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ПРЕДИСЛОВИЕ 
1{ РУССКОМУ ПЕРЕВОДУ 

Историю излагаемой в этой книге теоретической или мате­
матической, как п раРИльнее ее называть, логики начинают 
обычно с <•универсальной характеристикИ>> Лейбница, после 
чего переходят к работам А. де Моргана, Буля, Джевонса, 
Шресера, Пирса, принадлежащим XIX в. И хотя это в 
известной мере правильно 1, все же, в основном, математиче­
ская логика должна быть отнесена к числу новейших научных 
дисциплин, характерных именно для науки ХХ в. 

Преn<де всего, в ХХ в. математическая логика, по существу, 
стала частью математики. Существует ряд соображений, в силу 
которых ей следует называться именно математической логикой. 
Ее рост обусловливается, в первую очередь, потр.ебностями мате­
матики. Соэдание неевклидовых геометрий, в истории которых 
основное место принадлежит нашему соотечественнику Н. И. Ло­
fiачевскому, и возникновение методов современной теоретико­
множествемной математики породили и в математике ту крутую 
ломку понятий, подлинную двойственную сущность которой 
вскрыл R. И. Ленин в <<Материализме и эмпириокрити­
цизме•>. Наука, с одной стороны, испытала невиданное еще в ее 
истории развитие и притом не только количественное, но и каче­
ственное; она стихийно встала на путь материалистической диа­
лекТИI<И. Но в условиях империализма самый nрогресс науки 
породил реакционные попытки идеалистической философии пара­
зитировать на науке, использовать каждый новый успех ее 
в своих целях. Именно такого рода картина, на деталях которой 
мы не имеем здесь возможности остановиться, развернулась 
11 в области проблем обоснования математики, лежащих на гра­
нице математики и логики. Уже в самом начале исследований, 
приведших в дальнейшем к созданию неевклидовых геометрий, 
математикам пришлось заняться разбором различных вариантов 
рассуждений, претендовавших на nраво называться доказатель­
ствами евклидовского постулата о параллельных. Так как nри 

1 Если не забывать при этом оригинальные работы pyccRoro 
ученого - казанского математика и логика П. С. Порецкого. 
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этом чаще всего обнаруживалось, что в числе посылок явно или 
неявно используется допущение, попросту равносильное самому 
постулату, то возникла естественная потребность выявить все 
посылки, на которых в действительности ростроена система 
<<Начал•> Евклида. ОJ.нако завершена эта работа была лишь в на­
чале ХХ в. в известных <<Основаниях геометрию> Д. Гttльберта. 

Гильберт точно персчислил основные неопределяемые понятия 
геометрии, с помощью которых определяются остальные ее поня­
тия, и основные ведоказываемые предложения, с помощью кото­
рых доказываются все остальные предложения. Но для того 
чтобы проверить, что перечисленных аксиом действи­
тельно достаточно для доказательства всех вообще истинных 
предложений искоторой н аук� и что с их помощью нельзя, на· 
оборот, вывести ложное заключение, нужно было располагать 
обзором не только всех принимаемых посылок, но и всех допу­
стимых средств вывода из них новых предложений. В последней 
четверти XIX в. за такую работу взялись независимо друг 
от друга Пеано и Фреге. Благодаря тому, что при этом пришлось 
Заняться выяснением самых глубоких и основных логических 
связей между наиболее элементарными понятиями и предло­
жениями математики, у Фреге создалось даже впечатление, что 
ему удалось определить и неопределяемые понятия арифметики , 
доказать и недоказываемые в ней пред;южения, сведя их к более 
общим понятиям и предложениям ( <<законам•>) логики. Еще при 
жизни Фреге, в начале ХХ в., Рэссел обнаружил, однако, в его 
системе противоречие. :КRк сказалось,-несмотря на то, что мно. 
rие из вскрытых Фреге конкретных связей действительно имеют 
место,-система в целом не годится, так как с ее помощью 
можно доказать все что угодно. Чтобы избежать так называемых 
<<Парадоксов расширенного исчисления предикатов•>, Рэссел 

придумал свою известную <<разветвленную теорию типов•>, с 
которой сразу же оказались • связанными новые трудности, 
обусловленные его половинчатой и путаной субъективистской 
установкой. От вышедшего в 1910-1913 гг. трехтомного труда 
р_эсала u Yaйmxeia <cfriпciria ma1hematica•> молшо было итти 
даль�е по .свум направлениям: можно было, 1\ак это и случи­
лось с его авторами, занять позиции все более и более агрес ­
сивного наступления на -мат-ериализм и защиты схоластики 
(вооруже-нный такой идеологией Б. Рэссел не случайно про· 
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пагандирует сейчас при,\iенение атомных бомб против СССР), и 
моА<но было с меньшими или большими колебаниями (в условиях 
империалистического общества такпе колебания вполне есте­
ственны), более или менее стихийно вступить н а  путь отказа 
от субъективистских установок Рэссела. И тот и другой путь бы­
ли действительно использованы бурА<уазными учеными. Необхо­
димо здесь же подчеркнуть, что идеалистические установки неиз­
менно приводили к новым трудностям и что, наоборот, самые 
ценные достижения принадлежат математикам, вставшим на 
путь отказа от субъективизма и формализма и связанных с ними 
ограничений запаса содержательных средств нашего мышления. 

Заметим также, что создание особой теории математического 
доказательства (объектом изучения которой являются уже не соб­

.ственные предметы математики-вроде чисел, точек, прямых, 
а также фун.кций, мн.ожеств или отн.ошен.ий между числами, 
точками и т. п. ,-а приемы и методы обращения с ними в мате­
матике) в р уках специалистов-математш<ов оказалось нужным 
не только в целях обоснования математики и решения воз­
никающих здесь трудностей: с помощью теории доказательства 
был уже �олучен-продолжает получаться и сейчас-ряд спе­
циальных и притом все более и более важных математических 
результатов. 

Но математическая логика оправдывает свое название 
не только потому, что она выросла из потребностей м::tтематики 
и что подавляющее большинство новейших результатов, добытых 
ею, принадлежит специалистам-математикам. Она строится сама 
как типичная математическая дисциплина и может быть рассмат­
риваема не только как логика математики, но и как математика 
логики . Ибо она является в значительной мере результатом при­
менения математических методов к проблемам формальной логики. 

И все же знакомство с ней нужно не только математикам. 
Не говоря уже о том, что философские трудности обоснования 
математики интересуют и философов, конкретные проблемы 
теории математического доказательства и, особенно, примене­
_ния математики к вопросам логики должны и нтересовать и спе­
циалистов-логиков. Овладев элементами математической логики, 
последние смогут познакомиться в дальнейшем с рядом более 

. интересных для них вопросов. Они встретят здесь и ко1щретные 
результаты, от�осящиеся к В!>IЯ�нению соотношения между 
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с одержательной истинностью и формальной доказуемостью; 
и полное решение вопроса о границах возможностей последней; 
и попытки построения выходящей за рамки непосредственных 
потребностей математики логики .модальностей; и некоторый 
подход к проблемам индуктивной логики; и ряд проблем, непо­
средственно связанных с обобщениями классической теории 
силлогизмов по Аристотелю; и даже чисто технические прило­
жения,-например, простейшей части математической логики , 
так называемого <•исчисления высказыванJi!lf>>, к построению 
электрических релейно-контактных схем. 

Число работ по математической логике и ее приложениям 
интенсивно растет. Как уже было отмече но, основные резуль­
таты в этой об.1асти принадлежат специаnистам-математикам. 
Они опубликован:,, по преимуществу в математических жур­
налах. Из р1бот советских ученых отметим принадлежащие 
Д. А. Бочвару, В. И. Гливенко. И. И. Жегалкину. А. Н. }{ол­
.могорэву, А. И. Малщеву, А. А . М(lркову, П. С. Новикову, 
М. И. Шейн финкелю, В. И. Шестакову. fольшинство из них 
напечатано в »Математическом сбор нике», <<д')fшадах» и «ИЗве­
с rиях» (мате,\tатическая серия) Акаде�·ии 1-'аук (. (.  СР, «Ученых 
записка�» Московского унивеrситета. Hn все же в настоящее 
время не выходит почти н и  одной статьи или книги по логике, 
даже элементарного учебника, в той или иной мере не учиты­
вающей результатов и методов современной математической 
логики. Нет буквально ни одного раздела математической логики, 
даже самого элементарного, где, казалось бы, все уже давно 
выяснено, который не подвергалея бы дальнейшей разработке. И 
притом подчас с помrщью довольно сильных средств современной 
математики (вроде алгебраических: теорий структур, теории ко­
лец и алгебр). В целях получения топологических интерпретаций 
для р1зличных видоиз�v.енений ис<.исления вь.сказываний­
прrстейшим случаем таксй интерпретации является об.,tчное 
изсбрзжение понтий кругами....:.строятся, наnри_мер, так на­
зыr;ае,"'ые булевские алгебры с замыканием, примыкающие к 
топологии (и в свою очередь дающие затем возможность пере­
фразировать формальное изучение множеств в некоторые виды 
топологий). 

Чтобы иметь возможность следить за современной лИтерату­

рой по математической логике, необходимо nоэтому основательно 
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проработать, разобравшись даже в деталях доказательств, систе­
матический курс , посвященный аппарату математической логики. 
От начинающ!!го , особенно если он не привык к чтению матема­
тической литературы, это может потребовать значительной ·ра­
ботьr, но никакого специального знакомства с математикой при 
:этом все же не требуется. Не пройдя же такой предваритель­
ной стадии ознакомления с техническим аппаратом, невозможно 
следить критически за обширной литературой по математической 
логике. А следить нужно именно критически. I<ак уже было 
отмечено ,  в зарубелшой литературе по математической логике 
п ее прилол<ениям мы можем встретиться и с ценными науч­
ными результатами и с реакционными идеалистическими 
поползновениями использовать их в целях пропаганды мрако­
бесия·. Использовать вопреки тому, ЧТIЭ чем сильнее оказы­
вается полученный результат, тем яснее для нас, что он подтвер­
ждает правилl\ность философских позиций диалектического мате­
риализма; вопреки тому,  чте и буржуа:i$ным ученым фактически 
удаетея получать свои наиболее важные результаты ценою 
в,rнуж'lенного отказа от субъектиьизма и мистики. 

Известный специалист по математичесRой логике К. Гедель 
недаром вынужден признать, что трудности, связанные с фило­
софскими проблемами математики в трактовке их Рэсселом, 

обусловлены субъективизмом последнеге. Чтобы избежать труд­
ностей этого рода, необходимо признать , утверждает Гедель, 
что множества вещей п определяющие их свойства и отно­
шения существуют реально, независимо от наших субъективных 
конструкций. <<Допущение таких объектов,�рассуждает он ,­
столь же законно,  как и допущение физических тел ... Они в том же 
смысле необходимы для получения .удовлетворительной системы 
математики, как· физические тела ... для удовлетворительной 
теории наших ощущений, и в обоих случаях невозможно интер­
претировать предложения об этих сущностях, как предложения 
о <щанных•>. Чтоеы судить о подлинном см.,,сле этих утвержде­
ний , нужно было бы знать , правда. как понимает Гедель процесс 
образования абстракций , но во всяRом случае достаточно показа­
тельна уже и то, как воспринимает установку Геделя рецензи­
рующий его работу Вернайс. <<Характеризуя в целом установку 
Геделя ПQ философскому вопросу логического обоснования мате­
матики,-пишет Бернайс,-основной пункт следует видеть в еГ\) 
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отказе от того вида феноменализма , который стремится <ютмах­
нутьсю> от содержания математики , и в привлечении им внима­
ния к тому , что обще математике и теоретической физике в смысле 
необходимости предполагать объеi<т,,J 11 отношения сущест­
вующими независимо от наших восприятий 11 умственных 
построений)>. 

А наряду с этим мы можем встрtтить у·rвер>Iщение, принад­
лежащее тоже довольно круnному специалисту l{арри, что 
<•реалистическая точка зрения, очевидно, не должна прини­
маться всерьез в настоящее время. Конечно, она является 
первоначальным взглядом- математика первобытпых народов 
существенно эмпирична , и она приемлема для простых ариф­
метичесi<ИХ предложений, таких как 2+ 2=4. Но то обстоя­
тельство,  что инфинитистские концепции современной мате­
матики не имеют прообраза во внешнем окружении, есть 
пункт, не  требующий разработкю>. Конечно,-добавим к этому 
мы, -l{арри не  имеет представления о диалектическом материа­
лизме и прибегает к излюбленному противниками материализма 
приему его вульгаризации. Наоборот, идейная- с позиций 
м:1рксизма-ленинизма-борьба с идеалистическими извраще­
ниями предполагает такое владение техникой дела, которое по­
зволяет повернуть против врага его же собственное оружие. 

Предлагаемый вниманию читателя перевод руководства по 
элементам математической логики Д. Гильберта и В. Аккер ­
мана содержит систематическое построение аппарата. Книга вы­
росла из курса лекций известного математю<а конца XIX и пер­
вых тридцати лет ХХ вв. Д. Гильберта и написана его учеником 
Аккерманом. Философские проблемы , связанНI. е с мзтематиче­
ской логикой и ее приложен.иями к основаниям математики, в 
том числе и опровергнутые дальнейщим развитием науки фор­
малистические установки самого Гильберта, в ней вообще не 
обсуждаются. l{нига была намечена первоначально как введе· 
ни е в появившуюся позже двухтомную монографию Д. Гиль· 
берта и П. Бернайса, посвященную <•Основаниям математикю> и 
содержащую подробный разбор основных результатов в этой об­
ласти, доведенный до 1940 г. По:>тому в ней не затрагиваются , 
или почти не затрагиваются, вопросы так называемой мета-

· логики, относящиеся к общей теории построения лоrиче­
ских �·формализмов)>, обсуждению методов и возможностей дока-



Предис.rовие к PJ'CCKO иу nереводу t 1 

зательства их непротиворечивости и полноты; не доказывается 
и введенная в этой связи , но выросшая затем в общую теорию 
алгоритмических методов математю<И теория рекурсивllых 

функций, а также использующая последнюю <<арифметизация 
металогики•>, принадлежащая Геделю. Не доказывается, 
хотя и выясняется необходимость такого доказательства , 
совместность так называемого <<узкого исчисления предикатов•>, 
про законы которого можно сказать, что они экстрапQ­
лированы из изучения к онечных областей предметов, с 
предположением о бесконечности области, т. е. наше право 
рассуждат

'
ь в известных случаях о бесконечных областях 

предметов так, I<ак если бы они были конечными. Совсем не рас­
сматриваются отличные от классической логики логические 
<•формализмы•>, вроде не пользующсгссн законом исключенного 
третьего «ИСЧИСЛеНИЯ пrоблем» /{ОЛ .wог орова ИЛИ раЗЛИЧНЫХ 
многозначных <<логию> и т. п. 

Авторы строго ограничивают себя самым необходимым мате­
риалом, н о  зато дают все детали доказательств. Читатель,  
внимательно проработавший книгу, будет действительно владеть 
техникой дела. Книга написана очень сжато и лаконично 
и рассчитана на читателя, привыкшего пользоваться математиче­
ской литературой. Учитывая интересы более широкого круга 
читателей, мы снабдили ее несколькими комментариями, ивляю­
щимися не дополнениями к ней, а, в первую очередь, поясне­
ниями. Пре.-кде всего это относится к комментарию к первым 
двум параграфам второй главы, интересной для преподавателя 
элементарной логики , поскольку она представляет собой извест­
ную формализацию логики Аристотеля. 

Второе издание книги,  с которого сделан перевод, значи­
тельно отличается от первого. В нем исправлены некоторые 
неточиости первого издания, например нечеткая формули­
ровка правил подсталовки для <<узкого исчисления преди­
катов•>. Интересны и существенны добавленные к третьей 
тлаве доказательства полноты и независимости для системы 
аксиом и правил <<узкого исчислениЯ>>, содержащие, в частности, 
известный результат Лёвенгейма, от которого датируют начало 
выяснения границ возможностей для логических <<исчислений». 
-Значительно улучшено содержащееся в четвертой главе изло­
жение <<расширенного нсчислеюш•>, имеющего ,особое значение 
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для решения философских проблем обоснования мате.�сш1ики. 
Однако в этой связи нужно отметить следующее. С целью спра­
виться с так н аз ,JBai)JVЬJMИ «семантическими•> nар1доксами Рэссел 
ввел с�;�ою <•разветвленную теорию тиnов•>, которую расnростра­
нил при этом на всю математику, создав таким образом для 
математики ряд новых трудностей. Но если отбросить субъекти­
вистские установки Рэссела, то, поскольку <•семантические пара­
�оксы•> вообще не  угрожают математике, в применении к ней 
оказывается достаточной <•nростая теория типов•>. Из второго 
издания своего учебника авторы совсем исключили поэтому 
<•разветв пенную теорию•> и обсуждение связанных с нею трудно­
стей. Дли чтения литературы по философсю1м проблсмам мате­
матики знакомство с этой теорией, однако, необходимо. Н роме 
того, с чисто логической стороны <•семантические парадоксы•> не 
только представляют самостоятельный интерес, но и широко 
используются в упомянутых выше общпх металогических иссле­
дованиях. Нам представлялось поэтому целесообразным не  
только привести, как это сделали авторы, самые парадоксы, 
но рассказать и о возможных способах справиться с ними, 
предупредив читателя, что сложный логический аппарат <•раз­
ветвленной теории типов•> имеет смысл лишь в применении к опре­
деленным системам аксиом, о которых без уточнений, предусма­
триваемых этой теорией , нельзя рассуждать по правилам, более 
и.rт менее соответствующим законам обычной формальной логики. 
Мы сочли поэтому необходимым добавить в приложении пара­
графы из первого издания книги, посвященные <•разветвленной 
теории типов•> и связанным с нею трудностям. 

Д. Гильберт Р"Зр1батывал аппарат математической логики 
в надеп<де с его по�юшью оправдать свою формалистическую 
и и:.еалистическую точку зрения на математику, как на 
совокупность лишенных содержания формул , которые пишутся 
по ОПJ::еделе н ным правилам. Сдн,ко действительное развитие 
логики, и притом с помошью построенного самим же Гильбер­
том аппарата, обнаружило неосушествимость его надежд. 
Развитие н1уки и в этой области неизменно подтвермдает 
правильиость философских установок марксизма-ленинизма. 
Но реакционные буржуэзные учею,:е не хотят признавать 

,этого. Они упорно борются против всякого проявления мате­

риализма. И притом все более и более агрессивно. Одни потер 
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певuшс I<рушение liдеаш.с'J·ичесюiе <•наделщы•> сменяются 

другшш, еще более реакцпонными. В руках 1:сс . .  сдовател я, 
вооруженного передовой маркс;;стсi<О· rJeJI,fНCI<oй философиеН, 

11 математнческая логика становится не толы<о орудием ог-
1\рытия tюuых пстан, по п срелство,, разоблачения реающонн,нi 

ндео.1огнн. 
В применепни t< математической логике t·ам особен-

но следует помнить партийное указание, сделанное товарище:�� 
.\. А. Жд'lновым в его выступлении на дискуссии по книге 

Г. Ф. Александрова «История западно-европейской философии". 

, Современная буржуазная наука,-говорнт А. А. Жданов,­

снабл<ает поповщину, фидеИзм новой аргументацией, которую 

необходимо беспощадно разоблачать». «Кому же, кш< не нам­

стране победившего марксизма и ее философам, -возглавить 

uорьбу против растленной и гнусной буржуазной идеолегин, 
1.-о.'11у, I<ак не нам, наносить ей сокрушающие удары!» 

С. Яновская 



ПРЕДИСЛОВИЕ 
1{ ПЕРrОМУ ИЗДАJ-'ИЮ 

Настоящая книга излагает теоретическую лGгику 
(называемую также математической логикой, логи-1 
ческим исчислением или алгеброй логию ) в той форме, 
которую она приобрела в моих университетских лек­
циях по принципиальным вепресам математики. 
( <<Принципы математикш>-зимний семестр 1917/18 гг.; 
<<Логическое исчисление&-зимний семестр 1920 г.; 
<<Основания математики&-зимний семестр 1921f22rr.). 
При подготовке этих лекций я пользовался существен­
ной помощью и советами моего коллеги Бернайса; он 
же самым тщательным образом сбработал лекции. 
Использовав и дополнив возникший таким образом мате­
риал, мой ученик Аккерман, выдвинувшийся тем вре­
менем благодаря значительным самостоятельным ра­
ботам в области оснований математики, дал при­
водимое ниже расчленение и окончательнее изложение 
всего материала. 

Книга должна служить одновременно целям подго­
товки и облегчения понимания следующей книги, 
которую мы с Бернайсом в скором времени собираемся 
выпустить и которая трактует основания математики 
тем же самым методом, каксй я (также при деятель­
нейтем участии Бернайса) изложил в ряде трудов: 
Neubegriindung der Mathematik.- Abhandlungen des 
mathematischen Seminars derHamburgischen Universitat, 
Bd. 1, стр. 157, 1922; Die 1ogischen Gпшdlagen der 
Mathematik, Math . Ann., Bd. 88, стр. 151, 1922; Ober das 
Unendliche, Math. Апп., Bd. 9!", стр. 161, 1925. 

Гi!ттинrен, 16 января lf28 г. Гиль6цт 



ПРЕДИСЛОВИЕ 
1-\0 ВТОГОМУ И�ДАНИЮ 

Во втором издании <<Основ теоретической - логики• 
сохранены везде конструкция и последовательность пер­
вого издания. Однако достижения науки за последнее 
время сделали необходимым внимательный просмотр 
материала и внесение различных улучшений и допол­
нений, котС�рое необходимо было сделать, не выходя за 
рамки прежнего объема книги. 

По существу, главы 1 и II не претерпели изменений; 
исключением является только краткий с.Gзор более 
новых исследований по аксиоматике исчисления вы­
сказываний в главе 1 . От разработки изложения исчис­
ления классов в главе Il, само по себе желательной, мы 
пока отказались, т<1к как это исчисление в uбщем по· 
строении книги занимает все же изолированнее поло­
жение. В главе III прежде всего улучшена редакция 
правил вывода для исчисления предикатсв; прежняя 
формулировка была недостаточно точной. Добавлены 
отсутствовавшие в первом издании доказательства 
независимости и полноты использованной в этой гл?.ве 
системы аксиом; раздел о проблеме разрешимости 
дополнен обзором более н�вых результатов. Глава IV 
могла быть подвергнута сокращению, поскольку по­
дробное рассмотрение разветвленной теории типов Рэс­
села и Уайтхеда оказалось ненужным, после того 
как подавляющее большинство исследователей отка­
залось от этой теории. За счет этого оказалось воз­
можным существенно улучшить и пополнить построе­
ние исчисления предикатов вторvй ступени и ступен­
чатого исчисления восбп;.е. 

Т ерминслогия была прнспособлена к <<Grund Iagen 
der Mathe atik• Гильберта и Бернайса. Например, 
выражеm·е <<фут циснальнсе исчисление• заменено 
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nовсюду на <<исчисление nредикатов». Выражения 
<<логическая сумма» и «логическсе произведение», 
в соответствии с общепринятым логическим слове­
употреблением, переделаны повсюду в <<конъюнющю» 
И <<ДИЗЪЮ НКЦИЮ», . 

Госnодину Н. Бернайсу (Цюрих), который прочел 
корректуру в гранках, я особенно обязан за мноrочис� 
ленные советы. За различные мысли и указания я бла� 
годарю также господ Гентцена (Геттинген), который 
nросмотрел рукопись, Арнольда Шмидта (Марбург) 
и Шольца (Мюнстер). Всем им выражаю свою искрен� 
нюю благодарность. 

Бургш тейнфурт, 
ноябрь 1937 г. 

В. Аккермин 



В В Е Д Е Н И Е 

Теоретическая логика, называемая также математи­
ческой или символической логикой, есть приме не ние 
формальног о метода математики к области логики . 
О на применяет к логике тот же язык формул,  который 
уже издав на употребляется для выраже ния математи­
ческих отношений.  В настоящее время было бы утопией 
при построении какой-либо математической дисципли ны 
пытаться обойтись лишь обычным языком. Большие 
успехи, которые сделаны в математике ,  например 
в алгебре, с о  време н а нт-ичности , обусловле ны в зна­
чительной степени тем обстоятельством, что удалось 
найти полезный и продуктив ный формализм. Чег о  
удалось достичь благодаря языку формул в математике , 
то же должно быть получе но  с его помощью и в тео­
ретической логике, а име нно : точная научная трак­
товка ее предмета . Логические связи , которые суще­
ствуют между суждениями , понятиями и т . д . ,  нахо­
дят свое выражение в формулах , толкование кото­
рых свободно от неясностей , какие легко могли бы 
возникнуть при словесном выраже нии . Переход к логи ­
ческим следствиям ,  совершilю щи йся посредств ом умо­
заключения , разлагается на саои последние элементы 
и представляется как формальное иреобразова ние 
исходных формул по  известным правилам, которые 
аналогичны правилам счета в алгебре; логическое 
мышление отображается в ло?ическом исчислении. Это 
исчисление делает в озможным успешный охват про­
блем, перед которыми принципиально  бессильно чисто 
содержательное логическое мышление .  l{ таковым 
принадлежит, например,  проблема : как можно оха­
ракте ризовать предложения , которые в ообще могут 
быть выведены из данных посылок. О собо важное 
значение логическое исчисле ние приобрело в послед-
2 Основы тuоретичесиой логики 
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ние десятилетия еще и пvтому, что оно  развилось в необ­
ходимое вспомогательное средство исследования основ 
математики. 

Идея математической логики впервые в ясной форме 
была выдви нута Лейбницем. Первые результаты полу­
чили де Морган (1806-1876) и Буль (1815-1864) . 
С Буля начинается все дальне йшее развитие .  Из числа 
его  последователе й новую науку обогатили Джевонс 
(1835-1882) и прежде всего Пире (1839-1914) . Шре­
дером , в его <<V or1esungen uber die Algebra der Logik)> 
(<<Лекции п о  алгебре логикю> , 1890-1895), были си­
стематически собраны и усовершенствованы различ­
ные результаты ,  добытые его предшественниками . 
<<Лекции п о  алгебре логикш> представляют собой 
в известной степе ни заключительное -звено  в цепи 
развития, начинаю щегося с· Буля . 

Отчасти независимо от развития булевско-шреде ­
ровской алгебры логическая симв олика получила 
новый стимул для св оего развития благодаря потреб­
ностям математики в точном обосновании и строгом 
аксиоматическом изложении . Г. Фреге опубликовал 
свои труды << Begriffsschrift ( << Исчисление понятий)>, 
1879) и <<Grundgesetze der Arithmetik)> ( <<Основ ные 
законы арифметикю>, 1893-1903). Пеано  и его со­
трудники начали в 1894 г.  издание <<Formu1aire de 
Mathematiques)> ( <<Формуляр математикш), в котором 
все математические дисциплины должны были быть 
представлены в логическом исчислении . Появление 
<<Principia mathematica)> (1910-1913) Уайтхеда и Рэс­
села является высшей точкой этого развития .  В ведав­
нее в ремя Гильберт в ряде трудов и в у ниверситетских 
лекциях использовал логическое исчисление для тог о , 
чтобы на новом пути достичь такого построения мате ­
матики , которое дает в озможность установить непро­
тщзоречив ость положенных в основу nосылок .  Пер­
в ое связное сообщение об этих исследованиях появи­
лось в настоящее  в ремя в перв ом т оме <<Gruпd1agen 
der Matl1ematik)> ( <<Основания мжематикш> , 1934) Гиль­
берта и Бернайса . 
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ИСЧИСЛЕНИЕ ВЬIСI{АЗЫВАНИЙ 

Так называемое исчисление высказываний сосt'ав­
ляет первую необходимую часть математической ло­
гики. Под высказыванием следует понимать каждое 
предложение , в отношении которого имеет смысл 
утверждать, что его содержание истинно  или ложно .  
Наnример, высказываниями являются: <<математика 
есть наука>> ,  <<снег черею> , <<9 есть простое число>> . 
В исчислении высказываний не входят в более тон­
кую логическую структуру предложений , структуру , 
которая вырэжается в связи между субъектом и 
предикатом . Высказывания в нем рассматриваются 
как целое , в их логической связи с другими вы­
сказываниями. 

§ /.  Введение ос новных логических связей 

Высказывания могут определенным о бразом соеди­
няться в новые высказываниЯ. Например , можно из 
двух высказываний :  <<2 меньше 3», << снег черею> о бра­
зовать новые высказывания : <<2 меньше 3 и снег черею>, 
«2 меньше 3 или снег черен>>, <<если 2 м�ньше 3, то снег 
черею>. Наконец , можно из высказывания <<2 меньше 3>> 
образовать новое высказывание: <<2 не меньше 3>> , 
которое выражает логическую противоположность 
первого высказывания .  

Соединения высказываний здесь разговорно выра­
жаются словами: <<И>> , <<llЛU>>, <<1-le>>, <<если - то>> . 

Эти основные соединения высказываний мы выразим 
соответствующей символикой . Для обозначения выска­
зываний будем употреблять большие латинс�Qlе буквы: 
Х, У, Z,  И,  . . .  Для выражения логической связи 
в�1сказываний мы вводим следующие 5 знаков: 
2* 
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1. Х (читается «Не Х>>) обозначает контрадиктор­
ную противоположность Х. Х обозначает высказы­
вание, которое истинно, если Х ложно,  и ложно, 
если Х истинно .  

2. Х & У (читается <<Х и У») обозначает высказы­
вание, ко1орое истинно в том и 'l'Олько в том случае, 
если как Х, так и У истинны . 

3. ХVУ (читается <<Х или У>> ) обозначает выска­
зыв:шие, которое истинно в том и только в том слу­
чае ,  когда по крайней мере одно из  двух высказы­
ваний Х, У являеrся истинным.  

4 .  Х �У (читается <<если Х, то У>> ) обозначает 
высказывание, которое ложно  в том и только в том 
случае, когда Х истинно и У ложно. 

5 .  Х......., У (читается «Х равнозначно У>>) ,  что пишут 
также Х�У или Х .......... У, обозначает высказывание, 
которое тогда и только тогда истинно ,  когда Х и У оба 
истинны или Х и У оба ложны . Х......., У означает, 
таким образом ,  что Х и У имеют одно и то же значе­
ние истинности или ложности . 

Относительно 3. следует заметить, что связь 
i<X или У>> не нужно смешивать с нсключающим <<ИЛИ>> 
в смысле латинского <<aut-aиl>> .  Напротив , это <<или» 
имеет значение <<ИЛИ также>> в смысле латинского <<Vel>>, 
т. е .  допускает возможнос1 ь сосуществования Х и У 1, 

Соотношение <<если Х, то У>> не следует понимать 
как выражение для отношения  основания и следствия . 
Напротив , высказывание Х �У истинно всегда уже в 
том случае ,  когда Х есть ложное или же У истинное 
высказывание. 

Так, например, следующие высказывания следует 
считать истинными : 

Е сли <<дважды 2 равно 4>> , то <<снег бет. 

1 Исключающ<:е <<или-или» может быть вьtражено при 
помощи некото;.ой ко11-1бинации основных знаков. <<Или Х или У•> 
явлю:т.;я ОТ[ ицанием Х......, У и выr ажается так: :k......, У. 
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Если <<дважды 2 равно 5>> , то << снег бел>>. 
Если <<дважды 2 равно 5>> , то <<Снег черею>. 

Ложным же было бы высказывание :  если <<дважды 
2 равно 4>> , то <<Снег чер ею>. Все же соотношение 
Х ---3- У имеет общим с соотношением основания и след­
ствия то, что в случае истинности Х ---3- У из истин­
ности Х можно заключить об истинности У. 

Соотношение Х "'""У не понимается здесь как равно­
сильность по  смыслу Х с У; оно  имеет место между 
любыми двумя истинными, а также между любыми 
двумя ложными высказываниями . Например , выска­
зывания 

истинны . 

(2 и 2 равно 4)"-"(снег бел) , 
(2 > 3) "'"" (снег черен) 

Особую важность имеет еще то общее замечание, 
что , в силу нашего определения основных логических 
связей,  истинность или ложность сложного высказы­
вания зависит только от истинности и ложностzz 
составляющих высказываний, а не от их содержания. 
Если сокращенно обозначить истинное высказывание 
буквой ffi, а ложное- буквой g:, то, например , связь 
-> характеризуеtся тем , что высказывания ffi ---3- ffi, 
g: ---3- ffi и g: ---3- g: являются истинными, а высказывание 
ffi ---3- g:- ложным . Для связи & высказывание ffi & ffi 
является истинным, а все о стальные : ffi & g:, g: & ffi, 
g:& g:-ложными . Дальше, m v m, m v g:, g:vm - ис­
тинны ,  а g: V ty- ложно. Связь "'"" характеризуется· 
тем ,  что m"'"" m, g: "'""g:- истинны, между тем как 
m"'"" ty,  g:"'"" m- ложны .  Наконец, m ложно, � ИС1ИННО. 
Таким образом , мы имеем прав о  рассматривать основ­
ные связи как функции истинности (Wahrheitsfunktio­
nen), т . е .  как определенные функции, для которых в 
качестве аргументов и в качестве значений функций  
рассматриваются только m и g:. 

Для формальной характеристики введенных опера-
ций следуег заметить, что только отрицание Х одно-
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членно ,  между тем как все остальные операции явля­
ются двучленными .  

§ 2. Эквива лентности; 
заменяемость о с новных связей 

Применяя несколько раз основные связи ,  можно 
образовать из данных высказываний более сложные свя­
зи высказываний . Например , из осно вных высказыва­
ний Х, У, Z в озникает таким о5ра зом сложное вы­
сказывание ((Х � У) & (У �z)) & (Х V Z) . 

Каждое такое сложное высказывание представ­
ляет так же, как и простые связи высказываний , 
определенную функцию ис1инности . В упомянутом 
сложном высказывании мы имеем для Х, У, Z восемь 
возможных троек значений; ffi, ffi, ffi; ffi, ffi, �; 
ffi,�,ffi; ffi, �. �; �,ffi, ffi; �. ffi,�; �. �.ffi; 
�. �' �- Каждой тройке формулой 

((Х � У) & (У� Z)) & (Х V Z) 

придается соответственно значение ffi или �- Напри­
мер ,  комбинации �. ffi", � соответствует значение �­
В самом деле,  согласно определению основных связей , 
мы можем заменить 

((�-> ffi) & (ffi� Ю) & (� V Ю 
на 

дальше на � & � и , нгконец, на  �-
Замечательно, что не 1<оторые различные из  этих 

связей равнозначны, т .  е .  �ыражают ту же самую 

функцию истинно сти . Так ,  Х раннозна чно с Х: двой­
ное отрицание означаеr то же самое, что и утвержде-

ние .  В самом деле ,  Х, точно  так же как Х, при 
подстановке ffi принимает значение ffi и при подста­
ноnке �-значение �. Такие равнозначащие связи 
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высказываний мы будем называть в дальнейшем 
<<эквивалентныМИ>> и б у де м писать кратко 

х экв Х 1• (I) 
Сейчас мы установим ряд других эквивалентностей . 

Прежде всего обна руживается аналогия способа лри­
менения знаков & и 'v со знаками алгебры + и 
Именно ,  имеют место следующие эквивалентности: 

х &У экв у & х, (2) 
Х & (У & Z) экв (Х & У) & Z, (3) 

ХVУ эквУVХ, (4) 
Х V (У V Z) ЭI<В (Х V У) V Z, (5) 
Х V (У &Z) экв (Х V У) &(Х V Z) . (б) 

Истинность этих (и всех иных) эквивалентностей 
может быть установлена , как явствует уже из ска­
занного, следующим обра зом: берем все возможные 
комбинации, которые можно обра зовэть из 1R и iJ 
для основных высказываний, и убеждаемся, что для 
каждой из таких комбинаций обе стороны рассматри­
ваемой эквивалентности всякий раз дают одинаковое 
значение истины или лжи Э1у проверку предоста­
вляем читателю. 

Из эквивалентностей (2)- (ё') следу ют коммутатив­
иый, ассоциативиый и дистрибутивный законы. В силу 
этой аналогии с алгеброй,  Х & У называют также 
логической суммой , а Х V У- логическим произведеиием. 
Из приведеиных законов следует , что логические 
выражения можно , как в алгебре,  «Перемн ожатЬ>> или 
выносить за скобки общий множитель. С тем же, 
впрочем, успехом мы могли бы назвать Х & У логиче­
ским произведением, а Х V У -логической суммой , 
и такое обозначение в логике является даже более 
употребительным. Дело в том , что , в отличие от 

1 Следует заметить, что употr еблею.,ое здесь сощ:ащен­
ное обозначение экв не пFинадлежит к ЩlШt!М лоrическим сцм­
волам. 
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алгебры, здесь имеет место еще второй дuстрибутивныf1 
3акон: 

Х&(У V Z) жв (Х &У) V (X&Z). (7) 
В качестве примера , поясняющего второй закон 

дистрибутивности , может служить слепующее предска­
зание погоды: <<Сего,'I,НЯ идет дождь, и завтра ясно или 
послезавтра ясно>> . Tn же самое утверждение может 
быть выражен о  так: «Сегодня идет дождь, и завтра 
ясн о , или сегодня  идет дождь и послезавтра ясно >> .  

Так как в логике относительно употребления сло в 
<<сумма>> и <<проИзведение>> существу ет неопределен­
ность, то мы, вообще говоря, по возможности будем 
избегать этих выражений. Мы называем Х & У конъюнк­
цией Х и У, Х V У- дu3ъюнкцuей Х и У. Для Х �У 
у потребительно название имплитшция. 

В силу �акона коммутативности и ассоциативности 
МН ОГОЧЛеННЫе I(ОНЪЮНКЦИИ ИЛИ ДИЗЪЮНIЩИИ МОЖНО 
писать без скобок . Кроме того , для дальнейшего 
уменьшения количества скобок мы усrанавливаем, 
что V свя3ывает теснее, чем &, а &, в свою очередь, 
теснее, чем � и "' · Знак V можно не ставить точно 
так  же , как в алгебре не ставят знака умножения · . 

-Для упрощения коныснкций и дизъюнкций суще­
ственны следующие эквивалентности: 

Х & Х ЭКВ Х 1 (8) 
Х V Х ЭКВ Х. (9) 

Таким сбразом, в конъюнкции или дизъюнкции, 
в которой н екоторый член встречается несколько 
раз, м ожно писать таковой толы<о один раз .  Точно 
так же следующие эквивалентности дают возможность 
замен ять сложные комбинации высказываний более 
ПрОСТЬJМИ: 

Х & ffi ЖВ Х, 
Х & tr ЭI<В tr• 

( 1 0) 
(1 1 ) 

Из (10) следует,
· 

что истинный конъюнктивный член 
всегда может быть отброшен; из ( 1 1 )- что конъюнк-
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ция .означает ложь, если в ней встречается ложное 
высказывэ ни е .  

Соответствующее положение дел мы имеем и в от­
ношении: дизъюнкции: 

Х V ffi ЭКВ ffi, ( 12) 
Х V � ЭКВ Х. ( 13) 

Дизъюнкция истинна , если она содержит истинный 
член . В дизъюнкции ложный член может быть от­
брошен.  

Для импликации мы также имеем подобные соот­
ношения: 

ffi -> Х ЭКВ Х, 

�-;.. Х ЭКВ R. 
(14) 
(15) 

Импликация с истинным предыдущим членом экви­
валентна ее последующему члену .  Импликация с лож­
ным предыдущим членом всегда представляет собой 
истинное высказывание . 

Наконец, для отношения равнозначности мы имеем: 

Х ""-' ffi ЭКВ Х, ( 1 б) 
Х """ � ЭКВ Х. (17) 

Для связи отрицания с & и V получаем следующее 
важное соотношение: 

Х & У эю3 XVY .  (18) 
Пусть, например,  Х озна чает утверждение: <<Тре­

угольник 6. прямоугольный>>, а У: <<Треугольник 
6. равнобедренный>> .  Связи Х & У соответствует тогда 
высказывание: <<Треугольник 6. прямоугольный и 
треугольник 6. равнобедренный>> . Контрадикторной 
противоположностью этого является следующее выска­
зывание: <<Треугольник 6. не прямоугольный или 
треугольник 6. не равнобедренный >> ,  и это выска-
зывание выражается Х V У. 

Также имеем: 
XVY экв Х&У. (19) 
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Например, пусть нри испытании по математике 
требуется ,  чтобы кандидат был сведущ по крайней 
мере в одной из областей : арифметике или геометрии .  
Пусть Х обозначает высказывание: <<Кандидат знает 
арифметику>>, У о бозначает: <<Кандидат знает геомет­
рию>> . Ка ндидат удсвлетворяет требованию экзамена, 
если Х V У истинно .  На оборот , если кандидю пр::JВа­
ливается на  испыт ании, т. е . перед нами отрицание 
для Х V У, то это означает: <<Кандидат не  знает 
арифметики, и он не  знает геометрию>, что выражае1ся 
через Х&У. 

Другие эквивалентности получаем, привлекая знаки 
--+и ......... . 

Так как высказывание Х--+ У означает, что одно­
временн о  не  может быгь Х истинным и У ложным. 
то имеем: 

х--+ у экв х & У. (20) 

-и�пользуя ( 1 8) ,  можно Х &У писать также в виде 
Х VY и, согдасно (1 ) , -в виде KVY. Таким обра­
зом, имеем также:  

х -::.у экв .5{ v у . (2 1 )  

Если возьмем в этой эквивалент носrи Х вместо Х 
и используем то , что Х экв Х, то нолучим новое соотно­
шение 

х v у эк в х--+ у. (22) 

Согласно  (20) , имеем У--+ Х экв �& Х. В силу (1) 
вместо правой части можно поставить У & Х, в силу 
(2) Х & У и в силу (20) Х -::.У. Таким образом, 
получаем: 

х--+ У экв v-�x. (23) 
Далее , если справедливы оба высказывания Х--+ У 

и У-> Х, то это знач»т , что fle могут быть одновре-
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менно Х истинным и У ложным , и также невозможно , 
чтобы одновременнс У было истинным и Х ложным . 
Таким о бразом , высказывание (Х --7 У) & (У-> Х) 
означает, что Х и У оба имеют одинаковое значение 
истинности или ложн ости . Другими словами , имеем 
эквивалентность: 

Х "'У экв (Х ->У) & (У --7 Х). (24) 
Из определения связи "' неносредивенно полу­

- чаем, что 
х "-' у эк в у "-' х' (25) 

х "-'у экв х '""-' у. (26) 
Дальше из ( 19) и ( 1 $) получаем (отрицая о бе сто­

роны эквивалентности и принимая во внимание, ч то , 
согласно (1) , двойное отрицание может быть отбро­
шено): 

х v у эк в х & у' 
Х&У экв Х V У 

(27) 

(28) 
Из этих эквивалентностей обнар уживается множе­

ственность выражений одних и тех же сложных вы­
сказываний с по.мощью введенных знаков . Это наталки­
вает на вопрос: не  являются ли некоторые из основ­
ных логических связей излишними? Ответ у1вердителен .  
Прежде всего из (24) видим, ч 1 о  можно обойтись без 
знака "' •  так как связь Х"' У может бьпь выражена 
знаками -> и &. Затем , из (20) и (27) следует, что 
знаки -> и V таl\же заменимы и что таким о бразом 
можно обойтись знаками & и -. Точно так  же из 
(21) и (28) следует, что можно  ограничиться знаками 
V и -. Равным образом оказываеrся досrаточн о  зна­
ков  -> и -, ибо , с огласно (28), можно  выразить сна­
чала знак & через V и -, а затем , с огласно (22),  
знак V с помощью --7 и -. 

Знаки --7 и - бргл в качестве основных (т. е .  
при употреблении и других символов) Фреге; знаки 
\;' и - брал Рэссел. Естественнее  всего исходить из 
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представления через & и , как это имеет место 
в учении о суждении у Брентано . Особо целесообраз­
ным является употребление трех знаков: &, V, -, так 
как в силу эквивалентностей (2) - (б) при этом нолу­
чается особенно  простая вычислительная трактовка ло­
гических выражений. 

С помощью знаков "'"' и - н е  могут быть выражены 
все связи . Так, уже Х & У не м ожет быть выражено 
с помощью этих знаков. Для доказательства допустим 
сначала, что как основные используются только вы-­
сказывания Х и У.  Рассмотрим затем восемь высi<а­
зываний : 

Х; У; Х; У; Х"'Х; Х"'Х; Х"'У; Х"'-'У. 

Если отрицать одно из этих высказываний или соеди­
нить два из них знаком "'"'• то получим снова выска­
зывание, которое  эквивалентно одному из этих восьми . 
Например :  (Х"'"' У) "'"' У экв Х; (Х"'"' У) "'"' (Х"'"' У) экв 
Х"'"' Х и т .  д . Так как основные высказывания Х и У 
имеются сами среди этих восьми высказываний , то каж­
дое высказывание, которое образуется из Х и У путем 
применения только знаков"'"' и -, эквивалентно одному 
из этих восьми высказываний .  Но Х-& У не является 
эквивалентным ни одному из них .- Если бы существо­
вало эквивалентное Х & У и образуемое лишь при по­
мощи знаков "'"'• - сложное высн:азывание, с одержа­
щее еще основные высказывания Z, и, . . . , Т, то экви­
валентность должна была бы сохраниться и при 
замене всех букв Z, и, . . . , Т на Х. Но таким образом 
мы возвращаемся к прежнему случаю. 

При представлении сложных высказываний без 
отрицания нельзя обойтись .  Например, невозможно  
выразить Х без применения отрицания . Действительно, 
все выражения , с одержащие неопределенный знак Х 
и образованные путем применения &, V, -'>, "'"'• пред­
ставляют только такие высказывания, которые истин­
ны,- когда Х истинно,  между тем как значение 
истинности Х противоположно значению Х. 
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Следует отметить, что связь V может быть выра­
жена при помощи только знака ->, без применения 
отрицания .  В самом деле, существует эквивалентность: 

X V Y  экв (Х--7У)--7У. 
Для Х & У подобное представление невозможно .  
В качестве курьеза следует упомянуть, что можно 

обойтись также одним единственным логическим зна­
ком , как это показал Шеффер . Он иснользовал в ка ­
честве единственной связи Х 1 У, словами : « Х и У 
несовместны>> .  Х 1 Хтоrда равнозначно с Х. XIX 1 YI Y 
эквивалентно Х 1 v: т .  е .  Х V У. А раз знаки V 
и- могут быть выражены .фи помощи штриха Шеффера ,  
то другие основные связи также можно выразить с его 
помощью. 

Упомянем еще следующие эквивалентности, важные 
для представления отношения равнозначносrи :  

х"" у экв х v у &У v х, (29) 

Х ""У экв (Х & У) V (Х & У). (30) 
(29) следует из эквивалентности (24), в I<отор ой , 

согласно (21), знак--? заменяем знаками V и -. (30) 
получаем непосредственно из определения "' ·  

§ 3. Нормальная форма для ло гичесl(их выражений 

До сих пор мы видели, как можно из определенных 
основных высказываний, которые мы о бознача ем бук­
вами Х, У, Z, . . . , образовать новые высказывания при 
помощи однократного или многократного применения 
основных связей&, V , --?, "'• -. Эквивалентнос си, усiа ­
н овленные в предыдущем параграфе, учат нас, что  
для с одержа1 ельно ршilнозначных связей основных вы­
сказываний существуе1 известная множественность вы­
ражений ,  причем от одного из этих выражений можно 
переходить к любому другому . Существенно отметюь, 
ч rо каждое сложное высказывание путем эквивалент­
ного преобразования .можно привести к известной нор-



зо И счilсл ш.и е вые kaзывaнilli 

мальной форме; эта нормальная форма состоит из пеко­
торой конъюнкции дизъюнкций, в которых каждый 
дизъюнктивный член является либо о сновным высказы­
ванием, либо его отрицанием . 

На основании установленных эквивалентностей вво­
дим следующие правила преобразования выражений : 

· a l )  Со знаками & и V можно оперировать как 
в алгебре, пользуясь ассоциативным, коммутативным 
и дистрибутивным законами: 

а2) Х можно заменить на Х. 
аЗ) Х & У можно заменить выражением Х V У, а 

Х \;' У-- выражением Х & У. 
а4) Х -> У можно заменить выражение.м X V  У, 

а Х ""  У - выражением ХУ & УХ 1 • 
Здесь всегда имее't СЯ в виду обратимость замены. 

Преобразование происходит следующим образом: 
сначала заменяем, пользуясь правилом а4) ,  каждое 
выражение эквивалентным ему , не содержащим больше 
знаков __,.. и "" ·  Выражение , возникшее таким образом, 
строится путем примененИ:я трех знаков &, V , - .  
Затем , с помощью последова1 ельного применения пра­
вила аЗ) всегда можем достичь того, что черточки отри­
цаний сдвину1 ся  дальше вниз и , наконец, окажутся 
только над основными высказываниями . Например , из 

(ХУ & У) V (Z & Y) 
сначала получаем 

(ХУ & У) & (Z & У) , 
затем, при вторичном применении аЗ) : 

ХУ V Y & i  у У 
и, наконец, 

1 Здесь и часто дальше мы п рименяем для удобства упомя­
нутый выше с пособ за писи,  при котором знак V н е  пишется . 
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Возникшее выражение образовано из  отрицаемых 
и неотрицаемых основных высказываний , связанных 
знаками & и V . Теперь применяем закон дистрибутив­
ности .  Таким образом , в нашем примере получаем : 

XY & YY& ZY. 

Наконец , если мы заменим по а2) Х на Х, Х на Х и 
т .  д. , то выражение будет приведено к н ормальной форме. 

В качестве второго примера рас смотрим выражение 

(Х -� У) "' (У ____,. Х) . 
Если здесь, согласно а4) , устраним сначала знак 

____,. , то получим : 

)<у"' у х. 
У заменяем буквой У :  

ХУ "' УХ. 
После вторичного применеимя а4) получаем : 

(ХУ) УХ & (У Х) ХУ, 

(Х & У) УХ & (У & Х) ХУ [ по аЗ) ] . 

Х заменяем буквой Х: 

(Х & У) УХ & (У & Х) ХУ 
Затем, нрименяя закон дистрибутивности, получаем : 

ХУХ & УУХ& УХУ & ХХУ . 
Э1 о и есть нормальное выражение для (Х ____,. У) "' 

"' (У_" х) .  
Следует отметить, что нормальное выражение ,  с оот­

ветствующее векоторому сложному высказtiвэнию,  опре­
деляется не однозначным образом .  Например , с одной 
стороны, согласно  (29) высказыванию Х "'  У соответ-
ствует нормальное выражение ХУ & УХ. С другой 
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с1 ороны, применяя к правой части (30) закон дистри­
бутивности, получаем : 

хх & хУ  & У Х & УУ. 

§ 4. Характеристика в сегда-истинных сложных высказываний 

Истинность или ложность сложного высказывания , 
построенного определенным образом из основных 
высказываний Х 1 ,  Х 1, • • •  , Х n с применением логи­
ческих знаков &, V , --'?, '""' • - ,  зависит от того,  как 
распределены истинность и ложность среди основных 
высказываний . Ие1 инность или ложность сложного 
высказывания не изменится ,  если некоторое выражение, 
пре'дставляющее собой часть данного высказывания, 
заменяется равнозначным ему выражением . Отсюда сле­
дует, между прочим, что в нашем исчислении знак '""' 
играет р оль, подобную роли знака = в алгебре . 

Первой задачей логики является : найти такиt 
связи высказываний, которые всегда-истинны,  т . е .  
истинны независимо от того , представляют ли основные 
высказывания истинные или ложные утверждения. 

Так как мы можем каждому логическому выраже­
нию привести в соответствие эквивалентное ему выраже­
ние в нормальной форме, то для ответа на этот вопрос 
нужно решить (eпtscheiden) ,  когда выражение в нормаль­
ной фор.Аtе представляет собой всегда-истuнllое выска­
зывание . Это выяснение происходит с помощью следую­
щих легко оправдываемых правил : 

в l ) х_){ всегда истинно . 
в2) Если Х истинно,  а У означае1 произвольное 

высказывание, то ХУ также является ис1 инным. 
вЗ) Ес.rу:и Х и У истинны, то Х & У также истинно .  
Эти правила следует понимать в том смысле, что 

на место Х и У можно подставлять любые высказыва­
ния или комбинации высказываний . 

В с оответствии с правилами в l ) , в2) , вЗ) и a l )  всегда­
истl'!нными оказывзются все выражения, которые в нор ­
мальной форме характеризуются тем, что е каждой 
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дизъюнкции по меньшей мере одно основное высказывание 
встречается одновременно с его отрицанием . Что подоб­
ное выражение представляет собой ис rинное высказы­
вание при любых значениях основных высказываний, 
сле.дует и непосредственно из определения отрицания 
и связей << И>> и <<ИЛИ>> . Но это и единственные выраже­
ния, которые всегда истинны. Ибо если в каком-нибуд• 
конъюнктивном члене пекоторой нормальной формы, 
имеющем , конечно,  форму дизъюнкции, каждое основ­
ное высi<азывание содержю с я в качестве либо  только 
неотрицаемого, либо только отрицаемого множи1 еля, 
то эту дизъюнкцию можно превратить в ложное выска­
зывание, если подставить на место неотрицаемых знаков 
высказываний ложные высi<азывания, а на место отри­
цаемых - истинные. Тогда один конъюнктивный член 
данной нормальной формы выразит ложное высказыва­
ние , а поэтому и все выражение в целом будет представ­
лять ложное высказывание независимо 01 того, что 
подставлено наi место еще не определенных sнако• 
высказываний. 

Покажем на нескольких примерах, как,  поль�уяе• 
этим методом , обнаруживают всегда-истинност�о выска­
зываний . 
l . X "-' X.  
Преобразуя согласно правилу а4) ; получаем: 

ХХ & ХХ. 
Последнее выражение в н ормальной форме содержит 

в каждом конъюнктивном члене основное выска зывание 
и противоположное ему; следовательно, оно истиннQ.-
2 .  Х & У -> Х. 
Преобразуя,  получаем : 

Х & У  V Х [ по а4)] ; 
ХУ Х [по аЗ) ] . 

Последняя  дизъюющия содержит Х и Х; следователь­
но, она истинна . 
3. (Х & (Х -> У)) � У. 
3 Освовw теорета'lесиеt.l лег•и• 
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Получаем: 

Х & ХУ V У [двукратным nрименением а4) ] , 

Х (Х & У) У [ п о  аЗ) ] ,  

ХХУ & ХУУ [ по  a l ) ] ,  

.ХХУ & ХУУ [ по а2) ] .  

Первая дизъюнкция содержит Х и .Х ,  а вторая ­
У и У. Таким образом, сложное высказывание 
(Х & (.Х � У)) � У является всегда-истинным.  

§ 5 . При нцип двойственности 

Одно существенное замечание, хараi<теризующее 
наше исчисление, связано с nравилом аЗ) .  Из этого 
nравила следует, что для выражения, которое обра­
зуется из основных высказываний и их отрицаний с по­
мощью только конъюнктивной и дизъюнктивной связей, 
противоположное ему получается путем обмена местами 
знаков & и V и замены основны.х высказываний их отри­
цаниями . 

Мы можем использовать эго следующим обра зом. 
Пусть установлена всегда-истинность некоторого выра·  
жения вида � "' 58, или, как  мы иногда будем говорить, 
л огического уравнения . (Мы употребляем немецкие 
буквы для обозначения сложных высказываний , точ­
ный формальный вид I<Оторых остае1ся неопрсделен·  
ным, а таi<же иногда для соi<ращения . ) Tai< I<ai< � "' 58 
равнозначно с � "' 58, то мы получаем снова истинное 
выражение , отрицая обе части уравнения . Если обе 
части уравнения образованы из основных высi<азываний 
и их отрицаний nутем применеимя тольi<о I<онъюнi<ций 
и дизъюнi<ций ,  то мы можем применить уi<азанное выше 
правило . Мы получаем nри этом формулу , I<ОТОрая 
возникает из первоначального уравнения � "' 58 посред­
ством обмена местами знаi<ов & и V и замены основ-
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IIЫX высказываний прvтивополо)i\ными им . Так как 
это уравнение всегда истинно,  то мы можем заменить 
в нем каждое основное высказывание противоположным. 
Этим мы устраняем выполненную нами предварительно 
замену основных высказываний их отрицаниями. 

Таким образом ,  получается следующий пршщип 
двойственности: из всегда-истинной формулы � ""'  �. 
обе L'тороны которой образованы из основных выска­
зываний и их отрицаний путем использования конъюн­
ктивной и дизъюнктивной связей, получаем снова истин­
ное уравнmие , меняя местами знаки & и V. 

Так, 
Х (У 9r Z) "' ХУ & XZ 

всегда истинно .  Это формула первого закона дистри­
бутивности. Из нее по принципу двойственности 
получаем формулу :  

Х & YZ "'  (Х & У) ( Х  & Z) ,  
которая также истинна и выражает в1 орой закон дис­
трибутивности . 

Точно так же истинной  формуле :  

(Х & Х) У "'у 
согласно принципу двойственности соответствует истин­
ная формула : 

ХХ & У "' у· 

§ 6. Дизъюнктивная нормальная форма для логичесJ<их 
выражений 

Правило образования отрицания можно применить 
с большой пользой для дела . Мы видели, что каждое 
логическое выражение может быть приведено к нор­
мальной форме . Эта нс рмальная форма состоит из 
конъюнкции дизъюнкций , где каждый дизъюнктивный 
член представляет собой отрицаемое или неотрицаемое 
основное высказывание . Преобразование выражения 
к нормальной форме происходит путем применения 

3* 
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правил a l ) - а4) . - Наряду с уi<азанной формой суще­
ствует еще вторая нормальная форма,  I<оторая состоит 
из дизъюнi<ции I<Онъюнi<ций . Каждый I<онъюнi<тивный 
член является отрицаемым или неотрицаемым основным 
высi<азыванием. Мы называем эту нормальную форму 
<< дизъюнктивной>> , а ранее установленную в отли ­
чие - << конъюнктивной >> .  

Преобразование выражения I< дизъюнюивной нор­
мальной  форме происходит следующим сбразом : отри­
цаем первоначальное выражение и приводим его 
I< I<онъюнi<тивной нормальной форме, а затем вновь 
о rрицаем полученное выражение согласно нашему 
правилу . Можно воспользоваться и 1 ем обстоятельством, 
что по ошошению I< правилам а 1 )-а4) I<онъюнi<ция 
и дизъюнi<ция вполне двойственны.  

Подобно тому , как из  конъюнктивной нормальной 
формы можно вЬtчитат ь ,  является ли некоторое вы­
ражение всегда-истинным или нет , так с полющью 
д.изъюнкт ивной нормальной формы .11ожно установить ,  
является ли оно всегда-ложным . Последнее имеет место 
в том и тольi<о в том случае, если I<аждый дизъюнi<­
тивный член одновременно  с I<аi<им-нибудь основным 
высказыванием содержи 1· и противоположное ему 
высi<азывание .  

Доi<азательство этого получим сразу ,  е сли уч·тем , 
что отрицание дизъюнктивной нормальной формы вы­
ражается I<Онъюнi<тивной н ормальной формой , а таi<­
же , что формула в том и тольi<о в том случае всегда 
ложна , I<Orдa противоположная ей формула всегда 
истинна .  

В I<ачестве примера применеимя дизъюнi<тивной 
нормальной формы рассмотрим сложное высказывание : 

ХУ & YZ &: Х &: Z. 
Применяя нторой заi<он дистрибутивности ,  полу­

чаем нормальную форму : 

(.Х &: У &: х & Z) v (К&: z &: х &: .i) v 
(У & У&: Х & Z) V (У &: Z &: Х &: z; . 
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Здесь каждый дизъюнктивный член содержит ка­
кое-нибудь основное высказывание вместе с его отри-
цанием: первые два Х и Х, третий У и У и ч етвер­
тый Z и Z. Таким образом , высказывание 

X Y & Y Z & X & Z 

является всегда ложным . 
Дизъюнктивная нормальная форма имеет преиму­

щества особой об(\зримости . Отдельные дизъюнктив­
ные члены выражают различные возможности, при 
наличии которых данное сложное высказывание яв­
ляется истинным . Так, дизъюнктивная нормальная 
форма для выражения Х """' У будет (Х & У) (Х & У) ,  
а это дает возможность установить , что если Х """' У 
должно бьпь истинным, то Х и У должны быть либо 
оба истинны, либо оба ложны. 

§ 7, Многообразие сложных высt<азываний , t<O'ropыe могут 
быть образованы из данных основных высt<азываний 

Еще одно важное замечание об исчислении отно­
сится к многообразию высказываний , которые могут 
быть образованы с помощью комбинации конечного 
числа основных высказываний Х1 , Х2 , • • • , Xn . Мы 
будем при этом рассматривать как различные только 
такие высказывания, которые логически не  эквива­
лентны.  В этом предположении указанное многообра­
зие состоит лишь из конечного числа высказываний . 

Как мы ранее упомянули, высказывание, образо­
ванное из Х1 1  Х1 , • • • , Xm эквивалентно другому 
того же рода высказыванию в том и только в том 
случае ,  если оба высказывания для любых значений 
Х1 , • • •  , Xn имеют одинаковое значение и стины или 
лжи .  Мы имеем прежде всего 2n возможных распре­
делений истинности или ложности основных высказы­
ваний , так как каждое о1 дельное высказывание Х1 ; 
Х2 , • • • , Xn может быть как ис 1 инным, так  и ложным . 
Составленное из Х1 , Х2 , • • • , Хп высказьцзание опре-
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деляется теперь тем, что для каждого из 2n случаев 
устанавливае1·ся ,  истинно ли оно в этом случае или 
ложно .  Существует поэтому точно 2 < 2 "> различных 
высказываний , которые могут быть образованы из 
Xt ,  Х2, • • •  , Хп . 

4 различных высказывания , образуемых с помощью 
одного только х, суть: 

Х; Х; Х V Х; Х & Х. 
16 различных высказываний , которые могут быть 

образованы из Х и У суть: 

Х; У ; Х & У; X V Y ; Х _,. У; у _,. х; 
х "' У; - x v х 

и их отрицания : 

Х;  У; X V Y; Х & У; Х & У; У & Х; 

Х "' У; Х & Х  
Среди 2 < 2"> высказываний два занимают особое по­

ложение: именно,  всегда-истинное высказывание, ко1 о-
рое выражается ,  например , в виде xl v xl (или в виде 
Х1 '"'"' Х1 ) ,  и всегда ложное, которое можно  выразить 
в виде xl & xl . 

Формальный обзор различных высказываний , ко­
торые могут быть образованы из Х1 , Х, ,  . . .  , Хп ,  по­
лучаем с помощью следующего предложения: 

Каждое выражение, образованное из основных вы­
сказываний Хн Х2 , • • •  , Xn , эквивалентно пекоторой 
коньюнкции из части множества всех членов развер­
нутого по первому д истрибут ивному закону выражения: 

(Xl & X1 ) V (Х2 & Х2 ) V . . .  V (Х" & Х") . 
Исключением являются только всегда-истинные выра­
жения . Однако можно и их не исключать, если не­
собственную частичную конъюнюrию, которую мы по­
лучим, не беря ни одного члена , рассматривать 
как всегда-истинное JJысказывание .  Конъюнктивные 
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члены приведеиного выше , но развернутого выражения 
Шредер называет конституентами от Xl '  Х2 , • • •  , Х11 • 

Доказательство этого утверждения получаем сле­
дующим обра�ом: сначала выражение , образованное 
из xl1 . . . ' Xm приводим к I{ОНЪЮЮ<ТИВНОЙ нормальной 
форме . Так как значение истинности или ложности 
высказывания остается неизменным, если отбросить 
истинный конъюнктивный член , то можно не  запи­
сывать re конъюнк тивные члены, в ко1 орых вместе с Х 
содержи t ся Х. Если, далее , используем правило,  
позволяющее вместо Х V Х писить Х,  то  каждый из 
еще остающихся конъюнктивных членов становится 
дизъюнкцией только различных членов ряда 

,�'1(1 , • • • ' Хп, Xl , . . .  ' Хп . 

Если в некоторой дизъюнкции отсу J ствует как Х1 , 
1 а к  и xi , то мы можем эт у дизъюнкцию расширить , 
приписав к ней всегда -ложный член (Х1 &: Хд и при­
менив первый дистрибутивный закон ,  что не изменяет 
истинности или ложности высказывания . В результате 
каждый конъюнктивный член для любого i будет 
содержать или Х1 , или �- Затем нам остается лишь 
из конъюнктивных членов,  которые отличаются только 
различным рисположением своих связанных знаком V 
членов , написать только один . Тогда выражение при-
нимает желаемую форму . · 

Тшщм образом, мы получим для каждого выска­
зывания , обрззованного из Х1 , Х2 , . . . , Xm выраже­
ние в << совершенной>> кон"L.юнктивной нормал ьной форме .  

Эта нормальная форма (с точностью до порядка 
конъюнктивных или дизъюнктивных членов) одно­
значна в том смысле , что два эквивалентных слож­
ных высказывания выражаются одной и той же нор­
мальной формой . Действительно, существует )J Л Я  
xl ' . . . ' х" точно 2(2") различных выражений в нор­
мальной форме, т .  е .  столько же, сколько можно 
образовать различных высказываний из 

хр х,,  . . . , х" . 
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Указанная совершенная н ормальная форма может 
быть использована различным образом . Она может 
послужиrь прежде всего для отыскания при случае 
боли простого представления для данного сложного 
высказывания . С этой пелью приводят выражение 
к совершенной нормальной форме и упрощают его 
!атем, применяя в соответствующих случаях следую­
щее правило исюrючения : 

Х� & Х�. т� ест ь (Х & Х) V �{ 
экгигалентн� � .  

В качестве примера рассмотрим сложное высказьi­
вание А & АВ . Чтобы получить разложение по А и В, 
заменяем конъюнктивный член А форму л ой А V (В & В) 
и раскрываем скобки п о  первому дистрибутивному 
закону . Если напишем встречающийся дважды член 
АВ только один раз, то получим совершенную нор­
мальную форму : 

АВ & АВ. 
Если здесь вынесем за скобки общий множитель А, 

то получим А (В & В) и ,  по указанному правилу ис­
ключения , А. Таким образом ,  А является самым про·­
стым выражением формулы А & АВ.  

В качес'lве второго примера рассмотрим выражение 
А & АВ. Нормальная форма здесь имеет вид : 

АВ & АВ & АВ. 
Здесь можно объединить первый со вторым и пер­

IIЫЙ с третьим члены. Чтобы осуществить оба  исклю­
чения, первый член пишем дважды : 

(АВ & АВ) & (АВ & АВ) .  
В результате исключения получаем А & В.  

Заметим далее , что  использованная совершенная 
нормгльная форма дает возможность решить вопрос:  
гыразимо ли нек�торое высказывание, составленное из 
всновных высказываний Х1 0 Х1 , • • •  , Xm без примене -
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ния знака отрицания? Оно выразимо так в том и 
только в том случае, если в совершенной нормальной 
форме рассматриваемого высказывания отсутствует 
конъюнктивный член Х1 V Х2 V . . .  V Xn . В самом 
деле , если имеем некоторое высказывание, которое 
постр оено из Х1 , Х2 , • • •  , Xn без применения #знака 
01 рицания, то это высказывание истинно в сегда , когда 
вместо Х1,  Х2 ,  • • •  , Xn подставляются истинные выска­
зывания. Высказывание же , которое содержит в каче­
стве конъюнктивного члена 

Х1 V Xs V . . . V Хм 

этим свойством не обладает . Таким образом ,  указан­
ное условие необходимо . С другой стороны, оно до­
статочно , ибо каждый член совершенной нормальной 
формы, не равный Х1 v Х2 v . . .  V Хш можно выра­
зить без отрицания . Например , пишем :  

Х1 Х2 Хз . . .  Хп в виде (Х2 & Х8 & . . .  & Хп) -? Хr,  

х1 х2 ХЗ Х4 Х5 Х6 . .  . 
в виде 

(X2 & X4 & X6 & . . .  ) -? Xl V Xз V X. v . . . и т . д . 
Вследствие этого ровно половина из  2 <2n )  выска­

зываний , которые могут быть образованы из  

Х1 1 Х2 ,  • • •  , Хп,  

выражаются бе з  отрицания . 

§ 8 .  Доп олнительнЬJе замечания I< проблеме всегда-истинности 
и выполнимости 

Установленную в предыдущем параграфе совершен­
ную нормальную форму для выражения,  которое со­
стоит из основных высказываний Х1 , Х2 ,  • • •  , Хм мы 
будем также называть кратко разложением выраже­
ния по Х1 1  х� , . . . , x(l . 
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Пусть теперь нам дано некоторое сложное выска­
зывание , в котором содержатся, кроме Х1 , Х2 , • • • , Хп, 
еще основные высказывания Yl ' У2 , • • • , У т ·  И в этом 
случае мы можем говори1 ь в известном смысле· о раз­
ложении по Х1 , • • • , Х" . А именно ,  можно предста­
вить выражение в виде конъюнкции, у «отарой каж· 
дый конz.юнктивный член является дизz.юнкцией выра· 
жения, зависящего только от У1, У2 , • • •  , У т • и одной 
из конституент от xl, х2 , . . . ' xn . 

Доказа rельство очень простое. Дос1 аточно лишь 
разложить выражение по всем имеющимся основным 
высказываниям, т. е. по Х1 , • • • , Xn , У1 , • • •  , У т • и 
соединить вместе члены , содержащие одинакqвые по 
отношению к Х1 , Х1,  • • •  , Xn конституенты . 

Такое разложение по Х1 ,  Х1 , • • • , Xn может оказа rься 
полезным . Мы видели, что разрешимость вопроса о 
всегда -истинности пекоторога выражения , т. е .  за­
дача ,  в которой: для данного логического выражения 
требуется установить с помощью определенного ко­
н ечного приема , является ли он о  всегда-истинным или 
нет , в исчислении высказываний полностью решена .  
Ответ на этот вопрос получаем с помощью преобра­
зования выражения к конъюнктивной н ормальн ой 
форме . Двойственной к проблеме всегда-истинности 
является проблема выпошш.w.ости, т. е . задача ре ·  
шить I ,  является ли данное логическое выражение 
всегда-ложным или же  существуют высказывания , 
которые удовлетворяют ему , т. е .  для которых оно 
истинно .  Решение этой проблемы можно осуществить 
путем приведения выражения к дизъюнктивной нор­
мальн ой форме или же путем приведения отрицания 
этого выражения к конъюнктивной нормальной форме . 
1{ этим проблемам всегда-истинности, соответственно 
выполнимости, теперь присоединяются еще другие 
подобные же вопросы. 

Пу сть мы имеем некоторое выражение , в котором 
встречаются основные высказывания Х, , . . . , Xm 

1 Посредством некоторого регулярного nриема .-Прим . ред .  



Дополнителыtые замечания 43 

У1 , • • •  , У т ·  Здесь Yl ' . . . , У т пусть обозначают 
определенные постоянные ВЫСI<азывания . Возникаст 
вопрос:  каким условиям должны удовлетворять 
У1 ,  У2 ,  • • •  , У т •  чтобы при любом выборе  высказы­
ваний Х все выражение было истин ным? И е ще во­
прос :  каi<им условиям должны удовлетворять 

У 1 , У2 ,  • • •  , У111 , 
чтобы вы ражение было всегда ложным? 

При ответе на эти вопросы мы принимаем для 
простоты 11 равным 2. При произвольнам n решение 
протекает вполне аналогичным образом . Пусть разложе ­
ние выражения по xl и х2 будет: 

(А) Ф1 (У1 ,  • • •  , Ут) Х1Хз & Фз (У1 , • • • , Ут) Х1Х2 & 

Фз (Yl , . . .  , У т) Х1Х2 & Ф4 (Yl , . . .  , У т) Х)( • .  

Мы можем предположить , ч 1 о  все 4 члена дей ­
ствительно вс1 ��чаю r ся в разложении . Если , напри­
мер , член с Х1Х2 отсутствует , то можно присоеди­
нить выражение ф2 (YI , . . .  ' у т ) XIX2 , в котором 
Ф2 (У1 ,  • • •  , У т) - какое-нибудь всегда-истинное слож­
ное высказывание . 

Мы утверждаем 1 еперь: для того чтобы формула 
(А) для любых Х 1 и Х2 была истинной , необходи.мо и 
достаточно, чтобы было истинным высказывание: 

Ф1 (У1 , . . .  , Ут) & Ф. (У1 ,  . . . , Ут) &  
Ф3 (У1 , • • •  , Ут) & Ф4 (У1 , . . .  , Ут) · 

Ясно,  ч1 о это у словие является достаточным . Н о  
это условие и не обходимо , ибо  если бы ,  н апример ,  
Ф, (У1 1 У, ,  . . .  , У т) не  было истинным, то  мы могли бы 
заменить Х1 истин ным высказыв;:шием , а Х2 - ложным 
высказыванием. Тогда (А) стало бы эквивалентным 
Фз (Yt ,  . . .  , У т) , т .  е . не истинным . 

Соотве гственным образом получаем р ешение двой­
ственн ой проблемы.  Выражение (А) в том и только 
в том случае. выполнимо для Х1 , • • •  , Хм если 
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У 1 ,  • • •  , У т так подобраны , что справедливо 

Фl (Yl , · • • ' У т) V Ф2 (У 1 •  • · • ' У т) V 

Ф3 (У1 ,  • • • , У т) V Ф, (Уl , · · · ' У т) · 

§ 9 .  Систематический обзор всех следствий из данных посылок 

В § 4 мы получили метод, к о rорый дает н ам воз­
можность . н аходи1 ь все сложные высказывания , являю­
щиеся истинными в силу чисто логических оснований , 
и для данного сложного высказывания решить, при­
надлежит оно к этому р оду или нет . Теперь возни­
кает следующая задача : из данных посылок. (аксиом) 
вывести все следствия, поскольку это возможно сде­
лать , рассматривая высказывания лишь как. нерасчле­
ненные- целые. 

Предположим , что нам дан о  определенное конечное 
число аксиом �1 1 �2 , • • •  , �n 1 •  На вопрос о том , пред ­
ставляет ли собою некоторое  другое определенное 
сложное высказывание Q; логическое следе 1·вие из этих 
аксиом, можно  вполн е  ответить с помощью прежних 
средств . Это высказывание будет логическим след­
ствием аксиом в том и только в том случае , если 

(�1 & �( 2  & . . .  & �.ц � Q; 
является всегда -истинной логической формулой .  На­
пример , з аключению от А и А � В к В соответствует 
всегда-истинность формулы: 

(А & (А -> В) ) � В. 
Однако мы не  имеем еще систематического обзора 

всех следствий , которые можно извлечь . Полу чить 
таковой мы можем лишь с помощью совершенной 
конъюнктивной н ормальной формы . 

Пусть в н аших аксиомах встречаются основные 
высказывания Хн . . . , Xn . Мы представляем себе все 
аксиомы соединенными знаком & и возникшее таким 

1 Относительf!О употребления немецких букв с м .  § 5 .  
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образом сложное высказывание разложенным по  
Х1 , • • •  , Хп.  Возьмем теперь какую-нибудь конститу­
ею у от Х1 , Х2 , • • •  , Xm которая не  встречается в 
качестве конъюнктивного члена в згой совершенной 
нормальной форме . Пу 1·ем подходящей замены Х 1 , • • •  , Х n 
истинными, соотве1 ственно ложными ,  высказываниями , 
можно превратить эту конетитуев ry в дизъюнкцию 
сплошь лож ных высказываний , т .  е. в ложное высказы­
вание .  С другой стороны, благодаря этой замене наша 
совершенная нормальная форма переходит в истинное 
высказывание , ибо каждый из ее конъюнктивных членов 
о гличается от взятой нами кон ституенты тем , что по 
край ней мере в сдном месте неко1 орый дизъюнктив­
ный член заменен ему противоположным . Таким обра­
зом, взятая нами конституента не  является логиче­
ским следствием из аксиом. Отсюда следует , что 
каждое следс1 вие из аксиом в совершенной нормаль­
ной форме содержит только такие конституенты, ко ­
торые имелись уже в разложении посылки. 

Используя это соображение , получаем следующий 
общий прием вывода следствий из системы аксиом. 

Все аксио./ИЫ связываем знаком & и для выражения, 
возникшего таким образом, образуем совер шенную 
конъюнктивную норлшльную форму .  После этого можем, 
выбирая любые кон-ьюнктивные члены и связывая их 
знака.ми & ,  получать так все следствия из аксиом в со ­
вершенной нормальной форме . Используя упомянугое 
на стр . 40 правило исключения ,  можем получить за­
тем, при случае ,  более пр остую зnписъ следствия . 

В приведеином примере,  где в ю•.честве аксиом взя­
ты А и А ____". В , этот метод выглядит следующим образом . 

Сначала А & (А -> В) разлагаем по  А и В:  

А & (А ____". В) экв А &  АВ, 

А & АВ экв А (В & В) & АВ, 
А (В & В) & АВ экв АВ & АВ & АВ.  

АВ & АВ & АВ предс1авляет совершенную н ормальную 
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форму для этих аксиом . Выражение АВ & АВ экв 
(А & А) В экв В является , таким образом , следС'Iвием 
из аксиом . 

Другие следствия , которые еще можн о  получить 
из А и А _,. В, суть : 

АВ; АВ; Хв; АВ & АВ экв А (В & В) экв А ;  
АВ & АВ экв А "' В  

и , естественно ,  

АВ & АВ & АВ экв А & в. 
Если желаем получить следствия , которые содержат 

еще некотор ое другое высказывание С , не  встречаю­
щееся в аксиомах, 1 0  следует разлагать посылку не 
по А и В, а по А, В, С. 

Возьмем другой пример . Пусть мы имеем две 
аксиомы:  А '""' В , В '""' С . Сначала мы пишем аксиомы 
в нормальн ой форме: 

АВ &. ВА;  ВС & СВ.  
Если р азложить посылку по А , В и С, то получим : 

АВС & АВС & АВС & АВС & АВС & АВС.  
Одним из  следствий является здесь,  например : 

АВС & АВС & АВС & АВС . 
Преобразуем его в :  

АС(В & В) & АС (B & Bj 
и затем в :  

АС & АС , r .  е . А "'-' С . 
Приведем еще два пример а применения подобных 

заключений . 
Пусть А означает высказывание : <<Каждое действи­

тельное число есть алгебраическое число>> . В означает : 
<<Множество дей ствительных чисел счетно>> .  В ма'l е ­
матике доказывае 1 ся , что : 
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во-первых: А �  В, т. е .  << Если каждое действи­
тельное число есть алгебр аическое число , то множе­
ство действительных чисел счетно>> ;  

во-вторых: В ,  т .  е .  <<Множество действительных чисел 
несчетно>> . 
Посыш<ой здесь является : 

АВ & В, 
или в развернутом виде: 

АВ & АВ & АВ. 
Одним из следствий является здесь 

АВ & АВ экв А (В & В) экв А, 
т. е .  получаем : 

<<Не каждое действительное число есть алгебраиче­
ское число >> . Это заключение о существовании транс­
цендентных чисел . 

Во втором примере пус1ь высказыва ния А, В, С 
означают следующее: 

А:  <<Теорема о сложении скоростей истинна>> .  
В :  << В системе неподвижных звезд свет распростра­

няется по всем направлениям с одинаковой скоростью» . 
С: <<На земле свет распространяется п о  всем напра­

влениям с одинаковой скоростью>> .  
Тут прежде всего имеем ма1 ематическое  предложе-

ние: (А & В) � С.  т. е .  << Если теорема сложения ско­
ростей истинна и если в системе неподвижных звезд 
свет распространяется по всем направлениям с одина­
ковой скорость� , то на земле скорость распростра­
нения света не по всем направлениям одинакова>> .  

Затем мы заимствуем из физического опыта , что 
В и С истинны . Таким образом, мы имеем аксиомы: 

(А & В) --.)- С; В; С .  
В конъюнктивной нормальной форме посылка имеет 
вид:  

Авё & В & С 
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и в развернутой форме : 

АВС & ВАС & ВАС & ВАС & ВАС-& САВ & САВ. 
В I<ачестве следствия здесь получается 

А.Бё & ВАС & ВАС & ВАС. 
Преобразовывая, получаем : 

(в  & В) А.с & (в & В) АС, 
А.ё & А.с, 
(С & С) А, 

А .  
Таi<им образом, нолучаем сJiедствие , что предложение 

о сложении СI<оростей неверно .  
Из любых двух противоречащих друг другу аксиом 

можно вывести любое предложение. В самом деле, если 
имеем А и А I<ai< аi<сиомы, а 8-I<аi<ое-нибудь другое 
ВЫСI<азывание, ТО ,  разлагая посылку А & л- по А и в' 
поJiучаем : 

АВ & АВ & АВ & АВ . 
Отсюда следует: 

АВ & АВ, т . е. В .  
У I<азанный метод позволяет нам вывести все следст­

вия из данных аi<сиом ИJIИ, другими сJiовами, найти все 
СJiожные высказывания , I<Оторые слабее, чем данное . 
Можно теперь поставить обратный вопрос : какие слож­
ные высi<азывания сильнее данного , т .  е .  из каi<их 
посылоi< он о  получается в I<ачестве сJiедствия? Реше­
ние этой проблемы получаем способом,  подобным пре­
дыдущему : сначала следствие разлагаем по всем основ­
ным высi<азываниям, т .  е. приводим его I< совершен­
ной н ормальной форме. Затем берем I<акие-нибудь не 
вс t речаю щиеся в этом разложении I<Онституенты , при­
соединяем их знаком & I< следствию и таким образом 
получаем все возможные посылки .  
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§ 1 0. Аксиомы исчисления высказыва ний 

Аксиоматическая форма для теории исчисления 
высказываний получается посредством выбора из всегда­
истинных сложных высказываний неко rорых и задания 
формальных правил, по ко1 орым можно вывести из 
выбранных все остальные всегда-истинные формулы . 
В логическом исчислении эти правила играют ту же 
роль , какую играет в математических и физических 
теориях логический вывод . Причина того ,  что логи­
ческий вывод не может быть здесь использован обыч­
ным содержю ельным образом, кроется в т ом ,  что сами 
логичесi<ие способы заключения составляют предмет 
нашего исследования . 

Мы проводим различие между логическими основ­
ными формулами (аксиомами) и основными правилами 
вывода истинных формул . В качестве основных формул 
мы вводим следующие четыре :  

а) x v х-� х. 
Ь) x � x v У. 
с) x v Y � Y v x. 

d) (X � Y) � [z V x � z  V Y] . 

Первая аксиома означает ,  что высказывание истинно, 
если дизъюнкция этого высказывания с самим собою 
истинна ; вторая аксиома являет ся не чем иным, как 
упомяну1 ым на стр . 32 правилом в2) ;  третья аксиома 
постулируе'l коммутативнос'Iь дизъюнкции ; четвертая 
аксиома выражает, что в случае истинности имплика­
ции Х � У можно обг ее члена связать  дизъюнктивно 
с любым высказыванием Z. 

Впрочем , знаком --') мы пользуемся только как 
сокращением . Х � У должно быть более удобным 
способом записи для Х V У. Например , аксиома а) без 
сокращения записывает ся так: Х \/Х. V Х. 

Для получения новых формул, как из положенных 
в основу исходных формул,  так и из уже выведенных 
формул, мы имеем следующие два пр�вила :  
4 ('сно n ы  о еоретпчсской л огики 
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1Х) П р а в и л о  п о д с т а н о в к и 

Вместо переменнога высказывания (т. е . вместо 
большой латинской буквы) можно безде , где эта буква 
встречается, подставить  одну и ту же формулу 
исчисления высказываний . 

�) С х е м а з а к л ю ч е н и я 

Из двух формул � и � _,. � пfJлучаем новую фор­
мулу � . 

В ближай шем параграфе мы подробно разъясним 
употребление обоих правил для получения новых 
формул из уже выведенных формул или аксиом . Здесь 
мы сделаем еще несколько замечаний общего характера 
относительно  аксиома1 ики исчисления высказываний 
вообще .  

При установлении системы аксиом мы пользовались 
только связями V и -. Это соо1 ветствует ранее устано­
вленному факту , что упомянутые две связи щшяются 
достаточными для выражения всех сложных высказы­
ваний . Ради удобства мы, правда,  применяем также 
знаки _,., &, "'· Однако формулы, в которых употреб­
ляются эти знаки, следует понимать при этом лишь 
как СОI<ращенную запись для формул, содержащих 
только знаки V и -. Так , мы рассматриваем формулу 
� _,. � как сокращение для -sл V �.  � & �-для 

� V � и � "' � -для (� _,. �) & (� - 'Ж) , т. е .  для 

� V � V � V � [ ер . эквивалентности ( 2 1 ) ,  (28) , (24) 
в § 2] . 

Использованная нами система аксиом была 
установлена в основном . У э йтхедом и Рэсселом 
(в 1 -м издании Pr inc ipia  Mathemat ica) .  Этими авторами 
была использована еще аксиома 

Х V (У V Z) _,. У V (Х V Z) , 

выражающая ассоциативность дизъюнктивной связи; 
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в дальнейшем было д о к а з  а н о , о д н а к о, ч т о  э т а  
а к с и о м а  н е  н у ж н а1 • 

Так как связей & и - , равно как и свя зей -+ и -, 
также достаточно для выражения всех сложных 
высказываний , то в основу системы можно положить 
и аксиомы, в которых используются только & и - или 
только � и - . В настоящее время пр оявляют особый  
интерес к системам аксиом последнего рода , в которых , 
следовательно ,  за ос нову принимаются только имплика­
ция и отрицание. Первая из систем аксиом этого 
рода , в которых, помимо того, в каче стве правил 
вывода применяются наши правила 12.) и �) .  была уста­
новлена еще Фреге 2 •  Она состоит из следующих шести 
аксиом : 

1 . х � <У � х) , 

2 . (Х -> (У -+ Z)) -> ((Х � У) �  (Х � Z)} , 

3. (Х ·--?- (У -> Z}) � (У -+  (Х  � Z)) ,  

4 .  <x � Y) � <v� x> .  

s .  х � х, 

б .  х � х. 

Эту систему аксиом Фреге можно заменить, как 
показал Лукашевич , следующей более нростой систе­
мой , состоящей только из трех аксиом: 

1 .  Х � (У -+ Х) , 
2 . (Х � (У -+ Z)) -+ ( (Х � У ) � (Х -+Z)) ,  
3 .  (х __,. У) -� <У � х> .  

Можно даже положить в основу системы только 

1 Bernays , Р : .A x i omat i sch e U n tersuch u ng des Au ssagenkal ­
kiil я d (· r  Pr i nc ip i a M a t h · · m a t ic a .  M ath . Z .  P.d . 25 ( 1 92)6. 

1 Frege, а . ,  Begriffsschr ift ,  eine der  a r i t h m e ti sc h e n  nachge­
bl \dete Forme lsprache des re i nen Denkens .  Ha l le ,  1 879 . 
4• 
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одну единственную исходную формулу, образованную 
с помощью импликации и отрицания1 •  

Нико первый установил систему аксиом исчисле­
ния высказываний ,  в которой используется только 
штрих Шеффера Х I Y,  упоминэвшийся нами ранее � . 
Эта система упо1 ребляет в качестве единственной 
исходной  формулы: 

[Х 1 (У 1 Z) ] 1 { [И 1 (И 1 И) ] 1 [ (V 1 У) 1 ( (Х 1 V) 1 (Х 1 V) ) ] } . 
Вместо нашей схемы заключения �) здесь исполь­

зуется нравило : из двух формул \Ж и �{ 1 (jl3 1 �) по­
лучается новая формула � . 

При случае также заслуживает предпочтени..я 
такая система аксиом исчисления высказывании , 
в которой с самого начала вводятся одновременно все 
основные связи; именно, в том случае , когда 'l'ребуется 
по  возможносш более ясно выразить роль, которая 
выпадает на каждую из этих основных связей в лuги­
чесJ<ом заключении . Система аксиом, установленная 
с такой точки зрения, дана Гильбертом и Бернайсом3 • 

· Впрочем, и в наших правилах a l ) - а4) , Ы ) - ЬЗ) 
(§ 3 и § 4) также содержится аJ<сиоматика исчисления 
высказываний . Здесь речь идет о системе с единствен-
ной исходной формулой Х V Х и б правилами вывода 
новых формул . 

Наконец, мы упомянем еще занимающее особое место 
<< исчисление натурального заключениЯ>> ,  <<Ka lkiil des 
n atiirl ichen Sch l if3ens>> 4 ,  установленное Генцепом и 

1 L иkasiewicz , ]. u .  А. Tarskl : Untersuch ungen tlb er d en 
Aussagenk a l ku l .  ( С .  R . S oc .  S c i . ,  Varsov i c ,  Bd . 23,  КJ asse I I I ,  
W arsch au , 1 930) . 

1 Nicod, ]. G . Р . :  А reduc t i o n  i n  the  number of t h e  p r i m i­
t iv e  prop os i t i ons of Iogic .  Proc . C a mb . Ph i l .  S oc .  Bd. 19 ( 1 91 7) . 
Кр оме того,  ер . та101<е W .  V .  Q u i n е : А n ote on Nicod ' s J: OStu -
1 at e ,  M i nd 4 1 .  

8 Hi l bert,  D .  u. Р .  Ber nays . Grund l ag e n  d er M at h emat ik 1 , s 66 . 
4 Gentze n ,  G . :  U n tersuchu ngt:n uber d a s  l ogische Sch l i e­

B e n  1 и 11 .  M at h .  Z .  Bd . 39 ( 1 934 ) .  ПодобРые жt и цеи не зави­
сим о ! аз в и в а ет Я ш ковский . См . S .  j a s k o w s k i : On the 
t· u J es  of su. p o s i t i o n s  in for m a 1  l og i c . Stud i a  l o g i c ei  Nr . 1 ( 1 924 ! . 
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возникшее из стремления уподобить больше, чем до сих 
пор , формальный вывод формул содержательному 
способу доказа гельства , обычному ,  на пример , в мате­
матике . Это исчисление не содержит никаких логических 
аксиом , но только фигуры заключений , которые ука­
зывают , какие следствия могут быть непосредственно 
получены из данных п осылок , или доставляют формулы, 
в которых устранена зависимость от посылок . 

§ 1 1 . Примеры вывода формул из аl(сиом 

Теперь мы возвратимся н: нашей системе аксиом , 
состоящей из основных формул а) - d) и правил вывода 
а) и �) .  
. Дадим ряд примеров строго формального вывода 

формул из аксиом . На этом мы задержимся несколько 
дольше , тю< Н:Ш< опыт покСiзывает, что начинающему 
обычно особенно трудно сохранить чисто формальную 
точку зрения . 

При выводе формул целесообразн о некоторые особен­
но часто встречэ ющиеся операции сформулировать в виде 
производных правил . Такие правила раз навсегда пред­
восхищают конечный результат соответствующего фор­
мального перехода ,  дон:азательс1 во же правила с сстоит 
в том, что дается о бщий метод , позволяющий осуще­
ствить этот переход в каждом отдельном случае, 
пользуясь основными правилами . 

П р а в и л о 1 :  Если �{ V � - доказуелюя формула , 
то доказуема также формула � -

Доказательство получается непосредственн о  из 
аксиомы а) .  В результате подстановн:и в а) получаем : 

� v � -- �{ . 
Так как � V � доказуема,  то схема заключения дает 
нам далее формулу � -

П р а в и л о  I I . Если � - доказуемая формула, а 
� - любая другая , то формула � V � является также 
доказуе мой . 
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Это правило получае 1 ся из аксиомы Ь) таким же 
образом, как правило 1 из а) . 

Точно так же аксиомам с) , d) соответствуют nра­
вила 1 1 1  и I V, как и вообще каждой форму л е, кото­
рая выражает отношение следования , принадлежит и 
соответе1вующее правило . 

П р  а в и л о 1 1 1 :  Если � V �-доказуемая форму­
ла, то доказуема также ·формула � V � -

П р  а в и л о IV : Если � -->- �-доказуеJюя формула 
и IJ,-какая-нибудь другая формула , то формула 
IJ,� -->- IJ,� является также доказуемой . 

Формула ( 1 ) :  
(Х -->- У) -->- [ (Z -->- Х) -->- (Z -->- У) ] . 

Доказательство: Форму л у (Х -->- У) -->- (ZX -->- ZY) 
получаем из аксиомы d) , заменяя в ней Z на Z. Но 
эта формула будет совпадать с формулой ( 1 ) , если мы 
заменим в ней сrжращение -->- его значением . 

П р  а в и л о V: Если формулы 12{ __,. � и � -->- IJ,  
доказуемы, то формула �{ -->- IJ, также доказуема . 

Это нравило соо1 ветствует формуле ( 1  ) . Оно дока­
зыюется следующим образо'\1 : в ( 1) подставляем 
вместо Х, У , Z, соответственно, · �' IJ,, � и дважды 
применяем схему заключения . 

Формула (2) : Х V Х.  
Доказател ьство :  Х -->- Х V Х [через подстановку 

Х на место У в Ь ) ] 
Х V Х -->- Х [по а) ] ,  

Х -->- Х [ п о  правилу V] .  
Последняя формула представляет собой сокращенную 
запись формулы Х V Х .  

Формула (3) : Х V Х. 
Эту формулу получ�ем из (2) , применяя правило 1 1 1 . 

Формула (4) : Х -->- Х. 
Доказательство : (4) есть сокращение для фор-

мулы Х:Х, которую получаем из (3) , если nодставим 
Х на место Х .  
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Формула (5) : х � х .  

Доказательство :  Х � Х [через подста"Новку в (4) ] , 

ХХ � ХХ [ по правилу I VJ , 

ХХ [в силу (3) и правила �) ] ,  

ХХ [ по правилу 1 1  1 ] . 
Эт о и есть формула (5) . 

Формула (б) :  (Х � У) �  (У �  Х) . 
Дока�ательство: У � У [ формула (4) ] ,  

ХУ � ХУ [ правило IV] ,  

ХУ � УХ [ подстановка в с) ] , 

ХУ -> УХ [ правило V] . 
Эт& и есть искомая формула. 

П р  а в и л о Vl : Если выражение � входит состав­
ной частью в сложне е высказыsание, которсе ,  с целью 
выразить это обстояrr.ельство , мы обозначим Ф (2l) , 
и е.:ли формулы �{ � 58 и 58 � 2l доказуемы, то 
формулы Ф (2l ) � Ф (58)  и Ф (58) � Ф (Щ также дока­
зуе,�tы .  -- Впрочем , формулой 2l и всем выражением 
Ф в целом еще не  определен о  однознз.чнп , что должно 
означать Ф (Sll. ) .  Так , выражение Х � ХУ можно о бо­
значю ь через Ф (Х) в трех смыслах, так как за Ф (2!) 
можно приня rь каждое из  трех выражений : 2l � xv, 
Х -> Sl\.Y, 2l � 2lY.  Прэвил:> Vl пригодно для каждого 
из таких возможных определений Ф (�) .  

Это правило может быть выражено также следующим 
образом : два выражения, находящuеся в omнoшellUU 
взаи.ощого следования, могут быть подставлены одно  
вме.:то другого в доказуемую формулу. 

Доказательство: Достаточно доказать правило 
для того случая, когда 2l встречается  в Ф (21) толрко 
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один раз и Ф (2I) имеет одну из форм �[, (И{, 2I Q:. 
Общее правило получаем путем многократного при­
менения этого простого правила , с 1роя Ф, начиная 
изнутри . Именно,  для каждого частичного выражения 
Ф ' из Ф получаем последовательно : 

Ф' (�) -> Ф' (2I) и Ф' (�{) --?- Ф'  (�) . 
Допустим , следовзтельно, что Sl{ ____,. � и � ____,. 2I уже 

доказаны . Тогда мы докажем : 

а) 2I ____,. 58 и � ____,. 2I . 
Мы получаем обе эти формулы, доказывая сначала 
путем нодстановки в формулу (б) : 

( 2{ ____,. �) ____,. ( � ____,. 2{) 
и 

( � ____,. 2{) ____,. ( 2{ ____,. 58) ' 
а затем используя то , что 2I ____,. � и � ____,. � уже до­
I<азаны . 

�) Q; 2{ ____,. Q; � ; Q; � ____,. Q; 2{ • 
Обе формулы получа�м из �{ ____,. � .  соответственно ,  

� ____,. Sl{ , применя� правило IV.  

1') 2{ Q; ____,. � Q; ; � Q; ____,. 2{ Q;.  
Этот случг й можно свести к �) ,  применяя несколько 
раз аксиому с )  и правило V. 

В качестве применения правила Vl и аксиомы с) по­
лучаем ко.ммутативност ь дизъюнкции . Действительно , 
так к э к  путем подстановки в с) получаем : 

� V � ____,. � V 2I и � V 2I  ____,. 2I V �. 
то в каждом сложном высказывании дизъюнкцию 
2I V � всегда можно заменить дизъюнкцией � V 2I, и 
наоборот. 

Из формул (4) и (5) и правила Vl nолучаем ана-

логично ,  что 2I можно  заменить нз 2{ ,  и наоборот.  
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Формула (7) : х & У  � x v Y .  

Доказательство: Х & У является сокращенной за-

писью для Х У. Формулу Х У  � Х У  получаем путем 

подстановки из Х -> Х. 

Точно так же из Х � Х получаем формулу : 

Формула (8) : X V Y � X &. Y.  

Формула (9) :  X V Y � Х&У. 

Формула ( 10) : X & Y � x v Y . · 

Доказательство: Формулы (9) и ( 1 0) (?ез сокращения 
записываются так: 

- -
x v Y � x v Y и x v Y � x v Y.  

Они нозникают из  X V Y � X V Y путем замены, со ­
гласно правилу V I ,  в �равой ча сти, соотв. в- левой 

части, Х на Х и У на У. 
Формулы (7) ,  (8) и (9) , ( 1 0) дают нам, в связи 

с правилом V l ,  прежнее правило аЗ) (стр . 30) . 
Дальнейшим нрименением правила V I  является 

следующее : так как согласно аксиоме а) имеет место 
X V  Х � Х и так как из аксиомы Ь) в результате 
подстановки получаем формулу Х --> X V Х, то выра­
Жеf!ие вида � V � всегда можно заменять на �. 
и наоборот. 

Формула ( 1 1 ) : Х & У �  У & Х .  

Доказательство : Х У � v  Х получаем и з  Х У  � 
� x v, используя правило о коммутатявности дизъ­
юнктивной связи . 

Формула ( 72) :  Х & У �  Х. 
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Доказательство: Х � Х У [по аксиоме Ь) ] ,  
x v � x  [по формуле (б) ] ,  

x & v � .x. 
Х & У � х. 

Формула ( 13) :  Х & У �  У .  
Доказа rельство получаем из  ( 1 1 )  и ( 1 2) . 

Формула ( 14) : Х (YZ) � У  (XZ) . 
Доказательство : Z .. __,. XZ [из аксиомы Ь) путем пе-

рестановки дизъюю<тивных членов] ,  
YZ � У  (XZ) [ правило IV ] ,  
Х (YZ) � Х (У  (XZ)) [ правило IV] , 

Х (YZ) � (У(ХZ))Х* [ коммута1Ивность дизъюнкции] ,  

Х � ZX [из аксиомы Ь) путем перестановки дизъ-
юнктивных членов ] , 

Xz--...,.Y(XZ) [ нодстановка в предыдущую формулу ] ,  
Х � У  (XZ) [ правило V] , 
(У (XZ) )X � (Y(XZ)) (У (XZ))  [ правило IV] ,  
( У  (XZ)) Х � У  (XZ)** (замена � V �{ н а  �1 ) .  

Из (*) и (**) получаем п о  правилу V : 

Х (YZ) � У  (XZ) . 
Формула ( 75) : Х (YZ) � (ХУ ) z. 
Доказательство : Х (YZ) _,. Х (ZY) [ закон комму­

тативности] , 
Х (ZY) � Z (ХУ) [формула ( 1 4) ] ,  
Х (YZ) � Z (ХУ) [правило V ] .  

Отсюда, применяя закон коммутативности, получаем 
формулу ( 1 5) . 

Формула ( 16) :  (ХУ) Z � Х (YZ) . 
Доказательство : Z (УХ) � (ZY) Х [ подстановка 

в ( 1 5) ] .  
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Применяя закон коммутативнr сти,  можно z (УХ) 
заменип, на (ХУ) Z, в. ( L У) Х на Х (YZ) . 

На основании формул ( 1 5) и ( l б) и правила V l за­
ключаем , что не только после.Т(овательность }l,Изъюнк­
тивных членов, но  и их сочетания в группы можно 
по произволу изменять . Таким образом , мы вывели 
ассоциативн ый закон для дизъюнктивной связи .  

Формула ( 1 7) : Х & (У &Z) ____,. (Х & У) & Z ,  
(Х & У)  & Z ____,. Х & (У  & Z )  .• 

Доказательство : Х & (У & Z) является сокращением 

для Х У  Z,  а (Х & У) & Z  для X Y Z. Однако о ба вы ­
ражения , согласно нашим предшествующим правилам,  
эквивалентны и по произволу могут заменя1ь друг 
друга . 

Формула ( 18) : Х ____,. (у ____,. х & У) . 

Доказательство : (Х У) Х У  [ подстановка в (3) ] .  
Ина че сочетая дизъюнктивные члены , получаем 

Х (У Х У) . 
Это и есть искомая формула . 
П р  а в и л о V I I :  � ____,. (58 ____,. �) может быть за­

менено на 58 -> (� ____,. �) или на ('2L & 58) ____,. � ­
Доказательство сразу получается из наших пра вил , 

если заменить сокращения -,)о и & их значениями. 
П р  а в и л о VI I I :  � -> (� ____,. 58) можно заменить 

на 2! -> 58.  
Доказательство: � (i58) можно заменить на (& �)58 

или на i58 . 
Формула ( 19) :  Х (У & Z) ____,. ХУ & x-z . 
Доказател ьство : У & Z ____,. У [формула ( 1 2) ] . 

Х (У & Z )  ____,. ХУ [ правило 1V] . 

Точно так же получаем из формулы ( 1 3) 
Х (У & Z) ____,. XZ, 
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ХУ ,_,. (XZ --"" ХУ & XZ ) [формула ( 1 8) ] ,  

Х (У & Z )  ,_,. (XZ ,_,. ХУ & XZ) [ п о  правилу V] , 

XZ ,_,. (Х (У & 2. )  ,_,. ХУ & XZ)  [ п о  nра вилу V I I ] , 

Х (У & 2)  ,_,. (Х (У & Z) ,_,. ХУ & XZ) [nравило V] , 

Х (У & Z) ,_,. ХУ & XZ [ пр:lВило V I I I ] . 

Формула (20) : ХУ & XZ ,_,. Х (У & Z) .  
Доказател ьство : У ,_,. (Z -> У & Z) [формула ( 1 8) 1 ,  

(Z  ,_,. У & Z)  ,_,. (Х Z � Х(У & Z ) )  [аксиома d) ] ,  

y _,. (xz _,. X (Y & Z))  [ правило V] , 
Х z_,. (У ,_,.  Х (У & Z)) [ правило V I I ] , 
(У ,_,. Х (У & Z) )  ,_,. [ХУ ,_,. Х (Х (У & Z) ) ]  [подста­

новка в аксиому d ) ] , 

XZ -> [ХУ ,_,. Х (Х (У & Z ) ) ] [ правило V] , 
Х (Х (У & Z)) можно заменить на (ХХ) (У & Z) и затем 
на Х (У & Z ) .  

X Z  ,_,. (ХУ ,_,. Х ( У  & Z ) ) .  
Отсюда , согласно правилу V I I ,  получаем формулу (20) . 

Формулы ( 1 9) и (20) вместе с правилом V l дают 
доказательство закона дистрибутивности . 

Дальнейший вывод формул и правил оказывается 
ненужным. Действительно ,  мы обнаружили, что пра­
вила a l ) -a4 ) ,  в l ) - вЗ), которые мы раньше устано­
вили, выводятся из аксиом как производные правила .  
Отсюда следует, ч1 о  все выводы, которые мы сделали 
раньше на основе этих правил , например те, которые 
касались принципа двойственности и нормальной фор­
мы,  м огут быть получены также аксиоматически. По­
этому не нужно каждый раз возвращаться к аксио­
мам, чтобы установись доказуемость некоторой фор ­
мулы . Ибо формула исчисления высказываний дока­
зуема из аксиом в том и только в том случае, когда 
в принадлежащей ей конъюнктивной нормальной форме 
каждая дизъюнкция содержит два члена , из которых 
один являе rся противоположнсс1ью другого . 
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§ 12.  Н епротиворечивость системы аксиом 

Аксиоматическое построение исчисЛения высказы­
ваний дает возможно сть ставить в исчислении выска­
зываний такие вопросы, которые присущи аксиомати­
ческому методу . Важнейшими из них являются :  
непротиворечивост ь , 1-zезависимость и полнота сис1 емы 
аксиом . Сначала мы рассмотрим вопрос о непротиворе­
чивости аксиом. 

Вопрос о непротиворечивости может быть здесь 
поставлен в перено сном смысле . Мы называем аксиомы 
непротиворечивыми, если невозможно с помощью ис­
числения вывес ги два сложных высказывания ,  нахо ­
дящиеся друг к другу в отношении противоцоложности,  
т. е . получающиеся  из пары высказываний Х, Х, 
если в каждое из них вместо Х подставить одн:> и то  
же выражение . 

Это определение непротиворечивости делает необ ­
ходимым следующее пояснение . Здесь как будто 
выдвигается на первый план по сравнению с осталь­
ными один определенный логический nринцип :  закон 
противоречия . В действительности же дело обстоит 
так, что появление формального противоречия, то ес1 ь 
доказуемость двух формул � . �. осудило бы все ис­
числение на бессмысленность ; ибо мы уже раньше 
заметили,  что если доказуемы два высказывания вида 
�{ и �' то доказуемо и каждое другое высказывание . 
Непротиворечивость исчисления в смысле нашего оnре­
деления , тгким образом, равнозначна с тем,  что не  
каждая формула доказуема . 

Чтобы установить непро тиворечивость исчисления, 
мы поступаем следующим образом .  

Будем понимать знаки высказываний Х, У ,  Z , . . . 
как арифметические переменные, для ко1 орых в рас­
смо rrение входяr только значения : О, 1 .  X V Y мы 
истолковываем как арифметическое  произведение, 
а Х определяем так :  О равно 1 и Т равн(l О .  На осно­
вании такой и нтерпретации каждое сложное выска-
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зывание представляет собой некоторую арифметиче­
скую функцию основных высказываний, которая может 
принимать только значения О или 1 .  Если эта фу нкция 
то»цественно равна нулю, то для краткости мы будем 
гов арить и о ссмом символическом выражении, что 
оно тождественно равно О. 

Это истолкование дает возможность укё зать теперь 
неко горое общее свойство всех тех формул , I\оторыс 
могут быть· выведены из наших аксиом . А именно, 
для любой ,  из псдлежащих рассмотрению, системы зна­
чений переменных выводимые из аксиом формулы 
в нашем арифметичеСК')М истолковании дают значение 
О, т .  е. тождественно равны О. 

Этим свойством,  прежде всего, о бладают аксиомы 
а) - d ) ;  мы , устанавливаем это следующим образом. 

Путем испытаний убеждаемся , что Х V Х всегда 
имеет значениr О . Отсюда следует, что и XV X V  Х 
[ аксиома а) ] также  всегда равно О, потому что X V Х 
имеет то же  самое значение, что и Х. - Дэлее, Х (ХУ) 
[ аксиома Ь) ] имеет то же самое значение, ч rо и 
(XV Х) У, в силу ассоциативно сти арифметического 
произве.с,ения . Оно , следовательно , всегда равно О, 
так как O V Y  равно О. Тэк как Y V Х всегда имеет 

то же значение,  что и X V Y , то X V Y V (Y V Х) , как ча­
стный случай для XV Х, всегда равно О. Таким 
образом, формула с) всегда имеет значение О. Нш<онец, 
убеждасмся в ис rинности сказанного и по отношению 
к формуле d) :  действю ельно, при Z = О  Оf,ИН сомно­
житель = О, при z = 1 выражение Z V Х имеет то 
же значение, что и Х, а Z V Y  - то же значение, что 
и У; итак, в случае Z = 1 формула в целом оказывается 

имеющей то же самое значение , что и Х У ХУ, что сно­
ва е сть частный случай для ХХ. 

Таким образом,  все четыре аксиомы действительно 
обладают указанным свой с rвом . При использовании 
обоих подлежащих рассмотрению правил, применяе­
мых нами для вывода новых форму л ,  а именно пра-
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вила подстановки и схемы заключения, это свойство 
всегда сохраняется .  В самсм деле, что касается пер­
вого правила , то ясно , что путем подстановки неко­
торого выражения вместо перемениого запас  значени� 
для этого перемениого во  всяком случае н е  может 
быть расширен.  И если мы с помощью второго пра-
вила из двух формул SЖ и �шв выводим формулу 58·  
1 0  свойство давать всегда значение О переносится 
с обеих этих формул на выведенную формулу ; ибо 
так как формула Sll дает всегда значение О, то Sif 
всег�а имеет значение 1 ;  -таким образом, � 58  имеет 
то же самое значение , что и 58, а поэтому � так же ,  
как �58,  всегда имеет значение О. 

Мы видим, что дей ствительно с помощью нашегQt 
исчисления получаются только такие формулы , кото­
рые при арифметическом истолкrвании дают всегда 
значение О. Но установив это , мы q.актически закан ­
чйnаем наше доказательство . В самом деле , две 
формулы, которые возн икают из Х и Х заменой Х 
оба раза тем же самым сложным высказыванием , 
очевидно , не могут обе обладать свойством в сегда 
быть равными О;  если одна из них всегда имеет зна · 
чение О, то другая всегда имеет значение 1 . 

§ 1 3 . Н езависимость и полнота системы 

l{ воп�осу непротиворечивости, на который в отно­
шении нашей системы аксиом мы могли отве1ить утвер­
дительно ,  примыкает другой вопрос : являются ли все 
аксиомы независ имыми друг от  друга, или же без той 
или другой из этих аксиом можно обойтись 1 • 

Ответ гласит, что наша система аксиом действи­
тельно удо влетворяет требованию независимости. 

1 Э тот вопрос о независимости системы аксиом также решен 
в цити рованной на стр. 51 работе : Bern ays Р. , Axiomatische 
Untersuch ung . .  , 
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Сначала мы покажем, чт о формула а) X V X V Х 
не  может быть выведена из остальных аксиом, и при­
том если даже мы присоединим в качестве аксиомы 
формулу Xv Х; rаким образом, мы одновременно до­
кажем, что формуш а) не может быть заменена в на-
шей системе аксиом более прост ой формулой ..'<Х. 
Для других аксиом доказательст во независимости 
также п роведено в расширенном смысле , r . е . одно­
временно будет показано ,  что соответствующая аксиома 
не может быть заменена аксиомой X V  Х. 

Доказательст во снова выполняется с помощью не­
которой арифмешческой интерпретации. Мы берем 
в качестве значений для переменных Х, У, Z , . . . 
классы вычетов . О, 1 ,  2 по  модулю 4. Знак << V >> пусть 
снова означает обычное  умножение, а Х определяем 
следующим образом :  О означает 1 ,  Т означает О, 2 
означает 2 .  

Можно проверить теперь, что формулы X V  Х, 
Ь) , с) , d ) при указанн ом истолковании переменных 
выражают всегда вычет О, и это свойство переносится 
при применении о боих правил на все формулы, выве­
денные из этих 4 формул . Мы это устанавливаем таким 
же способом, как и при доказательстве непротиворечи­
вости .  Поэтому, если бы формула а) могла быть вы-
ведена из Ь) , с) , d) и X V Х с помощью наших правил, 
то выражение XX V Х для каждого допустимого зна­
чения Х должно было бы дать вычет О.  Однако этого 
мы не имее:о.1. В самом деле, если мы подставим 
вместо Х значение 2, то  получи'.\ :  

т .  е .  не нулевое значение .  
Независимость аксиомы Ь )  X-V (X V Y) от  осталь­

ных аксиом и формулы XV Х мы покажем следующим 
образом .  Снова Х, У, Z рассма rриваем как неремен­
ные , которые могут принимать значения О, 1 ,  2, 3 . 
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Но теперь мы определяем связь V для этих пере­
менных через :  

O V 0 = 0 V 1 = 0 V 2 = 0 V 3 = 0; 1 V 1 = 1 V 2 = 1 V 3 = 1 ;  
2 V 2 = 2;  3 V 3 = 3; � V 3 = 2  

и через требование, что бы для этой связи выполнялся 
закон коммутативности ; далее, под 6, I, 2 ,  3 понима­
ем, соответственно , 1 ,  О, 3, 2 . Какие бы значения пе­
ременных мы теперь ни выбрали, формулы а) , с) , d) 
и XV Х всегда дают значение О или 2.  Это с войство 
сохраняется для всех формул, которые выводятся 
с помощью обоих правил из а) ,  с) ,  d) и Яv Х. 
Между тем выражение Х (ХУ) имеет значение 1 ,  еслРI 
берем Х = 2 и У =  1 .  

Аналогично доказывается независимость аксиомы с): 
ХУ (УХ) . Полагаем : О равным 1 , Т равным О, 2 рав­
ным О, 3 равным 2. Затем определяем 

O V 0 = 0 V 1 = 0 V 2 = 0 V 3 = 1 V 0 = 2 V 0 = 3 V 0 = 0; 
1 v 1 = 1 ; 1 v 2 = 2 v 1 = 2 ; 1 v 3 = 3 v 1 = 3; 

2 V 3 = 0; 3 V 2 = 3; 2 V 2 = 2 ; 3 V 3 = 3 .  

Легко поi<азать, что формулы а) ,  Ь) , d )  и X V  Х 
при любой замене больших латинских букв числами 
О, 1 ,  2, 3 получают значение О и что это свойство 
сохраняе rся при выводе новых формул . Напротив, 
с) нолучает значение 3 ,  если Х заменяем числом 2, 
а У числом 3.  Это доказательство независимости дает 
нам возможность сделать е ще следующее заключение: 
ассоциативный закон 

Х (У L-) ((ХУ) Z) 
не может быть доказан без использования аксиомы с) . 
В самом деле ,  если в этой формуле заменяем Х зна­
чением 3, У значением 2 ,  Z значением 3, то получаем: 

3 V (2 V З) V ((З V 2) V 3) = OV 3 = 1 у З = 3.  
5 С сп о u ы  теоретичесl<ой логи1<и 
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Таким образом , а ссоциа1 ивный закон является также 
независимым от аксиом <� ) , Ь) и d) . 

Остается еще показ.пь независимость аксиомы d) 
от остальных аксиом. Это можно сделать с помощью 
следующей системы определений.  

Пусть переменные Х,  У , Z могут принимать з н а ­
чения О , 1 ,  2 ,  3 , причем : 

О= 1 ,  l = О, 2 =- 3 ,  3 = О, 
O V 0 = 0 V l = I V 0 = 0 V 2 = 2 V 0 = 0 V 3 = 

= 3 V O = 2 v 3 = 3 v 2 = о. 

I V I = l ,  I V 2 = 2 V l = 2 , I V 3 = 3 V l = 3. 
2 V 2 = 2 ,  3V3 = 3. 

Тогда формулы а) , Ь) , с) и X V Х, а также и все 
выве тт,енные из них формулы всегда получают значе­
ние О. Однако d) получает значение 2 ,  если Х = 3, 
У -"" 1 и Z =  2. 

Мы показали , таким образом , независимость аксиом 
а) - d ) .  Рассмотрим теперь вопрос о полноте. Полнота 
некоторой системы аксиом может быть определена 
двояким о бразом . Во-первых, можно нод этим пони­
мать, что все истинные формулы некоторой содержа­
тельно характеризуемой области могут быть получены 
из rr.анной системы аксиом . Но понятие полноты можно 
также понимать более строго , rак что некоторая система 
аксиом называется полной только в том случае, если 
присоединение к ней какой-нибуr,ь до этого не выводимой 
формулы всегда приводит к противоречию. 

Полнота в первом смысле означала бы здесь, что 
из аксиом а ) - d )  можно вывести все всегда-истинные 
формулы исчисления высказываний . Она, как мы У '"е  
ви;,ели , имеет место . 

0,-.,нако мы имеем з�есь полноту и в более строгом 
rмысле . Можно убе п.иться в этом слер,ующим образом: 
пу сть � - какая-нибудь формула , не доi<азуемая из 
аксиом . Пусть � - соответствующее ей выражение 
в конъюнктивной н ормальной форме. Так как � так 
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же, как и Ш , не может быть доказано ,  то среди 
конъюнюивных чЛенов 58 дслжна найтись дизъюнкция 
@:, у которой никакие два члена не  являются противо ­
положностями друг для друга . Если в @: вместо каж­
дого неотрицаемого знака высказывания подставить 
Х, а вместо каждого отрицаемого Х, то получим 
дизъюнкцию вида X V XV X V · · · V Х, которая ,  со ­
гласно правилам исчисления высказываний ,  эквива­
лентна Х. Если мы постулируем теперь Ш в качестве 
истинной формулы, то и 58, и @:, и, н аконец, Х оказыва­
ются ,  в свою очередь, истинными формулами. Но ведь мы 
мvжем подставить Х на место Х и получить Пр отиво­
рЕчие .  Итак,  оказывается ,  что система рассмотренных 
аi<сиом полна . 



ГЛАВА ВТОРАЯ 
И С Ч ИСЛЕН И Е  КЛАССО В 

(одноместное исчисление предикатов) 

Та форма логического исчисления, с которой мы 
до сих пор имели дело ,  является достаточноИ для 
точного выражения логических связей, в которых 
высказывания выступают как нераздельное целое. 
Однако не может быть и речи о том , чтобы мы вообще 
могли обойтись в логике одним только исчислением 
высказываний . С его помощью не могут быть пере­
даны даже те простые виды заключений , которые 
в традиционной логике принято обознача1 ь терминами: 
<<Ьarbara>> , <<Ce l arent>> , <<dari i >> и т .  д . Например , на­
прасной была бы попытка о1ыскать формальное пред­
ставление для логической связи, которая выражается 
тремя предложениями: 

«Все люди смертны; 
l{ай - человек; 

следовательно,  l{ай смертею> . 

Причина этого в rом, что при заключениях t"акого 
рода речь идет не только о высказываниях как целом, 
но игр ае r  сушественную роль внутренняя логическая 
структура высказываний , выражающаяся словесно 
соотношением между субъектом и предикатом. Эти 
соображения побуждают нас изменить исчисление 
или, по крайней мере ,  его содержа rельное ис1 олко­
вание. 

§ 1 • Содержательное переистолкование символики 
исчисления высказываний 

Мы употребляем в измененном исчислении re же 
логические знаки , что и в исчислении высказываний . 
Однако под Х, У ,  Z, . . .  должны теперь понима1 ься 
не целые высказывания, а предикаты . Например , Х 
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может быть обозначением для предиката <<Смертею> 
иJ1и <<делится>> или <•имеет причину>> . Слово << nредикат» 
употреб�яет ся здесь в обычном в философии смыt:ле; 
мы понимаем под ним то, что дает возможность оха­
рактеризоват ь ближе один субъект . Однако в дальней­
шей части этой книги, именн о  в третьей и четвертой 
ее главах ,  термин << предикат>> будет употребJ1яться и 
в более шир оком смысле ,  на когором нам здесь нет 
необходимости ост анавливаться более подробно . Там 
мы будем иметь дело с пр едикатами от нескольких 
субъеi<тов .  Поэтому предикаты в обычном смысле , 
К О I'орые в этой г лаве только и имеются в виду , мы 
называем более точно одноместными предикатами, но  
в последующем изложении эпитет <<Одноместный >> боль­
шей частью опускаем . 

Если Х- какой-либо предикат, например , <<Красив>> ,  
то под Х нужно п онимать противе лоложный преди­
кат <<Неi<расив>> .  Если обозначить буi<вами Х и У, 
соответственно , предиi<аты: << преходящиii>> ,  << обладает 
познанием>> ,  то Х &: У являет ся символом для преди­
ката <<Преходящий и обладает познанием>> , а X V Y ­
символом для предика rа <<Преходящий или обладает 
познанием>> .  Другие логичесi<ие знаi<и мы можем 
снова использовать как сокращения . 

ВзЯ1ые  сами по себе предикаты ни истинны, ни  
ложны. Поэтому , если утверждаю 1· о какой-нибудь 
формуле Х или X ViY, что она истинна, то это должно 
иметь иной смысл, чем до сих пор . Теперь мы будем 
под этим понимать, что предикат Х или X V Y  вы­
полняется для всех предметов .  

Этим устанавливается истолкование всех знаков 
в одноместном исчисленни предикатов . Все формулы 
получают смысл всеобщих суждений . Чтобы выразить 
обычные всеобщие суждения ,  например : <<Все люди 
смер'fны >> , можно  сначала высказа rь такое суждение 
в форме: <<Все предметы суть не  люди или смертны» . 
Если ввести затем для пр едиката <<Человею> знак 
Х, для предиката <<смертею> - знак У, то символиче ­
ское выражение нашего суждения получается в виде : 
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X V Y. Соответственно , отрицательное всео бщее сужде­
ние , например : <<Никакой человек не совершенеН>> , выра­
жается фо рмуло й :  X \t'Y, где Х, У означают , соответ­
ственно , предикаты : << человею> , <<совершенею> . Точная 
интерпретация формулы XVY гласит: <<Все предметы 
не люди или не совеrшенны>> . 

Мы можем теперь снова искать всегда-истинные 
формулы, т .  е .  такие ф) рмулы , которые при подста­
новке любых предикатов на место переменных Х., У, . . .  
дают предикат,  принадлежащий всем предметам . 
Легко о бнаружить, что при новой интерпретации 
исчисления систе.ма всегда-истш-mых формул тсч.чо 
та же, что и в исчислении высказываний. 

Именно , в первую очередь , снова имеют место 
эквивалентности a l ) - а4) , которые дают возможность 
о существить ирео бразование выражений к конъюнк­
тивной нормальной  форме . Затем легко убеждаемся,  
что формула, приведеиная к нормальной форме,  тогда 
и только тогда всегда-истинна, когда каждый 
ко нъюнктивный член содержит дизъюнкцию Х V Х .  
Таким о бразом можно полностью сохранить фо р­
мальный аппарат исчисления высказываний; нужно 
только дать формулам другое  истолкование . 

Нар}lду с первоначальным истолкованием 
и истолкованием в смысле исчисления предикатов , 
для формул исчисления высказываний существует 
еще и третья интерщ;етация . Однако по сравнению 
с исчислением предикатов здесь речь идет не  о б еще 
одном введении новых логических соотношений,  
а лишь о другом способе преr,ставления фактов, 
выразимых с помощью исчисления предикатов,  о бла­
дающем некоторыми преимуществами с точки зрения 
наглядности . Это изменение представления состоит 
в том ,  что вместо о нредел�ния предикатов по содер­
жанию мы характеризуем их по объему . Каждо му преди­
кату соответствует определенный <<класс>> 1 предметов, 

1 В математике вместо выражения <<класс•> обычно употреб­
ляют слово <<множество•> . 
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содержащи й  все предметы, для которых этот преди­
кат Иl\l еет силу . При этом,  конечно ,  н е  исключает­
ся и случай класса, не  содержащего воо бще никаких 
предметов. Теперь мы примем классы за о бъекты 
исчисления,  кото рое при такой  интерпретации мы 
называем <<исчисление.м классов>> . 

Под Х следует понимать класс , который состоит 
из всех предметов, н е  входящих в класс Х. Х&У 
о бозначает пересечение обоих I<лассов Х и У, X V Y­
сумму классов . Х --?  У и Х ""'  У могут,  как 
и раньше , рассматриваться как сокращения для 
X V Y, соответственно для X V Y & Y V Х . Если говорят, 
что формуJ1а Х истинна ,  то под этим следует понимать, 
что Х есть такой класс , который со стоит из всех пред­
метов . При таких определениях все правила исчисления 
предикатов сnраведливы без изменения и для исчис­
ления классов . Согласно этой интерп ретации , истин­
ность ф1 рмулы Х -> У означает, что класс, соответ­
ствующий Х, является подклассом класса ,  о пределенно­
го через У; формула Х ""' У  истинна в том и только 
в том случае , если классы Х и У тождественны .  

Общее суждение <<Все люди смертны>> в исчислении 
1шассов может быть сформулировано та i<: 

<<Объединенный класс ,  о бразованный из класса 
не-людей и класса смертных,  охватывает все пред­
меты>> . 

Его формальное выражение о казывается тем же 
самым , что и в исчислении предин:атов .  

§ 2.  Объединение исчисления классов с и счислением 
высказываний 

Заключения традиционной логики не могут быть 
все фо рмализованы в исчислении предикатов ,  так как 
отсутствует возможность представления частных суж­
дений. Это представлен ие получае.м только пуrr.е.и 
соедине:шя исчисления высказываний с исчисление и 
предикатов ил и исчu �лею1е_о.t классов . Мы достигаем 
этого объединещiя 1--Ia о сrюве того соображещiя , что 
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соотношения исчисления предикатов сами представ­
Ш1ЮТ со бой  высказывания, которые могут быть под­
чинены правилам исчисления высказываний . Эта мысль 
приводит нас к установлению комб инированного исчис­
лtния, в котором логические знаки & ,  V , - употреб­
ляются как для связывания высказываний , так и для 
связывания предикатов .  

Однако в таком случае возникла б ы  немедленно 
неясность , как понимать высказывание Х. Означает 
л и  оно , что предикат Х не распространяется ни на одну 
вещь , или же оно означает: неверно , что Х рас­
пространяется на все вещи . Например , если Х о бозна-
ч ает предикат <<красивый>> ,  то Х при первом истолко­
вании нужно было бы читать так : << все вещи не­
красивы>> , а при втором:  <<не  все вещи красивы>> . Мы 
можем устранить эту трудность , помещая предикаты 
между двумя вертикальными чер1 ами . 1 X V Y 1 тогда 
будет означать: пр едикат X V Y  распрос1 раняетс я на 
все вещи, а 1 Х 1 V 1 У 1 будет означать: предикат Х 
распространяется на все вещи или предикат У рас­
пространяется на  все вещи . Два высказывания,  да­
вавшие нам только что повод для смешивания, раз-
личаются теперь так :  1 Х 1 и 1 Х 1 .  При помощи ком­
бинированного исчисления мы можем теперь выразить 
частные высказывания . Например ,  высказывание << Не­
которые числа н ечетны>> можно иреобразовать следую­
щим обр азом:  << Неверно , что все числа четньi>> . - Если 
о бозначим предикат << число >> буквой Х,  а предикат 
«Че1 ное>> через У, то сначала записываем высказыва-
ние << Все числа ч етны>> символически в виде 1 X V Y 1 ·  
Противоположное этому высказывание выразится 

поэтому ч ерез 1 X V Y 1 .  Вообще , 1 X V Y 1 о бозначает 
высказывание :  существуют Бещи ,  для которых одновре-

менно имеют место Х и У . 
В комбинированном исчислении к предыдущим 

J3Сегда-исщнным формулам прибавляе1 ся  ряд новых . 
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Подобного рода формулами, например , являются :  

{ I X � Y l & I Y � Z I } � I X � z 1 . 
I X I & I Y 1 ""  1 Х & У 1 -
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Исходя из соображений , приведеиных в конце 
следующего параграфа , мы отказы:ваемся от система­
тического построения и исследо:вания этих формул . 

§ 3. Систематический вывод традиционных арнетотелевых 
умозаключений 

После то го как наше исчисление получило необхо ­
димо е дополнение , мы применим его к учению о ло ­
гических умозаключениях . Речь идет о том, чтобы 
выяснить ,  как выражаются классичес'<ие арис1 отелевы 
фигуры умозаключения в нашем комбинированном 
исчислении и как можно систематизировать и о бос­
новать их с точки зрения этого исчисления .  

Подлежащие рассмотрению умозаключения обла­
дают следующими харак'I еристическими свойствами : 
они состояr  из трех предложений , из  которых тре1 ье 
(заключение) представляет собо й  логическое следствие 
двух первых (посылок) . l{аждо е  из трех предложений 
имеет одну из четырех форм:  

<<Все А суть В>> (общее у'l·вердительное суждение) . 
<<Некоторые А суть В>> (частное ут:вердительное 

суждение) . 
<<Никакое А не есть В>> (общее отрицательное 

суждение) . 
<<Неко'l орые А не су rь В>> (частное отрицательное 

суждение) . 
Для краткого обозначения этих четырех форм 

обычно употребляют гласные а, i ,  е, о (:в указанной 
последовательности) . В качестве о бщего знака для 
этих четырех :видов суждений нам будет служить 
символ АВ. 

В трех предложениях умозаключения выступают 
всего три понятия : понятие rубъекта (S) , понятие 
предиката (Р) и среднее понятие (М) ; притом заклю-
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чение имеет форму SP , а из посылок первая содержит 
понятия М и Р, а вторая М и S. В соотвегствии 
с этим получаем следующие. ч етыре <<фигуры>> умоза­
ключений 1 : 

.'\1Р 
S.\1 
SP 

РМ 

SM 
S? 

МР 
MS 
SP 

РМ 

MS 
s-:г 

Так как для каждой из четыр ех фигур существуют 
ч етыр е  возможнос rи для каждого из трех предло­
жений умозаключения в зависимости от принадлеж­
нос1 И его I< одной из четырех форм суждений а , i, е, 
о ,  1 0  с чисто комбинатор ной точ ки зрения были бы 
мыслимы 256 различных видов умозаключений . Одна­
ко число возможнсстей су щественно ограничивается 
тем обстоятельством , что заключение должно следовать 
из посылок.  Аристотелева логика учит, что допустимы 
1 9  различных видов умозаключений . Для этих видов 
ввели трехсложные о тличительные слова , гласные 
которых указывают по  порядку формы суждений , 
к которым принадлежат три предложения умозаклю­
чения .  При  так()м способе наименования получаем 
следующий перечень : 

1-я фигура 

b arb ara 
ce larent  
d ari i 
fer io  

2-я фигура 

ce sare 
camestres 
fe st i no 
baroco 

З-я фигура 

d a ti s i  
feriso 
d i sa m i s  
bocard o  
d arapti 
fel apton 

4-я фигура 

ca l emes 
fres i son 
d i mati s 
bama l i p  
fesapo 

Проверим теперь с помощью исчисления предика · 
тов' эту совокупность умозаключений: действительно 

1 Следует заметить , что фиксирование последовательности 
S и Р в заключительном предложении не  является ограничениt:м 
общности , так как фигура умозаключения с PS в качестве заклю­
чения всегда может быть получена из одной из названных четы­
рех фигур путем простого изменения обозначения и переста­
новки посылок . 
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ли онJ содержит все подлежащие учету виды умо ­
заключений и удовлетворяют ли все перечислmные их 
.разновидности требованшо логической у5едительности . 
Длн этого мы прежде всего выразим символически 
четыре фо рмы а , i, е , о сужденин АВ. Если мы обо­
значим буквами Х, У предикаты: << есть А >> , << ес1ь В>> , 
то такими символическими выражениями будут: 

/ X V Y / ;  / x vYl ; / X V Y / ;  / XVY , . 
Из этого способа записи немедленно  получаются 

традиционные правила противоположности (oppositioп) 
и об ращения, относящиеся к рассмотренным формам 
суждения . Действю ельно ,  из этих четырех суждений 
последнее выражено как противоположность первого , 
а второе - как противоположность третьего . Далее , 
обе средние формулы симметричны относитеJ1ьно  ,Х 
и У, так что суждение << Некоторые А суть В>> ока­
зывается равнозначным с << Некоторые В суть А>> , и 
точ но так же суж 1ение << Никю<о е А н е есть В >> -рав­
нозначным с << Никакое  В не есть А >> . Напротив , для 
форм а и о такое обращение невозможно . 

Теперь мы применим этот способ выражения чеiы­
рых форм суждения к умозю<лючениям , введя для пре­
дикатов:  « есть S>> , << есть М>> ,  <<ес rь Р» знаки Х, У ,  Z.  
Тогда каждое умозаключение сосrоит из трех фор мул . 
Первая посылка выражается одной из четырех форм: 

/ YV 2. / ; / Y V � i ; / Z V Y / ; \ :ZVY i ,  
соответственно ,  ее  логической противоположностью.  
Для второй посылки имеем соотве rи венно одну из 
форм:  

/ YVX / ;  / Y V X / ;  / XV Y i ;  / XVY/ , 
или ее противоположнос1ь .  В заключении имеем, от­
рицаемую или неотрицаемую, одну из двух форм: 

l xv ь / ;  l xv z j . 
(Jаметим , что Х, У и Z могут выступать неотр ицае ·  
м ы  ми только как втор ой член связи . )  
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К этим формальным условиям присоединяется еще 
т ребование , ч 1·обы тр етья формула была следствием 
об еих первых в том смысле, что при подстановке 
о пр еделенных предикатов вмес rо Х, У, Z обе первые 
формулы не могут выполняться без того , чтобы то же 
самое не имело места также для тр етьей формулы . 

Теперь нужно исследовать , как благодаря этому 
требованию ограничивается многообразие допустимых 
к омбинаций формул . 

Для этого рассмотрения полезно заметить ,  что мы 
можем, н ич его н е  меняя в истинности формулы, по ­
менять местами два члена,  связанные через V . Далее , 
н е  существенен порядок слепования посылок , и при 
то й о бщности , котор ой должен обладать заключитель­
ный вывод , неважно , обозначить ли некоторый пре-
дикат ч ерез и или (]. На основании этих соображе­
ний мы можем каждую пару посылоi< привести к од­
но й  из следующих шес1 и нормальных форм : 

1 .  J D v v l 
1 v v w 1 

11 • .  J u vv 1 
l v v w l 

ш .  l и v vl 
l v v w l 

IV. j и v v 1 
l v v w l  

V.  \ U V V 1 
ГVVWI 

VI . \ и v v 1 
j v vw l 

Заключение принимает одну из форм (отрицаемую 
или н еотрицаемую) : 

l й v w l ; j u v w l ;  l и v w l ;  1 и v w 1 .  
От нового способа записи возвращаемсSJ к прежнему 
тем, что вместо V подставляем У ипи У; отождест ­
вляем , далее, и, W или же W, и с ОJТ,Ной из пар : 
Х, Z; Х, Z; Х ,  Z; Х, Z и рассматриваем затем все 
во зможные перестановки дизъюнк гивных член ов, кото­
рые (при подходящей последовательности посылок) 
приводят к одной из формально допустимых трехфор­
мульных систем . 
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Если мы проверим теперь эти шесть пар посылок 
1 - Vl  с точки зрения того , что может из них следовать , 
то найдем, преж�е всего ,  что из 1 , IV,  V нельзя 
получить умозаключения желаемого рода . 

Действительно, 1 .  выполняется при совершенно про ­
извольных и, W, если предикат V не может быть 
приписан никакой вещи . IV. выполняется в том случае, 
когда V истинно для всех вещей , при единственном 
условии, ч го И выполняе rся хотя бы для одной вещи. 
а V. выполняется для произвольных и и W. 
объемы которых не пусты,  если V истинно для всех 
вещей . 

Посылки V l .  также не дают никакого надлежащего 
заключения . Ибо для того , чтобы удовлетвори гь им 
подходящим выбором V , доста iочно, чтобы и и W 
имели место кажr.,ый хотя бы д т•я  одной вещи . Указан­
ные условия , однако, с овместимы с ложностью всякого 
из рассматриваемых заключений .  

Вследствие этого для наших умозаключений под­
лежа·r рассмотрению только случаи 1 1  и 1 1 1 .  Обе 
посылки 1 1 .  1иvv 1 и 1 V V W 1 .  если ввести сокраще­
ние � и использовать первую из формул, приведеи­
ных на c rp .  73 ,  непосредственно дают соотношение 
1 UV W 1 · Но это и есть самое сильное следствие ,  
которое можно извлечь из обеих посылок, т ак  как 
при истинности соотношения 1 иv w 1 обе посылки удов­
летворяются , если V положить равным W .  

В 1 1 1 . лервая· nосылка 1иv V 1  обозначает , что суще­
ст вуют вещи (т. е . , по крайней мере , одна вещь) , для 
которых одновременно выполняются: И и V .  Вторая 
посыш<а 1 V v w  1 означает, что кажд�я вещь , которая 
обладает свойством V ,  обладает также свойством W .  
От сюда следует , что существуют вещи , для которых 
выполняются одновременно и и W, или что формула 

! U v  W 1 истинна . 
Обратно ,  если формула 1 и v w  1 ист инна ,  то посылки 

1 1 1 . удовлетворяются , когда V полагают равным W. 
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Таким образом , получается , ч rо все умозаключени5I ,  
рассм отренные нами, могут быть сведены к двум глав­
ным формам, а именно :  

I UV V I  
(А) 1 v v W I 

I И V W I 

I ИV V I  
(В) 1 V V W I  

I ИV W I 
Теперь нужн о  еще от двух главных форм посред­

ством различных допустимых преобразований перейти 
снова к прежним выражениям , с помощью которых 
мы можем рас познавать различные аристотелевы виды 
умозаключений . При этом мы должны учитыва1 ь фор­
мальные ограничения при умозаключениях. согла сно 
которым неотрицаемые предикаты Х, У, Z встречаю1 ся 
только на втором месте в дизъюнкцин , а У никогда не 
встречается в заключительном предложении . Далее,  
следует иметь в виду , что в главн ой форме (А) пере­
становка И и W не дает никаких новых видов умо­
заключений .  

И так.  м ы  получаем все способы умозаключения , 
прсисходящие из главной формы (А), при помощи 
подстановон::  

И = Х, V = Y, W = Z; 

И = Х, V = Y,  W = Z; 

И = Х, V = Y , W = Z. 
Первая из этих подстановок (при соответствующем 

выборе порядка посылок и членов дизъюнкции) при­
водит к умозаключениям camestres и caleJr: es , втсрая­
к celarent и ce�are, третья - к  barbara. 

Для главной  формы (В) мы получаем различные 
виды умозаключений из подстансвок : 

И = Х,  V = Y, W = Z; 

И = Х, V = Y , W = Z; 
U = Z, V = Y , W = X. 

И = Х, V = Y, W = Z; 

U = Z, V = Y, W = X; 
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Первая подстановка приводит к умозаключениям 
fer io, fest ino , jer iso, fres ison ; в 1·орая - к  darii  и datisi ,  
третья - к baroco, четвертая-к disamis и dimatis,  
пятая - к bocardo . 

Приведеиные соображения показывают нам, что 
существуют 15 различных форм умозаключений желае ­
мого вида . Все они принадлежат к аристотешвым умо­
заключениям, так что классический перечень фqрм 
умозаключений исчерпывает все возможные случаи .  
Однако на шим методом м ы  не воспроизводим всех 
аристотелевых способов умозаключения .  В полученн ом 
перечне отсутствуют четыре вида · умозаключений :  
darapti , bamalip ,  felapton , jesapo .  Это ра схождение 
происходит от  того , что ставшее традиционным со  времен 
Аристотеля истолкование положительных всеобщих 
предложений ( << Все А суть В>> )  не вполне согласуется 
с нашей интерпретацией формул вида \ .XV Y 1 · Именно ,  
по  А рис rотелю, высказывание << Все А суть В>> счи­
тается истинным лишь , если существуют предметы,  
которые суть А.  Наше отклонение от Аристотеля  в э rом 
пункте оправдываеrся потребностями математических 
применений логики ,  где класть в основу аристотелево 
nонимание было бы нецелесоо бразно .  

Мы огра ничиваемся этими замечаниями в отношении 
исчисления предикатов и классов .  Правда , можно 
указать р яд июересных постанС'взк вопросов ;  напри­
мер , можно спросю ь, какие формулы комбинирован­
ного исчисления представляют с обой всегда-истинные 
высказьшаш:я .  От более детального рассмо грения этих 
проблем мы, однако , отказываемся ,  так как они  фор ­
мулируются и исследуются в более о бщей связи в сле­
дующей главе . Например , вопрос о всегда -иС J'инных 
формулах комбинированного исчисления решается 
полностью в § 1 2  следующей главы .  Мы отказынаемся 
также от аксиоматического изложения одноместного 
исчисления предика1 ов 1 • Исчисление классов , или 

1 Полная  система аксиом КО"1бинированноrо исчис ления 
и одновременно интеrесное расшИj ение исчисления к лассов 
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одноместное исчисление предикатов ,  вообще представ­
ляет собой только подготовку к рассматриваемому 
ниже исчислению предикатов в шир оком смысле и после 
его введения становится излишним , так что в дальней ­
шем у нас не будет надобности возвраща1ься к рас ­
смо rрениям , затронутым в на стоящей главе . Напротив , 
исчисление высказываний остается неотъемлемой основой 
всех дальнейших исследований . 

даны Вайсбергом :  М .  Wajsberg , E i n  er\\ e iterter  Юassenka \ k fi l . 
Mh . Math . Ph ys i k .  Bd .  40 ( 1932) (см .  также соответстпуюшее 
исnрав ление в Mh . Math . Ph ys i k .  Bd .  42 ( 1 935) S. 242] . 
Вопрос о вс егда-истинных выс казыван и я х  комб 1 1ниrованного 
ис числ е н и я ,  рассмотренный также в этой rat:oтe ,  ра зреш ен был 
уже другим с nособом в работ11х Лёв енгейма, Сколе ма и Б емана , 
которые упомянуты в § 1 2  едедующей главы. С р . особенно 
изл ожение Б емана в Math . A n n .  Bd .  86 ( 1922) . 



Г ЛАВА ТРЕТЫI 

УЗКО Е ИСЧИСЛЕН И Е  ПРЕДИКАТО В 

§ 1 .  Н едостаточность пре дше ствующего исчисле ния 

Комбинированное исчисле ние сделало в озможным 
более систематическое рассмотре ние логических в о­
просов , чем содержательная традиционная логика . 
Однако ,  с друго й  стороны,  можно сказать, что в отно­
шении в озможности вывода логических следствий ком­
бинирова нное исчисление , по существу ,  сов падает 
с аристотелевым. Самые сложные заключения , кото­
рые возможны в комбинированном исчисле нии, могут 
быть получе ны также путем многократного п римене ­
ния арнетотелевых фигур заключения .  

По мнению старых л огиков , разделявшсмуся и Кан­
том, логика вообще исчерпывалась а рнетотелевым 
учением о заключе нии .  Кант г ов орит1 : 

<<Замечательно ,  что логика до сих пор  не могла 
также сделать ни одного шага вперед и ,  п о­
видимому, имеет совершенно замкнутый, законченный 
характер» . 

В действительности же формализм Аристотел я 
оказыf!ается недостаточным уже для самых п ростых 
логических связей .  В частности , он п ринципиально 
недостаточен при рассмотрении логических основ 
математики . Именно , он отказьmается служить по­
всюду, где необходимо симв олически отобразить соот­
ношение ме жду несколькими предметами . 

Поясним это на п ростом п римере .  Рассмотрим п ред­
ложение : << Если В лежит между А и С, то В лежит 
также между С и А>> .  В обычном исчислении в ысказы­
вани й  мы , правда , можем записать это в форме х_,..у ;  

1 В п редисловии к о  2-му изд. <<Критики чистого разума>> .  
(Пер . Н .  Лосского, второе изд. , 1915, стр . 9. ) (Прим .  пер .)  

G С с в о н ы  теоретпчесной лог1ши 
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то же самое представление получает это предложение 
в сдноместном исчислении предикатсв , ибо в пселед­
нем оно может быть сформулирсвано следующим 
сбразом : <<Если упорядоченная тройка точек сбладает 
свойством, что вторая точка лежит между первой 
и третьей, то она также обладает свойством , что вто­
рая точка лежит между третьей и первой•. Однако 
такое представление никак не выражает лсгически 
существеннего в этом утверждении, а именно сим­
метрии соотнсшения <<между• стнссительно А и С.  
Поэтему это пrедставление 1 :ельзя использс вать для 
целей вывода из рассм{,тренного предложения выте­
кающv.:х из него математических следствий. Положение 
не изменится и если мы применим спосс.б выражения 
комбинирсванного исчисления. 

Для пояснения существующего здесь положения 
вещей приведем еще один пример, не отнссящийся уже 
к математике . Утверждение <<Если существует сын, 
то существует отец• является, конечно,  логически 
само собой разумеющимся, а от удовлетворяющего 
нас логического исчисления мы можем требовать , 
чтобы оно выявляло такого рода само собой разумею­
щисся истины, в том смысле, чтобы утверждаемая 
связь с помощью символического представления могла 
быть получена как следствие из простых логических 
принципсв.  Однако в исчислении, которым мы до 
сих пор занимались, об этом не может быть и речи. 
Правда, мы можем (применяя комбинированное исчис­
ленv.е) выразить симвелически рассмотренное утвержде-

ние с помощью формулы : !Xi-:>IY1 , где Х, У означают ,  
соиветственно, предикаты : <<сын• , <<отец•. Однако эта 
формула, разумеется, не может помочь нам доказать 
истиннесть нашего утверждения, так как при другой 
подстансвке вместо Х и У она может выразить и ложные 
предлсжения. В формуле не выражено то, на ·чем 
покоится логическая связь между предыдущим и оселе­
дующим предложениями, а именно, что преди!(аты 
<<быть сыном• и «быть отцом• содержат отношение одного 
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предмета к другому . П одо бнее же п оложение веще й  
имеет место почти в о  всех более сложных суЖдениях. 

§ 2.  Методичесl(ие принципы исчисления предиl(атов 

Поскольку предшествующее и счисление оказалось 
недс статочным, мы в ынуждены искать другую логи­
ческую симв олику .  Поэтому мы в озвращаемся е ще 
раз к тому месту наших рассмотрений,  в котором мы 
впервые вышли за пределы исчисления в ысказыва ни й. 
Решающим шагом является здесь разделение выска ­
зывания на субъект и предикат. Это разложение мы, 
сднако,  не пелисетью использсвали , пескальку при 
выраже нии высказываний мы явно обозначили только 
пред1щаты, но не субъекты. Причина это й  с граниченности 
символики заключается в том, что в отношении форма­
лизма мы исходили из исчисления высказываний.  Если 
же мы откажемся· от точки зрения ,  которая исходит 
только из исчисления высказыва ний, то при выраже­
нии высказыва ния вполне естестве нно  предметы (инди­
видуумы) отделить от приписанных им св о йств (преди­
катив) и затем с ба точно сбсзначить . 

Мы делаем это таким о бразом : для символического 
выражения пrсдикатс в мы  применяем функциональ­
ные знаки с пустыми местами , причем в пустые места 
подставляются обозначения предметов . Например,  
можно обозначить функциональ ным знаком Р( ) 
предикат : <<есть простое числе>> . Тогда Р(5) в ыражает 
высказывание : <<5 есть простое  число> .  Если М( ) 
обозначает предикат <<быть человеком» , то  М( Кай) 
означает : <<Кай есть челсвек» .  Дальше , если отнсшение 
меньшего  к большему в ыражаем функциональным з на­
ком с двумя пустыми местами < (, ) ,  то < (2,3) сим­
в олически в ыражает в ысказывание : <<2 меньше 3» . 
Точно так же в ысказыванv.е <<В лежит между А и С» 
выражается в виде Z(A, B, C) .  

Все  математические фо рмулы представляют ссбс й rто ­
добные соотношения между двумя или несколькими ве­
личинами . Например,  формуле : x+y=z соответствует 
б* 



81i Узкое исчисление предикатов 

трехчленный предикат S(x, y, z) . Истинность в ыражения 
S(x ,y, z) означает ,  что х ,  у, z связаны соотноше нием 
x+y = z  1) . 

f( в ысказываниям,  в ыраженным новым способом, 
мы можем п рименять связи исчисления высi<азываний.  
Например,  отрица ние в ысказывания Р(5) выражается 
так Р (5 ) .  Формула 

< {2, 3)&< (3 , 7)-'1> < {2 , 7) 

в ыражает высi<азыва ние :  << Если 2 меньше 3 и 3 меньше 
7 ,  то · 2 меньше 7>> .  

Отсутствует еще симв олическое выраже ние для 
t:сеобщих высказываний . Чтобы получить его,  введем,  
п о  приме ру математики , наряду с о  знаками для опре­
деленных п редметов (име н с обстве нных) еще пере ­
ме нвые х, у, z ,  . . .  , I<оторыми также можем заполнять 
пустые места знаков функций. Определенное запол­
нение пустого места называется значением соответст­
вующей переменной . 

Значения пе ременной огра ничены в ообще опреде ­
ленными видами предметов , определяемыми смыслом 
знака фунi<ции .  Например ,  основ ное  соотношение эле ­
мента рной геометрии на плоскости : <<Точi<а х лежит 
на п рямой у» выражается функциональным знаком 
с двумя а ргументами L (x, у) . В качестве значе ний для 
х здесь входят в рассмотрение тольi<о  т очки , а для у 
только п рямые . 

Если в пустые места ЛОГl:fЧеСI<ИХ функций вставляем 
определенные з начения а ргументов (т. е .  имена со б­
ственные и ндивидуумов ) ,  то получаем определенные 
высказывания ,  которые могут быть истинными или 
ложными . Если же пустые места знаков фунi<ций запол­
нены переменными , то  этим перв оначально не в ыра ­
жается ниi<аi<ое определеннее  суждение ;  налицо лишь 
симв олическое выраже ние ,  зависящее от соответствую -

1 До сих пор было обычным в логике называть предика­
тами только функции с одним пустым местом ; функци и с несколь­
r<им r r  пустыми местами называли отношениями . Мы упnтребляем 
здесь с •ю но п редпюп в самом обще 111 С \1ЫС.' I е .  
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щих переменных . Н о  подобно т ому ка к в алгебре мы 
пишем буквенные формулы, указываю щие ,  что для 
любых численных значений ,  которые п одставляют н а  
место переме нных , в озникающее числов ое равенство 
является истинным , мы можем так же поступать 
и в логическом исчислении .  Формула : 

< (х, у)&< (у, z) ) ·- > < (x, z) 

означает тогда , что для любой тройки х, у, z ,  для кото­
рой выполняются соотношения < (х, у) и < (y, z) ,  
выполняется и соотношение  < (x, z) . 

Одновременно с этим мы получаем в озможность 
выражать всеобщие суждения .  Однако  для тог о ,  что­
бы иметь в озможность приме нять всеобщность вме ­
сте с отрица нием и логическими связями & ,  V , -> ,  
мы нуждаемся в особом <<знаке общности» . Иначе мы 
не знали бы,  означает ли Р(х) : <<Для всех х имеет 
место Р(х)>> , или : << Неверно ,  что для всех х и стинно 
в ысказыва ние Р(Х)>> .  Это выражение всеобщих суждени й 
мы будем получать , помещая переменную величи ну , 
при надлежащую f< соответствую щей логической фу нк­
ции , в скобках перед знаком фу нкци и .  

Таким образом , (х)А(х) · означает :  для всех х имеет 
место А(:л ) .  Указанные суждения ,  которые дают 
пов од к с мР.шению ,  разли:чаются тогда следую щим обра-
зом : (х) Р(х) и (х)Р(х) . Из соображений симметрии 
для выражения частных суждений мы вводим одно-
временно ос сбый <<знак существованию> . ( Ех)А(х) 
выражает суждение : <<Существует х,  для которого 
выполняется А(Х)>> .  

Для выражения знаков _с бщности и сущ�ствования 
мы пользvемся ТаJ<Же о бщим названием <<квантор>> 1 •  

Переменное , относящееся к знаку общности или 
сущ�ствования ,  называем <<Связанным переменным>> .  О но  
играет роль,  а налогичную роли переме нной и нтег ра ци и  

1 Автор употребляет здесь название <<скобочный знаю> 
( K iammerze ichen) .  Мы з а м е н и л и  c r n  более у н отре бите 'l ы r ы м  
-rсрми н < щ  l(в:mmo p .  (Пр11Аt . nep . )  
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в математике;  в частности , обозначение этого  пере­
ме ннаго не имеет значения .  В отличие от связанных 
переменных другие переменвые мы называем <<Свобод­
ными переменными» .  

Что касается способа записи , то следует заметить,  
что формула , перед которой  стоит знак общности или 
существования,  ставится в скобки в том случае ,  если 
она содержит один из знаков &, V .- и не объединена 
уже чертой  отрица ния .  l{роме того, для удобства обо­
зрения мы принимаем следую щие соглашения : 

вместо А(.х.) пишем проще А (х) , 

вместо (� 

и вместо (Ех)А(х) 

(x)Atx) 
(Ех)А(х) .  

Из самого смысла знаков общности и существования 
получаем следующие эквивалентне сти : 

(Ех) А (х) aq (х) А (х) , 

(Ех) А (х) aq (х) А (х) .  

(Ех) А (х)  aq (х) А (х) , 

(Ех) А (х) aq (х) А (х) . 
На основании  этих содержательных соотношений 

.можно заменять знак существования знако.!d общности , 
и наоборот . В симв олике исчисления предикатов мы 
могли бы обойтись,  таким образом ,  тремя с вязями. 
Необходимы 'J олько знак отр ицания , далее , один из 
трех символов &, V, --> и , наконец , один из двух 
знаков (х). (Ех) .  

До сих пор мы расемат ривали только появляю ­
щиеся отдельно знаки общности и существования . 
Мы пр иходим к сущеС'i Венно новым логическим обра­
зованиям, если используем то обстоятельство , что знаки 
о бщности и существования могут употреблят ься t<ОJ14-
бинированно .  Подобная комбинация возможна уже в том 
с1учае ,  когда мы используем т олько предикаты с одним 
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nустым местом ;  особую роль она иrpae r при наличии 
многочленных предикатов . Например ,  для двучлен ­
ного предиката А (х , у) мы имеем следующие простей­
шие формы составления : 

(х) (у) А (х, у) 
<<для всех х и для всех у имеет место отношение 
А (х, У ) >> ; 

(Ех) (Еу) А (х , у) 
<< существуют некоторое х и некоторое у, для ке�торых 
имеет место А (х , У) >> ;  

(х) (Еу) А (х, у) 
<<для каждоrо х существует неко1 орое ) ' , такое1 что 
имеет место А (х , } )» ; 

(Ех) (у) А (х, у) 

<< существует неко1·орое х, которое к каждому у нахо­
дится в отношении А (х , у) >> .  

Чтобы сделать смысл всего соединения более ясным, 
мы мог ли бы здесь каждый раз добавлять еще одну 
скобку и писать , например ,  так: 

(х) [ (у) А (х , у)] 
и 

(х) [ (Еу) А (х ,  у) ] . 

Но так как и без того нет повода к недоразумению, 
то скобки мы обычно опускаем . Допуская I<Омбинации 
грех и большего числа кванторов ,  мы получаем , соот­
ветственно , большее многообразие сочетаний знаков 
общное1 и и сущес rвования . 

Из нашего понимания знака общности вытекает, 
что в выражении (х) (У) А (х , у) знаки общности могут 
быть переставлены без изменения смысла высказывания .  
Т о  же самое ш v е �т меt то для обоих знаков существо­
вания в выражении:  

(Вх) (Еу) А (х, у) . 
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Напр отив , в выражении (х) (Еу) А (х ,  у) порядок сле­
дования знаков (х) , (Еу) играе1 существенную роль .  

Например , выражение: 

(х) (Еу) < (х, у) 

(если переменвые х , у относятся к действительным 
числам , как области их определения) представляе1· 
собой uстинное предложение ,  а именно :  <<Для ко.ждого 
числа х существует число у такое , что х меньше У>> , 
т. е .  <<для каждого числа существует большее >> .  

Однако , если м ы  переставим здесь знаки (х) и (Еу) , 
то получим (Еу) (х) < (х ,  у) , а это - выра жение ложного 
предложения , именно :  <<Существует число у , которое 
больше любого числа Х>> ,  Таким образом , благодаря 
перестановке знаков (х) и (Еу) получается совершенно 
другое высказывание .  

Логическое соо 1·ношение при этом rаково,  что на 
основании формулы (котора я позже будет выведена) : 

(Еу) (х) А (х, у) --3- (х) (Еу) А (х, у) , 

из ис1 инного предложения вида (Еу) (х) А (х , у) можно 
заключить к (х) (Еу) А (х,  у) , н о  не наоборот .  

§ 3 . Предварительные замечания об  употребле нии  
исчислен ия предикатов 

Прежде чем присту пить к систематическому изло­
жению правил, необходимых для применения исчис­
ления , рассмотрим несколько примеров, которые по­
служат нам для того , чтобы освоиться с символикой . 

Прежде всего мы покажем, как можно символи­
чески выразить в исчислении предикатов аксиомы, при 
nомощи · ·которых формулируются основные свойства 
flатурального ряда чисел .  Эти аксиомы гласят :  

1 . Для каждого числа существует одно и только 
одно непосредственно следующее. 

2. Не существу�т чщла 1  за которым непосредственно 
следует 1 , 
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3 .  Для каждого числа , отличного от 1, сущест­
вует одно и только одно непосредственно предшест­
вующее.  

В этих предложениях встречаются в качестве инди­
видуальных предикатов отношения непосредственного 
следования и ·  различия чисел. Отошение различия 
выступае1 не только в выражении <<отличное от 1 >> ,  
но и неявно в выражении <<Только одно ч исло>> ;  ибо 
утверждение ,  что существует <<тольк о одно >> число 
известного свойства означает, что не существует двух 
таких различных чисел . Различие есть отрицание 
арифметического равенства . 

Поэтому мы вводим предикаты : 

= (х , у) ( <<Х равно у>>) 
и F (х ,  у) ( <<У непосредственно следует за Х>> ) и можем 
при помощи этих обозначений предстаюп ь приведеиные 
выше аксиомы следующим образом : 

1 .  (х) (Еу) { F (х , у) & (z) (Р (Х, z) -> = (у, z ) ) ) , 

т .  с .  «для всякого х существует неко горое у, которое 
непосредственно следует за х и ко1 о рое равно всякому z, 
непосредственно следующему за Х >> . 

2 . (Ех) F (х , 1 ) , 
т .  е .  << не существует х ,  за которым 1 непосредственно 
следует>> .  

3 . (х) { = (х , 1 ) -+ (Еу) [ F (у , х) & (z) (F (z , х) -> 

= (у,  z) ) ] } , т .  е .  <<для неякого х, котор ое о гличается от 1 ,  
существуе1 у, за кот(J[)ым х непосредС'l вен н о  следуе1 
и которое равно  всяl<ому z ,  за ко 1 орым непосреди венно  
следует Х•> .  

Поясним далее н а  нескольких простых примерах 
метод доказательства в исчислении предикатов . Начнем 
с предложения , недоказуемос гь которого в исчислении 
второй главы явилась одним из фактов , показавтих 
н<1м нед\1Статочн осп, прежнего v.счислен11я . Предложе-
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ние это гласило:  <<Если существует сын , то существует 
oтe r t » . Первоначальное символическое выражение этого 
утверждения в исчислении предикатов имеет вид 

(Ех) S (х)-> (Ех) V(x) ,  
причем S (х) означает «Х есть сыН>> ,  а V (х)-<<Х есть 
отеи>> . Доказательство этогQ nредложения воз�· ожно 
лишь, если мы разложим далее встречающиеся в н ем 
предикаты. В Iюнятии сына содержится , с одной сто­
роны. предикат <<мужчина >> , с другой - отношение 
ребенка к родителям; в поня rии отца - отношение 
к жене и ребенку . 

Если мы введем, в соответствии с этим, вместо 
<<Х есть мужчина»  знак М (х) и выразим предикат 
<<Х и у - родю ели z >> (или ,  'l'Очнее : <<Х и у, как муж 
и жена ,  имеют ребенка z>> )  при помощи символа 
К (х, у, z), то мы можем оnределить S (х) так : 

М (х) & (Еи) (Ev) К (и , v , х) 
( <<Х есть сыю> означает <<Х есть мужчина , и существуют 
и и v такие, что и в качес1 ве мужа и v в качестве 
жены являюсся родителями Х>>) . 

Точно так же V (.х) определяется :  

(Еу) (Ez) К (х ,  у , z) 
( <<Х есть отец>> означает : <<существуют у и z такие, что 
х и у,  как муж и жена , являются родителями z>> ) . 

Если мы вставим полученные выражения для S (х) 
и V (х) , то рассмотренное утверждение будет иметь 
вид: 

(Ех) [М (х) & (Еи) (Ev) К (и , v , х) ] --'-' 
(Ех) (Еу) (Ez) К (х, у, z) . 

Эта формула выражает отношение следования между 
двумя высказываниями , и для доказательства , которое 
мы ищем , вопрос сводиrс� к rому, чтобы прий'Iи 01 
первого из этих высказываний ко второму через ряд 
заключений ,  из которых каждое обосновано в исчис­
лении . При этом мы применяем привычный для нас 
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в исчислении высказываний и, конечно , законный 
в исчислении предикатов принцип,  согласно кот• �рому 
из двух отношений между высказываниями '2{ � 58  
и Q3 -> Q; всегда можно заключить '2{ -> Q: .  

Преwде всего , в исчислении предикатов для любых 
F и G имеет меС1 о соотношение : 

(Ех) (F (х) & G (х)) � (Ех) G (xj , 
соо·шетствующее формуле Х & У--;.У исчислениf! выска­
зываний . 

Если выражение (Еи) (Ev) К (и ,  v , х) , являющееся 
некоторым предикатом от х , для сокращения мы 
обозначим через N (х) , то получим : 

S (х) aq М (х) & N (х) . 
Вышеупомянутый способ заключения дает тогда : 

(Ех) S (х) -> (Ех) N (х) 
или, при подстановке выражения для N (х) : 

(Ех) S (х) - (Ех) (Еи) (Е1.• ) К (и ,  v , х) . 
Но существует общее предложение этого исчисления ,  

согласно которому можно изменить порядок следующих 
друг за другом без персрыва знаков существования . 
Для двух знаков существования мы уже упоминали 
это предложение; общее предложение получается  по­
средством его повторного применения . Если мы про­
изведем эту перес1 а новk.у , то получим вместо последней 
формулы : 

(Ех) S (х) � (Е и) (Ev) (Ех) К (и ,  v ,  х) . 
Но это и есть наше утверждение , с 1 ем лишь раз­
личием , что переменные,  стоящие rюсле знака следо­
вания --о. , иначе названы . 

Другим пример ом ножет служить предложение: 
<<Если существует действие, то существует и при­

чшш)> . 
Прежде всего мы представляем это утверждение 

в форме: 
(Ех) W lX) -> (Ех) И (х) ; 
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W (х) означает <<Х есть дей ствие>> ,  а и (х) << Х есть 
причина>> .  Теперь мы снова разлагаем предикаты и и W ,  
вводя двуместный предикат <• Х вызывает У>> , ко rорый 
м ы  обозн ачим через К (х , у) . При эrом дш1 и (х) и W (х) 
получаются определяющие выражения : 

и (х) aq (Ех) К (х , у) ,  

W (х) a q  (Еу) К (у , х) . 
Подставляя эти выр .1жения , мы приводим наше утвер­
ждение к форме : 

(Ех) (Еу) К (у , х) � (Ех) (Еу) К (х , у) , 

или, частично nереименовывая переменные : 

(Еу) (Ех) К (х ,  у) -> (Ех) (Еу) К (х ,  у) . 
Эта формулd есть непосредственное следствие предло­
жения о перестановке знаков существования . 

Упомянутое выше различие между (Ех) (у) А (х , у) 
и (У) (Ех) А (х, у) может быть проиллюстрирсвано также 
н а  примере равномерной и обыюzовенной сходимости .  
Пусть м ы  имеем какую-нибудь определенную последо­
вательно сть однозначных арифметичесн:их функuий /1 (х) ,  
! .  (х ) , . . . , определенных (ка!{ мы это примем для 
простоты) для всех действительных значений х .  Выска ­
зывание , что эт::� последоват ельност ь функций для 
каждого значения х сходится к О, в нашей символике 
может быть сформулировано так : 

(х) (z) { < (0 , z) -> (Еу) (n) [ < (у,  n) � < ( \ fп (х) \ ,  z) ] }  

( <<для произвольного х существует , при всяком z , 
большем , ч ем О, такое у , что для всех n ,  больших у , 
выполняется неравенстве: 1 /n (х) 1 < z>> ) .  При этом пере­
менвые у и n отнесены к целым числам, как роду 
предмеrов ,  между тем как х и z относятся I< роду 
действительных чисел . 

Утверждение , что последовательнос 1 ь  функций 
равн омерно сходится к О для всех значений х ,  
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символически выражается так:  

(z) { < (0, z) � (Еу) (х) (n) [ < (}' ,  n) � < ( !  /n (х) 1 ,  z) ] ]  
(<<для всякого z ,  большего , ч ем О, сущес1 вует такое у, 
ч1 о для всех х и для всех n ,  больших у, выполняе1 с я  
нер авенство 

1 /n (х) 1 < z>> ) . 
Различие обоих утве рждений находит свое выра­

жение в различном положении знгка общности (х) . 

§ 4 . Точное установление обозначений в исчислении 
п редиJ<атов 

В качестве надготовки к систематичес кому и зл о ­
жению исчислени я  предикатов мы приведем сна чала 
полныn обзор использоnанных обозначений . 

Встречающиеся в исчислении предикатов знаки 
являются прежде всего знаками для пере;иенных раз ­
личных родов .  j наками для персменных всегда служат 
большие или малые латинские буJ\ВЫ . Мы разли чаем :  

l . Л е ременные высказывания: Х, У,  'l ,  . . . 
2 . Пере,иенные предметы (индивидуальные перемен ­

ные) : х ,  у, z ,  . . .  
3 .  Переменные предикаты: F ( . ) , О ( . , . ) , Н ( . , . , . ) , . . . 
При этом персменные предикаты с различным ч и­

слом пустых мест всегда считаются различными пере ­
менными , даже если у них одна и та же большая 
латинская буква .  

Поясним теперь,  чтб мы будем понимать под фор ­
мулой исчисления пре�икатов .  

Прежде всего , предварительно м ы  можем сказзть, 
что под формулой мы понимаем выражение ,  ностросн ­
нос  осмыслен ным образом из упомянутых знаков для 
пе рсменных с пом ощью знаков & ,  V , -, -> , ""'-' , свя ­
зьшающих высказывания,  и знаков общн ости и суще ­
ствования . Но соблюдение аксиоматической точки зре­
ния , I\отор ую мы изложим в следующе.v1 па рзграфе 
и при которой д<•ка зательств<l. пpnB();J,Il ГC il по чисто 
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формальным правилам, не прибегая к истолкованию 
логических знаксв, делает н есбхо;::,имым характеризо ­
вать выражения, называемые формулами, только путем 
описания их формального построения и избегать опре­
делений через неуточненные понятия вроде «осмыс­
ленный » .  

4то касается вида ' формул , то мы прежде всего 
предполагаем, что в них при известных услсвиях 
встречаются предметные перемевные-малые латин­
ские буквы-и принадлежащие им знаки с бщнос·ш 
и существования . Если в какой - нибуJJь формуле, наряду 
с предметной переменной , которой служит, например, 
х, одновременно встречается принадлежащий ей знак 
общности или существования , - в  данном случае, сле­
довательно ,  (х) или (Ех) ,-то сооrветствующая перемен­
пая внутри формулы называется связанной , в против­
ном случае - свободной. 

Мы будем теперь венимать под формулами те и 
только те комбинации знакf. В нашего исчисления, 
которые оказываются таковыми в силу конечного 
числа применений слеr,ующих правил : 

1 .  Переменное высказывание есть формула . 
l .  Преr.икатные переменные, в I<оторых nyC'I'ыe 

места заполнены предметными переменными , суть фор­
мулы. 

3. Если какая -нибудь комбинация знаков � ес t·ь 
формула , то и � - формула . 

4. Если Ш и 58 - ка �S:ие -нибудь формулы, причем 
одна и та же предметная переменпая не встречается свя­
занной внутри одной формулы и свобоrr.ной внутри дру­
гой,  то и Ш & 58 ,  Ш V 58 ,  Ш � 58 , Slt ,...._ 58 суть формулы. 

5. Если Ш (х) означает какую-нибуr.ь формулу, 
в которой переменпая х выступает в ка чес rве свобод­
ной переменной , то и (х) � (х) и (Ех) Ш (х) суть фор­
мулы.  То же самое справедливо с оо1 ветственно для 
других свободных переменных. 

Мы подчеркиваем , что согласно приведеиному опре · 
делению одна и та же переменпая не встречается в 
формуле одновременно в свободной и в связанной форме. 
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Для экономии скобок введем следующие соглашения:  
з наки � .  V , &, "' разделяют выражения сильнее , чем 
знаки общности и существования. Например, (х) F (х) & А 
является более простым способом записи для ((х) F 
(х) )  & А. Прежнее соглашение,  что & связывает теснее , 
чем -> и "'• а V еще теснее, чем &, остается в силе .  
Далее, ко  всякому встречающемуся в формуле знаку 
общности или существования принадлежит определен­
ная час rь формулы, к которой он относится . Э 1 у  часть 
мы будем называть областью действия соотвеrс rвующе­
го знака . Так, в формуле : 

(х) (F (х) � (Еу) Q (у) ) 
область действия знака (х) простираеrся до конца 
формулы, в формуле же: 

(х) F (х) � (Еу) Q (у) 
лишь до знака � . Дальней шего уменьшения коли ­
чества скобок мы достигаем с помощью слеrr,vющего 
правила : если несl{олько знаков общности илй суще­
С'I вования следуют непосредственно друг за 11ругом, 
не будучи разделены скобками, то это всегда нужно 
понимать так, что их облас1 И действия простираются 
до одного и того же места . Например : 

(х) (Еу) (z) (Н (х, у, z) & К (у, z)) & L (и) 
есть более простой способ записи для 

(х) { (Еу) [ (z) (Н (х, у, z) & К (у, z)) ] }  & L  (и) . 
Во избежание ошибок, мы поясним еще употребле­

ние больших немецких букв, на котором мы вкра rце 
останавливались уже раньше в применении к исчи­
слению высказываний (гл . 1 ,  § 5) . Эrи буквы не  \'IВЛЯ­
ются знаками нашего языка формул, и принципиально 
без них вообще можно обойтись . Они служат лишь 
для того , ч-rобы облечь в краткую форму содержатель· 
ные сообщения об исчислении . При таких сообщениях 
мы обозначаем через SJ{ , �. �. • • • любые формулы, 
точный формальный вид которых остается неопреде-
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ленным .  Так, � ___". Q3 заменяет любую импликацию, 
например, (А � В) -> (В ___". С) или (х) F (х) -3- (х) О (х) . 
Ч ерез � (х) м ы  обозначаем любую формулу,  содержа · 
щую свобоJ;ную персменную х; точно так же через 
�{ (х , у) -формулу, в которой встречаются свободные 
персменные х и у, и т .  д . 

§ 5 .  Аt<сиомы исчисления лредиt<атов 

Мы перейдем теперь, подобно тому как прежде мы 
это сделали для исчисления высказываний , к устано­
влению системы аксиом для исчисления предикатов , из 
!{оторой остальные  истинные высказывания этого исчис­
ления могут быть получены по определенным правилам . 

У становление аксиом и правил вывода , естественно , 
п роисходит в соо·l'ветствии с содержательной интер ­
претацией формул . Однако вывод << Истинных>> формул,  
полvчаемых из аксиом , согласно ю<сиоматической точке 
зрения,  должен происходить чисто формально , так , 
что м ы  совсем не заботимся о смысл'е выражаемых 
формулами высказываний ,  а учитываем только содер · 
жащиеся в правилах предписании. Только при интер ­
претации полученных с помощью формальных опера ­
ций результатов мы должны принять во внимание 
значение знако в нашего исчисления . 

Это содержательное истолкование происходит сле­
дующим образом . Мы представляем себе положен ной 
в основу обла сть индивидуумов , к которой  отн осятся 
предметные персменные и знаю1 общности и с уще­
ствования .  Эта область остается неопределенной;  мы 
только предполагаем, что она содержит по край ней 
мере один индивидуум. Формула исчисления преди­
катов лишь в том слvчае называется всегда-истинной , 
или , как мы говорим

· 
также, общезначимой ( a l l gemein ­

gul t ig) , если,  независимо от ; ого , какой была выбрана 
область индивидуумов ,  при вс якой произвольной под­
С I'ановi<е юtю1х-нибудь определенных высказываний , 
определенных предметов области индивидуумов и опре­
деленных для этой области индиви · уумов предикатов 
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на место переменных высказываний, с вободных пред­
метных переменных и предикатных переменных фор­
мула каждый раз переходит в истинное высказывание .  
Оnщезначимые формулы исчисления предиi<атов мы 
называем также тождествею-tьt.\Ш формулами. 

Приведем теперь соответственную систему аксиом .  
В качестве основных логических формул мы имеем , 
прежде всего, аксиомы исчисления высказываний , 
которые ради простоты мы даем в той же  самой 
форме , как и раньше: 

а) Х V Х --? Х, 
Ь) x -� x v Y. 
с) X V Y --? Y V X, 
d) (Х --? У) --?  [Z V Х --?  Z V У] 

(� -> 58 попрежнему следует понимать как сокращен ­
ную запись для �( V 58) .  

l{ этим аксиомам мы присоединяем теперь в каче­
стве второй группы две аксиомы для « все» и <<суще­
ствует >> : 

е) (х) F (х) --? F (у) , 
f) F (у) -> (Ех) F (х) .  

Первая из этих аксиом означает :  <<Если предика·r F 
выполняется для всех х, то он выполняется также 
для любого у>> .  

Вто рая формулn читается тю< :  <<Если предикат F 
выполняется для какого-нибудь у, то существует х, 
для которого выполняется F>> .  

Для получения новых формул из основных логиче­
ских формул, равно как из уже выведенных формул, 
мы имеем следующие правила . 

� П р а в и л а  п о д с т а н о в к и  

1X l )  В формуле не р еменную, о бозначающую выска­
зывание, можно заменить любой формуло й nри усло­
вии, что эта замена происходит одновременно во всех 
местах, в которых встречается данная переменная- ,  
7 Осп е в ы  теоретичесiю й логнии 
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обозначающач высказывание, и что при этом воо бще 
снова получается фо 1= мула в смысле о пределения , при­
ведениого в п редыдущем параграфе . l{ роме того , 
замена допустима лишь в том случае, если нодста­
вл;rемая фо рмула не содержит предметной переменной, 
встречаю:цей..:я в исхQдной фо рмуле в связанном виде . 

a:l) Свободная предмЕ.тная веременпая может быть 
ззменена другой в р едметной переменной при условии, 
что зэ мена происходит одновременно на Есех местах, 
� ко торых встречается эта еве бодпая nредметная пере ­
менная. Подставлен ная переменная не должна ,  кроме 
того ,  встреча1 ься где-либо связанной в первовачаль­
ной формуле. 

аЗ) П редикатпая переменпая с n пустыми местами 
при о пределенных услrвиях может быть заменена фор ­
мулой,  содержа цей  п о  меньшей мере n с всбодных 
-предметных переменных . Пусть F есть эта предикатпая 
переменпая с n пустыми местами , а �  фо рмула , в кото ­
рэй F должно быть заменено . Мы выбираем из пред­
метных переменны х ,  вс1 речающихся в формуле, которая 
д()лжна быть подставлена на место F, какие-нибудь n ,  
упорядоченные произаольным о б.,>азом; пусть это будут, 
например , х1 , х, ,  . . .  , Хп ·  В соответствии с этим обозна­
чим подставляемую формулу через S8 (Х1 7 Х2 ,  • • • , Хл) · 
Подставовка до пустима теперь лишь в том случае, 
если остальные свободные предметные переменные, 
которые еще могут присутствGвать в S8 (х1 ,  Х2 ,  • • •  , Хп ) , 
не встречаю1 ся в формуле � в качестве связанных 
переменных и если в результате подстановки мы во ­
о бще снова получаем формулу . Подставовка происходит 
следующим образом:  в каждом отдельном случае встре­
чи пред�катной переменной F в �  пустые местJ этой пере­
менной заполнены какими-нибудь предметными пере­
менными, которые мы ( только на данный момент) обоз на · 
чим через а , , а2 , • • • , ап . Эти а1 1  а2 , • • •  , а,, не должны 
быть обя31тельно все различнь,ми, некоторые из этих 
персменных м1гут быть и одинаковыми . Мы заме­
н sте V\ теперь в соответствующем месте F (а1 1 а, ;  . . .  , ап ) 
на S8 (а1 , а3 , • • •  , ал ) ,  т . е . на формулу, получающуюся из 
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58 (Х1 ,  xJ , . . . , Xn ) путем зам ены переменных Х1 ,  х, , . . . Xn 
всюду, где о ни встреча ются , соответственно на 
а н  а2 , . . .  , an . Аналогичная замена происходит в каж­
дом отдельном случае встречи F. 

�) С х е м а з а  к л ю ч е н и я 

Из двух формул вид1 � и � � 58 получаем новую 
формулу 58 . 

у) С х е м  а д л я «в с е »  и «С  у щ е с т в у е н 

y l ) Пусть · мы вывели формулу � -> 58 , у кото рой 
часть, стоящая по сле знака � ,  содержит свободную 
персменную х, в то время как в � переменная х не  
встречается . То гда получаем в качестве новой выве ­
денной формулы � � (х) 58 (х) . 

у2) При тех же самых условиях относительно вида �t 
и 58 (х) получаем из фо рмулы т (х) � � новую фор ­
мулу (Е:х.) 58 (х) � � 1 • 

о) П р а в и л о  п е р е и м е н о в а н и я  с в я з а н н ы х 
п е р е м е н н ы х 

Связанную предметн ую пер еменную, встречающуюся 
в фо рмуле, можно заменять друго й свя занной пере­
менной.  Эту замену следует производить одновременно 
во всех местJх области действия и в соответствующем 
знаке общно сти или существования . При этом пред­
полагается,  что по сле тако й замены вообще с нова полу­
чается формула . Если переменная , которан должна 
быть ЗJмен е н а ,  встречается одновременно в несколь­
ких кванторах (с различными областями действия ) , 
то замену следует производить только относительно 
ОДНОЙ О бЛJСТИ .  

1 Использованная здесь система аксиом для <<все•> и <<суще­
ствует•> , которая выражается формулами е ) ,  f l .  а также п ра­
вилами "(,  была предложена Бернайсом . 

7"' 
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§ 6. Система тождественных формул 

Теперь посмотрим, как с помощью приведеиных 
основных логических формул и правил вывода 
строитс я вся система общезначимых или , как мы говорим 
также,  тождественных формул исчисления предикатов . 

С одно й  частичной системой этих формул мы уже 
знакомы, именно с той частью, в которой встречаются 
только переменные выс казывания . Для этой частично й  
системы мы раньше вывели формулы ( 1 ) - ( 20) и пра­
вила 1 - V l l l .  Мы называем эту частичную систему 
системо й  тождественных фор,w.ул исчисления выска­
зываний .  

Прежде всего , на различных примерах мы изложим 
метод, которому нужно следовать при выводе формул . 
Затем, как и раньше в исчислении высказываний ,  мы 
получим еще и новые правила вывода . При этом 
используются выведенные раньше формулы и правила 
исчисления высказываний . 

П р а в и л о у ' : Пусть мы доказали некоторую фор ­
мулу �{ (х) , которая содержит свободную переменную х. 
В таком случае доказуема также формула (х) � (х) . 

Доказател ьство: Из  � (х) , применяя правила 1 1  
и 1 1 1 ,  получаем : 

x v X V �l (х) , 

Х V Х V (х) � (х) [ ( по правилу у) ] , 
Х V Х [формула (3) ] , 
(х) � {х) (схема заключения) . 

П р  а в и л о 8 ' :  Все с вободные и связанные предмет­
ные переменные , встречающиеся в формуле , можно 
заменять другими переменными, если только следить 
за тем , чтобы в местах,  в которых стояли одинаковые 
переменные, и после замены оказались одинаковые 
переменные , и в местах , в которых находились раз­
личные переменные , после замены оказались также 
различные переменные.  
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Доказательство получаем, применяя несколько раз 
правила ot2) и о) .  Например , из основной формулы е ) 
получаем формулу (y) F (y) __,. F (х) следующим образом :  

(х) F (х) __,. F (у) , 
(х) F (х) __,. F (z) ( по правилу ot2) , 
(у) F (у) --7 F (z) (по  правилу о ) ,  
(у) F (у) __,. F (х) (по правцлу ot2 ) .  

Из правила о ' следует, что правило у) о стается 
в силе, если в формулировке этого правила вместо х 
употреблить всегда у или какое-нибудь другое пере­
менное .  

Формула (2 1 ) :  (х) (F (х) V F (х)) . 
Доказательство : Х V Х [формула ( 3 ) ] , 

F ( х) V F (х) (посредством подста ­
новки) , 

(х) (F (х) V F (х) ) ( по правилу у ' ) . 

Формула (22) :  (х) F (х) __,. (Ех) F (х) . 
Доказательство : (х) F (х) __,. F (у) [ак�иома е) ] ,  

F (у) --+ (Ех) F (х) [ аксиома f) ] ,  
(х) F (х) __,. (Ех) F (х) (правило V) . 

Формула (23) : (х) (А V F (х) ) -> А V (х) F (х) . 
Доказательство : (у) (А V F (y) ) - 7 A  V F (x) [ под-

становка в аксиому е) и правило о ' ] , 

(у) (А V F (у)) __,. А V F (х) (замена А на А ) . 
Используя сокращение __,. ,  мы можем написать 

также : 

(у) (А V F (у ) ) __,. (А _,. F (х) ) , 

[ (у) (А V F (у)) &  А] __,. F (х) (по правилу VI I ) , 
[ (у) (А V F (у) ) & А] -> (х) F (х) [ правило у] ; 
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с помощью правила V I I и правила � мы иреобразуем это 
выражение в 

(х) (А V F (х)) � А  V (х) F (х) . 

Формула (24) :  (х) (А � F (х)) � (А �  {х) F {х) ) . 
Доказательство : Эта формула получается из пред -

шествующей посредством подстановки А на место А. 
П р  а в и л о 1 Х:  Если формула �{ -> (58 � �  (х}) дока­

зуема, то доказуема и фор.чула � _". (58 �  (х) � (х)) .  
При этом SJ( и 58 не должны содержать переменной х.  

Это правило является расширением правила y l ) . 
Вместо двух посылок  можно взять также любое дру­
гое конечное число посылок .  При этом доказательство 
вполне аналогично таковому для настоящего случая . 

Доказательство: � � (58 �  � (х)) , 

� � (х) (58 � �  (х)) [правило у) ] .  

Отсюда , применяя формулу (24) и правило V, полу­
чаем искомую формулу. . 

Формула ( 25 ) : А � (х) (А \/ F (х) ) .  
Доказательство: А �  А V В [аксиома (b) J . 

А -> А V F (х) (пос редств ом подстановки) , 

А � (х) (А V F (Х) )  [по правилу у)] . 

Формула ( 26 ) : (х) (А V F (х)) "" А V {х) F (х) . 
Доказательство: Так как формула (23) доказана ,  

то  достаточно показать п;Jавильность обращ�ния:  
А V (х) F (х) � (х) (А V F (х)) . 

(у) F (у) �  F (х) [из е) п о правилу 8 ' ] , 
А V {у) F (y) � AVF (x) (по правилу IV) , 
AV (х) F (х) � (х) (AV F (х)) [по правилам у) и о) ] .  

Формула ( 27 ) : (х) (А �  F (х) ) "" (А � (х) F {х)) . 
Доказательство: Эта формула получается из (26) 

таким . же образом, как (24) из  (23) .  
Формула ( 28 ) : (х)_(А & F (х)) "" А & (х) F (х) . 
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Доказательство: Сначала мы доказываем: 

1 . (х) (А& F (х)) __". А  & (х) F (х) . 
(у) (А & F (у) ) __". А & F (х) , 
A & F (x) _,. F (x) [формула ( 1 3) ] ,  
(v) (А & F (у) ) -> F (х) (правило V) , 
(х) (А & F (х) )  __". (х) F (х) [правила у) и �) ] . 
А & F (х) __". А, 
(х) (А & F (х))  __". А  [ п равила V и 8) ] .  

Путем использования формулы исчисления высказыва­
ний 

(Х __,. У) __,.  ( (Х __,. Z) __,. (Х __,. У & Z)) 

и двукратного применеимя схемы заключения мы по­
лучаем затем из последней и п р едпредпоследней формул 
формулу 1. 
11. А & (Х) F (х) __,. (х) (А & F (х)) , 

(у) F (у) __,. F (х) . 
Отсюда получаем согласно исчислению высказываний: 

А & (у) F (у) __,. А & F (х) , 
A & (x) F (x) _,. (x) (A & F {x) ) [ правила у) и 8) ] .  

Из ф:>рмул 1 и 11 получается искомая формула . 
Формула (29 ): (х) (у) F (х, у) '"'"' (у) (х) F (х, у) .  
Доказательство : (z) (li) F (z , и) __,. (и) F (х, и) [ подста­

новка в а ксиому е) и правило о ' ] , 
(и) F (х, и) __,. F (х, у) [ подстановка 
в аксиому е) и правило 8 ' ] , , 
(z) (и) F (z,  и) __,. F (х ,  у) (по  правилу V) , 
(z) (и) F (z ,  и) _,. (х) F (x, у) [ правило у)] , 
(х) (у) F (х, у) __,. (у) (х) F (х, у) [ пра-

вила у) и 8) ] . 

Так же пплучается (у) (х) F (х, у) __,. (х) (у) F (х, у) , 
а псэтuму и (29) .  

Формула ( 30 ): (х) (F (х) & а (х) ) '"'"' (х) F (х) & (х) а (х) .  ' 
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Доказательство: Сначала докажем: 
а) (х) (F (х) &: G (х) ) � (х) F (х) &: (х) G (х) . 

(у) (F  (у) &: G (у) ) � F (х) &: G (х) , 

F (х) &: G (х) � F (х) , 
F (х) &: G (х) � G (х) , 
(у) (F (у) &:  G (у)) -; F (х) (по правилу V) , 
(у) (F (У) &: G (у) ) � G (х) (по правилу V) . 

По правилам у) и 8) последние две формулы можно 
иреобразовать в (х) (F (х) &: G (х)) � (х) F (х) , 

(х) (F (х) &: G (х) ) � (х) G (х) . 

Из обеих вместе получаем затем: 

(х) (F (х) &: G (х) )  � (х) F (х) &: (х) G (х) . 

Ь) Доказательство формулы (х) F (х) &: (х) G (х) � 
(х) (F (х) &: G (х)) :  

(у) F (у) � F (х) , 

(у) G (у) � G (х) , 
(у) F (у) &: (у) G (у) ___,. F (х) &: G (х) , 

(х) F (х) &: (х) G (х) � (x) -(F (х) &: G (х) ) [ правила у) и 8)] . 

Из а )  и Ь) получаем искомую формулу. 

Формула ( 31 ) : (х) (F (х) ___,. G (х) ) ___,. ((х) F (х) ___,. 

(х) G (х) ) . 

Доказательство:  (у) (F (у) -> 0  (у) ) _,. (F (х) ___,. G (х) ) , 

F (х) � ((у) (F (у) ___,. G (у) ) ___,. G (х) ) (по правилу Vll ) ,  
(у)  F (у) � F (х) , 

(у) F (у) ___,. ( (у) (F (у) � G (у) ) ___,. G (х) )  (правило V) , 
(у) F (у) &: (у) (F (у) �  G (у)) ___,. G (х) (правило Vl l ) , 
(х) F (х) &: (х) (F (х) � G (х)) � (х) G (х) [ правила у) и 8) ] , 
(х) (F (х) ___,. G (х)) ___,. ( (х) F (х) ___,. (х) G (х) )  (правило Vl l ) . 
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Формула ( 32 ) : (х) (F (х) '""' G (х)) ___,. ((х) F (х) '""' 
(х) G (х)) . 

Доказательство: (х) �F (х) '""' G (х) )  есть сокр ащение 
для (х) [ (F (х) ___,. G (х) )  & (G (х) ___,. F (х)) ] . 
Путем подстановки в формулу (30) получаем: 
(х) [ (F (х) ___,. G (х)) & (G (х) ___,. F (х)) ] '""' (х) (F(x) __,. G  (х))& 

(х) (G (х) ___,. F (х) ) . 
По формуле (3 1 ) : 

(х) (F (х) ___,. G (х)) -� ((х) F (х) ___,. (х) G (х)) , 
(х) (G (х) -> F (х)) ___,. ((х) G (х) ___,. (х) F (х)) .  

Мы имеем, таким образом,  три формулы вида: 
� '""' 58 & Q; , 
� ___,. (СЖ) -> G:) , 
Q; ___,. ( � ___,. СЖ)) • 

Отсюда можно вывести � � ('I) '""' �) . Но это и есть 
наше утверждение , если мы заменим �{ , СЖ) , � их зна­
чениями. 

Формула (ЗЗ): 
а) (Ех) F (х) '""' (Х) fi (х) , 
Ь) (Ех) F (х) '""' (Х) F (х) , 
с) (Ех) F (х) '""' (х) F (х) , 

d) (Ех) F (х) '""' (х) fi (х) . 
доказательство ( зза ): 

(у) F (у) ___,. F (х) , 

F (х) _,. (у) fi (у) [по формуле (б) ] , 

F (х) -> (у) F (у) [замена F (х) нэ F (х) ] , 

(Ех) F (х) _,. (х) F (х) [по  правилам у) и 13) ] . 
Это есть наполовину формула (З�э ) .  

· F (x) � (Ey) F (y) [из аксиомы /) ] ,  
(ЕУ) F (у) _" fi (х) [ по формуле (6) ] ,  
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�Ех) F (х) --+ (х) Г
-

(х) [ правила �) и 8) ] ,  

(Х} Р (х) --+ (Ех) F (х) [ по форму,ле (6) ] , 

(Х) F (х) -> (Ех) F (х) [ замена (Ех) F (х) на (Ех) F (х) ] . 
Это вторая  П ОЛ ОВИНа (33а ) .  _ 

Доказательство (ЗЗЬ) : А "'  А: 

F (х) "" F  (х) (п·утем подстановки) , 

(х) (F (х) "" F (х)) [ правило у ' ) ] . 

Используя формулу (32) , получаем отсюда: 

(х) F (х) "" (х) i7 (х) , 

(х) F (х) ""  (х) F (к) [ путем использования (Х "" У) -+ 
(Х "" У) , (ер .  формулу (26) ,  стр . 27) . 

Путем подстановки в (ЗЗа) получаем: 

(Ех) F (х) ""  {х) Р (х) ,  
следовательно: 

(х) F (х) "" (Ех) F (х) .  

Это и есть формула (ЗЗЬ) . 
Из (ЗЗа) и (ЗЗЬ) получаем также формулы (ЗЗd) 

и (ЗЗс) , так как из SЖ "'58 мсжно получить 'Л ""'  58 . 
Формула (34): 

(х) (F (х) --+ а (х)) --+ ((Ех) F (х) --+ (Ех) а (х) ) . 

Доказательство: Из формулы исчисления высказы­
ваний 

(А -+ В) ___,. (В -+ А) 

получаем путем подстанс вки 

(F (Х) ___,. а (х) )  ___,. (G(x) ___,. F(x)) , 
(х) { (F (х) ___,. а (х)) ___,. (G (х) ___,. F (х}) } [по  правилу у ')] . 
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Из последней формулы получаем , исnользуя форму­
лу (3 1 ) : 

(х) {F (х) � а  (х) } � (х) {iJ (х) � F (х) } .  
При вторичном использовании формулы (З I )  и правила 
V получаем отсюда : 

(х) (F (х) -> а (х)) � ((х) а (х) � (х) F {х)) . 
В этnй формуле выр ажение (х) а- (х) � (х) F(x) может 
быть преобразовано , путем использr вания формулы (б) , 
в (х) F (х) � (Х) а (х) . Так I<ак (Х} F(x) "" (Ех) F (х) , 
(x)G (х) ""'  (Ех) а (х) ,  то искомая формула доказана . 

Формуле (34) соответствует следующее правило: 
Если S2{ (х) � 58 (х) дnказуема , то можно вывести 
также (Ех) Sl{ (х) � (Ех) 58 (х) . 

Именно , из Sl{ (х) � 58 (х) по правилу у' получаем: 

(х) (Sl{ (х) -> 58 (х)) 
и, использ уя (34) , (Ех) SJ{ (х) � (Ех) 58 (х) . 

Точно же так ,  как из (3 1 ) выводится формула (32) , 
получаем из (34} формулу: 

(34') (х) (F (х) "" а (х)) � ( :Ех) F (х) ,....., (Ех) а (х)) . 
Формула (35 ) : (х) (F (х) -> А) '" ((Ех) F (х) � А). 
Доказап:ельство: (х) (F (х) � А) есть с окращение для 

(х) (F (х) V А) . 
Далее имеет место формула: 

{х) (F (х) V A)-v(x) F (х) V А,  
которая  доказывается подобно  формуле (26) . 

(х) F (х) "" (Ех) F (х) , 
(х) F (х) V А ""  (Ех) F(x) V А. 

Если теперь снова напишем сокращение� , .то полу­
чим (35 ) . 

Формула ( Зб ) : (Ех) (у) F (х ,у) � (у) (Ех) F (х , у) . 
Это уже упоминавшаяся прежде формула переста­

новки , о которой было также отмечен о ,  что о гношение 
следования справедливо в ней только в одну сторону .  
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Доказательство: F (х , у) ---" (Ez) F (z , у) 
[ подстановка в аксиому /) и правило о ' ] , 

(y) (F (х , у) ---+ (Ez) F (z ,  у)) [ правило у ' ] . 

Используя формулу (3 1 ) ,  получа ем: 
(у) F (х, у) ---+ (у) (Ez) F (z , у) , 

(Ех) (у) F (х , у) ---+ (у) (Ех) F (х , у) [ п о  правилам у) и о) ] . 

§ 7. Правило за мены ; образование противоположности 
для не�оторой формулы 

После того, как мы вывели ряд тождественных 
формул ,  остановимся еще на некоторых общих пра ­
вилах , особенно важных для получения обзора всей 
системы тождественных формул.  

В качестве первого правила мы имеем некоторое 
расширение правила VI . Последнее гласило , что вы­
сказывания , которые находятся во взаимном отноше­
нии следования и, таким образом , являются эквива­
лентными , могут быть заменены друг другом .  Мы 
расширим это правило замены следующим образом. 

Правило Х: Пусть � (х , у ,  . . . , и) и 58 (х , у, . . . , и) 
какие-нибудь формулы, которые содержат свободные 
переменвые х , у, . . . , и и никаких других свободных 
переменных не имеют. Пусть ,  далее , � (х , у, . . . , и) 
"' 58  (х , у, . . .  , и) доказуемая формула . Если имеем 
теперь некоторую формулу � ' в I<оторой в качестве 
составной ее части один или несколько раз фигури­
рует � ( . . .  ) с какими-нибудь переменными вместо 
х,  у,  . . .  , и , и если t1) есть формула , получающаяся из 
� путем замены в ней � ( . . . ) в некоторых или во 
Rcex местах на 58 ( . . .  ) в смысле нашего правила 
аЗ) , то � "'  t1) является также доказуемой формулой. 

Так как правило VI мы уже имеем , то достаточно 
показать , что по обеим сторонам эквивалентности 
� (х , у ,  . . . , и) "' 58  (х , у ,  . . . , и) , перед �! (х , у, . . .  , и) 
и перед 58 (х , у , . . .  и) можно поставить одинаi<овые 
кванторы, ( т .  е . ,  например , можно написать: 

(Ех) (у) � (х , у , . . .  , и) "' (Ех) (у) 58 (х, у, . . . , и)) . 
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Достаточно показать это для одного квантора . 
Итак ,  покажем, что в наших предположениях формулы: 

(х) � (х, у, . . . , и) ""'  (х) 5В (х, у, . . .  , и) , 
(Ех) S!t (х , у, . . .  , и) ""'  (Ех) � (х , у, . . .  , и) 

доказуемы . 

Из S!( (х, у , . . . , и) ""' 5В (х , у, . . . , и) получаем по  

правилу у ' :  

(х) (� (х ,у ,  . . .  , и) ""'  5В (х , у ,  . . .  , и)) . 

Затем , используя формулу (3?.) , имеем: 

(х) � (х , у , . . .  , и) ""'  (х) 5В (х, у, . . . , и) 

и , точно так же, на о сновании формулы (34') :  

(Ех) � (х , . . .  , и) ""'  (Ех) 5В (х, . . .  , и) . 
В качестве дальнейшего результата к этому при­

мыкает правило образования противоположности для 
формулы . 

П р а ви л о Х 1 . Из не которой формулы, в которой 
не встречается сокращений ___,. и ""' , противоположная 
ей формула образуется следующим образом: во-первых, 
знаки всеобщности заменяются знаками существова­
ния , и наоборот; во-вторых, знаки & и V заменяются 
друг другом; в-третьих, знаки высказываний и знаки 
предикатов заменяются их отрицаниями . 

Доказательство этого предложения происходит сле­
дующим образом. 

Для случа я, когда соответствующая формула 
не содержит знаков общности и с уществования , мы 
уже доказали это предложение в исчислении выска­
зываний. Используя его теперь и рассматривая 
комбинацию из кванторов и их области действия 
как неразрывное целое ,  мы всегда можем достичь 
того, что отрицание всего выражения будет nеренесе­
но на самые наружные кванторы . Если все выраже­
ние стояло под одним квантором , то это уже с само-
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го начала имеет место . Из формул (33) пелуча ем далее: 
(х) Sli (х) ,..,__ (Ех) � (х) ,  
(Ех) Sli (х) ,..,__ (х) li1 (х) .  

V.спользуя эти :жвюзалеН1нс сти, мы можем передви­
нуть отрицание с кюитора на область его действия . 
С этими о бластями действия мы псд упаем затем так  
же ,  каi< и со  всем выражением , пока , наконец , не дойдем 
повсюду до знаков высказываний или предика rов. 

Описанный метод преобразvвания поясним примером. 
Пусть требуется пелучить со ответствующее нашей 

теореме представление для фflрму лы1 :  
(х) (Еу) (t' (х, у) V (Ez) а (Х , у ,  z)) . 

Из формул (33) сначал::t следует, ч rо : 

(х) (Еу) (F (х, у ) '1 (Ez) а (х, у, z)) ,..,__ (Ех) (Еу) (F (х, у) V 
(Ez) а (Х, у, z) ) . 

Дальше получаем эквивалентное выражение : 

(Ех) (у) r· (х, у) V (Ez) а (Х, у, z) . 
Применяя частный случай нашего предложения , 

относящийся к исчислению высказываний , и правил.:> 
Х, получаем: 

(Ех) (у) (F (х, у) & (Ez) а (х, у, z) ) 
и ,  наконец, 

(Ех) (у) (F (Х , у) & (z) а (Х , у , z)) . 
Это и есть в точн ости соответствующее нашему правилу 
представление . 

§ 8 . Расширенный принцип двойственности; 
нормальные формы 

Из правила X l  nредыдущего параграфа можно 
вывести принцип двс йстсеюшсти ,  который мы мпжем 
понимать, как расширение приюJ,ипа двойственности,  

1 Че рта сверху н щ  формулой-это знак ее отрищния . 
( Прим ред . ) 
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выведенного прежде для исчисления высказывзний . 
Этот принuип гласит: 

Из доказуе.иой формулы, ш·еюи;ей форму импликации 
или уравнения, в чле11ах котор(д не встречаются знаки 
---? и "" •  пол}чс.ется снова доказуе.иая формула , е;;ли  
за.л енuть повсюду знаки r.бщности однои.л енными зна­
ками суи;е::твования и нас,борот, и ,  кро.л.е п. ого, r. б.л е­
нять друг на друга знаки & и V . В случае иА-. пликации 
нужно еще,  помимо этого, пеrеста:вить оба ее члепа . 

Доказаrr.ельство : Если Ш -- � есть доказуемая 
формула , то � __,. §Г также доказуема ; вместе с форму­
лоЧ  � "" �( доказуема и формула �·'- � Преобразу­
ем те.Iерь Ш и � по правилу XI предыдущего вара­
графа . Мы взаимно обменив 1ем, следова1 ель но, друг на 
друга знаки общности и . сущес1 вования , равно как 
и знаки & и V , и заменяем знаки для высказываний 
и предикатов их с.трицаниями. Однако, так как р ечь идет 
о доказуемой формуле, то псследняя замена может быть 
снова снята путем ззмены, 110 nравилу подс1 анов1<И , всех 
знаков высказываний и предикатов их отрицаниями. 

Расшир енный принцип двойственности дает нам 
сразу большr.е число тс.ждественных формул , ш·л · ·чае­
мых посредством такого дуального преобразования из 
ранее выведенных формул .  Упсмянем здесь важнейшие 1 • 

Формула (26 ') :  (Ех) (А & F (xJ ""  А & (Ех) F (х) . 
Формула (28 ') : (Ех) (А V F (х)) "" А V (Ех) F (х) . 
Формула (29 ') :  (Ех) (Еу) F (х , у) "' (Еу) (Ех) F (х, у) . 
ФормуJ1а (30 ' ) :  (Ех) (F (х) V О (х)) "' (Ех) F (х) \/ (Ех) 

L.(x) .  
Формулы (29) и (29 ' ) ,  в связи с правилом Х ,  дают 

нам следующее правило :  
П р  а в и л о Х// :  Формула nетеходит в экви·валентную, 

если переставить в fieй по произволу два или Nесколько 
непосредстсенно следующих друг за другом знаков 

1 Нуме рация формул выбран11 так,  чтобы она указы­
вала ,  из какой ранее доказанной тождественной формулы полу­
чается , по прин ци пу двойственности , соответствующая формула . 
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общности, имеющих одинаковую область действия . 
Соответствующее правило справедливо и для знаков 
существования . 

При рассмотрении исчисления высказываний было  
показано , что все сложные высказывания можно при­
вести к о бщей нормальной форме . Мы можем предста­
вить сложные высказывания либо как конъюнкцию 
простых дизъюнкций, либо как дизъюнкцию элемен ­
тарных конъюнкцИй . 

Онределенная нормальная форма существует и в 
исчислении предикатов . А именно , можно каждое вы­
ражение заменить таким , в котором все встречающиеся 
кванторы стоят неотрицаемыми в начале , не будучи 
отделены скобками , так что все их области дей­
ствия простираются до конца формулы 1 • Для этой 
нормальной формы употребительно название << nредва­
ренной (priiпexe) нормальной формЫ>> .  

Преимущества этого нормального представления 
основано на  том ,  что выражение , стоящее за кванто ­
рами , вполне может рассматриваться ,  как принадлежа­
щее исчислению высказываний . Приведение к нормаль­
н ой форме пр оисходит следующим образом . 

Прежде всего мы заменяем в рассматриваемом выра­
жении сокращения --? и "' их значениями . Применяя 
затем несколько раз правило X l  предыдущего пара ­
графа , мы легко достигнем того, что отрицания ока­
жутся стоящими только над переменными высказыва­
ниями и переменными предика rами .  После этого мы 
меняем обозначения связанных переменных таким обра­
зом,  чтобы все кванторы принадлежали различным 
переменным . Вместо 

(х) F (х) V (х) G (х) 
мы пишем, следовательно : 

(х) F (х) V (у) G (у) 
и т .  д .  

1 l{ак и в исчисле н и и  высказы в а н и й ,  этот способ п редстав­
л е н и я  отнюдь не одн озн ачен . 
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Из возникшего таким образом логического выраже­
ния мы получаем нормальную форму, ставя в начало 
формулы все кванторы в той последовательности, 
в которой они встречаются в формуле, а все остальное 
оставляя без изменения . Области действия всех кван-
1 оров будут тогда простираться до конца формулы . 

Допустимость последнего преобразования доказы­
вается следующим образом . Пусть справедливость этого 
пресбразования уже доказана для случая ,  когда рас­
сматриваемое выражение содержит меньшее число кван­
торов . Если кванторы отсутствуют , то наше утвержде­
ние 1ривиально .  Если все выражение стоит под одним 
квантором , то утверждение вытекает из предположения: 
в таком случае мы должны сделать преобразование 
лишь для области действия этого квантора, содержащей 
уже меньшее число кванторов . В противном случае мы 
берем первый квантор нашего выражения . Он сам не 
находится в области действия .какого-нибудь дру1 ого 
квантора . Применяя выведенные формулы : 

А \! (х) F (х) "' (х) (А V F (х)) , 
(х) F (х) V А "' (х) (F (х) V А) , 
А & (х) F (х) "'  (х) (А & F (х) ) , 
(х) F (х) & А "'  (х) (F  (х) & А) , 

или соотве1 ствующие формулы для знака существова­
ния,  мы можем достичь того, что этот квантор передви­
нется в начало формулы, а о бласть его действия будет 
простираться на  всю формулу . Таким образом, мы 
приходим к предыдущему случаю, и справедливость 
преобразования этим доказ1на вообще . 

Предваренная нормальная форма обладае1· тем пре­
имуществом, что при общих исследованиях в исчйсленJ:Iи 
предикатов благодаря ей круг подлежащих рассмотре ­
нию формул может быть значительно о граничен . Все 
же остается слишком много возможностей для различ­
ных видов стоящей в начале формулы комбинации 
знаков о бщности и существования ,  которую мы будем 
называть пр иставкой формулы . В этом о'l ношении 
8 ( о ю n ы  тсо:r; етi: чесно l! .'Iогинll 
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интересен результат Сколема 1 , являющийся некоторым 
уточнением предложения о предваренной нормальной 
форме . Предложение СкоJtема гласит (в формулировке, 
которая на м здесь понадобится) : 

Для каждой формулы исчисления предикатов можно 
указать другую формулу, имеющую не проС1 о преД1за­
ренную нормальную форму , но специально такую, что 
всякий знак существования предшествует всякому зна­
ку общности; причем эта новая формула выводима или 
невыводима одновременно с данной формулой из на­
шей системы аксиом исчисления предикатов . 

В дальнейшем мы будем называть формулу в пред­
варенной нормальной форме, в которой ни один знак 
существования не следует за знаком общности , форму­
лой в нормальной форме Сколемг . Для доказа rельства 
предложения нам достаточно рассмотреть только фор ­
мулы, имеющие пр едваренную нормальную форму . Мы 
можем допустить, далее , что наша формула не  содер­
жит сво бодных предметных переменных . В самом деле , 
если бы таковые им елись , то достаточно было бы (в силу 
аксиомы е) и нравила у') рассмотреть формулу, полу­
чающуюся из заданной ,  если связа1 ь все ее сво бодные 
переменвые знаками общности , помес·. ив носледние 
в начале формулы . Под степенью подобного рода фор­
мулы мы будем понима rь число знаков общности, за 
которыми следуют еще знаки существования . Тогда 
достаточно показать, что для каждой формулы в пред­
варенной нормальной форме, но не в форме Сю:лема , 
м ожно указа 1 ь такую другую формулу,  которая в смыс­
ле выводимосш равносильна перюй ,  но стенень кото­
рой ниже с rепени первоначальной формулы . Мы можем, 
далее ,  допустИ i ь , что приставка рассматриваемой фор­
мулы начинае rся со  знака существования . Действитель­
но , если формула , которую мы обозначим через �.  
начинается с о  знака общности , то мы берем nредмет-

1 Skolem, Th. , Logisch-komblna torische Untersuchungen iiber 
die Erfii l lbarke i t  oder Bewe i sbarke i t  m a thema th i scher Siitze 
nebst  e i neш Theoreme iiber d ich te Mengen .  Vid . Skrifter 1 ,  M a t . ·  
na t . l( lasse ,  1 920,  NQ 4 .  



Нормальные формьl 1 1 5 

ную переменную, н е  встречающуюся в � , например и , 
и удовлетворяющую аналогичному требованию предикат­
нуЮ переменную, например G, и заменяем � формулой : 

(Еи) (SЖ & G (и) V u ( и)) ,  
ко1 орая, как легко обнаружить , в смысле выводимости 
равносильна � .  так Kai< в области действия (Еи) к �{ 
прибавлен исшнный конъюнктивный член . Формула 
(Еи) (�l & G (и) V а (и) )  может быть затем приведена 
к пр едваренной н ормальной форме 1·ак, чтобы в при­
ставке на первом месте стоял знак существ ования . 

Итак, наша формула начинае1 ся с n (n > 1 ) знаков 
существования , аа которыми следует по край ней  мере 
один знак общности . Она имеет поэтому форму: 

( 1) (ЕХ 1) • • •  (Ехп) (у) 58 (Xl , Х1 , • • •  , Хл , у) . 

Здесь 58 (Х1 ,  Х1 ,  • • • , Xn , у) формула в предварtнной 
нормальной форме , которая в качестве свободных пред­
метных переменных содержит только Х1 1 Х1 , • • •  , Хп ,У ·  
Пусть Н - предикатная переменная  с n + 1 пус1ыми 
местами, ко1 орая не встречается в 58 . Мы образуем 
формулу : 

( 1 1 )  ( EXJ )  . . .  (ЕХл) [ (Еу) (58 (Х1 1  • • • , Xn , у) & Н (Хн . . .  , Хп ,у)) 
V (z) Н (Х1 , • • •  , Хл ,z ) ] . 

Эта формула выводима в том случае,  ко гда (1) вы­
водима , и наоборот . В самом деле, если мы заменим 
в ( I I) Н через 58 по правилу аЗ) ,  1 0  получим : 

(ЕХ1 ) • • •  (ЕХл) [ (Еу) (58 (Х 1 1  • •  · , Хл ,  у) & 58 (Х1 ,  • • •  , Хп •  у)) 
V (z) 58 (Х1 ,  • • •  , Xn ,  z) l .  

После э1 ого мы можем отбр осить часть, предс1 авляю­
щую ложное высказывание,  т .  е . : 

(Еу) (58 (Х1 , . · · ,  Xn •  )') & � (xl ,  · · · , Xn ,  у)) . 

Вь1вод ( 1 1 ) из ( 1 )  нескол1.ко сложнее . Прежде всего , 
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путем переименования связа нных переменных мы 
получаем из формулы (3 1 ) :  

(у) (F (у) �  а (у)) � ( (у) F (у) � (у) а (у)) . 
По пvавилам исчисления высказываний формулу : 

�{ � (� � Q:) 
можно преобразова1 ь  в 

� � �{ V Q: 
(правило V l l) .  В данном случае мы получа ем :  

(у) F (у) _". (Еу) (F (у) & G(Y)) V (у) а (у) , 
если, кроме правила образования противоположности, 
мы используем еще , что �{ - ,)- � явл�ется сокраще-
нием для � V � . В этой формуле F (у) заменяем на 
� (Х0 . . .  , Хп , у) , а а (у) - н а Н (хl , . . .  , Хп , у) . 
Получаем : 

(у) � (Xu · · · ,  Хп ,  у) -7 (Еу) (�  (Хи · .  · ,  Хп , у) & 
Н (Х1 , • • •  , Xn , у)) V (у) Н (Х1 1  • • •  , Xn , у) . 

Применяя затем несколько раз правило , сформулиро­
ванное в конце доказательства формулы (34) , лолуча ем: 

(ЕХ1) • • •  (ЕХп) (у) � (х� , . . . , Хп ,у) -> (ЕХ1) • • •  (ЕХ11 ) 

[ (Еу) (� (Х1 , . · · Xm У) & Н (xl ,  · . . , Хп ,у)) V 
(у) Н (Х1 1 • • · ,  Xn , У)] . 

Если учесть, что по предположению посылка ( l) 
уже выведена , то схема заключения и правило пере­
именования о) дают формулу ( 1 1) . 

После этого мы приводим формулу ( 1 1 ) к предва­
ренной нормальной форме. Это можно сделать так: 
приставку начинаем с (Ех1 ) • • • (Ехп ) (Еу) ,  за rем ставим 
знаки общности и существования,  содержащиеся в выра ­
жении � (Хн . . .  , Х11 , у) , не меняя их порядка следова­
ния , и в заключение-знак общности (z) . Так как 
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степень полу чающей ся формулы на единицу ниже , 
чем степень ( 1) ,  то предложение о нормальной форме 
Сколема , таким образом , доказано . 

§ 9 . Непротиворечивость и независимость 
системы аl(сиом 

Метод арифметической интерпретации, с помощью 
которого мы ранее установили непр отиворечивость 
и независимость аксиом a) -d) ,  дает нам возмож­
ность выяснить вопрос о неrtротиворечивости , в ранее 
выясненном смысле, также и для всей системы aкcuv.41. 
исчисления предикатов . Для этой цели мы должны 
распрострСJ нить арифме шческую интерпретацию, I<ото ­
рая была устг н овлена только для переменных выска­
зываний , н а  неиспользованные . .  еще знаки . Это делается 
следующим образом. 

Мы действуем с о  знаками предикатов так Же,  как 
со знаками высказываний , рассматривая те ·и дру­
гие как арифметические переменные , которые могут 
принимать только значения О и 1 .  При этом мы не  
обращаем внимания на то ,  как в знаках предикатов 
заполняются пустые места . l{ванторы всюду отбрасы­
ваем. Связь V опять ра ссматриваем как арифметическое 
произведение; под О понимаем 1 ,  а под f понимаем О . 

При э гих определениях оказывается прежде всего, 
что все аксиомы , включая е) и f) , при таком арифме ­
тическом истолковании всегда имеют значение О . 
Если , далее , одна или несколы<о формул имеют всегда 
значение О, то легко убеди1 ься , что всякая другая 
формула , выведенная из данных по нашим правилам , 
также всегда имеет значение О . С другой стороны , так 
как два выражения , из которых одно является отри­
цанием другого,  н е  могут одновременно иметь значе­
ние О, то отсюда следует, что среди формул, которые 
мor y r  быть выведены из наших аксиом , никакие две 
не могут находиться в отношении противоположности 
др уг к другу . Таким образом,  условие непротиворечи­
вости выполнено . 
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Впрочем, значение результата этого доказатель­
ства непротиворечивости наших аксиом не следует 
переоценивать . В самом деле, приведеиное .тт.оказа rель ­
ство непротиворечивости содержательно сводится к 
допущению, что положенная в основу область инди­
ви[(уумов состоит только  из одного енинетвенного 
элемента и ,  значит, является конечной . Это отнюr.ь 
не дает нам гарантии , что при символическом введе­
нии содержательно бесспорных посылок сис тема до­
казуемых форму л останется непротиворечивой . Напри­
мер , остается открытым вопрос ,  не станет ли при 
присоединении математических аксиом доказуемой в 
нашем исчислении всякqя произнольная формула . Эта 
проблема , решение которой имеет центральное значе­
ние для математики, по трудности не может даже 
сравниться с рассмотренным нами вопросом . Матема­
тические аксиомы как  раз предполагают бесконечную 
область _индивидуумов , а с понятием бесконечности 
связаны трудности и парадоксы , играющие роль в 
вопросах оснований математики . Чтобы иметь возмож­
н ость с успехом взяться за разрешение этой про­
блемы, Гильберт счел даже необходимым создать осо­
бую теорию . Изложение этой теории , которая,  конеч­
но, использует результаты математической логики , 
в рамках э1 ой книги невозможно . По в сем в опросам 
на ее счет мы отсылаем к книге Гильберта и Бер­
найса1 . 

Но возвратимся к нашей системе аксиом . Мы до­
кажем теперь независимость аксиом этой системы ,  
показав ,  ч то  при  получении тождес1венных q·ормул 
исчис nения предикатов нельзя отбросить ни одну из 
аксиом a)- f) и ни одно из правил а l ) - о:З) , �) , у) 8 , ) 2 • 

1 H i l bert  D .  u .  Р. Berl1ay s, Grunr1 1agen der Ma thema ti k ,  
1 ,  B er l i n ,  1 934. 

1 Доказательство независимости было дано (уже nосле 
появления 1 издания настоящей книги) Мак-Кинзи . Ср. J. С . С .  
M�К i nsey , On the i ndependence o f  H i lbert a n d  Ackerma n n ' s  
postu \ates for t h e  c a lc u \ us o f  proposi t iona l func t ions. Amer.  J .  Math.  
B d .  58 . Более nростые доказательства (до сих пор неоnублико-
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В нижеследующих доказательствах независимости мы 
используем уже установленную непротиворечивость 
исчисления . 

Прежде всего мы покажем, что никакая из аксиом 
а ) - d) не являе1 ся лишней , т .  е .  что невозможно 
получить какую-нибудь из этих аксиом из ост альных 
с помо щью правил вывода . При этом мы используем 
11.оказанный ранее факт (гл. l ,  § 1 3) , что в чистом 
исчислении выска зываний никакая из этих аксиом не 
является излишней и притом даже в случае присо ­
единения в качестве дополнительной аксиомы еще 
Х --:;. Х, т .  е .  X v  х .  

Предположим , что какая-нибудь и з  аксиом а) - d) 
rr.оказана с помощью остальных аксиом и правил 
вывода исчисления предикатов. Тогда из формул 
этого доказательства мы удаляем предикатные и пред­
метные переменвые следующим образом: отбрасываем 
знаки общнос1 и и существования , а каждое предикат­
ное  переменное с аргументами заменяем переменным 
высказыванием Х. При этом преобразовании е) и f) 

. переходят в формулу Х --:;.  Х.  
Но характер доказательства этим не  нарушается .  

Подстановка по правил ам tX l ) -tXЗ) превращается в 
подстановку исчисления высказываний или же в про­
стое повторение . Связь формул через схему заключе­
ния не нарушается . Правило у) и правило переиме­
нования превращаются в простое повторение. Таким 
образом , рассматриваемая формула была бы выводима 
из осrальных · аксиом а) - d) и Х --:;.  Х по правилам 
исчисления высказываний , что противоречит ранее 
полученным результатам . 

Независимость аксиомы е) мы покажем, доказав ,  
ч 1 о  все  формулы ,  которые  могут быть получены б ез 
использования этой аксиомы , имею r хараю ерное  
свойс1 во ,  отсутствующее у этой аксиомы. Именно , 
если мы видоизменим формулы, заменяя ,  начиная 

ванные) сообщены нам господами Бернайсом и Арнольдом Шмид­
том .  Доказательства, приведеиные в тексте , воспроизводят ход 
мысли Бернайса .  
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с самой внутренней области дей ствия,  каждую час1 ь 
<j:ормулы, имеющую вид (х) � (х) , (у) � (У) и т. д . ,  на 
(х) Sll (х) V Х V Х,  (у) sщу) V Х V Х и т. д. , го каждая 
формула , ко горая может быть получена без исполь­
зования е) , переходит снова в· формулу, выводимую 
в исчислении предикатов , ибо аксиомы a )- d), f) ука­
занным преобразованием не  затрагиваются . Связь 
формул на  основе правил подстановки rx.) , схемы за­
ключения , правила у2) и правила переименования 8) 
не  наруша е rся .  В случа е  схемы y l )  конечная форму­
ла Sll _,. (х) � (х) переходит в формулу вида �( '  _,. (х) 
� ' (х) V Х V Х, т .  е .  в выводимую формулу. Между 
тем формула (х) F (х) _,. F (у) nревращается в (х) F (х) 
V Х \/ Х _,. F (у) , которую заведомо нельзя вывести , 
так как и з нее ,  в силу истинности посылки , получи­
лось бы F (у) и ,  далее , через подстановку по правилу 
аЗ) ,  F (у) , т .  е. противоречие . 

Вполне аналогично  доказывае rся независимость f) 1 • 
Вместо того , чтобы заменЯ1 ь часть формулы,  имею-
щую вид (х) � (х) ,  через (х) �1 (х) V Х V Х ,  будем за­
менять (Ех) � (х) на (Ех) � {х) & Х & Х. В остальном 
рассуждения аналогичны предыдущим . 

Тем же самым методом устанавливаем и незави­
симос1 ь  обоих правил y l )  и у2) . Если мы заменим на 
э1 от  раз (х) � (х) в наших формулах через (х) � (х) & 
Х & Х, то все формулы, которые могут бЫ1 ь выве­
дены в исчислении предикатов без использования y l ) ,  
переходят снова в выводимые формулы . Напро1 Ив , 
формула (х) (F (х) V F (х)) , выводимая из всей системы 
аксиом , переходит в заведомо невыводимую формулу 
(х) (F (х) V F (х))  & Х & Х. Отсюда следует, чт о без пра­
вила y l )  нельзя о бойтись . Путем замены в формулах 

1 Само собой разумеетс11 , что с не3ависимостью аксиомы f) не 
имеет ничего общего тот факт, что знак существования в системе 
аксиом принципиально не нужен,  так как вrдь (Ех) 2( (х) можно 
понимать как сокращение для (х) N" (х) (ер .  с. 86) . 
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частей вида (Ех) \Д (х) на  (Ех) l2t (х) V Х V Х получаем 
аналогично доказательство независимости правила у2) ,  
1 а1<:  Kai<: при этой замене формула (Ех) (F (х) & F (х) )  
переходит в невыводимую формулу. 

Независимость правила a l )  следует из того , что 
без этого правила выводимы только такие формулы 
с индивидуальными п еременными , ко rорые имеют 
одну из форм 

· 

(х) �.( (х) -+  � (у) ; lll (у) -+  (Ех) �{ (х) ; 
(х) 12{ (х) -;. (х) 12! (х) ; . 

(Ех) �{ (х) -> (Ех) 12{ (х) ; (Ez) ( (х) �{ (х) -� �{ (z) ) ;  
(Ez) (12{ (z) -+ (Ех) \Д (х)) 

или же получаются из 'i ЗКИХ формул путем подста­
новки на место индивидуальных переменных или путем 
переименования связанных переменных . Ибо аксиомы 
е) и f) имеют 1акую форму, а с помощью правил 
вывода получаются всегда снова только формулы 
э r oro рода . Из этого следуе1 , что , например , 
формула (х) F (х) -+  (Ех)" F (х) без использования 
cx l )  не выводима . 

Независимость правила а2) устанавливаем путем 
следующего преобразования. Во всех формулах у пере­
менных предикатов опускаем те места аргументов , 
которые заполнены свободными индивидуальными 
переменными z .  Например , F (х , z) перехадит в F (х) , 
G (z) - в G. При этом преобразовании каждое доказа­
тельство,  которое выполняется без использования 
правила подстановки для индивидуальных переменных ,  
перехОДI'\Т снова в выводимую формулу . Но выводи­
мая формула (х) F (х) -+ F (z) при этом преобразовании 
переходит в заведомо невыводимую формулу (х) F(x)->F 
(в rорое F является здесь переменным высказыванием) .  

Аналогично доказывается н езависимость правила 
переименования а) . То же самое преобразование, ко­
торое мы произвели в формулах в отношении свобод­
ного индивил,уальноrо перемениого z ,  мы производим 
теперь в отнош ении связанного индивидуального пере-
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ме ниого z. В данном случае нужно еще отбросить 
знаки (z) и (Ez) . При этом опять-таки формула , кото­
рая  выводима без использования правила переимено­
вания ,  перех одит снова в выводимую формулу . Между 
тем безусловно выводимая формула (z) F (z) _" F (х) 
переходит в заведомо невыводимую формулу F � F (х) .  

Чтобы п оказать независимость правила аЗ) , мы 
заменяем в формулах каждую часть вида (х) 11{ (х) ,  
(у) 11{ (у) и т . д . , содержащую пер еменный предикат G, 
на  (х) 1д (х) V Х V Х, (у) �( (У) V Х V Х и т . д. Тогда 
кажда я  формула , которая  выводима без использова ­
ния правила rхЗ) , переходит снова в выводимую фор­
мулу . Между тем это не выполняется для формулы: 

(х) G (х) --?  G (у) . 

Необходимос1 ь  схемы заключения следует из того , 
что без нее могут быть выведены только формулы 
вида � V � . В самом деле, все аксиомы имеют эrу 
ф орму, и правила , за исключением �) .  снова дают 
только формулы этого р ода. ТRким образом, наПри-
мер , формула Х V Х н е  можн быrь вьпзедена без 
использования правила �) .  

§ 1 0 .  Полнота системы аксиом 

В перво� главе (§ 1 3) мы подчеркнули, что лол­
ноту системы аксиом можно опредеJ!ить двояким 
о бразом . П олнота в более строгом смысле слова имеет 
место в случае ,  когда присоединение к аксиомам вся­
кой формулы, н е выводимой из них,  приводи1 к про­
тиворечию. Такой полноты мы 1 еперь не имеем.  Чтобы 
установить неполноту нашей сист '\\Ы аксиом,  доста­
точно только найти формулу, которая при арифмети­
ческом истолковании,  использонании нами в дока­
зательстве н епротиворечивости , тождественно раина  
нулю, не будучи ,  однако, следствием из  аксиом.  
Одной из  таких формул является: 

(Ех) F (х) --?  (х) F (х) .  
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Что эта ф(lрмула не следует из аi<сиом, предста ­
вляется весьма п равдоподобным уже потому , Ч I'О 
утвержР,ение , I<оторое она выражает: << Если су щес1вует 
х, для ко1 орого истинно F (х) , то F (х) истинно для 
всех Х>> , - завецомо не всегда верно .  В самом деле , 
оно  перестает быть верным для произвольных преди­
I<атов F, каi< только область индивидуумов содержн г  
более одного элемента . 

Строго формальное доказательство невозможности 
вывести эту формулу из аi<сиом проводится следую ­
щим образом . 

Прежде всего мы задаем способ ,  с помощью I<ото­
ро го превращаем логические формулы в таi<ие , I<От о ­
рые содержат только переменные , о бозначающне 
высказывания . С этой целью мы устраняем сначала 
встречающиеся в формуле свобол.ные переменные , 
связывая их знака�ш общности , которые ставим перед 
всей формулой . Затем мы освобождаемся от I<ванто­
ров , заменяя всяi<ий ра з, - это можно делать , напри­
мер ,  начиная снаружи ,-

(х) � (х) на � ( 1 ) &: � (2) , 

(Ех) � (х) на � ( 1 )  V �1 (2) 1 •  

В наших q, ормулах встр ечаются теперь,  наряду 
с переменными высi<азываниями , высi<азывания вида 
F ( 1 ) ,  F (2) , О ( l  , 2) ,  . . • 

Все эти ра�личные высi<азывания мы заменяем 
еще затем (различными) переменными высi<азыва­
ниями . 

Мы утверждаем теперь ,  что I<аждая формула , вы­
водимая  из аi<сиом , после э roro преобра зования пре ­
врi1щается во всег;щ-истинное сложное высi<азывание . 

Доi<ажем · это сначала для аi<сиом. Для аi<сиом 
а) - d) это ясно , таi< как такое иреобразование их не 

1 1 и 2 являются здесь именами собственными предметоэ . 
· Исключение кванторов содержательно сводится ,  таким образом , 
к допущению,  что область индивидуумов содержит только эле­
менты 1 и 2 .  
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затрагивает .  Аксиома (х) F (х) -> F (у) преобразуется 
следующим образом: 

(у) ((х) F (х) -> F (у)) ,  

((х) F (х) � F ( 1 ) ) &: ( (х) F (х) _ __,. F (2)) , 
(F ( 1 ) &: F (2) � F ( 1 )) &: (F ( 1 ) &: F (2) -+ F (2)) , 

(А &: В -+  А) &: (А &: В �  В) .  

Последнее выражение дейстnительно представляет 
собой истинное сложное высказывание . 

Аналогично  для аксиомы 

F (у) -> (Ех) F (х) 
имеем преобразования: 

(у) (F (у) �  (Ех) F (х)) , 

(F ( 1 )  -> (Ех) F (х)) &: (F (2) -+ (Ех) F (х)) , 

(F ( l ) � F { l ) V F (2)) &: (F (2) -+ F ( l ) V F (2)) , 
(A � A V В) & (В -+ А V В) , 

которые также приnодят к всегда-истинной формуле . 
Нам остается еще только показать, что применение 
правил tX) , �) , у) , 8) не нарушает этого свойства . 

Если мы имеем две формулы, вторая из которых 
получается из первой вследствие применеимя правил 
tX I )  или tX3) , 'I O  после преобразования обе формулы 
будут связаны правилом подстановки исчисления 
высказываний или же вторая формула будет конъюнк­
цией формул, каждая из которых получается из пер­
вой в резу ль тате· применеимя правила подстановки 
исчисления высказываний . Правила �Х2) и 8) превра­
щаются в простые повторения . Схема заключения 
сохраняет свою форму, если в формулах не встреча­
ются свободные предметные переменные . Если же cxe11ia 
заключения содержит еще свободные предметные пере­
менные, то о на может потерять свою форму · после 
то го , как мы поставим впереди формул знаки общно-



tloлнoma системы aкcuo.�t 

сти . Например , из 
� (х) 

2t ( х )  -+ )В (х }  
58 (х )  

получаем новую схему: 

(х) �( (х) 
( х )  (2! (х )  -+ 58  (х ) )  

( х) 58 ( х )  
После исключения з наков общности получаем: 

� ( 1 )  & �( (2) 
(2! ( 1 ) - 58 ( 1 ) ) & (2! (2) � 58 (2)) 

58 t1) & 58 (2) 
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Но эта схема также соответствует п равилам исчис­
ления высказываний . Аналогично о б стоит дело в слу­
чае нескольких сво бодных предметных переменных . 

Остается , наконец , правило у) . Выражение 

�( � � (х) 

переходит (если 12\. не содержит свободных перемен­
ных) с помощью нашего преобразо вания в 

(х) (�{ � � (х)) , 
<� � � ( 1 ) ) & ( � � � (2) )  

и т . д .  �{ � (х) � (х) превращается в 

� � � ( 1 ) & � (2) . 
Но , по пр,авилам исчисления высказываний , о бе 

формулы эквивалентны. Тю< же обстоит дело в слу­
чае , когда � содержит еще свободные переменные .  
То же верно для правила у) , поскольку оно касается 
присоединения знака сущес rвования. 

Тш<Им о бразом,  мы действительно доказали, что 
в сякая формула ,  выводимая из аксиом, с помо щью 
нашего п реобразования переходит во всегда-истинное 
сложно е высказывание . Между тем формула 

(Ех) F (х) � (х) F (х) 
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эт ого свойства не имеет , так как прсо бразовапие ее 
дает последовательно : 

F ( l )  V F (2) --i> F ( l ) & F (2) , 
А V. B --i> A & B, 

а это не всегда истинная формула исчисления выска­
зьшаний . 

Итак ,  мы показали , что наша система ю<сиом не 
полна в более строгом смысле  слова . Возникает 
вопрос , имеет ли здесь место полнот а в другом смысле , 
также упомяну1 ом на стр . L б ,  т .  е .  н ельзя ли из 
этой системы аксиом вывести все тождественные-в 
смысле нашего о пределения в начале § 5 этой 
главы - формулы исчисления преr.ика 1·ов . Полнота 
в этом смысле действительно имеет место . Доказатель­
ство ее было дано 1{ .  Геделем ; в последующем мы 
придерживаемся его изложения 1 • 

Согласно соображениям в конце § 8 , I<аждой фор­
муле исчисления предикатов можно привести в соот­
ветствие  некото рую формулу в нормальной форме 
Сколема ,  которая выводима или не  выводима одно­
временно с данной . Поэтому мы можем ограничю ься 
установлением то го , что все тождественные форм,.лы 
в нормальной форме Сколема выводимы . 

Пусть 
(Exl) . . . (Ех ) (yl) . .  • (Yz ) Ш (хн . • • , х1"; У1 • . •  • , Уд 

ест1 .  надобного рода формула . 
Прежде всего мы замечаем , что k-группы (xil ' 

Xi2 , • • •  , Xik) , о бразованные из неограниченного ряда 
нрецметных переменных Х0 , Х1 1  Х1 • • • , можно пере­
нумеровать , упорядочивая их о бычным способом по 
возрастающей сумме индексов ( i 1 + i 2  + . . . + iJ) , а при 
r Jii же сумме индексов - лексикогра<tически . Таi<ИМ 
образом,  ряд начинается с групп (Х0 ,  Х0 , • • • , Х0) ; 
(Хо ,  Xu ,  • • • , xl) ;  (Хо ,  Xg , • • •  , Хн Хо) ;  . . . Обозначим п-ую 

1 Godel ,  К . • Die Vo l lstand i g ke i t  der  Axiome des lo�:ischen 
F u н k ti o ne n k a l k l.i l s .  Mh.  M a th . P h ys i k ,  Bd. з;z ( 1930) . 
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из этих k-групп через (Xn 1 0 Xn� · • • •  , Xn�c) · Будем пони­
мать , далее , под �n формулу: 

� (Xnx , Xn2 , • • • • Xnk;  X(n - 1 ) 1+ 1 •  X (n - 1 ) 1 + 2 ,  . . .  , Xn t ) •  
При этом мы замечаем , чт о предметные псремен­

ные , стоящие в этой формуле после точки с запятой ,  
отличаются от тех , которые стоят перед этим знаком ,  
а также от всех переменных , встречающихся в форму­
лах �Р (р < n) . Напротив , все персменные Xn1 0 • • • , Xn 1• 
уже встречаются в формулах �Р (р < n) . Будем пони­
мать, далее ,  под �n дизъюнкцию �� V �2 V . . .  V �п •  
под '1)n - формулу , получающуюся из �n в результате 
присоединения впереди �n всех знаков о бщности,  
соответствующих СJЗободным персменным . Каждой 
формуле �n мы приводим теперь в соответствие неко­
торую формулу исчисления высказываний . А именно , 
мы заменяем элементарные составные части этой фор ­
мулы (ко1 орыми, помимо персменных высказываний ,  
служат предикатные персменные с нредметными перс­
менными в качестве аргументов) персменными выска­
зываниями ,  причем вместо одинаковых элементов  ста­
вим одинаковые персменные высказывания,  а вместо 
различных - различные же персменные высказыnания . 
Отнесенную таким образом к �n формулу исчисления 
высказываний назовем �11 • Очевидно , формула �n 
такова , что �n можно получить из  �n • применяя пра-
вило подстановки a l ) .  · 

Мы имеем теперь следующую альтернативу: 
1 . Существует такое' n ,  что �n является тожде­

ственной формулой исчисления высказываний . 
2 .  Ни для како го n �n не  является тождественной 

формулой исчисления высказываний. 
Мы докажем : 
(А) В случае 1 .  формула 

(Exl) . . .  (Ех. ) (yl )  . . . (Yt ) � (xl ,  . . .  , Хи; У 1 1  • • • , Yt) 
выводима из сис1 емы аксиом исчисления предикатов . 

(В) В случае 2 .  указанная формула не является 
тождественной , так как можно указать предикаты , 
определенные в области натуральных чисел , ко -
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торые, будучи подставлены в фо рмулу вместо не­
ременных предикатов,  превращают ее в ложное вы­
сказывание . 

Из этих предложений, которые еще должны быть 
доказаны, получаем в качестве следствий: 

Каждая тождественпая формула исчисления пре ­
дикатов является в то же время и выводи.иой фор­
мулой,  т . е . паша систе.иа аксиом; состоящая из 
осповпых формул а) - f) и правил !X l ) -- схЗ) , �) . у) ,  о) , 
обладает свойством полноты. 

Если пекоторая формула является всегда-истин ­
пой в области патуральпых чисел (или в какой -либо 
другой счетпой бескопечпой области индивидуумов) , 
т . е. если при любой зa,\tene предикатпых перемеппых 
индивидуальными теоретико -числовыми предиката,ии 
и свободных пред,иетпых пере,иеппых определеш1ы.�vш 
числами ona всегда переходит в истиппое высказывание . 
то эта формула всегда-истиппа для любой области 
ипдивидуу,иов, т .  е . является тождественной. 

Последнее - важное - предложение, которое полу­
чае1 СЯ здесь в качестве побочного результата , может 
быть получено само по себе пр още ; оно впервые было 
доказано Лёвепгеймом 1 • 

Приведем теперь доказательства утверждений (А) 
и (В) .  Прежде всего покажем истинность (А) . Итак, 
пусть для какого-нибудь 11 �л являе1 ся тождественной 
формулой . Так как �n получается  из. �n в резуль­
тате подстановки по  правилу cx l )  и , далее , �л полу­
чается из �л по правилу у) ,  1 0  достаточно показать . 
что для каждого п :  

�л � (Ext) . . . (Ех1.) (Yt) . . .  

• · . (у,) � (Х1 1 • • • , х, ;  Yt •  · · · , у,) 
является выв�димой формулой исчисления предикатов . 

1 Liiwenhelm , l . . , 'Ober Mog l ichkei ten I m  Re lativka lkil l ,  
Math . Ann.  Bd . 76 ( 1 9 1 5) .  Существенное уnрощение метода дока­
зательства мы находим в работе С"олема , упомянутой в конц� 
§ 8 этой глав ы ,  
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Мы по кажем это с помощью индукции по n . i!1 имеет 
форму : 

(Х0) (х1) · · . (Xz) llt (Х0 ,  • • •  , Х0 ; Х1 1  • • •  , Xz) . 
Используя несколько раз аксиому f) и правило V, 
мы м ожем вывес rи формулу : 

(Y t) · · · (Yz) �( (z t ,  · · · , zk ; Ун · · · , Уд _,.  
(Exi) · · · (Exk) (Yt) · · · (Yz) llt (х1 , · · · , Х�: ; Уи · · · , Yz) · 

Отсюд::1 с I I Омощью подста новки получим : 

(у1) · · · (Yz ) llt (хо , · · · ,  Хо ; У1 • · · · , Yz) _,. 

- (Ext) . . . (Exk) (У�) . · · (у1) llt (х1 , . · .  , х,_ ; У1 , . . . , Yz) 
и затем по пр авилу у2) и формуле (22) : 

�1 -> (Exl) . . .  (Ех, )  (у1) . · · (Yz) llt (х1 ,  . .  · , Х1- ;  Ун · · · , Yz) · 

Пусть , далее , y/lr e ДОI-<азана формула : 

'l!,н _____" (ЕХ1) • • •  (ExJ (У1) • . • 

· · · (Yt) llt (xl J  · · · , Xz ; У1 ,  · · · , Yz) .  
'l!n имеет форму : 

(Х0) (Х1) · · · (Хлz) �л ; Т . е .  (Х0) · · · (Хп z ) (�л-1 V �л) 
или , точнее : 

(Х0) (х1)  · · · (Хл t) (�n-1 
V �l (Xnp · · · , Xnk ; X(n - 1 ) 1 + 1 , · • • ,  Хпz)) .  

Мы уже прежде отметили , что переменные 
X(n - 1 )  1+1  , . • .  , xl 1 в �n-1 не входят; поэтому, исполь­
зуя формулу (26) , получим выводимую формулу : 

�л --о> (Х0) (xl )  · · · (X(n- 1) 1 ) (�n-1 V (у1 ) · · · (yz) ll( (Хпн · • • , 

Xn1, ; У1 , • • • , yt)) . 
Формула 

(х) (F (х) V а (х)) _,. (х) F (х) V (Еу) а (у) 
выводима . Она получается из формуды (34) , если 
9 ( CIIODЫ 't.JOpe'rИЧe_;J\ Q i 1  ..'I ()ГИIHI 
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в ней F заменить на F и принять во внимание , что 
знак __". представляет собой лишь сокращение. Ис­
пользуя нес i<олько раз эту последнюю формулу , 
получа ем далее : 

т. е . 

'I)n -+ (Х0) (х1) · · · (X(n- ! )  z) �n-1 V (Exi )  · · · 
. . .  (Exi ) (yl ) . .  · (у, ) 'Ж (х1 , · . . , х ; Ун · · · , yt ) ,  

�n -+ 'I),;_l V (Exl)  . . .  (Ex1J (у� )  . . .  
· · ·  (у,) 'Ж (Хн · · · , Х,, ; У1 • · · · , Yt ) ·  

З атем , в силу : 

�n-1 -> (Exl) · · · (ExJ<) (у1) · .  · 

. . .  (yt) 'Ж (xl , · · . , xk ;  У1 .  · · · , у,) 
легко получим 

'I)n -+  (Ех1) . . . (Exk) (yl ) . . .  (у,) � (х1 , . . . , xk ; У1 • . . . , у,) . 
Таким образом , индукция является полной . 
Теперь докажем (В) . Допустим , что никакое @:n не  

является тождественной формулой исчисления выска­
зываний . Для удобства последующих расемотрений 
целесообразно фор�улам исчисления высказываний @:n 
придать некоторую специальную форму .  @:n получается 
из @:n в результате замены первоначальных элемен­
тов ,  которые нредставляют собой переменные преди­
каты с аргумен rами из ряда Х0 , Х1 , Х2 , • • •  , перемен ­
ными высказываниями . Эту замену мы будем осу­
ществл�ть следующим образом :  F (х0) будем заменять 
переменным высказыванием F0 , F (х1) - высказыванием 
F1 ,  G (x1 , Х2 ,  Х8 ) - высказыванием 01 , 2 , 8  и т . д ·  Тогда 
в каждой фо рмуле @:n+ l  будут встречаться все пере­
менные высказывания из @:п о а также еще и другие.  
Всю совокупность переменных высказываний , встречаю­
щихся в @;п о мы мыслим себе перенумерованными каким­
нибудь образом , так что Имеет смысл го во рить о 
первом, втором и т .  д. переменных высказываниях. 
Эта нумерация может происходить, например , таким 
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образом : сначала нумеруем высказывания из �1 в 
какой-либо последовательности , затем нумеруем те 
новые неременные выС!<азывания, которые появляются 
в �2 .  и т. д. 

. 

Так как никш<ая из формул �n н е  является тож­
-дественной формулой исчисления высказываний , то 
мы можем п�ременные высказывания , имеющиеся 
в векотором �n . заменить значениями <<истина>> , 
<<ЛОЖЬ>> таким образом , что �n превратится в лож­
ное высказывание . Мы будем говорить тогда ,  примы­
кая к терминологии ,  использованной прежде в исчи­
слении высказываний,  о выполняющей системе длн 
формулы �п ·  Для каждого �n существует , понятно , 
только конечное число различных выполняющих си­
стем; однако в целом их бесконечно много , так как 
выполняющие системы,  которые относятся к форму-

лам �n с различными индексами ,  считаются , конечно , 
различными . 

Затем мы приводим в соответствие каждому из 
бесконечного множества переменных высказываний 
однозначным образом одно из двух значений : <<Истину>> 
или <<ложы . Если первое переменное высказывание 
в бесконечном множестве выполняющих систем заме­
щается значением <<истина>> ,  то этой пер еменной ста­
вим в соответствие значение <<истина>> , в противном 
случае - значение <<ЛОЖЬ» . Мы рассматриваем далее 
только те выполняющие системы, в которых первое 
переменвое высказывание замещено отнесенным ему 
таким образом значением . Если в них второе пере­
менвое высказывание встречае'l с я бесконечное число 
раз со значением <<истина>> , то мы относим к нему это 
значение, в пр отивном случае - значение <<ЛОЖЬ» .  
Подобным же образом устанавливаем значения для 
последующих переменных высказываний,  рассматривая 
каждый раз только те выполняющие системы, у ко ­
торых пр едшествующие переменвые высказывания 
имеют уже установленные значения . 

Если заменим теперь переменвые высказывания 
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приведеиными им в соответствие значениями, то все 
�n одновременно превратятся в ложные высказывания . 
Мы о пределяем затем некото рые теоретико-числовые 
предикаты, которые должны учитываться в качестве 
подстановок для предикатных переменных, содержа­
щихся в � (Хн . . .  , х. ; у1 , • • •  , у1 ) . Если , например ,  
встречается пр едикатмое переменмое F ( , , )  с тремя 
пустыми местами, то в наших �n мы имели перемен­
вые высказывания Fi1 , i1 , ia · Мы о пределяем теперь 
соответствующий теоретико-числовой  предикат Ф 
таким образом, чтобы Ф (р , q, r) для любых нату­
ральных чисел всегда имело то значение, которое было 
приведено в соответствие F р ,  q, r · Таким образом,  
каждому предикатному перемениому приводится в соот­
ветствие иекото рый индивидуальный теоретико-число­
вой вредикат с тем же самым числом пусть1х мест . 
Если мы примем теперь в 

(Exl) . . .  (Exk) (у�) · · . (Уд Ш (xl ,  . . . , х,, ; У1 . · · · , Yt) 
за о бласть индивидуумов натуральные числа и под­
ставим вместо предикатиых щремеиных определенные 
выше теоретико-числовые предикаты, то легко обна­
ружить , что формула превращается в ложное выска­
зывание или , другими словами , что 

(xl) . . .  (Xk) (Eyl) . . . (Еуд Ш (xl , . . . , xk ; У1 0 · · · , Yz ) 
становится истинным высказыванием . В самом деле , 
если мы возьмем, например , n -ю k-группу на­
туральных чисел, которую мы обозначали выше 
(nl , . . . , nJ , то 

� (пн . • .  , n1. ; (n- 1 )  l + 1 , . . . , nl) 
после замены предикатных перемениых получает 
оценку истинности , противоположную той ,  которую 
имеет последняя частичная дизъюнкция �n при заме­
щении переменных высказываний приведеиными им 
в соответствие оценками истинности , т. е. значение 
истины. Так как то же самое имеет место для каж-
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дой k-группы, то 

(х�) · · · (х,. ) (Eyl) · · · (Еу, ) S!t (xl , · · · , xk; Ун · · · , Yt) 
истинно для указанной о бласти индивидуумов .  Таким 
образом доказано также (В) .  

§ 1 1 .  Вывод следствий из данных посылоi<;  связь 
с тождественными формулами 

До сих пор мы использовали исчисление пр еди­
катов только для вывода тождественных формул . При 
этом посылки наших заключений , о сновные формулы 
d) - f) , сами были тоже чисто логической природы. 
Теперь мы продемонстрируем на нескольких приме­
рах о бщий метод формального доказательства сред­
ствами исчисления пр едикатов , котоrый до установ­
ления наших аксиом мы могли лишь приблизительно 
о писать . 

При этом речь идет о выводе заключений из ка­
ких-либо посылок , которые уже не имеют .чисто ло­
гической природы. 

В посылках будvт теперь встречаться не  только 
переменные , но и индивидуальные предикаты, а также 
индивидуальные предметы . В ка•rестве знаков для 
индивиr1,уальных nредикатов мы используем либо бол ь­
шие греческие буквы, либо комбинацию больших ла­
тинских букв со следующю.ш за ни.ми маленькими 
лати11скими буквами,  например St, Ms ,  Dsc ,  и т. д . ,  
или ж е ,  для математических предикатов ,  известные 
из математики знаки соотношений , вроде < .  > .  = ,  
и т . д .  Понятие формулы, введенное в § 4 ,  должно 
быть при этом соответствующим о бразом расширено . 

Формальное доказательство происходит следующим 
образом :  записываем символически посылки заключе­
ний и присоединяем их в качестве основных формул 
(аr<сиом) I< логическим о сновным формулам а) - f) , 
вместе с которыми они о бrазуют исходные формулы 
для формальных о пераций , которые должны выпол­
!l ЯТЬСЯ согласно правилам вывода а) ,  �) . у) , а), 
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При содержа1 ельном истолко.l\ании формул следует 
иметь в виду; что предметные переменвые воо бще 
не  относятся больше  к какой-то остающейся неопре­
деленной  области индивидуумов;  напротив, род по­
сылок,  как правило , более точно хар11ктеризует, со ­
стоит ли эта область из целых чисел , действительных 
чисел, точек некоторой плоскости или каких-либо 
других вещей . Может случиться также,  что прихо­
дится иметь дело с несколькими о бластями индиви­
дуумов ,  как это имеет место во втором из приведеи­
ных ниже примеров .  В этом случае мы нуждаемся 
в нескольких родах предметных переменных . Тогда 
предикатвые переменвые следует различать также по 
роду их аргументов .  Аксиомы е) и f) можно при этом 
выписать с1 олько раз ,  сколько имеется родов пред­
метов .  Получающегося благодаря этому усложнения 
исчисления предикатов можно , однако , избежать, так 
как всегда возможно - мь1 покажем это при рассмо­
трении второго из следующих примеров - свести слу­
чай нескольких о бластей индивидуумов к случаю 
одной единственной о бласти . 

Приведем сначала несколько простых примеров .  
Для первого примера  рассмотрим заключение, в ко­

тором в качестве одной из  посылок фигурирует еди­
ничное суждение . С заключением этого рода мь1 име­
ем дело в известном школьном пр имере : 

<(Все люди смертны ; «ай челоnеi< ,  следовательно , 
«ай смертею> . 

В этом предложении встречаются три индиви­
дуальных о бозначеНИЯ . СЛОВаМ ((ЧеЛОВеЮ> , ((СмерТНЬ!Й>> 
соответствуют два предиката Ms (х) и St (х) , для ко­
торых о бщим родом предметов может считаться род 
живых существ . Третьим индивидуальным знаком 
служит собственное имя <(«ай>> . Посылки , записанные 
в виде формул , гласят : 

(х) (Ms (х) -+  St (х) ) ,  

M s  («ай) . 
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Путем подстановки в формулу : 

(х) F (х) � F (у) 

получаем : 

(х) (Ms (х) -� St (х)) � (Ms (у) � St (у) ) 

и далее : 

(х) (Ms (х) -> St (х) ) � (Ms (Кай) � St (Кай ) ) ,  

Ms (Кай )  -> S t  ( Кай)  
St (Кай) . 

[ п р а в и л о �) ] , 
l п р а в и л о �) ] . 

Но последняя формула есть символическое выражение 
нашего заключительного предложения <<Кай смертею> . 

Следующие два примера заимствуем из области 
математических выводо в .  Сначала займемся таким 
геометрическим заключением : 

П о с ы л к а :  <<Через две различные точки проходит 
са.м.ое большее одна пря.м.аю> . 

У т в е р ж д е н и е :  <<две различные пряАtые и.м.еют не 
более одной общей точки>> .  

Здесь встречаются следующие предикаты . Прежде 
всего отношение А (х , у) <<Х лежит на У>> . Тут первое 
пустое место относится к роду точек,  а второе­
к роду прямых . Далее, встречается предикат разли­
чия , т .  е .  отрицание предиката тождества == (х, у) . 
Пустые места этого предиката могут относиться как 
к точкам , так и к пр qмым.; разумеется ,  нужно рас­
сматривать утверждение о тождестве точки с прямой 
всегда как ложное .  Для большей четкости мы будем 
обозначать аргументы , относящиеся к роду точек, 
маленькими буквами , а те,  которые относятся к пря­
мым , большими латинскими буквами 1 • 

Собственные имена для индивидуумов здесь отсут-

1 Смешени11 с пе р�менными высказыван иями здес1о быт1о не  
может.  
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ствуют . Символическое выражение посылки таково : 
(х) (у) { (х, у) �  (E-G) (ЕН) [ (а , Н) & А (х , а) 

& А (х, Н) & 1\. (у ,  а) & ...\.. (у ,  Н) ] } .  
Утверждение записывается : 

(а) (Н) {- (а,  Н)� (Ех} (Еу) [= (х , у) &А (х , а)&А (х, Н)  
& А (у , а) & А (у ,  Н)] } .  

Еспи для сокращения мы напишем �{ (х, у ,  а , Н) 
вместо 

.\. (х, а) & А (у ,  а) & А (х , Н) & �\ (у , Н) 
и испоnьзуем опредепсние знака � . то посыnка и 
утверждение представятся следующим образом:  

(х) (у) {== (х, J') V (Еа) (ЕН) [ (а,  Н) & S2{ (х , у, а, Н)] } ,  
соответственно 

(а) (Н) {:= (а, Н)  V (Ex) (Еу) [-- (х , у) & �{ (х, у, а , Н) ] } . 

Согпасно приведеиному в § 8 правилу о бразования 
противоположности мы можем прео бразовать эти два 
выражения в :  

(х) (у} {=-.: (х , у) V (G) (Н) [:= (а , Н) V §{ (х ,  у, а ,  Н) ] } ,  
(а) (Н) {:= (а, Н) V (х) (у) [:-= (х , у )  V �{ (х , у ,  а, Н) ] } . 

Приводя теперь о ба выражения к нормальной форме , 
мы получим : 

(х) {у) (а) (Н) {:= (х , у) V (:= (а, Н)  V S2{ (х, у , а , Н) ) } ,  
(а) {Н) (х) (у) {== (а, Н) V (:= (х ,  у )  V 1( (х , у ,  а , Н)) } .  

И з  этих представлепий непосредственно видно ,  что 
утверждение может быть выведено из по сылки . В са­
мом деле , формупа для посылки пер€·ходит в формулу 
для утверждения, если применить к дизъюнкциям 
ассоциативный и кnммутативный заJ<оны , а к знакам 
о бщности - правило перестаноиJ<и . Одновременно мы 
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о бнаруживаем , что и , нао борот ,  из истинности утвер­
ждения можно заключить об  истинности посылки . 

Одновременного появления двух о бластей индиви­
дуумов можно избежать следующим образом (обоб­
ще ние на любой случай не нуждается в особом  по­
яснении) . Мы мыслим себе положенной в о снову 
одну единственную о бласть индивидуумов , которая 
состоит из точек и прямых , и вводим два индиви­
дуальных предиката: П (х) , т. е. х есть точка, и Г (х) ,  
т . е .  х есть прямая . Тогда посылку в нашем примере 
можно записать следующим о бразом :  

(Х) (у) { ( Il (x) & II (у) & - (х ,  у)) �  (Ez) (Еи) [ Г  (z) & Г (и) & 

& -- (z, и) & L\ (х , z) & А (х , и) & .L\ (у, z) & 1\ (у , и) ] } .  

Соответствующим образом можно выразить и утвер­
ждение . 

В качестве второго примера математичееr<ого вы­
вода докажем предложен ие о транзитивности отно ·  
шения мтьшего к большел-zу .  Это . ·р едложение, пред­
ставление I<оторо го формуло й :  

< (х , у )  & < (у , z) � < (х, z) 
нам уже знакомо , мы будем по нимать здесь в смысле , 
какой о но имеет в учении о величинах . Мы будем 
представлять себе пустые места предиката < (х, у) 
отнесенными I< определенному роду величин (напри­
мер , к длинам отрезков или полож:ительны.м действи­
тельным числам) и будем рассматривать этот преди­
кат ка!{ производный от понятия сложения.  Для 
трехчленного преди!{ата х , сложенно е с у , дает z 
(или , написав арифметически , х + у = z) мы введем 
зна!{ Ф (х , у,  z) . С помощью этого преди!{ата можно 
определить < (х ,  у) та!{ : 

(Eu) Ф (х, и, у) .  

( <<Существует и ,  !{Ото рое ,  б удучи прибавлено 1{ х ,  
дает у>> . ) 



1 38 Узкое исчисл ение предикат ов 

Если мы подставим это определение в наше утвер­
ждение,  то последнее примет следующий вид: 

[ (Еи) Ф (х, и ,  у) & (Еи) Ф (у, и , z) ]  � (Еи) Ф (х . и ,  z) . 
В этой форме можно доказать рассматриваемое 

предложение, если в о снову сложения величин по­
ложить следующие две посылки :  

1 .  <<две величины всегда могут быть сложены>> , т .  е .  
(Ez) Ф (х , у , z) .  

2 .  <<для сложения величин имеет место ассоциа­
тивный закон :  

х + (y + z) = (х + у) + z d-> , 
т .  е . : 

[Ф (х, у ,  и) & Ф (у , z , v) & Ф (и , z ,  w) ]  � Ф (х ,  v ,  w) .  
Обе посылки ! iредставлены в нормальной форме 

с применением свободных переменных . Если мы 
и утверждение приведем к нормальной форме, то оно 
примет следующий вид:  

(и) (v) (Ew) (Ф (х ,  и , у) V Ф-(у, �.  z) V Ф (х, w , z)) .  
Вместо этого можно также написать : 

(и)  (v) (Ew) (Ф (х , и, у) & Ф (у, v, z) � Ф (х, w , z)) . 
Эта формула может быть выведена из наших по ­

сылок следующим о бразом : 
Переименовывая переменные , мы иреобразуем наши 

посылки в :  -

1 .  (Еw) Ф (и ,  v , w) 
2. (Ф (х; и , у) & Ф (и , v , w) & Ф (у, v , z)) � Ф (х , w , z) . 
Если мы применим ко в1 орой  посылке правило 

Vl l ( стр . 59), то можем прео бразовать ее в :  
Ф (и , v , w) --7 [ (Ф (х ,  и ,  у)  & Ф (у , v , z)) -7 Ф (х, w , z) ] . 

Используя правил о ,  соответствующее формуле (34) , 
можно отсюда вывести : 

(Ew) Ф (и ,  v ,  w) -+ 
(Ew) [ (Ф (х , и , у) & Ф (у, v ,  z)) --. Ф (х , w , z) 1 ·  
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Так как (Ew) Ф (и , v , w) было принято за истину, то 
получаем далее : 

(Ew) (Ф (х , и , у) & Ф (у , v ,  z) _,. Ф (х ,  w, z)) . 

Ставя спереди, по правилу у ' ,  знаки всео бщности (и) 
и (v) , получим наше ут верждение .  

Разъясненный в этом параграфе метод формального 
проведения доказательства , исходя из посылок, кото­
рые не являются логическими тождествами, применим , 
главным образом ,  когда для какой-либо научной 
области нужно установить о сновные законы или 
аксиомы и вывести из них о стальные предложения 
в качестве следствий . Можно даже сказать , что поня­
тие системы аксиом только теперь получило точную 
формулировку , ибо к полной аксиома1ике относитсн 
не только установление аксиом ,  взятых сами по  себе , 
но и точное указание логических средств , дающих воз­
можность доказательства новых предложений , исходя 
из аксиом. Во проса о том ,  можно ли путем формаль­
ного вывода получИ1ь также каждое предложение ,  
которое содержательно представляет собой  следствие 
из аксиом ,  мы ко снемся в конце этого параграфа .  

Системы аксиом ,  поскольку о н и  вообще могут быть 
формализованы в рамках рассмо rренного здесь узкого 
исчисления предикатов ,  можно подразделить на два 
класса.  Под системой аксиом первой ступени мы пони­
маем такую,  в которой отдельные аксиомы не  содер­
жат переменных предикатов , а содержат 1 о лько инди­
видуальные предикаты . (Здесь и в дальнейшем под 
аксиомами мы понимаем только такие исходные фор­
мулы , которые характерны для соответствующей 
о бласти , а не логические основные формулы § 5 ,  
со ставл яющие неотъемлемую часть каждой системы 
аксиом . )  Если в ю<сиомах имеюrся и пеrеменные 
предикаты ,  1'0 мы будем говорить о системе аксиом 
второй ступти. Исключение из этого подразделения 
делается rолько для аксиом тождества .  Если мы 
снова упо rребим для предиката тождества знак ==, то 
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аксиомы эти имеют следующий вид: 

== (х , х) , 
== (х, у) -> (F (х) � F (у)) . 

(В содержательной аксиоматике эти аксиомы большей 
частью опускаюrся , так как они имеют чисто логи­
ческую природу. Ср . гл. 4, § 1 . ) Во второй аксиоме 
встречает ся переменвый предикат . Несмотря на это , 
мы все еще причисляем системы аксиом , в которых 
неременные предикаты имеются только в аксиомах 
тождества ,  к первой ступени .  Причина этого в том, 
что вторая аксиоl\iа тождества , поскольку она употре­
бляет ся только в соотве rствующей системе аксиом , 
всеl"да может быть заменена аксиомами без персмен­
ных предикатов. Именно , вместо этой аксиомы можно 
взять аксиомы , которые получаются из нее, если под­
ст авиrь вместо F по правилу аЗ) индивидуальные 
предикаты , встречающиеся в этой системе аксиом ,  
и ,  кро ме того , сформулировать в качестве аксиом 
1,. имметрию и транзИ ! ив н ост ь  тождества . Например , 
если мы имеем в системе аксиом индивидуальные 
предикаты Ф ( ) и qr ( ,) , то аксиомы тождества выгля­
дит так :  

== (х , х) 
== (х ,  у) -7 == (у, х) 
(== (х ,  у) & :__-=: (у,  z) ) ----)> == (х , z) 
== (х , у) �  (Ф (х) -7 Ф (у) ) 
== (х , у) � (lf' (х ,  z) � \}!' (у , z)) 

== (х,  у) -7 (lf" (z ,  х) � \J' (z ,  у)) 
и соответ ственно в других случ а я х .  От строгого дока­
зательст ва утверждаемой заменяемо сти мы здесь 
о r казыва емс я .  

Ко вто рой ступ е н и  принадлежит,  например , сист ема 
:шсиом Пеано для нат уральных ч исел , т ак как форму­
лировка аксиомы полной индукции делает нео бходи­
мым употребление персменного предиката , затем 
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система аксиом теории множеств в первоначальной 
формулировке Цермело ,  вследствие появления пере­
мениого предиката в аксиоме выбора .  l{ первой сту­
пени принадлежит , между прочим, гильбер1 овская 
система аксиом геометр ии ,  если оставить в стороне 
аксиомы непрерывности . Аксиомы rеории групn также 
принадлежат к первой ступени . 

В качестве осnовnой проблемы тут естествеnио 
возникает вопрос , возможnо ли , имея каксе-нибудь 
определеnше предложение данной научной облас"' и , 
установить,  является ли оно следствием из аксиом 
или нет . 

# Мы покажем , что эту про блему можно свести 
к про блеме чис rого исчисления предикатов ,  т .  е. к о бо ­
снованному в § 5 исчислению,  содержащему только 
индивидуальные и предика'I ные переменны � .  А именно , 
вопрос  о логической зависимос си предложения о г  
системы аксиом можно свести к другому вопросу : 
являе1ся ли векоторая соответствующая t tормула ч·и ­
стого исчисления предикатов тождественной форму­
лой или нет. Однако это имеет место только в слу­
чае, если система аксиом принадлежит nервой сту­
пени . Мы объ ясним доказательство этого на  ко нкрет­
ном примере .  

При исследовании логических о тношений зависи­
мости между различными группами аксиом геометрии 
осо бенно важным и интересным является обнаруже­
ние того обс1 оятельства , что частный случай теоремы 
Паскаля, I<оторый играет существенную роль в обо­
сновании учения о пропорциях без применения аксиомы 
непрерывности, не может бы rь выведен только из  
аксиом связи , расположения и аксиомы о параллель­
ных. Речь идет о том,  чтобы показать , Ч'IО независи­
мость теоремы Паскаля 0 1  упомянутых аксиом рапно­
сильна невыводимости некогорой формулы чис rого 
исчисления предикатов .  

Для э rого нам нужно прежде всего выразить 
в нашем исчислении подлежащие рассмотрению акс.и­
омы, равно как и упомянутую специальную 1 еоре �1у 
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Паскаля , и притом так, чтобы р ечь шла 1'ОЛько об 
одном роде вещей . Для того что бы избежать по яв­
ления нескольких областей индивидуумов , мы 
воспользуемся не тем , всегда применимым , методом,  
ко rорый был упомянут прежде, а другим, спе­
циально приспособленным к нашему примеру. Для 
этого достаточно только вместо основного от ношения 
между т·очками и прямыми (<<точка х лежит на пря­
мой у>> или <<точки х, у определяют прямую z>>)  ввести 
отно шение между тремя точками Ger (х , у, z) (<<Х , у и z 
лежат на одной прямой >> ) .  Тuчно 1ак  же вместо основ­
ных отношений между точками и плоскостями возьмем 
отношение между четырьмя точками ЕЬ (х ,  у ,  z, и) ( << х;у, 
z , и ЛеЖаТ В ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ>> ) . 

1{ этим двум предикатам мы должны еще присоеди­
нить отношение тождества == (х ,  у) , а также отноше­
ние <<между» Zw (х, у ,  z) ( <<Х лежит между у и z >> ) .  

С помощью четырех введенных отношений можно 
теперь представить логическими формулами все встре­
чающиеся в нашей проблеме аксиомы , а также пред­
ложение Паскаля . При этом существенно ,  что мы 
обходимся в этих формулах без свободных предмет­
ных переменных, ставя повсюду впереди знаки общно­
сти . Например , аксиома : <<Через две точки пр оходит 
только одна единственная прямаЯ>> выражается фор­
мулой : 

(х) (у) (и) (v) { [Ger (х, у , и) &: Ger [х , у ,  v) &: (х , у) & 
(и , v) ] � oer (х ,  и ,  v) } ,  

в словесной форме : << если х ,  у и и лежат н а  одной 
прямой , х ,  у и v лежат на  одной прямой и если , 
далее , х отлично от у , а и от v , то х , и и v лежат на 
одной прямой >> . Аксиома : <<Если две плоскости имеют 
одну о бщую точку, то они имеют по крайней мере 
еще одну о бщую точку, отличную от первой >> ,  выра­
жается формулой 
(х) (у) (z) (и) (v) (w) (р) { [ ЕЬ (х , у , z, р) &: ЕЬ (и , v, w, р) ]� 

(Eq) ( (р , q) &: ЕЬ (х, у,  z , q) &: ЕЬ (U ,  v ,  w, q)) } 
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Аксиоме , существенной для расположения на 
плоскости : << Если прямая , лежа щая в плоскости тре­
угольника и не проходящая через его вершину, пере­
секает одну сторону этого треугольника , ro она пере­
секает и каirую-нибудь другую его ст орону>> ,  соответ­
ствует следующая формула : 

(х) (у) (z) (и) (v) { [ ЕЬ (х, у, z , и) & Ger (х, у, z & 
Zw (v , х, у) & Ger (x,  у, и) &Ger (z ,  и , v) ] - (Ew) [Ger(и , v ,  w)& 

(Zw (w , х ,  z) V Zw (w ,  у , z) ) ] } . 
При введении от ношения <<Gen> и «ЕЬ >> следует 

иметь в виду , что для них свойства симметричности 
должны быть сформулированы в качестве аксиом . 
Таким образом ,  мы должны ввести формулу: 

(х) (у) (z )  {Ger (х , у ,  z) � (Ger (х , z ,  у) & Ger (у , х, z) ) } 
и соо rветствующую для ЕЬ .  Свойства отношения 
тождества также следует сформулировать в виде 
аксиом : 

(х) (у) (== (х , у) � ==  (у, х)) , 

(х) == (х ,  х) ,  
(х) (у) (z) { == (х, z) &=:(у, z) � == (х , у) } , 

(х) (у) (z) (и) { ( == (х , и) &: Ger (х , у , z) )  � Ger (и, у, z) } ,  
(х) (у) (z) (и) (v) { ( == (х , v) & ЕЬ (х , у ,  z , и)) � 

ЕЬ (v , у, z , и) } , 
(х) (у) (и) (z) { ( == (х, у) & Zw (х, и , z) )  --+ Zw (у , и , z) } , 
(х) (у) (и) (z) { ( == (х, у) & Zw ( и , х, z) )  � zw (и , у, z) } .  

Четыре последние формулы выражают, что в к аж­
дом встречающемся отношении тождественные пред­
меты могут замещать друг друга . 

.Мы мыслим себе затем все аксиомы,  записанные 
в виде формул , связанными знаком & в одну един­
ственную формулу . Эта формула предстаnляет собой  
совокупное условие , которому подчинены предикаты 
<< == >> , <<Gtr>> , <<Zw>> « ЕЬ•  или, как выражаются иногда 
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в аксиоматике , она  содержит неявное определение 
этих nредикатов . Будем заnисывать сокращенно эту 
формулу в виде: 

52{ (:::: , Ger , Zw, ЕЬ) . 

Частное предложение Паскаля nри обычном сnо­
собе выражения формулируется следующим образом : 
nусть АВС и А'В'С ' соответственно по три точки 
на двух 9ересекающихся прямых . Пусть все  указан­
ные точки отличны от точки nересечения этих nр я­
мых . Тогда ,  если ВС ' параллельна СВ' и СА' nарал­
лельна АС' ,  то и АВ' параллельна ВА' .  Это nредло­
жение в свою очер едь можно выразить с помощью 
логической формулы, в которой из nредикатов содер­
жатся только ==  и Ger . Обозначим эту формулу через 
� ( = ,  Ger) . 

Утверждение,  о котором идет речь, говорит, что из 

Ш (==, Ger , Zw, ЕЬ) 
нельзя вывести 

� (:::: , Gег) . 
В этом утверждении содержательно-геометрическое 
истолкование==, Ger, Zw,  ЕЬ уже не играет роли . Ибо ,  
в соответствии с аксиоматической точкой зрения ,  nри 
доказательстве предложения из геометрических аксиом 
нельзя исnользовать ничего , отнссящегося к . введен­
ным основным понятиям, что не было бы явно сфор­
мулировано в аксиомах . 

Поэтому мы м·эжем совершен но исключить эти 
предик аты и на их место поставить четыре переменных 
предика rа ,  е стественно ,  с соотве·1 ствующим числом 
аргументов : 

F (х, у) ; О (х , у, z) ;  Н (х , у, z) ; К (х ,  у, z ,  и) . 

Доказуемость предложения Паскаля означала бы, 
что для всяких четырех таких предикатов F, О ,  Н , К .  
для которых 

52{ (F , О, Н , К) 



Вывод сл едствий из данных посылок 145 

истинно , � (F, G) тоже истинно и что , следовательно� 

� (F, G ,  Н , К) __,. �  (F, G) 

есть тождественная формула . Нужно, следовательно , 
установить , что это не имеет места · 

Таким же образом для каждого другого геометр и­
ческого предложения можно указать соответствующую 
формулу исчисления предикатов , такую,  что предло­
жение тогда и только тогда представляет собой след­
ствие из аксиом , когда эта логическая формула 
является тождественной .  Точ но так же и вопросы 
о непротиворечивости можно поставить в связь 
с тождественностью определенных формул .  Например , 
вопрос : являются ли геометрические аксиомы, собран­
ные в формуле 

� ( ==:, Ger , Zw,  ЕЬ) ,  
логически совместными друг с другом , оказывается 
равнозначным с другим вопросом : является ли формула 

'21 (F , G,  Н ,  К) 
не тождественной .  

Мы можем, далее , сказа1ъ , что каждое следствие 
пекоторой системы аксиом первой ступени может 
быть получено также с помощью процесса формал ьного 
вывода , освеще!lного в начале этого парагра фа .  И бо 
тождественная формула ,  выражающая логическую 
завис имость предложения от  аксиом , согласно § 1 О 
есть в то же время и доказуемая формула . После 
подстановки специальных предикатов вместо пер емен­
ных в эту формулу схема заключения Аает самое 
предложение . 

Но.ши последние замечания о б  эквивалентности 
з�шисимости предложения от некоторой системы аксиом 
с тождественной истинностью некоторой определенной 
формулы исчисления предикатов  относятся , как мы уже 
упомянули ,  только к системам аксиом первой сту­
пени . Но и длн систем аксиом второй ступени имеют 
место аналогичные соотношения .  Только тождественная 
10  Ссповы теоретичесной логшщ 
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формула , о которой пр и этом идет речь ,  уже не може·1· 
быть выражена ере ,ствами уз .-tс,го исчисления пре­
дикатсв ;  uна принадлежит к расш иренн ., му исчисле­
нию предикатов ,  ко ropoe должно быть рассмотрено 
в четвертой главе . 

§ . 1 2 . Проблема разрешимасти 

И з  сосбражений пре;,ыдущего параграфа становится 
ясfюй принципиальная важнс,сть проблемы, относя­
щ .йся  к выяснению для данноtl формулы исчисления 
предикатов вопrоса : является ли  она тvждественной 
формулой или н ет ?  Согласно определению, даннему 
в § 5 ,  тождественность векоторой формулы означает 
1·о же самое , чт о  и общ езначимость этой формулы 
для каждой области индивидуу мов. Поэтому говорят 
также о пробле.ме общеЗII.ачимости формулы . Точнее 
было бы говори rь не прос rо об общезначимости, а об  
обще значимости для каждой области индивидуумов . 
Т�Jждественные формулы исчисления преr.икатов, со­
гласно выводам § 1 0 , являются именно теми формулами , 
ко rорые могут быть выведены из системы Ш<сио:v.ы 
§ 5 .  Для решения проблемы общезначимости этот факт 
не мuжст оказать нам помощи , так как мы не имеем 
никакого uбщего крите рия выводимости формулы. 

Формула чистого исчисления предикатов ,  т .  е фор­
мула , в котор ой нет никаких индивидуальных знаков ,  
называетсн выnолним! й в некотор с•Й области индиви­
дуумов ,  rсли можно заменить переменвые высказы­
вания зн�чениями <<истина >> и <<Л ОЖЬ >> ,  переменвые 
предика'l'Ы - какими-либо специальными предикатами, 
определенными в соо1 ветствующей облас rи индивиду­
умов , и свободные предметные переменные- индиви­
дуалы-:ыми предметами таким образом , чтобы формула 
пеr ешла в истинное высказывание.  Е сли о некоторой 
формуле говорят просто , что она выполнима , то при 
эн м имеют в виду, ч rо вообще существуст с.бласть 
индивидуумов, в которой имеет место выnолнимость. 
Если фирмула SЖ в какой-нибудь области индивиду-
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умов не общезначима , то , оч;ви�но ,  \!{ в с оответству­
ющ ей области вы nол нима , и наоборот.  Аналогично  
простая общезначимость формулы \!{ и выпол нимость 
'§! находятся в отн ошении утверждения и о·, р ицания .  

Обе пр облемы общезначимости и выполнимости, 
эквивале нтные друг другу , называют также обычно 
одним общим име нем : проблемой разрешимости 
(Ents c \: e i d u ngsproЫ e m) у зi< ого исчисления предикатов . 
На осн овании замечаний , сделан ных в § 1 1 ,  мы вправе 
считать ее главной щюблемой математuче::кой логики. 

Поясн им на несi(ольких примерах понятия обще­
значимuсти и выпоЛнимости . Например , общезначимы 
все формулы, . к&торые мы мuж : м  вывес1 и из логи­
ческих аксиом , в час1 ности , формулы (2 1 ) - (35) § б .  
Естественн о , все общезначимые формулы также выпол­
нимы. Формула 

(Ех) F (х) 
хотя не общезначима , но  выполнима . Ведь достаточно  
только при произвольно выбранной област и  индиви­
дуумов взять вместо F пр едикат : <<быть тождествен ным 
с самим собой >> .  Такой пр едикат выполняе1 ся не 
только для одного предмета , но даже для всех пред­
метов . Отсюда следует , что выполнима также фо рмула 

(х) F (х) .  
далее , выполнима формула 

(х) F (х, х) & (х) (Еу) F (х , у) . 
Для ее выполнения дrста гочн о  взять в I<ачестве 
области ин л.ивидуумов целые числа ,  а вм€сто F (х , у) 
подставить пре,rт,икат х < у. Не выполнима , например , 
формула 

(Ех) (У) (F (х, х) & F (х, у)) , 
ибо ее  отрицание 

(х) (Еу) (F (х , х) ·v F (х , у)) 
есть тождественная формула.  Действительно , для 
10*  
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каждого х существует у гребуемого рода , ибо мы 
можем взять у равным самому х . 

Проблеме разрешимости можно также дю ь  еще 
более строгую формулировку . Некоторая формула , 
вообще выполнимая,  не должна еще в силу этого быть 
выполнимой в каждой области индивидуумов. Напри·  
мер , формула 

(Ех) ( Еу) (F (х) & F (у) ) , 
конечно ,  выполнима . Доста 1·очно только взять в каче­
стве обласги индивидуумов  область , состоящую из 
О и 1 ,  а в качестве подс1 ановки для F - предикат << х =О>> .  
Существуют тогда х и у такие ,  что х = О и у:рО,  
именно О и 1 . Однако эта формула невыполнима 
в области индивидуумов,  состоящей из одного един­
ственного элемента , так как предш<ат не может одно­
временно для одной и той же вещи выполняться и не 
выполняться .  Точно так же противоположная выше­
упомянутой формула 

(х) (у) (F (х) V F (у)) 
о бщезначима , если существует только один предмет 
в области индивидуумов; в противном же случае- нет . 

Если для формулы в некоторой области индивиду­
умов имеет место выполнимость или общезначимость , 
то то же самое  имеет место и в каждой другой обла­
сти индивидуумов с тем же J<Оличественным (карди­
нальным) числом их ,  как это легко получается с по­
мощью взаимно-однозначного отображения областей 
друг на друга . Поэтому за исключением фсрмул обще­
значимых (соответственно вьшолнимых) в любой обла­
сти индивидуумов, а также формул, ни для какой 
области не обладающих этим свойством , постулирова­
ние общезначимости (соответственно выполнимости) 
пекоторой логической формулы является эквивалентным 
высказыванию о числе индивидуумов . Проблему разj)е­
шимости можно считать решенной в самом широком 
смысле, если имеется ме i"од, который для каждой 
данной формулы дает возможность решить вопрос :  
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для каких областей иnдuвидуумов ona общезnачима 
(соответстбенно выполнима) и для каких нет? 

Что касается отношения друг к другу о беих фор­
мулировок проблемы разрешимости, то уже в § 1 0 
было получено на этот счет одно замечательное пред­
ложение .  

Если uекоторая формула общезначима в счетно­
бесконечной области,  то она общезначима вообще и , 
следовательно, является тождественной формулой . 

Сформулированное для выполнимости . это предло ­
жение гласило бы : 

Если пекоторая формула вообще выполнима, то вы­
полнимость имеет место и в счетно-бесконечflой обла­
сти индивидуумов . 

В качестве (правдLl , значительно более  тривиаль­
ного) дополнения этого предложения мы имеем далее : 

Если некоторая формула выполнима в какой-llибудь 
области шtдивидуумов, то она выполнима также 
в каждой области с большим числом llllдивидуумов . 

Именно, определение предикатов , выполняющих 
формулу в некотJрой области (/) , легко можно так 
расширить , что выполнимость будет иметь место 
и в области индивидуумов (/ ' ) , которая содержит (/) 
в качестве своей части . Для этого мы выбираем из 
области ( /) какой-либо элемею tx и распространяем 
определение предикю ов на область (/ ' ) ,  рассматривая 
все элементы из (/ ' ) ,  которые  не принадлежат к ( /) ,  
как тождественные с tx .  Например , если м ы  имеем 
nредикат Ф с п пу с rыми местами , выполняющийся 
в области (/) , то соответствующий nредикат чr оnре­
деляе1 ся в ( / ' )  следующим о бразом:  для всех 
Х1 , Х2 , • • • , Xn из ( / ' ) И:\\еет ��есто : 

1�' (x t ,  Х1 ,  • • . , Хr. ) ......, Ф (�� · �2 • • • . , �п) · 
При этом �; тождественно с х1 в том случае , когда 
х1 принадлежит к (/ ) ;  в пр отивном случае оно  рав­
но tx .  Из способа , каким о пределены предикаты , по­
лучается затем- на чем мы здесь не будем в деталях 
O CT:t l l a B Л И BI\ТJ ,C Я - ВЫnо Л Н ИМОСТI >  В облаСТИ ( / ' ) .  
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Для случая, когда область индивидуумов сосtржит 
опz:есе eimoe конечное число индивидуумов, вопрос об 
общезначимости (соответственно выполнимости) вагда 
может быть  решен . 

В самом деле ,  в этом случае знаки общно сти мо­
гут быть заменены конечными конъюнкциями выска­
зываний , а знаки существования-ко нечными дизъюнк­
циF.мИ высказываний , и во прос о б  о бщезначимс ети 
(соответственно выПС'лнимости) формулы в данной 
конечно й о бласти сводится к во просу сб о бщезначи­
мс ети (соответственно выполнимости) некоторой фор­
мулы исчисления высказываний . 

Следующий вример сделает это бол ее ясным. Пусть 
нужно исследовать во прr с о выполнимости формулы 

(Ех) (у) (F (х, х) & F (х , у)) 
в области ,  состоящей из . двух элементов ,  Если мы 
обозначим элементы ЭТ()Й о бл 1сти через О и 1 , то каж­
дая фо рмула вида (Ех) �1 (х) в этой обЛlсти будет 
равнозначна с S!l (О) V S!l ( 1 ) ,  а каждая формула вида 
(х) �1 (х)-с � (О) & S!( ( 1 ) . Поэтому нашу q,ормулу можно 
за�енить сначала формулой : 

(у) (F (O, О) & F (0, у)) V (у) (F ( l , 1 ) & F ( l ;y) ) 
и затем фо рмулой :  

(F (0 , О) & F (0 ,  О ) & F (0, О) & f<' (0 ,  1 ) ) V (F ( 1 , 1 )  & 

F ( l , O) & F ( l , 1 ) & F ( 1 , 1 ) ) . 
После это го вопрос сводится к такой замене F (0, 0) , 
F (0, 1 ) и т . д. истинными и ложными высказывани­
�ми ,  при которой вы оажение в целом получило бы 
значение <<истинно >> . Другими словами , выполнимость 
формулы в о бласти с двумя элементами св<'дится 
к вьшолнимосш формулы исчисления высказываний :  

(А & А & А & В) V (C & D& C & E) .  
Из последних предтжений вытекает следующее :  

f'f ли для данной форлtулы удиется показат ь ,  что она 
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вообще может быть · выполнена тогда и только тогда , 
когда имеет место выполнимость  в пекоторой области 
с ощ;еселенным конечным числом k индивидуумов , то 
проблема выполнимости решена для всех облас". ей 
uндизидуумов . 

Ибо нрежде всего • можно установить , имеется ли 
выполн имость в о бласти с k и ндивидуумами . L сли 
это не имеет места , то фо рмул1 не  выпс Jtнима ни  в како й  
о бласти.  t.сли же ее можно ВЫП( Jt н и т ь  в эт с  й о бла­
сти , то это можно сделать и во всех о бластях с боль­
шим ч ислом индивидуу мо в .  Нам о стаетсq в таком 
случае исслер;овать еще только выполн имость в обла­
стях с 1 ,  2 ,  . . .  , k - 1 элементами , которую также мож­
но установить . 

Отметим тут же , что таким образом нельзя до­
стичь общего решения проблемы разрешимс  сти . И ме:-l ­
но ,  существ ют формулы ,  которь·е не вы rzолнимы ни 
в какой коr . ечной области индивид умов .  но выполни­
мы в области с бесконечным числом элементов . 1{ числу 
та({их формул принадлежит , например:  

(х) (Е)' ) F (х, } )  & (х) F- (х, х) & (х) (;:) (z) ( (F (х , у) & 
F (у , z) � F (х , z ) ) . 

Эта формула выполня ется , например , в области нату ­
ральных чисел предик атом х < у . Напр отив, доп у ­
щение выпол нимости в области с к онечным числом 
индивидуумов сразу же приводит к противоречию.  
Допустим , что Ф - выпол н яющи й  щ,едикат .  Н с илу 
истинности (х) (Еу) Ф (х , у) в таком случае существо­
вала бы сколь угодно продолжаемая uепь элементов 
а" а� ,  а. ,  . . . такая , что всегда имеет место Ф (а1 , а1н) · 
Но в силу предположенной конечности области инди­
видуумов ,  при этом существовr1ли бы i и k (k> i) 
такие , что а1 и а означают один и тот же  элемен т .  
И з  

(х) (у} (z) (Ф (х , у) & Ф (у , z )  � Ф ( х ,  z)) 

мы получили бы тог,'�,а Ф (а1 , а1} , межr.у тем как роJТЖ­
но быть (х) Ф (х . х) .  



! 52 Узко е исчисление предикатов 

В то время как проблема разрешимости в исчис­
лении высказываний легко решалась, например ,  путем 
использования конъюнктивной или дизъюнктивной 
нормальной формы (ер .  гл . 1 , § б, а также гл . I ,  § 8) , 
проблема разрешимости в исчислении предикатов 
представляет собой очень трудную и в целом отню�ь 
не решенную проблему. Определенные причины, на 
которых мы подробнее остановимся н иже, з аставляют 
даже считать безнадежными попытки ее полного 
решения.  Но ввиду центрального значения проблемы 
большой интерес представляют попытки дать решение 
хотя бы для возможно более широких классов 
формул. Излагаем важнейшие результаты, полученные 
в этом направлении. 

Во всех дальнейших расемотрениях мы считаем , 
что все формулы, которыми мы оперируем, не содер­
жат уже никаких свободных предметных перемен­
ных .  Прежде чем приступить к рассмотрению частных 
случаев решения проблемы разрешимости, остановимся 
на некоторых предложениях общего хараt<тера , кото ­
рые находятся в связи с проблемой разрешимости . 
Некоторые из этих предло жений мы отметили уже 
в § 8; именно ,  предложения о предваренной нормаль­
ной форме и нормальной форме Сколема . Они имеют 
то преимущество , что при расемотрениях вопросов  
общезначимости или выполнимости формул последние 
можно представить в специальной нормированной или 
редуцированной форме без ущерба для о бщности рас ­
емотрений . Поэтому говорят также о предложениях 
редукции . Например ,  предложение Сколема утверждает 
(если мы сформулируем его эдесь для выполнимости) , 
что для каждой данной формулы исчисления преди­
катов можно указа rь другую с приставкой  в форме 

(Х1) • • • (Xm) {Еу1) • • •  {Еу11 ) , 

которая относительно выполнимости равнозначна пер ­
JЮЙ .  Мы можем поэтому при р ешении проблемы вы­
полнимости ограничиться формулами, приставки кото ­
рых имеют yкaзaJIJtyю форму . 
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Дальнейшие предложения этого рода относятся или 
также к редуцированию формул к таковым с о преде­
ленными приставками ,  или к редуцированию числа 
аргумею ов у имеющихся предикатных переменных 
и т. д. Из многочисленных результатов в этом на­
правлении мы упомянем только следующие .  

Для каждой формулы можно указать равнознач ­
ную ей в отношении выполнимости, в которой встре­
чаются только одноместные и двуместные предикат­
ные переменные 1 • Можно ,  далее ,  ограничиться даже 
такими формулами, в которых встречается только один 
единственный двуместный переменный предикат и ,  
кроме того , приставка имеет форму 9 :  

(ЕХ1} . . .  (Ехт) (у1) (у2) (Ez) (u1 ) . . .  (ип) ·  
При решении проблемы выполнимости можно , далее , 
ограничиться формулами ,  приставки которых имеют 
форму 8 :  

(х , )  (х2) (Хз) (Еу1 ) · · · (Еуп) ·  
Наконец , при решении проблемы выполнимости до­
статочно рассмотреть формулы, приставки которых 
имеют форму • :  

(Ех) (у) (Ez) (и 1 ) • • • (uп) .  
Интересующихся доказательством этих предложений 
ото шлем к цитированным оригинальным работа�\ • .  

1 Lowenlzeim,  L. , Lrber Mog \ichkeiten i m  R e la tivka lku l .  
Math . An . Bd . 76 ( 1 9 1 5) .  

з Ka lmar,  L . , Zuruckfuhrung des EntscheidungsproЬ iems auf 
den Fa l l  von Forme ln  m i t  e iner e i nzigen Ь inaren Funk tionsvar iab­
len . Comp .  Ma th . B d .  4 ( 1 936) .  

3 Oodel ,  К . ,  Zum EntscheidungsproЬ ie m  des logi schen Funk­
t ionenka lkii l s .  Mh.  Ma th . Physik . Bd .  40 ( 1 933) . 

4 Ackermann , W . ,  Bei trage zum EntscheidungsproЬ iem der 
ma thema ti schen Logi k .  Ma th . Ann . Bd. 1 1 2 ( 1 936) . 

6 Дальнейшие предложения редукци и  находим в работа х :  
Pepis, }. , Bei trage z u r  Reductionstheori e d e s  logi schen Entschei ­
dungsproЬ iems . Acta L i t .  Szeged . Bd . 8 ( 1 936) ; Skolem , Th. , Einige 
Reductionen des Entsch� i tl ungspro Ь i c m s .  Avh . Vid . Aka d .  Oslo ,  1 .  
Ma t . -na t .  K la sst• ,  I IOG . N r .  IJ .  
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Расскажем теперь о важней ших частных случаях,  
в которых удалось реш ить проблему разрешимости .  
Эти частные случаи о бразуют неко торую параллель с вы­
шеупомннутыми пр едл с жениями редуцируемости . Пред­
лсже·нию, что для каждой ф ормулы исчисления пре­
дикато в  можно указать р авнозначную в отношении 
выполнимости , в которой встречаю1 ся только одно­
местные и двуместные пр едикатные переменные , со­
ответствует предложение ,  что проблема решена для 
области форлtул , которые сосержат только одно.ме::т­
ные предикатные пере,wенные .  Точ н о  так же предло­
жениям , котuрые по отношению к проблеме разреши­
мости предпринимаю!' редукцию формул к таковым 
с определенными приставками , соответствует то r факт , 
что для <'Пределенных класссв приставок удалось 
также достигнуть решения проблемы разрешимости .  
Принпиnиальную возможность решения в области 
о ;т,номестных предикатов устан овил впервые Лёвен­
rейм 1 •  Б:)Лее простые доказательства были предло­
жены Сколемом 8 и Б�маном 3• У казанные доказатель­
ства по своему значению выходят за пределы (•бласти 
узкпrо исчисления пр едикатов , так как они р ешают 
проблему разрешим�'сти , поёк()льку встречаются тс•лько 
однС'местные предикаты, и для исчисления предикатов 
второй ступени , которо е п одлежит р ассмотрению 
в четвертой главе , г де мы и ВС'звrатимся к этому . 

В сле з;ующих рассуждениях нам удобнее иметь 
дело с проблемой об щезначимости . Мы можем 
убедиться в разреш имости формул узкого исчисления 

1 Lowenheim, L . ,  Оьеr Mбgl ichkei ten i m  Rela tivka lkii l .  
Math . An . B d .  76 ( 1 9 1 5) . . 2 Sko l e '11 , Th . ,  Un tersuchttngen ii ber d i e  Axiome des K 1 'i ssen­
ka lkii 1s und iiber Produk ta tion- und Summat i onsproЬ Jeme,  welche 
gewi sse K 1assen von Aussagen be treffen . V i d .  Skrifter 1 .  Ma t . -nat . 
K lasse, 1 9 1 9, Nr.  3 .  

3 Behmann, Н . ,  Bei trage zur A lgebra der Log ik  und zum 
F: nstche idungsprnЫem . Math . Ann .  B d .  8 6  ( 1 922) .  

Особенно ясное изложение исчисления одноместных nре ­
,щк�тов мы находим в книге :  Hi!ber . -Bernays , Grund lagen der 
M ath _ ma t i k  1 (ер .  особенно § 5 ,  стр . 1 9 4- 1 95) . 
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предикатов, которые содержат только одн;1местные 
перемен ные  предикаты , следующим элементарным пу­
тем. Пусть дана векоторая формула из указанной 
обласш. 

•· Пусть k - число различных предикатных знаков. 
А,  В , . . . . К ,  встречающихся в рассматриваемой  фор­
муле .  Мы утверждаем: если формула общезначима во  
вL ех случаях , когда область индивидуу,wов состоит са ­
мое большее из 2k пг ед.л,:е:пов , то она во�Jби;е общезна­
чима .  

Для r,оказательства мы дппустим , что рассма гри­
ваемая формула для векоторой системы индивидуумов, 
бrльшей, чем 21' ,  при замене переменных предика гов 
А, В, . . .  , К определенными предикат<Iми А0 , В0 , • • •  , К0 , 
выражает Л<'Жное высказывание . В таком случае мы 
выведем из этого высказьтвания другое Лt)Жное вы­
сказывание , которо е  также получаете� путем специа­
лизации рассматриваемой формулы и относится самое 
большее к системе 2k индивидуумов . 

Мы ппдразделим предметы , к которым относится 
даннl'е ложное высказывание (с предикатами А0 , В0 , • • • , 
. . . , К0) , на классы, причисляя двз предмета а , Ь 
к одному и тому же классу , если высказывания 

А0 (а) , В0 (а) , · · . , Ко (а) 
равно значны соответственно с 

т . е .  
А0 (Ь) , Во (Ь) • . . .  , Ко (Ь) , 

А0 (а) равнозначно с А0 (Ь) , 
Во (а) равнозначно с Во} (Ь ) , 

Ко (а ) равнозначно с Ко (Ь) . 

В результате мы получим самое б ольшее 2" клас­
сов .  В самом деле , для пре -.мета а выражение А0 (а) 
может быть только истинным или лпжным; то же самое 
и .r•,л я BJ (а) и т .  д .  В целом существует , следf\ва-

2� v 1 ельно , тольн:о возможностен для распределения 
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истинности или ложности ср еди высказываний 

А0 (а) ,  В0 (а) , . . .  , Ко (а) , 
и если для двух предметов это распределен ие сов­
падает , то они  принадлежат к одному классу. 

Пусть ос1 0  ОС 2 , • • •  , осп различные классы, которые 
мы таким сбразом получаем , причем, как указано , 
n s 2k . Возьмем теперь совокупность клас�ов ос1 0  ос1 ,  • • •  
. . • , осп в качестве новой системы предметов . По отно­
шению к этим предметам определим k предикатов 
Ан Вн . . . , К1  следующим образом : А1 выполняется 
для класса оср (р ....." 1 ,  . . .  , п) тогда и только гогда , 
когда А0 выполняе'IСЯ для предметов, принадлежа­
щих первоначально к оср. Соответственно  определя ­
ются в1 • • • • •  к1 . 

Если затем в произвольном высказывании, обра­
зованном с помощью логических знаков из предикатов 
А0 , В0 , • • •  , К0 , заменим А0 на Ан Во на В и . . . , Ко 
на К1 ,  возьмем в качестве �начений пер еменных 
вместо первоначальных предме1 ов классы ос 1 ,  ос2 , • • •  , осп 
и заменим каждый определенный предмет ,  встречаю­
щийся в данном случае в высказывании ,  классом , 
J< которому о н  принадлежит , то высказывание пере­
ходит в равнозначное  с ним . 

Истинность это го утверждения непосредственно 
очевидна ,  если соответствующее высказьшание не  содер­
жит знаков общности и существования.  Для общего до­
казательства представим себе высказывание записан­
ным в нормальной форме и от  истинности нашего 
утверждения для т стоящих впереди кванторов за­
ключ им к истинности его для т +  1 кванторов .  

Из этого nредложения , в частности , следует , что 
то  ложное высказывание ,  которое , согласно нашему 
nредnоложению, возникае'l' из данной формулы nосле 
замены персменных предикатов А , В, . . . , К преди ­
катами А0 , В0 , • • • , К0 , снова переходи r в ложное вы­
сказывание , если мы заменим предикаты А0 , В0 , • • •  , Ко 
на А1 ,  В1 ,  • • •  , К1 и возьмем в качестве значений пе­
р еменных классы ОС1 , СХ1 ,  • • • , ОС11 • 
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Поэтому достаточно решить вопрос о всегда-истин ­
ности только для случая , когда имеется самое боль­
шее 2" предметов , т . � · число их конечно . В этом же 
случае,  как мы видели , пробле,wа разрешимости решает·  
ся конечным приемом. 

Если мы теперь снова рассмотрим формулы,  в ко1 J ­
рых встречаются произвольные переменные предикаты , 
то можем легко указать разрешающий прием для 
общезначимости формул , у I{оторых приставка состоит 
только из знаков общности или только из знаков су­
ществования , или у которых все знаки общности пред­
шествуют всем знакам существования . 

Прежде всего рассмотrим формулу первого poi(a , 
т. е .  формулу вида 

(xJ (х") . . .  (Хт) � (xl ,  Х " '  . · · ,  Хт) , 

у которой � (Х1 1 х, , . . . , Х111) больше не содержит зна-
I<ов общности или существования . Эта формула тог­
да и только тогда общезначима , когда она общезначима 
в области ,  содержащей т индивидуумов . 

В самом деле , если бы в н екоторой области с чи­
слом индивидуумов ,  превосходящим т ,  формула н е •  
была общезначимой ,  то в этой о блас ш существовали 
бы элемен1ы а 1 1 а1 ,  • • •  , am и специальные пр едикаты 
такие ,  что выражение 

� (ан а � , . . .  , а111) 

пр едставляло бы соб ой ложную формулу . Однако 
в этом случае,  I<ак неп Jсредственно видно ,  не  было 
бы общезначимости в области (а . ,  al , . . . ' am) · 

Формула 

(ЕХ1) • • • (ЕХ111) � (Хн · · · ,  Х111) ,  
у которой приставка состоит только из знаков суще­
ствования. общезначима , если имеется общезначимость 
в области только с одюlм индивидуумом . 

Действительно ,  если вышеупомянутая формула не 
общезначима , то , во всяком случае ,  не о бщезначима 
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и фс рмула 
(Ех) � (х, х , . . . , х) , 

которая ве,г.ь представляет со бой более сильное утвер­
ждение. Таким образом ,  существует в некоторс.й  vбла­
сти элемент а и снециальные преJ икаты тш<ие,  что 
�� (а , . . .  , а) превращается в ложную формулу . Мы не  
имели бы в таком случае общезначимости и в этой об­
ласти с одним нашим элсме ьтс м а .  

Так ж е  нро С1 о можно показать , ч rо формулы 

(Xl) · · · (Xm) (Еу ,) · · · (Еуп) � (Хн · · · ,  Хт , Ун • • • , Уп ) , 
у которых все знаки (]бщнс сти идут раньше знаков 
существования , общезначимы , (СЛИ имеется о бщезначи­
мость в о бл:.tсти с т индиви; ,уумами .  v.менно , мы о бра­
зуем дизъюнкцию всех возможных формул 

� (Х1 1  • • •  1 Х , ,  Х1 , • • • , Xi ) ,  1 n 
которые получаю1ся из  � (Хн . . .  , Хт, У1 ,  • • •  , У т) при 
какой-нибудь замене Ун . . . , Уп неременными из ряда 
Х� о • • •  , Хт · Обозначим эту дизъюнкцию через 
58 (хн . . .  , Хт) · Очевидно , лля области из  т индивидуу­
мов из общезначимости 

(Xl) · · · (Хт) (Eyl) • · · (ЕУп) � (Хн · · · ,  Хт, Ун · · · ,  Уп) 
следует о бщезначимость для 

(xl) · . · (xm) 58 (xl ,  · · · ,  Хт) , 
а значит, и о бщезначимость 

(x l) · · · (Хт) 58 (Хн · · · , Хт) 
JIOOбii•.e Но 1 Ш< как (Х1) • • • (х", ) 58 (Хн . . . , Хт) пред­
ставляет собой более сильно е высказывание, чем 

(Xl) · · · (Хт) (Eyl) · · · (Eyll ) � (Хн • · · , Хт , Ун · · · •Уп) , 
то наше утверждение доказано 1 ; 

1 Последние  из упомянутых частных случаев проблемы 
разр�шимоLти были окон ател ьно ре шt-ны в 1 аСоте Ве nays f'. 
und S l.iJnj inA eL М .  Zum E r.to ch e i d u ng� pruЫ , m  der m Jthem J l h i ­
schen L o g i k .  Math .  Ann . B d .  99  ( 1 9..:8) . 

(Б е р н а й с и Ш е й н ф и н к е л ь, 1{ проблеме разре­
шимости математической логики . )  



nроблема rазреши wocm u 

Из числа других решенных частных случаев про­
блемы разрешимL сти ,  в которых , впр счем,  приходят 
к пели уже не такими прс стыми средствами , упо ­
мянем еще следующий. Для формул, приставка кото ­
рых имеет форму 

(Х1) • • • (хт) (Еу1) (Еу2) (z1) • • •  (z11) , 
также можно решить вопрос об общезначимости 1 • 
И в этом случае решение вопроса об  общезначимости 
вообще может быть сведено к решению вопро са о б  
о бщезначимо сти для о ,1р еделеннс й ко нечной о блас·ш  
индивидуумо в . Однако этими типами приставок исчер­
пываются случаи, когда таким r1утем удается решить 
во просы об vбщезначимости . Длн всех других приста­
вок можно указать формулы , которые  о бщезначимы 
во всех областях с конечным числом индивидуумов, 
однако н е  общезначимы в о бласти с бесконечно мно­
гими индивидуумами 2 •  

Что касается общего решения проблемы разреши­
мости ,  то по иски такового после исследований, кото­
рые предпринял Черч ,  примыкая к работам Геделя, 
следует рассматривать как безнадежные 3 • На изложе-

1 Ср .  GiHe l ,  К . ,  Zum Entsche idungsproЫem des logischen 
Funktionenka lkii ls (предвариу.  изл . в J::rg . Wien. math .  Ko l l .  
Bd .  2 ( 1 932) . Kalmar, L . ,  Ober d i e  Erfii l l barke i t  derj enigen 
Zahlausdriicke, we lche in der Norma lform zwei benachbarte A l l­
zeichen entha lten .  Math .  Ann . Bd .  1 08 ( 1 932) . S hй ' t e ,  К . ,  Unter­
suchungen zнm EntscheidungsproЬ !em der ma themat ischen Logi k .  
Math .  Ann .  Bd .  1 09 ( 1 934) ,- Uber d i e  Erfii l lbarke i t  e i ner Юasse. 
von logischen Forme ln .  Math . Ann . Bd .  1 1 0 ( 1 934) . Для случа � ,  
когда вышеупомянутая приставка содержит не  два , а толь­
ко один знак существования,  решени е  получено уже раньше 
A h:ne ;.ма , шм R С�;оле tа м .  Ср .  A cke:mш n,  W . , Ober d i e 
Erfii Пoarkei t  gewi sser. Ziihlaнsdriicke . Math .  Ann . Bd .  1 00 
( 1 9.!8); Sko:em, Th. , Uber d i e  mathema t ische Logi k .  Norsk . mat .  
Tidskr. Bd .  10 ( 1 928) . Частный случай зтого рода был уже рас ­
смотрен в работе , указанпой в предыдущем примечании . 

2 Ср .  nервую из упомянутых в предыдущем примечании 
работу К. Sct;й . te .  

3 C h J Гch, А . ,  An unso lvaЬle proЬ lem o f  e lementary number 
theory . Amer. J .  Math .  Bd. 58 ( 1 936) . А note on the Entscheidungs­
proЬ iem , Correc tion to а note on the EntscheidungsproЬiem.  
J.  Syrnb.  Logic .  Bd .  1 ( 1 936) . 



16.0 Узко е исчисл ение предикатов 

нии этих исследований в рамках данной книги мы не 
можем останавливаться.  Отметим только , что о бщий 
разрешающий метод должен был бы состоять в неко­
тором р екурсивном приеме для отдельных формул , 
который каждой  формуле относит окончательно зна· 
чение <<истинно >> _ или <<ложно >> . Но существование 
такого р екурсивного приема отрицается работой 
Черча; во всяком случае ,  нео бходимые рекурсии не 
подпадают под установленный Черчем общий тип ре­
курсии ,  с помощью которого содержательно несколько 
неопределенное понятие рекурсии получило известное 
формальное уточнение . 

Что бы избежать недоразумений , следует отметить, 
что невозможность найти всеобщий разрешающий метод 
не означает , что можно указать определенные формулы , 
неразрешимость вопроса об  о бщезначимости которых 
можно было бы доказать . Предположение существо­
вания подобного доказательства немедленно приводит 
к противоречию. Из такого доказательства нолучилось 
бы доказательство то го ,  что эта формула не выво­
дима из системы ак�иом § 5. Однако , пользуясь пред· 
ложеннем полноты § 10 ,  в таi<ом случае можно было 
бы доказать вьшолнимость отрицания этой формулы . 
Но таким образом вопрос об  общезначимости был бы 
решен и притом в отрицательном смысле . Таким об­
разом , во всяком случае задача расширять о бласть 
тех формул , для которых решается проблема разре­
·шимости,  остается и в дальнейшем ценной и значи ­
тельной.  



Г ЛАВА ЧЕТБЕРТ АН 
РАСШ ИР ЕННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДИНАТОП 

§ 1 .  И счисление предиl(атов второй стуnени 

К первому расширению узкого исчисления преди­
катов, или,  как его еще называют , исчисления преди­
катов первой ступени ,  мы приходим, учитывая то 
о бстоятельство , что формализм узкого исчисления явно 
не завершен . Так, мы можем , правда , выразить, что 
некоторая формула для всех значений встречающихся 
в ней персменных предикатов выражает истинное 
высказывание , но мы не можем выразить утверждение , 
противоположное этому. В самом деле ,  если мы поста ­
вим черту отрицания над всей формулой ,  то это будет 
означать , что формула для всех значений пер сменных 
предикатов долж на выражать ложное высказывание .  
Однако возможно , что  некоторая формула представляет 
утверждение, про которое н ельзя сказать ни что оно 
истинно для всех значений переменных предикатов ,  н и  
ч то о н о  ложно для всех значений nеременных преди­
катов . Например , формула (х) F (х) , конечно , ни  
для какой области индивидуумов н е  общезначима ; 
но также не  является общезначимой и формула 
(х) F (х) . Чтобы выразить, что (х) F (х) не общезначима , 
мы должны были бы располагать знаком существова­
ния для предикатов .  Вполне естественным представ­
ляется поэтому такое расшире ние исчисления преди­
катов первой ступени ,  при  I<Отором мы применяем 
знаки общности и существования также в связи с пере­
менными высказываниями и переменными предикатами 
и различаем свободные и связанные переменные подоб­
llого рода . 

Понятие логической формулы , сформулированное 
в § 4 .  подвергается в таком <:лучае соответствующему 
расширению . Мы приходим к исчислению предикатов 
второй ступени. 
1 1 ('сповы теоретiJчесно ti  л оrш:и 
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Поясним несколькими примерами получающееся та­
ким образом расширение возможностей выражения .  
Формула 

(Р) (х) (Р (х) V Р (х)) 

высказывает , что (х) (Р {х) V Р (х)) выполняется для 
каждого предикат1 Р. Формула 

(А) (F) ((х) (А � F (х))  "" (А � (х) F (х))) 
выражает , что отношение между высказываниями и nре­
дикатами , о пределенное через 

(х) (А � F (х)) "" (А � (х) F (х)) ,  
выполняется для любых высказываний и предикатов .  

Подобного же рода случай возникает при символи­
ческой формулировке принципа полной и_ндукции .  Содер­
жание этого принципа можно выразить следующим 
образом:  

« Если неi<оторый предикат выполняется для числа 1 ,  
и если при  выполнении предиката каким-либо числом 
о н выполняется и непосредственно следующим числом, 
то этот nредикат выполнflется каждым числом>> .  

Если мы  введем знак Seq (х ,  у )  для отношения числа 
к непосредственно следующему,  то этот принцип мы 
можем выразить формулой:  

{Р ( 1) & (х) {у) [Р (х) & Seq (х, у) � Р (у)] } � (х) Р (х) , 
постулируя ее в качестве истинной. 

Если мы хотим еще явно выразить самим способом 
записи ,  что эта формула должна выполняться для всех 
предикатов Р, то следует перед формулой поставить 
знак всеобщности (Р) . 

Дальнейший хараю ерный случай представляет со­
бой определение тождества . Отношение тождества 
можно , по определению, свести к о сновным логическим 
отношениям , считая х тождественным с у, если каж­
дый предикат,  выполняющийся для х, выполняется 
также для у, и о братно .  В смысле этого разъясне- · 
ния знак тождества = (х , у) можно понимать как 
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сокращение для выражени.J 

(F) (F (х) "' F  (у)) . 
В приведеиных случаях уnотребление знака общно ­

сти хотя и очень естественно , но все же н е  неизбежно . 
Однако существуют случаи , когда употребление знака 
общности необходимо ,  если не  желать отказаться от 
важных возможностей выражения . 

Если пожелать , наnример , выразить , что каждый 
предикат R (х ,  у) , эквивалентный тождеству,  обладает 
свойством симметрии, то приходится записать это сле­
дующим образом:  

(R) { (х) (у) [R (х , у) "'  (F) (F (х) "' F {у) ) ] -� 
(х) (у) (R (х ,  у) � R (у , х))} . 

Здесь знак общности (F) нельзя отбросить, не  изменял 
смысла высказывания.  

Как уже выше уnомянуто , без знака общности 
нельзя обойтись и когда об  оnределенном выраже­
нии нужно сказать, что н е  для всех значений встре ­
чающихся в н ем  персменных предикатов оно является 
истинной формулой .  Например , чтобы выразить, что 
(х) (у) F (х, у) не явлqется общезначимой формулой,  мы 
можем nрименить формулу 

(F) (х) (у) F (х,у) 
или также равнозначную ей 

(EF) (Ех) (Еу) F (х, у) .  
Такое Же положение вещей имеет место ДШI мно­
гих нредложений логики, содержащих утвержденин 
общего характера о высказываниях и предикатах ; это 
применимо , например , к предложению, что для каж­
дого высказывания Х существует высказывание У такого 
рода , что из о боих высказываний по крайней мере 
одно , но  и только одно ,  истинно (т. е .  к предложению 
о существовании противоположности для высказыв<: · 
ния) . В расширенной си.мволике оно получает выражение 

(Х) (ЕУ) (Х V У & Х & У) . 
1 1 *  
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Между 1 ем посредством прежней символики это 
предложение не могло бы быть передано . 

Расширение символики дает нам также возможность 
формулировать символически такие проблемы и их ре­
шения ,  которые раньше требовали обстоятельного 
содержательного описания . Я напомню, например , рас­
суждения , которые мы применили в § 8 главы 1 .  
Полученные  там результаты можно выразить следую­
щими формулами: 

(Х) (А1Х & АзХ) "" А 1 & А. , 
(ЕХ) (А1Х & AzX) "" Al V А2 . 

Э1И формулы дают правило , позволяющее заменить 
выражение, содержащее кванторы  для переменных 
высказываllий ,  эквивалентным выражением , в котором 
эти кванторы уже не встречаются . Именно ,  надо по ­
следовательно разворачивать выражение по переменным, 
принадлежащим самим внутренним кванторам, о1 бра­
сывая затем всякий раз эти кванторы по правилу исклю­
чения, выраженному в наших формулах . Например , из 

(Х1) (Х2) (А1Х1Хв & А,Х1Х2 & AaXlXs & А,Х1Х2) 
получаем ,  прежде всего , исключением квантора (Х1) 

(Xl) ((Al & А.) xl & (Аа & А,) Xl)) 
и дальше 

А1 & А2 & Аз & А, . 
Это правило uсключения , которое мы теперь можем 
сформулировать символически ,  дает нам возможность 
решать вопрос об истинности (соответственно ложно­
сти) формул, в которых содержатся только п еремен­
вые  высказывания и принадлежащие им кванторы . 
Например ,  в вышеупомянутой формуле 

(Х) (ЕУ) (ХУ & Х & У) 
мы прежде всего ра звертываем выражение ХУ & Х & У 
по У .  Пол учим 

( Х \  (ЕУ) (ХУ & ХУ . 
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Ис1шючение само го внутреннего квантора дает 

(Х) (ХХ) . 

Но выражение ХХ являет ся общезначимым , nоэтому 
формула (Х) (ЕУ) (ХУ & Х & У) истинна . 

Проблема разрешимоС1 и для узкого исчисления 
nредикатов в обоих ее nониманиях nолучает теперь 
свою символичесi<ую формулировку . Например . обще­
значимости (соответственно выполнимости) форму ль1 

(Ех) (у) (F (х , х) V F (у ,  у) V G (х,  у)) 
в некоторой области индивидуумов соответствует 
в расширенном исчислении справедливость формулы 

(F) (G) (Ех) (у) (F (х,  х) V F (у , у) V G (х , у)) , 
соответственно формулы : 

(EF) (EG) (Ех) (у) (F (х х) V F(y, у) V G (х , у)) 

для этой области . 
При ин rерпретации логИческих формул мы всегда 

можем положить в основу формулы , н е  содержащие 
вообще никаких свободных переменных . Действительно , 
в каждой формуле со свободными персменными можно 
устранить nоследние , поставив вnереди формулы 
соответствующие знаки общности . Поэтому в исчисле­
нии Б1Орой ступени не  может быть и речи о б  обще ­
значимости или выполнимости формул в прежнем 
смысле . Все же  при помощи одной rолько символики 
смысл формул еще не устанавливается однозначно , 
так как мы еще н е  знаем , какая область индивидуумов 
должна быть положена в основу . Например ,  формула 

(EF) (Ех) (Еу) (F (х) & F (у)) 

выражает ложнее  высказывание , если о бласть индиви­
дуумов состоит только из одного элемента ; во всех 
же остальных случаях она представляет истинное вы­
сказывание . 
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Под тождественными формулами исчисления мы 
будем теперь понимать формулы, которые при произ­
вольном выборе  о бласти индивидуумов представляют 
истинные высказывания. Если угодно , можно говорить 
также о б  о бщезначимых формулах, причем, однако , 
общезначимость относится только к областям индиви­
дуумов.  Соответственно ,  можно называть выполнимыми 
1 е  формулы, для которых вообще существуют о бласти 
индивидуумов ,  по отношению к которым эти формулы 
выражают истинно е  высказывание . Общезначимость 
векоторой формулы и здесь всегда равнозначна с не­
выполнимостью формулы, снабженной чертой  отри­
цания. 

l{ тождес1 венным форм;лам относятся все тожде­
ственные формулы узкого исчисления предикатов ,  
а также и другие .  Если знак == (х, у) представляет, 
как и ранее ,  сокращение для (F) (F (х) ......_ F (у)) , т. е .  
для предиката т ождества , то  формулы 

(х) == (х, х) ;  (х) (у) (== (х, у) � == (у, х)) 
являются тождественнымиL Дальнейшими примерами 
являются 

(EF) (Ех) F (х) ; (F) (EG) (х) (у) (F (х, у) V G (х,  у)) . 
l{ выполнимым формулам принадлежат все фор­

мулы, которые получаются из выполнимых формул 
узкого исчисления предикатов, если поставить впереди 
соответствующие знаки существования для предика­
тов; однако этими формулами не  исчерпывается сово ­
"упность выполнимых формул . Например , 

(F) ((Ех) F (х) � (х) F (х)) 
·1 акже является выполнимой формулой.  

Естественным следующим вопросом был бы: нельзя 
ли и здесь, подобно тому . как это сделано в исчисле­
нии предикатов первой ступени, указать систему ло­
гических основных формул, из которой все другие 
тождественные формулы получались бы в результате 
!'tоследовательных действий по определенным правилам . 
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Заметим 1ут же,  что полной системы аксиом для тож­
дественных формул исчисления предикатов второй сту­
пени не существует . Более того , как показал К .  Гедель, 
для любой системы основных формул и правил вывода 
можно указать тождественные формулы , которые 
не могут быть выведены 1• Все же для большинс1 ва 
возникающих задач можно считать достаточной сле­
дующую систему . 

Прежде всего мы берем все основные формулы 
и правила вывода узкого исчисления предикатов ,  
причем в отношении правил вывода н ужно иметь 
в виду, что понятие формулы теперь расширено . 
К основной формуле е) мы можем . присоединить 
любое число основных формул вида 

(F} � (F) � � (а) .  
При этом � (F) есть формула , которая содержит сво­
бодный переменный предю<ат F и н е  содержит а; 
�1 (а) - формула, которая получа�тся из �L  (F) , если 
по правилу аЗ) подставить а вместо F в формулу 
�( (F) . Можно  также присоединить в качестве основ ­
ных любое число формул вида 

� (а) � (EF)� (F) .  
1{ этому присоединяются еще  основные формулы, 

которые тесно связаны с аксиомой выбора теории 
множеств . Первая из этих формул есть 
g) (EF) { (х) [ (Еу) а (х,  у) � (Еу) (F (х ,у) &: G(X ,Y)]  

&: (х) (у) (z) [ (F (х,  у) &: F (х , z) � -= (у, z) ] } .  

Смысл этой формулы заключается в следующем. Пре­
дикат а (х , v) тем х ,  для которых вообще существует 
у со свойство м а (х, у}, приводит в соответствие 
некоторые значения у. Наша основная формула 
высказывает, что для каждого х можно выбрать одно 

1 GiИel К . ,  Оьеr forma l unentscheidbare Satze d e r  Pri nc i p i a  
Mathematica und verwandter Systeme.  M h .  M a th .  Physi k .  Bd. 38 
( 1 93 1 ) .  
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из приведеиных ему в соответствие значений таким 
образом , что соответствие будет однозначным . F выра­
жает такое однозначное соответствие .  

П усть , далее , � (х, F( . , . . .  ) ) - формула , содержа­
щая сцободное предметное переменное х и свободный 
переменный предикат F с n пустыми местами . Пусть 
�( (х , G (х , . . .  ) )  означает формулу , которая получается 
из � (х , F ( . . .  ) )  в результате замены, но правилу 1ХЗ) , 
каждой части F (а1 ,  а2 ,  • • •  , ап) нашего выражения 
на  G (х, ан а2 , • • •  , ап) , причем G обозначает перемен­
ную с n + 1 пустыми местами . Тогда мы можем 
принять в качестве основной и · формулу 

h) (х) (EF)� (х , F ( . . . )) __.,. (EG.) (х) � (х , G (х, . . .  ) ) .  
Истинность этой формулы м ы  можем усмотреть сле­
дующим образом . Если для каждого х существует F 
такое , что выполняется �( (х , F ( . . .  ) ) ,  то мы можем 
для каждого х выбрать одно  из этих F, которое мы 
обозначим Fx.  Если мы теперь определим О так ,  что. 
выполняется 

(Х) (yl) (у2) · · · (У�� ) (G (Х, Уа • · · · , Уп) ""'  рх (Ун · · · , Уп)) , 
то получим О вида , постулированного основной фор­
мулой h) . 

Правила вывода остаются теми же самыми ,  что 
и правила узкого исчисления предикатов; только 
теперь правила y l ) ,  у2) , 8) следует так расширить, 
чтобы они относились также и к переменным преди­
катам . 

Из этой системы получается (на чем мы здесь 
не будем подробно останавливаться) , что результаты , 
которые мы прежде вывели для узкого исчисления 
предикатов, могут быть , в соответствии со смыслом ,  
распространены и н а  новые формулы. Например , 
предложение о предваренной нормальной форме , 
принцип двойственности , предложение об образовании 
противоположности для формулы остаются и теперь 
истинными .  Точно так же каждой формуле узкого 
исчисления предикатов , которая содержит индивиду-
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альные переменные , можно привести в соответствие 
класс формул , в которых содержатся переменные 
предикаты .  Например ,  тому факту ,  что 

(х) (F (х) � G (х)) � ((Ех) F (х) -> (Ех) G (х)) 
[формула (34) ] была выводимой формулой , теперь 
соответствует выводимость каждой формулы вида 

(F) (� (F) � >В (F)) -> ((EF) �{ (F) � (EF) >В (F)) . 
Для вывода достаточно  только повторИ'Iь, с соответ­
ствующим видоизменением ,  доказательство фор­
мулы (34) . То же самое относится и ко всем другим 
формулам узкого исчисления предикатов . 

Под пробле.иой разрешимости второй ступени мы 
понимаем проблему : для данной формулы исчисления 
решить вопрос , представляет ли она тождественную 
формулу или нет .  При более строгой формулировке 
следовало бы решить , для каких областей индивиду­
умов формула выражает истинное высказывание 
и для каких нет. Так как проблема разрешимости 
второй ступени включает в себя такую же проблему 
первой ступени , то не приходится и думать об общем 
решении проблемы разрешимости второй ступени .  

Единственный важный частный результат заклю­
чается в том (если не говорить о СЛ) чаях, которые 
относятся к области узкого исчисления нредикатов 
и были там решены) , что решение удалось провести 
полностью для области формул , которые содержат 
только одноместнь:е nредикаты . Доi<азательство этого 
приведено в работах Лёвенгейма, Сколе.wа и Бемана ,  
упомянутых уже в § 12  предыдущей главы . При  
:этом решение проблемы разрешимости получено в с1 р0 · 
гом смысле . Что I<асается подробного изложения 
разрешающего алгор и rма , мы укажем на особенно 
ясно построенную работу Бемана . Здесь же ограни­
чимся I<раткой хараi<теристикой использованного 
метода . Решение проблемы разре шимости в области 
одноместных nредикатов основано  на решении про­
блемы исключения для этой области . Под проблемой 
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исJ<лючения мы понимаем вообще следующее .  Пусть 
дана формула � (F, Он . . .  , От , Хр • • .  , xk) , которая, 
кроме свободных переменных предикатов F, 01 , • • • , От 
и J<роме свободных индивидуальных переменных Х1 0  
Х2 ,  • • • , xk , содержит еще , быть может , связанные 
индивидуальные переменные , но не  содержит связан­
ных переменных предика1 ов. Мы спрашиваем , нельзя 
ли указаrь формулу j8 (01 0 • • • , От , Х1 0  • • •  , xk) , та�<же 
не содержащую связанных переменных преди1<атов , 
такую что 

(F) � (F , 01 , . . .  ' от , Хх , . . .  ' xk) ""' 
j8 (Он . . .  .От • х. ,  . xk) 

или, что означает то же самое: 

(EF) � (F,G1 ,  • • •  .От • Х1 1 • • •  , xk) ""' 
� (Он . . . ' От , Хн . . .  ' xk) 

является тождественной формулой второй ступени. 
Если это имеет место , то в каждой формуле можно 
составную час 1ъ: 

(F) � (F , 01 0  • • •  , От , Х1 1 • • •  , Xk) , 
соответственно 

(EF) i (F, Ох • . . . .  От, Xl ,  • • • xk) , 
заменять на j8 (01 ,  • • • .От , Х1 1 • • •  , х1. ) , соответственно 
на j8 (01 1 • • • , От , Х1 , • • • ,xk) . Таким образом, мы мо­
жем пер еменвый предикат F исключить из подобного 
рода формулы . 

· 
Отношение этого к проблеме разрешимости вполне 

понятно . Если я имею формулу исчисления преди­
катов, для которой мне нужно найти решение,  то я ,  
прежде всего , уничтожаю свободные переменные пре· 
дикаты , помещая в начале формулы соответствующие 
знаки общности, и могу затем , если предположить 
проблему исключения решенной ,  исключи1ь перемен­
вые предикаты один за другим, начиная с внутрен­

него ,  так что в качестве окончательного результата я 
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получаю либо значение « истинно» или «ложно» ,  либо 
же наложенное на область индивидуумов числовое 
условие.  

Редуцирование формул путем исключения станет 
понятн ее на примере формулы 

( Р) { (Ех) Р (х) V (ЕО) [ (х) (О (х) �F (х)) & (х) О (х)] } .  
Прежде всего м ы  замечаем, что формула 

(ЕР) (х) (А (x) V F (х) & В (х)\1 F (х) ) � (х) (А (x) V В (х)) ,  
содержащая один и з  основных результатов, относя­
щихся к исключению ,  является тождественной фор­
мулой , так как левую часть э1 ой эквивалентн_ости 
можно преобразовать в 

(ЕР) (х) { (F (х) � А (х)) & (F (х) � В (х)) } .  
И спользуя эту формулу, мь1 можем в нашей исходной 
формуле исключить переменный nредикат О. Именно,  
мы можем составную часть формулы ,  образующую 
область действия для (ЕО) ,  

(:х) ( О  (х) � F (х)) & (х) О (х) 
[формула (29) , гл . 1 ,  § 2 ; формула 30, гл . 1 1 1 ,  § б] , 
заменить на 

(:х) (G (:х) v F (х) & б (х) v F (х) & а (х)) 
или же на 

(Х) (О (х) & F (Х) v а (х)) 
и дальш е на 

(x) [ (F (x) & F (x)) V G (x) & F (x) VO (x) ) .  
Согласно вышеупомянутой основной формуле исклю­
чения,  имеем 

(ЕО) (х) [(F (х) & F (x)) V G  (х) & F (x) V G  (х) ] � 

(х) [(Р (х) & Р (х)) V F (х) ] . 
Выражение 

(х) [ (Р (х) & Р (х)) V F (x) J 
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в nоследней формуле можно заменить на (х) F (х) . 
Таким обра зом ,  наша исходная формула 

(F) { (Ех) F (х) V (EG) [ (х) (G (х) "'  F (х)) &: (х) G (х) ] } . 
после исi<лючения перемениого предиката G переходит � 

(F) { (Ех) F (х) V (х) F (х) } . 
И з  э rой формулы ,  у которой  область действия кван­
тора l F) имеет форму � V � .  непосредственно видно , 
что наша исходная формула являе1 ся тождественной .  

Выше мы уже отметили , что при наличии лишь 
одноместных предикатов  проблему разрешимости 
можно nолностью реши1 ь .  Так как метод исключения 
являе1 ся единственным методом более общего значе ­
ния  из применяющихся к про блеме разрешимости , 
то естественно сделать попытку отыскать способ 
исключения,  применимый и при допущении дву­
и многоместных предикатов . Для некоторых формул 
специальной структуры действительно удается осуще­
ствить такое исключение . Многочисленные частные 
результаты такого рода мы находим в 1 1 1  томе 
<<Лекций по алгебре  логикИ>> Шредера (Ernst Schroder . 
<<Vorl esungen uber  d i e  Algebra der L og ik )> ) . Но , к 
сожалению, оказалось,  что можно указать формулы , 
для I<оторых уже не существуе1 результата исключе­
ния в определенном выше смысле; таким образом , 
проблема исключения вообще должна получить более 
общую формулировку 1 • Отношения к проблеме разре ­
ш имости становятся тогда более запутанными . 

§ 2. Введение предикатов от предикатов. Логическая 
трактовка понятия количества 

Дл� содержательной установки ,  которую мы до сих 
пор клали в основу логического исчисления предика-

1 С р .  Ackerm an, W .  U ntersuc h u ngen uber das  E l i m i na t ions­
v roЫem d e r  math emat ischen Lo g i k .  Math . Ап n .  B d .  1 1 0 ( 1 934) .  
Z u m  E l i m i n a t i on sproЬ \ r m  der 01 1 th e m � t i sch � n  Log i k . Math . 
Л n n .  Bd . 1 1 1  ( 1 935) . 
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тов, было существенным , что мы строго отделяли 
высказывани� и предикаты от предметов, рассматри­
ваемых I<ак значения аргументов для предикатов . 
Однако ничто нам теперь не  препятствует рассматри ­
вать сами предик,аты и высказывания как предметы, 
которые служат аргументами предикатов. 

Рассмотрим, например ,  логическое выражение вида 
(х) (А __,.  F (х)) . Е го можно понимать как предикат 
Р (А, F) ,  первое пустое место котор ого занято высказы­
ванием А, а второе пустое место - одноместным пре­
дикатом F. 

Ложное высказывание А находится к каждому F 
в отношении Р (А, F) ; истинное высказывание только 
к таким F, для которых (х) F (х) имеет место . 

Другими примерами служат свойства рефлексивно­
сти, симметричности и транзитивности двуместных 
предикатов . Этим свойствам соответствуют три пrеди­
ката : Ref (R) ,  Sy m (R) и Tr (R) , аргументом R которых 
является предикат с двумя пустыми местами . Сим­
волически эти три свойства выражаются следующим 
образом: 

Ref (R) : (х) R (х, х) , 
Sym (R) : (х) (у) (R (х , у) � R (у , х)) , 
Tr (R) : (х) (у) (z) (R (х,  у) &:  R (у ,  z) � R (х, z)) .  

Предикат == (х, у) (х тождественно с у )  обладает 
всеми тремя свойствами; предикат же < (х , у) облада­
ет только свойством транзитивности . Таким образом, 
формулы Ref ( == ) , Sym ( == ) , Tr ( == ) , Tr (< ) пр едстав­
ляют истинные высказывания , а формулы Ref ( < ) 
и Sym ( < ) - ложные высказывания . 

Двуместным предикатом предикатов является 
<< эквивалентность >> Aeq(F, а) , которая определяется 
выражением (х) (F (х) '""' а (х)) ; она состоит в том , что 
предикаты F и а истинны (соответственно ложны) 
для одних и тех же значений аргументов . Другими 
двуместными предикатами предикатов являются :  ueco­
в.lrecmu �locm ь U n v  (F ,  а) и штликация I шр (F ,  а) , 
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которые символически определяются через: 

(х) (F (x) V G (х)) ,  

(х) (F (х) � О (х)) . 

При таком понимании мы, правда,  еще не полу­
чаем расширения символики, так как приведеиные 
предикаты предикатов могут быть выражены средст­
вами пр едшествующего исчисления, и такие формулы, 
как Ref (R) , Sym (R) и т . д . ,  следует понимать лишь 
как сокращения .  Расширение наступает лишь тогда , 
когда вводятся переменные для предю<атов от пре­
дикатов, частными значениями которых являются 
приведеиные индивидуальные предикаты. 

В дальнейшем подобные переменные мы будем 
применять сначала только в отдельных случаях, так 
как систематическое построение вновь расширенного 
исчисления будет осуществлено несколько дальше . 
Однако уже в этом и в следующем параграфе мы 
увидим, какие преимущества связаны с введением 
предикатов от предикатов. 

Первое важное применение получается при логи­
ческом исследовании �онятия количества . Количество 
не есть предмет в собственном смысле слова; оно 
является свойством . Индивидуумами , которым неко­
торое количественное число присуще как их свойство , 
н е  могут быть сами пересчитываемые вещи, так как 
каждая  вещь только одна,  так что число, отличное 
от единицы, вообще не могло бы встретиться .  Наоборот, 
число можно  понимать как свойство того понятия , 
под которое подпадают выбранные индивидуумы. 
Например,  тот факт, Ч I'О число частей све t·а пять, 
выражается ведь н е  так : каждой части света присуще 
число пять; но свойством предиката << быть частью 
света » является то ,  что он выполняется точно для 
пяти индивидуумов. 

Согласно этому , числа выступают в качестве 
свойств предикатов, и для нашего исчисления определен­
ное число представляет собой индивидуальный преди-
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кат от предикатов. Значение этого способа выраже­
ния чисел основано на том, что предикаты от преди­
катов,  которые образуют числа , могут быть полностью 
выражены при помощи логической символики . Вслед­
ствие этого становится возможным учение о числах 
nключю ь в логику. Для чисел О, 1 ,  2 и т . д . , т. е . 
для предикатов от предикатов О (F) , 1 (F) , 2 (F) , 
приведем здесь их выражения : 

О (F) : (Ех) F (х) . 
( «Не существует х, для которого выполнялось бы F» . ) 

1 (F) : (Ех) [F {х) & (у) (F (у) � :=  (х, у)) ] .  
( «Существует х, для которого выполняется F (х) , 
и каждое у;  которое удовлетворяет F (у) , тождест­
венно с этим Xl) . )  

2 (F) :  (Ех) (Еу) { - (х , у) & F (х) & F (у) & (z) [F (z) � 
== (х, z) V = (у, z) ] } . 

( «Существуют два различных х и у, для которых 
выполняется F, и каждое z, которое удовлетворяет 
F(z) , тождественно с х или с у» . ) 

Равночисленность двух пр едикатов F и а можно 
понимать как индивидуальный предика·r от предика­
тов Glz (F, G) .  Так как равночисленность F и а озна­
чает, что предметы,  подпадающие под F, и предметы, 
подпадающие под а, могут быть взаимно-однозначно 
отнесены друг к другу, то Olz (F, а) можно опреде­
лить следующим выражением: 

(ER) { (х) [F (х) � (Еу) (R (х ,  У) & а (у))] & (у) (а (у) � 
(Ех) (R (х, у) & F (х)) ] & (х) (у) (z) [ (R (х, у) & R (х, z) � 
== (у, z) & (R (х , z) &R (у , z) � = (х , у)) ] } . 

· 

Сложение чисел можно свести к дизъюнкции пре ­
дикатов. Именно,  если F и а весовместные преди­
кэты и предикату F принадлежит число т, а преди ­
кату а - число n ,  то предикату F V а соответствует 
число т + n. 
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При таком понимании сложения числовые равен­
ства, вроде 

1 + 1 = 2 , 2 + 3 = 5 , 

станоБятся чисто логическими, доi<азуемыми предложе­
ниями. Например ,  равенство 1 + 1 = 2 выражается 
чисто логической формулой : 

(F) (G)( [Unv  (F, G) & 1 (F) & 1 (G) } � 2 (F V G)) ;  
ее тождественный характер станоБится очеБидным, 
если вместо предиката от предикатов U nv и рместо 
предикатов от предикатор 1 , 2 подставить определяю­
щие их Рыражения . 

С помощью логических вспомогательных средств 
можно установить и общее понятие числа . Если 
некоторый: предикат от предикатов Ф (F) должен 
предстарлять число ,  то Ф должно удовлетворять 
следующим условиям . 

Для двух равночисленных предикатор F и О пре­
дикат Ф должен одновременно для обоих рыполняться 
ИЛИ не ВЫПОЛНЯТI>С Я .  Далее , если ДJJa предю<ата F И 0 
не равночисленны, то Ф может рыполняться .  самое 
большее ,  для одного из этих двух предикатов . 

Формально  это условие для Ф выражается следую­
щим образом: 

(F) (G) { (Ф (F) & Ф (G) � 

Olz (F, G)) & [Ф (F) & 01z  (F, G) � Ф (G) ] } . 

Это выражение в целом представляет некоторое свойство 
предиката от предикатов Ф. Если мы обозначим его со ­
кращенно через 8 (Ф) , то можем, таким образом,  сказать : 

Число есть предикат от предикатов Ф , обладаю­
щий и;ойством 8 (Ф) . 

Тут возникает все же трудность, I<огда мы ставим 
вопрос об условии,  при котором два предиката от 
предю<атов Ф и IJГ, со свойствами .8 (Ф) и 8 (IJI') , 
определяют одно и то же число .  Это условие состоит 
в том , что Ф (Р) и IJ!' (Р) для одних и тех же преди ­
катов Р истин н ы  н для одн и х  и тех ж е  преди 1<атов 
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ложны, т .  е .  Ч 'l о имеет мес1 о соотношение: 

(Р) (Ф (Р) ""' q,· (Р)) . 
Допустим теперь ,  что положенная в основу область 

индиви]lуумов состоит из конечного числа предметов .  
Тогда возникает затруднение:  все числа ,  которые 
больше количества предм�тов в области . индивидуумов , 
оказываются равными . Например , если это количество 
меньше 1 0' 0 и мы возьмем для Ф и '1!' предикаты , 
которые определяют числа 1 08 0  и 1 080 + 1 '  то как '1!'' 
так и Ф не выполняются ни для одного предиката Р . 
Таким образом, соотношение 

(Р) (Ф (Р) ""'  Ч! (Р)) 
выполнялось бы для Ф и W, т. е. Ф и q,· выражали бы 
одно и то же число . 

Чтобы устранить это затруднение, необходимо 
предположить ,  что обла с rь индивидуумов бесконечна .  
От логического доказательства существования беско­
нечной совокупности при этом, конечно ,  отказываемся . 

Особенно интересно также ,  что если положить 
в основу логическое введение понятия количеС I'вен ­
ного числа , 1 о - при существенном, правда ,  исполь­
зовании отмеченной аксиомы бесконечности - теоре­
тико-числовые аксиомы иревращаются в логические , 
доказуемые предложения . Однако мы н е  можем ближе 
касаться здесь этого вопроса 1 • Сделанные замечания 
должны были только правильно  осветить нам воЗмож­
ности применеимя расширенного исчисления. 

§ 3. Выражение основных понятий теор ии множеств 
в расширен ном исчислении 

Что между теорией множеств и математической 
логикой существует тесная связь,  уже было обнару-

1 Подроб ное и об щеnо нятно е  и зложение этих воnросоа 
с � .  в к н иге : 

Rиssell В . , Ei nfiihru ng in d ie mathematische Ph i losoph i e .  
Munch e n ,  1 922. 
12 0CHO JI Ы  T80p8TR'I8C!(OЙ Лt)ГUH.II 
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жено во  аторой главе . Одни и те же логические 
формулы по произволу можно было истолковать 
как отношения между I<лассами или как отн ошения 
между одноместными- предикатами , причем в обоих 
истолкованиях речь шла об одних и тех же логиче­
ских связях . И теперь можно будет понимать выра­
зимые в нашем исчислении логические связи юн< 
теоретико -множествеиные отношения .  

Чтобы лучше Dыяснить эту связь ,  мы прежде 
всего рассмотр им ближе отношение множеств к пре­
дикатам в узксм смысле, т .  е .  к предикатам с одним 
нустым мес rом .  Множество либо задается путем перс­
числения его элементов ,  либо определяется как 
система вещей ,  для которых выполняется о пределен­
ный предикат . Первый способ определения множе­
ства , который возможен только JЩЯ конечных мно ­
жеств , не  требует , собственно , особого рассмотре­
ния . Действительно , каждое множество , которое по­
лучается путем персчисления его элементов,  можно 
определить и с помощью векоторого предиката .  На­
пример , множество , состоящее из трех индивидуумов 
а ,  Ь ,  с , можно задать Kai< множество тех .вещей х ,  
для которых выполняется предикат : 

:::: (х, а) V == (х , Ь )  V :::: (х , с) .  
Мы представляем себе поэтому каждое множество 

определенным с помо щью предиката . При . этом мы 
должны иметь в виду , что хотя каждый предикат 
однозначно определяет соо1 ветствующее ему множе­
ство , т. е . множество тех преjl,метов ,  которым он при­
надлежит, однако онределенному множеству прина;:::­
лежит не  один только опред еляющий предикат; на­
против, множество может быть определено различны­
ми способами при помощи предикатов .  Так, множество 
равносторонних треугольников является тем же самым,  
что и множество равноугольных треугольников; или, 
беря нематематический пример,  множество живущих в 
настоящее время жвачных животных совпадает с мно­
жеством живущих в настоя щее время парноко нытных . 
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t .  т е  бы два пр е;:;.11ката Р и Q опр еделяпи о д но и 
то же множество , необходимо и достаточно , что бы 
эти пр едикаты были эквива л ентными , иначе  говоря ,  
чтобы о ни удовлетвоl'яли соотнош ению Acq (Р , Q ) ,  
т . е .  (x) (P (x) "-' Q (x.)) . В смысле теории множеств 
предикат от предикатов Aeq (Р , Q) есть , следовательно , 
не что ино е ,  как тождествен н о сть Р и Q . 

Точ но так же , как предикаты понимаются в качестве 
множеств , можно истопковать одноместный пре­
дикат от предикатов F (Р) I<ак свойство множеств . 
� тобы :это истолкование было во зможно , н еобходимо ,  
ЧТ()бы выпопнимость или невыполнимость F дnя пре­
дш<ата Р однозначно определялась принадлежащим 
Р множеством; а по сделанному выш е  замечанию, 
решающее условие дпя этого заключается в том , чтобы 
высказывания , которые приводятся в соответствие 
эквивалентным предикатам при помощи предиката F, 
быпи одновременно истин ны или одновременно ложны .  
Таким образом,  для предиката F допжно выпо лнят�ося 
символическо е соотношение 

(Р) (Q) {Aeq (Р , Q) � (F (Р) --7- F (Q) ) } , 
которо е  мы обозначим сокращенно в виде � (F) . 

Это условие выполняется , напр имер , для преди­
катов от предикатов,  которые  нредставпяют ч испа . 
На этом свойстве чисел основано то , что о н и  могут 
также р ассматриваться как предикаты от множеств . 
Представление чисел как свойств множеств , в срав­
нении с представлением их как свойств предикатов ,  
имеет т о  преимущества , что неизменнос:гь количе­
ственного числа при замене предиката эк-вивалентным 
здесь само собой разумеется . 

Из соо тношения между множествами и пр едика­
тами получается , далее , связь между множествами 
множеств и предикатами от предикатов .  Каждое  мно­
жество множеств о предел11ется свойством,  ко торо е  
присуще принадлежацщм е м у  множествам.  

Возьмем теперь два предиката от  множеств, т .  е .  
д ва предиката о т  предикатов F (Р) и G (Р) , которwе 

1 2* 
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удовлетворяют условиям � (F) и � (G) . Этим двум 
предиi<атам от множеств, F и а , соответствует одно 
и то же множество множеств , если F и а для одних 
и тех же множеств выполняются (соответственно не 
выполняются) .  Таким образом, соотно шение (Р) (F (?)'"'-' 
а (Р)) о значает , что множества множеств , соответ­
ствующие F и . а ,  тождественны . 

Теоретиi<о-множественную интерпр етацию расши­
р енного исчисления можно распространить также на 
i ! редикаты с несi<олькими пустыми местами . Каждый 
предикат R (х,  у) выделяет из множества всех возмож­
ных пар (х, у) определенное множество упор5iдочен­
ных пар , именно , множество тех пар (х, у) ,  для кото­
рых выполняется R (х,  у) . Множества , принадлежащие 
двум предикатам R1 и R • •  тождественны , если выпол­
няется соотношение Aeq (R 1 1 R,) , т . е .  (х) (У) (R1 (х , у) '"'-'  
R2 (х , у)) . Для того чтобы предикат о т  предикатов 
F (R) мог быть истолкован как предикат соответст­
вующих множеств,  он должен удовлетворять соотно ­
шению 

(R1) (R�) { Aeq (R1 , Rs) -7 (F (R1) -7 F (R2)) } . 
Соответствующее положение имеет место для вредика­
тов  с тремя и больше пустыми местами . 

Из этого мы видим , что расширенное исчисление 
столь же хорошо допускает теоретико -множествеиную 
интерпретацию, как и чисто логическую. Учение 
о числах может быть полностью изложено в смысле 
теоретиi<о -множественного понимания . Мы уже видели , 
что прс·диi<аты от  предикатов ,  определяющие числа,  
с таi<им же успехом можно рассматривать н:ак нреди­
каты от множеств . Далее , уже было указано , что 
двум предикатам от предикатов Ф (Р) и IJ.i' (Р) , кото­
рые представляют числа , соответствует одно и то же 
число в том случае, если между Ф и IJ!' существует 
с о отношение 

(Р) (Ф (Р) "" W  (Р)) .  
Но отсюда следует ,  что числа можно понимать так 
же , I<ai< множества множеств . При логическом опре-
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делении число было предикатом о т  предикатов , кото ­
рый выполнялся для всех равночисленных предикатов  
и т олько для них. Равночисленно с ти предикатов 
соответствует эквивалентно сть множеств (эквивалент­
ность , понимаемая здесь в о бычном теоретико -множе­
ствеином смысле) . От логического понятия количест­
венного числа можно перейти , таким образом, к тео ­
ретика-множественному; согласно этому пониманию, 
число есть не  что иное ,  юш множество всех мно ­
жеств , эквивалентных определенному множеству. 

Рассмотрим теперь , как обычные понятия теории 
множеств выражаются символически в исчислении .  

ЕсJ1и Р 1 (х) и Р 2 (х) - определяющие предикаты двух 
множеств, то сумма этих множеств задается предика­
rом Р1 (х) V Р 2 (х) . 

Р1 (х) & Р 2 (Х) представJ1яет перессченuе Р1 и Р2 • Мно ­
жество Р 1  содержится в Р2 , или Р1 есть подмножество 
множества Р2 ,  если (х) (Р1 (х) � Р2 (х)) является истин­
ным утверждением . Два множества Р 1 и Р 2 эквивален­
тны, если эJ1ементы обоих множеств могут быть приве­
дсны во взаимно-однозначное соответствие друг с дру­
гом . Символическое  выражение этого такое же, как для 
равночисленности предикатов. 

Выражение 

(х) (у) (z) ( [R (х , у) & R (х , z) � 
=(у,  z) ] & [R (х , z) & R (у, z) � = (х , у) ] ) ,  

иJ1и сокращенно E ind (R) , о значает , что о тношение 
R (х , у) , есл и оно имеет место , является взаимно-одно ­
значным .  Тогда символическое выражение (теоретика ­
множественной) эквивалентности  Р 1 и Р2 таково : 

(ER) { (х) [Р 1 (х) � (Еу) (R (х, у) & Р2 (у)) ] & 
(у) [Р" (у) -> (Ех) (R (х,  у) & Р 1 (х) ) ]  & E ind (R) } . 

Множество всех подмножеств данного множества , 
опредеJ1енного через D,  представляется индивидуаль­
ным предикатом от предикатов Те (Р ) (или лучше 
Те (Р, D) . Каждый предикат Р ,  для которого выпал-
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няется Те (Р) ,  Должен о бладать тем свойством , что 
все его элементы являются также элементами D .  
И обр ат н о ,  для каждого предиката Р с этим свойством 
долж но также выполняться Те (Р) . По этому Те (Р ) 
о пр еделяется выражением 

(х) (Р (х) ---3- D (х) ) . 
Пусть ,  далее , F (Р) представляет  кан:ое-нибудь 

множество . Элементы х объединен ия .множеств этого 
множества множеств (теоретика -множественной сум­
мы это го множества м ножеств) можно охарактеризо ­
вать тем , что они  являютс� элементами по кр айней 
мере одного из множеств , определяемых такими пре ­
дикатами Р, для которых выпол няется F (Р). Согласно 
этому , для о бъединения множеств получаем опреде­
ляющее выражение 

(ЕР) (F  (Р) & Р (х)) . 

Элементы пересечен ия множества множеств характе­
р изуются тем , что о ни я вляются элементами каждо го 
множества Р ,  для которого выполняется F (Р) .  Со­
гласно этому, пересечение представ л яется в виде : 

(Р) (F (Р) --? Р (х)) .  

Множество Р называется упорядочеюtым ,  если для 
элементов Р определен предикат R от двух перемен­

ных , не рефлексивный,  но тра нзитивный, и который 
для произвольных отличных друг от друга х и у 
выполняется либо для вары (х , у) , либо для пары 
(у, х) .  <<Множество Р упорядочено предикатом R>> сим­
волически выр ажается согласно этому так:  

(х) (у) (z) { [Р (х) & Р (у) & Р (z) ] --+ 

[R (х ,  х) & (== (х , у) V R (х, у) V 

R (у , х)) & (R (х , у} & R (у , z) -+ R (х ,  z)) ] } .  

М ы  обозначим эту формулу кратко r> ( Р ,  R) . 
Множество Р называется вполне упорядочею-t ым 
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предикатом R , есJ1и 
D (Р, R) & (Q )  { (х) (Q (х) -> Р (х) )  � 

(Еу) [Q (у) & (z) (Q (z.) � == (у, z) V R (у, z)) ] }  
есть истинное высказывание . 

Соответствующим образом можно выразить симво ­
лически в исчисJ1ении все остальные понятия ,  упо ­
требляемые в теории множеств .  

§ 4. ЛогичесJ<ие парадоJ<сы 
В предыдущих параграфах мы видели ,  какие новые 

во зможности выражения получаются при введении 
нредю<атов от преJтикатов .  Каждая формула , которая 
содержит свободный персменный предю<ат F, может 
рассматриваться I<ак индивидуальный предикат от 
предикатов. Но в таi<ом случае можно ввести дальше 
переменвые для предикатов от предикатов .  Формула , 
которая сrдержит свободную персменную такого рода ,  
представляет и ндивиДуальный предикат ,  аргументами 
которого служат предикаты от предикатов , и т. д· Тако е  
постро ение можно продолжать как угодно далеко . 

В таком случае , кроме предметов нашей области 
индивидуумов, nредметами в расширенном смысле 
могут служить также предикаты , предикаты от пре ­
дикатов и т .  д· Возникает вопрос ,  нельзя ли Попросту 
с бъединить эти предметы в расширенном смысле 
в одну единую область индивидуумов, чтобы можно 
быJ1о говорить не толы<о о б  индивидуальных преди­
катах , предикатах от  подобного р ода предикатов и 
т. д. , по · и просто о предикатах, а также ,  чтобы 
каждый предикат, определенный для новой обЛасти 
индивидуумов ,  в свою очередь, сам принадлежал 
этnй же области индивидуумов.  В этом случае должно 
было бы иметь смысJ1 и приписывание предиката са­
мому себе как аргументу. Столь же о бще следовало 
бы трактовать понятие предиката от предикатов  и т.  д· 

Тот сnособ ,  при  помощи которого мы, исходя из 
узкого исчисления предикатов, поднимались к более 
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высо ким предикатам, не дает нам для подобного образа действий никакого руководства . Ибо в рас­
суждениях г.реды}Iущего параграфа мы всегда имели 
дело  с предикатами от  индивидуумов,  предикат�ми 
от таких nре}Iикю ов от индивидуумов и т . д . Но , 
псжалуй ,  подо бно е общее по нятие предиката соответ­
ствует н еточному разговорному языку 1 •  И вот, ока­
зыв ается, что такая логическая система не  удовлет­
во р яет даже постулату непротиво речивости . Появляю­
щимся здесь противо р ечиям, так называемым пара­
доксам, к которым приходят ,  впрочем , и независимо 
от употребления логическо й симв олики ,  можно , в 
соотв етствии с двойным истолкованием исчисления 
предика'lоВ, придать либо  более логическое в собст­
венном смысле слова , либо же теоретика-множествен­
ное  истолкование .  Разбер ем здесь некоторые из этих 
противоречий. 

Пусть Р (Р) - пр едикат от  пр едикатов . Так как 
само Р является предикатом , т о  выражение Р (Р) 
представляет собой высказываншi ,  которое может быть 
истинным или ложным. Пример предиката от преди­
катов, для которого Р (Р) выражает истинное выска ­
зывание ,  дает отрицание пр едиката О (Р) ( <<Р не  вы­
полняется н и  для одного предмет а>> ) ,  т . е .  функция 
О (Р) , которая определя е'IСЯ выражением (Ех) Р (х) .  
О (О) еС1 Ь сокращение для (ЕР) О (Р) ,  взамен чего, в 
свою очередь, можно написа rь (ЕР) (Ех) Р (х) . Эта 
формула действительн о  выражает истинное суждение , 
а именно  предложение :  <<Существуют предикат Р и 
предмет х такие ,  что Р (х) выполняется» .  

Напротив ,  0 .(0) есть ложное высказывание :  Именно ,  
согласно определению О, получаем: 

О (О) "' (ЕР) (О (Р)) ....., (ЕР) (Ех) Р (х) "' (F) (Ex) Р (х) . 

Эта формуле�; представляет ложное высказывание ,  

1 При теоретико-множествеином истолковании исчислени" 
такое понимание соответствует наивной теории множеств . 
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утве рждакщее ,  что каждый предикат выполняется по 
крайн ей мере для одного предмета . 

Итак, мы мож ем понимать выражение Р (Р) как 
предикат от Р. Этот предикат выражает свойство 
предиката бы1 ь присущим самому сере .  Мы обозначим 
этот нредикат от  предикатов через Pd (Р) (читать :  
<' Р предикабельно >> ) . Так как Pd, а ,  следова1 ельно , и 
Pd, само является пр едикатом от предикатов , то и 
выражения Pd (Pd) и Р(Г (Pd) имеют смысл. Но в та­
ком случае одно из двух : либо Pd (Pd) истинно,  ины­
ми словами , предикат от предикатов Pd выполняется 
для само го себя и ,  значит, Pd (Pd) истинно ;  Лli!бо же 
Pd  (Pd) ложно ,  то гда предикат от пр едикатов Pd не 
выполняется для само го себя, т . е .  Pd (Pd) истинно .  
Мы получаем , следовательно ,  что: 

Pd (Pd) "' Pd (Pd) .  

Но это противоречие ,  ибо  логическо е выражение 
никогда не  может быть эквивалентным своей противо­
положности . 

Впервые эrот парадокс был открыт Рэсселем . Он 
может быть выражен также на языке теории мно­
жеств . Здесь предикату от предикатов Pd соответствует 
множество всех тех множеств, которые не содержат 
самих себя в качестве элемента .  Это множество про­
тиворечиво по своему понятию, и бо ,  со гласно его 
определению, оно входит в число своих собственных 
элементов тогда и только тогда , когда о н о  не входит 
в их число . 

Вrорой парадокс ,  который мь1 рассмотрим, был 
известен уже греческим философам. Его простейшая 
формулировка такова: Пусть некто говорит <<Я лгу >> 
или,  подробнее,  << Я высказываю сейчас ложное пред­
ложение>> ;  это предложение  ис rинно,  поскольку оно 
ЛОЖНО, И ЛОЖНО, ПОСКОЛЬКУ ОНО ИСТИННО. 

Мы несколько уточним формулировку этого пара· 
докса . Пусть � является названием определенного 
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лица , а t- сокращенное обозначение определенного 
инт ервала времени .  В течение этого пр омежутка вре­
мени t пусть � высказывает nредложение : <<Все , ч1 о 
� утверждает в промежуток времени t, ложы> и 
в течение  времени t больше ничего н е  говорит.  Это 
допущение во всю<ом случае не противоречиво, rак 
каi< его можно  преднамеренно осуществить на самом 
деле.  Ч тобы выразить его в логической символике , 
обозначим высказывание, произнесенное � .  буквой �{ , 
и используем знак предиката Bh (Х) со следующим 
значением : << � утверждает Х в промежуток времени f >> ,  
где значен иями аргумента Х могут быть любые вы­
сказывнния . 

С помощью это го знака мы мсжем,  прежде BC E'IT,  
высказывание � передать формулой : 

(Х) (Bh (Х) � Х); 
а наше  предположение ,  что � в промежуток време­
ни t высказывает предлож ение �{ и не  говорит больш е 
н ич его ,  выражается двумя формулами: 

Bh (�!) ; (Х) (Bh (Х) � =  (Ш , Х)) . 
Теперь мы можем получить противор ечие следую­

щ им обр азом . В истинную формулу Ш � � вместо . 
второ го члена подставляем выражение (Х) (Bh (Х)�Х) , 
которое  ведь явля ется символическим выражением 
высказывания Ш .  Получаем: 

� � (Х) (Bh (Х) � Х) . 
По правилам исчисления , знак всеобщности (Х) з�есь 
можно отбросить. 

Ш � (Bh (Х) -> Х) .  
Оrсюда путем подста новки получаем: 

� � (Bh (Ш) �i) . 
Так как посьщки можно пер естави'I'ь, то эту формулу 
можно заменить такой: 

Bh (�) -> (�l � � ) .  
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В силу того, ч1 о Bh (S2l ) - истин ная формула, получаем : 

�l _,.  N. 
С другой стороны, можно доказать также "'§i � S)t . 
И бо ,  прежде всего, имеем:  

� ---? (Х) (Bh (Х) ---? Х) 
или же:  

�( -;. (ЕХ) (B l1 (Х) & Х) . 
З атем и з  пр едпсложенной в кач естве истинной 

формулы : 
(X) (BI1 (Х) -> == (S2( , Х)) 

выводим форму л:v : 

(Х) (Bh (Х) & Х-"' =-= (9( , Х) & Х) 
и из н ее  дальш е пслучаем : 

(ЕХ) (В/1 (Х) & Х) -"'  (ЕХ) (= (S2! ,  Х) & Х) , 
так что, наконец, имеем : 

"Ш -"'  (ЕХ) (== (�( ,  Х) & Х) . .  

Из значения тождества следует, что 

== (S2X , Х) & Х -? \Х  

истинная формула. 
По правилу у) , получаем из нее:  

(ЕХ) (== � �  Х) & Х) � 9{ . 
Эта формула вместе с полученной перед этим дает: 

� � � . 

Но из доказанных формул 9{ -> §f и � � IX следует, 
что как �� так и IX� - ие1 инные формулы, так что мы 
дейивительно  пришли к противоречию. 

Пр иведем еще третий парадокс ;  встречающийся в 
разнообразных оформлениях. Выразим его в следующей 
простой форме: всякое обозначение какого-нибудь 
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ч исла , происходит л и  оно через сообщение условного 
знака или указание  определяющего свойства , требует 
известной затраты времени .  Поэтому на протяжении 
кон ечно го промежутка времени конечное количество 
людей могут обознач ить только конечное число чисел . 
Но, с другой стороны, существует бесконечно много 
ч исел . Следовательно,  в ХХ столетии живущие на 
З емле люди заведомо н е  обозначат всех чисел .  Среди 
н е  обознач енных в ХХ столетии чисел имеется наи­
меньшее . Но ведь это число все же обозначено в ХХ 
с rолетии ,  так как я определил его, указав его 
свойство быть наименьшим числом, не  обозначенным 
в ХХ столетии . Таким образом , получается , что суще­
ствует ч исло, которое оказывается как обозначенным , 
так и н е  обозначенным. 

Ч rобы эту аргументацию,  имея в виду намерение 
выразить е е  в нашем исчислении ,  н есколько  уточнить , 
мы заменим понятие обозначен ия более узким поня­
т ием . Мы будем рассматривать только такие обозна­
чения  ч исла , которые осущес твляются в смысле на­
шей  логической символики путем записи выр ажения 
для опр еделяющего число предиката .  При э 1 ом под 
предикатом, определяющим число х ,  мы понимаем 
такой предикат, который выполняется для ч исла х, 
н о н и  для чего больше н е  подходит 1 • Таким обра­
зом, мы пр иходим к следующей формулировке пара­
докса . 

Пусть Scr (Р) означает свойство предикаrа Р, со­
стоящее в том ,  что среди записанных в Х Х столетии 
выражений логической символики по крайней мере 
одно является выражением для Р.  Знак < (х , у) 
используем , как и пр ежде , для предикаrа << Х мень­
ш е ,  ч ем у» ;  но пустые места этого предиката пусть 
О'! носятся к положительным 1; целым числам . 

Затем введем для выражения 

Р (х) & (у) (Р (у) � == (х, у)) , 

1 Что числа можно истолковать каi< предикаты от пре�икатов : 
для настоящей аргументации не имеет значен-ия . 
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которое означает, что х определено предикатом Р, со­
I<ращенное обозначение Df  (Р , х) . В качестве сокращен­
ного обозначения · для 

(ЕР) (Df (Р , х) & Sc r  (Р) )  
используем символ Dsc (х) .  

D sc (х) означает, следовательн::> :  <<Среди символи­
ческих выражений ,  записанных в ХХ столетии , по край­
ней мере одно представляет предикат, определяющий х , 
или , гов оря кратко:  << Х по  меньшей мере оди н  раз 
симв олически определено в ХХ стол етиИ>> . Наконец , 
для выражения 

Dsc (х) & (у) ( < (у , х) __". D sc (у)) 
используем знак Md s (х) ; так им о бразом ,  Md s (х) 
о:шачает: << Х имеет свойство быть наименьшим числом ,  
символичеС!(И н е  определенным в Х Х  столетии» . 

В качестве аксиом мы вводим следующие форму­
лы: прежде всего выражения для основных свойств 
отношения < (х,  у) : 

(х) < (х ,  х) 
(х) (у) (z) ( < (х , у) & < (у, z) __". < (х ,  z)) ,  
(х) (у) (== (х , у) V < (х, у) V < (у , х) ) ,  

(Ех) Р (х) -> (Ех) [Р (х) & (у) ( < (у , х) __". Р (у)) ] .  
Пер вые три из этих четырех аксиом означают, что от­
ношение < (х ,  у) упорядочивает целые числа ,  а послед­
нее , что оно их вполне упорядочивает . З атем в качестве 
аксиом мы имеем симJЗолическо е  выражение для того 
факта , что не JЗсе числа могут быть определены сим­
вощ!чески в ХХ столетии 

(Ех) D sc (х) , 
и , наконец, формулу Scr (Md s) , кото рая означает , что 
выражение для Md s (х) записано в ХХ столетии ,  и ко­
торая , следовательно , представляет истинное утвер­
ждение, так как прежде мы действительно записали 
выражение дл я  Md !l (х) .  
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Теперь можно провести следующее формальнос 
заключение . В фо рмулу 

(Ех) Р (х) -> (Ех) [Р (х) & (у) (< (у , х) --7 Р (у)) ] 

вместо Р подставляем D sc : 

(Ех) Dsc (х) --7 (Ех) [D sc (х) & (у) ( < (у ,  х) --7 D sc (у) ) ] . 

Так как (Ех) D sё (х) истинно , то получаем: 

(Ех) [Dsc (х) & (у) ( < (у , х) --7 D sc (у)) ] ; 
или же, щ�именяя сокращение Mds (х) , 

(Ех) Md ,, (х) . 
В силу определения Md s ,  имеет место соотношение 

Md s (х) --7 D sc (х:) . 

Далее, используq установленные аксиомы, можно вы ­
вести формулу 

Md s (х) --7 Md s (х) & (у) (Md s (у) � == (х , у)) , 
т . е .  

Md s (х) - +  Df (Md s ,  х) . 
Из взятых вместе последней формулы и третьей 
с конца получаем: 

Md s (х) --7 D sc (х) & D f (Md s , х) . 

Соответствующее формуле (34) прави;:tо дает далее :  

(Ех) Md s (х) -> (Ех) (D sc (х) & Df  (Md s ,  х)) . 
Так как (Ех) �d s  (х) доказана , то схема заключения дает: 

(Ех) (D sc (х) & Df (Md s,  х)) . 
Если присо единим формулу Sc r (Mds) ,  принятую 
в качестве аксиомы ,  то получим: 

(Ех) {Dsc (х) & D f  (Md s , х) & Scr (Md s) } .  
В силу аксиомы f) , имеем формулу: 

F (Q) � (ЕР) F (Р) .  
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Заменяя здесь Q на  Mds ,  а F (Р) на  (Ех) {D sc (х) & 
Df (P, x) & Sc r (P ) } ,  получим : 

(Ех) {D sc (х) & Df (Md s , х) & Scr  (Md �) } � 
(ЕР) (Ех) {DFc (х) & Df (Р, х) & Sc r (Р) ] ; 

а так как посылка  является доказанной формулой, то 
имеем: 

(ЕР) (Ех) {D sc (х) & D f  (Р ,  х) & Scr  (Р ) } . 
Переставляя кванторы и используя форм улу 

(ЕР) (А & F (Р) ) ""' А & (ЕР) F (Р) , 
получаем: 

(Ех) {Dsc (х) & (ЕР) (D f (Р , х) & Scr  (Р)) ] .  
П ри применении сокр аще н ия D sc это выражение пе ­
реходит в 

(Ех) (Dsc (х) & D �c (х)) . 
С друго й стороны , можно также вывести формулу 

(х) (D -;c (х) V D sc (х)) ,  
ибо  эта формула полу чается  из (2 1 )  подстановкой . 

Но ,  в силу nринцила двойственности ,  две послед­
ние формулы противо положны друг другу .  Мы полу­
чили , таким о бразом , противоречие . 

С этими различными противоречиями мы н е  мо жем 
разделаться , приняв просто как факт доказуемость 
некоторых противоречащих друг  другу высказываний.  
И бо , как только мы допустим какие -нибудь два 
1 1ротивоположных друг другу выражения � и 'Ш 
в качестве истинных, все исчисление , как уже р ань ­
ше замечено , лишится смысла .  

Посмотрим теперь , какие следетвин для построе­
ния нашего исчисления получаются из этих парадок­
сов .  Пер !ЗЬ!Й  парадокс показывает  нсно , что мы не 
М()жем у потреблять лишенное различий понятие пре ­
ДИI<ата , описанно е в начале эт(\го параграфа ,  так как 
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его допущение привело бы к противоречию в с амом 
исчислении предикатов . Два др угих парадокса имеют 
иной характер ; они приведены здесь лишь ради 
полноты . Парадоксы э rи свидетельствуют только о не­
совместности некоторых утJЗерждений . В первом случае 
это были: 

Bh [ (Х) (Bh (Х) -?Х)] и (X) [ Bh  (Х) -? 

== (Х , (У) (Bh (У) -? У)) ] , 
а во втором случае: 

(Ех) D sc (х) , Sc r (Md s) 
и 

(Р) { (Ех) Р (х) -). (Ех)" [Р (х) & (у) ( < (у , х) -? Р (у))] } . 

Никако е  из этих утверждений не является логиче ­
ским тождестJЗом .  Парадоксы этого JЗторого рода , для 
которых употребительно название « Сем ант ическиХ>> , 
не  затрагивают , следовате�ьно , нашего исчисления , 
так как о но не в состоянии выразить их чисто логи ­
ческий характер . Более того , мы должны были исполь­
зоJЗать для их частичной формализации содержатель­
ные способы мышления . Нам не приходится поэтому 
для нашего исчисления предикатов изJЗлекать какие ­
либо следствия из противоречий последнего рода ; 
и мы не будем поэтому останаJЗЛиваться на них 
подробнее 1 • 

§ 5 . Ступ енчато е исчисление 

Мы теперь приступим к систематич ескому построе ­
нию исчислен ия , расширенного посредством JЗведения 
более JЗысоких предикатов .  Соо бражения предыдущего 
параграфа показали нам , что мы не можем употреблять 
л ишенного различий понятия предиката , но должны 
различать предикаты по роду их аргументов . В нашем 

1 Б олее новую трактовку семантических парадоксов см. , 
например, Tarski,  А . ,  Der Wahrhei tsbegriff i п  dеп formali&ierten 
Sprachen,  Studia Phi losophica . Leopo l i , 1 935. 
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исчислении это находит свое выражение в том, что мы 
можем употреблять о бщую предикатную переменную 
только для пр едика.тов одного и того же р ода.  

Мы имеем нрежде всего индивидуальные пр едика­
ты и притом различные виды или тины таковых по 
числу их аргументов .  Эти предикаты назы ваются пре­
дикатами первой ступени . Под предикатом второй 
ступени Mqi понимаем предикат ,  пустые места кото ­
рого заняты индивидуумами или предикатами пер­
вой ступ ени, причем по крайней мере один раз должен 
встречаться в качестве аргумента предикат первой 
ступени . Виды или типы пр едикатов вто ро й  ступени 
различаются по числу и роду их пустых мест. Соот­
ветствующим о бразом приходим дальше к предикатам 
третьей , четвертой ступени и т .  д .  Для индивидуаль­
ных переменных мы применяем снова маленькие латин­
ские буквы , а для переменных предикат.ов - большие 
латинские буквы . Для каждого вводимого перемен ­
ныо предиката заранее должен быть точно указан 
его тип, так как правила подстановки формулируют­
ся так, что вместо перемениого подставляются толь­
ко такие предикаты , тип которых совпадает с типом 
этого переменного . 

Чтобы кратко о бознач ить тип перемениого преди­
ката , мы можем воспользоваться простой символ�кой .  
Тип индивидуального перемениого мы о бозначим 
буквой i. Если мы имеем переменвый преди1<ат с п 
пустыми местами,  которым принадлежат аргумен ­
ты типов а1 , а2 , • • •  , an , то тип этого переменно­
го предиката !'>\Ы будем обозначать через (а1 , а2 , • • •  

. . . , а,.) . Например ,  ((i , i) , i) будет обозначать тип 
двуместного предиката второй ступени,  на место 
первого аргумента которого можно по)Jставлять дву­
местный индивидуальный предикат, а на место второ­
го - индивидуум .  Предикаты , упомянутые в § 2 этой 
главы, имеют: Sуm - тип ((i , i)) , О (F) - тип (( i)) , 
.8 (Ф)-тип (( ( i))) , Imp - тип ( ( i) ;  ( i ) )  и т . д .  

Это стvпенчатое построение предикатов и исчисле­
ние , основанное на нем, ввели в логику Уайтхед ц 
13 Оск11вы те!lретичесll!lй логнии 
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Рэссел в своем · фундаментальн ом произведении 
<< Pr i n cip ia  Mathemati ca >> .  Наряду с оnисанным разли­
чием типов предикатов,  так называемой простой тео­
рией типов ,  щзторы пользовались еще более тонким 
подразделением предикатов , разветвленной теорией 
типов . Согласно этой последней, недопустимо , напри­
мер , причислять все одноместные индивидуальные пре­
дикаты I< одному и тому же типу ; индивидуаль­
ные  предикаты rr.олжны различаться в зависимости от 
способа их определения . Например , индивидуальный 
предикат, определяемый при помощи каких-либо зна­
к ов общности или существования для пр едикатов, 
имеет более высокий тип,  чем индивидуальный пр е­
дикат простейшего порядка,  который У айтхед и Рэссел 
на.вывают <<предикативным>> индивидуальным предика­
том . Эта разветвленная теория  типов была установле­
на , принимая· во внимание семантические парадоксы . 
Но она не нужна,  так как этот вид прстиворечий,  
I<ак мы видели , н е  затрагивает расширенного исчис­
л ения пр едикатов . Кроме того , эта теория приводит 
к большому числу затруднений , на I<Оторых и мы 
останавливались ближе в первом издании этой I<ниги . 
У на с нет больше побудительных мотивов занимать­
ся подробнее этой теорией , поскольку непротиворечи­
во , как это совсем ветрудно установить , уже простое 
ступенчатое исчисление . 

Приступая теперь I< детальному построению ступен­
чатого исчисления ,  мы встречаемся еще с некотсрой 
трудностью, относящейся к способу записи .  То о бстоя­
тельство , что предикат выполняется для опр еделенных 
аргументов, мы всегда выражали до сих пор , помещая 
в скобк е ,  следующей за знаком аредиката ,  отделенные 
друг от друга запятыми аргументы . Поскольку пу­
стые места переменных предикатов заполняются толь­
ко  переменными ,  этот способ записи до статочен 
и теперь .  Однак о  дело обстоит иначе ,  если в пустые 
места ПОJ!Ставляются специальные предикаты . Пусть , 
например , F - переменвый предикат типа ((i )) , пустое 
место которого предназначается ,  следовательно , для 
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одноместных индивидуальных предикатов .  Пусть , далее ,  
О - пер сменная для двуместных индивидуальных 
предш<атов . Из  О можно образовать следующие пр е­
дикаты перемениого х: О (х , х) , О (х , у) , О (у , х) , пр ичем 
оба последних предиката содержат параметр у. Мы 
не располагаем пока возможностью выразить прямо , 
что F выполняется для какого -либо из этих пр едика ­
тов . Ибо если бы мы наnисали , например ,  F (0) , т о 
невозможно было бы установить , какой именн о  одно ­
местный предикат подразумевается под О .  Проще 
всего это сделать при помощи о писания . Введем Н 
как переменвый предикат типа (i) . Тогда мы можем 
использовать формулы 

{ЕН) (F (Н) & (х) (Н (х) ""'  О (х ,  х))) 

(ЕН) (F (Н) & (х) (Н. (х) "' О (х , у))) 

(ЕН) (F (Н) & (х) (Н (х) '"'"' О (у , х))) 

или же формулы 

(Н) ((х) (Н (х) ""'  О (х , х)) --)> F (Н)) 

(Н) ((х) (Н (х) ""' О (х , у)) --)> F (Н)) 

(Н) ((х) (Н (х) ""' О (у , х)) --)> F (Н)) , 

чтобы восполнить отсутствующую возможность выр а­
зить выполнение F для трех вышеупомянутых пред и­
катов . 

Можно , впрочем, постр оить формализм и н е  при ­
бегая к подобным о писаниям . Пр еимущества это го 
в том , что сохраняется правило подстановк и  для 
персменных предикатов [анало гично е правилу tx 3) уз­
кого исчисления предикатов] , и аксиоматическое по ­
СТRо ение ступенчато го исчисления может протекат , 
вполне аналогично  о бычному построению узкого 
исчисления предикатов .  При этом мы должны , однако , 
пойти на усложнение способа записи .  В вышеупомя ­
нутом случае мы можем поступить так : присоеди ­
нить к перемениому F индивидуальное  переменное ,  
1 3* 
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например х ,  в качестве и ндекса . Тогда мы имеем в 

Fx (a (x , x)) ; Fx (a (x , y)) ; Fx (a (y , x)) 
символические  выражения для трех вышеупомянутых 
высказываний . Переменная х в этих трех формулах 
является связанной переменной и поэтому может быть 
заменена другой пер еменной того же рода . Напр и ­
мер , формулы 

F:z (а (z ,  z)) ; F2 (а (z ,  у)) ; Fz (а (у, z)) 

р авнозначны вышепр иведенным формулам.  
Если мы хотим пр овести вообще этот способ за­

писи с и ндексом, то каждый переменный предикат 
втор ой и более высокой ступени должен получить 
некоторый и ндекс . Пусть F - подо бного рода n-мест ­
ная перемен ная .  Пусть а1 , а. , . . .  , ап - переменные ,  
рассматриваемые как аргументы F. Если среди н их 
встр·ечаются и ндивидуальные переменные , то мы их 
опускаем . Пусть 

п еременные, такие , что для всякого k (1 < k < 11) 
Н k l •  • • •  , Нн11 подлежат рассмотрению в качестве аргу­
ментов в а1 • •  Тогда F получает индекс 

Аналогичн о  поступаем в случае индивидуальных знаков 
предикатов . Приведем несколько примеров . Вместо 
Sym (R) мы должны были бы теперь писать Symxu R (х,у) ,  
вместо Imp (F, а) - lmPxu (F (х) , а (у)) . Вместо форму­
лы 3 (Ф) , рассмотренной в § 2, нам нужно было бы 
теперь написать 3F Ф (F) , причем F имеет тип (i) . 
Мы видим отсюда , что способ записи с индексами 
значительно отягощает формализм . Для дальнейшего 
мы положим поэтому в основу более простой 
спосо б записи и только при случае будем ссылаться 
на индексный способ записи . 
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Обратимся т еперь I< вопросу о системе аi<сиом для 
тождественных формул . Для этого пр ежде всего не­
обходимо определить понятие формулы . Это можно 
осуществить таi<им же о бразом ,  I<ai< мы сделали рань ­
ше для yзi<oro исчисления предиi<атов с помощью 
правил 1 ) - 5) § 4 , гл . I l l .  Мы должны тольi<о иметь 
в виду , что теперь мы имеем больш е  р азновидностей 
переменных . Что I<асается самой системы аi<сиом , то 
во всяком случае нельзя уi<азать такой системы, I<о­
торая давала бы все без исi<лючения тождественные 
формулы 1 •  Все же следующая система аi<сиом и при 
более сложных способах заi<лючений, которые упо ­
требительны , например , в математичесi<ом  анализе 
(ер . рассмотрения следующего параграфа) , едва _ ли 
отi<ажется служить . Эта система по существу являет- · 
ся тольi<о  обобщением системы а i<сиом , введенной 
пrежде для узi<о го исчисления пр едикатов . 

Эта система образуется следующим образом: 
1 . Прежде всего , в I<ачестве о сновных мы исполь­

зуем снова формулы a) - d) исчисления предикатов ,  
приведеиные в гл . 1 1 1 , § 5 .  

I I . Основным формулам е) и f) узi<ого исчисления 
предиi<атов соответствует следующее правило о бразо­
вания основных формул : пусть а и Н - пер ем ен ные I<а­
кого -либо типа а , F - персменная типа (а) . То гда I<аж­
дая формула 

( I I ,  1 ) (а) F (а) � F (Н) 

и каждая формула 

( 1 1 ,2) F (Н) � (Еа) F (а) 

ЯВЛЯЮТСЯ ОСН ОВНЫМ И .  (Случай ,  I<О ГДа а имеет ТИ П  i , 
т .  е . является индивидуальным пер ем енным, должен 
быть включен сюда .) 

1 1 1 . Дальш е идут ,  в I<ачестве особой группы для 
расширенного исчисления предиi<атов , а i<сиомы , соот-

1 Это следует из работы Ге дел.ч , уже уношшавшейся в � 1 
·m1 i i  r r m н r,r . 
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ветствующие а ксиом е  выбора теории ' \Шожеств и являю­
щисся обобщением аксиомы g) , установленной нами 
уже раньш е для исчисления второй ступени . Пусть 
Р- переменная какого-либо типа а; О и L - перемен ­
ные j{акого-либо типа Ь ; А и Н - перем енвые типа 
(а , Ь) ; Т - п ер сменная типа ( Ь) . Тогда: 

( 1 1 1 ) (EH) { (F) [ (ЕО) А (F,O)-)(EO)(H (F ,O) & А (F ,O)) ] & 
(F) (О) (L) [ (Н (F, О) & Н (F ,  L)) --) (Т) (Т (О) "' Т (L)) ] )  

является основной ф ормулой . 
IV .  Пусть , далее , L1 1 L2 ,  • • •  , Lтz - переменые т и п L в  

b i '  Ь2 , • • • , Ь п , О и Н - переменны е типа (Ь 1 , Ь 2 , • • •  , Ь , ) 
и А - персменная тина ((Ь 1 , Ь 2 , • • •  , Ь11 )) . Тогда: 

( I V) (L1) • • •  (Lп) [O (L l > . . .  , Lп) '"'-' H (L1 , . . . . L11 ) ] -o. 
(А (О) _". А (Н)) 

является основной  формулой . (Эти <<а i<сиомы объс :\1 -
н ости>> (Extensi onal i tat) с иответствуют аксиоме опре­
деленности (Best i mmthe i t saxi om) теории множеств . ) 

Правила вывода н овых формул аналогичны прави­
лам исчисления предикатов . �X l ) и �) остаются н еиз­
менными . Что касается �Х2) , y l ) ,  у2) ,  то , пр инимая  ВLJ 
внимание ,  что  теперь имеется б ольше типов перемен­
ных,  эти правила следует соответственно изменить . 
З а  счет расширения правила �Х2) нельзя все же пол­
ностью отменить прежнее  правило rхЗ) . Поэтому к 
системе основных формул нужн о  еще д обавить сле -
1\УЮЩее . 

Пусть 01 > 02 , • • •  , Оп - пер сменные юших-л ибо 'l' И­
пов 0 1 ,  0 2 , • • •  , 011 , F - персменная типа (а 1 0  02 ,  • • •  , ап ) , 
� (01 , . . . , Оп ) - формула , которая содержит свободные 
персменные 01 , 02 , • • •  , Оп .  Тогда каждая формула 
вида 

(V) (ЕР) (01) • • •  (Оп ) (F (01 , • • .  , 011 ) '"'"' �Х (01 , • • •  , Оп)) 
является основной .  Эrи фо р мулы (V) предназначены 
для того , чтобы заменя1 ь при вы nодах форму л у со 
f:Rоfiо;�ными неременными, пр ет\ставляющую здесь 
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всегда некоторый индивидуальный предикат ,  перемеi �­
ным предикатом . 

Пользуясь индексным способом записи,  мы можем 
формулы (V) , для которых употребительно наименова­
ние аксиомы свертывания (Komprehens ionsax iom) , 
отбросить . 1{ нравилам вывода тогда присоединяется 
обобщение правила 1Х3) узко го исчисления предикатов .  
Формулы (V) становя rся в таком случае доказуемыми . 

Другой путь построения ступенчатого исчисления , 
отличающийся от описан н ого здесь , состоит в том , 
что при формальном построении принципиально кладут 
в основу только одноместные предикаты различных 
ступеней .  Именно ,  можно , например ,  по Куратов­
ск.ому 1 рассматривать двуместный индивидуальный 
предикат как одномест ный предикат в области упоря­
доченных пар (х , у) . Упорядоче нная пара (х , у) опре­
деляется (если .  мы для удобства положим здесь 
в основу теоретика-множественный способ выражения) 
как множес'lво ,  элементами которого являются тольi<о 
следующие два множества : множество с х в качестве 
единственного элемента и множество с х и у в каче­
стве единственных элементов . Для определения этпх 
множеств или соответствующих им предикатов необхо­
дим только двуместный предикат тождества ,  которыii , 
однако , в свою очередь сводится к одноместным прс ­
дика rам (ер . § 1 этой главы) . Мы не  пошли здесь 
по этому пути в ступенчатом исчислении , п отому что 
при таком построении индивидуальный предикат 
F (х, у) , который о бычно принадлежит первой ступени , 
выступает как предикат сравнительно высокой ступени . 
Но в остальном огранич ение  одноместными предиката­
ми дает некоторые формальные пр еимущества .  Неnро­
тиворечивость ступенчатого исчисления легко Тiоказы­
вает ся с помощью некоторого обобщения метода , при­
менеи ного в § 9 ,  гл .  I P . 

t Kиrat owski ,  С . ,  Sur  Ia i ю t i o n  de J ' ordre dans la th e o r i e 
des ensemЬ ies .  Pund . Math . B d .  2 ( 1 92 1 ) . 

а Ср.  T arski , А. , E inige Betrachtungen йЬеr d i e  Begr i ffe 
der ro -W i derspruchsfre i 11 e i t  Ltnd (jer  ro -Vo l lstand i g k e i t .  M h .  M a th . 
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§ 6, Применеине ступенчато го исчисления 

Ступенчатое исчисление может быть использовано 
таким же образом,  как это было подробно изложено 
для узкого исчисления предикатов в § 1 1 , гл . 1 1 1 ,  
для вывода следствий и з  аксиом определенной теории . 
По сравнению с узким исчислением предикатов мы 
имеем в этом случае более широкую возможность 
выражения аксиом и следствий. Поясним на одном 
примере применение ступенчатого исчисления . 

Возьмем для это го обоснование meJpиu действи· 
тельных чисел .  Действительные чиспа будут при этом 
введены · не с помощью собственной системы аксиом, 
а будут сведены к рациональным чиспам . Мы при­
нимаем , следовательно , рациональные числа за си­
стему предметов области индивидуумов и мыслим себе 
введенными подходящие аксиомы дпя. основных ариф­
метических отношений в области рациональных чисел , 
таких, как сложение ,  вычитание ,  отношения больше 
и меньше ,  и т . д .  В математю<е  употребитепьны раз­
личные сnособы сведения действительных чисел к ра­
ционапьным . Нанример , опр едепяют действительное 
чиспо с помощью канторавекого фундаментального 
ряда или с помощью бесконечной десятичной ,  соот­
ветственно двоичной дроби . Для установления связи 
с логикой наиболее подходящим является метод 
Дедекинда . 

По Дедекинду мы определяем действительное  число 
I<ак << сечение>> ,  т .  е. как подраздепение рациональных 
чисел на два класса,  со следующими << свойствами 
сечению> : 

1 . Каждый  и з  двух кпассов содержит по меньшей 
мере одно рационапьно е  чиспо . 

Physi k ,  B d .  40 ( 1 933), und Gmtzen ,  G . ,  D i e  W iderspruchsfre ihei t  
der S tufen logi k .  Math . z.  Bd. 4 1 .  ( 1 936). Гmцен использует только 
что упомянутое построение ступенчатого исчисления,  при котором 
употребляются только одноместные предикаты . Перенос его 
метода на  нашу систему аксиом не  порождает, однако, никаких 
&собых затруднени й .  
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2. В первом классе не существует наибольшего 
рационального числа . 

3. Если некоторое рациональное число принадле­
жит к первому классу ,  то и все рациональные числа, 
меньшие его, также принадлежат к первому классу . 

При подразделении описанного рода мы можем 
рассматривать всегда только перnый из обоих клас­
сов и в таком случае имеем дело с множеством ра­
циональных чисел, которое  можно представить при 
помощи определяющего его предиката. 

Под действительным числом мы понимаем тогда 
множестnо рациональных чисел , для которо го суще­
ствует определяющий предикат Р, удовлетворяющий 
следующим трем условиям: 

1. (Ех) Р (х) & (Ех) Р (х) 

[<<Классы ,  определенные через Р (х) и Р (х), о ба не 
пустые>> . ]  

2. (х){Р (х) � (Еу) ( < (х, у) & Р (у))} 

(<<Для ·каждого рационального числа , обладающего 
свойством Р, существует большее , которое тщже 
обладает CBOЙCTJIOM Р_>> .) 

3. (х){Р (х) � i)>  (у) (< (у, х) � Р (у))}. 
(<<Если х обладает свойством Р, то и все меньш ие 
рациональные числа у также обладают свойстnом Р>> . )  
. Эти  три условия вместе-мы можем мь1слить их 
соединенными знаком & -образуют <<Сnойство сечения>> 
предиката . Это свойство предиката мы о бозначим через 
Sc (Р). Два предиката Р и Q со свойствами Sc (Р) и 
Sc (Q) тогда и только тогда представляют одно и то 
же действительное число, I<о гда множества , соответ­
ствующие Р и Q,  равны, т . е. если выполняется 
Aeq (Р, Q): 

Теперь мы можем, прежде исего , ввести отноше­
н�:�е величины между дейстnительными числами. Для 
двух предикатов Р и Q со сnойством Sc выражение 
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< (Р, Q) должно быть равнозначным с Imp (Р, Q), 
т .  е. с 

(х) (Р (х) ___,. Q (х)). 

Или, в формулах: 

Sc (Р) & Sc (Q)-+ (Imp (Р, Q) � :::_: (Р, Q)). 

Тогда высказывание< (Р, Q) пр идется определять через 

Sc (Р) & Sc (Q)-+ ( < (Р, Q) � (Imp (Р, Q) & Aeq (Р, Q))). 
Можно доказать средствами исчисления ,  что оба отно­
шения < (Р, Q) и < (Р, Q) транзитивны .  Равным 
о бразом  можно вывести все другие свойсгва, которые 
характер ны для отношения порядка . 

Сложение и умножение действительных чисел 
можно свести к сложению и умножению рациональ­
ных . Предикат 

(Еу) (Ez) (Р (у) & Q (z) & (х =у+ z)) 

представляет сумму, а предикат 

(Еу) (Ez) (Р (у) & Q (z) & (х =у • z)) 
произведение действительных чисел, определенных чс- . 
рез  Р и Q (х =у+ z и х =у . z являются здесь трех­
чпенными основными предикатами в области рациu­
напьных чисел) . 

Теперь мы можем обычным способом ввести поня­
тия ограниченности и точной верхней границы мно­
жества действительных чисел . Множество действи­
тельных чисел представляется предикатом от  предн­
!{атов А (Р), который удовлетворяет усповию: 

(Р) (А (Р) -> Sc (Р)) & (Р) (Q) ((А (Р) & 
Aeq (Р, Q)) ->А (Q)). 

То обстоятельство, что множество А (Р) действитель­
ных чисел о гран ичено сверху,  означает, что суще­
ствует действительное число, кото рое больше или 
равно каждому из чисел множества; в формулах это 
Rыражается так : 

(ЕР) {Sc (Р) & (Q) (А (Q) -7 �::_; (Q, Р))}, 
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вместо чего мы для сокращения пишем также 
(ЕР) Sch (Р, А) или словесно: существует число Р, 
представляющее верхнюю границу множества А .  

Мы предполагаем также, ч т о  А (Р) содержит по 
крайней мере один элемент, так что имеет место 
формула: 

(ЕР) А (Р). 

Теорему о точной верхней границе теперь можно 
сформулировать следующим о бразом: если некоторое 
множеrтво действительных чисел имеет верхнюю гра­
пицу, то оно имеет также наименьшую верхнюю 
границу. 

Математическое до ка зательство существования точ­
ной верхней границы, приведеиное  к простейшей 
форме, сос1оит в том, что для рассматр иваемого мно­
жества действительных чисел , которое является мно­
жеством множеств первой ступен}f, образуют их тео ­
ретика-множественную сумму (объединение) . Согласно 
замечаниям § 3 этой главы, соответствующее А (Р) 
сбъед инение множеств выражается  предикатом: 

(ЕР) (Р (х) & А (Р)) .  

Мы обозначим этот предикат сокращенно V g (х, А). 
Таким о бразом, относигельна предиката Vg (х, А) 

нужно показать, что о н  представляет действительно е 
число,  которое является точной верхней границей 
множества А. 

Прежде всего мы должны доказа1ь , что множе­
ство , определенное выражением Vg (х, А) , воо бще 
является действительным числом . 

Можно легко показать сначала ,  что три свойства, 
объединенные знаком Sc, имеют место для Vg. Пrи­
ведем вывод первого свойства . 

Из 
(ЕР) А (Р), 

(Р) (А (Р) --7 Sc (Р)) 
з аключаем : 

(ЕР) (Sc (Р) & А (Р)). 
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Так как имеет место 

Sc (Р) -� (Ех) Р (х), 
то имеем: 

(ЕР) ((Ех) Р (х) & А (Р)). 

Последнюю формулу можно преобразовать в 

т. е. 
(Ех) (ЕР) (Р (х) & А (Р)), 

(Ex)Vg (x, А). 
Равным образом· можно показать: 

(Ех) Vg (х , А), 1'. е. (Ех) (ЕР) (Р (х) �А (Р)). 

Заметим прежде всего, чrо э1у формулу можно пре­
образовать к виду: 

(Ех) (Р) (А (Р) � Р (х)) . 
В сипу предположения об ограниченносш множе­
ства At имеем: 

(ЕР) {Sc (Р) & (Q) (А (Q) -> � (Q, Р))}. 

Далее, имеет место 

Sc (Р) --)> (Ех) Р (х) , 
следоnательно: 

(ЕР) {(Ех) Р (х) & Sc (Р) & (Q) (А (Q) � < (Q, Р))}. 

Из определения < (Q, Р) легко получаем: 

::= (Q, Р) & Sc (Q) & Sc (Р) -> (х) (Р (х) � Q (х)). 
В предпоследней формуле выражение 

(Q) (А (Q) � � (Q, Р)) 

можно заменить на 

»Ли же на 
(Q) [А (Q) � (х) (Р (х) � Q (х))] 

(Х) (р (х) � (Q) (А (Q) � ё�}"(х))), 
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Из формулы 

(ЕР) {(Ех) Р (х) & Sc (Р) & (х) [Р (х) � 

(Q) (А (Q) � Q (х))]} 
получаем тогда: 

(Ех) (Q) (А (Q) � Q(x)), 
т. е . : 

(Ех) Vg (х, А). 
Этим для Vg (х, А) доказано первое свойство сечения . 

Аналогичным образом доказываются для Vg (х, А) 
свойства 2 и 3 (на стр . 201), так что , следовательно, 
имеет место Sc (Vg). 

Мы покажем теперь 

(Р) (А (Р) � < (Р, Vg)) , 

т. е. что действительное число, соответствующее Vg, 
есть верхняя граница множества, определенного фор· 
мулой А(Р). . 

Если мы подставим вместо V g и < определяющие 
выражения, то  эта формула переходит в 

(Р) (А (Р) � (х) [Р(х) � (EQ) (Q (х) &: А (Q))]), 

а после преобразования- в 

(Р) (х) ((А (Р) & Р (х) � (EQ) (А (Q) & Q (х))). 

Последнее �ыражение  можно рассматривать как фор­
мулу, получающуюся в результате применеимя аксио­
мы (11, 2), стр . 197. 

. Остается еще показать ,  что Vg (х, А) представляет 
наименьшую верхнюю границу, или, в формулах : 

(Р) {[Sc (Р) & (Q) (А (Q) � < (Q, Р))] � < (Vg, Р)}. 

Если мы заменим здесь снова все сокращения их 
определениями , то нолучим: 

(Р) {[Sc (Р) & (Q) (А (Q) � (х) (Q (х) � Р (х)))] � 
�(у) [(ЕР') (Р' (у) & А (Р')) � Р (у)]}. 
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Вынося здесь знак общности (х) вперед , мы получаем 
таким образом : 

(Р) {[Sc (Р) & (х) (Q) (А (Q) & Q (х) --7 Р (х))] � 

(у) (ЕР') (Р' (у) & А (Р') -> Р (у))}. 
Эту формулу мы можем вывести с помощью обоб­

щения формулы (22) , с1р . 101. 
Приведеиных примеров достаточно , чтобы показать, 

что ступенчатое исчисление является подходящим сред­
ством для выражения способов зан:лючения в анализе. 
Полное постр оение основ математики с помощью сту­
пенчатого исчисления дано  Уайтхедом и Рэсселом \ 
это построение,  правда , усложнено без надобности 
благодар я употреблен ию разветвленной теории типов , 
упомянутой в § 4. Однако исключение этой теории 
из дедукций автор ов не  представляет никаких особых 
1 рудностей. 

1 Whitehead, А. N., and Rиssell, в., Principia Mathematica, 
2 ed.,  Cambrid"e, 1925-1927. 
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ПРИЛОЖЕИНЕ 1 1 

§ 5. Метод ступенчатого исчисления 

Из прошв оречий ,  которые мы уста новили , следует , 
что наш метод формальног о оперирования ошибочен .  
Ошибка эта могла в озникнуть лишь из того. обстоятель­
ства ,  что при расширении перв оначально  установлен­
ной для (узког с )  функционального исчисления 2 системы 
аксиом мы действовали недостаточно осторожно.  

Чтобы п ри необходимом исправлении метода занять 
правильные позиции ,  вспомним еще раз основ ное, 
что сдела н о  нами при расширении исчисления .  Мы 
изложим здесь соображения Уайтхеда и Рэссела . 

В перв о начальном методе исчислени я функций мы 
принял:1 систему или несколько систем и ндивидуумов 
как заранее данные , и оперирование с переменными 
(в особенности с кванторами) приобрело св ое логиче­
ское з начение через отношение к таким совокупностям 
и ндивидуумов . Расширение же исчисления состояло 
в том, что мы стали рассматривать и высказыва ния 
и п редикаты как и ндивидуумы и ,  таким образом, допу­
стили симв олические в ыражения ,  логический смысл 
которых требовал привлечения сов окупности выска­
зывани й  (соответственно  функций). 

Но в действительности такой способ обращения 
сомнителе н ,  п оскольку при этом именно те в ыражения, 
которые получают смысл, лишь через отношение к сов о­
купности высказываний (соответственно функций), 
в свою очередь причисляются к высказыва ниям или 
функциям, меЖду тем как, с другой стороны, чтобы 

1 Из первого издания этой книги. 
1 В первом издании предикаты пазывались логическими 

функциями и исчисление предпкатоu-функциональным исчис­
Лt'нием. (Прим. ред.) 
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иметь в озможность ссылаться на совокупность вы­
сказываний или функций ,  мы должны рассматривать 
псследнюю как заранее определенную . Здесь перед 
нами , таким образом, нечто в роде логическог о круга ,  
и мы имеем основание предполагать, что этот круг 
является причиной  парадоксов . 

Таким образом , если мы не хотим отказаться от 
возможности принимать высказывания и функции за 
значения аргументов логических функций,  в озникает 
задача так иреобразовать формальное оперирование 
с переме нными знаками высказываний и функций ,  чтсбы 
сомнительные о бразования совокупностей в ысказы­
ваний  или функций были исключены. 

Преследуя эту мысль ,  мы прихrдим к так назы­
ваемой теории типов или ступенчатому исчислению 
Уайтхеда и Рэссела . 

В этой  теории мы можем различить две разные 
точки зрения .  Первая состоит в том, что все ,  что может 
быть подставлено на пустое место функции в качестве 
аргумента, имеет совершенно иной  характер , ч&м сама 
функция .  Для характеристики функциИ необходимо 
указание ее о бласти определения . Согласно нашему 
принципу, ничто , зависящее от самой функции, не 
должно в таком случае принадлежать к о бласти ее  
определения .  Таким образом, мы приходим к векото­
рому соотношению между понятиями, которые Рэссел 
называет иерархией типов. l{ перв ому типу принадле­
жат индивидуумы первоначально  данных систем. l{o 
второму типу принадлежат и ндивидуальные предикаты. 
Вообще ,  к (п+I)-му типу п ри надлежат такие логиче­
ские функции,  все аргументы которых имеют тип 
�п и по меньшей мере один-тип п. На каждое пустее 
место функции можно подставлять только такие пред­
меты, которые имеют тип соответствующего аргумента . 
Соответственным образом употребление ква нторев так­
же отнссится лишь к совокупности , имеющей тет же 
тип .  

Кроме этс й мысли, Уайтхед и Рэссел испсльзуют 
еще одну, идущую дальше. Действительно, мuжно 
14 Ссвовы теоретической norшur 
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сомневаться и в праве общего употребления вы­
ражений, вроде :  <<для всех индивидуальных пре· 
дикатов» ,  <<существует и ндивидуальный предикап, 
<<для в сех высказываний» .  Возможно ,  что в опре­
деле ние какого-нибудь индивидуального предика­
та входит квантор ,  которому соответствует пере­
менная для индивидуальных предикато в , т .  е . иными 
словами, что индивидуальный п редикат определен 
через отношение к сов окупности всех индюзидуальных 
предикатов . · 

Или рассмотрим друг о й  случай .  Предложение <<Все 
высказывания  или истинны или ложны�> само есть 
тоже высказывание . Но ,  с друга� стороны, это в ыска­
зывание определено через отношение н: совокупнести 
всех в ысказываний .  Чтобы и здесь избежать круга, 
предлагается следую щий путь. 

Мы мыслим себе , прежде всего , что дана определен­
ная сбласть индивидуумов и в ней некоторые оснсв­
ные предикаты. Эти оснсв ные функции могут иметь 
очень ·наглядную природу . l{ это й  перв оначальной  
о бласти мы применяем узкое функциональное исчи­
сле ние и п олучаем, таким образом, теорию <<nервой 
ступени�>. Предикат этой  первой  ступени является логи­
ческой функцией одного или нескольких аргументов, 
которая может быть образована из основных преди­
катов с помощью логических операций <<И» , <<ИЛИ>>, <<Не�>, 
<<если-то�>, <<все• и «существует» . Само собой разумеется, 
что операции <<все>> и <<существуеп относятся здесь 
только к перв оначальной области индивидуумов . 
Заполняя пустые места функций перв о й  ступени или 
помещая  перед ними кванторы, мы получаем nысказы­
вания  перв о й  ступени.  

Теперь мы построим теорию второй ступени .  Мы 
рассматриваем функции и в ысказывания первой  ступени 
как нсвую область инд�!вvдуумсв ,  которую мы при­
ссединяем как следую щую о бласть к области перво­
начальных индивидуумс в .  Если мы берем за оснсву 
расширенную таким образом систему индивидуумов, 
то  мы можем тогда ограничиться областью функций 
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и высказываний <<второй  ступени• .  Отличие от пре­
дыдущег о  состоит теперь в том, что аргументы логи­
ческих функций ,  равно как знаки общнести и суще­
ств евания ,  могут относиться не :rолько к перв она­
чальным индивидуумам,  но  и к предикатам и в ыска­
зываниям перв о й  ступени: 

Подс бно переходу от перв о й  ко  второй  ступени , 
можно севершить также переход к третьей и к более 
высоким ступеням. 

С помощью этого  метода ступенчатог о  исчисления 
мы получаем возможнесть , с однсй  стороны,  сделать 
всякее встречаю щееся высказывание ,  свойств о или 
отнешение предметом суждения; с другсй стороны,  
мы оказываемся избавленными от сомнительног о опе­
рирования с сев окуписетями всех высказываний или 
функций, так как допустимы только такие выра­
жения ,  которые получаются путем последовательног о  
образования ступеней,  и так как для теории определе н­
ной ступени совокупнесть предметов , к которым она 
относится, ограничена . 

Чтс бы отобразить в нашей симв олике различие сту­
пеней, мы снабдим высказывания и функции числевыми 
индексами . Это обозначе ние нужно понимать в том 
смысле , что о бласть значени й  знака в ысказывани й  
Xn или знака функции F n ограничена такими в ысказы­
ваниями или функциями , которые содержатся в теории 
n-й ступе ни . От каждог о в ыражения , которое должно 
представлять высказывание или определенную функ­
цию , мы теперь требуем ,  чтсбы ко всякому 
встречающемуся в нем знаку Rысказывания и знаку 
функции был присоеди нен индекс .  Знак функции 
получает всегда больший индекс,  чем каждый из его 
аргументов . Знак фу нкции с индексом 1 ·всегда имеет 
в качестве аргументов предметы первоначально й 
области и ндивидуумсв . 

Наши аксиомы совпадаю1 с аксиомами узкого функ­
циональнРго !"счисления . Нужно  только при приме­
нении аксиом сна)дИ1ь переменные , обозначаiСщие 
высказывания и функции, индексами . Вместо аксц-
!4• 
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омы (е): (х) F (х)---,> F (у) мы имеем правило дnя аксиом: 
всякая формула вида: 

(Х) Fn (х) _,.. Fn (у), 
(Ап) F т (Ап) _.,. F т (Вп) ( (т > n)) 

(Gп) Fm (Gп)---,> F т (Н п) 
может быть принята за аксиому; при этом An и Bn­
переменвые высказывания , а Gn и Н п- переменвые 
функции. Соотве1ствующее справедлщю длil аксиомы f) 
и правила у). 

При подстановке нужно следить за тем , чтобы 
вместо переменных для высказываний и функций 
подставлялись только такие выражения для высказы­
ваний и фующий , которые принадлежат к той же или 
меньшей ступени. При  этом индекс выражения опре­
тr,еляется следующим образом: если п - наивысший , 
встречающийся в выражении индекс , то индекс всего 
выражения равен n + 1 в том случае , если имеется 
квантор, принадлежащи й переменной с индексом n; 
в противном случае индекс выражения равен n. 
В функциональных выражениях определение индекса 
зависит еще от того , чтб счиrается аргументом соот­
ветствующего выражения . Применяясь к случаю, здесь 
приходится увеличивать индекс до тех пор , по1<а он не  
станет  больше индекса всех аргументов.  Например , 
функциональное выражение F1 (х)""' G1 (х) является 
п редметным предикатом первой ступени, н о функ­
цией функций второй ступени .  При установлении 
индекса векотор ого выражения к числу встречаю­
щихся индексов нужно причислить также все те ,  
которые , может быть, имеются в определении знака, 
используемого для сокращения . 

Таким образом обосновывается новая форма исчи­
сления- ступенчатсе исчисление, представляющее со­
бой расширение первоначального функционального 
исчисления , так как последнее заключено  в нем в ка­
ч естве теории первой ступени; но в сравнении с нашим 
предшествующим расширением функционального ис-
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числения , настоящее расширение существенно огр а­
ничиваеi формальные способы оперирования. 

Пре "'де всего убедимся , что с помощью ступен ­
чатого исчисления устраняются выступающие в пара­
доксах противоречия. Если мы рассмотрим с этой точки 
зрения три приведеиных нами парадокса, то оказы· 
вается следующее :  

В первом парадоксе ошадает возможность опр е­
l'.еля rь применимую ко всем предикатам Р функцию 
Pd (Р) . Если мы возьмем вместо нее функцию Pd (Рл) 
с каким-нибудь опр еделенным числовым значением п, 
то она уже не  принадлежит больше к теории п-й 
ступени; то же верно для Pd (Рл)· Поэтому Pd не 
может рассматриваться в качестве значения аргу­
мента Р л для Pd. Таким оn разом , выражение Pd (Pd) 
вообще не  может быть образовано . 

Во втором парадоксе выражение 

(Х) (Bh (Х) � Х) 

содержит квантор всеобщности, относящийся к совокуп­
ности всех высказываний . Если мы теперь , в соответ­
ствии с трt:бованием ступенчатого исчисления , ограни­
чим область изменения Х какой-нибудь определенной 
наивысшей ступенью, приписывая знаку Х индекс п, 
то благодаря этому все высказывание будет определено  
как выражение (п + 1) ступени . В силу этого , в формуле 

(Х11) {� � (Bh (Хл) � Xn)} 
выражение �( не может быть взято в ка честве част­
ного значения Xn, так что мы не можем притти 
к формуле � � �. Еыражаясь содержательно: если 
мы , чтобы не  говорить о совокуп ности всех вы­
СI<азьшаний, п р идадим словам лица � измененный 
смысл: << Всякое утверждение первой ступени ,  которое 
1.15 произносит в промежуток времени t, ложно» , то 
это предложение может быть пр инято без противо­
речия за истинное, так как оно уже образует утвер­
ждение втор ой ступени. Аналогично обстоит дело, 
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если в формулировке изречения лица� вместо <<утверж­
дения первой ступени>> сказать: «утверждение самое 
большее втор ой ступенИ>> или <<утверждение самое 
большее третьей ступенИ>> и т . д· 

В третьем пара,ТJ,оксе в понятии символически 
определяемого числа фигурирует отношение к сово­
купности всех пре.".икатов, что в выражении для пре­
диката Dsc (х) обна руживается при появлении знака 

· существования (ЕР). Если мы уточним здесь образо­
вание понятий в смысле ступенчатого исчисления и ,  
вместо того чтобы говорИ1ь просто о символически 
опреr,еляемом числе,  укажем точно, какой наивыс­
шей ступени дол но  быть определЯJсщсе выра-т ение , 
то  н е  получиrся никакого пр()тиворечия; ибо самое 
меньшее из чисел , которое  в ХХ столетии не  опре­
делено выражением самое большее n ступени , <!Пре­
деляется, правда, этим своим свойством; но при этом 
определяющее выражение принадлежит уже (n + 1 )- й 
ступени . 

§ 6. Недостатки ступенчатого исчисления 

Мы видим , что с помощью ограничения ступеней 
наше  расширенное исчисление осво >ождается от про­
тивореч ий, с которыми оно  было сопряжено пр и не­
огранич енном способе оперирования . Теперь спраши­
вается ,  однак о , н е  слишком ли суживае1ся таким обра­
зом исчисление .  Мы должны,  например,  требовать от 
исчисления , чтобы оно давало нам все те способы 
заключения ,  которые играют существенную роль для 
о5основания математики . 

В этом отношении нам может показаться подозри­
тельным уже то обстоятельс1во ,  что мы наташщваемся 
на трудность при нашем onreteлeнuu тожсества. Дей­
ствительно , так как в определяющем выражении 
{F) (F (х),...... F (у)) к знаку функции F должен быть 
присое,",инен ин,;екс ,  то nместо одного отношения тож­
-дества мы получаем , в зависимости от выбора ин­
Р,екса, различные предикаты: ::::::::1 (х, . ) , :::=2 (х, у) и т . д . 
Это, правда, не вызывает особых сомнений, потому 
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что все эти различные nредИI,·аты для одних и тех же 
пар значений х, у одновременно выnолняются, со отв. 
не выполняются . Это мщкно уяснить се3е следующим 
о5разом: 

Прежде всего ясно ,  что для каждого n из от­
ношенюi 

следует отношение 

(Fп) (Fп (Х)"" Fn (у)), 

так как область значений F" за i<лючена в области 
значений Fn+P Можно , следовательно , доказать: 

=п+l (Х, У)� :En (х, у). 

Спрашивается, справедливо ли и обратное: 

=n (х, У)� ==п+l (Х, у). 
Не внося существенной сnециализации, мы можем огра· 
ничиться случаем n = 1. Мы можем тогда ус101отреть 
справедливость претщажения содержательным путем 
так: предикат , оrносящийся к предметам, может ока­
за1ься выражением второй ступени лишь благодаря 
тому , что в нем встречаются кванторы, принадлежащие 
переменным для высказываний или фующий. Для 
такого предиката мокно вы1рать форму представле­
ния так, чтобы эти кванторы, равно как и те, I<O· 
торые принадлежаr предметным nеременным , стояли 
вначале, а за ними следовало выражение ,  киорое , 
кроме аргумента , подлежащего выражению предиката, 
содержало бы в качестве аргументов 1 олько при­
надлежащие к стоящим спереди кванторам знаки вы­
сказываний и фующий и предметные переменные .  Вы­
разим, например , этот предикат в форме: 

(Ez) (F1) (EG1) Ф (F1, 01, z, х). 

Согласно нашему допущению относительно Ф, пр еди­
кат Ф (F1, Он z, х) первой. ступени, ибо он образован 



216 Прило:ниние 1 
--------- -- ----------

из подо11ных прещ-!катl1В с помсщью операций &, V, 
, __,. .  Из =-=. (х, у) следовало бы в таком случае: 

Ф (F11 01, z, х) "'"'Ф (F1, Gl, z, у). 
Так как это справедливо для всякого предиката F1 
и G1 первой ступени и для всякого z, то мы получаем: 

(Ez) (F1) (EG1) Ф (F11 011 z, х) 

"'"'(Ez) (F1) (EG1) Ф(F10 01, z, у). 

То >I-"e рассуждение можно пр овести для всякого част­
н ого предиката втор ой ступени .  Таким образом по­
лучаем: 

(F.) (F2 (х)"'"' F2 (у)), 
т .  е .: ==1 (х, у)__,. =-2 (х, у) доказано . 

В этом рассуждении есть нечто неудовлетвори­
тельное , посl$ольку оно не ведет к формальному вы .. 
воду формулы ::=1 (х, у)__,. ==2 (х, у) из аксиом . Но во 
всяком случае с но  все же показывает, что в разли­
чении DТношений =.:л (х, у) еще нет принципиальных 
затруднений . 

Существенные трудности возникают, однако .  при 
попытке выразить в нашем исчислении доказательства 
теории множеств и анализа . Уже при попытке изло­
ж ить на языке нашего исчисления канторовское дока­
зательство существования несчетных множеств мы 
наталкиваемся на подобную трудность .  Вместо множе­
ства всех множеств целых чисел , составляющего про­
стейший пример несчетного множества, здесь нужно 
рассматривать множество всех предикатов, относя­
щихся к целым числам, как к предметам . При этом 
совокупность этих предикатов нужно ограничить, по­
скольку по  смыслу ступенчатого исчисления нельзя 
говорить просто о множестве всех числовых преди­
катов . Напротив, для предикатов , которые должны 
быть элементами рассматриваемого множества , нужно  
устанс·вить наивысшую ступень . 

Если n- выбранное число, указывающее ступень, 
то мы должны иметь дело с множеством всех число· 
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вых предикатов, не выше n й ступени, и речь идет 
о том, чтобы доказать несчетность этого множества, 
t. е. но казать, что если каким нибудь образом вся­
кому целому числу однозначно соотнести предикат 
из этого множества, то среди соотнесенных предика­
тов во всяком случае окажутсq не все предикаты 
множества . 

Желая поступить по образцу канторавекого дока ­
зательства, мы исходим из до пу•цения, что  дано ка­
кое-нибудь соответствие требуемого рода, т .  е .  выска­
зыв:шие R (х, Рп), которое при постоянном числе х 
выполняется в точности одним предикатом Pn .  Рас­
смотрим тот предю<ат Ре (х) , который тогда и только 
то гда выполняется для числа х,  ко гда соотнесенный 
этому числу предикат не  выполняется для него. Та· 
ким образом, Ре (х) определен формулой: 

(Рл) (R (Х, Pn) � Pn (Х)). 

Относительно этого предиката мы можем доказать 
на осн ове его определения , что он не совпа,(ает ни  
с одним из  соотнесенных числам предикатов . Дей­
ствительно ,  если бы Ре соответствовзл числу т, то , 
с одной стоrюны,  должно было бы выполняться 
R (т, Ре); с другой стороны, вследствие о пределения 
Ре (х) и в силу однозначности соотвеtствия то гда 
р;олжно быть : 

Ре (т)"' (R (т, Ре)� Ре (т))· 
Из этих двух соо1ношений получилось бы протиnоре­
чие: 

Ре (т)"' Ре (т). 
После это го , по аналогии с канторовским доказа­

тельс1вом ,  мы должны были бы быть уже у цели.  
Однако на самом деле мы обнаружили только существо­
вание числового предиката , отлич ного от всех предиюi:­
тов ,  отнесенных предикатом R к цел�-,Iм числам , но н е  
доказали, что этот предикат Ре принадлежит нашему 
множеству; и это требование на самом деле невы-
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полнимо , ибо множество содержит 'lолько предикаты 
п-й с-тупени, между тем как определяюu:.ее выражение 
для Ре (Х) 

(Р п) (R (х, Р") � Р п (х)) 

(n + 1 ) -й ступени .  Всле�.ствие различия ступеней 
желаемо е доказательство , гаким образом, не полу­
чается . 

Вполне аналогично с этим примерам и в некоторых 
других решающих мес1ах обнаруживается ,  что бла ­
годар я  выделению ступеней мы теряем возможность 
отобразить с помощью логического исчисления неко­
торые математические заключения .  В особенности это 
имеет �;есто для обоснования mеJрии действигr.ельных 
чисел. В математике употребиrельны различные спо­
собы введения действительных чисел; р,ействительное 
число определяется с помощью канторавекого фунда­
менrального ряда , бесконечной десятичной или дво­
ичной дроби ,  дедекиндова сечения . Для присоединения 
к логике наиболее удобен дедекиидав метоJТ,; при этом 
при разбиениях рациональных чисел , образующ их сече­
ние ,  достаточно всегда рассма1 ривать только класс 
меньших . Класс или множество рациональных чисел за­
дается опреJТ,еляющим его предикатом.  Таким образом, 
под дейс1вительным числом мы булем по нимать преди­
кат, обладающий определенным свойс1вом, так назы­
ваемым << свойс1вом сечения>> Sc (Р) ,  причем мы долж­
ны следить за тем, чтобы эквивалентные предикаты 
выражали одно и то же J'.ействительное ч исло . Да­
лее ,  действительные числа должны обrазо:вывать о пре­
деленно ограниченную область предме'lов; ибо в 
анализе нам постоянно приходиrся иметь дело � пред­
ложениями о всех дейсшюельных числах, равно как 
о суп:ест:во:вании дейс1вительных чисел. Мы должны 
пrэтому ограничить предикаты, принимаемые нами 
для определения действительных чисел, не:которой 
определенной областью и буr,ем !',опускать ,  например , 
лишь предикаты ырвой ступени для определения 
действительных чисел . Дейст:вительное число является, 
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таким образом , пре;",икатом первой ступени Р 11 удо­
влетворяющим оr1ределенному условию Sc (Р1) . 

Сумма и произведение двух действительных ч исел 
могут быть при э1ом о пределены соответствую:г.им 
образом и фаю·ически. в свою очередь, выражены 
предикатом первой ступени .  Однако д\Jуrой вопрос: 
получаютс51 ли и более высокие способы заключений 
математического анализа из нашей логической тео­
р ии? К числу особенно важных следует причислить 
предложение о архнtй границе, утверждающее ,  что 
для ВС51Кого ограниченного множества действительных 
чисел существует верхняя граница, т. е .  действитель­
ное число а, обладающее тем свойством, что всякое 
число множества < а и что для венкого действитель­
ного числа, которое <а, существует по меньшей мере 
одно число множества, большее его . Не вдаваясь 
в подробную формальную траюовку (мы это сделаем 
в § 8) , нетрудно содержательно уяснить себ е ,  что 
в определении предика1а ,  представляющего верхнюю 
границу, должны были бы встречаться знаки ОQщности 
и существования дл;� предикатов первой ступени; но 
это значит ,  что сам этот пр едикат должен был бы 
бьпь второй ступени и, следовательно , вообще он не 
выражал бы какого-либо  действительного числа . Та­
ким образ)м , мы вообще не можем с помоп:ью нашего 
исчисления провести доказательство существования 
верхней границы. 

§ 7. АJ<сиома сводимости 

На приведеиных примерах обнаружилось,  что ме­
тод ступенчатого исчисления слишком огранич ивает 
возможности логического выво11.а; мы попытаемся по­
этому так видоизмен ить это исчисление, чrо бы оно 
получило большие возмсжнссrи . Рассмотрим Еще раз

' 

доказанльство су.цествования верхней гrаницы. Невоз­
можность провести доказа1ельство в ступенчатом ис­
числении проистекает из того обстоятельства , что пре­
дикат, который должен был определять верхнюю 
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границу. был выше , чем первой ступени.  ДоказLJ.тель­
ство было бы завершено, если бы для подобнrго 
предиката существсвал эквивалентный предикат первой 
ступе н и ,  так как такой предикат действительно вы­
раж ал бы r,ействительное число. Аналогично обстоит 
дело для н.ан1оровскогq доказательс1 ва существования 
несчетных множеств . 

Исходя из  этого , Yt йтхед и Рэаел nридумали 
следукщий выход из положения :  они присоединили 
к ступенчатому исчислению особый постулат <<аксиому 
своди мости>> ( <<яxiom of reducibllity>> ). 

В целях общей формулировки этого пос1улата мы 
расширим определен ное до сих пор только для преди­
катов понятие эквивалентности , называя вообще две 
функции с аргументами одного и того же рода экви­
валентными , если они выполняю1ся для одинаковых 
в точности систем значений аргументов . Далее , мы 
введем новый термин , называя функциональное выра­
жение «nредикативным>>, если оно имеет самую низ­
кую ст�·пень , совместимую с родом его аргументов , 
т. е . ту ступень , которая принадлежит выражению, 
содержащему аргументы рассматриваемого выражения 
в качестве единственных неспределеиных знаков . 

Применяя эту терминологию,  нашу аксиому можно 
выразить так :  

<<Для всякого встречающегося в ступенчатом исчи­
слении функционального выражения существует экви· 
валенrттсе предикативное выражение>>. 

Как частный случай здесь заключено допущение , 
что для всякого предиката Р л (х) (с произвольным 
индексом п), аргумент которого относится к перво­
начальным предметам исчисления , существует экви­
валентный предикат первой ступени; т. е . , на языке 
исчисления,для всякого индекса n формула 

(Рл) (ЕР1) (х) (Рл (х),...... Р1 (л)) 
является истинной . 

Можно было бы думать , что вследствие допущения 
аксиомы сводимости только что исключенные проти-
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воречия возникают снова; что это не  так, легко вы· 
яснить на рассмотренных нами парадоксах . 

'-1то касается первых двух парадоксов , то к ним 
наш постулат вообще непр именим; к первому пото· 
му , что здесь функция Pd (Рп) уже предикативна 
согласно своему опр еделению; ко второму потому , что 
наша аксиома касается только функциональных выра­
жений , а н е  выражений для высказываний.  В третьем 
парадоксе возможно применение нашего постулата. 
Обусловленное ступенчатым исчислением снятие про­
тиворечия основано здесь на 1 ом, что ступень функ­
ции  Mds (х) на  единицу выше индекса функциональ­
ного знака Р, неявно встречающегося в ее  определении; 
это дает нам возможность воспользоваться нашим 
новым допущением . Мы можем теперь утверждатi, 
существование nреди�<"ата первой ступени , эквивалент­
ного Mds {л) . Но этим не  вызывается возвращение 
прежнего противоречия, ибо , утверждая существова­
ние предиката , эквивалентного Mds (л), мы ведь еще 
не пишем символического выражения для • такого 
предиката и не можем поэтому пр едполагать ,  что 
функция Scr выполняется для этого предиката , так 
что отпадает существенное условие для возникно­
вения противоречия . 

§ 8. Применеине аксиомы сводимости 

После того как мы показали,  что и при допущении 
аксиомы сводимости приведеиные парадоксы попреж­
нему исключаются, поясним на нескольких примерах , 
как благодаря введению этой аксиомы устраняются 
препятствия , мешаюЩие плодо-rворному применению 
ступенчатого исчисления . 

В качестве ст6ящего быть отмеченным пр еимуще­
ства , которое мы получаем благодаря допущению этой 
аi<сиомы, прежде всего упомянем , что она дает нам 
возможность строго формально (для I<аждого значе­
ния n) вывести отношение :  

==1 (х, у)""' ==п (х, у). 
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Это удается сделать следующим сбразом.  
Сначала по кажем следуiСщее: пусть Ф (Р п)- функ­

циональное выражение ,  зависящее от Pn, и пус1ь для 
него формула 

А) (х) (Рп (х) "-' Р1 (х))---? (Ф (Р1) � Ф (Рп)) 

является доi<азуемой в исчислении . Мы утверждаем 
тогда , что можuо доказать также формулу: 

В) 

Доказательство. Ставя впереди знак обu�ности (Р1) 
и используя фсрмулу (34), мы получаем из А): 

(ЕР�) (х) (Р п (х) ""Р1 (х) ) � (ЕР1) (Ф (Р1) __,. Ф (Р п)) . 

Это выражение ,  благодар я  замене 

(ЕР1) (Ф (PJ -> Ф (Рл)) 

эквивалентным Воiражением 

(Р1) Ф (PJ - >  Ф (Рл), 

можно заменить н а  

(ЕР1) (х) (Рп (х)"' Р1 (х))-;. ((Р1) Ф (Р1) � Ф (Рл)). 
Если мы зr.есь поставим впереди знак общности (Р л) 
и используем формулу (31) , то получим: 

(Рп) ((ЕР1) (х) (Р л (х) "'Р1 (х))--? (Рл) ((Pl) Ф (Pl)---? 
Ф (Рл)). 

Так как формула слева от знаi<а ---? совпадает с вы· 
раженИем аксиомы сводимсс1и , то мы получаем: 

(Рл) ((Pl) Ф (Р1)---? Ф (Рл)) 

и отсюда: 

С) 
С другой стороны, имеем: 

(Р л) Ф (Р п) - Ф (Р1) (пр именение аксиомы е)). 
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D) (Рл) Ф (Рл) � (Р1) Ф (Р1) (по правилу у'). 

Из С) и О) получаем В). 
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Но Р л (х) ,.."_" Р л (у) есть выражение Ф (Р л), для ко­
торого доказуема qормула А); ибо из 

(х) (Рп (х) ""'-" Pl (х)) ---3> (Рл (х) ""'-" Р1 .(х)) , 
• 

(х) (Р л (х) ""'-" Pl (х)) � (Р л (у)""'-" Pl (у)) 

мы получаем: 

(х) (Р11 (х) ,.."_" Р1 (х)) � [(Pi (х) ,.."_" Pl (у)) � (Р л (х) ""'-" 

""'-" Рл (у))]. 
Таким образом, и для этого Ф (Р) имеет место соот­
ношение В) , т .  е.: 

(Р") (Рл (х) ""'-" Pn С))""'-" (Pl) (Pl (х) ""'-" Р1 (у)) 

или, иначе написав: 

что и требовалось доказать. 
Роль аксиомы сводимости оказывается еще более 

значительной при обосновании теории действительных 
чисел. Мы уже раньше кратко указали способ выра­
жения дедекиндовской теоrии в логическом исчисле­
нии . 

Следуя Дедекинду , мы определяем действительное 
число как <<сечение» , т. е. как разбиение  рациональ­
ных чисел на два класса со следующими <<свойствами 
сечения>>: 

1. Каждый из обоих классов содержит по меньшей 
мере од:1о рациональное число . 

2. В первом классе не существует наибольшего 
рационального числа. 

3 .  tсли какое-нибудь рациональное ч исло принад­
лежит к первому I<лассу , то и все меньшие рацио­
нальные числа принадлежат к первому классу. 
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l{ак уже было раньше упомянуто, при раЗбиении 
оп исанного рода вс егда достатvчно рассматривать толь­
ко первый из обеих классов; в таком случае мы имеем 
дело с множеством рациональных чисел, которое мо­
жет быть преr.ставлено с помощью одного из опрц,е­

ляющих его предикатов . 
Мы поступаем поэтому следующим образ Jм : при­

н имаем рациональные числа с их основными арифме­
тическими отношениями за систему предме·1 ов области 
индиви.п,уумов. 

Под действительным числом мы понимаем в таком 
случае множество рациональных чисел , для которых 
существует опр еделяющий предикат Р, удовлетворяю­
щий следующим трем условиям: 

1. (Ех) Р (х) & (Ех) Р (х). 
(<<Определенные через Р (х) и Р (х) классы оба не пус­
ТЫ>>.) 

2. (х) {Р (х) -) (Еу) ( < х, у) & Р (у))}. 
(<<Для всякого рационального числа, обладающего 
свойством Р, существует большее, также обла да ю­
щее свойством Р>>.) 

3. (х) {Р (х) �(у) (<(у, х) -> Р (у))}. 
(<<Если х имеет свойство Р, то и все меньшие рацио­
нальные числа у имеют свойство Р>>.) 

Эти 1ри условия , взятые вместе (мы можем их 
мыслить себе соеjlиненными знаком &), составляют 
<<свойство сечения>> предиката .  Это свойс1во преди­
ката мы будем обозначать Sc (Р). Два предиката Р 
и Q со свойствами Sc (Р) и Sc (Q) тогда и только 
тогда выражают одно и то же действительное число ,  
когда принаrт.лежащие Р и Q множества совпадают, 
r. е .  если выполняется Aeq (Р, Q). Ltтобы удовлетворить 
требованию ступенчатого исчисления, мы должны 
еще установить для опреР,еляющих действительные 
числа предикатов наивысшую сту пень. В целях наиболь­
шей просrоты мы будем допускать только предикаты 
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первой ступени для определения дей ствительных 
чисел. 

Теперь мы установим между действит елы--ыми 
числами отношение величины. Для r.вух предик:п ов 
Р10 Q10 обладакщих свойством Sc, выражение <(Р11 Q,) 
равнозначно с lmp (Р 11 Q1), т . е . с 

(х) (Р1 (х)-->- Ql {х)) 
или, в виде формулы : 

Sc (Р�) & Sc (Ql)-->- (Imp (Pl, Q�),...... < (Рн Q�)). 

Высказывание < (Р1, Q1) тогда будет определяться 
выражением: 

Sc (Р1 ) & Sc (Q1)-->- ( < (Рн Q�) "'- (Imp (Р1, Q�) & 
Aeq (Р11 Q1))). 

В таком случае можно доказать в исчислении , что 
оба отношения < (Р1, Q1) и < (Р11 Q1) транзитивны . 
Точно так же можно вывести все остальные свойства, 
характерные для упорядочивающего отно.ш ени�. 

Сложение и умножение действительных чисел 
можно свести к сложению и умножению рациональ­
ных чисел . Предикат 

(Еу) (Ez) (Р1 (у) & Q1 (z) & (х = у+ z)) 
выражает сумму , а предикат 

(Е у) (Ez) (Р 1 (у) & Q1 {z) & (х =у • z)) 
произведение действительных чисел, определенных че­
рез Р и Q (х =у+ z и х =у · z здесь трехчленные 
основные пре;,икаты в области рациональных ч исел). 

Мы имеем теперь возможность ввести uбыч ным 
образом понятия ограничениости и серхней границы 
множества дейс1вительных чисел. МН(•жество действи­
тельных чисел выражается предикатuм предикатов 
А (Р), удовлетворяющим условию: 

(Р1) {А (Р1)-+ Sc (Pl)) & (Р,) (Ql) ((А (Pl) & 
Aeq (Р1, Ql))-+ А (Q�)). 

15 Основы теоретв11еской norвtaJ 
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Утверждение , что множество А (Р) действительных 
чисел ограничено сверху, означает , что существует 
действительное число , большее или равное каждому 
числу множества; в виде формулы :  

(ЕР1) {Sc (Р1) & (Q1) (А {Ql) --7 < (Qн Р1))}, 
вместо чего мы пишем также кратко (ЕР1) Sch (Р1, А), 
или , словесно :  существует число Рн предстщзляющее 
верхний предел множества А. 

Мы допускаем также,  что А (Р1) содержит по 
меньшей мере один элемент, т. е ., что верна  формула: 

(ЕР1) А {PJ)· 
Значениями аргумента А являются толы<о пр едикаты 
первой ступени . Что касается о_пределения наивысшей 
ступени самой функции А, то эта ступень должна 
быть выбрана по меньшей мере равной 2, ибо А (Р), 
как функция от предиката , не может быть первой 
с1упени . Но в остальном она остается совершен­
но произвольной , и мы выберем за индекс А какое­
нибудь -определенное п. Предложение о верхней гра­
нице можно теперь формулир овать так :  если множе­
ство действительных чисел и.меет верхний предел, 
то оно имеtт также наименьший верхний предел. 

Математическое доказательс1во существования 
верхней границы, приведеиное к простейшей форме , 
состоит в том, что для рассматриваемого множесiВа 
действительных чисел. представлюсщего собой мно­
жество множеств первой стуnени ,  образуе1ся 
множество, являющееся их суммой .  Согласно замеча­
ниям § 3 этой главы, соответствующая An (Р1 )  сумма 
множеств выражается пр едика1ом : 

(ЕР1) (Р1 (х) & Ап (Р1)). 
Обозначим этот предикат для краткости через 

Vg(x, Ал)• 
Для предиката Vg (х, An) нужно, следовательно, 

показать, что он выражает действительное число, 
представляющее верхнюю границу множества An. 
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Прежде всего мы должны показать , что множество , 
определенное чер ез Vg (х, Ал), вообще является дей­
ствительным числом. 

Легко показать, что три свойства , соединенные 
в Sc, верны для V g. Выведем первое свойство .  

Из 

мы заi<лючаем: 

Tai< как верно 

то мы имеем: 

(ЕР1) Ал (Р1) 
(Р 1) (Ал (Р 1) --7 Sc (Р 1)) 

Sc (Р 1) --7 (Ех) Р 1 (х), 

(ЕР 1) ((Ех) Р 1 (л) & Ал (Р 1)). 
Последнюю формулу можно преобразовать к виду: 

(Ех) (ЕР 1) (Р 1 (х) & Ал (Р 1)), 
т. е . получаем: 

(Ех) Vg (х, Ал)· 
Наряду с этим можно поi<азать 

(Ех) Vg (х, Ап). т. е . (Ех) (ЕР1) (Р1 (х) & Ал (Р1)). 
Эту формулу можно преобразовать сначала к виду: 

(Ех) (Р 1)(Ап (Р 1) --7 Р 1 (х)). 

Согласно предположению о б  ограниченности множе­
ства An, мы имеем: 

(ЕР 1) {Sc (Р 1) & (Q1) (Ап (QI) --7 < (Qt, Р 1))}, 

Далее, J:Jepнo: 

таi<им образо�: 

(ЕР1) {(Ех) Pl (х) & Sc (Р1) & (Q�) (Ал (Q1) --7:::: (Ql, Р1))}. 
15• 
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Из о пределения < (Qн Р 1) легко получаем : 

< (Q� .  Р 1) & Sc (Ql) & Sc (Р 1) � (л) (Р 1 (х) � Q1 (х)) . 
Выражение 

(Q1) (Ап (Ql) � :;;;; (Qн Р 1)) 
может быть в предпоследней формуле заменено выра­
жением: 

или же 

(х) (Р1 (х)-,> (Q1) (Ап (Q\) � Q1 (х))) . 
Из формулы 

(ЕР 1) { (Ех) Р1 (х) & Sc (Р 1) & (х) [Р1 (х) --,> 
(Q1) (Ап (Q1) � 'Ql (л))] } 

мы получим тогда : 

(Ех) (Ql) (Ап (Ql) - Ql (х)) , 
т . • . 

(Ех) Vg (х, Ап) · 

Таким обра зом, для Vg (х, Ап) доказано nерво е свой­
ство сечения.  

Аналогично доказываем для Vg (х ,  Ал)  свойства 2.  
и 3 .  (см . стр . 224) , так что , следовательно , верно Sc (Vg) . 

Но этим еще не установлено , что Vg (х ,  Ал ) пред­
ставляет собr й действительно е число. Для это го нужно 
было бы знать ,  что nринадлежащее предикату Vg (х , Ал) 
множестRо может быть определено предикатом первой  
ступени. Но само Vg (х , Ал )  заведомо не первой сту­
nени ,  так как в нем встречается квантор  (ЕР 1) . Здесь 
как р аз то место , где используется аксиома своди­
мости . По этой аксиоме имеем:  

(ЕР1) (х) (Р1 (х) ""' Vg (х, Ап)) . 
Таким образом , Vg (х , Ап) определяет · действитель­

nсl число . 



При.менение аксиомы своди иости 229 

Мы покажем теперь: 

(Pl) (Ап (Р1) � � (Pl, Vg (х, Ап ))) , 
т .  t . ,  что действитr.елыи е число,  соотсетствующеt 
Vg (л , Ап ) , являетс я  серхним п ределом множес тва , 
определенного выраже:шем An (Р, ) . 

l::.сли мы подставим теперь вместо Vg и < опре­
деляющие выражения , то эта формула превращается 
в выражение : 

Р1 (Ап (Р 1) � (х) [Р 1 (х) � (EQ1) (Q l (х) & An (Q 1)) ] ) , 
а после прео бразования - в выражение : 

(Р , ) (х) (Ап (Р1) & Р 1 (х) � (EQ1) (Ап (Q ,) & Q1 (х))) . 

Последняя фо рма позволяет увидеть в нашей формуле 
результат применения аксиомы f) . 

Остается еще показать, что Vg (х, Ап) является 
наимен ьшим верхним пределом ,  или , в виде формулы , 
что :  

(Р1) { [ Sc (Р1) & (Q l )  (Ап (Qr)� < (Q н Р] )) ]  � < (Vg , Р1) } .  

Если мы здесь снова заменим все сокращения их 
определениями ,  то получим: 

(Р 1) { [ Sc (P t ) & (Q 1) (Ап (Q I) � (х) (Ql (х) � Р1 (х) ) ) ]  � 
(у) [ (ЕР;) (Р� (У) & Ап (Р�) )  � Р1 (у) ] } .  

Знак о бщности (х) можно сдвинуть здесь впер ед; 
таким образом,  получим : 

(Р 1) { [ Sc (Р1) & (х) (Q�) (Ап (Q�) & Ql (х) � Р1 (xj ) ]  � 

(у) (ЕР�) (Р; (у) & Ап (Р�) � Р1 (у) ) } .  
Эту формулу мы можем вывести с помощью фор ­

мулы (22) . 
Приведеиных примеров достаточно , чтобы показать ,  

что введение аксиомы сводимости -;шляется подходЯil'.ИМ 
средством преобразования стуненчатоrо исчисления 
в систему, с помоiг.ью которой  могут быть отобрач<:ены 
методы доказательств высшей математики .  Полное цо-
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строение  основ математш<и с помощью ступенчатого 
исчисления было выполн ено Уайтхtдим и Рэсселом 1 •  

§ 9. Заключительные замечания о ступенчатом исчислении 

В этой своей окончательной форме рэсселовская сту­
пенчатаSI логика представляет собой логич еский инстру­
мент, пригод ный даже при �ыражении сложных логиче­
ских связей , какие встречаются в теории действитель­
ных ч исел .  Однако рассмотрим еще раз·  нринципиаль­
ную сторону этой ло гики . 

Трудность, приведшаq к установлению ступенчатой 
логики , состояла в том ,  что понятия « nce свойства>> ,  
<<все высказыванию> , если они  употребляются нео гра­
н иченным образом,  содержат порочный круг . Основ­
ная мысль с1упенчатой  логики состояла при этом 
n следующем : мы положили n основу о пределенную 
область индивидуумов и предстаnляли себе данными 
определенные , относящиеся к  предметам этой области , 
основные свойства и основные отношения . Дальней­
шие пр едикаты получались из них с помощью логи­
ческих о пераций . В зависимости от способа их опре­
деления ,  функциям приписывалась определенная сту­
пень . Так как при  этом исчисление оказалось недо­
статочным для приложений, мы помогли себе по ­
средством введения аксиомы сводимосrи .  

Но в ч ем  состо ит содержательный смысл этой 
аксиомы? Она отню11,ь не  очевидна , как другие правила 
nывода , КО'l'орые мы переnели на язык формул исчи­
сления функций . Мы можем сказать еще кое -что не  
в пользу аксиомы сводимости . При произвол ьно.м. nы­
боре  осноnных свойс rв и основных соотношений аксиома 
сnодимости , вооб ще говоря , заведомо не  nыполняется . 
Следовательно , речь должна итти о том, чтобы в каждом 
данном случае дополнить систему основных функций 
так , что бы удавлетnар ить требованию этой аксиомы. 

1 Whi tehead, А .  N .  and Rиssel , В. ,  Principia ma thema tica . 
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Конструктивным приемом нельзя достичь подобного 
дополнения , т ак как перва5I ступень, по о пр еделению, 
замкнута относительно операций & , V , � .  - , (х) , (Ех) . 
Таким образом,  оста ется только возмо!Кность предпо­
ложить систему осноJЗных предикатоJЗ первой ступени 
в виде векоторой само по себе существующей сово­
купности , так что их многообразие не зависит ни от 
фактически данных определений, ни  вообще от  наших 
возможностей определения . 

Эта область функций первой ступени доJI!КНа бi?IТЬ 
настолько о бширной ,  чтобы выполнялась аксиома сво­
димости . Если мы будем считать предикаты различ­
ными лишь постольку ,  поскольку различны принадле­
жащие им множес iВа, принимая , следовательно , 
теоретико -множестJЗенное истолкоJЗание исчисления, 
то требоБание аксиомы сводимости означает: соБокуп­
ность фующий первой ступени должна быть настолько 
обширна,  чтобы заключать уже все функции . Но Б 
таком случае идея ступенчатого исчисления была бы 
бесполезным усложнением , и можно с самогО" начала 
предположить систему всех функций одного и того ж е  
типа как существующую саму по себе соJЗокупность . 
Поэтому из рэсселовских идей сохранилась бы только 
первая , -что нужно строго различать между индиБи­
дуальными функциями,  фунющями индиБидуальных 
функций и т .  д . Собственное же различение ступеней 
отпало бы . Если мы заранее кладем в основу систему 
всех индивидуальных предикатов как неизменную сово­
купность и лишь опр еделяем затем какой-нибудь инди­
Бидуальный предикат через отношение ко Бсем инди­
видуальным предикатам ,  то логического круга не  
получается .  Н е  вводится ведь н икакой ноБый инди­
видуальный предикат, но лишь более точно обо­
значается неi<оторый определенный индивидуальный 
предикат ч ерез отношение ко всем индиБидуальным 
предикатам .  По меныПей мере мы имеем здесь дело 
со случаем, несущественно отличающимся от р эсселов­
ской ступенчатой логики с присоединением аксиомы 
СБодимости . И здесь можщ:1 определить предикаты 
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первой ступени и, определяя сначала некотпрый пре­
дикат вто рой  ступени , брать зат ем эквивалентный 
предика r  первой ступени . 

Спrа и: инается однако ,  как при таком по нима нии 
о бсп ит дел3  с парадоксами. Возникновение первсrо  
парадокса основано на т� >м , что пр едикат употребляется 
в качес1 ве еве его собственно го аргумента. Псдобная 
псдстан •  · вка на пустt е место функuии тепеrь невоз­
м• ·ж на, так как фу нкция всегда имеет более высокий 
тип, ч ем каждый из ее аргументов .  

Оба r,ругих парадr кса имеJСТ сущест венно отличный 
от перв , го характер . В то время как 1 1 ервый парадокс 
обнаруживал пр . .  тивr р ечие в сам<•М !f'ункuио нальном 
исчислении в той общей фJрме , в которuй оно то гда 
был ) сформулирсвано ,  оба другие указывают лишь на  
н есовместим< сть с исчислением некоторых утвержде­
ний . В первом случае это были 

Bh [( X) (Bh (Х) .__,. Х)] 
и 

(Х) [Bh (Х) .__,. = (Х , (У) (Bh (У) .__,. У)) ] , 
а во втор ом случае 

(Е .. ) D sc (х) , Scr (Md s) 
и 

(Р) { (Е . .  ) Р (х) .__,. (Ех) [Р (х) & (у) ( < (у, х) .__,. Р (у; ] } .  
Ни одно и з  этих предложений н е  выражает Л(1 rиче­
ского тuждества . Таким образом, э1 и па радоксы воuбще 
н е  затрагивают нашего исчисления .  Поэтому мы не  
будем ими бсльше заниматься . 

Все ж е, в самt•м общем понимании, исчисление , 
кnт• •р ое мы таким образом получаем, без r.етально го 
иссл едов:шия о с rается еще прt •блематичным . Твердо 
обрисован ную и ззмкнутую в себе область фо рмул мы 
получзем, Д( пуская только переменные , со ответствую­
щие и ндивидуальным предикатам, и СLIОТветствующие 
кванторы . Для этой с бласти может быть поставлена 
.и проблема разрешимос:rи . 
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КомментарнА к § 1 п ервоil главы 

Настоящи й  комме нта рий имеет целью облегчить 
чтение книги дл я читател я ,  не п ривыкшег о к стил ю  
С l В р еме нн<- й математическt- й лите рату р ы .  В н е м  наме­
чаются самые <- бщие конту р ы и счl: сл е н и я  в ысказыва­
НI':Й и с оде ржится п сдр l б ный разб u р  с с де ржа ни я  пер­
в ых стра ниц кнv.г и .  Естеств е н н о ,  что эти разб с р не  
Мl Г не отразить точки з р е ни я  ег о авто ра . 

l{аждому из нас случалссь ,  ве р о ят н о ,  не раз упо­
требить в споре в ы раже ние:  <<Да это же л о г и чески сле­
дует из ваших с обстве нных сл с в» . Что з начит здесь 
мс гически следуе1 »? В каком случае мы можем ска­
зать п р о  одно утве рЖде ние,  что оно явл я ется мсги­
ческим следствие�• из друг о г о  (или других)?-Rопытке 
дать ответ на этот в оп р о с ,  уточне нию запаса с редств , 
с п омсщью которых в так называемых точных науках,  
о с l бенно  в математи ке , из одних п р едл оже ни й в ыв одятся 
другие ,  могически следую щие• 1 з них, п о св я ще на ,  в 
с снсв ном , настояща я  книг а .  П р с с1 е йшая из задач этог о  
рода рассматр и вается уже в перв L й  ее  г лав е .  

Тут речь идет о наи б vлее бедном л L г и ческом аппа­
рате , дt- статочном для выведа л о г и ческих следстви й  
тслько в самых п р с стых случа ях ( с  к оторыми , в п рочем, 
нам приходится встречаться и во всех б олее сл<.,жных 
случаях ш дL б но тому , как в самых сл с,жных с, бластях 
1\Ш.I ематики п рихr дится п ольз L в аться а рифw.етическими 
е л е рациями с нату раль ными числами О ,  l ,  2 , 3 и т .  д . ) .  
П р L стота эп r о а ппа рата с с н(  ва на на том,  что мы 
а бстраг и руемся от всех л о г и ческих тонк<-с1 е й  мысл и ,  
выражае .'АЫХ в с бычнL М  раЗГL В v р н с м  и ,  ОСL бе н н о ,  лите­
ратурном ЯЗЫI\е ,  и различаем в ысказыв а н и я  по сдному 

1 J<омментарии редактора пеrевода-С. А. Яновской . 
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еди нственному п ризнаку : с точки зрения их истинно­
сти или ложности .  

Рассматриваемые с такой точки зр е ни я  лю бые дв а 
исти н ных в ысказыв а ни я ,  в р оде <<Дв ажды два -четыре >> 
или << Наполе он умер 5 мая 182 1 г ода• , рав н о  как 
и любые два л ожных в ысказыв а ни я ,  в р оде <<Дважды 
два-шпь& или << Снег че рен• , тра ктуются как эквива­
лентные друг друг у .  Различия между ними выступают 
лишь в п р оцессе развития логики , связа нног о всяки й 
раз с в ыяснением недостаточности уже построен ног о 
аппа рата , несоответстви я используемых и м  форм 
в ы раже ния мысли и способов в ыв ода следств и й  
с содержанием научных дисципли н ,  к которым о н  
долже н приме няться . 

Итак ,  в исходном пункте логики в ысказываний лежи т 
п одразделение в ысказыва ни й  на и стинные и ложные . 
А!Jторы севсем не оста навливаются п ри этом на в о­
пр осе о том, как именно п роисходит в ыясне ние  и сти н­
ности или л ожности в ысказыв а ни й .  С наше й  точки 
зре ни5r, этог о нельзя сделать , не опираясь в конечном 
счете на к р ите р и й  nрактики . Ибо и сти на для нас есть 
со отв етствие с реальн о й  (мате риальt�ой)  де йствитель­
ностью , п рсве ряемсе на практике . Пр и  п одразделе­
нии в ысказываний на и сти нные и л ожные в исчислении 
высказываний , как в оо бще в классической формаль · 
но й  логике,  п редполагается е ще ,  что одно и то же 
в ысказыв а ни е  не может быть однов реме н н о  как и сти н­
ным, так и л ожным, но  должн о  быть о бязательно одним 
из двух : либо и сти нным, либо л ожным. Метафизики ,  
о к оторых Энгельс о строумно г ов орил,  что о н и  <<мыс­
лят з:Iкозче нными , непосредственными п р отив опол с ­
жениями» и р е ч ь  их <<состоит из  <<да -да , нет -нет ; 
что св е рх тог о ,  то от лукав ого » ,  п олагали,  что все наши 
I::I ЫСказыв а н и я  автоматически удовлетв оряют этому тре · 
бов а нию . М ы  х орошо з наем теперь , что на самом деле 
это не так .  <<Я в сп оминаю, -пи{;ал И . В. Стал и н  е ще 
в 1904 г . , -русских метафизиков 50-х г одов п р ошлог о 
столетия , к оторые назойлив о спрашивали тогдашних 
диалектиков , по лезен или вреден дождь для урожая , 
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и требовали от них << решительного>> ответа . Диалекти­
кам ветрудно было доказать, что такая постановка 
вопроса совершенно не научна , что в разное в ремя 
различно следует отвечать на такие в опросы,  что в о  
время засухи дождь - полезен ,  а в дождлив ое  в ремя­
бесполезен и даже вреден ,  что , следовательно ,  требо­
вание <<решительного»  ответа на такой в опрос является 
явной глупостью>> .  

Чтобы правильно поставить в опрос ,  уточнить ег о  
настолько , чтобы . о н  допускал только один из двух 
ответов : да  или нет , приходится иногда очень осно­
вательно поработать . 

В исчислении высказываний исходят из предполо­
жения ,  что имеется уже некоторый запас в ысказыва­
ний,  удовлетв оряю щих этому требованию . П ринад­
лежащие этому запасу высказывания называются 
основными или элементарными.  Задача, с которо"й 
начинается построение исчисления, состоит в установ­
лении некоторых средств , позв оляющих, имея какой­
нибудь запас элементарных высказываний ,  поs;троить 
с его  помощью новые высказывания,  удовлетв оряю щие 
тому же требованию , т .  е .  либо истинные , либо лож­
ные , и притом только одно из двух. Соответствующие 
правила исчисления называют иногда поэтому пра­
вилами образования. Самое исчисление высказываний 
можно при этом строить двумя различными способами : 
J )  <<формально-дедуктив ным», или <<аксиоматическим» , 
и 2) <<содержательно-алгоритмическим» ,  или <<та блич­
ным» (иногда гов орят <<матричным>> ) .  Оба они изло­
жены в перв ой  главе ,  где дано также доказательств о 
эквивалентности обоих построений , на смысле которой 

· мы остановимся в особом примечании .  Сейчас охарак­
теризуем вкратце оба способа . 

Предварительно заметим еще ,  что так как мы 
совсем не входим пока в содержа ние высказываний,  
не  отличаем даже друг от  друга любых двух истинных 
(соответственно ложных) высказываний ,  то в сякое эле ­
ментарное высказывание нам приходится рассматри­
вать как одно нерасчленяемое целое - обозначаемое , 



236 Приложение 1 1  

с оответстве н н о , одн о й  букв о й , - которому предпола­
гается отнесе нным одно и только одно из двух <<з на­
че ни й исти нности•: истина или ло:нсь . ЧТl бы задать 
правила, п озв оляю щие об-разовывать из элеме нта р­
ных высказыв а н и й  сл ожные , мы можем п е ступить 
теперь дв ояким сш·с L б ом.  При фL: рмально-дедуkтив ном 
с п u с �.- бе забывают в о<. бще ,  что буквы у нас обо­
з на чали выскаJыв а ни я ,  и исходят из определе ния 
формулы. С целью получить п е следнее ш ступим 
так .  

Персчислим с начала з наки , и з  кото р ых будут с о­
стоять фо рмулы исчисления и к стс р ые с бразуют его 
«алфави1 t . Такими , з на ками служат, в о-пер вых , б оль­
шие лати нские буквы Х, У, Z . . . , иг раю щие роль перс­
менных в ф о рмулах (в <<соде ржательном• п е стр е е ни и  
им с оответствуют пе реме н ные для высказывани й ) .  
Кроме п е ре менных и вспомогател ь ных зна ков , кото­
р ыми служат ск с бки , в формулах будут встречаться 
е ще з наки , играю щие роль логических п о стоя н ных 
(ко нста нт ) . Авт о р ы  вв одят следую щие з наки этог о  
рода (дл я  в несе ния ве к отор о й  я с н с ети м ы  с оп о став ­
ляем каждому . ег о значение при <<с одержательном• 
п е стр е е  нии ) : 

1 .  «-» - знак отрицания, 
2 . «&»  - ЗНаК, СООТВС1 СТВУЮШУ.Й СОЮЗУ «И» , 
3 .  « V >> - соответству ет союзу <<ИЛИ>> , 
4. «�» - соответствует выражению << если . . . то » , 
5 .  « "-' » - о зн ач ает :  «равнозначно » .  

При с евеще нии <<с одержательногп пестроения исчис ­
ле ния в ысказыв а н и й  мы <. ста нсвимся на каждом из них 
в отдель н о сти , п ока же сделаем еще одно замеча ние . 

Кроме з наков : Х, У.  Z . . .  , - , & , V ,  � .  "' •  в книге 
у п отребляются е ще г отические буквы �. 58. � . . . , 
знак <<экв» и т .  п .  Э гого р ода з наки не при надлежат 
исчислению высказыв а ни й .  О таких з наках г о в орят, 
что они принадлежат не могике• , а <<металогикеt, 
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т. е. служат для формулировки правил обраще ния со  
знаками <<логики• . вообще для построения теории 
логики .  <<Логика• и <<металогика• отличаются друг 
от друга , как наука 1 ,  изучающая некоторый предмет, 
от науки 1 1 , изучаю щей методы науки 1 .  

Теперь мы можем сформулировать определение 
формулы исчисления высказываний: 

1 . Буквы Х, У, Z, . . . С)' ТЬ формулы. 
2. Если �1 формула , то и � формула . 
3 . Если Ш ,  58 фа рмулы, то и Ш&i8,  Ш V 58, ш�58, 

Ш"'-'58 тоже формулы . 
С помощью этого  определе ния мы можем написать 

сколь угодно мнсго разных формул . Так, поскольку Х 
есть формула, то  и Х формула . Пескольку Х и У­
формулы, то и Х-+У тоже формула.  Так как Х и Х-+У 
формулы, то и Х & (Х-+У) тоже формула . Но Х & (Х� 
не формула и Х &�(Х-+У) тоже не есть формула.  Мы 
не будЕМ останавливаться здесь на правилах, упрощаю­
щих внешний вид формулы, например ,  относящихся 
к употреблению скобок. О ни достаточно ясно изложены 
в тексте . 

Кроме правил образования, исчисление содержит 
еще правила преобразования, назначением которых 
и является как раз получе ние лсгических следствий.  
Как и понятие формулы, их мсжно сформулир( вать ,  
не  гсворя  ни  слова о в ысказываниях. В § 1 0 ,  где речь 
идет сб  аксиоматическом построе нии исчисле ния вы­
сказыва ни й ,  это так и делается . в дальнейшем выяс­
нится также ,  какой это имеет смысл и для каких целей 
може1 понадобиться .  Пока заметим только ,  что это 
можно сделать ,  выбрав несколько формул ( <<аксиом•) 
из запаса формул исчисления и задав правила выв ода, 
позволяю щие из выбранных формул получать ( <<дока­
зыватЬ» ) нсвые , таk:же играющие роль выделяемых 
в исчисле нии .  Такой именно  спсссб пестроения -науч­
ной теории и называется <<а кси оматическим• ,  или 
<<формально-дедуктивным. . Авторы могли, конечно, 
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начать с него .  Однако при этом было бы совсем неясно,  
чем объясняется выбор тех или иных аксиом и правил 
выв ода и как охарактеризовать в целом весь получае­
мый с их помощью запас <<доказуемых» формул, выде­
ляемых таким образом из о бщего запаса всех в ообще 
формул исчисления .  Авторы поступи:ли поэтому пра­
вильно,  начав с <<содержательного» пестроения логики 
высказьmаний, в котором буквы Х, У, Z . . . употреб­
ляются именно как высказывания, а логические 
постоянные - ,  &, V , �. ,...., определяются содержа­
тельно ,  т. е. как имеющие вполне определенный и при­
том именно логический смысл . Используемое авторами 
<<алгоритмическое» определение их лучше всего сфор­
мулировать с помощью следующих таблиц.  Пусто 
имеем в ысказывание Х , про которое знаем, что оно 
либо истинно ,  либо ложно, но  и только одно из двух. 
Обозначим истинность высказывания буквой и,  лож­
ность его  букв ой л. Тогда высказывание Х (не Х) 
определяется так : ' 

1 .  
2 .  

х х 

и 
л 

л 

и 

т .  е .  если Х истинно ,  то Х ложно, если Х ложно, то Х 
истинно .  Мы видим, что если Х удовлетворяет требо­
ванию подчи няться законам классической  формаль­
н r й  логики , то и Х удовлетворяет этому ;ь.е требова­
нию : в каждом в озможном случае оно либо исти нно, 
либо ложно ,  и ни в одном из них не имеет сразу 
Обоих этих значений .  

Если в нашем распоряжении имеются два высказы­
вания  Х и У, каждое из которых удовлетворяет основ ­
ному требованию иметь одно и только одно из двух 
значеflий и ,  л, то различных в озможных случаев уже 
четыре : когда Х истинно ,  У может быть как истинным, 
так и ложным; когда Х ложно, для У опять-таки 
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о стаются две в озмсжности . Мы получаем, таким обра­
зом, следующие 4 случая : 

1 . 
2 .  
з .  
4 .  

х у 

и 

и 

л 

л 

и 

л 

и 
л 

Чтобы оnределить знаки &, V , -? ,  "' •  т .  е .  выражения 
Х & У, XV Y, х_,.у, Х"'У, нам нужно в каждой таблице, 
оnределяющей какое-нибудь из  этих выражений (� обо­
значает оди н из знаков : & , V , -? ,  "-') : 

х у IJ x � Y 
и и 1 .:.1 
и л i =l 
л и Cl 
л л Cl 

nоставить в каждой из четырех, nока еще nустых,клето­
чек одну и только одну из букв и и л. Очевидно , 
мы nостараемся это сделать так ,  чтсбы вводимые 
логические связки, nозв оляю щие из элементарных 
высказываний с бразсвать сложные,  максимально соот· 
ветствсвали о бычным союзам разгсворнсй  речи . 
Я говорю <<максимально соответствовали:» , потому что 
в разговорной речи каждое слсво ,  в том числе и союзы,  
имеет множество разных оттенков , зависящих от 
контекста , в котором оно уnотреблено .  Все  это 
богатство оттенков здесь мы не можем выразить . Кроме 
того ,  мы связаны требованием nоставить в каждой 
клеточке одну и только одну из букв и и л. 

Для союза <<и» это удается сделать все же дов ольно 
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естественно . Соответствующий  ему знак & спределяется 
следующей таблицей : 

х У jj x&Y 
и 
и 

л 
л 

и 
л 
и 
л 

и 
л 
л 
л 

т. е .  высказывание Х&У считается истинным в том 
и только в том случае,  когда истинны оба высказыва­
ния : и Х и У.. Именно так и употребляется сбычно этот 
союз в разг сворнс. й речи . Так, ксгда мы читаем :  <<Они 
псшли в сарай и легли на сенеt , то понимаем это именно 
в том смысле ,  что верны с ба высказывания : 1 )  <<Они 
псшли в сарай& ,  2) <<Они легли на сене& . 

С союзом <силv.& дело  сбстоит несколько хуже. 
Прежде всеги, бывают разные <<или& . l{огда мы читаем : 
<<Если кто из товарищей  опаздывал на молебен ,  или 
доходили слухи о каке й-нибудь ороказе гимназистов , 
или видели классную даму поздно вечером с офицером , 
то он  очень волновался ,  и все говорил ,  как бы чего 
не вышло& ( Чехов) ,  - то не понимаем этого в том смысле,  
что какие-нибудь два или даже все три соединенных 
здесь союзом <<или » высказыва ния не мог ли быть верны 
одновреме нно . Наr.борот,  в о  фразе : <<Он молчит , 
а Варенька поет ему <<Виют витры» , или глядит на 
него задумчив о  своими темными глазами , или вдруг 
зальется : <<Ха-ха-ха& ,  и еще отчетливее в « А  он только 
да или нет - и б . .  льше ни звука » , или в <<Я заметил, 
что хохлушки только плачут или хохочут , среднего 
же настрсения у них не бывает» (там же) ,  <<ИЛИ» уже 
разделительнс е .  Соединенные здесь этим союзсм пред.· 
ложения не могут быть верны одновременно.  Не гсворя 
уже о том, что например ,  в выражениях <<Или,  быть 
мсжет, ме ня с бма нывает зрение?» ( Чехсв ) ,  <<Он п оте ­
рял всякую чувствительность, или, другими словами , 
перестал житы, <<или& имеет отличный от обоих 
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прежних смысл: употребляясь, как в песледнем при­
мере ,  в смысле <<то-есты, связываю щего  два предложе­
ния,  «ИЛИ>> дает верное сложное предложение как раз 
в том случае , когда о ба связываемые им предложения 
одновременно истинны. 

В исчислении высказываний в качестве основной 
св язки или операции,  порождаю щей  из двух выска­
зыва ний Х, У высказывание Х V У ,  выбирается не раз­
делительное <<или», определяемое следующей таблицей : 

х v llx v v  
и 
и 
л 

л 

и 
л 

и 
л 

и 
и 
и 
л 

Высказывание X V  У лсжно,  следсвательно ,  в одном 
единственнем случае : ксгда оба составляю щие его  
высказывания Х и У ложны. Так как высказiЛвание 
Х&У, насборот, истинно только в том случае,  ксгда 
сба:  Х и У исти нны, то связки V и & оказываются 
дв сйственными друг другу.  Связа нный с этим «прин­
цип двсйс1ве нностv.ъ,  о котором читатель прочтет в тек­
сте , значительно упрощает исчисление .  Име нно этим 
и сбъясняется выбор в нем в качестве оснсвнсй связки 
неразделительного <<илиt 1 •  

1 8 1  р :эч с м , и у разделите;:ьного « ИЛИ•> ИJV е ютс я н е к ото р ·.1 е 
ос о б е ююс нt , д е л а ющие в ы б о р  1 го в к а ч ест в t:  осн о в н ой с вяз­
ки для оn ределе i ' Р ы х  п е л е й  особею·о nодходяiГИ1о' . EcjiИ заме­
н и ть в соотвЕ тству юн их ·, а б л и п а х бу к ву «И >> ( <•истинРО>> )  н а  «1 •> , 
а б у к в у  <•Л •> ( <• ЛОЖ! о)» Ра <•0•> , то в а риq метике в ы чето в  n o  
м од у л ю  2 r а зде л и1 ельн ом у  или б удет с оотnt тс1·вовать слоте­
н ие , а с в яз к �  & уw н ожен и � .  Та к  к а 1< за к о н ы  <�то й ари t мети к и 
хо1 о ш о  и з в е стР ы ,  1 0  nолуч аетс я �. е тоJ: ьк о г раста я , но и n1 и­
в ы ч i  ая г.л я  1 · ас 'r ex 1  ика в ы ч ис л t н и й .  В с·. атье «0 техн и к е  
r ы ч ис л е 1  и я  n r еллсж е Р и й в сим воли• с с к (1 й  л о 1· и к е •> ,  Мате� ати­
ч е с к и й  1. бl' рн и к , т. 34,  вы n .  1 , 1 927 г. , И. И .  Жегал кин в ы б и ­
ра ет n о:�тому в ка ч естве основной с вязки , Р а р я ду с и ,  имен н о  
разделительное или . 
1 6 Основы теорет�чесJСой normcв 
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И з этого не следует , однако , О удто ра здели тельliое <•илиl) 
нельзя выра зить в терминах · исчисления выска зы ва н и й . Ис­
пользуя зн аки - ,  & и V ,  это можно с �елать , например ,  так . 
Если мы говорим , что из двух высказываний Х и У одно и 
только одно верно , то в ыск а зы ва ние н аше- обоз н а ч и м  его 
чеr-ез F (Х, У) - ис тинно  в двух с луча ях : \ )  когда Х истинно,  
а У ложно , и:1и 2) когда У ис т и н н о ,  а Х ложно . В ос т аль­
ных двух случаях оно ложно .  Иными слова м и ,  оно опреде­
л я етс я т аблицей : 

х у 1 1 F (X ,  У) 

и и /1 
и /1 и 
/1 и 
/1 /1 /1 

Но этой- же т абшщей о п ределя ются и высказывания (Х V У) 
& Х& У или (X V Y) & (XV Y) . Действительн о ,  

х у 1 1 XVY 1 Х & У  1 X&V 1 (XV Y) &X& Y 

и и и и /1 /1 
и А и /1 и и 
А и и л и и 
л л л л и л 

Мы видим , ч т о  колонки для F (Х , У) в B"PXIJeit таб."ице 
и для (XVY) & Х & У  в нижней сов п адают .  Так как в обеих 
таблицах совп ада ют и исходные колонки для Х и У ,  то наше 
утверждение док азано.  Предоста в л я ем читател ю  постrо­
и ть аналогичную таОлицу , определяющую шаг за ш а гом 
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(XVY )  &(XV У) , и убеди ться таким обр з зом , ч т о  и эт а  фор ­
мула может служить выражением дл и р 1 зделит е л ьноr о << И Л И >> .  

• Наиболее трудным для начинающих и наименее 
соответствующим употреблению в обычной речи слу­
жит определение знака -?>, соответствующего  условному 
предложению : <<Если . . .  те.. Дело в том, что 13 разго­
в орной речи только ложность условного предложе ния : 
�Если Х, то У• определяется через «значения истинно­
сти• составляющих его  предложений Х и У ;  истин­
ность же этого предложения обычно имеет смысл неза­
висимо от наших сведений насчет истинности или лож­
ности предложений Х и У,  составляющих сложное 
предложение : <<Если Х, то У• . Так ,  предложение 
<<Если Иван  и Петр - братья,  т о  Ива н  и Петр -род­
ственники• истинно, независимо от того ,  братья ли 
Иван  и Петр, родственники ли о ни .  О ни могут быть 
не братьями , но родственниками ; они могут быть и не 
братьями и не рvдственниками , и тем не менее утвер­
ждение, что если они братья ,  то они р одственники , 
остается верным. Наоборот ,  чтобы доказать ложность 
(общего) условного предложения :  <<Если г ость имеет 
вид джентльмена , т о  он не украдет часов с каминной 
полки• , одна из героинь Диккенса прибегает к про­
тиворечащему примеру : <<Стоит отвернуться, гов орит 
она, и часов нет• . Иными словами, предложение Х 
истинно : г ость действительно  имеет вид джентльмена , 
а заключение У : << ОН не украдет часов с каминной 
полки», тем не менее ложно. Ложность условног о  
предложения <<Если Х ,  то. У• таким образом дока­
зывается с помощью обнаружения ,  что Х истинно ,  
а У ложно . 

Заметим, что из четырех случаев ,  рассматриваемых 
в следующей таблице , определяющей сложное выска­
зывание х� У ,  каждое из предложений Х и У истинно 
в двух : Х -в первом и втором, У -в перв ом и третьем. 
Но условное предложение истинно чаще ,  чем безуслов­
ное . Вполне естественно поэтому, если мы будем счи­
тать его истинным не в двух, а в трех различных слу­
чаях и определим предложение Х -?> У как ложное 
16* 
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только в уже рассмотренном нами случае ,  т .  е .  когда Х 
истинно,  а У ложно .  Мы получим, таким образом, 
следующую таблицу (С) : 

х у l lx .. y 

) ,  и и 1!!1 
2 .  и л I Л  1 
з .  л и 1 1 1 1 
4 .  л л 1 и 1 

В обоснование того ,  что из всех возможных таблиц 
рассматриваемого нами вида именно эта наилучше 
соответствует обычному употреблению условного пред­
ложения, заметим еще следующее . 

Из истинности двух предложени й :  1) <<Х• и 2) <<Если 
Х, то У• мы заключаем обычно об истинности предло­
жения <<У» . Так ,  из и стинности предложени й : l } <<Иван 
и Петр:...... братья• и 2) <<Если Ива н  и Петр - братья, то 
Ива н  и Петр - родственники» , мы заключаем , что 
«Иван и Петр - р одственники» . Такой  Jщд умозаклю­
чения в традиционной логике называется гипотети­
ческим, или mcdus ponens .  Итак ,  если предложения 
х и х�У -истинны, то истинно и предложение У. 
П оищем в составленней нами таблице случаи , когда 
оба п редложения  Х и х�У истинны. Мы увидим, 
что такой  случай только один : в перВ()Й  строке , и при 
этом У тоже истинно. Иными словами, наша таблица 
устроена так, что в ней соблюдается mcdus pon ens : 
из истинности обоих предложений Х и х__,.у она при­
в одит к заключению об  и стинности У.  

Допустим теперь , что предложение х-У попреж­
нему исти нно,  а .У л ожно , т. е .  в нашем примере 
<<Иван  и Петр не родственники• . Ясно тогда , что они 
и не братья,  потому что если бы они были братьями, 
то были бы и родственниками . Иными слсвами, из 
ИСТИННОСТИ ПреДЛОЖеНИЯ Х�У И ЛОЖН.<JСТИ У МЫ За• 
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ключаем в повседнев ной жизни о ложности Х. Посмот­
рим, отсбражается ли это нашей таблицей !  Для этого 
мы должны разыскать в ней случаи , когда х�У истин­
но, а У ложно. Такс й случай шять имеется только один : 
это четвертая строкэ , и в ней действительно  Х имеет 
значение м• ( <<ЛОЖНО») .  

Представим себе теперь, что предложение х�У 
попрежнему истинно , а Х ложно ,  -в нашем примере 
<<Иван и Петр - не братья» . Можем ли мы сказать что­
нибудь в ответ на в с.прос : родственники они или нет? 
Ясно, что располагая только этими сведе ниями, мы 
еще не можем на него  ответить : не будучи братьями, 
они могут как быть , так и не быть родств енниками . По­
ищем спять ответа с помощью нашей таблицы. Tene� 
у нас х-У истинно и Х ложно .  Но  таких случаев 
в таблице два :  в третьей и в четверто й  строке , и мы 
видим , следовательно, что ,  когда х�у истинно, 
а Х ложно,  то У может быть как истинным, тэк и лож­
ным : Ива н  и Петр могут как быть, так и не быть род­
ственниками . 

Пусть, наконец, истинны оба предложения: х_,.у 
и У. В нашем примере ,  <<Ива н  и Петр родственники» . 
Ясно,  что в таком случае мы мсжем еще не знать, 
братья они или нет . И опять-таки в нашей таблице, 
при истиннести х�У и У, возможны оба случая : 
как истиннссти, так и ложности Х (строки 1 и 3) . 

Приведеиным здесь рассуЖдениям можно было бы 
придать и более строгую форму доказательства 
того ,  что из всех возможных способов табличного опре­
деления услсвного предложения соределение с помощью 
таблицы (С) является наиболее соответствую щим зако­
нам классической формальнс.й  логики . И все же оно  
не отсбражает полисетью употребле ния услов ного 
предложения в с бычнс й  речи . Дело в том, что песледнее 
восбще не может быть формализовано  с помощью 
таблицы, определяющей исти нность или ложнесть 
сложного предложения <<Если Х, то У» через истин­
нсеть или ложность составляющих его  предложений 
Х n У.  Ведь из нашей таблицы следует , что пред-
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ложение Х->У исти нно при ВСЯI<ОМ У, когда Х лож­
н о ;  и при всяком Х, когда У исти нно .  Иными слова­
ми , истинны все следую щие предложения : 

1 .  <<Если 1 5  делится на 2 и на 3 ,  то 1 5  делится на б» . 
2 .  <<Если 1 5  делится на 2 и на 3 ,  то 1 5  не делится на бt . 
3 .  <<Если 1 2  делится на 2 и на 3 ,  то 1 2  делится на бt . 
4 .  <<Если . 1 2 не делится на 2 и на 3 ,  то 1 2  делится на б& . 
Вряд ли в обычной речи мы со г ласимея считать пред-

ложения 2 .  и 4. истинными . Однако из того ,  что связь, 
выражаемая через х_,.у, не вполне соответствует услов- . 
ному предложению о бычной речи ,  не следует еще, 
конечно, будто она в ообще не имеет смысла . Не трудно 
убедиться ,  составив таблицу для выражения X V Y: 

х 1 у х l xvv 
л и 
л л 
и и 
и и 

что эта же связь может быть выражена и без специаль­
ного знака <<--?>»,  т. е. сводится к совместному упо­
треблению отрицания и << V » ,  причем смутившие нас 
предложе ния  2. и 4. прочтутся уже как : 
2 .  : << 1 5  не целится на 2 и на 3 ,  или 1 5  не делится на б& , 
4. : << 1 2  делится на 2 и на  3, или 1 2  делится на б» . 

В связи с принятым нами употреблением союза 
<<или» ,  псследние ,  вероятно, покажутся уже не столь 
сомнительными . И в о  в сяком случае ясно,  что упо­
требление знака <<-?» предпочтительнее , чем словесная 
форма <<если . . . .  то» , поскольку речь идет только об 
операции (соответственно связи) ,  выражаемой табли ­
цей (С) .  Употребляя этот знак в точно установленном 
нами смысле, мы не рискуем вложить в него  какое­
нибудь нов ое  содержание ,  не предусмотренное нащим 
определением и построенное на ложном предположе­
нии, будто выражаемая им связь действительно является 
полной формализацией  услов ног о  предложения . 
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Поnытки такой форм'lлизации были предnr иняты Льюисом 
и его последов ателями в так н а зыв аемом исчисл ении << строгой 
имплик ации�1 •  Н есмотр >I на ряд и н терес н ы х  х; езул ьта тов . с в я ­
занных с исс л едов а нием р а з л и ч н ы х  предложе н н ы х  сист ем 
острогой импли ющию> , ни одн а из н их н е  может претен�овать , 
одн а к о , на полную фоr ма лизацию н аибол ее обы ч н о го в ида 
условного предложения , не говоря уже о п одлинной форм али з а­
ции << логического с л е дован ия » . 

Впрочем, в обычной речи в стречаются и формы, 
очень напоминающие св язь <<-?• исчисления высказы­
ваний .  Так, предложе ние <<Если крупные предприни­
матели не оказывают британским фашистам финансовой 
поддержки, то дважды дв а  пяты верно именно потому, 
что мы не можем сомневаться в ложности его посылки . 

Итак,  в самом исчислении высказываний на языке 
его терминов нельзя формализовать полностью условное 
предложение и тем более не следует трактовать 
формулу Х-?У как <<Х  логически влечет У» или <<У логи­
чески следует из Х» , как это и ногда делают.  

Тем не меыее , с помощью связи <<�• . хотя и не в самой 
логике в ысказываний ,  а в ее  металогике,  изучаю щей 
структуру формул исчисления высказываний ,  можно 
определить достаточное для простейших случаев поня­
тие «лоrического следствия» . Чтобы пояснить_, как 
это делается , заметим, что с реди формул исчисления 
высказываний некоторые оказываются и сти нными при 
любых значениях входящих в них переменных. Таковы, 

например, формулы: x�X.X V  Х, Х&Х. Действительно ,  
из  того обстоятельства ,  что Х может иметь одно и только 
одно из двух <<значений и стинности»,  и из  определения 
связок -, V ,  &, � получаем, как это видно на следую­
щих таблицах : 

х \ х \\х-. х 

� 11 � 
и 
л 

х 
и 
л 

х \xvx_ 
л 
и 

и 
и 

и л 
л и 

л 
л 

и 
и 

1 С в язь,  вы рамаемая з н аком « --. » ,  и ногда н азываетс я ко ­
ротко и.uпликацией . 
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что формулы х�х. x v x. Х&Хсоответствуют всегда 
исти нным высказываниям.  I<аждая из них исти нна 
при люб е й  п одста новке вместо Х какого-ни будь вы­
сказывани я ,  отвечающего  требс ваниям классическс, й 
формальнс, й логики , т . е .  либо исти нного ,  либо  лож­
него ,  и притом только одного из двух. Такого рода фор­
мулы (про  которые , ссылаясь на их всегда-исти нность ,  
гов орят и ногда , что  они исти нны тслько в силу св сей  
формы, незави симо от соде ржа ния вхсдя щих в них 
оснсвных высказыва ни й )  называются логическими пред­
ложениями, логическими тождестсами, или законами 
логики .  

Заметим все же, что написав , например, X V  Х ,  мы 
не высказали е ще в действительнс сти никакего  утвер­
жде ния ,  тем белее  как<. й-нибудь исти ны.  Тслько под­
став�-в в эту формулу как<.е-нибудь высказыва ние ,  
мы действительно п . лучим предл .;жение . А чтобы 
оно было истинным,  нужно на самuм деле убе1'"(иться 
еще В •  том,  что  мы имеем дело с высказыва нием, 
предварительно дс статочно с бработа н ным, чтсбы 
о нем мсжно был о рассуждать по закuнам клас ­
сическс й формальне й л сгики . У�ежде ние же 
этсго  рода создается лишь, ши раясь на содер­
ж ание. 

Таким сбразом , при приме нении даже прсстейшей 
ча сти л t гическсго  исчисле ния , наив озм<.жно б,  лее аб­
страгирую щейся от содержания рассматриваемых в 
ней высказыв а ний ,  песледнее нельзя все же п uлнсстью 
сбросить со  счета . 

Отметим еще ,  что фо рмула х-�х соответствует 

обычному (<Закону тождества& , формула X V  Х -<<закону 

исключенного третьег с & и формула Х«Х -<<закону про­
тив о речия• .  Эrими формулами не  исRерпывается, 
конечно , запас всегда -исти нных ф3рмул , или <<законов 
логикv.• исчисле ния высказываний. Их существУ,�т • 

....{jесчuсл е нное множеств о . · 
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Составив соответствую щие таблицы, мы убедимся, 
например ,  в о всегда-исти нности формул : 

х � х. х � х. 
х � <У � х> .  х � <х � У) ,  

(Х & У) � х � У 
[Х & (Х � У) ] -- У, 

(Х -- У ) -- (У -- Х} ,  

(Х  & У) -- Х ,  Х -- (Х V У) ,  

и многих других, н а  ха ракте ристике запаса которых 
не будем сейчас оста навливаться . Ч11татель орочтет 
об этом в тексте книги . 

Д.1я у n р а м н е н и я  выпол н им т ол ьк о  проверк у д л 51 формулы 
(X&Y J  .... x - r' .  

__: _j_v __ 1 1 у / x&v/ х .... у Х -+ У  (Х&У) -+ Х -+ У  
и и л л и л rr 
и л и и л и и 
л и л л и л и 
л л и л и л и 

Так у10 п ро в �рку мо,кно вь· nо л н и т ь  и без подроб ного выnис ы ­
ван ии нсей т аб ,щ ць• .  Н а ш а формула им• ·ет в ид Ш -+ ч.' ,  где 

черf'З ш обrзначе но Х& У.  ЧРрез �\ - x::::-t. н() вь· ра ,ке н и е  
Ш -+ � м о  кет б ыть л ом но тол ь к о ,  если Ш · ис т и нно , а 18 - ло,к н о . 

Дл я того же , чтобы Ш было и с т и н ным. ну,к н о ,  чтоб .,! исти н ­
н ыми б .1 ли оба , Х и У , т .  е .  Х было ис ти н н ым . а У ло,кнь·м . 

Но в таком случае Х -+  У б удет л ом н ь· м , а Х -+ У ис т иннь м . 
М ы , еле �овательно ,  н � мож�м ус т роит ь  так , чтобы п ри и � т и н ­

н ос ти Ш добит �:.с я ло,кности \В .  З на ч е н и ем и с т и н ности J:l .,, р а -
,ксния (Х &У ) -+ Х -+ У , таким об разом ,  мо,кет б ыт ь тол ь к о  
<< И С ТИ Н а •> .  

С помощью таких всегда-истинных в ыражени й ,  или 
<<законсв логики» ,  мы и мuжем <-nредели1 ь тепе рь  поня­
тие м-.гического следствия» для исчисления высказы­
ваний .  Именно,  мы будем пв орить ,  что формула � 
есть логическое следствие из посылок �"'' ��· . . .... Щk, 
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если выражение (�1 & �� & . . .  & Шk> �58 есть всегда­
исти нная формула исчисления высказываний ( <<закон 
ЛОГИКИt) ,  

Так к ак мы п ров ери ли уже, ч то 

Х& У -.Х-. У 
всегда-ис т ин ная формула , то мо жем ск азат ь, что формуJiа 
Х ,..... У ес т ь  <• логи ческое сл едств ие>> и з пос ылок Х и У .  

Но определение «логического следствия• приобре­
тает настоящий и нтерес не в пределах самого исчи­
сле ния высказывани й, а когда мы переходим к его при­
менениям. П оясним соответствующее определение на 
примере. 

Пусть имеем следую щую систему посылок : 
1 .  На основ ной в опрос философии об отношении 

между мышлением и бытием существуют только два 
ответа : материалистически й или идеалистический.  

2 .  _материалистически й ответ песовместим с идеа­
листическим.  

3 .  Если махисты говорят правду, то их ответ на 
основно й  в опрос философии не материалистический 
и не идеалистический .  

Непосредственно очевидно ,  что логическим след­
ствием отсюда является предложе ние : 

4 . Махисты не гов орят правды. 
Мы увидим сейчас, что предложе ние 4 . логически 

следует из предложе ний  1 .  -3 . и в смысле исчисления 
высказывани й .  С этой  целью запишем сначала пред­
ложения 1 . -4. на <<языке& , близком к <<языку• этого 
исчисления (такую запись называют и ногда логиче­
ской  <<формализацией&) .  

В качестве элементарных выберем высказывания 
(чтобы показать, что буквы служат здесь не переме н­
ными, а обозначают вполне определенные вЫсказы­
вания ,  мы их будем снабжать звездочками) :  

Х *  : << На основ ной  в опрос философии дается мате­
риалистический ответ& . � . � ' . 
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У • : <<На основноit в опрос философии дается идеа­
листически it ответ• . 

z. : <<Махисты гов орят правду• . (Л ожность этог о 
утверЖдения мы и будем ceitчac доказыв ать . )  

Тогда наши посылки приобретают в ид :  

t . x. v Y. 
2 .Х.&У* 
3 .  z.  _,. <Х. &:У.) .  

Заключение же г л а сит : 
4 .  z•. 

Для нашего примера формулировка определения 
логического следствия будет иметь при этом вид :  

Доказать, что заключение 4 .  есть логическое след­
ствие из посылок 1 . -3 . ,  это значит п оказать, что, 
если мы уничтожим звездочки во аех четырех выска­
зываниях (т . е .  будем рассматривать соответствующие 
им буквы не как постоянные, а как пе ременные ),  с ое­
диним затем все посылки д руг с другом с оюзQми <<&• 
и свяжем п олученное таким об разом сложное выска­
зывание 1 .  &: 2. & 3.  союзом << -» с заключением 4. , т о  п олу­
чим вс егда -истинную формулу исчисления высказыва­
ний , или <<закон логики» . 

Иными словами, нам нужно показать, что формула 

[ (X V Y) &: Х&У &: (Z-(.X&:Y)J� Z (Ф) 
при любых <<значениях истинности» входящих в нее 
букв дает всегда значе ние <<исти на• . 

В принципе это н е тr: удн о пою t з ать с помощью т а б л и цы .  
Однако таблица должна быть те n ег ь  довольно громо здк ой . 
П р е жде всего ,  в н е й  будет уже 8 р а з л и ч н ы х  строк ,  соо т в ет­
ствен н о чис л у  эл емен тарн t .I Х  выск а з ыв а н и й  Х , У , Z . В едь 
в к аждом из четырех возмож н �1 х  д щ 1  п а р ы  Х и У с л уч а е в  
выск а з ы в ан и е  Z может б .,Jть IOI K  истин н ым , так и л ож н ым . 
Но и столб цов , n редш ес т вующИх nосл еднему , в к отором мы 
ожидаем увидет., тоЛ ь к о зн ·1 ч е н и я  << И •> , б удет достато ч н о  м н о го ,  
в соответств ии с ч ис л ом встреч а ющихс н в н а ш е й  формуле свя­
з о к  у, &. - ,  .... . 
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Во вс е гдi! -исти.-ности Фоrмулы (Ф) можно , одн ако ,  убе­
диться гораздо nроще . Формул а  эта имеет вид : 

(211 & 21� & 213) -+ 18 .  
Поэтому о на может быть л ожной только , если все nос ы лки 211 , 
212 , !Лd ис тин н ы , а зак л ючен ие !В - ложно . Так как >В озР а чает 
здесь Z, то для ложности 18 н еобходимо nоэтому , ч тобы Z 
бы ло истин н о .  В таком случа е  \Л3,  о::�н ача юu· ее Z -+ (Х&У ) ,  

lV ОЖет быть истинн о тольк о ,  ес п и  Х&У исти н н о , т . е .  есл и 
как Х ,  так и У ложн ы , что n роти воречит истин н ости nосьш­
ки � .  озн ач аюшей Х V У . v н ыми словами , невозм,ожно рас­
nределить << значения ис тин нос т и >> эл еме нта1 нь·х высказыва­
ний Х , У, Z так ,  чтобы сложна я фор� ула (Ф) оказалась 
ложной . 

В этом примере наша задача состояла только в про­
верке того обстоятельства ,  что заключение действи­
тельно является логическим следствием из посылок . 
Гораздо интер еснее другая задача: имея некоторое 
число посылок, получить из них все логические след­
ствия (в смысле исчисления высказываний) .  Или задача : 
имея некоторый запас констатирсва нных фактов , 
обозре:ть все (гипотетические )  п с сылки , следствttями 
котоr ых о ни 1\: огли бы быть. Для исчислени я выска­
зываний обе эти задачи реш·1ются полнt стью (и при­
том и сключительно п росн ) .  Читатель найдет их реше­
нv.е в тексте книги . ,Здесь мы nграничимся е ще только 
примером, демо нстрирую щим недостаточность исчисле· 
ния высказывани й для доказательства даже самых 
простых математических предложений.  

Теорема о r авенстве вертик'lл  ... ных углов .х и у (см . чер­
теж) док азы в ается обычно  т ак :  

Т<.к к ак <.t + p = 2d (дву��t  nрямь·м у глам) . и � + r тоже 
= 2d ,  и так как no с умм е (2d) и одн ому и з с л а гаемых 
( �) второе определяется одРоз�·ачно , то .. = у .  
Другими с л онами , м ы  ис ходим из nосы лок :  

1 . ... + � = 2d,  

2 .  � + r = 2d ,  

3 .  Если х + у = а  и y + z = a ,  то x = z ,  

из к отоr ых nолучае� з ак пюче н ие .х = у . 
Чтобы за nисать н аш и nос ы л к и  и заключение на <<ЯЗЫI{е>> 

ис чи сл ения I;!Ы{:Казьiваний , м ы должРЫ ран ьш е  все го в ыбрать 
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основные (эл ементах; ные) пr едложен и я .  Таков ыми , очевидно , 
здесь яв ляются : 

rJ./� 
/): 

Черт. 

х. : (;\ + � = 2d, 
У . : � + т = 2d ,  
z. : х + у -= а ,  
и. : y + z - a , 
v. : .x = z 
w. : (;\  = т .  

Теперь пос ы лк и  пv и н им а ют в и д :  

1 ' . х. , 
2' . У. ,  
3' . (Z. & и.) -. v. 

Зак лючение же гласит : 

4'.  w • .  

И чтоб ы зак лючение было логическ им следствиfМ и з  посылок 
в смысле исчи с л t:• ия выска зываРий , г ужно , чтоб ы <j, ормула 

[Х&У& ( (Z& и) ...,. V) J -+ W  
была всегда -исти н •·ой . Достаточ но , одР ако,  положить в ыск азы­
вания Х ,  У ,  Z ,  и ,  V истиннь м и , а W - ложным , чтобы полу­
чить ес ложы> в качестве значения этой фо1 мулы . Ит; ,к , заклю­
чение н е  может быть nолучеРо из nосылок cr едетвами исч ислен ия 
выс к а зы в а н ий . Между тем , если бы мы , вос nолLзовав nнfсь общ­
FОсть ю nо с ы лк и  3 . -иными слов ами , об" а r ужив , что, кроме nере­
JV ен ны х  выск азываР иi! , быва ют и nеr емеР н ы е , обоз1-1 а ч а ющи е 
пr. едм еты (в н . •  ш ем с л уч ае углы ) , - сдела ли nодrтаr· овк у 
у гла J. н а  ��< еt то х ,  р .- а  место у ,  т н а  JV ecтo z , 2d на 11-. есто а ,  
т о  nосылка З . лг иобрела б оl вид: 

3*.  Ес ли "'+ i1 = 2d и � + т = 2d ,  то (;\="(. 
Пr и  формализации н ам понадобялись бы теnе1 ь только в ы -

сказыв ани я х. , У • и W • ,  и н аш и  nосыл к и  n рисерели б ы  вид: 
1 ' .  х. , 
2 ' .  У . , 
3 ' .  (Х. & У. ) -+  w • .  

Заключение w. является действительно логическим след­
ствием из них (в смыс л е  исчис л ен и я  вь:ск азыва н и й ) , так как 
формула 

[ Х& У &  { ( Х& У ) -. W) ] -+ W 

всегда-истинна . ( Чтобы в этом убедиться , достаточ н о  вс пом­
нить,  что из ис тин ности двух формул Ш и Ш ..... � в силу н а­
шего о n р еделения с в язки ..,. сл едует ист и н н ост ь  формулы \8 .  
Поэтому , если посылки Х,  У и (Х& У ) ...,. W истин н ы ,  т о  W 
уже не момет быть ложным. )  
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Мы видим, таким образом, что из недостаточности 
исчисления высказывани й  не следует, что нужно 
в ообще признать негодность последнего и отказаться 
от него ,  а следует только ,  что на нем нельзя 
остановиться .  Его необходимо развить, подойдя ближе 
к содержанию высказывани й и различив даже в эле­
ментарных высказываниях входящие в них предметы. 
Первые шаги такого расширения предпринимаются 
уже во второй главе .  

Комментарий 1( § 7 первой главы 

В предыдущем комментарии мы в ыяснили, что 
использованное авторами <<содержательное» определе­
Нt�е основных связей исчисления высказываний ::-, V ,  
&,  --? ,  "" лучше всего может быть выражено с помощью 
таблиц, относящих к каЖдому возможному распре­
делению <<значений истинности» элементарных ВЫСI<а­
зываний  одно определенное <<значение истинности» 
сложного высказывания .  Так, связь Х-?У определялась 
таблице'й :  

х 1 у I I X -+  у 
и и и 

и л л 

л и и 

л л и 

Таблица 1 .  

Такая таблица распадается н а  две части , левую 
и правую , разделенные нами двумя вертикальными 
чертами . В левuй  части выписаны все в озможные рас­
nределения значений элементарных высказываний 
Х и У , в прав о й  - соответствующие значения  сложного 
высказывания Х-?У. Ясно ,  что ничего по существу не 
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изменится , если переставить четыре строки этой  та б­
лицы. Выбранный нами порядок является словарным 
(или лексикографическим) . Сочетания букв и и л,  
стоящие по  строчкам , расположены у нас так ,  как рас­
полагают слова в словарях : прежде всег о ,  п о  алфавиту 
начальных букв ; в случае с овпадения начальных 
букв - п о  алфавиту вторых букв и т .  д .  Мы примем сло­
варный порядок в качестве канонического и будем 
в дальнейшем выписывать все таблицы только  в таком 
поря)J.ке .  Обратим внимание читателя на то ,  что для 
описанного упорядочивания строк таблицы достаточно  
было бы рассматривать тольк о  ее левую часть . Будем 
теnерь рассматривать другие сложные высказыв а ния, 
образованные из тех же элементар ных в ысказываний 
Х, У, наприме р  Х& У ,  Х у У ,  Х"'-'У . Таблицы, с о от­
J3етствующие этим высказываниям, будут при нашем 
условии отличаться только последними столбцами .  
Поэтому мы можем при нять в качестве сокращенной 
характеристики каждог о  из наших высказываний , 
отличающей его  от других высказываний ,  один только 
этот последни й столбец. Высказываниям х�у и Х  V У 
отвечает оди н и тот же столбец (и , следовательно ,  одна 
и та же таблица) .  Такие два высказывания мы будем 
называть эквивалентными .  Приведенный пример пока­
зывает, что оди н и тот же столбец м ожет соответств о­
вать различным формулам (числ о таких формул можно 
было бы, конечно ,  неограниченно  умножать, добавляя , 
например, формулы Х&У, Х V (X&Y) и т. п . ) .  Однако  
сразу отнюдь не  ясно ,  для каждог о  ли столбца можно 
подобрать хотя бы одну формулу подобного вида . 
Для того чтобы выяснить этот вопрос ,  мы составим 
полную таблицу, в к оторой  выпишем все в ообще 
столбцы, к оторые можно составить из букв и и л (см . 
табшщу 2) . Общее число таких столбцсв рав но  1 б .  Над 
каждым из них мы надписали по формуле .  Читатель 
легко прGверит, что этим формулам действительно 
отвечают написанные под ними столбцы. Табли­
ца 2 показывает, что в случае двух элементарных 
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П риложение / / 

высказывани й  Х, У знаков -- ,&, V ,  
___,. , ""' в о  всяком случае достаточно, 
что бы с их пом с щью представить 
формуламv. все  в озможные столбцы, 
о бразованные из букв и и л. Од­
нак о ,  если бы в нашем распоряже­
нии не был о ,  например ,  знака отри­
цания ,  мы уже не смогли бы это сде­
лать . Действительно ,  в се формулы, 
полученные только с помощью свя­
зок &. V , ___,. , ""' •  истинны, когда Х 
и У оба исти нны ; в наше й же табли­
це р ов но п оловина всех столбцов 
(начи на я с 8-г с )  относит значение 
мсжы к случаю , когда Х и У оба 
исти нны. Аналогично ,  если бы в 
нашем расперяже нии были только 
знаки и ""' •  то ,  как это выяснено 
в тексте (см . стр . 9 ) ,  отнюдь не вся­
кий столбец нашей  таблицы 2 можно 
было бы представить формулсй : не 
существовало бы, например ,  фор­
мулы, соответствующе й 8-му столбцу. 

До  сих пор  мы рассматривали 
только  сложные высказывания, сбра­
зсва нные из двух элементарных вы­
сказываний .  Теперь мы переходим 
к сбщему случаю сложных выска ­
зываний ,  зависящих от  n элементар­
ных высказывани й  Х. , Х2 , . . .  , Xn . 
}{аждс е таксе  высказывание опре­
деляется таблицей,  подсбнсй  табли­
це 1 .  Еди нственнее  отличие с с етсит 
в том , что тепер ь  в лев ей  части будет 
стоять уже не 2 , а n стслбцсч, по  
чи слу элементарных высказываний,  
и состветственно этому увеличится 
число строк .  Мы снсва  будем упо­
рядочивать эти строки в словарном 
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nо рядке и таким с браз см от несем каждому слсжному в ы­
сказыва нию с ор еделе нный стслбец и з  букв и и л. С н ш а  
встает в е п р е  с о том,  межн о ли дл я  кажщ г о  так е г о  столбца 
лещ брать фо рмулу, с е ставле н ную из букв Х, ,  Х_ ,  . . .  , Хм 
св яза н ных з наками - , & , v ,  �. ""' · Одна к о  прям <, й  
путь , кото р ым м ы  шли в случае двух элеме нтар ных в ы ­
сказыва ни й ,  ста невится теперь нев озмrжным . Уже дл я 
трех элеме нта р ных в ысказыв а ни й  Х, У ,  Z напи сать 
полис етью в сю таблицу , а налогичную таблице 2 ,  
был о б ы  доволь н о  труд н о .  П е скольку исти н н е сть или 
л е жис еть каждог о  из тр е х  элеме нта р ных высказы­
в а ни й  Х, У, Z может сочетаться ка к  с исти н н е стью , 
так и с ложностью каЖдого  из о стальных , то всех 
в озможных распр едел е ни й  «З наче ни й и сти н н о сти• 
между элеме нтар ными высказыва ни ями , т. е. стр ок 
в наше й  таблице , будет уже 23 = 8. Следс в атель н о ,  
в каждом столбце прав о й  части наше й таблицы будет 
8 мест,  на каждое из которых нуж н о  п о ставить од ну 
из бу1<в и или л. Э го мож н о  сделать 28 = 2<23> = 256 сп . ­
с t бами и ,  след( в ател ь н о ,  чv.сл о стол б ц е в  в п р ав l й 
части долж н о  быть рав но 256 1 •  Н е  имея В'1�м :>ж н о ­
сти вьш иса1 ь все эти стп лб uы,  мы n риводим часть 
из них в таблице 3, заменив пстальные многоТI 'Чием . 

Об r б ща я  прс веденные нами р ассуждения , нетрудн о  
Сеf ·бр азить , что если бы элемента р н ы х  выс ка зыва ний 
было н е тр и , а n, то  в соответствующе й таблице ока­
зал е сь бы всего р = 2n строк и 2Р = 2 <2"> сто л бцов . 

1 В nояснt>ние к этому nодсчету укажем, что если вообще 
в нашем расnоряжени и  имеются буквы двух родов ( н а n р и \l е р ,  
и и л ) ,  то общее чис.�о  всех т-буквенных <•слов•> ,  которые можно 
составить из этих букв, равно 2m.  Действительно ,  если мы соста­
вили уже все 4-буквенные <•слова " ,  то длSJ nолучени11 всех .'i-бук­
венных <•слов•> достаточно nрн п исать к J<аждому и з  4-буквен ных 
<•слов•> каж.1ую из двух имеющихсн в нашем распоряже н н и  букв . 
Стало быть, 5-букве н н ы х  слов существует вдвое бол ь ш е ,  чем 
4-буквен н ы х ,  н вообще k-букве н н ы х  слов вдвое боm ·ш� .  ч е м  k- 1 -
букве н н ых .  Поскол ьку однобуквенных с rюв можно образовать, 
очевидно,  два , то число 2-буквенных равно 2 х 2 =22 ,  число 
3-буквен ных 22 х 2 =28 и т . д.  
1 7 С сновы теоретической Jiогикн 
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.. Иными словами , из 1l  "' 
м .. ':: ':: ':: ':: ':: ':: ':: ':: вы с ка-u.. элемеН1арных 
"' .. зываний можно соста-::r ::; ':: ':: ':: ':: ':: ':: ':: :::::! = u... БИТЬ ровно 2< 2n) раз-g ... "' личных (попарно неэi<-"' О> 'о: ':: ':: ':: ':: ':: :::::! ':: Е- u.. вивалентных) сложных "' "' высказываний . Мы хо-о> ':: ':: ':: ':: ':: ':: :::::! :::::! u... 

"' ТИМ каждое ИЗ этих "' высказываний выра-.. ':: ':: 'о: ':: ':: :::::! ':: ':: u... 
... зить через элементар-"' ные высказывания по-.. ':: ':: ':: ':: ':: :::::! ':: :::::! u... "' средством формулы, "' о> ':: ':: ':: ':: ':: :::::! :::::! ':: содержа щей знаки u... ' 
"' &, у , ___". , '""" · Ясно , ... .. ':: ':: 'о: ':: ':: :::::! :::::! :::::! что это можно сделать, u... 

только указав некото-
" рый общий метод по-

U.. · :::::! :::::! :::::! :::::! :::::! ':: ':: 'о: строения таких фор-
� мул .  К изложению та-u.. :::::! :::::! :::::! :::::! :::::! ':: ':: :::::! кого метода мы теперь .. ' 

u... :::::! :::::! :::::! :::::! :::! ':: :::::! 'о: и переходим. 
.. :::::! :::::! :::::! :::::! Заметим раньше все-

u... :::::! :::::! ':: :::::! го , ч rо (а) два вы -
.. :::::! :::! :::::! :::::! :::! :::::! ':: ':: сказывания:  1 )  <<Х>> и u... 2) <<Х ИСТИННО >> - С ТО-.. 

u.. :::::! :::::! i:! :::::! :::::! :::::! ':: :::::! чки зрения исчисления 
О> :::! :::::! :::::! :::::! :::::! :::::! :::::! ':: высказываний эквива-u.. лентны . Точно так ... :::::! :::::! :::::! :::::! :::::! :::::! :::! :::::! Же (б) эквивален-u.. 

тны оба высказывания: 
N :::::! ':: :::::! ':: :::::! ':: :::::! ':: 1 )  <<Х>> и 2) <<Х лож-

НО >> 1 • Обра rимся те-
t:;..., :::::! :::! ':: 'о: :::::! :::::! 'о: 'о: перь для примера к 
х :::::! i:! :::::! i:! 'о: 'о: ':: 'о: сложному высказыва-

нию F151 (таблица 3) .  

1 В математической логике,  кроме класси ческого случа я , 
где рассматринаются только высказыва н и я  л и бо истинные,  либо 
ложные , и п ритом только одно и з  двух, изучаются и случа и  
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Мы уже знаем,что оно эквивалентно высказыванию: 
<<F25 1 истинно>> . Но высказывание F�5 1 ис rинно  'J'(\ЛЬ· 
ко в двух случаях , с оответствующих 6-й и 8-й 
строкам нашей таблицы ,  где для F,5 1 стоят буквы и. 
При этом 6-я строка (см. таблицу 3) с о01 ве !'ствует 
случаю, когда: 

( 1) Х лvжно ,  и У истинно ,  и Z л ожно ,  а 8-я стро­
ка - случаю, кс гда: 

( 1 1 ) х ложно,  и у ложно , и z ложн о .  
В силу уже отмечен ных нами эквивалентностей (а) и (б) и 
определения знака <<&>> слу�ай ( 1 ) можно выразиrь через: 

( 1 ') х & У  & z. 
Случай ( 1 1 )  через: 

( 1 1 ') х & У & z. 
Итак , если один из двух случаев (1') или (11' )  имеет 

место , то высказывание F25 1 истинно . Наоборот , если 
это высказывание истин но ,  то имее1 место один  из  
случаев ( 1 ') или ( 1 1 ') .  Высказывание :  

<<F151 ИСТИ Н Н О >> ,  

таким образом, эквивален г но  высказыванию: 

(X & Y & Z) V (X & Y& Z) . 
Именно это высказывание и может служить , следо­
вательно , выражением для сложного высказывания F2 6 1 •  

Так как в столбце , соответе1 вуюiцем высказьшанию 
F2 49 , буква и встречается на трех последних местах 
(в 1·рех последних строках нашей таблицы) , то вью<а­
зьшание F249  может бы1 ь выражено формулqй: 

(Х & У & 7) V (Х & У & 2 )  V (Х & У & Z) . 

так называемых <<многозначных логию> .  В таких логиках выска-
1ьша rшя <•Х•> и <<Х истин н о•> уже не  :жвивалентны.  Если ,  напри­
мер , подразделить все высказывани я  на: 1 )  истинные,  2) ложные, 
3) беСС \IЫСленные (Ленин любил приводить в п ример бессмыс ­
лицы выражение <<сапоги всмятку•> ) , т о  п ри условии, что выска­
зываю1е F бессмыслен но,  утверждение <<F истинно•> должно быть 
квалифици ровано не как бессмысл и ца ,  а как ложь . 

1 7* 
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_Аналогично ,  высказывание F854 , истинное только один 
раз :  когда Х ложно,  и У л Jжно , и L. истинно ,  выра­
·жается фоvмулой 

X &: Y &: Z . 
Мы видим , что для к.аждого из слсжных высказыва­
ний , изvбражаемых столбцами правс,й час rи нашей  
таблицы , за  исключением одного единственного всегда 
ложного F258 , существует эквивалентное ему выраже­
ние , содержа щее только знаки- , &: и V 1 и притом 
имеющее вполне определенную · форму. 

Именно , оно представляет собой дизъюнкцию из 
членов , каждый из ко'I·орых содержит все элементар­
ные высказывания , снабженные или не снабженные 
знаками отрицания и сое,rт,иненные друг с дру1 ·ом зна ­
н:ами & .  В каждом дизъюнктивном члене всяко е 
эjуементарное высказывание встречается при этом 
'l олько один раз. Такое выражение для сложного 
высказывания называе 1 сн его совер шею/ой нор мал ьной 
фор мс й .  Совершенной потому , что I<аждое сложное 
выскаЗывание может быть предс-r авлено в этой форме 
одним единс'I венным споссбом : ведь разным дизъюнк­
тивным членам соответствуют разные строки ,  в кото­
рых для наш его сложного высказывания стоит значе­
ние «истинно>> ; и , следовательно , две формулы опи­
санного нами вида не могут соответств::>вать двум 
эквивалентным высказываниям,  если они имеют разн ое 
число дизъюнктивных членов или если у них имеются 

1 Так как с nомощью эквивалентностей : 

Х & У  экв Х '/ У ,  

X V Y  ЭКR Х & У, 
Х -+ У ЭI(В Х V У , 

любые два из знаков & ,  V , - можно заме н ить отрицанием и тре­
тьим (см . стр . 27), то ясно,  что таким образом будет доказана 
и достаточность любой и� пар: - , & ; -, V ;  , -+ . 
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два различных дизъюнктивных члена (с инач е  рас­
пределенньl!V и знаками отр инания над буквами) . 

До сих пор мы имели дело только с пр имерами , 
заимств �' ВС Нi ными и з  табл . 3 , т. е .  со слож н ы ми 
выс i<азьш а н и я м и , з а в и с я щ и м и  от трех элементар ных 
в ы с казыва н и й  Х ,  У , Z .  Ясно , однако , ч1 о наш прием 
носит сс. вершенно сбщий характер и может быть рас­
пространен на любое число элементарных высказы­
ваний Хн Х2 ,  • • • , Х11 •  

В качестве упражнения запишем в совершенной 
дизъюнктивной нормальной форме , через элементар­
ные высказывания Х и У, сложное  высказывание  
Х - У.  Так как последнее определяется таблицей 1 ,  
то таким выражением для него . буде1 : 

(Х & У ) V (X  & У) v (Х & У) , 

т .  е .  формула , выражающая , что в таблице , опреде­
ляющей слсжное вы с ка зывание Х --.;.  У, знач е н и е <<истин­
н о >> встречается в первсй , тре1 ьей и четверто� стро­
ках .  

Заме1 им еще, что вьiСI<азывание , выраженнее с по­
мошью не всех букв Х 1 , Х2, • • •  , Х11 , всегда можно 
записа1ь в виде фо рмулы в соверш е н ной нормальной 
форме . содержащей все бук�ы Хн Х2 , • • •  , Х11 • Так, 
высказывание У мсжно выразить в сонерш енной нор­
мальной форме через Х и У следующим сбразсм . 

В таблице , сс ставленнсй  для элементарных выска­
зьшаний Х и У, высказывание У соответствуеr  столб­
uу , содержащему буквы (сверху вниз) : л, и , л ,  и . Оно, 

и и и и 
ll л и и 

� � 1 � � 
Таблица 4 
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следсвательно ,  истинно в случаях ,  соответствующих 
второй и четвертой строкам 1 аблицы 4,. Выражением 
его в дизъюнкт ивной нормальней форме nоэтому 
служит: 

(Х & У) V (Х & У) . 

Анало гично высказывание Х, выраженное в совеr ­
шен ной нормальной фор ме ,  nриобрет ает вид : 

(Х & У) V (Х & У) . 
Составление таблицы было бы , однако , слишком гро-
1\юздким nриемом решения задачи о nриведе нии nр оиз­
вольной формулы к совершенной дизъюнктивной  нор­
мальной форме .  Чи'Iатель найдет в reкc re книги nростс,й 
об щий nрием ее  реш ения . Мы здесь наnомним еще 
только, что среди сложных высказываний есть одно ,  
которое н е  может быть выражено в таксй форме .  Это 
всегда-ложное высказывание . 

Однако такое высказывание может быть выражено 
в двойственной к дизъюнктивной- конъюнктивной 
соеершенной нормальной форме, к которuй  можно 
nритти следующим  образом. Столбец ,  соответствую­
щий в нашей таблице 3 , наnример , сложному выска­
зыванию F8 ,  можн о  охарактеризовать и с помощью 
полного перечисления всех случаев , когда это выска­
зывание ложно .  Так , в наш ей таблице 3 высказыва­
ние  F6 ложно в случаях , отображен ных в шестой 
и восьмой строках , т .  е . нротивоположное ему выска-
зывание F6 истинно в случаях : 

X & Y & Z 

или 

X & Y & Z. 

Так как выражения « F8 ис'I"инно» и <<F8» эквивалентны, 
то для F8 мы nолучаем дизъюнктивную совершенную 
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нормальную форму:  

(Х & У & Z) V (X & Y& Z) . 
Образовав ж е  ее противоположность по освещенному 
в книге правилу де-Моргана , мы получим для  слож­
ного высказывания F6 новое выражение , 1 еперь уже 
в так называемой конъюнктивной сосер ш енной нормал ь ­
ной форме: 

(Х V У V Z) & (Х V У V Z) 
или, используя принятые авторами соглаш ения , отн о­
сящиеся к способам записи формул :  

XYZ & XY Z .  
Ясно ,  что в этой форме можно записать и всегда­
лсжное высказывание (которое при этом,  оч евидно ,  
б удет содержать все возможные конъюнк· швные члены) , 
н о .  наоборот , нельзя выразить всегда-ист11нное выска­
зывание . 

Подробную харю<теристику конъюнктивной• совер- · 
шеиной нормальной формы,  престой способ приведения 
к ней всякого (кроме всегда-истин ного) высказывания,  
а также от личное от испсльзсванного нами доказа­
тельство . единс rв еннос rи выражения в совершенной 
нормальной форме читатель найl',ет в тексте книги . 
Там же он увидит далее ,  какую ро ль играет выраже­
ние в конъюнктивной совер шенной нормальной форме  
для решения задачи о нахождении всех логич еских 
следствий (в смысле исчисления высказываний) из 
данных посылок , равно как и задачи о нахождении 
всех возможных посылок , из которых даннее  выраже­
ние  может логически еледевать (в смысле исчисления 
высю1зываний) .  Отметим также простой и остр оумный 
способ  приведения формул исчисления высказываний 
I<  совершенной дизъюнктивной нормальной ф орме , 
содержащийся в работе И.  И .  Жегалкина <<Арифмети· 
з ация символической логикю> , помещенной в « Мате­
матическом сборнике» , т. 35 , вып, 3-4, стр . 3 1 1 -
377 ( 1 928 .. r.) . 



2t4 • П rиложение 1 1  

КомментарнА 1( §§ 10- 1 3  п е рвоЯ главы 

U ю< уже было отмечено в кr  мментар ии к .§  1 г.еr Вf'Й: 
главы ,  и:счv. сле ние высказываний: мокно стр t ить 
двумя различными сш с е  бами : 1 )  с с держател ь н о ­
алг L ритмическим , или табличным , и 2 )  фt рмал ь но­
дедукти:в ным, или ак си с матическим .  А1-- сис матиче ­
СКlМУ n <  стр с е нию п с священы п с следние четыре пар а ­
графа перв (  й главы .  В пояс не ние их огра ничимся здесь 
тслько сам с й:  с бще й  характеристикс й  задачи таке го  
псстр с е ни я .  

Мы уже видели , что в исчисле нии высказываний  
с снt в ную р е  ль v.грают всегда-v.стинныР. еысказыва ния, 
или <<законы• лс гики . Иlvенно с их помс щью и рещается 
задача пс лучения л сгических следствий из да н­
ных пс сыж к . Далее,  каждым двум эквивалентным 
фермулам � и 58 соиветствует одна всегда-v.стинная 
фсрмула � ""' 58 . Так, паr е  эквивалентных формул : 
x� v !1 Х v У с оответствует фс рмула :  

x�v"'x v v , 

п аре эквv.вале нп:ых фС f NУЛ Х и Х-фс рмула : 

х"'х. 

Всякой з к r и в (! лентности , на основа нии кот(\рой 
происходит п ре с б р азоn ю:ие  формул к н ормt\льной 
и соn ерu. енной нормальной форме , соответствует таким 
об р азом всегда-исти нная фо рмула . 

Для целей и счислений высказываний дсстаточно 
поэтому указать спссс б , п озволяющи й  охарактеризо­
вать весь запас всегда-истинных формул этсго  исчисле­
ния .  При аксиоматическом пестроении это делается 
следующим с бразом. Из всегда-истин ных формул ис­
числения высказывани й выбираются некоторые, при ни­
маемые за · аксиомы. Затем задаются правила, П ОЗRО· 
ляющие из выбранных формул <<выводиты новые . 
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I< ак акси оl': ьт , так и rыводимые из них формулы счи­
та ются д ок аза ю-1ым и .  Ззда ча ,  кuтс.рую прихсдится 
r сш1ть при акси оматичеСI<ОМ n r  стр сении, с е стоит 
в так r м  выборе  аниом и правил вывrда ,  чтt бы запас 
док азуе.11 ЫХ ферму л а сиол:атического IJ С Стр r е ни я с < в­
пнл с запасом вL е:да - ис т ш т ых формул с одер жатель­
ного. _ При тако й п с. станLВk:е  вшр(  са ясно ,  что а"сио­
матическсе  ш стрсение имеет смысл только ,  если мы 
располагаем уже с одержательным. Но в таком слу­
чае ,  естественно ,  встает в спрсс ,  для каких целей оно 
мсжет понадсбиться .  

Для ответа н а  этот в с п р с с  заметим, что даже в при ­
менении к исчислению высказываний ,  рассматриваю­
щему элементарные  высказывани я как нерасчленяе­
мые целые, в с зм(  жн о даль нейшее развитие . Послед­
нее и происходит на сам ом деле и прите м даже в двух 
различных направлениях .  При табличном пс стр с ении 
пеrехсдят от двузначн( г о  исчисления , состветствую­
щег о классическо й  формальн l й л сrике ,  к различ1 .ым 
мне г с знач ным , ,различаю щим , нан ри м ер . такие, ха рак­
теристики суждени й ,  как необход имос т ь .  возможност ь  
и невозмо ;ж:нссть и мнсгие другv.е . При аJ<сисмати­
ческtм ш стр сении изN. еняют или с < всем стказываются 
с.т некс.тс r ых аJ<сисм  или правил в ывода . П ри этом 
оказывается ,  что для  всякего  табличнс г о  п с стрс ения 
всегда существует с с веr шенно адэi<ватнсе  ему аксиома­
тическс е ;  однако не всякс е аксиоматически п � стр с е н ­
н с е  исчисление может быть построено  и табличРо . 
Так называема я «конструктивкаяt  лсгика,  кnторую, 
ка r< показал А .  Н .  I< е)лм огор ов , мс жно истолко вать 
как исчислею :е пrоблем и в кuтс рс й нет <<за ко на 
исключеннс.г о  третьегtt , или разли чные исчисления 
<<строгой импликации• , о которых мы упоминал� уже 
В· комментарии к первому параграфу, не дспускают,  
например , адэi<ватнсго  им табличнс г о  п с стрс е ния .  
Табличнсе псстрсение невозможно и дл я  так называе­
мего <<узкого  исчисления предикатов• .  следующего в 
настоящей книге за исчислением высказывани й  и 
строящегося в ней аксиоматически . Таким образом, 
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аJ<си омати!Jеское построение является более общим, 
чем табличное . 

Мы назвали табличное построение исчисления вы­
сказываний ссдержательно-алгоритмическим, а акси о­
матическое -формально-дедуктив ным . Заметим, однако ,  
что и аксиомы можно трактовать содержательно, 
понимая ,  например ,  входящие в них буквы Х, }', Z , . . •  как 
высказывания,  а з наки - ,& , V , --? ,  ,...., как логические 
связи между высказываниями . (Кстати , именно в этом 
смысле аксиомы и должны быть всегда-истинными 
высказываниямv. ) .  С другой  стороны,  при табличном 
построении мы фактически использовали только то  
обстоятельств � .  что  каждое из элементарных выска­
зываний м же г иметь одно и только одно из двух зна ­
чений : <шсти ннп ,  <mожно> , и что значением завися­
щего от элементарных сложного высказывания опять­
таки может быть одно  и только одно  из этих двух зна­
чений .  Поэтому при табличном построении буквы и 
и л можно заменить , например ,  цифрами О и 1 ,  а слож­
ные выс:<азывания,  зависящие от n эле�ентарных вы­
ёка,:зываний XL ' Х� , . . .  , Xn , арифметическими функциями 
от n аргуме нтов xu Х1 , . . .  , xn , з начениями каждог о  из ко­
торых могут быть только О и 1 и которые сами должны 
при нимать только эти же значения О и 1 . 1  

Но если аксиомы можно трактовать и содержательно , 
то естественно задать вопрос ,  почему мы говорим 
о формальпо -аксиоматическом постреении исчисле­
ния . Дело в том, что только при таком построении мы 
можем записать аксиомы логики, не делая различий 
между определяемыми с их помощью основными логи­
ческими связями и теми же логическими связями , но 
употребляемыми в самом определении . Читатель уви­
дит более конкретно ,  в чем тут дел о , на приводимом 
ниже примере формализации содержательнего опре· 
деления логических связей <с-?)) и <с-•. Здесь мы заметим 
только ,  что и при формально-аксиоматическом построе-

1 Заметим,  что в доказательствах непротиворечивости и неза­
ви си.мо l тu аксиом,  которые проделываются с помощью какой­
н ибудь и х  со держ ательной интерпретации ,  авторами исполь· 
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нии исчисления высказываний нельзя обойтись пол­
ис етью одним только выписываю�ем формул, вы­
бра нных в качестве аксиом. Правила вывода из этих 
формул н . вых-доказываемых-фс. рмул нельзя сфор­
мулир овать ·  тслько на <<Языке» формул : Их прихо­
дится рассказывать на обыкновенном разговорном 
языке, как это сделано ,  например ,  в книге для п ра­
вила подстановки и п равила заключения. Никаког о  
порочного круга,  с остоящег о в том , что для опреде­
ления логических связей неяв не используются те же 
лсгические связи , при этом не получается ,  так 
как в правилах этих идет речь не о самих логических 
св язях или высказываниях, а только о соответ­
ствую щих им з наках , которые к тому же тракту­
ются как материальные объекты, написанные ,  
например ,  мелом на доске или чернилами на 
бумаге . 

О сновн е й  прсблемой  для аксиоматического построе­
ния является , как мы уже отметили , задача отождест­
вить запас доказуемых формул с zап1сом всегда8истин­
ных. П ри этом, если удается достичь того ,  что все всегда­
истинные формулы оказываются доказуемыми , то  си­
стема аксиом и правил выв ода называется полней . 
Само rto себе этим не предп олаганся, однако ,  что доказуе- ­
мой не мсжет оказаться и какая-нибудь НР. всегда-исти н­
ная формула, т.  е . ,  что аксиоматическое построе ние не 
шире табличного .  Наиболее полным было бы , конечно,  
таксе исчисление , в котором доказуема в о обще лю бая 
фо рмула . Но такая <<ЛОГIА"ка >> была бы никому не нужной , 
так как с ее помощью можно было  бы << обосноватЬ» 
все , что угодно : любое высказывание и притом вместе 
с ег о отрица нием.  Вторым требова нием,  которое  
должно быть предъЯвле но к аксиоматическому П О ·  
стр(J е нию ,  является поэтому требова ние ,  чтобы суще· 
ствсвали недоказуемые в этом пестреении формулы. Это 

зуютс я та бличные о пределения знаk.ов - ,  &, V ,  -+ ,  ........ , построен ­
ные именно kак арифметические функци и  от натуральных чи ­
сел,  значен и я ми которых, в свою очередь, служат натураль­
ные чис .. на . 
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тrеб г в а ние квалифицируется обычно как непрот иво­
речивссть и счисле ни я . 

Мы he будем здесь о ста навлив :1ться сколько-ни будь 
подр<  б н о  на компле ксе в r  пpt. C L B ,  св яза н ных с непрот и­
воречивсстью и п олнотою с и стемы а �< си с, м  и п ра в ил 
ВЬШ L да и счv.сле ни я  высказыва нv.й , с КGТСJ:: Ыми читатель 
ознакомится из  те к ста к ниги . О б ратим те лько его  
в нима нv.е на п онятие <<строгсй  п слноты» и счисления 
и заметим,  что ,  даже пелсжив  в о с нсву те  же два пра­
вила подстановки и заключения (или <<заче ркивания>> ) , 
которые использсва ны авторами ,  можн > но-разнr му 
выбрать п олную в определе нном выше смысле систему 
аксиом исчи сле ни я высказыва ни й 1 • 

Так ю1.к задача наша с с стоит при этом в аксиомати­
ческом ОТ( бражении табли ч нсго н с ст р о е ни я ,  то, быть 
мсжет,  наи более естестве нным было бы испсльзшание· 
систем аксиом в духе пrедлагаемых в одн с й  из работ 
А.  Тарсксго .  Так, та блицу, опr еделяю щую сложнее 
в ысказывание  х-У. мсжно охаракте ризсвать такс й 
систем й п r едл L же ни й :  

1 .  <<Fсли У ИСТИ ННс , то высказыванv.е  Х----э>У ИСТИННС >> . 
2 .  <<Есл и Х л с_ ж н о ,  то высказывание х____,.у испшне>> . 
.3 .  <<Если Х и стинно  и У лежне ,  т о  высказыв: шие 

Х- У Л L ЖНL >) .  
Е сли тепе р ь  м ы  заменим здесь в ысказыва ния вида 

<<А истин н( ))  или <<А лсжно на <<А>> и << А>> соответственнс ; 
связки <<если . . .  те » и <<Е» на«- » и <<&>> соответственно,  
то пелучим всегда-истинные, как легко прсверить , 
фо рмулы : 

1 ' .  У- (Х-У) ,  
2 ' .  х-(х-У) ,  
З ' .  х &V -х__".у , 

Чтс бы с помс щью этих формул определить входящие 
в них знаки <<-» и << -», нужно еще ,  конечн о , добавить 

1 Г ез правила п одстановки обход ятся в таких с истем·ах,  ко­
торые , как, например, упомя н утое на стр . 52 исчисление Генце­
на , состоят из одних тол ько правил вывода.  
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· формулы , о предел яю щие отрица ние ,  и п о стараться выра­
зить третью фо рмулу , не прибегая к знаку &: .  Этим 
треб.,вn ни ям мсжно удсР летв о рить ,  наприме р , заметив , 
что фо рмулу 3' мсжно запи сать в виде эквивале нтне й  ей  
3". х�(У_"Х�У),  а отрицание охарактеризов ать , 
сказав : 

4 . <<Ес ли Х исти нно ,  то отрица ние Х ложно> ,  
и так как отрица ние Х может быть лсжно тол ько 
при Х истинном , то и наоборот : 

5 .  <<Если отрица ни е Х л сжно , то Х исти нно> , чему 
соответствуют .в сегда-и сти нныё ф о � мулы : 

4' . х �х 
5 ' . х�х. 

Но и это еще лишь предварительная наметка . 
Словесная фо рмулировка  п редложе н ий 1 . -5. , правда , 
такова, что ,  сл едvя t й ,  можно  поли с етью вvсстано ­
вить таблины,  определяющие с вязку -о; и отрица н ие 
для двух зна чен ий пе ремен ных высказыван ий � << истин­
но >> и << Л ОЖ Н l' »  Но как искл ючить ,  например ,  слу ч а й  
бессмыслен н ых высказыва н ий? И пе р едают 'Ли наш и 
формулы 1 ' . -5 ' .  ( в  с пединении с правилами вывода) 
при попытке их табл ич н о й инте рпретации с одержа­
тельный смысл соответствующих словесных q:ормули­
ровок? На эти вопр осы мы еше не умеем ответить . 
Написав подобнvю систему аксиом , нужн о  поэтому 
проверить затем,' является ли о на r.олной, т. е .  можно 
ли на самом деле вывести из н ее ( в  данном случае с 
помощь ю пра вил подстановки и «зачеркивания,, ) все 
все гда-истин н ьiе q,о рмулы . з:аметим,  что неполноту 
систе il' ы  аксиом про ще всего доказать , отыскав всегда­
истин ную ,  н о  незав исимую от аксиом этой с истемы , 
т .  е .  невыводимую в ней  формулу . В данном случ ае 
таковой является, н апример , формула 

(Х -+ У)  -+ ( ( У -+ i )  -+ ( Х -+  Z)) . 
1-{роме того ,  с<�ма п о  себе не и с клю чена в озмож­

ность, что мы мог ли написать ка кие -нибудь лишние 
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аксиомы, -которые могут быть выведе ны из осталь­
ных по при нятым нами правилам .  Желательно  по­
этому прсверить и независ и.мссть аксиом.  Мы не 
имеем в озмежнести оста навлива1 ься на этом пuдрсб­
нее ,  да это и не  входит в наши задачи .  Мы будем удо­
влетворены ,  если нам удалс.сь не сколько заи нте р есо­
в а т ь  читателя не только принципиаль нс й стора не й 
решения сснсв ных для в сякего аксиоматического по­
строе ния  прсблем неп ротиворечивсс т и ,  п олноты и неза ­
вис и.мссти акси см ,  но и техникс.й  п одчас  дов оль но 
трудоемких доказательств этого  р ода_. 

l<омментариА к §§ 1 и 2 второй главы 

Исторически исчисление классов в озникло ра ньше 
исчисления п редлсжений  (или высказываний) .  О но 
было развито уже в работах Буля и Августа де-М о рга на 
сто лет тому назад . В конце п рс шлсго  века о че нь по­
дрсбнсе и ( бстоятель нсе изж же ние этого  и счисле ния 
было да...чо Эр нстом Шредr р о м  в ег о <<Лекщ< я х  п о  алгебре 
логикv.» ,  три тома кото рых сrдержат соответственно  
X I I +7 1 7 ,  ХШ +4ОО и V Ш +649 страниц.  

В дальнейшем выяснилссь ,  однако ,  что , с одной 
стороны, исчисление класссв сли шком слсжно.  В нем 
мы имеем дЕЛО сразу с двумя видами операци й :  одни 
выполняются над классами , другие над предложениями, 
утверждающими или отрицаю щими некоторые отно­
шения между классами . При дальнейшем а нализе 
оказалось поэтому удс. бным рассмотреть сначала опе­
рации с предлсжениями , не вдаваясь в и сследование 
того ,  как именно сбразсваны элеме нтарные предложе· 
ния (сс став ными частями котс рых уже не являются 
больше ка кие-нv.будь другие щ:едЛ <  же н!Н : ) .  Исчисле ­
нию класс св начали п редпссылать поэтому исчисление 
предлсже ний как целых . С друr<- й  стороны, исчисле· 
ние классов , вырссшее непссредс1 ве нно на материале 
традv.ционнсй школьн<  й лсгики,  все рав но оказал ось 
недостаточным для целей сб : снrвания математики 
и лоrическ( Й  фс. рмализации упс.требляемых в не� пра-
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вил вывода . Его  заме нили поэтому в дальне йшем более 
сильными исчислениями , о которых идет речь в главах 
третьей и четвертой ,  и по  отнс. ше нию к кото р ым оно  
мсжет рассматриваться , в известней ме ре ,  как  частный 
случай.  

В курсе логики Гильберта и Аккермана исчис[!ение 
класссв (или одноместных преднкатсв )  поэтому сс хра­
нилссь лишQ как рудиме нт, имеющи й скорее  истuри­
"'!еское  значение и представляющий собою попытку 
построить исчисление ,  адэкватное логике Аристиеля 1 • 
Н о  именно поэтому вторая глава представляет 
uссбый и нтерес для преподавателей логики . Между 
тем ей посвящено в ориги нале только 1 0 стра­
ниц, исчерпывающих, по существу,  значительную часть 
содержания с бъемистсго  труда Шредера . Неудиви­
тельно, что излсжение местами оказалесь слишком крат­
ким и не вполне доступным для не владеющег о  другими 
источниками читателя . Последнее сбъясняется отчасти 
тем с бстоятельств ом , что авторам хотелось,  певидимаму , 
сделать третью главу независимс й от втuро й ;  излагать 
же дважды один и тот же материал казалось нецелесо­
uбразным. 

Учитывая и нтересы читателя, не сuбирающегося спе­
циально изучать математическую логику, но  желаю-

1 В п рочем, уже в п редисловии ко второму изданию а вторы 
отмечают , что само по себе было бы желательно перестроить 
изложение второй главы . Очевидн о ,  при этом имеется в виду 
появление ряда работ, посвященных так называемым булев rким 
алгебгам, имеющим непосредственное отношен и е  к содержан и ю  
этой главы . Заметим ,  что и эта часть ТJОгики н п оследн ие годы 
и нтенсивно развива ется и все теснее с вязынается с п роблема vш 
современной а л гебры (особе н н о  теории структур) и топологю• .  
Из логических применений отметим ,  н а п ример,  что введе н и е  
в исчислен ие классов,  кроме обычных о пера ци й  nere ечения , 
обьединения 11 доnолнения , операции замык ан ия да л о  возможность 
построить топологи чесJ<ую и нтерп рета цию н е  только для клас­
с и ческой логики Аристотеля ,  н о  и для логи ческого исчислен и я , 
не полhзуюшегося за l<оном исключенного третьего (логик<� Б рауэ­
ра-Гейти нга) ,  а та кже для систем та к н а зыва емой <<строгой 
им пли каци и •> и логики модальн остей (см .  работы Г .  Бирк­
гоффа,  Стона , Тарского , Мак Кинзи и др . ) .  
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щего  познакомиться с ее  элеме нтами и выяс нить место 
в ней традиционнс.й лсгики ,  мы даем здесь нескслько 
более пс пулярнс е изл r же ние материала первых двух 
nараграфс.в втоr с. й  главы ,  не отказываясь и ногда LT 
ш.вторени й .  Нам представляется ,  что такс е изло­
жение должно помочь читателю разобраться в с сновнrм 
содержании втор с й  ·г лавы ,  изл r женнuм в третьем 
ее параграфе . Места , выделенные петитом , с одержат 
детали,  которые могут быть спуще ны при первgм 
чтении.  

Аксиоматическое построение логики высказываний 
ОI<азалссь эквивале нтным соде ржательному (та блич­
ному) п сстрсе нию ее,  в к отором под буквами Х, У ,  Z , . . .  
понимались именно предлсжения (т . е . высказыв а ния ,  
которые либо  истинны,  либо  ложны , и притом н ,  пре ­
менно одно из двух) ,  а п од з наками <<-» ,  <<&» ,  << V » ­
отрицание и связки , соответствующие , хотя не пол­
ностью , союзам <<И>> и <<ИЛ И >> разговорной  речи .  Од­
.нако в аксиrматичесi<Ом построен и и  мы не пользова­
лись цм, что буквы Х , У . Z . . . .  обозначают имен н о  пред­
л с жени я ,  а логические конста нты <<-» , <<& • .  << V »  и др -
•отрицаliие и связки межr.у предложениями . Пvстроен­
Jная аксиоматически система дс пусi<ает п с.этому и дру­
JГИе истолксв а ния вхrдящих в нее симв с ж в .  О дним из 
·таких является следую щее :  будем п о нимать п с  д бук­
:вами Х, У,  Z,  . .  не преджже ни я ,  а предикаты , которые 
мсгут быть приписа ны со  смысл ом предметам тсй или 
JИ Ш  й с бласти исследс ваний .  Так ,  если речь Рдет 
ro вещах ,  имею щих окраску ,  то п�едикатами м с гут быть 
'<< белый» , <<красr.ый», <<зеле ный» и т .  п.  Е сли речь иде т  
ю целых числах,  т о  предикатами будут, наприме р : 
(<Четнr е числ <  » ,  <<J< ратнс  е тreN» , <<бс  льше 7» , <<пр с стс е 
числ е »  1 и т .  п .  Будучи припvсан п роизвсльному пред­
мету из с бласти , для кио р <- Й о н  имеет смысл , преди ­
I<ат пср сждает п r едл r же нv. е : 1: сти ннс е или л с жнс е .  
Так, приписав предикат <<пр <- стсе  числ()} Чf:: СЛУ 7 ,  мы 

1 Простым ч и с л о м  н а зыва ется та к о е ,  кото р о е  не имеет 
делителей , отличных от 1 и самого себя . 
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получим истинное предложе н11е :  <<7 простое числе» . 
Приписав же его числу 1 5 , мы п олучим ложнее пред­
Л JЖе ние <� 1 5  прсстое число» .  Насборот,  приписав 
предикат <<больше 7» числу 1 5 , мы получим истинное 
предложе ние <� 1 5  больше 7» , приписав же его  числу 7, ­
ложное : <<7 больше 7» . Заметим,  что все рассмотре нные 
здесь предикаты каЖдым приведеиным нами предло­
жением приписываются только одному субъекту . 
В дальнейшем мы будем называть п одобные предикаты 
<<св ойствами» . Предикаты же , которые по  рождают пред­
л ожение (истинное или ложное) ,  только будучи припи­
саны паре или большему числу субъектов , будут назы­
ваться << отноше ниями» . Так, <�больше»-это отношение ,  
и б о  выражение <<7 б ольше» н е  является предложением. 
Выраже ние же <<7 больше 3» -предложение и притом 
истинное .  Выражение <�5 больше 7» -тоже предложение ,  
н о  только ложное . Аналогично,  выражения : <<число 7 
лежит между числами 5 и 1 2» и <<число 5 лежит между 
числами 7 и 1 2» -предложения ,  из которых перв о е  
истинное , .  а второе ложное . Но в отличие о т  отношения 
<�больше», связывающег о  два п редмета , отношение 
«лежит между» связывает уже три предмета . Л о числу 
субъектов , которым они могут быть со  смыслом при·  
писаны одним и тем же предложением (истинным 
или ложным), предикаты раздеш:ются на одноместные , 
двуместные , трехместные и т. д .  

<�Свойства& являются , таким образом , одномест­
ными предикатами . В качестве дальнейших примеров 
одноместных предикатов приведем еще такие понятия , 
как <<человек» , <�старец», <<слон& ,  <�сестра Ирины» . 
Понятие же <<сестра» (в смысле отношения  родства)  
является уже двуместным предикатом. В о  второй 
главе рассматриваются только одноместные предикаты. 
Заметим тут же , что вместо одноместных п редикатов 
для целей это й г лавы с тем же успехом можно рассмат­
ривать соответствую щие им классы предметов , обла­
дающих выражаемым данным предикатом <�св о й­
ством» , или подпадающих, и наче говоря,  под объем 
выражаемого им понятия .  Исчисление одноместных 
18 Основы теоретической Jiоrини 
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предикатов называется поэтому и наче <<исчислением 
классов» . 

Е сли п онимать теперь п од буквами Х, У, Z , . . . 
одноместные предикаты, то выражени я Х, Х V У, Х&У 
также можно рассматривать как одноместные преди ­
каты или как соответствуюшие и м  классы предметов. 
Так, п од Х мы будем понимать общее свойств о всех 
тех предметов , приписывание которым предиката Х 
порождает не истинное,  а ложное предложение ,  
или класс всех предметов , которые не  обладают сво й­
ств ом Х. В курсах логики класс предметов, обладаю­
щих св ойством Х, обозначается обычно х. Класс пред­
метов , не обладающих свойством Х, называется допол­
нением к классу х и обозначается иногда : -х. Е сли 
под Х, наприме р ,  будем понимать предикат <счетное чи-
сло», то Х будет обозначать предикат <снечетное число» ,  
или соответс rвую щи й ему класс нечетных чисел. 

П од Х V У мы будем понимать общее свойство всех 
тех предметов , которые обладают, п о  меньшей мере, 
одним'-из двух свойств : Х или У;  или класс предметов , 
состоящий 11з всех (различных) элементов обоих клас­
сов х и у. Такой класс называется обычно суммой 
класссв х и у и обозначается : х+у. или х V у. Е сли п од 
Х мы будем п онимать предикат <<делится на 2», или 
класс всех четных чисел, а под У - предикат <<делится 
на 3», или класс всех чисел , кратных трем, то Х V У 
будет предикатом, обозначающим о бщее св ойств о чисел, 
делящихся на 2 или на 3, которому соответствует 
класс, состоящи й  из всех четных чисел и всех нечет­
ных чисел, кратных трем. 

Х &: У принимается как п редикат, соответствующий 
общему св ойству всех предметов , обладающих одновре­
менно обоими св ойствами Х и У, или соответствующи й 
ему класс предметов , состоящий  из тех элементов клас­
с ов х и у, которые принадлежат одновременно обоим 
классам.  Такой класс называется обычно пересечением 
классов х и у и обозначается Х · У· Из рассмотренных 
в предыдущем примере предикатов : Х (<<Делится на 2 >>) 
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и У (<щелится на 3•) с п омощью связки <<&• п олучается 
новый предикат Х & У :  <<делится на 2 и делится на 3• , 
рав носильный в арифметике предикату <<делится на б• 
и определяющий соответствующи й  ему класс чисел, 
делящихся как на 2 ,  так и на 3 .  

Так как знаки <<-н и <<"-'• рассматриваются авто­
рами лишь как сокращения ,  т. е .  сводятся к уже рас­
смотренным нами знакам, то  мы на них останавливаться 
не будем. 

Нетрудно убедиться теперь, что всегда-истинные 
формулы исчисления высказываний при таком истол­
ковании обращаются в предикаты, выполняющиеся 
для всех предметов рассматриваем с й области , или 
в так называемый универсальный класс, который мы 
будем обозначать в дальнейшем буi<В С Й  t . 

Проверим это ,  например ,  для акси омы 
а) Х V Х-.:;.Х. 

С этой целью исключим сн ачала зна1< (( � 1> , пользуясь тем , 
что, по определению, Х � У есть сок ращение для Х V У .  Мы 
получим : 

x v x v x 
Заме ним затем в этой формуле предика ты к лассами и операции 
над предикатами операциями с классами .  Мы получим формулу 

-(х + х) + х, 

означаюшую теперь н е  предложение (и не предикат) ,  а не­
который класс предметов . 

Используя то обстоятельство, что  для сложения классов 
имеет место тождt'ств о :  х + х= х ,  п редставляю111 ееся содержа­
тельно попятным потому, что к ласс х+ х, п о  определению с ло­
женич классов ,  содержит все те и только те элементы ,  которые 
входят по 1<райней мере в один из д вух к лассов : х и ли х, 
мы получаем далее совпадаюшиn с предыдущим класс : 

- х + х  

Наконец , так как -х по оnрrделению содержит все  те 
про:>дметы нашей области , которые не входят в х,  а-х +х есть 
-в силу оnределения с ложеРия классов-класс всех тех 
(и только тех) предметов , котnрь•е  входя т  по крайней мере 
в один из двух классов :-х или х, то 

-x + x = t .  

- а:  ( а: + а: ) + х и есть ,  та1<им образом, универсальный' l<ласс . 

18* 
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Аналогичную проверку для аксиомы 
Ь) Х-7Х V У 

выполним,  иллюстрируя ее  посредством кругов Эйлера . 
Соответствующий этой аксиоме класс -х+(х+у> 
MO)l(HO изобразить г рафически : 

На ру)l(РiЫЙ <<круг>> соответствует здесь универсальному 
классу t,. заполненная точками часть его поверхности-­
классу - х; заштрихованная часть поверхности -классу 
х+у. И ясно,  что в о всем универсальном классе нет 
ни одной точки, которая не входила бы по крайней 
мере в один из двух классов : - х или х+у. Суммой 
их,  следовательно,  является универсальный класс .  

Для строгого доказательства нашего утвер)l(Дения 
по отношению ко всем вообще всегда-истинным форму­
лам логики высказываний достаточно заметить, как 
это и сделано  авторами,  что определенные нами опе­
рации исчисления классов обладают всеми свойствами 
a l ) - a4) , которыми характеризуются операции исчисле· 
иия высказываний .  

Так ,  с ложение и пе ресечение к лассов об ладают оба с вой· 
с т вами ко.t.н:утативности , ассоциативности и дистрибутивности 
( одно отно�ител ьно д ругого ) .  Доnол н е ние к n е ресечению дв ух 
к лассов х и у есть сумма их доnпл нений-х и-у, т. е .  

- (х · у) = -х +  (-у) 
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К аждое из этих двух выражений , соединенных знаком 
равен ства , мoil<eT б t>l T b  заменено позтому д ругим . 

Ана логично 
-(х + у) = -х · ( -у) . 

Наконец , допrшнение к дополнению х совпадает с х ,  т .  е .  

- ( - х) = х, 

а знаки << -+ » ,  <<"' »  употреб ляются  как сокращения точно так  
ж е ,  как и в исчислении в ысказываний 

Поэтому формулы исчисления предикатов (или исчис­
ления классов) можно совершенно так же прив одить 
к нормальной форме , как это делается в исчислении 
высказываний : каЖдый шаг в п роцессе приведения 
будет заменять выражаемый формулой класс совпадаю ­
щим с ним классом . Но  все всегда-истинные формулы 
исчисления высказываний , будучи приведены к нор­
мально й конъюнктивной форме , представляют собой 
конъюнкцию, каждый член которой содержит п о  
крайней мере одну пару одинаковых букв ,  из  к ото­
рых одна снабжена знаком отрицания ,  а другая - нет ,  
и J<оторые связаны друг с другом знаком <� V » ,  т . е . 
представляют в сумме универсальный класс.  Непо­
средственным следствием отсюда и является то об стоя­
тельство ,что и все всегда-истинные формулы и счисления 
высказываний в исчислении классов превращаются 
в формулы , предста_вляющие универсальный класс 
при любой подстан овке в них на место переменных 
каких-нибудь индивидуальных классов .  Н аоборот , 
если хотя бы один член конъюнктивно й  нормальной 
формы не содержит одновременно ни одной буквы 
вместе с ее  отрицанием , то существует такая  подста­
новка индивидуальных классов , при которой рассмат­
риваемая формула уже не представляет собой универ­
сальнJго  класса . 

Е с л п  определить операции над классами н е  содержа т е л ь ­
н о , к а к  мы это сде л а m1 ,  а аксиома тически , п о л ож и в  в ос нову 
систему аксиом, н еnос редственно  н е  совпадающу10 полностью 
с п ра в и л ами a l  ) - а4) , то доказательство того , что в новом 
истолков ан ии вс якая всегда - ист инная формула исчисле ния 
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высказываний превращается всегда в универсальн&IЙ класс , 
удоб нее п ровести и н аче . Аналогично тому , как это было сде­
лано,  опирdясь н а  то,I<Дест в а х + х - " и -х+х = t ,  для 
аксиомы а) , достаточно п роверить сначала , опираясь на 
аксиомы, определяющие о п е рации с классами , что вообще все 
аксиомы a) -d) исчисления в ысказываниii представляют в на­
щей интерпре тации универсальн .1 й класс . А затем показать , 
что если какие-нибудь формулы представляют универсаJtьныn 
к ласс , т о  и формульi , полученн ы е  из них по правилам вывода 
исчисления в ысказываний , долмны такме представпять уни­
в ерсальн ый класс . 

Нескол ько различных способов выбора системы независи­
М ьi х  аксиом для исчис пения к ласс ов , или так называемой 
алгебр ,1 Буля ,  читатель  мом:ет найти в статье Хантингтона 
(Е.  V. Hиntington , Ncw sets of inde, end..:nt postu lates for the 
a lgebr a of l ogic , Trans . Am. Mathem. Soc . , t. :_5 ( 1 933) , стр.  
207-304 ,  и исправление ощибки там же, стр .  557-8) . Весьма 
п ростой из такого рода систе.\1 является следующая, пrиведен­
ная в статье Lee Byrn e ,  Two brit:f formu1ations of Boo lean 
a lgebra ,  B u l l . Am.  Mathem. Soc . , t. 52 ( 1946) , рр. 269-272 : 

Мномество (или обл<tсть предметов) А называется бул,ев­
сr.:ой алгеброй относительно операций , обозначаемых через 
<< . >> и <<->> , если выполнены следующие условия : 

Ав! :  Если х Е А ,  то и ( -х) Е А (знак <<Е>> читпется как «при­
надлемиТJi.• или <<является элементом >>) . 

Ав � : Если х Е А и уЕА,  то и x · y E A l . 
Ав З : (X • Y) · Z = X • (Y • Z ) .  
Ав 4 : х · у = у • х 1 •  

Ав 5 :  x · (-Y) = Z ·  (-z )  равносильно Х • у = х .  

Равенство 1: = u при этом рассматривается как элементар­
ное высказьщание . Н роме того, добавляется прави ло, в силу 
которого F (�;) "' F (u), если l = u8 • 

1 Аксиомы Ав 1 и Ав2 выражают иногда иначе, говоря , что 
множество А замкнуто относительно операций «-& и « · » ·  Они 
�оотнетствуют правилам образования фuрмул, обозначающих 
предметы (термов) . 

а Аксиомами АвЗ и Ав4 выража ются, иными словами, 
ассоциативность и коммутативность операции << . & 

8 Исчисление классов получается из этой системы аксиом 
при исто .ков 1нии операции << . »  как в смысле << &>> , так , 
и в смысле « V >> . Равенстао l = l рассматривается как дока­
занное . 
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Мы убедились таким образом, что в нов ом и столко­
вании всякая всегда-истинная ,  или (что означает 
здесь то же самое) доказуемая формула исчисления 
высказывани й  превращается всегда в предикат, выпол­
няющийся для всех предметов , или в соответствующий 
такому предикату универсальный класс.  Поэтому 
вполне естественно поставить в соответствие  каждому 
такому предикату предложен ие, констатирующее это 
обстоятельств о и утверждающее ,  следовательно ,  что 
некоторый предикат выполняется для все . .: предметов, 
или что соответствующий ему класс совпадает с t .  
Естественно,  далее , сопоставить такое предложение 
и другим предикатам, заметив , что если, например , та­
кой-то предикат не выполняется для всех п редметов , то 
соответствующее предложение ,  утверждающее его вы­
полнение  для всех предметов , ложно. Каждому п реди­
кату Х при этом будет поставле но в соответствие пред­
ложение, которое авторы обозначают \Х\ и которое 
утверждает, что предикат Х принадлежит всем предме­
там рассматриваемой области . Это предложение может 
быть как истинным, так и ложным, но если на м-есто Х 
мы подставим в него предикат �. формально так же обра­
зованный из переменных предикатов Х, У,  Z, . . .  , как 
какое-нибудь всегда-истинное высказывание  из перс­
менных высказываний Х, У, Z, . . . , то предложение 1 � \ 
будет тоже всегда-истинным. Но  только теперь уже 
при произвольных подстановках вместо Х, У, Z . . . 
не предложений, а предикатов . О но будет утверждать 
именно,  что полученный таким образом предикат 
выполняется для всех предметов, -и это будет прав­
дой 

Заметим, что теперь в нашем распоряжении ока­
жется некоторый запас предложений ,  как истинных, 
так и ложных, которые не будут уже нерасчлене нными 
целыми, несмотря на то,  что не будут составлены из 
других предложений .  Многие из них будут сложными 
образованиями , составленными, однако ,  не из эле­
ментарных (основных) предложений ,  а из элементар­
ных преди�;<атов , и ,  несмотря на свою сложность , 
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являющимv.ся п с этсму в целсм элеN.ентарными пред­
лс жениями .  Так, если Х t бсзначает св l йств о <<жен­
щина >> (или <<быть же i :щинt й& ) ,  а У -<<мужчина& (или 
<<быть мужчинt й& ) ,  а рассматриваемl й сбластью 
щ:едN.етс в будут люди , то 1 Х V У 1 представляет собо й 
предл с жение  (А) : <<Все люди либо женщины .  либо муж­
ЧЮiЫ& . В дальнейшем мы увидим, что благодаря их 
слс жне сти (тс. чнее , с пираясь на сп е сс б их с. бразования) 
нексте рые элементарные предлс.жения теперь можно 
будет заменять равне еильными им слежными (т . е .  
С l ставленными и з  других предлсжений) .  Однако 
в данне м случае п с пытка представить получе ннее  
нами щ:едл еже ние в виде дизъю ющии (Б ) :  <<Все люди­
женщи ны или все люди -мужчины& , будет яв но 
неудачнt й .  О ба предлсже ния : <<Все люди -женщи ны» 
и <<Все люди - мужчины» , -лс.жны. Предложение (Б) 
поэтому л ожно,  между тем как (А> истинно .  

Не слишком ли беден ,  однако ,  запас  исти нных эле­
ментар ных предложений ,  к оторые мы можем выразить 
таким с§разом? Ведь с их помсщью мы можем выска­
зать что-нибудь лишь о всех сразу предметах t бласти l 
В действt-Iтельнс сти запас этuт все же шире ,  чем может 
показаться на первый взгляд. Во всяком случае его 
достаточно ,  чтс бы выразить все сбщие ,  как утвер­
дительные , так и отрицательные предложения , 
т .  е .  суждения типов А и Е традиционнuй лсгики . 
Действительно ,  такие суждения ветрудно заменить 
эквивалентными им суждениями о 6Сех предметах 
рассматриваемс й с бласти . Поясним это сначала на 
примерах. 

Я хlчу сказать : <<Все ссветские  же нщи ны урав нены 
в правах с советскими мужчинамю> . Могу ли я ,  не 
искажая смысла ,  заме нить это высказывание рав не­
еильным ему в ысказыванием о есех предметах t бластiд , ­
в да ннем случае , естественно ,  о всех людях?-Ока­
зывается ,  мсгу . Стоит только заметить, что утвержде­
нvе М(  е рав нс сильно высказыва нию : <<Для uсякого пред­
мета ( или <<для  в с якого человека >> ) верно, что если 
;,пот предмет есть с оветская женщина , то он у равнен 
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в п равах с советскими мужчи намю> , чтобы отыскать 
спосс,б  такего  выражения .  Если мы обозначим и нди­
видуальный (конкретный, данный) предикат <<совет­
ская женщина& через <<СЖ& , предикат <<урав не н 
в правах с советскими мужчинами• через <<У П• . то  
сложный предикат <<СЖ--'?УП»,  или иначе : <<(;Ж v УП>> ,  
будет справедлив уже для всех предметов рассматри­
ваемс й с,бласти , в данном случае для всех людей.  Дей­
ствительно ,  согласно нашему определе нию операций 
<С &  и << V &  в примене нии к предикатам, предикат <<(;Ж» 
выполняется для всех п редметов , не являющихся 
«советскими женщинамИ >> , предикат же <<СЖ V УП• ­
для всех предметсв , либо  не являющихся <<советскими 
женщи нами&, либо <<урав ненных в правах с советскими 
мужчинами» . Но  всякий человек или не <<советская жен­
щина& , или , если чел овек, о котор ом идет речь , ­
советская же нщина,  т о  о н  заведомо уравне н  в пра­
вах с советскими мужчинами• .  

Анал огично,  если я хочу сказать : <<Никакое нечет­
нее числ о не делится на б• то ,  обозначив предикат 
<шечетнсе числ е• через << Нч• . предикат <<делится на б& 
через <<Длб» , мы можем заме нить это высказывание 
следующим равнееильным ему высказыванием о всех 
числах: IНч V Д л б l ,  т. е. <<всякое  число либо четное ,  либо  
не  делится на б• . Иными словами , если оно нечетнсе ,  
то оно уже в о  всяком случае не делится на  б .  

Вообще , всякое суждение типа А: сВсе Х суть У>> 
может быть заменено суждением о всех предметах, 
имеющим вид « 1 Х --'7 У 1 >> , или << I .XV У 1 >> , и о эначаю­
п·.им в новом истолковании ,  что «Всякий предмет или 
не -Х , или У• , т. е . если он обладает свойством Х, 
то о бладает и свойством У. В применении к классам 
такое суждение записывается о бычно в Fиде <<Х с У >> 
и читается «Х включен в у» ,  или « х есть подкласс 
класса Jl >> , или << класс х есть часть класса у» . 

Анал СJrично , всякое суждение типа Е: << Ниl\ акое Х 
не есть У>> , может быть заменено суждением о всех 
предметах, имеющим вид << 1 Х --'7 Y j >> ,  или << 1 Х V У 1 >> , 
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и означающим теперь , что <<Всякий nредмет или не-Х, 
или не-У>> т. е . всякий предмет , обладающий свой­
ством Х, не  о бладает свойством У.  Для классов это 
можно записать в виде <<Х С - у>> и прочесть кю< 
<<Х включен в допс лнение к у>> ,  но та'кое выражение 
встречается довольно р едко . Обычно это выражают 
несколько иначе ,  и мы расскажем сейчас , как именно . 
Прежде всего заметим, что знак <<С>> , в отличие от 
знаков « .  >> , << + >> (или << V >> ) ,  не является знаком 
для операции с классами, порождающей из одних 
классов другие .  Он появляется лишь nосле того , как 
сложнпму классу << - х + у>> уже поставлено в соот­
ветствие утверждение , что он совпадает с универсаль­
ным классом ,  и есть поэтому лишь другое выражение 
для формулы 

- х + у  = t, 

выражающей некоторое  отношение между классами .  
Поэтому и говорят о бычно , что знак <<С>> есть 

знак не о перации , а отношения . Мы можем сказать, 
что ,  IIO определению, 

х с у """ - x + y = t. 
Но в таi<ом случае : 

или ,  так как :  

х с - у """ - х + ( - у) = t' 

- х + ( - у) = - (х · у) , 

хс - у """ - (х • у) = t. 

Но если дополнение к какому-нибудь классу v совпа­
дает с универсальным классом ,  то класс v не содер­
жит ни одного элемента или есть, как говорят,  
пуст.ой класс , обозначаемый обычно знаком << 0>> . Так как 
и, наоборот ,  пустой класс есть до полнение I<  универ -
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сальному, то последнюю формулу можно записать 
в виде :  

х с - у """ х . у =  о. 
Правая часть этой формулы и служит обычно выра­
жением для суждения типа Е: << Никакое Х не  есть У» .  
Она читается : <шересечение классов х и у пусто >> .  

Ясно , что и суждение типа А можно выразить 
с помощью знака <<0» (а не << f >> ) . Оно примет при 
этом вид : 

х .  - у = о, 
означающий , что пересечение х с дополнением к у 
пусто , т .  е .  что всякий элемент класса х есть в то же 
время элемент  и класса у.  

Мы привели здесь эти дополнительные выражения 
для суждений типов А и Е потому , что о ни часто 
встречаются в литературе . 

Заметим ,  что суждения обоих этих типов оказались 
выразимыми в виде равенства нулю (пустому классу) . . 
Выражение их в этом виде обычно предпочитае'\'ся ма ­
тематиками , привыкшими оперировать с уравнениями . 
Вообще , элементарные предложения рассматриваемого 
нами вида удобно выражать с помощью знаков << = >> 
или <<С>> и специальных знаков << · >> , << + » ,  << - >> для 
о пераций с классами потому, что при этом нельзя 
смешать операции над классами (или предикатами) , 
порождающие новые классы (или предикаты) , с опе­
рациями над предложениями , порождающими новые 
предложения. С другой стороны,  обозначения авторов 
(с()стоящие только в присоединении к знакам исчисле­
ния высказываний прямых скобок 1 1 .  которые одновре­
менно и ( 1 )  указывают на то ,  что помещенные между 
ними буквы обозначают не высказывания,  а нредиt<аты , 
знаки же действий - операции над предикатами , и (2) 
превращают образованный таким образом предикат 
в соответствующее ему предложение , утверждающее,  
что этот предикат выполняется для всех предметов) 
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имеют то преимуи:ество , что подчеркивают фо рмальное 
тождество онераций над предикатами с операциями 
над высказыва�mими.  

Преимуществом этим особенно удобно пользоваться 
при выяснении важного о бсто ятельства , к которому 
мы ностепенно перейдем . Хотя запас истинных нред­
ложений,  которые могут быть высказаны при помои'.И 
выражений вида 1 SЖ \ ,  где SЖ обозне:tчает предикат , бо ­
гаче, чем может показаться на первый взгляд , однако 
с его помощью нельзя все же выразить даже простые 
частные предложения типов / :  <<Некоторые Х суть У» 
и 0 :  << Некоторые Х суть не-У>> .  Но всякое частное 
предложение можно рассматривать как отрицание не­
кото рого о б щего . Так , утверЖдая, что << Некоторые Х 
суть У>> ,  мы отрицаем , что << ника�ое Х не есть У>> ; 
утверждая , что <<некоторые Х суть не -У» , мы отри­
цаем , что <<ВСе Х суть У>> . Таким образом , суждение 
типа 1 есть отрицание суждения типа Е, а суждение 
тина О -отрицание суждения типа А. Так как сужде­
ния т�пов А и Е выражаются равенствами: 

А: х · - у = О, 
Е: х · у = 0. 

то суждения типов 1 и О могут быть выражены вера­
венетвами 

/ :  х . у о:/= о ,  
0 :  Х · - у о:/= 0 , 

Знак << =!= >> употребляется здесь как отрицание равен­
ства . В символике  авторев  соответствующие суждения 
должны быть записаны в виде : 

/ :  \ Х  V Y \ , 
0 :  \ Х V У \ ,  

причем черточки над буквами обозначают операции 
с предикатами или соответствующими им классам!-' 
(образование дополнения) , а черта над всем выраже-
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нием - о перацию о трицания . применеиную к предло­
жению о всех щ;ед.метах , выраженному с помощью 
вертикальных черточек . l{ак это и выяснено в § 2 
второй главы ,  нам приходится при этом пользоваться 
уже комб инированным исчислением , состоящим в при­
менении операций исчисления высказывани й  к эле­
ментарным предложениям, приписывающим предикаты 
всем предметам рассматриваемой области . 

При этом обнаруживаются новые обстоятельства , 
в которых ,  собственно , и состоит  основной смысл вве­
дения нового исчисления предикатоJЗ, или классов . 
Именно , оказывается ,  что , кроме тех из JЗЫражений 
S)t (Х, У , Z, . . .  ) исчисления высказываний ,  которые 
истинны при подстановке в них произвольных пред-
ложений на место переменных Х, У , Z, . . . , и соот-
ветствующих им выражений 1 � (Х, У, Z , . . .  ) 1 .  истин-
ных при подстановке на место переменных Х, У, Z, . . .  
произвольных предикатов ,  всегда-истинными будут 
и некоторые другие формулы . Пр именеине исчисления 
высказываний к предложениям специального виrr.а 1 � 1 . 
порожденным исчислением прц,икатов ,  расши,ряет за­
пас всегда-истинных формул, или << законов» логики . 
Так, из аксиомы 

а) Х V Х __". Х, 
кроме тривиального следствия из нее же : 

I X I  V I X I _". IX I 
и всегда-истинного , как мы уже выяснили,  для произ­
вольных значений перемениого предиката Х выра­
жения 

I X V X _". X I , 

можно получить всегда-истинную формулу 

I X V X I _". I X I , 
где знак << V >> обозначает операцию с предикатами, 
а знак «__".» связывает предложения. Действительно , 
она утверждает , что если всякий предмет обладает 
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свойством Х V Х (принадлежит сумме классов х и х), 
то всякий предмет обладает и свойством Х (принад­
лежит классу х) . 

Анало гично , из аксиомы 

Ь) X -> X V Y, 
кроме всегда-истинных формул 

/ X I� I X / V / У/ 
и 

I X � X V Y / , 

можно получить еще всегда-истинную формулу 

/ X I � I X V Y j , 
утверждающую, что если объем предиката Х охваты­
вает все пр едметы, то объем предиката - Х  V У,  доба­
вляющего к предметам, обладающим свойством Х, 
предметы, обладающие свойством У , тоже охватывает 
все предметы. По аналогии с этими двумя примерами 
мы Мti ГЛ И  бы построить из аксиомы : 

с) x v Y � Y v x, 
кроме само собой р азумеющихся 1 Х 1 V 1 У 1 � 1 У 1 V /Х 
и ] Х  V У -;. У V X j , формулы : 

/ X V У 1 � \ У V Х / , 

/ Х / V \ Y I � I Y  V Х / , 

/ X V Y \ � I Y / V /Х / , 
из которых первые две действительно всегда -истинны, 
третья же  н ет .  Действительно , если по крайней мере 
один из двух классов х и у содержит все предметы, 
то сумма их заведомо охватывает все предметы . Однако 
если сумма двух классов содержит все предметы, то 
из этого отнюдь н е  следует, что по крайней мере 
один из них содержит все предметы . Верно , напри­
мер , что все предметы (об окраске которых можно 
со смыслом говорить) «либо белые, либо не белые» . 
Однако из этого не следует, что из двух предложений: 
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«Все предметы белые >> и << Все предметы не белые>> 
по крайней мере одно верно .  Оба ложны.  

По тем же причинам , которые приведены авторами 
в тексте , мы н е  будем здесь о станавливаться  подроб ­
н е е  н а  харю<теристике запаса всегда-истинных фор­
мул комбинированного исчисления. Отметим лишь , 
что для понимания материала , изложенного в § 3,  
особенно существенны приводимые авторами формулы: 

( IX � У  1 & 1 У � Z 1 ) � 1 Х � Z \  
(<<Если все Х суть У и все У суть Z, то все Х суть Z>> ) , 

I X & Y \ "-' \ X \ & I Y I 
( <<для того ,  чтобы пересечение классов х и у содер ­
жало все предметы рассматриваемой "области ,  необхо­
димо и достаточно ,  чтобы каждый из классов х и у 
содержал все предметы областю> . )  

Для исчисления в ысказываний (и форма.'Iьно совп адаю­
щего с ним <(чистого » ,  т. е .  не комбинированного с исчисле­
нием в ысю1зьшаний ,  исчисления n редикатов , или �лассов) ,  
все бесконечное множес тво всегда-истинных предложений 
оказалось возможным вывести по определенным пр.-lшлам из 
конечного (и даже очень небольшого) числа таких предло­
жений ,  принятых за аксиом ы .  И здесь достаточно приr(Jеди­
нить 1< исчислению в ысказываний, объе;iИненному с <(ЧИС'ТЬIМ» 
исчислением предикатов,  несколько нов".х всегда-истинных 
формул , чтобы п олучить возможность в ы в ести  с их помощью 
все остальные .  Не п риводя здесь доказательства этого. 
предломения ,  продемонстрируем на примере , как n ри помощи 
формул :  

IXi -> IX v у 1 • 
IX V Y I -> I Y V Xl,  
IX&YI - IXI & IY I ,  

( 1 ) 
(2) 
(3) 

и расширенных на случай формул нового вида правил под­
стано вки и замены в ы ражения Ш эквивалентным ему В �>! ра­
жев ием \5 можно вывести формулу 

(1 Х -> У 1 & 1 У -> Zf) -> IX -. Zl .  (4) 
Прежде всего , по п равилам исчисления высказываниii 

( транзитивЕость з нака <( -. >> ) из ( 1 ) и (2) следует 

1 х 1 -> 1 у v х 1 (6) 



288 Приложение l / 

Подставив теперь в ( 1 )  Х -+ У Еместо Х , и Z вмес то У , 
а в (6) У -+ Z щv. ест о Х , и Х вм есто У , мы получим 

1 Х -+ У 1 -+ 1 (Х -+ У ) V Z / ,  
1 У -+ Z 1 -+ /Х V ( У -+ Z) /  . 

( 7 )  
(8) 

По п равилам исчисления вь•ска ::: ы ваний из формул (7) и (8) 
п олучаем затем формулу:  

( j  Х -+  Y j & 1 У -+ Zj )  -+ ( j (X -+ У)  V Z 1 & \ Х V ( У -+  Z ) l ) . (9) 
ПодстаРовка в (3) дает , дале е : 

1 (Х -+ У ) v z 1 & 1 х v (У -+ z ) l ,..,. 

,..,. 1 (Х -+ У ) V Z & Х V (У -+ Z) / .  ( 1 0) 
Но п о  прdви лам исчисления предикато в ,  совпадаюшим фор­
мально с п равила·ми  исчисле1 ия высказыва1 ий: 

( Х -+  У)  V Z & X V ( У -+ Z) ""' X  V У L: Z & X V У L: Z, 

х v у v z & х v у v z ,..,. х v z v ( У  & У) , 
Х V Z V ( У & У) ,..,. Х у  Z, 

Х ,::::_ z ,..,. (Х -+  Z) ,  
о ткуда : 

1 (Х -+ У) V Z & Х V ( У  -+ Z) / ""'  1 Х -+ Z 1 • ( 1 1 ) 
Из 

'
формул (9 ) , 1 1 0) и ( 1 1 )  н умн а я  H<l '�-� формул а (4 )  следует 

н емедленно по неоднократно уме ис пользован ному нами пра­
вил у  замены в ы рамения 2{ "=�КВИВ il л ен т н ы м  ему в ы ражением \В .  

Заметим, что приве енная нами выше система аксиом Ав 1-5 
булевской алгебры , будучи добавлена к исчи:лению высказы­
ваний ,  п r едставля ет у,ке собой полную систему аксиом для 
J<омбинированноrо исчисления . Покажем дл я примера ,  как 
вывести �з нее правило , соответствую11· ее формуле 

1 х -+  у 1 -+  ( 1 у -+  z 1 -+ 1 х -+ z 1 ) ,  
и называю u·ееся обычно принqипо.и силлогизл. а .  Правило это 
состоит в следую11'ем :  
Есл и доказаны обе фор иулы :  

то доказана и формула 

( 1 )  
( 1 1 )  

( 1 1 1 )  
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Формулы ( ! )  и ( ! ! ) ,  б удучи з а п исаны на языке ис чис:1е н и я  
к.1ассов,  п р имут в1ц 

а · - Ъ = 0 , 1 )  
Ъ · - с = О , 

и .1 и , в сил у ш<с rюмы Ав5 , 

CI · !i = tl, 
u · 1 = Ъ . 

( ! * ) 
( ! ! * )  

( ! ** )  
( ! ! * * )  

Подста в и в ,  пол Е- з у я с r, с войс rвами равенства,  EJ первую и з эт их 
формул Ь · с вместо Ь ( на основании второй ) ,  мы п ол уч им 
a · ( b · c ) = CI , ил и ,  в сил у акс иом ы  АвЗ , ( a · b ) · C = CI . Но ( с м .  ! * * )  
а ·  Ь ""' а . Посл едн я я  п о.1 учt'нная на ми формула пр еобраз уетсн 
по:-�тому в а · с = а , и л и  в с и л у  акс иом ы  Ав5, в а · - с = О. На 
языке исчислен и я п р едикатов это и е с т ь  формула 1 9( � <Е 1 , 
r<отору ю  нам нужно было доказат ь . 

В заключение оста новимся' еще на двух моме н­
тах. Во-первых, отметим подчеркнутую авторами раз­
ницу между двумя интерпретациями исчисления вы ­
сказываний : одной,  которая получается,  к огда мы тол­
куем персменные не как предложения ,  а как преди ­
I<аты и ,  соответственно ,  знаки <г» ,  <<оЪ>, << \/ ;> ,  <<___,.� , <<"-'>> , 
как порождающие из элеме нтарных предикатов слож­
ные предикаты (а не из элементарных предложений 
сложные предложения ) , и другой , которая состоит 
в замене предикатов классами и операций с предика ­
тами-операциями с классами . 

Первая и нтерпретация порождает предложе ния  спе­
циального вида , примене ние к которым правил исчис ­
ления высказываний, благодаря особенностям этих 
предложений,  является источником новых законо­
мерностей, присущих только об-ьединению обеих и нтер­
претаций одного и тог о  же логического формализма , 
а не каждой из них в отдельности . Так, в частности ,  
благодаря сложности элеме нтарных высказывани й 
вида IШ I .  где �t в свою очередь обозначает сложный 
предикат вида �( 1 & ��  & . . . & �( � ,  выраже ние , обра ­
зованное из l �l !  по правилам исчисления  высказыва -

1 )  Польз у яс ь сне темой аксиом А в  l - 5, нетрудно показать,  
что Z · - z = y - y , т. е .  что z - z  ест ь  н е который постоянный 
( индивидуал ь ный ) клас с ,  который мы обоз начим О.  
1 9  Основ ы  теорети-qесной лоrиl(и 
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ний, может быть заменено  выражением, элементарными 
составными частями которого будут уже выражения 
1 �{ 1 \ , \\l{ 2 \ ,  . . . , \'21k l ·  Мы получаем, так сказать, в озможность , .  
п ользуясь сложностью структуры <<атома& , расчле нить 
ег о  на составные части, из которых образовать новые 
<<атомы» . При дальне йшей замене предикатов кл_!lС· 
сами ничего подобиего  уже не получается.  Тут про­
исходит только изменение терминологии :-совершенно 
точный перев од с одного языка на другой.  Суть дела 
в том, что и в исчислении предикатов два предиката , 
выполняю щиеся для одних и тех же предметов , т. е .  
имею щие один и тот же  объем, могут п о  существу не 
различаться :  все, что справедлив о для одного из ' них, 
справедлив о и для другого. МеЖду тем потребность 
различать понятия не только по объему, но и п о  смыслу, 
п о  способу их образования, испытывается повсюду , 
в том числе и в математике . Так ,  выражение <<Х есть 
равнобедренный треугольник» становится истинным , 
если на место Х мы подставим п о нятие : <<треугольник,· 
имеющий два равных угла&. О но останется истинным, 
конечно ,  и если вместо этсго понятия мы подставим 
совпадающее с последним по объему понятие <<рав ­
нобедренный треугольник& 1 •  Тем не менее , вряд ли 
t<то-нибудь согласится считать оба предложения :  

( 1 )  <<Треугольник, имеющий два  рав ных угла, есть 
равнобедренный треугольник» ,  

(2) <<Равнобедренный треугольник есть равнобедрен­
ный треугольник» , вполне заменяющими друг друга . 

С <<легкой руки» превратившегося в агрессивного 
реакционера Рэссела в зарубежной литературе распро­
странились утверждения, что все предложения мате­
матики н осят а налитический характер и сама эта 
наука является лишь грандиозным собранием тавто­
логий, о снованых на стремлении ограничиться в при­
менении к математике  одной только объемно й  логики . 

В настоящее время существует уже довольно много 
попыток в той или и ной мере дополнить «Объемную• 

1 Т. е .  <•имеющий две равные стороны•> .  
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лоrш<у <<С.\tьtсловой>> (таi< называемую <<экстензиональ­
ную» - << llнmензиональн ой >>) . В этом отношении неi<оторый 
интерес представляют, правда , спорные еще и во ВСЯI<ОМ 
случае нуждающиеся в I<ритичеСI<ОМ освещении с точю1 
зрения диалектическс г о  материализма попi.IТI<И по­
строения логик и модальностей ,  наряду с истиной  
и ложью различающей категории <<Необходимости• ,  <<Воз­
можности• и др.  

Заметим,  далее ,  что для самого  I<Омбинирова нного 
исчисления высказываний и предикатов , или булевекай 
алгебры , таi<же возможны различные и нтерпретации . 
Однсй из таi<их является,  например ,  разработанная 
СОВеТСI<ИМ фИЗИКОМ В. И. lli е С Т а К О В Ы М 1 И ПОЛу­
ЧИВШаЯ широкое применение в работах Института 
автоматики и телемеханиi<и АI<адемии Наук СССР 
теория элеi<трических релейно-контаi<тных схем. 

Гораздо менее значит ельной , но все же в некоторой мере 
л юбоnытной я вляется , наn rимер ,  с л едующая частичн ая интер­
пре тация н ашего исчИсл ения . Будем nонимать под буквами 
Х ,  .У, Z, . . . н а турал ь н ы е чи сла 1 , 2,  3, . . .  ; под в ыражен и­
ями «Х & У» и <<Х V У>> , соот ветствен но , «общий н аибол ьший 
делител ь чисел Х и У>> и «обш ее наименьшее к ратно�; чисел Х 
и У» :  n од << 1 Х -+ У ! >> - в ы сказы вание «Х делит У>> ;  под 
«1 Х "' У !>>-высказывание <•Х делит У и У делит Х >> . В таком 
с л учае формулы 

J X & Y -+ X J . 
I X & Y -+ Y l ,  
I X -+ X V Y I , 
I Y -+ XV Y l  

1 Шестаков В .  И . , Алгебра двухполюсных схем, построен ­
ных исключительн о из двухполюсников (алгебра А-схем),  
Ж. Т. Ф . ,  т .  X I ,  вы п .  6,  1 9 4 1 . 

Шестаков В .  И . ,  Об одном символическом исчислени и ,  
примени мом к теории релейных электр и ческих схем, Уч . за­
писки МГУ, выn . LXX I I I ,  кн .  5-я (математика), 1 944, стр . 45-48 . 

Шестак ов В .  И . ,  Представление характеристи ческих функ­
ций предложений пос редством выражений , реализуемых релейно­
контактными схемами , Известия Академи и  Н аук СССР, серия 
математическая, т .  1 0, N2 6, 1 946, стр . 529-554. 

1 9* 
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ис толкуются,  соответствен н о ,  Tii K :  . 
<•Общий н аибол ьший делите л ь  чис е л Х и У д е л н т  ч н с ,1 о Х•) . 
<< Общий наибол ыьий делите;rь чисел Х и У де п н т  чнс,1о  У >> .  
<<Число Х дел ит об щее н а име ньш е е  к ра т н о е  ч и с е л  Х 1 1  У •> .  
<<Чис ло У делит об щее н аим еньшее к рат но е ч исе !У Х н  У » . 

и все эти в о,• с ю tзывания б удут действител ьно  л с е r д а - !tСТ IШ­
ными ( при л юб ы х  в озмож н ых здес!>  з н а•1е r ш н х  нс rr�1 с н н ы х  
х и У) .  

Выск а зыв ание 

(Х  _,. У)  _,. ( (Х _,. Z) _,. (Х _,. У & Z) ) 
n ри :>том н е л ьзя со смысл о м п о�1е с т и т ь  н е е  в цr;1 o�t мс ,1цу 
;J;вумя вертикальными ч ер та м и , та к к а к  OiJ:HO н р е,.1л оп\ е н и е  
не  может <ще л и т ь >> другое . Но, р а с с т 'I Р.IШ ч е р т ы сл еду ющ1н1 ,  
в r юлне е с т е с т в е н н ы м  ; щ я  н а ш е й  ш п r р н р е т а i \ 11 1 1 ,  o u  разо\1 : 

1 Х _,. У 1 ..... ( 1  Х _,. Z \ _,. 1 Х _,. У & Z / 1 , 
·мы получим о п я т ь всеr  ,.\а-истин1-1ое высказывание:  � Ес л и  Х 
делит У ,  т о ,  ес.г.и Х д е л и т  Z ,  Х де лит об щий наибольш ий 
д ел ит ел ь У и Z. И н ыми с л о в а м и , в с я к и й  общий делител ь  
чисел У и Z е с т ь  в т о  ж е  в ремя делите . r r, их об щего наиболь­

шего д е .1 И Т е Л Я . 
Аналогич н о ,  двойс тв ен ное п ршз еде н ному в ы с к а з ы в а ш rе 

i у _,. х 1 _,. ( 1  z _,. х 1 _,. 1 у v z ..... х / )  
буде т в ыр а ж а т ь  в н а ш ей и н т е р п р ет,щи и ,  ч т о  оu щее н а нмен ь­
шее кратное двух делите л е й  одного и того же ч и с л а  Х де лит 

�IИ С Л О  Х .  
М ы  привели эти различные истолкова ния (число 

которых можно было бы увеличить ) одних и тех же 
(формаль но)  выражений исчисления высказываний,  
чтобы подчеркнуть еще раз ,  что законы лоrю<и не 
являются произвольными соглашениями ,  но отвлече ны 
из реальной материальной де йствитель ностн , соотно­
шения к оторой отражают.  Поскольку речь идет при 
этом о самых общих соотношениях, применимых , в 
определенных условиях , к объектам самой разнообра1-
ной природы, нет ничего удивительного в том , ч rо 
в частных случаях,  в приме не нии к более специаль ­
ным предметам или  отношениям, мы можем отыскать 
и более конкретные соотношения,  обладающие ,  тем 
не менее , той же обще й структурой ,  т .  е .  подчи ня­
ющиеся формально тем же законам . 
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Е ще Эйлер  любил п ояснять так называемый <<nри н­
цнп шллогизма>) : <<Если в с е  Х суть У и все  У суть Z ,  
то в с е  Х суть Z>) , т .  с .  нашу формулу (4) ,  замечая ,  
что <<Е сли дс т.ги у меня  в кошельке ,  а к ошелек в кар­
мане , то де ны·н в ка рма не& . Аналогичная топологиче­
ска я  (п р остра нств е н на я )  и нтерпретация может быть 
о существлена ,  конечно ,  и на плоскости , например ,  
с п омощью круг ов , к а к  это и делается обычно  
в у ч е б н и к а х  л огики .  Нет  ничег о удивительног о  
п оэтому и в том ,  ч т о  л огические формулы допус­
ка ю т  да же дов ольно  с п ециальные технические и стол­
кова ния .  

Связь л огики с практикой  неоспорима . Неда р ом 
Ле ни н гов орил , что <<практическая деятельность чело­
века миллиарды раз должна была приводить с озна ние 
человека к п овторению разных логических фигур ,  
дабы эти фигуры могли получить значе ние аксиом& .  
Конечно ,  при этом н е  сЛедует забывать и другого 
марксистеко-ленинского п оложения ,  что <<исти на всегда 
конкретна» и что п оэтому в разных условиях могут 
иметь силу и разные законы.  

l(омментарий I< § 10  третьей главы 

Результат Лёвенгейма особенно  интересен потому , 
что он является. первым из целой серии полученных 
в основном лишь в 30-х годах текущего столетия 
результатов , выясняющих ограниченность возможно­
стей для логических формализмов . Именно , из него 
следует немедленно, что средствами узкого исчисления 
предикатов нельзя определить несчетное  б есконечное 
множество (например ,  имеющее мощность континуума , 
т .  е .  равномощное множеству точек на  отрезке от О 
до 1 ) . Действительно , если бы векоторая формула Ф 
исч исления предикатов могла служить определением 
бесконечного несчетного множества , то она не выпол­
н ялась бы (ни при каких индивидуальных значениях 
для входящих в нее предикатных переменных) ни в ка ­
кой счетной области индивидуумов . Но в таком слу-
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чае Ф, наоборот, была бы всегда-истинной в любой 
счетной области индивидуумов и, значит,  в силу тео­
ремы Лёвенгейма , была бы тождественной формулой 
исчисления предикатов . В силу полноты этого исчи ­
сления,  присоединение к н ему ее  отрицания Ф вел о бы 
поэтому к противоречию. 

Заметим, что исчисление предикатов, по существу , 
является лишь переносом на  произвольвые област н 
индивидуумов законов, справедливых длll любых ко­
неЧных областей . Это и быnо выяснено на самом дел� 
в начале § 1 0 .  Действительно .  если для области Q ,  
состоящей из n индиви,rт,уумов: сх , , сх8 , • • • , а п о  замс­
нить выражение (х) F (х )  на F (ос , )  & F (сх2 )  & • . .  & F (осп) . 
выражение (Ех) F (Х) на F (ос,) V . . . V F (схп) , то аксиомы 
и правила исчисления предикатов превратятся в про­
стые следствия системы аксиом исчисления выска ­
зы.ваний.  Так, аксиома 

(х) F (х) � F (у) 

обратиtся в с овокупность формул : 

F (ос1) & F (rx2) & . . . & F (1Xn) � F (ос;) , (i = 1 ,  2 , . • .  , ll) , 
катдая из которых получается по правилу подста­
новки из всегда-истинной формулы исчисления выска­
зываний вида : 

А1 & А2 & . . .  & Ап � At , (i = 1 ,  2, . • . , n) ,  
которую можно рассматривать как обобщение формул 
А - А, А & В � А, А & В --+  В . Анал огично , пра­
вило y l ) ,  позволяющее перейти от венкой доказанной 
формульt вида : 

� � �  (х) , 
где формула �{ н е  содержит переменной х; к формуле 

� --+ (х) � (х) ,  

в области Q является непосредственным следствием 
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из правила исчисления высказываний 
21 ---/> 581 
�{ - 582 

� - 58х & 58а &  · · · & 5Вп ,  

по зволяюще го перейти о т  совокупности n доказанных 
формул �{ - 58i (i = 1 , 2 , . . . , n) к одной формуле 
� - 581 & . . .  & 5Вп . [Это правило , в свою очере '"',Ь , 
вытекает из об общения всегда-истинной формулы 
(А - В) - ((А - с) - (А - В & С)) . ]  

Поэтому неу]\ивитепьно,  что все выводимые фор­
мулы исчисления предикатов явля ются всегда-истин­

ными формулами для любой конечной области инди­
видуумов . Если бы имело место и обратное ,  т. е .  все 
формулы , всегда-истинные в любой конечной области ,  
были одновременно и выводимыми в исчислении пре­
дикатов , то последнее потеряло бы право на существо­
вание. Действительно , в таком случае к нему нельзя 
было бы присоединить определения беековечкой обла ­
сти,  т .  е .  какой-нибудь формулы а, не выполняющейся 
ни в какой конечной области индивидуумов . J3едь 
отрицание этой формулы было , бы всегда-истинным 
в любой конечной области инцивидуумов и , следова­
тельно, а была бы выводимой формулой исчислен ия 
предикатов. Присоединение формулы а приводило бы , 
таким образом, к противоречию . Можно доказать , 
однако (см. , например , D. Hilbert  u nd Р. Bernays,  
Grund lagen der Mathematik,  т . 1 ,  §§ 5 ,  б,  стр . 1 99 -
207 , 209 - 265) , что:  

1 )  если формула Ф , содерЖащая топько предикат ­
вые переменные,  зависящие от одн.ого аргумента , всегда 
истинна в любой к онечной области , то она выводима 
в исчислении прег;иJ<атов ; 

2) в исчислении предиi<атов существуют всегда­
истинные в любой конечной области формулы а, не  
выв одимые в этом исчислении . 
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ТаJ<им обр азом ясно , ч то , остава ясь в области 
логики , имеющей дело , подобно логи ке Аристотеля , 
только с о  свойствами,  т .  е .  предш<атами , зависящими 
от одного а ргумента , нельз11 дать определения бесi<О­
нечной области индивидуумов, совместного с исчисле­
нием предикатов .  Наоборот,  вводя в р а ссмотре н и е  
отношения , т .  е .  п редикаты,  зависящие о т  двух или 
б ольшего ч исла аргументов , можно определ ить такую 
область , о котор ой ,  х отя она и содержит бесконечное 
ч исло индивидуумов , можно рассуждать п о  правилам 
исчисления предикатов ,  отвлеченным , как мы видели , 
из и зучения конечных областей п rедметов . Распро­
страненный в математике спос об обращения с беско­
нечными множес1 вами предметов таi< , l(а к  если бы 
они были I<онечным и и в готовом виде лежали перед 
нам и ,  п одобно спис i<У избирателей на участl(е , сам 
но себе о казывается , тю<им образом , не ли шенным 
с мысла .  Исчисление же пр едикатов приобретает право 
на с амостоятельное существо вание, так l(al( в приме­
нении 1( бесконечным областям его аксиомы и правила 
вывода "переста ют быт ь следствиями из с ис1 емы аксиом 
исчисления высказьmаний . 

Однаl(о сформулироват ь на <<языке >> исчисления пре­
ди кг.тов формул у ,  ко1·орая была бы вообще . выпол ни­
мой , но не  выполнялась бы ни в l(акой конечной или 
с четной бесконечной области индивидуумов и могла бы , 
таi(ИМ образом , служить определением дл я несчет но й 
бесконечной области , как мы уже видел и ,  невозможно .  
Иными словами , о та�их свойствах 1 бесконечных мно ­
жеств, которыми не  облада ют НИI{акие конечные или 
счетны е множес rва , нельзя с полной свободой рассу­
ждать П О  Правилам , Э I<СТраполироваННЫМ ОТ ОПе[>И­
роВаНИЯ с ко н еч ными множ ествами предмет ов .  

1 В бо.1 е е  ol5щe:\t С \lысле :-�того слова 
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1 95 и д. 

Аристотелева логика 73 и д. 
Ассоциативный закон конъ­

юнкции и дизъюнкции 23. 

Верхняя граница, теорема о 
203. 

Взаимнооднозначное соответ­
ствие 1 8 1 . 

Вполне упорядоченное мно­
жество 1 82-183. 

Всегда-истинные сложные вы ­
сказывания 32 и д .  

Всеобщие суждения 69, 84-85 . 
Вывод правил и формул в ис­

числении высказываний 
53 и д. 

- - · > - следствий из данных ак­
сиом в исчислении высказы­
ваний 44 и д.  

Вывод правил и формул в исчи ­
слении предикатов 1 00 и д. 

- •> - следствий из данных а к­
спом в исчислении  преди­
катов 1 33 и д • 

Выполнимая формула 1 46,  166. 

Выполнимости п роблема 4 1 ,  
1 47 , 1 65 .  

Греческие буквы (их  употреб­
ление) 1 33. 

Дедекиндово сечение 200, 2 18, 

223 и д .  
Действительные числа (обос­

нование) 200, 2 11J, 223 и д. 
Дизъюнкция 24. 
Дистрибутивный закон Ьсчи-

сления высказываний 23. 

Заключения схема 50, 98. 
Замены правило 1 08 .  

Знак существования 8 5 ,  1 6 1 .  

Иерархи я  ТИПОВ 200. 
Излишек основных логических 

связей 27. 
Или-или 20. 

ИмпликацИя 24. 
Индивидуальные знаки 1 33.  

- >> - персменные 83. 
Индивидуумы 83. 

Исчисление высказываний 19 
и д .  
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Исчисл ение классов 68 н д .  
- 1> - n редикатов втopnii 

стуnени 1 6 1  и д .  
- 1> - - 1> - одн оместн пе 

бR, 1 54 и п. . ,  1 69 . 
-1} - - 1}-
1 6 1  и д .  

рас ш и р е н н о е  

- 1> - - 1> - узкое 8 1 и ;( . 
Кванторы 8 5 .  
1-\оличественное число-е го ло­

гическое введение 1 74 и д .  

К оммутативный закон исчис ­
ления высказываниii 23.  

Ii онституенты 39 . 
Конъюнкция 24. 

Латинские буквы ( и х  у nотре б­
ление) 93,  1 33 . 

Логическая сумма 2 3 .  

Мноrообр
.
азие сложны х в ы с ю l ­

зываний 37 . 
Множеств� вполне уnорядочен­

ное 1 82- 183. 

- 1} -

упорядоченное 1 82 .  
всех;частичных мн о ­

жеств 1 8 1 - 182 .  

Нат уральн ы ii ряд чнсел ,  его 
свойства 8fi-E9 . 

Независимость аксиом ис чис ­

ления высказываниii 63.  
- 1> - - >> - - 1> - п редю,атов 

1 1 8 и д. 
Н емецкие буквы (их употреб­

ление) 34, 95-96 . 
Н епротиворечивости n роблема 

6 1 ,  1 1 7 и д ,  1 45 ,  1 99 .  
Нормальная форма в исчисле­

нии высказываний дизъ­
юнктивная 35 и д .  

Норма льнан форма в нсчпс.1 е ­
н п и  высказыв а н н ii к о н ъ ю н ­
кти в н а я  29 1 1  д . ,  36. 

- >}- - 1}-
39 - 40. 

с о ве р ше н н а я  

- •>- - 1>- н ре.цва ре н н а q  1 ! 2 .  
- 1>- - 1>- Сколема 1 14 . 

Область ;(сйствин l<вантора Р5.  
- 1} - индивидуумов 96, 1 3-! ,  

1 37 .  
Обпснонание теори и ·�с i iств l l ­

тел ь ного ч н с л а  200, 2 1 8 .  
223 и )1 .  

Образование противоnоложно­
с т и  n исчислении  высказы ­
в а н и ii 34-35 . 

- 1> - - 1> - - 1>- п редш<атов 

1 09 .  

Общезначимая фпрмула 96, 
1 46,  ! об .  

Общн ости знак 8 5 ,  1 6 1 . 
Одноместное исчислен н е  пре­

ди катов 68,  1 54 1 1  д.  
Основные логические с в я з и  

1 9 .  
- 1>- свойства ряда ч н с е  1 

88 -89 . 

Парадоi<Сы логи ческие 1 83 н ;1 . , 
209 и д .  

Паскаля теорема 1 4 1 и д .  
П ереименование связанных не ­

ременных (nравило) 99.  

Персменные для высказываннli,  

индивидуумов, предика -

тов  9 3 .  
- 1> - для n реди катов 9 :3 ,  

J 93 и Jt . 
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Перемсн аые с в я занные и с в о -
бодные 85-86 . 

П ересече н и е  7 1 , 1 8 1 ,  1 82 .  

Полная индующн 1 62 .  

Полнота а кс и о \1 исчис:1 е н и н  
высказыван и й 66-67 .  

- >>- исчисления п редню1тов 
1 22 и д . ,  1 67 . 

П о рядок множеств а  1 82- 183.  
Л равила исi<:Jючсння нсчисле­

IШЯ nысказы в а н и й  40, 1 е4 .  

Правнло пе рестановю1  кван то ­
раn !:i 7 ,  1 1 1 - 1 1 2 .  

П редн кат тождества 1 39 н д . , 
1 62- 1 63 .  

Л реднкаты 
1 72 и :� . 

Л реобразова н и е  с;юж н о г о  вы­
С I<азывания 29 и ;! . 

П р и н цип двоilстве н н остн в ис-
числе н и и  высказы в а н и й  
3 4-35 . 

- ·�- - >> - - >> - п редш<атов 

1 1 0 1 1 д. 
П р иставка 1 1 3 .  

П роблема всегда-пспшностп 
в исчислен и и высi<азынаний 

4 1  и д .  
--·•- - >>- - •>- п редиi<атов 

1 -Ю  и д . , 1 66 
П роблема исключения в псчи­

сленпи предi1катов 1 69 и д. 

Л роизведе н и е  логичесi<ое 23 .  

P r i nci p i a  Mathematica 1 8 ,  50 , 
1 94 , 200 . 

Равночисленность предикатов 
1 75 .  

Разрешимости проблема 146 
и д. , 1 69 .  

Расши рен ное исчисление  пре-
дикатов 1 6 1  и u • .  

Рефлексинн ость 1 73 .  
С и мметрин 1 73.  

Система аксиом первой 1 1  вто­
рой ступени 1 39 и д. 

Соответствие взаимнооднознач-
ное 1 8 1 . 

Сту п енчатое исчисление 1 92 .  
Сумма логическая 23. 
С умма мн ожеств 7 1 , 1 8 1 - В2 .  

С уществования знак 85, 1 6 1 . 
Схема для <•все>> и <•с уществует•> 

99 . 
Схема заключен и я  50,  99 . 

Сходи мость обычная 11 равно­
мерная 92 -93 . 

Тео ремы с водимости для п ро-
блемы разрешимали 1 52 и �­

Теорема , Паскаля 1 4 1  и д .  

Теория мн ожеств 1 77 и д. 
->>- типов простая и развет-

вленная 1 9 4 .  
Т н п  перемениого п реднката 

1 93 и д . , 209 и д .  
Тождествен н а я  форму.'lа 9 7 ,  

1 е6 . 
Тради ци о 1 1ная лоrиi<а 68, 81 . 
Транз11тивн ость 1 73 .  

Узкое исчисле н н е  п ре;:щ катов 

8 1  и д .  
Упрощен и е сложных высказы­

ваний 40 . 

Ф и гуры заключе н и я  73 и д .  
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Формула , определение в исчис-
пении предикатов 93 и д.  

Функция истинности 2 1 . 

Частное суждение 72 и д . ,  8 5 . 
Число, его ло ги ческая трак-

товка 174 и д. 
Часть множества 18 1- 182 . 

Шеффера знак 29, 52. 

Эквивалентности исчисления 
высказываний 22 и д.  

Эквивалентность, теоретико ­
множествеиная 1 8 1 . 

Экономия скобок 24, 95.  
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