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Посвящается памяти 
Вячеслава Васильевича 

Степанова, 

Введение 

1. Пусть © — некоторая группа; будем говорить, что задано пред­
ставление группы @, если каждому элементу g группы © поставлено 
в соответствие линейное преобразование Т% в некотором линейном 
пространстве @, так что произведению элементов группы отвечает 
произведение линейных преобразований: 

Tç&i — Tg% Tgt (1) 

и единице группы отвечает единичное преобразование. В дальнейшем 
мы будем считать, что пространство § есть гильбертово пространство, 
т. е. в нем введено понятие скалярного произведения векторов (£, TJ) 
так, что при этом выполнены следующие требования 

(£>ч) = (чД), 

( а ^ + ß? 2 , Ч) = а (Ъъ Ч) + ß fêa, Ч), 

(5Д)>о, 

причем равенство (£, Ç) = 0 возможно лишь при Ç = 0. 
Операторы 7^ мы будем предполагать унитарными*; кроме того, 

в случае, когда группа © есть непрерывная группа, мы будем предпо­
лагать представление также непрерывным в том смысле, что (7\£, ч) 
есть непрерывная функция g для любых * фиксированных Ç и ч- Если 
эти условия выполнены, то представление g~>Tg называется унитар­
ным представлением группы ©. 

Если в пространстве Q есть подпространство fèi (отличное от ^ и 
от (0)), инвариантное относительно всех операторов Т# то представле­
ние называется приводимым. В противном случае представление g->Tg 

называется неприводимым. 
Роль неприводимых унитарных представлений состоит в том, что 

к ним обычно сводится изучение любых унитарных представлений 
группы ©. 

* Оператор и называется унитарным, если он имеет обратный и сохраняет длины 
векторов, т. е. (и%, ufy = (Ç, Ç) для любого Ç. 



4 Введение 

После того, как в работе [ 1 2 ] было доказано существование непри­
водимых унитарных представлений локально компактных групп, возник 
вопрос о фактическом определении этих представлений для случая 
наиболее интересных групп. Среди групп Ли основную роль играют 
п р о с т ы е г р у п п ы Ли, которые, кроме пяти отдельных групп (кото­
рые мы здесь не будем рассматривать), сводятся к следующим сериям 
групп: 

1° Ап группа всех комплексных матриц п-то порядка с определи­
телем 1; 

2° группа всех комплексных ортогональных матриц (обычно удобно 
рассматривать отдельно группу ортогональных матриц четного 2/г-го 
порядка (группа Вп) и отдельно группу ортогональных матриц (2п + 1)-го 
нечетного порядка (группа Dn))\ 

3° группа всех комплексных матриц, оставляющих инвариантной 
некоторую невырожденную кососимметрическую билинейную форму* 
(такая форма имеется лишь в пространстве четного числа измерений 2п) — 
группа Сп (число п — называется рангом группы). 

Эти серии простых групп называются классическими группами. 

Классические методы теории представлений, устанавливающие связь между пред­
ставлениями конечной группы и представлениями ее нормального делителя и фактор­
группы по нему, переносятся, по всей видимости, на произвольные группы Ли (см. Гель-
фанд и Наймарк [ 5] и дальнейшее развитие у Маскеу [ 2 9 ] ) . 

Поэтому в проблеме описания представлений произвольных групп Ли центральное 
место занимает изучение представлений полупростых групп Ли. 

Так как полупростая группа Ли есть прямое произведение простых групп Ли, то 
изучение представлений полупростой группы Ли сводится к изучению представлений 
простых групп Ли. 

В 1914 году Картаном [ 2 6 ] , [ 2 7 ] была решена задача о нахождении 
всех конечномерных представлений комплексных простых групп Ли**. 
Ни одно из этих представлений, кроме единичного, не является уни­
тарным. 

Предметом настоящей работы является перечисление всех непри­
водимых унитарных представлений приведенных выше классических 
групп. Результат оказывается в известной мере парадоксальным: беско-

* Группа ортогональных матриц есть группа матриц, оставляющих инвариантной 
сумму квадратов координат, т. е. симметрическую билинейную форму. Группы типа 
2° и 3° являются, таким образом, группами, оставляющими инвариантной некоторую 
билинейную форму, соответственно симметрическую и кососимметрическую. 

** Точнее, в работах Картана было показано, что каждое конечномерное представ­
ление этой группы определяется заданием системы целых чисел тг >• . . . > тп. Кроме 
того, для каждого набора чисел (mv . . . , тп) была указана конструкция для постро­
ения неприводимых представлений, определяемого числами mlt. . ., тп. При помощи 
этой конструкции, однако, было бы затруднительно явно выписать представления, т. е. 
явно выписать матрицы, отвечающие элементам группы. Соответствующие явные фор­
мулы для инфинитезимальных представлений см. [ 1 б ] , [ 1 6 ] . 
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нечномерные представления оказываются во многих отношениях проще 
конечномерных. Во всяком случае в результате исследования мы по­
лучаем единую схему, которая содержит в себе, как частный случай, 
как конечномерные, так и унитарные представления. 

Более того, в результате исследования оказывается, что требование 
унитарности представления есть в известной мере неестественное 
требование. По существу, формулы, приведенные в этой работе, 
охватывают в некотором смысле все (а не только унитарные) непри­
водимые представления классических групп. Однако при современном 
состоянии функционального анализа авторы пока не видят, как 
можно точно сформулировать задачу нахождения „всех" (а не только 
унитарных) неприводимых представлений. 

Действительно, операторы представления будут в дальнейшем реализованы в виде 
операторов в пространстве функций. Оказывается, в этом пространстве можно ввести 
бесчисленное множество неэквивалентных между собой норм, для которых операторы 
представления ограничены. Так как определение эквивалентности представлений 
предполагает изоморфность пространств, в которых действуют операторы представле­
ния, то создается видимость необозримого количества различных представлений, со­
зданная слишком тонким различением функциональных пространств. 

Оказывается, что бесконечномерные представления любой из этих 
групп задаются п целыми числами: т1У..,, тп и п комплексными 
числами рх , . . . , р«. Если числа р х , . . . , р я —- чисто мнимы, то представ­
ление унитарно. При целых р 1 ? . . . , рп от представления можно отщепить 
конечномерную компоненту. 

Перейдем к фактическому описанию представлений классических 
групп и, следовательно, краткому изложению содержания работы. 

2. Для простоты рассмотрим сначала случай группы матриц вто­
рого порядка с определителем 1. Элементами группы & являются, 

котором действуют операторы Тч представления, есть пространство 
функций f(z) от комплексного переменного z. Представление опре­
деляется целым числом m и числом р; оператором Го- представления, 
соответствующего числам m и р, является оператор, который каждой 
функции f(z) ставит в соответствие функцию* 

Если в пространство § ввести скалярное произведение по формуле 

следовательно, матрицы ос8 — ßy = 1. Пространство & в 

(2) 

(fi,U)=\\fi{z)fA*)dxdy, (3) 

* Нам несколько удобнее писать р — 2 вместо р. 
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то при р = ip чисто мнимых операторы 7^ будут, как это нетрудно 
проверить, унитарными и, таким образом, при чисто мнимых р фор­
мулы (2) и (3) определяют унитарное представление группы @. При 
этом оказывается, что парам m, р и — ту — р соответствуют эквива­
лентные представления. Однако есть еще одна возможность опре­
делить при помощи формулы (2) унитарное представление группы &. 
Именно, если задать скалярное произведение формулой* 

(Л Л - \ I * 1 - *21 - 2 + p /(Zi)7(^) ахг dyt dx2 dy2, 0 < р < 2, (4) 

а операторы Tq задать той же формулой (2), полагая в ней m = О, 
р действительным, то мы также получим унитарное представление 
группы @. Кроме указанных формул, есть лишь еще одно неприводи­
мое унитарное представление группы & — единичное представление, 
ставящее в соответствие каждому элементу g 6 & единичное линейное 
преобразование. 

Таким образом, все неприводимые унитарные представления группы 
матриц второго порядка исчерпываются представлениями, задаваемыми 
формулой (2): 1° при любом целом п и произвольном чисто мнимом р; 
при этом скалярное произведение задается формулой (3) (основная 
серия неприводимых унитарных представлений); 2° п = 0 0 < р < 2 и 
скалярным произведением, задаваемым формулой (4), и 3° единичным 
представлением группы @. 

Интересно отметить, что в формуле (2) содержатся также и ко­
нечномерные представления. Именно, возьмем р целым и таким, чтобы 
m + р — 2 было четным. Тогда, записав | Ьг + S | m + p - 2 в виде 

(ßz + S) 2 (ß£ +8) 2 , мы можем привести формулу (2) к виду 

Tgf(z) = /(g-Jt) (ß* + (ß5Tä)4 (5) 

— /га -Ь P — 2 m + p — 2 r . ~ 

где /Wj = Y~—r~ > mz ^ 2 ' качестве пространства § возь­
мем не все функции, а лишь совокупность многочленов от z и г 
степени не выше тг по z и степени не выше т2 по z, т. е. 

f (z) = ^ + a2z + axz + • - - + агл* i"» . (6) 

Совокупность этих многочленов образует конечномерное пространство. 
Легко проверить, что Tqf{z) преобразует многочлен f(z\ задаваемый 
формулой (6), снова в многочлен такого же вида. Мы получаем таким 
образом представление и, как можно доказать, все неприводимые 

* При р > 2 формула (4) определяет скалярное произведение с конечным числом 
отрицательных квадратов (см. [ 6 ] , стр. 453). 
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конечномерные представления группы % матриц второго порядка с 
определителем 1. 

В действительности, картина для неприводимых представлений 
группы ® должна была бы иметь следующий вид: формула (2) опре­
деляет представление для любого целого m и комплексного р. Из них 
при m целом и р чисто мнимом либо при т = 0 0 < р < 2 * представ­
ления унитарны. Представления неприводимы при любых р, кроме р 
действительных целых и той же четности, что т. В [этом случае от 
представления отщепляется конечномерное представление, и остав­
шееся представление снова бесконечномерно (см., например, преды­
дущую страницу, где отщеплены конечномерные представления) 
Мы ограничиваемся, однако, рассмотрением унитарных представлений 
для которых задача может быть точно сформулирована. 

3. Перейдем теперь к описанию неприводимых унитарных пред­
ставлений группы матриц я-го порядка с определителем 1. Как и для 
случая группы матриц второго порядка, представление задается в 
пространстве функций точки некоторого многообразия (точки z комп­
лексной плоскости Z в предыдущем случае). Для того, чтобы задать 
представление группы ®, мы опишем сначала многообразие Z , 
заменяющее комплексную плоскость Z для случая матриц второго 
порядка. 

О п р е д е л е н и е 1. Обозначим через Z совокупность комплекс­
ных^ матриц z = H zPq || п-го порядка, для которых zpp = 1 (р = 1,..., п) 

и zpq = 0 для p<iq- (В случае п = 2 мы имеем: z = ) , т. е. эле-

мент из Z определяется точкой z21 комплексной плоскости). 
В дальнейшем мы пользуемся следующим [простым предложением 

(см. § 3): 
Почти всякая матрица g может быть представлена, и притом 

единственным образом, в виде 
g = kz, (7) 

где z € Z , a k — матрица, для которой kpq = О, если p>q. Исклю­
чение представляют те матрицы g, для которых хоть один из 
миноров 

ёрр gp,p+\ • • • Spn 

gnp gnfp+l . . . gn 
p = 2,3,...,n 

обращается в нуль. 
Пусть z6Z — произвольная матрица из ©. Представим zg в виде 

zg = kzx (8) 

и обозначим полученный элемент zx через zg, т. е. zx = zg (элемент z 

При р > 2 квадратичная форма (4) недефинитна. 



s Введение 

переведен преобразованием g в элемент zx). Нетрудно сосчитать, что 
для случая матриц второго порядка преобразование от z к гх означает 
следующее: если 

(\ 0\ /1 0\ foi ф\ 

> cnzr + Y 

Оказывается, что, как и в случае группы матриц второго порядка, 
представление задается следующим образом: 

Пространство в котором действуют операторы Tgy состоит из 
функций f{z), где z € Z (т. е. z определяется п ^ числами zpqj 

p<Cq). Операторы Tg представления задаются следующим образом: 
T,f(z)=f(zg)*(zyg)y (9) 

где a (z, g) есть фиксированная функция от z и g, характеризующая 
собой представление. 

Для случая группы матриц второго порядка функция a (z, g), как 
это видно из формулы (2), имеет следующий вид: 

ос {g, Z)= I g12Z + g22 I - + P " 2 I g12 Z + g22 |« 

(мы изменим здесь обозначение и напишем ^ 1 2 ) вместо \ t 
v \g*i gn' 4 s 
в формуле (2)). 

В общем случае произвольного п функция OL(Z, g) конструируется 
следующим образом: 

Обозначим в разложении zg = kxzx через § х , S 2 , 8 п диагональные 
элементы треугольной матрицы k v Тогда функция a (z, g) определяется 
числами тъ...,тп и р 1 ? . . . , р Л , где тг,...утп— целые числа, и за­
дается формулой 

« g) = I §i f 1 + P i Sr"!l I S 2 f •+Р'8Г"- • • • I S„ r n + P nS;m". (10) 

Явное выражение для a(zy g) через элементы матриц z и g смотри 
в формулах (5.26) и (5.27). 

Так как рассматриваемая группа © матриц имеет определитель Ь 
то о \ . . . 8Я = 1; следовательно, т1У..., тп и аналогично, р 2 , . . . , р л опре­
делены в формуле (10) с точностью до общего слагаемого. Поэтому 
мы можем считать, что 

т1+ h тп — О 

Pi + Ь Р Я = 0. 

Иногда мы будем употреблять другую нормировку: рг = т х = 0. 
Для того, чтобы окончательно задать унитарные представления, 

нужно еще задать скалярные произведения в пространстве $ функ­
ций f(z). Мы это сделаем несколько позже. 
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4. Для того, чтобы задать унитарные представления унимодуляр-
ной группы, мы должны в совокупности SQ функций, введенных 
в предыдущем пункте, задать скалярное произведение и определить 
те mk и р£, для которых операторы Т представления унитарны. При 
этом представляются две различных возможности. Первая из них 
дает так называемую основную серию представлений, вторая — допол­
нительные серии, которые будут описаны в п. 6 введения. 

О с н о в н а я с е р и я у н и т а р н ы х п р е д с т а в л е н и й унимоду-
лярной группы ® задается следующим образом. Мы рассматриваем 
пространство © функций f(x), z<cZ, для которых существует 

11/!12=\ 2 J[dxPPdypq (11) 
J P>Ç 

(Zpg = xPq + iypq для p>q). 

Каждому элементу g^& отвечает унитарный оператор Tg1 задаваемый 
формулой 

Tgf(z)=f(zg)a(z,g), (12) 

где a (z, g) — фиксированная функция, определяющая представление 
и задаваемая формулами (10) и (12). При этом в формуле (10) числа mu 
целые, а числа pk — чисто мнимые. Если задать норму функций фор­
мулой (11), a Tg формулой (12), то при чисто мнимых числах pk, уча­
ствующих в определении функции a (z, g), и только при них, пред­
ставление будет унитарным. Описанные здесь представления мы 
называем представлениями основной серии. 

Доказывается далее индукцией по числу /г, что эти представления 
неприводимы. Представления основной серии описываются, таким 
образом, числами т. и рГ Возникает вопрос, когда два разных пред­
ставления основной серии эквивалентны? Имеет место следующая 
теорема: 

Два представления основной серии, из которых первое задано 
числами тр тп; pv . . . , ря, а второе числами т\,..., т'п и р\,..., р'п> 
эквивалентны тогда и только тогда, когда существует подста­
новка s, переводящая числа т\ в mi и числа р\ в р.. 

Эта теорема доказывается позже в главе V с помощью переноса 
теории характеров некоммутативных конечных групп на классические 
группы. 

5. Основную серию унитарных представлений унимодулярной 
группы, которую мы только что ввели, удобнее иногда задавать 
по-другому. Поясним это на примере группы матриц второго порядка. 
В этом случае операторы представления задаются формулой 
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В некоторых случаях эта формула неудобна тем, что преобразование 

на ^-плоскости независимого переменного z' = $ определено не 

всюду ^а именно, точка z = | - не отвечает точке 2 ' ^ , а также 
тем, что при введенном понятии интеграла 

^\f(z)\2dxdy 

мера всей комплексной плоскости бесконечна. Очень удобно поэтому 
в случае комплексной плоскости с помощью стереографической проек­
ции перейти на поверхность сферы и и рассматривать представление 
в виде функций f(u) от точки и поверхности сферы. 

Опишем второй способ задания представлений,основанный на обобще­
нии стереографической проекции для случая произвольного п. Обоз­
начим через U совокупность всех унитарных матриц порядка п с 
определителем 1. Имеет место следующее, легко доказываемое, пред­
ложение: 

Всякая матрица g б ® может быть представлена в виде 

g=ku, (13) 

где k = ! kpq И попрежнему означает треугольную матрицу, для ко­
торой kpq = 0, если p^>ç, a u^U. 

В этом представлении матрица и€® определена однозначно с точ­
ностью до множителя у, являющегося диагональной унитарной матри­
цей. Обозначим через и класс матриц { у # } , где и —- фиксировано, а у 
пробегает диагональные унитарные матрицы. Тогда в разложении 
g = ku класс и определен однозначно. 

Совокупность всех и обозначим через Ü. 

Посмотрим, что означает и для случая матриц второго порядка. Унитарная матри­
ца и второго порядка с определителем 1 имеет вид 

где j ос | я + j ß I8 = 1. Пусть матрица у имеет вид ÇQ ^ , где | у | = 1. Тогда {уи} это 
/ уа yß \ 

совокупность матриц , _i ) » г Д е а и ß фиксированы, a v пробегает все 
V— у ßy « / 

комплексные числа, для которых | у | = 1 . 
Таким образом, класс и определяется парой чисел (а, ß), для которых |а | 2 + 

4- I ß | 2 = 1 , заданных с точностью до множителя у с | у | = 1. Легко видеть, что сово­
купность 7г гомеоморфна поверхности сферы. 

Произведем теперь для любого п следующее преобразование: 
Пусть z — произвольная матрица из Z . Представим ее в виде 

z = ka (14) 
и обозначим через {уи} класс, в котором содержится и. Тогда каж-
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дому 2 6 Z однозначно отвечает гг. Обратно, каждому и-, кроме «исклю­
чительных» — заполняющих многообразие меньшей размерности, одно­
значно соответствует некоторый z. Эти исключительные и для случая 
п = 2 превращаются в одну точку, отвечающую бесконечно удаленной 
точке на плоскости Z . Для случая п = 2 матриц второго порядка 
соответствие между z я и, даваемое формулой (14), превращается 
в стереографическую проекцию. _ 

Преобразование g", заданное в Z : z —> zg можно перенести в %. 
Действительно, пусть u£U. Представим tig в виде 

tig = kuv 

Тогда переход от класса иг к классу и и есть преобразование и 
с помощью g. Мы будем это писать так: 7 i x = tig. 

Рассмотрим теперь пространство § функций f(u) и поставим в 
соответствие каждому элементу g€& линейный оператор Tg в Q 
по формуле 

Tgf(û) = f ( u g ) ^ - , (15) 

где функция 0Lt(g) удовлетворяет соотношению 

аг (kit) — аг (k) CLx (и) 

для любых и u6tt и вычисляется аналогично функции n(zg) 
в предыдущем пункте. (Вычисление <*i{g) см. в § 8.) 

Интеграл функции в U однозначно определяется из требования, 
чтобы 

$ / ( и » о ) < # (» ) = (2). (16) 

ÏÏ 11 

При этом, при введенной нами нормировке, интеграл от единицы, 
т. е. мера всего U равна 

п(п—1) 

1!2!... (п — 1)! в 

Гильбертово пространство § состоит из всех функций f{u), для 
которых существует интеграл 

$|/#) |»<*И»). (17) 

Указанный в этом пункте второй способ задания основной серии пред­
ставлений унцмодулярной группы хороню приспособлен к изучению 
связи между представлениями унимодулярной группы и подгруппой 
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унитарных матриц*. Именно, если задано неприводимое представле­
ние g->Tg группы ®, то, рассматривая его лишь для элементов 
gCt&cz®, мы получим представление унитарной подгруппы U. Оно не 
является неприводимым представлением группы XX. Пользуясь вторым 
способом задания представлений основной серии, мы можем указать, 
на какие именно неприводимые представления подгруппы Ни в каком 
числе разлагается представление g->Tg для g € IX. 

Для того, чтобы сформулировать результат, нам придется привести здесь способу 
которым обычно описывают представления группы U. Пусть и —> Аи — некоторое 
неприводимое унитарное (оно обязательно конечномерно) представление группы И 
в пространстве ф 1 в Выделим в И подгруппу Г диагональных матриц 

/Ti 0 . . . 0 ч 

VO 0 . . . у „ / 

где J Y ä J = 1 и, следовательно, yk могут быть записаны в виде yk = ещъщ Так как ма­
трицы у ç Г коммутируют между собой, то коммутируют соответствующие им в пред­
ставлении операторы Ау\ Ау есть, таким образом, система унитарных, попарно 
перестановочных операторов в конечномерном пространстве § . Тогда существует 
ортогональный базис из собственных векторов £ i , . . . преобразований А^, т. е. 

где собственное значение X зависит, конечно, от у : X = х (у). Так 
т о X ( ïV) = X ( ï ' ) X (Y")« Из этого функционального уравнения легко получить, что 

X (У) = Y ^ Y * « . - . У*л> 

где klf..., kn — целые числа. 
Вектор Ç называется весовым вектором, а набор чисел (kv k2, . . . , &Л) — его 

весом. 
Для случая унитарной группы с определителем 1 единственное отличие состоит 

в том, что у р . . . , у я = 1 и, следовательно, числа k v . . . , kn определены с точностью 
до общего слагаемого. Их удобно поэтому нормировать, например, взять kx — 0. 

Вернемся теперь к вопросу о разложении представления g—>Tg(gC1

<ä) на непри­
водимые представления группы XL Пусть представление g—>Tg определяется числами 
(Р\>*--> ?п) и ( m v • > тп\ Тогда имеет место теорема: 

Пусть Tg — представление основной серии группы %, определяемое числами 
(Pi> • • • * 9п) и {щ, • • • * т

п)- Для того, чтобы определяемое им представление 
k—>Tu унитарной подгруппы U содержало данное неприводимое представление 
и—>Аи подгруппы IX, необходимо и достаточно, чтобы представление и—>А(и) 
содержало вес (т2,..., тпу Можно также ответить на вопрос о том, сколько 
раз данное представление и—>Аа встречается при .разложении представления Tg 

на неприводимые. Оказывается, что оно содержится столько .раз, сколько 
в пространстве в котором действует представление и—>Аи, имеется линейна 
независимых векторов с весом (tnv..., тпу 

Укажем, в частности, когда в пространсте в котором действуют 
операторы Tg, существует вектор £0, инвариантный относительно one-

* Подгруппа унитарных матриц характеризуется как максимальная компактная 
подгруппа группы унимодулярных матриц. 
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раторов Ти, для ii.cz Vi. Оказывается, что если представление 7 у о п р е ­
деляется числами (т2,..., тп) и р 2 , . . . , р д, то для этого необходимо и 
достаточно, чтобы т2 = ... = тп = 0. При этом вектор Ç0> инвариант­
ный относительно всех ТШ и € IX, определяется однозначно с точно­
стью до множителя. 

С каждой группой и ее подгруппой связаны так называемые сфе­
рические функции, которые мы определим ниже. Это название об­
условлено тем, что для случая группы вращений сферы в трехмерном 
пространстве и ее подгруппы вращений относительно некоторой оси 
эти сферические функции превращаются в хорошо известные из ана­
лиза сферические функции. Мы не можем в этой статье подробно 
останавливаться на интересной общей теории сферических функций 
и дадим им несколько формальное определение, зато быстро ведущее 
к цели. 

Пусть имеем унитарное представление g->Tg группы & и IX — ее 
подгруппа. Если в пространстве в котором действуют операторы Т& 

существует вектор £0, инвариантный относительно операторов ТИ, 
а € U, т. е. Г Д 0 = Ç0, то зональной, сферической функцией, связанной 
с данным представлением, называется функция 

Легко видеть, что <?(gu) = <p(u,g)*=<p(g). Действительно, например, 

В нашем случае & — группа комплексных унимодулярных матриц, 
XX — подгруппа унитарных матриц. Мы указывали, что если g—>Tg 

представление, для которого т2 = ... тп = 0, то существует, и притом 
с точностью до множителя, единственный вектор, инвариантный отно­
сительно ТИ. Тогда зональная сферическая функция, связанная с дан­
ным представлением, удовлетворяет соотношениям <р (gu) = 9 (ag) = <?(g). 
Всякую матрицу можно представить в виде g = ha, где А — эрмитова, 
положительно определенная матрица, а и — унитарная, следовательно, 
•? (ё) = ? (Ли) = ? (А). Но всякую эрмитову, положительно определенную 
матрицу h можно представить в виде к = щ1еиг, где иг — унитарная, 
a s — диагональная матрица с положительными элементами \ , . . . Ая по 
диагонали. Следовательно, <р (А) = ср (иТ1гиг) = 9 (е). Итак, достаточно 
вычислить сферическую функцию для диагональной матрицы s. В ре­
зультате вычислений мы получаем 

<? (g) = (ТА> ta­ rn 

<р (gu) = (TgttZ,0, У = (TgTulv 5o) = (ТЛо> Éo) = 9 ig)- (19) 

я(в—1) 
. 2 

1 1 . . . 1 

(20) 

Kp<q<n Kp<q<n 
Л 2 

где в формуле (20) нужно положить р1 = 0. 
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Формула (20) получается в результате непосредственного вычисле­
ния выражения {Tg%Q, £ 0). Так как векторы Ç пространства $Q'—это 
функции, а скалярное произведение записывается интегралом, то вы­
числение (Т£0, Ç0) сводится к вычислению некоторого интеграла-
Сама методика вычисления этого интеграла довольно поучительна и 
используется далее еще раз по другому поводу (глава VI), правда, 
в более сложной обстановке. 

6. В п. 4 мы рассмотрели так называемую основную серию непри­
водимых представлений унимодулярной группы @. Эти представления 
мы реализовали как представления в пространстве функций матрицы z, 
т. е. функций п ( п ~ ^ комплексных переменных. Однако этим не 
исчерпываются все представления группы @. В этом и следующих 
пунктах мы опишем кратко так называемые вырожденные и дополни-
тельные серии неприводимых унитарных представлений группы ©. 
Грубо говоря, вырожденные серии — это представления, реализован­
ные в пространстве функций не от п ( п ~ ^ переменных, а от меньшего 
числа переменных. Самым „вырожденным" из представлений является 
единичное представление группы. Перейдем к описанию представлений 
вырожденной серии. 

Представим число п в виде суммы некоторого числа г, (г><я) 
слагаемых 

п = пг-\ h пг. (21) 

Обозначим через g матрицу, состоящую из пр строк и nq столбцов. 
Произвольную матрицу п-го порядка g 6 © мы можем считать состав­
ленной из матриц g . 

Введем теперь подгруппу Z (которую точнее следовало бы о б о ­
значать Z ^ , . . . „Д состоящую из всех матриц z = \\zpq\\) для которых 

zpq = 0 при р<Cq и zpp-=l,p, q = 1, . . . , г. (22) 

Здесь 0 обозначает нулевую матрицу с пр строками и nq столбцами, 
а 1 — единичную матрицу порядка пр. Таким образом, матрица 
z£Zn1%.4 ,,пг зависит уже не от n ^ 2 ~ " 1 \ а от меньшего числа пара­
метров. Имеет место следующее простое предложение: 

Почти каждый элемент g 6 © может быть представлен, и при­
том единственным образом, в виде 

g = kz, (23) 

где z(:Znb . . . , nf> k— матрица, составленная из матриц kpq, k = || kpq\[ 
для которой kpq = 0, если р^>д. Исключение представляют лишь 
те g, для которых обращается в нуль хоть один из угловых 
миноров порядка пр-\ \- пг, р = 2, 3 , . . . , г (миноры отсчитываются 
от правого нижнего угла). 
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Зададим теперь, как элемент g 6 ® преобразует точки z£Z. Пред­
ставим zg в виде 

zg = kizi (24)-
и введем обозначение: zx = zg (zx получается из z преобразованием 
с помощью элемента g). Рассмотрим теперь пространство $ функ­
ций f\z\ для которых существует 

\\ft=\ 1/(*)1 2 П^Ы (25) 
J p>q 

(d\x (zPq) обозначает произведение дифференциалов действительных и 
мнимых частей чисел, входящих в состав матрицы zpç). 

Зададим теперь представление g->Tg в пространстве $8 следую­
щим образом: 

Положим 
T,f(z)=f{zg)*(z,g). (26) 

Чтобы окончательно задать представление, достаточно задать фикси­
рованную функцию ос (z, g). При этом разные представления полу­
чаются за счет различных выборов функции a (z, g). Мы напишем 
сейчас формулу для a (z, g). Обозначим через Ар определители мат­
риц kpP, входящих в состав матрицы kx разложения 

zg = *i*r 
Тогда 

a (z, g) = IЛ 2 \т*+**~^+"*)А^ х 
X I Д з | W i + P i - ( « i + 2 « r f « t ) A j m » . # . | Л ^ | О Т / - + ^ - ( П 1 + 2 л 2 + - , ' + 2 , г г ~ 1 + « г ) л - ' » г 

где т 2 у..., т г — целые числа, а р 2 , . . . , рг — чисто мнимые. Таким обра­
зом, серия, определяемая разбиением п = пх -\ \- пп состоит из 
унитарных представлений, определяемых целыми числами (m2f..., тг) 
и чисто мнимыми числами (р 2 , . . . , рг). 

Заметим, что если Г = Й Й пх=п2=- • - = я г = 1 , то представление пре­
вращается в основную невырожденную серию унитарных представле­
ний, описанных в п. 4. При всех других разбиениях мы получаем 
вырожденную серию. Самым вырожденным является единичное пред­
ставление. Оно формально содержится в этой схеме при г = 1 и 
п~пх. Следующей по степени вырожденности является серия с г = 2 
и п = (п— 1) + Ь Представления в этой серии реализуются в виде 
операторов в пространстве функции / (zv ..., zn-x) с интегрируемым 
квадратом от п — 1 комплексного переменного z v . . . , zn-v Оператор Tg 

задается формулой 
п-1 

/ 
I 2 ZJGJK + G N K 1 n-i m-tp-n / n-i V 

Tgf(Zi) = / - £ j 2 Zßjn + ^пп (2 tjgjn + Snn) 

7=1 

m-\-Q—n / n—1 

(27) 
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Таким образом, в этом случае z определяется п — 1 комплексным 
числом, а преобразование z—>zg есть проективное преобразование 
в п — 1-мерном проективном пространстве. 

Относительно вырожденных серий также верна теорема: 
Все представления вырожденной серии неприводимы. 
Укажем также, что представления, отвечающие разбиению п = пх + 

-\ h fir, не дают новых (неэквивалентных) представлений по срав­
нению с разбиением п = п[-\ \- rir, где nv . . . , rir — некоторая пере­
становка чисел пь . . . , пг. 

Введенные здесь представления мы назовем основной серией пред­
ставлений, 2L именно, представления, действующие в пространстве функ­
ций от п ^ переменных (п. 4 введения) — основной невырожден­
ной и введенные в этом пункте — основной вырожденной. 

7. Кроме перечисленных выше, есть еще один тип неприводимых 
унитарных представлений группы © — т а к называемые дополнитель­
ные серии представлений. 

Эта новая возможность строить унитарные представления обуслов­
лена тем, что мы можем еще по-другому определить скалярное 
произведение в пространстве функций f{z). (Для представлений группы 
матриц второго порядка это скалярное произведение задается форму­
лой ^\zx~z2\~2+pf(zx)f{z2)dxxdyxdx2dy2, см. формулу (4).) 

Укажем сейчас окончательный результат. Каждое представле­
ние строится в гильбертовом пространстве элементами которого 
являются функции f(z)f где 2 6 Z , a Z — совокупность матриц 
2 = Il zPq II, для которых zpp = 1 и zpq = 0, если p<Cq. Для того, чтобы 
определить скалярное произведение в пространстве функций f(z), 
нам придется ввести несколько обозначений. 

Пусть т — фиксированное целое число. Мы будем обозначать через 
z матрицы z вида 

где 1т — единичная матрица порядка т = п — 2т, а щ — матрицы 
второго порядка вида 

z 

Im О О . . . О 
О их 0 . . . О 

О 0 и 2 . . . О (28) 

Обозначим далее через г матрицы из Z , в которых стоят нули на тех 
местах, на которых в матрице z стоят элементы ziy i = 1, . . . , т. Нетрудно 
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показать, что всякую матрицу z можно представить, и притом един­
ственным образом, в виде 

z = zz. (29) 

Таким образом, функцию f(z) мы можем представить как функцию 

от z и z, т. е. f{z)=ffoz)=*f(z9zv...9zx). 

Определим скалярное произведение функций / 1 ( 2 ) и f2(z) следую­
щим образом: 

(Л,Л)= 

=\Wz'p-W~^pf*&*v-- • О Л ^ • •. > О ̂  .. dp (zrïdv. (z), 
р = г (30) 

где d[L (z) — произведение дифференциальных вещественных и мнимых 
частей элементов, входящих в состав матрицы и аналогичный смысл 
имеют другие дифференциалы. Числа ср, входящие в определение 
скалярного произведения, фиксированы и удовлетворяют неравенствам 
0 < с г р < 1 , р = 1 , . . . , т . 

Операторы Tg представления задаются формулами 

Tgf{z)=f(zg)a(zg), (31) 

где функция a(zg) строится следующим образом: 
Пусть zg = kzx и пусть kpP (р = 1 , . . . , п) — диагональные элементы 

матрицы k. Мы обозначим их так: о19..., о Л _ 2 Т , v 1 ? \ Х 9 v 2 , Х 2 , . . . , v x , À x , 
и положим a {zg) = х (zg) ßi (zg)9 * где 

X (Zg) = П I 8Р I mp+iPp К"' П I v p I v p > I Х р | « , P + t o r t Л 7 Л ' , 

ß i ( ^ ) = | S 2 | - 2 | S 3 | - 4 . . . | S « | - 2 " + 2 . J 

Здесь rrip — целые числа, определяющие представления, а р р и о'^ ар — 

действителные числа. 
Дополнительные серии могут быть формально определены и при 

о"р>1. Формулы для Tg остаются в этом случае без изменения. Од­
нако выражение для скалярного произведения, перестает быть поло­
жительно определенным. Таким образом представление унитарно, если 

0 < о г р < 1 . (33) 

Мы видим, что формулы для операторов Tg представления допол­
нительной серии отличаются от формул для операторов Tg основной 

_ 1 

* В работе далее вместо ^(zg) мы пишем ß 2(zg). 

2 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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серии тем, что в определении функции a (g-) некоторые из чисто 
мнимых показателей р, которые имелись в основной серии, заменены 
комплексными показателями ia'p±o . 

Таким образом, формула Tgf(z)=f(zg)a(zg) при комплексных 
показателях рп содержит в себе общую алгебраическую схему для 
представлений. Однако не при всяком выборе показателей в простран­
стве есть инвариантная относительно Tg положительно определенная 
квадратичная форма (которую мы берем в качестве скалярного про­
изведения). Она имеется лишь в следующих случаях: 

1° Если все rrti различны, то лишь при чисто мнимых показателях р. 
2° Если некоторая пара чисел m (например, т,ъ и т^г) совпадает, 

то ipk и комплексно сопряжены. 
Первая возможность отвечает основной серии, вторая — дополни­

тельным сериям. Совершенно аналогично невырожденной дополни­
тельной серии вводятся вырожденные дополнительные серии. 

8. Одним из важных орудий теории конечномерных представлений 
групп является т е о р и я х а р а к т е р о в . Характер конечномерного 
представления определяется следующим образом. 

Пусть задана группа © и пусть g~>A?— ее конечномерное непри­
водимое представление. Рассмотрим след (сумму диагональных эле­
ментов) матрицы преобразования Ач и обозначим его S(Ag). Тогда 
функция от g: iz(g) = S (Ag) называется характером представления. 
Так как S(BAgB~1) = S{Ag) для любого В, то при переходе от данного 
представления к эквивалентному характер не изменяется и, следова­
тельно, дает возможность узнать, действительно ли представления 
различны (неэквивалентны) или отличаются лишь способом задания. 
Заметим еще, что, так как S (A g o Ag AJ*) = S (Ag), то характер к (g) 
обладает следующим свойством для любого g 

* (goSgo'1) = (34) 

Попробуем перенести понятие характера представления на случай 
бесконечномерных унитарных представлений унимодулярной группы ©. 

Заметим, что унитарный оператор представления g~>Tg определен 
в бесконечномерном пространстве и, вообще говоря, следа не имеет. 
Например, если g=e, то Tg = Е, сумма же диагональных элементов 
единичного оператора равна + оо. Для того, чтобы придать смысл 
выражению S (Тч), мы применяем своеобразный метод суммирования, 
который состоит в следующем. Рассмотрим какую-нибудь непрерыв­
ную функцию x(g), равную нулю вне компактного множества на ©. 
Рассмотрим далее J х (g) Т^у. (g), где J... dy (g) означает, что инте­
грирование производится по параметрам унимодулярной группы ©• 
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Оказывается, что имеет место следующее замечательное обстоятель­
ство: 

Оператор 
K^\x{g)Tgd^{g) (35) 

является вполне непрерывным. Более того, оператор К задается ядром 
K{zly z2)y которое является ядром Гильберта-Шмидта, т. е. существует 
^ I K(zv z2) \ 2 d\i(z1)d[L(z2). Тогда можно определить след оператора Л": 

S(I<) = J/f(z, z)d[i{z). 

Если воспользоваться формулой (25), то можно доказать, что S (К) 
имеет вид 

S(K)=\x(g)«(g)dy.(g). (36) 

Функцию (g) мы назовем характером представления х -> Tg. Эта 
функция n (g) обладает всеми свойствами характеров, например: 

1° Функции к (g) совпадают для двух представлений тогда и только 
тогда, когда эти представления эквивалентны; 

2° w (g^gg0) = *{g) и т. д. 
Функцию тс (g) можно вычислить. Прежде чем выписать результат, 

заметим, что так как тс (g^ggç) = л (g), то для матрицы g с различ­
ными собственными значениями тг (g) зависит лишь от собственных 
значений матрицы g€&, заданных с точностью до порядка. Обозначим 
совокупность этих собственных значений через & 1 , . . . , 8Пу положим 
S = (Si,..., §„), и введем функцию 

X (8) = I &! I ~ m i + P l Sf* IS2 i ~ m 2 + p a Sf*... 18n ] -mn+*n 8 - « л (37) 

где m19..., mm pb . . . , ç>n — числа, определяющие представление g-> Tg 

основной серии (как мы уже говорили, при этом р1у..., рп — чисто 
мнимые). Тогда имеет место следующая формула 

. M - = 5 b £ - , (38, 

ID8!-8*? 
где сумма распространена по всем п\ перестановкам s чисел 8 Х , . . . , 8Я* 
Заметим, что если два собственных значения матрицы g совпадают, 
то iz(g) не определено. (В частности, тг (е) = + оо, что естественно, 
так как след единичного оператора Е равен + оо). 

Исключительная по своей простоте формула (38) приводит нас 
к следующему важному результату: 

Два представления основной серии эквивалентны тогда и только 
тогда, когда числа (т1У..., тп\ (рь . . . , рп) первого представления 

2* 
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можно некоторой перестановкой перевести в соответствующие 
числа второго представления. 

След тг (g) для представления дополнительной серии получается 
по той же формуле (38), но в определении функции х (<*) нужно взять 
те числа mi и р*, которые определяют представление дополнительной 
серии. Это снова показывает, что естественно также рассматривать 
неунитарные представления, соответствующие комплексным значениям 
чисел; эти представления также должны иметь след, определенный 
той же формулой (38). 

Аналогично формулам для невырожденных серий можно получить 
формулы для следа в вырожденных сериях. 

Формулы для следов представлений проливают также свет на связи 
между невырожденными представлениями и вырожденными. Мы не 
будем описывать эту связь в общем виде, а ограничимся лишь случаем 
группы матриц второго порядка. 

Для случая представлений унимодулярной группы матриц второго 
порядка мы имеем лишь одно вырожденное представление, а именно 
единичное представление, след которого есть функция тг 0 (g), тождест­
венно равная единице. 

След основной серии представлений группы матриц второго порядка 
дается формулой 

тг (g) = Ш х + ' х ' , (39) 

где X и X" 1 — собственные значения матрицы g ( D e t £ * = l ) . Числа 
п и р — это числа, определяющие представление. В случае представ­
ления дополнительной серии, которое в такой записи определено для 
п = 0, 0 < р х < < 2 , след задается формулой 

которая получается из формулы (39) при т = 0 аналитическим про­
должением по р. 

Единственным вырожденным представлением в случае группы 
матриц второго порядка является единичное представление. Его след 
задается, естественно, формулой 

*(*) = !• 

Можно показать, что при р->2 представление дополнительной серии 
стремится к приводимому представлению, именно к прямой сумме 
единичного представления и представления основной серии, отвечаю­
щего m = 2, р = 0. Это можно усмотреть и из формулы для следов. 
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Действительно, при р х = 2 след (40) дополнительной серии стремится к 

1М 2 + 1 Х Г 2 

Напишем следующее тождество 

1X12 + 1x1-2 ui*x-* + l x l ~ 2 X 2 
|х — х - 1 ! 2 |х — x- i |2 • I * 1 ' 

В правой части (41) первое слагаемое — след единичного представле­
ния, второе — след представления основной серии при р = 2, m = 2. 
Оказывается, что для представлений группы любого порядка положе­
ние такое же. Именно, мы уже говорили, что дополнительные серии 
определены для случая, когда параметры (см. формулу (32)) удовлет­
воряют неравенствам (33). Если же некоторые из ад. стремятся к пре­
делу так, что неравенства переходят в равенства, то представление 
стремится к приводимому представлению, именно к прямой сумме пред­
ставлений невырожденной и вырожденной серии. 

Можно также показать, что при некоторых значениях комплексных 
параметров, входящих в состав функции х (§), от представления (уже 
не унитарного) отщепляются конечномерные представления данной 
группы. 

9. Переходим к рассмотрению аналога интеграла Фурье, связанного 
с представлением унимодулярной группы. 

Рассмотрим на группе & функцию / (g), равную нулю вне некоторого 
компактного множества и имеющую достаточное число производных. 
Пусть g->Tg — неприводимое представление группы @. Рассмотрим 
оператор 

A=\f(g)TgdV.{g), (42) 

где интегрирование производится по инвариантной мере в группе &. 
Задача состоит в том, чтобы, зная для любого неприводимого пред­
ставления оператор Л, суметь восстановить функцию f(g) *. Оказы­
вается, что имеет место следующий интересный факт: достаточно 
знать А лишь для представлений g->T? основной серии. 

Обычный интеграл Фурье получается, если группа © есть аддитивная группа X 
действительных чисел. В этом случае неприводимые представления одномерны и пред­
ставление задается формулой х -> eltx, где х ç X , a t — фиксированное число, задающее 
представление. Задача состоит в том, чтобы, зная 

A(t)= J f(x)eitxdx, (43) 
—ео 

найти функцию f(x). Эта задача, как известно, решается формулой обращения Фурье. 
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Мы указывали в предыдущем пункте, что оператор А может 
быть задан ядром k(zly z2)y где zly z21Z. Ясно, что это ядро 
зависит еще от представления g->Tgy т. е. от т1У...утп и р1у . . . , р / г . 
Таким образом, задача состоит в том, чтобы обратить формулу (42), 
т. е. выразить f(g) через K{zly z2, mk, ç>k). Мы напишем сейчас лишь 
формулу, выражающую f (е) через K(zly z2y ткУ pk), где £ —единица 
группы. Формула для f(g) легко получается из данной сдвигом. 
Обозначим 

S К (z, z, mky pÄ) dp (z) = ф (х), (44) 

где значек х означает набор чисел тк и pk. Тогда имеет место формула 
оо оо 

f(e)= 2 S • • • J Ф ( Х ) » ( Х ) ^ Р » . . - ^ Р « . (45) 
т%ч...утп —оо —оо 

где 

с о ( х ) = пкад^- 1 )^^ П и™' - т « ) г + - р*)2' ( 4 6 ) 

Из указанной здесь формулы можно далее получить аналог теоремы 
Планшереля. Эта формула имеет вид 

со оо 

\\f(g)\2dy.(g) = 2 S • • • \S(A-xAx)<*(x)dP.2...dPn, (47) 
m2t...,mn —оо —оо 

где Ay—оператор, определенный формулой (42), т. е. 

A^\f(g)Tgd[L(g) *, 

S(A^Ay) обозначает след оператора А^А . 

Полученный результат показывает, что регулярное представление унимодулярной 
группы разлагается не на все неприводимые представления, а лишь на представления 
основной невырожденной серии. Аналогичное обстоятельство имеет место и для других 
групп, например для разрешимых. Однако в то время, как в случае разрешимых 
групп Ли (см., например, [ б]) представления, не входящие в состав регулярного, явля­
ются в известном смысле „предельными" для тех, на которые регулярное разлагается, 
в случае унимодулярной группы эти „лишние" представления получаются аналити­
ческим продолжением тех, на которые разлагается регулярное. 

Методы, которыми доказываются сформулированные в этом пункте 
результаты, довольно поучительны. В них важную роль играет переход 

Оператор А зависящий от / , т. е. набора чисел mt, p f, естественно назвать 
коэффициентами Фурье функции f(g). Сравни с формулой (43) предыдущего 
примечания (стр. 21). 
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в группе унитарных матриц к специальным координатам, напоминаю­
щим, в известной мере, эллиптические координаты*. 

10. Вторая часть работы посвящена исследованию неприводимых 
представлений других серий классических групп, а именно представ­
лению группы ортогональных и группы симплектических матриц. То, 
что в первой части соответствующее исследование было проведено 
для случая группы унимодулярных матриц, полезно не только имею­
щейся с ней во второй части аналогией; мы во второй части суще­
ственно пользуемся результатами первой части. 

Рассмотрим, например, группу ортогональных матриц четного 
порядка. Будем рассматривать эти матрицы как линейные преобразо­
вания в 2я-мерном комплексном пространстве, оставляющие неизменной 
форму 

& Ч ) = 2С,ЧГ (48) 

Найдем 2п векторов еп, еп-\у..., еь е__ь . . . , е„т удовлетворяющих 
условиям 

(ev ek) = 0, i=h — k, 

te* О = h 

Если координаты вектора £ в базисе ei (* = — - # , . . . , # ) обозначить 
через £ г', то (£, т)) будет иметь вид 

& ч) = 2^'-*. (49> 
В новом базисе е% (i = — щ . . . , ri) наша группа будет группой матриц, 
оставляющих неизменной форму (49). Оказывается, что в новом базисе 
мы можем аналогично п. 3 ввести Z , как совокупность матриц z = \\ zpq Ц, 
удовлетворяющих условию 

zPp = 1, zpq = 0 при р < q (50) 

и требованию, что матрица z принадлежит нашей группе. Аналогично 
переносятся почти все формулы и теоремы части I. 

В заключение поставим следующий вопрос. Пусть ©—группа Ли, 
g->Tg — неприводимое унитарное представление группы ®. Рассмотрим 
суммируемую на © функцию x{g) и построим оператор 

A=\x{g)Tgd\L(g\ 

Совершенно другой метод доказательства теорем этого параграфа проведен для 
п — 2 в [6] и намечен для общего случая в [ п ] . 
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где интегрирование проводится по инвариантной мере. Доказать или 
опровергнуть, что оператор А вполне непрерывен. 

Мы видим, что для случая классических групп Ли это имеет 
место. Нетрудно проверить, что это верно для случая представлений 
группы линейных преобразований прямой [ 5 ] . 

Тот факт, что это утверждение верно для полупростых групп Ли, 
приводит к тому, что для них, как вероятно вообще для групп Ли, 
при изучении вопроса о неприводимых унитарных представлениях, 
о разложении представления на неприводимые и т. д. отсутствуют 
осложнения теоретико-множественного характера. 



Ч А С Т Ь П Е Р В А Я 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОМПЛЕКСНОЙ УНИМОДУЛЯРНОЙ ГРУППЫ © 

Глава I 

Основная серия представлений комплексной 
унимодулярной группы © 

§ 1. Конструкция представления основной серии 

Задать унитарное представление группы © —* это значит задать 
Гильбертово пространство $£ и поставить в соответствие каждому 
элементу g 6 © унитарный оператор Tg в Q так, чтобы TgxTgt = Tglgi. 

Линейное пространство ig, в котором действует представление 
группы ©, мы будем всюду в дальнейшем строить как пространство 
функций на том или ином многообразии. Каждое из таких многообра­
зий будет таково, что группа © есть группа преобразований в нем. 

Сделаем несколько известных общих замечаний, относящихся 
к группам преобразований. Пусть © есть группа гомеоморфных пре­
образований многообразия S. Мы будем писать £' = Zg, если элемент 
gd® преобразует точку £6Н в точку Ç'€E. 

Предположим, что © есть транзитивная группа преобразований много­
образия Н, т. е. что любую точку £ можно перевести в наперед за­
данную точку £' некоторым преобразованием .§*(:©. 

Возьмем фиксированную точку Ç0 и обозначим через S совокуп­
ность всех преобразований s £ © , оставляющих точку Ç0 на месте; 
Е05 = Е 0-5 называется стационарной подгруппой точки £0-

Пусть £ — произвольный элемент многообразия 2 . В силу транзи­
тивности группы ©, существует элемент g 6 ©, такой, что Z,0g = \. 
Совокупность всех таких g при фиксированном Ç образует правый 
класс смежности группы © по подгруппе S. 

В самом деле, если g1 и g2 — два таких элемента группы ©, что 
Ç0g"i = Ç и Ç 0g2 = & то %0g2gT1 = ?о> следовательно, g2gT1£S. Полагая 
g2gT* = s, получаем, что g2 = sgb т. е. g2 и g1 принадлежат одному 
классу смежности группы © по подгруппе S. Обратно, если элементы 
g*! и g2 принадлежат одному классу © смежности по S, то они пере­
водят Ç0 в один и тот же элемент 

Мы устанавливаем таким образом соответствие между элементами 
£ € Е и классами смежности © по S. Мы будем поэтому отождеств-



26 Основная серия представлений комплексной унимодулярной группы © 

лять \ с соответствующими классами смежности; в частности, Ç0 отожде­
ствляется с S. Преобразования g можно тогда трактовать, как пре­
образования классов которые получаются при умножении всех его 
элементов справа на g. 

Поэтому многообразия, которые будут рассматриваться в дальней­
шем, будут задаваться как пространства правых классов смежности 
группы © по той или иной замечательной подгруппе S. 

В этой главе роль такой подгруппы будет играть так называемая 
подгруппа /С 

О п р е д е л е н и е 1. Обозначим через К совокупность всех мат­
риц k = II kpq II £ © , удовлетворяющих условию 

kpq = О при рУ>д, 

т. е. матриц, все элементы которых, расположенные под главной 
диагональю, равны нулю. 

О п р е д е л е н и е 2. Обозначим через Z' многообразие всех пра­
вых классов смежности группы © по подгруппе К-

Таким образом, элементом многообразия Z ' является матрица из 
группы ©, заданная с точностью до множителя из /С Поэтому удобно 
задать „каноническую форму" для такой матрицы, которая определя­
лась бы классом г' единственным образом. Мы приведем в дальней­
шем два конкретных способа аналитического задания элементов мат­
рицы из класса z' путем выбора представителей в классах смежности 
(два способа „канонического представления" элементов группы ©) . 
Каждый из этих способов приведет к своему способу описания пред­
ставлений группы ©. Однако уже сейчас мы можем наметить, как 
выглядит основная серия неприводимых представлений. 

Как было уже сказано, пространство в котором действует пред­
ставление, состоит из функций f где 2 ^ 6 Z ' . Рассмотрим некото­
рую фиксированную функцию a(zr, g); z ! £ Z g 6®, которая будет 
характеризовать представление. 

Представление состоит в том, что каждому элементу g 6 © мы 
ставим в соответствие линейный оператор в пространстве § функ­
ций / ( z ' ) , задаваемый формулой: 

Tgf(z')=f(z'g)x(z',g); (1.1) 

z'g, как и ранее, означает, что точка zr£Z' преобразуется преобразо­
ванием g группы ©. Найдем общий вид функций a (a7, g). Для этого 
выведем соотношения, которым должна удовлетворять функция а (г7, g). 
Именно, сравним выражения для TglTgi и Tgtg%. Мы имеем: 

Tgx{TgJ{z')) = Tgl(f(z'g2) а g 2 ) ) = /(z'glg2)a(zfgl, g 2 ) а g ) 
и 

TglS,f(z) =f(z'g1g2)<x(z', gigt)-
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Из условия TglTgt = Tgxgi мы получаем, что функция a {z'g) должна 
удовлетворять функциональному уравнению 

a {z\ g1g2) - а {z'gly g2) а {zr, gx). (1.2) 

Выясним, какие решения имеет уравнение (1.2). Положим 

*V,g) = OL(g\ (1.3) 

где ё единичный класс смежности группы & по подгруппе К т. е. 
сама подгруппа /С Тогда ëk = ë для k^K- Положим в (1.2) z! = ё, 
ëi = k g2 = g- Мы получим, что 

*(kg) = *(g)*(k) (1.4) 

для любых g"€© и любых k£K- Обратно, по каждой функции a (g*), 
удовлетворяющей соотношению (1.4), можно определить и единствен­
ным образом функцию a (z', g\ удовлетворяющую функциональному 
уравнению (1.2). 

Действительно, пусть gZo'£& элемент, переводящий ё в z^ т. е. 
^ S V = К- Подставив в (1.2) z* = е, g1 = gZo>, g2 = g, имеем 

a ( £ V £ ) = a ( 2 0 > g)*(g*o')> "о 
т. е. 

а (%£) 

где gv преобразование, переводящее ё в z^. 
Легко проверить и обратное, что если функция a (g -) удовлетворяет 

соотношению (1.4), то определенная по ней формулой (1.5) функция 
a ( z > g) удовлетворяет уравнению (1.2). 

Для того, чтобы задать унитарное представление группы ®, нам 
нужно будет: 1) задать скалярное произведение функций f(z') £ •§; 
2) выяснить, при каких условиях на a (z'9 g) оператор Tg унитарный; 
3) выяснить, в каких случаях функции a (z\ g) задают эквивалентное 
представление и в каких нет. Ответы на эти вопросы, а также кон­
кретные аналитические формулы для представлений будут даны 
в следующих параграфах этой главы. 

§ 2. Некоторые подгруппы группы & 

Аналитическое описание представлений основной серии, а также 
ответ на вопросы, поставленные в конце § 1, связаны с детальным 
рассмотрением некоторых подгрупп группы @. 

1. Подгруппа К- Обозначим через К совокупность всех матриц 
k = H kpq II 6 ©, удовлетворяющих условию 

kpq = О при p>q, (2.1) 
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т. е. матриц, все элементы которых, расположенные под главной диаго­
налью, равны нулю. Определитель такой матрицы равен произведе­
нию ее диагональных элементов; следовательно, должно быть 

• • • knn = 1. (2.2) 

Очевидно, К есть подгруппа группы ©. 
Найдем левую и правую инвариантные меры в /С Для этого возь­

мем за параметры в К переменные kpq (p<iq) и kpp (р = 2 , . . . , п) и 
положим kpq = Upq + ivpq (р < ; q). Тогда левый сдвиг: К = k°k сво­
дится к линейному преобразованию параметров kpq, определитель А 
которого, как легко видеть, равен 

А = # 3 3 ' #44 • • • Кпп 

Это преобразование комплексных параметров kpq сводится к линей­
ному преобразованию действительных параметров upq и vpq, опреде­
литель которого равен квадрату модуля определителя соответствую­
щего преобразования комплексных параметров *, следовательно равен 

| А | 2 = | ^ з Г 2 - | ^ Г 4 . . . | А | 4 - 2 " . 

Отсюда следует, что лево-инвариантная мера множества Е с : К опре­
деляется равенством: 

щ (Е) = \ I Азз | 2 1 £ 4 4 1 4 . . . I knn \2*-4du dv, (2.3) 
Е 

или символически: 

ащ {k) = Ik 3 31 2 I I4 - - -1 knn I 2"" 4 du dv, (2.3a) 

* Мы пользуемся здесь следующим известным фактом: если wv = ир + ivVt 

р — 1, 2, . . . , п аналитические функции переменных zv = хр + (ур, то 

Р(иг, У 1 у и2, У 2 , . . . , u n t vn) 

D (*i. Уъ *2> У* • . . . Хп> Уп) 

D(wly г р а , w n ) 
D(zly z 2 , z n ) 

Для n = 1 эта формула легко следует из уравнений Коши-Римана. В общем случае 
она получается по индукции. Именно, если формула верна при n = m — 1, то из ра­
венств 

Р(иг, уг, и2, р а > , . . , ц т о, и о т ) _ 
^ (-^î» .Vi» -*-2> Уг> • • • > -̂ w> .У m) 

= Р ^1» Р а» • • • , "m, ^ш) £> (•*!, 34» «2> • » • » Цщ» ^m) = 

Ь (*l> 34 > «2» *>2> • • • » Hm> *>m) D (xl9 y ± 1 X2, y 2 , . . . , J / w ) 

_D(ulf уг) D (u2f y2J..., t ; w ) 
D ( x v y x ) D (xt, y 2 , . . . , x m , y m ) 

D (wl9 wt9..., wm) 
D(zx, z 2 , z w ) 

2 1 D ( w 2 , . . . , te;m) 
£> (*2> • • • , zm) 

следует ее справедливость при n = т. 
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где для краткости через du и dv обозначены произведения всех 
дифференциалов dupq и dvpq соответственно. 

К этому же результату мы придем, рассматривая инфинитезималь-
ные элементы 

dik = krHk, 

где dk — матрица дифференциалов dkpq. Эти элементы dik инвариантны 
при левых сдвигах k-^k°k. Поэтому, выбирая базис в совокупности 
всех матриц dk и выписывая квадрат модуля определителя компо­
нент dik в этом базисе, мы получим дифференциал лево-инвариантной 
меры в группе / 0 Вычисляя квадрат модуля этого определителя, мы 
получим как раз подинтегральное выражение в (2.3). 

Совершенно аналогично, рассматривая правый сдвиг kt = kk°f най­
дем для право-инвариантной меры в группе К выражение: 

Ii, (Е) = J J k22 Г* . . . I knn Г * du dv, (2.4) 
E 

или символически: 

d\ir (k) = I k22 Г 4 -1 k331~6... I knn Г " du dv. (2.4a) 

Как и выше, к этому же результату мы придем, рассматривая ин-
финитезимальные элементы 

drk = dk-kr\ 

инвариантные при правых сдвигах k->kk°. 
Пусть f(k) — произвольная суммируемая на К функция. Через 

/ (k) d\ii(k) и \f{k)d\Lr{k) обозначим интегралы функции f(k) по 
всей группе AT, взятые по отношению к лево-инвариантной и право-
инвариантной мере соответственно. Из формул (2.3) и (2.4) тотчас же 
следует, что 

\ f (kk0) d^t (k) = ß (V) S / (*) (k) (2.5) 
и 

J / (k0k) dy.r (k) = ß (ko) \ f (k) dlLr(k), (2.6) 

где ß (k) определяется равенством: 

ß <*) = = 1 14 I Азз I 8 . . . I knn I4""4- (2.7) 

2. Подгруппа H. Кроме подгруппы /С, полезно рассмотреть анало­
гичную ей подгруппу Н. 

Обозначим через H совокупность всех матриц А = || hpq || 6 ®, 
удовлетворяющих условию 

hpq = О при р < q9 (2.8) 
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т. е. матриц, все элементы которых, расположенные под главной диаго­
налью, равны нулю. 

Очевидно, Я-—подгруппа группы @. Очевидно также, что H 
обладает свойствами, аналогичными тем, которые присущи К- Эти 
свойства можно также получить из соответствующих свойств груп­
пы К следующим образом. Обозначим через g' матрицу, которая 
получается из g заменой строк столбцами. Операция перехода от g 
к gr есть обратный автоморфизм группы ©, т. е. (g^^Y = g'2gy Кроме 
того, очевидно, что эта операция переводит К в H и H в К. Следо­
вательно, всякое множество Е с H переходит в Е' а К и лево (право)-
инвариантная мера множества Е в группе H совпадает, с точностью 
до постоянного множителя, с право (лево)-инвариантной мерой множества 
Е в группе К, так как инвариантная мера, с точностью до постоянного 
множителя, единственна. 

Таким образом, в группе И 

\Lt\E) = \\h221-4 I А 3 3 !
 6 . . . I hnn Г" du dv (2.9) 

Е 

И 

jxr (Е) = \ IА 3 3 1 2 1Ä441 4 -.. I hnn ?n~Adu dv, (2.10) 
Е 

где через du, dv обозначены соответственно произведения всех диф­
ференциалов переменных upq и vpq, определенных равенствами hpq = 
= tipq + ivpq. Отсюда для любой суммируемой на H функции f(h) 
имеем: 

\f(hh0)dMfi) = ß(Ao) J/(Ä><*A (2.11) 

где 

J/(M) fa {h) = ß ' 1 (Ao) \ / ( A ) drh, (2.12) 

P"1 W = Щ^М = l Ä " 1 - 4 , 1 Ä 3 3 i 8 I~ 4 n + 4 - ( 2 Л З ) 

3. Подгруппа Z . Обозначим через Z совокупность матриц г = 
= || Z/?? I I , удовлетворяющих условиям 

2 ^ = 0 при p<Cq и 0p;; = 1. (2.14) 

Элементы группы Z будут служить в дальнейшем (см. п. 4 § 3) для 
описания точек многообразия Z ' . Очевидно Z — подгруппа группы И. 
Возьмем за параметры, определяющие матрицу г, переменные zpq = 
= xpq + iypq, p^>q- Тогда левый или правый сдвиг в Z сводится 
к линейному преобразованию переменных zpq, определитель которого 
равен 1. Отсюда следует, что в Z есть двусторонняя инвариантная 
мера 

\L(E) = ^dxdy, т. е. d\L (z) = dxdy, (2.15) 
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где dx, dy обозначают произведения всех дифференциалов dxpq и 
dypq соответственно. 

4. Подгруппа Z. Обозначим через Z совокупность тех матриц 
Ç = Il ÇM16/С, все диагональные элементы которых равны 1. Таким об­
разом, 

Крд = 0 при р>д и ^ = 1 . (2.16) 

Очевидно Z — подгруппа группы К, следовательно и подгруппа 
группы @. 

Обратный автоморфизм g -> g\ где g' — транспонированная мат­
рица g, переводит Z в Z и Z в Z . Поэтому в Z существует инвари­
антная мера 

\i{E) = \ dl di], d[i (Ç) = dl drt, (2.17) 

где d\ и di\ обозначают соответственно произведения дифференциа­
лов переменных \ p q , ч\рд (р > q\ определенных равенствами 

СРд = lPq + ir\pq, P > q . 
(2.18) 

5. Подгруппа Z). Обозначим через D совокупность всех диаго­
нальных матриц группы ©. Таким образом, D состоит из всех матриц 

(2.19) 

Sx 0 . . . 0 

0 8 . . . . 0 

0 0 . . 

Так как определитель 8 должен быть равен единице, то 

ЬгЬг. . . § „ = 1. (2.20) 

Очевидно, группа D коммутативна; ее можно рассматривать, как 
прямую сумму и — 1 мультипликативных групп всех комплексных 
чисел. Отсюда легко найти инвариантную меру в D. Выбрав, напри­
мер, за параметры, определяющие матрицу 8, диагональные элементы 
§2, . . . , 8п и полагая 8Р = G P + h p , найдем для инвариантной меры 
множества Ed D выражение: 

do dx 

8 2 | A . . . | S „ I2' 
da di (2.21) 

Подгруппа D есть, очевидно, пересечение групп К и Н: 

D = KÇ\H. (2.22) 
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§ 3. Канонические разложения; аналитическое описание 
многообразия Z 

Аналитическое описание многообразия Z ' , определенного в § 1, 
основано на возможности разложения элементов группы © на произ­
ведение элементов рассмотренных нами подгрупп. 

1. Разложение элементов группы К- Группы Z и D являются 
подгруппами группы К; поэтому всякое произведение вида SÇ или Ç8, 
где Ç 6 Z и 86 Д является элементом группы К-

Обратно, всякий элемент £6 /С можно представить, и притом един­
ственным образом, в виде 

k = K 86 Д Ç6Z, (3.1а) 
а также в виде 

k = CS, S Ç Д CeZ, (3.1b) 

причем элемент S в обоих разложениях данного элемента k один и 
тот же. 

В самом деле, равенство (3.1а) означает, что 

kpq = SpZpq, Р>Я- (3.2) 

В частности, при р = q, Х^рр = 1, так что 

k 
8р = kpp, X^pq — -т . (3.3) 

Rpp 

Аналогично уравнение (3.1Ь) имеет единственное решение 

Ъ Р = kpp, Kpq = 5 -~-. (3.4) 
Rqq 

2. Разложение элементов группы Н. Аналогичные разложения мы 
можем получить и для элементов группы Н. Всякое произведение 
вида 8z или zS, где 2 6 Z , 86 Д есть элемент группы Н, и, аналогично 
тому, как это сделано выше, доказывается, что всякий элемент h 6 / / 
можно представить, и притом единственным образом, в виде 

h = bz, 86 Д z 6 Z , (3.5) 
а также в виде 

h = zrb, 86 Д z ' 6 Z , (3.6) 

причем элемент 8 в обоих разложениях данного элемента — один и 
тот же. 

3. Разложение элементов группы @ 
Т е о р е м а 1. Всякий элемент g*6 &, за некоторыми исключения­

ми, можно представить, и притом единственным образом, в виде 

g = kz, z£Z, k£K. (3.7) 
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Исключение будут представлять те элементы, для которых хотя 
бы один из миноров 

gm, m • • • gm, n 

gn, m • • • gn, n 

m = 2, 3, . . . , П 

обращается в нуль. 
Для доказательства будем искать элемент z ( rZ , такой, что gz£K-
По определению группы К, это означает, что должны обращаться 

в нуль все элементы матрицы gz под ее главной диагональю. Кроме 
того, Zpq = 0 при p<Cç> Zpp = \. Поэтому условие gz£K эквивалентно 
равенствам: п 

2 ëps Zsq = 0 при р > q, 

т. е. равенствам 
п 

2 gps Zsq =~gpq> p = q+l,..-,n. (3.8) 
s= ? -и 

При фиксированном q определитель этой системы совпадает с gp+ь 
Поэтому, если он отличен от нуля, то (3.8) имеет вполне определен­
ное решение относительно zsq. 

Таким образом, при надлежащем выборе z будет gz = & € /С Отсюда 
g = kz~\ что и доказывает разложение (3.7). 

Аналогично можно доказать, что имеет место разложение 

g = XJi ÇeZ, h£H (3.9) 

при условии, что все миноры gm отличны от нуля. 
Это разложение можно также получить из разложения (3.7), ибо, 

согласно пп. 1 и 2, 
gr Ä te = Ç8z = ÇA. (3.10) 

Легко найти выражения для элементов k, z в формуле (3.7) через 
исходный элемент g. 

Для этого заметим, что умножение матрицы g справа на z сводит­
ся к прибавлению к каждому столбцу матрицы g линейной комбинации 
столбцов с большими номерами. Поэтому при таком умножении 
остаются инвариантными все те миноры матрицы g, которые вместе 
с каждым столбцом g содержат все столбцы с большими номерами. 
В частности, минор gm должен быть равен соответствующему минору 
матрицы k в разложении (3.7), т. е. 

g* 

km, т-\-\ 

km-\-\, m-f-1 

о 

kmn 

k m-\-\,n 
kmmkm-\-\, m-\-l • • • knm 

(3.11) 

3 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVi 
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откуда сразу следует, что 

kpp — (3.12) 

Обозначим через ( ) минор матрицы g, составленный из 
Wi ••• Ст/ 

элементов с номерами строк рь...,рт и столбцов ql9..., qm. В силу 
tpq+\...n\ 

только что сказанного, минор ^ _|_ j nJ > P<Ç должен быть ра­
вен соответствующему минору матрицы к в разложении (3.7). Таким 
образом, 

lp q + 1 . . . п\ 
\q q + 1 . . . n) 

kpq kq+i, q+i 

0 kq+l, q+l 

fCnq 

kq+l, n 

0 0 

kpq kq+i, q+l kÇ+3, q+2 • • • knn — kpq gq+h 

откуда и следует, что 

(<я Я + 1 

( р q + 1 . . . П Ч 
\q q + 1 . . . n J 

*>pq P<Ç- (3.13) 

Наиболее краткий способ нахождения элементов z p q матрицы z со ­
стоит в следующем: 

/рр+\...п\ 
Аналогично предыдущему из равенства минора I _j_ j n}' ^ ^' 

соответствующему минору матрицы А в разложении (3.9), находим: 

'рр А pq 

(РР + 1 . . . п\ 
\q р + 1 . . . П J 

St 'Р+1 
(3.14) 

Чтобы получить теперь выражение для zpq, запишем матрицу А в раз­
ложении (3.9) в виде А = 8г; полагая ÇS = k, мы получим равенство: 
g = Çh = Ç§2 = kz, совпадающее с разложением (3.7). Отсюда и из 
формулы (3.14) следует, что f 

А •РР 
J P _ 

gp+i 
и z •• S"1 А, 

так что 

£pq — Op lipq — -

( р р + 1 . . . п \ ( р р + 1 . . . П \ 

\q р + 1 . . . nj \q р+1 . . . n) 
Ь *P+1 

Аналогично, из равенства k = ÇS следует: 

/р q + i ... п\ 
Г _ ? + * п) 
^pq — & > Р<^4-

,p>q. (3.15) 

(3.15а) 
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4. Аналитическое описание многообразия Z ' . Напомним, что много­
образие Z' есть совокупность правых классов смежности группы & 
по подгруппе К- Разложение g = kz, полученное в п. 3, дает теперь 
возможность аналитически описать это многообразие. Именно, если 
g = kz, то в классе z\ определяемом элементом g, имеется один и 
только один элемент zdZ. Мы отождествляем тогда 2f с z. Тем са­
мым Z сделается подпространством пространства ZКласс z' не с о ­
держит элемента z ( : Z лишь в том случае, когда один из миноров gm 

матрицы g€г' обращается в нуль. Обращение в нуль gm сохраняется 
при правом умножении на любой элемент k группы К; следовательно, 
равенство нулю минора gm есть соотношение между параметрами, 
определяющими класс. Поэтому классы z\ не содержащие элементов 
из Z , образуют в Z' многообразие низшей размерности. 

Итак, с точностью до многообразия низшей размерности Z со ­
впадает с Zr. 

Исключительные классы г', не содержащие г, играют, очевидно, 
роль бесконечно удаленных элементов группы Z . 

Преобразования g можно рассматривать, как преобразования в Z 
и писать zg вместо z'g, но только элемент zg определен не для всех, 
а для почти всех 2 6 Z . 

§ 4. Интегральные соотношения 

В этом параграфе мы выведем некоторые простые соотношения 
между интегралами. Собственно говоря, в этой главе мы непосред­
ственно используем лишь одно соотношение — а именно преобразова­
ние интеграла при подстановке z—>zg (соотношение IV этого пара­
графа). Однако, так как в дальнейшем нам нужны будут и другие 
интегральные соотношения, то более простые из них мы приводим 
в этом параграфе, тем более, что с их помощью нужное нам соотно­
шение IV выводится короче всего. Лишь более сложные интеграль­
ные соотношения мы приведем там, где они понадобятся (см. гл. И, 
§ 7 и т. д.). 

1. Интегральные соотношения на группе К Рассмотрим функцию 
f(k), суммируемую на группе К Так как всякий элемент kdK можно 
единственным образом представить в виде k = 8Ç, Tof(k) = / ( S Ç ) есть 
функция от 8 6 £ ) и Ç 6 Z . 

Выведем формулу, которая сводит интегрирование по группе К 
к повторному интегрированию по группам D и Z. Для этой цели пе­
рейдем к параметрам, определяющим матрицы k, £ и 8. Положим 

kpq = Upq + ÎVpq (р < q), Kpq = \pq + ЩрЧ, Ъ Р = Gp + hp (p > 1 ) 

соответственно. Тогда равенство k = SÇ означает: 

kpp = Ьр ( р > 1 ) , kq = 8pKpq, p<q. 

3* 
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Легко видеть, что якобиан соответствующего преобразования от пере­
менных tlpq, Vpq К %pq, Y]pq, Op, Tp равен 

I 8 Г 1 8Г2---К-1\* = \КГ2\^ 

Поэтому, вспоминая формулы (2.3а), (2.17), (2.21) для мер в рассмат­
риваемых группах и пользуясь теоремой Фубини, имеем*: 

\f(k) йщ Щ = \ f(k) I k33 1 2 1 ku|* . . . I kmi I 2 - " 4 dadv = 
к 

= S / m I \ I21 к14 • • • I к I2"-41 к I - 2 ! h I - 4 • • • I *„ I - 2 п + 2 аукает= 

= S«*5<M /(*ч) I S21 "21 h Г • • • I S J ~2 dr = \ dp К) \ f(K) dp (8). 
Аналогично можно показать, что 

\f{k)dy.r{k)=\dv.{ï,)\fmdv.{b). 

Таким образом: 
I. Имеют место формулы 

\ № db{k) = \ dp (Q \f(K) dp (S), (4.1) 

\f(k)dpr(k)=\dp(ï)\f(tf)dp(8). (4.2) 

; 2. Интегральные соотношения на группе Н. Совершенно аналогич­
ные соотношения имеют место на группе Н. Именно: 

\f(h)d\j.t{h)= \ dp{z)\f{bz)dp{b) (4.3) 
И 

S / (A) dfr (A) = S dp (s ) 5/(2*) ф (S). (4.4) 

3 . Интегральные соотношения на группе ©. Пусть f(g) — функция, 
суммируемая на ©. Согласно теореме 1, п. 3, § 3 мы можем положить 
g = kz\ следовательно, f(g)=f(kz) есть функция от k и z. Исключе­
ние представляют лишь те матрицы g£®, для которых хотя бы один 
из миноров 

g mm • * • gm? 

g» 

g nm • • • gm 

равен нулю. Следовательно, эти „исключительные" матрицы g образуют 
в © многообразие низшей размерности и поэтому меры нуль относи­
тельно инвариантной меры в ©. Для сведения интеграла по & к повтор. 

* Здесь и в дальнейшем, если не оговорено особо, каждый из интегралов рас­
сматривается по всей группе, по которой ведется интегрирование. 
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ному интегралу по К и Z остается найти выражение в параметрах 
для инвариантной меры в @. Это выражение хорошо известно, однако 
ради полноты изложения приведем здесь его вывод. 

Выберем за параметры, определяющие матрицу g, все элементы 
gPq = oLpq + i$pq, кроме элемента g l v При правом сдвиге g' = gg0 

параметры gpq преобразуются по формулам: 

, " о q = 2 , . . . , п при /7 = 1, 
ëpq—2jëpsSSq^ (4.5) 

при / ? > : 

Якобиан соответствующего преобразования параметров ард, $PQi как 
легко видеть, равен квадрату модуля определителя 

agi 
^ 1 2 ^ 2 ^ & 2 : 22 I L р-0 _I_ о-о 23 

^ 1 3 « 1 2 ^ 6 3 2 ^ 1 3 
A L о-О Л- р-0 

р-0 _L р-0 

àg 
зз 

r&lL р-0 !_ pO 
^ я - ^ ^ а я 

2л 

0 

o-O !_ o-O ^ I L I I O-O I_ p-0 
d£m Ö I 2 ^ ^ « 2 d^ l n & 1 3 ^ & л З 

à g i l p-o 4 - p-o 
. . . ô 1/г 1

 О И Й 

(4.6) 

С другой стороны, обозначая через Ард алгебраическое дополнение 
элемента gpq в g, имеем: 

Aign + A 2 â* i2 -г • • • + А ^ = 1 ; 
откуда 

(4.7) 

и 

(4.8) 

gu = 1 — d i L о-Â & 1 2 

J ^ i i — л;* 
A s 

ç = 2 , . . . , n 

Подставляя эти выражения в определитель (4.6) и разлагая его на 
сумму определителей, получим: 

о-о р-0 рО 
ь 22 & 23 * ' " Ь 2л 
р-0 р-0 
& 3 2 Ö 3 3 - ' gîn - о-О 

^ i 3 

р-0 о-О 

.о-О 

А 2 5*23 "'gin 

Аз йзз • * • 8°зп 

Л о-О о-О ^Иг & лЗ* * * ö ял 

ä'22 S*23 " * * <§2, Л—1 Aà 

^ 3 2 ^ 3 3 * ' • 03, п—1 Аз 

р-0 р-0 . . о-О ' Л-
&п2 &лЗ * ^ л , л—1 Л Ь 

(4.9) 

Разлагая определители в формуле (4.9) по элементам столбца 
Аг> Аз> • • • > А«> придем к равенству: 

(4.10) 



38 Основная серия представлений комплексной унимодулярной ъруппы ® 

Но выражение, стоящее в скобках справа в равенстве (4.10), есть 
не что иное, как минор А'п элемента gn в преобразованной матрице 

А Т 

gr = gg0. Таким образом, Л = ; следовательно, якобиан преобразо­
вания (4.5) равен 

Поэтому: 
II. Инвариантная мера в группе & множества Е cz & определяет­

ся формулой 

Е 

где dec и rfß обозначают произведения всех дифференциалов перемен­
ных ccpq и ßfq соответственно (gpq = ccpq - f i$pq\ при этом за неза­
висимые переменные мы принимаем все gpq кроме g l v 

Это же выражение (4.11) для инвариантной меры можно получить, 
рассматривая инфинитезимальные элементы dtg = g^dg или drg = 

Перейдем теперь к выводу интегрального соотношения на группе 
©. Так как почти всякий элемент группы & можно записать в виде 
g = kz, то интегрирование по @ можно свести к интегрированию по 
К и по Z . Для того, чтобы получить соответствующую формулу, вы­
числим якобиан преобразования g = kz от g к k и z. 

В выбранных нами параметрах оно запишется в виде: 

g - 2 
s=rnax (р, q) 

kpsZ$q. (4.12) 

Если расположить эти параметры в следующем порядке: 

gnn> ёп, л~1» Srt-1, n-V ' * • > ënV ' " ' > 5*21» 

kam • • • y k\n\ Zn, n—ll kfi—1, n—Ь • • • » k\f n—lî Zn, n—% Zn—1, n—1» • • •> 

^22» ^ 1 2 » Zfih %п—-\у h * * • > ^21» 

то, как легко видеть, комплексный якобиан переменных gpq относи­
тельно kPq и Zpq равен произведению определителей: 

knn 0 • • . 0 
1 . . . 0 

' 1 

knn о . . . о 

kh~l,n-l . . . 0 
1 . . . о 

' 1 

0 . . . 0 

kn-U п-1 . . . 0 

k22 

~ кпп кп-1, п-1 ' V 2 2 # 
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Поэтому якобиан соответствующего преобразования действительных 
переменных равен 

\k22\*\k33\*...\kn^,n^ ?n~'\knn\^\ 

Но тогда, в силу формул (2.3), (2.15), (3.11) и (4.11) 

\ f(g)dv. (g) = (g) ̂ 2 = \f(kz) ' * 2 2 ' 2 1 ^ з ^ ! ; | ^ ' 2 У г " 2 ^ ^ ^ ^ = 

= \dxdy\f(kz)\ k33 \*\k,,\K..\ knn \ ^ dadv=\ dp (z) \ f(kz) (k). 

Таким образом: 
III. Для интеграла на группе © имеет место формула: 

\/(g) dp (g) =\dp(z)\f (kz) dpt (k). (4.13> 

Совершенно аналогично можно получить следующую формулу: 

\ f(g) dp (g) = \ dp (Ç) \ f(W dpr (h). (4.14) 

Формулу (4.13) можно также получить без вычислений, исходя из 
следующих соображений: в силу формулы f(g) = f(kz), функцию f(g} 
можно рассматривать как функцию переменных k и £. Так как равен­
ство g = kz устанавливает аналитическую зависимость между пара­
метрами gPq и kpq, Zpq, то должна иметь место формула вида 

\f(g)d\L(g) = \ dy. (z)\f(kz)<*(k,z)d[h(k), (4.15) 

где со (k, z) — некоторая положительная функция переменных k и z # , 
Для ее определения заметим, что, в силу инвариантности меры dy.(g) 

\f(g)dp(g)=\f(k0g)dp{g). 

В силу формулы (4.15) и левой инвариантности меры dp^k), эта фор­
мула означает, что 

\d[i(z) ^f(kz)cù(k,z)d[il(k)= \d[i(z) \f(k0kz)со (k, z) d\il{k) = 

= \ dy- (z) \ f(kz) со (k~l k, z) dy.t (k). 

Так как f(kz) — произвольная суммируемая функция, то отсюда сле­
дует, что со (k, z) = со (k~l k, z), т. е. со (k, z) не зависит от £. Аналогично, 
со (k, z) не зависит от z. Следовательно, со (k, z) есть константа и мы 
можем положить со (k, z) — с. Очевидно, с зависит от нормировки мер 
d^ (g)> d^ (k), d\L (z). Определим константу с в том случае, когда эти 
меры пронормированы, как в формулах (2.3 а), (2.15), (4.11). Дифферен­
цируя соотношение g = kz, имеем: dg = dk-z + k dz. Умножая обе 
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части последнего равенства соответственно на g 1 = z xk \ получим: 

dxg = z~xdxkz + dxz. 

В частности, в точке g = еу dxg = dxk + dxz или в параметрах 

digpq = dxkpq при p<q, 

dxgpq^d&pq при p>q. 

Следовательно, при нашей нормировке мер dp(g) = dpx(k)dp(z), т. е. 
с = \. Подставляя в формулу (4.15) со = 1, получим формулу (4.13). 

4. Формула преобразования меры в Z . Пользуясь интегральным 
соотношением (4.13), можно получить формулу, по которой преобра­
зуется мера dp(z) при преобразовании z 1 = zg. Для этого положим в 
формуле (4.13) 

x(g)=f(k)<p(z) при g = kz. 
Мы получим: 

\ х (g) dp (g) = J <p (z) dp (z) J f(k) dp, (k). ( 4 . 1 6 ) 

В силу инвариантности меры dp (g) 

S x (g) dp (g) = \x (ggQ) dp (g). (4.17) 

Найдем выражение для x(gg0) через функции f(k) и 9 ( 0 ) . Положим 
для этого 

zgo = kiZv следовательно, z x = zg0; (4.18) 
тогда 

ggo = kzg0 = kki'Zgo-
Отсюда 

x(gg0)=f(kk1)-<f(zg0). 

Поэтому соотношение (4.17) дает: 

$ <?(z)dp{z). \f(k)dpx(k) = \<?(zgQ)dp{z)\f{kk1)dpl{k)== 

= S Ф (*go) ß" 1 ^ (*) S / ( A ) (A). 

(Последнее выражение получается в силу формулы \f(kk1)dpl(k) = 

= $~г (К) \ f {&)dpx(k), см. формулу (2.5). Выражение для ß(k) дается 
формулой (27)) . Отсюда 

\ 9 (z) dp (z) = J 9 (Zffo) ß" 1 (Ai) dp (z). (4.19) 

Определим функции ß (£) на почти всей группе ©, полагая 

ß(ff) = ß (* ) при ЙГ = А2Г. (4.20) 
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Очевидно, 

ß ( t e ) = ß(*)- (4.21) 
Тогда из (4.18) следует, что ß (zg0) = ß (кг); подставляя это выражение 
в (4.19), приходим к следующему результату: 

IV. Если задано преобразование z~>zg многообразия Z, mo имеет 
место формула 

\ 9 (z) dp { z ) = \ 9 (zg) ß" 1 (zg) dp (z) (4.22) 

или, другими словами, 

Функция ß(g") задается сначала для элементов k формулой 

P ( k ) - \ k 2 2 \ * \ k 3 S \ * . . . \ k n n \ * « - * (4.24) 

и затем распространяется на все g по формуле 

ß (g) = ß ( k ) , если g* = te. (4.25) 

Заметим, что функция ß ( g ) >> 0 и удовлетворяет уравнению ß (kg) = 
= ß (Â) ß (g) для любых k я g . 

§ 5. Описание представлений основной серии и их неприводимость 

1. Описание представлений основной серии. В § 1 мы определили 
операторы Tg представления основной серии; в силу формул (1.1) и 
(1.5), они имеют вид 

TJ(z') = a-^f(z'g), (5.1) 

где a ( g ) — функция на группе ©, определяющая данное представле­
ние. Напомним, что функция a ( g ) удовлетворяет условию 

oL(kg) = a(k)oL(g)9 (5.2) 

далее gy обозначает какой-нибудь элемент группы переводящий 
точку ех многообразия Z ' в точку z% этого многообразия, т. е. любой 
представитель класса z\ При этом, в силу условия (5.2), выражение 
(5.1) не зависит от выбора элемента g y . В силу результатов п. 4 § 3, 
точки z1 многообразия Z ' можно изобразить элементами z группы Z . 
Следовательно, функции f(z'), заданные на Z ' , можно рассматривать 
как функции f(z) на группе Z . Точке е' 6 Z ' соответствует единичный 
элемент е; если поэтому точке z1 G Z ' соответствует элемент z группы 
Z , то в качестве g y можно выбрать этот элемент. Поэтому формулу 
(5.1) можно переписать в виде 
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Так как в группе Z есть инвариантная мера, то мы можем определить 
скалярное произведение функций f(z), полагая для двух таких функ­
ций / х , / 2 

faf*) = \fi(*)f2Wv.(z). (5.4) 

Другими словами, мы можем определить пространство @ представле­
ния следующим образом: 

О п р е д е л е н и е 3. Обозначим через @ гильбертово простран­
ство всех функций f(z) с суммируемым квадратом на группе Z, 
s котором скалярное произведение определено по формуле (5.4). 

Посмотрим, каким условиям должна удовлетворять функция ос (g) 
для того, чтобы представление было унитарным. Для этого достаточно 
чтобы для любой функции / имело место 

Il Tjw = ц/||». 

Это условие принимает в данном случае вид 

\ I *Ш Г|/(2^ I ч * { z )
 = \ i / ( Z i ) 1 2 ̂ • (5-5> 

Сделаем в последнем интеграле замену zx = zg переменной интегри­
рования. В силу формулы (4.23), этот интеграл перепишется тогда 
в виде 

Ввиду произвола функции / ( z ) отсюда и из равенства ( 5 . 5 ) следует, 
что 

I а (*g) 1 

Гсф) 
Полагая z = е, получим: 

= ß 2(zg). 

I«te)i = ß 4g)- ( 5 - 6 ) 
В частности, при g = z 

| a ( « ) | = ß " * » = l . ( 5 . 7 ) 

Условие t a (S" ) | — ß 2 О?) является также достаточным условием уни­

тарности. Действительно из (5.6) и (5.7) следует, что а-£щ = ß 2 (zg), 

т. е. что представление унитарно. 
Итак, необходимым и достаточным условием унитарности пред­

ставления является условие 

l*te) i = ß ~ T t e ) - (5.8) 
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Покажем теперь, что, не нарушая общности, мы можем считать 

a ( z ) = l . 

Действительно, в противном случае заменим каждую функцию f(z) 
функцией / ( z ) = a ( z ) / ( z ) . В силу условия (5.7), этот переход есть 
унитарный оператор в пространстве @. В функциях f(z) формула (5.3) 
для оператора 7^ примет вид 

Tj(г) =a-fê. f(zè). (5.9) 

Положим, далее, 

« 1 ^ ) = - ^ - при g = kz. (5.10) 

Очевидно, функция ^(g) также удовлетворяет условию cL1(kg) = 
= сиг (k) аг (g). Кроме того, a1(z)=l, и 

a(zg) 

Действительно, полагая zg = кггъ имеем: z± = zg, 

Поэтому формула (5.9) принимает вид 

Tj(z) = a{zg)f(zg). 

Итак, можно с самого начала считать, что a (z ) = l, следовательно, 
формула для представления имеет вид 

Tgf{z) = a{zg)f{zg~). (5.11) 
Положим теперь 

X (£) = PMS) «(£), (5-12) 

следовательно, 

«te) = ß " t e ) x t e ) . (5.13) 

Тогда» в силу (5.6), 

lx te) | = l . (5-14) 

Из свойств функций ß t e ) и x(g) следует, что 

X ( t e ) = xte) , Х « ) = 1, Х ( 2 ) = 1. (5.15) 

Отсюда при g = kz = ÇSz 

Xte) = x (^ )x (»)x (2 ) = X(8) . (5.16) 

Из первого из равенств (5.15) следует, что 

X ( M . ) = X(8i)x(8.); (5.17) 



44 Основная серия представлений комплексной унимодулярной группы © 

это означает, что в соединении с равенством | х (8)1 = 1 (см. (5.14)) 
функция x(S) есть характер группы D. 

Таким образом, мы приходим к следующему результату: 
I. Представления основной серии определяются характерами х 

группы D диагональных матриц. Представление Tgy соответствую­
щее данному характеру х, задается формулой 

Tgf(z) = a(zg)f(zg), (5.18) 
где 

«te) = ß 2
 (g) 1(g), (5.19) 

х (g) = х (S) при g = ç&z. (5.20) 

В пространстве § функций f(z) скалярное произведение задается 
формулой 

(fiJi) = \fA*)N(z)dp(z) 

(определение функции ß(g) см. § 4 , формулы (4.24) и (4.25)). 
Обозначим через ß (g) какую-нибудь подстановку чисел диагональ­

ных элементов 82, 8 2 , . . . , 8„ матрицы 8, а через 8S — диагональную ма­
трицу, которая получается из 8 в результате применения подстановки 5 . 
Равенство х* (Щ = X определяет характер х* группы D. Ниже мы 
покажем (см. § 23), что два представления основной серии Tg и Tgr 
соответствующие характерам х и х> эквивалентны тогда и только тогда, 
когда при некоторой подстановке s yj = X*-

2. Формулы для представлений в параметрах. Формулу (5.18) для 
представления Tg можно записать подробнее, если ввести в группах 
Z и © параметры zpq (p^>q) и gpq и воспользоваться формулами (3.12) 
и (3.15). 

В самом деле, для нахождения элемента zg мы должны предста­
вить элемент g1 = zg в виде zg = kz1. Тогда z1 = zg. Но элемент g1 

определяется по формулам 

gpe Zpsgsq + gpg- (5.21) 

Поэтому, применяя к g1 формулу (3.15), мы получаем: 

<>pq-

gpq gp, р+1 • • • gpn 

gp+1, q g p+l, P+l 

gn, q Sri, p+l 

gpp Sp, p+l 

grip gn,p+l 

S p+l, n 

• gp.n 

ърп 

gnn 

(5.22) 
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Для нахождения функции a (zg) заметим прежде всего, что харак­
тер х группы Д как характер прямой суммы п — 1 мультипликатив­
ных групп всех комплексных чисел 8 2 , . . . , 8 Л , можно представить 

в виде 
X(8) = X i ( 8 2 ) X 8 ( 8 8 ) . . . X » ( U (5.23) 

где Хг> Хз> • • • ? Хп суть /г — 1 характеров мультипликативной группы 
комплексных чисел. Но каждый характер х M в мультипликативной 
группе комплексных чисел X имеет вид: 

Х ( Х ) = | Х | ' Р ( - ^ - ) Л = | Х | » - И Р Х - « , 

где р — произвольное действительное число, am — произвольное целое 
число. Применяя этот результат к формуле (5.23), получим для х (8) 
выражение: 

X (8) = J 82 p - H p ^ - « - I S 3 1 т 8 + / р 8 Ъзт*• • • I К \ т Л 1 ? п К~Шп- (5.24) 

Отсюда, в силу формул (5.19) и (2.7), для функций а (8) и ß(8) 

а (8) = J 8 2 р+*р- - 2 8-*" J 8 3 р + ' р - - 4 8 ^ « « . . . | 8 л | Л ЯГНР я -(2Я-2) ^ 2 5 j 

Остается определить 8. Из равенства zg = fe^ = следует, что 
8p = kpp. Поэтому, применяя формулу (3.12) к матрице g1 = zg, вместо 
g получим: 

ар — kpp — 1

Р , 
gp+i 

где обозначено 

•>пр &пп 

(5.26) 

Подставив теперь в формулу (5.25) вместо 8̂  их выражения, 
получим: 

а (8) #2 ma-j-ïp,—2 / 1 \ m2, 

(f)" ^li J . . . I ̂  | * f i+'P»-(2n-2 ) (^l ) - « я = = 

I ^1 j w a + f p 8 -2 J .̂1 | m , - m 2 + i ( p 3 - p a ) - 2 4 . . J^ l | 1 Л Л - 1 Л л _1+* ( р Л - Р л _ 1 ) - 2 

(5.27) 

Таким образом: 
II. Представления Tg основной серии определяются системой 

чисел {р 2 , . . . , рл, т ъ . . . , тп], где р 2 , . . . , рл — произвольные действи­
тельные, а т2,...,тп — произвольные целые числа. Представление 
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Tg, отвечающее системе { р 2 , . . . ,рп, тпъ ..., тп\ задается в парамет­
рах формулой 

Tgf {Zpq) = 1 mt 1 m3-m2t I mn-mn_x / (ZPç\ 

(5.28) 

где параметры gpq, zpq и gp определяются no формулам (5.21), 
(5.22) и (5.26). 

С л у ч а й /г = 2. В этом случае матрица z имеет вид: 

Z Li) ' 
т. е. определяется одним комплексным параметром г 2 1 , который мы 
обозначим буквой z. Пространство § есть поэтому пространство функ­
ций f(z) с суммируемым на комплексной плоскости модулем и с о 
скалярным произведением: 

оо со 

ifi,Л) = J \ Л ( г ) Л ( 2 ) * У > (z = x + 1у). 
—ОО —ОО 

Из формул (5.22) и (5.26) следует, что формула (5.28) для Tg примет 

Tgf(z) = I g12z + g22 V * P - » (g12z + ^22)-/(g±g). (5.29) 

В И Д * 

3. Неприводимость представлений основной серии. 
Т е о р е м а 2. Все представления основной серии неприводимьи 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через % подгруппу группы ©, 

элементами которой являются матрицы g, удовлетворяющие условию 

gPn = 0 для р = 1, 2, . . . , / г — 1. (5.30) 

Докажем, что Tg есть неприводимое представление группы 2(. Тем 
самым будет доказана неприводимость представления Tg всей груп­
пы ©. 

Доказательство мы будем вести по индукции. 
Предположим, что это утверждение уже доказано для унимоду­

лярной группы п — 1-го порядка и докажем его для группы /1-го 
порядка. 

Обозначим через zx матрицу п — 1-го порядка, элементами которой 
являются zpq при р<Сп, q < п\ тогда функцию / ( г ) 6 . § можно пред­
ставить в виде 

f(z) =/(*'> ZnhZn% . . . , Z n , ( 5 . 3 1 ) 

причем при фиксированном z1 функция / имеет суммируемый квадрат 

* Случай п = 2 подробно рассмотрен авторами в работе [•]. 
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по отношению к zn\, zn% . . z „ 9 n - i - Сделаем преобразование Фурье, 
полагая * 

9 (z', w»..., wn^i) = 

= тА=г\f(*> *nu ...,zn,n-0e-1 R e ^ + - ^ . - i ^ i > d x m dynî• - -

•.. dx„, n-i dynt n-\. (5.32) 

Это преобразование будет унитарным отображением пространства § 
на пространство H функций 9 ( z \ w l f . . . , w n — \ ) с нормой 

II ? II2 = J I ? (z'> ̂ 11 • . • > Œi/i-i) I2d\L (z') dux dvx-~ dun-\ dvn^u (5.33) 

tip + ivp = Wp, p=l,...n — 1. 

Поэтому все операторы представления можно рассматривать как опе­
раторы в Н. 

Пусть А — ограниченный оператор в Н, коммутирующий со всеми 
операторами Т& g 6 21. 

Группа 21 содержит подгруппу Z , в частности, содержит все эле­
менты z ° € Z , определяемые условиями: 

z% = 0 при р < п. (5.34) 

В пространстве Q оператор 7> есть оператор сдвига: 

T2»f(z)=f(zz»). (5.35) 

С другой стороны, из условия (5.34) следует, что при сдвиге z->zz° 
элементы z7 остаются неизменными, a znq->znq + z°nq, q = 1, 2 , . . . , n—1. 
Поэтому формулу (5.35) можно переписать в виде: 

Tz*f{ïy Znh ---,Zn, n-l) = f(z\ Zni + Z°nU ---yZnt n-î + Zn, n-l)- (5.36) 

Отсюда, в силу (5.32), оператор Тг* в пространстве H будет иметь 
вид: 

7 > (z', даь . . . , w^i) = e , I l e ( * f « i + - ^ » - i V « - i > ф (z', ^ , . . . , (5.37) 

Оператор А коммутирует со всеми операторами Tg\ g 6 21, следова­
тельно, и со всеми операторами 7V, каковы бы ни были числа 

* Преобразование Фурье функции 

/ (z) = f{x,y)t (z = x + ly); 9 (и, v) ^ / ( * , j O ^ ' ^ V C t rfy 

нам удобнее записывать в виде 
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z°nu • • • > Zn,n-it следовательно, и со всеми операторами умножения на 
ограниченные функции со (wly..., wn-\). Поэтому оператор А имеет вид: 

Л<Р (z\ w b . . . 9 wn-\) = a (wv ..., wn-i) 9 (z', (5.38) 

где a ( ^ i , . . . , wn-1) есть оператор в пространстве функций f(z') 
с нормой 

11 /11 '=$ ! / (« ' ) W A (5.39) 

определенный для почти всех w19...9 wn-i и равномерно ограниченный 
по отношению к этим переменным. 

Рассмотрим теперь в группе SI подгруппу матриц, удовлетворяю­
щих, кроме (5.30), еще условиям: 

gnq = 0 при q=l, 2,...,п — 1. (5.40) 

Обозначим эту подгруппу через 21°. Оператор А должен коммути­
ровать со всеми операторами Tg, g"6^°. Найдем эти операторы Tg. 
Для этого найдем сначала zg при g 6:21°. 

Очевидно, элементами матрицы g*1 = zg будут 

ёрЯ ~ 2 ZPs^sç + gpq 

п-1 

gnn = 0 

при р < я , ? < я , (5.41) 

при ? < я , (5.42) 

при р<п, gnn = g m . (5.43) 

Поэтому, полагая z == zg, в силу (5.22), имеем: 

Zpq — 

bpq Р,Р+1 £р,п—1 

&n—l,q &n—l,p+l ' ' ' &n—\,n-

pp sp, n—l 

£n—l,p &n—l,p-\-l * • ' Sn-—\,n—1 

при q<p<n, 

>nq 

8 » , = - ^ = 2 г я * ~ При ^ = 1 , . . . , Л — 1 . 
£/W ç_i 5тт 

(5.44) 

(5.45) 

Обозначим через g0 матрицу n — 1-го порядка, элементами которой 
являются 

(5.46) S°pg = SM-c, Я,Р<п, 

где множитель с подобран так, что матрица g0 унимодулярна. 



Описание представлений основной серии и их неприводимость 49 

Далее, положим 
b — SJH1 

с (5.47) 

Из формул (5.44) и (5.45) следует, что при преобразовании z->zg 
матрица г' переходит в z'g°, a znq переходит в znq, где 

bznq — 2 £%Zns • 
s=î 

(5.48) 

Вычислим теперь <x.(zg). Из формул (5.41), (5.42) и (5.43) следует, 
что главные миноры gl

p, / ? < > , матрицы g1==zg отличаются только 
постоянным множителем от главных миноров gp матрицы п — 1-го 
порядка g = z'g°. Поэтому из (5.27) следует, что 

a{zg) 

т. е. 

$п-2 

%п-1 
( Ь Г X 

I >%-1-HP/I - -1-2(" -2) Л - т Л _ 1 mni-ipn-2(n~l) _m 

^ \Sn—\\ Sn—l ' \£>пп\ &пп 

a ( z g ) - a ' (Z'g°)-XQ (gnn)y (5.49) 

где ai (z'g°) — функция для группы n — 1-го порядка, аналогичная 
функции <x.(zg) для группы п-то порядка, а 

mn+ipn-2(n-l) m n (5.50) 
«о ( £ „ „ ) = К 

Таким образом, при g €21° 

Tgf (z', Znl, Zn,n-\) = « (z'g°) a0 (gnn)f (z'g0, Znl,.- • , Zn, n-l), (5.51) 

где z„i,z„,n-\ определяются формулой (5.48); другими словами, 
Tgf{z', Z n l , . . . , Zn, n-\) = «o (ënn) Tgcfiz1, Znl y • • • y Zn, П— i ) , (5.52) 

где Tgo — унитарное представление унимодулярной группы n — 1-го 
порядка, определяемое равенством: 

7 > / ( ^ ) = ^ ( ^ ) / № ) . 

Посмотрим, как действует оператор Tg на функцию <p(z', wl9 ...,wn-\). 
Мы имеем: 

7 > ( z ' , wl9...,wn-i) = *0 (gnn)*:{z'gQ) ^ J / ( z ' g 0 , Z „ i , . . " . , Z„ ,„_ i ) 

iRe ( ^ i w i + - - - + ^ f я - 1 ^ я - 1 ) 

X 

x e 

4 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 

dxm dynl... dxn, n-i dyn Jl_1. 
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Переходя к переменным интегрирования z n i , • • •, zn,n~u получим: 

Tg9. (z',w1,..., wn-i) = a 0 (gnn) a' (z'g0) Д • ^ / (z'g0, Zni,. • . , i„, n-x) X 

X » ( ^ . . . T V M V O ^ ^ . , ( 5 . 5 3 ) 

т. e. 
7 > (z', w l t . . . , Wn-i) = A • «o ( # „ „ ) 7><P (z' , w l t . . . , W n - i ) , (5.54) 

Л. 

где A — якобиан преобразования (5.48) переменных znq, где wq зада­
ются формулой 

n-l 

bwq = 2 ^ = 1, 2 , . . . , n — 1, (5.55) 
5=1 

а матрица b = \\bqs\\— обратная к эрмитовски сопряженной матрице 
g», т. е. ô = ( g * ) . - i . 

Оператор А должен коммутировать с этим оператором Tg. В силу 
формул (5.38) — (5.54), это дает: 

a (wl9 . . . , Wn-\) • А - a 0 ( £ я я ) 7><р (z' , . . . , Wn-i) = 

= Л ' A 0 («"„„) ? > а (^1, . . . , Wn-l) ? (z'A, • • , Ä n - l ) , 

следовательно, 

a (wl9..., ^ w _ i ) Tgo = 7 > a . . . , <zèv-i) • (5.56) 

Отсюда 

a (wv . . . , ïïifl-i) = Г^о1 a (wv . . . , ^ n - i ) Tgo. (5.57) 

для почти всех w l 9 . . . , ^ я _ ь 
Положим в (5.46) g0 =е (е — единичная матрица); тогда 

г 1 0 . . . 0 V 

/ 0 с-К . 0 \ 

'•( ) 
\0 0. . .с-1' , 

так что g"W7I = Тогда формула (5.55) перейдет в bwq = wq; Tqo = 1, 
следовательно соотношение (5.56) перепишется в виде: 

a (w19...., = a ( è ^ , . . . , bwn-i). (5.57а) 

Это означает, что для почти всех w l 9 . . . , функция a (wv . . . , w Ä _ i ) 
зависит только от отношений w1:w2: -. - : wn-i-

Рассмотрим комплексное проективное пространство SB, в котором 
точка определяется как отношение w = {w1 : w2 :... : wn\ Последнее 
утверждение означает, что a (wl9 — , wn-\) можно рассматривать как 
функцию от w 6 SB и писать a(w). 
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Так как переход gQ~>b = ( g 0 ) * - 1 есть изоморфизм, то равенство 
(5.55) можно рассматривать как преобразование многообразия 2В при 
помощи унимодулярной группы &' п — 1-го порядка. 

Очевидно, 2В транзитивно; поэтому его можно рассматривать [как 
многообразие правых классов смежности по некоторой подгруппе 
группы &'. 

Мы можем считать функцию a(w) заданной на почти всей группе 
®, считая a(w) постоянной на каждом таком классе. Но тогда равен­
ство (5.57) перепишется в виде 

a(gg°)=Tfla(g)Tgb (5.58) 

причем это равенство имеет место для почти всех g € ©' при каждом 
фиксированном g0. 

Положим gx^gg0; тогда (5.58) перепишется в виде: 

* ш = V ' * . = V T g a ( g ) т < - * т * 

отсюда 

Tgl a (gl) TJÏ ={Tg a (g) TJ1. (5.59) 

Это равенство имеет место для почти всех пар (g*0, g), g0, g 6 
следовательно, по теореме Фубини, для почти всех пар (gg°, g) = (gv g), 
giy g 6' Таким образом, для почти всех g 6 ®' оператор Tg a (g) Tg-i 
от g не зависит. Обозначим его через а. Мы имеем тогда: 

a(g) = TpxaTg (5.60) 

для почти всех g*£f0.\ 
Функция a (g), по определению, постоянна на правых классах смеж­

ности %' по стационарной подгруппе многообразия 28. Будем исходить 
из точки ( 0 : 0 : . . . : 0 :1 ) . Ее стационарной подгруппой будет совокуп­
ность 2Т матриц / = 6 ®', таких, что матрица которую мы 
обозначим через \\1рд\\, удовлетворяет условиям: 

\ n q = 0 при q = 1,2, . . . , п — 2; 

следовательно, / удовлетворяет условиям: 

lQt п= 0 при q = 1, 2 , . . . , п — 2. 

Другими словами, 2Г есть подгруппа 21 для унимодулярной группы 
& порядка п — 1. 

В правой части соотношения (5.60) стоит непрерывная функция от 
g в смысле сходимости по норме в Q; она совпадает для почти всех 
g с функцией a (g), постоянной на классах смежности группы ©' по 
подгруппе 21'. Отсюда, по теореме Фубини, следует, что почти на 

4* 
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всех классах она постоянна с точностью до своих значений на 
множестве меры нуль на классе. По непрерывности отсюда следует, 
что a (g) постоянна на каждом классе без исключения. 

Взяв, в частности, в правой части (5.60) g = I, получим: 

TflT^i = TtaT~l = а; 

следовательно, оператор а коммутирует со всеми операторами Т1У 

I 6 21'. В силу нашего индуктивного предположения о неприводимости 
представления Tg» группы 21' порядка п — 1 (п > 2), оператор а есть 
оператор умножения на скаляр: а = а-1. Но тогда из (5.60) следует, 
что a(g) = <x.-l для почти всех g*€©'. В силу (5.38), оператор Л также 
совпадает с а-1. 

Итак, каждый ограниченный оператор А в И, коммутирующий со 
всеми операторами Tg, g б 21, кратен единице, следовательно Tg — 
неприводимое представление группы Ш. 

Для завершения доказательства остается рассмотреть случай п = 2. 
В этом случае т! отсутствует и H есть пространство функций 9 (w) 

с нормой 

| | Ф | | 2 =^\q{w)Ydudv<ooy w = и + iv, (5.61) 

Формула (5.38) принимает вид: 

А 9 (w) = a (w) 9 (w), (5.62) 

где a(w) — скалярная функция, определенная и ограниченная для почти 
всех w. Формула (5.57) теперь означает, что 

a (bw) = a (w). 

Таким образом, a (w) есть константа. Но тогда А есть оператор умно­
жения на константу; следовательно, неприводимость представления 
Tg, g £ 2t доказана и для этого случая. 



Г л а в а II 

Описание представлений основной серии при помощи 
унитарной подгруппы. Связь между представлениями 

унимодулярной группы и ее унитарной подгруппы. 
Сферические функции 

В главе I мы изображали точки многообразия Z ' при помощи эле­
ментов z группы Z , а, следовательно, пространство -ё представлений 
основной серии было реализовано как пространство функций f(z) на 
группе Z . Однако при решении некоторых вопросов теории пред­
ставлений такой способ реализации может оказаться неудобным в 
связи с тем, что группа Z некомпактна. 

В этой второй главе мы рассмотрим поэтому другой способ реали­
зации, при котором точки многообразия Z ' изображаются при помощи 
унитарных матриц и. Тем самым пространство § реализуется как про­
странство функций на унитарной подгруппе Ц группы @, т. е. под­
группе всех унитарных матриц группы & (очевидно компактной), и 
представления основной серии описываются в терминах этой подгруппы. 

Представление Tg основной серии, если его рассматривать только 
при g6XX, является также представлением унитарной подгруппы IX 
группы ©. Оно не является, однако, неприводимым представлением 
группы Й; пользуясь вторым способом реализации представления Tgy 

мы определяем, на какие неприводимые представления группы XX и в 
каком числе разлагается представление Tgt g GIX. В частности, мы 
находим все те представления основной серии, которые содержат 
единичное представление унитарной подгруппы, и вычисляем так 
называемые „сферические функции" этих представлений (см. ниже 
формулу ( 9 . 2 8 ) ) . 

В дальнейшем мы будем широко пользоваться реализацией пред­
ставлений унимодулярной группы, описанной в этой главе. 

§ 6. Унитарная подгруппа группы @ 

1. Подгруппы XX и Г; каноническое разложение. Обозначим через 
IX совокупность всех унитарных матриц a из группы ©, а через Г — 
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совокупность всех диагональных матриц из IX, т. е. диагональных матриц, 
у которых элементы по диагонали по модулю равны единице. Оче­
видно, XX — максимальная компактная подгруппа группы 65. 

1. Каждую матрицу g€® можно представить в виде g = kuy 

где* k£K, u£VL-
Докажем, что можно найти треугольную матрицу k такую, что 

матрица kg унитарна. Умножение матрицы g слева на k сводится к 
следующим операциям над g: последняя строчка g умножается на 
knru предпоследняя заменяется линейной комбинацией (с коэффициен­
тами kn-i,n-i и kn-i,n) последних двух строк матрицы g* и т. д. 

Этими операциями можно добиться того, чтобы строчки kg стали 
ортогональными нормированными векторами (процесс ортогонализации). 
Это и будет означать, что kg есть унитарная матрица и. Множители 
в k можно выбрать так, чтобы Det и = 1. Так как Det g =-- 1 и 

kg = щ 

то Det k = \. 
Мы показали, следовательно, что g = k~xuy где k~l(zK и и ttt, что 

и требовалось доказать. 
Если даны два таких разложения g = krux, g~k2u2, то uxu~l = k~xk%\ 

следовательно, uxu~l — унитарная треугольная матрица. Но если унитар­
ная матрица треугольна, то она диагональна. Действительно, если 
UQ£.K, Т О И и-1£К, и и*0€К*, т. е. и\ = и~1 имеет одновременно эле­
менты, и над, и под главной диагональю равные нулю, и значит щ— 
диагональная матрица. Итак, равенство g = ku определяет матрицу и 
с точностью до левого множителя £ уб Г. 

2. Описание многообразия Z' при помощи группы IX. Результаты 
п. 1 означают, что 

II. В каждом правом классе смежности г' группы % по подгруппе 
К содержится один и только один правый класс смежности группы 
IX по подгруппе Г. 

Будем обозначать через и правый класс смежности группы tl по 
подгруппе Г (т. е. унитарную матрицу и с точностью до левого мно­
жителя у), а через XX — совокупность всех этих классов. В силу 
предложения II, мы можем отождествить каждый класс zr с содержа-
щимся в нем классом и и тем самым пространство Zr с пространством**ХХ. 
Преобразование _ Z\ = z' g можно тогда рассматривать как преоб­
разование ut=ug соответствующих классов и. 

* К, как и в первой главе, обозначает совокупность всех матриц k = || kpq || (5 (&, 
удовлетворяющих условию kvq = 0, если р^> q. 

** В этом переходе от z к и содержится групповой смысл подстановки, рассмотрен­
ной в п. 5 § 5 [ 6] для случая п — 2. 
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§ 7 . Интегральные соотношения 

Для того, чтобы перейти от первого способа реализации представ­
лений (при помощи группы Z) ко второму (при помощи группы tX), 
нам придется вывести некоторые новые интегральные соотношения. 
В частности, нам придется вывести соотношение между мерами в 
группе Z и многообразии IX. 

1 . Интегральное соотношение на группе XX. При правом умноже­
нии элементов класса XX на фиксированный элемент щ класс и пере­
ходит целиком в некоторый новый класс, который мы обозначим через 
аа0. В группах XX и Г существуют двусторонне инвариантные меры 
du (и) и du (у) соответственно. Поэтому в пространстве IX существует 

и), инвариантная по отношению к преобразованию и->ии0, 
причем при надлежащей нормировке этой меры * 

\ f{ii) du (a) = | J du (и) $ fiyu) du (y). ( 7 . 1 ) 

Если, в частности, функция f(u) постоянна на каждом классе щ т. е. 
/(ytt) = / (#), то эту функцию можно рассматривать как функцию от 
класса и и писать f(u) (в дальнейшем такая замена будет делаться 
без всяких оговорок). Нормируя du (у) так, что ^ du (у) = 1, мы получим 
из (7.1): 

\f{u)du{u) = \f{Z)duÇi). (7.2) 

* Действительно, пусть сначала dpx (и) — какая-нибудь мера в IX. Тогда имеет 
место формула вида 

^ / (о) rfjjb (и) = J diu {и) J f(yu)<ù{-r,u)dyi(4), 

где со (у, и) — якобиан перехода от dp (и) к dp (у) dpx (и). В силу инвариантности 
меры dp (и) 

\f(u)dp(u) = \f(y0u)dp(u), 
т. е. 

dux (и) ^ f(yu) со (у, и) dp (у) = ^ dpx (и) ^ /(уоуи) w (у JH) rfjjt (у) = 

= J rfjii (и ) J / (уи) со (у^Ч> ") <fy (Y). 

Отсюда со (ŷ rV* и) = to (у, и); следовательно, со (у, и) не зависит от у. Положим 
<° (у* «) = <«> (и) и dp (и) = со (и) арг [и). Мы получим тогда равенство (7.1), следова­
тельно и равенство (7.2) для функций f(u), удовлетворяющих условию / (уи) = f(u) 
В силу (7.2), соотношение 

f(uu0) dp (и) = ^ / (и) (и) 
перепишется в виде 

^ / ( а и 0 ) dp (и) = J / ( и ) (w); 

это и означает, что dp (и) — мера в ît, инвариантная при преобразованиях иг — ии. 
Отметим, что наше рассуждение применимо к любой группе Ли и ее подгруппе, 

имеющим двусторонне инвариантную меру. 
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2. Интегральное соотношение на группе ®. В § 6 было показано, 
что матрица g представима в виде g = kit. Поэтому интегрирование 
по © можно свести к повторному интегрированию по К и tt. 

III. Пусть х (g) — суммируемая функция на группе ©. Тогда имеет 
место равенство 

\х {g) du (g) = с ^du (и) ^ х (ku) du, (k), (7.3) 

где с — некоторая константа. 
Константа с будет далее вычислена (см. ниже формулу (7.40) 

Позже мы покажем также, что ^ х (ku) du, (k) не изменится, если за­
менить и на у#. Поэтому \ х (ku) du, (k) есть функция лишь от и и, 
в силу (7.2), мы можем предложение III сформулировать в следующем 
виде: 

Имеет место соотношение 

Ç*. (S) du (g) = с ^du (и) jj х (ku) du, (k). (7.4) 

Покажем, что ^x (ku) du, (k) зависит лишь от щ т. е, что формулы 

(7.3) и (7.4) эквивалентны. Действительно, 

^ х (ku) du,(k) = ^ х (ku) ß (k) dur (k), 

где du, (k) — левая, a dur (k) — правая инвариантная мера в К, 

ß ( * ) = I ^ 2 1 4 1 *зз | 8 . . . | А , п ) 4 ^ 4 (7.5) 

(см. формулу (2.7)). Поэтому 

^х (kyu) du, (k) = ß̂ (k) х (kyu) dur (k) = J ß (ky~x) x (ku) dur (k) = 

= J ß (Y"1) ß (k) x (ku) dur (k) = ß (y - 1) $ x (ku) du, (k). 

Так как, в силу (7.5), ß(y) = 1, то имеем 

x (kju) du, (k) = ^ x (ku) du, (k). (7.6) 

Докажем теперь соотношение III. 
Так как имеется взаимно однозначное дифференцируемое соответ­

ствие между g и парой k, щ то имеет место формула 

\^х (g) du (g) = ^ du (и) ^ x (ku) со (k, iï) du, (k), (7.7) 

где iù(k,u) — якобиан перехода от du (g) к du (и) du, (k). 
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Докажем, что со (k, и) не зависит ни от k, ни от и3 так что можно будет 
положить со (k, и) = const. Для этого используем равенство 

(g) Ф (g) = § * (gUo) dV< (g)-

В силу (7.7), это равенство перепишется в виде 

^da (и) (ku) со (kju) da, (k) = ^ da (и) ^х (ku и0) со (ky и) da, (k). 

Так как мера da (и) инвариантна относительно преобразования и->ии0У 

то последнее равенство можно переписать в виде 

^ da (и) ^х (ku) со (k, и) da, (k) = ^ da (и) ^х (ku) со (ky и и0) da, (k). 

В силу произвола функции ху отсюда следует, что 

со (к, и) = со (k,uu0), 

т. е. функция со (ky и) не зависит от и. Аналогично, из равенства 

(g)
 dv< (g) = (*b g)

 dv< (g) 

мы получим, что со (ky и) не зависит и от k. 
Таким образом, мы можем положить со (ky и) = су где с — некоторая 

константа. Подставляя в (7.7) вместо со (А, и) константу с?, получим (7.4). 
Вычисление константы с будет проведено в п. 5. 
3. Соотношение между мерами da (и) и da(z). Пусть x(g) — сум­

мируемая функция на @. Положим 

f(g)=[x(bg)P(bg)dPr(k). (7.8) 

Тогда 

/ (k0g) =^x(k k0g) ß (k k0g) dar (g) = J x (Äff) ß (Äff) tf(xr (ff) - / ( f f ) , 

т. е. функция / ( f f ) постоянна вдоль каждого класса смежности zr 

группы © п о подгруппе К- Мы можем поэтому положить f (g) =/(%') 
при g* 6 z ' . Выбирая в качестве представителя класса г' элемент z € Z , 
имеем 

/ ( г ' ) - ( te) ß ( te) dar (k) = \ x (kz) ß (£) rf[xr (Л) = J л: ( te) dp, (A); 

отсюда, в силу формулы (4.13), имеем 

\ x (g) dv. (g) = J dit (z) (kz) dfr (k) = 5 / (z') dy. (z'), (7.9) 
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где du (zr) = da (z). Так как функцию f{zr) можно рассматривать как 
функцию от и и писать f(u\ то ( 7 . 9 ) можно переписать в виде 

\х (g) da (g) = J f(l) со (u) da (u), (7.10) 

где со (и) — якобиан перехода от du(z') к da (и). 
Выберем в качестве представителя класса z' матрицу и и поло­

жим в (7.8) g — и. Мы получим 

/ (и) = (ku) ß (ku) dar (k) = ß (и) ^x (ku) ß (k) dar (k) = 

= ß (u) ^ x (ku) da, (k). 

Отсюда формула (7.10) приобретет вид 

Y (g) da (g) = \da (Z) со (и) ß(tt) ^x (ku) du, (k). (7.11) 

Сравнивая (7.11) с (7.4), получаем, ч т о * 

со (и) ß (и) = с. 

Вспоминая, что CÙ(U) есть якобиан перехода от du(z) к du (и), имеем: 
IV. При условии, что z иЪ определяют одну и ту же точку 

z' 6 Z ' , между мерами du (zf) = du (z) и d^ (и) имеется следующее 
соотношение 

du(z) = cß"1 (и) du (й). (7.12) 

4. Формула преобразования меры du (и). Найдем теперь, как пре-
образуется мера du (и) при преобразовании u~>ug. Для этого вос­
пользуемся равенством 

\x(g)dv.(g) = \x(gg0)dy.(g). (7.13) 

При переходе от x(g) к x(gg0) функция Л ( # ) = ^ x(ku)du,(k) пере­

ходит в ^ x (kug0) du, (k). 
Положим ug0 = kxu^, тогда 

^ x(kug0)du,(k) = ^x(kkyU^)ß(£)rf(jLr(k) = 

= ^x (kux) ß (kïl) ß (£) rf(xr (k) = ß"1 (ÄJ J x (kux) du, (k). (7.14) 

* Заметим, что так как ß (у) = 1, то ß (уи) = ß (у) ß (и) = ß (г/) и функция ß(#) 
зависит лишь от и; следовательно, мы можем писать ß (и) вместо ß (и). 
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С другой стороны, если_а б и, то и^ ug0. Кроме того, fi(ug0) = 
= ß (kx) ß (%) = ß (kj) ß (u g0). Поэтому равенство (7.14) принимает вид: 

5 x (kag0) da, (k) - ^fäj А (ц go)-

Отсюда и из соотношений (7.4), (7.13) следует: 
V. Имеет место формула 

$Л (»)^(2) = lfißgo)j^du(a), (7.15) 

следовательно, 
dy. О* go) ß (и go) 

dp (и) ß ("go) 
(7.16) 

5. Вычисление константы с. Вычислим константу с для того слу­
чая, когда меры d]x,(k) и da (g) пронормированы так, как в §§ 2 и 4, 
а ^ dp (и) = 1. Если, кроме того, J du. (у) = 1, то из (7.2) при f(u) = 1 

следует, что также ^ da (и) = 1. 
Элемент # в разложении g = ku определен с точностью до левого 

множителя у. Мы можем подобрать этот множитель так, чтобы все 
диагональные элементы ирр, р = 2,3,...,п матрицы были положительны. 
Этим условием матрица [и в разложении g — ku определяется одно­
значно. Если, в частности, g = е, то и k = е, и = е, ибо и= е — уни­
тарная матрица с положительными диагональными элементами. 

Дифференцируя разложение g = ku, получим: 

dg= dk-u + kdu. 

Отсюда, умножая обе части последнего равенства справа на g'1 = 
= urxk \ имеем: 

drg = drk + k dru - kr1, (7.17) 

где обозначено drg^g^dg. 
В частности, в точке g = е 

drg = drk + dru, (7.18) 

Дифференцируя условие ии* = е унитарности матрицы и, получаем: 

du-u* + и du* = О, 
т. е. 

dru + (druf - 0, (7.19) 

ибо dru =z du-w1 = du-и*. Равенство (7.19) означает, что dru — есть 
произведение эрмитовой матрицы на i. В частности, ее диагональные 
элементы drupp должны быть чисто мнимыми. С другой стороны, в 
точке и = е дифференциал drupp = dupp должен быть действительным; 
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следовательно, drupp = 0. Таким образом, в качестве параметра мат­
рицы dru можно взять ее элементы drupq, p^>q. В силу соотношения 
(7Л9), drupq=— driiqp, поэтому равенство^ (7.18) перепишется в матрич­
ных элементах в виде 

drgpp — drkPPf p = 2 , . . . , я, 

drgPq=drupq при p>q, 

drgpq = drkpq — drUqP при p < q. 

Отсюда следует, что в точке g = е 

da(g) = dal(k)d^(Z)1 (7.20) 

где d\i. (и) — мера в многообразии Ü, равная квадрату модуля опре­
делителя, составленного из компонент drupq, p<^q. Так как, по усло­
вию, ^da(a) = 1, и так как меры da (а) и da (и) могут отличаться толь­
ко постоянным множителем, то 

da (a) =*u{tl)du(u). (7.21) 

Подставляя в формулу (7.20), получим: 

da (g) = IL (tt) da, (k) da (и); (7.22) 

сравнение с (7.12) дает: 

с=р (U). (7.23) 

Другими словами, с есть мера всего многообразия U в переменных 
diUpqy p>q. 

При вычислении этой меры нам удобно будет одновременно вы­
числить меру (x(U) всей группы U в параметрах d%upq9 p>q, агирр, 
р = 2 , 3 , . . . , л . 

Пусть JR—/г-мерное комплексное эвклидово пространство, { / ? , . . . , / £ } — 
ортонормальный базис в R, & —оператор, матрица которого в этом 
базисе совпадает с матрицей и = \\upq\\. Обозначим через 38 совокуп­
ность всех матриц w из группы 11 = u ( / ï \ оставляющих на месте век­
тор / г Все матрицы w имеют вид 

w=(S «> <7-24> 
где ^-—унитарная унимодулярная матрица порядка / г — 1 . Следова­
тельно, группа 28 изоморфна унитарной унимодулярной группе П{п~1} 

порядка п — 1. 
Первый класс смежности группы U по подгруппе Ш определяется 

ортом / , который элементами этого класса переводится в орт / ? , т. е. 
определяется первой строчкой этих элементов. Выберем в правом 
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классе, определенном ортом / , представитель и^) так, чтобы элементы 
матрицы и№ были непрерывно дифференцируемыми функциями ком-

понент вектора / и чтобы и 1 = е. Это можно, например, сделать, 
выбирая в качестве такого представителя матрицу вида 

и1Х 

и 2 1 
и 3 1 

» 1 2 

» 3 2 

» 1 3 
О 

» 3 3 

» 1 4 
О 

О 

»1, /1-1 

О 

о 

» i n 

о 
о 

Un-1, 1 » л - 1, 2 » / г - 1 , 3 »я—1, 4 • • • » л - 1 , п-1 О 

И, ni 

(7.25) 

Всякую матрицу *г можно представить в виде 

при этом, если и = е, то и w = е; и№ = е. 
Ввиду компактности групп Й и Ж имеет место формула 

J 9 ( t t ) d £ ( a ) = Ç J(p(waW)rf | l ( w ) , (7.26) 

где аи(ц(Я) надлежаще пронормированная мера в многообразии о р т о в / , 
инвариантная при преобразовании / ' = wf (см. сноску на стр. 55). 
В частности, при ф (и) = 1 получаем 

£(tt) = £ (ЯВ) $ <зМ/), 

т. e. 
(7.27) 

Для определения ^ du(f)* продифференцируем равенство (7.25); мы 

получим: 

da = dw • uW + w duW; 

отсюда и из равенства а* = u^*w* следует, что 

du и* = dw-w* + w duW-u,W*w*, 
т. е. 

dru = drw + ^ dru,w -w*. 

В точке и — е это равенство перейдет в 

= drw + druSf\ 

* d\±(f) есть мера на сфере в комплексном л-мерном пространстве. Поэтому с 
точностью до постоянного множителя dp(f) нам заранее известна (см. (7.37)). 
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Так как dwlP = drwqi = 0, то из последнего равенства следует, что 

drulp = drti\g\ q = 1, 2 , . . . , я, 

drupq = drWpq + drUp% 2 < /? < 

По условию, элементы tùpq являются функциями переменных u\f

q\ от­
сюда следует, что элементы drup

fq являются линейными комбинациями 
элементов dru[q\ Поэтому из равенств (7.28) следует, что в точке 
и = е 

d^(a)=^àd^{w)f (7.29) 

где Д — определитель, составленный из компонент dru\f

q\ q = 1, 2 , . . . , я. 
Сравнение с (7.28) показывает, что da(f) = A. 
Выберем для элементов и[{/ параметры, полагая 

tq=\dfi\\ 9 = 2 , 3 , . . . , я ; efl = a r g a # , ? - 1 , 2 , . . . , я . (7.30) 

Тогда 

» i P = 1 Л ~ t % - . . . - t n é\ и\С = yiq е \ q = 2,...,n; (7.31) 

следовательно, 

du№= - Y V = ^ = = = (dt2 +... + dtn) t*** + 

+ V l - t 2 - . . . - t n i e i B x dQl9 (7.32) 

du[Ç = ^^eîe^tq+VrFqeiQ*idQq, q = 2,...,n. (7.33) 

Из этих равенств следует, что 

dru$ = i dbx; (7.34) 

далее, при и = е будет t2 = ... = t n = 0; следовательно, формула (7.32) 
показывает, что дифференциал du$ остается конечным* при а = е. 
С другой стороны, при q > 2 

^ r » î ? = 2 d u ^ u i s = d t t ^ • »ei + S ^ W i s ' ^ ( 7 - 3 5 ) 

причем, в силу только что сказанного, слагаемые dan • я а стремят­
ся к нулю при и->е. Поэтому, и в силу (7.35), при а—>е определи­
тель Д имеет своим пределом произведение 

Аг I u11\2db1 = A1dQb (7.36) 

* Формула (7.33) показывает, что остальные дифференциалы du{[^ 1 не остают­
ся конечными при и = е. 

(7.28) 
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где 
»22 • • • »2?г 

11П2 . • • » / ш 

= 1 при и = е, 

а Д х — определитель, составленный из компонент действительных и 
мнимых частей элементов du[% # > 2 . Полагая duip=dlq+idy}q, <7>2, 
из формулы (7.33) имеем 

dZ>q = cos 0^ dtq—Vtq sin % d%, 

При фиксированном # > 2 определитель перехода от d\q, dr\q к dtqy 

dQq равен - | - ; следовательно, 

i 

Д 1 = -2n=r ^ 2 - • . ^ 0 2 . . . dbn. 

Отсюда и из формулы (7.36) следует, что 
^(/) = ~2^т dt2...dtndQx...dQn, (7.37) 

причем интеграл по dt2,..., dtm dQb . . . , б?0/г берется в области, опре­
деленной неравенством 

0 < * 2 + . . . + * и < 1 , tq>09 q>% О < 0 р < 2 т с , р = 1 , . . . , л . 

Поэтому 

откуда, в силу (7.27), 

Применяя формулу (7.38) к группам и*'*-1), Ш П ~ 2 \ . . . , ü ( ? ) , получим 

т. е. 

ОН-2) ( я - 1 ) 

2 ^ 7 1 2 
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Совершенно аналогично вычисляется мера а (й). При этом нужно 
только учесть, что при переходе от у. (U(n)) к (2 ( Й ( Л _ 1 ) ) будет отсут­
ствовать переменное 0 Г Поэтому вместо формулы (7.38) мы будем 
иметь 

Отсюда, как и выше, получаем: 
п {п-1) 

c = Ê(g> = i!a"..(»-i)i • (7-4°) 

§ 8. Второй способ описания представлений основной серии 

В § 1 главы I мы задавали представления основной серии формулой: 

где zr— элементы из классов смежности & по Ку a (g*) — функция, 
задающая представление, g2> — какой-либо элемент группы ®, пере­
водящий единичный класс смежности ё в класс z\ Функция a (g -) 
есть произвольная функция, удовлетворяющая функциональному урав­
нению a (kg) = <x(k) а (g), и такая, что | a (g) | = ß (g) (определение ß (g ) 
см. формулу (2.7)). В § 6 п. 2 мы показали, что точки zr (правые классы 
смежности & по К) можно изображать с помощью элементов а 
(и = {уи}, где и — унитарная матрица, а у пробегает все диагональ­
ные унитарные матрицы). Поэтому функции f(zr) мы можем задавать 
как ф у н к ц и и / ( я ) . Если и — элемент класса г', то ëu~z' и мы мо­
жем положить gz'^u. Тогда формула (8.1) примет вид 

TJ@) = l$rf&g)> (8-2) 

где и — любая матрица из класса и = {уи}. 
По определению, оператор Tg есть оператор в гильбертовом про­

странстве § функций f(z') с нормой 

\\f\?=\\f{ï)\2dy.(z?). 

Если функции f(z') рассматривать как функции /(и), то, в силу 
формулы (7.12), это выражение перепишется в виде 

| | / | | * = ф ~ Ч и ) ! / ( « ) № ( " ) • (8.3) 



Второй способ описания представлений основной серии 65 

Таким образом, пространство § изображается как пространство 
всех функций / ( w ) , для которых выражение (8.3) конечно. 

Перейдем от пространства функций / ( 2 )6$ к пространству 
функций 

1 _ 1 

<р(ц) = с2 f(Z) ß 2 (2). (8.4) 

Выражение (8.3) для нормы примет вид 

II 9 I I 2 = $ 1 Ф М № ( Я ) . (8.5) 

Таким образом, переход (8.4) от / (и) к 9 (и) есть изометрическое 
отображение пространства iß функций f (и) на пространство $Q всех 
функций 9 (я), для которых выражение (8.5) конечно. 

Посмотрим, как выглядит оператор Tg в пространстве Мы имеем: 

JL _ JL J _ JL J _ 1 _ 
Та Си) = с 2 У ~ " 2 (2). г</ (2) = * т р т (2) г* с 2 > 2 (2) 9 (2) -

= ß T
 («) ^ ß * ? ( « i ) ; (8.6) 

полагая 
1 

*i (^) = « (g) ß 2 (и) при g = ku, (8.7) 

получим из (8.6): 

T^&)=^^?&g)- (8.8) 

Действительно, полагая ug = и обозначая через w и % классы, 
содержащие и и имеем: u1 = ug; следовательно, в силу (8.7) 

«i (t*g) = « (ag) ß 2 Ы = « fog) . ß 2 fig) 
a i (и) L a (я) JL 

Из формулы (8.7) следует, что 

a i (и) = X (и); следовательно, | ах (и) \ = 1. ( 8 . 9 ) 

Мы приходим, таким образом, к следующему результату: 
Представления основной серии описываются операторами в про­

странстве функций 9 ( 2 ) , для которых выражение (8.5) конечно. 
5 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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Скалярное произведение в $ег задается формулой 

(?i> <ра) = \ 9i (») Ф2 (») ^ (а). (8.10) 

Операторы Tg представления задаются формулой (8.8) 

TMu) = * ^ 

где фиксированная функция a-Ag), определяющая представление, 
есть произвольная функция, удовлетворяющая функциональному 
уравнению 

^1(kg) = cc1{k) Od (g) 
и требованию 

M » ) 1 = 1. 

Отметим, что разные функции ^(g) могут определять одно и то 
же представление. Действительно, положим 

9х(и) = х (2) ср (и), (8Л1) 

где х ( # ) — фиксированная функция такая, ч т о ^ х ( # ) ] ' = 1. Переход от 
9 (и) к 9Х (и) есть унитарное отображение пространства $ 3 на самого 
себя. При этом отображении оператор Tg примет вид 

т» /~\ a i (US) х (и) ,~ —ч 

a i (и) х (и g) 

Введем функцию OL\ (g), полагая 

Тогда мы получим 

« ; ( £ ) = - ^ Для g = ku. (8.12) 
х (и) 

7 Л ( « ) = - ^ Т Г Ф 1 ( » £ ) . (8.13) 
a i ( и ) 

Действительно, если и# = то ug = u1 и, следовательно, 

«1 ("g) «i(gg) 
a î (") x ( 3 7 ) « i ( a ) ' 

Таким образом, функция ^ ( g ) и 

где g = ku, a х(и) — произвольная функция с | х (и) | = 1, определяют 
одно и то же представление. 
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Заметим, что из (8.12) следует, что (k) = сх.г(к) и &\ (и) = а * ffi. 
х (и) 

Так как всякий элемент g может быть записан в виде ku, a a^ku)^ 
= аг (k) аг (и), то связь между ос и <х'г можно задать формулой: 

а; (k) - а! (£), а; (и) = , 

где х(а) — произвольная функция, для которой | х ( а ) | = 1 . 
Напишем еще выражение для ^(k): 

a 1 (Ä) = | Ä 2 2 | «22 1 * 3 3 I *зз . . . | * л л | #/Ш . (8.14) 

Для нахождения ^ ( g ) остается указать правило вычисления эле­
ментов \ р матрицы 8 в разложении g = te = С8д. Мы имеем 

= £8ии*8Т = £88*^ Так как C 6 Z , то согласно формуле (3.12), 
отсюда следует, что 

|^1 2 = р = 1, 2, . . . , / г , (8.15) 

где А^ —минор матрицы gg*, составленный из ее последних п—р+1 
строк и столбцов, и А „ + 1 = 1. 

Отметим, что, в силу равенства g = Z$u, = ÇSy-y""1^, числа 1Р вообще 
определены только с точностью до своих аргументов. 

Пространство & г функций <р(&) можно также рассматривать как про­
странство функций (р(и) на группе U, удовлетворяющих условию 

Ф ( т а ) = Ф ( и ) . (8.16) 

8 силу формулы (7.2), для нормы || 9 || имеем тогда выражение 

II91| 2 = $ 1 ? И № ( * * ) , (8.17) 

а для оператора Tg: 

где — произвольный элемент класса a g. В силу условия 9 (уи) = 
— 9 (и), значение 9(#g") не зависит от выбора этого элемента. 

Мы указали реализацию представления на пространстве функций 
9 (и), удовлетворяющих условию 9 (уи) = 9 (и); однако более естест­
венной является его реализация в пространстве функций 9 (а) на 
группе IX, удовлетворяющих равенству 

9(у*г) = а ( у ) 9 М , (8.16') 

для которых попрежнему выражение (8.17) конечно. При этом легко 
показать, что функцию % (g) можно заменить эквивалентной ей функ­
цией oc'j (g-) т а К у чтобы представление приняло вид: 

T&(u) = oLl{ug)4(u~g). (8.18') 

5* 
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§ 9. Сферические функции 

1 . Условие существования вектора, инвариантного по отношению 
к операторам Ти. Поставим теперь следующий вопрос: 

При каких условиях в пространстве представления $QX существует 
вектор / 0 (и), инвариантный по отношению ко всем операторам Тщ 

соответствующим элементам и унитарной подгруппы Ш 
Согласно формуле (8.18) для представления, искомый вектор f0(u) 

должен удовлетворять условию 

при каждом # 0 GU для почти всех ^ € IX. Отсюда следует, что 

для почти всех пар (и, и0), а поэтому и для почти всех пар (ищ, и 0 ) . 
Это означает, что а х (и) /0 (и) = const для почти всех и 6®. Так как 
/о(ти)=/о(и)у т о э т о возможно тогда и только тогда, когда также 
a i (ча) = a i (и)> т - е - когда а 1 (у ) = 1- Из формулы (8.14) следует, что 
условие а х (у) = 1 эквивалентно равенствам т2 = т3= • • • = тп = 0. 
При выполнении этого условия f0(ti) = си*1 (и), т. е. с точностью до 
постоянного множителя существует только один такой вектор. 

Таким образом, доказана следующая теорема: 
Т е о р е м а 3. Для того, чтобы в пространстве представ­

ления основной серии существовал вектор, инвариантный по отно­
шению ко всем операторам представления, соответствующим уни­
тарной подгруппе, необходимо и достаточно, чтобы х (у) = 1, т . е. 
чтобы т2 = т3 = • • • = тп = 0. 

При выполнении этого условия существует с точностью до постоян­
ного множителя только один такой вектор. 

2. Определение сферической функции и ее интегральное выражение. 
Так как при а х (у) = 1 функция а х (и) постоянна на каждом классе 
и, то мы можем положить а 1 (# ) = а 1 (# ) . С другой стороны, функция 
аг (и) определена данным представлением с точностью до множителя 
х (it), по модулю равного единице (см. § 8). Полагая х (и) = а х (и), мы 
можем таким образом добиться того, что сих(и) = 1. Тогда / 0 (и) = с. 
Нормируя меру da (и), так, что \ da (и) = 1 и полагая f0(u) = 1, мы 
получим нормированный вектор / с . Положим теперь для этого вектора 

«1 ( д«о ) 
a i («) 

/ о ( и Я о ) = / о ( и ) (9.1) 

«i ( 0 И О ) / О (uuo) = <*i (и ) /о (а) 

?(г) = (7Уо.Л); ( 9 . 2 ) 

функция 9 (g*) называется сферической функцией, соответствующей 
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данному представлению Tg. Она является элементарной положи­
тельно-определенной функцией и удовлетворяет условию 

= = 9 (£)• (9.3) 

Первое утверждение следует из того, что Tg — неприводимое унитар­
ное представление группы ® (см. [ 1 2 ]) , второе же —из того, что, по 
определению вектора / 0 , TufQ = / 0 - Поэтому 

9 = (ВД*/о> / о ) = {Tgf* / о ) = 9 (g"), 

Ф = ( Г и 7 \ / 0 , / 0 ) = ( Г , / 0 , 7 7 У 0 ) = (Tgfo, / о ) = 9 te)-

Из (9 3) следует, что достаточно вычислить y {g} для диагональных 
матриц S с положительными элементами. Действительно, всякую мат­
рицу g€® можно представить в виде g = au, где а — положительно 
определенная эрмитова, а и — унитарная матрица. Далее, матрицу а 
можно представить в виде а = игЬи^\ где их — унитарная, а 8 — диа­
гональная матрица с положительными диагональными элементами. 
Таким образом, g* = a1Stt2. Отсюда ? t e ) = ç (8) , следовательно, доста­
точно вычислить Ф ( 8 ) . Отметим, что Ф ( 8 ) есть симметрическая функ­
ция диагональных элементов \ р , р = 1, . . . , п матрицы 8, ибо всякая 
подстановка этих элементов достигается унитарным преобразованием 
вида 8' = и"Чи. 

Так как / 0 ( и ) = 1, а х ( ^ ) = 1, то, согласно формуле (8.18), 
us/о = а х (#8); следовательно, 

Ф (S) = (u8f0, / о ) - J а, И ) rffi (а). (9.4) 

С другой стороны, формулы (8.14) при т2 = /тс3 = • • • = тп = О и 
(8.15) дают для а х(и8) следующее выражение: 

; Р* 1 ; Рз о Рп—1 р/1 

a i ( t t S ) = UJ U4 " Ч - а г ; Л п 

. Р 2 , . Р з - Р а , . P/1—P/I—1 
~2 2 * Ô 1 

= А2 А 3 . . . Д я

 2 , (9.5) 

где Ар, (р = 2, . . . , /г) — минор матрицы 

Ъ = И ) (иЪ)* = иЪ*и\ 

составленный из ее последних п — р + 1 строк и столбцов. Матрицы 
Ъ, и, 8 2 можно рассматривать как матрицы операторов Ъ, и, S 2 в /г-мер-
ном пространстве Rn по отношению к некоторому фиксированному 
ортонормальному базису / х , / 2 , . . . , / л и писать 

&м = ( V * Л ) = И 2 а * Л , //>) = (* » 7 Р ) . ( 9 -6) 
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Положим 
u*fn = е г , и*/п-\ = е ъ . . . , и*/г = е п 

(9.7) 

*• ö * — ^ 1 » ^ 9 1 = CJ2, . . . , ^ " 9 1 —Gn-h О —a. | У . О ) 

Тогда векторы ev е2, . . . , еп образуют ортонормальный базис в Rn и 
когда и пробегает все элементы группы tt, то {е19 е2у . . . , £ л } пробегает 
все такие базисы с точностью до множителя в ег, по модулю равного 
единице. При этом 

(^i, ег) (ае19 е2) 
[аеъ ег) (ае2, е2) 

(аеь ег) (aev е2) . . . (аег, еп-\) 
(ае2, ег) (ае2, е2) . . . (ae 2, 

^ ) (aen-h е2) . . . г(ае„_ь e*-i) 

(9.9) 

так что, в силу (8.4) и (8.5): 
I. Сферическая функция <р(8) представления Tg основной серии 

равна 

\ { а е ь е г Г 

а2 (ае1У ег) (aev е2) 
(аеъ еЛ) (ае2у е2) 

{aev ег) (аеь е2) . . . (aev еп-\) 
(ае2, ег) (ае2, е2) . . . (ае2, еп-\) 

{аеп-ь ег) (аеп-\, е2) . . . [аеп-и еп-г) 

da (е), 
(9.10) 

где da (е) — мера на множестве всех ортогональных систем 
{еь е2у • . . , еп} n-мерного пространства, инвариантная при их 
унитарных преобразованиях, а = 82, а числа Gp определяются по 
формуле (9.8). 

3. Вычисление сферической функции. Вычисление интеграла (9.10) 
мы будем проводить индуктивно. Пусть сначала п = 2. Тогда 

(ае1У е,) - b22 = \ \ и2112 + Х21 и2212, I и21 \2 + \ и2218 = 1 , 

где \== Xi, Х2 = À2 — собственные значения оператора а. Далее, выбе­
рем в качестве параметров в группе U t = \u22\2 и 6 1 = arga 2 1 , 
6 2 = arg и22. Тогда инвариантная мера в U, т. е. в группе унитарных 
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матриц второго порядка, задается формулой: da (и) = T^dtdQ1dQ2 и 
формула (9.10) принимает вид:* 

2тс 2тс 

т. е. 

о о 

9(8) К + 1) (ц 2 - ( X i ) * 
(9.11) 

Предположим теперь, что для группы порядка п — 1 уже доказана 
формула 

9(8) = с 

1 1 . . . 1 

1 2 л—1 

-2 ' X 2 ^ + - + ^ _ S + ' 1 - 2 . . 
п-2 I 

П П ^ + --- + ̂ + /-^+1) 
£=1 k=l 

П Р Р - ^ ) 
я—1>р>0>1 

* = 1!2!.. .(л — 2)!, 
(9.12) 

где Xj, Х 2 , . . . , ХЛ_1 — собственные значения оператора а; докажем, что 
эта формула будет также верна и для группы порядка п. Так как 
при п == 2 эта формула доказана, то она тем самым будет доказана 
для всякого п. 

Для доказательства разобьем интегрирование в формуле (9.10) на 
интеграл по всем системам еъ е2, ..., en-\ при фиксированном еп, а 
затем — на интеграл по всем еп- Но при фиксированном еп различные 
системы е ъ . . . , еп-\ получаются друг из друга унитарным преобразо­
ванием в Rn-h которое не изменяет последнего определителя в фор­
муле (9.10). Следовательно, эту формулу можно переписать в виде 

(ае19 ег) (ае19 е2) . . . (аеь еп-\) 

(аеп-и Ci) [ а в п - ь е2) . . . (аеп-ь еп-\) 

da (еп) х 

(аеъ ег) . . . (ае1У еп-2) 

(аеп-ь . . . (аеп~2, еп-2) 

7п—2 

da(el9...9en-i). (9.13) 

* Формула (9.11) для сферических функций была получена ранее авторами в [•[. 
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Пусть Ж — подпространство всех векторов в Rn, ортогональных 
к еп, а Р — оператор проектирования на это подпространство. Внутрен­
ний интеграл в (9.13) есть функция <р, составленная для оператора РаР> 
в п—1-мерном пространстве* Ш . Следовательно, согласно нашему 
индуктивному предположению, этот интеграл выражается по форму­
ле (9.12), где вместо Л1г . . . , Л Л _ 1 следует подставить собственные зна­
чения оператора РаР. 

Определитель 

(ael9 e±) (аеь е2) . . . (ае19 еп^х) 

(аеп-ь ег) {аеп-ь е2) . . . (аеп-ь еп~\) 

можно тоже выразить через собственные значения иь и2, . . . , [xn_i опера­
тора РаР. Действительно, этот определитель есть определитель мат­
рицы РаР и, следовательно, равен аг [ х 2 . . . ап-ь Окончательно инте­
грал (9.13) принимает вид: 

?(8) = jj (^ [х2... {хя_0а я- X (9.13') 

X 

,+1 +1 
(JL П-9 

п—2 I 

П Шв* + -+ в «+'-* + 1> П 
/ = 1 £ = 1 т г - 1 > / ? > 0 > 1 

где [Xi, а2, . . . , (Ля_1 — собственные значения оператора РаР и, следо­
вательно, зависят от еп. 

Найдем уравнение для этих собственных значений. 
Если а — одно из этих собственных значений, а / —соответствую­

щий собственный вектор, то должно быть Paf = uf, т. е. 

(9.14) 

Пусть / х , / 2 , . . . , fn — базис во всем пространстве Rn, в котором 
оператор а диагоналей, и пусть afk^kfk, k = 1, 2 , . . . , п. Обозначим через 
5i> ?2> • • • у и иъ и ъ . . . , ип проекции векторов / и еп в этом базисе. 
Тогда, проектируя равенство (9.14) на вектор/ , получим: \и = у£к + 

Отсюда ^ = . С другой стороны, ( / , еп) = 0, т. е. \ \kин = 0. 

* Вместо а мы рассматриваем оператор РаР, так как подпространство, порожден­
ное векторами elt..., еп_г, не инвариантно относительно а. 
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Подставляя вместо ^ его выражение, получим искомое уравнение 

E g -
для определения собственных значений аъ ..., [хя-ь 

Положим tk = \Uk | 2 , б л = arg^/г. Тогда в интеграле (9.13) 

ф (<?„) = — L _ dtx dt2... dtn-i dbx dQ2... dbn. (9.16) 
(2я) 

Перейдем от переменных интегрирования t l 9 . . . , tn-\ к переменным 
Pu ^2» • • • > н-я-ь Д л я этого нужно найти область изменения этих послед­
них переменных и вычислить якобиан перехода от t l 9 . . . , tn-\ к 
[LL9 . . . , [ Х л _ 1 . 

Расположим числа Х19 Х 2 , . . . , Х л в порядке их возрастания; пусть 

Х 1 < Х а < - - - < Х я . (9.17) 

В силу (9.15) числа а19 и29..., [x n_i суть корни уравнения 
п t п 

Е у З ^ 0 ' г д е S** = b * * > 0 . (9.18) 

Отсюда следует, что 

* 1 < Vi < *2 < ^ 2 < Х 3 < - • - < Х л _ 1 < < Х„; (9.19) 

эти неравенства определяют границы для переменных 
Докажем, что, обратно, по заданным числам цА, удовлетворяющим 

неравенствам (9.19), единственным образом определяются числа tkj 

удовлетворяющие условиям (9.17); тем самым будет доказано, что 
каждое из переменных \хи полностью заполняет свой интервал (X*, X^+i)-
Числа tk определяются из уравнений 

У ~ - ^ - = 0, у. tA=l, г = 1 ,2 , . . . , п-1. (9.20) 

Положим V/ = — ; / = 1, . . . , п — 1; vn = 0; тогда уравнения (9.20) пере-

пишутся в виде 
п tb (0 при / = 1, 2, п— 19\ 
2 — V = (9-21> 

£=i 1—yfiKk И при i = п. ) 
Согласно лемме Коши (см., например, [ 3 2 ] стр. 276) для определителя 
этой системы имеем 

П <v*-v*) П 
1<^<г</г l<fe<f<tt 22) 

U = l , 2 n Д (1 — V j X Ä ) 

det 
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Отсюда 

t p = (-!)"+/> det 
Ь Ч i=l, % л—I 

:det 
i - y f i 4 i, k=l, . . . , n 

П к -ч> П 
/2—1 Л 

П П (ч-ч) 
. 1<*»<л</* \<,k%<kx<n 

П 

( - 1 ) я + * ^ г 
£ = 1 

П (v« - v*) П &р - ^ П & - V 
£ = 1 £ = 1 £ = p - i - l 

(9.23) 

Так как по условию, v , 2 = 0 , то это последнее равенство принимает вид 

л—1 

^ = ( - 1 ) ^ •_ , 

П>*П $Р-Ч) П &=i k=i k=p^ 

л - 1 

или, так как vk = — , k = 1 , . . . , n — 1, 

л - 1 

П (и. £=1 

n<v 
i4=p 

(9.24) 

Из неравенств (9.19) следует, что знак числителя и знаменателя этой 
дроби совпадает со знаком (— 1 ) р _ 1 ; следовательно, эта дробь больше 0. 
Таким образом, полученные числа tp удовлетворяют всем поставлен­
ным требованиям, и наше утверждение доказано. 
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Найдем теперь якобиан 1̂ * ' " " п~ г \ . Из формулы (9.24) имеем: 

л -1 

dt П <«*г 
Р __ J=ltJ*i 

л - 1 

П 
1 

следовательно, 

л-1 П (^/-v 
О К V-n-l ) "z, 1 

Det 

П ft-fy t̂ i — x p <,J»=1 л -1 

f , p = l 

= п (̂ -̂ ): П 
1 1 1<*<Р<я 

В силу неравенств (9.19), отсюда следует, что модуль этого опреде­
лителя равен 

П iv-i-V*)- П 

l<fe<f<«-l Kp<i<n 

(9.25) 

Подставляя в формулу (9.13'), получаем: 

л - 2 / 

/=1 Ь=Л 

X 

П n n ^ + - + e i + / - * - 1 ) 

1< £ < р < л ' ' ' ' 

X 

А Л *Л—1 Х 

Х Л - 1 7П-

1 
стл-2+1 

1 

г*1 ^2 

1 

..^л-2-Ь-1 

• • ^л -1 

• • Н-л-1 

*1 0i_j ^ а / г __ 2 ^ . л -2 м^+'- '+ал -оЧ -л -г л а 1 + . . . - { - ^ л - - 2 + / г - 2 

X 

X [Л?*" 1 { Х ^ - 1 . . . [ Х ^ 1 rfj^ ф 2 . . . (9.26) 

Внося множители [л^-1, {х° я - 1 + 1 , . . . в первый, соответственно 
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второй, столбцы этого определителя и производя интегрирование, по­
лучим, что интеграл в (9.26) равен 

л - 1 X 

£ = 1 

Х°я-2+°л—1+ 2__^^л-2+°л-1+ 2 

л-1 
в Х ° л - 2 + ° я - 1 + 2 __Х°л -2+°л -1+ 2 

~ а 1 + . . . + о я _ 1 + п - 1 Го 4 Н- Н ъ + л - 1 . . + о л _ 1 + л - 1 r o d }-о j-J-л—1 
Л2 — - A i . . . Ап — Л / 2 - l 

1 
л-1 

X 

П(а*+--- + ° л - 1 + * - * ) 
£ = 1 

X 

Х°л-гИ 
А 1 А 2 

Х°л -2+^л -1+ 2 х а л - 2 + а л - 1 + 2 

1 А 2 

Л 

x^i+1 

Х°я--2+°л-1+ 2 

-ax-f. . .+ол_1Н-л—1 Х2 г+* " '+9п— 1 + л — 1 л л 

Подставляя это выражение в (9.26), получим 

1 
*(*) = • 

1 

л-1 Z 

П ^ - ^ П П ( ° А + - - + в ' + / " - А + 1 ) 
1 < * < Р < л / = 1 fe=l 

X 

X 

1 

Х > - 1 
А 2 

+ 1 

? ° Я - 2 + с т л - 1 + 1 Г а л _ 2 + а л - 1 + 2 

1 2 

1 

'л 

Х с т « - 2 + ° л - 1 + 2 

X°i+* •* + с т л - 1 + / 1 ~ 1 Х ^ ' ' • + с т л - 1 + " - 1 

Л Л 

(9.27) 

a это выражение получается из формулы (9.12), если туда подставить п 
вместо п—1. Тем самым, формула (9.27) доказана для всякого я. 

Подставим в эту формулу вместо с^, < 7 2 , . . . , cr„-2 их выражения 
из (9.8), а вместо чисел X* их выражения X/ = X*, через диагональ­
ные элементы X* матрицы 8. Мы придем тогда к следующей 
теореме: 

Т е о р е м а 4. Если Tg — неприводимое представление основной 
серии группы ®, отвечающее характеру x (8) = | Х2 | f p « | Х3 | * Р » . . . | Х л| г>^ 
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то соответствующая сферическая функция определяется формулой 

, 1 1 . . . 1 

Ф(8)=(т) 2 
1 

П %-*р) П (х1-^ 
i<P<g<n i < p < ^ < n 

Ai А2 . . . Ап 

•\Ф» -\Фв ^ P j 

Al А2 . . . An 

l i 9 n \ i 9 n h Î P n 
A l

 A 2 • • • л л 

§ 1 0 . Разложение по представлениям унитарной подгруппы 

Пусть 

Tgf(») = a^f(ug) (ЮЛ) 

— представление основной серии, соответствующее характеру х(8) . 
Если элемент g пробегает подгруппу U группы ©, то мы получаем 
представление Ти группы XX. Следовательно, его можно разложить на 
неприводимые представления группы XI, каждое из которых конечно­
мерно в силу компактности этой группы. 

Выясним, какие неприводимые представления группы XX и с какой 
кратностью содержатся в представлении Ти. 

Частный случай, а именно, для единичного представления группы 
IX был рассмотрен в теореме 3 § 9 . 

Итак, пусть и -> с (и) — неприводимое унитарное представление 
группы XX степени m (так что с (и) = \\ cpq (и) \)р, q = \,..., m — конечная 
унитарная матрица) и пусть это представление содержится в нашем 
представлении Г й . Это означает, что в пространстве fëi представле­
ния Та существует инвариантное подпространство Ш размерности m 

базисом Л { и ) , f m ( и ) таким, что всякий оператор TUo, « 0€ХХ, рас­
сматриваемый как оператор в Ж, имеет в этом базисе матрицу с(и0). 
В силу (10.1), последнее утверждение эквивалентно равенствам 

m 

/я(яяо) = 2 смЫ/Р(a), q=l,...,m. (10.2) 

Будем рассматривать систему {fx (и\ . . . , fm (и)} как вектор-функцию 
/(и) со значениями из яг-мерного пространства. Тогда условия (10.2) 
перепишутся в виде 

^ ^ / ( и и 0 ) = с Ч и 0 ) / ( и ) , (10.3) 

где с' (и) — транспонированная матрица. 
Это равенство имеет место для почти всех пар (и, и0), следова­

тельно, при почти каждом и для почти всех и0. Фиксируя одно из 
таких значений и, мы получим, что для почти всех и0 

/ (" и о) = ^ёЬ '̂К)/(")- (10.4) 
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Так как первая часть этого равенства есть непрерывная функция от щ 
(напомним, что |ос(и)| = 1), то изменением функции f(a) на множестве 
меры нуль можно добиться того, чтобы функция f(u) была непрерыв­
ной. 

Положим в (10.3) и = е и и0 = у; м ы получим: 

M Y ) / ( Ï ) = ' ' ( ? ) / ( * ) • (10.5) 

Так как функция f(u) удовлетворяет условию f(yti) =f(u), то 
/ ( у ) = / (<?) ; так как а х (у) = х (у), то равенство (10.5) принимает вид: 

с'М№ = хМ№. (10.6) 

Будем обозначать ч е р е з / ( д ) вектор с компонентами {/г(»),..., fm(u)}, 
комплексно сопряженными компонентам вектора f(u)J Переходя 
в (10.6) к комплексно сопряженным числам, получим, что 

т. е. 

СЧУ)№ = Ш - № - ( 1 0 . 7 ) 

Применяя к обеим частям этого равенства матрицу с (у), мы получим, 
что f(e) = x{y)-c{y)-f(e), следовательно, 

с(ч)т = хМШ (10.8) 

при этом /(е)ф0. Действительно, полагая в (10.3) n0=tr\ находим, 

чтос'(а~1)/(и) = ~^щ/(е), т. е. f(u) = ~ffiCi(u)f(e). Если поэтому 

f(e) = 0, то также / ( и ) = 0, что невозможно. 
Вектор / 0 Ф 0 из пространства представления с (и) называется j?££0-

вым вектором этого представления с весом À (у), если с ( у ) / 0 = X ( Y ) / O 

для всех у € Г . Наши рассуждения показывают, что вектор / ( г ) есть 
весовой вектор представления с (и) с весом х(у)-

Пусть теперь, обратно, в пространстве представления с (и) суще­
ствует весовой вектор / 0 с весом х (у)- Отсюда следует, что 

' ' ( Y ) 7 O = X ( Y ) / O - (10.9) 
Положим 

f(u) = ^)c'(u)fo- ( 1 0 - Ю ) 

Функция f(u) непрерывна и постоянна на каждом классе. Действи­
тельно, 

= Mr)WC' ( t t ) х ( т ) 7 ° = ^ 'мл=/(«)• 
Далее, 

с' (и0) /(и) = ^ ~ с' (щ) с' (и) Л = ^у-с' (яио) /о = ^ff(uuo)> 
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т. е. функция f(u) удовлетворяет соотношению (10.3). Следовательно, 
подпространство в Qv натянутое на функции fx(и),fm(и), является 
инвариантным подпространством, в котором представления Ти и с (и) 
совпадают. 

Таким образом, имеет место 
Т е о р е м а 5. Пусть Tg — представление основной серии группы %, 

соответствующее характеру x (§)• Для того, чтобы полученное us 
него представление Ти унитарной подгруппы и содержало данное 
неприводимое представление с (и) этой подгруппы, необходимо и 
достаточно, чтобы в пространстве представления с (и) содержался 
весовой вектор /0 веса х (у). 

Выясним теперь, сколько раз данное неприводимое представле­
ние с (и) содержится в представлении Ти основной серии. Пусть 
5И(1), Зй ( 2 ) , . . . , 2DÎ(r)— линейно независимые инвариантные подпространства 
в $QV в каждом из которых представление Ти эквивалентно представ­
лению с (и); пусть (и), /(2) (и),..., f{r) (и) — соответствующие вектор-
функции, так что 

fp) (ии,) = с' ( и ) / » (и), р = 1, 2 , . . . , г. (10.11) 

Положим /о р ) = (е), р = 1, . . . , г; в силу доказанного выше, ffi 
весовые векторы представления с (и) с одним и тем же весом х(у). 
Эти векторы линейно независимы. Действительно, пусть 

2 ^ = 0 , (10.12) 

следовательно, также 

2 w = о. 

Из формулы (10.10) следует тогда, что 

Так как пространства §ГО(1), 5Щ ( 2 ) , . . . , 2И(г) линейно независимы, то отсюда 
следует, что лг = Х2 = • • • = Хг = 0. Следовательно, векторы fop) линейно 
независимы. 

Таким образом, число подпространств не превышает числа 
линейно независимых векторов с данным весом х(у)« 

Обратно, пусть теперь /о 1 }, . . . , for) — полная система линейно неза­
висимых весовых векторов с весом х(у)- Пользуясь формулой (10.10), 
положим 

fip)(u) = -^c'(u)7op). (10.14) 



80 Описание представлений основной серии при помощи унитарной подгруппы 

Обозначим через Ж подпространство, натянутое на функции 
Лр) {и)>..., fm Докажем, что подпространства Ш{р\ р = 1, 2 , . . . , г 
линейно независимы. Пусть 

г m 

2 2 (и) = 0 , (10.15) 

требуется доказать, что все Хрд = 0. Формула (10.14) означает 
m 

ff {и) = 1 2 ^ (") /> = 1, • • •, п ? = 1 , . . . , i». 

Подставляя эти выражения в (10.15), получим, что 

г m m _ 

p = l 9 = 1 v ' ; = 1 

следовательно, 
m m / г -, 

2 S (S W ^ ) ^ ( * ) = o . 
Так как представление с (и) по условию неприводимо, то функции 
Cjg (и) линейно независимы. Поэтому из последнего равенства следует, 

г 

чтр 2 bpqfo^j = 0; так как векторы / о р ) линейно независимы, то это 
p=i 

возможно только тогда, когда все \ р я = 0. Тем самым доказана сле­
дующая теорема: 

Т е о р е м а 6. Данное неприводимое представление с (и) группы IX 
встречается в представлении основной серии Ти, соответствующем 
характеру х, столько раз, сколько в пространстве представления 
с (и) имеется линейно независимых весовых векторов /0 с весом х(у). 

Из доказанной теоремы можно вывести интересное 
С л е д с т в и е . В разложении представления Ти на неприводимые 

представления группы U представление с наинизшим возможным 
старшим весом встречается лишь один раз. Этот наинизший стар-
ший вес есть x (т). 



Глава III 

Вырожденные серии неприводимых унитарных 
представлений группы & 

В главе I мы рассмотрели так называемую основную серию непри­
водимых унитарных представлений группы © (унимодулярных матриц). 
Эти представления мы реализовали как представления в пространстве 

функций от матрицы z, т. е. функций от ftfo^-1) комплексных пере­
менных. Однако этим не исчерпываются все неприводимые унитарные 
представления группы ©. В этой и следующей главах мы укажем так 
называемые вырожденные и дополнительные серии неприводимых 
унитарных представлений группы®. В дальнейшем будет доказано, что 
этими представлениями и представлениями главы I исчерпываются 
все неприводимые унитарные представления группы ©. 

Перейдем к краткому описанию вырожденных серий. Совсем 
грубо вырожденные серии можно охарактеризовать как представления 
в пространстве функций f(z), зависящих, однако, не от всех п ( я 1 ) 
параметров zpq, а лишь от части их. Самым „вырожденным" из пред­
ставлений является единичное представление, которое каждому эле­
менту g ставит в соответствие тождественное преобразование в одно­
мерном пространстве. Его можно трактовать как преобразование 
в одномерном пространстве констант, т. е. функций / (г), не завися­
щих ни от одного из параметров Zik. 

Точнее, вырожденные серии представлений описываются так же, 
как представления главы I, именно, как преобразования в простран­
стве функций, определенных на классах смежности группы © по 
некоторой ее подгруппе. Однако, в случае вырожденной серии эта 
подгруппа отличается от подгруппы К, рассмотренной в главе I. 

Укажем, как строятся эти подгруппы. Пусть пг,..., пг — натураль­
ные числа, в сумме равные п: пг + п2 H \- пг = п. Обозначим через g 
матрицу, состоящую из пр строк и nq столбцов. Матрицу g € © можно 
представить себе как матрицу, составленную из матриц g 

6 Труды Мат. мн-та, вып. XXXVI 
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О п р е д е л е н и е 1. Обозначим через Кпьп2, ...,пг подгруппу груп­
пы ®, состоящую из матриц k = || kpq ||, р, q = 1 , . . . , г таких, что kpq 

есть нулевая матрица при p^>q. 
Группа К, введенная в главе I, получается если kpq не матрицы, 

а числа, т. е. когда г = п, пх = п2 = • • • = пг = 1, т. е. в этих обозна­
чениях должна быть записана как К], i t i . Ясно, что Ал, i, . . . , i содер­
жится в Knlt...,nr-

О п р е д е л е н и е 2. Многообразие классов смежности & по 
Knv ...,пг мы будем обозначать Zn^ ...,„r. 

Многообразие Z ' , введенное в главе I, будет обозначаться сейчас 
через Z i , 1, Так как К\% j , . . . , i с : Кп ,..., пгУ то класс смежности 
Z i , составлен из классов смежности Zn ,,Пг, т. е. многообразие 
Z ^ ... ,пГ имеет меньшую размерность чем Z\t,..t\\ 

Представления вырожденных серий задаются операторами в про­
странстве функций на Zn ивПг. Так как каждой точке z 6 Z ^ „ r 

отвечает множество в многообразии Z\t i i, то функции на Znv . . . , л г 

можно рассматривать как функции на Z\ i, постоянные на некото­
рых множествах в Zi, 

С этими изменениями представления вырожденных серий строятся 
в основном аналогично представлениям основной серии, рассмотренной 
в главе I. 

Укажем для примера простейшую после единичного представления 
вырожденную серию. 

Представление из этой серии задается парой чисел (m, р), где 
m — целое, а р — действительное числа; его операторы действуют 
в пространстве функций / (zv..., zn-\) от л - 1 комплексных чисел 
z v . . . 9 Zn-h таких, что 

II/II2
 = \ \ f ta> • • • ' Zn~ù \ 2 d x i d y i • • • dxn-\dyn-\ < + 

(zp = xp + iyPi p = 1, . . . , n — 1) 

и задаются формулой 

n—l 
У er - -J_ С '2 zjSjp + Sn 

Tsf(zP)=f\ j=k-

7=1 

n—l m-\-iç—n / n—1 \ 
2 + S i » » ' 2 Zßjn + enn) 
7 = 1 \ 7=1 1 

(подробнее см. § 14, п. 1). 
Для случая п=2 эта серия становится основной; она подробно опи­

сана авторами в [ 6 ] . 
Так называемая дополнительная серия будет рассмотрена в сле­

дующей главе. 
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§ 11. Некоторые подгруппы группы & 

Пусть & — унимодулярная группа порядка п и пусть п ь . . . , п г — 
натуральные числа такие, что пг + п2 -\ \- пг = п. Обозначим через 
gpq матрицу, состоящую из пр строк и п столбцов. Матрицу g 6 ® 
можно тогда представить себе составленной из матриц g : 

g = \\gP9l\>P>9=1>--->r (11.1) 

В дальнейшем все подгруппы мы будем строить для одной и той 
же системы чисел пь пъ ..., пг (пг + п2 4 h пг = п) и, если это 
нужно подчеркнуть особо, писать индексы пъ . . . , я г . С этой точки 
зрения подгруппы, рассмотренные в § 2, следует обозначать через 
Ал,1,... ,ъ H\,i,..,9i и т . д., ибо в этом случае г = п, пг = •••= пг = 1. 
Однако в тех случаях, когда это не приведет к недоразумениям, 
мы будем опускать эти индексы. 

1. Подгруппа К. Обозначим через К совокупность всех матриц 
k = \\pqk\\€® таких, что 

kpq = 0 при p>q. (11.2) 

Определитель матрицы k равен произведению определителей ее диаго­
нальных элементов; поэтому, полагая для краткости 

det*;y = A* j-1,2,..., г, (11.3) 

имеем 
A i - A a - - - A r = 1. (11.4) 

Очевидно, К есть подгруппа группы ©. Отметим, что при любых 
г, пг группа Кпг,...,пг содержит группу Ki,j,...,h рассмотрен­
ную в § 2. 

Найдем лево- и правоинвариантную меры в группе /С 
Для этого нужно каким-нибудь образом выбрать параметры в груп­

пе К; выберем их, например, следующим образом. 
Обозначим через унимодулярную группу, а через %ni группу 

всех неособенных матриц порядка п{ и положим klx = \ k l b где 
X" = A 2 . . . A r . В силу соотношения (11.4), матрицы А и € © я \ Так как 
точка А = 0 исключается, то отображение кц-^k^ локально взаимно­
однозначно. 

Левый сдвиг kr = k°k сводится к преобразованию 

ku = s k n k l v k\2 — ^11^12 + ^12^22» • • • > k\r = kukir + • • • + £lr&22> 

k22 = k22k22i k23 — k22k23 + k23y k2r = k22k2r H h k2rkrr, (11-5) 

k'rr= k°rrkrr (e есть корень степени пг из 1, т. е. е"1 = 1), } 
6* 
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комплексный определитель которого равен 

(л?)" 1 +" а + П з +" ' + " Г ( А 0

2 ) п * + " > + - - - + п г (Л«) я.+ •••+*»•... (л5)"г = 

= (Л°зГя* (Aï)-"*-"*... (А?)""»""» " г ~ 1 

(AÏ = detk%). 

Поэтому лево-инвариантная мера в К определяется равенством 

й ъ {k) = I л312"21 л4 | 2 е> + ^ . . . I АГ | 2 <" ' + п * + • • • х 
г 

х dv. (kn) • П dy. {kpp) - Д dy. (kpg), (11.6) 

где^[х(Ац) , ^ ( х ( ^ ) ( р > 1 ) — инвариантные меры в группах ® п и 21п* 
( @ л — группа унимодулярных матриц порядка п ь ШПр — группа всех 
невырожденных матриц порядка пр), /7 = 2 , . . . , г соответственно, 
d^(kpq\ р<iq — произведение дифференциалов действительных и мни­
мых частей всех элементов матрицы kpq. Совершенно аналогично 
найдем, что правоинвариантная мера в К определяется равенством 

dlLr(k) = \A2r2(*1+*а)IЛз Г2^+">+л°>... IЛ г I - 2 М п > + ' " + я ' >х 

Х ^ ( ^ П ^ ( А ) Д ^ ( ^ ) . (11.7) 

Поэтому, полагая 

имеем 

ß (*) = IЛ 2 1 2 ( М IЛ 3 1 2 <^+ 2 в ^>. . . I Л, 12 ( л * + 2 " ' + : - ' • + 2 v - i * M (11.9) 

где 
Ар = det 

или 

ß(*) = |л 1г 2 ( Л 8 + п , +- + Л г |Л 2i 2^-* 8—П г )• • • |л г 1 2 ( Я 1 + П г Ь --^-D.(идо) 
2. Подгруппа Н. Обозначим через Я совокупность всех матриц 

h = II hpq II 6 © таких, что 
hpq = 0 при р < # . (11.11) 

Полагая 

detA / 7 = A,, у = 1, 2 , . . . , г, ( 1 1 . 1 2 ) 

мы получим, что для элементов А £ Я также должно иметь место 
соотношение (11.4). 

При любых n v . . . , nrгруппа Я Я 1 , ...,пг содержит группу H\ti ь 
рассмотренную в п. 2 § 2. 
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Обозначим через gr матрицу, которая получается из g заменой 
строк столбцами. Операция g->gr есть обратный автоморфизм группы ®> 
т. е. {g^Y = g'2g[. Эта операция переводит К в Н и Н в К , и всякое 
множество ЕаН—в множество Е с К Поэтому лево (право)-инва-
риантная мера множества ЕаН с точностью до постоянного множителя 
совпадает с право (лево)-инвариантной мерой соответствующих мно­
жеств ЕаК. Отсюда следует, что лево- и право-инвариантные меры 
pi и (лг в группе H определяются равенством 

*Ъ (А) = I А* Г 2 {ПЛП%) I л з 1" 2 { п М П л ) - - • I Ar Г 2 ( п Л П л + ' * ' + " г х 

x ^ ( Ä n ) Д ^ ( М ' П ^ ( М . (И.13) 

dyr (h) = \ Лз 12Я* 1Л412 <"•+*> • • . I Л, | 2 <"•+"•+ • • • +"'-1> X 

x dv. (hn) f[ dv (h„) • П ^ ( А И ) , ( 1 1 . 1 4 ) 

p=2 p>q 

где меры rf(x(An), dp(hpp)y dp(hpq) аналогичны мерам dp (kpp), 
dp {kpq) для группы ЛГ. 

Полагая 

имеем: 

3. Подгруппа Z . Обозначим через z совокупность матриц 
z=^Zpq\(iH9 все диагональные элементы которых являются еди­
ничными матрицами. Таким образом, 

Zpq=0 при p<q, Zpp = \, (Н-17) 

где 0 и 1 обозначают здесь нулевую и единичную матрицы соответ­
ственно. 

Очевидно Z—-подгруппа группы H и при любых п ъ п г содер­
жится в группе Z i , . . . , 1, рассмотренной в § 2; последняя же, в свою 
очередь, всегда содержится в группе НП1,..., Пг. 

Возьмем за параметры в группе Z матрицы zpq, p^>q» 
Левый и правый сдвиги сводятся к линейному преобразованию 

элементов этих матриц, определитель которого равен единице. Поэтому 
в группе Z есть двусторонне-инвариантная мера: 

dy,(z)=l[dy(zpg), (11.18) 
Р>Я 
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где d{i(zpq) — произведение дифференциалов действительных и мнимых 
частей всех элементов матрицы zpq. 

4. Подгруппа Z . Обозначим через Z совокупность матриц 
£ = И ^ P G\\ G К, все диагональные элементы которых являются еди­
ничными матрицами. Таким образом, 

^ = 0 при p>q, KpP = h (11.19) 

Очевидно, Z — подгруппа группы К и при любых п19..., пг содержится 
в группе Z i , . . . , 1, рассмотренной в главе I; последняя же всегда 
содержится в группе КПи . . . , п г -

Обратный автоморфизм g -> g' переводит Z в Z и обратно. Поэтому 
в группе Z существует двусторонне-инвариантная мера 

dp(q= Rd^ç). (11.20) 
P<Q 

5. Подгруппа Z). Обозначим через D совокупность всех матриц 
в которых bpq = 0 при рфс. Матрицу Ърр обозначим для краткости 

через 8Р и будем писать S = ( 8 Ь 8 2 , . . . , S r). 
Полагая снова 

Л р - d e t S p , (11.21) 
имеем 

Л ^ . - . Л , - 1. (11.22) 

Выберем в группе D параметры 81г. 8 2 , 8 п , где S1=ï.81 и где 
Х»х = Л а . . . лг. 

Тогда SiC®7*1; следовательно, группа D локально изоморфна прямой 
сумме групп & п \ 5 1 " ' , % П г , где —группаунимодулярных матриц 
порядка пъ Шп* — группа всех невырожденных матриц порядка 
Поэтому в группе D есть двусторонне-инвариантная мера 

dp{8) = dp{81)dp(82)... dp {К), (11.23) 
где 

dp{\), dp(S2),...,dp(8r). 

— дифференциалы инвариантных мер в & п \ 2 j " e , . . . , ШПг соответственно. 
Отметим еще очевидное соотношение 

D = Kf)H. (11.24) 

Группа Dnu . . . , п г содержит, очевидно, группу Di,..., i, рассмотренную 
в главе I, § 2. 

§ 12. Некоторые соотношения между введенымин подгруппами] 

Так же, как и в случае г = п, пх = п2 = • • • = пг = 1 , разобранном 
в главе I, элементы группы © за некоторыми исключениями предста­
вляются в виде произведений элементов наших подгрупп. 
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1. Представление элементов группы К* Так как Z и D являются 
подгруппами группы К, то всякое произведение вида SÇ или Ç8 есть 
элемент группы /С Обратно, всякий элемент k 6 К можно представить, 
и притом единственным образом, в виде 

k = K (12.1) 
а также в виде 

k = Ç8, (12.2) 

причем элемент S в обоих представлениях данного элемента один 
и тот же. 

Действительно, равенство (12.1) эквивалентно системе матричных 
равенств 

kpq — SpKpq, Р Ç-
При р = g получаем: 

$p = kpp. (12.3) 
Отсюда 

Kpq = kpp kpq. (12.4) 

Аналогично, (12.2) имеет единственное решение 

Bp = kpp, X^pq = kpqkqq . (12.5) 

2. Представление элементов группы H. Всякое произведение вида 
8z или 2 § есть элемент группы Н. Обратно, так же, как и выше, 
доказывается, что всякий элемент h можно представить, и притом 
единственным образом, в виде 

h = 82, (12.6) 

а также в виде h = z<$, (12.7) 

причем элемент 8 в обоих представлениях данного элемента h 
один и тот же. 

3. Представление элементов группы @ . Перейдем теперь к предста­
влению произвольных элементов группы ©. Так же, как и в § 2, мы 

/ Р\ Р2 * * * Рm \ 
будем обозначать через yq q q J минор матриц g, составленный 
из элементов с номерами строк р19 ..., рт и столбцов дъ ..., qm, а через 
_ f m m + 1 . . . п\ 

минор 
Докажем, что всякий элемент g, за некоторыми исключениями, 

можно представить, и притом единственным образом, в виде 

= № (12.8) 

Исключение представляют лишь те элементы, для которых хотя 
бы один из миноров 

gni+...+np+u /» = 1 , 2 , . . . , г - 1 (12.9) 

обращается в нуль. 
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Для доказательства подберем элемент Ç' так, чтобы XJgÇiH. По 
определению группы / / , это условие эквивалентно системе матричных 
равенств 

г 

s=p 
т. е. равенств 

S U r - ^ q=p+l,...,n. (12.10) 

Условимся обозначать через Ka,k)9 ëiuk) обычные (нематричные) 
элементы матриц . Равенства (12.10) можно тогда переписать 
в виде 

п 

= ~* S(nt+ • . . + л р _ 1 + а , л » + - - - (12.11) 

# = + 1 , . . . , п\ 1 < ос < л ;̂ 1 < ß < 

При фиксированных р и а эти равенства представляют собою систему 
уравнений относительно С Я 1 +л я - | Hp-i-b*» определитель которой есть 
как раз минор gn%+ ... + П р + 1 . 

Таким образом, если все эти миноры отличны от нуля, то система 
(12.11), следовательно, и система (12.10) имеют одно вполне опреде­
ленное решение. Поэтому существует один и только один элемент £' 
такой, что Z,'g = hczH. Отсюда g = ^'"1h9 что и требовалось доказать. 

Аналогично можно доказать, что имеет место представление 

g = kz (12.12) 

при условии, что все миноры gn^ + / у н ф 0. Его можно также получить 
из представления g = ÇA, ибо, в силу доказанного в пп. 1, 2, 

g = Ch = Ç§2 = kz. 

Так же, как и в § 2, можно найти выражения для элементов матриц 
Ç, А и k, z в формулах (12.8) и (12.12) через элементы матрицы g. 
Для этого заметим, что умножение матрицы g слева на £ сводится 
к прибавлению к строке с номером пг + - - - + np-i + а, 1 < ! а < п р 

линейной комбинации строк с номерами j пг + п2 -\ Ь пр + 1. 
Поэтому при таком умножении остаются инвариантными все те миноры 
матрицы g, которые вместе со строкой с номером пх-\ Ь Пр-\ + а, 
1 < ; а-< пр содержат все строки с номерами j >- пг + п2 H Ь пр + 1. 
В частности, минор gnx+ \-np+i должен равняться аналогичному минору 
матрицы А; последний же, как легко видеть, равен A ^ + i A ^ . . . Аг> 

где Ад = det hqq. 
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Таким образом, A p + i A ^ . . . А , = # Л 1 + . . . + Пр+и откуда 

А Р = - Р 1 - (12.13) 
£Л1+ . . . Л-ПрЛ-1 

Обозначим через А ^ , { л ) элементы матрицы в формуле (12.8) 
и рассмотрим минор 

/ п{ + ... + пр_х + X, л, + . . . + пр + 1 /ij -f . . . -f л р + 2 , . . . , n 
\ nx + . . . + + (x, ttj -f . . . -f np + 1 nx + ... + np + 2 , . . . , n 

матрицы g. В силу сказанного выше, он должен быть равен соответ­
ствующему минору в матрице А. Последний же, как легко видеть, 
равен А<£ . . . Поэтому 

А<х^> = -
4 . . . - f / i ^ ! H- x, . . . +л^ + 1, л, + . . • + п р + 2 , . . . , п 

' ~ grll&...+np+i\n1'h ... +пд_г + (X, л 4 + . . . +пр + 1, пх + . . . + л^ + 2 , . . . , л 

1 < Х < % > , 1 < [ л < / г д . (12.14) 

Аналогично, обозначая через kpq^ элементы матрицы kpq в формуле 
(12.12) так же, как и выше, найдем: (12.15) 

1*)«= 1 (П\+ • • • X, Л ! + . . . + Л ^ + 1, Л ! + . . . + Л ^ + 2, . . . , Л \ 

Что касается Ç и 2 в формулах (12.8) и (12.12), то, согласно пп. 1 
и 2, они находятся по формулам: 

Kpq = = kpqkqq\ %pq === hpphpq» (12.16) 

При г = п, пг = • • • = пг = \ эти формулы переходят в соответствующие 
формулы главы I. 

4. Классы смежности по ДТ. Как и в п. 4 § 3, мы рассмотрим правые 
классы смежности группы & по подгруппе К, где теперь К = КПи . . . , пГ 

с произвольными пг. Обозначим эти классы через z', а их 
совокупность — через Z ' . При умножении справа на g класс zr переходит 
в другой класс, который обозначим через z'g; группа & реализуется, 
таким образом, как группа преобразований zr ->zrg в пространстве Z ' . 

Если g= kz (см. п. 3 § 7), то в классе z\ содержащем g, содержится 
также 2 , причем других элементов группы Z в этом классе нет. Мы 
отождествим тогда z' с z\ тем самым группа Z заполнит все простран­
ство Z ' , за исключением многообразия низшей размерности. 

Преобразование g можно также рассматривать,_как преобразование 
в Z и писать zg вместо z!g, но только элемент zg определен не для 
всех, а для почти всех z£Z. 

Очевидно, равенство %х = zg означает, что для некоторого эле­
мента kx zg=kxzv 
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§ 13. Интегральные соотношения 

1. Интегральное соотношение на группе/С. Пусть / ( А ) — функция, 
суммируемая на группе К по отношению к лево-инвариантной мере. 
Так как всякий элемент k можно единственным образом представить 
в виде k = S т о f(k) можно также рассматривать как функцию от 8 

и С Поэтому для сведения интеграла* ^f(k)dpt(k) к повторным 
интегралам по D и Z достаточно найти соотношения между мера­
ми К, D и Z при условии k = §£. 

Дифференцируя это равенство и полагая dik = k~xdk, найдем, что 

+ (13.1) 

Равенство (13.1) в матричной записи принимает вид 

di kpp ~ dibp, \ 

dikpg= 2Ç,-<*A-^ + ^ p , Р<-

где K'pg — матрицы, составляющие обратную матрицу С" 1 . Из этих 
последних равенств следует, что определитель, составленный из 
компонент dik, равен произведению определителя, составленного из 
компонент dib, на определитель, составленный из компонент d£m 

Следовательно, dpi (k) = dp (S) dp (Ç). Отсюда, по теореме Фубини, 

\f{k) dv (k) = l dv, (S) \ f(SK) dv (Ç) = S dv (K) S f(K) dv (S). (13.3) 

Аналогично, найдем, что 

S / (A) dvr(k) = S dv(8) [f№ dv(Q = \ dv(K)\/m dv(*). (13.4) 

q > \ (13.2) 

2. Интегральные соотношения на группе H. Совершенно аналогично 

S / (Ä) du, (Ä) = J <*ц (S) S / ( S z ) dp (z) « S ^ (2) S / (te) du (S), (13.5) 

S / (Ä) (A) = J ^ (S) $ / ( * » ) rffi (z) = J (z) \f(zS) dp (S). (13.6) 

3. Интегральные соотношения на группе (S. Пусть теперь f(g) — 
функция, суммируемая на группе © по отношенаю к инвариантной 
мере в @. Согласно п. 3 § 12, мы можем положить g = kz; следова­
тельно,/(g*) = f(kz) есть функция от k и г. Исключение представляют 

* Всюду в дальнейшем, если не указаны области интегрирования, интеграл рас­
сматривается по всей группе, указанной соответствующим дифференциалом меры. 
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лишь те элементы d группы @, для которых обращается в нуль хотя 
бы один из миноров g n i + . . . + n +i. Эти исключительные элементы g 

образуют в группе & многообразие низшей размерности и, значит, 
меры нуль относительно инвариантной меры в @. 

Для сведения интеграла по © к повторному интегралу по К и Z 
остается найти связь между инвариантными мерами в &, К и Z при 
условии g = kz. Дифференцируя это равенство и полагая 

dig = g-"1 dg, dik = k~l dk, dtz = 2 Г 1 dz, 

найдем, что 
dxg = z~4%kz + dp. (13.7) 

В матричной записи это последнее равенство сводится к равен­
ствам 

г р 

dlSpq = 2 2 Zpsdl^stztq — 

r p—l r 

~ d x k p q + 2 2 Z p s d l ^ s t Ztq + 2 dikPP*4 п р и р < # , 
t=q s = l t=q+\ 

r P 

digpQ = 2 2 zpsdikstztq + dizvo П Р И P > 
t=q s=l 

где z' —матрицы, составляющие обратную матрицу z'1. 
Отсюда видно, что переход от переменных d x g p q к переменным 

dfipq и djZpq есть линейное преобразование, определитель которого 
равен единице. Поэтому так же, как и в п. 2, мы получаем, что при 
условии g = kz 

dp{g)-=d\il (k)dp(z). 

Отсюда по теореме Фубини 

\f(g)dy(g) = J <г>, (k)^f(kz)d\i{z) = J<*>(z)\/(кг)аъ(к). (13.8) 

Аналогично найдем, что 

[/(g) dv. (g) = J dvr (h) $/(ÇA) dv K) = J d ^ f m dvr {h). (13.9) 

Эти формулы можно получить также, повторяя рассуждения п. 3 
§ 4. Именно, равенство g = kz устанавливает взаимно-однозначное и 
дифференцируемое соотношение между параметрами в g и k, z. 
Поэтому должно иметь место равенство вида 

\f{g)dv{g)=\dv{z)^f{kz)<*{k, z)dvt(k). 
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Из инвариантности мер dp (g), арг(к) и dp(z) легко следует, что 
о (k, z) = const. Из равенства (13.7) при z = I легко следует, что эта 
константа равна единице. 

4. Формула преобразования меры dp(z). Найдем, как преобра­
зуется мера dp(z) при переходе от z к zg°; другими словами, 
найдем соотношение между dp(z) и dp(z1) при условии zg° = k1zv 

Для этой цели рассмотрим функцию 

/ t e ) = / ( * г ) = Л (*)/.(*). 
г Д е fi(k)y /2 (z) ~~ суммируемые функции на К (по d\L%(k) и Z соот­
ветственно; согласно формуле (13.8), 

[/ШШ = $/i(£)<*{*, (Ä) • ^ / , ( 2 ) ^ ( 4 (13.10) 

С другой стороны, в силу инвариантности меры d\i(g), 

\f{g)dv.(g) = [f(gg°)dv(g) = ^/(kzg^dvig) = 

= $/(**A)<*nte) = J/ , (?i) [ J / i (*)] <*!*(*). (13.11) 

Но в силу (11.8), 

Л ( M x ) ̂  (k) = J / , ( М х ) ß ( £ ) d [ i r ( £ ) = ^ / , (A) ß (ÄÄ- 1 ) rfft. (*) = 

= Г 1 • С Л (k) ß (Ä) rf(xr (*) = ß- 1 (kt) J Л (*) rfft (Ä). 

Поэтому 

J/fe)<*J*te) = J / a ^ ß - 1 ^ ) ^ (2) • $ Л ( А ) < Ы * ) 

и сравнение с (13.11) дает: 

^f2(z)dp(z)=^f2(z1)r1(k1)dp(z). (13.12) 

Чтобы переписать эту формулу в более удобном виде, распростра­
ним функцию ß (£) за пределы группы К, полагая 

ß(*z) = ß(A). (13.13) 

Согласно результатам п. 3 § 12, функция ß (g) будет тем самым опре­
делена на всей группе & за исключением некоторого многообразия 
низшей размерности. 

Из формулы zg° = kxzx следует тогда, что ß(Ä x ) = ß(zg°) и 
Zi = zg°' Поэтому формулу (13.12) можно переписать в виде 

\h(*)dp(z) = ^Mzg^rHzgomz). (13.14) 
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Очевидно, эта формула эквивалентна равенству 

4ïSf==^(zn (13-15) 

которое и дает искомое соотношение между d[i(zg0) и dp(z). 

§ 14. Основные серии неприводимых представлений группы ®. 

1. Описание основных серий. В главе I была построена основная 
серия представлений группы ©. Напомним, что пространство, в кото­
ром действуют операторы этих представлений, можно реализовать в 
виде совокупности всех функций f(z) с суммируемым квадратом 
на группе Z — Zhi} . . . , i , причем операторы представления задаются 
формулой _ 

Tgf(z) = (iizg)f(zg), 
где 

a(8) = ß~ 5 (S)x(*) , a(Ç8*) = a(*), 

a х — характер группы D = D\t i , ь 

Совершенно аналогичными формулами задаются представления и в 
случае произвольной группы Z = Znx,...,Пг. Именно, пусть теперь ф — 
совокупность всех функций f(z\ z£Znv..m, „ r с суммируемым квадра­
том. Введем в группе D = Dni,...,пг функцию 

х(8) = Х 2 ( Л 2 ) Х з ( Л 3 ) . . . Х г ( Л Д (14.1) 

где Xj (A-)» i = 2 , . . . ;j — произвольные характеры мультипликатив­
ной группы комплексных чисел Л, т. е. %j (Л) == | Л | m j + ' р ' A~mj . Оче­
видно, 

x ( 8 A ) = x ( * i ) x ( s « ) . 
Положим, далее, 

a(8) = ß " r(S)x(S) (14.2) 

a (g) - а (8) для g = ®z. (14.3) 

Тем самым функция a (g*) определена на всей группе ©, за исключе­
нием некоторого многообразия низшей размерности. 

Рассмотрим теперь в пространстве iß оператор Tg, полагая для 
/ ( * ) € « 

Tgf{z) = *{zg)f{zg). (14.4) 

Оператор 7^ изометричен. Действительно, 

над2 = 51а
 ^ > | г ' ^ i 2 < ^ <z>=Sß_1 (г )̂ 1 / ( ^ ) 1 " 
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Согласно формуле (13.15), этот последний интеграл равен 

$ | / ( * ) 1 « 4 Ф ) - И ' . 

Докажем, что соответствие g->Tg есть представление группы @. 
М ы имеем 

Tgx -TgJ(z) = Tgl*(zg2)f(zg2) = oL(zg1)a(zg1g2)f((zg1 (g2), (14.5) 

TgtgJ(z) = cc(zg1g2)f(zi^2). (14.6) 

Положим zg1== kxzv следовательно, zx~zgl9 0L(zgx) = а(кг); тогда 

^•(zg1g2) = « ( ^ A f f s ) = a ( ^ i ) a ( ^ ) = « ( ^ i ) a tëfi-fib) 

и, кроме того, (zgx) g2=z-g±- g2. Поэтому правые части (14.5) и (14.6) 
равны, так что 

Tgi * Tg2 = Tglgi. 

В частности, полагая gx = g, g2 = g~\ мы получаем, что Tg и 7У* — 
обратные друг другу и определенные во всем пространстве $QS—изо­
метрические операторы. Следовательно, оператор Tg унитарен. 

Тем самым доказано, что соответствие g->Tg есть унитарное 
представление группы &. 

При фиксированных п19..., пг каждой системе характеров 
Х 2 ( Л 2 ) , Х г { А г ) отвечает некоторое представление g->Tg. Сово­
купность всех таких представлений мы назовем основной серией 
представлений с индексом (п19... 9 пг). 

Если г = п, следовательно, пх = п2 = . . . = nr = 1, то f(z) есть 

функция от п 1 ) независимых комплексных параметров. Эта серия 

представлений (с индексом ( 1 , 1 , . . . , 1)) была рассмотрена в главе I 
и была там названа основной серией представлений. Начиная с этого 
момента, мы будем ее называть основной невырожденной серией 
представлений группы ©. 

Если же г<<#, то f(z) есть функция от независимых комплекс­
на— 1 ) 

ных параметров, число которых меньше — ^ — - . 
Соответствующую серию представлений мы будем называть основ­

ной вырожденной серией представлений группы &. 
Укажем простой пример вырожденной серии представлений. Поло­

жим г = 2 и рассмотрим подгруппу K n - i t 1- Точки многообразия Z n - i t 1 
классов смежности & по Kn-i,n описываются (за некоторыми исклю-

чениями) матрицами из Z „ _ i l f т. е. матрицей: ( , где /—матрич-
V21 1 / 

ная единица п— 1-го порядка, z21 — совокупность п — 1 чисел 



Основные серии неприводимых представлений группы (£) 95 

zv . . . , Zn-ъ Итак, матрицу z€Zn-lt 1 можно задавать ее строчкой: 
z~(zlf..., Zn-\). 

Представление будет реализовано в пространстве функций 
f{zb..., Zn-i) с интегрируемым квадратом. Вычислим zg = z. Пусть 
z = (zx..., Zn-i)- Тогда легко получить 

п-1 

ZP — п-1 

2 zJgJn + Snn 
7=1 

т. е. группа & рассматривается здесь как группа проективных преоб­
разований многообразия Z'n-\t г, Z „ - i , i есть, следовательно, n — 1-мер­
ное проективное пространство. 

Само представление описывается двумя числами: целым числом m 
и действительным числом р и задается формулой * 

п-1 

TJ{zp)=f\t± J -1S îÄTA. + I + 

j=l 

2. Формулы для представлений вырожденных серий в парамет­
рах. Операторы Tg представлений основных серий были даны в 
групповых терминах формулой (14.4). Пользуясь формулами § 12, 
можно переписать эту формулу в комплексных параметрах. Обозна­
чая элементы матрицы 2 = | |z p 7 | | , где zpq — матрица с пр строчками и 
nq столбцами, через z<ß ß ) , p,q = l,...9 r; a = 1 , . . . , np\ ß = 1 , . . . , nqy 

p^>q> мы можем функцию f(z)èSè3 представить как функцию 
f(2pq^)> удовлетворяющую условию 

где при zfö р> = xfä ß> + iy% ъ\ 

а произведение Д распространяется на все индексы p > p a = 1, . . 
ß = 1 , . . . , nq. Для нахождения элементов z ^ ß ) преобра­
зованной матрицы zr достаточно заметить, что zg=Uzr и воспользо­
ваться формулами (12.14) и (12.16), в которых вместо g поставлена 

* Для случая п = 2 это есть основная невырожденная серия (см. [6]). Для боль­
ших п это одна из сильно вырожденных серий представлений. 
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матрица gr = zg. Далее, для нахождения a (zg) достаточно заметить, 
что, согласно формуле (12.13), 

А р = = < + . . . + „ ,_ 1 + 1 f ( 1 4 8 ) 

g n i + . . . + n p + 1 

где штрих обозначает, что вместо матрицы g подставлена матрица 
g1 = zg- Характер х (Л )̂ в мультипликативной группе комплексных 
чисел задается некоторым целым числом тр и действительным чис­
лом ор по формуле 

Поэтому, пользуясь формулой (11.9) для ß (£) получаем, что 

a (8) = | A 2 | w » + / P a - ( , Z l + w » } Aïm* х 

Подставляя сюда выражение (14.8) для Лр, найдем, что 

• • • ^ l ^ n i + . . . + „ r _ 1 + i l gni+..,,+nr_1+v (14.9) 

Таким образом, в этих обозначениях формула (14.4) для Tg принимает 
вид 

V(*<? ß )) = 
= I Я 1 , Л g"1"'"* ! Р*1 | о т » - т , + £ ( р , - р , ) - ( / г а + л . ) . rrl~m* V 

X I ̂  , , , , I mr-™r-l+i(Ç>r-er-l)-(nr-l+nr)gl . . , f . ff/*' ß ) ) . 

(14.10) 

Формулы для вычисления zfq% ß ) указаны в § 12 (формулы (12.14) и 
(12.16), в которых нужно вместо g подставить g1 = zg). 

3. Неприводимость представлений основных вырожденных серий. 
В § 5 главы I была показана неприводимость всех представлений 
основной невырожденной серии. Докажем теперь неприводимость 
представлений всех остальных основных серий. 

Т е о р е м а 2'. Все представления каждой из основных серий 
неприводимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В главе V (см. п. 5 § 23) мы докажем, что если 
Яр п 2 , . . . , пг те же числа пг, п2,. . . , пГУ но написанные в дру­
гом порядке, то каждое представление серии (nv п2, . . . , пг) экви­
валентно некоторому представлению серии (n'v пТ . . . , п'г) и обрат­
но. Поэтому, не нарушая общности, можем считать,что пх^>я2!>... > л г -
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Введем группу 
H = Hm;h .... lf 

где единица повторяется пг раз. Таким образом, элементы h группы 
И имеют вид: 

Au AI а . . - Aim 0 . . . О 

A W 7 i А ш 2 • • • А ш ш 0 . . . О 

Äm-j-l, i Am-L-i, 2 . . . А/я-f l, m А У Й . . . О 

hnt 1 tin, 2 . . . A„, 

Докажем, что все операторы Т*%> à^H образуют неприводимую 
систему. Тем самым будет также доказана неприводимость и всей 
системы операторов Tg, gd&. 

Доказательство мы проведем индукцией по г. Именно, полагая, 
что утверждение верно для г — 1 (г > 2), докажем, что оно также 
верно для г. Кроме того, докажем справедливость утверждения 
для г = 2. 

Итак, пусть утверждение верно для г — 1 . Представим элементы 
z€Znlf ...,пг в виде: 

[Ï 0 \ 

где 

\и 1. " ( о I) 
// — матрица из m строк и л г столбцов, z'eZ^,.,.,^ ,̂ и 1ш, 1„ г — 

единичные матрицы порядков m я пг соответственно. 
Функцию f(z) можно тогда рассматривать как / ( г ' , /г), причем из 

формулы (11.18) для dp(z) следует, что 

Iff = \ \f(z) I 2 (Z) = \ \f(z\ ll)\* dp V) dp (и). 

Поэтому для почти всех zr функция f(zr, и) имеет суммируемый 
квадрат по dp (и). 

Сделаем преобразование Фурье, полагая * 

w ) ^ J ^ r \ f { Z i U)ei**'piam*)dv-M> (14Л1) 

* Указанное выражение действительно есть преобразование Фурье по применен­
ным uik — элементам матрицы и, так как 

Sp(üW*) = ^UikWik. 

7 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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где ' ^ — матрица из пг строк и m столбцов; w*—сопряженная мат­
рица, sp (uw*) — след матрицы uw*. Согласно теореме Планшереля, 
это преобразование есть изометрическое отображение пространства 
на пространство И всех функций <p(z', w) с конечной нормой 

Ы\2=\\<?(*'> w)\2dp{z')dp{w). (14.12) 

Поэтому все операторы представления можно рассматривать как опе­
раторы в пространстве И. 

Пусть А — ограниченный оператор в / / , перестановочный со всеми 
операторами 7~; неприводимость этой системы будет доказана, если 
мы покажем, что А кратен единице. 

Элемент 
« _ / U 0 \ 

принадлежит группе Н. Поэтому оператор А перестановочен со всеми 
операторами Ти*. С другой стороны, # 0 € Z ; поэтому из формулы (14.4) 
для Tg следует, что 

7V(*) =/(*««) "о)-
В силу равенства 

0 \U 1„ , / \Щ \пг) \и + и а Inj 

это означает, что 
TzJ(z',u)=f(z',u + u0). (14.13) 

Если поэтому рассматривать как оператор в пространстве / / , то, 
в силу (14.11), 

Г 2 о 9 (z\ w) = е-1 R e S P < ^ * > 9 (z\ w). 

Оператор A перестановочен со всеми такими операторами Т*, следо­
вательно, со всеми операторами умножения на ограниченную функ­
цию от w. Поэтому оператор А должен иметь вид 

Дф (z', w) =а (w) ç (z\ w)y (14.14) 

где a (w) — оператор в пространстве функций f(zr) с суммируе­
мым квадратом по группе Znu. 9 ограниченный для почти всех w, 
норма II a (w) || которого есть существенно ограниченная функция от w. 

Положим, далее, 

S o А - Ч т О 

О Х т 1 , 
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где X — произвольное комплексное число. Из формулы (14.4) сле­
дует, что T8°f{z) = a ( S 0 ) / ( S 0 " 1 г8°). С другой стороны, 

{ Х~2я 1/ J 

поэтому 
T8,f(2f9u)=f(z,

9 Х~2я). (14.15) 

Отсюда, в силу (14.11), получаем: 

7Vp (z', = a (S 0) со (X) 9 (z f, Х 2 ^), . (14.16) 

где со(Х) — якобиан перехода от и к и! =--7С2а. 
Так как 8° 6 Я , то оператор А перестановочен со всеми такими 

операторами 7 V В силу (14.16), это дает: a (\2w) = a (w) для почти 
всех w. Так как X2 — произвольное комплексное число =^=0, то это 
условие можно также переписать в виде: 

a(kw) = a(w). (14.17) 
Положим теперь 

ё [О h" 

где g' — произвольный элемент унимодулярной группы © порядка тп9 

h" — произвольный элемент группы H\t\ i порядка Найдем Tg; 

положим для этого 

z'g'= %'ZïZp S dDnx,..., nr_it С € Z / t b > . . f z x 6 Z W l , . . . , n r _ _ i 

(следовательно, z\ = z'g') и 

« - C o . - ) - H ? l H - ( ? U - ( 1 4- 1 8 ) 

Тогда S 6 D B l Я / # t'̂ Z ,̂...,̂ , z' 6 Z n i „ . . , W /. и 

Кроме того, 

«^- (^ )CÎ ) (o î ) - (Ar î ) - (14-20) 

Из равенств (14.19) и (14.20) следует, что 

*з (Ar , 1421 ) 

7* 
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Поэтому 

/(*"?) = /(*, Ы V ) = h!rlug'). (14.22) 

Так как, кроме того, Ar = d e t A w = l , то из формул (14.21) следует, 
что a (zg°) = а (S) = а' (§') = а' (z'g'), где а' — функция а, построенная 
для унимодулярной группы ©' порядка т — п — пг по характеру У! = 
= (̂ 2» • • • > X r - i ) - Поэтому формула (14.22) дает: 

7>/(z', а ) = а' (z'g')/(z'g', А"~ V ) = ? > / ( 2 ' > А"" V ) , (Н.23) 

где 7 V — представление унимодулярной группы ©' в пространстве 
Отсюда, рассматривая Tg* как оператор в / / , получаем: 

T V ? «О = - ^ 5 Г S ̂ ( Z ' ' А*"^ Re ("") (К) = 

= 0 {g°] S С »') ̂  R e S P { W ' ' 1 W " ) d * № <14-24> 

где со (g0)—якобиан перехода от и к iï=/ir'~1tig'. Так как sp (h"u'gr~1w*) = 
= Sp (iïg'~lw*h"\ то равенство (14.24) дает: 

7>ф (z', w) = со (g») 7 > Ф (z', h'^wg'*"1). (14.25) 

Так как g" 0 б/ / , то этот оператор 7̂ <> также перестановочен с опера­
тором Л. Но, в силу (14.14), 

7>Лф (*', w) = со (g0) 7 > а (fi"wg'*~1) ? (z\ h"*wg'*'~l)i 

Л 7 > (z\ w) = со (я0) а И 7 > Ф ( * ' , hrf*wgr*"r). 

Следовательно, должно быть a(w)Tg> = Ti>>a(h"*wgr*~'1). Отсюда 

F ^ a (w) 7 > = а (Wwg*"1). (14.26) 

Причем для каждой пары [g\h") это равенство имеет место для почти 
всех w. Полагая здесь gr = е, получим, что a (h"*w) = a (w). В соеди­
нении с (14.17) это дает: 

a (\hn*w) = a (w), (14.27) 

причем для каждой пары (X, h") равенство (14.27) имеет место для 
почти всех w; поэтому равенство (14.27) имеет место для почти всех 
систем (X, h'\ w). В силу теоремы Фубини, отсюда следует, что для 
почти каждого фиксированного w равенство (14.27) имеет место для 
почти всех систем (X, А"). 

Условимся считать две матрицы wx и w2 эквивалентными и писать 
w1~w29 если \h,1*w1 = w2. Совокупность всех матриц w разобьется 
тогда на классы эквивалентных между собою элементов. 
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Обозначим эти классы через tt>, а их совокупность — через 38. 
Равенство (14.27) означает, что почти вдоль каждого из классов ш 

функция a (w) остается существенно постоянной. Ее можно поэтому 
рассматривать как функцию a(\v) от to, определенную почти всюду 
на 28. 

Рассмотрим теперь преобразование w' = wg'*~l в пространстве 
матриц w. Очевидно, оно переводит эквивалентные матрицы w 
в эквивалентные. Следовательно, его можно рассматривать как пре­
образование tv->\vgr в пространстве SB- Так как соответствие g'->g'*~1 

есть автоморфизм группы ©', то эту группу можно рассматривать как 
группу преобразований tx> -> tvgr пространства 28. Равенство (14.26) 
переходит тогда в 

Т?а(хо) Tg> = a(tv~g'), (14.28) 

ричем это последнее равенство имеет место для почти всех систем 

Пространство SB транзитивно по отношению к группе ©'. Действи­
тельно, по нашему предположению г > 2, следовательно, m = пг + 
-\ h Пг-\ > тьп Поэтому мы можем положить 

Щ = {<У,1п,)> g J ^ ^ ( P 9 ) , (14.29) 

где p, s — квадратные матрицы порядков m — пг и пг~ соответственно 
0', р — матрицы из пг строк и m — пг столбцов, q — матрица из пг строк 
и m — Пг столбцов, причем 0' состоит из нулей. Тогда 

« ^ • " ^ ( f t °), ( 1 4 ' 3 ° ) 

а правая часть представляет собой произвольную матрицу w. 
Из транзитивности пространства SB следует, что его можно рас­

сматривать как совокупность правых классов смежности группы ©' 
по стационарной подгруппе какой-либо точки из 28, например, класса ш0, 
содержащего матрицу wQ в (14.29). 

Обозначим через 31 эту стационарную подгруппу. Функцию a (w) мож­
но таким образом рассматривать как функцию на правых классах смеж­
ности группы ©' по подгруппе 31. Следовательно, функцию a(w) 
можно продолжить на почти всю группу ©', считая ее постоянной 
на каждом классе. 

Полученную функцию обозначим через a (g*). Равенство (14.28) 
можно тогда переписать в виде: 

T^a(g[)Tg^a(g[gr), (14,31) 

причем это последнее равенство имеет место для почти всех пар 
(g'v g\ 



102 Вырожденные серии неприводимых унитарных представлений группы % 

Положим g[gr = g2; тогда (14.31) примет вид: 

Ä a f e i ) T^Tç.^aig,) 
или 

T V a (g[) 77/1 = 7 ^ а (^) 2V (14.32) 

В силу предыдущего, равенство (14.32) имеет место для почти всех 
пар (g'v glg'z), следовательно, также для почти всех пар (g'v g2). Оно 
означает поэтому, что функция Tg>a (gr) Tg> постоянна почти для всех 
значений g*'. Обозначая через а это постоянное значение, имеем, сле­
довательно, 

a(g) = Tg.aTg. (14.33) 

для почти всех g*. Правая часть (14.33) есть непрерывная функция 
в смысле нормы в почти всюду на ©' она совпадает с функцией 
a(g'), постоянной на почти каждом правом классе смежности по под­
группе 2t. В силу теоремы Фубини, отсюда следует, что правая часть 
(14.33) существенно постоянна вдоль почти каждого из этих клас­
сов. В силу своей непрерывности, она просто постоянна вдоль почти 
каждого класса; отсюда по непрерывности снова следует, что она 
вообще постоянна на каждом классе. 

В частности, для элементов g' из стационарной группы 21 полу­
чаем: 

Tg'a Tg' = ТеаТе, 

следовательно, оператор а перестановочен со всеми операторами 

Положим теперь Н' = НПх+...+Пг_ь 1, где 1 повторяется пг-\ раз, 
и докажем, что H* а 21. Отсюда будет следовать, что оператор а пере-
становочен со всеми операторами 7~- i , А ' 6 / / ' . В силу нашего индук­
тивного предположения, операторы 7~-i образуют неприводимую си­
стему; следовательно, оператор а кратен единице. Но тогда из формул 
(14.33) и (14.14) следует, что А также кратен единице, что и требо­
валось доказать. 

Итак, остается показать, что Нг с 21. 
Группа 2( есть стационарная подгруппа точки w0. 
По определению, это означает, что для g* 6:2* существуют мат­

рица А" и число X такие, что w0gr*~x = ХА". 
В силу (14.29) и (14.30) это означает, что 

(p, а) = (0', ХА"*). 

Следовательно, р = 0'; а = ХА"*. Таким образом, 
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Но тогда такой же вид имеет и матрица gr, так что 

21 = Hm-nr\ 1,..., ь 

где 1 повторяется пг раз. 
Так как по условию пг~\ >• пГ9 то отсюда непосредственно сле­

дует, что 
Н' = Hm-nr_i\ 1,..., 1 с : Нт-Пг% if..M i = 21. 

Для завершения доказательства остается рассмотреть случай г = 2. 
В этом случае г' отсутствует и Аф (ад) = a (w) 9 (ад), где а (ад) — число­
вая функция. Вместо соотношений (14.27) и (14.28) мы получаем 
теперь, что 

a(w) = a Çkh'^wg'*'1) (14.34) 

для почти всех систем {ад, К\ g\ А}. 
Так как при фиксированном ад выражение \hn*wgr*~1 пробегает 

совокупность всех матриц ад, то из (14.34) следует, что функция а (ад) 
существенно постоянна. Следовательно, и в этом случае оператор А 
кратен единице. 

§ 15. Описание представлений вырожденных серий 
при помощи унитарной подгруппы 

В §§ Н — 14 была дана реализация представлений вырожденных 
серий при помощи Z = Z „ l f п пг, где пь п29 . . . , nr ~ целые числа, 
в сумме равные п9 определяющие данную вырожденную серию. 

Другая реализация может быть получена при помощи унитарной 
подгруппы, аналогично тому, как это было сделано в главе И. 

Отличие состоит лишь в том, что роль группы Г, по которой бе­
рутся классы смежности унитарной группы Н, играет теперь пересе­
чение группы 11 с группой КпХ9 л,,. . . , пг 9 как мы увидим ниже, это пере­
сечение состоит из всех матриц у б © вида 

/иг О . . . 0 

Л = 

где ир — унитарная матрица порядка пр, р = 1, 2, . . . , г. 
Чтобы избежать повторений, мы лишь в кратких чертах наметим, 

как реализуются вырожденные серии представлений при помощи 
унитарной подгруппы. 

1. Описание многообразия Z ' . Как было показано в п. 1 § 6, вся­
кую матрицу g'G® можно представить в виде 

g=ku9 Ä6/U.1 ь ti£u. (15.1) 
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С Другой СТОрОНЫ, 
Кг , 1,..., 1 CZ Knlt n e t . . . , nr 9 

поэтому разложение (15.1) является также разложением вида 

g = ku, k^Kti^n»...,^, и QU. (15.2) 

Пусть g = kxux — другое разложение того вида, тогда ku = kxu^ сле­
довательно, k\lk = iiiu~l. 

Положим и0 = иги~г; из последнего равенства следует, что эле­
мент и0 принадлежит пересечению групп К = Knlt ntt..., пг и IX. Обозна­
чим это пересечение через* Г = Т„и „ I f . . . , П г . Мы получаем, что 

I. Разложение (15.2) определяет матрицу и с точностью до ле­
вого множителя у 6 Г. 

Обозначим через и правый класс смежности группы И по под­
группе Г, а через IX — совокупность всех этих классов. Предложе­
ние I означает, что: 

II. В каждом правом классе смежности z' группы © по под­
группе К = Knltnv...tnr содержится один и только один правый класс 
смежности группы IX по подгруппе Г = Г Л 1 , „ г . 

В силу этого предложения, каждый класс z! можно отождествить 
с содержащимся в нем классом и и пространство Z' — с простран­
ством U. Преобразование Zi = z g можно тогда рассматривать как пре­
образование иг = ug соответствующих классов и. 

Найдем, из каких матриц состоит группа Г. Если у 6 Г, то у — уни­
тарная матрица; следовательно, у * = у " 1 € Г . С другой стороны, у"* 1 6 /С 
у * € Ну поэтому равенство у ~ х = у ' означает, что у " 1 (следовательно, 
и у ) принадлежит пересечению группы К и И. Поэтому матрица у 
должна иметь вид 

где Up — унитарная матрица порядка пр. 
Итак, группа Г состоит из всех матриц вида (15.3), где ир—уни­

тарная матрица порядка пр, и 

2. Интегральные соотношения. Повторяя те же рассуждения, что 
и в § 7, получим формулу: 

/иг О . . .0 \ 
(15.3) 

V0 0 . . . и г/ 

det иг det и2. . . det иг = 1. 

(15.4) 

* В дальнейшем, как в выше, мы опускаем индексы п1% п2> . , ., nYi когда это не 
вызывает недоразумения. 
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где dp (и) — мера в U, инвариантная по отношению к преобразованию 
и~>ии0. В частности, если функция f(u) удовлетворяет условию 
/(уи) = /(а), а мера dp(y) пронормирована так, что \dp(y) = I, то 

^f(u)dp(u)^^f(u)dp(u\ / ( » ) = / ( » ) при а б а . (15.5) 

Далее, 

J x (g-) rf^ ( g ) = с J rftx(tt) J x (ku) d[M (k), (15.6) 

dp ("go) ß ffgo) n г 7 ч 

и 

rfp (z) = eß"1 (/г) djx (и) (15.8) 

при условии, что z и и определяют один и тот же класс г'. При этом 
с обозначает некоторую константу, а 

Р ^ - " 5 М А ) - - 1 л « 1 ^ •••! л '1 ? (15.9) 

Лр — det kpP J 
(см. (11.9)). 

Мы не останавливаемся на вычислении константы с, так как ее 
значение нам не понадобится. 

3 . Второй с п о с о б описания представлений вырожденных серий. 
Применяя результаты пп. 1, 2 и повторяя дословно те же рассужде­
ния, что и в § 8, придем к следующему результату: 

Представления вырожденных серий описываются операторами 
в пространстве $х функций <р(и) , определенных на классах смеж­
ности группы U по подгруппе Г = Г л „ « 2 , . . . ) й / , для которых 
^ 19 (и) |2 dp (и) + оо; скалярное произведение в ^ 1 задается 
формулой 

(<Pi> ?а) = S 9 i ( S ) 9 2 ( » ) ^ ( S ) . (15.10) 

Операторы представления Tg задаются формулой 

Tevtö = ^9&~g), (15.11) 

acte фиксированная функция ах (g-), определяющая представление, 
есть произвольная функция, удовлетворяющая функциональному 
уравнению 

«1 (te) ^ «1 (*) Ч (g), ьеКЯи „ „ . . . , *, (15.12) 

« требованию 
К (и) 1 = 1 . (15.13) 
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При этом функции 

«1 (g) ti a j [g) = ^ при g = ku, 
X (й) 

г<?£ х. (и) — произвольная функция с |х (u) | = 1 , определяют одно и то 
же представление. 

Пространство § х можно также реализовать как пространство функ­
ций 9 (и), удовлетворяющих условиям 

ф ( у » ) = 9 ( » ) э Y € Г Я 1 1 (15.14) 

$ |<p ( t t ) | a r f f * (» )<+oo . (15.15) 

Тогда формула для представления вырожденных серий примет вид 

ТМ») (15Л6) 

где ug — произвольный элемент класса ug. 
4. Разложение по представлениям унитарной подгруппы. Пусть 

Tg — представление вырожденной серии, соответствующее характеру 
X (S). Если элемент g пробегает только унитарную подгруппу U груп­
пы @, то мы получаем представление Ти группы lt. Повторяя рассуж­
дения § 10, можно выяснить, на какие неприводимые представления 
группы U и с какой кратностью разлагается это представление Ти. 

Для того, чтобы сформулировать окончательный результат, введем 
понятие весового вектора по отношению к подгруппе I \ , Я в , . . , , Я г . 

Вектор / 0 в пространстве неприводимого представления с (и) груп­
пы U называется весовым вектором по отношению к подгруппе 
Гп 1 5 я „ . . , , пг, если 

* ( Y ) / O = 4 Y ) / O Д Л Я В С Е Х Y £ I \ , „ A , . , „ „ Г , 

где X (у) — скалярная функция от у. 
Теоремы 5 и 6 § 10 остаются верными и для вырожденных серий, 

если в них под f0 понимать весовой вектор относительно группы 
Г п п п 



Глава IV 

Дополнительные серии неприводимых унитарных 
представлений группы © 

Основная серия представлений, рассмотренная в главе I, а также 
вырожденные основные серии, рассмотренные в главе III, описывались 
следующим образом. Пространство, в котором действовали операторы 
представления, состояло из всех функций f(z) (где z пробегает для 
каждой из серий свою группу Z) , для которых интеграл 

l l /P = S l / ( z ) № ( z ) (1) 

конечен. Сами операторы представления задавались при этом 
формулами * * 

Tgf(z)=f(zg)?$j, (2) 

где ÖL (g) была фиксированной функцией, характеризующей собой 
представление. На допустимые функции ос (g) накладывались два 
требования: 

1° Функциональное уравнение a (kg) = а (k) а (g) для элементов k, 
принадлежащих подгруппе К; 

2° I a (g) I — заданная функция. 
Второе из этих требований вытекало из того, что операторы Тч 

должны быть унитарны, т. е., что норма | | / | | 2 , задаваемая формулой 
(1), не должна меняться при преобразовании Tg. 

Однако в рамках схемы, указанной формулой (2), для операторов 
7^ представления есть еще одна возможность строить неприводимые 
унитарные представления группы ©. Эта возможность состоит в том, 
что мы можем по другому задавать норму (скалярное произведение) 
в гильбертовом пространстве. 

* Мы нормировали затем функцию а(^) так, что ce (z) ~ 1, после чего представле­
ние записывалось в виде 

Tgf(z)~f(zg)*(zg). 
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Проще всего объяснить положение для случая унимодулярной 
группы второго порядка (п = 2). В этом случае матрица z имеет вид 

где мы комплексное число в матрице обозначаем той же буквой z. 
Представление записывается следующим образом: каждой матрице 

gJ 
ставится в соответствие линейное преобразование по формуле 

Tg/(Z) ^f(g"Z + g * ) j g12Z + g22 |*+* (g12z + g22)-m. (3) 
{git* + ё22 I 

Таким образом, в этом случае 

* (z, g) - I g12z + g22 |*+* (g12z + g22)~>», (4) 

где m — целое число. Если задать скалярное произведение формулой 

Il/il2 - \\f(z)\*dxdy [z = x+iy], 

то из требования унитарности мы получим, что рх должно быть чисто 
мнищ>ш (рх = ip) и мы получим основную серию представлений. 

Однако есть еще одна возможность: зададим скалярное произве­
дение формулой: 

(А / 2 ) = S я (ßi> 2 2 ) / ( * i ) / 2 fe) <Ух ^ 2 4 у а > (5) 

где a (zv z2) — некоторое ядро. При этом ядро a (zv z2) должно 
удовлетворять следующим условиям: а) для выражения (5) выполня­
ются аксиомы скалярного произведения и Ь) это скалярное произве­
дение инвариантно относительно преобразований Tg при каких-нибудь 
р и т. 

Оказывается, что из этих условий следует, что 

a (zv z2) = с I гх — z2 |~2+р 

и что m — 0, а р г — р — действительное число из интервала 0 < ! р * < 2 . 
Таким образом, кроме чисто мнимых рх и произвольных целых m 

возможны еще при т = 0 действительные рх, 0 < : р 1 < 2 при соответ­
ственно подобранном скалярном произведении. 

Опишем теперь представления дополнительной серии унимодуляр­
ной группы любого порядка. 

Появление дополнительной серии связано с тем, что многообразие 
всех пар не является транзитивным по отношению к группе & пре-
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образований, которые пару (zl9 z2) переводят в пару (z±g, z2g). Именно, 
при п = 2 это многообразие разбивается на два следующих транзитив­
ных многообразия: 

1) многообразие всех пар (z, z), 
2) многообразие всех пар (zv z2), zx Ф z2. 
Скалярное произведение 

в пространстве представлений основной серии есть интеграл произве­
дения / х ' / г по первому многообразию; скалярное же произведение 

есть интеграл произведения fx*f2 по второму многообразию. 
Поэтому построение дополнительных серий в случае унимодуляр­

ной группы любого порядка связано с рассмотрением транзитивных 
многообразий в пространстве пар {z19 z2}. 

Рассмотрим поэтому множество Эй пар (z[, z'2), инвариантное отно­
сительно преобразований группы ®, т. е. удовлетворяющее условию: 

если (z'u z2) €ЗИ, то и (z[g, 22g) €ЗЯ. 

Далее, в множестве Ш пар (z'v z'2) зададим меру (л (z[, z'2). 
Определим теперь скалярное произведение функций fx(z') и f2{zT) 

по формуле: 

( А Л ) = \a{z'v 4 ) / i ( 2 ; ) / a ( ^ ) r f { x ( 2 ; ; , z'J. (6) 
ш 

Ядро a(zv z2) будем искать из условия инвариантности скалярного 
произведения относительно преобразований Tgy задаваемых форму­
лой (2). 

Мы должны выяснить таким образом, какие множества Ш возможны 
и какие из них пригодны для построения на них скалярного произве­
дения. При этом оказывается, что всего существует п\ транзитивных 
множеств Ш. Однако далеко не все они пригодны для построения 
скалярного произведения. Далее, можно показать, что в некоторых 
случаях различные многообразия Ш приводят к эквивалентным пред­
ставлениям. Мы в §§ 16 и 17 приведем лишь простейший вид скалярных 
произведений, указав на другие возможности в § 18. В этом же § 18 
будет дано перечисление возможных многообразий Ж. 

Серию представлений, описанную в § 16 и пп. 1—4 § 17, мы назы­
ваем дополнительной невырожденной серией; она является, так ска-
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зать, «аналитическим продолжением» основной невырожденной серии. * 
Аналогично строится в п. 5 § 17 дополнительная вырожденная серия. 

§ 16. Описание некоторых транзитивных многообразий 
в пространстве пар (z19 z2) 

1. Многообразия ЭЛТ. В этом параграфе мы опишем многообразия 
Ш пар (2 Х , 2 2 ) (zGZ) , удовлетворяющие следующим условиям: 

1° Вместе с (гъ z2)G3H для любого g также (ztg,z2g)(: ЭЯ (инвариант-
ность ЗЛ относительно групповых преобразований из ©). 

2° Любые две пары из 9JÏ можно перевести друг в друга преобра­
зованиями из © (транзитивность). 

Как мы указывали, таких многообразий всего п\ Они будут пере­
числены в § 18. Однако для того, чтобы построить представления 
дополнительной серии, достаточно некоторых из них. При этом неко­
торые из других Ш дадут нам возможность записать представления 
дополнительной серии в другой форме (которая иногда может ока­
заться полезной), а с другими нельзя связать унитарных представле­
ний. В этом параграфе мы перечислим лишь те из многообразий ЭИ, 
которые дадут нам возможность получить дополнительные серии в 
наиболее простом виде. 

Каждую пару (zv z2) 6 Ш можно преобразованием с помощью элемента 
g = zTl привести к виду (е, z2 zx zT1) = (е, z). Таким образом, чтобы 
задать достаточно задать множество Z всех матриц 2, участвующих 
в парах (е, z) 6 Ж. 

Обозначим через Z T совокупность всех матриц 2 6 Z вида 

где 1т — единичная матрица порядка m == п — 2т, щ — матрицы второго 
порядка вида 

О п р е д е л е н и е . Обозначим черезЗДТ множество пар вида (2, 22), 
где 2 пробегает группу Z , a z пробегает Z . 

* Что это не есть лишь способ выражения, видно из следующей главы, где фор­
мулы для следов основной и дополнительной серий получаются друг из друга анали­
тическим продолжением по р. То же самое относится к формулам для сферических 
функций. 

(16.1) 

(16.2) 
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I. Для любого gÇ® пара (zg, (zz)g) также принадлежит 3J?T 

(т. е. ЭДТ — инвариантна относительно преобразований группы @) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим zg = kzv тогда zg = z v Так как 

zzg = zkzb то если мы покажем, что zk представимо в виде 

zk= kxzx, где zt£Z, (16.3) 

то мы покажем, что пара (zg, (zz) g) имеет вид (zv zx zx) и, следова­
тельно, 6Ж Т . 

Представим k в виде 

k = [ U ^ 1 1 ^ 1 2 . . \ (16.4) 

» 0 0 » 0 1 » 0 2 - . , .V, 
0 » 1 2 - . • • »: 

0 0 0 . , . . V. 

где VQ-) — квадратная матрица порядка m = п — 2т, <y0£ — матрицы из 
m строк и двух столбцов, vpq, p, q>0 — матрицы второго порядка, 
причем vpp имеют вид 

Д det vpp = 1. 
р-0 

(16.5) 

Из (16.1) и (16.4) следует, что 

kk=l 0 ВДЯ . . . ВДог ) . (16.6) 

\ 0 0 0 . . . Ит^тт / 

С другой стороны, записывая аналогичным образом kx и zlf получаем 

k l Z l = l о », ;«; » , 2 « 2 - • - к к . (16.7) 

\ о о о . . . <х / 
Поэтому равенство zk — будет удовлетворено, если 

v'oa^Vw » 0 ; _ = » О р и ' р ' , P = 2 . . . . . Т , J ( 1 6 8 ) 

V P t = u P V P l u V > КР<<1<ъ / 

иГ« = < „ и' р = 1 , 2 , . . . . т. (16.9) 
Р РР РР Р Г 
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Равенства (16.9) однозначно определяют и' и и' . Именно 

z ; = ^ v - ^ 

Но тогда равенства (16.8) однозначно определяют все остальные эле­
менты матриц zt и kx и представление zk = kxzb а значит и предложе­
ние I доказано. 

Введем теперь обозначение: 

{z, zz}g= [zg, (zz)g). 

В силу предложения I, переход от [z, zz} к [z, zz) g есть преобразо­
вание пространства 9JÎT. Группу @ можно поэтому рассматривать как 
группу преобразований g пространства SöfT. 

II. Многообразие 3JÏT транзитивно относительно группы ©. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как [е, z) z = [z, zz), то достаточно пока­

зать, что преобразованиями k можно получить все элементы {е, кг] из 
какого-нибудь одного такого элемента [е, z}. 

Выберем k специального вида, положив 

/ о т 0 0 . . . О V 

0 ^ 0 . . . О \ а ( 1 6 Л 2 ) 

. / 

\ о о о . . . ^ / 

Тогда zk = zt определяется, согласно формулам (16.9), из равенств 
V P P U P = UpvPP- Последние же, при надлежащем выборе vpp, переводят 
любой элемент ирфе в любой другой элемент и'р. 

2. Мера в Ж т. Каждый элемент из Ж т задается как пара вида {z, zz), 
где z пробегает Z , a z пробегает Z . Зададим меру в z формулой 

т 

dp(i) = \[dp{zp), (16.13) 

где zp — элементы матрицы z (формула (16.2)), a dp(zp) = dxpdyp, если 
zp — хр -f- tyP* 

Зададим в 9ЛХ меру формулой dp (z), dp (z), где dp (z) — определен­
ная ранее мера в Z . 

Найдем для дальнейшего, как преобразуется мера dp(z) при отобра­
жении z ->zk (мы видели в процессе доказательства предложения I 
этого параграфа, 4 T 0 2 & 6 Z ) . 
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Введем функцию у (g), положив 

Y ( * ) = П 
р=1 

, и у (кг) = у {к), (16.14) 

где Х р и vp —'диагональные элементы матрицы k в записи (16.4) и 
(16.5). 

Из равенств (16.10) и (16.11) следует, что 

dy. (г'р) - I W -

отсюда 

^ (*i) тт ^И-(Цр) А 

Поэтому, в силу (16.14), 
d[L (zk) 

d^(z) 
= (zk). 

(16.15) 

(16.16) 

§ 17. Описание представлений дополнительной серии 

1. Определение OL (g) и скалярного произведения. Будем искать 
представления дополнительной серии в виде 

Tgf{z) = c{zg)f{z'g\ (17.1) 
где попрежнему для 

« ( ^ ) = « ( 8 ) = ß 2 (S)x(S), 

Z (8) = z IХ21 Х 2 . . . I Х„ I Х„ , 

(17.2) 

(17.3) 

но где. р 2, . . . , р Л уже не обязательно действительные числа. 
Скалярное произведение функций f(z) будем при этом искать в 

виде 

(Л, / 2 ) = [a (z, zz)U {Z)K&) Ф (*) dp (z), (17.4) 

где / 1 ? / 2 таковы, что интеграл в (17.4) сходится абсолютно*. 
Условие унитарности оператора Tg дает: 

J а{р zz) a (zg) Л (z£) а ( ( и ) g)h ((zz) g) dV< (z) dV (z) = 

- J a (zv z ^ h (*i)/a ( 1 7 - 5 ) 

* Мы, конечно, пополним затем пространство по введенному скалярному произ­
ведению. 
8 Труды Мат. ии-та, вып. XXXVI 
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Сделаем во втором интеграле замену переменных 

Ч = zg> К = *Ь 
где 

zg = kzv 

В силу формул (9.7) и (16.16), этот интеграл перейдет в 

\ a (zg, (zz)g)fx (zg)f2((zz)g) ß"1 (zg) y - 1 (zk) dp (z) dp (z). 

В силу произвола функций fl9f2, отсюда и из (17.5) следует, что 

a (z, zz) a (zg) OL((ZZ) g) = a {zg, (h) g) ß' 1 (zg) y - 1 (zk). (17.6) 

Это — функциональное уравнение для определения функции a (z, zz), 
по которой строится скалярное произведение. 

Покажем, во-первых, что a (z, zz) зависит лишь от z. Для этого в 
равенстве (17.6) положим g = z0; тогда k = e и мы получим 

a (z, zz) = a (zzQ, zzz0), 

или если z0 = z~l, то a (z, zz) = а (е, z). 
Обозначим 

а (е, z) = a (z). 
Тогда мы имеем 

a(z,zz) = a(z). (17.7) 

Далее, нам нужно найти a (zf}= а (е, z) и определить, при каких а 
существует ненулевое решение функционального уравнения (17.6). 
Положим в равенстве (17.6) z = e, g = k. Так как ек = е, то имеем 

a (z) ÖL (k) lT(zk) = a (zk) ß"1 (k) y " x (zk). (17.8) 

Чтобы найти условия на a (g), выберем какой-либо элемент z и 
такие k, чтобы zk==z ^Тогда в (17.8) можно будет сократить a(z). 
Возьмем для этого z = z°, где z°p = 1, p = 1, . . . , т, и выберем те k, для 
которых z0k = z0. В силу формул для преобразования z0 (формула 
(16.10)), мы имеем vp = рр + Хр, так как z°p == z°p' = 1 и, в силу (16.11), 
vp = Хр, \ р = vp и рр = pp. 

Здесь 7iPtэлементы матрицы ^ , определяемой из равенств 
z9k = k±zQ. 

Равенство (17.8) после сокращения на a(z0) приобретает вид 

a(A)a(5 5 Ä) = ß" 1 (*) Г " 1 № 

где k произвольная^ матрица из К, удовлетворяющая условию z0k = z0 

или иначе 2 : ° ^ = ^ ° . Таким образом, имеем 

« ( * ) ^ ) = ß-1(*)Y""1(*i)- ( 1 7 . 9 ) 
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Мы получили необходимое и, как легко видеть, достаточное условие 
на а, при котором существуют отличные от нуля функции а (г)-

Так как функция а (8) выражается через функцию 

х (s) = I х2 Г + ! » хГ • • • • I х„ Г л + г р " х Г » , 

то найдем условие на т 2 , рг, ^ я , рп-
Зададим матрицу & в виде 

М ю 0 . . . 0 \ 

k = ( О 1 2 . . . О , V О О . . . V 

где 1 2 —единичная матрица второго порядка. Тогда мы получим из 
формул (16.8), (16.9), что в этом случае kx = k, у " 1 (Ä) = 1, следова­
тельно, I а (к) | 2 = ß" 1 (k), т. е. для таких k 

I = 1 -
Так как для таких А последние 2т собственных значений равны 1, 
первые же произвольны, то, следовательно, все числа р х , . . . , рЛ 2 т 

действительны. 
Положим теперь 

/ / ^ 0 . . . О . . . О 

/ 0 / 2 . . . 

\ 0 0 . . . /о 

где 

Тогда 

где 

Подставим полученные значения k и &х в равенство (17.9) 

* Условие tfA = \ip9 + ^ 0 следует из требования 'z0k = z0; см. стр. 114. 

8 * 
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Так как по диагонали в k и kx отличные от 1 элементы стоят лишь 
на месте с номерами q = п — 2т + 2/? 0 — 1 и q + 1 = п — 2т + 2р0, то, 
подставив их в (17.9), получим 

I v P A m * + i " > - 2 9 + 2 v - m ' I Х р „ , l ^ ^ V * х 

Отсюда, сравнивая показатели, имеем: 

mq = mq+i, ipq — ipq-\.\ = О, 
где 

q = n — 2т + 1, /г — 2т + 3 , . . . , п — 1. 

Из последнего равенства следует, что pq и pq+i имеют вид 

Таким образом, характер х(<*) имеет вид 

х<*)= n^Prp+ip%mp п i ^ r ^ ^ ^ i x , ! ^ - ^ . (17.10) 

где 8 — диагональная матрица 

S = ( S j , . . . , 8п_2т, ^i, X l f v2, Х 2 , . . . , .TJT, Х т), 

/п р — целые числа, ар и — действительные числа. 

Итак, для существования функции a(z) нужно, чтобы функция 
x(S) имела вид (17.10). Найдем теперь само выражение для функции 
a(z). 

Положим в формуле (17.8), из которой нужно определить a (z) 

Z = А ^00 =lm К Vp = Zp {[Lp + Хр), Vpp = ^ j , 

где v00, Vpp суть компоненты матрицы k, так что, в силу (16.10), 
• —. • 
z°k — z. Мы получим тогда 

а (z) = га (k) а (z£) ß (А) у (zk), (17.11) 

где постоянная с равна а (2 0 ) . Так как при этом х(̂ ) в (17.10) удовле­
творяет соотношению (17.9), то безразлично, какой взять элемент 
удовлетворяющий условию z°k = z. Выберем его, например, так, что 

Sp = 1 при р = 2 , . . . , п — 2т; jxp = 0, 1Р = 1 при /? = 1,..., т; 

следовательно, vp = zp. Тогда в силу (16.11), 
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и равенства (17.10), (17.11) дают: 

, • 1~г , , mn-\-t<3 -bo —m n 1 г , , mn—IG - 4 - G —/яп т т , . „ 

a(z) = c]l\zp\ р p^"zp

 p l i \ z p \ p P ^ P Z p

 p R \ z P \ - \ 
р=Л p=l p=l 

т. e. 

a(z) = c lllzpf^p. (17.12) 
P=I 

Итак, если x(§) 11 a(z) задаются формулами (17.10), (17.12), то 
оператор Tg, определяемый формулой 

7 V / ( 2 ) = « ( Z £ ) / ( ^ ) , 

оставляет инвариантной эрмитову форму (17.4) 

a {z, zz)fx ( z ) / 2 (zz) dp (z) dp (z). 

2. Преобразование формы ( 1 7 . 4 ) к более удобному виду. Для 
того, чтобы форма (17.4) могла быть скалярным произведением, доста­
точно, чтобы она была положительно определенной. Мы выясним 
здесь условие положительной определенности (17.4). Раньше запишем 
выражение (17.4) в параметрах. Нам понадобятся для этого несколько 
вспомогательных утверждений. 

Пусть z — некоторая матрица из Z . Выделим в ней элементы 

Zp = 2 Г -2т-Ь2/? , г - 2 т + 2 / ? - Ъ р = 1, 2 , . . . , т (17.13) 

(это те места, на которых в z стоят элементы, отличные от нуля). 
Обозначим через z матрицы z, в которых все zp = 0. Имеет место 
следующее предложение: 

Всякую матрицу z можно представить, и при том единствен­
ным образом, в виде z = zz, 
причем 

Zr-2x+2p, r~2x-\-2p-\ = Zr-2x+*Zp, r-2r+2p-h = 1, 2, . . . , Т (17.14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения z следует, что в равенстве 
(17.14) первые m строк матриц z и z совпадают. Далее, 

Zpq = zpq при p = r — 2T + 2V — 1, v= 1, . . . , т, (17.15) 

Zpq = Zpq+ zp>p-iZp-.i, g при p = r — 2т + 2v, 1, (17.16) 

Zp,p-i = ZptP-i при p = r — 2T + 2V, (17.17) 

a эти равенства однозначно определяют z и z. 
При условии z = zz имеет место соотношение 

dp{z) = dp(z)dp(z), (17.18) 
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где dp (z) — произведение дифференциалов действительных и мнимых 
частей всех переменных элементов матрицы z. 

Это утверждение непосредственно следует из равенств (17.Î5), 
(17.16) и (17.17). 

В силу доказанного выше предложения, мы можем положить: 

f(z) =f(zz) =f(i z) = /& z l 9 . . . , z T ) . (17.19) 

В силу соотношения (17.18) для мер и равенства a(z,zz) = a (z) мы 
можем выражение (17.4) для скалярного произведения переписать в 
виде 

(fv Л ) = J а *)Л №*) dp (z) dp (z!) dp (z) = 

a (zz'"1) Л (z'z) f2(zz) dp (z) dp (zr) dp (z) = 

т " _ 

П I Z P — Z P i " 2 + 2 a p [ [ f i & zi>---> z^f*& *!••••> **) dV-fâ\ x 

x dp (zx). ..dp (zx) dp (z\). ..dp ( z T ) . 

Мы получим таким образом, что скалярное произведение функций 
/1 & zb ...,zT) И / 2 ( z , z x , . . . , Z T ) задается формулой: 

(Zu/2) = J П \ * Р — * Р \ ~ 2 + 2 ° Р [J/i & *!>•••> ^ ) / а & *ь- • ' ' * * ) < ^ ( * ) ] х 

х dp ( Z i ) . . . dp ( Z T ) dix (zi) ...dp ( Z T ) . ( 1 7 - 2 0 ) 

Из этого равенства следует, что для сходимости интеграла (17.20) 
должно быть ар^>0. 

3. Условие положительной определенности формы (14.4). Попол­
нение пространства Обозначим через совокупность всех огра­
ниченных измеримых функций/ (z ) = / ( z , zb ..., zp\ таких, что 

т " 

\ П 1 Z P ~ Z P 1 \f^z' zi> • • • ' / ( Z ' zi> • • • » ^)/x 

X tffi ( 2 ) ^ ( Z j ) . . . rf(Jl (Z x) Й?[А (ZÎ) . . . ^ ( z T ) < + OO (17.21) 

И для положим 

J p = l 

xd(x(z)rf{A(z1) ...dy.(zz)diL(z'1)...dy.{z'j. (17.22) 
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Далее, при 0 < а"р <С 1, р = 1,..., т обозначим чере^ H совокупность 
всех функций ф (z, wv . . . , здт), таких, что 

II 9 II

 2 = П 2 % i4"^T ^ I w i I — 1 I
 w- 1 I ф(£ , ^ г ) | 2 X 

р=\ p J 

x rf[JL(T^i)... dp(wT)dp(z)< + o c . (17.23) 

Очевидно, H — гильбертово пространство с нормой || 9 II . 
Докажем, что если 0 < </ << 1, Р = Ь • • •, т для любой функции 

f 6 .g' интеграл 

9 (z, ^ x , . . . , m,) - — — \ / (z, zx,..., z x ) é? d j j t ^ i ) . . . fl^(zT) 

(17.24) 

сходится в среднем в смысле нормы \\ 9 || и при этом ( / , / ) = || 9 || 2 . 
Этим будет доказано, что для 0 О ^ < < 1 форма ( / , / ) положительно 

определена. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функция / (z, z x , . . . , z T ) измерима, 

ограничена и равна нулю вне некоторого компактного множества зна­
чений 2 , z1,..., z T и с суммируемым квадратом по dp (z). Тогда инте­
гралы (17.22) и (17.24) существуют. Применяя т раз лемму § 8 [ 6 ] 
(в которой соответствующее утверждение доказано для т ~ 1 ) , мы 
получаем, что || 9 || 2 = ( / , / ) . 

Пусть теперь f(z)=f(z,zl9..., z T ) — произвольная функция из 
a Q — произвольное компактное множество точек z = (z, z x , . . . , z T ) . 

Положим 
f(z) при z € Q , 

О при z £ Q . 

Соответствующую функцию 9 обозначим через 9 Q . По только что 
доказанному 

I I / Q I ! 2 ^ [ I 9 Q I I 2 . (17.25) 

С другой стороны, при Q>Q будет fQ,— fQ=fQ._Q и <?Q — <? Q = <pQ,_Q. 
Поэтому из (17.25) следует, что 

Так как интеграл (17.21) сходится, то || /Q/ —fç \\ ->0 при неограни­
ченном расширении множеств Q' ,Q. Поэтому также || 9 Q / — 9 ^ | ; 2 - > 0 . 
Отсюда следует, что интеграл (17.24) сходится в среднем в простран­
стве H к пределу 9 Ç / / . Переходя в (17.25) к пределу, мы получаем 
требуемое равенство ( / , / ) = II 9II 2 . 
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Мы доказали, что при 0 < о > < < 1 , /? = 1 , . . . , т ( / , / ) есть положи­
тельно определенная форма. 

Обозначим через § пополнение пространства SQ' П О норме ( / , / ) * . 
Изометрическое соответствие / - > 9 продолжается, и притом един­
ственным образом, до изометрического соответствия пространства .§ 
в пространство И . Докажем, что образ пространства SQ при этом 
соответствии есть все пространство Н . Для этого достаточно показать, 
что образ Н ' пространства плотен в Н . 

Последнее, однако, следует из результатов [ 6 ] (§ 8, стр. 453—454). 
Именно, положим 

f(z,Zi,...,zx) = /0 (z)fx (гг)...fx ( * т ) , 

где / 0 , . . . , / т — ограниченные измеримые функции, равные нулю вне 
некоторых компактных множеств. Тогда 

9 (z, w v . . . , wx) - / о (z) 9i К ) - - - <Рт (wT), 
где 

Ф Р ( < * Р ) = i J / Р R e ( ¥ л > <*H(*P), p = 1,... , т . 

По доказанному в § 8 в [ 6 ] , функции 9 Р (w) плотны в пространстве всех 
функций, удовлетворяющих условию 

/ / 

\Wp\~°p\<?p (™Р) I 2^Н- ( ^ Р ) < + 

Поэтому линейные комбинации функций 

/o(z) 9 l К ) . . . ? т ( W X ) 

образуют плотное множество в пространстве Н . 
4. Представления дополнительной серии. Оператор T G , определен­

ный равенствами (17.1), (17.2) и (17.10), отображает на самого себя 
с сохранением нормы Его можно поэтому продолжить, и при­
том единственным образом, до унитарного оператора в SQ, который мы 
также обозначим через T G . Тем самым доказана следующая теорема: 

Т е о р е м а 7. При 0 < о £ < 4 , р = 1, . . . , т равенства (17.1), (17.2), 
(17.10) определяют унитарное представление группы & в простран­
стве в котором скалярное произведение определено формулой 
(17.4). 

З а м е ч а н и е . Если некоторые из чисел ар равны единице, то 
форма ( / , / ) остается неотрицательной, но может обращаться в нуль 
для функций, отличных от нуля. А именно в этом случае в ядре 

- 2 f 2 a " 

Д I zp — z'p I P формулы (17.22) некоторые множители равны еди-

нице. Поэтому выражение (17.22) зависит в этом случае не от 
/ (z, z v ..., zT), а лишь от ее интеграла по соответствующим перемен­
ным и обращается в нуль, если эти интегралы равны нулю. Если 
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функции, для которых {f,f) = 0, отождествить с нулем, то мы полу­
чим представления вырожденной серии. Как получить аналогичным 
процессом все представления вырожденной серии, как предельные 
для представлений дополнительной серии, см. ниже § 18. 

Совокупность всех таких представлений, соответствующих при фик­
сированном т всевозможным характерам х(&)вида (17.10), мы будем 
называть дополнительной серией представлений группы ©. 

Т е о р е м а 8. Все представления дополнительных серий непри-
водимы. 

Доказательство этой теоремы является почти дословным повторе­
нием доказательства теоремы 2 § 5. 

5. Вырожденные дополнительные серии представлений. Аналогич­
ным образом мы можем построить представления дополнительных 
вырожденных серий. 

Дополнительная вырожденная серия определяется числом т и 
системой чисел пг,...,пг, в которой последние 2т чисел равны 1. 

Представление задается в пространстве функцией f(z), где 
z£.Znv ..., пг- Дальнейшие формулы для представлений и скалярного 
произведения ничем не отличаются от формул для дополнительной 
невырожденной серии. Нужно только в этих формулах под x(S) 
понимать вместо выражения (17.3) следующую функцию 

X ( S ) = I Л 2 I " • - ^ А , - " ' ! Л 3 I Я ^ А Г * . . . I Ar I " ^ Л Г " ; (17.26) 

выражения для z, z и т. д. ничем не отличаются от приведенных 
в пп. 2—5. Имеет место: 

Т е о р е м а 9. Представления вырожденных дополнительных 
серий неприводимы. 

Доказательство совершенно аналогично доказательству теоремы 2Г 

§ И . 

§ 18. Классы транзитивности множества пар. Другая запись 
представлений дополнительной серии 

Этот параграф посвящен изложению некоторых вопросов, связанных с изучением 
многообразия пар (z\,z2), которое, как мы это видели во введении к этой главе, 
связано, в свою очередь, с изучением дополнительных серий. 

1. Двусторонние классы смежности © по К. Пусть Zr, как и ранее, многооб­
разие левых классов смежности © по подгруппе К треугольных матриц. 

Рассмотрим множество всех пар (z\, z'2), где z'v z2 ç z ' . Нам нужно найти множе­
ство Ш пар (z\, z2), удовлетворяющих условиям: 

Г Если (г[, z2) б SR, то (z[g, z'2g) 6 Ш . 
2° Многообразие Ш транзитивно, т. е. для всяких двух пар (z\, z'2) ç Ш и 

(z\, /2) ç Ш существует преобразование g £ © такое, что (z\, z2) = (z\g, z'2~g). 
Мы покажем, что таких многообразий Ш существует п\ и опишем их. 
Ясно, что в каждом классе Ш существуют пары вида (er, z2), где ег— единичный 

класс смежности © по К. Действительно, если (z\, z2) — произвольная пара из i и 
g1 — элемент из класса г\, то также (е\ z'2g~[l) ç Ш. 
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Для того, чтобы описать Ш, достаточно описать множество пар вида (er, z') £ Ш. 
Если (er, z') ç Ш, то для любого k ç К (е', zr k) ç Ш. Действительно, {e'k, zTk) = 

= (er,zf k) и следовательно, (e',z' k) ç Ш. Обратно, если (er,zr) — какая-либо пара из 
Ш, то любая другая пара вида (er,zri) из Ш имеет вид (e\zr k). Действительно, в силу 
транзитивности Ш, существует такое g, что (erg, z'g) — (er, z"). Но из еТg — er 

следует, что g £ К. 
Таким образом, задача описания Ш сводится к исследованию множества элементов 

вида zr k, где zT фиксировано. Так как zr есть класс смежности © по К, т. е. 
множество элементов вида kxg0, где g0 фиксировано, то окончательно задача 
ставится так: 

Какое множество в © заполняют элементы вида k^ko, где g0 — фиксировано, а 
ki> ^2 — произвольные элементы из /С 

Таксе множество в © называется двусторонним классом смежности © по К. 
Имеет место следующее предложение: 
Всякий элемент g ç © может быть представлен в виде 

g=klSk2, (18.1) 

где klfk2£K, a 5S—матрица, у которой в каждой строке и в каждом столбце 
имеется лишь один элемент, отличный от нуля. Эти элементы в s можно 
выбрать все равными -j- 1 за исключением какого-либо одного, который опре­
деляется из условия det (s) = 1. 

Таким образом, существенно различных s имеется п\ 
Докажем сформулированное утверждение. Покажем, что для всякого элемента 

g £ © можно подобрать kx и k2 так, что kxgk2 есть один из элементов s. 
Умножение матрицы g слева на kx сводится к умножнию я-ой строки на число, 

замене п — 1-ой строки линейной комбинацией л-ой и п — 1-ой и так далее. Умножение 
на k2 справа сводится к умножению первого столбца в g на число, замене второго 
столбца линейной комбинацией первых двух и так далее. Нужно этими операциями 
привести g к виду, в котором в каждом столбце и строке есть лишь один элемент, 
отличный от нуля. Рассмотрим в последней строке первый, отличный от нуля элемент. 
Пусть это будет gnk. Тогда, умножая £ г ы й столбец на число, заменяя k + 1-ый 
столбец линейной комбинацией ^ - г о с kx + 1-ым, kx + 2-ой линейной комбинацией 
&Х -ГО, kx + 1-го, kx + 2-го, и так далее, мы добьемся, чтобы gn^ ^ ^_ i= gHt #х_|_2 = • • * = 

= gnn = 0, a gnk — 1. Далее, умножением последней строки на числа — gn_it ь , 
— §п—2 — S\k и прибавлением ее соответственно к п — 1-ой, п — 2-ой,. . . 
. . . ,1-ой строке мы добьемся того, что все элементы ^ - г о столбца равны нулю, 
кроме gnk. Вычеркнем теперь в полученной матрице последнюю строку и ßj-ый 
столбец и с оставшейся матрицей проделаем те же операции и т. д. Мы придем таким 
образом к матрице s, у которой в каждой строке и в каждом столбце есть лишь один 
элемент, отличный от нуля. Все эти элементы равны 1 за исключением последнего, 
равного + 1 или — 1 (знак последнего предписан требованием, чтобы определитель 
равнялся 1). 

Мы показали, таким образом, что существуют такие kx и k2, что kxgk2 = s или 

g = kf1 sfÇ1, (18.2) 

что и требовалось доказать. 
Докажем единственность 5 в представлении © в виде 

g = kxsk2. 

Пусть g = k[sxk2 и g = ^\s2k2 , т. e. k^s^ = k^k^ или kx — s\~lk2 s2» где kl = 
~ k^~l k\ и k2 = k"2k2

—1. Пусть подстановка sx переводит / в n f, a S 2 - » / B / W J . 
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Тогда, если ku — диагональные элементы матрицы k2, a apq — элементы матрицы kx — 
= sY1 k2 s2, то л п т = ± ku . Так как apq = 0, если p>q, a ku =j=- 0, то должно быть 

л, < : яг, для любого /. Но е с л и / ^ J ' ' ' Л и ( \ ' ' ' п , \ — две подстановки и т]^С 
\ т \ • - т п ) \тх . . . тп) 1 -

-< mi для / = 1, . . . , п, то эти подстановки совпадают, т. е. sx ~ s2. 

Матрицы k'l и k2 в представлении (18.1) определяются неоднозначно. Действитель­

но, пусть k\ sk'2= k'iSk'^T. е. sk^"1 — kx, где kx — k\~~lk\, k2 = &2 Ь2~~г.Обозначим че­

рез Ks подгруппу группы К, состоящую из элементов, для которых k£K и s-i ksÇK 

Таким образом, k2 £ Ks\ обозначим k2 — ks. Окончательно получаем, что &2 ^—i = 

^у, т. е. &2' = ks k'2. Таким образом, в разложении g = £js & 2 элемент k'2 определен 

с точностью до левого множителя из Ks* При задании k'<>, матрица k\ определяется 

уже** однозначно. 
Заметим, что для s — е ks совпадает с k; для 

• •0 1 
• • 1 0 

(18.3) 
-.0 0 

0 0 , 

Ks — D (т. е. состоит лишь из диагональных матриц) * 
Итак, мы доказали, что двусторонний класс смежности ® по подгруппе К одно­

значно определяется заданием подстановки s и состоит из всех элементов вида 
g = k1 sk2. Обозначим этот класс через ® s . 

Поставим вопрос: чему равна размерность Для этого выясним раньше, чему 
равна размерность Ks. Пусть k = || kpq |{ Ç К и пусть 5 задается подстановкой 

Тогда sks"~l = kr имеет элементы knn = & m т . Так как должно быть 
Рч тр m q 

k' — 0 при p > q, то km т = 0 , если р > д. Мы должны, следовательно, наложить 
требование: km т = 0 , если p > q и тр > тд . 

Обозначим через т число инверсий в подстановке s. Тогда число условий, нало­

женное на k, равно т. Так как размерность К равна п.in^~ ^ , то размерность Ks 

равна " ( " + * ) - х. 

Найдем теперь размерность Каждый элемент g"6®5 представим в виде g = 
= s&2> г Д е ^2 определен с точностью до множителя из ks, а &х по £ 2 определен 
однозначно. Поэтому размерность ® s равна 

? Я ( / 1 + 1 ) _ Г Я ( Я + ! ) ] _ / * ( * + ! ) 

2 2 I 2 I 2 

\mV"mnJ 

* Полученный здесь результат можно сформулировать еще так: всякий элемент g 
можно представить в виде 

g =» ksz. (18.4) 
Действительно, представим gs0, где матрица s0 определена формулой (18.3) в виде 
^ s 0 = ^ 1 5 1 ^ 2 . Отсюда ^ = ^ i S i 5 0

_ 1 5 0 £ 2 S o - 1 - Так как s 0 ^2 ^о""16 ^ » а диагональные эле­
менты £ 2 можно считать равными 1, то, обозначив st So~ 1 == s ш s0k2 s " 1 = z, мы полу­
чим требуемое разложение. 
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s = (l)(2). . .(n — 2 т ) ( л - 2 т + 1, п - 2 т + 2)(я — 2 т + 3, п - 2 т + 4 ) . . . (п - 1,п). 
(18.6) 

Итак, размерность двустороннего класса смежности ®s группы © по К7 

определяемого подстановкой s, равна JLilLâl}) - f- т, где т — число инверсий в под­

становке s. 
Мы описали двусторонние классы смежности © по К и тем самым транзитивные 

многообразия Ш пар (z[, z'2). Каждое такое многообразие Ш задается некоторой под­
становкой 5 и мы его будем обозначать через Ш5. Найдем еще размерность ffîs. Для 
пар вида (е\ z'), z' есть, как мы видели, левый класс смежности, принадлежащий % s . 
Поэтому размерность множества таких z' равна п ^ -till -f т — я (п + 1)̂  _ т ^ а к 

2 2 

как размерность Z' равна -î-felzJl , то размерность Ш 3 равна n ( n ~ ^ + т. В ча­

стности, для 
/ О О- - -О- 1 

/ 0 0-.-1 0 
s 0 = ( . . . • 

\ 0 1-..0 0 
\ 1 0 . . -0 0 

размерность W S Q равна п(п — 1). 
2. Другая запись представлений дополнительной серии. Аналогично тому, 

как это было сделано в § 17, можно искать скалярные произведения, определенные 
ядром a ( Z j , z'2), где пары (z[, z2) пробегают некоторое $RS. 

Надо отметить, что в таких терминах (без перехода от z' к z) все рассуждения 
приобретают более естественный характер. Мы оставляем их проведение читателю, 
как хорошее упражнение. 

Оказывается, что скалярное произведение с эрмитовой функцией a (zlt z2) суще­
ствует лишь для тех Ш8, для которых подстановка s удовлетворяет условию 

s2 = е. (18.5) 

Действительно, условие эрмитовости требует, чтобы вместе с парой (z'v z2) функция 
a (z\,z'2) была определена на паре (z2,z[), т. е. чтобы вместе с (z'vz'9) £ Ш 3 и 
(4*î) 

В частности, вместе с парой (е\ s') левых классов смежности, определяемой парой 
е и s в Ш3 должна лежать пара (s', е% определяемая парой 5 и е, т. е. должно суще­
ствовать преобразование g группы ©, переводящее (е\ s') в (s', е'). Следовательно, 
существуют такие £, kt g, что eg = ks и s g = ^ е . Отсюда &s = s*"1^,^ e. ksk^—s^ 
или, ввиду единственности 5 в представлении (18.2), s = s - 1 , т. е. s2 = е. 

Подстановка s, для которой s 2 = е разбивается на циклы длины 2 и 1. Пусть число 
циклов длины 2 равно т. Можно показать, что если для двух различных подстановок 
«Si и s2 число т циклов длины 2 совпадает, то каждому представлению дополнительной 
серии, связанному с первой подстановкой, отвечает эквивалентное ему представление 
дополнительной серии, связанное со второй подстановкой. В § 16 и § 17 построение 
представлений было связано со следующей реализацией подстановки s (s2 = е) с z цик­
лами длины 2: 



Глава V 

След в представлениях комплексной унимодулярной 
группы 

В теории представлений конечных и комплексных групп существен­
ную роль играет след неприводимого представления *, который обычно 
называется его характером. При переходе от данного представления 
к эквивалентному след не изменяется; он является, таким образом 
инвариантом данного представления. 

Возникает вопрос, нельзя ли перенести на построенные нами непри­
водимые представления комплексной унимодулярной группы & поня­
тие следа и, следовательно, построить теорию, аналогичную теории 
характеров конечномерных представлений. Очевидно, непосредствен­
ное перенесение невозможно, ибо операторы Tg построенных нами 
неприводимых представлений являются унитарными операторами в 
бесконечномерном гильбертовом пространстве следовательно, не 
имеют следа в обычном смысле, как, например, для оператора Те = Е. 
Оказывается, однако, что если вместо оператора Tg рассмотреть 
интеграл 

Tx=\x{g)Tgdv.{g), (1) 

где x(g) — произвольная непрерывная функция на группе ©, равная 
нулю вне некоторого компактного множества, то оператор Тх имеет 
след в обычном смысле; более того, оператор Тх имеет ядро K(zv z2), 
которое является ядром Гильберта — Шмидта. Ядро K(zbz2) задается 
формулой 

К (zv г 2 ) = \х (z~l kz2) a (k) а р г (k). 

Отсюда получается формула для следа S(TX) оператора Тх = 

= \x(g)Tgdp(g): 

S ( T X ) = \ K ( Z 9 z) dp (z) = J x (z-'kz) a (k) dpi (k) dp {z). (2) 

* Напомним, что неприводимое представление компактной группы обязательно 
конечномерно, следовательно, его операторы изображаются матрицами конечного 
порядка. Следом представления называется сумма диагональных элементов такой мат­
рицы. След матрицы равен сумме ее собственных значений. 
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При доказательстве этого результата мы пользуемся реализацией 
представлений при помощи унитарной группы И; существенную роль 
при этом играет компактность группы 11. 

Мы показываем далее, что интегрирование по dpi(k) и dp(z) 
в формуле (2) можно заменить интегрированием по dp (g). В резуль­
тате для представлений невырожденных серий получается следующая 
формула для следа 

Г 2 Х (К) 
S(Tx)^\x(g)^^dp(g)1 (3) 

где Sg — диагональная матрица из собственных значений ï ^ \ p = z \ 9 п 

матрицы g, 

P<Q 

х(8 ) — характер группы Д определяющий представление, а сумма 
распространяется на все перестановки собственных значений X е/*. 

Аналогичная формула получается для представлений вырожденных 
серий (см. ниже § 21). 

Сравнение формул (1) и (3) показывает, что в случае невырожден­
ных серий оператору 7 \ естественно приписать след, равный 

где сумма распространяется на все перестановки собственных значе 
ний матрицы g. 

Аналогичное выражение получается для следа представления вырож­
денных серий. 

Тем самым теория характеров представлений переносится на пред­
ставления 7^. 

В частности, пользуясь этими выражениями для следа, мы выяс­
няем, какие из описанных нами представлений 7^ эквивалентны или 
неэквивалентны друг другу. Именно, так как след является инвариан­
том представления, то представления с различными следами заведомо 
неэквивалентны. Мы показываем, что, обратно, представления с одним 
и тем же следом эквивалентны. 

§ 19. След в представлениях основной серии 

1. Групповое кольцо группы ©. Переход от операторов Tg к опе­
раторам Тх = ^ x (g) Tg dp (g) есть по существу переход от представ­
ления группы © к представлению ее группового кольца. Групповое 
кольцо группы ® определяется следующим образом: 

Пусть Rr — совокупность всех функций x (g), суммируемых на 
группе Определим для э!их функций сложение и умножение на 
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(19.2) 

скаляр, как сложение функций и умножение их на константу, а умно­
жение двух таких функций x(g), как их «свертывание»: 

(*i*2) (g) = \ *i {ggTl)x2 (gi) dp fej. (19.1) 

Кольцо R , которое получается формальным присоединением к R R еди­
ницы е, называется групповым кольцом группы @. 

Таким образом, кольцо R состоит из выражений Хе + x, х б / ? ' , и 
операции в кольце R определяются по формулам 

( V + xi) + ( V + х2) = ( Л 1 + Л г ) е + ( * 1 + х2)3 

p (\е + x) = phe + [хх , 

( V + xi) ( V + * 2 ) = * i V + \ х 2 + + хг-х2, 
(Ъе + х)* = \е + х*, 

где по определению 

2. Связь между представлениями группы и представлениями ее 
группового кольца. Пусть Tg— унитарное представление группы ®; 
каждому элементу а = "he + х группового кольца R группы © поста­
вим в соответствие оператор 

Ta = lE+\x(g)Tgdp(g), (19.3) 

где Е — единичный оператор. При этом интеграл в правой части (19.3) 
сходится в смысле нормы оператора. 

Переход от а к оператору Та есть отображение кольца RB кольцо 
ограниченных операторов в гильбертовом пространстве; это отображе­
ние обладает следующими свойствами: 

Тха = а , (19.4) 

Та^=Та1+Таф (19.5) 

Taiai=Tai-Ta„ (19.6) 

Та. = (Та)\ (19.7) 

Свойства (19.4) и (19.5) совершенно очевидны; свойства (19.6) и (19.7) 
получаются из равенств 

ТхЛ = \ ( З Д ) (g) Tgdy. (g) = \ хх (gg2l) х2 (gt) Tgdp (gt) dp (g) = 

= S *i (gi) («2) T?lt(,dp(gt)dp(g2) = 

= S * i (gx) Tgl dp (gj) • \ x (g9) Т?г dp(g2) = TXl • TXt, 

Tx. = \ xjg=4 Tgdp(g) = l х~Щ) 7V_idp(g) = \x(g) T'gdp(g) = 

= (\x(g)T?dp(g)y = (Txy. 
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Всякое отображение кольца R в кольцо ограниченных операторов 
в гильбертовом пространстве, удовлетворяющее условиям (19.4) — 
(19.7), называется представлением кольца R. 

Мы приходим к следующему результату: 
I. Всякому унитарному представлению Tg группы & соответст­

вует представление 

Та = Тъ+х = *E+\x(g) Tgdp(g) 

ее группового кольца. 
Можно показать (см., например, [7J, [ 2 1 ] ) , что и обратно, всякому 

представлению Та группового кольца группы & соответствует унитар­
ное представление Tg группы @, из которого представление группо­
вого кольца получается по формуле (19.3). Нам, однако, этот резуль­
тат не понадобится. 

3. Ядро оператора Тх; достаточные условия существования следа. 
Будем задавать представление основной серии в пространстве $Qt 

функций Ф(Й) на унитарной группе U, удовлетворяющих условию 

<P(Y») = ? ( « ) > Т 6 Г 

(см. § 8; напомним, что Г есть группа всех диагональных унитарных 
матриц с определителем, равным 1). Оператор Tg представления основ­
ной серии имеет в этом пространстве вид 

ТМ«) = ^ ^ Ф Ъ (19-8) 

Найдем теперь выражение для оператора 

Tx=\x(g)Tgdp{g). (19.9) 

Из формулы (19.8) следует, что при условии абсолютной сходимости 
всех рассматриваемых интегралов 

Тхч(и) = \ Tgx(g)<?(u)dp(g)^ \x(g) ^^9(ug)diL(g) = 

= \ x (u^g) -̂ |f|- фиг1!;) dp (g) = 

= с J dp(ux) J x(u~1ktL1)
(ï±^4№ (19.10) 

где с — некоторая константа (см. п. 5 § 7). С другой стороны, класс 
uu~xkux содержится в классе ï с представителем uu~1kux = kuV) сле­
довательно, и с представителем иЛ. Поэтому можно положить 
о (ии~х ku^) = ф (%) и равенство (19.10) перепишется в виде: 

Т*Ф) = Л ч $ [\x(u-1ku1)a1(k)dv.i(k)]<f(u1)dV.(u1). (19.11) 
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Это означает, что оператор Тх имеет ядро 

К (щ uv х) = с 5 ^ J x (u^kiij) а х (к) dpt (k). ( 1 9 . 1 2 ) 

Пусть теперь функция x(g) такова, что 

î I К (и, uv x) | 2 dp {и) dp (%) < + оо. (19.13) 

8 силу свойств (19.6) и (19.7) представления группового кольца, 
«свертке» функций x(g) отвечает умножение операторов TXf следова­
тельно, композиция их ядер K(u,uv функции x* (g) = x (g"1) отве­
чает сопряженный оператор (7^)*, следовательно, ядро К* (и, иь х), 
связанное с ядром К(щ uv х) оператора Тх формулой 

К* [и, иь х) = К(%, щ х). (19.14) 

Поэтому интеграл в (19.13) естъ след оператора Тх*х. 
Таким образом имеем: 
II. При абсолютной сходимости всех интегралов в (19.10) и выпол­

нении условия (19.13) оператор Тх*х имеет след S (Тх*х), причем 

S{TX*X)= \ \К(и, uv x)\2dp(u)dp(u1). (19.15) 

| 4 . Функции x(g), для которых существует след оператора Тх. 
Укажем теперь простой класс функций x (g*), для которых выполнены 
все условия, сформулированные в конце п. 1. Именно, пусть R"— 
совокупность всех ограниченных измеримых функций на ©, равных 
нулю вне некоторого компактного множества Q с ©, вообще различ­
ного для различных функций. 

II. Множество R" есть подколъцо без единицы кольца R<$. 
Действительно, пусть 

Xl(g), *2(g)£R" 
и пусть 

xL (g) = 0 при g (TQp х2 (g) = 0 при g 6" Q 2 , 

где Qi, Q 2 — компактные множества. Тогда 

I (g)\ < IXI c v j х\ (g)\<cx, I хг (g) + x2 {g) \<cx + c2, 

Xx1(g) = 0 при g~êQv x](g) = 0 при g£Qr\ (19.16) 

хг (g) + x2 (g) - 0 при g~ê Qi + Q 2. ( 1 9 Л 7 > 

Кроме того, 

I *i-*2 (g)\ = \\xi (ggT1) x2 (gt) dp (gl) I < c,c2 p (Q x ) , (19.18) 

x1'X2(g) = 0 при geQ±.Q2. (19.19) 
9 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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При этом Q \ Qt-Q2 обозначают соответственно множество всех эле­
ментов вида gT\ gx-g2> gi^Qi, g" 2 £Q2> a Q1 + Q 2 — теоретико-множе­
ственную сумму множеств Q x и Q 2 . Так как эти множества компактны, 
из их соотношений (19.16) — (19.19) следует, что 

Докажем теперь следующую теорему: 
Т е о р е м а 9. Пусть Tg— представление основной серии, опреде­

ленное функцией а± (g); тогда для любой ограниченной измеримой 
функции x (g), равной нулю вне некоторого компактного множества, 
оператор 

T,1=\x1(g)TgdiL(g)t 

соответствующий функции 

*i (g) = (х* • x) (g) = S x{gxg^) x {gx)dp (gx), 

имеет след, S(TXl), причем 

S (TXx) = £ J ;q {и-1 ku) a-L (k) d^ {k) dp {u\ (19.20) 

где с — некоторая константа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x (g) € R"; и пусть <р (и) — ограниченная 

измеримая функция; тогда каждый из интегралов в (19.10) есть инте­
грал ограниченной функции по компактному множеству, следовательно, 
сходится абсолютно. 

Действительно, пусть Q — множество, вне которого x (g) = 0. 
Тогда первые два интеграла в (19.10) фактически берутся по множе­
ству Q, третий — по множеству uQ с UQ, а внутренний интеграл в 
(19.11) по пересечению с К множества uQu^czUQU. Так как множества 
UQ и UQU компактны, то все эти интегралы действительно берутся по 
компактным множествам. 

Пусть далее | x (g) | < с и пусть d — наибольшее значение функции 
ai(Ä)| на множестве UQU; тогда 

I \ х (и"1 ku±) a x (k) dp; (k) I < cd щ (UQU П К). (19.21) 

Поэтому внешний интеграл в (19.11) есть интеграл ограниченной 
функции по компактному множеству U. Оценка (19.21) показывает, 
что ядро К (и, и1У X) в формуле (19.12) ограничено, ибо | ̂ (и) \ = 1; 
следовательно, интеграл в (19.13) конечен, как интеграл ограниченной 
функции по компактному множеству всех пар {и,иг), и, u^VL. 

В силу предложения II п. 3, тем самым доказано, что для функции 
x(g) € / ? ^ оператор Тх*х имеет след. 

Положим для краткости хг = х*х и найдем явное выражение для 
следа 5 (TXl) оператора ТХх. Обозначим через Кг (и, и1у х) ядро этого 
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оператора. Тогда, применяя к этому ядру формулу (19.12), получаем! 

5 (ТХх) = ^ Ki (и, и, x) dp (и) = с ^ хг (иг1 ku) ос {k) dpx (k) dp (и). 

Теорема 9 тем самым полностью доказана. 
5. Выражение для следа через интеграл по группе Z . Выразим, 

результаты пп. 3 и 4 в терминах группы Z . Заметим, прежде всего, 
что функция К (и, uv х) удовлетворяет условию 

К(ущ ï i uv x) = К(и9 uv х). (19.22) 
Действительно, . , , 

«1 (ТВ) 

а 1 ы 
а 1 (Y«) 

«1 («i) 

ибо а 1 (уй) = а 1 ( у ) а 1 ( й ) , а х (у£) = а х (у) а х (£). 
Аналогично, 

K(U,yUv X)=K(U,UV Х)- ; : : Ч I 

Поэтому функцию K(u,uvx) можно рассматривать как ф у н в д щ о е й 
z, zx и положить 

К {и, и19 х) = К' (z, zl9 х) при и = k0z9 их = kx z v (19.23)1 

Легко найти явное выражение для K(zf zl9 x)-
Прежде всего напомним (см. (8.7)), что функции a (g*) и a i (g), 

определяющие представление Tg в пространствах Qt и @ функций 
Ф(и) и / ( г ) соответственно, связаны соотношением 

ai («") = ß 2 (« ) « (g) при ^ = te. , ( 1 9 . 2 . 4 ) 

В частности, при g = k9 u = e мы получаем: 

a1(k) = o:(k). (19.25) 

Отсюда и из формулы (19.12) для ядра К (и, иь 1) следует, что 

К (z, zv х) = с ̂  ^ x (ат1 V kkx zj a (é) rfW (k) = 

= c "tw 5*(г_1 a (*°kk{X) ß (Arl) ̂ г 

=c • %w S *(2_1 a (*} (*}- (19-26) 

С другой стороны, из формул (19.24) при g = и и (19.23) следует^ что 

ax (и) = а (а) ß* (u) = a (Ä0) ß* (и), а х = a (k±) ß* (%), ß (Ä x) - ß (щ). \ 
9* 

. ) " 
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Поэтому формула (19.26) принимает вид: 

К' (z, z v х) = Ф~1 {и) ß""J {иг) \ x (z-1 kz1) a (k) dpi (k). (19.27) 

Легко видеть (повторяя те же рассуждения, что и в п. 3), что 
функция 

К (г, г ь х)=\х (z"1 kz±) a (k) d& (k) (19.28) 

есть ядро оператора Тх в пространстве Формула (19.28) перепишется 
в виде 

К {и, и ь х) = К1 (г, zv х) = ^ß" 1 (») ß-2 (%) £ ( z , s » x) (19.29) 

при и = k0z, ux = k± z v 

Применим эту формулу к ядру Кг(и, их, х) оператора ТХх, где 
X-t — X * X, X €/?". Соответствующие функции К, К обозначим через 
Кг и Kv Мы имеем тогда 

J Кг (и, и, x) dp {и) = с J ß-* (и) К (z, z, x) dp (и). 

Применяя к последующему интегралу формулу (7.12), получаем 

J Kt (и, и, x) dp (и) = ^ 7<(z, z, x) dp {z) = J xx {z"1 kz) CL {k) dpi (k) dp (z). 

В силу теоремы 9, тем самым доказано, что: 
III. Если x (g) — измеримая ограниченная функция, равная нулю 

вне некоторого компактного множества, то для следа S(TXl) 
оператора 

TXl=\x1(g) Tgdp (g), 

соответствующего функции 

хг (g) = (x*. x) (g) = J x(g1g^1) x (g1) dp {gx), 

имеет место формула 

S ( 7 \ ) = J хг (z-1 kz) a (k) dpi (k) dp (z), (19.30) 

где a (g) — функция, определяющая представление Tg основной серии. 
Если K(z, zx, х) —ядро оператора Тх, то, очевидно, 

S(TXl)=S(KTx)=l\K(z, zv l)\2dp(z)dp(z1). (19.31) 

Отсюда имеем: 
IV. Если x(g)(:Rrf, mo оператор Тх есть оператор с ядром 

Гильберта — Шмидта. 
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§ 20. Выражение для следа в представлениях основной серии через 
интеграл по группе & 

В предыдущем параграфе мы получили следующую формулу для 
следа оператора Тх 

S {ТХх) = J хг (z" 1 kz) a (k) dpi {k) dp {z). (20.1) 

Поставим теперь задачу — преобразовать этот интеграл в интеграл 
вида ^х {g) 9 (g) dp (g). Это преобразование связано с разложениями 
элементов g вида g = z"1 kz. Поэтому в первую очередь мы займемся 
такими разложениями; им аналогичны разложения k — Zr1 SÇ элементов 
группы К. Мы начинаем с этих разложений. 
1. Разложения вида k = Ç - 1 8Ç. 

1. Всякий элемент Â6 К с различными диагональными элементами 
можно представить, и притом единственным образом, в виде 

k=*ïrxK Ç£Z, 86 Д (20.2) 

где 8р = kpp, р = 1,2, п. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Переписывая (20.2) в виде Çk = 8Ç и переходя 

к соответствующим равенствам в матричных элементах, получим: 

Spïpç = j]ïpsksq, p<q. (20.3) 
s—p 

При q = р равенство (20.3) переходит в 

8р = * д а 2, . . . , / г . (20.4) 

Следовательно, условие (20.4) необходимо для выполнения (20.2). 
Пусть это условие соблюдено. Тогда (20.3) можно переписать в виде: 

(8p-8q)Kpg = kpq+ 2 ЪР*Ь*ф p<q. (20.5) 
s=p+l 

Если все $ р различны, то при фиксированном р и q = p+l9 

р + 2 , . . . , п равенство (20.5) является системой рекуррентных уравне­
ний относительно Х*ря, в которых Ър — 8̂  Ф 0. Следовательно, эта систе­
ма имеет единственное решение относительно Крд. 

2. Разложение вида g = z"1 kz. Исследование таких разложений 
основано на следующем простом предложении: 

II. Всякий элемент gd® с различными собственными значениями 
можно представить в виде 

g = = x - i 8 x 9 8 6 Д x£g. (20.6) 
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В самом деле, соотношение (20.6) эквивалентно равенству Sx = xg, 
т. е. 

( 2 0 - 7 ) 

Отсюда видно, что 8р— собственное значение матрицы g9 а 
,{хР1, ...,ХрП}—соответствующий собственный вектор. Так как по 
условию все 8 р различны, то этот вектор определяется уравнениями 
(20.7) однозначно, с точностью до множителя, и при разных р соот­
ветствующие собственные векторы линейно независимы. Поэтому 
определитель матрицы x = | | x ^ | | (р, < 7 = 1 , п) отличен от нуля, 
и, пронормировав соответствующим образом решения, можно сделать 
его равным единице; тем самым предложение II доказано. 

Если также g = у"1 $у, y€g, то ух"18 = ЪухГ1. Так как все диа­
гональные элементы матрицы S различны, то отсюда следует, что 
ух"1 — диагональная матрица: yx~1=S1(:D, следовательно, у = Ьхх. 
Таким образом, при фиксированном S равенство (20.6) определяет х 
с точностью до левого множителя S±^D. 

Итак, всякий элемент g С® с различными собственными значе­
ниями можно представить в виде (20.6), причем диагональными 
элементами матрицы 8 являются собственные значения матрицы 
g, написанные в любом порядке. При заданном порядке собствен­
ных значений матрицы g на главной диагонали S соотношения 
(20.6) определяют х однозначно с точностью до левого множи­
теля 8 Х €£). 

Примем теперь эти замечания для доказательства следующего 
предложения: 

III. Всякий элемент g* 6 © с различными собственными значениями 
\ , . . . , 1п можно представить в виде 

g = z~1kzi kpp = XP) (20.8) 

если только выполнено условие 

ф 0, m = 2, . . . , л, (20.9) 

где x — матрица, составленная из соответствующим образом про­
нормированных решений системы 

п 

s=l 

р=\, 2, . . . , п. 

Порядок собственных значений \ , . . . , \ п на главной диагонали ма-
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тприцы k произволен; при заданном порядке чисел Х 1 э . . . , Х№ это 
равенство определяет z и k единственным образом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем матрицу g в виде 

g^x-i8x. (20.11) 

В силу условия (20.9), матрицу х можно представить, и притом един­
ственным образом, в виде (см. теорему 1, формулу (3.7)) 

x = kz = b1i&, S X € A Ç€Z, z € Z . (20.12) 

Подставляя в (20.11) вместо х его выражение, получим: 

g^z-i^oXz, z£Zy Ç6Z, S€D. (20.13) 

При заданном порядке собственных значений на диагонали матрицы 8, 
определяются равенством (20.13) единственным образом. В самом 

деле, пусть g = Z f 1 Ç f 1 z x — другое разложение матрицы g вида 
(20.13) с тем же 8. Так как х определяется равенством (20.11) с точ­
ностью до левого множителя 8 2 с : £), то х = 8 г Çz = 8 2 Кг z±; откуда, 
в силу единственности разложения (20.12), следует, что S 1 = S 2 

Ç = Cx, z = z r 

Так как Ç^SÇ^/C, то, полагая A = Ç"'1SÇ, получим разложение, 
(20.13), причем kpp = 8Р. Обратно, если g = z~1 # г 1 э где kpp = kPPi то 
применим к К разложение К = Ç f 1 S ^ , 8 р = kpp п. 1. Тогда получим: 
g = z f 1 1 8 С г z r В силу единственности представления (20.13), отсюда 
следует, что Ç = С1? z = z x , следовательно, К = k. Тем самым доказана 
единственность разложения (20.13). 

3. Интегральное соотношение. 
IV. Имеет место формула 

Ç / ^ 1 fe) Ф (*) <*W (*) dp (z) = C/(*) ^ г - ^ - ^ (й, (20.14) 

где \у Х 2 , • • • у К~ собственные значения матрицы g, kg — матрица 
k в разложении g = z~xkz9 kpp = Х^, а сумма распространяется н а 
все перестановки этих собственных значений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выбросим из группы К все те матрицы k, 
у которых совпадают модули хотя бы двух диагональных элементов. 
Мы тем самым рассечем группу К на ni связных областей KS9 таких, 
что в одной и той же области Ks нет двух матриц k, диагональные 
элементы которых отличаются только порядком. 

Так как при рассечении К на Ks было выброшено лишь многооб­
разие низшей размерности, то интеграл по К разобьется на сумму ni 
интегралов по Ks. 
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Положим g = z~1kz, zdZ, k€Ks- Если k пробегает Ks, a z пробе­
гает Z, то, согласно III п. 2 элемент g пробежит по одному разу все 
элементы группы © за исключением тех, которые имеют равные по 
модулю собственные значения, а также тех, для которых хотя бы один 
из миноров хт равен нулю. Но эти исключительные элементы g об­
разуют в © многообразие низшей размерности; следовательно, элементы 
вида g = z"xkz заполняют всю группу %, кроме многообразия низшей 
размерности. 

Очевидно, формула g = z~1kz, k£Ks устанавливает дифференциру­
емые соотношения между элементами gpq, zpq и kpq матриц g, z и k£Ks-
Поэтому должна иметь место формула 

\ х Or1**) 9 (*) dpi (k) dp {z) = \x (g) 9 (kg) со (g) d? (g), (20.15) 

где (ù(g) — якобиан перехода от dpt(k)dp(z) к dp (g) при условии 
g = z"1 kz. 

В силу инвариантности мер dp (z) и dp (g), интеграл в левой 
части (20.15) равен 

J x ( г - 1 z-1 kzz0) 9 (k) dpi (k) dp ( z - 1 gz0) 9 (kg) со (g) dp (g) = 

= \x(g)9 (kg) *> (z 0 g zf1) dp (g). 

Сравнение с (20.15) показывает, что 

" ( Z o S V ) = cote); (20.16) 

следовательно, полагая g = z~1kgz, мы получаем, что 

*>(£) = со(^) , (20.17) 

так что достаточно вычислить со при условии z = е. Для его вычисле­
ния перепишем равенство g = z~xkz в виде zg = kz и продифферен­
цируем обе части этого равенства. Мы получим: 

dz-g + z dg = dk -z + k dz; 

отсюда zdg = dk-z + kdz — dz-z^kz. Умножая обе части последнего 
равенства слева на g"1 z " 1 = z~xkr\ мы придем к соотношению: 

dig = dxk + dxz — z - 1 kr1 • dxk • z " 1 kz, (20.18) 

где, как обычно, 

dig = g"1 dg, dxk = kr1 dk, dxz = z " 1 dz. 

Так как нужно вычислить со при z = е, то, полагая в (20.18) z = £, 
получаем: 

dxg = dxk + dxz— k dxzk. (20.19) 
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В матричных элементах это равенство принимает вид 

dxgPq = ( \ - % £ ) dxzpq + 2' {k-%8dxzstktq, p>q, (20.20) 

digPq = drkpq-^(k-1)Psdlzstktq, p<£q, (20.21) 

где ' в первой сумме обозначает, что исключается одно слагаемое, 
соответствующее s = p, t = q. 

Очевидно, равенства (20.20), (20.21) представляют собой линейное 
преобразование от dxgpq к dxzpq и dxkpq, матрица которого при надле­
жащей нумерации этих переменных имеет треугольную форму с эле­
ментами ,и 1 на главной диагонали. Соответствующий яко­
биан равен квадрату модуля определителя этой матрицы, т. е. равен 

П 1~ъ1£\2= П I I I * з з Г 4 . . . I Кп\ ~2п+2 = 
Р > Я Р>Я 

= ß 2 (k) Ii I kPP ~~ k ™ 11 

P>Q 

(см. формулу (2.7) для ß(£)); отсюда 

со (k) = _ ^ ( k ) . (20.22) 
1 1 I k p p — k q q \ 2 

P>Q 

Подставляя это выражение в (20.15) и вспоминая, что числа kpp = \ р 

являются собственными значениями \ g матрицы g, получим: 

JL 

\х ( 2 - 1 * 2 ) 9 (k) dfr (k) dy. ( 2 ) = Y (g) -I|(^PI(*'|, dv-(g)- (20.23) 
К s p > q 

Суммируя это равенство по всем областям К& получим формулу 
(20.14). 

4. Формула для следа. Применяя формулу (20.14) к выражению 

S(TXl)= ^х± (z~4z) a (k) dpx (k) dp (z) 

для следа и вспоминая, что 

« ( ^ ) = « ( 8 ) = х(»)Р"^(8), 
получаем следующую теорему. 

Т е о р е м а 10. Пусть Tg—представление основной серии, соот­
ветствующее характеру % (8) группы D, и пусть x (g) 6 R". Тогда 
след оператора 

Тхг= ^1(g)Tgdp(g), 
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соответствующего функции 

*i (g) = {х* • •*) (g) = J x (g^-1) x (g±) dp (gt)9 

вычисляется no формуле 

P ^ 

где Sx = X|, 8 2 = X 2 , . . . , S n = Х л — собственные значения матрицы g 
и где сумма распространяется на все перестановки этих собствен-
ных значений. 

Из этой теоремы следует, что оператору Tg следует приписать 
след, равный 

П I Хр — х в I 
(20.25) 

§ 21. След в представлениях основных вырожденных серий 

1. Условия существования следа оператора Тх для представлений 
основных вырожденных серий. Рассуждения в пп. 3 — 5 § 19 и соот­
ветствующие теоремы переносятся без существенных изменений на 
представления основных вырожденных серий, если под группами К, 
Z и Г понимать теперь КПип , n r , Zni9ntt...tnr и Г Л 1 , л * . . . , п г - В част­
ности, если x € R", то для следа S(TXl) оператора TXl = Tx*Tx имеем: 

S(TXl)= J x1(z"1kz)oL(k)dpl(k)dp(z), (21.1) 

Менее непосредственным является перенесение на случай вырож­
денных серий результатов § 20. Поэтому остановимся подробнее на 
этом вопросе. Конечно всюду в этом параграфе буквы К, Z и Г будут 
обозначать группы КПи * „ . . . , v ZUxt „ „ . . . , Я г и Г„ х , для данной 
вырожденной серии. 

2. Разложение вида k = Kr1^. 
I. Всякую матрицу k с простыми собственными значениями 

можно представить, и притом единственным образом, в виде 

k = Ç^SÇ, (21.2) 
где 

Ьр = kpp. (21.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем равенство (21.2) в виде 

Ç A - S Ç ; (21.4) 



След в представлениях основных вырожденных серий 139 

переходя к соответствующим равенствам в матричных элементах, 
получим 

ЪрКР9= 2 KPsk8q, p<q. (21.5) 

s=p 

При q = p равенство (21.5) переходит в 

8P = kpp; (21.6) 
следовательно, условие (21.6) необходимо для выполнения равенства 
(21.2). 

Пусть это условие соблюдено. Перепишем тогда равенство (21.5) 
в виде: 

SpKpq Kpq$q ~ 2 ^Ps^8çp 
s=p 

отсюда 

-1 -1 < 7 ~ 1 -1 
SpKpqSq Kpq — kPqbq -f- ^^Kpsk8qbq . (21.7) 

s=p+l 

При фиксированном /? равенства (21.7) можно рассматривать как си­
стему рекуррентных уравнений относительно матриц Kpq- Следова­
тельно, эта система имеет единственное решение, если определитель 
каждого из линейных преобразований 

Kpq-^SpKpqbq1— Kpq (21.8) 

отличен от нуля. 
Вычислим этот определитель. Для этого заметим, что преобразо­

вание 

Kpq bpKpqSq 

есть кронекеровское произведение линейных преобразований 8Р и 
Sq1; преобразование же (21.8) получается из него вычитанием единич­
ного преобразования. Следовательно, при вычислении определителя 
преобразования (21.8) мы можем считать, что матрицы § р и S^1 при­
ведены к диагональному виду. Но тогда, обозначая через Ар, и 
i = 1 , . . . , п диагональные элементы матрицы Ър, а через 

Кр^\ <х.= 1,...,пр; ß = 1,...9пй 

элементы матрицы Kpq, мы можем переписать преобразование (21.8) 
в виде 

\>pq ЛР» <*^РЯ АЯ> ß ^РЯ > 
т. е. 
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Это означает, что преобразование (21.8) также приведено к диаго­
нальному виду, причем диагональными элементами являются 

V ß 

Следовательно, искомый определитель равен 

П П ( т £ 
о=1 ß=l V 4 i Р 

Отсюда следует, что этот определитель отличен от нуля тогда и 
только тогда, когда ни одно из собственных значений матрицы Ьр не 
совпадает ни с одним из собственных значений матрицы 8q, p=hq. 

Если, в частности, матрица k не имеет кратных собственных зна­
чений, то все такие определители отличны от нуля и система (21.5) 
имеет единственное решение. 

3. Разложение вида g = z~xkz. Условимся обозначать в этом п. 3 
Л. А Л. Л. 

через К, Z группы Ki i, Z\ i, a через k, z — их элементы. Да­
лее, обозначим через X i , . . . , X „ все собственные значения матрицы g, 
написанные в каком угодно порядке, и разобьем это множество собг 
ственных значений на системы 

Х Й 1 + . . . + л г - 1 + 1 , . . . , Х„. 

Совокупность всех подстановок чисел ( Х х , . . . , XJ, только перестав­
ляющих между собой элементы каждой из систем и не переводящих, 
следовательно, элемент одной системы в элемент другой, образует 
подгруппу порядка пг\, п2\,...,пг\ симметрической группы © я . Обозна­
чим эту подгруппу через T o i да 

П. Всякую матрицу g с различными собственными значениями 
Х 1 ? . . . , Х„ можно представить в виде 

g = z~1kz, (21.11) 

если только выполнено условие 

Хя* + ... + пр+1ф09 р= 1,2,...,г- 1, (21.12) 

где х — матрица из группы удовлетворяющая условию 

g = x-i$x9 (21.13) 

а 8 — диагональная матрица из собственных значений матрицы g. 
При этом k можно представить в виде 

k = ^ 4 K (21.14) 

(21.10) 

II 
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Порядок собственных значений на главной диагонали матрицы 8 
произволен; при заданном таком порядке равенства (21.11) и (21.14) 
определяют матрицы z, Ç # §' = 8 _ 1 '88, а, следовательно, и k един­
ственным образом. 

Две различных перестановки собственных значений на главной 
диагонали приводят к одним и тем же матрицам z и К (следователь­
но, и k) тогда и только тогда, когда они получаются друг из друга 
подстановкой * из подгруппы V . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предложению II п. 2 § 20, матри­
цу g можно представить в виде 

g==zX-i§Xt (21.15) 

где х б® , a S — диагональная матрица из собственных значений матри­
цы g. В силу условия (21.12), матрицу х можно представить в виде 
(см. п. 3 § 3): 

x = = ^ z = = k l Z f (21.16) 

г д е kb z, 8, Ç—элементы групп 

К = КпХ9 nt,..., nry Z = ZnXi л а , . . . , пгч D = Dnlt nt, ... , nr> Z — Zn» nt,. . . , / y 

соответственно. Отсюда 

^ = ^ - 1 ^ - 1 S ' ~ 1 S S ^ V . (21.17) 
Докажем, что при заданной матрице 8 разложение (21.17) опреде­

ляет 8, Ç и z единственным образом, а 8 — с точностью до левого 
множителя из группы D. Действительно, если 

g^J-X'-^bVÇz' (21.18) 

— другое такое разложение, то, полагая x = Kz и x' = S'ÇV, мы по­
лучим: 

В силу сказанного в п. 2 § 20 отсюда следует, что матрицы х и хг 

отличаются друг от друга только левым множителем из группы Ъ. 
Таким образом, обозначая этот множитель через 80, имеем: 

В силу единственности представления вида g = §Çz отсюда следует, 
что С = z' = zy 8' = 808, что требовалось доказать. 

Следовательно, число различных разложений (21.11) равно : . 
пх\ п21 ...пг\ 
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Положим теперь 

S 0 = S" 1 S S (21.19) 
и 

k = ^8% (21.20) 

Тогда, в силу равенства (21.18), мы получим требуемое разложение 
g = z~xkz> причем по доказанному в п. 2 

kpp = 8р = 8р 8р8р. 

Обратно, пусть дано разложение g = z~xkz. Матрица k имеет те ж е 
собственные значения, что и матрица g; следовательно, согласно о с ­
новному нашему предположению относительно g, все собственные 
значения матрицы k также простые. Мы можем поэтому применить 
основной результат п. 2 и представить k в виде 

А = Г 1 8 ° С (21.21) 
причем 

kpp = 81. (21.22) 

С другой стороны, применяя предложение II п. 2 § 20 о разложении * 

g = х~1 Ьх к матрице , найдем, что 

8р = 8р18р8р9 (21.23) 

где 8р — диагональная матрица (порядка пр) из собственных значений 
матрицы 8р, вписанных в каком угодно порядке. Матрицу 

» = ( » „ * * . - Л ) (21.24) 

можно, очевидно, пронормировать так, что det 8 = 1; тогда 8 6 D и 
равенство (21.23) означает, что 8° = 8" 188, где 8 = (819 82, . . . , 8 J . 

В соединении с равенствами k = К"г^% и g = z~xkz это дает 

В силу доказанной единственности матриц z, Ç, 8 (последней с точ­
ностью до левого множителя 8 0 G D) при заданной матрице 8 отсюда 
следует единственность матриц z я k в разложении g = z~xkz при 
заданной нумерации собственных значений матрицы А. 

Равенство (21.23) показывает, что при фиксированной матрице 8р 
можно одновременным изменением матриц 8Р и 8Р добиться какого 
угодно расположения собственных значений матрицы Sp на диагонали 

* Это предложение мы применяем к матрице 8®, определитель которой, вообще, 
не равен единице. Очевидно, однако, что предложение верно и в этом случае, но не 
обязательно уже det 8Р = 1. 
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матрицы 8 ;̂ так как при этом матрица 8° не изменяется, то равенство 

не нарушается. 

Другими словами, подстановки группы ^ н а Д системой диагональ­
ных элементов (кь А 2 , . . . , ХЛ) матрицы g не изменяют матриц k и z 
в разложении g = zr1kz. 

Тем самым предложение II полностью доказано. 
4. Интегральное соотношение. Найдем теперь интегральное соот ­

ношение, связанное с разложением матрицы g в виде g = z~xkz. Имен­
но, докажем, что: 

III. Имеет место формула 

\dp {z) J / ( r 1 * * ) 9 (k) dp, (k) = 

X I A 8 I 2n*2n* . . . I Л г I ^ + - + toM j ^ ( g - ) , (21.25) 

где f{g) — функция на &, y(k) — функция на K\ k = kg— элемент 
группы К в разложении g = z"1 kz, 

bp = kpp, (p = 1,. • •, г), 

Z) (bp) — дискриминант характеристического многочлена матрицы 
Ьр, Ар = det 8 ,̂ a сумма распространяется на все слагаемые, соот­
ветствующие всевозможным различным разложениям g = z^kz дан­
ного элемента g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выбросим из группы К все те матрицы k9 

у которых совпадают модули хотя бы двух собственных значений. 
Мы рассечем тогда группу К на . областей Ks таких, что в 

П^ \ /*2* • • • Пг\ 

одной и той же области нет двух различных матриц k\y kty для ко­
торых при некоторых zl9 z2 будет zT1 kxzx = z^xk2z2. 

Так как при рассечении группы К на области Ks было выброшено 
лишь многообразие низшей размерности, то интеграл по К разобьет 
сумму —:—~ г интегралов по областям Ks-

Положим g = Z"1 kz, k£Ks. Если k пробегает какую-либо область Ks> 
a z пробегает всю группу Z, то, согласно предложению II п. 3, эле­
мент g пробегает по одному разу все элементы группы © за исклю­
чением тех, которые имеют равные по модулю собственные значения, 
а также тех, для которых хотя бы один из миноров xni+nr\-...+np_i+i 

равен нулю. Но эти исключительные элементы g образуют в группе & 
многообразие низшей размерности; следовательно, наши элементы 
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g = z~lkz заполняют всю группу © за исключением многообразия 
низшей размерности. 

Повторяя те же рассуждения, что и в п. 3 § 20, получим, что 

J x (z~4z) Ф (k) dpx (k) dp (z) = ^x (g) ф (kg) со (kg) dp (g\ (21.26) 

где о (é) —якобиан перехода от dpt(k)dp(z) к dp (g) при g = z~1kz 
и z = e. 

Для нахождения со (£) мы так же, как и в п. 3 § 20, дифферен­
цируем равенство zg = kz и приходим к равенству 

dig = dik + diz — k"1 diz - k, (21.27) 

которое в матричных элементах принимает вид 

dlgpq = (dlZpq — kpp diZpqkqq) + ^ ( k ^ p s dXZsr ktq, (21.28) 

dlgpq = drkpq — 2 (k~l)pS diSsrktq, (21.29) 

где ' снова обозначает, что в сумме исключается одно слагаемое, со­
ответствующее s = p, t = ç. 

Равенства (21.28), (21.29) представляют собой линейные преобразо­
вания от элементов матриц d i g p q к элементам матриц diZpqy dikPQ. Мат­
рица его при надлежащей нумерации этих элементов принимает вид 

/а1г 0 0 . . . 0 

а21 а22 0 . . . 0 

где по диагонали расположены матрицы преобразований 

dlZpq -> dlZpq — k~p"p diZpqkqq (21.30) 

и единичные матрицы. 
Поэтому соответствующий якобиан равен произведению квадратов 

модулей определителей преобразований (21.30). Как было показано в 
п. 2 (формула (21.10)), этот определитель равен 

ri ri (£-•> 
a = l ß = l Р Л 

где Хр,а, а = 1 , . . . , tip — собственные значения матрицы Ър. Поэтому из 
всего сказанного выше следует, что при g = z^kz 

^(г) = ППП 
P>Q сс=1 ß = l 

P "q . „ _ 
dpi (k) dp (z). <7,ß 
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Отсюда 
пр 1lq 

I l dp (g) dpt(k)dp(z)^l[l[l[ 
p>q a=l 3=1 

4ß 

= | £ ( £ i ) | i D ( S , ) i . . . | D ( S r ) 

Так как 

( tip 

П I V « Г 2 ) (21.31) 

a = l 

где Л я — определитель матриц 8Р, то 

П (il1 I2) П1Л^ ^ I л 2 1 2 " 1 1 А з \ 2 М • • • I А И 2 Я » + - • * + 2 * , 

Отсюда и из (21.31) 

dpi (k) dp (z) = 

| Z ) ( S 1 ) | | D ( S 2 ) | . . . | Z ) ( S r ) | 

следовательно, формула (21.26) перепишется в виде 

^dp(z)^f(z^kz)<p(k)dpi(k) = 

«s 

Г ч ,,,\D(Zi)\\D(S2)\...\D(Sr)\ 
= \f(g)<P (*) щщ-^ j Л 2 \*Ь X 

X I Л 8 12ЯХ+21... . . j Л г |2«»+- • -+2«r-.l rffJL (g"), (21.32) 

где k = kgdK и удовлетворяет условию z-xk4z = g, а 8Р = 
Просуммируем равенство (21.32) по всем областям / С Мы получим 

равенство, в левой части которого будет 

fo(z)^f(z-*kz)9{k)dMb), 
к 

а в правой: 

$ / ( * )2 * ( *< ) 1 : ^Л^ 1 Л 2 1 2 П 1 1 А 3 Р ^ . . . 1 ^ + - + ^ , ^ ^ ) , 

я! 

где сумма распространяется на все п ] п 1 — р а з л и ч н ы е разложения 

g — g-ikçZ. Поэтому мы окончательно придем к формуле (21.25). 
Ю Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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5. Формула для следа в основной вырожденной серии. Приме­
няя IV п. 4 к формуле (21.1) для следа S(TX), получаем следующую 
теорему: 

Т е о р е м а 11. Пусть Tg— представление основной вырожденной 
серии, соответствующее характеру 

Х(8) - l Л 2 r ^ Л 2 ~ m M Л з h 4 ^ л Г m , • - • | A r | « r + ' P r ЛГ Л г> (21.33) 

Ар = det SPt p = 2, 3, . . . , n 

и пусть x (g) — ограниченная измеримая функция на &, равная нулю 
вне некоторого компактного множества. Тогда для следа S(TXl) 
оператора ТХх = ^ хг (g) Tgdp (g\ соответствующего функции хг {g) = 
= (х*-х) (g), имеет место формула 

s (TXl) = J х Щ % х (*) U T W { x 

x I A, r«t IЛ21»».... 1 Ar \~nr\ dp (g), (21.34) 

где сумма распространяется на все различные разложения 
g - К"1 K z . 

§ 22. След в представлениях дополнительных серий 

1. Ядро оператора Тх в случае представлений дополнительных 
серий. Пусть теперь Tg — представление дополнительной серии. Рас­
сматривая оператор Тх = ^ x (g) Tg dp (g) как оператор в пространстве 
(по поводу всех обозначений см. §§ 16 и 17) и повторяя те же рас­
суждения, что и в § 19, получаем, что в пространстве § этот опера­
тор имеет ядро: 

Кг (z, г ъ x) = J Xi (z-'kz,) a (k) dpi (k), (22.1) 

и что для функции х1 = х*х, xdR" сходится абсолютно интеграл 

I = \ K t ( z , z f x) dp {z) = J хг (z-lkz) a (*) dpi (k) dp ( z ) , (22.2) 
где 

a(8) = ß " ( 8 ) z ( 8 ) , (22.3) 

а X (S) — характер, определенный формулой 

X (S) = lf| Ар \mP+ipP ApmP J] I pp \*"p+i°P+°P ppmp Д j vp \™P+i°P Vp-mP (22.4) 
/7=2 p=l 

(CM . (17.10)). В пространстве скалярное произведение уже не есть 
интеграл квадрата модуля, а определяется формулами (17.4), (17.12) 
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Тем не менее (см. следующий п. 2) оказывается, что интеграл / будет 
следом оператора Тх. В следующем п. 2 мы докажем, что I = S(TX). 

2. Выражение для следа через ядро. Докажем, что интеграл / в 
формуле (22.2) действительно совпадает с следом оператора ТХх. Для 
этого положим: 

9 (z, z', 8) = ß " ( 8 ) \ x (2Н8&О dp (Q. (22.5) 

Если x(g)^R'\ \x(g)\<^c и x{g) = 0 при g£Q, то при фиксирован­
ных z, z', 8 интегрирование фактически ведется по компактному мно­
жеству с 8 ~ 1 Qz'~l. Поэтому интеграл в (22.5) существует для почти всех 
z, 2f и 8. Если же функция x(g) непрерывна, то этот интеграл суще­
ствует для всех значений z, z', 8 и представляет собой непрерывную 
функцию этих переменных. Рассмотрим некоторые свойства функции 9 . 

I. Если хъ х2 6 R" и х3 = хх • х ь то для соответствующих функ­
ций ф х, Ф 2 , 9з имеет место равенство 

9 3 (z, z', 8) = $ ф 1 (z, г", 88,) <p2 (z", z', S? 1) dp {z") dp (Ьг). (22.6) 

Действительно, 

*з (g) = \ * i (ggr1) x2 (g1) dp (g1)y 

следовательно, 

9з z\ 8) = ß4 ( j ) я& g l ) x2 (gT1) dp (gl) dp (Q -

= f Y (S) S (г~* ВД x 2 (^Г 1 z') ^ Ы ^ (Ç) = 

- ß~ T (S) S ̂ ( z - 1 K*i Ci * i ) * 2 (^Г 1 СГ1 8Г 1z') (Si) dp (Кг) dp (z1) dp (Ç). 

Полагая здесь ÇS2 = S^', Çr^SF1 = Sf 1 Çi, получим 

9s(^z\8) = ß~~^(8) S ^ 1 ( r - , 8 8 1 C ^ ) ^ a ( ^ 1 8 r 1 Ç i V 8 ) r f j i ( 8 0 ^ ^ ^ 

a это равенство совпадает с (22.6). Отметим, что функция x3(g) не­
прерывна, так что равенство (22.6) имеет место для всех zy z' и S. 

И. Если Хг £R" и х2 = Хи tno для соответствующих функций 9Х 

и 9 2 = 9i имеет место равенство 

çî (z, z', S) = 9l(z',z, S" 1). (22.7) 
Действительно, 

9 * ( e , ^ , S ) = ß " 2 l ( S ) J je* (2Г-1 вСг:') rfpt (Ç) = ß " ^" (S) S x ^ - ^ - 1 ^ ) ^ ^ ) . 

Положим здесь Ç - 1 S" 1 = S- 1 XI\ тогда = ß (S); следовательно, 

9* (z, z', S) = ß^ (S) ]x(2f-1 S-K' z)dp(Z) = 9(z ' ,*,S-i). 
10* 
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* В абсолютной сходимости можно легко убедиться, заменяя в III функцию x (g) 
функцией j x (g) j. 

III. Если x(g)— непрерывная функция из R'\ то при любом зна­
чении S6Z) сходится абсолютно интеграл 

h= [<?(z,z, 8)dp(z) (22.8) 

Действительно, по определению функции 9 (zlf z«, 8), 

I8 = ß"2 ( g ) J x (z-i 8&) dp {z) dp ( Q . (22.9) 

Положим в этом равенстве z = £ 0 80и и сделаем замену переменной 
интегрирования: 

С = (So"1 S""1 Ç^SSo) So"1 ÇÇ0̂ o-
Тогда 

^ | | - ) = ß- 1 (So) = ß(a); 

следовательно, применяя формулу (7.12), получим: 

/ , = ß ~ Т (S) J x ( a - 1 So"1 SS0C и) ß (a) rfjjL (z) dp (Ç) = 

= cÇ>" "2 (8) J x (w1 So"1 S8 0 Ça) rffx (u) dp (Ç). 

Если x(g*) = 0 при g*6Q, то интегрирование по Ç фактически ведется 
по множеству тех Ç, для которых 

Л = S5T1 88 0 Ç6UQU. 

Так как диагональные матрицы kpp, 8РР матриц k н 8Г = 8^г 88 0 совпа­
дают, то и соответствующие матрицы 8' образуют некоторое компакт­
ное множество D. Но тогда интегрирование по Ç ведется по компакт­
ному множеству cz DUQU. В силу ограниченности функции x(g), от­
сюда следует, что интеграл в (22.9) существует; поэтому интеграл в 
(22.8) сходится абсолютно. 

Применим теперь предложения I, II, III к функции хг = хх*, где 
л: 6/?®. Функция хг непрерывна; следовательно, в силу III, сходится 
абсолютно * интеграл 

5?i (г, *г S) dp (z) = $9 (*, 2f 88Г 1) 9* (z\ z, 8) dp (SJ dp (z) dp (*). (22.10) 

В частности, при S = e сходится интеграл 

J 9 l (z, z, e) dp (z) = J9 (z, z', 8Г 1 ) 9* (*', z, 8X) dp (8t) dp (z)dp (z ') . (22.11; 
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В силу II, эту формулу можно переписать в виде: 

\ ?х (z, z, e) dp {z) = \ I Ф (z, z\ 8Г1)!2 dp (8Х) dp (z) dp {z') = 

= J \<?{z,z',8)\2dp(8)dp{z)dp{z'). (22.12) 

Положим теперь* 

Ф (zz, z!z!, S) = Ф (z, z', z, z \ S); (22.13) 

тогда (22.12) примет вид: 

J 9 L (z, z, e)dp(z)= \\tf(z,2,z,ï> ^dp(8)dp(z)dp(zf)dp(z)dp(i')(22A4) 

так- что последний интеграл конечен. 
Но тогда можно в (22.14) перейти от функций Ф , Ф * К И Х транс­

формациям Фурье 
<3)(z,z',w,wr,8) = 

= 72^S 9 & S ) E X P / R e { 2 (*Pwp—*'pwp) yv{z)dp(i!)dp{i)..dp{z!), 
P = = l (22.15) 

Ф* (z, z', w, w', S) = 
x 

=~utf'\'?'^'Re{S &PWP—^'pw'p)}dy.(г)^(г1)dv.(z)dy(z'), 

^ (22.16) 
w = (wv wT), w' = (w'v w\). 

Формула (22.10) примет тогда вид: 

J 9л ( 2 , 2 , 8) dy (г) = 

= $Ф(г, è,w,is/,nfW{è, z,W, w, S A ) ^ ( 2 ) dy. (z')dy (w) dy {w')dy.{bx),{22.\l) 

причем, в силу (22.14), интеграл в (22.17) сходится абсолютно. Умно­
жая обе части (22.17) на характер соответствующий данному 
представлению Tg дополнительной серии, и, интегрируя по dy{§), по­
лучим, в силу свойства I функций <р, 

/ = $ ^ ( 2 , 2 , b)1{*)d]x{z)dy.{b) = 

= JZ. (г, г', w, vf, y)L* @è, W, w, x) dy. (z) dy. (è) dy. (w) dy, {w'), (22.18) 

где, в силу формул (22.12), (22.5), (22.15), (22.16), 

L (z, г', w, w', x) = J<P (z, ï, w, w', S) x (S) dy (S), (22.19) 

L* ( 2 , 2 ' , w, x) = J<P*(2, 2 ' , w', 8) x (8) dy (8) (22.20) 

* По поводу обозначений см. § 17. 
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— ядра операторов Тх, Т*х в пространстве * Я . Поэтому для любых 
функций Л,/а С Я 

^ т _ 

\L{z, z', w, wr,x)fi w')- П \wp\'2apA (i w)dp{z)dp{ê) dp (w) dp (wf) = 

5 Л £'> «О П \wT20pL* z> Х)Л (*>) ^ (*) ^ (*') dp (w) dp (w'); 

отсюда 

L'(z',z,w',w,x) = \l\J L(z,z',w,w',x)- (22.21) P = I P 

Подставляя это выражение в (22.18), получим: 

/ = [ П 2 < Т Р |1 ( 2 , г \ да, W, х)\2dy.(2)^(è)dy.(w)dy.(w'). (22.22) 

Пусть теперь f(z, да)€Я; положим 

7(2,да)=/(2,да)П |^Г < , /'. (22.23) 

Переход от / к / есть изометрическое отображение пространства H 
на пространство M всех функций / , удовлетворяющих условию: 

Ц / 1 2 = J l / r ( 2 , « , ) № ( 2 ) r f t i ( w ) < + 00. (22.24) 

В этом пространстве H оператор Тх имеет ядро: 

L {i è , w,w') = L (2, ê , w, w', x) fi (22-25) 
/7=1 ^ 

следовательно, формула (22.22) переходит в 

/ = J |£ (г, г \ ^ ' ) | 2 dp ( 2 ) ̂  ( £ ) ^ {w) dp {wr). (22.26) 

Так как в пространстве Я норма задается формулой (22.24), т. е. как 
интеграл квадрата модуля функции, то последнее выражение есть 
след оператора Тх*х. 

3. Формулы для следа в дополнительных сериях. Применяя к ин­
тегралу / в (22.2) те же преобразования, что и в §§ 20, 21, приходим 
к следующей теореме: 

Т е о р е м а 12. Пусть Tg — представление дополнительной серии, 
соответствующее характеру 

X (8) - Д\A p\mp+ i pPA;mP ft \vp\mp+ 1%^рЪ-тр м

тр+ iap-°'p\Jmp. 
Р=2 /7=1 

Определение пространства H см. в п. 3 § 17. 
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Для любой ограниченной измеримой функции x(g), равной нулю 
вне некоторого компактного множества, оператор 

T,1=\x1(g)Tgdp(g), (22.27; 

соответствующий функции хг = х*х, имеет след, В случае невы­
рожденной дополнительной серии этот след определяется форму­
лами 

S(TXi) = [ X l (z-4z) a (k) (k) d? (z) = L (g) dy. (g), (22.28) 

где S — диагональная матрица, диагональным элементом которой 
являются собственные значения \ , Х 2 , . • . , \ п матрицы g, а сумма 
распространяется на все перестановки этих собственных зна­
чений. 

В случае же вырожденной дополнительной серии след опреде­
ляется формулами 

S (TXl) ==jxx {z-4z) a (k) йщ (k) dp(z) -

1 f M f r , ,* \D(b_)\\D(bt)\...\D(br)\ 
- n ^ î T ^ ^ ms>\ x 

x 1 A J - * IAJ ~n> \АгГ"г } dp (g), (22.29) 

К = Knlt я , , . . . , « T , m = r — 2 T, 

S — диагональная матрица, диагональным элементом которой 
являются собственные значения \ , . . . , \ п матрицы g, Ьь 8 2 , . . . , Ьг —-
диагональные матрицы порядков nv п2,..., пг (пг + п2 +• • - +пг = п) 
с диагональными элементами 

соответственно; Av Л 2 , . . . , Л г — определители этих матриц, D (8), 
Z) (8 Х ) , . . . , D (S,) — дискриминанты их характеристических многочле­
нов, а сумма распространяется на все перестановки собственных 
значений матрицы g. 

% 23. Непрерывность следа и полная непрерывность операторов Тх; 
критерии эквивалентности 

Формулы для следа, полученные в §§ 20, 21 и 22, дают возмож­
ность указать простой критерий эквивалентности представлений Tg 

одной или различных серий. Этот критерий основан на том, что след 
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должен быть унитарным инвариантом представления. Мы устанавли­
ваем этот критерий сперва для случая nx^n_^>- • так как в 
дальнейшем доказываем (см. п. 5), что представления других серий 
эквивалентны представлениям серий, удовлетворяющих этому условию. 
Таким образом, на протяжении всего этого параграфа, за исключением 
п. 5, мы будем предполагать, не оговаривая особо, что пх пг пг. 
Мы используем также результаты §§20—22 для доказательства того, что 
для любой суммируемой функции x (g) оператор Тх = ^х (g) Tgdp (g) 
вполне непрерывен и что для плотного множества таких функций 
след 5 ( 7 ^ ) есть непрерывная функция характера х-

1. Полная непрерывность операторов Тх. В §§ 20—22 было пока­
зано, что для любой ограниченной измеримой функции x(g)9 равной 
нулю вне некоторого компактного множества, оператор ТХТХ, где 

Тл= J * (g) Tg dp. {g)9 

имеет след, а поэтому вполне непрерывен. Отсюда следует: 
1. Если Tg — представление основной или дополнительной (вы­

рожденной или невырожденной) серии, то для любой суммируемой 
функции x(g) оператор 

Tx = \x(g)Tgdp(g) (23.1) 

вполне непрерывен. 
Действительно, пусть x (g) — суммируемая функция и пусть е > 0 ; 

существует ограниченная измеримая функция x1(g)t равная нулю 
вне некоторого компактного множества, такая, что 

\\x(g)-x1(g)\dix(g)<s. 

Тогда 

\ТХ - TXi\ < J I* (g) - x, (g)\ \Tg\ dp (g)= J \x (g) - хг (g)\ dp (g) < s, 

ибо |7^| = 1; следовательно, Tx есть предел, в смысле нормы опера­
тора, вполне непрерывных операторов TXl. Поэтому Тх вполне непре­
рывен. 

2. Непрерывность следа представлений основных серий. Представ­
ления Tg основной серии определяются характерами х(&) группы D. 
Совокупность всех этих характеров есть топологическая группа ха­
рактеров группы D; обозначим ее через X . 

Докажем, что: 
II. Если Tg — представление основной серии, соответствующее 

характеру х и 

Тх— \х (g) Tg dp {g), 
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mo для любой измеримой ограниченной функции x (g), равной нулю 
вне некоторого компактного множества, след S (Т*ХТХ) есть непре­
рывная функция характера х на группе X характеров группы D. 

Для доказательства достаточно заметить, что 

S(T:Tx)= \l_X(8)dp(8), (23.2) 

где 
1 

/ e = ß T(S)J X i (z-'S'Cz) dp (Ç) dp (г), (23.3) 

xx = x*x. (23.4) 

Как было показано в п. 2 § 22, при наших предположениях относи­
тельно x(g), функция h ограничена и обращается в нуль вне неко­
торого компактного множества группы D; следовательно, /$ — сумми­
руемая функция на группе D. С другой стороны, интеграл (23.2) для 
любой суммируемой функции h есть непрерывная функция характера 
X на группе X . 

3. Лемма о представлениях. Вывод критериев эквивалентности пред­
ставлений T G основан на следующей общей лемме о представлениях. 

Л е м м а . Пусть Vg—унитарное представление группы @, крат­
ное данному неприводимому представлению Ug этой группы, и 
пусть Ш — подпространство в пространстве @ представления Vgy 

инвариантное по отношению ко всем операторам Vg> Тогда всякая 
часть Vg представления Vg в подпространстве Ш также кратна 
неприводимому представлению Ug. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ — пространство представления Ug. 
Представление Vg, кратное представлению Ug, можно реализовать 
следующим образом: 

Пусть 21 — некоторое множество индексов а; пространство § состоит 
из всех комплексов £ = ? а£@о> а б 31, удовлетворяющих условию 

\П\2 = ^ \ Ы 2 < + ^ (23.5) 
а 

U£ = {U£*}. (23.6) 

Пусть Р — оператор проектирования в § на инвариантное подпрост­
ранство 9Я. В силу инвариантности 3D?, оператор Р перестановочен со 
всеми операторами Vg-. С другой стороны, оператор Р можно предста­
вить в виде матрицы Р~ | |Я а ,& | | ограниченных операторов Ра, з в про­
странстве ©о- В силу (23.6) перестановочность оператора Р с Vg 

эквивалентна равенствам 
UgPa,,=PaßUg; (23.7) 
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так как Ug — неприводимое представление, то равенства (23.7) воз­
можны лишь тогда, когда Ра, ß есть оператор умножения на скаляр 
Paß = Xa,ß 1. Таким образом, 

[ P - l l V ß l l l - (23.8) 

Обозначим через Н0 совокупность всех комплексов с = {са} чисел 
с а , a 6 21, удовлетворяющих условию 

l H 2 = 2k« l 2 <+so. (23.9) 
a 

Тогда матрица р = ||Xa,ß|| определяет проекционный оператор на неко­
торое подпространство 20?о с ^ о - Если 3R' — инвариантное подпрост­
ранство в $Q, содержащееся в Ш, а P ' ~ | | X a ß — оператор проекти­
рования на 3D?, то 

Р ' Р = Р'. (23.10) 

Но тогда матрица р' = ||X'aß|| удовлетворяет условию 

р'р = р'. (23.11) 

Следовательно, соответствующее подпространство Ш$ содержится в 
ЗЯ0. Обратно, если Ш'0 d 30?о, а / = ||Xaß|| — матрица оператора проекти­
рования на ffl'o, то выполняется (23.11). Поэтому оператор проектиро­
вания P ' ~ | | X a ß l | | удовлетворяет условию (23.10). Следовательно, он 
проектирует на инвариантное подпространство Ж с : Ш. 

Пусть, в частности, ffl'0 — одномерное подпространство в ffl0; тогда 
р'—минимальный оператор проектирования в Н0, удовлетворяющий 
условию (23.11). Соответствующий оператор Рг есть минимальный 
оператор проектирования, перестановочный со всеми операторами Ug 

и удовлетворяющий условию (23.10). Следовательно, Р' есть опера­
тор проектирования на минимальное инвариантное подпространство 
W с Ш. 

Поэтому часть VG представления VG в пространстве W является 
неприводимым представлением. Согласно теореме 3 § 3 в [ 7 ] , пред­
ставление Vg эквивалентно представлению Ug. Подпространство 
Ш—W также инвариантно относительно всех операторов Vg. Приме­
няя к нему тот же прием, мы выделим минимальное инвариантное 
подпространство f е й - Ш\ в котором представление Vg эквива­
лентно представлению Ug и т. д. Тем самым доказано, что Ш есть 
прямая сумма минимальных инвариантных подпространств, в каждом 
из которых представление Vg эквивалентно данному неприводимому 
представлению Ug. 

Лемма доказана. 
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4. Критерий эквивалентности. 
Т е о р е м а 13. Два представления Tg, Tg из основных или допол­

нительных серий эквивалентны тогда и только тогда, когда для 
любой измеримой ограниченной функции x(g), равной нулю вне не­
которого компактного множества, следы операторов 

Тх= \ хг (g) Tg dp (g), Т'х= J x1 (g) Tg dp (g), 

соответствующих функции X ^ — X Xs совпадают: 

S(TXl) = S(T'x). (23.12) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия (23.12) очевидна, 
ибо след S(TXl) есть унитарный инвариант. 

Пусть условие (23.12) выполнено. Докажем, что представления 
эквивалентны. 

Каждой функции * x (g) € R" поставим в соответствие ядро 
K{z, zr, х) оператора Тх и обозначим через f совокупность всех полу­
ченных таким образом ядер. Если x(g)£R", то при любом g0^& 
также XçQ(g) =x(g^g)£R", поэтому соответствующее ядро /С (z, zQ, x) 
также (rft\ Найдем это ядро. Мы имеем: 

Kgo (z, zr, x) = J xg% (z-4z) a (k) dpx (k) = J x (g^kz) *{k) dpt(k). (23.13) 

Положим 

zg0 = kxzx, следовательно, z± = zgQ; (23.14) 

тогда из (23.13) получаем 

Kg9 (z, z', x) = J x {zïlk\~lkzr) *{k) dp{ (k) = 

= ^x (z~lkz) a (kxk) dpt {k) = a (kx) K(zv z\ x), 

т. е., в силу (23.14), 

*'> X) = «(*So)K(zg 0 , zr, x). (23.15) 

Другими словами, 
III. Переход от ядра К к Kg осуществляется применением опе­

ратора Tg9 k ядру K(z, zf, х), рассматриваемому как функция от z, 
причем множество ft остается инвариантным при таком пере­
ходе. 

Рассмотрим теперь следующие случаи: 
1. Tg — представление основной серии. 

"* Напомним, что R" обозначает совокупность всех ограниченных измеримых 
функций x (g), равных нулю вне некоторого компактного множества. 
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Обозначим через совокупность всех функций F(z, zr) таких, что 

\\Ff^ ^\F(z,zr)\*dp(z)dp(z')<+oc. (23.16) 

Определим в ig оператор Vg) полагая: 

VgF(z9 z') = a {zg)F(zg, z'). (23.17) 

Очевидно, Vg — унитарное представление группы ©; докажем, что оно 
кратно представлению Tg. 

Пусть cprt (z), n = 1, 2, 3 , . . . — полная ортонормальная система в @. 
Положим 

Л (*) = \Р (*> *') *Ж) dV> VY- n = 1, 2, 3 , . . . , (23.18) 

тогда 

^\F{z,z')\'dv.(z)dv.W = % $ | / л (23.19) 

Следовательно, переход от F(z,z/) к {fn(z)} есть изометрическое 
отображение пространства § на счетную прямую сумму + € + 
пространств, равных & 

Оператор 1/̂  можно рассматривать как оператор в ^ + + • • • 
Очевидно, 

V*{fn(z)} = {Tgfn(z)}. (23.20) 

Следовательно, представление V7^ кратно представлению Tg. 
Множество ft всех ядер К, соответствующих функциям x(g)(zR", 

есть линейное многообразие в Je, инвариантное по отношению к пред­
ставлению Vg. Действительно, согласно предложению IV § 19, 

^ I K(z, zf, x) I2 dp (z) dp (zr) = 5 ( Г ^ , ) < + оо (23.21) 

так что й с & кроме того, в силу III, применение оператора Vg% к ядру 
/С 6 ft есть переход к ядру /(^ 0 6ft. Следовательно, ft инвариантно по 
отношению к Tg. Поэтому пополнение ft множества ft в смысле 
метрики в § есть "подпространство в $э, инвариантное относительно 
операторов Vg. Но тогда, согласно лемме п. 3, часть Vg представле­
ния * Vg в пространстве ft кратна неприводимому представлению Tg. 

2. Tg — представление дополнительной серии. 
Каждой функции x (g) 6 R" поставим в соответствие ядро 

L (z, z\ w, w', x) оператора Tx в пространстве * * Я и обозначим через ft 

* В действительности, пользуясь леммой и тем, что если К (zy z\ x) 6 ®Y» т о и 

К (z't z, x) 6 ® х , можно показать, что $ = ф. Нам это, однако, в данном параграфе 
не понадобится. 

** Определение пространства H см. в п. 2 § 22. 
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совокупность всех таких ядер L. Далее, обозначим через Q совокуп­
ность всех функций f(z, zr, w, wr), удовлетворяющих условию 

ii/ii2 = SI / & ъ> ™> rf) i2 dv (*)^ со^ M D^ < + oo, 
и определим в @ оператор Vg, полагая при фиксированных zr, w' 

Vgf{z, zr, w, wr) = Tgf(z, zr, w, wr), (23.22) 

так что в правой части оператор Tg применяется к функции f(z, z!, w, wr), 
рассматриваемой как функция от z, w, принадлежащая пространству Н. 

Рассуждая, как и в случае 1), мы убеждаемся в том, что пред­
ставление Vg кратно неприводимому представлению Tg. 

Далее, так как при 

5 (Тх*х) =\\L (Z, Z!, W , wr) j 2 dp (z) dp (zr) dp (w) dp (w') < + oo, (23.23) . 

то ft с H. Поэтому замыкание ft множества ft в смысле метрики в H 
есть подпространство в Н. Из формулы (23.15) следует, что это под­
пространство инвариантно относительно всех операторов Vg. Согласно 
лемме п. 3, часть Vg представления Vg в ft также кратна неприводи­
мому представлению Tg. 

Пусть теперь представления Tg и Tg удовлетворяют условию (23.12) 

S(TXl)^S(fXl). 

Поставим в соответствие друг другу элементы из ft и ft', отвечаю­
щие одной и той же функции x(g) 6 R". В силу (23.12), это соответ­
ствие изометрично; оно продолжается, и притом единственным обра­
зом, до изометрического соответствия W между ft и ft'. Так как при 
сдвиге x(g)—>x(g^g) элементы множеств ft и ft' преобразуются 
операторами Vg и Vg соответственно, то W переводит друг в друга 
операторы Vg и Vg. Следовательно, представления Vg и Vg эквива­
лентны. Но эти представления кратны неприводимым представлениям Tg 

и Tg, следовательно, согласно следствию 5 § 3 в [ 7 ] , сами представ­
ления Tg и Tg также эквивалентны. 

Применим теперь теорему 13 к различным конкретным представ­
лениям рассмотренных нами серий. 

Пусть Tg — представление невырожденной основной или дополни­
тельной серии, соответствующее характеру х> и пусть s — произволь­
ная подстановка диагональных элементов Х ъ . . . , Хл матрицы 8. Обозна­
чим через $s результат применения подстановки s к диагональной 
матрице 8 6 @; положим 

Z,(8) = X (8 , ) , (23.24) 

S ( X , S ) = 2 X , ( S ) . ( 2 3 - 2 5 ) 
S 

где сумма распространяется на все я! перестановок s чисел Хх, . . . , Х „ . 
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Если же T G — представление вырожденной серии, то для диаго­
нальной матрицы S мы полагаем S = (81э 8 2 , . . . , 8Д где S p — диагональ­
ная матрица порядка пр и 

со (S, x) = X (8) I D (Ьг) j I D (82) I . . . ID Л , р | Л 2 Г" 8. . . | Ar \~\ (23.26) 

со,(8;х) = <о(8,;х), (23.27) 

5(x;S) = 2 ^ ( 8 ; X ) , (23.28) 
s 

где D (Sx), D ( S 2 ) , . . . , D (S r) — дискриминанты характеристических 

многочленов матриц 8Х, S 2 , . . . , 8r и где сумма состоит из ————т 

слагаемых, соответствующих подстановкам 5 из различных классов 
смежности симметрической группы по подгруппе 2 (см. п. 3 § 21). При 
этих обозначениях формулы (20.24), (21.34), (22.28), (22.29) для следа 
запишутся в одном и том же виде: 

S(Tx) = \iX(g)^-dv.(g), (23.29) 

где S — диагональная матрица из собственных значений матрицы g . 
Из формулы (23.29) и теоремы 13 получаем следующую теорему. 
Т е о р е м а 14. Два представления T G и T G из основных или до­

полнительных серий эквивалентны тогда и только тогда, когда 
для любой диагональной матрицы gd® 

S(x;8) = S(x',»). (23.30) 

Действительно, если условие (23.30) выполнено, то из (23.29) сле­
дует, что S ( T X * X ) = Z S { T ' X * X ) . Н О тогда, согласно теореме 13, представ­
ления T G и T G эквивалентны. Обратно, если представления T G и T G 

эквивалентны, то S ( T X * X ) = S ( T X * X ) . Полагая здесь 

x — х2 и x — х-± Ч~ ix 2> 

где x v x2€R", мы получим, что 

S ( T X L * X I ) = S(fXl*Xz). (23.31) 

Возьмем функцию хг (g), равную нулю вне некоторой окрестности 
единичного элемента g = е, и функцию х2 (g), равную нулю вне неко­
торой окрестности диагональной матрицы g = 8, с различными диаго­
нальными элементами. Пронормируем эти функции надлежащим 
образом и перейдем в равенстве (23.31) к пределу при условии, что 
указанные выше окрестности стягиваются в точку. Мы получим 
в пределе 

з ( х ; § ) S ( у / ; 8 ) M 
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откуда 
S ( x ; 8 ) = 5 ( x ' ; 8 ) . (23.33) 

Теорема 14 тем самым доказана. 
Пользуясь линейной независимостью различных слагаемых в сум­

мах 5(х; 8 ) , из теоремы 14 получаем следующие теоремы: 
Т е о р е м а 15. Представления различных серий попарно неэкви­

валентны. 
Т е о р е м а 16. Для представления Tg, Tg одной и той же серии, 

соответствующие функциям х ($) 11 Х' эквивалентны тогда и 
только тогда, когда для некоторой подстановки 

X'(&) = **(*)• (23.34) 

При этом в случае представлений основной невырожденной серии 
возможна любая подстановка s; в случае же представлений других 
серий возможны лишь те подстановки s, которые данную функцию х ( 8 ) 
переводят в функцию xs (S), определяющую представление той же 
серии. Именно, в случае представления дополнительной невырожден­
ной серии, соответствующего функции 

* (»>="ff I \р+Ч'"*ПI VP р+" ;+V> I ъ Г+''̂ Ч~т*> <23-35) 
р=2 р=1 

где 
Рр = Х л_2Ч-2/?-1 , V p = Л/г_2т-1-2/7, Р = 1, - « - , Т, (23.36) 

возможны те и только те подстановки s, которые переставляют между 
собой числа Л г , Л т и пары {рр v^}, р = 1 , т . В случае представ­
ления основной вырожденной серии, соответствующей числам 
п19 п2,..., пг и характеру 

X ( 8 ) = П I Ар \a*-*PAJmp, Ар = det8p, p = 1, . . . , г, (23.37) 
/7=2 

возможны только подстановки 5 , которые переставляют между собой 
диагональные матрицы 8 ^ одинаковой размерности. 

5. Случай произвольной перестановки чисел nv n2J..., пг. До сих 
пор мы рассматривали только вырожденные серии, соответствующие 
числам nv п2,..., пг (пг + п2 -{ Y пг — п), расположенным в невоз-
растающем порядке пг^>п2^ • • • ^пг. Докажем теперь, что всякая 
другая перестановка тех же чисел п19 п2У...,пг приводит по существу 
к той же серии представлений. Именно, имеет место 

Т е о р е м а 17. Пусть 

rti ^> п2 ^ * * • ^ nr> n i + п2 + * *• • + пг (23.38) 
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и пусть пи п% ..., пг — какая-нибудь перестановка тех же чисел 
Тогда каждое представление Tg из серии {п\, п% . . . , пг) 

эквивалентно некоторому представлению Tg из серии (пх, п2У..., пг). 
Именно, если система характеров 

XÎfAJ, Х ; ( Л 2 ) , . . . , х ; ( Л . ) (23.39) 

получается из системы характеров 

Х1(А1)9 Х 2 ( Л 2 ) , . . . , Х г ( Л , ) (23.40) 

при помощи той же подстановки, что и система (п[у п*2У . . . , пг) из 
системы (п19 я 2 , . . . , пг), то представление Тg из серии {п\у п% ..., пг), 
соответствующее характеру 

Х ' ( 8 ) = х ; ( Л 1 ) х ; ( Л 2 ) . . . Х ; ( Л , ) , ( 2 3 . 4 1 > 

эквивалентно представлению Tg из серии (п1У я 2 , п г ) , соответ­
ствующему характеру 

X (8) - Xi ( Л г ) х 2 ( Л 2 ) . . . Хг (Ar). (23.42) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве существования следа и 

выводе формулы для него мы нигде не пользовались тем, что 
Я ! > я 2 ; > • • • Поэтому теорема 11 § 21 о следе имеет место и 
для представлений из серии {п\у п2у...упг). Из формулы (21.34) для 
следа и наших предположений относительно представлений Tg и Tg 

непосредственно следует, что 

S(7\)^S(TXl)y (23.43) 
где 

Тхх = $*! (g) Tg dp (g)y TXl = J X l (g) Tg dp (g) (23.44) 

и x1 = x*x, x€R". 
Повторяя рассуждение в доказательстве теоремы 13, построим 

пространства $t и и в них представления Vg и VgJ кратные пред­
ставлениям Tg и Tg. В силу равенства (23.43), представления Vg и Vg эк­
вивалентны. 

Пусть 1Ï 7-—изометрический оператор, построенный при доказатель­
стве теоремы 13, который отображает ft' на ft и переводит Vg в Vg. 
Это отображение переводит часть Tg представления Vg в некоторую 
часть — обозначим ее через Vg — представления!^. Но, так как пред­
ставление Vg кратно неприводимому представлению Tgy то, в силу 
леммы п. 3, представление Vg также кратно представлению Tg. Сле­
довательно, и представление Tgy эквивалентное представлению Vgy 

кратно представлению Tg. Поэтому след S(TX) должен получаться 
из следа S(TXl) умножением на натуральное число (конечное или 
бесконечное), равное кратности Tg в Tg. В силу равенства (23.43), 
это натуральное число равно единице, т. е. представление Tg экви­
валентно представлению Tgy что и требовалось доказать. 



Глава VI 

Аналог формулы Планшереля для комплексной 
унимодулярной группы © 

Известно, что если f(x) — функция с суммируемым квадратом на 
прямой — о о < ; с < + оо, то существует в смысле сходимости в сред­
нем ее трансформация Фурье 

-{-со 
9(а)=3тк" \f(x)e~iaxdx> (!) 

причем 
-f-oo -[-со 

Ji9(<z)|«<fa= J (2) 

Эта вторая формула называется формулой Планшереля. В силу того, 
что функции е1ах образуют группу всех характеров аддитивной группы 
всех действительных чисел, эта формула имеет групповой смысл. 
Известно также обобщение этого результата на произвольную ком­
мутативную локально бикомпактную группу ©. Если / (g" ) —функция 
с суммируемым квадратом на © по отношению к инвариантной мере 
dp (g), a x (g) — какой-нибудь характер группы ©, то существует 
в смысле сходимости в среднем интеграл 

9(x)=\f(g)x(g)dv.(g), (3) 

причем 

\\f(g)\2dp(g)==^W(x)\2d[L(x)f (4) 

где dp (х) — инвариантная мера в группе характеров группы @, а вто­
рой интеграл берется по всей этой группе характеров. 

С точки зрения теории представлений этот результат имеет сле­
дующий смысл. 
И Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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По самому своему определению характер x(g) есть числовая 
функция, удовлетворяющая условиям 

X {gi) X Ы = X {g ig*), |Х (g) 1 = 1; 

она осуществляет поэтому одномерное, следовательно, неприводимое 
унитарное представление группы ©. 

С другой стороны, рассмотрим так называемое регулярное пред­
ставление группы ©. Оно определяется следующим образом: про­
странство § представления состоит из всех функций f(g) с конечной 
нормой И/1|, где 

\\f\\2-[\f(g)\2dp(g), 

а оператор представления задается формулой 

Te.f(g)=f(ggo)-

Формулы (3) и (4) осуществляют разложение пространства Q в конти­
нуальную прямую сумму одномерных пространств, причем компонента 
функции f(g) в х-ом одномерном пространстве равна 9 (х). Оператору 
Tg9 регулярного представления отвечает при этом оператор одномер­
ного представления в каждом из этих одномерных пространств, именно, 
оператор умножения на x(g0), ибо функции f(gg0) отвечает вместо <р(х) 

^f(ggo) Ш) dp (g) =[f(g)x (ggô1) dp (g) = 

= X {go) 5 ÄS) X {g) dp {g) = X {g0) 9 (/J. 

Это означает, что регулярное представление Tg группы © разлагается 
в континуальную прямую сумму одномерных ее представлений. * 

Аналогичные результаты имеют место для компактной группы ©. 
Ее неэквивалентные неприводимые унитарные представления обра­
зуют дискретную систему Vg\ п = 1, 2, 3 , . . . . Формулам (3) и (4) 
соответствуют формулы 

Тп = \№Т?*№), (5) 

$1/0г)№= ^cnS(T(

g

n)'Tg), (6) 

* Представление Tg в пространстве ф называется континуальной прямой сум­
мой представлений Tga в пространстве ф0, если пространство § можно изометри­
чески отобразить на пространство всех вектор-функций / а со значениями из ф 9 с нор­
мой, равной ^ I / а ' 2 da (а) (а — некоторая мера) и притом так, что если вектору / 
отвечает функция / а , то вектору Tgf отвечает Tg> а/а. 
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где сп — некоторые константы, зависящие от размерностей представ­
лений Т^\ a S(T*nTn) — след оператора Т*пТп. В этом случае, как и 
в случае коммутативной группы, в разложении регулярного представ­
ления данной группы участвуют все ее неприводимые представления. 

Комплексная унимодулярная группа & не является ни коммутатив­
ной, ни компактной; тем не менее мы показываем в этой главе, что 
и для этой группы имеет место формула, аналогичная формулам (4) 
и (6). А именно, положим 

Tx=\№TgdtL(g), (7) 

где Tg — представление основной невырожденной серии, соответ­
ствующее характеру х группы D. 

Как было показано в главе V, существует след 5 ( 7 ^ Г Х ) оператора 
Т^ТХ. Мы докажем в этой главе, что 

\\f(g)\2äp(g) = I 5 ( Г ; Г , ) о ( х ) ^ ( х ) , (8) 

п{п~\) 

где со (х) = , ,_2 ,L)in+2) П К"1* - ш ^ + fa» - Р«)*Ь ™i = Pi = °> е с л и 

характер х равен | Х 2 1 Х 7 Ш " | Х31
 т>+ъ* Х Г т > • • • | Ал | т » + 1 9 " \ - т * . Множи­

тель а (х) играет роль множителя сп в формуле (6), который связан 
с размерностью представления. 

Формулу (8) мы и называем аналогом формулы Планшереля. 
Отметим, что в отличие от коммутативных и компактных групп в 

(8) участвуют уже не все неприводимые представления группы @, а 
только основная невырожденная серия ее представлений. 

План вывода формулы (8) следующий: 
Мы исходим из функции 

1 

/, = ф 2 (8) \ х (и" 1 ЬЩ dp (и) (К), 

построенной в § 2 2 , из которой след S(TX) получается по формуле: 

S ( 7 y = j/ e X (8) <*!*(*)• (9) 

Оказывается, что 

где L — следующий дифференциальный оператор 

а 

п{п-\) п(п-1) 

с0 = (— 1 ) 2 2 2 кп%-пп\ 

11* 
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Отсюда, переходя от функции h к следу S(TX), мы получаем, что 

x(e) = \S(Tx)<*(x)dp(x). (10) 

Применяя формулу (10) к функции 

*i (g) = \ * (ggi) x(gi) dp Ы , 

мы и придем к формуле (8). 

§ 24. Некоторые интегральные соотношения 

Для того, чтобы вычислить выражение (L/Ö)S=* , нам удобно будет 
в формуле 

/8 = c f Т ( 8 ) J х (игЧЩ dp(u) dp&) (24.1) 

перейти от интегрирования по dp (Ç) к интегрированию по dp (и), ибо 
тем самым вместо интеграла по некомпактной группе Z мы будем 
иметь интеграл по компактной группе U унитарных матриц. 

Возможность такого перехода основана на некоторых новых инте­
гральных соотношениях, которые мы и рассмотрим. 

1. Подгруппа Е и разложение вида g = u1m2. Условимся обозна­
чать через Е совокупность всех диагональных матриц s 6 © с поло­
жительными собственными значениями. Очевидно, Е есть прямая сумма 
n — 1 мультипликативных групп всех положительных чисел. Если zpy 

р = г,...,п — диагональные элементы матрицы Е> то инвариантная 
мера в группе Е определяется формулой 

• ^ ( с ) = ^ . ^ . - - ^ . (24.2) 

I. а) Всякий элемент g можно представить в виде 

g = и1ги29 иъ и2 6 It, е 6 Е. (24.3) 

б) Для всякого другого разложения g = u[eU2 с тем же элемен­
том е 

и[ = uxv~\ U2 = vu2, (24.4) 

где 
zv = vz, v€ tt. (24.5) 

в) Если все диагональные элементы матрицы s различны, то 
для всякого другого разложения g = uie'u'z. 

u\ = UtfS, u2 = s~ V 1 , s"1 = s~4s, (24.6) 
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где s — матрица, осуществляющая подстановку строк, а у —- диаго­
нальная унитарная матрица. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Положим a = (g*g)2 > u = ga~1; тогда а — 
положительно определенная, и — унитарная матрица из © 

g = иа. (24.7) 

Пусть и2 — унитарная матрица, которая приводит матрицу а к диаго­
нальному виду, т. е. а = u^zu29 где s — диагональная матрица из соб~ 
ственных значений матрицы а. Очевидно, eGZf; подставляя это выражение 
для а в (24.7), получим формулу (24.3), где иг = шгг"1. 

б) Если также g — u[zu?9 то uxzu2 — Uizu* Отсюда, полагая v t = 

= ai иг; v2 = U2'ii2 , получаем: 

<огг = zv2. (24.8) 

Поэтому vxZ'zV\ = zv2vlz9 т. е. vxz*v* = e 2. 
Таким образом, оператор v1 перестановочен с с2, а, следовательно 

и с е. Но тогда равенство (24.8) можно переписать в виде v1z = v2zt 

откуда v1 = v2. Поэтому, полагая v = vx = v29 получаем: 

U\ = UXV~\ U2 = vu29 vz = zv. 

в) Пусть теперь в каком-нибудь одном из разложений вида (24.3) 
все диагональные элементы матрицы s различны и пусть 

g = U1ZU2 (24.9) 

-—другое разложение того же вида элемента g. Полагая снова 
<ог = u\ и19 v2 = U2IÏ21, как и выше, получаем: 

vxz = zv2. 

Отсюда v-iz2v1 = z2. Последнее равенство возможно только тогда, ког­
да матрицы е 2 и е' 2 (следовательно, е и s') имеют с точностью до по­
рядка одни и те же диагональные элементы. Поэтому существует матри­
ца s такая, что s' = sss" 1 и разложение (24.9) принимает : вид: g = (u[s) 
е (5"" 1 ^)- Но тогда, по доказанному в б), 

u\s = uxv~x\ s^u'2 = vu29 vz = zv9 

отсюда 
v = у, u'i = titf^sr1, U2 = syu2. 

2. Интегральное соотношение на группе & 
IL Если меры в группах Г и Vi пронормированы так, что 

J ^ ( Y ) - 1 , $ 1 * | ф ) = 1 , 
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то имеет место равенство 

п ! \ x (g) dp (g) = с± J x(vr4v) Д ( 4 ~ 4 ) 2 dp (» ) ^ (s)» (24.10) 

где dp (e) — инвариантная мера в группе E, сх—число, определенное 
формулой 

2/»-v*-i 
* 7 l ~ ~ [1! 2 ! . (n— l)!]2 ' 

a гь...,еп-~диагональные элементы матрицы s. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, прежде всего, что формула (24.10) 

эквивалентна формуле 

n ! J x (g) dp (g) = cL ^ x (u^v'hv) J[ ( 4 — 4 ) dp (u) dp (v) dp (s), (24.11) 

где v — класс, содержащий матрицу v. Действительно, заменив в ин­
теграле в правой части равенства (24.10) и на vu, мы получим для 
него выражение 

сг J x (u^vHv) Д ( 4 — 4 ) dp {и) dp (v) dp (e). (24.12) 
р<я 

С другой стороны, функция х (игЧгНю) в действительности зависит 
только от v, ибо при переходе от v к yv9 в силу равенства у е = eY> 
мы получаем: 

x (u^v^Hyv) = x (u^v^ev). 

Поэтому, применяя к интегралу (24.12) формулу (7.2), мы придем 
к его выражению в правой части (24.11). Докажем поэтому фор­
мулу (24.11). 

Выбросим из группы Е все элементы e, у которых совпадают хотя 
бы два диагональных элемента. Тем самым группа Е разобьется на ni 
областей Ер, так что интеграл по dp (г) в правой части (24.11) разо­
бьется на сумму ni интегралов по областям Ер. Очевидно, что при 
г£Ер соотношение szs~xtzEp возможно только тогда, когда s = e. По­
этому из предложения I следует, что при данном элементе g в каж­
дой из областей Ер существует только один элемент е, удовлетворяю­
щий условию g = wHv. Кроме того, в силу в) I, матрицы и и v 
в разложении g = u"1zvf zdEp определяются однозначно с точностью 
до левого множителя у. 

Положим в этом разложении w = v~xu\ разложение примет 
тогда вид 

g = w-^ev. (24.13) 
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При переходе от и и v к yti и yv матрица w не изменяется; следо­
вательно, при условии гСЕр разложение (24.13) однозначно определяет 
матрицы w, s и класс v. Другими словами, это разложение устанавли­
вает взаимно-однозначное отображение прямого произведения £ р Х Ц х и 
на почти всю группу ©. Очевидно, это отображение также дифферен­
цируемо; следовательно, должно иметь место равенство 

\ x (g) dp (g) = ^dp (s) ^x (w^vhv) со (e, w, v) dp (w) dp (v)9 (24.14) 
E P 

где со (s, v, v) — якобиан перехода от dp (g) к dp (e) dp (w) dp (v). 
Докажем, что функция со (e, w, v) в действительности от w и v не 

зависит. Для этого заметим, что 

\ x (g) dp (g)=\x (w0g) dp (g). (24.15) 

В силу формулы (24.14), это соотношение приводит к равенству 

^ dp (e) J x (w^vHv) со (s, w, v) dp (w) dp (v) = 

J dp (s) ^ x ( W Q W ^ V H V ) СО (e, w, v) dp (w) dp (v). 

Ep 

E P 

Заменяя в последнем интеграле WQW1 на w"1 и пользуясь инвариант­
ностью меры dp (w), получим 

^dp (s) J x (w^v'hv) со (e, w, v) dp (w) dp (v) = 
E 

= \^dp (e) ^ x (w~~lv^zv) со (e, ww0, v) dp (w) dp (v). 
E 

Ввиду произвола функции x отсюда следует, что 

со (e, w9 v) = со (s, ww0, v), 

т. е. функция со (s , w, v) не зависит от w. Мы можем поэтому поло­
жить 

со (s, w, v) = со (s, z>). (24.16) 

Аналогично, пользуясь соотношением 

J X (g) dp (tf 0£) (g*), 

получим, что со (s, Ï J ) не зависит и от v. Мы можем поэтому положить 

со (s, w, v) = со (s, *ЕГ) = со (е). (24.17) 

Остается, таким образом, определить функцию со (s ) . 
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В силу доказанной независимости функции со от w и v, для этого 
достаточно найти якобиан перехода от dp (g) к dp (e) dp (w) dp (v) при 
w = e, v = e. Матрица v в соотношении 

g = w~lv'4v (24.18) 

определена с точностью до левого множителя у; мы можем поэтому 
пронормировать ее так, чтобы ее диагональные элементы (если они 
отличны от нуля) были положительны. Тем самым мы в почти каждом 
классе v однозначно выберем представителя v. В частности, при 
v = e будет v = e. Перепишем соотношение (24.18) в виде 

vw g = sv 

и продифференцируем обе части этого равенства. Мы получим: 

dv-w-g + vdw-g + vw-dg = dz-v+zdv. (24.19) 

Умножая обе части (24.19) справа на g'^w^V1 = v~lz~\ получим: 

drv + v drw • v~l + vw drg • тагЧг1 = drz + e drv • s"1. 

В частности, при v = еу w = е 

drv + drw + drg = drz + z drv • s"*1, 
т. e. 

drg = drz — drw + z drv • e*"1 — drv. (24.20) 

Заметим, что из условия унитарности ww* = е следует, что {drw)* + 
+ drw = 0, т. е. 

drWqp = — drwpq (24.21 ) 
и аналогично 

drVgp = — drVpg. (24.22) 

В частности, диагональные элементы drwpp и drvpp должны быть чисто 
мнимыми. С другой стороны, согласно выбору матрицы v, элементы 
drVpp, j 0 > 2 в точке v = e должны быть действительными. Поэтому 

drvpp = 0, р =!,%..., п. (24.23) 

Отсюда следует, что в качестве параметров для матриц drw, drv можно 
соответственно выбрать 

drWpp, р = 2, 3 , . . . , я, drwpqy p<q (24.24) 
и 

d,Vpg, P<q. (24.25) 

Выберем, далее, в качестве параметров матрицы dTz ее диагональ­
ные элементы 

drzp> р = 2, 3 , . . . , пу (24.26) 
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а матрицы drg — элементы 

drgpp, Р = 2, 3 , . . . , n; drgpq и drgqP, p<q. (24.27) 

В этих параметрах, в силу соотношений (24.21), (24.22) и (24.23), фор­
мула (24.20) перепишется в виде 

drgpp = drzp — drWpp, p = 2, 3 , . . . , n; (24.28) 

V я / U < ^ . (24.29) 

^ i - g f P = — ( ~ — l j j 

Так как числа rfrs^ действительны, a fl^^p чисто мнимы, то при фик­
сированном р якобиан перехода (24.28) от drgPP к drtp и drwpp равен 
единице. Далее, при фиксированных р и q, p<iq определитель пре­
образования (24.29) от drgpq, drgqP к drWpq и dr ï>p? равен ( — — • — ) • 
Поэтому якобиан соответствующего преобразования действительных 
и мнимых частей равен 

- 2 

Но тогда якобиан перехода от параметров (24.27) к параметрам (24.24)» 
(24.25) и (24.26) равен 

П (4 — 4) s 7 2 = П(ч — 4)2> 
р<д 

ибо 

П С Р 2 è 7 2 = ( ei e2- • • ел)~п ( л~1 )== 1 . 
р<я 

Отсюда следует, что 

(ё) = П (4 - 4) ^ W 4 Н > (24.30) 

где dp (w), dp (v) — инвариантные меры в параметрах (24.24) и (24.25) 
соответственно. Эти меры могут отличаться от мер dp(w), dp(v) только 
постоянным множителем; следовательно, 

dp(w) = p(Vi)dp{w), dp(v)===p(Ü)dp{v), (24.31) 

где (XX) и p (Ü) — меры всей группы XX и всего многообразия XX в па­
раметрах (24.24) и (24.25) соответственно. Подставляя эти выражения 
в формулу (24.30), получим: 

<*И (g) = *i П (4 - 4) dp (e) (w) dp (v), (24.32) 
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где 

*i = V- № £ (Ф- (24.33) 
Это и есть искомое соотношение между ^ ( g ) и dp (г) dp {w) dp (v). 

В п. 5 § 7 (формулы (7.39) и (7.40)) константы p (U) и p (Ц) были 
вычислены. Мы получили для них выражения: 

р(П) 

(п+ЧНп-1) 

II 21 . . . (л -1 )1 

Л (/1-1) 

^ ^ = 1121... ' 
Отсюда следует, что 

2 л _ 1 7 г п " - 1 

c i ^ [1121. . .(n- l) i ] 2 • (24.34) 

Из формулы (24.32) следует, что 

S x (g) dp (g) = cx\dp (e) J x (w"lv'lzv) П (4 — 4) < ^ И И - ( 2 4 -35 ) 

Суммируя по всем n\ областям Ep> получим формулу (24.11) 

ni [ x (g) dp (g) = ctÇx {w~lv~lzv) П (4 — 4) dp (w) dp (v) dp (z). 

3. Формула перехода от интеграла по dp (Ç) к интегралу по dp(u). 
Результаты п. 2 мы используем теперь для вывода формулы, о кото­
рой шла речь в начале этого параграфа. Именно, имеет место следую­
щее предложение. 

III. Если переменные интегрирования zr, и, v, z, Ç связаны соотно­
шением 

zZ = uz'v, 
т о 

Ci \ f (eÇ) J] (42 - Ч) "dp (O dp (u) = nlp (S) {2к)"~1 J / («Ç) dp (z) dp (Ç). 
(24.36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что функцию / ( е £ ) 
можно распространить на всю группу К, полагая 

Мы получим функцию / ( & ) , удовлетворяющую условию 

/ ( * Y ) - = / ( * ) • (24.37) 

Поэтому будем доказывать формулу (24.36) для такой функции f(k). 
Положим 

f{k) = J x {ku) dp (» ) ; (24.38) 
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очевидно, функция f(k) удовлетворяет соотношению 

Я*т) =/(*)• (24.39) 

Обратно, всякую такую функцию можно получить по формуле (24.38) 
из функции 

x(g) =f{k) при g=ku. 

Из формул (24.38) и (7.3) следует, что 

\ x (g) dp (g) = it (5) J / (k) d^ (k) = p (ïï) J / (*Y W W (Y) <*H (C)= 

= p(U) [ / ( е К т Л ) ^ W ^ ( Y ) ^ ( C ) . 

При этом в соотношении (S) = rfji. (e) rfp.- (y) следует считать 

J rft* (у) = (2 T C)—», 

следовательно, сделав подстановку уСр~~1 = Ç, в силу соотношения 
(24.39), получаем: 

S * (g) = и (u) j / « ) ^ (S) ^ Ю j ̂  M = 

= (2TU)«-V (tt) J / Ю dj* (s) d p (K). (24.40) 

С другой стороны, полагая 

sÇ = tt^tit, (24.41) 
имеем: 

/ (eÇ) = ^ X (е£и) dfji (и) = J X (liyz'ttiU) dp (и) = ^ x (%е'и) (ti). 

Следовательно, полагая для краткости 

«(*)= П (4~4f, (24.42) 

и пользуясь формулой (24.10), получаем: 

c i \ f ( е ^ ) ^ ( е ' ) ^ ( е ' ) ^И- (ui) = сг^х (и&'и) CÙ (e') dp (е') (ttj (а) = 

= /г! J x (g)dp (g) = nlp (U) (2n)*~l J / ( 0 rfp (.) ^{x (Q, 

т. е. формулу (24.36). 

§ 25. Выражение для функции h в параметрах 

Следуя общему плану, намеченному во введении к данной главе, 
мы исходим из функции 

/в = *ß 2 (S) ) х {игЧЩ dp {a) dp (Ç), (25.1) 
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из которой в дальнейшем путем применения некоторого дифферен­
циального оператора в точке Ь = е получится выражение с0х(е). Ре­
зультат применения этого дифференциального оператора проще всего 
вычислить, если, говоря не совсем точно, в интеграле (25.1) перейти 
от интегрирования по группе Z к интегрированию по U, а это послед­
нее интегрирование свести к интегрированию по удобным параметрам. 
В этом параграфе мы, во-первых, перейдем к интегрированию по И и 
затем введем в группе U удобные параметры. Эти параметры, опреде­
ляющие собой унитарную матрицу, являются развитием параметриза­
ции, которую мы рассматривали при вычислении сферических функций. 
При этом мы раз навсегда предполагаем в этой главе, если не огово­
рено особо, что функция x(g) достаточное число раз непрерывно 
дифференцируема по всем переменным gpç, gpq и обращается в нуль 
вне некоторого компактного множества значений этих переменных. 
В силу результатов §§ 19 и 22, это предположение гарантирует суще­
ствование интеграла в (25.1), достаточно высокую непрерывную диф-
ференцируемость функции /$ и ее обращение в нуль вне некоторого 
компактного множества в группе D. 

1. Переход к интегралу по группе U; функция F(u,&'). Вместо 
функции h нам удобно будет рассматривать ее интеграл 

/ [Ф. Y] = S/.г* = 

= p (ÏÏ) ) X {и^угЩ ß 2 (s) Ф (s) dp (и) dp (Ç) dp (e), (25.2) 

где Ф (s) — пока произвольная суммируемая на Е функция. 
Применяя к интегралу 

p (ÏÏ) \ X (u-'yzKu) ß" ̂  (s) Ф (s) dp (Q dp (е) 

при фиксированных и и у формулу (24.36), получим для него выра­
жение 

( 2 т г ) " - 1 ' ni )х(а^уи^а2и)$ 2 (z) Ф (г) <*(*') dp (г') dp (иг), (25.3) 
где 

следовательно, 
ихг' = zï>ît-1 • (25.4) 

и 

« ( « 0 = IK*?-«?)2. (25.5) 
Р<4 

Поэтому формула (252) перепишется в виде 

1 [ Ф ' y ] = "S" \ х ( * ~ W * V 0 ß" Ф « « ( О dp (и) dp {ax)dp (e ' ) . 
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Полагая в этой формуле v = и2и, получим: 

7 [ ф ' ï ] = Т ^ Р 1 " Sх w ' ^ ) £~ 1* ( £ ) ф W 0 0 (£') d * W ^ i № ( e ' ) . 
(25.6) 

Положим теперь 

F (и, «) = - ^ г г J ^ ( < r W * ) <*> И ; (25.7) 

тогда формула (25.6) перепишется в виде: 

I [Ф, ï ] = 4г $ F V b г') ß~ ̂  W Ф M <* (О ^ («x) dp (e'), (25.8) 

при этом ^dp(v)=l, следовательно, 

F ( < ? ' tf) = адН" S * ( e ) * И = ^ Г 3 " * ( ^ ( 2 5 ' 9 ) 

Таким образом, наша задача нахождения выражения для х(е) будет 
решена, если мы сумеем выразить F(e,e) через / [Ф, у] в (25.8). 

В силу предполагаемой непрерывности функции x(g), F (и, г') есть 
непрерывная функция матриц и и е'. Кроме того, функция F (и, с') 
обладает следующими свойствами: 

F (Г1иъ*) = *7 (25.10) 

F (sr*us, s - V 5 ) = F (и, e'). (25.11 ) 
Действительно, 

.Р(Тгщ, e') = ^ J x (v'^uyz'v) dp (v) = ^x W W (Y*)) И = 

F (s~x#s, s~Vs) e s c ^ _ x ^ x (ir^s-^s • s~Vsi/) dp (v) = 

= J * ( M - W (от)) ^ (v) = J x (tri ^ ^ ^ = F ( e > ^ 

Как и в § 24, разобьем интеграл по Е в (25.8) на сумму п\ инте­
гралов по областям Ер, Для каждой из этих областей существует 
подстановка sp такая, что преобразование s ->s^lzsp отображает область 
Еъ определенную неравенствами 
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на область Ер. Поэтому формулу (25.8) можно переписать в виде 

e 4 " 2 S " И ^ < s ') $ ^ ( « t ï » ! » ß " W ф ( £ ) dV- («J- (25.12) 

Сделаем здесь подстановку ui = u\Sp; тогда e и # 2 определятся из 
равенства 

/ —1 , г —1 
UiSp-Sp ssp= eÇ#2 , 

т. е. 

Полагая u2 = Sptt2> получим: 

» i V ^ е ^ Г 1 (25.13) 

и # 2 —s^W, следовательно, в силу соотношения (25.11), 

F(u#ftii, sjVsp) = F(sJ1u2yu1Spi s^ésp) = F(u2yuh г')-

Поэтому все слагаемые в правой части (25.12) равны между собой, 
так что: 

1. Для интеграла I [Ф, у] имеет место формула * 

/ [Ф, У] = \ со (e') <*ц ( О 5 Z7 ( «Y» , е ' ) ß " ( £ ) ф ( £ ) <*f* ( 4 (26.14) 

где 
йе' = eÇtri. (25.15 

2. Параметризация группы унитарных матриц. Выберем в группе 
Л параметры следующим образом. Пусть f v / 2 , f n — ортонормаль-
ный базис в я-мерном комплексном евклидовом пространстве R из 
собственных векторов матрицы s'. Как и § 9, положим 

ер = u*fp, p = 1, 2 , . . . , п. (25.16) 

Векторы е ь е2,...,еп также образуют базис в пространстве /?; инте­
грирование по и можно заменить интегрированием по всем ортонор-
мальным системам {е19 е2,..., еп]. Его можно поэтому разбить на 
интегрирование по всем системам е2> . . . , £ л при фиксированном орте 
е ь а затем на интегрирование по орту e v 

Положим 

* i = 2 ß*i/*; (25.17) 
£ = 1 

* Мы изменили здесь обозначения и заменили ult и2 на и и v соответственно. 
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и выберем в качестве параметров, определяющих орт е, числа 

4i = |ß£i|2, * = 1, 2 , n — 1; 6 Ä 1 = a r g ß « £ = 1, 2 , . . . , г с . 

Тогда (см. § 9), при условии, что $ау.(и) = 1, 

^ =
 ^/Г'хР1

 ^ (в2> • • • > ^ п • • • d t n - i , 1 dQn . . . dQni. (25.18) 

Введем теперь вместо tu, . . . , tn-it i другие переменные интегри­
рования следующим образом: обозначим через УЯГ пространство, натя­
нутое на векторы {е2, . . . , еп), а через Рг — оператор проектирования 
в R на 9Ki; пусть vïi, vii, - . . , vl-i, i — собственные значения оператора 
аг = P1s2P1 в пространстве 30 ,̂ расположенные в порядке возраста­
ния. Перейдем от переменных интегрирования tu, . . . , tn-\% \ к новым 
переменным vu, v 2 i , . . . , v„_i, i. Как было показано в § 9, для якобиана 
Dx перехода от переменных tn,. . . , i к переменным vu, v2i, . . . 
. . . , v,*-!, i имеем: 

П rô-u) 
D = « - i > ' > » > i (25.19) 

П (E;2-̂ ) 
л>г>/?>1 

При этом интегрирование по переменным vu, v 2 i , . . . , v„_it i ве­
дется в области 

< v „ « < v „ < « ; < . . . < C i < i < ( 2 5 - 2 0 > 

Далее, выберем в качестве базиса в пространстве собственные 
векторы f\ \ f2\ . . . , /„Ii оператора av соответствующие собственным 
значениям v 2

P v|., . . . , v^_lf v и положим 

л -1 

^ = 2ß* 2^ ^ 2 = |ßÄ 2 |
2 , 9*2 = argp*2; £ = 1 , 2 , . . . , n - 1 . 

При фиксированном векторе el числа tu% k = 1, 2, . . . , n — 2 и 
6^2, £ = 1 , 2 , . . . , л — 1 определяют вектор £ 2

 и аналогично формуле 
(25.18) 

rffjt (ej,. . . , е „ ) = • 1 _Г d\x (е3, ...,еп) dt12t22... tn-2t2 dQl2 dQ22... dQn-it 2 . 

(ZTZ) 
(25.21) 

Введем вместо переменных интегрирования t12, t22,..., 2 но­
вые переменные следующим образом: обозначим через Ж 2 простран­
ство, натянутое на векторы {е3, . . . , е л ) , а через Р 2 — оператор проек­
тирования в на Ж 2; пусть v2

2, v22, . . . , V n _ 2 | 2 — собственные значе­
ния оператора а2 = Р2ахР2 в пространстве расположенные 
в порядке возрастания. Перейдем от переменных tl2, t22, . . . , tn-2> 2 
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к переменным v 1 2 , v 2 2 , . . . , v„_ 2 ,2; как и выше, для якобиана D 2 этого 
перехода имеем: 

П (v?2-vi2) 
D2 = 2 = ^ ^ î . (25.22) 

П (v^-v^) 
n—3>i>£>l 

При этом интегрирование по переменным v 1 2 , v 2 2 , . . . , vn-% 2 ведется 
в области 

V l l < V12 < V 2 l < V 2 2 < . . . < V„_2, 1 < V n_2, 2 < Vn-J , 1. (25.23) 

Повторяя это рассуждение, получим: 
II. ДЛЯ интеграла I [Ф, у] имеет место формула 

1 [ Ф ' ï ] = \ F {VyUy Z'] ß~ ( S ) ° ( S ) Ф ( S' } dvL ( ° Л ^ ( 2 5 " 2 4 ) 

где 

N e (n + 2 H n - l ) ^ ^ ^ j ) , ( „ _ _ 2 ) ! _ g, V f ф ( e , ) = = Д _ e ^ ^ ( 2 5 > 2 5 ) 

n—l n—q n—l n—q-\-l 
Л = Д Д dvpg; dQ = П П (25.26) 

0=1 /7=1 0=1 /7=2 

Q — область переменных z'h . . . , е л „ 1 и бр^, определенная нера­
венствами: 

si < £2 < . . . < е я-1 < е Л ; s i e 2 • • • z'n = 1, 

v A 0 - i < v ^ < v ^ + i , 0 _ i ; 9 = 1, 2, . . . , /г — 1, p = 1, 2, . . . , n — q\ ^27) 

О < 0 Р 0 < 2 т г , ? = 1 , 2 , . . . , p = l , 2 , 3 , . . . , я - ? + 1 J 

д где обозначено v p 0 = s^, p = 1, 2, . . . , п. 
3. Выражение для диагональных элементов матрицы е через пара­

метры. Выразим диагональные элементы г р матрицы е через наши 
параметры. Из равенства (25.15) следует, что 

ue'2tt* - zï&z = zÇz"1 • z* • z"1? z. (25.28) 

Так как e ^ Ç ' e ^ Z , то последнее выражение в (25.28) есть разложе­
ние элемента uz'2u* на произведение вида (8 = е 2); поэтому, со ­
гласно формуле (3.12), 

4 = - А " ' <7=1, 2 , . . . , л, (25.29) 

где kg — минор матрицы uz'2u*9 составленный из ее последних 
п — q + 1 строк и столбцов, и A„+i = 1. 
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С другой стороны, из равенств 

(tis'Wfp, f q ) = (г'2ер, e q \ рь q = 1, 2, . . . , n 

следует, что эта матрица есть матрица оператора г 2 в базисе 
{ е Х 1 е 2 , . . . , е п } ; отсюда и из равенств 

{iizWfp, fq) == (Р^Р^р, eg) = {axep,eq\ p,q = 2 , . . . , n 

следует, что А 2 есть определитель матрицы оператора ах. Следова­
тельно, он равен произведению всех собственных значений опера­
тора аь т. е. 

А 2 - Д vpV (25.30) 

Аналогично, 
п—2 

А 3 = Д vp 2,. . . , А я = vi, „.„, , (25.31) 

следовательно, формула (25.29) дает: 
n-q+l 

П - I 

2 _ />=! . ^ = 2, . . . . я - 1; (25.32) 
s, n-q 

2 

/7=1 

4. Выражение для функции h. Пользуясь предыдущими результа­

тами, мы можем теперь найти выражение для функции h в виде 

интеграла по нашим параметрам. Прежде всего заметим, что из фор­

мул (25.32), (25.33) для ß 2 (s) получается выражение: 

- Т / ч „ - 2 - 4 - 2 (/••-—1) „ А 3 / ДЛ2 / А„ 1 _ 

ß (s) = е 2 е з . . . en - д; | д 3 / 1 • • • [т^) 
1 1 1 

П П й 
0=1 /7=1 

Поэтому формула (25.24) принимает вид 

' [ф> т] = Ç ^ ( w ф W Ф Ю ̂  К) ? r f e > < 2 5 - 3 4 ) 

(2тг) J 

12 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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где 

dv = П dvpç, db = IidQpq. (25.35) 

Для дальнейшего нам удобно будет перейти к новым переменным 
'Zpq, сделав подстановку 

vPq = е*м, q = О, 1, . . . , п — 1; p = 1, 2, . . . , /г — 

Тогда (25.34) перепишется в виде 

/ [ф> ï ] H ^ f (vyu, *') Ф (г) ф:(£') de, (25.36) 

где 

d T = ÏÏ П d ^ Ф( £ / ) = П^2T/?0 - *2T"°)> <25-37> 
p>q 

a 6 — область, определенная неравенствами: 

т ю < . т 2о < • • • < T«o; т 1 0 + т 2 0 H h т л 0 = 0, \ 
чр, д ^ < т ^ < т н _ 1 , 9 = 1 , 2 , . . . , n — 1; /7 = 1, 2, .f. . , n — q, Н25.38) 

0 < е ^ < 2 т и ; q=l9 2, n-l; p=l,2, /г — q + I. I 
Далее, перейдем от переменных zq, yq к переменным aq, CÙQ, полагая 

Ч = ех*; ъ = e***, q = 1, 2, . . . , л, (25.39) 

og= 2 т/>Л?-ь <^ = <?q H h ? я , q = 2, 3, . . . , п. (25.40) 

Из формул (25.32) и (25.33) следует тогда, что 

t i == — ^2> т ? = Gg — Gg+i П Р И ? = 2 , . . . , я — 1, т„ = а п; (25.41) 

кроме того, 

9i = — w 2; 9^ = о)^ — <ùg+i при q = 2, . . ., n — 1; <ря = cort. (25.42) 

Поэтому функцию /а = / £ Т можно рассматривать как функцию пере­
менных <у2, . . . , cr„; cog, . . . , соя, а Ф (г) — как функцию переменных 
С72, . . . , стя. Ввиду произвола этой последней функции из формулы 
(25.36) следует: 

III. Для функции /§ = Па2, .. ., сг„; а>2, . . ., оол) имеет место 
формула 

h = S d ^ \ F { v y u ' s ) ф ( s ) ад' ( 2 5 , 4 3 ) 

Ь $ 
где D —область переменных трд> l^q^n — l, l-^p^Cn —q—I, 
определенная условиями: 
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т ю ^ т 2 0 ^ • • ^ тпо, т 1 0 + • h т л о — 0, } 

т / 7 , ^ - I < T ^ < T / 7 + I J ^ _ I , 2 т р . * - 1 = с т * > ^ — 1» 2, . . . , п 1; р—1, 2 , . . . , п—q, i 

/7=1 > 

n—l w—q—1 

?=1 
(25.44) 

а Э - область переменных QPQ, q = l, 2, .. ., n — 1; p = 1, . . . fn — q + L 
определенная условиями 

0 < 6 ^ < 2 т и . (25.45) 
' 5. Выражение для элементов матрицы & через параметры. Выра­

зим теперь элементы upq матрицы через переменные трд и % д . Из ра­
венств a*f1 = e1 и (25.17) следует, что 

ßi* - (el9fk) - Л ) = (Л, ufh) = (/х, 2 = » , * . (25.46) 

Следовательно, 
Л 

fttî (25.47) 

ai* = ßi* = y W 4 
где, в силу (9.24), 

ff(^-vi0) 

*м = — £ î = . (25.48) 

Е с л и 6 5Ш — собственный вектор оператора a b соответствующий 
собственному значению v2, то a-J = v 2 / , т. е. 

a / ( 1 ) = v 2 / ( 1 ) + œ v 

n 

Поэтому, полагая = ^ 5* /*> получаем 
=1 £=1 

отсюда 

^ = a _ ^ î * (25.49) 

Подставляя сюда вместо v2 собственные значения У £ р А = 1, . . . , п — 1 
оператора а х, получим соответствующие собственные векторы 

/?} = Il Ь Р Л /> - 1, 2, . . . , п - 1, (25.50) 

12* 
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образующие ортонормальный базис в пространстве Ш 1 У где 

С,Ьр — CLp ~j72 2~ 

4 ~ v 
(1)

 u\h 
P 2 2 ~ ° ^ 2 

(D i, 2 , я — 1. 

(25.51) 

При этом множители ар

1] определяются из условий нормировки; сле­
довательно, можно положить 

I " i * I 2 

ft=1 ( V Ä0 'pi! _ Ä = l 

'Ik I / 7 = 1 , 2 , . . . , я — 

(25.52) 

Найдем более удобные выражения для aj/'; положим для этого 

n j и* 
Ф (25.53) 

/г=1 Л = 1 

Очевидно, Y (JA) — многочлен относительно р степени п — 1, корнями 
которого являются vjj, v | p ь следовательно, 

7=1 

Для определения константы Т 0 заметим, что 

T 0 = lim = П т | л Ф ( ц ) = - V | a l f t | « = _ i ; 
\l—>co fei 

следовательно, 

Отсюда 

л - 1 

л-1 

П (Ъ-^>-

С другой стороны, из формул (25.52) и (25.53) следует, что 

^ ( ^ ) = Ф ' ( ^ ) п (• 
Ф 

Ä = = 1 V V £ 0 —4pV 

: = a ( D - 2 

2^2 p ' 

(25.54) 
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Поэтому 

П <& - U> 
/ ' ~ 11-1 (25.55) 

П (^i - v 5 i ) 
j=i, j+p 

В силу формул (25.51), (25.52) и (25.46) 

,.2 

Применяя эти же рассуждения к векторам {/\]\ . . . , / л - i } , 
{е2, . . . , еп) и оператору аг> вместо {fb . . . , / „ } , { е ь . . . , еп) и г' 2, 
придем к формулам: 

я ~ 2 

\J P у J k ) — -~2 2 ~ , 

П <•<% - й > 

ff «••>. 

7-1, / > * 

<2) а — а- 1 

2 .2 » "~ я—2 » 
k l Р 2 TT / . 2 ..2 \ 

р= 1, 2, . . . , я — 2 ; Л = 1, 2, . . . , л — 1. 

Вообще, для любого q, I <С q ^ п - 1 

/г ? 

= * , в Ч ^ = , (25.57) 

П - 1 ~ ~ V * . ? - l ) 

(/?>, Aq ~Л)) = a}?> т ^ - | - , = _ - ; ; ч , (25.58) 
'k, q- Л 4р, q TT / '* 2 \ 

k = 1, 2, . . . , /г — q + 1; /7 = 1 , 2 , . . . , я — </. 

При этом в случае </ = п — 1 знаменатель в последней формуле (25.58) 
следует положить равным единице. 
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Так как вектор f[n~l) принадлежит пространству, натянутому на 
вектор ет то 

- хеп, где I x I = 1. (25.59) 

Элементы ири матрицы и вычисляются тогда по формулам 
uik — (fk> ek\ 

"2* = ( Л , ^)=2(/„/),))(/j1)> Ч\ 
7=1 

* » = ( Л , ea)= 2 | 2 ( л - / ) ! ' ) (/5i>, Д 2 ) ) ( / } ? , * . ) • 
7i==l 7»=1 

U , _ , . . = ( A , ^ , ) = s 2 ••• 2 ( A - ^ e ^ ' " ^ - ^ ) . 
Л = 1 7 » = 1 ^ / i - 2 = 1 

»... - с/,, о = 2 s • • • hf* да w да • • • ^ 
Л=1 Л=1 Jn~2=l " 

(25.60) 
ибо, в силу (25.59), 

( / ( „ Л / i ( „ _ I ) } ( / i ( n _ 1 ) ) = х ! 2 ( „ 2 ) ; = ^ 2 ) 

у л _ 2 7«—^ 7Л—2 

Из формул (25.57) и (25.58) следует, что только скалярные произве­
дения ( е я - 1 , Ап~2)), (ew fin~2)) зависят от ап, ибо только они содержат 
T i , п - \ = <*п. С другой стороны, в силу формул (25.60), эти скалярные 
произведения содержатся только в выражениях для ип-\, k и ип, k. Сле­
довательно, только элементы un-\,h> u n k матрицы и зависят от ап, 

6. Выражения для элементов vp>m <vp> л _ ! матрицы v через параметры. 
Выясним теперь, какие элементы матрицы v зависят от ап. Из равен­
ства m* = < v* следует, что s 1" 1 и* == v ^"Ч"1. Отсюда ^t~1vi*fk = ^ Ç - 1 в" 1/*, 
т. е. 

г*—1 I k—l -я—i - î /г —г 

v 2 ( Г 1 ) ; * * 7 7 / + ei" Л = 2 ( Г 1 ) / , zj1 Vf; + е^-1 г>Д. 
Ly=i J у=1 

(25.61) 

Векторы vfk, k = \, ...,п образуют ортонормальную систему; поэтому, 
равенства (25.61) показывают, что эти векторы получаются из векторов; 
с'"1 ek> ki = Ь 2 , . . . , п процессом ортогонализации. С другой стороны 
в силу формул (25.60), при k^n — 2 векторы * ek не зависят от сп 

поэтому векторы е'~1 ek, k^n-~2 не зависят от ап. Но тогда и век­
торы vfk, k^n — 2, которые получаются ортогонализацией из векторов 
е'" 1 екУ k^n — 2, не зависят от ап. Следовательно, зависеть от ап 

могут только векторы vfn-i и vfn. 

* То есть их компоненты в базисе { / 1 ? . . . , / л } , 
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В силу равенства vpq = (vfq, fp), отсюда следует, что только эле­
менты vPtn-\ и vpn матрицы v зависят от ап. 

Положим w = vyu; тогда в выражении 
п 

WpQ= 2}VpJ4jUjq 

7=1 

зависеть от ап и соп будет только сумма 

lpq = VPi „_i Un-\, q + Vpn YnUnq. (25.62) 

Найдем теперь элементы vPt „_i и vpn; из равенства mr = s£ v* сле­
дует, что 

n 

HpqZg = 2 ZpZpjVgj + Z p V q p . (25.63) 

7=P+1 

Отсюда при p = n и p = n— 1 

Ung £<7 = &nVqn , (25.64) 

Un-\,q Zq = bn-lbq,n-l + en Zn-1, n V qn, (25.65) 

следовательно, 

Vqn=^-Ûnq, (25.66) 
n 

Vq, n-1 = g (Un-l,q eq ~~ гп Kn-1, n^ qn ) . (25.67) 
n—l 

Для определения £ я _ 1 , я умножим обе части последнего равенства 
на v q n и просуммируем по q. В силу унитарности матрицы v, мы 
получим: 

п 

2 ttn—1,q zq ' Vqn ^ З я Кп—1, п • 
q=l 

Отсюда, в силу (25.66), 

s*Ç/i-i, я = — 2 £? я 11пя = Т " ( г ̂  в я - 1 ) ' (25.68) 
Л 0 = 1 Л 

ибо 

4=1 tf=l <7=1 

Так как векторы еп-и еп принадлежат пространству Шп-2 = {еп-и то, 
полагая Р л _ 2 = Ртп-2 и a * - - = Рп~2 *'2рп-'2, мы можем переписать фор­
мулу (25.68) в виде 

2 
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Отсюда, в силу формул (25.58) при q = n—1 и (25.59) 

у 1 v i 2 " (п-1) ! (еп-1,ЛП 2)) 1 

гп Ц>л—1, п = 7j VÄ, /г—2 — £ ^ ~ 
0 / 1 S Ч л - 2 ~~ v * , п-1 

— — - — 2J 1^(Я-1, / А ) i - vft,/i-i 2 J 
2 2 

следовательно, 

s » Ç * - i , « = ^ - a (

1

, , " 1 ) , (25.69) 

ибо — корень уравнения 

2 «v,,4"_2)) 2

 ц 0 ( 2 5 7 0 ) 

M "k.n-2-V-

2 i ( e » - b / * ( " ~ 2 ) ) i , = *• 
Ar=l 

Подставляя полученное выражение для s n Ç n - i , л в формулу (25.67) 
для vQfn-\ и пользуясь формулой (25.66), получим: 

Vq, п-1 = ~ <7 — Л" *\П~1) Unqj • (25.71) 

Запишем выражения для элементов и и < 7 и ип^\)Ч в виде 

и „ - , , , = (U еп-х) = 2 (U f k ~ 2 ) ) (Д"" 2 ) , (25.72) 
£=1 

и»* = (Л, ̂ ) = 2 (f"' / ^ " 2 ) ) ^ * П ~ 2 ) . *»)• (25-73) 
Ä = l 

Подставляя эти выражения в (25.66) и (25.71) и пользуясь формулами 
(25.57) и (25.53) при q = п — 1, получим, что 

*Vm Гп Unk = — з- Ц Г - Г 6 " 4 I { 1/Р>АП-*){/ЬАя~2)) { е 1 ^ п~2 ~ ° п ~ е ° п ) + 
'•1, п—2 * ~ v ï , л - 2 

+ ifp,Л"~*) (/ft. /1"^2>) е1 (0>< - 9 з . и } , (25.74) 
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*0р, п-\ У п-1 Un-1, k = 

г е~ап-1+!шп-1 

\ п—2 Ч, п-2 

где 

+ [ ( / , , / Г 2 ) ) ( Д / Г 2 ) ) Я п-2 е1^ ^i-Ч, п-1) + 

+ (fPjr2)) (fbff2)) vi, » - 2 ( 6 - *-l~h> « } , (25.75) 

У = - £ 2 Ч n-2-°nfye^2, n-2—n _ ^ в (25.76) 

§ 26. Выражение для х (е) через функцию 1Ь 

Результаты предыдущего параграфа мы используем теперь для вы­
вода формулы, выражающей х(е) через функцию / 8 . Напомним, что 
функция x (g) предполагается равной нулю вне некоторого компакт­
ного множества и достаточное число раз непрерывно дифференциру­
емой по всем переменным gPQ9 gPQ. 

Так как в формуле (25.1) для 18 интегрирование по d\x (и) и d\x (Ç) 
ведется по компактным множествам, то функция 18 обращается в нуль 
вне некоторого компактного множества и достаточное число раз не­
прерывно дифференцируема по переменным 8/;, следовательно, и по 
переменным <зр, CÙP, р = 2, . . . , п в формуле (25.43). 

Во введении к этой главе мы уже указывали, что выражение для 
х {е) получается в результате применения к / 8 в точке 8 = е некоторого 
дифференциального оператора по ар и <ÙP. Так как пределы интегри­
рования в формуле (25.43) для / в зависят от ар, то применение диф­
ференциального оператора к 18 сводится к дифференцированию по 
пределам интегрирования и к дифференцированию под знаком инте­
грала. 

Мы показываем, что при надлежащем выборе дифференциального 
оператора результат его дифференцирования под знаком интеграла об­
ращается в нуль при <3 = e, а результат дифференцирования по преде­
лам при 8 = е равен произведению х (е) на некоторую константу, 
мы получаем, таким образом, интересующий нас разультат ex (e) — (Lh)8*=e-

1. Дифференциальный оператор L. Рассмотрим дифференциальные 
операторы 

д , , д . / д , , a v с Р<9> (26.1) 

P q \ P Q/ 
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где 
k—i k—i 

°k=—2^ а w * = — 2 ^ 8 * =
 E Z K + I * K > Р > 2 ( 2 6 - 2 ) 

(8Ä — диагональные элементы матрицы 8), и положим 

^ = П Lpq-Lpq. 
2<p<Q<n 

Мы покажем, что выражение для х (е) получается в результате при­
менения этого оператора L к функции h в точке Ъ = е. Прежде всего 
дадим другое, более удобное выражение для операторов Lpq. 

1. Оператор Lpq можно представать в виде 

^ = + ( 2 6 - 3 ) 

если дифференцировать по о> и coqy считая постоянными 

COq—\—<ùq> Cùq—2 — <ùq—\ Cùp — ^p-\-l , 

a также 

су, coy л/ю ; < / ? w 

Для доказательства введем новые переменные 
\q = Gq, %q—l = Gq, \ q - 2 = СГ^_2 CT^-i , . . . , £p = Gp Op-f Ь 

Тогда 

a ^ д д__ _д _a_ _ d J_ 

дср - dlp

 ; ~дарМ ~ Kp + < ^ + 1 ' ' * - daq - dg^, + 

следовательно, 

* = * (26 .4) 

Аналогичное рассуждение нетрудно провести для переменных <ор. 
2. Применение оператора L к функции 1д. Заметим прежде всего, 

что, в силу существования и непрерывности всех производных функ­
ции /§ , фигурирующих в выражении для оператора L, достаточно 
найти (Llsjs^e при приближении к точке 8 = е из области 

а2 — ^3 < • " • < <*л-2 — <*л-1 < <*л-1 — Ся < <*л < 0. (26 .5) 

Поэтому мы выпишем формулу ( 25 .43 ) для h в предположении, что 
имеют место неравенства (26 .5) . 

Из определения (25 .44) области D следует, что 

Т 1 , я—2 <J ®п <С т 2 , л—2 = <*л-1 — X ] , л _ _ о . 
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Поэтому, в силу (26.5), 

Т1, п-2 <С niin {crrt, a 7 ï „i — а „ } = — а я 

и формула (25.43) перепишется в виде 

/ e = = ( 2 ^ S ^)^ф^е, (26.6) 
- с о £>0д ф 

где Do,i — область всех остальных переменных т м , определенная 
условиями (25.44) при q = 1, 2, . . . , п — 2, и яМ1) — произведение диф­
ференциалов этих остальных переменных. Отметим, что область £>o,i 
не зависит от сг„. Применим к этому выражению оператор Lnn. 

Обозначим через £ > и область Z ) 0 , i при w - i = с т л - i — сг„, а через 
Т 7 ! ! — значение функции F при „_i = <зп__\ — а я . Тогда 

Z)j д % -со £> 0 J £) 

d<ù„ Л 0 

следовательно, 

де 
LnnIs = l?J + l \ 2 i (26.7) 

>0,i Ф 

ал—1—an 

I\V - ( - ~ 5 *r1 # я - i 5 dTO) J ( 1 Я Я Z7) ф rf6. (26.9) 
- с о £>0д S 

Обозначим через М1г произведение всех дифференциальных опера­
торов Lpq, LpQf содержащихся в L, кроме Lnn, так что L — М1Х Lnn. Из 
равенства (26.7) следует уогда, что 

L/e = A f u / î i > + A f 1 1 / î î ) . 

Ниже мы покажем, что в точке Ъ = е М1г /[f = 0. Поэтому рассмо­

трим Мг11\\\ 
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По определению, область DX1 задается условиями: 

Т 1 0 ^ Т 1 1 ^ Т 2 0 ^ * * • ^ T n - 1 , I T r t 0 , Т 1 0 + Т 2 0 + • • • + Т л 0 = О, 

Т 1 1 ^ > т 1 2 ^ Т 2 1 ^ * ' * Т л - 2 , 2 ^ Т я - 1 , Ь т 1 1 + т 2 1 + " * * + т л - 1 , 1 = G2, 

Ч\,п~4 <С Т 1 | Л _ з ^ Т 2 ^ _ 4 < ^ т 2 , л - 3 < ^ Т"3,л-4 <С Тз,л—3 ^ Т4,л—4, 

Т 1 , л - 4 + ' * * + Т 4 # и _ 4 = СТл—3, 

Т 1 , л - 3 <С G n ~ l — °п <С Т 2 , л - 3 ^ Gn Чг)П __з, Т 1 , л _ з + Т 2 , л - 3 + Тз, л_з = <7 л __о . 

(26.10) 

Последние неравенства в (26.10) можно переписать в виде 

Т 1 , л - 3 <С O / i - l — G n <С Т 2 , л _ 3 а л ^ а л - 2 — Т ^ л _ з Т2, л _з*, 

следовательно, они эквивалентны неравенствам 
Gn-1 —- G n < т 2, п _ з < <v» (26.11 ) 

T l , л - 3 ^ Gn—1 — а л, То, п - 3 < ^ ° v z - 2 — Gn — Т 2 , Л - 3 « (26.12) 

В силу неравенств (26.11), 

СГЛ—2 — вп — Т 2 , л—3 ^ С Г Л _ 2 Gn — ( С Г Л „ 1 — Gn) — G n - 2 — <J/i—lî 

так как последнее выражение <С сп-г — сгл, в силу (26.5), то первое 
из неравенств (26.12) является следствием остальных. 

Поэтому выражение (26.8) для In можно переписать в виде 

А\] = - $ ^т 2 , п. 3 Ç d T l i я - з ^ <*т<2> ^ F n ф de, (26.13) 

А),2 $> 

где ûW2> обозначает произведение дифференциалов переменных трд, 
q п — 4, а А )2 — область этих переменных, определенная всеми усло­
виями (26.10) кроме условий в последней строчке. Очевидно, об­
ласть Д)2 не зависит от переменных ал, ап-ь Применим к /и опера­
тор Ln~itn-h Рассуждая так же, как и при выводе (26.7), т. е. диф­
ференцируя сперва по а п - \ в нижнем пределе Gn—1 — Gn> а затем под 
знаком интеграла, получаем: 

Ln-un-iW =/(iV +А1 (26.14) 
где 

/ О ) с 
/ 1 2 — 

я-1 

J rfn, я _ 3 J ûM2> ^12ф^0, (26.15) 

/(2) ___ С 
*v> = — 

V - i - " « . A B Э 
(26.16) 
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Dv2 — область Д)2 при т 2 , л з = ап-\ — сгл, a Fv> — значение функции 
Fil при Т2, я - 3 = Gп-\ — сгя. 

Обозначим через М12 произведение всех дифференциальных опе­
раторов Lpq, Lpq из Мг1, кроме 1 л _ 1 , л - ь так что М1г = M12-Ln-i,n-u 
Тогда из равенства (26,14) следует, что 

Мг11$ = М121$ + М121®. 

Ниже мы покажем, что в точке 8 = в Ж 1 2 /if = 0, поэтому рассмо­
трим М12 lu. Применим к In оператор Ln-it „; при его применении 
следует считать постоянными ап~\ — сгл, соя_1 — сол и ар, и>р при < /г—2, 
так что и область Dn следует считать постоянной. С другой стороны, 
в силу равенства ап-2 — а л _1 = а л _ 2 ~~ (arn_i — а л ) — а л, верхний пре­
дел а л - 2 — сгп—1 в формуле (26.15) следует считать зависящим от а „ . 
Поэтому 

Ln-i,n № = № + (26.17) 
где 

0 = с 

h* \ < W 2 ) $ ^ 2 < M 8 , (26.18) 

° W - 2 ~ ° n - . l 

J rfTj,„-„3 J ^т<2) J (/.„_,,„ F12) ф 06, (26.19) 
bi2 

Z ) 2 2 — область D12 при Т ] , л~з = <? n _ 2 — а л _ ь a / ^ 2 — значение функции 
Fn ПрИ Ti, л_-з = Gn—2 — <*п—1« 

п (м - 1 ) (n - 2) 
Повторяя это рассуждение v — раз, придем к функции 

/ ^ 2 , л _ 2 = a J J /v_2, л _ 2 ф dQ, (26.20) 
-°л—2, л—2 

где 
(л-1) (л-2) 

С 
« = ( - 1 ) 2 т ^ > , (26.21) 

( 2 * ) 
dz{n-2) произведение дифференциалов переменных TJQ, T 2 Q , • • •, tn—\, о, 
/ ) л _ . 2 , л-2 — область этих переменных, определенная условиями 

т 1 0 ^ а 2 — ^3 ^ Т 2 0 ^ а3 — 0~4 " " • <:С Т л _ 2 , 0 ^ Л - 1 — СГЛ <С 

< Т/г- l , о < Сп < — Т 1 0 — Т 2 0 — • • • — Т Л _ 1 , С, (26.22) 

а / ^ - 2 , л-2 — значение функции F при 
чрд = огр+̂ г — аР+<н-ь # = 1, 2 , . . . , п — Up = 1, 2 , . . . , n — q\ cr n +i = 0. (26.23) 
К этой функции нужно применить оператор 

Мл-2, »-2 = f П Lpq\ - L 2 2 L 2 3 - - . £ 2 л . (26.24) 
\ 2 < / ? < ? < л 



190 Аналог формулы Планшереля для комплексной унимодулярной группы © 

Неравенства (26.22) эквивалентны неравенствам 

d/ î - l — Gn ^ T n _ i , о ̂  Gn, Gn—2 — Gn-l <С Т п _ 2 , О <С <?л-1 — <?л, • • 

..., G2 — GS < т 2 0 < а 3 — ст4, т 1 0 < <т2 — сг3 (26.25) 

т 1 0 < — т 2 0 — • • • — т л _ 1 , о — Gn- (26.26) 

Но из неравенств (26.25) следует, что 

— Т 2 0 • • • — Т л _ 1 , о — Gn ^ С7 4 — ( 7 3 + ( Т 5 — G 4 + • • • + О П — Gn-\ — 

— Gn Gn — — G3 — Gn^>G2 — G"3 ^ > T 1 0 , 

ибо, в силу неравенств (26.5), G2 <С 0, — Gn > • 0; поэтому неравенство 
(26.26) является следствием неравенства (26.25) и его можно 
отбросить. Это означает, что интеграл (26.20) можно записать в 
виде 

/ л — 2 , fi—2 = 

- a f ^ т л _ 1 , о Ç Йт Л _ 2 , о ' * * ^ ^ 0 jj ^ т 1 о 3 /̂1-2, « - 2 Ф ^ в , 

< W - ° * W - n - i ^ - c o Ф (26.27) 

где -область переменных 6 ^ , определенная неравенствами 
0<Qpg<2n. 

Применим к / я _ 2 , л - 2 оператор Ьщ \ при его применении следует счи­
тать П О С Т О Я Н Н Ы М И Gn-l — Gn, Gn-2 — < 7 л - Ь . . . , G2 — G3 И С О л _ i — 0 > л , 

со л_2 — ып-и . . - , w 2 — co3. Поэтому нужно только дифференцировать по 
верхнему пределу Gn в первом интеграле и под знаком всех интегра­
лов. Следовательно, 

£ > 2 л / д - 2 , п-2 = A] л -1 + /J! л - Ь (26.28) 

где 

/ d ) _ 
' 1 , п-1 — 

« W * * - . ° 2 ~ а 8 Ф (26.29) 

/ ( 2 ) 

л-1 — 

= ^ - 1 , 0 J dZn-2,0 ^ rfT20 ^ dx 1 0 J(L 2 « ^ - 2 , л - 2 ) Ф ^ 6 , 

в - a а ~ а °г-<*. -«> 3) (26.30) 

Л-1 M W - 2 П—1 v ' 
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Fi, n-i, — значения функций Fn-% п-2 и ф при чп-л, о = оп. Положим 

MUn-l=( П Lpç) 1 * 2 2 . 1*2. П-1\ (26.31) 
\2<Cp<q<n ) 

из равенства (26.28) следует, что 

Ж л _ 2 , п-2 / л - 2 , п-2 = Mlf п-1 1\1]п-1 + Mh n-l 1?}п_х. (26.32) 

Ниже мы покажем, что в точке о = е Мх% „_i/j 2 )

n_-i = 0. Поэтому 
рассмотрим Mït n-i Применим к оператор Z2, л - i ; при его 
применении следует считать постоянными <тл, <7л-2 — ап-и <*п-з — а Л _2,- . • 
. . . , а 2 — а3, сол, cùn-2 — <»>л - ь . . . , со2 — о) 3, так что дифференцировать 
следует только по верхнему пределу в первом интеграле в (26.29) и 
под знаком всего этого интеграла. Мы получаем: 

L% n—i /il я—î = /2! я - i + if^n-u (26.33) 
где 

4!V., = a J й т „ _ з , о . . . $ rfT2o J ^ ю ^ г . ^ ф ^ б , (26.34) 

а 2 - а , —оо 

/(2) 
' 2 . л 

CTä-o8 —со <£) 

/ Ч л - ь ф2 ~ значения функций Fu л _ ь ^ при т л _ 2 , о = <*n-i — <тя. 
Повторяя это рассуждение, после п — 1 шагов придем к функции 

л- i = а ^ /* л _ , , я _ , ф л _ ! db, (26.36) 
Ф 

где / V i , п - ь фл-i — значения функций Fn-2t л-2 и ф при 

т 1 0 = сг2 — ст3, т 2 0 — а 3 — а 4 , . . . , т л _ 2 , о = Qn—i — <?я, т л_1,о = сгл. (26.37) 

К функции In-i, n-i нужно применить оператор 

Mn-ltn-i= П (26.38) 
2 < / ? < # < Я 

Докажем сначала, что при условиях (26.23) и (26.37) матрица w = vyii 
зависит только от у. Для этого найдем элементы матрицы и при ус ­
ловиях (26.23) и (26.37). Из равенств T I , л_1 = а л, T J , Я _ 2 = сп-\ — сгл, 
Т2, л - 2 = сгл и формулы (25.57) при q = n — l следует, что (f[n~2\ en-i) = 0. 
Так как пространства {/ j"" 2 ) , Л л ~ 2 ) } и {еп-ь Сп) совпадают, то отсюда 
следует, что 

/(я-2) = х ( » - 2 > 6 п _ ь Дп-2) = x (n-2) ^ j х ( « - 2 ) I = I х ( л _ 2 ) | = h ^ g g j 
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Далее, из равенств т 1 р я _ 2 = сгл-i — <тя; т 2 , л _ 2 = а„; т\, л _ 3 = о л _ 2 — < У л - 1 ; 

т 2 , я _ з = <г я -1 — стл, т 3 , л - з = (Тя и формул (25.57) при q = п. — 2 следует, 
что (Д л ~ 3 ) , £ л _ 2 ) = 0 при & = 2, 3. Поэтому вектор / j " " 3 ) кратен вектору 
е п _ 2 , а векторы f!2

n~3\ ßjl"'s) принадлежат пространству {еп-ъ еп]. 
Далее, из формул (25.58) при q = п — 1 следует, что (f^~~3\ Дп~2)) = О, 

так что в силу соотношений (26.39), также (ff~~3\ ел1) = 0. Но тогда 
должно быть 

Ап~3) - 4п~3) ft~3) = **Г*> en-v f t 3 ) = 4п~3) еп (26.40) 

Повторяя это рассуждение, мы придем к выводу, что вообще 

ffî = *iï)en-P+k> / > = L 2 , . . . , / i - 2 ; k = 1 ,2 , . . . , л - р . (26.41) 

В частности, 

/ ( i ) = x 0 ) e 2 ; № = 4Ve»..., / ™ i = 4 V » - (26.42) 

Рассмотрим, наконец, равенства 
Т И — <*2 — ^ 3 » Т 2 1 ~ ' а 3 а 4 > - * * 9 т л - 2 , 1 — (Уп-1 — <*л, ~ л - 1 , 1 — <Ул, j 
т 1 0 ~ а 2 — ^3» Т 2 0 ~ ° 3 "~ ®4> • • • » т я - 2 , 0 = <*я--1 — СГл, Т л _ ] р о = Т я о = — G 2 . j 

(26.43) 

Из этих равенств и формул (25.57) при #—1 следует, что (/*, é^) = 0 
при А = 1, 2 , . . . , м — 1, так что вектор ег кратен вектору / л , а векторы 
Д , . . . , / я - 1 принадлежат пространству { е 2 , <? 3 , . . . , еп}. Далее, из формул 
(25.58) при q = 1 следует, что {f\l\fk) = 0 при k = 2 , . . . , п — 1, т. е., 
в силу (26.42), ( ^ 2 j / f t ) = = 0 - Это означает, что вектор е2 кратен век­
тору Д , а векторы { / 2 , . . . принадлежат пространству { £ 3 , . . . , еп} 

Аналогично {f$\fk) = 0 при k = 3 , n — 1, т. е., в силу (26.42), 
(e&fk) — 0 при А = 3 , . . . , п—\. Это означает, что вектор £ 3 кратен 
вектору / 2 . 

Повторяя эти рассуждения, приходим к выводу, что 

£i = *i А <?2 = x 2 / i , е 3 = х 3 / 2 , . . . , еп = х л / л _ ь (26.44) 

следовательно, матрица гг имеет вид 

и = f 5 , (26.45) 
где 

/x'i 0 0 . . . 0 \ /0 0 . . . 0 1 х 

0.*!.0v:0 Ь - l 1 . . 0 : : . . . ) • < * • « > 

\ о 0 0 . . . х „ / ^0 0 . . . 1 о ^ 

Но тогда равенство иг' = гСг>*, определяющее матрицу v, запишется 
в виде: 

yss' = г & \ (26.47) 
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Положим г = sz s - 1 ; матрица г диагональна, следовательно, пере­
становочна у. Поэтому равенство (26.47) можно переписать в виде 

Так как у и v* s - 1 — унитарные матрицы, то, в силу единствен­
ности разложения вида g = s Си, должно быть г = s, С = ^* s""1 = у. 
Отсюда t>* = у5, v = s~1y"1; следовательно 

w = щи = 5 - 1 у " 1 yys = s~x ys. (26.48) 

Поэтому, полагая F — F(w, ) , имеем 

/ V - i . л - 1 = F (s"1 ys, сг2—сг3, аз-<т 4 , . . . , cr„_i — стя, сгя). (26.49) 

Это выражение не зависит от углов Qpq; следовательно, формула 
(26.36) для /J?!i n-i принимает вид (см. (26.21) и (25.25)) 

(1) ( п - 1 ) (п-2) 
А - 1 , п-1 = (— 1 ) 2 С / 7 (s 1 yS, с г 2 — as, a 3 — ог 4 , . . . , G - « _ i — а я , а я ) ф я -ь 

(26.50) 
где 

С = (п— 1)! (я - 2 ) ! . . . 2! 1! (26.51) 

К этому выражению In-i,n-i надо применить оператор 

М п - 1 , п - 1 = П Lpq. (26.52) 
2 < / ? < ? < л 

В результате мы получим сумму слагаемых, в каждом из которых 
некоторые операторы Lpq применены к F, а остальные — к ф я _ь До­
кажем, что при S = е из всех этих слагаемых отлично от нуля лишь 
то, в котором весь оператор Mn-i,n-i применен к ф я _ ь Для этого 
рассмотрим подробнее выражение для ф я_ь Так как 

Ф = 

1 1 1 

* 4 т ю 

„2т 8 « 

~ 4 т 2 ( 

. . . £ 2 т « о 

4т 

e т 

e2(n-l)xl0 e2(n-l)xi0 

ТО 

фя—1 = 

1 
2 ( а 2 — о я ) 

4 (о 2 —о,) 

„ 2 ( о , - о 4 ) 

4 (о,—ст 4) 

. . .1 

. . . ^ 2 ( а « - 1 ~ " С Т « ) 

2(л - 1 ) т я 

(26.53) 

- 2 а , 

„,—4а 2 

р 2 ( л - 1 ) ( а 2 - а , ) 2 ( л - 1 ) ( о , - о » ) 2 ( л - 1 ) ( о ^ - о ^ 2 ( л - 1 ) с „ - 2 ( л - 1 ) о 2 

(26.54) 

13 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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При применении оператора Lpq к ф я_1 переменными являются только 
элементы р — 2-го столбца, * содержащие o>_i — ор = GP—\ — 
— (GP — G>4-I) — . . . — (ag-г — Gq) — Gq и q — 1-го столбца, содержащие 
Gq — Gq+i; П О Э Т О М У 

Lpq фя_1 = 2 ( а^_ 2 + dq А) фл-Ъ (26.55) 

где ар обозначает оператор умножения элементов р-то столбца на 
числа О, 1, 2 , . . . , п — 1 соответственно. 

Отсюда 
фл-1 = LPlÇl LPiq2 . . 

= 2k (— aPl^2 + Ö W - I ) ( — ар^Л + ciq^x) • • • (— а ^ _ 2 + а ^ _ 1 ) ф я - _ 1 . (26.56) 

Это выражение может быть отличным от нуля при S = е только в 
том случае, когда в нем содержатся слагаемые вида 

± 2 - < 4 2 . . . a ^ 4 . _ b (26.57) 

где р 1 У р ъ • •., рп — перестановка чисел 1, 2 , . . . , п, ибо только в этом 

случае соответствующий определитель имеет разные столбцы. Такие 

слагаемые могут получиться лишь в том случае, когда порядок при-

меняемого оператора равен — — - , т. е. когда применяемый опе­

ратор совпадает с оператором Ж я _ ] > я _ 1 = Д Lpq. Поэтому в выра-
2</?<#<л 

жении (26.50) для T^U.n-i оператор М я _ 1 , я _ 1 следует применить 
только к ф я_1. Все остальные слагаемые, которые получаются приме­
нением к ф я_1 не всех множителей Lpq к Mn~i,n-h должны, в силу 
предыдущего, обращаться в нуль в точке 8 = е. Таким образом, 

(Ж я _1 , я__1 1п-\, л—l)s=é> = ( 1) 
(л-2) 

CF (е, е) ( Ж „ _ l t n-i (26.58) 

где мы снова вернулись к обозначению F = F (w,s'). 
Вычислим теперь {Mn-i, n - i фл-Os^. Из формулы (26.56) следует, 

что 
л (л—1) 

№п-А, л-1 фл-1 = 2 2 П (— йР-2 + üq-l) Фл-l = 
2</?<<7<Л 

1 1 . . .1 

= ( - 1)*- 3 2~ 
л (л—1) 9 

а2 ... ап 

9 9 
Ü2 . . . а п 

л—1 „п—\ „п—1 
а\ а2 ап 

фл- (26.59) 

* В случае р — 2 число р — 2 = 0 следует заменить числом п. 
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С другой стороны, в точке 8 = е 

1 О О 

1 1 

1 2 

I'2 

2 2 

,п~ 1 

П ti~p)= 
0</?<<7<п—1 

1 л - 1 ( л - 1 ) 2 . . . (/г— 1)" 

- (1.2 . . . (/г—1))(1.2 . . . ( л - 2 ) ) . . . (1.2) 1 - (л—2)! . . . 2! 1!. (26.60) 

Применение всякой перестановки + . . . а̂ —1 сводится к соот­
ветствующей подстановке столбцов в определителе (26.60); поэтому 
все ni слагаемых в (26.59) друг другу равны и 

п (п—1) 

(ЛГл-i, „ _ ! - ( - I ) " " 1 (п\ (п— 1)1 . . . 2! !1) 2 2 . (26.61) 

Подставляя это выражение в (26.58), получаем: 
II. Имеет место формула: 

(Mn_h п_г п_г)8==е = ( - 1 ) ^ 2 ^ / 1 ! [ ( д - 1 ) ! . . . 2! 1!]^(е , е). (26.62) 

3. Равенство нулю выражения (M Ij®)^. Перейдем теперь к до­
казательству высказанного выше утверждения, что 

(MPçI{p}ç)s=e = °> ? = 1 > 2 , . . . , / 1 - 1 ; р = \, 2 , . . . , ? . (26.63) 

Рассмотрим, например, Жц/{]1 Обозначим через M произведение 
операторов Lnn , L p > n - h LPj n __ b Lpn, 1 р я , 2 — 1 ; применение к / j ? 

каждого из этих операторов сводится к применению этих операторов 
под знаком всех интегралов по атрд и к дифференцированию по пре­
делам этих интегралов. В результате Miff представится в виде суммы 
интегралов вида 

I = \ M M ' \ {UnF)tydQ, (26.64) 

где Af—произведение некоторых (или всех) дифференциальных опе­
раторов из Ж, а /У — область, составленная из граней некоторой раз­
мерности области D . В частности, D может совпадать с самой областью D . 

Докажем, что каждый из таких интегралов / равен нулю. 
Положим, для краткости, 

^ e

i ( ù n ( е

2 т 2 , п-2 —°п е°п)+ е2Т2' п~2~ап—\—^п+^п—1 (е°п__е

2Ч, п-2~ап)у (26.65) 

£2 ^ e

i(»n (ç*n £ 2 т 1 , л -2~ с т / г )_ |_ е

2 т 1 , л — 2 - ° л - 1 — ^ 2 т 2 , п-2-°п е

с т л^ (26.66) 

Т / 1 = SJ (г2 т 2> Л ~ 2 ^ л ) , (26.67) 

13* 
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Ч а = $ (е2г1> п - 2 - а я - 1 + ' « л - 1 - '«л _ (26.68) 

9 0 = Ö21 - 6 П . (26.69) 

Из формул (25.74) — (25.76) следует, что матрицу w можно представить 
в виде 

w = Л(0) + A^li + А{2) 1г + # ( 1 Ч ei% + т]2 е~1\ (26.70) 

где Л ( 0 ) , Л ( 2 ) , — матрицы, не зависящие от ап и соЛ. 
Положим 

Ф (Si, ^2, v],, т)2) - J F(w, z')d% (26.71) 

и перейдем в формуле (26.64) от переменных ö 2 1 , 0 П к 60, 6 2 1 ; эта 
формула перепишется тогда в виде 

/ = J MM J (Lnn Ф) ф fiW*> dbV\ (26.72) 

где оГ6(1> — произведение всех дифференциалов d%pq кроме dQL1, а 3)W — 
соответствующая область переменных Qpq (кроме 6 U ) . Из формул 
(26.70) и (26.71) легко следует, что функция Ф удовлетворяет условию 

Ф (Ъ, Ъъ щь = Ф (?!, £ 2, У]1У У]2) (26.73) 

для любого числа х по модулю равного единице. Поэтому функцию Ф 
можно представить в виде 

» 

Ъ* Ч2) = Фх (?1 , 5* Ч1Ч2, IJI) - (26.74) 

G другой стороны, полагая в формулах (26.67) и (26.68) p = ean~l~2rh п~2, 
а = 2ып — <ùn_x и пользуясь соотношением т х Л _ 2 + т 2 л _ 2 = ап__ v имеем 

так что отношение — не зависит от ап и со„. 

Поэтому мы можем положить 

5Я, 42) = T ( Ç l f Ç2> У , (26.75) 
где 

?з = № ( 2 6 . 7 6 ) 

Отсюда 
Ç3 = JJ2 ^ 2 т 1 , л-2+ 2 т 2, л—2~2сул-1+2к*>л—1— 2 *»л _ j _ 

_|_ £ 2 i û J " ^ 2 т 1 , л—2 _|_ £ 2 т 2 , л—2) ^ - ^ - l + K i - l J 
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или, в силу (25.76), 

l z = — [(e2*» + £ 2 а л - 1 - 2 с т л ) - ( е 2 Ч п-2 + . + #*»п) _ 

— (е 2 т ь п-2 + е Щ , п-2) е-°п-\+1оп-1^ (26.77) 

Применяя к liy Ii оператор Lnw в силу формул (26.65), (26.66), 
получаем: 

Lnn Ii = 2е2 т 2> п~2 ^ « л - ^ 

Lnn\\x = 2(еоп~г~Сп~~1 ^п—г—^п) e°n~itùn), 

Lnn ç 2 = 2е2ч> п~2 (e~an+î<ùn — е*п~°п~^м
 ^ n - i - ^ 

£лл £3 = 4e2i
 ^ л - 1 ~ " л ) + 2 о л _ j _ 4 g 2 4 i + 2 ( ° л - 1 - с т л ) _|_ 

+ 2 (е2*1» " - 2 + е2Т2> л ~ 2 ) [(е2°п е2 {ап-1~ап)^ в ~ а л - 1 + ^ л - 1 _ | _ 

LnnXs — ie~2i
 ^n—i-ton) + 2 ( а Л - 1 ~ а л ) 4 ^ ~ 2 ^ Л + 2 а Л 

2 (е2тг> п~2 + е 2 т 2 ' п~2) [(e~2i ( < ° л - 1 - ^ л ) é~2i<ùn) 

— e~°n~l~~î<ùn-x (е2°п — е2 ( а " - 1 " ^ ) ] и 

Отсюда и из равенства 
3 3 

следует, что при c n ^ x = сгп = 0, с о ^ = соп = О 

M' (Lnn Ф) = 0. 

Тем самым доказано, что при 8 = е М1Х = 0. 
Аналогично можно показать, что при 8 = е вообще ; Mpq Ip

2g = 0. 
Но тогда, в силу результатов п. 2 (формулы (26.7) — (26.62)) 

п (л-1) 

(Lh)^e = ( - 2) 2 я! [(л - 1)! . . . 2! Il]2 F (е, е). (26.78) 

С другой стороны, согласно формуле (25.9) 

F (£,&,) = — Ц - у x (e), 

где 
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Поэтому 
п (п—1) п (п—1) 

(Lh)*=e - (— l ) " * - 2 тг*2-* л! х (в). (26.79) 

Вернемся теперь к переменным тя, уд, q = 2,3,...,n (см. формулы 
(25.41), (25.42)), через которые диагональные элементы 8̂  матрицы 8 
выражаются по формулам 

Ър = Е

ХР+\ р = 2,Ъ,...,п. (26.80) 

В силу равенств 

тя = G Q — Gq+i при # = 2, 3, . . . , п — 1; тп == а,г (26.81) 

оператор L в переменных т д , срд запишется в виде 

Мы приходим к следующему результату: 

Т е о р е м а 18. Для любой функции x(g), непрерывно дифференци­
руемой по gpq, gpq до п(п — \)-zo порядка включительно и равной 
нулю вне некоторого компактного множества, имеет место формула 

/? (п—1) п (п-1) 

(Lh)a.^e= ( - 1) 2 2 2 пп*-п„1х(е), (26.83) 
где L — дифференциальный оператор, определенный формулами (26.82) 
и (26.80) и где 

/в = ß-* (8) J x (z"18Çz) d\L (Ç) (z). (26.84) 

§ 27. Аналог формулы Планшереля 

1. Формула для х(е) через след. Основной результат § 26 дает 
возможность получить формулу, которая является аналогом формулы 
Планшереля. Именно, следуя плану, намеченному во введении к этой 
главе, перейдем от функции /§ к ее интегралу 

S(TX)= J/в X ( 8 ) ^ ( 8 ) , (27.1) 

который, в силу формул (26.84) и (19.30), является следом 5 (Тх) опе­
ратора Тх. В силу равенств 8Р = eXp+iÇp, функцию /§ можно рассматри­
вать как функцию / (т 2, . . . , тЛ; 9 2 , . . . , cp„) параметров тр, cpp, 8Р = еГр+1(Рр. 
Так как 

X (8) = ( Т а Р а + Т з р 8 _ * КяР/г+̂ аФа-Ь'ИзФН Ь^/гФ/г) 2) 
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то в этих параметрах формула (27.1) перепишется в виде 
тс тс тс оо со 

S(TX) = j rf<p2 • . • 5 <*фЛ J . . . 
—тс —тс —тс —оо —ео 

со 
^ / £ ? ^ 2 p 2 + T s p 8 - 1 Ь̂ Р/г-Ь̂ аФц-Ь̂ зФзН \-mn*n) drnf 

—со 

т. е. след S(TX) есть произведение на (2п)п"1 трансформации Фурье 
функции / по параметрам тр <?р р = 2, 3 , . . . , я. Отсюда, применяя 
обратную трансформацию Фурье, получим, что 

^ со со 

mx, ... mn=—oo —оо 

. . . J S (7\ v) ^^ Т а Р ^ Т з Р з +- ' -+ т /2Рл+^ а ф а +^зФз+- - -+ /%Ф Л ^ ^ ат3... ачп. (27.3) 

Предположим, что функция x (g) достаточное число раз непрерывно 
дифференцируема по всем параметрам gpq и обращается в нуль вне 
некоторого компактного множества. Тогда функция / также достаточ­
ное число раз непрерывно дифференцируема по параметрам тр, (?р 

р = 2, 3, . . . , п и обращается в нуль вне некоторого компактного мно­
жества в 2 (п — 1)-мерном пространстве {т 2 , т 3 , . . . , тп, ср2, . . . , <pj. Следо­
вательно, можно в формуле (27.3) применить дифференциальный 
оператор L под знаком интеграла. В силу формулы (26.82), для этого 
оператора мы получаем тогда 

п (п—1) 

1 - (а*)2'»-1) 

2 \ ' " \ S (Тх) w (X) е~1 ( Т 2 р « + - - - + т / 1 р я + ^ а ф а н - - - + ^ Ф / г ) dr2 . . . drn x 
m2, пгп=х—со —оо 

где (27.4) 

• W = П К Р Р - ^ + К - т«П ?р-гпР = 0. (27.5) 
Kp<q<n 

С другой стороны, элементу <$ = е группы D отвечают значения пара­
метров т 2 = т 3 = • - • = тп = 0; ф2 = ?з = • • • = 9п, = °î поэтому 

п(п-1) 

( ^ ) « - * = ^ 2(^-1) 2 S • • • J S (Г , ) « (X) <*т,.. . * г я . (27.6) 
m2, т Л = - с о —со 

Сравнение с формулой (26.83) дает следующую теорему: 
Т е о р е м а 19. Если функция x(g) достаточное число раз непре­

рывно дифференцируема по параметрам gpq и обращается в нуль 
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вне некоторого компактного множества, то имеет место формула 

x ^ - ^ n f ^ m 2 I •••\S(Tx)o>(X)dr2...drn, (27.7) 
m 2, тпп=—оа —со 

где со (7) — функция, определенная формулой (27.5), 5 (Г*) —след опера­
тора Тх=\х(g) Tgd[i ( g ) . 

2. Вывод аналога формулы Планшереля. Обозначим через & N \ 
класс функций x ( g ) N раз непрерывно дифференцируемых по парамет­
рам gpq и равных нулю вне некоторого компактного множества, где 
N = п(п—\). Если x(g)^C<<N\ то и функция 

У (g) = (** -x)(g) = \x (KF1)* (gi) (gl) (27.8) 

принадлежит множеству O N \ 
Применим к этой функции формулу (27.7); так как 

nr> ГТЛ* 'ТП 

у — * Х*Х — 1 х Х 

и, в силу (27.8), 

y ( e ) - \ \ x ( g ) f d ^ ( g \ 

то формула (27.7) принимает вид 
2 со со 

\\x(g) I2 <г> (g) = щАгЭТЩ*) S S • • • $s (Г* Тя) о (X) dH... dp, 
Л 1 а , mn——СО — OO 

(27.9) 
Это и есть аналог формулы Планшереля. 

Напомним (см. (19.31)), что 
5 (т; T J - \ \ к (*v *) i2 d * ( * i ) d * (ь), 

где K(zb z2, X) — ядро оператора 7 \ , определяемое формулой 

г а , X) = J х ( , - К z) p - i (8) X (S) ̂  (S) ̂  (Q ^ (z). (27.10) 

Формула (27.9) была нами выведена для достаточно гладких фун­
кций x ( g ) ; покажем, как расширить область ее применимости. 

Обозначим через § @ гильбертово пространство всех функций x ( g } 
с суммируемым квадратом на группе ©, в котором скалярное произ­
ведение определяется равенством 

(х1У х 2 ) = J хг (g) M g ) d[i(g). (27.11 ) 

Далее, обозначим через ig* совокупность всех функций K(zv z 2 , X) 
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таких, что 
со со 

2 \ \[\\К{гъ гъХ)\2 d ^ d ^ z ^ ^ ^ d ^ . . . d 9 n < + оо. 
m2, тп——со —оо 

(27.12) 

Если ввести для таких функций скалярное произведение, полагая 
п {п-1) 

2 2 

(Къ Кг) = л 1 ( 2 я ) ( Л - 1 ) (»+2) Х 

оо оо 
х 2 S ' * * S [ S К х { Z i ' z * х ) К г { Z i ' z * х ) ] w { х ) d ? i • • • d < ? № ( 2 7 Л З ) 

то Sèk становится гильбертовым пространством. 
Формула (27.9) означает тогда, что переход от функции x (g) к 

функции К (zv z2, X), описанный равенством (27.10), есть изометриче­
ское отображение множества в пространство Jg*. С другой стороны, 
множество плотно в в смысле нормы в 

Отсюда, повторяя обычные рассуждения, получаем следующую 
теорему: 

Т е о р е м а 20. Для любой функции x (g) с суммируемым квадра­
том на группе & интеграл 

K(zb г ъ Т)=\х (z-1 SÇ z) Г1 (S) * (&) (S) (0 dy. [z) (27.14) 

сходится в смысле нормы 
п (п-1) 

2 2 

Н-̂  II2 = я | ( 2 т е ) ( я - 1 ) сда> х 

х 2 Г • • S [ S 1 ^ * * х ) 1 2 ^ ( * 2 ) ] 0 0 ( х ) rfp2* * ' d ? n t ( 2 7 Л 5 ) 

m a , ...,/rart==s—со —со 

где 

u (X) = Д [ ( Р р - p ,) 2 + ( т р - m , ) 2 ] , P l = т г = 0. (27.16) 

этом имеет место равенство 
п (п-1) 

S I * ( , ) ! • * te)-Д^ДДХ 

оо со 

х 2 S ' ' ' S[ S1 * { Z v z* х ) |г { Z i ) d* {z*)] w ( X ) Рг * ' ' pre' 
mat..., mn=>—co —ею (27.17) 
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П р и м е ч а н и е . Интеграл 

\ \К{*1, *2> x)\d\i(z1)d^(z2) 

есть след оператора Г* Тх\ следовательно, это выражение не изменяется при переходе 
от характера x к характеру ys, определенному формулой 

зс(») = х(« . ) . 

где s — произвольная подстановка диагональных элементов матрицы Ь, а Ь§ — диаго­
нальная матрица, которая получается в результате этой подстановки (см. § 23). Внеш­
ний интеграл и сумма в (27.17) есть интеграл по всей группе характеров X группы D. 
В силу только что сказанного, X можно разбить на п\ частей Xs, которые получа­
ются друг из друга преобразованием x~>Xs, причем интегралы 

\ [ [ \ K ( ^ z e f X ) | a ^ ( ^ i ) ^ ( ^ ) ] r f j i ( x ) 

друг другу равны. Поэтому (27.17) можно переписать в виде * 

я ( я - 1 ) 

f \x(g)\*d\i(g)= 2 " { п _ 2 ) \ [ S l ^ i . ^ x ) l ^ i ) ^ ( ^ . ) ] « ( x ) ^ ( x ) . (27.18) 
X é ? 

Обозначим через И гильбертово пространство всех функций 

с нормой II/С II, определенной формулой 

п(п-1) 

Ii К II2 - {2*)in-lKn-2) J [ S | К { Z l > Z*> * ) | 2 " W d * 

Равенство (27.18) устанавливает изометрическое соответствие между пространствами 
и / / . Оказывается, что: 

Образ пространства при соответствии x (g) — К (zlt z2, х) есть все 
пространство И. 

Этот результат непосредственно вытекает из следующей общей теоремы о пред­
ставлениях, которая является континуальным аналогом леммы Шура и которую мы 
приводим здесь без доказательства. 

Пусть % — некоторое бикомпактное пространство, а(А) — некоторая, вполне 
аддитивная мера в 91. Пусть каждому а^Щ поставлено в соответствие непри­
водимое представление Та. в одном и том же пространстве ф нормированного 
кольца с инволюцией R так, что выполнены следующие условия: 

1° Операторы Т вполне непрерывны при любых ай] ( , 
2° Оператор Г а. х есть непрерывная функция а, 
3° Если онф^, то представления Та. v и Т^. неэквивалентны. 

* Пользуемся случаем указать, что в кратком сообщении об этом последнем 
результате в ДАН [ п ] вкралась ошибка в выражении для множителя перед суммой 
в (27.17). 
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Пусть H— гильбертово пространство всех измеримых вектор-функций 
£ = { 5 а } , £а<Е© е нормой, определенной формулой 

11511 = J II 5« I I » л (Д«). 

Если тогда £° = {5^} элемент из H такой, что В^фО почти всюду на Ж, то 

элементы £ вида $ = { Г а ; образуют множество, плотное в Н. 



Ч А С Т Ь В Т О Р А Я 

В первой части были подробно рассмотрены неприводимые унитар­
ные представления одного из четырех больших классов простых 
групп Ли, именно, комплексной унимодулярной группы. Оказывается, 
что многие из результатов, полученных в части I, используются при 
получении аналогичных результатов для остальных трех классов 
групп и ряд рассуждений части I переносится без существенных из­
менений на остальные три класса. Поэтому мы и рассмотрели сначала 
комплексную унимодулярную группу. 

Напомним определение четырех классов простых групп. Каждая 
из этих групп есть группа линейных преобразований с определителем 
равным 1 в линейном пространстве Rm комплексной размерности т . 
Группа всех преобразований с определителем равным 1 есть комп­
лексная унимодулярная группа т-го порядка; она обозначается 
через Am^v При m = 2, 3 , 4 , . . . получается первый класс простых 
групп. 

Группа всех преобразований с определителем равным 1, оставляю­
щих инвариантной некоторую невырожденную симметрическую фор­
му, называется ортогональной группой; при m нечетном m = 2п + 1, 
эта группа обозначается через Вп; при m четном m = 2п, она обозна­
чается через Dn. 

Группа всех преобразований в четномерном пространстве (т = 2п) 
с определителем равным 1, оставляющих инвариантной некоторую не­
вырожденную кососимметрическую форму, называется симплектше-
ской группой и обозначается через Сп. 

В дальнейшем, если не оговорено особо, буква © будет обозна­
чать любую из этих групп. 

Как и в части I, пространство представления каждой из этих 
групп строится в виде пространства функций на том или ином мно­
гообразии S, причем группа © оказывается транзитивной группой 
гомеоморфных преобразований многообразия Е. Поэтому многообра­
зие Е можно рассматривать как пространство классов смежности 
группы © по некоторой его подгруппе, которую, как и в части I, 
обозначим через К. 

УНИТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ГРУПП 
И СИМПЛЕКТИЧЕСКОЙ ГРУППЫ © 
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Оказывается, что при надлежащем выборе базиса в пространстве 
R M группа /С, как и в части I, определяется как группа всех матриц 
k = \kPq\ из группы ©, удовлетворяющих условиям: 

kpq = О при р > q. 
Следует, однако, отметить, что в отличие от случая комплексной 
унимодулярной группы Ат_ь рассмотренного в части I, в случае 
групп остальных трех классов не все параметры kPqy p<Cq будут не­
зависимы друг от друга. Например, для ортогональных групп надо 
потребовать, чтобы матрица k также была ортогональной, что накла­
дывает новые условия на элементы kPr 

Оказывается далее, что совершенно аналогично можно построить 
и остальные подгруппы, рассмотренные в части I. На эти подгруппы 
без существенных изменений переносятся результаты части I, в связи 
с чем и представления групп любого из остальных трех классов 
строятся совершенно аналогичным образом. 

План части II несколько отличается от плана части I. Именно, в 
первых двух параграфах мы даем описание всех рассматриваемых 
подгрупп и алгебраических соотношений между ними, а также всех 
интегральных соотношений, после чего в следующих параграфах мы 
переходим к описанию самих представлений. 



Глава VII 

Основная серия представлений группы © 

§ 28. Некоторые подгруппы группы ©; канонические разложения 

1. Выбор базиса. Пусть © — ортогональная или симплектическая 
группа линейных преобразований в пространстве R M . По определению, 
© есть группа всех линейных преобразований в пространстве R M с 
определителем равным 1, оставляющих инвариантной некоторую не­
вырожденную билинейную форму 

Ф(1 тД I ^ R M J (28.1) 

симметрическую, если © — ортогональная группа, и кососимметриче­
скую, если © — симплектическая группа. 

Обозначим через s 0 матрицу формы Ф В некотором базисе. 
Как известно (см., например, [ 1 9 ] стр. 7 4 ) , можно в R M выбрать базис 

{ е ь е 2 , ..., е т ] так, что матрица s 0 формы 9 в этом базисе в случае 
ортогональной группы © принимает вид 

(28.2) 

а в случае симплектической группы © 

(28.3) 

где все остальные места в (28.2) и (28.3) заняты нулями и число + 1 
и — 1 в случае (28.3) одно и то же и равно п. 
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Если I = (119 £ 2, . . . , Çm); т] = (т)!, т}2, . . . , т]ш) — координатное 
представление векторов из Rm в базисе {еь е2, . . . , ет), то, полагая 

(Ç, ч ) = 2 5 * Ч ь (28.4) 
k 

имеем: 
Ф & 4) = ( s „ & Ч ) . (28.5) 

Найдем условие инвариантности формы 9 по отношению к преоб­
разованию с матрицей g; в силу (28.5), это условие имеет вид 

Отсюда g^So g = s0, т. е. 
g''1 = s 0 g - ^ \ (28.6) 

где g'—транспонированная матрица. Таким образом, 
I. Группа & состоит из тех и только тех матриц порядка 

m (m = 2п + 1 или m = 2п) с определителем равным 1 (т. е. тех эле­
ментов g унимодулярной группы Ат_г), которые удовлетворяют 
условию (28.6). 

Другими словами, 

II. В группе &аАт_г автоморфизм g-> g'~x группы Ат^г является 
внутренним автоморфизмом g->s0gsQK 

В дальнейшем нам часто удобно будет пользоваться условием (28.6) 
в следующей форме 

£ = 5 о - у ~ Ч . (28.6а) 

Запишем теперь условие (28.6) в матричной форме; для этого пере­
нумеруем базис в пространстве Rm следующим образом: 

{е„ю е_м, . . . , éLi, е0, ех, е 2 , . . . , еп) при m нечетном: m = 2п + 1, 
(28.7) 

{е_п, е_п+1,... ,е_ь е1У е2,..., еп} при m четном m = 2п. (28.8) 

Преобразование g-^SQgs"1 означает тогда переход 

для ортогональной группы, и 

£ > * - > s i g n (pq)g-p, ^ 

для симплектической группы. Поэтому условие (28.6), т. е. условие 
gfs0gs~l= е, означает, что 

%gjPg-j,-q= ï° П Р И
 Р * Я , ( 2 8 > 9 А ) 

j \ 1 при p = q 



208 Основная серия представлений группы % 

для ортогональной группы и 

(28.9Ь) 

для симплектической группы. 
2. Определение основных подгрупп. Определим теперь в группе 

® подгруппы, аналогичные подгруппам /С, Z , . . . для унимодуляр­
ной группы. 

Именно, группа & есть (ортогональная или симплектическая) груп­
па матриц порядка m (m = 2п + 1, или m = 2п); обозначим через Ат__г 

унимодулярную группу порядка т. Подгруппы К, Z , . . . , построен­
ные в §§ 2 и 6, мы снабдим теперь индексом А, чтобы подчеркнуть, 
что они построены для унимодулярной группы. 

Подгруппы К, Z F Я , Z , . . . определяются как совокупность тех 
элементов групп КАУ Z A Y Н А , Z A , • . • , которые принадлежат 
группе @. 

Таким образом, 

т. е. группы К, Z состоят из тех и только тех матриц групп 
КАУ ZA, . . . соответственно, которые удовлетворяют условиям 
(28.9а) или (28.9Ь). 

Например, группа К есть группа всех унимодулярных матриц 
k = | |Ä ||, удовлетворяющих условиям (28.9а), в случае ортогональной 
группы, или условиям (28.9Ь), в случае симплектической группы, и 
таких, что 

Переходим теперь к рассмотрению канонических разложений, анало­
гичных каноническим разложениям в части I. Идея получения таких 
разложений в группе ©, например, разложения g = kz состоит в сле­
дующем. Мы пользуемся аналогичным разложением g = kz для уни­
модулярной группы и затем, пользуясь единственностью разложения, 
доказываем, что множители в этом разложении (k и г ) в нашем при­
мере также принадлежат группе ®. 

3. Разложение элементов группы Н . 

III. Всякий элемент h группы H можно представить, и притом 
единственным образом, в виде 

К = ® { ) К А У Z = ® ( ] Z A , Z = ®Ç)ZAy Н = ® [ } Н А , 

D = ® [ ) А д , U = ®niU Г = @ П Г А 

(28.10) 

при p>q. 

h = 8z, z € Z , (28.11) 

а также в виде 
h = z8, 8 £ Д z 6 Z . (28.12) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Аб/ /л , то, в силу п. 2 § 3, имеет 
место разложение 

А = 8г, где 8^ DA, z^ZAy (28.13) 

в котором 8 и z определяются единственным образом. 
Поэтому достаточно доказать, что эти матрицы S и z удовлетво­

ряют соотношению g = sölg' s0. 
По условию, матрица h удовлетворяет этому соотношению, т. е. 

h = SQ xtt х 5 0 . 

Подставляя сюда Sz вместо А, получим: 

8z = sö'Sr~1s^S3'1z^1s0. 

В этом последнем равенстве, как легко проверить непосредственно 

söl S'~4 б DA, SÖ1 zr~1sù 6 ZA. 

Следовательно, в силу единственности разложения (28.13), должно 
быть 

S = svXbr~lsQ, z = So^V^s,,. 

4. Разложение элементов группы /С. Аналогично можно доказать 
что: 

IV. Всякий элемент k группы К можно представить, и притом 
единственным образом, в виде 

k = K S<5 Д Ç6Z, (28.14) 
а также в виде 

£ = £8, 86 A Ç6Z. (28.15) 

5. Разложение вида g = kz. Обозначим через gp, p = n + 1 , . . . , п 
минор матрицы g, составленный из строк и столбцов с номерами 
р,р+1,...,п. 

V. Между минорами gp имеет место соотношение 

g-P = ±(gp+i), 0 < / > < л — 1 . (28.16) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно известному тождеству между мино­
рами данной и присоединенной матрицы 

A—nt —n, A—nt — f t - j - i , . . . , A—n> —-p—î 

g~P = (28.17) 
A—p—i, —n, A—p—i, — n - f i , . • . , A—p—\t 

где Apq — алгебраическое дополнение элемента gpq в матрице g. 
С другой стороны, соотношение g*"1 = $0gs~l означает, что Apq = 
= 2 t g—pt —Ф комбинируя это равенство с (28.17), получим требуемое 
соотношение (28.16). 

14 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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VI. Если все миноры gm, т = \,2,...,т матрицы g 6 ® отличны 
от нуля, то ее молено представить, и притом единственным обра-
зом, в виде 

g = kz, k£K, zdZ, (28.18) 
а также в виде 

g = Zh, Ä 6 # . (28.19) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу соотношения (28.16), будет также 
g_m=j=0, 0<Ст<Сп — 1. Поэтому, согласно теореме 1 п. 3 § 3, имеют 
место, и притом единственные, разложения 

g=kz, k 6 К Ay z£ZAy (28.20) 

g=Vi, 1ЫАу heHA. (28.21) 

Остается только показать, что все эти элементы удовлетворяют усло­
вию g = SQ1g~1sQ. Элемент g, как элемент группы ©, удовлетворяет 
этому условию. В силу (28.20), это означает, что 

g = kz = s-*Ы~1 s0-s- z''1 s0. (28.22) 

С другой стороны, легко проверить, что 

50-1#-Че*д, s-iz'->s0£zA. 

Поэтому из (28.22), в силу единственности разложения (28.20), следует, 
что 

k SQ ^ k SQ, Z = = SQ ^ Z SQ. 

Аналогично доказывается, что элементы Ç и h в разложении (28.19) 
также удовлетворяют условию g — s~l gr~1 sö. 

Из предложения VI следует, что исключительные элементы gy 

для которых неприменимы разложения (28.18), (28.19), образуют в © 
многообразие низшей размерности. 

Так как каждое из разложений (28.18), (28.19) есть одновременно 
разложение в унимодулярной группе, то для элементов kpq, zpq и ZPÇi 

hpq матриц k, z и Ç, h в этих разложениях остаются в силе формулы 
п. 3 § 2. 

6. Разложение вида g = ku. 
VII. Всякий элемент g(:& можно представить в виде 

g = ku, k£K, util. (28.23) 

Если g = kxux — другое такое разложение, то 
kx = ky; иг - у - 1 и, у 6 Г. (28.24) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения I п. 1 § 6 имеет место 
разложение 

g = ku, где kfl\A, и 6 XX А , (28.25) 
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это разложение единственно при дополнительном условии 

kßP>0. (28.26) 

Докажем, что при условии kpp^>0 матрицы к и и удовлетворяют 
соотношению (28.6а). Так как g этому соотношению удовлетворяет, то 

ku =* s-1 k'"1 s0-s~A u'~l s0. (28.27) 

С другой стороны, s~l K~l s0 есть элемент группы KA, также удовлет­
воряющий условию kpp^>Q; кроме того, u~l sQ£.)X, ибо s0 — уни­
тарная матрица. Поэтому из (28.27) следует, что k = s~1kr~1s9, 
и = s" 1 и'~г s0. Разложение (28.23) тем самым доказано. 

Если g = kxux — другое разложение вида (28.23), то, в силу дока­
занного в п. 1 § 6, 

kx = ky, ut = у~ 1 и, где у 6 Гл. 

Но kb k, иг, # 6 @ ; следовательно, также у6@5; отсюда у б Г. 
7 . Разложение вида k = C_1SC. 
VIII. Всякий элемент k€K с различными собственными значениями 

можно представить, и притом единственным образом, в виде 

к = К'гК Ç<5Z, 86£>. (28.28) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения I п. 1 § 20, имеет место, 
и притом единственное, разложение 

к = ХггК Ç e z A b £ D A . (28.29) 

Остается показать, что Ç, S удовлетворяют условию g = s~J g~l s0. 
Матрица k, как элемент группы ©, удовлетворяет этому условию; 
следовательно, 

к = С - ' = s-» А ' " 1 5 0 = ( V С - 1 5 0 ) - i • V (s-i С'" 1 5 0 ) . 

В силу единственности разложения (28.29) и соотношений 

отсюда следует, что 

8. Разложение вида g = z~xkz. Перейдем теперь к выводу разло­
жения вида g — z~~lkz. Прежде всего сделаем следующее замечание: 

Если gt:® и если X — собственное значение матрицы g*, то Х - 1 есть 
также собственное значение этой матрицы. 

Действительно, из соотношения gr~x = s0gs^x следует, что матрицы 
и g имеют одни и те же собственные значения; с другой стороны, 

если Л — собственное значение матрицы g, то Х - 1 — собственное значе­
ние матрицы g'"1. 

1 4 * 
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Пусть теперь g— матрица из группы © с различными собствен­
ными значениями. Согласно замечанию II п. 2 § 20, ее можно тогда 
представить в виде 

g = = x - i § x 9 (28.30) 

где S — диагональная матрица из собственных значений матрицы g, 
написанных в произвольном порядке, а x = II xpq \\—унимодулярная 
матрица. Если при этом 

фО, р = —п + \, —ъ,...,п, (28.31) 

Хрр Xp%pjç-\ . . . Хрп 

Хр+1} р Хр+\, р+1 . . . Хр+1, п 

Хпр Xjit p + l . . . Хпп 

то, в силу III п. 2 § 20, матрицу g можно также представить в виде 

g = z-iXrnte9 Z £ Z A , Ï £ Z A , 8е D A , (28.32) 

и для заданной матрицы S элементы Ç и z определяются из (28.32) 
единственным образом. 

Покажем, что порядок диагональных элементов в матрице 8 можно 
выбрать так, чтобы 86®, т. е. чтобы матрица 8 удовлетворяла условию 
S ' - 1 = s^s" 1 . Действительно, это условие в матричной записи прини­
мает вид 

в силу сделанного нами выше замечания о собственных значениях 
матрицы g, надлежащей их нумерацией можно добиться выполнения 
этого условия. 

Докажем, что при 8 6 © также тогда £ б © , £ 6 © . Матрицы g я S 
удовлетворяют условию g = s^1gr~1sQ; отсюда, в силу (28.32), 

g = = K - V A ) - 1 ( V Ç ' ~ 4 ) - V s ' ~ 4 ( ^ Л ) = 
= (s^z'-lsQ)-i (s^K'-\)-> S ( V * r 4 ) ( V ^ ' V .(28.34) 

Так как 

$Q1Z sQ 6 Z A , s*1 Ç s 0 6 Z A , 

то, в силу единственности разложения (28.32) при заданной матрице 8 
из (28.34), следует, что 

Z = S" 1 z s 0 , 'С = s~l С 1 S Q , 

следовательно, 2 6© и Ç6©. 
Положим теперь в (28.32) A = Ç- i8£ так как 86 Д Ç6Z, то £ 6 / С 

Тем самым мы получаем для матрицы g* 6 © разложение 

g = zr*kz, z£Z, keK. (28.35) 



Некоторые подгруппы группы ® 213 

По доказанному в III п. 2, это разложение единственно при заданном 
порядке собственных значений матрицы g на главной диагонали 
матрицы k. 

Отсюда следует, что имеется столько различных разложений вида 
(28.35), сколько есть различных способов нумерации собственных 
значений Ар матрицы g, удовлетворяющих условию 

Ар А__р = 1, (28.36) 

т. е. сколько есть подстановок этих собственных значений, не нару­
шающих соотношения (28.36). Такими подстановками являются: 
а) транспозиции (/?, — р) собственных значений Ар, \-р; б) произволь­
ные подстановки пар (Ai , A _ i ) , ( А 2 , А _ 2 ) , . . . , ( А „ , А _ „ ) ; в) всевозможные 
произведения подстановок вида а) и б) . Очевидно, этим исчерпываются 
все подстановки, не нарушающие соотношения (28.36); поэтому их 
число равно 

2". п\ 

Итак, доказано следующее предложение: 
IX. Всякую матрицу g С® с различными собственными значениями, 

удовлетворяющую условию (28.31), можно представить в виде 

g^z~lkzy zez, kbK. (28.37) 

При этом kpp—собственные значения матрицы g, расположенные 
в произвольном порядке, удовлетворяющем условию 

k-p, _ р kpp = 1. (28.38) 

При заданном таком порядке матрицы z и k определяются един­
ственным образом. Число различных разложений вида (28.47) данной 
матрицы g равно 2пп1 

Из этого предложения следует, что исключительные элементы g, 
для которых разложение (28.37) неприменимо, образуют в & многообра­
зие низшей размерности. 

9. Разложение вида g = их ги2. Как было показано в п. 1 § 24, вся­
кую унимодулярную матрицу g можно представить в виде 

g = uxzu2y (28.39) 

где и1У и2 — унитарные унимодулярные матрицы, а г — диагональная 
матрица с положительными диагональными элементами, квадраты ко­
торых являются собственными значениями матрицы 

g? = ux*u\9 (28.40) 

записанными в произвольном порядке. 
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Докажем, что этот порядок можно выбрать таким образом, чтобы 
s 6 ® . Д Л Я этого сделаем следующее замечание: 

X. Если g6®, то также* g, g\ g*b®. 
В самом деле, так как 5 — матрица с действительными элементами, 

то, переходя в соотношении g"1 = s g s"1 к комплексно-сопряженным 
матрицам, получим: gr~l = sgs"1; следовательно, g6®. 

Далее, применяя операцию ' к обеим частям соотношения gr~l= sgs~\ 
жодучим 

ибо s' = s"1; следовательно, gr € ©. Отсюда g* = (g)r € ®. 
Из предложения X следует, что при g6® также gg*£&- Поэтому, 

в силу замечания в начале п. 8, собственные значения г2 матрицы gg* 
можно расположить в таком порядке, что sG®. 

Докажем теперь, что при е б © матрицы и1У и% в (28.39) можно вы­
брать так, чтобы и они принадлежали группе ®. 

Пусть сначала все собственные значения матрицы g g* различны; 
тогда при заданном s всевозможные пары uv и2 в равенстве (28.39) 
имеют вид {ихуу у~ги2). Если поэтому все диагональные элементы ма­
трицы их отличны от нуля, то при заданном с пара (uv и2) однозначно 
определится условием положительности этих диагональных элементов. 

С другой стороны, если g 6®, то 

g = sr1 gr^s = s 1 и~г s. s- 1 e'~l s - s" 1 u~l s. (28.41 ) 

Так как 

U\ = uv u'i = uly s"1 s' s = e, 

то из равенства (28.41) следует, что 

g = их ги2 = S~XVLx s • e • s^u2 s, (28.42 

причем s " 1 » ! « , s"1u2s — унитарные матрицы. 
Пусть все диагональные элементы матрицы их положительны; тогда 

все диагональные элементы матрицы s - 1 иг s также положительны. Сле­
довательно, в силу единственности пары (и1У и2) при условии положи­
тельности диагональных элементов матрицы uv должно быть 

иг = s'1 их s; и2 = s'1 и% 5 , 

т. е. 

их = s ги,\ s; а* = s 1 и2 s. 

Это означает, что иг, и2(:&. 

* В этом пункте, в отличие от наших обычных обозначений, g обозначает мат' 
рицу с комплексно-сопряженными элементами. 
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Если теперь g — произвольный элемент группы ©, то существует 
последовательность g№ 6 © такая, что g№ -> g при п -> оо и что в равенстве 

= Й ( Я ) е<ю й ( Я ) у е ( я ) с ® (28.43) 

асе диагональные элементы матрицы е<я) различны, а все диагональные 
элементы матрицы и[п^ положительны. В силу только что доказанного, 
и[п\ 4") 6®. 

Из компактности группы £/л следует, что для некоторой подпосле­
довательности, которую снова обозначим через g№, последовательно­
сти и\п\ и^ будут стремиться к определенным пределам, которые 
обозначим через % и и2. Отсюда следует, что и е(/г> стремится к не­
которому пределу г. Так как и[п\ и{

2

п), £ ( / г>(:@, то и иг, и2, г € © . 
Следовательно, переходя в равенстве (28.43) к пределу, получим 

g=^vLxm<ü их,и2е.\\, г£Е. 

Таким образом имеем следующее предложение. 
XI. Всякую матрицу g 6© можно представить в виде 

g = uxm2, их, u2£U, г£Е. (28.44) 

При этом диагональные элементы матрицы г являются корнями 
квадратными из собственных значений матрицы gg*, расположен­
ными так, что z-pzP = 1. При таком заданном расположении общий 
вид пар (иь и2) определяется формулой (их у, у" 1 и2), где у — произ­
вольная матрица из U , перестановочная с г. 

10. Классы смежности по К. Как и в части I, представления основ­
ной серии будут в дальнейшем строиться в виде операторов в про­
странстве функций f{z) заданных на правых классах смежности * z 
группы © по подгруппе / С ^ 

Совокупность всех таких классов обозначим через Z . Умножение 
справа на элемент g0 есть преобразование в пространстве Z ; мы бу­
дем писать zx = zg0, если класс zx получается из z правым умноже­
нием на g0. 

Пространство Z можно описать при помощи группы Z . Именно, 
если g£z и если g = kz (см. п. 5), то в классе z содержится 
элемент z\ в силу единственности разложения g = kz, такой элемент z 
может быть только один. Мы отождествим тогда z с z; тем самым 
группа Z заполнит все Z , за исключением некоторого многообразия 
низшей размерности. Преобразование zx = z gG можно трактовать как 
преобразование zx =r zg0 в группе Z . Пространство Z можно также 
описать при помощи группы Ц. Именно, из VII п. 6 § 28 следует, что 

* Здесь мы в отличие от части I обозначаем классы смежности через1г, а не через z' 
ибо gr обозначает теперь транспонированную матрицу. 
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в каждом классе z содержится в точности один правый класс смежно­
сти и группы U по подгруппе Г. Мы отождествим тогда z с этим 
классом и. Тем самым Z совпадет с П. Преобразование zx = zg0 мож­
но теперь рассматривать как преобразование их = ug0 в пространстве Й. 

§ 29. Интегральные соотношения 

Элементы g группы © являются матрицами, удовлетворяющими 
условию 

gsogs^^e; (29.1) 

следовательно, не все элементы gpq таких матриц являются независи­
мыми. Аналогичное обстоятельство имеет место и для подгрупп К, Z , . . . 
группы ©. 

Мы покажем здесь, как выбрать в этих группах независимые па­
раметры, и дадим формулы для инвариантной меры через выбранные 
независимые параметры. 

1. Параметры и мера в группе Z . 
а) С л у ч а й о р т о г о н а л ь н о й г р у п п ы ч е т н о г о п о р я д к а 

(т = 2п, ® = Dn). Будем записывать матрицы 2 6 Z в виде 

z = ( ^ 4 (29.2) 
а т] 

где ч\_х, т], а — квадратные матрицы порядка я, 0 — нулевая матрица. 
Очевидно, т], г\„х — матрицы из группы Z для унимодулярной группы An-i 
я-го порядка; обозначим эту группу через ZAn_v 

Рассмотрим матрицы специального вида 

х = Ü"l)'Ho-\0> 
где 1„ — единичная матрица, £ —произвольная матрица порядка я. 

I. Всякую матрицу zdZ можно представить, и притом един­
ственным образом, в виде 

z = ху. (29.4) 
При этом также x, y£Z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перемножая матрицы х и у, получаем 

ху = (У1 °1 (29.5) 

Это выражение совпадает с матрицей z в (29.2) при а = \г\_х, ?==атз-}, 
тем самым доказано существование разложения (29.4) и его единствен­
ность. 

Остается показать, что при z^.% также x,j/€©. Если z£®, то 
z = s~1z,~1sQ; отсюда, в силу (29.4), 

г = ху = V х '" А V * - 1 / Ч- (29.6)' 
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С другой стороны, легко видеть, что s~l x~l sQ и s~ly~l sQ снова яв­
ляются матрицами вида х и у в (29.3). Отсюда и из единственности раз­
ложения (29.4) следует, что 

x = s0x"1 s0i у = s"1 y'~l50, (29.7) 

т. е. х €($$, j / € ($ . Предложение I тем самым доказано. 
Выясним теперь, при каких условиях матрицы х и у принадлежат 

группе ®. Запишем матрицу s 0 в виде 

s 0 = ( ° M , (29.8) s - f ° Sl 

° - U o 

где Sj — матрица порядка /г вида 

О 0 . . . О 1 
0 0 . . . 1 0 » ( 2 9 9 ) 

1 0 . . . О 1 

Подставляя в условия (29.7) вместо x, у и s0 их выражения (29.3) 
и (29.8) в виде матриц и перемножая эти матрицы, получим, после 
сравнения соответствующих элементов, что условия (29.7) эквивалент­
ны равенствам: 

? = - г Г Ч Ч , (29.10) 

ч _ , = 5 Г ' Ч ' - Ч (29.11) 

ч = « Г , С ' « 1 - ( 2 9 Л 2 ) 

Последнее условие эквивалентно условию (29.11). Действительно, так 
как 5 ' — s, то из (29.11) следует, что 

У) = (Sx Y ) . ! S f У " 1 = S f 1 т ^ 1 ^ ; 

это условие совпадает с (29.12). 
Условие (29.11) означает, что из матриц T J _ 1 , т) независимой является 

только одна, например, Y), а вторая через нее выражается. 
Условие (29.10) можно записать в более удобной форме, если по­

ложить 
Ç = (29.13) 

Переписывая условие (29.10) в виде s x l = —Ç'̂ i = — (si%)' (напомним, 
что Sj = ^ i ) , мы видим, что оно эквивалентно условию 

= (29.14) 

т. е. Ç — кососимметрическая матрица. Итак, получаем: 
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Независимыми «параметрами» в группе Z являются матрица т) 
из ZAn_x (группы Z для унимодулярной группы Ап-\ порядка п) и ко-
сосимметрическая матрица £ порядка п. Соответствующая этим 
параметрам матрица z*cZ имеет вид 

- i * ? ) > г д е 4 - 1 = S T i 4 ~ " 1 s v (29.15) 

Отсюда следует, что в качестве числовых независимых параметров 
в группе Z можно взять матричные элементы 

*1PÇ> Р>Я> %pi> Р<Я (29.16) 

матриц т] и t ибо остальные элементы матрицы Y J m равны нулю или 
единице, а остальные элементы матрицы % p q определяются из условия 
косой симметрии 

tçp^-lpç. (29.17) 

Найдем теперь инвариантную меру d[i{z) в группе Z в параметрах 
7] и t 

Всякую функцию f(z) можно представить в виде 

/(*)=/(ч>С), (29.18) 

поэтому интеграл функции f(z) по мере öfyi(z) должен иметь вид 

\f{z)dv.(z)= J/fo, I) со (У), (29.19) 

где to (т], X), — некоторая функция от у) и t d\L (TJ) — инвариантная мера 
в группе Z ^ _ p а 

/ < ? 

При этом, как обычно, мы пользуемся обозначением 

d[i(l) = dcdT при Х = а + /т. (29.21) 

А. А. 

Докажем, что со (73, £) = const, т. е. не зависит от т] и £. Для этого 
воспользуемся инвариантностью меры о?(л(2), в силу которой 

\ № d y , (z) = J / ( х 0 d j i (z), (29.22) 

\f(z) {z) = \ f(zy0) d y . (z). (29.23) 

Но, если z~xy, то равенства x0 z = (xQ x)y; zy0 = x(yy0) являются 
разложениями вида (29.4); с другой стороны, умножение матриц х сво­
дится к сложению соответствующих матриц | , а умножение матриц 
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у —к умножению соответствующих матриц TJ. Отсюда и из (29.19) 
следует, что равенства (29.22) и (29.23) можно переписать в виде 

\ / f t , I) со ft, t) dy. ft) dp. (t) = J / ft, i + Co) со ft, %) ̂  ft) rfji (?), (29.22a) 

J / ft, l) со ft, I) rfjt ft) dp. (%) = J / fto 4, С) со ft, C) rf[x ft) d* (£). (29.23a) 

В силу инвариантности мер dy. (С) и rfmt (73) при сдвигах С I + ?о> 
73—>т}07] соответственно, правые части (29.22а) и (29.23а) соответственно 
равны 

и 

S/f t , l )c0(7 ) -4 Ç ) ^ f t ) ^ ( C ) . 

Поэтому из (29.22а) и (29.23а) следует, что 

со ft, Ç) == со ft, Ç — to) = со ft-'vj, I), 

так что со действительно не зависит от 73 и | ; со = const. Нормируя 
меру dy.(z) так, что эта константа равна единице, имеем: 

Инвариантная мера dy. (z) в параметрах ч\и% задается формулой 

dy.(z) = dy.(ri)dy.{t). (29.24) 
Вспоминая, что 

p>q 

и определение (29.20) меры dy. (£), мы получаем выражение для dy. (z) 
в комплексных параметрах: 

dy. (z) = П dv. (%q) • П (lM). (29.25) 
Р>Я Р<Я 

Можно также выбрать независимые параметры среди элементов zpq 

матрицы z. Прежде всего заметим, что, в силу (2Ц.15), 

\ Ч = * Р Ч Щ > и р > у > 0 . (29.26) 

Рассмотрим, далее, матрицу с — в (29.15); полагая т ) _ 1 = j] у{ ||, 
с = \\срд\\, имеем 

п 

Cpq ~~ %q 2 '^PJ^Jq' 

При фиксированном /? и # = p + 1, р + 2 , . . . , п эти равенства пред­
ставляют собой линейное преобразование от %pq к cpqy матрица кото-
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рого имеет треугольную форму с единицами на диагонали; следова­
тельно, определитель этой матрицы равен единице. 

Отсюда следует, что вместо переменных ^pqy p<iq можно взять 
в качестве параметров переменные cpq> p<Cq и что формула (29.25) 
для меры d\i(z) примет в этих переменных вид: 

( z ) = П d * ( V ) • П d V * < 2 9 ' 2 7 ) 

P>q р<я 
С другой стороны, формула (29.15) показывает, что 

г= (\\! ° ); (29.28) 
\ s i cri) 

но умножение слева на sTl = st сводится к подстановке строк матри­
цы Cpqy при которой первая строка занимает последнее место, вторая — 
предпоследнее место и т. д.; поэтому элементы cpq, p<Cq, которые 
в матрице с находились под главной диагональю, станут элементами 
матрицы S J T V , расположенными под ее диагональю, соединяющей 
нижний левый угол матрицы с ее верхним правым. Другими словами, 
эти элементы совпадут с zPÇt р^> — q. Отсюда и из равенств (29.26) 
следует: 

Па) Независимыми параметрами в группе Z являются элементы 

*РЯ> / > > М > 0 (29.29) 

матрицы z^Z. В этих параметрах инвариантная мера dy.(z) в Z 
задается формулой 

d\i(z)= Д dv.(zpq). (29.30) 
P>\g\>o 

б) С л у ч а й с и м п л е к т и ч е с к о й г р у п п ы (& = Сп). Для сим­
плектической группы предыдущие рассуждения повторяются почти 
дословно. Разница состоит в том, что теперь матрица s 0 имеет вид 

(29.31) 

в связи с чем Ç уже симметрическая матрица (а не кососимметриче-
ская, как в предыдущем случае). Поэтому в качестве параметров для 
матрицы % можно взять ее элементы 

%РЯ> P<Ç- (29.32) 

Отсюда и из дальнейших рассуждений п. а следует: 
II б) Независимыми параметрами в группе Z являются элементы 

Zp* P>[q\>0, p ^ q (29.33) 
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матрицы z£Z. При этом инвариантная мера dti(z) в группе Z 
задается формулой 

{z) = d* ft) dv. {I) - П ^ (29'34> 
P>\Q\>0 

в) С л у ч а й о р т о г о н а л ь н о й г р у п п ы н е ч е т н о г о п о р я д ­
ка (® = Ài, m = 2п+\). В этом случае матрицы z 6 Z мы будем запи­
сывать в виде 

/ 7) . О 0 \ 
z= X 1 0 , (29.35) 

где т)^, т) — попрежнему матрицы из групп ZAn_x (группы Z для 
унимодулярной группы An-i порядка п\ а — квадратная матрица 
порядка я, а X и [х - строка и столбец из п чисел. Рассуждая, как и 
в п. а, получаем, что матрицу z можно представить в виде произве­
дения 

z = хуу (29.36) 

где х и у — матрицы из группы Z вида 
fin О' 0 \ / т и 0 0 \ 

х = { тз0 1 0 ) , у= 0 1 0 I (29.37) 
\5 Se 1Л / \ о о т] / 

Найдем условия, при которых эти матрицы действительно принадле­
жат группе Z . Для этого запишем матрицу s0 в виде 

/о о *Д 
s0 = 0 1 0 , (29.38) 

W О О у 

где попрежнему s x — матрица л-го порядка вида: 

/ О 0 . . . О I V 
/ 0 0 . . . 1 о \ 

*' • 
\ 1 0 . . . 0 о у 

Подставим в условие g 7 " 1 = s0gs0 вместо g последовательно матрицы х 
и у из (29.37), а вместо s 0 — ее выражение (29.38), перемножим фак­
тически эти матрицы и сравним элементы в левой и правой части 
полученного равенства. Мы получим тогда, что: 

Ч-г = - У ~ Ч ; Чо = — ZoSv s £ + &i + ?о?о = 0. (29.39) 
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Последнее из этих равенств означает, что матрица 

I = sg + \ Uo (29.40) 

кососимметрична. Отсюда: 
Матрица z£Z определяется следующими независимыми „пара-

метрамии: матрицей г}(:1Ап_и кососимметрической матрицей % 
порядка п, и строкой Ç0 из п чисел. 

Повторяя, далее, те же рассуждения, что и в конце п. а, приходим 
к следующему результату: 

II в) Независимыми параметрами в группе Z являются элементы * 

Р>\я\>® (29.41) 

матрицы z^.Z. При этом инвариантная мера d\i(z) в группе Z 
задается формулой 

d[L(z)= Д dp.{zpq). (29.42) 
P>\q\>0 

2. Параметры HL мера в группе Z. Группа Z получается из группы Z , 
если* заменить каждую матрицу g Ç & матрицей gr. Поэтому из резуль­
татов п. 1 непосредственно следует: 

III. Независимыми параметрами в группе Z являются элементы 

U \p\<q (29.43) 

матрицы Ç6Z в случае ортогональной группы* и элементы 

Zpç, \P\<Ç, P-hq (29.43а) 

матрицы Ç(rZ в случае симплектической группы. 
В первом случае инвариантная мера d[L(Q в группе Z задается 

формулой 
dy.(^)= Д ^ ( W , (29.44) 

\p\<q 

а во втором случае — формулой 

dy.(l)= Д d\L^pq). (29.44а) 
\p\<Q>P*Q 

3. Параметры и мера в группе D. Для диагональной матрицы S 

условие S'"1 = sSs - 1 означает, что 

8 - , = 8^; (29.45) 

* Отметим, что в отличие от ортогональной группы четного порядка, среди этих 
параметров есть элементы zp0> / ? > 0 , ибо неравенство в (29.41) не исключает теперь 
случая q = 0. 
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в частности, в случае ортогональной группы нечетного порядка мы 
получаем, что § 0 = Sö"1, так что 8 0 = 4 : 1 - Условие det S = 1 совместно 
с условиями (29.45) дает тогда, что S0 = 1. Поэтому во всех трех 
случаях: 

IV. Независимыми параметрами в группе D являются диагональ­
ные элементы 

Ьр, p = 1, 2, 3 , . . . , п (29.46) 

матрицы S6Z). Инвариантная мера dy. (S) задается в этих пара­
метрах формулой: 

da (8) — d[L • d[L ( § a ) • • • — (29.47) 
a R j ~ l*i! 2 | s e | « \ъп\* • v 7 

4. Параметры в группе /С В силу (28.14), всякий элемент k можно 
представить в виде поэтому независимыми параметрами в груп­
пе К являются независимые параметры в группах D и Z. Но равенство 
k = SÇ означает, что 

поэтому, в силу III и IV, 

V. Независимыми параметрами в группе К являются элементы 

kpp, р>0 и kpq, \p\<q (29.48) 

матрицы k€K в случае ортогональной группы и элементы 

kpp, k—pt p, 
Р>0> kpq \p\<q (29.48a) 

матрицы k^K в случае симплектической группы. 
5. Интегральные соотношения и меры в группе / С 
VI. В группе К имеют место формулы: 

\ f(k) а ъ {k) = J f(8Q dy. (S) dy. (Q, (29.49) 

\ f(k) dy.r (k) = J / ( £ § ) dp (S) <*ц (q, (29.50) 

где dy.t (k), d\xr (k) — лево-и право-инвариантные меры в группе К. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство k = b<^ устанавливает взаимно­

однозначное и дифференцируемое соответствие между параметрами 
kpq и Sp, X>Pq. Поэтому имеет место равенство вида 

\ f(k) dy.t (k) = J /(Щ со (S, Ç) ф (S) dp (Q, (29.51) 

где со (S, Ç) —якобиан перехода от dy.t (k) к dy. (S) da (Ç). Докажем, что 
со (S, Ç) не зависит ни от S, ни от т. е. со (8, Ç) — const. В силу 
левой инвариантности меры dy.t (k) 

/ ( * ) ^ ( * ) = S / (M )^ / ( * ) -
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Отсюда и из инвариантности меры d^(S), как обычно, получаем, что 
со (с^Г'В, Ç) = со (8, Ç); следовательно, со (8, Ç) не зависит от S и мы можем 
положить со (8, Ç) = со (Ç). 

Далее, 

J /(Л) d ^ Ä ^ J / ^ Ä J d ^ Ä ) . 

В силу (29.49), из этого равенства следует: 

$/ (8Q«(Ç)d | t (8)d ,*0: ) = J / № ) c o ( C ) ^ ( 8 ) d u ( g -

= J ^ ( 8 ) J /(8.8-ЗДсо((:)^(г:) = J dji(8) J / ( 8 Ç ) Û > ( 8 - V 8 - 0 ^ ( 0 , 

ибо 8 ^ 0 8 e Z . Отсюда 
co(^) = co(S-^ 0 8.! : ) ; 

следовательно, co(Ç) не зависит от Ç. 
Таким образом, со (Ç) = const; нормируя меру d ^ (ß) так, что эта 

константа равна единице, получим (29.49). Аналогично доказывается 
формула (29.50). 

Найдем явные выражения для мер d\xt(k) и d[ir(k). Равенство 
k = 8Ç записывается в параметрах в виде 

kpp ; = : 8р, г : : : : : 8р^р .̂ 

Следовательно, якобиан перехода от k p p > k p q к 8^, Ç p q , в случае орто­
гональной группы, равен 

П 1**1Я = 1> ( 2 9 - 5 2 ) 
Ы < < 7 

ибо в этом произведении одинаковое число раз встречаются 8Р и 8^, 
произведение которых равно единице. 

Отсюда 

d * l ( k ) = d*(8)d*(V= П | 8 , Г ^ ( 8 Р ) П а * Ы = 

р=\ \Р\<Я 

п 

= n\kpp\-*d\L(kPP)- Ц d * ( k P Q ) . 

\Р\<Я 

В случае симплектической группы вместо выражения (29.52) мы имеем 
для якобиана выражение 

П I M 2 П 1^12= П 1 * - * 1 -

\р\<я р=-я Р=Л 

Следовательно, в этом случае 
п 

dy-t(k) = H ^ t i ( M ( * - / » • Р)- П dv-(kP9)-
P=l \р\<я 
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Таким образом, 
VII. Лево-инвариантная мера в группе К задается формулой 

п 

(k) = П 1 kPP I"2 D* №РР) П ^ (29.53а) 
р=1 \ Р \ < Я 

в случае ортогональной группы, и 
п 

(А) = П ^ №РР) D* ( K - P > П D* &РЯ) (29.53b) 

в случае симплектической группы. 
Применяя аналогичные рассуждения к формуле (29.50), получим: 
VIII. Право-инвариантная мера в группе К задается формулой 

d\ir (k) = I k n Г 2 1 k 2 2 f 6 — j k n n Г 4 л + 2 П da (kpp) П <̂  ( W (29.54a) 

я случае ортогональной группы четного порядка. 

п 

(А) = 1 *ц f 1 Г » ' " I knn Г" J] ̂  M П ^ I I ( 2 9 - 5 4 Ь ) 
р=1 | р | < ? 

в случае ортогональной группы нечетного порядка, и 

dar (k) = I klt Г 4 1 k22 Г 8 . . - I knn Г4П П dp (V) ^ (Л-Р вр) П ^ (Ä M ) 
/=i |p|<g (29.54c) 

в случае симплектической группы. 
Положим 

*м = ътт- <29-55> 

Из формул (29.53) и (29.54) следует, что 

ß (k) = I k 2 2 J 4 1 k 3 3 Is- • - I | 4 r t- 4 (29.55a) 

в случае ортогональной группы четного порядка, 

ß(k) = I * ц I 2 1 £ 2 2 | 6 * - - IA™ I 4 7 1 " 2 (29.55b) 

в случае ортогональной группы нечетного порядка и 

ß(*) = l *iiI 4 IA2218"" \knnfn (29.55с) 

в случае симплектической группы. 
6. Параметры, интегральные соотношения и меры в группе Н . 

Так как отображение g—>g' переводит группу К в группу Я , то из 
результатов, полученных в пп. 4, 5, для группы К следует: 

15 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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I X . Независимыми параметрами в группе H являются элементы 

hppy р > 0 ; h p q , p > \ q \ 

для ортогональной группы, и 

КРУ Ьр.-Р> Р>&> hpq, p>\q\ 

для симплектической группы. 
Лево-инвариантная мера в группе H задается формулой 

dv-i (А) = I An Г 2 1 A 2 2 Г 6 • • - I hnn Г 4 Я + 2 П da (bpp) П dP < A ") (29.56a) 
p = i I Î K P 

в случае ортогональной группы четного порядка, 

da, (h) = I A u I " 4 I А 2 21 " 8 . . . I А, ш I Д ^ (A,,) J] djx (hpq) (29.56b) 
p=i i ? i <P 

в случае ортогональной группы нечетного порядка и 

п 

dy-г(h) = I A u I~ 4 I А 2 2 Г 8 . . . I h n n \ ft da(hpp)da (hPt-p)J[da(hpq) 

P=l \Q\<P 
(29.56c) 

в случае симплектической группы. 
Право-инвариантная мера dar (h) в группе H задается формулой 

п 

d^r (А) = П ^ " 2 ^ <М П ^ (29.57а) 
P=l \Q\<P 

для ортогональной группы и 
п 

d^r (А) = П ^ ^ ( 2 а 5 7 Ь ) 

оля симплектической группы. 
При этом имеют место формулы 

Ç / (A) du, ( А ) = J ( 8 ) ^ ( z ) , (29.58) 

J f(h)dar(h) = ^f(z8)da(%)da(z). (29.59) 

Положим 

ß ( A ) = ! f $ . (29.60) 

Из формул (29.56) и (29.57) следует тогда, что 

ß(A)= j Л 2 2 | 4 I Лзз ! 8 - - - I Л д а г | 4 " - 4 (29.61а) 
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в случае ортогональной группы четного порядка, 

ß(Ä)= | Ä n | 2 | Ä 2 2 | 6 . . . \hnn\*n~2 (29.61b) 

в случае ортогональной группы нечетного порядка и 

p(Ä)= I A n | 4 I А 2 2 | 8 . . . I hnn\^ (29.61с) 

в случае симплектической группы. 
7 . Интегральные соотношения на группе ©. 
а) С в е д е н и е к и н т е г р а л у К и Z . 
X . Д Л Я интеграла на группе © имеют место формулы: 

\f(g)dy^{g) = ^f(kz)dy.l{k)dy.{z), (29.62) 

= J/(W^K)<*l*r (29.63) 

где dy. (g) — инвариантная мера в группе ©. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство g ~ kz устанавливает взаимно 

однозначное и дифференцируемое соответствие между параметрами 
в g и параметрами в k и z. Поэтому имеет место формула вида 

J f(S) dv. (g) = [f(kz) со (k, z) dy., (k) dy. (z), (29.64) 

где o>(£, z)~-- якобиан перехода от dy.(g) к da, (k) dy. (z). 
В силу инвариантности меры dy.(g), 

^f{g)dv-{g)= ^g(bog)dv>(g)=* ^f(g*o)d[L{g), 

отсюда легко следует со (k, z) = const. При надлежащей [нормировке 
меры dy. (g), эта константа равна единице и (29.64) совпадает с (29.62). 

Аналогично доказывается (29.63). 
Отметим, что при нашей нормировке мера dy. (g) есть мера, по­

строенная при помощи инфинитезимальных элементов. Это следует 
из того, что, дифференцируя соотношение g = kz, при k = e, z = е, 
получаем 

dxg = d%k + dxz. 

б) Ф о р м у л а п р е о б р а з о в а н и я м е р ы в г р у п п е Z . Из 
формулы (29.62), повторяя дословно ^рассуждения п. 4 § 4, получаем: 

X I . При переходе от z к zg мера dy. (z) преобразуется по формуле 

^ f - ^ ß - 1 ^ ) , (29.65) 

где функция ß (g) определяется равенством ß (kz) = ß [k) (формулу 
для ß(Ä) см. (29.56а), (29.56b), (29.56с)). 

15* 
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в) С в е д е н и е и н т е г р а л а п о г р у п п е ® к и н т е г р а л у п о 
К я П. 

XII. Д Л Я интеграла по группе © имест место формула 

J / (g) d\i(g) = c^f (ku) da, (k) da (и), (29.66) 

где с — некоторая константа. 
При условии jda (у) = 1 эта формула эквивалентна формуле 

J7te) da (g) = с ^f(ku) da, (k) da (и). (29.67) 

В силу VII п. 6 § 28, доказательство этого предложения является 
повторением доказательства III п. 2 § 7. 

Вычислим константу с для того случая, когда da (и), da (и) пронор­
мированы так, что 

^ da (и) = 1, ^ da (и) = 1, 

a da, (k), da (g) — как в пп. 5 и а. 
Прежде всего найдем независимые параметры в группе U. Пусть 

и С It; так как и — унитарная матрица, то и! = и* = и'1; так как Й € @ , 
то iï~l = s0usö1' Подставляя сюда и вместо иг~\ получим 

и = SQUSO 1, 

т. е. 
(29.68) 

в случае ортогональной группы, и 

upq = sign (pq) U-PT -Q (29.69) 

в случае симплектической группы. 
Рассмотрим случай ортогональной группы. Тогда в качестве пара­

метров в U можно взять элементы 

и**. \P\<q- (29.70) 

Дифференцируя соотношение g = ku, получаем, что при k = е, и = е: 

drg = d,k + d,u. (29.71) 

Отсюда, как и в п. 5 § 7, полупим, что 

с = £ (Й), (29.72) 

где [̂х (а) —мера в параметрах drupq, \ p \ <iq, q^-0. 
Для нахождения ^ (U) в этом случае мы применим по существу 

тот же прием, что и в п. 5 § 7. 
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Пусть at — m-мерное комплексное эвклидово пространство, 
{f-ny f-n+i, - • • yfn } — ортонормальный базис в % и — оператор, матрица 
которого в этом базисе совпадает с матрицей и = \\ирд\\. 

Обозначим через SS совокупность всех матриц v из группы И, 
оставляющих на месте вектор В силу формул (29.68) и (29.69) все 
матрицы v имеют вид 

/ 1 о о \ 

v = l 0 w О I, (29.73) 

\ О О + 1 J 

где w — матрица из группы U m _ 2 порядка m — 2 (m = 2п, или m = 
= 2/г + 1)- Правый класс смежности группы U по подгруппе S3 опре­
деляется ортом fn, который матрицами этого класса переводится в орт 
f°-n, т. е. определяется первой (или, что то же, последней) строкой 
этих матриц. 

Выберем в каждом таком классе представителя так, чтобы его 
элементы были непрерывно дифференцируемыми функциями компонент 

с/ 0 ) 
вектора / и чтобы и ~п = е. Всякую матрицу #€t t можно предста­
вить в виде 

u = vt№9 w6SS, (29.74) 

где f==uf-n; при этом, если и = е, то и w = е; и^-п) = е. 
Отсюда, как и в п. 5 § 7, получаем, что в точке а== е 

drtt = drv + driiV\ (29.75) 
следовательно, 

drii~n, g = dru{llt q , q = —n,—n + 1, . . . , n, (29.76) 

dr Upq = dru{Pq + drwpç, — n < p < 0, p < q. (29.77) 

Эти выражения drti-n,q, dyUpg являются полной системой дифферен­
циалов в пространстве II; следовательно, из равенств (29.76) и (29.77) 
следует, что 

dp (и) = Ada (v), 

где А — определитель, составленный из компонент дифференциалов 
dru{-ntP. Отсюда, повторяя те же рассуждения, что и в п. 5 § 7, 
находим: 

^(Щ-^т^ц, ^У-^шЛ (29-78) 

Применяя эту формулу к группам tt*"-1), U < " ~ 2 > , п о л у ч и м , что 
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в случае симплектической группы и ортогональной группы четного 
порядка и 

- 2 т г " ( я + 1 > 

№ = ( 2 9 - 7 9 Ь ) 

в случае ортогональной группы нечетного порядка. 
Аналогично можно найти, что 

оп-п* + п 

V- W ~ ГГЗ!..!(2п-1)! ( 2 9 - 8 0 а ) 

в случае симплектической группы и ортогональной группы четного 
порядка, и 

W = 2U! . . (2п)! ( 2 9 - 8 ° Ь ) 

в случае ортогональной группы нечетного порядка. 
г) С о о т н о ш е н и е м е ж д у м е р а м и da(z) и da (и); ф о р м у ­

ла п р е о б р а з о в а н и я м е р ы da (а). Пользуясь формулой (29.66) 
и повторяя рассуждения п. 3 § 7, получаем: 

XIII. При условии, что z и и определяют один и тот же класс z, 
между мерами da (z) и da (и) имеет место соотношение 

da (z) = 6 7 ß _ 1 (и) da (и). (29.81) 

XIV. При переходе от Ъ к ug мера du (и) преобразуется по 
формуле _ 

dy.(ug) _ ßjugo) 
dp (и) ß («£о! 

(29.82) 

д) И н т е г р а л ь н о е с о о т н о ш е н и е , с в я з а н н о е с р а з л о ­
ж е н и е м g = z~xkz. 

XV. Имеет место формула 

\ /(Г4г) 9 (k) dax (k) da (z) = ^f(g) ^9(kf(l* (k'g) da (g), (29.83) 

где kg — матрица k, определяемая разложением g = z~1kgz, а сумма 
распространяется на все 2пп\ различных матриц kg, которые по­
лучаются при данном g. Далее, D (g) — функция, определяемая 
равенствами: 

D(g)^D [k) при g = z~lkz, (29.84) 

D(k)= I k22 Г 2 I ft38 Г 4 . . . I knn\-2*+2 П I kpp — kqq ! 2 (29.85a) 
р>\я\ 

в случае ортогональной группы четного порядка, 

D ( k) = I k n Г 1 I k22\~z... I knn ) П ' Â ^ - *w 12 (29.85b) 
/>> ! <7 i 
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в случае ортогональной группы нечетного порядка а 

D(k) = I £ u | - » | £ 2 2 Г 4 . . . I knnr^ П I kpP — k - P t - p | 2 x 

Х Д I k p p - k m \ * (29.85c) 
/ > > 1 ? ! 

Ö случае симплектической группы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в п. 8 § 28, обозначим через S сово­

купность всех подстановок 5 чисел (—я, — n + 1, . . . , — 1, 1, 2 , . . . , я), 
переставляющих между собой элементы пар (— р, р) и сами эти пары; 
напомним, что число этих перестановок равно п\ 2п. 

Обозначим, далее, через Кг совокупность всех элементов kdK 
удовлетворяющих условиям 

I thi К I А 2 2 К • • • < I knn ! - (29.86) 

Пусть вообще s = (р-п, P-n + 1 , . , Р±, Ръ • • • > / О — одна из подстановок 
группы S; обозначим через Ks — совокупность всех элементов £ 6 / С 
удовлетворяющих условию 

I ЬргРг I < I ЬР*Ш ! < • • • < ! кРпрл ! . (29.87) 

Очевидно, сумма всех множеств К8 исчерпывает почти всю группу /С, 
так что интеграл в левой части (29.83) равен сумме интегралов 

^ dy. (z) J f(z^kz) Ф (k) dy., (k). (29.88) 

«s 

В силу предложения IX п. 8 § 28, при фиксированном s элементы 
z~xkz, z£Zy k£K8 пробегают по одному разу почти все элементы 
группы &, поэтому мы можем свести интеграл (29.88) к интегралу по 
всей группе @, если найдем соотношение между мерами dy. (g), d^(k) 

dy. (z) при условии g = z~xkz. 
При фиксированном 5 равенство g = z"1kzf kdK устанавливает 

взаимно-однозначное и дифференцируемое соответствие между пара­
метрами в g и в z, k. Поэтому должно иметь место равенство вида 

\ dy* [z) J/(z-4z) 9 (k) dy., (k) = $ / ( £ ) ? (kg) « (g) dy. (g), (29.89) 

«s 

где kgÇK8 и где со (g) — якобиан перехода от dy.,(k)dy.(z) к dy.(g) 
при условии g~z~xkz, A6/C s . Пользуясь инвариантностью мер dy.(z) 
и d[L (g) так же, как и в п. 3 § 20, найдем, что со (z~xgz) = со (g). Сле­
довательно, 

со (g) = со (z^kgZ) = со (kg) (29.90) 
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и мы можем искать со (g) при условии z = е. Переписывая равенство 
g = z~xkz в виде zg = kz, дифференцируя обе его части и умножая 
затем слева на g^z"1 = z^kr1, получим, что при z = е 

dxg = dxk + dxz — kr1 dxzk. * (29.91) 

Пусть, например, ® — ортогональная группа четного порядка. Запишем 
равенство (29.91) в независимых матричных элементах; мы получим 

diSPq = [1 - JÇ~p ) d*P* - Ц d l Z s ^ при p > I с; I, (29.92) 

digpq = dxkpq —2 {k~~x)ps dxzstktq при q > | p | или p = q > 0 (29.93) 
где ' при сумме в (29.92) означает, что в этой сумме исключается одно 
слагаемое, соответствующее s = p, t = q. 

В равенствах (29.92) и (29.93) не все переменные dxzst являются 
независимыми. Найдем поэтому соотношения между dizst- Нас они 
интересуют при z = е, так что dxz = dz. Дифференцируя равенство 

в точке z — е, получим 

dzr-80~\- s0dz = 0. 

Следовательно, 
Sndzs-l = -dzr. (29.94) 

В матричных элементах это означает, что 

dz-Pl-ç = — dzqp) (29.95) 
в частности, 

dz-p, p = dzp^p = 0. (29.96) 

Расположим теперь переменные dxgpq, dzzpg, p^>\q\ в порядке 
p = n, п — 1,..., а при фиксированном р — в порядке q = — п,— n + 1,-..; 
далее, расположим переменные dxgpq, dxkpqt {q^>\p\ или g =р^>0) 
в каком угодно порядке. Тогда из равенств (29.95), (29.96) следует, 
что матрица преобразования (29.92), (29.93) имеет треугольную форму 

с диагональными элементами = / П Р И Р^>\4\ и = 1 при 
\ ПРР / 

< 7 > | / ? | или р^=д^>0. Поэтому определитель преобразования (29.92), 
(29.93) равен 

п ( H 
Р>\ Q I V РР I 

Отсюда следует, что при g = z~lkz 
k 

d"(g)= П 
р>1 * I 

1 QQ dptitydpiz). (29.97) 
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В силу формулы (29.56 а), для ß (£ ) это последнее равенство можно 
переписать в виде] 

1 

d\i{g) = D(k)$ T(A)rfM£)dM*), (29.98) 
где 

D (k) = j k22 p 2 f £33 Г 4 . .Л knn \~2п+2 П I ^ P — bqq |. (29.99a) 
/ O I * l 

Мы рассмотрели случай ортогональной группы четного порядка. 
Совершенно аналогично получим формулу (29.98) для остальных двух 
случаев, причем 

D(k) = \ kxl f 1 1 k22 Г 3 . . . I knn r2w+1 П \kpp — kqq I2 (29.99b) 

в случае ортогональной группы нечетного порядка, и 
п 

ОД = I *и Г 2 I А 2 2 Г 4 . - -I knn Г2п ПI *до - - P | 2 П I * Р Р ~ A w I2 (29.99с) 
p=l p> q I 

в случае симплектической группы. Легко проверить, что в каждом 
из этих случаев функция D (k) инвариантна при подстановках группы 5-

Положим при g = z~lkz 

D(g) = D(k). (29.100) 

Очевидно, функция D(g) зависит только от собственных значений 
\ р == kpp матрицы g и, в силу инвариантности относительно подстановок 
группы S, не зависит от выбора k в разложении g = z~lkz. 

Из формулы (29.98) следует, что 
1 

\ dy, (z) [ f (z-'kz) 9 (k) d^ (k)=\f(g) S L M ß _ ! i * s ) d v . (g), 

где элемент kg определяется условиями g = z~lkgz, kg£K. Суммируя 
это равенство по всем подстановкам s группы 5, мы и получим фор­
мулу (29.83). 

е) И н т е г р а л ь н о е с о о т н о ш е н и е , с в я з а н н о е с р а з л о ж е ­
н и е м g = uzv. 

X V I . Пусть мера в группе U пронормирована так, что 

$ r f | i ( » ) = l . (29.101) 
Тогда 

$ / (g) d\t- (g) = S / <° W <^ M dV- M dV* ( 2 9 - 1 0 2 ) 

гае 
co(e) = c o r V 8 - - - ^ 4 r t П (29.103а) 

К \Р\ <Q 



234 Основная серия представлений группы © 

в случае ортогональной группы четного порядка, 

со (e) = W . . . о>- 4"+ 4 П (** ~ **)* (29.103Ь) 

# случае ортогональной группы нечетного порядка и 

п 

<*(*) = <*^...<»^Ш*1-*19) П (29.103с) 

в случае симплектической группы. Далее, 
2n7Z2n*+n 

C l = [1!3!...(2я—1)!]» ( 2 9 - 1 0 4 а ^ 

в случае симплектической группы и ортогональной группы четного 
порядка и 

о я + 1 2 л ( У 1 + 1 ) + Л 

= pi 4 " . . (*,)!]» ( 2 9 Л 0 4 Ь ) 

в случае ортогональной группы нечетного порядка. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Повторяя те же рассуждения, что и в п. 2 

§ 24, получаем, что при условии \da(y) = \ формула (29.102) эквива­
лентна формуле 

\ f(g) dy. (g)]= ^ ^f(av-Uv) со (z) da (и) da (v) da (e). (29.105) 

Докажем поэтому формулу (29.105). 
Обозначим через Es, 5 6 5 —множество всех матриц г б ^ таких, что 

s / u < % > 2 < - ( 2 9 . 1 0 6 ) 

где 5 = ( -—р_ п , / > _ л + 1 , . . . , р я ) . Очевидно, ^ E s совпадает с почти всей 

группой Е. Поэтому интеграл в правой части (29.105) есть сумма 
интегралов 

^ ^da (и) da (v) ^f{uv~lzv) со (z) da (z). Il 
2n« 

В силу XI п. 9 § 28, при фиксированном 5 элементы g вида g = u~lvzv, 
#€u, v€v(:U, z £ES пробегают по одному разу почти всю группу @; 
поэтому должна иметь место формула вида 

$ * (g) da (g) = J da (s) ^f(u~lv-lzv) cox (s, u, v) da {и) da (v), (29.107) 
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где со (г, и, v) — якобиан перехода от da (g) к da (z) da (и) da (v). В силу 
инвариантности меры da(g) 

\ X (g) da (g) = ^Х (u0g) da (g) = J X (gV0) da (g); 

отсюда следует, что со (s, и} v) от и и v не зависит, так что можно 
положить 

со^е, щ ï ) - c o 1 (s). (29.108) 

В силу доказанной независимости якобиана <ÙX от и и v, мы можем 
его искать при и = е и v = е. Матрица v в разложении g = u~lv~lzv 
определена с точностью до левого множителя у. Мы можем этот 
множитель выбрать так, чтобы элементы vpp,p^>0 (если они отличны 
от нуля) были положительны. Тем самым мы в почти каждом классе 
v однозначно выберем представителя v. В частности, при v = e будет 
v — е. Перепишем соотношение g = u~lv~lzv в виде 

vug = ZV. 

Дифференцируя это равенство и умножая обе его части справа на 
g~xu~lv~l = i T ^ e - 1 , получим, что при и — e, v = е 

drg = drz — dru + s drvz~l — drv. (29.109) 

Из условия унитарности tut * = e следует, что 

(dru) * + dru = 0, 
т. е. 

drUqp = — drupq. (29.110) 

Аналогично 
drVqp = — drVpq. (29.111 ) 

В частности, в силу нашего выбора матрицы v элементы drvpp, / ? > 0 
при v = е должны быть одновременно действительными и чисто 
мнимыми; следовательно, при v = е 

drvpp = 0y р>0. (29.112) 

Рассмотрим сначала случай ортогональной группы четного порядка. 
Тогда в качестве независимых параметров для dru и drv можно взять 
элементы 

drtipqy \p\<q и drUpp р > 0 , \ (29.113) 

drVpq, \p\<q, J 

а в качестве параметров для drz и drg — элементы 

drzPy р>0, (29.114) 

drgpp, P>0; drgpq и drgqp при \p\<q. (29.115) 
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В силу (29.110) — (29.112), равенство (29.109) запишется в этих пара­
метрах в виде 

drgpp = drZpP — driipp, p > 0, (29.116} 

drgpq = — drUpq + — l ) drVpq, j 
я ^\p\<q. (29.117) 

drgqp = drUpq — \ — 1J drVpq, j 

При фиксированных p n q определитель преобразования (29.117) от 

,• £ s. 

drgpq, drgqp к rfrifpg и rf/i^ равен ( — — - — ) . Кроме того, дейст-
вительно и driipp чисто мнимо. Поэтому определитель преобразования 
(29.116), (29.117) от переменных (29.113), (29.114) к переменным (29.115) 
равен 

х p q' Р я 
\p\<q 

Отсюда следует, что 

dAS)= П ( e » - e J ) 2 e j V ^ ( a ) ^ ( ? ) ^ ( e ) = 

\р\ <ч 

= a > r V 8 - - - ^ 4 " П ( « £ - ф ^ ( и ) < * > ( « ) ^ ( « ) . 

где ajx (и), da (v) — меры в U и U в параметрах rf;upg, rf/£W Но 

dy. (и) = у, (II) da (и), dy. (v) = [ 1 (U) da (v); 

следовательно, полагая 

= Д (и) Д <ü), 
получаем 

rf[x (g) = с^со (s) jx (и) rfjx (г>) dy. (s), (29.118) 

где 

со (г) = c o > - « . . . c o - ^ П H - ф (29.119) 

и где, в силу (29.79) и (29.80), 
C L ~ L I ! 3 ! . . . (2/1 — I ) ! ] 2 ' 

Из (29.118) следует, что 

J / (g) dy> (g) = сг J dy. (s) J / (iTlv~lzv) со (s) rffx (и) dy. (y) dy. (e). 

Суммируя это равенство по всем 2пп\ подстановкам 5, получаем фор­
мулу (29.105). 
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Мы получаем формулу (29.105) в случае ортогональной группы 
четного порядка; совершенно аналогично она выводится и получаются 
выражения для о (е) и сг в случае ортогональной группы нечетного 
порядка и симплектической группы. 

Из доказанной формулы (29.102) так же, как и в п. 3 § 24, полу­
чаем: 

XVII. Если переменные интегрирования г, и; s, £ связаны соот­
ношением 

e^ = uerv, (29.120) 
то 

CX ^f(eZ)o)(sf)da(e')da(u) = 2nnl (2п)" ^ / ( гС) da (s) da (Ç). (29.121) 

§ 30. Описание основной серии представлений группы & 

В предыдущих двух параграфах был изложен весь вспомогатель­
ный материал, необходимый для построения и изучения представлений 
основных серий. Были определены подгруппы, аналогичные подгруп­
пам, рассмотренным в части I, и полученные для этих подгрупп со ­
отношения, также аналогичные соответствующим соотношениям в 
части I. Поэтому представления основной серии строятся точно так 
же, как и в части I. 

В силу принятых нами обозначений, формулы для представлений 
основных серий будут внешне совпадать с соответствующими форму­
лами части I для унимодулярной группы; однако их смысл будет 
меняться в зависимости от того, какая из групп рассматривается в 
качестве группы ©. Как и в части I, мы исходим из пространства Z 
правых классов смежности z группы ® по подгруппе К. Представле­
ния задаются в виде операторов Tg в пространстве функций f(z) по 
формуле 

Tgf{z)=-^f(zg), 

где а (g) — функция, определяющая данное представление и удовлет­
воряющая условию 

*(kg) = cc(k)*(g), 

z gz — произвольный элемент из класса z. 
Описывая классы z при помощи содержащихся в них элементов 

z или классов щ мы получаем два способа реализации представле­
ний Tg. 

1. Описание представлений основной серии при помощи подгруппы 
Z . Повторяя дословно рассуждения п. 1 § 5 и пользуясь формулой 
(29.65), получаем: 

I. Пусть SQ — пространство всех функций f(z) с суммируемым 
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квадратом на группе Z, в котором скалярное произведение опреде­
лено по формуле 

(Л, Л ) = $ Л (г)Ш>а* (*)• (30.1) 

Представления основной серии определяются характером х группы 
D диагональных матриц 86®. Представление, соответствующее 
данному характеру х> есть оператор Tg в пространстве опреде­
ляемый формулами 

Tgf(z) = a(zg)f(zg), (30.2) 
где 

«te) = ß" ~2~(g)7L(g)> (30.3) 

ß (Sfe) = p (8), (30.4) 

Z(8&Z) = X(»). (30.5) 

(^Напомним, что ß(&) = 

2. Формулы для представлений основной серии в параметрах. 
Представления Tg основной серии можно также задать в независимых 
параметрах zpqy определяющих элементы 2 6Z. Рассмотрим отдельно 
представления каждого из трех классов групп. 

а) С л у ч а й о р т о г о н а л ь н о й г р у п п ы ч е т н о г о п о р я д к а . 
Независимыми параметрами в группе Z являются элементы 

*pç> Р>\Я\>® 

(см. II а) п. 1 § 29); следовательно, функции / ( г ) € © м о ж н о рассмат­
ривать как функции f{Zpq) этих • параметров. Скалярное произведение 
(/"и/а) таких функций запишется тогда в виде 

J p>Wl>o 

Каждое представление Tg основной серии задается характером х($) 
группы D. С другой стороны, независимыми параметрам и в группе D 
являются диагональные элементы 

<$ъ $2,..., §Л 

матрицы 8. Поэтому группа D изоморфна прямому произведению п 
мультипликативных групп комплексных чисел 8 Ь § 2 , . . . , §„, так что 
характер х(<*) должен иметь вид 

X (8) = \ ^ \ т ^ г S ^ I S j ^ i P , $ïm\ . . \Sn\
mn+^nmn

f (30.7) 

• целые, а ръ р 2 , . . . , р „ — действительные числа. 
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Но, в силу (29.56а), 

ß ( S ) - | S 2 | 4 | s 3 | 8 . . . | 8 n r - 4 ; (30.8) 
поэтому 

_ 1 

а (8) = р . 2 (S) х (8) = |8xl "b+t^-m* |& 2 |*.-2-НР,8-».. - . \Sn\mn-^+iPn^nt 

(30.9) 
Для того, чтобы определить a(zg) в (30.2), положим 

gx = zg (30.10) 

и запишем элемент g1 в виде 

= (30.11) 
так что 

z 1 = zg\ (30.12) 
Тогда 

« (Я 1) == « (30.13) 

В силу (3.12), элементы 8 р , р > 0 матрицы S определятся из 
формул 

S / > = ; A - > р = 1 ,2 , . . . ,п, Д я + 1 = 1, (30.14) 

где Ар — минор матрицы g-1, составленный из ее строк и столбцов с 
номерами р,р + \,р + 2 , . . . , я. Согласно формуле (30.13), для опреде­
ления a(zg) следует подставить в (30.9) вместо чисел Ьр их выраже­
ния из (30.14). Поэтому 

a (zg) = |Ах| m i _ H p l A f m i [ Д ^ - ^ - з + ^ ' - е Л д-^+^|д з р»-'" 2 ~2-Ьг(Р,-Р 1 ) Х 

X Д - ^ з + т ^ ^ ^ |Д л | »я я -я1 п -1 -Н -ДРя-Ря-1) Д - т л + ^ Л _ 1 (30.15) 

и мы приходим к следующему результату: 
II а) Пространство @ пространство функций f (zpq) пере­

менных zPq, p >> \q\ > 0, удовлетворяющих условию 

\\fM? П ^(*/*)< + °°> (золе) 
Р>!?1>О 

причем скалярное произведение в SQ задается формулой 

(Л,Л)= \fi(Zp*)fJfa) П ^ ( ^ V ( 3 0 Л 7 > 
Р>|?1>0 

Представления Tg основной серии определяются системой 

{тъ т2,.... тп; рь р* • • •> 9п), (30.18) 

где mv т2,..., тп — целые, а рь р 2 , . . . , рп — действительные числа. 
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Представление, отвечающее данной системе (30.18), есть оператор 
Tg в пространстве который задается формулой 

Tgf{zpq) = | А х Г 1 + г Р 1
 д Г ^ | Д 2 | ^ - ^ - 2 + ^ ^ - ^ ) х 

Х Д 2 ~ Ш ^ . . . | А л [ ^ - ^ _ 1 - 2 ^ ( Р Л - Р л _ 1 ) A - ^ ^ ^ - i / C ^ ^ ) . (30.19) 

где числа z\q — элементы матрицы z1 = zq. 
Отметим, что числа г 1 определяются по формулам: 

/Р p + im..p + n \ 

^ ~ Ар 

где ^ А ^ 2 ^ w j обозначает минор матрицы g~* = zg, составленный 

из ее строк и столбцов с номерами р ь р 2 у - , р п и ql9 q2,..., qn соот­
ветственно. При этом можно еще учесть, что, в силу соотношения 
êfSogsô1 = е> должны также выполняться равенства (см. (28.9а)) 

2 zjpz-j,-q = 0 при p < q, (30.20) 

из которых все элементы zpq выражаются через независимые zpqf 

P>\q\-
б ) С л у ч а й о р т о г о н а л ь н о й г р у п п ы н е ч е т н о г о п о р я д к а . 

Предложение IIa) переносится на этот случай со следующими изме­
нениями: 

Так как индексы p, q в zpq могут принимать теперь значения, рав­
ные нулю, то среди независимых параметров zpq, p>\q\ будут также 
параметры zpo. Поэтому функции f(zpq), p>\q\ и интеграл (30.17) 
для скалярного произведения будут теперь содержать переменные zpç. 

Наконец, в случае ортогональной группы нечетного порядка 

ß(s) = | 8 i l 2 N 6 - - № - 2 . 

Поэтому: 
II б) Пространство .§ есть пространство функций f(zpq), р > \q\ > 0, 

удовлетворяющих условию 

\ \ / Ы 2 П d[L(Zpq)< + ОО, 
Р>\Я\>0 

причем скалярное произведение в @ задается формулой 

( Л , / 2 ) = \ Л (*рд)М*рд) П 

Р>\Я\>0 
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Представления Tg основной серии определяются системой 
(т^у m о, • • •, тп\ р ,̂ р 2 , • • • , рп ), (30.21) 

где mv т2,..., тп — целые, а рг, р 2 , . . . , рп — действительные числа; 
представление, отвечающее данной системе (30.21), есть оператор 
Tg в пространстве который задается формулой: 

Tgf(zpq) = j A X J - X 4 - z - P X - I д г - х | Д 2 , - 2 - m i - 2 + f ( p 1 - p e ) х 

x A 2 ~ m a + m \ . . | д я | ^ - ^ - 1 - ^ ^ д - ^ - 1 ) à n m ^ m ^ - l f { z l

p q ) . (30.22) 

в) С л у ч а й с и м п л е к т и ч е с к о й г р у п п ы . Предложение IIa 
переносится и на этот случай со следующими изменениями: 

Независимыми параметрами в группе Z являются 

Zpq, P>\q\* Zp,-p, Р>0-

Поэтому пространство § состоит из функций f{zpq, zPt -р) таких, что 

\\fiZp*Zp.-p)\2 П d[i(zpq)J[da(zPt-p)<+ ос, (30.23) 
P>\Q\>0 Р>0 

причем скалярное произведение в $5 задается формулой 

(fvÂ) = S л (*™> Zp> -p)f*(zpvzp>-p) П d* П dv- &p> -*)• (30-24) 
P>\Q\>O P>O 

Наконец, в нашем случае 

ß(S) = ! 8 1 | 4 | S a | 8 . . . | S „ | 4 
Поэтому: 

II в) Пространство § есть пространство функций f(zpq,zP)-p), 
удовлетворяющих условию 

\\f(Zpq,*p.-p)\* П dV-MY[dV-(zP.-p)< + °°> 
р>\д\>о Р>О 

причем скалярное произведение в @ задается формулой 

(АЛ) = \ fi(zpq> ZP> -p)f2(Zpç>Zp.-p) П d ^ ^ П d[X(Zp> 
P>1<?1>0 P>0 

Представления Tg основной серии определяются системой 
(ть т2,..., тп; рь р 2, • • . , рп), (30.25) 

где тг, т2,..., тп — целые, а р19 р 2 , . . . , рп — действительные числа; 
представление, отвечающее данной системе (30.25), есть оператор 
Tg в пространстве который задается формулой 

Tgf{zpq, гр, -р) = \Al\^-^AT^A2f'-^+^ х 

х ДГ*'+ Ш'... \Ап\тп-тп-^2+'^птп+тп~^(4ф4, -Р)-
16 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVI 
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3. Описание представлений основной серии при помощи унитарной 
подгруппы. Правые классы смежности z группы © по подгруппе К 
можно описывать при помощи содержащихся в них правых классов 
смежности и унитарной группы IX по ее подгруппе Г. Отсюда, повто­
ряя рассуждения п. 1 § 8, получаем: 

III. Представления основной серии описываются операторами Tg 

в пространстве % функций 9 (и) таких, что 

J |<р (и)\2 da (и) < + оо; (30.26) 

скалярное произведение в §х задается формулой 

(<Pi> Ф2) = S?i (и) Ф2 (ц) da (и). (30.27) 

Представления определяются функциями CLx (g\ удовлетворяющими 
условиям 

*1(kg)=*1{k)a1(g\ Мя) |= 1, (30.28) 

причем представление Tg, соответствующее данной функции а х (g),, 
задается формулой 

Т М Ъ = *^9&1& (30.29) 

где и — произвольный элемент класса и. 
Функции ах (g) и 

«; (g) - П Р И g = ku> (30-з°) 
к (и) 

где х (и) — произвольная функция, по модулю равная единице, опре­
деляют одно и то же представление. 

Пространство ф х можно также рассматривать как пространство) 
функций 9 (и), удовлетворяющих условиям 

<P(Y») = 9 ( a ) , - (30.31) 

$|? ( » ) № ( » ) < + 00. (30.32) 

При этом 

(9i, 92) = J 9i (и) 92 (») da(u) (30.33) 

и 

где ug — произвольный элемент класса ug. 
Представление Tg основной серии при g = и есть представление 

Ти группы U, т. е. группы всех унитарных матриц # 6 ® . Следова-
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тельно, оно разлагается на неприводимые представления группы 1Х 
каждое из которых конечномерно в силу компактности этой группы. 

Чтобы определить, на какие эти неприводимые представления и с 
какой кратностью разлагается представление Ти, достаточно повторить 
рассуждения § 10, ибо формула (30.34) формально совпадает 
с соответствующей формулой (8.18) для случая унимодулярной 
группы. 

Мы приходим к следующей теореме: 
Т е о р е м а 21. Пусть Tg— представление основной серии, соот­

ветствующее характеру х(^)- Для того, чтобы полученное из него 
представление Ти унитарной подгруппы It группы © содержало 
данное неприводимое представление с (и0) этой подгруппы, необхо­
димо и достаточно, чтобы в пространстве представления с (и) 
содержался весовой вектор f0 веса х(т)-

Представление с (и) столько раз встречается в разложении пред­
ставления Ти, сколько в пространстве представления есть линей­
но-независимых весовых векторов с весом x ( ï ) -

При этом вектор f0 называется весовым вектором представления 
с (и) с весом x (т)> если 

£ ( ï ) / o = x(r) /o- (30.35) 

Из этой теоремы следует: 
IV. Среди неприводимых представлений с {и), на которые разла­

гается представление Ти, имеется одно и только одно с наиниз­
шим весом и этот вес есть x ( ï)-

Взяв в качестве с (и) единичное представление группы II из тео­
ремы 21 получаем: 

V. Для того, чтобы в пространстве представления Т% был 
вектор /0, инвариантный по отношению ко всем операторам Та, 
и^% необходимо и достаточно, чтобы X(у) = 1, т. е., чтобы ха­
рактер х(Щ> определяющий представление Tg, был равен 

\hîPl\hr.-^*n\i9n, 
(т. е. т1 = т2 = • • • = тп = 0). 

При выполнении этого условия существует с точностью до посто­
янного множителя только один такой вектор / 0 . 

4. Сферические функции. Пусть Tg — представление основной 
серии, соответствующее характеру х(^), и пусть х ( т ) ^ 1 - Обозначим 
через / 0 нормированный вектор, инвариантный по отношению к опе­
раторам Ти- Функция 

<?(g) = (Tgf0,f0) (30.36) 

называется сферической функцией, соответствующей данному пред-
16* 
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оглавлению; она является элементарной, положительно определенной 
функцией, удовлетворяющей условиям 

9 (ug) = 9 (g"); ? (gu) = 9 ( f f ) . (30.37) 

Отсюда и из разложения g = игт2 следует, что достаточно знать 
9(e) , причем функция 9 ( e ) не изменяется при подстановке группы S, 
т. е. подстановках s чисел { Х _ я , "к-п+и • • • » Х - ъ Х х , Х 2 , . . . , Х / г } , переставляю­
щих между собой элементы пар { Х ^ Х р } и сами эти пары. 

Мы не будем здесь проводить вычисление сферических функций 
9 (s) (такое вычисление мы провели в § 9 для случая унимодулярной 
группы) и, укажем, что окончательный результа£ приведен в [ 1 0 ] . 



Глава У III 

Вырожденные и дополнительные серии представлений 
группы ® 

Как и в случае унимодулярной группы, представлениями основной 
серии, рассмотренными в главе VII, не исчерпываются все неприводи­
мые унитарные представления группы ©. В этой главе мы даем опи­
сание и так называемых вырожденные и дополнительных серий непри­
водимых унитарных представлений группы ©; в дальнейшем будет 
доказано, что этими представлениями вместе с представлениями, рас­
смотренными в главе VII, исчерпываются все неприводимые унитарные 
представления группы ©. Принцип построения представлений вырож­
денных и дополнительных серий тот Ьке, что и в случае унимодуляр­
ной труппы (главы III и IV). 

Представления вырожденных серий, так же, как и представления 
основной серии, рассмотренные в глаЬе VII, реализуются в виде опе­
раторов в пространстве функций f(z) в пространстве Z правых клас­
сов смежности группы © по некоторой ее подгруппе /0 Для опреде­
ления этой подгруппы представим себе элементы g группы © состав­
ленными не из чисел, а из матриц gpq, p, q = — г, — г + 1, . . . , г; группа К 
определяется тогда как группа всех матриц k = \\kpq\\(:(3, удовлетво­
ряющих условиям 

kpq = 0 при p>q, 

где 0 — нулевая матрица. Если при этом матрица kpq состоит из пр 

строк и пр столбцов (так что ^пр==п), т о условие Ä £ © накладывает 
некоторые условия на числа пр. Именно, должно выполняться условие 

п-р = Пр 

(если имеется я 0, то на него никакие условия не накладываются). 
Если все числа пр равны единице^ то, как частный случай, полу­

чается подгруппа А", рассмотренная в главе VII. 
Дополнительные серии получаются, если строить скалярное про­

изведение функций f(z) в виде интеграла по транзитивным многооб­
разиям в пространстве пар (zlyz2). 
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Частным случаем такого интеграла, соответствующим транзитивному 
многообразию пар ( z , z) из одинаковых элементов, является скалярное 
произведение 

(fij2)=\fi(z)Mz)dii(z) 

в пространстве представлений основной серии. 

§ 31. Некоторые дальнейшие подгруппы группы & 

1. Определение подгрупп группы ©. Пусть 

П-г, П-г+1, - • - , Пг-1, Пг (31.1) 

— система натуральных чисел такая, что 

п-р - пр (31.2) 

2лР = 1и> (31.3) 
р=-г 

где, как обычно, m — порядок матриц g, из которых состоит группа ©. 
Матрицы g порядка m можно тогда представить себе составленными 
из матриц gpq m пр строк и nq столбцов, p,q = — г, — г + 1 , . . . , г . 

Обозначим через Am-i унимодулярную группу матриц порядка m, 
т. е. совокупность всех матриц с определителем, равным единице. 
При помощи чисел пр можно для Л т _ 1 построить подгруппы* 
Kn_r,n_r+1,...,nr = Knpy Zn_r,n_r+h...,nr = Znpy как это было сдела­
но в главе III; мы снабдим теперь эти подгруппы индексом Д чтобы 
подчеркнуть, что они построены для унимодулярной группы. 

Таким образом, например, КА\ n _ n л _ г + ь п г = К А , п р есть группа 
всех матриц k = \kpq\ с определителем равным 1, удовлетворяющих 
условиям 

kpq = 0 при р > # , (31.4) 

где 0 обозначает матрицу, состоящую из нулей; аналогично, 
ZA- -n_n - n _ r + 1 nr есть группа всех матриц zHI*/» J» удовлетворяющих 
условиям 

Zpq = 0 при p<q; ZpP = 1, (31.5) 

где 0 и 1 — нулевая и единичная матрицы, и т. д. 
Подгруппа Кпр определяется как совокупность всех матриц из 

группы КА,ПР> которые принадлежат группе ©. 

* Для краткости обозначим через пр совокупность индексов n_ r, n_r^r.,nr. 
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Аналогично определяются подгруппы 

Znp, ИПру Znp, Рпр, I ПР 

группы @. 

Очевидно, определение этих г р у ш можно сформулировать сле­
дующим образом. 

Подгруппа КПр есть совокупность всех матриц k = \\kpq\\ €($, удо­
влетворяющих условиям 

kpq = 0 при 

Подгруппа НПр есть совокупность всех матриц h = | |А^| |€®, удов­
летворяющих условиям 

hPq = О при p<Cq. 

Подгруппа ZUp есть совокупность всех матриц z=\\zpq\\Ç®, удов­
летворяющих условиям 

zPq = О при p<jq, Zpp = l, 

где 0 и 1 обозначают нулевую и единичную матрицы соответственно. 
Подгруппа ЪПр есть совокупность всех матриц Ç = IÇpJC®, удов­

летворяющих условиям 

"Qpq = 0 П р И Крр=1. 

Подгруппа Dnp есть совокупность всех матриц S=||S^ P | |€©, удов­
летворяющих условиям 

Spq = 0 при p=£q. 

Матрицы 8рр на диагонали мы будем обозначать через Sp и писать 

S = {S- r , §_г+1, • • • > M-

Подгруппа ТПр есть совокупность всех унитарных матриц у = \\уРЯ\\ 
из группы Dnp-

Таким образом, yPq = 0 при рфq и урр — унитарная матрица. Мат­
рицы урр МЫ будем обозначать через ур и писать 

у = {у-ту у - н - ь . . . , у .} . 

В дальнейшем, когда это не вызовет недоразумения, мы будем 
опускать индексы П-п /г_ г_ц,..., я г в обозначении этих подгрупп. 

Подгруппы К, Z, H, Z, D и Г, построенные в § 28, являются, оче­
видно, частным случаем рассмотренных здесь подгрупп; они получают­
ся, если все числа пр равны единице. 

2. Канонические разложения. Принцип получения канонических 
разложений тот же, что и в § 28. Мы исходим из того, что такие 
разложения уже доказаны в § 12 для унимодулярной группы, 
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и доказываем, что сомножители в таких разложениях принадлежат 
группе ©, т. е. удовлетворяют соотношению 

= J f o V ~ 4 (31.6) 
где 

в случае ортогональных групп и 

~1\ 
" Г \ 

V 

в случае симплектической группы (см. п. 1 § 28). 
Последнее же обстоятельство является следствием единственности 

каждого из канонических разложений и следующего предложения: 
I. Преобразование 

есть автоморфизм в унимодулярной группе Ат„\, который перево­
дит в себя каждую из подгрупп 

КА; Пр) ZA-, Пру HА; пру Т*А\ пру DA; пр» 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай ортогональной группы; 
случай симплектической группы рассматривается аналогично. В случае 
ортогональных групп матрицу s0 можно представить в виде 

/О . . . О 5_Л 

s 0 = [ 0 ...s-r+i 0 \ (31.7) 

\sr...O О 

где sp — матрица из пр строк и столбцов вида 

/ О . . . О 1 

Так как п-р = пр, то 

0 . . . 1 0 (31.8) 

1 . . . 0 0 / ' 

(31.9) 
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Таким образом, матричные элементы spq матрицы s задаются равен­
ствами 

spq = 0 при р + дфО; sPi~p = sp. (31.10) 

Докажем наше утверждение для группы КА = КА-, п__п л _ г + 1 , . . . , пг-

Если k — матрица из этой группы, то k' принадлежит группе 
НА = НА-, п _ п п _ г + г

 пг; С Л Е Д ° В А Т Е Л Ь Н О > И принадлежит груп­
пе НА- Положим k'~l = \\hpq\\; в силу (32.10), матричными элементами 
матрицы g = SQ1 s0 будут тогда 

gpq = S P h-p, —q S Q . 

Это выражение обращается в нуль при — P<C — Ç, т. е. при p >> д. 
Следовательно, по определению группы КА, 

S Ö ^ ' - ' S ^ K A . 

Аналогично доказывается предложение I для остальных подгрупп. 
В силу предложения I, вывод канонических разложений в рассмат­

риваемом здесь случае является повторением аналогичных рассужде­
ний в § 28. 

Мы рассмотрим поэтому для примера вывод только некоторых из 
этих разложений, а остальные приведем без вывода. 

II. Всякий элемент k можно представить, и притом единствен-
ним образом, в виде 

k = SÇ, (31.11) 
а также в виде 

ft = Ç8. (31.12) 
При этом в обоих случаях 

крр^Ьр. (31.13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По доказанному в п. 1 § 12 элемент k можно 
представить, и притом единственным образом, в виде 

£ = 8£. (31.14) 

Остается показать, что S6© и По условию, kd&; следовательно, 
(см. (31.6)) 

k = s o - 1 k'~} s0. 

В силу (31.14), это означает, что 

A = 8Ç = s ï T 1 8 ' " " 1 s 0 . s r 4 , " 1 s 0 . (31.15) 

Но, согласно I, sô - 1 S ' - 1 s0QDA и sô"1 С " 1 s0^ZA; поэтому из последнего 
равенства и из единственности разложения (31.14) следует, что 

что и требовалось доказать. 
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III. Всякий элемент h можно представить, и притом единствен­
ным образом, в виде 

A = 8z, (31.16) 
а также в виде 

h = z8. (31.17) 
При этом в обоих случаях 

hpp = 8p. (31.18) 

Обозначим через gp минор матрицы р, составленный из ее строк 
и столбцов с номерами p, p - f 1,..., я. Напомним (см. (28.16)), что между 
этими минорами имеет место соотношение 

g - P = ±gp+i- (31-19) 
IV. Если все миноры* 

£ » . + » . + • " + » , - 1 + 1 ' /» = 1,2,. . . , г (31.20) 

матрицы gk® отличны от нуля, то эту матрицу можно пред­
ставить, и притом единственным образом, в виде 

g = kz, (31.21) 
а также в виде 

g = XX (31.22) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу соотношения (31.19), и равенств П-р = пр 

также 
g-n_p+i-n_p+2 я* ф 0. (31.23) 

Поэтому можно применить основной результат п. 3 § 12, в силу ко­
торого элемент g можно представить, и притом единственным образом, 
в виде 

g=kz, g^lh, kdI<A, z(:ZA, Z£ZA, h£HA. 

Пользуясь тем, что g 6®, и предложением I , как и выше, доказываем, 
что k, z, Ç, Ä€®. 

V. Всякий элемент g€® можно представить в виде 

g = ku, k^K и б и . (31.24) 

Если g = кгиг — другое такое разложение, то 

* 1 = = Ä Y , и = у-ги, убГ. (31.25) 

V I . Всякий элемент k£K с различными собственными значения­
ми можно представить, и притом единственным образом, в виде 

k = K~1^ (31.26) 

* п0 считается равным нулю, если среди чисел пр нет числа п0. 
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При этом 
kpp = $P. (31.27) 

VII. Пусть g — матрица из группы © с различными собственными 
значениями, а 8 - диагональная матрица из собственных значений 
матрицы ®, занумерованных в некотором порядке. Этот порядок 
молено выбрать так, чтобы 

86©; (31.28) 

в этом случае существует матрица хб© такая, что 

g = x~lbx. (31.29) 

Если миноры хр матрицы х удовлетворяют условиям 

*п.+...+пр_г+1фО, / > = 1,2, . . . ,г , (31.30) 

то g можно представить, и притом единственным образом, в виде 

g^z~lkz, (31.31) 
где 

k = Z~48K ' (31.32) 

т. е. k имеет те же собственные значения, что и 8. 
Ответ на вопрос о числе представлений (31.31) дает следующее 

утверждение: 
VIII. Две различные матрицы 8 6 $ из собственных значений 

матрицы g приводят к одному и тому же разложению g = z~l kz 
тогда и только тогда, когда они получаются друг из друга под­
становкой, переставляющей между собой только собственные зна­
чения внутри каждой группы чисел 

^•«о+ЯхН Ир—1+Ь ^V-HiH И*р_1+2> . . . , ^Ло+лН h«p-i+»p> P ~ 1> 2, . . . , Я . 

Отсюда следует, что число различных разложений g = z~l kz равно 

2пп\ 
2"'л 0 ! /2 1 !п 2 ! . . . л / 

3. Классы смежности по К. Представления вырожденных серий 
строятся в дальнейшем в виде операторов в пространстве функций f(z), 
заданных на правых классах смежности z группы © по подгруппе 
К = 1{Пг _ _ д _ г + 1 пг- Совокупность всех таких классов z обозначим 

через Z . 
Умножение справа на элемент g0 есть преобразование в простран­

стве Z ; мы будем писать z1 = z g0, если класс zt получается из z 
умножением справа на gQ. 
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Пользуясь предложениями IV и V п. 2, можно описать классы z 
при помощи содержащихся в них элементов z 6 Z или правых клас­
сов а группы XI по подгруппе Г = Г п _ г , l f . . . , „ г . 

Преобразование zx = zg0 можно тогда рассматривать как преобра­
зование z1 = zg0 или 11! = и g0 соответствующих элементов zx, z£Z 
или классов иъ и. 

§ 32. Независимые параметры, меры и интегральные соотношения 

1. Независимые параметры и мера в группе Z . 
а) С л у ч а й о р т о г о н а л ь н о й г р у п п ы ; # 0 = 0. Пусть © — орто­

гональная группа четного порядка m = 2я. Как и в п. 1 § 29, мы будем 
изображать матрицы z в виде 

(32.1) 

где z„b г ъ а — квадратные матрицы порядка я, а 0 — нулевая матрица 
порядка я. 

Легко видеть, что матрицы z_ x, z1 должны принадлежать подгруппе 
^ V - i ; я „ я.,..., пг> построенной для унимодулярной группы Ап-\ порядка п. 

Далее, рассмотрим матрицы вида 

*в\с J' :V=(o J' - . .- . . .v (32.2) 

где 1 л — единичная матрица порядка я, £— квадратная матрица порядка я. 
Повторяя рассуждение п. 1 § 29, получаем: 

Всякую матрицу z^Z можно представить, и притом единственным 
образом, в виде 

z = xy; x,y£Z. (32.3) 

Отсюда, записывая матрицу s 0 в виде 
О s x 

где 

— матрицы порядка я, и подставляя матричные выражения для x, yf s 0 

в условия 
X — SQ 1 X SQ, у — SQ * у SQ, 

приходим к следующему результату: 
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I а) Независимыми параметрами в группе Z являются кососиммет-
рическая матрица % порядка п и матрица TidZAn_l;n1 пг- Матрица 
z£Z и инвариантная мера dy* (z) в группе Z выражаются через эти 
параметры по формулам 

° ) > 4 - i = * r W - 4 (32.5а) 
\Sl Ç Y ) ^ 7) / 

dy. {z) - d\L (v)) d[i ( | ) , (32.6a) 

где d\i (É) обозначает произведение дифференциалов действительных 
и мнимых частей всех элементов матрицы %, расположенных над 
ее главной диагональю, dy. (TJ) — инвариантную меру в группе ZAn__x • 

Отсюда, так же, как и в п. 1 § 29, следует: 
II а) Независимыми параметрами в группе Z являются матрицы 

*РФ p>\q\>0. (32.7а) 

Инвариантная мера dy. (z) задается в этих параметрах формулой 

d{i ( * И II ^ {*РЯ)> (32.8а) 
р>\я\ >о 

где d[x{zpq) обозначает произведение дифференциалов действитель­
ных и мнимых частей всех элементов матрицы zpq. 

б) С л у ч а й с и м п л е к т и ч е с к о й г р у п п ы ; nQ = 0. Этот случай 
отличается от предыдущего тем, что £ будет симметрической матри­
цей. Поэтому: 

I б) Независимыми параметрами в группе Z являются симмет­
рическая матрица % порядка п и матрица t \ ( i Z A n _ _ r > r i l t n t П г -

Матрица z£Z и инвариантная мера dy. (z) в группе Z определяются 
через эти параметры по формулам: 

* = ( Ч - 1 * ° ) > Ч - х ^ Г ' ^ Г Ч (32.5b) 

dy.(z) = d\i{yi)dT\{î\ (32.6b) 

где d[x ( | ) обозначает произведение дифференциалов действительных 
и мнимых частей всех элементов матрицы \, расположенных над 
и на ее главной диагонали; dy. (т4) — инвариантная мера в группе ZAn_l. 

Отсюда: 
II б) Независимыми параметрами в группе Z являются матрицы 

Zpç, Р> I Ç I > 0 ; zPt-p, р>0. (32.7Ь) 

Инвариантная леера dy.(z) задается в этих параметрах формулой 

dv.(z)= П dfL{zpg)J{dtL(zp^p). (32.8b) 
p>\q\>0 р>0 
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в) С л у ч а й о р т о г о н а л ь н о й г р у п п ы ; я 0 = р О . В этом случае 
мы будем записывать матрицы z в виде 

z = x 1 0 j ; 
\а у. у/ 

повторяя рассуждения п. 1 § 29, получаем: 
I в) Независимыми параметрами в группе Z являются кососим-

метрическая матрица % порядка п, матрица i\^ZAn_v „ и . . . t t t и 
строчка X = (XR, X r _ i , . . . , \) из матриц Х Г , \г-ь • • •> \ из я 0 строк 
и пг, пг-ь • • •, пг столбцов соответственно. Мера dy. (z) задается 
в этих параметрах по формуле 

dy. {z) = dy. (ч) dy. (I) dy. (X), (32.6c) 

где dy. (r\) —• мера в группе Z ^ _ _ i ; Л 1 , . . . , nr, Ö?̂  (£) — произведение диф­
ференциалов действительных и мнимых частей всех элементов 
матрицы %, расположенных над ее главной диагональю, и dy, (X) — 
произведение дифференциалов действительных и мнимых частей 
всех элементов матрицы X. 

Отсюда следует: 
I I в) Независимыми параметрами в группе Z являются матрицы 

zPq, P>\q\ > 0 . (32.7с) 

Инвариантная мера dy* (z) задается в этих параметрах по формуле 

dy.(z) = П dV-(*pq)> (32.8с) 
Р> I я I >о 

где dy.(zpq)— произведение дифференциалов действительных и мни­
мых частей всех элементов матрицы zpq. 

г) С л у ч а й с и м п л е к т и ч е с к о й г р у п п ы ; п0фО. Отличие 
этого случая от случая в) состоит в том, что Ç — симметрическая мат­
рица. Поэтому: 

I г) Независимыми параметрами в группе Z являются симмет­
рическая матрица £ порядка п, матрица r\^ZAn_x\ П{,'...,п и строка 
X = ( Х Л \г-ь • • •, \)из матриц Х Л Х Г _ Ь . . . , \из п0 строк и nr, пг-и ..., пх 

столбцов соответственно. Мера dy. (z) задается в этих парамет­
рах по формуле 

dy. (z) = dy. (ч) dy. (С) dy. (X), (32.6d) 

где dy. (r)) — мера в группе ZAn_x; „ l f ..., „ r , dy. (£) — произведение диффе­
ренциалов действительных и мнимых частей всех элементов мат­
рицы £, расположенных над и на ее главной диагонали, и dy.(i\) — 

произведение дифференциалов действительных и мнимых частей 
всех элементов матрицы X. 
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Отсюда следует: 

II г) Независимыми параметрами в группе Z являются матрицы 

*Р* Р>\д\>Ъ Zp,-P> Р>0- (32.7d) 

Инвариантная мера dp (z) задается в этих параметрах по формуле 

dp(z) = П ^ ( ^ ) П ^ ( ^ , - Д (32.8d) 
p>\q\>o Р>О 

где d\x{Zpq) — произведение дифференциалов действительных и мни 
мых частей всех элементов матрицы zpq. 

2. Параметры и меры в группе Z. Группа Z получается из группы Z, 
если заменить каждую матрицу g6© матрицей gr. Поэтому из резуль­
татов п. 1 непосредственно следует: 

III. Независимыми параметрами в группе Z являются матрицы 

ЪФ \Р\<Я (32.9) 

в случае ортогональных групп, и матрицы 

ЪРФ \ Р \ < Ч , РФ<? (32.10) 

в случае симплектической группы. 
В первом случае инвариантная мера dp(Q в группе Z задается 

формулой 
dp (Ç) = П dp Ы , (32.11) 

\P\<Q 

а во втором — формулой: 

dp ( 9 = П dp(Zpq)l[dp(^PtP)y (32.12) 
\Р\<9 Р > 0 

где dp(Çpq) обозначает произведение дифференциалов действитель­
ных и мнимых частей всех элементов матрицы X^pq. 

3. Параметры и меры в группе D . Для матрицы S6Z) условие 
S'" 1 = sSs"1 означает, что 

bp-^Spt-ptf- (32.13) 

В частности, если n0=J=0, то матрица § 0 удовлетворяет условию 

S o - ' ^ S c A ^ 1 , (32.14) 

т. е. 8 0 — ортогональная или симплектическая матрица порядка п0* 
Поэтому: 

IV. Независимыми параметрами в группе D являются неособен­
ные матрицы * 

Sp, р=\9 2 , . . . , г 

Т. е. матрицы с определителем ф0. 
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и при п0фО — ортогональная (в случае ортогональной группы &) ß 

соответственно симплектическая {в случае симплектической группы @) 
матрица 80. Инвариантная мера dp (8) в группе D определяется 
формулой 

dp (8)= П dp {bp) при п0 = О, (32.15а) 

dp (8) -=dp(80) J\dp(8P) при п0 ф О, (32.15b) 

где dp(8p)f р^>О — инвариантная мера в группе всех неособенных 
матриц порядка nPi a dp(80)— инвариантная мера в ортогональной 
группе (если © — ортогональная группа), соответственно симплекти­
ческой группе (если © — симплектическая группа) матриц порядка п0. 

4. Параметры в группе К. В силу (31.11), всякий элемент k можно 
представить, и притом единственным образом, в виде k = 8Ç. Отсюда, 
пользуясь результатами пп. 2 и 3 и повторяя рассуждения п. 4 § 29, 
получаем: 

V . Независимыми параметрами в группе К являются матрицы 

kpp, р> 0 (и k00 при п0 Ф 0); kPqi \р \ <q (32.16а) 

в случае ортогональной группы и матрицы 

kpp, р>0 (и /г 0 0 при п0ф0); kpq, \ p \ <q (32.16b) 

в случае симплектической группы. При этом kpp, р>0 — произволь­
ные неособенные матрицы, a k00 при п0ф0 — произвольная ортого­
нальная матрица в первом случае и произвольная симплектическая 
матрица во втором случае порядка п0. 

5. Интегральные соотношения и меры в группе /С. Повторяя рас­
суждения п. 5 § 29, получаем: 

VI. В группе К имеют место формулы 

\f(k)d\f.i(k) = \f(K)dp(8)dp(Q, (32.17) 

\f{k)dpr{k) = \f(Z8)dp($)dp(Q, (32.Ï8) 

где dpi (k), dpr (k) — лево- и право-инвариантные меры в группе К. 
Найдем эти меры dpi(k) и dpr(kj, для чего воспользуемся форму­

лами (13.17) и (13.18). 
Рассмотрим сначала случай ортогональной группы ©. Равенство 

k = 8Ç означает, что 
kpp — 8p, kpq = 8р 'Çpq. (32.19) 

Второе из этих равенств есть линейное преобразование от элементов 
каждого столбца матрицы X,pq к элементам соответствующего столбца 
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матрицы kpq, определитель которого равен det 8 / ;. Так как число таких 
столбцов равно пд, то отсюда следует, что якобиан преобразования (32.19) 
от независимых параметров матриц S и £ к независимым параметрам 
матрицы k равен 

П | d e t S ; 7 | 2 4 (32.20) 
\р\<9 

С другой стороны, из соотношения 8'р~Л = s0 8 р s^1 следует, что 

det 8 ^ det 8 , = 1; (32.21) 

так как в выражении (32.20) одинаковое число раз встречаются det 8Р 

и det8__p, то отсюда следует, что это выражение равно единице. По­
этому, пользуясь формулой (32.17) и результатом пп. 2 и 3, получаем 

ащ (k) = dp (8) dp (Q -=l\dp (8p) П dp (tpç) = 
P>0 \ P \ < q 

-\{dp(kPP) П dp(kpg), (32.22) 
P>o i p \ >// 

где dp (kpp) обозначает инвариантную меру в группе всех неособен­
ных матриц порядка пр при р > 0 и всех ортогональных матриц по­
рядка п0 при р = 0, п0ф0. 

В случае симплектической группы ® вместо выражения (32.20) для 
якобиана преобразования (32.19) мы будем иметь выражение 

П I det 8р \% П I det 8^р fNP - Ц ! АР I " Ш Р > (32.23) 
IР \<я Р>0 /'>'•) 

где для краткости обозначено 
Ар = det 8;,. (32.24) 

Поэтому для лево-инвариантной меры dpi (k) мы получим формулу 
п 

d& (Ä) = П I АР \"ПР П dp (kPp) П dp (k„p, р) П d\L (kpq\ (32.25) 
P=l P>0 p>0 )p\<q 

Таким образом, имеем: 
VII. Лево-инвариантная мера dpi (k) в группе К задается 

формулой 

dw (k) ^Y[dp (kpp) П (<W (32.26a) 
P>0 [p\<Ç 

в случае ортогональной группы и формулой 

dw(*) = n i ^ r p n ^ ( M l I ^ ( * - P . p ) I I d p ( k p q \ (32.26b) > 

Ар = det £ р Р 

17 Труды Мат. ин-та, вып. XXXVÏ 
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в случае симплектической группы, При этом dp(kpq\ dy(k-PiP) обо­
значают произведения дифференциалов действительных и мнимых 
частей всех элементов этих матриц, d\x(kpp) — инвариантную меру 
в группе всех неособенных матриц порядка пр, a dp(k00) (п0фО) 
обозначает инвариантную меру в группе ортогональных мат­
риц порядка п0, если & — ортогональная группа, и симплекти­
ческих матриц порядка n0j если © — симплектическая группа. 

Аналогично, пользуясь формулой (32.18), получаем: 
VIII. Право-инвариантная мера d\ir(k) в группе К задается фор­

мулой 
dV.r (k) = 1 ^ 1 -2"° IЛ 21 . . . I А г д M k p p ) Д d y L { f c p t ) 

Р>0 \P\<Ç 
(32.27а) 

в случае ортогональной группы и формулой 
dpr (k) - I Л, j ~ 2 ( М ) I Л 2 р 2 " . - ^ - 2 д , в . . ! A r I - 2 , 0 - 4 ( , 1 + . . . + л ^ 1 ) - 2 я г х 

Х П Ф ( У П ^ ( ^ . ) П dpikpr) (32.27b) 
/ ? > 0 » 0 \P\<Q 

в случае симплектической группы. 
При этом d[L(kpp), d[i(k-p,p) и d\x(kpq) обозначают то же, что 

и в предложении VII. 
При г = п, пг = /г2 = . . . = п2 = 1 эти формулы переходят в соот­

ветствующие формулы п. 5 § 29. 
Положим 

№ = ШУ ( 3 2 - 2 8 ) 

Из формул (32.26) и (32.27) следует тогда, что 

ß (Ä) = I Ах Г° I А 2 [-"•+4л* . . . J A , | 2 / г ' + 4 (32.29а) 

в случае ортогональных групп и 

ß (k) = I A i | 2 * e + 4 / î l 1A 2 | 2 r t 0 + 4 ( " 1 + П з ) . . . j A r Гв+4
 ( , х ^ - ' • + я ' ) (32.29Ь) 

в случае симплектической группы. 
6. Параметры, интегральные соотношения и меры в группе H 

Отображение g—>gr переводит К в Н; поэтому из результатов пп. 4, 5 
для группы К следует: 

IX. Независимыми параметрами в группе H являются матрицы 

hpp, р>0; А 0 0 (при п0ф0); hpq, p>\q\ (32.30а) 

в случае ортогональной группы Щ и 

hPIh hp,-p, p>0; Л 0 0 (при п0ф 0 ) ; 1гРФ p>\q\ (32.30b)-
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в случае симплектической группы ©. При этом hpq, p^>\q\9 hP)„pt 

/ ? > 0 — произвольные матрицы; hpp, р > О — произвольные неособен­
ные матрицы порядка пр, a h00 (при п0 ф 0) — произвольная орто­
гональная матрица порядка п0 в случае ортогональной группы ©, 
и произвольная симплектическая матрица порядка п0 в случае сим-
плектической группы ©. Лево-и право-инвариантная меры в груп­
пе H задаются формулами 

ФМЩ=\Ы-*1'\КГ*"-АП1-..ь^-г2л-'4(Я1+'-+"'-)П^(м П d^(kpq), 

(32.31а) 

d\f.r(h) - П dp(hpp) П dp (hpq) (32.32а) 
Р>0 ! q \<Р 

в случае ортогональной группы © и формулами 

ааг (h) = I Аг | ~ 2 < « » + Л 1 > I Л 2 ) - 2 W e - 4 W l - 2 « 2 # _ I Л г | - 2 Я . - 4 ( Я 1 + . . . - и г „ 1 ) ~ 2 п г х 

х Д ^ ( У n ^ ( V ~ . ) П < ^ ( А М ) , (32.31Ь) 
Р>0 Р>0 \ q \<р 

dvr (А) = П I К П dp (hpp) П ^ (Ар, р) П ^ (А^) '(32.32Ь) 
/?>0 />>0 р > 0 I ? \<р 

в случае симплектической группы ©, где dp(hpq\ p^>\g\, dp(hPi^p), 
р^>0 — произведения дифференциалов действительных и мнимых 
частей всех элементов матриц hpq, hpJ„p; dp (hpp) — инвариантная 
мера в группе всех неособенных матриц порядка пр; dp(h00) — (при 
п0фО) инвариантная мера в группе всех ортогональных матриц 
порядка п0, если © — ортогональная группа, и всех симплекти­
ческих матриц порядка п0, если @ — симплектическая группа. При 
этом имеют место формулы 

\f(h)dpl(h) = \f(8z)dp(8)dp(z), (32.33) 

\f(h)dpr(h)= \f(zS)dp(S)dp(z). (32.34) 

Положим 

ß(Ä) = ^ f - (32-35) 

Из формул (32.31) и (32.32) следует, что 

ß (А) = I Aj | 2 Л в IЛ 2 \4п<+4п>... I Л, Г ° + 4 * ( 3 2 . 3 6 а ) 

в случае ортогональной группы © и 

ß (А) = I Л х r # + 4 W l IЛ 2 \2п'+4 {пЛп*]... 1 А г Г в + 4 ( "*+* ' '+Пг) (32.36Ь) 

в случае симплектической группы ©. 
17* 
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Далее, 

и при п0 Ф 0 
/?>! q I 

А>(*р) = П l^ . a —Xp.dl2, р > 0 , (32 .43) 
/»р>а>3>0 

А>(*о) = П 1\>«-Хо Р- (32.44) 
ß ! 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выбросим из группы К все те матрицы k d К, 
у которых совпадают модули хотя бы двух собственных значений. 

Тем самым группа К разобьется на — — областей К, таких 

7. Интегральные соотношения на группе ©. 
X. Для интеграла на группе & имеют место формулы 

\ f(g) dp (g) = \ f(kz) dp, (k) dp (z), (32.37) 

Jf(g)dp(g) = \fmdp(ï)dpr(h). (32.38) 

Доказательство этих соотношений является дословным повторением 
доказательства предложения X п. 7 § 29. 

Из предложения X, как и в п. 4 § 4, следует: 
XI. При переходе от г к zg мера dp(z) преобразуется по 

формуле 

4Й| = = ß - 4 ^ ) > (32.39) 

где функция $(g) определяется равенством 

ß(te) = ß(ft) (32.40) 

(см. формулы (32.29а) и (32.29Ь) для ß(Jfe)). 
XII. Имеет место формула 

)f(zlkz) <р (A) dp, (A) dp (z)= y (g) | 2 ? (**) !^~D(B) P (**)/ d * 
(32.41) 

г<?£ Ag. — матрица k в разложении g = z~xkz, z С Zt A 6 /С, $/>— d#a-
гональная матрица из собственных значений Х ,̂ а матричного эле­
мента kpp матрицы k = kg, S — диагональная матрица из собствен­
ных значений \ р матрицы g, определенная соотношением 

Ь = { 8 _ , w , S„„ . . . , Kr]. (32.42) 
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что в одной и той же области Ks не существует двух разных матриц 
kx и k2, для которых при некоторых zx и z2 будет zjlkxzx = z~lk2z2. 
Сумма всех множеств Ks исчерпывает почти всю группу К; следо­
вательно, интеграл в левой части (32.41) равен сумме интегралов 

\dp(z) \f(zr1kz)9(k)dpl(k). (32.45) 

В силу VIII п. 2 § 31, при фиксированной области Ks элементы g = z~lkzy 

z 6 Z , k 6 Ks пробегают почти всю группу ©, так что равенство 
g = z^1kz, z 6 Z , kdKs устанавливает взаимно-однозначное и диффе­
ренцируемое соответствие между независимыми параметрами элемен­
тов g и 2 , k (k 6 Ks). Поэтому должна иметь место формула 

\dp(z) \f(z4z)9(k)dpl(k) = \f(g)?(kg)<ù(g)dp(g), (32.46) 

«s 

где со (g) — якобиан перехода от dp (g) к dp(z)dpl(k) при условии 

lg = zxkz, z (z Z , k € Ks, 

a A^ — матрица A в разложении g = z~xkz. 
Пользуясь инвариантностью мер dp(z) и dp (g), так же, как и в 

п. 3 § 20, получаем 
со ( 2 ^ ) = со ( f f ) , (32.47) 

следовательно, 
со (g) - со (тг 4gz) = со (kg), (32.48) 

так что достаточно вычислить со при условии z = / . Дифференцируя 
соотношение zg = так же, как и в п. 3 § 20, получим: 

ci/g- = dik + diz — kr1 diz • A. (32.49) 

Пусть, например, © — ортогональная группа. Запишем (32.49) в не­
зависимых матричных элементах; мы получим: 

digpq = dxzpq — kpp dxzpq • kqq — 2 при p > J q |, (32.50) 

^ig>* = dikpq — 2 V * d i Z s t k t q при # > IpI или p = q^>0, (32.51 ) 

где ' при сумме в (32.50) означает, что в этой сумме исключается 
одно слагаемое, соответствующее s = p, t = q. 

В этих равенствах не все матрицы dizst независимы; чтобы найти 
соотношения между ними, продифференцируем в точке z = / равенст­
во z's()z = s 0. МЫ получим, что при z = I 

syda-sï1 ^—dtz
r\ (32.52) 
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следовательно, 
s p diZ^p)-qSg~1 = — diZqp. (32.53) 

Отсюда следует, что равенства (32.50), (32.51) представляют собой 
линейное преобразование от элементов матриц diZpq> dikpq к элемен­
там матриц digpq, причем матрица этого линейного преобразования при 
надлежащей нумерации этих переменных имеет вид 

/аг1 0 0 . . . 0 
/ а21 а 2 2 0 . . . 0 

\ari аГ2 агз.. • cLrrj 

где a l v а 2 2 , . . . , агг — матрицы преобразований 

diZpq -> diZpq — kpp . d i z p q • kpP (32.54) 

и единичные матрицы. Но, как было показано в п. 2 § 21, определи­
тель преобразования (32.54) равен 

ппО-тст - <*ад 

поэтому якобиан преобразования (32.50), (32.51) равен 

П П П 1 - v i l -

П W > 1 ? i П w 

Так как со есть якобиан обратного преобразования, то отсюда сле­
дует, что 

П w р> 

со = •Р(8). (32.56) D ( 8 ) 

Подставляя это выражение д л я со в формулу (32.46), получаем 
г 

П w 
J dp (z) J/(г-Чгг) <P (A) dp, (*) = $ / ( * ) ? ß (S)rfp(g-). 

Суммируя последнее равенство по всем областям АГ5, приходим к 
формуле (32.41). 
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§ 33. Основные вырожденные серии представлений группы & 

Основные вырожденные серии определяются системами чисел nPf 

р = — г, — г + 1, . . . , r (Zitip = m), так что каждой такой системе отве­
чает некоторая основная вырожденная серия. Построение этих серий 
формально ничем не отличается от построения основной (невырожден­
ной) серии. 

Исходя из данной системы чисел пр, мы рассматриваем подгруппу 
К = Кп__г Л „ г + 1 , . . . ,пг группы % и правые классы смежности z груп­
пы @ по подгруппе К Операторы Tg представлений вырожденной 
серии, соответствующей данной системе чисел пр, определяются тогда 
как операторы в пространстве функций f(z) по формуле 

Tsf(z) = ^fg-f(zg), (33.1) 

где gx— произвольный элемент из класса z, a a ( g ) — функция, опре­
деляющая данное представление и удовлетворяющая условию 

*(kg) = oL(k)a(g). (33.2) 

Исходя из того, что классы z можно описывать при помощи элемен­
тов z € Z = Z „ г > я _ г + 1 , . . . ,nr, a также при помощи правых смежностей 

классов и группы © по подгруппе Г = Тп r , л _ г + , . . . . , л г мы получаем 
два различных способа описания представлений основных вырожден­
ных серий. 

1. Описание основных вырожденных серий при помощи группы Z . 
В силу VI п. 5 § 28, классы z можно описывать при помощи содер­
жащихся в них элементов z 6 Z , следовательно, функции f (z) можно 
рассматривать как функции f(z) на группе Z . Отсюда, повторяя обыч­
ные рассуждения (см. п. 1 § 5 и п. 1 § 14), получаем: 

I. Основная вырожденная серая, соответствующая данной систе­
ме чисел 

ПР> р = — г, — г + 1,.., г, п-р = пр, (33.3) 

описывается при помощи операторов в гильбертовом пространстве § 
функций f(z) на группе Z = Zn r>п . . . >Пг, удовлетворяющих 
Условию 

]\/{г)\*ар(г)< + оо, (33.4) 

причем скалярное произведение в пространстве @ задается фор­
мулой 

(л./»)=$л(2):ш<мг). (зз-5) 
Каждое из представлений данной серии определяется системой 
чисел 

(ть тъ..., тг; р х, р 2, • • . , рД (33.6) 
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где тг, т2, .. .,тг — целые, a pv р 2 , . . . , рг — действительные числа. 
Представление Tg, отвечающее данной системе (33.6), задается фор­
мулой 

Tgf(z)^*(zg)f(zg~), (33.7) 
где 

а ( £ ) = а (8) при g = §Çz, (33.8) 

а (8) = pi (8) X (S), (33.9) 

X (S) = I Аг Г + ; р 1 Л," m i IЛ 2 p '+^Aà" 1 "*. . . I Ar \mr^rA~mr (33.10) 

и Ар — определитель матрицы Sp = SPp. 
Формулу (33.7) для представления Тч можно также выписать в пара­

метрах. Для этого заметим, что независимыми параметрами в группе Z 
являются элементы матриц zPq, р^>\q| в случае ортогональной группы 
& и Zpq, р >-1 q I, Zp,-p, рУ>0 в случае симплектической группы © 
Функции f(z) можно тогда рассматривать, как функции f{zpq) и 
f(zPq, Zp9-P) p^>\q\ соответственно. При переходе от z к zg элементы 
матриц Zpq, zP) -р преобразуются по формулам, для получения которых 
достаточно положить 

gl = zg, g* = B4?z\ (33.11 

Тогда z1 = zg и элементы матрицы z1 вычисляются по формулам 
(12.14), (12.16). 

Далее, для вычисления a (zg) заметим, что числа Л р определяются 
из (14.8) в виде отношения соответствующих миноров матрицы g1 = zg 
и что, в силу (32.29а) и (32.29b), 

ß (8) = I Л х |°*. j Л 2 p . - H * i . . . j Ar | > - Н < " . + - •. + « , - 1 > (33.12а) 

в случае ортогональной группы © и 

Р (8) = I Л 1 1 2 / 7 О + 4 Я 1 1 Л 2 Г Л о + 4
 ( Л 1 + , 7 8 ) • • • I Аг | 2 / ? в + 4 • • -+лг-1> (33.12Ь) 

в случае симплектической группы @. 
Подставляя это выражение в (33.10) и (33.9), получим выражение 

для cc(zg). 
2 . Описание основных вырожденных серий при помощи группы U. 

Классы z можно описывать при помощи содержащихся в них правых 
классов и группы II по подгруппе Г = Тп_п л _ г + 1 > . . . , Я г . Функции 
f(z) можно поэтому рассматривать как функции /(и); повторяя, да­
лее, рассуждения § 8 (см. также п. 3 § 15 и п. 3 § 30), получаем: 

И. Представления основных вырожденных серий описываются 
операторами в пространстве @ i функций <р (и) таких, что 

\ 1 Ф ( И ) | 2 ^ А ( А ) < + ос. (33.13) 
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Скалярное произведение в @х задается формулой 

(?и Фа) = S ? i (и) 92 (и) ̂  ( А ) . (33.14) 

Представления данной серии определяются функциями а х (g -), удов­
летворяющими условиям 

« i ( t e ) = M * ) « i t e ) . (33.15) 

| а 1 (а ) | = 1. (33.16) 

Представление Ts, соответствующее данной функции а х (g), задается 
формулой 

ТМЪ=^$-<?&Ё)- (33.17) 

Я/ш этом функции 

«1 te) « ai te) = ^ я /ю ff = (33.18) 

где х (и) — произвольная функция, по модулю равная единице, опре­
деляют одно и то же представление. 

Пространство $зг можно также рассматривать как пространство 
функций ср (//), удовлетворяющих условиям 

?(Y») = 9 ( » ) , (33.19) 

\ \ф (u)l 2 dji (и) < + оо, (33.20) 

причем скалярное произведение в § х задается формулой 

(?i> Фа) = S ? i (и) Фа (»). (33.21) 

Тогда формула для представления 7^ примет вид 

(33.22) 

где Mg — произвольный элемент класса ug. 
3. Разложение по представлениям унитарной подгруппы. Формула 

(33.22) для представлений основных вырожденных серий дает возмож­
ность перенести на основные вырожденные серии | результаты 
п. 3 § 30. Для этого нужно только обобщить понятие весового 
вектора. 

Вектор / 0 в пространстве неприводимого представления с (и) 
группы U называется весовым вектором по отношению к группе 
Г = Г _ „ _ г , - л _ г + 1 , . . . , пг> если он удовлетворяет условию 

с ( ï ) Л = X ( у ) / 0 Для всех у 6У, (33.23) 

где X (у) — скалярная функция от у. 
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Теорема 21 и предложение V п. 3 § 30 остаются верными и для 
основных вырожденных серий, если в них под / 0 понимать весовой 
вектор относительно группы Г_Л__п _ Л _ г + 1 > . . . , „ г . 

§ 34. Дополнительные серии представлений группы © 

Представления основных серий (невырожденной или вырожденных) 
описывались в виде операторов в пространстве § функций f{z), 
в котором скалярное произведение определялось формулой 

(hfi)=\fAz)7Âï)dy.{z). (34. 1 

Оказывается, однако, что есть еще одна возможность задать скаляр­
ное произведение в пространстве функций f(z); эта возможность при­
водит к новым сериям представлений, которые мы будем в дальней­
шем называть дополнительными сериями. Эти новые серии представ­
лений попрежнему задаются формулой 

Tif(z) = *(zg)f{z). (34.2) 

Однако, в силу того, что скалярное произведение будет определено 
формулой, отличной от (34.1), функция a(g) будет удовлетворять 
некоторым новым условиям, которые следуют из того, что оператор 
Tg должен быть унитарным. Построение других скалярных произве­
дений, отличных от (34.1), связано с транзитивными многообразиями 
в пространстве пар (zb z2). 

Многообразие Ш пар (zv z2) мы назовем транзитивным, если: 
1°) из (zv z 2)€2R следует, что {z^, z2g)G3R; 2°) если (zv ~z2) я (z3, zj--
две произвольные пары из Ш, то существует g такое, что z3 = zxg, 

== z2g- Если Ш — транзитивное многообразие, то скалярное произве­
дение (fb / 2 ) можно задать формулой 

(Л. Л ) = S « & , г )Л Й ) / 2 fo) da (zv z2), (34.3) 

где a(zv z2) — некоторая функция, a d\i(zv z2) — некоторая мера на Ш. 
Формула (34.1) есть частный случай (34.3), соответствующий много­
образию Ш пар (z, z). 

Скалярное произведение (34.3) должно быть инвариантным по 
отношению к преобразованиям Tg в (34.2). Это условие накладывает 
ограничения на функцию a (g-), функцию a(zv г2) и многообразие 9Ä. 

Кроме того, оказывается, что различные допустимые многообразия 
Ш могут приводить по существу к одним и тем же сериям представ-
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лений (см. по этому поводу § 18). Мы ограничимся, поэтому, рассмот­
рением только тех многообразий, которые приводят к наиболее про­
стым формулам для скалярного произведения, не останавливаясь на 
других возможностях задать представления при помощи других 
многообразий. 

1. Множества Z T . Пусть @ — (ортогональная или симплектическая) 
группа матриц порядка m и пусть т — произвольное натуральное 
число, удовлетворяющее условию 

Л10 = 1и — 4 т > 0 . (34.4) 

Пусть, далее, пр — система натуральных чисел такая, что 

г 

2 *Р - то (34.5) 

и 
пр=1 при \р\>г. (34.6) 

Дополнительные серии мы будем в дальнейшем строить для таких 
систем пр. 

Обозначим через ZA-X совокупность всех матриц вида 

Z = 1 W o (34.7) 

Il у 

W 
где lm0— единичная матрица порядка т0, щ — матрица второго 
порядка вида 

j ) , гРфО, p=*±l, ± 2 , ± т (34.8) 

и где все остальные места в матрице (35.7) заняты нулями. Очевидно, 
ZA; Т принадлежит подгруппе ZA = ZA; пр комплексной унимодуляр­
ной группы Ат.-\, где пр — система натуральных чисел, удовлетво­
ряющая соотношениям (34.5) и (34.6). 

Обозначим через Z- совокупность матриц z£ZA, т, принадлежащих 
группе ©. 

Очевидно, 
Z T с : Z . (34.9) 
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Найдем условия, при которых г б © , для чего запишем матрицу sa 

в виде 

/ ±м 
/ ±S-2 \ 

sn = 
s 2 

(34.10) 

\s2

 ! 

где все остальные места заняты нулями и где s2 — матрица второго 
порядка: 

/0 1\ 
So 

1 0 / ' 

5 Ж о — матрица s0 для группы матриц порядка т0 ортогональной, если © — 
ортогональная группа, симплектической, если © — симплектическая 
группа; при этом знаки + или—в (34.10) берутся в зависимости от того, 
будет ли © ортогональной или симплектической группой. 

Матрица z принадлежит группе ©, если она удовлетворяет соот­
ношению 

z"1 =s0zsôl. (34.11) 

Подставляя в это соотношение вместо z и s0 их выражения (34.7) и 
(34.10), мы получим, что (34.11) эквивалентно условиям 

ир

 1 = s2u^.pS2î> (34.12) 

Для чисел zp в (34.8) условие (34.12) означает, что 

z-p = —zp. (34.13) 
Таким образом: 

Множество Zz состоит из всех матриц z вида (34.7), удовлетворяющих 
условиям 

Z-.p = —Zp, р = 1, 2, т. 

Отсюда следует, что независимыми параметрами в множестве Zx 

являются числа 
Zp, / > = 1 , 2 , . . . , т . (34.14) 

Обозначим через КА = КА; ПР подгруппу К для унимодулярной 
группы ZAn_v соответствующую числам пр. 

I. Если zdZА;ту k(zÄA, то в разложении 

zk = bte\ кГ£КА, zxbZA (34.15) 
также z1dZAi^. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем матрицу k в виде 

А Ч К Д А ? 8 В 0 , ± 1 , ± 2 , . . . , ± т , (34.16) 

где v m — квадратная матрица порядка тф v 0 ç ~~ матрица из т0 строк 
и двух столбцов, Vpo — матрица из двух строки т0 столбцов, vpq при 
ру сфО — квадратная матрица второго порядка. При этом из того, что 
ad К А, следует, что 

Vpq — 0 при (34.17) 

(Vp У<Р 
при рфО. (34.18) 

Запишем, далее, искомую матрицу k1 аналогичным образом в виде 
k1 = I Vpq ! и будем искать матрицу z1 в (34.15) в виде матрицы 
z16 ZA. Равенство z k ^ P z 1 означает тогда, что 

vlo = vQ0, vlpo = UpVpo, vlpUp = Vcp, p > 0, (34.19) 

UpVpq — vl

Pqu\ при p, сфО. (34.20) 

В частности, при q = p 

Вспоминая, что 
UpVpp^VppUp. (34.21) 

и записывая аналогичным образом vpp и 

1 0 1 _ / v„ {1, 
" " ~ 0 х-

(34.23) 

сравнением элементов матриц в левой и правой части (34.21) легко 
находим, что (34.21) имеет относительно vpp и ир единственное решение. 
Именно, 

h « \Р + [XpZp, |4 = tV> ^ = Г ^ Т Т » ( 3 4 ' 2 4 ) 

A P « V P 

4 E V P . (34.25) 

Определив, таким образом, up и i ^ , мы найдем остальные элементы 
ч)рд матрицы Ä1 из (34.19) и (34.20) (см. аналогичное рассуждение 
в п. 1 § 16). 

II. Если z£Zx и k 6 К, то имеет место разложение 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу I, 

zk = kxz\ k1 С К A z1 € Z A т. (34.26) 

Остается доказать, что k1 £©, z 1 *:©, т. е. что эти матрицы удовлетво­
ряют условию 

Матрицы z, & удовлетворяют этому условию; поэтому из (34.26) сле­
дует 

zk = 5(Г^' - 1 s 0 .sS" 1 A , "" 1 s 0 - sä 1 ( # ) ' " Ч * ^ 1 (z 1)' ~ \ . (34.27) 

С другой стороны, легко видеть, что 

следовательно, в силу единственности разложения (34.26), 

k1 = söl (k1)' z1 = sö1 (z1)' ~ \ . 

Очевидно, доказанное нами предложение II означает, что, если z € Z T 

то и zk£ZT при любом k6К. 
2. Многообразия 3RT. Обозначим через Шх совокупность всех пар 

вида (z, zz), где z пробегает группу Z, а z — множество Z T . 
III. Множество Шг есть транзитивное многообразие в простран­

стве пар (zlyz2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам нужно доказать, что Эйт удовлетворяет 

следующим двум условиям: 
а) Если (zx, 2 2 )63Ят, то для любого g6© также (zly g, z2g)€Mv. 
б) Если (zl9 22)_€ЗЙТ и (г?, ^ ) Ш Т , то существует элемент ^ 6 © такой, 

что = zx и z?g — z2. 
По определению, всякая пара из Шх имеет вид {z, zz); мы докажем 

что условие а) выполнено, если покажем, что пара (zg, (zz) g) имеет 
тот же вид. 

Положим 
zg = kzb (34.28) 

тогда 
zx = zg. (34.29), 

Рассмотрим, далее, произведение zk; в силу II п. 1, его можно пред­
ставить в виде 

zk = kxzx, kx 6 К zx 6 Z T . (34.30) 

Отсюда и из (34.28) следует: 

(ZZ) g = ZkZx = kxZvZx, 
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Это равенство вместе с (34.29) дает: 

(zg, (zz)g) = (zb гггг)\ 

следовательно, а) доказано. 
Для доказательства б) заметим сначала, что пару (z, zz) можно 

перевести в пару вида (e,z) применением к ее элементам преобразо­
вания g^z"1. Поэтому достаточно доказать б) для пар вида (e,z). 
Такие пары переводятся в пары того же вида преобразованиями 
g=k£Ky ибо ek = е. Поэтому достаточно показать, что если z° фи­
ксированная матрица из z T , например, определенная равенствами 

п= 1, 2, 4 = 1, 

то всякую другую матрицу z£Zx можно получить из 2° при помощи 
некоторого k£K по формуле 

Z^k — kyZ' 

Последнее, однако, непосредственно следует из (34.25); если положить 
там zp = 1, то можно распорядиться числами \р, vp и \ip так, чтобы 
Zp было произвольным числом, отличным от нуля. 

3. Мера в множестве Z~. Каждая матрица z 6 Z T определяется 
параметрами 

zp* Р ~ 1 у 2 , . . . , т. 

Зададим меру в Z T , полагая 

dii{z) = J[d[i{Zpl 
Р=1 

(34.31) 

где d[i (zp) = dxpdyp при zp = xp + iyp. 
Найдем, как преобразуется мера d\i(z) при переходе от z к zk. 
Введем для этой цели функцию у (g"), полагая 

Т ( А ) - П Y ( t e ) = y(Ä). (34.32) 

IV. При переходе от z к zk мера da(z) преобразуется по 
формуле 

(34.33) 
dp (z) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формул (34.25) и (34.24) следует, что 
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Отсюда 

dy.Cz) 11 
/7 = 1 \ 

4 = ^ 1 (£1) = Y - l ( Z * ) . 

4. Определение функции а и скалярного произведения в допол­
нительных сериях. Будем искать представления дополнительной серим 
в виде 

Tgf(z) = öL(zg)f(zg), (34.34) 
где 

a ( 8 f e ) = a ( 8 ) = ß" 2'"(8)x(S), (34.35) 

X (S) = j f | Л / > Г ^ А ^ Р , АР = det 8 „ (34.36) 

но где р/; уже не обязательно действительные числа. 
Скалярное произведение функций f(z) будем при этом искать 

в виде 

{fv / . ) - \ a (z, 'zz)/, (z)f2 (zz) dp (z) dp (i\ (34.37) 

где fx и / 2 таковы, что интеграл в (35.37) сходится абсолютно *. 
Оператор Tg должен быть унитарным в этом скалярном произведе­

нии, т. е. это скалярное произведение должно быть инвариантным 
при применении к функциям fv / 2 оператора Tg. Мы получаем 

J a (z, zz)fx (z)f2 (zz) dp (z) dp (z) = 

= \a(z, zz) a (zg)ft (zg) a (zzg) f2((zz) g) dp (z) dp (z). 

Повторяя, далее, дословно рассуждения п. 1 §17 и пользуясь форму­
лой (34.33), приходим к следующему результату: 

V. Интеграл 

{fv Л) = \ а & (*) Л (гг) dp (z) dp (z) 

инвариантен по отношению к оператору 

Tgf(z) = *(zg)f{zg), 
где 

a(8Cz) = a(S) = ß T (S)x(S) 

* Пространство будет затем пополнено по этому скалярному произведению. 
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тогда и только тогда, когда функции х (§) и # [Z, ZZ) имеют следую­
щий вид: 

X(8) = Д I АрIтР^РК~тР ДI v,I m^l°>*Pv-mP\-Kp\mp^'p"ak~mP, (34.38) 
p = i p=i 

a (z, = a ( ^ i ) = ^ n i ^ | ^ 4 (34.39) 
P=I 

где mp — целые, р ; ъ ap, Ö > — действительные числа, с — константа, 

Ар = det Sp, p = 1, 2, . . . , г, 
a 

диагональные элементы 
S r + i , Sr4_9, Sr_}_3, S г-н» • • • > ^ - ь 

матрицы S. 
5. Выражение для формы (fbf2) в параметрах. Для того, чтобы 

форма (fv / 2 ) , определенная формулами (34.37) и (34.39), могла быть 
принята в качестве скалярного произведения, она должна быть поло­
жительно определенной. Это условие накладывает ограничения на 
числа Gp в формуле (34.39). Чтобы получить это условие положительно 
определенным, мы сначала запишем выражения для формы (fvf2) 
в параметрах. 

Условимся обозначать через z матрицы z, у которых обращаются 
в нуль как раз те элементы, которые находятся на местах, занятых 
элементами zp матрицы z. 

Очевидно, матрицы z будут элементами группы Z n % где пр — си­

стема чисел, определенная условиями 

п'р^Пр при | р | < г , пр = 2 при \р\>г. (34.40) 

Обозначим эту группу через Z . 
VI. Всякую матрицу^ можно представить, и притом единствен­

ным образом, в виде 
z^zz. (34.41) 

Д о к " а з - а т е л ь с т в о . Обозначим через ZA группу ZA п>, составлен-
' P 

ную для унимодулярной группы В п. 2 § 17 было доказано, что 
матрицу z можно представить, и притом единственным образом, в виде 

z = zz, 'zdZA„ z£ZÄ. (34.42) 

Повторяя обычные рассуждения, из условия £ 6 $ и единственности 
разложения (34.42) получаем, что также zd(3, 2 : 6 ® . 

18 Труды Маг. ия-та, вып. XXXVI 



274 Вырожденные и дополнительные серии представлений группы ($ 

VII. При условии z = zz мера dp (z) выражается по формуле 

dp (z) = dp (z) dp (z)9 

где dp (z) —• инвариантная мера в группе Z. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

dp (z) = со (z, z) dp (z) dp (z). 
A • A 

Из инвариантности мер dp (z) и dp (z) легко следует, что to ( z , z) = 
= с = const и что при нашей нормировке этих мер с= 1. 

Из предложения VI следует, что всякую функцию f(z) можно рас­
сматривать как функцию от z и z. Таким образом, можно положить 

/(*)=/(i z ) = f (izv...,zT). (34.43) 

Подставляя это выражение для / и выражение (34.39) для a (z, zz) 
в формулу (34.37) для (flyf2) и пользуясь предложением VI, получаем. 

VIII. Скалярное произведение (fly f2) функций ft(zy z l y . . . y z T ) 

/2 ( z 9 zly • • * > Zx) задается формулой 
x n 

{fvU) =\i\\*p — Zp\ ~ H 2 G p \ _ \ fi{Z,Zv . . . , Z T ) / 2 (Z, ZU ...,Z\) 
/ 7= 1 

...dp(Zx)dp(z\)...dp(z'p). (34.44) 

Из этой формулы следует, что для сходимости интеграла (34.44) 
должно выполняться условие <т*]>0. 

6. Условие положительной определенности формы (fvf2); попол­
нение пространства SQ. Обозначим через @ совокупность всех огра­
ниченных измеримых функций f(zy z v ..., zx), для которых 

S ПI *Р ~ * р Г * + 2 а р \f& z v Zx) I \f(z, z'h ...,zp)\dp {z)dp (Z-Ù... 

P = I 

...dp (Zx) dp (z'i) ...dp (zx) < + 00, (34.45) 

и для таких функций / определим форму (fly / 2 ) по формуле (34.44). 
Далее, при 0<С<*р<1 обозначим через / / с о в о к у п н о с т ь всех функ­

ций 9 (z, wly...y Wx) таких, что 

Il ? Il2 = fï ^P JuP)"\ \ I ̂  ' "^ • • • 1№' I "2°: ! Ф (*>i- • • • > *M № (w,)... 

...dy.(w,)d[L(z)< + 0 0 . (34.46) 

Очевидно, H — гильбертово пространство с нормой ||<p||. 
Из результатов п. 3 § 17 следует: 
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I X . Если . 

0 < * ; < 1 , / > = 1 , 2 , . . , , т , (34.47) 

то для любой функции интеграл 

Ф (z, w v . . . , wx) = zb . . . , z T ) é R e ^ ... dp (zp) 

(34.48) 

сходится в среднем в смысле нормы ||ср|| и при этом 

( Л / ) H l ? I I е - (34.49) 
Отсюда: 
X. При 

o o ; < i , /> = 1 ,2 , . . . , т 

(Л»Л) = / ПI ZP ~~ z'p I 2 ^ 2 с Т / 7 Л zi> • • •> * / > ) Л & *ь . . .> Zp) dp (z) dp (zt):~ 

...dp(Zp) dp(z\)...du(zp) 

есть положительно определенная форма. 
Мы можем поэтому взять форму ( / г , / 2 ) в качестве скалярного 

произведения в Обозначим через § пополнение по отношению 
к форме ( / , / ) . В силу IX, формула (34.48) устанавливает изометри­
ческое отображение / - > Ф пространства в пространство Н. Это 
отображение продолжается, и притом единственным образом, до 
изометрического отображения пространства в пространство Н. 

Образ пространства © при этом отображении есть все простран­
ство Н. 

Доказательство этого .предложения совпадает с доказательством 
аналогичного результата в п. 3 § 17. 

7 . Описание дополнительных серий представлений группы 6$. 
Оператор 7\ , определенный формулами (34.34), (34.35) и (34.38), 
отображает на себя с сохранением норм (/, / ) . Его можно поэтому 
продолжать, и притом единственным образом, до унитарного опера­
тора Tg в ig- Мы приходим к следующей теореме: 

Т е о р е м а 22. Дополнительные серии унитарных представлений 
группы & определяются натуральным числом т, удовлетворяющим 
условию 

т0 = m — 4т > О, 

// неотрицательными целыми числами пр такими, что 
г 

2 п р — то> п Р =
 1 пРа I Р ! > г> П - Р = П Р -

Р = ~ Г 1 8 * 
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Представления Tg из данной дополнительной серии задаются це­
лыми числами 

m v . . . , rnr 

и действительными числами] 

причем 
0 < а ; < 1 , / > = 1 , 2 , т. 

Представление, соответствующее данной системе таких чисел, 
описывается унитарными операторами Tg в гильбертовом про­
странстве $Q, полученном пополнением множества функций f (г) 
на группе Z = Znp по скалярному произведению 

9_j-2cr 

П " * Vi ( « ) / a ( « 2 ) ^ ( 2 ) ^ ( 2 ) , 
« / / 7 = 1 

причем 
Tgf(z) = *(zg)f(zg), 

где 
1 

a(8Çz) = a ( « ) = p 2 "(8)Х(8) , 

Х(8) = Ц | Л р | Лр ^ H l v ^ l Vp HApj Tip 
/ 7 = 1 / 7 = 1 

Л/, = det Sp, p = 1, 2, . . . , r; 
V± ~ 8,0-1, \ — 8,0-2, V-2 — 8,0.3, ^ / = S r f4 , - • • , = 8 /1-1, = 8,|, 

x/ где 
d[H{k) 

Дополнительная серия называется невырожденной, если все числа 
пр=1, и вырожденной — в противном случае. 

Определение 8, С z и 8 Р см. § 32. 



Глава IX 

След в представлениях группы @ 

В главе V мы видели, как можно построить след в представлении 
комплексной унимодулярной группы и тем самым перенести на эти 
представления теорию характеров конечных групп. 

Формулы для представлений, полученные в §§ 30, 31, 34, и инте­
гральные соотношения в §§ 29, 32 дают возможность перенести резуль­
таты главы V на представления ортогональной и симплектической 
группы ©. 

§ 35. Условия существования и формулы для следа 

1. След в основной невырожденной серии. Пусть x (g) — ограни­
ченная измеримая функция, равная нулю вне некоторого компактного 
множества и пусть 

ТМ») = *-£$-9Ш (35.1) 

— представление основной невырожденной серии, реализованное в 
пространстве $QX функций 9 (и) на группе И, удовлетворяющих усло­
вию Ф (уи) = 9 (и). 

Рассмотрим оператор 

T, = \x(g)Tgdli(g). (35.2) 

Повторяя рассуждения пп. 3 и 4 § 19, мы получаем, что оператор Тх 

имеет ядро 

где с — константа, связанная с нормировкой мер и определенная 

в п. 7в) § 29. При этом существует интеграл 

\ \К(и, uv yy^dp{u)dp{ih\ (35.4) 
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который является следом S(TXTX) оператора ТХТХ. Как и в п. 4 § 19, 
существование интеграла (35.4) следует из компактности группы U 
и наших исходных предположений о функции x(g)y ибо интеграл 
в (35.4) оказывается интегралом ограниченной функции по компакт­
ному множеству. 

Представление Tg можно также реализовать в пространстве функ­
ции f(z) по формуле 

Tgf(z) = d(zg)f(zg). (35.5) 

В этой реализации оператор Тх имеет ядро 

К {z, zv Х) = ^х [z^kz) a (k) dpi (k), (35.6) 

которое связано с ядром К (#, и1у х) соотношением 

_ 1 1 

/С (и, иь х) - Ф 2 («) ß * К) К (z, z v x) ( 3 5 J ) 

при и = kQz, иг = k±zv (35.8) 
Отсюда и из формулы (29.81) перехода от dp(z) к dp (и) следует, 

что 

5 I Л > , uv x) № (и) =[\K(z, z b x) \*dp (z) = J ^ (z, z, x) ^ (*) = 

- J ^ (z^ite) a (A) d w (£) (л (г), (35.9) 
где 

*i (fi") = (x*x) (g) - 5 x(Sig'1) x (gx) dp (gl), 

а Кг [zy z v x) — ядро оператора TXx = 7^7^. 
Применяя к последнему интегралу в (35.9) интегральное соотно­

шение (29.83), приходим к следующей теореме: 
Т е о р е м а 23. Пусть Tg — представление основной невырожден­

ной серии, определенное функцией 

тогда для любой ограниченной измеримой функции x (g), равной 
нулю вне некоторого компактного множества, оператор 

TXl=\x1(g)Tgdii(g), (35.10) 

соответствующий функции 

xi (ё) = (х'х) (g) = J x(glg-*) x'(gl) dy. (gl), (35.11 ) 
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имеет след S {TXl). Этот след вычисляется по формуле 

S (TXl) = $ хг (z~4z) a (k) йщ (k) dp [z) = $ хг (g) d v L { g ) 9 ( 3 5 Л 2 ) 

где 8 — диагональная матрица из собственных значений \ р = Ьр мат­
рицы g, 

Z)(S) - |S 2 r 2 | S 3 r 4 . . . | S J - 2 ; l + 2 П 1 » Р - ^ 1 Я (35.13а) 
Р>\д\>о 

в случае ортогональной группы четного порядна, 

Д(8) = | » 1 Г , | * . Г 8 . . . | 8 | . Г 2 я + 1 П I S p - S , ! 2 (35.13b) 
P>\Q\>0 

s случае ортогональной группы нечетного порядна, и 
п 

/ ) ( 8 ) = | » 1 Г 2 | 8 1 Г 2 . . . | 8 Я Г 2 А П I П \*Р-**\* (35.13с) 

в случае симплектической группы, а сумма в (35.12) распространяется 
на все подстановки s этих собственных значений, которые мат­
рицу S6® переводят в матрицу 8^6®. 

Эта теорема показывает, что оператору Tg основной невырожден­
ной серии естественно приписать след 

siT*) = nm- ( з б Л 4 ) 

2. След в представлениях основных вырожденных серий. Рас­
суждения п. 1 полностью переносятся на представления основных 
вырожденных серий. Мы снова получаем формулу (см. (35.9)) 

S(TXl)~\\К{и, и1У х ) № ( и ) = ^\K(z, zv x)\2dp(z) = 

= ^ Кг (z, z, x) dp (z) = ^ xx (z'xkz) a (k) dpi (k) dp (z), (35.15) 

где x1(g) = (x*x)(g), a x(g) — ограниченная измеримая функция, рав­
ная нулю вне некоторого компактного множества, и где интеграл 
берется по группам Кп_п п_г+1, Zn_n n__r+v . . . , л , для данной 
вырожденной серии. Применяя к последнему интегралу в (35.15) фор­
мулу (32.11), приходим к следующей теореме: 

Т е о р е м а 24. Пусть Tg — представление основной вырожденной 
серии, определенное числами 

пр, р = 0, ± 1, ± 2, . . . , ± П п-р^пр, (35.16) 

и функцией 

«(S) = f * № ( i ) = f^W f i \ A p \ m p + i V > (35.17) 
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где 
Ар = det Sp, S = { S , w , SL /._, v . . . , S,], (35.18) 

Тогда для любой ограниченной измеримой функции x(g), равной 
нулю вне некоторого компактного множества, оператор 

T,l=\xl(g)Tgdp(gl (35.19) 

соответствующий функции 

Хг (g) = (х'х) (g) = \ x(glrl)x (gl) dv. (gl), (35.20 ) 

имеет след S{TX). Этот след вычисляется по формуле 

S (TXl) = $ хх (z-Чгг) a (k) d^ (k) dy. (z) = 

-\^)Ь^ШГ П а д , ) } ^ ( а ) , (35.21) 

гае S — диагональная матрица из группы &, диагональными элемен­
тами которой являются собственные значения Ар матрицы g, 

S = {8„._г, 8 я _ г + 1 , . . . , S r t ;.} 

— ее разбиение на диагональные матрицы 8Р порядка пру 

Dp {Ър) = П I V «-*/>, ß I2, Р 0; (35.22) 

далее, 

А>(&) = II 1 4 а — Ао, И 2 , 5 ( 8 ) = П | ^ - > ^ 1 2 (35.23а) 
oCHßi P>\q\ 

в случае ортогональной группы ®, к 

4 (8) = П I Ч « — *0 . 0 I' П I Ч а - h, - а I2, 
а > | ! 3 | а=1 

тт Л <35-23Ь> 
р>\д\ р=Л 

в случае симплектической группы &, А А а — диагональные элементы 
матрицы Ьр и * 2 

* Формулы для ß (&) см. в п. 5 §32. 
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2пп\ 
При этом сумма в (35.21) состоит из— : слагаемых, соот-

у s • \ ' 2п*п0\пг\...пг\ 
ветствующих различным разложениям 

g=z~4z> z£Znpy k£Knp. (35.25) 

Из этой теоремы следует, что оператору Tg основной вырожден­
ной серии естественно приписать след 

s ( T g y = ^ - l m m п вл*,). (35.26) 
D (Ъ) р=-г 

3. След в представлениях дополнительных серий. Пусть Tg — 
представление дополнительной (вырожденной или невырожденной) 
серии. Повторяя рассуждения п. 1, мы получаем, что и в этом случае 
существует интеграл 

7 = J * i i^kz) ос (k) dpi {k) dp (z), (35.27) 

где а(£) — функция, определяющая данное представление Тч допол­
нительной серии. 

Но в пространстве © представления дополнительной серии ска­
лярное произведение уже не есть интеграл квадрата модуля функции 
f(z), а задается более сложным образом; поэтому нужно доказать, 
что выражение (35.27) есть попрежнему след оператора ТХг, Доказа­
тельство этого утверждения совпадает с доказательством аналогич­
ного утверждения для унимодулярной группы в п. 2 § 22. Отсюда 
следует, что теоремы 23 и 24 остаются верными и для представле­
ний дополнительной невырожденной и дополнительной вырожденной 
серии соответственно, если под ос (S) и х (<*) понимать теперь функции 
(см. п. 4 § 34) 

i_ 

* ( * ) = ß 2 ( S ) X ( S ) , (35.28) 

X(S) = И \h\ bp 11 I v/> I ''P I Ъ I bp

 p, (35.29) 
P=I и 

определяющие эти представления. 

§ 36. Непрерывность следа и полная непрерывность операторов Тх; 
критерии эквивалентности 

1. Полная непрерывность операторов Тх. Повторяя рассуждения 
п. 1 § 23, получаем: 

I. Если Tg — представление основной или дополнительной (невы­
рожденной или вырожденной) серии, то для любой суммируемой 
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функции x {g) оператор 

Tx = ]x(g)Tgdy.(g) (36.1) 

вполне непрерывен, 
2. Непрерывность следа в представлениях основной серии. Пред­

ставления Tg основной серии определяются характером х(<*) группы/) . 
Совокупность всех характеров группы D есть топологическая группа; 
обозначим ее через X . 

Очевидно, рассуждения п. 2 § 23 применимы и к нашему случаю. 
Следовательно: 

II. Если Tg — представление основной серии, соответствующее 
характеру х, и 

Tx = \x{g)Tgdp{g\ 

то для любой измеримой ограниченной функции x(g), равной нулю 
те некоторого компактного множества, след S(TXTX) есть непре­
рывная функция характера х на группе X характеров группы D. 

3. Критерии эквивалентности. Применяя -лемму п. 3 § 23, так же, 
как и в п. 4 § 23, приходим к следующей теореме: 

Т е о р е м а 25. Два представления Тч и Tg из основных или допол­
нительных серий эквивалентны тогда и только тогда, когда для 
любой измеримой ограниченной функции x (g), равной нулю вне 
некоторого компактного множества, следы операторов 

Т*. = \ * i (g) Tgdp (g), T'Xl = J X l (g) T'gdp (g), (36.2) 

соответствующих функции хг = x*x, совпадают: 

S(TXl) = S(fXl). (36.3) 

Пользуясь этой теоремой и повторяя рассуждения п. 5 § 23, можно 
показать, что различные подстановки одних и тех же чисел пр при­
водят к эквивалентным сериям представлений. Поэтому мы в даль­
нейшем будем считать, что 

> Щ > - . . > пг. (36.4) 

При этом условии имеет место следующая теорема: 
Т е о р е м а 26. Представления различных серий попарно неэкви­

валентны. Два представления Tg и Tg одной и той же серии, соот-
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ветствующих функциям х ($) и х' (§), эквивалентны тогда и только 
тогда, когда для некоторой подстановки 

X'(8) = X(S,). (36.5) 

При этом, в случае представлений основной невырожденной серии, 
возможна любая подстановка s группы S, т. е. любая подстановка, 
которая матрицу S 6 © переводит в матрицу <$s£&. В случае же 
представлений других серий возможны лишь те подстановки s£S, 
которые функцию х(8) переводят в функцию %s (S) = x [%s), опреде­
ляющую представление той же серии. 
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