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Vorwort zur ersten Auflage.

In den Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung,
die fiir die Zwecke der Ingenieure gedacht sind, finden auch die
Differentialgleichungen Beriicksichtigung. Zumeist gehen jedoch
diese Lehrbiicher iiber eine Anfangseinfilhrung in die Theorie
der Differentialgleichungen nicht hinaus, so daff der Lernende
nur einen fliichtigen Uberblick iiber das Gebiet erhilt.

Ferner werden die numerischen, graphischen und mechani-
schen Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen in der
vorhandenen Lehrbuchliteratur fast gar nicht beriicksichtigt.

Hiervon ausgehend habe ich versucht, die Lehre von den
Differentialgleichungen, soweit sie fiir den Ingenieur von Be-
deutung ist, im Zusammenhang an wichtigen technischen und
physikalischen Beispielen darzustellen.

Urspriinglich hatte ich die Absicht, die Differential- und
Integralrechnung iiberall in dem Werke als bekannt voraus-
zusetzen. Bald zeigte es sich jedoch als zweckmiBig, eine kurze
Darlegung zur Verstdndigung vorauszuschicken, die als Ab-
schnitt I erscheint. Hier habe ich den Versuch gemacht, zuerst
den Integralbegriff zu erértern und dann erst zum Differential-
quotienten iiberzugehen, da mich die Ankniipfung an den Flachen-
inhalt und an den Summenbegriff anschaulicher diinkt als die
Ankniipfung an die Kurventangente, iiber deren inneren Zweck
der Lernende zundchst im unklaren bleibt.

Abgesehen von den so gewonnenen Grundtatsachen der
Differential- und Integralrechnung werden im Verlaufe des
Buches eine Reihe von Formeln benutzt, deren Ableitung mit
Riicksicht auf den verfiigbaren Raum nicht gegeben werden
konnte. Dieseder Differential- und Integralrechnung entnommenen
Angiitze habe ich als rechnerisches jedem zur Verfiigung stehendes
Handwerkszeug betrachtet, zu welchem Standpunkt ich mich
berechtigt glaube, da es sich fast ausschlieBlich um Tatsachen
handelt, die im Taschenbuch Hiitte nachgeschlagen werden

kénnen. In den Anmerkungen habe ich die betreffenden Stellen
K
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der Hiitte zitiert. Ich mochte hier nicht verfehlen, die mathe-
matische Formelsammlung der Hiitte als nach meinen Erfahrungen
recht geschickt ausgewihlt zu bezeichnen. Ansitze, die die
Hutte nicht gibt, sind ebenfalls in den Anmerkungen nach
ihren Quellen namhaft gemacht.

Bei der Behandlung des eigentlichen Themas des Buches
habe ich mich zunéchst der iiblichen Einteilung der Differential-
gleichungen in gewohnliche und partielle angeschlossen. Inner-
halb dieser Einteilung werden die exakten Transformations- und
Substitutionsmethoden dargelegt und auf zahlreiche Beispiele
der Technik und Physik angewendet.

Da ich méoglichst alle fiir Aufgaben des Ingenieurwesens
wichtige Methoden bringen wollte, habe ich mich veranlaf3t
gesehen, die Reihenentwicklungen nach Frobenius nebst der
damit in Zusammenhang stehenden Ermittlung der logarithmen-
behafteten Integrale linearer Differentialgleichungen zu be-
handeln. Bekanntlich werden diese Verfahren in der Behilter-
theorie gebraucht. Daneben werden einige Fragen, die mit der
Technik nicht in unmittelbarem Zusammenhang stehen, wie
z. B. die Integration der Differentialgleichungen der Planeten-
bewegung, ihres allgemeinen Interesses halber erdrtert.

Einen ausgedehnten Raum nimmt die Besprechung der
Instrumente zur Ausfiihrung von Integrationen sowie die Er-
orterung graphischer und rechnerischer Annédherungsverfahren ein.
Es ist wohl das erste Mal, dafl diese Stoffe in einem Lehrbuch
der Differentialgleichungen umfangreichere Behandlung finden.

Im Interesse der Anwendungen sind auch die Differenzen-
gleichungen wenigstens in einem kurzen Abril aufgenommen
worden.

Die partiellen Differentialgleichungen habe ich von einem
etwas anderen Gesichtspunkt aus behandelt. Einerseits gibt es
hier noch verhéltnisméfiig wenig Annéherungsverfahren, anderer-
seits beriihrt die eigentliche Theorie der partiellen Differential-
gleichungen den Ingenieur fast gar nicht. Es handelt sich stets
um das Stoffgebiet der Differentialgleichungen der mathematischen
Physik. Der zweite Teil des Buches hat infolgedessen ein etwas
mehr theoretisches Geprige als der erste. Ich hoffe aber, daf3
eine Darstellung der mannigfachen Operationen. die man mit
den partiellen Differentialgleichungen der Physik vornehmen
kann, auch Ingenieuren willkommen sein wird. Die Gleichungen
der Elastizitdt, Hydrodynamik und Elektrodynamik sind ja
neuerdings zur Bewiltigung verwickelter praktischer Aufgaben
unentbehrlich geworden. Ich erinnere nur an die Lorenzsche
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Turbinentheorie und an die Ausgleichsvorginge auf
elektrischen Leitungen.

Sach- und Namenregister, Anmerkungen und Angaben der
benutzten und weiterer Literatur nebst Formelverzeichnis werden,
wie ich glaube, den Gebrauch des Buches erleichtern.

Beim Abschlu des Druckes ersehe ich aus Nr. 20 der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure, daBl der deutsche
Ausschuf} fiir technisches Schulwesen in seinem fiinften Bericht
den gleichen Anschauungen Ausdruck gibt, die mir den AnstoB
zur Abfassung dieses Buches gegeben haben, weshalb ich zu hoffen
wage, dall mein Werk als erster Versuch, die Lehre von den
Differentialgleichungen in engeren Zusammenhang mit den An-
wendungen zu bringen, wenigstens dem Grunde nach die Billigung
der Fachgenossen findet.

Ich gestatte mir auch an dieser Stelle, Herrn Dr. L. Lichten-
stein fir Beratung zu § 44 sowie Herrn Dr. K. W. Wagner
fiir Namhaftmachung von Literatur zu § 97 bestens zu danken.

Herr Dipl.-Ing. B. Feise, hat mich in dankenswerter Weise
bei der Revision unterstiitzt.

Die Bildstécke fiir die beschriebenen mathematischen In-
strumente hat die Firma G. Coradi-Ziirich zur Verfiigung ge-
stellt.

Und schlieBlich gebiihrt dem Herrn Verleger fiir die sorg-
faltige Herstellung der Figuren und die Ausstattung des Buches
besondere Anerkennung.

Berlin-Siemensstadt, im September 1914.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die durchweg zustimmenden Besprechungen und der rasche
Absatz der ersten Auflage haben gezeigt, dafl mein Buch seiner
Aufgabe, eine fiihlbare Liicke in der Literatur der technischen
Mathematik auszufiillen, gerecht geworden ist. Ich habe da-
her die zweite Auflage hauptsichlich im Sinne einer Vervoll-
stdndigung der nidherungsweisen Behandlung gewthnlicher Diffe-
rentialgleichungen und durch Hinzufiigung von zwei Abschnitten
iiber Variationsrechnung und Integralgleichungen bearbeitet. Fiir
diese Erweiterungen habe ich die Herren Dr. K. Lachmann
(§ 56—66) und Dr. W. Birnbaum (§ 120—129) als Mitver-
fasser gewonnen.
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Als richtunggebend fiir meine Auffassung vom Wesen der
technischen Mathematik darf ich auf den Aufsatz von H. Burk-
hardt (dem bekannten Mathematiker der Universitit Ziirich),
»Mathematisches und naturwissenschaftliches Denken* (Jahres-
ber. d. D. Math. Ver. Bd. 2, S. 49. 1901) verweisen. Hier wird
iiber das Studium der (technischen) Mathematik gesagt, dal
man sie am besten dhnlich wie eine Naturwissenschaft betreibe,
die feineren Untersuchungen aber beiseite lasse und darauf ver-
traue, daBl vor etwa entspringenden groben Fehlern der natur-
wissenschaftliche oder technische Takt bewahre oder schlimm-
stenfalls das Experiment eines besseren belehre. Diese Auf-
fassung nebst der Zustimmung zahlreicher Leser und der meisten
Rezensenten der ersten Auflage haben mich auch veranlafit,
das Einleitungskapitel beizubehalten.

Demnach findet man in meinem Buch zahlreiche technische
und physikalische Beispiele zur Anwendung der vorgefiihrten
Integrationsmethoden, aber wenig Existenz- und Konvergenz-
betrachtungen. Uberall tritt das Operieren mit den natur-
wiichsigen analytischen Gebilden (vgl. A. Kneser im Vorwort
zur 6. Auflage von Schlémilchs Kompendium der hoheren
Analysis, Bd. 1) in den Vordergrund. Das Streben nach weiter-
gehender Allgemeinheit und die Vertiefung der Begriffsformu-
lierung bleibe den Lehrbiichern der reinen Mathematik vorbe-
halten, die zur Hand zu nehmen den Jiingern der Technik
und Physik ausdriicklich empfohlen sein soll.

Ich schlieBe mit besonderem Dank an die Verlagsbuchhand-
lung, die das Buch mit gewohnter Sorgfalt ausgestattet hat,
unbeirrt durch die mancherlei Verzogerungen, die die Berufs-
stellung des Autors bei der Drucklegung verursachte.

Charlottenburg, Neujahr 1925.
Prof. Dr. W. Hort.
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Erster Teil.
Gewohnliche Differentialgleichungen.

I. Einleitung.

§ 1. Aligemeine Festsetzungen iiber Koordinaten
und Funktionen.

Es gibt Lehrbiicher der Differential- und Integralrechnung
wie auch der Dlﬂerentlalglelchungen in denen keine Figuren
vorkommen. Dies ist mog-

lich, weil geometrische Vor- *y
stellungen fiir den Aufbau
der genannten Disziplinen -z .z .
nicht unbedingt erforder- d
lich sind.
Zweifellos erleichtert Y z  z %01 y
jedoch der Gebrauch geo- %
metrischer Vorstellungen Z \E <

das Eindringen in unsere
Aufgabe ungemein?). v oz V.4 ¥

Der  Verstindigung
iiber diese Vorstellungen

A

sollen die folgenden Vor- hed i
bemerkungen dienen.

I. Im rechtwink- K4
ligen Koordinaten- Fig. 1. Die vier Quadranten des
system gibt es folgende Koordinatensystems.

Richtungen (Fig. 1):
0 - X = Richtung der positiven z-Achse.

0—X = » » negativen z-Achse.
0-+7Y - ) » positiven y-Achse.
0—Y = ) »n negativen y-Achse.

sowie die Quadranten I, II, III, IV.

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 1
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Die Vorzeichen der Koordinaten eines Punktes sind im

I. Quadranten: -~ -

L. .
I1I. n =
I"T. " e

Der Pfeil 1—2 bezeichnet den positiven Umlaufsinn
oder die positive Drehrichtung in der xzy-Kbene.

II. Die Gleichung

y = f(x) 8y
wird gelesen: Die Ordinate y ist eine Funktion der
Abszisse x oder kiirzer: y = Funktion x. Die Grollen =
und y heilen die Variabeln. « ist die unabhéngige,
y die abhéngige Variabele. Die unabhingige Variabele
nennt man auch das Argument der Funktion.

Die Funktion y ==
4 f(x) wird in der wy-
Ebene dargestellt durch
die Kurve CC (Fig. 2
Man sagt auch: Dlo
Kurvey = f(z). Ande-
rerseits definiert jeder
graphisch gegebene
Linienzug  CC  eine
Funktion y von z, die
man auch analytisch
festlegen kann.

Besondere Punkte

der Kurve bzw. Werte
der Funktion sind:

¥ig. 2. Graphische Darstellung einer f(o) ist derjenige
Funktion und ihrer Nullpunkte. I{‘urlktio]lswert’ der sich

ergibt, wenn in der
Funktion f(x) das Argument x ==o gesetzt wird. Graphisch
ergibt sich der Schnittpunkt der Kurve mit der y-Achse. Frgibt
ferner die Auflosung der Gleichung

) — (9,
f{x) =0 (2
nach » einen oder mehrere Werte @ -=ay, a,......, s0 sind

diese die Nullpunkte oder Nullstellen der bunktlon Gra-
phisch erhdlt man die Schnittpunkte der Kurve mit der z-Achse.
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3

Diejenigen Werte z, fiir die der Funktionswert y unendlich wird,

heifien die Pole der Funktion (Fig. 3).

hat in den Polen Asymptoten,
die der y-Achse parallel sind.

Die Punkte M, und M,, in
denen die Kurve horizontale
Tangenten hat, nennt man
Extremalpunkte. Die zu-
gehorigen Funktionswerte heiflen
Extreme der Funktion.

Es gibt zwei verschiedene
Arten der Extreme: Maxima
(M,) und Minima (M,), deren
Kennzeichen spéter besprochen
werden.

III. Die Funktionen f()
gliedert man in:

/

A

Die entsprechende Kurve

Nl

e &L, —>

Fig. 3. Pol einer Funktion.

a) algebraische, b) transzendente.

a) Die ersteren sind solche Funktionen f(z), die aus  durch
eine ,begrenzte Anzahl von Anwendungen der 4 Spezies und
von Wurzelziehungen“ gewonnen werden's). Sie zerfallen

mehrere Unterabteilungen:

1. Rationale ganze Funktionen, z. B.
Ay +- a, x + ayx? + a, 2°
2. Rationale gebrochene Funktionen, z. B.

ay + a,x + a,2* + a, 2®

by + b,z + b, a* + b, 2®

3. Irrationale Funktionen, z. B.

oder
1

1

€ m m-1
ag +a, ™ - b, ™+

oder

pe .
Vby -+ b,z + b a?

b) Zu den transzendenten Funktionen gehdren als einfachste
Reprisentanten der Logarithmus lgz, die Exponential-
funktion e% die Winkelfunktionen sin z, cos z, tg x, cot x,

1*

in

)

(4)
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die Kreisfunktionen arcsin z, arccos z, arctg x, arccot 2, die
Hyperbelfunktionen sinh z, cosh z, tgh «, coth z, die auch
mit Sin x, Cof z, Tgx, Cotx bezeichnet werden.

Diesen reiht sich noch eine unbegrenzt grofle Zahl weiterer
Formen an. Das gemeinsame Kennzeichen der transzendenten
Funktionen kann zunfichst nur negativ gegeben werden: Alle
Funktionen, die weder rational noch irrational sind, sind trans-
zendent.

IV. Besondere Arten der Darstellung von Funktionen f(x)
sind nun die unendlichen Summen und Produkte. Erstere
schreibt man in der Form

Y= ;’wan f’n (.Z') ’ (8)
letztere ‘
Y= I]a'n /;1 (.Z‘) : (9)

Sowohl fiir die ,Koeffizienten“ a, wie fiir die f, (x) miissen
,Bildungsgesetze“ vorgeschrieben sein. Beide Arten von Dar-
stellungen, sowohl die Summen- wie die Produktdarstellung,
sind wichtige Hilfsmittel zur numerischen Berechnung von Funk-
tionen, besonders von transzendenten Funktionen.

V. a) Eine Grofie ¥ wird als Funktion von 2 auch definiert
durch die Gleichung

flz,y)=o (10)
auch wenn diese nicht nach y auflosbar ist. Dies ist die nicht

explizite oder unentwickelte Art der Darstellung der
Funktion y von «.

b) Hierher gehéit weiter die Parameterdarstellung
einer funktionalen Abhéngigkeit

v =g ()
11
y=v) .
In diesen beiden Gleichungen braucht ¢ nicht eliminierbar
zu sein.

§ 2. Die graphische Summierung der Geraden ¥ — a.

In der Figur 4 sei eine Gerade A im Abstande —a von
der Abszissenachse gezeichnet. Ihre Gleichung schreibt man

y—a. (1



§ 2. Die graphische Summierung der Geraden. 5

Bei der Abszisse z ziehen wir eine Ordinate und berechnen
den Inhalt des durch die Koordinatenachsen, die Gerade 4 und
die Ordinate begrenzten Rechtecks:

F=aqx (2)
Y
t
1
|
|
N
il !
|T*: %;};
s
2 I | | A
| T
’ .
7 2|3 4|8 6 7
@«——.z-z (—@7
N r——a:—>
1
1

Fig. 4. Graphische Summierung der Geraden y =a.

Der Rechtecksinhalt verschwindet fiir x = o und wichst mit
x ins Unendliche. Fiir jeden Wert von = gibt es einen Wert des
Rechtecksinhaltes. Der Rechtecksinhalt ist eine Funktion vonz.

Diese Funktion soll durch eine Kurve y = ax dargestellt
werden in der Weise, daB3 die Zahlenwerte der Kurvenordinaten
gleich den durch sie abgeschnitteuen Rechtecksinhalten sind.

Wir bestimmen diese Kurve punktweise. Es werden fiir
die Abszissen:

1
=0, —, 1,2, 3....
x ] B)

die zugehorigen Rechtecksinhalte und damit die Ordinaten der
gesuchten Kurve:

y:o,—g, a, 2a, 3a....
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Durch Auftragung dieser Werte ergibt sich die Gerade O B,
die man sich auch entstanden denken kann durch fortgesetzte
Addition der Ordinatenwerte der Geraden A

y=a
auf den Ordinaten durch die x-Achsenpunkte
z=1,2 8 4...
Die Gerade OB ist also das Ergebnis einer graphischen
Summation. Wir nennen OB die Inhaltskurve.

Mit Hilfe der Geraden OB ergibt sich auch sofort der In-
halt des Rechtecks, welcher von zwei verschiedenen Ordinaten x,
z. B. ¢ und z,, begrenzt wird:

Fo oy=F,—F, =ax—azx, =a(x—az,) (3)
Als Regel gilt: Man findet den Inhalt des Rechtecks, in-
dem man von dem oberen Ordinatenwert der Inhaltskurve den

untern subtrahiert.
¥

N

7

O+

e

.
l—a ]

| |
P o — ~>

L,

Fig. 5. Positiver und negativer Umlaufsinn.

Das bisher Entwickelte gilt auch bei Fortsetzung der Geraden
A und O B in das Gebiet der negativen x. Es handelt sich darum,
den Inhalt des iiber der Abszisse Ow, == — x, stehenden Recht-
ecks graphisch aufzutragen. Dieses Rechteck unterscheidet sich,
wie wir festsetzen, von dem inhaltlich gleich groBen Rechteck
iiber 4 x, durch das Vorzeichen.

Dies ergibt sich daraus, dal man verschiedene Umlaufs-
richtungen erhilt, wenn man die Umfinge durchliuft, von O
beginnend und zuerst das Abszissenachsenstiick des Umfanges
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zuriicklegend. Der Umfang des Rechtecks iiber 4z, wird dem-
nach entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne durchlaufen, der Um-
fang des Rechtecks iiber - z, im Sinne des Uhrzeigers. Wir
setzen fest, dall Rechtecke der ersten Art positiv, der zweiten
Art negativ gerechnet werden sollen (Fig. 5).

Hiermit ergibt sich, daB die Addition der links von der
Ordinatenachse liegenden Ordinaten im Sinne der negativen
y-Achse zu erfolgen hat. Die obigen Formeln lassen sich dann
direkt iibertragen. Es wird der Inhalt des Rechtecks zwischen
den Ordinaten x, und z,:

Fxl—zz:Fxl_ F’wz:ax1~ (_ ax‘&):a’(xl ‘F xz) (4)

Es ergibt sich also Y
eine positive Grofle, was
mit dem obigen nicht
in Widerspruch steht.
Denn mit der oben an-
geschriebenen Formel(4)
haben wir den Inhalt
des Rechtecks, von dem + I« N
Abszissenpunkt x = — I z T
x, beginnend und nach
Richtung der positiven
x fortschreitend, be-
stimmt. Die oben fest-
gesetzte Regel der Be-
stimmung des Vor-
zeichens mittels des Fig. 6. Vorzeichenfestlegung des
Umlaufsinnes ergibt das Flicheninhaltes.
positive Vorzeichen (Fig. 6).

Als oberer Wert gilt stets derjenige, dessen Ordinate das
Rechteck nach der Richtung der positiven a hin begrenzt.

Oben wurde die graphische Addition im Anfangspunkte der
Koordinaten begonnen. Man kann sie jedoch ebenso gut im Punkte

x=10 (5)
beginnen lassen. Die Rechteckinhalte werden hierbei
F,=b+az, (6)
d. h. sie werden von der Ordinate durch
b
Lo = — (7)
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an gezidhlt. Der oben ausgesprochene Satz #ndert sich hier-
bei nicht.
Denn es ist

F,— Fp=(b+4ax)— (b+ax,)=a(x—a,). (8)

y /

3
+*
R
W
A A
| =

Fig. 7. Summierung mit verschiedenen Ausgangspunkten.

§ 8. Graphische Summierung der Geraden y —a -+ bax.

Als weitere Aufgabe soll der Inhalt der von der Geraden 44,
der Abszissenachse und zwei Ordinaten y und y, begrenzten Tra-
peze bestimmt werden. Man bestimmt (Fig. 8) auf der Abszissen-
achse eine Anzahl von Punkten, die untereinander gleiche Ab-
stinde etwa = 1 haben. Dann trigt man die mittlere Hohe des
Trapezes iiber O 1 auf der Ordinate 1.ab; die Summe der mittleren
Hohen der Trapeze iiber 01 und 12 auf der Ordinate 2 usw.
Die Trapeze zwischen den Punkten O und C, sind negativ zu
rechnen, die Trapeze zwischen C, und — cc wieder positiv, wie
sich aus der oben geschaffenen Festsetzung des Umlaufsinnes
ergibt. Die mittlere Hohe des Trapezes iiber 0 — 1 ist also
auf der Ordinate — 1 in Richtung der negativen y-Achse ab-
zutragen; ebenso die Summe der mittleren Hohen des Tra-
pezes iiber O —1 und des Dreiecks iiber —1— 2 auf der
Ordinate — 2. Der Inhalt des nun folgenden Dreiecks iiber
— 2—3 ist positiv zu rechnen und mull nach Richtung der
positiven y-Achse aufgetragen werden. Auf diese Weise er-
gibt sich die Kurve CC, die Inhaltskurve der Geraden 44.



§ 4. Graphische Summierung einer beliebigen Kurve. 9

Auch hier gilt die Gleichung:
Jz~:c1 = F:c_'Fxl

Auch hier ist es nicht erforderlich, den Anfangspunkt der
Summation im Koordinaten-Nullpunkt zu wéhlen, jeder andere
Punkt der y-Achse, z. B. y = |- b, ist ebenso geeignet und liefert
eine andere Kurve, die CC' kongruent und in Richtung der posi-
tiven y-Achse um die Strecke 4+ & verschoben ist.

Fig. 8. Summierung der Geraden y=—=a -} bz.

§ 4. Graphische Summierung einer beliebigen Kurve.

In der geschilderten Weise kann man die Bestimmung der
Inhaltskurve fir jeden graphisch gegebenen Linienzug vor-
nehmen. Den gegebenen Linienzug nennen wir die Grundkurve.

Man teilt wieder (Fig. 9) die zwischen der Kurve 44 und der
x-Achse befindliche Fldche durch Ordinaten gleichen Abstands in
Trapeze bzw. Dreiecke. Zur Erreichung groBerer Genauigkeit ist
hier der Ordinatenabstand eventuell kleiner zu wahlen als 1.
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Natiirlich sind dann die auf den Ordinaten abzutragenden mittleren

TrapezhShen auf die Basis 1 zu reduzieren. Man nennt dies

Verfahren auch - eine

4 G Quadratur.

7(: \\ Es gibt unendlich

| ¢ viele Inhaltskurven, die

! unter sich kongruent

A | sind und auseinander

/ Lo durch Verschiebung pa-

/‘ -1 E ralle] zur y-Achse ent-
NEl

stehen.
ﬁ
556 752\-

N
T
=+

z Auch hier gilt:
A Jbﬂ« = FI;_Fa (1)

Besondere Betrach-
tung verdienen die
Punkte B, und B,, in

Fig. 9. Quadratur einer beliebigen graphisch d?nen die Kurve _AA
gegebenen Kurve. Maximum und Minimum. dl? x-Achse schneidet.
Wie sich aus der Ent-

stehung der Kurve CC ohne weiteres ergibt, haben die zu-
gehorigen Punkte O, und O, die Eigenschaft, daf} hier die Kurve

o
|
I
i
|
I
|
I
G

*y Y

NN N

Grundkurve Grundkurve
+ — + P+
. ‘ AT 1 |
— — -_— -— i -
|
Fig. 10. Kennzeichen des Fig. 11. Kennzeichen
Maximums. des Minimums.

CC umkehrt, daf} sie hier eine horizontale Tangente hat. In den
Punkten liegt insofern eine Verschiedenheit vor, als in ¢, die
Tangente unterhalb der Kurve, in C, oberhalb liegt.

Man bezeichnet Punkte der ersten Art als Minima, der
zweiten Art als Maxima. Ganz allgemein kennzeichnen sich

xZ
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Minima und Maxima dadurch, daB die Grundkurve hier die
Abszissenachse schneidet und zwar in der Weise, dall sie beim
Minimum (Fig. 11) von negativen Ordinatenwerten zu positiven
ibergeht, wenn man in Richtung wachsender Abszissen fort-
schreitet, und beim Maximum (Fig. 10) umgekehrt.

§ 5. Der Begriff des Integrals.

Wir haben oben in verschiedenen Fillen den Inhalt eines
Fliachenstiickes berechnet, welches begrenzt war durch

1. ein Stiick einer gegebenen Kurve

y=f(z) (1)
2. zwei Ordinaten der Abzsissen o und b (b > a),
3. die Abszissenachse.

4

N
S
+Z >
Fig. 12. Analytische Summation Fig. 13. Der Summationsfehler.

unendlich vieler Flichenelemente.

Wir berechneten dies Flachenstiick.J,_, als Differenz zwischen
den Ordinaten F, und F, der Kurve CC, die aus 4 4 durch den
,Summationsprozel“ gefunden war

Jyo=F,—F,. (2)
Dieser Prozef3 bestand in einer Zerlegung der Flachenstiicke

in trapezformige Streifen, deren mittlere Hohen graphisch addiert
wurden.

Um nun den Summationsproze3 auch rechnerisch verfolgen
zu konnen, wollen wir die Streifen nicht als Trapeze, sondern als
Rechtecke betrachten. Wir verfahren so etwas ungenauer, um-
gehen aber die Berechnung der mittleren Trapezhohen. Der be-
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gangene Fehler besteht (s. Fig. 12) in der Vernachlissigung der
schraffierten Dreiecke, wenn wir ansetzen:

s =(0)0+F(8)0+ f(20)0+...+ f(p—16)d
po = (3)
Fa:f(0)5+f()5+ + flg—10)d
(S\a

Hier bedeutet d den gewihlten Ordinatenabstand; die ein-
zelnen Glieder obiger Summen sind die Inhalte der kleinen Ele-
mentarrechtecke.

Wir wiirden diesen Fehler in entgegengesetzter Richtung
begehen, wenn wir ansetzen:

Fy—f(0)04f(260)0 4 ...+ f(pd) o
und (4)
F,=f(0)0+f(20)0-4... +f(gd)d
womit offenbar F, und F_  um die in Figur 13 schraffierten Drei-
ecke zu groB3 gefunden sind.

Wir bleiben aber bei den Formeln (3), da wir finden werden,

daB der begangene Fehler iiberhaupt herausfillt.

Es folgt
Jy_=F,—F, =
”[ (qé) +fllg+1)0]+ ...+ f{la+p—gqg—1]0}]0
— (a—l—é)—{— —Jfffa—}—(n “»1 (3} () (5)
- ; Vb——a
p—qg=mn,0= T
oder
o=n—1 zo=a+ (n—1)4 Fd j:b
F,—F,= doflated)=— Dofl@)= Ddof@). (6
0=10 s=a T=aqa

Da & hier die Differenz von zwei benachbarten Werten
von x bedeutet, kann man auch schreiben:

0 =Adx

z=b

und F,—F,= Mf(x)da. (7)

Diese Summationsformel geht iiber in die Integrationsformel

F,—F, :ff(x) dx, (8)
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indem man den Ordinatenabstand 6 = Az sehr (unendlich) klein
werden liaBt, also das Fléchenstiick J,_, aus sehr (unendlich)
vielen sehr (unendlich) schmalen Rechtecksstreifen zusammensetzt,
d. h. n sehr gro werden lifit und zur Kennzeichnung dieses
Uberganges das Differenzenzeichen 4 mit dem Differen-
tialzeichen d und das Summenzeichen 2 mit dem Inte-

gralzeichen f vertauscht.
Man nennt den Ausdruck:

aj')f(x)dx

das bestimmte Integral der Funktion f(x) genommen zwischen
den Grenzen @ und b, oder iiber das Intervall von a bis b.
Das Integral ist ein Symbol fir den oben ausgefiihrten
Summationsprozel3, dessen Ausfithrung im speziellen Fall nicht
notig ist, weil, wie im folgenden entwickelt wird, das Symbol
sich bei speziellen Funktionen f(x) in eine Rechenvorschrift ver-
wandelt. Setzt man die obere Grenze b = z, so erhdlt man

= F ff ®)

F(x)—F (a) ist aber der Inhalt des Flachenstiicks zwischen
den Ordinaten ¢ und z, d. h. bei festgew#hltem a und veréinder-
lichem z eine Funktion von z. Ersetzt man in dieser Gleichung
— F(a) durch den Buchstaben C, der eine Konstante bedeuten soll,
o 186t man es dahingestellt, bei welcher Ordinate die Summation
beginnen soll und man nennt den entstandenen Ausdruck C -+ F(z)
das unbestimmte Integral der Funktion f(x). Man verzichtet
in diesem Falle iiberhaupt auf die Angabe der Grenzen und
schreibt

ff(x)d:c =C + F(x).
Hiermit begriindet das Symbol f einen Zusammenhang

zwischen den Funktionen f(z) und F (), der im folgenden weiter
erortert wird.

§ 6. Berechnung eines bestimmten und eines unbestimmten
Integrals.
Es soll im folgenden zunichst das bestimmte Integral der

Funktion y = f(x) = 0,75« berechnet werden, und zwar zwischen
den Grenzen a und b.

Wir haben auf Grund der Gleichung
F(b = {f(a) +0)+...Ffla+n—18}s (1)
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im vorliegenden Falle zu schreiben:

F(b)—F(a) =1{0,75a 4 0,75(a 4 0) +-...4-0,75(a - —10)} )
=n-0,75a0 + 0,75 (1 + 2 - B3 4 ... -n—1)0% (2)
= 05{nad 4 (142434 ... +0—1)0%}.

Hier ist die Summe der arithmetischen Reihe

2=1+4+243+...+n—1 (2)

zu berechnen. Man findet

- n(n—1) %) .
“~n 757”77 (")
und mithin wird
— 1
F(b)—F(a):0,75{na5+"—@_§m o*-‘}. (1)
Da aber
bh—ua

"

ist, so entsteht nunmehr die Gleichung

F(b) — F(a)— 0,75 { a(b—a)+ (b —a)* < 1— l)} (5)

n
Laft man in dieser Formel nach Vorschrift des vorigen Para-
graphen n unendlich grofi, d. h.% = Null werden, so geht sie

in die Formel des bestimmten Integrals iiber:
F(b)— F(a) — 0.75{a (b—a) - 1) (

]‘3; 2 bg /.1
=0 Y o5 075"

&

Ersetzt man hier die obere Grenze durch den Buchstaben x
75a*
und die Glieder — F (a)— 272"

sultiert die Formulierung des unbestimmten Integrals:

durch die Konstante C. so re-

5

F (x) :fo,m wda =01 0,75 “)
Hiermit haben wir fiir die spezielle Funktion 0.75 2 die Rechen-
vorschrift gefunden, die der Gebrauch des Symbols f dx ein-
schlieft. Auf analoge Weise kann man fiir jede Funktion die
Rechenvorschrift ermitteln. Die angegebene Methode ist aber
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bei komplizierteren Funktionen viel zu umstéindlich, weshalb
zupachst ein scheinbarer Umweg eingeschlagen wird, der aber
die Bedeutung des Integrals in viel hellerem Lichte zeigen wird.

§ 7. Der Differenzen- und der Differentialquotient.
Wir wollen jetzt die erste Formel des § 6 fiir das Intervall von
a=z bis b=zx-46
anschreiben. Hierdurch erhalten wir folgende Formel
F(@+0)—F(z) =f(=)-o
Hier vertauschen wir jetzt das 7

Zeichen ¢ mit dem Zeichen 4z und  }  /
schreiben nach Division mit [z -1

Fz+ Adx)—F(x) R

Diese Formel ist der analytische
Ausdruck der Umkehrung des oben
auseinandergesetzten Summations-
prozesses, durch den die Integral- et
kurve F(w) aus der gegebenen Kurve . 4z . Lo

f(x) entwickelt wurde. Mit Hilfe Fig. lghe?lgfggmtmn
dieser Formel kann man die Kurve )

f(z) finden, wenn die Kurve F (z) gegeben ist (Fig. 14).

Hat man es nun mit einer nicht graphisch oder tabellarisch,
sondern in allgemeinen Zahlzeichen gegebenen Funktion F ()
zu tun, so steht zwar nichts im Wege, zuniichst F (z) graphisch
oder tabellarisch auszuwerten und dann f(z) mit Hilfe der Formel
Fx -+ Ax)— F(x
- T 49 —F

graphisch oder tabellarisch zu ermitteln®). Hierdurch wiirde
es aber nicht méglich sein, f(z) in allgemeinen Zahlzeichen zu
erhalten, was fiir weitere Operationen mit dieser Funktion er-
forderlich ist. Um nun die Ableitung der Funktion aus F (x)
allgemein durchzufiihren, rechnet man den Ausdruck

F(x+ Az) — F ()
Adx

g.j
|
I
[}
1]
Al

%

=~/

tatsichlich aus. Dies ist fiir jede Funktion mdglich. Z. B.
wahlen wir F(z) = aam
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Es wird
Flx— dzx) =ax - fap -

. (m m 9 )
=t am=t fa - an=2 g
A1 A2 ‘ /

F(a) = ax™ S
F(x -+ Jx)—-—F(x) a(\mwl e «ﬂ(gb)xm”‘zdx? o )
F(x -7' F(x calmam- ' m am—2 Jp - )
,la, 2 ' )

fla) = a(mﬂ”"%( >9€’"~7 1z 4 )

In dieser Gestalt erinnert die Formel immer noch an das gra-
phische oder tabellarische Verfahren, welches, wie wir gesehen
haben, nur eine Anndhrung darstellt, die um so gréBier wird,
je kleiner Az (bzw. oben ) gewahlt wurde.

Bei der Rechnung mit allgemeinen Zahlzeichen kommt es
nun auf genaue Rechnung an, d. h. man muf8 hier Az so klein
als moglich wihlen. Dieser Forderung werden wir sehr einfach
gerecht, indem wir Ax:= 0 wihlen. Hiermit geht aber die
Formel iiber in

f(x) =amam—1, (dx-—0)

da alle mit 4 behafteten Glieder Null werden (verschwinden).

Wir haben somit aus der Funktion F (x) = axz™ die Funktion
f(x) = ama™—1 abgeleitet. Man nennt f(x) geradezu die Ab-
leitung von F(z) und meint dabei stets die oben auseinander-
gesetzte Methode der Ableitung, mit der es méglich ist, zu jeder
Funktion F (x) die Ableitung f(x) zu finden.

Um nun auch in der allgemeinen Formel

. Fle-~ 1z)— Fa
f(x) o Az )
einen Ausdruck fiir die Methode der Ableitung zu haben, die
darin besteht, dafl man die Differenz 42 gegen Null ab-
nehmen ldft, schreibt man wie folgt:

Fla) = tim ¥ A = Fl)

tz >0 lx
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und liest: f(x) ist gleich dem Grenzwert (limes — Grenze) des
Quotienten
F(x+ Ax) — F(x)
Az ’

den man fiir unendlich klein werdendes Az erhélt. Oben haben
wir bereits Az als Differenz bezeichnet; nunmehr bemerken

wir, daB3 auch
F(z+ Ax) — F (x)
eine Differenz ist, so dal wir schreiben kénnen

F(lx+ Ax) — F(x)=AF (z).

Hiermit erhalten wir aber

und erkennen die Funktion f(z) als den Grenzwert des

Differenzenquotienten
AF (z)

Ax

fir unendlich abnehmendes Ax. Zur Vereinfachung der Aus-
drucksweise wird nun stets der besondere Hinweis darauf, daB
ein Grenziibergang vorliegt, fortgelassen und hierfiir statt des
Differenzzeichens A4 das Differentialzeichen d eingefiihrt.
Man schreibt also kurz

f(z) = f”';i)

und liest: f(z) ist der Differentialquotient vou F ().

§ 8. Der Zusammenhang zwischen den Formeln des un-
bestimmten Integrals und der Differentialquotienten.

Das unbestimmte Integral der Funktion f(z) lautete (§ 5)
[fl@)dz=F(x)+C (1)
Hier war die unbestimmte Konstante C' beliebig wahlbar; sie
kann also auch = Null gesetzt werden.
Dagegen lautete der Differentialquotient der Funktion F ()
dF (z)
== ——— 2
fla) =12t ?)

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 2
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Diese beiden Formeln stehen zueinander in der Beziehung der

Umkehrung. Man erkennt dies, wenn man an der Formel (2)

die durch Formel (1) angedeuteten Operationen vornimmt.
Zunichst folgt durch Multiplikation mit dx

dF (x)

flx)de = 7’"3; da = dF (x) (3)
Nunmehr ergibt die Integration
Jt@)de= [ dF (&) = F(x) +C (4)

nach Formel (1). Das Integralzeichen f und das Differential-
zeichen d heben also einander auf.

Ebenso gilt der Satz: Ist f(z) der Differentialquotient
einer Funktion F(z), so ist F(x)+ C das unbesimmte
Integral der Funktion f(x).

Auf Grund dieses Satzes kann man indirekt unbestimmte
Integrale Fz)+C
ermitteln, indem man zunichst die Differentialquotienten ge-
gebener Funktionen F (2) bestimms. Der im § 7 an der Funktion
ax™ geschilderte Grenziibergang zwecks Gewinnung des Diffe-

rentialquotienten ist nimlich stets leichter auszufiihren als die
Summation in § 6 zwecks Gewinnung des Integrals.

§ 9. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen
des Differentialquotienten und Anwendungen.

1. Wir greifen zuriick auf die Definition des Differenzen-

Punkt (z/y) ist mit 1 mar-
z Kiert, wihrend der Punkt
(x + Azly + Ay) mit der
Ziffer 2 bezeichnet ist. Un-

Fig. 15. Der Differenzenquotient ist gleich m.ittelbar aus der Figur er-
dem Richtungstangens der Sekante.  gibt sich, daB der Diffe-

quotienten Ay F(x 4 x) _F (x)
Az~ Az
g und betrachten neben-
) stehende Figur 15, in
welcher die Funktion F ()
T als Kurve
‘;: y — F(x)
j aufgezeichnet ist.  Der

/?% 11
o

[
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renzenquotientj—z gleich ist dem Tangens des Neigungs-

winkels der die Punkte 1 und 2 verbindenden Sekante

gegen die z-Achse Zﬂztga. Wir driicken uns kiirzer
z

aus, wenn wir sagen: Der Differenzenquotient ist gleich dem
Richtungstangens der Sekante.

Fiihren wir nun den Grenziibergang

aus, so heifit dies am Bilde der Kurve verfolgt nichts anderes,
als dafl der Punkt 2 mit abnehmendem Az immer mehr zum
Punkte 1 hinwandert. Die Sekante 1—2 fiihrt hierbei eine
Drehung um den Punkt 1 aus, bis sie schlieBlich beim Zusammen-
fallen der Punkte 1—2 zur
Tangente wird (s.Fig.16). In
diesem Augenblick ist aber
auch der Grenziibergang
vollendet, der Differenzen-
quotient ist in den Diffe-
rentialquotienten  iiber-ge-
gangen und
4y _ lim Ay

dz Ax—»OAx

—

Ly

geworden. Hieraus aber er-
gibt sich sofort, dafl der Dif-
ferentialquotient auch dem
TangensdesNeigungswinkels ~ Fig. 16. Beim Ubergang desDifferenzen-

: quotientenin den Differentialquotienten
der Tangente sein mul geht die Sekante in die Tangente
dy 6 iiber,
- =tgT.
dz g

Wir sagen: Der Differentialquotient ist gleich dem
Richtungstangens der Kurve. Hierbei liegt die Auf-
fassung zugrunde, daBl Kurve und Tangente im Beriihrungs-
punkte die gleiche Richtung haben.

Wir benutzen die soeben festgestellte geometrische Deutung
des Differentialquotienten zur erneuten Behandlung des schon
frither gewonnenen Satzes iiber die Maxima und Minima. Die
in der Figur 15 gezeichnete Kurve F (z) ist gleichbedeutend mit
der Summationskurve CC Fig. 9, wihrend die dort gezeichnete

2*
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Grundkurve 4 4 nichts anderes ist als die graphische Auftragung
des Differentialquotienten. Wir sehen, daB iiberall, wo der
Differentialquotient = Null wird,
4 die Kurve y = F (x) eine horizon-
tale Tangente haben muf}, da bei
horizontalen Tangenten der Rich-

7 tungstangens = Null wird.
2 Ferner erkennen wir auch die
Bedingung dafiir, dafl ein Mini-
mum oder Maximum vorliegt. In
x der Fig. 17 gehen wir mit wach-
sender Abszisse z von dem Kurven-
Fig. 17. Wenn der Differential- punkt 1 zu 2 und 3. In 1 ist der
quotient mit wachsendem x von Richtungstangens negativ, weil
negativen Werten durch Null zu .. o e, s .
positiven Werten iibergeht, liegt grofier al§ 2 IStj mn 3 h‘aben wir
ein Minimum vor. dagegen einen positiven Richtungs-

tangens.

Liegt dagegen ein Maximum vor, dann geht der Richtungs-
tangens der Kurve und damit der Differentialquotient von
positiven Werten durch Null zu negativen Werten iiber (Fig. 18).

S
[
/

¥

g
N

R
+

—u

Fig. 18. Wenn der Differentialquotient mit wachsendem z von positiven zu
negativen Werten iibergeht, liegt ein Maximum vor.

FafBt man die beiden letzten Figuren gemeinsam ins Auge,
so ergibt sich: Mit wachsendem x nimmt F(z) zu (die

Kurve steigt), solange der Differentialquotient flg
x

positiv ist.
Mit wachsendem 2 nimmt F(z) ab(die Kurve fallt),

solange der Differentialquotient gy negativ ist.
x
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2. Wir betrachten jetzt eine Kurve y = F(xz), die die Ab-

szissenachse in den beiden Punkten A und B schneidet. Aus
der Figur 19 ergibt sich ohne weiteres, dal zwischen diesen

14

=/1Z)

/" )

Fig. 19. Zwischen zwei Nullpunkten der Funktion F'(z) liegt mindestens ein
Nullpunkt des Differentialquotienten F”(x) (Satz v. Rolle).

beiden Punkten die Kurve mindestens %

einmal horizontale Richtung (%‘;EJ-U—) haben
muBl. Da in diesen Punkten der Diffe-
rentialquotient verschwindet, so ergibt
sich der Satz: Zwischen zwei Null-
punkten einer Funktion F(z) liegt
mindestens ein Nullpunkt des Dif-

. . dF (x)
ferentialquotienten “de
Dieser Satz dient bei der Auflésung
von Gleichungen dazu, deren Wurzeln zu

trennen.
Ist z. B. die Gleichung dritten Grades

y=—=—a%+66x— 1322+ 76=0

gegeben, so findet man nach Differen-
tiation aus der Gleichung

@ e = 3271322 — 13,2 =0 Fig. 20. Anwendung des
dx Satzes von Rolle.
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zwei Werte x, == 1,53
und x, = 2,87,

welche ein Minimum und ein Maximum bestimmen. Die Null-
punkte der Funktion y selbst sind

x = 1,0; 2,3; 3,3;
x, liegt also zwischen den Werten 2,3 und 3,3 (Fig. 20).

g
\ Bk-

Fl8)

A,

/‘{
i e a4

@ ——e——F

e, 3 S
[

(CLA'

Fig. 21. Der Mittelwertsatz.

3. Wir betrachten jetzt zwei Funktionswerte F(b) und F(a),
die wir durch die entsprechenden Kurvenpunkte 4, B reprisentiert
denken (Fig. 21). Zieht man die Sekante 4 B, so gilt

F(b)— Fa)
tgo=_ T
8o b—a
Nun ist aus der Figur offensichtlich, dall man an das Kurven-
stiick 4 B mindestens eine zur Sekante parallele Tangente legen
kann, und zwar im Punkte [2,/F (z,)]. In diesem Punkte gilt:

[l = P ()
Setzt man hier b — a =5 und 2, = a + 9k, wo 091, so
folgt:
Fa+h)—Fla)-=hF (a+ 0h).

Diese Formel heilt der Mittelwertsatz, der fiir Inter- und
Extrapolationen mit Vorteil benutzt wird.
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§ 10. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen
der Integralkurve.

Wir entschlieBen uns, die Kurve CC,C,C der Figur 9 die
Integralkurve zur Kurve der Funktion y = f(z) zu nennen.
Abgesehen von der un-
bestimmten  Integra- 24
tionskonstanten ist dann 4
die Gleichung der Inte-
gralkurve
yzF(x):J'f(x)dx
(Fig. 22).

Ziehen wir an die
Integralkurve CC in
einem Punkte 4 die L |
Tangente 4 T, so gilt fiir
den Richtungstangens: . .
dF (x) Fig. 22. Geoixrllizgjﬁfm}igenschaft der
tga = i =f(x).

Trigt man andererseits von dem zu 4 gehorigen Abszissen-
achsenpunkte P die Léngeneinheit =— PT, ab, so ist die Ver-
bindungslinie 7', 4, parallel zu 7T 4.

N\C

A

L/

N \ jh

4

e—7 —P x

) x
r &7 “’\0\(’: .
\%\(a'"
7/
. o 5 m” .
¥ z 3 S
7

70
Fig. 23. Konstruktion der Integralkurve.

Aus diesen geometrischen Tatsachen ergibt sich ein einfaches
Verfahren, aus der gegebenen Differentialkurve y = f(x) die
Integralkurve y == F (x) angendhert herzustellen.

Man teilt das Integrationsintervall 4B (Fig. 23) in eine
Anzahl am besten gleicher Teile (hier 9). Die durch die Teil-
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punkte 1...10 gezogenen Ordinaten bestimmen auf der Kurve
y = f(x) die Punkte 1’...10'.

Von den Punkten 1—10 trigt man die Langenheit auf der
x-Achse wie gezeichnet ab, wodurch die Punkte 1”—10” erhalten
werden.

Zieht man jetzt zu den Verbindungslinien 1” 1’... 10" 1¢/
Parallele 1”"—10", so, daB die aufeinanderfolgenden Parallelen
gich auf den Mittellinien der Trapeze 12 —23...910 schnei-
den, so ist der Linienzug 1”...10"”” ndherungsweise die Inte-

gralkurve y — F(x)
zu y =1 ().

Dieser Linienzug ist nichts anderes als ein mit dem Polabstand
1 gezeichnetes Seileck, dessen Krifteplan erhalten wird, indem
man die Differentiallinie auf die y-Achse projiziert. Vgl. Fig. 24.

&

7 |

AN
-
4

Tig. 24. Die Integralkurve als Seileck.

§ 11. Die mechanische Herstellung der Integralkurve mittels
des Integraphen vom Abdank-Abakanowicz:

Denin§10behandelten Zusammenhang zwischen der Integral-
kurve und der Differentialkurve hat Abdank-Abakanowicz
1882 zur Grundlage fiir die Konstruktion eines Instrumentes zum
Aufzeichnen der Integralkurve gemacht.

Es handelt sich darum, eine kinematische Vorrichtung zu
finden, vermdge deren ein Punkt 4 mit einem Punkte 4, der eine
Kurve D durchlauft, derart verkniiptt ist, daff er eine Kurve J
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so beschreibt, daf deren Tangente in A parallel zur Richtlinie
A, T, ist (Fig. 25).

Das wichtigste Element dieser Vorrichtung ist die scharf-
kantige Rolle (Fig. 26), deren auf der Zeichenebene senkrechte
Ebene stets parallel der Richtlinie 7', 4, gehalten wird. Sie
beschreibt dann die Integralkurve.

¥ J

I CZ’{  fix)dx N
A

AN

™

P V7= z

T

¥/

L

Fig. 25. Prinzip des Integraphen. Fig. 26. Die Rolle als wesentliches
Element des Integraphen.

Nach vielen Zwischenkonstruktionen nach diesem Prinzip,
die durch die Firma Coradi in Ziirich geschaffen worden sind,
liegt heute der Integraph in der nachstehend beschriebenen
Form vor (Fig. 27)3).

Die Differentialkurve D wird von dem Fahrpunkt 4, durch-
laufen. Dieser ist angebracht an dem Wagen W, der auf einer
Stange L des Instrumentrahmens in Richtung der Ordinaten-
achse verschieblich ist. Der Rahmen kann sich vermége der
Tragrollen R R in Richtung der x-Achse bewegen. Jeder Punkt
des Wagens W durchlauft die Differentialkurve, wenn A4, sie
durchlauft.

Um eine, hier aber nicht notwendig durch A4, gehende,
zur Zeichenebene senkrechte Achse ist das Richtlineal M dreh-
bar angeordnet. Dieses Lineal gleitet in einer Fiithrungshiilse g,
die sich um eine ebenfalls zur Zeichenebene senkrechte Achse T,
dreht. Der horizontal gemessene Abstand der Punkte T und A,
ist gleich der Einheit des ZeichenmaBstabes und kann an den
ausgefiihrten Instrumenten durch Einstellung verdndert werden.
Dieser Abstand heiit die Basis des Apparates.

Die Richtung des Richtlineals wird nun von der auf diesem
verschiebbaren Hiilse W, (in Wirklichkeit als Wagen ausgebildet,
der auf dem Richtlineal rollt) mittels des Parallelogramms pp
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Bei den ausgefiihrten Instrumenten ist mit dem Wagen W
ein Fahrstift A', und mit dem Integrierwagen eine Ziehfeder A4’
verbunden, deren Schreibrichtung der Rollenrichtung stets paral-
lel gehalten wird.

§ 12. Instrumente zur mechanischen Herstellung spezieller
bestimmter Integrale: Flichen- und Momentenplanimeter*.

In der Technik sind besonders diejenigen bestimmten Inte-
grale von Wichtigkeit, welche Flicheninhalte oder Momente
darstellen.

I. Der Flicheninhalt eines
gegebenen Kurvenzuges y = f(z)
findet sich als bestimmtes In-
tegral

F;Uff(x)dx

wenn die Figur durch ein Kur-
venstiick, die xz-Achse und die
Ordinaten durch A und C be-
grenzt ist (Fig. 29). Eine Be-
fahrung der Kurve 4 BC mit
dem Integraphen 4’B’'(’, deren
Endordinate b = C’C,’ gleich dem
Flacheninhalt

Fefr@as

1st.

II. Die Elemente dy, von
C’'C, entsprechen den Elemen-
ten ydx von F. Durch Mul-
tiplikation der Elemente dy,
mit @ — x erhdlt man die Ele-

mente Fig. 29. Ermittlung von Flichen-
inhalten und statischen Momenten.
(a—x)dy, = (a— x)yda

der Fliche F,, die als Integral gefunden wird:

a

b
- bf a— ) dylvf(a—x)ydx. (2)
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Dies letztere ist aber nichts anderes als das statische Mo-
ment der Fliche F in bezug auf die C-Achse. Uberfihrt man
die Kurve 4'B’C’ mit dem Integraphen, so wird 4”B"’C” die
zweite Integralkurve zu 4 BC und ihre Endordinate ¢ — C,”C”
liefert das statische Moment von F in bezug auf die C-Achse.

In analoger Weise wird:
[~ b a
F, ::fxdyl = fzydx (3)
0 0

k4 das statische Moment von F
in bezug auf die 4Y-Achse.
Soll das statische Moment
in bezug auf eine beliebige
zwischen AY und C,0” ge-
legene Achse BE bestimmt
B werden, so hat man nur die
7 Differenz der beiden schraf-
fierten Féchen I und II zu
do bilden.
2% 3 III. Fiir das Folgende
3 ist zunichst eine Zwischen-
& betrachtung erforderlich.
T~ Inder Fig.30 cei 4, B,C,
die Integralkurve zu 4 BC.
Dann ist, wie wir wissen, die
P Endordinate(, C,’ gleich dem
. z Flicheninhalt von A BCD.
- eAm—i 2 Jeder Elementarstreifen ydx
von 4 BC D entspricht einem
Streckenelement dy, von
0,C/, welches gefunden
wird, indem man dz zu-
nichst rechtwinklig auf die Integralkurve und von da auf die
C-Achse projiziert.

Nun kann man aber die Fliche A BCD, statt aus verti-
kalen Elementen yd, auch aus horizontalen Elementen (a — x)dy
zusammengesetzt denken. Welches sind nun die Streckenelemente
von C,C,, welche den Streifen (¢ — x)dy entsprechen?

Wir werden beweisen, dal man die Streckenelemente dy,
erhilt durch rechtwinklige Projektion von dy auf die Integral-
kurve (siehe Figur) und Herstellung der beiden Tangenten in
den Endpunkten des so erhaltenen Integralkurvenelementes ds.

o

0

A%

Fig. 30. Ermittlung der Tragheits-
momente.
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Die Tangenten schneiden die C-Achse in D, und E,; die Strecke
D, E, ist das gesuchte Element dy,.

Zum Beweise betrachten wir das Dreieck B, D, B, in welchem
wir zunéchst die beiden Winkel do und » bestimmen. Aus der
geometrischen Eigenschaft der Integralkurve (§ 10) ergibt sich:

do = arccot y — arccot (y -+ dy)
darccoty d

1
bt 4 —_ 4
und » = arccot y. (5)
Ferner findet man die Seite B, E, des Dreiecks B,D E,:
B E — "%

Fir das Dreieck gilt jetzt die Proportion:
B E, :dy,=sinv:sindo
oder nach dy, aufgelost:
a—x 1

Y = sin® arccoty 1+ y? ay. ()
Nach einer bekannten Formel?) ist aber
arccot y = arcsin — 1 — . (7)
14y
Mithin sin? arccot y = b
1+
und dy, = (o — z)dy. (8)

Hiermit ist bewiesen, dall das nach der obigen Vorschrift ge-
fundene dy, gleich dem horizontalen Flichenelement (a — z) dy ist.

IV. Kehren wir jetzt zur Figur 29 zuriick, so finden wir,
daf3 sich die Fliche A4”B"C”C,” der zweiten Integralkurve
aus dreieckigen Elementen zusammensetzt, deren einzelnes den
Wert hat:

1 1 1
g(a—x)dy;_,:—é—(a-x)"dyl=§(a——x)2ydx. (9)

Die gesamte Fliche wird demnach
a

%f(a-— 2 ydz.

0
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. . o 1
Dies ist aber nichts anderes als dashalbe Tréagheitsmoment 3 J

der Fliche A BCC, in bezug auf die C-Achse.

Das Trégheitsmoment in bezug auf die Achse AY ergibt sich
analog als doppelter Inhalt der Fliche 4”C” T, wo C" T Tangente
an die Kurve 4” B"C” in ¢” ist. Fiir eine beliebige Achse EE
innerhalb @ wird das Trégheitsmoment gleich dem doppelten
Inhalt der horizontal schraffierten Fliche; fiir Achsen aulerhalb a
kommen die punktierten Stiicke zu A" B"C"C,” bzw. zu
A" B"C" T hinzu.

V. Neben dem Integraphen gibt es noch einfachere Instru-
mente, welche gestatten, die Fliche, das statische Moment und
das Tragheitsmoment einer gegebenen Figur zu bestimmen: die
Planimeter.

Die Flachenplanimeter beruhen auf den Eigenschaften
der gleitenden Rolle.

Wird eine Rolle R (Fig. 31) mit glattem Rand auf einer KurveC
lings des kleinen Elementes ds, die Unterlage in P beriihrend,

| hL
al —dh e’
Fig. 31. Eigenschaft der gleitenden Rolle.

27

so gefihrt, daBl ihre Achse 4 4 mit C den Winkel « bildet, so
kann man diese Bewegung offenbar auch dadurch hervorbringen,
dal man zunichst die Rolle in Richtung ihrer Achse um das
Element dk und dann senkrecht zur Achse um das Element dg
bewegt. Offenbar hat nur die letztere Bewegung eine Drehung
der Rolle zur Folge, und zwar dreht sich die Rolle um den Winkel
dy. Es ist (siehe Figur)

rdy = dssina. (10

Ein Planimeter. welches die gleitende Rolle benutzt, besteht
aus einer Stange 4B von der Linge !, die in der Entfernung a
auf der Verlingerung iiber B hinaus die Rolle R trigt (Fig. 32).

Dieses Instrument wird so benutzt, dafl man den als Fahr-
stift ausgebildeten Punkt 4 die zu planimetrierende Kurve C
durchlaufen 1a8t, wihrend B gezwungen ist, auf einer gegebenen,
zuniichst beliebigen ,,Leit“-Kurve ' zu bleiben. Man sieht an
der Figur, dal 4 B eine Flidche beschreibt, die doppelt iiberdeckt
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ist, soweit nicht das von ¢ umschlossene Areal in Frage kommt.
Der doppelt iiberdeckte Teil ist aber gleich Null zu setzen, weil
jedes Element desselben positiv und negativ beschrieben wird.
Die von 4 B beschriebene Fliche ist also nichts anderes als der
Inhalt der Kurve C.

0/
Fig. 32. Plenimeter mit Fig. 83. Ableitung der Plani-
gleitender Rolle. metergrundformel.

Wir betrachten nun eine Elementarverschiebung von 4 BR
nach A’B'R’ und berechnen das hierbei von 4 B beschriebene
Flichenelement 44'B'B=dF. Es ist (Fig. 33)

2
dF:ldssincx—}—%dcp (11)

d. h. gleich dem Parallelogramm A4 A4, B'B -+ Dreieck A, A'B'.
Inzwischen hat die Rolle B das Wegelement do beschrieben,
welches mit ds durch die Beziehung zusammenhingt:

dssine=dosine +-adgp. (12)

Dies fiihrt man in die Gleichung fiir dF ein und erhilt:

2
dF =ldosin o —}—(al—}—%)d(p. (13)
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Hier ist aber do sin « nichts anderes als die zugehorige
Bewegung eines Randpunktes der Rolle —=rdy, so dall sich
ergibt

dF:lrdx+<al+l'2:>d<p. (14)

Beginnt man nun die Umfahrung mit den Anfangswerten
% und @, so wird man im all-
gemeinen nach Beendigung der Um-
fahrung der Figur an der Rolle
den Winkel y, ablesen, wihrend die
Anfangslage ¢, der Stange AB
wieder dieselbe ist. Der Flichen-
inhalt ist dann

F=lr(y, — )  (19)

UmschlieBt jedoch die um-
fahrene Kurve C die Leitkurve '’
ganz (Fig. 34), so wird ¢, + ¢,
+ 27 und

F+lr(xl—zo)+~<al+§>2n, (16)

welche Grofle gleich dem zwischen €' und € enthaltenen Areal
ist. Soll der Inhalt F¢ von C selbst gefunden werden, so ist
noch Fg hinzuzuzihlen:

12
nglr(xl—10)+<al+—§>2n+FCr. (17)

Fig. 34. Ganz umschlossene
Leitkurve.

Fig. 35. Polarplanimeter.
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Die am meisten verwendete ausgefiihrte Planimeterform
ist das Polarplanimeter (Fig. 35), bei welchem die Leit-Kurve ¢’
ein Kreis ist. Der Kreis wird hergestellt, indem man B durch

den Polararm PB an den auf der Zeichenebene festliegenden
Pol P heftet. Die Fig. 36 gibt das Kompensationsplanimeter
der Firma Coradi-Zirich wieder.

VI Planimeter, die als Leitkurve die gerade Linie benutzen,
heilen Linearplanimeter.

Die geradlinige Bewegung von B wird hergestellt, indem
B auf dem Gestell eines Wagens angebracht wird, der mit

kig. 87. Linearplanimeter.

breiten geriffelten Ridern LL parallel mit sich selbst und gerad-
linig auf der Zeichenebene rollt (Fig. 37).

Vielfach verzichtet man darauf, die Rolle R die Zeichen-
ebene beriihren zu lassen. In diesem Falle ordnet man be-

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 3
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sondere Flachen an, in Berithrung mit denen die Zahlrolle ihre
Bewegung ausfiihrt.

Typisch fiir diese Art von Instrumenten ist das Kugel-
rollplanimeter von Coradi (Fig. 38).

Die Grundform Fig. 37 ist beibehalten. Das Wagengestell
BB roll vermittels der geriffelten Réder R R’ auf der Zeichen-

a
)d\s)_f,
g i
A
c
#|IIIIL e
I M f/’/
)’
S S |
“ds
2R
I 27
r INZE’
e
VA~ (w2
=

I'ig. 38. Kugelrollplanimeter von Coradi.

ebene. Durchliuft der Fahrstift das Kurvenelement ds’, so
rollt der Wagen um das Mall ds vorwirts. Dabei drehen sich
die Réder (die durch eine in Spitzen gelagerte Achse ver-

bunden sind) um den Winkel d¢ r(;; Auf der Achse sitzt

ein gezahntes Rad R, welches seine Drehung d¢ durch den
Trieb P auf das Kugelsegment K vom Radius « iibertrigt.

Dieses durchliuft infolgedessen den Winkel dy --- Rdﬁ. Mit
r

K in Kontakt steht der Zylinder ¢ des MeBapparates, auf den
sich die Drehung von K iibertrigt nach MaBigabe des Winkels «,
den der Fahrarm mit der Fahrtrichtung des Wagens bildet.
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Bezeichnet dy den Drehwinkel des Zylinders ¢, so hat man

nach der Fig. 38:
g dy :@MR 9 (18)
%
ds
und nach Einfilhrung von d¢ = 4
. R a
dy =sin “dsﬁgf'
Aus dieser Gleichung leitet man ab
. Ror
sin eds = “Ra dy, (19)
welchen Ausdruck man in die allgemeine Planimeterformel (11)
einfiihrt: asin a
"orl
dF—%?Ld + dqm (20)

woraus sich nach Integration und be1 Riickkehr zu der an-
finglichen Lage des Fahrarmes ergibt
Rorl
F =20 — 20)- (21)

!

R
Hier ist 75@:“ eine Instrument-Konstante und y, — %,

die Ablesung des MefBridchens. Fig. 39 gibt eine Ansicht des
ausgefithrten Instrumentes.
3*
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VIL Zur Ermittlung voun statischen und Trigheitsmomenten
geht man von folgender Betrachtung aus.

Es gilt (Fig. 40) fiir das statische Moment in bezug auf
die z-Achse:

Fig. 40. Grundlage der Integratoren.

1.2 1 in2
M, = 2fy dx = 5,[12 sin® o« dx (22)
und fiir das Trigheitsmoment®)
J =~ |yrde =+ | Bsiniea
. =3 ydax = 3, sin® e dx. (23)
Setzt man in (22)
1 1 2
sin*e = — - sin (2 Za) (24)
so wird
M = r dx — szin(E -——2oc>dar‘L (25)
. 1 ] 4 B) ’ . ( -)_

Betrachtet man hier [ als Fahrarm eines Planimeters mit

gleitender Rolle, so wird f dx nach Umfahrung der Figur
(Riickkehr zur Anfangslage des Armes) - Null, wihrend in dem
tbrigbleibenden Ausdruck

7 Zfsin <g 2 a) da (26)
das Integral die Winkelbewegung einer Rolle darstellt, deren

Drehachse dauernd um das MaB3 g — 2« zur x-Achse geneigt ist.
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Bringt man mit dem Fahrarm BA =1 eine gleitende Rolle,
etwa durch ein Zahnréderpaar der Radien r und ;nach der

Fig. 42 in Verbindung, so registriert die Rolle das Integral

fsin <g — 2 o:) de = 2," — 1", (27)

Fig. 41. Momenten-Integrator.

wo y,” — y," die MeBriddchen-Ablesung ist, und liefert somit
nach Formel (26) abgesehen vom Vorzeichen das statische Moment.
Das Tragheitsmoment

3
Jx——%[sin"ocdx (28)

entwickeln wir in:

A (3 ) sin3(x>
Jm_gf Zsmoc—wz-— dx

A . . )
= f§<3f81n «wdr — fsm 3adzr).

[ sinedz = = %
die Ablesung einer Mefrolle, deren Drehachse mit dem Fahr-

arm parallel bleibt (Fig. 42) (daher dem Flicheninhalt pro-
portional), wihrend

Hier ist

”

fsin Sade =x," — x,
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die Ablesung einer Mefrolle ist, deren Achse stéindig den
Winkel 3¢ mit dem Fahrarm einschlieBt. Einen derartigen
Zusammenhang zwischen Fahrarm und MefBrollenbewegung kann
man durch ein Zahnriderpaar Z,Z, der Radien r und }r nach
Fig. 42 herstellen. Natiirlich muf3 ebenso wie bei Fig. 41 dafiir
gesorgt werden, dall die Achsen der Zahnrider, die senkrecht
zur Zeichenebene stehen, wihrend der Integration in einer zur
x-Achse senkrechten Ebene verbleiben.

Fig. 42. Flichen- und Momenten- Fig. 48. Kugelroll-Integrator.
Integrator.

Statt nun die MeBrollen auf dem Papier gleiten zu lassen,
hat Hele-Shaw sie auf einer Kugel K gleitend angeordnet
(Fig. 43).

Die Fortschreitung d x des Fahrstiftes wird durch die Rolle B
auf die Kugel K iibertragen und liefert eine Drehung dieser:
dx
I3

1

df, =

und damit eine MelBrollendrehung
dx .
dy = Rxl R, sin «
=== d &in o
bzw. nach Integration:

T — Yo = 'J dxsina.
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Fiir die Integrale

fsin?;ocdx und fsin(%-%x)dx

L =
'

<>\ ROYY)INZ
ord
O \
\\// \\

Fig. 44. Integrator fiir Flichen, statische und Trégheitsmomente
nach Hele-Shaw.

liBt sich das Prinzip der Rollkugel in der gleichen Weise an-
wenden.
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Zur Gewinnung der Integrale

fsin adx

fsin (;-l — 2 oc) dx

fsin3ocdx

wiirden also 3 Planimeter erforderlich sein, die man in einem
einzigen Instrument vereinigen kann.

Ein solches Instrument, welches aus einer einzigen Um-
fahrung den Fldcheninhalt, das statische Moment und das Trig-
heitsmoment liefert, kann sowohl mit Rollen, die auf der
Zeichenebene direkt gleiten, wie auch nach dem Rollkugel-
prinzip ausgefiihrt sein.

Fig. 44 zeigt Grund und AufriB des Integrators nach H.S.
Hele-Shaw. Das Instrument wird nach Fig. 45 von Coradi,
Ziirich, ausgefiihrt.

§ 13. Allgemeine Regeln fiir die Durehfiihrung von
Differentiationen.

1. Wie gestaltet sich der Grenziibergang:
dy _dF(@)_ p, G+ Ae)—F)

dx dr se—o Az
wenn F (z) einer Konstanten C gleich ist? Wir erhalten:
dy 4¢ ¢ — .
= lim —;— = lim 0.
A.’L‘ Az=0 A-’L' Az =0
=0.

Ergebnis: Der Differentialquotient einer Konstanten
ist Null

2. F(x) sei eine Summe von zwei Funktionen:

F(z) =@ +y @

Bildung des Differenzenquotienten;

1y _JFG) _pletdn)tytds = pe) - v

z+ dx) —
et I gl v

x4 42) —y(e)
Ax
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Ubergang zum Differentialquotienten:

dy _dp(@) +y (@)

dx dx
— lim ﬁ{(w TA2)--ge)  vEt.d2) +y @)
fz=0L Az x ‘
_de(@@)  dy(=)
= de T de

Ergebnis: Der Differentialquotient einer Summe
von Funktionen ist gleich der Summe der Differential-
quotienten der einzelnen Funktionen.

3. F(x) sei ein Produkt von zwei Funktionen:
y="F(@)=9 @ y@)
Bildung des Differenzen-Quotienten:
Ay _AF@) o@E+dz)y@t+A2) - o)y (@)
Az Ax A ’
Wir subtrahieren und addieren im Zihler

@)y (x+ 1)
und erhalten:

Ay [p(=+ 4797) — @ (x)] Yy (Q/I )

A Az
L @[y A7) =y (@)
' Az |
Fithren wir jetzt den Grenziibergang lim aus, so ergibt

gich: fz=0

lim P42 —@z  de @)

le=0 Az dx

lim y(x 4 A2) =y (x)

Az =0

lim Y@ A9 —y (@) dy ()

Az=0 Ax de ~’

und als Gesamtresultat:

dx

d. h. der Differentialquotient des Produktes zweier
Funktionen wird erhalten, indem man jede Funktion
mit dem Differentialquotienten der anderen multi-
pliziert und die erhaltenen beiden Produkte addiert.
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4. F(x) sei der Quotient zweier Funktionen
¢ ()
= F(x) =1-"+%.
Nach Bildung des Differenzenquotienten:
ple+de) o)
Ay _AF@) yE+4dz) y(=)
Adx Ax dz
und kreuzweiser Multiplikation findet sich:

o+ da)  (2) — vt dz) o ()

AF(x) 4w Az
dw yx+Adz)px+ A2)
Nach Subtraktion und Addition von:
P (@) y(z)
Ax

im Zihler kommt:
Pt A5 —p@) 0 vE+dn v
| F(z) _h_‘_,4 z w(x) Ax (p(x) ’
Az (@ + d2)y ()
Beim Grenziibergang erhilt man dann:
¢@>,W@X _v(@)
ay _ {(ﬂi _ a0
dx dx y? (2) )
In Worten: Der Differentialquotient des Quotienten
zweler Funktipnen wird erhalten durch die Operation:
Nenner mal Diff.-Qu. des Zihlers mihus Zihler mal

Diff.-Qu. des Nenners, das Ganze dividiert durch das
Quadrat des Nenners.

5. F(x) sei die Funktion einer Funktion ¢ (x)
y=Flp()].
Nach Bildung des Differenzenquotienten:
Ay _Flo@+42)— Flp()]
dx Az
Folgt Multiplikation mit:
pla+dz)— ¢
¥+ A% — 9 (@)

AF (z)
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und ergibt:
Ay _Flple+ 42— Flp@)] ¢@+42) -9
Ax gz Az) — ¢ (x) Az '
Setzen wir jetzt im ersten Quotienten:
, ¢ (z) =z,

so wird:

@+ Adx) =2+ Adz; @z -JFA;,;)_(/)();,
:FH

Flp+42)] =Flz+42]; Flp ()]
und
@:F[z—{—dz] —F(zl ' @ (x+ Ax) 'f,"f,(x)
Az Az A
und nach Vornahme des Grenziiberganges ergibt sich
dy _dF () dz
de  dz da’

Auf eine Einkleidung der Regel in Worte verzichten
wir, da die Ausdrucksweise zu umsténdlich wiirde und geben
lieber einige Beispiele.

a) y="F[p@)]=[a+bar]
y=F@2)=2% z=¢®) =a+bam
dgz()——3z9:3[a—{—bxm}"
dz I
dy dF() dz A
% --&; (t{j(:‘ 73mb[a~kb7cm] A 1.
b) y:FW®Fﬂ@+ﬁT
y=F(z) — Vz = 2% z—g)=a- pz
d{Q_}{¢: :lwﬁ‘ﬁzﬁ
dz 2 2Ve - B’ dx
dy dIf’(z) dz b

de dz dx 2V -+ ﬂx

6. Differentiation der inversen Funktion. Ausy — F ()
folge durch Auflésung
v=Py).
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Die Differenzenquotienten sind:

Ay AF(x) F(x+ Az)— F(2)
Az Az Az

und
Az _4D(y) Dy + dy) — P(y)
Ay Ay Ay '
Durch Multiplikation der beiden Gleichungen folgt:

dy 4o Flat+dz)—F() Oly+4y)+P@)

Az Ay Az Ay
ond nach Ubergang zur Grenze

| —1F () 4P

dx dy ~
oder
dF (x) 1
dx 4 D(y)

In Worten: Das Produkt der Differentialquotienten
zweier zueinander inversen Funktionen ist =1.

§ 14. Bestimmung des Differentialquotienten der einfachen
Funktionen.

1. Differentiation der Sinusfunktion y = sin x.

dy _dsine . osin(@4-Adz) —sin

dx dx e =0 Ax

I sin x cos Ax -+ cos x sin 4x -~ sina (1)
== lim - .
Adax =0 Ax

Hier wird mit abnehmendem Ax lim cos Az = 1, mithin
ist lim (sin 2 cos 4@ — sin z) = 0. Es bleibt iibrig:

dy . sin Ax
o= lim cos x - - —.
dx Az -0 A

Hier wird jedoch mit abnehmendem /Jz der Quotient
‘—s}%fl@ == 1, so daB sich das endgiiltige Resultat ergibt
Ax

dy dsinz

dz - dx = -~ cos z.
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2. In analoger Weise fiihrt man die Differentiation
Kosinusfunktion

Y = COS ¥
durch. Es resultiert:
dy == C% T sin x.
dx dx
3. Differentiation der Tangensfunktion
y=tguar.
Wir erhalten:
dy dtga .1
dv~ dw eosty’

4. Die Arcussinusfunktion
4y == arc sin 2

hat zum Differenzenquotienten

Az Jx

Ay arcsin (x | Ax) — arcsin x

Nun folgt aus (4):
x = siny
sin (y -+ Ay) = x -+ Az
fa ==sin (y - Ay) -~ sin y:

also ist
dy dy
Az sin (y -+ Ay) - sin y
B 1
sin (y - dy) — sin
Ay '
Die Ausfiihrung des Grenziiberganges liefert
dy 1
dx cosy
und wegen
COS y == V1 — sin® Y = V1 - 22
wird

dy darcsinz 1

de  de y1 g
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5. Die Arcuscosinusfunktion

Y = arccos . (5)
Da

7 .
arccos x =: 5 — aresin x
ist, haben wir

dy  darcsinz 1
dr dzx B Vi — 2 )
6. Die Arcustangensfunktion
y = arctg x. (6)
Wir bilden die inverse Funktion
r=1tgy
und differenzieren: nach (3)
de 1
dy cos®y
cos? sinfy 1 1
YT gty 1 tgty 1+
dx
=1 2
dy T+
also
dy darctgz 1
de dx 12
7. Die logarithmische Funktion
y—Ilgx. (7
Nach Bildung der Differenzen-Quotienten

Ay lg(z+ Adx) — gz
Az Az
und folgender Umformung

z -+ Ax Az
A (1 4
S x — x,,,

Ax Ax
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kann man mit — multiplizieren, wenn man zugleich den
x

Klammerausdruck <1 -+ J;> zur lx ten Potenz erhebt:

x

i /Jx)ﬂ
= *xlg<1+‘“x" .

Beim Grenziibergang haben wir

&x
dy dlgz o1 < R TARE:
L= 2 ] g1 4
dx dx k]mu:n()m J F x)
Der Grenzwert "
N T
lim (1 + ix)
Az = 0 X

ist aber = e, der Basis der natiirlichen Logarithmen?), und wir
erhalten:
dlgax o 1
da x
Verstehen wir auch hier unter lgx den natiirlichen Log-
arithmus, so wird Ige - 1 und

lge.

dlga 1
da x

8. Die Exponentialfunktion

y T (8)
lautet nach Inversion:
oo lgy .
Hieraus folgt:
dua 1 1
dy —y ot
1
une dy  des )
kAN
dx dx ’

d. h. die Differentiation der Exponentialfunktion
liefert wieder die Exponentialfunktion.
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§ 15. Zusammenstellung der Grundformeln
der Differentialrechnung.

1. Differentiation der Konstanten:
dC

iz 0

2. Diff. der Summe:

s (x)d—: w(@)] _ dz g(cx) i dwg iw) @)+ v ).

3. Diff. des Produkts:

4. Diff. des Quotienten:
¢ ()
o) p@ ¢ @) — v @k

e V@)

5. Diff. der Funktion einer Funktion:

POk o= 52200 —r ).

6. Die Differentialquotienten zueinander inverser Funk-
tionen ¢ (x) und f(x): liefern miteinander multipliziert

die Einheit:
¢'(@) f'(x) =1.
7. Diff. der Potenz:

dax™ m1
¥ P amx .
8. Diff. der Sinusfunktion:
d sin x
= cos
9. Diff. der Kosinusfunktion:
d cos x .
e = sin x .
10. Diff. der Tangensfunktion:
dtga 1
Tdxr  cos'z

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 4
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11. Diff. der Cotangensfunktion:

12. Diff. der Arcussinusfunktion:

d arcsin x 1

de T

V1ot
13. Diff. der Arcuscosinusfunktion:

d arccos x 1

dx V1 EpCh
14. Diff. der Arcustangensfunktion:

d arctg x B 1
de ' 14a*

15. Diff. der Arcuscotangensfunktion:

d arccot x B 1

de 142
16. Diff. der Logarithmusfunktion:
dlga 1
da z
17. Diff. der Exponentialfunktion:
de®

IL. Differentialgleichungen erster Ordnung?®).

§ 16. Differentialquotient und Differentialgleichung.

Allgemein heifit eine Gleichung zwischen Variabeln und ihren

ersten Differentialquotienten Differentialgleichung erster
Ordnung. Sind die Variabeln z, y, die Differentialquotienten gﬂ s
x

so lautet die Form der Differentialgleichung allgemein

d
Pz, 5,9 0. 1)

Sehr einfache Differentialgleichungen dieser Art haben wir
bereits kennen gelernt. Jede unserer Differentiationsformeln in
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§ 15 ist eine Differentialgleichung. Man erkennt dies sofort, wenn
man z. B. Formel (7) in § 15 folgendermafBen schreibt:
dy
—d}-——amxm_lzo. (2)
Die ,Losung dieser Differentialgleichung verlangt diejenige
Funktion ¥ von x anzugeben, deren erster Differentialquotient
=ama™ ! ist. Wir wissen, wie wir zu verfahren haben. Wir
schreiben
dy =amazmtdx
und integrieren
y=0C-+ famxm“ldx
3

Hier ist die Integrationskonstante C' (die wir mit Riick-
sicht auf die Lehren vom unbestimmten Integral hinzugefiigt
haben) bemerkenswert. Unbestimmte Integrationskon-
stanten spielen bei der Losung von Differentialgleichungen
eine wichtige Rolle, wie wir noch sehen werden.

Vorldufig merken wir an, daB eine ,Integralgleichung
y=0C -+ az™, die eine Integrationskonstante C enthalt, das
allgemeine Integral der Differentialgleichung heift. Jede
spezielle Wertfestsetzung fiir C liefert ein partikuléres Inte-
gral. Insbesondere ist also mit ¢ =0 y = aa™ ein partikulires
Integral der Differentialgleichung (2).

Die Losung der angeschriebenen Differentialgleichung war
sehr einfach, und zwar in erster Linie deshalb, weil abgesehen
von der Variabeln x nur der erste Differentialquotient der un-
bekannten Funktion y vorkam, mit anderen Worten, weil die
Differentialgleichung von der ersten Ordnung war. Wir
stellen fest, daB} bei Differentialgleichungen folgender Form

d
R OR (4)

wo f(x) eine beliebige Funktion von x sei, sich ohne weiteres
durch eine ,Quadratur“ das allgemeine Integral

y=C+ [f@z)da (5)
finden 14Bt.

Ebenso einfach ist die Losung von Differentialgleichungen
der Form

%‘—‘P(y):()- (6)

4%
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Wir schreiben dy

—7 —=dax (7)
() .
nnd finden das allgemeine Integral:
dy )
=0+ o, 8)
ffp(y) ¢

wo @ (y) in y ebenfalls bebiebig sein kann.
Dieses allgemeine In-

4 tegral
y=C+ ff(x)dx (9)
schreiben wir mit
f f(@)da = F(x)
wie folgt:
b7 —C L F@). (10)

G0 Deuten wir diese Glei-
0__7&” chung geometrisch in einem
B recht winkligen Koordinaten-
C=-z  system, so erhalten wir eine
Mehrzahl von Kurven, und
Fig. 46. Integralkurvenschar. zwar fiir jede spezielle Aus-
wahl von C eine Kurve.
Es entsteht so, wenn wir ¢ alle Werte von — oc bis o0
durchlaufen lassen, eine Mannigfaltigkeit von Kurven
(Fig. 46), die einander kongruent und gegeneinander in Richtung
der y-Achse verschoben sind. Jedes Individuum der Mannig-
faltigkeit oder Kurvenschar stellt ein partikuldres Inte-
gral der gegebenen Differentialgleichung dar.

C=r2

o

§ 17. Anwendungsbeispiel: Die Spiegelkurve eines
flieBenden Gewissers.
Angeniherte Integration einer Differentialgleichung.

Ein technisches Beispiel fiir Differentialgleichungen der letzt-
genannten Art bietet die Untersuchung der Staukurven, bei
der Differentialgleichung

dy y*— Kk -
&y ¥y v 1
dx y:i B3 J ( )

fir die Gestalt des Spiegels eines stationdr ungleichférmig
flieBenden Gewdéssers resultiert.
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Zur Aufstellung dieser Gleichung geht man aus von der
Bewegung eines gleichformig flieBenden Gewdssers®).

Bezeichnet (Fig. 47) « den auf der Gerinneachse ge-
messenen Abstand eines Gerinnequerschnittes 4 B von einem

g

1 i 77, Y
” / \QK’“\ -7 _T__:;__—__

0 T 7 - \% a_;)/fj

re——— T —— T e—

Fig. 47. Betrachtung einer gleichférmigen Wasserbewegung.

Anfangsquerschnitte 0Y, dann ist klar, daB bei der gleich-
férmigen Bewegung die Arbeit des fallenden Wassers zur Uber-
windung der Bewegungswiderstinde dient. Bezeichnet F den
Gerinnequerschnitt, U den Gerinneumfang, r den Profilradius,
gegeben durch

F
T (2)

V die mittlere Wassergeschwindigkeit, y das spezifische Gewicht,
dann ist

A=yrUVdz (3)

die Gefdallarbeit bei Durchstrémung des Abschnitts dz. Die
Reibungsarbeit R ist empirisch proportional dem benetzten
Umfang U und dem Geschwindigkeitsquadrat V2. Sie findet sich

mit der Proportionalititskonstante ?}L
g

l 2
R=g UV Viz. (4)

Durch Gleichsetzung der beiden Arbeitsausdriicke (3) und (4)
und Streichen der GroBle VU ergibt sich, wenn nach geeigneter
Wahl des Mafisystems y =1 gesetzt wird,

dz

— l 2
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Bei gleichformiger Bewegung wird nun V, » und :i: lings

der Gerinneachse konstant und man kann mit
dz R
%= g 6
dx ()')

schreiben
A

J o= — 2 7
r o Ve, (7)

wo J das , Gefalle“ des Gerinnes bedeutet. Hier wollen wir stets
A . .
fir v den Eytelweinschen Wert 0,00037 benutzen, wobei wir

bemerken, dall es noch andere kompliziertere empirische Aus-
driicke dafiir gibt. Hierbei ist » in m, V in [msec™] einzusetzen;

A C . . . .
— hat demnach die Dimension [m™'-sec”], also einer reziproken

Beschleunigung.

Die Formel (7) wird z. B. bei der Berechnung von Kaniilen
benutzt. Meistens ist die vom Kanal fortzufiihrende Wassermenge
@ und das zur Verfiigung stehende Gefélle J durch die Natur-
verhiltnisse gegeben, die Breite b des Kanals durch den Boden-
preis nach oben begrenzt. Aus diesen Daten kann man mit (7)
den erforderlichen Profilradius und damit die Gestalt des
Gerinnequerschnittes bestimmen. Hat man z. B. einen sehr
breiten Kanal der Breite b, dann kann man den Profilradius
gleich der Wassertiefe £ und den Umfang statt der Breite setzen
und es wird

@
V=i
und
LQ?
A e
oder
) lQ} C
3__. v .
W= 2g62J° ()

h ist also in diesem Falle die Wassertiefe.

Bei der gleichférmigen Bewegung ist J ein Ma8 sowohl des
Spiegelgefidlles wie des Sohlengefilles, da beide einander
gleich sind. Wird nun eine gleichformige Wasserbewegung da-
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durch gestort, da man in das Gerinne ein Hindernis, etwa ein
Wehr, einbaut, dann weichen Spiegelgefille und Sohlengefille
der abgednderten Wasserbewegung voneinander ab. Betrachten
wir wieder zwei Gerinnequerschnitte 4B und 4’B im Ab-
stande dz, dann haben wir die Spiegelkurve

z=f(x)

von der Sohlenkurve
s = ()

zu unterscheiden (Fig. 48). s = ¢(z) ist eine im allgemeinen
gegebene Funktion. Gesucht wird die Gleichung des Spiegels,
und zwar bezogen auf die Sohle, d. h.

r=z—s=f(x)— @ (),

Tt \
4

g 5 4

Fig. 48. Betrachtung einer ungleichférmigen Wasserbewegung.

also die Wassertiefe in Abhéngigkeit von der Gerinnelinge x.
Hierbei muf3 der Anfangspunkt fiir die Zéhlung der Lénge z
aus den besonderen Bedingungen der Aufgabe noch bestimmt
werden.

Das nachfolgende Verfahren wird y direkt liefern, ohne
vorherige Aufsuchung von f(z).

Zur Gewinnung einer Gleichung fiir y gehen wir wieder von
dem Satz aus, daB innerhalb des Intervalles dx die zur Ver-
fiigung stehende Geféllearbeit die Widerstandsverluste decken muf3.

Zur Verfiigung steht die Arbeit @dz, wo @ die sekundliche
Wassermenge bedeutet. Diese Arbeit wird aber nicht ganz auf
die Deckung des Widerstandsverlustes verwendet, da ein Teil
dieser zwischen A B und A’ B’ zur Verdnderung der kinetischen
Energie des stromenden Wasserquantums verbraucht wird. Das
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stromende Wasserquantum € hat im Querschnitte 4B die

kinetische Energie
1

Q-
im Querschnitte 4’ B’ dagegen
1 R
;{»}—Q(V Ld V).

Die Anderung betrigt demnach

1 dv
+ @Vl dx.

Setzen wir nun einen breiten Kanal rechteckigen Querschnittes
voraus, dann gilt die Beziehung
Q—Vby,
d. h. die sekundliche Wassermenge ist gleich: Geschwindigkeit
mal Breite & mal Tiefe y und hieraus folgend:

y @
by
Es wird also:
av. 9 dy
de  by® dx
und die Anderung der kinetischen Energie
1 *d
g B
g y* de

Zur Deckung des Reibungsverlustes
72};}4 UVida

oder, da bei breiten Kanidlen der Umfang U annihernd gleich
der Breite b gesetzt werden kann,

;» QS ]

29 by
bleibt also von der Gefillearbeit @ dz nur iibrig:
1 1 @ dy
dz— - QVdV=Qdz-- - F4-"dx. 9
Qdz—  QVdV - Qdz+ ;P (9)
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Es entsteht also mit
dz ds dy

de  dxz daz
die Differentialgleichung:
(ds dy> 1 @dy 1 @
Nio " aa) T g Byde " 2ghy
oder nach beiderseitiger Hebung von  und mit dem konstanten
Sohlengefille

(10)

dy i o@Q? 1 @ dy
S A AT S S A 11
7 de  2gb%y° g b’ydax (11)

Setzt man hier zur Abkiirzung die Kenstanten

und

ein, so entsteht einfacher

b o

dy * — K
e %)

d. h. die im Anfang des Paragraphen angeschriebene Gleichung.

Hier ist zunéchst A mit der bereits oben festgestellten Wasser-

tiefe bei gleichformiger Stromung der Wassermenge @ auf dem

Gefille J identisch. % dagegen ist identisch mit der Wassertiefe
der gleichférmigen Stromung in einem Kanal, fiir welchen
A

2J

gilt, d. h. fiir welchen das Gefille J den Wert hat:

J = ; — 0,0036 — ~1:280.
Zwischen % und % besteht die Beziehung:
g —
k=12

oder

1
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Wir gehen nun iiber zur Integration der gefundenen Diffe-
rentialgleichung. Ks ergibt sich

_ y'— K 14)
.mkc+f¢¥mdy (

Dies ist die endliche Gleichung der Spiegelkurve. Um die
unbestimmte Konstante C fortzuschaffen, mufl man die Wasser-
tiefe an irgendeiner Stelle kennen, z. B. H dicht an dem Einbau.
Ist an dieser Stelle x == 4, dann ergibt sich fiir C

S B £
JA—[J%gde]:o
y' —
und als Spiegelgleichung:
F (3 13 5 73
B N At B A 5
J(@—4) = 'Jyg_ w7 fy;gﬁhgdy- (15)

Ehe wir an die genaue Auswertung und Untersuchung dieses
Integrals herangehen, wollen wirdie gefundene Differentialgleichung

dz 7y
zur angeniherten Bestimmung der Spiegelkurve benutzen
Dies geschieht in der Weise, indem wir einen Punkt der
Spiegelkurve z. B. dicht am Wehr festlegen durch Auswahl

y=H.
Hiermit ist bei y == H der Differentialquotient
dy> H? — W o
(o yr THF 16)

festgelegt, und da die Spiegelkurve nur schwach gekriimmt ist,

konnen wir annehmen, daf3 derselbe Wert des Differentialquotienten

noch ein endliches Stiick 4« stromauf gilt. Am Endpunkte dieses
Stiickes wird dann

H:S . k:} .

Ay =+ Ay T s (17)

d. h. Ay ist die Anderung der Wassertiefe an dieser Stelle.

Ein Beispiel wird das Verfahren verdeutlichen. Es liege ein
Kanal des Gefélles J= 0,00037 vor mit einer Wassergeschwindig-
keit V==1,2m. Dann betrigt die Wassertiefe der gleichférmigen
Strémung

i V2 1,44

= -—-—=0,00037 — ==~ 1,44dm,
o9 T 0,00037 0,00037 ~ m
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wahrend man

2J 4
k—h‘/ =144/ Sr = 0670
10 0.

findet.

Stauen wir jetzt die gleichférmig dahinflieBende Stromung
an irgendeiner Stelle auf H =1,8m auf, so ergibt sich folgende
Gleichung fiir die Abnahme Ay der Wassertiefe in der Entfernung
Az vom Stan:

5,832 — 2,986 2,846
’ L — Ax- s
5832 0301 1 4% 0000374 oy

= -+ 42-0,00019,

d.h. in der Entfernung 42 = — 500 m oberhalb hat sich die Stau-
tiefeum Ay = — 0,095 m = — 9,5 cm gedndert, d.h. sie ist kleiner
geworden; sie betrigt H = 1,705. Berechnet man mit diesem H
von neuem die obige Formel, so entsteht

4 913 — 2, 986 =
womit man wieder mit Ax = — 500 m stromauf die Tiefen-
abnahme

Az = + Az-0,00037

Ay = 0,017 m = 7,7 cm

findet. So rechnet man fort und gelangt zu immer geringeren
Wassertiefen, ohne indessen die urspriingliche Tiefe 1,44 m zu
erreichen: der Stauspiegel schmiegt sich asymptotisch dem
urspriinglichen Spiegel an. Vgl. Fig. 48.

Einen allgemeinen Uberblick iiber die durch die Differential-
gleichung in definierten Staukurven liefert die Durchfiihrung
der Integration und die genaue Diskussion der entstehenden
Gleichung.

Es handelt sich also um die Auswertung des Integrals

— 8 8__ 18

e I =D
y=H

Zunichst ist identisch

yP — I B —k*
—”y3—h3 1—{— —

Macht man jetzt die Substitutionen

H
y=nhn, dy=~hdy, 5, = 1
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so folgt

J(x— A4) =
8 __ 8
== —hf(l 7 — L

ks___ks
1 dn+f f

kﬁﬂ% B
und nach Emfiihrung der Abkiirzung

h

k
& k
J(@x—A4) =
) dy dy
ey —H) — B — S T e
Sly—H) b0 =)~ | 5T (fﬁ_g
Y CH
¥ L

(20)
h
Hier ist eine Vereinfachung zu erzielen, wenn man den Punkt

x =4,y = H so wahlt, dafi er in den Anfangspunkt des Koordi-
natensystems fallt. Es resultiert dann als Gleichung:
y *dp / (]17 )l
e Y — . &3 e —
el )
.
o
Integrals

(21)
7= 0 l /
In dieser letzten Formel bleibt noch die Berechnung des

 dn
,'73 . 1

iibrig, welches man mit Hilfe der Partialbruchzerlegung?®)
d

1 1 7 - 2
L S TR
7t —1 3<77~—1 n® -+ /—Ll) K
findet
e

29

= 2V3arccot — L. (22)
i V3
Diese Funktion, die kurz mit f(y) bezeichnet werde, hat
Bresse'?) tabellarisch berechnet

y - 1)
Den ungefiahren Verlauf der Funktion gibt von

n==0,0 bhis 5=20
Fig. 49 wieder
Die Funktion f(y) hat folgende ausgezeichnete Werte
£(0) = — 0,605

(1) oo, flxx) 0.

7 (19)
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Es ist also
dn
*Lf‘?l — — 0,605,
n =20
wonach die Formel (21) iibergeht in:
Jr=y—h(1—8[f(n) = 0,605]77:;/7. (23)
)

Diese Gleichung wird durch = 0, y = 0, = 0 befriedigt,
also geht die durch sie dargestellte Kurve durch den Anfangs-
punkt des Koordinatensystems, wie soeben festgesetzt.

N
S
A

0//

9% Q6 97 08 09 70 77 72 73 7% 15 76 17 18 29 307
Fig. 49. Verlauf der Bresseschen Funktion f(z).

Ferner wird fiir y = A die Gerinnelinge z = oo, da f(n)
fiir # =100 wird, d. h. die Kurve beriihrt asymptotisch die
zur Kanalsohle im Abstand y = % Parallele, d. h. den Spiegel
der ungestérten Stromung.

Weiterhin folgt nach Differentiation der Gleichung'?) (13):

dx ¢y —&® R —k®
d*x R — i3
Jos=—83—— ¢,
dye 3 (y3 . ks)z Y (24)
2
Das Vorzeichen des zweiten Diﬁérentialquotienbenfd——x ist

dy?
2

mafligebend fir Krimmung der Kurve. Ist % negativ'?), dann
Y
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ist die Staukurve in Richtung des positiven z, also stromab,
konvex. Das ist offenbar dann der Fall, wenn

B — >0
oder B — BB 0
oder 1.

In diesem Falle ist die Kurve iiberall konvex in Richtung
der Strémung (Fig. 50).

Fig. 50. Gestalt der Staukurve bei einem FluBl h > k.

Wasserlaufe, bei denen die Bedingung 1 > 22 erfiillt ist, nennt
man nach de Saint-Venants Vorgang Fliisse. Im Anfangs-
punkt A beginnt die Kurve mit unendlich schwacher Kriimmung

2 \
<g—gf, = 0) und mit wachsendem ¢ nimmt x zu. Mit
¥
y-—=Aih—k
wird dx v »
dy > —hm 7

d. h. die Kurve hat hier eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente;
dies findet im Punkte B statt. Hier kehrt die Kurve in Richtung
des Oberlaufef um und néhert sich asymptotisch (wie oben nach-
gewiesen) der Spiegelkurve C D der ungestérten Strémung, der im

Punkte y ==k, = — oo erreicht wird.

Fiir weiter wachsende y ~> %, » ~>1 wird x wieder endlich;
dx . - . . ds 1. .
d; wird positiv und wachst bis zum Werte d; = bei y = - co.

Der entstehende Kurvenzug CE geht asymptotisch von der Ge-
raden C D aus und ndhert sich ebenfalls asymptotisch der Ge-
raden FE, die die Gleichung besitzt:
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Soweit der Verlauf der Kurve oberhalb der Gerinnesohle,
Ein Stiick der Kurve liegt noch unterhalb der Gerinnesohle und
ist in der Fig. 50 punktiert gezeichnet; es kommt fiir die Spiegel-
gestalt nicht in Betracht.
Ist dagegen die Bedingung
B — <0
oder B>1
erfillt, dann bezeichnet man den Wasserlauf mit de Saint-
Venant als Wildbach. Dann ist der zweite Differentialquotient
Pz 3 A3 — k®
dy2 - (ya _ h3)2y
iiberall positiv, die Staukurve also iiberall konkav in Richtung
der Stromung. KEs ergibt sich folgendes Kurvenbild (Fig 51):

2

Fig. 51. Staukurvenverlauf bei einem Wildbach A < £.

Wieder beginnt die Kurve im Anfangspunkte A mit unendlich
2

schwacher Kriimmung ((diy—g:
mit positivem du asymptotisch dem Spiegel der ungestorten
y
d
Strémung, der mit x = 4 0o, y =5, d?j = oo erreicht wird. Mit
weiter wachsendem y Wirdagnegativ endlich, um bei y = 14 zu
verschwinden. Dies tritt ein im Punkte D, in welchem die Kurve
eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente hat. Gleichzeitig ist D

= 0; Wendetangente) und néhert sich

ein Umkehrpunkt fiir die Kurve; mit y > ik Wirdg—xpositiv, um

sich mit & = 0o, y == 0o (welches Wertepaar die Kurve befriedigt)
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dem Werte } zu ndhern. Dieser Kurvenzweig (DE in der Figur)

hat also ebenfalls eine Asymptote, deren Gleichung ist:
Jx =y -+ 0,605 (4* — 1)h.
Im Falle 1* = 1, wenn also weder ein FluB noch ein Wild-

bach vorliegt, wird

de 1

dy "
d. h. der Spiegel ist iiberall eine horizontale Gerade, und zwar
ist es die durch die Gleichung Jx ==y gegebene.

§ 18. Integration bei allgemeineren Formen der Differential-
gleichung. Trernung der Variabeln.
Anwendungsbeispiel: Grundwasserspiegel.

Eine etwas kompliziertere Form der Differentialgleichung
dy>
F</ s Y, 7 ==0
OV da
ist folgende Gleichung:
¢ , dy
P LYy, 1
w(y)  da )
Auch hier findet sich leicht eine Gestalt der Gleichung, von
der aus die Integration sofort vorgenommen werden kann. Man
schreibt fiir (2) nach Multiplikation mit v (y)-da:
p(x)de +y(y)dy —=0. (2)
Man nennt diese Umformung ,, Trennung der Variabeln
und hat sofort als allgemeines Integral von (3) die Gleichung:

Jo@de + [wE)dy +C—0. (3)

Die Integration einer Differentialgleichung gelingt immer,

wenn sich die Trennung der Variabeln durchfiithren lat. Hier-
her gehort auch die noch allgemeinere Form:

P @)y (y)de + @ (x) v, (y)dy — 0. 4)

Hier gelangt man durch Division mit v (y)- ¢, (2) zur Tren-

nung der Variabeln:
¢ () dx - v, () dy - 0 (5)
Pue) v () '

und zum allgemeinen Integral:

J‘ﬂ@.dx +f‘¥i1 ) dy - C~0. (6)

?, (@) v (y)
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§ 19. Anwendungsbheispiel: Spiegelkurve des Grundwasser-
stromes in der Umgebung eines Brunnens.

Ein Beispiel moge das Verfahren der Trennung der Variabeln
erldutern.

Es handele sich um die Ermittlung der Spiegelkurve des
Grundwasserstromes in der Umgebung eines Brunnens.

24
A 8
¥ 7 W
T . L
0% 5 2 Py ’Eo\ﬁ ;'.:,:':M":"' ‘0'&0
s o~ o~ “‘x\(\\~ B P eI TR ~ ~
PR WA 5980 (o "fw'?x O] I AN
RS R PR ~-\'\ ML IPIC T
R S NI TR (et — — AT e~ N
3 . VT 5 LY B, [N 1N 5
= US) S\L \: S_///"\"/_. :‘NL':_,V'\) (‘L\'( M‘J&d J;IJ/_
7t E77 77 A
fe——>
Fig. 52. Ungestorter Grund- Fig. 53. Brunnen im Grund-
wasserstrom. wagserstrom.

In der Figur 52 sei 4 B die Erdoberfliche, CD der Grund-
wasserspiegel vor Anlegung des Brunnens, EF eine den Grund-
wasserstrom nach unten begrenzende undurchléssige Schicht,
etwa aus Ton bestehend.

Wird nun an irgendeiner Stelle ein Brunnenschacht etwa
bis auf die undurchlissige Schicht EF getrieben und in diesem
Schacht der Wasserspiegel durch Wasserentnahme auf dem
Niveau GH gehalten, so senkt sich der Grundwasserspiegel in
der Umgebung des Brunnens (Fig. 53). Die urspriinglich gerad-
linige Spiegelkurve CD geht in zwei gekrimmte Zweige C'G
und D' H iiber, die sich an den Wasser~tand GQH anschlieBen.
Der Spiegel selbst ist eine Rotationsfliche um die Achse OY
mit G0’ oder HD' als erzeugender Meridianlinie,

Zur Ermittlung der Kurve H’'D benutzt man den durch
die Erfahrung hinreichend gesicherten Satz, daB8 die Strémungs-
geschwindigkeit v des Wassers in einem Punkte P des durch-
lissigen Sandkorpers dem Gefélle Z_Z der Spiegelkurve in dem
senkrecht iiber P liegenden Punkte M’ proportional ist. Be-

zeichnet man die Proportionalitédtskonstante mit £, so ist an-
zusetzen

V= %. (1)

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 5
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Nunmehr ergibt sich das durch den Mantel des Zylinders
NNMM

radial nach innen strémende Wasserquantum
d :
Q- 2mxyv - ‘anyk—g, (2)
x

und da @ fir alle Zylinder des Radius # denselben Wert haben
muB, der der Entnahme aus dem Brunnen gleich ist, so gibt
(2) sofort die Differentialgleichung des Problems.

Diese geht nach Trennung der Variabeln iiber in

de  2ak
. 0 ydy (3)
und nach Integration in
lga - ] o y* (41
A ) oYt
= Q .

Die unbekannte Integrationskonstante ermittelt man leicht
aus der Bedingung, dafl die Spiegelkurve D'H in den Brunnen-
spiegel G H iibergehen muf. Wenn nimlich der Brunnendurch-
messer — 2r und die Wassertiefe im Brunnen - % ist, dann
muf} fiir * 7 y- -k werden, d. h. es mull sein

Igr-:0+70 h? )

oder durch Auflosung nach €
ah.
c - lgr— A7
0
Fihrt man diesen Wert in die urspriingliche Integralgleichung
(4) ein, so ergibt sich
x ak

lgr - 0 (y* — 2%, (6)

womit wir in die Lage gesetzt sind, die Spiegelkurve zu berechnen *3).

§ 20. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.
Bernoullis Substitutionsmethode.

Lineare Differentialgleichungen der Form

dy
) L Xy X, 0. 1
dx-‘{ y: 0 0 ()

wo X und X, Funktionen von z allein bezeichnen, kommen
sehr hdufig vor. Eine Methode zu ihrer Lésung stammt von
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Bernoulli. Sie besteht darin, dafi man y als Produkt zweier
Funktionen u und » von z zu erhalten sucht. Aus
y —uv @)

findet sich durch Differentiation

dy dv du

PR P P )
Setzt man die Formeln (2) und (3) in (1) ein, so folgt die neue
Differentialgleichung

du dv >
Diese Differentialgleichung wird offenbar befriedigt, indem man

die Klammerausdriicke einzeln = Null setzt, d. h. indem man
die einfacheren Differentialgleichungen

du
pahed — i)
g T Xu=0 (5)
und dv
O —
udx FXy=0 (6)

16st. Von diesen ist die erste (5) sehr einfach. Man hat
du

und nach Integration mit Hinzufiigung einer Konstanten C

lgu:CO——-fde (8)
oder
w0 9)
wenn — ¢C
1

gesetzt wird.
Aus (6) ergibt sich aber
dv X,
%

dz (10)

oder mit (9)

fxade

1
dv = —a?Xoe dx (11)

oder nach Integration (mit einer neuen Integrationskonstanten C,)

J‘X dz

00y~ > [ X, F " da. (12)
2 01
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Kehren wir nun zum Ansatz (2) zuriick, so findet sich durch
Einsetzen von (9) und (12)

Yo U= e_'rXM<C——fXO ()'le‘r-r{n'), (13)
wenn O, O, — C gesetzt wird, oder

fXOe'erzdx—{—yeJ.XdI = C. (14)

§ 21. Anwendungsbeispiel: Entstehung eines Wechselstromes.

Eine Differentialgleichung der Form
d , ,
di'#X?/‘i"Xoio (1>

tritt auf bei der Ermittlung des Wechselstromes, der in einem
mit Selbstinduktion behafteten Leiter nach Anlegung einer
Wechselstromspannung E = E sin wt entsteht. Diese Diffe-
rentialgleichung erhalten wir, indem wir £ gleich der Summe
des Ohmschen Spannungsabfalles WJ und des induktiven

Spannungsabfalles L "~ setzen:

dt
dJ
£ E-—wJ+LY (2)
dt
Schreiben wir dies in der Form:
J
dJ w ) |
S e (¢
PTRREN A s 3)
w L so finden wir die Gestalt von (1), wenn wir
Fig. 54. Stromkreis setzen
mit Widerstand w E
und Selbstinduktion, J=y; t=u; 7= X, — L= X

allerdings ist %{ == X hier eine Konstante. Unter Anwendung

von Formel (13) § 20 ergibt sich sofort

w "W ‘
J = ef_ fdz(O -— f—« %ej L dt-rlt)

-, K w,
e I (C-]-'-Li’fef' sin witdt) . (4)
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Hier ist das Integral nach einer Integraltafel (z. B. Hiitte 1908
I. S. 78) zu bestimmen.

Wir erhalten
w

-t E
J=C0e¢ L + .0 __ .gin(wt—7), 5
VW2 0 L2 ( ) ®)
wo fiir den Winkel y gilt
wL
bgy = .
87 = (6)

Die unbestimmte Konstante C' bestimmt sich aus den ,,Anfangs-
bedingungen“. Soll z. B. im Beginn des Einschaltens, zur Zeit
{ =0, der Strom J == 0 sein, so hat man

0=0C-L :EOSLHJ’
VW2 + o L2
oder
E wL
0 @E
W oL (™
folglich
B oL _r, E
J‘:—m <€ L + VW =0 _‘Sln ((j)t—‘}’) (8)

Die Stromstérke setzt sich also aus einem mit der Zeit ,ab-
klingenden“ Teil

- EByoL - %t
W2+ o o I*°
und einem rein ,periodischen® Teil
—:EL—h sin (wt — y)
VW? + w? L?

Zzusammen.

Zunidchst interessiert die Geschwindigkeit des Abklingens
des ersten Teiles. Diese ist gegeben durch die Abnahme der
Exponentialfunktion

_w
e L' —g-bt
mit wachsender Zeit.
w
Firt_ Oiste Z°— 1. Von diesem Wert nimmt e—b¢

fortgesetzt ab. Die Geschwindigkeit der Abnahme ist um so
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groBer, je grofer b ist, je grofer also der Widerstand W im
Verhéltnis zur Selbstinduktion ist. Mit b =1 (Widerstand -
Selbstinduktion) haben wir die gewdhnliche reziproke Exponen-
tialfunktion e —!, deren Werte in nachfolgender Tabelle bis
t == b sec zusammengestellt sind.

Tabelle 1.
e —
in sec e’ in sec e ™!
0,0 0,0 3,5 0,0302
0,5 0,6065 4,0 0,0183
1,0 0,3679 4,5 | 0,0110
1,6 0,2232 5,0 | 0,0067
2,0 0,1353 55 l 0,0041
2,5 0,0818 6,0 | 0,0025
3,0 0,0498

Diese kleine Tabelle ist mit dem Rechenschieber berechnet
unter Benutzung der Reihenentwicklung

2 3 4 b}

e b1 — ,t - fm - r . ‘,tu — ‘t .

1 2! 310 41t 5!
7 Zuerst berechnet man e —%° auf 4

Dezimalen wie folgt
1,0 = 1,0000; — ¢t = - 0,5000

ti’ 3

i o £
| — == 0,0026; — —- = — 0,0003

4! D!
4 i + 1,1276 ),6211

S
\\ \‘1; mithin:
0,0 OG-
E?}Q\' \ e == 0,6065;
~— \ - ferner findet sich
A ] . 1 -
: s 0,3679
\ 2.7182 ’ ’
NN '

E Ny \ womit die beiden ersten Tabellen-
— werte festliegen. Alleiibrigenfinden

o 7 2 3 4 5 6SeF
Fig. 55. Die Exponentialfunktion
e~ btfiirverschiedeneWerte von b.

Fir b = 2 und b == 3

sichausdiesen durch Multiplikation.
Z.B.e "2 =(0,3679)* == 0,1353 und
24.20,1353 >< 0,6065 == 0,0818.

1
findet man die Werte ¢ :° durch

Quadrieren bzw. Radizieren der ¢—*-Wette.
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In Fig. 55 sind die errechneten Werte als Kurven zu-

sammengetragen. Man erkennt, wie schon nach wenigen Se-
w

kunden die Funktion ¢ Z' auf wenige Prozente ihres Anfangs-
wertes ,abgeklungen® ist, womit ihr Beitrag zum Momentanwert
des Wechselstromes praktisch als verschwunden betrachtet werden
kann.

Es bleibt also jetzt noch ibrig, den Wechselstrom

K,
20 sin (wi— p) =Jsin (w - p)

VW2 + o L? ' ’
zu betrachten. Die Konstanten, die hier auftreten, tragen
folgende Benennungen:

J

E, = der groBte Momentanwert der Spannung,

Jy =" = der groBte Momentanwert des
VW? + w? L?

Stromes,

VW? - »? [? = die Impedanz oder der scheinbare
Widerstand des Wechselstromkreises,

w L = die Reaktanz,

w = 2vx=die Kreisfrequenz,

v =die Frequenz,

L
y = arctg fOW = die Phasenverschiebung.

Wichtig ist vor allem der Vergleich der beiden Funktionen
e=sin wt und ¢ =sin (w¢ — y), die fiir den Verlauf von Span-
nung und Strom mafigebend sind. Die beiden Funktionen ent-
sprechenden Kurven sind in Fig. 56 aufgetragen. KEs ergibt
sich, dall die Funktionswerte sind fiir

t=0:e=0; 1= —siny
f" .
und.fiir t:]r:c:siny; 2 =0,

)
woraus erhellt, dal die Stromsinuskurve ; der der Spannungs-
sinuskurve ¢ nacheilt, und zwar im Kreismaf um den Winkel

arct @
Y == —
g W ’
im Zeitmafl um die Zeit y

(,().

Man nennt y die Phasenverschiebung.
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Berechnung eines Beispiels:
Es sei die Spannung E, = 500 Volt.
Es sei die Selbstinduktion L == 0,0858 Henry.
Es sei der Widerstand W = 3,43 Ohm,
also a = -- 40,0.
Es sei die Frequenz » = 50/sec,
also die Kreisfrequenz wm =~ 2av =- 314.
Es ergibt sich die Reaktanz «w L = 26,9.

201
-4—3’ |
L i '=.5/'/7/w6—3/}
S
. ) o .
IE“ /7 20 ¥ |
je
le=s/n wt |
qo Sek Qo7 Sek a0z5ek
Fig. 56. Die Stromnacheilung.
Mithin WL W2 723 + 12

und die Impedanz
VW2 4+ w?L? = 27,11,
J also
E
J o= 7% - 18,44 Amp,
v
,”’L 26,9
w343
oder die Phasenverschiebung

7,82

0,7Jek~r——4«-‘4—0,75e/r-4' Infolge des hohen Wertes
b == — 40,0 klingt das Glied
stromes. Eo wle -t

W Lo’

<

Fig. 57. Entstehung eines Wechsel-

welches zur Zeit ¢ — 0 den Wert 18,16 Amp. hat, sehr schnell
ab; bereits nach 0,1 sec ist es auf 0,018, nach 0,15 sec auf
0,0025 seines Anfangswertes gesunken, womit die volle Aus-
bildung des Wechselstromes beendet ist.
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Es vergehen also nur wenige Stromwechsel, bis der Strom
seinen reguldren Wert J, erreicht hat. Die Fig. 57 stellt den
Anfangsverlauf der Strombildung dar.

§ 22. Das singuléire Integral.

Im § 16 betrachteten wir eine Mannigfaltigkeit von Inte-
gralen einer gegebenen Differentialgleichung, die durch eine
Kurvenschar graphisch dargestellt wurde.

Wir wollen die vorgelegte Differentialgleichung

dy> B
F(x,y,(ﬁ =0 (1)
nun in der speziellen Form
A dy
Qﬁ>~%2w@,wg;—v%%y%=0, (2)

also in <Z—y> quadratisch annehmen.
x

Durch Auflésung nach Z—Z ergibt sich

%:—¢®w+V?@E?$@@
und 3)
)V )

In jedem Punkt der xzy-Ebene gibt es also zwei verschiedene
Tangentenrichtungen (Fig. 58), mithin auch zwei verschiedene
Kurven, die der gegebenen Differential-

gleichung geniigen. F/
Bezeichnen wir diese Kurven mit 1

bzw. 2 und sei 7 z
D(x,y,0)=0 (4)

das allgemeine Integral von (1), so ist
@ (.’E, Y 01) =0 (5) —>Z

die Gleichung der Kurve 1 und Fig. 51)81; Zwﬁi getrennte
¢(x’ v, 02) —0 (6) ntegraikurven.

die Gleichung der Kurve 2. Die Werte C; und C, werden um
einen endlichen Betrag voneinander verschieden sein, wenn die
beiden Kurven 1 und 2 ,weit“ auseinander liegen.
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Betrachten wir jedoch zwei solche Kurven, die unmittelbar
aufeinander folgen, so werden die Betriige von C, und O, nicht
mehr erheblich verschieden sein, so dall wir als Gleichungen
der beiden konsekutiven Kurven 1 und 2 anschreiben kénnen

D(x,y,0) -0
und
Dz, y, C+dC) = 0.

Aus der Figur 59 ergibt sich ferner, daBl auch die beiden Tan-
gentenrichtungen in dem Schnittpunkte zweier ,konsekutiven*
Kurven nicht mehr sehr voneinander verschieden sind. Der
Ort der Schnittpunkte der ,konsekutiven“ Kurven geniigt dem-
nach ebenfalls der Differentialgleichung (1).

4
2 Y
7
e 20—
2 /
.
\ f RS
) | z
‘r BN
14
[
Fig. 59. Aufeinanderfolgende Fig. 60. Eigenschaft der

Integralkurven. Astroide.

Aus der analytischen Geometrie ist aber bekannt, daB der
geometrische Ort der Schnittpunkte ,konsekutiver® Individuen
einer Kurvenschar die einhiillende Kurve der Schar ist.
Bekanntlich**) erhilt man die Gleichung der Einhiillenden durch
Elimination des ,Parameters ¢ aus

Dla,y,C) 0O
und l i
oD (x,y, () 0 ( (7)

o ' [

Hieraus ergibt sich, daf ein Integral von (1) existieren kann,
welches keine willkiirliche Konstante (' enthilt. Diese be-
sondere Art des Integrals nennt man das singulire. Ein solches
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existiert aber nur dann, wenn die gegebene Differentialgleichung
(1) mindestens vom zweiten Grade in g?i ist.
x
Man kann die Differentialgleichung einer Geraden auf-
stellen, die so liegt, daBl die Koordinatenachsen auf ihr ein
Stiick von gegebener Linge a abschneiden (Fig. 60). Dies ge-
lingt wie folgt:

Es ist
P g™
x tg7 = dz
oder dy
p= x&—x '
Ferner ist - o dy
9=y —p=Y x_d;
und g dy
Vad — g dx’
Aus der letzten Gleichung folgt
dy
“dx
q=

Vil

und hieraus durch Einsetzen in die vorletzte Gleichung

’ ay
- T ——— 8
(y —=zy) Vit (8)
oder , ay'
= e 9
y=uzy -+ Vity® 9)

Dies ist die Differentialgleichung einer Geraden, welche der
oben gestellten Forderung geniigt.

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist
Yy=2x C + e (10)

wie sich durch Einsetzen von
y=C
in (9) ohne weiteres ergibt.
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Differenziert man (10) nach Vorschrift (7) nach ', so folgt

1 —lc.c:.viaee
RPN & R (A S

14+ ¢
1

(14 CHV1 4 ¢

Setzt man (11) in (10) ein (zwecks Elimination von ), so
findet sich

0O—=2x-F+a (11)

03 (12)

Fig. 61. Gestalt der Astroide.

withrend aus (11) durch Aufldsung nach C folgt
' a 2
(0
1
iTor
Nach Einfiilhrung der Ergebnisse (13) in (12) folgt

(==

1

und
o X
a

o
Jl (13)

3

o5 (1)
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woraus sich endgiiltig findet

3 2 2

¥ +y=d (15)
als Gleichung der Einhiillenden und damit des singuldren In-

tegrales zu (g). Die so entstehende Kurve ist die Astroide
(Fig. 61).

§ 23. Die Methode des integrierenden Faktors'®).

I. Die Differentialgleichung (4) des § 18 kann man in der
Form schreiben

fx,y)dz+ gz, y)dy =0. (1)
Dieser Ausdruck hat die Form des totalen Differentials
einer Funktion F(z,y)
F F

2 2
AF =5 dz+ 7 dy, 2)

da sowohl %— wie | 5:[7 zwei verschiedene Funktionen von zx
x
und y sind.

Nun ist der Ausdruck (1) ohne Zweifel mit (2) identisch,
wenn

oF oF
== == 3
()= md gy =7 ®
gilt. Die Bedingungen (3) bestehen aber dann, wenn
of  *F *F  og

N T Ao al T A - (4)
oy 0xdy oyox Jy
ist. Haben f und g die Eigenschaft (4), d. h.
of og

@2%, (48«)

so ist die Integrabilititsbedingung fiir (1) erfillt, und
es existiert ein allgemeines Integral der Form
F(z,y)=0, (5)
wo C die willkiirliche Integrationskonstante ist.
Zur Auffindung von F kniipfen wir an die Gleichung (3)

oF
3z —®Y)
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an, die wir partiell in bezug auf x bei konstantem y integrieren
konnen

= [ (e, y)dz + G (y). (6)

Hier ist G die unbestimmte Integrationskonstante, die y, aber
nicht x enthalten kann.

An der Gleichung (6) untersuchen wir, ob sie die Eigen-
schaft
oF

F gz, y)
hat und finden
oF of oG (y) ‘
el IR L 7
T faydx + % g(x,y), (7)

welche Gleichung zur Ermittlung von @ (y) fiihrt
. of |
Gly)= ) gle.y)dy - |dy | ;5 de—C, (8)

Hier muB C eine wirkliche Konstante, d. h. frei von « und y
sein, weil sonst die Gleichung (7) nicht bestiinde.

Durch Einsetzen von (8) in (6) ergibt sich

P [rewte - [owpay (a7 i

Yy Yy

und mit Bezug auf (5) das aligemeine Integral

f xydx+f xydy~J‘dyf Mie—20. (9

Als Beispiel behandeln wir die Differentialgleichung
(o 2wy 4 D) et (gn 202y + ;)dy =0, (10)

bei der die Integrabilititsbedingung erfiillt ist, denn es ist

oy,
oy ox
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Nunmehr fithren wir die in (9) vorgeschriebenen Integrationen aus

ff(x, y)dx:f(xwrzzyw—;)d -2

z

fg(x’y)dy:ﬂyur 2”2y2+§>d :;f;iﬂ*"/ +1gy

fdyj‘ -dx = fdyjlél zydx = 2?47,

wonach sich das allgemeine Integral zusammensetzt
pmtl yn+1

m 1 Eo 11 aty? gy = C. (11)

IL. Ist die Integrabilitédtsbedingung nicht erfiillt, so besteht
immer eine Funktion J (z, y) derart, daf

(@, y)J (x, y)dz + g (x, y)J (v, y)dy = 0
ein totales Differential wird.
Es mufl dann gelten

of-J) __o(g-J)
W a2

d. h. wir erhalten zur Bestimmung von J die partielle Dif-
ferentialgleichung

— )7 +o. (13)

Die Integration dieser Gleichung verursacht meistens be-
sondere Schwierigkeiten. Oft fiihrt aber ein Weg zum Ziel,
der von besonderen Voraussetzungen iiber die Gestalt der
Funktion J (z, y) ausgeht.

Nimmt man zunédchst einmal an, daB J eine Funktion
J

von z allein sei, so wird —Ziz 0, und g— kann mit totalen
x

Differentiationszeichen geschrieben werden. Gleichung (13) geht
sodann iiber in

1dJ 1 (of ag>
e e 14
Jdz g (ay ox (14)
oder dlgJ (8f _ 8_9) (15)
dz oy o/
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Unsere Annahme, dall J nur z enthalte, ist demnach richtig,
wenn der Ausdruck

1 <0 fdg

g \oy 8x)

nur die Variable x enthilt. Dann kann man ohne weiteres
(15) integrieren

1.(2,/:,,29),”

9\dy =z

J = . (15a)

Dieser Fall liegt vor bei der Differentialgleichung des
§ 20, die wir jetzt in der Form schreiben

Xy + Xy)da +-dy —0 (16)
fda -+ gdy =0,
d. h. es ist
r-—Xy+ X,
g 1
und der integrierende Faktor wird

B
dy cax) Jxax
SN = e .

Demnach ist
Xy --X,) c"dedx -+ e"X“a’y

ein totales Differential, und wir konnen nach Vorschrift (9)
verfahren:

f(f.])dyc:nyeJXdz 1z - fXOeJ.Xdzdx

gJ) dy — eJde i

o e[,

woraus sich das allgemeine Integral ergibt

fXO efXdzdx -+ yefde =
in Ubereinstimmung mit Gl. (14) § 20.

Auf analoge Weise erhélt man einen von x freien Faktor
J, der nur y enthilt, wenn

f@%_%)



§ 24. Hohere Differentialquotienten. 81

von y frei ist. Dann lautet der integrierende Faktor
fl(?ﬂf’l>ay.
J—e f\oz oy

Es gibt noch einen dritten Fall, in welchem J = X,Y, d. h.
gleich dem Produkt zweier Funktionen ist, die nur x bzw. y
enthalten. Wir verweisen hierfiir auf die ausfiihrlicheren Lehr-
biicher der Differentialgleichungen?®).

ITII. Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

§ 24. Hohere Differentialquotienten. Lineare Differential-
gleichungen zweiter Ordnung. Verschiedene Formen.
Ein Blick auf die in § 15 zusammengestellten Differential-

formeln zeigt, dal der Differentialquotient der Funktionen f(x)
wieder eine Funktion von z ist, die allgemein mit f’(x) be-

zeichnet wird. Aus y = f(””) (1)
folgt also dy v ’

Diese neue Funktion f’(z) kann man natiirlich nochmals diffe-
renzieren, wodurch man den zweiten Differentialquotienten
von f(x) erhlt.

Man driickt diesen Vorgang des nochmaligen Differenzierens
an der Formel (2) wie folgt aus

dy af’ (x)
3) i@ _“a _dy

de  dxz  dx  dw )
oder ddy  df'(x) ddf(@) . dy
Gwdz " Az dwdz " O 0 Y

oder mit der Abkiirzung dd = d*
Py _df (@) _ ¢r(E)

G Ay T oaer @Y )
Wiederholt man die Differentiation n-mal, so erhdlt man analog
dsy . d3f(x) e I
i A (@) =y (6)
und dry drf () @ () — i)
dan d;r—f (x)—y (7)

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 6
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Diese hoheren Differentialquotienten sind mit den Variablen
x und y die Bausteine, aus denen sich die Differentialgleichungen,
die wir nun betrachten wollen, zusammensetzen.

Analog § 10 schreiben wir nunmehr die Differentialgleichung
zweiter Ordnung in allgemeiner Form an:

dy d‘“’y> o
F(;{,y,g&', 1a2) -0. (8)

Es ist dies also eine Glei-
chung, in welcher auler den
Variablen z und y auch der
erste und zweite Differen-
tialquotient ~ vorkommen.
Die Integration von Glei-
chungen dieser Art ist
wiederum mit einem be-
liebigen Girad von Annédhe-
rung moglich, wenn es ge-
dy

lingt, sie nach —-7 aufzu-
g n pRL

2

I6sen. Es sei also

Fig 62. Niherungsldsung einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit Hilfe des Krimmungskreises. d:

d*y N dy
77"2 o / {ﬁ.‘l"s ?/a('" \

la /" ®)

2

Durch diese Gleichung ist da nach Festsetzung bestimmter
22

Werte fir x,y,c—;ly gegeben. Denkt man sich die gesuchte
dx

Funktion y — ¢ (2) als Kurve aufgetragen, so kann man nach
Auswahl eines Punktes z,y, und nach Festlegung der Tangente
durch diesen mit y, den Radius des Kriimmungskreises
in z,y, berechnen

el 10)
Yo

Wird der Kreis mit dem Mittelpunkt M, gezeichnet, so kann
man auf seinem Umfang dicht neben z,y, einen neuen Punkt
x,y, aussuchen, dessen Richtungstangens y," aus der Figur be-
stimmt wird. Mit Hilfe der Gl (9) berechnet man den zweiten
Differentialquotienten x4,

Q9 7

”

¥ == @y, Y1 ¥,
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und damit den Kriimmungsradius
VA +y, %)

y1//
des Kreises mit dem Mittelpunkte M,. Fahrt man in dieser
Weise fort, so erhdlt man punktweise eine Kurve, fiir die in
allen Punkten die Differentialgleichung (8) erfiillt ist.

Wie man sofort bemerkt, liefert nach Auswahl von z,y,
jede Tangente durch diesen Punkt eine Kurve. Es gehen also
durch «,y, unendlich viele Kurven, die der Differentialgleichung
geniigen.

Und ferner liefert jede Auswahl eines Punktes x,y, ein
solches Kurvenbiischel.

Jede der so bestimmten Kurven stellt ein partikuldres
Integral der gesuchten Differentialgleichung dar. Wahlt man
zwei beliebige partikuldre Integrale

1

Y=, (%)
und Yo = @y ()
aus, aber so, dafl sie verschiedenen Kurvenbiischeln angehdren,
dann ist y=C (@) + C, 9, (2)

das allgemeine Integral.

Durch geeignete Auswahl von C, und C, kann man jede
der oben erhaltenen Kurven darstellen.

Unter den unendlich vielen Differentialgleichungen, die
nach Formel (1) moglich sind, interessieren uns nun in der
theoretischen Naturbetrachtung zunéchst gewisse speziellere
Klassen. Zundchst sind vor allem wichtig wegen ihrer An-
wendung die linearen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung im weiteren Sinne. Sie sind so benannt, weil die
Differentialquotienten in ihnen nur linear vorkommen, wahrend
ihre Koeffizienten Funktionen der beiden Variablen sind

d? d
P, (x, y)E;y?—+P1(x, y)di;—}— P,(z,y)y + Py(x,y)=0. (11)

wo im dritten Gliede y als ,nullter” Differentialquotient zu
betrachten ist.

Ein weiterer Schritt filhrt zu den linearen Differential-
gleichungen im engeren Sinne, bei denen in den Funktionen
P,, P,, P,, P, nur noch die abhiingige Variable £ vorkommt.
d? d
A+ P@ AP @y P@=0. (19

6*

P, (x)
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Die linearen Differentialgleichungen im engeren Sinne sind
in besonders hohem Male Gegenstand der Forschung gewesen
und wir werden ihnen bei einer groen Menge von Aufgaben
der Mechanik begegnen.

Allereinfachster Natur und ebenfalls wegen der Anwen-
dungen wichtig sind die linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten, die aus Formel (12) hervorgehen,
wenn man die Funktionen P mit Konstanten ¢ entsprechend
gleichsetzt:

d* d
SRR Aeey

Diese Diffentialgleichungen treten besonders in dem wich-
tigen Kapitel von den kleinen Schwingungen auf.

Wir gehen in den néchsten Paragraphen dazu iiber, ein-
fachere Beispiele fiir die linearen Differentialgleichungen zu
besprechen.

@, = O. (13)

i 3 \

§ 25. Die Differentialgleichung der Seilkurve.

I In Fig. 63 ist das Grundsitzliche einer Drahtseil-
hédngebriicke gezeichnet. Zwei Drahtseile I und II sind iiber
die Auflager 4 und B gespannt und bei 4’ und B’ verankert.

I'ig. 63. Die Drahtseilhiingebriicke.

An ihnen sind eine Anzahl Héngesiulen 1234... in
gleichen Abstédnden befestigt, an deren unterem Ende die Fahr-
bahn FF aufgehdngt wird. Das Gewicht der Fahrbahn und
der auf dieser befindlichen Briickennutzbelastung (Fahrzeuge,
Menschen usw.) wird durch die Hangesiulen auf die Drahtscile
und damit auf die Auflager 4 B und die Verankerungen 4’'B’
tibertragen.
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Fiir eine gegebene Spannweite s und Briickenbreite 6 wird
das Gewicht der Fahrbahn f sowie die Nutzbelastung v als be-
kannt angenommen. Z. B. kann man fiir schwere stiddtische
StraBenbriicken mit Pflasterung f = 1300 kg/qm fiir die Fahr-
babn und v -==400kg/qm fiir die Verkehrslast wihlen. Beide
Arten von Belastung werden iiber die Spannweite s gleichmiBig
verteilt angenommen. Setzt man die Zahl der Hingesiulen
einer Briickenseite gleich N, so wird durch jede dieser die Be-
(FA)sb

2N
Es entsteht jetzt die Aufgabe, zwecks Berechnung der Stiirke
der Drahtseile, der Auflagerstiitzen 4 B so-
wie der Verankerungen A4’'B’ den Kraft- ¢
verlauf in dem ganzen System zu er-
mitteln.

lastung P - -auf jedes der beiden Drahtseile iibertragen.

7 b
7700 650 L
o 7700
0 7700 76
Fig. 64. System von parallelen Kraften, Fig. 65. Krifteplan.

Zur Vorbereitung der Losung untersuchen wir eine Anzahl
in einer Ebene gegebener paralleler Krafte (Fig. 64)

P, = 1100 kg P, — 1100 kg
P,— 650 ,, P, = 1100 ,
P, — 900 ,, P, — 850 ,,
P, — 100 .,

und versuchen eine Seilverbindung zwischen ihnen zu finden,
die mit den Kriften ein Gleichgewichtssystem bildet.

Man trage die Krifte der GroBe (1 mm = 100 kg) und dem
Sinne nach auf einer der gegebenen Kraftrichtung parallelen
Geraden auf (Fig. 65), wodurch man auf dieser die Punkte
0...7 erhilt.

Von einem beliebig gewdhlten Pole O ziehe man Gerade
nach den Punkten 0—7, wodurch der Kriafteplan 0—7—0
entsteht.
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Zu den Geraden O—O0 bis O—7 ziehe man 8 Parallele
(Fig. 64), so daB sich stevs zwei aufeinanderfolgende dieser auf
einer der Kraftlinien P,..P, schneiden, wodurch das Seil-
polygon 0—1—2-—3—4—5—6—7 entsteht.

Wir betrachten jetzt die Seiten des Seilpolygons als aus
realen Seilstiicken bestehend, deren erstes (0) und letztes (7)
an zwei festen Punkten 4 und B angekniipft sei (Fig. 66). In
den Knotenpunkten denken wir uns die parallelen Krifte
P, ... bis P, angebracht, z. B. als angehéingte Gewichte. Be-
kanntlich ist dann das System, d. h. die Spannungen zweier
aneinander stofenden Seilstiicke, mit der dazugehorigen Kraft
im Gleichgewicht.

o7 s’
Fig. 67. Krifteparallelogramm an einem Seileckpunkt.

Die Spannungen der einzelnen Seilstiicke kdnnen aus dem
Kréfteplan entnommen werden; sie sind den Strahlen 0—0
bis O—7 gleich, wenn diese in demselben Mallstab gemessen
werden wie die Krifte P,...P.. Man erhilt:

Spannung 0,0 = 4500 kg 0,4 — 3200 kg
0,1 = 3800 . 0,5 = 3400 .
0,2 = 3450 , 0,6 = 3900
0,3 = 3200 ., 0,7 = 4450

Fiir den Polygonpunkt 5 ist das Krifteparallelogramm
0'4'5"0" gezeichnet. Es ist die Seilspannung 0”5 = 04 und
0’5" = 05. (Fig. 66 und 67.)

Alle Seilspannungen haben die Eigenschaft, daf sie bei
Zerlegung in vertikaler und horizontaler Richtung sé&mtlich
gleiche Horizontalkomponenten H, in vorliegendem Falle 3150 kg,
ergeben. Man nennt die Grole H den Horizontalzug des
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Seilpolygons. Diese Tatsache ergibt sich ohne weiteres aus
Fig. 64 durch Zerlegung der Seilspannungen 0—O0 bis 0—7
in eine Vertikal- und eine Horizontalkomponente H.

Man nennt 4B = s die Spannweite des Seilpolygons.

Das Seilpolygon ist eindeutig bestimmt, wenn das Krifte-
system, die Auflager 4 und B und der Horizontalzug gegeben sind.

Je groBer bei gegebenem Kriftesystem der Horizontalzug
angenommen wird, desto flacher wird das Seilpolygon und
desto groBer die Spannungen in den einzelnen Seilstiicken. Der
Horizontalzug wird bestimmt durch den Abstand des Poles O
von der Kraftlinie 0—7, Fig. 65.

4

Fig. 68. Seilpolygon durch vorgeschriebene Auflagerpunkte.

Im iibrigen ist die Wahl des Poles willkiirlich und beeinfluBt
in erster Linie die Lage der Auflagerpunkte. Da diese aber
gegeben sind, muBl man die aus der Wahl des Poles sich er-
gebenden Auflagerpunkte den gegebenen anpassen. Ist z. B.
verlangt, dafl bei im iibrigen ungeéinderten Verhdltnissen die
Auflagerpunkte 4 und B die in Fig. 68 gegebene gegenseitige
Lage haben, dann braucht man nur die vertikalen Abstinde
der Seilknotenpunkte von der Geraden AB Fig. 66 von der
Geraden 4 B Fig. 68 nach unten abzutragen, um die verlangte
Gestalt des Seilecks zu finden.

II. Wir kehren jetzt zur Hiangebriicke Fig. 63 zuriick. Die
ganze Linge sei 40, die Breite 20 m. Wir nehmen N = 20 Hénge-
séulen an, so daB auf eine die Belastung

P 1,7—20—4Qt
2:20
—=1,7-20t = 34 ¢
entfillt.
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Diese 20 Belastungen P werden im Krifteplan von 0 bis 20
aneinander getragen. Nach Wahl eines Poles O (mit einem
Horizontalzug H, dessen Ermittelung weiter unten besprochen
wird) zeichnet man, wie oben geschildert, das Seileck
0123...20, welches sofort die gesuchte Gestalt des Briicken-
seiles ergibt, wenn man den Pol O symmetrisch zum Krifte-
eck 0--20 gewdhlt hatte. Fig. 69.

DAINHH VWD

L

|
|
|
6 707772134‘557;7595

7

NN

e /
7

Fig. 69. Konstruktion der Gestalt des Drahtseils.
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Ein Blick auf die Figur zeigt. daB im vorliegenden Fall,
infolge der groflen Zahl zu beriicksichtigender Krifte P, das
Seileck als Kurve erscheint. Dies wiirde noch mehr der Fall
sein, wenn wir (was uns durchaus freisteht) eine noch groere
Zahl von Hingesdulen angeordnet hitten; dann wire die Ver-
teilung der Briickenlast auf das Seil noch gleichmiBiger ge-
worden: wir hétten die Seilkurve aus einer noch gréBeren An-
zahl kleinerer Stiicke zusammengesetzt.

III. Auf diese Weise gelangt man durch fortgesetzte Unter-
teilung der Belastung zum Begriff der stetigen Ubertragung
der Last auf das Seil.

Hierbei kann man die Voraussetzung einer iiber die ganze
Spannweite ! gleichméfBigen Lastverteilung fallen lassen und
eine beliebige ungleichméfBige Verteilung voraussetzen, die
als Funktion ¢ = f(x) des Abstandes von einem Auflager ge-
geben sei, und zwar graphisch als sogenannte Belastungs-
fliche A B E D (Fig. 70). Auch in diesem Falle kann man einen
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Kréfteplan zeichnen, indem man die ganze Last @ j fx) da
0

als Vertiale ON auftrigt. Die Spannung in einem Punkte P
des Seiles findet man, indem man in P eine Tangente und zu
dieser eine Parallele durch den Pol des Krifteplanes zieht.
Diese Polwahl ist gleich der Seilspannung. Auch hier ergibt
sich wieder, dal} alle Seilspannungen dieselbe Horizontalkom-
ponente haben.

V) s 9
&
A N s
14
. V{
7 T E
74 3 ”
Fds
*Y
53 N
Vyda: 4,
A~ ’
P Z’ 5;
Wdv

Fig. 70. Seilkurve mit stetiger Belastung.

Zur Gestalt der Seilkurve kann man auf rechnerischem
Wege gelangen durch Einfithrung eines Koordinatensystems xy
mit dem Auflagerpunkt 4 als Anfangspunkt; die Ordinaten y
werden positiv nach unten gerechnet, die Abszissen x positiv
nach rechts.

Wir betrachten ein unendlich kleines Stiick ds der Seil-
kurve im Punkte, welches wir aus dem Seil herausgeschnitten
denken. Damit das Gleichgewicht des Stilickchens weiter-
besteht, miissen wir uns die von den fortgelassenen Seilstiicken
auf ds ibertragenen Seilspannungen § nach links und 8, nach
rechts hinzudenken, neben der von der Belastungsfliche her-
rithrenden kleinen vertikalen Belastung qdxz. Zerlegt man die
Spannungen § und S, in ihre horizontalen und vertikalen Kom-
ponenten, so kann man die Bedingungen fiir das Gleichgewicht
des kleinen Seilstiickes ds anschreiben. In horizontaler Rich-

tung gilt: H—H
=H,,

welche Gleichung wegen des iiberall gleichen Horizontalzuges
erfiillt ist.
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In vertikaler Richtung gilt:
V=gdx+V,. (1)
Da hier aber V, =V -+ dV gesetzt werden kann, so folgt,
nach beiderseitiger Weglassung von V':
dV = — qdx. (2)

Da nun, wie wir oben sahen, die Spannungen S tangential
zur Seilkurve sind, so gilt

V dy R
o @
oder
dy /
Hier kann man wegen der Konstanten H sofort differenzieren
- cly> ) d*y .
Setzt man das Ergebnis in Gl (2) ein, so folgt:
d*y
H e qdzx
oder nach Division mit daz:
d?y v
" Y e . (

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve.

Diese Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung
wegen des darin vorkommenden Differentialquotienten J % , der

a?
von der zweiten Ordnung ist.

Jede Differentialgleichung hat ein allgemeines Integral,
welches sich aus partikuléren Integralen mit Hilfe unbe-
stimmter Konstanten zusammensetzt. Jede Differential-
gleichung hat unendlich viele partikuldre Integrale.

Im vorliegenden Fall einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung sind zwei voneinander unabhéngige partiku-
lare Integrale erforderlich, um das allgemeine Integral aufzu-
bauen. Setzen wir in (6) zunichst allgemein:

q=flz), (7)
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so folgt durch eine erstmalige Integration der Differentialgleichung

d’y
Ho o =—1@ (8)
zunéchst
dy
dezol—ff(w)dy (9)
und durch nochmalige Integration
Hy = C,+ [ C da — [da [ f(z)da (10)
oder
Hy—=C,+Cz— [da [ f(z)da. (11)

Hier sind C, und C, die beiden unbestimmten Integrations-
konstanten; jedes Wertpaar C, C, liefert ein partikuldres Integral.

Sonach gébe es unendlich viele Seilkurven, die die Aufgabe
losen. Aus dieser Schar von Kurven hat man nun diejenige
herauszusuchen, die sich den weiteren Bedingungen der Kurve
anpaft. Derartige Bedingungen kénnen in erster Linie die
Punkte festsetzen, durch welche die Seilkurve hindurchgehen
soll. Wir wollen solche Bedingungen an einer besonderen Kurve
studieren, die dem Fall entspricht, daB die Belastung ¢
gleichmiBig iiber die Spannweite I verteilt ist. Es ist dann
f(z) = ¢=Const und damit nimmt das allgemeine Integral
Gleichung (12) die Form an:

Hy=02+olx~q%. (12)

Da y eine quadratische Funktion von z ist, so wird
die Seilkurve eine Parabel. Unsere weiteren Bedingungen
sollen nun darin bestehen, 1) daB die Kurve durch den An-
fangspunkt « =y = 0, d. h. durch den linken Auflagerpunkt
gehen soll, und 2) dafl der rechte Auflagerpunkt um die Strecke a
tiefer als der linke liegen soll, d. h. die Kurve soll durch den
Punkt x = I, y = a gehen.

Aus der ersten Bedingung findet man:

0=0C,, (13)
aus der zweiten:
l2
Ha=0Cl—gqy (14)
und hieraus:
_ 2Ha +-¢P

C, 51 (15)
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Jetzt kann man das partikuldre Integral, welches den ge-
gebenen Bedingungen geniigt, schreiben wie folgt:

2Ha +-ql* g2 o

Hy =0 et (16)

In dieser Gleichung tritt noch der Horizontalzug H auf,

iiber den wir ebenfalls mit verfiigen miissen. Wie wir oben

sahen, hingt von dem Horizontalzug der Durchhang der Kurve

ab. Dies kann man rechnerisch erkennen, wenn man in Gleichung

(16) beide Auflager 4 und B in gleicher Héhe annimmt, d. h.

a = O setzt. Dann ergibt sich:

gl qu? -
Hy 0 5 - (17)
Der Durchhang der Seilkurve findet sich aus dicser Gleichung
fir w - y LM
o1 fqlF ¢l ql*
yo=f ﬁ<4 %) i (18)

Diese Gleichung dient dazu, bei gegebenem Durchhang ¢
den erforderlichen Horizontalzug H zu berechnen.

IV. Das oben angegebene Verfahren der Konstruktion der
Seilkurve kann man zur graphischen Integration der Differential-
gleichung
d* ;
da" rla) (19)
anwenden. In der Figur 71 sei die Funktion f(x) graphisch
durch die Kurve abc gegeben; es werden alle diejenigen Kurven
verlangt, die der obengenannten Differentialgleichung geniigen.

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung lautete:

Hy O, Clad [deff)de. (20)

Wir nehmen jetzt einen festen Punkt x,y, an und suchen

die Gleichung aller Kurven, die durch diesen Punkt gehen und

der Differentialgleichung geniigen. Durch Einsetzen von z,
und y, in (20) ergibt sich

Hy, - C, 4 Czx - A(x,), (21)

wo A (x,) der Wert des in (20) rechtsstehenden Integrals ist,

den man nach Einsetzen von x, erhilt. Loést man (21) nach

C, auf, so ergibt sich:
C,=Hy, — A{x,) — C x,. (22)

H
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Setzt man dies in Gl (20) ein, so erhdlt man eine neue
Integralgleichung, die nur noch eine Integrationskonstante C,
enthilt, ndmlich:

H:’/ - Hyu‘ A (xo)+01(x~xo+fdxff(x)dx. (23)

¥

76

77;7.9
Fig. 71. Graphische Ermittlung der Seilkurven fiir eine gegebene
Lastverteilung.

Diese Gleichung ergibt fiir jeden Wert von C; eine Kurve,
die durch z,y, geht und der Differentialgleichung geniigt; sie
reprisentiert, wie man zu sagen pflegt, ein ,Biischel“ von Seil-
kurven, dessen Mittelpunkt z,y, ist.

Um eine Anzahl von Individuen dieses Biischels zu kon-
struieren, zerlegen wir die von der Kurve y = f(z) und der
x-Achse begrenzte Fliache durch Ordinaten des gleichen Abstandes
,Eins“ in eine Anzahl von ,Elementarstreifen, deren Schwer-
punkte man ermittelt. Die Streifen sind von 1 bis 22 gezéhlt.
Dann trigt man die mittleren Ordinaten der Streifen auf der
y-Achse (oder auf einer zu dieser Parallelen) von 0 beginnend
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auf, wobeil negative Ordinaten in Richtung der positiven y-Achse
aufgetragen werden. Nach Annahme eines Poles P, im Abstande H
von der y-Achse konstruiert man punktweise die Seilkurve in
der oben beschriebenen Weise, indem man beim Punkte z,y,
beginnt und die Kurve nach rechts und links fortsetzt. So ent-
stehe die Kurve 4, B,C, D, E,.

Jede Auswahl eines Poles oder, was dasselbe heilt, jede
Festlegung der Tangente der Kurve im Punkte z,y, liefert eine
Seilkurve. Die einzelnen Kurven verlaufen immer steiler, je steiler
man diese Anfangstangente wihlt; schlieBlich arten die Seil-
kurven in eine Gerade aus, die durch z,y, parallel zur y-Achse
verlduft; dieser Fall entspricht dem Wert:

0, =cc.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten fiir die anderen
Individuen des Biischels greifen wir auf das erste Integral der
gegebenen Differentialgleichung

d .
H) 0 fl)da (24

zuriick. Die Kurve

n=C, +[f(x)de, (25)
die dieses Integral reprisentiert und die Abhéngigkeit der Tan-
gentenneigungen der Seilkurven von den Werten der Abszissen

wiedergibt, kann ebenfalls graphisch aus der Kurve abc gefunden
werden.

Das Integral [ f(x)da

bedeutet, wie in § 5 dargelegt, den zwischen der Kurve abc
und der z- Achse eingeschlossenen Flicheninhalt, der begrenzt ist
durch irgendeine Anfangsordinate und die Ordinate der Abszisse .
Wir wihlen die Anfangsordinate bei der Abszisse x =- 0, d. h. wir
lassen die Kurve

) = C, ~f~f f(x)da
durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems gehen. Die
Konstante C; muf} gleich 0 gesetzt werden, wie sich aus folgendem
ergibt.
Die graphisch gegebene Kurve abc wiirde, wenn man sie
analytisch darstellen wollte, eine Gestalt folgender Art haben

S (x):ao——}ralx%ﬂ...,

da sich jede Funktion im allgemeinen in eine Potenzreihe ent-
wickeln 1aBt17).
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Das Integral dieser Funktion, wenn man von der Konstanten
absieht, lautet dann:

)

fydx:ff(x)dx:a0x+al%+... (26)
und mit der Integrationskonstanten
2
= Cl—!—aox—f—al%—!—

Da wir aber unsere Kurvenfiiche von 2 = 0 an zidhlen wollen,
also fiir x = 0 das Integral f y dx verschwinden soll, mufl auch
C, = 0 sein.

Zur graphischen Ermittlung der Kurve

—:ff(x)dx

aus der Kurve abc addieren wir die mittleren H8hen der schon
oben benutzten Elementarstreifen auf den jeweiligen Endordinaten
der Streifen. Es entsteht so die Kurve ABCDE.

Beider Ausfiihrung derbeschriebenen graphischen Summation
ergibt sich wieder wie frither, da die Kurve

N = f f(x)dx
da Kulminationspunkte haben muB, wo die Kurve
y="1(2)
Nullpunkte hat. Nullpunkte der Kurve abc liegen vor in den
Punkten b; entsprechend hat die Kurve A BCDE ihre Kul-
minationspunkte in B und D.
Durch Hinzufiigung der Integrationskonstanten C, erhélt man
die Gesamtheit der ersten Integralkurven der Differentialgleichung
> ,
némlich
—HY ¢ 4 [ @)
= H =0+ [ f@)de.

Zu jedem Individuum dieser Kurvenschar, die durch Parallel-
verschiebung in Richtung der y-Achse aus ABCDE entsteht,
gehoren einfach unendlich viele Individuen der Schar der zweiten
Integrale, aber nur ein Individuum, welches durch z,y, geht.
Alle diese Kurven, die die ersten Integrale zu ABCDE sind,
entstehen auseinander durch Parallelverschiebung. Um eine dieser
Kurven zu bestimmen, z. B. 3—3—38—3, die die y-Achse mit
horizontaler Tangente schneidet, legt man den Pol P, fest,
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indem: man den einer horizontalen Tangente parallelen Polstrahl
10 —P, zieht. Aus 3—3—3—3 wird die Kurve 4,B,C,D,E,
gewonnen durch Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse;
4,B,C,D,E, ist das durch den Nullpunkt mit horizontaler Tan-
gente gehende Individuum und hat die Gleichung

Y = frlef(a")(h
Die Konstruktion der Seilkurve j(x) ist also gleich-
bedeutend mit der Herstellung der zweiten Integralkurve
zu dieser Funktion™).

§ 26. Differentialgleichung dey elastischen Linie.

Von derselben Form wie die Differentialgleichung der Seil-
kurve ist die technisch sehr wichtige Differentialgleichung der
elastischen Linie.

Man versteht hierunter die Gestalt, die ein elastischer (im
allgemeinen prismatischer) Stab unter Einfluf &uflerer Krifte
annimmt.

Wir wollen nur ebene elastische Linien betrachten und setzen
zundchst einen Balken der Lénge ! voraus, der an einem Ende
eingespannt und am andern durch eine Kraft P auf Biegung
beansprucht ist. Fig. 72.

Fig. 72, Kinseitig eingespannter Fig. 73. Normalspannungen und
Balken. Schulspannungen.

Wir untersuchen die Spannungsverhiltnisse an einem Quer-
schnitt in der Entfernung x vom eingespannten Ende.

Es treten, wenn wir uns das vordere Ende entfernt denken,
die Normalspannungen ¢ iiber den Querschnitt auf, deren
Resultierende

fadf':() (1)

verschwinden und deren Moment
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sein mull, wenn Gleichgewicht zwischen der beanspruchenden
Kraft und den inneren Spannungen herrschen soll. Streng ge-
nommen kommt noch die Gleichgewichtsbedingung gegen Ver-
schiebung quer zur Balkenachse: f tdf = P hinzu, doch wollen
wir die Schubspannungen 7 nicht betrachten (Fig. 73).
Nunmehr miissen Annahmen iiber die Verteilung der Span-
nungen iiber den Querschnitt gemacht werden. Die einfachste
Annahme ist die einer linearen Verteilung (Fig. 74)

6=o0,+z2a, &
womit sich auf Grund von
Gleichung (1) eine Faserschicht
G

im Balken z — z, — — % er- .

i

.
gibt, die spannungslos ist. N X
Diese Faserschicht enthilt die ___,LL
Balkenachse, welche die u
Schwerpunkte der Balken- Fig. 74. Lineare Verteilung der
querschnitte verbindet. Die Normalspannungen.

Spannung wird dann Druckspannung
6= —0a,

u

; (32)

auf der unteren Hilfte der Balkenquerschnitte, Zugspannung

a—:_+oozi (3b)

auf der oberen Hilfte der Querschnitte.
Gleichung (2) geht hiermit aber iiber in

%’:fz?df:P-(l-—x)

oder, wenn f:‘-’ df, das Trigheitsmoment des Balkenquer-
schnitts, mit J bezeichnet wird:

o :P(l—x)

209, (@

Wir betrachten jetzt die Formédnderung des Balkens
(Fig. 75). An der Stelle x liegt eine Kriimmung der Mittellinie
vor und wir nehmen an, daB die Balkenquerschnitte auch nach
der Kriimmung eben und zur Mittellinie senkrecht seien. Dann
gilt nach der Figur, wenn

Ad:c:%c

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 7
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die Verlingerung einer im Abstand z von der Balkenachse liegen-
den Faser der Lénge dx ist,

Adx flaf
20
oder
o E
PRy (5)

und nach (4)

(6)

Fig. 75. Forménderung des einseitig eingespannten Balkens.

Ist nun y die durch die Beanspruchung erfolgte Senkung
der Balkenachse unter die urspriingliche horizontale Lage an
der Stelle x, so ist der Ausdruck fiir den Kriimmungsradius
nach den Lehren der analytischen Geometrie'?)

o=ty (5a)

Weil aber die Biegungen innerhalb des Bereiches der ela-
stischen Forménderungen nur klein ausfallen, kann man die
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Neigungen der Balkenachse gegen die z-Achse als klein voraus-
setzen und also Z—Z vernachlissigen. Gleichung (6) wird dann

angendhert;
'y 1

Diese Gleichung geht in diejenige der Seilkurve iiber, wenn
E-J=H und P(l —z)=f(z) gesetzt wird.

Handelt es sich um einen Balken auf zwei Stiitzen, der eine
beliebig verteilte Last f(x) trégt (Fig. 76), so kann man eben-
falls die Gl.(7) benutzen,
indem man das Biegungs- ~
moment an der Stelle /T \F/-\
x =M, setzt §
{

d?y
E’~Jﬁ:: —M,, (8)

AN b Y. 4
wo das Minuszeichen des- P
halb steht, weil das po- T T g
sitive Moment M eine Fig. 76. Stetige Lastverteilung iiber
negative Kriitmmung her- einem Balken.
vorbringt.

M, ermittelt sich hier
als das erste Seilpolygon
zur Belastungsfliche

M, = ~fdxff(x)dx. (9)
Die Loésung der Dif- i
ferentialgleichung der ela- r—
stischen Linie verlangt M‘b
also die Konstruktion der
vierten Integralkurve zur
Kurve f(x) oder die Kon-
struktion des zweiten Seil- !
polygons  entsprechend
dem Ansatz:

dty Fig. 77. Belastungsfliche, Quer-

EJ T (f(x) . (10) kraftfliche, Momentenfliche.

=7

AN
[$Y

4=

Den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Integral-
kurven zu f(z) liefert folgende durch Figur 77 erlduterte Auf-
stellung:

7*



100 Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

= f(x) ist die Belastungsfliche,
T

— f gdx, da serste Integral zu ¢, ist die Querkraftfliche,
0

A
z

= f Qdx, das zweite Integral zu ¢, ist die Momentenflache.
0

Es gelten also die Beziehungen:

0 _ eM
dz dz> = T
Will man in dem Ausdruk fiir g (6 a) Z—y nicht vernachlissigen,
x

so lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie:
3

272
|

d?y [ (dy>
Y. IV ). 11
dax? Ll - dx/ | @) (1)

Diese Differentialgleichung gehért zum nicht linearen Typus,
sondern hat die allgemeine Form

d*y dy)# :
P ) =1 (12)

und wird im Anschlufl an § 28 behandelt werden.

§ 27. Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.

Eine #duflerst wichtige Rolle spielt in der Technik die
Differentialgleichung:
d*y
Tt
wo abc konstante GroBen sind. Bekanntlich werden alle freien
Schwingungsvorgiinge, in erster Linie die eines Massenpunktes,
durch diese Gleichung beschrieben. Es ist ndmlich @ — m die Masse
des Punktes, b die Dampfungskonstante der Bewegung, ¢ die
Kraft, die den Punkt an die Mittelachse seiner Bewegung fesselt,
y die Entfernung des Punktes von seiner Mittellage und x—1¢
die Zeit.
Zur Integration der Gleichung (1) substituieren wir zunichst

dy
o ey =0, (1)

dy
P | “
dy dp dpdy ip [

i dv  dyde dy P
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und erhalten
dp
apzl——{—bp—{-cy:O. (4)
x
In dieser Gleichung substituieren wir
dp dv
p ="y, @—H—y@, (5)

wo wir uns v als eine zu ermittelnde Funktion von y denken.
Wir erhalten nach Division mit y

av<v+y§§>+bv~}—c=0 (8)
oder anders geordnet

(av2+bv+c)=—avydv.

(7

dy
Hier ist die Trennung der Variablen méglich:
dy avdv
v T T awrbee ®)

oder nach Division mit ¢ im Nenner und Ziahler der rechten
Seite:

dy__ ___ vdv
) ’

Setzen wir hier:

(Lot S =p-ae—p), (10)

wo

——(a—]—ﬂ)szv und aﬂ———i

a a

sind, so kann man die rechte Seite von (9) in zwei Partialbriiche
zerlegen und schreiben:

dy 1 <v‘L_,,l3_>dv, (11)

Y «—p\wv—a v—

woraus man durch Integration erhalt

lgy*F=Ilglv—pf —lg(v—ea)+1gC (12)
oder nach Beseitigung der Logarithmen

ya_ﬂ_G(’”“ ﬁ)ﬁ

=00 (13)
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Macht man in dieser Gleichung nach (5) die Restitution

—_
)
so ergibt sich allgemeines Integral von Gleichung (4)
— 14
1= C(g_ﬁy)&' (14)
(P —ay)

Diese Gleichung kann ersetzt werden durch die beiden
anderen

p—oy = ‘4,51. (15>
p—Ffy=8,]
wenn man A’ und B’ so bestimmt, daf}
B
¢ =1 (15a)
wird. Setzt man in (15) fiir p seinen Wert aus Gleichung (2)
p:% ein, so findet man aus
dy < A')
a” VW )
dzx - \ /3‘

die Integrale
Al
lg<y+7):m+1gA,1
B (17)
le(y+ %) = ot 158
die unter Benutzung der Exponentialfunktion iibergehen in:

A
oo o)

, . (18)
Yy = — g - Be/”’”.i

Daman nun 4’ und B’ gleichzeitig = Null werden lassen kann,
ohne die Gleichung (15a) zu verletzen, so stellen

?/1:‘46”1
'yQ:Be’“J

(19)
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die beiden gesuchten partikuliren Integrale von (1) dar, so daB
das allgemeine Integral lautet:

y = Ae** 4 Bef®. (20)
Hier miissen o und g Wurzeln der Gleichung
b c
21 = 2= 21
ptut =0 (21)

sein.
Die Wurzeln der Gleichung lauten:

. b b? c
===t ) o
b b2

c

== Ve’
haben also die Form
o= — 10
e+. } (23)
f=—0—10
. _ b c 2
mit Q—"2a, 0:‘/;—1(1-2,

wo ¢ die imagindre Einheit bedeutet.

Das allgemeine Integral (20) nimmt nun die verschiedensten
Formen an, je nach den Werten, die den Konstanten abc bzw.

den Quotienten L und -~ beigelegt werden.
a a

Wir setzen a zunichst stets als positiv voraus, was durch
Zeichenwechsel jedenfalls erreicht werden kann. Dann ergibt
sich, daBl y im Falle eines negativen b mit x unendlich zu-
nimmt. Ist b positiv, so kann y mit zunehmendem x nicht
ins Unendliche wachsen, wenn nicht etwa ¢ negativ wird.
Negatives ¢ 1afit y ebenfalls unendlich grof werden.

I. Zunichst untersuchen wir naher den Fall

b=0.
Dann wird das allgemeine Integral (20)
y=AdeTic? L Beg—ioz, (24)

Negatives ¢ 1aBt y unendlich zunehmen (Fig. 78), positives ¢
verwandelt die Exponentialfunktion in die zyklometrische Funktion
und (24) nimmt die Gestalt an (mit By—= 4 + B, 4,=(4 — B)1)

y = A, sin ox + B, cos 6z (25)
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oder y=A, sino(x— ), (26)
wo gilt A,= A4, cos oz, B,= — A,singx,.
Wir erhalten also eine rein periodische Funktion;
4, heillt die Amplitude

z, die Phasenverschiebung,

T — ?oi‘ die Periode,

n = »26— die Frequenz der Schwingung.
Tt

o die Kreisfrequenz.

Die hiermit gegebene Bewegungsform ist in Fig. 79 dar-
gestellt.

¥ x4

A
&
I

Y

Y
Aysine z,
=

A e 72Z .

Fig. 78. Uneigentlicher Fig. 79. Reine Sinusschwingungen.
Schwingungsvorgang.

ITa. Ist die GroBe b << 0, die Schwingung also mit Dimpfung
behaftet, so bietet sich zunichst der Unterfall

¢ h®

| Dy Bl (27)
dar. Es stellt sich dann (20) in die Form:
y = Aje~27 sin ¢ (x — ;) (28)
mit — A, sinoxy= A+ B

A, cosory=A — B) 7.

Setzt man, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, x, =0,
so kann man die Maxima und Minima von y aufsuchen mittelst
des Ansatzes:

dy

dx:O:e"é"’(o cosox — o sin 6x) =0. (29)
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Diese Gleichung hat unendlich viele positive Wurzeln:

JT

omy=g —ptk—Dm k=1,23...  (30)

wo 0
tgy=-"
ist. Die zugehdrigen Maximal- bzw. Minimalwerte von y sind:
yp = A;e—% cos g,
woraus sich fiir die Differenz der Logarithmen zweier aufeinander-
folgender y ergibt:
g (i) — 18 ) = — 0 (@his — %)

7. (31)

Die logarithmische Diffe-
renz zweier aufeinanderfolgen- A
der Schwingungsweiten ist also &7
konstant, man nennt die GroBe |« —z; > |

|

@ '
:7 7 g (32)

das logarithmische Dekre-

ment der Schwingung. , | | |
Fig. 80 gibt ein Bild einer {<«—7le7sberslcr>

geddmpften Schwingung. e

%Z’ ist wieder die Schwin- Fig- 80. Gedampfte Schwingung.
0

gunggdauer, sie ist grofler als bei nicht vorhandener Démpfung.

IIb. Ist »

c

W a0
dann wird das allgemeine Integral

y=e 2%(Adeto® | Be—"%) (33)

in welcher Formel ¢ <C g ist. Jetzt kann weder y noch % ver-
schwinden, solange 4 und B gleiche Vorzeichen haben. Es
kénnen also weder Nullpunkte noch Extreme vorkommen; y

néhert sich mit wachsendem x asymptotisch dem Werte Null
(Fig. 81).
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Haben jedoch 4 und B verschiedene Vorzeichen, so gibt

es einen Nullpunkt:
1., A

— o 1g
17 95 8B
der aber nur dann wirklich auftritt, wenn die Bewegung zur

Zeit x = 0 nach dem Schwingungsmittelpunkt hin gerichtet war
(Fig. 82).

X

A

Fig. 81.

Fig. 82.

»-(—.z:z—;-l
Fig. 83.
Fig. 81—83. Verschiedene Formen der aperiodischen Bewegung.

Das Extrem liegt bei

, 1 (eto)B
T, g(@—o)A
und ist unter allen Umsténden vorhanden. Nach Uberschreitung
des Extrems fithrt die Bewegung zur Mittellage zuriick.

Diese Bewegungsform ist die aperiodische, von der in
Fig. 81, 82, 83 die wichtigsten Formen dargestellt sind.

III. Der Fall 6 =0 bzw.
b =4dac
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liefert zwei gleiche Wurzeln
¢ und g und mithin unter
Anwendung der Regeln des
§ 40 das allgemeine Integral:
y=A-4 Bxje—e=,

Diese Bewegung hat
ebenfalls den Charakter IIb,
je nachdem die Anfangs-
bedingungen bzw. die Werte
A und B gewdhlt werden.
Wir geben die moglichen
Fille in den nebenstehenden
Figuren wieder.

A4>0
Fig. 84: B—pA <O
B>0
A4>0
Fig.85: B—pA4<0
B <0
4>0
Fig. 86: B—9A >0
B>0

Uber die Anwendung der
Differentialgleichung

ay’+by +cy=0
auf technische Problem esiehe
W. Hort, Technische Schwin-
gungslehre, 2. Aufl, Springer,
1922.

A
¥
Fig. 84.
A
.7;,--7
Es
- B5-e4
Yt be
Fig. 85.
? i gtz-ﬂ—eﬂ
1_
5-pA
wz=TéL
Fig. 86.
Fig. 84—86. Spezielle aperiodische
Bewegungsformen.

§ 28. Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Kettenlinie.

Unter den nicht linearen Differentialgleichungen II. Ord-
nung gestatten zundchst diejenigen eine allgemeine Behandlung,
in welchen nur der zweite und der erste Differentialquotient
vorkommen, welche sich also an der Form erweisen

F(d‘y d

AT
T )= )
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Gelingt es, diese Gleichung nach Z;% aufzulosen, so dafl also
x

eine Gleichung der Form

@y <dy)
dvt ~ \iz @)
entsteht, so wird eine erste Integration mdglich, wenn man
dy
iz =P
substituiert. Es folgt dann statt (2)
dp .
= 1(p) (3

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher
man nach Trennung der Variablen schreiben kann

dp
(®) )
und nach erstmaliger Integration
dp
x:C—}—ff420 -+ ¢ . (5
vy G e®) )
Gelingt es, diese Gleichung nach p aufzul6sen, wodurch
= ’P( - 01) (6)

resultiere, so ist die zweite Integration moglich.
Man schreibt statt (6)

dy
dx

und nach Trennung der Variablen

=y (x - C1,\) (7)

dy =y (v — Oy)du,
woraus sich das allgemeine Integral findet:
y=0C,+ fy) (x — C)da.

Ein Beispiel fiir diese Art von Differentialgleichungen bietet
die Kettenlinie.

§ 29. Die Kettenlinie,

Diese Kurve gehort zu den ,Seilkurven®.
Sie ist identisch mit der Gestalt eines an zwei Punkten
aufgehéingten Seiles, welches nur unter seinem KEigengewicht
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steht und welches keine Biegungssteifigkeit aufweist (annihernd
bei einer Kette erfiillt). Fig. 87.

Wir betrachten wie bei der Seilkurve das Gleichgewicht
eines Kurvenelementes ds und gelangen zu der Formel
V=yds+V,=dV+V,, (1)
in welcher yds das Eigengewicht des Kettenstiickchens ds be-
deutet.

Da ferner auch hier das Verhiltnis zwischen der Vertikal-
komponente V der Kettenspannung und dem Horizontalzug H
gleich dem Tangens des Neigungswinkels oder

dy

sein muBl, so folgt als
Differentialgleichung der
Kettenlinie: 4,

dy® A

Schreibt man hier

dy
Hd%—¥——-7ds, (4)

so kann man sofort ein- }“
mal integrieren AP
Fig. 87. Die Kettenlinie.

Yiy

d
HY—C+ys, (5)
d. h. der Richtungstangens der Kurve ist der Bogen-
lange proportional
Zur Gewinnung des allgemeinen Integrals kehren wir zur
Gleichung
d?y

Hdw

=+ yds
zuriick, in welcher wir fur
ds =Vdaz® + dy* ¥)

setzen. Nach Division mit dx folgt dann

= L —_Z
Hip =77V 11 gz - (6)
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Nach Substitution von

dy _
dx
ergibt sich hier
Hd —
- £ 2 7
s = Vitp ("
. . H
und nach Trennung der Variablen mit ?: a
dp
A — s = + dx (8)
Vi+p?
Nach erstmaliger Integration folgt:
d
I R (9)
V14 p?
oder B
alg(p+V1+p%)=C, +a. (10)

Diese Gleichung laBt sich nach p auflésen. Es folgen aufein-
ander die Ansétze:

itz
pHVI4p=e
z(iif g‘j’j
1+p=c * —2pe ® fp° (11)
1/ Gtz _Gite
P 2 - ¢
P 2( ‘ )'
Nach Restitution des fiir p giiltigen Wertes kommt dann
Gtz Gtz
QZEG“ —e “y (12)
de 2\ /

Wir nehmen jetzt eine Transformation des Koordinaten-
systems vor, indem wir das Achsenkreuz um die Strecks - o
in Richtung der positiven z-Achse parallel mit sich verschieben.
Der Anfangspunkt 4, riickt dadurch nach 4,. Die Koordinaten
der Kurvenpunkte in bezug auf das neue System bezeichnen
wir mit &, und #,, und es gelten zwischen den alten und neuen
Koordinaten die Beziehungen

=04 &
Yy=1mn
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und zwischen den Differentialquotienten gilt:

dy _dn,,

de  d&’
hiermit geht aber die Formel (12) iiber in

Cite+s  _Citetd
d"]:_ 1(8 a @ )

dg, 2 (13)
Wir wollen nun festsetzen, dal die 7, - Achse die Kurve in einem

Punkte mit horizontaler Tangente schneide, d. h. da dm, =0

— €

a&;
werde fir £ = 0. Dann mul} sein
C,+o+¢ =0,
d. h.
C,+o0=0,
womit Formel (13) iibergeht in:
& &
dn, (% "%
d’z == B) (e e ). (14)

Nunmehr kann man nochmals integrieren und erhélt mit einer
neuen unbestimmten Konstante C,

R
171:(72—}—2—<ea+e a).

Wir transformieren jetzt von neuem das Koordinatensystem,
indemn wir das Achsenkreuz um das Stiick ¢ in Richtung der
negativen 7,-Achse verschieben. Der Anfangspunkt riickt dadurch
nach 4. Die Koordinaten der Kurvenpunkte in bezug auf das
neue System bezeichnen wir mit. & und 5, und es gelten die
Beziehungen:

§=¢§
n=Q -
Zwischen den Differentialquotienten gilt

Die Formel (14) geht nun iiber in

£ L
17:9+02+§<6a+e a). (15)
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Bestimmen wir jetzt, daf fiir

=
sein soll: n=d,
dann mufll gelten: 0-+C,=0,
mithin gilt als endgiiltige Gleichung der Kettenlinie
al t £ .
"’/ ::§<e“+e “> (16)
und fiir den Differentialquotienten
dy 1[5 ) .
;l‘é = é’ (ea — e (l). (1 ‘)

Fir die beiden letzten Funktionen von & hat man kiirzere
Zeichen eingefiihrt. Es gilt

174 _é &

g \ette “>1@0TE]l "
. . 18

1/( = _=

§‘<e“——e “)Z@'n’;’ J

Man iiberzeugt sich leicht von der Giiltigkeit des Satzes

«

=1, (19)

Um einige weitere Beziehungen abzuleiten, schreiben wir
das Argument vorliufig kiirzer == x.
Mittels der Identitdten

xty | x—y

S T
Lty vy
Y= 2
findet sich leicht
. oy
@inw-}—@iny:Q@inl—:y @Df‘lj 93/
x-ty x—y
Cofw - Cofy = 2 Cof ", Coj ,
- (20)

-+ xr—1
Ginr — Giny == 2 @ofx “2,?{ @in_z, Y
x - T — 1
Gofz — Gofy —2&in" Ve’ ¥
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Setzt man z%—y‘é x—y

so wird v==E%+n, y=~&—m,
und die Formeln lauten (naeh Vertauschung von & mit x und
7 mit y):
Ginz Giny = 3 Cof (# +y) — 3 Coj(x — y)
Cofz Cofy = 5 Cof(z +y) + 5 Cof(z — y) (21)
Ginz Cofy = 1 Gin(z +y) + :Gin(zx — y)
CofzGiny =% Gin(x +y) — 3 Sin(z — y)
Durch geeignetes Addieren und Subtrahieren je zweier
dieser Formeln entsteht dann
Gin(z + y) = Ginz Cofy £ Cofx Siny (22)
Cof (¢ £ y) = Cofx Cofy + Ginz Giny
Der Aufbau dieser Formeln erinnert an die Kreisfunktionen sin
und cos; wir schreiben fiir das letzte Formelsystem analog an
sin (# + y) =sinzcosy + cosasiny
cos (z + y) — cosx cosy + sinxsiny.
Man nennt die Funktionen $%
©in und €of den ,hyper- A
bolischen Sinus“ bzw. ,Ko-
sinus“. Diese Bezeichnung

hat ihren Grund in fol- ,o"'f
gendem geometrischen Zu-

sammenhang: P

In der Fig. 88 sei eine —1@ y x
gleichseitige Hyperbel der <7
Gleichung z* —y*=1 ge- o —

<o

zeichnet. Dann ist die halbe
Scheiteldistanz 04 — 1.
Wir berechnen nunmehr
den Flicheninhalt F des Fig. 88. Definition der Hyperbel-
Hyperbelsektors OPA P, funktionen.

(PP, | OX) in Abhiingig-

keit von der Abszisse x oder der Ordinate y des Punktes P.
Aus der Figur liest man sofort ab:

z
F zy
g =5 —|yde. (23)
1
Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 8
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Nach der Hyperbelgleichung ist aber
y—Vat o1,

—1;—: x\/x _IMJ‘\/:U — 1dx.

mithin

Der Wert des Integrals steht in jeder Formelsammlung, z. B.
Hitte 22. Aufl. (1915), 8. 74. Es ist

——— — 1 . L
J‘Vx‘“’ — 1ldx :%Vxl —1 — glg (& + Va® — 1’),
also wird F—1g (x + V}[‘iii') . (24)

Diese Gleichung ist nach x auflsbar.
eF —x 4 Va?—1

eF — 2gef g% =g — 1
er 41 1 .
= w —-r:ré—(eFﬂ—e . (25)
Fithrt man die Rechnung analog fiir 4 durch, so erhilt man
y— (¥ —e F). (25a)

Durch diese beiden Formeln wird die Abhéngigkeit der Ab-
szisse x und der Ordinate y vom Hyperbelflicheninhalt statuiert.

1% Eine analoge Betrachtung fiihren
wir am Kreise Fig. 89 aus
£ 24y =1
7"__ ¥ Es ist der halbe Flicheninhalt des
P a« Kreissektors
0 P ;
F oy + f
_§ ) 5 ydx (26)
',01 ’
20> / . . .
Fig. 89. Definition der ey Jrf‘/] —xdz.
Kreisfunktionen. T

Der Wert des Integrals findet sich in der Hiitte an derselben Stelle
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Hiermit wird aber
F = arcsin 1 — arcsin = arccos (27)
und nach z aufgelost x=cos F. (28)
Entsprechend ergibt sich fiir die Ordinate
y=sinF. (28a)

Diese beiden Formeln sind die Analoga zu den oben bei der
Hyperbel abgeleiteten, und es bedarf keiner weiteren Begriin-<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>