


Die Differentialgleichungen 
des Ingenieurs 

Darstellung der fiir Ingenieure und Physiker wichtigsten gewohn
lichen und partiellen Differentialgleichungen einschlieBlich 

der Naherungsverfahren und mechanischen Hilfsmittel 
Mit besonderen Abschnitten iiber Variations-

rechnung und Integralgleichungen 

von 

Prof. Dr. Wilhelm Hort 
Oberingenieur der A E G Turbinenfabrik 

l'rivatdozent an der Technischen Hochschule zu Berlin 

Zweite 
umgearbei tete und vermehrte A uflage 

unter Mitwirkung von 

Dr. phil W. Birnbaum und Dr.-Ing. K. Lachmann 

Mit 308 Abbildungen im Text 
und auf 2 Tafeln 

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH 
1925 



Aile Rechte, insbesondere das der .ubersetzung 

in fremde Sprachen, Yorbehalten. 
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1925 

Ursprünglich erschienen bei Julius Springer in Berlin 1925 
Softcover reprint of the hardcover 2nd edition 1925 

Additional material to this book can be downloaded from http://extras.springer.com 

ISBN 978-3-662-40944-2 ISBN 978-3-662-41428-6 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-662-41428-6 



V orwort zur ersten Auflage. 
In den Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung, 

die fiir die Zwecke der Ingenieure gedacht sind, finden auch die 
Differentialgleichungen Beriicksichtigung. Zumeist gehen jedoch 
diese Lehrbiicher iiber eine Anfangseinfiihrung in die Theorie 
der Differentialgleichungen nicht hinaus, so daB der Lernende 
nur einen fliichtigen Vberblick iiber das Gebiet erhalt. 

Ferner werden die numerischen, graphischen und mechani
schen Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen in der 
vorhandenen Lehrbuchliteratur fast gar nicht beriicksichtigt. 

Hiervon ausgehend habe ich versucht, die Lehre von den 
Differentialgleichungen, soweit sie fiir den Ingenieur von Be
deutung ist, im Zusammenhang an wichtigen technischen und 
physikalischen Beispielen darzustellen. 

Urspriinglich hatte ich die Absicht, die Differential- und 
Integralrechnung iiberall in dem Werke als bekannt voraus
zusetzen. Bald zeigte es sich jedoch als zweckmaBig, eine kurze 
Darlegung zur V erstandigung vorauszuschicken, die als Ab
schnitt I erscheint. Hier habe ich den Versuch gemacht, zuerst 
den Integralbegriff zu erortern und dann erst zum Differential
quotienten iiberzugehen, da mich die Ankniipfung an den Flachen
inhalt und an den Summenbegriff anschaulicher diinkt als die 
Ankniipfung an die Kurventangente, iiber deren inneren Zweck 
der Lernende zuniichst im unklaren bleibt. 

Abgesehen von den so gewonnenen Grundtatsachen der 
Differential- und Integralrechnung werden im Verlaufe des 
Buches eine Reihe von Formeln benutzt, deren Ableitung mit 
Riicksicht auf den verfiigbaren Raum nicht gegeben werden 
konnte. Diese der Differential- undintegralrechnung entnommenen 
Ansatze habe ich als rechnerisches jedem zur Verfiigung stehendes 
Handwerkszeug betrachtet, zu welchem Standpunkt ich mich 
berechtigt glaube, da es sich fast ausschlieBlich urn Tatsachen 
handelt, die im Tascheubuch Hiitte nachgeschlagen werdcn 
konnen. In den Anmerkungen habe ich die betreffenden Stellen 
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der Hiitte zitiert. Ich mochte bier nicht verfehlen, die mathe
matischeFormelsammlung der Hiitte als nach meinen Erfahrungen 
recht geschickt ausgewahlt zu bezeichnen. Ansatze, die die 
Hiitte nicht gibt, sind ebenfalls in den Anmerkungen nach 
ihren Quellen namhaft gemacht. 

Bei der Behandlung des eigentlichen Themas des Buches 
habe ich mich zunachst der iiblichen Einteilung der Differential
gleichungen in gewohnliche und partielle angeschlossen. Inner
halb dieser Einteilung werden die exakten Transformations- und 
Substitutionsmethoden dargelegt und auf zahlreiche Beispiele 
der Technik und Physik angewendet. 

Da ich moglichst aile fiir Aufgaben des Ingenieurwesens 
wichtige Methoden bringen wollte, babe ich mich veranlaBt 
gesehen, die Reihenentwicklungen nach Frob eni us nebst der 
damit in Zusammenhang stehenden Ermittlung der logarithmen
behafteten Integrale linearer Differentialgleichungen zu be
handeln. Bekanntlich werden diese V erfahren in der Behalter
theorie gebraucht. Daneben werden einige Fragen, die mit der 
Technik nicht in unmittelbarem Zusammenhang stehen, wie 
z. B. die Integration der Differentialgleichungen der Planeten
bewegung, ihres allgemeinen Interesses halber erortert. 

Einen ausgedehnten Raum nimmt die Besprechung der 
Instrumente zur Ausfiihrung von Integrationen sowie die Er
orterung graphischer und rechnerischer Annaherungsverfahren ein. 
Es ist wohl das erste Mal, daB diese Stoffe in einem Lehrbuch 
der Differentialgleichungen umfangreichere Behandlung finden. 

Im Interesse der Anwendungen sind aueh die Differenzen
gleichungen wenigstens in einem kurzen AbriB aufgenommen 
worden. 

Die partiellen Differentialgleichungen lmbe ich von einem 
etwas anderen Gesichtspunkt aus behandelt. Einerseits gibt es 
hier noch verhaltnismaBig wenig Annaherungsverfahren, anderer
seits beriihrt die eigentliche Theorie der partiellen Differential
gleichungen den Ingenieur fast gar nicht. Es handelt sich stets 
urn das Stoffgebiet der Differentialgleichungen der mathematisehen 
Physik. Der zweite Teil des Buehes hat infolgedessen ein etwas 
mehr theoretisches Geprage als der erst e. I ch hoffe aber, daB 
eine Darstellung der mannigfachen Operationen. die man mit 
den partiellen Differentialgleichungen dcr Phy;;ik vornehmen 
kann, auch Ingenieuren willkommen sein wird. Die Gleiehungen 
der Elastizitat, Hydrodynamik und Elektrodynamik sind ja 
neuerdings zur Bewaltigung verwiekelter praktischer Aufgaben 
unentbehrlich geworden. Ieh erinnere nur an die Lorenzsehe 
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Turbinentheorie und an die Ausgleichsvorgange auf 
elektrischen Leitungen. 

Sach- und N amenregister, Anmerkungen und Angaben der 
benutzten und weiterer Literatur nebst Formelverzeichnis werden, 
wie ich glaube, den Gebrauch des Buches erleichtern. 

Beim AbschluB des Druckes ersehe ich aus Nr. 20 der Zeit
schrift des V ereines deutscher Ingenieure, daB der deutsche 
AusschuB fiir technisches Schulwesen in seinem fiinften Bericht 
den gleichen Anschauungen Ausdruck gibt, die mir den AnstoB 
zur Abfassung dieses Buches gegeben haben, weshalb ich zu hoffen 
wage, daB mein W erk als erster Versuch, die Lehre von den 
Differentialgleichungen in engeren Zusammenhang mit den An
wendungen zu bringen, wenigstens dem Grunde nach die Billigung 
der Fachgenossen findet. 

Ich gestatte mir auch an dieser Stelle, Herrn Dr. L. Lichten
stein fiir Beratung zu § 44 sowie Herrn Dr. K. W. Wagner 
fiir Namhaftmachung von Literatur zu § 97 bestens zu danken. 

Herr Dipl.-Ing. B. Feise, hat mich in dankenswerter Weise 
bei der Revision unterstiitzt. 

Die Bildstocke fiir die besehriebenen mathematischen In
strumente hat die Firma G. Coradi-Ziirich zur Verfiigung ge
stellt. 

Und sehlieBlich gebiihrt dem Herrn Verleger fiir die sorg
faltige Herstellung der Figuren und die Ausstattung des Buches 
besondere Anerkennung. 

Berlin-Siemensstadt, im September 1914. 

V orwort znr zweiten Anflage. 
Die durchweg zustimmenden Bespreehungen und der rasche 

Absatz der ersten Auflage haben gezeigt, daB mein Buch seiner 
Aufgabe, eine fiihlbare Liicke in der Literatur der technischen 
Mathematik auszufiillen, gerecht geworden ist. Ich habe da
her die zweite Auflage hauptsachlich im Sinne einer Vervoll
standigung der naherungsweisen Behandlung gewohnlicher Diffe
rentialgleichungen und durch Hinzufiigung von zwei Abschnitten 
iiber Variationsrechnung und Integralgleichungen bearbeitet. Fiir 
diese Erweiterungen habe ich die Herren Dr. K. Lachmann 
(§ 56-66) und Dr. W. Birnbaum (§ 120-129) als Mitver
fasser gewonnen. 
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Als richtunggebend fiir meine Auffassung vom W esen der 
technischen Mathematik darf ich auf den Aufsatz von H. Burk
hardt (dem bekannten Mathematiker der Universitat Zurich), 
,Mathematisches und naturwissenschaftliches Denken" (Jahres
ber. d. D. Math. Ver. Bd. 2, S. 49. 1£!01) verweisen. Hier wird 
iiber das Studium der (technischen) Mathematik gesagt, daB 
man sie am besten ahnlich wie cine N aturwissenschaft betreibe, 
die feineren Untersuchungen aber beiseite lasse und i:larauf ver
traue, daB vor etwa entspringenden graben Fehlern der natur
wissenschaftliche oder technische Takt bewahre oder schlimm
stenfalls das Experiment cines besseren belehre. Diese Auf
fassung nebst der Zustimmung zahlreicher Leser und der meisten 
Rezensenten der ersten Auflage haben mich auch veranlaBt, 
das Einleitungskapitel beizubehalten. 

Demnach findet man in meinem Buch zahlreiche technische 
und physikalische Beispiele zur Anwendung der vorgefiihrten 
Integrationsmethoden, aber wenig Existenz- und Konvergenz
betrachtungen. Dberall tritt das Operieren mit den natur
wiichsigen analytischen Gebilden (vgl. A. Kneser im Vorwort 
zur 6. Auflage von Schlomilchs Kompendium der hoheren 
Analysis, Bd. 1) in den Vordergrund. Das Streben nach weiter
gehender Allgemeinheit und die V ertiefung der Begriffsformu
lierung bleibe den Lehrbiichern der reinen Mathematik vorbe
halten, die zur Hand zu nehmen den Jiingern der Technik 
und Physik ausdriicklich empfohlen sein soiL 

Ich schlieBe mit besonderem Dank an die Verlagsbuchhand
lung, die das Buch mit gewohnter Sorgfalt ausgestattet hat, 
unbeirrt durch die mancherlei Verzogerungen, die die Berufs
stellung des Autors bei der Drucklegung verursauhte. 

Charlottenburg, Neujahr 1926. 
Prof. Dr. W. Hort. 
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Erster Teil. 

Gewohnliche Differentialgleichnngen. 

I. Einleitung. 

§ 1. Allgemeine Festsetznngen iiber Koordinaten 
nnd Fnnktionen. 

Es gibt Lehrbiicher der Differential- und Integralrechnung 
wie auch der Differentialgleichungen, in denen keine Figuren 
vorkommen. Dies ist mog
lich, weil geometrische V or
stellungen fur den Aufbau 
der genannten Disziplinen 
nicht unbedingt erforder
lich sind. 

Zweifellos erleichtert 
jedoch der Gebrauch geo
metrischer V orstellungen 
das Eindringen in unsere 
Aufgabe ungemein 1). 

Der V erstandigung 
iiber diese Vorstellungen 
sollen die folgenden V or
bemerkungen dienen. 

-.x 

f> 
·X 

'!I ff 

-y.l 
Iff 

p -.x 

"'!I 

•X 
f> 

~ z~\ "!I 

1 

JF -.!1 

•.X 
p 

"!I I. Im r e c h t w i n k -
ligen Koordinaten
s y stem gibt es folgende 
Richtungen (Fig. 1): 

Fig. 1. Die vier Quadranten des 
Koordinatensystems. 

0 + X = Richtung der 
0- X~-~, , " 
0-1 y - " " 
0-- y ~ " " 

positiven x-Achse. 
negativen x-Achse. 
positiven y-Achse. 
negativen y-Achse. 

:sow1e die Quadranten I, II, III, IV. 
H ort, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 

,. .X 
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Die V or z e i chen der Koordinaten eines Pnnktes sind m1 

I. Quadran ten: 
II. 

III. 
IV. " 

Der Pfeil 1-2 hezeichnct den positiv0n Umlaufsinn 
oder die positive Drchrichtung in der xy-I•Jbene. 

II. Die Gleichung 
y 'f(:r) •l) 

wird gelesen: Die 0 r din ate y ist cine Funk ti on der 
A b s z iss e x oder kiirzer: y = Funktion x. Die Grol3en :<; 

und y heiBen die Variabcln. x ist die unabhangigc, 
y die a b h angige Varia b 0 l e. Die unabhiingigc Variahele 
ncnnt man auch das Argument der Funktion. 

c ' 
]-(--

Die Funktion y =' 

f(x) wird in der :ry
Ebene dargestellt durch 
dio Kul've CO (Fig.2). 
Man sagt auch: Die 
Kurvey ~== f'(x). Andc
rerseits deti niert jcder 
graphiHc:h gegehen0 
Linienzug C C cine 
Funktion y von x, die 
mnn auch analvtisch 
fc;;tlegcn kann. 

Bmmndere Punkte 
der Kurvc bzw. W ert0 
dnr Funktion sind: 

Fig. 2. Graphische Darsicllung eincr 
Funktion und ihrer Nullpunkte. 

f( o) ist dm·jenige 
FunktionHwert, der sieh 
ergiht, wenn in dn 

Funktion f(x) das Argument x ~= o gesetzt wird. Graphisch 
ergibt sich der Schnittpunkt der KurvP mit der y-Aehse. Ergiht 
ferner die Auflosung der Gleichung 

f(x) ~· o 

nach x einen oder mehrere \Vmte .t -~ Tl' .1·2 ...... , so sind 
diese die Nullpunkte odor Nullstdlen dcr Funktion. Gra
phisch erhalt man die Schnittpunkte der K urve mit der x-Achse. 



§ 1. Allgemeine Festsetzungen iiber Koordinaten und Funktionen. 3 

Diejenigen W erte x, fiir die der Funktionswert y unendlich wird, 
heil3en die Pole der Funktion (Fig. 3). Die entsprechende Kurve 
hat in den Polen Asymptoten, 
die der y-Achse parallel sind. 

Die Punkte M 1 und M 2 , in 
denen die Kurve horizontale 
Tangenten hat, nennt man 
Extremalpunkte. Die zu
gehorigen Funktionswerte hei13en 
Extreme der Funktion. 

Es gibt zwei verschiedene 
Arten der Extreme: M ax i m a 
(M1) und Minima (M2), deren 
Kennzeichen spate:- besprochen 
werden. 

III. Die Funktionen f(x) 
gliedert man in: 

a) algebraische, b) 

Fig. 3. Pol einer Funktion. 

transzendente. 

a) Die ersteren sind solche Funktionen f(x), die aus x durch 
eine ,begrenzte Anzahl von Anwendungen der 4 Spezies und 
von Wurzelziehungen" gewonnen werden la). Sie zerfallen in 
mehrere Unterabteilungen: 

1. Rationale ganze Funktionen, z. B. 

a0 + a1 x + a2 x 2 + a3 x3 (B) 
2. Rationale gebrochene Funktionen, z. B. 

a0 + a1 x + a2 x 2 + a3 x3 
(4) 

b0 + b1 x + b2 x 2 + b3 x8 

3. Irrationale Funktionen, z. B. 

V a0 + a1 x + a 2 x2 

oder 
(5) 

1 1 

a _L a xm + b xm + 1 (6) 0 I 1 1 
oder 

1 
------- -------- (7) m 

Yb0 + b1 x + b1 x2 

b) Z u den transzendenten Funktionen gehoren als einfachste 
Reprasentanten der Logarithmus lgx, die Exponential
funktion ex, die Winkelfunktionen sin x, cos x, tg x, cot x, 

1* 
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die Kreisfunktionen arcsin x, arccos x, arctg x, arccot x, die 
Hyperbelfunktionen sinh x, cosh x, tgh x, coth x, die auch 
mit ®in x, [of x, 5tg x, [ot x bezeichnet werden. 

Diesen reiht sich noch cine unbegrenzt groBe Zahl weiterer 
Formen an. Das gemeinsame Kennzeichen der transzendenten 
:Funktionen kann zunachst nur negativ gegeben worden: Aile 
Funktionen, die weder rational noch irrational sind, sind trans
zendent. 

IV. Besondere Arten der Darstellung von Funktionen f(x) 
sind nun die unendlichen Summen und Produkte. Erstere 
schreibt man in der Form 

Y -~ 2'a f' (x) 
1l n ' (H) 

letztere 
y =If an 1;, (x). 

n 
(!l) 

Sowohl fiir die ,Koeffizienten" an wie fiir die t;, (x) miissen 
,Bildungsgesetze" vorgeschrieben sein. Beide Arten von Dar
stellungen, sowohl die Summen- wie die Produktdarstellung, 
sind wichtige Hilfsmittel zur numerischcn Berechnung von Funk
tionen, besonders von transzendenten Funktionen. 

V. a) Eine GroBe y wird als Funktion von :r auch definiert 
dureh die Gleiehung 

f(x,y) = o (10) 
auch wenn diese nicht nach y aufloHbar ist. Dietl ist die nicht 
ex p liz it e oder u n en t wick e l t e Art der Darstellung der 
Funktion y von x . 

b) Hierher gehort weitcr die l'arametcrdarstellung 
einer funktionalen Abh[ingigkeit 

..r ~· 'I (t)) 
y = ljl (t) J (l1) 

In diesen heiden Gleichungen braucht t nicht eliminierbar 
zu sem. 

§ 2. Die grapbische Summierung der Geraden y = a. 

In der Figur 4 sei eine Gerade A im Abstande + a von 
der Abszissenachse gezeichnet. lhre Gleichung Hchreibt man 

(1) 



§ 2. Die graphische Summierung der Geraden. 5 

Bei der Abszisse x ziehen wir eine Ordinate und berechnen 
den Inhalt des durch die Koordinatenachsen, die Gerade A und 
die Ordinate begrenzten Rechtecks: 

F=ax (2) 

Fig. 4. Graphische Summierung der Geraden y =a . 

Der Rechtecksinhalt verschwindet fiir x = o und wachst mit 
x ins Unendliche. Fiir jeden Wert von x gibt es einen Wert des 
Rechtecksinhaltes. Der Rechtecksinhalt ist eine Funktion vonx. 

Diese Funktion soU durch eine Kurve y = ax dargestellt 
werden in der Weise, daB die Zahlenwerte der Kurvenordinaten 
gleich den durch sie abgeschnitteuen Rechtecksinhalten sind. 

Wir bestimmen diese Kurve punktweise. Es werden fiir 
die Abszissen: 

1 
X=O, -2-, 1, 2, 3 .... 

die zugehorigen Rechtecksinhalte und damit die Ordinaten der 
gesuchten Kurve: 

a 
Y'= o, 2-, a, 2a, 3a .... 
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Durch Auftragung dieser Werte ergibt sich die Gerade 0 B, 
die man sich auch entstanden denken kann durch fortgesetzte 
Addition der Ordinatenwerte der Geraden A 

y=a 

auf den Ordinaten durch die a-:-Achsenpunkte 

X= 1, 2, 3, 4 ... 

Die Gerade OB ist also das Ergebnis einer graphischen 
Summation. Wir nennen OB die Inhaltskurve. 

Mit Hilfe der Geraden 0 B ergibt sich auch sofort der In
halt des Rechtecks, welcher von zwei verschiedenen Ordinaten x, 
z. B. x und xl' begrenzt wird: 

Fx-x, = Fx- Fx, ~ax- ax1 ,=a (x- .1) (3) 

Als Regel gilt: Man findet den Inhalt des Rechtecks, in
dem man von dem oberen Ordinatenwert der Inhalt~knrve den 
untern subtrahiert. 

!I 

Fig .. ~. Positiver und negativer Umlaufsinn. 

Das bisher Entwickelte gilt auch bei Fortsetzung der Geraden 
A und 0 B in das Gebiet der negativen x. Es handelt sich darum, 
den Inhalt des iiber der Abszissc Oxn === -- x,, stehenden Recht
ecks graphisch aufzutragen. Dieses Rechteck \mterscheidet sich, 
wie wir festsetzen, von dem inhaltlich gleich gro13en Rechteck 
tiber + x2 durch das Vorzeichen. 

Dies ergibt sich daraus, da13 man verschiedene Umlaufs
richtungen erhalt, wenn man die Umfiinge durchliiuft, von 0 
beginnend und zuerst das Abszissenaehsenstiick des Umfanges 
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zuriicklegend. Der Umfang des Rechtecks iiber + x1 wird dem
nach entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne durchlaufen, der Urn
fang des Rechtecks iiber + x2 im Sinne des Uhrzeigers. Wir 
setzen fest, daB Rechtecke der ersten Art positiv, der zweiten 
Art negativ gerechnet werden sollen (Fig. 5). 

Hiermit ergibt sich, daB die Addition der links von der 
Ordinatenachse liegenden Ordinaten im Sinne der negativen 
y-Achse zu erfolgen hat. Die obigen Formeln lassen sich dann 
direkt iibertragen. Es wird der Inhalt des Rechtecks zwischen 
den Ordinaten x1 und x2 : 

Fx,-x2 = Fx1 - F~2 = ax1 - (- ax2) =a (x1 + x2) (4) 

Es ergibt sich also 
eine positive GroBe, was 
mit dem obigen nicht 
in Widerspruch steht. 
Denn mit der oben an
geschrie ben en Formel( 4) 
haben wir den Inhalt 
des Rechtecks, von dem 
Abszissenpunkt x = -

x 2 beginnend und nach 
Richtung der positiven 
x fortschreitend, be-
stimmt. Die oben fest-
gesetzte Regel der Be-
stimmung des Vor
zeichens mittels des 
Umlaufsinnes ergibt das 
positive Vorzeichen (Fig. 6). 

'!I 

+ 

Fig. 6. Vorzeichenfestlegung des 
FHicheninhaltes. 

Als oberer Wert gilt stets derjenige, dessen Ordinate das 
Rechteck nach der Richtung der positiven x hin begrenzt. 

Oben wurde die graphische Addition im Anfangspunkte der 
Koordinaten begonnen. Man kann sie jedoch ebenso gut im Punkte 

X= b (5) 

beginnen lassen. Die Rechteckinhalte werden hierbei 

F.,=b+ax, 

d. h. Rie werden von der Ordinate durch 

b 
Xo ==-a 

(6) 

(7) 
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an gezahlt. Der oben ausgesprochene Satz andert sich hier
bei nicht. 

Denn es ist 

A 

Fig. 7. Summierung mit verschiedenen Ausgangspunkten. 

§ 3. Grapbische Summiernng der Geraden y = a + b x. 

Als weitere Aufgabe soU der Inhalt der von der Geraden AA , 
der Abszissenachse und zwei Ordinaten y und y1 begrenzten Tra
peze bestimmt werden. Man bestimmt (Fig. 8) auf der Abszissen
achse eine Anzahl von Punkten, die untereinander gleiche Ab
stande etwa = 1 haben. Dann tragt man die mittlere Hohe deR 
Trapezes iiber 0 1 auf der Ordinate l.ab; die Sum me dcr mittleren 
Hohen der Trapeze iiber 0 1 und 1 2 auf der Ordinate 2 usw. 
Die Trapeze zwischen den Punkten 0 und C., sind negativ zu 
rechnen, die Trapeze zwischen 0 2 und - cc ~ieder po:oitiv, wie 
sich aus der oben geschaffenen .Festsetzung des 1Jmlaufsinnes 
ergibt. Die mittlere Hohe des Trapezes iiber 0 - 1 ist also 
auf der Ordinate - 1 in Richtung der negativen y-Achse ab
zutragen; ebenso die Summe der mittleren Hohen des Tra
pezes iiber 0- 1 und des Dreiecks iiber - 1 - 2 auf der 
Ordinate - 2. Der Inhalt des nun folgenden Dreiecks iiber 
- 2 - 3 ist positiv zu rechnen und muJ3 nach Richtung der 
positiven y-Achse aufgetragen werden. Auf diese Weise er
gibt sich die Kurve CC, die InhaltskurYe der Geraden AA. 



§ 4. Graphische Summierung einer beliebigen Kurve. 9 

Aucb bier gilt die Gleicbung: 

Aucb bier ist es nicbt erforderlicb, den Anfangspunkt der 
Summation im Koordinaten-Nullpunkt zu wahlen, jeder andere 
Punkt der y-Achse, z. B. y = + b, ist ebenso geeignet und liefert 
cine andere Kurve, die C C kongruent und in Ricbtung der posi
tiven y-Achse urn die Strecke + b verschoben ist. 

Fig. 8. Summierung der Geraden y =a+ bx. 

§ 4. Graphische Summierung einer beliebigen Kurve. 

In der gescbilderten Weise kann man die Bestimmung der 
Inbaltskurve fiir jeden grapbiscb gegebenen Linienzug vor
nehmen. Den gegebenen Linienzug nennen wir die Grundkurve. 

Man teilt wieder (Fig. 9) die zwischen der Kurve AA und der 
x-Acbse befindlicbe Flacbe durcb Ordinaten gleicben Abstands in 
Trapeze bzw. Dreiecke. Zur Erreicbung groBerer Genauigkeit ist 
bier der Ordinatenabstand eventuell kleiner zu wablen als 1. 



10 Einleitung. 

Natiirlich sind dann die auf den Ordinaten abzutragenden mittleren 
Trapezhohen auf die Basis 1 zu reduzieren. Man nennt dies 

!I 

~ 
Fig. 9. Quadratur einer beliebigen graphisch 
gegebenen Kurve. Maximum und Minimum. 

Verfahren auch · eine 
Quadrat ur. 

Es gibt unendlich 
viele Inhaltskurven, die 
unter sich kongruent 
sind und auseinander 
durch Verschiebung pa
rallel zur y-Achse ent
stehen. 

Auch hier gilt: 

(1) 

Besondere Betrach
tung verdienen die 
Punkte B 1 und B2 , in 
den en die Kurve A A 
die x-Achse schneidet. 
Wie sich aus der Ent-

stehung der Kurve CC ohne weiteres ergibt, haben die zu
gehorigen Punkte 0 1 und 0 2 die Eigenschaft, daB bier die Kurve 

Fig. 10. Kennzeichen des 
Maximums. 

~ Crwncllrurve 
I 

Fig. 11. Kennzeichen 
des 1\Iinimums. 

CC umkehrt, daB sie hier eine horizontale Tangente hat. In den 
Punkten liegt insofern eine Verschiedenheit vor, als in C1 die 
Tangente unterhalb der Kurve, in C2 oberhalb liegt. 

Man bezeichnet l'unkte der ersten Art als Minima, der 
zweiten Art als Maxima. Ganz allgemein kennzeichnen sich 
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Minima und Maxima dadurch, daB die Grundkurve hier die 
Abszissenachse schneidet und zwar in der Weise, daB sie beim 
Minimum (Fig. 11) von negativen Ordinatenwerten zu positiven 
iibergeht, wenn man in Richtung wachsender Abszissen fort
schreitet, und beim Maximum (Fig. 10) umgekehrt. 

§ 5. Der Begriff des Integrals. 

Wir haben oben in verschiedenen Fallen den lnhalt eines 
FHichcnstiickes berechnet, welches begrenzt war durch 

1. ein Stiick einer gegebenen Kurve 

y = f(x) (1) 

2. zwei Ordinaten der Abzsissen a und b (b >a), 
3. die Abszissenachse. 

Fig. 12. Analytische Summation 
unendlich vieler Flachenelemente. 

Fig. 13. Der Summationsfehler. 

Wir berechneten dies FlachenstiickJ b-a als Differenz zwischen 
den Ordinaten Fb und Fa der Kurve CC, die aus AA durch den 
, SummationsprozeB" gefunden war 

Jb-a=Fb-Fa. (2) 
Dieser ProzeB hestand in einer Zerlegung der Flachenstiicke 

in trapezformige Streifen, deren mittlere Hohen graphisch addiert 
wurden. 

Urn nun den SummationsprozeB auch rechnerisch verfolgen 
zu konnen, wollen wir die Streifen nicht als Trapeze, sondern als 
Rechtecke betrachten. Wir verfahren so etwas ungenauer, um
gehen aber die Berechnung der mittleren Trapezhohen. Der be-
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gangene Fehler besteht ( s. Fig. 12) in der V ernachlassigung der 
schraffierten Dreiecke, wenn wir ansetzen: 

Fb == f'(o),5 + f(o)o f'(2o)'5 + ... + f'(p-~1o)r5 
po =~ b (3) 

Fa= f(o) (5 + f( o) o f'(q-=_1 r5) r5 
qo =a 

Hier bedeutet o den gewahlten Ordinatenabstand; die ein
zelnen Glieder obiger Summen sind die Inhalte der kleinen Ele
m entarrech tecke. 

Wir wiirden diesen Fehler in entgegengesetzter Richtung 
begehen, wenn wir ansetzen: 

F 11 ~-. f((5) o + f'(2r5) r5 _;_... f'(po) r) 

Fa= f'(o)o + f'(2o)o f(qo)o 
und (4) 

womit offenbar F b und Fa um die in Figur 13 schraffierten Drei
ecke zu gro13 gefunden sind. 

Wir bleiben aber bei den Formeln (3), da wir finden werden, 
da13 der begangene Fehler iiberhaupt herausfallt. 

Es folgt 

Jb-a = Fb -Fa== 

oder 

[f'(qb) -i- f'[(q + 1) r5]-+ ... + f'{[q + p-q-l] o}Jo 
[f(a)+f(a+r5)+ ... +f'(a (n---1)r5}Jr5 (5) 

b-a 
p - q ~= n , r) = • - - -

n 

e=n-1 X oa 1- (n-1)<\ 

e=o x=a 

;:r = b 

x=a 

Da o hier die Differenz von zwei benachbarten W erten 
von x bedeutet, kann man auch schreiben: 

und 

r5 = L1x 
x=!J 

F 11 -Fa = ..I)f(:c)LIJ·. (7) 
x=a 

Diese Summationsformel geht iiber in die Integrationsformel 
b 

Fb-Fa = Jr(x)dx, (8) 
({ 
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indem man den Ordinatenabstand !5 =Ax sehr (unendlich) klein 
werden liiBt, also das Fliichenstiick Jb-a aus sehr (unendlich) 
vielen sehr (unendlich) schmalenRechtecksstreifen zusammensetzt, 
d. h. n sehr groB werden liiBt und zur Kennzeichnung dieses 
Uberganges das Differenzenzeichen L1 mit dem Differen
tialzeichen d und das Summenzeichen X mit dem Inte
gralzeichen J vertauscht. 

Man nennt den Ausdruck: 
b 

J f(x) dx 
a 

das bestimmte Integral derFunktion f(x) genommenzwischen 
den Grenzen a und b, oder iiber das Intervall von a bis b. 
Das Integral ist ein Symbol fiir den oben ausgefiihrten 
SummationsprozeB, dessen Ausfiihrung im speziellen Fall nicht 
notig ist, weil, wie im folgenden entwickelt wird, das Symbol 
sich bei speziellen Funktionen f(x) in eine Rechenvorschrift ver
wandelt. Setzt man die obere Grenze b = x, so erhiilt man 

"' 
Jx-a = F(x)-F(a) = J f(x)dx (9) 

a 

F ( x) - F (a) ist aber der Inhalt des Fliichenstiicks zwischen 
den Ordinaten a und x, d. h. bei festgewiihltem a und veriinder
lichem x eine Funktion von x. Ersetzt man in dieser Gleichung 
- F( a) durch den Buchstaben a, der eine Konstante bedeuten soli, 
so liiBt man es dahingestellt, bei welcher Ordinate die Summation 
beginnen soli und man nennt den entstandenen Ausdruck a + F ( x) 
das unbestimmte Integral der Funktion f(x). Man verzichtet 
in diesem Faile iiberhaupt auf die Angabe der Grenzen und 
schreibt 

f f(x)dx =a+ F(x). 
Hiermit begriindet das Symbol J einen Zusammenhang 

zwischen den Funktionen f(x) und F (x), der im folgenden weiter 
erortert wird. 

§ 6. Berechnung eines bestimmten und eines unbestimmten 
Integrals. 

Es soli im folgenden zuniichst das bestimmte Integral der 
Funktion y = f(x) = 0,75x berechnet werden, und zwar zwischen 
den Grenzen a und b. 

Wir haben auf Grund der Gleichung 

F(b)-F(a) = {f(a)+f(a+b)+ ... +f(a+n-lo)}o (1) 
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1m vorliegenden Falle zu schreiben: 

F(b)-F(a) = { 0,75a 0,7;J(a + r5) 0,7ii(a n -- ir5)} r) 

= n. 0, 7 5 a b + 0, 7 ii ( 1 + 2 + i3 + ... + n - 1) b~ ( 2) 

0,75{nao~ (1+2 :l-i n-l)o~}. 

Hier ist die Summe der arithmetischen Reihe 

L:n = 1 + 2 + 3 + ... + n - 1 

zu berechnen. Man findet 

Y __ nJn~= l_)J 
~, 

und mithin wird 

(:l) 

F 'b) F( ) 0 75 f ' I n (n- 1 I x·' l ( +). (- a=, lnao 1 2 - r/f. .. 

Da aber 

r) 
6 -(( 

n 

ist, so entsteht nunmehr die Gleichung 

F(b)-F(a)~-- 0,7o{ a(b-a) + t-(h-ar( 1-~)}. (;"1) 

Li:i.Bt man in dieser Formel nach Vorschrift des vorigen Para-
1 

graph en n unendlich gro13, d. h. - -~ Null werden, so geht sie 
n 

in die Formel des bestimmten Integrals uber: 

F (b)- F (a)~= (J.75{a(b --a) 1-- ~ (b- a)~} 

Ersetzt man hier die obere Grenze durch den Buchstaben x 

und die Glieder - F (a) - O, 7 :-~ durch die Konstante C. so rc

sultiert die Formulierung des unbestimmten Integrals: 

F(x) = f 0,7f'Jxdx ~=C ·!- 0,75 i~· 
Hiermit haben wir fiir die spezielle Funktion 0. 7 ii x die Rechen
vorschrift gefunden, die der Gebrauch des Symbols J dx ein
schlie13t. Auf analoge Weise kann man fiir jede Funktion die 
Rechenvorschrift ermitteln. Die angegebene Methode ist aber 
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bei komplizierteren Funktionen viel zu umstandlich, weshalb 
zunachst ein scheinbarer Umweg eingeschlagen wird, der aber 
die Bedeutung des Integrals in viel hellerem Lichte zeigen wird. 

§ 7. Der Differenzen- und der Differentialquotient. 

Wir wollen jetzt die erste Formel des § 6 fiir das Intervall von 

a = x his b = x + J 
anschreiben. Hierdurch erhalten wir folgende Formel 

F (x + o) -F (x) = f(x)·o. 
Hier vertauschen wir jetzt das 
Zeichen o mit dem Zeichen L1 x und 
schreiben nach Division mit .lx 

F(x + L1x) -F(x) = f(x). 
LIX 

Diese Formel ist der analytische 
Ausdruck der Umkehrung des oben 
auseinandergesetzten Summations
prozesses, durch den die Integral
kurve F(x) aus der gegebenen Kurve 
l(x) entwickelt wurde. Mit Hilfe 
die;;er Forme! kann man die Kurve 

Fig. 14. Differentiation 
einer Kurve. 

f(x) finden, wenn die Kurve F (x) gegeben ist (Fig. 14). 
Hat man es nun mit einer nicht graphisch oder tabellarisch, 

.sondern in allgemeinen Zahlzeichen gegebenen Funktion F (x) 
zu tun, so steht zwar nichts im Wege, zunachst F(x) graphisc~ 
oder tabellarisch auszuwerten und dann f(x) mit Hilfe der Formel 

f(x) =! (x + L'fx) ~ !!_ (x} 
L1X 

graphisch oder tabellarisch zu ermitteln 2a). Hierdurch wiirde 
es aber nicht moglich sein, f(x) in allgemeinen Zahlzeichen zu 
erhalten, was fiir weitere Operationen mit dieser Funktion er
forderlich ist. Um nun die Ableitung der Funktion aus F (x) 
allgemein durehzufiihren, rechnet man den Ausdruck 

tatsiiehlich aus. 
wahlen wir 

F_(x _LL1x)~!'(x] 
,1x 

Dies ist fiir jede Funktion moglich. 

F (x) = axm 
Z. B. 
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Es wird 

F(x-:- lx) -~a(x- l:r) 111 c~ 

~~ax'"- (1;~)xm-t l.r--(~)xm- 2 /1:1:~ ..• ) 

F_(x) =ax"' 

F(x+ lx)-F(x) 

F(x+ lx)-F(x) 
- . 

l:r 

a ( mJ.:m 

1 + (;) .r'"- 2 I X -i ... ) 

(;)J·m-2 lx ~ ... )· 

In dieser Gestalt erinnert die Formel immer noch an das gra
phische oder tabellaris9he Verfahren, welches, wie wir gesehen 
haben, nur eine Annahrung darstellt, die um so groBer wirrl, 
je kleiner .dx (bzw. oben b) gewahlt wurde. 

Bei der Rechnung mit allgemeinen Zahlzeichen kommt es 
nun auf genaue Rechnung an, d. h. man muB hier .Jx so klein 
als moglich wahlen. Dieser Forderung werden wir sehr einfach 
gerecht, indem wir .1x = 0 wahlen. Hiermit geht aber die 
Formel iiber in 

f'(x) .c. a mxrn-t, ( I x --• 0) 

da alle mit /1x behafteten Glieder Null worden (verschwinden). 

Wir haben somit aus der Funktion F (x) =~ ax"' die Funktion 
f'(x) ~-· amx"'- 1 abgeleitet. Man nennt f'(x) geradezu die Ab
leitung von F (x) und meint dabei stets die oben auseinander
gesetzte Methode der Ableitung, mit der es mi:iglich ist, zu jeder 
Funktion F (x) die Ableitung f'(x) zu linden. 

Um nun auch in der allgemeinen Formel 

l ( :r) ~ F( X ;-- I X) -- F X 

/j X 

einen Ausdruck fiir die Methode der Ableitung zu haben, die 
darin besteht, daB man die Differenz I x gegen Null ab
nehmen liiBt, schreibt man wie folgt: 

_lim F(x f-- /J_x)- F(x) 
tx .... o l.r 



§ 8. Der Zusammenhang zwischen den Integral- u. Quotientenformeln. 17 

und liest: f(x) ist gleich dem Grenzwert (limes= Grenze) des 
Quotienten 

F(x + Llx)- F(x) 
Llx 

den man fiir unendlich klein werdendes Ll x erhalt. Oben haben 
wir bereits Llx als Differenz bezeichnet; nunmehr bemerken 
wir, daB auch 

F(x + Llx)- F(x) 

eine Differenz ist, so daB wir schreiben konnen 

F (x + Ll x)- F (x) = Ll F (x). 
Hiermit erhalten wir aber 

f(x) =lim Ll F (x) 
Ax-+O Llx 

und erkennen die Funktion f(x) als den Grenzwert des 
Differenzenq uotienten 

Ll F (x) 
Llx 

fiir unendlich abnehmendes Ll x . Zur V ereinfachung der Aus
drucksweise wird nun stets der besondere Hinweis darauf, daB 
ein Grenziibergang vorliegt, fortgelassen und hierfiir statt des 
Differenzzeichens Ll das Differentialzeichen d eingefiihrt. 
Man schreibt also kurz 

f(x) = dF(x) 
dx 

und liest: f(x) ist der Differentialquotient von F(x). 

§ 8. Der Zusammenhang zwischen den Formeln des un
bestimmten Integrals und der Differentialquotienten. 

Das unbestimmte Integral der Funktion f(x) lautete (§ 5) 

J f(x) dx = F (x) + 0 (1) 

Hier war die unbestimmte Konstante 0 beliebig wahlbar; sie 
kann also auch =Null gesetzt werden. 

Dagegen lautete der Differentialquotient der Funktion F (x) 

f(x) = dF (x) (2) 
dx 

H or t, Dlfferentialglelchungen. 2. Auf!. 2 
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Diese heiden Formeln stehen zueinander in der Beziehung der 
Umkehrung. Man erkennt dies, wenn man an der Formel (2) 
die durch Formel ( 1) angedeuteten Operation en vornimmt. 

Zuniichst folgt durch Multiplikation mit dx 

) dF(x) ) f'(x dx =- dx ·dx = dF(x (3) 

Nunmehr ergibt die Integration 

J f(x)dx= J dF(x) = F(x) + C (4) 
nach Formel (1). Das Integralzeichen J und das Differential
zeichen d heben also einander auf. 

Ebenso gilt der Satz: Ist f'(x) der Differentialquotient 
einer Funktion F (x), so ist F (x) + C das un besimm te 
Integral der Funktion f(x). 

Auf Grund dieses Satzes kann man indirekt unbestimmte 
Integrale F (x) + C 

ermitteln, indem man zunachst die Differentialquotienten ge
gebener Funktionen F (x) bestimmt. Der im § 7 an der Funktion 
axm geschilderte Grenziibergang zwecks Gewinnung des Diffe
rentialquotienten ist niimlich stets leichter auszufiihren als die 
Summation in § 6 zwecks Gewinnung des Integrals. 

§ 9. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen 
des Differentialquotienten und Anwendnngen. 

1. Wir greifen zurii.ck auf die Definition des Differenzen
quotienten L1y 

L1x 

!/ 

.:1 X 

und betrachten neben
stehende Figur 15, in 
welcher die Funktion F ( x) 
als Kurve 

y = F(x) 
aufgezeichnet ist. Der 
Punkt (xfy) ist mit 1 mar

--t--~;c.t-..f-1::__-'---------'L__----.:r; kiert, wiihrend der Punkt 

Fig. 15. Der Differenzenquotient ist gleich 
dem Richtungstangens der Sekante. 

(x + L1 xjy + L1 y) mit der 
Ziffer 2 bezeichnet ist. Un
mittelbar aus der Figur er
gibt sich, daB der Diffe-
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renzenquotient ~y gleich ist dem Tang ens des Neigungs
Lix 

winkels der die Punkte 1 und 2 verbindenden Sekante 

gegen die x-Achse Ll y = tg a. Wir driicken uns kiirzer 
Llx 

aus, wenn wir sagen: Der Differenzenquotient ist gleich dem 
Richtungstangens der Sekante. 

Fiihren wir nun den Grenziibergang 

1• L1 Y 
Ill-
dx~oLIX 

aus, so heiBt dies am Bilde der Kurve verfolgt nichts anderes, 
als daB der Punkt 2 mit abnehmendem L1 x immer mehr zum 
Punkte 1 hinwandert. Die Sekante 1- 2 fiihrt hierbei eine 
Drehung urn den Punkt 1 a us, his sie schlieBlich beim Zusammen
fallen der Punkte 1- 2 zur 
Tangente wird ( s. Fig. 16 ). In 
diesem Augenblick ist aber 
auch der Grenziibergang 
vollendet, der Differenzen
quotient ist in den Diffe
rentialquotienten iiber-ge
gangen und 

dy 
dx 

1. Lly 
liD-

!lx~oLIX 

geworden. Hieraus aber er
gibt sich sofort, daB der Dif
ferentialquotient auch dem 
Tangens desN eigungswinkels 
der Tangente sein muB 

dy dx = tgT. 

Fig.l6. Beim Obergang desDifferenzen
q uotienten in den Differentialquotienten 

geht die Sekante in die Tangente 
iiber. 

Wir sagen: Der Differentialquotient ist gleich dem 
Richtungstangens der Kurve. Hierbei liegt die Auf
fassung zugrunde, daB Kurve und Tangente im Beriihrungs
punkte die gleiche Richtung haben. 

Wir benutzen die soeben festgestellte geometrische Deutung 
des Differentialquotienten zur erneuten Behandlung des schon 
friiher gewonnenen Satzes iiber die Maxima und Minima. Die 
in der Figur 15 gezeichnete Kurve F (x) ist gleichbedeutend mit 
der Summationskurve 0 0 Fig. 9, wahrend die dort gezeichnete 

2* 
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Grundkurve A A nichts auderes ist als die graphische Auftragung 
des Differentialquotienten. Wir sehen, daB iiberall, wo der 

Differentialquotient = Null wird, 
die Kurve y = F (x) eine horizon
tale Tangente haben muB, da bei 
horizontalen Tangenten der Rich
tungstangens = Null wird. 

Ferner erkennen wir auch die 
Bedingung dafiir, daB ein Mini
mum oder Maximum vorliegt. In 

~--"-"'"---"'--C..-----.x der Fig. 17 gehen wir mit wach

Fig. 17. Wenn der Differential
quotient mit wachsendem x von 
negativen Werten durch Null zu 
positiven Werten iibergeht, liegt 

ein Minimum vor. 

sender Abszisse :r von dem Kurven
punkt 1 zu 2 und 3. In 1 ist der 
Richtungstangens negativ, weil T 

groBer als n/2 ist; in 3 haben wir 
dagegen einen positivenRichtungs
tangens. 

Liegt dagegen ein Maximum vor, dann geht der Richtungs
tangens der Kurve und damit der Differentialquotient von 
positiven Werten durch Null zu negativen Werten iiber (Fig. 18). 

Fig. 18. Wenn der Differentialquotient mit wachsendem x von positiven zu 
negativen Werten iibergeht, liegt ein Maximum vor. 

FaBt man die heiden letzten Figuren gemeinsam ins Auge, 
so ergibt sich: Mit wachsendem x nimmt F(x) zu (die 

Kurve steigt), solange der Differentialquotient d'!f_ 
dx 

positi v ist. 
Mit wachsendem x nimmt F(x) ab (die Kurve fallt), 

solange der Differentialquotient ~y negativ ist. 
dx 
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2. Wir hetrachtPn jetzt eine Kurve y = F (x), die die Ah
szissenachse in den heiden Punkten A und B schneidet. Aus 
der Figur 19 ergiht sich ohne weiteres, daB zwischen diesen 

!I 

Fig. 19. Zwischen zwei Nullpunkten der FunktionF(x) liegt mindestens ein 
Nullpunkt des Differentialquotienten F' (x) (Satz v. Rolle). 

heiden Punkten die Kurve mindestens 

einmal horizontale Richtung d~f~hahen 
muB. Da in diesen Punkten der Diffe
rentialquotient verschwindet, so ergiht 
sich der Satz: Zwischen zwei Null

!I 

punkten einer Funktion F (x) liegt 2 

mindestens ein Nullpunkt des Dif- 11-<--\'-'--'"1 

dF(x) 
ferentialquotienten -d-. 

• X 

Dieser S'ltz dient hei der Aufli:isung 
von Gleichungen d>1zu, deren Wurzeln zu 
trennen. 

Ist z. B. die Gleichung dritten Grade3 

(i,li x2 ·~ 13,2 x + 7,G = 0 

gegehen, so findet man nach Differen
tiation aus der Gleichung 

dy 

dx 
- il x'J ·i 1:3,2 x - 13,2 = 0 Fig. 20. Anwendung des 

Satzes von Rolle. 
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zwei Werte 

und 

Einleitung. 

X~= 2,R7' 

welche ein Minimum und ein Maximum bestimmen. Die Null
punkte der Funktion y selbst sind 

X~ 1,0; 2,3; 3,~; 

x2 liegt also zwischen den Werten 2,;) und 3.3 (Fig. 20). 

Fig. 21. Der Mittelwertsatz. 

3. Wir betrachten jetzt zwei Funktionswerte F(b) und F(a), 
die wir durch die entsprechenden Kurvenpunkte A, B reprasentiert 
denken (Fig. 21 ). Zieht man die Sekante A B, so gilt 

_ F(b)- F(a) 
tg () ·~ c - - - -- -- • 

b ---a 

Nun ist aus der Figur offensichtlich, daB man an das Kurven
stiick A B mindestens eine zur Sekante parallele 'L'angente legen 
kann, und zwar im Punkte [ x1 ! F ( x1) ]. In dies em Punkte gilt: 

. --F'' \ F(b)-F(a) 
/(xl) -- \X1) -- b ----;;: . 

Setzt man hier b -- a= h und x 1 =~a --f- 1?h, wo 0 < {} / 1, so 
folgt: 

F (a + h) - F (a) = h F' (a + {}h) . 

Diese Formel heiBt der Mittelwertsatz, der fiir Inter- und 
Extrapolationen mit Vorteil benutzt wird. 
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§ 10. Geometrische Betrachtungen iiber das Wesen 
der Integralkurve. 

Wir entschlieBen uns, die Kurve ee1 e2e der Figur 9 die 
Integralkurve zur Kurve der Funktion y = f(x) zu nennen. 
Abgesehen von der un-
bestimmten Integra-
tionskonstanten ist dann 
die Gleichung der Inte
gralkurve 

y = F(x) = J f(x)dx 
(Fig. 22). 

c 

Ziehen wir an die 
Integralkurve e e m 
einem Punkte A die 
Tangente AT, so gilt fur 
den Richtungstangens: 

dF (x) Fig. 22. Geometrische Eigenschaft der 
tg a == - - = f ( x) . Integralkurve. 

dx 
Triigt man andererseits von dem zu A gehorigen Abszissen

achsenpunkte P die Langeneinheit = PT1 ab, so ist die Ver
bindungslinie T 1 A1 parallel zu T A. 

!J 

.,0 

Fig. 23. Konstruktion der Integralkurve. 

A us diesen geometrischen Tatsachen ergibt sich ein einfaches 
Verfahren, aus der gegebenen Differentialkurve y ~~ f(x) die 
Integralkurve y c.= F (X) angenahert herzustellen. 

Man teilt das Integrationsintervall AB (Fig. 23) in eine 
Anzahl am besten gleicher Teile (hier 9). Die durch die Teil-
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punkte 1 ... 10 gezogenen Ordinaten bestirnmen auf der Kurve 
y=f(x) die Punkte 1' ... 10'. 

Von den Punkten 1-10 tragt man die Langenheit auf der 
x-Achse wie gezeichnet ab, wodurch die Punkte 1" -10" erhalten 
werden. 

Zieht man jetzt zu den Verbindungslinien 1" 1' ... 10" 10' 
Parallele 1"'-10"', so, daB die aufeinanderfolgenden Parallelen 
sich auf den Mittellinien der Trapeze 1 2- 2 3 ... 9 10 sehnei
den, so ist der Linienzug 1"' ... 1 0"" naherungsweise die Inte
gralkurve 

zu 

y F(x) 
y~ f(x). 

Dieser Linienzug ist nichts anderes als ein mit dem Polabstand 
1 gezeichnetes Seileck, dessen Krafteplan erhalten wird, indem 
man die Differentiallinie auf die y-Achse projiziert. V gl. Fig. 24. 

!I 

Fig. 24. Die IntegralkurvP als Seileck. 

§ 11. Die mechanische Herstellung der Integralkurve mittels 
des IntegraJlhen vom Abdank·A bakanowicz: 

Den in§ 10 behandelten Zusammenhang zwisuhen der Integml
kurve und der Differentialkurve hat Abdank-Abakanowicz 
1882 zur Grundlage fiir die Konstruktion eines Instl'llmentes zum 
Aufzeichnen der Integralkurve gemacht. 

Es handelt sich darum, eine kinematisehe Vorrichtnng zu 
finden, vermoge deren ein Punkt A mit einem Punktc A 1 , der eine 
Kurve D durchliiuft, derart, verkniipft ist, daB er cine Kurve J 
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so beschreibt, daB deren Tangente in A parallel zur Richtlinie 
A1 T 1 ist (Fig. 25). 

Das wichtigste Element dieser Vorrichtung ist die scharf
kantige Rolle (Fig. 26), deren auf der Zeichenebene senkrechte 
Ebene stets parallel der Richtlinie T1 A1 gehalten wird. Sie 
beschreibt dann die Integralkurve. 

Fig. 25. Prinzip deR Integraphen. Fig. 26. Die Rolle als wesentliches 
Element des Integraphen. 

Nach vielen Zwischenkonstruktionen nach diesem Prinzip, 
die durch die Firma Coradi in Ziirich geschaffen worden sind, 
liegt heute der Integraph in der nachstehend beschriebenen 
Form vor (Fig. 27) 3 ). 

Die Differentialkurve D wird von dem Fahrpunkt A1 durch
laufen. Dieser ist angebracht an dem Wagen W, der auf einer 
Stange L des Instrumentrahmens in Richtung der Ordinaten
achse verschieblich ist. Der Rahmen kann sich vermoge der 
Tragrollen R R in Richtung der x-Achse bewegen. Jeder Punkt 
des W agens W durchlauft die Differentialkurve, wenn A1 sie 
durchlauft. 

Urn eine, hier aber nicht notwendig durch A1 gehende, 
zur Zeichenebene senkrechte Achse ist das Richtlineal M dreh
bar angeordnet. Dieses Lineal gleitet in einer Fiihrungshiilse g, 
die sich urn eine ebenfalls zur Zeichenebene senkrechte Achse T1 

dreht. Der horizontal gemessene Abstand der Punkte T und A1 

ist gleich der Einheit des ZeichenmaBstabes und kann an den 
ausgefiihrten Instrumenten durch Einstellung verandert werden. 
Dieser Abstand heiBt die Basis des Apparates. 

Die Richtung des Richtlineals wird nun von der auf diesem 
verschiebbaren Hiilse W 2 (in Wirklichkeit als Wagen ausgebildet, 
der auf dem Richtlineal rollt) mittels des Parallelogramms pp 
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l<'ig. 27. Der Tn
tcgraph \"Oil Aba
kanowics-Coradi. 

Einleitung. 

der Integrierrolle A mitgeteilt, deren 
Ebene sich urn eine von dem Inte
grierwagen wl getragene senkrechte 
Achsc drehen kann. 

Der Beruhrungspunkt von A mit 
der Zeichenebene beschreibt die Inte
gralkurve J. 

~ 
0 
> 
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Bei den ausgefiihrten Instrumenten ist mit dem W agen W 
ein Fahrstift A'1 und mit dem Integrierwagen eine Ziehfeder A' 
verbunden, deren Schreibrichtung der Rollenrichtung stets paral
lel gehalten wird. 

§ 12. Instrumente zur mechanischen Herstellung spezieller 
bestimmter Integrate: Fliichen- und Mo mentenplanimeter 4• 

In der Technik sind besonders diejenigen bestimmten Inte
grale von Wichtigkeit, welche FHicheninhalte oder Momente 
darstellen. 

I. Der Flacheninhalt eines 
gegebenen Kurvenzuges y ="' f(x) 
findet sich als bestimmtes In- !f 
tegral 

a 

F = J f(x)dx 
u 

wenn die Figur durch ein Kur
venstiick, die x-Achse und die 
Ordinaten durch A und 0 be
grenzt ist (Fig. 29). Eine Be
fahrung der Kurve ABO mit 
dem Integraphen A' B' 0', deren 
Endordinate b = 0' 0 1 ' gleich dem 
Flacheninhalt 

a 

F = J f(x)dx (1) 
() 

ist. 
II. Die Elemente d'Jh von 

0'01' entsprechen den Elemen
ten y dx von F. Durch Mul
tiplikation der Elemente d y1 

mit a-x erhalt man die Ele
mente 

(a- x)dy1 =(a- x)ydx 

Fig. 29. Ermittlung von Flachen
inhalten und statischen Momenten. 

der Fliiche F 1 , die als Integral gefunden wird: 

b a 

F 1 == J (a-x) dy1 =~ J (a-x) y dx. 
0 u 

(2) 
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Dies letztere ist aber nichts anderes als das statische Mo
ment der Flache F in bezug auf die 0-Achse. Dberfiihrt man 
die Kurve A' B'O' mit dem Integraphen, so wird A" B"O" die 
zweite Integralkurve zu A B 0 und ihre Endordinate c ---~ 0 1" 0" 
liefert das statische Moment von F in bezug auf die 0-Achse. 

In analoger Weise wird: 
b a 

F 2 =fxdy1 =Jxydx (3) 
0 0 

das statische Moment von F 
in bezug auf die A Y-Achse. 
Soli das statische Moment 
in bezug auf eine heliebige 
zwischen A Y und 0 1 0" ge
legene Achse EE bestimmt 
worden, so hat man nur die 
Differenz der heiden schraf
fierten Fachen I und II zu 
bilden. 

III. Fiir das Folgende 
ist zunaehst cine Zwisehen
hetrachtung erforderlieh. 

In der Fig. 30 !'ei A 1 B 1 0 1 

die Integralkurve zu ABC. 
Dann ist, wie wir wissen, die 
EndordinateO 1 0 1' gleich dem 

1-"":::__----t~--L------1.,,---~.z Fliicheninhalt von ABO D. 

Fig. 30. Ermittlung der Tragheits
momente. 

Jeder Elementarstreifen ydx 
von ABO D entspricht einem 
8treckenelement dy1 von 
0 1 0/. welches gefunden 
wird, indem man dx zu

nachst rechtwinklig auf die 
0-Achse projiziert. 

lntegra.lkurve und von da auf die 

Nun kann man aber die Flaehe ABO D, stntt a us verti
kalen Elementen ydx, auch a us horizontalen Elementen (a-x) dy 
zusammengesetzt denken. Welches sind nun die Streckenelemente 
von 0 1 0/, welche den Streifen (a--x) dy entsprechen? 

Wir werden beweisen, daB man die Streckenelemente dy.J 
erhalt durch rechtwinklige Projektion von dy tmf die Integral
kurve (siehe Figur) und Herstellung der heiden Tangenten in 
den Endpunkten des so erhaltenen lntcgralkurvenelementes ds. 
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Die Tangenten schneiden die G-Achse in D1 und E 1 ; die Strecke 
D1 E 1 ist das gesuchte Element dy2 • 

Zum Beweise betrachten wir das Dreieck B1 D1 El' in welchem 
wir zunachst die heiden Winkel da und 11 bestimmen. Aus der 
geometrischen Eigenschaft der Integralkurve (§ 10) ergibt sich: 

d a = arccot y - arccot (y + dy) 

- ~'!'r;c;-! y d y = B!._lfl d y (4) 

und 11 = arccot y. (5) 

Ferner findet man die Seite B1 E1 des Dreiecks B1 D1 E1 : 

B E = _a -:-x ___ _ 
1 1 sin arccot y · 

Fiir das Dreieck gilt jetzt die Proportion: 

B1 E1 : dy2 = sinY: sinda 

oder nach dy2 aufgelost: 
a-x 1 

dy2 = sin2 arccoty · 1 + y 2 dy. 

N ach emer bekannten Formel 5) ist aber 

Mithin 

und 

. 1 
arccot y = arcsm ~---. - . 

v 1 + y 2 

. 2 1 
sm arccot y = -+ 2 1 y 

dy2 =(a-x)dy. 

(6) 

(7) 

(8) 
Hiermit ist bewiesen, daB das nach der obigen Vorschrift ge

fundene dy2 gleich dem horizontalen Flachenelement (a-x) dy ist. 

IV. Kehren wir jetzt zur Figur 29 zuriick, so finden wir, 
daB sich die Flache A" B"C"C/' der zweiten Integralkurve 
aus dreieckigen Elementen zusammensetzt, deJ·en einzelnes den 
Wert hat: 

1 1 1 
2(a-x)dy2 = 2-(a-x)2 dy1 = 2 (a-x)2 ydx. (9) 

Die gesamte Flache wird demnach 
a 

~f(a- x)2 ydx. 
0 
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Dies ist aber nichts anderes als das hal be Tragheitsmoment ~ J 
2 

der Flache AB001 in bezug auf die 0-Achse. 
Das Tragheitsmoment in bezug auf die Achse AY ergibt sich 

analog als doppelter Inhalt der Flache A" 0" T, wo 0'' T Tangente 
an die Kurve A" B'' 0" in 0" ist. Fiir eine beliebige Achse E E 
innerhalb a wird das Tragheitsmoment gleich dem doppelten 
Inhalt der horizontal schraffierten Flache; fiir Achsen auBerhalb a 
kommen die punktierten Stucke zu A" B" 0" 0/' bzw. zu 
A" B" 0" T hinzu. 

V. Neben dem Integraphen gibt es noch einfachere Instru
mente, welche gestatten, die Flache, das statische Moment und 
das Tragheitsmoment einer gegebenen Figur zu bestimmen: die 
Planimeter. 

Die Flachenplanimeter beruhen auf den Eigenschaften 
der gleitenden Rolle. 

Wird eine RolleR (Fig. 31) mit glattem Rand auf einer Kurve 0 
Iangs des kleinen Elementes ds, die Unterlage in P beriihrend, 

' I 
I ' I )" 
I "\ 0? 

v __Jdlt ~ .. 

Fig. 31. Eigenschaft der gleitenden Rolle. 

so gefiihrt, daB ihre Achse AA mit 0 den Winkel a bildet, so 
kann man diese Bewegung offenbar auch dadurch hervorbringen, 
daB man zunachst die Rolle in Richtung ihrer Achse urn das 
Element dh und dann senkrecht zur Achse urn das Element dg 
bewegt. Offenbar hat nur die letztere Bewegung eine Drehung 
der Rolle zur Folge, und zwar dreht sich die Rolle urn den Winkel 
dx. Es ist (siehe Figur\ 

rdx = dssina. (10) 
Ein Planimeter. welches die gleitende Rolle benutzt, besteht 

aus einer Stange A B von der Lange l, die in der Entfernung a 
auf der Verlangerung tiber B hinaus die RolleR tragt (Fig. 32). 

Dieses Instrument wird so benutzt, daB man den als Fahr
stift ausgebildeten Punkt A die zu planimetrierende Kurve 0 
durchlaufen liiBt, wahrend B gezwungen ist, auf einer gegebenen, 
zuniichst beliebigen ,Leit"-Kurve 0' zu bleiben. Man sieht an 
der Figur, daB A Beine Flache beschreibt, die doppelt iiberdeckt 
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ist, soweit nicht das von C umschlossene Areal in Frage kommt. 
Der doppelt iiberdeckte Teil ist aber glcich Null zu setzen, weil 
jedes Element desselben positiv und negativ beschrieben wird. 
Die von A B beschriebene FHiche ist also nichts anderes als der 
Inhalt der Kurve C. 

Fig. 32. Plenimeter mit 
gleitender Rolle. 

Fig. 33. Ableitung der Plani
metergrundformel. 

Wir betrachten nun eine Elementarverschiebung von A B R 
nach A' B' R' und berechnen das hierbei von A B beschriebene 
Flachenelement AA' B' B = d F. Es ist (Fig. 33) 

[2 
dF=ldssina+ 2 dr:p (11) 

d. h. gleich dem Parallelogramm A A1 B' B + Dreieck A 1 A' B'. 
Inzwischen hat die Rolle R das Wegelement da beschrieben, 
welches mit d.s durch die Beziehung zusammenhangt: 

d.s sin a= da sin a'+ a dr:p. (12) 

Dies fiihrt man in die Gleichung fur dF ein und erhalt: 

dF = l da sin a' +(a l + ~) dr:p. (13) 
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Hier ist aber da sin d nichts anderes als die zugehorige 
Bewegung eines Randpunktes der Rolle = r d X, so daB sich 
ergibt 

(14) 

Beginnt man nun die Umfahrung mit den Anfangswerten 

Fig. 34. 

c 
Xo und rp0 , so wird man im all
gemeinen nach Beendigung der Um
fahrung der Figur an der Rolle 
den Winkel X1 ablesen, wahrend die 
Anfangslage rp0 der Stange A B 
wieder dieselbe ist. Der Fliichen
inhalt ist dann 

UmschlieBt jedoch die um
fahrene Kurve 0 die Leitkurve 0' 

Ganz umschlossene 
Leitkurve. ganz (Fig. 34), so wird q;1 + 1p0 + 2 n und 

( z2) 
F l r (x1 - Xo) + a l + 2- 2 n. (l(i) 

welche GroBe gleich dem zwischen 0 und 0' enthaltenen Are;tl 
ist. Soli der Inhalt Fa von 0 selbst gefunden werden, so i:-;t 
noch F a• hinzuzuziihlen: 

( z~) 
Fe= l r (X1 - Xo) + a l + 2 2 n -+-Fa·. ( 1 7) 

Fig. 35. Polarplanimeier. 
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Die am meisten verwendete ausgefiihrte Planimeterform 
ist das Polarplanimeter (Fig. 35), bei welchem die Leit-Kurve C' 
ein Kreis ist. Der Kreis wird hergestellt, indem man B durch 

Fig. 36. Kompensationspla.nimeter von Cora.di. 

den Polararm P B an den auf der Zeichenebene festliegenden 
Pol P heftet. Die Fig. 36 gibt das Kompensationsplanimeter 
der Firma Coradi-Ziirich wieder. 

VI. Planimeter, die als Leitkurve die gerade Linie benutzen, 
hei13en Linearplanimeter. 

Die geradlinige Bewegung von B wird hergestellt, indem 
B auf dem Gestell eines Wagens angebracht wird, der mit 

Fig. 37. Linearplanimeter. 

breiten geriffelten Riidern LL parallel mit sich selbst und gerad
linig auf der Zeichenebene rollt (Fig. 37). 

Vielfach verzichtet man darauf, die Rolle R die Zeichen
ebene beriihren zu lassen. In diesem Falle ordnet man be-

H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf\. 3 
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sondere FHichen an, in Berlihrung mit denen die Zahlrolle ihre 
Bewegung ausflihrt. 

Typisch fiir diese Art von Instrumenten ist das Kugel
rollplanimeter von Coradi (Fig. 3H). 

Die Grundform Fig. 37 ist beibehalten. Das Wagengestell 
B B roll vermittels der geriffelten Rader R' R' nuf der Zeichen-

l<'ig. 38. Kngelrollplanimeter von Coradi. 

cbene. Durchlauft der .Fahrstift das KurvPnelement di, :so 
roUt der Wagen urn das MaB ds vorwarts. Dabei drehen sich 
rlie Rader (die durch eine in Rpitzen gelagerte AchRe ver-

bunden sind) urn den Winkel rl {} . ~ . Auf der· AchRe sitzt 

ein gezahntes Rad R, welches :seine Drehung d 0 durch den 
Trieb P auf das Kugelsegment K vom Radius a iibertragt. 

Dieses durchlauft infolgedessen den Winkel d y , R d if. Mit 
r 

K in Kontakt steht der Zylinder c des MeBapparates, auf den 
sich die Drehung von K iibertriigt nach MaBgabe des Winkels a, 
den der Fahrarm mit der Fahrtrichtung des Wagens bildet. 
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Bezeichnet d X den 
nach der Fig. 38: 

Drehwinkel des Zylinders 

dx =a sin a Rd{} 
e r 

und nach Einfiihrung von d{} = ~ 

d . d R a 
X = sm a B]j e r . 

Aus dieser Gleichung leitet man ab 

. d R'erd 
sm a 8 = - R a- X ' 

c, so hat man 

(18) 

(19) 

welchen Ausdruck man in die allgemeine Planimeterformel (11) 
einfiihrt: a sin a 

R'erl l2 

dF=-Jia:-dx+ 2 ar. (2o) 

woraus sich nach Integration und bei Riickkehr zu der an
fanglichen Lage des Fahrarmes ergibt 

F = !fL~ (X1 - Xo). (21) 
Ra 

Fig. 39. Kugelrollplanimeter von Coradi. 

H . . R' e r l . I t K t t d 1er 1st ---~- eme nstrumen - ons an e un X1 ··- Xo 
Ra 

die Ablesung des MeBradchens. Fig. 39 gibt eine Ansicht des 
ausgefiihrten Instrumentes. 

3* 
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VII. Zur Ermittlung von statischen und Tragheitsmomenten 
geht man von folgender Betrachtung aus. 

Es gilt (Fig. 40) fiir das statische Moment in bezug auf 
die x-Achse: 

.X 

Fig. 40. Grundlage der Integratoren. 

M 1 f ., d 1 Jt2 .. , d = -- y" x = ·- . sin" a x 
X 2 2 • 

(22) 

und fiir das Tragheitsmoment 6) 

J =c _1:_ fya dx = !_ fz3 RinB a dx. 
:c ;l, ~. 

(2 :1) 

Setzt man in (22) 

sin~ a c. ~- --~-sin (i -· 2 a). (24) 

so wird 

[2 f{ ( ) ) Mr = "4, dx --sin ~ ·- 2 a dxf. \2!)) 

Betrachtet man hier l als Fahrarm eines Planimeters mit 
gleitender Rolle, so wird J dx nach Umfahrung der Figur 
(Riickkehr zur Anfangslage des Armes) Null, wahrend in dem 
iibrigbleibenden Ausdruek 

[2 f ( \ M = -- - sin lT_ - 2 a) rf :r 
X 4, 2 

( 2H) 

das Integral die Winkelbewegung einer Rolle darstellt, deren 

Drehachse dauernd urn dasMaB 7l - 2 tc zur .1-Achse geneigt ist. 
2 
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Bringt man mit dem Fahrarm B A = l eine gleitende Rolle, 
r 

etwa durch ein Zahnraderpaar der Radien r und - nach der 
2 

Fig. 42 in Verbindung, so registriert die Rolle das Integral 

f . (:n; ) d , , sm 2 - 2a x=x1 -x0 , (27) 

!I 

Fig. 41. Momenten-Integrat.or. 

wo xt" - Xo" die MeBradchen-Ablesung ist, und liefert somit 
nach Formel (26) abgesehen vom Vorzeichen das statische Moment. 

Das Tragheitsmoment 

J,- ~J sin3 adx (28) 

entwickeln w1r in: 

J x = ~ f (~ sin a - sin4 3 a) dx 

c= :: ( 3 f sin adx -- f sin 3adx). 

Hier ist 
J sinadx = x1'- Xo' 

die Ablesung einer MeBrolle, deren Drehachse mit dem Fahr
arm parallel bleibt (Fig. 42) (daher dem Flacheninhalt pro
portional), wahrend 

f sin 3 a dx = x/" - Xo"' 
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die Ablesung einer MeBrolle ist, deren Achse standig den 
Winkel 3 a mit dem Fahrarm einschlieBt. Einen derartigen 
Zusammenhang zwischen Fahrarm und MeBrollenbewegung kann 
man durch ein Zahnraderpaar Z 1 Z 3 der Radien r und } r nach 
Fig. 42 herstellen. Natiirlich muB ebemo wie bei Fig. 41 dafiir 
gesorgt werden, daB die Achsen der Zahnrader, die senkrecht 
zur Zeichenebene stehen, wahrend der Integration in einer zur 
x-Achse senkrechten Ebene verbleiben. 

h',s;i!.x 

l<'ig. 42. Fliichen- und Momenten
Integrator. 

Fig. 43. Kugelroll-Integrator. 

Statt nun die MeBrollen auf dem Papier gleiten zu lassen, 
hat Hele-Shaw sie auf einer Kugel K gleitend angeordnet 
(Fig. 43). 

Die Fortschreitung d x des Fahrstiftes wird durch die Rolle R 
auf die Kugel K iibertragen und liefert eine Drehung dieser: 

dx 
d1~ = --

1 Rl 

und damit eme MeBrollendrehung 

bzw. nach Integration: 

d dxR . 
X = if l Slll ({ 

1 

=" dx Bin a 

x1 - Xo = j' dx sin a. 
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Fiir die Integrale 

Jsin3adx und Jsin(~-2a)dx 

·"?~ 
IIIWJ:::::r"r't~WII ~~ 

<>'q,~~ ..... 

Fig. 44. Integrator fiir Flachen, statische und Triigheitsmomente 
nach Hele-Shaw. 

liiBt sich das Prinzip der Rollkugel in der gleichen Weise an
wenden. 



F.in\eitun\1, 
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Zur Gewinnung der Integrale 

J sin adx 

J sin (~ - 2 a) dx 

J sin 3 adx 

wiirden also 3 Planimeter erforderlich sein, die man in einem 
einzigen Instrument vereinigen kann. 

Ein solches Instrument, welches aus einer einzigen Um
fahrung den Flacheninhalt, das statische Moment und das Trag
heitsmoment liefert, kann sowohl mit Rollen, die auf der 
Zeichenebene direkt gleiten, wie auch nach dem Rollkugel
prinzip ausgefiihrt sein. 

Fig. 44 zeigt Grund und AufriB des Integrators nach H. S. 
Hele-Shaw. Das Instrument wird nach Fig. 45 von Coradi, 
Zurich, ausgefiihrt. 

§ 13. Allgemeine Regeln fiir die Durchfiihrung von 
Differentiationen. 

1. Wie gestaltet sich der Grenziibergang: 

dy dF~) 
dx dx 

lim G (x_+ L1 x)- F (x) 
Ax=O L1x ' 

wenn F (x) einer Konstanten 0 gleich ist~ Wir erhalten: 

dy = L1 ° =lim q_~!!_ = lim 0. 
dx L1x ,1x=O L1x Ax=O 

=0. 

Ergebnis: D er Differen tialq uotient einer Konstan ten 
ist Null. 

2. F (x) sei eine Summe von zwei Funktionen: 

F (x) = cp (x) + 1p (x). 

Bildung des Differenzenquotienten; 

JJt. = _l_~(;l;) = pJJ; + L1 x) +_1j.l (x + L1 x) - cp (x) - 1p (x) 
~x 1x ,dx 

= cp_ (;l: + _:"_:;) --· cp_ (;l;} + y;__ (;I;+ L1 x )__ -_tp__(x). 
L1x L1x 
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Dbergang zum Differentialquotienten: 

dy = ~Jp_(~) + 1p (x)] 
dx dx 

= lim [-<p (x + ,1 ~ -- 1p(x) , 
fz=O /1 X 

1p(x _lx) t 1J!(~I 
I :r 

= d,__ce__(!_) + '!_1f!_ (X l. 
dx dx 

Ergebnis: D er Differential quotient eine r ~ u mm e 
von Funktionen ist gleich der Summe der Differential
q uotienten der einzelnen Funktionen. 

3. F (x) sei ein Produkt von zwei Funktionen: 

y = F(x) = 1p(x)·1fJ(x) 
Bildung des Differenzen-Quotienten: 

1y ~JF_{!_) <p(x+~x)·_lf'_(x_ ~xl--_rp~:l:)-'l'(;r) 
Ax .lx 

Wir subtrahieren und addieren im Zahler 
rp(x)v,(x+;lx) 

und erhalten: 
;ly [<p(x-1 !lx)--:rr(x)]v,(x l:r) 

1 X 11 X 

+- cp (x) [ 'ljJ (x + .1 x) - 1p (x)J. 
' I X 

Fiihren wir jetzt den Grenziibergang lim auH, Ho ergibt 
sich: fx=o 

lim cp (x _ ___:"J_ x) ~rpx _ d2_1(~) 
tx=O /1 X dx 
lim 1p (x + .1 x) = 1p(x) 
Jx c~ 0 

lim 1p (x + 1_x)- 'If' (J;) = d 1£ (x) . 
• 1x=O ;1 X d:t: • 

und als Gesamtresultat : 

dy = 1p (x) ~p__(x] 
dx dx 

d. h. der Differentialquotient des Produkte~ zweier 
Funktionen wird erhalten, indem man jede Funktion 
mit dem Differentialquotienten der anderen multi
plizie rt und die er hal tenen heiden Prod uk te addiert. 
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4. F (x) sei der Quotient zweier Funktionen 

q; (x) 
y = F(x) = VJ(x)' 

Nach Bildung des Differenzenquotienten: 

q;(x+Lix) q;(x) 
Ll y Ll F (x) ~Lix)- VJ (x)' 
Lf X= ---::1x-. = Lf X 

und kreuzweiser Multiplikation findet sich: 

T (x +_ Ll x).VJ (x) _ VJJ:l: + Ll x). q; (x) 
~F~) Llx Llx 

Lf X - -----~-(~--t--~rx;.-;p ( x+ Lf X y-- --
Nach Subtraktion und Addition von: 

q;(x)VJ(x) 

im Zahler kommt: 

q;_(:;+ Lf x) - _ce__(a;} 1p (x) _ Y' (x + Lf x) - 1p (x) <p (x) 
Ll F (x) Lf x Lf x ---:lx- = ~---- -----~(x + Lf x) VJ(x) 

Beim Grenziibergang erhalt man dann: 

d (q; (x)) dq; (x). VJ (x) _ d1p (x) q; (x) 
dy _ y:_~ dx dx 
dx dx VJ~ (x) 

In Worten: Der Differentialquotient des Quotienten 
zweier Funktionen wird erhalten durch die Operation: 
N enner mal Diff.-Qu. des Zahlers mibus Zahler mal 
Diff.-Qu. des Nenners, das Ganze dividiert durch das 
Quadrat des N enners. 

5. F (x) sei die Funktion einer Funktion q; (x) 
y=F[q;(x)]. 

N ach Bildung des Differenzenquotienten: 

;ly F[q;(x+Lfx)]-F[q;(x)J 
~1 X = ~---- Lf X ----

Folgt Multiplikation mit: 

q; (x + Lf x) ·- q; (x) 
q; (x + Lf x) - q; (x) 
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und ergibt: 

11y F[rp(x+Lix)J-F[rp(x)J rp(x+Lix)-rp(x) 
j; -;p (-;;-+ lxf-..: ~(x} -- · - - ~~;: ·· ·· 
Setzen wir jetzt im ersten Quotienten: 

rp(x)=z. 
so wird: 

rp (X + Lf X) = z + .1 Z ; rp (X + ;I X) - rp (X) ~c , I z 

F [ rp (x + Ll x) J = F [ z + ;I z J ; F [ rp ( x) J = F [ z 1 
und 

Lly F[z+Liz]-F(z) rp(x+Lix)--rp(x) 
/I X=---· ;1 z . - --.- -- -x;; . - -

und nach Vornahme des Grenziiberganges ergibt sich 

dy d!_(z). d! 
dx dz d:l: · 

Auf eine Einkleidung der Regel in W orte verzichten 
wir, da die Ausdrucksweise zu umstandlich wiirde und geben 
lieber einige Beispiele. 

a) y=F[rp(x)]~[a+bxmr 

y = F ( z) = z~; z = rp ( x) == a + b xm 

d_F-__(z)_ = 3 z2 = 3 [a+ bxmp 
dz 

dz 
= mbxm--l 

dx 
dy dF (z) dz . 
dx = --d~--· a,;;=;! mb [a L bxm]2 ·x.m 1 

b) y = F [rp (x)] = V~c -j- ji :r 
y=F(z)~ V~ =zl: z- (l'(x)=a i fix 

d!__(z)_ cc.c !_ z- j = - 1 . d z = (J 
d z 2 2 va -!- /J :r · dx 

dy dF(z) dz p 
dx = -d; . dx = 2)/a ji x 

6. Differentiation der inverRen Funktion. Aus y = F(x) 
folge durch Auflosung 

X =c ifJ (y). 
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Die Differenzenquotienten sind: 

und 

~}!_ = .1 F (x) = F (x + .dx)- F (:r) 
Ax Ax .dx 

;J X LJ _if> (y )_ 
.dy .dy 

(j)_j¥__ t .1 y) - __ w (Y) 
.dy 

Durch Multiplikation der heiden Gleichungen folgt: 

.1 Y . .1 x = 1 = ~(x + .1 x)_::::: .F'{l:L _w (y_ ± .dy) -±:_ w (y) 
/Jx .dy .dx <1y 

und nach Dbergang zur Grenze 

oder 

1 - ~_F_(!)_. d (]J (y) 
- dx dy ' 

d!Jx) 
dx 

1 

d w(y) 
dy 

In Worten: Das Produkt der Differentialquotienten 
zweier zueinander inversen Funktionen ist = 1. 

§ 14. Bestimmung des Differentialqnotienten der einfachen 
Fnnktionen. 

I. Differentiation der Sinusfunktion y =sin x. 

dY__ 0~ ~-sin x -~ lim ~n f:_j- ~_!3J-=:- _sin x 
1l:J.: d:r Jx~ o /J X 

lim sin x <"-<:)~~~x +cos x sin Ax ~:::_~~3:. (l) 
.IJ·ccO .JX 

Hier wird mit abnehmendem .1 x lim cos Ax = 1, mithin 
ist lim (sin x cos 1 x - sin x) = 0. Es bleibt ii brig: 

rly sin Llx 
lim cos x · --. 

dx . .Jx-·o ;1x 
Hier wird jedoch mit abnehmendem ;Jx der Quotient 

sin .1 x 
-c 1 , so daB sich das endgi.iltige Resultat ergibt 

1:r 
dy d sin x 
- =--·-- =+cos x. 
dx dx 
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2. In analoger Weise fiihrt man die Differentiation der 
Kosinusfunktion 

y =COS X 

durch. Es resultiert: 

dy 
dx 

d COS X 
== ~ sin x. 

dx 

3. Differentiation der Tangensfunktion 

y = tg x. 

Wir erhalten: 
dy d tg a: 

dx dx cos 2 .r 

4. Die Arcussinusfunktion 

y =arc sin a: 

hat zum Differenzenquotienten 

1 y arcsin ( x + J :r) -- arcsin x 
1x lx 

Nun folgt aus (4): 

also ist 

:r ==sin y 

sin(y+,1y)~=x+ lx 

lx==csin(y 1 y) · Rin y: 

/j Y Lfy 
/f x . Rin (y · ·~ .d y) sin y 

1 

·sin (y =I-_4_Jt) ~ sin :r 

1y 

Die Ausfiihrung des Grenziiberganges liefer1. 

und wegen 

wird 

dy 1 
dx cosy 

dy d arcsin x 
dx dx 

(2) 

(H) 

(4) 
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5. Die Arcuscosinusfunktion 

y =arccos x. 

Da 
n . 

arccos x = 2- - arcsm x 

ist, haben wu 

dy 
dx 

d arcsin x 
dx 

(i. Die Arcustangensfunktion 

y = arctg x. 

Wir bilden die inverse Funktion 

X c= tg y 

1 

vi' :::.=-;;· 

und differenzieren: nach (3) 

dx 

also 

dy cos 2 y 

2 sin 2 y 1 1 
cos y = --- = ----- = ---

tg 2 y 1 + tg 2 y 1 + x2 

dy darctgx 1 
dx -a:i- _i_.f-_X2 · 

7. Die logari thmische Funktion 

y ·~ lgx. 

Nach Bildung der Differenzen-Quotienten 

1y lg (x + L1x) -lgx 
,1x Jx 

und folgender Umformung 

lg x +x iJx lg ( 1 + ~:t) 

(5) 

(6) 

(7) 
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k "t LJ X 1 . 1" . ann man m1 -- mu t1p IZieren, 
X 

wenn man zugleich den 

Klammerausdruck ( 1 LJ X) --- zur 
X 

X 
ten Potenz erhebt: 

lx 

1 (t + Jx):Ix 
.1 X g X 

:r 1x 
,. 

- _1 lg (1 + 9 _:)if"'. 
X X 

Beim Grenziibergang haben wir 

dy 
dx 

Der Grenzwert 

d lg X 1 ( 
dx - 1 ~i~ o;; Jg 1 

lim (1 + ~l_:r)-' x 
.1 x -- 0 X 

,. 

ist aber = e. der Basis der natiirlichen Logarithm en'), nnd wir 
erhalten: 

r/lg X 

d~-

1 

X 
lg e. 

Verstehen wir auch hier unter lg:r den na1iirlichen Log-
arithmus, so wird lg e 1 und 

dlg:r 
--

d:r .r 

H. Die Exponentialfunktion 

!I e·" (H) 

lautet uach Inversion: 
. r lg !I . 

Hieraus folgt,: 
1L:r 

dy y e;· 
nnd 

dy de" 
ex 

dx d:c 
, 

d. h. die Differentiation dcr Exponentialfunktion 
liefert wieder die Exponentialfunktion. 
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§ 15. Zusammenstellung der Grundformeln 
der Differentialrechnung. 

1. Differentiation der Konstanten: 

dO =O 
dx · 

2. Diff. der Summe: 

d [tfl_ (x) j-_Y'_(x)] = dcp (x) + dtp (x) = cp' (x) + tp' (x). 
dx dx dx 

3. Diff. des Produkts: 

~_[_lf'i::j; lj! (x 2J = cp (x) tp' (x) + cp' (x) tp (x). 

4. Diff. des Quotienten: 

a(PJ:t:1) 
tp (x) lj! (x) cp' (x) - !j!1 (x) cp (x) 

tp2 (x) 
----

dx 

5. Diff. der Funktion einer Funktion: 

~!'(~[ [z = cp (x)J = dF(z) · t],_pJ);) = F' (z) · cp' (x). 
dx dz dx 

6. Die Differentialquotienten zueinander inverser Funk
tionen cp (x) und f(x): liefern miteinander multipliziert 
die Einheit: 

cp'(x)·f'(x) =1. 

7. Diff. der Potenz: 
daxm 
--=amxm-l. 

dx 
8. Diff. der Sinusfunktion: 

d sin x 
------ = cosx. 

dx 
9. Diff. der Kosinusfunktion: 

d COS X . 
----;{;;- = - Slll X • 

10. Diff. der Tangensfunktion: 

d tgx 1 

dx cos2 x · 
Hort, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 4 
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11. Diff. der Cotangensfunktion: 

d cot x 1 

dx sin2 x 

12. Diff. der Arcussinusfunktion: 

d arcsin x 1 

dx = + V1~=-;f · 
13. Diff. der Arcuscosinusfunktion: 

d arccos x 
dx 

1 
--v-:i=~-;;2 • 

14. Diff. der Arcustangensfunktion: 

d ar~~g x = + _ -· ~1- -,,- . 
dx 1 T x-

15. Diff. der Arcuscotangensfunktion: 

d arccot x 
dx 

16. Diff. der Logarithmusfunktion: 

d lg X 

dx x 

17. Diff. der Exponentialfunktion: 

de" 
-- --- = e". 
d:c 

II. Differentialgleichungen erster Ordnung 711). 

§ 16. Differentialquotient und Differentialgleichung. 

Allgemein hei13t eine Gleichung zwischen Variabeln und ihren 
ersten Differentialquotienten Differentialglcich ung erster 

Ordnung. Sind die Variabeln x, y, die Differcntialquotienten dy, 
dx 

so lautet die Form der Diffcrentialgleichung allgemein 

];' (X, y, ~~) - 0 . ( 1) 

Sehr einfache Differentialgleichungen dieser Art haben wir 
bereits kennen gelernt. Jede unserer Differentiationsformeln in 
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§ 15 ist eine Differentialgleichung. Man erkennt dies sofort, wenn 
man z. B. Formel (7) in § 15 folgendermaBen schreibt: 

dy_- amxm-l = 0. 
dx 

(2) 

Die ,Li:isung dieser Differentia.lgleichung verlangt diejenige 
Funktion y von x anzugeben, deren erster Differentialquotient 
= am xm -l ist. Wir wissen, wie wir zu verfahren haben. Wir 
schreiben 

und integrieren 
dy=amxm- 1 dx 

y =0 + J amxm- 1 dx 

y=O+axm 
(3) 

Hier ist die Integrationskonstante 0 (die wir mit Riick
sicht auf die Lehren vom unbestimmten Integral hinzugefiigt 
haben) bemerkenswert. Unbestimmt e Integrationskon
s tan ten spielen bei der Li:isung von Differentialgleichungen 
eine wichtige Rolle, wie wir noch sehen werden. 

Vorlaufig merken wir an, daB eine ,Integralgleichung" 
y = 0 + axm, die eine Integrationskonstante 0 enthalt, das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung heiBt. Jede 
spezielle Wertfestsetzung fiir 0 liefert ein partikulares Inte
gral. Insbesondere ist also mit 0 = 0 y = axm ein partikulares 
Integral der Differentialgleichung (2). 

Die Li:isung der angeschriebenen Differentialgleichung war 
sehr einfach, und zwar in erster Linie deshalb, weil abgesehen 
von der Variabeln x nur der erste Differentialquotient der un
bekannten Funktion y vorkam, mit anderen W orten, weil die 
Differentialgleichung von der ersten Ordnung war. Wir 
stellen fest, daB bei Differentialgleichungen folgender Form 

dy 
-= f(x) == 0, 
dx 

( 4) 

wo f(x) eine beliebige Funktion von x sei, sich ohne weiteres 
durch eine ,Quadratur" das allgemeine Integral 

y=O+Jf(x)dx 
finden la13t. 

Ebenso einfach ist die Li:isung von Differentialgleichungen 
der Form 

dy 
dX - cp (y) = 0 . (6) 

4* 
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Wir schreiben _j-JJ_ c= dx 
cp (y) 

(7) 

nnd finden das allgemeine Integral: 

X ~ 0 -f-J d(y). , 
f[! y 

wo cp (y) m y ebenfalls bebiebig sein kann. 

C=O 

Dieses allgemeine In
tegral 

y ~= C + J f'(x)dx (!l) 
schreiben wir mit 

jf'(x)dx=F(x) 
w1e folgt: 

y c= C + F(x). (10! 

Deuten wir diese Glei-
x chung geometrisch in einem 

C=-1 recht winkligen Koordinaten-
C= -2 Hystem, so erhalten wir eine 

Mehrzahl von Kurven, und 
Fig. 46. Integralkurvenschar. zvmr fiir jede spezielle A us-

wahl von C eine Kurve. 
Es entsteht so, wenn wir 0 alle Werte von -- oo his + oo 

durchlaufen lassen, eine Mannigfaltigkeit von Kurven 
(Fig. 46), die einander lwngruent und gegeneinander in Richtung 
der y-Achse verschoben sind. Jedes Individuum der Mannig
faltigkeit oder Kurvenschar stellt ein partikulares Inte
gral der gegebenen Differentialgleichung dar. 

§ 17. Anwendungsbeispiel: Die Spiegelkurve eines 
flieBenden Gewassers. 

Angeniiherte Integration einer Differentialgleichung. 

Ein technisches Beispiel fiir Differentialgleichungen der letzt
genannten Art bietet die Untersuchung dcr Staukurven, bei 
der Differentialgleichung 

dy y:l -· k'l 
== J ·;r;; · ?J!l~-ft/ (1) 

fiir die Gestalt des Spiegels eines stationar ungleichformig 
flieBenden Gewiissers resultiert. 
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Zur Aufstellung dieser Gleichung geht man aus von der 
Bewegung eines gleichformig flieBenden Gewassers 8). 

Bezeichnet (Fig. 4 7) x den auf der G e r inn e achse ge
messenen Abstand eines Gerinnequerschnittes A B von einem 

A 

I 

Fig. 47. Betrachtung einer gleichformigen Wasserbewegung. 

Anfangsquerschnitte 0 Y, dann ist klar, daB bei der gleich
formigen Bewegung die Arbeit des fallenden W assers zur Dber
windung der Be\vegungswiderstiinde dient. Bezeichnet F den 
Gerinnequerschnitt, U den Gerinneumfang, r den Profilradius, 
gege ben d urch 

F 
(2) r=-u, 

V die mittlere W assergesch windigkeit, y das spezifische Gewicht, 
dann ist 

A=yrUVdz (3) 
die Gefiillarbeit bei Durchstromung des Abschnitts dx. Die 
Reibungsarbeit R ist empirisch proportional dem benetzten 
Umfang U und dem Geschwindigkeitsquadrat P. Sie findet sich 

mit der Proportionalitiitskonstante _!__ 
2g 

R = _!__ UV 2 • Vdx. 
2g 

(4) 

Durch Gleichsetzung der beiden Arbeitsausdriicke (3) und (4) 
und Streichen der GroBe V U ergibt sich, wenn nach geeigneter 
Wahl des MaBsystems y = 1 gesetzt wird, 

r ~_z_ = _!__ V2 • (5) 
dx 2g 
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dz 
Bei gleichfOrmiger Bewegung wird nun V, r und liings 

dx 
der Gerinneachse konstant und man kann mit 

schreiben 

~~z__ c~ J 
dx: 

rJ = _;..__ v~ 
2g ' 

(7) 

wo J das ,Gefiille" des Gerinnes bedeutet. Hier wollen wir stets 

fiir _}_ den Eytelweinschen Wert 0,000~7 benutzen, wobei wir 
2g . 

bemerken, daB es noch andere kompliziertere empirische Aus
driicke dafiir gibt. Hierbei ist r in m, V in [msec-1] einzusetzen; 

2~ hat demnach die Dimension [m- 1 · sec2], also einer reziproken 

Beschleunigung. 

Die Formel (7) wird z. B. bei der Berechnung von Kaniilen 
benutzt. Meistens ist die vom Kanal fortzufiihrende Wassermenge 
Q und das zur Verfiigung stehende Gefalle J durch die Natur
verhaltnisse gegeben, die Breite b des Kanals durch den Boden
preis nach oben begrenzt. Aus diesen Daten kann man mit (7) 
den erforderlichen Profilradius und damit die Gestalt des 
Gerinnequerschnittes bestimmen. Hat man z. B. einen sehr 
breiten Kanal der Breite b, dann kann man den Profilradius 
gleich der Wassertiefe h und den Umfang statt drr Breite setzen 
und es wird 

und 

oder 
:l },Q~ . h == ------

2 gb2 J' 
(8) 

h ist also in diesem Falle die W assertiefc. 

Bei der gleichformigen Bewegung ist J ein Mal3 sowohl des 
Spiegelgefalles wie des Sohlengefallrs, da beide einander 
gleich sind. Wird nun eine gleichformige Wasserbewegung da-
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durch gestort, daB man in das Gerinne ein Hindernis, etwa ein 
Wehr, einbaut, dann weichen Spiegelgefalle und Sohlengefalle 
der abgeanderten Wasserbewegung voneinander ab. Betrachten 
wir wieder zwei Gerinnequerschnitte A B und A' B' im Ab
stande d x, dann haben wir die Spiegelkurve 

z = f(x) 
von der Sohlenkurve 

s=rp(x) 

zu unterscheiden (Fig. 48 ). s = rp ( x) ist eine im allgemeinen 
gegebene Funktion. Gesucht wird die Gleichung des Spiegels, 
und zwar bezogen auf die Sohle, d. h. 

x=z-s=f(x)-rp(x), 

!I 

Fig. 48. Betrachtung einer ungleichfOrmigen Wasserbewegung. 

also die Wassertiefe in Abhangigkeit von der Gerinnelange x. 
Hierbei muB der Anfangspunkt fiir die Zahlung der Lange x 
aus den besonderen Bedingungen der Aufgabe noch bestimmt 
werden. 

Das nachfolgende V erfahren wird y direkt liefern, ohne 
vorherige Aufsuchung von f(x). 

Zur Gewinnung einer Gleichung fiir y gehen wir wieder von 
dem Satz aus, daB innerhalb des Intervalles dx die zur Ver
fiigung stehende Gefallearbeit die Widerstandsverluste deck en muB. 

Zur Verfiigung steht die Arbeit Qdz, wo Q die sekundliche 
Wassermenge bedeutet. Diese Arbeit wird aber nicht ganz auf 
die Deckung des Widerstandsverlustes verwendet, da ein Teil 
dieser zwischen A B und A' B' zur V eranderung der kinetischen 
Energie des stromenden Wasserquantums verbraucht wird. Das 
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Htromende Wasserquantum Q hat im Querschnitte AB die 
kinetische Energie 

__1:_ Q· V2. 
2g ' 

im Querschnitte A' B' dagegen 

~-Q(V dV) 2 • 
2 g . 

Die Anderung betragt demnach 

1 dV + QV·---·dx. 
g dy 

Setzen wir nun einen brei ten Kanal rechteckigen Querschnittes 
voraus, dann gilt die Beziehung 

Q ·c V•b·y, 

d. h. die sekundliche Wassermenge ist gleich: Geschwindigkeit V 
mal Breite b mal Tiefe y und hi era us folgend: 

v C.C 

Q 
by 

Es wird also : 
dV Q dy 
dx by2 dx 

und die Anderung der kinetischen Energie 

1 Q2 dy - -·'l·----· -·dT 
g b"y3 tlx · · 

Zur Deckung des Reibungsverlustes 

_L UV8 dx 
2g 

oder, da bei breiten Kanalen der Umfang U anni1hernd gleich 
der Breite b gesetzt werden kann, 

;, Q3 
--·---dx· 
2g b2y3 , 

bleibt also von der Gefallearbeit Q dz nur iibrig: 

Q d 1 QVdV Qd 1 -~3-~Y_ dx (9) z - g • = z g [;2 y3 d X • 
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Es entsteht also mit 

dz ds dy 
dx dx dx 

die Differentialgleichung: 

Q (~~- ~~) + } b~a ~~ = 2~b2Q;a (10) 

oder nach beiderseitiger Hebung von Q und mit dem konstanten 
Sohlengefalle 

Setzt man hier zur 

und 

Abkiirzung die 

_A_ _Q2 = h'l 
2g b2 J 

!_ Q2 = ka 
fl b2 

ein, so entsteht einfacher 

Konstanten 

~-~(ya-P)= J(ys- ha) 

oder 

(11) 

(12) 

(13) 

d. h. die im Anfang des Paragraphen angeschriebene Gleichung. 
Hier ist zunachst h mit der bereits oben festgestellten Wasser

tiefe bei gleichformiger Stromung der Wassermenge Q auf dem 
Gefalle J identisch. k dagegen ist identisch mit der Wassertiefe 
der gleichformigen Stromung in einem Kanal, fiir welchen 

}, 

2J=1 

gilt, d. h. fiir welchen das Gefalle J den Wert hat: 
2 

J =c · = 0,0036 = "-'1: 280. 
2 

Zwischen h und k besteht die Beziehung: 

k=h -v2:· 



58 Differentialgleichungen crster Ordnung. 

Wir gehen nun iiber zur Integration der gefundenen Diffe
rentialgleichung. Es ergibt sich 

J'y3- k3 
.Jx = C + -3--~ha dy. y ---

(H) 

Dies ist die endliche Gleichung der Spiegelkurve. Urn die 
unbestimmte Konstante 0 fortzuschaffen, muB man die Wasser
tiefe an irgendeiner Stelle kennen, z. B. H dicht an dem Einbau. 
Ist an dieser Stelle x =·== A, dann ergibt sich fiir 0 

.f·A- [J'ya_~-k~dy] . ==0 
y3 __ h'l y=H 

und als Spiegelgleichung: 

f"Jy:l - p l Jy'l - k'l 
J(x-A) ~ --l ?F~h}dyjy=}- i/~h3dy. (15) 

Ehe wir an die genaue Auswertung und Untersuchung dieses 
Integrals herangehen, wollen wirdie gefundene Differentialgleichung 

dy y'l_ h'l 
--====J ·----. 
dx ya- h'l 

zur angenaherten Bestimmung der Spiegelkurve benutzen 
Dies geschieht in der Weise, indem wir einen Punkt der 

Spiegelkurve z. B. dicht am Wehr festlegen durch Auswahl 
y=-=~H. 

Hiermit ist bei y == H der Differentialquotient 

(16) 

festgelegt, und da die Spiegelkurve nur schwach gekriimmt ist, 
konnen wir annehmen, daB derselbe Wert des Differentialquotienten 
noch ein endliches Stuck L1 x stromauf gilt. Am Endpunkte dieses 
Stiickes wird dann 

(17) 

d. h. L1y ist die Anderung der Wassertiefe an dieser Stelle. 
Ein Beispiel wird das Verfahren verdeutlichen. Es liege ein 

Kanal des Gefalles .J = 0,0003 7 vor mit einer W assergesch windig
keit V = 1,2 m. Dann betragt die Wassertiefe der gleichformigen 
Stromung 

2 V2 1 44 
h = - ~ 0 0003 7 --'------ ~= '"'-' 1 44 Ill 

2g J ' 0,00037 ' 
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wiihrend man 

k=hi/2 J =144{/ 1 =0670 v l ' v 10,03 ' 
findet. 

Stauen wir jetzt die gleichfOrmig dahinflieBende Stromung 
an irgendeiner Stelle auf H = 1,8 m auf, so ergibt sich folgende 
Gleichung fiir die Abnahme Ay der Wassertiefe in der Entfernung 
Ll x vom Stau: 

5,832 - 2,986 2,846 
Ll:c= +Llx·0,00037 83 3. = +Llx·0,00037·-5-

5, 2 - 0, 01 5, 31 
= + Ax-0,00019, 

d. h. in der Entfernung Ll x = - 500 m oberhalb hat sich die Stau
tiefe urn Lly =- 0,095 m =- 9,5 em geiindert, d. h. sie ist kleiner 
geworden; sie betriigt H = 1,705. Berechnet man mit diesem H 
von neuem die obige Formel, so entsteht 

4,913 - 2,986 
Lly = + Llx-0,00037 · 4,913 _ 0,301 = + Llx·0,000155, 

womit man wieder mit Ll x = - 500 m stromauf die Tiefen
abnahme 

Lly = 0,077 m = 7,7 em 

findet. So rechnet man fort und gelangt zu immer geringeren 
Wassertiefen, ohne indessen die urspriingliche Tiefe 1,44 m zu 
erreichen: der Stauspiegel schmiegt sich asymptotisch dem 
urspriinglichen Spiegel an. V gl. Fig. 48. 

Einen allgemeinen Oberblick iiber die durch die Differential
gleichung in definierten Staukurven liefert die Durchfiihrung 
der Integration und die genaue Diskussion der entstehenden 
Gleichung. 

Es handelt sich also urn die Auswertung des Integrals 

[Jy3- p ] fy3 - p 
J(x-A)=- ys-hady + ya-hady (18) 

Y= H 

Zuniichst ist identisch 

ya_p ha-ka 
-3-h3 = 1 +--3-h3 0 y- y-

Macht man jetzt die Substitutionen 

y = h1], dy = hd1], 
H 
h = 1JH• 
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so folgt 
J (x- A)= 

0 = -hfrl1] ~ kl h~ ~S f11,/-1 d1J + f dy ·1-J{~:J(J/ ~~1~ dt] (1H) 

1I JJ 
h h 

und nach Einfiihrung der Abkiirzung: 
k 

~ h 

J(x~A)-~ 

=o (y-H)-h(1-~3)j~f-dJ] -~(-. . . 1]3 -1 
y 

h 

··f-l'~l .. l)} 
• 1] ! 

II 
h 

(20) 

Hier ist eine Vereinfachung zu erzielen, wenn man den Punkt 
a:= A, y = H so wahlt, daB er in den Anfangspunkt des Koordi
natensystems fallt. Es resultiert dann als Gleichung: 

(21) 

In dieser letzten Formel bleibt noch die Berechnung des 
Integrals 

iibrig, welches man 

d1j 

- r/-=._-1 
findet 

- fr/d'!!l 
mit Hilfe der Partialbruchzerlegungll) 

1( 1 1)-'-2 \ 

-- :1 I) -l --- ~ij I) -f~l-) d1J 

(22) 

Diese Funktion, die kurz mit {(17) bezeichnet werde, hat 
Bress e 10) tabellarisch bereehnet. 

Den ungefahren V erlauf der :Funktion gibt von 

17 = 0,5 his 11 = 2,0 
Fig. 49 wieder. 

Die Funktion f(y) hat folgende ausgezeiehnete W erte 

f(O) = - 0,605. f(1) ex;, f'(rx:) = 0. 
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Es ist also -J-d!l_ = - 0 605 r/ -1 ' ' 
'fJ=O 

wonach die Forme! (21) iibergeht in: 

J X= y- h(1- e) [ f(1J) = 0,605]'1=Y· (23) 
h 

Diese Gleichung wird durch x = 0, y = 0, 1J = 0 befriedigt, 
also geht die durch sie dargestellte Kurve durch den Anfangs
punkt des Koordinatensystems, wie soeben festgesetzt. 

8 1, 

f. 
t 
6 
·l' 

z 
0 

8 

6 

1, 

4 
4 
4 
a 
0 

¥l---

z v 
1/ 

-0, z 

! 

I 

I \ 

I J "" 
/ ~ t--

~ ~~~@WVUUUUUVUU~~ 
Fig. 49. Verlauf der Bresseschen Funktion f(1J). 

Ferner wird fiir y = h die Gerinnelange x = oo, da f(1J) 
fiir 1J = 1 oo wird, d. h. die Kurve beriihrt asymptotisch die 
zur Kanalsohle im Abstand y = h Parallele, d. h. den Spiegel 
der ungestorten Stromung. 

Weiterhin folgt nach Differentiation der Gleichung 11) (13): 
dx y3 - P kl - k3 

J d- = ---a--h3 = 1 + -3 -h3 (13) y y- y-

d2 x h3 - P 
J dy2 =- 3 (y3- h3)2 Y2 • (24) 

D u . h d . D 'ff t' l t' t d2 
X • as v orzew en es zwe1ten 1 eren 1a quo 1en end----;; 1st 

Y" 

maBgebend fiir Kriimm ung der Kurve. Ist ~2; negativ 12), dann 
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ist die Staukurve in Richtung des positiven x, also stromab, 
konvex. Das ist offenbar dann der Fall, wenn 

oder 

oder 

h3 - p 0 

ha - ;,a k; ~> 0 

1 ::>X1 • 

In diesem Falle ist die Kurve iiberall konvex in Richtung 
der Stromung (Fig. 50). 

Fig. 50. Gestalt der Staukun·c bci cinem FluB h _::. k. 

Wasserliiufe, bei denen die Bedingung 1 > 13 erfiillt ist, nennt 
man nach de Saint-Venants Vorgang Fliisse. Im Anfangs
punkt A beginnt die Kurve mit unendlich schwacher Kriimmung 

(d2 x \ 
dy2 = 0) und mit wachsendem y nimmt x zu. Mit 

wird 
dx 
dy 

y H k 

d. h. die Kurve hat hier eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente; 
dies findet im Punkte B statt. Hier kehrt die Kurve in Richtung 
des Oberlaufef urn und nahert sich asymptotisch (wie oben nach
gewiesen) der Spiegelkurve CD der ungestorten Stromung, der im 
Punkte y cc" h, X= - 00 erreicht wird. 

Fiir weiter wachsende y ~> h, 17 > 1 wird x wieder endlich; 

dx · d · · d ·· h b" W dx 1 b · + dy w1r pos1tiv un wac st IS zum erte dy - j e1 y -~ oo. 

Der entstehende Kurvenzug C E geht asymptotisch von der Ge
raden CD a us und nahert sich ebenfalls asymptotisch der Ge
raden FE, die die Gleichung besitzt: 

J X == y + 0,605 (13 - 1) h. 
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Soweit der Verlauf der Kurve oberhalb der Gerinnesohle. 
Ein Stiick der Kurve liegt noch unterhalb der Gerinnesohle und 
ist in der Fig. 50 punktiert gezeichnet; es kommt fiir die Spiegel
gestalt nicht in Betracht. 

Ist dagegen die Bedingung 

h3 - k3 < 0 

oder 

erfiillt, dann bezeichnet man den Wasserlauf mit de Saint
Venan t als Wildbach. Dann ist der zweite Differentialquotient 

d2 x h3 -k3 

dy2 =- 3 (y3- h3)2y2 

iiberall positiv, die Staukurve also iiberall konkav in Richtung 
der Stromung. Es ergibt sieh folgendes Kurvenbild (Fig 51): 

Jl 

Fig. 51. Staukurvenverlauf bei einem Wildbach h < k. 

Wieder beginnt die Kurve im Anfangspunkte A mit unendlich 

schwacher Kriimmung (~:~ = 0; W endetangente) und nahert sich 

mit positivem ~·~ asymptotisch dem Spiegel der ungestorten 

Stromung, der mit x = + oo, y = h, ~·~ = oo erreicht wird. Mit 

weiter wachsendem y wird ~; negativ endlich, urn bei y = J..h zu 

verschwinden. Dies tritt ein im Punkte D, in welchem die Kurve 
eine zur Kanalsohle senkrechte Tangente hat. Gleichzeitig ist D 

ein Umkehrpunkt fiir die Kurve; mit y > lh wird :; positiv, urn 

sich mit x = oo, y == oo (welches Wertepaar die Kurve befriedigt) 
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dem Werte ~ zu nahern. Dieser Kurvenzweig (DE in der Figur) 

hat also ebenfalls eine Asymptote, deren Gleichung ist: 
J x = y + 0,605 (;.a - 1) h. 

Im Falle ).3 = 1, wenn also weder ein Flul3 noch ein Wild
bach vorliegt, wird 

dx 1 

dy J' 
d. h. der Spiegel ist iiberall eine horizontale Gerade, und zwar 
ist es die durch die Gleichung J x =c y gegebene. 

§ 18. Integration bei allgemeineren Formen der Differential
gleichung. Trennung der Variabeln. 

Anwendungsbeispiel: Grundwasserspiegel. 

Eine etwas kornpliziertere Form der Differentialgleichung 

F(x,y,tJ 0 

ist folgende Gleichung: 

~_(;j;) + dy c~ 
'tp(y) dx O. 

(1) 

Auch hier findet sich Ieicht eine Gestalt der Gleiehung, von 
der aus die Integration sofort vorgenommen werden kann. Man 
schreibt fiir (2) nach Multiplikation mit 1p (y) · dx: 

cp(x)dx+-tp(y)dy =0. (2) 
Man nennt diese Umformung ,Trennung der Variabeln" 

und hat sofort als allgemeines Integral von ('l) die Gleichung: 

J cp (x) dx + J 1fJ (y) dy -;- C == 0. (3! 
Die Integration einer Differentialgleichung gelingt immer, 

wenn sich die Trennung der Variabeln durchfiihren liiBt. Hier
her gehort auch die noch allgemeinere Form: 

cp (x)'l/• (y) dx 1'! (x) 11•1 (y) dy ~ 0. (4) 

Hier gelangt man durch Division mit V' (y) · 1p1 1 x) zur Tren
nung der Variabeln: 

cp (x) t lf'l(y) - -dx -~ - -dy - 0 
cp1 (x) ' 1F(y) 

und zum allgemeinen Integral: 

fcp(x[dx+J1f!1 (Y)dy+C- 0. 
CfJ1 (x) • 11' (?!) 

(6) 
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§ 19. Anwenilungsheispiel: Spil'gelkurve des Grundwasser
stromes in der Umgehung eines Brunnens. 

Ein Beispiel moge das V erfahren der Trennung der V ariabeln 
erlautern. 

Es hand!:'le sich urn die Ermittlung der Spiegelkurve des 
Grundwasserstromes in der Umgebung eines Brunnens. 

Fig. 52. Ungestorter Grund
wasserstrom. 

J' 

Fig. 53. Brunnen im Grund
wasserstrom. 

In der Figur 52 sei AB die Erdoberflach£>, CD der Grund
wasserspiegel vor Anlegung des Brunn ens, E F eine den Grund
wass£>rstrom nach unten begrenzende undurchlassige Schicht, 
etwa aus Ton bestehend. 

Wird nun an irgendeiner Stelle ein Brunnenschacht etwa 
bis auf die undurchlassige Schicht EF getrieben und in diesem 
Schacht der Wasserspiegel durch Wasserentnahme auf dem 
Niveau GH gehalten, w senkt sich der GrundwasserFpiegel in 
der Umgebung des Brunnens (Fig. 53). Die ursprlinglich gerad
linige Spiegelkurve 0 D geht in zwei gekrlimmte Zweige 0' G 
und D' H iiber, die sich an den Wasser,tand GH anschlieBen. 
Der Spiegel selhst ist eine Rotationsflache urn die Achse OY 
mit GO' oder H D' als erzeugender Meridianlinie. 

Zur Ermittlung der Kurve H' D benutzt man den durch 
die Erfahrung hinreichend ge!lich{'rten Satz, daB die Stromungs
geschwindigkeit v des Wassers in einem Punkte P des durch-

Iassigen Sandkorpers dem Gefalle ~ ~ der Spiegelkurve in dem 

senkrecht liber P liegenden Punkte M' proportional ist. Be
zeichnet man die Proportionalitatskonstante mit k, so ist an
zusetzen 

dy V=k-. 
dx 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Au II. 

(1) 

5 
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Nunmehr crgibt sich das durch den Mantel des ZylindnrR 

N'NMM' 

radial nach innen stromende Wasserquantum 

Q 2n;:yv 2nxyk~Y_ 
' · dx' 

und da Q fur aile Zylinder des Radius x denselben Wert haben 
muB, der der Entnahme aus dem Brunnen gleich ist, so gibt 
(2) sofort die Differentialgleichung des Problems. 

Diese geht nach Trennung der Variabeln iiber in 

rlx 2nk 
-- y d7! 

• ?: 

und nach Integration In 

lg .r 

Q .. 

1 :1k ., 
(_, ; 'If" ' Q . . (--II 

Die unbekannte Integration!'konstante ermittPlt man leicht 
aus der Bedingung, daB die Spiegelkurve D'H in den Brunnen
spiegel G H iibergehen muB. Wenn namlich dPr Brunnendurch
messer - 2 r und die W assertiefe im Brunn en h ist, dann 
muB fiir :1: r y h werden, d. h. es muB selll 

oder durch Anflo>mng naeh 0 

lg 1. n h 1 ~ -- Q //, . 

(5) 

Fiihrt man diesen Wert in die urspriingliehe Integralgleichung 
( 4) ein, so ergibt sich 

1 X nk( o ho'. (G) g r - Q y·- "I. 

womit wir in die Lage gesetzt sind, die Spiegelkurve zu berechnen 13). 

§ 20. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Bernoullis Snbstitutionsmethode. 

Lineare Differentialgleichungen der Form 

dy I 
(1--;;-~-Xy X 0 --0. (1) 

wo X und X 0 Funktionen von x allein bezeichnen, kommeQ 
sehr haufig vor. Eine Methode zu ihrer Losung stammt von 
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Bernoulli. Sie besteht darin, daB man y als Produkt zweier 
Funktionen u und v von x zu crhalten sucht. Aus 

y=uv 

findet sich durch Differentiation 

(2) 

dy = u dv + v du. (3) 
dx dx dx 

Setzt man die Formeln (2) und (3) in (1) ein, so folgt die neue 
Differentialgleichung 

(~;+xu)v+(u:~+Xo)=o. (4) 

Diese Differentialgleichung wird offenbar befriedigt, indem man 
die Klamrnerausdriicke einzeln = Null setzt, d. h. indem man 
die einfacheren Differentialgleichungen 

du 
dx+Xu=O (5) 

und dv 
u-~ --L-X = 0 

dx ' o 
(6) 

lost. Von diesen ist die erste (5) sehr einfach. Man hat 

du 
--=-X dx (7) 
u 

und nach Integration mit Hinzufiigung einer Konstanten 0 0 

lg u ,= 0 0 - f X dx (8) 
oder _ O -fxax u- 1 e , (9) 
wenn 01 = eO• 
gesetzt wird. 

Aus (6) ergibt sich aber 

dv = _ X 0 

dx u 
(10) 

oder mit (9) 
1 J Xdx 

dv=---X0 e ·dx (11) 
01 

oder nach Integration (mit einer neuen Integrationskonstanten 0 2) 

1 J J X dx v=02 - 0 X 0 e -dx. (12) 
1 

5* 
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Kehren wir nun zum Ansatz (2) zuruck, so findet Rich durch 
Einsetzen von (9) und (12) 

-rxax( r j"xa.r. 'J 
y= uv-=e · ,C--. X 0 e· -d:r,, (1 B) 

wenn cl c~ = c gesetzt wird, oder 

J fxax fxa.r 
X 0 e' dx+ye· ~C. (14) 

§ 21. Anwendungsbeispiel: Entstehung eines Wechselstrome!'l. 

Eine Differentialgleichung der Form 

dy + Xy X 0 =~ 0 
d:r: 

~ 1) 

tritt auf bei der Ermittlung des W echselstromes, der in einem 
mit S e 1 b s tin d u k t ion behafteten Leiter nach Anlegung einer 
Wechselstromspannung E = E0 sin w t entsteht. Diese Diffe
rentialgleichung erhalten wir, indem wir E gleich der Summe 
des Ohmschen Spannungsabfalles W J und des induktiven 

dJ 
Spannungsabfalles L - setzen: 

dt 
£ dJ 

E=-WJ+L-dt . 

Schreiben wir dies in der Form: 

(2) 

dJ -L lV J - E === 0 I B). 
dt ' L L ' ' 

Fig. 54. Stromkreis 
mit W i d e r s t an d 
und Selbstinduktion. 

so finden wir die Gestalt von (1), wenn wir 
setzen 

W E 
J=y; t=x; -L =X; -L=X0 ; 

allerdings ist ~ =X hier eine Konstante. Unter Anwendung 

von Formel (13) § 20 ergibt sich sofort 

r w ( J ·w · --at E j -at J~e· L C--- --e L -dt) 
. L 

__ !"t( E J !Vt ) 
- t? L C + -t e L sin w t d t . (4) 
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Hier ist das Integral nach einer Integraltafel (z. B. Hiitte 1908 
I. S. 78) zu bestimmen. 

Wir erhalten 

J=Oe-~ 1 + __ Eo_-=--.;_:·sin(wt-r) (5) 
VW2 + w2£2 ' 

wo fiir den Winkel r gilt: 
wL 

tgr = w . (6) 

Die unbestimmte Konstante 0 bestimmt sich aus den ,Anfangs
bedingungen". Soli z. B. im Beginn des Einschaltens, zur Zeit 
t = 0, der Strom J -= 0 sein, so hat man 

oder 

folglich 

- E0 sinr 
Oc=O+ :.::__----

Vw~ + w2 £2 

E wL -!!'t J __ o ___ ·e L 
-- W2+w2L2 

(7) 

Die Stromstarke setzt sich also aus einem mit der Zeit ,ab-
klingenden" Teil 

E wL _!!'t ____ o ____ e L 
w2 + w2 £2 

und emem rein ,periodischen" Teil 

zusammen. 

Zunachst interessiert die Geschwindigkeit des Abklingens 
des ersten Teiles. Diese ist gegeben durch die Abnahme der 
Exponen tialfunktion 

mit wachsender Zeit. 
w 

Fiir t - 0 ist e- L t = 1. Von diesem Wert nimmt e -b t 

fortgesetzt ab. Die Geschwindigkeit der Abnahme ist urn so 
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gr6J3er, Je grof3er b ist, je groBer also der Widerstand W im 
VerbaltniR zur Selbstinduktion ist. Mit b -~ 1 (Widerstand 
Selbstinduktion) haben wir die gewohnliche reziproke Exponen
tialfunktion e -t, deren W erte in nachfolgender Tnbelle his 
t =· 5 sec zusammengestellt sind. 

t 
in sec 

0,0 
0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 

Tabelle 1. 

e-t 
in sec 

0,0 3,5 
0,6065 4;0 
0,3679 4,5 
0,2232 5,0 
0,1353 5,5 
0,0818 6,0 
0,0498 

c - t 

0,0::!02 
0,0183 
0,0110 
0,0067 
0,0041 
0,002!\ 

Diese kleine Tabelle ist mit dem Rechenschieber berechnet 
unter Benutzung der Reihenentwicklung 

\ 

l\ 
\\ 
\\ 1\ 
.\ ~~ 

!'II' <::I 1\ • 

t t~ t3 t 1 t" 
e -t ~= 1 - - ·· ·~ · -·-· -- ·- + ·- -- -· 

1! · 2! H! 4! 5! 

I 

Zuerst berechnet man c -o,:. auf 4 
Dezimalen wie folgt 

1,0 =" 1,0000; 
t2 

... 0,1250; 
2! 

t' 
.. 0,0026; 

4! 

+ 1,1271) 

mithin: 

{l 

3! 

t" 
-- ·-

i">! 

--- 0,5000 

... - 0,0208 

- O,OOOH 

0,5211 

L\ \ 
. r-----

r----

e o,;, ~ ·• 0,60li iJ; 

ferner tindet sich 

0,36 79 , \ "" ~ _, 
" 

--

I'- ~ 
o 7 2 .J {I s oSe.f 

Fig. 55. Die Exponentialfunktion 
e -btfiirverschiedeneWertevonb. 

e 
2,71H2 

womit die beiden ersten Tabellen
werte festliegen. A lie ii brig en finden 
sichausdiesendurchMultiplikation. 
Z.B. e 2 ~ (O,HG79)~ -~· 0,1353 und 
c 2-'' • O,B53 X O,fi0()5 ·~· 0,081H. 

t t dlll"C}l Fiir 11 =~ 2 und b ·~ ~ findet man die Werte e . 
Quadrieren hzw. Radizieren der e -t- Wette. 
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In Fig. 55 sind die errechneten Werte als Kurven zu
;;ammengetragen. Man erkennt, wie schon nach wenigen Se

w - --t 
kunden die Funktion e L auf wenige Prozente ihres Anfangs-
wertes ,abgeklungen" ist, womit ihr Beitrag zum Momentanwert 
des Wechselstromes praktisch als verschwunden betrachtet werden 
kann. 

Es bleibt also jetzt noch iibrig, den Wechselstrom 

E 
J -- -- (Jcccc~ sin (wt- r) =J sin (wt -- y) 
V~+~V 0 . 

zu betrachten. Die Konstanten, die hier auftreten, tragen 
folgende Benennungen: 

E0 = der groBte Momentanwert der Spannung, 

J Eo 
0 = --:c===-=:-c:-=-= ~~ der groBte Momentanwert des 

VW2+w2L2 
Stromes, 

Vw2 + w 2 i} =die Impedanz oder der scheinbare 
Widerstand des Wechselstromkreises, 

wL ~~die Reaktanz, 
w = 2 v:n =~die Kreisfrequenz, 
v =die Frequenz, 

y = arctg ~=die Phasen verschie bung. 

Wichtig ist vor allem der Vergleich der heiden Funktionen 
e =sin w t und i =sin (w t- y), die fiir den Verlauf von Span
nang und Strom maBgebend sind. Die heiden Funktionen ent
sprechenden Kurven sind in Fig. 56 aufgetragen. Es ergibt 
sich, daB die Funktionswerte sind fiir 

und fiir 

t = 0 : e = 0; i = -- sin r 
t =c• X : e ·= sin r ; i ==-- o, 

(I) 

woraus erhellt, daB die Stromsinuskurve i der der Spannungs
sinuskurve e nacheilt, und zwar im KreismaB urn den Winkel 

wL 
?' ~= arctg -w , 

im ZeitmaB urn die Zeit 

Man nennt y die Phasenverschiebung. 



72 Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Berechnung eines Beispiels: 

Es sei die Spannung E0 ~- ,-}oo Volt. 
Es sei die Selbstinduktion L == 0,0858 Henry. 
Es sei der Widerstand W '' :l,4:l Ohm, 

also a -=c - 40,0. 
Es sei die .Frequenz I' ~- 50 see, 

also die Kreisfrequenz w ·, 2 n I' - il14-. 

Es ergibt sich die Reaktanz w L = 26,~!. 

2,0 

ao1Selr aozr5e!r 

Fig. 56. Die Stromnacheilung. 

Mithin W 2 -_ -. 72il + 12 

und die Impedanz 

J 

Vw~ +-~;2L2 =c= 27,11 , 

ah;o 
Eo .J_- -1H,44Amp, 

w L 2H,~I 
I'HI-iH--II-++-t=F=I'=t-I--H-+4-+I-+-II--1r-+t tg y • w . - 3, 4 3 = 7' 8 2 

! I 

---0,1Sek---~--~0,1Sek--.J 

Fig. 57. Entstehung eines Wechsel
stromes. 

oder die Phasenverschiebung 

?' -"-'- 82 ° 43'. 

Infolge des hohen W ertes 
b ••= - 40,0 klingt das Glied 

E0 wLe -bt 

w2 Li ~>2, 

welches zur Zeit t = 0 den Wert 1H,Hi Amp. hat, sehr schnell 
ab; bereits nach 0,1 sec ist es auf 0,018, nach 0,15 sec auf 
0,0025 seines Anfangswertes gesunken, womit die voile Aus
bildung des W echselstromes beendct ist. 
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Es vergehen also nur wenige Stromwechsel, bis der Strom 
seinen regularen Wert J 0 erreicht hat. Die Fig. 57 stellt den 
Anfangsverlauf der Strombildung dar. 

§ 22. Das singnliire Integral. 

Im § 16 betrachteten wir eine Mannigfaltigkeit von Inte
gralen einer gegebenen Differentialgleichung, die durch eine 
Kurvenschar graphisch dargestellt wurde. 

Wir wollen die vorgelegte Differentialgleichung 

F(x, y, ~) = 0 (1) 

nun in der speziellen Form 

(dy)'~ ' dy 
(i; +2cp(x,y)dx-1f!(x,y)=0, (2) 

(ddxy) also in quadratisch annehmen. 

Durch Auflosung nach ~~ ergibt sich 

und ~~ __ ~ :::: :: : :::;, :~::~I (3) 

In jedem Punkt der x y-Ebene gibt es also zwei verschiedene 
Tangentenrichtungen (Fig. 58), mithin auch zwei verschiedene 
Kurven, die der gegebenen Differential- ll 
gleichung geniigen. 

Bezeichnen wir diese Kurven mit 1 
bzw. 2 und sei 

f[>(x, y, 0) = 0 (4) 
das allgemeine Integral von (1), so ist 

f[> (x, y, 0 1) =~ 0 (n) 
die Gleichung der Kurve 1 und 

P (x, y, 0 2) o= 0 (6) 

'--------.z; 
Fig. 58. Zwei getrennte 

Integralkurven. 

die Gleichung der Kurve 2. Die Werte 0 1 und 0 2 werden urn 
einen endlichen Betrag voneinander verschieden sein, wenn die 
heiden Kurven 1 und 2 , weit" auseinander liegen. 
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Betrachten wir jedoch zwei solche Kurven, die unmittelbar 
aufeinander folgen, so werden die Betrage von 0 1 und 0 2 nicht 
mehr erheblich verschieden sein, so daB wir als Gleichungen 
der heiden konsekutiven Kurven 1 und 2 anschreiben konnen 

1J (X, y, 0) · · 0 
und 

(l>(x,y,O+dOl o. 
Aus der Figur 5!:! ergibt sich ferner, daB auch die beiden Tan
gentenrichtungen in dem Schnittpunkte zweier ,konsekutiven" 
Kurven nicht mehr sehr voneinander verschieden sind. Der 
Ort der Schnittpunkte der ,konsekutiven'' Kurven geniigt dem
nach ebenfalls der Differentialgleichung (1 ). 

!I 

Fig. 59. Aufeinanderfolgende 
Integralkurven. 

!/ 

Fig. 60. Eigenschaft der 
Astroide. 

Aus der analytischen Geometric ist aber bekannt, da13 der 
geometrische Ort der Schnittpunkte ,konsekutiver" Individuen 
einer Kurvenschar die einh ii llend c K urve dcr Schar ist. 
Bekanntlich 14) erhalt man die Gleichung der Einhi.illenden durch 
Elimination des ,Parameters" 0 aus 

q> ( ~·, ?1, C I (I I und 
(7) o (~ (x, y, ( ') 

J 
() ac 

Hieraus ergibt sich, daB ein Integral von ( 1) exi~tieren kann, 
welches keine willkiirliche Konstante C cnthalt. Diese be
sondere Art des Integrals ncnnt mnn das singuliire. Ein solches 
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existiert aber nur dann, wenn die gegebene Differentialgleichung 

(1) mindestens vom zweiten Grade in ~~ ist. 

Man kann die Differentialgleichung einer Geraden auf
stellen, die so liegt, daB die Koordinatenachsen au£ ihr ein 
Stiick von gegebener Lange a abschneiden (Fig. 60). Dies ge
lingt wie folgt: 

Es ist 

oder 

Ferner ist 

und 

p dy 
-- ~=, tg r =
:c dx 

dy 
p =X dx" 

dy 
q = y - p ~~ y - X.-

dx 

.. _'j___- dy 
Vall:.... q2 - dx · 

Aus der letzten Gleiehung folgt 
dy 

a([-;; 
q = -·-- . vl+ (:~r 

und hieraus durch Einsetzen in die vorletzte Gleichung 

' ay' 
(y- xy) = V1+::-y/2 

oder 

(8) 

(U) 

Dies ist die Differentialgleichung einer Geraden, welehe der 
oben gestellten Forderung geniigt. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist 
aC 

y=xC+-,---=== (10) 
Vl + C2 ' 

wie sich durch Einsetzen von 

y'= c 
in (9) ohne weiteres ergibt. 
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Differenziert man (10) nach Vorschrift (7) nach C, so folgt 

ll~i- C2 -lC-C:Vl+-(52] 
0 = :1" + a i + c~ - ' 
0 -x+a 1 . (111 

(1 + c~)Y1 -+ c~' 
Setzt man (11) in (10) ein (zwecks Elimination von C), so 
findet sich 

yc-a-c __ _ _ 
V(1 -1-- C'~)'l 

(12) 

Fig. 61. Gestalt der Astroide. 

wahrend aus (11) durch Auflosung nach C folgt 
1 

1 I(;}' 
'- .. 

c '~' - 1 i l 
und 

I 1 ;; 

~/(1 c~)a a 

(13) 

Nach Einfiihrung der Ergebnisse (13) in (121 folgt 

(14) 
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woraus sich endgiiltig findet 
3 :! 

xi + yii c= a3 (15) 

als Gleichung der Einhiillenden und damit des singuliiren In
tegrales zu (g). Die so entstehende Kurve ist die Astroide 
(Fig. fi1 ). 

§ 23. Die Methode des integrierenden Faktors 15). 

I. Die Differentialgleichung ( 4) des § 18 kann man in der 
Form schreiben 

f(x, y) dx + g (x, y) dy = 0. (1) 

Dieser Ausdruck hat die Form des totalen Differentials 
einer Funktion F (x, y) 

oF 
da sowohl -

ox 
und y sind. 

oF oF 
dF =- dx + -;_:;- dy, ox uy 

(2) 

wie l ° F zwei verschiedene Funktionen von x . oy 

Nun ist der Ausdruck (1) ohne Zweifel mit (2) identisch, 
wenn 

oF oF 
f(x, y) =ax und g (x, y) =ail (3) 

gilt. Die Bedingungen (3) bestehen aber dann, wenn 

of= o2 F_ o2 F og (4) 
oy oxoy oyox oy 

ist. Haben f und g die Eigenschaft ( 4 ), d. h. 

of og 
-=-, (4a) oy ox 

so ist die Integrabilitiitsbedingung fiir (1) erfiillt, und 
es existiert ein allgemeines Integral der Form 

F(x, y) =0, (5) 
wo C die willkiirliche Integrationskonstante ist. 

Zur Auffindung von F kniipfen wir an die Gleichung (3) 

~F = f(x, y) 
OX 
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an, die wir partiell in bezug auf x bei konstantem y integrieren 
konnen 

F = J f(x, y)dx + G(y). (6) 

Hier ist G die unbestimmte Integrationskonstante, die y, aber 
nicht x enthalten kann. 

An der Gleichung (6) untersuchen wir, ob sie die Eigen
schaft 

oF ay = g (x, y) 
hat und finden 

o_!_ ·~ f?L dx -·+- ~G (Y)_ = n (x y) 
oy oy ay " '· · 

(7) 

welche Gleichung zur Ermittlung von G (y) fiihrt 

a (y) =~ fg (x, y) d y -- fdy f~t dx -- (J' (8) 
It • ' y 
11 11 

Hier mul3 C eine wirkliche Konstante, d. h. frei von x und y 
sein, weil sonst die Gleichung (7) nicht bestiinde. 

Durch Einsetzen von (H) in (H) ergibt sich 

F(x,y)··Jt(x,y)d:J.: 1-J·g(x,y)dy-~dyJ~f dx-C 
• • • oy 
X y 1/ X 

und mit Bezug auf (5) das allgemeine Integral 

f f(x, y)dx +fg(x, y)dy = fdyfYax = 2 G. (9) • • . oy 
X y y X 

Als Beispiel behandeln wir die Differentialgleichung 

( xm 2 x y2 + ~) dx + (yn 2 x2 y + D dy = 0, (10) 

bei der die Integrabilitatsbedingung erfiillt ist, denn es ist 

of 
ay 
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Nunmehr fiihren wir die in (9) vorgeschriebenen Integrationen aus 

f I( 1) xm+l 
f(x, y) dx = xm + 2 x y 2 +-;: dx = m + 1 + x 2 y2 + lg x 

"' 

y 

f dy f~~dx = J dy f 4xydx =~ x 2 y2 , 

y X 1/ Z 

wonach Rich das allgemeine Integral zusammensetzt 

xm+l L. yn+l -- 2 2 -

m -+- 1 , n + 1 f-- x y + lg x y -- C. ( 11) 

II. Ist die Integrabilitatsbedingung nicht erfiillt, so besteht 
immer eine Funktion J (x, y) derart, daB 

f'( X, y) J (X, y) dx + g (X, y) J (X, y) dy = 0 

ein totales Differential wird. 
ER muB dann gelten 

a (L_J_l a (Y_:!) 
ay ax ' 

(12) 

d. h. wir erhalten zur Bestimmung von J die partielle Dif
ferentialgleichung 

f·~J- gaJ + (ar- ~q_) J + o. (13) 
ay ay ay ax 

Die Integration dieser Gleichung verursacht meistens be
sondere Schwierigkeiten. Oft fiihrt aber ein Weg zum Ziel, 
der von besonderen Voraussetzungen iiber die Gestalt der 
Funktion J ( x, y) ausgeht. 

Nimmt man zunachst einmal an, daB J eine Funktion 

ll 0 0 0 d 'OJ 0 d 'OJ k 't t l von x a ern ser, so wrr -- = , un - ann mr to a en ay ax 
Differentiationszeichen geschrieben werden. Gleichung (13) geht 
sodann iiber in 

(14) 

oder 
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Unsere Annahme, daB J nur x enthalte, ist demnach richtig, 
wenn der Ausdruck 

1 ((J r . a·g.\ 
g oy - a;) 

nur die Variable x enthiiJt. Dann kann man ohne weiteres 
( 15) integrieren 

J 
r-(or_ ~g) ax 

g rly r x 
e (l5a) 

Dieser Fall liegt vor bei der Differentialgleichung des 
§ 20, die wir jetzt in der Form schreiben 

(X y ·: X 0 ) d"' dy ~·-- 0 

f'dx· grly=U, 
cl. h. es iHt 

( cc X y X11 

g 1 

und der integriercnde Faktor wird 

Demnach ist 
.] Jxa' 

e 

l'xax l'xdx 
(Xy f-X0)e· dx+e· dy () 

( 1 G) 

ein totales Differential, und wir konnen nach V orsehrift ( !:J) 
verfahren: 

J J Jxax J Jxdx (fJ)dx=y Xe dx X 0 e dx 

J Jxax 
(g.J)dy=e ·y 

J dy Jo~:) dx = y J X /xdx dx, 

woraus sich das allgemeine Integral ergibt 

J fxdx Jxax 
X 0 e dx + y e = (; 

in Dbereinstimmung mit Gl. (14) § 20. 

Auf analoge Weise erhalt man einen von x freien Faktor 
.J, der nur y enthalt, wenn 

7 (~~- ~;) 
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von y frei ist. Dann lautet der integrierende Faktor 

r(~~-of)ov. 
J = e f ox ov 

Es gibt noch einen dritten Fall, in welchem J = X, Y , d. h. 
gleich dem Produkt zweier Funktionen ist, die nur x bzw. y 
enthalten. Wir verweisen hierfiir auf die ausfiihrlicheren Lehr
biicher der Differentialgleichungen 16). 

Ill Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
~ 24. Hohere Differentialquotienten. Lineare Differential

gleichungen zweiter Ordnung. Verschiedene Formen. 

Ein Blick auf die in§ 15 zusammengestellten Differential
formeln zeigt, daB der Differentialquotient der Funktionen f(x) 
wieder eine Funktion von x ist, die allgemein mit f' (x) be-
zeichnet wird. Aus y = f'(x) (1) 

folgt also dy d; = ( (X) = y'. ( 2) 

Diese neue Funktion f' (x) kann man natiirlich nochmals diffe
renzieren, wodurch man den zweiten Differentialquotienten 
von f(x) erhalt. 

Man driickt diesen V organg des nochmaligen Differenzierens 
an der Formel (2) wie folgt aus 

d(~~) ddf' (x) 
df'(x) dx dy' 

dx -a,-;~ = -dx~ ~ dx (3) 

qq}!_~ = Y' (x) = ~q_((x) = f"' (x) = dy' 
rlx·dx dx dx·dx dx 

oder 
(4) 

oder mit der Abkiirzung dd = d2 

d~Ji = d~((~) = d2 [(~) = f" (x) = y". 
dx 2 dx dx2 

(5) 

Wiederholt man die Differentiation n-mal, so erhalt man analog 

~3y_ = d3 f(x) = fm (x) = y"' (6) 
dx3 dx3 

und 
(7) 

H or t. Ditferentialgleichungen. 2. Auf!. ti 
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Diese hoheren Differentialquotienten sind mit den Variablen 
x und y die Bausteine, aus denen sich die Differentialgleichungen, 
die wir nun betrachten wollen, zusammensetzen. 

Analog § 10 schreiben wir nunmehr die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in allgemeiner ]'orm an: 

!I (' . dy d2 y) 
F x,y, ·'d.:! c•O.(R) 

' rl J .l: 

Es ist dies also eine Glei
chung, in welcher auBer den 
Variablen x und y auch der 
erste und zweite Differen· 
tialquotient vorkommen. 
Die Integration von Glei
chungen dieser Art ist 
wiederum mit einem be
liebigen Grad von Annahe
rung moglich, wenn es ge-

d2y 
lingt, sie nach - -Q aufzu

dx· 
losen. Es sei also 

Fig 62. Naherungsliisung einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

mit. Hilfe des Kriimmungskreisn,. 

d2y 
da-·2 

f.(/,. dy\ (j\ 
. • ,y,d:r)· (·; 

Durch diese Gleichung ist d~.'Y_, nach .Festsetzung hestimmt,er 
d:r 

Werte fiir x, y, ~!/ gegeben. Denkt man ;;ich die gesuchte 
dx 

Funktion y - rp (x) als Kurve aufgetragen, so kann man nac:h 
Auswahl eines Punktes x 0 y0 und nach Festlegung der Tangente 
durch diesen mit y 0' den Radi11s deH Kriim m n ngs krei RCH 

in x0 y 0 berechnen 
~ (1 -+-Yo'~r 

Yo" 
!1 0) 

Wird der Kreis mit dem Mittelpunkt M 0 gezeichnet, so kann 
man auf seinem Urnfang dic:ht neben x 0 y0 einen neuen Punkt 
x1 y1 aussuc:hen, dessen Richtungstangens y1' aus der :Figur be
stimrnt wird. Mit Hilfe der Gl. (H) berechnct man den zweiten 
Differentialquotienten x1 y1 

" f'( I I Y1 =·· xl, Y1' Y1 · 
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und damit den Kri.immungsradius 

- Y(l +?J72)a e1 -~ --- ,-,,-- -
Y1 

des Kreises mit dem Mittelpunkte M 1 . Fiihrt man in dieser 
Weise fort, so erhalt man punktweise eine Kurve, fi.ir die in 
allen Punk ten die Differentialgleichung ( 8) erfi.illt ist. 

Wie man sofort bemerkt, liefert nach Auswahl von x0 y0 

jede Tangente durch diesen Punkt eine Kurve. Es gehen also 
durch x0 y0 unendlich viele Kurven, die der Differentialgleichung 
genii gen. 

Und ferner liefert jede Auswahl eines Punktes x0 y0 ein 
solches K urven b iisc hel. 

Jede der so bestimmten Kurven stellt ein partikuliires 
Integral der gesuchten Differentialgleichung dar. Wahlt man 
zwei beliebige partikulare Integrale 

Y1 = fP1 (x) 
und y2 = cp2 (x) 
aus, aber so, daB sie verschiedenen Kurvenbiischeln angehi:iren, 
dann ist 

das allgemeine Integral. 
Durch geeignete Auswahl von C1 und C2 kann man jede 

der oben erhaltenen Kurven darstellen. 
Unter den unendlich vielen Differentialgleichungen, die 

nach Formel ( 1) mi:iglich sind, interessieren uns nun in der 
theoretischen N aturbetrachtung zunachst gewisse speziellere 
Klassen. Zunachst sind vor aHem wichtig wegen lhrer An
wendung die linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung im weiteren Sinne. Sie sind so benannt, weil die 
Differentialquotienten in ihnen nur linear vorkommen, wahrend 
ihre Koeffizienten Funktionen der heiden V ariablen sind 

d2 y \ dy 
Po (x, Y) dx2 + Pl (x, Yia,; + P2 (x, Y)Y + Pa (x, Y) = 0 · (11) 

wo im dritten Gliede y als ,nullter" Differentialquotient zu 
betrachten ist. 

Ein weiterer Schritt fiihrt zu den linearen Differential
gleichungen im engeren Sinne, bei denen in den Funktionen 
P0 , P 1 , P 2 , P 3 nur noch die abhangige Variable x vorkommt. 

d2 y dy 
P0 (x) dx2 + P1 (x) dx ...L P~ (x) ·y + P3 (x) = o. (12) 

6* 
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Die linearen Differentialgleichungen im engeren Sinne sind 
in besonders hohem MaBe Gegenstand der Forschung gewesen 
und wir werden ihnen bei einer groBen Menge von Aufgaben 
der Mechanik begegnen. 

Allereinfachster Natur und ebenfalls wegen der Anwen
dungen wichtig sind die linearen Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten, die aus Forme! (12) hervorgehen, 
wenn man die Funktionen P mit Konstanten a entsprechend 
gleichsetzt: 

dy a -
1 dJ.: a~ ?J 

Diese Diffentialgleichungen treten besonders in dem wich
tigen Kapitel von den kleinen Schwingungen auf. 

Wir gehen in den nachsten Paragraphen dazu iiber, ein
fachere Beispiele fii.r die linearen DifferentialgleichungPn zu 
besprechen. 

~ 25. Die Differentialgleichung der Seilkurve. 

I. In Fig. 63 ist das Grundsatzliche einer Drahtseil
hangebriicke gezeichnet. Zwei Drahtseile I und II sind iiber 
die Auflager A und B gespannt und bei A' und B' verankert. 

A 8 

Fig. 6il. Die DrahtseilhiillgehriiekE-. 

An ihnen sind eine Anzahl Hangesaulen 1 ~ il -± . . . in 
gleichen Abstanden befestigt, an deren unterem Ende die Fahr
bahn F F aufgehangt wird. Da,s Gewicht der Fahrbahn und 
der auf dieser befindlichen Briickennutzbelastung (Fahrzeuge, 
Menschen usw.) wird durch die Hangesaulen auf die Drahtscile 
und damit auf die Auflager A B nnd die Verankerungen A' B' 
iibertragen. 
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Fiir eine gegebene Spannweite 8 und Briickenbreite b wird 
das Gewicht der Fahrbahn ( sowie die Nutzbelastung v als be
kannt angenommen. Z. B. kann man fiir schwere stadtische 
StraBenbriicken mit Pflasterung ( = 1300 kgjqm fiir die Fahr
bahn und v = 400 kgfqm fiir die Verkehrslast wahlen. Beide 
Arten von Belastung werden iiber die Spannweite 8 gleichmaBig 
verteilt angenommen. Setzt man die Zahl der Hangesaulen 
einer Briickenseite gleich N, so wird durch jede dieser die Be-

lastung P .. ~ (f f_v)s · b auf jedes der beidenDrahtseile iibertragen. 
2N 

Es entsteht jetzt die Aufgabe, zwecks Berechnung der Starke 
der Drahtseile, der Auflagerstiitzen A B so-
wie der V erankerungen A' B' den Kraft- o 
verlauf in dem ganzen System zu er
mitteln. 

11(J(} 650 

.900 7tlfJ 
1100 

11fJO 7 

0 

~'ig. 64. System von parallelen Kraften. Fig. 65. Krafteplan. 

Zur Vorbereitung der Losung untersuchen wir eine Anzahl 
in einer Ebene gegebener paralleler Krafte (Fig. 64) 

P 1 = 1100 kg P5 = 1100 kg 
p2 = 650 " p6 = 1100 ,, 
P 3 = 900 , P, = 850 , 
p4 = 700 " 

und versuchen eine Seilverbindung zwischen ihnen zu finden, 
die mit den Kriiften ein Gleichgewichtssystem bildet. 

Man trage die Kriifte der GroBe (1 mm = 100 kg) und dem 
Sinne nach auf einer der gegebenen Kraftrichtung parallelen 
Geraden auf (Fig. 65), wodurch man auf dieser die Punkte 
0 ... 7 erhalt. 

Von einem beliebig gewahlten Pole 0 ziehe man Gerade 
nach den Punkten 0-7, wodurch der Kriifteplan 0-7-0 
entsteht. 
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Zu den Geraden 0-0 bis 0-7 ziehe man 8 Parallele 
(.Fig. 64), so daB sich stet;s zwei aufeinanderfolgende dieser auf 
einer der Kraftlinien P1 •. P~ schneiden, wodurch das Seil
polygon 0-1-2-3-4-5-6--7 entsteht. 

Wir betrachten jetzt die Seiten des Seilpolygons als aus 
realen Seilstiicken bestehend, deren erstes (0) und letztes (7) 
an zwei festen Punkten A und B angekniipft sei (Fig. 66). In 
den Knotenpunkten denken wir uns die parallelen Krafte 
P 1 ••• bis P 7 angeb1 acht, z. B. als angehangte Gewichte. Be
kanntlich ist dann das System, d. h. die Spannungen zweier 
aneinander stoBenden Seilstiickc, mit der dazugehi:irigen Kraft 
im Gleichgewicht. 

~'ig. 66. Seilpolygou. 

~-o· 

0" .>' 

Fig. fi7. Krafteparallelogramm an einem Seileckpunkt. 

Die Spannungen der einzelnen Seilstiicke ki:innen aus dem 
Krafteplan entnommen werden; sie sind den Strahlen 0-0 
his 0-7 gleich, wenn diese in demselben MaBstab gemessen 
werden wie die Krafte P 1 ••• P;. Man erhalt: 

Spannung 0,0 = 4500 kg 0,4 = 3200 kg 
0,1 = 3800 .. 0,5 = 3400 ., 
0,2 ~~ 3450 " 0,6 c 3900 " 
0,3 = 3200 ., 0, 7 == 4450 ,. 

Fiir den Polygonpunkt 5 ist das Krafteparallelogramm 
0' 4' 511 0" gezeichnet. Es ist die Seilspannung 0" 5' = 0 4 und 
0'5' = 05. (Fig. 66 und 67.) 

Aile Seilspannungen haben die Eigenschaft, daB sie bei 
Zerlegung in vertikaler und horizontal er Rich tung samtlich 
gleiche Horizontalkomponenten H, in vorliegendem Falle 3150 kg, 
ergeben. Man nennt die GroBe H den Horizontalzug des 
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Seilpolygons. Diese Tatsache ergibt sich ohne weiteres aus 
Fig. 64 durch Zerlegung der Seilspannungen 0-0 bis 0-7 
in eine Vertikal- und eine Horizontalkomponente H. 

Man nennt AB = s die Spannweite des Seilpolygons. 
Das Seilpolygon ist eindeutig bestimmt, wenn das Krafte

system, die Auflager A und B und der Horizontalzug gegeben sind. 
Je groBer bei gegebenem Kraftesystem der Horizontalzug 

angenommen wird, desto flacher wird das Seilpolygon und 
desto groBer die Spannungen in den einzelnen Seilstiicken. Der 
Horizontalzug wird bestimmt durch den Abstand des Poles 0 
von der Kraftlinie 0-7, Fig. 65. 

f/'____,J 

S IS 

Fig. 68. Seilpolygon durch vorgeschriebene Auflagerpunkte. 

Im iibrigen ist die Wahl des Poles willkiirlich und beeinfluBt 
in erster Linie die Lage der Auflagerpunkte. Da diese aber 
gegeben sind, muB man die aus der Wahl des Poles sich er
gebenden Auflagerpunkte den gegebenen anpassen. Ist z. B. 
verlangt, daB bei im iibrigen ungeanderten Verhii.ltnissen die 
Auflagcrpunkte A und B die in Fig. 68 gegebene gegenseitige 
Lage haben, dann braucht man nur die vertikalen Abstande 
der Seilknotenpunkte von der Geraden A B Fig. 66 von der 
Geraden A B Fig. 68 nach· unten abzutragen, um die verlangte 
Gestalt des Seilecks zu finden. 

II. Wir kehren jetzt zur Hangebriicke Fig. 63 zuriick. Die 
ganze Lange sei 40, die Breite 20m. Wir nehmen N = 20 Hange
saulen an, so daB auf eine die Belastung 

1 '7. 20.40 p =----t 
2·20 

= 1,7·20t = 34t 
entfallt. 
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Diese 20 Belastungen P werden im Krafteplan von 0 bi::; 20 
aneinander getragen. N ach Wahl eines Poles () (mit einem 
Horizontalzug H, dessen Ermittelung weiter unten besproehen 
wird) zeiehnet man, wie oben geschildert, das Seileck 
0 1 2 3 ... 20, welches so fort die gesuchte Gestalt des Briicken
seiles ergi,bt, wenn man den Pol 0 symmetrisch zum Krafte
eck 0~20 gewahlt hatte. Fig. tiH. 

--- ------ -¥Om-

Fig. 69. Konstruktion der Gestalt des Drahtseils. 

Ein Blick auf die Figur zeigt. daB im vorliegenden Fall, 
infolge der groBen Zahl zu beriicksichtigender Krafte P, das 
Seileck als Kurve erscheint. Dies wiirde noch mehr der Fall 
sein, wenn wir (was uns durehaus freisteht) eine noch groBere 
Zahl von Hangesaulen angeordnet hat ten; dann ware die V er
teilung der Briickenlast auf das Seil noch gleichmaBiger ge
worden: wir batten die Seilkurve aus einer noch groBercn An
J~ahl kleinerer Stucke zusammengeset1.t. 

III. Auf diese Weise gelangt man dureh fortgesetzte Unter
teilung der Belastung zum Begriff der stetigen Obertragung 
der Last auf das Seil. 

Hierbei kann man die Voraussetlltmg einer iiber die gam-.e 
Spann weite l gleichmaf3igen LastvPrteilung fallen lassen und 
ei.ne beliebige u nglei ch m a 1.\ i ge Verteilung voraussetzen, die 
als Funktion q - t"(x) des Abstandes von einem Auflager ge
geben sei, und zwar graphisch als sogenannte Belastungs
flache ABED (Fig. 70). Aueh in diesem Faile kann man einen 
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Krafteplau ~eichncu, indem man die gauze Last Q ~ J f'(x) dx 
0 

als Vertiale 0 N auftragt. Die Spannung in einem Punkte P 
des Seiles findet man, indem man in P eine Tangente und zu 
dieser eine Parallele durch den Pol des Krafteplanes zieht. 
Diese Polwahl ist gleich der Seilspannung. Auch hier ergibt 
sicb wieder, daB aile Seilspannungen dieselbe Horizontalkom
ponente hahen. 

N 

Fig. 70. Seilkurve mit stetiger Belastung. 

Zur Gestalt der Seilkurve kann man auf rechnerischem 
W ege gelangen durch Einfiihrung eines Koordinatensystems x y 
mit dem Auflagerpunkt A als Anfangspunkt; die Ordinaten y 
werden positiv nach unten gerechnet, die Abszissen x positiv 
nach rechts. 

Wir betrachten ein unendlich kleines Stiick ds der Seil
kurve im Punkte, welches wir aus dem Seil herausgeschnitten 
denken. Damit das Gleichgewicht des Stiickchens weiter
besteht, miissen wir uns die von den fortgelassenen Seilstiicken 
auf ds iibertragenen Seilspannungen S nach links und 8 1 nach 
rechts hinzudenken, neben der von der Belastungsfliiche her
riihrenden kleinen vertikalen Belastung q dx. Zerlegt man die 
Spannungen S und 8 1 in ihre horizontalen und vertikalen Kom
ponenten, so kann man die Bedingungen fiir das Gleichgewicht 
des klein en Seilstiickes d s anschreiben. In horizon taler Rich
tung gilt: 

welche Gleichung wegen des iiberall gleichen Horizontalzuges 
erflillt ist. 
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In vertikaler Richtung gilt: 

V=qdx V1 • (1) 

Da hier aber V 1 =c V + d V gesetzt werden kann, w folgL 
nach beiderseitiger W eglassung von V: 

dV=-qdx. (2) 

Da nun, wie wir oben sahen, die Spannungen S tangential 
zur Seilkurve sind, so gilt 

oder 

v 
H 

dy 
tgcp = · 

dx 

dy V ----· H---- dx · 

(il) 

( 4) \ . 

Hier kann man wegen der Konstanten H sofort differenzieren 

dV Hd (dy_) ~ Hd2y. 
dx d::c 

Setzt man das Ergebnis in Gl. (2) ein, so folgt: 

d2y 
H dx ~- qdx 

oder nach Division mit dx: 
d2 H ?!___ 

dx2 
-q. 

(5) 

(6) 

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve. 
Diese Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung 

wegen des darin vorkommenden Differentialquotienten ~~1~ , der 

von der zweiten Ordnung ist. 
Jede Differentialgleichung hat ein allgemeines Integral, 

welches sich aus partikuHiren Integralen mit Hilfe unbe
stimmter Konstanten zusammensetzt. Jede Differential
gleichung hat unendlich viele partikuHire Integrale. 

Im vorliegenden Fall einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung sind zwei voneinander unabhangige partiku
lare Integrale erforderlich, urn das allgemeine Integral aufzu
bauen. Setzen wir in (6) zunachst allgemein: 

q=f'(x), (7) 
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so folgt durch eine erstmalige Integration der Differentialgleichung 

d~y 
H (j~'i = - f(x) (8) 

zunachst 

dy f H dx = 01 - f(x)dy 

und durch nochmalige Integration 

Hy =O~+f01 dx-fdxff(x)dx 
oder 

Hy = 02 + 01 x- J dxj f(x)dx. 

(9) 

(10) 

(11) 

Hier sind 01 und 02 die heiden unbestimmten Integrations
konstanten; jedes Wertpaar C1 02 liefert ein partikulares Integral. 

Sonach gabe es unendli<:h viele Seilkurven, die die Aufgabe 
losen. Aus dieser Schar von Kurven hat man nun diejenige 
herauszusuchen, die sich den weiteren Bedingungen der Kurve 
anpaBt. Derartige Bedingungen konnen in er:,ter Linie die 
Punkte festsetzen, durch welcbe die Seilkurve hindurchgehen 
soH. Wir wollen solche Bedingungen an einer besonderen Kurve 
studieren, die dem Fall entspricht, daB die Belastung q 
gleichmaBig iiber die Spannweite l verteilt ist. Es ist dann 
f(x) = q = Const und damit nimmt das allgemeine Integral 
Gleichung (12) die Form an: 

H x2 y = 02 + 01 X - q 2 • (12) 

Da y eine quadratische Funktion von x ist, so wird 
die Seilkurve eine Parabel. Unsere weiteren Bedingungen 
sollen nun darin bestehen, 1) daB die Kurve durch den An
fangspunkt x = y = 0, d. h. durch den linken Auflagerpunkt 
gehen soH, und 2) daB der recbte Auflagerpunkt um die Strecke a 
tiefer als der Iinke liegen soll, d. h. die Kurve soli durch den 
Punkt x = l, y = a gehen. 

Aus der ersten Bedingung findet man: 

a us der zweiten: 

und hieraus: 

l2 
Ha = C1 l- q 2 

2Ha + ql2 c = ---- --
1 2l 

(13) 

(14) 

(15) 
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Jetzt kann m<tn dao; partikularc Integral, welches den ge
gebenen Bedingungen geniigt, schreibcn wie folgt: 

'2Ha + qF q.r~ 
H y cc '2 l .r . 2 (l (j ) 

In dieser Gleichung tritt noch der Horizontalzug H auL 
iiber den wir ebenfalls mit vcrfiigcn miis"en. Wic wir oben 
o;ahen, hiingt von dem Horizontalzug dcr Durchhang der Kurve 
ab. Dies kann man rechnerisch erkennen, wenn m<tn in Gleichung 
(16) beide Auflager A und B in gleieher Hohe annimmt, d. h. 
a 0 setzt. Dann ergibt sich: 

q la: q .r~ 
Hy --· 2 

2 
( l 7) 

Der Durchhang der Seilkurve finclet sich am; dioscr Gleichung 
l 

fiir .1; zu 
2 

' 1 (ql~ ql~) 
y .C f .C jj 4 - H (18) 

Diose Gleichung client dazu, bei gegebenem Durchhang f 
den erforderlichen Horizontalzug H zu berechnen. 

IV. Das oben angegebene Verfahren der Konstruktion der 
Seilkurve kann man zur graphischen Integration der Differential
gleichung 

f'(.r I ( 1 !J) 

anwenden. In der Figur 71 sci die Funktion f'(J') graphisch 
durch die Kurve abc gegeben; cs worden allc diejenigen Kurven 
verlangt, die der obengenannten Differentialgleichung geniigen. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgloichung lautete: 

Hy C" [ (\:r :-.J'da·Jf(.r)rlx. (20) 

Wir nehmen jetzt einen festen Punkt x 0 y0 <Ln und suchen 
die Gleichung aller Kurven, die durch diesen Punkt gehon und 
der Differentialgleichung geniigen. Durch Einsetzen von x 0 

und y0 in (20) ergibt sich 

Hy0 C2 ! C1 x A(x0 J, (21) 
wo A (x0) der Wert des in (20) rechtsbtehenden Integrnls ist, 
den man nach Einsetzen von x 0 erhiilt. Lo;;t nuw ('21) nach 
02 auf, so ergibt sich: 

(22) 
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Setzt man dies in Gl. (20) ein, so erhiiJt man eine neue 
Integralgleichung, die nur noch eine lntegrationskonstante C1 

enthalt, namlich: 

Hy == Hy0 - A (x0) + 0 1 (x- x0 + J dx J f(x)dx. (2a) 

Fig. 71. Graphische Ermittlung der Seilkurven fiir eine gegebene 
Lastverteilung. 

Diese Gleichung ergibt. fiir jeden Wert von 0 1 eine Kurve, 
die durch x0 y0 geht und der Differentialgleichung geniigt; sie 
reprasentiert, wie man zu sagen pflegt, ein ,Biischel" von Seil
kurven, dessen Mittelpunkt x0 y0 ist. 

Urn eine Anzahl von lndividuen dieses Biischels zu kon
struieren, zerlegen wir die von der Kurve y = f(x) und der 
x-Achse begrenzte Flache durch Ordinaten des gleichen Abstandes 
,Eins" in eine Anzahl von ,Elementarstreifen", deren Schwer
punkte man ermittelt. Die Streifen sind von 1 bis 22 gezahlt. 
Dann tragt man die mittleren Ordinaten der Streifen auf der 
y-Achse (oder auf einer zu dieser Parallelen) von 0 beginnend 
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auf, wobei negative Ordinaten in Richtung der positiven y-Achse 
aufgetragen werden. N ach Annahme eincs Poles P 1 im Abstande H 
von der y-Aehse konstruiert man punktweise die Seilkurve in 
der oben beschriebenen Weise, indem man beim Punkte x0 y0 
beginnt und die Kurve nach reehts und links fortsetzt. So ent
stehe die Kurve A1 B1 C1 D 1 Er 

Jede Auswahl cines Poles oder, was dasselbe heiBt, jede 
Festlegung der Tangente der Kurve im Punkte x0 y0 liefert eine 
Seilkurve. Die einzelnen Kurven verlaufen immer steiler, je steiler 
man diese Anfangstangente wahlt; sehlieBlieh arten die Seil
kurven in eine Gerade a us, die durch x 0 y0 parallel zur y-Achse 
verlauft; dieser Fall entspricht dem Wert: 

cl ·~~ x. 

Zur Bestirnmung der Integrationskonstanten fiir die anderen 
Individuen des Biiwhels greifen wir auf das erste Integral der 
gegebenen Differentialgleichung 

dy 
H . = C' +J f(x) dx (24) dx 1 

zuriick. Die Kurve 
1) =C1 +.{f(x)dx, (25) 

die dieses Integral reprasentiert und die Abhangigkeit der Tan
gentenneigungen der Seilkurven von den W erten der Abszis~en 
wiedergibt, kann ebenfal!s gmphiseh aus der Kurve abr, gefunden 
werden. 

Das Integral J ((x)dx 

bedeutet, wie in § 5 dargelegt, den zwischen der Kurve abc 
und der x· Achse eingesehlossenen Flaeheninhalt, der begrenzt ist 
durch irgendeine Anfangsordinate und die Ordinate der Abszisse x. 
Wir wahl en die Anfangsordinate bei der Abszisse X - 0, d. h. wir 
lassen die Kurve 

1) = cl + J f(:r) dx 
durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems gehen. Die 
Konstante C1 muB gleich 0 gesetzt werdcn, wie sich aus folgendem 
ergibt. 

Die graphisch gegebene Kurve abc wiirde, wenn man sie 
analytisch darstellen wollte, eine Gestalt folgender Art haben 

y f(x)-,a0 a1 x-:···, 
da sieh jede Funktion im allgemeinen in eine Potenzreihe ent
wickeln laBt 17). 
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Das Integral dieser Funktion, wenn man von der Konstanten 
absieht, lautet dann: 

x2 J y dx ~ J f(x) dx = a0 x + a1 2 +... (26) 

und mit der Integrationskonstanten 
2 

0 _j_ _j_ ~ --1--~ 1 I ao x , a1 2 ' ... 

Da wir aber unsere Kurvenfl.iiche von x = 0 an ziihlen wollen, 
also fiir x = 0 das Integral J y dx verschwinden soil, muB auch 
01 = 0 sein. 

Zur graphischen Ermittlung der Kurve 

17 = J f(x) dx 
aus der Kurve abc addieren wir die mittleren Hoben der echon 
oben benutzten Elementarstreifen auf den jeweiligen Endordinaten 
der Streifen. Es entsteht so die Kurve ABODE. 

Bei der Ausfiihrung der beschriebenen graphischen Summation 
ergibt sich wieder wie friiher, daB die Kurve 

1) = J f(x) dx 
da Kulminationspunkte haben muB, wo die Kurve 

y = f(x) 
Nullpunkte hat. Nullpunkte der Kurve abc liegen vor in den 
Punkten b; entsprechend hat die Kurve ABODE ihre Kul
minationspunkte in B und D. 

Durch Hinzufiigung der Integrationskonstanten C1 erhiilt man 
die Gesamtheit der ersten Integralkurven der Differentialgleichung 

d'~ 

H d~ = f(x), 
niimlich 

17 = H:~ == C1 + f f(x)dx. 

Zu jedem Individuum dieser Kurvenschar, die durch Parallel
verschiebung in Richtung der y-Achse aus ABODE entsteht, 
gehoren einfach unendlich viele Individuen der Schar der zweiten 
Integrale, aber nur ein Individuum, welches durch x0 y0 geht. 
Aile diese Kurven, die die ersten Integrale zu ABODE sind, 
entstehen auseinander durch Parallelverschiebung. Urn eine dieser 
Kurven zu bestimmen, z. B. 3-3-3-3, die die y-Achse mit 
horizontaler Tangente schneidet, legt man den Pol P 8 fe~t, 
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indem man den einer horizontaJen Tangente parallelen Polstrahl 
10-P3 zieht. Aus ~-3-iJ-'3 wird die Kurve A 2 B 2 C2 D 2 E 2 

gewonnen durch Parallelverschiebung in Richtung der y-Aehse; 
A2 B 2 C2 D 2 E 2 ist das durch den Nullpunkt mit horizontaJer Tan
gente gehende Individuum und hat die Gleichung 

y~··· JdxJflr)dx. 

Die Konstruktion der S e ilk u r v e { ( J) ist also gl eich
bedeutend mit der Herstellung der zweiten Integralkurve 
zu dieser Funktion 1 "). 

~ 26. Differentialgleichung der elastischen Linie. 

Von derselben Form wie die Ditl"erentialgleichung der Seil
kurve ist die technisch sehr wichtigc Differentialgleichung rler 
elastischen Linie. 

Man versteht hierunter die Gestalt, die ein elastischer (im 
allgemeinen prismatischer) Stab unter EinfluB auBerer Krafte 
annimmt. . 

Wir wollen nur ebcne ebstische Linien betrachten und setzen 
zunachst einen Balken der Liinge l voraus, der an einem Ende 
eingespannt und am andern durch nine Kmft P auf Biegung 
beansprucht ist. Fig. 12. 

p 

Fig. 72. ~:inseitig Pingespannter 
Ralken. 

Fig. 73. Nornmlspanuuugen uud 
f-lchulspanJIUngen. 

Wir untersuchen die Spannungsverhiiltnisse :tn einem Quer
schnitt in der Entfernung x vom eingespannten Ende. 

Es treten, wenn wir uns das vordere Ende entfernt denken, 
die Normalspannungen a iiber den Querschnitt auf, deren 
Resultierende 

J ad( 0 (1) 

verschwinden und deren Moment 

J z a if r -~ P (z - .r 1 (2) 
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sein muB, wenn Gleichgewicht zwischen der beanspruchenden 
Kraft und den inneren Spannungen herrschen soli. Streng ge
nommen kommt noch die Gleichgewichtsbedingung gegen Ver
schiebung q uer zur Balkenachse: J r d f = P hinzu, doch wollen 
wir die Schubspannungen r nicht betrachten (Fig. 73). 

Nunmehr miissen Annahmen iiber die Verteilung der Span
nungen iiber den Querschnitt gemacht werden. Die einfachste 
Annahme ist die einer linearen Verteilung (Fig. 74) 

a= au+ za, 
womit sich auf Grund von 
Gleichung ( 1) eine Faserschicht 

im Balken z = z = - ~u er-
u a 

gibt, die spannungslos ist. 
Diese Faserschicht enthalt die 
Balkenachse, welehe die 

~====~ r---
~ r-1----+-1 

___ _j_j__L.-_.._v 

Schwerpunkte der Balken- Fig. 74. Lineare Verteilung der 
querschnitte verbindet. Die Normalspannungen. 

Spannung wird dann Druckspannung 

(3a) 

auf der unteren Halfte der Balkenquerschnitte, Zugspannung 
z 

o=+a-
0 zo 

auf der oberen Hiilfte der Querschnitte. 
Gleichung (2) geht hiermit aber iiber in 

~-Jz2 df=P·(l-x) 
zo 

(3b) 

oder, wenn J ::;2 df, das Triigheitsmomen t des Balkenquer
schnitts, mit J bezeichnet wird: 

zo 
(4) 

Wir betrachten jetzt die Formiinderung des Balkens 
(Fig. 75). An der Stelle x liegt eine Kriimmung der Mittellinie 
vor und wir nehmen an, daB die Balkenquerschnitte auch nach 
der Kriimmung eben und zur Mittellinie senkrecht seien. Dann 
gilt nach der Figur, wenn 

adx 
lldx=E 

Hort, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 7 
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die V erUingerung einer im Abstand z von der Balkenachse liegen
den Faser der Lange dx ist, 

Ll dx dx 
z Q 

oder 
(J E 

(5) 
z e 

und nach (4) 
P·(l- x) E 

(6) 
e . J--

Fig. 75. Formanderung des einseitig cingespannten Balkens. 

Ist nun y die durch die Beanspruchung erfolgte Senkung 
der Balkenachse unter die urspriingliche horizontale Lage an 
der Stelle x, so ist der Ausdruc:k fiir den Kriimmungsradius 
nac:h den Lehren der analytisc:hen Geometrie 110) 

~.. (d.y)2l. ~ 1 -1 -- . 
~ dx J 
------- ---

a~ Y 
(6a) 

dx2 

W eil aber die Biegungen innerhalb des Bereiches der ela
stischen Formiinderungen nur klein ausfallen, kann man die 
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Neigungen der Balkenachse gegen die x-Achse als klein voraus

setzen und also dy vernachlassigen. Gleichung (6) wird dann 
dx 

angenahert: 
d?.y 1 
-=-·P(l-x) 
dx2 E·J · (7) 

Diese Gleichung geht in diejenige der Seilkurve iiber, wenn 
E · J = H und P (l- x) = f(x) gesetzt wird. 

Handelt es sich urn einen Balken auf zwei Stiitzen, der eine 
beliebig verteilte Last f(x) tragt (Fig. 76), so kann man eben
falls die Gl. (7) benutzen, 
indem man das Biegungs
moment an der Stelle 
X= Mx setzt 

d2y 
E·J dx2 == -Mx, (8) 

wo das Minuszeichen des
halb steht, weil das po
sitive Moment M x eine 
negative Kriimmung her
vorbringt. 

M"' ermittelt sich hier 
als das erste Seilpolygon 
zur Belastungsflache 

Mx= -Jdxff(x)dx. (9) 
Die I .. osung der Dif

ferentialgleichung der ela
stischen Linie verlangt 
also die Konstruktion der 
vierten Integralkurve zur 
Kurve f(x) oder die Kon
struktion des zweitenSeil
polygons entsprechend 
dem Ansatz: 

d4y 
EJ dx4 = (f(x). (10) 

I 
I 

I I 
I I I 

r--.x---"d~ 

Fig. 76. Stetige Lastverteilung iiber 
einem Balken. 

Fig. 77. Belastungsfliiche, Quer
kraftfliiche, Momentenfliiche. 

8 

Den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Integral
kurven zu f(x) liefert folgende durch Figur 77 erlauterte Auf
stellung: 

7* 
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q = f(x) ist die Belastungsfliiche, 
X 

Q = A -- J q dx, da serste Integral zu q, ist die Querkraftfliiche, 
"' 0 

M = J Q dx, das zweite Integral zu q, ist die Momentenfliiche. 
0 

Es gelten also die Beziehungen: 
dQ d2 M 
dz =c ~ q; dx2 ~ q. 

Will man in dem Ausdruk fiir (} ( 6 a) :~ nicht vernachliissigen, 

so lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie: 
3 

(11) 

Diese Differentialgleichung gehort zum nicht linearen Typus, 
sondern hat die allgemeine Form 

(d~ y riy) . 
F dx2' a;; = f(x) (12) 

und wird im AnschluB an § 2H behandelt werden. 

§ 27. Die Jineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten. 

Eine iiuBerst wichtige Rolle spielt in der Technik die 
Differentialgleichung: 

ri~y dy 
a~d-.i+d +cy "0, (1) 

X X 

wo abc konstante GroBen sind. Bekanntlich werden alle freien 
Schwingungsvorgange, in erster Linie die eines Massenpunktes, 
durch diese Gleichung beschrieben. Es ist namlich a m die Masse 
des Punktes, b die Dampfungskonstante der Bewegung, c die 
Kraft, die den Punkt an die Mittelachse seiner Bewegung fesselt, 
y die Entfernung des Punktes von seiner Mittellage und x = t 
die Zeit. 

Zur Integration der Gleichung (1) substituieren wir zunachst 

:: ~ ;p dp dy dp l (') 
dx2 dx .. dy dx -c dy . p J 
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und erhalten 

ap ~~ +bp+cy = 0. (4) 

In dieser Gleichung substituieren wir 

dp dv 
p = vy, dy = v + y dy ' (5) 

wo wir uns v als eine zu ermittelnde Funktion von y denken. 
Wir erhalten nach Division mit y 

av(v+y~;)+bv+c=O (6) 

oder anders geordnet 
dv 

(av2 + bv +c)= - avy dy. (7) 

Hier ist die Trennung der V ariablen moglich: 

dy avdv 
y = - av2 + bv + c (S) 

oder nach Division mit a im Nenner und Zahler der rechten 
Seite: 

wo 

dy 
y 

Setzen wir hier: 

vdv 

( o b +c)' v· +-;v ~a 

( v2 + ! v + ~~) = ( v - a) ( v - {3) , 

b c 
- ( u + fJ) = - und a {3 = -a a. 

(9) 

(10) 

sind, so kann man die rechte Seite von (9) in zwei Partialbriiche 
zerlegen und schreiben: 

d: =- u 1 fJ(v au- v fJ fJ)dv, (11) 

woraus man durch Integration erhalt 

lg ya-(3 = lg (v- (3)!3- lg (v- a)a + lg C (12) 

oder nach Beseitigung der Logarithmen 

ya-(3- C (v__- {3)f3 
- (v-a)". (13) 
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Macht man in dieser Gleichung nach (5) die Restitution 

p 
V cc= 

y 

so ergibt sich allgemeines Integral von Gleichung (4) 

1 ~c c~~~~t;~. (14) 

Diese Gleichung kann ersetzt werden durch die heiden 
anderen 

p-ay=A', 1 
p- fly =B' ,J 

wenn man A' und B' so bestimmt, daD 

B'·' 
c~ ~d 

A' a 

(15) 

(15a) 

wird. Setzt man in (15) fiir p seinen Wert aus Gleichung (2) 

p = :~ ein, so findet man aus 

(lfi) 

die Integrale 

lg(y ~~)··.~ax+lgA,) 

lg (y + ~) = flx + lg B, 
(17) 

die unter Benutzung der Exponentialfunktion iibergehen in: 

y =- ·+Ae"x. 
1 a A' } 

B' . (18) 
Y =- -+ Bef:Jx 

2 p I • 

Daman nun A' und B' gleichzeitig = Null werden lassen kann, 
ohne die Gleichung (15 a) zu verletzen, so stellen 

yl = Ae"xl 

y,~ = Bef3x J 
(19) 
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die heiden gesuchten partikuHiren Integrale von (1) dar, so daB 
das allgemeine Integral lautet: 

sein. 

y = Aeax + Beflx. (20) 

Hier miissen ex und fJ Wurzeln der Gleichung 

,u2+_b_,u+-~=0 (21) 
a a 

Die Wurzeln der Gleichung lauten: 

ex = ,u1 = - 2ba + -v 4b;2 - : ' l 
fJ = ,u2 = - 2ba - -v ~t;2 - -~ ' 

(22) 

haben also die Form 

mit 

ex=-e+ia} 
fJ=-e-ia 

b 
e= 2a• a= "'I/ c - b2 ' 

V a 4a2 

wo i die imaginare Einheit bedeutet. 

(23) 

Das allgemeine Integral (20) nimmt nun die verschiedensten 
Formen an, je nach den Werten, die den Konstanten abc bzw. 

den Quotienten -~ und ~ beigelegt werden. 
a a 

Wir setzen a zunachst stets als positiv voraus, was durch 
Zeichenwechsel jedenfalls erreicht werden kann. Dann ergibt 
sich, daB y im Faile eines negativen b mit x unendlich zu· 
nimmt. Ist b positiv, so kann y mit zunehmendem x nicht 
ins Unendliche wachsen, wenn nicht etwa c negativ wird. 
Negatives c laBt y ebenfalls unendlich groB werden. 

I. Zunachst untersuchen wir naher den Fall 

b=O. 

Dann wird das allgemeine Integral (20) 

y = Ae+iax + Be-iax. (24) 

Negatives c laBt y unendlich zunehmen (Fig. 78), positives c 
verwandelt die Exponentialfunktion in die zyklometrische Funktion 
und (24) nimmt die Gestalt an (mit B0 =A+ B, A0 =(A- B)i) 

y = A 0 sin ax+ B 0 cos ax (25) 
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oder y = A 1 sin a ( x - x0) , 

wo gilt A0 = A1 cos ax0 , B 0 =· - A 1 sin ax0 . 

Wir erhalten also eine rein periodische Funktion: 

A1 heiBt die Amplitude 
x 0 die Phasenverschiebung, 

T = ~~ die Periode, 
a 

n = fJ_ die Frequenz der Schwingung. 
2n 

a die Kreisfrequenz. 

(26) 

Die hiermit gegebene Bewegungsform ist in Fig. 79 dar
gestellt. 

Fig. 78. Uneigentlicher 
Schwingungsvorgang. 

Fig. 79. Reine Sinusschwingungen. 

IIa. IstdieGroBeb<O, dieSchwingung alsomitDiimpfung 
behaftet, so bietet sich zunachst der Unterfall 

c b2 

a - 4a2 > 0 ( 27) 

dar. Es stellt sich dann (20) in die Form: 

y~-A1 e-12xsina(x-x0) (28) 
mit - A 1 sin a x0 = A + B 

A 1 cosax0=A ··· B)i. 

Setzt man, ohne die Allgemeinheit zu beschriinken, x0 = 0, 
so kann man die Maxima und Minima von y aufsuchen mittelst 
des Ansatzes: 

~ ~ = 0 = e - e x (a cos ax - [! sin ax) = 0 . ( 2 9) 
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Diese Gleichung hat unendlich viele positive Wurzeln: 

axk= ;-<p+(k-1)n; k=1, 2, 3... (30) 

e tg <p =-
a 

wo 

ist. Die zugehorigen Maximal- bzw. Minimalwerte von y sind: 
Yk = A1 e-exk cos <p, 

woraus sich fiir die Differenz der Logarithmen zweier aufeinander
folgender y ergibt: 

lg (yk+l)- lg (yJ = - e (xk+l- xk) 

Die logarithmische Diffe- J' 
renz zweier aufeinanderfolgen
der Sch wingungsweiten ist also 
konstant, man nennt die GroBe 

Q bx 
all= v4=;;c ==b~ (32) 

das logarithmische Dekre
ment der Schwingung. 

Fig. 80 gibt ein Bild einer 
gedampften Schwingung. 

I I 
I I I I 

T~l' ~~ r----k--T-~ 
=6'" 

(31) 

~.~ ist wieder die Schwin- Fig. 80. Gedampfte Schwingung. 
(} 

gungsdauer, sie ist groBer als bei nicht vorhandener Dampfung. 
lib. Ist 

c b2 
--- <0 a 4a~ ' 

dann wird das allgemeine Integral 

y = e-ex (Ae+"x +Be-"'") (33) 

in welcher Forme! a < e ist. J etzt kann weder y noch :~ ver

schwinden, solange A und B gleiche Vorzeichen haben. Es 
konnen also weder Nullpunkte noch Extreme vorkommen; y 
nahert sich mit wachsendem x asymptotisch dem Werte Null 
(Fig. 81). 
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Raben jedoch A und B verschiedene Vorzeichen, so gibt 
es einen N ullpunkt: 

1 A 
xl = 2~-lgB' 

der aber nur dann wirklich auftritt, wenn die Bewegung zur 
Zeit x = 0 nach dem Schwingungsmittelpunkt hin gerichtet war 
(Fig. 82). 

Fig. 81. 

Fig. 82. 

Fig. 83. 
Fig. 81-83. Verschiedene Formen der aperiodischen Bewegung. 

Das Extrem liegt bei 

x, = llg (Q_ aJB 
" 2a (u-a)A 

und ist unter allen Umstanden vorhanden. Nach Dberschreitung 
des Extrems fiihrt die Bewegung zur Mittellage zuriick. 

Diese Bewegungsform ist die aperiodische, von der m 
Fig. 81, 82, 83 die wichtigsten Formen dargestellt sind. 

III. Der Fall a= 0 bzw. 

b2 = 4ac 
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liefert zwei gleiche Wurzeln 
a und fJ und mithin unter 
Anwendung der Regeln des 
§ 40 das allgemeine Integral: 

y=A+Bx)e-ex. 

Diese Bewegung hat 
ebenfalls den Charakter lib, 
je nachdem die Anfangs
bedingungen bzw. die Werte 
A und B gewahlt werden. 
Wir geben die mi:iglichen 
Faile in den nebenstehenden 
Figuren wieder. 

A>O 
Fig. 84: B -- e A < 0 

B>O 

A>O 
Fig. 85: B - e A < 0 

B<O 

A>O 
Fig.86: B-eA>O 

B>O 

Dber die Anwendung der 
Differentialgleichung 

ay"+by'+cy=O 

Fig. 84. 

Fig. 85. 

Fig. 86. 

auf technische Problem esiehe 
W. Hort, Technische Schwin
gungslehre, 2. Aufl., Springer, 
1922. 

Fig. 84-86. Spezielle aperiodische 
Bewegungsformen. 

§ 28. Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Kettenlinie. 

Unter den nicht linearen Differentialgleichungen II. Ord
nung gcstatten zunachst diejenigen eine allgemeine Behandlung, 
in welchen nur der zweite und der erste Differentialquotient 
vorkommen, welche sich also an der Form erweisen 

(d2 y dy) 
F dx2 ' dx =O. (1) 
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d2y 
Gelingt es, diese Gleichung nach dx2 aufzulosen, so daB also 

eine Gleichung der Form 

~2Jf, = r(dy) 
dx" dx 

(2) 

entsteht, so wird eme erste Integration moglich, wenn man 

dy 
(iJ_; = p 

substituiert. Es folgt dann statt (2) 

dp 
dx- = f(p) (3) 

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, m welcher 
man nach Trennung der V ariablen schreiben kann 

dx = dp__ 
f(p) 

und nach erstmaliger Integration 

(4) 

X=Cl+J~~)=Cl+q)(p). (5) 

Gelingt es, diese Gleichung nach p aufzulosen, wodurch 

p = tp(x- 01) (6) 

resultiere, so ist die zweite Integration moglich. 
Man schreibt statt (6) 

dy 
--='I' (x- C) dx 1 

und nach Trennung der Variablen 

dy = 'l/' (x - 01 ) dx, 

woraus sich das allgemeine Integral findet: 

y = 02 + J 1fJ (x- 01 ) dx. 

(7) 

Ein Beispiel fiir diese Art von Differentialgleichungen bietet 
die Kettenlinie. 

§ 29. Die Kettenlinie. 

Diese Kurve gehort zu den ,Seilkurven". 
Sie ist identisch mit der Gestalt eines an zwei Punkten 

aufgehangten Seiles, welches nur unter seinem Eigengewicht 
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steht und welches keine Biegungssteifigkeit aufweist (annahernd 
bei einer Kette erfiillt). Fig. 87. 

Wir betrachten wie bei der Seilkurve das Gleichgewicht 
eines Kurvenelementes ds und gelangen zu der Forme! 

(1) 

in welcher yds das Eigengewicht des Kettenstiickchens ds be
deutet. 

Da ferner auch hier das V erhaltnis zwischen der Vertikal
komponente V der Kettenspannung und dem Horizontalzug H 
gleich dem Tangens des Neigungswinkels oder 

V=Hdy (2) 
dx H, 

sein muB, so folgt als 
Differentialgleichung der 
Kettenlinie: 

1/ 

8 

1:' .... , 
dy2 ~~----~------~~~~~~X 

H d-:ii = yds. (3) 

Schreibt man hier 
dy 

Hddx=-yds, (4) 

so kann man sofort ein
mal integrieren 

dy 
Hdx=C+ys, (5) 

Fig. 87. Die Kettenlinie. 

d. h. der Richtungstangens der Kurve ist der Bogen
lange proportional. 

Zur Gewinnung des allgemeinen Integrals kehren wir zur 
Gleichung 

zuriick, m welcher w1r fiir 

ds = Vdx2 +dy2 20) 

setzen. Nach Division mit dx folgt dann 

(6) 
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Nach Substitution von 

ergibt sich hier 

und nach Trennung 

dy 
-=p 
dx 

H dp , y·--,-2 y a:;= --t- 1--t-P 

der Variablen mit H = a 
y 

dp 
a -~-~=c_=~ ~ = ~+ dx. 

V1 +P~ 
Nach erstmaliger Integration folgt: 

a J l-i/~ P-:; = 01 + x 

oder 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Diese Gleichung HiBt sich nach p auflosen. Es folgen aufein
ander die Ansatze: 

C, +" 
P+Vi~ ii=e a 

1 
J 

Nach Restitution des fiir p giiltigen Wertes kommt dann 

1 ( 
C,; x - ~ _ Q, a+x\ 

dy --- e. -e. I· 
dx 2 . , 

(11) 

(12) 

Wir nehmen jetzt eine Transformation des Koordinaten
systems vor, indem wir das Achsenkreuz urn die Strecks + e 
in Richtung der positiven x-Achse parallel mit sich verschieben. 
Der Anfangspunkt A 0 riickt dadurch nach A1• Die Koordinaten 
der Kurvenpunkte in bezug auf das neue System bezeichnen 
wir mit ~1 und 'YJ 1 , und es gelten zwischen den alten und neuen 
Koordinaten die Beziehungen 

x ~ e + ~1 
y -~ 'YJJ 
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und zwischen den Differentialquotienten gilt: 

dy _ dr11. 
dx- M;' 

hiermit geht aber die Formel (12) iiber in 

( 
O,+e+;, O,+e+;,) d1)1 1 --a - ---a-

-=- e -e . M1 2 

111 

(13) 

Wir wollen nun festsetzen, daB die 1)1 -Achse die Kurve in einem 

Punkte mit horizontaler Tangente schneide, d. h. daB ~~~ = 0 

werde fiir ~1 = 0. Dann muB sein 

01 +e+~1 =0, 
d. h. 

o1 +e=O, 
womit Forme! (13) iibergeht in: 

( ;, ~.) :t=~ ea-e-a. (14) 

N unmehr kann man nochmals integrieren und erhii.lt mit einer 
neuen unbestimmten Konstante 0 2 

( ~. 1;,) 
r;1 = c2 + i e a+ e- a . 

Wir transformieren jetzt von neuem das Koordinatensystem, 
inderh wir das Achsenkreuz um das Stiick a in Richtung der 
negativen r;1 -Achse verschieben. Der Anfangspunkt riickt dadurch 
nach .A. Die Koordinaten der Kurvenpunkte in bezug auf das 
neue System bezeichnen wir mit . ~ und r;, und es gel ten die 
Beziehungen: 

~=~1 

r; = e + 1J1· 
Zwischen den Differentialquotienten gilt 

d~ d~1 
dr; drh · 

Die Forme! (14) geht nun iiber in 

a a a ( 
i_ - i_) 

r; = e + 02 + 2 e + e . (15) 
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Bestimmen w1r jetzt, daB fiir 

~ 0 

sein soli: 1] a, 
dann muB gelten: !! + c~ c= 0, 

mithin gilt als endgiiltige Gleichung der Kettenlinie 

rJ ~= i (ef-+ e -~ ~~) (Hi) 

und fiir den Differentialquotienten 

(1 7) 

Fiir die heiden letzten Funktionen von ~ hat man ki.irzere 
Zeichen eingefiihrt. Es gilt 

1 ( ~ ~\ ~ l 2 e ,; + e-a) = Ciof -;; 
1 

~ c~- e -~)=Sin f 1 
(18) 

Man iiberzeugt sich leicht von der Gi.iltigkeit des Satzes 
J; 1:: 

CioF :"...- ®in2 L;.. -~ 1. (19) 
a a 

Urn einige weitere Beziehungen abzuleiten, schreiben wir 
das Argument vorlaufig kiirzer == :r. 

Mittels der Identitaten 

findet sich leicht 

@Jinx 

X 
X =-

y .r- y 

2 

X 
®in y = 2 ®in 

y X- y 
Ciof 2 2 

X -'-· y X - · y 
C£of x + C£ofy = 2 C£of ~ C£of - -

2 2 
X 

®in x - ®in y ~~-· 2 Ciof 
2 

y . X-- y 
iSm-~ ~ 

2 

. X+· y ~· X~- y 
C£ofx--C£ofy=·2®m ··· ~m-- --

2 2 

(20) 
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so wird 
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x-y 
-2-=1), 
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und die Formeln lauten (nach Vertauschung von ~ mit x und 
1) mit y): 

®in x ®in y = i l\:of ( x + y) - i l\:o j ( x - y) } 
l\:of x l\:of y =! l\:of(x + y) +! l\:of (x- y) 
®inx [ofy =! ®in(x + y) + ~®in(x- y) (2l) 
(I of x ®in y = ~ ®in ( x + y) - ~ ®in ( x - y) 

Durch geeignetes Addieren und Subtrahieren je zweier 
dieser Formeln entsteht dann 

®in (x ± y) = ®in x l\:of y ± l\:of x ®in Y } (22) 
l\:of (x ± y) = l\:of x l\:of y + ®inx ®in y 

Der Aufbau dieser Formeln erinnert an die Kreisfunktionen sin 
und cos; wir schreiben fiir das letzte Formelsystem analog an 

sin (x ± y) =sin x cosy± cosx siny 

cos (x ± y) - cos x cosy ± sin x sin y. 

Man nennt die Funktionen 
®in und l\:of den ,hyper
bolischen Sinus" bzw. ,Ko
sinus". Diese Bezeichnung 
hat ihren Grund in fol
gendem geometrischen Zu
sammenhang: 

!/ 

In der Fig. 88 sei eine 
gleichseitige Hyperbel der 
Gleichung x 2 - y2 = 1 ge
zeichnet. Dann ist die hal be 
Scheiteldistanz 0 A - 1 . 
Wir berechnen nunmehr 
den Flacheninhalt F des 
Hyperbelsektors OP A P1 

(P P 1 0 X) in Abhangig

Fig. 88. Definition der Hyperbel· 
funktionen. 

keit von der Abszisse x oder der Ordinate 
A us der Figur liest man so fort ab: 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 

y des Punktes P. 

(23) 

8 
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Nach der Hyperbelgleichung ist aber 

y=l/-; 2 ---1, 

mithin ~~- X 

F xVx2 - 1 f ,-,-,-
2 = - 2 - - V x" - 1 dx . 

l 

Der Wert des Integrals steht in jeder Formelsammlung, z. B. 
Hiitte 22. Aufl. (1915), S. 74. Es ist 

X f y;;2 =t dx = ~ V;f--= 1 - } lg (x + v?--:- -1), 

also wird 
(24) 

Diese Gleichung ist nach x auflosbar. 

eF == x + V x 2 - 1 

e2 F - 2 x eF -f x 2 =, X~ -

e2 F + 1 1 , 
X = 2 eF - ' 2 ( e F + e- F ) • (25) 

Fiihrt man die Rechnung analog fur y durch, so erhalt man 

y- HeF- e F). (25a) 
Durch diese heiden ]'ormeln wird die Abhangigkeit der Ab
szisse x und der Ordinate y vom Hyperbelflacheninhalt statuiert. 

Fig. 89. Definition der 
Kreisfunktionen. 

Eine analoge Betrachtung fiihren 
wir am Kreise Fig. SD aus 

x2 + y2 1. 

Es ist dcr halbe Fliicheninhalt des 
Kreissekton; 

1 

F xy 
Jydx (26) 

2 2 
X 

1 

V1 --- X~ f vi x2 dx. X , --

2 
X 

Der Wert des Integrals findet sich in der Hiitte an derselben Stelle 
1 

f v1--=-:i! ax= Harcsin 1 --- xV1-=~ .:C2 - arcsin x) 
X 
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Hiermit wird aher 

F = arcsin 1 - arcsin x = arccos x (27) 

und nach x aufgelost x = cos F. (28) 

Entsprechend ergiht sich fur die Ordinate 

y =sin F. (28a) 

Diese heiden Formeln sind die Analoga zu den oben hei der 
Hyperhel ahgeleiteten, und es hedarf keiner weiteren Begriin
dung fiir die Ahkiirzung fiir (25) und (25a) 

x =<£ofF 

und y = 6inF. 

6i 

\01 J !I 
_\ ,i IH 

¥J 
I. 

\ j l7 
'\ ~! ~~.X .~.c • tL • 

-6 f ~:. ~ ~-~ fJ r--a ~ """3 -6 17 
'?;?~ I ! 

1/ "] 
JHt~:J 

Fig. 90. Die drei Hyperbelfunktionen. 

Wir kehren nunmehr zur Schreihweise <£of x hzw. 6in x 
zuriick und hemerken, daB aus der Beziehung zur Exponential
funktion e"' sofort eine Reihenwicklung fiir die heiden Funktionen 
folgt. Es ist x2 x4 xa } 

<£of x = 1 + --- + - + -- + ... 
2 ! 4 ! 6 ! 21) (.29) 
xa x5 x7 

6in X = X+ - + --- + - + ... 
3! 5! 7! 

Aus diesen Entwicklungen ergiht sich ohne weiteres 

<£of(- x) =<£of x, } (30) 
6in (- x) = - 6in x, 

d. h. <£of ist eine gerade Funktion, 6in eine ungerade. 
8* 
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Ferner wird 
!Sin 0 = 0; 

liof 0 = 1; 

!Sin ex; o. oo. } 
(Iof oo = oo. 

(;H) 

Den weiteren Verlauf entnimmt man am besten aus der Figur, 
die nach einer der Tafeln fiir diese Funktionen gezeichnet ist~2). 

Die Figur enthiilt noch die Funktion hyperbolischer Tangens, 
die definiert wird durch den Ansatz 

!Sin x x'l 2 x" 
:tg X = ··-· · = X - - + ·- · 

(Iof x 3 1:-J 
17 :r' , 
3L-J (32) 

Fiir die :tg-Funktion gelten analoge Additionsformeln wie 
fiir !Sin und (Iof, die w1r nicht besonders anschreiben. 

I 

Wir kehren nun zur Kettenlinie 
" zuriick. Fiir die Ordinate batten 

wir gefunden 

"-~ 1) = a eO) 
a 

fiir den Richtungstangcns 

d1) o !Sini. 
d~ a 

Ferner lei ten wir a us der Forme] ( 4) 

H d d1) c y ds 
d!; 

Fig. 91. Berechnung des 
Durchhangs einer gegebenen 

Kette. 

fiir die Bogenlange S die Be
ziehung ab 

d1j -· !; S=.a c=a""m d¢ ~ a 

Nunmehr konnen wir die Verhaltnisse einer Kette der Lange 
2 S untersuchen, die zwischen zwei Punkten aufgehangt wird, 
die die Horizontalentfernung L 1 L 2 = 2 L und die Vertikal
entfernung H 1 - H 2 = 2 H haben. 

und 

Nach der Fig. 91 schreiben wir an: 

S . L., 
2 ~ a ISm-" 

a 
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Hier sind L1 und L2 mit ihren absoluten Werten einzusetzen. 
Nach Formel (20) folgt 

. L 1 + L 2 L- L 2 2 S = 2 a 15m-· ··· -- (£of --- . 
2a 2a 

~· L L 1 --· L 2 S = a 'btn - (£of--·---- . 
a 2a 

Ferner gilt Ll h L" h1 = a (£of- , " = a (£of-· a " a 
uud durch Subtraktion 

( L 1 L 2 ) 2 H = h1 - h2 = a (£of -a - (£of a:· 
= 2 a !Sin Ll + L2 ·!Sin ~1 f L2 

2a 2a 

H . L . L 1 +L2 
= a ®m-- ·15m ----. 

a 2a 

(33) 

(34) 

Quadriert man jetzt Formel (33) und (34) und subtrahiert (34) 
von (33), folgt 

S ., H·' " ,.,.., . " L (('<' r" L 1 - L" ~. " L 1 - L.,) " - " =a· ldlll" a ~o,· --2a-'- ~In"- 2-a~ . 
Der Klammerausdruck ist jedoch = 1, und so ergibt sich 

L ----
al5in -- =V'S2 - H~. (35) 

a 

Schreibt man das Ergebnis in der Form 

L 
~Sin-

a 

L 
a 

L 
(36) 

so kann man bei gegebenem S, H, L diese Gleichung nach ·~ 
a 

auflosen, was mit Hilfe der Tafeln oder der Kurven sehr 
leicht ist 23). 

Es sei z. B. die Kettenlange 2 S = 100m, die Entfernung 
2 L =50 m, die Hohendifferenz 2 H =20m. Dann ist 

L 
V250o- 100 

25 
= 1,96. 

48,99 

25 
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Die Beziehung 
6inx 
----- = 1,9G 

X 

L 
findet aber statt fiir x = = 2,15, d. h. es ist 

a 
L 25 

a=-------=-----= 11,6 m. 
2,15 2,15 

Wiegt die Kette nun y = 20 kgjlfd. m, so wird der Horizontal
zug H 

H = a. y = 2 a 2 kg. 

§ 30. Genaue Form der Differentialgleichung der elastischen 
Linie. 

Die Gleichung (11) des§ 26 kann ebenfalls nach der Methode 
des § 28 gelost werden mittels der Substitution 

Wir erhalten hiermit 

dp:[1 
dx 

dy 
--p dx- · 

3 

p2]2 ~~ f'(x) 

und nach Trennung der V ariablen p und x 

-- ~p- 3 = f'(x) dx. 
(1 + p2)" 

Durch Integration folgt hieraus 

- p-cccc- = J f'(x) dx + C1 . 

V1 + p2 

Diese Gleichung kann man nach p auflosen 

_dy __ ff'(:t;)d_x+C1 
p- dx- - -- --- - - --V 1- [J f'(x) dx + c\r 

und nochmalige Integration 

y ~ f vl ~;~; t'i=-c]' dx +0, 

(1) 

(2) 

(B) 

(4) 

(5) 

(6) 



§ 30. Genaue l<,orm der Differentialgleichung der elastischen Linie. 119 

lm Falle des Ansatzes (7) § 26 mit 

1 
f(x)=EJP(l-x) (7) 

findet man 

aus der sich wegen der Bedingung 

findet 

oder 

Mithin wird 

und 

dy 
dx 

p = dy = 0 fiir x = 0 
dx 

-. / p2 ( x2)2-
V 1-FJ2J2 zx-2 

Dieses Integral kann man durch die Substitutionen 

-~-(lx=x2)=; 
EJ 2 ' 

x = z +-. 1z2- 2EJ 1: - v p "' 

fJ a; 
dx==F---=, 

2Vrx-{J; 

" = l2, fJ = 2 !J 

(9) 

(10) 

(11) 

(lla) 
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iiberfiihren in 

(12) 

welches ein elliptisches Integral ist. Die Benutzung des 
genauen Wertes fiir die Kriimmung der elastischen Linie fiihrt 
also schon im einfachen Faile des einseitig eingespannten Balk ens 
zu Verwickelungen, deren eingehendere Untersuchung uns hier 
zu weit fiihren wiirde. 

§ 31. Eindimensionale Differentialgleichungen. 
Beispiel: Formiinderung eines dickwandigen Rohres nach Foppl. 

Gibt man den V ariablen x und y bestimmte Dimensionen, 
die dann auch den Differentialen dx und dy zukommen, so kann 
man auch fiir jedes Glied einer Differentialgleichung eine be
stimmte Dimension angeben. 

Seien z. B. die Dimensionen von x und y = 1, so sind fol
gende weitere Dimension en festzustellen: 

D. [dy] D. [ ., (dy) 2 " 
1m .·~0; 1m mx" -: . c 

.dx. ,d~ J 
2, 

1' 

wobei angenommen ist, daB m cine Zahl bedeutet. Untersucht 
man in dieser Weise aile Glieder einer gegebenen Differential
gleichung, und finden sich diese dabei samtlieh VOll gleicher 
Dimension, dann heiBt die Differentialgleichung ,eindimensional", 
wobei es vorkommen kann, daB man x und y verschiedene 
Dimensionen zuteilen muB, urn Eindimensionalitat zu erreichen. 

Zunachst betrachten wir den Fall, in welchcm sowohl x 
wie y von der ersten Dimension sind. Hier gelangt man zu einer 
Erniedrigung der Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung, 
wenn man sowohl fiir x wie fiir y neue Variable /} und z ein
fiihrt mit Hilfe der Substitutionsgleichungen 

X =·~ e '~ ; y =c Z • e {} . 

Hier folgt durch Differentiation 

dy dy d1't (dz 1 
a;;=d{}dx= d1't·e' 

(1) 

1 ) dB ze' -·. 
dx 

(2) 
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Da aber 

und mithin 

ist, so ergibt sich 

Analog ergibt sich 

dx _ {} 
d{}- e 

d{} - -a --- -- e 
dx 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Mittels der Formeln (1), (5) und (6) kann man die Substitution 
bei eindimensionalen Differential
gleichungen zweiter Ordnung durch
fiihren. 

Wir betrachten die Differential
gleichung der Form an derung 
eines dickwandigen Rohres unter 
innerem Dberdruck. 

In der Figur 92 sei der Quer
schnitt des Rohres gezeichnet, wobei 
die Lange des Rohres = 1 gesetzt 
wird ; Formanderungen in Richtung Fig. 92. Dickwandiges Rohr 
der Rohrachse bleiben von der Be- mit innerem Dberdruck. 
trachtung ausgeschlossen. 

Zur Grundlage der Untersuchung wird diejenige Ver
langerung u gemacht, welche ein nach einem Punkte der Rohr
wand gezogener Radius x unter EinfluB des Innendruckes p 
erfahrt. Ist diese V erlangerung u als Funktion von x gefunden, 
dann ist es moglich, die spezifische Radialdehnung er und die 
Tangentialdehnung e1 zu berechnen. Letztere findet sich durch 
den Quotienten 

V erlangerung des Kreisumfangs 
U rspriinglicher Kreisumfang 

2.-cu u 
=et= 2nx =a;· (7) 

Die Radialdehnung ergibt sich durch Betrachtung der Langen
anderung, die eine radial gerichtete Elementarstrecke A B = d X 

(siehe Figur 93) erfahrt. Der Endpunkt A des Radius x = 1l1 A 
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verschob sich, wie oben festgesetzt, um die Streckc u. Dem
entsprechend verschiebt sich der Endpunkt B des Radius 

x + dx =~ MB 
um die Strecke u + d u. 

Folglich verlangert sich das Element d x um den Betrag d u. 
mithin ist die spezifische Radialdehnung an der betreffenden 
Stelle 

du 
E,. =c dx. 

Fig. 93. Berechnung der 
Radialdehnung des Rohres. 

(H) ~ 
I 

M 
doc.i 

Fig. 94. Gleichgewicht der 
Spannungen an einem Element der 

Rohrwand. 

Zur Gewinnung eines weiteren Ansatzes betrachten wir 
nunmehr die gegenseitige Wirkung der Spannungen an einem 
Element der Rohrwand, welches, wie in der Figur 94 gezeichnet, 
herausgeschnitten sei. 

Die in tangentialer Richtung angreifenden Spannungen o1 
sind auf heiden Seiten des Elementes gleich; die sich aus ihnen 
ergebenden Gesamtkrafte sind o1 · dx und ihre Resultierende 
CD=da·o1·dx. 

Die radial nach innen angreifende Spannung sei o,.; die am 
Element angreifende entsprechende Gesamtkraft = x d a· or. 
Auf der AuBenseite des Elementes greift nun die Spannung 
o,. + d or an; die ihr entsprechende Gesamtkraft ist 

(or+ do,.)(x + dx)·da. 

Multipliziert man diesen Ausdruck aus, so findet sich 

(orx + xdor + or·dx + dor·dx)da. 

Hier wird das letzte Glied d or· d x als klein gegen die iibrigen 
vernaehlassigt, und das zweite und dritte werden in 

d(xo,.) 
zusammengezogen. 
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Nach diesen Festsetzungen ergibt sich als Resultierende 
der heiden Radialkrafte 

d(xar)·da. 

Zwischen dieser und der Resultierenden der Tangentialkrafte 
muB jedoch Gleichgewicht bestehen, woraus folgt 

da·at·dx = d(xar)·da. 

Nach Hebung von da und nach Division mit dx folgt 

d (x ar) 
at=- l[x' (9) 

Die Verbindung dieser Formel mit den oben entwickelten 
Dehnungen e1 und er verlangt die Heranziehung eines Elasti
zitatsgesetzes. Unter einem Elastizitatsgesetz verstehen wir 
eben eine Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen. Wir 
legen hier das Hookesche Gesetz zugrunde, welches in seiner 
allgemeineren Form fiir longitudinale und transversale Span
nungen (Tangential- und Radialspannungen) lautet: 

e = 2_(a -_!_a) 
r E r m t , 

wo E den Elastizitatsmodul und m das Verhaltnis 
Langsdehnung zur Querkontraktion bedeutet. 

Diese heiden Gleichungen lost man nach at und ar 

mE mE 
a - (me + e ) · a = ----- (me --l-- e ) t - m2--=1 t r ' r m2 - 1 r ' t 

und nun ist man in der Lage, die Dehnungen 

u du 
et = x und er = dx 

einzufiihren. Es ergibt sich 

(10) 

der 

auf: 

(11) 

(12) 

a = -~1!___ (m du + "!__) (13) 
,. m2 - 1 dx x · 

Diese W erte fiir at und ar setzt man in Gleichung (9) ein, wo
durch sich ergibt 

~~- (m "!__ + du) = ~ [ ~E x (m~u + "!__)]. (14) 
m"-1 x dx dx m"-1 dx x 

Dividiert man mit -~ 1!__ und fiihrt die Differention auf der 
m·- 1 
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rechten Seite aus, so resultiert die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 24) 

d2 u 1 du u 
- --- -j-- -- ---- ---- c= Q 
dx2 x dx xa · 

(15) 

Diese Differentialgleichung ist ,eindimensional" in dem ein
gangs angegebenen Sinne. 

Fiihren wir mit u = y die Substitutionen (1), (5) und (6) 
aus, so vereinfacht sich die Gleichung zu 

d2 z dz 
-;w'i + 2 £Tb = o, (16) 

welche sich mit 
!lz 
d{) =p 

vom ersten Grade erweist. 
Wir haben also nur die Gleichung 

dp ;[{} + 2p c.~ 0 

zu integrieren, welche das allgemeine Integral 

/} = C - ~ la]J 
1 2 ,., 

oder 

ergibt. 

(1 7) 

(18) 

(19) 

(20) 

Zur Ermittlung von z greifen wir jetzt auf Gleichung (1 7) 
zuriick, indem wir den soeben ermittelten Wert von p einfiihren. 
Die Integration von 

dz -~ e21c,-,jl dB 

liefert mit einer zweiten Integrationskonstanten 

z ·~--- c~-
1 2(C1 - II) - e 
2 

(21) 

(22) 

Aus (22) Ieiten wir nun das gesuchte Integraltt ab wie folgt: 

_ _ , (c 1 2 1c, _ r~~) tl --XZ--X "- e . 
- 2 

(23) 

Fiihren wir hier nun die Substitutionsgleichung (1) wieder 
ein mit 

e e c_ x, (24) 
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so ergibt sich als allgemeines Integral 

U = X (c - ~ e2 01) ' 
2 2 x2 

und wenn man bier setzt 

so wird B 
u =Ax+---, 

X 

(25) 

(26) 

wo A und B die erforderlichen heiden Integrationskonstanten sind. 
Zur Ermittlung dieser gehen wir auf die Gleichung (13) 

fiir a,. zuruck, in welche wir (26)_ einfiihren. Wir erhalten: 

a = __ m_!___{ m (A- B)+ A+~-} 
,. m2 - 1 l x 2 x 2 

mE { B ) 
= m2 -=-1 A(m+ 1)- x 2 (m -1)J 

mE mE B 
=-----A----

m-- 1 m + 1 x 2 

mE mE 
--- --A=A --B=B 
m-1 1 ' m+1 1 

und mit 

(27) 

Zur Bestimmung von A 1 und B1 fiihrt jetzt die Bemerkung, 
daB fur x = r, d. h. im Innern des Rohres, die Radialspannung 
gleich dem Dberdruck p sein muB, der mit negativem Vorzeichen 
zu versehen ist, weil es sich um Druckspannung handelt. 

Ferner muB fiir x = R, also auBerhalb, die Radialspannung 
=Null sein. Wir erhalten also die Bedingungsgleichungen 

fur x = r : - p = A - 1!._1_ 
1 r2 , 

fur x = R: B1 
0 =Al- R2' 

aus denen durch Auflosung nach A 1 bzw. B 1 folgt 
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wodurch sich dann die Formiinderung u endgii.ltig findet zu 

(28) 

§ 3 2. Einfiihrung der StOrungsfunktion. Kreisformige Platte. 

Die genauere Theorie der kreisformigen gleichmaBig be
lasteten Platte fiihrt (vgl. Foppl, Vorlesungen iiber technische 
Mechanik, III) (1900) auf folgende Differentialgleichung 

d2 cp 1 dcp (p 6(m2 -1 
dx2 + x r1;; - x2 = - -m2 F/ha · px' (1) 

wo bedeuten 

cp die Winkel, die die Normalen der Plattenelemente nach 
der Biegung mit der Mittellinie bilden; 

J: der Abstand eines Plattenelementes von der Mitte; 

1 die Poissonsche Konstante; 
m 
E den Elastizitatsmodul; 
h die Plattendicke; 
p den Druck, der auf die eine Plattenseite ausgeiibt wird. 

Setzen wir in (1) die rechte Seite vorlaufig = Null, so er-
halten wir 

d2 rp 1 1 d rp 
({x'3 T x dx (2) 

Diese Differentialgleichung ist 
aber identisch mit Gleichung 
(15) des § i31 und hat dem
mwh das allgemeine Integral 

B 
(/' ==' Ax i- · (B) 
• I X 

Urn nun von hier aus zum 
Fig. 95. Formanderung der kreis- allgemeinen Integral der Glei-

fiirmigen Platte. chung (1) zu gelangen, setzt 
man voraus, daB dieses die

selbe Form habe wie (3), nur mit dem Unterschied, daB A und B 
jetzt Funktionen von x sind, die man bestimmen muB. 
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Den durchzufiihrenden ProzeB nehmen wir sogleich an 
einer ziemlich allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
vor, niimlich 

d2 y dy 
dx 2 +P1 (x)dx+P2 (x)y=P3 (x) (4) 

(vgl. § 24), zu der 

d2 y dy 
({;: 2-+ Pl (x) dx + P2 (x)y = 0 (5) 

das Analogon zu ( 2) bildet. 
Man nennt die Gleichung (5) die gegeniiber (4) reduzierte 

Gleichung. Die auf der rechten Seite von (4) auftretende 
Funktion P3 (x) heiBt Storungsfunktion. 

Es seien nun y1 und y2 zwei auf irgendeine Weise gefundene 
voneinander unabhiingige partikuliire Losungen von (5), 
mit deren Hilfe wir das allgemeine Integral von ( 4) in der Form 
ansetzen: 

d = Ql (x)yl + Q2 (x)y2 · (6) 

Die Differentiation dieses Ansatzes Iiefert 

~~ = Ql'yl + Qly/ + Q2'y2 + Q2y,/. (7) 

Da Q1 und Q2 unbekannt sind, konnen wir fiir sie eine Bedingung 
willkiirlich vorschreiben. Wir wiihlen als Bedingung den Ansatz 

Q/yl + Q2'y2 = 0, (8) 

wodurch sich (7) vereinfacht zu 

(9) 

Eine abermalige Differentiation Iiefert hier 

d2 y Q' '+Q "+Q' '+Q II (10) dx2 = 1 Y1 1Y1 2 Y2 2Y2 · 

Nunmehr fiihren wir die Ausdriicke fiir y, :~, ~~ [Gleichung (6), 

(9), (10)] in Gleichung (4) ein und erhalten nach gehoriger Ordnung 

Ql (y/' + P1y1' + P2Y1) + Q2 (y2" + P1y2' + P2Y2) + Y/ Q/ 

+ Y21 Q2' = p3. (11) 
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Da aber, wie vorausgesetzt, y1 und y2 der Gleichung (5) geniigen, 
so bleibt von (11) nur iibrig 

(12) 

Diese Gleichung reicht im Vercin mit Gleichung (H) aus zur 
Bestimmung von Q1' und Q./. Man erhalt durch gcwohnliche 
Auflosung dieser Gleichungen naeh Q/ und Q/ 

(13) 

Q1 und Q2 selber finden sich durch einfache Integration 

(14) 

Q =f __ y1 P:; rh· _ B == ( ) 
2 ' ' ~ q2 X yl y~ -- YI ?1-J 

so daB das allgemeine Integral von ( 4) lautet: 

Y = ql(x)yl + q2(x)y2 + Ayl + By2 · (15) 

Nunmehr wenden wir die durch (14) gegehene Vor;;chrift 
der Abkiirzung auf die Differentialgleichung (1) an. Es ist mit 

(i (m2 - 1) , 
,, E ,.. p -= 1V 

m" rt"' 

N 
--- -~Jxdx.J A 

2 ' 

(1 fl) 

(17) 
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Q = -NJ xxdx =B 
2 1 1 

-x---x2 x 

I NJ 3d B N 4 =---r- 2-- x x+ =+sx +B. (18) 

Aus (17) und (18) setzt sich dann nach Vorschrift von (15) das 
allgemeine Integral zusammen 

Nx3 Nx3 B 
cp=- 4 +-s +Ax+-;-

oder Nx3 B 
cp=- 8 +Ax+x· (19) 

In der gleichen Weise behandelt man die ebenfalls bei Foppl 
vorkommende Differentialgleichung der Platte fiir eine in der 
Mitte angreifende Last P: 

Man findet 
Q1 = - -~ f~ dx + A , 

Q~ = + ~ J xdx + B 

und 
(p = - ~X lg X + (A + ~) X + : , 

p B 
= - 2 X lg X+ Al X +X. 

IV. Differentialgleichungen hoherer Ordnung. 
Simultane Differentialgleichungen. 

§ 33. Differentialgleichnngen n-ter Ordnung. 

(20) 

(21) 

Die allgemeine Form der Differentialgleichung n-ter Ord
nung lautet analog § 24: 

F(x,y, ~~' :~, ... , ::~)f, :::)=o. (1) 

Hart, Ditferentialgleichungen. 2. Auf!. 9 
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Es gibt keine Methoden, durch die man eme solche 
Differentialgleichung in jed em Fall integrieren konnte, nur 
fiir bestimmte besondere Formen von (1) sind Integrations
methadon bekannt. 

I. Der einfachste Fall ist der, wenn (1) sich m der Form 
darstellt 

dny 
--- -X= 0, 

dx" 
(2) 

m welcher X nur die Variable x enthalt. Hier kann man ohne 
weiteres einmal integrieren 

dn-1y 
dx-;.-:_~i = At + J X dx . 

Eine nochmalige Integration liefert 

dn-2y 
-~~=~A .. +A x-1 JdxJXdx. dxn-2 • 1 

(3) 

Mit jeder Integration erniedrigt sich hier die Ordnung des 
Differentialquotienten auf der linken Seite urn eine Einheit, 
bis man schlieBlich zur Funktion y selber gelangt: 

x2 xn-2 xn-1 

y=cAn+An-tX-f-Azn-21.2-1 ... -l-Az(n- 2)! ~-A1\n~~ 1)! 

+ J dxf dx ... J Xdx. (4) 

Dies ist das allgemeine Integral von (2). 

II. Sehr einfach ist auch die Differentialgleichung 

(5) 

wenn y nur die Variable y enthalt. Diese Gleichung kann aber 
nur fiir n = 1 und n = 2 integriert worden. 

Zu 

dy = Y. 
d:r 

lautet das allgemeine Integral: 

fd: =X A. (6) 
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Im Falle 

setzt man 

und hat 

oder 

dy 
-=p 
dx 

dp 
-=Y dx 

-~~·~=Y, } 

dp·p = Ydy. 

(7) 

(8) 

Hier sind die V ariablen getrennt und man kann integrieren 

lp2=!!_+fYdy. 
2 2 

(9) 

Nach Ausziehung der Quadratwurzel ergibt sich 

~~=VB+ 2JXdy (10) 

und das allgemeine Integral: 

x=A+ f VB:~JYdy· (11) 

III. Die nachst einfachen Falle umfassen die Form en von ( 1 ), 
in denen nur der hochste Differentialquotient und der um 1 
oder 2 Einheiten niedrigere vorkommen, d. h. um die Formen: 

(an-2y an-1y d"'y) 
F ------- -0 dxn- 2 'dxn-t' dx"' - ' 

(an-2y d"'y) 
F --,- =0, 

dx"- 2 dx"' 

F(d"-1y.~ny)=o. 
dxn-1 dx"' 

Diese Typen lassen sich durch die Substitution 

an-2y 
--=z dxn-2 

an-1 y 
resp. dxn-1 = z 

(12) 

(12a) 

9* 
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auf die Differentialgleichung zweiter bzw. erster Ordrmng zuriick
fiihren: 

Bei den Gleichungon 13a und 13b fii.hrt die weitere Sub-
stitution 

dz a.x = P (14) 

zu einer Erniedrigung der Ordnung urn emen Gmd. Es folgt 
aus (14) 

d2 z dp dz dp 
dx~ dz ·a,;=Pa,~ 

und somit als Differentialgleichung: 

fi' ( z, p, p ~~) = 0 . (15) 

Dies ist eine Differentialgleichung orstcr OrJnung, die 
integriert werden kann. Man erhalte als crstes Integral 

p = f(z) 0 1 , (16) 

wo 0 1 eine Integrationskonstante ist. Schreibt man jetzt fiir p 

wieder ~~, so entsteht aus (16) die Differentialgleichung: 

dz dx = f(z, 0 1) (17) 

zwischen z und x, welche nach Trennung der V ariablen mit 
einer neuen Konstanten 0 2 liefert 

X= 02 + f f(:,d
1
). (18) 

Fiihrt man jetzt das Differential 

(Hl) 
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m die Gleichung (12 a) ein, so folgt 
d»-2y 
----- =z·[f(z O)]n-:! dz»-2 · ' 1 

(20) 

Diese Differentialgleichung ist durch n- 2 Quadraturen los
bar, und man findet 

c 
Y ~= Cn + Cn-1 Z + ... + (---3-)·-z"- 3 

I!- 3 ! 

+ J dz .. .J dzjz dz: [f(z, C1)Jn- 2 (21) 

Durch Elimination von z aus den Gleichungen (18) und (21) 
wiirde man zum allgemeinen Integral gelangen, welches die 
Konstanten Cv 02 , ••• , On, d. h. n willkiirliche Parameter enthalten 
wiirde, wie es sein muB. Statt der oft umstandlichen Elimi
nation ist es vorzuziehen, die Parameterdarstellung der 
Kurve, wie sie durch die Gleichung (18) und (21) gegeben ist, 
beizubehalten und aus ihr die erforderlichen Schliisse auf die 
Eigenschaften der Integralkurven zu ziehen. 

§ 34. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung. 

Eine besonders wichtige Klasse von Differentialgleichungen 
n-ter Ordnung, fiir welche allgemeinere Integrationsmethoden 
bekannt sind, wird gebildet von den linearen Differential
gleichungen: 

any an-ly r dy 
X0 d-- +X1 d- J:+···+Xn-ld-+Xny=X. (1) xn xn- X 

Hier sollen die Funktionen X nur die unabhangige Ver
anderliche X enthalten. 

I. Ist y1 ein partikulares Integral von (I) und Y eine noch 
zu bestimmende Funktion von x, so liefert der Ansatz 

y = yl + y (2) 
in ( 1) eingesetzt : 

k=n dk k=n dkY 
})Xn-k d!l+ })Xn-kdxk=X. 
k=O k=O 

(3) 

Hiervon bleibt aber nur der zweite Teil iibrig, weil y1 

Gleichung ( 1) erfiillt: 
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d. h. die Funktion Y hat der Differentialgleichung: 
dny an-ty 

Y --LX 
, o dxn ' 1 dxn 1 

. I_ X 1 d! _I __ X y = () 
···I n- dx-1 " ( 4) 

zu geniigen, wenn Gleichung (2) die Differentialgleichung (1) 
befriedigen soH. 

Y ist daher das allgemeine Integral von (4), enthalt also n 
willkiirliche Konstante. Mithin enthalt auch (2) n willkiirliche 
Konstante und ist daher das allgemeine Integral von (1). Man 
hat also den Satz: 

Das allgemeine Integral der linearen Differen
tialgleiehung n-ter Ordnung (1) setzt sich zusammen 
aus einem beliebigen partikuliiren Integral dieser 
Differentialgleichung und dem allgemeinen Integral 
der Differentialgleichung (4). Letztere nennt man die 
reduzierte lineare Differentialgleichung, wahrend (l) 
die vollstandige lineare Differentialgleichung n-ter 
Ordnung genannt wird. 

IL Zur Auf;,uchung des allgemeinen Integrals von (1) hat 
man zunachst das allgemeine Integral von (4) zu suchen. Hier
bei kann oft mit Vorteil der Satz benutzt werden: Kennt man 
ein oder mehrere partikulare Integrale von (4), so laBt sich 
die Ordnung dieser Differentialgleichung um soviel Einheiten 
erniedrigen, als Integrale bekannt sind. 

Es sei zunaehst y1 ein partikulares Integral von (4). Wir 
versuchcn weitere Integrale in der Form 

y = uy1 (5) 

zu gewinnen, bei welcher die unbekannte Funktion u nur die 
Variable x enthalte. Wir differenzieren (5) nmal und erhalten 
die Differentialquotienten: 

(6) 

dzt n(n--1)d2 u u y(nl -+-- n __ y(n-11 + _______ y(n-2) 

' d x ' 1 · 2 d x 2 ' 
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Setzen wir diese Werte sowie (5) in (4) ein und fassen einer
seits die Glieder zusammen, welche die Differentialquotienten 
von u enthalten, und ordnen wir nach diesen Differential
quotienten, wahrend wir andererseits ein Glied mit u selbst 
bilden, so kommt: 

d"u dn-l U du 
3 0 -- + E1 -----1- + ... -+- E'n- 1 -

dx" dxn- ' dx 

( d"yl . dn-ly dyl ) + u Xo dxn + Xl dx"=t + ... + Xn-1 (z-; + X,.yl = 0. (7) 

Hier setzen sich die Funktionen E aus den Differential
quotienten von y1 und den X zusammen, sind also bekannte 
Funktionen von x. Z. B. ist: 

Eo= Y1 X 0 , I 
El = Y1 Xl + ny1' Xo· 

Y1 Xn-·1 + ~ ;11 ~ .. ~ 2.; · : · ~ ny1(n-l) X 0 • 

(8) 

.:;n-·1 c 

Von ( 7) bleibt aber nur die erste Zeile iibrig, weil die zweite 

vermoge (4) verschwindet, und wir erhalten mit d"! = v tat
dx 

sachlich eine neue Differentialgleichung, deren Ordnung urn 1 
erniedrigt ist: 

d" -l v d" - 2 v d v 
Eo d-~~- + 3 1 ---..:: 2· + · · · + En-2 d- + En-1 v = 0. (8a) xn- dx" x 

Durch Integration findet sich mit n - 1 partikularen Inte
gralen v1 ••• Vn-I 

v = cl vl + C2v2 + ... + Cn-1 Vn-1 (9) 
und mit 

du 
V=-

dx 

durch nochmalige Integration 

U = C1 jv1 dx + C2jv2 dx + Cn-lf Vn-1 dx + Cn, 
und schlieBlich, wenn man auf (5) zuriickgreift: 

y = cl ylf vl dx + C2ylf v2 dx + ... + Cn-1Ylf Vn-1 dx 
+C,.y1 . (10) 

Dies ist das allgemeine Integral zur Gleichung (4). 
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III. Als Beispiel zur Einiibung des Verfahrem; diene die 
Differentialgleichung: 

d3 y ' d~ y dy 
(x2 - 2x + 2)dx3 -- xJ d;2 + 2x dx- 2y = 0. (11) 

Hier sieht man sofort, daB y1 =- x ein partikulares In
tegral ist. 

Nach Vorschrift von (5) fiihren wir jetzt den Ansatz 
y ~= ux 

m die Differentialgleichung (11) ein. 
Durch sukzessive Differentiation gewinnen wir: 

y' = u -j- xu', l 
y" = 2u' +xu'', 

y"' = 3u" -+xu"'. 
Nach Einfiihrung dieser Werte in (11) entsteht: 

u"' x (x2 - 2x + 2) + u" [3 (x2 --· 2x 2)- x3J cc .. 0, 
welche Differentialgleichung mit 

II u == v 

und nach Division mit x (x2 -- 2x + 2) iibergeht in: 

( 12) 

(13) 

(14) 

(14a) 

rl~ + v (_;3_- .. x~ -) = 0. (15) 
dx x :r" -· 2 x + 2 

Die Integration liefert 
' x 2 dx 

=dgv=lgC3 - illgx I Jx2 - 2x+ 2 . (16) 

Das Integral rechter Hand berechnet sich nach Ausfiihrung der 
Substitution x _ 1 = ~ 

zu: J(~ ~-_t): d~ =c lg W + 1) + ~ + arctg ~ + arctg -~-

oder nach Riickgang zu x: 
x-1 arctg 1 -1- arctg (x -1) 

lg(x2 -2x+2)+lge +lge x-l 

Das letzte Glied rechts erweist sich als Konstante, die mit 
- lg e in lg C3 einzurechnen ist, so daB nach Beseitigung des 
Logarithmus wird: 

, (x2 - 2x+ 2)e"' v = c. . -···-··. --- . 
. ; X~ 

(1 7) 



und 

§ 35. Die Variation der Konstanten. 

Zur Gewinnung von u hat man zu setzen 

u' = C + J v d x = 0 + 0 e"' (x -~ 
2 2 3 x2 

U = 0 + (; X + C -- -- dx = 0 -j- 0 X -f.-. 0 -, , Je"' (x- 1) e:r: 
1 2 3 x2 1 2 • 3 x · 

Demnach wird das allgemeine Integral von (11) 
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(18) 

(19) 

y = uy1 = ux = 01 x + C2 x2 + 03 e"'. (20) 

§ 35. Die Variation der Konstanten. 

I. Hat man auf irgendeine Weise das allgemeine Integral 
der reduzierten Differentialgleichung gefunden, so ist 
das allgemeine Integral der vollstandigen Differentialgleichung 
nach dem V erfahren der Variation der Konstanten zu er
mitteln. 

Es liege also das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(4) § 38 in folgender Form vor 

i=n· 

(1) 
i =1 

In diesem Ansatz wollen wir die Konstanten Oi jetzt als 
Funktionen von x ansehen und untersuchen, ob und unter 
welchen Umstanden der so modifizierte Ansatz das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung ( 1) in § 38 wird. 

Zur Ausfiihrung dieses Vorhabens ist Gleichung (1} (n- 1) 
mal zu differenzieren 

n n 

y' = _2) Ciy/ + _2) 0/ Yi' (2) 
1 1 

wobei wir bei jeder Differentiation den Teil, der die Differential
quotienten der Oi enthalt, gleich Null setzen, was erlaubt ist, 
weil wir iiber die Oi verfiigen diirfen. So entsteht 

n 

y' = _2) Oiy; (3) 
1 

und 
n 

~C.'y.=O 
..:.....; ' ' 

(3a) 
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und so fort: n 
If 

!! /Y'c·1'f." _, 1.•1 

1 

" '5 1 C' If.' = 0 
.. ::-.. ./ t • t 

1 

n 

!/n 1) ~= .2) C;y/n -lJ 

1 
n 

) --.,('' In-:!) 
_..:_; i Y; 

1 

0. 

(4) 

( 4 a) 

(5) 

( 5 a) 

Entwickeln w1r nun noch den n-ten Differentialquotienten 
n n 

yin) ~--,C;y/"1 --t- :f)C;'y/"-11. (6) 
1 1 

ohne den zweiten Teil zu annullieren, so gewinnen wir durch 
Einfiihrung der Gleichungen (i~), (4) und (5) in den Ansatz (1) 
des § 34 eine neue Gleichung 

iccn k n n 

\"C. ),1 Xkt;.ln---kl + X0 \ 1 C' y.ln- 1: = X. (7) 
~ t_..:_; ., ~ '' 
i=1 k=U l 

Da aber aile Y; der Gleichung 
k ---n 

\ 1 xy.ln---kJ_ (J 
,;;....; k ' • 

k- II 

d. h. der reduzierten Differentialgleichung geniigen. so bleibt von 
(7) nur iibrig: 

n 2 c; Y;(n-1) = X, (8) 
1 

welche mit den (n--1)-Gleichungen (3a), (4a.) und (5a) zur Er
mittlung der n GraBen C;', d. h. der ersten Differentialquotienten 
der unbekannten Funktionen C; dienen kann. Die C; ermitteln 
sich als Funktionen von x, die wir mit {}; ( x) bezeichnen : 

C;'=fJ;(x), i= l. .. u; (9) 
durch deren Integration wird Ci selbst erhalten: 

C; =A;+ f {};(x) dx. (10) 
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Nach Einfiihrung in (1) ergibt sich somit das allgemeine 
Integral der vollstandigen Differentialgleichung: 

n n 

y ==}; Aiyi+ .};yJ{}i(x)dx. ( 11) 

Hiermit wird auch die Angabe von § 34 bestatigt, nach 
welcher das allgemeine Integral der vollstandigen Gleichung 
sich findet, als Summe des allgemeinen Integrals der reduzierten 
Gleichung und eines partikularen Integrals der vollstandigen 
Gleichung. n 

2) yJ{}i (:r) dx 
1 

ist dieses partikulare Integral. 
II. Sei jetzt die vollstandige Gleichung 

(x 2 - 2 x + 2) d3 y - x 2 ~'!__Y_ -L 2 x d Y_ - 2 y = f" (x) (12) 
dx 3 dx2 1 dx ' 

so lautet das Gleichungssystem zur Bestimmung der C/: 

C/ x + 02' x2 + 03' e"' = 0 , } 
0/ + 2 02 ' x + 03 ' e"' = 0 , 

(2 02 ' + 03' e"')(x2 - 2x + 2) = f"(x), 
(13) 

aus welchem sich findet 

o1' ~ ~x2 _rJ~+-2)2 (x2 -- 2 x) 

02' = (xC_r~~ +-2)2 (1 - x) (14) 

', f"(x) x2 () =-. .. 
3 (x2 - 2x+ 2)2 e"' 

und somit das allgemeine Integral: 

y = A1 x + A2 x 2 + A3 e"' 

+ xJ f"(x) (x2 ~- 2 x) d~ + x2 Jf"i~){1 - x) ~~ 
(x2 - 2x + 2)2 (x2 - 2x + 2)2 

+ e"'f f"(x) x2 e-x d~ (15) 
(x2 - 2x + 2)2. 

Die Summe der drei Integrale 

y1 = xf + x2 j + e"' J (16) 
ist ein partikulares Integral von (12). 
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§ 36. Die lineare Differentialgleichung n-ter· Ot·llnung 
mit konstanten Koeffizienten. 

Die Differentialgleichung 

any an-ly I X dy t-X X 
Xodxn+Xldxn-1<···+ n-ldx. ,y= (1) 

spielt bei wichtigen Aufgaben der wissenschaftlichen Technik 
eine Rolle, besonders in dem Falle, wenn die Koeffizienten 
X 0 • •• Xn als konstant angesehen werden konnen. Wir schreiben 
dann statt ( 1): 

i-.:::::n 

2 a; y<n-i) ~X. (2) 
i=O 

Fiir den Fall n = 2 ist diese Gleichung bereits in § 27 be
handelt worden. Es ergaben sich partikulare Integrale der Form: 

y =- e·"'"' 
die wir auch hier zugrunde legen wollen. 

I. Wir bilden n Differentialquotienten von (il): 

y<n-i) = 11n-i el'x, i == 0 ... n, 

(3) 

(4) 

die wir in die zu ( 2) gehorige reduzierte Differentialgleichung 
i=n 

.2) ai y(n-i) = = 0 

i '' 0 

einsetzen mit dem Ergebnis: 
i=n 

e·"x 2 a;,lln-i. 0. 
i=O 

(5) 

(6) 

Nach Division mit e·" x erweist sich (6) als eine Gleichung 
n-ten Grades zur Bestimmung der Exponenten ,u: 

a0 ;tn+a1 ;tn-l f- ... -~ an-111+-an=· 0. (7) 

Die Gleichung liefere n verschiedene Wurzeln fl1 ... ,u,. 
(die auch zum Teil komplex sein konnen). Mit ihnen baut 
sich das allgemeine Integral von (5) ~mf in der Form: 

n 

Y -- ""~ C e";"' --~ i . (8) 
1 
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II. Ist eine von den Wurzeln, etwa fl1, komplex, 

fll =a+ (Ji, 
so muB es noch eine zweite zu ihr konjugierte Wurzel, etwa 
;t2 , geben: fl2 = a - fJ i . 

Das allgemeine Integral lautet dann: 
n 

y = 01 e(a+f3i)z + 02 e(a-fii)z + ..2 0; e·";". (9) 
3 

Hier entwickelt man: 
e(a+j3i)z = eax (cos {J X+ i sin {J x) 
e(a-f3i)x = e""(cos{Jx- isin{Jx) 

und erhalt durch Einsetzen in (9): n 

y=[(01 +C2)cosfJx+i(01 -02)sin(Jx]eax+..J)O;·e1';x (10) 
3 

oder mit den neuen Integrationskonstanten: 

01 + 02 =A, 
i ( 01 - 02 = B, n 

y =(A cos fJ x + B sin fJ x) e"x + ..2} 0; eP-1". (11) 
3 

III. Sind ferner mehrere Wurzeln fl; einander gleich, etwa 
fla = fl2 = fl1 , so gewinnt man das allgemeine Integral durch 
einen Grenziibergang. Zunachst sieht man von der Gleichheit 
ab und setzt: 

fl2 = fl1 + g' fls = fl1 + h, 
wo g und h als kleine GroBen zu denken sind. 

Die zugehOrigen ExponentialgroBen entwickelt man in 
Reihen wie folgt: 

e·"• x = e(f', +ol x = ef'l :z:. (1 + g x + g2 x'J + ... ) ' 
1·2 

e·"•x = e(f',+h)x = e~",x ( 1 + hx + ~2.~2 + ... ) , 
womit das allgemeine Integral (8) wird: 

y = (01 + 02 + 03) eft'"+ (02 g + 03 h) xef',:z: 

1 1 + 2 (g2 02 + h2 02) x2 ef'l" + 1 . 2. 3 (gs 02 + n,s Oa) xa e~-'' :z: 

i=n 

+ ... + ..2} 0; e~-'1 ". 
\=4 

(12) 
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Hier muB man g und h gegen Null konvergieren lassen, 
urn die Gleichheit der drei Wurzeln f11 , f12 , fls zu gewinnen. 
Damit nun die mit 02 und 03 behafteten Glieder nicht ver
schwinden, so muB man diese GroBen 02 und G1 so unendlich 
werden lassen, daB 02 g + 03 h sowohl wie g2 02 + h2 03 endlich 
bleiben, wahrend 01 so mit 02 und 03 entgegengesetzt unend
lich werden muB, daB auch 01 + 02 + 03 endlich bleibt. Diese 
drei Bedingungen beziiglich 01, 02 , 03 sind erfiillbar, weil dies 
willkiirliche GroBen sind. Die Glieder mit g3 02 usw. ver
schwinden dann mit konvergierendem g und h als klein von 
hoherer Ordnung, und wir erhalten mit neuen Konstanten: 

A1 =01 02 +03, A2 +lim(02 g+Oah), 

A3 = ~ lim ( C2 g2 + 03 h 2) 

den Ansatz 

y = (A 1 + A2 X+ A3 y 2) e"''x + _}) 0; e"•x. (13) 
i=·l 

IV. Liegen mehrere gleiche komplexe Wurzeln vor: 

/11 = p2 = (( + tJ i' 
fl3 = ,u4 =a+ (Ji, 

fo sind die heiden Verfahren, die zu Gieichung (11) und (13) 
siihren, zu kombinieren. Man erhalt in diesem Faile: 

i=n 

Sind noch mehr gleiche bzw. komplex gleiche Wurzeln 
vorhanden, so sind die entwickelten Verfahren entsprechend 
anzuwenden 25). 

§ 37. Anwendungsbeispiele: Foppls Differentialgleichung der 
Formiinderung einer Eisenhahnschwelle auf nachgiehip:er Unter
lage; Formiinderung der Wan dung eines Wasserbehiilters 116). 

Die Biegung einer Eisenbahnschwelle und die Verteilung 
des Druckes zwischen Schwellenunterflache und Bettung kann 
bestimmt werden, wenn man eine Annahme iiber den Zusammen
hang zwischen der Senkung eines Schwellenpunktes und dem 
Druck an der betreffenden Stelle macht. Die Unterkante der 
urspriinglich geraden Sch welle A B werde unter dem EinfluB 



§ 37. Anwendungsbeispiele: Fi:ippls Differentialgleichung. 143 

der (Fig. 96) Raddrucke R R in die Kurve A1 B1 deformiert 
und in die Bettung eingedriickt. Die Eindriickung habe an 
der Stelle x den Wert y. 

Man nimmt nun an, daB infolge der Einsenkung bei x ein 
Druck p zwischen Schwelle und Bettung entsteht, der pro
portional y ist. Man setzt 

p=ky 
und nennt die Konstante k die Bettungsziffer. 

/~~ @/' ~ ,;:), I e1 . 
//f" .x~ 

Fig. 96. Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage. 

Nach dieser Festsetzung wollen wir die Schwelle etwas 
allgemeiner durch eine stetig verteilte Last q = f(x) belastet 
denken (Fig. 97). Unter deren EinfluB entsteht eine Kurve 
der Einsenkung y, deren Abhangigkeit von x zu bestimmen 
ist. Die Einsenkungen y liefern eine zu q entgegengesetzte 
Belastungsflache - k y, fiir welche zunachst gilt: 

Fig. 97. 

l I 

f f(x) dx = - kf ydx. 
0 0 

~.x____.l '-
d.x 

(1) 

Eisenbahnschwelle mit kontinuierlich verteilter Belastung 
auf nachgiebiger Unterlage. 

Ferner liefert die elastische Differentialgleichung (8) in 
§ 26 nach zweimaliger Differentiation noch folgenden Ansatz: 

d 4 y d2 M 
EJ~ =- --"' = q- ky = f(x)- ky 

dx 4 dx2 
(2) 

oder d4y 
EJ dx 5 + ky = f(x). (3) 
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Dies ist eine nicht reduzierte Differentialgleichung vierter Ord
nung mit konstanten Koeffizienten. Zunachst betrachten wir 
die reduzierte Gleichung 

d4y +. k_ = o. 
dx4 ' EJY (4) 

Der nach Vorschrift von Gleichung (7) § 40 gebildete Ansatz 

4 k 
,tt + EJ=O (5) 

liefert vier Wurzeln: 

n .. n k V . 
f'l = (cos 4 + 't Sill 4) E j; 

n .. n k V···-
f!2 = (COS 4 -- ~ Sill 4) }ijj 

Mit 

(1 i)v.;., l 
( i)y4;J. J 

'14;--
v 4}J= a 

ergibt sich jetzt das allgemeine Integral 

(6) 

y =(A1 cos ax+ B1 sin~x) eax+(A2 cos ax+ B2 sin ax) e-an. (7) 

Zur Behandlung der vollstandigen Gleichung (3) greift 
man auf die Variation der Konstanten zuriick. 

Zur Bestimmung der vier Konstanten A 1 , B 1 und A 2 , B 2 

dient die Bemerkung, daB aus den Enden der Schwelle sowohl 
das Moment 

wie auch die Querkraft 

Q = dM_ = - E J ~a}l 
dx dx3 
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verschwinden muG. Wir haben also vier Gleichungen zur Be
stimmung von A 1 , B 1 , A 2 , B 2 : 

welche hinreichend sind. 

II. Dieselbe Differential
gleichung (3), jedoch mit einer 
einfacheren Storungsfunktion, 
tritt auf bei der Formanderung 
der Wan dung eines Wasser
behalters, falls der W andungs
q uerschnitt ein Rechteck ist27). 

Unter der Voraussetzung, 
daD die W anddicke D klein 
im V erhaltnis zum mittleren 
Radius R sei, untersuchen 
wir die Formanderung der 
dem Radius R entsprechen
den Zylinderflache, deren ein
zelne Punkte durch die Ko
ordinaten x und cp bestimmt 
werden. Die diesen Koordi
naten entsprechenden elasti
schen Verschiebungen seien 
~ und 0' wahrend r; die 
radiale Verschiebung der 

Fig. 98. Zur Formanderung der 
Wandung eines Wasserbehalters. 

Punkte x, cp a us der spannungsfreien Lage bezeichnet. 
Fiir unsere Zwecke wollen wir von den Verschiebungen ~ 

absehen, da sie als klein betrachtet werden konnen, und wir 
wollen nur die Krafte, die das W andelement in horizontaler 
Richtung beeinfiussen, betrachten. Diese Krafte sind (Fig. 98): 

1. die resultierende Querkraft d Q, 
2. die Resultierende der Ringspannungen tf> D dx dcp, 
3. Der Wasserdruck yxRdxdcp. 

Fiir die Krafte gilt die Gleichgewichtsbeziehung: 

dQ = yxRdxdcp- r'/JDdxdcp. (8) 

Hier bedeutet y das Gewicht der Raumeinheit Wasser, wahrend 
Hart. Differentialgleichungen. :!. Auf!. 10 
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tJE ( P ~~ R ist. Produkt nus dem ElastizitiitHmodul 111 die spe-

zifische Dehnung ; .) 

Beachtet man nun die bekannte Beziehung J~wi~ehen Quer
kraft (/, und Biegung;.;momont M 

(91 

und die Beziehung zwischen Biegungsmoment il'l und der 
d2 IJ 

Kriimmung --" des Meridianschnittes der Hehalterwand: 
dx· 

M (10) 

so ergibt sich neuerlich (nach Division mit Rdq.): 

E D:l d( YJ D 'YJ E 
I 2 dx4 =c (a; -- -jfi ( 11') 

oder: 
r{1 lj 1 12 12 )' 
dx4 I" 'f) iJ2Ji'i = X iJj n:l. (12) 

Diese Gleicbung formt mn,n noch zweckmaBig durch die Sub
stitutionen 

in: d' lj 1 

d.r 1
1 

x = hx1 

I]= D1)1 

12h4 12ylt'' 
i If! D2 R?. ~ ;;:1 EJ)l . 

worau;; noch die Abkiirzungen 

liefern: 

12 h} 
k' 

D~R"'- '' 

12 h'' )' 
ElY1 

l' x,. 

(13) 

I 14) 

Da,; allgemeine Integral der zu 1 L i"">) gehorigen reduzierten 
Gleichung 

( lfHl) 
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lautet, wenn man in Gl. (7) statt der Exponentialfunktionen 

die hyperbolischen einfiihrt und a = · k= setzt: 
V2 

k k . k k 
1)1 = C cos ---=X (£of--= x + C sm---= x (£of-·= x 

1 V2 1 V2 1 2 V2 1 V2 1 

_J c k ' k + c . k ~· k ( 6) 
3 cos V2x1 ®m\12 x1 4 sm V2x1 ~m V2 x1 • 1 

Urn nun das allgemeine Integral von (15) zu finden, haben 
wir zu (16) ein beliebiges partikulares Integral dieser Gleichung 
zu addieren. Der bloBe Augenschein lehrt, dal3 

z4 
1J1 = k4 x1 

ein solches Integral ist, wie sich durch Einsetzen in ( 15) so fort 
ergibt. Also ist 

l4 k k . k k 
171 = p. x1 + C1 cos V2" x1 (£of V2 x1 + C2 sm V2 x1 (£of V2" x1 

C k .k 0 .k .k 
+ 3 cos-=+®m, 1~x1 + 4 sm, 1_x1 ®m,;-x1 

V2 v2 v2 v2 
(17) 

das gesuchte allgemeine Integral. 
Wenn man will, kann man auch auf (15) die Substitution: 

(17 a) 

anwenden, wodurch die homogene Differentialgleichung 

d4 u -- + k4 u = 0 ( 18) 
dx14 

entsteht, welche das allgemeine Integral (16) hat. Nach Sub
stitution von (1 7 a) kommt man dann wieder auf (1 7) 28). 

§ 38. Integration durch Reihen. 

I. Vorbemerkung. 

Ist es nicht moglich, auf einem der bisher geschilderten 
W ege das allgemeine Integral einer Differentialgleichung 

F(x,y,~~, ... ,~nx~)=o (1) 

10* 
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zu gewinnen, so bleibt noch die Methode der Reihenent
wickelung. 

Man geht hierzu von dem Satz aus, daB, wenn 

y c_c f(x) (2) 
ein Integral von (1) ist, dieses sich nach den Satzen von 
Taylor oder Maclaurin 29) in eine Potenzreihe entwickeln 
lassen muB. Entweder hat man nach Taylor 

f''(~)X-Xo '· f'"(x\(x_--xo? Y = f(x0 1; ~ 1 , 0 1 T o. 1· 2 

= t f'(kl (xo) ( x ~~ ,x!J)k 
k-~o · 

(3) 

oder nach Maclaurin mit x0 ~- 0: 

. \ , ( \ x . , . ) x·J 
Y - no , -~- r o; 1 -;- r ( o 1_ 2 + ... 

(4) 

Es handelt sich jetzt darum, die GraBen j'(kl( x) bzw. ((kl (0) 
aus der gegebenen Differentialgleichung (1) zu find en. 

Lost man die Gleichung ( 1) nach dem hochsten vor-

k d D .ff · l · dn Y f ommen en 1 erent1a quotienten -- au : 
dxn 

d"1J 
~:-. m (x 1'f y' y(" Il) dxn T ' • ' ~ ... ' • ~ 

HO kann man mit: 
dky 

dxk 
(lkl(x) (k n) (li) 

die hoheren Koeffizienten in (3) oder ( 4-) mittels sukzessiver 
Differentiation durch die n niedrigsten Koeffizienten j'ikl ( x0) 

bzw. j'ikl (0) (k < n) ausdriicken. Die letzteren bleiben unbe
stimmt und man erhalt mit 

f'(kl(:.r0) -C1, (kc 0,1, ... ,11--1) 

im Faile (il) dns allgemeine Integral: 

X X0 (x X)~ y : -C0 + c, - _,_ c. -- - o ,_ ... 
c 1 . 2 

( C C , (.l - xo)" , 
q x, 'o• ~,, .... c" tl - -1-,, (7) 
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Ist z. B. die Differentialgleichung 

d'2y 
-+xy=O 
dx2 

149 

(8) 

gegeben, so liefert, wenn man festsetzt, daB fiir x = 0 y = 0 0 

dy 
und - = 0 sein soli, die sukzessive Differentiation folgende 

dx 1 

Werte: 

dx2 
- xy = 0, 

day , 
d;s = - xy - y =- 1 0 0 , 

y<4) =- - 2 y'- X y" = - 2 0 1 , 

y (5) ~~ - 3 y" - X y111 = 0 ; 

y(6J =-- 4y'"- xy(4) = + 1·4·00 , 

y(7) =c - 5 y( 4)- X y(o) = + 2 • 5 01' 
y<s> ~- - 6 y<r.>- xy<aJ ~= 0, 

y<9>=- 7y<6>-xy<7J= -1·4·7·00 , 

y(10) =cc- 8y(i)- xy(S( =- 2 · 5 · 8·01 , 

mit denen der Maclaurinsche Ansatz ergibt: 

y-=0 -1-0 x ·--0 1-x:J-O ~x4 +0 1 ~~x6 +0 2__"_0-x' 
. 0' 1 03! 14! 0 6! . 1 7! 

-- C ~~~-· 7_ x 11 - 0 · 2 '-5~- x 10 --l- ... 
Q !l! 1 10! I 

oder nach Zusammenfassung der mit 0 0 bzw. 0 1 multiplizierten 
Teile 

0 {( 1 3 1·4 6 1·4·7 9 } 
y = 0 ~ 1 - 3 i X + -6l-- X - -g !- X + ... 

I 2 2·5 2·5·8 } + 0 x) 1 - - x 3 + - - x 6 - - --- x 9 + ... 
1 l 4! 7! 10! 

(9) 

welcher Ausdruck das allgemeine Integral von (9) darstellt, falls 
die eingeklammerten Reihen konvergent sind. 

II. Das unter I beschriebene Verfahren, welches bei linem·cn 
Differentialgleichungen immer anwendbar ist, ist insofern un
giinstig, als es das Bildungsgesetz der Reihenentwicklung 
nicht immer Ieicht erkennen IaBt. 
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Die Bildung der Koeffizienteu iibersieht man Ieichter, wenn 
man von einem allgemeinen Reihenansatz ausgeht, mit dem 
man die gegebene Different;algleichung zu befriedigen versucht. 
Diese Methode gestattet zugleich, auch lineare Differential
gleichungen mit allgemeinen Koeffizienten der Form: 

> dny 
1 • dn-ly 

1, (x) dx» ·;- Pn-1 (x) d;n-l 

zu behandeln, die wir in Summenform schreiben: 

~1 . d•kiy 
.L.; Pk (x) dxk ~~ 0. 
k=O 

( 11 a) 

Von den Koeffizienten P k (x) setzen wir voraus, daB sic 
sich m Taylorsche Reihen entwickeln lassen: 

(12) 

oder in Summenform: 

(12 a) 

wo der Exponent der Anfangspotenz ,u1, eine endliche ganze 
Zahl sein soli. 

Unter Znsammenfassung von (11 a) und (12 a) schreibt sich 
unsere Differentialgleichung jetzt: 

n CIO..., dk 
"' ,- p (x - a)-t•kH __}£ = 0. .L.; .L.; k 1. d xk 

k=DA=O 
(11 b) 

Diesen Ausdruck multiplizieren wir mit einer solchen Potenz 
( x - a )1, daB die Gliederkoeffizienten P k ( x) die Form annehmen: 

Pk (x) = (x- a)k {Pko + Pk1 (x- a)+ Pk2 (x- a)2 • • .} • 

Dies ist immer moglich. Es kann indessen bei einigen Gliedern 
vorkomman, daB die Entwicklung der { } Klammer mit einer 
Potenz von x -- a beginnt; jedoch soll dies nicht bei allen 
Gliedern der Differentialgleichung vorkommen. 

Statt ( 11 b) haben wir dann folgende Gestalt der gegebenen 
D ifferentialgleichung: 

n "Yo • dky 
2.1./(x-a)kpki.(x -ay .... c- 0. (lle) 
k=O A=O dxk 
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Die Gleichungsgestalt heiBt die Frobeniussehe Normal
form 30) fiir die auBerwesentlich singulare Stelle x = a. 

Wir versucben nun, dieser Differentialgleichung durch eine 
Potenzreihe: 

00 

y = (x- a)eJ:a~(x- a)v (13) 

zu geniigen, die mit einem noch zu bestimmenden Anfangs
exponenten e beginnt und in welcher das Bildungsgesetz des 
Koeffizienten av zu ermitteln ist. 

Wir berechnen aus (13) die sukzessiven Differentialquotienten 
y' y" ..• y(k> yin) wie folgt: 

00 

y' = 1: (v +e) ay (x- a)v+e-l, 
··=0 

., 
y" = 1: (v +e) (v + e- 1) av (x- a)v+e-2' 

Y=O 

00 

y(k) = 2)(v +e) (v + e -1) ... (v +e- k + 1)av(x- a)v+e-k, 
v=O 

die wir in (11 c) eintragen, unter Benutzung der Abkiirzung: 

(v + 12) (v + e - 1) ... (v + e - k + 1) = [')! ~ e J ' 
wobei wir beachten, daB 

und 

ist. 
Durch die Eintragung schreibt sich jetzt ( 11 c) 

j; i/ j; Pu (x- a)l- [v t e] av(x- a)v+e = 0, 
k=O !.=0 v=O 

oder anders geordnet: 

(14) 

Hier kann man (x- a)e vor die Summe setzen und anderer
seits v + /, = 8 und }, = 8 - v substituieren. Durch diese letztere 
MaBnahme wird festgesetzt, daB 1' nie gri:iBer als s werden kann, 
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weil sonst Koeffizienten pki. mit negativen lndizes vorkommen 
wiirden, was nach Ansatz (12) ausgeschlossen ist. Somit wird 
die Summe (i4): 

00 s ·~ ~ )I + () i 

(·x - a)(! ~ \ 1 )"' p ; ~ J a (.r ··- a.!"= 0. .L.J L..J ..:......; k. s-v l_ fc _ v 
s=O v=O k=O 

( 15) 

Diese nach Potenzen von p: -- a) fortschrcitendc l{eihe 
kann aber nur dann fiir jedes :r vcrsehwinden, wrnn die Koeffi
zienten der einzelncn Potenzen samtli<'h = Null sind, d. h. 
wenn 

gilt. 

Oiese Doppelsumme ist anzusetzen fUr aile W erte s __ i 
=' 0, 1, 2, 3, . . . Die einzelnen Glieder sind Prodnkte des un
bestimmten Koeffizienten a,. mit Faktoren: 

n I . 

) l .' v ;_ ()! 
7) : I '- i 

..:......; k, i->' I k . 
k=O ' 

Po,i-v+Pt,;-,.(v+u) Pz,,-,.(1' u)(l'-rQ--1) r 

+Pn,i-v(v+g)(l·+u-1) ... (1'_:('_ n fl). (II) 

Setzen wir jetzt: 

Poi+ Pt; Q + Pei (u - 1) .. . 

+- Pn,;Q(Q --I) ... (u - n I ) -~~ ti ((!I , 

so ergeben sich folgende Spezialausdriickc: 

fiir i =-= 0: f~ (e)-= Poo P10 Q P2o Q IQ - 1i -+ 
· · -+PnoU(I! -l). --(1? --n -~ 1) 

"i=l: f~(g)·-Pol+PuQ-j P~l!?([J-1!: ··· , 
... + Pn 1 Q (e - l) ... (g- 11 + 1) I 

"i=l: f2(U)'~CPo2+P12Q+P22U(Q -1): ... 
. . . . . . . . . . . ) 

Die Summn (1 7) :,;ehrcibt Rich aber hiernaeh: 

n 
\1 

L..; pk i 
k=O ' 

! v i I} 
k I-

( lla) 

(I H) 
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und die Gleichung (16): 
v=i 

.}) fi-v(e + v) av = 0, (19) 
k=O 

welche anzuschreiben ist fiir i = 0, 1, 2, 3, ... Somit entspringen 
folgende Gleichungen: 

f~ (e) a0 = 0, l 
f1 (e) ao + fo (e + 1) a1 = 0, ~ 
f2(e)a0+fl(e+1)a, +fo(e+2)a2~0, l (20) 

r:(e)a~-f-tiv--;(~+;)a·, + ..... +ro(~+~)~v. ~. 
Dieses Gleichungssystem dient zur rekurrierenden Berech

nung der Koeffizienten av in der folgenden Weise. 
Zunachst Jiefert die Bedingung: 

~~(e) ao = 0' 
da a0 nicht verschwinden dar£, soll anders die Entwicklung (13) 
mit der Potenz (x = a)e anfangen, die Gleichung 

fo (e)= Poo + P1o Q + P2o e (e- 1) + · · · 
+Pnoe(e-1) ... (e-n+1) (21) 

fiir e, welche vom n-ten Grade ist. 
Liefert diese n verschiedene Wurzeln e1 ••• en' so ent

sprechen diesen n verschiedene Potenzreihenentwicklungen (13), 
deren Koeffizienten av sich mit unbestimmt bleibenden a0 aus (20) 
berechnen lassen. Die Formel (21), die somit fiir die Integration 
der vorgelegten Differentialgleichung von grundlegender Be
deutung ist, heiBt nach Fuchs ,determinierende Funda
mentalgleichung"31). Hat sie n verschiedene Wurzeln, dann 
erhalt man nach Berechnung der Koeffizienten av aus (20) n 
partikulare Integrale in Gestalt von Potenzreihenentwicklungen. 
Diese n-Integrale sind, wie man beweisen kann, voneinander 
linear unabhangig und liefern daher mit unbestimmten Faktoren 
multipliziert und addiert das allgemeine Integral der Differential
gleichung (10). Die Gesamtheit dieser Integrale heiBt deshalb 
ein Fundamentalsystem32) der Differentialgleichung. 

§ 39. Anwendung der Integration durch Reihen auf ein Beispiel. 

Hat die Wand des Behalters in § 41 keinen rechteckigen 
Qucrschnitt, sondern ist die Wanddicke D eine Funktion des 
Abstandes x vom oberen Rande des Behalters (Fig. 99), so 
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bleiben zunii.chst d'c Formeln (H), (H), (10) des S 41 dieselben. 
Bei der Ausfiihrung der Differentiation nach x lin Gl. (ll)J hat 
man indessen zu beachten, daD D von x abhii.ngt, und mu13 
man schreiben: 

Fig. 99. Wasser behiil ter 
mit parabolischem Wand

querschnitt. 

?' ;_; -

Fig. IOO.~Wasserhehiilter 
mit trapezformigem Wand

q uerschnitt. 

( 1) 

Setzen wir hier speziell trapezfi.irmigen Querschnitt voraus 
(Fig. 100): 

D = D0 (1 + a~); 
so geht (1) iiber in: 

d2 - 3 3 d~ 'Yj 

'P1/1~2 [no (1 +a~) ,1z,2d~ilJ 
+ ~.1JP_()_C! ± _ _c:_ ;) -· - ~~-h ~ 

R2 E 

oder mit 12 h4 

m: 

0, (2) 

(3) 
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Die;; ist eine nicht homogen lineare Differentialgleichung, 
die wir homogen machen durch den Ansatz 

H=O. 
Durch Ausfiihrung der Differentiationen erhalten wir jetzt: 

2 d! 'YJ ds 'YJ 2 d2 'YJ 
(1+and~4 +6a(1+a~)de+6a £le+"'YJ=O. (4) 

Diese Gleichung bringen wir durch Multiplikation mit e auf die 
Frobeniussche Normalform (llc) des § 38: 

d4~ d3~ 

e (1 + 2 a~+ a2 ~2) d~{ + ~3 (6 a~+ 6 a2 ~2) d~; 

+~2·6a2~2~~~ +x~4'Yj=0. (5) 

Aus dieser Form schreiben wir zunachst die Koeffizienten 
pu hin: 

PH= 2 a p42 = a2 

p31 = 6 a Ps2 = 6 a2 

P2o = 0 P21 = 0 

P1o = o P11 = o 
Poo = 0 Po1 = 0 

p22 = 6 a2 

p12 = 0 

Po2 = 0 

Mit diesen W erten finden sich die 

fo (e) = e (e - 1) (e - 2) (e - 3), 

P4s = 0 

Pas =0 

P2s =0 

P1a = 0 

Po = 0 Pot = " · 

GraBen t-.(e): 

fl (e)= 6 a e. (e -1) (e- 2) + 2 a e(e -1) (e- 2) (e- 3) 
= 2 a e2 (e - 1) (e - 2)' 

{2 (e)= a 2 [6 e (e = 1) + 6 e (e- 1) (~- 2) 

(6) 

+ e (e - 1) (e - 2) (e - 3) J = a2 e2 (e - 1) (e - 1)' (7) 

fs(e)=O, 

{4 (e) =c "' 

f." (e) = o, 
f6 (e)= o · · · 

Mit diesen Grol3en wird das rekurrierende Gleichungssystem (20) 
§ 38 aufgestellt und a us diesem die Koeffizienten a0 , a1 , ... be
rechnet. 
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Man erhalt mit unbestimmt bleibenden a0 : 

e a = - a · 2 a ~----
1 o e+l' 2' 

Setzt man hier {I der Reihe nach gleich den sich au,; der 
determinierenden Gleichung ergebenden Werten U, 1, 2, :l, so 
finden sich nach Ansatz (13) § 3H vier verschiedene Reihen fiir 
1J, die vier voneinander unabhangige partikulare lntegrale ( ein 
Fundamental system) der Differentialglcichung ( ,~>) darstellen. 
Das allgemeine Integral wird damit: 

( % l 
1) ~c A~ 1 - - • - · ¢1 + ... ~ 

l 1-2·3-4 ) 

B¢{1 --a¢ a~¢2 -ti1 e (a 1 

( • 12xa )- l a·' - t;·' I -- 2-3-4-il-6 ,~···I 

( 4 ti H 
-I G e ~ 1 - at -- a~ -"2 ~ a'1 t 1 

l 3 - -t " :J 

-~ (10 a4 - _x -) tl l} f- (' 'l 4 · e_ ~ ••• 
J ; • • :> · n J 

( f' !) 
D t'1 J 1 -- ) ' •> • •) ~) a~+_a-~-

l 4 ;) 

l 
l .. ·(' 
) 

wo A, B, C, D die unbestimmten Konstanten ~ind, die <WH 

den Grenzbedingungen zu berechnen ,;ind. 
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§ 40. Aufsuchung des Fundamentalsystems, falls die Wurzeln 
der determinierenden Gleichung nicht samtlich verschieden sind. 

I. Das Verfahren des § 38 ist nicht in vollem Umfange 
an wend bar, wenn die determinierende Gleichung mehrfache 
Wurzeln hat, oder wenn die Differenzen einiger Wurzeln ganze 
Zahlen sind. 

Der Fall mehrfacher Wurzeln reduziert offenbar die Zahl 
der unabhangigen partikuliiren Integrale, wahrend im Faile 
ganzzahliger Wurzeldifferenzen die Koeffizienten av teilweise 
unendlich werden, wie sich aus folgendem Ansatz fiir diese 
Koeffizienten ergibt: 

a,=--- aoi1,,(e) . (1) 
f~ (e + 1) · fo (e + 2) · · · · · {0 (e + v) 

Gibt es ganzzahlige Wurzeldifferenzen, so konnen offenbar 
im Nenner von (1) GroBen {0 (e + m) auftreten, die den Nenner 
zum Verschwinden bringen und av also unendlich machen. 

Die GroBe L1v (e) ist gegeben durch folgende Determinante: 

• t~ (e + v -- 1) {2 (e +v)- 2 ... fv-1 (e+ 1) fv(e) 
1 {0(e + v -- 1) {1 (e +v)- 2 ••• fv-2 (e+ 1)fv·-1 (e) 

L1v(e)=(-1)" 0 {1(e+v)-2 ... fv-a(e+1)fv-2(e) (2) 

0 0 

Die Richtigkeit dieses Ansatzes kann man leicht an dem 
niedrigsten Koeffizienten av der rekurrierenden Entwicklung (20) 
§ 42 verifizieren. Es ist z. B.: 

usw. 

Die im Absatz 1 gedachten Moglichkeiten betreffen die 
Wurzeln, lassen sich in einer gemeinsamen Ausdrucksweise 
fassen, wenn man sagt, daB unter den Wurzeln solche vor
kommen, deren Differenz entweder ganzzahlig oder Null ist. 
Alle Wurzeln, die diese Eigenschaft haben, fassen wir in einer 
Wurzelgruppe 33) zusammen. Es sei eo die groBte Wurzel 
der Gruppe. Die weiteren Wurzeln seien !.\, (!2 , ••• , e.", so daB 
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,u -'- 1 Wurzeln zur Gruppe gehoren. Diese Wurzeln 8eien 
nach ihrer GroBe geordnet, so da13 gilt : 

(Jr1. ~. Qa-t-1• 

Zunachst findet man ohne weiteres ein partikulare8 Integral 
durch den Ansatz (13) § 38, wenn die a,. dem Gleichungs
system (20) § 38 geniigen und Q = (lo gesetzt wird: 

X 

?fro, = I~; - a)~o .l.r"""~ a, I :r a)" . 14) 
~·=0 

Aus diesem partikularen lntegral leitet man daH zur Wurzel l!x 
der Gruppe gehorige ab durch den Ansatz: 

r)x ; 
Yxl =•. (x --a)~ ),a,.lx 

r!o" ......, 
-. )•::-:() 

a)" 

Wir sehen davon ab, fur diesen Ansatz einen Beweis zu geben, 
und verweisen dieserhalb auf die Literatur. 

Die Forme! (5) kann man durch Ausfiihrung der x-fachen 
Differentiation noch etwas ausgestalten: 

x(x --1 ;;x-'"a, 1 ''( - .... g" X -- a) 
1. 2 op"-~ 

, x(x ~ 1)(% -· 
1·2·:1 

' I X ( ) ' I' -I av g X -- a ' x . 
j[l (}% 

a) 

a) 

(fl) 

Es treten also im Faile mchrfacher oder sich durch ganze 
Zahlen unterscheidender Wurzeln der determinierenden Gleichung 
die partikularen Integrale als logarithmenbehaftete auf. 

Die Bedingung dafiir, daB das zur Wurzel I!~= e" ge
horende Integral nicht Iagarithmenbehaftet ist, liegt in dem 
Erfiilltsein der Gleich ungen: 

L1v (e) =• 0 fiir V ··~ Qx-1 - 1_),; I} = Qx 1 
a LJ_v (p1 ~- () fu··r 0 = 1 0 e v -- '!x-:! - Qr., ~ !];, 

a2 LJ_v(!J).-() fiir Y~P-.-·.,· (I' n jl 
a.rl. . . . -· - ~"' v ~~ 

&x-1 LJY (Q) 
-- ---=0 fiir Y=(!0 - Qx; g~ l!x a e"-1 

((ia) 
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Ist eine einzige dieser Gleichungen nicht erfiillt, dann ist 
das zu Q = !2x gehorige Integral logarithmenbehaftet. 

li. Um ein Beispiel zu geben, greifen wir zuriick auf 
Fig. 99 § 39 und setzen jetzt den Querschnitt der Behalter
wand als Dreieck voraus (Fig. 101). Dann geht die Differential
gleichung fiir die Verschiebungen 'YJ iiber in: 

mit: 

X 1) ~ - A~= 0 (7) 

12 h4 

X= i5~R2, 

' 12 h5 y 
1' = D'1 E. 

u 

Die Gleichung (7) bringt man durch 
die Substitution: 

). 
1) = u-+- -, X 

auf die Form: Fig. 101. Wasserbehii.ltn 
mit dreieckigem Wand-

uu~ = 0. (H) querschnitt. 

Durch Ausfiihrung der Differentiation entsteht die Differential
gleichung: 

d4 u d3 u d2 u 
~3 aF + 6 ~2 a e + 6 ~de + x ~ u = o. ( 9) 

Bringen wir die Gleichung (9) nach Gleichung (llc) § 38 
auf die Frobeniussche Normalform, so entsteht: 

d4 d3 d"' 
:;4 _ _'!(, ...L "3 . -~ -+- t2 • ~ + c2 __ 
~ d ~i I ~ 6 d ~3 I <; 6 d ~2 U <; U- 0 • (10) 

Hiernach schreiben sich die Koeffizienten Px!. der Normalform 
an wie folgt: 

P4o = 1; p41 ~~ 0; p42 = 0; P4a = 0; p44 = 0 

Pso == 6; Ps1 = 0; Pas= 0; Pas= 0; Pa4 = 0 

P2o = = (i; p21 = 0; p22 = 0; P2a = 0; P2t = 0 (11) 
P10 = 0; Pu = 0; p12 = 0; Pla = 0; PH= 0 

Poo = 0; Po1 = 0; Po2 = u; Poa = 0; Po4 = 0 
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Nach Vorschrift von (17a) § i~8 finden sich hieraus folgende 
Ausdriicke fiir die GroDen fi (I.!), die fiir die Koeffizienten a, 
der Reihenentwicklung bestimmend sind: 

fq (e)= nu (e-1) + 6 (u-1) (e-· 21 +u (e-1 l (.e-2) (u - :l) l (12) 
=u2 (e-1)(1.!+1) J 

fl(e)=O; t~(u)~~u; t;l(e)= f',(el= o. 

Die determinierende Gleichung 

f~ (e) = rP (u - 1) (u i l'i o o 

liefert jetzt folgendes Wurzelr:;ystem: 

Uo =1 l 
Ut () I ( 14) 

() 
( 

Q"J I {' ;~ ~ - 1 

d. h. alle Wurzeln bilden llll Sinne unserer Definition eine 
Wurzelgruppe. 

Zunachst liefert 1.! l.!o eine logarithmenfreie Ent-
wicklung 

(15) 

in welcher sich die Koeffizienten a,. durch die Ansiitze (1) und 
(2) § 38 bestimmen. a0 ist cine willkiirliche Konstante, iiber 
die wir verfiigen konnen. Ohne die Verfiigung;-nui:iglichkeit 
vorlaufig zu beschriinken. setzen wir 

a0 G · !~ (u -~ 1) t~ \Q ;__ 2 l ... t;1 (!! 1 r). (1 ()) 

wo wir c = l.!o - - (i.u - eo - lh ,_, 2 im vorliegcnden Faile zn 
nehmen haben. Dann wird 

CLI,.(ul 
t~(uFB!t~,-(e-i ~) ... f;)r,!_l 1 1') 

(1 7\ 
. ! 

Der Zweck des Ansatzes (1 H) wird jctzt Ida r: kPin a,, kann 
fiir irgendein I}- Q,u ell= 0, 1. 2, ;)) unend!idl Werden, was 
vorher der Fall war. 

Nunmehr richten wir unser Augenmerk auf die Deter
minanten Ll,, (e). Wir schreihen ansfiihrlid1 (mit Beac:htung der 
fi(e)-Werte) unter (12) 
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0 " 0 
t~(e+~'-1) o x 

!'1,.(e) = ( --1 )'' o {0 (e+P--2) o (1H) 

0 0 f0 (e+v-3) ... : 

In der ersten Zeile steht nur das eine Element x; es liegt 
nahe, dieses vor die Determinante zu setzen, und es findet 
sich nach einem sehr bekannten Satze der Determinantenlehre 
(z. B. Hiitte, 1915, I, S. 49): 

fo (e + v- 1) x o ... 
0 0 X ••• 

Ll,.(e)=(--1)•(-1)x, 0 {q(e+v--3)0 ... (19) 
I 
! • 

I 

Hier kann man offenbar wieder das alleinige Element der 
ersten Kolonne (0 (e + Y - 1) heraussetzen, und man erhalt: 

0 X 0 ... I 

fo(e+~'-3) 0 x ... l (20) 
fo(e+v--4) 0··· 

Jetzt hat die Determinante wieder die Gestalt (18), und 
man sieht sofort, daB der bisherige ProzeB fortgefiihrt werden 
kann: durch Heraussetzen von - x · fc [e + Y- (2 i + 1)]; 
i = 0, 1, 2, . . . wird die iibrigbleibende Determinante der heiden 
obersten Zeilen und der heiden linken Kolonnen beraubt. Wie 
sich aus (2) § 40 ergibt, hat die Determinante LJY (e) Y Zeilen 
und I' Kolonnen. Offenbar kommt es jetzt darauf an, ob Y 

gerade oder ungerade ist. Setzen wir im ersten Fall Y = 2 fi. 
so kann man den ProzeB des Heraussetzens von 

- x fo [e + v - (2 ·i + 1 )] 

zunachst (,u -- 1)- mal ausfiihren, so daB sich ergibt 

H or t, Differentialgleicbungen. 2. A ufl. 11 
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I o x, 
DaB w1r m 1 

) ! tatHiiehlich die Restdeterminante 
I~~) (e-+ 1 o 

vor uns haben, ergibt ~o~ich am; der Betrachtung nm (2) § 40. 
Die Restdeterminante hat aber den Wert 

- x t;) (u + 1), 
so daB sich fiir Llv (e) endgilltig findet 

Ll y ( (l) ~ (- 1 }" x" f~ (I! 1 ) ... {0 (!! 2 ,u - - 1 ) ( 2 2) 
v=2/t 

Ist dagegen v ungerade, so wird die Restdeterminante: 

() Y. () 
~~ (e -~ 2)% 

~~ (g 2) 0 X --X i- - (). 
() 0 

0 ~~ (g 1) 0 

Mithin ist Lly (e) fiir aile ungeraden v Null. Jet11t konnen wir 
Naheres iiber die Koeffizienten a> in (15) aussag<'n. Man hat 

C {0 (g + 1 )( - 1 )" x" a = - --- - -- - - (23) v=; (/ ~~ (e + 4) ... /~ (e 2 ,u) 
und wegen 

a0 =Cf0 (Q +1)/;J((l 2) [vgl.(lG)] 

als Reihenentwicklung: 

U=Cf~(e+1)~~{(e l)(u-!2f(g :-l)- xe 

X:~ ~ti 

(e-l-3)(e+4l2 (e-I-:J)"U!! r;)2 (g 1 7) 

Fiir den Wert in der Klammer ~('hreibrm wir 

G(~, g) 

und es gilt demnach fiir !! !}1 = 1 die HeihP 

U~= CJ-f~(f! 1)~(}(<(', 11 
'.!=-·-!..!iJ-=1 

als partikulares Integral, welchm; die <ie~:>talt 

{ 
2xe 2x2 .t 1 2x:J;:« l 

( ) t 1 - I ~ _ ~ _j _ ~ ~4) 
U .1?0 = <; - •> I I I T r t (;I --- 7 I o I 1 " • ( 

•>. "+. D. l. . c'. J 

(2iJ) 

(2U) 

annimmt, sobald man (e + l) (Q + 212 (e + :l) aus der Klammer 
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heraussetzt und zur willkiirlichen Integrationskonstanten 
C {0 (e + 1) hinzufiigt. 

Die Frage nach drei anderen partikularen Integralen er
fordert zunachst die Diskussion der Bedingungen ( 6 a) der 
Logarithmenfreiheit. Ist das Integral u (e1) logarithmenbehaftet? 
Wir bilden ( vgl. 6 a): 

y =eo- (h = 1' (27) 
und setzen: 

Llv(e) = L1 1 (e)= (- 1) {1 (e) 
f~ (e) ist aber 0 (vgl. 12); also kommen in dem zu e1 = 0 ge
horigen partikularen Integral keine Logarithmen vor. 

Gehen wir dazu iiber, das Integral u (e2) in der gleichen 
Weise zu untersuchen. 

Wir bilden: 

und setzen 

y = e1- e2= 0, 

y =eo-- e2 = 1 

Ll 0(e)=(-1)0·1, 

oL1 1 (e2 _ of1 (e) 
oe oe 

(28) 

Hier verschwindet .10 (e) nicht fiir e = e2 , also ist u (e2) sicher 
ein logarithmenbehaftetes Integral. 

SchlieBlich ergeben sich fiir u (e3) die analogen Ansatze: 

y = e2- e3 = 1 • 
y = e1- !?3 = 1, 
Y = !?o- e3 = 2 

nnd mit diesen die Determinanten 

Ll1 (e) = - f1 (e), 
oLI1 (e) of1 (Q) 
aif a-e· 

02 LJ2 (e) 02 i 0 X i. 02 
. a-e2- = 0 e2 i ~~ (e + 2) o I = - a e2 k (e + 1) e (e + 2) 

= - x (12 rl + 24 e + 10). J 
Hier verschwinden fiir e = e3 = - 1 nur 

0 Ll 1 (e) und - Ll 1 (e), ae 
11* 

(2\J) 
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dagegen wird o~ o1 2 (g) 
0 [!2 

fiir 1.! = -- 1 gleich 2 x; es verschwindet nicht, folglich ist auch 
~t (e3 ) logarithmenbehaftet. Zur Entwicklung der drei Integraln 
n (e1), u (u2 ) und u (u~) selbst greifen wir zuriick auf den Ansatz 
fiir u 

u = U t;, ( u 1 l E~ 0 ( ~, v) . 

Von hier aus bilden wir 

( \ - c a [~" ( ·-1- 1) "~ (' (' )1 1l [ll I - /10 [l q ' ~ · [l }o c'" 0 . a u . - _, 

= Cif. ( _.~ 1) ·'ufl t _ _] ('(c ). vG(.~,e)t () 1.! . c; l g ~ ' .T <.; • (! r I 
• \ C[l 

_c_ at;, (u + 1). ,~ 0 ( ~. o) 
' a(! ~ . '- c=O 

Dn t;l (v + 1) fiir I!= 0 verschwindet und 

a t;) (e ,- 1) _ 2 

\')()) 

(<ll I 

wird, so bleibt iibrig (nicht mit Logarithmen behaftet, wie vor
ausgesagt): 

(:12) 

d. h. unter Fortlassung der Konstanten 2 C die Reihe und Ab
sonderung cines Faktors 1 · 2 · 2 · 3 

k "2 p 1:4 k3 "<I 

u (e1) = t - 2!~! + 4! ~! -- BTi! 1- ... :14). (3:l) 

Zur Gewinnung von u (e2) hat man zu bilden: 

02 
c 8e·dfo (e + 1) ~I! G (~, e)Jc=O 

C i-t" (' (" ) { 02 t' (' . j- 11. - L "- , q, e ta e2 o 1.! 1) 

+Jg2~/~(i.! 1)} 
1- 2 e 0 G {§_,_g) {c f. (e --1 1) 

ae av 0 

' ~c o2 G (~, e) t;, (u + 1) I 

(! [! ,. '(I 
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Mit I o ] 
! fo (e + 1) + 2; Lo I} e=O 

erhiiJt man: 

u(u2)=C{(l0+4lg~)[G(~,e)Ju=o+4Lr};G(~,I.!)J )J'· (34) 
l ()I! ,=() 

Zur Ansetzung von u (g3) schreiben wir 

'U (l.!a) = c [/~a {fo (e + 1) e G (~,e)} ],=--1 
und fin den: ' 

u (g3) = - 6C ~- 1{[~Ga(!, f.!l= _1 + [ G (~, e)l =- 1 lg~}, (35) 

weil 

f0 (g+1), a_rQie -1=- 1) 
Of.! 

03 fo (f.!_ :±-__1) 
0 1.!3 

fur e = - 1 verschwinden und 

[o2 fo (e ;-___1)] = __ 2 
of.! 2 =-1 

wird. 
Fiir das allgemeine Integral findet sich 

u(~) =A~ [G (~, e)](!=l + B [G(~, e)Je=o 

+ c{1g ~ [ G(~. e)l=o + ~Je G (~. e)l=J 

+ D ~--1{Jg ~ [ G(~. e)]Q=-1 +[a~() G (~. g)Je=-J 
(36) 

Die Gestalt der durch die eckigen Klammern dargestellten 
Reihen kann, soweit sie oben nicht schon angegeben sind, 
leicht berechnet werden. 

§ 41. Simultane gewohnliche Differentialgleichungen im 
allgemeinen. Systeme erster Ordnung. 

I. Wir haben bisher nur solche gewohnliche Differential
gleichungen betrachtet, bei denen eine abhangige und cine 
unabhangige Variable vorkamen. 
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Kommen mehr als eine abhangige Variable, z. B. x1 und x 2 
und deren Differentialquotienten, in einer Differentialglei-
chung vor: 

( dx1 dx2 ) 
F xl'x2, dy' iiJ ... 0. (1) 

BO ist diese Gleichung zur Bestimmung weder von ;r1 noch 
von x2 hinreichend. Es muB noeh cine zweite Gleichung hin
zukommen, etwa 

, ( . . d x1 ib::0 ) -
(, J.l.x2, dy' dy ... --0. (2) 

Zwei in dieser Weise zusammengehorige Gleichungen nennt man 
ein System von simultanen Differentialgleichungen. 

Die Zahl der Gleichungen cines Systems muB :-;tets gleich 
der Zahl der abhangigen Variablen sein 

II. Zunachst bctrachten wir ein simultanes System von n 
Differentialgleichungen erster Ordnung in der Form: 

dx. . 
dy'~{1 ;(x1 ,a: 2 , ..• ,x,.,y); i "1,:!, ... ,11. (3) 

Durch Differentiation dieser Gleichungen wwh y ergibt sich: 
• ., u=--= n~ 

d·x_i = \"" ofli,d__x,... 
dy2 LJ OX,.. dy' i= 1,2, ... ,11,.. 

:v.~-1 

(4) 

Hier sind die 0 fv a us (3) ermitteltbare Funktionen von x 1 , x2 , ••• , ax, 
xn, y, mithin sind die rechten Seiten von ( 4) ebensolche 

dx,.. ( ) Funktionen, daB man die Differentialquotienten d · aus 3 
y 

einsetzen kann. 

Wir schreiben 

Fahren wir in derselben Weise fort, so crhalten wir samtlichc 

D"ff . 1 . d"x. . d c·· 1 1 erentia quot1enten -1--:' m cr ,esta t 
c Y" 

il__" X; _ . ( ) . i = 1, 2, 3, ... , 11, 

d --f,ix1 ,xo, ... ,x,y, 
Y" · • " r. = 1 , 2 , 3 , ... , n . 

(6) 
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Aus jedem System von n Gleichungen: 

d~<x. 
d--"=f~<i(x1 ,x2 , ... ,xn,y); x=1,2,3, ... ,n (7) 

Yx 
kann man nun folgende n - 1-Variablen eliminieren: 

wodurch eine Gleichung entsteht, die nur noch enthalt: xi, y, 
und die n ersten Differentialquotienten von xi nach y: 

d"x. 
-d--'; x:=1, ... ,n. 

Y" 
Es ist dies also eine Differentialgleichung n-ter Ordnung zwischen 
xi und y: 

( dx. d2 x. dnx.) 
Fi y, xi, dy•' -dy'}, .. . , dyn' = 0. (8) 

In analoger Weise kann man auch fiir die iibrigen ab
hangigen V ariablen 

Differentialgleichungen n-ter Ordnung aufstellen, aus denen die 
Variablen nach den friiher angegebenen Methoden bestimmt 
werden konnen. 

Es handelt sich also urn einen EliminationsprozeB, der die 
Herstellung einer Differentialgleichung hoherer Ordnung mit 
nur einer abhangigen Variablen zum Ziel hat. 

III. Einfaches Beispiel. 
Das simultane System laute: 

dx1 l ::Q + 8 x1 + 9 x2 = 0, I 
-a:y"- 7x1 + 3x2 = 0. 

Differiert man die erste Gleichung nach y, so kommt: 

(9) 

d2;J;_l = - 8 dx!.- 9 dx!. (10) 
dy2 dy dy 

dx1 dx2 ( ) Setzt man hier fiir -- -- und - ·· ·· ihre W erte a us 9 ein, so 
dy dy 

kommt: 
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oder 
d'' 

·x1 =·c X 
dy~ 1 

Eliminiert man aus (11) und (Ha) die Variable x.2 • so kommt: 

d~x1 
dy2 

dx 
1 1 . - 1 L 8 7 x 1 ' 0. 

dy 
( 12) 

Diese Differentialgleichung wird aber allgemein integriert 
dureh den Ansatz: 

(13) 

wo },1 und A.2 die Wurzeln der Gleichung zweiten Grades sind: 

87 = 0. 

Fiir x2 erhalt man auf analogem Wege 

Aei'JY + Be·"•J', 

wo ,u1 und ,u 2 als Wurzeln von 

67p . :J2H = 0 ( 16) 
zu bestimmen sind. 

IV. 1st das gegebene simultane System nicht erster, sonderu 
hoherer (etwa m-ter) Ordnung in bezug auf die Differential
quotienten, so kann man es auf ein System en;ter Ordnung 
zuriickfiihren. Das System sei gegeben durch: 

dxr ( , , , _d ______ = (;. X 1 , X.~, .... , X , X.1 , X.--., .... , X , •... ym -z ... n "' n 

x~m-1), x~m t1 •.. x;:n 11, y); i= 1,2 ... 11 . (1) 

Setzt man hier: 

dxi _ , . ----- x. 
dy '' 

so haben wir fiir die m mal n abhangigen Variabeln: 

(2) 

diem mal n Gleichungen (2) des Systems erster Ordnung, welches 
wie unter II behandelt wird. 
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§ 42. Ein Beispiel simultaner Differentialgleicbungen mit 
konstanten Koeffizienten: Dampfmaschine mit Regulator 3~). 

I. Die simultanen Differentialgleichungen spielen in der 
Dynamik eine wichtige Rolle, wenn, was aul3erst haufig der Fall 
ist, die Bewegung des untersuchten Systems durch mehrere 
Variablen bestimmt ist. Dann verlangt die Losung der dyna
mischen Aufgabe, daB samtliche Variablen in ihrer Abhangig
keit von der Zeit t bestimmt werden. Es wird sich also urn 
die Aufstellung von soviel Differentialgleichungen handeln, als 
abhangige Variable vorhanden sind. Und da in jeder Gleichung 
im allgemeinen mehrere V ariablen vorkommen werden, so wird 
es sich urn ein simultanes System 
handeln. 

II. Ein oft behandeltes und tech
nisch wichtiges Beispiel ist das Zu
sammenwirken einer Dampfmaschine 
mit ihrem Regulator. 

Zuvorderst stellen wir die kineti
sche Energie L des ganzen aus Dampf
maschine und Regulator bestehenden 
Systems auf. Den von der Dampf
mascbine herriihrenden Teil findet 
man etwa wie in § 55: 

Ln=~E({})(~~r (1) 

Fiir den Regulator leiten wir die 
Energie LR im folgenden ab. Es 
handele sich urn einen gewohnlichen 
Federgewichtsregulator nach Fig.101. Fig. 102. Regulator. 

LR setzt sich zusammen aus den kinetischen Energien 
der Schwungkugeln und des Muffengewichts. Die Wirkungen der 
Gestangemassen denken wir uns durch geeignete Zuschlage zu 
den Massen der Kugeln bzw. des Muffengewichtes beriicksichtigt. 

Ferner denken wir uns die von ~~ herriihrende Rotationsenergie 

des Muffengewichtes bei dem rotierenden Teil der Dampfmaschine 
beriicksich tigt. 

Ein Schwungkugelmittelpunkt hat die Koordinaten: 

X = l ( 1 - COS 7, } 

y =(a+ l sin r) cos{}, 
z = (a + l sin r )sin {}. 

(2) 
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Der Mittelpunkt der Muffe hat die Koordinate 

X = 2{ ( 1 -- COS T), \3) 

wobei x gerechnet ist von der bei r ,- 0 eintretenden ~ystem
lage. Durch Differentiation naeh der Zeit, Quadieren und Ad
dieren findet man das Geschwindigkeitsquadrat fiir die Schwung
kugeln: 

v2 = (~~r + (~?r + (~;r ~ l 2 (~;r +(a-+ I sin rr (~~r (4) 

und fiir die Muffe: 

v2 ~~ (~ir == 412 sin2 r (tr (5) 

Nunmehr findet sieh: 

( a_j fsinr)·2 (~H)2 liiJ __ L 41"-sin'2r(dr)' '2MJ(-_n). 
' I d f r 2 I ' \d t l 

Die Gesamtenergie des Systems: Dampfmaschine-Regulator 
ist jetzt 

(7) 

Zur Gewinnung der Bewegungsgleiehungen fiihrt man die 
im § 55 unter (12) angegebenen Differentiationen an L sowohl 
fiir die Variable {} wie fiir r aus und erhalt als Iinke Seiten 
der Bewegungsgleichungen 

bzw. 

r1 aL 
dt 0 Ml 

(} dt 

d aL 
dt dr 

0 dt 

oL 

aL 
or 

(8) 

(!J) 

Die rechten Seiten der Gleichungen werden wieder durch 
die Krafte gebildet, die die Koordinaten if bzw. r beeinflussen. 

Beziiglich {} ist uns bereits 

F(/1) =c r(T-lV) 

als beeinflussende Kraft bekannt. 

(10) 

Fiir das W eitere ist zunachst iiber die Abhangigkeit der 
Kraft F (&) vom Regulatorausschlag r V erfiigung zu treffen. 
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Der Regulator wirkt ein auf das Dampfdruckmoment r T, dessen 
mittleren Wert t· T, er andert. Mit steigendem Regulator 
nimmt Tm ab und umgekehrt. Diese Abhangigkeit fixiert man 
durch die Gleichung: 

rTrn=r(T0 -k7:). 

Urn den Wert rTm oszilliert das Dampfdruckmoment ent-
sprechend 

rT = r (T0 - kr) + T(1'J). 

Fiir das W eitere sehen wir jedoch vom EinfluB der Oszilla
tionen ab und schreiben 

r (T- W) = r (T0 - kr - W). 

Fiir r: crmitteln wir die Krafte, die auf das Schwungkugel
system nebst Muffe einwirken. 

Zunachst haben wir den EinfluB der Momente der Gewichte 
M1 und j}J~ mit 

(M2 + 2M1) g lsin r: 

und desjenigen der Feder mit 

(11) 

fl ( 1 - cos r:) sin r: ( 12) 

zu beriicksichtigen. Hierzu kommt noch die Wirkung der 01-
bremse, deren an der Muffe angreifende Bremskraft wir pro
portional der Bewegungsgeschwindigkeit 

der Muffe mit 

ansetzen. 

l . dr: 
2 smr:dt 

. dr: 
Rsmr:-

dt 
(13) 

Auf die Schwungkugeln reduziert, ergibt sich das Moment 
der Bremskraft: 

• 2 d r: 
2lBsm r:dt' (14) 

Alle am Regulatorsystem angreifenden Krafte sind negativ 
auf der rechten Seite anzusetzen, weil sie dem W achsen von 
r: entgegen wirken. 

Aus vorstehendem resultieren die Bewegungsgleichungen: 

(15) 
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und 
,, • Q d~ r . ., . (d r)" 

l" (M 2 ---- 4 M1 sm · r) dt"' -~ 4l- M 1 sm r cos r dt 

ld{})" 
- l M 2 (a + l sin r) cos r ~ it 

-- tl ( 1 - cos r) ~in r --

Dies ist ein simultanes Differentialgleichungssystem mit 
zwei abhangigen Variablen 1~ und r und einer unabhangigen 
V ariablen t. 

Die Natur der Aufgabe gestattet einige weitere Verein· 
fachungen, deren Berechtigung man durch zahlenmaBige Ab· 
schatzung nachweisen kann, worauf wir hier allerdings nicht 
eingehen. Zunachst vernachlassigen wir in L (1't) alle Glieder, 
die nicht etas Schwungrad der Maschino als Faktor enthalten, 
womit Gleichung ( 15) iibergeht in 

d2 19 
(~) -- = 1' IT -- k T - W). . (17) 

dt" \ 0 

Weiter formen wir Gleichung (16) auf kleine Sehwin· 
gungen urn, d. h. wir setzen: 

r, - ro-+ lj 1 
rl8 

(1)0 -i- (I) 
} ( 1 H) 

dt J 
und vernachlassigen alle Glieder, welche Produkte von 17 und 
w bzw. ihrer Differentialquotienten enthalten. Wir behandeln 
also nur klein e Ausschlage r des Regulators von einer An· 
fangslage r0 aus gerechnet und ebenso nur kleine Schwankungen 
(0 einer Anfangswinkelgeschwindigkeit w0 der Maschino. 

Ferner lesen wir a us ( 16) fiir den Beharrungszustand 

dr d2 r 
r0 - const: dt o, dt'J 0 

die Beziehung ab: 

l M 2 (a + l sin r 0) cos r 0 w 0 2 ~ ( M 2 2 M 1) g l sin r 0 

f'l(l - eosr0)sinr0 . (1H) 

Mit dier-;en Fcstsetzungen und naeh Einfiihrung der Ab
k iirz ungen : 
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m = l2 (M~ + 4 M 1 sin 2 r0), ) 

b = 2 B l sin 2 r 0 , 

c = f'l [(1 - cos r0) cos r0 -+- sin 2 r0 ] (20) 
+ (M2 + 2 M 1)glcos r 0 - [2M2 cos10 w02, 

x = 2 l M ~ (a + l sin r0) w0 J 
erhalten wir statt der Gleichungen (16) und (17): 

a) m.~~t; + b ~~ + c 17 = x w, ) 

(-j dw (21) 
b) - d- =-krJ+T0 -kr0 -W, 

r t 

Aus dieEen heiden Gleichungen eliminieren w1r w, indem 
w1r ( 21 a) ditferentiieren: 

welchen Wert 

d'l1) 
m--

dt'l 

dw = 1 (~ ~'l!7 + b ~~1) + c dr1) 
dt X dt3 dt2 dt ' 

wir in ( 21 b) einfiihren : 

b ~~~~ + c d1) + kr x 1) = r x (T0 - kr0 - _ _!f). (22) 
dt2 at e e 

Aus dem simultanen System haben wir jetzt eine einzige 
lineare Gleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten er
halten, die nach § 36 weiter behandelt wird. 

§ 43. Die Zentralbewegung als Beispiel eines Systems 
nichtlinearer simultaner Differentialgleichungen. 

Unter Zentralbewegungen im allgemeinen versteht man 
aile diejenigen Bewegungsvorgiinge, bei denen ein Korper dem 
EinfluB einer nach einem bestimmten Punkte ( der nicht fest 
zu sein braucht) gerichteten Kraft unterworfen iE>t, deren GroBe 
eine Funktion der Entfernung des Korpers vom Punkte ist. 

Speziell versteht man unter Zentralbewegungen die Vor
giinge, die unter EinfluB des Gravitationsgesetzes erfolgen. 

Zwei Himmelsk6rper der Massen M (Sonne) und m (Planet) 
(Fig. 103) ziehcn sich mit einer Kraft 

K = k2 #'ffl, (1) 
r-J 

gegenseitig an, deren Richtung mit dem Radiusvektor r zu
sammenfiiJlt. k ist die G au B sche Attraktionskonstante 36). 
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Die nach den Koordinatenachsen genommeJwn Kompo
nenten dieser Kmft beziiglich der Sonne sind: 

z 

I 
, rn M , ] 

lc- r!! ( ~ - ~~) ' I 
k,, rn M. , l 

" - r"l (I) - I II) ' I 
lc2 m 111 (;: _ ) 

r;; ~-~,J 

(2) 

so dal3 sich fiir M die drei Be
!/ wegungsgleichungen ergeben: 

d2 ;._"1 ,,. 
,,. ~ ~~ 1.2 rn .Lu :- ;-1) 

x 1r1 d t2 -- h r~ I~ --- " ' 

d~r/ M 
Fig. 103. Zur Anziehung zweier M ., 7c2 rn ( 1) (?) 

d-t2-~ • r3 YJ -- 1J • ' 'J 
Himmelskorper. 

i" ,_1 M 
!J."" I " ~ - k2 rn 1 (. ,. --- ,_1) 

1'1 d ·> -·- .• (, <, • t- r" 

Analog ergeben sich fiir rn die Gleichungen: 

d 2 ~ ., rn M (,. 1 ) 

rn d " = -- k· .1 - ~ -- ~ ) , I t· 1" 

d2 17 ., rn M ( , 
rn - -= k- _17 ···- 'I ) ' 

dt'2 r'1 ·' ' 

d'2 1: ,, rn M ,_ '"1 I 
rn ~lf2 = - k- r'; (i, - ~ ) . J 

(4) 

Dividiert man die Gleiehungen (3) durch M, 
und zieht (3) von (4) ab, so kommt: 

I 4) rlurch rn 

d2(~~~') k2/ I '· -.! 

l " ·; (rn · M) It -; l, 
1 t· r 

rf2(1J -- 1/) - k_.2(m-1--M)(r!~-r)'l 
d t2 r'; · - ' 

d"_' (!:_-_- :1) !.;2 ' . ·- ·-1 

d~ t"- - -- . (m : M)((, --~ ). r; / 

Will man nur die Relativbewegung von m in hezug auf 
M betrachten, so kann man setzen: 

~- $' -=-= .r, 
I 

1)- 1j -- y, 

t-i:'=z 
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und erhalt: 

(6) 

wo: 
(7) 

zu setzen ist. 
Das simultane System (6) behandeln wir nun wie folgt. 

Aus den heiden ersten Gleichungen eliminiert man je das 
7;weite Glied durch Multiplikation der Gleichungen mit - y 
bzw. + x und Addition, so daB sich findet: 

Die linke Seite ist aber gleich mit 

.!!_ (x dy - y d_'JJ_) =" 0 
dt dt dt ' 

woraus sich mit einer Integrationskonstanten k1 ergibt: 

(8) 

(9) 

dy dx 
xdi-ydi=k1 • (10) 

Analog ergeben sich fiir y und z bzw. z und x die Ansatze 

Y ~; - z~; = k~ l 
dx dz f 

z d t - x dt =' ka. J 
(10 a) 

Multipliziert man die Gleichungen (10) der Reihe nach mit 
z, x, y und addiert, so findet man: 

(11) 

d. h. der Planet m bewegt sich so urn die Sonne M, daB er 
stets in der durch den Sonnenmittelpunkt gehenden Bahn
ebene E 
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hleibt. Die Lage der Ebene ist nur von zwei Konstanten ah
hangig, wie sich durch Division mit k1 so fort ergiht: 

k k 
z I k~:r-1·/Y' II. 

1 1 

Retzt man ,. ····~ 0, so erhalt man 

(Jl X !- C.Jy ~-~ 0 

( 1 2) 

als Gleichung der Schnittlinie von HJ mit der :r y- Eben e. 
Hier ist: 

X 
(14) 

y 

die Tangente des ,,aufsteigenden Knotens" Q der Planeten-

( 
\ 

z hahn. S. Fig. 104. 

/ 

/ 
/ 

/ 

................ _ ---

X 

7'7,=...:-t--y 

Fig. 104. Lage der Bahnebene einos 
Planeten. 

Des weiteren ist der 
Kosinus des Neigungs
winkels i der Planeten
bahn gegen die xy- Ebene 
nach einem Satze der 
analytischen Geometrie~ 7) 

cosi = 
liQ~ .i. c 2 -+- 1 
t' 1 I •J 

und mithin: 

tgi= ~IC/-I-C~2 • (15) 

Durch Angabe von Q und i wird die Lagc der Bahn
ebene im Raum bestimmt. Diese heiden GroBen beziehen sich 
auf die Ebene des Himmelsaquators (oben die x y- Ebene ), in 
welcher der aufsteigende Knoten Q von der Richtung des 
Friihlingspunktes a us ( oben die Rich tung ox) in positivem 
Sinne gemessen wird. 

Lassen wir nun fiir die W eiterbetrachtung die Bahnebene 
mit der xy-Ebene zusammenfallen, wobei die x-Achse mit der 
Knotenlinie der Planetenbahn identisch sein soli, so bleiben 
als Gleichungen zur Bestimmung der Bahngestalt und der 
Planetenbewegung in der Bahn noch i.ibrig: 

d2 X k
2 I d t2 . r3 ( M m) :l' () ' 

d2y k~ (lli) 

dt'3 r~ (M ! m)y = 0. 
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Wenden wir hier dieselbe Elimination an, die oben zur 
Gleichung (8) fiihrte, so erhalten wir wieder 

x~2y -y~2x = rJ, (x~'!L -ydx) = 0 (17) 
dt2 dt2 dt dt dt 

oder nach Integration: 
dy dx 

X dt - y rii = 2 A 0 

Diese Gleichung for
men wir auf Polar
koordinaten 

x = rcosv ) 
y = rsinv f (19) 

[r = Radiusvektor, 
v = Amplitude des Pla

neten (Fig. 105)] 
um, wodurch wir statt 
(18) erhalten: 

(18) 

y 

r2 ~ 7 = 2 A. ( 20) Fig. 105. Zum zweiten Keplerschen Gesetz. 

Hier ist nun r2 dv der doppelte Inhalt des Dreiecks F m m', 
d. h. gleich der doppelten vom Radiusvektor r in dem Zeit
element dt beschriebenen Flache. Dies ist der Ausdruck des 
2. Keplerschen Gesetzes: Der Radiusvektor eines Planeten 
beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Zwischenraume. 

Des weiteren tranformieren wir nun auch die Gleichungen (16) 
auf Polarkoordinaten und erhalten die Ansatze: 

[~~- r (~~'YJ cos v- [:t (r ~;) + ~: ~:] sin v 
k2 + 2 (M + m) cos v = 0, 
r 

I d2 r (dv)2] • [ d ( dv) dr dv] 1-- r -· sm v + - r- +-- cos v 
1 dt2 dt at dt at dt 

I 

k2 
+~(M+m)sinv=O, r 

(21) 

die nach 
liefern: 

Multiplikation mit cos v bzw. sin v und nach Addition 

d2 r -r(dv)2=_k2 (M+m). (22) 
dt2 dt r 2 

H or t, Dilferentialgleichungen. 2. Auf!. 12 
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Die Radialbeschleunigung d~; formt. man nun wic- folgt. um: 
. dt" 

rl~r =d(d~.dv)= rt'r.(du.)~ ~ (dr) 2 .rl2 v·d.·v 
dt2 dt dv dt d·1·2 dt Jlv rlt" dr 

(rlry.d (dv)·dv 
.dv, dr \rlt dt 

A us Gleichung (20) ist. jetzt. zu entnehmen: 

dv 
rlt 

Ill (2:l) 

2A ravy L4.2 
--

r4 r'2 \dt; 

eimmsetzen: 

bA 2 11 d2 r 
r'!. 1 r'!. dv2 

ddr c~ ~') •c.: 

4A 
-- -

r'; (2+) 

(25) 

Der m der eckigen Klammer stehende Ausdruek ist aber 

d2 r 1 I 
nichts anderes als- - d\.: womit. (22) sid1 in die Form stellt: 

1'" 

k2 ( 11l ml 
.t A 2 

Wir haben demnach eine Differentialgleichung 2. Ordnung 
1 

fiir deren allgemeines Integral lautet: 
r 

1 = p ( M _± rJ1,) + H cos v + C sin v . 
r 4A2 

(27) 

Dies ist die Brennpunktsgleic hung 
schnittes (erstes Keplersches Gesetz), 
punktsordinate (Parameter) 

4A'' 
p =P(M+m) 

ist. 

eines Kegel
dessen Brenn-

(28) 

Setzen wir den Kegelschnitt als Ellipse der Halbachsen a 
und b voraus, so konnen wir zunachst iiber die Integrations
konstante A V erfiigung treffen. 
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Diese Konstante A hat die Bedeutung des Flacheninhaltes 
der Planetenbahn nab dividiert durch die Umlaufszeit T 

A=nab 
T' 

(29) 

wie sich ohne weiteres durch Integration der Gleichung (20) ergibt. 
Fiir gewohnlich fiihrt man 

noch die Exzentrizitat ~: ein 
durch die Beziehung 

0 F = a e (Fig. 106), (30) 

womit 
Achse 

und 

sich die halbe 
ergibt 

b =avl-=--i2 

kleine 

(31) 

!/ 

wird. 

mithin 

na2v1-=-i! A= -
T 

(32) Fig. 106. Zur Definition der wahren 
Anomalie und des Perihelwinkels 

eines Planeten. 

Andererseits hat man aber auch als Eigenschaft der Ellipse 

p = a (1 - e2) 38), (33) 

womit sich die Beziehung findet: 

q 4n2 a4 (1- c:2) 

a(t-e·)=p2f2(M+m)" 

Hi era us leitet man die Beziehung ab: 

T 2 4n2 

-a3 = k2 (Art- m)' 

(34) 

(35) 

d. h. den Ausdruck des dritten Keplersch en Gesetzes, 
nach welchem sich die Quadrate der Umlaufszeiten 
zweier Planeten wie die dritten Potenzen der groBen 
Achsen verhalten, indem man die Planetmassen m gegen
iiber der Sonnenmasse M als verschwindend ansieht. 

Die Kegelschnittsgleichung (27) vereinfacht man noch, 
indem man statt des Winkels v, der von der x-Achse bzw. der 
Knotenlinie ausgerechnet wird, einen anderen Winkel g; ein
fiihrt, den man vom kiirzesten Radiusvektnr der Ellipse zu 
zahlen anfangt. 

Der Bahnpunkt mit kiirzestem Radiusvektor heiBt Perihel 
und der Winkel wird eingefiihrt durch v = n + g; , wo It. Fig. 106 

12* 
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n der Winkel zwischen dem kiirzesten Radiusvektor und der 
Knotenlinie ist. 

Wir schreiben jetzt Gleichung 2 i fiir da;; Perihel an, m 
welehem gilt: 

r = a(1- t); 

(Bi) 

0, 

aus welchen Bedingungen zwei Gleichungen erwaehsen: 

1 

a (1 -=-t~)-
1 

( 
. ") ...j... B ('OS 7r ...j 

a I - F-. 

C . 1 
Rill :r, } 

(BR) 
o c~- - B sin n - 1 C cos n . J 

Diese heiden Gleichungen dienen zur Bestimmung der 
Integrationskonstanten B und C: 

c " . -.a (1 ___ - c-2) sm n, 

womit sieh jetzt ( 2 7) in folgender Gestalt schreibt: 

a(1- c-~) a(1- ~; 2 ) 
r= 

1 e cos (v .. :r) 1 +- f cos Cf' 
(40) 

Der Winkel ({J heiBt die wahre Anomalie des Planeten. 

Somit haben wir fur die drei Intcgrationskonstanten A, B, C 
drei andere Konstanten eingefiihrt, namlieh die halbe grof3e 
Achse a, die Exzentrizitat e und den Winkelabstand n des PPrihels 
von der Knotenlinie. Der Zusammenhang der Konstanten A, B, C 
mit a, e, n wird gegeben durch die Gleichungen: 

Ya(1--e2) --· 1 
A=-······- --kv'M-+-m I 

2 ' 
13 I 

B = · - --- cos n } 
a (1 - c2) ' I 

( 41) 

I 
J 

Zur Bestimmung des Ortes des Planeten in der Bahn ist 
nun noch erforderlich, daB wir einen Zusammenhang zwischen 
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dem Ort und der Zeit ermitteln. Wir greifen zuriick auf 

(dv) 2 4A2 
Gleichung (22), inden wir dt - r4 setzen: 

( 42) 

Diese Differentialgleichung hat das allgemeine Integral 
[ vgl. § 3 3 ( 11)] 

f dr 
t=02 + VC\+-2f{~)dr' (43) 

. . ( . 4A2 P(M + m)) woraus s1eh ablertet mrt f(r) = ---;:3- - --- r2--

t=02+ f:v~t!C2 ;(M+~f~c1 r~=--4-.A-;· (44) 

Hier liegt es nahe, den Ausdruck unter der Wurzel nach 
k2 (M + m) . 

Absonderung von ---- quadratrsch zu machen, d. h. ihn 
a 

m die Form zu bringen 

~2_(M'_ +_m) {;t- (v- r)2}, 
a 

wo ;t und ·v zu bestimmen sind. 

Man hat: 

k2 M + m ( 2) __ 2 _ ( 2) ., ( ) --·-· ;t- v - - 4A - - a 1 - s k" M + rn , 
a 

.,M+m "( ) 2 k" ---- v r = 2 k" M + m r, a . 

woraus sich findet: 
M-+-m c =k2 .'._ .. , • 

1 It 

(45) 
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()1 ist also keine neue Konstante; sie ist bereits dureh 
die Gestalt des Kegelschnittes bestimmt. 

Zur weiteren Vereinfachung fiihrt man nun einen Winkel "If' 
ein. der die exzentrische Anomalie des Planeten heiBt und 

Fig. 107. Zusammenhang zwischen der wahren 
und exzentrischen Anomalic eincs Planeten. 

lt. Fig. 107 definiert ist. Aus der Figur liest man die Be

ziehung ab r2 o== (a f - a cos ~/'r a2 ( 1 - c2) sin2 ~p 

oder nach einiger Umformung: 

r == a(l- ecos~p). (46) 
Das Integral ( 45) wird him·mit: 

t = c2 + fV'-k~-(--M_a~ c (1 - c c:os1p) d v), ( 4 7) 
m) 

oder wenn man den Winkel V' zur Zeit t = t0 den Wert 1p0 

besitzen liiBt 

t- to= vk~(~lr-m){(v;- csin1p)- (1flo -- csinlpo)}. (48) 

Zwischen der wahren Anomalie cp und d.er exzentrischen 
Anomalie ~p besteht aber bei der Ellipse die Gleichung: 

tg _1_ CfJ = 1 /1 + E tg __1:_ 1fJ l 
2 v 1-c: 2 

oder tg-1-v;=l/1-_ctg__l:_cp. (49) 
2 V l+e 2 

Die angefiihrten Formeln reichen hin, um die Elemente 
einer Planetenbahn zu bestimmen, wenn D und i bekannt sind. 
Dann geniigt es, wenn in der Bahnebene zwei Planetenorte r-1 v 1 

und r2 v 2 nebst den Beobac:htungszeiten t1 und. t2 gegeben sind. 



§ 44. Die Pendelgleichung. Elliptisch<1 Funktionen. 183 

Zu bestimmen sind: halbe groBe Achse a, Exzentrizitat e, 
Perihelwinkel n und Zeit des Periheldurchgangs t0 • Man hat 
folgende Gleichungen: 

a(1- e2) 

r1 = l +s cos (v1-- n)' 
a (1 - s2) 

r-·· -··-··--
2 -- 1 + e cos (v2 - n)' 

. vk2 (M -t- m) 
1fJ - e sm 1p = (t - t ) · - -- - ' 1 1 1 o a3 

f 1+-~ 1 } v1 - n~= 2arctg)V--··-tg-1p1 , 
~ 1- e 2 

v2 - n = 2 arctg{V~±.j tg~·1f2 }· 

(50) 

Fur die Auflosung dieser 6 Gleichungen nach den 6 Un
bekannten: a, s, t0 , n, 1p1, 1p2 haben GauB und Andere Methoden 
angegeben. 

i, Q, a, s, n, t0 ~ind die sechs Bahnelemente, die die Be
wegung des Planeten vollstandig bestimmen. 

§ 44. Die Pendelgleiehung. Elliptische Funktionen. 

Die Bewegung des mathematischen Pendels, d. h. eines 
schweren Punktes, der mittels eines starren, masselos gedachten 
Stabes aufgeh~ingt ist, in einer Vertikal
ebene, ist wiehtig als Grundlage der Be
trachtung komplizierterer Schwingungs
vorgange und zur Einflihrung in die 
Lehre von den elliptischen Funktionen, 
die eine weitgehende naturwissenschaft
liche Bedeutung haben. 

I. Zur Bewegungsgleichung gelangt 
man Ieicht wie folgt: Der Massenpunkt m 
am Stab der Langel (Fig. 108) steht unter 
dem EinfluB zweier Krafte: 

1. der eigenen Massentragheit, 

mg 
Fig. 108. Das mathe

matische Pendel. 
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2. derjenigen Komponente der Schwerkraft mg, welcho 
cine Anderung der durch den Winkel a gegebenen Lage des 
Pendels herbeifiihren kann. Alle anderen Krafte, wie die zur 
Bahn normale Komponente der Schwerkraft und die Zentri
fugalkraft, kommen fiir die Bewegung nicht in Fmge, da ihre 
Summe durch die Stabspannung aufgehoben wird. Fiir die 
Massentragheit haben wir den Ansatz: Masse mal Bm;chleunigung 

= m ·l· fl,_~ ; fur die Tangontialkomponente dor Schwer kraft gilt: 
dt" 

mgsina. Beide Krafte werden durch die Newtonscho Glei
chung: die bewegende Kraft ist gleich der Massentragheit, mit
einander vorbunden, wobei noch zu beriicksichtigen ist, daB 
mg sin a den Winkel a zu verkleinern sucht und deshalb negativ 
einzufiihren ist. Wir schreiben also: 

(1) 

und nach Division mit lm und Umstellung der rochten Seito 

d~a g 
· - + · ·sin a 0. (2) 
dt2 l 

Fiir gewohnlich integriert man nicht diese Differential
gleichung, sondern eine andere, die aus jener folgt durch die 
Annahme, daB es sich urn eine Schwingung mit nur kleinen 
Ausschlagen handele, fiir die man den Sinus mit dem Bogen 
vertauschen kann, fiir die also gilt: 

a=' sin a. (3) 

Unter dieser Annahme erhiilt man die Differentialgleichung: 

l a,_-, 0. 
g 

(4) 

Diese Differentialgleichung ist ein Spezialfall der in § 27 
behandelten Sch wingungsgleichung und hat das allgemeine In
tegral: 

a ~-·A sin Vf·t Bcos V f ·t, (5) 

woraus sich fiir die Anfangs- und Grenzbedingungen 

d: ~· ~ : ~" ) (6) 
dt -
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d. h. fiir cine Schwingung mit dem groBten Ausschlag oder der 
Amplitude a0 findet: B = 0, A= a0 

. ~I g 
a = a0 sm y l · t . (7) 

A us dieser Gleichung erkennt man, daB der Ausschlag immer 

wieder = a wird, wenn man das Argument (Vi-)· t der Sinus

funktion um gauze Vielfache von 2 n vermehrt, also fiir: 

Mathematisch driickt man diese Tatsache durch die Aus

sage aus: die Sinusfunktion hat die Peri ode 2n. Statt Vi· t 
urn 2 n zu vermehren, kann man auch t um T = 2 n V-~ ver

mehren, wodurch wir den Begriff der Schwingungsdauer und 
den Satz gewinnen, daB die Winkel a sich nach Verlauf der Zeit 

T= 2n Vf (9) 

reproduzieren, unabhangig von der GroBe der Amplitude a0 • 

II. Dieser letzte Satz gilt aber nur unter der Voraus
setzung kleiner Ausschlage, die wir anfangs machten. Wollen 
wir auf diese Voraussetzung verzichten und die genaue Be
wegung untersuchen fiir beliebige Amplituden a0 , so miissen 
wir auf die Gleichung 

d2 a l 
dt2 + g sina = 0 (10) 

zuriickgreifen. Urn diese Differentialgleichung zu losen, multi
plizieren wir zunachst mit 

und finden 

da 
2-

dt 

d (da)2 2gda . 
dt -it + -l- dt sma = 0 · (11) 
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Hieraus ergibt sich nach Multiplikation mit dt und Integration: 

(~;r~c ·)z~cosa. (!2) 

Die Integrationskonstante C bestimmen wir durch die 
Festsetzung, daB die Amplitude gleich a0 sei, daB also fiir a=~ a0 

da 
-~- =c~ () 
dt 

sein soll, d. h. es muB sein: 
2g 

C = - -z- cosa0 • (13) 

Hieraus findet sich 

da ~ /2 g , ~~ -
(if = V T · V cos a -· cos a0 (14) 

oder nach Trennung der Variablen: 

dt= ~/l__ da v 2 g v cos a_:: cosao I 15) 

Hier konnen wir sofort integrieren 

~I TJ' ria 
t = V 2~g v0~~ ~-=~SC(o, (16) 

und wenn wir das Integral von 0 bis a nehmen, so haben wir 
der weiteren Bedingung 

geniigt: 

t ~= Y~~~J~vcosa1~ eosa0 
0 

In dieser Formel ersetzt man jetzt 

und 

cosec durch 1- 2 Rin~a 
2 

cosa0 

wodurch sich findet: 

" 
t= ~ vz J v· ~=:_-du__ .• 

go sin2 ao - sin2 a 
2 2 

( 1 7) 

(18) 

(19) 
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Setzt man hier ein: 

k =sin ~0 

. a k . f) 
Sill 2 = Sill , cos-~ = v 1 - sin 2 ;- = v1=-!c28in 2 f) 

und, aus der letzteren Formel durch Differentiation folgend, 

da = 2 k cosf!_df} = ··· _2_k(J()~!-_~ 
a V1 - k2 sin2 f} ' cos-
2 

so resultiert: 
'~ 

t = V-~-I -vi ~dk~sin2 f} · 
0 

Denkt man sich das Integral ausgefiihrt und 
. a 

Slll-
.u • 2 ·u· = arcstn ---

sin ao 
2 

(20) 

(21) 

(22) 

eingesetzt, so hat man offenbar die Zeit t als Funktion des Aus
schlagwinkels a gefunden und kann umgekehrt durch Auflosung 
nach a den Ausschlagwinkel als Funktion der Zeit finden. 

Nun ist weder das Integral 
1~ 

I Vt- dlc~sin2 & 
0 

durch die bekannten elementaren Funktionen 
noch viel weniger kann man die Gleichung 

{} 

t = v ~I V1--~si;2 f} 
0 

nach f) auflosen. 

(23) 

ausdriickbar, 

(24) 

Man hat deshalb fiir das Integral ein besonderes Funktions
zeichen eingefiihrt: 

(25) 
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und man nennt diese neue Funktion F (k, &) elliptisches 
Integral erster <iattung deH Argumentes ,9 und des 
Moduls k. 

Des weiteren hat man die Werte dieses lntegrab. die often
bar von der GroBe k und dem Winkel t'f abhangen, berechnct 
und in Tafeln zusammengetragen. Diese TaJeln haben zwei 
Eingange: einen fiir den Winkel B und einen zweiten fiir den 
Modul k. Fiir gewohnlich geht man nicht direkt von den 
W erten des Moduls k a us, ;,;ondern man erinnert sich, daB 

I 2fi) 

ist. Man laBt also das Argument de;,; zweiten Eingangs eben
falls nach Winkelintervallen fortschreiten. 

Solche Tafeln des elliptischen Integrals erster Gattung ent
halt z. B. das Werk: Jahnke & Emde, Funktionentafeln, 
Teubner, 1 908. 

Unter Benutzung dieser Tafeln gestaltet sich die genauere 
Untersuchung cines Pendelvorganges wie folgt. 

Es handelt sich darum, fiir jeden Zeitpunkt t die Lage 
des Pendelpunktes m anzugeben. 

Die groBte Ausweichung u0 sci · , 30°, die Pendellange so 
gewahlt, daB 

ist. 
Zunaehst liefern die Gleichungen (24) und (25) einen Zu

sammenhang zwischen der gesuchten Zeit t und dem Winkel{}: 

t ~ F (k, &) . (2u J 

Der Modul k ist hier gleich sin~()= sin15° der Winkel{} aber 2 , 

hangt mit dem Ausschlagwinkel u durch die Gleiehung zusammen: 

nresin 

. a 
sm--

2 

sin 5, 
2 

(27) 

. ao . 
wo sm 2 - = 0,2588 1st. Mittels dieser Gleichung findet man 

zu jedem Werte von a den zugehorigen Wert 19 und mittels 
dieses Winkels 19 findet man aus der Tafel den zugehorigen 
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Wert des elliptischen Integrals F (k, {}) und damit die Zeit t, 
die verstreicht, bis das Pendel aus seiner Mittelstellung den 
Ausschlagwinkel a erreicht hat. 

Wir tragen den Rechnungsgang in einer kleinen Tafel zu-

"" 
l,vt 

3,0 

// 
v 

II v 
IY 

1,0 

0 1/Y" 

2,0 

-

""" .i 
~ 
~ ilt 
~ 

7 
----------~------~-----+--

-~ 

1-- -- -~ 

~ ~ 

~~ ts;- ~" 
l\i•• 1 

._~ .. -, '\ 
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1\.. 
{/ ......... 

T=co 

'i /1 
I\, I/ 

J/1'\ I 

.J 
~ 
"' ,, 
~ 
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I 
1/ 

I 

I 

0,07 sec 
0,12 
0,19 
0,26 
0,33 
0,40 
0,47 
0,58 
0,65 
0,74 
0,83 
0,93 
0,07 
1,22 
1,60 

T=6;9SiA- : .I / I 
"'-.. v 

}':. l7,9Sek 

I 
T--11, iSek 

o 1 2 3 9 s ~ 7 8 9 w n n ~t 

Fig. 109. Bewegung des Pendels ~ = 1 fiir Amplituden a 0 von 0 his n 
g 

bei verschiedenen maximalen Bahngeschwindigkeiten. 
V4 = 19,6 mjsec. V" = 18,9 mjsec. V8 = 13,8 mjsec. V7 = 8,1 mfsec. 



190 Differentialgleichungcn hoherer Ordnung. 

Tragt man in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die 
Werte t der Kolumne 7 als Abszissen auf, d;e Werte a der 
Kolumne 1 als Ordinaten, so erhalt man den V erlauf der Be
wegung wahrend des ersten Viertels der Schwingungsdauer. 

Fig. 110. Bewegung 
eines Pendels mit der 

Amplitude n. 

Die erhaltene Kurve unterscheidet sich 
nicht wesentlich von derjenigen, die man 
erhalten hiitte, wenn man das angenaherte 
Resultat (Gleichung 7) mit . 

a= 30° sint 

graphisch aufgetragen hatte. 
Die Verschiedenheit ist nur daran er

kennbar, dEtl3 der vierte Teil der Schwin
gungsdauer im genauen Fall gleich 1,60 sec, 
im angenahcrten = 1,57 sec ist, entspre
chend ganzen Schwingungsdauern von 
6,40 sec hzw. fi,::lS sec. 

Die Unterschiede werden urn so merklicher, je grol3er die 
Amplituden a0 gewiihlt werden. Die Schwingungsdauern wachsen 
immer mehr und fiir a0 = 180° entnimmt man aus der Tafel 

bei Jahnke und Emde mit u = !!0° und ~~ = 90° (k =c 1) 
2 

den Wert F (k, {})=ex;, d. h. die Viertelschwingungsdauer ist 
unendlich. Das Pendel, welches den tiefsten Punkt seiner Bahn 
mit einer solchen Geschwindigkeit durchlauft, dal3 der gro13te 
Ausschlagwinkel 180° betragen wiirde, erreicht diesen Ausschlag
winkel nie (vgl. Fig. 110 und Fig. 10\1, Nr. 4). 

III. Den durch das elliptische Integral Gleichung (25) 

tV+= u = F(k,{}) 

gegebenen Zusammenhang zwischen u und {} kann man sich 
auch so vorstellen, daB man {} als Funktion von u betrachtet. 
Es ware also die zu u = F (k, {}) inverse Funktion zu bilden. 
Wie schon bemerkt, sind die elementaren Funktionen hierfiir 
nicht verwendbar, und wir miissen zu einem weiteren Funktions
zeichen ,am" greifen, welches wir Amplitude lesen. Wir 
haben also: 

(28) 

A us der Definition des elliptischen Integrals u = F (k, &) 
folgt ( \ 0 = F k,O}. 
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Es wird also: 
0 = am(O,k). 

Das bis {} == -} ausgedehnte elliptische Integral bezeichnet 

man mit K: n: 

2 

K = f Vi-~ 1~si~2~ = F ( k, -;) · 
0 

Wir haben also: 

nnd nmgekehrt : 
n 

- - = a1n (K k) . 
2 ' 

W eiter gilt: 
2K=F(k,n)a9 ), 

n=am(2K,k) 
und: 

3 n ( ) 2 =am 3K,k, 

2n=am(4K,k). 

Greifen wir jetzt auf die Gleichungen (20) zuriick, laut 
welchen gilt 

a= 2 arcsin (k sill'&), 

so hat man sofort mit (28) 

a= 2 arcsin [k sin am (u, k)] (29) 

= 2 arcsin [k sin am (tv~-, k)l (30) 

In dieser Forme! betrachtet man ,sinam" als neues ein
heitliches Funktionszeichen und liest sinam u mit Sinus
amplitude u. 

Mit der Funktion Sinusamplitude haben wir die eigent
lichen elliptischen Funktionen eingefiihrt, wie sie zuerst 
von Legendre betrachtet wurden. 

Fiir unsere Zwecke merken wir zunachst an, daB man die 
Funktion ,sinam u" als Reihe darstellen kann, wie folgt: 

sinamu = u- 1-±-pu3 + ~+ 14 k2 + k4 u~- + 40). •• (31) 
6 120 
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Hiermit geht unserc zweite Formel ('lO) fiir den Pendel
auschlag a iiber in: 

a= 2 arcsin {sin~() (tv~··- ~--6 p (tv~ f 
. 1 + 1 4 p + k4 (. 1 /g .. )'' ~. \ l 
- - - 120 - t V z - ·. ···If" 

Betrachtet man jetzt nur kleine Ausschlage, so kann man 
in der Reihenentwicklung die l)otenzen von k vernachlassigen, 
und die Reihe geht iiber in: 

tv-r- 1-:~~q(tv~r 7 1·2-~:4~5·(tv~r- j_ H) .... 

d. h. in: 

sint v~. 
Entwickelt man jetzt in 

{ a llut a =c. 2 arcsin sin -2° sin t y l J 

die Funktion arcsin in cine Rei he, HO folgt: 

r / 
2 { · ao · 1/ g a ~~ l sm · 2- sm t y l 

( 
\ 'l 14~) 

sin ~l )' (. . v g)'l , ~ · 
. sm t l .· -:- .. 'J , 2·3 

d. h. mit Vernachlassigung der hoheren Glieder und mit der 

Bemerkung, daB man fiir kleine Winkel ~0 den Sinus mit dem 

Bogen vertauschen kann: 

. 1 I g 
a = a0 sm t V l , 

somit der Nachweis gefiihrt ist, daB das angenaherte Resultat 
(7) aus dem genauen Resultat (30) durch die Substitution 

sin ~Q. = ~'o = kleine GroBe 
2 2 

abgeleitet werden kann. 
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IV. Fiir endliche Winkel a0 < ; gestaltet sich der Ver

lauf der Bewegung 

wie folgt: 

a = 2 arcsin {sin ~~ sin am (tV ~ , k)} 

t = 0, am(O,k) = 0, sinam (0, k) = 0, 

am(K k) = _n_ 
' 2 ' 

sinam ( K, k) = 1 , a = a9 

am ( 2 K, k) = x, sinam(2K,k)=O, a=O 

Vl 3x . ( t = 3 K - , am ( 3 K, k) = -, smam 3 K, k) =· - 1 , a= - a0 g 2 

t=c4KV}. am(4K,k)=2n, sinam(4K,k)=0, a=O. 

Mithin ist eine Schwingung nach Verlauf der Zeit 

t='l'=4K11;-
vollendet. 

Es interessiert jetzt noch, diejenige Winkelgeschwindigkeit 

~~ zu wissen, mit der das Pendel die Mittellage passieren muB, 

urn den Ausschlagwinkel a0 zu erreichen. Diese Winkelge
schwindigkeit kann man aus (30) ableiten, wenn man sich die 
Differentiationsformel der Funktion Sinusamplitude wie folgt 
anmerkt: 

d sinam u A 43 ) - ---- = cosamu·LJamu . 
du 

(32) 

Hier sind cosam u und L1 am u zwei neue elliptische Funk
tionen Kosinusamplitude u und Deltaamplitude u, die 
mit flinam u wic folgt zusammenhangen: 

., 1 . 0 } co sam" u = -- smam • u 

Ll am 2 u = 1 -- P sinam 2 u 
(33) 

H or t. Ditferentialgleichungen, 2. Aufl. 18 
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Fiihren wir jetzt an (30) die Differentiation nach der Zeit 
aus, so wird 

da 
dt 

'k oo,a.n(t yi}, k) A am (•V 4, k) 11y 

V1 k~sinam~(ty-f,k) . I 

2 k V t cosam ( t V ~, k). 

Fiir t c 0 i~:;t hier zu setzen: 

. vg smamt 
l 

(), 

co sam t V ~ ,_, 1, j 
~ vgl. Fol'mel (33) 

lamtV~ 1,j 
wodurch wird: 

i 34 i 

fiir t= o: d__dat ~ 21/g Hin co= 2kV1 g. (35) 
• l 2 l 

Dies Ergebnis kann man auch unrnittelbar am; der Arbeitf'
gleichung der Pendelbewegung ableiten (Fig. 111): 

·~~t~~ 
1J ~0 .. . -J 1 

~~~--~ 
l~~L . 

Fig. 111. Bewegung 
eines Pendels mit 
Amplituden < n. 

m g h == m g l p -- cos a0 ) = 

womus folgt: 

da i = 2 v g . v~-- ~--C<)~_a_o 
dt J0 l 2 

-. 2 V{ sin a~> 
oder nach Einfiihrung von k = sin ao 

2 

idai vg 
I I = 2 k . 
Ld t ! 0 l 

Nach Multiplikation mit l erhalten wir die maximale Bahn
geschwindigkeit 
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Mit k = 1 wird jdda] zu derjenigen Anfangswinkelgeschwin
L t 0 r--

digkeit 2 V ~ , welche gerade hinreicht, urn den Massenpunkt m 

bis zum hochsten Punkte seiner Bahn zu bringen, den er aller
dings asymptotisch erreicht. 

Urn nun die Bewegung zu untersuchen, die das Pendel voll
fiihrt, wenn die Bahngeschwindigkeit des Punktes m im tiefsten 
Punkte der Bahn 

grol3er wird als 
1Fu ~~ 

2lyl =t4gl, 

kniipfen w1r wieder an Gleichung (12) an 

(da) 2 2 g 
dt =a+Tcosa. (37) 

Wir multiplizieren hier mit 12 und erhalten 

'(da)2 az• z~ dt = "+ 2glcosa. 

Hier bestimmen wir die Konstante a so, daB fiir a = 0, 
d. h. im tiefsten Punkte der Bahn die Bahngeschwindigkeit 

wird. Es findet sich 
V2 - 2gl a =-z2 ---. 

Die Gleichung (38) geht hiermit iiber in: 

l2 (~~r = V2 - 2 g l + 2 g l cos a. 

(313) 

(39) 

Hier wird fiir a = n, d. h. im hochsten Punkte der Bahn, das 
Bahngeschwindigkeitsquadrat 

P(~iY=v2 -4gz. (4o) 

Damit l d (( reell wird, muB 
dt 

13* 
( 41) 
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gewahlt werden, welche Voraussetzung im folgenden stets gelten 
soli. Die Bedingung ( 41) kann man auch in die mechanisch 
anschaulichere Form kleiden 

p 
. 2l, (42)_ 

2g 

d. h. die Ueschwindigkeitshohe p soli groBer scin als der Durch-
2g 

messer des vom Pendel beschriebenen Kreises. 

Die Differentialeichung (39) formen wir jetzt urn in 

2gl - --------- --- cos (t 
V2 - 2 g l ' 

aus der durch Umstellung und Integration folgt: 
ft 

·" vV' z '"~Jv~ 
du 

2 g l 
V2 _- 2 g l cos u . 

0 

Hier ersetzen w1r 
• o a 

COS Cl = 1 - - 2 Sin" 
2 

(43) 

V" 
und teilen unter der Wurzel durch womit folgt: 

V!---=-~-2gl' 
a 

tj·v---1- :: l . 0 (( -- v~ Sln- -2-

(44) 

0 

Setzen w1r hier noch 

und (45) 

wo P zufolge ( 41) < 1 ist, so kommt: 
'I} 

2lf dt} 

-V .J V 1 - k2 sin 2 If 
( 46) 

" Hier ist 
il 

J )1 l dt~ 

-~~,~ ~i;1 2 N 
0 
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wieder unser elliptisches Integral erster Gattung. Es folgt durch 
Auflosung von (46) nach {} 

und nach ( 45) 

v 
{}=am-- t 

2l 

v 
a== 2am-- t. 

2l 
( 4 7) 

Im vorliegenden Fall ergibt sich der Pendelwinkel a un
mittelbar als Amplitudenfunktion. Diese soli hier noch etwas 
eingehender betrachtet worden. 

Zunachst schreiben wir mit ( 45) 

a= 2am(~ V1~t,k). (48) 

Die Tafel bei Jahnke und Emde, S. 54-59, liefert 

wieder fiir jedes k den Zusammenhang zwischen {} und ~ V'} t 
und dam it auch zwischen a und ~-V { t. Zu jedem in Sekunden 

gegebenen t berechnet man ~ -v { t und sucht zu dem gefundenen 

Wert in der durch a= arcsin k gegebenen Kolumne den Winkel 
f(! auf, der bei uns a heiBt. 

Fiir unser Beispiel V-1 == 1 erhalten wir mit k = 0,2588, 

tX = 15° eine Kurve, die mit t = 0, a= 0 beginnt und mit 
t ~ k ·1,5981 = 0,415, a== n endet. 

Hiermit ware erst die Halfte cines ganzen Umschwungs er
ledigt. Die Werte fiir die zweite Halfte liefert die Tafel nicht 
direkt; urn sic zu finden, stellen wir folgende Betrachtungen an. 

Zunachst dehnen wir im elliptischen Integral 
'~ f--=.::__c d {} ---== 
V 1 - k2 sin 2 {} 

0 

n 
die Integration bis 1? == aus, so wird das entstehende Integral 

2 
n 

2 

K==-f dif 
Vi--~ k~-:c~~~~ 

(4H) 

0 
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als vollstandiges elliptisches Integral bezeichnet. Zufolge 
der Definition der Amplitudenfunktion ergibt sich hieraus 

Jr 
t<f = 2 = am ( K, k) (50) 

oder a=n= 2am(K,k). 

In unserem Fall steht die GroBe K zu der Zeit t, die er
forderlich ist zur Zuriicklegung des Pendelwinkels a= n, in der 
Beziehung 

2l 
t=-vK==k·K, ( "11 t> / 

wie sich a us Gleichung ( 46) ergibt. Es wiirde also k. K 

die hal be Schwingungsdauer sein im Fall V f == 1 . Im all

gemeinen Faile wird die halbe Schwingungsdauer 

kKVT· 

Zur Untersuchung des Bewegungsverlaufes iiber a= n, 
t = K k hinaus greifen wir auf die Funktion ,Sinusamplitude u'' 
zuriick x = sinam(u,k). (52) 

Von dieser Funktion wissen wir bis jetzt folgende Werte 

u=O, am(O,k:)=-~, x==sinam(O,k:)=O,) (53) 

u = K, am(K,k)== 2 , x == sinam(K, k:) = 1. 

Ferner notieren wir uns folgende Eigenschaft der Funktion: 

. cosam (u, k) 44) 
smam (u + K, k) == --------

!1 am (u, k:) 
(54) 

sowie cosam (u, k) = cosam (- u, k),} 

Ll am (u, k) = Ll am(- u, k). 
(55) 

J etzt folgt sofort: 
sinam (u + K, k:) = sinam (- u -j- K, k). (56) 

Wir bezeichnen den Winkel: 

am(u + K,k) mit : + o1J n 

n iol-o21<2 
am(- u K,k) mit 2 - o2 

(57) 

und (58) 
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Da aber aus 

folgt: 

so ist: 

oder 

sin (; + b1) =sin (; - b2 ) 

am (u + K, k) +am ( -- u + K, k) = n 

am ( u + K, k) = Jr - am (- u + K, k). 

(59) 

(60) 

Mittels dieser Formel kann man in der Tafel bei J. u. E. 
die Amplitudenfunktion auch fiir Argumentwerte iiber 
K ableiten. Insbesondere ergibt sich: 

am (2 K, k) = n, 

woraus sich fiir die Pendelbewegung findet 

a= 2n = 2 am ( ~ V ~ · T, k ), 

wo T die ganze Schwingungsdauer 

T=2Kkv~ 
bedeutet. Hiermit geht 
aber unsere Formel ( 48) 
iiber in: 

a = 2 am ( 2: t, k) , 
welche fiir alle Werte 
von t gilt. 

In der Fig. 112, 
Kurve 1 ist die V er
vollstandigung des Kur
venverlaufes von a = n 
his a = 2 n hiernach 
gezeichnet. 

Zeichnet man den 
Bewegungsverlauf fiir 
groBere W erte von k ent
sprechend kleineren ma
ximalen Bahngeschwin
digkeiten 

"' 
Z.tr I I 

§,O 
1 / ~· I 

v v 
I I /~ 

I I /~ :;.....-
r/j v 

3,0 

z,o 

r 
o 1 z 3 9 5 8 tm.Selr 

Fig. 112. Bewegung des Pendels. 

y1 = 1 bei ganzen Umlaufen fiir verschie

~ene maximale Bahngeschwindigkeiten. 

V1 = 76 mfsec. V3 = 20 mfsec. 
v2 = 28 mfsec. v. = 19,6 mfsec. 
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v = ?._l 
k , 

so wird die Schwingungsdauer T groBer. Siehe Fig. 112. 
Fiir k = 1 tritt eine ausgeartete Bewewegung ein. 
Das elliptische Integral 

u 

geht iiber m 

und 

/} f d{} 

u =. cos {j 
() 

N =am (u, k) in am (u, 11 = 2 arctg teu) 

Fiir diese letztere Funktion hat man eine be::;onderc Bc
nennung und ein besonderes Zeichen eingefi.ihrt. Sie heiBt 
Hyperbelamplitude u = 2lut1J (u). 

8~~ 2lm1J(ul. 

Im Faile unseres Pendels haben \\·ir 

ll. ~-- 2 2lmp ( t v r ) 0 

Diese Bewegung wird auch erhalten, wenn man in Uleichung 
(30) k in den Wert 1 iibergehen litBt. Es folgt: 

ll. =c 2 arcsin sirmm ( t V i , 1) 
und durch Vergleich von Formel (31) dicses § mit (32) § 29 

a = 2 arcsin 'rn ( t Vi{ ) . 
Hicr ist die Funktion 'rn die hyperbolischo Tangenten

funktion. Wir konnen also die BC7;iehung an::;chreibon 

2Imt1 (u) -- arcsin 'tn (·u). 

A uch fiir die Funktion 2Im1J ( u) giht cc; Tafcln, vgl. ,J. u. K, 
S. 16fT. 
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:H'iir den Verlauf der Winkelgeschwindigkeit haben wir im 
:H'alle V < 2 Ygl schon unter Nr. (34) 

~a= V cosam (' t 1 Fi__ k)' = -~ cosam (~ K t k) 
dt l V l ' l T ' 

gefunden. 
Im :H'alle V > 2 Ygl ist zu setzen: 

da = 2 l],_am(-1_ 1 / (j_ t k) 
dt dt k v l ' ' 

= 2 ° ~ y{ ~am ( ~ v~t, k) = f ~am ( 2: t, k)' 
da fiir die Amplitudenfunktion die Differentiationsformel 

d 
dt-am(u,k) = dam(u,k) 

gilt. sillam(u,k) 

Fig. 1 13. Die drei elliptischen Funktionen. 

:H'iir die heiden Funktionen cos am (u, k) und ~am (u, k) 
gelten die in der Tabelle 10 (S. 202) angegebenen Wertsysteme, 
die sich nus den fiir sinam ( u, k) gegebenen W erten fin den, wenn 
man die Beziehungen beriicksichtigt: 

cosam (tf, k) = VT= Si~2~aill (;;,,k); 
~am ( u' k) . ~ v 1 - lc2 sin 2 -am ( u' k) 0 
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Tabelle 3. 

u cosam (u, k) A am (u, k) sinam (u, k) 

0 1 1 0 
K 0 ..jl- k" 1 

2K -I I 0 
3K 0 J1 ·- P -1 
4 K 1 0 

Wir ki:innen jetzt fur jedes k die drei Funktionen 
sinam(u,k), cosam(u,k), Llam(u,k) nufzeichnen: (Fig.113). 

Die GroBe K berechnet sich 

1 1 3 . \O i . . . 0 \" k6 
\2.4 .(;) 

Mit abnehmendem k nahert sich 

sinnm (u, k) der Funktion sin u, 
cosam (u, k) , , cos u, 
Llnm(u,k), , 1. 

Mit wachsendem k (bis k = ··• 1) nahert sich 

sinam (u, k) der Funktion stg (u), 
cosam (u, k)) 
Llam(u,k)J" 1:(£of(u). 

V. Die Differenzengleichungen. 

- ... ). 

§ 45. Definition linearer Differenzengleicbungen. 

In § 5 ist der Begriff der Differenz Ll F ( x) einer Funktion 
F (x) eingefiihrt worden und durch den Ansatz 

LIF(x)=(Fx Fx)-F(x). (1) 
Dem Zwecke des § 5 entsprechend war die Differenz L1 x 

mit der Eigenschaft der Variabilitat nusgestnttet, was notwendig 
war, weil wir damals vom Begriff der Differenz zum Differential 
gelangen wollten. 

In den nachsten Betrachtungen wollen wir aber mit unver
anderlichen Differenzen operieren, weshalb wir dns Zeichen Ll x 
mit dem Buchstaben h vertauschen. 

Wir schreiben also die Differenz einer Funktion F(x): 
;JF(x)=F(x h)-F(x). (2) 
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N atiirlich ist ,1 F ( x) eine Funktion von ( x) 

f(x)=F(x+h)-F(x). (3) 
Meistens erteilt man h den speziellen Wert 1. Fiir diesen Fall 
hat man z. B. bei der Funktion F (x) = x4 : 

F(O) = 0, F(1)= 1, F(2) = 16, F(3) = 81, F(4) = 256, F(5) = 625, 

L1F(O) = 1, L1 F(1)= 15, L1 F(2) = 65, L1 F(3) = 175, L1 F(4) = 369. 

Man nennt ,1 F (x) die erste Differenz von F (x). Analog 
nennt man 

L1 F (x +h) - L1 F (x) = L1 2 F (x) die zweite Differenz. 

L1 2 F (x +h)- L1 2F (x) = L1 3 F (x) die drite Differenz (4) 
usf. 

In dem Beispiel ist: 

L1 2 F (0) = 14 L1 3 F (0) = 36 L1 4 F (0) = 24 L1 5 F(O) = 0 
LJJF (1) = 50 L1 3 F (1) = 60 L1 4 F (1) = 24 
L1 2 F (2) = 110 L1 3 F (2) = 84 
L1 2 F(3) = 194 

Es ist nun moglich, eine unbekannte Funktion F ( x) durch eine 
Differenzengleichung zu bestimmen. Eine solche Gleichung 
enthalt die unbekannte Funktion, deren Differenzen his zu einer 
gewissen Ordnung und auBerdem die unabhangige Variable x. 
Die Ordnung der hochsten vorkommenden Differenz bestimmt 
die Ordnung der Differenzengleichung. Die allgemeine Form 
einer sol chen wiirde also sein: 

cp (x, F (x), L1F (x), L1 2F (x), ... , L1nF (x) = 0. (5) 
Setzt man hier fiir L1kF(x) seinen aus (3) und (4) folgenden 
Wert fiir h = 1 ein: 

L1 =F(x+1)-F(x) 

L1 2 = F (x + 2) - 2 F (x + 1) + F (x) 

L1 3 = F (x + 3)- 3 F (x + 2) + 3 F (x- 1)- F (x) 
usw., und setzt man 

so geht (5) iiber in 
F(x + k) = Yx+k' 

IJ!(x, Yx' Y x+ 1' Yx+2' · · •' Yx+n) = 0' (6) 
in welcher Gestalt Differenzen gar nicht mehr erkennbar sind; 
trotzdem nennt man auch (6) eine Differenzengleichung. 
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Die Gleichungen ( 6) teilt man nun ganz analog den Differential
gleichungen ein. Besonders wichtig sind die linearen Differenzen
gleichungen 

Yx Po(x) + Yx+l Pl (x) + Y.r+2 P~(x) + · · · Yx+n Pn \X! == Q(x), (71 
welche vollstandig heiBen, falls Q (x) nicht identisch ver
schwindet. Ist dieses der Fall, so heiBen sie homogen. Die 
Differenzengleichungen haben partikuliire Losungen und allge
meine Losungen, iiber welche analogeSiitze wie bei den Differential
gleichungen existieren. Kennt man die allgemeine Losung einer 
homogenen Gleichung, so liiBt sich die Losung der vollstiindigen 
Gleichung durch ein der Methode der Variation der Konstanten 
iihnliches Verfahren entwickeln. 

Als Beispiel betrachten wir die homogene Differenzen
gleichung: 

Yx+l +(a f--/Jx)Yx' 0. (H) 

Die allgemeine Losung ist: 
k~x-p 

y~= I, 1)x~p Jl[a b(x -- kJ[. (!l) 
k=1 

Hier ist p + 1 < x zu wiihlen, p ist die willkiirliche lntegrations
konstante. Aus (9) folgt: 

k x~p 

Yx 11 -(-1Jx-plJl[a b(.r~k 1)]. (10) 
k -1 

Multipliziert man (9) mit (a '--- b x) und addiert zu (10), so resultiert 
identisch Null, womit (9) als <111gemeine Losung von (HI er
wiesen ist 45). 

§ 46. Die Iinearen Differenzengleichnngen mit konstanten 
Koeffizienten. 

Technisch wichtig sind die linearen Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten, d. h. solche Differenzengleichungen, 
bei denen die P7Jx) [ siehe Gleichung (7) R 45] Konstante sind. 
Es ist also: 

y X (l() +- y X i 1 al __ I- • • • -~- y ,--c nan -= () ( 1) 
die allgemeine Form einer homogenen J inearen Di fferenzengleichung 
mit konstanten Koeffizienten. 

Ohne Beweis schreiben wir alH Haupttat::mchc an: Die all
gemeine Losung von (1) lautet: 
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wenn A1 •.. An die Wurzeln der Gleichung n-ten Grades sind: 

(3) 
Der Ansatz (2) modifiziert sich etwas, wenn die Wurzeln zum 
Teil gleich oder komplex sind. Werden z. B. k Wurzeln einander 
gleich 

.{1 = A.2 = Aa = · · · = },"' 

wahrend die n - k ubrigen voneinander und von A.1 verschieden 
sind, so ist 

Yx = a1' A/'+ a2' X A.1"'- 1 + a3 ' X (x - 1) A/'- 2 + ... 
+a/ x (x- 1)(x- 2) ... (x -- k + 2)A.1x-k+l 

+ak+1}'k+1 +···+anA.n"' (4) 
die allgemeine Losung. 

Sind k Paare gleicher komplexer Wurzeln vorhanden: 

},1 = A.3 =A.,,== ... 2~ A.2k_ 1 = r (cosa + i sin a) 

;.2 = A4 = A6 = ... = A2 k = r (cosa- i sina) 
so ist 

Yx =(a/+ a2' X+ ... + a: xk-l)rXcosxa, 

(at-+- a2" X+ ... __L at xk-l) rX sin X a, 

+ (a2 k+ 1 xk+l + ... +an A.,."' (5) 
die allgemeine Losung. 

Jedenfalls sind n willkurliche Konstanten a vorhanden, 
die sich bestimmen lassen, wenn n Werte Yx gegeben sind fur 
bestimmte Werte der Variablen x; z. B. y0 ,y1 , ••. , Yn fur x = 0, 
x = 1, ... , x = n. Dann liefert sowohl (3) wie (4) und (5) ein 
System von n Gleichungen zur Bestimmung der Konstanten a. 

§ 47. Anwendung der linearen Differenzengleichungen mit 
konstanten Koeffizienten. 

I. Eine einfache Anwendung liefert zunachst die Theori e 
des kontinuierlichen Balkens. Bekanntlich gilt fiir die 
Stutzenmomente M eines kontinuierlichen Tragers, der in jedem 
Feld gleichmaBig belastet ist, die Clapeyronsche Gleichung 46): 

'" EJ (Yk_+l-Y,, Yk+1- YkH) __ M z + 9 M (l + l ) 
u - ---[~- - -- k 1' · ~ k+1 k k-tL 

\ ~ k-t1 

Mk+ 1 ·Zk-tl +~(q,,z":J+qu 1 ZZ+ 1). (1) 
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Sind die Stiitzen aile gleich hoch, die Stiitzenentfernungen 
aile gleich groB = l und die Belastungen qk ebenfalls in allen 
Feldern gleich q, so wird a us ( 1): 

(2) 

1~-
Fig. 114. Kontinuierlicher Balken auf mehreren Stiitzen. 

Die zu dieser Gleichung gehorige homogene Differenzen
gleichung 

Mk f- ·! M,,u Mk-1 2 =, 0 

liefert, vermoge der charakteristischen Gleichung 

}.2 + 4) i 1 _- 0 
die allgemeine Losung 

M" = 01 Jc1 k -!- 0 2 I.}, 
wo A1 und A2 die \Vurzeln von ( 4) sind. 

Offenbar ist nun 

C' , k ql" 
), --

'2 ·~ G 

~3) 

(4) 

(5) 

(6) 

die allgemeine Losung von (2), wie sich durch Verifikation ergibt. 
Die Konstanten 0 1 und 0.2 bestimmen sich aus den Bedin
gungen, daB an den Enden des Balkens die Stiitzenmomente null 
sein miissen, d. h. aus 

ql-!. l M =o.cc 0 + 0 -- -~ ~ 0 
0 1 " ti , 

qF 1 ~tJ" ~-= 01 ), 1 n T 0 2 }.2 n - t\~ ' ~ 0. 

(7) 

A us diesen Gleichungen berechnen sich 

- _ql~~ }.2 
n_ 1 l 01 = ----

(5 }.1n _ ;,~n 

_qE ;,1"'_--:_-_ 1 f (8) 

0'2= - I 
0 }.ln- Jc2n J 
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(9) 

Nach dieser Formel konnen die Stiitzenmomente des durch
laufenden Tragers auf S. 565, Bd. I. der Hiitte (1915) berechnet 
werden. 

II. Ebenfalls auf eine lineare Differenzengleichung mit kon
stanten Koeffizienten fiihrt die Untersuchung der S ch wingungs
bewegung einer Kette von Massenpunkten. 

T A m 8-T ~.r,z-+--~--·~z-+•--~--~-+--~•-,z;& 

Fig. 115. Kette von Massenpunkten in der Ruhelage. 

Fig. 116. Bewegungsform der Kette von Massenpunkten. 

n Punkte der Masse m seien durch unausdehnbare Faden 
der Langel miteinander verbunden; die ganze Kette sei dann mit 
gleichfalls unausdehnbaren Stiicken von der Lange l an den 
Punkten A und B festgemacht und stehe unter der Spannung T. 
Nun werde die Kette a us ihrer in Fig. 115 gezeichneten Mittellage 
herausgebracht, indem den einzelnen Massenpunkten die Ordi
naten y1 ••. Yn erteilt werden. So entstehe die Gestalt Fig. 116. 

Es wird vorausgesetzt, daB die Verschiebungen yk klein seien 
gegen die Fadenlange l. 

Zur Zeit t = 0 werde die 
deformierte Kette ( ohne An
stoBen der Massenpunkte) sich 
selbst iiberlassen, und es soU 
die nun beginnende Bewegung 
untersucht werden. 

Offenbar ist die Bewegung 
festgelegt, wenn wir fiir jeden 
Massenpunkt seine Entfernung Fig. 117. Zur Bewegungsgleichung 
yk von der Gleichgewichtslage eines Kettenpunktes. 
in Abhangigkeit von der Zeit t 
kennen. Wir stellen die Differentialgleichung fiir die Bewegung 
des k-ten Massenpunktes auf (Fig. 117): 

(1) 
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W eil die y klein sind gegen l, kann die Fadenspannung T als 
konstant angesehen und ihre Vertikalkomponenten den Ordinaten
differenzen zweier benachbarter Punkte proportional gesetzt 
werden. 

Unter A bsonderung von r =~ c~ schreibt sich sich ( 1) 

d2yk . . '! ' I • 
rn dt2- ~c c (yhl- 2 Yk T yk 1). 

Wir versuchen, ob eine periodische Losung 

Y1• = )' L1•. sin (2 p n t + w ) 
• ~ •P 1'• 

(2) 

(3) 

der Differentialgleichung geniigt, wo wir iiber die Wahl von p 
spater Entscheidung zu treffen haben. 

Wir erhalten zunachst: 

d2y 
--~ = -- 4p2 n;2 "'L sin(_2npt d t2 .L.J kp (4) 

was in (2) eingesetzt folgende:; System von Differenzengleichungen 
liefert: 

Lp,k+l-- 2Lp·,k Lp,k-t (5) 

p=O ... cx: 

k c=. 1 ... n, 

denen die Lp, k zu geniigen haben. 

Man kann die Differenzengleiehungen m der Form 

Lp,k+ ( 4 ~:n2 - 2)Lp,kll-+ Lp,k+2 0 (6) 

p =c () • • • ::X.. 

k ~- 0 ... n ·- 1 

schreiben, deren allgemeine Losung nach § ,iii (2) i::;t: 

(7) 

wenn J.P 1 und I.P .,_ die Wurzeln der quadmtischen Gleichung 

·2)+1=0 (8) 

sind. 
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Durch Auflosung dieser Gleichung erhalt man: 

die man mit 

schreiben kann 

n . u p --- = SID 11' 
c 

21'~ = cos2~ ± isin2~, (9) 

wobei vorausgesetzt wird, daB ~n < 1 [ bleibt. DaB das der 

Fall ist, wird weiter unten bewiesen. 

Zunachst bemerken wir. daB sich mit (7) die allgemeine 
Losung schreibt: 

110) 
p 

in welcher Formel auch die heiden festen Punkte A und B ent
halten sind, wenn man k = 0 und k = n + 1 sowie y0 == 0 
und Yn+l ~= 0 setzt. Diese ,Randbedingungen" liefern die 
Ansatze: 

(lOa) 

(lOb) 

(10c) 
Die letzte Gleichung wird aber nur erfiillt fiir p = 0 und 

J! = ± ~, wie sich aus Gleichung (8) sofort ergibt. 
n 

Zwischen diesen Werten muB p stets enthalten sein, d. h. 
es muB gelten 

n , I p-<11' c 

womit die Zuliissigkeit von (9) erwiesen ist. 

]'iihrt man nun (9) in (lOc) ein, so folgt: 

(cos 2 ~ + i sin 2 ~)n + 1 = (cos 2 7~ - i 2 ~)n+ 1 

und hieran> sin 2 (n + 1) ~ = 0, 

d. h. 2 ( n 1) ~ = /! n 

oder {} __ p;r __ _ 

-2(n+l)" 
Hort. Diflerentialgleichungen. 2. Aufl. 14 
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Fi.ir I' = 0 haben wir hier wieder /f = 0 und p ~- 0. 
:T 

Fiir !' ~ n + 1 aber haben wir jetzt /J , und p 
2 :7 

d. h. die Punkte A und B. Wenn wir daher I' die ganzen Zahlen 
von 1 bis n durchlaufen lassen, so crhaltcn wir gerade alle 
Massenpunktc. Nun fi.ihren wir (9) in (10) ein nnd erhalten. 
unter Beriieksichtigung von (10n) mit C", i(C111 - C'1,t): 

1Jk =- ) 1 C sin 2 k /) · sin ( 2 p ;-, t . - ........; )' 

p 

(II I 
I' 

odor nach Einsetzung von 

p 
C I' :7 

Nlll- und /J 
. -r 2 I// 11 

I' .-r 

2! II 1 i . 

yc.n f I' k :7 )' .7 

Y1 lA" sin ·,.;in! 2 c t 8in 
L..J //· 2!11 1! 
1'=1 

. vkn vn 
B,. sm - ·em; 2 c t :-;in ----

. 11 · 1 2 In 

111 I 

112) 

Zur Bestimmung der 2 n Koeffizienten A. und B,. finden 
sinh die 2 n Gleichungen: 

und 

r!_y" -
dt 

0 

, .... n 
'\1 . vi.:;-, 
..> B .. ~-;m ........; ' n 1 

I' ~ 1 

l·=n 
\..., ' . 1':7 / A I' • 2 c Sill - -:=-; 2(n 

I' k :7 
· sm 

1) II+ 1 

k 1 ... n 11 a) 

d. h. der Ausdruck der Anfangsbedingungen der Bcwegung 47 ). 

§ 48. Anwendnng der Differenzengleichnngen auf die Strom
verteilung in einem Kettenleiter. 

1. Zur Behandlung dieses Problem~. welches in die Theorie 
der Wechselstromvorgange gehi:irt, seien einige erklarende Be
merkungen aus dieser vorangeschickt. 

Ein Wechselstrom I wird durch die Gleichung 

I =-~ J sin ( w t -i-- rr) (1) 
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dargestellt, wo t die Zeit, J den Hauptwert, w die Kreis
freq uenz, cp die Phase bedeuten. Nach Entwicklung der 
r echten Seite ( 1) findet sich 

I= J coscp sinwt + J sincp coswt. (2) 

Hier stehen rechts zwei W echselstrome I 1 und I 2 , die die 

Hauptwerte J cos cp bzw. J sin cp und die Phasen 0 bzw. .!!.. 
2 

haben; denn es ist cos w t = sin ( w t + ; ) . Wir konnen also mit 

J 1 = J coscp; 
schreiben 

(3) 

Offenbar ist bei allen drei Wechselstromen das Argument wt 
das gleiche; sie unterscheiden sich nur durch ihre Hauptwerte 
und durch ihre Phasen. Insbesondere erscheint I als Summe 

zweier Strome der Phasen 0 und JC Es ist nun iiblich, die 
2" 

WechselstromgroBen, die gegeniiber anderen die Phase n 
2 

haben, durch Hinzufiigen des Faktors 
den die Rechnungsregel j'J = - 1 gilt. 
kann man (3) wie folgt schreiben: 

I=I1 +fi2 

i herauszuheben, fiir 
Mit dieser Erklarung 

(4) 
und deutet durch Anwendung der fetten Blockschrift die hin
geschriebenen Zeichen als WechselstromgroBen einer und der
selben Kreisfrequenz. 

In entsprechender Weise schreibt man eine Wechselstrom-
spannung 

V = V sin(wt + cp) 
in komplexer Darstellung. 

V= V1 +iV2 • (5) 

An den komplex geschriebenen W echselstromgroBen kann man 
auch Differentiationen und Integrationen ausfiihren. Aus (1) 
folgt: 

~ = J m cos(wt + cp) = J w sin(wt + cp + ;) = jwi, (6) 

14* 
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da offenbar J sin (wt + (!' -~) gegeniiber I c: J sin ( w t +- q.;) 

die Ph :n h ase 2 at. 

Ferner folgt aus (l): 

J. I d t = - -! cos ( w t + ((!) = - J sin (w t 
()) OJ 

.I I 
-·.) -· = ·;-

()) 7 ()) 
(71 

2. Ein Wechselstrom I_ entsteht in einem Leiter des Ohm
schen Widerstandes W, der Selbstinduktion L und der Kapa
zitat C unter Einwirkung der aufgedriickten Spannung V nach 
MaBgabe der Differentialgleichung 

dT . l r· L -- + WI_ -I . 1 dt 
dt u. J7. (H) 

Unter Heranziehung der Differentiations- und Integrationsregel 
(6) bzw. (7) kann man hier schreiben: 

"1 
Ljwi -1 WI- 1 ' (/) c 

oder nach Absonderung von J 

v 

1 { W + j (wL -- 1 ) ~ V , mC J 

oder 

I 1 \ . 

me) 

(9) 

(10) 

Hier ist aber der N enner rechts wiederum eine komplex ge

schriebene GroBe, die wir mit R =, W j (wL -- -1 ) den 
wC 

Schein wide rs tand des Wechselstromkreises nennen. Seinen 
reziproken Wert nennen wir den Scheinleitwert 

1 
G= --. 

R 
(11) 
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3. Wir betrachten nun ein System von W echselstrom
widerstanden nach Fig. 118, also eine Leitung, die von ihrem 
Anfang A1 A/ zum Ende E 1 E 2 fiihrt. Mit K. W. Wagner 48) 

nennen wir diese Leitung einen Kettenleiter erster Art 

A,~E, 
~ 0 

Fig. 118. Kettenleiter erster Art. 

und weisen darauf hin, daB z. B. eine Pupinsche Fernsprech
leitung sehr angenahert durch einen solchen Kettenleiter dar
gestellt wird. Dann enthalten die Kettenglieder des Schein
widerstandes R den Ohmschen Widerstand der Pupinschen 
Leitungsabschnitte mit den zugehorigen Induktionsspulen, wah
rend die parallel geschalteten Glieder des Scheinleitwertes G 

(fiir welche natiirlich G ~ ~ gilt) der Kapazitat der einzelnen 

Abschnitte entsprechen. Weiterhin kann auch ein Hoch
spannungshangeisolator durch einen Kettenleiter dargestellt 
werden, bei dem sowohl die R- wie die G-Glieder reine Kapa
zitaten enthalten 49). 

Aus dem Kettenleiter schneiden 
wir nun das n- te Glied nach Fig. 119 
heraus, an dessen Anfang und Ende 
die Spannungen Vn- 1 und Vn herr
schen, wahrend In_ 1 und In den ein
und austretenden Strom bedeuten. 
Die Spannung und der Strom am An
fang der Kette A1 A~ seien V0 und I 0 . 

Fig. 119. Kettenleiter
element. 

Dann kann man aus der Figur die Stromverteilungsgleichung 

I,_!= I,,+~ G Vn + ·~ G V,_1 (12a) 

sowie die Gleichung des Spannungsgefalles 

Vn-1 = V,, + R (In-1- ~ G Vn-1) (12 b) 
ablesen. 

GI. (12a) und (12b) sind ein simultanes System von 
Differenzengleichungen, aus dem wir zunachst etwa die 
Variable I zu entfernen haben. Wir erhalten durch Auf-



214 Die Differenzengleichungen. 

losung von (12 b) nach I n-l, Bildung von 1 n hieraus und Ein
setzim in ( 1 2 a): 

v,_l - v, (2 + RO J + r"+' = o. ( 13) 

Diese Differenzengleichung ist nach § 41i zu behandeln 
durch Auflosung der quadratischen Gleichung: 

X3 -(2 UO)J. 11 ~~ 0. (14-) 

Zu diesem Zwecke benutzen wir, was sich als vorteilhaft 
erweisen wird, die Einsetzung 

und schreiben (14): 

oder 

oder 

(1~M2 - ROle 

( 1 - err = R 0 e:· . 

Hieraus findet sich aber: 

1 - er 

r _ _y_ = r::t·n r = ± 1 ,;R· rr. 
e t-i - e " v 2 2 v u-

2 

Gehen wir auf die Werte ). zuriick, so wird 

und 
V, c= A 1 /c 1 " -t 
I, ~ B 1 A1 " 

Fiihrt man die Partikularlosungen 

m (12a) ein, so findet sich 

B 1 (1 - er1) ~ A1 ~ G i.e:·, -11) 

B 1 er' 
--'=~ (} 

A 1 2 er' -- 1 

oder 

wahrend sich entsprechend ergibt: 

B.J l'i 
A.2 :rg~ ?J. 

(16) 

(1 7) 

(18a) 

(18b) 
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Nach (16) gilt aber 

)'1 = + 2 arc :Sin~ VR G = + ?', l (19) 
)'2 = - 2 arc :Sin~ V R G = - ?', J 

und so wird die allgemeine Losung 

B 
A 

V, = A1e"Y + A2 e-nr, 

I,= B1 e"Y + B2 e-ny. 

Mit (19) ermitteln sich hier fiir das Konstantenverhaltnis 

zwei Werte, namlich: 

B1 
AI 

1 +w 
mit der Abkiirzung: 

- 2 'l:g ~ ?' W- G--. 

wodurch die Losung auf zwei willkiirliche Integrationskonstante 
A1 und A 2 zuriickgefiihrt wird mit 

A A I =- ___ } e"Y -l-- 2- e-nr. 
n W 'W 

Die Konstanten A1 und A2 ermitteln sich aber aus der 
Bedingung am Anfang der Leitung: n = 0 mit der Spannung 

V0 = A1 + A.3 und dem Strom W I 0 = - A 1 + A2 

Zll 

und somit endgiiltig Spannung und Strom an beliebiger Stelle 
des Kettenleiters: 

v,. = ro !£of 11 ?' --- w 1o :Sin n ?'' 

J7 
I,,= 10 l£ofnr- W :Sin ny. 

Hiermit ist die Integration des Systems (12) vollstandig 
geleistet "0). 
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Vl. Zeichnerische und re<lhnerische Naherungsbehandlung 
der Differentialgleichungen erster Ordnung. 

§ 49. Differentialgleichungen erster Orllnung in graphiseher 
Behanlllung. 

1. Die einfachte Differentialgleichung erster Ordnung 

dy 
d---;; =I \ 1) 

laBt sich, wenn n X) als rechneriseher Ausdruck gegeben ist. 
geschlossen integrieren, falls f\x) cine integrable Funktion, 
d. h. der Integrand eines bekannten unbestimmten J ntegrale;; 
ist, oder sich in solche Funktionen zerlegen lal3t. Es ist dann 

!I~ C J f'(xirL.t:. (2) 

2~ ' 

+if 
I 

' 

1/ : 

I 6' 

7 

Fig. l:W. (;}raphische Integration nach Stufenteilung I. Art 
(Tangentenpolygon). 

Ist die obige Voraussetzung nicht crfiillt. oder ist fix) gra
phisch oder tabellarisch gegeben, so kann (1) nur graphisch 
oder rechnerisch integriert werden. 

Ein graphisches Verfahren hierzn ist bereitN in § 4c und 
§ 10 angegeben worden. 

Dies V erfahren "1 ) kommt hinaus auf die Ersetzung der 
Funktion f(x) durch eine Stufenkurve mit nachfolgender gra-
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phischer Integration der horizontalen Stucke dieser, wie oben 
§ 2 angegeben wurde. 

Die Ersetzung einer Kurve f(x) durch eine Stufenkurve 
kann in zweifacher Weise geschehen. In heiden Fallen werden 
die Stufen so gelegt, daB sie mit der Kurve kleine recht
winklige Dreiecke bilden, die paarweise einander inhaltsgleich 
sind, wie z. B. die in den Figuren 120 und 121 schrag und 
;;enkrecht schraffierten Paare. Hierbei gibt es zwei Moglich· 

Fig. 121. Graphische Integration von Stufenteilung 2. Art 
(Sehnenpolygon). 

keiten: Entweder ist die erste Kathete des ersten Dreiecks der 
x-Achse (wie in Fig. 120) oder der y-Achse (wie in Fig. 121) 
parallel. 

Im ersteren Falle legt man zweckmaBig an die Kulmi
nationspunkte von f(x) horizontale Tangenten und schreitet 
von hier nach rechts und links in der Stufenbildung fort, so 
daB die Nullpunkte der f(x)-Kurve StoBpunkte von Dreiecks
paaren werden. 

Die horizontalen Stucke der Stufenkurve bezeichnet man 
von links beginnend mit 0, 1 , 2, . . . und erteilt dieselben 
Ziffern den Ordinaten, die durch die Schnittpunkte der ent
sprechenden horizontalen Stufenstucke mit f(x) gezogen werden. 
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Weiter projiziert man die Ab::;tande f'(x0 ), (lx1 ), ((x~), ... 
der horizontalen Stufenstiicke von der x-Achse auf die Ordi
natenachse, wodurch man auf dieser eine Punktfolge 0', 1 ', 
2', . . . erhalt. Diese Punkte verbindet man mit einem links 
von der Ordinatenachse auf der Abszissenachse im Abstand 1 
von dieser gelegenen Pole P, wodurch das Polstrahlenbiischel 
entsteht. 

Hat man nun auf der Ordinate 0 einen Anfangspunkt 
fiir die gesuchte Integralkurve festgelegt, so zieht man durch 
diesen eine Parallele zum Polstrahl P 0' bis zum Schnitt mit 
der dem ersten Dreieckspaar gemeinsamen vertikalen Katheten
richtung. Von diesem zieht man wieder eine Parallele zum 
Polstrahl P 1' us£. bis ein Polygonzug erhalten iRt. der aile den 
Dreieckspaaren gemeinsamen Ordinaten schneidet. 

In den Punkten, die der Polygonzug mit den Ordinaten 
0, 1, 2, ... gemein hat, stimmen seine Ordinaten mit den ent-
sprechenden Werten des Integrals G 1- J f"(x) dx genau iiberein, 
wovon man sich durch die Addition der Ordinatenabschnitte 
des Polygonzuges nach der Fig. 120 etwa bis zum Punkte 2 
iiberzeugen kann. Es ist 

X~ 

J f'(x) dx = (xo" ~~ + x/ rl I+ (x/' ~~ ,- :.r2' I~!' (3) 
Xo 

WO die eingeklammerten Paare jedesmal vermoge der Stufen
teilung mit den iiber den Abszissenabschnitten x0" ;- x1 ' bzw. 
x/' + x/ stehenden Flachenstiicken der KurvP f"(x) inhalts
gleich sind. 

Durch die Punkte (J, 1 . 2, . . . des Polygonzuges darf man 
also die gesuchte Integralkurvc hindurchlegen, und zwar be
riihrend mit jenem, da Polygonzug und Integralkurve hier 
gleiche Tangentenrichtungen f'(x0 ), f"(x1 ), f"(x 2), •.• haben. Der 
Polygonzug ist also ein Tangentenpolygon rler Integral
kurve. 

Im Falle der Fig. 121, in der ebenfalls in den Kulmi
nationspunkten und in den Nullpunkten Dreieckspaare zu
sammenstoBen, bezeichnet man die horizontalen Stu fen mit 1, 
2, 3, ... und projiziert sie in den Punkten 1 ', 2', :3', ... auf 
die y -Achse. Die Parallelen zu den Polstrahlen P 1', P 2', ... 
schneiden sich jetzt auf den Trennungsordinaten der Dreiecks
paare und bilden ein Sehnenpolygon der Integralkurve. Die 
Endpunkte 0 und H der f'(x)-Kurve bestimmen dagegen die 
Anfangstangente 0" und die Endtangente H" der lntegralkurve. 
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Ebenso konnte man auch die Tangenten der Integralkurve in 
allen iibrigen Ecken des Sehnenpolygons bestimmen, indem man 
die StoBstellen der Dreieckspaare auf die y- Achse pro jiziert. Die 
zugP.horigen Polstrahlen geben die Tangentenrichtungen. Durch 
diese Bewertung wird das Sehnenpolygonverfahren dual zum 
Tangentenpolygonverfahren. Jedoch wird praktisch die Aus
nutzung dieser Bemerkung umstandlicher als die unmittelbare 
Anwendung des Tangentenpolygonverfahrens. 

Insofern, als man die gekriimmten Begrenzungslinien der 
Differentialkurve als geradlinig, die TeilfHichenstiicke also als 
Trapeze betrachten kann, kommt die Stufenteilung auf die Hal
biPrung der Trapeze hinaus, womit das Sehnenpolygonverfahren 
AnschluB an unsere Darstellung in § 10 findet. 

In entsprechender Weise laBt sich die Differentialgleichung 

dy f( ' -= Y) dx 

durch Vertauschung der Koordinatenachsen gemaB 

dx 1 
dy {[y) = qJ (y), 

(4) 

(5) 

sowohl nach dem Tangenten- wie nach dem Sehnenpolygon
verfahren behandeln. 

Ein einfaches Beispiel zeigt, wie man mit Hilfe einiger 
weniger Stufen die Gestalt der Integralkurve durch das Tan
gentenpolygonverfahren ziemlich genau festlegen kann. 

Zur Differentialgleichung 

~yo= f(x) ~= 2x3 - 6x·l,_ 4x + 0 2 (6) 
dx ' 

soil die der Anfangsbedingung: x = 0, y = 0 entsprechende 
Integralkurve ermittelt werden. In Fig. 122 stellt die Kurve 
0 1 2 3 4 die Differentialkurve 

y' ·- 2x3 - 6x2 + 4x 0,2 (7) 

dar. Diese wird d urch den dreistufigen Rechteckzug 0 xl 1 xl 2 X a 
3 x3 4x5 5 ersetzt, dessen durch die y-Achse und die Ordinaten 
durch die Punkte 1, 2, 3, 4, 5 bestimmte Flacheninhalte den 
entsprechenden Inhalten von (7) gleich sind. Das Polstrahlen
biischel wird vierstrahlig; der den Punkten 2 und 4 entsprechende 
(horizontale) Strahl ist doppelt zu zahlen. Daher wird die ge-
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suchte Integralkurve durch einen Zug von fiinf Tangenten mit 
dem Anfangspunkt x = 0, y = 0 angenahert. Die B8riihrungs
punkte 1" 2" 3" 4" [)" liegen durch die Konstruktion unmittel
bar fest; die Ieicht zu zeichnenden Dbergangsbogen liefern die 
Kurvengestalt. Die Genauigkeit des Verfahrens beurteilt man 
z. B. durch den Vergleich der a,us der Konstruktion fiir x = 2,0 
zu entnehmenden Endordinate Y;; = 0.405 mit dem wahren 
Integral wert 

y == Jrix)dx 
0 

f-

5 

-

2 a;" -T- 0,2 x 

I 

' 

-

0,4. 
() 

s· 
5 

:< 
.0 

X 

Fig. 122. Beispiel der Iutegration einer 8tufenkurve. 

§ 50. Einige technische Anwellllungen der Differential
gleichungen erster Ordnung. 

Die allgemeine Gestalt der Differentialgleichungen erster 
Ordnung 

("dy )' 
F d ~' ' y . X =-- u il) 

spezialisiert sich in den verschiedenartigen Fiillen technischer 
Anwendungen in einfacheren .Formen. 

Die Spiegelkurve cines fiie/3enden Uewiis;,ers (§ 17) hat die 
Gestalt 

dy 
rlx 

(2) 



§ 50. Einige technische Anwendungen der Differentialgleichungen. 221 

wahrend die Spiegelkurve des Grundwasserstromes in der Um
gebung eines Brunnnes (§ 19) sich nach 

dy . Q_ = 0 (3) 
dx 2nkxy 

regelt. 

Fiir die Entstehung eines W echselstromes in einem mit 
Selbstinduktion behafteten Stromkreis fand sich (§ 21) 

dy b . 
dx-t-ay-t- smwx=O. (4) 

Diese letztere Form ist ein Spezialfall der allgemeinen Gestalt 

dy ' 
dx+yP(x)+Q(x)=O, (5) 

unter der auch die Differentialgleichung fiir die KurzschluB
stromkurve eines Gleichstromankers erscheint 52) 

dy + y fa + ao ( l + l -)] ~a -'--a X+ a, (--1 -·-- :1_)] = 0. (6) 
dx L 1 - x 1 -- x l 3 4 " 1- x x 

Diese Ansatze lassen sich im allgemeinen in geschlossener Form 
integrieren, wenngleich gelegentlich trotzdem zu einem An
naherungsverfahren gegriffen wird, wie z. B. bei der Differential
gleichung (2) nach § 17, oder auftretende Singularitaten eine 
weitgehende funktiontheoretische Untersuchung notig machen, 
wie bei dem Ansatz (6) von G. Mie geschehen ist. 

Die geschlossene Losung ist unmoglich im Faile 

~y- rp (x.:_ y)- 0 
dx 1p(x,y)- ' 

(7) 

wenn die Methode des integrierenden Faktors (§ 23) versagt. 

Unter der Form (7) erscheint z. B. die Spiegelgleichung 
eines flieBenden Gewassers schon, wenn das Sohlengefalle J 
(§ 1 7) eine Funktion des Ortes x ist. Oft wird auch der be
netzte Querschnitt F, der Profilradius r und die Profilbreite l 
von x sowie von der Wassertiefe y abhangig, in welchem Faile 
sich die Aufstellung der Spiegeldifferentialgleichung unter Vor-

aussetzung eines Widerstandsverlustes im Gefalle (a + ~) V 2 

nach der Formel von Bazin wie folgt ergibt. 
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Die Energiegleichung fur den DurchfluB einetl 
stiickes dx wird mit den Bezeiehnungen von ~ 17 

( v~) i 1;) ., rl;; =~ d - - --! I [( --;-- - v- d X . 
2 g. · \ · r 

Gerinm•-

18) 

'~>' 'l f'' l 'I h d "-' • l f"ll d: -'-' erner g1 t ur (en L.usammen ang es '"pwge ge a es . 
dx 

des Sohlengefalles J 
rls .. 

--- uml <ler Anderung der W::tssertiefe 
dx 

dy I" l G . 
d- an go: < e;-; ermne,;: 

X 

rl: .C. J d.r - dy. 

Betrachtet man noeh die Querschnittsanderung 

cF 
dF- - , - d ~-- l dy. 

(.l' 

so wird aus 1,8) 

J +(a 
oder 

;1) Q_" , Q" oF 
r r F 2 ' g pa ax 

dy 
If' (X. y I ~ • IJ' I .r. y I 

d.r 

d I 
.11 (I 

d .r \ 

Demnach ergibt sich endgiiltig die Gestalt 

dy 

dx 
-- <J> I .r , yl n. 

(9) 

i 10 I 

I 11 ) 

( 12) 

(13) 

§ 51. Das Isoklinenverfahren der Differentialgleichnngen 
erster Ordnnng. 

Fiir die allgemeine graphisehe Behandlung der vorstehE'nd 
erorterten Formen besitzen wir das auch fiir die allgemeine Ge
stalt (1), §50, anwendbare Verfahren der Isokl in en. 

Die Differentialgleichung 

( dy ' 
F --_.X. 'II!= 0 dx · · .t;' 

(1) 

bestimmt geometrisch in der x,y-Ebcne ein Richtungsfeld, 
d. h. sie erklart fiir jeden Punkt, der Ebene eine Richtung, 
die ein durch ihn gezogenes kleines Linienelement mit der 
x-Achse einschlief3en soli (Fig. 12~ 1. 
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Setzen wir z. B. die Richtung 

dy 
- =C 

dx 
fest, so liefert 

F !O,x,y) = o 

(2) 

(3) 

eine Kurve in der x, y- Ebene, die alle Punkte miteinander 
verbindet, in den en die Integralkurven von ( 1) die Rich tung (2) 
haben. Man nennt eine solche Kurve eine Isokline. Variiert 
man in (3) die GroBe C, so entsteht eine Schar von Isoklinen. 

X 

Fig. 123. Richtungsfeld und Integralkurven. 

Die gegebene Differentialgleichung ( 1) schreibt nun vor, 
in jedem Punkte der x, y- Ebene in der in ibm durch die 
Funktion F (C, x, y) gem1iB (2) und (3) erklarten Richtung vor
wartszuschreiten. Durch diese Bewegung erhalt man, von einem 
Punkte x1 , y1 ausgehend, eine Integralkurve. 

Zeichnet man nun ein Strahlbiischel, dessen einzelne 
Strahl en 1. 2, 3, ... zu den auf jeder K urve 0 1 , 0 2 , 0 3 , ••• 

erklarten Linienelementen parallel sind, so erhalt man die 
Integralkurven als eine Art Seilpolygon, dessen Seilstrahlen 
zwischen clen T s okl in en parallel den Biindelstrahlen unter 
Beachtung der Zuordnungsziffern 1, 2, 3, . . . gezogen sind. 
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Konstruiert man demnach eine ganze Schar von Isoklinen, so 
kann man auch eine ganze Schar von Integralkurven Ieicht 

1' 
Z' 

3' 

Fig. 124. Wendepunkte der Tra
jektorien eines Richtungsfeldes. 

find en. 
Bei der Aufzeichnung der 

Integralkurven, die man auch 
als die Trajektorien der Iso
klinen bezeiehnet, sind einige 
Punkte besonders zu beachten. 

Zunachst haben die Trajek
torien in allen den Punkten, in 
denen die Tangente der !so
kline mit der Richtung der auf 
der letzteren erklarten Linien
elemente zusammenfallt, im all
gemeinen Wendepunkte, wie 
sich aus der Zeichnung Fig. 124 
ohne weiteres ergibt. 

Ferner kann die Schar der 
Isoklinen 

F ( c' X. 11) =~ 0 

eine Einhiillende besitzcn, deren Gleichung sich durch Elimi
nation von C aus (16) und 

1 

e 

Fig. 12.5. 
Riickkehrpunkte der Trajektorien. 

5' 

?F(C,:r.yJ , 
~.·· () (41 

rC 

findet. Mf1n nennt diesen 
Proze13 die Bildung der 
Diskriminante von F in 
bezug auf den Parameter 
C. Eine solche Einhiil

e lende ist der geometrische 
Ort fiir Spit zen (Riic k
kehrpunkte) der Tra
jektorien. Diesen Satz 
kann man ebenfalls Ieicht 
ausderZeiehnungFig.125 
a,blesen. In dieser sind 
langs der Einhlillenden 

e e fiinf Isoklinen L 2, 3. 4. 5 gezeichnet, mit dem zuge
horigen Richtungsblischel 0. Beginnt man im Beriihrungs
punkt der ermittelten Isokline 3 mit der Einhlillenden eine 
Trajektorie zu zeichnen, so findet man auf dem Zweig 2 2' der 
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Isokline 2 und auf dem Zweig 4 4 der Isokline 4 je eine mog
liche Fortschreitungsrichtung fiir die Trajektorie, also AnlaB 
zur Verzeichnung zweier verschiedener Zweige dieser, also einer 
Spitze, die sich durch Ubergang zu den Isoklinenzweigen 11' 
bzw. 55 vervollstandigt 53). 

Unter Umstanden, d. h. wenn zwischen den Koeffizienten 
der Gleichung F = 0 besondere Bedingungen erfiillt sind, kann 
der Ort der Spitzen zugleich Einhiillende des durch F = 0 de
finierten Integralkurvensystems sein. Dann werden die Tan 
genten in den Riickkehrpunkten der Trajektorien die Einhiil· 
lende der Isoklinen beriihren. 

Es ist noch anzumerken, daB die Isoklinen der Schar 
durch einen und denselben Punkt hindurch gehen konnen; es 
kann auch mehrere derartige ,Brennpunkte" geben, die allen 
Isoklinen gemeinsam sind; sie werden im Faile des Ansatzes (12) 
gefunden als die Schnitte der heiden Kurven 

rplx,y)=O und tl'(x,y)=O. (5) 
In der Gmgebung eines solchen Brennpunktes verlaufen 

die Trajektorien im allgemeinen spiralig; die Trajektorien eines 
Geradenbiischels, dessen Strahlen als Isoklinen betrachtet werden 
konnen, sind logarithmische Spiralen. 

~ 52. Zwei Anwendungen des lsoklinenverfahrens. 

1. Zur Anwendung des V orstehenden auf den Fall einer 
Spiegelgleichung nach Ansatz (11 ), § 50, betrachten wir ein ein
faches Beispiel einer Wasserbewegung nach E. Massau 54). 

Wir setzen ein rechtwinkliges Gerinnebett von solcher 
Breite voraus, daB angenahert folgendes gilt: 

F=l·y; r=y. 

Ferner moge die Gerinnebreite l linear mit der Gerinnelange X 

wachsen l =ax 

und es werde die Bazinsche WiderstandsgroBe (IX + :) V2 durch 

die Pronysche IX V2 ersetzt. 

U t E . f"h d Abk" Q2 
n er m u rung er urzung - .. 

ga" 
p" erhalt man 

dann aus (11), § 50, 

~~(x'1 ya- p"x) =Jx3 y3 - p''giXx + p··y. (1) 

R or t. Differentialgleichungen. 2. Auf!. 15 
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Die hiernach erklarte Isoklinenschar 

C (x:J y 3 - p'' x) = J x'' y 1 - p''gax + p''y (2) 

hat zu Brennpunkten die Schnitte der heiden Kurven 

x3 y"--p5 x=0 und Jx'ly'1 --p"gax--r p''y 0. (3) 

Der eine Schnittpunkt ist offenhar der Koordinatenanfangs
punkt x = 0, y = 0; der andere findet sich am hesten als 
Schnitt der durch C == x und C = J hestimmten speziellen 
Isoklinen, namlich: 

(4) 

Die Auflosung dieser heiden Gleichungen nach x und y liefert 

:: :i:: ~ ~~;,") 
Zur weiteren Untersuchung der Isoklinenschar 
wir deren Gleichung: 

'l 'JJ- c ( . x· y· -c = X ga - C I - y. p" . . 

Diese Kurve HiBt sich durch die Transformation: 

auf die Form 
e 1/ =• ¢- I) 

bringen, wenn man m und n aus 

herechnet. Es findet sich 

und (grc - G! rn ~ 
n 

rn=-op(J-C)-!'(gu- Ci- 0 l 
j 

(5) 

(2) schreihen 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Zur Konstruktion zunachst der Kurve 18) ersetzen wir das 
Produkt 2 ~'YJ durch die GroBe X", die Diff~,renz ~- YJ durch Y. 

Die Kombination der Vorzeichen, die wir X 2 und Y zu 
erteilen haben, ergibt sich aus der Fig. 126. Zuerst priifen 
wir die Kombination 

~---IJ=+Y. (11) 
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Demnach wird (8) trans- r7J 
formiert in die Parabel ~71=-Xz ~ 77= +XZ 
6. Grades, Fig. 127, 

~- 7=- y ~-?J=-Y 
X 6 = 8 Y. (12) 

Da ferner gilt: ~ lJ= -xz ~??=+Xz 

~2 + 1J 2 = x2 + y2 1 ~- ?J=-Y ~-'l=+Y 

y13) 
1J=~-Y, -4 ~'l=+Xz ~ 7!= -xz +~ 

so findet sich die Kurve 
(8) aus (12) durch die 
Schnitte 01 0/ der 
Kreise vom Radius 

o Al = V x2-+J72-
um 0 mit den Geraden 

1J=~-Y 

durch B/. 
Die V orzeichenkom

bination: 

liefert die in der Fig.127 
gestrichelt gezeichnete 
Para bel 

X 6 =-8Y, (15) 

die wieder auf dieKurve 
0/ 0 0/ fiihrt. Etwas 
Neues ergibt jedoch die 
Kombination. 

2~1) =- X2} (16) 
~- t/ =- y J 

Allerdings erhalten wir 
wieder die Parabel (12): 

X 6 =8Y, (12) 

~-'7=-Y ~-"?=+Y 

~77=+Xz ~77=-XZ 
~- 77=+Y ~-"?=+Y 

-77 

Fig. 126. Vorzeichenkombinationen der Ko
ordinaten der transformierten Spiegelkurv<'. 

/' 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

y 

Fig. 127. Die transformierten Spiegelkurven. 

aber die (13) entsprechenden Ansatze lauten jetzt: 
15* 
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1/ = P- x~ l 
l 

I)-= f y. J 
I 17 i 

Demnach ergibt sich zunachst die Verzeichnung des Kreises 

um 0 mit dem Radius OE~ = V:YJ-= x~' der mit den Geraden 

I) - ~ + y 

durch B,, zum Schnitt zu bringen ist, Es entRteht so ein 
hyperbelaxtiger Kurvenzwcig a~' 0 1 0!, dcr auch dmch die Kom
bination 

-X-:.; 'I 
erhalten wird. 

Im gam;en besteht also die Kurn· 

t'l1il = t lj 

aus den heiden Zweigen a1 0 C'/ und a.! 0 1 a2'. 

ilH, 

Von der so gezeichneten Kurve (tl) Yollzieht sich der Dber
gang zu (2) durch die Transformation (7), wobei der auf (8) mit 
a variable Punkt 

:'/(j 
lj== l . 

nn Isoklinensystem m den fe:-;tcn Punkt 

.r == p [g1: J 1 -": y plga J) (:211) 

iibergeht. Durch letzteren gehen alle Isoklinen 1 2 i hindurch, 
ebenso wie durch den Anfangspunkt. 

Die Transformation p) bedeutet, daB die Kurve ( 8) ver
zerrt werden soli durch Anderung des Abszissen- und Ordinaten
maBstabes. Die Faktoren dieser MaBstabanderungen sind m 
bzw. n, die nach (10) von a abhangen. Um diese Abhangig
keit etwas zu priifen, setzen wi r 

und finden fiir G 

wird 

J =· 0,05. 

m n 
0: ... 10. 

n p 

m == '-- fiir C =--~ J 
p 

n == "-- fiir a -~ J. 
p 

O,+ti: 
m 

-- 4.1i. Ferner 
p 

und 0 == r;a, 
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Es ist ~ und '!~'. positiv fiir 0 < J und negativ fiirJ < 0 <gee 
p p 

Fiir (}IX< 0 bleibt rn negativ, n_ wird wieder positiv; fiir 
p p 

. n 0 o= (]IX Wird - = 0. 
p 

m 
p 

n 
p 

hat ein Maximum = - 8,85 

ein Minimum = + 0,45 fiir 

f .. 0 (JIX+2J 
ur = ~~~- = 0,067, 

3 

?,J-giX 
0= ... -- = 0025. 2 , 

I I 

: I 

CfJ=0,05: 
I I 

I 
C=Fgcx.=o,t 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I C 
w o,z 

I 
I 

Fig. 128. Die MaBstabe fiir den V'bergang zu den wirklichen 
Spiegelkurven. 

m -" n Fiir 0 = + oo nahert sich wie 0 " der Null;~ wachst 
+2 p p 

dagegen mit ± 0 wie 0 5 ins Unendliche. 

F 0 . d m n M' l' iir = 0,2 w1r -- = - 3,7, ~ = + 0,37. It ( 1esen 
P P m n 

Angaben sind in Fig. 128 die Kurven fiir - und ver-
zeichnet. P P 
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An Hand dieser Kurven liefert die Ausfiihrung der Ver
zerrung des Zweiges OG1 (Fig. 127) der Kurve 

erl = '- 1] 

durch zusammengehorige W erie m, n gemiiB der Transformation 

x=m;; y=n'YJ 

fiir 0 < C < J die IsokJinen der Fig. 129, die mit 1, 2, 3 
bezeichnet sind und sich von der Form der Kurve (8) nicht 
allzuweit entfernen; auch fiir C = 0 ergibt sich eine ahnliche 
Kurve. Diese Kurven gehen mit wachsendem C' fiir C = J in 
die Gerade 0 P iiber, deren Gleichung wir bereits in dem zweiten 
Ansatz ( 4) gefunden haben. 

5 
~ 6 
t:t,7 

~ y 

B, X'o s:, 
Fig. 129. Das System der Spiegelkurven. 

Die dem Zweig OC/ von (8) entsprechenden Kurven 
liegen im dritten Quadranten und brauchen, da wir nur posi
tive x und y betrachten, nicht weiter herangezogen zu werden; 
entsprechendes gilt von dem Zweig C2 0 1 C 2', dessen Verzerrungen 
in den vierten Quadranten zu liegen kommen. 

Fiir J < C < ga werden m und n negativ, und jetzt wird 
der Zweig OC/ der Fig. 129 in den ersten Quadranten der 
xy-Koordinaten abgebildet. Es entstehen die Kurven 4, 5, 6, 7, 
wahrend fiir C =-0 ga die Gleirhung (2) iibergeht m 

X:J:t/ (g C- J) c_ p-' Y, (21) 

Dieser Ansatz zerfallt aber in 

x 3 y2 (ga- J) = p-' und y = 0, 
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d. h. in die hyperbelartige Kurve 0 = ga der Fig. 129 und die 
x-Achse. 

Wachst J iiber ga hinaus gegen + oo, so hleiht m negativ, 
n wird aber positiv, d. h. jetzt fallen die dem Zweig 0 2 0 1 0 2' 

entsprechenden Isoklinen in den ersten Quadran ten der x y 
und sind daher Individuen unserer Mannigfaltigkeit. Ihre 
Grenze finden sie in der durch 0 = oo erklarten Isokline, 
d. h. m der Kurve 

die wir bereits unter (4) fanden und welche m die hyperbel
artige Kurve 

x2y3 = p5 

und die y-Achse zerfallt. Sie erfiillen also den in der Figur 
schraffierten Streifen, ohne durch den Anfangspunkt hindurch
zugehen, weil nur der Zweig 0 1 00/ von (8) solche Kurven
zweige der Isoklinen liefern kann, die den Anfangspunkt ent
halten. 

Fur - oo < 0 < 0 ist wieder der Zweig 0 1 001 ' heran
zuziehen; er liefert die Isoklinen 8, 9, 10, die sich wieder an 
die Isokline 0 = 0 anschlieBen. 

In diese Isoklinenschar sind nun die x-moglichen Spiegel
gestalten als Trajektorien einzuzeichnen, wie in der Figur durch 
die Kurven S1 his S 6 geschehen. 

Die Kurven S1 his S3 sind dadurch gekennzeichnet, daB 
sie im Endlich en auf der Isokline 0 = + oo vflrtikale Tangenten 
aufweisen. Eine derartige Wasserbewegung kann aher nicht 
stabil sein, weshalh wir sie weiterhin auBer acht lassen. 

Die Spiegelform S4' schneidet die Isokline 0 = + oo erst 
in unendlich groBer Entfernung senkrecht; sie stellt die erste 
der stabil und gleichformig moglichen Bewegungsformen S/ 
bis S6 dar. Jede dieser Spiegelformen ist hestimmt durch die 
willkiirliche Festsetzung einer Wassertiefe y0 an einem Punkte x0 

des Gerinnes, welches im iibrigen definiert ist durch die sekund
liche Wassermenge Q, das Sohlengefiille J, die Divergenz a der 
zur Sohle rechtwinkligen Kanalrander und dem Pronyschen 
Reibungskoeffizienten a. 

Die Kurve B 0 D ist der Ort der W endepunkte der Spiegel
kurven. 

Der Brennpunkt P der Isoklinen ist ein Windungspunkt 
der Trajektorien. Dem konnen reelle Spiegelgestalten natur
gemaB nicht entsprechen, weshalb der Plan der Isoklinen erst 
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in angemessener Entfernung von P Btromabwarts brauehbar 
wird. 

2. Eine weitere Anwcndung des Verfahrens der Isoklinen 
auf die Integration der ballistischen Hauptgleichung haben 
C. Cranz und R. Rothe gegeben";'). 

Die heiden Differentialgleichungen fiir die Bewegung eines 
Geschosses der Masse m unter EinfluB des Gewichtes P = mg 
und des Luftwiderstandes W = mcf'lv) lauten bekanntlich (siehe 
Fig. 130): . 

d (v cos{}) 
-- ----

dt 

d (v sin 1'f1 

rlt 

X 

cf(v) cos 0, l 
c(1v)sin 0- g.J 

(11 

Aus diesen Gleichun
gen leitet sich durch 
Elimination von 

dt = _ _ d (veos H)_ 
c !'( v) cos {} 

die ballistischc Haupt
gleichung 

d (_V ~~S t'f) -~c C V f( V) (2) 
dd g 

Fig. 130. Zur ballistischen Kurve. ab. Diesc Differential-
gleichung erster Ord

nung zwischen v und {} ist fiir die Anfangsbedingung 

{} = /)0, 

zu intergrieren, wobei der Beiwert c em fester sei. wodurch 
sich 

finde. Dann wird 

dt ·~-
vd1~ 

(J l"OS {j 

(3) 

und die Zeit zum Durchfliegen der Bahn vom AbschuB bis 
zum Eintritt der Bahnneigung 1'f 

I C. 

il 

1 ;· vd1'f. 
g cos 19 

/J0 

( 4) 
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Mit d x = v cos{} d t und dy = v sin{} d t fin den sich noch 
die Bahnkoordinaten 

/} 

y = - -if v2 tg {} d {} . 
/}0 ) 

Nach Integration der Hauptgleichung (2) sind 
Bewegungselemente durch Quadraturen zu erhalten. 

Zunachst ist auf der linken Seite von (2) die 
tiation auszufiihren: 

~v=vtg{}+~vf(v). 
dH g cos{} 

(5) 

also aile 

Differen-

(6) 

Dann sind, wie von R. Rothe a. a. 0. bemerkt wird, fiir 
v und {} neue Variable v und 5 einzufiigen gemaB 

oder 

v=eu und sin{}=:tg3; 3=lgtg(: + ~). 
Hieraus finden sich die Differentiale 

dv = eudu = vdu, 

cos 1')d{} = _ _!-_g_ = (1- :tg2 3) a3 
C£of1 3 

Damit wird 

= (1- sin2 {})d3 = cos2 1'Jd3, 

d{} =cos {}d3. 

dv _ vdu _ vsin{} + c f(eu) 
d {} - cos-d5 -- -coS1f (j cos---:ti 

du . ) 
~= :tg3+F(u 

mit der Abkiirzung: 
c 

F(u)= -f(e"). 
{J 

(7) 

(8) 

Es handelt sich also nunmehr urn die graphische Inte
gration der Differentialgleichung (7), nachdem die Anfangs
bediugung 

3 = 3o 
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gemaB 

(
7l , Do) 5o =, lg tg 4- ,- 2 .. 

aus v = v0 , 1'} = -&0 berechnet ist. 

Der Verlauf der Funktionen ~g 0 und F (u), der zur Auf
zeichnung der Isoldinen 

F(u) c 
bekannt sein muB, ist aus den Kurven Fig. 131 zu entnehmen. 

-......-1-"'"-=t----JO/ 
05 F(U) 

o 1,0 z,o o,o 7,0 s,o 9,0 1/;,o 
-Ji,o -o,s o o,s 10.P 

Fig. 131. Zwei Annaherungen an die Losung der ballistischen Kurve. 

Uber ~g 0 ist zunachst zu sagen, daB es geniigt, -{} zwischen + 45 ° und - 2 5° variieren zu lassen, womit 11 zwischen + 0,881 
und ·- 0,451 variiert, ent:;prechend einer Variation von ~g ~ 
zwischen + 0,707 und - 0,42~. 

Die Funktion F (u) ~= c f(v) variiere, wenn die Geschwin-
g 

digkeit v sich zwischen 600 mjsek und 150 mfsek andert, 
zwischen 6,93 und 0,134, entsprechend einem GeschoB von 
10 kg Gewicht und 50 qcm Querschnitt, wobei in Uberein
stimmung mit C. Cranz und R. Rothe (a. a. 0.) ein empiri-
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sches Luftwiderstandsgesetz auf Grund Kruppscher ScbieBver
suche zugrunde gelegt sei. (Die GroBe F (u) gibt das Verhaltnis 
der GeschoBverzogerung zur Schwerkraftbeschleunigung; die 
Verzogerung'>krafte iiberwiegen bei groBen Geschwindigkeiten 
das GeschoBgewicht betrachtlich.) 

Um nun nieht gezwungen zu sein, die Isoklinen in ihrem 
ganzen Verlauf zu zeichnen, suchen wir zunachst eine erste 
robe Annaherung der Integralkurven mit Hilfe des bereits im 
§ 17 angewendeten Verfahrens. 

Wir beginnen im Anfangspunkt A0 mit u0 = 6,4, 00 = 0,55, 
und fin den mit diesen W erten 

(~ ;) 
01 

= F ( u0) + ~g 3o = 6,9 + 0,5 = u~ 1 = 7,4. 

Hiermit bestimmt sich, nach Wahl von L1 u01 = - 0,2, der 
Punkt A1 durch u1 = u0 + L1 u01 = 6,2 und 

A LJ UOl , 
LJ DOl = -, . = - 0,03 

UOl 

oder 01 = bo + Llo01 = 0,52. 

Der nachste Integrationsschritt fiihrt zum Punkte A 2 mit 

Llu12 =-0,1, u2 =6,1, (~;)22 =F(u1)+:tg 01 =4,90+0,43 

In dieser Weise wird fortgefahren, bis die notige Anzahl 
.J'unkte ermittelt ist. Die ganze Rechnung nebst dem Ergebnis 
ist in der Tabelle auf S. 236 mitgeteilt; die erhaltenen Punkte 
A sind in der Fig. 131 eingezeichnet. 

Beim Punkt A7 ergibt sich die Notwendigkeit, die Rech
nung nach Differenzen von 0 fortschreiten zu lassen, weil bcim 
Fortscbreiten nach Differenzen von u die zugehorigen Ll 0 zu 
ungenau werden wiirden (wegen zu kleiner Werte der u'). 

Auf diese Weise erhalt man einen angenaherten Kurven
verlauf und kann nun zur Aufzeichnung der Isoklinen in der 
Nahe der A-Kurve schreiten. 

Die Isoklinen werden erklart durch den Ansatz 

0=F(u)+:tg 0, 

der z. B. fiir die Isokline durch den Punkt A0 mit u = u0 = 6,4, 
3 = 00 = 0,55 liefert 0 == 0 0 = 7,4. 
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Tabelle 3a. 

i 
L1 t! I ,1u' u F(u) 'tg5 I 

u' 15 
I 

0 6,40 0,55 (i,90 0,50 -· 0,2 7,40 I 

i 
- 0,0~ i 1,01 

1 6,20 0,52 4,!)0 I 0,48 ... 0,1 5,38 -0,02 0,92 
2 6,10 0,50 4,00 i 0,46 ... 0,1 4,46 -- 0,02 0,87 
3 6,00 0,48 3, 1;-, 0,44 ' -0,1 :-3,.59 '-0,03 0,81 
4 5,90 0,45 2)Hi 0,42 ' . 0,1 2,78 -0,04 1,09 
5 5,80 0,41 l,:'W 0,39 -0, l 1,69 - 0,06 0,68 
6 5,70 0,3[) 0,72 0,84 ' -0,1 1,06 - 0,09 
7 5,60 0,26 
8 5,555 0,20 0,~0 0,20 -0,060 0,60 -0,10 0,18 
9 5,495 0,10 0 ··~ 0,10 ' - 0,047 0,47 -· 0,10 0,13 ,·)' 

10 5,448 0,00 o,:H o,oo I - 0,034 0,34 -0,10 0,12 
11 5,414 ' - 0,10 0,32 -0,10 -0,022 0,22 -0,10' 0,12 
12 5,392 1 - o,2o O,::lO -0,20 • -0,010 0,10 - o,1o I o,1o 
13 5,'l82 - 0,30 + 0,2!) -0,29 0,00 0,00 -0,10 I 0,09 
14 5,382 -0,40 + 0,29 ·- 0,38 • + 0,009 . ·- 0,09 - o,10 I o,o7 
15 5,391 -0,50 + 0,30 -0,46 + 0,016 -- 0,16 ' - 0,10 ' 0,07 
16 5,407 -0,60 +O,:H -- 0,54 i + 0,023 -0,23 --0,10 0,04 

1715,4>0 -0,70 1 + 0,33 - O,tiO + 0,027 -0,27 -0,10 I 0,04 
18 5,457 -0,80 ' + 0,3.~ ... 0,66 . + 0,031 -0,31 - o,1o I o,o.5 
19 5,488 -0,90 + 0,36 -0,72 + 0,036 -0,36 - 0,10 ~ 
20 5,524 -1,00 

Da F (u) mit u und :tg ~ mit b gleichandrig sind, nimmt 
e mit abnehmenden u und ~ ab. 

Es werden nun die e-W erte fiir 11 Isoklinen festgelegt 
mit e1 = + 6,H bil-l e11 c· - O,i3, wie sie in Fig. 131 ein-
geschrieben sind. 

Die Konstruktion der Isoklinen geht so vor sich, daJ3 
man die Konstanten (\ his e11 durch u-Achsenparallele im 
Abstand e wiedergibt und auf einer Anzahl von 3- Aehsen
parallelen m, n, o diejenigen Punkte bestimmt, deren u-Achsen
parallele zwischen der 'rg b- Kurvc und der b- Achse Ab
schnitte = e -- F (u) haben. Diese Punkte gehoren der ge
suchten Isokline an, wie es in der Fig. 264 hei den Punkten 
m, n , o gezeigt ist. 

Zwischen den Isoklinen 

schaltet man noch die gestrichelten Isoklinen 

ein, in dem man , linear interpoliert". 

eln-tgll 
2 
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Hat man auf diese Weise samtliche Isoklinen eingezeichnet, 
so ist noch das Richtbiischel 0 zu entwerfen, dessen Strahlen 
0 1 - 0 ll gegen die Horizontale Winkeltangenten der Betrage 
0 1 bis 0 11 aufweisen. 

Vom Punkte A0 beginnend zieht man zu den Strahlen des 
Richtbiischels Parallele, die die zum entsprechenden Tangenten
wert gehorige lsokline schneiden und beiderseits dieser bis etwa 
zur Mitte des Abstandes der beiden benachbarten Isoklinen 
reichen. Diese Parallelen stellen das Tangentenpolygon einer 
Naherung der gesuchten ballistischen Kurve vor; die Beriihrungs
punkte werden auf den Parallelen durch die Schnitte B1 bis B 11 

mit den entsprechenden Isoklinen bestimmt. 
Die beiden Niiherungen A0 , A1 , ... , A11 und A0 , B1 , ... , B11 

wei chen voneinander ab; die letztere ist die genauere. Die 
rechnerische Losung A verlangte nach Aufzeichnung der MaB
stabe der F ( u)- und der ~g ~ (I)-Kurve 3 Stunden; die graphische 
Losung B, zu der auBer den MaBstaben und der F(u)-Kurve 
die ~g b (II)-Kurve gebraucht wurden, 4 Stunden; das Zeichnen 
der Isoklinen ist etwas miihsam: das Tangentenpolygon ent
steht aber dann sehr rasch; entsprechend dem groBeren Zeit
aufwand hietet es die genauere Losung. 

~ 53. Eine Sondergestalt des Isoklinenverfahrens. 

Die linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung 

dy 
dx + P(x)y = Q (1) 

deren geschlossene Losung nach § 20 die Auswertung der oft 
recht unbequemen Integrale des Ansatzes 

f P(xl rlx O + J Q ( ) f P(x)dx d ye = x e x 
oder mit 

j'P(x)rlx jP, '.d e = exp ~X) x 

yexpf P(x)dx = O+Q(x)(expf P(x)dx)dx 

(2) 

('3) 

(4) 

verlangt, gestatten eine besonders einfache Behandlung nach 
der Methode der Isoklinen. 

WieE.Czuber 56) bemerkt hat, strahlen aile Linienelemente 
des Richtungsfeldes (1), die von einer Parallelen zur y-Achse 
getragen Werden, von einem Punkte aus. 
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Der Beweis hierfiir gelingt wie folgt. 

Es seien X I Yt: Yt' und X I y2 r y2' zwei Linienelemente des 
Richtungsfeldes, mit gleicher Abszisse ihres Tragers; dann gilt: 

y/ + Py1 c= Q, (5) 

y._/ ~- Py2 = Q, (6) 
oder nach Subtraktion: 

Y1'--y_/ P(:1ft-Y2)=0. (7) 

1st nun ~ l r; der Punkt, in welchem sich die heiden Linien
elemente schneiden, so hat man: 

oder nach Subtraktion: 

aus (7) und (10) folgt aber durch Fortschaffen 

t; = X p· 

Setzt man (11) in (8) ein, so wird 

- P(yJ -1J) == y/ 

und hieraus mit (5): 

Y / = . p Y 1 Q .. . - p (Yt - r; I 
oder 

Q 
I)= ]'. 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Dcmnach ist die Lage des Punktes ~ 11 nur von der 
Abszisse x der Trager der von ihm ausstrahlenden Linien
elemente abhangig. Alle Punkte ~: 'I crfiillen eine Kurve, die 
sich vermi:ige 

Q (x) 
IJ == )) (x) ( 12) 

leicht zeichnen laBt. An jeden ihrer Punkte schreibt man 
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zweckmaBig den Abszissenwert der Trager der zugehorigen 
Linienelemente an und kann dann durch jeden Punkt des 
Richtungsfeldes die Integralkurve zeichnen, wie in Fig. 132 
geschehen. 

Hier ist die einfache Differentialgleichung 

(13) 1 2 3 q 5 6 7 Bx9 

zugrunde gelegt, woraus 
sich fiir die ~ [17- Kurve 
ergibt: 

~ = 2 y , 1J = x2 , 

oder nach Ausschaltung 
von x: 

~2 
1J =-. 

4 

Diese Parabel ist in der 
Figur verzeichnet unter 
Bezifferung ihrer den Ab
szissenwerten x entspre
chenden Punkte. Von diesen 
aus ist das Tangentenpoly
gon derdurch x=O, y=O 
gehenden Integralkurve 
nach der vorhergehenden 
Vorschrift durch Ziehen 

1 

2 

3 

5 

6 

7 

8 

g 

10 

11 

12 

13 

1/f 

von geraden Linien ver- ~ 
mittelt, die sich inmitten 16 

7~.1 
2 K_, 

\I\ 
3\\ 

2 

\ \ 

I.J 
I 

y: f_; r\ 

1J 

t 

I 

·y"l 'f 
I 
I 

\ 
\ 

3 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
Lj. 

der Trager der Linien- Fig. 132. E. Czubers Behandlung eines 
elemente schneiden. Auf Sonderfalles des Isoklinenverfahrens. 
diesen Tragern selbst be-
stimmt der Polygonzug die Punkte der Integralku_rve und be
riihrt diese auch dort. Mit Hilfe der Ansatze (2) und (3) er
mittelt sich iibrigens noch Ieicht das allgemeine Integral von 
(13) zu x3 

xy ~= 0 = g, 

des sen durch ;r = 0, y = 0 gehende Partikularlosung die Para bel 
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ist. Diese hat in den Abszissenpunkten 1, ::l, ;J, 4 die Ordinaten
werte i, t, 9, 4r die sich in den Punkten 1. 2. ;J, 4 des 
Polygonzuges der Fig. 265 wiederfinden. 

§ 54. Runges Methode zur angeniiherten Integration 
von Differentialgleichungen l. Ordnung. 

1. Im § 5 haben wir den Inhalt cines Flachenstiickm.: bzw. 
den Wert eines bestimmten Integrals als die Sum me der Inhalte 
der Elementarrechtecke angenahert dargestellt. 

Wir hatten fiir den Flacheninhalt (Fig. 1:131 hzw. fiir das 
bestimmte Integral den Ausdruek 

X 

J f'(:r) d:r 
a 

gefunden, und es war (angeniihert) 

X 'j=l!-1 

y==Jf(x)dy =)',~·f'l!t-L gbi: 
~~~:·. 0 

ru) , ?J a. . 11 I 

'Venn man nun bedenkt. 
daB der I ntegralbeziehung 

X 

y J f'(x) dx 12) 

rlie Differentialheziehung 

dy=((.r)d:r (;l) 

zugrunde liegt, aus der man 
'-a=-=-=x="0--'-'--~+---'---':--L-_L_--"'-.x· die Differen tialg lei ch ung erster 

Ordnung 
Fig. 133. Summierung einer 

Funktion. 
d1j . 

. =~·· f'(x) 
dx 

ableiten kann, so sieht man, daB man m dem Ansatz I, 1) 
g=-11-1 

yc= )~r~·f(a. QOJ 
u=o 

(4) 

(5) 

eine Vorschrift fiir die angenaherte Integration der Difierential
gleichung (4) dy 

dx 
besitzt. 
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Wir wollen die Genauigkeit des Verfahrens an dem Bei
spiel der Differentialgleichung 

dy . 
d;;=smx (7) 

priifen. Da 
gleichung 

wir das allgemeine Integral dieser Differential-

y = 0- cosx (8) 
kennen, wird ein V ergleich 
moglich sein. 

Wir tragen zunachst die 
Kurve 

dy . 
IJ =- - =Sill X (9) 

dx 
graphisch auf (Fig. 134). 

Zugleich fertigen wir uns 
eine kleine, von 10° zu 10° 
fortschreitende Tabelle an, 
wobei wir das Argument x in 
Bogenlangen des Kreises vom 
Radius 1 umrechnen. 

Fig. 134. Darstellung der Funktion 
:X 

sin x und J sin x dx. 
0 

Tabelle 4. 
--

1 I 2 3 4 
------~- ---- --~-·--

X 
-- --- sin x y 
Winkel[ Bogen 

0 I 0,000 0,000 0 
10 

I 
0,175 0,174 0,030 

20 0,349 0,342 0,090 
30 l 0,524 0,500 0,171 
40 I 0,698 0,643 0,295 
50 I 0,873 0,766 0,426 
60 I 1,047 0,866 0,578 
70 

I 
1,222 0,940 0,740 

80 1,396 0,985 0,912 
90 ! I,571 1,000 1,087 

L_ 5 5 
--·- --

X 
--- ---- ----

Winkel i Bogen 

100 I 1,745 
110 

I 
1,920 

120 2,094 
130 2,269 
140 2,448 
150 2,618 
160 2,793 
170 2,967 
180 3,142 

7 
----

sin x 

0,985 
0,940 
0,866 
0,766 
0,643 
0,500 
0,342 
0,174 
0,000 

8 

y 

1, 
1, 
1, 
I, 
1, 
1, 
1, 

259 
423 
574 
708 
821 
909 
969 
999 
999 

I, 
1, 

Wir bestimmen jetzt, daB fiir a = x = 0 y = 0 sein soli. 
Dann wird, da unsere GroBe b, d. h. das Argumentintervall, 

10 
nach welch em wir fortschreiten, = 2 n -- = 0,1 7 5 ist, fiir die 

360 
Integration iiber die ersten beiden Intervalle: 

H or t. D!fferentialgleichungen. 2. Au fl. 16 
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9 2 

Jsin :r d:r 

0 

1_!·: I 

2, 1) sin g 1) 

~· ,_-: 0 

n,174 > o. 175 = o,n~o • 
. I 

und fiir die Integration iiber das I ntervall 
2 

y r ~in.r d:r 2_,1 r5 sin g r) 
~·=0 

'~' !) · Hin () <) Sill (j b sin 2 b r) sin 3 b -' r) Rin 4 1) r) sin 5 r) 

+ 1) sin 6 (j bsin7b + bsin8b. (10) 

Wir tragen die einzelnen sich fiir g = 0 his e =· 8 er
gebenden Summen mit r) = 0.17fi in der Tabelk ein und ge

langen bis zum Wert 

., 
- !J=H 

y = Jsin:rd:.l:=ci'1(jsingo= O,D12. 
() ~::-:() 

Wir stellen fest, da13 dieses Resultat urn 
ist, denn der genaue Wert des Integrals 

ist = 1. 

y ,-= fsinxdJ: ,-- 'l -- cosx 

0 

I 12) 

8,8 °/0 falsch 

(l 3) 

Dies Ergebnis ist eine Folge der Tatsache, da13 jedes der 
addierten kleinen Rechtecke etwas kleiner ist als d<ts ent
sprechende Flii.chenelement. Aus der nebenstehenden Fig. 135 
ist der Sachverha.lt klar ero;ichtlich. Natiirlich ist jeder zwischen 
0 und 0,912 liegende Wert von y entsprechend fehlerhaft. 

Setzen wir die Summation iiber x -'-' :r hinaus bis x = n 
2 

fort, so findet sich das Resultat 

:r (J=---17 

Y = J sin x d x = -\1 a sino (j = 1 9 9 9 
~ ~ ' . 

o e=O 

(14) 
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Dieser Wert kommt dem tatsachlichen y = 2,0 sehr nahe, was 
darin begriindet ist, daB wir auf dem absteigenden Ast der 
Sinuskurve groBere Rechtecke hinzufiigen als die Flachen
elementarstreifen sind, so daB die auf dem absteigenden Ast 
begangenen Fehler nahezu 
ausgeglichen werden. Die 
Fig. 135 gibt hiervon ein 
Bild. 

Trotz dieses Mangels hat 
Euler ein analoges Verfah
ren fiir die numerische In
tegration der allgemeinen 
Differentialgleichung 

dv ( ) (. 1;;) dx=j'x,y ._, 
Fig. 135. Fehler der Naherungs

Integration. 

angewendet. Er geht von einem Anfangswertepaar x0 y0 , welches 
den Anfangsbedingungen entsprechend zu wahlen ist, aus und 

Ida; 
Fig.l36. Eulers naherungsweises 

Integrationsverfahren. 
Fig. 137. Ahsl·hiitzung der Fehler 

des Eulerschen V erfahrens. 

berechnet dann die zu einer kleinen Anderung L1 x gehorige 
Anderung 

(16) 
Dann ist 

x1 = x0 + L1x, 

Yt """'Yo+ L1y 

ein neues Wertepaar. Auf diese Weise erhalt man, ins Graphische 
libertragen, eine Reihe Punkte AOA1 ... ' die annahernd auf der 
durch x0 y0 grhenden partikuHiren Integralkurve der Differential
gleichung liegen (Fig. 136). 

16* 
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Die Bedeutung dieses Verfahrem; wird sofort klar, wenn 
wir zunachst f(x0 , y0) von y unabhangig annehmen. Dann er
halten wir statt (16) die Gleichung 

iJ y ····· f'(x0) A:r. (16a) 

Wir setzen also unter V ernachlassigung des kleinen senkrecht 
schraffierten Dreiecks (Fig. 13 7) !I y gleich dem horizontal 
schraffierten Recht.eck, ganz analog wie bei der ohen durch
gefiihrten Naherungsintegration 

,. 
y c J sinxdJ·. 

0 

( 1 7) 

Aus der hierhei vorgenommenen Ahschatzung ergiht sich, daB 
das Resultat des Verfahrens mit Fehlern behaftet ist, die gr6Ben
ordnungsgleich mit den W erten der Intervalle sind. die man 
zugrunde legt. 

2. Urn zu einem genaueren Verfahren zu gelangen, suchen 
wir zunachst den genauen Wert der Anderung L1 y zu ermitteln, 
der sich ergibt nach Annahme einer Anderung 1 x bei der vor
gelegten Differentialgleichung 

dy _ f'(x. y). (lH) 
dx 

W ir denken uns zuniiehst die Differentialgleichung exakt inte
griert und die Integralgleichung in der Form geschriehen: 

y==F(xl. (HJ) 
was immer moglich ist. 

Aus (19) entwickelt man nun die Anderung !ly nach dem 
Satze von Taylor): 

F"(:rl .• L1y=F'(x)11x l - -;1r I 
1·2 

F"' I x) !l.r'l I 
1· 2. :l - ... (20) 

Hier ist aber nach (19) und (lH 1 

I . . d1j '( . F lx) =c d. = t .r. y). 
X 

ferner ist 

F" (x) = dF_' (x) 
· dx 

d . 
·a-xnx,y) 

If I f dy 
-!-

1 :r l·y d:r 
(21) 

?( . r!f' 
== ?x + ay ·f(:r. ?J! 

~ fl + f2f, 
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wenn bedeutet 

und schlieBlich wird 

f~c{(x,y), 

f _ of(~) 
1 ---- ox ' 

f.= of(~l 
2 ay ' 

F"' (x) c= d~~0:J = -1tX (t~ + f~f) 
= ~~1 + {12 f + f(t~.2 + {22 f)+~~ (t~ + f2f') 

'= ~~1 + 2 ~~2 f' + ~~2 f 2 + ~~ (t~ + f2 t')' 

(22) 

Auf die hi:iheren Glieder der Entwicklung verzichten wir. 
Sonach resultiert fiir L1 y die Entwicklung 

L1 x'J 
Lly={Lix+(t~ +t~t')T2 

Ll x 3 

I {t~1 + 2 t~2 t'-1-/~2 f''J t~ (f~ j /~f')} 1-:-2--:-3 -+-... (23) 

Von C. Runge stammt ein Verfahren, welches gestattet, bei 
gegebenem L1 x die Anderung Ll y so genau zu berechnen, daf3 
die Abweichungen vom wahren Wert (23) von der Gri:iBen
ordnung L1 4 x werden. 

Nach diesem Verfahren berechnet man zunachst (nach an
genommenen x0 y0 und mit gegebenen Llx) folgende vorlaufigen 
Naherungswerte von Ll y: 

L1 1 y=f'·Llx, } 
Ll2 y=f(x0 +L1x,y0 +fLix)Lix, (24) 
L1 3 y = f'{x0 + Llx, Yo+ f'(x0 + Llx, Yo+ fLix)Llx}Lix, 

und hieraus als neuen Naherungswert: 

Ll L11y+L13y 
y=~-~2---. (25) 

Wir wollen uns jetzt einen Dberblick verschaffen, was diese 
Operation bedeutet. Zu diesem Zwecke nehmen wir f von y 
unabhangig an und tinden 

und 

L1 3 y = f(x0 + Llx)Lix 

!ly = f(xQ) + f(x0_ + Llx) Llx. 
2 

(26) 

(27) 
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Zeichnen wir uns hiernach die zu Fig. 137 analoge Fig. 138, 
so finden wir, daB wir jetzt nur das kleine Kurvensegment A1 A~ 
vernachlassigt haben, wiihrend nach dem Verfahren (16a) das 
ganze Dreieck A1 A2 B vernachliissigt worden ware. Es wird 
also das Differential L1 y als S e hn entrap e z ermittelt. 

I 

Fig. 138. Sehnentrapez
Naherung. 

Zur Priifung der Genauigkeit ziehen 
wir wieder unsere Tabellc 4 heran, 
indem wir von jc zwei aufeinander 
folgenden Werten der Kolumne 3 
(welche ja die Funktionswerte 

f'(x0), f'(x0 + c1x), f'(x0 + 2Lix), ... 

enthalt) das arithmetische Mittel neb
men und in Kolumne 4 eintragen. 
Kolumne 5 gibt dann die Differenzen 

II y =A. f'(xo) + f'(xo +II~). 
' 2 

usw., Kolumne 6 deren Sum me, d. h. y, 
wahrend Kolumne 7 den wirlichen Wert von y = 1- cos X 

auf 5 Dezimalen gibt. 

Tabelle 5. 
----------

I I I 2 :1 4 5 fi 7 
---~ ------ ·~I .. - ------

X 
f"(x) 

f(x)+f'(x+!lx) 
ly y=1 --- ------ -- -- y -- .•. 2 

Winkel I Bogen = smx =f, (x) 
= /', (~;) ;j X =:::L1.1J -cosx 

I I I 
I 

0 0 0 0,087 0,015 0 0 
10 0,175 0,174 0,015 0,015Hl 
20 0,049 O,'l42 0,258 0,015 

O,l"liO O,Ofi031 
00 0,524 O,.'lOO 

0,421 0,074 0,134 0,13397 
40 0,6\!8 O,fi43 

0,572 0,100 0,:!34 0,~::)096 

50 o,8n 0,766 0,705 0,124 0,058 0,35721 
60 1,047 0,866 

0,816 0,140 0,501 o,.~oooo 

70 l;l22 0,940 
0,\103 0,1;.,8 

O,fl59 0,65798 
80 1,396 0,98-~ 

0,963 0,168 0,8t7 0,82635 
90 1,571 1,000 0.893 0,173 O,vOO 1,00000 

Die Dbereinstimmung der Naherungswerte Kolumne li und 
der wirklichen Werte Kolumne 7 ist ausgezeichnet, wenn man 
die dreistellige Rechnung, die Abrundungen und die Benutzung 
eines Rechenschiebers von 13 em Liinge betrachtet. Die hier
bei gegangencn Ablesungsfehler sind schon so gruB als die 
systematischen Fehler des Verfahrens, denn sie haben (zufiiJlig) 
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die letzteren beim Wert fiir x = !!_ gerade ungefahr ausge-
glichen. 2 

Urn nun auch den Genauigkeitsgrad der Formel (25) zu 
untersuchen, welche nach Runge 57) das Sehnentrapezverfahren 
auf den allgemeineren Fall iibertragt, in welchem f auBer von 
x auch von y abhangt, entwickeln wir die Formeln (24) nach 
dem T ay lorschen Lehrsatze fiir zwei Variablen und erhalten 
unter Fortlassung aller hoheren Potenzen als L1 x3 

;Jly = r Llx (unverandert), 

112y = [f + (fl !Jx + f2/J1y) 
+ Hf11 L1 X 2 + 2 f12 !Jx L11y + f22 L11Y2}] Llx + · · · 

+ ~ Uu L1 X3 + 2 fld· L1 X3 + f'22 r L1 X3 } (24a) 
= fAx+ (1 iJ X 2 + (2 f'Ll X2 l 

= f' 11 x + (f~ + f' f2) L1 X2 + ~ { f11 + 2 ff12 + f2 f~2} 11 X8 

;Jsy = [f' + (f'l Llx + ~~ Ll2y) 

: ~ { ~~~ /lx2 + 2 f'l21Jx.12y + ~~2 .12y2} J Llx 

= f'LJ x + (f1 + f't~) Ll x2 

,- ~ {/~1 + 2 ~~2 f' + f22 r + 2(2 (f~ + ft~)} Llx3 , 

und schlieBlich statt Formel (25) 

LJly+LJsy L1 1 • ) 11x2 
;j Y = - 2 -- = f X + ( f1 I f2 f ~2-

Ll x3 

--;- {/~ 1 + 2 f1d + f~d2 + 2 (2 (f~ + !; f)} ~4, (25a) 

welche mit der genauen Entwicklung (23) in den heiden ersten 
Gliedern iibereinstimmt. Diese Geuauigkeit reicht fiir viele 
Zwecke aus. Urn aber ein genahertes LJy zu finden, welches 
mit dem wirklichen auch in dem Gliede dritter Ordnung iiber
einstimmt, verfiihrt man wie folgt: 

Man kann namlich statt 

L1 y = f'(y0 ) • Ll y (Eulersche Naherung) 
oder statt 

" f'(xo)+f'(xo+!Jx) S .. ) LJY = -- --~ 2 -~--· Llx ( ehnentrapeznaherung 

fiir den elementaren Flachenstreifen auch einfiihren 

~_1y = f'(x0 + ~L1x)·L1x, (28) 
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d. h. das in der .Fig. 139 schraffierte Rechteck. Dreht man 
dessen Seite A1 A2 urn den Punkt P, so geht das Rechteck in 
ein inhaltsgleiches Trapez iiber, welches gegebenenfalls ein 
Tangententrapez wird, wenn namlich die Gerade durch P 
die Kurve beriihrt. .Man spricht dann von einem Naherungs
wert von L1 y entsprechend dem Tangententrapez. 

Auf zweivariabliges f iibertragen gelangt man dann zu dem 
Ausdruek: 

dy ,~~ f(x0 ~ L1:r:,y0 + ~ j',lx)dx. (29) 
der, nach T a y 1 or entwickel t, liefert: 

Dieser Naherungswert stimmt 
mit dem genauen (23) ebenso 
wie (25a) in den ersten heiden 

Fig. 139. Tangententrapez
Naherung. 

F 

Fig. 140. Simpsonsche Naherung 
nach C. Runge. 

Gliedern iiberein, im dritten aber nicht. Jedoch kann man 
durch Kombination von (HO) und (25 11) einen neuen Naherungs
wert Lly herstellen, der auch im dritten Gliede mit (23) iiber
einstimmt. Dies geschieht durch folgende Betrachtung: 

In der Fig. 140 sei der von der gestrichelten Kurve DPC 
nach oben abgeschlossene Flachenstreifen die anzunahernde 
GroBe L1 y. Den durch das Sehnentrapez gegebenen Naherungs
wert Gleichung ( 2 7) ABC D bezeichnen wir mit N 8 • den durch 
das Tangententrapez Gleichung (28) gegebenen ABF' E' be
zeichnen wir mit NT. N unmehr ersetzen wir das K urvenstiick 
DPC durch einen durch dieselben Punkte gehenden Parabel
bogen derart, daB die Parabeltangente in P der Sehne DC 
parallel ist und wir setzen das Parabelsegment D PC mit dem 
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Kurvensegment D PC naherungsweise flachengleich. Da nun 
das Parallelogramm DCF E mit dem Trapez DCF' E' flaC'hen
gleich ist und auBerdem das Parabelsegment ~ des Parallelo
gramms DCF E betragt, so gilt offenbar 

/J y = NT + il (N s -- NT) ('31) 
mit einer Genauigkeit, entsprechend der Abweichung des Parabel
segmentes DPC von dem Kurvensegment DPC. Formel (31) ist 
die bekannte Simpson sche Regel, welche aus der Sehnentrapez
und der Tangententrapeznaherung einen Ansatz hoherer Genauig
keit herleitet. 

Fiihren wir jetzt, indem wir uns nach Runge die Simpson
sche Regel auf das zweivariablige Gebiet iibertragen, in (31) ein: 

/J x2 /J x3 
NT= f-/Jx + u; + t2t')-2~ + (f~l ---!· 2 t~2 f'+ /~2f'2)-H-' 

. /J x2 
N s = f'/J X + ( t~ f- t~ f') -2-

/Jx:l 
+ { 1'11 2 t~2 r + r22 rJ + 2 1'2 (1'1 + r2 r)} - 4- , 

so wird 
/J x2 

j Y =' f'/J X (f~ -f- ~~ f') l~ 
. /J xa 

+ Uu + 2 t'12f+ t~2r + t~ (f1 + f.d)}t.2-:1f, (32) 

also mit dem genauen Wert (23) auch im Gliede dritter Ord
nung noch iibereinstimmend. 

Es ergibt sich demnach als ein bis auf GroBen vierter 
Ordnung genauer Wert von /J y 

ily = f'(x0 + ~ /Jx,y0 + ~ f'-/Jx) /Jx 

+ 1 G (f[xo + t1x,yo + f'(xo + /Jx, Yo+ f/Jx) ..dx] + f/Jx) 
-((x0 -f-~/Jx,y0 +if't1x)/Jx}. (33) 

3. Zur Priifung der Genauigkeit und zur Einiibung der 
praktischen Ausfiihrung des V erfahrens wenden wir dassel be 
auf die Differentialgleichung 

dy 2y 
.·. f'(x,y) 

X dx 
(34) 

an. Wir wollen den Verlauf einer Integralkurve durch den Punkt 

Yo= 0,2, 



250 :Zeichnerische und rechnerische Niiherungsbehandlung. 

von diesem Punkte beginnend. in Richtung der positiven x 
verfolgen, wobei wir die Schritte d X = 0,2 wahlen. 

Wir berechnen nach (24) 

2 ·0 2 
Ll 1 1J f(x0 ,x0)-Llx=--'-·0,2=11.1JH, 1,0 . 

Dies ist der dem Sehnentrapez entsprechende 
wert. Dem Tangententrapez entspricht nach ( 2 !I): 

Naherungs-

( 1 1 ') ~-02cl 
1y f' X0 -+ 2 !lx, Yo !- 2 f ;l:r·, l.r 1.; · 0.~ 

= 0,0875 NT. 

Bilden wir% (Ns ~ Nr) = 0,0005. so wird der dem Runge
schen Verfahren entsprechende Naherungswert 

!ly =NT-+ HN s- NT)= O,OH7iJ + 0,0005 ~- 0,088, 

und das neue W ertpaar wird 

x 1 = 1.2, 

Mit diesen \Verten rechnen w1r in der gleichen Weise von 
neuem: 2. 0,288 

11 1 Y c- - 1.2 · 0,2 c · (),()96fJ 

2 · (J.:lH4 
f2 yc J,4 ·0.~~~0.11() 

0,3HH 
2· . -112 0.113i'J 

1.4 ' 

:~ ( Ns N rl c __ 0,000 7 

/1 y 0,103 7 

:r.. 1 A. 1J2 = 0,392 
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2 ·0,3!12 L1 y = -~ · ___ - 0 0 ~ = 0 112 
1 l ,4 ,~ ' 

L1 y = ~·~04 ·0 2 = 0126 
~ 1,6 ' ' 

,1 y= 2 ·.9·~~·02=0129 
3 ' 1,6 ' ' 

Ns = 0,1215 
0,448 

NT=2·-- -=011!10 
1,5 ' 

~(Ns- NT)= 0,0008 
Lly = 0,1198 

x3 = 1,6, y3 = 0,512 

2 ·0.512 
;j y = ·-~ - 0 0 2 = 0 128 

1 1,6 ' ' 

2 ·0,640 
,:l~y c... -18-- 0 0,2 ~' 0,142 

' 
2 ° 0,654 -

l y ~ ·---- - 0 0 2 = 0 14t> 
. ~ 1,8 ' ' 

N 8 = 0,1365 
2 ·0,576 

N 1·= --·0,2 = 0,1350 
1,7 

~(Ns ~NT)= 0,0005 
Lly = 0,1355 

y4 = 0.647 

2 ° 0,64 7 tJ y = . .. ---- 0 0 2 = 0 14 5 
1 ' 1,8 ' ' 

2 ° 0,792 
ll y =- ---- 0 0 2 = 0 158 

•J- 2,0 ' ' 

2 ·0,805 • 
LJ y =c -- - ' 0 2 ~ 0 161 

:J 2,0 ' ' 

N 8 = 0,153 

2 ·0,719 . 
NT=·- -=O,bl 

1,9 

[;(Ns +NT)= 0,0007 
L1 y = 0,1fi2 

Yr.= 0.799 
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O.!J 

0.8 

{!5 

O.'f 

0,2 

0,7 

2. 0,7\19 
lllj= - ·0,2 0,159 

. 2,0 
2. 0,958 

I If = - . 0.2 ~ 0,1 H 
~- 2,2 

2·097~ 
/J:; y c= ----'·---- · 0 2 c 0,17 7 

2,2 , 

Ns = 0,1 fiH 

2. 0,87\! 
NT = . . . () 2 . 0, l 6 7 

2,1 , 

H Ns - N r) -- •· 0,000:-l (vernachlassigt 1 

.1y 0,1()7 

0,9fiti . 

1,2 1,6 18 2,0 2,2 

Fig. 141. Ergehnis einer Integration nach Runges Verfahren. 

Wir haben jetzt auBer x0 y0 sechs weitere Punkte der In
tegralkurve gefunden. Diese lassen Hich auch durch direkte 
Integration finden. DaH allgemeine Integral von (:-l4) ist, wie 
man sich Ieicht iiberznugt, 

y ux~. (:35) 

Da fiir x =· 1,0 die Ordinate y- 0,2 werden soli, so muB 
fiir die durch x0 • ·- 1,0, y0 0,2 gehende Integralkurve 

0 .. c 0.2 (:-l6) 

sem. Also wird die <aeichung der lntegmlkurvP 

!/ 0,2x~. (~7) 
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Nach dieser Formel kann man aber fiir alle Werte x = 1,2, 
1,4, 1,6, 1,8, 2,0, 2,2 die zugehorigen y-Werte genau berechnen. 
Tabelle 6 enthalt die genauen W erte mit den oben genahert 
berechneten zusammengestellt. 

Tabelle 6. (Hierzu Fig. 141.) 
-· 

1--a genau I 
y Differenz 

X 
I 

I b genahert a-b 

1,0 0,200 0,200 ± 0,000 
1,2 0,288 0,288 ±0,000 
1,4 0,392 0,392 ~t 0,000 
1,6 0,515 0,512 +0,003 
1,8 0,644 0,647 -0,003 
2,0 0,800 0,799 + 0,001 
2,2 0,964 0,966 -0,002 

Die Genauigkeit ist eine vorziigliche; die Fehler sind 
positiv und negativ von gleicher GroBe. Bei der Naherungs
rechnung wurde ein Rechenschieber von 13 em Lange an
gewendet. 

§ 55. Anwendung der Rnngeschen l\1ethode auf die Unter
suchnng des BewegungsverJaufes einer Einzylinder

Dampfmaschine. 

Es ist bekannt, daB die Drehbewegung der Dampfmaschine 
auch im Beharrungszustande eine ungleichformige ist. 

Die Winkelgeschwindigkeit der Dampfmaschinenwelle ist 
periodisch veranderlich, und zwar ist die Peri ode der V er
anderlichkeit die Umdrehungsdauer der Maschine. 

W enn es sich nun darum handelt, den Bewegungsverlauf 
der Maschine zu untersuchen, so handelt es sich darum, 1. die 
V eranderlichkeit der Winkelgeschwindigkeit der Welle inner
halb einer Umdrehung der Abhangigkeit vom Kurbelwinkel 
darzustellen und 2. die Abhangigkeit des Kurbelwinkels von 
der Zeit zu ermitteln. 

Sehen wir vom Vorhandensein eines Regulators ab, so ist 
die Gestalt der Dampfmaschine durch Angabe des Kurbel
winkels {} bestimmt. 

In der Fig. 142 ist das Getriebe einer Einzylinder-Maschine 
gezeichnet. A B ist die Pleuelstange. Im Kreuzkopf A denken 
wir uns die Gesamtmasse M aller nur bin und her gehenden 
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Teile vereinigt (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf), wahrend alle 
nur rotierenden Teile (Schwungrad, Welle, Kurbelarm) im Trag
heitsmoment (9 zusammengefaBt werden. Die Pleuelstange voll
fiihrt eine sowohl hin und her gehende wie auch drehende Be
wegung und muB getrennt von den iibrigen Teilen behandelt 
werden. 

Zur Aufstellung der Differentialgleichung der Bewegung der 
Maschine gibt es ein einfaches Verfahren, welches in wenigen 
Schritten zum Ziele fiihrt, wenn man sich die Mi.ihe nimmt, 
einen Begriff und eine Formel der analytischen Mechanik anzu
wenden. 

Der Begriff ist die kinetische Frage eines Massensystems, 
die wir mit L bezeichnen wollen. :Fiir einen einzelnen Massen
punkt m, der sioh mit der Geschwindigkeit v bcwegt. ist be-
kanntlich: L .C. ~ mv~. ( t) 

--\ 
-~--· \8 

lL-------_j~ 
_L /( LI 

: ~, 11t A 
(t----------~ ! 

.__ --- -.. :-c1-

Fig. 14:2. Getriebe einer Einzylindcr-Dampfmasehine. 

Ferner ist die kinetische Energie eines Massensystems die 
Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massen. 

Wir wollen nun das L fiir das gegebene Getriebe der 
Dampfmaschine bestimmen. 

Zunachst ist fiir den Kreuzkopf und die in ihm vereinigt 

gedachten Massen L = 1 M (~x) 2 ( 21 
2 dt 

wo ~: die momentane Kreuzkopfgeschwindigkeit ist. 

Ferner ist fiir die nur rotierenden Teile 

L ~ (-.Jw·~ = (-) -I 1 (d{))2 

2 2 dt 
13) 

do d. w· k 1 h · d. k · d D f h wo w = dt 1e m e gesc wm 1g e1t er amp masc ine be-

deutet. 
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Es bleibt jetzt noch iibrig, die kine~ische Energie der 
Pleuelstange zu suchen. 

Aile Punkte dieser haben verschiedene Geschwindigkeiten v. 
Wir denken uns die Stange durch zu ihrer Langsachse senkrechte 
Schnitte in Massenelemente dm zerlegt. Die kinetische Energie 
eines Elementes il'lt 

dL ~= ~dmv2 • (4) 

Das betrachtete Element habe die Entfernung A vorn 
Kreuzkopf; dann sind seine Koordinaten in bezug auf die Iinke 
Totlage k1 des Kreuzkopfes 

X 1 = X + A COS~~ 

y1 =A sinj). (5) 

Hieraus ergibt sich aber 

(6) 

Durch Einsetzen von (6) in (4) und Integration findet man 

L ,=· 1 Jv~ dm ~= l (~x)2Jdm- sinfJ dx dflJA dm 
2 2 dt dt dt 

~ (~~rJ ;,2 dm. (7) 

In dieser Forrnel nennen wir 

J dm = M 1 die Masse der Pleuelstange, 

fA dm = 9R1 das statische Moment der Pleuelstange be
zogen auf den Kreuzkopf, 

f A2 dm = 6J1 das Tragheitsmornent der Pleuelstange eben
falls bezogen auf den Kreuzkopf. 

Die kinetische Energie des ganzen Getriebes wird nunrnehr 

1 (dx)2 • dx dfJ 1 (dfl)2 
L = (M + M ) ~ - sm R 9R - - + - e -

2 1 dt {' ] dt dt 2 1 dt 

1 /d{}) 2 

+20\-Jt . (8) 
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Fiihrt man nm•h die Beziehungen 

rix 
dt 

r 1 l -- (>os 1?) f ( 1 - coH ti) 
d{} dfJ 

rsin~··l -Zsin(J-
r t dt 

l sin;1 = r sin1? 

dfi rW 
l COH /) = r COS I~ 

dt dt 

(H) 

ein, so verwandelt sich L in einen A m;dnwk folgender Form: 

L l , (dO):J Ell})- -
2 ' \ dt , (10) 

wo E ( ~) nur den Winkel {) als unabhangigc Variable und im 
iibrigen als Konstante die Masson nnd Tragheitsmomente der 
Systemteile enthalt. Wir nennen E(~) die GPtriehefunktion. 

Ausfiihrlieh geschrieben lautet E ( t?) 

( 
r cos-{}\ '2 

E (H) c (;;) - • (111 -f M1 1 r~ sin 2 iJ 1 -I l . - R) 
' ( os,, 

- 2 me r·' sin2 i) ( 1 
1 [2 \ 

r~ COS2 1'J 

1 r-11 z~ coR2fJ · 

r co:-;/}) cos~~ 
1 C0:-4 j) COS fJ 

wo natiirlich noch sin (1 = T sin{) einzusetzen ware. 

(111 

J etzt wenden wir auf L die oben in Aussieht gestellte Forme] 
der analytischen Mechanik an, indem wir L in Zusammenhang 
mit den auf das Getriebe der DampfnMschinc wirkenden Kriiften 
bringen. Diose Krafte finden :-;ich als Resultierende r (T -- W) 
des Tangentialmomentes r · T tier Kolbenkraft und des Tan
gentialmomentes r · W des von der Dampfmaschine zu iiber
windenden Widerstandes, der als konstant vorausgesetzt wird, 
wahrend T eine bekannte Funktion von ~ ist. r (T- W) findet 
sich Ieicht, wenn das Indikatordiagramm der Maschino gegeben 
ist. Es wird dann auch r (T - W) eine bckannte Funktion 
von {}: · 

r I'!.' - W) F 1 H , . 

Der Zusammenhang zwischen L und r (T -- W) wird nun 
gegeben durcb die Lagrangesche Differentialgleichung zweiter 
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Art. Diese ist der A usdruck fiir folgenden ganz allgemein 
giiltigen Satz: 

W enn L die kinetische Energie eines Massensystems ist, 
dessen Gestalt nur von einer GroBe {} abhangt, und erfolgt die 
Bewegung des Systems unter EinfluB einer Kraft r ( T - W), die 
ebenfalls einerFunktion von{} sein soil, so gilt als Differential
gleichung fiir ~die V eranderlichkeit von {}: 

d_ o_L _ oL =- F (If) 
dt d{} ()# . 

0 -
dt 

(12) 

In unserem Fall war aber 

1 (d1'J)2 
L -~ - E (1'f) - . 

2 . dt (13) 

Hiermit wird 

~ L ~- E Ut) 0_1~ . 
dB dt 

(!- ---
dt 

d aL , , ) (dfJ)2 (fJ) d2 r;. 
d t (l/J = E (1'J . dt + E dt2 ' 

() dt 

(14) 

oL- !._E'(fJ) (d{))2. 
'(H) 2 ,dt 

Die Formeln (14) in (12) eingesetzt liefern 

E (fJ) ~zt~ + ~ E' (fJ) (~~y = F (fJ). (15) 

Dies ist die Bewegungsgleichung der Dampfmaschine. 
Wir untersuchen nunmehr eine Einzylinder-Dampfmaschine 

mit folgenden Daten 58): 

Kurbelradius r = 0,3 m, 
Pleuelstange l = 1,5 m, 
Gewicht aller rotierenden Teile 2780 kg, 
Tragheitsmoment aller rotierenden Teile 8 = 485 kgm2 , 

Gewicht der bin und her gehenden Teile 165 kg, 
Masse der bin und her gehenden Teile M = 17,0 kg, 
Gewicht der Pleuelstange 65 kg, 
Masse der Pleuelstange M1 =,......, 7 kg. 

H o rt,. Dlfferentlalgleichungen. 2. Au fl. 17 
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Tragheitsmoment der Pleuelstange in bezug auf den 
Kreuzkopf 

£l 1 tl5 ' " " k ,, u ,=,~- - x 2,2::> =' """ b gm-
1 3 9,81 . 

Statisches Moment der Pleuelstange in bP:;mg auf den 
Kreuzkopf 

1 tl5 
W( cc ··· X 1,5 • "-" 5 kgm. 

1 2 9,81 . 

Hiermit geht .E (19) iiber in 
( cos N \ ~ 

E(19)=4Hi1 '··2,15sin~0.1 +02 ·· ··) 
, · ' eos (J 

., ( cos{}) cosB 
~ .. 0,12 sin-/} 1 ·+ 0,2 -

, eos (J cos f1 
{'082 19 +- 0,2 .- Q.l{. 
COS" f' 

(1 ()) 

In diesem Ausdruek konnen wir die heiden letzten Glieder 
unbedenklich fortlassen, da ihre Werte gegeniiber 485 zu 
klein sind. 

Dagegen behalten wir das zweite Glied bei, ersetzen aber 

(1 + 0,2 ~os~)2 durch 1 -i- 0,4 cosH. d. h. wir vernachlassigen 
cos f' 

0,04 (cos/3{})2 gegen 1. Der :Fehler betriigt nieht mehr als etwa 
cos 

0,08 gegeniiber 485. 

W ir erhalten also fur E ( ff) endgiiltig 

E (ff) = 485 2,15 sin2 ff (1 + 0,4 cosH). (17) 

Hieraus ergibt sich dann die weitere in Gleichung (15) 
auftretende GroBe 

~ E' (if) = 1,07 {sin 2 {} + 0,4 (sin 2 {} cosff - sin a 19)}. (18) 

Die Berechnung dieser heiden Funktionen von {} ist fiir 3tl 
Kurbelstel!ungen auf 3 Dezimalen in den nachfolgenden Tabellen 
7 und 8 wiedergegeben. Die Tabelle setzt sich in Ieicht er
kennbarer Weise iiber 19 = 180° bis 19 = 360° fort. 

Zur besseren Obersicht gibt Fig. 143 die Funktion E ( {}l 
graphisch wieder: 

~ E' ({}) ist in Fig. 144 graphisch dargestellt. 



Tabelle 7. 259 
E ( {}) = 485 { 1 + 0,00445 sin 2 {} (1 + 0,4 cos{})}. 

1 1 2 3 I 4 
--5---~-6--1 --7--~--8---- 9--

-

I ~n{} I sin"8-~ 
- -- - I --

{} cos{} I 0,4 cos{} 
(1 + sin 2 {} X 0 00445 

E ({}) (1 + I , 0,4 cos{}) 0,4 cos{}) I X [7] 
I I I I I I 

0 I 0,000 I 0,000 + 1,000 • +0,400 i + 1,400 ! 0,000 I o,ooooo 485 
10 I o,174 o,o3o +0,985 0,394 1,394 I + o,o42 I 0,00019 485 
20 0,342 0,117 + 0,940 0,376 1,376 0,160 0,00071 485 
30 I 0,500 0,259 +0,866 0,346 1,346 I 0,336 0,00149 486 
40 0,643 0,41!) + 0,766 0,306 1,306 ! 0,540 0,00240 486 
so . 0,766 0,51l7 +0,643 0,258 1,258 0,737 0,00328 486 
60 ! 0,866 0, 7.50 + 0,500 I 0,200 1,200 0,900 0,00400 487 
70 I 0,940 0,88!i + 0,342 0,137 1,137 0,005 0,00449 487 
80 I 0,985 0,970 + 0,174 + 0,070 

I 

1,070 1,040 0,00465 487 
90 1.000 1,000 0,000 0,000 1,000 i 1,000 0,00445 487 

100 0,985 0,970 -0,174 -0,070 
! 

0,930 0,901 0.00401 487 
110 . 0,940 0,885 I - 0,342 0,137 0,863 0,763 0 00341 487 
120 0,866 o,75o 1 - o,5oo I 0,200 0,800 0,600 0,00267 486 

I 

130 0,766 0,587 ; - 0,643 I 0,258 I 0,742 0,436 0,00193 486 
140 0,643 0,415 -0,766 ! 0,306 I 0,694 0,288 0.00128 486 
150 0,500 0,250 -0,866 0,346 0,654 0,164 0,00073 485 
160 0,342 0,117 I - 0,940 0,376 i 0,624 0,037 0,00032 485 
170 0,174 0,030 . - 0,985 I 0,394 i 0,606 0,018 0,00008 485 

- ' 180 I 0,000 0,000 - 1,000 0,400 !- 0,600 I 0,000 0,00000 48a 

Tabelle 8. 
i E' (0) = 1,07 {sin2 {} + 0,4 (sin2 {}cosO- sin3 0)}. 

I I 2 I 3 I 4 5 I 6 7 
1-

8 
--~~- -~---- i - -I 
~ 1

1 • 2 {} sin 2 {} I 0,4x I 

1 ' sm X cosO sin3 {} ~3- 4] 
~3 -4 :2 + 6] I 1,07 [7] 

I 

0 0,0 0,000 I 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
10 + 0,342 ; + 0.336 • +0,005 + 0,331 + 0.132 +0.474 + 0,506 
20 0,643 0,605 0,040 + 0,565 ' +0,226 +0,869 + 0,927 
30 0,866 0,749 0,125 +0.624 +0,250 + 1,116 + 1,190 
40 0,985 0,753 0,267 +0,486 I +0,194 + 1,179 + 1,259 
50 0,985 0,633 0,449 + 0.184 + 0,074 + 1,059 + 7,130 
60 0,866 0,433 0,649 + 0,216 + 0,086 +0,780 + 0,832 
70 0,643 0,220 0,831 -0,611 -0,244 +0.399 +0,426 
80 0,342 0,059 0,954 -0,895 - 0,358 +0.016 + O,ol 7 
90 I 0,000 0,000 1,000 -1,000 1 -0,400 -0,400 -0,428 

100 ' -0,342 + 0,059 0,954 -0,895 ; -0,358 -0,700 -0,749 
110 I -0,643 0,220 0,831 1 -0,611 I -0,244 -0,887 -0.946 
120 ]-0,866 0,433 0,649 i -0,216 -0,086 -0,952 -1,019 
130 -0,985 0,633 0,449 ' + 0,184 + 0,074 -0,911 -0,977 
140 -0,985 0.753 0,267 i +0,486 + 0,194 -0,791 -0.843 
150 i - 0,866 0,749 0,125 I +0,624 . +0,250 -0,616 -0,657 
160 ! -0,643 0,605 0,040 +0.565 1 +0,226 -0,417 -0,445 
170 . -0,342 0,330 0,005 I + 0,331 ! + 0,132 -0,210 -0,224 
180 ! 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

17* 
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Die zur Berechnung des Tangentialkraftmoments F ('if) 
+ r (T - W) erforderlichen Daten gibt Tabelle 9, von der 

gleichfalls eine graphische Darstellung beigefiigt wird (Fig. 145). 

~0~---4--~-~-----t:: -- - I -=--=:i 
"'BO 0 80 180 270 360 

Fig. 148. Die Getriebefunktion E (1'1). 

Tabelle ~). 

Dampf-Tangentialkraft T, Effektivc Tangentialkraft T- W. Tangcntial

kraftmoment F(H) = r (T- W), Wo= 1055 kg, Y = 0,3 m. 

------

1Y) I ------ -- -- ,--

Nr. .1 T 1'(T Nr. il T t• (1' Wi 

0 0 0 ;3] fi I 1k 11-\0 0 -- :J25 
1 lO (\10 - 142 l!l l!lO 4.00 ·- 20f> 
2 20 1180 2\l 20 200 xoo - 8.'i 
B 30 1810 ' 211-\ 21 210 1210 + 38 
4 40 2300 _J_ 365 22 220 lti20 ·' 151 

Max 48 2600 - 45.'i 20 230 2040 287 
.'i ;,o 2530 434 Max 23ri 2220 -1 341 
(j nO 2170 +32fi 24 240 2040 .:287 
7 70 1830 '224 2:, 2f>0 1780 +209 
8 80 1520 . .: 131 21i 250 1f>70 14fi 
\) \10 1270 [>f) 2< 270 13!10 .1. \12 

10 100 1070 4 2X 280 1220 41 
11 110 8GO - li7 2!1 290 lOGO 7 
12 120 710 -112 :·w 300 900 55 
13 130 570 - l()fi 31 310 750 - 100 
14 140 440 -1\13 32 320 GOO ·- 145 
15 150 320 -22\1 33 330 460 -187 
16 160 200 265 34 340 2\10 .. 248 
17 170 100 -295 35 350 150 --280 
18 I 180 0 -325 31\ 350 0 -- 325 

Zur Anwendung des Rungeschen Verfahrens auf die Glei-

chung (15) 
d2 {} 1 (d Br E (1'f) - + -· -E' - = F ({f) 
dt2 2 dt 

(19) 

setzen wir 
d{} d2{} dw 
'([i =OJ, dt2 dt' 



s 55. Anwendung der Rungeschen Methode. 261 
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Fig. 144. Der halbe Differentialquotient l E' (ff) der Getriebefunktiou. 
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Fig. 145. Tangentialdruckdiagramm der Einzylinderdampfmaschine. 
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wodurch an Stelle der einen Gleichung (1 H) die heiden Glei
chungen (20) treten: 

dw _ 2F(H)--E.'(t'f)w~ l 
dt 2E({}) 

(~~ =~ (/). J 
(20) 

Hier dividiercn wir die erste Gleichung durch die ;-;weite 
und bilden den reziproken Wert der >~wei ten, wodu rch sieh 
findet: 

dw 2F(O) -- E'(O)w2 

l - -- --

di} :2 wE (0) 
(21) 

dt 1 

f d{) (I) 

Wir haben also ein System von zwei simultanen 011 ) Dif
ferentialgleiohungen erster Ordnung, auf die Runge sein Ver
fahren besonders zugeschnitten hat. Bei R u ngo lauten die 
Gleichungen: 

dy 
d:r (lx,y,z;, l 
dz 

= g(x,y,z). 
dx· J 

Aus <.liesen Gleichungen worden die Niihenmgen 
Ar z nach dem Tangententmpez gebildct wie folgt: 

( 1 1 1 \ 
dry= f x--i- ~~-ilx,y + ---tAx z -· rJd :J;l/J:r. 

'" 2 , 2 . / 

( 1 1., .. il ') ATz=~g xi -2 Aa:,y j 2 f.lx,,. T 2 g lx .1.r. 

(21) 

/IT.'/ nnd 

l (22) 

J 
Unsere zur (21) analogen Gleichungen worden einfacher, da 

f'(t'f, w, t) die Variable t nicht enthiilt und da in g (,'}, w, t) sogar 
,'} und t fehlen. Wir erhalten also: 

AT w = f ( {} t- ~ A ,'}, w -f-+ fA ,'}) .1 0 , 

ilrt= 1 -AN. 
w -~,. 1 fA I~ 

2 

(23) 
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Des weiteren bilden wir die Naherungen L1 8 w und List nach 
dem Sehnentrapez durch folgende W ertreihen: 

A1 w=fL1{}, L1 2 w=f'(fJ+L1fJ,w+L1 1 w), 

L1 3 w = f'(I! + LlfJ, w + L1 2 w), 

L1sw = ,11 w + L1sw. 
2 . 

L1i} L1f} Llw 
L1 1 t=~ L1 2 t=-+ ,-~, L13 t= +" 

W W a 1 OJ W LJqW 

List= Ll_!t + ~~ 
2 

his auf die dritten Potenzen von L1 f}. 

Ns (24) 

Und schlieBlich findet man die genauen Naherungen L1Nw 
und LINt durch Kombination der in (23) und (24) ermittelten 
W erte nach den Formeln: 

1Nw = Llpw + HL1sw- Llpro), } 

L1Nt = Llpt + HL1st- llpt). 
(25) 

Die praktische Durchfiihrung des V erfahrens macht erst 
die Aufstellung von Tabellen fiir 

F({}+~L1fJ), E(fJ+~L11?) und E'(fJ+~L11J) 

erforderlich, die leicht durch Abgreifen aus den Schau
bildern fiir 

F(i!), E(i!) und E'(&) 

gewonnen werden konnen. 

Zur Rechnung legt man sich eine Tabelle an, die fiir die 
ersten 4 Schnitte auf S. 264 mitgeteilt ist. 

Der einzelne Schritt der Integration ist 10 ° = L1 f} = ~. 
360 

= 0,1 7 5 gewahlt werden. 

Zur Einleitung der Rechnung nimmt man w nahe der 
mittleren Winkelgeschwindigkeit wm der Maschine, die durch 
die Konstruktion festgelegt ist. 

Hier sei wm = 6,430. 

Fiir jeden Rechnungsschritt gelten die Formeln: 
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Tabelle 10. 

C(::, I c;' c:;, c;' 
I ~- ..,.. -.::j 'I 
! ~ ~ -~ 

c:;, 
f:tl ~;, {} -:C'l 

I 

- E' [} ~ ~~~ ,,, w It "' C'J f:tl ::'-1 + .c;q + C'J -1 + 
C(::, ~ 

c:;, s 
0 i- 633 : !l/0 o,oool (;,4300 

I 

0,520: 
132: .. -455 970 I -- 0,013:l ! 0,0271 

10 -267 !170 1,012! fi,4168i 
I 44 

j;, ·-- !)7 
j !J/0 1 '-1,460 -0,0044 1 o,o212 

20 T 7G: I 
!)/] '-+ 1,854; : fi,4122 

' i 48! I 
2;) ,_ 257 971 I 1- 2,160 I + 0,0048 0,0272 

30 ! 4.131 I 
!)/] + :l,380 : (i,4270i 

; II 2,500 i f- 0,013S 
135' 

RG ·, +S83 971 ! 0,0271 
40 + 730! ~)72 + 2,518: (i,4il05 

. l w - .. · 2 F(f!L~ E'J~)_(v~ ;1 i} ~ 
1 w · 2 E (if) 

J 1~ • Eulersche N~iherung. 
It·-·-

1 m 

dpw = 2F(f} + 1;10) -.- E'(~ -1 ~1lf)(w +~L1 1 w)~_J 1'f l 
( w + ; 1j1 ro). 2 E ( 19 +- ~ 1 1/J) I TaTngenten-

dp t = __:1_~-- . Niiherung. 
. - ~ · J rapez-

w+2Jw 

2F(1'f-1 JH)-··E'(it+~1H)(w I l 1 w)~./l/J 
(ro ~ 1 w)·2E(H·f-/l/)) ' 

2 F (H+ /l{}l_- E' (~ +- ll 1'l) (~J -I .12w f. /1 i!. 
lw+/12 w)·2E(D i-JBJ 

Iii 

JNw = dpw ~(Jsw- .dpw) l Simpsonsche Naherung 
JNt = ,1pt +~(list- Jpt) f nach Runge. 
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Der erste Schritt liefert: 

-633 
;J OJ= - -0175=-00176 

L l 970" 6,43 ) > ) 

- 455 - 22 
LITw =- £f?O.t;,i3-- 0,175 = - 0,0133, 

- 267 - 42 
J W"-'LI OJ= ---------·0175=-00086 

2 3 - ~:J?o. 6,43 ' ' ' 

Lis OJ= -- 0,0131; LINw =- 0,0132. 

ftv 

/ f--..1\.. 
\ 

I 1\ 
II ' / 

~ r.., 6;'fS 

A I milt; ere ~i7X"ehes<l:&wti7o:f." -Ket} \ A 

I \ 1/ :\ 
6;'fJ 

6;'f0 

J ' \ 1 7 ' 1\ 
1\ I \ II 

~" [7 f..-1 

7 
20 '10 ~0 80 100 120 1/f() 150 180 2()0 220 2'10 260 280 300 320 .'1'10 "~ 'QO 

..$

Fig. 146. Winkelgeschwindigkeit der Einzylinderdampfmaschine. 

Die fiir die einzelnen Schritte berechneten iiNOJ und w 
sind in der Tabelle 10 eingetragen. 

Das Ergebnis der gesamten Integration ist in Fig. 146 
graphisch verzeichnet. 

Es eriibrigt jetzt nur noch, die mittlere Hohe dieser Kurve 
zu ermitteln und die so gewonnene Linie AA mit der mittleren 
Winkelgeschwindigkeit wm = 6,4-30 zusammenfallen zu lassen. 

Streng genommen miiBte man jetzt die ganze Rechnung 
mit dem genaueren Wert w0 = 6,40 fiir die Totpunkt
geschwindigkeit der Kurbel wiederholen. Bei der Geringfiigig
keit der Differenz w.,. - w0 = 0,03 betragt der Fehler, den wir 
mit der Beibehaltung der gefundenen Kurven begehen, nur 
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etwa 1 / 2 v. H. Jedenfalls konnen wir (bis auf diesen Fehler) 
die grol3te Winkelgeschwindigkeit der Maschine mit 

Wmax li,477 
und die kleinste mit 

Olmin li,3H2 
bestimmen. 

§ 56. Numerische Integration von Differentialgleichungen 
1. Ordnung nach G. Duffing6o). 

G. Duffing hat ein Verfahren entwickelt, welches darauf 
beruht, die Naherungskurven nicht aus Stiicken von geraden 
Linien zusammenzusetzcn, sondern aus Parabeln zweiter und 
hoherer Ordnung, die sich den wahren Kurvcn besser an
schmiegen und an den Zwischenpunkten mit gleicher N eigung 
ineinander iibergehen. Das Verfahren ist hauptsiiehlich zur 

!I 

f 

reehnerischen I~osung geeignet. 

Ist die Differentialgleiehung 

y' = f'(x,y) (1) 

mit der Anfttngsbedingung 

(2) 
vorgelegt,, so crgibt sieh dureh In
tegration, daB die gesuehte Losung 
der Beziohung 

.r. 

Y Yo-l J((:r,y)dx ('lJ 

goniigen muB. 
Diese Gleichung gestattet in be

kannter Weise eine graphisehe Inter
pretation (Fig. 14 7). Hier sei P0 P1 

ein Stuck der gesuchten Kurve, P 0' P1' 

Fig. 147. Zum Duffingschen ihrer ersten Ableitung. Dann ist 
Verfahren. 

y1 - y0 gleich der Flache AB P/ P0'. 

Ratte man eine Naherung fiir das Kurvenstiick P0' P/, 
so ergabe sich auch eine Xaherung fiir y1 • Das einfaehste ist, 
y' als konstant, d. h. P0' P 1 ' als zur x-Achse parallel anzunehmen 
(P0' C). Durch den Inhalt des Rechtecks ABCP0' kommt man 
auf einen Naherungspunkt Q der y-Kurve auf der dureh P0 

gehenden Tangente (E ulersche Niiherung S. 243). Eine bessere 
Naherung ergabe sich nach der Sehnentrapeznaherung dureh 
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Ersatz der schraffierten Flache durch das Trapez AB P/ P0', 

wenn nur die Strecke BP/ bekannt ware. Duffing benutzt 
eine noch bessere Naherung, indem er die Kurve P0' P/ durch 
eine Parabel zweiter Ordnung ersetzt, deren Achse parallel der 
y' -Achse liegt und welche durch P; und P1 ' geht sowie in P0' 

die Tangente mit der zu integrierenden Kurve gemein hat. Da 
die Neigung der Kurve in P0' durch 

II df = qr +of ·f.·= f.' 
dx ox . oy 0 0 

(4) 

gegeben ist, so lautet die Gleichung der Parabel 

y' = fo 1- fo'lx- xo) + (:1 = x:J [fl - fo- fo' (x1 - xoJJ' (5) 

wo {1 = f(x1 , y1) zu setzen ist. Integriert man (5) zwischen den 
Grenzen x0 und x1 , so folgt 

(6) 

In (6) ist y1 die einzige Unbekannte (links explizit und 
rechts in {1 ) und kann somit daraus bestimmt werden. Die Fort
setzung des V erfahrens liefert eine Naherungslosung der Diffe
rentialgleichung ( 1 ). 

Ist f(x, y) nicht linear in y, so ist auch (6) nicht linear 
in y1 • In diesem Falle hat man y1 nach einem der zur Auf
losung hoherer Gleichungen dienenden Verfahren zu bestimmen. 
In diesem Falle wird man mit einem der in § 54 beschriebenen 
Verfahren schneller zum Ziele kommen. Wir beschriinken da
her unsere Betrachtungen auf den Fall, daB f(x, y) linear in 
y ist: 

{\x,y) = p(x)y + q(x). (7) 

Setzt man (7) in (6) ein und ordnet, so erhalt man 

yl[l- xl ;-xopl] ""~Yo+ x~xo{4PoYo+4qo+2q1+ (xl-xo)) (8) 

[(Po' +Po 2) Yo + qo' + Po qoJ} 

Hierin wurde zur Abkiirzung an Stelle von p (xll) p0 usw. 
geschrieben. 

Wir wollen nachweisen, daB die Duffingsche Methode 
aquivalent ist mit einem Naherungsverfahren dritter Ordnung. 
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Unter der Voraussetzung, daB die bekannten und gesuchten 
GroBen analytisch sind, d. h. sich nach steigenden Potenzen 
von x in konvergente Reihen entwickeln lassen, gilt., wenn zur 
Abkiirzung 

gesetzt wird, 

-+ ., I + 'l II a~ -t g_ "'a~ I 2 7 I v I ' P1 =Po - '' Po a. 2 Po 2 Po ' ;.,-Po a 1- · · · 

und 

Die Bestimmungsgleichung (ii) geht iihcr in 

Y1 (1- a pi)= Yo+ (2 Po Yo+ 2 qo + ql Ill 

(Po' Yo Po·~ Yo 'lo1 ·I· Po qo) -~ a'! · • • 

Fiihrt man (11) Ill ( 12) ein, so wird 

yl (1 ~- apl'i =Yo I I 2 Po Yo 3 q0 ) a 

I (Po' Yo Po2 Yo :- cl !fo' 
·~ ,., 

11o 1/o! ~a" 

!f 11 aa 2- q() . Rqma~-1-2 0 ..• 

Ferner ist 

1 

Aus (10) folgt aber durch Potenzieren: 

P1 2 = Po 2 + 6 Po 1Jo' a 

P1 3 ~~ Po~ 9 Po 2 P,; a 

B(Po12 ·+ PoPo")a·~ -j 
p14c-p()4 

Daher ergibt sich aus (10), (14) und 115, 

1 

I (q Ill 9 II I 'l ,~ 
I 2 Po T Po Po - · Po 

} 

(9) 

(10) 

} (12) 

(l:-!) 

(15) 

Die Entwicklung fiir y1 erhalt man, wenn man die Reihen 
(13) und (16) miteinander multipliziert: 
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Y1 =Yo 3 (Po Yo+ qo)a-j-- ~(Po'Yo + Po2 Yo + Poqo + qo')a2 

+ q ( , -2 Po Yo 
I !l I 2 I II 3 

+ , + "') 4 _J Po qo qo a ~- -- - · 

Diesen Ausdruck fiir y1 haben wir mit der Reihenentwicklung 
fiir den wahren Wert y1 zu vergleichen. Hierzu bilden wir 
mit Hilfe von 

Y1 = py + q (18) 

die weiteren Ableitungen nach x. 
Es wird 

y" =pyl-lply-j--q=ply+p'Jy-j--pq-j--ql l 
y"' = p3y + 3pp'y + p''y + p2q + 2p'q + pql + q" (19) 

ylV = p" y -j-- 2 p p" y -j-- 3 p'2 y + 6 p2 p' y -j-- p4 y -j-- 3 p" q J 
+ 10 pp' q-j--p3q + 3 p1 q' -j--p2 q' + pq" + q"' 

Mithin ist 

Y =y -j--3y'a-+-fy"a~-' fy"'a3 -j-- 27 yiVa4 -+- (20) 1 0 ' 0 I 2 0 I 2 0 8 0 •••. , 

worin man sich fiir y0', y0" usw. die Ausdriicke (18) und (19) 
eingesetzt denken muB. Vergleicht man dann (20) mit (17), 
so ergibt sich, daB beide Reihen in den vier ersten Gliedern 
iibereinstimmen, wahrend der Koeffizient des fiinften Gliedes 
in (17) nur 2 / 3 so groB ist wie in (20). Das beschrlebene Ver
fahren ist daher ein Naherungsverfahren dritter Ordnung. 

Wir wollen es an einem einfachen Beispiel erlautern. Die 
Differentialgleichung 

dy 
dx=Y 

soli mit den Anfangsbedingungen 

x0 = 0, 

I~ 21) 

Yo= 1 (22) 

rechnerisch integriert werden. Das geschlossene Integral von 
(21) und (22) ergibt: 

y = ex oder x = In y . (23) 



2 7 0 Zeichnerische und rechnerische Naherungsbehandlung. 

Durch Vergleich mit (7) folgt: 

p (x) = 1, q (x) ~~ 0, f(x,y) ~.-. y, (24) 

folglich ergibt sich aus (8) 

I xl - Xol I . 2 . ' y I 1 - -- = ' 1 .. - (X - X I 
1 !_ ;) .I " ' ;) ' 1 Q, 

1 ( '·> x-xry. f) . 1 0. 0 

Wahlt man die Abszissendifferenz gleich 1 ; 10 , so wird 

641 
y1 =~ 5-80 y0 ·~··1,l05l73y0 . 

(25) 

(26) 

Da (26) von x unabhangig ist, so wird fiir einen weiteren Teil
schritt um 1 '10 

y2 = 1,105173 y1 = 1,105173 2 yO' 

Allgemein wird daher fiir 

n 
10' 

y == L10517:~n Yo. I 27) 

Fiir n = 1 wird y1 = 1,105173, wahrend der genaue Wert 
1 

e16 = 1,10515 ... ist; nach 10 Schritten hat man y10 = 2,71835, 
wahrend der wahre Wert e ~ 2,71828 ... ist. 

§ 57. Das Verfahren der schrittweisen Verbesserung bei 
Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

Alle bisher beschriebenen V erfahren geben die gesuchten 
Integralkurven nur angenahert wieder; in den meisten Fallen 
ist es sehr schwierig, wenn nicht unmi:iglich, die GroBe des 
begangenen Fehlers festzustellen. W enn groBere GPnauigkeit 
verlangt wird, wird man daher gut tun, auf die Naherungs
kurve ein Verfahren anzuwenden, welches es gestattet, schritt
weise die GPstalt der Naherungsli:isung so weit zu verbessern, 
his sie innerhalb der Genauigkeitsgrenze der Zeichnung mit der 
gesuchten Integralkurve iibereinstimmt. 

Die M ·thode der schrittweisen Verbesserung wurde von 
H. A. Schwarz 81 ) gefunden, von E. Picard 6~) auf gewohnliche 
Differentialgleichungen iibertragen und von C. Runge 63 ) zur Ver
besserung von Integralkurven auf zeichnerischem Wege benutzt. 
Wir wollen sie zunachst auf die gewiihnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung 

p' -·= rp(u, pi (1) 
an wenden. 
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Zuniichst wird ein neues rechtwinkliges Koordinaten
system x, y dergestalt eingefiihrt, daB die x-Achse etwa in der 
mittleren Richtung der Niiherungskurve verliiuft (Fig. 148). Die 
Differentialgleichung (1) moge hierdurch in 

dy dx = f(x •. y) (2) 

verwandelt werden; mit y0 (x) werde die gegebene Niiherungs
kurve bezeichnet. 

U m eine bessere Anniiherung zu find en, konstruiert man 
die Kurve, welche als Ordinaten zu den Abszissen x die 
Werte f(x, Yo (x)) hat. Si~d die Isoklinen der gegebenen Diffe

~ 
\ e p 

I 

c 

rentialgleichung Ieicht 
zu zeichnen, so kann 
man den Wertf(x,y0 (x)) 
aus der Zeichnung er
mitteln. Zu diesem 
Zweck zieht man durch 
den Pol 0 des Strahlen
biischels a, b, c, d, e eine 
Parallele 0 P zur x
Achse und legt in der 
Entfernung 1 von 0 
eine dazu rechtwinklige 
Gerade Q R. Die Ab
schnitte, welche 0 P 
und die Strahlen auf 
QR abschneiden, geben Fig. 148. Das Verfahren der schrittweisen 

Verbesserung. 
nach GroBe und Rich-
tung die Werte f(x, y) fiir alle Punkte, welche auf den den 
Strahlen zugeordneten Isoklinen liegen. Ist es zu umstiindlich, 
die Isoklinen zu zeichnen, und ist die Differentialgleichung ( 1) 
analytisch gegeben, so hat man mit Hilfe der gewohnlichen 
Transformationsformeln 64) die neuen Koordinaten x,y in (1) ein
zufiihren. Man erhalt dann eine Differentialgleichung von der 
Form (2) und kann zu jedem Wertepaar (x, y) den zugehorigen 
Wert f(x, y) ermitteln. 

Hat man so fiir geniigend vi ole W erte x die GroBe von 
f(x, y0 (x)) aufgetragen, so legt man durch die sich ergebenden 
Punkte eine moglichst glatte Kurve hindurch. Diese wird nach 
einem der beschriebenen Verfahren (S. 216£.) graphisch integriert, 
wobei man die Integralkurve durch den gegebenen Anfangs
punkt A dcr Naherungskurve legt, dessen Koordinaten 
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(3) 

sein mogen. 
Es entsteht so die K urve 

X 

Y (x') ~- 'Y -~- 1 f'(x ·11 (x)·) d:r. 1 , , fl I .} \ ' , j) 

~ra 

Wenn diese neue Naherung y1 (:~:) sic~h nicht von y0 (:r) unter
scheidet, so wiirde dies bedeuten, daB 

'" J j'(x, y 1(:x:)) rl.r, (5) 
:r,a 

oder daB 

(H) 

ware; d. h. y1 (x) geniigt c!er gegebenen Differentialgleichung. 
Da y1 (x) auch die Anfangsbedingungen (3) erfi.illt, so ware 
es bereits die gesuchte Losung und daher das Verfahren be
endet. Wenn sich aber y1 (x) von y0 (x) unterscheidet, so stellt 
es, wie E. Picard gezeigt hat, unter ziemlich allgemeinen Be
dingungen eine bessere Nah.erungslosung als y0 l:.r) dar. 

Urn eine Losung zu erhalten, die noch weniger von der 
gesuchten Losung abweieht, hat man als Ordinaten zu den 
Abszissen x die Werte f(x, y1 (x)) aufzutragen und diose Kurve 
so zu integrieren, daB sie durch den gegebenen Anfangspunkt A 
geht; ihre Gleichung lautet 

:1_: 

y2 (x) =c Ya J (Ia:, y1 (:r)) d:r. (7) 

In dieser Weise kann man fortfahren, bis sieh zwoi aufeinander
folgende Kurven Yn-l (x) und Y, (x) nicht mohr unterscheiden. 
Yn (x) ist dann die gesuchte Integralkurve. 

Im AnschluB an Pic a r d wollen wir nun zeigen, daB, 
wenn das Intervall (xa, x) nicht zu groB ist, die aufeinander
folgenden Naherungskurven gegen die wahre Losung der Diffe
rentialgleichung konvergiemn. Fiir die n te Niiherungslosung ist 

"' J f(:r, Yn-l)dx. IS) 
"'a 

Die gesuchte Losung y (x) geniigt der Gleichung 

"' 
Y (x) = Ya :- J fix, y) dx. (9) 

"'a 
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Hieraus folgt 
X 

Y, (x)- y (x) = J [l(x, Yn-1)- f"(x, y)J dx 

oder 
X 

Y., (x)- y(x) = J(('.);,_Y__n-::ll=-(~,_Y) (Yn-1 - y)dx. (10) 
Yn-1- Y 

Fiir die im Integrationsintervall {x0 , x) in Betracht kommenden 
W erte Yn ( x), y ( x) mi:ige es nun eine o bere Schrau be M derart 
geben, daB 

(11) 

gilt. 
Bezeichnen wir nun mit c, den Absolutwert des maximalen 

Fehlers von Yn (x), mit Cn_ 1 den von Yn-t (x), so ist gemaB (10) 

c, <Mcn_ 1 [x-xaf (12) 

Dehnen wir nun das Integrationsintervall nur so weit aus, daB 

(13) 

bleibt, was immer moglich ist, so wird der maximale Fehler 
von Yn ( x) kleiner als der von Yn-l (x) sein. Da dies aber fiir 
alle n gilt, so hat man: 

c1 <kc0 , 

und es ist daher 

(14) 

(15) 

c0 ist ein fester Wert, die Konstante k kleiner als 1; demnach 
muB en mit wachsendem n kleiner und kleiner werden, d. h. 
die Naherungskurven bilden eine gegen die wahre Li:isung kon
vergente Folge. 

Die Konvergenz bedingung ( 13) wird im allgemeinen die 
Lange des Intervalles, iiber welches integriert werden darf, 
beschriinken. Selbstverstandlich gibt (13) nicht die exakte 
Konvergenzgrenze des Verfahrens, sondern sagt nur aus, daB 
innerhalb des definierten Intervalles das Verfahren konvergieren 
muB. Praktisch lohnt es sich nicht, den Wert M und das 
der Gleichung (13) geniigende Intervall zu bestimmen, da die 
Konstruktion der Naherungskurven von selbst ergibt, wie weit 
das Verfahren konvergiert. LaBt sich mit geniigender Sicher _ 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 18 
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heit feststellen, daB aufeinanderfolgende Naherungskurven his 
zu einem Punkte P1 iibereinstimmen, so wird man P1 als 
neuen Anfangspunkt wahlen, eine angemessene neue x-Richtung 
annehmen und P1 zum Ausgangspunkt neuer Naherungskurven 
machen. So kann man in jedem Faile nach und nach fiir ein 
beliebig groBes Integrationsgebiet die gesuchte Integralkurve 
bestimmen. Im allgemeinen ist es zweckmal3ig, das Intervall, 
iiber welches man integriert, nicht zu lang zu wahlen, in dem 
betrachteten Bereich die geBuchte Integralkurve zu bestimmen, 
sie freihandig ein gewisses Stiick zu verlangern, das verlangerte 
Stiick nach dem be:schriebenen Verfahren zu verbessem usf. 

Legt man die x-Achse, wie oben en~·iihnt, ungefahr in 
der mittleren Richtung der Niiherungskurven, so wird, wie 
C. Runge gezeigt hat 65), die Schranke M moglichst klein und 
daher das Intervall, iiber welches integriert werden kann, mog
lichst groB; gleichzeitig fiihrt das Verfahren moglichst schnell 
zum Ziel. 

VII. Naherungsbehandlung der Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

§ o8. Integration von Differentialgleichnngen zweiter Ordnung 
mit HiJfe der Kriimmnng"'kreise. 

1st die vorliegende Differentialgleichung 

d~y ( dy dx2~cf x,y,ax) 

in der Gestalt 

( 1) 

gegeben oder in sie entwickelbar, so kann man die den An
fangsbedingungen 

(2) 

geniigende Losung durch eine Reihe von Kreisbogen angenahert 
bestimmen, wie zuerst Lord Kelvin bemerkt hat 66). Bezeichnet 
man den Winkel, welche die Integralkurve mit der Richtung 

der positiven x-Achse bildet, mit -r, so daB also ~Ji = y' = tg T 
dx 

ist, und den Kriimmungsradius mit (b so wird die Kriimmung 

1 y" f(x,y,y') 
(! ( 1-~r1/' 2fs;. (1 -tg2 r) •r, =COS3 7:·f(x,y,y'). (3) 

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung gibt also den 
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Kriimmungsradius als Funktion des Ortes und der zugehorigen 
Richtung. Den Kriimmungsmittelpunkt findet man, indem man 
vom Punkte (x1 , y1) aus auf der zu T senkrechten Richtung e ab
tragt. Die Quadratwurzel in (3) ist absolut zu nehmen, daher 
hat (! stets dasselbe Vorzeichen wie y''. Ist demnach y" positiv, 
so liegt der Kriimmungsmittelpunkt au£ derjenigen Seite der 
Tangente, auf der sich das ,Po:sitiv-Unendliche" der y-Achse 
befindet; entsprechendes gilt £iir negatives y". Ist die Tangente 
der y-Achse parallel, so kann man eine Variabeln-Vertauschung 
vornehmen und dann die Entscheidung iiber das V orzeichen 
von e treffen. 

Man kann so den zu dem gegebenen Anfangspunkte 
P 1 ( x1 , y1 ) und der durch tg T1 = y1' bestimmten Anfangsrich
tung gchorenden Kriimmungsmittelpunkt M1 bestimmen. Siehe 
Fig. 265. Man schlagt nun mit P 1 M1 als Radius um M 1 als 
~ittelpunkt einen kleinen Kreisbogen P1 P2 und zieht P2 M1 • 

Andert sich der Kriimmungsradius zwischen P 1 und P2 nicht 
wesentlich, so kann man P2 angenahert als Punkt der gesuchten 
Integralkurve betrachten. Fiir diesen bestimmt man gemaB 
(3) durch 

(3a) 

den Wert e2 des Kriimmungsradius, indem 
man yQ' als Richtungstangens des Kreisbogen
stiicks" P1 P2 in P2 zeichnerisch oder rech
nerisch ermittelt. Durch (!2 wird auf P2 M1 

der neue Kriimmungsmittelpunkt M2 fest
gelegt. N unmehr wird um M 2 mit dem Radius 
e2 ein neuer kleiner Kreisbogen P2 P8 ge
schlagen usw. 

Wahrend sich der Kriimmungsradius der 
gesuchten Kurve stetig andert, andert er 

Jl 

sich fiir unsere Naherungslosung sprungweise in P2 , P8 ••• Je 
kleiner man die Kreisbogen wahlt, um so geringer wird die Ab
weichung der Naherungskurve von der wahren Integralkurve 
sein, falls die Kreisbogen genau gezeichnet werden. Es ist aber 
zu beachten, daB man bei den Dbergangen von einem Kreisbogen 
zu dem darauf folgenden unvermeidlich kleine Zeichenfehler be
geht. Man dar£ daher die Kreisbogen auch nicht zu klein wahlen, 
weil sonst durch die Zeichenungenauigkeit andere Fehler entstehen. 

Das Verfahren soU an einem einfachen Beispiel erliiutert 
werden. Es werde verlangt, diejenige Losung der Differential-

18* 
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gleichung y" -~ 0,5 y' sin y = 0 zu finden, fiir welche an der 
Stelle x = 0, y = 0 und y' =c.= 1 ist. Es ergeben Rich die in 
nachstehender Tabelle wiedergegebenen Werte. 

Tabellc 11. 

n I x, Yn sin Yn Yn' y" n elt 

1 0 0 0 
i 

1 i o,;.oo - il,66 
2 O,G + 0,43 ., 0,41 0, 79 -. 0,~05 - 2,57 
3 1,0 -1-0,78 ·_ O,G£! !- 0,47G ! 

-0,929 - 1,453 
4 1,5 +0,89 -! 0,78 I 0,10 - 0,8:} ··- 1.23 .,. 
,') 2,0 - 1-0,83 - 0,737 0,32S . .. 0,57B - 1,96 
6 2,5 +0,.16 .:. 0,53 0,71 -0, 17!> -- 10,55 
7 3,0 i 0,15 !- 0,1G 0,80 '_ 0,:!~. I +8,4 
8 :),.) --0,22 - 0,22 0,69 .,_ o,:-,65 -3,18 
9 4,0 -- 0,51 - 0,48 --0,44 -0,70 -i- 2,02 

10 4,5 - 0,67 --0,62 -O,Hili !- 0,70 + 1,45 
11 !>,0 -0,67 0,()2 ,_ 0,16() -1- 0,!>4 + 1,88 
12 

I 
5,5 -0,4\l - 0,47 i 0,486 ,_ 0,225 .:. 6,05 

13 6,0 --O,HJ 0,19 + 0,60 0,11 -14,4 
14 (i,5 0,10 - 1-0,10 --- - -

In der Fig. 150 ist die graphische Auftragung der W erte 
enthalten. Fiir kleine y (y "-'sin y) muB die gegebene Differential-
gleichung angenahert eine Losung der Peri ode 2 JT: Vi ___:_-(0,25)2 
= 6,24 haben. Mittebt der Kriimmungskreismethode hat sich 
nach Fig. 150 der Betrag 6,'31 fiir die erstc Schwingung ergeben. 

Man kann den Grad der Annaherung verbeRsern, wenn 
man die Mittelpunkte un<l Hadien der Kreisbogen von den 
durch (3) gegebenen Worton abweichen lal3t n•). Liegen die Punkte 
P1 und P2 so dicht beieinander, daB sich der Kriimmungsradius 
zwischen P1 und dem Schnittpunkte P 2 * der Integralkurve mit 
der Geraden P2 M1 dauernd wachsend andert (Fig. 149) und 
sind die nach (3) errechneten Werte von e fiir die Punkte P2 

und P., * nicht wesentlich voneinander vcrschieden, so ist often
bar der Kreisbogen P1 P2 gegeniiber dem wahren Kurvenstiick 
P 1 P2 * mit dem zu klein en Radius ei geschlagen, da ja e 
zwischen PI und P2 * dauernd waehst. Wiirde man e~ = P2 M 1 

als Radius wahlen, t-~o ware die Kurve zu schwach gekriimmt. 
Man wird daher eine bessere Anniiherung erhalten, wenn man 
den Kreisbogen von PI aus mit dem arithmetischen Mittelwert 
von (! 1 und g2 beschreibt *. 

Mit der Methode der Kriimmungskreise kann man in den 
meisten Fallen eine ausreichende Genauigkeit erzielen. Das 
V erfahren fiihrt meistens auch schnell zum Ziel, besonders dann, 
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wenn y" nicht von y' abhangt, also eine einfache Funktion des 
Ortes ist. Ist dies nicht der Fall, so wird man zweckma.Big 
in einer kleinen Tabelle oder Zeichnung zu jed em W erte y' = tg T 

den zugehorenden Wert - 1-- bestimmen und ist dann in der 
cos3 T 

Lage, den Wert des Kriimmungsradius gemaB (3) mit Hilfe 
einer Ablesung am Rechenschieber zu ermitteln . 

.Fig. 150. Anwendung des Kri:immungskreisverfahrens: 
Schwingungsgleichung. 

Zur leichteren Ausfiihrung der Zeichnung bedient man sich 
eines schmalen Lineals a us Zelluloid, das zuerst von C. V. Boys 68) 

angegeben und von R. Rothe 69) verbessP-rt worden ist. (Siehe 
Fig. 151.) Es enthalt ein feines Loch P an einem En de fiir den 
Schreibstift und eine geteilte Mittellinie, auf der die Werte (! 

eingestellt werden. Hierzu wird ein kleiner DreifuB mit zwei 
Nadelspitzen auf das Zeichenblatt gestellt, wahrend die dritte 
auf den Teilpunkt M der Mittellinie gesetzt wird, wobei M P 
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gleich dem jeweiligen W erte von [! ist. Bewegt man nunmehr 
den Schreibstift, so beschreibt er einen Kreisbogen urn M als 
Mittelpunkt. W enn der Radius verandert werden soll, driickt 

man das Lineal fest 
gegen das Papier und 
versetzt den DreifuB ent
sprechend dem neuen 
Werte des Kriimmungs
radius. Mit Hilfe dieser 
V orrichtung kann man 
den Bleistift genau in 
derselben Richtung wei
ter leiten' wahrend es 
bei Benutzung eines ge

t=a -~..,_______,__ -M --
' 
§f =t:PR 

Fig. 151. Lineal naoh C. V. Boys und 
R. Rothe. 

wohnlichen Zirkels kaum moglich ist, kleine Unebenheiten der 
Kurve an den Stellen zu vermeiden, wo die Kreisbogen zu
sammenstoBen. 

Urn den jeweiligen Wert von y' abzulesen, ist senkrecht 
zu der geteilten Mittellinie PM cine Gerade in das Lineal ein
geritzt, welche zwei Marken '1'1 T2 im Abstande Eins von P 
tragt. Die durch T1 hindurchgehende Parallele zur Abszissen
achse schneidet namlich PM in einem Punkte Q derart, daB 
y' gleich P Q wird. Ist y' zu groB, urn in dieser Art abgelesen 
zu werden, so beobachtet man die durch den anderen Punkt T" 
hindurchgehende Parallele zur y-Achse; sie schneidet PM ir'i. 
einem Punkte R derart, daB y' gleich 1 : P R wird, wonach y' 
mit Hilfe des Rechenschiebers ermittelt werden kann. Wenn 
an einer Stelle der Kriimmungsradius der Kurve so groB wird, 
daB der Mittelpunkt nicht mehr auf das Zeichenpapier fallt, so 
kann man die Kurve praktisch durch ihre Tangente ersetzen; 
man hat dann einfach das Lineal in der Richtung P T 2 zu ver
schieben, wozu es zweckmiiBig ist, die eine Kante parallel zu 
T1 P T 2 zu machen. Die N eigungsanderung erhalt man am 
besten aus der Gleichung .d y' = y" · 1 x = f (x, y, y') · L1 x, wobei 
sich x, y, y' auf die Ablesungen im Punkte P1 , II x auf den 
geniigend kleinen Abszissenunterschied P1 P2 beziehen. Die 
neue Tangentenrichtung hat man etwn in der Mitte zwischen P1 
und P2 an die alte anzuschlieBen. In der Nahe cines Wende
punktes (y" o= 0) kann man auch y' aus f (x, y, y') == 0 be
stimmen 70). 

Man wird die Methode der Kriimmungskreise besonders 
dann bevorzugen, wenn der Ausdruck fur c von einfacherer Ge
stalt ist als der fiir y". Aus diesem ist es in den meisten 
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Fallen zweckmii.Biger, fur groBe Werte von (! das nachstehende 
Verfahren zu verwenden, welches von L. Gumbel herriihrt 71). 

Es sei der Krummungsradius (! sehr groB und man ver
suche entsprechend dem Verfahren Fig. 152 die gesuchte Inte
gralkurve angenahert aus Kreis
bogen zu konstruieren, wobei die 
Punkte P 1 , P 2 , P 3 .•• derart auf der 
Naherungskurve angenommen wer
den sollen, daB ihre Tangenten ein 
der Kurve unbeschriebenes gleich
seitiges Polygon der Seitenlange 
Lf s bilden. Die Konstruktion ge
schieht folgendermaBen: senkrecht 
zu der gegebenen Anfangsrichtung 
tragt man in dem gegebenen An
fangspunkte P1 den Wert des zu
gehorigen Krummungsradius his 
zum Punkte M1 ab und beschreibt 
um M1 als Mittelpunkt mit P 1 M1 

als Radius einen Kreisbogen. Von 
P 1 aus tragt man auf der ge-

--->! 

Fig. 152. Kriimmungskreis
verfahren nach L. Giimbel. 

gebenen Anfangsrichtung die Strecke Ll2s bis zum Punkte 1 ab 

und beschreibt um 1 als Mittelpunkt mit Ll2s als Radius einen 

Kreis, welcher den um M1 beschriebenen Kreisbogen in P2 

tragen moge. Dann ist nach einem bekannten Satze der Geo
metri~ P 2 1 eine Tangente an den Kreisbogen P1 P2 • Nun
mehr verbindet man P 2 mit M1 und tragt auf dieser Ver
bindungsgeraden oder ihrer Verlangerung von P 2 aus den diesem 
Punkte entsprechenden Wert des Kriimmungsradius bis M. ab. 
Nunmehr beschreibt man urn M 2 als Mittelpunkt mit P~ M 2 

als Radius einen Kreisbogen. Auf der Verlangerung von 1 P,, 

tragt man die Strecke P2 2 gleich ~8 ab und beschreibt um de~ 
Punkt 2 als Mittelpunkt mit Ll2s als Radius einen Kreis, welcher 

den Kreisbogen mit dem Mittelpunkt M 2 in P 3 trifft usw. 
Bezeichnet man die Winkelanderung der N ormalen zweier 

aufeinander folgender Kurvenpunkte mit Ll <p, so andern sich 
auch die Richtungen der Tangenten urn denselben Winkel Ll <p. 
1st nun fiir einen beliebigen Kurvenpunkt z. B. P1 die Richtung 
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der Kurve und die Strecke :1 s gegeben, so laBt sich, nachdem 
1 

man den Wert k = - der Kriimmung berechnet hat, der naehste 
(! 

Kurvenpunkt P2 folgendermaBen bestimmen: man tragt von 

P f d b K · h d' s· k L1 s b' 1 aus au er gege enen urvennc tung Ie , tree e - IS 
2 

zum Punkte 1 ab. Ferner beschreibt man in einem beliebigen 
MaBstabe einen Kreis vom Radius Eins und zieht vom Mittel
punkt aus den zu P1 1 parallelen Strahl. Senkrecht zu diesem 
tragt man von dem Schnittpunkt mit der Peripherie in dem-

selben MaBstab die Strecke k · ~-~ ab, beschreibt um den freien 
2 

Is 
Endpunkt einen Kreis mit k · ·· 2 als Radius, welcher die Peri-

pherie in demjenigen Punkte trifft, dessen Verbindungslinie 
mit dem Mittelpunkt des Kreises den zu P 2 1 parallelen Strahl 
liefert. In dieser Richtung hat man von dem Punkte 1 aus 

die Strecke ,12
8 aufzutragen, um den Punkt P~ zu erhalten usw. 

Ist der Wert 1.! sehr gro13, also k · J s geniigend klein, so 
geniigt es, die Strecke k ·!I s als Sehne in den Einheitskreis, 
den sogenannten Kraftekreis, einzutmgen, urn aus einer Tan
gentenrichtung die damuf folgende zu erhalten. Man bestimmt 
zunachst den Punkt 1 wie oben und triigt in der neuen Tan-

gentenrichtung die Strecke J 8 bis zum Punkte P" ab, auf 
2 -

welch en das V erfahren von neuem anzuwenden ist. ~ 

Man kann das V erfahren entsprechend den Betrachtungen 
S. 27G verbessern, indern man zunachst den Punkt JY[1 wie oben 
bestirnmt, den Kreisbogen um JY/1 abcr nur bis zu einern Punkte 1' 
beschreibt, der in der Mitte zwischen P1 und P~ liegt, fiir den 
Punkt 1' den Wert des Kriimmungsradius bestimrnt und mit 
diesem Werte (! den Kreisbogen P 1 P 2 bes<"hreibt. Da nun der 
Punkt 1' vom Punkte 1 nur wenig abweicht, weil der Kriimmungs
radius der Kurve gro13 sein soli, so ergibt sich folgende Ver
besserung unserer Konstruktion: man tragt vom Punkte P1 a us 

:f 8 
in der gegebenen Anfangsrichtung die Streck(' - 2 bis zum 

Punkte 1 ab. Vom Mittelpunkt des Kraftekreises aus zieht 
man den zu P 1 1 parallelen Strahl. Nunmehr errnittelt man fiir 
den Punkt 1 den Wert k u nd tragt die Strecke k · :1 s auf dem 
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Umfang des Kraftekreises ab. Den freien Endpunkt verbindet 
man mit dem Mittelpunkt des Kreises und legt parallel zu 
dieser Verbindungslinie eine Gerade durch den Punkt 1, auf 
welcher man die Strecke Ll 8 bis zum Punkte 2 abtragt. Fiir 
den Punkt 2 bestimmt man wiederum den Wert der Kriimmung 
und tragt den zugehorigen Wert k · Ll 8 auf der Peripherie des 
Kraftekreises ab, urn die Richtung des zu 23 parallelen Strahles 
durch die Verbindungsgerade mit dem Mittelpunkt des Krafte
kreises zu erhalten usw. Man erhalt so ein der gesuchten 
Kurve umbeschriebenes gleichseitiges Polygon, mit dessen Hilfe 
die Naherungskurve leicht 
zu zeichnen ist. !f.cm 

Eine Aufgabe, auf 75 P~t.skg 
welche das beschriebene 
V erfahren mit V orteil an
gewandt worden, ist die 
Bestimmung der elasti
schen Linie diinner Stabe 5o ------+--~'---"<c-------f--1---

bei groBerer Durchbie
gung, weil in diesem Faile 
die Kriimmung k klein 
und eine einfache Funk
tion des Ortes ist. Ist M 25+---J'--·---+--------t--t--",___ 

das Biegungsmoment, E 
der Elastizitatsmodul und 
J das Tragheitsmoment, 
so ist bekanntlich die 

M 
Kriimmung k =c E-:]. 

Man beschreibt hier 
den Kraftekreis zweck

L---~~-=J~;=========~~5J5~~~m 
Fig. 153. Anwendung des Kriimmungs

kreisverfahrens: Elastische Linie. 

maBig mit dem Radins E. J und tragt auf der Peripherie die W erte 
E. J. k Ll 8 = M. Ll 8 im gleichen MaBstabe a b. Ein Beispiel hier
fiir gibt Fig.153. Hier wurde die elastische Linie eines schlanken, 
senkrecht eingespannten Stabes ermittelt, der durch eine verti
kale Einzelkraft belastet ist. Da das Biegungsmoment nur 
von x abhangt, so kann man die Werte MLI8 als Ordinaten 
auftragen und ist so in der Lage, die auf der Peripherie des 
Kraftekreises abzutragenden Strecken mit dem Zirkel abzu-
greifen. 
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§ 69. Das Kriimmnngskreis-Verfahren von Meissner. 

Die im vorigen Paragraphen entwickelte Methode, die 
Integralkurve der Differentialgleichung 

11 f • ') y c= (x,y,y 

niiherungsweise aus Kreisbogen zusammenzusetzen, verlangt bei 
jedem Schritt die Bestimmung des Kriimmungsradius 

(l --;- y' 2)"/2 
(! = ----- / . 

rrx, y, y) 

Dieser Ausdruck ist im allgemeinen ziemlich verwickelt und 
daher die Berechnung von e sehr umstiindlich. A us dicsem Grunde 

Fig. 154. Zur Definition der Stiitzkurve nach E. Meissner. 

soH im folgenden ein von E. Meissner'~) herriihrendes Verfahren 
auseinandergesetzt worden, bei welchem die Methode der Kriim
mungskreise derart abgeandert ist, daB man bei jedem Schritt 
nur den Wert von y" = f(x, y, y') zu berechnen braueht. Das 
Verfahren ist in dem Sinne allgemein, als es auf Gleichungen 
beliebig hoher Ordnung anwendbar ist. 

Wahrend in dem iiblichen Schaubild eine Funktion als Kurve 
dargestellt wird und zu jedem Werte der unabhangigen Ver
anderlichen ein bestimmter Punkt gehort, soll diese Abhangig
keit in dem nachstehend beschriebenen Liniendiagramm 
durch ein Geradenbiisehel veranschaulicht werden. 

Die unabhangige Veranderliche heiBe u und werde als 
Winkel gedeutet, wahrend die von u abhiingige p (n) als Streeke 
dargestellt werden soli (Fig. 1541. 
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In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit den Ab
szissen x und den Ordinaten y wird einem jed en W erte
paar u, p ( u) diejenige Gerade g ( u) zugeordnet, deren Lot mit der 
positiven Richtung der x-Achse einen Winkel einschlie.Bt, dessen 
Gri:i.Be gleich u ist, und welche den Abstand p (u) vom Null
punkt hat. Fiir eine gegebene Funktion P.(u) erhiilt man eine 
einfach unendliche Schar solcher Geraden. Sie umhiillen eine 
Kurve C, welche Meissner das Liniendiagramm der gegebenen 
Funktion p (u) nennt; wir bezeichnen sie als Stiitzkurve von p (u). 
Nun lautet die Gleichung der Geraden g (u), welche in der so
genannten Hesseschen Normalform gegeben ist 

g ( u) = x cos u + y sin u - p ( u) = 0 ( 1) 

Ist P derjenige Punkt, in welchem die Gerade g die Kurve C 
beriihrt, so berechnet man die Koordinaten x, y von P, indem 
man u a us (1) und 

d g (u) _ _ . . , . ) 
- d u- :c.::._ - x sm u -r y cos u - p ( u. = 0 (2) 

eliminiert. 

(2) ist aber die Gleichung einer Geraden g' (u), welche 
auf g (u) senkrecht und den Abstand p' (u) vom Nullpunkt hat. 
Da sie durch P hindurchgehen muB, so ist g' (u) die Normale 
der Kurve C im Punkte P und es muB PQ = OQ' = p' (u) 
sein. Die Normalen der Kurve C sind aber die Tangenten an 
die Evolute C' der Kurve C. Fiir die Kurve C' spielt p' (u) 
dieselbe Rolle wie p ( u) fiir die Kurve C. Daher kann wie 
oben geschlossen werden, daB der Punkt P', in welchem die 
Gerade g' (u) die Kurve C' beriihrt, den Abstand 

P' Q' = 0 Q" = p" ( u) 

von der Geraden 0 Q' hat. 

Aus der Figur ergibt sich nun unmittelbar der Kriimmungs
radius der Stiitzkurve 0: 

e = P P' = p (u) + p" (u) (3) 
Er wird in denkbar einfachster Weise durch die Funktion p ( u) 
und ihre zweite Ableitung definiert, darauf beruht im wesent
lichen die Brauchbarkeit der nachstehend geschilderten Inte
grationsmethode. 

Statt die Funktion p (u) zu suchen, welche der gegebenen 
Differentialgleichung 

p" = f(u, p, p') (I) 
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geniigt, stellt man sich die gleichwertige A.ufgabe, ihre Stiitz
kurve C zu ermitteln (Fig. 15 5 ). 

Es mogen die Anfangsbedingungen 

·u =- uo, p ,=, Po, p' = Po' 
gegeben sein. 

Man beginnt die Konstruktion, indem man die Punkte Q0 , 

P0 , P0' so auftragt, daB der Winkel, den 0 Q0 mit der posi
tiven Richtung der x-Achse bildet, gleich u1" 0 Q0 = p0 und 
Q0 P0 = 0 Q0' = p0' wird. Der zum Punkte P0 gehorige Kriim
mungsradius !?o wird nun gemaB (3) berechnet und seine Lange 
von P0 aus auf der Geraden P0 (J0' his zum Punkte P0' ab
getragen. P0' ist dann det· Kriimmungsmittelpunkt der Kurve C 

p; 

Fig. 155. Verfahren von K Meissner. 

im Punkte P0 . Um P0' als Mittelpunkt sehliigt man mit !?o alt.: 
Radius den kleinen Kreisbogen J>0 1\. Macht man den zu
gehorigen Zentriwinkel P0 P0' F\ = L1 n geniigend klein - wohei 
man J u zweckmiWig gleich einem Vielfachen von 1° wiihlt, urn 
den A.bsolutwert bequem aus Tabollen entnehmen zu konnen -, 
so kann man P 1 naherungsweise als Punkt der Kurve C auf
fassen. Fiir 'U ~c' n0 + L1 u erhiilt man d11nn dureh das Lot 0 Q/ 
von 0 auf P0 ' P 1 die zugehorigen Werte p ~= Q1 ' P1 und p' = 0 Q/. 
Hiernach kann man flir P 1 nach :E'ormel (i~ I den Wert [> 1 des 
Kriimmungsradius berechnen und tragt dessen Lange von P 1 aus 
auf der Geraden P1 P 0' bis zurn Punkte P1' ab, der don Mittel
punkt des nachsten Kreisbogens P1 P2 der Kurve bildet usw. 

W enn sich der Kriimrnungsradius (} stark andert, so kann 
man, wie auf Seite 276, das Verfahren folgendermaBen ver
bessern: man bestimmt zuni:ichst. wie oben, die Kriimmungs-
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radien 12o und 121 der Punkte P0 P1 . Nunmehr tragt man aber 

auf der Geraden P0 Q0' von P0 aus die Strecke l2o + ~ bis zum 
2 

Punkte P0'* ab, und beschreibt urn P0'* als Mittelpunkt den 
durch P0 hindurchgehenden Kreisbogen vom Zentriwinkel L1 u. 
Man erhalt so einen Punkt P1 *, der im allgemeinen eine bessere 
Naherung als P1 ist. Sollte P 1 * erheblich von P1 abweichen, 
so wird man gemaB (3) den zugehorigen Kriimmungsradius 121 * 
bestimmen und den Kreis durch P0 mit dem Radius -~ + __ 121 * 

2 
schlagen. Man erhalt so den Punkt P1 **, mit dem die Kon
struktion zu wiederholen ist. W enn aber L1 u einigermaBen 
klein gewahlt wird, so wird sich schon P1 ** nur sehr wenig 
von P 1 * unterscheiden. 

Das Verfahren versagt, wenn 
die Kriimmungsradien so groB 
werden, daB die Mittelpunkte 
P' nicht mehr auf das Zeichen
blatt fallen. Es verlauft dann 
die Kurve so flach, daB man sie 
durch ein umschrie benes, gleich
seitiges Tangentenpolygon er
setzen kann. Ist e0 , der Kriim
mungsradius fiir den Bogen 
P0 P1 , sehr groB und L1 u der 
zugehOrige Zentriwinkel, so 

Fig. 156. Fall sehr gro6er Kriim
mungsradien. 

tragt man (siehe Fig. 156) in der gegebenen Tangentenrichtung 

die Strecke e · tg -~ vom Punkte P0 bis zum Punkte R0 ab und 

von R0 dieselbe Strecke unter dem Winkel Llu bis zum Punkte 
P 1 . P 1 ist dann der gesuchte Endpunkt des Bogens P0 P1 • 

Wie bei dem Verfahren der Kriimmungskreise darf man 
die Winkeldifferenz L1 u nicht zu groB und nicht zu klein wahlen; 
nicht zu groB, weil sonst die Zeichnung zu ungenau werden 
wiirde, nicht zu klein, weil sich sonst die Fehler mit der 
wachsenden Zahl der Teilpunkte zu sehr haufen wiirden. N ach 
Angaben von Meissner empfiehlt es sich, L1 u zwischen 5° 
und 15° zu wahlen. Man wird L1 u im Laufe der Zeichnung 
verkleinern, wenn die Ungenauigkeit zu groB wird, vergroBern, 
wenn die Genauigkeit es erlaubt. Als MaB hierfiir wird man 
die GroBe der Korrek1 ur betrachten, urn wclche die Punkte P* 
von den Punkten P abweichen. 
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Wenn die mit ;1 u = i'J 0 erzielte Genauigkeit nicht ausreicht, 
so transformiert man zweckmaDig die gegebene Differential
gleichung I, indem man 

als neue unabhangige Veriinderliche einfiihrt: 

1 ( t I\ 
p" = -., f I . p. c p ! • 

c· \ c ; 
(Il) 

Hierin ist c eine geniigend groDe, zweckmaDig ganze Zahl. 
Einer Winkeldifferenz Ll u entspricht die c mal so groDe Winkel
iinderung L1 t = c L1 u. 

Das Stiitzkurvendiagramm hat ein von der gewohnlichen 
Darstellung so abweichendes Aussehen, daD es sich empfiehlt, 
nachtriiglich die Umwandlung in rechtwinklige Koordinaten 
vorzunehmen. 

Wir wollen nunmehr das Verfahren an einem Beispiel 
praktisch erliiutern; es soli die Differentialgleiehung 

p" 15 . () (4) 

mit den Anfangsbedingungen 

ll = 0. p . 60, z/ =c () (5) 

graphisch integriert werden. 
Man kann das Ergebnis durch l{echnung kontrollieren. 

Setzt man 
p = 15 -:;~, -l q, (6) 

so geniigt q der Differentialgleichung 

q'' + h' + 1 i4 q == 0 (7) 

Der Ansatz q = Ceru, q' = Creru, q" =Or~ eru liefert fiir r 
die quadratische Gleichung 

(8) 

d W I 1 + · ,r65--,_- 1 + · · d F 1 eren urze n r 1, 2 =- 8 _ 1, y 64 - ru =- 8 _ t sm . o g-

lich sind q1, 2 = Ce(-~+i)u partikuliire Integrale der Differential
gleichung (7). Da nun eiu ~cos u + i sin u ist (Eulersche Forme!), 
so sind auch q1 = C e-A u cos u und q2 =' C e- ~ u sin u partikuliire 
Integrale von ( 7) und daher kann das allgemeine Integral in 
der Form 
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geschrieben werden. Mithin wird gemiiB (6) 

p = 14 f-~ + C e-tu cos (u + {J) (9) 
das allgemeine Integral von ( 4), wobei sich die Integrations-

~ c 

Fig. 157. Stiitzkurvenschaubild nach E. Meissner. 

konstanten C und fJ aus den Anfangsbedingungen (5) bestimmen 
lassen. Aus (9) folgt durch Differentiation 

p' =- C e-ku(sin (u + {J) +~cos (u + fJ)), (10) 

mithin ist fiir u = 0 

6o = 14 H + c cos fJ fl> 
und 

0 = sin{J + ~ cos{J 

oder tg fJ = - ~. 

Hiernach ergibt sich 

fJ = - 7° 7' 30" 

undC=45,583. (11) 

u 

Zeitwegschaubild zu Fig. 157. 

Nun geht aber e--x fiir X= + 00 gegen Null. Folglich nahert 
sich nach (9) p fiir groBe positive Werte von u immer mehr 
dem Werte 14 i~. Das Stiitzkurvenschaubild von p besteht 
daher (siehe Fig. 157) aus Schleifen, die sich immer mehr dem 
Kreise vom Radius 14 i~ nahern, welcher 0 zum Mittelpunkt 
hat. Mit Hilfe der sich ergebenden Werte p (u) wurde dann 

P, 
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das gewohnliche Punktdiagramm gezeichnet, indem zu den 
Abszissen u die zugehorigen W erte p als Ordinaten aufgetragen 
wurden (Fig. 15H). 

Fiir diejenigen Werte u1 , u2 , u8 ••• von ·u, fiir welche p (u) 
den groBten oder kleinsten Wert annimmt, muB p' (u) vor
schwinden. Aus (1 0) folgt, daB fiir dieselben 

tg ((J i U 11) =- ~, n = 1, 2, 3, ... 

sein muB. Da nun tg fJ = - ~ ist, so ist 

u1 == ::r {J' ·u~ = :2 ::r '- fJ, 'lla = cl ::r j1 ... ' 

d. h. die Evolute der Stiitzkurvc C hat eine gemeinsame Tan
gente, welche unter dern Winkel ::r + (3 gegen die positive 
Abszissenrichtung durch den Ursprung geht (Fig. 157; vgl. auch 
Fig. 154). Auf dieser Tangente liegen auch die den Ab
szissen u1 , u2 , u3 , . • • entspreehenden Punkte E1 , E2 , Ea, . . . der 
Stiitzkurve C, deren Entfernung vom N ullpunkt die groBten 
bzw. kleinsten Werte p(u1 ), p(u2 ) ••• sind. 

DaB die Bogen der Evolute eine gemeinsnme Tangente 
haben, beruht im wesentlichen darauf, daB die Losung (9) der 
Differentialgleichung ( 4) die N ullstellendifferenz :2 n hat. 

§ 60. Das Verfahren der Seilkurve. 

1. Wir betraehten zuniichst noch einmal dio im § 25 ent
wickelte Methode, die elastischo Linie eines bolasteten, voll
kommen biegsamen Seiles zu bcstimmen (Fig. 15!1). 

0 

H-----~ 

Q 

Fig. 15\J. Seilkurve mit st.etiger BelaBtung. 

Die iiber die Spannweite l verteilte Last q f(x) sei als 
Funktion der Entfernung x vom linken Auflager gegeben. Aus 
dem Seil wird nun ein StUck P 1 P,2 herausgeschnitten. Damit 
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Gleichgewicht besteht, mi.issen wir in P1 und P2 Spannkrafte 
8 1 und 8.2 anbringen, welche in Richtung der Tangenten an 
die Seilkurve wirken. Diese heiden Krafte mi.issen der von der 

"'• 
Belastung herriihrenden Kraft Q = J q (x) dx das Gleichgewicht 

"'' halten. Da nun drei Krafte nur im Gleichgewicht sind, wenn 
die Angriffsgeraden der Krafte durch einen Punkt gehen, so 
miissen sich die Tangenten in P1 und P2 auf der Angriffs
geraden q von Q schneiden, welche durch den Schwerpunkt 8 
des schraffierten Teiles der Belastungsflache hindurchgeht. Man 

"'• 
erhalt den zugehOrigen Krafteplan, indem man Q = J q (x) dx 

"'' als V ertikale V1 V2 auftragt und durch die Endpunkte Parallele 
zu 8 1 und 8 2 legt, welche sich in 
0 schneiden m6gen. Es ist dann 
0 v1 = 81 und 0 v2 = 8~ . 

Auf Grund der vorstehenden Be
trachtungen ist es nun leicht, mit. 

'tf " ","f'_ l\.fz 
I I 
I 
I 
I I 
I I 

n ,, I 
:: f., 
I i 
I I 

/ I 

Hilfe von P1 und der Spannkraft V 
8 1 P 2 und 8 2 zu ermitteln. Zu f, is f'z 
diesem Zweck braucht man nur /\ 

I I 

Q = V1 V2 auf einer Vertikalen auf- A.-,----'-, -t:,..._..,-++----8 
t I I \ I 

zutragen, durch V1 eine Parallele :-x,4 \ : f, 
zur Tangentenrichtung in .P1 zu -x2 +1-+!fz---\o-l,: I 
legen und auf ihr die GroBe von :1 f 'i,.t 
8 1 bis zum Punkte 0 abzutragen. l-
Nunmehr bestimmt man den Fig: 160. Bestimmung des 

Schwerpunktes eines Be-
Schwerpunkt 8 der Be1astungsflache lastungselementes. 
f (x). Verlauft f(x) zwischen x1 und x 
ziemlich geradlinig, so geni.igt es, hierzu die in Fig. 160 wieder
gegebene Konstrul.tion zur Bestimmung des Schwerpunktes eines 
Trapezes anzuwenden. Nunmehr zeichnet man die durch 8 
hindurchgehende Parallele q zur Ordinatenachse, welche die 
Tangente in P1 in R treffen m6ge. Durch R legt man eine 
Parallelc zu 0 V.,, welche die Vertikale x = x., im Punkte P., 
schneidet. P2 i;t dann ein Punkt der gesu~hten Seilkurve~ 
Bezeichnet man die Entfernung des Punktes 0 von der Ver
tikalen V1 V2 mit H, so lautet die Gleichung der Seilkurve: 

d2y 
H ;[;2 ~ f"(x) 

(S. 92). Teilt man nun die von der Kurve q = f"(x) und der 
Hort, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 19 
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x-Achse begrenzte Flache durch Ordinaten in eine Anzahl von 
Streifen und bestimmt in jedem von ihnen den Schwerpunkt, 
tragt ferner auf einer Vertikalen V die Inhalte der Streifen 
als Strecke n auf und nimmt einen beliebigen Pol 0 im Ab
stande H von der V ertikalen V an, so liefert die beschriebene 
Konstruktion ein der gesuchten Seilkurve umschriebenes Tan
gentenpolygon. Hat man daher die Integralkurve der Diffe
rentialgleichu ng 

d2y ' 
- = f(x) 
dx~ · 

zu bestimmen, so kann man f(x) als Belastungsfiache q auf
fassen. Wahlt man fiir den Krafteplan einen geeigneten MaG
stab und macht den Polabstand gleich der Einheit, so liefert 
das Verfahren ein der gesuchten Integralkurve umschriebenes 
Tangentenpolygon ( siehe hierzu Fig. 71 ). Hiernach kann man 
die Integralkurve mit groBer Annaherung zeichnen. Es ist 
darauf hinzuweisen, daB, w:ie beim Sehnentrapez- Verfahren 
(S. 217), auf den Ordinaten, welche die Streifen der Belastungs
flache trennen, wahre Kurvenpunkte liegen. -

2. Das Verfahren des Seilpolygons kann mit Vorteil dazu 
benutzt werden, eine Naherungslosung der Differentialgleichung 

y" = f(x,y,y') 
zu bestimmen 73). 

Die Belastungsflache q == f' ( x, y, y') hangt hier ersichtlich 
von der Gestalt der Integralkurve selbst ab und wird wie folgt 
angenahert bestimmt: 

Gegeben seien die Anfangswerte 

X=Xl' y-=yl, y'--=y/. 

Man tragt nun zu den Abszissen x in drei Koordinaten
systemen, welche man zweckmaBig wie in Fig. 161 anordnet, 
die zugehorigen Werte y. y' und y" auf. Man erhalt zunachst 
.die Punkte P 1 und P/, indem man in den ersten heiden Ko
ordinatensystemen die Strecken 0 Q1 ~- 0 Q/ = x1 auftragt und 
die Ordinaten Q1 P 1 und Q1' P/ gleich den gegebenen Werten 
y1 und y/ macht. Nunmehr berechnet man 

Y111 =• f(xl' Y1' Y1') 

und tragt in dem dritten KoordinatensyFtem zur Abflzisse 0 Qt 
= x1 als Ordinate Q/' Pt" gleich y/' auf. P 1 , P/ und P/' 
sind dann Punkte der Kurven y, y' und y". 
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Unter der Annahme, daB sich fiir das Intervall Llx = x2 - x1 

y' und y" nur wenig andern, erhalt man angenahert die zu 
x = x2 gehorenden Punkte P2 und P2', indem man durch P1 

und P1' Gerade der Steigung Y/ undy/' legt und diese mit 
der V ertikalen x = x2 zum Schnitt bringt. Man bestimmt die 
zugehorigen Ordinaten Q2 P2 = y2 und Q2' P2' = y,/ und be-
rechnet den Wert - - - -

Yt = f(x, Y1' Y1') · 

v 

Fig. 161. Das Verfahren der Seilkurve nach L. Gumbel. 

Hierdurch ergibt der Punkt P2" der Belastungsflache y'' = q. 
Die Gerade P1" P2" wird nun angenahert als wahre Belastungs
fl.ache aufgefaBt und hiernach die Lage der Punkte P2 P2' 

verbesEert. Man bestimmt gemaB der Konstruktion desSeil
ecks zunachst den Schwerpunkt 8 und hierdurch die Schwer
linie q. Nunmehr zeichnet man in einem geeigneten MaBstab 
einen Krafteplan, indem man im Abstande 0 K = 1 von einem 

19* 
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Punkte 0 eine V ertikale V zeichnet. Die Parallele durch 0 
zu P1 P~ moge V im Punkte v1 schneiden. Von v1 tragt man 
auf V eine Strecke bis zum Punkte v., ab. welche dem Inhalt der 
Belastungsfiache, d. h. dem Inhalt d~s Trapezes Q1" Q~" P./' P/' 
gleich ist. ·~ 

Die Schwerlinie q moge die Geraden P 1 P~ uncl P/ P 2' 

in R1 und R/ schneiden. Man erhiilt dann de~ verbesserten 
Punkt P2 , indem man durch R1 eine Parallele zu ov2 legt 
und diese mit der Vertikalen x = x2 zum Schnitt bringt. Die 
Richtung im Punkte P~ wird durch den Strahl ov2 gegeben. 
Folglich ergibt sich der verbesserte Punkt P 2', indem man 
Q2' P 2 ' gleich der MaBzahl des Abstandes der Punkte K und 
v., macht. 
" U m die Konstruktion fiir das neue Intervnll ;1x = xa - x~ 

fortzusetzen, bestimmt man die den Punkten P., und P.,' ent
sprechenden Werte y 2 und y 2' und berechnet hic~nach d~s ver
besserte Yt =~ !' (:r.2, Y~, Y2') · 

welches den Punkt P 2" der Belastungsfiache y" licfert. Die 
Geraden R1 P 2 , R/ P/, Rt P 2" bestimmen, zum Schnitt ge
bracht mit dcr Vertikalen :r == x3 , die l'unkte P 1 P,/ Ps'', 
mit denen das Verfahren fortzusetzen ist. 

Bei der Dbertragung des Inhaltes der Belastungsflache in 
den Krafteplan ist es von Wichtigkeit, darauf zu achten, .. daB 
man den Inhalt der tatsachlichen Form der Belastungsflache 
entsprechend einsetzt. Nimmt man an, daB y" zwischen P/' 
und P2" angenahert parallelformig verlauft, so kann dies da
durch geschehen, daB man beim zweiten Schritt den Inhalt 

abzieht usw., wobei man allerdings einen kleinen Fehler da
durch begeht, daB man das jeweils letzte Element als gerad
linig annehmen mu13. Die Genauigkeit des Giimbelsehen Yer
fahrens wird in § () () an einem Beispiel gez.eigt. 

§ 61. Methode von Runge zur zeichnerischen Losung 
gewohnlicher Differentialgleicbungen zweiter Ordnung. 

Wie bereits an einem Beispiel gezeigt, kann man die 
Methoden von C. Runge benutzen, um auch Differentialglei
chungen der Form y" ~c f'(J.", y, y'l 

angenahert zu integrieren ( siehe s 55)· 

(1) 
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Zu diesem Zweck ersetzt man ~~ durch z und erhalt so 

ein System von zwei simultanen Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 

~~ == z 1 
~~ ~ f(x,y,,) ]" (') 

Man kann nun x, y, z als 
Koordinaten eines Punktes 
im Raume auffassen; die ge
suchte Integralkurve wird sich 
dann als Raumkurve ergeben. 
Wir betrachten ihre Projek
tionen in der x- y- und der 
x - z- Ebene. Hierzu tragt 
man in zwei iibereinander 
liegenden rechtwinkligen Ko
ordinatensystemen als Ordi
naten zu den Abszissen x die 
W erte y und z auf; ferner in 
einem dritten Koordinatensy-

steme die Werte ~_:.= f(x,y,z) 
lsieheFig.162). x 

Als Anfangsbedingung sei 

!I 

p 

!fa 

2 

R' 

dz 
dx R" II 

Fig. 162. Eulersche Naherung. 

verlangt, daB fiir 

y = y0 und y' = z0 (3) 

wird. Dann ist der zugehorige Punkt mit den Koordinaten 
x0 , y0 , z0 durch die heiden Punkte P und P' in der x - y
und x - z- Ebene dargestellt. Im dritten Koordinatensystem 
tragt man als Ordinate zur Abszisse x0 den Wert 

auf (Punkt A). 

dz ( ) . a7C = f Xo, Yo' Zo = fo 

Wie leicht erkannt wird, ordnen dann die Differential
gleichungen (2) den durch P und P' hindurchgehenden Pro
jektionen der gesuchten Integralkurve eine bestimmte Richtung 
zu. Die Richtung im Punkte P wird erhalten, indem man auf 
der negativen Abszissenachse des x- z-Koordinatensystems die 
Strecke Eins bis zum Punkte M' abtragt, durch P' eine Par-
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allele zur x- Achse legt, welche die z- Achse im Punkte R' trifft 
und nun durch P einen Strahl parallel M' R' legt. Ebenso 
ergibt sich die Richtung im Punkte P', wenn man im dritten 
KoordinatPnsystem auf der negativen x-Achse die Einheit his 
zum Punkte M" abtragt, durch A eine Parall·~le zur x- Achse 
legt, welche die Ordinatenachse in R" schneidet und durch P' 
eine Parallele zu M" R" zieht. 

Wie bei Differentialgleichungen erster Ordnung kann man 
nun den Punkt, fur welchen .x = x0 + .1 x ist, in verschiedener 
Weise angenahert bestimmen. 

1. Dem Verfahren von Euler entsprechend wird man die 
durch P und P' gelegten Geraden in Q 1 und Q / mit der Ver
tikalen zum Schnitt bringen, welche den Abstand x0 + L1 x von 
der Ordinatenachse hat (Fig. 162). Haben Q1 und Q; die Ordi
naten y 1 und z1 , so wird man in dem dritten Koordinaten
system den zugehi:irigen Punkt B eintragen, dessen Abszisse 
x + Llx und dessen Ordinate f(x + ;Jx, y1 , zJ iEt. Nunmehr 
wird man in den durch die Punkte Q; und B bestimmten 
Richtungen Parallcle durch Q 1 und Q; legen und diese mit 
einer neuen Vertikalen zum Schnitt bringen usw. 

Das beschriebene Verfahren ist das denkbar einfachste, 
ist aber sehr ungenau, da es ein Naherungsverfahren erster 
Ordnung ist, d. h. der Fehler fur kleine Werte .!1 x proportional 
A x2 wird. Ersichtlieh ist na.mlich 

Y1'=Yo Zo"1x. (41 

wahrend sich nach der Taylorschen Formel der wahre Wert 
•lx Llx2 

y(xo+L1x)=Yo·; zo l' fo 2~ 

(5) 

ergibt. In (5) ist von den auf Seite 20f> erklarten Abkurzungen 
Gebrauch gemacht. 

Ebenso ist Z1 c~z0 -i-f~jx, 

wah rend sich der richtige Wert a us 

(7) 

ergibt. 
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y1 und z1 stimmen mit den wirklichen Werten nur in den 
heiden ersten Gliedern der Entwicklungerr nach steigenden 
Potenzen von L1 x iiberein. 

2. Entsprechend dem Tangententrapez-Verfahren hat man 
die Punkte Q1 und Q/ wie Q 1 und Q; in 1. zu bestimmen. Auf 
den Geraden PQ1 und P' Q1 ' ermittelt man die Punkte S und 

dz 
dz 

z 

Rl_ ___ ll 
R;-'--

Fig. 163. Tangententrapez-~iiherung. 

8', welche die Abszissen x0 + L12x- haben, also auf der Mittel

linie des betrachteten Intervalles (x0 , x0 + Llx) liegen (Fig. 163); 
die Ordinaten von S und S' seien y2 und z2 • Nunmehr be
rechnet man gemaJ3 (2) den zugehorigen Wert 

~~ = r(xo + ~2~' y2, z2) = {2 

und tragt ihn als Ordinate zur Abszisse x0 + ~~ in das dritte 



296 Naherungsbehandlung der Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Koordinatensystem ein (Punkt T). Hierauf legt man durch 
8' und T Parallele zur x- Achse, welche die Ordinatenachsen 
in R2' und R2" schneiden mogen. Durch P und P' werden 
schlieBlich Gerade parallel M' R2' und M" R2" gezogen, welche 
die Endordinaten des Intervalles in QII und Q;l treffen mogen. 
Dies sind die verbesserten Naherungspunkte; ihre Ordinaten 
mogen mit Yu uud ZII bezeichnet werden. Offenbar brauchen 
die Geraden P Q1 und P' Q1' nur bis zur Mitte des Intervalles 
gezogen werden. Bei wiederholter Anwendung des Verfahrens 
ergibt sich dann das in Fig. 2 77 rechts wiedergegebene Schema. 

Wir wollen nun den l~ehler des V erfahrens berechnen. 
GemiW Konstruktion ist 

Llx 
Y2 =Yo Zo 2 
mithin wird 

I • ;Jx2 
Yu~··Yo+zz,1X=Yo t·Zoilx+fo··2 -. (8) 

Vergleicht man (8) mit (5), so ergibt sich tTbereinstimmung in 
den drei ersten Gliedern; der Fehler ist proportional , 1 xa. 

Ferner ist 

GemaB der Taylorschen Entwicklung ist aber 

f(x0 -t-a,y0 +b,z0 +c) ~f(x0 ,y0 ,Z11 1 [t~a+f2 b-t-t;lc] 
+Hf11 a2 + 2 {12 ab + /~ 2 b 2 + 2 t;,1 ac-1· 2 f~:l bc-f f~ 3 c2 ] + .... (8) 

Mithin wird 

+ A r (f r· I , /1 X2 
Zu=Zo fo·LJX-t- 1 . ~ 2:oTf:JoJ 2-f u;l )·2f~2ZO 

. . ., .1fx3 + f22 Zo2 +- 2 fta fo ·I 2 fza 2o r;) - fa:l fo") --;.., 

Durch V ergleichen mit ( 7) ergibt sich, daB auch der bei Be
stimmung von Z 11 begangene Fehler proportional J ;,~;!l ist. Das 
beschriebene Verfahren ist daher ein Naherungsverfahren zweiter 
Ordnung. 

Zur Abkiirzung setzen wir 

~~ -f ~~ Zo -i- (l /;1 ·~ /1'1' ( 10) 

f;l + 2 f12 Zo ~~2 Zo 2 2 (, ~:f~ +· 2 f~:l zofo -f f;l:; f;/ = /1'2 ( 11) 
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3. Wir betrachten jetzt ein Verfahren, welches bei Diffe
rentialgleichungen erster Ordnung mit den Werten (25) von 

A LJ1y+L12y h d Seite 245 der Formel LJY =-- - -- --- entsprec en wiir e. 
2 

Da sich fiir y' = f(x) auch die Sehnentrapez-Naherung (27) von 
Seite 245 ergibt, soli das Verfahren als vereinfachtes Sehnen
trapez-Verfahren bezeichnet werden. 

Man bestimmt die Punkte P, P', Q1 , Q1', A und B wie 
unter 1. Ferner ermittelt man (Fig. 164) auf den Geraden 
PQ1 und P' Q1' die Punkte 8 und 8' wie unter 2. Nunmehr 
werden die Punkte Q1' und B durch Parallele zu den x- Aohsen 
auf die Ordinatenachsen iibertragen; es ergeben sich so die 
Punkte R2 ' und R 2". In den durch M' Rz' und M" R2" be
stimmten Richtungen legt man schlieBlich durch 8 und 8' 
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gerade Linien, welche die Endordinaten des betrachteten Inter
valles in den gesuchten Naherungspunkten Q Ill und Q;;I mit 
den Ordinaten y m und z m schneiden mogeno 

Bezeichnet man die Ordinaten von 8 und 8' mit y~ und 

Haben Q/ und B die Ordinaten z1 und f~, so ist nach (6) 

21 = 2o -i fo Ax: 
ferner ist 

ft=f'(xo !lx, Yo+ zo;fa;, 

also gema.B (9), (10) und (11): 

( 1 =~ t~ 0 

• F1 .h -i- P~ !I ( -1 o 0 0 (13) 

Mithin wird 
!lx Llx Llx .tlxo! 

y Ill = y~ +- 2t- 2 =c Yo + 2o --2 + 2o . 2. + fo -2-

Ax'! 
=Yo zo;lx + fo -2 - .. 0 ( 14) 

und 

Vergleicht man (13) mit (81, so folgt, daB Qn und QIII dieselbe 
Lage haben. 

Da die wahren Werte fiir y ( x0 + ,1 x) und z 1 x0 - L. Ax) nach 
(5), (7), (10) und (11) 

Ll :r'2 L1 x'1 

ylx0 ; Llx) -- y0 + z0,1x- - f~ - 2 - ~- F', · (; (fla) 

und 

(7 a) 

sind, handelt es sich hier urn ein Niiherungsverfahren zweiter 
Ordnung. 

Will man das auf Seite 205 beschriebene Verfahren auf 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung ausdehnen, so hat man 
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entsprechend der dort gegebenen Formel (2 5) folgendermaBen 
vorzugehen: 

4. Man zieht parallel zu den wie unter 3. bestimmten 
Richtungen M' R2' und M" Rt durch P 1 und P2 Gerade, welche 
die Endordinaten des Intervalles in Q2 und Q2' treffen mogen, 
und bestimmt die Ordinaten y2 und z2 dieser Punkte (Fig. 165). 
N unmehr errechnet man den Wert {2 = f( x0 + L1 x, y2 , z2) und 
tragt den entsprechenden 
Punkt B1 in das dritte 
Koordinatensystem ein. 
Auf den Verbindungs
geraden PQ2' und AB1 
bestimmt man die Punkte 
8' und T mit den Ab-

Llx 
szissen x0 + 2 und den 

Ordinaten z3 und {3 • 

Durch diese heiden Punk
te werden Horizontale 
gelegt, welche die Ordi
natenachsen in R3' und 
R3" schneiden mogen. 
SchlieBlich werden durch 
P und P' in den Rich
tungen M' R 3' und M" Ra" 
Gerade gelegt, welche auf 
den Endordinaten die ge
suchten Punkte Q tv und 
Q;T.· mit den Ordinaten 
Yiv und ziv abschneiden. 

11' 

1'1" 

d.z 
Tx 

R." 
'l 
~ 
~ 

!J 

!Jo 
Xo ·, X 

Xo X 

.X 
Die Punkte Q/ und 

B haben nach Konstruk
tion die Ordinaten Fig. 165. Sehnentrapez-Niiherung. 

z0 + f0 L1x 
und ((x0 + Llx, Yo+zodx, z0 + (0 L1x). 
Da diese Ordinaten die Richtungen der Geraden PQ2 und P' Q2' 

bestimmen, so wird 
y2 =Yo+ zoLix + fo,jx2 

und z~ = z0 +- Ll x f (x0 + L1 x, y0 + Z0 Ll x, z0 + f~ L1 x) 
= z0 + (0 Ll x + F1 L1 x2 + ... 

gemaB (13). 
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Die Ordinate von B1 ist 

{ 2 = f(x0 + !1x, y2 , z~) ( ~~ 
=f x0 +Lix,y0 +z0 L1x+f0 Lix2,z0 +f0 Lia:+F1 1x2

! F 2 -2 

also wird nach (9), (10) und (11) 

{ 2 =t;>+F1 1x !-(f~t~+-f~F1 +~F2)Lix2 -1- ..• 

Folglich wird 

und 

{3 = _fo i_f2 = fo 

Mithin ist 

und 

F ~X 
I 2 

ilx 
~~2 

Llx~ Ll x'1 

f. -r-- F-0-2 - . l 2 

z,v 0 zo + (J ,1;: 

.. } 

Ll x·J 
= Zo { 0 LIX + F1 - 2 + (f21~ f:J"1 . . . (17) 

Vergleicht man (16) und (17) mit ;5a) und (7a), so erkennt 
man, daB es sich hier, wie bei der unter 3. beschriebenen 
Methode, urn ein Naherungsverfahren zweiter Ordnung handelt. 
Zur unmittelbaren Konstruktion wird man daher das unter 3. 
beschriebene V erfahren als einfacher bevorzugen. 

5. GemaB Forme! (31) von Seite 249 erhalten wir nun
mehr die gesuchten Naherungswerte Yv und z v durch 

Yv=Yu+-HY11-·-y,) (1H) 
und 

(19) 

Fiihrt man die in den Fig. 163 und lH5 wiedergegebenen 
Konstruktionen in denselben Koordinatensystemen y, z und 

d z a us, so hat man die Streck en (/ 11 Q Ir und Q 11 (/IV' in drei 
dx 
Teile zu teilen; die bei Qn und Q11 gelegenen Teilpunkte 
liefern dann die gesuchten Punkte Q ,- und Q r;. 
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Aus den Formeln (8), (12), (16), (17), (18), (19) folgt 

iJx2 ;Jx3 
Yv= Yo+ z0 Lix + (0 - 2- + F1 -6 +... (20) 

;J x2 ;J xs 

zv = zo + foLix + F1-2- + (F2 + fsFl + f2fo)6 + · · · (21) 

Durch Vergleichen mit ( 5 a) und (7 a) ergibt sich, daB es 

sich hier urn ein Naherungsverfahren dritter Ordnung handelt; 
der Fehler ist proportional ;J x 4• 

!J 

Ll.:r LIZ 
--------------~~x~~--2:L--t--~:rL-~----~--~x 

M' 

Fig. 166. Kuttasche Naherung. 

H. Von Kutta'") stammt ein Verfahren, welches es gestattet, 
die fiir kleine Anderungen ;J x von x gesuchten Anderungen 

Ll y und Ll z von y und z so genau zu bestimmen, daB der 
Fehler stets den Faktor ;J x 5 enthalt. 

Setzt man 

1
·. Lily z+_:11x)Lix 

2 ' 2 ' 
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11.1 y = (z f-:1,lz).1:r, L1 4 z f'(x 

- J~y + ;l,ly 
p 2 -' 

, ,f~z l,lz 
p -

2 
so wird 

Jy=p :': (q J! I : 

:lx, y 

,fly 
q = 

2 

:tly, z 

ldJ. 

I z = p' {1 (q' ···- p') . 

Die graphische Ausfiihrung <ler Methode zeigt Fig. 16!:i. 
Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die Annaherung 

der Naherungskurven an die gesuchte Integralkurve bei hin
reichend klein em Wert von ~1 x des to besser wird, je hoher der 
Grad der Naherung ist; je besser aber die Naherung wird, um 
so umstandlicher werden Konstruktionen und Zwischenrech
nungen. Im allgemeinen werden die unter 2. und 3. beschrie
benen Verfahren hinreichend genau und nicht zu nmHtiindlich sein. 

~ 62. Das Verfahren von G. Duffing fiir Differential
gleichungen zweiter Ordnung7o). 

Geht man von der Diiferentialgleichung 

y" o= ((X, y' y') 
mit den Anfangsbedingungen 

(1) 

X=xo, y=yn, y'=yn' (2) 
aus, so ersetzt man wieder die Kurve f (x, y, y') durch eine 
Parabel zweiter Ordnung mit y-paralleler Achse, welche mit 
der gegebenen Kurve den Anfangs- nnd Endpunkt, ferner die 
Anfangsrichtung gemeinsam hat. 

Setzt man: 

und 
f(xo, xo, Yo')=/~. !'(xl, Yl' Y/) = /~ ) 

dfjxo.,_Yo·Y;_) = Ho_ + of~·Yo' !. ofo . f.' 
dx ox 2y ?y' fo = o 

(3) 

so wird, entsprechend (5 ), Seite 26 7 

y" = fo + fo' (x- xo) + ( _x ~~. xx0 )
2 [fl -- !~ -- fo' (xl - xo)J · ( 4) 

,xl o 
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Integriert man nun unter Beachtung der Anfangsbedingungen 
(2), so wird 

r I ' f. ( ) 1 fn 1 
( \~ y =Yo T 0 X- Xo T 2 X- xor 

(X - Xo)3 [f" • f. I ( )] (5) 
3 (xl - xo? 1 - f o - o xl - Xo 

, ( ) + fo ( )~ -j fo 1 
( )3 y = Yo Yo x - xo 2 x - Xo -· -6 x - xo. 

'- 1 ~x(x _x_ot)2 [fl -- ~~- fo' (xl- xo)]. (6) 
1 0 

Folglich wird fiir x = x1 

y/ =Yo' xlif xo [4/~ + fo' (xl- xo) + 2 fl)J (7) 

Y1 =Yo+ Yo'(xl - · xo) + (xl_i2 xol_ [5 fo + fo1 (xl- xo) + f1)] · (8) 

In den Gleichungen (7) und (8) ist allies bekannt mit 
Ausnahme von y1 und y/; die heiden Gleichungen dienen also 
zur Bestimmung dieser heiden Gri:iBen. 

Allerdings ki:innen, falls f (x, y, y1) nicht linear in y und y' 
ist, y1 und y/ im allgemeinen nicht explizit dargestellt werden. 
Das Verfahren diirfte dann, weil die Gleichungen (7) und (8) 
nur durch allmahliche Naherung geli:ist werden ki:innen, ziemlich 
umstandlich sein und man wird mit dem Verfahren von C. Runge 
(§ 61) schneller zum Ziel kommen. Untersuchen wir nun den 
Spezialfall, daB die gegebene Gleichung (1) linear ist. 

Mit 

wird 

und gemaB ( 3) 

y" + p(x)y' + q(x)y -1- r(x) = 0, 

f ( x, y, y') = - p y' - q y -- r 

(9) 

(10) 

fo' = -Po' Yo'- qo'Yo- ro'- qo Yo'- Po fo } 
( 2 I ) I+ f /) + 1 (11) =Po -Po -qo Yo ~poqo-qo Yo Poro-ro · 

Es hangen also f und f0' linear von y und y' ab. Fiihrt man 

(12) 

in (7) und (8) ein, so ergeben sich zur Bestimmung von y1 

und y1' die linearen Gleichungen: 
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( 13) 

(14) 

Von hier aus kann man mit dem im §56 angewendeten Ver
fahren beweisen, daB die Duffingsche Methode bei Differential
gleichungen zweiter Ordnung einer Naherung vierter Ordnung 
aquivalent ist. 

Ein einfaches Beispiel moge die betrachtliche Genauigkeit 
der Methode Duffing erlautern. 

Die Besselsche Differentialgleichung 

y" 1 y' (\ 1 1 . y = (I 
:r \ 

soli mit der Anfangsbedingung 

x0 =·· 1, 

integriert worden. 

Es iRt zu setzen 

1 

?In 1 . 
I 

:tlo = 

p =c -~; 
X 

q ~-- x·.?· r , n: 

Wiihlen wir das lntervall .r1 .r0 ~, so wird 

~~h = O.H8l92, 0,!10141. 

(15) 

(16) 

In derselben Weise ergibt sit:h, wenn wir stets um das 
gleiche Interval! fortsehreiten, 

1/,1 = 0,57:31 (0,57:321, U,770H. 

Nunmehr wurde als Schrittliingo } gowahlt. Es ergaben sioh 
die Werte 

X;e, == ]p,f' 

X 0 = 2, 
y5 = 0,3HG4(0,3864 •· 

Y ~= 0 2089 (0 208H' 
6 ' ' . ' ) ' 

Y.' = 
" 

0,7284. 

0,68HH. 
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Nunmehr wurde das Intervall auf ~ vergroBert. Als Endwerte 
der Integration ergaben sich: 

X= 7, y = 0,3633 (0,3634)' y' = 0,0213. 

Die eingeklammerten Werte sind die mit Hilfe der Tafeln 
von Jahnke und Emde ermittelten genauen Werte. 

Die Dbereinstimmung ist auBerordentlich genau. Die groBte 
Abweichung ergab sich fiir x = 3,5, wo der nach Duffing er
rechnete Wert y =- 0,4734 sich von dem wahren Werte 
y =- 0,4743 urn 0,0009 unterscheidet; der maximale Fehler 
betragt also weniger als 0,2 ° J 0 ! -

§ 63. Abgeandertes Verfahren nach G. Duffing 7oa). 

Das V erfahren des vorigen Paragraph en beruhte darauf, 
aus einem Wertetripel (x0 , y0 , y0') ein neues (x1 , y1 , y/) zu be
rechnen. Man kann aber auch aus zwei gegebenen Werte
tripeln (x0 ,y0 ,y0') und (x1 ,y1 ,y/) ein drittes (x2 ,y2 ,y2') be
stimmen. 

ZweckmaBig macht man hier
zu die heiden Intervallscbritte 
gleich: 

x1 - x0 = x2 - x1 =h. (1) 

Ist die vorgelegte Differential
gleichung in der Form 

y" = t'(x, y, y') (2) 
Fig. 167. Zum Verfahren von 

G. Duffing. 

gege ben, so ersetzt man f ( x, y, y') durch eine gewohnliche 
Para bel mit y- paralleler Achse, welche durch die Punkte 
(x0 , { 0 ), (x1 , { 1 ), (x2 , { 2 ) hindurchgeht (Fig. 167). Hier ist 

f(xo, Yo, Yo')= fu, f(xl, Y1' Y/) = fv f(x2' Y2' Y2') = f2 (3) 

gesetzt worden. 

Zu diesem Zwecke hat man nach einem bekannten Ver
fahren den Ansatz 

zu machen und die Konstanten c1 und c2 so zu bestimmen, 
daB die Kurve durch die drei vorgeschriebenen Punkte hin
durchgeht. Es ergibt sich unter Benutzung von (19) 

Hort, Dit!erentialgleichungen. 2. Auf!. 20 
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4 ~~ - 3 fo - ~~ (x -- x ) 
2h 0 

(5) 

Durch Integration zwischen den Grenzen :.r0 und x~ folgt 
hieraus: 

Y~ = Yo '· 2 h Yo' : ~ h2 (fo ' 2 t; l , 
h 

Y '-y' L.-(f. ..1..4( . .Lj" 1 2-01301 1••.!' 

(H) 

17 I 

In diesen heiden Gleichungen ist alles bekannt mit Ausnahme 
von y2 und y/; sie konnen also zur Bestimmung dieser GroBen 
dienen. 

Da auf der rechten Seite von ( fi) nur bekannte Aus
driicke stehen, so kann man y2 in jedem Faile ohne weiteres 
berechnen. Anders liegt der Fall bei Bestimmung von y2', weil 
auf der rechten Seite von (7) in f~ auBer y2 auch y/ ent
halten ist. y2 kann aus (6) in (7) eingesetzt werden, aber 
die Bestimmungsgleichung fiir y,,' liiBt sich nur dann bequem 
losen, wenn f(x, y, y') linear in "y' ist. Ist dies nicht der Fall, 
so hat man den gesuchten Wert durch allmahliche Annaherung 
nach einer der bekannten Methoden zur Auflosung hoherer 
Gleichungen zu bestimmen. 

Besonders einfach wird aber das Verfahren, wenn t (x, y, y') 
linear beziiglich y' ist, also dio Gestalt 

f"( X, y, y') o= - p y' - cp (X, y) 18) 

hat; die gegebene Differentialgleichung lautet da1m 

y" -i p (X) y' rp (X' y) =~ () . l HI 

Man erhalt dann y2 ' gemiiB (7) und (8) aus der Beziehung 

Es laBt sich Ieicht nachweisen, daB es sich bei diesem 
Verfahren, selbst wenn ( (x, y, y') nicht linear in y' ist, urn ein 
Naherungsverfahren vierter Ordnung handelt, - vorausgesetzt, 
daB (x0 , y0 , y0') und (x1 , y1 , y/) den wirklichen Werten ent
sprechen. 
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Die gesuchte Kurve sei durch den Ansatz 

y (x) =Yo+ ~o!' (x ~ x0) + ~~ (x- x0) 2 + ~; (x- x0) 3 

I" II {, Ill + l_o_ (x ~ x )4 + -0 (x~- x )5 + . . . (11) 4! 0 5! . . 0 

gegeben. Hieraus folgt durch zweimalige Differentiation 

{,I {, II 
y" (x) = f = f0 + 1°! (x ~ x0) + ~! (x ~ x0) 2 

I""' 
I 0 ( )!l _j_ 3! X~ X I ••• , 

mithin fiir x = X 1 

f ={, +f_g'h+fo" h2+r;" hs+ ... 
1 0 1! 2! 3! 

Setzt man die Reihe fiir f1 in (6) ein, so wird 
Nahrungswert 

Y2 = Yo + 2 Yo' h + 2 fo h 2 ~+ ~ fo' h3 + i fo" h4 

+ ~ fo"' ho + ... 

(12) 

(13) 

unser 

(14) 

Der wahre Wert y2 ergibt sich, wenn man in (11) fiir x 
X2 = x0 + 2 h setzt: 

Y2 = Yo + 2 Yo' h + 2 f~ h2 + ~ f~' h3 + i {0
11 h4 

+ 1"'5 fo"' h" + . . . (15) 

Die heiden Reihen (14) und (15) stimmen in den fiinf 
ersten Gliedern iiberein, wahrend erst die Koeffizienten von h5 

verschieden sind. Der Beweis ist also erbracht. 
Die nichtlineare Differentialgleichung 

y" + 0,5 y~ + sin y = 0 (16) 

(Bewegung eines ebenen Krei~pendels bei Dampfung) diene zur 
Erlauterung; y ist der Ausschlagwinkel, x die Zeit. Die An
fangsbedingungcn seien 

Yo= 0, Yo'= 4 fiir (17) 

Mit dem Teilintervall h = 1 / 2 bestimmen sich zunachst die 
Werte y1 , y1' fiir das Argument x1 = ~· Dies geschieht mit 
Hilfe der Gleichungen (7) und (8) des § 62. 

20* 
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Da die Werte yP y/ die Basis fiir den ganzen weiteren 
ProzeB abgeben, werde dns erstc Interv<tll noch einmal 
unterteilt. 

Da f = ~ 0.5 y' ~ sin 11 ist, so wird 

t = o.0 r- y' cos 11 , 
mithin fiir x •· • 0 

{ 0 = - 2 und t;/ • ~ :1 . 

Hiermit folgt fiir das Zwischenintorvall: 

1 
X=--, 

4' 
l y = 0,\!44 + 1 H:?, y' = i3,63f> 

r 
12 

Mit dem schatzungsweise angenommenen Wert (=- 2.1 
folgt 

y = O,!l3:l. 

und hieraus das verbessertto 

y' ·-·~ il,4(i0 

r .. 2.rl:H: 

es folgen die weiteren W orte 

?}=·0,931, y'=3,42·~. 

y ~= 0,931, y' = 3,42H, 

l·= -- 2,514. 

r -- 2,514, f" = -· 0,7!)7. 

In derselben Weise wird die Rechnung fiir das folgende 
Halbintervall mit h = } durchgefiihrt und ergibt 

y1 =1,70H, y/ =2,7!!1. f't·- --2.3H7. 

In Verbindung mit den W erten 

hat man die Grundlage zur Ausfiihrung der Integration mit 
Hilfe der Gleichungen (6) und (7) gewonnen. 

Die Rechnung liefert, wobei wir nur da;; Ergobnis fiir 
einige Intervallpunkte angeben: 

Y2 = 2,873 (2,H43! 
Ys = 3,6!J1 
y4 = 4,469 (4,4:37) 
y6 = 6,063 (6,023) 
ylO = 7,269 (7,255) 
y 16 = 5,841 (5,840) 
y18 = 6,015 (5,988) 

y 2' = 1,H80 
Y:/ ·~~ 1,540 
1J / == 1,f>46 
Yn' = 1/l14 
1/1111 = ~ 0,306 
Yw' = O,U05 
?Its' ·~ 0,292 

~~ -- 1,207 
f:l - 0,248 
~~ -=:-0,198 
f6 • • - 0,538 
t~(! -· . 0,681 
f16 -•- ~- 0,426 
f'u. -OJ Hl 
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Die eingeklammerten W erte sind der Zeichnung ent
nommen, welche sich nach dem Verfahren von Giimbel er
gibt (Fig. 172). Die Abweichungen sind nicht groB; der groBte 
Unterschied betragt we niger als ~ /3 ° j 0 fiir x6 = 3 . 

~ 64. 
bei 

Verfahren der schrittweisen Verbesserung 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Gegeben sei die Differen
tialgleichung 

y" = f(x, y, y') (1) 
und die Bedingung, daB fiir 

x~xa, Y=Ya' y'=ya' (2) 

9 

8 

7 

6 

5 

3 

2 

!! 

ltftr.xJ 
I ,. 

I lb 
h f/!lo 

I 
!f(.X ~ 
/; ;ror.x 

VI 
J 

.v/11 
!l!f ( ')=!} ~} 

X) 

sein soll. Ferner sei eine an
genaherte Losung y0 (x) und 
deren erste Ableitung y0' (x) 
gegeben. Die Kurven y0 (x) 
und y0' ( x) konnen ganz be
lie big gewahlt werden; das 
Verfahren der schrittweisen 
Verbesserung fiihrt aber desto 
schneller zum Ziel, je besser 
die Anfangskurven mit den 
gesuchten Kurven iiberein
stimmen. 

1 

ki v 

Man arbeitet zweckmaBig 
in drei Koordinatensystemen 
y, y' und y", die man, wie in 
Fig. 168, iibereinander an
ordnet. 

Man berechnet die W erte 

0 

o,z 
y/'(x)=f'lx, y0 (x), y0'(x)) (3) 

0,1 
und tragt sie als Ordinaten 

fo.-.xa~ 

'2 

!!" 

0 2 

'I 6 

6 

-----
'I 6 

8 10 11? X 

810 fi?X 

~:rx 'r.x !ft'{:r 

tr~"(.X} !/"(:1. '!I '(.X) 

8 10 12 X 
zu den Abszissen x in das 
dritte Koordinatensystem ein. 
Die so erhaltene Kurve wird 
nun ( nach einem der in 
§ 49 beschriebenen Verfahren) 

Fig. 168. Das Verfahren der schritt
weisen Verbesserung bei Differential

gleichungen zweiter Ordnung. 

zweimal graphisch integriert, wobei fiir den Anfangspunkt von 
y1'(x)y1'(xa)=ya' und fiir den Anfangspunkt von y1 (x)y1 (xa)=Ya 
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gewahlt wird. Unterscheidet sich y1 (x) nicht von Yo (x), so 
folgt aus 

daB y1 (x) innerhalb der durch die Strichstiirke begrenzten Ge
nauigkeit der Zeichnung mit der gesuchten Integralkurve iiber
einstimmt. Ist dies nicht der Fall, so ist y 1 (x), wie spiiter 
gezeigt wird, im allgemeinen eine bessere Niiherung als y0 (x). 
Hiernach kann man, indem man y1 (x) analog y0 (x) behandelt, 
fortfahren und erhalt nach und nach eine Reihe von Naherungs
kurven: 

y0 (x),y1 (x),y~r , .... y,(xl. 

fiir welche immer gilt: 

Yn" (x) =- ((x, Yn-1 (x), Y~ -1 (.c1). 

(5) 

Die zweimalige Integration ist dabei so auszufiihren, daB die 
Anfangsbedingungen ( 2) erfiillt werden: 

X 

I ( · I Yn X_I=Ya J f'(x, y,_t(x)- y~_t(.r))d:r, (7) 
"'a 

X X 

Y, (x) = Ya Ya1 (X- x,J -:- J d:r J f(x, y, __ J(x), y~_t(x)) dx. (8) 
Xa Xa 

Unter sehr geringen Voraussetzungen soll nunmehr gezeigt 
wcrden, daB sich die Kurven Yn (x) mit wachsendem n immer 
mehr der gesuchten Li:isung y (x) nahern. 

Hierzu hat man einfach das in § &7 gegebene Beweis
verfahren auf den vorlit:>genden Fall anzuwenden. Wir miissen 
die folgenden V oraussetzungen mach en : 

a) f(x, y, ?J 1) sei eine eindeutige. endliche Funktion der 
drei Argumente x, y, y 1, wenn x, y, ?J 1 in den Intervallen 
(xa- a, Xa -+-a), (Ya -- b, Ya +b), (Ya 1

- c, Ya' +c) bleiben. 
M sei der absolut gri:iBte Wert von f, wenn die Veriinder
lichen in den angegebenen Grenzen bleiben. 

b) Die Funktion f'(x, y, Y1 ) soll der Lipschitzschen Be
dingung geniigen, wonach es zwei positive Zahlen A und R 
derart geben soli, daB 

: f'(x, y, y') -- f'(x, y, y') A y y '- B , y' y' (!li 

fiir aile W erte x, y, y; y ', 11' ist, die den Bedingungen a) ge
niigen. 
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c) Die Naherungskurven y0 (x) und y0'(x) sollen die Be
dingungen a) erfiillen. 

Im folgenden sei vorausgesetzt, daB die Integration nur 
so weit durchgefiihrt. wird, daB x in dem angegebenen Inter
vall bleibt. 

Dann ist 

, Y/' (x) I= I f(x, Yo (x), Yo' (x)! < M. 
.Folglich wird 

I Y1 (x)- y; I< M! X- xa I< Ma 
und 

(x- x )2 a2 

iy (x)-y \<M----a···<M-
' 1 a= . 2 = 2" 

Setzen wir also voraus, daB 

Ma < b unrl 
Mo 
-a·< c 
2 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

ist, so geniigen y1 (x) und Y/ (x) der Bedingung a). Dasselbe 
gilt von allen Werten Yn (x) und Yn' (x), wie sich nach. und 
nach beweiscn laBt. Die Bedingung, daB alle Naherungskurven 
in den angegebenen Grenzen bleiben, ist also durch (13) ge
geben. 

Setzen wir nun 

Yn- Yn-1 = Un, Yn1
- Y~-1 = Un', y,/'- Y::-1 = Un", (14) 

so ist 

un und un' nehmen fur x = xa den Wert Null an. 
wird nach (9): 

und 

"' 

(15) 

Mithin 

(16) 

i u,' i = : J u," dx! <en ! X- X a I < e, a' (17) 
"'a 

"' "' 
. u, I < J I u,' i dx <en J I X- X a I dx 

(18) 
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Da nun y1 (x), y/(x), y0 (x) und y0'(x) der Bedingung a) ge
niigen, so ist 

I ul (x)! = I yl (:r) - Yo (x) I < 2 b ) 
und > (19) 

, u1' (x) i = I Y/ (x) - y0' (x) < 2 c J 
ll'olglich ergibt sich aus (16), (17) und (18) fiir n ~-· 2: 

02 =2bA+2cB;,u2"i<02 ;lu2'I<02 a; u~:.SC2 ~2 • (20) 

Mithin wird fiir n = il : 

( a2 ) . ! "I < ) ·I ' < . : : < -1 a2 (• ) OS= 02 A -2 + Ba 'iUs = C3, I u3 '=' 03 a, ius:= c3 2 . 21 

Es folgt fiir n = 4 aus (18): 

04 = C.l (A~+ Ba) = CQ (A (l2 

' 2 - 2 

= (2bA [- 2cB)(A~2 +Rar (22) 

Ganz allgemein wird 

o"=(2bA+2cB)(A~ !-Baf-2
, (23) 

mithin 

lu 1<(2bA+2cB)(Aa2 -j-Ba)"-2 .a2
, (24) 

n - · 2 2 

:un'l<(2bA 2cB)(A~2 :-sa)"-2 -a. (25) 

Legt man also der GroBe a die Bedingung auf, daB 

(26) 

sein soli, so gehen U 11 und u,' mit wachsendem n identisch 
gegen Null. 

Nun ist aber der Wert, dem sieh y mit wachsendem n 
nahert, durch die unendliche Reihe " 

Yo+ (yl- Yo) I (y~ -- Y1) -; · .. !(y, - Y,-1) ~ .. . (27) 

gegeben. 
Es ist aber die Reihe, deren allgemeines 

solutwert nach kleiner als 

( a2 )"-'2 
(2bA+ 2cB) A i I Ba 

Glied dem Ab-

(28) 
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ist, konvergent, falls (18) erfiillt ist, und zwar gleichmaBig 
konvergent. 

Daher konvergiert Yn (x) gleichmaBig gegen den Grenz
wert y(x). Ebenso streben auch Yn'(x) und Yn"(x) gleichmaBig 
gegen ihre Grenzwerte y' (x) und y" (x). Nun ist aber nach (8) 

X X 

Yn (x) = Ya + Ya' (x- xJ + J dx J f[x, Yn-1 (x), Y~-1 (x)] dx. 
Xa :Va 

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe (27) ist 
es erlaubt, zur Grenze iiberzugehen und man erhalt 

X X 

Y (x) = Ya + Ya' (x- xa) + J dx J f[x, y(x), y' (x)] dx 
Xa Xa 

oder, wenn man zweimal differentiiert, 

y" (x) = f(x, y (x), y' (x)). 

y (x) ist also die gesuchte Funktion. Mithin konvergiert das 
Verfahren der schrittweisen Verbesserung, wenn die Bedingungen 
(9), (13) und (26) erfiillt sind. 

Mit diesem Beweise ist gleichzeitig gezeigt, daB unter den 
gemachten Voraussetzungen mindestens ein den Anfangsbedin
gungen geniigendes Integral existiert. 

§ 65. Anwendung der schrittweisen Verbesserung 
bei einer Randwertaufgabe. 

Wir wenden nunmehr unser Verfahren an, urn diejenige 
Losung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y" = f(x, y, y') (1) 
zu finden, welche durch zwei vorgeschriebene Punkte P1 (x1 , y1 ) 

und P 2 (x2 , y2) hindurchgeht. 
Indem x2 > x1 vorausgesetzt wird und die Werte y ge

sucht werden, welche zu den Abszissen x gehoren, die zwischen 
x1 und x~ liegen, kann man P1 als Anfangspunkt, P2 als End
punkt der Integralkurve bezeichnen. 

Das hier vorliegende ,Randwertproblem" ist viel schwieriger 
als die bisher behandelten ,Anfangsprobleme", fiir welche nach 
unseren Betrachtungen, wenigstens in geniigender Nahe des An
fangspunktes, stets eine Losung vorhanden ist. Es ist hier 
moglich, daB das Problem eine, mehrere oder unendlich viele 
Losungen zulal3t, es kann aber auch keine einzige Losung. der 
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Differentialgleichung (1) durch die vorgeschriebenPn Punkte (2) 
hindurchgehen. Wir zeigen dies an dem nachstehenden ein
fachen Beispiele. Gegeben sei die Differentialgleiehung (21 

y" y ,. (). (2) 

und P1 sei der Ursprung des Koordinatensystems x1 ,_- U, y1 =- 0; 
P2 sei beweglich. Wir stellen uns die Aufgabe, die Anr.ahl der 
Losungen durch die Punkte P1 , P~ festzustellen. 

Bekanntlich hat die Differentialgleichung (2) elm; allgemeine 
Integral 

y ~--- A 8in x 1- B cos x. (3) 

Diejenigen Losungen, welche durch P1 hindurchgehen, sind 
durch 

y ==A sin x (4) 

gegeben, da ja fiir x = u y = 0 sein muB. Soli nun fur x = x2 

sein y = y2 , also unsere Losung aueh durch den Punkt P 2 hin
durchgehen, so miiBte 

y2 ==A sin x2 

werden, oder die Konstante A der Gleichung (4) ware durch 

A==- y2. 
sinx2 

(5) 

bestimmt. Dies ist auf eindeutige Art so lange moglich, als 
sin x2 nicht verschwindet. 1st also fur die Abszisl'e x2 von P2 

sin x2 =I= 0, so gibt es eine unci nur cino Losung der Differential
gleichung (2), welche durch die vorgeschriebenen Punkte hin
durchgeht. Ist aber sin x 2 == 0, d. h. x2 gleich einem ganz
zahligen Vielfachen von n: x2 = k n (k = 1, 2, 3, ... , da x2 

> x1 = 0), so ergibt sich aus (4), daB bei beliebigem A fiir 
x = x2 y = 0 ist. 1st also x 2 = k n und y2 == 0, so gibt es 
unendlich viele Losungen des gestellten J>roblems; ist nber 
y2 =!= 0, so gibt es keine einzige Losung. 

Eine leichte Uberlegung zeigt, dnB aile linearen Differential
gleichungen zweiter Ordnung sich ahnlich verhalten. 

Wir wollen nun zeigen, » ie man das V erfahren der schritt
weisen Verbesserung benutzen kann, urn die gesuchte Losung 
von (1) zu finden. 

Wie im Faile der Anfangsbedingungen (§ 64) geht man 
von zwei Anfangskurven y0 (x), y0' (x) aus, welche keiner be
sonderen V oraussetzung unterworfen zu sein brauehen. J e besser 
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sre aber mit den gesuchten Kurven iibereinstimmen, urn so 
schneller wird das Verfahren zum Ziel fuhreR. In vielen Fallen 
ist e& moglich, die Differentialgleichung (1) durch eine formal 
losbare zu ersetzen, wclche mit ihr augenahert iibereinstimmt; 
die sich ergebende Losung 
wird man dann nebst ihrer .Y 
ersten Ableitung als An
fangskurven benutzen. 

Man arbeitet wieder in 
drei Koordinatensystemen 
y, y und y" (Fig. 169) und 
bildet eine Reihe von 
Kurven 

Y1 (x), Yz (x), · · ·' Yn (x) 

y., 

mit Hilfe der Beziehungen y' 

Y/' = f(x), Yo (x), Yo' (x)l 

~211 = ~(x, Y1• Y1') J(6) 
Yn 11 = f(x, Yn-1• Y~-1) 

Hierbei hat man aber 
alle Kurven Yn (x) so zu be
stimmen, daf3 sie durch die 
gegebenen Punkte P 1 und 
P2 hindurchgehen. Daf3 dies 
stets auf eindeutige Art 
und Weise moglich ist, soli 
im folgenden gezeigt wer
den. 

Das Problem besteht 
darin, die gegebene Kurve 

y" = q;(x) (7) 
zweimal so zu integrieren, 
daf3 sie durch die gegebe
nen Punkte P 1 , P~ hin
durchgeht. 

y" yz"(.x)=y"(x} I , 
'-------~)X 

Fig. 169. Graphische Li.isung eines Rand
wertproblemes. 

Integrieren wir (7), indem wir fiir X= xl y' = cl beliebig 
wahlen, so wird 

"' 
y' = J q; (x) dx + cl. (8) 

"'1 
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Integrieren wir nochmals, indem wir annehmen, daB fur x -- x1 

y = 0 9 werden soli, so wird 
X X 

y(x) = J dxj' rp(XidX + 01 (a;- X1 ) -f- ('~ (9) 
X1 X1 

das allgemeine Integral von (7). Hier haben wir nun die 
Integrationskonstanten 0 1 und C2 so zu bestimmen, daB fiir 
x = x1 y = y1 und fi.ir x ~ x~ y =~ ?h wird. A us der ersten Be
dingung folgt 

u~ =- Y1; 

aus der zweiten ergibt sich daher 
x2 x 

y2 =J'dxj'rp(x)dx-j- CL(x~-:r1)- Yt 
x1 .t1 

oder 
x2 x 

y~- J dxJ rp(x)d:c -- y1 

(1 0) 

( 11) 

Die Konstanten C\ und 0 2 lassen sich gemiiB (10) und ( 111 
eindeutig bestimmen, und daher existiert stets cine einzige 
Losung von (7;, welche durch die gegebenen Punkte P 1 und P 2 

hindurchgeht. Wir wollen nun zeigen, wie man sie praktisch 
finden kann (Fig. 170). Zu diesem Zweck integrieren wir zu
niichst y" = cp (x) einmal, indem wir fur :c = x1 einen beliebigen 
Wert y/* annehmen. Die zweite Integration ftdnt man zweck
mii.Big so aus, daB man die Integralkurve durch den Punkt P 1 

hindurchlegt. Es entsteht so die Kurve y2 *. Der x = x2 ent
sprechende Punkt moge mit P2 * hezeichnet. werden; y2 * sei 
seine Ordinate. Man verbindet nun P" * und ebenso 1'., mit 
P 1 durch cine gerade Linie. Auf einei· Parallelen zur Ordi
natenaehse, welehe den Abstand :r von ihr hat ( x L < x ;:;;: x2 ), 

mogen die Punkte P*, S* und S der Kurve y* und der Ver
bindungsgeraden P 1 P2 * und P 1 P 2 liegen. Man tragt dann die 
Entfernung S* P* untcr Beriicksichtigung der Hichtung von S 
aus bis zum Punkte P ah. Fiihrt man diese Konstruktion fiir 
alle W erte x durch, so entsteht eine Kurvc der Punkte P, 
welche ersichtlich durch P1 und P! hindurchgeht und mit y I x) 
bezeichnet werde. Es soil gezeigt werden, daf3 y l,x) die ge
suchte Losung von (7) ist. 

Zuniichst ist gemiiB Konstruktion y* eine Losung von 
(7), folglich - nach (H) - auch jede Kurve, welche sich von 
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ihr urn den Betrag C (x - x1) unterscheidet. Nun hat aber 
* die Gerade P1 P2 * die Richtungskonstante y~-~- y_1_, wahrend 

x2 -- xl 

die von P 1 Po gleich Y~_~?/1 ist. Folglich ist die Strecke S S* 
" x2 --- x1 

* gleich - y~ - y.2 • x. Urn 
x2- xl 

denselben Betrag unter
scheiden sich aber auch die 
Ordinaten der Punkte P und 
P*. Mithin ist 

. * y2*- y2 y(x)=y (x)- -----x, 
x~- x1 

also y (x) nach den obigen 
Betrachtungen eine Losung 
von (7). Da y ( x) auch durch 
die gegebenen Punkte geht, 
ist es die gesuchte Losung. 

Die erste Ableitung 

* y' (x) c_= y'* (x)- Y2 -~_Y2_ 
x2 -- xl 

braucht nicht gezeichnet zu 
werden; es geniigt, wenn 
man an der Kurve y' * (x) 
vermerkt, daB die Ordina
ten der gesuchten Kurve urn 

Yo*- Yo • den Betrag - ~ - " klemer 
x.~- x1 

sind. 
Das gestellte Problem 

ist ersichtlich identisch mit 
dem Aufsuchen der Seil
kurve durch zwei gegebene 

!J 

I 
I 

p* !/; *I 
2 !/z I 

I 
I 
I 
I 
I 

!! '(.X} 

* !J' (X) 

rc::J.x 
Fig. 170. Losung des Randwert

problemes fiir y" = cp (x). 

Punkte P 1 und P 2 , wenn die Belastung q = rz) ist (§ 25). 

Auf Grund der vorstehenden Betrachtungen ist man im
stande, die Naherungskurven Y, (x) durch die gegebenen Punkte 
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zu legen; es soU nun nach E. Pi card;.;) gezeigt werden, unter 
welchen Bedingungen das Verfahren konvergieren mul3, d. h. wann 
bei beliebigen Anfangskurven y0 (x). y0' (x), Yn (x) mit wachsendem 
n sich immer mehr der ge~<uchten Kurve y (x) nahert. Man mu!3 
die folgenden Bedingungen heachten: 

a) f"(x, y, y') sei cine stetige, eindeutige Funktion der 
Argumente x, y, y', wenn ;;~ im Intervall (x1 , x2 ) liegt und y 
und y' innerhalb der Intcrvalle L und - L, bzw. + L' und 
- L' liegen. Unter die:;en Bedingungen sei M der grof3te Ab
solutwert der Funktion {"I x, y, y'). L, L' und M sind posiLive 
Konstante. 

b) f(x, y, y') soli wiederum der Lipschitzschen BPdin
gung geniigen, wonach es Z\\ei positive Zahlen a und fi gibt, 
derart, daB 

I f(x, y, y') -- f"\J', y, y') ·:a: y- y ~ fi y'- y' 
fiir alle Werte x; y, y; y', )/ ist, welche der Bedingung a) 
genii gen. 

c) y0 (x) und y0' (x) sollen d«:>n Bedingungen a) geniigen. 
Picard beweist zunachst den Hilfssatz, daB, falls y" = rp (x) 

und der Absolutwert von (p (x) kleiner als K ist (K eine posi
tive Konstante), sich fiir den Absolutwert der Losung y (x), 
welche durch die Punkie P1 (x1 , y1 ), P2 (x~, y2) hindurchgeht, 
eine obere Schranke angeben laBt; es ist 

(12) 

Ferner gilt fiir die erstc Ableitung nach .r 

I 13) 

Hierbei ist unter y1 'J der absolut grol3ere Wert der Aus
driicke y1 , y2 zu verstehim. Da y1" =~ ((x, y0 (x), y0' (x)) ist, so 
ist gemaB a) und c) ] y/' ' < M. Folglich liegen nach den 
obigen Betrachtungen y1 und y/ in den angegebenen Grenzen, 
wenn die Bedingungen 

M 
xl )2 (I) R (x2 yl < L. 

-

Ml 
-- :rl 

Y1,2 / L' (II) 2 : X,J 
..___ 

:r .. --· a:l 
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erfiillt sind. Hieraus folgt, daB I y./' I < M ist usw. Alle 
Kurven Yn (x) und Yn' (x) geniigen den Bedingungen a). Die 
Ungleichen (I), (II) konnen stets erfiillt werden, wenn x2 in 
geniigender Nahe von P 1 liegt. Es soll nun gezeigt werden, 
daB Yn (x) mit wachsendem n gegen eine Grenze geht. 

GemaB b) ist 

! d_2Jy2_(~x~ Y_1_(:tj_ I = ] f[ x, Y1 (x), Y/ (x)] - f[ x, Yo (x), Yo' (x)] 

< a I Y1 (x) - Yo ( x) ! + fJ I Y/ (x) - Yo' (x) I· 
Bezeichnet man den groBten Wert der rechten Seite mit 

N, so wird, weil y2 (x) - y1 (x) fiir x = x1 und x = x2 ver
schwindet, nach (12) und (13) 

I Y2 (x) - Y1 (x) I < -~ (x2- x1)\ I Y2' (x) - Y/ (x) < ~ [ x2 - xl i · 
Die Beziehung 

I da_(Y_siix-;-_1'_2(;r)) l < a I Y2 (x) - yl (x) I + fJ I y2' (x) - yl' (x) I 

< a ~ (x - x )2 + fJ N 1 x - x ! 
8 2 1 2' 2 11 

zeigt, daB 

! y. (x)- y., (x)! < N [ .. ((_ (xo _ x )2 + [[_~2_ =-~lj_J (x2 -_::~~-
I..! "· . 8 " 1 2 - 8 ' 

I Ys' (x)- y2' (x) I < N [; (x2- x1)2 + ~~~2_ 2- ~~J.] I x2 __ 2;r1_1 
wird. 

N ach und nach ergibt sich 

! Yn (x) - Yn-1 (x) I < N [-~ (x2- xlr + fJ I x2 2-::- xll_r-2 (x2 ~ x1)2' 

' ' . ' a . 2 x2 - xl I x2 - xl ! [ fJ I I Jn-2 ' 1 

]Yn(x)-Yn- 1 (x)1<N -8 (x2 -xJ + ----2--- --2--
ist. 

Wenn also 

! (x - x )2 + !_l_x2_ = ;!;1_1 < 1 
8 2 1 2 

(III) 

ist, so ist die Reihe 

Y (x) = Y1 (x) -+- [y2 (x)- Yt (x)J + · · · + [Yn (x) - Yn-1 (x)J + · · · 
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konvergent, und folglich hat Y, (x) eine Grenze, wenn n gegen 
oo geht. Die Funktion Y(x) besitzt eine erste Ableitung nach x: 

Y' (x) = y/ (x) + [y~' (x)- y/ (x)] 1Yn1 (:r)- !/~-1 (x)J + · · · 
Man kann Ieicht zeigen, dal3 Y (:c) der Difforentialgleichung (1) 
geniigt. Dies folgt aus 

X 

Yn(:c) = J f"(z, Yn-1 (z), Y:O-t (z)) (:;; -- z)dz · 

Xz 

-f-y1 -- :l:-::-:X1 [nz,1Jn-1,1/~-t(z))(x2 - z)dz. 
x2- x1 ~ 

Xt 

Da Yn (x) und y,' (:c) gleichmaBig gegen ihre Grenzen y (x) und 
y' (x) gehen, so ist 

X 

Y (x) ,,-~ J f"(z, Y (z), J" (z)) (a:·· z i dz 

~·z 

- :___=_:_'".! J f(z, }'(z), )" lz))(x2 -
x:! -- x1' 

XJ 

zl dz, 

und hieraus ergibt sich, we1m man zweimal nach x ditferentiiert: 
Y" (x) = f(:r, Y (x), Y' (~:)). Dar (x) auch den Randbedingungen (2) 
geniigt, so ist es die gesuchte Integralkurve und folglich kon
vergiert das Verfahren der sehrittweitJon Verbessorung, wenn die 
Bedingungen lt), b), e), (I), (II) und (III) erfiillt sind. 

Wir wollen die Methode an einem Beispiel praktisoh er
Uiutern; es ist wohl das erste Mal, daB das Verfahren der 
schrittweisen Verbesserung zur graphischen Losung eines Rand
problems benutzt wird. 

l 
Ein Pendel von den Abmessungen - , · 10 (Z Lange des 

g 
Pendels, g Beschleunigung der Schwerkraft) erhalte durch eine 
periodische, gleichgerichtetc Kraft P Antrieb (Fig. 171, Tafel I). 

k 
Der Bewegung wirke Dampfung entgegen: - = 2 (k Dampfungs

mg 
konstante, m Masse des Pendels!. Dem Pendel soli eine solche 



Additional material from Die Differentialgleichungen des Ingenieurs,
 ISBN 978-3-662-40944-2 (978-3-662-40944-2_OSFO1),
 is available at http://extras.springer.com



§ 65. Anwendung der schrittweisen Verbesserung. 321 

Anfangsgeschwindigkeit erteilt werden, daB nach drei Sekunden 
der Ausschlag gleich Eins wird. 

Die Pendelgleichung lautet: 

d2 y IJ , I k dy p 
d:.iP + [ sm y 1 ml dx - ml' 

mithin ergibt sich durch Einsetzen der gegebenen W erte 

d2 y . 1 0 1 dy p 
--- 1 - --smy +-- = --. 
dx2 10 5 dx 10mg 

(14) 

Hierin bedeutet x die Zeit und y den Ausschlagwinkel, im 
p 

BogenmaB gemessen. --- ist graphisch gegeben. 
10 mg 

Zur Konstruktion der Naherungskurven wurde sin y durch 
y ersetzt und so die lineare Differentialgleichung 

d2 y 1 1 dy p 
a;:~+ lOY-[ 5 dx ~, lOmg (15) 

erhalten. Durch den Punkt P 1 wurde eine Losung y1 (x) hin
durchgelegt; fiir x = 3 ergab sich der Wert y1 (3) = 8,39. 
Durch denselben Punkt P1 wurde eine zweite Integralkurve hin
durchgelegt, welche der homogenen Differentialgleichung 

(16) 

geniigt und diese nachtraglich mit einem solchen Faktor multi
pliziert, daB sich fiir x = 3 der Wert - 7,39 ergab. Es ent
stand so die Kurve yJ/(x). Es sind dann 

Yo (x) = YI (x) + Yu(x)' 
y; (x) = y; (x) + y1; (x) 

nach bekannten Satzen Losungen von (15); da y0 (x) auBerdem 
durch die gegebenen Punkte P 1 und P 2 hindurchgeht, kann es 
als Anfangskurve benutzt werden. 

Bei Anwendung des Verfahrens ergab sich, daB bereits 
Ya (x) mit y2 (x) iibereinstimmt, also die gesuchte Losung dar
stellt. Die Abweichungen von der Naherungslosung y0 (x) sind 
fiir die gr6Bte Abweichung des Pendels aus der Ruhelage am 
gr6Bten; ihr maximaler Wert betragt 0,136 oder angenahert 8°; 
der relativ gr6Bte Fehler ist angenahert 5°/0 • 

Hort, Differentialgleichung. 2. Auf!. 21 
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§ 66. Priifung der Verfahren nach Gumbel und Duffing 
durch schrittweise Verbesserung. 

Die nach G. Duffing am SchluB des § 63 untersuchte 
Differentialgleichung einer gedampften Pendelschwingung 

y" + 0,5y' + siny = 0 

soil unter denselben Anfangsbedingungen 

Yo'= 4 

nach dem Verfahren der Seilkurve, § 60, integriert werden. 

(1) 

I 2) 

Fig. 172 ist nach einer Arbeit von Gumbel'') entworfen 
worfen. 

Durch Einzeichnung der Kurve sin y ist erreieht, daB zu 
jedem Ordinatenwerte y der zugehi:irige Wert sin y aus der 
Zeichnung abgegriffen werden kann. 

Die Konstruktion der Naherungskurven geschieht wie folgt. 
Man legt zwei Krafteplane an, beide zweckmaBig mit 0 1 , 

dem Ursprung des Koordinatensystems, als Pol, und den Pol
abstanden 0 1 b bzw. 0 1 a (Haupt- bzw. Hilfskrafteplan). 

Die Strahlen des Hauptkrafteplans sollen die Tangenten
richtungen der y- Kurve lief ern; demnach ergibt sich der erste 
Polstrahl 0 1 o mit Hilfe der Bedingung y0' = 4. Dieser Pol
strahl bildet zugleich die Anfangstangente fur die Kurve y. 

Von der zu zeichnenden Kurve y' kennt man gemaB (2) 
den Anfangspunkt (0,4). lhre Anfangsrichtung ist durch 

Yo" = - 0,5 Yo' siny0 = -- 2 

gegeben. Zur Ermittlung weiterer Tangenten dient der Hilfs
krafteplan, in welch em die jeweils zu den y' gehi:irenden W erte 
- (0,5 y' + siny) vom Punkte a aus auf der Vertikalen bis zu dem 
Punkte c abgetragen werden. Die V erbindungen der Punkte c 
mit 0 1 liefern die Tangentialrichtungen. Man erhalt so zunachst 
in erster Annaherung die ersten Elemente 0 1 der Kurven y 
und y' und, da zu jed em y das zugehi:irige sin y der Zeichnung 
entnommen werden kann, auch das erste Element von 

y" = - (0,5 y' + Hin Y). 

In der Figur ist die Ordinate der y"- Kurve mit negativem 
Vorzeichen eingetragen. Nun bestimmt man den lnhalt des zu 
diesem ersten Element gehi:irigen Flachenstreifens 

y' = -- J (0,5 y' --'-sin y) dx 
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und iibertriigt ibn maBstabgerecht als Strecke 0 1 in den Haupt
krafteplan. 

Die Verbindung 0 1 1 liefert die Richtung der y-Kurve im 
Punkte 1. Die x- Parallele durch den Punkt 1 des Hauptkriifte-

~I 
I 

I 
I 

~-II 
~ 

------~---------~---

plans bestimmt auf der Endordinate des ersten Elements den 
Punkt 1' von y'. Die zugehorige Tangente findet man, indem 
man den Wert - (0,5 y' +sin y) von a aus in den Hilfskriifte-

21* 
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plan his zum Punkte c eintragt und durch 1' eine Parallele 
zu dem zugehorigen Polstrabl 0 1 c legt. 

So finden sich die zweiten Elemente der y- und y'- Kurve 
sowie der Kurve y" = -- (0,5 y' + sin y) usf_ 

Die Abbildung gibt einen Ubcrblick uber den y- Kurven
verlauf bis x = 10. Das Pendel geht mit rasch abnehmender 
Geschwindigkeit durch die heiden ersten Quadranten hindurch, 
dann mit ziemlich gleichbleibender Geschwindigkeit durch den 
dritten und vierten Quadranten; nachdem so cin ganzer Um
schwung vollzogen ist, verbleiben die weiteren Ausschliige im 
1. und 4. Quadranten. Das Pendel nahert sich in gediimpften 
Schwingungen der Ruhelage. 

Einige Zahlenwerte sind auf Seite 001-S angegeben. Dioselben 
weichen sehr wenig von den nach Duffing ermittelten \Verien 
ab. Es ware nun immerhin moglich, daB die Niiherungswerto 
beider Methoden sich in derselben Weise von der wahren Losung 
entfernen und daB daher trotz cler Ubereinstimmung betracht
liche Fehler vorhanden sind. Um zu untersuchen, ob dies der 
Fall ist, wurde das vorliegenclc Problem (1) (2) nach <ler Methode 
der schrittweisen Verbesserung behandelt (§ 64 ), welche es ge
stattet, die wahren Werte y mit moglichster Genauigkeit zu 
ermitteln (Fig. 1 7il, Tafel II ). 

Tabelle 12. 

2 il 4 5 (i = - [ 4 _:... il J I " 
X Yo' Yo 0,-5 Yu' siny0 Yo" J y0 " d.r y/ 

0,00 14 0 2 0 -·- 2 
0,1041-1 4 

0,05 4 0,20 2 0,19\J -- 2,1990 I 3,:--\952 --0,1147 
0,10 ' 4 0,40 2 0,31-\9 -2,8890 -0,1237 3,7805 
0,15 4 0,60 2 0,565 -2,5660 3,6568 

;C Y.' Yt 0,5y/ siny1 lj" • 1 J y/' d.!" .11/ 

0,00 ]4 0 2 0 ~2 
-0,1036 4 

0,05 3,1-\952 I 0,1971 1,94/fi 0,1961 - :.',1487 3,8964 
' 0,1102 0,10 3,7805 0,3889 1,8903 0,3790 . 2,26\13 

0,1161 3,1862 
0,15 3,6568 0,5747 1,82:--14 0,54!"J0 -2,3734 3,6701 

X y/ y., 0,5y/ sin y._, y/' Jy..,"dJ· y/ 

0,00 4 0 2 0 -- :d 0,1035 4 
0,05 3,8964 0,1972 1,941-12 O,HJ61 . 2,1443 

0,1103 3,8965 
0,10 3,7862 0,3892 1,8!J:ll (J,:l/~10 -- 2,2721 

0.1162 3,7862 
0,15 :),6701 0,-'>75-'J 1,83.10 0.54Ml '!,3800 4,6700 
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Es ware das einfachste gewesen, eine der heiden Nahe
rungslosungen als Anfangskurve zu henutzen. Um aber zu zeigen, 
wie rasch das Verfahren konvergiert, selhst wenn man keine 
Anhaltspunkte uber den Verlauf der Losung hat, wurde bier
von abgesehen. Vielmehr wurde, entsprechend der Anfangs
bedingung (2), als Naherungslosung y0 (x) = 4x gewahlt und 
diese Kurve zwischen x = 0 und x = 0, 5verhessert. Die Tabelle 12 
zeigt den Rechnungsgang fiir die drei ersten drei Schritte dieses 
Intervalles. Dabei sind die Integrationen, die bei den Uher
gangen zwischen den Kolonnen 2 und 3 bzw. 6 und 7 not
wendig werden, mittels Flacheninhaltsherechnungen der uber den 
Ahszissenintervallen 6x = 0,05 stehenden Trapeze ausgefuhrt. 
Dreimalige Durchfuhrung des Naherungsprozesses liefert das 
Ergehnis, daB die zweite und dritte Naherung sich erst in der 
vierten Stelle unterscheiden (y~' ~ y3'; also auch y2 ~ y3). 

Graphisch (Fig. 17 3, Tafel II) geht die Genauigkeit weiter: 
Y3 = Y4 ; Y3' = Y4'; Y/' = y5". Die sich hiernach fur x = 0,5 
ergehenden W erte wurden als Ausgangspunkte fur die Fort
setzung des V erfahrens henutzt. Hierzu wurde die Kurve y" 
dem wahrscheinlichen Verlauf entsprechend his x = 1 verHingert 
(y0" (x)) und dem geschilderten Verfahren unterworfen. Ent
sprechend wurden dann die Kurven in Abszissenintervallen 
der GroBe 0,5 his x = 2,5 fortgesetzt, wie in Fig. 173 dar
gestellt. 

In der nachstehenden Tahelle 13 ist das Ergebnis fur einige 
W erte x mitgesteilt; ferner ist angegeben, um wieviel sich die 
nach Duffing und Gumbel gefundenen Naherungen von ihnen 
unterscheiden. 

.c = 0,5 

.c = 1 

.c = 1/i 

.r=2 

.t:= ~/i 

Tabelle 13. 

1

' V erfahren der I 
schrittweisen 

1
1 

, Verbesserung 

y = 1,708 
y cc 2,853 
/1 = 3,684 
y = 4,444 
y = 5,238 

Abweichung I 
der Naherung • 
nach Duffing I 

0 
+ 0,020 
_J__ 0 007 
_;_ o:o25 
+ 0,018 

Abweichung 
der Naherung 
nach Giimhel 

-0,010 

-0,007 

Die Methode von Duffing gibt also etwas zu groHe, die 
von Giimhel zu kleine Werte y. Aber die Gumbelschen Werte 
liegen in dem betrachteten Intervall der wabren Losung be
deutend naher als die von Duffing. 
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VIII. Mechanische Integration von Differential
gleichungen. 77 a) 

§ 67. Integration linearer Differentialgleichungen nach Pascal. 

Die linearen Differentialgleichungen erster und zweiter Ord
nung mit konstanten Koeffizienten und Storungsfunktion lassen 
sich mechanisch integrieren. 

I. Betrachten wir zunachst etwn die Gleichung (2) ~ :21 

L dJ 
w dt W' 

II) 

so hat man mit -~ ==a. und : -= j'(t) die Form der Gleichung 

mit Storungsfunktion 
dJ 

11--t-J={(li. . dt (2) 

Diese Gleichung wird nach folgendem Prinzip mechanisch 
integriert: 

J 

~ 
l __ L_ ______ ~--~---~---+---4------~t 

Fig. 174. Mechanische Integration einer linearen Difierentialgleichung 
crster Ordnung. 

Eine scharfknntige Rolle R (Fig. 1 74) ist so mit einem 
Fahrstift, F verbunden, daB 1. die Rollenebene stets durch F 
geht und 2. der in Richtung der Abszissenachse gemessene Ab
stand von F und dem Beriihrungspunkt A der Rolle ~ a ist, 
wabrend F die im Koordinatensystem J, t gezeichnete Kurve {(t) 
durchlauft. Wie sich aus der Figur ergibt, durchHiuft A dann 
eme Kurve, fiir deren Ordinaten J die Beziehung gilt: 

f(t) a- J ft . f(t) = J a~~. 
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Dies ist aber unsere gegebene Differentialgleichung. 
Urn im iibrigen den Verlauf von J zu dem von f(t) in die 

richtige zeitliche Beziehung zu setzen, muB die J-Kurve parallel 
mit sich urn die Strecke a in der Richtung der positiven t 
verschoben werden 78). 

Die Ausfiihrung des Verfahrens besorgt ein integraphen
ahnliches Instrument (Fig. 1 7 5): 

L 

t 

L 

Fig. 175. Mechanischer Integrator fiir lineare Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 

Auf den Wangen eines parallel zur t-Achse verschieblichen 
Laufrahmens LL bewegen sich zwei Wagen W und W1 , die 
den Punkt F bzw. die Rolle R tragen. Die gewiinschte Fiihrung 
von R wird bewirkt durch das Lineal p, welches, in der Fiihrung s 
gleitend, den urn die vertikale Achse AA drehbaren Rollenrahmen 
r r in der verlangten Richtung erhalt. Die Kurve f(t) wird von 
dem Fahrstift F' durchlaufen, die Kurve J durch die Schreib
feder S' beschrieben, die ihre zur Rollenebene parallele Fiihrung 
durch das Parallelogramm rrr' r' erhalt. 
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II. Urn zur Integration der nicht homogenen Jineareu 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi
zienten zu gelangen, iiben wir das beschriebene Verfahren noch
mals auf die Kurve J (Fig. 174) aus, aber mit einer anderen 
Jnstrumentkonstanten a. Diese sei jetzt h. Es resultie1t eine 
neue Kurve, deren Ordinaten z seien und welche die Differential
gleichung hat 

J. 

Differentiiert man diese :B'ormel: 

dz d27 dJ 
dt +bit~ dt 

und setzt (3) und (4) in (2) ein, so kommt: 

oder anders geordnet: 

d2 z 
ali ---

d ~~ 
d" 

I a -!-- I!) - ~ 
\ ' dt zc··t(tl. 

(3) 

(4) 

(51 

Man sieht, die Kurve z geniigt einer linem·en Differential
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und 
Storungsfunktion. 

Ist andererseits eine solche Differentinlgleichung etwa in 
der Form 

cz = (It! 

gegeben, so hat man zuniichst die qua<lratische Gleichung: 

., jl . c 
w -1- - u c- =· 0 

J · m! , nt (8) 

zu losen, deren Wurzeln p 1 und ,tt~ Keien. Dann fiihrt man 
das oben beschriebene Verfahren :.mniichst mit der Instrument-

1 
konstante a==- -- -- an der Kurve l(t) aus. welchen ProzeB 

Pt 

man mit der Instrumentkonstante IJ mt der so Prhal-

tenen Zwischenkurve wiederholt. 
Zu berner ken ist hierbei, daB dm; Verfahren nur Lei reellen tt1 

und ,u2 ausfiihrbar ist, also im wesentlichen nur bei aperiodisch 
gedampften Schwingungsvorgangen. 
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§ 68. Der Apparat von Lord Kelvin. 

Zur mechanischen Integration der homogenen Differential
gleichung mit nicht konstanten Koeffizienten 

d·!u du 
dx~ + P dx + Qu · c 0 (9) 

hat Lord Kelvin das Prinzip eines Apparates angegeben 79). 

Zunachst mulipliziert man (9) mit: 

JPdx 
eJPdx 

und kann dann statt (9) schreiben: 

d { JPdxdu} _ JPdx _ 
dx e dx Qe u- 0. (10) 

Fiihrt man hier eine neue unabhangige Variable z ein durch 
die Substitution: 

JPdix 
dz .C Qe dx, (11) 

so geht ( 10) iiber in: 

d {Qe 2 JPdx du} _ u = O. 
dz dz 

(12) 

Hier ist Qe :J)'Pdx eine Funktion von x und vermoge (11) 

auch von z. Als solche bezeichnen wir sie mit -t : 
(13) 

wonach w1r einfach erhalten: 

114) 

An diese Gleichung kniipft Lord Kelvin an und konstruiert 
einen Integrator nach folgendem Prinzip (Fig. 176). Auf zwei 
gleichen Scheiben 8 1 und 82 , die sich urn vertikale Achsen drehen 
konnen, rollen liings einem Durchmesser = a1 a1 bzw. a2 a2 je 
eine Kugel K 1 bzw. K 2 . Die Durchmesser a1 a1 und a~a2 sind 
parallel. 
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Zu den Durchmessern parallel ist iiber jeder Scheibe, diese 
nicht beriihrend, ein Zylinder C1 bzw. C2 angeordnet, der mit 
der zugehorigen Kugel K 1 bzw. K~ in Kontakt steht. 

Die Kugeln smd in Kafige eingeschlossen, dureh deren Be
wegung sie langs der Durchmesser verschoben werclen konnen. 
Die Kngeln stiitzen sich gegen die Kafige durch kleine Rollen 
ab, die moglichst reibungslos laufen. 

I . 
I I 

air~-·-·-·--·--·- S?j-· 
. I 

\ . 
\ JJ \ 

I ~~r~~r----·--~ l ~ 
!JrellvJ?9" proporfio11ol dz flreht111g proporlitJI?ol t!dz 

Fig. 176. Lord Kelvins Integrator fiir lineare Differentialgleichungen. 

Es ist ersichtlich, daB etwaige Drehungen der Scheiben 
sich vermoge der Kugeln auf die Zylinder iibertragen, nach 
MaBgabe des Abstandes der Kugeln von den ~cheibenmittel
punkten. Die Dbertragung wird vermittelt durch die Reibung 
zwischen den Kugeln und Scheiben bzw. Zylindern. 

Jetzt verbindet man den Kiifig der Kugel K 1 mit der 
Achse des Zylinders C2 durch eine Schnuriibertragung so, daB 
die Verschiebung der Kugel K 1 der Verschiebung eines Punktes 
des Zylinderumfangs gleich sein muB. Dieselbe Verbindung 
fiihrt man aus zwischen der Kugel K 2 und dem Zylinder C1 • 

Dreht man jetzt die Scheibe S 1 proportional dz, die 
Scheibe 8 2 proportional U d z, so wird die Versehiebung u der 
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Kngel K 1 aus ihrer Mittellage in Abhiingigkeit von z der Dif
ferentialgleichung 

-- ---- =U d { 1 du} 
dz U dz 

(15) 

genu gen. 

Beweis: Es seien in einem beliebigen Augenblicke ~t1 bzw. u2 

die Abweichungen der heiden Kugeln von ihrer Mittellage. Dreht 
man jetzt die Scheibe 8 1 proportional dz, so durchlauft jeder 
Punkt des Zylinders 01 den Bogen u1 dz. Analog durchlauft 0 2 , 

wenn die Achse von 8 2 urn U dz gedreht wird, den Bogen u2 U dz. 
Durch die Schnurverbindungen werden aber dauernd die Be
ziehungen aufrechterhalten: 

u1 dz = du2 und u2 Udz = du1 • 

Eliminiert man bier u 2 , so kommt: 

d~ (~ ~u-j = u1' 

(16) 

(17) 

d. h. die mechanisch zu integrierende Differentialgleichung. 
Es bleibt nur noch ubrig, die Bewegung u1 der Kugel K 1 

in Abhangigkeit von z automatisch aufzuzeichnen, woriiber wir 
uns bier nicht verbreiten wollen. 

Bemerkenswert ist, daB man die mechanische Losung der 
Differentialgleichung (15) den Anfangsbedingungen anpassen 
kann. Seien u1 und u2 die fUr z = z0 eingestellten Kugelabstande, 
so hat man fUr z = z0 : 

du 
u = u1 und a,-;, = u2 U, 

d. h. durch die Auswahl von u1 und u2 kann man die Losung 
I , 

den fiir z =o z0 gegebenen Werten u0 und [ ~: io anpassen. 

Aile vorstehend geschilderten Operationen von der Trans
formation der Gleichung (9) an bis zur Operation mit dem 
Kel vinschen Integrator lassen sich zumindest graphisch durch
fiihren. Es ergibt sich also die Moglichkeit, der Differential
gleichung (9) auf mechanischem Wege beizukommen, wiihrend 
ihre analytische Integration auf elementarem Wege gar nicht 
moglich ist. Nnr durch die Hilfsmittel der Funktionentheorie 
kann man sich im allgemeinen Faile einen Dberblick iiber die 
Eigenschaften ihres Integrals verschaffen. 



Zweiter Teil. 

Partielle Differentialgleichung·en. 
f. Einleitung. 

§ 69. Die Funktionen mehrerer Variablen. 

In den bisherigen Untersuehungen handelte es sich lediglich 
urn die funktionale Abhangigkeit einer oder mehrerer abhangiger 
Variablen von einer unabhangigen Varittblen. 

Nun sind aber auch funktionale Beziehungen moglich, bei 
denen eine Variable z von z wei unabhangig voneinander ver
anderlichen GraBen x und y abhangt. Das Symbol fiir eme 
solche Abhangigkeit ist die Oleichung: 

z~···f(x,y;. (ll 

Die Anderung ..1 z einer derartig hestimmtcn GroBe z hangt 
nun, ebenso wie die GroBe selbst, von x und y, von den heiden 
Anderungen ..1 x und ..1 y der nnabhiingigen Vnriablen gleich
zeitig ab. 

Andert man also, von cinem Anfangswertpaar :r0 y0 ;cus
gehend, die unahhangigen Varin,hlen nm 1a: und ..1q ab, so 
erhalt man m 

f'(x0 -; i1x,y0 + /1y) -- (ix(p!/ol 

die tot <Ll e Anderung ~1 z von z: 

(:2) 

Wiirde man dagegen nur die einc Variable x iindern, 
wahrend y konstant =~ y0 hleibt, so wiirde man 111 

f'(xo 7 ;Lr. !foi - (1 'o, !lo I 

die partielle Anderung von z naeh .1: Prhalten 

.dz(.~) ·~ f'(xo + ;1:c.yo)- flru·Yol · (3) 
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Analog heil3t 
.dz(y) ·= f(xo,Yo + .dy) -- f(xo•Yo) (4) 

die partielle A.nderung von z nach y. 
Ein Beispiel fiir eine derartige Abhangigkeit bietet die 

Zustandsgleichung der vollkommenEm Gase: 

10 000 p V = G R T. 

Diese Gleichung gilt fiir eine der Gewichtseinheit gleiche 
Menge G eines Gases in kg, wenn pin kgjqcm, V in cbm, Tin 
absoluten Celsiusgraden gemessen wird; die Gaskonstante R 
hat fiir Luft den Wert 29,2fi. 

Diese Gleichung ist z. B. erfiillt bei der Gewichtsmenge 
G = 1,188 kg fiir: 

p • 1 kgjqm, 
V = 1 cbm, 
T 288 entspr. 15 ° C. 

Wir wollen nun die A.nderung des Druckes p verfolgen, 
wenn wir das V olumen V und die Temperatur T andern. 

Zuniichst schreiben wir: 

1,188. 29,2fi. '1' 
---- ---·----~-

10000 v 
T 

0,00348 --v . 
Nun andern Wll' v urn ,1 v = 0,1 cbm, d. h. wir gestatten 

dem Gas, den Raum 1,1 cbm einzunehmen, sorgen aber dafiir, 
daB die Temperatur T konstant = ~ 288 bleibt. Dann wird 

288 288 
/1 Pi v1 •= 0 003 48 -- - 0 003 48-

' 1,1 ' 1,0 
- 0,91 - 1,0 

- 0,09 kg/em. 

A.ndern wir aber nun die Temperatur T, indem wir das 
Gas urn 50° erwiirmen, wobei wir das Volumen 1 cbm bei
behalten, dann wird 

338 288 
,fp12•1 ~ 0 00348----- 0 00348--

, 1,0 ' 1,0 

= = 1,18- 1,0 

== + 0,18 kgjcm. 
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Werden beide Anderungen gleichzeitig vorgenommen, so 
wird die totale Anderung von p 

:3:3H 28H 
,1p .·· 0,00348 -000848 

1,1 ' 1,0 
- 1,Cl7 -- 1,0 

0,07 kg 1cm. 

Samtliche Druckiinderungen sind verschieden, es soll nun ein 
Zusammenhang zwischen ihnen gefunden werden. 

II. Wir greifen zuriick auf die Definition der totalen Anderung 

;fz c f'(x0 ~ 1:v,y0 -1 ilyl ··· j"(:r0 ,y0 1. 

Diese schreihen wir in der ~'orm 

ilx.y0 ! lfy)---((.r0,y0 
- -- - --- -- -

/lx 
/ly) 1.1' 

lyl --- f'(x0 ,y0 ) 1 . If 
/1 y . 

und untersuchen, was a us dieser Formel wi rd. w0nn w1r /I x 
und L1 y gegen Null abnehmen lassen. 

Offenbar ist zunachst 

f'(x0 i LLy0 -' ily! ·- f'(x0 ,y0 i /1y) 

ll J' 

ein Differenzquotient, der so gebildet ist, als ob wir bei der 
Funktion f'(x, y) bei konstantem y ~ y 0 ~- Lly von x- x 11 zu 
x ~- x0 + L1 x iibergehen. 

Nun haben wir in § 9 den Mittelwertsatz abgeleitet: 

F (a + hI ·- F (a 1 h F' I a H hI . 

Wenden wir diesen Satz mit: F ~' (, a""' xw h ~- lfx auf 
unseren Differenzenquotienten an, ,.;o findet man 

Analog wird 

[(x()_'_!J_Q_j-:_;~}f)_=_{(f.JJJ!o! 
l1y 
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Bei nun folgender Ausfiihrung aber des Grenziiberganges, 
der von Llz auf dz fiihrt, wird: 

limL1x = dx, limL1y = dy, 

so daB entspringt: 

lim d z = d z = lim {,1 ( x0 + 1J il x, y 0 + il y) L1 x 

+ limf~1 (x0 , y0 + 1J ily) ily 

d Z ~ { 1 d X + f' 1 d Y = ~[ d X + _Of dy . 
·"' y ax ay 

oder: 

H . h ·B of' d of d. · 11 D'ff wr ei en ---- un -~ Ie ersten partie en I eren-
ilx oy 

tialquotienten der Funktion (fx,y) nach x bzw. y. 

Beispiel: Es sei: 

z == f ( x, y) • = a x sin y ==· b y sin x . 
Dann ist: 

oz of . 
- - •= --- = asmy-+- bycosx 
a~; ox · ' 
oz 
oy 

of _j b . lJy =ax cosy 1- smx. 

III. Zur geometrischen Veranschaulichung der Bedeutung 
der ersten partiellen Differentialquotienten diene folgendes. 

Eine Gleichung z = f(x,y) stellt, wenn man zusammen
gehorige W erte x y z als Koordinaten eines Punktes in einem 
Koordinatensystem X Y Z 
deutet, eine Flache dar. 
In der Fig. 1 7 7 sei P ein 
zu den Koordinatenwerten 
x0 Yo z0 gehoriger Punkt. 
Legen wir durch diesen zwei 
nur x- bzw. y-Achse senk
rechte Ebenen Ex bzw. EY, 
so wird die Flache 

z ~-= f(x,y), 

von diesen in Kurven: 

z= f(x0 ,y), bzw. Z= f(x,y0 ) 
.X. 

geschnitten, in welchen Glei-
chungen x0 bzw. y0 Konstan
ten sind. 

z 

Fig. 177. Geometrische Veranschau
lichung der partiellen Differenzen

quotienten. 
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Erteilt man jetzt den Koordinaten x11 und y0 Zuwiichse i1x 
bzw. L1 y, so gelangt man auf den Kurven zu weiteren Flachcn
punkten P1 bzw. P~. Die Ordinaten dicser Punkte z1 und z~ 
werden von den Tangenten der Kurven r,, und r, in ckn Pnnkten 
'1\ bzw. T~ geschnitten, so daB gilt: · -

Al Tl 
iJf' 

Ll.r:' Zo 
(iX 

::co Yo 

.1~ T-: 
i!j' 

' ;:1 Jj ' ~;0 ~- -

()y I 
'Xo lfo 

wo die angeschriebenen Zeiger x 0 y0 bedeuten 
partiellen Differentialquotienten im Punkte P 

Die Ebene der drci Punktc T 1 PT2 (die 
der Flache irn Punkte !') :-;chneidct nnn die 
daB gilt: 

I r 
l.r 

cf 

sollen , daB die 
zu bilden sind. 
Tangcntialebene 
Ordinate Z::. so 

ly. 
1 !J Xo Yo 

Diose .Beziehung i::;t der geometri:-whe Ausdruck fiir den 
oben gefundencn Satz: 

r! r . c I 
--'-d.r 1 du. 
I' a· I!! 

dz 

IV. Wie oben aut>gefiihrt, sind die er::;ten partiellen Diffe
rentialquotienten von f'(x, y) wieder Funktioncn von x und y. 
Man kann sie also weiter differcnziercn und gelangt so zu den 
zweiten partiellen Differontialquotienten: 

a~ r ;p r ~:·! r c~ r 

Es ist nun ein wichtigcr Satz, den wir ohrw Heweis :m
fiihren, dan stets 

c" t' 
r!xoy 

r" r 
iya.r 

ist. Die Reihenfolge dcr Differentiationmt i::d also 
gleichgiiltig. Bei dem obigen Beispiel hat man: 

o~ r 
ax oy 

rPt 
()~y 

- h y sinx, 

It COS 1f + lJ CO>' J' ~ 
o~ r 

ry (J;r 
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In analoger Weise gelangt man 
dritten Differentialq uotienten 

weiter zum Begriff der 

rP r o3 r o3 r 
Beispiel: 

o3 f 
- =- bycosx· ax:l , 

03 f' . 
--- =- bsmx 
ox2 oy ' 

as f' . 
--- " =~ - b smy. ax oy" 

§ 70. Die partiellen Differentialgleichungen im allgemeinen. 

I. Die unabhangigen Variablen x, y, die abhangige Variable z 
nnd die partiellen Differentialqnotienten 

0 z 0 z (}2 z o2 z o2 z 
cf;• ay, ox2 ' oxay' ay2 

usw. sind nebst Konstanten die Bausteine, aus denen sich die 
partiel'e Differentialgleichung aufbaut, in Gestalt einer Gleichung 
zwischen diesen Gro13en: 

'( oz oz o2 x \ b x, y , z, z;;; , 0 y , 0 x2 , ... , a, b, c, .. ) = 0 . 

Das wesentliche Kennzeichen der partiellen Differential
gleichung ist nun, daB stets mehr als eine unabhangige Variable 
vorhanden ist. gegeniiber den gewohnlichen Differentialgleichungen, 
bei denen nur eine unabhangige Variable vorhanden war. Bei 
den partiellen Differentialgleichungen kann die Zahl der unab
hangigen V ariablen beliebig sein. 

II. Sind mehr als eine abhangige Variable, z. B. z1 und z2 , 

vorhanden, so muB fiir jede eine Gleichung der obigen Form 
vorhanden sein, etwa 

F ( ozl oz2 ozl oz2 ) 
1 X' y' Zl' z2' z;;; 'z;;;' oy 'ay'... = 0' 

F 2 ( x, y , z1 , z2 , ••• ) = 0 . 

Man gelangt so zu dem Begriff der simultanen partiellen 
Differentialgleichungen. 

III. Die partiellen Differentialgleichungen teilt man ein 
nach den Ordnungen der in ihnen vorkommenden hochsten 

Hart, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 22 
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partiellen Differentialquotienten, z. B. die partielle Differential
gleichung 

( •> ") oz . 0 Q) oz 
x" + 1r --- + (~;"- Y" -- + z = o 

ax · · oy 

ist von der ersten Ordnung, dagegen 

02 Z ---- + z =~ 0 
oxoy 

von der zweiten Ordnung. 

Ferner teilt man sic ein nach dem Grade, den die von 
Wurzeln und Briirhen befreite Gleichung hinsichtlich der Pro
dukte der abhangigen Variablen und der Differentialquotienten 
annimmt. 

Die heiden oben angeschriebenen Gleichungen sind vom 
ersten Grade oder linear, dagegen ist 

()2 ( 0 )2 ( n )2 
z ax~y + a; + i~- = 0 

quadratisch oder vom zweiten Grade (auBerdem von der zweiten 
Ordnung). 

VI. Fiir das folgende fiihren wir noch die Abkiirzungen ein: 

oz oz i32z ()2z iPz 
-- ~- p 
ox ' 

. ·-- == q' 
oy iJ~r2 ••. r, --- - ·= 8 

oxoy ' 
---,,= t . 
oy" 

Die Integration einer gegebenen partiellen Differential
gleichung 

F ( x, y, z, p, y , r, s, t) =· 0 

verlangt die Aufsuchung einer Gleichung 

f(x,y,z)=O 

derart, daB etwa nach Auflosung dieser Gleichung nach 

z=cp(x,y) 

ocp ocp 
durch Einsetzen von m --- ~ usw. in F dies zu einer Identi,, ax' ay 
tat wird. 

Wir wollen z. B. die Gleichung 

cp (:~~;, ~~~) =• 0 = cp (u, v), (1) 
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wo cp eine belie b ige Funktion von 

sinx siny u = ---- und v = ---
sinz sinz 

sein soil, als ein Integral der partiellen Differentialgleichung 

oz oz ay tgx + 6-y tgy = tgz (2) 

identifiziereno 
Zunachst bilden wir das totale Differential als Summe der 

partiellen Differentiale 

d ffJ == O f[J_ d Z + ?_!E_ 0 X + '!_T__ d y. 
oz ox oy 

Da cp = 0 ist, muB auch d cp = 0 sein; wir haben also 

0 cp dz--+-? cp dx + ocp dy = o. 
o z ' ox oy 

Jetzt bilden wir: 

orp__ = (~P-. ~"!- + op_ ov) 
oz ou oz ov oz 

= - (?~£. sin x + 0 cp sin y) -~os z_, 
ou ov sm2 z 

?cp__ = (() cp 0 o u + ~cp__ ~) = ~J!_ co~. 
0 X 0 U 0 X 0 V 0 X 0 U sin Z 

o cp = (o cp 0 () u_ + o cp -~v-) = () cp cosy , 
oy ou oy ov oy OV sinz 

Nun ist zu beriicksichtigen, daB vermoge 

cp=O 
die Variable z von x und y abhangt; es ist also: 

1 

(3) 

(4) 

oz oz 
dz=-dx+-dy (5) ax oy • 

Setzen wir jetzt ( 4) und (5) in (3) ein, so ergibt sich: 

[ocp cosx (ocp 0 ocp . ) cosz.oz] ----.-- ~-smx + -smy -.-- dx 
ou smz ou ov sm2 z ox 

[0 cp cosy (0 cp . 0 cp . ) cos z 0 z l + ---.-- -- smx +- smy -.---j dy = 0. 
0 v smz ou ov sm2 z oy 

22* 
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In dieser Gleichung sind aber die beiden Difforentiale d:r 
und dy beliebig wahlbar, da x und y die unabhangigen Variablen 
sind. Damit trotzdem die Gleichung erfiillt wird, mul3 jcder der 
Ausdriickc in den eckigen Klammern fi.ir sieh verschwinden. 
Es mul3 also sein: 

a <p C?~X- - (rJr.p sinx 
iJ1t sinz iJu 

(; 9 . )\ em; z a z l -- smy ------- U, 
() v sin 2 z o :r 

I 
uq . \ co::;zcz I 

-- sm y ; . ., c 0, 
CV I Sin-z ('X J 

IIi) 
o if! co~ Y_ - ((: (p sin:r 
ou sinz ou 

~-~ i' .. 
Diese Glf'ichungen dicnen zur Bere(>hnung von - und -~. 

namlich: 

(,'.{; 

oz 
(. y 

(.i rp 
·- sinx au 

d !J' 
- Sltllf 
01J . 

() 
rp cosy tgz ov 

a rp . 
smx au 

aq, . 
~- smy 
G 1-' 

r .1' r! !I 

Setzt man diose Werte in die ])ifierentialglcichung (2J ein, 
so geht deren linke Seitc iiber in tgz, und die Gleichung ist also 
identisch erfiillt. Gleichung (1) ist demmtch in der Tat cin Inte-
gral von (2). . · 

§ 71. Die Arten der Integrate partieller Differentialgleichungen 
im allgemeinen. 

I. Bei den gewohnlichen Differentialgleichungen hatten wir 
als Formen, in den en Integrale auftreten konnen. erkannt: 

das partikulare Integral, 
das allgemeine Integral, 
das singulare Integral. 

Es war ein wichtiger Satz der, daB sich das allgemeine 
Integral einer Differentialgleichung u-ter Ordnung aus n von
einander unabhangigen partikularen IntegraJen mit n unbestimm
ten Konstanten zusammensetzt. Das singulare Integral war 
geometrisch als einhiillende Kurve oder Flache samtlicher In-
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dividuen der durch das allgemeine Integral definierten Mannig
faltigkeit erkannt. 

II. Zunachst wollen wir nun untersuchen, welche Bedeutung 
ein mit unbestimmten Koeffizienten behaftetes Integral im Ge
biete der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung hat. 
Das Integral lautet: 

(1) 

Es sei u die abhangige, x,y,z die unabhangigen Variablen, 
C'1 , 0 2 , 0 3 , 0 4 , ••• die unbestimmten Konstanten, uber deren Zahl 
wir zuniichst keine Voraussetzung machen. 

Jetzt differentiieren wir F nach x,y,z und erhalten die 
Gleichung: 

(oF ou oF) (oFou oF) 
d F = o u · a:~ + a-; d x --t o u a -y + 8ii d Y 

1--- (~F_-~_u +8!!)dz (2) ' ou oz oz ' 
welche wegen der Willkurlichkeit von dx, dy, dz in die drei 
Gleichungen zerfiiJlt: 

oF a~ + ojE_ = 0 , )I 
()u ox ox 

:;E ::f :·j 
(Ju, oz oz 

(3) 

Die 4 Gleichungen ( 1) und ('l) sind hinreichend, um drei von 
den willkiirlichen Konstanten 0, etwa 0 1 , 0 2 , 0 3 , zu eliminieren. 
Wir nehmen nun an, daB nur diese drei vorkommen, und erhalten 
als Resultat der Elimination cine Gleichung: 

cp (u x y z a 'It_ ~ au) = o 
' ' ' ' ax' ay' o z 

(4) 

d, h. cine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die 
Gleichung (1) geniigt ihr und ist deshalb eine Losung, wenn 
nur die drei Konstanten 0 1 , 0 2 , 0 3 vorkommen. Wir nennen 
( 1) das vo ll s t~indi ge Integral von ( 4) und definieren: 
Ein vollstiindiges Integral einer Differentialgleichung 
erster Ordnung ist eine solche die Differential-
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gleichung befriedigende Beziehung zwischen den 
Variablen, die ebensoviel willkiirliche Konstante ent
halt, als unabhangige Variable vorhanden sind. 

III. Beispiel: Es ist zu verifizieren, daB das vollstiindige 
Integral von 

(c z o z) 
a i:Jx (- oy - z (5) 

lautet: 
!l + C.,(x- IJJ 

.z (!1 e" • · (6) 

Durch Differentiation von ( fi) findet. man: 

oz Y_ 1 C2 (.1· --111 
- ~= c c e" c~ z ox l ~ 

woraus sich ( 5) ergibt. 

IV. Wir wollen jetzt in der Integralbeziehung 11 1 

die willkiirlichen GroBen G'1 , C2 , 0:1 nicht mehr von :r, y, z unab
hangig annehmen. Der unter II durchgefiihrte EliminationsprozeB 
liefert dann dassel be Resultat, namlich die Differentialgleichung ( 4 ), 
wenn die drei Gleichungen (3) formal dieselben bleiben, trotzdem 
cl,c2,c3 Funktionen von :T,y,z sind. Die Bedingung hierfiir 
lieten wir ab. 

Offen bar schreibt sich das Differential d F, wenn Cf1 , 0 2 , G'3 

die Variablen x, y, z enthalten, wie folgt: 

dF ---(~~a'!t_ iJF '5~a Fa c.) +-. -1 - --• dx-i 
ou OX 0 ~c ~ aG'; ox 

t • 

(~i'~; aF vaF aci) 
r- 8~i _;_ -c - dy -

(7) ,. 1' ~i oy 

(~:~~ 
() J;' )1o~'oCi)dz + --- -I-
dz ~ ()(). oz 

1, I, 1 

't .-cc 1 '2, :3. 
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Ohne die hieraus sich ergebenden Gleichungen (3) besonders 
hinzuzuschreiben, iibersehen wir sofort, daB diese Formeln unge
iindert bleiben, so bald die Gleichungen erfiillt sind: 

oF o01 + q_F_ o02 + ~!. o03 = o, 
o01 ox o02 ox o03 ox 
o_F_ q_o1 + ~- ~o'J + ~F_. ~rz~ = o, 
o01 oy o02 oy o03 oy 
o_F_ qO! + ~ oq2 +oF _(}_03 = o. 
o01 oz o02 oz oO'J oz 

Dieses Gleichungssystem ist offensichtlich erfiillt durch 

oF 
w-=0, 

1 

oF =O 
o02 ' 

oF ao=o, 
3 

vorausgesetzt, daB die Koeffizientendeterminante 

oC! o_G_2 o03 

ox ox ox 

(8) 

(9) 

.1 = oC1 oC2 o03 

oy oy oy (10) 

von Null verschieden ist. 

??_1 o02 o03 

oz oz 0 z 

Die Gleichungen (9) bieten jetzt Gelegenheit, 0 1 , 0 2 , 0 3 

durch gewohnliche Auflosung zu bestimmen, wodurch wir 
diese GroBen in u, x, y, z ausgedriickt erhalten, so daB nach 
Einsetzen in (1) das vollstiindige Integral iibergeht in einen 
Ausdruck, der keine willkiirlichen Konstanten mehr enthiilt. 
Dieser neue Ausdruck, der der Differentialgleichung ( 4) ebenfalls 
geniigt, heiJ3t das singuHire Integral. 

Wir definieren: das singuliire Integral ist eine 
solche Beziehung zwischen den Veriinderlichen, die 
keine willkiirlichen Konstanten enthalt und den ge
gebenen Differentialgleichungen geniigt. Das Integral 
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kann a ber ni ch t d urc h s pozielle A us wahl dPr w illk iir
lichen Konstanten des vollstandigen Integrals cr
halten worden. 

V. Beispiel: Uegeben ist, die Differentialgleichung 

( o z o z) o z 
qJ X y Z -~- - _ = X -

' ' ox'dy OX 

Man verifiziert Ieicht: 

oz o z oz 
y - + -. - z = 0. 

ox ' ox oy 

F =ax Loy -1 ab -- z = U 

als das vollstandige Integral mit: 

oz az 
= tt b. 

0 X ' C !f 

Bilden wir jetzt analog (9) 

(11) 

(t~) 

(13) 

woraus sich a= -- y, b = -- x ermitteln, so findet sich nach 
Einsetzen in ( 12): 

xy z = 0 (14) 

als das singulare Integral, welches keine willkiirlichon Konstanten 
enthalt. Die Gleichungen (13) sind zulassig, weil die Determinante 
L1 ( vgl. 10 ), die sich hier tmf: 

(}a ob 
------- () -- 1 ox ox 
(}a a b 

- 1 ol ---

ay ay · I 

zusammenzieht, von Null versehieden ist. 

VI. Das Gleichungssystem (H) wird noch auf eine andere 
Weise erfiillt, abgesehen von dem Ansatz (H). Lost man namlieh 
die in 

cF oF dF 
nC1 ' (i(\ 

, 
r1C:1 
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linearen Gleichungen (8) nach diesen GroBen auf, so erhiilt man: 

oF L1 . -~~ - = 
o01 

,1. 
oF 

-
o02 

o02 oO 
0 __ :l 

ox ox 
fJ02 o03 

0 
oy oy 

0 
o02 oOJ 
oz oz 

o01 0 
o03 

ox Jx 

q_G_! oo,~ 
0 

oy oy 

?_S_ 0 
o03 

oz oz 

o01 o02 o 
oy ox 

LJ. oF= o_G_! q02 0 
o03 . oy oy 

die erfiillt werden durch 

o01 q_c__2 o 
oz 0 z 

L1 = 0. 

=0 

=0 ( 15) 

=0 

(16) 

N ach einem bekannten Satz ist dies a her die Bedingung dafiir, 
daB 01' 0 2' o:l als Funktionen von X' y' z nicht unabhangig 
voneinander sind, daB eine Funktion 

existiert, die nach Einsetzen der Funktionsausdriicke fiir 0 1 , 0 2, 0 3 

identisch verschwindet: 

(17) 

Setzen wir etwa 
(18) 

willkiirlich an, so wird (17) erfiillt. Differentiieren wir jetzt (1) 
und (18) nach den willkiirlichen Konstanten, so kommt: 
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1 
und 

J 

(18) 

aus deren V erein sich ergi bt: 

(~F ---1-- oF !_x_) d c I (a_I'_' -+- o Ji'_ _ox) d c = o, r2o·.J. 
oC1 ' oC3 oC1 1 ' oC2 oC3 oC2 ~ \ 

woraus wiederum, wegen der unabhiingigen Wiihlbarkeit von 
d 01 und d 0 2 folgt: 

aF aF oz 
() 01 

i () 03 0 01 "· I (21) aF oF ox 
0 02 () 03 c 02 

0. 

Wir haben jetzt drei Oleichungen: (18) und (21), die zur 
Berechnung von 01' 02' 03 als Funktionen von X' y' z hinreichen. 
Durch Einfiihrung der gefundenen Grofien in ( 1) wird in das Inte
gral eine willkiirliche Funktion X zweier voneinander unab
hangiger Funktionen hineingebracht. Man nennt div :;olcher
gestalt entstehende Losung das allgemeine Integral. Es 
enthalt keine willkiirliehen Konstanten, sondern eine 
oder mehrere willkiirliehe Funktionen der unab
hangigen Variablen. 

VII. Beispiel. Man verifiziert Ieicht, daB z 

F ~= 01 logx (1 -· C\1 logy I 02 - logz =c 0 (22) 

das vollstandige Integral von 

oz oz 
xi7-xlyoy (2H) 

ist. 
Naeh Von;chrift von (18) Hetzen w1r willkiirlich an 

c2 x(OJ (24) 
(das vollstandige Integral enthiilt hier nur 2 willkiirliche Kon
stante, da wir nur 2 unabhangige Variable x und y haben) 
und nach Vorschrift von (21) bilden wir: 

oF oF u .. r 
=log.r logy I x'(01 1- 0. (25) oC1 oC2 oC!1 
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woraus sich .findet 

(26) 

Ebenso wird 0 2 eine willkiirliche Funktion von }I_ und 
X 

nach Einsetzen m (22) und nach Beseitigung der Logarithmen 
ergibt sich: 

als das allgemeine Integral von ( 2 3 ). Denn es ist: 

x~:=-~~~(~), 

Y d_!_ = + '!!~ v/ (!.) + Y ~ (JL), oy X X X 

also nach Addition: 

.T ~: + y ~~ = y~ (~) = Z 

w. z. b. w. 

VIII. Es gibt eine weit entwickelte Theorie, die gestattet, 
fiir eine gegebene partielle Differentialgleichung das vollstiindige, 
das allgemeine und das singuliire Integral aufzufinden. Am voll
kommensten sind die Integrationsverfahren ausgebildet fiir die 
allgemeinen Differentialgleichungen erster Ordnung und die 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnungsoa). 

Bei den partiellen Differentialgleichungen, die bei physi
kalischen Aufgaben auftreten, liegt nun der Schwerpunkt nicht 
in der Bestimmung dieser Integrale, sondern in der Beriicksich
tigung der Grenzbedingungen, den die Integralfunktionen zu 
geniigen haben. 

Hierbei tritt die Aufsuchung der oben angefiihrten Integrale 
sehr in den Hintergrund, weshalb wir auf die allgemeinen Inte
grationstheorien partieller Differentialgleichungen nicht weiter 
eingehen. Wir werden vielmehr im folgenden die verschiedenen 
Gruppen partieller ,physikalischer" Differentialgleichungen, mit 
den einfachsten beginnend, behandeln und dabei an geeigneten 
Stellen allgemeinere Betrachtungen iiber die Methoden ein
tlechten 81 ). 



348 Einfache partielle Differentialgleichungen aus verschied. Gebieten. 

II. Einfache partielle Differentialgleichungeu 
aus verschiedenen Gehieten. 

§ 72. Differentialgleichung der schwingenden Saitc. 

I. Eine Saite von der Langel (Fig. 178) sei mit ihren End
punkten in zwei Punkten A B der x-Aehse befestigt. ln dcr 
Ruhelage fallt sie dann mit der x-Aehse zusammen; ihre Anfang::.;
spannung sei P, und wir betrachten nur solehe Auslcnkungen y 
der Saite aus der Ruhclage, daB die Spannung stets ~== 1' b;eibt. 
AuBerdem seien die Auslcnkungen ehcn und erfolgcn nur in 

der x y-Ehene. 
Nun betraehten wir cin Saitenelement drn. ln 

seinen Endpunkten X und X o:.r ziehen wir Tan
genten an die Saite. dercn Noignngswinlwl a bz\1. 

A~~~~------~,--. 
~~k I 
~rf'x -- l --~--- c.! 

Fig. 178. Schwingende Saite. 

Y+l'l 

--~ 
~--I y 

Fig. 179. Kriifte an 
einem Saitenelement. 

a' seien, welche \Vinkel wegen der Kleinheit der Auslenkungen 
y ebenfalls klein sind. D~tnn ist die y-Komponente dPr Span
nung P (vgl. Fig. 17H) im Punkte x 

Y =o -- Psina. 

im Punkte x +ox 
)' + r/Y =· + Psinc-:'. 

Nun ist aber: 
dy 

Slll a = 
' ox 

Mit diesen Formeln ergibt sich als resultiercndc, auf das 
Saitenelement d rn wirkende Transversal kraft 

die nach dem Grundgesetz dm l\lcl'hanik mit d(~l' <till MassPn-
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element angreifenden Tragheitskraft dm a2
; gleich zu setzen at 

ist, wenn die Bewegungsgleichung gesucht wird: 

a·2y a2y 
dm-=P-dx. (1) at2 ax2 

Bezeichnet jetzt p das Gewicht der ganzen Saite, dann ist 
die Masse 

dm = E_ t!__x_ 
g l ' 

wo g die Beschleunigung der Schwere bedeutet. 

Die Gleichung (1) geht hiermit iiber in: 

?Py Pgl a2 y 
at2 -:p- ax2 

(:?) 

nnd mit 
Pgl ., 
- --=a" 

p 
in 

a2y 2 a2y 
at2 =a i3-x2" (3) 

Dies ist die Gleichung der ebenen Transversalschwingungen 
einer gespannten Saite, die durch die Namen d' Alembert, 
Euler, Daniell Bernoulli beriihmt geworden ist 82). 

Die Aufgabe, die sich uns bietet, ist nun folgende: 
Es ist eine Funktion y von x und t 

y = F (x, t) 
zu suchen, die 

1. die obige Gleichung (3) befriedigt, 
2. die Eigenschaft hat, daB fiir x = 0 und x = l iJ = 0 

wird, 
O=F(O,t), 
O=F(l,t), 

3. zur Zeit t = 0 eine gegebene Gestalt f(x) annimmt 

f(x) = F (x, 0), 
4. deren Differentialquotient zur Zeit t = 0 eine gegebene 

Gestalt annimmt: 

g (x) = ay' (x, OJ. 
at 



350 Einfache partielle Differentialgleichungen aus verschied. Gebieten. 

Die Bedingung 2. heiBt die Grenzbedingung und be
deutet das Festliegen der Saitenendpunkte. 

3. und 4. heiBen die Anfangsbedingungen, und 3. be
deutet, daB im Anfang, d. h. zur Zeit t '~ 0 die Saite eine ge

~ 
I I 
~----7------

Fig. 180. Spezielle Anfangsgestalt 
einer Saite. 

gebene Gestalt haben soU, 
z. B. durch einen Stift S zur 
Seite gezogen sei (Fig. 180). 
Der St1ft wird zur Zeit t = 0 
fortgenommen, worauf die 
Schwingung beginnt. 4. be
deutet, daB zur Zeit t ~-~ 0 
alle Punkte der Saite eine ge
gebene Geschwindigkeit haben 
so lien. Z. 13. konnen aile Punkte 

zur Zeit t = 0 in Ruhe sein, wie in dem eben angefiihrten Bei
spiel der seitlichen Anfangsauslenkung mittels des Stiftes. 

Zunachst suchen wir eine Funktion nach V orsehrift von 
1. und wir setzen eine solche a1s partikulares Integral zunachst 
in der Form an 

y= X·T, 

wo X bzw. T Funktionen von x bzw. t allein bedeuten. 

Durch Differentiation ergibt sieh 

a~y rl~T 

() t2 X dt~' 

()2y 

a~:2 

und nach dem Einsetzen in (3) 

1 d2 T 
T 7it2 

r' d~ L\ 
7 d •>' x-

a2rJ2X 
X dx~ 

(4) 

(5) 

Diese Gleichung wird erfiillt, wenn wir beide Seiten einer 
und derselben Konstanten, z. B. - P gleich setzen, wodurch 
folgende heiden Ansatze resultieren: 

d2 T 
- k2T, l -(tf2 

rJ2X -~~X. I 
( fi) 

d ., x-
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Partikulare Integrale dieser heiden gewohnlichen Differential
gleichungen sind 

T = coskt, 
k 

X= COS-X, 
a 

sin kt, 
k 

sin -x, 
a 

(7) 

wovon man sich durch Einsetzen in 6. ohne weiteres iiberzeugt. 

Von diesen Funktionen scheidet cos':__ x aus, weil dieser Ausdruck 
a 

fiir x = 0 nicht Null wird, wie unter 2. vorgeschrieben. Damit 

aber sin }!_ x fiir x =c l verschwindet, muB k l = ann sein, wo 
a 

n eine ganze Zahl ist. Die Gleichung k l = ann heiBt die 
Periodengleichung; sie ergibt sich stets aus den Grenz
bedingungen. 

und 

Wir haben jetzt zwei partikulare Losungen fiir (3), namlich: 

. nn ann l sm-x cos--t 
l l 

. nn . ann 
sm -l- x sm -l- t. 

(8) 

Beide Losungen fassen wir mit zwei unbestimmten Kon
stanten A,. und B,. zusammen in 

. nn ( ann . ann ) y = sm - x A cos ---- t + B sm --- -- t z· n l n t (9) 

oder, wenn wir setzen 

B = 0 sin~1!'n t 
n n l n' 

. nn ann 
y=0,.sm 1-X·COS-l-(t-r,.). (10) 

Wir erhalten also einen Schwingungsvorgang, d. h. 
einen in bezug auf die Zeit periodischen Vorgang. Die 
Schwingungsdauer ist: 

T = ~ (11) 
n an' 
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die Schwingungszahl: 

z ~- ltn. 
n '!.l 

Die Saite ist fahig, jede durch eine ganze Zahl n gekenn
zeichnete Bewegung auszufiihren. 

Ist n = 1, so schwingt die Saite im Grund ton bei n =c ~ 
in der Oktave des Grundtons, bei n ccc 3 mit der Quinte der 

JZ: 1 Grvnc/TQ/7 

n:3 lilvinte 

Fig. 181. Verschiedene 
Sch wingungsformen. 

Oktave. Welche Schwingung die 
Saite wirklich ausfiihrt, hangt von 
den Anfangsbedingungen ab. 

Z. B. wird sie nur im Grund
ton schwingen, wenn sie zur Zeit 
t 0 die erste in Fig. 181 ge
zeichnete Gestalt hatte und ihre 
Punkte samtlich in Ruhe waren. 

H. Ist aber die AnfangsgestaH 
eine andere, so werden auBer dem 
Grundton auch die Obertone auf
treten, d. h. die Gesamtschwingung 
wird sich durch Ubereinanderlage
rung der Einzelschwingungen auH
driicken: 

).., (A ::r a t . :c a t) :T x Y = cos n -'- B sm n . t:>in n - . 
~\" l ' 11 l l 

(lil) 
n 

Hier entspringt nun die Aufgabe, die unbestimmten Koef
fizienten An Bn aus den Anfangs bedingungen ( 3) und ( 4) 
zu bestimmen. 

Aus (3) ergibt sich fiir t == 0 
00 

y = \"1 A sin 11,nx = f(x), 
!=0 .L..J n z (14) 

n=O 

wahrend aus (4) resultiert: 

(15) 

Hier sind g(x) und f(x) im Intervall von 0 bis l will
kiirlich vorgegebene Funktionen und (14) und (15) verlangen, 
diese Funktionen in Reihen von Winkelfunktionen zu entwickeln, 

die nach Vielfachen von '!t fortschreiten. 
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Bekanntlich hat Fourier diese Aufgabe gelost. Er multi

plizierte die Gleichung (14) mit sinm:rc,_t-dx und integrierte 

zwischen 0 und l. Dann findet sich: 
l l 

I ( ) . m Jr X d f,IA . n :n X • m :n X d f'.x Sill l X= _L.; 11 Sill l Sill -r- X. 

o n=Oo 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung wird aber 
l 

I . n:nx . m:nxd 8.) 
Sill --l~ Sill ~1 -- X= 0 "a 

0 

(16) 

(17) 

bei allen Gliedern, bei denen n~ m ist. Wird aber n = m, 
so findet sich: 

l 

Isinn-~x·sinJl.~X dx = {-82b). 
0 

(18) 

Der Beweis fiir die heiden Behauptungen (1 7) und (18) 
findet sich wie folgt: 

Zunachst ist 
l 

f . n:nx . m:nxd 
Sill---Sill-- x 

l l 
0 

l l 

1 r (n _ m):nx 1 I :nx 
= 2 . cos- ___ l ___ - dx- 2 cos (n + m) -l dx. 

0 !) 

(19) 

Das zwcite Integral rechts stellt aber die Flache dar, die von 
der Kurve 

( ) :nx 
y = cos n + m -l-

und den Ordinaten x = 0 und x = l eingeschlossen wird. Ist 
n + m gerade, so hat die Kurve den in Fig. 182 gezeichneten 
Verlauf. 

Man erkennt ohne weiteres, daB die Flache der Kurve 
~=Null ist. 

Ist aber n- ~ m ungerade, so hat die Kurve das Aussehen 
:Fig. 183. 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 23 
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Der Flacheninhalt verschwindet gleichfalls. 
Das Integral 

l 

Jcos(n ·-- rn) -~ xda:, 
• l 
u 

welches fiir n ~ m nach dem Vorhergehenden gleichfalls ver
schwindet, reduziert sich fiir n = m auf 

l 

~ 

rdx, 
0 

l f nx 
Fig. 182. cos(n+m)-Tdx. n+m gerade. 

() 

l 
Fig. 183. J cos(n+rn)nl1: dx. n--f-rn ungerade. 

0 

d. h. auf den Wert l. Es bleibt also in der Tat nur als Integral-
~ 

wert fiir (18) iibrig. 
Hiermit findet sich also aus ( 16): 

2 J~ . . nnx 
A,.== f f(x)sm l-dx 

0 

(20) 
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und analog aus (15): 
l 

2 f . n:n:x B,. = ~ g(x)sm-l~dx. 
a:n:n 

0 

Hiermit ist die Reihe (13) und damit die Bewegung der 
Saite festgelegt. 

§ 73. Rechnerische Ermittlung der Fourierschen Koeffizienten. 

Wir wollen jetzt, etwas verallgemeinernd, die Funktion 
f(x) der Periode 2 :n: in eine sowohl nach Kpsinus- wie nach 
Sinusfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln: 

00 

f(x) = a0 +_})(A,. cosnx + B,. sinnx). (1) 
n=l 

Wiederum schlagen wir das V erfahren der Multiplikation 
mit cos mxdx resp. sinmxdx ein und erhalten nach Integration 
zwischen 0 und 2 :n:: 

+2n 

A,.= : f f(x) cosnxdx, 
0 

+2n 

B,. =: f f(x)cosnxdx, 
0 

welche Formeln auch noch fiir n = 0 gelten, falls man 

2n 

A 1J a = _Q = - f(x) dx 
0 2 2 :n; 

0 

setzt. 
Damit ist die Reihenentwicklung (1) festgelegt. 

(2) 

(3) 

Es handelt sich jetzt urn die Bestimmung der Koeffizienten 
A,. und B,.. Man nennt diese Aufgahe: Harmonische Ana
lyse der Funktion f(x). (Fig. 184.) 

Zunachst gehen wir ein rechnerisches Verfahren an. 
Das Intervall 0 his 2 :n: = 0 his 360 ° wird in 2m= 24 gleiche 

Teile geteilt. 
23* 
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Die den A bszissen 

;C J' 
2m 2rn 

L--------------------+-1 ~ 
~------~2x-----~-~ 

o " a a ~ 

Fig. 184. Funktion der 
Periode 2 :r. 

Fig. 185. Zur rcchnerischen 
harmonischen Analyse. 

n 

I l 
)' 

0 + 1,000 
I + 0,966 
2 + 0.866 
:) + 0,707 
4 + 0,500 
5 + 0,259 
6 0,000 
7 --0,259 
8 -0,500 
9 --7,700 

10 ~0,866 
11 ~ 0,966 
12 ~ 1,000 
13 ~ 0,966 
14 ~0,86ti 

15 - 0,707 
16 -0,500 
17 ~ 0,259 I 

' 
1~ 0,000 

i 19 + 0,2!i9 
20 + 0,500 
21 + 0,707 
22 + 0,866 
28 +0,966 
24 + 1,000 

2:7 
eos ·n ~-·1' 

24 

Tabellc 14. 

•) 
·> 

+ 1,000 + 1,000 
+ 0,86fi + 0,707 
+ 0,500 0,000 

0,000 -0,707 
~0,500 -1,000 
--0.~66 -0,707 
- 1,000 0,000 
-0,866 + 0,707 
~ 0,500 + 1,000 

0,000 + 0,707 
+ 0,500 0,000 
+ 0,86fi - 0,707 
+ 1,000 ~ 1,000 
+0,86(; 0,707 
+ 0,500 0,000 

0,000 + 0,707 
0,.500 + 1,000 
0,86() + 0,707 

-1,000 0,000 
~O,i:\6fl --0,707 
-0,500 1,000 

0.000 -0,707 
+ 0,500 0,000 
+ 0,860 + 0,707 
+ 1,000 + 1,000 

4 

+ 1,000 
+0,500 
--0,500 
- 1,0011 
--0,500 
+ 0,500 
+ 1,000 
+0,500 
-·- 0,500 
~ 1,000 
~0,.')00 
,_ 0,500 

+ 1,000 
+ 0,500 

0,500 
~ 1,000 
- 0,.)00 
+ 0,500 
+ 1.000 
+ 0,500 
- 0,500 

1,000 
- O,)"iOO 
+ 0,500 
+ 1,000 

+ 1, 
+0, 
-0, 
·- 0, 
+0. 
+0, 

0, 
-0, 

. 0, 
+0, 
+0. 
--0, 
-1, 

--0, 
+0, 
+0, 
-0, 
--0, 

0, 
+0, 
+0, 
-0, 

-0, 
+0, 
+ 1, 

000 
25\J 
866 
707 
500 
966 
000 
96() 
.')00 
707 
866 
259 
000 
259 
866 
707 
500 
966 
000 
966 
500 
707 
866 
25\J 
000 
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entsprechenden ]'unktionswerte von f(x) werden mit {, (x) be
zeichnet: v ·= 1, 2, ... , 2m. Ferner bilden wir alle Kurven: 

cosnx und sinnx 
und berechnen ebenfalls deren Werte fiir die Abszissen 

d. h. 

und 

Diese 
nehmen. 

n 
1' 

0 
1 
2 
') 
•) 

4 
5 
6 
7 
s 
\) 

lO 
11 
12 
1:l 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 

2n 2n 2n 
-, --2, ... , ---v, .. . , 2n 
2m 2m 2m 

cos, nx = cosn: :. v l 
v~-1,2, ... ,2m. 

. . 2 Jr 
s1n, nx = s1nn - · v 

2m 

W erte sind einer trigonometrischen Tafel 
Fiir 2m== 24 haben wir die Tabellen 14 

0,000 
+ 0,259 
+ 0,500 
+ 0,707 
+ 0,866 I 

+ 0,966 
+ 1,000 
+ 0,966 
+ O,S66 
+ 0,707 
+ 0,500 
+ 0,259 

0,000 
-0,259 
-0,500 
-0,707 
-0,866 
-0,966 
-1,000 
- 0,966 
-0,866 
-0,707 
-0,500 
-0,259 

0,000 

2n 
smn-v 

24 

Tabelle 15. 

2 

0,000 
+ 0,500 
+ 0,866 
+ 1,000 
+ 0,866 
+ 0,500 

0,000 
-0,500 
-0,866 
- 1,000 

-0,866 
-0,500 

0,000 
+0,500 
+ 0,866 
+ 1,000 
+0,866 
+ 0,500 

0,000 
-0,500 
-0,866 
-1,000 
-0,866 
-0,500 

0,000 

3 

0,000 
+ 0,707 
+ 1,000 
+ 0,707 

0,000 
--0,707 
-1,000 
-0,707 

0,000 
+ 0,707 
+ 1,000 
+ 0,707 

0,000 
-0,707 
- 1,000 
-0,707 

0,000 
+ 0,707 
+ 1,000 
+ 0,707 

0,000 
-0,707 
- 1,000 

-0,707 
0,000 

4 

0,000 
+ 0,866 
+ 0,866 

0,000 
-0,866 
--0,866 

0,000 
+ 0,866 
+ 0,866 

0,000 
-0,866 
-0,866 

0,000 
+ 0,866 
+ 0,866 

0,000 
-0,866 
-0,866 

0,000 
+ 0,866 
+ 0,866 

0,000 
-0,866 
-0,866 

0,000 

zu ent
und 15. 

5 

0,000 
+ 0,966 
+ 0,500 
-0,707 
--0,866 
+ 0,259 
+ 1,000 
+ 0,259 
-0,866 
-0,707 
+ 0,500 
+ 0,966 

0,000 
-0,966 
-0,500 
+ 0,707 
+ 0,866 
-0,259 
-1,000 
-0,259 
+ 0,866 
+ 0,707 
-0,500 
-0,966 

0,000 
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Mit diesen cos- resp. sin-W erten sind die {,. ( x)-W erte zu 
multiplizieren und man erhiilt: 

24 

An =c .. 1 .2) fp (x) cos,, (nx) 
m P=1 

24 

Bn = _2: .2) {p (x) sinp (n x) 82 c). 
m P=1 

§ 74. Mechanisches Verfahren zur Bestimmung der 
Fourierschen Koeffizienten. 

Ist eine Funktion f(x) iiber einer Basis 2 c, Fig. 186, ge
geben: so lauten die Fouriersehen Koeffizient.en 

A,. c + J~(x)co'" : xdx, l 
B,. ··•· +J'r(x)orinn ~ xdx, j 

die fiir c = n wieder in die Formeln (2) § 73 iibergehen. 

1+--------J'c------

Fig. 186. Funktion der Peri ode 2 c. 

( 1) 

Diese Integrale kann man mittels des Henrici-Cora
dischen Analysators bestimmen. 

Zunachst werden beide Integrale durch partidle Integration 
umgeformt 83): 2 c 

1 
1

r . c . nn l 2 c 1 I c n;?; 
An=~ f(x)-- sm ~ x.J ·-- -- -- sin_:. xdf(x) 

c nn c 0 c "' nJT c 
0 



§ 74. Mech. Verfahren zur Bestimmung d. Fourierschen Koeffizienten. 359 

oder, da der Wert der eckigen Klammern verschwindet: 

2c 

A =- - 1-fsin nn xdf(x) 
n nn c 

0 

und analog: (2) 
2c 

1 f nn Bn =--~ + ~ cos~xdf(x). 
nn c 

0 

Fiir die Ausfiihrung dieser Integration ist der genannte 
Analysator eingerichtet. 

~-------------------------+X 

Fig. 187. Konstruktion des Henrici-Coradischen Analysators. 

Ein Rahmen RR (Fig. 187) wird von drei Rollen E, E 
und D getragen und so auf die Ebene x y gesetzt, daB die 
Achse EE parallel zur x-Achse steht. Der Rahmen kann dann 
nur parallel der y- Achse verschoben werden. 

Auf dem Rahmen sitzt, parallel zur x-Achse verschieblich 
der Wagen W, der den Fabrstift F tragt. Wird der Fahrstift 
an einer zu analysierenden Kurve entlang gefiibrt, so verschiebt 
sich der Wagen W proportional dx, der Rahmen R propor
tional dy. Die Bewegung des Wagens, die durch Anschlage 
auf einen Bereich 2 c beschrankt ist, wird mittels eines Silber
drahtes durch Rolleniibertragung zur Scheibe H geleitet. Die 
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Ubertragung ist so eingeriehtet, daB sich H n mal mit seiner 
senkrechten Spindel S dreht. wenn der Wagen einmal die 

B;tsis 2 c durehlauft. 

00 
Cf) 

Fest mit der Spindel 
S verbundcn ist der Jn
tegrierapparnt K L M N. 
der durch einen etwa 
quadratischen Rahmen 
gebildet wird, in wel
c:hem zwei MeHriidchen 
R1 R~ zueinnnder achsen· 
senkreeht gehtgert sind. 
Der Integrierapparat 
dreht sieh also urn den 

Winkel D n x um 
c 

die Achse 8. 

Die Bewegung des 
Rahmens iibcrtragt sich 
proportional dy = d f"(x) 
auf eine zylindrische 
Scheibe C, die auf der 
Achse E E befestigt ist, 
und wird von hier durch 
eine Glaskugel G weiter
geleitet, die Rich auf C 
stutzt und innerhalb des 
Integriera pparates so ge
lagert ist. daf.\ :,;ie die 
beiden MeBriidchen R1 

und R"' in zwei Punkten 
ihres groBten Horizon
talkreises beriihrt. 

Die Kugel G dreht 
sich vermoge der Rei
bung mit C stets urn 
ihren zur x- Achse par
allelen Durchmesser, 
und zwar proportional 
d y. Diese Bewegung 
iibertragt sich auf die 
heiden Me13radchen R 1 
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und R2 , und zwar nach MaBgabe der Drehung 1~ des Integrier
apparates. Wie aus der Figur unmittelbar ersichtlicb, dreht sicb 

R · l · n:n:x d d R · 1 n:n:x d 
1 proport10a sm · y un ., proportwna cos --- · y. 

c " c 
Durchliiuft der Fahrstift die gauze Kurve, so sind die MeB
riidchen-Ablesungen a 1 und a2 proportional mit: 

2c 

f n:n:n 
sin .. ·dy 

• c 
0 

bzw. 2c 

f n:n:x 
cos ~-e,···dy, 

u 

d. h. 2c 

f . n:n:x 
U = p Sill ······· dy, 

1 1 c 
0 

2c 

f n:n:x 
a2 = p2 cos- c -dy, 

0 

wo p1 und p2 von den Abmessungen des Instrumentes abhiingige 
Konstanten sind. 

Wir haben also: 

B = + __1:_ _a2 . 
n n:n: p2 

Da nun am Instrument p1 und p2 so gewiihlt sind, daB 

p1:n:=-1, 

so hat man unmittelbar: 

Triigt das Instrument fiir n = 1, 2, 3 mehrere Integrierappa
ratc, so kann man mit einer einzigen Umfahrung der Figur 

A 
siimtliche Koeffizienten A B bestimmen bis auf ·-f/~, welches als 

Hohe des der Kurvenfliiche inhaltgleichen Rechteckes durcb 
ein Planimeter bestimmt wird. Einen Apparat dieser Art zeigt 
Fig. 188 84 ). 
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§ 7 5. Die Differentialgleichung der Stabschwingungen. 
Biegungsschwingungen. 

Ein Stab kann drei Arten von Schwingungen ausfiihren: 
Langssch wingungen, Drehungssch wingungen, Biegungssch win
gungen. 

I. Bei der Langsschwingung bewegen sich alle Stabteile 
parallel zur Stabachse. Zusammendriickungen und Dehnungen 
des Stabmateriales folgen raumlich und zeitlich aufeinander, 
Fig. 189. 

Fig. 189. Langsschwingungen. 

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung gchen wir aus 
von einem horizontal eingespannten Stab und betrachten ein 
Element a b der klein en axialen Abmessung d x Fig. 190. 

II 

Fig. 190. Zur Differentialgleichung 
der Langsschwingungen. 

Die heiden Begrenzung~;
cbenen a und b bewegen sich 
periodisch und es sei u die 
GroBe der V erschiebung. u 
wird im allgemcinen eine 
Funktion der Stabkoordinate 
x und der Zeit t sein: 

U"'-f'(x,t). (1) 

Ware x in f nicht enthalten, so wiirde sich der Stab als 
starres Gauzes bewegen. Gleichung (1) setzt aber (elastische) 
Verschiebungen der einzelnen Stabquerschnitte q gegeneinander 
voraus. Verschiebt sich a um u, b um u ou, so ist ou die 
Anderung des Abstandes von a und b, d. h. von ox. .Mithin 
ist die von a auf den Stabteil I iibertragene Spannung: 

au 
E······-

iJ:~:' 

wo E der Elastizitatsmodul ist,. 
Von Querschnitt b wird hingegen auf den Htahteil II die 

Spannung iibertragen: 

E O'l£_ E a_ (ou)dx. 
ox ax ox 
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Beide Spannungen sind, am Element a b angreifend, ein
ander entgegengesetzt und ihre Resultierende muB dem kineti
schen Widerstand (Tragheitswiderstand) des Elements gleich 
sein. Letzterer lautet, bei einer Stabmasse M und Lange L: 

M cPu 
---dx 
L at2 ' 

womit sich als Bewegungsgleichung ergibt: 

a2 u M cPu 
q E a x2 = L a t2 • 

Setzt man hier noch: 

M = e = Dichte des Stabmaterials, 
L·q 

so wird einfacher: 

(2) 

(3) 

die Bewegungsgleichung, die besonders deshalb bemerkenswert 
ist, weil der Bewegungsvorgang von den Stababmessungen un
abhangig ist. 

Mit ~· = a.2 ergibt sich wieder die Form der Schwingungs

gleichung der Seite, zu deren Behandlung auf 54 verwiesen sei. 

Fig. 191. Torsionssuhwingungen. 

II. Bei den Drehungsschwingungen, z. B. eines zylindrischen 
Stabes, wird die Bewegung am besten durch die Aufzeichnung 
einer Mantellinie auf der Abwicklung des Stabes charakterisiert. 

Ist der Querschnitt x um den Winkel {} aus seiner Mittel
lage verdreht (Fig. 191), der Querschnitt X + a X um {} + o {}, 
so ist a{} die mittlere v erdrehung des Elements 0 X. Die Torox 
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sionsspannungsmomente sind, wcnn (j das Quersehnittstriigheit::;
moment des Stabes und G den Sehubmodul bedcutcn. 

'iH (aD a~ 01 
- G f) -- und -I- G (.;y - _.:_ / -- ) a X a X 1 0 X~ ' 

deren Resultierende sieh mit dem Moment der kinetischen Triig
()219 

heit 0 e- -d X des Elements X zur Gleichung 
~ at2 

zusammcnsetzt, die sich nach Forthebung von (0 d x auf 

(+) 

reduziert. !! Mit ~=a·~ ergibt sich wieder die Snitenglcidmng: 
G 

( 5) 

HI. Biegungsschwingnngen eines gcmden Stabes. 
Der Stab sei an einem Ende im Nullpunkt des Koordinaten

systems so eingespannt, daB Heino Achse mit der a:- Achse in 

!I 
der Ruhelagezusammen
fiillt, Fig. 19~. 

An den Enden einm; 
LiingenelementeK wir

x ken qucr zur Langsachso 
rt:::=::::::::==-__....,=---r-1-------- die Schubkriifte -- S 

Fig. 192. Zur Differentialgleichung dcr 
Biegungssch wingungen. 

as t c :c }" dx 
o:r 

rS 
und + S . - d ;c, de-

r X 

ren Resultiorende sich 
mit einer etwa vorhande
nen Masson kraft Y d x zu 

zusammen;;otzt; Y sci der Betrag dor .Massenkraft fiir die Liingon
einheit des Stabes. Diese QuerkraJt ist dorn Traghoitc;widen;tand 
des Elementos gleiehzusetzen: 

-;Py 
oq- ·· d:r ~' 
~ at~ 

(7) 
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wo (! die Masse der V olumeneinheit, q den Stabquerschnitt 
bedeutet. 

Diese Gleichung, die sich durch Division mit dx auf 

(8) 

vereinfacht, beherrscht die reine Translationsbewegung der Stab
clemente quer in Richtung der y-Achse. 

AuBer der Translationsbewegung fiihrt aber jedes Ele
ment dx noch eine Drehbewegung in der xy-Ebene aus unter 
Wirkung der Schuh- und Normalspannungsmomente sowie 
etwaiger iiuBerer Massenkraftmomente. 

Fig. 193. Kriifte und Momente 
am Stabelement. 

Fig. 194. Zum Triigheitsmoment 
cines Stabquerschnittes. 

Das Moment der Schubspannung ist + S dx. Die an den 
heiden Enden angreifenden Momente der Normalspannungen, vgl. 
Fig. 193, sind 

-N und 

ein etwaiges iiuBeres Moment, dessen Betrag fiir die Liings
einheit M sei, liefert den Anteil 

+Mdx. 

Die Resultierende samtlicher Momente ist: 

(S +oN+ M)dx. ox 
Diese Resultierende ist dem rotatorischen Tragheitswider

stand des Elementes gleich zu setzen, der sich als Produkt der 
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Winkelbeschleunigung und des Tragheitsmomentes des Elementes 

dx ergibt. Der Winkel der Elementachse mit der x-Achse ist ~Y, ox 
mithin die Winkelbeschleunigung 

Das Tragheitsmoment ist lt. Figur 194: 

(-) = J 1J2dm 

drn = dxdf-e 

6=dxefYJ2 df 
= edx-J, 

wo J das Tragheitsmoment des Stabquerschnittes bedeutet. 

Demnach ergibt sich als Drehungsgleichung (nach Weg
heben von dx) 

eJ ~2- (!JJ!) =, (.s +-aN -1-- M) . ot2 ox ' ax 
(9) 

Nach den Lehren der Elast.izitatstheorie ist aber fiir kleine 
Biegungsbetrage (und nur urn solche handelt es sich hier) das 
Moment der Normalspannungen N stets gleich dem Produkt aus 
Elastizitatsmodul, Querschnittstragheitsmoment, Kriimmung, also 

N=E·J_(}'J_y (10) ox2 

wodurch (9) iibergeht in 

oJ o2 (o?t) = .8 
" ot2 ox E . J. a (~. 2~) 

OX OX" 
M. (11) 

N ach nochmaliger Differentiation nach x kann man schreiben: 

o4 y as iJ4 y oM 
oJ ·-- -=---j--EJ- ·
" ax2 ot'J ox ox4 ax 

Setzt man hier aus (7) 

o.S o2 y 
ox = eq ot2 - Y 

ein, so kommt: 

(12) 

o2y , o4 y o4 y . oM 
gq i)t2 -r- EJ ox.i ,= eJoxi()t2 -f- 1 -- ox (13) 
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Sind weder Massenkriifte noch Massenmomente vorhanden, 
und vernachliissigt man die rotatorische Tragheit gegeniiber der 
translatorischen, so resultiert mit 

rPy + EJo4y- 0 
(Jq ot2 ox4 -

(14) 

die Gleichung fiir die freien Schwingungen des Stabes. 

N ach Ansetzung eines partikuliiren Integrales in der Form 

y=XT, (15) 

wo X und T Funktion von x und t allein sind, ergibt sich 
durch Differentiation 

Xd2 T . d4 X 
oq- -+EJT~=O 
" dt2 dx4 

(i6) 

und nach Division mit X T 

d2 T 1 EJ d4 X 
(!q dt2 T =.c -X dx4 • (17) 

Setzt man beide Seiten dieser Gleichung einer und derselben 
negativen Konstanten -- eqk2 gleich, so erscheinen folgende 
gewohnlichen Differentialgleichungen: 

d2T ~ k2T = 0 } 
dt2 ' ' 

rJ,4X Qqk2 
dx4- EJ-X = 0. 

Gleichung 18a hat die heiden partikularen Integrale 

cos kt und sin kt, 

aus denen sich das allgemeine Integral 

T = acoskt + bsinkt 

(18) 

(19) 

findet. Gleichung 18 b dagegen hat 4 partikuliire Losungen, die 
sich mit 

(!qk~ m4 
(19a) 

EJ [4 
finden: 

n"' mx imz imz 
-~ 

·r-
l l 

+ --
e 

' 
e e e l • 
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Mit 4 unbestimmten Konstanten A1 A2 A~ A0 ergibt sich das 
allgemeine Integral: 

mx 1n .r i·rn::r 

welches unter Benutzung zyklometrischer und hyperbolischer 
Kosinus- und Sinusfunktionen iibergeht in: 

rnx 
X= A cos-

l 
rn:r rnx m::r 

B sin- - --' C C£of - :.. D ~in- (20) . l ' l ' ~ l . 

Das Produkt in (19) und (!W) ist also eine Losung von (14) 

( rnx rn:~:: 
y = (acoskt + bsinkt) A cos - 1- + Bsin l 

rn:~:: rnx) 
C C£of l i D Elin -- z- . (21) 

Die Art der Einspannung des Stabes ist maBgebend fiir die 
GroBe rn. 

IV. Im Faile des einseitig eingespannten Stabes muB fiir 

X=O 

sein, d. h. 

womit zu schreiben ist: 

y = 0 
ay 

und 
(J.r 

A-f C 0 

B--' D o. 

0 

( 
rnx rnJ:\ 

y =-(a cos kt -l- b sin kt) I A t·os -l-- C£of T) 

( rnx mJ') i + B sin T - Sin { •. (22) 

Am freien Ende :r ~- l miissen ferncr die Bcdingungen erfiillt 
sein: 

Es ist kein Normalspannungsmoment vorhandon: 

(J2y 
o:C~: .. c. o. 

Es ist keine Schubkraft vorhanden: 

(;'ly 

iJxa 
u. 
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Beide Bedingungen ergaben auf Hand von (21): 

A ( + cos m + [of m) + B (sin m + @lin m) = 0 
und 

A (- sin m + 6in m) + B (cos m + [of m) = 0. 

Diese Gleichungen sind erfiillt, sobald gilt: 

sinm + 6inm cosm + ~ofm 
- - - - - - --------~--

cosm + ~ofm - sinm+ @lin m 

oder nach Multiplikation 

- sin2 m + @lin~ m = cos2 m + 2 cos m <£of m + <£of~ m 
oder 

2 cos m <£of m + 1 + 1 = 0 

cosm<£ofm+1=c0. (23) 

Diese Gleichung heiBt die Periodengleichung. Aile 
Werte m, die die Gleichung befriedigen, liefern vermoge 

eqk2 m4 

EJ l4 

eine Reihe von Werten ki' i = 1, 2, 3 ... , von denen jeder 
em partikuHires Integral: 

yki = (aki cos let+ bki sin let)[ sin mi +@lin mi) 

(cos ""p. - <£of mt) - (cos mi + <£of mi) 

( m.x m.x)J sin l ·- @lin i-
ergibt, welches die Gleichung (6) befriedigt und den Bedingungen 
an den Enden des Stabes geniigt. Natiirlich ist auch die unendliche 

Reihe y = .};Yki = .J.)(aki cos kt + bki sin kt) ui ( y) 84a) 

i i 

eine Losung der Differentialgleichung (14), die man wieder den 
Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0 

y = f(x), 

~~ = g (x) 

mit Hilfe Fourierscher Entwicklungen anpassen kann. 
Hort, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 24 
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V. Ist der Stab an heiden Enden eingespannt, so gilt ~;owohl 
fiir x = 0 wie x = l 

.y = 0 und 
ay ,, __ 0, ox 

woraus sich dieselbe Periodengleichung 

cos m liof m _ _;___ 1 c· () 

und die Gleichung fiir y findet: 

y- (a cos kt + b sin kt) I (sin m --!Sin rn) (cos ml:r - l£of rnx) 
l I 

I mx rnx)l 
-- (cos m -- l£of rn) ~sin l - !Sin - 7 - ' . 

VI. Fiir den Fall, daB beide St,a.benden frei sind, gilt ~owohl 
filt· 1: 0 wie fiir x .c l 

woraus sich die Periodengleichung cos rn · l£of rn == 1 ergibt. 
Der Ausdruck fiir y, der Ieicht zu finden ist, ist weiter 

unten angegeben. 
Die Auflosung der Periodengleichung nach m crfolgt am 

besten durch graphische Auftragung der Produkte cosm (£of m 
in Abhangigkeit von m. Indessen hat bereits Lord Hayleigh s~') 
die W crte von m fiir die tiefsten Tone berechnet: 

fiir den einseitig m_, ~ -!,695 f'' d ..._ .d rn, 7,853 rm1 = 1,875 l rn 1 ' D,730 
. - ur en uei er- -

emgeklemmten :m,3 = 7,855 .t. f . St b m.1 -_-~- 10,996 
Stab lrn~ = 10,996 sei 1g rewn a m~ ~-, 14,137 

l· I 
mittelst deren sich die Sch wingungszahlen 

n;= ~; = ~~ = ;~:2 V~i 
berechnen lassen. 

VII. Mit dieser Formel kann man die Eigenschwingungen 
von hohen Tiirmen (z. B. Leuchttiirmen) berechnen, die sich 
etwa wie Stabe eines eingespannten und eines freien Endes 
verhalten. 

Die Turmhohe Fei 50 m, der auBere Durchmesser 7,5, 
der innere 4,0. Dann ist der Querschnitt q =' ~1,-l [m2l das 
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aquatoriale Tragheitsmoment 142 [m4]. Nimmt man weiter 
den Elastizitat:;modul des Mauerwerks = 360000 [kg cm-2 ] 

=344000000 [gsec- 2 cm-1 ] und dieDichte e=2, 3[g·cm-3], 

so ergibt sich V : , die Schallgeschwindigkeit im Mauerwerk, 

= 3870 [ m sec-1]. 

Mit diesen Werten er
gibt sich langste mogliche 
Schwingungsdauer des Tur
mes 

T =2nt21Fe.q 
1 m12 V E J 

2n·502 1 .,/31~ 
= t-:-8752-30,70 v -142 

=c 0,55 [sec]. 

Messungen der Schwin
gungsdauer des franzosischen 
Leuchtturmes Planier (54 m 
Hohe) ergaben eine Schwin
gungsdauer von 0,55 sec, was 
eine gute Dbereinstimmung 
mit der theoretischen V or
au8sagung bedeutet 811). 

VIII. Die Gestalt des 
sch wingenden Stabes hat 
besonderes Interesse mit 

4----------Z=l----------~ 
Fig. 195-197. Einfache Schwingungs

formen eines Stabes. 

Riicksicht auf die Anwendung im folgenden Paragraphen, 
allem fiir den Fall, daB beide Enden frei sind. 

Es handelt sich urn die Aufzeichnung der Funktion: 

y = (cosm- [ofm) (cos ~x + [of~x x) 
( . + . ) ( . mx + rc::.· mx) + sm m 6tn m sm -l- otn -l-

vor 

fiir die verschiedenen Werte mi ... Wir entnehmen die Gestalten 
fiir m1 , m2 , m8 a us Rayleigh. A us diesen drei W erten entspringen 
Stabschwingungsformen mit 2, 3 und 4 Knotenpunkte, deren 
Lage nebst den Verhaltnissen der maximalen Stabausschlagen in 
den Figuren 19 5 -19 7 fiir die Stablange l = 1 angegeben sind. 

24* 
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§ 76. Schiffsschwingungen. 

Die Erfahrung hat gezeigt, daB ein Srhifi elastisehe t-iehwin
gungen ausfiihren kann, die mit denen cines elast.ischen t-ltabes 
grol3e Ahnlichkeit haben. 

Betrachten wir ein Schifi als elastisehen .Stab, so muB man 
vor allem von der Prismenform absehen unb die Konstanz von 
J und e q (x) langs der SchiffsachRc aufgeben. Es mu13 vielmehr 
das Schifi als ein Stab betrachtet werden, der 11war cine gerade, 
die Schwerpunkte der Querschnitte verbindende Achse hat, bei 
dem aber sowohl das Triigheitsmoment .J wie die Masse pro 

r .. angeneinheit u q (:r) 
langs der Achse vari
ieren. Schematiseh stol
len sich die Verhiiltnisse 

-t.------------+----ffl,--- in der Figur 1 D8 dar, 

Massenverteilvng 

~-----x-------~ 

~------t-----
Fig. 198. Schiffskorper a!H schwingungR

fii.higes System. 

lei ten, wie in § 7 5 geschehen. 

bei der die in der 
Massenverteilung auf
fallenden U nregelmaBig
keiten vom vorderen 
Laderaum, Kesseln, Ma
schinen herriihren. 

Wie nun auch die 
Verteilung der Trag
heitsmomente und der 
Massen sein moge, stets 
laBt sich die Differential
gleirhung fur den nicht 
prismatischen Stab in 
der gleirhen Weise ab-

Kniipfen wir an Gl. (:3) an 1111d. vernachlassigen wir wie 
vorhin die rotatorische Trii.gheit, 

.J .c (cy\ 
() . -I 

~ uz (}J;) 

und setzen wir auBere Momente M nicht voraus, so sehreibt 
sich diese Gleichung nach Differentiation nach x: 

as 1 o2 N _ 
ZJx I ox'! - O. (l) 

Hier setzen wir aus (8) ein 

as rPy 
ike= Qq(x) 8t2-
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(bei nicht vorhandenen auBeren Kraften Y) und aus (10) 

a~ N a2 ( a2 y) 
ax2- = E aJ;2 J (x) ax2 ' 

womit die Differentialgleichung 

(2) 
en ts pringt. 

Versuchen wir hier wieder wie iiblich eine partikulare 
Losung der Form 

y~XT, 

so findet sich nach Division mit XT 

(3) 

Diese Differentialgleichung zerfallt in zwei Gleichungen, 
die nur t resp. x enthalten, wenn wir beide Seiten der GroBe 

- k2 rn(x) 
gleichsetzen. Dann entsteht fiir t: 

(4a) 

und fiir x: 

(4b) 

die nach Division mit dem mittleren Tragheitsmoment J 0 und 
nach Einfiihrung der mittleren Dichte l!o und des mittleren 
Querschnittes q0 iibergeht in: 

~2 • (J_(?;l ~~) = ~~ ggg() [eq('iJ] x. ( 4 c) 
dx" J 0 dx EJ 0 e0 q0 

Die Gleichung (4c) miiBte nun ebenso behandelt werden 
wie Gl. (18 b) § 7 5; es ware das allgemeine Integral und die 
Bestimmung der Periodenkoeffizienten k erforderlich. Da das 
allgemeine Integral in geschlossener Form nicht angebbar ist, 
muB man die Losung der Aufgabe auf anderem Wege ver
suchen. Hierzu schreiben wir zunachst: 

(5) 
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und 
d~p ~= k~(}Q_q0 , q_q(x)- X 
d x 2 E J 0 '· Qo q0 

Hier wiirde p als Funktion von x sich sofort als Seil
kurve zu 

k2Qoqo i Qq X 
-jjfjo [ -Uo qo 

finden lassen, wenn X als ]'unktion von x und die GroBe k 
bekannt waren, und dann konnte man nach 

YI 

Fig. 199. Naherungsweise Bestimmung der 
Schwingungsgestalt cines Stabes. 

d·zx p 

dx2 J(x) :J0 

X als Seilpolygon zu 

. -. P_ .. bestimmen. Der 
J(x): Jo 
ProzeB der heiden Seil
kurven mul3 also von X 
wieder auf X fiihren. 
Das bietet einen Finger
zeig fiir das Losungs
verfahren nach Fig.199. 
Man hat zunii.chst fiir 
X cine der Schwingungs
formen des prismati
schen Stabes, z. B. die 
mit zwei Knotenpunk
ten des Rayleighschen 
W ertes m1 , anzunehmen 
(Kurve I), wobei jedoch 
die Mittellage desStabes 
A A so zu legen ist, daB 
in bezug auf diese Linie 

l 

fu_q (X I X d X - () 

• Uoqo 
(l 

wird. 
Zu dieser Kmvc 11 

alsBelastungsflache kon
struiere man mit dem 
Polabstand I die Seil
kurve p (Ill). 
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Zu f(xf J~ Kurve (IV) als Belasbungsfl.ache konstruiert man 

mit demselhen Polahsband, die Seilkurve X' (V), fiir die man 
wieder die Null-Linie so zu legen hat, daB 

wird (Kurve VI). 

l 

feq(xlX'dx = o 
eoqo 

0 

Kurve II und VI werden nun nicht identisch werden 
ki:innen, man kann aher verlangen, daB heide Kurven einander 
ahnlich werden, und man hat das Verfahren so lange fortzu
::;ebzen, his durch die zweimalige Seilkurvenoperation die Kurve X 
in die ordinatenproportionale Kurve X' verwandelt ist, was 
nach einigen Schritten erreicht sein wird. Ist dann m das 

V erhaltnis der Ordinaten ~ , so hat man fiir die Bestimmung 

von k die Gleichung: 

Peoqo 1 
EJ--; m 

welche hesagt, daB X' und X identisch werden, wenn man einen 
der heiden Polahstande 

k2 eoqo 
=-EJo 

macht. Hiermit wird aher 

k= 1/_}!Jo~. v meoqo 

So ergiht sich schlieBllch die Sch wingungszahl 

k 
n = 2:n:. 

Dies Verfahren liefert hei der Untersuchung von Staben mit 
wohldefinierter Elastizitat geniigende Resultate; es zeitigt a.ber 
hei der Anwendung auf Schiffe nicht immer richtige Ergebnisse, 
weil ein Schiff keinen Elastizitatsmodul hat, der als reine Material
gri:iBe hestimmbar ist. Bei einem Schiff ist vielmehr die GroBe E 
eine nicht zu ermittelnde Funktion der technischen Ausfiihrung 
des Systems 87). 
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§ 77. Analytische Ermitt1ung der EigentOne nicht 
gleichformiger, insbesondere verjiingter Stfibe. 

1. Das im vorhergehenden Paragraphen behandelte gra
phische Verfahren der Tonhohen··Berechnung nicht gleichformiger 
Stabe ist im allgemeinen nur zur Ermittlung des Grundtones 
geeignet. Der V ersuch, die Obertone graphisch zu ermitteln, 
stoBt auf Schwierigkeiten, weil es beinahe unmogLch ist, die 
Ausgangs-Sch wingungsform des Stabes so zu wahl en, daB das 
nachfolgende Verfahren der sukzessiven Annaherung zu einer 
Losung fiihrt. Trifft man die erste Annahrne nicht so, daB 
sie in geniigender Nahe der endgiiltigen Losung liegt, so ist 
das Verfahren der schrittweisen Annaherung nicht konvergent. 

Man kann nun ein analytisches Verfahren griinden auf 
die Berechnung der Eigenschwingungszahlen aus der kinetischen 
und der potentiellen Energie. Sei 

y = N(x)sinJ.t (1) 

die Schwingungsform des Stabes, wo N (x) seine Biegungslinie 
und 2 seine Frequenz bedeutet, so wird der Schwingungs
vorgang ein fortwahrender Wechsel zwischen der potentiellen 
und der kinetischen Energie des Stabes. N ach den Regeln der 
Elastizitatstheorie berechnet sich die potentielle Energie nach 

l 

V~~lfEJ " 2 dx ~ Ymax ' (2) 
ll 

wahrend 

die kinetische Energie darstellt. Die heiden Energiebetrage 
nach (2) und (3) sind einander gleichzusetzen, so daB wir fiir 
das Frequenzquadrat den Ausdruck erhalten 

l 

EJ JN" 2 (x)dx 
),2 =c _ _o_ _____ - -

l 

Q J q N~ (:r) d x 
0 

14) 

sofern die Schwingungsgestnlt des Stabes gemii1.\ (1) richtig 
errnittelt vorliegt. Nun kennt man die Schwingungsgestalten 
fiir zylindrische Stabe schon seit Ray leigh ss), der bereits fiir 
den Grundton und einige Obertone der Stabschwingungen fi1r 
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die wichtigsten Einspannungsfalle die Schwingungsgestalten ( 1) 
berechnet hat. Man nennt die damit gegebenen Funktionen 
die N ormalfunktionen 89) des zylindrischen Stabes, von denen 
es fiir jeden Einspannungsfall eine unendliche Reihe gibt. 

Handelt es sich nun urn die Berechnung der Eigentone 
von verjiingten und zwar von schwach verjiingten Staben, so 
liegt es nahe, vorauszusetzen, daB in erster Annaherung der ver
jiingte Stab die gleichen Nor
malfunktionen habe88 a) wie 
der zylindrische Stab, d. h. 
wir setzen im Ansatz ( 4), 
der fiir den nicht zylindri
schen Stab gilt, die Normal
funktionen des zylindrischen 
Stabes ein. Ferner driicken 
wir das Tragheitsmoment J 
und den Querschnitt q des 
verjiingten Stabes aus durch 
die entsprechenden GroBen 

Fig. 200. 

J0 und q0 des zylindrischen Stabes, vgl. Fig. 200, gemii.B 

J=J0 -LIJ(x); q=q0 -Liq(x). 

Setzen wir dieses in ( 4) ein, so findet sich 
l 

E J [J0 - LIJ(x)JN" 2 dx 
•0 0 
J(" = ~-- -~- -~-~·-----. 

ef[q0 - Llq(x)]N2 dx 
0 

Dividieren wir nun gemaB 
l 

Ef J0 N" 2 dx 
lo2= _()l_- ~-

eJ qN2 dx 
0 

(5) 

(6) 

(7) 

durch die Frequenz des unverjiingten Stabes, so findet sich 
folgender Ansatz fiir die Eigentone des verjiingten Stabes 

l l 

1-J LIJ(x)u" 2 dx:J0 fu' 2 dx 
J..2=),o2~ __ _(l_t_ -- ~--~oT __ _ (8) 

1-J Llq(x)u2 dx:q0 fu2 dx 
., 0 
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Hier haben wir demnach die gesuchten Frequenzen ausgedriickt 
durch die Frequenzen des zylindrischen Stabes, die zu multi
plizieren sind mit Korrektionsfaktoren, die im wesentlichen nur 
die Integrale 

l l 

J !lJ(x)N"~dx J L1 q (x) N 2 dx 
() 

und 0 
(9) -

Jof N"2dx l 

qof N2dx 
I• 

enthalten. Handelt es sich nun um Stabe mit linearer Ver-
jiingung gemaB 

X 
.c qo -- qot; 

X 
110) J = Jo -- Jo 1) l ' q 

l 

mit dem Tragheitsmoment J1 bzw. dem Querschnitt q1 am freien 
Ende (vgl. Fig. 200), so nehmen die Integrale (8) die Form an 

l l l l 

a= 'YJ J xN"~(x)dx:lfN" 2 (x)dx; r= C J xN 2 (x)dx:lj' N 2 (x)dx. (11) 
0 0 0 0 

wo 'YJ und ?; definiert sind naeh 

J -- J 
1] == . Q . _ _I ; 

Jo 
<., --

IJo_~~z 
qo 

(14a) 

Deren Auswertung 89 a) fiihrt zu einfachen Ausdriieken fiir die 
GroBen a und r gemaB 

mit 
1 

(Jj = -· 

2 

<1 '= 1] ()} 

'C = ~-Ti 

2 
m 2k 2' 

T. =-c 
J 

j j 

2 
(12) --

m 2k 2. 2 j j 

Hier sind die mi die Wurzeln der Periodengleiehung (23) in§ 75, 
wahrend die kj gegeben sind durch 

k· = IS~nmi+~inmi. 
1 Cl:oj mi eosmi' 

limki = 1. 
j ---)-- 00 

Tabelle (16) gibt die zahlenmaBige Ausrechnung der rr. und r 
fiir die 6 untersten Tone. .7 .J 

Damit werden die Eigentone selbst gefunden nach 

(14) 
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2 
3 
4 
5 
6 

Tabelle 16. 

0,193 
0,406 
0,468 
0,483 
0,490 
0,493 

0,807 
0,594 
O,fi32 
0,517 
0,510 
0,507 

0,500 

(13) 

Die Werte Tabelle 13 gelten im Falle des einseitig ein
gespannten, mit freiem Ende schwingenden Stabes. 

Ist das nicht eingespannte Stabende gehalten, so schreiben 
sich die Koeffizienten 6 und i gemaB 

_ 1 1 C£of ni - cos ni 
6· = -- -- ------- - . 

1 2 ni~ C£of ni + cosni' 

und berechnen sich nach (Tabelle 17) 

Tabelle 17. 

Oj 

1 0,431 
2 0,480 
3 0,490 
4 0,494 
5 0,496 
6 0,497 

"' 0,500 

"i; 

0,569 
0,520 
0,510 (15a) 
0,506 
0,504 
0,5(13 

0,500 

Die n. aber sind die Wurzeln der Periodengleichung tgn = ~g n. 
Liegt1 eine kleine Abweichung von der linearen Verjiingung vor 
gemaB Fig. 200, so kann man diese ausdriicken nach den An
satzen: 

J = J0 ( 1 -- 17 T ± 1/ sin n -T) l 
q=q0 (1- 'y±''sinn-J) I 

(16) 
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mit: 

T'-!_, ---

Dam1 sind auBer den Integralen (11) noch die Integrate 

und (17) 
l l 

I f . X N'' )d f N'' \ d r =' sm n T "1 x :r : 1 " I X) x 

n n 

zu berechnen, die in der Tabelle 18 wiedergegeben sind. Mit 
den Koeffizienten 1], 1]1 und (, ( sehreiben sich nun die An
satze fiir die Eigentone 

p 7h) 

Tabelle 18. 

j I O·' ' . ' _, 
.I Tl Oj '.i 

1 I 0,493 0,49:) 0,626 0.::-<:,7 
~ 0,703 0,703 0,61~ 0,724 
~~ 0,661 0,661 0,62:3 O.li:-\0 

4 0,649 0,649 0,6~8 0,15fi3 

5 0,644 0,645 O,E\31 o.e:,4 (17a) 

6 0,642 O,fi42 0,6:33 0,649 

ro 1 ~ = 0,63662,1 0,68662 0,6:36 fi2 O.ll:l6fi~ 

Einseitig eingespannt ' Eingespannt - - Gehalten 

W enn 1J, 17' und (, (' nicht mehr als 0,5 betragen, ist die Ge
nauigkeit der Formeln (14) und (17b) mit l his 2 v. H. zu 
veranschlagen. 
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2. Man kann auch von der Di:fferentialgleichung 

(18) 

des verjiingten Stabes selbst ausgehen, urn zu einer Abschatzung 
wenigstens der Obertone zu kommen 90). Macht man bier die 
Substitution 

y=X·T (19) 

(X nur von x, T nur von t abhangig) 
und 

mx 
X= e l P(x) 

' ' (20) 

(20a) 

(Erkliirung von k siehe § 75, Ansatz (19a)), 

wo nunmehr P(x) eine zu bestimmende Funktion ist, so findet 
sich nach Ausfiihrung der erforderlichen Differentiationen fiir 
P die Differentialgleichung 

(Ji~ + ~J'~}- gi!J)P(x) + 4 lJ(:j)_P'(x) 
Jo mJo qo mJo 

+ ~r:fJ;(x) = 0 
.L..; m2+i , (21) 
i=O 

welche natiirlich wiederum von der vierten Ordnung ist. Da 
wir aber nur die hohen Tone in Betracht ziehen wollen, so konnen 
wir die Glieder, die durch die hoheren Potenzen von m di
vidiert und durch das Summenzeichen L zusammengefaBt sind, 
vernachlassigen, wodurch fiir P eine Di:fferentialgleichung erster 
Ordnung 

P' (x) = { :l (J~~) · q ~:) - 1)- -:~(~)} P(x) (22) 

folgt. Deren Integration ist sehr einfach und fiihrt gemii.B 

P(x) = expf~{(_!_Q_ q_(x)_- 1)- !_(x) }dx (23) 
4l J(x) q0 2J(x) 

und 
m m f{ J 0 q (x) } X= exp- rp (x) = exp- ---·-+ 3 dx 
l 4l J(x) q0 

(24) 
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auf die Schwingungsgestalt des Stabes. Hier ist X ein parti
kulares Integral, aus welchem nach Vertauschung von m mit 
- m bzw. ± i m die drei anderen partiku!aren Integrale folgen. 
Demnach schreibt sich das allgemeine Integral von (18) fiir 
die hoheren Tone: 

y =· {A cos ( cp (x) B sin 7 cp ( x) -~- C (£of 7 q) I x) 

m } sin kt 
D CSin-· 7- cp (x) k . 

cos t 
(25'1 

Wegen der Einspannungsbedingungen 

X = 0 und X' = 0 fiir x = 0 

und wegen cp (0) = 0 vereinfacht sich (25) zu 

sin k t r· { m . m \ 
y = X cos k t == [_A cosT 'P (x) ·- (£of -l· (p (x) J 

f . m m 1 sin kt + B \Sill l lp (x) - ®in r cp (x)[ cos k t. (25 a) 

Demnach ermittelt sich die Periodengleichung aus den Be
dingungen am freien Ende 

X"= 0 und X"'~· 0 fUr x = l. 

Die Entwicklung fUr X" enthalt Glieder mit m~ und m, 
die fiir X"' Glieder mit m3, m~ und m. Wir behalten nur je 
die Glieder hochster Potenz in m bei und finden: 

X " m~ ,.,. )f4( m (' 0 = = - -z'i fJ! - (X \ " COS -1 · If' X) 
m \ 

t£of l cp (x)) 

+ Bsin 7 (cp(:r) CSin-1-cp(x)}, 

X , m3 
, 3 ( ) { ( • m . ) ""'' m . )') 0 = = 7F'P x A ,smTcp(x - ~:?mT<plx. 

- B (cos 7 <p (x) + (£of ![ cp ( x))} . 

Hiernach ist man in der Lage, die Periodengleichung aufzu
stellen. Mit den Abkiirzungen: 

l 

m . ) Tcp (l = )', 1 J( J q (xi 
(p (Z) =• 4 J(;,) rJo (26) 

0 
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erhalt man nach einigen Zwischenrechnungen die Perioden
gleichung cosy ~of y + 1 = 0, (27) 

deren Wurzeln Y .• •• j = 1, 2, . . . sein mogen. Damit findet 
sich, daB die ges~chten GroBen mi gemall : 

l 
mJ = cp (l) Yj (28) 

zunehmen. Ist nun der Stab zylindrisch, so findet sich wegen 
cp (l) = l das bereits bekannte Ergebnis 

(29) 

Ist aber der Stab konisch verjiingt gemaB (10), so ist das 
Integral in (26) auszuwerten gemaB 

4 
l:cp(Z)=. l -x-------x-

3Z+ 1(1 -n-r)dx:(1- cT) 
4 

3-l +-fF :_ \-c rlg~~~n)J z • 
(30) 

wobei man findet, daB der EinfluB der konischen Stabform 
sich erst in zweiter Annaherung bemerkbar macht. Man hat 
zu setzen: 1]2 

lgn(1- n) "-'- 1]--
2 

(31) 

und findet dann nach einiger Zwischenrechnung, daB die Wurzeln 
der Periodengleichung fiir die Obertone zunehmen wie 

mj._ i-(2j- 1)(1- 17 8 C). (32) 

Das gleiche Ergebnis findet sich, wenn man im Ansatz (14) 
die a und t fiir die hohen Tone ansetzt. Wie aus der Tabelle (13) 
ersichtlich, haben a und t als obere Grenze den Wert 1 / 2 , woraus 
sich gemaB der kurzen Durchrechnung 

V1-!L 
m.--. n (2j- 1) --~---. .":(2j- 1)(1- 1] -_l) 

J 2 c 2 8 
1--

2 

(33) 

das Ergebnis ( 32) bestatigt findet. 
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§ 78. Differentialgleichung der Membranschwingungen. 
Eine Membran sei in der xy- Ebene liings einer Randkurve C, 

mit einer iiberall konstanten Zugspannungl'ausgespannt (Fig. 201 ). 
Ausweichungen der Membran aus der xy-Ebene werden mit z be
zeichnet. Dann ist die translatorische Tdigheit eines Membran
elementes d f bei einer iiberall kmmt:tnten Massendiehte g: 

il) 

Diese Tragheit muB der Summe rler am Elenwnt. an
greifenden Zugkrafte gleich sem. 

X 

z 

I' 
I , 

I I ' I 
// I ,r 

__ //, I I 

' I p 

p !/ 
Fig. 201. Zur Differentialgleichung der Membranschwingungen. 

Da die Zugspannung P auf die Langeneinheit entfiillt, :;o 
greifen an den 4 Seiten des Flachenelementes df= dx dy die 
Krafte ± Pdy bzw. ± Pdx an (Fig. 2021. Die Resultierende 
der heiden Kriifte ± Pdy ist aber: 

und von 

i]2 z 
= + P--dyd1' ox2 • ·' 

±Pdx 

133 z 
!'---.., dxdy ay· 

(2) 

(3) 

aus denselben Grunden, die in § 54 auseinandergesetzt sind. 
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mit 

Es ergibt sich hieraus die Differentialgleichung: 

0~- a'J (o'Jz o'Jz) 
ot'J - ox'J + oy2 

p 
a2 __ 

(] 

Die Methode des partikularen Integralansatzes 

z=ZT 
liefert 

z 

Fig. 202. Krafte am Membranelement. 

(4) 

(5) 

(6) 

Diese Differentialgleichung spaltet sich durch Gleichsetzung 
beider Seiten mit- (k12 + k22) a2 in zwei einfachere Differential
gleichungen 

(7) 

und 

(8) 

wo k1 und k2 zunachst unbestimmt sind. 

Die Differentialgleichung (8) kann weiter gespalten werden 
durch den Ansatz 

in 

(9) 

Ho rt, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 25 
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und 
d2Y 
dy2 + k22y = 0. (10) 

Fiir (9) haben wir die partikularen Losungen sin k1 x und 
cosk1 x fiir (10) bzw. 

sink~y und cosk2 y. 

Fiir die weitere Behandlung sind spezielle Berandungen 
der Membran zugrunde zu legen. 

a) Ist die Basisfigur erstlich ein Rechteck der Seiten p 
und q, welches, wie Fig. 203 gezeichnet, in der xy- Ebene liegt, 
dann kann fiir Z nur das Produkt 

Z -, sink1 x·sink2 y 

in Betracht kommen, weil z und damit Z sowohl liings der 
:r-Achse wie der y-Achse verschwinden miissen. 

Damit aber auch z und also 
Z fiir x =' p und y =' q, also 
tangs der heiden nicht in die 
Achsen fallenden Rechteckseiten 

f verschwinden, so muB 

~ 

L ...... , ----+-------
'-- ;z ---

.l!'ig. 203. Rechteckige Membran. k. = nn 
" q 

gesetzt werden, wo m und n ganze Zahlen sind. 

Wir haben also fiir Z die Losung 

Z= sin m~~·sinn"!'_ZI, 
p q 

wo m und n an die Bedingung 

k2 = n v;:-;; = k12 k~ 2 
gebunden sind. 

Da das allgemeine Integral von (7) lautet 

T =A cosakt + B sinakt, 

(11) 

(12) 

(13) 
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so wird 

z =(A cos akt) + B sinakt) sin m n_::_ sin nny (14) 
p p 

eine Losung von ( 4 ). 

Hier ist wieder !~ eine Schwingungsdauer, die fiir jedes 

Paar ganzer Zahlen m, n einen bestimmten Wert T mn hat. 
Die A us wahl m = 1, n = 1 ergibt den Grund ton der Mem
bran. Die allgemeine Bewegung dieser kennzeichnet sich dem
nach als Obereinanderlagerung der Grund-· und Oberschwin
gungen, welche Tatsache durch den Reihenansatz ausgesprochen 
wird. 

1, 00 

};( 2:nt . 2:nt) . mnx . nny z = A cos- --- + B sm- sm---- sm--. (15) 
mn T mn T p q 

m,n mn mn 

Die Anfangsbedingungen sind dann wieder in der Form 
gegeben 

z = f(x,y) } 

o z __ ( ) fiir t = 0 , it --y x,y 

mittels welcher Bedingungen sich die Koeffizienten Amn und 
B,.n als Fouriersche Doppelintegrale darstellen 

J fpfq . nx . :ny 
A,n=c -- f(x,y)sinm-smn-dxdy, 

pq p q 
0 0 

p q 

2Tmn If . :nx . n:ny B = --- g (x, y) sm m -- sm-- dx dy. 
mn :npq q q 

0 0 

Somit gestaltet sich die Untersuchung ganz analog der Be
wegung der gespannten Saite. Den Kn otenpunkten dieser 
entsprechen die Knotenlinien der Membran; wenn aber bei 
jeder Saite Knotenpunkte vorkommen, so gibt es bei den recht
eckigen Membranen nur dann Knotenlinien, wenn sich die rezi
proken Seitenquadrate wie zwei ganze Zahlen verhalten. 

1 1 1 1 
P2 = q2 = a, = 7f. 

b) Die einfachste rechteckige Membran, die diese Bedingung 
erfiillt, ist das Quadrat. 

25* 
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Die einzelne Schwingung ist hier 

z = (A cos 2__n_t = B sin 2 71':_t) sin m n ~. sin n:_ n y 
mn T mn mn Tmn p q ' 

welcher Ausdruck mit dem Ansatz 

A = M sinb · mn m.n rnn' 

iibergeht Ill: 

( . 2 nt ) . mnx . nnq z = M Sill - - + 0 Sill - - -- . Sill . . 
mn • T""' mn p p 

Man sieht, daB aile Gemden 

X =c E. und 
q 

y= n m 

dauernd in Ruhe sind, sobald die Membran nur die eine m, n
Schwingung ausfiihrt. 

Soilen aber bei gleichzeitiger Anwesenheit mehrerer ein
facher Schwingungen Knotenlinien vorkommen, so ist dies nur 
mi:iglich, wenn aile diese so bnschaffen sind, daB man den Faktor 

. (2 n t J Hlfl · --· -j- 0 T mn 
Jn n ' 

absondern kann; d. h. es mul3 
2pq 

Tw, n =~a Vq2 rfl,2 p2 n2 

fiir alle Unterschwingungen denselben Wert haben, und aile 
Schwingungen miissnn dieselbe Phase omn haben. Die erstere 
Bedingung ist beim Quadrat erfiillt, wenn wir die m und n so 
wahlen, dal3 die Quadratsumme m2 + n2 eine ganze Zahl wird. 
Die Phasengleichheit ist Sache der Anfangsbedingungen und 
muB durch diese als erfiillt angesehen werden. 

Zunachst liefert m ~= 1, n == 1 

eine Schwingung mit Knotenlinien; die Knotenlinien sind aber 
der Rand des Quadrates, was selbstverstandlich ist. 

Ferner liefert m2 + n2 = 5: 

m =~ 1, 

m=2, 
n == 2, 
m =~ 1, 

zwei Schwingungen, die beim Quadrate p = q = n die Membran
form liefern M 1, 2 sinx sin 2y + M2.1 sin 2x siny, 
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deren Knotenlinien die Gleichung haben 

M 1, 2 sinxsin2y + M 2, 1 sin2xsiny = 0. 

Entwickelt man sin2y und sin2x, so kann man sinxsiny 
absondern, und es bleibt als Knotenliniengleichung iibrig 

Mt, 2 cosy+ M2, 1 cosx = 0. 

M 1, 2 und M 2, 1 werden durch die Anfangsbedingungen fest
gelegt; ihr Verhiiltnis -A. bestimmt den Charakter der Knoten
linie 

cosy= A. cosx 
bzw. 

y = arc cos (A. cosx). 

Es geniigt, A. von 1 
his 0 variieren zu lassen, 
Ulll alle moglichen Kno
tenlinien zu erhalten (Fig. 
204). Fiir A.= 0 entsteht 
die Parallele zur x-Achse 

:JT 
y = 2-, 

Fig. ~04. Quadratische Membran; 
Knotenlinien. 

fiir A. = 1 die Diagonale des Quadrats 

y=x, 
fiir dazwischenliegende Werte entstehen Kurven vom Charakter 
1, 2 in der Fig. 204. 

Verwickeltere Knotenlinien ergibt 

m2 + n2 = 10, 

woriiber Riemann: Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik, Bd. II, S. 259 nachzulesen ist. 

§ 79. Runde Membran. Besselsche Funktionen, 

Ist die Basisfigur ein Kreis vom Radius P, so hat man 
die Differentialgleichung (8) § 78 auf Polarkoordinaten zu trans
formieren, d. h. statt der rechtwinkligen Koordinaten x, y die 
Polarkoordinaten r, rp einzufiihren (Fig. 205 ). 

Zwischen x, y und r, rp bestehen bekanntlich folgende 
Gleichungen 

x =' r cosrp, 
y • r sinrp. 
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Durch Differentiation erhiiJt man 

ox = or cos cp - r sin cp o cp, l partielle Anderung von ;~; 

0 =or sincp + r coscp 0 cp' J bei konstantem y, 

woraus sich berechnet: 

(!I(' 

ax 
sincp 

r 
(1) 

Diese Formeln dienen zur Ermittlung der ersten partiellen 

Ableitung ~-z von Z naeh y in Abhiingigkeit von den Differential
ox 

y 
quotienten 

;;z 
und 

() z 
i;'r (i fJ' 

Es ist zuniichst 

az 
ih: 

az 
i);~; 

az or . az oqJ 
or ex-t f)l(' ax' 
oZ cZ sincp 
--- COS!f - - -
or o fJ! r 

Fig. 205. Runde Membran. Eine zweite Differentiation 
nach x liefert 

o2 Z -~ -~- (_u ... -z cos (r _ c:. z .. si!l~'~) yr 
0 x 2 a r (' r (; fJ' 1" 0 ;1; 

·-r ·:.?_ .. (' ~ Z eos cp _ oZ. sin q;) ~-(P_ 
c:cp ur (}q r o:~: 

oder nach Ausflihrung der Operationen 

c ,; 
und --· 

or 0 cp 

und unter Berlieksichtigung von ( 1): 

o2 Z 0 o2 Z sincp COS If' 02 Z 
--- cos" cp ... - - - 2 - - . -- - --- --
ox2 i3r2 r oro(p 

sin~ cp o2 Z 
r2 iJ cp2 

sincp COS(p oZ 
2 - -. ····-·-

r2 a cp ' 
(2) 
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Auf analoge Weise findet man: 

or 0 } 
-=smcp, 
oy 

~ = coscp 
oy r 

(3) 

und 
_'iPZ = sin2 cp o2Z --t- 2 sincp coscr_ o2 Z_ + cos2 cp 02Z 
oy2 or2 r orocp r ocp2 

+ ~~2 cp oZ _ 2 ~inp_ coscp ~-~ (4) 
r or r2 ocp 0 

Die Addition der heiden Gleichungen (3) und (4) zu PZ 
liefert 

~2-z__ + a~~ z + k2 z = o'J z_ + ___!__ o'J z_ + --~ ~!' + k'J z 
ox2 oy2 or2 r2 ocp2 r or 0 

Die Polarkoordinaten-Form der Differentialgleichung (8) lautet 
demnach 

a'Jz_ + ___!__ o2Z + ___!__ oZ_+ k2Z = o. 
or2 r2 ocp2 r or (5) 

Hier wird wieder ein partikulares Integral der Form 

Z=R·([J, 

wo R nur r, (fJ nur cp enthalt, angesetzt. Dann geht (5) iiher 
in die Differentialgleichung: 

ld2 R ldR lld2 ([J 
R dr2 + r R dr + k2 = - r2 cp -J-;p'i"' (6) 

m2 
die sich durch Gleichsetzung der heiden Seiten mit in die r2 
heiden Gleichungen spaltet: 

~2; + m2 ([J = 0, } 

d_2 ~ --t- -~ --t- _df!_ (k'J - rn..2) R = 0. 
dr" r dr r" 

(7) 

Wenden wir uns zunachst der zweiten Gleichung zu, so 
wollen wir gleich vorausschicken, daB sie sich nicht durch ein
fache Funktionen von x (ganze oder gehrochene, oder elemen-
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tare transzendente) losen lal3t. Deshalb versuchen wir sofort, 
durch die Methode der Potenzreihenentwicklung ein partikulares 
Integral R1 zu finden und setzen an: 

00 

R 1 = 2} A; (kr/t. (8) 
i=1 

Daher wird 

(H) 

und 

d2 R1 ~A , (. ) . ); .. - ~ 
dTkr)2 = f!:t ;"'; A;- 1 (kr ' . (10) 

Durch Einfiihrung von (8), (9) und (10) in die aus (7) 
durch Multiplikation mit Pr2 abgeleitete Gleichung: 

erhalten wir: 
00 

2}A;{[A;(A;-1)+A;-m2](kr)A;+(kr/"1 +~}= 0. (12) 

Damit diese Gleichung befriedigt werden kann, miissen 
die Exponenten A; so gewahlt werden, daB die Differenz zwei 
aufeinanderfolgender + 2 wird. Ist also A1 der niedrigste Ex
ponent, so wird 

A;" A1 +· 2(i ·- 1). 

Damit wird aber die Reihe (12) 

0 = A 1 (A1 ·-· m2) (kr)i-1 + A 2 {(J,1 + 2? -· m2}(kr)1·,'" } 
+ A1 (kr)i-• + ~ + ... 

. .. + A;{[A1 + 2(i -1)]2 - m2}(kr)'-,+2(i-1J + ... (13) 
+ Ai-f- 1 (kr)i'' +2 (i -JJ. 

Jetzt ist die Vergleichung der Glieder mit gleich hohen 
Potenzen moglich und wir erhalten als Bedingung fur das 
Verschwinden der Entwicklung: 

A12 = m2. 

A 1 + A2 {(A1 + 2)2 - m 2} = 0, (14-) 
A- 1 1- A. {[A +· 2 (£ ·- 1)]2 - m21' = !0 ~- j t 1 . ~ l .. • 
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wo 11 = + m oder -- m gefunden wird und wobei A1 unbe
stimmt bleibt. A1 ist die unbestimmte Integrationskonstante, 
a us der sich die hoheren Koeffizienten rekurrierend berechnen: 

At 
A2 =- 2.2.1 (21 + 1)' 

A2 
As=- 2·2·2 (11 + 2)' 

A. 
Ai+l = -- - ___ _! - ··· • 

2. 2. i (22 + i) 

(15) 

Jeder der Werte A.1 = ± m liefert eine Reihenentwicklung, 
von denen diejenige fiir 11 = + m lautet 

R1 (kr) = 

,. [ (kr) 2 (kx)4 
A1 (kr) 1 -- 22 (m +-1) + (2. 2)2. 2! (m + 1){in + 2) 

- ~2 .-2? f! (m_+i~f~~ + -2nm:+ ai + · · · ] · (16) 

Gibt man der unbestimmten Konstanten den speziellen Wert: 

A=--~-
1 2"' · m!' 

so nennt man die entstehende Funktion eine Besselsche 
Funktion erster Art, die in mathematischen Schriften mit 
Jm (kr) bezeichnet wird. Setzen wir fiir den Augenblick 

kr=x, 
so hat man demnach die Definitionsgleichung: 

(1 7) 

... ] 
fiir die Besselsche Funktion m-ter Ordnung. 

Die Zahl m wird hier positiv, ganz oder nicht ganz vor
ausgesetzt. 

Die Reihe konvergiert fiir endliche Werte von x; der Wert 
der Reihe ist = 0 fiir x = 0, mit Annahme der Funktion J0 (x), 
welche fiir x = 0 den Wert 1 annimmt. 

Bcsonders wichtig ist der Fall, daB m eine ganze Zahl 
ist; doch soil hierii ber erst spater W eiteres auseinandergesetzt 
werden. 
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Vorerst ist der zweite Fall zu behandeln, daB namlioh 

A1 =- m, 

d. h. gleioh einer negativen Zahl wird, die wir zunaohst als 
nicht ganz voraussetzen. In diesem Fall andert sich in der 
Entwicklung (16) nur das Vorzeichen der Zahl m und wir er
halten als zweites die gegebene Differentialgleichung befriedi
gendes partikulares Integral: 

R 2 (kr) ~= (18) 
-, 

[ (kr)2 
B (kr)- on l - .. . -

1 2. 2 ( -- m 1) + (2 ~-2 )2 0 2 ! ( 
(kr)4 

- m 1) ( 2)- ... J m 

Dementsprechend fiir (1 7) 

J __ m (x) = (19) 
X- m [ J;2 X! 1 

2 -~;;. (----- m) 1 - 2 . 2 m + 1) + ( 2 . 2 )2-. 2 ! (- m + i) ( ~ m +-2) - · .. J 
und man hat als allgemeines Integral fiir (7 b) 

R = R1 (kr) R 2 (kr) 
=' A1 Jm (kr) B1 J __ m (kr) (20) 

bzw. fiir die aus (11) durch die Substitution x ~ kr hervor
gehende Besse lsche Differentialgleichung: 

•l d2 J d J ( " ") x· --,, + x + x· -- rn· J =c 0 
dx· dx 

(21) 

das allgemeine Integral 

J=cAlJm(x) i-BlJ-m(x). (22) 

Das Integral J,n_(x) konvergiert gleichfalls, wird aber fiir 
x = 0 unendlich. Jm (x) und J_, (x) sind aber nur dann von
einander unabhiingig und J ist nur dann das allgemeine In
tegral, wenn m nicht ganz ist. 

Ist dagegen m eine gauze positive Zahl, so schreiben wir 
zunachst (17) bzw. (19) in den Formen 

oo ( _ 1 )i (X) m + 2 i 

J +m(x) ~= i~ i!(m-+ i)! 2 ' 
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InderFormel(24)werdenaberalleAusdriicke-( ~-~--:-) = 0, 
-m+~! 

solange i < m - 1 ist, d. h. in (24) verschwinden die ersten 
m-Glieder lind wir erhalten 

(x) = (=__1)m (~)"' _ (- 1)"' (~)m-t-2 
J_m m! 2 (m+1)!1! 2 

(- 1)"' (x)m-t-4 
+ (m-t-2)!2i 2 (25) 

oder m Summenform 
( _ 1)i (x)m-t-2i 

J_m(x)=(- 1)"'.1~\!(m_+_i)! 2 ' ( 211) 

d. h. nach Vergleichung mit (23): 

J_m(x)=(-1)mJ-t-m(x), 
d. h. im Falle m eine ganze Zahl ist, sind J -t-m(x) und J -m(x) 
nicht mehr voneinander unabhiingig und (22) ist demnach nicht 
mehr das allgemeine Integral von (21). 

Wir unterlassen es hier, das zweite partikuliire Integral 
im Faile eines ganzen m zu ermitteln, da dieses Integral, weil 
es fiir x = 0 unendlich wird, bei der kreisfi:irmigen Membran 
auBer Ansatz bleiben muB, weil in diesem Falle nur eine 
Funktion, die fiir x = 0 verschwindet, gebraucht werden kann. 
DaB iibrigens bei der runden Membran m ganz sein muB, er
gibt sich aus der ersten Differentialgleichung (7), deren allge
meines Integral ist: 

<P = Acosmrp + Bsinmrp. (27) 

Diese Funktion muB die Periode 2 n haben, was nur mi:ig
lich ist, wenn m als ganze Zahl angenommen wird. 

Wir erhalten also als Li:isung der Differentialgleichung (5) 
das Produkt R (_/), d. h. den Ausdruck 

Z = (A2 cosmrp + B2 sinmrp) J m (kr) (28) 

und als partikuliires Integral fiir 

82 z 1 82 z 1 0 z 1 82 z 
or2 + t:2 orp2 + r or= a2 ot2 ' 

(29) 

welches die aus (4) § 78 folgende Form der Differentialgleichung 
der runden Membran ist 

z=TR<P 
= (A1 cosakt + B1 sinakt) (A2 cosmrp + B 2 sinmrp)J m (kr). (30) 
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Dieser Ausdruck soll am Rande der Membran fiir r = P 
verschwinden, d. h. es muB sein 

(31) 

Urn die Wurzeln dieser Gleichung iibersehen zu konnen, 
muB der Gesamtverlauf der Funktion J m (x) naher betrachtet 
werden. 

Hierzu ziehen wir die Reihenentwicklung heran und finden 
fiir die niedrigsten W erte von m: 

- f- - -- ----

--------

' -r-
--

1--f-

....... / 
X 

\ I 

2·4·2·4 2·4·6·2·4·6 

x8 + -~-------~ 
2·4·6·8·2·4·6·8' 

-- ---

t 
- f :'\. ~ ~ ---- - f--· - f---

·-- -

-~ 

---

1-
r--

~ s - r-- - "--

- ---

r I -

\1 \ { '--I \ I' \ 
- -

-- ·t \ I 

- -

-l~---

-- ~+- -

--- -t ---

l ~~i i --

-

--

-

t 
;\ l \ I --- \ --- J__ l- - r-1\1--.! \ Y. I \! \ I_ t ~,~ -- -

~ '- J ~ '--- -
\ j1 Jit x) 

--

_\J ~ 
·---

I ---- -1 r--1-I \ :- \ 1 - - - ·-
-~ -tt-1 -

-13-12-11-1/J-9 -8-7-o-5-"1-3 -z-1 1 2 3 ;' 5 5 7 8 9 1/J 11 12 13 

Fig. 206. Gestalt der Besselschen Funktionen J 0 (x) und J, (x). 

Hieraus ergibt sich: 
Jo(O)=l. 
J 1 (0)=0. 

Ferner ist 
J"' (0) = 0. 

ww sich aus der allgemeinen Reihenentwicklung ergibt. 
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Mit Hilfe der Reihenentwicklungen sind Tafeln fiir die 
Funktionen J m (x) berechnet worden, von denen im nachstehen
den ein Auszug gegeben ist. 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

8 

9 
10 

11 
12 
13 

14 
15 

rf:?5 

0,¥ 
qa 
qz 
C/,1 

Tabelle 19. Besselsche Funktionen. 

I I 
I 

I I 
J0 (x) Jl (x) J2 (x) 

I 
Ja (x) J. (x) J" (x) 

I 

+ 1,00 I 0,00 0,00 I o.oo 1 
0,00 +0,00 

+0,77 +0,44 +0,11 +0,02 . 0,00 +0,00 
+ 0,22 +0,58 +0,::35 I + 0,13 . +0,03 +0,00 
-0,26 +0,34 +0,49 I +0,31 + 0,13 +0,04 
-0,40 -O,o7 +0,36. +0,43 +0,28 +0,13 
-0,18 -0,33 +0,05 i +0.36 +0,39 +0,26 
+0,15 -0,28 -- o 24 I + 0,11 +0,361 +0,36 
+0,30 0,00 -0:30 I -0,17 +0,16 + 0,35 

+ 0,17 + 0,23 -0,11 ! -0,29 I -0,10 + 0,19 
0,27 

-0,09 +0,25 + 0,14 -0,18 -0,27 -0,06 
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Fig. 207. Gestalt der Besselschen Funktionen J 4 (x) und J 5 (x). 

In Fig. 206 und 207 sind die Gestalten der Besselschen 
Funktionen der Ordnungen 0 und 1 resp. 3 und 4 dargestellt. 

Die Funktionen J m (x) haben samtlich unendlich viele 
Nullstellen, d. h. die Gleichung 

Jm(x)=O 
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gibt unendlich viele Losungeno Bezeichnet man diese Losun
gen mit 

k,,;, i = 1, 2' 0 0 0 'oo, 

so hat man nach Gleichung ( 31) fiir k unendlich viele W erte: 

k =k"'i 
p' i = 1, 2, R, 0 0 0' oo, 

und wenn man die heiden Klammern in (30) ausmultipliziert. 
so ist 

k 0 

z =c A 0 cos -'"-' at cos m m mt p t k 0 } 
B,, ;eos -;;,'at sin mcp (k ) 

J _mi r (32) 
k o k 0 m P + Omisin }>'atcosmcp -j-- D"',sin j,'atsinmcp 

fiir jede Wertkombination, bei der m und i ganze positive 
Zahlen sind und wo m auch = 0 sein kann, ein Integral von 
(29). Die allgemeine Bewegung der Membran wird dann als 
Obereinanderlagerung der Bewegungen (32) in Form der Summe 
erhalten: 

I k . 
A . eos --'---_"'at eos m rp , mt p 

1 k 0 

B . eos _mJ at cosm m 
mt p 1 

k . ) 0 . sin _ _!!!! at eos m cp -+-
"" p ' . 

D 0 k,; 0 

mi sm -p· at sm m cp 
(33) 

Die unbestimmten Konstanten sind wieder aus den An
fangsbedingungen zu bestimmen. Es sei fiir t = 0 und 

z = f(cp, r) 
oz at= g(cp, r) 0 

Fiihren wir die Bedingung ( 34) in 
t = () 

0000 (k) f'(r, cp) = .2} 2}Jrn _y}!r (Amicosmcp 
m=O i=l 

(34) 

(35) 

( 3 3) ein, so wird fiir 
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Multipliziert man diese Gleichung zunachst mit cosmcpdcp 
und integriert von 0 bis 2 n, so bleibt nur noch iibrig: 

2n 

~ f f(r, cp)cosmcpdcp = ~AmJ m (kpi r) (37) 

und nach Multiplikation mit sinmcpdq; und Integration in der
selben Weise: 

:Lr 

~I f(r, q;)sinmcpdcp = ~ BmJm (l:_"'J,r). (38) 
0 

Zur weiteren Berechnung multiplizieren wir Gleichung (37) 
bzw. (38) mit 

(k .r) Jm -p-'- dr 

und integrieren von 0 bis P. Benutzen wir hierbei die beideq 
Satze: 

p 

f (k .r) (k .r) Jm p- .Jm j:- rdr=O, 
0 

wenn i von i verschieden ist, und 
p 

f[J m (~-~r)rrdr = ~ [J m+l (kmi)r 
0 

(39) 

(40) 

die in den Lehrbiichern der Besselschen Funktionen bewiesen 
werden, so erhalten wir das Resultat 91): 

P 2n 

Ami= n [J m+: (kmi)]2J J f(r,cp)J m('!_pir)cosmcprdrdcp, (41) 
0 0 

Fiir die Kom>tanten Omi und D.,i folgt in analoger Weise: 
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p 2 c . '= -- ·- -·- ------- --
"" ak [J (k )]~ miJT m+l mi 

p 2;r 

J Jg (r, cp)J, (1~-jt) cos mrp rdr dcp, ( 43) 
0 () 

(44) 

wodurch die Gestalt der Membran fiir jede beliebige Zeit t be
stimmt ist. Auf die Untersuchung der Knotenlinien gehen wir 
hier nicht naher ein, sondern verweisen auf B. Riemann. Par
tielle Differentialgleichungen, Bd. II. Braunschweig, 1900. 

§ 80. Schwingungen einer rotierenden Membran. 
Hypergeometrische Fnnktion. 

Nach den Lehren der Elastizitatstheorie 92 ) berechnen sich 
die radiale und die tangentiale Spannung ar und a, einer rotie
renden Scheibe von der Dicke 2 h und dem Durchmesser 2 R 
nach den Ansatzen 

ar = - 8 (3 +a) (R" -1"" 1 + -6~a 1 -.:.:_:-~ (h"- 3 z") W 2 (! 9 9 • w·Jo 1-j-a.. 9 j 
2 2 1 (1) 

a = ~ { ( 3 + a) R2 - ( 1 _L 3 a) r 2 } + ~»__(! a - a (h 2 - 3 z2) 
' 8 ' 6 1-a 

wo w die Winkelgeschwindigkeit der Rotation, (! die Dichte 
der Scheibe, a die Poissonsche Konstante und z den Abstand 
des Ortes, wo die betrachteten Spannungen herrschen, von der 
Mittelebene bedeutet. 

Wie ersichtlich, haugen die Spannungen vom Elastizitats
modul nicht ab. Sie gelten also auch fiir Scheiben, die keine 
eigene Elastiziliat besitzen, d. h. Membranen. Da iiberdies bei 
diesen die Dicke 2 h stets klein gegeniiber dem Radius R zu 
sein pflegt, so konnen wir in den Ansatzen fiir die Spannungen 
die zweiten Glieder fortlassen und erhalten demnach einfacher 

- " ( R" ") a, = w" 12 p " - q r· . (1a) 

Diese Spannungen greifen nach der Fig. 208 an dem Element 
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rdrdcp der Membrane an. Falls nun eine Schwingung der 
Scheibe zu betrachten ist mit der Auslenkung w eines Punktes 
der Mittelebene aus seiner Ruhelage, so la.Bt sich der Beschleu
nigungsdruck des Scheibenelementes ins Gleichgewicht setzen 
mit den senkrecht zur Scheibenmittelebene gerichteten Resul
tierenden der gesamten am Membranenelement angreifenden 
Spannungskrafte gema.B Ansatz 

o2 w o ( ow) o ( ow) Qrdrdcp--.,-=-- Orrdcp- dr-j--- a,dr-,- dcp, 
ot" or or otp rucp 

der sich nach Fortheben 
der rein multiplikativen 
Differentiale vereinfacht zu 

o2 w 1 0 ( ow) 
(! -ot2 = r or rar a; 

(3) 

7V 

(2) 

V ersucht man dieser 
Differentialgleich ung durch 
einen Losungsansatz 

w = u ( r) sin n cp sin A. t ( 4) 

Fig. 208. Gleichgewicht am Membran
element. 

zu geniigen, wo n eine gauze Zahl ist und A. die zu bestimmende 
Eigenfrequenz bedeutet, so geht die Differentialgleichung (3) 
nach Forthebung des Produktes sin ncp sin A. t als allen Gliedern 
iiber in die gewohnliche Differentialgleichung 

d2 u (R2 ) du 
(R2- r2) dr2 + r- 3r dr 

+ (-8---~+ 1 + 3a n2-n2!!_~)u= 0 (5) 
3 + a w 2 3 + a r2 ' 

in der wir noch die konstante GroBe im letzten Gliede ab
kiirzen gemaB 

8 12 1 + 3 a 2 1 12 q 2 ( 2 ( ) 
3+-~w2+3--j--a n =-p w 2 -J--pn =m m-j--2)=N 5a 

mit den Abkiirzungen 

3-j--a 
p=-8-; 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 

1 + 3a q=---
8 

26 
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Hierdurch entsteht die Differentialgleichung 

(R2 ) ( R2) (R 2 -r2 )u"+ -;:--3r u'+ N 2 -n2 -:(2 n=O. (6) 

GemiiB einer Bemerkung von H. Lamb und R. V. Southwell 113 ) 

Iiegt hier die Transformation 

(7) 

nahe, welche gemaB den aus ihr folgenden Differentiationsformeln 

1 
rn-2 rn-1 ( r )n f 

u"='rJn(n-1)[fn+21]'nRn- r/' R 

' ( r )" 'Yj --
R 

(8) 

zu der einfacheren Differentialgleichung 

r/' r2 ( R 2 - r2) + 'YJ' r { R 2 ( 1 + 2 n) -- r2 ( 3 +- 2 n)} 
+ 'YJ r2 (N2 - 2 n -- n 2) = 0 (9) 

fiihrt. Hier erweist sich weiter die Substitution 
., r 

X=--R2 (10) 

zweckmii.Big, welche unter Beriicksichtigung der Differentiations
formeln 

, d2 'Yj 4 r 2 , d'YJ 2 
1J = d x2 . If2- --:--- (i-;; R2 (11) 

die Differentialgleichung (9) schlieBlich iiberfiihrt in die Gestalt 

d2 'Yj - d'Yj 
x(1-x)dx2 +{1+n -(2-+--n)x}dx 

t(N2 --2n--n2 )'Yj=O. (12) 

Diese erweist sich nunmehr als hypergeometrische Differential
gleichung 

x ( 1 - x) 'YJ" + { r - (a + fJ + 1) x} 'YJ' - a fJ 'YJ ~ 0 . ( 13) 

Diese wird mit (12) identisch, wenn man die GroBen a, 
gemiiB 

fJ, r 

afJ=-HN2 -2n- n 2); a+fJ=,n,-1; 
resp. 

a=Hm+n)+1; 

r=n :-1] (14) 
v=n-l--1 
' I 
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ersetzt, wo noch an Stelle von N2 der Ausdruck m(m + 2) 
getreten ist. 

Aus der Theorie der Differentialgleichung (13), iiber die eine 
sehr ausfiihrliche Literatur existiert 93 a), entnehmen wir den Satz, 
daf3 z .vei unabhangige partikuHi.re Integrale gegeben sind durch 

fJ1 =F(a, (J, y, x); fJ 2=x1-r F(a-y+1, (J-y1 +1, z-y1 z), (15) 

welche zusammen das Fundamentalsystem der Differential
gleichung fiir x < 1 darstellen, solange y keine ganze Zahl ist. 
Die Funktion F in (15) wird dargestellt durch die hyper
geometrische Reihe 114) 

F (a, fJ y, x) = l + a · fJ x + a (a + 1) fJ ((J + 1) x2 + . . . ( 16) 
l . 'Y 1 . 2 . 'Y (y + 1) 

welche fiir x < 1 unbedingt unter der Bedingung: y keine 
negative ganze Zahl und nicht = 0 konvergiert. Die Konvergenz 
hort auf fiir x = 1, d. h. hier hort (15) auf, ein Fundamental
system zu sein. Urn aber auch hier das Fundamentalsystem zu 
finden, machen wir in (13) die Substitution ~ = l - x und 
erhalten als Differentialgleichung den Ansatz 

~(~- l) ~-1)+ {r- (a+ fJ + l)- (a+fJ +1)$} dfJ +afJ'YJ =0 (17) 
d~ 2 d~ . 

Setzen wir hier 

al=a; fJl=fJ; r1=-r+(a+fJ+1), (18) 
so findet sich 

- d2 fJ d'Yj 
~ (1- ~) ae + {rl- (1 +a+ fJ)} d~ - afJ'YJ = 0, (19) 

also wieder die urspriingliche hypergeometrische Differential
gleichung der Gestalt (13). Diese hat aber bei ~ = 0 das 
Fundamentalsystem 

171 = F(a, (J, y1 , ~); 

17 2 = ~l-y, F(a1 - y1 + 1, (J1 - y1 + 1, z- y1 , ~), (20) 

woraus folgt, daB 

'Y}1 = F(a, (J, 1 +a fJ- y, 1- x); 
fJ2 = (1- x)r-u-(J F(y- (J, y --a, 1- a- fJ + y, 1 - x) (21) 

das Fundamentalsystem von (13) bei x = 1 wird, falls nicht 
y - a - fJ eine gauze Zahl ist. Zur Losung unserer Aufgabe 

26* 
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benotigen wir nun die Reihe (16), die allerdings im allgemeinen 
fiir x = 1 divergiert, da sich leicht zeigen laBt, daB der Quotient 
zweier aufeinander folgender Glieder Un: Un-l fiir n _., oo sich 
der Grenze 1 nahert. Die Anwendung dieses Konvergenz
kriteriums fiihrt in unserem Faile jedoch zu einem zu weit" 
gehenden SchluB. Mit x = 1 ist namlich die Divergenz von (16) 
nur dann verkniipft, wenn a + {1 > y ist, wahrend fiir a fJ < y 
die Reihe (16) auch fiir x = 1 konvergiert 95). 

Hier ist nun a+ fJ = y = n + 1 in der Tat divergenz
bedingend erfiillt. So kann man die Divergenz nur vermeiden, 
wenn man a oder fJ ganzzahlig negativ oder = 0 macht, d. h. 
man hat zu wahlen 

oder 

wo eine ganze Zahl bedeutet. 

Aus (22 a) folgt 

(22a) 

(22 b) 

~(n+m)+1= -l oder m=c--(2Z n+21, (23a) 

aus (22 b) folgt 

~(n -- m) = -l 

Sowohl (23a) als auch (23b) 
auf die Periodengleichung 

oder m = n 2l (23 b) 

fiihren aber schlieBlich mit (5 a) 

._, 
;,- ,, l )( l . ·---;;·1-n"q= 2 +n ~:l 2 +n)p. 

(1)"" 
(24) 

Die Einsetzung einer ganzen negativen Zahl fiir a oder fJ 
nach (22 a) oder (22b) hat zur Folge, daB die Reihe (16) 
nach l + 1 Gliedern abbricht. Die Losung von ( 6) nimmt dann 
die Gestalt an: 

w = ·u ( r) sin n <p sin 2 t == 

( r)n{ l(l n l)r (l-l)l(l-;-n-:-l)(l n 2)(-R~-) 2 

R 1 - i.(;i -lf R 1·2(n -l)(n+:21 

(l- 2)(Z-1)l(Z; n 1J(l-[ n-f--2)\l+n -3) (.!..)'; 
1-2·3(n-1-l)(n 2\(n 3) \R 

+ ~-2_ ... l_(Z-j_- n + 1 ) ... (Z_+_ n + l_) (.!..)l} sin rHp sin At. 
-1·2·3 ... l(n--fll(n 2)(n+li R 
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Die in der geschweiften Klammer stehende ganze rationale 

Funktion vom Grade l von ~ = ; hat im Intervall 0 < ~ < 1 

gerade l Wurzeln, denen l Knotenkreise entsprechen. Diese 
werden durch die n Durchmesser sin n q; = 0 zu den Klang
figuren der Schwingungen w erganzt. 

§ 81. Warmeleitung. 

Aus der Erfahrung wissen wir, daB sich die Temperatur T 
einer Platte der Dicke J, deren beide Seiten auf den konstan
ten Temperaturen Ta und Tb gehalten werden, nach geniigend 
Ianger Zeit langs der Plattendicke linear abnehmend einstellt. 
Es gilt dann (siehe Fig. 209): 

Ta-Tb Ta-T J =~-~-X"- -

Ferner wissen wir, daB in diesem 
Faile von dem Medium, welches die 
hohere Temperatur T a aufrecht er
halt, Warme durch die Platte an 
das Medium der niedrigeren Tempe
ratur Tb iibergeht. Die Menge der 
War me Q ist proportional der Zeit t, Fig. 209. Stationare Warme
der Temperaturdifferenz Ta- Tb, der stromung durch eine Platte. 
Oberflache w, an der der Eintritt 
bzw. Austritt erfolgt, und umgekehrt proportional der Platten
dicke J: 

(2) 

Der Proportionalitatsfaktor k heiBt die Warmeleitfahig
keit des Plattenmaterials, den wir im folgenden stets als kon
stant voraussetzen. Man nennt den geschilderten Vorgang: 
stationare Warmeleitung. 

Die Formel (2) wenden wir nun an auf ein kleines Raum
element im Innern eines Korpers. Das Raumelement sei ein 
kleiner Zylinder der Grundflache dw, der zwischen den Schich
ten 1, 2 des Abstandes on liegt (Fig. 210). An den Grund
flachen mogen die Temperaturen T + oT und T herrschen. 
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Dann wird fiir ein Zeitelement dt der Warmedurchgang durch 
die Schieht 1-2 in Richtung der Zylinderachse: 

aT 
dQ=~k- dwdt, (3) on 

wo das Minuszeichen andeutet, daf.i der Warmedurchg<tng in 
Richtung der abnehmenden T erfolgt. 

Wir sehen jetzt davon ab, die Temperatur 7' in einem 
Raumpunkte als konstant zu betraehten; sie sei einc Funktion 

der Zeit. 

Fig. 210. Zur Differential
gleichung der Warme
leitung in einem Kiirper. 

Andert. sich nun T an einem Punkte 
um + aT' so muf.i erfahrungFgemaf.i das 
Raumelement an der betreffenden Stelle, 
welches dn heif.ien mi.ige 
und dessen Maf3e edr 
sei (e c= Massendichtig
keit ), eine Warm einhalts
vermehrung d Q erfahren 
haben, die sich fiir die 
Zeiteinheit wie folgt bc
rechnet: 

Fig. 211. Raum
element dx dy dz. 

( 4) 
Dieser Ansatz gilt unabhangig davon, auf wclche Weise 

der Warmezuwachs in dr entsteht. 
Wir setzen nun voraus, dal3 der Warmezuwachs dadurch 

entsteht, daf3 mehr Warme in ein Raumelement einstri.imt als 
ausstri.imt, wie dies bei der nichtstati on~iren W(irmeleitung 
der Fall ist. 

1st das Raumelement ein Wiirfel (Fig. 211) 
dr = dxdydz, 

so sind die 3 Warmestri.imungen in Richtung der x, y, z-Aehse 
zu unterscheiden: 

i3T 
dQx = -- k dydzot 

i3x ' 

k i3T 
--- dx dy i3t. 
i3z 

(5) 

Die Differentiale dieser 3 Gri.if3en, genommen nach den 
Achsen, stellen die durch Leitung im Raumelement sich an-
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haufenden oder aus ihm verschwindenden Warmebetrage dar, 
falls der Vorgang nicht stationar ist. Diese Betrage sind: 

'iPT l odQ'" = k - 2 dydzot, 
ox 

'iPT 
odQ,, = k 7Jy2 dx. dzot' l 

o2 T 
odQ. = k -., dxdyot, 

oz" 
deren Summe mit der Vermehrung des Warmeinhalts 
gleichzusetzen ist: 

(o2 T o2T o2T) cgdroT= k -., +-+ -- dxdydzot, 
ox" oy2 0 z2 

(6) 

nach (4) 

(7) 

aus welcher Formel, nach Hebung mit dr = dxdydz 
Division mit ot, hervorgeht: 

und nach 

oT (o2 T o2T o2T) 
C(!7Jt = k OX2 + f}y2 + oz2 (8) 

d 't d Abk" k q o er m1 er urzung - =a" 
C(! 

0!'_ = a2 ('iPT + o~! + o2 T) 
ot ox2 oy2 oz2 • 

(9) 

Dies ist die allgemeine Differentialgleichung fiir die nicht
oT 

stationare Warmeleitung. Mit --- = 0 erhalten wir fiir 
ot 

die stationare Leitung 

02 T 02 T 02 '1' 
iJx2 + oy2- + -oz2- = 0' (10) 

welche Gleichung uns spater sehr eingehend beschaftigen wird; 
vorderhand befassen wir uns mit Gleichung (9). 

§ 82. Warmeleitnng in einem Stab mit Anfangstemperatnr
verteilnng. 

Fiir einen Stab der Langel langs der x-Achse, dessen Ober
flache warmeundurchUissig sei, kann, wenn die Stabquerschnitts
dimension klein im V erhaltnis zur Lange ist, die Temperatur 
als unabhangig von y und z angesehen werden, so daB gilt: 

aT o2 T at-=, a2 7Jx2 . (1) 
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Die Integration dieser Gleichung verlangt, die Temperatur 
als Funktion von t und x so zu bestimmen, daB '1' (t, x) der 
Gleichung (1) geniigt, und daB die Nebenbedingungen erfiillt 
werden: 

fiir t=O, T(O,x)=f"(x)) 

" X= 0' T (t, 0) = 0 } 
, x=l, T(t,l) =T. J 

(2 a) 
(2b) 
(2 c) 

Es soil also zur Zeit t = 0 im Stab eine bestimmte Tem
peraturverteilung f"(x) vorhanden sein, und es sollen auf die 

z 

~------l----------~ 

Stabenden die Temperaturen 
0 und T einwirken. Man 
nennt die Bedingung 2 a ,An
fangsbedingung", 2 b und 2 c 
, Oberflachenbedingungen". 

Diese Aufgabe zerlegen 
wir in zwei einfachere, indem 
wir T als Summe von zwei 
Funktionen T 1 + T 2 betrach
ten, die samtlich der DiffeFig. 212. Zur Warmeleitung in einem 

Stabe. rentialgleichung ( 1) geniigen, 
aber verschiedene Nebenbe

dingungen erfiillen, welche lauten: 

I. fiir T 1 : T 1 (0,x)=f"(x), T 1 (t,0)=,0, T1 (t,l),~O, (4) 

II., T2 : T 2 (0,x)=0, T 2 (t,0)=0, T2 (t,l)o~'l'. (5) 

I. Der Differentialgleichung (1) geniigt als partikulare Losung 

Diese Losung befriedigt die zweite Bedingung (4): 

T 1 (t, 0) = 0 

ohne weiteres, die dritte Bedingung (4): 

T 1 (f, Z) =c () 

(6) 

n;r 
jedoch mit ;, = l , wo n eine ganzc Zahl ist. T 1 crhalt also 

die Gestalt: 

(7) 
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Ebenso wie (7) geniigt auch die Summe 
oo n2.n2 

1) --a•t nn T = A e z• sin- x 
1 n l (8) 

n=l 

der Differentialgleichung (1), wo die An unbestimmte Konstante 
sind. 

Nunmehr ist die Losung (8) der Bedingung 

1'1 (0, x) = f(x) (9) 

anzupassen. Aus (8) und (9) ergibt sich 
00 

T 1 (0, x) = 1} Ansin!!'_;X = f(x). 
n=l 

(10) 

X 

Fig. 213. Sinusfiirmige Temperaturverteilung langs eines Stabes. 

Es handelt sich also wieder um die schon in § 7 2 geloste 
Aufgabe der Entwickelung einer Funktion f(x) in eine Fouriersche 
Reihe. Wir entnehmen diesem Paragraph Formel (20) (indem 
wir x mit a vertauschen): 

l 

2 J . nna An= T f(a) sm-l- da 
0 

und finden: 
l 

2 - -.- a• t . n n x . n n a oo n•n• I 
T 1 = l~ e 1 sm---1- f(a)sm-l-da. 

0 

(11) 

U m hiernach ein Beispiel zu berechnen, sei ein Kupferstab 
von l = 100 em Lange gegeben. Zur Zeit t = 0 sei die Tem
peraturverteilung 

f(x)=T0 sin 2 7x mit T 0 = 50°C 
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gegeben (Fig. 213). Die Temperatur ist also liings der Stabachse 
sinusformig verteilt. Fiir Kupfer haben wir nun folgende 
Konstanten: 

K = 0,\l [cal cm- 1 sec-H], 

c = 0,094 [cal g- 1], 

g =~ H,9 [g cm-8]. 

Hiernach ergibt sich 

., K 1 1 l- .. - 11 a- = - - --y , mn- sec - . c·c 
Fiir das Integral in Formel (11) finden wir 

l 

T 0 J sin ~ ~ ~. sin ~'.cc d a = T 0 ~ 
I) 

da n nur = 2 genommen zu werden braucht, weil fiir alle n § 2 
der Integralwert verschwindet. 

Die Temperatur selbst wird damit: 

-- · ~ ,_.__ a2 t 2 n x 2 ;-r x T = T e Ioouo sin---- = 50o. e- o,ool t Kin_" __ _ 
1 0 l ' l 0 

Hiernach sinkt die Maximaltemperatur der Stabachse nach 
ca. 500 Sekunden auf 0,135 ihres Anfangswertes 50° herab, weil 

ist. 
Die sinusformige V erteilung liings des Stabes wird durch 

die Abkiihlung nicht gestort. 

§ 83. Beriicksichtigung der Oberflachenbedingung. 

Gab § 69 ein Beispiel fiir das Verschwinden der Anfangs
bedingung mit der Zeit, so wollen wir nunmehr das Eindringen 
einer Oberfliichenbedingung in das Innere eines Stabes unter
suchen. Wir wollen die Anderung der Temperatur eines Stabes 
(Fig. 214) untersuchen, der zur Zeit t = 0 iiberall die Temperatur 
T = hatte. Plotzlich wird an seinem Ende x = l die Tempe
ratur T, d. h. die Oberflachenbedingung T (t, l) = T hergestellt. 
Wie verteilt sich nun die Temperatur langs des Stabes? Often
bar dringt die Temperatur T allmahlich in den Stab ein gemaB 
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den Kurven 1, 2, 3, bis sich nach unendlich Ianger Zeit die 
Verteilung 

T = T·!_ 
2 l (1) 

einstellt. 
Diese Verteilung geniigt in der Tat der Differentialgleichung 

o'J' = a2 o2T (2) 
at ox2 

und auBerdem den Bedingungen: 

T 

x=O, T(t,O)~=O, 

X=l, T(t,l) =T. 

T 

~---------l--------~ 

(2a) 
(2b) 

Fig. 214. Eindringen der Temperatur vom Ende des Stabes her. 

Sie geniigt aber nicht der Bedingung 

t=O, T(O,x)=O. (2 c) 
Dieser Bedingung mull aber nach der Aufgabestellung auch 
geniigt werden. Wir erreichen dies, indem wir zu (1) eine 
Funktion von t und x: T 1 (t, x) hinznfiigen, die die Differential
gleichung (2) befriedigt und 

fiir t = 0 den Wert T1 (0, x) = - T ; , 

fiir x = l den Wert T 1 (t, l) = 0 

annimmt. Dann werden wir sicher haben: 

fiir t=O, T(O,x)=T2 (0,x)+T1 (0,x)=O, 
d. h. die fehlende Bedingung ist erfiillt. 

Die gesuchte Funktion T 1 (t.x) hat demnach denselben 
Bedingungen zu geniigen wie die Funktion T1 in § 82, wenn 
wir die zu erfiillende Anfangstemperaturverteilung Uings des 
Stabes 

X 
f(x) =- Tl 
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setzen. Wir schreiben ohne wei teres nach Formel (11) des 
§ 82 an 

oder nach Vorziehung der Konstanten aus dem Integral: 
l 

2 T 1 -~2 "2 a2 t nnxJ nna 
1'1 (t, x) =' - 7}-~ e z• sin- l a sin - ( - da. 

0 

(3) 

(4) 

Die Ausfiihrung des Integrals geschieht mittels der teil
weisen Integration 97) und liefert zunachst mit 

sinr~,n~da == dv a~- u, l 

f f al nna l2 • nna 
ud'V = U'V- vdu = - ;n;,;cos--l- + n2 ~2 sm--y--

und nach Einfiihrung der Grenzen 0 und l endgiiltig: 
l 

f l2 ' 
udv =- --- cosnn = 1--

• nn ' 

12 LJn + 1 ___ , 

nn 
0 

womit die Formel (4) iibergeht in: 

2 T en . )" n" _,z 2 , .• 

T ( . \~ (- 1 l- -12- a t • n n .l t x) ~ ---..::::...; - - sm -
1 ' n n=l n l , 

woraus sich zusammen mit 

'l'=Tx 
en l 

ergibt: 
T (t, x) === T 2 (t, x) --i- T 1 (t, x) 

,(x 2 ,_'\ (- 1)n __ n2 ~72 a2 t. nnx) 
,_-, 'J. - + 2.J - - e l sm --- -- . 

l n w-l n l 

(4a) 

(5) 

(6) 

Fiir t C"-:' oc vcrschwindet die Summe in der Klammer, so 
X 

daB T(oo, x) = T T iibrig bleibt. Fi.ir endliche Werte von t, 

z. B. t = 1000 sec, wird, wenn nur das erste Glied (n = 1) 
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der Summe beibehalten wird, mit den Konstanten des Beispiels 
in § 82 

( x 2 . :n:x) T(t,x) = T T- :n: e- 1 sm-l- , (7) 

d. h. eine Temperaturverteilung, die tatsachlich ihrem Charakter 
nach der in Fig. 214 durch den Linienzug 3 angedeuteten Ge
stalt entspricht. Die hi:iheren Glieder andern nichts an dem 
Charakter der V erteilung. 

Fiir t = 0 geht aber die unendliche Summe iiber in :n: x 
2Z 

und damit wird die Temperatur 

T(O,x) = 0 

entsprechend Bedingung (2 c). DaB aber 

- :n:x = j; (=-!l~sin n:n:x 
2Z n=l n l 

ist, beweist man, indem man - :n: x nach § 72 und 73 in eine 
l 

Fouriersche Reihe entwickelt. Es wird 

00 

:n:x '\' . n:n:x f"(x) = - -2[ = .L..; An sm--1-, 
n=O 

wenn 
i l 

2 J:n:a . n:n:x :n: f . n:n:a An= - T 2 ysm-1-da =- i'i asm-l-da 
0 0 

ist. Der Integralwert ist aber nach (4a) dieses Paragraphen 

mithin wird: 

und demnach: 

w. z. b. w. 

(-l)n~!~ 
n :n: 

( _ t)n+ 2 
A=------

" n 

:n: x ~ (- 1 )n . n :n: x 
-- = .L.J -------Sill--- -- , 

2l n=l n 
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§ 84:. Warmeleitung in einem Stabe bei veranderlicher 
Stabendtemperatur. 

Wir unterziehen nunmehr den Verlauf der Funktion: 

(1) 

in Formel (6) des § 83 einer genaueren Betrachtung. Wir haben: 

fiir x = 0 wird &(O,t)==O, l 
" X C.~ l " t9 (l, t) = 1 wenn t > 0, ~ 

" 1' . •• {f(l,t) cc= 0 wenn (). J 

~l!(x,t) 

Fig. 215. Temperaturverteilung in einem Stabe bei konstanter 
Endtemperatur. 

(1 a) 

Bei t = 0 macht also die Funktion {} (l, t) einen Sprung vom 
Wert 0 auf den Wert 1. 

Fig. 215 gibt ein ungefahres Bild des Funktionsverlaufes. 
Wir benutzen nun i} (x, t), um zunachst Wiirmeleitungs

vorgange darzustellen, bei denen die Temperatur T1 im Stab
punkte x = l nur wiihrend eines kurzen Zeitintervalles L1 t 
konstant ist. Es werde also zur Zeit '=' t1 am Stabende die 
Temperatur T 1 hergestellt, die zur Zeit t~ wieder Null werde 
(Fig. 216). Es ist dann 

t2 -- tl -= ift 

und wir haben als Temperatur an einer beliebigen Stelle x des 
Stabes 

T 1 (x, t) = T 1 [& (x, t -- t1 ) - t9 (x, t- t~l]. (2) 
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Nach (1 a) gilt: 

fiir t = t1 wird {} (l, t - t1) = 0 und {} (l, t - t2 ) = 0, 

mithin T1 (l, t) = 0; 

fiir t2 > t > t1 wird {} (l, t - t1) = 1 und {} (l, t- t~) = 0, 

mithin T 1 (l, t) = T 1 ; 

(2a) 

fiir t > t2 wird {} (l, t- t1) = 1 und {} (l, t- t2) = 1, 

mithin T 1 (l, t) = 0. 

Also ist tatsachlich T 1 (l, t) = T 1 von t = t1 his t = t2 , d. h. 
wahrend des Zeitintervalles L1 t. 

.r=l X 

t 
Fig. 216. Temperaturverteilung bei diskontinuierlich veranderlicher 

Endtemperatur. 

Lassen wir jetzt auf die Periode t2 - t1 = L1 t eine gleich
lange Periode L1 t = t3 - t2 folgen, wahrend welcher die konstante 
Temperatur T 2 am Stabende herrsche, dann stellt sich im Stabe 
eine Temperaturverteilung 

T 2 (x, t) = T 2 [ {} (x, t - t2) ·- {} (x, t - t3)] (3) 
ein, die sich iiber T 1 (x, t) iiberlagert. 

In analoger Weise kann man n Zeitintervalle aufeinander 
folgen lassen, und man hat als Temperatur (Dbereinanderlagerung 
aller n Zustande T, (x, t), "V = 1, 2, 3, ... , n) die Summe 

r=n 

T(x,t) = .l)T,[{}(x,t- q- {}(x,t- t,+ 1)]. (4) 
1'=1 
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Hier schreiben wir nun mit t,. = t, + 1 - d t und nach Mul

tiplikation der einzelnen Glieder der Summe mit ~ t : 
!It 

T 

T (x, t) = ]} T,.f!._(x2_t_-=_~~~! j-·_~t= 1fj:_,_t~~~_tl !It. (5) 
1·=1 

t 

Der .Bruch ist aber nach 
§ 69 nichts anderes als der 
partielle Differentialquotient 

(}{}(x, t- t,_+!J 
at 

wenn wir zur Grenze fiir ab
nehmende d t ii bergehen. 

Gleichzeitig betrachtet 
man die W erte T, nunmehr 

Fig. 217. Kontinuierlich veranderliche als stetig ineinander iiber
Temperatur. 

gehend (Fig. 217), indem 

I 

~' 

man ihnen eine zeitliche stetige Veranderlichkeit durch den Ansatz 

T, = <p (t,) (6) 
zuteilt. 

Wir erhalten dann die Formel 
v=n 

T( ) -.2;-r.( )0/)(x,t--t,+l)A xt-- (pt. ----·-at. 
' '. '1 t 

v= 1 (; 

(7) 

Wegen des verschwindenden d t kann man nunmehr statt des 
Zeigers v + 1 den Zeiger v setzcn und die Summe als Integral 
der Integrationsvariablen t, (L1 t -~ dt,.) auffassen, welches von 
0 his t zu nehmen ist. Es wird also 

f (}{) (x, t -- t,) 
T(x,t)=~ q;(t,.)----~ --dt,.. 

, ot 
(S) 

0 

Dies ist also die Temperaturverteilung im Stab, wenn sich die 
Endtemperatur nach der Zeitfunktion <p (t,) andert. Die Funktion 
{} ( x, t) ist dabei durch Forme I ( 1) definiert 9s). 

§ 85. Anwendung auf die Warmebewegung in den 
W andungen des Dampfmaschinenzylinders. 

Ein Stab der Lange l ohne Wiirmeabgabe in radialer 
Richtung ist nur denkbar als Teil einer Wand der Dicke l, 
wenn die Temperaturen auf heiden Seiten der Wand in groBeren 
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Bereichen konstant sind. Ein solcher Fall liegt vor z. B. beim 
Deckel eines Dampfmaschinenzylinders, der genau genug aJs 
Platte der Dickel betrachtet werden kann (Fig. 218). 

T = cp (tv) sei die durch die vari
ierende Dampftemperatur gegebene, 
mit der Maschinenumlaufzeit gleich-
periodische Temperatur der Inn en wand; xzo 
die AuBentemperatur (Luft des Maschi- r~o 
nenhauses) sei dauernd = 0. Der Ein
fachheit halber nehmen wir 

2n 
ffJ (tv) = cos e tv 

an, WO e die Maschinenperiode be
deutet. Kompliziertere Ausdriicke fUr 
cp (t.) bieten nichts prinzipiell Neues. 

Fur die Temperaturverteilung in 
der Wand haben wir jetzt nach Formel 
(8) und (1) des vorigen Paragraphen: 

Fig. 218. Grenzbedingung 
zur Temperaturverteilung 
in der W andung eines 
Damp£ masehinenzy linders. 

n=oo 
2 na2 '\' . • nnx T(x,t) =- - 12--.L.J (- 1;nnsm-l-

n=1 
t 

--12- (t-t,.) 2 n f n2:n2a2 

e cos e tvdt •. (1) 
0 

Gebraucht man hier vorlaufig die Abkiirzungen: 

~=fJ e , (1 a) 

so wird: t 

2na2 n=oc . nnx f 
T(x,t)= ---l2 - .2) (-1)nnsm-1-e-at eatv cos{Jt,.dt, .. (2) 

n =! 
0 

Das hier vorkommende Integral ermittelt sich leicht 99): 

t 

reatv cosfJt dt = c:_cos{J__t±f!_sinfJ_teat= __ a_ (3) .J' /" ,. ,. a2 + fJ2 a2 + {P · 
0 

Setzen wir dies in Formel (2) ein und beschranken wir uns 
auf die Untersuchung des nach sehr langer Zeit eintretenden 
rein periodischen Zustandes, so wird: 

Hort, Differentialgleichungen. 2. Aufl. 27 



418 Einfache partielle Differentialgleichungen aus verschied. Gebieten. 

a2 .... "'~ • n :;r x a cos(J t ·t· fJ t3inf3 t ('4) T (x t.l = -- 9 n ~ .> ( -1 )" n sin -··- · -· 
' ' - J [2 _.:...J l ((~ + f/2 

n ·I IJ 

Setzt man hier den Wert fur a au:; ( 1 a) wieder ein, ;,o 

mit einigen Ieicht zu ubersehenden Lmformungen ( 2 

hat man 

. , 2 \~ ( 1 )n+ 1 • n :;r x 
T(x,t)c=cos!Jt· ~----1,-sm -

:;r ( ' ~ ) l )!.cl n 1 i -- . 
n! 

\.-. (-··1)n+l . n:rx 
- Sill-·· 

} -) l 
n4 

Setzen wir hier kurz fur die ]<';tktoren von cos(J t bzw. f:lin(J t, 
welche Funktionen von x sind, ,u (x) br,w. v (:r), so kann man 
kurzer schreiben: 

T(x,t) f.l (x) cos(1 t I' (x) sin(1 t 
oder auch 

T (x, t) =\lit~ (x) 

f.-- --l - --
T wo zu :;etr,en i:;t 

I' (x) 
'I arctg - . 

,u (x) 

Es wird fiir 

.r ~ l: 

,11 (x) 1' I' 0, 

T(J:,t) cosfJ t, f{' 0, 

:r (): 

ll 0, I' 0, 

T(x,t) 0. 
t 

Fig. 219. Temperaturverteilung in der Die Wandtemperatur 
Wandung eines Dampfmaschinenzylinders. nimmt also von innen nach 

aul3en nach dem Gesetze 
Y/t2 (x) + ;2(~) von x == l bis x 0 ab, wiihrend die Phasen
nacheilung rp der Temperaturschwankung hinter der Schwankung 
cos{J t von innen nach auBen zunimmt. 

Fig. 219 gibt ein ungefiihresBild derTempemturvcrteilung 100). 
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§ 86. Stationare ebene Bewegung einer inkompressibelen 
Fliissigkeit. 

I. Aufstellung der Bewegungsgleichungen. 
Wir betrachten eine auf einer Ebene sich bewegende Fliissig

keitsschicht der Dicke 1 (Fig. 220). 
Zunachst untersuchen wir den Gleichgewichtszustand eines 

am Orte A = ( x, y) befindlichen Fl iissigkeitselementes Ax A y der 
Dichte (!, welches unter Ein-
fluB desFliissigkeitsdruckesp 
und der am Element angrei
fenden auBeren massenpro
portionalen Kraft p (! Ax Ll y y 
steht. Letztere zerlegen wir in 
ihre Komponenten X g Ax A y 
und Y e A x A y. 

tlli!!i?ll?llli;;;tli2111/lililillll,lll/llillii/l 

Folgende Krafte kommen 
in Ansatz, die wegen des 
Gleichgewichts fur sich ver
sch winden miissen: 

x---L--------------~x 

Parallel der x-Achse: 

Fig. 220. Gleichgewicht eines 
Fliissigkeitselementes. 

( op \ 
p ;j y - p +---A xj dy + X g Ax A y = 0. ox 

Parallel der y-Achse: 

p/1x~ (P+ ~= Ay),.1x+YeL1x!Jy~- 0 
oder kiirzer: 

:~~;~:·) 
e oy 

(1 

Ist die Fliissigkeit nicht im Gleichgewicht, sondern in Be
wegung, so auBert sich dies durch Beschleunigungen der einzelnen 
Fliissigkeitselemente, denen Massenkrafte entsprechen. Sind 

u = dx und v =~ r}__y die am Orte (x, y) vorhandenen Geschwindig-
dt dt . 

. du dv 
keiten so smd --- und -- die Beschleunigungen, aus denen sich 

, dt dt 
die Massenkrafte: 

27* 
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du 
o II x l1 x - - und 
~ dt 

dv 
0 "1 X iJ Y 
~ dt 

ergeben. Diose miissen wieder mit d0n Kriiften(l) zwei Cleiehungen 
ergeben: 

du 
X 

c J! l --
dt I} ox 

(:!1 
dv 

}'-
(;p 

J 
~-

dt I} cy 
Da u und v nn allgemeinen Funktionen 1·on .r, y, t sem 

werden, so hat mnn: 
ou 

du ~--- - dx ex 
E ·l' 

dv =- dx z·x 

au l I (U - - ( !f- - - dt 
1 11 · · ot 
(n- c __ v dt 
-- d11-r· 11 at 

und naeh Division mit dt, untor Einsetzung 1·on 

d:r dy 
dt 

u, 
dt 

v: 

du ou ~u au 
dt 

u v 
(:x: 011 Ct 

dv ov 'h· cv 
dt 

- u v ex Z11 ct 
Hiermit schreibt sich dann das Gleichungssystem 121: 

ou (;u au 
X 

1 (•p l u -- - v -' -- -
ax 011 Cl I} (,1: 

ov ov av (;p 

J 
u ---- _,!- v --- - _l_ l' --ox I a11 I rlt I} ay 

(3) 

Neben u und v ist hier auch p zu bestimmen; es muB noch 
eine Gleichung hinzukommen. Diose fohlende Gleichung hat 

anzusagen, daB die Dichteniinderung ~!-' d t im Elemonte t1 :x· /.111 
ct 

entsprechen muB der durch da.~ Zu- hzw. Abstromen hervor
gerufenen Anderung der in 11 x /1 y bofindl ichen Fliissigkeitsmenge. 

ao 
Der Dichteniinderung 8; dt entspricht die ,Fiillungsiinderung'' 

0(! 
- -- dt t1 x t1 11 des Elementos /f x /I y. 
dt 
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Zustromung und Abstromung in Richtung der x- bzw. 
y-Achse regeln sich nach den Betragen: 

( o(eu) ) 
,1 y e u at - 11 Y 12 u + 6"x -11 x at 

bzw. 

!1xevdt-11x(gv+ o~~v) ,dy)dt, 

so daB sich die Mengenanderung 

ergibt. Diese muB gleich der ,Fiillungsiinderung" sein: 

og (o(e1t) o(ev)) -- -11 X 11 y d t -~ - --- -1-- 11 X 11 y d f 
ot ox · oy ' 

woraus sich die Kontinuitiitsgleichung 

~ + o(eu) _~_ a(e_'IJ) = 0 
at ax 1 oy 

fiodet. 
Die :Frage der V erschie- !:1 

bung des Fliissigkeitselemen-
tes 11 x 11 y ist mit Vorstehen
dem erledigt. Wir forschen 
nunmehr etwaigen Drehun-
gen nach. 

Die Eckpunkte BOD des 

(4) 

Elementes verschieben sich x 
nach Fig. 221 relativ zu A 
· d" L B' O' D' .. h d Fig. 221. Drehung eines Fliissigkeits-
m re age wa ren elementes. 
des Zeitelementes d t, ver-
moge der Verschiedenheit der Geschwindigkeiten, die in gegen
iiberliegenden Seiten des Rechtecks A B 0 D stattfinden. A us 
der ]'igur lesen wir diese Verschiebungen ab: 

B B' , (•v A d ) 
=()y=-LJX t )I . ex ' 

ou D D' ~-·. (5x ~. - 11ydt. 
uy 

(5) 
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Entsprechend drehen sieh cliP Seiten A B hzw. A D mn A 
durch die Winkel: 

oy 
bzw. 

()x 
p 

Llx 
I{ 

/1 y 
(6) 

Durch den Ammtz (5) find0t rnan: 

(;v cu 
rlt. 'l' :__ --- dt. ,u 

cr 
(7) 

Die mittlere positive Urehung de:-; l'~lemente,.; wird dann 

J' - n 
d X ~~~ --- --'--

2 

1_ ( (i /) 

2 \ 11..1" 

oder him·aus dio Winkelgm;ehwindigkPit der Drehung: 

dx 
dt 

l_(r'v an\ - -- - I. 
2 1::r iJy; 

(S) 

II. Ansatz fur die elwne stationiiro B1•wegung einer m
kompressiblen wirbolfreien FlLis8igkeit. 

a) Stationar hei13t oine Bewegung, worm an oinem ge
gebenen Orte der Bewegungszustand nm der Zeit unabhiingig 

cu i:Jv 
ist. Die U-leiehungen (ill sohrcihen wir aiHo (woil und ver-rt ct 
schwindcn): 

u 
(Ja: 

i:Jt1 
X v 

; !I '.' 

i•·n 
'(), -v 

C;t" I !J 'J 

b) Inkompres::;ibel hei13t einP 
Dichte g konstant ist. Dann reduziNt 

iJu 

ox 
i)IJ 

l'y 
(I. 

()p l 
?x 

i)p f 
l'y . J 

(8a) 

Fliissigkeit, wenn die 
sich Ul0ichung (4) auf 

(H) 

e) Wirbelfrei hejf3t die Bowegtmg, wonn k<>ine Drehungon 
stattfinden, d. h. wenn naeh Cleichung (t-il gilt: 

i:Jv (i?t 
c (). 

i!:.c I .lj 
(1 ()) 

Die heiden simultanen partiellPn DiffPrentialgleiehungen (H) 
und (10) werden nun gclost durch dm Am;atz: 

(j(/J(x,y) 17W(:r,yl 
'V 'U 

i:J:r 
( 1 1) 
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wo tP (x, y) der aus (9) resultierenden Differentialgleichung 

(]2 tP o2 tP 
-ox2- + oy2 =~= o (12) 

zu geniigen hat. 
sofort aus: 

DaB hiermit auch (10) erfilllt ist, ergibt sich 

ov o2 tP ou o2 tP 
ex oyox oy oxoy' 

weil 02 tP ()2 tP 
oyox oxoy 

eme Grundtatsache der Differentialrechnung ist. 
Die Funktion tP(x,y) wird das Geschwindigkeits

potential der Flilssigkeitsbewegung genannt. 
Die Gleichung 

tP(x,y)=C (13) 
stellt fiir jeden Wert von C eine Kurve dar, langs deren das 
Potential konstant ist. Zieht man an die Kurve im Punkte A 
eine Tangente (Fig. 222), so wird deren Richtungstangens: 

otP 
dy 

tg T c 

dx 
ox 

- adi. (14) 

oy 
Andererseits ist aber die !l(x1y)· 
Rich tung der durch ( 11) 
gegebenen Stromungs-Ge
sehwindigkeit 

otP 

!I I 

X 

u (15) · S 1·· dPt t'II'' Fig. 222. trom mien un o en 1a mwn. 
ox 

Aus (14) und (15) resultiert aber 

tg r · tg T1 + 1 = 0 . 

Mithin ,.;teht die Stromgeschwindigkeit auf der Kurve 

tP(x, y) ~= C 

(16) 

senkrecht. Demnach wird das System der orthogonalen Trajek
torien 101 ) w der Schar der Niveaulinien 

tP(x,y) = C (1 7) 
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die Stroml inien liefern. Stellt ma,r1 die Schar der Stromlinien 
durch 

111 (x,y) ~= C I 18) 

dar, so liefert (Hj) eme Differentialgleichung fiir 1P: 

ox ()J: 

c rp () ljl 
-- -- ''~ 0' 
ry rJy 

(19) 

d. h. die bekannte Bedingung de:; orthogonalen Schnittes zwi:;chen 
tP und IJ'. 

Statt der cinen Oleiehung ( 1 H) kann man aueh die heiden 
ansehreiben: 

cf/J () '1' l - --
' ox oy 

iJ (_f) ()!]I 

J 
(20) 

- ·-·-

' cy ox 
aus denen sieh dureh Differentiation nach :r bzw. y und Addition 
ergibt: 

rP lf' 
ax~ 

(21) 

Demnach haben f/J und lf' der::;elben partiellen Differentialgleichung 
zu genligen. 

III. Aufsuchung von Losungen der<ileichungen (12 I und ( 211 

Wir definieren eine Funktion 

Z- f(z) 
der komplexen Vnriablen 

z=-.l·-:-iy. 

Z == f(z) EiHt sich nun unter Trennung de::; reellen uml des 
imaginaren Bestandteils in der Form schreibon: 

iG(.r,yl. 

Differentiieren wir partie II naeh :c: 

az df(;:) ;:F 
i 

oG 
(22) 

dz 
·I. ex c.r· ex 

und nach y: 
cZ df"lz) (! ]i' z,G 

·t' ·:- t 
('y dz oy Zy 
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oder nach Division mit i: 

df(z) . oF oG 
---= -~ --+--. 
dz oy oy (23) 

Der Vergleich von (22) und (23) liefert jetzt 

aP + i o(i ~- _ i oP + oG 
ox ox oy oy ' 

welche Gleichung nur dann erfiillt ist, wenn die heiden Relationen 
gelten: 

odor 

oF 
ox 
oG 
OX 

of!_ l oy , 
aF 

-- ay' 

a~ F o2F 
ox2 +alfl=O, 
o2G o2G 
-(J-;;'.i- + 0-X'.i = Q. 

(24) 

) (25) 

Der Vergleich von (25) mit (12) bis (21) lehrt, dal3 (/> und IJf 
dann diese letzteren Gleichungen erfiillen, wenn sie reeller bzw. 
imaginiarer Bestandtei] einer belicbigen Funktion einer kom
plexen V ariablen 

Z = f(x + i y) =c (/> + i IJf 
sind. 

Jede beliebige Aus
wahl von f liefert also 
ein System von Niveau
kurven 

(JJ(x,y)=C 
nebst den dazu gehori
gen Stromungslinien 

IJf(x, y) =C. 
:M<tn kann aber auch die 

Fig. 223. }<;bene Parallelstromung. 

(26) 

Kurven (/> als Stromlinien und die Kurven IJf als Aquipotential
linien auffassen. 

Jede Auswahl von f(z) liefert also zwei theoretisch mog
liche Stromungsvorgiinge. 
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IV. Beispiele. 

a) Die Auswahl 
f'(z) .c-f-iy 

liefert das NiveaukurvensystE'm 

rjJ ;/" - ('I 

und das Stromliniensystem 

IJf - - ?J ~ c~ , 
also nach Fig. 223 eine zur x-:\chse parallele Striimung. 

b) Mit 

j"(z) ~ V (z 
\ 

'-- R~ \ 
I 

Z I 

erhiiJt man die Niveaukurven 

( R~ 1) 

I 
rJ> c Vx -.. - · I cl 

x- -~ y~ 
,. 

und die Stromlinien 

l!f= Vy (1 R~ ) 
c~. --- -- --- - -

:!:~ + !J~ 

Fig. 224. Ebene Stri;mung urn einen Zylindf.'r. 

Fur C~ ,= 0 erhalten wir ab ~tromlinie drm Kreis 

.c~ Y~ = n~ 

und die x-Achse 
!I - (). 

(27) 

(28) 

(2D) 
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Die Stromgeschwindigkeiten werden 

a rp ( , y2 ~ x2 } l 
n' c ax-== v F -t-.R- (xi+ ~y2)2 ' 

v c.= 0 w v ~ R 2 ~ --
ay (x2-t-y2j2. 

(30) 

Im Unendlichen ergeben sich die Geschwindigkeiten 

u=V, v = 0, 

d. h. eine zur x-Achse parallele Stromung der Geschwindigkeit V. 
Der Vorgang, der dem Ansatz (28) entspricht, wird realisiert, 

wenn man in einen breiten gleichformigen Strom einen Zylinder 
vom Radius R senkrecht zur Stromrichtung hineinbringt. Fig. 224 
gibt den genauen Verlauf der Niveau- und Stromlinien102). 

III. Die Differentialgleichung des Potentials. 

§ 87. Die allgemeine Massenanziehung, das Coulombsche 
Gesetz unrl die J-'aplace-Poissonsche Differentialgleichung. 

I. Das Grundgesetz der Gravitation oder der allgemeinen 
Massenanziehung lautet: Zwischen zwei Punkten der Massen 211 
und m wirkt, wenn sie sich von
einander in der Entfernung r 
befinden, die Kraft 

wo h die Gravitationskonstante 
heiBt und das ~ -Zeichen an
deutet, daB J( die Entferung r 
zu verkleinern sucht (Fig. 225). 

Denkt man sich nun M im 
Anfangspunkt eines Koordi
natensystems x y z befindlich, so 
kann man mit .x 

z 

m 

Fig. 225. Zur Anziehung zweier 
Massenpunkte. 

setzen: 
Mm 

K = ~ h x2 -~y2 --'- z2 
' ' I 

(2) 
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Mit diesem Ansatz wird K eine Funktion des Urtes dec: 
Massenpunktes m; die Formel vcrliert ihre Giiltigkeit, wenn m 
mit ]I;[ zusammenfiillt, weil dnnn K =~ -- rx, wird, \\as keinen 
physikalischen Sinn hat. 

Wir bilden nun die Komponenten der Kraft X nach den 
Koordinatenachsen mit 

hMm 
y2 + z~ 

X 
It J/ m · .r :; l! 

y2 -:- z"! (x2 y2 -. z~r 
7t 2Vlm ·!I 

('31 
/( 

u 

hMrn·z 

Schon Lagrange wuBtc, daB es eine Funktion F(x, y, z) 
gibt, die die Eigenschaft hat, daB gilt: 

K ~~·., ·" 

/{ 
oF 

y . aJi' 
f{, ~)~· .J z 

(4) 

Diese Funktion lantet 

hJim ;, J/111 
(5) 

1 

(x2 + y2 -: z·!)" 

und wird die Kraftfunktion genannt. Von der oben mit (4) 
angegebenen Eigenschaft diescr Funktion iiberzeugt man sich 
leicht durch Ausfiihrung der entsprechenden partiellen Differen
tiationen an (n) 

a.F hMmih hJIIm 1 1 

iJx 

h Jirn x 

usw. 



~ 87. Die allgemeine Massenanziehung, das Coulombsche Gesetz. 429 

Den negativen Wert von F bezeichnen wir jetzt mit 
V = - F, und wir nennen V das Potential des Punktes M 
auf den Punkt m. 

Es war nun Laplace, der fand, daB diese :Funktion 

hMm 
V=- t 

(x2 + y2 +z2)" 
der partiellen Differentialgleichung geniigt: 

iPV rPV o2 Y 
ox2 + &y2 + oz2 = 0 . (6) 

z 

X 

Fig. 226. Zum Potential mehrerer Massenpunkte. 

M<111 iiberzeugt sich hiervon ebenfalls leicht durch Aus
wertung der partiellen Differentialquotienten. 

II. Ganz analoge Betrachtungen sind anzustellen, wenn 
es sich um zwei punktuelle Elektrizitatsmengen M und t.t 
handelt. Betragt deren Entfernung r, so ist die zwischen 
heiden wirkende Kraft M t.t 

K=s r2 -, (7) 

wo e eine Konstante bedeutet, die = 1 wird, sofern wir alle 
vorkommenden GroBen in CGS-Einheiten messen. Das durch 
diese Gleichung ausgesprochene physikalische Gesetz wurde von 
Coulomb entdeckt. 
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Die Kraft K wirkt abstoBend (auf r vergr6Bernd), wenn 
jl[ und fl, gleiehes Vorzeichen haben, anziehend, wenn die V or
zeichen verschieden sind. 

Handelt es sich urn mehrere elektrisehe Punkte in end
licher Zahl (Fig. 22G), M1 ... Mk, der Koordinaten a1 b1 c1 .. . a1, b1, ck, 

deren Wirkung auf einen Punkt ,It der Koordinaten x y z zu be
stimmen ist, so kann man natiirlich die Kraft K als Re,.:u]t<1nte 
der Kriifte 

),,, -· ('. -
l,:UL ... k(H) 

' 
bestimmen. Es sind dann die Komponenten von /{. 

Zum Potential mehrerer geladener Punktc M; li 1 ... k) 
auf einen Punkt ,n 

Andererseits kann man <tber auch eine Kraftfunktion 

aufstellen, fiir welche der Ansatz gilt: 

aP 
]{ -

x ?x 

]{ 
y 

oF 
oy 

0 b' 
oz 

(10) 

(11) 



§ 87. Die allge01eine Massenanziehung, das Coulombsche Gesetz. 431 

Statt F fiihren wir wieder das Potential V = - F ein und 
erhalten den Kraftkomponenten 

7 ov 
K =- ---, 

X OX 

K ~-
ov 

(12) y oy, 

K =-, 
ov 

z oz 
Wieder konnen wir uns iiberzeugen, daB die Laplacesche 

Differentialgleichung gilt: 

o2V o2V o2V 
ax2 + oy'3 + oz'.!- == 0. (13) 

z 

.r 

Fig. 227. Zum Potential einer kontinuierlichen Massenverteilung. 

III. Handelt es sich jetzt urn eine kontinuierlich iiber 
ein gewisses Raumgebiet R verbreitete Elektrizitatsmenge, so 
kann der Satz vom Potential einer endlichen Zahl elektrischer 
Punkte Mi auch hier angewendet werden, indem man den ein
zelnen Punkt Mi als Raumelement dt = da·db·dc betrachtet, 
in welchem die Elektrizitat eine gewisse Dichte e besitzt, so 
daB gilt 

M;=edadbdc. 

Hierbei kann sich e von Ort zu Ort andern, also eine 
Funktion von a, b, c sein. Eine derartige Elektrizitatsver-
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teilung ist denkbar in einem Raum R Fig. 22 7, der von cinem 
vollkommenen Dielektrikum erfiillt ist, so daf3 die dem einzelnen 
Raumelement dT auf irgendeine Weise mitgeteilte Elektrizitiits
menge edT dauernd an dem betreffenden Orte erhalten bleibt. 

Das Potential des einzelnen Raumelementcs dr auf den 
Punkt ,11 wird nun: 

,uedadbdc 
··--~-- (14) 

V(:r-~ a)2 + (y- bY+ (y- I'J·!. 

Das Potential des ganzcn Haumgebietcs R auf ,u crgibt 
sich durch Summation der Einzel-Potentiale iiber alle Raum
elemente, d. h. dureh Integration iiber R: 

y = ,fl f JJ ~" (x- a)~-~ r~;~b~)~ -i (z --' 
R 

Nehmen wir jetzt die Ladung des Punktes ,11 -

heit an, so wird: 

(z- cr 

dcr Ein-

Dies ist der Ausdruck, den man gewohnlieh unter dem 
Begriff des Potentials cines elektrisch geladenen Raumes ver
steht. 

Die Formel gibt fiir ttlle Punk to x y z au13erhalb des 
Raumes R das Potential Ya. 

IV. Wiehtig ist zuniichst die Bestimmung Yon Ya fiir 
Kugeln mit homogener Elektrizitiitsverteilung. Handelt es 
sich um eine diinne Hohlkugel aus isolierendem Material des 
Radius R um den Anfangspunkt, der iiberall gleichmii13ig die 
ele.ktrische Dichte e mitgeteilt ist, ~:>o wird das Potential d V 
der Kugelzone A B auf den l'unkt der Ladung 1 

d V = :l R sin cp · ~ · R d I{' · g . 
1' . 

d V = ~ R2 n e sin rp d q . 
}' 

Das Potential der ganzen KugelfHiche ergibt sich hieraus, 

_ , ~sin If d1{' 
l =:! R- . ..., Q , 

, r 
0 
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welcher Ausdruck sich sehr vereinfacht, wenn man in dem 
Dreieck 0 A 1 ansetzt (Fig. 227 a) 

und differenziert 

dann wird 

r2 = R 2 + x2 - 2 R x cos cp 
r d r = R x sin rp d cp, 

x+R 

V=2R~ng J dr, 

x-R 

z 

;z; 
Fig. 227 a. Zum Potential einer 

diinnen Kugelschale. 
Fig. 228. Potential einer diinnen 

Kugelschale auf einen inneren Punkt. 

wo die Integrationsgrenzen sich wie angeschrieben ergeben, 
weil flir 

wird. 

r=x- R, 
r=x+R 

Die Auswertung des Integrals ergibt: 

V = 2-J} n Q (x + R- x + R) = 4 R 2 ng. (17) 
a X X 

Dies gilt flir einen auBeren Punkt X > R. 

Fiir einen inneren Punkt (Fig. 228) x < R wird aber bei 

rp=O 
rp=n 

und demnach das Potential 

T = R --X, 

r=R+x 

2nRe 
V. = - - (R + x - R + x) = 4 ;r; R o. 

l X -.... 

H or t, Ditferentialgleichungen. 2. Auf!. 28 
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Im Innern der Hohlkugel ist also das Potential unabhangig 
vom Orte des Aufpunktes. In graphischm· Darstellung er
gibt sich die Abhangigkoit des Potentials von der Aufpunkt-

I-

r li' + 
~~ J:--.>/ ~ -. ~ 

/ I 

Fig. 229. Potcntialwrt eilung bci einer diinnen Hohlkngcl. 

Entfernung x nach Fig. 22!1. 
der Kraft 

In dieser ist <tueh dor Yerlauf 

±JT R~!! oV 
K=-----

x (X 

oingetragen. Im Inn ern ist K, = 0, in der Kugeltliicho = 4 :r g, 
um mit wachsendmn :r stetig abzunehmen. 

z 

Fig. 230. Zum Potential ciner Voll
kugel auf einen auBeren Punkt. 

z 

Fig. 2ill. Zum Potential einer V ull
kugel auf einen inneren Punkt. 

V. Aus dem Potential der Hohlkugel leitet sich das Po
tential der Vollkugel wie folgt ab. Wir zerlegen die Yollkngel 
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in konzentrische Hohlkugeln des Radius r und der Dicke dr 
(Fig. 230). Jede dieser Hohlkugeln hat in bezug auf P das Potential 

4 r2 n odr dV = ---~-
a X 

und nach Integration von 0 bis R 

R 

V = ~ :rgfr2 dr 
a X • 

0 

4n R3 e 
-·--
3 X 

(18) 

Hieraus leitet man die Kraftwirkung ab: 

K _ oV __ +4nR3 e 
xa- - ox -- 3 x2 . 

VI. Liegt der Punkt P im Innern der Vollkugel (Fig. 231), 
so zerlegen wir das Potential in zwei Teile: 

VI herruhrend von der Vollkugel des Radius x. 
Vu herruhrend von der Hohlkugel des Innenradius x und 

AuBenradius R. 
VI= ~nx2 (!, 

R 

Yu = 4 n e f r d r = 2 n e ( R - x 2) • 
X 

(19) 

Also ist das Gesamtpotential der Vollkugel fUr einen innen 
liegenden Punkt 

Y; = ~ :~: x2 e + 2 n e (R~ - x~) = 2 n e R 2 - ~ n e x2 • (20) 

Die auf den Punkt ausgeubte Kraftwirkung ist 

oV. 8 n 
Kx;=- 0~=,- -3 xe+4nex 

= + tnex. 

Die graphische Auftragung fur Va und Vi sowie K xa und 
J( xi ergibt das nebenstehende Bild Fig. 232. Fur den Anfangs
punkt 0 (x = 0) als Aufpunkt hat das Potential sein Maximum, 
die Kraftwirkung ist gleich Null. Fur X= R ist V; = va' 
= ~ n e R 2 • Die Kraftwirkung nimmt von X = 0 his X = R 

2R* 
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linear zu und hat ihr Maximum ;~ ;r, c R in der Kugeloberfliiche; 
von da nehmen Potential und Kmft asymptoti~ch ah; die 
Kraft ist immer abstoBend. 

VII. Liegt der Punkt x y z innorhalb des Raume:,; R, dann 
wird das PoLontial 

udadbdc 
1:211 

(Y- W + (z.- c)~ 
R 

scheinbar unendlich, da man die Integrationsva,riabl<'n a, b, c 
iiber die Stelle x y z hinwegschicben muf:.. 

Fig. 232. Potentialverteilung bei 
einer Vollkugel. 

!I 
Fig. 233. Zur Differentialgleichung 
des Potentials in cinemPunkte einer 
kontinuierlichen Massenvcrteilung. 

Diese Schwierigkeit wird hebbar, wenn wir cine kleine 
Kugel zeichnen (Fig. 233), die don Punkt T' einsohlieBt. Dann 
kann man V, in zwoi Teile zerlegon, 

v; ~·. V1 - : r, ( 2 2) 

von denen V1 sich auf den von dor iiuHoren Raumbegrenzung 
und der Kugelflache umschlossenen Raum, V auf die Kugel 
bezieht. Fiir V1 ist aber P ein iiuBerer Punkt, also ist 

TTl = J.fJ v (x - a? ~ d(:-~ b ~ ~~ ( z -- ( ~~ 
Rl 

jedenfalls endlioh, und von r haben w1r die:-; eben bewiesen: 
also ist auch 

endlich. 
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VIII. Aus der letzten Gleichung ergibt sich sofort eine 
wichtige Folgerung, wenn wir sie auf die Beziehung des Po
tentials (23) 

zur Laplaceschen Differentialgleichung untersuchen. Wir 
bilden: 

a2 vi + a2vi + a2vi 
ax2 ay2- az2. 

a2 v a2 v a2 v a2 v a2 v a2 v 
= o/ + ai + 3z·} + ax2 + ay2 + az2. (24) 

Hier ergeben die ersten drei Glieder auf der rechten Seite 
:1\ull, da V1 Potential ,auBerer" Massen ist. Dagegen ergibt 

V =c 2 n (! R - ~ n (! r2 

als Potential einer Vollkugel auf einen innen gelegenen Punkt: 

a2V 4 

l ax2 =- ~n(!, 

()2 v 4 ·---=--no (25) a y2 3 ·' ' 

J 
a2V 4 
az2=-3n(!, 

1vie sich durch Ausfiihrung der Differentiationen an V ergibt. 
Demnach ist 

a2 V i:PV a2 V 
·a·· ,) + -;;;--;;- + a---:> = - 4 n 0 x· u y· z• ' 

(26) 

nnd mithin 

(27) 

Wir haben also den Satz: Fiir das Potential auf einem 
innerhalb des masse- oder elektrizitatsbelegten Ge
bietes gilt nicht die Laplacesche Differentialgleichung 
(6), s ondern die Poissonsche Differentialgleichung (27). 
Bezeichnet man die GroBe 

a2 V o2 V o2 V 
L1V = a;2 +a!/·+ az2 

als den zweiten Differentialparameter der Funktion V, 
so kann man die Laplacesche und die Poissonsche Gleichung 
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zusammenfassen. Erstere gilt an Orten der Massebelegung Null, 
letztere an Orten der Massebelegung <.!· Man kann dann sagen: 
Der zweite Differentialparamotor des PotentiaL, 
einer beliebigen riiumliohen Masso- oder Elektrizitiitt>
verteil ung ist gleich dem --· 4 ;;r-fachen der Vertei
l ungsdichte 10:l). 

§ 88. Allgemeine Eigenschaften des Potentials 

fiir unendlich ferne Aufpunkte und beim Durchgang des Auf
punktes durch Flachenbelegungen. 

I. Der Auo;druck fi.ir das Potential <1uf einen iiu13erE'n Punkt 

v =f'ff -- -- erladbdc 
" • V(x -- ar ry- W (z-

formt sich mit den Substitutionen (vgl. Fig. 234). 

z 

p 

z 

X 

y 

Fig. 234. Zur Untersuchung des Verhaltens des Potr,ntials 
im Uncndlichen. 

X~ y~ I q 
R~, 

:x:a yb zc 
-~- Z"" 

rR 
cos;', 

a'2 !_ { . ,- c:! r'2 

um in: 
V a == J J Je d a d h d c ( R" - :! r R col:l ?' -: - r'!. 1 

f f f 1 c- r ( r )~l-] 
= odadbdc-- .' 1 --- 9 -·-·CORJ' -'- ·-

~ R -R . ' R . 
!.. ~- -
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Setzt man nun 

( r )2 r 
R -2}_icosy=b, 

so wird 

fJJ edadbdc -~ va = .. --R~-~(1 +a) ·. 

Da aber r) mit wachsendem R, d. h. wenn der Aufpunkt 
immer mehr ins Unendliche riickt, immer kleiner wird, so kann 
man die Reihenentwicklung 

( 1 + a) -t = 1 + ( ~ ~) a + (-; ?J) a2 + ... 
anwenden und angenahert schreiben 

-~ 1 
(1 --+- a) ~ = 1 - - (5 

I 2 ' 

worauf angenahert wird: 

Va= f f sq~~-~bd~{1+ ~cosy-~ (;r}. 
Hier kann man die Integration ausfiihren: 

Va= ~f J Jedadbdc 

+ ~,jJ J Je(xa yb + zc) dadb de+ ... 

= ~f f fedadbdc+ ~3 {xf J JaQdadbdc 

+Y J J Jbedadbdc+z J J JcedadbdcJ+··· 
Setzt man hier: 

JJJedadbdc=M, 
d. h. gleich der Gesamtmenge der im Integrationsraume ent
haltenen Menge (Masse der Elektrizitat), so wird: 

M M{ ) Va=R-+ R3 x~+Yn+z~j+···' 
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wo 

_ J J J a 12 da db de . JJ J be da db de r __ J J J e Q da db de 
~- _____ M ______ ' Yj = ., M - 's -~ -J.ll -

die Schwerpunktskoordim1ten der raumerfiillenden Menge sind. 

Bezeiehnet man jetzt die Kosinus der Riehtung, ;mf welcher 
P ins Unendliche riickt, mit 

so wird 

cos/. c 

X 

R' 
y 

COS,tl. ~' R' 

z 
R' 

Y"·x = Mcos/c 
Mx. _ . ;-· 
-:fl3(x~+YIJ-1Zs)+···' 

Va·Y = Mcosp +- ~:~ (x~ + yr7 + z') ... , 

v" . z = JJI cos v 

Da nun mit lim R o ex; die zweiten und hoheren Glieder 
auf den rechten Seiten verschwinden, so ist bewiesen, chd3 V · x, 
V·y, V·z fllr limR 0 '- ex; endlich bleiben. 

Mittels der Formel 

findet man, daB 

oYa oR 
o7i ·a-:r -

ill 
- R~ cos/. 

-- 111 cos : ;, 

ist, und daB demzufolge auch 

1. Q i) v 
nnx· --" 

R--x OX 

endlich bleibt. 

Natiirlic:h gilt das auc:h fiir 

und 
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II. Wir haben bereits im vorigen Paragraphen den Fall gehabt, 
daBbeimDurchgang des Aufpunktes durch die belegteFlache einer 

HohlkugelderDifferentialquotient oV einen endlichenSprung erlitt. ox 
Im Innern der Hohlkugel war O V = 0; hart an der auBeren Flache ox 

oV 4 B . h d" G .. B . . war-~-= - na. ezew net man Je erstere ro emit emem 
ox 

-- Zeichen, die letztere mit einem +-Zeichen, so gilt: 

oV oV 
- - - -- = - 4 n a. ox+ ox_ 

Diesen Satz wollen wir fiir eine beliebige Flachenbelegung 
beweisen. 

Zunachst sei das Potential einer Kreisscheibe der Be
legung a vom Radius R, die in der y z -Ebene liegt, auf den 
Punkt P, auf der x-Achse liegend, zu bestimmen. 

Jeder Ring vom Radius r und der Breite dr liefert das 
Potential (Fig. 2 3 5): 

2nardr 

Nach Integration iiber die 
Kreisscheibe wird dann 

R 

v =c r~ na~~!:__ 
• [! 
0 

und mit [! c.= v:72 + x 2 

R 

V =f2 na ~-dr _ 
Vr2 +Y2 

0 

= 2na(YR2 +x2 -x). 

z 

f' X 

Fig. 235. Potential einer 
Kreisscheibe. 

Durch Differentiation nach x erhalt man hieraus iir po-
sitive x: 

~o:-t = 2na (vR/+x2 -1) 
und fiir x = 0 

ov+l =+2na. 
OX X=O 
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Dies ware also die erste Ableitung des Potentials gonommen 
nach positivem x in unmittelbarer Nahe dor belegten Flache. 
Nimmt man den Differentialquotienten nach negativem x (also 
auf der anderen Seite der FHiche), so 1Yird 

zv 
OX 

-2:-ru. 
0 

Durch Subtraktion wird 

av+ _ oV 
Jx ()a: 

-- 4:-ru. 

III. Hat man eine beliobig bolegte auch gekriimmte Fliiche F 
der :FHichendichtigkeit a, so fragen wir nach der Andenmg, die 

der Differentialquotient ~V des Potentials 
on 

v = rs- ... --- udf 
.J V(x--a)~+(Y-W·fiz-cf 

F 

z 

Fig. 236. Potential einer 
Kreisscheibe. 

.X 

z 

Fig. 237. Verhalten des Potentials 
beirn Durchgang durch einc Doppel-

tliiche. 

beim Durchgang durch die Flache erleidet, wobei wir mit n 
die Normale auf der Fliiche im Durchgangspunkto bezeichnen. 
Dieser Differentialquotient ist die in Richtung der Normalen 
fallende Kraftkomponente. Wir beschreiben nun urn den Durch
gangspunkt einen kleinen Kreis K (Fig. 236) und sctzen das 
Potential V der Flache zusammen aus dem Potential V K des 
Kreises und dem Potential V f des restlichen J1'ltichenstiickes: 

V = VK Vf" 
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Hiernach ist 

av + av + av K+ av K- ...L avr+ avr_ 
in - an = ---a:;;· - -an- I 8?~- - --an· 

Da aber i]_J!r als Potential entfernter Mass en stetig ist, so on 
bleibt nur iibrig: av + av _ 

·---- -- = -- 4na. on on 
IV. Des weiteren bestimmen wir noch das Potential einer 

DoppelfHiche. Zwei Flachen F und F 1 (Fig. 237) seien in 
der kleinen Normalentfernung dn einander parallel und tragen 
in einander gegeniiberliegenden Punkten die Belegungen - E 

und +t:1 • Das Potential eines Punktes P(x,y,z) wird dann 

V = f£1 dF1 -f-e_!F. 
, r 1 r 

F 1 F 
Hier ist 

r c~ Hx - a? -+ (u- b) 2 + (z- c'f, 
r1 = V(:_;_::::: a1 )2 + (j; = b1 )'3 + (z- c1) 2 • 

Wenn aber r und der kleine Abstand dn gegeben sind, dann 
ist r1 bestimmbar nach dem Satze von Taylor104): 

1 
1 1 a r 
-=--+-dn. 
rl r on 

Mithin wird, wenn wir noch voraussetzen, daB auf einander 
gegeniiberliegenden Flachenelementen dF und dF1 diesen umge
kehr t proportionale Belegungen liegen, daB also 

t:dF = El dFl 
ist, 

V ~ fj /,: dndF. 
F 

Hier kann man t:dn die Dichtigkeit der Doppel
belegung nennen und mit 'fJ bezeichnen; es ist dann: 

V = 17 --:-- --__ -= ----.c-c-===·-""'--~,-= dF II c 1 

, 0 n o V (X - a? + (y - b )2 + ( Z - C? 
F 

das Potential der DoppelfHiche auf den Punkt x y z. 
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V. Wir berechnen nunmehr das Potential einer krci::;formigen 
DoppelfHiche Fig. 2~8. 

t:l:: 

"" 

Das Potential der :E'liiche I bzw. 11 auf P ist. 

( dn)~ 
X- -- J' 
' 2. 

dn 
2 I' 

Also wird das Gesamtpotential 

-
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+E: 
II 

v v I 

z Setzt man hier w1e obcn 

f(L 

~ 
- .r 

-
-

c 
I 

.X 

j> 

nln · J), ;.;o wird 

I• [ :r J . ,_ = :? :7 IJ ~ R2 + .:r2 -- 1 . 

Die~; Potential gilt fl1r einen 
auf dem positiven Ast der 
a:- Achse liegenden Punkt, wes
halb das + -Zeidwn ange
schrieben ist. Liegt P auf 
dem negativen As~, "o wird 
ann log 

V _ c~= 2 :T lj • . - 1 . 

Fig. 238. Potential einer kreisformigen 
Doppelflachc. 

[ 
-T J 

V R2 -· x~ 

?\ ahert nmn ;.;ich nun von 
beidenSeitender Doppelflache, 

so wird, wiihrend man x kleiner und kleiner worden liiBt, 
V +- V _ · · 4 n17, d. h. das Potential V erleidet lwim Durch
gang des Aufpunktes durch eine Doppelfliiche einen cndlichen 
Sprung = 4 7l1), wo 17 die Belegungsdichte an der Dnrehgangs
stelle ist. 
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§ S9. Zusammenfassung und Ubersicht iiber die Aufgaben der 
Potentialtheorie. 

Wir haben nunmehr folgende Arten von N ewtonschen 
Potentialen kennen gelernt: 

1. Raumpotentiale V R, 

2 . .Flachenpotentiale Vp, 
3. Doppelflachenpotentiale V D. 

I. Setzt sich aus diesen ein Potential zusammen V = VR 
+ Vp + Vn, so geniigt dies der Laplaceschen Differential
gleichung L1 V = 0 in allen Raumpunkten, die weder dem masse
erfiillten Raum R noch den Fliichen F und D angehoren. Fallt 
der Aufpunkt in den Raum R, so lautet die Differentialgleichung 

L1V=-4:n:g, 
WO e die Massendichte am Orte des Aufpunktes bedeutet. 

II. Die Differentialgleichung fiir Aufpunkte, die auf den 
Flachen D oder F selbst liegen, ist von der Kriimmung der 
Flachen abhangig und soli hier nicht angegeben werden. 

Dagegen ist V an der Flache F in der Weise unstetig, daB 

oV+ ov_ 
--·-- -=-4:n:a on on 

wird, wahrend an der Doppelflache D fiir die Unstetigkeit gilt: 

Vn+- Vn- = 4:n:r;. 

a und 17 sind wie friiher die Belegungen der Flachen F und D. 
Abgesehen von den Flachen F und D ist V und eeine ersten 
Ableitungen 

ov 

iiberall stetig. 

cV 
oy 

ov 
oz 

III. Riickt der Aufpunkt x, y, z ins U nendliche, so wird 

V= 0, 
aber 

Vx, Vy, Vz und 

bleiben endlich. 

av Q 

-X" ex ' 
av • 
ayY", 

av • 
-Z" oz 

IV. Die Potentialtheorie beschaftigt sich nun einerseits mit 
der Berechnung der Potentiale gegebener Massenanordnungen, 
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d. h. mit der Berechnung bestimmter Raum· oder Fliichen
Integrale (Kugel, Hohlkugel, Krcisscheibe, Doppelfliichc ), die wir 
in einfachen Fallen in den vorigen Paragraphen durchgefiihrt 
haben. Zu der Bestimmung dieser Integrale fiir allgemeinere 
Massenanordnungen zieht man mit Vorteil die Differential
gleichung Lf V ~~ 0 her an, der ja jene geniigen miissen, nm Reihen
entwicklungen fiir die Integralc zu gewinncn. Hicrmit. be
schiifti?en sich die §§ 72 und 7:3. 

Dw hier gegebenen Entwicklungen gel ten als V orbereitung 
fiir die andere Aufgabe der Potentialtheorie, niimlich die Inte
gration der partiellen Differentialgleichung 

a2 V a2V iJ2V + -- + -- --·· 0 bzw. - 4 :T g 
ax~ ay~ cz~ --

bzw. der Anwendung dieser Integration zur Liisung von tech
nischen Aufgaben. 

V. Eine wichtige H.olle spielt zuniichst die Integration der 
Differentialgleichung 

.iiV=-4:-re 
in der Elektrostatik. Wie sehon dies Wort sagt, handelt es 
sich hier urn die Bestimmung des Gleichgewichtes elektrischer 
Ladungen. Bekanntlich unterscheidet man zwischen !Rolatoren 
und Lei tern. Auf den ersteren bleibt eine anfiinglich vor
handene Elektrizitiitsverteilung unveriindcrt, bei den letzteren 
ist die Elektrizitiit beweglich und sie verteilt sich stets so, daB 
sie gewissen Gleichgewichtsbedingungen Geniige leistet. 

Wir wissen schon, daB auf einer leitenden Kugel von 
Radius R die mitgeteilte Elektrizitiitsmenge 1~1 sich gleichmiiBig 
iiber die Kugeloberfliiche vcrbreitet, so daB iiberall die Dichte 

.. v 
o = 4~R2 

herrscht (wenn auBer der Kugel andere Ll'iter oder geladene 
Isolatoren nicht vorhanden sind). 

Ist jedoch auBcr der Kugel C, der die Elektrizitiitsmenge 1ll 
mitgeteilt wird, noch ein Isolator J mit fester gegebener Elek
trizitatsverteilung vorhanden, so vorteilt sich JJi nicht mehr 
gleichmaBig auf der Kugel C. 

Die Elektrizitatsverteilung ist unbekannt nnd soll bestimmt 
werden. Ihr Potential 

Vc J odr'! 
c 
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geniigt der Differentialgleichung 

L1V= 0. 

Da diese Differentialgleichung zur eindeutigen Bestimmung 
von V nicht geniigt, ist eine weitere Tatsache heranzuziehen. 
Hierzu benutzen wir den Satz, daB im Innern eines leitenden 
Korpers und auf seiner Oberflache das Potential aller vor
liegenden Elektrizitatsmengen iiberall einen und denselben Wert 
haben muB. Das Potential V aller Elektrizitatsmengen besteht 
hier aber aus V0 und aus dem Potential des Isolators VJ: 

V= V0 VJ= a=~, 
Da VJ als bekannt anzusehen ist, gilt fiir die Kugel: 

Auf Grund dieser Gleichung werden die Werte von V0 auf der 
Kugeloberflache vorgeschrieben, und es zeigt sich, daB V0 damit 
eindeutig bestimmt ist. 

Man nennt eine derartige Aufgabestellung, lt. welcher eine 
Funktion V innerhalb eines Gebietes eiuer gegebenen partiellen 
Differentialgleichung geniigen muB, wahrend an der Begrenzung 
die Werte der Funktion vorgeschrieben sind, eine Randwert
aufgabe. 

VI. Wir wollen gleich hier anmerken, daB die Rand
bedingung: Vist auf der Begrenzung gegeben, auch anders 
lauten kann. 

Bei den Aufgaben der stationaren Bewegung eines Korpers 
in einer inkompressibelen Fliissigkeit handelt es sich ebenfalls 
urn die Integration der Differentialgleichung 

L1V=0, 

die Randbedingung lautet hier aber: 

av 
an' 

d. h. der Differentialquotient nach der Normale der Oberflache 
des eingetauchten Korpers (hierdurch eine Stromungsgeschwindig
keit) ist gegeben. 
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Bei den Aufgaben der stationaren Warmeleitung hat man 
an der Grenze des betrachteten Korpers die Randbedingung: 

cV 
V + h -;::-- ist vorgeschrieben. 

on 
Man bezeichnet die Randwertaufgabe in den drei ange

fiihrten Fallen als erste, zweite und dritte Randwertaufgabe liH>). 

VII. Zur Losung der Randwertaufgaben gibt es im allge
meinen zwei W ege. 

Auf dem einen Wego hat man zuniichst die Differential
gleichung 

/1 r = 0 bzw. -- 4 ;-[ (} 

auf em solches orthogonales Koordinatensystem zu trans
formieren, daB die Flachc, langs deren V vorgeschrieben ist, 
die Gleichung 

·u -c konc;t. 
erhiilt. 

Dann sucht man die transformierte Differentialgleichung 

j V ( u, v, w) =" 0 rcsp. -- 4 ;-r g 

durch einen Ansatz 

r ''A c r w ' =::-- - n' 'u • 'n · 1 H 

" 
zu befriedigen, wo A, unbestimmto Konstante, Un. V,, Wn Funk
tionen nur von u resp. v oder w sind. 

Durch geeignete spezielle \Vahl von einor oder zwei der 
Funktionen gelingt es sehr haufig, fiir die iibrigbleibenden eine 
einfachere Differentialgleichung zu finden. 

Im allgemeinen existiert fiir jeden Index n oino solche 
Differentialgleichung, so daB schlieBlich sich das Potential V 
aus einer unendlichen Reihe von Funktionen aufbaut, die man 
oft Funktionen der betreffenden Flache n = kom;t. nennt. 

Der AnschluB von V an die Randwerte V (v, w) auf der 
Flache n = konst. wird im allgemeinen erreicht dureh gliedweise 
Integration und V ergleichung der Reihen 

J V (v1 w)· Vm Wm dvdw = f ~,A,[·" 1'11 W, Vm W111 dvdw, 
u u 

wo die Integrale sich iiber die Fliiche u -'= konst. zn erstrecken 
haben, und U den Wert der Funktion U auf dieser Flache 
bedeutet. 
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Bei den praktisch vorkommenden Fallen ergeben sich fiir 
die Auswertung der rechten Seite die Satze: 

J vn w, v m w m d v d w = 0' wenn n :z m 
u 

und 

fVn 2 Wn2 dvdw= f(n). 
u 

In diesen Fiillen find en sich dann die Konstanten 

A,.= Un ~(n)f V(v, w) Vn W,. dvdw, 
u 

womit die Randwertaufgabe formell gelost ist 106). 

Auf3er dieser Reihenmethode hat man noch die :Methode 
der Greenschen Funktion 107). 

Zur Aufstellung dieser Funktion sind einige Bemerkungen 
iiber die Darstellung von Raumintegralen durch Oberflachen
integrale erforderlich. 

§ 90. Der Integralsatz von GauB. 

I. Unter einem Raumintegral versteht man allgemein em 
dreifaches Integral 

J=fffF(x,y,z)dxdydz, (1) 

bei dem die Integration sich iiber aile z 
Raumelemente dr = dx, dy, dz eines 0 Bereiches r (Fig. 239) zu erstrecken hat. .r: L71 

Wir betrachten nun F (x, y, z) als LY 
ersten partiellen Differentialquotienten 
einer Funktion X (x, y, z) 

F(x, y, z) =oX (2) ox 
und versuchen das Raumintegral (1) 
in ein Oberflachenintegral umzuformen. 
Zur Durchfiihrung dieser Operation 
stellen wir eine genauere Betrachtung 
iiber das W esen der raumlichen Inte-
gration an. 

X 

Fig. 239. Zur raumlichen 
Integration. 

Zunachst fiihren wir die Integration fiir die x-Koordinate 
aus, d. h. wir ermitteln den Wert des Integrals bei konstant 

Hart, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 29 
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gedachtem y und z fur allein veriindt~rliches x. DaR Integral 
schreibt sich dann: 

J = fj'dy dzf~ .. '( dx. . . ox 
Die Grenzen des Integrals 

[ 'X 
~ - rlx 

• rx 

sind die Werte x1 und x~, die nach Auswahl von !J und z auf 
der Umgrenzungsfiiiche bestimmt sind Fig. 240. Es wird also: 

.1= ffdydzJ~!_dx=ffrZydzrX.~- X 1), (;3) 
• r! X 

x, 

z 

X 

---- Xz ---~--~ 

!I 
Fig. 240. Zum Integralsatz von GauD. 

wo xl und x2 die in den zu xl und X~ gehorenden Oberfliichen
punkten stattfindenden Funktionswerte sind. 

Beachtet man nun, daB dy d z die Projektion der heiden 
zu x1 resp. x2 gehorenden Oberfiiichenelemente d a1 resp. d a~ ist, 
so kann man naeh Einfiihrung der nach innen gericht,eten Ober
fliichennormalen n 1 und n 2 schreiben: 

dydz=dri1 ·cos(n1 x)= -dn~cos(n2 x). 

Hiermit wird aber 

(X2 - X1 ) dy dz == - X 1 cos (n1 x) d n1 - X 2 eos (n~ x) do.~ 

und das Integral wird 

J = - f f (X1 cos (n1 x) rl n1 + X2 cos (n~ x) do~). 
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Fiihrt man jetzt noch die Integrationen nach y und z aus, 
so heiBt dies nichts anderes als die eben erlauterte Operation 
fiir alle mit der U mrandung des Rahmens vertraglichen Parallel
epipede nach Fig. 240 durchzufiihren. Hierbei werden aber alle 
Endfl.achen d a dieser Parallelepipede in dem Integral vorkommen, 
d. h. man kann schreiben: 

Hiermit ist aber tatsachlich das Raumintegral in ein Ober
fiachenintegral iibergefiihrt. 

Diese Formel ( 4) schreiben wir noch fiir zwei andere 
Funktionen, Y (x, y, z) und Z (x, y, z) und die Koordinaten
richtungen y und z an: 

JY = fffoX dxdy dz =-J fY cos(nz) do, (4b) 
• • ay " 

Jz = J J f ~ ~ d X d y d Z = - J J Z COS ( n Z) d (J , ( 4 c) 

nach deren Addition der Integralsatz von G au B folgt: 

fff(ox aY az) J = -- + - + -- d X d y d Z ax ay az 
T 

= - J J [X cos ( n x) + Y cos ( n y) + Z cos ( n z) d a] . ( 5) 
a 

Dieser Satz gewinnt eine sehr einfache Gestalt, wenn wir, 
was immer mi.:iglich ist, X Y Z als Komponenten eines Vektor m: 
auffassen, dessen Divergenz dann 

ist: 

ax aY az -+-..Lox oy I az 

. ax aY az 
Div\.lt=-+ --+-. ex oy oz (6) 

Auch fiir X cos (n x) + Y cos (n y) + Z cos (n z) kann ein ein
facher Ausdruck eingefuhrt werden, namlich die Komponente A,. 

29* 
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von m: in Richtung der Normalen n. Dann lautet der Integral
satz von GauB: 

JDivm:drc= --(Ada. 
• II (7) 

1; (}" 

Das M:inuszeichen wird i.ibriglms zum Pluszeichen, wenn diP 
Normale n nach auBen gerichtet ist. 

II. Sind jetzt innerhalb cines raumlichen Bereiches r zwei 
Funktionen U (x, y, z) und V (x, y, z) gegeben, so kann man die 
aus diesen gebildeten Funktionen 

x -~ u~r -- v"_'~ )I 
c .r ( x 

Y=Fav rr:u, (I-ii 
(: .r ry ( · 

Z=Ucl"_rcuj 
oz (; z J 

als Vektorkomponent0n ansehen und die Divergenz 

ex 
o:r 

!'Y oZ 
~-- ! ____ _ 

ry oz 
berechnen. Es findet sieh hierfi.ir der Ausdruck: 

Ferner ergibt sich als n-KomponentP des durch X r Z be
stimmten Vektors der Ausdruck: 

so daB der Integralsatz nunmehr lnutet: 

[(U,IV- VliUJrlr=---f'(F 0- 1 ~- r~~')da. (10) ; . . en en 

~ 91. Einfiihrung der Grcenschen Funktiou. 

Von dieser Forme! geht die Greensche Betrad1ttmg aus, 
die den Zweck hat, eine Funktion V zu bestimmen, die im Innern 
eines raumlichen Bereiches 1: der meichung 

-- 4ng(:r,y.zi 
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geniigt und an der OberfHiche a und r: gegebene Werte Va an 
nimmt, d. h. die erste Randwertaufgabe zu losen. 

Der Gedankengang ist folgender: Innerhalb von r wird ein 
fester PunktP1 (x, y, z) (Fig. 241) und in der Entfernung r davon 
ein variabler Punkt P2 (a, b, c) angenom
men. Wir schreiben nun die Formel (10) 
§ 90, indem wir die Funktion U spezia
lisieren wie folgt: 

V6 gegeben 
f 

1 
U=--

r 

6 

und die Integration iiber r: uns in der 
Weise ausgefiihrt denken, daB wir P., alle 
innerhalb T moglichen Lagen annehmen 
lassen, wobei wir aber eine kleine Kugel Fig. 241. Zur Methode 

von Green. 
x mit dem Radius r~ urn P1 ausschlieBen, 

1 
wei!, wenn P., mit P1 zusammenfiele, - = oo werden wiirde, was 

" r 

nicht zuHissig ist. Da nun L1 ~ = 0 ist, so schreibt sich Formel(lO): 
r 

(1) 

wo die Zeichen - x und - o2 w andeuten, daB die kleine Kugel 
( sowohl ihr Raum x wie ihre Oberflache o2 w) vom Integrations
prozeB ausgeschlossen ist und ·wo sowohl V, L1 V, V a, wie d r:, 
da in den Variablen a, b, c auszudriicken sind. 

Diese ausgeschlossenen Bestandteile notieren wir besonders, 
indem wir fiir das Oberflachenelement der kleinen Kugel o2 d w, 
fiir ihr Raumelement o2 dod w setzen: 

fLJV(jdodw=-J'(':_aV _/!)(j2 dw 
" .. o 00 00 

J' w 

(2) 

wo w und d w sich auf eine Kugel vom Radius 1 beziehen. 
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Addieren wir jetzt ( 1) und ( 2 1 

f ~- I V d r .{ I I' r) d b d OJ 
r 

j.( [ r) av t r: v ,. 
---J(a-:---- ~-v)dw-- -----V----_-)rlo , , o o . , r r n r) 'll 

o-r)~('' 

und lassen I) unendlieh klein werden, ~-;o wird, wiihrend das nus
geschlossene Kugelgebiet verschwindPt : 

r1Vr~d.bdw = 0 l 
) ,,~~ ~ 0 j wegen lim r) 

fvdw 
In der letzten Formel bedeutPt rl den w pr( von r im 

Punkte P1 . 

In andE>rer Anordnung sehreibe11 w1r jetzt: 

'( . 1 I (--

1 I· V r - -----Y _)do. 
r ( n r·n. 

Diose .Formel lost H<:hon diP er;;k Handwnrtaufgabe, setzt 
;r 

aber voraus, daf3 am Hande diP Werte gegeben Hind, was ,·n 
nicht der Fall ist. 

Subtrahioren wir jetzt Formel (lU) ~ /iJ von (;l 1. so er-
gibt sich: 

4Jr V1 = J (u- ~ ) 11 V rlr- !V .I {T d r 

J (u- 1 ) r1 1· 
r( c :. ) 

-) F d (j. (4) 
r 1 r!n 'n 
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Hier ist der Wert von V im Punkte P 1 demnach gegeben, 
wenn man kennt: 1. ,1 V im ganzen Gebiete r; 2. V selbst im 

G b . d . B fl .. h 0 V ganzen e 1ete r un an semer egrenzungs ac e o; 3. - an on 
der Begrenzung (5 und 4. eine willkiirliche, jedoch nebst ihren 
ersten Ableitungen iiberall stetige Funktion U. Dber letztere 
diirfen wir Festsetzungen machen. Dies tun wir so, daJ3 wir 
zur Berechnung von V1 die W erte von V innerhalb r nicht zu 
kennen brauchen (wir wollen sie ja eben bestimmen) und daJ3 

aueh die Kenntnis von ° V nicht notig ist. Die heiden mittleren on 
Integrale sollen also fortfallen, was wir erreichen, indem wir 
von U die Eigenschaften verlangen: a) ,1 U = 0 im Gebiete r; 

1 
b) U -- = 0 an der Grenze 0. 

T 

. 1 
Fiihren wir hier fUr U - - die Abkiirzung G ein, so wird 

T 

die Eigenschaft a) fiir U erreicht, wenn im gam:en Bereiche 

il 0 = 0 gilt, da ja L1 _.!.. = 0 ist. Die Eigenschaft b) fiir U wird 
T 

dagegen erreic:ht, wenn an der Grenze o iiberall G = 0 ist. Mithin 
erhalten wir: 

J J. aa 
4 n V1 = G A V d r - V -c -do . , on (5) 

a 

Hier ist G die ,Greensche Funktion", nach deren Be
stimmung fiir einen gegebenen Bereich T und einen gegebenen 
Punkt P1 die erste Randwertaufgabe gelost ist. Die Funktion G 
enthalt dabei die Variablen x, y, z ebenso wie die Variablen a, b, c; 
letztere sind nach dem Voraufgehenden die Koordinaten des 
beweglichen Punktes P2 , dessen Hinwegschiebung iiber alle 
Punkte von r und o die Integration der Formel ( 5) liefert. 
vl bleibt dann als Funktion von X' y' z iibrig, wie es sein muB. 
Als Beispiel werden wir spater G fiir die Kugel bestimmen. 

§ 92. Das Potential einfachster Massenanordnungen und die 
Legendreschen Kugelfunktionen. 

I. Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zunachst erforderlich, 
statt der rechtwinkligen Koordinaten x, y, z Polarkoordinaten 
r, {}, rp einzufiihren. 
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Ein Punkt P der Koordinaten x, y, z (Fig. 242) hat Yom 
Anfangspunkt die Entfernung 

(1) 
Der Radiusvektor r schlieBt mit der positiven ;r-Achse den 

Winkel ·t~· ein; es gilt : (2) 
Ist ferner g 

so gilt: 
die Projektion von r auf die Y Z-Ebene, 

!} = r sin H. (3) 
Bezeichnet man den \Vinkel von g mit der positiven 

Y- Achse mit 1p, so hat man 

von 

X 

y =" (! eos q' = r sin 0· eoR !fl, lJ 
z = I! sin <J' = r sin 0 sin rp. 

Dureh die Gleichungen ( 2) und ( 4) >vird der Ubergang 
rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten vermittelt. 

z 

t 
p 

Willman umgekehrt von 
diesen zu jenen iiber
gehen, so hat man neben 
dem a us ( 1 ) folgenden 
Ansatz 

r =c v'.iJ--1 ?I" 

noch 

und 

,, 11) z- \ 

(5) 

arctg - . (6) 
y 

Fig. 242. Einfiihrung der Polarkoordinaten. Die Koordinaten 
r, 0, rp sind nicht unbe

schrankt veranderlich. Um aile l'unkte des Baumes zu erlmlten 
geniigt es, r > 0, n > {} 2: 0, 2 n > cp .:=:; 0 zu nehmen. 

II. Denkt man sich mit dem Radius r eine Kugel tllll den 
Anfangspunkt 0 beschrieben und bezeichnet man den 8chnitt
punkt der positiven x-Achse mit dieser Kugel als ,Nordpol" 
(Fig. 243), so kann man, in Anlehnung an die Verhaltnisse auf 
der Erde, den Winkeln 1~· und If' folgende Be:r,cichnungen hei
legen: 

D = Poldistan:r, [0 > {} > ::r l, 
rp = Lange l 0 > cp > 2 ::rJ, 
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wobei die positive Y-Achse als Anfangsachse fiir die Zahlung 
der Lange gilt. 

Des weiteren schneidet die Kugel die Y Z- Ebene im 
,Aquator", wahrend der gerade Kreiskegel, dessen Achse die 
X-Achse ist und der den Offnungswinkel 2 {} hat, die Kugel 
in einem ,Parallelkreis" schneidet. SchlieBlich schneidet die 
durch die X-Achse und den Punkt P bestimmte Ebene die 
Kugel in einem ,Me.ridian". 

z 
z 

a; 

Fig. 244. Polarkoordinaten zweier 
Fig. 248. Geographische Bezugnahme. Punkte. 

III. Kugel, Kreiskegel und Meridianebene schneiden sich 
in P rechtwinklig. In Polarkoordinaten sind die Gleichungen 
dieser drei Flachen: 

Nimmt man 3 weitere nahe benachbarte Flachen: 

hinzu, so begrenzen die 6 Flachen ein Raumelement dr, welches 
sich in Polarkoordinaten findet 

dt = r 2 sin{}drd{}dr.p, (7) 

wiihrend das Fliichenelement auf der Kugel r = 0 1 sich schreibt 

da=r2 sin{}d{}dr.p. (8) 

Liegen im Polarkoordinatensystem zwei Punkte P und P 1 

(Fig. 244) 

x = r cos 1J, y = r sin {} cos t.p, z = r sin {} sin t.p 
und 

x1 = r 1 cos {} 1 , y1 =' r1 sin {}1 cos t.p1 , z1 = r1 sin 81 sin t.p1 
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vor, so kann man nach dem von den Radienvektoren gebildeten 
Winkel w fragen. 

Zunachst findet man das Quadrat der Verhindungslini(' 
der Punkte 

PP{ 

2 r r 1 cos 1n . 

Nach Entwicklung der Quadrate linkR folgt 1nit 

der Armatz: 
:r J: 1 y y1 -I- z z1 o~ r r 1 cos OJ, 

mithin wird: 

d. h. nach (2) und (4) wird: coB w 

= cos B cos {} 1 + sin 13 cos 1p sin{} 1 cos f!\ - sin 0 sin 1( sin t31 sin 1(1 

~--c COS I~ COS {} 1 sin H sin {} 1 (cos (P cos q· 1 - sin If' sin 11 1 ) 

und sc:hlieBlic:h: 

cos w = cos{} cos /J 1 + sin {j sinD 1 cos (1p -- 11'1 I. (!l) 

IV. Auf die m definierten Polarkoordinaten wollen wir 
jetzt die Differentialgleichung des Potentials 

o2 V ;p V iP V ___ _[ ____ -

i).x2 ' o;t/ 
(! 

umformen. 

Zunachst henutr-Pn wir die Ber-iehungen 

y (!("OS If, ::: [! Slll If', 

y 
tg ip, 

I 10) 

(ll) 

( lla) 

und denken uns V auf die Variablen g und If' umgeformt. 

W ollten wir jetzt V (C, 1p) nac:h y und ::: differenzieren, 
so wiirden wir anzusehreiben haben: 

() v oV c' g (; V cq' 
i;y oQ oy crp oy 



§ 92. Das Potential einfachster Massenanordnungen. 459 

und 

l~m in diesen 

av _ av ae + avacp 
az - ae ·a;· acp a~· 

.. ae ocp Formeln zunachst - --· und - zu oy ay 
differenzieren wir die Gleichung (11 a) resp. 

e = Yy2 + z2 und rp = arctg~ 
y 

partiell nach y: 
0(! 1 2y y 
-- = --=== =- = coscp oy 2 yy2 + z2 e ' 

acp y2 z e sin cp sin cp 
-ay =~- y2 + z2.y2 =- e2- =- --(!-

Sind jetzt ae 
az 

arp 
und ---az 

(13) 

bestimmen, 

zu bestimmen, so differenziert man (11 a) partiell nach z: 

co z z . 
-~ ~ · --__ ----=c-· = -- = Sill qJ , 
oz yy2 + z2 (! 

ccp y2 1 cos cp 
-- ~-"'--"·----. az y· + z" y (! 

,Jetzt werden die Formeln (12) und {13): 

a v a v a v sin cp 
- = --.cos cp - --. ---- ' oy ae acp e (12a) 

a v a v . a v cos cp 
- =--·Sill cp + - · --. oz ae acp e (13a) 

Wird jetzt die z·weite Differentiation ausgefiihrt, so entsteht: 

o2 v o2 v a e o2 v a cp 
oy2 = 7Tiiae · ay + aya-;p· ay' (12 b) 

o2 V a2 V ae o2 V acp 
d-z-2-=-a-zae·az-+iJzacp ·-a-z·· (13 b) 

Fiihrt man die so angedeuteten Rechnungen aus, so erhalt 
man: 
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Somit ist L1 V zunaehst von x, y, z auf x, !J, rp transformiert. 
Soll jetzt wieder auf r, If, tp transformiert werden, so sind 

statt x und (! einzufiihren r und /} naeh den Beziehungen: 

J: ' 1" cos/}; !J == r sin 0 
resp. umgekehrt: 

() 

1~ = arctg -~ . 
• t: 

Hiermit erhalt man sofort: 

o2 v c~ v ~-~ v 1 c~ v 1 a v 
. -·-· _j_ ----~ '··= ·- -
i;ix2 I o(!2 cr~ r~ cO~ . 1" Zr 

( 15) 

und ferncr \\·ird: 
av ;; v . ,, 

= -' Sill 1J z 'J cr 
o V cos D 
iJH r 

(Hi) 

Nach einigen Zwischenrechnungen haben w1r dmm end
giiltig: 

L1 v = r ?~ (_~ r) + .. 1 - i]_ (sin ~~ i) v) or- Sllli~O~ (Jt9 
j 

sin~ l'l crp~ 

1 
(I \1 7) 

oder nach Einfiihrung der Abkiirzung 

eos 19· = lt 

-( 
\ 

X 

ro'·V) 0( o- (r 1 o J 
r - - --- ,- -- )(1 

ar'J ' a,n l 

z 

/ 
.p 

. y1 
·') ( I I 

--- ,u-, a,;;J -, 1 1." v 
0. '1 H) 

·y 

V. Wir werden zuuachst 
die Differentialgleichung 
( 1 t>) auf ein sehr Pinfaches 
Potentittl anwenden. Es 
handele sich um das Po
tential T des Nordpols N 
cler Kugel mit dem Radius 
1 auf einen Punkt P (Fig. 
245). Beide Punkte haben 
die Belegung 1. lst das 
Entfernungsq uadmt 

Fig. 245. Zum Potential eines PunkkK 
auf der EinheitskugeL NY:. =R, 

so hat man <las Potenti~tl 
zu formulieren: 

T, = -

- {R 
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Die Polarkoordinaten von P sind r, f), ((!, die von N: r1 = 1, 
1'}1 = 0, cp1 = 0. Dann wird 

+ VIi= + V1+ r~ - 2 r cos w. 

cos w = cos 1'1 cos f) 1 + sin{} sin{} 1 cos ( ((! - ((!1) = cos{}, 
also 

und 

T = -"--- c:__ = = f(r) ~= R-}. (19) 
..J_ ' 11 - 2 r cos f) --L r2 

I v I 

Das Potential T des Punktes 1, 0, 0 auf den Punkt r, f), ((! 

ist also nur von r und der Poldistanz f) abhangig. 

Ist zun achst r < 1, so kann man ( 19) in eine nach Potenzen 
von r fortschreitende Maclaurinsche Reihe entwickeln: 

T =' f(r) = f(O) + f"'(O)r + ;-~~) r~ + C'2~{r3 + ... (20) 

Wir fiihren hier an f(r) = . __ 1 . __ -~ die vorge
V 1 - 2 r cos f) + r" 

schriebenen Differentiationen der Reihe nach aus. Zunachst ist 

Ferner wird: 
f(O) = 1. 

f' (r) = R-} (cos~?- r) und 

f' (0) =cos f), 

f" (r) = - R-~ + 3 R-~ (cos{}- r)2 und 

f" (0) = 3 cos2 {} -- 1, 

f"' (r) = - 9 R-% (cos f)- r) + 15 R-l (cos f)- r)3 und 

f"' (0) = 15 cos3 f)- n cos f). 

Somit entspringt der Anfang der Entwicklung: 

, 2 3 cos2 f) - 1 3 5 cos3 f) - 3 cos{} 
T=,1-l·rcos{} 1 r- -------+r ----------- + ... (21) 

I 2 2 . 

Denkt man sich die Entwicklung weiter gefiihrt, so be
zeichnet man den Koeffizienten der n-ten Potenz von r, da er 
nur von cos{} abhangt, mit P, (cos B) und man hat 

T = P0 (cos fJ) + r P 1 (cos fJ) + r2 P 2 (cos B)+ ... 
00 

= _2rn P 11 (cos{}) (22) 
0 



462 Die Differentialgleichung des Potentials. 

oder, wenn man cos iJ , = ,u setzt: 

T'- \\n p \ 
...;;._- ;I I /i). (23) 

0 

Das allgemeine Bildungsgeseb; fiir 1'" (ft) lautet,; 

p ( )= xn)!_ [ ln- _1!__~= ll_ un-2 _L n(n --l)(n- 2)(1?- 3) un-4 

nfl 2nn!n! f 2(2n--l)' 1 2·4·(2n-l)i2n 3)' 

__ n(n~l)(n-2)(n---3)(n--4)(n- 5)un-B ~ ... 
1

• ( 24) 
2·4·il·(2n-1)(2n--3)(2n--f>)' · 

Man nennt die so dcfinierten Funktionen P,(,u) einfache 
(Legendresche) Kugelfunktionen n-ter Ordnung, wclche ganz 
und rational sind. Die Funktionen dcr 4 niedrigsten Ord
nungen lauten: 

l 
P 0 (Jt)=1, 

P 1 (u) = cos{} - p, 

P 2 (fl) =' ~ (3 COK2 /?- 1) '~ ~ (3 fl 2 - 1), 

p 3 (a)==~ (5 cosa {}- :l coR 8) = ~ (f> ,u'1 - il ,u), l 
P4 (fl) =~ ~ (35 eos4 {}- 30 eos2 19 3)- ~ (35 ,u4 -- 30 ,u2 _:_ 3), 

. . . . . . . . . ... 

VL Tst im Potential (19) abcr r • - 1, so bildc man: 

(1\ _,'_ (-1-)" 2 ;;:)' COK /) 
I I \J' 

( 2()) 

und entwickle dies nach Potenzen von (t). Es ent~pricht dann: 

x1 ( l \ n 
r T - ) I -) P (co:-< /J) 7 \r 11 , 

oder 

1' 

1 P 0 (cos 1~) +- : .P1 (co,; 1~)- - -1.-P., (cos/}) 
r · r- · - r· -

(27) 

womit dieser Fall auf dieselben Kugclfnnktionen wriickgefiihrt 
worden ist. 
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VII. ~unmehr erinnern wir uns wieder daran, daB T ein 
Potential ist und als solches die Differentialgleichung (18) er
fiillen muB. Diese vereinfacht sich, da T von fP unabhangig 
ist, zu: 

(28) 

Versucht man hier den Ausdruck (23) fiir T einzusetzen, so 
entspringt: 

l;rn [en+ 1) nP (,u) + ~ (1 - f-i 2) oPn (ft)J = o. (29) 
0 n 0 fl 0 f-i 

Diese Gleichung kann aber nur dann erfiillt sein, wenn die 
Koeffizienten von rn Null sind, d. h. wenn gilt: 

(30) 

Dies ist aber eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in ,a, wie wir durch Dbergang vom Zeichen o zu d 
bereits angedeutet haben, und Pn (t.t) ist ein partikulares 
Integral von ihr. Man kann (30) nach Ausfiihrung der Operation 

_!:..._ noch schreiben: 
d,u 

(1 - ti3) rJ__J_P_n_~,u2 - 2 f-i d p n_(f{)_ + n ( n + 1) P (ft) = 0. (31) 
d,u" dtt ' n 

Wie wir aus der Theorie der Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung wissen, baut sich das allgemeine Integral aus zwei 
voneinander unabhangigen partikularen Integralen y1 und y2 

mittels zweier willkiirlicher Konstanten auf: 

(32) 

Wir wollen nun Differentialgleichung (30) direkt integrieren, 
urn die heiden voneinander unabhangigen partikularen Integrale 
zu finden. 

Es werde ein Integral y1 als Potenzreihe mit unbestimmten 
Koeffizienten und Exponenten angeschrieben wie folgt: 

00 

Yl =.2 Ak!lmk. 
k=1 

(33) 
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Dann wird 

nnd 

_ri:__[Cu2 -1) ~?/1--ll ==-~[i1Akmkprn"+t_ i1 A,,,m.k,dm"-t 
d,u d,u~ d,n k=l k=t 

= _lr1 A" mk (m" 
k~l 

l),t.~mk -2.1A1,,m1,(m1, -- 1),u11'k-". !34) 
k= 1 

Fiihren wir nun (33) und (34) in die Differentialgleichung 
(30) ein, so muB gelten: 

oder 

n (n + 1),}) A1, ,umk c .1_,1 A,,, mk (mk -i 1) ,u"'k 
k~·l k=l 

- ,}) A" rnk (m1, - 1) ,ttmk --" 

k=l 

~A1,{[n(n -~-1) -rnk (rnk + l) J ,llmk m1Jmk -1) ,umk - 2) ~= 0. 1 ilii) 

k=l 

Diese Reihe ist identisch mit folgonder: 

\ 1{A rn (m -- 1 ·) l("'k- 2 .L.J 7; k I;., 

k~O 

wenn A0 = 0 gesetzt wird, wie man sich Jeieht iiberzeugt. 
Diese Reihe muB nun identi::;eh Null ergeben, was zuniichst 
nur moglich ist, wenn rn"- 2 ~= rnki-1 ist, d. h. wenn die Ex
ponenten zweier aufeinanderfolgondor Glieder diP Differenz 2 
m absteigendem Sinne haben: 

m 1 -- 2 ·=· m 2 , 

rn~ - 2 =~ m3 = = rn 1 - - 4 , 

m,; - 2 =-=· ra4 • -- rn 1 -- G, 

m 1, - :.! ~ mk, 1 = = rn1 -- '2 k, 

m" m1 - :.l k 2. 

(il7) 
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Dann geht die Summe iiber in: 
00 

_27[A1,(m1 - 2k + 2)(m1 - 2k + 1) + Ak+l [n(n + 1) 
k=O 

- (m1 - 2 k)(m1 - 2 k + 1)] ,um,- 2k. (3H) 

A 0 = 0. 

Diese Potenzreihe hat als erstes Glied: 

A1 [n(n + 1)- m1 (m1 + 1)] ttm•, 

welches nur verschwinden kann, wenn 

m1 entweder 

= n oder 

=- (n + 1) 

(38a) 

(38b) 

Ferner gilt filr die folgenden Glieder als Verschwindungs
bedingung: 

Ak+l-_~, -· Akn(n~\~2 ~~=-~)}ll)c:~~~-t/0-1)) 
~ = _ A ( m1 -- 2 k + _ 2 )( m1 - _2 k _--f:- 1) . 

1' ( n -- m1 + 2 k) ( n + m1 - 2 k + 1) 

(39) 

Dies ist eine Rekursionsformel zur Berechnung des Koeffizienten 
/n 

Ak, so bald wir uns fur einen der Werte von m1 = < ent-
- (n + 1) 

schieden haben. 

Wahlen wir zunachst m1 = n, so entsteht folgende W ertreihe: 

A =-A !1J~-= 1) 
~ 1 2(2 n- 1' 

A =_A (n·_:--::_2)(11,_-::~_3) =A (n_::-:B)(n_=_~)('fl,.=_l)n 
3 2 2·2·(2n-3) 1 2·4·(2n-3)(2n-1)' 

(40) 

. (n-2k+2)(n-2k+l) Ak L1 = - A - -------· --- - -
-. 1' 2 k (2 n- 2 k + 1) ' 

_ k (n-2k+1)(n-2k+2) ... (n--1)n 
Ak -- (- 1) A1 2-k k.! (2 n ::_ -2-r-t 1) . .'. (2 n- i-) --, 

womit das gesuchte partikulare Integral gefunden ist: 
Ho rt, Ditferentialgleichungen. 2. Auf!. 30 
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% 

Y =c A (fln ··•. \'( -- l)k 
1 1 ' ~' . 

kc 1 

(n- 2 k + 1) ( n -- 2 k) (n -· 2 k + 3) ... (n 
2 k ~ .. k ! (2 n --- 2 k --1- 1) ... 2 n -- 1 

' . 
Diese Reihe hort, wenn n eine positive ganze gerade Zahl ist, 

b · k n d d · b · k n -· 1 lb e1 = -- o er, wenn n ungera e 1st er = von se st 
2 2 

auf. Die Formel ( 41) liefert ein erstes partikulares Integral der 
Differentialgleichung (36), und wir erkennen, daB, abgesehen von 
dessen Faktor A, der unbestimmt bleibt, nach Multiplikation mit 

__(~ n)! y1 iibergeht in unsere Legendresche Kugelfunktion 
2nn!n! 
Pn(fl), die wir .,erster Art'· nennen wollen. 

Wahlen wir nun fiir die Gleichung (38a) die Losung 
• I ) m 1 ,- - (n 1 l , 

so erhalten wir statt (39) fiir die Koeffizienten A die Rekur-
sionsformel 

(n+:!.k--l)(n 2k) 
Ak" 1 ,. A, . -

· ' 2k(2n-j-2k I 11 

und mit 
mk == -- (n -~ 1) - 2 k + 2 

die unendliche Reihenentwicklung: 

y 2 cc A 1 (11 -(n+IJ ' 

( 42) 

l;_(n_± 1)~1J,_t_~) ... (n + 2 k ·- 1) (n -~-2_k)1c(n! 11_2k) (42 a) 
k= 1 2kk!(2n+3)(2n+5) ... (2n+2k+1) · 

Dies ist das zweite von uns gesuchte partikularc Integral. Wir 
mnltplizieren noch mit 

2nn!n! 

(2n;)t! 
und nennen: 

2n n! n! n! 
Qn(fi.)= (2n~--l}!y2 = 1·3·5· ... ·(2n+ 1).y2 

( 43) 

die Legendresche Kugelfunktion zweiter Art. 

Fiir die niedrigsten Grade n erhiilt man a us ( 43) und 
( 42 a) die Entwicklungen: 
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1 1 1 1 1 1 
Q,tt= ·+- -·+--o+··~+··· 0 ,a 3 ,u3 5 ,u" ,u' 

1 ,Ll -f- 1 
= ···.· lg- - (- 1 > ,u > + 1), 

2 ,u-1 

1 ' 1 1 (J 1 (,n) = ·3- -_, -J- -.- 4 + 7--6- + ... 
f.l- ;) ll ,u 

(- 1 > ,11- > + 1). 

Fig. 246. Niedrigste Legendresche Kugelfunktionen zweiter Art. 

Allgemein gilt: 
1 ,u + 1 {2 n - 1 Qn (,u) = 2 Pn (tt) log f.l _ 1 - 10~- Pn-1 f.l 

2n-5 2n-9 } + 3 (~=-1)Pn-s(fl) + 6~n.=_2)Pn-5/l + ... (- 1 > fl > + 1). 

Mittels dieser Formel konnen die Funktionen Q., aus den Pn und. 
der logarithmischen Funktion berechnet werden.. Fiir 
,u== + 1 werden samtliche Q logarithmisch unendlich. Graphisch 
werden Q0 und Q1 etwa nach Fig. 246 dargestellt. 

30* 
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Die heiden Funktionen J>" (,u) und (~" l,u) zeigen nun folgendes 
verschiedenartige Verhalten: 

P, (,u) = (- 1)" P, (.u); </J ·· ,u) = (- 1 )n+l (/ 11 (,u). (44) 

P" (p) ist endlich fiir allo ,u und wird unendlich fiir ,u ,, . x. ( .15) 

Q,. (tt) ist unendlich fiir alle ,u . - 1 und ,tt < ·· 1 und ver-
schwindet fiir tt =• x. Fiir tt • + 1 wird Q (t.t) ebenfalls x. 

I I -- /l i 

Setzt man ,u = cos.,~, so wird die Variable fl auf das Inter
vall - 1 < ,u < + 1 eingeschrankt und ma,n kann sagen: 

n " ' (46) 
P (tt) = P (cos iJ) ist als Funktion von /} endlich, } . . 
Q,.(,u) • ~ Q" (cos1~) ist als Funktion von ~~ uncndlich .. 

Wir beschaftigen uns fortan nm noch mit der Funktion 
1', (p). 

VIII. Zuniichst ergibt sieh, da fiir cos /J 

1' c 

~· 1 :! r cos 0 + r~ 
T •• 

1 
. ·~ 1 r r~ ·· ,.:1 -

r 1 ·-- :! ?" -I · r~ ... r 

wird, daB P (eos/J'J fiir cm:O= 1 den Wert nnnimmt 
11 • 

1', 11) •. 1. 

Ferner ergibt sich am; 

Pn ( - 1 I ~ I -- ll" 1', (1 I - ( - 1 )", 

daB P ( -- 1 ) •· • · : 
H' I 

i~t, wenn n gerade, 

Weiter ist 1',10) --

pll (Ill ~ ( 

wenn n gerade ist. 

n ungerade. 

(), wenn n ungerade, a lwr 

1 : 1 · ;{ · ;) · ... · (n -- 1 1 

1)' . ' :! . -~.b ..... 11 

Fiir die \\' erte l',(,u) fiir beliebiges ,tt re~Sp. von PJ cos N) 
fiir beliebige {) gibt es Tafeln 108), deren Eingang entweder nach 
Bruchteilen von 1 (p) oder nach Winkelgraden fortschreitet. 
Eine auf zwei Dezimalen abgekiirzte Tafel von P, (,u) ( n = 1 
bis 7) ist vorstehend als Tabelle 20 abgedruckt, wiihrend Tabelle 21 
die Funktion P" (cos t9) von 5° zn :) 0 auf Dezimalen gibt. 
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Mit Hilfe dieser Tafeln sind die graphischen Darstellungen 
einiger Legendrescher K. F. Fig. 247-250 gewonnen. 

0 
0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,41) 
0,50 
0,55 I 
0,60 I 

0,65 
0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
O,!JO 
0,95 
1,00 

oo 
5 

10 
15 
20 
2!) 
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50 
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60 
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70 
75 
t<O 
85 
90 

0 
0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0 25 
o:3o 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 
0,55 
0,60 
0,65 
0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 
0,95 
1,00 

1,000 
0,996 
0,985 
0,966 
0,940 
0,906 
0,866 
0,819 
0,766 
0,707 
0,643 
0,574 
0,500 
0,423 
0,342 
0,259 
0,174 
0.087 
o;ooo 

-0,50 ·, 
- 0,49 
--0,48 
-0,47 
-0,44 
-0,41 
-0,36 
-0,32 
-0,21) 
-0,20 
-0,12 
-0,00 
--'-- 0,05 
-+- 0,13 
+0,23 
+0,34 
;--0,46 
+0/i8 
--'--- 0 71 

;__ o:ss 
+ 1,00 

1,000 I 

0,989 
0.955 
o;9oo 
0,82.) I 

0,732 ' 
0,625 
0,507 
0,380 
0,250 
0,120 

-0,007 
-0,125 
-0,232 
-0,325 
-0,400 
-0,453 
-0,489 
-0,500 

Tabelle 20. 

I I 
0,00 • + 0,38 1 

- 0,07 + 0,37 ! 

-015 ' +0,34 ! 
-0:22 1 -!-0,29 I 

- o,28 1 + o,23 
-0,34 I + 0,16 
- 0,38 ' + 0,07 
- 0,42 I - o,o2 
- 0,44 I - 0,11 ! 

- 0,45 1 - 0 21 ' 
-0,44 i -0:29 ' 
-041 ' -0,36 i 

-0:36 I -0,41 I 

- 0,29 I - 0,4H 
-0,19 ; - 0,41 
-0,07 -0 35 
-!--0,08 -0'23 I 

!-- 0,26 - o:os 
+- 0,4 7 ---'-- 0,20 
-L () 72 -'- 0,55 , 
-~ 1:oo + 1,00 

Tabelle 21. 

0,00 
--1-0 09 
+o:18 
--'---0,25 
+0,31 1 

+0,34 I 
+0,34; 
+0,32 
+0,27 
+0,19 
+0,09 
-0,03 
-0,15 
-0,27 
-0,36 
-0,42 
-0,40 
-o,29 

-0,08 
+0,37 
:---1,00 

-0,31 
-0,30 
-0,25 
-0,17 
-0,08 
+0,02 
70,13 
+0,22 
+0,29 
+0,33 
+0,32 
+0,27 I 
--'--- 0,17 
+0,03 
-0,12 
-0,28 
-0,39 
-0,40 
-0,74 
+0,19 
+- 1,00 

0,00 
-0,11 
-0,20 
-0,26 
-0,29 
-0,28 
-0,22 
-0,13 
-0,01 
+0,11 
+0,22 
+0,30 
+0,32 
+0,27 
+0,15 
-0,03 
-0,24 
-0,39 
-0,38 
+0,01 
+- 1,00 

I 
1,000 i 
0,977 I 

0,911 
0,804 
0,615 
0,502 
0,325 
0,145 

1,ooo 1 1 ,ooo i 1,ooo 1,ooo 
0,962 , 0,944 I 0,922 0,896 

-0,025 
-0,177 
-0,300 
-0,389 
-0,438 
-0,445 
-0,413 
-0,345 
-0,247 
-0,129 
-0,000 

0,853 I 0,784 I 0,705 0,616 
0,685 I 0,547 : 0,398 0,245 
0,476 I 0,272 I 0,072 -0,107 
0,24 7 • 0,001 ! - 0,205 - 0,346 
0,023 1 - 0,223 i -0,374 -0,410 

-0,171 1 -0,369 -0,412 -0,310 
-0,319 -0,420 -0,313 -0,100 
-0,406 -0,376 -0,149 +0,127 
- 0,428 - 0,255 + 0,056 +- 0,285 
- 0,385 - 0,087 + 0,230 + 0,319 
- 0,289 + 0,090 +- 0,323 +- 0,223 
-0,155 + 0,238 + 0,314 + 0,042 
- 0,004 + 0,328 + 0,209 - 0,49 
+- 0,143 + 0,343 + 0,043 -0,273 
+ 0,266 + 0,281 -0,132 -0,284 
+- 0,347 --'--- 0,158 -0,264 1- 0,17'3 
-!-- 0,375 + 0,000 , -0,313 1 + 0,000 
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Die Funktionen der niedersten Ordnung erweisen sich als 
identisch mit bekannten elementaren Funktionen: 

/ 

I 
I 
I 
\ 

Fig. 247. Legendresclw 
Kugelfunktionen erster Art 

der Ordnung 1 und 2. 

p o (,a) = = 1' 
P 1 (,u) == gerade Linie, 
P2 (,u) =-== Parabel, 
P 1 (cos 8) = Kosinusfunktion der Pe

riode 2 n, 
P 2 (cos 1?) =~ Kosinusfunktion der Pe

riode ;r. 

Die Funktionen P,. (,a) hoherer 
Ordnung sind, wie schon oben be
merkt, ganz und rational von n- tem 
Grade und ihre n Nullpunkte liegen 
samtlich im Intervall - 1 < ,a < + 1 . 

Betrachtet man zwei aufeinander
folgende Funktionen pn-l (,u) undP n (,u), 
z. B. P4 und P5 , ;;o schlieBen zwei 
benachbarte Nullpunkte der einen 
einen N ullpunkt der andern ein. 

Diesen Satz wollen wir nicht beweisen. 
Ebenso wollen wir ohne Beweis die folgenden Satze an

schreiben, die oft gebraucht werden: 

p (u) = __ 1_ ancu~ -- 1)n 
u ~ / ~nn! d lln 

I -1.0 -- ·- --'/ ..n: 
-.Jl" -2 

--- -+-- --- -~- -- ~ 
+ .11: -rJr 

2 
Fig. 241'. Die Funktionen P, (eoH t?) und P, (eoH 0). 

d. h. die Funktion Pn (;~) findet ;;ich durch n-malige Differen-
( 2 1)" 

tiation der Funktion 11-==- -
2"n! 

:Ferner gelten fiir a Kugelfunktionen aufeinanderfolgender 
Ordnungen die Rekursionsformeln: 
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und 
(n + 1) Pn+l (!~)- (2 n + 1) ,uPn (~) + nPn-1 (~) = 0 

dP<n+!] (~)- (2 n + 1) p. (!~)- ~!'_!!__-1 (p_) = 0. 
d~ · n d~ 

IX. Nach diesen Le- \ 
gendreschen Kugelfunk- _ 1 

tionen laBt sich eine im + 1 

Intervall - 1 < ~~ :::;;: + 1 
gegebene willkiirliche ein
deutige Funktion f'(ft) in 
eine Reihe entwickeln wie 
folgt: 

I II 
11 

-------~-------- ':t1 

f(,u) = C'lP0 (~) 
+ Ct pl (,u) + ... 

~ 

= 2)cl,P7,(~), 

I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

wo die Koeffizienten C~< 
sich bestimmen aus _______ _j 

t-1 1 +1 
2k+1J C,,= 2 · f(tl)P~o(,u)dt~· Fig. 249. Legendresche Kugelfunktionen 

erster Art der Ordnung 4 und 5, 
-1 

Fig. 200. Die Funktionen P4 (cos{)) und P_; (cos{}). 

Hiernach lassen sich z. B. die niedrigsten Potenzen von fl 
durch Reihen der Legendreschen Funktionen wie folgt dar-
stellen: p ( ) 

,fl = 1 ~ ' 

,Ll2 = JPl (~) + lPo(p), 
,u3 = }P3 (~) + i-Pt (~), 
/(~, = :;~P4 (p) + i P2(~) + fPo(,u) 

usw. usw. 
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* 93. Die allgemeinen Kugelfunktionen. 

I. Handelt es sich jetzt mn das Potential T 1 eines be
liebigen Punktes P 1 Fig. 251 der Polarkoordinaten 1, I}l' ':Pt, 
auf der Einheitskugel, auf ei nen Punkt P (r, {}, rp), HO wird, 

z 

y 

Fig. 251. Zur Einfiihrung der allgeHl<'inen 
Kugelfunktionen. 

Nach Formel 19) § ~!2 w<Lr aber 

wenn beide Punkte mit 
det· Masse 1 belegt sind, 

' i 1 ) 
~ r cos oJ-';-r~ 

wenn w der Winkel P 1 0 P 
ist. Dies Potential ent
wickelt man, fa.lls r > 1, 
ana.log (:! ~) § ~J 2 in eine 
Rcihe: 

'l' -~ \ 1r"P icosw). 12) 
I~ J/\ , 

n o 

<:OS(!) =c COS/) COS{} 1 + Hin /) Hin /1 1 COS'!' cos 9 1 

-· t-~in 1? sin /}1 sin 9' Hill q 1 , 

womit die Funktion P (cos w) cine Fnnktion von 
"' 

~=em;{}, 1) =c ~;in 1? <:OS Cf', ( -= sin1? sinq; (4) 

wird, die in ~. 1],; ganz und rational vom n-ten Grade ist, 
wobei man /}1' q>1 als konstant betrachtot. 

Die Funktionen P, (~, 11, C) niodrig~;ter Ordnung lauten: 

Hier sind die Koeffizienten a. \·on cot>1?1 ,sin0 1 eosr; 1 ,sin1~1 
sin q;1 abhangig. 

Will man die Abhiingigkeit dieser Funktionen von {} und rp 
ausdrii.cken, so bezeichnet man t>ie mit X" (If, rp) nnd man hat 
fii.r die Entwicklung des Potentials: 

T = \ 1 r" X I 0 'I 1 • 
1 - II ' 

(5) 
n=O 
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LaBt man in den Gleichungen ( 4) {} in n - {}, rp in rp + n 
iibergehen, so gehen ~. 1J,' iiber in - ~. - 17, -' und gleich
zeitig geht x,(~fJ,rp) iiber in: 

Xn(n- {},rp+n) = (- 1)n X,(&,rp), 
die geraden Funktionen X behalten also ihr Vorzeichen, die 
ungeraden wechseln das V orzeichen. 

Als Potential muB ferner T 1 (r,{J,rp) der Laplaceschen 
Differentialgleichung geniigen: 

r o2 (r :\) . 1' ~o. (sin t'f ~ T..!) + -o-\-- o'JT;. = 0. (6) or sm 0 o ~'} o ~~ sm- 1'! o rp· 
Fiihrt man an dem Ausdrucke (5) fiir T1 die angegebenen 

Operationen aus, so entspringt: 

r n(n+ 1 ;·- · ---· Sill II ···· · ·T .--.,- --Q = 0. 7 :>: n{ ' )X 1 0 (··,· 4 oX11 ) 1 1 o2 X,.} (·) 
...:.....; 11 smt9• 0 ,f) ' 0 ,'} Sill" .,f) 0 T" 

Diese Summe kann aber nur verschwinden, wenn jeder 
Koeffizient von rn verschwindet, d. h. die Funktion X,.({}, rp) 
muB der partiellen Differentialgleichung 

n(n+1)X ..L_! __ ~(sint'f~X")+ ~-~X"=O (8) 
1l I Sin{) 0{) 01'f· Sin2 {} 0([J2 

genii gen. 
Jede diese Differentialgleichung befriedigende Funktion, 

die in 
~ = cos if, 17 = sin {} cos rp, ' = sin {} sin rp 

ganz und rational ist, heiBt eine K ugelfunkt ion. 
Wir schreiben die Kugelfunktionen X, niedrigster 

nungen an: -.- p ( ) 1 
~~o = 0 cos w = , 

Ord-

X 1 = P 1 (cos OJ) = cos OJ = cos{} 1 cos{} + sin1 cos rp1 sin{} cos rp 
- siw{} 1 sin rp 1 sin {} sin rp 

= cos {}1 ~ + sin t'J1 cos rp1 1J - sin b1 sin rp1 ' 

=a~+b17+c,, 

X 2 = P2 (cos OJ)= l(3 cos2 OJ= 1) 

= H3(a2 e + 2ab ~ 1J + b2 1J2 + 2ac ~' + 2 be 1J' + c2 n = 1], 

x3 = p3 (cos OJ)=~ (5 cos3 OJ- 3 cos OJ)=~ [5 (a3 e 
+ 3a2 b~J72 + 3ab2 ~1J2 + b3 1J3 + 3a2 c~2 ' + 6abC~1J' + 3b2 C1J2 ' 

+ 3ac2 ~'2 + 3bc2 J)'2 + c3 , 3)- 3a~- 3b1J- 3c'] 
usw. usw. 
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II. Die :Funktionen X" sind in ~'f/1; nicht homogen; die 
Grade der einzelnen Glieder stufen sich nach ganzen Vielfachen 
von 2 ab. Man kann Homogenitiit herbeifiihren, indem man 
jedes Glied vom Grade n - 2 k mit dem Faktor W + 'f/2 + i;2)k 

multipliziert. Da e + r1 2 + ;;~ = 1 ist, wird der Wert der 
Funktion X, ( ~, 17, i;) durch diese Multiplikation nicht geiindert. 

Fragen wir nun nach der Differentialgleichung, der die 
Funktion X,(~ 'fJ i;), die in dietoer Weise homogen gemacht ist, 
geniigt, so stellen wir zuniichst fest, dal3 

x = = r ¢, y •· r rJ, z =· r ( 

die rechtwinkligen Koordinaten deR Punktes r. 0, rp sind. Dem
nach ist 

cine ganze rationale homogene Funktion der Raumkoor
dinaten x, y, z des Punktes P. 

Wir schlieBen nun so: Da die Funktion V,(:cyz) durch 
die Substitution: 

iibergeht in r" xn (~' 1)' () und dieses durch 

~ • = cos1?, 17 = sin!'}cos?J, ( = RinOsinrp m r"X 11 (19, ?J), 

so ist 
V" (r, N, rp) · r"X, ({}, q): 

und da andererseits der Ausdruck: 

( . 1 () ( c X ) t (}2 X ) r" x(n+ 1)X (H,rp)+ .·, -,- sinB-'-' +-.. ....----.:'· 
n . Slll!9 (M· 0 t9 Rill" t? orr 

identisch ist der Operation: 

r o~(r V,J + _1 _~(sinH rJ V,) __ 1_ d2_1'" 
or! sin&o{J ()t9 ' sin2 iJ r)qJ2 • 

und da dies das Resultat der Operation 

(}2 v 
n 

ist, wenn man hier 

x r cos ·t9, y = r sin t9 cos q , z ~ .. r sin sin 9" 

(B) 

(10) 

(ll) 

substituiert, so mul3 (11) verschwinden, wenn (B) versrhwindet. 
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Das letztere aber haben wir unter (8) bewiesen. Mithin geniigt 
V" (x, y, z) der Differentialgleichung 

~2 V, + 82 V n + 82 V, = 0 (12) 
ox2 oy2 oz2 

und X,. ( $, r;, C) geniigt der Differentialgleichung 

(13) 

Die Bezeichnung Kugelfunktion riihrt nun daher, da13 
wegen ~2 + 17 2 + ' 2 = 1 die W erte $, r; , ' als Koordinaten der 
Punkte eine Kugelflache von Radius 1 aufgefa13t werden konnen. 
Noch deutlicher wird der innere Grund der Benennung Kugel
funktion, wenn man bemerkt, daB die Winkel {}, cp zur Be
stimmung eines Punktes auf dieser Kugelflache hinreichen. 
Demnach wird Xn ({}, cp) eine Funktion der Punkte der Kugel
flache, analog, wie etwa f(x,y) eine Funktion der Punkte der 
Koordinatenebene ist. 

III. Fiir die Funktionen Xn ('{}, ({J) existieren eine Reihe 
von Satzen, die bei den Anwendungen gebraucht werden. 

Zunachst ist Xn ({}, ({J) ein partikulares Integral der Diffe
rentialgleichung (8). Dieser Difierentialgleichung geniigen aber 
noch andere partikulare Integrale Xn<kl, die ebenfalls Kugel
funktionen sind. Man iiberzeugt sich nun leicht, daB jede 
Summe von Kugelfunktionen xn (k) Wieder eine Kugelfunktion ist: 

Xn (1'J, cp = _2 Ok Xn<kl (1'J, cp). (14) 
K=l 

Ferner findet man, daB die allgemeinste Kugelfunktion 
xn (1'}, cp) sich aus 2 n + 1 partikularen voneinander unab
hangigen Kugelfunktionen Xn <k> ({}, cp) zusammensetzt. Jede 
Funktion Xn(k) (1'J, cp) = sinkcp·Pn<kl (cow&) 
oder Xn(k) (1'J, cp) = coskcp·Pn(k) (cos1'J) 

ist solch ein partikulares Integral. 

(15) 

(16) 

Durch Einsetzen von (15) oder (16) in (8) findet man, da13 
die neue Funktion P n<k) (cos1'f) der Differentialgleichung ge-
niigen mu3: d2P (k!( ) dP (kl( ) 

(1- u 2) n___/!_- 2n _?!__ft. 
' d,u2 dp, 

+ ( n(n + 1) - 1~2 1t2) Pn<k>(p) = 0. (17) 
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Setzt man in dieser Differentialgleiehung 

(n · k)! 
JJ,,t"i,u, . , ) 1.1, n ,~~~. 

1 · i1., .. 1:. n · 
(18) 

wo 
dk P,1,n) 

, D,,<k• (,ll) 
d,uk 

der k-te Differentialquotient der Legcndreschen Kugelfunktion 
n-ter Ordnung ist, so haben wir fiir D,,<kl (,tt) die Differential
gleichung 

dD <kliu) 1 ) JL __ ,, 

d,ll 

-! [n(n i- l) ·- k(k ~ 1 \l) 

Ji'iir k = 0 geht diese Differentialgleichung in die bekannte 
Differentialgleichung der Legendre sehen K ugelfunktionen iiber: 

('1--ll~)(FPn(p.) -21ld!'11 (.~) l-n(n-'--1)P (u) 0.!,20) 
' ' d ,u2 ' d !1 ' ' 11 ' 

Hiermit sind die allgemeinen Kugelfunktionen X, (1?, rp) 
auf cine Summe von Produkten der Kreisfunktionen in abge
leitete der Legendreschen Kugelfunktionen zuriickgefiihrt: 

n 

X" (!9, tp) =~:(A,, eoskr1 
K--o 

Die Koeffizienten A 1, und B~< bleiben unbestimmt und sind 
im gegebenen Fall aus den Bedingungen des speziell<.'n Problems 
zu berechnen. 

IV. Liegen jetzt zwei Kugelfnnktionen verschiedener Ord-
nungen vor, 

X,(#,q) und X"'(O,cp), 

so fragen wir nach dem Wert des iiber die ganze KugelfHiche 
integrierten Produktes der heiden Funktionen 

."r2;;r. 

II= j'f X11 (&,r1 ·)X,\,~,q!sin{}rWdq•. (22) 
0 () 

Ohne Beweis schreiben wir an: 

II -' 0, wem1 1n - n. 

d. h. das iiber die ganze Kugelfiiiche integrierte Produkt zweier 
Kugelfunktiollen verschiedener Ordnungen iRt identisch =Null. 
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Im Faile m = n setzen wir fiir die eine Kugelfunktion 
speziell: 

X,(&, 1p) = Pn (cosw) (23) 

im Sinne des Ansatzes (1) dieses Paragraphen, fiir den galt 

cosw =cos{} cos{}+ sin&sin&1 cosrp cosrp1 (24} 

- sin & sin &1 cosrp coscp1 • 

Integrieren wir jetzt: 

.-r2:r 

II= ff Xn(fJ,Ip)P,.(t~,rp)sin&d{ldrp. (25) 
0 0 

so resultiert: 

(26) 

d. h. durch die Integration reproduziert sich der Wert der 
Funktion X,. (if, tp) fiir denjenigen Kugelflachenpunkt fJ 1 , tpl' 
auf den sich P,. (cos w) bezog. 

V. Nach Kugelfunktionen X,.(&, rp) laBt sich eine auf der 
Kugelfliiche willkiirlich gewahlte Funktion f(&, rp) entwickeln: 

"fO 

f'(&, rp) = 2)x,.(fJ, rp). (27) 
k=l 

Multiplizieren wir die Reihe mit P,. (cosw), mit &1 tp1 als 
festem Bezugspunkt, so ergibt sich nach beiderseitiger Integration 
iiber die gauze Kugelftache 

:r~~ ~2~ 

J J f(t'J,rp)Pn( cosw)sin /Jd &dq; = J J Xn(t'J,rp)P, ( cosw)sint'id1'}drp 
0 u u 0 

woraus folgt: 

4n 
=----X (t'i If!\ 2n + 1 n l' t)• 

X, (0, 1p) ~c ~n4!~ f f f(&, cp) P n (cosw) sin& d{) drp, 
0 0 

(2H) 

womit die Bestimmung der Funktionen Xn (&, tp) der Entwick
lung (27) geleistet ist, da wir die Zeiger 1 jetzt fortlassen 
konnen. 
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§ 94. Anwendung der Kugelfunktionen auf Elektrostatik. 

Das allgemeine Problem der Elektrostatik besteht in fol
gender Aufgabe: Gegeben sind Isolatoren J und Leiter 
(Konduktoren) 0 (Fig. 252). Auf den Isolatoren liege 
eine bestimmte unveranderliche Elektrizitatsvertei
lung e = f'(r, {}, cp) vor; den Lei tern seien bestimmte 
Elektrizitatsmengen jlf mitgeteilt. Es soli bestimmt 
werden, in welcher Weise sich die Elektrizitat auf den 
einzelnen Leitern infolge der Influenzwirkung verteilt. 

Zunachst gel ten folgende allgemeine Bemerkungen: 

z I. Das Potential V auf einen 
beliebigen Raumpunkt, der we
der auf einem J noch auf einem 
0 liegt, setzt sich aus zwei Teilen 
zusammen, namlich aus dem 
Potential V J, welches herriihrt 

y von den auf den Isolatoren 
If--+- lagernden Elektrisierungen, und 

V 0 , dem Potential der auf den 
Konduktoren inftuenzierten Elek-

Fig. 252. Zum Potential von 
Isolatoren und Leitern. 

trisierungen: 

V c= VJ ~1) 

II. Im Innern der Konduktoren gilt: 

av av oV 
~x ='0, 0, - ,Q, 
,, rJy cz 

d. h. Potential ist hier iiberall konstant. 

III. Im Innern eines Isolators gilt 

o2 v a'! v o2 v 
ox2 + Oy2 - -8z2 ~~ -- 4 ;-r,g. 

IV. Influenzierte Elektrizitat findet sich nur an der Ober
flache der Konduktoren vor. 

V. An der Oberflache der Konduktoren ist der erste 
Differentialquotient des Potentials nach der Normalen unstetig; 
es gilt a v a v 

- + - ···--=- ~cc- 4;-r,O 
on (in ' 

wo a die influenzierte Elektrisierungsdichte an der betrachteten 
Konduktorstelle bedeutet. 
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Einfaches Beispiel. 

Gegeben ein Isolator J der Belegung 12 = f(r2 , {}2 , rp2 ) 

und ein kugelformiger Konduktor 0 vom Radius R (Fig. 253). 
Das Potential auf einen inneren Punkt P von 0 (r < R) wird 
nach dem oben Gesagten 

V=~ VJ+ Vc. 

Zunachst wird V J ermittelt. 

VJ= J1/r;-_-2;~::~~+r22· (2) 
J 

z 

y 

Fig. 253. Influenzwirkung eines geladenen Leiters auf eine Kugel. 

Da r2 > r ist, entwickeln wir 

v J -~J----~--=~~7:_=_=-:c~== 
-- r2 

1 /1 - 2 '!__ cosw + (-:__)2 

V r., rQ 
J " -

nach Potenzen von r 

r2 ~ ~ edr 
VJ = ,L.; ---- rnP (cosw) 

.., n=O 1'2 n + 1 n 
J 

= §tfr:nd: 1 Pn (cosw) (3) 

Das Integral 

f [_(r'l_{}2 f!J.J) r ~sim'f2dr !_~{}2 d r:p2 p ( cosw) 
• r2n+1 n 
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ist iiber den ganzen Isolator zu erstrecken, indem den lnte
grationsvariablen r2 , lf2 , rp2 , alle mit der Begrenzung des Iso
lators vertraglichen Werte erteilt werden. Hiermit wird aber 
das Integral eine Kugelfunktion n-ter Ordnung in {} und 1p, 
da ja auch pn (cosw) vermoge 

cos w = = cos N cos fJ.J + sin t9- cos rp sin t}2 sin 1p2 

- sin 0 sin rp cos{} 2 sin rp2 

eine Kugelfunktion n-ter Ordnung in /) und IJ' ist. Wir schreiben 
also das Potential (H) 

% 

I'.J =• ~-.,rn X, (t?. q;), (4) 
n=O 

worin die Xn (/J, 1p) gegebene hzw. durch eme IntPgration ge
winnbare Funktion darstellen. 

Die auf der Kugel durch lnfluenz hergestellte vorlaufig 
unbekannte Elektrisierung nennen wir in Funktion der Punkte P 1 

der Kugelflache !91 •r1 

11 == f\t?l' rpl ). 

Das Potential dieser Elektrisierung auf den Punkt P wird: 

V, = f((~<!') ·.R2 sim}1 dfJ, 1 d_:Et 
• ~ R-- - 2 r R cos m - r-
c 

COS w 1 • COS •t} COS{) 1 -T- Sin{) sin t'f t COR IJ-' COH If 1 

-sin{} sin &1 cos?' co:-;rp1 . 

r 
Wiederum entwickeln wir. dn r < R, nach Potenzen von R 

und erhalten: 

J. 00 

V = = f'(-{} _If') R2 Rint? dO d17' ~~( r )n pn (cosm1) 
c 1" 1 1 1 I~---

n=O R R c 

(G) 

:r 2 .1 

-J~ R~n+- 1 JJ r(al' 1(11 P, (eORIO,) R'] fin{} d t'}l dq\ (7) 
() () 

Das Integral ist iiber die gauze Kugelflache z11 crstrecken. 
Jetzt denken wir uns f'({Jl'rp1 ) in eine Reihe von Kugel

funktionen entwickelt 

(H) 
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welche Reihe wir in (7) eintragen. Nach den heiden Integral
satzen iiber die Kugelfunktionen wird das Integral 
:r2:t 

f f .tyrn (iJ1 ,f!J1)P,( cos OJ1)R2 sin{fdiJ1 dqJ1 = 2
4::: Y, (t'f, f!J) (9) 

oo 

und mithin: ;rn R 2 YJ{},f!J) 
V 0 = 4.n 2,. Rn + 1 - ~- .• 

0 2n , 1 

Demnach wird das Gesamtpotential 

(10) 

n~oo J 4.nY,({},fP) J 
V = Vr!- Vc = ~ r" LX,({}, f!J) + _Rii-=-112n-+ l) · (11) 

Das Potential V mull aber fiir aile Punkte im Inneren des 
Leiters 0 konstant, also von r unabhangig sein (vgl. oben II), 
so daB die einzelnen Faktoren der Potenzen rn der Summe ver
schwinden miissen, wodurch zur Bestimmung von Y, (t'f, f!J) ge
wonnen sind: 

~ Rn-l(2n+ 1) , 
1 ,.(t9, fP) ~-c - -- -4 ;,:;- X, (1~, f!J) fur aile n < 1. (12) 

Es eriibrigt jetzt noch die Bestimmung der Konstante 
4.nY0 ({},fP) der Reihe (11). Greifen wir zuriick auf die Kom
bination der Gleichungen (8) und (9) 
:r2.-r 

f f f(/}1' f!J) P, (cosw1 ) R 2 sin{}1 diJ1 dqJ1 = 2
4t : 2

1 Y, (81 , f!J1), (13) 
0 0 

so wird spezieil fiir n = 0 
:r2n 

J J f(iJ1 , f!J1) R 2 sinl'f1 dt'}1 df[J 1 = 4.n R 2 Y0 (1~1 , cp1). (14) 
0 0 

Der Ausdruck links ist nun nichts anderes als die der 
Kugel 0 mitgeteilte Elektrizitatsmenge M, so daB gilt 

M 
Yo (iJl, fP1) = 4 .n jj,2 · 

Hiermit ist aber die Elektrizitatsverteilung auf der Kugel
flache ermittelt wie folgt: 

M 1 oo 

f"(O, f!J) == i;a?2 -- 4.n 2 Rn- 1 (2n + 1) X, (i!, cp). 
n=l 

Hort, Ditferentialgleichungen. 2. Auf!. 31 
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§ 95. Bestimmung der Greenschen J<'unktion fiir die Kugel 
und Losung der crsten Randwertaufgabe fiir <1en 

K ugelinnem·au m. 

I. Die Greenschc Funktion G zweier Punkte P1 (x, y, z I und 
P2 (a, b, c) soil nach § 91 folgondc Bedingungcn erhillen: 

1. Innerhalb der Kugel vom Radius R soU die Differential
gleichung 

o~G o2 G o·!a 
?a'J a b'" r' c"! 

(I (11 

erfiillt sem. 

soH 

SClll. 

2. Ander OborfiLiche der Kugpl, d. h. fiir l 1 a2 :- h·! + c2 = R, 

G'(x y z· a b.c'!,=O ' ' ' ' ' / 

(2) 

3. Die Funktion 

c ' 
T -' V (x--- riV+ (y -bf -j- (z ~- c)2 

z 

// 

soli nebst ihr.:m ersten Deri
vierten iiberall innerhalb der 
Kugel nnd auf deren Ober
fi<iohe stetig Rein. 

Bei den heiden Punkten P1 

und P2 fiihren wir jetzt Polar
koordinatcn t'in. Es werden 

X c T C03 I~, 

y o ~ r sin D co.s 'I' , 

z = r sin {} sin q , 

/1 == g sin {}' cos rr', 

1 

J!'ig. 254. Zur Greenschen Funktion 
fiir eine Kugel. 

a= g cosfJ1• I 
c =c= g sin {}'sin q/. J 

Auf dem Fahrstrahl von P1 be
stimmen wir jetzt einPH Punkt P/ Fig. 254 durch die Beziehung 

rr' = R 2 • 

Hiermit erhiilt P/ die Ko:)]'dinaten 

R2 
X= - COS!9; r . 

R2 
y' = - sin I~ (OS 1( ; 

)' 

R2 
z' ='- - - sin 1~ sin q; . 

)' 

(4) 
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Wir wollen nun beweisen, daB die Funktion 

G R 1 
=c ·v-x;-~+~=y-;-~_ z~ v (x' --- a}2 +-(v~ -cb)2 + (z'-=- c)2 

1 -- ------~---- --- --- - -- -v (x~~;~ - (y-- b)2 + (z __:_ c)2 
(6) 

die Greensche Funktion fiir das Innere der Kugel ist. 
Ad 1. Jede der heiden reziproken Wurzeln erfiillt fiir sich 

die Differentialgleichung ( 1) nach § 8 7. 
Ad 2. Durch Einfiihrung der Polarkoordinaten fiir x, y, z; 

x', y', z'; a, b, c erhalt man 

1 
(7) -- -, --- --=-=----===-"--===------===--' 

y r2 - 2 r (! cos w + e·~ 
wo 

~w=~#~U ~6~W~~-~ ~ 

ist. La13t man hier e = y-a2 + b2 __:_ c2 = R werden, so wird 
tatsachlich 

G=O. (9) 

Ad. 3. Diese Bedingung ergibt sich ohne weiteres, weil 
niemals der Punkt a, b, c mit x', y', z' zusammenfallen kann, 
weil letzterer auBerhalb der Kugel liegt. 

II. Urn nun die Randwertaufgabe fiir die Kugel zu losen, 
d. h. eine Funktion V (r, 6, cp) zu fin den, die im Innern der 
Kugel die Differentialgleichung 

(10) 

befriedigt und auf der Kugel (r = R) die Werte einer auf der 
Kugelfiache gegebenen Funktion 

(11) 

annimmt, haben wir auf Forme! (16) § 91 zuriickzugreifen, nach 
welcher 

V(r, {}, cp) = J G r (Q, {}', cp')dr- J a(1?', cp') ~~ da (12) 
' a u 

war. Hier beziehen sich die Integrationen auf(!, 6', cp', in denen 
natiirlich auch d r und d a auszudriicken sind. 

31* 
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Zur Vereinfachung der Rechnung ( da wir nur das Prinzipielle 
des Ver£ahrens zeigen wollen) nehmen wir nun 1: (e, 19', rp') 
iiberall gleich Null an, d. h. V soll rler Laplaceschen Differential
gleichung 

(1 :3) 

geniigen. Damit bleibt von (12) nur iibrig, wenn man das nach 
inn en gerichtete N ormalendifferential on durch o e ersetzt: 

J ' , (:() ) . (' ' V (r ,7'}, rp) ~·~ a 1D , rp)-;;; • R" 811119 d{} d rp. 
rr U l] 

(141 

Fiihrt man die Operation :; · 1Ln dem Ausdruek (7) fi1r 0 aus, 
!' I} . 

so erhalt man 

foG : _ R2 . r·' 

LoeJ~=R- R [VR2 ::: 2 R rcosoJ + r'JI:: 
und fiir die Funktion V selbst 

V( I'} ) = R j' ~. 0 , , /) jR~- rj_sinO' d {)' fl,r' r, , rp • .., (1' , 1 . r .. . -- ···- - 9 , 
" [VR·-2Rrcosw-!-r·]·l 

(16) 

Hiermit ist die Bereehnung von V formal durchgefiihrt, und 
wir brauchen nur darauf hinzuweisen, daB V (r, {}, rp) nach 
Forme! (16) nichts zu tun hat mit dem Potential Vr einer kugel
fOrmigen Flachenbelegung, Forme! (5) in ~ 94. Fiir Y,. gilt an 
der Flachc: 

av, 
Pn 

wahrend fiir V (r, t9, rp) an der Flache 

gilt. 
V ( R , t9 , q ) = a ( ,9 , rp) 

Im iibrigen gelingt die Bestimmung dcr Greenschen Funktion 
nur in besonderen Fallen. 

~ 96. Die Zylinderfunktionen. 

Handelt es sich urn das Potent.ial kreiszylinderfi:irmig an
geordneter Massen, so formt man r.weckmiiBig die LaplaeP
Poissonsche Differentialgleichung 

Ox:! ( 1 I 
• I 
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auf Zylinderkoordinaten x, r, cp urn durch deren Beziehungen 
zu den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z (Fig. 255): 

X=X, y=rcoscp, z=rsincp. (2) 

Der UmrechnungsprozeB gestaltet sich ganz ahnlich wie 
in § 79, und wir schreiben als Resultat an: 

a~ v o2 v 1 a v 1 o2 v -+- +- --+ - =0 ox2 or2 r or r2 ocp'3 • 

Suchen wir ein partikulares Inte-
gral dieser Differentialgleichung in 
der Form 

V=XR!JJ (4) 
zu bestimmen, wo X, R, tP je die 
V ariablen x, r, cp allein enthalten, 
so liefert die Substitution dieses An
satzes in (3): 

X" R" 1 R' 1 IJJ" .X 

(B) 

y+ R+ r Ji+-:;:2-~-=0. (5) Fig. 255. Zur Einfiihrung 
der Zylinderkoordinaten. 

Diese Gleichung kann man nach 
Einfiihrung einer Konstanten P (siehe § 79) in folgende beide 
Gleichungen zerlegen: 

X"+k 2 X=O (6) 

Gleichung (7) zerfallt aber mit einer Konstanten m2 in 
die heiden Ansatze 

und 
(9) 

Die Differentialgleichungen (6) und (9) liefern sehr bekannte 
Losungen: 

fiir (6): 
X= coskx oder = sinkx, (10) 

fiir (9): 
tJ> = cosmcp oder = sinmcp. (11) 
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Gleichung (8) nimmt mit 

. k~ ~~· (ikr, 

wo i die imaginiirc Einheit bedeutet, die Gestalt <Ill: 

R" 1 R' 
)' 

(1 :() 

Dies ist alwr die Differentialglcichung der Be~selschen 
Funktionen, die wir bereits § 79 kennen gelernt haben, nur mit 
dem Unterschied, daB dort statt (ikf die GroBe k~ in der eckigen 
Klammer stand. Zum Aufbau der Losung von (3) dienen die 
heiden partikularcn Integralc von (12). Ein partikuhires Integral 
dieser Differentialgleichungen haben wir schon im § 7H nls 
Besselsche Funktion erstcr Art kennen gelernL wenn auch 
zunachst nur fiir reelles Argument. Als zweite;.; partikularcs 
Integral kommt bier die Besselsche Funktion zweiter Art 
hinzu. Wir schreiben, indem wir sogleieh das imnginiire Argu
ment henutzcn. als LijsungPn von (1 :2) an: 

R --= J,, tkr) und K," Ukr). I t:l) 

Wollten wn· hier Funktionen rePll<'n ArgunH'IIt e~ hahcn: 

R =c. J"' lkr) und K"' (krL 

so wunle Gl. (H) lautcn miisHen: 

X"·-FX. 
Hierzu wiirden a ber die partikulliren LosungPil 

X~==e-k" und X e ,. k x 

geh6ren. 

114) 

EntschlieBen wir un;.; nunmehr fiir die weitcrc Henutzung 
cler Funktionen imaginaren Argunwntes, so haben wir crstlich 
die Reihenentwicklung fiir Jn (ikr) a us derjenigen fiir J" (kr) 
abzuleiten. Wir erhaltm ans Fonnl'l (Hl) s li7 durch Einsetzcn 
von ik statt k: 

I ikr)n -
J,Jikr)- · 1 

:Jn n! 

k 1 r 1 k~ r~ 

:!"(n-L11 :! ! :! 1 in - 1 ) 1 n -~- 2 1 

;l! 2~ (n ~- 1 I In ~- :() (11 31 
1 • 1 15) 

Hier <~rgibt sich zunachst, da13 J" (i k r) fiir r = ex: unend lich 
wird, und zweitens, daf3 J 0 (ikrl uncl rlie Funktionen gerader 
Ordnung rePll, diejenigen ungent.d(•r Ordnung imaginar sind. 
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Zur Ermittlung von Kn (ikr) bzw. Kn (kr) ziehen wir nach 
Heine, Handbuch du Kugelfunktionen, I. Teil, S. 245, zunachst 
fiir die Funktion nullter Ordnung reellen Argumentes die Defi-
nition heran: 

2 
K 0 (kr) = J 0 (kr) lg -k·

)' r 

- 2 { J 2 (kr)- ~J4 (kr) + ~J~~ (kr)- ... }, (Hi) 

wo die J-Funktionen aus Formel (16) § 60 zu entnehmen sind. 

Fiir imaginares Argument gilt ebenfalls nach Heine (a. a. 0.) 

2" 
K0 (ikr)~~J0 (ikr)1g .kt_ 

yz r 
- 2 { J~ (ikr)- ~J4 (ih-) + ~J6 (ikr)- ... } (17) 

mit den J-Funktionen nach Formel (15) dieses Paragraphen. 

Aus Heine, I. Teil, S. 237 entnehmen wir noch die Definition 

(18) 

Es ist nun wichtig, das Verhalten von K., (ikr) fiir sehr 
kleine und sehr groBe Werte von r zu kennen. 

Fiir kleine r erkennt man unmittelbar, daB samtliche Kn (ikr), 

weil sie lg -k~- enthalten, unendlich werden. 
)' r 

Fiir sehr groBe r gilt nach Heine die Formel: 

lim Kn (ikr) =lim (- i)" e-kr V -;-, (19) 
r=«> r=oo 2 kr 

d. h. im Unendlichen verschwinden samtliche K, (ikr). 
Nunmehr sind wir geniigend geriistet, urn die Losung fiir 

V aufzubauen. 
Fassen wir zunachst die heiden partikularen Integrale (10) 

fiir X mit einer unbestimmten Konstanten a in eins zusammen: 

X = cos k ( x - a), 

so lautet die allgemeine Form von V: 

V = 2'cosk(x- a){Jm(ikr)(Amcosmq7 + Bmsinmq7) 

(20) 

+Km(ikr)CmcoSm!p+DmsinmiP}• (21) 

Dieser Ausdruck wiirde die Differentialgleichung (3) befriedigen. 
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AuBerdem muB V aber noch die Randbedingung erfiillen, 
die darin besteht, daB V auf der Zylinderflache, d. h. fiir r - R, 
in eine gegebene Funktion F (x, rp) iibergehen soll. 

Wir entwickeln P (x, rp) in einc Fourierschc Rei he: 

P(:r,rp)c=X[gm(x)coHmq' l-hm(x)sinrn<p], (22) 

welche Entwicklung wir mit dem Ansatz (21) Yergleichcn, na<:h
dem wir in diesem r - - R gcsetzt habcn. Dabei nmchen wir 
einen Unterschied zwischen dem AuBen- und Innenraum des 
Zylinders. Hierzu sehen wir uns Yoranhd5t dun·h da-; Verhalt.en 
der Funktionen Jm und K, heim Nullpunkt und im Unend
lichen. Da V nirgcnds unendlich worden dar£ (weil dies physi
kalisch keinen Sinn hat), so konnou wir die Funktionen K 111 in 
der Nahe des Nullpunktes und die .Funktionon J im Unend
lichen nicht gebrauchon. Wir entsohlieBon un~:>, d~n Verwend
barkeitsbereich der Jm auf den ganzen Innenraum do,; Zylinders, 
den Bereich der Km auf den ganzen "\uBenraum ausdehnen. 
Die Entwicklung von V zernillt a],;o in J~wei AnsatJ~e: 

Y.=2'cosk(x-a)J (ikrJ'(A cosrn11 -i--B sinrnm), (2:3a) 
~ ~ n~ \ \ Ill i 111 T 

Ya = 2' cosk (x ---- a) Km (ikr) ( C117 cosm q -.L D,, sinrn rp ), (2H b) 

in denen wir die Konstanten A, B, C,]) so zu bcstimmen haben, 
daB fiir r ~= R sowohl Yi wie Ya - F (:1:, rp) worden. Dadurch 
ist die Randwertaufgabe gelost, die heiden Ansatze (23) gehen 
auf der Zylinderflache ineinander iiber, wohei sic auch die 
richtigen Werte annehmen. Die Vergleichung von (22) mit (23a) 
liefert in einer Ebene parallel zur YZ- Ebenc (x- a) mit: 

A ~~_!lm~(L_L. B ~~ hm(a)- (24) 
m .T (ikR)' "' .! (ikR!' 

womit entspringt: '" "' . 
, 1 J (i k r) 

Y, ~ · '"' COK k(:1: - a) ! · "' · - g (!t) cos rn r1; 
' .L..J ·I J (ikR)'"' 

.l(ikr)·m, .· ' 
m --ch (a)Hillmfp. 

•l,n (ikR) 111 ' • • 

(25 a) 

Analog ergibt Hich: 

r '"' ( .·Km(ikr1 (. 
T a - = .L..J COK k x - a) 1 K-(i kR) g, a) co,; rn 9 

L_ 1H 1 

1 K"' (i k r) h ( ) . : 
-1 K (i k R -) , a Hm m q; : . 

11/. , I 

(25 b) 

Um die Tatsache zu heweisen, daB fiir 1' c R HOWohl vi 
wie V" in F (x, rp) iihergehen, henutzen wir den Fourierschen 
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Satz iiber die Darstellung einer beliebigen Funktion als be
stimmtes Doppelintegral. Der Satz lautet 1 09): 

+oo +oo 

f"(x) = };:f dk J f(a)cosk(a- x)da. 

-oo -oo 

Wenden wir dies auf (25a) an, so wird: 
+::c + oc 

r 1 \I J' J (i kT) J 
l; = 2 ~.L...i cosm!p -J,~~(ikR) dk gm(a)cosk(a- x)da 

Setzt man hier r '··= R, so hat man ohne weiteres 

[ 

+oo +oc 

Y.,_, ~., c ~-.27 COSm!pfdk r(J. (a)cosk(a -- x)da 
1.1- ], 2 ,1<; '" m , 

-oo -oo 

I ,;nm<p}~F"'(a) co,k(a- x)d+ 
d. h. nach (22): 

Yi,.=R = 2'[cosmqJg,(x) + sinmqJhm(x)J = F(x, !f). 

Fiir Va liiBt sich der Beweis analog fiihren. 

IV. Die Differentialgleichungen der Bewegungen 
elastischer Korper. 

§ 97. Aufstellnng der Grundgleichungen. 

Die Untersuchung des Gleichgewichts oder der Bewegung 
cines elastischen Korpers kniipft an an die Krafte, die an einem 
aus dem elastisch deformierten Korper herausgeschnittenen 
kleinen Parallelflachner d x dy dz auftreten. 

Ist dieser mit seinen Kanten nach den Achsen X, Y, Z cines 
rechtwinkligen Koordinatensystems orientiert, und liegt einer 
seiner 11Jckpunkte im Anfangspunkt des Systems, so treten an 



490 Die Differentialgleichungen der B~:wrgungen elastischer Kiirper. 

jeder in einet· Koord[natenebene lregenden Hogren:~:ungstiiichc 

drei Spannungskri"iftc auf: cine X ormalkraft o und r.wei Rchub
kriifte r, die wie in der Fig. 25G bezeielmet worden. An den 
Fliichen, die nicht in den Koordinatenebcnen liegcn, greifen 
dieselben Kriifte an, jedoch um Betriige geiindcrt, die den Fort
schreitungen d :r, d y, d z Pn tsprcchen. Es Rind diPS diP X or m a 1-

~-;pann llltgen: 

z 10,. d.r. 

1 

() 

1'.1.: 

~ il Oy 
dy, (j II) 

'I ()y 

j oiJ, 
(j 

= 
-~ -~~a.::, 

r·z 

und die ~<'hub~pannungspaarc: 

OTr,, r1 f . . I T T 
I' .~· :__.''d.r, 

!I X 
( ,;: 1':1' 

oz , (;r,,_,. l : cr!,' dl (2) ry.~· ~-- I y • T 

"Y I' j I ,1/ 
!f.": 

Fig. 256. Spannungen an 
einem Kiirperelement. CT or. 11 

'T::!f '·'dz. T - . -p z. 
( .: :y 

1'':: 

Wir haben 1H Kriiftc, diC', da Uleiehgmvidtt herrsclwn soli, 
den Gleichgewichtsbedingungen dPt' an cinem starren Korper 
angreifenden Krafte untorworfen sind, d. h. die Komponenten 
nach den drei Achsen und die Drehmomentc nadt den drei 
Achsen miissen verschwinden. 

Fiigen wir noch die Komponenten ! X, Y, ZJ dx dy dz einer 
Massenkraft P (Gewicht oder BeschlPunignng de~-; 'Elements 
dx dy dz) hinzu, so habcn wir: -

odor 

Komponenten in der X- Rich tung 

X dxdyrl.z- ( o, 

( 
\, T, c 

-- (_rYJ' 

c (j ,. \ 

d:;; -- oc) dy d:r 
( ,( 

CT . . l 
__ •· I ( ,z 
?~ 

d.rdy 

cr./,. ) -.-· -tfy- T dxdz --II 
C -::' y:c 

f· r!, :r I r 
I I • 

Clj r·.: 
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Analog folgt fiir die 1'- und Z- Richtung: 

y oa _.-r_ 

oy (3b) 

Z + ~!!z_ + ~'f'E + ?;!l_z_ = 0. oz ox oy 
(3c) 

Zu dem Drehmoment um die X -Achse tragen bei die Krafte 

tyzdxdz und T2 Ydxdy 

mit den Hebelarmen dy bzw. dz. 

Die entsprechenden Momente 

Tyzdxdz und tzydxdydz 

sollen einander aufheben, d. h. es muB sein 

ty:=tzy' 
Analog gelten fiir die Y- und Z-Achse 

t =-' t xz zx und 

(4a) 

(4b, 4c) 

Durch die Beziehungen 4a, b, c werden die den Spannungs
zustand bestimmenden GroBen auf sechs zuriickgefiihrt: 

a"', ay, a=, 
tyz = tzy = tx' txz =o t:x = ty' T =t = t xy yx ...:_' 

flir die wir die Gleichungen 3 a, b, c nochmals anschreiben: 

(5 a) 

-~'C__:,_ -i-- y = 0 cz ' ' (5b) 

-~ _ _az _ __!___ _cry + arx __!___ Z = 0. 
OZ I OX Oy I 

(5 c) 

Zwischen den sechs Spannungskomponenten 

bestehen also die drei Gleichungen 5a, b, c. Zur vollstandigen 
eindeutigen Bestimmung der Komponenten ist erforderlich, daB 
wir sie auf drei GraBen zurii.ckfii.hren. Nach Einsetzen in die 
drei Differentialgleichungen 5 a, b, c treten in diesen dann nur 
noch drei abhiingige Variable auf, deren Bestimmung dann 
eindeutig moglich ist. 
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II. Die drei CiroHen, auf die \rir die Spannungskompo
nenten zuriiekfiihren, sind die elastischen Verschiebungen 
~, IJ, ' cines Korperpunktes a: y z . 

Es soll also der Punkt ::r: y z dnrch die elastir,;clw Deforma
tion iibergehen in 

y -- lj, 

Daneben betrachten wir noch cincn l'unkt 

x -;- da;, y, "'' 
der durch die elastische V 0r::;chiehimg iihergeht in 

dx+ ~ 
c~ 

-dx ox , 
' () lj 

'!J .- IJ : ~-- d:r:, 
c a· 

z- j-::-- r;':' d.r. 
(X 

Wir hahen hier also die kleinC'Il Anderungen der \-er
schiebungen ~' 17, ~- heriicksichtigt, die der Venlchiedenheit der 
Punkte x, y, z und ::r: d :£, y, z ent,;prechen. 

Wir erkennen: dnrch die Deformation iHt die Strecke dx 
(;~ 

iibergegangen in dx - rla·; d. h. die spe11ifische Dehnung in ox 
der x-Richtung findet Hich zu 

Analog ergeben ~::ich: 

Dehnung 
urHpriingliche Liinge · 

/-' = 
y 

( lj 

I'!J 

IIJ 
I-'_~-

(::; 

1G a) 

(6 h) 

(fi c) 

Hier fiigen wir noch den Ausdmck fiir die toipezifische 
kubische Dehnung 

( ~ (.' l) (' '-
e c c: ,,. /-' -r I' u r·x r.y (z 

ein. 
Neben den spezifischen Dehnungen f, die von den Normal

spannungen a herriihren, haben wir noch die Anderungen ')' 
der Kantenwinkel des Parallelepipeds d x ely d ;; zu ermitteln, 
die von den Schubspannungen T herriihren. 

Urn z. B. die Andenmg des rechten Winkeh; B U A (siehe 
Fig. 258) zwiHchen 1hr: und dz zu finden, benwrken wir, daB 
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sich die Punkte A bzw. B in der Richtung dz bzw. dx ver-
schieben nm: 

.X 

ac ---dx bzw. ax 
a~ 
-~dz. ax 

Die gesamte Winkelanderung (Schiebung) ist demnach 
~;: "r 
().,_ ...L u:, 

Yxz=ifi 1 ·ax· 
Analog findet man 

z 

-------... ', 
\ 
\ 
I 
I 
I 
I 
I 

, = _a_f_ + a17 
lzu oy o--;' 

c11 a~ 
i'yx = (lx + ay. 

dz 

)---t=''---?----,1-+1 --+-!f 
c aj 

Bx 
/ 

/ 
/ 

~----/· 

(7 a) 

(7h) 

(7 c) 

Fig. 257. Definition der ela
stischen Verschiebungen ~. 'J, 1;. 

Fig. 258. Zusammenhang 
zwischen Schiebung und 

Schubspannung. 

III. Die hisherigen Betrachtungen sind rein geometrischer 
Natur und von irgendwelchen Festsetzungen tiber die physi
kalische Beschaffenheit des Korpers. unabhangig. Setzen wir 
nun voraus, daB der Korper dem Hookeschen Elastizitats
gesetz gehorcht, so haben wir zunachst, wenn der Schub
elastizitatsmodul des Korperstoffes G ist, als Zusammenhang 
zwischen den Schubspannungen 1: und den Winkelanderungen 7 
die Proportionalitat dieser GroBen auszusprechen: 

Yxy = 
Tz e;~ +PrJ_) 

1 
G cy ax ' 

" 
Tx (-i3_!1_ + a c), ~ (8a, b, c) 1 yz G az ay 

'Yz.,; = 
Ty uc + ~~). 
G ex oz ) 110) 
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Piir die .Normalspannungen " und die spezifischen Deh
nungen t: liefert das HookP,;che Gesetz die Zusammcnhiinge: 

?r;n E (c. -~-Jn ~-- J' I 
rnE (e ; e '\ 

o,, = . m - 1 ·• 11 I ?~Z .:_:_ "2) ' I 
rn E ( e 

fi . , \F. -- - \ 
m 1- 1 , • m -. "2) ' u ") 

() 

wo E den E lastizi Ui tsmod u I nnd 
1 

die l'ois~-;onsehe 

Konstante Querdchnuug 
Liingsdehnung 

bedeutet. Bea,chtet ma,n noch die Beziehung z\\·isdwn S chub
modul und Elastizitiitsmodul: 

G 
mE 

2 (m -~- 11 

so resultieren mit ( (i a, b, c) 

2Gu~ (/ -

T c.r rn 

(CI) 
() - 2G h y Jn 

. (c~ ();: =- 2G -:.·· 
c· In 

110\ ,, 

e -I , 
- 2; 

e 
' 

e ::) . -· 

( 10) 

I 
I 

' 11 n,, b, e) 

:Fiihren wir jetzt, wie angekiindigt, die Gleichungen ( 7) und ( 11) 
in die Gleichungen (5) cin, so entspringt nach einigen Um
formungen und nach Einfiihnmg dPs Laplaceschcn Operators 

.J 
(;2 

I 
(;"!. (;'.! 

=· 
dx'! t'y~ 0 

r Z"" 

der Ansatz: 

Ll~ 
rn ce 

I 
X 

(12 n, h, c) = 0, 
2 

,-
G m - o:r 

dlj I 
rn ?e )' 

-1-
2 ?y (} 

0, 
m ----

J::- rn ce z z~ i11j (<-
' 

- - = 1). e 
rn - 2 ?z (} c:r ?y (·z 
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Dies sind die partiellen Differentialgleirhungen der Elasti
zitatslehre. Sie sind linear mit konstanten Koeffizienten und 
von der zweiten Ordnung. 

§ 98. Ermittlung des raumlichen Spannungszustandes und 
der Oberflachenbedingungen elastischer Probleme. 

In § 97 war das Raumelement dr = dxdydz aus einem 
Korper herausgegrenzt, dessen elastisches Verhalten zu unter
suchen war. Dber diesen Korper haben wir bisher nur die eine 
Voraussetzung gemacht, daB der Stoff, aus dem er hestand, 
dem Hookeschen Gesetze gehorcht, und wir haben, im Zu
sammenhang hiermit, die drei elastischen Konstanten E, G, m 
eingefiihrt, die untereinander durch die Gleichung 

mE 
(J = .. -----

2(m+1) 
(1) f' 

verkniipft waren. !' 

Dber die Gestalt des Korpers 
haben wir bisher nichts voraus
gesetzt. Auch haben wir bisher 
die Krafte auBer Betracht gelassen, 
die an seiner ~iuBeren Begren
zung auftreten, und die offenbar 
ebenso als Ursachen der elastischen Fig. 27,9. Oberfliichenkriifte an 
Deformation auftreten wie die Gri:i- einem Kiirper. 
Ben X, Y, Z der Gleichung (12) § 97. 
Wir wollen nunmehr Ansatze finden, die einen Zusammenhang 
zwischen den auBeren Kraften und den sechs inneren Span
nungen a,,, ay, a=, r . .,.' r , r= liefern. Zuniichst seien die auBeren 
Krafte fiir jedes Obeiflachenelement dw durch das Zeichen P 
in kgfqcm gegeben (Fig. 2MJ). Unter diese auBeren Krafte 
rechnen wir auch die sogenannten Auflagerreaktionen P', die 
durch die P hervorgerufen werden. Alle Krafte P und P' 
miissen miteinander im Gleichgewicht sein, d. h. es muB gelten: 

und 

J (X dw +X' do/)= 0, 

f (Y d w + Y' d w') = 0, 

J ( Z dw Z' d w') ·~~ 0 

J {(y0 Z- z0 Y)dw + (y0' Z'- z0'Y')dw'} = 0, 

J {(z0 X- x0 Z) dw + (z0' X'- x0' Z')dw'} = 0, 

J {(:r0 Y- y0 X)dw + (x,/Y'- y0' X')dw'} = 0, 

(3) 
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wo X Y Z bzw. X' l'' Z' die Komponenten von P bzw. P' be
deuten, wahrend x0 y0 z0 und x0' y0' z0' die Koordinaten der zu
gehorigen auf der Oberflache gelegenen Angriffspunkte sind. 
Die Integrationen beziehen sich auf die ganze Oberflache. 

Geniigen diese Gleichungen, um alle X' l'' Z' zu ermitteln, 
so nennt man das Problem iiuBerlich statisch hestimmt. 

Jedenfalls setzen wir nunmehr voraus, daB wir die P und P' 
bzw. deren Komponenten fiir die gauze Oberfliiche kennen; wir 
benutzen im folgenden dann nur noch die Buchstaben P und 
X, Y, Z, indem wir keinen tTnterschied zwi;w]wn P und P' 
mehr machen. 

Nunmehr kehren wir zu un1-1erem riiumliehen Spannungs
zustand zuriick, indem wir von dem Raumelement = • dr dx [ly dz 
nur das in Fig. 260 gezeichnete Tetraeder OA BCJ hetrachten. 
Die an den Seitendreiecken 0 B CJ, 0 CJ A , 0 A B wirkenden 
Spannungen sind uns hekannt, so daB wir die am Tetraeder 
in den Achsenrichtungen wirkenclen Kriifte ermitteln konnen: 

X- Richtung: } (dy dz o,. dz dx r= + d:~_; dy T) ~- k,, l 
Y- Richtung: ~ (dz d:r o 11 + dx dy rc .~- dy dz T=) = k!!, 

Z -Richtung: ~ (dxdy a=+ dy dzT!I dz dxT,I- o (;· J 
(+) 

Diesen drei Kriiften halt an der Tetraeclersei te A B (] eine 
Kraft K das G!eichgewicht, die wir uns von einer gleichge

z 

c 

dz .X' 

Fig. 260. Spannungen 

richteten iiber A B (] gleichmiiBig verteil
ten Spannung p hervorgerufen denken. 
\Vir haben nach dieser Vorstellnng: 

K p·:JABC. 

Die Komponenten dieser Kraft nach 
den Koordinatenachsen miissen, da Gleich
gewicht herrsehen soli, die Werte haben: 

K · cos (k :1:) - - k.r' ) 
K · cos(ky)- k!!, l ((j) 

f K · cos(kz) k_. 
am Elementartetraeder. 

Ferner gilt <1ber, wenn n die nach 
nuBen gerichtete Normale d0s Dreieck:-; A BCJ b0deutet: 

~ely d.z ~-cos (n :x:) ;1 ABC 

~dzdx = em; (ny) if ABC 

}_dxdy~ co~(n.:-)•1 ABU. 

(I) 
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Setzt man jetzt (5) in (6) und (6) und (7) in (4) ein, so 
entspringt, wenn man noch die Richtung von K mit der Rich
tung von p gleichsetzt: 

p cos (p y) = ay ·cos (ny) + Tx ·cos (nz) + Tz·COS (nx), (8) 
p cos (p x) =ax· cos (n x) + Tz ·cos (ny) + TY ·cos (nz) '} 

p cos (p z) = az ·COS (nz) + V cos (n x) + Tx ·cos (ny), 
Dieses Gleichungssystem dient als Ausgangspunkt fiir die 

im Innern des Korpers zu definierenden Hauptspannungen, 
des Spannungsellipsoides usw., worauf wir hier nicht weiter 
eingehen. 

Geht man aber mit dem Tetraeder an die Oberflache des 
Korpers, so daB das L1 ABC in diese hineinfallt, so miissen, 
damit auch hier Gleichgewicht herrscht, die Komponenten 
p cos (p x), p cos (p y), p cos (p z) mit den an der betreffenden 
Stelle vorgegebenen Komponenten der auf3eren Kraft XY Z 
iibereinstimmen: 

X= axcos(nx) + rz cos(ny) + TY cos(nz)} 
Y = ay cos (ny) + Tx cos (nz) + Tz cos (nx) , 
Z = az cos (nz) + TY cos (n x) + Tx cos (ny) 

(9) 

wo die Kosinus durch die Richtung der ortlichen Oberflachen
normale gegen die Koordinatenachsen gegeben sind. 

Es sind also bei der Betrachtung elastischer Probleme 
stets die Gleichungen (12a, b, c) s 97 mit den Gleichungen (9) 
§ 98 im Verein zu behandeln. 

Die Oberflachenbedingungen kommen sowohl bei 
elastischen Bewegungsaufgaben wie auch bei Gleichgewichts
aufgaben vor. Den Bewegungsaufgaben allein sind die An
fangsbedingungen eigentiimlich, die im allgemeinen die Ver
schiebungen ~' 1], I; und die Verschiebungsgeschwindigkeiten 

o~ o1J o?; 
-at, at, ii 

zur Zeit t = 0 als Ortsfunktionen (nur x, y, z enthaltend) ge
geben voraussetzen. 

§ 99. Erzwungene gediimpfte Schwingungen von Stiiben 110 a). 

Zur Aufstellung der Differentialgleichung fiir die er
zwungenen gedampften Stabschwingungen gelangt man nach 
Ansatz (12y oy 04y 

(! q -- ;,- + 2 e q b- + E J - 4 = p cos w t + q sin w t ( 1) ?t· at ox 
H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 32 
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durch Hinzufiigung des Dampfungsgliedes 

r:y 
2 Olj fi 

~ ct 
und der beanspruchenden Stabbelastung 

(2) 

p cos w t + q sin w t , 13) 

welche wir als einfache periodische Funktion der Zeit annehmen, 
zur Differentialgleichung (1+) dm; § 75. 

In der Differentialgleichung ( 1) haben aile Gliedcr die 
Dimensionen Kraft: Lange; dementsprcchend stellen auf der 
rechten Seite von (1) die Grol.len p und q die ::-ltabbelastung 
auf die Langeneinheit dar. 

Um zu einem Losungsansatz zu kommen, iHt cs zunachst 
notwendig, die Stabbelastungen p und q nach den Vorschriften 
von § 77, Anm. 89 nach den Normalfunktionen des Stabes zu 
entwickeln. Wir erhaltcn dadureh den Ansatz 

"' (m.x) )' (m-:r) p =.:::::.., pJNi -[- ; If=..:....: qjNj ,-[-. ' 14) 

wo die GraBen p. und q. als 
.J .I 

Integrale 
l 

pj' (m:rJ p= - N. ·· .J- dx· 
.I l • .I \ l . ' 

(5) 
() I) 

berechnet werden. Him·mit lmnn man als Losungsansatz fiir 
die Stabauslenkung y die Eigenfunktionsentwicklung 

y = coswt >:aN + sin(l)t '5'b.N. 
-.I .I ~ .J J (6) 

ansetzen, die nach Vornahme dcr notigen Differentiationen gemaB 

gqfj = - IJ q w~ cos wt ~;a1 N 1 - c q w" sin wt ~'b1 N 1 l 
2oqby· =-- 2obwsinwt \.'a.N. 2oqbwcoswt \'h.N 

~ ~ - .I .I '- . - .I .I (7) 

EJ "" EJ 2} ·I .. T FJ.J . "'b "'T J y = ---,-cos wt . a.m . .~.,. 1 sin mi. _.> .m. "'. z· · .1 .1 .1 1 ..:....: .1 .1 .1 

die einzelnen Posten der link en Seite der Differentialgleichung ( 1) 
zu berechnen gestattet. In die sen Ansatzen bezeichnen a. und b. 
unbekannte Entwicklungsbeiwerte, fiir deren BerPehn~ng di~ 
Abgleichung von (1) nach Einsetzung von (6) und (71 die beiden 
Gleichungen 

2 \' N · · I \' l N -· EJ )1 4 V )' N l -gqw L.Jai 1 +2cqJw~ Ji~JT-z 4 ..:....:aJmJ lJ=..:....:Pil.i 

2 "b N b \' v I EJ '\.'1 b 4 N - " N J - 11 q w L.J j J - 2 [! q w ~ a1 .1. 1 ·-r-· 17.;;;;:., J mj .i - .;..;_.- 'li 1 1 

(8) 
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liefert. Hier konnen nach Forthebung der Normalfunktionen N. 
die unbekannten Beiwerte a. und b. berechnet werden. Si~ 
finden sich gemiiB 1 1 

( 4 EJ ") b l p1 mi z4- eqw- - q1 2 eq w 

aj = -( m/ ~?~ ~q(~2r + (2 gqbw)2 

( 4 EJ 2) p1 2 eqbw + qi m1 14 - gqw 
b = --~-~ -- - - --~- ~--~~~~ 

( EJ )2 m/ 14 -eqw'J +(2eqbw)2 

(9) 

und liefern nach einigen Umformungen und Zusammenziehungen 
fiir jeden Eigenton der Ordnung j eine Stabauslenkungsamplitude 

v~+2 
A.= yaY"+ b.'J = ---=- ~--~~-cc~ -Pi 9i -= . (10) 

J J . J 1 I( EJ )2 v m/ z-c- eqw2 + (2 eqw)2 

Die Gesamtstabauslenkung aber setzt sich hiernach zusammen 

als eine Reihe y = ..2 Aj cos ( w t p1), ( 11) 

welche angibt, wie die einzelnen Tone des Stabes an der Ge
samtschwingung beteiligt sind. Aus der Gestalt der einzelnen 
Glieder dieser Entwicklung sieht man ohne weiteres, daB der
jenige Ton den groBten Beitrag zur Stabauslenkung liefert (die 
Erorterung der Phasenverschiebung (31 unterlassen wir), bei 
welchem die Nennerwurzel in (10) moglichst klein wird. Offen
sichtlich haben wir hier das Ergebnis der allgemeinen Reso
nanztheorie 110 b) vor uns, nach welchem das Zusammentreffen 
einer Erregungsfrequenz mit einer Eigenfrequenz zu GroBtwerten 
der Schwingungsamplitude AnlaB gibt. Nach einem bekannten 
Satze der Schwingungslehre wird die Amplitude des Schwingungs-

anteils A. =v'a.2 + b.2 (12) 
J J J 

ein Maximum annehmen, wenn die Resonanzbedingung 

., 4 EJ b" eqw·=m1 14 -2 ·eq 

erfiillt ist. Dann nimmt dies Maximum den Betrag 
';-2 +-----;; 

A. = _vpi _ _!1[_ 
J max 2 (} q b ),j 

32* 

(13) 

(14) 
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an, wo nach 
}. 'J- _rfl/ EJ- b~ 
'J - zt eq 

).j die gedampfte freie Frcquenz des Stabes bedeutet. 

(: 5) 

In § 129 werden die gedampften erzwungenen Stabschwin
gungen nochmals nach der lntegralgleichungstheorie behanddt. 

§ 100. Schwingungen einer kreisformigen Platte 
nach Kirchhoff. 

Die in § 125, III aufgestellte Differentialgleichung der fre en 
Schwingungen einer Platte der Dicke 2 h, des ElastizitLts
moduls E und der Poissonschen Konstante a 

Eh2 'l (JLw 
-3 (1---~2) ox 1 

(1) 

wird, im Faile die auBere Begrenzung ein Kreis vom Radiu:; R 
ist, durch den Dbergang zu Polarkoordinaten 

x ~ r cos'!', y = r sin cp (2) 
umgeformt in (J2u, 

/J /1 W - fc I --· - ~~ () 
(j t"! ' 

(3) 

() 
wo L1 den Operator I = 2 

or~ 

1 a 
r or 

1 a~ 
und k 1 die . \b

)'2 0 cp2 

k.. k 1 3 (! 1,
2 I d urzung = -}JJ};'i- Je eutet. 

V ersuchen wir nun den Partikularansatz 

w=P(r)f(rp)'l' mit f'(cpi=AcosnqJ Bsinn1p, (4) 
wo n als cine ganze Zahl zu wahlen ist, da f(cp) die Periode 2 n 
besitzen muB, so geht (4) iiber in die heiden Differential
gleichungen 

(L1 0 - ;:)(LJ0 -- ;:-)P-J.2 k1 P=O und '1'"-1 ;,2 '1'=0, (5) 

d2 1 d 
wo 10 den Operator LJ 0 = d- -:; -,- bodoutet. 

r" r d r 

Hiernach wird '1' proportional mit A' cos },t + B' sin J.t, 
wahrend P der Differentialgleichung 

(LJ + l.k2) (/J -- ;,P; 1' = 0 (6) 
n2 

zu geniigen hat, wo 1 = /1 0 - :;- zu setzen ist. 
r" 
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Da nun die heiden Operationen L1 + A. K 2 und L1 - A. K 2 

nacheinander ausgeiiht werden konnen, wovon man sich durch 
eine kurze Rechnung iiherzeugt, so wird (5) erfiillt durch jede 
Funktion, die einer der heiden Differentialgleichungen 

d2 P 1 dP ( n2 ) --+ -- - + k2 A.---;;- p = 0 dr2 r dr r" (7) 

oder 
d2 P 1 dP (n2 ) --., + -- - - --;;- + k 2 A. p = 0 dr· r dr r" (8) 

geniigt. Die erste ist uns hereits hekannt nach § 79 als die 
Differentialgleichung der Besselschen Funktion n-ter Ordnung 

(9) 

wahrend (8) die gleiche Funktion, jedoch mit imaginarem Argu
ment i k Yl r hestimmt nach 

(10) 

Allgemein gilt also mit vorlaufig unhekannten Konstanten 
an und b, 

(11) 

Zu jeder ganzen Zahl n gehort eine solche Funktion und 
demnach ein Anteil der Durchbiegung w der Platte nach 

Wn = .2 [an J, (k Ylr) + b, Jn (ik Ylr)] 
[An cos ntp + Bn sin ntp] [An' cos A.t + Bn' sin A.t]. (12) 

Setzt man hier 

B' 
Ani= tg {Jn' 

" 

l 
--'!.=a a n 

n 

(13) 

und 
(14) 

so erhalt man den einzelnen Anteil der Durchbiegung nach 

w" =en [Jn (kV"ir) +CnJ,(ikv'lr)] cos (ntp- a,)cos(A.t- fJ,) (15) 

und die Gesamtdurchbiegung durch die Reihe 

(16) 

Zur Ermittlung der GroBen A. und an sind jetzt die Grenz
bedingungen, 1. und 2., die im § 125, III. entwickelt werden, 
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heranzuziehen. Zunachst formt man sic auf Polarkoordinaten 
um und spezialisiert sie fur den Rand der Platte 

o (~2 ~ + 1 _oAw__) _ !- -~?, (-.2 --::I' .OA1. o __ 13_ ---__')' w) .·! _ 0 I or or· r or o1rr r· rr r·1 r=R · 
a~w I (I GW ' 1 ((!W)i (17) 
'18"1; 2 1 Y -r -2r - ;'! (!n;2 I= O 
1 'r 't=R 

Fuhrt man fiir w den Ansatz 

W,=C,Pncos(n(r -cc/l)(cos2t-(J,J (18) 

ein, so findet sich als Periodengleichung der Verein der Amatze 

_! (p , + l p ,\ - II~ ( 2 - y p I - :3~ y p ) -- I 
dr " , r n} \ R2 .:' R~ n lr:R 0 

P"-t'-v( 1 P'- n- P) =0 (19) 
n R n R'! ,. 

•·=R 

Diese lief ern, nachdem ( 11) eingesetzt ist, 

_n2_(v- 1)_{ktlR.J,'(~v'IR)- J"(k V):R)} 

n 2 (v- 1){ikVIRJn'(ikVIR) -- J"(ikVlR)} 
- k3 ;,~ V 2 R3 J,' (k v} R) 

---- -- --- ---- ---- --

I 'k3 -~~/- R!lJ '('k1 1"R) --;-~ J. rl, •, ~ •), 

~-::-.2){ kY'!_R J"' (k ~;:Rl---_1~~ J ,_(!c V ;, ill} ~-k2 ;,R2 {, (k_y/IR) 
iv - 1 ){ ik VIR Jn' (ik VIR) -- n2 J,(ik viR>} P J.R 2 J) ik VlR) 

Bestimmung von ).. Fur jeden Wert von n ergibt sich eine un
endliche Reihe von )." i- W erten. Fur n = 0 nimmt ( 20) die cin-
fache Gestalt au: '· 

. c J0 (ikVi.R) , ,, 1- J0 (k11IR) , 
2(1-v)l-~kYlR- - '- ky).R -- '- . t2l; 

J,/ (ik ~1/.R) .!0' (k11).R) 

Die Frequenzen 2, i bestimmen die Schwingungsperioden der 
Platte 

1'. 
n,J 

Um aber die unbestimmten C, cc und fJ 
muB auf die Anfangsbedingungen 

( ' ow t'( ' w = ]!' r, rp): - ~-= r, f[!) ot 

( 22) 

m (L>) zu bestimrr.en, 

fiir t =~ 0 (23) 

(20) 
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zuriickgegriffen und das V erfahren der Fourier- Entwicklung 
benutzt werden wie beim Beispiel der runden Membrane § 79. 
Entsprechend der runden Membrane gibt es auch bei der kreis
formigen Platte ein aus Radien 

und Kreisen 
cos(nrp- aJ = 0 

Jn(k"Ylcr) + Jn(ikVlr) = 0 

(24) 

(25) 

bestehendes Knotenliniensystem, wie man durch Nullsetzen von 
W, in ( 15) findet. 

Die so moglichen Klangfiguren sind von Kirchhoff in 
zwei beriihmten Arbeiten 111) untersucht worden. Seine Berech
nungen schliel3en ab mit einer Tabelle der Tonhohen fiir die ver
schiedenen Klangfiguren. Allgemein gilt fiir die Kreisfrequenz 
der Sch wingung der Ansatz 

h 1 /E 
}, = 3,29 R2 y e-C (26) 

wo h die halbe Plattendicke bedeutet und fiir C je nach der 
Klangfigur ein aus der nachstehenden Tabelle zu entnehmender 
Wert einzusetzen ist. 

I 

I 

I 

I 

I 

.n I 

3 4 5 - 0 1 I 2 
I j I I 

0 I 1,00 2,32 

I 

4,05 6,20 
1 1,61 3,70 6,40 9,64 13,39 17,63 
2 6,96 10,84 15,30 20,32 
3 15,90 I 

Hier bedeutet n die Zahl der Knotendurchmesser, j die 
Zahl der Knotenkreise. 

Ferner hat Kirchhoff die Radien der Knotenkreise be
rechnet, die fiir die entsprechenden derartigen Klangfiguren in 
der Tabelle 

n 

I 0 1 2 3 4 5 

0,681 0,781 0,822 0,845 0,861 0,873 

2 0,392 0,500 0,560 0,604 
0,842 0,871 0,887 0,900 

s 0,257 
0,591 
0,894 

im V er haltnis zum Scheibenradius zusammengestellt sind. 
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§ 101. Schwingungen kreisformiger Platten 
mit punktformigen Randmassen. 

Zur Untersuchung der Schwingungen kreisformiger Platt,en 
mit punktformigen R:wdmassen geht man a us von der V Jr
stellung, daB zunachst die Masse der Platte auBer Betranht 
bleiben kann. Dann hat man aus der Differentialgleichung der 
mit Masse behafteten Platte ( s. § 100) das Beschleunigungsg]i,~d, 
welches die Dichte enthalt, zu streichen, und erhalt als Diffe
rentialgleichung der massenlosen Platte den Ansatz 

Eh2 
-- -- - !I /I w =~ () . 

:=: (l -- 1'2) 
1) 

Hier bedeutet h die hal be Dicke der Platte, E den Elastizita bs
modul und v den Koeffizienten der Querkontraktion, wahre 1d 
fiir den Operator l1 zu setzen ist: 

a~ 
11= -

?r<:?. 
r 1 a) 

Die Differentialgleichung (1) wird befriedigt durch jed en An
satz der Gestalt 

w =~ f(r) sin krp sin }.0 t, (1 b) 

sofern man die Funktion f(r) gleichsetzt mit 

f(r)=Ark-j-Br-k-+-CrHk ;-Dr~ik, 12) 

Setzt man voraus, daB die Platte in der l\Jitte keine 
Bohrung hat, so muB wegen der Endlichkeit der Losung flr 
r = 0 sein B = ]) == 0, also gel ten 

f(r) = Ark+ Crkt 2 • 

Die iibrigbleibenden Integrationskonstanten A und C sowie 
die Frequenz /1.0 im Ansatz (1 b) sind vermoge der Randbedio.
gungen zu ermitteln. Zur Gewinnung der letzteren haben wir 
den auBeren Rand der Platte zu betrachten und hier das VC>n 
den inneren Spannungen der Platte herriihrende Moment JJl,. 
und die Schubkraft S mit den entsprechenden, von den punkt
formigen Randmassen herriihrenden GroBen gleichzusetzen. Aus 
der Elastizitatstheorie 112) ergibt sich, daB das Moment der Radia 1-
spannungen ausgedriickt wird durch 
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wahrend die Schubkraft sich schreibt: 

(5) 

wo die Zeichen V und M, als Abkiirzungen zu verstehen sind fiir 

(6) 

und 
2 Eh3 0 ( 1 OW) M = ------ --- . 

I 3 1 + V or r Of[! 
(7) 

Bei punktformigen Randmassen ist deren auBeres 
also lautet die erste Randbedingung 

Moment 0, 

o2w +)! .(~ _0_!1!__ + __l:_ o2 w) = 0. 
cr2 r or r2 ocp"' 

(8) 

Die Schubkraft dagegen wird gleich der Massentatigkeit der 
Randpunkte zu setzen sein gemaB 

Nmw 
S=----

2nR' 
(9) 

wo N die Zahl der Punkte der Masse m und 2 R den Platten
durchmesser bedeutet. Ferner bedeutet 

(10) 

die Beschleunigung eines Plattenpunktes quer zur Plattenebene. 

Aus (8) (erste Randbedingung) folgt Formel 

.Ak (k -1) (1- v) + 0 R2 (k + 2) [k (1- v) + 1 + v] = 0, (11) 

aus (9), (10) sowie (5), (6), (7) folgt die zweite Randbedingung 

A { k2 ( k - 1) 2 - R2 2 2 } 
1 + )!2 p 0 

OR2{k(k- 1)[k(1.- v)- 4] 2- R2, 2} + 1- v2 p "o ' 

wo als Abkiirzung zu verstehen ist : 

4nEh3 

P=-sffrr:· 

(12) 

(12 a) 
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Durch Auflosung von (11) und (12) nach 20 2 (bei Elimination 

von ~ R2) folgt: 

1 R~ (1 - 1') [k (2 - v) + 1 - 1•] 
p~ F (k --1) (3 k + 3 + 1•)-. ( 3) 

Dieser Ansatz gibt also die Eigenfrequenzen einer massenlo<:en 
Platte mit punktformigen Randmassen bei Knotendurchmesser
schwingungen wieder. 

N unmehr betrachten wir die Platte als mit Masse behaHet 
und denken uns die Randmassen fort. Dann haben wir iie 
bekannten Kirchhoffschen Plattenschwingungen mit Knot•m
durchmessern zu bereehnen gcmii13 

1 R 1 R 1 [! 

lk" '= 4:r"(Jk2h~];' 

wo die fJk die W erte habon fiir : 

k = 2 :l 

1,1 H 

4 

2.06 
;) \ 

3,16 J 

(:4) 

( 15) 

Insofern es sich nun bei (lB) und (15) um die Schwingungen 
von Systemen verschiedener Massen, aber gleicher elastisc1er 
Eigenschaften handelt, ist die Anwendung des Dunkerleyschen 
Prinzips 112 a) gestattet, so daD man durch Addition von (13) und 
(14) das reziproke Frequenzquadrat 1:1.2 der Platte mit Eig~n
masse und Randmassen erhalt gema13 

==-~-{ 1 __:__3nfJk?lm(l l')[k(2-l') 1-il']\ (_l 6) 
l.k2 · gR 2 h k2ik--1)(3k 3+J•) 1· 

Setzt man nun noch die Summe der Randmassen 

Nm=MR 
und die Plattenmasse 

2 n R2 h e = 1lis , 

so erhalt man schlieBlich als Ergebnis: 

( 1 7) 

wo die Frequenz der Platte mit Randmassen bezogen ist auf 
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die Kirchhoffsche Frequenz und das Massenverhaltnis ~; , 
auch durch das GR: G8 - Verhaltnis ersetzt werden kann. 

Durch einen Versuch wurde der Ansatz (18) gepriift an 
einer Platte von 2 R = 30 em, 2 h = 0,35 em, aus Stahl mit 
v = 0,3. Die Kirchhoffsche Frequenz fiir k = 2 war 23~ pro sec, 
das Plattengewicht 1,96 kg. Die Randmassen waren durch 
kleine am Rande der Platte angeschraubte Eisenklotzchen von 
je 40 g Gewicht ausgefiihrt. Es wurden die Tonhohen der 
Platte mit 48, 32, 16 Klotzchen bestimmt; die Messung ergab 
128, 143, 173 Schwingungen in der Sekunde, wahrend die 
Rechnung nach (18) die Betrage 125, 142, 171 lieferte. 

§ 102. Schallbewegungen in einem unbegrenzt ausgedehnten 
elastischen Medium. Longitudinale und transversale Wellen. 

Sehen wir vom EinfluB der Schwere oder anderer an 
der Masse haftender Krafte, mit Ausnahme der Massenbeschleu
nigungskraft, ab, so haben wir in den Gleichungen (12) § 97 
in X, Y, Z nur die Komponenten der letzteren: 

d2~ d2~ d2( 
- tt -zti~- • - tt dt~- • - 1), dt2-

zu beriicksichtigen, wodurch die Differentialgleichungen ent-
springen: m oe fl 02 ~ 

L1 ~ + m- 2 al =a dt2 ' 

m oe fl o2 ~ 
L117 + m - 2 o ~ = G o t2 ' ( 1) 

,_ m o e ,a o2 ( 

L1 ~ + ;:;:;-·.:_ 2 o( =a 8f" 
Da der Korper unbegrenzt ist, brauchen wir auf die Ober

flachenbedingungen keine Riicksicht zu nehmen. 
I. Zunachst priifen wir, ob eine ebene Bewegung in der 

X- Rich tung moglich ist, die gekennzeichnet ist durch den 

Ansatz: ~ = F(x, t), ~ = 0, ( = 0. (2) 

Die Gleichungen 

bzw. 

(1) reduzieren sich dann auf: 

o2 ~ m o2 ~ fl o2 ~ 
ox2 + ;:;:;,-=-2 ox2 = G ot2 

2 ( m - 1) o2 ~ ,a o2 !; 
n-;:= 2 oX2 = G ot2 • 

(3) 
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Versucht man hier ~ als Produkt einer Funktion von a: in 
einer Funktion t darzustellen: 

~ c, ~0 X·T, 

so ergeben sich mit einer unbestimmt bleibenden Konstanten 7.:2 

folgende .gewohnliche Differentialgleichungen fiir X und T: 

2(m-1) ., 72 , ) ---- .\ l- ''_ X = 0, m-- 2 

/ l 'T" _[_ k2 '[' = 0 
G I ' 

deren partikuliiro Losungen sind: 

kx 
X=eos __ oder 

1 /~_(m- l) 
V m-2 

kt 
T = eos -----= oder 

kt 
Hill- . _ 

Y{1 V,u 
(' ' 

Mithin hat man in dern Am;atz: 

r X 

~0 X 1' = ~0 eos/c (v2(;;--D. 
~-9 

' "' -

t). 
v~ 

r4) 

15) 

(H) 

eine Losung, die zwei Paare mi:iglieher partikuliirer Ausdriieke 
von (5) umfaBt, womit wir uns hior begniigen. Fiihren \rir 
jetzt im Ansatz (H) die Abkiirzungen cin: 

k 2n k 2:r 

v2~-- 1) 2') Vi' 'o 
2 (: 

i 7) 
' j 

so wird: 

Die heiden nouen Kon~;tanton ),0 und T0 unterliegPn der Be
dingung: 

(9) 
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wie sich durch Division der heiden Gleichungen (7) ergibt. 
Setzt man (9) in (8) ein, so handelt es sich urn den Verlauf 
der Funktion 

cos ~; ( ~ - t) . 
Die W erte dieser Funktion reproduzieren sich off en bar 

dann, wenn V - t ein ganzzahliges Vi elf aches von t 0 wird: 

(10) 

woraus sich ergibt: 

x = n t 0 V +tV= n A0 +tV, (11) 

d. h. zu einer gegebenen Zeit t befinden sich alle Punkte, die 
voneinander urn die Strecke A.0 abstehen, in demselben Schwin
gungszustand. Man nennt A.0 die Wellenlange. 

Man kann aber (10) auch nach t aufli:isen: 

X 
t=v -nr0 , (12) 

d. h. in einem gegebenen Punkte x treten nach Verlauf ganzer · 
Zeitraume T0 dieselben Schwingungszustande ein. Man nennt 

r0 die Schwingungsdauer. Das Verhaltnis V= Ao heiBt die 
To 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle, weil gewisser
maBen ein zur Zeit t an der Stelle x eingetretener Zustand 
wahrend der Zeit T0 bis zur Stelle x + 20 weiter lauft. 

Der bisher von uns untersuchte Ansatz !; = F (x, t), der 
sich als mi:igliche Li:isung herausgestellt hat, wird als longi
tudinale Wellenbewegung bezeichnet, weil die Schwingungs
richtung !; mit der ~'ortpflanzungsrichtung x zusammenfallt. 

II. Wir eri:irtern jetzt noch den Ansatz 

!; = 0; 17 = F (x, t); (13) 

Dieser unterscheidet sich von dem vorigen Ansatz (2) da
durch, daB wir nur Schwingungen 17 senkrecht zur Fortpflanzungs
richtung voraussetzen. Setzt man (13) in die Differential
gleichungen (1) ein, so ergibt sich erstlich 

(14) 
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und mithin als Differentialgleic:hung fiir IJ 

rJ~/7 .. l~a~,7 
c!:X:~ -- a at~ • 

Dieser Gleic:hung geniigt der zu ( 6) analoge partikuliLre 
Ansatz 

'I c 'lo XT ~~ 'lo eo>k ( x ~ ,-;;c) , 
. V G, 

der wiederum zur Definition cinc:r Schwingungsdauer r0 und 
einer W ellenHinge 20 fiihrt. Das Verhaltnis dieser 

( .7) 

wird aber klciner ab: im Falle der longitudinalen BewegR1g. 
Man nennt den Ansatz (16) cine transversale W ellenl e
wegung. Wir merken noch an, daB die LongitudinalweLen 
mit Verdichtungen und Verdiinnungen des schwingenden Me
diums verbunden sind, entsprechend dem Ausdruek fiir die 
V olumenanderung 

ri~ o11 , a:: 
e = -- + -- -r-

()x ()y i z 

wahrend die transversnlcn Bewcgungen entsprechend 

;;; rJ1; a:: 
e = u' ".'J + ·;,··.~ cc= 0 ( L!J) 

()X , c ·-

kompressionslos vor sich gehen. 

III. Will man einen der behanddtcn Bc:wcgungsvorgauge 
(z. B. eine Transversalbewegung) einc:m gegebcnen Anfangs~u

stand anpassen, so hat man i) als Reihe wie folgt anzusetz m: 

17 ~= 2: A~o cosk (" · ' ;,, - q,) 
, V G 

(W) 

und hat die Gri:iBen Ak cosrp1, und A,, sinq\ analog ~ 72 durch 
die Gleichungen: 

[ll]t=o = g (:r): 
Ia 11 
l_at it=O 

hi:r) I 21) 

als Fourier- Koeffizienten zu bestimmcn. 
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Eine andere Form der Li.isung fiir die Differentialgleichung 
einer ebenen Welle wird spater bei Gelegenheit der elektro
magnetischen Wellenbewegungen im § 116 gegeben werden. 

§ 103. Radiale Formandernngen nnd Schwingnngen einer Kugel. 

Setzen wir bei einer Kugel nur solche Krafte an den 
einzelnen Masseelementen angreifend voraus, deren Richtung 
durch den Kugelmittelpunkt geht und deren GroBe nur ab
hangig ist von dem Abstand des von ihr erfaBten Elementes 
vom Kugelmittelpunkt, so ki.innen die Kugelpunkte sich 
nur auf ihren Radien verschieben, und die Verschie
bungen konnen nur von r abhangen. Unter diesen Um
standen bleibt ein Raumelement der Kugel dx dy dz bei der 
Formanderung sich selbst ahnlich und ahnlich liegend, und die 
Verschiebungen ~ r;' sind den Koordinaten x y z proportional: 

~~=eX, r;=ey, '=EZ. (1) 
Bezeichnet man die Verschiebung eines Punktes auf seinem 
Radius mit !2, so ist 

e = V~2 + 172 + '2 = eVx2 + y2 + z'i = e·r. (2) 
Man erkennt also 

(! 
e=

r 

als die spezifische radiale Dehnung113). 

(3) 

Wir suchen jetzt die Ansatze (1), (2), (3) m die Gleichungen 
( 12) § 9 7 einzufiihren. 

Erstlich bilden wir die GroBen: 

o ~ = e + x ~ ~ = e + x2 ~' 
ox or ox r or 

a~ oe or xy oe 
-=X--=--, 
ay or oy r or 

0~ oeor xzoe 
-=x~~--=--

oz or oz r or' 
und analog: 

or; yx oe 
ax= r-ilr; or;= e + y2 oe; 

oy r or 

a' zx oe 
ax= -;:-a;;.; a' zy oe --=---; 

oy r or 

or; yz oe 
-=~-; oz r or 

a'= e + z2 ~. 
oz r or 
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a us den en si ch die spezifische V olumanderung 

o~ , 017 oC , e = -~ 1 -- -j- ~- c= ;) E 
ox ay az 

x~ + y~ ....'. .. z2 lh , , ih 
- - --=3F_.J._r 

r 01" I Or 
ergibt. 

Ferner ergibt die Bildung der zweiten Differentinlquotiemen 
die Ansatze: 

,..1~= 
4x OE O'.!,t-: oe 

1 
------

xa;~ - --
' r ()r Ox 

4y OE (;2 r: ()e 
(4) !11)=- y-a-r~ -

r or oy, 

J /1' = 

4z of (;'.! F ( e 
;:; -· ··-

' or c ., oz r r" 

Die Gleichungen (12) ~ 89 nehmen mit den RPsultaten (4) 
nunmehr die Gestalt an: 

(;2 f) ( 
x·~ \1-: c:1 •> I u r-

Multipliziert man diese Gleichungen der Reiho nach mit 

und addiert, so orhaJt 

wo 

X !J w 

r r r 

man eine einzige 

r a~!.) 2 (m -_1) 
i r~ m -- ~ 

Gleichung 

K 
G 

= o, 

K ~= 1 (Xx r . }"y Zz) 

(5) 

(6) 

die radial wirkendo Kraft bodeutot, die wir jetzt als aus ciner 
die Masse angreifenden Kraft k und oiner von der Boschleuni

r?c: 
gung herriihrenden Kraft -- ttr -;::-t.; zusammongesetzt betracbten. 

( oe 
2 G 4--

. or 

0 " 

(7) 
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Zu dieser Gleichung fur e kommt noch die Oberfli:ichenbedingung 
hinzu, die aus der Gleichung (9) § 89 zu entwickeln ist. 

Zu diesem Zweck gehen wir auf die Ansatze (11) § 97 fur 
ax, "Y' a= und (8) fur Tx, TY' Tz zuruck. Wir finden: 

a. = ~~-- (m -L 1) e + r -L (m - 2)- -2 G { [ x2
] oe} 

·' m- 2 I I r Or l 

2 G { . 1 y2 J o e} a=---- (m+1)e-lr+(m-2)--
!J m- 2 I r or l 

a,---~~ (m+1)e+ r+(m-2)--2 G { l z2 J oe} 
. m- 2 r or ' 

, y z oe 
T =2G·--

.r r or' 

zx Oe 
T =2G--
y r o1· ' 

xy Oe 
T=2G-~-
= r or . 

(8) 

Mit diesen Ausdrucken geht man in die Gleichungen (9) § 98 
ein und hat jetzt zu berucksichtigen, daB die in den Formeln 
vorkommenden Winkel (nx), (ny), (nz) mit den Winkeln des 
Radius r gegen die Koordinatenachsen identisch sind. Wir 
konnen also schreiben: 

X 
cos (n x) = - - ; 

r 
cos ( n y) = Y_; 

r 
z 

cos (nz) = -
r 

(9) 

Da aber nach unseren Voraussetzungen die Richtung der 
auBeren Kraft, deren Komponenten X, Y, Z sind, in den Radius 
fallt, so kann man die Gleichungen (9) § 98 der Reihe nach 

mit x, }J_, -~ multiplizieren und addieren, wodurch eine einzige 
r 1" r 

Gleichung entspringt: 

2 G { Oe}r=r2 
P '= -- ( m + 1) e + ( m- 1) 1" --- • 

m- 2 01" r=r, 
(10) 

Hier bedeutet P die auBere auf die Kugeloberfliiche wirkende 
Normalkraft, und der Ansatz verlangt, daB e, wenn es als Funk
tion von r und t vermoge (7) gefunden ist, an der Oberfliiche 
(d. h. fur r = r1 und r = r2 ) die Gleichung (10) zu erfiillen hat. 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 33 
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Beispiel1. Die Kugel sei eine Vollkugel: r1 = (I. Auf dor 
auBeren Oberflache last.e der Druck - p (kg/qcm); an l\lassen 
haftende Krafte kommen nicht vor (k == 0), und es werde dor 

Gleichgewichtszustand betrachtet (~~.~ ·= o). Dann liefert ( 7) a t2 

den Ansatz: 

mit dem allgemeinen Integral 

t: (' 
1 

(;" c 
r = = 0 

(}r-2 

c"!. 
:3 r3 . 

ill) 

(1 ~) 

Hier mul3 C.,=- 0 sein, wei! sonst fur r == 0 (im Kugol-
- mittelpunkt) c = C\J \Ytirde. 

Sctzt man dann 

t: == C1 

m ( 10) ein, so folgt 

und 

Fig. 261. Radiale Be
anspruchung einer also 

Kugel. 

·> G 
--p= ~ -(rn+1)C 

m --2' · 1 

-p(m--2) c = --
1 2 lm 1 a' 

- p(m - 2) 
t: == -· . -- . . . 

2(m+liG 
I 1 3) 

Die Formanderung bssteht also in diesem Fall in einer langs 
des Radius konstanten spezifischen Verkiirzung des Abstandes 
der einzelnen Punkte vom Kugelmittelpunkt. Und zwar ist die 
Verkiirzung nur von den elastischen Konstimten des Materia: es 
und vom Druck p abhangig. 

Beispiel 2. Ist die Kugel eine Hohlkugel nach Fig. 2fil, 

so ist. der allgemeine Ansatz 

(14) 

in Gleichung (10) einzufuhren, wodurch 2 Gleichungen zur He
stimmung von C1 und C2 erhalten werden. Die Berechnung cler 
Konstanten ist Ieicht und soll daher nieht ausgefi.ihrt werd•m. 

Beispiel 3. Freie Schwingungen der Kugel. Die Schwin
gungen der Kugel sind freL wenn die Kraft k in Gleichung :7) 
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und die auBere Kraft P in Gleichung (10) nicht vorhanden sind. 
Es gilt dann fiir s die partielle Differentialgleichung: 

fh a2 E = 2 G m - 1 (~2 E + _4_ ~). (15) 
at2 m-2 ar·J r ar 

Eine hieraus etwa gefundene Losung muB an der Oberflache 
der Kugel bei r = r1 und r = r2 die Gleichung erfiillen: 

as 
(m+1)s+(m-1)r-=0. ar 

In Gleichung (15) schreiben wir zunachst abkiirzend 

(16) 

2G m- 1 Q 

-·--=a" (17) 
fh m--2 

und versuchen, ob c durch einen partikularen Ansatz der Form 

E = B·T (18) 
gefunden werden kann, bei welchem R nur r und T nur 
enthalt. Durch Einsetzen in (15) erhalt man: 

RT" = a2 (R"T + ~ R'T). (19) 

woraus sich nach Division mit RT zwei Ansatze 

T" + k2 T = 0 

R" + !_.R, _L p R = 0 
r I a2 

(20a) 

(20b) 

darbieten, wo k eine noch zu bestimmende Konstante ist. 

Das allgemeine Integral von (20a) findet sich Ieicht mit 

T =A coskt + Bsink t. (21) 

Fiir (20b), welches eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist, bilden wir die Frobeniussche N ormalform 114 ), indem 
wir statt 4 allgemeiner h setzen: 

k2 
r 2 R" _L r · h R' + r 2 - - R = 0 

I a2 ' 
aus der wir das Koeffizientensystem 

notieren. 

P2o = 1 P21 = 0 · · · 
Plo = 4 pll = 0 ... 

Poo = 0 
k2 

Po1 = 0 Po2 = a2 

33* 
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Als determinierende Gleichung crgibt sich: 

{0 (e) = o -+-hi! u(l! -- 1) == d!! + h -1) == o, 

wahrend sonst noch t~ (1!) =c 0, t~ (!!) ,c~ ~: von Wichtigkoit si1d; 

alle hoheren f~ (g) sind Null. Die Koeffizienten dor Reihen
entwicklung, die wir fiir R suchen, werden nun 

h)' 

a =a 
4 o(e+2)(1! 4) (I!+ 1 h) (I! 

mit den en der allgemeine Reihenansatz: 

fiir o = () und o ~, - h l (Lfisungen dcr dctel'lninierenien 
Gleichung) zwei Reilwn liefert: . 

( 
(k2 :a2 )r~ 

1 
(F:a~)~r' 

R c= Rin = a0 l ---
2 (h !~ l J T 2 · 4 (h l ! I h • · ;~ I 

( kJ : a7)'l r 0 

2 · 4 · !i I h lJ I h il 1 ! h 5) 
... ) 

; 

und 

R -.. -_RI"l,.·-hi-1 ___ -- -h+1f (F:aYJr'' 
, a0 r '" 1 -- ,, 1 "' - h -' :11 

_L (k~_: c/)~ r 1 

' 2 · 4 ( h f :3) I, -- h ,-,; 

(F:a~)'1 rG 

2 · 4 · o I - - h + :~) ( -- · h + ;, .I I -- h + I 1 
.. ·J. 

I 

Jedenfalls kann man fiir R eine allgemeine LiJsung 

ansetzen. 

R = C R111 ( k r) 
\a. 

(221 

Das Produkt von (21) und 122) lidert jetzt einen parti
kularen Ansatz fiir E, in welchem nm· noch iiber die Zahl k 
und die unbestimmten Konstanten A BCD Entscheidung zu 
treffen ist. 

Da cs moglicherweise mehrere W orte von k geben k 1nn, 
die zulassig sind, so haugen wir den Index n an und se~zen 
eine allgemeinere LiJsung fiir F an dur<'h die Sum me: 
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E =?{An cosk, t + Bn sinkn t} { Cn R(l) ( ~ r) + ~n R(2) ( ~n r)}. (23) 

Hier ist zunachst die Bemerkung zu machen, daB im Faile 
der V ollkugel alle Dn = 0 zu setzen sind, weil sonst fiir r = 0 
die spezifische Dehnung im Mittelpunkt der Kugel oo werden 
wiirde; ist hingegen die Hohlkugel zu betrachten, dann muB der 
gauze Ansatz (23) weiter behandelt werden. Da das Prinzipielle 
der weiteren Entwicklung an der Vollkugel gezeigt werden kann, 
beschranken wir uns auf diese und suchen nun mit der Ent
wicklung (23) der Oberfliichenbedingung 

os 
(m+l)s+(m--l)r-8-;:- (24) 

zu geniigen, d. h. wir suchen die Gleichung zu erfiillen 

!(m + 1) R(l) (kn r)' + (m- 1) r-~ R(l) ( ~n r)] = 0. (24a) 
L a or , a r=rz 

Fiihrt man die vorgeschriebenen Operationen aus, so erhiilt 
man die (transzendente) Gleichung mit unendlicher Gliederzahl: 

1 - 2 (1~ 1) ( 1 + 2 ;;-+~}) 

2--4 -~h ; 4

;) (h-+ 3) ( 1 + 4 ~-+ ~) 
- 2·4·6-(h + 1)6(h + 3)(h + 5) (1 + 6 ~i D- ... = 0, (24b) 

die nach x = '!_2 kn aufzulosen ist, womit die Oberfliichen-
" a 

bedingung erfiillt wird. Die Auflosung liefert unendlich viele 
positive Wurzeln x" und damit unendlich viele Werte 

k ~= ;t;n (1, 
Jl r2 ' 

womit dann Ansatz (23) iibergeht in: 

c: = )'(A C cos _J;, (1,_ t + B C sin _x,(l t) R(t) (x _!_). (25) 
..:....J n n r 2 H n r.!. n r.'!, 

~unmehr sind lediglich noch die Konstanten (An C,) und (Bn C,) 
zu bestimmen mit Hilfe der Anfangsbedingungen. Es handelt 
sich darum, den Bewegungszustand (25) dem zur Zeit t = 0 
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gegebenen Zustand anzupassen. Der Anfangszustand ist be
stimmt, wenn fiir jeden Kugelpunkt die elastische V erschiebun§ r f' 

und die Verschiebungsgcschwindigkeit r ~ ;· zm· Zeit t = 0 als 

Funktionen g (r) und h (r) gegeben sind. 

Dann 

und 

fiieBen aus (2f>) die heiden Gleichungen 

g (r) =.c I'· )'(A C ) R 1) (r r ·) 11 ~ n 1L- \ n 1.~ 

h( rJ' = r · \\ B C ) x . !". R(l) (x -r ) . 
\ ~ \ 1t n n r-1. n r~ I 

( 2fi) 

Multipliziert man beide Gleichungen mit dem Differential: 

r3 R(l) (x r_ \ dr und integriert von 0 bis r~. tiO hat man auf 
tn 1".)) 

den rechten- Seiten die lntegrale 
,.2 

f 'll( r) (I)( r,'), J = r4 R x · R .r c d r, 
~- \ Jl r'.!. m .J. 

0 

von denen man beweisen kann, dal3 sic fiir m ~ n verschwinden. 
Sonach kann man gliedweise in (:Hl) die Konstanten berechnen 
wie folgt: 

r \ 
- ) dr 
r~ 

(A, C',l = 
() 

Rrl)/. r)'·i~ \.1 i dr 
\ I' r . .., _j 

II 
(28) 

(B C'-
ll }I) 

Hiermit ist aber r:: vollstiindig in seiner Abhangigkeit von r 
und t ermittelt; es geniigt den Obcrfiachen- nnd den Anfangs
bedingungen. 
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Die physikalische Bedeutung des Ansatzes (25) ist dabei 
die, daB die Bewegung aus einer Dbereinanderlage
rung von Schwingungen oder Tonen besteht. Der ein
zelne Ton ist charakterisiert durch die GroBe kn, welche 
der Periode Tn der Schwingung umgekehrt proportional ist: 

~ 2_ 
2 ;r Tn 

(29) 

Die Gleichung (24) oder (24a) bzw. (24 b) heiBt deshalb 
die Periodengleich ung. Die Sch wingungszahl Zn des 
Tones wird geliefert durch die Beziehung: 

k 1 
T =-" '=-. 

n 2n T, 
(30) 

§ 104. Das Ritz-I,orenzsche Verfahren der naherungsweisen 
Losung von Elastizitatsaufgaben. 

I. Bei allen Elastizitatsaufgaben, auch bei solchen, bei 
denen nur das Gleichgewicht zu untersuchen ist, handelt es 
sich urn die Aufsuchung von Ansatzen fiir ~, 'fJ, (, die 1. die 
Differentialgleichungen der Elastizitatstheorie befriedigen und 
2. die Oberfhichen- oder Randbedingungen erfiillen. 

In vielen Fallen gehort schon eine betrachtliche mathe
matische Gewandtheit dazu, Ausdriicke zu finden, die diese 
heiden Anforderungen genau erfiillen. 

II. Die besondere Natur der elastischen Aufgabestellung 
hat es nun mit sich gebracht, daB wir ein Naherungsverfahren 115) 

besitzen, welches gestattet, auch verwickeltere Aufgaben danach 
zu behandeln. 

Die besondere Natur der elastischen Aufgabestellung (wir 
sprechen im folgenden nur von Gleichgewichtsaufgaben) ist 
darin begriindet, daB sich die oben entwickelten Differential
gleichungen der Elastizitat auch finden lassen aus der Forderung, 
daB die Formanderungsarbeit eines elastischen Systems ein 
Minimum sein muB. Wir betrachten hier die Formanderungs
arbeit als die Summe der Formanderungsarbeiten der inneren 
und der auBeren Krafte. 

Die inneren Krafte ergeben sich aus unseren Spannungs
komponenten ax, ay, az, rx, TY, rz nebst den zugehorigen spe
zifischen Formanderungen Bx, BY' sz, l'x' l'y' l'z· 

Der Spannung ax entspricht am Volumelement dxdydz 
die Kraft a,"·dydz. Die Rechtecksseite dy dz verschiebt sich 
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0~ 
durch die Formanderung urn den Be trag -;;-- d x, rnithin wir j 

ex 
die Arbeit geleistet 

1 a~ 1 
0 ---dxdt'jdZ=-co -a c: dr 2 x Ox < 2 x x ~ 

da wir uns die Spannung ax a];,; von ~ull zum Betrage o, 
anwachsend denken miissen. 

In entsprechender Weise errnittelt man die den iibrigen 
fiinf Spannungskomponentcn entsprechenden Arbeiten und erhiilt 
als Formanderungsarbeit der inneren Krafte am Raurnelement d r: 

dAi'=J(o:,Ex o!fc:Y<-a0 f:2 -l-rxl'x ryyy T2 f')dr. (1) 

Hierzu hat man die Arbeit der au13eren Kriift.c· hinzu
zufiigen, deren Komponenten X d r, Y d r, Z d r sind. Die von 
diesen geleistete Arbeit ist: 

dAa==- (X~+ Yn+Z,)dr. (2} 

Als Gesamtarbeit ergibt sich demnach nach lntegratiJn 
iiber alle Volumenelemente: 

A=fl(a E -r'-o f ___:_a c --Lr y _l r ,, _l r )' -XJ:--Ylj-Z(idr. '3) 
~ x x !J y I z z 1 X :c- I yl y I :; ;; ~ , \ 

Diese Gesamtarbeit soll ein Minimum werdon. 
Durch Einfiihrung der uns bekannten Ausdriicke, durch welche 
die Spannungen und Dehnungen als Funktionen der Differenti:tl
quotienten von ~, 17, C nach x, y, z dargestellt werden. geht A 
in eine Gestalt iiber, in welcher nur noeh ~, 'l), C, bzw. deren 
Differentialquotienten vorkomrnen. Dann ist ein Minimum von 
A vorhanden, wenn die erste Variation r)A von A versehwindet. 
Wir wollen die Entwickelung der ersten Variation nicht dur·;h
fiihren, sondern lieber sofort das Resultat anschreibcn 116 ): 

r) A = -- J dr { ( d ~ '/11,- () e -1-- _!-) r) c 
m-2rx G ' 

0. (4) 

Bei der Willkiirlichkeit der Variationen r) ~, r) 11, r) ~ kann 
dieser Ansatz aber nur erfiillt werden, wenn die Klammemus
driicke unter dem Integral einzeln verschwinden, d. h. wenn filt: 
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m oe X 
L1~+ m=2ax +-G =O, 

m oe y 
L1 tJ + m:= 2 ·a-y + 7J = 0 ' (5) 

m oe z 
L1 ' + m - 2 a; + ·a- = 0 . 

Wir haben mithin unsere bekannten Gleichungen der Elasti
zitatstheorie erhalten. 

III. Das nun zu beschreibende Naherungsverfahren kniipft 
ebenfalls an den Ansatz (3) an, nachdem darin fiir die Spannungen 
und Dehnungen deren Ausdriicke in ~, t], ' eingefiihrt sind. 

Dann setzt man fur letztere GroBen folgende Summen an: 
n 

~== ')'a.f.(x,y,z), 
..:.....; ' ' 
i=l 

n 

17 = 2_,-,b;fJ;(x,y,z), 
i=l 

n '= _l;c;h;(x,y,z), 
i=l 

(6) 

in welchen die a;, b;, C; unbestimmte Konstanten sind, wahrend 
von den Funktionen (;, fJ;, h; nur verlangt wird, daB sie die 
Grenz bedingungen befriedigen. 

Nach Einfiihrung von ( 6) in (3) kann man die dreifache 
Integration ausfiihren, worauf die Konstanten a;, b;, C; so zu 
bestimmen sind, daB A ein Minimum wird. Man hat also das 
Gleichungssystem aufzulosen: 

oA oA 
8a~ = 0 , a b i = 0 , i = 1, 2, 3, ... (7) 

was immer moglich ist, da diese Gleichungen in den ai, b;, C; 

stets linear sind. 

IV. Nach H. Lorenz, Technische Elastizitii,tslehre 1913, 
gcben wir ein einfaches Beispiel. 

In § 2 6 kann man a us den Gleichungen 3 b, 4, 5, 7, 8 den 
Ansatz fiir die Kormalspa.nnung ableiten: 

M 
a =c zy· 
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Die zugehorige Dehnung ist 

die Dehnungsarbeit wird 

fl 
a 
E' 

dA.= ~~= ~z2 M~. 
t 2 2 EP 

Multipliziert man hier mit d T • ~ dx d r und integriert iiber den 
ganzen Balken, so erhalt man die Biegungsarboit der inneren 
Krafte. Es bleibt mit 

iibrig 

Mit 

findet sich hieraus 
l 

A.c 
' 

]i].J (. (!d.-~~ )2 d :c. 
2 d:r" 

v 
u 

Ferner wird die Arboit dor iinf3en?n Kraft 

wo eine Integration nicht mehr erfordorlich ist. 
man die Gesamtarbeit 

Denmach hat 

Wir setzen jetzt y als Funktion von x ~tn 1rie folgt: 

Der Ansatz geniigt den Grenzbedingungen 

y ~ 0 l 
dy- . n J 
d:c . 

fiir x = (), d. h. im Eir
spannungsq uerschnitt. 

(H) 

(!li 
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Fiihren wir nun (9) in (8) ein, so wird 
l 

A_EJJ(· )2 2 :1) -- 2 2a1 +6a2 x dx--P(a1 l +a2l. 

0 

Die Ausfiihrung der Integration liefert folgenden Ausdruck 
fiir die Arbeit: 

A =c E J ( 2 a1 2 l + 6 a1 a2 l2 + 6 a2 2 l8 ) - P a1 l3 - P a2 l3 • ( 10) 

Damit dieser Ausdruck ein Minimum wird, muB sein 117) 

0 A = E J ( 4 a l + 6 a P) - P F = 0 l o a1 1 2 ' 

~ ~ = E J ( 6 a1 l2 + 12 a2 Z:1) - P l3 = 0. 

Die Aufli:isung von (11) nach a1 und a2 ergibt: 

womit wird 

Pl 
al = 27JfJ' 

p 
a2 =- 6FJJ' 

(11 

(12) 

welches Rcsultat sich auch durch direkte Integration der 
Gleichung (7) § 26 ergeben wiirde. 

ZuHillig hat hier die Ritzsche Methode ein ,genaues" 
Resultat geliefert. Im allgemeinen ist dies nicht der Fall. Man 
erhalt ein Niiherungsresultat, welches gegebenenfalls durch 
Hinzunahme von weiteren Funktionen fi, gi, h; zu verbessern ist. 

V. Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik. 

§ 105. Aufstellung der Eulerschen Grundgleichungen fiir 
Fliissigkeiten mit und ohne Reibung. 

I. Zur Betrachtung von ]'liissigkeitsbewegungen bieten sich 
von vornherein zwei Methoden dar. 

Man kann entweder einen bestimmten Punkt x, y, z des von 
der Fliissigkeit erfiillten Raumes ins Auge fassen und die zeit
liche Anderung der Stromungsgeschwindigkeit an dieser Stelle 
verfolgen, oder man kann ein bestimmtes Fliissigkeitsteilchen 
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mit den Koordinaten x, y, z herausgreifcn und des~cn Hahn bt~
stimmen. 

Die erstere Betrachtungsweise fiihrt zu den hydrodynami
schen Differentialgleichungen von Euler und liefert die Kolll
ponenten (Fig. 262) der Geschwindigkeit 

!I 

vx , f~(~,y,z,t), \ 
z vii oc= f ~ (x, y, z, t I, f 1 l) 

vz .c. t;l (x, y, z, t) J 

als Fnnktionen de::; Ortes :1:, y, z mtd 
der Zeit t. 

Die zweite Methode liefert die 
hydrodynamischen Differentialgl(>i
chungen nach Lagrange und bc
stimmt den jeweiligen Ort :r, y, z 
eines Fliissigkeitselementc::; 

Fig. 262. Geschwindigkeits
komponenten im raumlichen 

Fliissigkeitselement. 

.r 9\(a,b,c,t), ) 

y = If'~ (a, b, c, II, J~ 
z .·.~ T:1'(a, b, c, t' 

(2) 

als Funktion des Ortes a, b, c des Elemcnte::; zur Zeit t , 0 und 
der Zeit t. 

Die Aufstellung der Eulerschen Uleichungen, die sich zu
nachst auf Fliissigkeiten ohne Reibung beziehen, kniipft zweck
maBig an das Gleichgewicht der Kdifte an einem Elcmentar
parallelepiped dx dy dz der Fliissigkeit an. 

Die an einem l<'lii::;sigkeitelomont angreifeuden Kriifte sind 
folgende: 

1. Die Massentriigheit deH Elementes von der Form 

dv 
ndxrlydz-
~ d t , 

d. h. das Produkt seiner Masse m die Be::;chleunigu1g. 
2. Die am Volumen haftende iiuBere Kraft P tl.rdydz. 
3. Die von der l~liissigkeit auf d<Ls Element <Lnsgeiibten 

Kraft e. 

Bei der Bestimmung dcr Jetzteren lmben wir zuniic 1st 
Gelegenheit, zwisehen reibungsfreien und reibungsbehaftot,en 
Fliissigkeiten zu unterscheiden. Zieht m<m in einer Fl iissigkeit 
durch einen Punkt A eine Trennungsfliicho Fig. 2()3, so caB 
zwei Fliissigkeitsteile a und b entstehcn, so be~teht die gegcn-
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seitige Einwirkung der heiden Teile zunachst in der Dber
tragung des Druckes p normal zur Trennungsflache. 1st der 
Druck p unabhangig von der Richtung der Flachennormalen, 
dann ist die Fliissigkeit reibungsfrei. In diesem Faile findet 
keine Einwirkung zwischen a und b in Richtung der Trennungs
flache statt, auch wenn a und b in der Flache aneinander 
gleiten. 

Andererseits hat das Vorhandensein einer Wirkung zwischen 
a und b in Richtung ihrer Trennungsflache zur Folge, daB man 
nicht mehr von einem nach allen Richtungen gleichen Drucke p 
sprechen kann. In diesem Faile liegt eine mit Reibung behaftete 
Fliissigkeit vor. Dber die Art der Reibungswirkung werden 
wir uns unten weiter verbreiten. B;z 

w 77-,y' a/4 

Fig. 263. Gegenseitige 
Einwirkung zweier 

Fl iissigkeitsteile. 

----~x~---------~.x 

Fig. 264. Abhangigkeit 
des Druckes vom Ort. 

Bei reibungsfreien Fliissigkeiten bleibt also nur der Druck p 
zur Betrachtung iibrig, der natiirlich von Ort zu Ort innerhalb der 
Fliissigkeit verschieden gefunden wird. Nach der Fig. 264 
andert sich der Druck beim Fortschreiten Ulll OX in der Rich
tung der x- Achse um 

op op 
-- dx- --dxdydz, ox ox 

ist also die vom Druck in der x-Richtung auf das Element 
ausgeiibte Kraft, die sich mit der X-Komponente der Volum
kraft P dx dy dz zusammensetzt zu: 

(x·- ~~)dxdydz. (3) 

Diese resultierende Kraft ist mit der in die x- Rich tung 
fallenden Komponente der Massentragheit gleichzusetzen: 

d2 x dv ( op) e([i'idxdydz=e d;.dxdydz= X- 0x dxdydz, (4) 

woraus sich ergibt: 

o ~'IJ_x_ = (x - ?_p_) . 
~ dt ox (5) 
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Hier ist der totale Differentialquotient noch dnrch seine 
partiellen auszudri.i cken: 

dv OV OV (IX 
~:r:.. =- -~--x _L_ ~ ~ __ () v., ( y -~"')r a_:: 
dt at ' ax at ()y ()t ()z at 

womit sich dann, wenn wir die heiden anderen Koordinaten
richtungen entsprechend bohandeln, das System ergibt: 

o (~"' _J.... v -~~"' + v avx _j_ v av"'-) =X- ?J.~ 1 
'-' ()t I X OX y (:y ! z (!z ox' 

0 (ovy v _o?J_y__ v ()vY_·.v Zivy)\ =y __ op 
'-' "t + X C1 + If " j- • '1 . 0 ' { u ux · oy - r/z cy I 
(! (~J;tz. + v, ~vz + vlf t?)_z_ + vz ~1~z_) = z - onp . .J u ' OX · uy uZ OZ 

(I) 

II. Zu diesen drei Gleichungen kommt noch die :-;ogenannte 
Kon tinuitatsgleichung hinzu, die ebenfalls bereits von Eulnr 
aufgestellt worden ist. Diese Gleichung sagt aus, daB bei jedcm 
Raumelement dx dy dz die Differenz zwischen zustromender 
und abstromender Fliissigkeitsmenge sich durch eine Anderung 
der im Element enthaltenen Menge bemerkbar machon muB. 
In Rich tung der X- Achse stromt wahrend der Zeit d t ein: 

gvxdydzdt. 

( o v + ~~[_l?JJ dx) d1'f dz d t. 
\,;., .T, Ox · 

Er stromt ab 

In Richtung der x-Achse verliert also clas Element die 
Fliissigkeitsmenge: 

0 (c vx) ' . ~ - - dxdydo.dt. 
OX 

Analoge Stromungen finden statt parallel zur y- nnd znr z-Ach>e. 
Die Summe der abstromenden Mengen mnB der l\fengeniinderung 
im Element gleich sein. Letztere ist: 

00 
-l~-dt dxdydz. 
c t 

Da es sich urn eine Abnahme der Menge handelt, muB ?rt! nega,iv 
0 

sein. Wir haben also 
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~e_dxdydzdt =- (~(~J + o(evv) + o(ev,)) dxdydzdt 
ot ox oy oz 

oder 

oe + o(evx) + o~e_vv2 + ~(e'IJJ=O. 
ot ax oy oz (8) 

Diese Form der Kontinuitatsgleichung gilt fiir kompressible 
Fliissigkeiten, bei denen e variabel ist. Ist e unveranderlich, 
die Fliissigkeit also inkompressibel, so lautet die Kontinuitats
gleichung einfacher: 

ovx + OVy + ~.£ = 0. 
ox oy oz (9) 

Die Gleichungen (7) und (9) losen im Faile des konstanten e 
die hydrodynamische Bewegungsaufgabe vollstandig im Verein 
mit den noch spater zu erorternden Oberflachen- und Anfangs
bedingungen. Im Faile eines veranderlichen e fehlt noch eine 
Gleichung zur Bestimmung dieser fiinften abhangigen Verander
lichen, die wir in der sogenannten Zustandsgleichung 

f(e,p,T) = o (10) 

gewinnen. Durch diese wird die Dichte e mit dem Druck p 
und der absoluten Temperatur T an der betrachteten Stelle 
in Verbindung gebracht, womit die Bewegung der elastischen 
Fliissigkeiten in das Gebiet der Thermodynamik ver
wiesen wird. Dann tritt die Temperatur T als sechste Variable 
auf, deren Verlauf streng genommen unter Zuhilfenahme der 
W armelei tung in Gasen untersucht werden muB. Die da
durch gegebene Verwicklung der Aufgaben fallt fort, wenn man 
so rasche Bewegungen betrachtet, daB die Warmeabgabe eines 
Raumelementes auBer Ansatz bleiben kann. 

Dann kann man nicht nur von der Warmeleitung absehen, 
sondern man ist auch berechtigt, die Umgrenzung des Raum
elementes als warmeundurchlassig anzusehen, d. h. es 
tritt dann die Zustandsgleichung in der speziellen Form der 
Adiabate auf, die fiir elastische Fliissigkeiten, also fiir Gase 
lautet: 

.'fl__ = Po, (11) 
e" eo" 

wo u = Cp das Verhaltnis der heiden spezifischen Warmen 
cv 

bedeutet 118). 
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III. Es eriibrigt jetzt noch, zu untersuchen, ob neben den 
Verschiebungen des Elementos dxdy dz auch Drehungen n~og
lich sind. 

In§ 86 batten wir hereits die Winkelgesch windigk oit 
der Drehung urn die z-Achse ermittelt: 

1 ( ov 11 (1 V_r) 
u>= ··~ :z a;: ·- ·ay- , 

der sich die Drehungsgeschwindigkeiten um die anden>n Aclu;en 
anschlie13en 

(121 

D<t nun weder die Volumkraft P noch der Druck )1 ein 
Moment ausiibt, so gel ten die Glcichungen: 

rL (!),. a w 11 d w. 0 1 vn 
dt dt ((t =·= • 

Demnach bleiben die Grof3en w , w , w selbst kom;tant, un:l sic .c y z 
bleiben Null, wenn sio es zu Anfang der Bewegung waren. 

~Ian nennt die Grol3en w , w , w. die vV ir be 1 ko m po n en
ten. Ihre Unzeranderlichkeit i;t ei~e l~'olge des :\'iehtvorhanden
seins von Schubkriiften in den Begrenzungsebenen des Elementes 
dxdydz, d. h. sie tritt ein bei reibungsfreien :Fliissigkeiten. 
In letzteren konnen also Wirbel von sPlbst weder entstehen noch 
von selbst verschwinden. 

Sind wx,m 11 ,w2 Null, so hcil3t die Bewegung wirbelfrc·i. 
In diesem .Falle gilt: 

ov= C'vy. ()V avz 
., 

~Vr .T UVy 
(141 ay (;z Cz d.T OX oy 

Diesen Ansiitzen wird man naeh Helmholtz gen>eht durcb. Ein
fiihrung cines Geseh windi g koi t s potentials 

derart, dal3 gilt: 
'/) 

J" 

I; 
!/ 

"/'. 

c]>(x,y,z,t) 

;; if> 

a;:' 

rz 

( 15_) 

(Hi) 
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womit ersichtlich die Gleichungen (14) erfiillt sind. Setzt man 
die Ausdriicke (16) in die Kontinuitatsgleichung (9) ein, so 
entspringt: 

02 I]) 02 I]) 02 I]) 
·a:r2 + ay2- + ilz2 == o, (17) 

durch deren Gestalt sich die Einfiihrung des Ausdrucks Ge
schwindigkeitspotential aus der tTbereinstimmung mit Gl. (6), 
§ 8 7 erklart. 

IV. Wir verzichten nunmehr auf die V oraussetzung der 
Reibungsfreiheit und definieren zunachst, welche physikalische 
Wirkung mit dem Vorhandensein von Reibung unmittelbar ver
bunden ist. 

Stri:imen zwei Fliissigkeitsschichten mit verschiedenen Ge
schwindigkeiten v1 und v2 Fig. 265 aneinander hin, so wird bei 
V orhandensein von Rei bung zwi-
schen den Schichten die schneller 
fiieBende eine boeehleunigende Kmft ~ ' 
auf die langsamer flieBende ausiiben. 
Die GroBe dieser Kraft, berechnet ::=:: =-~ ~ _ ~ _ ~- -=-_.;== 
auf ein Quadratzentimeter der 
Trennungsflache, muB nun in zu- Fig. 265. Zur Definition der 

Fliissigkeitsreibung. 
sammenhang gebracht werden mit 
den hydrodynamischen Zustands-
gri.iBen: Druck p und Geschwindigkeit v. Dieser Zusammenhang 
kann nur experimentell bestimmt werden. Man hat gefunden, daB 
innerhalb gewisser Bereiche von p und v die Kraft vom Druck p 
una bhiingig, dagegen der Geschwindigkeitsdifferenz v2 - v1 pro
portional ist. Handelt es sich urn sehr kleine Geschwindig
keitsunterschiede dv, dann ist die Fliissigkeitsreibung propor-

. l d Q f ll d G h . d' k . ov M f''h l tiOna em uerge a e er esc wm 1g e1t - . an u rt a s on 
Ziihigkeitskoeffizienten den Buchstaben ?-: ein und hat als 
Reibnngskraft: 

ov 
R=x-. on (18) 

Wenclet man cliesen in seiner "Crform R = x (v2 -v1 ) auf Newton 
zuriickgehenden Ansatz auf das Elementarparallelepiped dx dy dz 
an, so hat man fiir jedes seiner 6 Begrenzungsrechtecke Reibungs
krafte anzunehmen. 

Von diesen Reibungskriiften haugen die an dem Element 
dx dy dz angreifenden Spannungskomponenten ax, ay, az, rx, ry, tz 

H n rt, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 34 
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ab, in einer Weise, iiber die verschiedeno mit ( Hl) vertriiglic!te 
Hypothesen moglich sind. Die durch Versuchsrmmltate hin
reichend gesicherto Hypothese der Abhiingigkeit ist folgencb: 

2 . (; Vy 
rr = --- p - -% d!VV + 2% - · 

y 3 (ty 

i;t• 
2% _z: 

i'z 

Hier ist zur Abkurzung 

(:vy , ;; V2 

(:y ' ;,z 

C'Vy I 
, I • 
( ,/'' 

gesetzt, wiihrendp den hydraulischen Drnek im Fliis::;igkci1s
element bedeutet, der dureh 

(20) 

definiert i::;t. 
DiesesResultat findetsich durchAdditionderdrei (~ leiehung·~n 

fur die a. Die Normalspannungen in den Grcnzen deB :Fliissig
keitselementes sind also bei ziihen Flii,;sigkeiten nieht mohr 
mit dem Druck p identisch, und die Schnbspannungen vor
schwinden nicht. 

Die Gewinnnng cler Bewegnngsgleichungen ist. nnnmchr 
sehr Ieicht. Wir haben die Spannungskomponentcn (19) nur 
einzusetzen in die Gleichgewichtsgleichungen 5a, !l,O § !!7 eines 
Elementarparallelepipeds, wodurch wir nntcr Aussondenmg der 

.Masscntriigheiten [! d'IJ aus den Kriiften P fiir inkompressi],]e 
dt 

FlUssigkeiten idiv v c~ 0) erlmltcn: 

I I~ 1) 

dv i)p 
0 - ---- Z - -- - % I '1'3 , 

~ dt !IZ 

wo /J das Zeichen des Differentialparameters (vgl. § 87) ist. 
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Hierzu tritt noch die Kontinuitatsgleichung im Faile in
kompressibler Fliissigkeiten: 

~vaz + ~v~ + ~vz = 0 
ax ay az 

Rowie im Falle kompressibler Fliissigkeiten auBer der diesen ent
sprechenden Kontinuitatsgleichung noch die Zustandsgleichung. 

§ 106. Die Grenzbedingungen bei hydrodynamischen Aufgaben. 

Bei Fliissigkeitsbewegungen kommen der Natur der Sache 
nach zwei Arten von Grenzflachen vor: 

a) Freie Oberfl~ichen, 
b) Flach en, die Teile fester Korper sind. 

Bewegungen, bei denen nur freie Oberflachen vorkommen, 
sind sehr bekannt. Z. B. ein fallender Tropfen oder ein Welt
korper sind unter diesem Gesichtspunkt zu betrachten. 

Fiir ideale Fliissigkeiten lautet die Grenzbedingung an 
der freien Oberfliiche 

p =P, (1) 
d. h. an der freien Oberflache muB der Fliissigkeitsdruck p dem 
Druck P der Umgebung gleich sein. Im Weltraum wiirde 
P = 0, in der Erdatmosphare dagegen P = 1 zu setzen sein. 

Fiir z a he Fliissigkeiten muB an der freien Oberflache die 
Resultierende der Spannungen ox, oy, oz, r,, TY, rz mit der 
Resultierenden des Druckes der Umgebung iibereinstimmen, 
d. h. es gelten Gleichungen wie bei den elastischen Korpern: 

X= axcos(nx) + r.cos(ny) + Tycos(nz), } 
Y ~· aycos(ny) + rxcos(nz) + Tzcos(nx), (2) 
Z = azcos(nz) + Tycos(nx) + Txcos(ny), 

wo fiir r; , a , a , T , r , T die durch (19) § 93 gegebenen 
X 1j Z X lj Z 

W erte einzusetzen sind. 
Jede Oberflache (freie und nicht freie) hat eine Gleichung 

f(x,y,z,t)=O, (3) 

m der im allgemeinen die Zeit vorkommt. 
Im Faile der freien Oberfliiche gibt (3) die mit der Zeit 

veriinderliche Gestalt des Spiegels. Die Form von f liegt zu
nachst in keinem Augenblick fest und sie muB aus dem ganzen 
Komplex der Priimissen (insbesondere unter Zuhilfenahme der 

34* 
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hydrodynamischen Differcntialgleiehungen) bestimmt 
auBerdem aber auch folgendem Ansatz geniigen: 

;;.!.f + v or c r . 2 r , V --·V -(). 
,, t X (j X y (; y I ·' ? z 

werden, 

(4) 

Diese Gleichung sagt aus, dnB an der Oberflii.che kcine 
Geschwindigkeit relativ und normal zur Fliiche oxist.iert, f'S 

konnen nur relative Stri:imungen in der Fliiche stattfinden. 
Ist f cine nicht freie Obediiiche, die durch Toile cines 

starren Karpen; gebildct wird, w kttnn ihrP Gleiehung el::en
falls die Zeit enthalten. Man hat dann die unfreien Oher
fliichen als Teile von sich bewegenden starren Ki:irpern zu be
trachten. Hierher wiirden z. B. die Schaufelbegrenzungen in 
Kreiselriidern gehoren oder auch die i3egrenzungRliiichen von 
Korpern, die Rich in der Fliiesigkeit ganz oder ti~ilweise Bin
getaucht bewegen. 

Ist f Teil cines unbeweglichen starren Korpers, dann ver
a· 

schwindet in ( 4) der Ditferentialquotimt 2 ~, und man erhiilt 

als Oberfliichenbedingung 

of 
7) . -

r (; :r 
ar 

v 
!I oy 

ar --0. 

Bis auf den EinfiuH der /:cit hat lwi Htarren Korpern r 
cine gegebene F'orm: 

(\x,y,z,li---0. 

und es ist im. Falle boweglicher Korper der EinfluB der Zeit 
auf die Konstanten dcr FHichengleichung :w bestimmen. 

Man kann iibrigens die Grenzbedingung ( 4) nm·h umformen. 
Differenziert man namlich (3) nach der Zeit, Ro erhiilt man 

of rl:'c ~~- _j dp or dzof' 
'] () ' ot dt ox rlt oy rlt i)z 

oder wenn man die Geschwindigkeiten u, v, II' eines Pnnktes 
der sich bewegenden star ron .Fliiclw einfiihrt.: 

N ar cf (;j' 
0. (li) ~ u v - - 'U' - -

i) t a:r ay Cz 

Durch Vergleich von ((i) und (4) findet man, daB die in 
Richtung der Normalen n der .Fliicho f' genommene abwlute 
Stromungsgeschwindigkeit 
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vn = vxcos (nx) + vycos (ny) + vzcos(nz) 

der nach derselben Normalen genommenen Geschwindigkeit des 
Korperpunktes 

N = ucos (nx) + vcos(ny) + wcos(nz) 

gleich sein muB: 
v,=N. (7) 

H3tndelt es sich um die Bewegung von unbegrenzt aus
gedehnten Fliissigkeitsmassen, so muB man sich auch das Ver
halten der Stromung im Unendlichen klarmachen. SoU im Un
endlichen Ruhe herrschen, so heiBt dies, daB iiber eine ge
niigend groB genommene geschlossene Oberfiache hinaus weder 
im Ganzen noch in einzelnen beliebig kleinen Teilen der Ober
fiache o Fliissigkeit gelangen soll. Fiir diese Bedingung kann 
man die :Formel anschreiben: 

Jv .. do = 0, (8) 

wo das Integral iiber jedes im Unendlichen gelegene Flachen
stiick genommen werden kann. Es bedeutet v,do das in der 
Zeiteinheit durch das Flachenelement do hindurchtretende 
Fliissigkeitsvolumen. 

Die Bedingung (8) ist nicht erfiillbar, (Y 
wenn sich in der Fliissigkeit ein volumen-
bestandiger Korper bewegt. Wir betrach-
ten aber nur starre Korper, fur welche gilt: 

dtfNdo = 0. (9) 

Der Integralwert, mit dt multipliziert, 
bedeutet das vom Korper wiihrend des 

Fig. 266. Zur Defini
tion eines volum

bestandigen Korpers. 

Zeitraumes d t bestrichene V olumen, vennindert um das 
gewordene Volumen; vgl. Fig. 266. Diese Differenz muB 
bei starren Korpern Null sein. 

frei
aber 

§ 107. Integration der Eulerschen Gleichungen im Faile einer 
idealen wirbelfreien inkompressiblen Fliissigkeit. 

Wir kniipfen an die Gleichungen (14) bis (17) § 105 an 
und fiihren die Komponenten von 11 ein in die Eulerschen 
Gleichungen (7) . 

.Man erhalt folgende Ansatze: 
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X 
(;p 

---- ex 

}' 
ip 

iy 
( 1) 

z ?p 
--

iz 

Hier ist aber 

( (:<jJ\)2+ (t<l_))"-: (((.-~),~= "~ 
c :r \ ty · ~ 

zu setzen, so da13 folgcndc Gleiehungen entstchcn: 

o r:_C'<JJ-' 1 ~) ~ 
) 

- , .. , - X, 

I - r':r ;· t 2 

() C'(jJ-, 1 

~) l ('lJ 0 -- L~·l - Y, 

l -?y ?t 2 

() ~ (?_rfi _I 
1 ~) =c 

--- v'" -1 z. 
- ?z ?t · 2 

I 

Es erweisen sieh also die Volmnkriifk X Y Z als ,\.b
leitungcn nach den Koordinatenaehsen von ciner einzigen Funktion 

o(2__<1J_ 
- ( t 

1 " ]J) l' - v- -!- - .C - - : ~:, y, z, tl. 
2 . !_) • (4) 

Die Volumkriifte besitzen alt:~o cin Potential. 

Fiihren wir das Kriiftepotential in die Gleichungen (3) 3m, 
so erhalten wir im Faile der stationiiren Bewegung, bei 
welcher die Geschwindigkeit v von der Zeit unabhangig ist, 

0 (/> also verschwindet, a],; Pin Nstes Integral der Glcichun!,'en, ct · 
den Ansatz 

TT ' v -' (5) 

welchen wir als EnergiPglcichung der stationarcn Bewegung 
ansprechen. Nach ihr i;;t die Summe des Kraftepotentials, de;; 
Fliissigkeitsdruckes und der kinetischcn l£nergic an einer Raum
stelle von Ort und Zeit unabhangig. 

Schreibt man die Gleiehungen ('l) in der Form 
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z,~ w_ = ~~x = - - ()___ { !._ ( v -r- P) + _!__ v2 } ' 1 
(Xd ct CX Q 2 

C~ 1[> 2Vy (} { 1 I 1 1 0 } 

"- , - -" - ;:- - ( V T p) -t- - V" , i 
r,yr,t ot r'y Q 2 l 
(72 (_[> ~ ~ z = -- -.'.q -{ !._ ( V + p) + _!__ v2 } ' 
iz(:>t d cz Q 2 

(6) 

so sieht man, daB die zeitlichen Anderungen der Geschwindig
keitskomponenten in irgendeineiD Zeitpunkte von eineiD Potential 

{ ~ ( V + p) -+- ~- v2 } 

ableitbar sind, wenn die VoluiDkriifte das Potential - V und 
die GeschwindigkeitskoiDponenten in deiD Zeitpunkte das Poten
tial W haben. Damit ist aber folgender wichtiger Satz gewonnen: 
Ist eine ideale inkoiDpressible Fliissigkei t in irgend
eineiD Zeitpunkt wirbelfrei, so bleibt sie dies dauernd, 
wenn sie unter EinfluB von Potentialkraften steht. 

§ lOS. Dirichlets Untersuchung der Bewegung einer reibungs
freien Fliissigkeit urn eine Kugel 119). 

Eine Kugel voiD Radius R befinde sich iiD Anfangspunkt 
eines KoordinatensysteiDs x, y, z innerhalb einer reibungsfreien 
Fliissigkeit der Dichte (!· Die Kugel sei fest. Die EleiDente 
der Fliissigkeit unterliegen IDassenproportionalen Kraften P, die 
voiD Ort unabhangig sind, also x, y, z nicht enthalten. Da
gegen soli in P und seinen KoiDponenten X, Y, Z die Zeit 
vorkommen konnen. Die Krafte geniigen also dem Potential 

V=(Xx+ Yy+Zz), 
denn w1r haben hieraus: 

av 
x-KoiDponente = -=X, ex 

r:v 
y- KoiDponente = -2y = Y, 

av 
z-KoiDponente = 2 z- = Z. 

Die Bewegung wird, wenn sie zu irgendeiner Zeit als 
wirbelfrei angcnommen wird, dauernd wirbelfrei sein. AuBer-
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dem wird sie in groBer Entfernung vom Anfangspunkt so ~tatt
finden, also ob die Kugel nicht vorhanden ware, d. h. die B·~
wegung ist im unendlichen in allen Punkten dieselbc. Infolg3-
dessen sind die Differentialquotientcn des Fliissigkeitsdruchs ~?: 

rp 
ry 

rp 
r'Z 

im Unendlichen nicht vorh;mden, und die Eulcrschen Ulciehnn
gen reduzieren sich auf: 

1) 
f'U 

o y =- Y, 
~ ( t 

;.,, 
I) z -= z. 
~ d J 

Hieraus ergeben sich die CeHchwindigkeitc;komponcnten un 
Unendlichen: t t t 

vx -9
1Jxdt, v =_!_J'rrlt, v_c=_!_j"zdt. (2) 
- !I g " g 

0 " 0 
~= (1 __:c "r! 

I 

Das Niehtvorhandensein von Wirbeln und die Exi;,;tonz 
eines Kraftepotentials ergibt naeh dem Friiheren die Exist•mz 
eines Geschwindigkeitspotentials 1>, welehe im ganzen Fliis~:ig
keitsgebiete die Geschwindigkeitskomponenten wie folgt licf(,rt: 

U - ~ '.··c. (/). 1 ,1' (: .r ' 

I' ~ I rp' j 
y ( y 

I ljJ 
L' -

z rz 

:3) 

Im unendlichen hat man >~peziell a us ( 2): 
( ljJ ( </J 

fJ; 
( <fJ 

=---::: ((; - " lx 1!/ ( z ' 
(4) 

DberaJl hat (P der Differentialgleiehung :.>:u geniigm: 

I~ <f> ()"1 cf> (2 fjJ 
I 0. 

r~x2 
-, 

Zy~ (~ z".J 
(o) 
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Diese Differentialgleichung formen wir auf Polarkoordinaten 
r, {}, (p um nach den Ansatzen: 

x = r cos{}; y = r sin {} coscp; z = r sin {} sin rp . 

Im AnschluB an die Entwicklung des § 7 7 erhalten wir 
m Polarkoordinaten die Differentialgleichung des Potentials t:J>: 

Q ('j'J t:J> o t:J> ' 1 o (sin & ~~) 1 o2 t:J> 
r--+2r -~- -------+ ·-----=0. (6) 

CT2 (}r I sin{} otf Sin2 1'J Orp2 

Dieser Gleichung suchen wir zu geniigen durch den Ansatz 

(7) 

in welch em R nur die Variable r, X dagegen {} und rp ent
halten soli. Die Ausfiihrung der nach (6) erforderlichen Ope
rationen an (7) und Einfiihrung der Ergebnisse in (6) liefert 
den Ansatz: 

,, R" t 2 df I ~ ti~ 7Ja (,;n~ ~~) I i;:i /;$! ~ o. (8) 

Diese Gleichung zerfallt mit einer Konstanten n ( n --'- 1), 
in welcher n eine ganze Zahl ist, in zwei Gleichungen, namlich: 

r2 R" + 2 r R' - n (n + 1) R = 0 (9a) 
und 

Xn(n + 1) + 
( ax) o sin{} --

1 a& 1 o2 x 
sin{f-- -Z'fJ ___ - + sin2& 07p2 = 0 · (9b) 

Die Differentialgleichung (9a) hat, wie man Ieicht verifiziert, 
1 

zwei partikulare lntegrale r" und 7-n-+ 1 , wahrend (9 b) die be-

kannte Differentialgleichung der Kugelfunktionen ist. 

Sind Xn und Y, zwei Kugelfunktionen von {} und rp, 
welche ( 9 b) befriedigen, so ist 

t:J> = i; ( Anr" Xn + j.n~"! Y,) (10) 
n=O 

ein Ansatz, der die Differentialgleichung (6) des Potentials <P 
befriedigt. 
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Nunmehr betrachten wir um:ere in die Fliissigkeit getauchte 
Kugel vom Radius R. Sic gibt Anla13 zur Einfiihrnng einer 
Oberfiachenbedingung nach § 106 (1). N ach diesem Ansatz 

v, c N ( 1) 
soli die nach der Flachennormale n genommene GeschwintJig
keitskomponente v, der Fliissigkeit gleich der fiiichennorltlal 
genommenen Bewegungsgeschwindigkeit N des hetrachte"en 
OberflachenpunktE:s sein. Da die Kugel in Ruhe ist, ist N ~c • 0. 
Die Komponente v, ist aher identisch mit der nach 1· genomme-

c (p 
nen Geschwindigkeit der Fliissigkeit, d. h. mit c \rir ha Jen or 
also an der Oberflache der cingetauchten Kugel (r R) die 
Bedingung 

. 0. 112) 
cr 

Wendet man diese Bedingungen an auf Amatz (10), so 
findet sich als Oherfiiichcnbedingung: 

~'(nA Rn-l X -- ~n_:-1: ~)~, 1·) ~=(I 1:l) 
~ n n Rn !--~ n 

und hiemus, dft jedes Glied oinzeln vcrschwinden muf3: 

Y ~- "_4,, -n. R2 n -- I X . 
n Bn 'll - 1 " 

(14) 

Hiermit wird aber das Potential 1[>: 

1/J =· \'1 A X ( r" 
~ II 1l\ 

n =- 0 \ n 

R2n' I' 

1 r" ~~) · (15) 

Dieser Ansatz muH im l:nendlichcn die Bedingungen (4! 
befriedigen, dar£ also zuniielu-;t im l:nendlichen nicht unendliche 

Geschwindigkeiten liefern, d. h. 1 </J dar£ nicht unendlich we ·den. 
r T 

Dies ist aber nur dann moglieh, wenn n ---~- 0 oder -~·· 1 ist: 
. ·- d b . r' I{> n = 2 wur e ere1ts _ unendlieh wnelu;en lnst-:en. Es ver-

tr 
einfaeht ;-;ich also ( 15) auf: 

(l!il 

Nach § !J3 ist 

und X· 1 c;-;inDsinq . 
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A0 laBt man als Konstante fort, weil sie wegen der Differen
tiation zu den Geschwindigkeitskomponenten doch nichts bei
tragt, und X 1 multipliziert man mit r und erhalt unter Ein
rechnung von A 1 in die Konstanten a, b, c 

xl r = ax + by + cz 
oder 

( 1 R3 ) I]J =(ax+ by+ cz) 1 + 2 ;.3- • (17) 

Hieraus ergeben sich im Unendlichen die Komponenten 

()c{J 
a;= a= a:, 

()c{J =b=fJ 
()y ' 

(18) 

()c{J 
-- =o C = y, cz 

wo a, f), y nach (2) gegeben sind. Mithin wird das Potential 
endgiiltig: ( 1 R'l) 

cfJ = 1 + 2 JY (ax + (J y + y z). 

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten in einem 
Raumpunkte x, y, z findet man aus (19): 

( 1 R 3 ) 3x R 3 
v. '=a 1 +- -.- -- -- (ccx + (Jy + yz), 

2 r·1 2r5 

( 1 R'1 ) 3 y R'1 
r_,,' , (J 1 -- ----;-- -· ~-- (ccx + (Jy + yz), 

2 r·1 2r" 

V2 ~=y(1 

(19) 

beliebigen 

(21) 

Greifen wir jetzt auf die Gleichungen (3) § 82 zuriick, so 
liefern diese ein erstes Integral: 

C cp I 1 ( o + o , ") + p V" v· V" ?t'2 X y ~ z e 
1 J 1 ==g-[C+ (Xdx+Ydy+Zdz]=e(C+ V). (22) 

Hicr ist V das Kraftepotential X x + Yy + Zz und C eine 

nur die Zeit enthaltende Integrationskonstante. :w findet sich 
ot 

jetzt aus (19) im Verein mit (2) zu: 
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~(I>= (1 X-y Z-z 
; t 

womit sich der Druck p ergibt: 

p C 1 R3 ( . 1 r Z. 1 · 2 
= - - -- - -~ X X T } y f z) -- - ( v e (} 2gr3 2··" 

An der Oberfiiiche der Kugel findet sich 

v '2 
y 

p ~ -- :_!:__ (X :e -j - Y y i- Z z_) --- -1 v2 • 
(} 2g 2 

i -; '3) '-. 

Multipliziert man p mit dem Oberfiiichenelement der Kugel 
R2 sinHd{}drp sowie bzw. mit cosH, sin'l'f·cosq', ::;in/Jc;inqJ 1md 
integriert iiber die Kugel, so erhiilt man die Achsenkompo
nenten P , P , P der ;.:eitens der Kugel auf die Fliissigkeit .c y z ' 

Ot.-2 
ausgeiibten Gesamtkraft. Zu dietmr kann abcr C uml .._ __ nichts 

2 
beitragen, wei! diese GroBen in cliametral gegenu berliegen::len 
Punkten der Kugelfiiiche entgegcngesetzt gleichc Anteile liebrn. 
Fiir C erkennt man dies ohne weiteres, fiir v2 am; clem Ansc1tz: 

v2 c= -~ [u·J {P + y2 

der sich aus (21) ergibt. 

(ax -:- /~Y 
R2 

~ yz)~) 
I' 
I 

Es bleiben also nur folgende Ansiitze iibrig: 

2.t ;r; 

R2ff P 0 =- - 2 (Xx+Yy-!-Zzjeost?sin,1rlt?dlf 

0 0 

0 I) 

2.·r .T 

Yy 

Wir fiihren die PJ. betreffende Integration am;, indem wir 
einsetzen: 

X c~ RcosB, y ···= RsinOcoscp, z == Rsin{}sinq'. 
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Dann liefert X x zum Werte P, den Beitrag: 

_I}~ X J f cos2 1J sin{} d{} drp. 

0 0 

Um die auf {} beziigliche Integration 

" J cos2 1J sin{} d{} 
0 

zu bewcrkstelligen, greifen wir auf die Formel Hiitte 1908, 
S. 78 zuriick: 

f sinP+lxcosq-lx q- 1f 
sinPx cosqx dx =- ---- -- +-- -- sinPx cosq- 2 xdx, 

. p+q p+q 
welche mit 

liefert: 
X=1J, p=1, q=2 

f. a "ad{) sin2 1Jcosr}+ 1J. aa.a 
'· SJnUCOS"V'. '= - -f -- 3 Sln11' 'U 

sin 2 {} cos {} cos{} 

3 3 

Die Integration zwischen 0 und n ergibt 

sin'3 rJ.cosN· cos{}[" 1 2 
; 3- ··---3-,[, =0-0-3(-1-1)=3. 
: 0 

Es eriibrigt jetzt noch, die Integration nach rp auszufiihren, 
welcho liefert 2n 

f!drp = ~n. 
3 3 

0 

Also wird - _g n X R 3 der von X x herriihrende Anteil zu P . 
3 X 

Die Berechnung des Anteils von Y y an P"' fiihrt auf das 
Integral 2 n: "' 

f f sin2 1Jcos1Jcosrpd1Jdrp. 
0 0 

Hier ist zunachst das innere Integral 
:rt 

J sin2 {)· cos{} d& 
0 
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zu bilden, fiir welches man auf Crund dee gleiehen Fonnel ans 
der Hiitte den \Vert: 

sinO cos~{} 
o) 
;_) 

erhalt. Y y liefert also zu P" koinen Beitmg, ebensm1·0nig Z z. 
Es wird also endgiiltig: 

px ... - ~:;rXR~. 

Entsprechend findet man: 

und 
p 

u -- -~ n Y R 1 

P = • -- ~ n Z R 1 • 

Hier erkennt man aus den negativon Vorzeichon, daB 'l'ir 
die seitens der Kugel ~tuf die Fliissigkeit ausgciihtc Knft 
gefunden haben (wie schon oben vomusgesagt), welche der 
Richtung der Komponenton X, Y, Z naturgemiil.l cntgeg~n

gesetzt ist. 
Die mit positivem Vorzcichen vcrsehene Resultantc von 

P", PY, Pz liefert dagegen die auf die Kugel ausg0iibte KnJt. 

Y~ z~. 

Handelt es sich um cine stationiiro Fliis::;igkeitsbowegtng, 
bei welcher X, Y, Z Null sind, so wircl die auf die Kugel LUS

geiibte Kraft ebenfalls Null. Einer stationiiren, wirbel
freien Bewegung ciner reibungsfreien Flii::;sigkeit sctzt 
demnach eine eingetauehtc Kngnl kcinen Widorstrond 
entgegen. 

~ 109. Die Differentialgleichungen der Bewegun~ 
inkompressibler Fliissi~keiten von Lagrange. 

I. Die Gleichungen von Euler 

dvx 1 op ) 
--·-=X-

I dt f! ex 
dvy 1 op 

l' ~ - -

I 
dt !.! oy 
dvz z 1 op 

... -
dt !.! Cz ) 

(1) 
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enthalten auBer der Zeit t als unabhaQgige Veranderliche die 
Koordinaten x, y, z eines Raumpunktes der Fliissigkeit und 
liefern die Geschwindigkeitskomponenten vx, vy, v, als Funktionen 
der Zeit und des Ortes. Sind vx, v , v. gefunden, so liefert 
das Differentialgleichungssystem Y 

die Stromlinien. 
vx: vY: v. = dx: dy: dz 

Fiihrt man jetzt in (1) sowie in die Kontinuitatsgleichung 

~-~·" + ~}!y + _o_?J,_ = o (2) ox oy oz 
statt der Koordinaten eines Raumpunktes x, y, z die Koordi
naten a, b, c eines bestimmten Fliissigkeitsteilchens zur Zeit t = 0 
ein, so erhalt man die Differentialgleichungen von Lagrange. 

Die Umformung geschieht an Hand der Ansatze: 

op _ op ox + op oy + op oz 
oa- ox oa -f;;aa azaa 
op _ op ox + op oy f-- op oz 
ab- axaYJ oy ab- 7iZarJ (3) 

~Jl_ = op ~ + op 5lJ!_---"- _?_E_ ~ 
oc ox oc oy oc ' oz oc 

und liefert: 

o2 x ox a~y oy o2 z oz 
atf -a a + ar 0~ + at2 oa 

= X~+Yoy ---"-Z~- _!_ op, 
oa oa I oa Q oa 

o2 x ox + 'iPy oy o2 z oz 
ot2 ab I -fii2- -ab" + atJ at; 

=X~+ yoy +Z~ 1 cp 
ob ob ob - g a7J' 

(4) 

o2x OX o2 y oy I o2z OZ 
ai2- ac + o t 2- ac 1 -ar ac 

=X-ox +Y~+Z_q_z__ ~ op. 
oc oc oc Q oc 

Die Umrechnung der Kontinuitatsgleichung auf die ab
hangigen Variablen a, b, c, die wir im einzelnen nicht durch
fiihren wollen, liefert 
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i)x oy oz 
iJa ()a ()a 

(5) 
(Jx ~'Y (z 
·- -· ------ = 1 . 
ab ob iJb 

()X oy (iz 

Durch das Gleichung::;system (4) und (5) winl die J~ahn 
cines Fliissigkeitsteilchens, welches zur Zeit t - 0 Hich mn Ort0 
a, h, c befand, durch die Gleichungen 

X= ((1 (a, b, C, t) l 
11 = rr~ ( lt, b, c, t) J 
.c = IP:; (a, b, c, t) 

bestimmt, wozu noch eino weitero Gleichung fiir den Dmck 
kommt: 

li=Cf 1 (a,b,c,t). (7) 

II. Die Gleichungen ( 4-) konnen im Faile der ExiHtenz cines 
Kriiftepotentials 

oV 
()x 

Y·-
(iT' 

i!y 
z 'r· (R) 

auf cine einfachero J!'orm gebracht worden, indem man zu~;Ieich 
die linken Seiten umforrnt. 

Es ist 

ox (·~x 
(!a l'l2 

()x ou .. 
oa of v 

z oa rt 
Entsprechend z. B. 

ay a~y 
ab ot2 

c r cy\ 1 c'v11~ -IV -- -I - -
(; t \ !I 0 ,, ) 2 - 0 b . 

Die Gleichungen (4) werden jotzt,: 

0 ( ox) (} ( (~y \ (; ( {)z \ 

at \v"'aa~ +at v!ITCI.) -- et r,v~ ,a) 
1 op 
[! ca 

1 ov" 
(9) 

2 oa 
nebst zwei analogen Ansiitzon. Hier kann man naoh ~ intc
grieren zwischen den Grem-;en t - 0 und t = t. Zur Zeit t =~ 0 
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sei die Geschwindigkeit v0 im Punkte a, b, c, der zur Zeit 
t = 0 mit x, y, z identisch ist. Dann gilt: 

~1. =0, 
oa it=O 

ox Zy I 

~ 1' =-cO; 
ca it=O 

~-= 1 . 
oa •t=-O ' 

oy oz 
o; = 1 ; ob • = o, 

(;b t= 0 {)b t~o t=O 

ox 

= 0. oy = 0. oz_l = 1 . 
OC t=-O ' OC t= II ' OC lt=O 

ox 

Die Integration liefert, wenn wir 
t 

Uc=f(-V-!+ ~ v·J)ot 
() 

setzen: 
i;x oy 

vc a-;i -j- vy oa 
(;ix ay az au 

v'Ob vy ob+v:ifb=Vyo+ fJb' 
ax oy az au 

vx Zc + vy aG + v= fc = V:o + aG. 

(10) 

(11) 

Durch diese Gleichungen werden die Geschwindigkeits
komponenten eines Fliissigkeitsteilchens zur Zeit t mit den 
Komponenten zur Zeit t = 0 verbunden. 

~ 110. Der Integralsatz von Stokes. 

Der Satz von Stokes beschiiftigt sich mit der Unter
suchung von Linienintegralen, d. h. von Integralen einer GroBe 
P 8 , genommen iiber eine offene oder geschlossene Kurve s 
(Fig. 267). 

Ein solches Integral lautet: 

J P 8 ds (1) 

und stellt die Arbeit dar, welche die 
tangential zur Kurve s gerichteto 
Kraft P. bei Umfahrung der Kurve 
leistet. 

Betrachten wir jetzt P 8 als die-
H o rt. Differentialgleichungen. 2. Aufl. 

Fig. 267. Zur Definition des 
Linienintegrals. 

35 
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jenige Komponente eines Vektor::; P, die in die Riehtung vc·n 
ds fallt, so kann man das Linienintegral durch die Komponc 1-

ten X, Y, Z von P ausdri1cken; 

fP,ds=~fXdx Ydy Zdz. 

Wir berechnen nun das Linicnintegral fur den Fall, 
die Kurve 8 ein kleines achsenparalleles Rechteck in einer 
Koordinatenebenen, z. B. der x z-Ebene, ist. Dann h11ben 
nach der Fig. 268 als Intcgralwert: 

( X ) ' 'Z \ X + ~,- d z d x - ( Z · : r'_ ~ d :r) d z -· X d .r 
(;Z ' {)J· . 

Zdz 

(IX uZ\ 
= ·· · -- ...... )d.rdz. 

I Z o:r) 

z dFy 

dz 

X ""' 

( 2) 

daB 
der 
"Jl' 

Fig. 26r<. Integration iiber den Rand 
eines Rechtecks. 

Fig. 26H. lntegration iiber rinC' 
gcschlos~ene Kurve in Pinm· 

Koordinatenebene. 

lst das .Flachenelement in der J: z-Ehenc jctzt kein Hechtock 
dx dz, sondern eine beliebig berandete kleine Figur dF (Fig. 2t.!J), 
so kann man diese in Rechtecke dx dz auflosen unl fi1r jedes 
dieser Rechtecke das Linieninte6ral auf~-Jtellen. Bildet man die 
Summe aller dieser Linienintegrale: 

\; (~f. ... ~~-)\ d ;t d z ' 
-"- oz d:r 

so ergibt sich da'l Linienintegral iihcr die .Berandung von dP.r, 
niimlich 

(~~ _ ~Z)' \1 ri.l: dz -~ (~_.x 
Gz Q;r ......_~ \( z 

weil bei der Summation die Seiten der Rechtccke dx dy Je 
zweimal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, so 
daB die auf die Rechteckseiten entfalienden Teile der Linien-
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integrale sich aufheben und nur die auf die Umgrenzung von 
dFY entfallenden Anteile iibrigbleiben. 

Entsprechend sind nun noch die Linienintegrale fiir kleine 
Figuren dFx und dF= in der y z- bzw. x y-Ebene 

mit (az_- aY_)aF } oy az x 

( ~J~ _ax)aF 
dy ay z bzw. 

anzuschreiben. 
Gehen wir jetzt dazu iiber, 

das Linienintegral fiir ein kleines 
Dreieck dF = ABC zu bilden, 
welches nach Fig. 270 orientiert 
it>t, so kann man die Integration 
iiber den Umfang ABC ersetzen 
durch die Summe der Integra
tionen iiber die drei Dreiecke 

(3) 

z 

8 y 

dFz = 0 A B 0, d F x = 0 B C 0, Fig. 270. Linienintegral iiber den 
d F u = 0 C A 0, wobei sich die Rand eines Dreiecks. 

Integrationsanteile langs 0 A, 
0 B, 0 C aufheben und nur der Anteil langs ABC iibrigbleibt. 
Als Linienintegral langs ABC haben wir demnach: 

( az _a!) dF +(a~_ az) dF _L (~_ax) dF 
OY az X ' az OX y I ax ay Z 

oder mit Einfiihrung der Achsenwinkel der Normale n des 
Dreiecks ABC 

{( az aY) 
-- -;c;·· cos(nx) 
(}y f'Z 

(ax r:z) -- --- cos(ny) 
()z l':x 

(oY DX) t + ----- cos(nz)JdF. ox cy 
(4) 

Da aber die oben entwickelten Ansatze (3) fiir beliebig 
gestaltete dFx, dFY, dFz galten, so gilt auch (4) fiir ein be
liebig gestaltetes Element dF. 

Raben wir nunmehr eine endliche Flache F, so kann man 
diese durch ein Liniensystem nach Fig. 271 in Elemente dF 
zerlegen. Integrieren wir nun den Ausdruck (4) iiber die ganze 
Flache, so resultiert augenscheinlich als Summe das Randinte
gral (1) bzw. (2), weil die Integrationsanteile langs der Linien 

35* 
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im Innern von F ven;chwinden. \Vir haben dann endgiiiJ,ig 
als Ausdruck d0s Satzes von Stokes: 

J r ((c z 
Zd;:l= j ~ ~~·-

' ' l } 
Jcxdx-~ Ydy r Y\ 

1, z) eos (n :r I 

F 

r Z\ 
.. ) cos( n y) -
r a·/ 

(X-~ 
\ ( z 

( ~T 
r .r 

; X\ 1 
- .. -)eos(nz) dF, 

( 'II/ . I 
,J J 

womit das Linienintegral (2) in ein Fliichenintegml iiberge
fiihrt ist. 

Der Satz (5) gestattet noch eine einfachere SchrPihung:,;nrt, 
wenn man beachtet, daf3 die AusdriickP 

,z rX rZ r Y rX 

f y ( z ( z f J' r :r r !I 

Fig. 271. Linienintegral iibel' Pinf' 
beliebige Randknrn'. 

aus den Komponenten X, 1·, Z 
bis auf den Faktor .1, ebenso gE>
bildet sind wie die -Wirbelk)m
ponenten wr, w Y, w z in § 9 3 a us 
den Gm;ch windigkeitskompouen
ten vc, ·v,1, v_,. Demnach kann 
man die · erstgenannten Grc Ben 
als Komponenten des Wirbel:,; 
C vonP hezeichnen. 1\Ian sehrr,ibt: 

r: - Wirbel ,-on 1' 

ode1· unter Benutzung de:,; engli:,;ehen W ortes flir Wirbel: 

ll c= em]~ 

und wiirde haben: 

C!l <'OH(I/ Jf) 

= J (X rl.r + Y d y + Z d z: . 
s 

(6) 

In der Klammer {} steht nun nieht~> u,nden:s nl~ C',, dif· zur 
Fliiehe F normnle Komponente von l£. 

Es ergiht sich also ;tlc; E>infu,chstc> Form dPo; f::kttzes von 
Stokes: 

Jfenr!F-~J'P,rls. ill 
z,' s 

Dur(lh diesen Ansatz wird ein Linienintegra.l m li'lii ?hen
integral und umgekehrt umgeformt. 
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~ 111, Die Satze von Helmholtz iiber die Wirbelbewegungen 120). 

I. Wir nehmen jetzt an, daB die Wirbelkomponenten wx, 
w,1 , wz zum mindesten in einem Teile der Fliissigkeit nicht 
versch winden. 

Durch Differentiation an den Ausdriicken (12} § 105 stellen 
wir fest, daB der Ansatz gilt 

(1) 

Entsprechend § 90 bezeichnen wir die linke Seite des 
Ansatzes als Divergenz des Wirbelvektors w, welche dem
nach iiberall verschwindet: 

Div w == 0. (2) 
Andererseit,; kann man auch die Gleichungen (12) § 10f) in 

V ektorform schreiben. Diese Gleichungen sagen nichts anderes 
1tus, als daB der V ektor w der Wirbel des Vektors v sei. Unter 
Benutzung des Wortes curl fiir Wirbel scbreibt man demnacb: 

m =curl v. (3) 
Ansatz (2} kann hiernach auch in die Form gebracht werden: 

Divcurlv = 0. (4) 

Diese Gleichung spricht den wicbtigen Satz der Vektor
analysis aus: Die Divergenz des Curies eines Vektors 
is t imm er gleich Null. 

II. Wir haben also die Bewegung der Fliissigkeitsteilchen 
d urcb zwei Vektoren v und w gekennzeichnet. 

In jedem Punkte der Fliissigkeit sind dadurch zwei Rich
tungen festgelegt: die Richtung des Geschwindigkeitsvektors 
und des Wirbelvektors. 

Geht man von einem Fliissigkeitspunkt in Richtung eines 
der Vektoren zum benachbarten Punkt, so erhalten wir zwei 
Liniensysteme: die Stromlinien und die Wirbellinien. 

An ersteren ist in jedem Punkt der Geschwindigkeitsvektor 
Tangente, an letzteren der Wirbelvektor. 

Beide Liniensysteme werden durch die Differentialgleichungs
sy,;teme bzw. 

und 
dx: dy: dz = vx: vy: vz (Stromlinien) 

bestimmt. 
dx: dy: dz -- wx: r'Jy: oJz (Wirbellinien) 
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Bringt man an einer Stromlinie S in zwei Punkten P 1 

und P 2 , Fig. 272, senkrecht zu ihr zwei FHichenolemente f"1 

Fig. 272. Zur Definition 
des Stromfadens. 

und t:, an, so kann man sich dur2h 
die B~randung von f~ alle StrolJ
linien gelegt und f~ so gewiihlt don
ken, daB seine Berandung von dnn
:-;elben Stromlinien gebildet wird. 

Den von allen diesen Stromlin'en 
gebildeten rohrenformigen Bere rh 
nennt man einen Stromfad(,ll, 
dessen Querschnitt an belicbiger Stolle 
r sci. 

\Venden wir jetzt auf da,; zwi
schen P 1 und P2 liegende Stiick des Stromfadens den Satz •ron 
GauB (s. § 90) an: 

r" J divvilT = J div v (d8 - J·n do, 
II 

P, 

wo do das Oberfiiichenelement des Stromfadcnteile:-; ist, so re
duziert sich das Integral J v. do <tuf diE· von den 1£ndfiiichen t; 
und /~ herrii.hrende~ Antei'le -- v".l t~ · · v1 ( 1 • Hit>rmit eqibt 
sich aber: 

r" f di v v f' rl s = r2 ( 2 - t· 1 /1· ( ll I 
P, 

Liegt mit div v =- <I oint> inkompressible B'li.it-~sigkeit vor, 
so wird hiernach 

d. h. alle Querschnitte cines StrornLtden,.; werde r1 in 
gleichen Zeiten von gleichen FliiRsigkeit~:;mengen vf' 
durchstromt. 

Bildet man in analoger Weise zu ciner gegebenon Wirbel
linie einen Wirbelfaden, ,.;o gelangt man, da di,·r,l stets Null 
ist, zu dem Satz: 

(/)2 ~~ (HJ 

d. h. das Wir belm o mont m f' i st liing,; d(•,; ganzcn W' i I' be 1-
faden,.; konstant. 

III. Ziehen wir jetzt in der Fliist:~igkeit zur ~cit t = 0 eine 
geschlossene Linie S0 , ,.;o werden wir zur Zeit t die Fliissigkeits
elemente aufsuchen konnen, die zur Zeit t =c 0 di0 Linie 80 er
fiillten. Sie werden eine Linie S erfiillen. Durch die Lin en S0 



s 111. Die Satze von Helmholtz iiber die Wirbelbewegungen. 551 

und S legen wir Fliichen F 0 und F, die zu den Zeiten 0 und t 
von denselben Fliissigkeitsteilchen erfiillt seien. Bilden wir 
jetzt das Linienintegral der Geschwindigkeit zur Zeit 0, zu 
welcher das einzelne Fliissigkeitselement die Koordinaten a, b, c, 
habe: 

J Vx0 da + Vy0 db + Vz0 dC, 
So 

so liefern die Gleichungen (11) § 97 einen Zusammenhang mit 
dem Linienintegral der Geschwindigkeit iiber dieselben Fliissig
keitselemente zur Zeit t. Beide Integrale sind gleich, da 

.fdU 
So 

versch windet. 
Nach dem Satz von Stokes folgt aber aus der Gleichheit 

der Linienintegrale J v0 ds0 = J v ds (9) 
So S 

di€' Gleichhei t der zugehorigen Fliichenintegrale 

(10) 
WO 

(1) 'o= curl v 
gilt. 

Fiir ein unendlich kleines Fliichenelement ( hatten wir 
das Produkt w ( als Wirbelmoment eines Wirbelfadens 
bezeichnet. 

Wir nennen jetzt 

JJw,dF (11) 
F 

das Wirbelmoment der end
lichen Fliiche F, dessen Konstanz 
im V erlauf der Bewegung, sofern 
F immer von denselben Fliissig
keitsteilchen gebildet wird, durch .x 
den Ansatz (10) fiir eine unter 
EinfluB von Potentialkriiften er
folgende Fl iissigkeits bewegung aus
gesprochen wird. 

z 

Fig. 273. Von Wirbellinien 
erfiillte Flache. 

y 

IV. Nehmen wir jetzt an, daB die Fliiche F nach Fig. 273 
von Wirbellinien gebildet sei, so gibt es keine Wirbelkompo
nenten m 11 normal zur Fliiche, d. h. das Wirbelmoment der 
Fliiche J[ 

. wndF=O. 
F 
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Diese Eigenschaft des Wirbelmomentes einer von Wirbel
linien erfiHlten FHiche bleibt dauernd erhalten; es kann als:l 
niemals eine normal zur Flache gerichtete Wirbelkomponente 
entstehen. Dieser Satz gilt fiir jede irgendwie geartete Flache 1', 
also auch fiir einen schmalen Streifen langs einer Wirbellini·~
Aus der dauernden Abwesenheit von normalen Wirbelkompo
nenten zu einem solchen Rtreifen folgt das dauernde Vei
bleiben aller Fliissigkeit:-;teilehen auf der Wirbellini·~, 
sofern sic Rich zu irgendeiner Zeit auf der:-;elben 
befanden. 

~ 112. Umformung der Eulerschen Differentialgleichungen auf 
Zylinderkoor11inaten. 

I. Die in der Teehnik vcrwendeten Fliissigkeitsstromung•m 
verlaufen mehr oder weniger sy mmctrisch urn cine Ach:;e. 

z 

y 

!I 

X 

Fig. 27 4. Die Striimung8-
geschwindigkeiten in 
Z y linderkoordina.t en. 

Fur solche Bewegungen sind die Zy
linderkoordinaten r, rp, z statt der C:1,r
tnsischen Koordinaten x, y, z zweck
miWig. Gegenstand der Untersuchuilg 
sind wieder die fltromungsgeschwind.g
keiten (Fig. 8741 bzw. deren Kompo
ncnten: 

v,. c- Radialgeschwindigkeit. 
u1 Tangentialgeschwindigkeit. 
n :\xialgeschwindigkcit. 

Fiir die Nstcn beiden hesteht Jol
gcnder Zusamnwnhang mii vx und v : y 

il) 
v, -- v,.co:;'/ - v1 sinr1, l 
l'y D,.Hllllf'- U1 COSff, f 

wiihrend v_ ungeiindert blcibt. 
Durc:h -Differentiation der Forn:.eln 

( 1) nac:h dcr Zeit gewinnt man die Be
sr:hleunigungcn : 

dv,. 
dt 

dv,. . dr; 
dt COSIJ --- V,. Hllllp dt 

bzw. mit den Beschleunigungen: 

dr!' 
1'1 = r fit und v,. 

dr 
dt 
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~7~ == ( ~t~ - ~?) coscp- -~ _d~() sinqJ 

und entsprechend: (2) 

_dd-~tY.. ~ (rdd_vt_r: ___ v/) . . 1 d(v1 r) - -- - smrp + - - -COS?J. 
r r dt 

In gleicher Weise form en wir die in den Eulerschen 
Gleichungen vorkommenden Komponenten X und Y der auBeren 
Massenkraft auf eine Radial- und eine Tangentialkomponente R 
bzw. Turn: 

X c= R COS?J -- T sinqJ' } 

Y = R sinrp T coscp. 
(3) 

S hl . Bl. h · d d. C' ··r' op d op h d h op d op c re rc sm lC .ro Jen - - un - - noc urc - -- un --
ox oy or O?J 

auszudriicken: 

op op or 
+ 

op otp l --
ox or ox ocp ox 

(4) 
op op or ~ _o_p__ -~rp_ 

f 
-- --~-

oy or oy I orr ay 

Aus diesen Ansatzen folgen vermoge der Definition der 
Zylinderkoordinaten: 

r~ =o x2 + y2, tgcp ~= y , 

1 X 

cr or 
-. == COS?J, a:y· =~ sinqJ, ~ (5) ox 

J 
ocp sinqJ dqJ COS<p 

-- --

' ax r dy r 

die Transformationsgleichungen: 

op op op sincp 

l -- = -COS?J- ·-
' ox or acp r 

(6) 
ap ap . ap COS?J 

oy 
--- smrp 

O?J or r 

Die Gleichungssysteme (2), (3), (6) sind nun in die Euler
schen Gleichungen § 93 einzufiihren. Es finden sich zunachst 
die AnsLitze: 
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r 
d(v1 r) . 1 

d t ,;m q J - R cos 11 

i!p 
r'r eoH cp 

{( dv v 2) 
Q at - ;- sinq r 

·- Tt-~inr/ 

op ,;mq· 
i·q· r 

(I p !'OiHj 

tq r 

7) 

N ach .Multiplikation mit cos If' und Hin9 und Addition 
erh~ilt man 

( dv v ~ \ 
t I 

X 

0 r 
'- dt r ) 

18) 

Nach Subtraktion: 

o. _1 dPFI c.c 'l'-- --~ c P 
- r dt r oq 

Hierzu kommt als dritte Gleichung: 

dvz i!p 
I) --- - ~ z -- . 
- dt rz 

110) 

Die Kontinuitittsgleiehung endlich nimmt die Form an: 

r)v 1• 

--L 
OVy 

_J_ 
r)Vz 

r} ;:r cy r'Z 

z 

r'(V,J) 
' 

cv, r) 
0. ,11) 

rr 

y 

!'') !'Z 

\Vir ;.;chreiben noch die Wi1 bel
komponcnten fiir Zylinderkoordi
naten an: 

(I) 
}' 

(I)_-

1 ( o I v t r I _ r vz ') 
2i' \ r·z (!cr, ' 

( cu, 
·> \ tr 

('/)' \ 
' I 

( z J, 

t ( ov, _ clv1r!). 
:2r \Cif (!r J 

1112) 

j 
Fig. 27.). Die vYirbelkomponmtpn 

in Zylinderkoordinaten. Die Hcrleitung der Am;atze 
(12) goht aus von den Wirbel

komponenten in Cartesischen Koordinaten § 105 (12), unter Be
nntzung der TransformationsformPln (51 dieses Paragraphcn. 
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Die Wirbelkomponenten (12) tragen folgende Benennungen: 

mr = Radialwirbel, 
w 1 =Tangential- oder Ringwirbel, 
w= = Axialwirbel, 

die in positivem Sinn in Fig. 275 gezeichnet sind. 

II. Auch in Zylinderkoordinaten lassen sich die Satze iiber 
wirbelfreie und nicht wirbelfreie Bewegungen (vgl. § 107 und 
111) a ufstellen. 

Insbesondere existiert im Faile der wirbelfreien Bewegung ein 
Geschwindigkeitspotential cJ>, welches der Differentialgleichung: 

-i3__ (r ~ cf>_) - l -~2 ~ + r ~2~- = 0 
or or . r ocp2 oz2 

(1H) 

geniigt. Aus cJ> leiten 
nenten wie folgt ab: 

sich die drei Geschwindigkeitskompo-

()(_]} acJ> 
vr =-=- ar- ' v = ------

t A ' ocp 

Der den Gleichungen (3) § 93 analoge Ansatz lautet: 

0 ~ - (~ (})__ -1- _l v~ _I p_) =c R 1l ' cr ot ' ~ I [! ' 

[! oqq) (?a~-+ ~ v2 = ~) ~~ T, 

J 
a (a cJ> 1 .• . p) 

0 - - + V" - - - = Z 
~ oz at 2 · u ' 

woraus sich wiederum ein Kraftepotential 

ergibt. 

P) =- V(r,,p,z,t) 
[! 

(14) 

(1 ii) 

(16) 

III. Besonders einfach werden die Differentialgleichungen 
in Zylinderkoordinaten, wenn es sich urn eine achsensym
metrische Fliissigkeitsbewegung handelt. Diese Be
wegungsart ist dadurch charakterisiert, daB die Geschwindigkeit 
und der Druck von der Koordinate cp unabhangig sind, d. h. 
dadurch, daB 

IJ'IJ_,. == 0 
,) (/' , 

op 
--=0 
orp 

(11) 



556 Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik. 

gilt. Damit nehmen clio faeiclnmgen 11-11, (9), (l(l'J, 1111 die 
Form an: 

(Obv; r)v ,, 
r I' Vt'"' I rp 

!Hn) 1.! v,. 
r 

I' R -
cr t' ,:, r ) (]" 

() u~_v~ r·v1 c·P, u v) v .. I! 
'1. ·t T I~~ :tl r T .. -

~ ct r·r (::::: r 

(~~z v 'V. 
()I!=) z op 

( 10 t) [! ~ ---,. ar Oz r: z 

ri(r clr 
1.) (I (11 

ar Cz 
Aus diesen Gleichungen ist die Koordinate q. \'Ollstiindig 

versehwunden, nur r und z sind als unabhiingige Variable iibrig
geblieben. Offenbar geniigt e~, wenn man v,., v1 , v,, p fiir die 
Punkte einer beliebigen durch die Z-Achse golegten Moridian
ebene bestimmt. Durch Rotation clieser Meridianehene Ulll c.ie 
Z-Achse erhalt man die Geschwincligkeit uncl den Druck in all 3Il 

ancleren Raumpunkten. 
In jecler Mericlianebeno bestimmen nun v,. uncl V0 die Balm

clemente von Kurven C (Fig. 276), dureh der·en Rota.tion um die 

.x/ 
;c' 

z c 

Fig. 276. Stromlinie in dPr 
Meridianebene. 

Z-Achse Fliichen entstehen, auf denen 
die Fliissigkeitsbahnen liegen. Le~z
tere sind oinander kongruent. 

Die Wirbelkomponenten ( 12) nnh
men im Faile cler acht-~ensymmotrischen 
Hewogung die F'onn an: 

U) ,. a(rv1) l 
~ r Oz 

( OV:- rf~' )\ , j (1 ~<LJ 
2 tr :. 

r.· ( r V1 ) 

2 r r•r 

1 

(I). -

Fragen wir naeh oiner achscnsymmotrischen stationiiren 
wirbelfreien Stromung, so sind znnilc:hst die Gleichungon ( 1 2 a) 
zu erfiillen clurch clio An:;iitze: 

c /u : ( I' ,. 
vt - ( I , 

r (I' t·z 

welche die vVirbelkomponenten ror, oJ1 , o1 zum \'m·schwinden 
bringen. c bedoutet cine Konstante. 
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Der Gleichung 
ov-
cr 

geniigt man durch den Ansatz: 

(j@ 
v~ =- f-,---, .., oz 

(17) 

(18) 

wo cp eine Funktion von r und z ist. Diese hat noch der Konti
nuitatsgleichung ( 11 a) zu geniigen, d. h. dem Ansatz 

a(r~}~) a(ro"P) 
or' oz 

------ -- _[_ --- -- = 0 
Or I OZ > 

(19) 

woraus sich die partielle Differentialgleichung ergibt: 

02 cp a (f) 02 (/) 

r or'!,-+ --or + r-a7 = o. (20) 

Wichtiger als dies Geschwindigkeitspotential ifJ ist 
die sogenannte Stromfunktion T, die wie folgt gewonnen 
wird. Es ist ersichtlich, daB die Kontinuitatsgleichung ( 11 a) 
durch den Ansatz befriedigt wird: 

a f/J 
rv =- - · 

r OZ ' 
(21) 

Hiernach ist 'P in Gleichung (17) einzufiihren, wodurch sich 
fiir lJf die partielle Differentialgleichung findet: 

o2 !JI 1 0 lJ' o2 !Jf 
or~ -- --;:.or+ a~2 - = 0 . (22) 

.Jede Funktion lJf von r und z, welche diese Differential
gleichung befriedigt, ist geeignet, eine achsensymmetrische 
stationiire wirbelfreie Bewegung darzustellen. 

Bildet man das Differential von IJI: 

aT a '1' a !Jf == -;; - d r + -; -d z = 0 ' 
cr oz 

so findet sich unter Einfiihrung von (21): 

- v= dr.J- v,. d;:; = (), 

d. h. 
dz 
dr- · 
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Hieraus ergibt sich, daB iibcra.Jl die in die Meridia,nebene 
fallende Komponente der 8tromungsgeschwindigkeit mit dem 
Kurvenelement der KmTc 

'l'l,r,z) == e 
zusammenfiillt. Die Stromung findet also in der Meridianebene 
liings der Kurve C statt. Aus dicsem Gnmdo heif3t 'I' die Btron
funktion. 

~ 113. Grumllegung det· Turbinentheorie von H. Lorenz. 

Das durch eine Turbinenzello ::;tr6mendo Was~:>er iibt, auf 
die Zellenwiinde 1 und 2, liings deren es ~:>tromt, Drucko p1 und ;1 2 

aus (Fig. 277). Zerlegt man diese Drucke, 
P-r die bei reibungsfreicr Bewogung auf d~n 

Fig. 277. Angriff der 
Druckkrafte in einn 

Radial turbine. 

Zellenwiinden senkrecht ~:>tehen, in eine 
radiale und cine tangentiale Komponenbe, 
so beruht die Drehung der Tmbine un1;er 
Oberwindung eineH MomenteH M auf dem 
endlichen Untt>rschiede der Tangential
komponenten Pt. und p1,. Ist n die 
Zellenzahl, so wird das Drehmoment: 

.M. ~ n f dp 11 ~ p1,)df'. ~1) 
Da,; Integral i::;t iiber die erzeuger,de 

Kurve einer ZellE>nwand zu erstrecken, 
wenn es ::;ich um eine reine Radialturbine 
handelt. Aus dem endlichen Unterschiode 
;r,wischen Pt> und p 12 ergiht sich nun schon, 
dal.l diese \V a,;serbewegung keine spn-

metrische ist, d11 ja (I p nicht gleich Null sein kann, wenn end-
orp 

liche Druckdifferenzen liings des Turbinenumfangs vorkomtLen. 
Um diesem Obelstand abzuhelfen, hat Prof. H. Loronz 

in Danzig zwei Schritte getan. 
1. Er hat die endliche Druckdifferenz p 1 -- p~ als ~iuDere 

am Fliissigkeitselement angreifende Volumkraft P angeschen 
und in die Differentialgleichungen eingefiihrt, indom er 

2. die Volumkraft P unter unendlicher Vermehrung der 
Zellenzahl gleichmaBig liings des Turbinenumfang::; ,·erteilte. 

Das Ergebnis dieser Vorstellung ist, daB jotzt die Fliissigkeit 
die Turbine durch unendlich viele Zellen durchstromt, doren 
unendlich diinne Trennw~inde der Ritz jener als Zwangskrafte 
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zu bezeichnenden V olumkriiJte sind. 
op 

kann dann = 0 ge
ocp 

setzt werden. 

Sind nun R, '1', Z die Komponenten von P, so gel ten die 
Gleichungen (8), (9), (10) § 112 ohne weiteres fiir die Turbinen
bewegung, wenn man in der Gleichung (10) noch eg als von der 
Schwerkraft herriihrenden Beitrag zur Volumkraft einfiihrt: 

R - ~~ == g (~~r- }J;~) , 
T = n 1 d~~r) 

" r dt ' 
(2) 

op dv. 
z + g e az = e -ITt · 

Urn jetzt das Drehmoment zu berechnen, haben wir das 
Moment der Tangentialkomponente r T iiber das ganze Volumen 
der Turbine zu integrieren: 

1);1 = f J J rTrdrdcpdz 

~~ 2 r~.JJr d~~r) drdz, (3) 

wo die Integration sich iiber einen Meridianschnitt der Turbine 
zu erstrecken hat. 

Schreibt man in (3) statt 

d_~t!]_ a(vtr) or _]_ o(vtr) oz o(vtr) + o(vtr) 
dt 6r- dt 1 - a-z- 'at= -ar- vr --a;--vz, 

so kann man noch die Wirbelkomponenten (12a) § 112 einfiihren, 
womit man findet: 

(4) 

Hieraus ergibt sich schon, daB auf Grund der Lorenzschen 
Theorie die Turbinenstromung keine wirbelfreie sein kann, weil 
sich sonst kein Drehmoment ergeben konnte. Die Ursache hierfiir 
ist die Einfiihrung der nicht von einem Potential ableitbaren 
Zwangskrafte R,T,Z. 

Wegen der Verwendung dieser Theorie zur Berechnung von 
Turbinen verweisen wir auf die Lorenzschen Originalarbeiten 121). 
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VI. Die Differentialgleichung-en der Elektrodynamik. 

§ 114. Die Grundgleiclmngen der Elektrollynamik. 

I. Verstandigung iiber die Mal.leinheitE'n. Die Grtmd-
einheiten des absoluten MaBsystems sind: 

die Liingeneinheit: das Zentimeter 
die Zeiteinheit: die Sekunde 
die Masseneinheit: die Mas;;en eines CCIII 

W assers bei 4 ° (' 

1 [em], 
1 [sec J , 

1 [g I 

Aus diesen drei Einheiten lcitcn si(·h alle iibrigen ph.vsikalisc'1en 
GroBen ab. 

Wir benotigen noch: 

die Krafteinheit: das D~·n . . . 1 [g <'lll :so<· ··~I , 
welche definiert ist durch das N owtom;che Bewegungsgesetz: K mft 
gleioh Masse mal Besohleunigung. Sie ist diejenigc Kraft, die 
der Masse 1 [g] die Beschleunigung 1 [em sec -'2] erteilt. 

Die Differentialgleichungen der Elektrodynamik regeln die 
Ver~inderlichkeit der elektrischen und magnetischen Kriifte. 
Die Definition dieser Kriifte greift zuriick auf die Grunders<:hei
nungen der Elektrostatik und Magnetostatik, die an elektrisnhen 
Mengen e bzw. magnetischen Mengon m, die sich im Gloich
gewichtszustand befinden, wahrgenommcn worden und die darin 
bestehen, daB zwischen zwei elektri~:;chen Mengen e und e1 ge
setzmaBige Kraftwirkungen gemessen worden k()nnen ebenso 
wie zwischen zwei magnetil'chcn 'i\Jengen m und m 1. Die Kraft
gesetzc lautcn: 

K 
ill 

11) 

wcnn K. und K"' die Kriifk, r den Ahstand der aufeim.nder 
wirkendcn Mcngen bcdeutcn. 

Ist nun e c=" e1 und tn ' '111 1 , nud ist we iter K,. wie K 111 

1 Dyn, r ·· 1 em, w wird 

e = der elektrostatischen Einhcit dor Elektrizitiitsmenge I 
= 1 [g'/2 cm•/2 sec 1J, 

m = der elektrostatischen Einheit dcr magnetischen Mongo J 
- 1 [g'/2 em% sec· 1]. 

(2) 

Wir fiihren nun den Begriff do" clcktrischcn und magnc
tischen Kraftfeldes ein. Ein elektrisches Kraftfeld wird dc"'iniert 
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als die Umgebung elektrischer Mengen, ein magnetisches 
analog als die Umgebung magnetischer Mengen. Bringt man 
in die :Felder eine einzelne elektrische bzw. magnetische Menge 
e bzw. m, ~o werden diese laut obigem gewissen Kraftwirkungen 
ausgesetzt sein, die wir proportional der Menge selbst und einer 
gewissen Eigenschaft des Feldes an der betreffenden Stelle setzen. 
Die Eigenschaft ist die elektrische bzw. magnetische 
Feldstiirke E bzw. M. Die Einheit dieser soil da vorhanden 
sein, wo das Feld auf die statische elektrische bzw. magnetische 
Mengeneinheit c~ 1 [g11• em% sec-1], die Krafteinheit = 1 Dyn = 
1 [gem sec-2] ausiibt. Die Dimensionsgleichungen fiir E bzw. M 
Iauten also: . " ) 

E-1 [g1/•cm'12sec· 1] = 1 [gcmsec-·], ~ 

M-1 [g11•cm"l•sec- 1] = 1 [gcmsec-2], J (3) 

aus denen sich ergibt: 

statische Einheit der elektrischen Feldstarke l 
E = 1 [g11• cm-1/• sec-1], 

statische Einheit der magnetischen Feldstarke J ( 4) 
M = 1 [g1/• cm-1/• sec-1]. 

Befinden sich die elektrischen und magnetischen Mengen 
nicht im Gleichgewicht, sondern in Bewegung, so treten neue 
Erschein ungen auf: die elektromagnetischen. Die 
wichtigste dieser ist durch die Tatsache gegeben, daB eine be
wegte Elektrizitatsmenge auf eine in Ruhe befindliche magne
tische Menge Kraftwirkungen ausiibt, die den Wirkungen eines 
magnetischen Feldes aquivalent sind. 

Eine bewegte Elektrizitatsmenge 
nennen wir einen elektrischen Strom. 
Es gilt die Beziehung: 

e=J·t, (5) 
d. h. flieBt ein Strom J t Sekunden lang, so 
ist die Elektrizitatsmenge e bewegt worden. 

Eine Elektrizitatsbewegung, an der die 
Aquivalenz der Wirkungen mit einem mag
netischen Felde Ieicht konstatiert werden 
kann, ist gegeben durch einen e 1 e k t r i
schen Kreisstrom. 

27" 

_ ___] 
Fig. 278. Einwirkung 
eines Kreisstromes 

auf einen Magnetpol. 

Unter den Verhaltnissen der Fig. 278 wird auf die magne-
tische Menge m die Kraft K ausgeiibt: 

J-l·m 
K = -----

r--!. 

Hart. Differentialgleichungen. 2. Auf!. 

(6) 

36 
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von einem Stuck des Kreisstrome~, welches die Lange l besitzt. 
Diese Formel benutzt man zur Ddinition der Einheit der Strolll
starke: 

K· r~ 
J = ------

[. rn 
em g see- ~ em~ 

N ach Ansatz ( 5) ergiht sich hiernach die Eleki rizii iitsmenge: 

e J.t [elll1/zg11zJ. Ill 

Wir erkennen, daB sieh diese Dimem;ion der dektromagn :
tisch gemessenen Elektrizitatsmenge von der Dimension der 
elektrostatisch gemessenen dureh den hei ihr fehlendnn 
Faktor [cmsec- 1] unterscheidet. 

Die Definition der Elektrizitatsmenge benutzen •vir nun :m 
Hand von Ansatz (3) zur Definition cler elektromagnetiseh aus
gedriickten elektrischen Feldstarke: 

PJ·Jcm112g11z] [cmgsee "2], 1 

1~· [ em1/2 g1/2 sec ~], / 

die sich von der elektrostatisch gemesHenen dureh dPn zu 
hinzukommenden Faktor [em see TJ unterscheidet. 

die:;pr 

II. Grundbegriffe der Vektorenanaly~>is. Die elektriHche 
B'eldstarke E und die magnetische Feldstarke 111 sind 
die physikalischen GroBen, mit denen sieh die elektromagnetisehe 
Dynamik beschaftigt. Dabei handelt es sich stets um die V er
teilung dieser heiden Grol3en im Raum und um ihre Verander
lichkeit mit der Zeit. Des weiteren hat jede der GrolJen in einem 
bestimmten Raumpunkt auBer ihrem Z a h l '" e r t E bzw. 1ll 
eine Richtung, die bestimmt wird durch die Richtung :ler 
Kraft, die das Feld an der betraehteten Stelle auf die positive 
elektrische bzw. magnetische Mengeneinheit ausiibt. Kii1zer 
ausgedriickt sind die elektrische und die magnetische Feldstiirkl' 
Vektoren, fiir die wir das Zeiehen lS: bzw. illl wahlen. Diese 
Vektoren haben Komponenten nach den Koorrlinatcnachf:eu, 
die bezeichnet werden fiir 

(); mit Ex, Ev, /C:.: ~ ) 
\ 

w~ mit Jlf x' 111,1• 111=. 
( 
J 

(9) 

Die Zahlenwerte oder Tensoren dcr Vektorcn sind dann 

E V ]l]x 2 J E~ FJ,.'2 l 
y I ' I 101 r 111 ' J[ ~ Jl ·> 

' Jr J .r !I 
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~eben den Vektoren 0: und m werden wir noch die Vektoren 
curl & und curl m benotigen, die sich mit Hilfe der Kom
ponenten von & und m wie folgt bestimmen: 

Der V ektor curl 0: hat die Komponenten: 

oEz oEy aE - -~JiJ_z oEy DE 
(11) :r ,,; 

ay oz ' oz ax ' ox ry 

Der Vektor curlm hat die Komponenten: 

?iVf_ ?1vfy (1J;f oJ[z oMy oM 
(12) -~r_- ___ ._, 

?y oz ' oz (lx ' ox ay 

SchlieBlich wird noch die Divergenz der Vektoren & und m 
vorkommen: 

(13) 

(14) 

Die Ausdriicke div ls: und div WC sind keine Vektoren, sondern 
Skalare, d. h. FeldgroBen, die nur einen Zahlwert, jedoch 
keine Richtung besitzen. 

Bildet man unter Heranziehung der Komponenten (11) 
und (12) die Divergenz der Vektoren curl & und curl m, so er
gibt sich: 

div curl & = 0 ; div curl m = 0. (15) 

III. Elektrische und magnetische Polarisation des Di
elektrikums. 

Seit Faraday und Maxwell betrachtet man nicht mehr 
die metallischen Korper (die Leit,er) als den Sitz der elektromagne
tischen Energie, sondern die nicht lei ten de Umgebung der Korper, 
das Dielektrikum. 

Uber dieses hat man sich eine V orstellung zu machen, welche 
die Eigenschaften des nichtelektromagnetischen Zustandes eben
so erklart wie die des elektromagnetischen Zustandes. Wir er
ortern die Vorstellungen iiber die unelektrische und die magne
tische Konstitution des Dielektrikums gesondert. 

Man denkt sich das Dielektrikum als aus V olumenelementen 
bestehend, in denen positi-ve \md negative Elektrizitat iiberall 
in gleicher relativer Menge vorhanden ist (Fig. 279). 

Die Wirkungen der heiden entgegengesetzten Elektrizitaten 
heben sich auf; das Dielektrikum ist unelektrisch. 

36* 
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Erzeugt man nun im Dielektrikum ein elektrische;-; Fold. 
etwa indem man nach Fig. 280 zwei Platten aufstellt, zwischw 
denen di!'l elektrische Spannung E herrscht, so werden die 
Elektrizitatsmengen in den einzelneu Volumelementen ve r
schoben, jedes Volumelement wird elektrisch polarisiert. 
Der Zustand der Polarisation ist einem Spann ungszustar d 
analog; er verschwindet wieder, wenn die spannende Ursacle, 
die Ladung der Platten, verschwindet. 

Zur Gewinnung einer formelmaBigen Fixinung die;.;er Vc,r
stellung greifen wir auf die Beobachtungen an einem KondP n
sat or nuiick, der ja durch Fig. 280 darge;;;telli wird. 

+ + + + + - - - - -

+ -
+ -
+ -

Fig. 27}). SpannungsloHes 
I >ielektrikum. 

+ 

~+------. L --·- ---~ 
I I 

-+ -+1-+1-+-+-+ 
-+ _j_r= -+ 
--
-+ ! : -~ -+--+--
-+ : ' : j_ + 

l--t----1 - +' - + 
l~i I 

-+ i .... t 
- +/ 

'---- ·-· 
I 
'"<- cJ 

I 
-- -- _ ___________.,..) 

~'ig. 21'0. ( iespannt<'s 
Diclektriku m. 

Verbindet man namlich die heiden Platten miteinandcr 
durch einen leitenden Draht, so flicBt dureh diesen eine E ek
trizitiitHmenge Q, diP gemessen WPrdPn kann. ER ir;t: 

r E 
• . Jl. 

4 ;r ,) 

Der Kondensator i;.;t damit entladen, der ~pannung:szm:tand de;;; 
Dielektrikums ist versehwundcn. Legt man andererseits an den 
spannungslosen Kondensator cine Spannungsdifferenz E, so 
verschiebt sieh zwischen den Platten die positive Menge Q 
in der Riehtung von der -- -Platte zm - -Platte. Es ist : 

~-' E 
Q = -- • -· F 

4.! ,) 
(l(j) 

wie oben. Der hier vorkommcnde Faktor t iHt diP sogenannte 
Die le ktrizi t ii tsko nstant P. 
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Die 11'ormel rlo) stellt man nun um wie folgt: 

und man nennt 

Q 
F 

I' E 
4 7( (~ 

Q 
F 

die dielektrische Verschiebung. 

E 
G:=--

b 

(17) 

(18) 

(19) 

die elektrische Feldstarke oder elektrische Kraft, von welch 
letzterer wir unter I ausgegangen waren. Setzen wir fiir Q 
das elektromagnetische MaBsystem voraus, so ergibt sich als 
Dimension der dielektrischen Verschiebung: 

und, wenn man dies in (17) einsetzt, mit 

[0:] = [ em-'/• g'l• sec-2] 

als Dimension der Dielektrizitatskonstante 

[e] = [cm-2 sec2]. 

Die sich aus (17), (18), (19) ergebende Formel 

{.' 

b = ----- (\; 
e 4 Jl 

kann man nach der Zeit differenzieren: 

ob e oG: 
---~~~-·-ot 4n ot 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

Hier ist 0:; von der Dimension [cm-31•g'losec~1], also eine 

Stromdichte, d. h. eine Stromstarke dividiert durch eine 
Flache. Bezeichnet man diese mit i, so gibt 

. e oE 
~= ~- --

4 n ot {25) 

die Abhangigkeit der Stromdichte der elektrischen Verschiebung 
von der zeitlichen Veranderung der Feldstarke. 
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Bisher haben wir vorausgesetzt. daB das Dielektrikum keine 
Leitfahigkeit besitzt. Ist diese = ) Yorhanden, :,;o tritt ne oen 
den Verschiehungsstrom 

.F dQ 
l "~- = 

(;t 

auch noch der Lei tungsstrom 

c () (i 
. - ·F 

4 n cl 

i'F =), Ci'F. 
so daB die Gesamtstromdichte wird: 

I :J 7) 

• ' ., !-; (} (i' I 
1 -t ==-- ----·-20:'. 2H) 

4n Ct 

Fiir die magnetischen Eigenschaften dt•s DielektrikLims 
stellen wir analoge Betrachtungen an. Wir definierf'n die 
magnetisehe Versehiehung 

h == l! .. ,lJi (2~l) 
m 4:::r ~ -

und erkennen in 4nbrn die GroBe )8, welelw man die ma§:nc
tische Induktion nennt, die in eineml\fedium der Permea
bilitat fl durch die magnetischP Feldstiirkc ilJI indu:~iert 
wird. l\fagnetische V erschiebung, Induktion und Feldstarke 
haben dieselbe Dimension: [cm·'/z g'lz SPc 1]; die Pc>rmeabilitat ,ll 
ist eine Zahl. 

Analog (25) bildet man mH'h die Rtromdiehtc> der magnP
tischen Verschiebung 

. db,// 
J ··-- .. = 

rt 
() ~lJ( 

i't 
I ~0) 

Ein Analogon zu Formel (27) aufzustellen ist nicht notig, d1 die 
magnetis che Leitfahigkeit der bekannten Stoffe so klein ist, 
daB magnetische Leitungsstrome gegeniiber den Vcrschiebungs
stromen unter allen Urnstanden vernachliissigt werden kounen. 

IV. Die Grundgleichungen. 
Zwischen den .Feldstarken Ci' und ~J( und den Stromdiehtcn 

i und j bestehen zwei Gleichungen, die fiir Stromleiter bchon 
vor l\f ax well hekannt waren. 

a) Nach der Figur 281 hat man in dem dureh einen :-.trom 
der Dichte i hervorgerufenen magnetischen Felde eine den 
Strom umschlieBende Kurve s zu ziehen. Die Kurve begrenze 
den Fliicheninhalt m. Dann gilt die Gleichnng 

4 .n i w = J ~Ui cos 1 1))/ , d s) d 8. (~1) 



§ 115. Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen. 567 

Das Integral bedeutet die Summe der Tangentialkomponenten 
de'r Feldstarke langs der Kurve s. 

b) Wird in entsprechender Weise ein magnetischer Strom 
der Dichte j von einer Kurve s umschlossen, so gilt (s. Fig. 282) 

4njw =- J~cos(~,ds)ds. (32) 

s s 

~cos{~.ds} 

Fig. 281. Magneto
motorisches Grundgesetz. 

Fig. ~82. Elektromotorisches 
Grundgesetz. 

§ 115. Aufstellung <ler Maxwellschen Gleichungen. 

Es ist das Verdienst von Maxwell, die Gleichungen (31) 
und (32) des vorigen Paragraphen auf die Vorgange im Dielek
trikum angewendet zu haben. 

z 

c 

Or--------;----~--~y 
/ 

I /-5: ________ _v 
X '!I 

Fig. 283. Zur Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen. 

Wir betrachten ein Volumelement L1 L1 L1 Fig. 283. Im 
Punkte A hcrrsche die elektrische Feldstarke Y~ ~nd die magne-
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tische Feldstarke 9)( mit den Komponentrn bzw. E,. E,1 Rz und 
111," 1JfyMz. . . 

Die Komponente E,c der Feldstarke ergibt nach Gleichung I~'>) 
eme Verc;chiehungsstromdichte in Richtung der :r-Aehse 

1- rE 
( 1) 

und den Lcitnngsstrom 
1~) 

Hier·mit ergibt sich fi'tr die linke Seite der Gleichung ! :11 1, wPan 
m c /1 1 ( = Rechtcckseitc A B (}])) ist: 

y X 

· oE 
(

/-) -- X 

(it 

Die rechte Seite der Gleichung r. ill) crfordert die Aufstellung 
der Komponenten von we' die lang,; der Beramlnng YOn A B (' D 
wirken. Diese sind in: 

AB . .. Jf,,, 

Bl' ... Jf 
uM_ 
iJy- 1y, 

CD... - Jl·'·' -- i: Jll 11 f:::, 
r'z 

D f .. - JJ,,. 

Es wird hiermit 

f \))( cos (we, d 8 1 ri 8 

d. h. an Stelle von Cileichung 1:11 ! kommt 

aE 
[:'~--:~ 

()t 

(;J[: 

0.1/ 

cJiy 
cz 

und analog fiir die anderen Aehscnrichtungen 

/-' aE" _1 _ 

-1 :r X FJ" 
r:Jl, !'Jl: 

()t ' ( z rlx 

(lE + +:rHJ= 
iJJ/11 (iJI1 

f' - c X 

at t.r oy 

(3) 

(+) 

Die Gleichungen lil) und 1+1 hilden daR rrc;te 1laxwellsche 
Gleichungssystem. 
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Das zweite erhalt man aus Gleichung (32), indem man die 
Stromdichte der magnetischen Verschiebung in Richtung der 
x-Achse anschreibt: 

. ,u o1lf, 
J.,. ~ ' 4 JT. fit . (5) 

Die Ermittlung des Integrals in Gleichung (32) liefert dann 

- fcs; cos(Cf,ds) = -·- (o~Ez- viE_~~_) Ay Az (6) 
cy oz 

und mithin: 

(7) 

Analog fi.ir die heiden anderen Koordinatenrichtungen: 

·"'::· ~- ('~,- ',n l (H) 

,~};rz =- (aa~"- aa~~). J 

(7) und (H) stellen das zweite Maxwellsche Gleichungssystem dar. 

V ergleicht man die rechten Seiten der Maxwellschen Systeme 
mit den Definitionen (11) und (12) des § 114, so erkennt man 
die Ausdriicke der curl-Komponenten wieder. Man kann also 
die heiden Gleichungssysteme in Vektorform schreiben: 

Vektorform des ersten Maxwellschen Gleichungssystems: 

0~ _j ' l ( ) e ~ 1 - 4 n A ~ = cur ill(. \J at 
Vektorform des zweiten .Maxwellschen Gleichungssystems: 

(!ill( 
u- =-curl~. ' at (10) 

Die Dimensionen von ~, ill(, e, ,u sind hier die des elekto
magnetischen MaBsystems. 

~ 116. Untersuclmng ebener elektromagnetischer Wellen. 

I. Aus den Gleichungen (3) und (4) § 115 folgt, wenn man 
sie der Reihe nach nach x, y, z differentiiert und dann addiert: 

r: }!__ (~fll:r-+ OE_11 + ol!_z) + 4 ;r }, (G__E_x + ~IE_v_ + oEz) = O, (1) ot ex cy oz ex oy oz 
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oder nach Gleichung ( 13) § 102: 

e ~- div ti" - - 4 7r ;, div (i; -~- 0. 
(Jt 

Aus dieser Gleichung folgt, daB dauernd 

div(f () 

(:2) 

gilt, wenn cliese Gleichung zu irgendeiner Zeit galt. Die Be
deutung des Satzes (3) kann man sich wie folgt naher ver:Jn
schaulichcn. A us Gleichung ( 2 :1'1 ~ 10:2 

4) 

folgt nach Leiderseitiger Bildung der Divergcnz 

( z 

Hier hat div be die Dimension em -'/2 sr>e -'/" c1. h. die Di

mension der Raumdichte der Elektrizitiitsmenge: 

' -'/· -'1· l "'] . em - ~-e!· - : em··_ . 

In der Tat Ledeutet div b, eine elektrische Baumdichie, und 
zwar diejenige im Raumelemente dx dy dz. Wir benutzen nun
mehr, wie friiher § 7 5, das Zeichen g fiir rlie;.;e: 

divb = _1- dive\'-
e -1- ;r 

(61 

Hi era us folgt, dal3 Jie GJei!:hung ('3) stet:,; dana gilt, w ~nn 
iiLerall die Dichte f.! der ,Jreien" Elektrizitat gleich Null ist. 

Durch Gleichung ( (j) kann man iibrigens 110ch eine I7 0n 
friiher her (§ 87) bekannte Beziehung ableiten. wenn wir an
nehmen, daB G\' ein Potentialvektor ist, dessen Komponenten 
sich als erste partielle Derivierte einer RaumfunHion V be
stimmen, wie folgt: 

I"·V 
b' 

y 

Dann wircl der Ausdrul'k 

c: 
- div (f = 

4:n: 

t' ((~ J' 
4;r r':r~ 

(. J' 
ry. 

'J r 
?y"! 

r·z 
(7) E 

(8) 
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eine Gleichung, 
Gleichung 

welche mit c = 1 mit der Laplace-Poissonschen 

(n2V n2V n2V) 
IJ__ · ---!- ~-- + ()__ - = - 4 no 
ax~ ' oy2 oz2 '0 

(9) 

§ 87, identisch ist. Diese Gleichung regelt, wie wir in Kapitel III 
des zweiten Teils gesehen haben, die elektrischen Gleichge
wichtszustande. 

In der gleichen Weise wie oben laBt sich auch die Giiltig
keit der Gleichung 

div 9)( = 0 (3a) 
im ganzen Felde nachweisen. 

Nunmehr eliminieren wir aus Gleichung (9) und (10) § 115 
den Vektor we, indem wir (9) nach der Zeit. differentiieren: 

a we o2 Q': a Q': 
curl-- = c - · + 4 n i. -- (10) (; t () t~ ' 0 t 

und von Gleichung (10) den curl bilden: 

a me 
a curl-- = - curl curl Q; • · at (11) 

Durch Gleichsetzung von (10) und (11) folgt: 

02 Q; • iJQ; • 
It c --- -L 4 n u 1, ---- = - curl curl a;. (12_) 
· ot2 • •• at 

Rechnet man die Komponenten des Vektors 

?S = curl curl Q; 

aus, so ergibt sich z. B. fiir die x-Komponente: 

B X ' y ' Z 
odivQ: (i32 E o2 E o2 E \ 

x= a~ -- a~ -t- ~ay2. T oz2) (1HJ 

(wovon man sich durch Ausfiihrung der Operationen leicht 
iiberzeugt), so daB man infolge (3) folgendes Gleichungssystem 
fiir E E E _ erhalt: 

X y • 

o2 E ' 2 E o2 E 2 E o E 1 __ .E' + 0 -22 ..L _ _;r_ = c a 0 - x 4 n A t-t o;-t"', 
0X2 cy2 I OZ~ 1 0t2 U 

o2 E ()2 E .. 2 E ··2 E n E 
__ Y • .L -"- + c______!l = B a q_ Y 4 n }, fl o__Y, J r 14) 
()x2 I oy 2 0Z2 ' 0t2 Ot • \ 

o2 E_ c2 Ez o2 E. o2 E, . oE_ 
c,----:f- + -::;-.,- + -:::-.,- = c fl --;-t"=- --!- 4 n A / t --::;·t· • • ux· uy· oz- u - 0 

Ein :tnaloges Gleichungssystem existiert fi.ir Mx MY .:t(. 
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II. Mit Hilfe der heiden Systeme sollen 0: und Wl bzw. dernn 
Komponenten in ihrer A bhiingigkeit von Raum und Zeit gefundnn 
werden. Dabei miissen die Komponenten ah; Funktionen von 
x, y, z zur Zeit t = 0 gegeben sein, wonach sich die ersten Ab
leitungen der Komponenten nach der Zeit, ebenfalls fiir t ~ l), 

11us den Gleichungen l D) und (l 0) s 1l;j bestimmen lassen. 
Es handelt sich also um die Bestimmung einer Funkti·m 

U (x, y, z, t), die der Differentialgleichung: 

lU I 16) 

geniigen und dabei nebst ihrer ersten zeitlichen Ableitung fiir 
t = 0 in gegebene Ortsfunktionen iibergehen soll 

Ut=o j'r.r, y. z 1, l r,•U I Hi) 

(} t t ,' 0 
gt.r, y, z). I 

Wir untersuchen nun 0inen \Tor gang, bei welch em die 
elektromagnetische GroBe U leine elektrische oder magnetische 
Kraft) abgesehen von der Zeit, nur von der Variablen :r ,,b
hiingt. Es handele sich al;;o um die Fortpftanzung einer eben 'ln 
Welle, und zwar wollen wir zuvi:irderst voraussetzen, daB nit 
}, =' 0 der Vorgang ohne Diimpfung (in einem nicht leitenden 
Dielektrikum) erfolge. Die Cleichung (15) wird dann einfach 

ux~ 
I. fi) 

Ferner wollen wir die GroBe U und die Dielektrizitiitskonstante F 

elektrostatisch messen. 
Nach § 115 haben wir, wenn die elektrostati,;chon Groben 

fiir den Augenblick mit C,. und c·,. bezeichnet worden, die 1)i
mensionsbeziehungen: 

U [ Clll secJ {·,., 
t: ' [em 1:-;ec] -" c-, .. 

Hiermit geht die Gleichung (11;) iihcr in 

~u , ~u 
[cmjsec] ;: .,'=[em ,;oc] [cm,sec]-·" F,.,n _t_,'·, 

ox- c -

oder nach Riickkehr zu lJ und c: 1 die aber nun als elcktro-
statische GroBen zu gelten habcnJ 

. .,Z/U [~{! 
[em•soc]" ... ; c- u · c.r- . ' ~ t" · It 7) 
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Auf der linken Seite ist also ein Faktor von der Dimension 
eines Geschwindigkeitsquadrats hinzugekommen, den wir mit 
V 2 bezeichnen : 

., c2 u o2 U 
V" -n = f; fl-<>· ox· (W 

(18) 

III. Diese Differentialgleichung ist identisch mit der in 
§ 72 betrachteten Gleichung der Saitenschwingung, wenn wir 

einsetzen. 
t =0: 

E /l 

Die zu erfiillenden Anfa.ngsbedingungen lauten fur 

U == f'(x), 

au . 
ft'~a(x). 

Die Losung kann aueh hier durch Fourierscho Reihen 
erfolgen; wir wollen jedoeh eine andere Losung benutzen, die 
uns einige Haupteigenschaften der olektromagnetisehen Wellen 
zeigen soiL 

Wir sehreiben als die Losung an: 
x+at 

U~= 1 [f'(x+at)+f'(;c-at)J+-1 fa(x)dx,122 (19) 
2 · 2a 

x-at 

die fiir t = 0 tatsachlich U ~. f'(x) ergibt. Ferner ist 

~ u_ = a [t' (x _l_ at) - r' (x -- a t)] ot 2 · · 

1 
2a[ag(x+at) +aa(x- at)], 

welcher Ausdruck liefert fiir t = 0: 

Andercrseits kann man dureh direkte Ausreehnung nach
weisen, daJ3 (1!!) der Differentialgleichung (18) geniigt. 

Wir betrachten nun einen Anfangszustand, fiir welchen 
iiberall liings der x-Achse g (x) = 0 ist. Die anfangliche elek-
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trische oder magnetische Storu ng f'i.l'l o;oll nher mn· innerhalb 
cines Intervalles __ z :'S' ,r ;; -:- 1 

endliche Werte besitzen, im iibrigen a.ber Null ~.;em (Fig. :!Ht). 

Die H'unktion t'(cr -:-at) ist hiernach nnr dann von N 1ll 

n>rschieden, wenn gilt 

-.X 

Fig. 284. Anfanglich elektro
magnetisches Storungsgebiet. 

- l <~ :r ··~ at --i-· (~ 0) 

und f'lx --at) ist von Null v~r
::;C'hied~n, wenn gilt : 

- l · • x --- at · t l. ( :! 1) 
Die Hedingungen (:!U) und (:!1) 
kann man nuch schrei ben: 

- l ·- at ·: :1: ... at ~ l. 

-l at :.r<.at~·l, 

woraus sich ergibt, daG mwh Verlauf der Zeit t diP GroGe U 
nur in den Fig. 2Hil gezeichneten Hereichen von Null -ver
schieden sein kann. Hierbei iHt aber rechts von der U-Ach.se 
f(x -!-at)= O, links da\-on flr --· at1 "= (', :30 daB c;ich F a,uf 

Fig. 28f>. Fortptlanzung einer clektromagnetischen Htiirung 
ohne Dampfnng. 

}f(x- at) oder U(a: at) reduzicrt, d. h. auf die Halfte 
des zur Zeit 0 existierenden Werte~. Wir deuten dies Erge')nii'i 
dahin, daB sich das anfanglich vorhandene Storur.gs
gebiet {(x) mit halber Intensitiit der Storung ILtch 
heiden Seiten in urspri.inglicher Brcite fortpflanzt 
mit der Geschwindigkeit a. 

Es war aber 
a== 

\ I' ,II 

Hiermit findet ::;ich die GroBe l' als ]<'ortpflanzungsge
i'ichwindigkeit der elektromagnetischPn Storung im freien At.her, 
in welchem f == ,u == 1 i~t. 
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IV. Nehmen wir nun noch den Vorgang als mit Diimpfung 
behaftet an, so findet man ( wofiir wir den Beweis nicht geben 
wollen), daB sich die Grenzen des Storungs- oder Erregungs-

gebietes ebenfalls mit der Geschwindigkeit _V- fortpflanzen, daB 
Ye,u 

aber die Gebietsbreite dauernd wachst, wiihrend die Intensitiit 
der Erregung dauernd abnimmt. Fig. 286 gibt das Grundsiitz
liche des V organges. 

Fig. 286. Fortpftanzung einer elektromagnetischen Storung 
mit Diimpfung. 

~ 117. Elektromagnetische Eigenschaften von Gleichstrom en 
in 1inear ausgestreckten Leitern. 

I. Wir bctrachten einen schr Iangen Draht 0 A, der liings 
der positiven x-Achse ausgestreckt ist (Fig. 287). D ist eine 
Dynamomaschine, deren 
Pol B zuniichst frei sei, 
wiihrend dcr andere C mit 
irgendeinem Korper K von 
qualitati v denselben elek
trischen Eigenschaften wie 
der Draht verbunden sein 
soli. Im iibrigen sei K so 
weit entfernt, daB sein 
EinfluB auf die Vorgiinge 
im Draht verschwindet. 
Ein Voltmeter V verbindet 
K mit dem entfernten Lei

z 
y 

ZR A )( 

v ---0--------
Fig. 287. Zur Umformung der Maxwell

schen Gleichungen auf Zylinder
koordinaten. 

tungsende A. Das Voltmeter wird nichts anzeigen. Zur Zeit 
t = 0 verbinden wir B mit 0, worauf das Voltmeter anzuzeigen 
beginnt. Nach Verlauf einer Zeit T wird die Anzeige konstant 
geworden sein. Wir wollen den V organg von t = 0 his t =c T 
den Ausgleichsvorgang nennen und von dem Beharrungs
zustand, der fiir t > T eintritt, getrennt untersuchen. Beide 
Vorgiinge werden von den Maxwellschen Gleichungen be-
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herrscht, die wir zunachst auf den Beharrungszustand amY•~n
den wollen. 

Zu diesem Zweck transformieren wir die Max wellschen 
Gleichungen des § 115 auf Zylinderkoordinaten x, B, r dureh die 
Gleichungen 

y = r ;.;in /J. z ' ~ r cos N. 

Das FeldgroHensystem 

Jf,., jy[!l' ll( 

geht dann iiber in das ~ystem 

J1,., M,., M1,. 

ll) 

Die Gleichungssysteme (3) und (41 bzw. 17) und IRI § 115 
gehen dann iiber in 

bz\Y. 

1 (aMI" 
r oB 

o(r M 1,)\ 

a r ) 
f 

aE_, 
at 

() ]iJ il 
f -

i) t 
4n}.E'11 , 

(c I r_ .M.'l I -- r) JJI .. ,.)\ a]!}/' 
r \ o :r c t'l ~ t: 2 i 4ni.E,. 

((j}l)r 

r \-aH-
(a E, 

or 

()I r /iJ;Ji\1 

01-:-- / 
oJ.v1, 

- /' ()t 

rM 
ll .r , 
' !. t 

(2) 

( :l) 

Hier kommt dann noch die Gleiehung 13) und (:la) ~ 115 
hinzu, die ebenfalls auf J:. /J, r umznformen Rind: 

rclr]!J) ( E.il r(rEr! 
il, 

(X ( N ('I' 
14) 

~(r 1~[,1 ?M11 /(r Mr) 
0. 

':r I N 'r 
(5) 
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Die Durchfiihrung der zu dieser Transformation erforder
lichen Rechnung, welche in partiellen Differentiationen der 
Gleichung (1) besteht, verfolgen wir hier nicht weiter. 

Das Feld urn den linear ausgestreckten Leiter nehmen 
wir nunmehr achsensymmetrisch an, d. h. wir setzen fest, daB 
samtliche Komponenten M und E von {} unabhangig sind. 

Ferner gehort zur Achsensymmetrie, daB quer zur Achse 
des linearen Leiters keine elektrischen Krafte wirken, d. h. die 
Komponente E[} ist nicht vorhanden, also gleich Null zu setzen. 
Ebenso folgt aus unserer Annahme, daB das magnetische Feld 
nur eine Querkomponente hat, also M, und Mr sind Null. 

Die Gleichungen (2) und (3) reduzieren sich danach auf 
folgende: 

_! oJ!~~)=Eo_E,_j_4nlE I r or Ot I x' 

, 1 o(r M,'l) oE,. . --r -- -- = E -- + 4n A E r ox ot ,., 
(2 a) 

(oE, oEr) _ oM,~ 
-?r - Tx- -- flTt, (3a) 

wahrend ( 4J und ( 5) ergeben: 

!_f.!_,+ 2_ (J_(r}!_,.) = 0 
ex r or ' 

(4a) 

aM[}~=O. 
(!{} 

(4a) 

Hier ist Gleichung (5a) bereits oben aus der Eigenschaft 
der Achsensymmetrie hervorgegangen. 

II. Wir kehren nun zu Fig. 287 zuriick und setzen die 
Dynamo als Gleichstrommaschine der Klemmspannung E voraus. 
Ist nach Anschalten des Poles B der Beharrungszustand ein
getreten, dann herrscht am anderen Drahtende ebenfalls die 
Spannung E. Damit wird aber 

E-E 
Ex= -L-=0. 

Ebenso wird 

und 

Dies Beispiel der unter Gleichstromspannung stehenden 
Leitung bietet also nichts Besonderes. 

Hort, Differentialgleicbungen. 2. Auf!. 37 
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Wird dagegen das freie Drahtende auf der Spannung 0 
gehalten, so wird E 

Ex~= L (1i) 

von der Zeit unabhangig. Dieser Ansatz befriedigt neben 

E,. = 0 (7) 

die Gleichung ( 4 a) und liefert a us (;.)a) und der zweiten Gleichung 
( 2 a) das Ergebnis, daB 1~f{). von x und t unabhiingig ist. ,J etzt 
bleibt noch ii.brig, aus der ersten Gleichung (2 a) die erfordu
lichen Schliisse zu ziehen. Sie hat mit 

das Ergebnis: a(rJL,,) 
?r 

oE 
. -"' =0 
(it 

H) 

Sie ist zu integrieren innerhalb des Drahtes (r < R) sowie 
au13erhalb (r > R). Au13erhalb des Drahtes ist I.= 0, weil 
wir uns hier im Dielektrikum befinden; die Gleichung (8) 
lautet dann: 

r R 

und liefert nach Integration: 

wo C eine zunachst unbeb1nnte Konstante bedeutet. 
Innerhalb des Drahtes lautet die Uleichung (H): 

?(r M,?) 
cr 

woraus nach Integration folgt: 

(.3a) 

8c) 

r M,? = G1 --:! ;r i, r'' Br. 8d) 

Hier mu13 aber G1 = 0 sein, weil fiir r = 0 beide Seiten der 
Gleichung (8d) verschwinden miissen. Es bleibt also iibrig: 

(8 e) 

Fiir r = R, d. h. an der Drahtoberflache miis;;en die ·werte 
von M{} aus der Gleichung (8b) und (Se) ineimmder iiberg('hen, 
d. h. es mu13 sein: 0 ·- ·) 'Rl~' n- ----- ~::rl~ :Jx' 

n 
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womit sich die Konstante C findet: 

C =- 2 n 2 R2 Ex, 

so daB fiir das magnetische Feld auBerhalb des Drahtes sich 

2n).R2 

Mil= - --- E r > R r x 

ergibt. Setzt man hier Gleichung (6) ein, so wird 

2n2R2 E 
M,~=--~-L' 

d. h., da w = -RQ~- den Leitungs
"nl 

z 

(9) 

widerstand des Drahtes bedeutet, 

mit dem Strom i = E ( elektro
w 

~-----M~-~~------~x 
magnetisch gemessen) 

2i ]}fil = - --
r 

Fig. 288. Magnetisches Feld 
eines gradlinigen Stromes. 

Dies ist die bekannte Formel des magnetischen Feldes eines 
geradlinigen Stromes i. Das negative Zeichen gibt an, daB die 
Feldstarke entgegengesetzt der Rich tung wachsender {}, d. h. 
nach Fig. 288 orientiert ist. 

§ 118. Elektromagnetische Vorgiinge bei Wechselstromen in 
geradlinigen Leitern. Ferrantiphiinomen}23) 

I. Wir legen wieder Fig. 287 § 117 zugrunde, nur mit dem 
Unterschied, daB die Dynamomaschine Wechselstrom der Maximal
spannung E liefere. 

Unter den Komponenten Ex, Er und Mil interessiert uns 
in erster Linie Ex, d. h. die elektrische Kraft parallel zur 
Richtung des ausgespannten Drahtes. Wir gewinnen eine 
Differentialgleichung fiir Ex, indem wir Er und Mil aus den 
Gleichungen (2 a) bis (4a) § 117 eliminieren. Dies geschieht 
wie folgt. 

Zunachst wird (3 a) mit r multipliziert und darauf partiell 
nach r differentiiert. Resultat: 

{ ·()___(rOJE"'-) _ IP(rE:J}= -p'!_(rMil). (l) 
ar or axar arat 

37* 
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Weiter wird (4a) nach x differentiiert: 

iP (rE,.) 
oxcr 

SchlieBlich wird die erste Gleichung (2 a) mit /l nmltipliziert 
und nach t differentiiert. Resultat: 

{ _ o~ E., I • oE,.l o (r ili,!) 
r "F- - - _,_ -Ln: u1.- _ - f = - -· u. - - --- . 

r 0 t~ I I it 1 OJ" i) t (3) 

Substituiert man (2) unci (3) in (l), so entstcht: 

{ 1 o ( oE) (2 E } rP E . r:E - - r - .r -t- --- -_,. == fl E x --'- 4 n u 1. _,,. • r or c'r rh• 2 (if~ 1 
I ;:t 

In diese Gleichung fiihren wir die Starke J clcR im Drahte 
ftieBenden Stromes ein. 

Zunachst gilt fur die D i c h t e des im Querschnittsditferent ial 
rdr flieBenden Stromes 

M ultipliziert man beide Seiten mit 2 n r d r, und setzt n .an 
2n·ir-dr = dJ, so wird 

d .T ~ = 2 n X r E" d r 

die Stromstarke im Querschnittsdifferential 2nrdr. Integr.ert 
man von 0 bis R. so ergibt ~:;ich dPr Gesamtstrom m1 Draht 

R 

J == 2 n). J r E,, d r. 
(I 

(5) 

Dies wird in Gleichung (4) eingefiihrt durch }lultiplika;ion 
mit rdr und Integration von 0 his R. Wir erhalten: 

R 

j. oE 
I ~ 1' 

-~- 4n 1ul, r -;: -· dr, 
• ot 

(6) 

wahrend durch geeignete Differentiationen aus (5) die Be
ziehungen folgen: 
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Substituiert man (7) in (6), so kommt: 

R [~Ex] --1- _1_ ()2 J_ - f-l e ()2 J 2 (} J 
or r=R ' 2nA ox2 - 2nA ot2 + f-l ot. (8) 

Das erste Glied auf der linken Seite vergleichen wir jetzt 
mit dem letzten Glied auf der rechten Seite, indem wir 

J=nR2 2-E =IE-"' (9) 
X W 

setzen, wo w den Ohmschen Widerstand der Langeneinheit des 
Drahtes bedeutet. Dann vergleichen w1r 

w · R [(} E '"] mit 2 Jl 0 ~tx . or r = R u 

Hier reprasentiert w · R den Widerstand eines Drahtstiickes von 
der Lange R (der halben Drahtdicke), also einen sehr kleinen 

Wert wahrend ?_~'" die Anderungsgeschwindigkeit eines ' at ' 
W echselstromes, eine sehr groBe Zahl ist. Wir vernachlassigen 

also R ~x. gegen 2 f-l _1 und schreiben fiir (8) [oE J a· 
or r = R ot 

rPJ o2J oJ 
-- = JlB -- --1- 4nJlA -- (10) ox2 ot2 ' ot ' 

nach welcher Gleichung sich die Leitungsstromstarke Jim Draht 
regelt. 

II. Es ist nun bemerkenswert, daB eine Differentialgleichung 
fiir J auch gewonnen wird, wenn man die V orstellungen iiber 
elektromagnetische Vorgange benutzt, die vor Maxwell Uhlich 
waren. Diese V orstellungen operieren an Stelle der in den 
Maxwellschen Gleichungen vorkommenden elektrischen Feldstarke 
mit ,Spannungen" und ,elektromotorischen Kraften" (p) und 
auBerdem mit der Stromstarke in einem Leiter, die wir soeben 
mit J bezeichnet haben. 
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Die Verkniipfung von Spannungen p und Stromstarken J 
geschieht auf Grund des zweiten Induktionsgesetzes Gl. (3:l) 
§ 114. 

4n:j w = -- J 0: cos (ct, ds) ds, 

welches auf Grund von Gleichungen (5) § 115 die Form annimmt 

u oS__OJ__l~l ~ - J(i; cos (0:, rls} ds. 
' {)t • . . . 

X 
+ 

Fig. 289. Zur Ableitung der Heavisideschen Glcichung. 

Dies Induktionsgesetz wird unmittelbar auf einen in Fig. 289 
mit AB bezeichneten Abschnitt des stromfiihrenden Leiters an
gewendet. wM ist der ganze magnetische KraftfiuB, der das 
Rechteck der Basis AB durchset7.t, wahrend das Integral du~ch 
die Summe der im Linienzuge deR Rechtecks wirkenden 
Spannungen 

( , rp ,.' 
wJ dx -I- \P.r - -. ·_· ) dx -- p 

J f:lx x 

gegeben iRt. Als Bcsonderheit tritt hier nun auf, daB die J'er
meabilitat ,n = 1 zu setzen ist und der KraftfiuB Mw durch 
den Strom J selbst hervorgerufen worden ist. In diesem Falle 
hat man bekanntlich die Stromstarke mit deren KraftfiuB duch 
den Koeffizienten der Selbstind uktion zu verkniipfen. Die 
entsprechende Formel lautct hicr: 

J[m = LJ dx. 

wo L den Selbstinduktionskoeffizienten der Langeneinheit des 
geradlinig ausgestrcckten Drahtes hedeutet. Es ergibt sich 
demnach der Ansatz: 

oder 

Ldx ?~ =· -- (wJ dx -;- p - (pr dx - ]!_,.) 
f't , X f X 

,J wJ _:_ L -
I I t (11) 
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Zur Gewinnung einer zweiten Gleichung zwischen den 
Grof3en Px und J betrachtet die vormaxwellsche Anschauungs
weise das Leiterelement dx als einen Kondensator, dessen Lade
strom durch 

gegeben ist, wenn C die Kapazitat der Langeneinheit des 
ausgestreckten Drahtes bedeutet. Der Ladestrom kombiniert 
sich mit dem zuflief3enden Leitungsstrom J und dem abflieBenden 

Strom J +'OJ dx durch eine Gleichung, welche die Kontinuitat 
ox 

der elektrischen Stromung ausspricht: 

oJ op 
J=J--L-dx=Cdx--

1 ox ot 

welche sich vereinfacht auf: 

(11a) 

A us den Gleichungen (11) und (11 a) kann man in einfacher 
Weise die Variable Px eliminieren, wodurch man fiir J die 
nach Heaviside bekannte partielle Differentialgleichung: 

(j2J (j2J 'OJ 
ox2 = LC ot2 + wC at (11 b) 

erhalt. Fiir p wiirde durch Elimination von J entstehen 

a2p o2p op 
--=LC· · +wC-· ox'3 ot2 ot. (11 c) 

Man kann auch eine Funktion W von x und t einfiihren, welche 
der Gleichung 

rP w ,o2 w oW 
·ax2 =LC 2t+ wCTt (11d) 

geniigt, und aus welcher sich p und J dann durch die Ansatze 
ableiten: 

oW l p=-
i)x 

J= _ 0 aw 
ot · 

(11 e) 
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Man iiberzeugt sich leicht, daB die Ansatze ( 11 d) und (11 n) 
mit (11) und (11 a) gleichbedeutend sind. 

Hiermit ware erwiesen, daB die altere Theorie fiir die tech
nischen GraBen p und J (Spannung und Stromstarke) ganz ahn
liche Differentialgleichungen liefert wie die Maxwellsche Theor e 
z. B. fiir die elektrische Feldstarke. Selbstverstiindlich muB <lS 

mi:iglich sein, von denMa.xwellschen Ansatzen (z.B. den Gleichungc n 
(2 a), (3a), (4a) § 11 7) zu den Gleichungen (11 b) und (11 c) zu g:-J
langen, wobei sich die Abhangigkeit der Konstantcn w, C, L 
von den Daten des Problems ergeben miiBte. Hierzu sind 
weitergehende mathematische Untersuchungen crforderlich, 
deren Durchfiihrung bereits von der Wissenschaft in Angr!ff 
genommen worden ist. Eine kurze Darstellung des hierher 
gehi:irigen Gedankenganges gibt ~ 121. 

III. Es handelt sich nun fiir uns urn die Weiteruntu
suchung der Gleichungen ( 11 b) und ( 11 c). Wir wenden u as 
zunachst der zweiten zu, die wir nochmals anschrribrn: 

(12) 

Dieser Gleichung suchcn wir durch cinen Ansatz fiir Px 

Px~X'P (13) 

zu geniigen, in welchem X nur die Variabelc x, T nur die 
Variabel t enthalte. Setzen wir (13) nach Ausfiihrung der vor
geschriebenen Differentiationen in (12) ein, so erhalten wir die 
Differentialgleichung: 

X" T = LC X T" w C X T' 

oder nach Division mit X T: 

X" 1'" 
--=LO --
X T 

'r' weT. (l4) 

Hier kommen auf heiden Seiten nur Ausdriicke je einer Varia
bien vor, so daB wir der Gleichung (14) durch di<> heiden 
gewohnlichen Differentialgleichungen 

~;=- a·J l 
LC ~~ wO~ =- rc'2 

r15) 

geniigen ki:innen. a ist hier eine wiihlbare Konstantc, iibcr die 
wir noch die Verfiigung treffen werden. 
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Die heiden Differentialgleichungen (15) bringen wir auf uns 
gelaufige Formen: 

fiir X die Losung: 
fur T die Losung: 

wenn fJ aus der Gleichung bestimmt wird: 

Letztere Gleichung schreiben wir 

a= ± V/FLc---= i(JwO 

(16) 

(1 7) 

(18) 

(19) 

und wir erkennen, daB fJ durch die Wahl von a bestimmt ist 
und umgekehrt. Wir entscheiden uns dafiir, daB fJ einen po
sitiven und einen negativen reellen Wert (beide absolut gleich) 
annehmen, wodurch sich vier Werte von a ergeben. Ziehen 
wir die Wurzel in der Gleichung (19) tatsachlich aus, so er
halten wir 

a1 = ±(a+ ib) ... 

CC2 = ± (- a + i b) 
wo fiir die GraBen a und b gilt: 

. fJ negativ, 

. fJ positiv, 

a= ~-~-~vc2fJ~TP+~+ L-ap~, } 
b = v ~ { v7}2fPl t} ?J2-+ u,2) _ L 0 fJ2 } , 

Es ergeben sich jetzt fiir 

Px = XT = eilax +tf3> 

folgende vier partikularen Ansatze 

(20) 

(21) 

e-(b+ia)x.eiflt; e+ (b+ia)x.eiflt; e-(b-ia)x.e-if3t; e+lb-ia)x.e-iflt' 

aus denen wir mit 4 unbestimmten Integrationskonstanten 
A, B, 0, D das Integral 

Px = Ae- (b + ia)"' eiflt + Be+ (b + ia)x eifit -i- 0 e- (b- ia) X) e- iflt 

+ De+(b-ia)xe-if3t (22) 
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zusammenstellen. Hier bestimmen sieh die beiden Konstanten B 
und D ohne weiteres = 0, da fiir x = cv das L'nendlichwenlen 
von pk ausgeschlossen sein muB. Der Ansatz vereinfacht Eich 
also zu 

Px =A e- (b + ia) x eifit. f- C e- (b- ia)x e- iJ!t (2 2 a) 

= (A+C)e-bxcos(pt-ax)+i(A-- C)e-bxsin(pt-ax). (22b) 

Diesen Ausdruck haben wir in Zusammenhang zu bringen :nit 
der fiir x = 0 (n,m Anfang der Leitung) gegebenen Spannmg 
der Dynamomaschine (Fig. 289) 

e = e0 cosw t. 

Die Konstanten A und C in Gleichung (22 hl sind ~c zu 
bestimmen, daB wird 

Px = e0 coscw t fii.r :r = 0. 

Unter Ausfiihrung dieser Bedingung erhalt man 

i (A --C) = 0 
(A+ 0) = e0 

fl=m 

und hat demnach zu schreiben: 

Fiir den Strom J gilt die Bcziehung: 

oJ op 
--- ~=---C x. 
ax ?t 

(23) 

(24) 

Setzen wir hier fiir P.c den Wert aus Gleiehung (23) ein, 
so folgt: 

(;J 
2x 

(25) 

Durch Integration nach x ergibt sich hieraus mit einer mbe
stimmten Integrationskonstanten B: 

Cwe0 , 

J=B+Va2 · "u~e-bxcoR((I)t-ax-[ rp). (26) 

Da J fiir x = oo verschwinden muB (wegen deR offenen Leitnngs
endes}, so muB B verschwinden, und es wird 

Cw 
J=e =·- -=-e·-bxcos(_wt--a:r-Lr1,') (27) o V a~ + h2 , , , I , • 
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Setzt man hier fur a und b die durch (20) gegebenen Werte 
ein, so wird: 

und 
~~b> ~ v £i~'~ w' l 

b YL2 w2 +7 - Lw J 
tgrp =a= Vc-_L2-w2 +w2 +Lw. 

(28) 

Nunmehr kann eine Diskussion der Gleichungen (27) und 
(23) an Hand eines Beispieles gegeben werden. 

Bei der Leitung sei der Drahtradius r = 0,2 em. Dann ist: 
1. der Widerstand pro Kilometer 

w = 1,36 Ohm-km-1, 

2. die Selbstinduktion 

L = 2 ·10-4 • ( lgn -- -2o_o_q_- o 75) 
0,2 ·10-2 ' 

~ 0,0026 Henry-km-1, 

3. die Kapazitat 

C = 0,0030 Mikrofarad-km-1 . 

Mit diesen Daten berechnen sich die in den Formeln fur 
a und b vorkommenden Konstanten: 

L w = 0,0026 ·50· 2 n = 0,82 [ sec-1], 

C w = 0,0030-10-6 ·50· 2 n = 0,94 ·10-6 [sec km-2], 

w = 1,36 [ sec-1], 

wahrend fur a und b selbst sich findet: 

und 

a= 1,17 -10-3 [km-1]; 

Ya2 : b2 = 1,22 -10-3 [km-1] 

b . 
tg qJ = - = 0,303 , 

a 
qJ = 17° 7' 0 

b = 0,36 ·10-3 [km-1], 

Liefert nun die Dynamomaschine eine Wechselspannung 
der maximalen Momentanstarke e0 = 10000 Volt, so wird die 
maximale Momentanstarke des von der Leitung aufgenommenen 
Stromes 

0,94·10-6 
J = ----- --·10000 = 7 7 Ampere. 

0 1,22 ·10-3 , 
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Dieser Strom hat gegen die Spannung eine Voreilung 

cp = 17° 71 • 

Langs der Leitung variiert nun die Spannung e 
ihr Maximal wert nach dem Gesetze e- bx abnimmt. 
nahme ist eine sehr langsame. Der Halbwcrt crgibt 

so, daB 
Die Ab
sich aus 

der Gleichung 

fiir lgn:! 0,6\!3 , 
x = - · ·· ·· - = · ---- · 1000 km = 1 H 20 km b 0,3() , 

d. h. erst in einer Entfernung von 1920 km vom Anfangspunkt 
sinkt die Spannung auf den Halbwcrt. 

Ferner erscheint die Spannung in ihrer Phase gegen den 
Anfangspunkt immer mehr verzogert, je weiter man sich von 
diesem entfernt. In der Entfernung 

:rr 3,14 .. 
x = ·- =~ ·-- -- ·1000 = 2680 km 

a O,i35 

ist die Verzogerung ~= :rr geworden, d. h. in diesem Punkte ist 
die Spannung der Anfangsspannung gerade entgegeng(,setzt. 

Die Spannungs,·ertei
lung fiir die ganze 
Leitung ergibt sich in 
einem gegebenen Zeit
punkt, z. B. t == 0, zu 

e = e0 e- ""'cos (-ax) 
-=c e0 ·e-bx.cm ax. 

Da man die Kurve 
e-bx Ieicht aufzeichnen 
kann, wenn ma·1 viel
leieht noch denS£ ehstel-

Fig. 290. Verteilung einer Wechselstrom· 
spannung Iangs unbegrenztcr Leitung. 

wert e-bx.~~z., 

lgn f) _ 
X =o - b - o.= ;J')00 km 

bestimmt, so ergibt sich e0 e -b x cos ax ebenfalls in ei nfacher 
Weise, da wir oben die Periode von cos ax bercits mit 53 GO km 
festgestellt haben. In der Fig. 290 gibt 

Kurve I die Funktion 

II " " 
III , , 

eo·e-bx, 
c.0 cos ax, 
e0·e-b"'cosax. 
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IV. Eine besonders wichtige Erscheinung zeigt sich, wenn 
die betrachtete Leitung von endlicher Lange l ist. Sie soU 
auch jetzt an ihrem freien Ende offen sein. Da die Gleichungen 
sich vereinfachen, nehmen wir die Dynamomaschine am Ende 

X=l 

X=O X 

f'i:l I 

I~ I -_, I 
'1? I 

Fig. 291. Dynamomaschine an einer begrenzten Leitung. 

an, Fig. 291, verlegen also das offene Leitungsende in den 
Anfangspunkt x = 0, fiir welch en dann gilt: 

Spannung e = e0 cos w t , 
Strom= 0. 

Zur Behandlung der Aufgabe steht uns wieder unsere 
Gleichung (22) zur Verfiigung, die fiir x = 0 als erste Be
dingung fiir die lntegrationskonstanten A, B, 0, D den An
satz liefert: 

e+iwt + e-iwt 
(A+ B) e +iJ1t + (0 + D)e-iflt = e0 --2 --. 

Hieraus findet sich zunachst 

fJ=w 
und 

(29) 

Zwei weitere Gleichungen fiir A, B, (), D liefert die Be
dingung, daB fiir x = 0 der Strom J = 0 sein soll. 

Wir haben erstlich fiir -~J_ ox 
oJ op ____ ~- _ 0 __ = _ Owie+iwt[Ae-\b+ia)x + Be+(b+ia)x] 
ox ot 

_ 0 w i e-iwt [0 e-\b-ialx + D e+\b-ialx]. 
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N ach Integration nach x findet sich 

Cwie+iwt 
J= +--- .. · [Ae-(b+ia)x .. _ BeHb+ia)xj 

b + za · 

Cwie-iwt 
---.-. _ [Ce-(b-ia)x __ De+(b-ia)xJ. 

b--ta -

Fiihrt man nun die Bedingung fiir 

ein, so entsteht: 

A-B=O,} 
0 -- D ~= 0. 

Aus (29) und (30) ergibt sich 

und 

A= B ~= C' c·c D -~-' eo 
4 

~30) 

Px=' ~J [e-b"eos(wt--ax)-f--e+b"cos(wt--;-ax)]. (31) 

Diesen Ausdruek wollen wir auf die Form 

(32) 

bringen. Nach Entwicklung der Kosinns in der eckigen Klammer 
bieten sich die Ansatze dar: 

]y[ e~s o> t c~)S V' = 1(e~·bx + e-bx! c.os ax ~os w t, } (33) 

Msmwtsm·1p =~ ~e+bx - 1 - e-bx)smaxsinwt. 

Addiert man beide Gleichungcn, mwhdem man sic zum Q1mdrat 
erhoben hat, so kommt 

2 em; 2 ax. (34) 

Dividiert man die erste in die zwcite, so ontsteht: 

e~ bx __ e--bx 
tg 1p = . - - · tg ax. (,35) 

e'b!: e·-bx 

Von besonderem Interesse ist hier die Grof3e M, nach ;veloher 
sich die Anderung dcr Spannung vom offenen Leitungsende 
gegen das Generatorende hin regelt. 

:Fur x = 0 ist Jl 2 = 4. 
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Da ferner 

d (!JJ2) 
-~- = 2 b (e+ 2b"'- e-2b"')- 4a sin 2 ax 

dx 
fiir x = 0 den Wert Null annimmt, so hat die Kurve 

y=M2 
fiir x = 0 ein Extrem. 

I 
1. 

I I 
1 

I I 

II 
ff/fb.X -2b.x e ~e 

7Q 

.9 

8 

7 

A 
......... 1// 

( \ / I 
6 

5 

~M2 I v 1\ v 
\---- ,...--J ~ 

"-'" 

\ 

1\ I / "' / \ \ \.acos2F 

3 

2 

\\.. V' \ 
I 

I \ 
.X 

6" 1.J'fS 269Q 'fQ.JS S38Q km \"' I \ I \ 
\ I \ I \ 
\ I \ / \ ,...,./ ,..., ,, 

Fig. 292. Verteilung einer Wechselstromspannung langs einer 
begrenzten Leitung. 

Da 

d2d(!J/l = 4b2 (e+2bx + e-2bx)- 8a2 cos 2 ax 

fiir x = 0 den Wert 8 b2 -- 3 a2 annimmt, so ist das Extrem 
ein Maximum fiir b < a, ein Minimu:r;n fiir b > a. 

Ist b = a, so gibt es bei x = 0 weder ein Minimum noch 
ein Maximum, sondern die Kurve y = M 2 hat eine horizontale 
W endetangente. 
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In un.serem oben behandelten Beispiel war a=·· b, mithin 
ergibt dieses Beispiel eine vom freien Ende nach dem Dynamo
ende hin a bfallende Spannungsverteilung. In der :Fig. 292 
ist der mit a= 1,17 ·10-:l und b == 0,3G ·10- 3 sich ergeber1de 
Verlauf von y = Ju·J gezoichnet. Demnach wiirde eine Frei
leitung von 672 km Lange, mit diesen Konstanton angeschlos;;en 
an eine Dynamo von e0 = 10000 Volt Maximalspannung, am 

2 
offenen En de eine Spannung von 10000 · -- ~- = 1il HOO V ::Jlt, 

V2,1 
also eine betrachtliche Spannungssteigerung ergebon. Diese Er
seheinung der Spannungszunahme von der Dynamomasctine 
nach dem offenen Leitungsende hin ist unter dem Naraen 
Ferrantiphanomen seit l8HO hekannt. 

§ 119. Ausgleichsvorgange in Iinearen Leitern. 

I. In § 11 7 haben wir den Vorgang, der sich nac:h Anderung 
der elektrisc:hen Zustandsbedingungen einer Leitung his :mm 
Eintreten eines neuen Beharrungszustandes vollzieht, als ,\us
gleichsvorgang bezeichnet. 

Eine Anderung der elektrisc:hen Zustandsbedingungen critt 
u. a. ein in folgenden Fallen: 

1. Anderung der GroBe der auf die Lei tung aufgedriic c{ten 
Spannung. Hierher gehort als wichtigstes Beispiel das An· 
schalten einer spannungslosen am Ende offenen Leitung an 
einen Generator. 

2. Anderung der GroBe des aus der Leitung entnomnnnen 
Stromes, z. B. beim Einschalten eines Stromverbrauchers (Trans
formator, Motor usw.) oder beim Durc:hbrennen einer Si
cherung oder beim Auftreten cines Kurzsc:hlusses. 

3. Dbertritt von atmospharischer Elektrizitat auf den L ~iter. 

II. Zur weiteren Untersuchung ziehen wir wicder die Glei
chung (11 d) § 118 heran: 

(1) 

und wir behalten uns vor, jc nach Bedarf entwcder die :3pan
nung p oder den Strom J aus (/) vermoge der Ans1itze: 

p= 

abzuleiten. 

q) aw 
J '= - c --

?t 
(2) 
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Fiir die Differentialgleichung (1) hatten wir in § 118 bereits 
eine Losung 

rp = ei(crx+flt) (3) 

mit reellem (1 und mit einem von fJ abhangigen a: 

a= ± V}J2-LO =--i(JwC (4) 

aufgestellt. Diese Losung ist hier aber unbrauchbar, denn sie 
ist in t rein periodisch (weil eifit=cosfJt+isin(Jt ist). Jetzt 
erkennen wir, warum wir damals fJ reell genommen haben. 
Wir hatten den Beharrungszustand zu untersuchen, der bei 
imaginarem fJ (etwa = ± i (10 ) niemals vorhanden sein konnte, 
weil dann W = eiax.e±fiot mit der Zeit entweder bis Null ab
nehmen oder unondlich zunehmen wiirde. Dies kann aber 
niemals die Eigenschaft des Beharrungszustandes sein. 

Anders liegt jedoch die Sache im vorliegenden Fall, wo 
ein Ausgleichsvorgang zu untersuchen ist. Der Ausgleichs
vorgang verbindet zwei stationare Zustande miteinander, er 
fiihrt sie ineinander iiber. Dieser Obergang kann nur in end
licher Zeit erfolgen, da Zustandsanderungen nie in der Zeit 
Null erfolgen konnen. 

Bezeichnet man die ZustandsgroBe vom Augenblick t = 0 
des Eintritts der Anderung der Zustandsbedingungen mit rJ>, 
so kann man sich den Ausgleich vollzogen denken durch Hin
zufiigung der AusgleichsgroBe rJ>1, wodurch man die Zustands
groBe rJ>IJ, die nach Herstellung des neuen Beharrungszustandes 
gelten soli, von t = 0 an erhalten wiirde: 

(5) 
Hier sind aile rJ> Zeitfunktionen und konnen auch die 

Variable x enthalten. 

rJ>II stellen wir jetzt durch rJ>II (0) + rJ>II (t) dar: 

cpii = (j)II (0) + cpii (t)' (6) 
wo WII (0) den dem Zeitpunkt t = 0 entsprechenden Wert 
bedeutet und f}JII (t) demnach fiir t = 0 verschwinden muB. 
Analog stollen wir rJ>f wie folgt dar: 

rpf = rJ>f(O) + fJJt(t). (7) 

Der Obergang findet dann statt, wenn 

a) fJJII und rJ>f der Differentialgleichung (1) geniigen, 
b) rpf (0) = WII- fJJ (0) ist, (8) 
c) rJ>f fiir t = oo verschwindet. Es gilt dann Fig. 293. 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 38 
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Die Funktion WIT mu13 als Beharrungzust<tndsgrol!e 
eine rein periodische Funktion sein, deren Ermittlung mit 
reellem j'J sich auf den Ansatz (3) aufbaut. 

Die J;'unktion (pf muB als Ausgleichszustandsgro13e die 
Exponentialfunktion enthalten, und zwar mit negativem 
Exponenten, weil Wr mit wachsendem t verschwinden mu13. 
Dieser Anforderung wird man in der Gleichung ( 4 I gerecht, 
wenn man a reell wahlt. Denn dann hat man: . 

;12 L CJ ··- i j-J u· C •• c

oder 

W v [(~ ?C~ 11 - -\-
- "2 L ..L L 0 --- 4.L'i' 

ia ±b. 

(1 0) 

'· l1) 
Fig. 293. Dbergang von einem 

Beharrungszustand in einen neuen. Als allgemeinen Ansatz er
halten wir dann fiir 1J: 

</) , • ei"" e<-u + i b) t. I 12) 

Da wir hier statt a aueh - a wii.hlen diirfen, so er-
geben sieh folgende vier partikulare Losungen fiir (/J: 

e·-iH.l' d-o-.b)f,. 

A us diesen setzen wir mit vier \\·illki.irl iehen Konstanten 
cine allgemeine Losung zusannnen: 

w =e-at (A' e I iaxL;... B' e--iux) (C' e L.ibt + D' e -iur, 1:-l) 

oder naeh Einftihrung der zyklometrisehen Funktioncn 

B sin ax) ( C cos b t -j- D sin b t) . 14) 

Jede \Vahl von u liefert cine Liisun_g, wenn 

a=~ 

2L l 
; a'2 -- UJ~ 1 

h - ~ 11 1rf - ~17 
(15) 

·tc 

und 

genommen wire!. 
A us l14) lei ten Wll' die Spannung p ah: 

?1> 
p 

= e-'' 1 c:f,-- Asina.;; + Bcosax)Ccol-'bl -i JJfiinbt) (lti) 
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sowie den Strom J: 

(lc[J 
J =- C-,.,- =- Ce-at(A cos ax+ Bsinax) 

ot 
{ ( b D -- a C) cos b t - (aD + b C) sin b t} . ( 1 7) 

Der Moglichkeit, daB mehrere Werte von a zu beriick
sichtigen sind, werden wir nun durch einen Reihenansatz gerecht, 
indem wir a mit einem Zeiger k versehen, iiber den wir noch Ver
fiigung treffen werden. J edenfalls a her bilden wir die Reihe 
aus der Gesamtheit aller der Werte von (16) bzw. (17), die durch 
Beriicksiohtigung aller geeigneten W erte von ak sioh darbieten, 
d. h. die Sumrnen: 

p=e-at .})cck (Bk cosakx- Aksincckx) (Ckcosbkt + Dk sinbkt), (18) 
k 

J ==- Ce-" t ~1 (Ak oosakx + Bk sinakx) 
k 

{(b,.Dk- a Ck) cosbl; t- (aD7, + bk Ck) sinbk t} (19) 
m welchen Entwicklungen gilt: 

1 / z, 2 - W 2 

bk= V L~- 4L2' (20) 

Die Reihenentwicklungen (18) und (19) sind geniigend all
gemein, urn alle durch eine spezielle Aufgabe gegebenen Be
dingungen beriicksichtigen zu konnen. 

III. Es handle sich urn den Ausgleiohsvorgang, der ein
tritt, wenn man eine am Ende offene Leitung der Lange l zur 
Zeit t = 0 an eine Gleichstromspannung E anlegt. Hiernach 
haben wir als anfangliche ZustandsgroBe r:J> (0) 

die Spannung 

und den Strom 

einzufiihren. 

p (0) = 0 

J (0) = 0 

Wir wissen auch ohne weiteres, wie die nach vollzogenem 
Ausgleich vorhandenen ZustandsgroBen iPn = iPn (0) + iPn (t) 
aussehen. Die Spannung ist: 

Pn(O)=E; Pn(t)=O 
der Strom 

38* 
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Nach Gleichung (8) ergibt sich 

Pr(O)cc=Jiu(O)--p(O)=,E, l 
Jf(O) = J n (0)- J (0) == 0. f (21) 

Die Ausgleichsgri:il3en, die wir zu hestimmen haben, Rind 
Pr(t) und J,(t), fiir deren Anfangswerte zur Zeit t =, 0 die Ansii1;ze 
(21) mal3gebend sind. Diese AnRatze fiihren wir in die Reihen ( 8) 
und (1!)) ein: 

E = ~ ~..., u" C" (B" cosa":r -- A~c ~ina 1, x). J 

0 o~- 0 .2(b,D,-aC,)(A,eo,a,x ,- R,,ina,,x)./ 
Mit Ansetzung der heiden Uleichungen (22) haben wir die 

sogenannten Anfangsbedingungm1 ( 21) beriicksiehtigt, und es gilt 
jetzt, aus (22) die unbekannten Konstanten A~c, B 7,, C", D" zu 
ermitteln. Zwei Gleichungen sind hierzu nicht hinreichend: 
es fehlen noch die Grenzbedingungen, welche fcstsetzen, wie 
die Zustandsgri:i13en p und J wLi.hrend des Ansgleiehs am An fang 
und am Ende_. der Leitnng boschaffen sind. Am Anfang der 
Leitung gilt dauernd 

J7r=PJI-p=cE--E -() fi.ir :r 0, (~Ha) 

wenn wir annehmen ki:innen, dal3 die Stromquelle durch den Aus
gleichsvorgang nicht beeinfinl3t werde. Am Ende der Lei1.nng 
gilt, da dort kein Strom fiielkn kann, weil ~ie oHen ist, 

J = 0 fiir x = l. 

Wir setzen (23a) in (18) ein und erhaltcn: 

e-at2\~ 1,Bk (C,..cosb,,t -'- D"sinbkli··= (1. 

k 

welchem Ansatz ofi"ensichtlieh nur durch 
B~; = n ( 24-) 

geniigt worden kann. Beriiek:-iichtigt man dies Hesultat ~ofort 
bei Gleichung(1H), in welchewir die Bedingung(2;)h) einzutmgen 
haben, so mu13 gelten: 

C e-at _2) Ak eosa~; l {(bkD,.. -- aC1) cosf,1, t -- (aD1;·'--h1/'1) sinh1,. t} =~ 0. 

Dieser Gleichung kann gcni.igt wcrden durch: 

(25) 
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Da,s Verschwinden des Kosinus tritt ein fiir aile ungeraden 

Vielfachen von ; , d. h. fiir 

a1) = ( 2 k + 1) ; ; k = 0, 1, 2, ... , (26) 

womit die hisher noch unbekannten Gri:iBen ak festgelegt sind: 

) 7C 
Ci = (2 k + 1 - . 

k 2l' k=0,1,2, ... , 

Wenden wir nun das Ergebnis (24) auf die noch nicht 
riicksichtigten Gleichungen (22) an, so gewinnt man: 

und k 

E = - _2) ak ck Ak sin C(k X l 
0 = ;f)(bkDkAk-akCkAk)cosakx, 

m denen man noch abkiirzend 

C"A" = M", 
DkAk=NI,' 

mit dem Resultat: 

setzen kann. 

E =c - .2} ak JY[k sin ak x, l 
0 cc ~'(b,N,- aM,) ooM,x 

(26) 

be-

(27) 

(28) 

In der ersten dieser Gleichungen multiplizieren wir nach 
Fourier (siehe § 72) links und rechts mit sinakxdx und inte
grieren von 0 bis l. Dann bleibt nur iibrig: 

l 

E Jsinakxdx 
1 u 

}[ = - -- - -- - -
- k a z 

k J . ~ l Sln"ctkX( X 
0 

4E 

Aus der zweiten Gleichung findet sich: 

bi,Nk- ak}f" ==0 

(29) 
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oder 
4aE 

U k 1):JTCi~;f'l •• 

Hier·mit lassen sieh die Au,;gleiehsgri)Ben Pr und J f bzw. 
der tatsaehliche Verlauf der Spannung und deR :-ltromes auf der 
Lei tung 

4JiJ x-r 1 . / , a ) Pn-Pr=E--e-" 1 - ~ -~Jnc .1·\eosb7 t-• · sinb1_t (~1) 
:JT ..;_; 2 k -t 1 k ' ' ' '''· • • 

l(f· . 
_ 1 1,: cosakxsmb,,t 

" 
(

q c>) _ ··-
aus den Gleichungen (1H) hzw. (l!l) ermit.teln, womit die Aufgf,be 
als gelost zu betraehten ist. In diesen Formeln haben die GroBen E 
und a folgende ph~·sikalische Botwnnungen: 

E = aufgedriickte Spnnnung, 

a 
w 

- DiimJ>fungskonstante. 
2L 

Dber ek stellen wir folgende Betrachtung an: 

:JT 
1) - :r 

21 

hat fiir k = 0 die raumliche Peri ode 4l, d. h. in allen Punkten der 
Leitung, die urn die Strecke 4l auseinanderliegen, hat die Funkbion 

sin ~j:r gleiche Werte: ti-l heiBt die Wellenlli.nge. Fiir hohere 

Ordnungszahlen k == 1, 2, i{, ... ;.;ind die \Vdlenlangen kiirzer: 

Die Funktion 

+7 
2". - 2 k -!-

2;,-
cosbl; t ~- co~ T t r Tk · f\ ~- 2 :r\ 

/; 

liefert die zeitlichen Perioden 'l',. denl"tl die S<"h11·ingungsza.hlen 
. 1 b. " 

oder Frequenzen - - _ _,._ entspreehc1J. 
Tk 2 :r 

Die Ausgleichsgro13en stellen sich also dar als riiumlichc und 
zeitliche Dbereinanderlagerungen von Sehwingungen ungeradcr 
Ordnung, deren Wellenliingen sich wie die nngcraden Zahlen 
verhalten. 
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IV. Wir berechnen jetzt mit den Zahlenwerten von§ 106 
an einer l = 1 km langen Leitung ein Beispiel. Es ergeben sich 
die Konstanten 

a 2 
k 

a = ~- =~~ = 260 [sec-1 ] 
2L 0,0052 · ' 

(2 k + 1 )2 n 2 (2 k + 1)2 9,8 
LC --iz2LC-~- 4 ·1· o,oo26 .o,ooso-lo-•' 

= 0,314 (2 k + 1)2 -1012 [sec-2]. 

Demnach ist schon fiir die Schwingungen niedrigster Ord

nung Lao~ = O.H14 · 1012 so groB, daB daneben a2 = 6,8. 104 c ' 
vernachlassigt werden kann. 
naherte Resultat: 

Hiermit ergibt sich das ange-

a~; 

bk =~ ~Ic· (34) 

1 

YLC hat die Dimension [kmjsec-1 ], ist also cine Geschwindig-

keit, die wir abgekiirzt mit V bezeichnen wollen, womit wir 
das Ergebnis 

erhalten oder mit 

1 }'.~<._ 
2;-r, 

Angenahert ist also das Verhaltnis 
Welle nlange und Sch wingungsdauer fiir 
gungen aller Ordnungen konstant. 

(35) 

(36) 

zwischen 
Schwin-

t:nter diesen Umstanden vereinfachen sich die Gleichungen 
(31) und (:32) wie folgt: 

, -at4E'"' 1 . 2n 2n p = E- e -.L..; -sm---xcos--t, 
n 2 k + 1 2k Tk 

(37) 

J == ~ ~a_t ~-13_ ~- __ !_ -- -1- cos ~ Jr. x sin 2 n t. 
L n 2 k + 1 V l.k T k 

Die Produkte der Winkelfunktionen schreiben w1r jetzt 
wie folgt: 
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•) ;r \) 1 (2 n 2 ;r ' -T-·
7
-.. - t -- sin -- r - - t I 
_ 2 ;,". T/; __ ·. 

Hier stellt ~ sinn (1x -f-- t -) eine nach Ri(~htung der nepl-
2 \li.k ']'" . 

tiven x mit der Geschwindigkeit V == }ck fortscbreitende Welle 
Tl, 

dar, wabrend :-sin 2 n (-~ - ;) in Rich tung der po::-:itiven X 
2 ),); ); 

fortscbreitet. (VgL § 102.) Aus derartigen Paaren von Wellenziie;en 
setzen sich nun auch p und J zusammen, so daB beide Zustan:ls
gr6Ben durch zwei in entgegengesetzter Richtung sich langs 
der x-Achse mit der Geschwindigkeit V verschiebende Wellen 
dargestellt werden, von den en jede die Summe unendlich viE ler 
harmoniscber (sinusformiger) Wellen ungerader Ordnung ist. 
Die Form der Wellen bleibt, wenn wir vorlaufig von dem Einf:uB 
des Faktors e-at absehen, mit der Zeit unveranderlich, so daB 
es geniigt, wenn wir ihre Gestalt zur Zeit t = 0 bestimmen. 

Dann baben wir fiir p die beiden Wellen 

1}_4 ~--l 
2 n..;....; 2k 

und _ E 4 \' _ 
2 n..::...; 2 k 

zu lmtersuchen. Sie sind off en b~u identisch. 

Mit 

wird die Summe 

)' __ _.l - - sin(2 k - 1) · 2-'7 x = 77 

...:..../2k 1 . 4l 4 

fiir 0 < x < 2 l. 

,( ) - -- sin2;r. (39 
1 /. '; 

(.39a) 

Urn dies zu beweisen, entwi("keln wir die Funktion !'(x 1 == 77 

4 
in eine Fouriersche Sinusrcihe: 

r(x) = : 
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zunachst im Intervall 0 < X < Jl. Die Fouriersche Vorschrift 
ergibt: ,., ,., 

~ f sin nxdx =an J sin2 nxdx. 
0 0 

Die Auswertung der Integrale liefert: 

" J•Q d Jl Sill"nx x = 2 
"' 0 J . 1 1 
sillnx dx = -- (cosn n- 1) =-(1- cosn n) 

n n 
0 

womit sich findet 

.X•-2l 

a= n 

1-(-1)n 
---------

2n 

n 

Fig. 294. Zur Darstellung der Funktion 7 durch eine Fouriersche Reihe. 

Also wird: 

Jl • +1 . 1 .• 
- = Sill X -Sill 3 X + -Sill 0 X + ... 
4 3 5 

"' 1 
= ...f ( 2 k + 1) sin ( 2 k + 1) x ( 40) 

1111 Intervall 0 < x < ::r. 

Setzt man jetzt statt x ein: ~ ~ , so entsteht a us ( 40) 

'\f 1 . , Xll Jl 
~ 2k+ 1 Sill (2 k --t- 1) 2z = -4 (41) 

im Intervall 0 < x < 2l, welche Funktion in Fig. 294 dar
gestell t ist. 

DaB die Summe (41) im Intervall- 2l < x < 0 den Wert- ~ 
4 

ergibt, wollen wir nicht besonders beweiseii, und auch nicht, 
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daf3 sich der gezeichnete Linienzug fiir ;r ~ · 2 l uncl ;r . - ~ l 
in kongruenter Weise wiederholt. 

Demnach gestattet (:W) die Darstellung Fig. 2!!5 als recht
eckige Wellen, hei denen die Pfeile das Fortschreiten mit d ~r 
Zeit t nach der positiYen und ncgativen x-Richtung charakte
risieren sollen. Mit diesen heiden Wellen komhiniert sich nad1 

Fig. 295. Zur Darstellung eines rechl
eckigen W ellenzuges 

durch Fouriersche Reihen. 

}'ormel (37) der konstant iiber 
die gauze Leitungsliinge au::;
gebreitcte Spannungswert E w 
der tatsachlichen Spannung p. 

Die Hingste vorkommendP 
Schwingungsdauer ist die cer 
Schwingnng derOrclnung k~= 0 

T ==- ~l 1LO, 
I 2 k 1 

T =-~ 4lVLO = 4 · 2,H .1()- '' == 1.12 .1() 5 [tiec] 

bei einer Leitungsliinge l == 1 km. Wir wrsuchen uns den \'or
gang auf der Leitung wiihrcnd dicscr Zeit clun:h Fig. 29fi zu 
verbildlichen. 

t 

/ 

E 

E r: I 
k-----l--~ 

Fig. 296. SpannungsYPrteilung bei einem Au~gleichsvorgang. 

W~ihrend der ersten Viertclperiodt• ladet sich diP Lei .ung 
auf die Spannung E auf, wohei eine scharfe Grenze zwisJhen 
dem geladenen und dem noch nicht geladenen Teil der Leitung 
besteht. Diese Grenzc schreitet mit der Ceschwindigkeit V = 1/[ d 
vorwiirts. Die ganze Leitung ist aufgeladen nac:h Verlauf cler 
Zeit t = :} T. Von jetzt ah acldieron sich, vorn Leitungsende l 
anfangend, die heiden gegenliiufigen W ellenziige zur Spannung E. 
HO daB eine Ladewelle der Spannung 2 E in Richtung auf den 
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Anfangspunkt der Leitung fortschreitet. Man bezeichnet diesen 
Vorgang als Reflexion der Welle am Leitungsende. Nach 

Verlauf der Zeit t = ~ (wenn die Ladewelle 2 E am Anfang 

der Leitung angekommen ist) beginnt sich die Leitung zu ent
laden, bis zur Zeit t = T der Anfangszustand wieder erreicht 
wird. Wahrend dieser Zeit hat aber die Amplitude E der 
Welle nach MaBgabe des Faktors 

e-aT= e-0,26·1,11·10- 2 

E 
auf - ---. also urn ca. 4 v. T. abgenommen. Nach der Zeit 

1,004-' 
10" T = 1,12 sec ist jedoch der EinfluB der beiden gegenlaufigen 
\V ellenziige praktisch auf Null abgeklungen, so daB als End
zustand die Ladung der ganzen Leitung mit der konstanten 
Spannung E iibrigbleibt. 

Der Ladestrom J, dessen Verlauf wir im einzelnen nicht 
Yerfolgen, klingt gleichzeitig mit p auf den Dauerwert Null ab. 

Fig. 297 gibt bildlich den Verlauf von J ohne Berii.ck
sichtigung der Dampfung. 

t 

Fig. 297. Stromverteilung bei einem Ausgleichsvorgang. 

V. Handelt es sich urn schwierigere Falle, z. B. plotzliche 
Erhohung der W echselstromspannung am Anfang einer am 
Ende offenen Leitung von 

PI (0) sin [w t + cp1 (0)] 
auf 

Pu(O) sin [w t + cp2 (0)], 
so hat man folgende Schritte zu tun. 

a) Der Beharrungszustand vor Eintritt des Schaltvorganges 
muB bekannt sein nach Strom und Spannung: 

pi= P 1 (x) sin [w t + cp1 (x)J, 
J 1 = J 1 (x) sin (w t + 'lj-!1 (x)]. 
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b) Der neue Beharrungszustand nach Abklingen des :-lchalt
vorganges muB ebenfalls bekannt sein: 

Pn = Pn (x) sin [w t + rp2 (x)], 
Ju = Ju(x) sin [w t + 1jJ2 (xl]. 

c) Die AusgleichsgroBen p1 und Jr stehen zu den Beharrungs
zustandsgroBen in folgender Beziehung: 

Pnc.cp Pr' 

Jn==J+Jr, 

wo p und J die ZustandsgroBen wahrend des Ausgleichs he
deuten. 

d) Setzen wir hier fiir Pr und Jr die Reihenentwicklungen 
ein, die formal die Differentialgleichungen (1) und (2) hefriedig•3n, 
so liefert der Ausdruck der Anfangsbedingungen: 

Pr(O) = Pu(O) -· P1 (0) 1 
~t = 0 

Jf(O)=Jn(O)--J1 (0) j 

zwei Gleichungen fiir die 4 unbekannten Konstanten A 1,, Bk, 
Ck, D~c. Urn zwei weitere Bedingungen, die zur restlosen 3e
stimmung samtlicher Konstanten noch erforderlich sind, zu 
gewinnen, fiihren wir die Grenzbedingungen ein: 

Pr==Pu -p==O fiir X==O. 

weil am Anfang der Leitung dauernd 

Pu == p =-= P~ (0) sin [(IJ t ;- rp~ (01] 
ist, 

J1 ==-= 0 fiir x = l, 

weil die Leitung am Ende offen ist. 

Die Grenzbedingungen liefern cine Wertreihe ck 1die 

Perioden) sowie das Verhaltnis ~:.·, wahrend die Anfar gs

bedingungen die Werte Ck und D 1, und hiermit Ampli1.ude 
und Phase der einzelnen Schwingungen zu berechnen ge8ta1ten. 
Wir haben hier formal dasselbe Ergebnis wie bei den radi'tlen 
Schwingungen derKugel. Die Oberflachenbedingung lieferte 
die Periodengleichung zur Bestimmung der Perioden, die 
Anfangsbedingung lieferte Amplituden und Phasen 124). 
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§ 120. Der Skineffekt. 

\Vir verzichten jetzt auf die Vernachlassigung, die Wir m 

§ 118 durch Fortlassen des Gliedes R l10 Ex] eingefiihrt haben, 
or r=R 

und gehen auf die Gleichungen des zylindrischen Feldes in 
§ 11 7 zurlick: 

_ .:!:_ o (r M{}) = E o E cc_ + 4 n). E , 
r cr ot "' 
1 o(r M,~) oE,. , +--- -- =E---+4nA.E 
r ox ot r' 

()Ex oE.. oM{} a;:- - -a:c = 1' ~- , 

(1) 

~§:x: + !__ ?(r_Er) = 0. 
ox r cr J 

Von Hertz stammt die Bemerkung, daB es eine potential
artige Funktion II (x, r, t) gibt, von der man Ex, Er, M{} wie 
folgt ableitet: 

E_,_ = ~- 2__!~ -i- a~ ~~ l 
- r () r ' cr2 ' 

Er= -- ::~, I 
M,1 = - c o~!J_ - 4 n ). 0 II . 

or (-t cr 

(2) 

Es laBt sich leicht verifizieren, daB die ersten heiden 
Gleichungen und die vierte Gleichung (1) durch den Ansatz (2) 
befriedigt werden, wahrend die dritte Gleichung (1) die Funktion II 
der partiellen Differentialgleichung: 

rPIT oil ZPII ZPII loll 
c u --- + 4nfd-- = -- +- -l- ---- (3) ' c t2 c t o x2 c r2 ' r 2 r 

unterwirft. 
Versucht man, dieser Gleichung durch einen partikularen 

Ansatz li=XPT (4) 
gereeht zu werden, so findet sich, wie wir ohne weitere Rech
nung angeben wollen: 

(5) 
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wahrend P als Funktion von r der gewohnlichen Differentitd
gleichung zu geniigen hRt: 

(- E ,u (P + 4 n ,u A fJ i ~-. d~ P 1 dP 
u-) p = - - - - - --
- dr~ · r dr · 

Setzen wir hier abki.irzungshalber 

so erkennen w1r in 

1 dP , 
·t-a"P==O 

r dr 

16) 

,7) 

(8J 

die Differentialgleichung der Besselschen }1'unktiom,n dcr Ord
nung Null. 

Die Differentialgleichung hat zwei voneinander unabhanf;ige 
partikulare Integrale: J 0 (ar) und K 0 (ar), in welchen das 
Argument ar wegen (7) auch komplex sein kann. 

Aus diesen Integralen wiirde sich die allgemeine Losung 
von (8) mit den beiden Integrationskom;tanten A unc. B 
schreiben: 

P=AJ0 (ar! BK0 1ar). (!J) 

Weil aber K 0 (ar) fur r -=' 0 (logarithmisch) uncndlich wird, 
muB sich (D) auf 

P =' .1 J 0 (a r) (10) 
reduzieren (vgl. § 96). 

Vermoge (2) und (4) finden wir jetzt unter Einreeh1tmg 
de8 negativen Vorzeichens in die Konstante 

Ec=cAX'l'a~J0 (ar). (11) 

Im folgenden wollcn wir zuvorderst von der Abhangigkeit 
von E von x absehen, d. h. wir ,;etzen in (7) c · 0 und in (11) 
X = i"' und finden 

112) 

wo f1 =c. w die Kreisfrequcm; eineH in der Leitnng tliefbmlen 
W echselstromes bedeutet. 

Der elektrischen Peld:-tiirke E,. Pnt,pricht cine Dieh;e des 
Leitungsstromcs 

(13) 

Den Verschiebungsstrom vernachlasfiigen wir, indem wir 
c: == 0 und demnal'h a·J = - J::r ,u }, w i Retzen. 
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Infolge der Symmetrie urn die Achse des Leiters (vgl. 
Fig. 298) ist 2 :nr i'"d r die Stromstarke im ringformigen Quer
schnittselement 2 :n r d r und mithin 

R 

2:nf ri,dr 
0 

die Gesamtstromstarke im Draht, die effektiv = I sm. Dann 
hat man den Ansatz: 

R 

2 :n A A. a2 J r J 0 (ar) dreiw t = I v'2eiwt, (14) 
0 

a us welchem sich die Konstante bestimm t: 

IV2 
A=--------

2:nA.aRJ1 (aR) · 
(15) 

Hier haben wir folgende wichtige Eigenschaft der Besselschen 
.Funktionen benutzt: 

dlr~l(arU = arJ (ar) 
dr .o 

oder allgemeiner 

d[rJ, ~j] = arJ (ar) 
dr n-1 ' 

Fig. 298. Zur Verteilung 
der Stromdichte in einem 

Leiterq uerschnitt. 

welche zwei aufeinander folgende Besselsche Funktionen mit
einander verkniipft. 

Fiihrt man ( 1 5) in ( 13) ein, so findet sich: 

ix aiV2J0 (ar)eiwt 
E =-=-- ------- -, (16) 

x .lc }, 2 :n R J 1 (a R) 

woraus sich fiir r = R nach Multiplikation mit l die Spannungs
differenz in der Oberflache an den Enden eines Leiterstiickes l 
ergibt: 

E _ !_ aiv'2 Jo_ (aR)!~<»_t 
- }, 2:nRJ1 (aR) . (17) 

Dieselbe Spannungsdifferenz muB sich aber ergeben, wenn 

man den Wechselstrom I v'2eiwt mit dem vektoriell geschriebe
nen W echselstrom widerstand des Leiterstiickes l multipliziert. 
Bekanntlich setzt sich der W echselstrom widerstand zusammen 
aus dem Ohmsehen Teile w und dem induktiven Teile wL zu 
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w + iwL, wo L die Selbstinduktivitiit des Leitcrstiieke~ der 
Lange l bedeutet. Es muf3 also 

(w + iwL)IV2e;,.,t 

mit E naeh Phase und Amplitude iibereinstimmen. d. h. cs 
muf3 sein: 

H) 

Aus (16) hat sich bereis ergeben, daD die Stromdiet1te 
ungleichmiWig iiber den Querschnitt verteilt ist, und Z'Var 
nimmt die effektivc Stromdichte von der Leiterachse n tch 

auBen hin zu (vgl. Fig. 2B91. Hieraus folgt, 
t.x daB daR w in Glcichung (18) grol.ler f:ein 

F'ig. 299. Darstellung 
des Skineffekts. 

muD als der Widerstand wg cines Leiter
stiickes der Liinge l, wenn Gleichskom 
darin flieHt: 

l 
U'g ~" ).R~;:· Hl) 

Dividieren wir mit Gleiehung (1 !l) in I 18), 
so kommt ' 

w 

1D y 

iwL aR J 0 (uRj 
w 0~ - 2 J 1 (r-;-H) · 

il . 

120) 

Da hier sowohl a wie J 0 und .!1 komplex ;.;ind, so ist 
auch die ganze rechte Seik von (201 komplex; ~ie ermoglicht 
also durch Vergleieh der rcellen unci <ler imaginiiren Teik die 
Bestimmung von 

unci 
mL 

Wie man sicht, sind he ide GriiHen nur von ' a ( E ab
hangig, und wir konnen sie (lemnaeh in Fig. :300 als Funktion 
von I a R auftragen. 

§ 121. Herleitung der Konstanten tier Heavisidesclwn 
Gleicimng aus 1len lUaxwellschcn Gleiclmngen 

des axialsymmetrischcn Feldcs. 

Wir greifen jctzt auf Gleiehung (9) § 108 zmiick 

B K 0 (ar) 

und spalten zuniiehst au:-: B K(1 ( ar! das Plied 

(1) 
2 

BJ far) lg- -
o \ ay 
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ab, welches wir zu A J 0 (ar) hinzufiigen. Von K 0 (ar) bleibt 
iibrig (vgl. § 96) 

- Y0 (ar) = -- J 0 (ar)lg(r)- 2 (J2 -~J4 +~J6 - • .. ), (2) 

so daB wir unter Beibehaltung der Konstanten als allgemeines 
Integral auch schreiben konnen: 

(3) 

.Nunmehr haben wir das Gebiet I innerhalb des Drahtes 
von dem AuBenraum II zu unterscheiden. Beide Gebiete sind 
durch Verschiedenheit der elektrischen Konstanten e1 , A1 , ,a1 

bzw. e2 , A2 , ,u2 charakterisiert, den en die W erte 

bzw. 

entsprechen. 

DemgemaB haben wir auch das Potential II= P XT fiir 
beide Gebiete getrennt anzuschreiben: 

II1 =AJ0 (a1 r)+B1 Y0 (a1r)TX,} 
ll~ = A 2 J 0 (a 2 r) + B 2 Y0 (a2 r)T X. 

(4) 

Aus den Eigenschaften der Funktionen J 0 und Y 0 folgt, 
daB B1 und A2 verschwinden miissen, weil sonst ll1 (wegen Y0 ) 

fiir r = 0 unendlich und II2 (wegen J 0 ) fiir r = oo ebenfalls un
endlich werden wiirde. 

Nunmehr schreiben wir an Hand der Gleichungen (2) § 120 
die elektrische und die magnetische Feldstarke fiir beide Ge
biete hin: 

Ex,=-a12A1Jo(alr), Ex.=-. a22B2Yo(a2r),. l 
a 2 I a2 a2 2 + a2 - I ( 5) 

MH, = - 1 - '=" - A J 1 (a r) 111{)2 = ---,. 11.
2
-fJ-- B~} 0 (a2 r). 

i f/1 {1 1 0 1 ' ",. -

Es gilt jetzt, die Bedingungen zu erfiillen, daB E xl und 
M,~, an der Drahtoberflache (fiir r = R) in Ex• und M,12 iiber
gehen. Dies wird durch die Gleichungen ausgedriickt: 

- a 1 2 A1 J 0 ( a1 R) = - a 2 2 B 2 Y0 ( a 2 R) , l 
"+ Q 2+ 2 (!,L __ a" A J 1 ta R) = a2 _a_ B., Y 1 (a., R). 

i fll fJ 1 0 \ 1 i fl2 fJ " 0 " 

(6) 

H or t, Differentialgleichungen, 2. Auf!, 39 
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Nun machen wir iiber die KonstrLnten f, ,u, X folgen<le 
nkihere Angaben: 

1. fl 1 und jt2 sind iiberall == J. 

2. Im Dielektrikum des AuBenraumes ist die Leitfiihighit 
},2 = 0. 

3. Im Leiter ist die Dielektrizitiitskonstante f' 1 = 0. und 
wir setzen voraus, daB 

4. der Drahtradius R so klein ist, daB w1r von folgembn 
Naherungen Gebrauch machen konnen: 

Jo(atR)·~ 1: Jo'(alR) "'-·al~~, 

J'o (a~ R) == lg (R); . '. R' 1 } o (a~ ) = R. 

Fig. 300. Effektiver Widerstand und Selbstinduktion eines 
geradlinigen Leiters 1"'-'). 

Setzt man (7) in (Ei) ein und dividiert die Ansatze (G) 
durch einander, so daB die Konstanten A und B herausfallen, 
so entsteht folgende Gleichung: 

a12 

a1 ~ u2 

die mit 

_, H 
a -

1 ~ 

a.22 lgR 
a/ e· 1 : R · 

(8) 
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und einigen Umstellungen iibergeht in: 

o2 , e2 fJ · 2 0 e, jJ 1 ·-------- ~ - a = . 
" 2 lg R · n R 2 21 

(9) 

Dies ist die Bedingungsgleichung fur die GroBe a bei ge
gebenem fJ und umgekehrt. 

Einen ganz analogen Ansatz hatten wir bei der Heaviside
schen Gleichung zu erfiillen, namlich 

fPLC-wC{Ji-a 2 =0. (10) 

Beim Vergleich von (10) und (9) konstatieren wir zunachst 
den Widerstand der Langeneinheit des Drahtes 

1 
w == T;n-R,2· (11) 

Hieraus ergibt sich aber sofort die Kapazitat der Langen
einheit 

und die Selbstinduktion 

C= --~-
2lgR 

L=- 2lgR, 

(12) 

(13) 

welche Ansatze, abgesehen vom Vorzeichen, auch auf anderem 
W ege fiir Kapazitat und Selbstinduktion gefunden werden 
konnen. 

Durch die Formeln (11), (12), (13) werden demnach die 
GroBen w, C, L, die nach He a viside ohne eingehendere Be
griindung eingefiihrt werden, als Ergebnisse der genaueren Unter
suchung des elektromagnetischen Feldes im Grenzfalle R = 
kleine GroBe gewonnen 126). 

39* 



Dritter 'l'eil. 

Grundziige der Variationsrechnnng·. 

§ 122. Die A ufgaben der Variationsredmung. 

In der Differentialrechnung wird gezeigt, wie man Maxima 
und Minima einer gemti13 

y = f'(:r) ( 1) 

veranderlichen GroBe y findet. Durch Nullsetzen der Ahleitung 
ergiht sich fiir die Cnahhtingige x cine Gleichung 

f" (x) = 0, (2) 

deren Wurzeln die Stollen angehen, \\'O Extremwerte der Ah
hiingigen y zu erwarten sind. Aus den zwoiten und hoheren 
Ahleitungen an den hetmchteten Stollen sehlieJ3t man dann, 
oh ein Extremwert vorliegt und welchor Art dieser ist. 

Oft sind indcssen die Aufgahen, Extremwerte irgendwelcher 
GroDen zu hestimmen, viel allgemeinerer Art als die genaante. 
Urn sie zu losen, hedarf es hesonderer Rechenmethoden, der 
Variationsrechnung. Z. B. ist die BogenHinge einer Kurve, 
die auf einer Oherftache zwischen zwei Punkten gezogen ist, 
ohne wei teres herechenhar. J st a her auDer den heiden Punkten 
nur die Bogenlange gegehen, so ist im allgemeinen mehr alE eine 
Kurve zwischen den heiden Punkten moglich, welche die ge
gegebe Bogenliinge aufweist. Soli man nun unter den zwischen 
zwei Punkten auf einer Oherfliiche iiherhaupt moglichen Kurven 
die mit der kiirzesten Bogenlange (geodiitische Linie) aussuchen, 
so kommt man auf eine Aufgahe der Variationsrechnun,~ und 
erhalt eine i. a. eindeutige Losung. Zur Einfiihrung in die 
Methoden der Variationsrechnung sei der einfache Fa J der 
geraden Linie als kiirzester Verhindung zweier Punkte einer 
Ebene im folgenden analytisch behandelt. Die Weglangt: einer 
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die Punkte P 1 (x1 y1) und P2 (x2 y2) verbindenden Kurve y = y (x) 
ist das Integral des Bogenelements ds = Vdx2 : -d-,g'i-, namlich 

P2 x2 

J = J ds = J v'i + i/ 2 dx. (3) 
1\ X1 

Jede :B'unktion y(x), die fiir x 1 bzw. x2 die Werte y1 bzw. y2 

annimmt, liefert i. a. einen anderen Wert J. Die Funktion 

y=a bx; b = '!/_2~ _'Y_l' 
x2 -- x1 

( 4) 

liefert unter allen W erten J den kleinsten. Analytisch ergibt 
sich dies wie folgt : 

Andere ich den Funktionsverlauf der unbekannten ,Minimal
kurve" y (x) ein wenig ab, etwa indem ich zu y die mit einem 
geniigend kleinen Faktor e multiplizierte · ganz beliebige Funk
tion 17 (x), die nur noch den Grenzbedingungen 17 (x1 ) = 17 (x2) = 0 
zu geniigen braucht, hinzufiige, so andert sich auch J ein \venig, 
und es liegt ein Minimum vor, wenn diese .Anderung klein von 
zweiter Ordnung und stets positiv ist. Wir setzen also die ge
anderte ( variierte) Funktion 

(5) 

und die geanderte Bogenlange 

X2 xz 
J 1 = J v'1 + Y/~dx = J v'l-_l=(y'_+_;~')2 dx... (6) 

Xt 

Ist 17 (x) in zuliissiger Weise irgendwie gewahlt, so wird J 1 eine 
Funktion von e allein und als solche in die Taylorsche Reihe 

Jl(,) = J 1 ~0) + 0 ~-~~(O)_ + :! s2 -0~~~~0~ +... (7) 

entwickelbar. Hier ist J1 (0) = J. Die Ableitungen von J 1 

nach e sind: 

(8) 
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Damit ergibt sich aus (7): 

J = J + E - c Y_--= • 1/ d X J
x~ 1 

1 V1 + y'~ 

!H) 

x, 

Soll .T1 fiir E = 0 ein Minimum werden, so muB (r_~-[1 ) ~c• 0 
(j E F=O 

sem. Demnach erhalten wir die Minimumsbedingung 

( lO) 

Der Integralausdruck hier laSt sich partiell integrieren. 
J r/ dx = 'YJ (x) verschwindet nach Voraussetzung bei x1 und x~ 
und es bleiht 

J"'.2 d y' 
= -- -------.--. ---- · 17 (x) d:r = (). 

da; v1·' ~;; 2 

"'' 

(ll) 

Da 'YJ (x) beliebig sein sollte, so kann dieses Integral nur 1lann 
identisch verschwinden, wenn 

d y' -... -- - - -- =· () 
da; Yl- y'~-

(12) 

ist. Daraus a her folgt durch T ntegration y ~: a b x. Fiir 
diese Funktion ist J auch sicher ein Minimum, denn at.s (9) 
erkennt man, daB 

(13) 

fiir jede Wahl von 'YJ Richer positiv ist, denn der Integrand ist 
iiberall positiv. 

Mit diesem Beispiel haben wir Einblick in die einfadwren 
Probleme der Variationsrechnung gewonnen. DiesP sind all-



§ 123. Variationsprobleme mit einer Unbekannten. 615 

gemein der Art, daB der Wert cines bestimmten Integrals, dessen 
Integrand bis auf Randbedingungen unbekannte Funktionen 
enthalt, dadurch zu einem Extremwert gemacht worden soli, 
daB der V erlauf dieser Funktionen in geeigneter Weise be
stimmt wird. Fast aile Naturgesetze lassep. sich durch ,Minimal
prinzipien" darstellen, auf Grund deren bestimmte Integrale 
einen kleinsten Wert haben miissen, wenn die im Integranden 
auftretenden unbekannten Funktionen den Naturvorgang richtig 
beschreiben sollen. Der Weg des Lichts in einem inhomogenen 
Medium verlauft so, daB er in kiirzester Zeit zuriickgelegt wird. 
Gleichgewichtszustande sind durch das Minimum der potentiellen 
Energie bestimmt, sei es, daB diese als Energie der Lage in 
einem Kraftfelde oder als Formanderungsarbeit in einem be
anspruchten Maschinenteil auftritt. Die Bewegung eines mecha
nischen Systems ist nach dem Hamiltonschen Prinzip durch den 
minimalen zeitlichen Mittelwert des sogenannten ,kinetischen 
Potentials", der Differenz aus kinetischer und potentieller 
Energie, bestimmt. Wie man unbekannte GroBen aus Gleichungen 
ermi ttelt, so gewinnt man die unbekannten Funktionen (die 
,Extremalen ") solcher Variationsprobleme a us Differentialglei
chungen, den sogenannten ,Eulerschen Differentialgleichun
gen" 127). Analog dem eingangs erwahnten Verfahren zur Be
stimmung gewohnlicher Extremwerte erhalt man diese 
Bedingungsdifferentialgleichungen fiir die Extremalen durch 
Nullsetzen der ,ersten Variation", auch ,Lagrangesche Ab
leitung" 128 ) des Problems genannt, einer Funktion, die aus dem 
Integranden durch Differentiationsprozesse gebildet wird. Die 
Aufgabe der Variationsrechnung gilt mit Aufstellung der La
grangeschen Ableitung i. a. als gelost, da sie damit auf die 
nachst einfachere Aufgabe der Auflosung von Differentialglei
chungen zuriickgefiihrt ist. 

§ 123. Variationsprobleme mit einer Unbekannten und ihrer 
ersten Ableitung bei einer Unabhangigen. 

Als einfachsten Fall betrachten wir ein Integral, dessen 
Integrand nur eine unbekannte Funktion y = y (x) sowie deren 

erste Ableitung y' = ~-~ bei einer unabhangigen Veranderlichen 

x enthalf.. Der Integrand F ist also dann als eine gegebene 
Funktion dor drei Verandcrlichen y, y' und x auffaBbar: 

F=F(y,y',x). (1) 
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Das Integral sci zwischen festen Grenzon a und b g•!-
nommen: 

b 

J (y) == J F(y, y', x)dx. l ~) 

" 
Das Zeichen (y) mogo dabei andeuten, daB der Zahlwert J 
von dem Verlaufe der :Funktion y abhiingig ist. Man sagt 
auch, J sei eine ,Funktionenfunktion" von y (x). \Vir nehmcm 
nun wie im Beispiel des § 1::! 2 an, y wcrde in scinem Verlaufe 
ein wenig abgeandert, indem wir wieder eine im Intervall 
von a his b ganz beliebige, aher stetige und ondliche mit dom 

sehr kleinon Faktor c multi-
!/ plizierte :Funktion 11 = r; (x) 

w y hinzuaddieren, so c a(3 

y1(x)=,y(:r)Tt1J(x) !3) 

clie , variierte" Kurve ist 
!Fig. 301). Der Unterschiecl 
zwischen y1 und y kann durch 
die W tthl von I' hdiehig k ein 

--1----------'~-~>-;-------o.,.x gemacht worden. ~ind die 
H,andbedingungen, welche der 
Funktion y vorgeschriE hen 

Fig. 301. Variation einer Kun·e. sind, z. B. die, daB y an den 
Stdlen x =a und ~: =• 1J ge

gebene Werte Ya und yh annehmen soll, so wollen wir dasselbe 
von y1 verlangen. D1tnach muB 17 in) =· 11 I b ·) = 0 >-iein, die ein
zige Beschrankung, der 17 nnterliegt. 

Wic obeu setzen wir nun y1 in daB Integral (2) ein unci {'llt

wickeln in eine nach Potenzen von E fortschreitende T a y I or sche 
Reihe, indem wir y und 1) als gegebene Funktionsverliiufe und c: 
als veriinderlichen Parameter auffassen. 

Soll J (y1) fiir r = 0 em Extremwert sein. so i:-;t dazu 
'IJ 

nach den Regeln dcr Differentialrechnung notwPndig. daB 1 
-

?c 
verschwindet, und zwar fiir jede zuliiso-;ige \V;thl dcr 'i'unk
tion r;(:r). Die Funktion F der 3 Variablen y.y' und .r hat 

~.p IF oF 
partielle Ableitungen t. 1 nach ltllen dreien. die rein 

(i y (; y'' ; :r 
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formal zu bilden sind, als ob die 3 Variablen gar nicht in 
einem Abhangigkeitsverhaltnis standen. Es ist nun 

b 

J (y1) = J F(y + ErJ, y' + E 17', x) dx. 
a 

Zur Bildung von ~! haben wir unter dem Integral nach 
OE 

allen Variablen zu differenzieren, in denen E auftritt und erhalten 
b 

?Jo~1> =J { ~F (y + .~ 17;,{ _+_E 17~) ·1] (x) + ?__F(y + E ;;, y' + __E y') ·1J' (x)} dx, 

a 

fiir E = 0 ergibt sich also die Bedingung 
b 

~!_ =f{ O_!'_~ ,_y~,_X)_ ·17 (x) + O_!_(y_, "/-', x2 ·1]' (x)} dx = 0, 
UE oy oy 

a 

die sich durch partielle Integration vereinfachen laBt zu: 
b 

oJ = I?__F,.1J]b+ f(~F- .!!_ o~)·1J(x)dx = 0. 
OE loy a. oy dxoy 

a 

Der Randausdruck verschwindet wegen 17 (a)= 1J (b)= 0. Das 

to tale Differentiationszeichen d .. ~. deutet an, daB 0 ~ nach allen 
x oy 

GroBen zu differenzieren ist, die von x abhangen. Das Integral 
muB fiir jede beliebige Wahl von 1J (x) verschwinden. Dazu 
ist notwendig, daB irn ganzen Intervall die KlammergroBe ver
schwindet. Denn ware das nicht der Fall, so konnte ich 17 ( x) 
so wahlen, daB es iiberall dassel be V orzeichen hatte wie die 
Klammer. Dann aber ware der Integrand, von Nullstellen ab
gesehen, iiberall positiv und damit auch das Integral. Es muB 
also fiir alle x gelten: 

- ~-]!'_ -L .!!_ oF Z'~ ]!'. y" -L _o2 F'_ . y' + .!_?'_ - !!_!. = 0. ( 4) 
oy ' dx oy' oy' 2 ' oy' oy oy' ox ay 

Das ist, explizit ausgerechnet, die Eulersche Diffe
rentialgleichung des Variationsproblems, aus der die Un
bekannte y zu bestimmen ist. In Analogie zum Minimalproblem 
der Differentialrechnung nennt man die linke Seite von ( 4) auch 
die ,Lagrangesche Ableitung" des Integranden F (zu Ehren 
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von Lagrange, von dem der Kunstgriff der partiellen Inte
gration stammt ), schreibt dafiir [ FJY und sagt, J (y) werde ein 
Extremum fiir Funktionen y, welche die Lagrangesche Ableitung 
von F zum identisehen Versehwinden bringen. Die Kurven y (:c), 
welche die Eulersche Gleichung befriedigen, heiBen die Extn
malen des Variationsproblems. Es ist nun iiblich, in (i3) 
sr;(x)=Oy=l5y(x) zu setzen und diese kleine Zusa1i7.
funktion als Variation der Funktion y zu bezeichnen. :hu 
Einfiihrung in die Rechnung habe ich die Form (3) vorgezog·3n, 
weil durch sie die Willkiir der kleinen Funktion o y, die mii y 
nicht das geringste zu tun hat, deutlicher hervortritt. Die 
.Anderungen, welche die anderen veriinderlichen Groi.len dw·ch 
die Variation von y erfahren, werden ebenso durch Vorseken 
des Variationszeichens r5 bezeichnet, z. B. iindert sich y' urn (1 y'. 
Ist nun 

lit ·~~ y + 15 y' 

so ist daraus dureh Differentiation 

Danach gilt also 

d -- (5y. 
dx 

' dy d r)y = 0- ···· =- ()If. 
dx da: · -

( i)) 

d. h. das Differentiationszeichen __ d__ und das Variationszeichn ,) 
dx 

sind miteinander vertausehhar. In der Taylorschen Reilw 
fiir J (y1) schreiht man entsprechend 

/-'~ (:i! J 
~-~·. (: ~-2 ,)2 J, ... 

und nennt diese Groi.len die erste, zweite usw. Variation vu1 J, 
so daB die notwendige Bedingung fiir ein Extremum v m J 
das Verschwinden der ersten Variation ist. 

Mit dieser Symbolik geht die H erstellung der Vari 1tion 
eines Integrals so vor sich, daH man unter dem Integralze chen 
partiell nach den zu variierenden V eriinderlichen und ihren 
Ahleitungen differenziert, mit den zugehorigen Vari~ttionen nulti
pliziert und die Variationen der Ableitungen der Unbekannten 
partiell integriert. Die oben vorgenommene Reehnung eei in 
dieser Form noch einmal kurz wsammengestellt: 
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b 

J=f F(yy'x)dx, J (y + t-5 y) = J + b J + t-52 J + ... 
a 

b b 

oJ =I e: by+ ~;,by')dx =I e: by+~: ddxoy) dx 
a a 

b 

aJ=[?~·by]b +I(oF _.!!.___ off\·oydx=O 
_oy' a oy dxo1/) ' 

a 

o y (a) = o y (b) = 0 ist vorauszusetzen; schlieBlich folgt 

d oF oF 
[F]y = dx 8y'- oy = O. (6) 

Von diesen Formeln machen wir eine Anwendung auf die 
Biegung und Knickung eines in seiner Langsrichtung mit kleiner 
Unsymmetrie auf Druck heanspruchten Stahes, wohei auch die 
Anwendung der zweiten Variation kurz zu erlautern ist. 

Der Stab von der Lange l sei an heiden Enden gestiitzt 
(Fig. ~02) und mit dem Druck P helastet. B= EJ 
sei seine Biegungssteifigkeit, die x- Achse zeige 
von ohen in Richtung der Stahachse senkrecht !I 
nach unten, y (x) sei die Biegungslinie des 
Stabes, 8 seine Bogenlange und arctg y' = rp ( 8) 
seine Tangentenrichtung. Die Zusammendriickung 
der Stahachse vernachlassigen wir als klein 
gegen die Langenanderung der Sehne zwischen 
heiden Stiitzpunkten infolge des seitlichen Aus
weichens des Stahes. Die Biegungsenergie des 

Stahes ist mit der Kriimmung ~: 
l Fig. 302. 

U =--B ~ d8. 1 I(drp) 2 

1 2 d8 

Biegungslinie 
eines 

Druckstabes. 
0 

Die Last P dagegen hat auf dem kleinen W ege 
l 

a= J (1- cosrp)d8 
0 

die potentielle Energie 
l 

- u2 = p. f (1- cosrp)d8 
0 

verloren. Wird die potentielle Energie des undeformierten 
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Systems zu Null angenommen, so ist sie nach der Deformation 
l l 

U = lf1 + U~ = ~ B J rr' 2 ds + P J cos rp ds- Pl 
0 () 

und dieser Ausdruck ist im Gleichgewichtsfalle durch eiJt
sprechende Bestimmung von q; (s) zu einem Minimum zu machen. 
Unter Annahme kleiner Auslenkungen y \Vill ich nur mit der 
ersten nicht verschwindenden Gr6Benordnung rechnen, d. i. hier 
fiir cp die zweite. Dann ist cos 'T '= 1 - 1 rr 2 , d s ~ d :r und 
das Variationsproblem lautet 

I l 

U =} J (Bcp' 2 - Prp2) d X =c J F(rp rp':~.:) dx = .l\lin. r7) 
0 0 

In unseren .Formeln oben tritt also einfach 'P an die Stelle 
von y, und es ergibt sich die Eulersche Diffcrentialgleichung 
wie f olgt: rc p D ]!' > 

= Bq/. -~ =c ---] fj' 
(; rp' o Cf' 

[FJr = Bcp" 

Mit v~ =~ a ist ihre Li:isung 

rp = A 1 sin ax 

A 
y = - - J. cos ax 

(( 

Pep= 0. 

A2 cos lCX = y' 

A" . (~ -" Sill ((X· :. 

a 

Bei gegebener Exzentrizitat des Kraftangriffs oben und ur.ten 
sind auch die Integrationskonstanten eindeutig bestimmt. Es 
fragt sich nun, ob das Gleichgewicht stabil, indifferent oder 
labil ist. Dazu mi.issen wir entscheiden, ob U wirklich ein 
:Minimum, Sattelwert odor 1\Jaximum ist, und das geschieht auf 
Grund des Vorzeichens der zweiten Variation. Diese lautet, 
wie man leicht aus der noch nicht partiell integriertcn ersten 
Variation erhalt 

l 

., T r ( ,~ F ., ' • c" F' I . 
r)" l; == · -·;;r)rr ·;- 2 -~- .- 1 b<pr)cp ·· 

, oqr r'cp 1 <p 
{) 

l 

= J ( - Pr)rp2 + 1Jr)q1 ~) dx. (H) 
() 

Dieser GroBe sieht man so fort an, daB s1e nicht ir.uncr 
d 

positiv zu sein braucht, da abcr ,)q; und r~q/ =- :i--r)q; r1ieht 
uX 
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unabhangig voneinander sind, kann man bestimmte Schliisse 
nicht ohne weiteres ziehen. Die zweite Variation hat zu ver
schiedenen scharfsinnigen U ntersuchungsmethoden V eranlassung 
gegeben. Nach A. Kneser 129) unterscheidet man sch wac he 
und starke Extrema. Ein schwaches liegt vor, wenn zum 
Beweis vorausgesetzt werden muB, daB die variierte Kurve 
der Extremale nach Lage u n d Tangentenrichtung benachbart 
sei. Bei einem starken Extremum braucht dagegen nur die 
Lage der variierten Kurve benachbart zur Extremale zu sein, 
ihre Richtung darf beliebig steil gegen die der Extremale ver
laufen 130). 

Ein schwaches Extremum existiert ( der Beweis findet 
sich z. B. bei Jordan 131), wenn erstens die Legendresche Be-

. 22 F 
dmgung --- > 0 erfiillt ist, wie dies in unserem Beispiel zu-

2rp'2 
trifft, da B wesentlich positivist. Zweitens muB die J ako bische 
Differentialgleichung 1a2) fiir eine Funktion u(x), namlich 

!~_F_·u"+~(!PF)u'+ (~~o2F .~o2F)u=O (9) 
?q/'! dx 01p12 dx orp orp' orp 2 ' 

wo in den Ableitungen von F die Extremalenfunktion rp (x) ein
zusetzen ist, ein Integral u haben, das fiir x = 0 verschwindet, 
aber fiir aile anderen Punkte des Intervalls 0 < x < l von 0 
verschieden ist. Bei uns wird die Gleichung von Jakob i 

Bu" + Pu = 0 mit der Losung u = A·sinax, 
und dieses Integral, das fiir x = 0 verschwindet, hat seine 

nachste N ullstelle bei X = !!_. Diese liegt auBerhalb des Stabes, 
a 

solange 
(10) 

Das aber ist gerade die Eulersche Bedingung 133) fiir die 
Knicksicherheit des Stabes. 

§ 124. Holtere Variationsprobleme. Schwingungen eines 
Flugzeugfliigels. 

Ich betrachte zunachst ein Integral, unter dem zwei un
bekannte Funktionen y (x) und z (x) einer Unabhangigen x 
auftreten: b 

J (y, z) = J F(yy' zz' x) dx. (1) 
a 
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Wie oben untersuche ich don Zuwachs r5J erstor Ordnung 
von J, wenn ich y um r5y und z um r5z vermehre, wo beide 
Variationen wieder willkiirliche und genugend kleine Funktiomn 
von x sind, die fiir x = a und x = b versch•vinden. Es ist daan 

b 

J{ oF r5y-!- r'l: oy' -
• cy r'y 

oJ 
a 

Unter dem Integral stehen hier wieder die Ableitungen von F 
nach allen Veranderliehen, die mit y und z variiert werden 
( x als Unabhangige zu variieren ist zur Losung dor Aufgabe 
nicht notig), multipliziert mit der entsprechenden Variati Jn. 
Die Variationen der Ableitungen der Unbokannten worden 11un 
wieder integriert, wobei der Handausdruck 

!?F' 
1 -oy 
[_()y' . 

ist, so daB nur noch bleibt 
b 

cF lb 
r) z j = , () 

-·a 

f { I a F d r? Y' : ,c P d ? F ' } 
r5J =. l_'_- -- --·-j' r)y - 1- '--- --- ~ r)z dx. 

, (}y dx i!y'_ ' , ()z d x ?z' _: 
a 

SoU nun oJ fur alle zulassigen Variationen r~y und r)z ;er
schwinden, so steht es uns froi, einmal r5z =~ 0 und einmal 
oy = 0 anzunehmen und fiir das jeweils iibrig bleibende hte
gral dieselben Betrachtungen anzustellen wiP in § 2 bei einer 
Unbekannten. 

Wir schlieBen also, daB als Bedingung fur ein Extremum 
gleichzeitig die heiden Gleiehungen 

d (JP iF ) I FJ ~= ~ -- - - - = 0 
!1 dxry' r'Y l 

_ d iJF IF 
IFJ, == (l; az'- rz = o J 

bestehen miissen. Man erhalt demnach die :Minimalbedingung 
durch Nullsetzen der Lagrangeschen Ableitungen des into
granden nach den unbekannten Funktionon als simultanes 
System zweier Eulerscher Differentialgleichungon zweiter Ord
nung nach y und z. Das Verfahren laBt sich Wort fur Wort 
auf Probleme mit n unbekannten Funktionen einer Verander
lichen iibertragen. Der Integrand hnt dann n Lagrangt~sche 
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Ableitungen nach den lJnbekannten, die jede fiir sich ver
schwinden miissen und so ein simultanes System von n Euler
scherr Differentialgleichungen ergeben. 

Als Beispiel sei die Bewegungsgleichung eines auf zwei 
Holmen federnd gelagerten Flugzeugfliigels (Fig. 303) nach dem 
Hamiltonschen Prinzip hergeleitet. Die Bewegung werde in erster 
Naherung als zweidimensionales ( ebenes) Problem behandelt, 
iiberdies sei der Fliigel steif in der 
Anblaserichtung (x-Achse), so daB 
er also nur eine Translation in der 
V ertikalen (y- Achse) und eine Dre
hung urn eine Horizontale parallel 
seiner Vorderkante ausfiihren kann. 
Seine Sehne babe dann zur Zeit t 
die N eigung rp ( t) gegen die Hori
zontale und sein Druckmittelpunkt 
(in 1 / 4 der Fliigeltiefe ), durqh den 
die y- Achse gehen moge, die Or
dinate p (t). In der Ruhelage sei 
p = rp = 0. Die Fliigelsehne hat 
allgemein die Gleichung Y=P+rpx, Fig. 303. Elastisch befestigtes 
immer kleine Auslenkungen voraus- Fliigelprofil (schematisch). 
gesetzt. Man kann dann leicht 
zeigen, daB die Direktionskrafte der zwei Holme so wirken, als ob 
nur ein Holm mit der Abszisse x =a vorhanden ware, an dem 
der Fliigel mit der Direktionskraft c kg/m gegen Translation 
(Biegung) und dem Torsionsmoment r kg·. m gegen Verdrehung 
gefedert" ist, wie dies schematisch in der Figur durch einen 
Hebel, an dem zwei Federn angreifen, angedeutet ist. Die 
elastische Kraft K und ihr Moment JJI., bezogen auf den Ur
sprung, sind dann durch 

K=-c(p+arp). 

JJI = - cap - ( c a2 + r) rp. 

gegeben und die potentielle Energie, die im Fliigel aufgespeichert 
ist, hat den Wert 

(3) 

ist also eine quadratische Form in den unbekannten Funk
tionen p ( t) und rp (t). Der Fliigel babe ferner das Gewicht G, 
sein Schwerpunkt die Abszisse x = s und sein Tragheitsmoment 

urn die Schwerpunktsachse parallel der Vorderkante sei e = G r 2 • 
g 



624 Grundziige der Variationsrechnung. 

Dann ist seine kinetische Energie L, wenn p = -~~ die Tral1 S
dt 

. dcp 
lationsgeschwindigkeit des Druckmittelpunkts und rr' == ue 

dt 
Drehgeschwindigkeit sind: 

1 G. ,1 G 
L ~= 2- g p- -, g s p cp 1G ·1+·····1 - - ts· 1"1rJr. 

2 g \ ' 

Mit neuen Konstanten ist also 

2 U = a11 p~ + 2 a12 pep+ a22 rp~. 

2 L == bn p2 + 2 b12 p rp - b22 rp2. 

4) 

Die Bewegungsgleichungen der ,kraftefreien" Bewegung les 
Fliigels, d. h. seiner Eigenschwingungen, folgen nun aus dem 
Hamiltonschen Prinzip 

(, 

I! c.= .r (L .. li) rlt =Min. 
I, 

zwischen irgend zwei Zeiten t1 t2 . Es ist also in unscrer friiht:ren 
Bezeichnung F = L -- U, x = t, y = 'P, z ~= rp zu setzen, so 
daB die Eulerschen Gleichungen wie folgt Iauten: 

[L- U] = d ?(L-_U) -- i(L_- U) c~~ 0.1 
p rlt. ?fi ()p 

_ . . . d c ! L {}) o( L - U) J 
[L- UJ,, = dt ?rj' - - - . ; q• -= 0. 

(5) 

Das sind schon die Bewegungsgleichungen des Fliigels, die sieh 
auf Grund des einfachen Baum; von L und U noch wie folgt 
we iter ausrechnen lassen: 

Mit den zuerst benutzten Daten Iauten sie 

-i (p + sif;) == K. l 
~- (s p -+ [r2 + 82] ij ! =~ J;f. I (7) 
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In dieser Form identifiziert man sie leicht mit dem Impuls
und dem Drehimpulssatze der Newtonschen Mechanik, die 
natiirlich auch auf elementarem Wege gewonnen werden konnen. 

Als nachste Moglichkeit bei Variatonsaufgaben behandle 
ich das Auftreten hoherer Ableitungen der Unbekannten y unter 
dem Integralzeichen, z. B. der zweiten. Es sei also vorgelegt 

b 

J (y) = J F(y, y', y", x) dx =Min. (8) 
a 

Ich bilde die Variationen wie bisher, habe aber natiirlich 

auch y'' zu variieren. Fiir oy" folgt leicht oy" = dd oy' = dd2
Q oy. 

X X" 

Diese Funktion laBt sich dann nach der Lagrangeschen Me
thode zweimal partiell integrieren, wie die folgende Rech
nung zeigt: 

b 

Jl J f ( c F -~ 2 F -~ , I c F ~ ") d U = -0 -uy -f- ~-uy i -r. --uy X, 
• cy cy' cy" 
a 

b 

oJ= [aFt)y-f- aFoy']b _[-J{(aF _!L aF)ay-_!_ oF oy'}ax 
ay' oy" a I oy dx oy' dx oy" 

a 
b 

i oF oF , a aF Jb , J(oF a oF d2 oF) 
=!-~-by-f----ay-~--- oy 1 ---~-+-- dx 

~oy' oy" dx oy" a cy dx oy' dx2 oy" 

Ich muB hier von der variierenden Funktion o y verlangen, 
daB neben oy auch noch oy' an den Enden a und b des Inter
valls verschwinden, Beschrankungen, die an der Willkiir von oy 
im Innern des Intervalls nichts andern. Die Eulersche Gleichung 
nimmt hier die Form an: 

d2 cF a oF oF 
[F]y = ax'i cy';- dx i:y' + cy = o. (9) 

Sie ist eine Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die 
Extremalen. Diese lassen sich aus ihr so bestimmen, daB die 
Funktion u n d ihre erste Ableitung in den Randpunkten ge
gebene W erte annehmen. 

Es braucht kaum erwahnt zu werden, daB das Verfahren 
beim Auftreten noch hoherer Ableitungen in F beliebig fort
gesetzt werden kann. Treten Ableitungen bis y(n) auf, so muB 
man oy(n) gerade nmal partiell integrieren, ehe man oy als 

H or t, Differentialgleichungen. 2. Anfl. 40 
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Faktor a us dem Integrand en der ersten Variation heraussetzen 
kann, urn so die Lagrangescho Ableitung zu erhalten. Die 
Eulersche Gleichung wird dann vom Grade 2 n. Die Methode 
laBt sich auch leicht bei mehreren Unbekannten anwenden, so 
daB wir die einfachsten Variationsprobleme bei einer unah
hangigen V eranderlichen damit beherrschen. Da diesos Kapit,~l 
nur einen Einblick in die Methoden dor Variationsrechnurg 
geben soll, muB ich es rnir versagen, auf Variationsprobleme bei 
veranderlichen Integrationsgrenzcn und mit Nebenbedingungen 
einzugehen. Ich verweise dazu auf A.Kneser 13 i) oder O.Bolza 1:.;,) 

und gehe nun dazu iiber, Variationsprobleme mit mehrer,3n 
unabhangigen V eriinderlichen zu behandeln. 

~ 125. Variation mehrfacher Integrale. 
Stab- und Plattenschwingungen. 

I. Es sei eine unbekannte Funktion u zweior unabhangiger 
v eranderlichen X und y so Z\l bestimmen, daB das Doppelintegral 

J(u) =c r F(u, '_~'!!_, ~u' X, y)a~:dy (1) .J r,':r cy 
(} 

tiber das regulare Gebiet (} der xy-Ebene zu einem Minimum 
wird. Man variiert u um eine beliebige kleine Flache r5u = ,)u (:r, y) 

und erhalb durch Nullsetzen der ersten Variation von J nino 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir u, nachdem 

. ?u 2 . I u o . 
man b - = - . ,5 u und r)--- =- -· r5 u part10ll integriert und 

fx (~x ('y cy 
den Randausdruek dureh geeignete Mittel zum V ersehwinden 
gebracht hat. Dazu ist durehaus nicht immer notig' daf: 15U 

in den Randpunkten von (J verschwinden muD. ,Je naeh der 
physikalischen Deutung einer Aufgabe dar£ man Mr an gew1ssen 
Randstellen auch beliebige Werte annchmcn lassen. Das gilt 
immer dann, wenn u selbst am Rando nicht gegeben ist. 
Gerade dann erhalt man aber aus dem Versehwindcn der curch 
partielle Integration entstandenen Randausdriicke die Rand
bedingungen, die zur eindeutigen Bestimmung dor Extremale, 
die hier cine Flache ist, a us der partiellen Eulerschen Gleichung 
notwendig sind. 

II. Da die Methode der Variation nichts prinzipiell N cues 
bietet, wollen wir gleic:h ein Beispiel behandoln, in den die 
zweite partielle Ableitung dor l1nbekannten unter dom In~egral 
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auftritt. Es handle sich darum, die Bewegungsgleichungen fiir 
die transversalen Biegungsschwingungen eines elastischen Stabes 
mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips abzuleiten. Der Stab 
habe die Lange l, x sei die Abszisse in Richtung der Stab
achse, bei x = 0 sei der Stab eingespannt, bei x = l sei die 
Grenzbedingung noch nicht festgelegt. Ferner sei E der Elasti-

zitatsmodul, e = ]_ die Dichte des Stabmaterials, q (x) der Stab-
g 

querschnitt und J (x) das Querschnittstragheitsmoment fiir die 
Schwingungsrichtung, beides bekannte Funktionen der Stab
lange. SchlieBlich sei y = y (x, t) die zu bestimmende Biegungs
linie als Funktion von Ort und Zeit. Zunachst muB ich die 
potentielle und kinetische Energie U und L des Stabes be-

stimmen. Das Biegungsmoment befolgt die Beziehung M= EJ 02 ~ , ox 
ein Stabelement von der Lange dx enthalt also die potentielle 

Energie dU = 2 ~JM2 dx = ~EJ·(~;rdx und die kinetische 

d L = !_ eq (-0'!/)2 dx. Damit erhalt man das kinetische Potential 
2 ot 

(2) 

Das Hamiltonsche Prinzip verlangt nun 

Die Grenzbedingungen, die his jetzt festliegen, sind nur 

y (0) = !}_'!J_ = 0 fiir alle Zeiten t. Die Variation t5y (x, t) 
OXiz=O 

wird also die Bedingung oy(O, t) = 0 und .!Loy(O, t) = 0 er-ax 
fiillen miissen. Das Hamiltonsche Prinzip verlangt, daB die 
wahre und variierte Bahn an den Grenzen des Zeitintervalls 
iibereinstimmen, d. h. es muB sein t5y (x, t1 ) = t5y (x, t2) = 0. 
Das Gebiet G in der x-t-Ebene ist das Rechteck mit den 
Seiten x = 0 und x = l sowie t = t1 und t = t2 • Auf dem 
Rande des Gebiets ist also t5y auf drei Seiten Null, auf der 

40* 
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vierten beliebig, o oy auf einer Seite 
<)X 

Null und auf den dni 

anderen beliebig. Es ist also nun 
t, l 

lf = [J' F (oy. c~J:,-) d ;r dt 
• • \ iJt · ox" 
tl 0 

zu variieren. Ich erhalte 

r5H = - · b-It.fl(_ i•Ji' . oy 
" cy Zt 
() ·--

' •. (; t 
tl 0 

odor einmal partiell integriert 

0 

. cp -,~2 

o;; . r)y __ l dx ,L • oy 
()- --

0 t t, " 
t, 

iP y \ 
·. -_., ) d.rdt r:!:r" 

' 

Der Integrand des ersten Integrals verschwindet nach unsnen 
Festsetzungen ganz, der des zweiten fur cr c== 0. Das zweite 
Glied des letzten Integrals lii13t sich noch einmal partiell inte
grieren; da (5y fiir :r c= 0 verschwindet, so erhiilt man schlieL'lich 

t, 

J• oF . oy 
r)H = ---__ -- r) -· 

~ ()"y ()x 

() ;; .1:~ 

() 

•-' ~I 

(4) 

Soil dieser Ausdruck fur alle zugelassenen Variationen vor
schwinden, so erh~ilt man erstens die Bowegungsgleichung 
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oder ausgefiihrt mit 

oF ay -- = eq -- und 
ay at 

8 at 

aF o2 y 
--=E·J·~ 

(;2y axz ' 
a--0 ax-

(5) 

Fiir q = konst. und J = konst. nimmt sie die bekannte Form an: 

a2y a4y 
eq7Ft2- = EJiJx4· 

Da t1 und t2 beliebig sind, muB ferner fiir x = l 
Zeiten gelten 

o2 y ay a ( rPy) 
EJ --a;;p- o ai;- E -ox J-a)/i oy = 0. 

(6) 

zu allen 

(7) 

Bei eingespanntem Stabende ist diese Gleichung von selbst 

erfiillt, denn dann muB oy und o !!.Jf_ zu Null angenommen ox 
werden. Ist das Ende gestiitzt, dann ist y(l) und damit oy(l) 
Null, so daB nur noch 

iJ2y 
EJ----=0 

Ox'.! 
(8) 

zu setzen ist, d. h. das Biegungsmoment muB daselbst ver

schwinden. Ist das Stabende frei, so sind dort y und !JL ox 
beliebige GroBen. Dassel be gilt also auch von oy und o !!.Jf_ . ox 
Soli obige Gleichung dann 
sein, so muB sowohl 

fiir aile W erte dieser Zahlen erfiillt 

o2 y r ( 'iPy) EJ---- = 0 als auch E--. J~ = 0 cx2 ex ox2 
(9) 

sein, d. h. Moment und Querkraft miissen am freien Ende 

verschwinden. DaB oy und (5 !!.JL zur selben Zeit t fiir X = l ox 
belie big sind, ist so zu verstehen: Setze ich t = t1 = konst., 



!! 
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so ist oy (xtl) noch eine beliebige Funktion von X, fiir d 0 

b · oy a ' ·1 d , ··b 11 ' oy d h ' h a er (5- -=--oy gtt, so aw u era u- urc oy sc (Il 

Dx Dx ox 
mit bestirnmt ist. Hat nun ()y am Stabende den Wert c:1 ur d 

() _oJJ._ den Wert I so kann ich mir immer noch eine ando c-o 
ox ~1' 

Variationsfunktion oy denken, die am Stabende densolben Wort 
c-2 = s1 hat wie oy, aber eine andere Tangentenrichtung t~ 9= : 1 • 

Die obige Gleichung (7) muB nun fiir beide Wertepaaro c:1 C1 und 
c:1 i:;2 erfiillt sein. Schreibt man be ide Bedingungen hin,. so folgt 

c2 y c ( rPy) 
Ieicht, daB die Beziehungen J · .. _· = 0 und ·· .. ·- J - = 0 

?:r"1 - ?x f}x':J 

-.x1~ 

!=====~ 

6 

!/max 

!Jz 
' 

Fig. 304. Ebene Platte mit willkiirlichcm 
Rand. 

jede fiir sich erfullt S( in 
miissen. 

III. \Vir gehen n m 
urn eine Dimension wei
tor und behandeln cas 
dem Stabe analoge Pro
blem der Eigenschwin
gungen einor homogeren 
ebonen Platte (Fig. 3C 4 ), 
wie es Kirchhoff in 
emer klassischen .\r
beit1"6) durchgefiihrt 
hat. Hier sind die Ra:ld
integrale noch auf die 
Randlinie der Pl2.tte 

umzuformen, ehe man die nanclbedingungen au.s ihnen nb
lesen kann. 

Die Platte bedecke ein Gebiet G dor x-y-Ebeno, soi el•en. 
babe die konstante Dicke 2 h', den Elastizitiitsmodul E, die 
Dichte (J, und schlieBlich sci v die Poissonsche Zahl der Qner
zusammenziehung. IVlit w =· w (:r y t) bc·zeichne ich die kl(~ine 

Durchbiegung der Platte aiR Funktion von Ort und Zeit, md 
fiir diose Unbekannte ist die Bewegungsgleichung nebst ihen 
Randbedingungen aufzustellen. Die Mittelebene der Platte ist 
im Bewegungszustande eino gekriirmnte Oberfliieho mit >.wei 
Hauptkriimmungshalbmessern u1 und fh in ;meinander sc~nk
rechten Riehtungen. Nach Kirchhoff [vgl. aueh A. Stodola t:J;,l! 

ist die potentielle Energie der Platte gegeben durch 

1 fJ f r· 1 1 ~ J ( 1 -- J' )I 
U=-E'h'~. : · _1__ .. • .. - 1 d,rdy. 

3 , tlo1 ' 11._., o o J 
- - '- 1 \.;, :"! 

(10) 
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E 
Hier ist E' = --., gesetzt und fiir die Kriimmungen gilt 

1- y-

Die kinetische Energie ist einfach 

L = eh' J J (~YYdxdy. (11) 

Das Hamiltonsche Prinzip lautet also 
tz tz 

H = J (L- U)dt =, JJ f { ~ E'h' 3 [(~:~ + ~:~r 
t 1 t 1 G 

_ 2(1-- v)C~~~~ -- (?:;wyY)J- eh'(~iY}dtdxdy=(f~) 
Da in F = L - U nur vier partielle Ableitungen von w vor
kommen, so ist 

+ _!)"!_() !_w}dxdydt. (13) 
6 aw at 

at 
o2 o2 w 

Explizit ist das, wenn ich gleich -- ()w statt b-;-;> usw. 
?x2 ux-

schreibe und 1 = J E' h' 3 setze 

Hier integriert man die heiden ersten Summanden partiell nach 
x, den dritten partiell nach y und den letzten partiell nach t. 
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Mit x1 x2 bezeichne ich Randabszissen, die zur Ordinate y gE
horen, mit y1 y2 Randordinaten, die zur Abszisse ;r gehoren. 

Dann ergibt sich, wenn mit xmin' xmax• Ym!n> Ymax die ~iul.lerste1 
Abszissen bzw. Ordinaten bezeichnet worden: 

tz ?/max 

I f'ff ~- !2W I Q:lU!-; 0 )Y2 
1 · Y - · --- - i · - rhv \ dx dt 

, l!_ r"x-2 · ()?f-:. _j r'y Jzh 

3g J r f ( w ·. \12 . - t,,,-,,2 . ~- owf dxdy 
1'.1 It • ' \.. r t tr 

(] 

3 (} (! ow . l 

- E' f/'i. at ;,t ,5 w f d:r dy dt · = o. 

Das Raumgebiet, iiber welches das Hamiltonsehe Integral 
zu erstreeken war, ist der iiber der Platte, d. h. dem eberen 
Gebiet G zwischen den Ebenen t = t1 und t =- 12 erricht-3te 
Zylinder. Auf seinen Stirnfiachen haben wir r5 w (t1) = rhv (t2 ) == 0 
zu setzen; wie sich (J w auf seinem Mantel zu verhalten l at, 
dariiber ist noch nichts festgelegt, so daB wir zuniiehst be
liebige Variationen annehmen miisson. Es verschwindet also 
nur das letzte der vier Doppelintegrale. Das dreifacho Integral 
laBt sich nun nochmals partioll intogrieren, und zwar der e1 ste 
Summand nach x, der zweite und dritte nach y, wahrend ler 
letzte unverandert bleiht. Damit erhal1 e ieh 
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t2 Ymax 

Jj. { o2 w a }"'• 
_j_ 2 (1- y) ---~ow dydt 

I ax oy oy "'' 

02wl }Yz 
~ ow dxdt 
cy- J v, 

t, G 

(15) 

Aus dem letzten Integral ergibt sich nun durch Nullsetzen 
des Faktors von ow die Schwingungsgleichung der Platte 

(/1 w o4 w ' 64 w 3 (! o2 w 
ax-T + 2 ox~iJil T -ay4 + E' h' 2 • at2- = O. 

Mit Einfiihrung der ganzen Dicke h = 2 h' der Platte, des 
02 02 

:Nloduls E und des Symbols ,1 = --- + - lautet sie auch 
ox2 oy2 

_Eh2 ·-. L1 L1 w + iJ2w = 0 137a) (16) 
12 (1 - Y2) e at2 
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Es handelt sich nun vor allem noch urn die Gewirnung 
der Randbedingungen aus dem Verschwinden dcr Summ3 der 
sechs Doppelintegrale in o H ( 15 ). In dies en kommt r5 w am F~ande 

und -~ ow sowie __I~ ow, ebenfalls am Ran de genommen, vor. ox ay 
Es fragt sich, welche Werte fiir diose GroDen zuliissig si 1d. 

1. Der einfachste Fall ist der einer am Rande iiherall 
horizontal eingespannten ebenen Platte. Bei einer solchen is·, also 

?u• ?w 
w = 0 am Itande gegeben und ebenso ist dort . = = 0, 

c:r oy 
da die Tangentialebene iiberall horizontal s3in muD. Da alles 
dies auch fiir die variierte Deformationsfliiche u• + r) w gelten 
mu13, so miissen wir verlangen, dal3 am Rande nuch 

() 
bw =---ow c ox 

0 
bw = 0 

(.y 

sind. Damit worden die fraglichen Doppelintegrale von selbst 
Null, wie es ja schlieBiich sein muD, nachdem din Randb;,din
gungen fiir w schon festgesetzt sind. 

2. Es sei weiterhin der Plattenrand frei und die Rand
bedingungen fiir w, die sich iibrigens auch auf elementarem 
Wege ableiten lassen, zuniichst unbekannt. Da die Auslen
kung wr ( der Index r mi:ige immer andeuten, daB der be
treffende Wert in einem Randpunkte von G gebildet werdon 
soli) am Rando beliebig ist, so gilt dnsselbe von rhv,.. Ist. die 
Variation r5wr, z. B. als Funktion der auf dem Rande vc'n (J. 
in positivem Umlaufssinne gemossenen Bogenliinge s, einmal 
gewahlt, waH an der Willkiir von r)w im lnnern von G n.chts 

iindert, so ist auch ihrc Ableitung ti () w lii.ngs des Randes 
cs 

bestimmt. Mit n will ic.;h die iiu13ere Normale des Uebie~s 0 
bezeichnen. Sie bilde den Winkel rp c= /J (Fig. :104) mit der 

positiven x-Achse ( das Bogenelement in Ri~htung wac.;hsen<ler s 

bildet dann mit dieser don Winkel N ;r. '). Nun ist aus der 
2 

Fliichentheorie bekannt, daD die partielle Ableitung der Funlltion 
w(xy), wenn ich in einer Richtung, die den Winkel 'I mit der 
x-Achse bildet, vorwiirts gehe, den Wert 

?w ()w rw 
- = - cos rp -: -. . · sin q 

?tp i'.r ' r·y 
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hat. Also ist 

on ox oy (17) 
~1J)_ ow cos{} +~sin 1?. } 

()w ow . ow 
-- =- -- sm{} +-cos{}. 
os ox oy 

Die Tangentialebene an die Flache w kann man auf Grund 
dieser heiden Gleichungen mit nichtverschwindender Determi-

.. ow ow ow ow 
nante nus den GroBen - und - oder aus - und -

ex oy on OS 
bestimmen. Bei unserem Randwertproblem ist es das natiir-

1. h ow d ow hl A l 'l f d' u . w e, - - un - zu wa en. na oges gt t iir te t ana-
on (is 

tion ow. Wir sahen oben, daB durch die Wahl von bwr schon 
0 -" b · · D . 0 ~ d h d' N . -- u w . est1mmt 1st. agegen 1st - u w r, . . 1e e1gung 

OS ' on 
der Variationsfl.ache gegen den Rand, noch ganz beliebig, in 

dem Sinne wie beim Stab by (l) und }; vy (l) willkiirlich Waren. 

Wir ki:innen uns also auf dem Rande zwei Funktionen owr = U(s) 

und 0- ow.= v(s) beliebig vorgeben und miissen verlangen, daB 
on ' 

fiir diese die Randintegrale in oH identisch verschwinden. Unser 
Bestreben muB also zunachst sein, die Doppelintegrale in Rand-

integrale iiber dt ds zu verwandeln, welche owr und oon 0 w,. 

enthalten, deren Faktoren dann jede fiir sich gleich Null zu 
setzen sind. Sind die so erhaltenen Bedingungen identisch 
erfiillt, so ist oH immer und iiberall Null und unser Problem 
ist geli:ist. 

Ist G zuniichst ein Gebiet, welches von jeder Parallelen 
zur x- und y-Achse nur zweimal geschnitten wird, so ist offen
bar, wenn L irgendeine Funktion von x und y bedeutet, 

Ymax Ymax 

J [ LJ~~ dy = J (L(x,) - L(x1)) dy = J Lr COS {}ds, 
Ymin Ymfn 

wo s andeuten soll, daB das Integral einmal iiber die Rand
kurve zu erstrecken ist. Es ist namlich I dy I = ds I cos{} I und 
an allen Stell en x2 ist cos {} > 0, an allen Stell en x1 ist 
cos{}< 0. Entsprechend ist mit irgendeiner Funktion M(x, y) 
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Xrnax Xmax 

J [1V]~~ dx ~' J (.M1y2 l - il'l1y,)) dx = J 1l'I,. sin t? d8. 
X min Xmin 

Denn an allen Stollen y2 ist sin t? > 0, an allen Stellon y1 

dagegen sin {} < 0 und iiberall ist ; dx j ~-' ds . sin /J Ist das 
Gebiet G nicht von der vorausgesetzten Art, HO :gel ten die 
Formeln trotzdem, wie man durch Zerlegung des Gebie1 s in 
einzelne der zulassigen Gebiete sofort einsiehtl37 h). 

In den ersten drei Integralen von o H ( 15) fiilu·en w1r 
nun noch die Auflosung der Gleichungen (17) ein, niimlie 1 

a \ . 'J -ow= - Slill 
ox 

( ~ 
r) W ··I· cos B - - 0 U' • 

(\1' On ' 

? 
<:OS 0--·- OW 

Cs 
(] 

sin 0 - r) w. en 
Dann lassen sich die ersten sechs Integrale von ( 15 ), die wir 
einfach mit oR zusammenfassend bezeichnen, in das folgnnde 
Doppelintegral zusammenschreiben: 

lz 

J. I { I 02 w . ;:p w l I ? 0 -, 
r5 R = cos {} I - · _: v ~- - i 1 - sin /} - r) w -'- eos 1? - 5 wj 

• v Lux~ I oy~ j ·- (:s ; en 
t, s 

rPw [ a 1 -1 + ::l ( 1 - v) cos 1? , -~ cos B "'-- o 11' ._ sin {} . - o w . 
dxry cs r!n ..: 

-j- sin {} v --- - -'- - I I cos 1? - ow -· sin 0 - r) w , [ rP w o2 w I ,- 2 u , 

(lx'3 ' ?y 2 _j I ('s en 
c C'Jw 

2(1--r)sin/J~· -·---.5w 
c :c ixoy 

. ( a [ u'1 w ?2 w·-l } - sm ·1} ~ Y · ---;;- + -·· o- r) w d t d s 
oy (Jx- ry·J 

. 0. , 1H) 

( 
In den drei ersten Gliedern lassen sich die GroHen ~ b w 

08 

durch partielle Integration hings der Randkurve entfernen. 
Da man bei einem Umlauf an dieselbe Stelle des Randes, d. h. 
zum selben Wert von ow zuriickkommt, so verschwindet der 
integrierte Teil, der ein einfaches Integral nach t darstellt und 
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es bleibt nur noch ein Ausdruck unter dem Doppelintegral mit 
dem Faktor o w stehen. In den letzten drei Gliedern lassen 
sich dann mit Hilfe der Formeln (17) partielle Ableitungen 
erster Ordnung nach 8 und n einfiihren. Es ist namlich 

o (i?w iPw) . o o2w -cos{}- - + v- -- - 2 (1- v)smff- ----ox ox2 oy2 ox ox oy 

- sin {} J__ ('~' -02 ~ -f- 02 ~) 
ay ox" oy" 

. o o2 w - (1- v)sm{J.~- --
ox oxoy 

= - J__ (172 w_ -L O~w) + (1- v) ·(cos{}_!!__- sin{} J__)-02 w on OX2 I oy2 OY OX OXOY 

=- ! -(-~~ + ~~-~) + (1- y)y- 02w_ • 
on ex" oy" 08 oxcy 

Damit nimmt unser Randintegral oR nun schlieBlich die 
erwiinschte Form an: 

o (o2 w 02 w)] } .L _·_-.- - ____ ! ___ ow ·d8dt. 
I (ln CX2 I oy2 (19) 

(} 
Fiir beliebige Randvariationen ow und -ow erhalt man on 

nach einfacher Umformung die Bedingungen 
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I • Q Zfw) 
-+- sm · {} -- -- = 0 . 

I ay2 

a . a {(!Pw c2 w) 2. -~- L1 w + ( 1 -- v ) - - ;-;, - - ---.,- sin if cos ~~ 
on - OS ay- ax· 

y c·w . Q" + -- (cos· v cxoy' sin 2 /1)} = 0 . 

(20) 

Sie sagen aus, daB das Biegungsmoment urn den Pla1;ten· 
rand verschwinden mu13 und daB die Querkraft iiberall der 
Anderung des Drillingsmoments (vgl. Love, Lehrbuch der 
Elastizitatstheorie) das Gleichgewicht zu halten hat. 

3. Fiir einen ,gestiitzten" l{and, an dem die Platte um 

die Randtangente drehbar gehalten wird ( ~: belie big), fi 1det 

man leicht, daB obige Bedingung 1, zusammen mit w,. =- 0, das 
Integral der Schwingungsgleichung eindeutig bestimmt. 



Vierter Teil. 

Einfiihrung in die Theorie der linearen 
lntegralgleichungen. 

§ 126. Anwendung der Methode der EinfluBlinien auf das 
Problem der schwingenden Saite. 

Eine in der graphischen Statik sehr haufig angewandte 
.Methode ist die der EinfluBlinien, die von .Miiller-Bres
la u I:ls) ausgebildet wurde. Unter EinfluBiinie fiir irgendeine 
GroBe y, z. B. Biegungsmoment, Querkraft, Durchbiegung, Tan
gentenrichtung o. dgl., versteht man deren Wert 'Y} als Funktion 
der Systemkoordinate x, wenn an irgendeiner beliebig gegebenen 
Stelle x = ~ des Systems eine Kraft oder ein Moment o. dgl. vom 
Hetrage 1 angreift und wenn das System so beschaffen ist, daB 
die beeinfluBte GroBe proportional mit der wirkenden Kraft bzw. 
Moment usw. wachst. Bei einem eindimemionalen System z. B. 
sind Systemkoordinate x und Kraftangriffsstelle ~ ganz beliebig, 
der EinfluB 'Y} ist also i. a. eine Funktion zweier Variablen x 
und ~, die aber beide demsel ben Wertebereich entnommen 
sind. .Meistens ist dann noch 11 auf Grund physikalischer Ge
setze symmetrisch in x und ~. Man kann auch sagen, 'Y} als 
Funktion von x bilde eine einparametrige Kurvenschar mit der 
Kraftangriffsstelle ~ als Parameter. Betrachten wir z. B. eine 
Saite von der Lange l, dem Querschnitt f und der .Material-

dichte e = 1::_. Wenn die Saite beiderseits mit der Kraft P 
g 

gespannt und an der Stelle ~ mit der Kraft Q = 1 belastet 
wird, so ist ihre Durchbiegung als Funktion von x, wenn ich 

noch dimensionslose Koordinaten x = T und ~ = f einfiihre, 

so daB die Saite von x = 0 bis x = 1 reicht, 
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l K(·- .-'n=-· X Ci '/ ]> , , '. (1) 

Die Zahl K = K (x, ~) ist offenbar der EinfluB der Kraft 1 
an der Stelle ~ auf die Durchbiegung einer Saite von der 
Lange 1 , wenn diese mit der Kraft 1 gespannt ist. Als 
Kurvenschar mit. dem Parameter ~ betrachtet, stellt K f:iimt
liche Dreiecke mit der Basis 1 dar, deren Spitzen auf der 
Para bel y = X ( l - x) liegen (Fig. 305 ). 

--*X 
_0/f __ (/,6~ 

Fig. :l05. EintluBiinien fiir die Dnrcbbiegung einer Saitc 
{ .r (1 - C:) , .r ;S ~ . 

'I= \ !; (1 - .r) , .r ~ !; . 

Der Nutzen der Anwendung von EinfluBiinien ist em 
doppelter: 

1. Wirkt an der Stelle g die Kraft Q, so ist die bt:ein
fl.uBte GroBe Q mal so grof.l als b(•i der Kraft 1. also all· 
gemein 

(2) 

2. Wirken an verschiedenen Stellen ~1 , ~"' .... ~ verse hie
den groBe Krafte Q1 , Q2 , •• • , Q11 • so ist z. B. die Du~chbiegung 
gleich der Sumrne der Durchbiegungen, welche die La:;ten 
Q1 ·.:. Q, jede fiir sich hervorrufen wiirden, allgemein ist die 
beeinfluBte GroBe (Fig. 306) 

Y = Q1 · r; (x i;1 ) Q2 • 1) (x 22 )--: · · · - Q11 • r; (x ~"::. (3 1 

Die EinfluBlinien stellen also nichts weiter dar. 
als die methodische Ausgestaltung des Prinzips ·ler 
linearen Dberlagerung, und ihre Anwendung ist iiber
all da moglich, WO die Voraussetzungen fiir die 3CS 

Prin zip crfii ll t sind. 

Es steht nun niehts im W ege, die Krafte (.! durch Trag
heitskriifte zu ersetzen und damit auc:h dynamische ProblEme 
mit Hilfe der Einfl.uBlinien zu loRen. Z. B. sci die Eigen-
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schwingung der oben betrachteten Saite auf diesem Wege zu 
ermitteln. Man wird dann so vorgehen, daB man die Saite in 
eine Anzahl Intervalle teilt und in den Teilpunkten Massen
punkte geeigneter GroBe an Stelle der kontinuierlich verteilten 

Saitenmasse anbringt. Wir wahlen z. B. n gleiche Teile A = 2_ l . 
n 

In jedem Teilpunkt x1 ... xn-l bringen wir eine Masse m an, 
die gleich der Masse eines Saitenstiicks der Lange A ist, also 
m = e fA. Dabei stellen wir uns also vor, daB die auf der 
Strecke X; - ~ A bis xi + E A symmetrisch urn den Teilpunkt X; 

verteilte Masse in diesem konzentriert sm. Die Endpunkte x0 

P·t 

Fig. 306. Resultierende Durchbiegung einer Saite, y = :E c. '7 • 

und xn sind danach mit je ~ m behaftet. Unsere Annahme 
wird urn so eher der W ahrheit entsprechen, je groBer wir n 
wahlen. Wir bestimmen jetzt die Ordinaten Y; der einzelnen 
Massenpunkte m als Funktion der Zeit t auf Grund des 
d'Alembertschen Prinzips, nach dem die Beziehung 3 zu allen 
Zeiten erfiillt sein muB, wenn wir an Stelle der Q; die Trag
heitskrafte -mY; einfiihren. Es ist nun 

- t 
X.=-, 
' n 

- j 
~. = - , wo i, j = 0, 1 , 2, ... , n. 

J n 

Die Grol3en K (x;, 0 werden damit konstante Zahlen, die 
w1r mit 

K. =-= K. = K (x, ~ .) = _i_ (1 - i) , 
' 1 J' 1· n n 

Hort, llitferentialgleichnngen. 2. Aufl. 

i < i 
41 

(4) 
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bezeichnen wollen. Die Gleichung (3) schreiben wir nu 1 fiir 
jeden der i Massenpunkte hin: 

l n-1 

Yi = p" .2)- myJKij ... i == 1, 2, ... , n -- 1 (5) 
i=l 

und dieses System von Bewegungsgleichungen hl1ben w.r zu 
losen. Wir setzen an 

(6) 
und erhalten 

l ., n-1 

zi = _mpw_" }; zJ KiJ ... i -~ 1 , 2 , ... , n - 1 . ( 7) 
j= 1 

Das ist ein lineares homogenes Gleichungssystem fiir die 
zi, das sich nur dann losen laBt, wenn seine Determinante ver
schwindet. Diese Bedingung liefert die Gleichung der mag
lichen Frequenzen, mit denen die Saite schwingen kann. An 
dem speziellen Beispiel n = 6 will ich die Rechnung durch-

p Pn 
fiihren. Setze ich noch ----;; = 1.,- ., = }, , so Jauten die 

l m w· • iJ fw" 
Gleichungen (7): 

}. z 1 = K 11 z1 -I K1~ z~ + K13 z:l -: Ku z1 -~ K1,, z,,, 
}, z~ = K 21 z1 + K.~2 z~ - K~.-, z.-,. 

lcz, = K;, 1 z1 --1· Ki\ 2 z~ + 
Die Kij haben die Wertc 

Kll = ,r~, K12 = ~' Kt3 ,_,, /~, Ku = 1\,, Kt,, = lii' 
K22 ~~ t• K23 = ~, K2; = ;\, K,.-, = /,.,, 

K3:l = ! ' K,ll = t ' Ka.-, = 1 1~ , 

Kt4 = ~ • Kt.-, = i1 • 

Setzcn wir noch n'J ), == 36 A= u und erweitcrn die Glci
chungen mit n'J = 36, so Iauten sie schlieBlich 

( 5 - u) z1 -!- 4 z2 3 z.-l l-
4z1-!-(8-u)z2+ 6z3 

3 z1 6 z2 1 !) - u 1 z3 

2 z1 + 4 z~ + 6 z3 + ( 8 

z1 + 2 z2 + 3 z:J -I -

z; = 0, 
2z_ = 0. 

·> -

fj z, 3 z,, = 0, 
u) z4 - l_ 4 z5 =- 0, 

4 z4 + (i'i- ;o z" = 0. 

(~ 
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Die K, . sind in unserm Faile mehrfach symmetrisch, es 
ist namlich 3 Kii = Kii = Kn-i n-i = Kn-i n-i· Aus diesem 
Grunde lassen sich die Wurzeln x, welclie die fiinfgliedrige 
Gleichungsdeterminante zu Null machen, leicht bestimmen. 
Vertauscht man in unserm Gleichungssystem z1 mit z5 und z2 

mit z4 , so erha.lt man das alte System wieder. Wenn es also 
Losungen gibt, so wird es auch solche geben, wo z1 = z5 und 
z2 = z4 ist, denn dann ist die vierte und fiinfte Gleichung von 
selbst erfiillt, wenn es die erste und zweite sind. Entsprechen
des gilt, wenn man z1 = - z5 , z2 = - z4 , z3 = - z-3 = 0 setzt. 
Mit diesen Annahmen spaltet sich das System in die folgenden 
heiden: 

( 6 - x) z1 + 6 z2 + 3 z3 = 0, 
6 z1 + ( 12 - x) z2 + 6 z3 = 0, 
6z1 + 12z2 + (9- x)z3 = 0. 

-------

z2 = - z 4 , z3 = 0. 

' ( 4 - x) z1 + 2 z2 = 0, I 
I 2 z1 + ( 4 - x) z2 _(}_._ 

Die Wurzeln der zugehorigen Determinanten 

6-x 6 3 ! 

Al = 6 12-x6 i=x3 ~27x2 +108x-108=0. 
12 9- X 6 

I 

4- x2 I 
" 4 = x 2 - 8 x + 12 = 0 
.o -X~ 

sind, nach fallenden Werten geordnet: 

x1 = 22,392, x2 = 6, x3 = 3, x4 = 2, x5 = 1,608. (9) 

Mit diesen Wurzeln x ergeben sich nun die Hauptkreis
frequenzen unseres Systems zu 

wi= ~ f ~~r= ~ f~·f~· (10) 

Die genaue Theorie der schwingenden Saite, behandelt mit 
der partiellen Differentialgleichung 139), ergibt 

Wi=~i·v:;. 
41* 
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1 ;;,s 
Es miiBte also ~~ 1; = ;r sein. Eine gute Erfiillung dieser 

·~ r "; 
Beziehung ist nur fiir die tiefsten Tone der Saite zu erwarten, 
denn fiir die hoheren ist die gewiihlte Zahl der IntervalLeile 
zu klein. Wir erhalten schlieBlich auch nur so viel Tone, als 
mitschwingende Massenpunkte vorhanden sind, wiihrend die 
Saite doch in Wirklichkeit unendlich viele Tone hat. Will 
man fiir einen bestimmten Ton, z. B. den k- ten, die Ei;~en
frequenz mit einer bestimmten Genauigkeit erhalten, so sbeht 
dem natiirlich nichts im W ege, wenn man nur die Zahl n der 
Intervalle geniigend viel groBer als k wiihlt. In unserem Bei
spiele ist 

... 1 UJo Fehler 

,. 

1 r;,:l -v _ = 2.315 ... 26,3° () 
5 X. 

·> 

, 

Die beiden ersten Schwingungszahlen werden also mit 
groBer bzw. hinreichender Genauigkeit erhalten, ein bei der 
Grobheit des Niiherungsverfahrens beachtenswertes Ergebni.>. 

Nun liegt der Gedanke nahe, die Zahl n der Intervallteile 
ins Grenzenlose zu steigern und so bei gleichzeitiger Verklei
nerung der Massen m das Niiherungsverfahren zu einem vcllig 
exakten zu erweitern. Das scheint zuniichst keine Schwierig
keiten zu bieten. Wir untersuchen erst da8 statische Problem. 
welche Form die Saite annimmt, wenn wir eine stetige Last
verteilung p (~), bezogen auf die Liingeneinheit der Saite, auf 
diese bringen. Am Liingenelement d ~ = l d g greift die kl<ine 
Kraft pd ~ an und triigt zur Durchbiegung der Saite den 
kleinen Betrag 

d y = p d ~ . 1J (x, ~l 

bei. Urn die gesamte Durchbiegung zu erhalten, haben wir 
das entsprechend (3) iiber die Lange der Saite zu summimen, 
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d. h. nach der Kraftangriffsstelle ~ zu integrieren, wobei 
unterm Integral x, die eigentliche Veranderliche der linken 
Seite, als von der Integration selbst nicht beriihrter Parameter 
auftritt. Wir erhalten so mit (1): 

1 

Y = ~ J PWK(x, ~Jdr (11) 
0 

Man sagt auch, die Biegungslinie sei in dieser Form 
,quellenmaBig" dargestellt und verbindet damit die Vor
stellung, der Anteil d y = p 'YJ d ~ habe seine QueUe in dem 
Element d~ an der Stelle~' wo dann p die Quellstarke ist. 

Urn nun vom statischen auf das dynamische Problem iiber
zugehen, brauchen wir wieder nur wie oben an Stelle von p d ~ 
die Tragheitskraft des Saitenelements einzufiihren: 

P d~ == - 0 f(J2y (~) -ld t 
~ ()t2 s 

und erhalten damit die Beziehung: 
1 

y(x) = - z2; f Jo2%t~~) ·K(x, ~) d~. 
0 

Wie oben setzen wir an: 

y (x) = z (x). eirot. 

Z2 (! fw2 
Setzen wir noch -- - = 2 (ein anderer Wert als der oben p 
gebrauchte ), so erhalten wir schlieBlich 

1 

z(x) = ;,J K(x, ~)·zaJd~. 
0 

(12) 

Das ist eine Funktionalgleichung fiir die uns noch unbe
kannte Funktion z. Da diese unter dem bestimmten Integral 
als Funktion des Integrationsparameters ~ auftritt, so kann man 
ihrer nach Ausfiihrung der Integration und Einsetzung der 
Grenzen nicht mehr habhaft werden, die Unbekannte ist, wie 
man sich wohl auch ausdriickt, ,wegintegriert" und man muB 
besondere Rechenmethoden an wenden, urn sie als Funktion 
von x zu finden. Die Gleichung (12) heiBt eine lineare 
homogene Integralgleichung fiir die Funktion z. Urn sie 
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zu lOsen, kann man das Integral naherungsweise durch :Jine 
endliche Summe ersetzen und erhalt dann genau das Naheru 1gs
verfahren, das wir oben schon ausgefiihrt haben. In den 
folgenden Paragraphen wird die Theorie und die Losungs
methoden der Integralgleichungstheorie entwickelt werden, so
weit das im Rahmen dieses kurzen Kapitels moglich ist. Hier 
sei nur noch kurz die Losung der Gleichung (12) angegehen. 
Wie wir oben bei der Naherungslosung eine Detcrminan1;en
bedingung erfiillen muBt en, so zeigt sich hier, daB die Inte
gralgleichung nur dann Losungen hat, wenn A bestimmte Worte 
annimmt. Es muB namlich 

},=(in)2, ·i=1,2,3, ... ,n, ... (13) 

sein, d. h. die moglichen Frequenzen haben die Werte 

wi = ~n-v:f, i = 1, 2, 3, ... , n, . .. . ( L4) 

Wir konnen dann leicht verifizieren, daB (12), d. h. jetzt 

1 

z(x) = (i:r?J K(x, ~)z(~)d~ 
0 

durch die Funktion z = sin i :r x identisch befriedigt wird. Wir 
miissen das Integral zwecks Auswertung in zwei Toile zerlegon, 
da K nicht durch einen einzigen analytischen Ausdruck dar
gestellt werden kann. Fiir 0 < ~ < x ist K == ¢(1 -- x) em
zusetzen, fiir x < ~ < 1 dagegen K = x ( 1 - ~~, also ist zu l e
statigen: 

X l 

sin in x =(in)~ J ~ (1 - x) sin in~ d ~ ri:r) 2J x(l-~):,;inin~df. 
0 X 

Nun ist 

(in? J f sin in~ d ~ = - i" ~cos i" ~+sin i ;r;. 
also folgt 

sin in x = (r- x)[- i"; cos i :rf sin i :r ;]~ 
+ x [- 1: ;r cos i ;r ¢ + i ;r ~ cos i ;r ¢ - sin i n ¢ ]; 

= (1- x)(- inxcosinx - sininx) 
x(in- i;r -: i:rc:osinx- ina:cosinx 
sininx) 

= sin i n x, q. e. d. 
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Zum SchluB will ich zeigen, wie aus der Integralgleichung (12) 
die Differentialgleichung der Saite gefunden werden kann. 
Differenziere ich (12), so folgt 

1 

d: = 2JoK(x, ~) ·zWd~ 
dx ox 

0 

oK - -
Nun ist fiir 0 < ~ < x -=- = - ~ und fiir x < ~ < 1 ist 

ox 
ax _ 
----=- = 1 - ~ also 
Cx ' 

x 1 

~ = ;J (- ~·z(~J)d~ + 2 J (1- ~)·za)d~. 
0 x 

Hier kommt x nicht mehr als Parameter im Integranden 
vor, sondern nur noch in den Grenzen der heiden Teilintegrale. 
Differenziert man ein bestimmtes Integral nach seiner oberen 
bzw. unteren Grenze, so erhalt man den Integranden an der 
betreffenden Stelle mit positivem bzw. negativem Vorzeichen. 
Wir erhalten also bei nochmaliger Differentiation nach x 

oder 
(15) 

und das ist die Differentialgleichung, der z geniigen muB. Der 
Unterschied zwischen der Differentialgleichung (15) und der 
Integralgleichung (12) besteht im wesentlichen in folgendem: 
Gleichung (15) hat fiir alle Werte 2, d. h. auch fiir alle w, 
Integrale: z = A sin Vl x + B cos Vl x . Diese sind aber nicht 
samtlich als Losungen des Saitenproblems zu gebrauchen. Urn 
die brauchbaren Losungen aus dem allgemeinen Integral aus
zuwahlen, muB man nachtraglich die Randbedingungen des 
Problems, namlich z = 0 fiir x = 0 und x = 1 zu befriedigen 
suchen und erhalt daraus erst die Bedingung (13) fiir die Fre
quenzen w. Bei der Integralgleichung hat man das nicht notig. 
Die GroBe K, der sogenannte Kern der Gleichung, erfiillt 
bereits die Randbedingungen. Damit wird aber fiir jede Losung 
von (12) die Randbedingung automatisch erzwungen, denn setze 
ich in (12) x = 0 oder 1, so ist K(O, ~) bzw. K(1, ~) fiir alle 
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Werte g null, damit verschwindet aber das Integral und danit 
auch z(O) und z(1). 

Diese automatische Erfiillung der Randbedingungen ist es 
vor allen Dingen, welche den Integralgleichungen eine sElb
standige Bedeutung zukommen laBt, denn die Hauptschwierig
keit bei der Losung partieller Differentialgleichungen liegt ni.;ht 
in der Auffindung von Losungen an sich (solche findet man 
meist in beliebiger Zahl), sondern in der Anpassung dieser I..o
sungen an die Randbedingungen. Dieser Schwierigkeit entg•3ht 
man, wenn man die gesuchte GroBe ,quellenmaBig dar
stellen" kann, d. h. wenn die Unbekannte sich aus den Ein
fliissen irgendwelcher Kraft-, Warme-, Licht-, Elektrizit~,ts
quellen an verschiedenen Punkten des Systems linear zusamm~n
setzen laBt. Die zugehorige , EinflnBfunktion "', die moist 
als ,Greensche Funktion" einer Randwertaufgabe auftritt, 
laBt sich i. a. Ieichter find en, als die fertige Losung der Di fe
rentialgleichung. Ist dann die Quellstarke eine lineare Funktion 
der Unbekannten selbst, was auf Grund physikalischer GesEtze 
oder durch geeigneten Ansatz eintritt, so erhalt man eine lineare 
Integralgleichung fiir die Unbekannte, die man dann zu lo;;en 
hat. Wirkt z. B. auf die behandelte Sftite an der Stelle g die 
periodische Kraft p0 a) ei"'t pro Langeneinheit, so hatte man an 

Stelle von pin (11) die GroBe (p0 a)ei"' 1 -gfr·.·.2
Y.-·';\I zu set2en. 

\ rt-
Mit dem Ansatz y = z (x) · ei'" 1 erhielte man fiir die erzwungeLen 
Schwingungen der Saite die Beziehung 

1 

l2j' -z (x) = P (p0 (~) 

0 

oder wenn man noch das als bekannt anzusehench- Integral 
1 

~ J p0 (g)K(x,~)d~ = P0 (x) 
0 

setzt und auswertet: 
1 

z (x) = P0 (x) + }. J z (g). K (x, ~ 1 d~. I 16) 
() 

Diese Integralgleiehung fiir z nennt man inhomogen, weil 
in ihr P0 (x) als , Storungsfunktion" auftritt. Genahert 
fiihrt sie auf ein System von inhomogenen linearen Gleichungen. 
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lhre genaue Losung kann nach den Regeln der folgenden Para
graphen leicht gefunden werden, nachdem die Losungen der 
Gleichung (12) bekannt sind. Integralgleichungen vom Typus (12) 
oder (16) treten auBer bei Schwingungsproblemen auch sonst 
noch haufig bei den Problemen der technischen Physik auf. 
Hat man den EinfluB einer Warmequelle auf die Temperatur
verteilung in irgendeinem Korper gefunden, so findet man fur 
den Temperaturverlauf beim Warmeaustausch eine Integral
gleichung, wenn man eine Temperaturzunahme an irgendeiner 
Stelle als scheinbare negative Warmequelle in die EinfluBfunktion 
einfiihrt. In der Potentialtheorie treten Integralgleichungen 
mit unsymmetrischer EinfluBfunktion au£140); die Untersuchung 
der Knicksicherheit elastisch beanspruchter Konstruktionsteile 
fiihrt ebenfalls auf Probleme der Integralgleichungstheorie141); 

schlieBlich sei erwahnt, daB auch hydrodynamische Probleme 
der modernen Tragfliigeltheorie nach Prandtl auf Integral
gleichungen fiir Wirbelverteilungen, seien sie stationar oder 
nicht stationar, fiihren 142). N ach diesen einleitenden U nter
suchungen, die nur einen Einblick in das Wesen einer Integral
gleichung geben sollten, gehen wir zu den Hauptsatzen und 
Losungsmethoden selbst iiber. 

§ 127. Die Fredholmschen Siitze und die Losung der 
Integra1gleichungen nach Neumann und Fredholm. 

Wir nennen eine Funktionalgleichung 
b 

cp (x) = f(x) +A J K (x, ;) cp (;) d; 
a 

(1) 

eine inhomogene lineare Integralgleichung, auch Integral
gleichung zweiter Art genannt, fiir die Funktion cp (x). Es be
deuten f(x) eine im Intervall zwischen den festen Zahlwerten a 
und b gegebene ,Storungsfunktion ", l eine gegebene (evtl. 
komplexe)Zahl und K(x,;) einen gegebenen ,Kern", der im 
gleichen Intervall wie f eine stetige Funktion der heiden Ver
anderlichen x und ; sein moge. Es sei zunachst nicht voraus
gesetzt, daB K in x und ; symmetrisch ist. Verschwindet f(x) 
in x identisch, d. h. wirkt keine ,auBere Kraft", so bleibt die 
homogene Integralgleichung iibrig: 

b 

cp (x) = l f K (x, ;) cp (;) d;. (2) 
a 

Zwischen den homogenen und inhomogenen linearen Inte
gralgleichungen und den homogenen und inhomogenen linearen 
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Gleichungssystemen fiir n Unbekannte bestehen bemerkenswer1.e 
Analogien, wie wir schon auf Grund der Tatsache erwarte 1, 

daB jene aus diesen durch einen Grenziibergang gewonnw 
werden konnen. Diese Beziehungen sind von Fredholm 143) auf
gestellt worden und unter dem Namen Fredholmsche Sahe 
bekannt (Fredholm zieht iibrigens den Faktor }, in den Ke~n 
hinein, so daB wir }, =, 1 zu setzen batten, eine Bezeichnuug, 
von der wir zwecks leichteren Obergangs zu der Hilbertsch•m 
Theorie Abstand nehmen wollen). Bei unsymmetrischem K 
nennt Fredholm die Gleichungen 

b 

v; (x; = g(x) +A J K(~, x) ·IJ' (~) d~ 
a 

b 

.,p(x) =Af K(~,x)'!'(~)d~ 
a 

die zu (1) bzw. (2) , adjungierten" oder , transponierte n" 
Gleichungen. In einem System von linearen Gleichungen ent
spricht diesem VertauschungsprozeB offenbar eine Umklapptng 
des Koeffizientenschemas urn die Diagonale. Die Fredholm
schen Satze. die sich nicht einfach beweisen lassen, lau ~en 
dann so: 

Ist der Wert von }, gegeben, so ist nur einer der zwei 
Falle moglich: 

1. Die Gleichung (1) ist bei beliebigem f(x) eindeutig los
bar, dagegen hat (2) keine andere als die Losung rp ·~~ 0. E:nt
sprechendes gilt dann von den Gleichungen (3) bzw. ( 4). 

2. Die Gleichung (2) hat eine oder mehrere Losungen, die 
nicht identisch null sind. Gleichung (1) ist dann nicht bei be
liebigem f'(x) losbar. Gleichung (2) hat in diesem Falle hi:ichstens 
endlich viele (n) linear unabhiingige Losungen, jede andere Lo
sung laBt sich aus diesen linear zusammensetzen. Entsprechendes 
gilt von den Gleichungen (3) und (4). Die Zahl n der linear 
unabhangigen Losungen ist boi den Gleichungen ( 21 und ( 4) 
diesel be. 

Ferner gelten die Siitze: 
3. Im Faile 1. liiBt sich ein ,losender Kern'· T(x,~) 

bestimmen, mit dem die Losungen die Formen 
b 

rp(x) = f'(x) ~ ;,J r(x,~)f(~)d~ (5) 
a 

h 

1f'(x)=g(x) Ajr(~,x)g(~)d~ (6) 
annehmen. a 
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4. Raben die Gleichungen (2) und ( 4) entsprechend Satz 2 
nicht verschwindende, sog. , N ullosungen" cp0 bzw. '~Po so lassen 
(1) und (3) nur dann Losungen zu, wenn 

b 

J f(x)~0 (x)dx = 0 (7) 
a 

bzw. b 

J g (x) cp0 (x) dx = 0 (8) 
a 

ist, wo ~0 bzw. cp0 die allgemeinste Nullosung der jeweils ad
jungierten homogenen Gleichung (4) bzw. (2) sind. Die Losungen 
von (1) und (3) sind dann nicht mehr eindeutig, sondern nur 
bis auf eine beliebige additive Nullosung cp0 bzw. ~0 der homo
genen Gleichung bestimmt. 

Die Bedingungen (7) und (8) pflegt man auch so auszu
sprechen, daB die Storungsfunktionen { und g auf den Null
losungen '~Po und cp0 der adjungierten Gleichungen ,senkrecht 
stehen" miissen, indem man zwei beliebige Funktionen f(x) 
und g (x), die aber im Intervall von a bis b der Bedingung 

b 

J f(x) g(x) dx = 0 
a 

geniigen, als zueinander senkrecht oder orthogonal be
zeichnet. DaB die Storungsfunktion gerade zur adjungierten 
Nullosung orthogonal sein muB, wenn Fall 2 vorliegt, ist Ieicht 
einzusehen. Setze ich namlich voraus, daB Gleichung ( 4) die 
Losung ~0 zulasse und zugleich Gleichung (1) die Losung cp 
habe, so gilt also 

b 

cp (x) = f(x) 2 J K(x, ~) cp (~) d~. 
a 

Das multipliziere ich beiderseits mit '1/-'o (x) und integriere von 
a bis b: 

b b b 

J (p(XJ'lf-'o(x)dx=J f(x)~0 (x)dx+2JJ K(x,~)'lfJ0 (x)dxcp(~)d~. 
a a a 

Nun ist wegen Erfiillung von (4) 
b 

J.f K(x,~)~0 (x)dx = ~0 (~), 
a 

also b b b 

J cp (x) lf'o (x) dx = J f(x) ~0 (x) dx + J ~0 (~) cp (~) d~. 
a a a 
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Da das Integral links und das letze Integral rechts denselb•m 
Zahlwert darstellen, so ist hiermit die Bezieh ung (7) als not
wen dig erwiesen. 

Die Zahl werte A. = },i, i = 1, 2, ... , fiir welche N ullosungrm 
existieren, heiBen die ,Eigenwerte" des Kernes K, die 
Nullosungen selbst die ,Eigenfunktionen ". Beim Beispiel 
der Saite sahen wir, daB es Eigenwerte und Eigenfunktior en 
geben kann und daB durch diese die Eigenschwingungszahlen 
und -formen des Systems bestimmt werden. Es gibt indes:;en 
auch unsymmetrische Kerne, welche keine Eigenwerte, also a.uch 
keine Eigenfunktionen haben. 

Wir wollen nun annehmen, daB }, nicht mit einem Eigen
wert zusammenfalle, wenn es solche gibt, so daB also ( 1) (ine 
Losung hat. U m sie zu finden, wollen wir so vorgehen, :laB 
wir in ( 1) unter dem Integral an Stelle von IJ! ( ~) die re<hte 
Seite von ( 1) selbst wieder einsetzen, wo bei f an Stelle von a; 
und ein neuer Integrationsparameter, etwa r an Stelle des alten, 
~, zu schreiben ist: 

b b 

IJ! (x) = f(x) +A. J K (:r, f) {f(f) + }, J K (~, r) fJ' (r) dr} d'3 
a a 
b b 

= f(x) +A. J K(x, f) f(~) d~ + 22 JJK (x, ~) K(~, r) rp(r) dl' d~. 
a a 

Die Integration nach ~ im 2. Integral HiBt sich ausfiilren. 
Wir wollen das Resultat mit 

b 

J K(x,~)K(~,r)dt = KC2l(x,r) (9) 
a 

bezeichnen und den einmal iterierten Kern nennen. IJamit 
lautet die vorhergehende Gleichung, wenn ich statt r wie:ler f 
einfiihre: 

b b 

cp (x) = f(x) A. J K (x, ¢) f(t) dt -r },2 J K('!) (a:,¢) (p ((1 rl~. 
a a 

Auch hier kann man statt rp (f) im letzten Integral wied·~r die 
Gleichung (1) einsetzen, d. h. die Iteration fortsetzen. Allgemein 
versteht man unter dem ,n mal iterierten Kern" die Funktion 

b 

K(n ill (x, .n = J K(n\ (x, r) K (r, t) d'3, (10) 
a 

wo K(n) der (n- 1) mal iterierte Kern ist. Diese iteeierten 
Kerne kann man offenbar durch Quadraturen nacheinander alle 
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bestimmen, d. h. wir diirfen sie als bekannte Funktionen an
sehen. Setzt man also nun die Iteration wie angegeben fort, 
so ergibt sich fiir rp die folgende Reihenentwicklung nach 
steigenden Potenzen von A., die sogenannte N eumannsche 
Rei he 

b b 

97(x) = f(x) +A. f K (x, ~) rm d~ + A.2 f K(2) (x, ~) f(~) d~ + ... 
a a 

b 

+ r f KCnl (x, ~) f(~) d~ + ... (11) 
a 

V ergleicht man das mit Gleichung (5 ), so ist unter Voraus
setzung der Konvergenz die Existenz des li:isenden Kerns durch 
die Formel bewiesen: 

r (x, ~) = K(x, ~) + }. Kc2> (x, ~) + A. 2 Kc3> (x, ~)+ ... 
+ A.n-1 xcn>(x,~)+·. • (12) 

Es wird nun von der GroBe der iterierten Kerne abhangen, 
ob die Reihen (11) bzw. (12) konvergieren. Ist M der hi:ichste 
Absolutwert, den K als Funktion von x und ~ annehmen kann, 

so konvergiert die Reihe sicher, solange A. < ~ ist. Da die 

Gleichung (1) nach Fredholm nur dann keine endlichen Li:i
sungen hat, wenn A. ein Eigenwert ist, so folgt iiberhaupt nach 
Satzen der Funktionentheorie, daB die Reihen gerade his zum 
kleinsten Eigenwert A. = }.1 konvergent sind. Es lii.Bt sich dann 
beweisen, daB die his dahin definierte Funktion T(x, ~) ihre 
Eigenschaft als li:isender Kern beibehalt, wenn man sie analy
tisch fortsetzt, so daB funktionentheoretisch die Integralgleichung 
als gelost gelten kann. Der li:isende Kern r (x, ~) ergibt sich 
danach als eine meromorphe Funktion des Parameters A., die 
an den Stellen der Eigenwerte A.= A; Pole hat. 

Eine andere Form der Losung der Integralgleichung ( 1) 
ist die der Fredholmschen Reihen, die den Charakter des 
li:isenden Kerns r am besten erkennen lassen und zugleich 
eine Gleichung fiir die Eigenwerte ergeben. Auf die Beweise 
der Formeln miissen wir bier freilich verzichten. Nach Fred
holm ist der losende Kern der Quotient zweier Reihen: 

r(x,~)=D~J) (13) 

und diese Reihen lauten 
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") ;, (!: x~.) D(x,t)=A0 (x,~ - 1-!A1 x,~)+ 2 !A2 1,x,t 

Jc3 
- ~3! As (x, ~) 

Jc ,1_2 Jc3 
D = 1 - · A -1-- - A -· - A _, - ~-

1! 1 ' 2! 2 3' :l I 

Dabei ist gesetzt 

A0 (x, ~) = K(x, t). 

b 

An(x,t) =~ Jj' ... J 
a 

· Kla ~) Kra a1 ) ... Kia a) , n , n \ n n 
b 

= J A,H (a,a'rda 
a 

1 

J 

(14) 

I 15) 

Diesen Formeln sieht man sofort an, dafJ sie durch eilen 
GrenzprozefJ aus der Losung in Determinantenform emes 
linearen Gleichungssystems hervorgegangen sind. Fiir die Roch
nung sind sie ebenso unhandlich wie die Losung mit iterierten 
Kernen, mit denen die An (x, ~) iibrigens eng zusammenhangen. 
Auf Grund der Determinantentheorie erhalt man namlich den 
zur Berechnung von A12 (x, ~) etwas bequemeren Ausdruck 

b 

An(x,t) = An·K(x,t)- nJ A,_1 (x,a)K(a,~)da. (lH) 
a 

Die Reihen konvergieren fiir aile Kerne, die im GE,biet 
von a bis b fiir beide Variabeln stetig sind. Fiir den der 
gespannten Saite zugrunde liegenden Kern 

K =X (1 - t)' ;~; < ~ 
K = t(l - x), x > ~ ac·~O, b=1 ... (17) 

seien die ersten Glieder der Fredholmschen Reihcn an
gegeben: 

A (x t)=fx(1-~), 
o ' l t(1- x), 

f l X (1 -- ~) [x2 ( 1 - ~ ~~J, X < t 
A ( ~\ ti ' . . 

t x, ; = l H (1 ~- x) (t2 + (1 - x)2J' x 2 ~ 
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l
l~ox(1- ~)[3(x4 +e)+ 10x2 ~2 - 4~(5 x2 + 3~2) 

+ 18 e + 10x2 - 12 ~ + 3} X<~. 

A2 (x, ~) = 1~0 ~ (1 - x) [3 (x4 + ~4) + 10 x~~2 - 4x (5e + 3 x2) 

+ 18 X2 + 10 ~2 - 12 X+ 3] X> ~. 

Ao = 1 · Al = ~ · A2 = to· As = s~o · 
Damit wird z. B. die Nennerreihe von r 

A4 = · · · (18) 

D = 1 - ~A + 1~o A2 - 5o14o ;,s + - ... (19) 

Die Reihe fiir sin VI lautet 

sin vi= vi (1 - A_+~ - A3 + - .. ·) . 
3! 5! 7! 

(20) 

Nun ergeben offenbar die Nullstellen von D die Pole der 
Funktion r. Fredholm beweist, daB die Wurzeln Ai von 
D = 0 in der Tat die Eigenwerte des Kerns K sind. Durch 
die ersten Glieder von (19) wird damit die Formel (13) des 
vorhergehenden Paragraphen his zu einem gewissen Grade be
statigt, wonach die Eigenwerte von (17) die Wurzeln von 

sin vf sind, denn die angegebenen Glieder von (19) stimmen 
mit denen in der Klammer von (20) genau iiberein. 

Nachdem man die Eigenwerte des Kerns K als Wurzeln 
der Gleichung D(io) = 0 bestimmen kann, interessiert man sich 
noch dafiir, wie die zugehorigen Eigenfunktionen zu finden sind. 
Diese gewinnt man durch einen GrenzprozeB wie folgt: 

Die Funktion D (x, ~) ist eine Potenzreihe nach A. Es sei 
2 = 21 ein Eigenwert, zu dem eine Eigenfunktion gefunden 
werden soli. Wir entwickeln D (x, ~) an der Sbelle A= A1 in 
eine Reihe und erhalten 

D(x, ~) = D1 (x,~)·(A- A1)k + D2 (x, ~)·(A- A1)k+1 + · · · 
Dabei ist k eine ganze Zahl oder null und die Nennerreihe 
D(A) hat bei 2 = A1 eine mindestens (k + 1) fache N ullstelle. 
D1 (x, ~), D2 (x, ~) usw. sind stetige Funktionen von x und ~. 
Auf Grund einer Integralgleichung, welcher der losende Kern r 
geniigen muB, laBt sich dann zeigen, daB D1 identisch die 
Beziehung erfiillt b 

D1 (x,~)=A1 jD1 (a,~)·K(x,a)da. (21) 
a 

Es geniigt hiernach, der GroBe ~ in D1 (x, ~) einen konstanten 
Wert ~0 beizulegen, fiir den D1 (x, ~0) als Funktion von x nicht 
iiberall null ist, urn eine Eigenfunktion zu A1 zu erhalten: 

g;1 (x) = D1 (x, ~0). (22) 
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§ 128. Die Hilbertschen Slitze iiber die linearen Integral
gleichungen mit symmetrischem Kern und die Entwickelun~ 

willkiirlicher Funktionen nach Eigenfunktionen. 

Praktischen Gebrauch von den Satzen der Integral
gleichungstheorie kann man erst machen, wenn man die Reihe 
der Eigenwerte A; und der zugehorigen Eigenfunktionen 'P; voll
standig kennt, und von den Eigenschaften der Eigenfunktion1m 
Gebrauch macht, die HilberPH) in seiner Theorie der Int·~
gralgleichungen mit symmetrischem Kern entwickolt 
hat. Wir wollen also weiterhin voraussetzen, daB der Kern 
K (x, t) symmetrisch sei, d. h. daB iiberall 

K(x,~)=K(t,x) 11) 
gilt. Es laBt sich dann beweisen, daB es mindestens eine Z~ohl 
A11 gibt, fur welche die Gleichung 

b 

'Pn(x)=J,,f Kr:c,t)rr'n(t)dt (2) 
" 

eine endliche Losung zulaBt. Im allgemeinen sind sogar m
endlich viele Eigenwerte An, n == 1, 2, 3, ... , vorhanden, die 
sich im Endlichen nirgends haufen. Hilbert zeigt, daB die 
Eigenwerte reeller symmetrischer Kerne sicher aile reell sind, 
und daB die Pole des losenden Kerns an den Stellen }.n 1lle 
einfach sind. W eiterhin haben die Eigenfunktionen (p, die 
wichtige Eigenschaft, daB irgend zwei Eigenfunktionen, die zu 
verschiedenen Eigenwerten A,, und ;tn gehoren, zueinander 
orthogonal sind, d. h. daB der Mittelwert ihres Produktes v-er
schwindet. Wir setzen zum Beweis voraus, daB }, und ;[ :~wei 

verschiedene Eigenwerte und 'Pm und 'Pn zugehbrige Eigen
funktionen seien, d. h. daB die Gleichungen erfiillt sind: 

b 

'Pm(x) = }.,J Krx,t)rp,.(t)dt. 
" b 

(Pn (x) =A, J K (x, t) <p" (t) dt. 
a 

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit A rp (x'i, die zweite 
mit Amrp,(x), integrieren beide Seiten tiber x "v~'~ 'a bis b, sub
trahieren die Resultate und erhalten so 

b b 

(Jcn- 2,.)J 'Pm(X)<p,.(x)dx== ;tm;,,JJ {K(x,t)<pm(t)!J'r,(:r) 
a a 
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Wegen der Symmetrie von K erhalten wir bei der Integration 
des ersten Gliedes der geschweiften Klammer rechts dieselbe 
Zahl wie bei der Integration des zweiten Gliedes, so daB die 
rechte Seite verschwindet. Da A.n - A.,, nach Vorauss. nicht 
null ist, so gilt 

b 

J IPm(x)rpn(x)dx = 0, (3) 
a 

was bewiesen werden sollte. Die Eigenfunktionen sind auf 
Grund der Integralgleichung nur bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmt. In der Tat, ist IPn(x) eine Losung der Glei
chung (2), so ist auch en'IPn(x) eine solche. Den Faktor en 
kann ich dann aus der Gleichung 

b 

en2 = 1: J rpn2(x)dx 
a 

fiir jede Eigenfunktion bestimmen. Schreibe ich fiir enrpn(x) 
wieder rp n (x), so gilt fiir jede Eigenfunktion 

b 

J 1Pn2(x) dx = 1. (4) 
a 

Die so eindeutig bestimmten Eigenfunktionen heiBen dann 
normiert auf Grund von ( 4), und sie sind untereinander ortho
gonal auf Grund von (3). 

Der wichtigste Satz der Hilbertschen Integralgleichungs
theorie ist nun der Entwicklungssatz: 

Jede willkiirliche, im Intervalle von a bis b stiickweise 
stetige Funktion f(x) laBt sich nach den Eigenfunktionen IPn(x) 
eines stetigen symmetrischen Kernes K (x, t) in eine konver· 
gente Reihe entwickeln: 

f(x) = c1 rp1 (x) + e2 rp2 (x) + ... + enrpn(x) +... (5) 

Wir nehmen bier den Beweis dieser R.eihenentwicklung als er
bracht an und konnen unter dieser Voraussetzung Ieicht die 
Koeffizienten der Reihe auf Grund der Beziehungen (3) und ( 4) 
bestimmen. Soll z. B. en bestimmt werden, so multiplizieren 
wir beide Seiten mit IPn(x) und integrieren dann von a his b 

b b b 

J f(x)cpn(x)dx = c1 J rp1 (x)rpn(x)dx + e2 J rp2(x)rpn(x)dx + ... 
a a a 

b 

+ enf 1Pn2(x)dx + .... 
a 

H or t, Dilferentialgleichungen. 2. Auf!. 42 
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Wegen (3) verschwinden rechts alle Integrale bis auf das mit 
en multiplizierte, welches nach ( 4) zu 1 wird, so daD wir direl•t 
erhalten 

b 

en = J f(x) rpn(x) dx. (6) 
a 

Die Koeffizientenbestimmung ist also ebenso elegant und ein
fach wie bei der Theorie der Fourierschen Reihen. Die3e 
selbst sind ja in der Tat nichts anderes als nur ein spezieller 
Fall der Entwicklungen nach Eigenfunktionen, denn z 1r 
Fourierschen Sinusreihe gehort nach den Entwicklungen des 
vorigen Paragraphen der Kern der schwingenden Saite. Man 
bezeichnet die Reihe ( 5) naeh Eigenfunktionen eines symmet ~i
schen Kerns oft auch als verallgemeinerte Fouriersche 
Reihe. Unter Umstanden laBt sich die Entwicklung naJh 
Eigenfunktionen aueh auf den Kern K(x, t) anwenden. Nach 
Mereer145) ist diese Entwicklung stets moglich, wenn K definit 
oder quasidefinit ist. Ein Kern namlich heiBt positiv bzw. 
negativ definit, wenn seine Eigenwerte samtlich positiv bzw. 
negativ sind. Dazu ist nach Hilbert notwendig und hinreichend 
daD 

b 

J K(x,t)f(x)f(t)dxdt > 0 bzw. <o 
a 

sei, wenn f irgendeine ganz beliebige Funktion ist. 

Ein Kern heiBt weiter positiv oder negativ quasidefinit, 
wenn er nur endlich viele Eigenwerte von jeweils entgegon
gesetztem Vorzeichen hat. Ist nun K definit oder quasidefinit, 
so konnen wir die Koeffizienten der Entwicklung z. B. m,ch 
rp11 (t) leicht erhalten. E:> ist auf Grund der Integralgleichu ng 
und nach (6) 

b 

c, == .fx (x, t) rp,J¢) dt o , ·]·- q'n (:r). 
'n 

a 

Also lautet die Reihe fiir den Kern 

K(x,t)= i•(Pn(x~rpn([J_ 
n--=1 ~n 

(8) 

Die rechte Seite heiBt die bilineare Reihe, die Gleichnng 
selbst heiBt die bilineare Formel. Diese laBt die vomus
gesetzte Symmetric des Kernes bcsonders deutlieh hervortre·;en. 
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Mit dieser bilinearen Reihe laBt sich nun eine vorgelegte 
inhomogene Integralgleichung leicht losen. Es sei z. B. gegeben 

b 

cp(x) = f(x) + 2j K(x,~)cp(~)d~. (9) 
a 

f(x) sei beliebig, 2 kein Eigenwert. Wir setzen cp(x) als eine 
Reihe nach Eigenfunktionen mit unbestimmten Koeffizienten 

(10) 

Fur f(x) und K benutzen wir die Entwicklungen (5) und (8). 
Fiihren wir das alles in die Integralgleichung ein, so wird diese 

b 

~ancpn(x) = fencpn(x) + 2 s ~.!} cpn(x~-~n(;) amcpm(~)d~. 
a 

Das Integral laBt sich wieder auf Grund der BP-ziehungen (3) 
und (4) auswerten, und zwar verschwinden alle Glieder, in denen 

nicht n = m ist, wahrend diese selbst den Betrag In cpn(x) er-
n 

geben, so daB einfach bleibt: 

.2) an cpn(x) = .2) en cpn(x) + 2 .2) ~ cpn(x). 
n n n n 

Zwei Reihen nach Eigenfunktionen sind nur dann identisch, 
wenn sie in allen Koeffizienten iibereinstimmen. Man beweist 
das Ieicht, indem man wieder beide Seiten mit cpn(x) multipli
ziert und von a his b integriert, wobei dann wegen (3) und (4) 
beiderseits nur die Koeffizienten von cpn iibrigbleiben. Wir 
diirfen also in der letzten Gleichung gliedweise vergleichen und 
erhalten 

a (1 - _A:_) = e 
n An n' 

2n en a=---
n 2n- 2 

b 

en= J f(x) Cf!n (x) dx. (11) 
a 

Wir konnen der Losung noch die Form geben 
42* 
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b 

, {-., rp Ia:) r ( ) rp(x) = f(x) + }, .2..: ;:'~} f.~ rp,(~)d~. 
n=1 u 1!. 

(1:l) 
a 

Diese Gleichung heiBt die Schmidtsche Losung 14r"'). Der Io
sende Kern ist hiernach durch die Reihe 

F(x ~=) = fr <p,Sx)rr,J{d 
' ~ ... :::: .. / " " 

n= 1 1~n --- 1• 
(13) 

darstellbar und laBt in dieser J1'orm besonders gut die Einfac h
heit der Pole an den Stellen A= }," erkennen. Die Schmidt
sche Losung (12) zeigt nun noch mit einem Blick, daB die 
inhomogene Gleichung (9) fiir einen Eigenwert, z. B. ), = AJ, r.ur 
dann eine endliche Losung zulaBt, wenn neben dem Neuner 

b 

AJ- A aueh noch das Integral J f(~ i rr1 (~) d~ VNsch\rindet, Wf nn 
a 

also die Storungsfunktion orthogonal zur zugehi:irigen Eigen
funktion steht. rpj bekommt dann in (12) den unbestimmben 
Faktor 0 ( 0 , der bier aile Werte annehmcn kann, da die Li:isung 
nach Fredholm nicht oindeutig ist. Wir konnen z. B. nJch 
annehmen, daB ).1 = A2 -• • ••• •=- }," ein k-facher Eigenwert und 
daB A diesem gleich sei. Dann muf3 f(x) auf siimtlic 1en 
k Eigenfunktionen rp1 (x) bi;; 1p~< (x) senkrecht stehen, wenn (9) 
eine Losung haben soli. Diese selbst erhalten wir, wenn wir 
die Reihe in ( 12) Yon k 1 ab laufen lassen und dazu ein 
lineares Aggregat von rh his 1/\ mit beliebigen Koeffizienten 
a 1 bis ak hinzufiigeu: 

k L . b 

~1 . \~ •P (r) f . qy(x)=f(x)+ L..J a.rpv(x)-f-}.1 • ~r' ;.-~~}. f(t)rpn(¢)d~. 
')'::-:::1 /;;L1 1l 1 

(14) 

a 

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Losung gelingt l1~icht 
durch Einsetzen in die Gleichung (D), nachdem die Wene c1 

bis ck in (5) nach Voraussetzung Null sind. Aueh der Ums1and, 
daB die Differenz Z\veior versehiedener LoHtmgen von (91 bei 
). =c A1 eine Eigen!Osung zu diesem Eigenwert sein muD, laDt 
die Richtigkeit von (14) Ieicht orkennen. 

Zum SchluD will ich noch annehmon, daD in (9) die l'unk
tion f(x) = K(x, y) sei, wo y irgendeine zweito VariablE aus 
dem Bereich von a bis b sein mogo, die heim Loser der 
Gleichung als Parameter zu hetrachten ist. Dann ergibb die 
Sehmidtsche Formel (12) 
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b 

cp(x,y) = K(x, y) +A~ ~,(x~f K(;,y)cp,(;)d; 
a 

= j; cp,_(~cp,(y) +A}; cp,j_x). cpn(Y) 
n=l A, n An- A An 

= j; ([J_r._(x)ff'n_(Yl = r (x, y). 
n=l A,-}, 

Der lOs en de Kern r (x, y) geniigt also selbst der Integral
gleichung 

b 

r(x,y)=K(x,y)+AJK(x,;)r(;,y)d;. (15) 
a 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit der Eigenfunktion 
rp, (x) und integrieren iiber das Intervall von a his b, wobei 
wir die Gleichung (2) beachten, so folgt 

b 

cp, (y) = V•n -A)J r (~, y)cpn(;)d;. ( 1 !3) 
a 

Jeder zu einem Kern K und einer beliebigen ZahlA + A11 gehorende 
losende Kern r hat also, selbst wieder als Kern einer Integral
gleichung betrachtet, dieselben Eigenfunktionen wie K und die 
Eigenwerte A - An . 

Damit hatten wir die wesentlichsten Satze und Methoden 
der Theorien der linearen Integralgleichungen kennengelernt 
und wollen im nachsten Paragraphen noch eine Anwendung 
der Theorie auf erzwungene Schwingungen behandeln. Die 
Losung der inhomogenen Gleichung (16) des ersten Paragraphen 
dieses Kapitels sei dem Leser iiberlassen, sie bietet mit Hilfe 
der angegebenen Formeln keinerlei Schwierigkeiten, nachdem die 
Eigenwerte und Eigenfunktionen samtlich bekannt sind. 

§ 129. Die erzwungenen Scltwingungen biegsamer Stiibe. 

ImDampfturbinenbau spielen die erzwungenenSchwingungen 
der Laufschaufeln eine groBe Rolle, da sie oft genug AnlaB 
zu Schaufelbriichen geben. Die Maschinen miissen so konstru
iert werden, daB gefahrliche Resonanzschwingungen nach Mog
lichkeit vermieden werden. Eine Turbinenschaufel laBt sich 
als am einen Ende eingespannter Stab betrachten, auf den 
seiner ganzen Lange nach periodische Krafte infolge der 
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DampfstoBe wirken. Wir wollen im folgenden einen solchm 
Stab von der Lange l, dem konstanten Querschnitt f mit dem 
konstanten Tragheitsmoment J, dem Elastizitiitsmodul E und 

der Dichte e = L untersuchen. Wir legen die x-Achse in die 
g 

Stabmittellinie und rechnen die Abszisse x vom Einspann
querschnitt aus. x = ~ bedeute wieder den Angriffspunkt 
einer Einzelkraft oder eines Kraftelements. y (x, t) sei die ge
suchte Ordinate der Biegungslinie des Stabes. Urn vom Ma,B
system frei zu werden, wollen wir nach den Grundsatzen der 
Ahnlichkeitsmechanik , dimensionslos" rechnen, d. h. alle 
veranderlichen GraBen als Produkt eines fest gewahlten Dimon
sionsfaktors mit einer veranderlichen Zahl betrachten. Aile 
Gesetze und Bestimmungsgleichungen lassen sich dann als 
Gleichungen zwischen reinen Zahlen schreiben und man k8,nn 
die erhaltenen Formeln sofort auf alle in der Praxis iiblichen 
MaBsysteme anwenden. Als natiirliche Abszissen und Ordinaben 
fiihren wir die GroBen x = xjl, ~ = W und y = yjl ein. ,\.uf 
den Stab wirke nun die periodische Kraft Q = Q (x). eiwt pro 
Langeneinheit, in iiblicher Weise komplex geschrieben, wc.bei 
wir stillschweigend nur mit dem einen, z. B. dem imagina ·en, 
Bestandteil rechnen. Ferner sei der Stab noch durch inr,ere 
oder auBere Reibungskrafte und durch Schallausstrahlung ge-

dampft, die dampfende Verzogerung sei 2 b ~}. Als Gr·mz

bedingung haben wir, wenn wir mit ' Differentiationen r,ach 
x bezeichnen, y = ]/ = 0 fiir x = 0. Das andere Ende des 
Stabes sei entweder 

a) frei, d. h. y" ~= y"' = 0 fiir x = 1 , oder 
b) drehbar gehalten, d. h. y = y" = 0 fiir x = 1. 

Von Interesse ist auch noch der dritte Fall, daB 
c) be ide End en gehalten sind. 

Dann ist 
y co= ?J" == 0 fiir x = () und x = 1 . 

Nach den Regeln der Biegungslehre bestimmen wir nun 
die elastische Linie des Stabes, wenn an der Stelle ~ eine 
Einzelkraft P wirkt, mit vorgezogenen DimensionsfaktorEn zu 

pz3 -
y=ly(x)=~ -EyK(x,~). (1) 

Die EinfluBfunktion K ist eine dimensionslose Zah:, die 
als Funktion von x und ~ auf Grund des "Maxwellschen E:atzes 
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von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen in diesen Ver
anderlichen symmetrisch ist, so daB alle Ergebnisse des vorigen 
Paragraphen auf unsere Untersuchungen anwendbar sind. 
Speziell lauten die Kernfunktionen K in den Fallen a), b) 
und c): 

Ka = ~ x2 (3 ~ - x), x < ~ 
= ~ ~2 (3 x - ~), x > ~, 

Kb = ~ x2 [~- ~ x- ~ ~2 (1 - ~ ~) (1 - ~ x)J 
= H2 [x- H- ~x2 (1- ~x) (1- ~~)], 

Kc = x ( 1 - ~)(2 ~ - ~2 - x2), x < ~ 
= ~ (1 - x) (2 x- x2 - ~2), x > ~. 

Fig. 307. EinfluBlinien fiir den eingespannt-freien Stab, K. (x, €). 

qooz 

lf1 qoo3 

f:~ 

--.x 
1]'1 0,6 

(2) 

Fig. 308. EinfluBlinien fiir den eingespannt-gehaltenen Stab, Kb (x, h 
Mit Hilfe dieser EinfluBfunktionen (Fig. 307 und 30§) er

halten wir die Biegungslinie, wenn die statische Last p (g) pro 
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Langeneinheit an der Stelle ~ wirkt, als 
l 

y = ~; J K (x, ~) . p ( ~) d ~ 
0 

( 3) 

quellenmaBig dargestellt. Im Schwingungsproblem wird p die 
Summe aus Erregung Q, Tragheitskraft und Dampfungskraft 
an der Stelle t je pro Langeneinheit, d. h. fiir die Masse e {, 
gerechnet: 

PW = QW·eio>t -- ef~~ft~~l __ 2bg{ 0~~f!. (4) 

Fiir y setzen wrr an 

y ~= ly(x) ~= l-u(x)·ei"'t. (5) 

Wir wollen ferner setzen 
l 

Z3 f -- -L (x) == -- K (i, ~ 1 • Q I ~ I d t . jiJJ' . . .. (6) 

0 
und 

(7) 

L und A. sind ebenso wie 'U (i) wieder dimensionslose Zahlen. 
Setzen wir dann ( 5) und ( 4) in (3) cin, so erhnlten wir fiir 
u (x) die Integralgleichung 

1 

u (x) = L(:c) 1- ;, J K (x, ~) · u (~) d~. (8) 
() 

Hier ist die Storungsfunktion L nach Gleichung (3) offer. bar 
die dimensionslos geschriebene Biegungslinie des Stabes, wenn 
die Kraftverteilung Q W statisch auf diesen wirken wiirde. Zur 
Losung von (8) benotigen wir die Eigenwerte },. und die 
normierten E~genfunktionen uJc) der Kerne K, \velche die 
homogene Gle10hung 

1 

uj (x) == ;,j J K (x, ~) uj (g j d g ... j == 1, 2, 3 ( !l) 
0 

befriedigen und die im vorhergehenden Paragraphen abgeleibten 
Eigenschaften haben. Zur Bestimmung der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen ist es vielfach praktisch, auf Grund der Un
stetigkeitseigenschaften der Ableitung des Kernes eine Differertial-
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gleichung abzuleiten und in deren Losung li so zu bestimmen, 
daB die Randbedingungen erfiillt sind. Die Ableitungen des 
Kernes nach x sind bier stetig bis zur Dritten, welche pro
portional der Querkraft 

d3y 
EJ----

dx3 

ist. Da diese sich in Formel (1) an der Stelle ~ urn P andert, 
so muB K 111 dort den Sprung 1 haben, wie man leicht einsieht, 
d. b. es muB 

[K"'J-=K''!, _ -K'" _ =1 
!; lx=He lx=i;-e 

sein. Zerlegt man dann 
1 

uf' (x) = li f K/" (x, ~) ui aJ d~ 
0 

in Teilintervalle von 0 bis x und x bis 1 und beachtet, daB 
K"" = 0 ist, so folgt durch nochmalige Differentiation aus 
jedem der Kerne 

u-"" (x) = 2. u. (x). 
J ' J J 

(10) 

Die Eigenfunktionen miissen diese Gleichungen und zugleich 
die Randbedingungen der einzelnen Falle erfiillen. Die Aus
fiibrung dieser Rechnung und die Normierung liefert in den 
drei Fallen: 

a) Freies En de: 
1 

ui (x) = Ciof fl/x - cos {Ji x - lc .- (®in {Ji x - sin {Ji x), ( 11) 
J 

cos {Ji Ciof fJi + 1 = 0, 2i = (Ji 4 , 

k _ ~ill_ {J_j_ ±~in {J_j = ~~.J>i. +~o_s_ fJi 
i - C£of (Ji + cos fJi ®in fJJ - sin (Ji ' 

/31 = 1,875, /32 = 4,694, /33 = 7,855, /34 = 10,996, 
(30 = 14,137. 

b) Gebaltenes En de : 

w.(x) = C£of y.x- cos r· x- 1_ (®in y.x- sin y.x), (12) 
J . J J x. J J 

J 
- - 1 .,-

cosfJjC£offJj -1 = 0, yi= 2 f32J+l' 2i = r/, xi= tg l'j = :I:g yi, 

yl = 3,927' y2=7,069, 
Yo= 16,493. 

y3 = 10,210, 1'4 = 13,352, 
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c) Beide Enden gehalten: 

v.i (x) = 1/2- sin (5.i x, (H) 
' • ' -~ 4 fJj'=n·J, Ai~=uj. 

Die Eigenfunktionen von K" sind also dieselben wie oie 
des Kerns K 0 = x (1 -- t), t (1 -- x) der schwingenden Sai,;e. 
Die Rechnung zeigt, daB Kc der iterierte Kern von E 0 , 

Kc = Kb2l ist. Auf Grund der bilinearen Formel sieht m:m 
leicht ein, daB der iterierte Kern bei Symmetric immer dieselben 
Eigenfunktionen hat wie der gegebene, daB aber seine Eigm
werte gleich den Quadraten der Eigenwerte des gegebenen 
Kerns sind. 

Die Eigenfunktionen sind die bei den Eigenschwingungen 
auftretenden Biegungslinien. Da nun die Eigenwerte }'j reell 
sind, was auch schon nach Hilbert aus der Symmetric der 
Kerne folgt, so wird die aus (7) folgende Frequenz komplex. 
Wir erhalten 

,, b. ;,i EJ o 
W"-2 'iW~-- ---= W-" 

[4 Q{ .JO ' 
( 14) 

wenn wir mit wi 0 die Eigenfrequenz des ungediimpften StaJes 
bezeichnen. Es folgt dann 

w = ± -v;;j~~ __:_ b~- bi == ± (J)j -1 bi. (15) 

Das so definierte w. ist die eigentliche Frequenz des gedan pft 
J . 

schwingenden Stabes und unser Ansatz i 5) liefert fiir die ;-te 
Eigenschwingung · 

( 16) 

d. h. diese klingt im Verhaltnis e-bt ab. 

Zur Bestimmung der erzwungenen Schwingungen aus 
Gleichung (8) schlieBen wir uns eng an die Resultate des ror
hergehenden Paragraphen an. Wir setzen an: 

u(x) = X a.u.(i:). 
...._ .I .I 

(17) 
i=1_ 

Die Aj sind aile positiv, also gilt fiir den Kern die bili
neare Forme!: 

(18) 
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Die Erregung Q, mit dem Faktor ~~ dimensionslos ge

macht, hat die folgende Entwicklung nach Eigenfunktionen: 

zs 00 

EJ Q = q = ~ cj uj (x) , 
J=1 

1 

cj= ~~I Q(£)uj(£)d£. 
0 

(19) 

Damit erhalt die Storungsfunktion L nach (6) die Entwicklung 
1 

L (x) = J KJx, £) q {£) d~ = j; ;~4 uj (x):. 
0 J=1 J 

Nach Formel (11) des vorhergehenden Paragraphen, in der 

cJ. durch _C;_ zu ersetzen ist, folgt nun 
fJ/ 

Cj 
aj = P/-_-;.. 

Die vollstandige Li:isung der Aufgabe ist also 
00 

y (x, t) =,}) -p.4 <i 1 uj (x) eiwt. 
j=l 1 ,, 

(20) 

Da 2 eine komplexe Funktion der aufgepragten Frequenz w 
ist, so tritt fiir kein w ein V erschwinden eines N enners ein, 
d. h. infolge der Dampfung hat die Amplitude endliche Re
sonanzmaxima. Mit dem j- ten Tone tritt Resonanz ein, wenn 

(21) 

ist. Der maximale Ausschlag, der hierbei auftritt, ergibt sich 
nach einfacher Rechnung und Umformung auf die gegebenen 
GroBen als 



Anmerkungen, Literaturangahen, Verbesserung(ln. 

§ 1. Allgemeine }'estsetzung·en iiber Koordinaten und Funktiont•n. 
1 ) Folgende Lehrbiicher der Differential- und Integralrechnung sind 

zu empfehlen: 
Schlomil ch, 0.: Kompendium der hoheren Analysis. 6. A., II Teile. 

bearb. v. A. Kneser. Braunschweig 1923/24. 
Dies W erk ist in hervorragender Weise geeignet, cine umfassende 

Kenntnis der Differential- und lntegralrechnung zu verschaffen. ''on 
Figuren wird maBiger Gebrauch gemacht. 

Schlomilch, 0.: Dbungsbuch ~mm Studium der hiiheren Analysis. 
Leipzig. Bd. 1, 5. A. 1904. Bd. 2, 4. A. 1900. 

Enthalt eine groBe Fiille von Aufgaben zur Einiibung der im Kom
pendium vorgetragenen Lehren. 

Kiepert, L. GrundriB der Differential- und Integralrechnung. 
Hannover. Bd. 1, 12. A. 1912. Bd. 2, 10. A. 1912. 

Ein in den Handen von Ingenieuren weitverbreitetes Lehrbuch. 
Fricke, R.: Hauptsatze der Differential- und Integralrechnr ng. 

Braunschweig. 5. A. 1909. 
Gedrangte Darstellung des auf den Hochschulen vorgetrage 1en 

Wissensstoffes mit knapper, aber strenger Begriindung der einzelnen Siitze. 
Lorenz, H.: Einfiihrung in die Elemente der hoheren Mathematik 

und Mechanik. 2 A. Berlin und Miinchen 1 \!23. 
Darstellung des fiir das Studium von Technik und Naturwis:mn

schaft unentbehrlichsten Wissensstoffes. 
Koes tier, W., und M. Trame r: Differential- und Integralrechmmg. 

I. T.: Grundlagen. Berlin 1913. 
Enthiilt eine auBerst ausfiihrliche Behandlung der Grundlagen der 

Infinitesimalrechnung. 
la) Die im Texte gegehene Difinition einer algebraischcn Funk

tion ist zu eng. Demgegeniiber ist y im weitesten Sinne cine algPhrai
sche Funktion von ~·, werm gilt : 

tp(x1 y),==A 0 A 1 :r: L-.A 2 .l' 2 [ ... An:r"~,o, 

wo die A 0 • • ·An ganze rationale Funktionen von y sind. 

§ 6. Berechnung cines hestimmten und unhestimmt.en Intrg-ral'. 
2) Siehe ,Hiitte" Bd. 1, S. 57. 1923. 24. A. 

§ 7. Der Diffrrrnzen- und drt· DiffrrentialquotiPn1. 
2a) Die praktische Durehfiihrung von Differentiationcn nach di(:sem 

Ansatz mit dem Endziel, die Differentialkurve f' (x) angenahert zu er
halten, wird eingehend erortert von R. Slaby: Z. V. d. I. 1913, S. 821 
und den anschlieBenden Veriiffentlichungcn in dieser ZeitC'chrift. 
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Ferner sind die Methoden der graphischen Differentiation ausfiihr
lich behandelt in: 

Mehmke, R.: Leitfaden zum graphischen Rechnen. Leipzig und 
Berlin 1917, sowie bei: 

Runge, C.: Graphische Methoden. Leipzig u. Berlin 1915. 

§ 11. Die mechanische Herstellung der Integralkurve. 
") Eine ausfiihrliche Theorie des Integraphen (mit Beschreibung 

der Zwischenkonstruktionen und Anwendungsbeispielen) ist enthalten in: 
Br. Abdank-Ab akanowicz: Die Integraphen. Deutsch von E. Bitter I i. 
Leipzig: B. G. Teubner 1889. 

§ 12. Instrumente zur meehanischen Herstellung spezieller bestimm· 
ter Integrate: Fliichen· und Momentenplanimeter. 

") Ausfiihrlicbes iiber die Theorie der Integrierapparate enthalt: 
de Morin, H.: Les Appareils d'Integration. Paris: Gauthier-Villars. 1913. 
Das Werk behandelt auch die Integrierapparate der Firma Amsler, 
Schaffhausen. 

§ 13 • .Allgemeine Regeln fiir die Durchfiihrung der Di:lferentiationen. 
") Siebe ,Hiitte" Bd. 1, S. 64, e, 3. 1923. 24. if.. 
6) Siebe ,Hiitte" Bd. 1, S. 214. 1923. 24. A. 

§ 14. Bestimmung des Differentialquotienten der einfachenFunktionen. 
') Vgl. ,Hiitte" Bd. 1, S. 57. 1923. 24. A. 

§ 16. Di:lferentialquotient und Di:lferentialgleichung. 
'") An neueren Hilfsmitteln zur Behandlung der Differential

gleichungen sind besonders zu empfehlen: 
Bieber bach, L.: Theorie der Differentialgleichungen. Berlin 1923. 
Courant, R., und D. Hilbert: Methoden der mathematischen 

Physik. Bd. 1. Berlin 1924. 
Ein wichtiges Hi!fsmittel bei der Behandlung der Differential

gleichungen ist die Theorie der Reihen. Hier.fiir ist zu empfehlen: 
Knopp, K.: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 

Berlin 1924. 

§ 17. Anwendungsbeispiel: Die Spiegelkurve eines flieflenden Gewiisscrs. 
Angeniiherte Integration einer Differentialgleichung. 

8) Vgl. zum folgenden: a) Grashof, F.: Theoretische Maschinenlehre. 
Bd.l. Leipzig1875. b) Lorenz, H.: Technische Hydromechanik. Miinchen 
und Berlin 1910. c) Foppl, A.: Technische Mechanik. Bd. 1. Leipzig 1900. 

9) Siebe ,Hiitte" Bd. 1, S. 70. 1908. 
10) Bresse, J. J.Ch.: Cours de Mecanique appliquee. Bd. 2.Paris 1860. 
11) Das Folgende his zum SchluB des § wird von Lesern, die den 

Gebrauch des zweiten Differentialquotienten noch nicht kennen, zweck
maBig his nach Erledigung von § 24 aufgespart. 

12) Siebe ,Hiitte" Bd. 1, Nr. 12, S. 96. 1910. 

§ 19. Anwendungsbeispiel: Die Spiegelkurve des Grundwasserstromes 
in der Umgebung cines Brunnens. 
13) V gl. hierzu die Arbeiten A. Thiem s im Journal fiir Gasbeleuchtung 

und Wasserversorgung 1870, 1876, 1879, 1880. 
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§§ 22. Das singuUire Integral. 
14) Siehe ,Hiitte" Bd. 1, Nr. 16, S. 100. 1923. 24. A. 

§ 23. Die Methode des integriercnden J<'aktors. 
15) Dieser § ist erst nach § 51 zu lesen. 
16) Z. B. Forsyth, R. A.: Lehrbuch der Differentialgleichungen. 

Mit Aufgaben von H. Maser. 2. A. von W. Jacobsthal. Braun
schweig 1912. 

§ 24. Hohere Differentialquotienten. Lineare Differcntialgleichun;ren 
zweiter Ordnung. 

1') Der im Texte entbaltene Satz iiber das allgemeine Integral gilt 
nicht fiir die Losungen jeder beliebigen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. Im allgemeinen gilt er fiir lineare Differentialgleichungen, 
unter Voraussetzungen, iiber die man z. B. L. Bieber b a c b: The Jrie 
der Differentialgleichungen, Berlin 1923, S. 107£. nachsehe. 

Verbesserung: Auf S. 83, Z. 14 von unten soli es heiBen: Forme! (8) 
statt Forme! (1). 

§ 25. Die Differentialgleichung dcr Seilkurve. 
18) Siehe ,Hiitte" Bd. 1, S. 71. 1923. 24. A. 
19) Aus der Abb. 71 ergibt sich noch, daB die zweiten lntegralkurven 

zu abc in den zu den Abszissenpunkten b gehorigen Kurvenpunkten so
genannte Wendetangenten besitzen miissen. Dies lehrt unmittelbar 
die Konstruktion des Seilecks zu f (x). Dberall, wo die Werte von ( (x) 
einen Zeichenwecbsel erleiden, nehmen die Polstrahlen und mithin auch 
die Tangenten des Seilecks Grenzlagen ein. Das Ietztere ist aber das 
Kennzeichen der W endetangenten. Diejenigen Punkte, in den en die 
W endetangenten ihre Kurven beriihren, nennt man W endepunkte. V gl. 
,Hiitte" Bd. 1, S. 99. 1923. 24. A. 

§ 26. Differentialgleichung dcr elastischcn Linie. 
19) ,Hiitte" Bd. 1, S. 98. 1923. 24. A. 

§ 29. Die Kettenlinie. 
2 o) ,Hiitte" Bd. 1, S. 97. 1923. 24. A. 
21) ,Hiitte" Bd. 1, S. 69. 1920. 24. A. 
22) Vgl. Janke, E., und F. Emde: Funktionentafeln mit Formeln 

und Kurven. Leipzig und Berlin 1909. Dies Werk enthalt reichha. tiges 
Zahlenmaterial und graphische Darstellungen zu den verschiecenen 
Funktionen und wird von uns noch mehrfach zitiert werden unter der 
Abkiirzung: J. und E. 

23) Hierfiir geniigt die Tafel: ,Hiitte" Bd. 1, S. 30. 1923. 24. A. 

§ 30. Genaue Form der Differentialgleichung der elastischen Unil'. 
Verbesserung: Auf S. 119, Z. 4 v. u. muB Iauten 

{-y (zx- ;J~) ~, ~. 

§ 31. Eindimensionalc Differentialgleichungen. 
24) Vgl. Foppl, A.: Technische Mechanik Bd. 3, S. 322. Leipzi11 1900. 

§ 36. Lincare Differentialgleichungen n-ter Ordnung. 
25) Ist die abhangige Variabele y eine physikalische GroBe, sc wird 

man verlangen miissen, daB sic niemals unendliche \Vertc annimmt,. Dies 
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wird nur dann erreicht, wenn keine der Wurzeln fl einen positven reellen 
Anteil hat. Hierfiir miissen die Koeffizienten a1 der Gleichung (7) ge
wissen Bedingungen geniigen, die z. B. bei W. Hort: Technische Schwin
gungen. ~- A. Berlin 1922, S. 163 nachgesehen werden konnen. 

§ 37. Anwendungsbeispiele: Foppls Dilferentialgleichung der Form· 
iinderung einer Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage; 
Formiinderung der Wandung eines Wasserbehiilters. 

26) Foppl, A.: Technische Mechanik Bd. 2, S. 254. 1900. 
27) Siehe Lorenz, H.: TechnischePhysik Bd.4,8.615 undPoschl, 

Th. und K. v. Terzaghi: Berechnung von BehiiJtern nach neueren 
analytischen und graphischen Methoden. Berlin: Julius Springer 1913. 

28) Siehe iiber die Berechnung von Behiiltern aus mehreren zylin-
drischen Teilen: Runge, C.: Z. f. Math. Phys. 1904. 

§ 38. Integration durch Reihen. 
29) ,Hiitte" Bd. 1, S. 71. 1923. 24. A. 
30) Crelles Journ. Bd. 80, S. 317 ff. 
31) Crelles Journ. Bd. 66, S.148ff.; Bd. 68, S. 361ff. 
32) Crelles Journ. Bd. 66, S. 126ff. 

§ 40. Aufsuchung des Fundamentalsystems, falls die Wurzeln der 
determinierenden Gleichung nicht siimtlich verschieden sind. 

33) Die folgenden Ausfiihrungen sind der Arbeit von G. Frob eni us: 
Crelles Journ. Bd. 76, S. 214-224 entnommen. 

34) Siehe auch H. ReiBner: Beton und Eisen 1909, S. 150. 

§ 42. Ein Beispiel simultaner Dilferentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten: Dampfmaschine mit Regulator. 

35) Vgl. zu diesem §: Hort, W.: Technische Schwingungslehre. 2. A. 
Berlin: Julius Springer 1922, und H o rt, W.: Regulierung der Kraft
maschinen. Z. Math. Phys. 1904. 

§ 43. Die Zentralbewegung als Beispiel eines Systems nichtlinearer 
Dilferentialgleichungen. 

36) ,Hiitte" Bd. 1, S. 156 und 197. 1923. 24. A. 
37) ,Hiitte" Bd. 1, S. 118, 12. 1923. 24. A. 
38) ,Hiitte" Bd. 1, S. 100. 1923. 24. A. 

§ 44. Die Pendelgleichung. Elliptische Funktionen. 
39) Dies ergibt sich daraus, daB der Integrand von K symmetrisch 

zum W erte {} = ~ · liegt. 

40) Siehe z. B. J. u. E. S. 46. 
41) ,Hiitte" Bd. I, S. 57. 1923. 24. A. 
42) ,Hiitte" Bd. 1, S. 58. 1923. 24. A. 
43) Den Modul k kann man beim Anschreiben der Formeln fort

lassen, wenn keine MiBverstandnisse moglich sind. Die Differentiations
forme! (32) ist zu finden bei J. u. E. S. 46. 

44) Dieser Ansatz ist ein Spezialfall des Additionstheorems der ellip
tischen Funktion sinam und ergibt sich z. B. nach J. u. E. S. 4 7 aus 
sn ( u + v) mit v = K und den Werten der Tafel 4. Auf S. 46 bei J. u. E. 
sind unsere heiden Formeln (55) zu finden. 
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Beweise fiir aile von uns angewendeten Formeln der elliptischen 
Funktionen und Integrale findet man in: Krause, M.: Theorie der el ip
tisehen Funktionen. Teubner 1912. 

§ 45. Definition linearer l)iffert>nzrnglt>iehungen. 
M') Naheres iiber Differenzengleichungen siehe in: a) Markoff, A. A.: 

Differenzenrechnung. ::->t. Petersburg 11-\89-1891; deutsch von 'I h. Friesen
dorfundE.Priimm, Leipzig 1896 und b) Wallenberg, U., und A. Guld
b erg: Theorie der linea.ren Differenzengleichungen. Teubner 1911. 

§ 46. Die linearen Differenzenglt>ichungen mit konstanten Kocf'fizicn1 en. 
4 '3),,Hiitte" Bd. 1, S. 468. 1923. 24. A. 
17) Siehe hierzu Routh, J. E.: Dynamik der Systeme starrcr Kaner. 

Deutsch von A. Schepp. Bd. 2, S. 2\!7. Teubner 18!l8. 

§ 48. Anwendung der Diffennzeng·lt>ichung auf diP Sh·omrt>rtPiJ,mg 
in cinem Kettenleiter. 
") Siehe Wagner, K. W.: Die Theorie des Kettenleiters nebst An

wendungen. Arch. Elektrot. Bd. 3, S. 815. 1\!15. 
49) Vgl. Riidenberg, R.: Die Spannungsverteilung an Hii1gc

isolatoren. ETZ 1914, S. 412. 
Weitere Beispiele bietet: P. Funk, Die linearen Diffcrenzen 5lei

chungen und ihre Anwcndung in der Theorie der Baukonstruktionen. 
,J. Springer 1923. 

§ 49. Differentialgleiclmngt>n crst1•r Ordnnng in gT:tJlltischer llt•· 
handlung·. 

51) Runge, C.: Graphische Methoden, S. \!6. Leipzig u. Berlin 191'.>. 

§ 50. Einige technischt> Annt>ntlungt>n dcr ])ifi'Hentialg·Jpichuugt>n 
prster Ordnung. 

52) Mie, G.: Uber clie Kurzschlu13stromkurve einPr Gleichst rom
maschine. Z. Math. Phys. Bd. 53, S. 37. 1\!06. 

§ 51. ])as lsoklincnverfahrPu dPr llifl'erPntialgleiehnngt•n I'I'StPt' 
Ordnung. 

'''1) Die im Text zu Gl. (3) und (4) angedeuteten Beziehungen 
zwischen den Einhiillenden und den Spitzeniirtern haben einc sehr tief
gehende gcometrische Bedeutung, deron genaue Erorterung zu weit fiihren 
wiirde. Wie z. B. bei Clebsch, A.: Vorlesungen iiber Geom~trie, 
S. 962£. Leipzig 1876, ausgefiihrt wird, sind die uns interessierenden 
Beziehungen zwischen Isoklinen und Trajektorienbiischeln !tzw. der vor
gelegten Differentialgleichung und ihren Integralkurvcn Spezialfiillo der 
Beziehungen viel allgemeincrcr Gebildc, di<) bei C I e b s c h als Konnexe 
Koinzidenzen bezeichnet; wcrden. 

§ 52. ZwPi AnwPntlung·en tll's lsnklinen n•rf'ahrens. 
04) Massau, J.: Memoire sur !'Integration g1aphiqup et ses Appli

c:;_ations. (Extrait des Anna los de l' Association des Ingenieurs sortis des 
Ecoles speciales de Gand.) Livre IV-VI, p. 525. 1886/82. 

55) Cranz, C., und R. Rothe: Zur Liisung des Hauptproblerr$ dcr 
iiu13eren Ballistik fiir ein beliebiges Luftwiderstandsgesetz. Artilleristische 
Monatsh. 1917, Januar bis Juni, S. 197. Vgl. auoh Rothe, R.: Math. 
Ges. Bd. 16, :). Stiiok, S. 92. 191 x. 
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Als weiteres Beispiel vgl.: K. Pohlhausen, Zur naherungsweisen 
Integration der laminaren Grenzschicht Z. f. a. M. u. M. Bd. 1. 252£. 
1921. 

Verbesserung: Auf S. 236, Z. 7 v. u. muB es statt Fig. 264 heiBen: 
Fig. 131. 

§ 53. Eine Sondergestalt des Isoklinenverfahrens. 
56) Czuber, E.: Z. Math. Phys. Bd. 44, S. 41. 1899. 
Verbesserung: S. 240, Z. 3 v. o. muB es statt Fig. 265 heiBen: 

Fig. 132. 

§ 54. Runges ])Iethode zur angeniiherten Integration von Differential· 
gleichungen erster Ordnung. 
57) Runge, C.: Math. Ann. Bd. 46, S. 167-178. 1895. 

§ 55. Anwendung der Rungeschen Methode. 
58) Die Daten sind m~t geringen Abweichungen entnommen aus: 

Dwelshauvers-Dery, V.: Etude experimentaledynamique de Ia machine 
a vapeur. Paris: Gauthiers-Villars. 0. J. 

59) Wegen der Erk!arung der Bezeichnung ,simultan" siehe § 41. 

§ 56. Numerische Integration von Dift'erentialgleichungen erster 
Ordnung nach G. Duffing. 

60) Duffin g, G.: Zur numerischen Integration von gewohnlichen 
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung. Forsch.-Arb. d. V. 
d. I. 1920, H. 224, S. 29-50. 

§ 57. Das Verfahren der schrittweisen Verbesserung bei linearen 
Dift'etentialgleichungen erster Ordnung. 

" 1) Schwarz, H. A.: Gesammelte math. Abhandl. Bd. 1, S. 141. 
62) Picard, E.: Traite d'Analyse Bd. 2 u. 3. Paris 1905/1908. 2. A. 
63) Runge, C.: Dber die numerische Aufliisung von Differential-

gleichungen. Math. Ann. 46 (1895) und Jahresb. Deutsch. Math. Ver. 
Ed. 16, S. 270-272. 1907. 

64) x = (u -u0) cosec+ (p- p0) since; y =- (u-u0) sincc+(p-p0) cos cc. 
Hierin ist cc der Winkel, urn den beide Koordinatensysteme gegeneinander 
gedreht sind; u = u0 , p = p0 ist der neue Anfangspunkt. 

6") Runge, C.: Graphische Methoden, S. 122. B. U. Teubner 1915. 

§ 58. Integration von Dift'erentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
Hilfe der Kriimmungskreise. 

66) Lord Kelvin: On Graphic Solution of Dynamical Problems. 
Phil. Mag. Bd. 34. 1892. 

67) Runge, C.: Graphische Methoden. 1915, S. 132. 
68) Boys, C. V.: On the Drawing of Curves by their Curvature. 

Phil. Mag. V. Bd. 36, S. 75. 1893.- Beschrieben ist das Lineal in Dyck, W.: 
Katalog mathematisch-physikalischer Madelle, Apparate und Instrumente. 
Nachtrag. S. 49. Miinchen 1893. 

69) Rothe, R.: Zur graphischen Integration von Differential
gleichungen zweiter Ordnung. Z. Math. Phys. Bd. 64, H. 1. 1916. 

70) Mit Hilfe des Lineals ist von R. Rothe, (s. Anm. 69) die 

Legendresche Differentialgleichung y" = 20 y .- 2
1 x y' mit den Anfangs

x-
H o rt, Differentialgleichungen. 2. Auf!. 43 
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bedingungen x = 0, y = 0,375, y' = 0 zwischen .r = 0 und x = 1 integri ~rt 
worden. 

71) Giimbel, L.: Die elastischc Linie diinner (krummer) Stabe. 
Z. ,Schiffb." 1918, H. 7-10. 

Auf S. 246, Z. 5 v. u. ist noch hinzuzufiigen: Dasselbe Re8ultat 
ergibt sich, wenn e zwischen l.'t und e2 bestandig abnimmt. 

§59. Das Kriimmungskreis-Verfahren ,·on Meillner. 
72) M eiB ner, E.: Uber graphische Integration von total en Differcnt·al

gleichungen. Schweiz. Bauzg Bd. 62, Nr. 15!16. Ziirich u. Leipzig 1913. 

§ 60. Das Verfahren dcr Seilkurvc. 
73) Giimbel, L.: Die graphische Losung von Differentialgleichun;;en 

zweiter Ordnung in Anwendung auf die Schwingungslehre. Z. V. d. I. 
1919, s. 771. 

§ 61. Die Methode von Runge zur zeichnerischen Losung gewo lm· 
licher Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

74 ) K u tta, W.: Beitrag zur naherungsweisen Integration totder 
Differentialgleichungen. Z. Math. Phys. Bd. 46, H. 4, S. 43.5. 1\101. 

§ 62. Numerische Integration von Differentialgleiclmng·(•n zweiter 
Ordnung nach G. Duffing. 

75) Duffing, G.: Zur numerischen Integration gewohnlicher Diffe
rentialgleichungen erster und zweiter Ordnung. Forsch.-Arh. d. V. d. I. 
H. 224. Berlm 1920. 

§ 63. Abgeiindertes Verfahren nach G. Duftlng. 
75 ") S. Anm. 75) a. a. 0. 

§ 65. Anwendung der schrittweisen Verbesserung bei einH RandW·)rt· 
aufgabc. 
76) Picard, E.: Traite d'Analyse Bd. 3, S. 90. 1908. :2. A. 

§ 66, Priifung der Verfahren nach Giimbel und Duffing·. 
77) S. Anm. ' 3) a. a. 0. 

VIII. Mechanisehc Integration von Diff'erentialgleichung·cn. 
"•) Wahrend des Druckes wurde die Miinchener Dissertation (T H.) 

von U. Knorr: Dber einen Integraphen zur mechanischen Integration 
einer sehr allgemeinen Gruppe von Differentialgleichungen, bekannt. d:ine 
kurze Beschreibung und Abbildung des Apparates ist in ETZ Bd. 45, 
H. 33, S. 869. 1924 enthalten. Dieser lntegraph leistet nach Angabe der 
Dissertation die mechanische Integration von Differentialgleichungen des 
Typus: d2 x (dx) . 

7Jli- + rp dt + 'P (.r) = X (t)' 

wo rp, 1p, x willkiirliche Funktionen sind. Eine Nachpriifung oder Wiirdi
gung dieser Angaben war bisher nicht moglich. Der Integraph und die 
Dissertation kann von der Firma Gebr. Starzl, Miinchen, Kapuzinerstr. 18 
bezogen werden. 

§ 67. Integration linearer Differentialgleichungen nach Pascal. 
78) Vgl. hierzu Br. A bdank-A bakanowicz: Die Integrar hen. 

Deutsch von E. Bitterli. Leipzig 1889. 
Ferner die Untersuchung von Willers, Fr. A.: Zum Integrator von 

E. Pascal. Z. Math. Phys. Bd. 59, S. 3ti. Hill. 
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§ 68. Dcr Apparat von Lord Kelvin. 
79) Proc. Roy. Soc. Ed. 24, S. 269. 1876. 

§ 71. Die Arten der lntegrale partieller Dilferentialgleichnngen im 
allgemeinen. 

80) Dieser Satz iiher die Funktionaldeterminante Ll wird in den 
Lehrbiichern iiher Differentialgleichungen, z. B. bei A. R., Forsyth: Diffe
rentialgleichungen § 9. 

80 ") Zum Studium der allgemeinen Integrationstheorien partieller 
Differentialgleichungen konnen folgende Werke dienen: 

1. Horn, J.: Einfiihrung in die Theorie der partiellen Differential
gleichungen. Goschen 1910. 

2. v. Weber, E.: Vorlesungen iiber das Pfaffsche Problem und die 
Theorie der partiellenDifferentialgleichungen erster Ordnung. Teubner 1900. 

3. Forsyth, A. R.: Differentialgleichungen. 2. A. Vieweg 1912. 
4. Bieber bach, L.: Theorie der Differentialgleichungen. Berlin: 

Julius Springer 1923. 
81) AuBer diesen hier zu behandelnden exakten Integrationsmethoden 

gibt es eine Reihe graphischer und numerischer Naherungsmethoden fiir 
partielleDifferentialgleichungen, iiber die bei Runge C., undFr. A. Willers: 
Numerische und graphische Quadratur und Integration gewohnlicher und 
partieller Differentialgleichungen, Enzykl. d. math. Wiss. Ed. 2, H. 3, 8.159, 
berichtet wird. Von diesen stellen wir unten (§ 104) das technisch und 
physikalisch besonders wichtige Verfahren von Rayleigh-Ritz ausfiihr
lich dar. 

§ 72. Dilferentialgleichungen der schwingenden Saite. 
82) V gl. hierzu ausfiihrliche geschichtliche Angaben bei Burkhardt , H. : 

Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen usw. B. G. Teubner 1908. 

82 ") Man nennt die Funktionen un (;) = sin n; x die Eigenfunk

tionen der Saite oder der Saiten-Differentialgleichungen. Die durch An
satz (17) gekennzeichnete Eigenschaft der Eigenfunktion nennt man 
Orthogonalitat. 

82 b) Aus (18) ergibt sich, daB fiir die Funktionen 

Nn ( -}) = l-2 Un cz-) 
gilt: 

l + f Nn2 (-~-) dx = 1. 
0 

Statt dessen kann man auch schreiben: 
1 

J Nn2 (0 d~ = 1. 
0 

Die somit erklarten Funktionen Nn (~) nennt man die Normalfunktionen 
der Saite. 

§ 73. Rechnerische Ermittlung der Fourierschen Koeffizienten. 
820) AuBer dem im Texte mitgeteilten numerischen Verfahren der 

harmonischen Analyse gibt es noch eine groBe Anzahl weiterer, von 

43* 
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den die wichtigsten bei Hort, W.: Technische Schwingungslehre, 2. J,. 
1922, § S7 -40, behandelt werden. Von diesen sei besonders auf dr,s 
Verfahren nach Herrmann-Zipperer (Pfiiigers Arch. f. d. ges. Physicl. 
Bd.47, S. 45. 1890 und Dingler Bd. S33, S. 201. 1918) hingewiesen. 

§ 74. Mechanische Verfahren zur Bestimmung des Fourierschen 
Koeffizicn ten. 

83) Uber die Forme! der partiellen Integration siehe ,Hiitte" Bd. 1, 
s. 72. 1908. 

0. Henrici hat seinen Analysator beschrieben in: On a new har
monic analysis. Phil. Mag. (5) Bd. 38, S. 110. (1894). -

84) Als weitere Mittel zur harrnonischen Analyse sind zu nennen der 
Apparat von A. A. Michelson und S. W. Stratton, beschrieben in 
Am. Journ. of Sc. (4) Bd. 5, Nr. 2!1, 1. New Haven 1898 und dor
jenige von 0. Mader, beschrieben ETZ 1909. 

§ 75. Die Differentialgleichung der Stabschwingungen. Uiegung·s· 
schllingungen. 

84&) Man nennt die Funktionen 111 ( '{·), von dcnen fiir jeden Ein

spannungsfall eine unendliche Reihe existiert, die Eigenfunktionen des 
Stabes oder der Stabdifferentialgleichung (fiir den betreffenden Ein
spannungs- oder Randbedingungsfall). Die Eigenfunktionen geniigen der 
Orthogonalitatsbedingung 

l 

J u{[-) ni ( t) dx =(), i :~ j. 
() 

85) Strutt, J. W. (Baron Rayleigh). Theorie des Schalles. 
Deutsch von Fr. Neesen. Bd. I u. II. Braunschweig 18i9/80. 

86) Ribiere, S.: Phares et Signaux Maritimes. Paris 1908. 

Verbesserung: Auf S. 371, Z. 7 v. u. ist das zweite x in IIof ~~; · x 

zu streichen. 

§ 76. Schiffsschwingungcn. 
87) Literatur der Schiffsschwingungen: a) L. Giimbel: Jahrb. Schiffs

baut. Ges. 1901, S. 211. b) A. Kriloff: Math. Ann. 1905. S. 211. 

§ 77. Analytische Ermittelung der EigentOne nicht gleichformi!rer, 
insbesondere verjiingter Stabe. 

88) Strutt, J. W. (Baron Rayleigh): Die Theorie des Schalles. 
Dbers. v. Fr. Neesen. Bd.1, S. 292ff. Braunschweig 1880. 

88") Der dem folgenden zugrunde liegende Gedanke geht auf 
Rayleigh zuriick. Vgl. Anm. 88) a. a. 0. Bd. 1, S. 121ff., 316ff. 

89) Die Normalfunktionen N (n, die ausfiihrlicher mit N 1 ( t) be

zeichnet werden, gewinnt man aus den Eigenfunktionen u1 ( -T) (vgl. ·}75, 

Anm. 8 .. ) durch Multiplikation mit einer derartigen Konstante, daB gilt 
l l + f N;" ( -T) dx = + f c2 u12 ( n dx = 1. 

() (I 
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Nun kann man wieder wie in § 72, Anm. 82 h) setzen: x: l =; und hat 
1 

JN;2 (;)d!;=l. 
u 

89 •) Die Auswertung der Integrale bzw. die Berechnung der Koeffi
zienten a und r ist von Dr. W. Ki by durchgefiihrt worden. 

90) Die nachfolgende Untersuchung hat auf meine Anregung Dr. 
K. Lachmann begonnen und Dr. W. Kiby zu Ende gefiihrt. 

§ 79. Runde Membran. Besselscbe Funktionen. 
91) Vgl. z. B. Schafheitlin, P.: Die Theorie der Besselschen Funk

tionen. B. G. Teubner 1908. 

~ 80. Schwingungen einer rotierenden Membran. Hypergeometrische 
Funktion. 

22) V gl. Love, A. E. H. : Lehrbuch der Elastizitat. Deutsch von 
A. Timpe. S. 102. B. G. Teubner 1907. 

93) Lamb, H., u. R. V. Southwell: The Vibrations of a Spinning 
Disk. Proc. Roy. Soc. Ser. A Ed. 99, S. 272 1921. 

93 •) Siebe z. B. Riemann, B. u. H. Weber: Die partiellen Diffe
rentialgleichungen der mathematischen Physik. Ed. 2, S. 4ff. Braun
schweig 1901. 

94) Die eingehende Theorie dieser Reihe verdankt man C. F. GauB: 
Disquisitiones generales circa seriem infinitam 

1 + a {J x + ~ic:._±_llfJ ({J + 1l x2 + ... 
1·y 1·2·y(y+l) 

Ges. Werke Ed. 3, S. 129ff. 
95) Der Beweis hierfiir ist von GauB mittelst des nach ihm he

nannten Konvergenzkriteriums (vgl. Ges. Werke Ed. 3, S. 140) erbracht 
worden. 

Naheres iiher das Kriterium bei Knopp, K.: Theorie und An
wendung der unendlichen Reihen. S. 289. Berlin: Julius Springer 1924. 2. A. 

§ 81. Wiirmeleitung. 
96) Die Konstante c bedeutet in Forme! (4) die spezifische Warme. 

§ 83. Beriicksichtigung der Oberft.iichenbedingung. 
9 ') Siebe ,Hiitte" Ed. 1, S. 97. 1923. 24. A. 

~ 8!. Wiirmeleitung in einem Stabe bei veriinderlicber Stabtemperatur. 
98) Ausfiihrliches iiber die Theorie der Warmeleitung findet man in: 

Fourier, J. B.: Theorie analytique de Ia Chaleur. Paris 1822. b) Heine, E.: 
Handbuch der Kugelfunktionen. Ed. 2. Berlin 1881. c) Riemann, B., 
u. H. Weber: Die partiellen Differentialgleichungen der mathematischen 
Physik. Ed. 2. Braunschweig 1901. 

~ 85. Anwendung auf der Wiirmebewegung in den Wandungen drs 
Dampfmascbinenzylinders. 

99) Die bier in Frage kommenden Rechenvorschriften finden sich 
z. B. in ,Hiitte", Ed. 1, S. 82. 24. A. 

100) Die Warmebewegung durch die Wandung des Dampfmaschinen
zylinders wird ebenfalls behandelt von: a) Kirsch, A.: Die Bewegung der 
Warme in den Zylinderwandungen der Dampfmaschine. Leipzig 1883. 
b) Lorenz, H.: Lehrbuch der technischen Physik. Ed. 2. Miinchen 190!. 
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§ 86. Stationiire ebene Bewegung einer inkompressibelen Fliissigkei1. 
101 ) Zum Begriff der orthogonalen Trajektorien vgl. ,Hiitte" Bd. } , 

s. 100. 1923. 24 . .A. 
102) Lehrbuchliteratur zur ebenen Fliissigkeitsstromung: Foppl, A.: 

Vorlesungen iiber technische Mechanik. Bd. 4 u. 6. Leipzig 1901/1911). 
b) Lorenz, H.: Lehrbuch der technischen Physik. Bd. 3. Miinchen 191<). 
c) Riemann, B., u. H. Weber: Die partiellen Differentialgleichungcn dnr 
mathematischen Physik. Bd. 2. Braunschweig 1901. 

§ 87. Die allgemeine Massenanziehung, das Coulombschc Gcsctz u11 d 
die Laplace-Poissonsche Differentialgleichung. 

103) Lehrbuchliteratur zur Differentialgleichung des Potentials: 
a) Heine, E.: Handbuch der Kugelfunktionen. Bd. 2. Berlin 1881. b) Ri e· 
mann, B., u. H. We her: Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik. Bd. 2. 1901. c) Neumann, F.: Vorlesungm 
iiber die Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. Leipzig 18f;7. 

§ 88. Allgemeine Eigenschaften des Potentials. 
104) ,Hiitte" Bd. 1, S. 68. 1 \J23. 24 . .A. Die hoheren Glieder der Entwi< k

lung sind fortgelassen. 

§ 89. Zusammenfassung und iibersicht fiber die Anfgahen der l'o· 
tentialtheorie. 

105) Ein Beispiel fiir die zweite Randwertaufgabe wird im § 108 ge
geben. Fiir die dritte Randwertaufgabe sind Beispiele u. a. bei Rie mar n
W e be r zu find en, auf die wir hier der Raum beschrankung hal her ni 'ht 
eingehen. 

106) .Abgesehen von den ~pater zu behandelnden Beispielen zur Reihen
methode, sei auf Riemann, B.: Ges. Werke, Nr. 24: Dber das Poten;ial 
eines Ringes verwiesen. 

10 ') Ein Unterfall der Methode der Greenschen Funktion ist die 1on 
Riemann zur Liisung \'On Differentialgleichungen elastischer Schvrin
gungen angewendete Methode. Man sehe iiber diese das mehrfach an
gefiihrte Werk von Riemann-Weber, 2. Bd., wo auch die Riemanmche 
Originalarbeit an11efiihrt ist. Anwendung hat die Riemannsche Methorl.e 
dann noch durch M. Radakovie: Wiener Berichte Bd. 108, 8. 577, auf die 
Bewegung einer Saite unter der Einwirkung einer Kraft mit wanderndem 
Angriffspunkt. Diese Aufgabe ist wichtig fiir die Frage nach den Er
schiitterungen einer Briicke infolge eines dariiberfahrenden Eisenbahn
zuges oder nach den Querschwingungen eines Geschiitzes beim Schusse. 

§ 92. Das Potential einfachster Massenanordnungen untl die J,cgen Ire
s chen Kugelfunktionen. 

10B) Z. B. die schon angefiihrte Tafel von Jahnke und Emde. 

§ 96. Zylinderfunktionen. 
109) Den Beweis des Satzes siehe z. B. bei Riemann-\Veber, a. a. 0 . 

.Anm. 103), Bd. 1. 

§ 97, Aufstellung der Gruntlgleiehungcn. 
110) Niiheres iiber die Beziehungen des Hookeschen Gesetzes zum 

Spannungszustand siehe in den Lehrbiichcrn der technischeu Mechanik. 
z. B. A. F'oppl, Bd. 3 und H. Lorenz, Bd. 4. (Anm. 102 ).) 
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§ 99. Erzwungene gediimpfte Schwingungen von Stiiben. 
110•). DasStabschwingungsproblem ohne Dampfung ist einer sehr be

merkenswerten Untersuchung von St. Tim osch enko: Erzwungene Schwin
gungen prismatischer Stabe. Z. f. Math. u. Phys. 59 (1911), 163 behandelt. 

110 b) Vgl. zur allgemeinen Resonanztheorie: W. Hort, Techn. 
Schwingungslehre. 2. A. S. 60 ff; 645 ff. 1922. 

§ 100. Schwingungen einer kreisr6rmigen Platte nach Kirchhoff. 
111) Kirchhoff, G.: Vber die Schwingungen einer elastischen Scheibe. 

Crelles Journ. Ed. 40, S. 51. l!l50. (Anm. 103).) 

Kirchhoff, G.: Ober die Schwingungen einer kreisformigen elasti
schen Scheibe. Pogg. Ann. Ed. 81. 1850. Die genaue experimentelle Be
statigungen der Berechnungen Kirchhoffs ist zu verdanken: Strehlke, F.: 
Uber die Schwingungen homogener elastischer Scheiben. Pogg. Ann. Ed. 95, 
S. 577. 1855. 

§ 101. Schwingungen kreisf"Ormiger Platten mit punktformigen 
Randmassen. 

112) Vgl. iiber die Randbedingungen speziell z. B. Love, A. E. H.: 
Lehrbuch der Elastizitat. Deutsch von A. Timpe. S. 526. Leipzig 1907. 
Die Ausdriicke fiir M, S, V findet man z. B. angefiihrt bei Stodola, A.: 
Dber die Schwingungen von Dampfturbinenlaufradern, Schweiz. Bauzg. 
Ed. 63, S. 272. 1914. 

§ 103. Radiale Schwingungen einer Kugel. 
113) Fiir das Folgende verweisen wir auf Clebsch, A.: Theorie der 

Elastizitat. 1862. 
114) V gl. hierzu § 40 dieses Buches. 

§ 104. Das Ritz-Lorenzsche Yerfahren der niiherungsweisen Liisung 
von Elastizitiitsaufgaben. 

115) Vgl. zum folgenden A. Ritz: tl'ber eine neue Methode zur Losung 
gewisser Variatiomprobleme der mathematischen Physik. Crelles Journ. 
1908 und Lorenz, H.: Technische Physik Ed. 4. 1913. - Die Be
ziehungen des Verfahrens von Ritz zu dem Satz von Rayleigh iiber 
die Extremeigenschaft der liingsten Eigenperiode eines schwingenden 
Systems sind dargelegt bei A. Stodola, Damp£- und Gasturbinen, 5. A., 
S. 914£. J. Springer, 1922. 

116) Die Ausrechnung der Variation findet man z. B. bei A. Foppl: 
Technische Mechanik Ed. 3. 

11 ') Die Minimalbedingung fiir Funktionen zweier Variablen siehe 
,Hiitte" Ed. 1, S. 70. 1908. 

§ 105. Aufstellung der Eulerschen Grundgleichungen fiir Fliissig· 
keiten mit und ohne Reibung. 

118) Vgl. hierzu die Fortpflanzung des Schalles in Gasen, z. B. bei 
Lorenz, H.: Technische Warmelehre. Miinchen u. Berlin 1904. 

§ 108. Dirichlets Untersuchung der Bewegung einer reibungsfreien 
}'liissigkeit urn eine Kugel. 

119) Die Originalarbeit von P. L. Dirichlet ist zu finden in den Be
richten der Berliner Akademie 1852. 
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§ 111. Die Siitze von Helmholtz iiber die Wirbelbeweg·ungrn. 
120) Helmholtz, H.: Uber Integrale der hydrodynamischen Glei

chungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen. Journ. f. Math. 1858. 
Die Helmholtzsche 'fheorie ist mehr oder weniger ausfiihrlich wieder-

gegeben u. a. bei: 
Fiippl, A.: 'fechnischc Mechanik Bd. 6. 1910. 
Lorenz, H.: 'fechnische Hydrodynamik. 1910. 
Riemann-We her: Partielle Differentialgleichungen Bd. 2. 1!l01. 

§ 113. Grundlegung drr Turbinentheoric von H. Lorenz. 
121) Neue 'fheorie und Bercchnung der Kreiselrader. Miinchen 1901 I. 

§ 116. Untersuchung ebencr t>lektromagnetischer Wellen. 
122) Dies ist die D• AI em bert sche Losung der Differentialgleichung (18), 

wahrend die im § 72 unter (13) gegebene Liisung der Saitengleichung 
auf D. Bernoulli zuriickzufiihrcn ist. 

§ 118. Elektromagnetische \'organge bei Wt>chsrlstromen in geral
linigen Leitern. Ferrantiphanomen. 

103) 'fechnischc Einzelheiten zum~folgenden und wertvolles Konstante 1· 

material findet man bei G. Riiiller: Die Fernleitung von Weehselstriimen. 
Berlin: Julius Springer 1905. 

§ 119. Ausgleiehsvorgiinge in linearen Leitern. 
124) Fiir ausfi.ihrliches Studium sei hierzu verwiesen auf Wagner, K. W. : 

Elektromagnetische A usgleichsvorgiingo in E'reileitungen und Kabe .n. 
Leipzig: B. G. Teubner 1908. 

§ 121. Herleitung der Konstanten der Heavisidesehen Gleichung aus 
den Maxwellschen Gleichungen des axialsymmetrist•hen l'eld·Js. 

125) Abb. 300 ist gezeichnet nach 'fabelle 21 des Anm. "") zitier en 
Buches von Jahnke und Emde. 

126) Vgl.zu§121: G.Mie: Ann d.Phys. Bd.2, S.201.1900; H.Poinca •e: 
Eclairage elect. Bd.40. 1\!04, A. Sommerfeld: Wied. Ann. Bd. 67, S. 2:);}. 
1899. 

§ 122. Die Aufgabt>n der Variationsrechnung. 
12 ') Euler, L.: Method us inveniendi lineas cur vas maxum mmmtiYe 

proprietate gaudentes, Kap. 2, Art. 21. Lausanne u. Genf 1744. 
128) Lagrange, J. L.: Misc. 'faur. Bd. 23, S. 173. 1762, sowie CEu•-res 

Bd. 14, S. 141. 

§ 123. Variationsprobleme mit einer Unbekannten und ihrcr l'r~ten 
Ableitung bei einer Unahhiingigen. 

120) Kneser, A.: Lehrbuch dcr Variationsrechnung. s 17, Bmun
schweig 1900. 

130) Z e r me I o, E. : Untersuchungen zur Variationsrechnung. 1 )iss. 
S. 41. Berlin 1894. 

13 1) Jordan, C.: Cours d'analyse Bd. 3, S. 08. Paris 1915. 
132) Jakobi, C. G. J.: .Journ. f. Math. Bd. 17, S. 68. 18:37. 
133) Die bekannte Knickformel ist entwickelt bei Euler, L.: Berl. 

Nouv. Mem. Bd. 13. S. 252. 175!1. 
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§ 124. Hoh!'re Variationsprobleme. Sehwingungen cines F ugzeug-
1liigels. 

134) K n e s e r, A.: Lehrbuch derVariationsrechnung. Braunschweig 1900. 
135) Bolza, 0.: Vorlesungen iiber Variationsrechnung. Leipzig u. 

Berlin 1909. 

§ 125. Variation mehrfacher Integrale. Stab- und Plattenschwingungen. 
136) Kirchhoff, G.: Dber die Schwingungen einer kreisformigen 

elastischen Scheibe. Crelles Journ. Bd. 40, S. 51. 1850. 
13 ') Stodola, A.: Uber die Schwingungen von Dampfturbinenlauf

radern. Schweiz. Bauztg. Bd. 63, H. 18. 1914. 
137 •) Hort, W.: Technische Schwingungslehre. S.444. Berlin 1922. 2. A. 
13'b) Hier moge noch folgendes erganzt werden: Schneiden die Par

allel en zur x- bez. y- Achse, langs deren auf S. 632 ff. partiell inte· 
griert wird, das Gebiet G mehrmals, z. B. in den Punktepaaren (x 1 y) 
(x 2 y); (x 3 y) (x 4 y); ... , so sind natiirlich aile diese Randpunkte in die 
partiellen Integrale einzufiihren; z. B. auf S. 632 oben: 

ft, YJmax lf(~2 ~+viJ? w) .a ow lJ"'2+ft(?' ~ + v o2 w) !._ow}"'·+·.·] dy dt 
lOX" uy 2 iJx OX" oy 2 ox 

ti Ymin zl :Xa 

nod entsprechend in anderen Fallen. 

§ 126. Anwendung der Einflufilinien auf das Problem der schwingen-
den Saite. 

138) Miiller-Breslau, H. F. B.: Statik der Baukonstruktionen. 
" 19) Hort, W.: Technische Schwingungslehre. S. 428. Berlin 1922. 2. A. 
140) K n e s e r, A.: Die Integralgleichungen. S. 244. Braunschweig 1922. 

2. A. 
m) Trefftz, E.: Allgemeine Theorie der Knickung des geraden 

Stabes. Z. f. ang. Math. Mech. Bd. 3, S. 272. 1923. 
142) Prandtl, L.: Erste Mitteilung iiber Tragfliigeltheorie. Gott. 

Nachr. math. phys. Kl. 1918, S. 21. 

§ 127. Die Fredholmschen Siitze und dieLosung der Integralgleichungen 
nach Neumann und Fredholm. 

143) Fredholm, J.: Sur une classe d'equations fonctionelles. Acta 
mathematica. Bd. 27. 1903. 

§ 128. Die Hilbertschen Siitze tiber die linearen Integralgleichungen 
mit symmetrischem Kern und die Entwicklung willkiirlicher 
l'unktionrn nach Eigenfunktionen. 

144) Hilbert, D.: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen. Leipzig 1912. 

145) Mercer, T.: Functions of positive and negative type. London 
Phil. Transactions (A). S. 219. 1909. 

145") Schmidt: Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach System en 
vurgeschriebener. Gott. Diss. 1905, Math. Annalen Bd. 63. 

§ 129. Die erzwungenrn Schwingungen biegsamer Stiibe. 
146) Birnbaum, W.: Dber die erzwungenen Schwingungen biegsamer 

Stabe. Z. f. techn. Physik. Jg. 6. 1925. 



V erzeichnis 
der behandelten Differentialgleichungen. 

I. Gewohnliche Differentialgleichungen. 

a) Erste Ordnung. 

Allgemeine Form: 

( dy' 
F x,y,dx) =0. S. 50 

Einfachste Formen, Wsbar durch unmittelbare Integration: 

dy- f(x) = 0, 
d:r 

S. 51 

Graphisches Beispiel: 

dy . 
-- f(YJ = 0. 

d.e 

d y 2 .a r .2 ' 4 . 0 2 ({-;; ~ J~ ~- > ,{ -~- .r -~- ' ' 

Technisches Beispiel: 

Spiegelkurve eines ftieBenden Gewiissers: 

rly .. J!l'-h" =0. 
dJ· yl-lc3 

Formen, liisbar dureh Trennung der Variablen: 

d_Y_,__!f!{j:L=o 
dx ' 'I' (y) · 

'P (1·) 'I' (!I)+ 'Pt (r) 'P1 (y) ~~ 0. 

Technisches Beispiel: 

Spiegelkurve des Grundwasserstromes: 

dy ---- Q -- = 0. 
d.r 2nk.ry 

Bernoull is Substitutionsmethode: 

dy , • r 
d .r - . :X y + Xo = 0 . 

S. 51 

s. 219 

R. 52, 220 

tl. 64 

:;. 64 

S. 6fi 221 

S. ()f) 
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Technisches Beispiel: 
Entstehung eines Wechselstromes: 

dJ WJ E . 0 dx +y; - 0 smwt= . 

Differentialgleichung 1. Ordnung 2. Grades: 

(:~r + 2 rp ex, y) ~~ - 'P ex, Y) = o. 

Tangentenbiischel der Astroide: 
, ay' 

y = X y + --;---== . 
ll +>7'2 

Differentialgleichnng, Iosbar als totales Differential: 

f(x, y) dx+g(x,y) dx = 0 

unter der Bedingung 
of og 
ay=ax' 

Beispiel: 

S. 68 

s. 73 

s. 75 

S. 77 

(xm+2xy2 +~) dx+(Ym+2x2 y+~)dy=0. S. 'iS 

Losbar durch die Methode des integrierenden Faktors J(x, y): 
f (x, y) dx + g (x, y) dy = 0 

nach Integration der partiellen Differentialgleichung: 

f OJ- g il_! + (~l- iJ f) J = 0 . S. 79 
iJy iJx iJy iJx 

Beispiel: 
(X y + X0) dx + dy = 0. 

Graphische Beispiele fiir das Isoklinenverfahren: 
Spiegelgleichung eines Gewassers 

dy Jx3 y 3 -p'gax+p5 y 
dx = -----;a--ya _ p5 x--

Ballistische Hauptgleichung: 
du 
dz =%g(z)+F(u). 

Sondergestalt: 

~~ + P (x) y = Q (x). 

Runges Methode: 
Einfaches Beispiel: 

dy . 
dx= smx. 

Allgemeinere Form: 
dy 
-d = f(x,y). ,x 

s. 80 

s. 225 

s. 233 

s. 237 

S. 241 

S. 244 
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Sim ultaneDifferentialgleichungen 1. Ordnung nach Runge s V erfahrcu : 

dy . 
--1·. =f(.x,y,z), 
( ,J, 

dz 
!-- ~· g (:r, y, z) . 

( .t: 

Dampfmaschinenbewegung: 

;~; - ~ F ~)~--;~~~' ({}) 1) 

dt 1 
d{} (I) 

b) Zweite Ordnung. 
Allgemeine Form: 

S. 2!2 

S. ~~H2 

H 82 

Graphisch oder rechnerisPh liisbar, wenn die Auflosung: 

a~y ( fly) dx" ~~ f :r, y, ~r;; s. 82,274,292, 30~ 305,309,313 

moglich ist. 

Lineare Dilferentialgleichungen im weiteren Sinne: 

d"y . dy . 
Po (x, y) d~r?. + P1 (:;:, y) d.c- P" (:;:, Y! y-!- P, (x, y) 0. f. 83 

Lineare Dilferentialgleichungen im engeren Sinne: 

d 2 y . dy ., ' (·· ·-Po (x) dx2 + P1 (x) "d".;; -!-1 2 (x) y-;- P.~ .c) - 0. S. 83 150 

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten: 

d2 y dy ' 
no .dx" +n, -dx +nz Y raa = 0. 

Dilferentialgleichung der Seilkurvc: 

d"lf H ·_, = - f ( Y) . 
dx-

Differentialgleichung der elastischen Linie: 

d2 1J 
EJ-71~:, -Mx. 

Nichtlineare Dilferentialgleichung der Ketten-Linie: 

11 d"y ·- ., __ /I- (dy)" 
rL:2 - I' ' + d <:/ • 

Eindimensionale Differentialgleichungen 

des dickwandigen Rohres: 

0".!.~ _ I d n _ u _ 0 
d.r 2 ' .1· d.c :r2 - ' 

s. 84, 150 328 

S. 9C, 288 

S. 9!'.· 281 

3. 109 

S. 120 

s. 124 
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der kreisfi.irmigen Platte: 

a•'P 1 arp rp -+----=-ax. ax• x ax x2 

685 

s. 126 

Differentialgleichung der Pendelbewegung, lOs bar durch elliptische 
Funktionen: 

d"a g . 0 
-dt• + T sm a= . s. 183 

Bewegungsgleichung der Dampfmaschine: 

E(fJ)a•fJ +_!_E'(fJ) (d{})• =F({}) at• 2 at S. 257 

Differentialgleichung der Besselschen (Zylinder-) Funktionen: 

x2 ~~J_+ x aJ + (x2 -m2) J = 0. S. 394, 501 ax• ax 
Numerische Liisung von 

a• y ay . 
ax2 +0,5 ax+smy=O. S. 276 

Graphische Liisung von 
a•p 1 ap , 1 _ 

ax•+4dx 1164 P-l5 · S. 286 

Hypergeometrische Differentialgleichung: 
a•y ay 

x (1- x) ax• + {r- (a+ p + 1) x} ax- a p y = 0 S. 402 

Differentialgleichung der Legendreschen ( einfachen Kugel-) Funktionen: 

(1- p2) a• :;.(p)- 2 p a ~~p) + n (n + 1) Pn (p) = 0. S. 37ti 

Differentialgleichung des k-ten Differentialquotienten der Legendre
schen Kugelfunktionen: 

a2D(k) (p) an(k)(p) 
(l-p2)- n -2 p (k+ 1) __ n_ ap• ap 

+ [n (n + 1)- k (k + 1)] D~) (p) = 0. S. 389 

c) n-te Ordnung. 
Allgemeine Form: 

F (x,y, ay' a•y , ... 'al'l~~-~' any)= 0. 
ax ax2 axn- axn 

S. 129 

Einfachste Formen: 

s. 130 

s. 130 
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Durch Substitution auf Differentialgleichungen 
Ordnung zuruckfuhrbar: 

erster bzw. zwei1.er 

F (~~ -_2 y ' ~~-_!_y_ ' ~~ !J) = 0 1 
dxn- 2 dxn- 1 dxn 

F(dn-2y' ~~y) = O j 
dxn- 2 dxn 

F(d~_--1Y' ~~y) = 0 
d:~;n-1 dxn 

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung: 

any an-1y v dy v y 
X --+X - ---- + · ·- -f- •' _1 d- -f- nn Y ·~ -'' · o d xn 1 d xn-1 . n X 

Erniedrigung der Ordnungszahl 

Mathematisches Beispiel: 
d3 y d2 y dy 

(x2- 2 X -f- 2) dx3- x2 dx2 -f- 2 X dx- 2 y = 0. 

Variation der Konstanten 

Mathematisches Beispiel: 

d3 y d2 y d y 
(x2 - 2 x + 2) ~d 3-- x2 -d-0 + 2 x -' -- 2 y = f (x) . 

X X" ~X 

s. t31 

s. 133 

S. 134 

S. 136 

s 137 

S. 139 

Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi
zienten: 

i=n 
\' (n-1) _ v _.:;;_;a;y --"· 

i=O 

Technische Beispiele: 

Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unt.erlage 

EJd~y-1- ky =fix). 
dx4 ' 

Rechtecksquerschnittige Behiilterwand 

~~1 + k• '7 = l' .c. 

Integration durch Reihen 

Mathematisches Beispiel: 
d2y 
dx2 + xy = 0. 

Technische Beispiele: 

Trapezquerschnittige Behiilterwand 

2~'7 - ~'7 ~'7 
(1 +ex~)---+ 6a (1 +ex.;=)--- -f- 6 a 2 - -f- Y.1J = 0 

a~· d ~a de · · 

E. 140 

S. 143 

S. 146 

S. 147 

s. 149 

s. 155 
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Drtiecksquerschnittige Behalterwand 

d4 u d3 u d2 u 
~3 d ~! + 6 ~2 d ~2 + 6 ; d ~i + k ~ u = 0 . S. 159 

d) Simul tane Differentialgleichungen. 

Allgemeine Form bei zwei abhiingigen Variabelu: 

F ( dx1 dx2 ) l xl ' x2' -d y ' -d y ' . . . = 0 

G ( dx1 dx2 ) J 
Xl' Xz' d?i ' d y ' . . . = 0 

s. 166 

Allgtmeine Form eines Systems erster Ordnung bei n abhiingigen 
Variabeln: 

dx1 
dy =fli(xvX2 , ... ,xn,Y); i=1,2, ... ,n. 

Einfaches Beispiel: 

dy l dx = f(x, y, z) 

dz 
dx =g(x, y, z) 

G!eichungen der Dampfmaschinenbewegung: 

dw _ 2 F(f))- E' (f)) w2 ] 

df)-~E(of-

at 1 
a~=~ 

s. 166 

s. 167 

s. 262 

s. 262 

Allgemeine Form eines Systems m-ter Ordnung bei n abhangigen 
Variabeln: 

am Xf_ _ f, ( 1 I I (m-1) (m-1) (m-1) ) , 
- i X1 , X2 , •.,, Xn, X1 , X2 , ••• , Xn , , • , , Xl , X9 , • , • , X , Y , 

d m " " 
y i=1,2, ... ,n. 8.168 

Differentialgleich ungen der Dampfmaschinenregulierung: 

m t}!_ 'l + b dq + cq = x w l dt 2 dt 
fE) dw 
rdt =-kq+T0 -kr0 - W 

s. 173 



688 Verzeichnis der behandelten Differentialgleichungen. 

Differentialgleichungen der ungestiirten Planetenbewegung: 

d'.J::. -"_- _kZ (m T' }j,f) X c 0 1 d t~ ' r 3 

d2y kO 
-dt'- ~ ·-;.s- (rn + M) y = 0 l 
d2 Z k2 

dt'i -' -.;. 1- (m--,.- M) z = 0 

e) Differenzengleichungen. 

Allgemeine Form: 

'JI (x, Yx, Yx + 1 • • • ·, Y.x + ,) ~ 0 · 

Lineare Differenzengleichungen: 

Yx Po (x) --f- Yx +1 P1 (:r) + · · · -'- y_,. f-n Pn (a)=- Q (.r:). 

Einfaches Beispiel: Yx + 1 +(_a+ b.r:) y,. = 0. 

Mit konstanten Koeffizienten: 

S. 170 

s 203 

S. 204 

~- 204 

Yxao Y.x-',-1a1--;---·+!lx+nfin=0. ~-204 

Differenzengleichung fiir die Biegungsmomente des durchlauf£·nden 
Balkens: M,+4Mk+ 1 +M,,+ 2 --~ql~. E:.206 

Differenzengleichung fiir die Amplituden der Bewegung einer Kette 
von Massenpunkten: 

f 4 p 2 ;r2 , \ , _ 
Lp,k-f-\- c"- -2)Lp,k-l-t'-Lp.u- 2 --0. il.208 

Simultane Differenzengleichungen fiir die Strom- und Spam,ungs
verteilung in einem Kettenleiter: 

J, --1 = J" +} G l', + ~ G 1', -1 1 
r,_1 -l'n+ll(J, 1-~01-, tlf 

II. Partielle Differentialgleichungen. 

s. 210 

a) Allgemeine Form bei einer abhiingigen und zwe1 nnab
hangigen Variabeln: 

( (;lz i!z c'"z ) 
F X' y' z' ii-:i- ' EJy ' a.~i ' -.. ' a' h- c' . . . . - 0 . s. 259 

b) Saitenschwingung, Schallschwingung. Stabtorsionsschwin
gung, ebene elektrische Wellen: 

S. 348, 31i3, 364 

c) Freie Stabbiegungsschwingung: 

fPy . o'y 
o q - --r E J- -- 0 : ' c t 2 c x' 

S. 3fi7 

82 y rl" ( .- iP !J \ 
eq (x) -,"_-te--:- E - J(J I--- I= 0; 

'' - {l.t:2 ' ' C,t: 2 I 
S. 873 
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d) Membranschwingungen: 

ruhend: _(jl_~ _ 2 (~~ i3 2z). 
ot2 -a i)x2 + iJy2 ' S. 385 

i32 z (i3 2 t 1 i32 z 1 iJz) 
8(;2 = az or"+ r2 oq:; 2 +r 8r ; S. 395 

e _il2U! = _1_ ~ (ra iJ~) + '!!_ iJ2w 
iJ t2 r i3r r i3r r 2 i3r2 · 

rotierend: 
S. 407 

e) Warmeleitung: 

s. 407 

S. 407 

f) Ebene Stromung: 

u-~+v i!u-1-- ou=X-_!_ i3p) ax oy ' at e ax 
u_i}v +v!~+~= y _ _!:_ op 

ax ay at e ay 

s. 420 

g) Stationare ebene Strom ung (Geschwindigk eitspoten t.ial): 

82 <P az rp 
8X2+ ay• = 0 · 

h) Newtonsches Potential: 

a" v &2 v az v ---+--+-= -4no · 
i}x2 oy2 oz2 -' 

in Zylinderkoordinaten: 
o"V o2 V lo2 V loV . 
-+-+- -+- -=-4;re; 
iJ:r2 or2 r2 ocp2 r i3r · 

in Polarkoordinaten: 

()2 (V r) 1 o ( . o V\ 1 i32 V 
r- arz--+sin{}PJ{i sm{}B&J+sin2{} 8,P'>=-4ne. 

Differentialgleichung der allgemeinen Kugelfunktionen: 

1 a ( . a Xn) 1 a2 Xn n (n + 1) Xn + --:--{} o.a Sill{} -;;-:a· + ~ ---:l2 = 0. 
Slll uU' OU Slll" u· ucp 

i) Differentialgleichungen der Elastizitat: 
m oe X 

Ll~+ -- --+- = 0 m-2 ox G l 
J 

m oe y 
Ll '1 + m- 2 ay + G = 0 

m oe z 
LIC+---+-=0 m-2 oz G 

o~ a'1 8C 
e= -+--+ox oy i}z 

Hart., Differentialgleichungen. 2. Auf!. 44 

S. 423 

s. 437 

s. 484 

S. 460 

S. 473 

S. 494 
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Erzwungene gediimpfte StabbiegungsRchwingung: 

(;2 y i) If iJ 11f 
o q - --- .:. 2 o q b - '- + E J ' - - p cos w t -~ q sin u1 t . ' ot2 ' ' ?t i!x 1 

Freie Plat tenschwingung: 

Eh" r c'w c'u· ------ -- ----- I- - -- ;_ -J 
il ( l - a2 ) I c .c1 - i.' :r" c'y2 

Platte ohne Masse : 

Radiale 

Eh" 
----~ ;J 11 u· ' 0 . 

il(l-,·2) 

K ugelschwingungen: 

( ih 
2 (} _4 T T 

2(m--l) i·2 r - ----- -+ k •= ,u T -1._._-·t" m-2 -

k) Hydrodynamische Differentialgleichungen: 

S. 497 

S. 000 

s. ;,o4 

s. :Jl2 

Eulersche Gleichungen fiir reibungsfreie Fliissigkeiten 111 rer htwink
ligen Koordinaten: 

Bewcgungsgleichungen fiir zahe inkompressible Fliissigkeitr·n: 

,f,_,,. "?p I 
(! d t = "' - ('.e -~ x ;I v., 

d v,, - (! j! ' o- ·_ = l ----~-x!lv 
"r/t ?y' y 

dn. i'p J (! r1/ = z- r'z- - x ;I v, 

1-1',. -- cr= = 0 
c.e iJy ' rz 

Gleichungen von Lagrange: 

iJ2 X 0 X (J 2 y {) y il2 Z 0 Z • r1 .!' _ y rl !f -+- Z IZ _ 1 (i J! 1 
}1{2 a~+ i:tz Z•a f- i!t0 Oil=},' Pa r'a ' ca (! (·a I 
i!"x ex, ~ 2yoy, r· 2zcz .i'.r 1_yc!f_,_ '7.?3- _ _!_ cp t 
~)t'fi!b'"ci!J~b''1t"cb==X(;/) (b nob 9 iJb I 
c·2 x o.r , o2 y !!y iJ2 z oz c.c ?11 ?z l op 
·at" -be' (1t2 ic + iii2 !C =X ~c + y (';; z rc ---;_; iJc J 

S. 526 

S. 543 
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i!x By oz 
iJa oa oa 
ox By i!z 

=1 
iJb 86 ab S. 544 

iJx ay cz 
iJc oc i!c 

Eulersche Gleichungen in Zylinderkoordinaten: 

(! (dvr _ vl) = R _ iJp l 
dt r i!r 
e d (v1 r) _ T 1 i!p 
-:;: ---,rt- --:;: arp 

o~v·=z_i!p l 
~ dt oz 

~(vrr) +~~+ o(v,r2 = 0. 
or orp oz 

S. 554 

Differentialgleichung der Stromfunktion in Zylinderkoordinaten: 

82 lJi I iJ lJi iJ2 lJi ------+---=0 s. 557 or2 r or oz2 • 

Differentialgleichungen der Lorenzschen Turbinentheorie: 

(! ( ddv;- ~2) = R- ~~ l 
(!_ ~(vt~) = T 

r dt I 
dv. ap 

e '"dt- = z + g e ilz 
~r'_v,.')+ii_(rv,)=O. 

or i)z 

I) Elektro-dynamische Differentialgleichungen. 

Maxwellsche Gleichungen in Vektorform: 

e a~ + 4 ;n; J. cr: = curl m } at 
i!Wl 

u.- =-curl~ , .. at 

Maxwellsche Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten: 

< i!Ex +4:n: lE = i!M.- i!My 
Ot X iJy OZ 

oE,_, i!M- i!M. 
<-'+4:n: lEy=--~---

ot oz iJx 

e i! E. + 4 :n: ;, E = a Mv - _iJ Mx 
i!t z i)x oy 

44* 

S. 559 

S. 556 

s. 56\1 

s. 568 
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o~I, = _ (!E, ·~~Ey) 

1 
,u at ,iJy az 

i! llly (a F;,. a E,) S. 568 f' ~ - = -- --a-z - .Z: _;; 

J 

{} t 

iJM, 
= -- (6a~:'- ~a~i) l' at 

Die erste Gleichung Maxwells nach Elimination von 9.JI: 

iPEx . i!Ex 11 E . '~ r 11. ·_ -1- 4 n 1. u 
X r· i) f3 • ' f S. 571 

Differentialgleichung einer ebenen elektrischen Welle: 

rPU au 
L1 u = E f' -,,- + 4 7t Afl -- • 

r) t- r! t S. 572 

Maxwellsche Gleichungen des axialsymmetrischen Feldes: 

1 a (r ll1,7) . iJEx 
" ---=> -;;- +4n:lfi;x r r; r at 

( oEx _ DEr_) =-ll i!M,'} 
,) T rl.r J · (!t 

1 a (r M,~·! cE 
-'- -- · • ,. r -+- 4 7t ). Er 

' T iJ .r t 

Heavisidesche Gleichung: 

?'.J a2.J ,a.J 
= L C-. + w C- S. 58:3 

r' x" i: t" c t 
Diiferentialgleiehung der Potentialfunktion des axialsymmetriH Jhen 
Feldes: 

i32 FI d FI 
E fl. --- -- + 4 Jl II }_ ,. iJ t 2 ,. d t 

a2 n cP n 1 i' u 
r:x2 i'r2 1-r- r}r · 

s. 514 
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Grundwasserstrom 6.5. 
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Hauptgleichung, ballistische 232. 
Hauptspannungen 497. 
Hauptwert 211. 
Henry 587. 
Himmelsaquator 176. 
Himmelskorper 173. 
Hohlkugel 514. 
Homogenitat 474. 
Horizontalzug 86, ll8. 
Hydrodynamik 523. 
Hyperbelamplitude 200. 
Hyperbelfunkbion 4, ll5. 
Hyperbel, gleichseitige ll3. 

lmpedanz 71. 
Indikatordiagramm 256. 
Induktion, magnetische 566. 
lnhaltskurve 6, 8, 9. 
Integrabilitatsbedingung 77. 
Integral 11. 

allgemeines 51, 130, 165, 340. 
bestimmtes 13. 

- elliptisches 120. 
- - erster Gattung 188. 
- - vollstandiges 198. 
- logarithmenbehaftetes 158. 
- partikulares 51, 83, 340, 351, 367. 
- singulares 73, 340. 
- unbestimmtes 13, 17. 
Integralfunktion 34 7. 
Integralgleichung, lineare 639. 
- - homogene 645. 
Integralkurve 23, 24, 222, 276. 
- zweite 96. 
Integralsatz von GauB 449. 
- von Stokes 545. 
Integralzeichen 13. 
Integraph 24. 
Integration, graphische 216. 
- mechanische 326. 
Integrationsformel 12. 
Integrationskonstante 51, 67. 
- willkiirliche 77. 
Integrator fiir lineare Differential-

gleichungen 330. 
- mechanischer 327. 
- nach Hele-Shaw 39. 
Intervall 13. 
Isoklinen 271. 
Isoklinenschar 231. 
Isoklinenverfahren 222, 237. 
Isolatoren 446, 478. 

Kapazitat 583, 6ll. 
Kegelschnitt 178. 
Kern, iterierter 652. 
- losender 650. 
- symmetrischer 656. 
Kettenleiter 210. 
- erster Art 213. 
Kettenlinie 107. 
Klemmspannung 577. 
Knoten, aufsteigender 176. 
Knotenlinie 176, 387. 
Knotenpunkt 387. 
Koeffizienten, Fouriersche 355. 
Kompensationsplanimeter 33. 
Konduktoren 478. 
Konstante 41. 
- unbestimmte 90. 
Kontinuitatsgleichung 526. 
Koordinaten I. 
Koordinatensystem, rechtwinkl. 1. 
Korper, elastischer 489. 
Korrektionsverfahren 378. 
Kosinusamplitude 193. 
Kosinusfunktion 46. 
Kosinus, hyperbolischer ll3. 
Krafte, auBere 519. 
- innere 519. 
Krafteplan 85. 
Kraftfeld, elektrisches 560. 
- magnetisches 560. 
Kraftfunktion 428. 
Kreisfrequenz 71, 211. 
Kreisfunktion 4. 
Kreisstrom, elektrischer 561. 
Kreuzkop£ 253. 
Kreuzkopfgeschwindigkeit 254. 
Kriimmung 366. 
Kriimmungskreis 82, 27 4. 
Kriimmungsradius 275. 
Kugelfunktion 537. 
- allgemeine 472. 
- einfache 462. 
- Legendresche 455. 
Kugelroll-Integrator 38. 
- -Planimeter 34. 
Kugel, Schwingungen der 514. 
- - einer 511. 
Kurbelarm 254. 
Kurbelwinkel 253. 
Kurve 2. 
- einhiillende 74. 
Kurvenbiischel 83. 
Kurvenschar 52, 73. 
KurzschluBstromkurve 221. 
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Langsdehnung 123. 
Langsschwingung 362. 
Leiter 446. 
- lineare .~U2. 
- linear ausgestreckte 575. 
Leitkurve ~10. 
Leitungsstrom 56(i. 
Leuchtturm, Planier 371. 
Linearplanimeter 3:5. 
Linie, elastische \16, 100, 11 ~
Liniendiagramm 282. 
Linienelement 222. 
Linienintegral 541i. 
Logarithmus 3. 
Li:isungen, partikuliire 127. 

Magnetostatik 5fi0. 
Mannigfaltigkeit 52. 
Mal3einheiten 560. 
Massenanziehung, allgemeine 427. 
Massenpunkte, Kettc von 207. 
Maximum 3, 10, 22. 
Membran, rechteckige 387. 
- rotierende 400. 
- runde ~)89. 
Membranschwingungen 384. 
MeriJian 407. 
Mikrofarad 587. 
Minimalkurve 61il. 
Minimum 3, 10, 22, ;,20. 
Mittelwertsatz 22, 3M. 
Modull88. 
Momententliiche 99. 
Momenten-Integrator 37. 
- -Planimeter 27. 
Momente, statische 27. 
Muffengewicht 16\). 

Naherungsbehandlung 216. 
Neigungswinkel 19. 
Niveaulinien 423 
Nordpol 456. 
Normalform 151. 
- Frobeniussche ;,15. 
Normalfunktion 377, 499. 
Normalspannung 96, 4!JlJ. 
Nulli:isung 651. 
Nullpunkt 2, 21. 
Nullstelle 2. 

Obertlachenbedingung 408,495, 538 
604. ' 

ObertOne 352, 381. 
Ohm 68. 

Oktave 352. 
Olbremsc 171. 
Ordinate 2. 

Parabel 91. 
Parallelkreis 457. 
Parallebtromung 4~)5. 
Parameterdarstellung 4, 133. 
Partialbriiche 101. 
Partialbruchzerlegung 60. 
Platte, kreisfi:irmige 50(1. 
Pendelgleichung 321. 
Perihel 179. · 
Periholdurcbgang 18B. 
Perihelwinkel 18:1. 
Periodengleichung g;, 1, 3(i!l, :)7E, 382, 

519, li04. 
Permeabilitiit 566. 
Phase 211, 604. 
Phasenvcrschicbung 71, 499. 
Planimeter ~)0. 
Platte, kreisfiirmige 129. 
Platten mit punktfiirmigen 1 ~and 

massen 5li4. 
Plattenschwingungen 621i. 
Pleuelstange 25:). 
Polarisation 563, f>64. 
Polarkoordinaten 455. 
Polarplanimeter B:l. 
l:'oldistanz 4(i 1. 
Pole B. 
Polygonzug 218, 23!:1. 
Pote~~ial ciner diinncn Kugel:;chalo 

40.). 
- einer Vollkugel 434. 
Potentialvektor 570. 
Prinzip, d' Alembertscbes 641 
- Dunkerleysches ;,06. 
Prouukte, unendliche 4. 
Pruuukt von zwei Funktion•m 42. 
Prolilradius 5~), 221. 

(~uadratur 10, 51. 
Quellstiirkc 645. 
Querkontraktion 12:). 
Qucrkraftfliiche 98. 
Querschnitt striigbeitsmomcnt 366. 
Quotient zwcier Funktionen 4:l. 

Hadialspannungen 5li4. 
Radiusvektor 177. 
Randbedingungen 20!1. 
l{andwertaufgabc ;n:l, 447. 

erste, fiir den Kugelinnenraum 
482. 
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Raumpotentiale 445. 
Reaktanz 71. 
Rechenschieber 277. 
Rechteck 5. 
Regulator 169, 253. 
Reibungsarbeit 53. 
Reihe, bilineare 658. 
Reihenentwicklung 70. 
- Methode der 148. 
Reihenfolge der Differentiationen 

336. 
Reihenmethode 499. 
Resonanzbedingung 499. 
Resonanztheorie 4\:19. 
Richtungsfeld 222. 
Richtungstangens 19. 
Rolle, gleitende 25. 
- scharfkantJge 25. 
Rohr, dickwandiges 120. 
Riickkehrpunkte 224. 

Saite, schwingende 348, 639. 
Sehnenpolygon 217. 
Sehnentrapez 246, 250, 263. 
Sehnentrapez-Niiherung 297. 
Seileck :!5. 
Seilkurve 84, 108, 288. 
Seilpolygon 87, 99. 
Sekante 19. 
Selbstinduktion 68, 582, 611. 
Singularitiiten 221. 
Sinusamplitude 191, 193. 
Sinusfunktion 45. 
Sinus, hyperbolischer 113. 
Skalare 563. 
Skineffekt 605. 
Sohlengefiille 54, 221. 
Spannungsellipsoide 497. 
Spannungskomponenten 491. 
Spannungszustand 564. 
- riiumlicher 495. 
Spannweite 87. 
Spiegelgefalle 54. 
Spiegelgleichung 221. 
Spiegelkurve 52, 230. 
- des Grundwasserstromes 221. 
- eines flieBenden Gewiissers 220. 
Spirale, logarithmische 225. 
Spitzen 224. 
Substitutionsmethode 66. 
Summationsfehler 11. 
Summationsformel 12. 
Summen, unendliche 4. 
Summenzeichen 13. 

Summe von Funktionen 42. 
Summierung, graphische, der Ge-

raden 4, 8. 
Scheinleitwert 212. 
Scheinwiderstand 212. 
Schiffsschwingungen 372. 
Schranke 273. 
Schubmodul 494. 
Schubspannungen 97. 
Schubspannungspaare 490. 
Schulspannungen 96. 
Schwerkraft il20. 
Schwingungen, erzwungene 661. 
- - gediimpfte 497. 
- kleine 84. 
Schwingungsdauer 509, 599. 
Schwingungsvorgang 351. 
Schwingungszahl 519. 
Schwungkugeln 169. 
Schwungrad 254. 
Stab 407. 
- biegsamer 661. 
- verjiingter 376. 
Stabschwingungen 626. 
Staukurve 52, 
Storungsfunktion 126, 326, 648. 
Stromdichte 565. 
Strom, elektrischer 561. 
Stromfaden 550. 
Stromfunktion 55 7. 
Stromlinien 424, 543, 549. 
Stromnacheilung 72. 
Stromverteilung 210. 
Stufenkurve 220. 
Stufenteilung, erster Art 216. 
- zweiter Art 217. 
Stiitzkurve 283. 
Stiitzkurvenschar 287. 

Tangensfunktion 46. 
Tangens, hyperbolischer 116. 
Tangentenpolygon 216. 
Tangententrapez 248, 250, 262. 
Tangententrapez-Niiherung 295. 
Tangentialdruckdiagramm 261. 
Tangentialkraft 260. 
Tangentialkraftmoment 260. 
Teil, abklingender 69. 
Temperatur 405, 527. 
Temperaturverteilung 414, 415. 
Tensoren 562. 
Thermodynamik 527. 
Torsionsschwingungen 363. 
Triigheit, rotatorische 367. 
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Tragheitsmoment 30, 36, 91. 
Trajektorien 224. 
Transformator 592. 
Trapeze 8. 
Turbinentheorie 558. 

Umlaufsinn 2. 
- negativer 6. 
- positiver 6. 
Umlaufszeiten 179. 

Variabeln, abhangige 2 .. 
- Trennung der 64. 
- unabhiingige 2. 
Variation der Konstanten 137. 
- erste 520. 
Variationsrechnung 612. 
Vektor 549, 562. 
Verbesserung, schrittweise 270, 322. 
Verschiebung, dielektrische .56i5. 
- magnetische 566. 
Verschiebungsstrom 566. 
Vollkugel 514. 
Volumkrafte 534. 
Vorstellungen, geometrische 1. 

Wiirmebewegung 416. 
Warmeleitfahigkeit 40.5. 
Warmeleitung 405, 527. 
- stationare 405. 
Wasserbehalter 142, 145, 1!'>4. 

W asserbewegung 53. 
Wechselstrom 68, 579. 
Wellen 254. 
-- ebene 572. 
- elektromagnetische !'>6\J. 
- transversale 507. 
W ellenbewegung, longitudinaln 509. 

i - transversale 510. 
; Wellenlange 599. 

Wellen, longitudinale 507. 
Widerstand 68, 611. 
- scheinbarer 71. 
Wildbach 63. 
Windungspunkt 231. 
Winkelfunktion 3. 
Winkelgeschwindigkeit :253, 5 28. 
Wirbelbewegungen 549. 
Wirbelfaden 530. 
Wirbelkomponenten 528. 
Wirbellinien 549. 
Wirbelmoment 550. 
Wirbelvektor .549. 
Wirbelverteilung 649. 

' Wurzelgruppe 157. 

Zahigkeitskoeffizienten ;):29. 
Zeichengenauigkeit 27.5. 
Zeitwegschaubild 287. 
Zentralbewegung 173. 
Zustandsgleichung 527. 
Zylinderfunktion 484. 
Zylinderkoordinaten 55:2. 

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig. 



Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH 

Technische Schwingungslehre 
Ein Handbuch fur Ingenieure, Physiker und Mathematiker bei der 
Untersuchung der in der Technik angewendeten periodischen 

Vorgange 
Von 

Dipl.-Ing. Dr. Wilhelm Hort 
Oberingenieur bel der Turbinenfabrik der A. E. G. 

Privatdozent an der Technischen Hochschule in Berlin 

Z wei t e, vollig umgearbeitete Auflage 
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