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�� �';$� H����! �!#'!%!&����;� �'8��!+I � $���+��8 :�%����!��= Cy !� α ��'��
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>!� ��$������ %;'�%��%���� ��%$���+ '��#'!��'��8���8 �� !��!����$=�! ���=�
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�!��= ?7:�$8&� � :����� � �!#'!��%$���� �'���8U

F #$!*��= #!#�'���!,! ������8 %��,! ���!$��� #$!��!��=7 #�'#������$8'�!+
� !�� ?7:�$8&� �!$&�� �:���8�=�8 #$�%�! ��$� ��%�,��= 9�� #$!��!��= !� �!�� �
�%!��� HD#'�%�$! #$!*���+EI� $��!%���$=�! %!:$� �';$� ?7:�$8& �!$&�� );�=
#!�&�� �� �!!�%����%�7*�7 %�$������ �! 9�! ��'!#'�8��� ���� !�'�"���$=�;+
9??��� � �� �!�'��������� � �� )!$=>�� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8�U

F %�!��;� �'!��� %!:���!:�)!'���� �!$&�; );�= !��';��� �! 9�! ����>��
�� �,! '�)!�� �� ��$;� ��!'!��8� � #!9�!�� ���!�!';� �%�'�:%��!%;� ���!$��;
H��#'���' ����34I ��!,�� ���7� %!:���!:�)!'���� � :��'�,$���;�� %�!��;��
�'!�����U

F #'!?�$= �';$� �!$&�� ����= ������$=��7 !��!����$=��7 �!$*��� c� �
�%�'�:%��!%;� ���!$��!% c =M2T W � ���=>�� $����� !������= ��! �� ��$;�
��!'!��8� �!���+ #'!?�$= !)$����� ����!$=�! ���>��� ��'����'��������U

F �';$! �!&�� );�= #'8�;� �! �!,�� �,! #�'���88 �'!��� !)8:���$=�! �!$&�
�� );�= !��'!+ � �!�!� �';$� �� )!$=>�� �,$�� ����� �!$&�� !��$!�8�=�8 %��:
H#'���' F ���'�������+ ���'�)���$= Y�3SNI� ('!?�$= � !��'!+ #�'����+ �'!��!+
����� �!%�'>���! ����!%$��%!'���$=�;� ��'����'������ �� ��$;� ��!'!��8�U
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F �';$! �!&�� ����= � :��'�,$����7 #�'���77 �'!��� �! �!,�� !�! !)8:��
��$=�! �!$&�! );�= ��'�$!%���;� H�'��,!$=�;�I� �����! #'� ��$;� ��!'!��8�
��'�$!%���!��= %��=�� !�'�"���$=�! ���:;%����8 �� �9'!������������ ��'����'��
�������

 %�$����!+ Cx 0 ���!�!';� !)'�:!� �%8:��; ����� $���!������������ �%!+��%�
���!$��� �!�!';� ���7� ����! #'� #!$��� �� ��$;� �,$�� ����� � �����!G ������
��$=��8 ��!'!��= ��!'!#!�C���!��= ���!'���� '�:,!��� �'!�� �!,! �!9??�"����
Cx 0 %$�8�� �� %�$����� �������$=�!,! �9'!����������!,! ������%� ���!$��� � ��
�!!�%����%�7*�� �%!+��%�G ��$=�!��= � #'!�!$&���$=�!��= #!$��� ����������+ #!�
�!$!� ��$=�!��= � �,!$ #$���'!%���8�

��� ��� � �	�! �
�����
���� A

3� ��� �������� �"�� ���	� � ���:����!� ���$� M �!9??�"���� ������
��%�!,! �!#'!��%$���8 Cx � ��!,�� ���!$��!% �� �!:%��!%;� � ���'���;� �%�'��
:%��!%;� ��!'!��8� �%�$���%����8 #'�)$�:���$=�! #'!#!'"�!��$=�! �%��'��� �!�
9??�"����� #!�C���!+ ��$; �� �� % 9�!� �$���� )���� �#'�%��$�%� ?!'��$�

Cx� = AC2
y , (1.5)

,�� A F �!9??�"���� #'!#!'"�!��$=�!��� ��:;%���;+ #!��:���$�� �������%�!�
����

 %�$����!+ A �%8:��; #!��:���$� ����%'���!��� ���!$��� #'� #!$��� �� )!$=�
>�� �,$�� ����� � �����!G '�����; � �,$!%;� ��!'!��� �� �����!%�%>���8 %�'�&��
� '�:%!'!��� ��!'!��= #�����8 �$� ��)!'� 9��',�� #'� ����%'�'!%���� � )!$=>��
�� #�'�,'�:���� � #'�

@� 
�� ��	������	�� �	�����! #!��:���$= �������%�!��� A ��*� :�#��;�
%�7� % �$���7*�� %���G

A =
1

π λ�


, (1.6)

,�� λ�

 F 9??����%�!� ��$������ �!�!'!� '�%�! ��$�����7 9$$�#�!%���!,! %
#$��� �';$� ���7*�,! #'� :�����!� Cy ���$!,���!� � '������'�%���;� �';$!�
�������%�!� �!#'!��%$���� H#'!?�$� F !�����!%;�I�

��#!���� ��! ,�!���'�����!� ��$������ �';$� '�%�!

λ =
l2

S
=

l

b��
, (1.7)

,�� l F '�:��� S F #$!*��= b�� F �'���88 ,�!���'������8 �!'�� �';$��
877�������� ��	������% �!�!'!� !#'���$8�� ��'���� !)������8 '�%�! ,�!����

'�����!�� ��$�����7 �!$=�! �$8 9$$�#�!%���!,! % #$��� �';$� H'��� 3�3SI� J��
?!'�� 8%$8���8 ����$=�!+ #'� �!�'��������� ��!'!��8� #!$��� �! �:,!�!%��= ���
�!� �';$! �$!&�!� �'�#�"��%���!� �';$! � :��'�,$���;�� �!�"��� ����!$!,����
��� )!$�� #'!��!� � �,! �!���' �!����!��! )$�:!� � 9$$�#�� #!9�!�� ���!� �';$!
����� λ�

 ��$! !�$���7*���8 !� λ�

O�� )!$=>� �';$! !�$������8 !� 9$$�#�� ��� ���=>� λ�

 #! �'�%����7 � λ�
��!)���! ��#!�!&� �� 9$$�#� ��'�$!%���;� � �'��,!$=�;� �';$=8 � � ��� λ�

 �
λ H������ � 9��� �';$=�% ��$! � ���! ,�!���'�����!� ��$������I� ��#'���' �
���!$��� L�@4 F λ = 5, 36 � λ�

 = 4, 52 H:���= λ�

 �!���%$8�� TNW !� λIU �
���!$��� ����@3 F λ = 2, 22 � λ�

 = 1, 3 HMTWI� �'!�� ?!'�; �';$� % #$��� ��
%�$����� A %$�8�� � 7��
 &��7�	� H��! !�'�&����8 % �:������� λ�

I� �);��;+
�!:%��!%!+ ��������'���;+ #'!?�$= H
% � F �� '��� 3�TI ���)!$�� )$�,!#'�8���U
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�!���+ #'!?�$= � !��'!+ #�'����+ �'!��!+ #'�%!��� � �%�$�����7 #!��:���$8 A
� �������%�!,! �!#'!��%$���8 H#'� :�����!+ ?!'�� �';$� % #$���I�

���� 3�3SG '�%����$=��8 %�$����� ,�!���'�����!,! � 9??����%�!,! ��$�����8 �
'�:$���;� �';$=�%

����� !)'�:!� �� �!�'��������� ��!'!��8� 9$�����; �9'!����������!+ �!��
#!�!%�� %$�87� !�����!%! )$�,!#'�8��! �$� !�����!%! ��)$�,!#'�8��! � �� #'!�
�:%!���7 C

α

y � �� #!��:���$= �������%�!��� A H% �!� ��;�$� ��! !��!%'�����!

�%�$���%����8 C
α

y � ����=>����8 A �$� ��!)!'!�I�
K� �$8 ���'���;� �%�'�:%��!%;� ��!'!���+ #!��:���$= �������%�!��� ��*� :��

#��;%�7� % �$���7*�� %���G

A =
1
C

α

y

=
√
M2 − 1

4
(1.8)

H�#'�%��$�%! �$8 �!��!,! #'!?�$8 � !��'!+ #�'����+ �'!��!+ )�: ����� �!�"�%!,!
9??����I�

'
 ����-�������- ��������- #!��:���$= A !� ��$�����8 �';$� :�%���� ��$! �!
:��! !� '����� #! ���$� M � ������� ��! � �$8 �%�'�:%��!%;� ��!'!���+ �#'�%���
$�%� ?!'��$� H3�6I �! % ��� �$����� %%!���= #�'�����!� #! ���$� M 9??����%�!�
��$������ �';$� ��! ��$��= �� #'��8�!�

(!��:���$= �������%�!��� A �$8 ���!$��� % "�$!� ����!$=�! )!$=>� ��� �$8
�:!$�'!%���!,! �';$� ��� ��� '�:$���;� ����� ���!$��� H?7:�$8& � �'�I ���&�
�!:��7� ���!�!'�7 #!�C����7 ��$� �! ��$�7� 9�! ��&� ��� �';$! �� �� !)'�:�7�
)!$=>�� �������%�!� �!#'!��%$���� �� �����"� #!�C���!+ ��$;�

�� '��� 3�33 #'�%����; ���!�!';� ��#���;� :�%����!��� A !� ���$� M �
N� ���8 )�:;������%��7 � �������%��7 ����� �!#'!��%$���8 �!&�! :�#����=G

Cx = Cx 0 +AC2
y . (1.9)

�'�?�����!� #'�����%$���� 9�!+ :�%����!��� ��:;%����8 ��������! �����%
������� H'��� 3�3@I� �� )!$=>�� �,$�� ����� �'�%�8 Cx(Cy) #!�$� ��'�>���8
#$�%�!��� !)������8 !��!��� !� ��!'�������!+ #�'�)!$;� J�! #'!���!��� !��!%'��
����! � !��!�!� ?���"�� Cy(α) !� #'8�!+ $���� H��� '��� 3�3 � 3�@I �� �� ������8
#'���'�! � Cy �� H�'8���I� � ����!� �$���� ,'�?�����!� #'�����%$���� ?�������
��!+ :�%����!��� Cx(Cy) ��:;%����8 #!$8'!+�

(! #!$8'� �!&�! ��+�� �$���7*�� ��'����'�;� %�$����;G Cx 0 Cy � � Cx� 
Cy ���� k���� = Cy � : Cx � �$� k = Cy : Cx �$8 $7)!,! �,$� ������

� ���!�!';� �$���8� �� #!$8'� ��#!$=:�8 :�%����!��= Cy(α) ���!�8� �!��� �
!)!:�������� �,$!% ������ �!,�� #! #!$8'� �!&�! ��+�� � ��'����'�;� α�
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���� 3�33G ('���'; :�%����!���+ #!��:���$8 �������%�!��� !� ���$� M

'
 ������������- ��������- Cx 0 � A �� :�%��8� !� ���$� M  � :���= �!&�!
#!$=:!%��=�8 !��!+ #!$8'!+ H!� ���$� M :���= :�%���� �!$=�! Cy ���� �� �� %;�!��
%�'>��; #!$8';I�

'
 �
����������- ��������- � ����!� :�%����!���+ Cx 0(M) � A(M) #!$����
�� ����%����$=��7 #!$8'� �$8 ��&�!,! ���$� M H'��� 3�3KI� J�!� ��)!' �'�%;�
Cx(Cy,M) ��:;%����8 ��	�! �����*

���� 3�3@G (!$8'� ���!$���

M�  ��#!$=:!%����� ?!'��$; H3�4I :�#�>�� ������������	� 	������ %
�$���7*�� %���G

k =
Cy

Cx 0 +AC2
y

.

��#�'= #'!��$��� � 9��� %;'�&����� �:%����;� !#�'�"�� #! ���!&����7 ����
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���� 3�3KG ���� #!$8' �$8 '�:$���;� ����$ M H#'���'I

������ ?���"�� Hdk/dCy = 0 � �� ��I � #!$����

Cy � =

√
Cx 0

A
;

Cx� = 2Cx 0;

k���� =
1
2

√
1

ACx 0

.

���)!$�� %�&�!+ %�$����!+ :���= 8%$8���8 ��	�����#�� �����������%
�	� 	������ k���� !� �!�!'!,! :�%��8� ����� $���;� ��'����'������ ���!$��� 
��� ��$=�!��= � #'!�!$&���$=�!��= #!$��� #!�!$!� �,!$ � ��$=�!��= #$���'!%��
��8 � �'�,���

�;)'���;� ���� �$8 �$$7��'�"�� ��!'�� ���!$��; �� �!�'��������� ��!'!�
��8� ���7� �$���7*�� #!��:���$�G

��!$�� Cx 0 A k����
L�@4 S S@S S ST 3@ M

����35 S S35 S 3@ 33
����@3 S S36 ∼ 0, 25 T

('��������� ��� "�?'; � ,'�?��� #'�%!���;� % ���)���� #! �!��'���;� ���!�
$���� % ���!�������� "�$8� !�'�,$��; � �#'!*��;�

�! %��� �$���8� � �� %��� ���!$���� );$! ); %;,!��! #'� #'!��� '�%�;� ��$!�
%�8� ����= �9'!����������!� ������%! ��� �!&�! %;>�� �! #'!��%!'���%;� �'��
)!%���8 �� %��,�� #!:%!$87� 9�! ���$��=�

'
 ������������- ��������- k���� :�%���� ,$�%�;� !)'�:!� !� #!��:���$8 ���
�����%�!��� A �� �� !� 9??����%�!,! ��$�����8 �';$� H#'� M < M�� �!9??�"����
�; Cx 0 � %��� ���!$��!% #'���'�! !�����!%;I� �! %�$����� ��$�����8 !,'�����%��
���8 �'�)!%���8�� #'!��!��� � &����!��� � ��!,�� � ,�)�'����� ���!$��� #! '�:�
����� ��#��� �9'!�������� � �%��"�!��!+ ��'!���$=�!+ �������� #'�%�$� � �!�� 
��! �!%'�����;� �!:%��!%;� $�����$=�;� �##�'��; ���7� %��=�� %;�!�!� �9'!���
��������!� ������%!� ��#'���' � #����&�'���� $�+��'!% � �8&�$;� )!�)�'��'!%�
*��!% k���� � 16 − 22 � ���!�!';� �#!'��%�;� #$���'; ���7� k���� � 50 − 54�

@S



'
 ����-�������- ��������-% ��!)!'!� k���� :�%���� ,$�%�;� !)'�:!� !� �!9?�
?�"����� Cx 0 H#'� M > 1 � %��� ���!$��!% #!��:���$� �������%�!��� A #'���'�!
!�����!%;I� �$8 ����=>���8 )�:;������%�!,! �!#'!��%$���8 %;,!��! ��$������
�';$� ����=>��= ��! � ��$����8 %�$����%�� ��,! �%�'�:%��!%;� ���!$��; ���7�
#$!�!� �9'!����������!� ������%! �� ��$;� ��!'!��8��

�� '��� 3�3N #!��:��� :�%����!��= k���� !� ���$� M �$8 ���!�!';� ���!$��!%�
�: ,'�?��� %���; %!:����7*�� #'!��%!'���8G !��� ���!$�� �!'!> �!$=�! �� �!�
:%��!%;� ��!'!��8� �'�,!+ F �� �%�'�:%��!%;��

���� 3�3NG ('���'; :�%����!���+ �������$=�!,! �9'!����������!,! ������%� !�
���$� M

6� ���!����$=�! #!$8'; ���!$��� ���$��� ����!$=�! �!#!$����$=�;� :������
��+G

F �'�%�7 Cx(Cy) �!&�! ��:;%��= #!$8'!+ �!$=�! #'� !�����!%;� ���>��)��
!��$��;%���;� %�$���� #! !�8� Cx � Cy H% 9�!� �$���� �'�%�8 )���� �!����8�=
�!�"; %���!'!% CRI� �);��! &� ���>��); #! !�8� %;)�'�7��8 '�:�;� ��� ���
%�$����� Cy % 3S2@S '�: )!$=>� Cx� �! � 9�� '�:�!���>��)��7 �'�%�7 !)*�#'��8�!
��:;%��= D#!$8'!+EU

F � ���!$��!% � !���= ��$;� ��$������� �';$� �'�%�8 Cx(Cy) �� 8%$8���8
�%��'�����!+ #�'�)!$!+ ��� ��� #'� �%�$������ Cy �������%�!� �!#'!��%$����

%!:'������ );��'�� ��� 9�! �$����� �: ?!'��$; Cx� = AC2
y  � �$��!%���$=�! ��

,!�8��8 �$8 '�����!% ?!'��$; H3�MI H3�4I H3�3SI H3�33I H3�3@I � %;����7*�� �:
��� �$����%�8� � 9�!� �$���� ��!'�8 #'��$�,��� ����!$=�! %;�!�!%G �$� ������=
#�'����' �������%�!��� A �:���87*���8 #! Cy �!,�� Cx � = A(Cy)C

2
y U �$� #'�

#!��!8��!� A #!�!)'��= #!��!�8*�+ #!��:���$= ���#��� #'� Cy �!,�� Cx � = ACn
y  

,�� n > 2U �$� #!�!)'��= #!��!�8*�+ #!$��!� )!$�� �$� ����� �����! �##'!����
��'�7*�+ '��$=��7 ?���"�7 Cx(Cy)U

F #'� )!$=>!� :�#��� "���'!%�� H��#'���' �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8�I ���7�
����! ��� ��:;%���;� &����� �
 �
	
��������% �� �� �!#!$����$=�!� �%�$������
�������%�!,! �!#'!��%$���8 �';$� � ,!'�:!���$=�!,! !#�'���8� L��>� %��,! 9�!
#'!�$$7��'�'!%��= �� �����!� #'���'�� (���= �$8 #!$��� �� :�����!� '�&���
�'�)����8 ����= Cy = +0, 5� ('��8% A = 0, 1 #!$���� )�: ����� )�$����'!%�� Cx � =
0, 1 · 0, 52 = 0, 025� �! �$8 ���'&���8 ���!$��� % '�%�!%���� �'�)����8 !��$!���=
'���� �� ��)8 H'�$= %;�!�; F %%�'�I � #���= #'� 9�!� Cy ���� = −0, 15 H9�! Cy

,!'�:!���$=�!,! !#�'���8 #'�%�����;+ � #$!*��� �';$�I� ��#�'= �$8 �!�'�����8
� ���!$��� Cy = +0, 5 H��! :����!I �'�)����8 �!:���= �� �';$� Cy �� = +0, 65� ('�

9�!� �������%�!� �!#'!��%$���� �%�$�����8 ��� ��� Cx � = 0, 1 · 0, 652 = +0, 04225�
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��:�!��= ∆Cx� = 0, 04225 − 0, 025 = +0, 01725 � ��:;%����8 #!��'8�� �� )�$���
��'!%�� H�7�� �$8 �!��!��� �$��!%�$! ); �!)�%��= � �������%�!� �!#'!��%$����
,!'�:!���$=�!,! !#�'���8I�

��� �&� ,!%!'�$!�= #!$8'; ��!,�� ��'!8��8 #'8�! � ����!� #!��'= �� )�$�����
'!%��� �: ?�:��� 8%$���8 %���! ��! 9�� #!��'� �%�$���%�7��8 �� )!$=>�� �,$��
������

�"� #���	

����  ����
 ��$	���� �����
���� ����	�	
�


�% � ���	���

3� ����$=�;� $���;� �%!+��%� ���!$��� #'��C8%$87� '�:�;� � ����! #'!��%!�
'���%;� �'�)!%���8 � �,! �9'!����������!+ �!�#!�!%���

('� 	�������	 �����	���"� ������� 9��� #'!��%!'���+ ���=>��  �!��
�� :'���8 �!$=�! �9'!�������� ?7:�$8& �!$&�� );�= ��,�'!!)'�:�;� H'��� 3�5I 
�';$! F 9$$�#�!%���;� �$� �'�#�"��%���;� H'��� 3�3SI #'!?�$= �';$� F !);��
�;� �!:%��!%;� H'��� 3�T 
% �% �I �!�$������ �';$� � ?7:�$8&�� F �'����#$���;��
����8 �!�#!�!%�� !�����!%! )$�,!#'�8��! %$�8�� �� %�� �9'!������������ ��'���
��'������ ���!$��� �$� %! %�8�!� �$���� �� !��:;%��� �� �� !��� ��'����'������
!�'�"���$=�!,! %$�8��8�

���!%�!� #'!��%!'���� :��$7�����8 % %;)!'� #$!*��� �';$�� ��#'���' �$8
�%�$�����8 �������$=�!+ ��!'!��� ���!$��� #$!*��= �';$� ��&�! ����=>��= �
�$8 #!%;>���8 #!�!$�� � �$��>���8 %:$���!�#!���!��;� �%!+��% F �%�$���%��=�

�� !��!%���� �:$!&���!,! !#����$=��8 �9'!�����������8 �!�#!�!%�� �!:%��
�!%!,! ���!$��� �!$&�� );�= ���!+ ��� �:!)'�&��! �� '��� 3�3M� ��� % !��!%�;�
��'��� %;,$8��� )!$=>����%! �!:%��!%;� ���!$��!% H:� ��$;�� ���$7����8��I�
� �!��'���;� �$���8� ���!�!';� !�$���8 %;:;%�7��8 �'�)!%���8��G ����!$!,��
H�'�#�"��%���!� �';$! "�$���'������+ ?7:�$8& � #'�I !)C���!+ �!�#!�!%��
H,!��!$; �%�,���$�+ � >���� %;���#�7*�+ ?!��'= � #'�I 9��#$����"�� H��#'��
��' %!���!��'���#!'��;+ ���!$�� ��$=:8 ���$��= �'����#$��!� ����� $!�&�'!�;
�';$� #'!+��� ��%!:= ,'�:!%!+ !����I�

���� 3�3MG �#����$=��8 �9'!�����������8 �!�#!�!%�� �!:%��!%!,! ���!$���

@� �'�)!%���8 � 	�������	 �������	���"� ������� )!$�� #'!��%!'���%;�
�!�#�'%;� �%�'�:%��!%!+ ���!$�� �!$&�� $����= � �� ��$;� ��!'!��8� #'���� �!�
:%��!%!+ '�&�� ��!,�� 8%$8���8 !��!%�;�� �!�%�!';� �� :��'��������� ��!'!��8�
%�� �9'!������������ �!9??�"����; :������$=�! �:���87��8 #! ���$� M � ?!'�
�� ���!$��� �!&�! ���$��= !#����$=�!+ �!$=�! �$8 !��!,! '�&���� � '�:�$=����
�9'!�����������8 �!�#!�!%�� �%�'�:%��!%;� ���!$��!% �!&�� );�= ���!+ '�:�!�
!)'�:�!+ H'��� 3�36I� �����! !�� �!��'&�� � !)*�� ��'�;G ��$�����;+ ?7:�$8& �
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!��';� �!�!� !��';� %�!��;� �'!��� %!:���!:�)!'���� �!���+ #'!?�$= �';$!
��$!,! ��$�����8 H��'�$!%���!� �'��,!$=�!� �$� #'8�!�I� �!��'����8 �!�#!�!%��
%;)�'����8 � ����!� �$���7*�,!G

F 8%$8���8 $� ���!$�� ����%'���;� !,'�������! ����%'���;� �$� ������%�
'���;�U

F ���!+ '�&�� #!$��� 8%$8���8 !��!%�;� �$� �'�+��'���� F �!:%��!%!+ �$�
�%�'�:%��!%!+U

F ���!�� ���$� M �!!�%����%��� �'�+��'���+ '�&��U
F ���!�� ���$� M �!!�%����%��� �������$=��8 ��!'!��= �� %;�!�� � � :��$��

���� 3�36G %�'�:%��!%;� ���!$��;

�'!�� �!,! ����;%�7��8 !)*�� �'�)!%���8 !)��#�����8 ���!+��%!��� � �#'�%�
$8��!��� )�:�'!%���8 !)C���!+ � %��!%!+ �!�#!�!%�� ����!$!,�� #'!�:%!���%� 
9��#$����"���

K� �$���������� #'���'!� '�:'�>���8 ���$���������� #'!��%!'���+ %!:�����
7*�� #'� �!�#!�!%�� �%�'�:%��!%!,! ���!$��� 8%$8���8 	���� � �������! �
���� ������������#+ H��I F '��� 3�35� ���!� �';$! #!:%!$8�� % #'��"��
#� ����= �!'!>�� �9'!������������ ��'����'������ �&� �� �� ���!���! !��!� �
�� %��� ���$�� M � �$8 #'���'� �� '��� 3�3T #!��:��� :�%����!��= �������$=�!,!
�9'!����������!,! ������%� !� ���$� M ���!$��� � ���

(�'����$�� &���������
 ��� ('� #!����!%�� �';$� % #!$!&���� �����
��$=�!+ ��'�$!%���!��� �� �!�'��������� ��!'!��8� ��*���%���! �:���87��8 %
)$�,!#'�8���7 ��!'!�� %�� �9'!������������ ��'����'������ ���!$���G

F �%�$���%����8 C
α

y  ��! #'�%!��� � �%�$�����7 Cy ��� � Cy 	�� � �!!�%����%���
�! � :������$=�!�� �$��>���7 %:$���!�#!���!��;� �%!+��% ���!$���� �!#!$���
��$=�;� )$�,!#'�8��;� ?���!'!� :���= !��:;%����8 #!%;>���� 9??����%�!���
%:$���!�#!���!��!+ ������:�"�� �';$� #'� �,! ��$!+ ��'�$!%���!���U

F �%�$���%�7��8 Cy ���� � Cy � ��! #'�%!��� � �$��>���7 ��'����'����� ?!'�
��'!%���;� %�'�&�+ � �'�,�� 9��',���;� ����%'!% H��� ��� �%�$���%����8 ���
��:;%����8 '��#!$�,����8 #�'�,'�:�� ny �IU

F ����=>����8 #!��:���$= �������%�!��� A ��! #'�%!��� � ����=>���7 ���
�����%�!,! �!#'!��%$���8 #'� )!$=>�� #�'�,'�:��� H� �%�$�����7 ,�� ��:;%���!+
#'���$=�!+ #! �8,� #�'�,'�:�� ny 	�I � 9�! #!:%!$8�� )!$�� 9��',���! ����%'�'!�
%��= )�: #!��'� 9��',�� �$� ��&� � �� ��)!'!�U

F �%�$���%����8 k���� ��! #'�%!��� � #'!#!'"�!��$=�!�� �%�$�����7 ��$=�!�
��� � #'!�!$&���$=�!��� #!$����
 � �������	���� �	������� �� �!&�! �����!%��= �� �,!$ χ = 70 − 80◦�

('� 9�!� �'!�� #'8�!,! 9??���� )!$=>!+ ��'�$!%���!��� #!$������8 � �!#!$�
����$=�;+ F :� ���� ����=>���8 !��!����$=�!+ �!$*��; #'!?�$8 c H��$� )'��=
#'!?�$= #! #!�!��I�
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���� 3�35G ��!$�� � �';$!� �:���8��!+ ��'�$!%���!��� H��I

���� 3�3TG ��%����!��= �������$=�!,! �9'!����������!,! ������%� !� ���$� M #'�
'�:$���!+ ��'�$!%���!��� �';$�

� '�:�$=���� �!&�! #!$����= �'�%����$=�! ��)!$=>�7 %�$����� %!$�!%!,! �!�
#'!��%$���8 � �!9??�"����� Cx 0 � �$��!%���$=�! )!$�� %;�!�!� �9'!���������
��!� ������%! k����� !!�%����%���! %!:'����� � $���;� �%!+��%� ���!$��� H#!�!$!� 
�������$=��8 ��!'!��= ����%'���!��= � �'�I�  ��#!�%�&�;� �';$!� ���!,! 9?�
?���� #!$����= ��$=:8 ��� ��� #'� χ = 70−80◦ ���!$�� �� ��$;� ��!'!��8� #!���
�� �#!�!)�� $����= �� ,!%!'8 �&� ! :��'������8� �! %:$��!� � #!����!+�

�! ���!$��; � �� !)$���7� � ��*���%���;�� ������
��
�% ,$�%�;� �: �!�
�!';� �$���7*��G

F :������$=�! ��$!&��$��= �!���'��"�8 �';$� � ��� �$����%�� ���:)�&�!
���:�$��= �,! ����&�!��=U

F �%�$���$�8 %�� �!���'��"�� �';$� #'� :�����!+ #'!��!��� �$� ���:�$��=
#'!��!��= #'� :�����!� %���U

F �'����� ���$! '�:��*��= #!�%���� #!� #!%!'���%�7*���8 �';$!�U
F %!:���$� �'���!��� � #'!�!$=�!+ )�$����'!%�!+ ���!+��%!��=7 � �#'�%$8��

�!��=7 ���!$��� H#!�'!)��� !) 9�!� F ��� ,$� ZZI�
�����! %�� 9�� �'���!��� #'�!�!$��; � ���!$��; � �� ��#�>�! !�%��%�7��8�

�!&�! ��%�'&���= ��! !�%!���� ���!$��!% � �� 8%$8���8 ����� &� �'�#�;�
�!);���� % ���!'�� �%��"�� ����� % �%!� %'��8 );$! !�%!���� �%�'�:%��!%;� ���
�!$��!%�

N� !%'�����;� ���!$��; !�!)���! ���'�)���$��)!�)�'��'!%*��� �!,�� �����
)!$=>!� �!$�����%! ��(��� ������	) ��! !��:;%��� ��*���%���!� %$�8��� ��
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�9'!������������ ��'����'�������
(!�%���� �%�$���%�7� �!9??�"���� )�:;������%�!,! �!#'!��%$���8 ���!$���

H��!,�� % @2K '�:�IU 9�! ����;%����8 %%������� �!)�%�� ∆Cx 0� V���"�8 ∆Cx 0(M)
%��,�� #'�%!����8 % !#������ ���!$��� �$8 %��� %�'����!% #!�%��!��

O�'�: ∆Cx 0(M) #!�%���� ����>�7� �������$=�!� �9'!����������!� ������%!
���!$��� H��!,�� % 3 N23 5 '�:�I ��! %���! �: ?!'��$; H3�3@I�

� :��$7����� �!'!��! !����!%���8 �� ���!�!';� #!�$����� �!���&���8� % !)$��
��� �9'!����������!+ �!�#!�!%�� ���!$��!% H#! ����'��$�� ��!��'���!+ #�����I�

M� ,���	������	�! ���$��# H��� '��� 3�T �I #'����:����� �$8 �%�$����
��8 �'�������!,! ���$� M � �$��!%���$=�! �$8 #!%;>���8 �9'!����������!,!
������%� % �:�!� ���#�:!�� H#'���'�! !� M = M�� �! M = 1I� ��� 9�!,! ���#�:!�
�� �%�'��'��������+ #'!?�$= %! %��� !��!>���8� ��&� !);��!,!� ��$�����$=�!+
!�!)���!��=7 ����!,! #'!?�$8 8%$8���8 )!$�� #$!���8 �#�����

J??��� �%�$�����8 M�� !��!%�� �� �$���7*�� ��!'��������� #'��#!�;$����
('� !)������� %�'���+ #!%�'��!��� �';$� ��'�+�� ���7� ������$=�!� �������
!�!$! �������$=�!+ �!$*��; #'!?�$8U % 9�!� &� ����� �!���,����8 ������� ��%�
$���8 � �������� �����!+ ��!'!��� % ��'�+�� H'��� 3�34I�

���� 3�34G �:������� �:);�!��!,! ��%$���8 H'�:'�&���8I � #'�'�*���8 �����!+
��!'!��� % ��'�+�� �� �#���� �%�� #'!?�$�+

��$� �#���� #'!?�$8 ���$��= )!$�� #$!��!+ �! #'� :�����!+ #$!*��� 9#7';
��%$���8 H#'� :�����!+ %�$����� #!�C���!+ ��$;I D#��E '�:'�&���8 � ��!'!��=
% 9�!+ �!��� )���� ���=>� �� �� ������8 ��!'!��= % ��'�+�� �!���,��� �����!+
��!'!��� :%��� #!:&� H#! ���$� M IU �$��!%���$=�! %!:'������ M�� � !�!�%�,����8
�!���� ����$� #�����8 �9'!����������!,! ������%��

J�! #!:%!$8�� #!%;���= �'�+��'���7 ��!'!��= � ��$=�!��= #!$��� !�!$!:%��!�
%;� ���!$��!%�

6� ����� � ���!��! 	�������! H'��� 3�@SI #'����:�����! �$8 �$��>���8
�9'!������������ ��'����'����� ���!$��� �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8�� �';$! ���
�!+ ?!'�; ��� ); D#!�)�'���E ,!$!%�;� ������ �#$!�����8 #!� ��)8 � !,'����
��%��� �� '��#'!��'������ % ��!'!�; ��! �%�$���%��� #!�C����7 ��$� #!��� )�:
�%�$�����8 �!#'!��%$���8 �� �� #'�%!��� � '!��� �9'!����������!,! ������%��

��$� �%�'�:%��!%!+ ���!$�� � #$!���� �';$!� #'� )!$=>�� ���$�� M �����
k���� = 4− 6 �! �';$! �%!+�!+ �'�%�:�; #!:%!$8�� #!$����= k���� = 7− 8 � )!$���

��'!�!�� '��#'!��'�����7 ���!,! �';$� #'�#8���%�7� )!$=>�� ����!$!,����
���� �'���!��� �,! #!��'!+���

5������ �� �	��	 ��������� H'��� 3�@3I �! �!�"� '�:%�%��� ���� :�$!&���
�;� % �';$� �%!+�!+ �'�%�:�;� �!$!%�!+ ����!� �#$!�����8 :���= �!%�'>���! ��
%;�!��� :� ,�)�'��; �';$� #!9�!�� ���!� �';$! #! ���� �!$&�! ����= �� )!$=>��
�%�'�:%��!%;� ��!'!��8� %��=�� %;�!�!� �9'!����������!� ������%!�
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���� 3�@SG �';$! �%!+�!+ �'�%�:�;

���� 3�@3G �';$! �� ������ �#$!�����8U ����!� !)%���� #�����'!�

T� ,������ ����	��#��"� ����� � �����	� H��(I !�$���7��8 ��$����
�� ����������� ���'!+��% !)��#���%�7*�� #!$������ %�'����$=�!+ �8,�� ������
���'!+��%��� �!,�� );�= #!%!'!��;� '�����%�;� �!#$� �%�,���$�+ #!%!'���%��
7*���8 %����� � �%�,���$8�� �';$! #!%!'���%�7*���8 �%�,���$� �#�"��$=�;�
�%�,���$� %�'����$=�!+ �8,� � #'�

O�! �������8 ����! �9'!������������ �'�)!%���+ � �!�#!�!%�� ��( �! 9��
�'�)!%���8 !);��;�� �'�,���$=�;+ %�� ��( %;:;%����8 ��$!%�8�� !)C���!+ �
%��!%!+ �!�#!�!%�� � ���&� ��!)�!���!��=7 �����!%�� �#'�%$87*�� '�����%�;�
�!#�$ �� �������$=�!� ���$���� !� "���'� �8&���� ���!$����

�! �:)�&���� #!����;%�7*�,! 9??���� �� %:$��� � #!����� ��( �� �!$&��
);�= ��:�!#$��!�� ��,'�:�� �� �%��'���;+ ���' �';$� �!&�� );�= �%�$������
�:$���!�#!���!���8 ������:�"�8 �';$� !);��! !������%����
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���!%�;� �9'!������������ ��'����'������ �!%�����! � �8,!%!!'�&���!��=7
!#'���$87� �!$=�! #!���"��$=�;� $���!������������ %!:�!&�!��� ���!$���� ('���
�������8 &� '��$�:�"�8 9��� %!:�!&�!���+ % #!$��� :�%���� !� #�$!��&�;� �%!+��%
���!$��� !� �!!�%����%�8 9��� �%!+��% ��>��; #���!?�:�!$!,������� �%!+��%��
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3@� ��� ������� �"��� ���	� � �	��#/��� % #'���$�� #$�%�!,! !)�����
��8 &�	������ 7����
 �� �������% � "���' ��%$���8 % !)*�� �$���� #�'���*����
�8�

��$� % '������'�%���!+ #$!��!��� !)������!� ��$! ������'���! �! ?!��� �!%�
#����� � "���'!� ��%$���8 � !)� 9�� �!��� H�!%��*���;� % !���I ��#!�%�&�;�
J�!� �$���+ ����� ����! ��#'���' #'� !)������� ������'���!,! #'!?�$8 �';$�
H:���= �!%#���7� ��#!�%�&�;� #'!�!$=�;� ?!��� � "���' ��%$���8I �$� #'� �!�
�!� !)������� ���!$��� � ��+�'�$=�;� #!$!&����� '�$8 ��#'�%$���8 � 9$�'!�!%
H:���= �!%#���7� ��#!�%�&�;� )!�!%;� ?!��� � "���' ��%$���8I�

3K� (!�8��8 D"���' ��%$���8E � D?!���E #'!�$$7��'�'��� �!��'���;� #'��
��'!� H'��� @�3I� ('� �%�$������ �,$� ����� H��!'!��= #!��!8���8 '�$= %;�!�;
��#!�%�&��I "���' ��%$���8 ���!$��� !);��! ���*����8 ��:�� H'��� @�3 
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� ����� #'�$!&���8 #!�C����8 ��$� ���� !��� � �!� &� ��)'�'�7*�+ �!����G
Mz = [\]^_ = Mz0� (!9�!�� #! #'�%�$�� �������� #!�C����7 ��$� �!&�! ?!'�
��$=�! #�'������ % ?!��� �!)�%�% #'� 9�!� #!��!8��;+ �!���� Mz0 H'��� @�3 �I�
L�%�8 � #'�%�8 ����; ��$ �� '��� @�3 �!%�'>���! '�%�!:����;�

3N� ������� ���	�� �$8 �,$!% �!����!% !��$!����+ '�$�+ %'�*���+ ���!$��
�� � �'�,�� #�'����'!% :�#!����= $�,�!G %�� ��! !��!����$=�! ����!+ !�� ��+��%��
�� !��$!�8���8 %'�*����8 #! ���!%!+ ��'�$�� ����� :��� D#$7�EU #'!��% ���!%!+
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 F #!�C����8 ��$� % "���'� ��%$���8U � F #!�C�
����8 ��$� % ?!���� � �!)�%$�� #!��!8��;+ ��)'�'�7*�+ �!����

��'�$�� F :��� D�����E� ��#'���' ��)'�'�7*�+ #'!�!$=�;+ �!���� Mz ��������
�8 #!$!&���$=�;� ��� ��� !� ��+��%��� #! ���!%!+ ��'�$�� ��$� ��!�'��= %�!$=
!�� Oz1U !��$!����� 9$�'!�!% ��������8 !�'�"���$=�;� �!,�� $�%;+ 9$�'!� !#��
*�� � #'�%;+ #!��8� H#'!��% ���!%!+ ��'�$�� ��$� ��!�'��= %�!$= !�� Ox1I�

��� �����!
�� ���	
� � �����!
 � � � 
������ 

3� (! ���$!,�� � �!9??�"������� ��$ Cx, Cy, Cz %%���� % '����!�'���� 	��$%
$������ ������� mx,my,mz� O�!); ��#'���' !� #'!�!$=�!,! �!����� Mz

#�'�+�� � �,! �!9??�"����� mz ��&�! �!���� !������ � #$!*��� �';$� S ��!�
'!���!�� ��#!'� q � �'����+ �9'!����������!+ �!'�� bA�

����� !)'�:!�

mz =
Mz

S q bA
;

Mz = mz S q bA.

⎫⎬
⎭ (2.1)

(!�$����� !:������ ��! �!���� Mz #'!#!'"�!��$�� �� �!$=�! #$!*��� �';$�
� ��!'!���!�� ��#!'� �! � �$��� �!'�; H�!���� #'!#!'"�!��$�� � ��$� � #$���I�

@� ���$$����� ������#��"� ������ mz % #'���$�� #$�%�!,! !)������8
H�! %!:����!%���8 �'8���I #'���'�! $���+�! :�%���� !� %�$����; �!9??�"����
�� #!�C���!+ ��$; Cy �,$� !��$!����8 '�$8 %;�!�; δ� ��!'!��� %'�*���8 ωz 
��!'!��� �:������8 �,$� ����� α̇ = dα/dt�

('��������� (!� D'�$�� %;�!�;E % ���)���� %�:�� #!�'�:���%����8 � �#'�%$8�
��;+ ���)�$�:��!' �� �� %! %�� ?!'��$; %����! δ� �!&�! #!����%$8�= ϕ���

�!9??�"���� mz �!&�! #'�����%��= % %��� ����;

mz = mz 0 +m
Cy

z Cy +mδ�
z δ� +mωz

z ωz +mα̇
z α̇ (2.2)


I mz 0 F 9�! �!9??�"���� 1�����"�2 3�����#��"�4 ������ Mz 0 �!�!�
';+ 8%$8���8 �$����%��� ��������'�� ���!$��� !��!����$=�! �,! ,!'�:!���$=�!+
#$!��!���� ��#'���' #'� Y = 0 �� �%!��!%�7 ����= ���!$��� �!&�� ��+��%!%��=
������8 #!�C����8 ��$� −1000 ' ��#'�%$����8 %��: H��� '�:�$=��� !�'�"���$=�
�!,! �����!%!��!,! �,$� ,!'�:!���$=�!,! !#�'���8I � �� �!�!%�7 ����= F ������8
#!�C����8 ��$� +1000 ' ��#'�%$����8 %%�'� H��� '�:�$=��� '�:'�&���8 ��� %;�
#��$;� ?!��'�� ��)��;IU � �!�8 �����'��8 #!�C����8 ��$� #'� 9�!� '�%�� ��$7 
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�! �� ���!$�� )���� ��+��%!%��= ��)'�'�7*�+ �!���� ��:;%���;+ D��$�%;�E �!�
����!� Mz 0�

� I m
Cy

z Cy F 9�! �!9??�"���� �!+ ����� #'!�!$=�!,! �!����� Mz �!�!'�7
���� &��0��
� ��	
 Y �� #$��� ∆x
 !��!����$=�! "���'� �8&���� ���!$���� (!
'��� @�3 � �����

Mz = −Y ∆x


�$�
mz = −Cy ∆x
 (2.3)

!����� #'!�:%!���8 mz #! Cy '�%��

m
Cy

z = −∆x
. (2.4)

� 9��� ?!'��$�� ∆x
 =
x

bA

���= '����!8��� ��&�� "���'!� �8&���� � ?!���!�

% �!$8� bA H	XI ��:;%���!� �
&
�� *��������� ��$� "���' �8&���� ���!����8
%#�'��� ?!���� �! :�#�� "���'!%�� ��������8 #!$!&���$=�;� H∆x
 > 0I ��$�
#!:��� ?!���� F !�'�"���$=�;� H∆x
 < 0I� �);��! :�#�� "���'!%�� �����8 % W
!� 	X �! %! %�� ?!'��$; �$����� ���%��= �!!�%����%�7*�7 ���8�����7 �'!)=�

�I mδ�
z δ� F �!9??�"���� #'!�!$=�!,! �!����� �!:��%���!,! !��$!������ ��	�

������ 9�&�
�	��� � ��
��	��
���
IU #'!�:%!���8 mδ�
z < 0 H�!,�� '�$= !��$!�8�

���8 %��: �� �� δ� > 0 �! 9�! ���� #���'�7*�+ �!���� �� �� mz < 0 � ��!)!'!�I�
 I mωz

z ωz F �!9??�"���� #'!�!$=�!,! ��&7������ � �!����� %!:����7*��
,! #'� %'�*���� ���!$��� %!�'�, #!#�'���!+ !�� Oz1 #'!�:%!���8 mωz

z < 0 �� ��
���#?�'�7*�+ �!���� ��#'�%$�� #'!��% %'�*���8 � ��'�����8 :��!'�!:��= 9�!
%'�*�����

('!�:%!���8 mωz
z 8%$8���8 '�:��'�!+ %�$����!+ H% ��������I � 9�! �� �!!�%���

��%��� #!�8��7 ! �!9??�"������ �!�!';� �!$&�; );�= )�:'�:��'�;��� (!9�!��
% ��!'�� %%!����8 )�:'�:��'��8 �,$!%�8 ��!'!��=

ωz = ωz

bA
V
. (2.5)

�!,�� #'!�:%!���8 mωz
z � �!9??�"���� ���#?�'!%���8 mωz

z ωz ���&� )���� )�:�
'�:��'�;���

�I mα̇
z α̇ F �!9??�"���� #'!�!$=�!,! �!����� %;:;%���!,! �
&
����
��� ����

�
 &����
 % '�+!�� ,!'�:!���$=�!,! !#�'���8 #'� �:������� �,$� ����� �';$� �!
��!'!��=7 α̇ = dα/dt H��$� α = `ab �! �:������� ��!�� #!�!�� :� �';$!� '��#'!�
��'��8���8 % ��!'!�� ,!'�:!���$=�!,! !#�'���8 �� �,�!%���! � �! ��!'!��=7 V IU
#'!�:%!���8 mα̇

z < 0 �� �� '������'�%���;+ �!���� ��+��%��� ���$!,���! ���#�
?�'�7*��� �!������ �� �!%'�����;� ���!$���� %%��� )!$=>!+ ��!'!��� #!$���
V :�#�:�;%���� ��!�� #!�!�� ��:������$=�! � #'!�:%!���8 mα̇

z ����� ��)!$=>�7
%�$����� H%! %�8�!� �$���� !�� ,!'�:�! ���=>� #'!�:%!��!+ �!9??�"����� ���#�
?�'�7*�,! �!����� mωz

z �
��$� % ?!'��$� H@�@I #!$!&��= ωz = 0 � α̇ = 0 H���!$�� �� %'�*����8 %!�'�,

#!#�'���!+ !��I �! � ����!� H@�NI #!$���� %;'�&���� �$8 �!9??�"����� ��
���
����� � #'!�!$=�!,! �!�����

mz = mz 0 − ∆x
 Cy +mδ�
z δ�. (2.6)

K� ��%����!��= mz(Cy) #'� ωz = 0 α̇ = 0 � δ� = 0 H#'� ��+�'�$=�!� #!$!&����
'�$8 %;�!�; �$� �#'�%$8��!,! ���)�$�:��!'�I #'�����%$����8 % %��� ,'�?��� 
��:;%����8 ������� ��
 �
�� �
�	��
 H'��� @�@I�

K@
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��$� "���' �8&���� ���!$��� '��#!$!&�� %#�'��� ?!���� H∆x
 > 0I �! �!�����
��8 ���,'���� ����� ���$!� %��: �� �� #'� �%�$������ Cy #'!���!��� #'�'�*����
#���'�7*�,! �!����� H% )!$=>����%� �$����% �����! 9�!� �$���+ � ����� ����! ��
#'������I� ('� �!%#������ "���'� �8&���� � ?!���!� H∆x
 = 0I �!������8 ����
,'���� ���� ,!'�:!���$=�! �� �� �:������� Cy �� %$�8�� �� %�$����� #'!�!$=�!,!
�!������ �!,�� &� "���' �8&���� '��#!$!&�� #!:��� ?!���� H∆x
 < 0I �!������8
���,'���� ����� ���$!� %%�'� �� �� #! ��'� �%�$�����8 Cy #'!���!��� #'�'�*����
��)'�'�7*�,! �!����� H��#�'�� :������ ��! 9�! #'�:��� #'!�!$=�!+ �����!+���
%!��� ���!$���I�

2
&
� *�������� ∆x
 :�%���� ��� !� #!$!&���8 "���'� �8&���� ���!$��� ��� �
!� #!$!&���8 ?!����� �� :��'��������� ��!'!��8� ?!��� � %��� ���!$��!% % �!+ �$�
��!+ ���#��� ���*����8 ��:�� :�#�� "���'!%�� #'� 9�!� �%�$���%����8 � �!�����
��8 ���,'���� #����� %��: �'���� ('� 9�!� %�$����� �!9??�"����� mz 0 H#!$!&��
��� ����$=�!+ �!��� �� �!�����!+ ���,'����I ���&� �:���8���8 �! !#'���$���!+
:��!�!��'�!��� :���= ���� X�'����' �:������8 mz 0 :�%���� !� �9'!����������!+
�!�#!�!%�� �!��'���!,! ���!$����

N� ('!�!$=��8 )�$����'!%�� ���!$��� !)��#���%����8 ����� !��$!������ '�$8
%;�!�; δ� #'� �!�!'!� �����'�;+ #'!�!$=�;+ �!���� Mz H�$� mzI ����!%���8

'�%�;� ��$7� (!$!&�% % ?!'��$� H@�@I mz = 0 � ���8 :����� m
Cy

z = −∆x
 #!$��
��� )�$����'!%!��!� !��$!����� '�$8 %;�!�; !)��#���%�7*�� �%�&���� ���!$���
� #!��!8��!+ �,$!%!+ ��!'!��=7 ωz

δ� = − 1
mδ�

z

(mz 0 − ∆x
 Cy +mωz
z ωz +mα̇

z α̇) (2.7)

H#'� mz �= 0 ���)�$����'!%���;+ ���!$�� )���� %'�*��=�8 � �,$!%;� ���!'�����I�
<�$����'!%!��!� !��$!����� '�$8 %;�!�; % #'8�!$���+�!� #!$��� �� �� #'�

ωz = 0 � α̇ = 0 )���� '�%�!

δ� = − 1
mδ�

z

(mz 0 − ∆x
 Cy). (2.8)

�'�?�����!� !�!)'�&���� #!�$����+ ?!'��$; ��:;%����8 )�$����'!%!��!+ ����
,'���!+ ���!$���� J�� ���,'���� ��*� ��'!8� �� #! Cy � #! ��!'!��� V �$� ���$�
M :����88 �',�����

Cy =
Gny

S 0, 7 pM2
.
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(!����%�% 9�! �!!��!>���� % ?!'��$� H@�TI #!$����

δ� = −mz 0

mδ�
z

+
∆x
Gny

mδ�
z S 0, 7 pM2

(2.9)

H:���= !);��! #�'%!� �$�,���!� F #!$!&���$=�!� %�!'!� F !�'�"���$=�!�I�
�� '��� @�K �:!)'�&��� ��#����8 �
	
���������
� ��
 �

 �!:%��!%!,! ���

�!$��� % #'8�!$���+�!� ,!'�:!���$=�!� #!$��� H�� �� #'� ny = 1I� <�$����'!%!��
��8 �'�%�8 ���*����8 %��: H% ��!'!�� !��$!����8 '���� �� ��)8I #'� �%�$������
:�#��� "���'!%�� :� ���� ���*���8 "���'� �8&���� %#�'�� �$� ���*���8 ?!����
��:�� �%�$������ %��� G �$� #�'�,'�:�� ny ����=>���� ���!�?�'�!,! ��%$���8 p
H�%�$������ %;�!�;I ����=>���� �!9??�"����� mz 0� ('� ����=>���� %�$����;
#'!�:%!��!+ −mδ�

z H!��!����$=�!+ 9??����%�!��� '�$8 %;�!�;I #!$!&���$=�;� �
!�'�"���$=�;� !��$!����8 '�$8 �)�!$7��! %!:'����7��

���� @�KG ��#����8 )�$����'!%!���8 ���,'���� �!:%��!%!,! ���!$���

��#�� "���'!%�� �!9??�"���� ��$�%!,! �!����� � !��!����$=��8 9??����%�
�!��= #'!�!$=�!,! �#'�%$���8 #!�)�'�7��8 ������ ��!); !)��#���%�$��= )�$�����
'!%�� ���!$��� �� %��� 9��#$����"�!��;� %;�!��� ��!'!��8� � #�'�,'�:��� #'����
'�$= %;�!�; �� #'���$=�;� '�&���� �� �!$&�� ����!%��=�8 �� �#!'� �� )!$=>��
��!'!��8� � ���$�� M 9�! !)��#���%����8 ����=>����� ��)'�'�7*�,! �!����� mz 0

H�!!�%����%�7*�+ �9'!����������!+ �!�#!�!%�!+I �%�$������� −mδ�
z H#���� :��

���; '�$8 %;�!�; �#'�%$8��;� ���)�$�:��!'!�I � ����=>����� :�#��� "���'!%��
∆x
� �� ��$;� ��!'!��8� � )!$=>�� %;�!��� H� ���&� #'� )!$=>�� #�'�,'�:���I
)�$����'!%�� ���!$��� !)��#���%����8 ����=>����� :�#��� "���'!%�� ∆x
� ��'=��
'�8 �'��8 ���:���;�� #�'����'��� �!���'���!' �!)�%����8 ��!); )�$����'!%!��
��8 ���,'���� % $7)!� �$���� ���*�$��= ��&�� %�'���� � ��&��� �#!'��� '�$8
%;�!�; H�#'�%$8��!,! ���)�$�:��!'�I�

M�  � ��	������	�� �	������� �%�$���%����8 :�#�� "���'!%�� ∆x
 ����=�

>����8 #'!�:%!���8 −mδ�
z  � )�$����'!%!���8 �'�%�8 ���*����8 %��: H'��� @�NI�

('��������� 9�! !:������ ��! #'� #'8�!� #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%��� $�����
�!$&�� % �!+ �$� ��!+ ���#��� #!�!)'��= '���� �� ��)8�

$���+�!� #'�%;>���� �'�������!+ ��!'!��� �� !�!$!:%��!%!� ���!$��� �!&��
#'�%���� � �!�� ��! ��&� #!$�!,! !��$!����8 '���� �� ��)8 H��$� � $������ �$8
9�!,! �%���� ��$I �!&�� !��:��=�8 ���!����!��;� �$8 )�$����'!%�� ���!$���� (!
'��� @�N 9�!� �$���+ �!!�%����%��� %;�!�� �'�%!+ δ�(M) :� ��&��+ �#!'�

6� 5�������� ������� M� ��:;%����8 �!���� �9'!����������!+ ��$;
'�$8 %;�!�; R� !��!����$=�! !�� %'�*���8 H>�'��'�I 9�!,! '�$8 H'��� @�MI� ��'�
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���� @�NG �$�8��� #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%��� �� #'!������� )�$����'!%!��;�
���,'���G 
 F �%�'�:%��!%!+ ���!$��U � F !�!$!:%��!%!+ ���!$��

��'�;+ �!���� ��'��8*�+�8 #!%�'���= '�$= %%�'� ��������8 !�'�"���$=�;� %��:
F #!$!&���$=�;�� ('�)$�&���!

M� � −Y� r�, (2.10)

,�� r� F '����!8��� !� "���'� ��%$���8 �� '�$� �! !�� %'�*���8 H>�'��'�IU 9��
%�$����� ��:;%����8 >�'��'�;� '�����!��

5� O�!); :���'&��= '�$= % !��$!����!� #!$!&���� ��&�! >�'��'�;+ �!����
�'�%�!%����= ���!�!';� ������ P � �� ���	 ��������� H��%8*�� ���$�� ����
�����8 #!$!&���$=�;� �8��*�� F !�'�"���$=�
�;�I� ��� :�%����!��� !� �!,! ��� ���'!��; %
)�:)����'�!+ ������� #'!��&��!��;� ������:�
�; �!,$���! :��!��� �������� �!$&�! ����=
����! '�%����%! H'��� @�6I

P� dx� +M� δ� = 0 H@�33I
�$�

P� = −M� δ
x�
� = 0. H@�3@I

,�� δx�
� =

dδ�
dx�

F #�'����!��!� !��!>���� ��&��

!��$!����8�� '�$8 � '����� �������$=�;� !��
�$!����8 '���� H>��'%�$�I � '�$8 %;�!�; #'��
��'�! !�����!%; �� %��� ���!$����U #'���'�! ���� ����  ������� ������ ����

!�����!%; � #�'����!��;� !��!>���8� ��#'���' �� ���!$��� L�@4 δx�
� = 3, 5 �
�1

Q @  �
�1�U �� �'�,�� ���!$���� "�?'; )$�:����
('� #!$��� �� �!:%��!%;� ��!'!��8� !��$!����� '�$8 %;�!�; #'�%!��� � �:���

����7 ��%$���8 �� �!$=�! �� ���!� '�$� �! � �� %��+ #!%�'��!��� ,!'�:!���$=�
�!,! !#�'���8� (!9�!�� #'�'�*���� #!�C���!+ ��$; �� ,!'�:!���$=�!� !#�'����
∆Y���� H�!�!'!� �!:���� �#'�%$87*�+ �!���� ∆MzI ��*���%���! )!$=>� #'�'�*��
��8 #!�C���!+ ��$; �� '�$�

∆Y���� = k� ∆Y� (2.13)

,�� k� F �!9??�"���� ���$���8 ��+��%�8 '�$8 %;�!�; H��#'���' �� ���!$��� L�
@4 k� = 1, 85I� ('� M > 1 �:);�!��!� ��%$���� �� '�$� %;�!�; �&� �� #'�%!���
� �:������7 ��%$���8 �� !���$=�!+ ����� ,!'�:!���$=�!,! !#�'���8 �� �� :���=
k� = 1�

KM



���� @�6G %8:= ��&�� >�'��'�;� �!����!� � ���$��� �� '����

�: '��� @�5 �!&�! #!$����=

∆Mz = −∆Y����L���� = −k� ∆Y� L����

���� @�5G %8:= #'!�!$=�!,! �!����� � !��$!������ '�$8 %;�!�;

��#!$=:�8 ?!'��$� H@�3SI :������ ∆Y� � :�#�>��

∆Mz = −k�
∆M�

r�
L����

��#!$=:�8 ?!'��$� H@�3@I :������ ∆M� � :�#�>��

∆Mz = −∆P�

[
k� L����
r� δ

x�
�

]
. (2.14)

T� ��:��'�!��= %�$����; ��!8*�+ % ��!)��� #!$������8 % ���'�� #!9�!�� !)!�
:����� �� ��� l	�

l	� =
[
k� L����
r� δ

x�
�

]
. (2.15)

!�����
∆Mz = −∆P� l	�. (2.16)

�$8 ���!$��� L�@4 l	� = 70  H'��� @�TI �� �� �!,�� $����� #'��$��;%��� � '����
��%8*�� ���$�� 3S ' H3 � �I '�$= %;�!�; !��$!�8���8 %��: � �� ,!'�:!���$=�!�
!#�'���� #!8%$8���8 �!#!$����$=��8 #!�C����8 ��$� 3NS ' H3N � �I �!�!'�8 ��
#$��� M  ���� #���'�7*�+ �!���� 5SS ' H5S � �·I� ��$� �;�$���! !#�����= %��
#'!��&��!��;� 8%$���8 �! #!$������8 ��! ���$��� % 3S ' H3 � �I $����� �!:����
�!���� 5SS ' H5S � �·I �� �� ��� ); D'�)!����E ';��,!� �$��!+ 5S � (!9�!��
#�'����' l	� � ��:%�$� ��������� ����"�� ���������*
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���� @�TG %8:= #'!�!$=�!,! �!����� � ���$��� �� '����� ('�%�����;+ ';��, �#'�%�
$���8

� '�:$���;� ���!$��!% %�$����� l	� �!���%$8�� !� ���8��!% H���'�)���$�I �!
����!$=��� �!��� H�8&�$;� ��>��;I ���'!%� � !)*�� �$���� �$��� #'�%�����!,!
';��,� �!&�� �:���8�=�8 !����! 9�! #!�8��� #'!8��8�� ���!�!';� %!#'!�; �#'�%�
$8��!��� � �!�'�*��� :�#��= ��!,�� ?!'��$ �� �� ����� ����! ���!������!� :�����
����

4� ���������� �������������� ����� �� ���	 ���������* !,$���!
����� �� '��� @�3 � �� ���!$�� #'� ωz = 0 � ��+�'�$=�!� #!$!&���� '�$8 %;�!�;
��+��%��� �!����

Mz = Mz 0 − ∆x� Y = Mz 0 − ∆x� bAGny.

('� )�$����'!%�� ���!$��� 9�!� �!���� �!$&�� );�= �'�%�!%�>�� �!����!� 
�!:��%���;� ���$��� �� '���� P� �� #$��� l	�

Mz 0 − ∆x� bAGny = P� l	�,

!����� )�$����'!%!��!� ���$�� �� '���� )���� '�%�!

P� =
Mz 0 − ∆x� bAGny

l	�
. (2.17)

���!�8 �: #!�$����+ ?!'��$; � ���8 % %��� �!!��!>���� Mz 0 = mz 0S·0, 7pM2 bA 
�!&�! ��+�� �
�������! �
	
���������� � ���	�� �� ���	
 M #'� ωz = 0 � #!�
��!8��!+ #�'�,'�:��

P� =
bA
l	�

(mz 0 S · 0, 7pM2 bA − ∆x
Gny). (2.18)

('� #!��!8��;� %�$������ l	� mz 0 p ∆x
 � ny ,'�?�����!� !�!)'�&���� 9�!+
?!'��$; #'�����%$8�� �!)!+ #�'�)!$� H'��� @�4I� ��%����!��= P�(M) ��:;%����8
��������������! ���"�����! �����! #! ���$� M U !);��! !�� ��'!���8 �$8
,!'�:!���$=�!,! #!$��� �� �� #'� ny = 1�

���	������ �
&
�
 *�������� ∆x
 #'�%!��� � ���*���7 #�'�)!$; %��: H% ��!�
'!�� �%�$�����8 �8��*�� ���$�+I� (! ��'� '!��� ��!'!��� � ���$� M �8��*��
���$�8 #!���#���! #�'��!�8� % ��%8*�� #'���� ���# ��'������8 ��%8*�� ���$�+
:�%���� !� %�$����; +mz 0� ���	������ ������ &�	��
 H����=>���� pI #'�%!���
� ����=>���7 ���$!�� #�'�)!$;� �$�8��� �'�,�� ?���!'!% ���&� !��%���! �:
?!'��$; H@�3TI�
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���� @�4G <�$����'!%!���8 ���,'���� �!:%��!%!,! ���!$���

3S�  � ��	������	�� �	������� �����) %!�#�'%;� �%�$���%����8 :�#��
"���'!%�� ∆x
 � %!�%�!';� :������$=�! ����=>����8 �$��� #'�%�����!,! ';���
,� �#'�%$���8 l	� %�$����%�� ����=>���8 �!9??�"����� ���$���8 	 � �%�$�����8
>�'��'�!,! '������ r� H��� ?!'��$� H@�3MII�

� '�:�$=���� 9�!,! )�$����'!%!���8 ���,'���� %)$�:� M = 1 #'�!)'����� ���
'����'�;+ �:,�) H'��� @�3SI � 9�! #'��������� !:������ ��! #'� '�:,!�� ���!$���
!);��!� #'�'�*���� ��%8*�� ���$�+ �!$&�! % !)$���� �'���:%��!%;� ��!'!���+
������=�8 �� #'�'�*���� �8��*�� ���$�+� �� �!:%��!%!� ���!$��� #'�%;��%>��
#! ��!��!'!&�!��� $������ !,'�������� #! ���$� M )�$����'!%!��;� �8��*�� ����
$�8 % '�+!�� �'���:%��!%;� ��!'!���+ �!,�� �!���,��= ��!,�� ���8��!% ��$!,'���
�!%�

���� @�3SG <�$����'!%!��;� ���,'���; #'� #'8�!� �#'�%$����G 
 F �%�'�:%��!%!,!
���!$��� � F �!:%��!%!,! ���!$���

 � �������	���� �	������� )�$����'!%!���8 ���,'���� ��!%� #'�!)'�����
�!'��$=�;+ ���$!� !����! :���= ����!%8��8 �'�:��'�! )!$=>��� ��%8*�� ���$�8�

��� �����!
 � �� ��$	�� � �����$�����!

3� ��� �&� );$! ���:��! % ����$� 9�!+ ,$�%; ���!�!';� ?�:������� �%!+��%�
���!$��� #!:%!$87� ��$!%�! '�:��$��= �,! #'!�!$=��7 ���!+��%!��= �� ��������
����! &� &��� ����� � �� �����������! &� ��������� ���!+��%!��= #! #�'�,'�:��

KT



!#'���$8�� �%�&���� ���!$��� % #�'%;+ �!���� H���8��� ������I #!�$� %!:��+��%�8
%!:��*�7*�,! ?���!'� � ���!+��%!��= #! ��!'!��� F #!�$���7*�� �%�&���� ���
�!$��� H�$8*���8 ����!$=�! �����I�

@�,����� �������� �������	� ����!����� �� ��"���	 % �!� �$���� 
��$� #'� �:������� #�'�,'�:�� ny H�!9??�"����� Cy �,$� ����� αI #!8%$8���8 �!�
#!$����$=�;+ #'!�!$=�;+ �!���� ��#'�%$���;+ % #'!��%!#!$!&��7 ��!'!�� �� ��

��$� #'!�:%!���8 m
ny

z < 0 Hm
Cy

z < 0,mα
z < 0I� ('� 9�!� ���!$�� )���� ��'����=�8

����=>��= #'�'�*���8 ∆ny ∆Cy � ∆α�
���������8 ���!+��%!��= #! #�'�,'�:�� !)��#���%����8 '��#!$!&����� "���'�

�8&���� ���!$��� %#�'��� �9'!����������!,! ?!���� �� �� #!$!&���$=�;� :�#��!�
"���'!%���

��$� ∆x
 > 0 �! #! ?!'��$� H@�5I #'!�:%!���8 m
Cy

z )���� ���=>� ��$8 Hm
Cy

z =
−∆x
 < 0I � 9�! !:������ ��! #'� �$���+�!� �%�$������ Cy #'!�!$=�;+ �!����
�:������8 % ��!'!�� #���'!%���8 � #'� ����=>���� Cy F % ��!'!�� ��)'�'!%���8�
�'�?������ 9�!� �$���+ �!!�%����%��� !�'�"���$=�!�� ���$!�� �!�����!+ ����
,'���; �� '��� @�@ � ?�:������8 ��'���� '�:C8��8���8 �� '��� @�33 
 H�� '��� @�33 �
#!��:�� �$���+ �����!+��%!���I�

K� ��� �����!��� �������� �"�� ���	� H%'�*���� ���!$��� % ��!'!��
��)'�'!%���8I #!8%$87��8 � #'�'�*���� #!�C���!+ ��$; ∆Y H#'�$!&���!� % ?!�
����I � ���#?�'�7*�+ �!���� Mz � ��#'�%$���;+ #'!��% %'�*���8 �� �� % ��!�
'!�� #���'!%���8� (!8%$���� #���'�7*�,! ���#?�'�7*�,! �!����� Mz � 9�%��
%�$����! ���*���7 ��$; ∆Y ��:�� �� %�$����� ∆x = Mz �/∆Y � ����� !)'�:!� 
��$���� ���#?�'!%���8 ��� ); ���*��� ��:�� ?!��� ���!$��� � �%�$���%��� :��
#�� "���'!%�� H#'��������� �� 3F@W 	XI� �$�8��� 9�!,! ?���!'� !#'���$8���8
?!'��$!+

σn = ∆x
 +
−mωz

z ωz

µ
, (2.19)

,�� σn F :�#�� ���!+��%!��� #! #�'�,'�:�� H�����������+ :�#�� "���'!%��IU
∆x
 F :�#�� "���'!%��U

mωz
z ωz F #'!�:%!���8 �!9??�"����� #'!�!$=�!,! ���#?�'�7*�,! �!����� #!

)�:'�:��'�!+ �,$!%!+ ��!'!��� H��� ?!'��$� H@�MIU

µ =
2m
S ρ bA

F !��!����$=��8 ����!%�8 #$!��!��= ���!$����

��!'!� �$�,���!� % ?!'��$� H@�34I !);��! ,!'�:�! ���=>� #�'%!,!� �! #'� ��$��
��� ���#?�'� ���,�&� #'!�:%!���8 −mωz

z ωz �%�$���%����8 � �!,�� ��&� #'� ��$!�
:�#��� "���'!%�� �!&�! #!$����= �!����!���7 %�$����� :�#��� ���!+��%!��� #!
#�'�,'�:�� σn�

('� !�'�"���$=�!� :�#��� "���'!%�� �����!+��%;+ #! #�'�,'�:�� ���!$�� ��
���7*�+ ���#?�'� ���,�&� �!&�� %;+�� �� ���!#�����! )!$=>�� �,$; ����� :�
@2K �% #!9�!�� ����� ���!$��; � #'��������!+ 9��#$����"�� �� �!#����7��8 �!�8
#'� �:%����!+ $!%�!��� $����= �� ��� ��!,�� ������8�
��� ����� �� �������	��� �	������ ����������8 ���!+��%!��= #! #��

'�,'�:�� � %��� ���!$��!% %!:'������ � ��� #'�%�$! ����!%���8 �:$�>�� )!$=>!+�
J�! #'!���!��� %�$����%�� ���*���8 ?!���� ��:�� � �!!�%����%�7*�,! �%�$�����8
:�#��� "���'!%���

�� %�$����� � ��'����' ���*���8 ?!���� %$�87� ?!'�� #'!?�$8 ?!'�� �';�
$� % #$��� %:����!� '��#!$!&���� �����+ ���!$��� ��?!'��"�� �';$� � �'�,��
?���!';�

N� ������ �� ∆x�(M) $���� ���$��� 	����* "��7�	! ���	
 ��������

�� � �
�	��
 ��'����'�� ��������'���!��=7 )!$=>!+ !��!����$=�!+ �!$*��!+ 
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���� @�33G ��%����!��= ���������!+ ���!+��%!��� ���!$��� #! #�'�,'�:�� !� %:����
�!,! #!$!&���8 "���'� �8&���� � ?!����

���*����� �������$=�!+ �!$*��; %#�'�� :��'�,$���!+ #�'����+ �'!��!+� �� �!�

���� ����� !���������������� 
�	��"�
�� ��#��	�� 
���� ����� ����� ��� ���
������ ����	 �������� 	
���

�'��������� ��!'!��8� #'�'�*���� ��%$���8
∆p %;:%���!� #'�'�*����� ∆α '��#'���$8���
�8 %�!$= #'!?�$8 ����� !)'�:!� H'��� @�3@ 
I 
��! ?!��� '��#!$�,����8 )$�&� � �!��� #'��
��'�! % @MW !� ����$� �!'�;� �� �%�'��'����
������ ��!'!��8� #'�'�*���� ∆p #�'�'��#'��
��$8���8 ����� !)'�:!� ��! ?!��� ���*����8
��:�� #'���'�! � MSW !� ����$� �!'�;� J�!
#'�%!��� %!�#�'%;� � #!8%$���7 �!*�!,! #��
��'�7*�,! �!����� H��'�>���7 '�%�!%���8I
� %!�%�!';� � �%�$�����7 :�#��� "���'!%��
H�%�$�����7 ���!+��%!��� #! #�'�,'�:��I�

"��7�	! ���	
 ����-������� � ���!$��� )!�
$�� ������'���;+ ����� ��$�7 !��!����$=�
��7 �!$*��� �������$=��8 �!$*��� ���*���
��:�� H��!,�� :� MSW �!'�;I #�'���88 �'!��
�� )!$�� !��'�8� �� �!�'��������� ��!'!��8�
#'�'�*���� ∆p H!� ∆αI %�!$= #'!?�$8 '���
#'���$��! ����� !)'�:!� ��! ?!��� �&� ����
*�� ����!$=�! ��:�� H'��� @�3@ � I� (!9�!�� ��

�%�'��'��������� ��!'!��8� #'�'�*���� ∆p �� �!��!� #'!?�$� #�'�'��#'���$8���
�8 ���=>� ��� �� �!$��!� ?!��� ���*����8 ��:�� % ���=>�+ ���#��� :��8,�%����
% #���'!%���� #'!���!��� �$�)�� � ���!$�� �!&�! ���'&��= % '�&��� ,!'�:!���$=�
�!,! #!$��� �!�8 ���!+��%!��= #! #�'�,'�:�� � %!:'������� ����� !)'�:!� �'!��
����=>���8 %!$�!%!,! �!#'!��%$���8 �!���+ #'!?�$= ����!$=�! !)$�,���� )�$���
��'!%�� ���!$��� �� �%�'��'��������� ��!'!��8��

M� ������ �� ∆x�(M) $���� 	���� � ����* �'�$!%���!��= �';$� �$��
&�� �$8 ����=>���8 %!$�!%!,! �!#'!��%$���8� �'!�� �!,! ��'�$!%���!��= ����!$=�
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�! �$��>��� ��$!%�8 )�$����'!%�� � ��'����'������ ���!+��%!��� � �#'�%$8��!���
#'� #!$��� �� :��'��������� ��!'!��8��

�����!�'�� '��#'���$���� #! '�:���� ��'�$!%���!,! �';$� #'�'�*���+ ∆p H�
�����;� ∆CyI %;:%���;� #'�'�*����� ∆α� ('� �%�$������ �,$� ����� �� �!�
�'��������� ��!'!��8� ��'�$!%���!� �';$! �!#!$����$=�! !��$!�8�� %!:��>�;+
#!�!� �� �!$=�! %��: �! � % ��!'!�; �� �� � �!�"�� �';$�� �� ���� 9�!,! ��'�+�� !)�
����7*�� "���'�$=��7 ����= �';$� ����!$=�! '��>�'87��8 H'��� @�3KI ��!'!��=
% ��'�+��� ����=>����8 '�:'�&���� ��� #'!?�$�� ���&� ����=>����8 ������8
#!�C����8 ��$� % "���'�$=�!+ ����� �';$� #����� H%�'��� �%�$���%����8 ���=>� 
��� �� #'8�!� �';$�I� J�! 8%$���� ��:;%����8 �������� /77���� ��'�$!%���!�
,! �';$��

���� @�3KG (�'�'��#'���$���� %!:��>�!+ ��,'�:�� %�!$= '�:���� �';$� #'� #�'��
�!�� ��'�: ��!'!��= :%���

�'�+�� !)����7*�� �!�"; �';$� ����!$=�! #!�&���7��8 ��!'!��= % ��'�+�
��� �%�$���%����8 '�:'�&���� ���&� �%�$���%����8 ������8 #!�C����8 ��$� ��
�!�"�� �';$� �!#!$����$=�! %!:'������� J�! 8%$���� ��:;%����8 ���*��� /77���
�� ��'�$!%���!,! �';$�� � ��!,� #!$������8 ��! �� �!�'��������� ��!'!��8�
�!�"; ��'�$!%���!,! �';$� H'��#!$!&���;� #!:��� "���'� �8&���� ���!$���I :��
,'�&�7��8 #'� �%�$������ �,$� ����� !��!����$=�! )!$=>� ��� "���'�$=��8 ����=
�';$� H'��#!$!&����8 %#�'��� "���'� �8&����I�

('� M > 1 �';$! #! '�:���� :�,'�&����8 )!$�� '�%�!��'�! �� �� #'� #�'��
�!�� ��'�: ��!'!��= :%��� ����= %!:��>�!+ ��,'�:�� #�'�'��#'���$8���8 � �!�"!%
��'�$!%���!,! �';$� �� �,! ��'����� H�$��!%���$=�! � %#�'��I ��! #'�%!��� �
���=>��� ���*���7 ?!���� ��:�� � � ���=>��� �%�$�����7 :�#��� "���'!%�� 
��� 9�! ����� ����! �� #'8�!� �';$��

����� !)'�:!� �� �'���:%��!%;� � �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� ��'�$!%���!��=
H��'8�� � �!���� �%�'�:%��!%;� #'!?�$��I �*� )!$�� !�$�)$8�� 8%$���� :��8,�%��
��8 % #���'!%���� �$��>��� ��'����'������ #'!�!$=�!+ ���!+��%!��� � �#'�%$8�
��!��� � ���&� #'!�!$=�!+ )�$����'!%���

#�"��$=�! �$8 ����=>���8 �:);�!��!,! :�#��� "���'!%�� #'����87� �$� D���
#$;%E �';$� % �!'��%!+ �,! ����� �$� �';$! � #�'�����!+ ��'�$!%���!��=7 #�'���
��+ �'!��� ��:;%���!� D,!��������E H��#!������ �'�� ,!������!+ �'�������';I�

D��#$;%E H'��� @�3N 
I #!��� �� �!:���� #!�C���!+ ��$; #'� M < 1 ��� ���
#!�!� #�'������� ���:� %%�'� ��'�: �,! #�'���77 �'!���� ('� M > 1 D��#$;%E

N3



���� @�3NG V!'�; �';$=�% #'��!�%'�*�7*�� �'�:��'�!� ���*���� ?!���� #'� #��
'��!�� ��'�: ��!'!��= :%���

%���#��� % '�)!�� � �!:���� �� �����"� #$!*��� #!��� ����7 &� #!�C����7 ��$� 
��� � !���$=�!� �';$! ��! #'�%!��� � ���*���7 ?!���� % ��!'!�� D��#$;%�E �� ��
� ���=>��� ���*���7 ?!���� ��:���

D�!������!�E �';$! H'��� @�3N �I % 9�!� !��!>���� '�)!���� #'���'�! ��� &� 
��� � �';$! � D��#$;%!�E�

�����! %! %��� #�'����$���;� �$���8� #'� #�'��!�� �� :��'��������� ��!'!���
?!��� % ����� %�� &� ���*����8 ��:�� H'��� @�3MI� �!:����7*�+ #'� 9�!� ��)!$=�
>!+ #���'�7*�+ �!���� $�,�! #�'�'����8 �� �!%'�����;� �%�'�:%��!%;� ���!$��
��� ��)!$=>�� %:8���� '���� �� ��)8 �� �� #'!�!$=�!� '�%�!%���� %!������%$�%��
���8 �'�%����$=�! $�,�!�

���� @�3MG ��%����!��= #!$!&���8 ?!���� !� ���$� M

�%�$������ :�#��� "���'!%�� � #'!�!$=�!+ ���!+��%!��� #! #�'�,'�:�� #'�%!�
��� � ����=>���7 '���"�� ���!$��� #! �,$� ����� � #! #�'�,'�:�� �� !��$!�����
'���� �� �� � ����=>���7 ?���������� ����%'���;� %!:�!&�!���+ ���!$���� �
�! &� %'��8 #!���"��$=�;� ����%'���;� �%!+��%� ���!$��� #'� M > 1 !���7��8
%;�!���� � #!9�!�� #'�����7��8 '�:$���;� �!���'����%�;� ��'; #! ����=>��
��7 :�#��� "���'!%�� �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� �! �!'��$=�!+ %�$����; H�!
K2MW 	XI� � ����� ��'�� �!&�! !������ #�'������ �!#$�%� �: #�'����� )��!% %
:����� �����!%�� �!�!%!,! �!#!$����$=�!,! ,!'�:!���$=�!,! !#�'���8 �$� ������
)�$�:��!'� H#'� M < 1 �)�'����8 #'� M > 1 %;#�������8I �!�'�*���� #$!*���
�';$� #!:��� "���'� �8&���� ���!$��� H�� ���'������!� ���!$��� Ac�5S �!�";
�';$� '��#!$!&���;� #!:��� "���'� �8&���� #'� M > 1 !�,�)�7��8 %��: �� 90◦

� #'�%'�*�7��8 % �!#!$����$=�;� ��$�I � �� ��
6� �! % !���$=�;� �$���8� #'� #!$��� �� �!�'��������� ��!'!��8� ��'�$!%���!�

�';$! %$�8�� �� #'!�!$=��7 ���!+��%!��= ���!$��� ����*
��	!��� ('� �%�$����
��� �,$� ����� �%;>� ���!�!'!+ %�$����; ���!$�� �! ��'�$!%���;� �';$!� ��!,��
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����!%���8 �����!+��%;� #! #�'�,'�:�� ��! �� �!�����!+ ���,'���� mz(Cy) !��
'�&����8 ��'����'�;� �:,�)!� ��#� D$!&��E H'��� @�36I � % #!$��� #'!8%$8���8 %
%��� ��!&�����!,! �%�$�����8 #�'�,'�:�� #'� ��#!�%�&�!+ '���� �#'�%$���8� J�!
���= 1�������2 ������� �� ���#(�� �"��� ���	� �$� ������! 1�������2*

('����!+ D#!��%���E �� )!$=>�� �,$�� ����� 8%$8���8 ���*���� /77��� ��'��
$!%���!,! �';$� H'��� @�3KI� �� �!�"�� ���!,! �';$� �����;+ Cy ����� ����7
)!$=>�7 %�$����� #!9�!�� #'� �%�$������ �,$� ����� �����! :���= Cy '��=>�
�!���,��� �%!�,! �������$=�!,! :������8 :���= &� #'!���!�8� �';% #!�!�� � #��
����� #!�C���!+ ��$;� ('�&��%'�����!�� �';%� #!�!�� �� �!�"�� ��'�$!%���!,!
�';$� �!#!$����$=�! �#!�!)��%��� #�'�������� #!,'�����!,! �$!8 #! '�:���� H!�
�!'�8 � �!�"��I ��! �!#'!%!&�����8 �%�$������� �!$*��; HD��)�������EI #!,'��
����!,! �$!8 � %!:'�������� �,! �����!+��%!����

���� @�36G �!������8 ���,'���� ���!$��� �! ��'�$!%���;� �';$!� H#'���'I

���'���! �!!)'�:��= ��! #������ #!�C���!+ ��$; �� �!�"�� ��'�$!%���!,!
�';$� H#!:��� "���'� �8&����I #'�%���� � #!8%$���7 ��)'�'�7*�,! �!����� �
��$=��+>��� �%�$�����7 �,$� ����� � �*� )!$=>��� '�:%���7 �';%� #!�!�� � �� ��
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��%�+ #�'�������7 #!,'�����!,! �$!8 %�!$= '�:���� �%�$������� �� �!�"�� �';$�
�����!,! Cy ���� �$� ����=>����� �����!,! �,$� ����� α�

(�'�������� #!,'�����!,! �$!8 �!&�! :���'&��= �9'!������������� &��� ��
����
� �$� #'� #!�!*� ��-�����
���
��	��� ('��"�# ��+��%�8 #�'�,!'!�!� !���
%����� ���'�!)'�:!%���$� HD:�#�$;E #�'����+ �'!��� �';$� ����#; #! #�'����+
�'!��� $!#���� �#�"��$=�!,! #'!?�$8 � #'�I �!:��7� %��'= �!�!';+ ��� ); #!��
������ #!,'�����;+ �$!+ �� #!:%!$88 ��� ���= � �!�"�� �';$�� �! 9�� �#!�!);
�%�$���%�7� �!#'!��%$���� #!9�!�� #! %!:�!&�!��� ���'�7��8 !)�!���=�8 )�: ���
H��#'���' �� �'��,!$=�!� �';$�I�

�%�$������ �����!,! Cy ���� �� �!�"�� �';$� �!���,����8 �����!%�!+ % 9�!�
����� #'���';$�!% �$� )!$�� ����*�� #'!?�$�+� �:������� ?!'�; #'!?�$�+ #!
'�:���� ��:;%����8 
/�����
������� ������� �';$��

����=>���� �� �!�"�� �';$� �����!,! �,$� ����� α �!���,����8  ������������
�������% �� �� ����=>����� �����!%!��;� �,$!% ����� !� �!'�8 � �!�"�� �';$��

�����!� #'�������� #�'����$���;� %;>� ��' #'�%!��� � �!�� ��! #'� �%�$��
����� �,$� ����� D#!��%��E �� %!:������ � �!$=�! #!8%$8���8 �'8��� ��� '�:�$=���
��)!$=>�� �����;� �';%!% #!�!��� ('� �!���&���� �,$� ����� �� �!�!'!� #'!�!�
��� !)*�+ �';% #!�!�� #! %���� '�:���� �';$� ���!$�� %�$���8 �� �!� � �'��!�
�$� )�: �'��� ��� � !);��;+ ���!$�� � #'8�;� �';$!��
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5� ,����� �������� �������	� ����!����� �� �	������ % �!� �$���� 
�!,�� #'� ��#!�%�&�!+ '���� �%�$������ ��!'!��� #'�%!��� � �%�$�����7 #!�C�
���!+ ��$; H����=>���� ��!'!��� F � ����=>���7 #!�C���!+ ��$;I ��! �������
������� :�#��;%����8 ���G

dY

dV
> 0 (2.20∗)

H!)'����� %������� ��! :���= :�#����� &�	�
� #'!�:%!���8 Y #! V  �� �� #'!�:%!��
��8 � ����!� �:������8 %��� ?���!'!% %$�87*�� �� #!�C����7 ��$�I�

��+��%���$=�! ��$� #'� �$���+�!� �%�$������ ��!'!��� #!�C����8 ��$� �%��
$�����8 �! ���!$�� ������ ��)�'��= %;�!�� �)'��;%�8 �:$�>�� ��!'!���U ��$� &�
#'� �$���+�!� ����=>���� ��!'!��� #!�C����8 ��$� ������ ����=>��=�8 �! ���
�!$�� #�'�+��� �� ���&���� ��)�'�8 ���!���7*�7 ��!'!��=� J�! � ����� ����! ��
�!�'��������� ��!'!��8� �� �!�!';� �:������� ��!'!��� H#'� ��#!�%�&�!+ '���
��I �� #'�%!��� � #�'���*���7 ?!���� � "���'� ��%$���8 � �:������7 �,$� �����
� �!9??�"����� Cy� � 9�!� �$���� #!�C����8 ��$� Y #'!#!'"�!��$=�� �%��'���
��!'!��� � ���!$�� #! ��!'!��� ��
������� ���������

��$� #'� �$���+�!� �%�$������ ��!'!��� #!�C����8 ��$� ����=>���8 �! ���
�!$�� #�'�+��� �� ���&���� ��)�'�8 �*� )!$=>�7 ��!'!��=U ��$� #'� �$���+�!�
����=>���� ��!'!��� #'!�:!+��� �%�$������ #!�C���!+ ��$; �! ���!$�� ������
��)�'��= %;�!�� ��'88 ��!'!��= �*� )!$=>�� ���!+ �$���+ �!!�%����%��� ��������
������� &� ��������% ��! ������������� :�#��;%����8 ���G

dY

dV
< 0 (2.21)

J�! � ����� ����! �� �'���:%��!%;� ��!'!��8� �� �!�!';� �:������� ��!'!���
H#'� ��#!�%�&�!+ '����I #'�%!��� � #�'���*���7 ?!���� � "���'� ��%$���8 �
�:������7 �,$� ����� � �!9??�"����� Cy�

V�:������8 ��'���� '�:%���8 �����!+��%!��� #! ��!'!��� %;,$8��� ���G
F #���= ���!$�� �� �'���:%��!%!+ ��!'!��� H��#'���' #'� M = 1 �)�$�����

'!%�� % #'8�!$���+�!� ,!'�:!���$=�!� #!$��� �� �� P = Q Y = G � Mz = 0
H#!�C����8 ��$� Y #'�$!&��� % "���'� ��%$���8 �!%#���7*�� � "���'!� �8&����
���!$���IU

F #���= ��#�'= ��!'!��= �$���+�! %!:'!�$�U
F #'� 9�!� #�'���'!���8 ������� �����!% �#$!�����8 �� �';$� "���' ��%$���8

H�!��� #'�$!&���8 ��$; Y ��������8 ��:�� �� %�$����� ∆x���� #!8%���8 #���'��
7*�+ �!���� −∆Mz = Y ∆x���� �,!$ ����� ������ ����=>��=�8U

F �! ���!$�� #! #�'�,'�:�� !���$�8 ���!+��%;� ��� ��� :�#�� "���'!%�� ��&�
�%�$���$�8 �:�:� ���*���8 ?!���� ��:�� � #'� ����=>���� �,$� ����� % ?!����
H#!:��� "���'� �8&����I #!8%���8 !�'�"���$=�!� #'�'�*���� #!�C���!+ ��$; ∆Y  
��7*�� ��)'�'�7*�+ �!���� +∆Mz = −Y ∆x
U

F ���!��" ���!$�� ���!�)�$����'����8 #! �!������ �� ���!� ����=>���!� �,�
$� ����� �� �!�!'!� #���'�7*�+ �!���� H%;:%���;+ �%�$������� ��!'!��� � ����
*����� #!�C���!+ ��$; ��:��I �'�%�!%�����8 ��)'�'�7*�� �!����!� H%;:%���;�
����=>����� �,$� �����I � ���!�)�$����'����8 #! ��$�� �� �,$� #���'!%���8 Θ	 
�� �!�!'!� Y −∆Y = G cos Θ	 � �� ���!+ ��!'!��� V  �� �!�!'!+ P +G sin Θ	 = Q
H9�� ��!'!��= �� �!%'�����!� ���!$��� !���= %�$��� � #'��������� ���!,�� �� �!�
���,����8I�

�#�����!� %;>� 8%$���� ��:;%����8 :�
�� ��
��� � &������
���; �� �'����
:%��!%;� ��!'!��8��

$����� !)'����= %������� �� �! ��! #'� �����!+��%!��� #! ��!'!��� ���!$��
!)$����� &��������� �����������!� &� &��� �����% �� �� !� #���'��� ���!+��%! 
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��'��8�= �!�'����= #�'�,'�:�� ny = cos Θ	 � �!#'!��%$88�= %�8��� �$���+�;� �$�
�#'�%$87*�� %!:��+��%�8� ��#'�%$���;� �� �:������� #�'�,'�:�� � �'����!'��
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� � �!!�%����%�7*��� ,'�?����� �!,! ���!$��� �� �!�!'!� #'!�:%!��$��= #!$��;
�! #�'����%���8 #'!�!���$=��'!%��=�8 � �#�"��$���!% ���$��= #'��%�'���$=�;�
%;%!�; !) !�!)���!��8� ���!+��%!��� �#'�%$8��!��� � #�$!��'!%���8 �!%!,! ���
�!$��� �����= 9�� !�!)���!��� % #!$����

�&� �����!
 � �
 ��$	�� � �����$�����! � ��� ���	�

����!

3� ���������8 ���!+��%!��= � �#'�%$8��!��= '������'�%��� '�%�!%���;� ���%
����	� ��������� ���!$���� �����������8 ���!+��%!��= � �#'�%$8��!��= '���
����'�%��� ��������	� ������� #'��!�� ���!$��� � �!��!8��7 '�%�!%���8
H�$� !��!�� !� 9�!,! �!��!8��8I�

���������� �!��!8��8 ���!$��� !#��;%�7��8 �$,�)'��������� �'�%����8��
H��#� #'�%�����;� % #'��;��*�� #�'�,'�?�� ���)����I ������������ #'!"���;
F ��??�'��"��$=�;�� �'�%����8���

��&� �� #'!���+>�� #'���'�� )���� '���';�� ��*�!��= ������������!+ ��!'��
����������!+ ���!+��%!��� � �#'�%$8��!���� <�: #!������8 9�!+ ��!'�� ��%!:�
�!&�! �!:����$=�! ��%!��= #'��"�#; '�)!�; � '�,�$�'!%�� �%�!#�$!�!% ���#?��
'!% � �%�!���!% ���!+��%!��� '�:!)'��=�8 % ������������ �%!+��%�� �!%'�����!,!
���!$��� #'������= '�"�!��$=�;� #'���; #�$!��'!%���8 � %�$7����!+ � %;�$7�
����!+ �%�!�����!+ #'�%�$=�! ��#!$=:!%��= '�:$���;� �'���&�'; � �!��$�'�7�
*�� ���'!+��%��

�! %��� �!%'�����;� ���)����� � �'���� #! �������� #!$��� #�'����$���;� %;�
>� %!#'!�; ���$�:�'�7��8 ���!���� '�>���8 �$� ���$��!%���8 �!!�%����%�7*��
��??�'��"��$=�;� �'�%����+ #!9�!�� $�������!�����' �!$&�� ����= �!�8 ); !)�
*�� #'�����%$���� !) 9��� ���!���� ('�%!���;� ��&� ?!'��$; � ��������������
%;�$���� �
&���
�! �� �
��� �! �$����� %������$=�! '�:!)'��=�8 � &���*�&
-
'�>���8 :����� � %;����7*�� �: '�>���8 #'���������� %;%!����

@� 6���(� ������ ��$$������#��� �������! #'!�!$=�!,! �%�&��
��8 ���!$��� H�'�%����8 F !)*��:%����;� � �� #'!���!&����� :���= �� '�������
'�%����8I

m
dV

dt
= P −Q−G sin Θ (2.30/1)

H#'!�:%������ ����; �� ������$=�!� ���!'���� '�%�! �����'�!+ ������$=�!+ ��$�IU

mV
dΘ
dt

= Y −G cos Θ (2.30/2)
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H#'!�:%������ ����; �� "���'!��'�����$=�!� ���!'���� '�%�! �����'�!+ "���'!�
��'�����$=�!+ ��$�IU

Iz
dωz

dt
= Mz (2.30/3)

H#'!�:%������ �!����� ���'"�� �� �,$!%!� ���!'���� '�%�! �����'�!�� #'!�!$=�
�!�� �!�����I�

�'!�� �!,! :�#�>�� �%� %�#!�!,���$=�;� �'�%����8

ϑ = Θ + α (2.30/4)

H�,!$ ���,�&� '�%�� ����� �,$� ���$!�� �'����!'�� � �,$� ����� �����8 �����!�
%!��;+ �,!$ �';$� '�%�;� ��$7IU

ωz =
dϑ

dt
,

dωz

dt
=
d2ϑ

dt2
(2.30/5)

H�,$!%�8 ��!'!��= '�%�� #'!�:%!��!+ !� �,$� ���,�&� #'!�:%!���8 �,$!%!+ ��!'!�
��� '�%�� %�!'!+ #'!�:%!��!+ !� 9�!,! �,$�I�

��#������8 ������� ��??�'��"��$=�;� �'�%����+ ���$�������� �� '�>����
�8 ��� ��� % #'�%;� ����8� ���7��8 ��*���%���! ��$���+�;� ?���"��G P (V, ρ) 
Q(V, ρ, α) sin Θ Y (V, ρ, α) cos Θ Mz(V, ρ, α, ωz , δ�)�

K� 
�� �����/����� ���������	�"� �(��� �������! H@�KSI �� �$��
���� #'��%�'���$=�! #'�!)'�:!%��= � 	������� ���� H$����'�:!%��=I #'�����%
���� 
	�- ���������% �!�!';+ �:$�,����8 ��&��

<���� ������= ��! % #'!"���� %!:��*���!,! �%�&���8 ���:%����;� V  ρ α Θ
� ϑ !��$!�87��8 !� �%!�� ���!��;� :������+ V0 ρ0 α0 Θ0 � ϑ0 �� �'�%����$=�!
��$�7 %�$����� ∆V  ∆ρ ∆α ∆Θ � ∆ϑ� �!,�� 9�� ���:%����;� �!&�! :�#����= %
%���G V = V0 + ∆V  ρ = ρ0 + ∆ρ � �� ��

L7)�7 ��$���+��7 ?���"�7 y = y(x) #'� ��$;� #'�'�*���8� ∆x �!&�! :�#��
���= % $���+�!� %���G y = y0 +y′ ∆x+ . . . H:���= #! ��*���%� :�#����; �%� #�'%;�
�$��� '�:$!&���8 ?���"�� % '8� ��+$!'�I�

�� '��� @�@5 �:!)'�&��; ��� #'���' ��$���+�;� ?���"��G 
I y = sinxU �I P =
P (V ) F �:������� �8,� #! ��!'!���U �I Cy = Cy(α)�


I % ��)!$=>!� ����'%�$� %)$�:� ���!��!,! :������8 �',������ x0 �!&�! �!#��
����= ��! y′ = cos x � [\]^_ H9�! #'!�:%!���8 ?���"�� #! �',������ �$� ���,���
�,$� ���$!�� �'�%!+ % �!��� � �!!'�������� x0, y0I � y = sinx0 + cos x0 ∆xU

� I % ��)!$=>!� ����'%�$� %)$�:� ���!��!+ ��!'!��� V0 �!&�! �!#�����= ��!
P V � [\]^_ H9�! #'!�:%!���8 �8,� #! ��!'!��� �$� ���,��� �,$� ���$!�� �'�%!+ %
�!��� � �!!'�������� V0, P0I � P = P0 + P V ∆V U

�I ?���"�7 Cy(α) �� �!�'��������� �,$�� ����� �; %��,�� :�#��;%�$� % $��

��+�!� %��� Cy = C
α

y α�
('�%���� � 	������� ���� #�'%!� �'�%����� ������; H@�KSI

1) m
dV

dt
= P −Q−G sin Θ.

<�: !�!);� #!8�����+

dV

dt
=
d(V0 + ∆V )

dt
=
d∆V
dt

;

P = P0 + P V ∆V + P ρ ∆ρ;

Q = Q0 +QV ∆V +Qρ ∆ρ+Qα ∆α.
sinΘ = sin Θ0 + cos Θ0 ∆Θ.
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���� @�@5G � #'���'�� $����'�:�"�� ?���"�+

('!�:%���� :����� ∆Θ = ∆ϑ− ∆α !�����

sin Θ = sin Θ0 + cos Θ0 ∆ϑ− cos Θ0 ∆α.

(!����%�� %�� 9�� $����'�:!%���;� ?���"�� % #�'%!� �'�%�����

m
d∆V
dt

= P0 + P V ∆V + P ρ ∆ρ−
−Q0 −QV ∆V −Qρ ∆ρ−Qα ∆α−
−G sin Θ0 −G cos Θ0 ∆ϑ+G cos Θ0 ∆α.

('���� ��! �! ����$� %!:��*���!,! �%�&���8 ���!$�� ���!��$�8 % '�%�!%���� 
�� �� P0 − Q0 − G sin Θ0 = 0� ����� '�:��$�� %�� �� ����� m #�'������ %$�%! 
�,'�##�'��� #! ���:%����;�G

d∆V
dt

+

(
QV − P V

m

)
∆V +

(
Qα −G cos Θ0

m

)
∆α+

+ (f cos Θ0)∆ϑ+
(
Qρ − P ρ

m

)
∆ρ = 0.

�!$=�! �$8 �!�'�*���8 ��$=��+>�� :�#���+ � #'�!)'�:!%���+ #'!��$��� �$��
��7*��G

F %;'�&���8 ��!8*�� % �'�,$;� ��!)��� !)!:����� )��%��� n11 n12 n13 n14U

F %%���� ?!'��$=�!� !)!:������� #'!�:%!��!+
d

dt
= p �� ��

d∆V
dt

= p∆V �

 ����!� 9�!,! #�'%!� �'�%����� #'���� %��G

1) (p+ n11)∆V + n12 ∆α+ n13 ∆ϑ+ n14 ∆ρ = 0.

N� ('!��$�% ���$!,���;� !#�'�"�� �! %�!';� � �'��=�� �'�%����8�� ������;
H@�KSI #!$���� ������� 	������- ��??�'��"��$=�;� �'�%����+ !#��;%�7*��
#'!�!$=�!� %!:��*���!� �%�&���� ���!$���

1) (p+ n11)∆V + n12 ∆α+ n13 ∆ϑ+ n14 ∆ρ = 0
2) n21 ∆V − (p − n22)∆α+ (p+ n23)∆ϑ+ n24 ∆ρ = 0
3) n31 ∆V + n32 ∆α+ (p2 + n35 p)∆ϑ+ n34 ∆ρ = n36 ∆δ�.

⎫⎬
⎭ (2.31)

�!9??�"����; ��!8*�� #'� ���:%����;� % 9��� �'�%����8� '���';�; % ��)$� @�3G
��)$�"� @�3
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3�� �'�%����� @�� �'�%����� K�� �'�%�����

3 n11 =
QV − P V

m
n21 = − Y V

mV0

n31 = −M
V
z

Iz

@ n12 =
Qα −G cos Θ0

m
n22 =

Y α −G sin Θ0

mV0

n32 = −M
α
z

Iz

K n13 = f cos Θ0 n23 = −f sin Θ0

V0

N n14 =
Qρ − P ρ

m
n24 = − Y ρ

mV0

n34 = −M
ρ
z

Iz

M n35 = −M
ωz
z

Iz

6 n36 = −M
δ�
z

Iz

������� ��! #'� #!�!*� �'�%����+ H@�K3I ��$=:8 '��������= ��#'���' #���
$7 �����'!%� �$� ���!+�$�)! �'�,!+ ����%' �� �!�!'!� #'!���!��� :������$=�!�
�:������� ���:%����;� V  ϑ ρ � #'�'�*���8 ∆V  ∆ϑ ∆ρ �&� ��$=:8 ������=
��$;��� J�� �'�%����8 #!:%!$87� '��������= � #'!���$�:�'!%��= �!$=�! 
	��
%!:��*���8 % �%�&���� ���!$��� ��#'���' �,! '���"�7 �� %�'����$=�;+ #!';%
%��'� �$� �� ��)!$=>!� !��$!����� '�$8 %;�!�; � #'�

M�
�������	�� ����!������# �� ��"���	* ���� 3	����	�%��������	�4
������#�� �����0��� ���/�� �������* �����!�'�� �%�&���� ���!$��
�� % ����$=�;+ !�'�:!� %'����� #!�$� %!:��*���8 �!,�� ������ ��������� � �	

�
�� � &��� ����
% � ��!'!��= � %;�!�� �*� )$�:�� � ���!��;� %�$�������

��$��� �$���7*�� �!#�*���8 � �!!�%����%�7*�� �#'!*���8 ������; �'�%���
��+ H@�K3IG

F V = V0 = [\]^_� (!9�!�� #�'%!� �'�%����� !#��;%�7*�� �:������� ��!'!��� 
!#������� �'!�� �!,! %�:�� ∆V = 0U

F ρ = ρ0 = [\]^_ ∆ρ = 0 #!9�!�� !#������ �!!�%����%�7*�� �$�,���;� %!
%�!'!� � �'��=�� �'�%����8�U

F :� ���!��;+ '�&�� #!$��� #�'�� %!:��*����� %!:=��� #'8�!$���+�;+ ,!'��
:!���$=�;+ #!$�� #!9�!�� Θ0 = 0 sin Θ0 = 0 cos Θ0 = 1 �!9??�"���� n23 = 0 �
�!!�%����%���! �:���8��8 �!9??�"����; n12 n13 n22U

F '����!�'�� �$8 ����$� '���"�7 ���!$��� �� %��>��� %!:��*���� )�: %���
>���$=��%� $������ �� �� #'���� δ� = 0�

 ����!� 9��� �!#�*���+ ������� �'�%����+ H@�K3I #'���� %��

1) !#������U
2) − (p − n22)∆α+ p∆ϑ = 0;
3) n32 ∆α+ (p2 + n35 p)∆ϑ = 0.

}
(2.32)

J�! ������� $���+�;� ��??�'��"��$=�;� �'�%����+ !#��;%�7*�� �!)��%���
�;� ������������ �%!+��%� ���!$��� % ��$!� #'!�!$=�!� �%�&���� H% ��$!� !��
'�:�� %'����� #!�$� %!:��*���8I�

��>��= ������� H@�K@I F :����� ��+�� :��!� �:������8 �,$!% ����� � ���,�&�
#! %'����� �� �� ��+�� ?���"�� ∆α(t) � ∆ϑ(t)�

��>����G
F �: %�!'!,! �'�%����8 ���!���

p∆ϑ = (p− n22)∆α;

F #!����%$8�� 9�! :������� p∆ϑ % �'��=� �'�%�����

n32 ∆α+ (p+ n35)(p − n22)∆α = 0;

M5



F '���';%��� ��!)��

n32 ∆α+ p2 ∆α− n22 p∆α+ n35 p∆α− n22 n35 ∆α = 0;

F ,'�##�'��� #! ���#��8� #'!�:%!��!+

p2 ∆α+ (n35 − n22)p∆α+ (n32 − n22 n35)∆α = 0;

F %%!��� !)!:������8

(n35 − n22) = 2ξΩ0, (n32 − n22 n35) = Ω2
0;

F � ���!��" :�#��;%��� �'�%����� % %���

p2 ∆α+ 2ξΩ0 p∆α+ Ω2
0 ∆α = 0. (2.33)

J�! $���+�!� ��??�'��"��$=�!� �'�%����� %�!'!,! #!'8��� )�: #'�%!+ ����� #!�
$�����!� �: ������; H@�K@I � !#��;%�7*�� �� &� �%!+��%� ���!$��� H��#!���� ��!

p2 ∆α =
d2∆α
dt2

� p∆α =
d∆α
dt

I�

��$����; %�!�8*�� % �'�%����� H@�KKI ���7� �$���7*�� ��:%���8G
ξ F !��!����$=�;+ �!9??�"���� H�$� ���'�����I :�������8U
Ω0 F �,$!%�8 ����!�� �!)��%���;� �!$�)���+ H�$� !#!'��8 ����!��I� �;�$ 9���

%�$���� ������ 8��;� ��&��
('!�!$&��� '�>����G
F �!���%$8�� ��� ��:;%���!� ��'����'��������!� �'�%�����

x2 + 2ξΩ0 x+ Ω2
0 = 0

H!)*�+ #'��"�# �!���%$���8 ��'����'��������!,! �'�%����8 8��� ��$� �'�%���=
�,! � ���!��;� ��??�'��"��$=�;� �'�%������ H@�KKIIU

F ���!��� �!'�� ��'����'��������!,! �'�%����8

x1−2 = −ξΩ0 ±
√
ξ2 Ω2

0 − Ω2
0; (2.34)

F � ���!��" :�#��;%��� '�>���� ���!��!,! ��??�'��"��$=�!,! �'�%����8
H@�KKI

∆α = C1 e
x1 t + C2 e

x2 t (2.35)

� � � � � � � � � �� 	�
���� ������� ��������������� ��������� n�� ������

��� ����� ����� ������������ ��� ����� �� n ��������� ���� Ci e
xi t� ��� i = 1, 2, 3, . . .  

xi = x1, x2, x3, . . . xn ���� ����������������� ��������� n�� ������� Ci = C1, C2, C3, . . .

! �������� ��������������

�$8 ���$�:� #!$�����!,! '�>���8 H@�KMI '���'!�� #�'%!����$=�!� �!��'&����
��$!%�;� !)!:������+ ξΩ0 � Ω2

0G

2ξΩ0 = n35 − n22 = −M
ωz
z

Iz
+

Y α

mV0

; (2.36)

Ω2
0 = n32 − n22 n35 = −M

α
z

Iz
− Y αMωz

z

mV0 Iz
. (2.37)

��$� % #!�$����� %;'�&���� '�:%�'���= #'!�:%!��;� Mα
z � Mωz

z  %;����� :�
��!)�� �!��!&���$= #'� ∆x
 �����= %;'�&���8 H@�MI � H@�@4I �! �!&�! #!$����=

Ω2
0 =

Y α bA σn

Iz
, (2.38)

MT



,�� σn F :�#�� ���!+��%!��� #! #�'�,'�:�� !��!%'�����! ����;%�7*�+ � :�#��
"���'!%�� � #!#'�%�� �� ���#?�'!%�����

��&� )���� '������'�%��=�8 #!%������ ���!$��� �!$=�! �� �!�'��������� �,�
$�� ����� �!,�� Y α > 0 H�%�$������ � �!#'!%!&�����8 �%�$������� Y � Mωz

z < 0
H���#?�'�7*�+ �!���� ��#'�%$�� #'!��% %'�*���8I� O�! �������8 #'!�:%!��!+
Mα

z  �! )���� '����!�'��; �%� �$���8G Mα
z < 0 #'� #!$!&���$=�!� :�#��� "���'!%�

�� � Mα
z > 0 #'� !�'�"���$=�!� :�#��� "���'!%���

6� ��� ������ �(��� H@�KMI �!&�! %��'����= �$���7*�� �$����G

I 2
&
� *�������� ����*
��	!���% ��&7����
��� �	
���% ���!$�� #! #�'��

,'�:�� ���������� �����������
� 9�!� �$���� !��� �!'��= ��'����'��������!,! �'�%����8 )���� !�'�"���$=�;+

Hx1 < 0I � �'�,!+ F #!$!&���$=�;+ Hx2 > 0I� V���"�8 ∆α(t) #!�$� %!:��+��%�8
�� ���!$�� ���!,!�$�)! %��>��,! %!:��*���8 ��%>�,! ����$=�!� #'�'�*���� ∆α0 
�:!)'�&��� �� '��� @�@T �: �!�!'!,! %���! ��! �,!$ ����� �����$� ����!$=�! ����=�
>����8 :� ���� #!�)'��;%���8 ���!$��� %%�'� %!:'!�>�+ #!�C���!+ ��$!+ H9�! ����
�;%����8 !�'�"���$=�;� �!'���I � :���� 9��',���! %!:'������ :� ���� #!%!'!��
�����!+��%!,! ���!$��� %!�'�, #!#�'���!+ !�� Oz1 % ��!'!�� ��)'�'!%���8 H9�!
����;%����8 #!$!&���$=�;� �!'���I�

J�! �!&�� ����= ����! #'� Ω2
0 < 0 �� �� #'� ���!� !�'�"���$=�!� :�#��� "���

�'!%�� �!�!';+ #'�%!��� � !�'�"���$=�!�� :�#��� ���!+��%!��� #! #�'�,'�:��
σn�

� I 2
&
� *�������� &�	�����	!���% ��&7����
��� ����! ��	!���� � ����
�!� �$���� !)� �!'�8 ��'����'��������!,! �'�%����8 )���� !�'�"���$=�;�� Hx1 <
0, x2 < 0I� V���"�8 ∆α(t) )���� ����= %�� �:!)'�&���;+ �� '��� @�@4� ('�'�*����
�,$� ����� �!�!�!��! H�#�'�!�������I �);%��� �! ��$8 �� �� �,!$ ����� %!:%'�*��
���8 � �,! ���!��!�� :������7�

���� @�@TG �:������� �,$� ����� #!�$� ����$=�!,! %!:��*���8 �� �����!+��%!� #!
#�'�,'�:�� ���!$���

������������� 9�!� �$���+ %!:�!&�� #'� Ω2
0 > 0 � #'� ξΩ0 > Ω0 H�� �� #'�

ξ > 1 ��! �!!�%����%��� )!$=>!+ %�$����� #'!�:%!��!+ −Mωz
z I � #'��������� F

�!$=�! #'� #!$��� � %�$7����;� ���#?�'!� ���,�&� �$� �%�!#�$!�!��
�I 2
&
� *�������� &�	�����	!���% ��&7����
��� ��������� ����= )����

����= Ω2
0 > 0 � #'� ξΩ0 < Ω0 H�$� ξ < 1I� ('� 9�!� �!'�� ��'����'��������!�

,! �'�%����8 )���� 	����	����� �����/����� H#�'%!� �$�,���!� �!'�8 F
��+��%���$=�!� ���$! %�!'!� �$�,���!� F ����!�I� ��#�>�� 9�� �!'�� % %���

x1−2 = −ξΩ0 ± i
√

Ω2
0 − ξ2 Ω2

0;

,�� i =
√−1�

M4



���� @�@4G �:������� �,$� ����� #!�$� ����$=�!,! %!:��*���8 �� ���!+��%!� #!
#�'�,'�:�� ���!$��� #'� ��$=�!� ���#?�'!%����

��>���� ���!��!,! ��??�'��"��$=�!,! �'�%����8 � :���= �!&�! :�#����= %
������'��!� %���

∆α = C1 e
x1 t + C2 e

x2 t

�! �!%!$=�! �'���! %!!)'�:��= ���!+ %�� ����� ?���"�8 ext ��$� x F �!�#$����!�
���$!�

5� �!�#!$=:����8 ?!'��$!+ J+$�'�

cos x =
eix + e−ix

2

� #!�$� ���!�!';� ����*���%���;� #'�!)'�:!%���+ :�#�>�� '�>���� % %���

∆α = C1 e
−ξ Ω0 t sin

[(
Ω0

√
1 − ξ2

)
t+ C2

]
H:���= #!��!8��;� C1 � C2 �'�,�� ��� % '�>���� H@�KMI�

���� @�KSG �:������� �,$� ����� #!�$� ����$=�!,! %!:��*���8 �� ���!+��%!� #!
#�'�,'�:�� ���!$��� #'� ���'���!� ���#?�'!%����

�'�?�����!� �:!)'�&���� '�>���8 H@�K4I ���! �� '��� @�KS H�����!��� � �);%��
7*�+ ��#$����!+I� ��$����; %�!�8*�� % '�>���� ���7� �$���7*�+ ��;�$G

C1 F ����$=��8 ��#$����� �!$�)���+ #'� t = 0 �� �� C1 = ∆α0U C1 e
−ξ Ω t F

����*�8 ��#$����� �!$�)���+U

6S



C2 F ����$=��8 ?�:� �!$�)���+ #'� t = 0 !);��! C2 =
π

2
U Ω0

√
1 − ξ2 =

ω H�
�1�I F �,$!%�8 ����!�� �!$�)���+ H%���! ��! #'� !������%�� ���#?�'!%��
��8 �� �� #'� ξ = 0 �,$!%�8 ����!�� �!$�)���+ ω );$� ); '�%�� �,$!%!+ ����!��
�!)��%���;� �!$�)���+ ���!$��� Ω0I�

�����! �,$!%!+ ����!�; ��!,�� #'����87� )!$�� #!�8���7 %�$����� F &�����
��	��
���

T =
2π
ω

(2.40)

�������! �
��-
��� ��#$����; �!$�)���+ !#'���$8���8 %�$����!+ ξΩ0� O���
$���! ��!'!��= :�������8 ��'����'�:����8 %'������ t��� % ������� �!�!'!,! ��#$��
���� ����=>����8 % @S '�:

C1 e
−ξ Ω0 t��� =

1
20
C1,

!�����

t��� =
ln 20
ξΩ0

� 3
ξΩ0

.

��!,�� ��!'!��= :�������8 ��'����'�:�7� �!$�����%!� #!$�;� �!$�)���+ n��� �!
�!����� ����=>���8 ��#$����; % @S '�:

n��� =
t���
T

� 0, 5
√

1
ξ2

− 1.

T� ������ �(��� H@�K4I� "����� ��	��
��� � �������! �
��-
��� 9��� �!�
$�)���+ !��:;%�7� )!$=>!� %$�8��� �� ������� #�$!��'!%���8 )�:!#���!��= #!�
$��� � )!�%!� #'�������� ���!$���� ��$� #'!���$�:�'!%��= ?!'��$; H@�KTI H@�K5I
� H@�K6I �! �!&�! :��$7���= ��! �� #�'�!� � ��!'!��= :�������8 �!$�)���+ %$�8�
7� �$���7*�� 9��#$����"�!��;� ?���!';G ��!'!���!+ ��#!' q H�������!'��8 ��!�
'!��= V�I ��!'!��= #!$��� V H���$! M I ����� ���!$��� m H�!���� ���'"�� IzI�
����� 	������! ���#(���� H����!�� �%�$���%����8I ��$�G
F �%�$���%����8 :�#�� "���'!%�� ∆x
 H'��� @�K3I �!�!';+ %$�8�� �� σn H�$�

�� M
α

z I � �� !#!'��7 ����!�� �!$�)���+ Ω0� ('��������� :������$=�!� �%�$������
:�#��� "���'!%�� % #!$��� #'!���!��� #'� #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%���� �����
%�'!8��;+ �$���+ F ��#'�%�$=�!� '�:��*���� ,'�:!% � �!#$�%�U

F �%�$���%����8 ��!'!���!+ ��#!' q %�!�8*�+ �!��!&���$�� % #'!�:%!��;�
M

α

z  Y
α

 Mωz
z  !� �!�!';� :�%���� Ω0U

���� @�K3G �$�8��� :�#��� "���'!%�� �� #�'�!� �!$�)���+

F ����=>����8 ����� ���!$��� m H����=>����8 �!���� ���'"�� IzI ��! ���&�
%$�8�� �� Ω0�

����� !)'�:!� �����#(�! ����� 	������! �!&�� ��)$7���=�8 #'� #!�
$��� �� �%�'�:%��!%!+ ��!'!��� �� ��$;� � �'����� %;�!��� ��� ��� :���= %�$���
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� :�#�� "���'!%�� � ��!'!���!+ ��#!'� (!$!&���� �!&�� ���,�)��=�8 #'� !���:�
���#?�'� ���,�&��

��$� #�'�!� �!$�)���+ )���� ����� 3 S23 M � �! #!$�� ����!%���8 !#���;� ���
��� $����� #;��8�= #�'�'!%��= '���!+ 9�� %;�!�!����!��;� �!$�)���8 !#�:�;%��
�� � '���"��+ �� #!$#�'�!�� � '������%��� ���!$�� �! !#���;� #�'�,'�:!� � �,$!%
������

('� %!:����!%���� #'!�!$=�!+ '������� '���� �$����� :�&��= % ��+�'�$=�!�
#!$!&���� � #'!%�'��= %�$7����� ���#?�'� ���,�&��

6������� 	������! ����(���� H�%�$���%����8 t���I ��$�G

F ����=>����8 ��!'!���!+ ��#!' q %�!�8*�+ �!��!&���$�� % #'!�:%!��;� Mωz
z

� Y
α

 !� �!�!';� :�%���� %�$����� ξΩ0U

F �%�$���%����8 ��!'!��= #!$��� V #'� #!��!8��!� ��!'!���!� ��#!'� q H#'�

�%�$������ %;�!�;I ��! #'�%!��� � ����=>���7 #'!�:%!��!+ −mωz
z = −mωz

α

bA
V

U

F #'!���!��� #�'��!� ��'�: ��!'!��= :%��� H����=>�7��8 #'!�:%!��;� −mωz
z �

C
α

y U

F �%�$���%�7��8 ����� ���!$��� m � �!���� ���'"�� Iz�

V�:�����!� ��+��%�� #�'����$���;� 9��#$����"�!��;� ?���!'!% �����������
��� !�'�&����8 ��'�: ����=>���� ���'������ :�������8 ξ H'��� @�K@I�

���� @�K@G �$�8��� %�$����; ���'������ :�������8 �� ��'����' �!$�)���+

���!�8 �: ���:���!,! %;>� ������( �������� 	������! �!&�� ��)$7�
���=�8 #'� #!$��� �� �'���:%��!%;� � �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� �� )!$=>�� � ��'��
�!�?�'�;� %;�!����

$�)!� :�������� �!$�)���+ :��'���8�� #�$!��'!%���� � #'�"�$�%���� � ����
&� )��#!$�:�! :�,'�&��� %������� $������ ��#'�';%�;� #�'�'!%����� �$���+�;�
%!:��*���+ '�&��� #!$���� ��)!�� $������ �*� )!$�� ��$!&�8���8 ��$� ���!����
�!��!� ���#?�'!%���� �!%��*����8 � )!$=>!+ ����!�!+ �!$�)���+�

('��������� �!&�! �!#�����= ����7 ��!'!��= :�������8 #'� �!�!'!+ ��#$��
���� ����=>����8 % @S '�: �� )!$�� ��� :� M �!$�)���+ Hn��� � 5I� ��$� 9�! ��
�!���,����8 �9'!������������ #���� �! ������%$�%����8 ���#?�' ���,�&� �$� �%�
�!#�$!��

4� �:���!����8 �� ������� ����� � #!'8��!� %�$���� %�!�8*�� % %;%��
����;� %;>� ��!'��������� �'�%����8 � ?!'��$;�

���!G ���!$�� L�@4 H0 = 0 V0 = 100 1� HK6S �1�I ��!'!���!+ ��#!' q =
6130 '12 H6@M � �12I :�#�� "���'!%�� ∆x
 = 0, 1 H3SW 	XI ����� m = 3000 � U
%�$����; !���$=�;� #�'����'!% � �!9??�"����!% )���� ���; #! �!�� %;���$���+�

6@



���� 

Y
α

= C
α

y S q = 4, 1 · 19, 8 · 6130 = 500 000 '1�
�;

mα
z = mCy

z C
α

y = −∆x
 C
α

y = −0, 1 · 4, 1 = −0, 41;

Mα
z = mα

z S q bA = −0, 41 · 19, 8 · 6130 · 2, 04 = −102 000 '1�
�;

mωz
z = mωz

z

bA
V0

= −2, 5 · (2, 04 : 100) = −0, 051;

Mωz
z = mωz

z S q bA = −0, 051 · 19, 8 · 6130 · 2, 04 = −12 600 '1�
�1=;

n22 = − Y
α

mV0

= −500 000 : (3000 · 100) = −1, 67;

n32 = −M
α
z

Iz
= 102 000 : 12 000 = 8, 5;

n35 = −M
ωz
z

Iz
= 12600 : 12 000 = 1, 05;

2 ξ Ω0 = n35 − n22 = 1, 05 + 1, 67 = 2, 72; ξ Ω0 = 1, 36;

Ω2
0 = n32 − n22 n35 = 8, 5 + 1, 67 · 1, 05 = 10, 25; Ω0 = 3, 2 �
�1=;

ξ = 0, 425;

ω = Ω0

√
1 − ξ2 = 3, 2

√
1 − 0, 4252 − 2, 9 1�
�1=;

T =
2π
ω

= 6, 28 : 2, 9 = 2, 2 =;

n��� = 0, 5
√

1
ξ2

− 1 = 0, 5
√

1 : 0, 4252 − 1 = 1, 06

H�� �� ����=>���� ��#$����; % @S '�: #'!���!��� #'���'�! :� !��! �!$�)����I�

3S� �: #'���'� %���! ��! ω � Ω0 � Ω2
0 � n32 = −M

α
z

Iz
�

(!9�!�� ����� ����� ������#��� 	������! ���!$��� �!&�! #'�)$��
&���! !"����= #! ?!'��$�

T � 2π
Ω0

� 2π

√
− Iz
Mα

z

. (2.41)∗

% �!�!'!+ Mα
z = −Cα

y ∆x
 S q bA ��'����' �:������8 #! ���$� M #'!�:%!��!+ C
α

y

� :�#��� "���'!%�� ∆x
 �!'!>! �:%����� H��� '��� 3�K � @�3MI�
33� 
�������	�� ����!������# �� �	������* &��#(� 3����������%

����	�4 ������#�� �����0��� ���/�� �������* (!�$� %!:��+��%�8
���!,!�$�)! %��>��,! %!:��*���8 ��%>�,! ����$=�!� #'�'�*���� ��!'!��� H∆V0I
�$� �,$� ���$!�� �'����!'�� H∆Θ0I ���!$�� �������� �%�&���� #! ��$=�! %;�8�
���!+ H%!$�!!)'�:�!+ �'����!'�� � #�'�!�������� �:�������� ��!'!��� V  �,$� Θ
� %;�!�; H�

$���+�!� #'�'�*���� ∆V0 �!&�� #!8%��=�8 % '�:�$=���� #'!�!$=�!,! H%��'���
�!,! �$� #!#���!,!I #!';%� %��'�� ('�'�*���� ∆Θ0 !);��! #!8%$8���8 � �!�"�
��$!,! #'!�!$=�!,! %!:��*���!,! �%�&���8 %;:%���!,! %�'����$=�;� #!';%!�
%��'�� �$���!#�'�!������!� #'!�!$=�!� �%�&���� �!&�� �����=�8 � #!� %$�8����
�'�,�� %!:��*�7*�� #'�����

3@� ���������� %�$����� &�����
 T ���:���;� )!$=>�� �!$�)���+ � ��$!%�8 ��
�
��-
����

��#!���� ������� $���+�;� ��??�'��"��$=�;� �'�%����+ H@�K3I !#��;%�7�
*�� #'!�!$=�!� %!:��*���!� �%�&���� ���!$��� � #'���� �$���7*�� �!#�*���8G
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F % #'!"���� %��,! �%�&���8 ������� ���!$�� �)�$����'!%���;� HMz = 0I #!�
9�!�� !#������ �'��=� �'�%����� !#��;%�7*�� %'�*���$=�!� �%�&���� ���!$���
#!� ��+��%��� �!����� MzU

F ��� ��� ���!$�� �)�$����'!%�� �! α = [\]^_ = α0 � ∆α = 0 #!9�!�� !#������
�!!�%����%�7*�� �$�,���;� % #�'%!� � %�!'!� �'�%����8�U

F )���� ������= ��! �!�8 ���!$�� �!%�'>��� �%�&���� #! %!$�!!)'�:�!+ �'��
���!'�� �! ρ = [\]^_ � ∆ρ = 0 � !#������ �!!�%����%�7*�� �$�,���;� % #�'%!�
� %�!'!� �'�%����8� H9�! �!#�*���� �� �!%��� �#'�%��$�%! �! )�: ��,! #'�>$!�=
); '�>��= ��'����'��������!� �'�%����� �'��=�+ ���#��� ��! ��$=�! :��'����$!
); ���$�: #'� ��:������$=�!� �%�$������ �!��!���IU

F :� ���!��;+ '�&�� #'���� ,!'�:!���$=�;+ #!$�� �� �� Θ0 = 0 sin Θ0 = 1 
cos Θ0 = 1 #!9�!�� n23 = 0 � n13 = f�

 ����!� 9��� �!#�*���+ ������� �'�%����+ H@�K3I #'���� %��

1) (p+ n11)∆V + n13 ∆ϑ = 0;
2) n21 ∆V + p∆ϑ = 0;
3) (!#������),

⎫⎬
⎭ (2.42)

3K� ��>�8 ������� H@�N@I �:$!&���;� %;>� ���!�!� #!$����

2 ξ Ω0 = n11 =
QV − P V

m
, Ω2

0 = −n13 n21 = f
Y V

mV0

.

('� Y V < 0 H�$���+ �����!+��%!��� #! ��!'!���I '�>���� :�#��;%����8 % %���

∆V = C1 e
x1 t + C2 e

x2 t, (2.43)

,�� x1 < 0 � x2 > 0 F �!'�� ��'����'��������!,! �'�%����8� �%�&���� ���!$���
:���= )���� �#�'�!�������� � ��#'�';%�;� ��'�������� !��$!����8 ∆V H'��� @�KKI�

('� Y V > 0 H�$���+ ���������!+ ���!+��%!��� #! ��!'!���I �!'�� ��'����'��
�������!,! �'�%����8 #!$���7��8 �!�#$����;�� �!#'8&���;�� � '�>���� :�#��
�;%����8 % %���

∆V = C1 e
−ξ Ω0 t sin

[(
Ω0

√
1 − ξ2

)
t+ C2

]
,

,�� C1 F ����$=��8 ��#$����� �!$�)���+ ��!'!���U
C2 F ����$=��8 ?�:� 9��� �!$�)���+U
Ω0

√
1 − ξ2 = ω F �,$!%�8 ����!�� �!$�)���+�

�%�&���� ���!$��� :���= )���� #'!���!���= #! %!$�!!)'�:�!+ �'����!'�� � #��
'�!��������� �!$�)���8�� ��!'!��� %;�!�; � �,$� ���$!�� %���!'� V �

3N� ."����� ������� �!$�)���+ #'���'�! '�%�� !#!'�!+ ����!�� ��� ��� )!$=�
>�� #'!�!$=�;� �!$�)���8 ���#?�'�7��8 �$�)!

ω = Ω0

√
1 − ξ2 �

√
f
Y V

mV0

,

!����� #!�$� ���!�!';� ?!'��$=�;� #'�!)'�:!%���+ �!&�! #!$����= %�$�����
#�'�!�� �!$�)���+

Ω0 =
√

2
f
V0

, T � 2π
Ω0

� 0, 45V0;

��$� ��!'!��= %;'�:��= % ��$!���'�� % ��� �!

T (�) � 1
8
V0 H�1�>. (2.45)∗
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����� !)'�:!� &����� ��	!��- ��	��
��� �� �!�'��������� '�&���� #!$���
:�%���� �!$=�! !� %�$����; �������� ��!'!���� ��#'���' #'� V0 = 80 �1� #!�
$���� T = 10 �U #'� V0 = 1000 �1� F T = 120 � �$� @ ��� �$8 :��'���������
��!'!���+ ?!'��$� H@�NMI ��#'�,!��� ��� ��� #'� �:������� ��!'!��� H���$� M I ��
!���7��8 #!��!8��;�� '�:$���;� �9'!������������ �!9??�"����; HC

α

y � �'�,��I 
��! 8%$8$!�= ��!)�!���;� �!#�*����� #'� %;%!�� #!�$����+ ?!'��$;�

���� @�KKG �'����!'�� �����!+��%!,! � ���!+��%!,! #! ��!'!��� ���!$��!% % )!$=�
>!� #'!�!$=�!� �%�&���� #!�$� ����$=�!,! %!:��*���8

�%��� !���= )!$=>!,! #�'�!�� �!$�)���+ ��'����'������ 9�!,! %��� �%�&���8
���!$��� �� #�$!��'!%���� %$�87� ��$!� L����� �#'�%$88 ���!$��!� ��&� ��
:������� �,! ��$!��!��� � #!$��� #! %!$�!!)'�:�!+ �'����!'�� H9�! );$! :�����! 
�!,�� ��!'!��� #!$��� �!���%$8$� MS26S �1�I�

��$������� )!$=>�� �!$�)���+ :�%���� !� %�$����;

ξΩ0 =
QV − P V

2m
,

�� �� !� �!!��!>���8 ���$!�� �'�%;� Q(V ) � P (V ) #'���� :���= ������8 % %���
:�%����!��= Q(V ) = Cx S 0, 5 ρV 2 #'� Cx = [\]^_ H% !�$���� !� !);��!+ �'�%!+
.��!%��!,! �!�!'�8 #'�����%$8�� �!)!+ :�%����!��= Q�(V ) #'� ny = 1 � Cx = `abI�

��$� QV > P V  �! )!$=>�� �!$�)���8 �!$&�; % �!�"� �!�"!% :�������= H#'�
��%��>���$=��%� $������I�

$���+ QV < P V �� #'������ �� %��'������8�
3M� ������#��� ��������	�� �����������# �������*
�����!�'�� �����������7 '���"�7 ���!$��� �� ���#�����!� !��$!����� '�$8

%;�!�; H�� ∆δ� = [\]^_I � ��+��� #�'��!��;+ #'!"��� ∆α(t)���$� ∆δ� �= 0 �!
������� ��??�'��"��$=�;� �'�%����+ !#��;%�7*�� ��$!� #'!�!$=�!� �%�&����
���!$��� #'���� %��

1) (!#������);
2) − (p− n22)∆α+ p∆ϑ = 0;
3) n32 ∆α+ (p2 + n35p)∆ϑ = n36 ∆ δ�

⎫⎬
⎭ (2.46)

H�'�%���� � ������!+ �'�%����+ H@�K@I %�#!����� �� #'!���!&����� � #'��8�;�
�!#�*���8I�

������ H@�N6I ���:���;� '���� #���� �!&�! #'�!)'�:!%��= % !��! �'�%�����

p2 ∆α+ 2 ξ Ω0 p∆α+ Ω2
0 ∆α = n36 ∆ δ�. (2.47)

J�! $���+�!� ��??�'��"��$=�!� �'�%����� %�!'!,! #!'8��� � #'�%!+ ����=7�
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��>���� ���!,! ��??�'��"��$=�!,! �'�%����8 �!,$���! ��!'�� #'�����%$8��
�!)!+ ����� !)*�,! '�>���8 9�!,! &� �'�%����8 )�: #'�%!+ ����� (∆α1) � ���!,!�
$�)! �����!,! '�>���8 � #'�%!+ ����=7 (∆α2)

�)*�� '�>���� �'�%����8 )�: #'�%!+ ����� ���� );$! #!$����! '���� H��� ?!'�
��$� @�K4I� 	 !���� �: �����;� '�>���+ �'�%����8 � #'�%!+ ����=7 ��#'���' 
)����

∆α2 =
n36 ∆ δ�

Ω2
0

.

O����!� '�>���� #!�)�'����8 % ?!'�� ��#!����7*�+ #'�%�7 ����= ��??��
'��"��$=�!,! �'�%����8U �$8 #'!%�'�� #!����%=�� :�#�����!� �����!� '�>���� %
�'�%����� H@�N5I ���8 % %��� ��! p∆α2 = 0 � p2 ∆α2 = 0 ��� ��� ∆α2 �� :�%����
!� %'������

���� #!�$� ���#�����!,! !��$!����8 '�$8 %;�!�; �� #!��!8���7 %�$����� ∆ δ�
���!$�� �:���8�� �,!$ ����� �$���7*�� !)'�:!�G

∆α = ∆α1 + ∆α2 = C1 e
−ξ Ω0 t sin [(Ω0

√
1 − ξ2) t+ C2] +

n36 ∆ δ�
Ω2

0

. (2.48)

�'�?�� 9�!+ ?���"�� #'�����%$�� �� '��� @�KN H#'� ∆ δ� < 0 �� �� #'� !��$!���
��� '�$8 %;�!�; %%�'� � '���� F �� ��)8I� ����= ����� C1 F ����$=��8 ��#$�����
� C 2 F ����$=��8 ?�:� �!$�)���+ #'� t = 0� �: ,'�?��� � ?!'��$; %���! ��!

C2 =
3
2
π (sin C 2 = −1),

C1 =
n36 ∆ δ�

Ω2
0

.

���� @�KNG �:������� �,$� ����� #!�$� !��$!����8 '���� �� ��)8

(�'��!��;+ #'!"��� α∆(t) ��'����'�:����8 ���� &� #�'����'��� �!�!';��
��'����'�:!%�$�8 #�'��!��;+ #'!"��� % �!)��%���!� %!:��*���!� �%�&���� ���!�
$���G

#�'�!�!� �!$�)���+ F T U
��#$����!+ �!$�)���+ F C1 e

−ξ Ω0 tU
%'������ :�������8 �!$�)���+ F t���U
�!$�����%!� �!$�)���+ �! :�������8 F n����
�$�8��� '�:$���;� ?���!'!% �� 9�� #�'����'; );$! #'!���$�:�'!%��! '��=�

>��
36� �����!�'�� �!%;� #�'����';G
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∆α��� F �����!%�%>���8 �$� �!����!� #'�'�*���� �,$� ����� �!�!'!� #!$��
���� ���!$�� #! :�%�'>���� #�'��!��!,! #'!"����U

∆α���� F :�)'!� �,$� ����� ���)!$=>�� �%�$������ �,$� ����� !��!����$=�!
∆α���U

t1 F %'��8 �'�)��;%���8 %'��8 !� ����$� #'!"���� �! #�'%!,! �!���&���8 %��
$����; ∆α����

35� �#'���$�� %�$����� ���������("��� �����0��� �"�� ���	� ∆α����

('� t→ ∞ #!$����� e−ξ Ω0 t → 0 !�����

∆α��� =
n36 ∆ δ�

Ω2
0

=
M δ�

z

Iz
· Iz
Y α bA σn

∆δ�,

�$� #!�$� �!�'�*���+

∆α��� =
mδ�

z

Cα
y σn

∆ δ�, (2.49)∗

�� �� �!����!� #'�'�*���� �,$� ����� #'!#!'"�!��$=�! !��$!����7 '�$8 %;�!�;
(∆ δ�) � !��!����$=�!+ 9??����%�!��� 9�!,! '�$8 H#'!�:%!��!+ mδ�

z I !)'���! #'!�
#!'"�!��$=�! !��!����$=�;� ����*�� �%!+��%�� �';$� H#'!�:%!��!+ Cα

y I � :�#���
���!+��%!��� #! #�'�,'�:�� HσnI�

!!�%����%�7*�� #'�'�*���� #�'�,'�:�� )���� '�%�!

∆ny ��� =
Cα

y ∆α��� S q

G
.

"�� ���	������ �
&
�
 *�������� ∆x
 %!:'����7� :�#�� ���!+��%!��� #! #�'��
,'�:�� σn � ����!�� �!$�)���+ ω H����=>����8 #�'�!� T I ����=>����8 �!����!�
#'�'�*���� �,$� ����� ∆α��� H� #�'�,'�:��I ���$����� ��'������ �,!$ ����� F
'��� @�KM H!��$!����8 '�$8 %;�!�; !�����!%;� #'� �%�� "���'!%���I�

�����! ��$� #'� )!$=>�� :�#��� "���'!%�� $����� �%�$���� !��$!����� '����
�� ��)8 ��� ��!); % !)!�� �$���8� ���!$�� %;�!��$ �� !��� � �!� &� �,!$ �����
H�� !��� � �� &� #�'�,'�:��I �! �'�%��%���;� #�'��!��;� #'!"���; )���� ����=
%�� ��� �� '��� @�K6� ('� �%�$������ :�#��� "���'!%�� �,!$ ����� :���= ��'������
);��'�� �! �%�$���%����8 � :�)'!� �,$� ����� H#�'�,'�:��I �� #�'%!+ #!$�%!$���

���� @�KMG �$�8��� :�#��� "���'!%�� �� #�'��!��;+ #'!"��� #!�$� !��$!����8 '����
�� ��)8 H!��$!����8 '�$8 %;�!�; !�����!%;�I

�%�$������ #'!�!$=�!,! ���#?�'!%���8 H������%���!,! �$� #'� #!�!*� ���#�
?�'� ���,�&�I #'�%!��� � �%�$�����7 ���&� � �
&
�
 ������������ &� &��� �����
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���� @�K6G �$�8��� :�#��� "���'!%�� �� #�'��!��;+ #'!"��� #!�$� !��$!����8 '����
�� ��)8 H!��$!����8 '�$8 %;�!�; '�:�;� !)��#���%�7*�� !�����!%;+ #'�'!�� �,$�
�����I

σn ��� ���

σn = ∆x
 +
−mωz

z

µ
·

�! �%�$������ #'!�:%!��!+ −mωz
z �� 9�%�%�$����! #! �%!��� ��+��%�7 �%�$��

����7 :�#��� "���'!%�� ∆x
 ��� ��� ∆x
 %$�8�� �!$=�! �� Ω2
0 � −mωz

z %$�8�� �

�� Ω2
0 � �� ���'����� :�������8 ξ�

�� '��� @�K5 � @�KT �:!)'�&��; �'� #�'��!��;� #'!"���� #!�$� !��$!����8 '����
�� ��)8G

1) ∆x
 = 0, 05; −mωz
z µ = 0, 02; σn = 0, 07.

2) ∆x
 = 0, 12; −mωz
z µ = 0, 02; σn = 0, 14.

3) ∆x
 = 0, 05; −mωz
z µ = 0, 09; σn = 0, 14.

���� @�K5G �$�8��� �%�$�����8 �$� :�#��� "���'!%�� H4 I �$� ���#?�'!%���8 H5 I
�� #�'��!��;+ #'!"��� #!�$� !��$!����8 '���� �� ��)8 H!��$!����8 '�$8 %;�!�;
!�����!%;�I

�: '�����!% %���! ��! �%�$������ ��� ∆x
 ��� � −mωz
z !�����!%! ����=>���

�!����!� #'�'�*���� ∆α��� �! �������� #�'��!��!,! #'!"���� #!$������8 '�:$���
�!+� �%�$������ ∆x
 ���!'8�� #�'%!����$=�!� ��'������� �,$� ����� H����=>���
t1I� �����! #'� 9�!� %!:'������ %�$����� :�)'!�� �,$� ����� �� #�'%!+ #!$�%!$���
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�%�$������ &� −mωz
z ����=>��� :�)'!� � ���!'8�� :�������� �!$�)���+ �! :�����

$8�� #�'%!����$=�!� ��'������� �,$� ����� H�%�$���%��� t1I�
3T� ��� %���! �: '�����!% � �: ?�:�����!,! ��;�$� 8%$���8 &����� &��-��

��'�: ∆α = ∆α��� #'!���!��� #'���'�! ��'�: ���%�'�= %!$�;U ����� !)'�:!� 

t1 � 1
4
T.

���� @�KTG �$�8��� �%�$�����8 �$� :�#��� "���'!%�� H4 I �$� ���#?�'!%���8 H5 I
�� #�'��!��;+ #'!"��� #!�$� !��$!����8 '���� �� ��)8 H!��$!����8 '�$8 %;�!�;
'�:�;� !)��#���%�7*�� !�����!%;+ #'�'!�� �,$� �����I

34� ���)!$=>�+ ������ �"�� ���	� � ��"���	� #'!���!��� �� #�'%!+ #!�
$�%!$�� #'���'�! ��'�: %'��8 t � 0, 5T !� ����$� #'!"����� ����� !)'�:!� 

∆α���� � ∆α��� e
−ξ Ω0 0,5 T . (2.50)

@S� � ������� #'!�!$=�!,! �#'�%$���8 �!&�! %%���� ���'!+��%! �!�!'!� �%�!���
������� H)�: %��>���$=��%� $������ �� �� )�: !��$!����8 '���� % ��)���I !��$!�8$!
); '�$= %;�!�; #! :��!��

∆ δ� = kα∆α+ kωp∆α (2.51)

H�� �� '�$= !��$!�8���8 #'!��% #'�'�*���8 �,$� ����� � #'!��% %'�*���8 ���!$���I�
��,�$�'�8 %�$����� �!9??�"����!% ���$���8 kα � kω �!&�! % $7)�7 ��!'!��

�:�����= ������������ ��'����'������ ���!+��%!��� � �#'�%$8��!��� ���!$���G
#�'�!� �!$�)���+ T  %'��8 :�������8 �!$�)���+ t��� :�)'!� ∆α���� � �'�

��#�>�� �'�%����� H@�N5I � ����!� H@�M3I

p2∆α+ 2 ξ Ω0 p∆α+ Ω2
0∆α = n36 (kα∆α+ kωp∆α).

(�'������ %�� % $�%�7 ����= � �!)�'�� �$��; #! ���#��8� #'!�:%!��!+

p2∆α+ (2 ξ Ω0 − kωn36)p∆α+ (Ω2
0 − kαn36)∆α = 0.

�%���� #'��8�;� !)!:������8 �!9??�"����!% ��??�'��"��$=�!,! �'�%����8 ��!�
8*�� % ��!)��� #'� p∆α � ∆α 

2 ξA Ω0A = 2 ξΩ0 − kωn36; (2.52)

Ω2
0 A = Ω2

0 − kα n36, (2.53)

,�� ξA F !��!����$=�;+ �!9??�"���� :�������8 �
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Ω0 A F !#!'��8 ����!�� �!$�)���+ ���!$��� � ����!� '�)!�; �%�!�������
���� %�$����� Ω0 A �!&�! '�,�$�'!%��= �:�������� �!9??�"����� ���$���8

kα � %�$����� ξA Ω0 A F �:�������� �!9??�"����� ���$���8 kω� ��� ���;� '�,��
$�'�7��8 #�'�!� T  %'��8 :�������8 t��� � �'�,�� #�'����'; #�'��!��!,! #'!"�����

��$� '�$= %;�!�; !��$!�8���8 �%�!���!� #! :��!��

∆δ� = kα∆α( �$� ∆ δ� = kϑ∆ϑ, �$� ∆ δ� = kn∆ny),

�! ���!� ���������!� ���'!+��%! �!&�! );$! ); ��:;%��= 
���
�� ����������
���� � ����!� %��� �%�!���; ���!+��%!��� #'����87��8 �'�:%;��+�! '���!�

��$� &� '�$= %;�!�; !��$!�8���8 �%�!���!� #! :��!��

∆δ� = kωp∆α( �$� ∆ δ� = kωp∆ϑ, �$� ∆ δ� = kωp∆ny),

�! ���!� ���'!+��%! ��:;%����8 ��&7���� �);��! �� ���!$��� ������%$�%����8
��� ��:;%���;+ ��&7�� �
� 
�
% !��$!�87*�+ '�$= %;�!�; #! :��!��

∆δ� = kωp∆ϑ = kω ωz.

����&�	�� !);��! %;#!$�8�� ?���"�� � �%�!���� ���!+��%!��� � ���#?��
'�� ���!�; �#'�%$���8 '�$�� %;�!�; :���= �!,�� );�= ���;�� '�:�!!)'�:�;���
('!���+>�+ �%�!#�$!� !��$!�8�� '�$= %;�!�; #! :��!��

∆δ� = kϑ∆ϑ+ kω ωz,

� )!$�� �$!&�;� �%�!#�$!��� �$8 �$��>���8 ���)�$�:�"�� :�����!,! '�&���
#!$��� ���!'���8 #�'��!��;� #'!"���!% #'��!�%'�*���8 :�)'!�!% #�'�,'�:�� � #'�
�!,�� #'����8�=�8 :��!�; �#'�%$���8 � '��,�'!%����� �� �,!$ ����� #�'�,'�:�� 
%;�!�� ��!'!��= ��'������8 #�'�,'�:�� %�'����$=��7 ��!'!��= � �� �� ��#'���' 
!��� �: ����� �%�!#�$!�!% �#'�%$8�� '�$�� %;�!�; #! :��!��

∆δ� = kϑ∆ϑ+ kω ωz + kω̇ ω̇z − kp ∆p,

,�� p F ���!�?�'�!� ��%$���� � ω̇z F �,$!%!� ���!'���� �$� %�!'�8 #'!�:%!���8
!� �,$� ���,�&��

� �*� )!$�� �$!&�;� �%�!#�$!��� %%!����8 �%�!��������!� '�,�$�'!%���� %�$��
��� ����� �!9??�"����!% ���$���8 Hkϑ, kω, kp � �'�,��I % :�%����!��� !� '�&���
#!$��� � �!��!8��8 ���!�?�'; ��� !)��#���%����8 !#����$=�!��= ������������
��'����'����� ���!$��� %! %��� ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ #!$����

L7)!+ �%�!#�$!� ��� #! ��)� �!$=�! ���)�$�:�'��� :�����;+ '�&�� #!$��� H%
�!� ���$� ��#'���' � '�&�� '�:%!'!��I � :���%��= � �:���8�= 9�!� '�&�� �� ��
�#'�%$8�= ���!$��!� �!$&�� #'� 9�!� $������

�����! �%�!#�$!� �!&�� #!��$7���=�8 � � � � � � � � � � % � ! � � � � � � � � ! , !
� # ' � % $ � � � 8 # ! $ � � ! � H)!'�!%;� �$� ��:���;�I � �!,�� $����� %;#!$�
�8�� �$���7*�� ?���"��G �!��'!$�'��� '�)!�� ������; �%�!��������!,! �#'�%$��
��8 #'������� '�>���� � %��>�%����8 % �#'�%$���� % ��#'��%�����;� �����"�8� 
�#'�%$8�� ���!$��!� �� ����$=�!� 9��#� %:$��� � �!����!� 9��#� #!������

�'� (�����	 ���	
�� � ����� � � � 
������ 

����+ ��	���! ����!������� � ������������ '����!�'�� )!$�� �&��! 
!#�'�8�= �� '���� #!$�����;� �%�����8�

3� &�	��� ������������	� ���� � ������7
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I )!�!%�8 �9'!�����������8 ��$�

Z = CzS q,

,�� Cz F �!9??�"���� )!�!%!+ �9'!����������!+ ��$;U
� I #���%!+ H�$� ?$7,�'�;+I �!����

My = my S q l,

,�� my F �!9??�"���� #���%!,! �!����� � l F '�:��� �';$� H)!�!%;� �!����; ��
#'��8�! !��!���= � �9'!����������!+ �!'�� bAIU

�I #!#�'���;+ H�$� �'��8*�+I �!����

Mx = mx S q l,

,�� mx F �!9??�"���� #!#�'���!,! �!������
)�/77�*���� ������� 
/�����
������� ��	� Cz % #'���$�� #$�%�!,! !)�����

��8 :�%���� !� �,$� ��!$=&���8 β � �,$� !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8 δ #'���'�!
$���+�! � #!9�!�� �,! �!&�! :�#����= % %���

Cz = Cz 0 +Cβ
z β + Cδ�

z δ, (2.54)

,�� Cz 0 F �!9??�"���� )!�!%!+ ��$; %;:%���;+ ���!+�$�)! ��������'��+ ���!�
$���U ��*� %��,! Cz 0 = 0�

)�/77�*���� &����� � ����
 my % #'���$�� #$�%�!,! !)������8 #'���'�!
$���+�! :�%���� !� �,$� ��!$=&���8 β �,$� !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8 δ �,$�
!��$!����8 9$�'!�!% δ� H:� ���� '�:�!��� �!#'!��%$���+ #!$��';$=�% � #!��8�;� �
!#�*���;� 9$�'!����I �,$!%!+ ��!'!��� ';����=8 ωy H9�! F #���%!� ���#?�'!%��
���I �,$!%!+ ��!'!��� ���'�����8 ωx H#'� ���'������ � #!$��';$=�% #!$���7��8
'�:�;� �,$; ����� � �$��!%���$=�! '�:$���!� �!#'!��%$����I� ���� 

my = my 0 +mβ
y β +mδ�

y δ +mδ�
y δ� +mωy

y ωy +mωx
y ωx. (2.55)

(�'%;� ���;'� �$�,���;� !��!�8��8 � ��
������� ��'����'������� #!�$���
��� �%� F � ���
������U �!9??�"���� my 0 #!8%$8���8 �!$=�! #'� ��������'�� 
��#'���' #'� !���:� !��!,! �%�,���$8 �� ��!,!�%�,���$=�!� ���!$��� � #'�U %
!);��;� ��$!%�8� my 0 = 0�

)�/77�*���� &�&������ � ����
 mx % #'���$�� #$�%�!,! !)������8 $���+�!
:�%���� !� �,$� ��!$=&���8 β �,$� !��$!����8 9$�'!�!% δ� �,$� !��$!����8 '�$8
��#'�%$���8 δ H:� ���� �!,! ��! '�$= '��#!$!&�� %;>� #'!�!$=�!+ !�� ���!$���I 
�,$!%!+ ��!'!��� ���'�����8 ωx H9�! F #!#�'���!� ���#?�'!%����I �,$!%!+ ��!�
'!��� ';����=8 ωy H#'� ωy #!$��';$=8 ���� � '�:�!+ ��!'!��=7 � �$��!%���$=�! 
���7� '�:$����7 #!�C����7 ��$�I� ���� 

mx = mx 0 +mβ
x β +mδ�

x δ� +mδ�
x δ +mωx

x ωx +mωy
x ωy. (2.56)

(�'%;� ���;'� �$�,���;� !��!�8��8 � ��
������� ��'����'������� #!�$���
��� �%� F � ���
������U �!9??�"���� mx 0 #!8%$8���8 �!$=�! #'� ���������
'�� ��#'���' #'� %;�!�� �!$=�! !��!,! #!���!��!,! :��';$�� � #'�U % !);��;�
��$!%�8� mx 0 = 0� $����� !)'����= %������� �� !������%�� �$�,���!,! mγ

x γ �� ��
#!#�'���;+ �!���� !� �'��� ��#!�'����%���! �� :�%����� ��%����!��= mx !� �'���
#!8%$8���8 �!$=�! #'� #!$��� �� %;�!�� S2@  �� %:$��� � #!������

<!$=>����%! #'!�:%!��;� % ?!'��$�� H@�MN2@�M6I F !�'�"���$=�;�� �����! ���
*���%�7� !���$=�;� ���$7����8�
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��� #'� %;�!�!� �9'!������������ ������%� �';$� #'!�:%!���8 mωx
y �!&��

H);�= #!$!&���$=�!+ H#'� +ωx #!$����� +myI �! �$8 ���!$��!% � ��$;� ��$����
���� �';$� 9�! ����'����'�! H!);��! mωx

y � 0IU �� :��'��������� �,$�� ����� �!�
,�� );�= #!$!&���$=�;�� #'!�:%!��;� mωx

x H�%�!'!��"�8 %����! ���#?�'!%���8I
� mδ�

x H!)'���!� ��+��%�� 9$�'!�!%IU #'� %;�!�!� '��#!$!&���� '�$8 ��#'�%$���8
#'!�:%!���8 mδ�

x �!&� )!$=>� ��$8 H!)'����8 '���"�8 #! �'��� �� ���� �!,�I�
@� �������� ���"����� F 9�! :�%����!��= �!9??�"����!% ����������� )!�

�!%;� �!����!% !� �,$� ��!$=&���8� �);��! !�� ��'!���8 �$8 ������'���!,! ���!�
$��� Hmx 0, my 0I #'� ��+�'�$=�!� #!$!&���� '�$�+� �� '��� @�K4 #'�%���� #'���'
���!+ ���,'���;�

���� @�K4G <!�!%�8 �!������8 ���,'���� ���!$���

K� �����!�'�� ��	���� ������ � ��
������� � �
�������� ���!$��� % #'8�!$��
��+�!� ,!'�:!���$=�!� #!$��� �! ��!$=&������

��$!%�� &�&������ � '�%�!%���8

mx = mβ
x β +mδ�

x δ� +mδ�
x δ = 0. (2.57/1)

��$!%�� &����� � '�%�!%���8

my = mβ
y β +mδ�

y δ +mδ�
y δ� = 0. (2.57/2)

�! 9�!,! ���!����!��!� (!8%$87*�8�8 #'� ��!$=&���� )!�!%�8 �9'!���������
���8 ��$� Z )���� ���'�%$8�= �'����!'�7 ���!$��� �$8 �!�'�����8 #'8�!$���+�
�!��� #!$��� ��$� Z ��!)�!���! �'�%�!%����= �!���%$87*�+ ��$; %��� G sin γ �$8
��,! ���!$�� ���'��87� % #'!��%!#!$!&��7 ��$� Z ��!'!�� H'��� @�NSI� �'�� �!$�
&�� );�= ����� ��!); %;#!$�8$!�= '�%����%!

Z +G sin γ = 0

�$�

Cβ
z β + Cδ�

z δ +
G sin γ
S q

= 0 (2.57/3)

H����� ��$ �� '��� @�NS �� �$����� #����= �! ����!+ ��$ �� %�'�&�gI�
� #'�%�����;� �'�� �'�%����8� ������8 �'� ���:%����;�G δ� δ � γ� ��;����

��� 9��� ���:%����;� F ���= !�;������ �
	
����������- ���	������ ��	�� δ�(β)
� δ(β) !)��#���%�7*�� '�%�!%���� #!#�'���;� � #���%;� �!����!% � ���&� �
�
	
���������� � ����
 γ(β) !)��#���%�7*�,! '�%�!%���� ��$ %�!$= !�� Oz1 � #'8�
�!$���+�!��= �'����!'��� ('���' '�>���8 #'�����%$�� �� '��� @�N3 % %��� ���
��:;%���;� )�$����'!%!��;� ���,'��� ���!$����
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���� @�NSG �)��#������ '�%�!%���8 ���!$��� #'� #!$��� �! ��!$=&�����

"���	������� ������� %!#'!�� �!&�! #!$����= ��$� %�!'!���#���;� #'!�:�
%!��;� #!������= '�%�;�� ��$7G

mδ�
x = 0, mδ�

y = 0, Cδ�
z = 0.

�!,�� ��	���� �
�������� �!&�! �'�:� :�#����= % 8%�!� %���G

1) δ� = −mβ
x

mδ�
x

β;

2) δ = −mβ
y

mδ�
y

β;

3) sin γ = −C
β
z S q

G
β.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.58)

N� ��$� ������8 ��	���� ��������� ���!$��� �! % �'�%����8 H@�M5I �$�����
�!)�%��= �!!�%����%�7*�+ D��$�%!+E �!9??�"���� Cz 0 mx 0 �$� my 0�

(���= ��#'���' ��������'�8 %;:%��� ���
�� 	��� � ��� 
��	�� � 9�!� �$��
��� ��������'���;+ D��$�%!+E #���%!+ �!���� )���� '�%��

My 0 = (P	��� +Q���) z��,

,�� z�� F '����!8��� !� !�� �%�,���$8 �! "���'� �8&���� ���!$���U
�!9??�"���� 9�!,! �!�����

my 0 =
My 0

S q l
,

,�� l F '�:��� �';$��
(!����%�% 9�!� �!9??�"���� % �'�%����� H@�M5d@I �!&�! ��#�'= ��+�� )�$���

��'!%!��;� !��$!����8 '�$�+ � )�$����'!%!��;+ �'�� �$8 �$���8 #!$��� � ������
���'���!+ �8,!+�

J�!� %!#'!� )���� '����!�'�� #!�'!)��� % 3S ,$�%� #!�%8*���!+ !�!);� �$����
8� #!$����

M� �� )�$����'!%!��;� ���,'���; )!$=>!� %$�8��� !��:;%�7� �"�� ���	� �
����� M �
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���� @�N3G <�$����'!%!��;� ���,'���; ���!$���

"�� ���	������ � 	
 
�
�� �)�!$7��;� %�$����; #'!�:%!��;� %�!�8*�� %
�'�%����8 H@�M5I �:���87��8 �$���7*�� !)'�:!�G −mβ

y � −mδ�
x ����=>�7��8 −mβ

x

�%�$���%����8 H�! �� �'���:%��!%;� ��!'!��8� �!&�� � ����=>��=�8I �:�������
!���$=�;� #'!�:%!��;� !�!)!+ '!$� �� �,'����

�� �!�'��������� ��!'!��8� �:������� ���$� M �� %�$����� �#!�8���;� #'!�
�:%!��;� #'��������� �� ���:;%����8�

'
 ����-�������- ��������- �%�$������ ���$� M #'�%!��� � �$���7*���G −mβ
y

#!���#���! ����=>����8 �! ��$8U −mβ
x �� �'���:%��!%;� ��!'!��8� �����$� '�:�!

#����� :���� '�:�! %!:'������ � �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� F #!���#���! ����=�
>����8U −mδ�

x � −mδ�
y #'� #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%��� '�:�! #���7� � :����

#$�%�! ����=>�7��8U !���$=�;� �!9??�"����; �9'!������������ ��$ � �!����!%
� �� #'!�:%!��;� ���7� ������"�7 � ����=>���7�

����� !)'�:!� #'� �:������� �,$� ����� � ���$� M ���$!� )�$����'!%!��;�
���,'��� ����!%���8 �'�,�� ��! #'�%!��� � �:������7 ���#�:!�� %!:�!&�;� '��
&��!% #!$��� �! ��!$=&������ J�!� ���#�:!� ��#'���' ��&����8 �� )!$=>�� �,�
$�� ����� � �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8��

6� .����� �� ������ � ���	* <��	������ ��	� �
&�
�	���� !);��! $���+�
�! �%8:��! � !��$!������ #���$�+U

δ = δx�
 x,

,�� δx�
 F #�'����!��!� !��!>���� ��&�� !��$!����8�� '�$8 � #���$�+�

��$� % ������� #���%!,! �#'�%$���8 �����!%$�� �����
���� ������% �! ���$�8
�� #���$8� #'!#!'"�!��$=�; �� !��$!����7 � &����!��� #'�&��;

P = k	��� x =
k	���
δx�


δ.

���8 )�$����'!%!��;� !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8 δ(β) H'��� @�N3I �!&�! 
��#!$=:�8 #!�$���77 ?!'��$� #!��'!��= ��
 �
� �
	
����������- ���	�� �

&��
	�- P(β)�

��$� ������� #���%!,! �#'�%$���8 # ' 8 � � 8 �! ���$�8 �� #���$8� #'!#!'�
"�!��$=�; �� �!$=�! !��$!����7 '�$8 ��#'�%$���8 �! � ��!'!���!�� ��#!'�� ��
�%�'�:%��!%;� ��!'!��8� 9�� ���$�8 �!#!$����$=�! %!:'����7� �:�:� �%�$�����8
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>�'��'�!,! '������ r� F '����!8��8 !� !�� %'�*���8 '�$8 �! "���'� ��%$���8 ��
'�$�� � '�:�$=���� #'� #'8�!+ ������� �#'�%$���8 �$8 �!:����8 ��&� ��)!$=>!�
,! ��!$=&���8 �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� �'�)����8 #'�$!&��= � #���$8� )!$=�
>!� ���$��� ��:�$!�= ); ����,! #$!�!,! % 9�!� ���� �! #'� #!8%$���� �$���+�!,!
��!$=&���8 H��#'���' % '�:�$=���� ��������'�� ���!$��� �$� ����=>���8 #����
%!+ ���!+��%!���I ���&� #'�>$!�= ); #'��$��;%��= � #���$8� )!$=>!� ���$��
�$8 %!:%'�*���8 ���!$��� % �!'��$=�!� #!$!&�����

<��	������ /	������ �%8:��! � )!�!%;� !��$!������ '���� �!!��!>�����

δ� = δz�
� z�,

,�� δz�
� F #�'����!��!� !��!>�����

O���! #�'����!��!� !��!>���� ��$�7� ��$���+�;�G %)$�:� ��+�'�$� ����=>��
7� !��$!����� 9$�'!�!% #'� :�����!� !��$!����� '���� � % !���$=�!� ���#�:!��
!��$!����� 9$�'!�!% �%�$���%�7�� J�! ���'��8�� '������� ���!$��� #'� ��$��� �
�$���+�;� �%�&���8� '���!+�

��$� % ������� #!#�'���!,! �#'�%$���8 �����!%$�� �����
���� ������ �!
)!�!%!� ���$�� �� '���� #'!#!'"�!��$=�! �� )!�!%!�� !��$!����7

P� = k	��� z� =
k	���
δz�
�

δ�,

�� �� �
	
����������� ��
 �
� P�(β) #'!+��� ���$!,���! ���,'����� δ�(β)�
('� &��� �#'�%$���� )!�!%!� ���$�� �� '���� #'!#!'"�!��$=�! !��$!���

��7 9$�'!�!% H!��$!����7 '����I � ��!'!���!�� ��#!'�� �� �%�'�:%��!%;� ��!'!�
��8� ���$�� �!#!$����$=�! %!:'������ �:�:� �%�$�����8 >�'��'�!,! '������ r� ��
9$�'!�� #'� 9�!� :��'���8���8 #!#�'����8 )�$����'!%�� ���!$��� #'� #!$��� �!
��!$=&����� �$� #'� #�'�'!%���� ��������'���

�)� (���� � �� ��$	�� � �����$�����! � ��� ���	����!

<!�!%�8 ����������8 ���!+��%!��= ��$���8 �� &������ � &�&��������

3������! �������	�! ����!������#+ ��:;%����8 ���!� �%!+��%! ���!$��� 
�!,�� #'� ��!$=&���� #!8%$8���8 #���%!+ ����������+ �!���� My = Mβ

y β H�!9?�

?�"���� my = mβ
y βI ��#'�%$���;+ #'!��% ��!$=&���8 �� �� % ��!'!�� ����=>���8

�,$� β� ������������� 9�!� �$���+ �!!�%����%��� !�'�"���$=�!+ #'!�:%!��!+ Mβ
y

H�$� mβ
y I � !�'�"���$=�!�� ���$!�� �!�����!+ ���,'���; m(β) F ��� �� '��� @�K4�

������� ��! #���%�8 ���!+��%!��= �� ���= ���!+��%!��= #���� ��� !)��#����
%��� �!$=�! '�:%!'!� ���!$��� �!�!� #'!��% %��'���!,! #!�!�� %!:���� #!9�!��
#���%�7 ���!+��%!��= ��!,�� ��:;%�7� $�+"���! ���!+��%!��=7 ��! )!$=>�
�!!�%����%��� ?�:�����!�� ��;�$� 8%$���8�

V�:������ ����������8 #���%�8 H?$7,�'��8I ���!+��%!��= !)��#���%����8 '���
#!$!&����� )!�!%!,! ?!���� #!:��� "���'� �8&���� ���!$��� ��! % �%!7 !��'��= 
!)��#���%����8 �!����!��!+ %�$����!+ #'!�:%�����8 #$!*��� ��$8 �� �,! #$��!
�! "���'� �8&���� ���!$���� (!8%$87*�8�8 #'� ��!$=&���� )!�!%�8 �9'!�������
�����8 ��$� #'�$!&����8 % )!�!%!� ?!���� � '�:%!'���%��� ���!$�� % ��!'!��
����=>���8 �,$� β�

�!�#!�!%�� ���';� #!'>��%;� ���!$��!% );$� ���!%� ��! !��!%�;� ,'�:; '���
#!$�,�$��= %#�'��� � �$���;+ � #���!+ ?7:�$8& !%�$=�!,! ������8 ��� #! ��)�
%;#!$�8$ '!$= ��$8 H'��� @�N@I #!9�!�� %�'����$=�!� !#�'���� ���$! ��)!$=>��
'�:��';�
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���� @�N@G %8:= ��&�� '�:%����� �!�!%!+ ����� ?7:�$8&� � %�$����!+ ��$8

�� �!%'�����;� �%�'�:%��!%;� ���!$���� %��= %���'����+ !)C�� :��8� ,'�:��� 
#!9�!�� "���' �8&���� ���!����8 % ��'����� ?7:�$8&� � ��&� )$�&� � �%!���
H��� ��� %#�'��� '��#!$�,����8 �'�%����$=�! D#����8E ��)��� 9��#�&�I� ��:%���8
�!�!%�8 ����= �!:���� �����)�$�:�'�7*�+ ?$7,�'�;+ �!���� �$8 #�'�'!%���8
�!�!'!,! #'��!����8 ���%��= �!����!��! )!$=>!+ ��$=�

�! �� ����-�������- ��������- � 9�!� ��$= #!���#���! ��'8�� �%!7 !��!����$=�
��7 9??����%�!��= ?$7,�'��8 ���!+��%!��= #����� � #'� ���!�!'!� ���$� M ����
�!%���8 '�%�!+ ��$7 #!�$� ��,! ���������8 !)$���= �����!+��%!��� H'��� @�NKI� (!
9�!+ #'����� �� ���!�!';� ���!$���� ������%$�%����8 !,'�������� �������$=�!+
��!'!��� #! ���$� M �

���� @�NKG ��%����!��= ?$7,�'�!+ ���!+��%!��� !� ���$� M � #�'�,'�:��

"�� ���	������ � 	
 
�
�� H#�'�,'�:��I ��$= '�)!���� ��&� ��� ��� %!�#�'%;� 
�%�$���%����8 �,! ��'�$!%���!��= !��!����$=�! #!�!�� � %!�%�!';� !� #!#����� %
�9'!�����������7 ���= ?7:�$8&�� (!9�!�� #!��'8 ?$7,�'�!+ ���!+��%!��� #'�
����%'� � #�'�,'�:�!+ �����#��� �� ���=>�� ���$�� M  ��� % ,!'�:!���$=�!�
#!$��� ��! �$����� ����;%��= #'� #�$!��'!%�����

�$8 �!�'�����8 ?$7,�'�!+ ���!+��%!��� �! )!$�� %;�!��� ����$ M #'����87�
�$���7*�� ���!�;G

F �%�$���%�7� #$!*��= ��$8� �! 9�! #'�%!��� � �%�$�����7 $!)!%!,! �!#'!�
��%$���8 � � �'�:��'�!+ ?$7,�'�!+ ���!+��%!��� �� ��$;� ��!'!��8�U

F �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� �!�"; ��'�$!%���!,! �$� �'��,!$=�!,! �';$�
!��$!�87� %%�'� �$� %��: �� 90◦ #'�%'�*�8 9�� �!�"; % �!#!$����$=�;� ��$�
H��� �� X��5SIU

F ������%$�%�7� �%�!��� ���!+��%!��� H�%�!#�$!�I �!�!';+ ���'��8�� �$���+�
�!� ';������ #'!��%!#!$!&�;� !��$!������ '�$8 ��#'�%$���8 )�: %��>���$=��%�
$�������

@� �������� �������	�� ����!������# F 9�! ���!� �%!+��%! ���!$��� 
�!,�� #'� ��!$=&���� #!8%$8���8 �'��8*�+ ����������+ �!���� Mx = Mβ

x β H�!�
9??�"���� mx = mβ

x βI ��#'�%$���;+ % #'!��%!#!$!&��7 ��!$=&���7 ��!'!���
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������������� 9�!� �$���+ �!!�%����%��� !�'�"���$=�!+ #'!�:%!��!+ Mβ
x H�$� mβ

xI
� !�'�"���$=�!�� ���$!�� �!�����!+ ���,'���; mx(β) F ��� �� '��� @�K4�

������� ��! �
�	�� ��&������������ �
 ���� �� ��
 ������ ����"�8 ���!�
$��� �� �'�� !��*���%$8���8 �!$=�! ��'�: ��!$=&����� ��#'���' ��$� #!8%�$�8
�$���+�;+ #'�%;+ �'�� (+γ) �! #!� ��+��%��� �!���%$87*�+ ��$; �8&���� ���!�
$�� D�!���$=:;%���E %#'�%! (+β) � #!8%$8���8 #!#�'���;+ �!���� %$�%! H−MxI %
'�:�$=���� ��,! #'�%;+ �'�� �������� ����=>��=�8�

�! ��$� ���!$�� $���� )�: �'��� �! �$���+�!� ��!$=&���� #'� ��$���� #!#��
'���!+ ���!+��%!��� #'�%!��� � ��'�>���7 #!#�'���!,! '�%�!%���8 � 9��',���!��
���'�����7U #'���� ��� )!$=>� D#!#�'����8 ���!+��%!��=E ��� 9��',����� �'��
����8 ���!$�� #'� ��!$=&�����

���������8 #!#�'����8 ���!+��%!��= !)��#���%����8 '��#!$!&����� )!�!%!,!
?!���� %;>� "���'� �8&���� ���!$���� � 9�!� �$���� )!�!%�8 �9'!�����������8
��$� )���� �'����= ���!$�� % ��!'!�� #'!��%!#!$!&��7 ��!$=&���7� V�:������
#!#�'���;+ �!���� Mx %!:����7*�+ #'� ��!$=&���� !��!%'�����! � )!�!%!+ ���
$!+ Z !)'�:����8 % !��!%�!� :� ���� '�:�!��� #!�C���;� ��$ �� #!$��';$=8�� �!
9�! 9�%�%�$����! ���*���7 )!�!%!,! ?!���� %%�'� �� %�$����� y = Mx : Z H��$� �
�!���� �!&�! :������= !��!+ ��$!+I�

(!#�'����8 ����������8 ���!+��%!��= �%�$���%����8 H�� �� #'� ��!$=&���� �$�
#!��������8 )!�!%!+ ?!��� �$� �%�$���%����8 #!#�'���;+ �!���� ��! '�%�!:����
�!I #'� �%�$������ #!#�'���!,! :?; �';$� ��'�$!%���!��� �';$� H�!$=�! #'�
Cy > 0I � %;�!�; ��$8 ��� ��� %�� �'� ?���!'� #!�����7� )!�!%!+ ?!��� %%�'��
�;�!��+ ��$= � ��'�$!%���!��= ���� #! ��)� �&� ��7� �'�:��'��7 #!#�'����7
���!+��%!��= � �� #'��!����8 ����=>��= �! �!'�; #'������� �';$� !�'�"���$=�
�!,! :?;�

K� �����!�'�� #!�'!)��� %!#'!� ! �	����� �
 &�&������� �����������! ��	�
� ����	��������� ���	
�

���# ��$����8 )!$=>�� �$8 #���%!+ ���!+��%!��� �! )!$=>!+ ��$= #'��!����
�8 ��$��= %;�!��� � 9�! ��*���%���! ���:;%����8 �� ��'����'������� &�&�������
���!+��%!��� � �#'�%$8��!����

(���= ��#'���' #!8%�$!�= �$���+�!� ��!$=&���� �� #'�%!� �';$! H'��� @�NNI�
(!#�'���! ���!+��%;+ ���!$�� �!$&�� #'� 9�!� �'����=�8 %$�%! �! )!�!%�8 �9'!�
�����������8 ��$� %�'����$=�!,! !#�'���8 )���� �'����= ���!$�� ���&� %$�%! 
�� �� '���"�8 �'��!� �� ��!$=&���� �%�$���%����8 ��! ,!%!'�� !) �%�$������ #!�
#�'���!+ ���!+��%!���� (! 9�!+ #'����� ��!,�� #'���7� !�'�"���$=�!� DBE ��&�
#'8�!�� �';$� H���!$�� Y�3SN � �'�I�

���� @�NNG �$�8��� %;�!�; ��$8 �� #!#�'����7 ���!+��%!��=
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,��������� 	���� �� #!$!&���$=�;� �,$�� ����� !)$����� #!%;>���!+
#!#�'���!+ ���!+��%!��=7 �� �� !�! 9��',���! '��,�'��� !)'���;� �'��!� �� ��!$=�
&����� �)C8��8���8 9�! ��� ��! #'� ��!$=&���� #!$��';$=8 #! !��!>���7 � #!�
�!�� ���7� '�:$����7 ��'�$!%���!��=� �: '��� @�NM %���! ��! %;�%����!� %#�'��
#'�%!� #!$��';$! ����� ��� ); ���=>�7 ��'�$!%���!��= (χ− β) � !����7*�� $��
%!� F )!$=>�7 (χ + β)� � Z ,$�%� );$! #!��:��! ��! #'� !�����!%;� �,$�� �����
�%�$������ ��'�$!%���!��� #'�%!��� � ����=>���7 �!9??�"����� #!�C���!+ ���
$; �';$� H��� '��� 3�@ 3�KI� $��!%���$=�! #'� ��!$=&���� �� !����7*�� $�%!�
#!$��';$� #!�C����8 ��$� )���� ���=>� � �� %;�%����!� %#�'�� #'�%!� #!$��
�';$� F )!$=>� �� �� #!8%���8 #!#�'���;+ �!���� F Mx ��! �%�����$=��%��� !
#!#�'���!+ ���!+��%!���� �: '��� @�NM ���&� %���! ��! #'� ��!$=&���� '�:�!��=
��&�� #!�C���;�� ��$��� �� #!$��';$=8� �%�$���%����8 � '!��!� �,$� ����� 
#!#�'����8 ���!+��%!��= #'� 9�!� ���&� �%�$���%����8 H'��� @�N6I�

�:$�>�77 #!#�'����7 ���!+��%!��= ��'�$!%���!,! �';$� �!&�! ���:��= ��$�
#'����= �';$� !)'���!� #!#�'���!� DBE� �! �$8 ����� �,$!% ����� #!�)�'��= DBEh
��$� DBE ���$��= ��$�%;� H#$!��!� �';$!I �! �� ��$;� �,$�� ����� #!#�'����8
���!+��%!��= )���� �!'��$=�!+ � �� )!$=>�� �,$�� ����� F �'�:��'�!+� ���!+
���!$�� �� )!$=>�� α )���� 9��',���! '������%��=�8 � �';$� �� �';$! #'� ���
$�+>�� %��>��� %!:��*����� �);��! !�'�"���$=�!� DBE #!�)�'�7� ����� ��!);
���$��= ���!$�� �!'��$=�! ���!+��%;� �� �������! �'����� �,$�� �����U #'� 9�!�
�� ��$;� �,$�� ����� ���!+��%!��= )���� ���!����!��!+ H��! �!%�'>���! ��!#���!I 
� �� )!$=>�� �,$�� ����� F ���= )!$=>� �!'�; H��! �!&� �!#�����!I�

���� @�NMG (!8%$���� #!#�'���!,! �!����� #'� ��!$=&���� ��'�$!%���!,! �';$�

N� ��#'�8��!� ������ ����� �������! ����!������� ���!$��� �!
��'�$!%���;� �';$!� #'!���!��� �� �!$=�! #'� �:������� �,$� ����� �! � #'�
&���-��� ����� �������! ����
 H#'� / � 0, 9 − 1, 2I�

����*�� �%!+��%� �';$� ��$!+ ��'�$!%���!��� ��'����'�:���;� #'!�:%!��!+
C

α

y  #'� #�'��!�� ��'�: D:%��!%!+ )�'=�'E �����$� '�:�! #���7� :���� ��� &� '�:�!
%!:'����7� H%�$����%�� );��'!,! #�'���*���8 �����!% �#$!�����8 #! %�'���+ �
��&��+ #!%�'��!��8� #'!?�$8�I � :���� #!���#���! ����=>�7��8 H'��� @�N5I�

����*�� �%!+��%� ��'�$!%���!,! �';$� �� �'���:%��!%;� ��!'!��8� �:���87��8
)!$�� #$�%�!�
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���� @�N6G ��%����!��= #!#�'���!+ ���!+��%!��� !� �,$� ����� � #!#�'���!,! DBE
��'�$!%���!,! �';$�

���� @�N5G ��%����!��= ����*�� �%!+��% �';$� !� ���$� M � ��'�$!%���!���

	 ��#�'= #'��#!$!&�� ��! % #!$��� �� ���!$��� �! ��'�$!%���!��=7 �';$�
χ = 40◦ #!8%�$!�= ��!$=&���� � �,$!� β = +10◦ H#'�%;� #!$��';$!� %#�'��I�
�!,�� !��!����$=�! ��)�,�7*�,! #!�!�� #'�%!� #!$��';$! )���� ����= ��'�$!%���
�!��= 30◦ � $�%!� F 50◦� � ��� 9�! %���! �: '��� @�N5 % ���!�!'!� �'���:%��!%!�
���#�:!�� ����$ M H:�>�'��!%��!I #!�C����8 ��$� �� #'�%!� #!$��';$� )����
���=>� ��� �� $�%!�U � 9�! #'�%���� � #!8%$���7 #!#�'���!,! �!����� +Mx 
��+��%�7*�,! %#'�%! �� �� :���= #'!�:%!���8 mβ

x > 0 ��! � 8%$8���8 #'�:���!�
#!#�'���!+ �����!+��%!����

J�! 8%$���� ��:;%����8 ���
���� ��
�*��� &� ����� �
 ���	!������

��:������8 �� � %��� ���!$��!% ��$! �!�!��� �! %;'�&���!+ !)'���!+ '����
"�� �! ���!�!'!� ���!����� ���#��� #!#�'���!+ ���!+��%!��� �� �'���:%��!%;�
��!'!��8� ��)$7�����8 #!��� %��,�� H'��� @�NTI� ������� ��! ��&� #!#�'���! ���!+�
��%;+ ���!$�� :���= �!&�� ����= �����!+��%;� #'� ��$���� ���!�!';� )!$=>��
#!�%��!� �$� #'� �!:����� )!$=>!+ #�'�,'�:�� #!9�!�� 9��',���!� ����%'�'!%��
��� � #�'��!�!� ��!'!��� :%��� �� ����� ���!$���� ��&�$���$=�! !�!)���! #'�
��$���� #!�%���;� )��!%�

M� ,������	�� ������ �����������# ��'����'�:����8 !��!>����� '�%�
�!%���!,! H�!����!,!I #'�'�*���8 �,$� ��!$=&���8 ∆β �$� )!�!%!+ #�'�,'�:��
∆nz � #'�'�*���7 !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8 ∆ δ #���$�+ ∆x �$� ���$�8
�� #���$8� ∆Pn� ����� !)'�:!� #���%�8 �#'�%$8��!��= �!&�� ��'����'�:!%��=�8
%�$����!+ #'!�:%!��;�G βδ� , nδ�

z � �� �� �!&�! '������'�%��= !)'���;� !��!>���8
� #'!�:%!��;�G δβ

 , δ
nz
 � �� ��

�$8 $������ ���)!$=>�+ ����'�� #'�����%$87� #'!�:%!��;� xβ
 � P β

 F ,'����
��� !��$!����8 #���$�+ � ,'������ ���$�+ �� #���$8� #! �,$� ��!$=&���8�
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���� @�NTG ��%����!��= #!#�'���!+ ���!+��%!��� �'�� ���!$��!% !� ���$� M

���������� ,'������ xβ
 � <�: !�!);� #!8�����+

my � mβ
y β + mδ�

y δ = 0,

!�����

δβ
 = −mβ

y

mδ�
y

;

�! δ = δx�
 x,

!�����

xβ
 = − mβ

y

mδ�
y δx�



. (2.59)

'
 ������������- ��������- #'!�:%!��;� mβ
y � mδ�

y !���7��8 #'���'�! #!��!�

8��;�� !����� � ,'������ xβ
 � [\]^_� J�! ��!)�! ��� ��� !#'���$���!�� #!$!&��

��7 #���$�+ :���= �!!�%����%��� %��,�� !��� � �!� &� �,!$ ��!$=&���8�
"�� &���-��� ����� �������! ����
 !��!����$=��8 9??����%�!��= '�$8 ��#'�%�

$���8 H−mδ�
y I #����� �����!� �$��!%���$=�! �����!� �%�$���%����8 ,'������ −xβ



� ��!)�!���!� !��$!����� #���$�+ �$8 �!:����8 ��!$=&���8� (! ��'� ��$=��+>�,!
�%�$�����8 �%�'�:%��!%!+ ��!'!��� #!���#���! ����=>����8 �! ��$8 #���%�8 ������
�����8 ���!+��%!��= H−mβ

y I � �$��!%���$=�! #!���#���! #����� �! ��$8 � ,'������

−xβ
 � ��$� xβ

 = 0 �! ��!$=&���� �!&�� !)'�:!%��=�8 � #'� ��+�'�$=�;� #���$8��
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��!$=&���8� �! #!�� % ������� 1/4 #�'�!�� #!�!� ��)�,��� �� #'�%!� #!$��';$! 
���!$�� %�� 9�! %'��8 �'�����8 %$�%!� ����� % ������� 1/2 #�'�!�� #!�!� ��)�,���
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�� $�%!� �';$! H9�! −βI � ���!$�� �)�'��� $�%;+ �'��� ����� % ������� 1/2 #��
'�!�� ����� ����! +β � $�%;+ �'�� ��!%� �%�$���%����8 � �� �� ����� !)'�:!� 
�'�� 8%$88�= �$����%��� ��!$=&���8 ��#;�;%��� �!$�)���8 � ��� &� #�'�!�!�
T  �!�!';+ );$ #!$���� % ?!'��$� H@�63I� ��������� �!$�)���+ �'��� ���&� ����
#�'�$$�$=�! :�������7 �!$�)���+ �,$� ��!$=&���8�

�! ��� 9�! %���! �: '��� @�M@ ?�:� �!$�)���+ �'��� !������ !� �!$�)���+ ��!$=�

&���8 ��
π

2
H�� 90◦I� J�!� ,'�?�� #!��'!�� #'� Ix = 0U ?��������� &� ��$� �����=

�!���� ���'"�� Ix �! �%�&���� �'��� )���� #'!�����%��= �!��� % �!�!'!+ ����*�+
�,!$ β = 0 H��#'���' #'� #�'��!�� ��'�: �!$= !� +β � −β $�%;+ �'�� ���!�!'!�
%'��8 #! ���'"�� #'!�!$&��� �%�$���%��=�8I �� �� !����%���� �'��� #! ?�:� )����
'�%�! �� 90◦ � 5S2TS◦� O�� ���=>� �!���� ���'"�� Ix ��� )$�&� #!�$���88 "�?'�
� 90◦�

� �!�"� ��$!,! )!�!%!,! �%�&���8 ���!$�� $���� � !����!��;� $�%;� �'��!�
H#! '��� @�M@I �)�%>��= � ��'�� ����!$=�! %#'�%!� ����� !)'�:!� #!�$� ��&�!,!
)!�!%!,! #!';%� %��'� $����� �!$&�� �)�'��= �'�� � ��#'�%$8�= ��'��

N� ��!)!� %������� �$����� !)'����= �� %!:�!&��7 ��������� 	������!

	���* ��$� ��#$����� �!$�)���+ β !#'���$8���8 ����$=�;� %!:��*����� β0 =
∆u
V

 �! ��#$����� �!$�)���+ γ �!&�� );�= $7)!+ F % :�%����!��� !� ���#��� #!�

#�'���!+ ���!+��%!��� ���!$���� O�� )!$=>� #!#�'����8 ���!+��%!��= −mβ
x ���

)!$=>� ��#$����� �!$�)���+ �'���� ('� �'�:��'�!+ %�$����� #!#�'���!+ ���!+�
��%!��� $7)!� ��$�!� �:������� �,$� ��!$=&���8 #'�%!��� � ��$=�!+ '�������
���!$��� #! �'��� ��! �'�:%;��+�! ����!)�! #'� #�$!��'!%���� � ��&� !#���!�

��� ��� � ���!$��!% �! ��'�$!%���;� �$� �'��,!$=�;� �';$!� #!#�'����8
���!+��%!��= H−mβ

xI �%�$���%����8 #! �,$� ����� �! '������� � ����� ���!$��!%
���)!$�� %�'!8��� �$� �� ��$;� ��!'!��8� H��#'���' % #'!"���� %;'�%��%���8
#'� #!�����I �$� #'� )!$=>�� #�'�,'�:��� H��#'���' �� %;%!�� �: #�'�%!'!��I�
��!$��; ��$!��;� � !#���!+ #!#�'���!+ '������� � #'��������!+ 9��#$����"��
�� �!#����7��8�

<�������� 
&	���� H�,$!%;� ��!'!���+I �!$�)���+ �'��� � ';�����8 !)!�
:�������8 #�'����'!� χ = ωx����/ωy ����� ��� #!��:;%��� #!�'!)�;+ ���$�: '�>��
��8 ��??�'��"��$=�!,! �'�%����8 ��$!,! )!�!%!,! �%�&���8 ���!$��� #�'����'

χ #'!#!'"�!��$��
mβ

x Iy

Ixm
β
x

� ��!%$��%!'���$=�;� ��'����'������ )!�!%!,! �%�&���8

#!$���7��8 ��$� χ � 1−2, 5U 9�! ��$!%�� � %;#!$�8���8 �� �!:%��!%;� ���!$���� �
#'8�;� �';$!�� %�'�:%��!%!+ ���!$�� � �';$!� ��$!,! ��$�����8 � %;�8���;�
?7:�$8&�� ����� ��$;+ �!���� ���'"�� Ix � )!$=>!+ Iy #!9�!�� Iy/Ix = 10−15�

�'!�� �!,! �� )!$=>�� �,$�� ����� #!#�'����8 ���!+��%!��= H−mβ
xI ���!$��� �!

��'�$!%���;� �';$!� �%�$���%����8 � #���%�8 H−mβ
y F ����=>����8U #!9�!��

−mβ
x � −mβ

y � � ��!,� #�'����' χ �!&�� ����= '�%�;� @S2KS H� )!$��IU �� �� �
:���= %;8%$8���8 ��!)�!���!��= #'�������8 �%�!������ �$��>�7*�+ ���������
���� �%!+��%� ���!$����

M� � )!�!%!� �%�&���� ����!$=�! �%!�!)'�:�! �!���� ����������	�� ������*
.�&7�� ����
���% ��� 9�! � #!$!&��! ���#?�'� ���'��8�� �!$�)���8 #! �,$�
��!$=&���8 H'��� @�MKI� ('� 9�!� ���'��87��8 � �!$�)���8 #! �'���� �! ��� ��� %
#'!"���� ���'�����8 ��!$=&���8 ���!$�� $���� %�� %'��8 H�! β = 0I #'�%;� #!�
$��';$!� %#�'�� �! � �!����� ���'�����8 ��!$=&���8 !)'�:����8 !���= )!$=>!+
!����!��;+ $�%;+ �'��� �#'!��� 9�!� �'�� $�,�! ���'��8���8 $�����!�� 	%�!���
������� 9�!� �'�� #�'�'����8 �'��!%;� �%�!#�$!�!��

6� ����7*�+�8 � �!�"� ��$!,! )!�!%!,! �%�&���8 �'�� H�$� %!!)*� $7)!+ �$��
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��+�;+ �'��I 8%$8���8 #'����!+ ��$=��+>�,! %!:��*���!,! �%�&���8 ���!$��� 
��:;%���!,! ���#(�� ���������	��* ('� #'�%�$=�!� �!������� %�$���� #��
��%!+ � #!#�'���!+ ���������!+ ���!+��%!��� ���!$��� Hχ = 1 − 2, 5I !����!��;+
�'�� #!���#���! ���'��8���8� ('� �'�:��'�!+ %�$����� #���%!+ ���������!+ ���!+�
��%!��� H−mβ

y � −mβ
xI �!&�� ��)$7���=�8 ��� ��:;%����8 �&��
	!�
� ���
����

��
� �������������!� �%�&���� % #!�$����� �$���� '�:%�%����8 �$���7*�� !)'��
:!�� ��#'���' ��$� ������8 !����!��;+ �$� �$���+�;+ $�%;+ �'�� H−γI �! #!�
��+��%��� �!���%$87*�+ ��$; %��� G sin γ ���!$�� D�!���$=:;%���E %$�%! H−βI � :�
���� )!$=>!+ #���%!+ ���!+��%!��� );��'! '�:%!'���%����8 ���&� %$�%! ��%��'���
%!:��>�!�� #!�!�� H+ωyI� ('� 9�!� #'�%!� �';$! ���� � )!$=>�+ ��!'!��=7 ���
$�%!� #!8%$8���8 #!#�'���;+ �!���� Hmx = mωy

x ωyI ��#'�%$���;+ %$�%! � $�%;+
�'�� �%�$���%����8� ��!$�� ��!%� D�!���$=:;%���E %$�%! � �� �� �� �� #'!���!���
#!���#���!� :��8,�%���� % $�%�7 �#�'�$=�

���� @�MKG �$�8��� ���#?�'� ';�����8 H�I � �%�!#�$!�� H	(I �� )!�!%!� %!:���
*���!� �%�&���� ���!$���

(!��� %�� �%�'�:%��!%;� ���!$��; �� )!$=>�� �������!'�;� ��!'!��8� #!$��
�� H%�'��� �� ��$;� �,$�� �����I !)$���7� % �!+ �$� ��!+ ���#��� �#�'�$=�!+
�����!+��%!��=7� �! 9�! �� ����� �����!,! #'��������!,! :������8 ��� ��� #'!"���
:��8,�%���8 % �#�'�$= #'!���!��� !���= ���$���! � $����� ��#'�';%�! �#'�%$88
���!$��!� ��&� �� :������� 9�!,! �%!+��%��

5� &�	���� ��������	�� �����������# ��'����'�:����8 #'!"���!� �:���
����8 %! %'����� #�'����'!% )!�!%!,! �%�&���8 ���!$��� Hγ ωx β ωy � �'�I #!�$�
!��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8 � 9$�'!�!%�

(!�$� ! � � $ ! � � � � 8 9 $ � ' ! � ! % �� %�$����� −δ� H'���� %#'�%!I
�%�&���� �'��� '�:%�%����8 #'���'�! ��� ��� 9�! #!��:��! �� '��� @�MN� �� %'��8
'�,�$�'!%���8 :���= #'��������8 ��$!%�!� %'��8 % ������� �!�!'!,! �!���,����8
ωx = 0, 95ωx ����

('!"��� '�:%���8 �%�&���8 �'��� !#'���$8���8 �: '�>���8 ��??�'��"��$=�!,!
�'�%����8

Ix
dωx

dt
= M δ�

x δ� +Mωx
x ωx, (2.62)

�: �!�!'!,! %���! ��! #'!"��� ���!'8���8 #'� ����=>���� Ix � −Mωx
x � #'� �%��

$������ −M δ�
x H� ����!� :���!%gI�

('���$ � �!�!'!�� ��'�����8 �,$!%�8 ��!'!��= ωx ���= ωx ���� J�!� #'���$ �!&�
�! ��+�� �: �'�%����8 H@�6@I #'� ��$!%�� ��! dωx/dt = 0

ωx ��� = −mδ�
x

mωx
x
δ�. (2.63)
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���� @�MNG �%�&���� �'��� #!�$� !��$!����8 9$�'!�!%

(!�$� ���	������ ��	� �
&�
�	���� �� %�$����� −δ H'�$= %$�%! $�%�8 #��
��$= %#�'��I �%�&���� ';�����8 '�:%�%����8 #'���'�! ��� ��� 9�! #!��:��! ��
'��� @�MM� (�'��!��;+ #'!"��� ��'����'�:����8 #�'�!�!� �!$�)���+ %'������ :��
������8 �!$�)���+ � :�)'!�!� '�,�$�'���!,! #�'����'�� (�'����$���;� ��'�����
'������ �%8:��; �! �%!+��%��� ���!$��� ����� &� !)'�:!� ��! � ��'����'������
%!:��*���!,! �%�&���8 ��� ��� !��$!����� '�$8 ��#'�%$���8 ���&� 8%$8���8 �$8
���!$��� %!:��*�7*�� ?���!'!��

��$� ��'&��= 9$�'!�; ��+�'�$=�! �! !��$!����� '�$8 ��#'�%$���8 #'�%!���
� ���'�����7 ���!$��� ��� ��� #!8%$8���8 #!#�'���;+ �!����

Mx = M δ�
x δ +Mβ

x β,

,�� δ = [\]^_ � �,!$ β = β(t) F ��� �� '��� @�MM�

���� @�MMG �%�&���� ';�����8 #!�$� !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8

('���' ���!,! �%�&���8 �:!)'�&�� �� '��� @�M6� (�'%!����$=�!� D��#'�%�$=�
�!�E �:������� �'��� #'!���!��� �:�:� %;�!�!,! '��#!$!&���8 '�$8 ��#'�%$���8
H!)'����8 '���"�8 #! �'��� �� !��$!����� '�$8 ��#'�%$���8I�

�+� ,	������	 ����	

���� �����$������ � ��� ���	���

��� ����	�	

�% � ���	���

3� ���������� ����!������� ������� � 	����� �������! � ����
������������� 3������� � �8,4* �� ���!$��� � �� !��!%�;� :��'������8
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���� @�M6G �%�&���� �'��� #!�$� !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8

�%8:��; � !)��#������� &����	!�� � �
�������� � �
	
�������� #'� �:������� #!$!�
&���8 #!�%�&�;� �!��!$�+ �';$�� ('� #�'�����!%�� �!��!$�+ ��:�� % #!$!&����
�������$=�!+ ��'�$!%���!��� ?!��� �';$� ���&� ���*����8 ��:�� �� :������$=�
��7 %�$����� ��! #'�%!��� � #!8%$���7 �!*�!,! #���'�7*�,! �!����� �!�!';+
)�: �#�"��$=�;� ��'!#'�8��+ ��%!:�!&�! ); );$! #�'�'!%��= ��&� #!$�;� !��
�$!������ '���� �� ��)8�

('� #�'�����!%�� �!��!$�+ �� �������$=��7 ��'�$!%���!��= 7���� ���
����
�
�
� #! �$���7*�� #'������G

F ���*����8 ��:�� ,�!���'������+ "���' #$!*��� �';$� ��! #'�%!��� � �!!��
%����%�7*��� ���*���7 ?!���� H'��� @�M5IU

���� @�M5G ��*���� ?!���� #'� #�'�����!%�� ��

F #'� ��$!+ ��'�$!%���!��� #!�C����8 ��$� '��#'���$8���8 %�!$= '�:���� ���
��� !)'�:!� ��! ��'����� �';$� ��,'�&��� )!$=>� ��� �,! �!�";� ('� )!$=�
>!+ ��'�$!%���!��� ��!)!'!� �!�"; �';$� ���'�&��; )!$=>� ��� �,! ��'�����
H'��� @�3KI� $��!%���$=�! #'� #�'�����!%�� �!��!$�+ �� �%�$������ ��'�$!%���!�
��� ?!��� ���*����8 ��:�� �*� )!$=>�U

F #'� �%�$������ ��'�$!%���!��� �';$� �,! !��!����$=��8 ����*�8 �#!�!)�
�!��= HC

α

y ����=>����8� $��!%���$=�! �%�$���%����8 !��!����$=��8 �!$8 ,!'�:!��
��$=�!,! !#�'���8 % �!:����� !)*�+ #!�C���!+ ��$; ���!$��� ��! ���&� #'�%!���
� �!#!$����$=�!�� ���*���7 ?!���� ��:�� H:���= �� ���7��8 % %��� ���!$��; ��#�
D����EI�
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�! #'��#!$!&�� ��! �������! !)'�:!� ���$!�= �)�$����'!%��= ���!+ ���!$�� 
�� �� #�'�'!%��= #���'�7*�+ �!����� �����! �:�:� !���= )!$=>!,! :�#��� "���'!%�
�� ���!+��%!��= #! #�'�,'�:�� #'� χ���� �!���,��� �'�:��'�!+ %�$����; � ����%�
'���;� %!:�!&�!��� ���!$��� !��&���8 %��=�� !,'�������;��� ����� !)'�:!� %��
#'����*���%� ���!$��� � �� H��$�8 �$��� '�:)�,� � #'!)�,� )!$=>�8 ��$=�!��=
� #'!�!$&���$=�!��= #!$��� � �� ��I � $��%!+ #�'��';$��= ); �,! ���!���������
(!9�!�� ����� ���!$��; � �� ���!��$� >�'!�!,! #'�������8 �! ��� #!' #!�� ��
);$� ��+���; 9??����%�;� ���!�; !)��#���%�7*�� �!'��$=��7 )�$����'!%�� 
���!+��%!��= � �#'�%$8��!��= #'� $7)!� #!$!&���� #!�%�&�;� �!��!$�+ �';$��
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����� �������� � ������� �
�
� *����
 �
�	���� � 7����

#'� #�'�����!%�� �!��!$�+ �� �������$=��7 ��'�$!%���!��= �!,�� #'����8�=�8
�$���7*�� �#!�!);G

F #�'��%�&���� %��,! �';$� %#�'�� #! �#�"��$=�;� '�$=���� J�!� �#!�!) #;�
��$��= ��#!$=:!%��= ���'�������� �!���'���!'; �*� % MS�� ,!��� H���!$��; <�$$
A�M �'����� XV�3S? � �'�I �! �!,�� ����,! �� #!$���$!�= �:�:� ,'!�!:��!��� �
������&�!��� ������:�!% #�'��%�&���8 � #!%!'!�� �';$�U

F '�:��*���� �� �8&�$;� ���!$���� % �';$� �������$=�!,! �!$�����%� ,'�:!%�
� ����!� �$���� #'� #�'���*���� �!��!$�+ �� �%�$������ ��'�$!%���!��� "���'
�8&���� )���� ���*��=�8 ��:�� %�$�� :� ?!���!� H#'�%�� % ���=>�+ ���#���I ��!
����!$=�! ����=>��� �'�:��'�;+ :�#�� "���'!%��U

F �����!%�� ��#!�%�&�!,! "���'!#$��� )!$=>!+ ��'�$!%���!��� ��:;%���!,!
D��#$;%!�E H'��� @�MTI� � ����!8*�� %'��8 9�!� ���!� ��������8 ���)!$�� 9??���
��%�;��

���� @�MTG �$�8��� D��#$;%�E �� ���*���� ?!���� #'� #�'�����!%�� ��

('� ��$!+ ��'�$!%���!��� �!��!$�+ !��!����$=��8 �!$8 ��'�$!%���!,! D��#$;�
%�E % �!:����� !)*�+ #!�C���!+ ��$; ��:������$=��� ('� #�'�����!%�� �!��!$�+
% #!$!&���� �������$=�!+ ��'�$!%���!��� 9??����%�!��= D��#$;%�E �'�%��%����
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H'��� @�M4I�
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#$;%�EU 4 F �';$! � D��#$;%!�EU 5 F ,'���"� :� �!�!'!+ �� !)��#���%����8 #'!�
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�'!��� D��#$;%�E #'�%!��� � �%�$�����7 �����!,! �,$� ����� % ������8� �!��!�
$�+ #'��;��7*�� � D��#$;%�E�

('� #�'�����!%�� �!��!$�+ !���= ��$=�! ��������� -
�
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������ ������������ � �&�
�	������� ('� �������$=�!+ ��'�$!%���!��� #!#��
'����8 ����������8 ���!+��%!��= �'�:��'�! )!$=>�8 H���!$�� 9��',���! '��,�'���
���'������� �� ��!$=&����I � #!#�'����8 �#'�%$8��!��= �$�)�8 %�$����%�� ��$!,!
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∆Y� = k1 q δ�,
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�$� ∆Y� #'�$!&��� #!:��� "���'� &����!��� H"���'� �'�����8I � �';$! :��
�'���%����8 % ��!'!�� ����=>���8 �,$� ����� �� %�$����� �!�!'�8 #'!#!'"�!�
��$=�� :��'���%�7*�+ ��$�

−∆α =
1
k2

∆Y� =
k1

k2

1 δ�,

,�� ��$!%�;� �!9??�"����!� k2 !)!:�����! %$�8��� #'!��� ?���!'!% H&����!���
�';$� �� �'������ � #'�I�

('� ����=>���� �,$� ����� #'!�:!+��� #'!#!'"�!��$=�!� ����=>���� #!�C���
�!+ ��$; �';$�

∆Y�� = k3 ∆α q = −k1 k3

k2

q2 δ�,

,�� ��$!%�;� �!9??�"����!� k3 !�'�&��� %�8 �9'!�������� �';$� � %$�8��� �'��
,�� ?���!'!%�

���� @�6SG ����=>���� �#'�%$87*�,! %!:��+��%�8 9$�'!�� %�$����%�� �'�����8
�';$�

���� #'� !��$!����� 9$�'!�� #!8%$8���8 #!$�:��8 �#'�%$87*�8 ��$� +∆Y� 
#'!#!'"�!��$=��8 �%��'��� ��!'!���� �! �:�:� �'�����8 �';$� #!8%$8���8 � %'���
��8 �$8 �#'�%$���8 ��$� −∆Y�� #'!#!'"�!��$=��8 V 4 #!9�!�� �!,�� %�!'�8 ��$�
#'� ���!+��! ��!'!��� H%�$����� �!�!'!+ :�%���� !� &����!��� �';$�I �'�%�8���8
� #�'%!+ ��$!+ 9??����%�!��= 9$�'!�!% ������ '�%�!+ ��$7� H� #'�%�����;� %;�
>� '����&����8� �$8 #'!��!�; #'��8�! ��! #$��� ��$ ∆Y� � ∆Y�� !��!����$=�!
#'!�!$=�!+ !�� ���!$��� !�����!%;I�

)���������� �������!� ������
 ��:;%����8 ��!'!��= #'� �!�!'!+ �#'�%$87�
*�+ #!#�'���;+ �!���� #'� !��$!����� 9$�'!�!% ����!%���8 '�%�;� ��$7� ���
#!$=:�8 #!$�����;� %;>� �!!��!>���8 ��+��� 9�� ��!'!��= H� �!#�*����� '�%���
��%� #$�� �%�� ��$I� ��$!%�� '�%�'��

∆Y� + ∆Y�� = 0 �$� k1 1 δ� −
k1 k3

k2

q2 δ� = 0,

!�����

q��� =
k2

k3

�$� V��� =

√
2 k2

k3 ρ
.

(!�$���88 ?!'��$� � ���� %�$����� �'�������!+ ��!'!��� '�%�'��� �������!'��8
�'��������8 ��!'!��= '�%�'�� )���� �!!�%����%���! '�%��

V� ��� =

√
2 k2

k3 ρ0

.
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��� �';$� �� �'������ Hk2I � ���!�!';� !)'�:!� :�%���� !� �9'!�������� �';$�
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��%�� ���*���8 "���'� ��%$���8 �';$� ��:�� � ����=>���8 !��!����$=�!+ 9??���
��%�!��� 9$�'!�!%� ��#'���' ��$� � :��$� '�%�'� �����#��� #'� V� = 1000 �1�
HV = 1000 �1�% M = 0, 81I �! �� %;�!�� 3S � !� �!&�� �����#��= �&� #'�
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%;�!�� � �!��!+ B% �� �� �!'�� A@� !��!����$=�! !�� <@< �� :��'������
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�#'�%$87*�� %!:��+��%�� 9$�'!�� ����=>����8 � �!&�� �����#��= ����! �:,�)�;+
'�%�'�� !%�����!� &� %$�8��� �:,�)� � �'�����8 ��'�$!%���!,! �';$� #'�%!���
� :�����!�� ���&���7 9??����%�!��� 9$�'!�!% �� )!$=>�� �������!'�;� ��!'!�
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���� @�63G ����=>���� �,$� ����� ������8 �+ #'� ����!� �:,�)� ��'�$!%���!,!
�';$�
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F �%�$������ &����!��� �';$� �� �'������ � �:,�) #���� #'�������8 �';$�
��$!,! ��$�����8 � ��$!+ ��'�$!%���!��� H��$� 9�! �!#�����! ���!�8 �: �'�,��
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��$�+ � :�#!$����$��U

F '��#!$!&���� 9$�'!�!% �� �� �!�"�� �';$� � )$�&� � ?7:�$8&� ,�� &����
�!��= �� �'������ � �:,�) �������$=��8� ('� 9�!� ����=>���� #$��� 9$�'!�!% !��
�!����$=�! #'!�!$=�!+ !�� ���!$��� � �:);��!� #�'��';%����8 ����=>����� %'���
�;� ��?!'��"�+� ��!,�� #'����87� �%� ���"�� 9$�'!�!% !��� �: �!�!';� '�:���
*����8 �� �!�"�� �';$� H9??����%�� �� ��$;� ��!'!��8� �:�:� )!$=>!,! #$���I 
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��?!'��"�+IU

F #'�������� ��� ��:;%���;� ����'"�#�!'!% �� �� !��$!�8��;� % #!�!� #$��
���� ��#!����7*�� #! ?!'�� � #'��"�#� ��+��%�8 !���= �:��� *����� ����'�
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���!��� #������ #!�C���!+ ��$; �� ����!� #!$��';$�� ��$� ����'"�#�!'; #'��
���87��8 #�'�$$�$=�! � 9$�'!���� �! !�� %;#����7��8 �!$=�! #!�$� !��$!����8
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F ��??�'��"��$=�!� !��$!����� #!$!%��!� �#'�%$8��!,! ���)�$�:��!'�U
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� 9�!� �$���� ��$!%!+ #'�%!� � #'!��!��= :��';$�!% �!$&�; );�= '��������; ��
)!$=>!+ ��!'!���!+ ��#!'�

N� ������ � ��"�� 	���� ��� �������� ��"���	�* ('� �%�$������
#�'�,'�:�� �!�"; �';$� !�,�)�7��8 %%�'�� ��$� �';$! ��'�$!%���!� �! ���!+ �:�
,�) #'�%!��� � ����=>���7 �,$!% ����� �� �!�"�� �';$� H'��� @�63I � � #�����7
#!�C���!+ ��$; % 9�!� ����� H�� �%�� #!$��';$=8�I� 	 ��� ��� �!�"; ��'�$!�
%���!,! �';$� ���!�8��8 #!:��� "���'� �8&���� �! 9�! #'�%!��� � #'�'�*���7
��)'�'�7*�,! �!����� ����=>���7 ���!+��%!��� #! #�'�,'�:�� � � %!:�!&�!���
D#!��%���E ���!$���� � !�$���� !� �9'!����������!,! D#!��%���E '����!�'���!,!
'���� H�!�"�%!+ �';% #!�!�� �� )!$=>�� �,$�� ����� D$!&��E �� �!�����!+ ����
,'���� � �� ��I ��?!'��"�!��;+ D#!��%��E % �9'!����������!+ �'�)� #'� #'!��%��
�!��$� �� �$�%$�%����8 � #'!8%$8���8 �!$=�! % #!$��� #'� �!:����� #�'�,'�:�� ��
)!$=>�� #'�)!'�;� ��!'!��8� � :��$� H#'� M < 1I� �� '��� @�6@ #'�%���� #'���'
:�%����!��� :�#��� "���'!%�� !� ���$� M � !� #�'�,'�:�� #'� &����!� � ,�)�!�
�';$�� '
 ������ ���	� #'� #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%��� ?!��� ��� �:%����! 
��%�,����8 ��:�� � :�#�� "���'!%�� �%�$���%����8� '
  ���� ���	� ����� ����!
�! &� 8%$���� �! ?!��� �!#!$����$=�! ���*����8 %#�'�� #'� �!:����� #�'�,'�:�
�� H:� ���� !�,�)� �!�"!% �';$�IU #'���� 9�! ���*���� ��� )!$=>� ��� )!$=>�
��!'!���!+ ��#!' � #�'�,'�:��� ������=>�+ :�#�� "���'!%�� ��� %���! �: '��
����� #!$������8 �� !�!$!:%��!%!+ ��!'!���� ('� ���!����!��!+ &����!��� �';$�
�'�%�8 ∆x
(M) �!&�� !#�����=�8 ��&� ,!'�:!���$=�!+ !�� ��! )���� ���:;%��=
�� !�'�"���$=�;+ :�#�� "���'!%�� �����!+��%!��= #! #�'�,'�:�� � %!:�!&�!��=
D#!��%���E�

���	������ &��� ����� #'� ����%'� #'�%!��� �� �!$=�! � �:,�)� �';$� �! �
� �,! :��'���%���7 ��� ��� $���8 ?!���!% % !)*�� �$���� �� �!%#����� � !�=7
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�� ��)8 �� −5 � � ���!$�� !�'��,�'!%�$ ��!);��! );��';� �%�$������� �,$�
������ ��� ��� �,�!%���! �!!)'�:��= ��! ���������8 F D#!��%��E �$� '������� 

3S@



���� @�5NG ('����; �#!�!)��%�7*�� %!:����!%���7 D#!��%���E ���!$���
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@� ��� �"����������) '���!� �$� �%�!��������!� $7)!,! #�'����'� �%��
&���8 ���!$��� H�'��� ���,�&� ��!'!��� %;�!�; � #'�I $����� H�$� '�,�$8�!'I
�!$&�� '��,�'!%��= �� �!$=�! �� ��	����� ���	������ #�'����'� !� :�����!,! :���
����8 �! � �� ��	����� &����� &���������� #�'����'� #! %'����� �� �� �� ��!'!��=
�:������8 %�$����; 9�!,! #�'����'��

��#'���' ��$� % ,!'�:!���$=�!� #!$��� �'�)����8 $����= )�: �'��� �! $�����
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δ� = −k1 γ − k2 γ̇.
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6���� $����� %!�#'������� �%;>� 4SW ��?!'��"�� ! #!$���� �$�: ��$!%���
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�!$��!� � �����!G �,! %!:�!&�!��� �! #�'�'�)!��� #!���#�7*�+ ��?!'��"���

3� L����� �!&�� #�'�'�)��;%��= #!���#�7*�7 ��?!'��"�7 ! #!$��� �!$=�!
����������#��) #���� ��	�+���� ��������* ���!%'�����! !��;�$��
%��= ����!$=�! ��,��$!% � !��!%'�����! %;'�)��;%��= '�>���8 �$8 %;#!$����8
����!$=��� #�'�$$�$=�;� ��+��%�+ �!:, �� % �!��!8���� #!�!)�!��= ��$!%��� %;�
#!$�8�= D!��!%'�����!E ����!$=�! !��;�$���;� !#�'�"�+ F 9�! ���= �� ��! ��!� 
��� �#!�!)�!��= � );��'!�� #�'��$7����7 %������8 � � ����'#!$8"�� #!���#�7�
*�� ��,��$!%�

@� ��	�+��� �������� � !��!,! ��,��$� H#�'����'� #'�)!'� !)C����I
�� �'�,!+ �!&�� #'!���!���= :� %'��8 S S@2S SK �� L����� �!&�� :� 3 �� %;#!$�
���= �! 3@S #�'��$7����+ %������8 � !��!,! #'�)!'� �� �'�,!+ ���$88 ��&�!��
�: ��� !�!$! S M � H�7�� %�!��� S SK � �� #�'��$7����� %������8 � S N5 � �� #!�
%!'!� ,$�: � �� !��;�$�%���� #!��:���8 #'�)!'�I� (�'��$7����� %������8 H��!
#'!���!��� D%���'�E ,!$!%;I �� �$����� #����= � #�'��!�!� %:,$8���

K� L����� ����� ����"� ����������#����� H:!�; ����%��%���$=�!���I #!
!��!>���7 � %�$����� #!���#�7*�� ��,��$!%� J�! !:������ ��! �!����!��! ��$;+
��,��$ �$� ��$!� �:������� %�$����; )!$=>�� ��,��$!% �� �$�%$�%����8 �!:�����
��� ��$����� #!'!,� ����%��%���$=�!��� ����! :�%���� !� ��$; ��,��$�� ��#'���' 
$����� �!'!>! '�:$����� �:������� ��,'�:�� �� '���� �#'�%$���8 !� 3 �! @ � �%
�! �� �!&�� �$!%��= '�:$���8 ��&�� ��,'�:���� @3 � @@ � ��

� )!$=>����%� �$����% %�$����� #!'!,� ����%��%���$=�!��� '�%�� "��� ����
���=>�,! ��$���8 �� >��$� �!!�%����%�7*�,! #'�)!'��

N� L����� ���������� � '���"��+ �� ����'���;+ ��,��$ H:�,!'�$��= $��#!���
F ��&�� ��!#��gI �� S @2S K ��

M� L����� �!&�� #'�%�$=�! '��,�'!%��= �� ��,��$; #!���#�7*�� � ����!�!+
�� )!$�� K2M �* HK2M ��,��$!% % �������I� J�! 8%$8���8 #'����!+ %!:����!%���8
'������� #'� #!#;��� $������ #�'�'!%��= '�$8�� %;�!�!����!��;� �!$�)���8 ���
�!$����

6� L����� �#!�!)�� %�$����� ��,��$� �������������# %! %'������ ����'#!�
$8"�8 F 9�! %!�����!%$���� %�$����; ��,��$� %! %'��8 #�'�';%� ��)$7����8 :�
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��� H�;�$���!� :�#!$����� #'!��&���!%I�
5� L����� �#!�!)�� %�$����� #!���#�7*�,! ��,��$� �	�������������# �� ��%

���* J���'�#!$8"�8 F 9�! #'��%������ %�$����; ��,��$� % )$�&�+>�� )���*��
#! �������� #'��;��*�,! #'!"����� ��#'���' ��)$7��8 :� �%�$������� ��!'!���
HMSS��� M@S��� MNS �1�I $����� �;�$���! H����! #!��!:����$=�!I '��#'!��'��8��
�������� �%�$�����8 ��!'!��� �� )$�&�+>�� )���*�� H������� ��! #!�$� DMNSE
#!�$����� DMN3FMN@FMNKFMNNF���EI � #'��#'������� % �%8:� � ����� #'��#!$!&��
���� �� �$� ��;� ��+��%�8�

T� L����� ��)$7��8 :� %�$����!+ ��,��$� ��/� �����# "� ����+ �

�����+ ����������) �� �� !#'���$��= ��� ��!'!��= �:������8 %�$����; ��,��$� 
��� � ��!'!��= �:������8 9�!+ ��!'!��� H�� �� ���!'����I�

��#'���' !"���%�8 #'� #!����� %;�!�� H $����� !��!%'�����! !"���%��� ��!�
'!��= #'�)$�&���8 :��$� Vy = Ḣ � ���&� ��'����' �:������8 %�'����$=�!+ ��!�

'!��� V̇y = Ḧ�
4� L����� �!&�� ���"�������# %�$����� #!���#�7*�,! ��,��$�� ��#'���' 

!#'���$�% #!�$� !��$!����8 9$�'!�!% ��!'!��= ���'�����8 ���!$��� γ̇� $����� #!��
�!:����$=�! #'����;%��� ���!+ �'�� )���� ��'�: !#'���$���;+ #'!��&��!� %'��
����� 	 9�! � ���= ����,'�'!%���� ��� ��� γ =

∫
γ̇ dt�

3S� L����� �!&�� �����������# #!���#�7*�7 ��?!'��"�7 ! #!$��� �� ����
����!� !�!$! M ���1�� J�! ���= ���!� %�&�!� �$8 �#'�%$���8 ���!$��!� �%!+��%!
,!$!%�!,! �!:,� ��$!%����

� $���'���'� #! ��&���'�!+ #���!$!,�� �!&�! %��'����= "�?'; @S MS � ��&�
3SS ���1�� �! 9�� "�?'; �$8 ��!'!��� '�:$���!,! %��� &
������ � ���&������
��?!'��"�� � �� �$8 ��!'!��� �� &����
����� � *�	�- &������� ������� �� ���!��
$�)! ����%�!� ��+��%�� ';��,��� �#'�%$���8�

��� -������! �	�	� ����� �
���� ���

3�8�$������� H% ������������!� ��;�$�I F 9�! ,'�##� ?�:������� ��,��$!%
H%��>��� '�:�'�&���$�+I #!)�&��7*�8 �� #!$�����$8 � !#'���$���!�� #!%����
��7�

��?!'��"�7 �!&�! �:��'��=� (����*�� �������� 8%$8���8 )�� H�!�'�*����
!� ��,$� jk]abl mkfk_ F �%!���!� ���$!I� &�� F 9�! �!$�����%! ��?!'��"�� '�%�
�!:����!� �!+ �!�!'�7 �!&�! #!$����= #'� #!�!*� �$!% D��E �$� D���E� ��$�
��)$7�����8 ������� H�������!' #'�)!' � #'�I �!&�� ���!���=�8 �!$=�! % �%��
�
�����������- �!��!8��8� H$��#!��� ,!'�� �$� ��� ��'�$�� �������!'� F %#'��
%! �$� %$�%! #�'��$7����$= F %%�'� �$� %��: � #'�I �! #!$��8 ��?!'��"�8 !
�!��!8��� ���!+ ������; � �!��'&�� �!$=�! 3 )���

('� ���
���� ����������� �%�� �!��!8��+ ������; �!$�����%! ��?!'��"��
����=>����8 H����!%���8 ���=>� 3 )���I� ��#'���' #�'�,!'�%>�8 $��#!��� �&�
�� �!&�� ���= �����!+ ��?!'��"�� HS )��I ��� ��� %�'!8��!��= �!,! ��! !��
:�,!'���8 '�%�� ��$7� O�!); �$8 ����$� �� ��$!&�8�= %!#'!�� ��$�� )���� '���
����'�%��= �!$=�! '�%�!%�'!8��;� ��,��$;�

@� ���� ��$� ������� �!&�� ���!���=�8 % �%�� '�%�!%�'!8��;� �!��!8��8� �!
!�� ����� 3 )�� ��?!'��"��� ��$� ������� �!&�� ���!���=�8 % m '�%�!%�'!8��;�
�!��!8��8� �! !�� ����� ��?!'��"�7 '�%��7

J = nmm,

,�� J F �!$�����%! ��?!'��"�� % )����U
nmm F $!,�'�?� m #'� !��!%���� @ �� �� nmm = log2m�
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� �!!�%����%�� � !#'���$����� $!,�'�?�� �!$&�! );�= �#'�%��$�%;� � ���!�
'�%����%!G

2J = m.

�$8 ��,$8��!��� ����� �'����7 ��)$�"�G

o 3 @ K N T 36 K@ 6N 3@T @M6
p S 3 3 6 @ K N M 6 5 T

K� �����* (���= �� ���!���! 9��#� #!$��� ��'�$�� #'�)!'� ��!'!��� �!&�� %
'�:�$=���� !>�)!� $������ � '�%�!+ %�'!8��!��=7 :������= $7)!� #!$!&���� ��&�
�� NSS � M6S �1� � #���= $����� :������� �:������� ��!'!��� �!$=�! �� %�$�����
�� ����� M �1� H9�! #!'!, ����%��%���$=�!��� '�%�;+ % ����!� �$���� "��� ����
���=>�,! ��$���8 �� >��$� #'�)!'�I� ���� % ���:���!� ���#�:!�� ��!'!���+ $���
��� �!&�� '�:$����= (560 − 400) : 5 = 32 '�:�;� #!$!&���8 ��'�$�� H)!$�� ��$���
#�'���*���8 �&� �� �$�%$�%�7��8I �� �� ��)$7�����8 ������� �!&�� ���!���=�8 %
m = 32 '�:$���;� �!��!8��8� � $����� %:,$8��% �� #'�)!' ��!'!��� ������� �
��,! nm 32 = 5 )�� ��?!'��"�� �� !��;�$�%���� �!�!'!+ ��&�! :��'����= !�!$!
3 ��

�#;��;+ $����� ��%�8 %�'!8��!����7 !"���� '�:$���;� �����"�8� � #�'��
���'�� #!$��� H'�:������8 #!��!:����$=�!I #�$!��'��� �� !��!%� � � � = > � , !
�!$�����%� ��?!'��"�� #! �'�%����7 � $�����!� ��!#;��;� #'�%$���7*�� �$8
#�$!��'!%���8 ��!,! � : ) ; � ! � � ! + ��?!'��"���

��#'���' #'� #!��!�� � %�'���+ �!��� #!$�#��$� ��!#;��;+ $����� �!)�'�8�=
%:,$8���= �� ���:���$= ��!'!��� #!��!:����$=�! !&����� �%����= ��'�$�� ��&��
"�?'��� D@SSE � DM@SE H6N ��$���8 >��$; #! M �1�IU %:,$8��% �� #'�)!' 9�!�
$����� ������� nm 64 = 6 )�� ��?!'��"�� �� !��;�$�%���� �!�!'!+ ��!��� 3 @ �
H��!'!��= #�'�'�)!��� ��?!'��"�� ��� �&� ���:;%�$!�= '�%�� M ���1�I�

�#;��;+ $����� % �!+ &� �����"�� #!��!:����$=�! !"���%�8 ��'����' #'!���
����8 ?�,�'; � ����!� ���������� #'��;��*�,! $���!,! !#;�� !&����� �%����=
��'�$�� % )!$�� �:�!� ���#�:!�� ��#'���' ��&�� "�?'��� DNSSE � DNNSE HT ��$��
��+ #! M �1�IU %:,$8��% �� #'�)!' 9�!� $����� ������� nm 8 = 3 )��� ��?!'��"�� 
�� !��;�$�%���� �!�!'!+ ��!��� S 6 �� ����= ����! !#;��;+ $����� %!!)*� �� !"��
��%��� %�$����� �!,! �$� ��!,! #�'����'� #!$��� � �!$=�! ��!�'�� % �!'��$=�;�
$� #'���$�� :��$7���� 9�� %�$����� HD��E �$� D���EI �� ��! ��!��� S @ ��

N� ��� &� !)'�:����8 �!� ����	 ��$�������) �!�!';+ $����� �!$&�� #�'�'��
)��;%��= �$8 ��#�>�!,! %;#!$����8 :�����8h (!��&�� 9�! �� #'���'� %;#!$����8
#'8�!$���+�!,! ,!'�:!���$=�!,! #!$���� H� #'���'� %%����; :������$=�;� �!#��
*���8 � �#'!*���8I�

�$8 !#'���$���8 ��?!'��"�� �!�!'�7 �!$&�� ��� ������� #�'�'�)��;%��=
$����� #'� %;#!$����� #'8�!$���+�!,! ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �$����� #'!��$��=
�$���7*�7 '�)!��G

F !#'���$��=  	
���� &
�
����% )�: '�,�$�'!%���8 �!�!';� %;#!$����� ����
�!,! '�&��� ��%!:�!&�!� �$8 �����!%�%>�,!�8 ,!'�:!���$=�!,! #!$��� ������ #��
'����'��� )����G �'�� γ ���,�& ϑ ��!'!��= V  %;�!�� H � ��'� ϕU

F ��:�����= H#!�� #'!�:%!$=�!I &������ � &����� &����	������ ���
���� (���=
T	�� = 6 �� J�! !:������ ��! ��'�: ��&�;� 6 � $����� !��� '�: #'!%�'8�� H� ���
#'�%$8�� #'� ��!)�!���!���I %�$����� �'��� ���,�&� ��!'!��� %;�!�; � ��'��
% #�'����$���!� #!'8���� ������� ��! %�$����� #�'�!�� � #!'8�!� #�'��$7����8
%������8 �!&�! %;���$��= ���!�8 �: ��$!%�8 �������� ��?!'��"�� #'�%$����
��!+ �$8 %;#!$����8 #!$��� � :�����!+ �!��!��=7U

F �����!%��= H��!'�������� �$� % $���;� ��#;����8�I ��	����� �������-
���	������ &
�
����� &�	��
 �� ���#'�%$8��!� ���!$��� :� %'��8 T	�� = 6 �
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H�� �� :� �! %'��8 �!,�� $����� �� ��)$7���� :� ����;� #�'����'!�I� (���= :� 6 �
�'�� �!&�� �:�����=�8 �� ±20◦ HT ��$���+ #! 5◦ �� �%��,!'�:!��� �$� K )���I 
���,�& F �� ±10◦ HN ��$���8 #! 5◦ �� �%��,!'�:!��� �$� @ )���I ��!'!��= F ��
±15 �1� H6 ��$���+ #! M �1� �� ���:���$� ��!'!��� �$� @ 6 )���I %;�!�� F ��
±80  H36 ��$���+ #! 3S  �� %;�!�!��'� �$� N )���I ��'� F �� ±5◦ HM ��$���+
#! 2◦ �� �!�#��� �$� @ K )���IG

F &��������
�! ��7��
*��% ��������7 $�����!� ��&�;� 6 �� J�! )����
3 + 2 + 2, 6 + 4 + 2, 3 = 13, 9 )��� ��?!'��"�� �� #�'�'�)!��� �!�!'!+ $�����
�!$&�� :��'����= %'��8 '�%�!� 13, 9 : 5 = 2, 78 �� ��$� �7�� #'�#$7�!%��= %'��8
�� #8�= #�'��$7����+ %������8 '�%�!� 0, 03 − 5 = 0, 15 �% �! % ��!,� #!$���� ��!
��&�;� 6 � ��#!�'����%���! �� �#'�%$���� ���!$��!� ���� 2, 78+0, 15 = 2, 93 �� J�!
�!���%$8�� �!$7 !� !)*�,! %'����� '�%��7 2, 93 : 6 = 0, 49 HN4WI� ����$=�;� M3W
%'����� $����� �!&�� ���$��= �'�,�� #'�)!'�� !��!�'� %!:��>�!,! #'!��'����%�
� #'�

M� ���!����$=�!� %'��8 :��'���%���!� ��#!�'����%���! �� �#'�%$���� ���!$��
�!� ��:;%����8 ��/77�*����� �
&���������� &�	��
 k�	� � '�:!)'���!� %;>�
#'���'� );$! #!$����! k�	 = 0, 49 �! #'��������� % ,!'�:!���$=�!� #!$��� �!9?�
?�"���� ��#'8&���!��� ,!'�:�! ���=>��

��%;>����8 "�?'� HS N4I #!$���$��= % '�:�$=���� ,'�);� ��&������% �!�!';�
);$� ���$��; �$8 �������$=�!,! �#'!*���8 #'���'�U

F �� );$ %;���$�� �&��
	!��� &����� #�'��$7����8 %������8 � #'!�:%!$=�
�! ��:����� T	�� = 6 �U

F �� !#'���$�� �&��
	!��� &������ #�'��$7����8 %������8 � ��:����� #'!�
�:%!$=�;+ H�'�� F ���,�& F ��!'!��= F %;�!�� F �'�� F ���,�& F���IU

F �� ������ ��� ��:;%����8 �����	�*��% �� �� %:�����8 �%8:= ��&�� !���$=�;��
#�'����'��� #!$��� H��#'���' ��!'!��= �:���8���8 �� #'!�:%!$=�! � % ���!�!'!+
:�%����!��� !� �:������8 ���,�&� � %;�!�;IU

F �� �����! ��! %!:�!&�;� #'�'�*���8 #�'����'!% #!$��� :� #�'�!� T	�� 8%�
$87��8 �	��
���� %�$��������

6� ��������� ������������� �� �!%'�����!� ���!$��� �%8:��; % !��!%�!�
� �%�$������� �'����,! :������8 �!9??�"����� ��#'8&���!��� #!$��� k�	 ��!
8%$8���8 '�:�$=���!� �%�$�����8 #!�!�� ��?!'��"�� �!�!'�7 $����� �!$&�� #��
'�'�)��;%��= �$8 %;#!$����8 � :�����!+ �!��!��=7 �!,! �$� ��!,! 9��#� #!$����

('� �%�$������ #!�!�� ��?!'��"�� �%;>� M ���1� $����� �� ��#�%��� �� #��
'�'�)��;%��= � �����#��� ��� ��:;%���!� ��������� ������
� � ���!+ �����"��
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�%8:�+ ��&�� 8%$���8�� �!�����' ���$�:�'�8 #!$��; �!$&�� �����!%��= �� #'��
���� �!�!'�8 8%�$��= ����$!� "�#!��� D#'����� F !>�)�� F !��$!�����E�

�'!�� ���$�:� !��$!����+ !>�)!� � �� #'���� '�:)!' �!$&�� �!��'&��= #'��
%�$=�;+ �#!�!) ���������� ��	������ H��! $����� �!$&�� );$ ���$��= % #!�
$���I � ��'!#'�8��8 #! ������/���+ �(���	 % )���*�� #!$�����

@� ('� '�:)!'� � ���$�:� #!$��!% �� �$����� #����= !��$!����8 � !>�)���� � ��
#'�������� $����� #!����= ��! !>�)�� ��$��� $����� � !��$!����� F ���!$��
H���!$�� !>�)��=�8 �� �!&��I� ��#'�%�$=�! ��#'���' ,!%!'��= ��! D�� #!�����
���$� ����! !>�)�� F %;�!�!� %;'�%��%����E� �;�!�!� %;'�%��%���� F 9�! ��
!>�)�� � !��$!����� ���!$��� !� :�����!+ �'����!'�� #!����� �!�!'!� #'!�:!>$!
% '�:�$=���� �������! !>�)!��;� ��+��%�+ $������ ';��,��� �#'�%$���8�

�������%! �!�����'� � �!��!�� % �!� ��!); �����!%��= �������7 #'�����
!>�)�� $������� ��$� #'����� ��+���� �! ��'!#'�8��8 #! #'���#'�&����7 !>�)�
�� )���� !��%���;�� � 9??����%�;��� ��$� &� #'����� �� ��+���� �! ��'!#'��
8��8 !��&���8 )��#!$�:�;���

K���	������ ������� �!,�� );�= '�:$���;�� #! �%!�+ %�$������ �� ��$;�
!��$!����8 !);��! ��!,! %������8 �� !)'�*����8� <!$=>!� !��$!����� ��:;%�7�
#'��#!�;$�!+ � $���!�� #'!��>���%�7 ��! �&� ����!%���8 #'�����!� '�:)!'��
����= )!$=>!� !��$!����� �!&�� #'�%���� � $���!�� #'!��>���%�7 H#!$!��� �%��
'�� ������'!?�I �!�!'!� ���:)�&�! �*���$=�! '���$������8� �����! ��!)�!���!
���$�:�'!%��= �� �!$=�! #'��#!�;$�� � �&� �$���%>���8 $���;� #'!��>���%�8 �!
� ������"�7 '�:%���8 ��$;� HD��!#���;�EI !��$!����+�

N� � �!!�%����%�� � ��'�������!�$������!+ ?�$!�!?��+ ��	���������# 8%$��
��+ ���= ���$��������!� ������%! ������������ � �����!�����* J�,�$=� #���$G
D�! ��! ��%�'&�����8 ��� ��!)�!���!� �$�,����8 �: ����;� �$���+�!���+ � �! ��!
��������8 �$���+�;� #'�����%$8�� �!)!+ ?!'�� :� �!�!'!+ ��';%����8 ��!)�!���
�!��=E� H�� ��'�� � V� J�,�$=�� !�� �� @3� ��'� KSKI�

'���-����� H:��!�!��'�!�I 8%$���� #'� ����;� ��$!%�8� ���:)�&�! �� �� !�!
�!$&�! !)8:���$=�! #'!�:!+��� �	��
���� 8%$���� #'� ����;� ��$!%�8� �!&��
#'!�:!+�� � �!&�� � �� #'!�:!+��� �! �$���+�;� 8%$���8 � #'!"���; ���&� #!��
���87��8 �%!�� :��!�!��'�!��8��

��$� ��#'���' �� %:$��� % �!�"� '�:)�,� ���!$��� #'!�:!+��� #!$�;+ !���:
�%�,���$8 � #'� 9�!� !���&�� �*� � �!'�!:� �! ���!$�� ���:)�&�! %;������8 :�
#'���$; �(( �� ,'��� H% �!!�%����%�� � :��!�!��'�!��8�� �������� #!$���I� �!
#'� ����;� ��$!%�8� ��$! �!&�� :��!����=�8 �$� )�: #!�$����%�+ �$� #!$!��!+ 
�$� �%�'��+ �$� ������'!?!+ H% �!!�%����%�� � :��!�!��'�!��8�� ��!'�� %�'!8��
�!���+I�

$���+�!��= ���= !)C����%��8 ��'����'������ 8%$���+ �� :�%��8*�8 !� ��>�,!
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�!:����8� �����! �$���+�!��= �� '�%�!:����� )��#'�����!���� ��� �$���+�!���
���7� �%!� #'����;� �! �$���+�;� 8%$���8 � �� #'����; �!$&�; ���$��!%��=�8
�!!�%����%�7*��� ���!�����

���$!����8 ���!$��� �'� #�$!��'!%���� !��!�8��8 � ����,!'�� �$���+�;� 8%�
$���+ � �!$&�; ���$��!%��=�8 �!!�%����%�7*��� ��������������� ���!���� �
�����!G ���!���� ������ �������������

M� ,����!�� H�! ��)��#'�����!�I !��$!����� ���!$��� #'� #�$!��'!%���� %
)!$=>����%� �$����% #!����8���8 ������#���� ��	��� ����������) �!�!�
';+ ��$�� � %!:=��� :� !��!%� ��!); #!��:��= ��� �������������� ���!�; �!&�!
��#!$=:!%��= �$8 ���$�:� ������%� #!$��!%� $���� �!,�� !��$!����8 ���!$���
#!����87��8 �'�,�� :��!��� '��#'���$���8 �$8 #'!��!�; !#������
 �����#��! ��	�� ���������� ��'����'�:����8 �%��8 %�$�������G &��

	������ *����
 �
�����
��� Hx���I � �������� ���	������ H∆x���I� q���'
'�����%���8 F 9�! �!��� �� !�� x !��!����$=�! �!�!'!+ !��$!����8 '��#'���$��;
% !)� ��!'!�; #!'!%�� H#! MSWI� ��'!8��!� !��$!����� F 9�! !�'�:!� !�� '8�!� �
"���'!� '�����%���8 % �!�!';+ #!#����� @MW !��$!����+ H� �!+ �$� �'�,!+ ��!�
'!�; !� "���'� '�����%���8I�

�!'��$=�;+ :��!� '��#'���$���8 �!��!�� % �!� ��! ��$� !#'���$��! %�'!8��!�
!��$!����� �� �� #�'%;+ !�'�:!� �� !�� x '8�!� � "���'!� '�����%���8 % �!�!';+
#!#����� @MW !��$!����+ �! % �$���7*�+ ���!+ &� !�'�:!� � ���)!$=>�+ %�'!8��
�!��=7 #!#���� 36 3KW %��� !��$!����+ % �'���+ !�'�:!� F 6 5@W !��$!����+ %
���%�'�;+ !�'�:!� F 3 TW !��$!����+ % #8�;+ !�'�:!� F S KW !��$!����+ � �� ��
H('�%�� #!�$� #8�!,! !�'�:�� �!'��$=�;+ :��!� '��#'���$���8 !);��! ��'�>����
�8 � �!$&�� :����8�=�8 �'�,�� :��!�!��I

�$8 ��,$8��!��� �!'��$=�;+ :��!� !�!)'�:�� % ��)$�"� % �!�!'!+ �'!�� #'!�
"���!% ���� �$8 ��!)��%� � �!!�%����%�7*�8 #'!���8 �'!)= H#'�)$�&����8IG

�!��' !�'�:�� #!
#!'8��� !� q� 3 @ K N M 6

H>�'��� ��&�!,!
!�'�:�� '�%�� 3 ��I

��'!8��!��= #!� @MW 36 3KW 6 5@W 3 TW S KW S SKW
#�����8 !��$!���
��+ % ����;+ !��

'�:!� 3dN 3d6 3d3M 3dMM 3dKKS 3dKKSS

6� �����* ('� ���$�:� ����!$=��� ���8��!% #!$��!% % ����!+ ����� !#'���$��
�! ��! �� #!����� "���' '�����%���8 �!��� #'�:��$���8 ���!����8 �� '����!8���
@SS  !� ����$� �(( Hx��� = 200 I �� �� MSW #'�:��$���+ #'!�:!>$! �! 9�!+
�!��� � MSW F :� ��+� �'!�� �!,! );$! !#'���$��! ��! MSW $��>�� H#! �!��!���
#'�:��$���8I #!���!� #'!�:!>$! % #!$!�� ±50  !� "���'� '�����%���8 �� �� @MW
$��>�� #!���!� #'!�:!>$! % #!$!�� 3MS2@SS  !� ����$� �(( � @MW F % #!$!�
�� @SS2@MS � ����� !)'�:!� %�'!8��!� !��$!����� ∆x��� = 50 � �� !��!%� 9���
��)$7����+ �!&�! ���$��= #'!,�!: H'��� K�6IG

F % )���*�� #!$���� 36 3KW #'�:��$���+ H3 �: 6I %�'!8���� %��,! #'!�:!+��� %
#!$!�� 3SS23MS  !� ����$� �((U

F 6 5@W #'�:��$���+ H3 �: 3MI F % #!$!�� MS23SS  !� ����$� �((U
F 3 TW #'�:��$���+ H3 �: MMI F % #!$!�� S2MS U
F S KW #'�:��$���+ H3 �: KKSI F �! ����$� �(( �� ,'��� H��$� );�= �!��;� 

�! �� ,'��� #!#����� S KWeS SKW e��� #'�:��$���+ �� �� 3 �: KSSI�
������� ��! ��&��8 �: ���:���;� %;>� "�?' % �%!7 !��'��= 8%$8���8 %�'!�

8��!���!+ %�$����!+� ��#'���' #'� #'��#!$�,���!� �!$�����%� )���*�� #!$��!%
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���� K�6G ('���' '��#'���$���8 #! �!'��$=�!�� :��!�� �!��� #'�:��$���8 �� #!�
�����

H3SSSI �!&�! � '�:$���!+ %�'!8��!��=7 !&����= ��! #'� �����!%$���!� :��!��
'��#'���$���8 % #8��7 #!$!�� H�� �� �� ,'���I �!&�� #!#���= � �'� � �%� � #8�= 
� ��&� ���8�= #'�:��$���+� �! %�'!8��!��= #!8%$���8 ��&�!,! �$���8 )���� '�:�
$���!+� ���)!$�� %�'!8��! ��! % #8��7 #!$!�� #!#���� �����! �'� #'�:��$���8 �
%�'!8��!��= #!#�����8 % 9�� #!$!�� ���8�� #'�:��$���+ #'��������� '�%�� ��$7 
�!�8 ��!'�������� �!!�%����%�7*�7 "�?'� �!&�! %;���$��=�

5� ����� !)'�:!� �� !��!%���� �'�%����$=�! ��)!$=>!,! �!$�����%� ��)$7�
����+ �!&�! �����!%��= �
��� �
�&����	���� ���	������ H x��� � ∆x���I � :����
���$��= &�� ��� !��!����$=�! !&�����!+ %�'!8��!��� #!8%$���8 !��$!����+ �!+
�$� ��!+ %�$����; % �!� ���$� � ! %�'!8��!��� #!8%$���8 #'��#!�;$!� � $���;�
#'!��>���%�8� � ����� #'!��>���%�+�

� ��>�� #�'%!� #'���'� %�'!8��!��= #!8%$���8 #'��#!�;$�� � $���!�� #'!���
>���%�7 H#!����� �! �((I !��:�$��= '�%�!+ S KWeS SKWe���QS KKW�

T� �����* �� ���%�'�!� '�:%!'!�� $������ ����!+ ����� % �'����� %;��'&��
%�7� ��!'!��= NMS �1� H9�! )���� 8%$8�=�8 "���'!� '�����%���8 ��!'!���+ �� ��
:���= x��� = 450 �1�IU � MSW $��>�� F #! �!��!��� %;��'&�%���8 ��!'!��� F
'�:%!'!�!% ��$��;%����8 % ���#�:!� 450 ± 20 �1�% �� �� @MW '�:%!'!�!% ��$��;�
%����8 % ��!'!��= NKS2NMS �1� � @MW F % ��!'!��= NMS2N5S �1� H�$��!%���$=�! 
%�'!8��!� !��$!����� :���= '�%�! ∆x��� = 20 �1�I� �� !��!%���� 9��� ��)$7����+
�!&�! ���$��= #'!,�!: �� �%�$�%����G

F 36 3KW '�:%!'!�!% H3 �: 6I %�'!8���� %��,! )���� %;#!$���! �� ��!'!��� N3S2
NKS �1�U

F 6 5@W H3 �: 3MI F �� ��!'!��� K4S2N3S �1�U
F 3 TW H3 �: MMI F �� ��!'!��� K5S2K4S �1� � �� ��
('��#!$!&�� �� ���%�'�!� '�:%!'!�� �%�$�%���� ���!$��� % >�!#!' �!$&�!

��!'�������� #'!�:!+�� #'� #!��'� ��!'!��� ��&� K3S �1�U �!,�� #'� ���7*�+�8
�!��!��� #�$!��'!%���8 %�'!8��!��= �%�$�%���8 �:�:� !>�)!� $������ #'�������
��� '�%�� ��$7� ��$� �%�$�%���� %�� &� #'!�:!>$! �! � )!$=>!+ �!��!%�'�!��=7
�!&�! ��%�'&���= ��! #'����!+ #'!��>���%�8 8%�$��= �� !>�)�� % ������� #�$!�
��'!%���8 � ��!��! �'�,!� '���!� ���$7����$=�!� H#!��'8 �!:����8 ��!$��!%����
% %!:���� � #!��!'!���� #'�����!� �$� �'�I�

4� � ; % ! � ;G
F ��!)�!���! ���$�:�'!%��= �� �!$=�! #'��#!�;$�� � $���;� #'!��>���%�8 

�! � �
��� �
�&����	���� ��$;� !��$!����+�
F ���!� '��#'���$���8 !��$!����+ #'� #�$!��'!%���� �!&�! � �!����!��!+
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�!��!��=7 �����!%��= �� !��!%� ���$�:� �'�%����$=�! ��)!$=>!,! �!$�����%� #!�
$��!% H����!$=��� ���8��!%I � :���� ���$��= #'!,�!: �� )���*�� �� �� '��������=
������������!� !&������ �%�'�+�;� !��$!����+� ����� !)'�:!� #'��#!�;$�� �
$���;� #'!��>���%�8 #!���7��8 �����!�� H������������!��I &�� �������
����

F ������������!� #'!,�!:�'!%���� �� % �!�� �$���� �� ���
�
�� ?���$=�!+
���:)�&�!��� $���;� #'!��>���%�+� �����! �$����� ������=�8 � ��� ��! #'� #$!�
�!� ������%� #!$��!% %��,�� ������8 !#'���$����8 %�'!8��!��= ��'�: ���!�!'!� �!�
$�����%! #!$��!% #!$����= #'��#!�;$�� �$� #'!��>���%��� ��!)!'!� :���%>��=
��� �,!��! ��$!+ %�'!8��!��=7 )!$=>�� !��$!����+ H'�%�!��$=�;� #'��#!�;$��
�$� #'!��>���%�7I �!&�! ��+�� ��!)�!����7 �!��!��= #�$!��'!%���8 �!�!'�8 �
!)��#���� &�$���;+ �'!%��= )�:!#���!��� #!$��!%�

� #�'%!� #'���'� �!��!��= #�$!��'!%���8 �� #!����� !)��#���%�$� % MSW �$��
���% #'�:��$���� �� '����!8��� 200 ± 50  !� ����$� �(( � !��� �$���+ �: KSS
#'�%!��$�8 �� #'�:��$���� �! �(( H�! �(( );$� #8��8 � #!�$���7*�� #!$!�;
!� "���'� '�����%���8I�

��$� �!��!��= #�$!��'!%���8 �%�$����= �!%��� ����!,! ��#'���' ��� ��!);
MSW #!���!� #'��!��$!�= % #!$!�� 200 ± 40  !� ����$� �(( �! ��#!�'����%���!
:� #'���$��� �(( )���� ���!���=�8 �&� �� #8��8 � >����8 #!$!�� H:���= ∆x��� =
40 I �� �!�!'�7 #'��!����8 �!$=�! !��� �$���+ �: KKSS�

���� �%�$���% �'���77 �!��!��= #'�:��$���8 � ±50 �! ±40 % �!&�! ����=�
>��= %�'!8��!��= #'��#!�;$�� )!$�� ��� % 3S '�:�

�/ ���� ��������#�� ����(�� 	������ � �������� ��������%

����� �������� 	 ��	��� ���/��+ ���������� ����� �����(����!

��%�� �(���	 � ����	 �������������*

F ('������= ��'; #! #!%!�� ����	!��- !��$!����+ )��#!$�:�! ��$� �!$=�!
9�� !��$!����8 ��$��;%�7��8 % :��!� '��#'���$���8 H�� ���7��8 % %��� �$����
�!:����$=�!,! ��'�>���8 $���!+ ���"�#$��;I� ��'!#'�8��8 �!$&�; �!���= ����
����� ��'����' � ����= "�$=7 �$� ���!����� �������� � ���	������% �$� ���
����� *����
 �
�����
��� % )�:!#����7 ��!'!���

��*���� "���'� '�����%���8 ��$����8 #'!��! H#'���:!� ��'����%!+ ���:����
�� � #'�I � ����=>���� %�'!8��!,! !��$!����8 �!���,����8 %�����%!+ �'!#!�$�%!+
� �'�%����$=�! �$���$=�!+ '�)!�!+ #! !)�����7 � %!�#�����7 $�����!%�
�����* �� ���!$��� D�E % !#'���$���;� ��$!%�8� #!$��� #'� #�'�,'�:��

ny = 7 �����#��� 8%$���� D#!��%���E � $������ ����!+ ����� #'� ����%'�'!%��
��� %;��'&�%�7� :������7 #�'�,'�:�� % �'����� � �!��!��=7 ∆ny = ±0, 5 H9�! �
)���� %�'!8��;� !��$!������ #�'�,'�:��I� ��$� #'� 9��� ��$!%�8� �!�����' ����
:������ %;#!$�8�= ����%' � #�'�,'�:�!+ ny = 6 H9�! ��%�'�!� � )���� "���'!�
'�����%���8 #�'�,'�:��I �! %�'!8���� %��,! !&����= ��! !��� �$���+ �: ���;'��
#'�����8 �� #�'�,'�:�� 626 M !��� �: >���� F �� #�'�,'�:�� 6 M25 !��� �: #8����
�"��� F �� #�'�,'�:�� 525 M � �� �� ����� !)'�:!� D#!��%��E )���� #'!���!���= �
����!�!+ 1/15 + 1/55 + 1/330 + ... = 1/11�

��$� % 9�!� #'���'� �!�����' ���� :������ %;#!$�8�= ����%' � #�'�,'�:�!+
ny = 5 H�� �� ������� "���' '�����%���8 %��: �� �%� %�'!8��;� !��$!����8I �! ��
#�'�,'�:�� ����$� D#!��%���E ny = 7−7, 5 )���� #'��!���=�8 �&� �� �'��=8 � #8��8
#!$!�� � ����!�� #!8%$���8 D#!��%���E #'� ����%'� ���:���8 �! 3dKSS� �����!
���&���� %�'!8��!��� #!8%$���8 #'��#!�;$�� :���= );$! �!���,���! !,'���������
����%'���;� %!:�!&�!���+ ���!$��� �� �� ���&����� ��'����%�!+ #�'�,'�:�� � 6
�! M�

(���= ��#�'= �'!#!�$�%!+ ���!������!+ '�)!�!+ �!�����' �!)�$�8 ��! $�����
�� �,! ����� #'� ����%'�'!%���� %;��'&�%�7� :������7 #�'�,'�:�� % �'����� �
�!��!��=7 ∆ny = ±0, 25 H�� �� %�'!8��!� !��$!����� ����=>�$!�= % @ '�:�I� ��$�
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% 9��� ��$!%�8� �!�����' ���� :������ %;#!$�8�= ����%' � #�'�,'�:�!+ ny = 6 
�! #�'�,'�:�� ����$� D#!��%���E ny = 7 − 7, 25 #'�����8 �� #8��7 #!$!�� � ����!�
�� #!8%$���8 D#!��%���E % #!$��� ���:���8 �! 3dKSS )�: !,'�������8 ����%'���;�
%!:�!&�!���+ ���!$����

F �;%!���= :��!� '��#'���$���8 !��$!����+ �!&�! ��� �$8 ����	!��- 	���
�����% ��� � �$8 &���
���	����% �
���� � �����������

F ��*���� "���'� '�����%���8 !� :�����!+ %�$����; ,!%!'�� !) ���������
������� !)�����8 H��#'���' ��!'!��= �� %�'�&� �!$&�� );�= 6SS �1�% � !��
#!$������8 � $�����!% % �'����� 560 ± 10 �1�% �� �� :���= ���� D�'�#�!E �! ��
�!�� ���� �$�����I�

F <!$=>!� %�'!8��!� !��$!����� ,!%!'�� ! �	
��� ����������� &�� ������
����'���!'!% ! �	
��� &�� ������ !)�����;� H��!'!��= �� %�'�&� '�%�� % �'�����
600 ± 50 �1�% �� �� :���= ���� �!�� ���� �$����� �! #$!�!I�

F <��#!'8�!��;+ ��'����' !��$!����+ �� ��$��;%�7*���8 �� % ���!+ :��!�
'��#'���$���8 ,!%!'�� ! ���&��������� !)�����!,! � $���!�� ��$��

���� K�5G ('���' �:������8 "���'� '�����%���8 � %�'!8��!,! !��$!����8 #'� !�'��
)!��� %�'�&� � �'��!� 60◦

F � #'!"���� $���!,! !)�����8 H�#!�!)�!,! ��'�����I � ���&� % #'!"���� )!�%!+
#!�,!�!%�� % ��'!�%!+ ����� "���' '�����%���8 %�$���� !�'�)��;%���!,! 9$������
�!$&�� 
��&��������� &���	��
�!�� � :�����!�� :������7 � %�'!8��!� !��
�$!����� F � ���!�!'!�� #'���$�� �� '��� K�5 ���� #'���'��8 ��'���� �:������8
�!��!��� #�$!��'!%���8 H#! #�'�,'�:��I % :�%����!��� !� �!$�����%� %;#!$����;�
%�'�&�+ � �'��!� 60◦� ����! ��! #!�$� ���!�!'!,! �!$�����%� �'���'!%!� �!��!��=
#�$!��'!%���8 �$��>����8 ���$���! � �!&�! �����!%��= '�:���;+ #'���$ �!$��
����%� �'���'!%!� #'� !�'�)!��� �!,! �$� ��!,! 9$������ #!$����

� :��$7����� :������ ��! �� �!$=�! !��$!����8 ���!$��� #'� #�$!��'!%���� 
�! � ���� ��'����'������ ���!$��� !)!'��!%���8 � %!!'�&���8 #�'����'; ?�,�'
� ����%'!% ��+��%�8 $�����!% � �!�����;� #����!% #'��#!�;$�� � $���;� #'!�
��>���%�8 ���)�;� #!$��; � %!:��>�;� )!� F %�� �!��� � !��!+ ��!'!�; ����-��
���� H����'����'!%���;+I � � �'�,!+ F �	��
���� H�������������+I ��'����'�

$��!%���$=�! �:������ ��!'�� %�'!8��!���+ !�'�&�7*�+ ���$��������!� �����
��%! ��!)�!���!��� � �$���+�!��� 8%$8���8 !)8:���$=�;� 9$�����!� #!�,!�!%��
�!%'�����!,! $��������!�����'��
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����� ��

�
���������� ����

� ����!8*�+ ,$�%� )���� '����!�'��; !��!%; #�$!��'!%���8 % ���
���������
&���	������ &�	���% �� �� % ���!� #!$��� �!,�� %���!' ��!'!��� �� �:���8���8
�� #! %�$����� �� #! ��#'�%$���7� O����;� �$���� F �����!%�%>���8  �������
�
	!��� &�	��% &��0� � �������� H&	
�����
���I�

��&�� �����!%�%>�,!�8 #'8�!$���+�!,! #!$��� 8%$8���8 !��!%�;� �$8 �	 �
��	� � ���=>�+ ���#��� 9�! !��!����8 � V<	 �<	 � �	� �����! % '8�� �$����%
H#�'�$�� �!#'!%!&����� #��'�$�'!%���� ��$=��+ #�'��%��I � 9��� '!��� �%��"��
#'��!����8 %��'����=�8 � ������ '�&������

��� -���3 	�����45�	 
 � ���	� � �������
	�
�� ���

�	�	

3� � ���������(��� ��������!��� ���� �!$&�; �!)$7���=�8 �$����
7*�� ��$!%�8 H)�: ����� %�'����$=�!+ �!���%$87*�+ �8,�IG

3I P = Q+G sin Θ H!)��#���%��� V = [\]^_IU HN�3I∗

@I Y = G cos Θ H!)��#���%��� Θ = [\]^_IU
KI γ = 0 H!)��#���%��� ϕ = [\]^_I�
� �����!� �$���� �����!%�%>�,!�8 ,!'�:!���$=�!,! #!$��� #!$����G 3I P = Q� 

@I Y = GU KI γ = 0�
@�������� ���� ��"� P :�%���� !� #!$!&���8 ��� H!� !)!'!�!% � ?!'��&�I 

%;�!�; H��%$���8 pI � ���$� M � ���!�!'!� %$�8��� �� %�$����� �8,� !��:;%���
�,!$ ����� �$� ��!$=&���8 H�� )!$=>�� α � β '�)!�� %!:���!:�)!'���� � %!:��>�
�!,! %���� ����>����8 � �8,� ����!,! #�����I�

J�� %!#'!�; % #!$�!� !)C��� �:���7��8 % ��'�� ��!'�� �%�,���$�+� �$8 ��#!�
������8 �� '��� N�3 #'�%!����8 #'���' ��!'!���;� ��'����'����� ��� � ��� ��
�%�� %;�!��� H%:8�; �%�,���$� #'���'�! !�����!%;� '�:��'�!���+I�

����!$=�! :�������+G
F ��'����'������ ��� ��!,�� �%8:;%�7� � �!*�!��=7 N  �! �!*�!��= %��,��

�!&�! #�'�%���� % �8,� #! ?!'��$�

P =
N

V
η,

,�� P F �8,� % �=7�!��� N F �!*�!��= % %����� H3 $��� Q 5KM ��I V F ��!'!��=
% 1�% η F �� #� �� %����U

F �%���!���'�;� ��� H����I #! �%!�� ��'����'������� :�����7� #'!��&��
�!��!� #!$!&���� ��&�� ��� � !);��;�� ��� #'�)$�&�8�= � #�'%;� �$� %�!�
';� % :�%����!��� !� !��!����$=�!,! '���!�� %!:���� ��'�: %�!'!+ �!���' �%�,��
��$8U
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���� N�3G ('���' ��!'!���;� ��'����'����� ��� � ���

F �� %;�!��� 332@M � ���#�'���'� %!:���� % ������'��!+ ���!�?�'� #!��!8���
H216, 5◦�I � �8,� % #�'%!� #'�)$�&���� �����7� #'!#!'"�!��$=�!+ ��%$���7 p �$�
#$!��!��� ρU

F �! 33 � ���#�'���'� � %;�!�!+ #����� � �8,� ����=>����8 ���$����� ���
���!�?�'�!� ��%$����U

F '�:$���;� �!��'���;� !�!)���!��� �8,!%;� ��'����'����� ��� � ��� �!�
,�� );�= %;:%��; #'��8�;�� :��!���� '�,�$�'!%���8 !)!'!�!% ���#�����;� �$�
#$�%�;� #�'���*����� �!���� H�$���I %!:���!:�)!'���� #'��8�;� :��!�!� '��
,�$�'!%���8 >�,� %!:��>�!,! %���� !��';���� F :��';���� $��� �$� �$�#��!%
#�'�#���� %!:���� % �!�#'���!'� !,'�������!+ #'!�:%!����$=�!��=7 �!#$�%�;�
���!�!% � �� ��

K� :����� ����������� ���!$��� !#'���$8���8 #! ?!'��$�

Q = Cx S q. (4.2)∗

% �!�!'!+ ��!'!���!+ ��#!' �!&�! :�#����= % �%�� %����G

q =
1
2
ρV 2 �$� q = 0, 7 pM2.

� ���!�!';� �$���8� ��!)��� ��#!$=:!%��= ?!'��$�

Q =
Y

k
=
Gny

k
. (4.3)∗

(!'8�!� '������ �!#'!��%$���8 �$8 �$���8 ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �$���7*�+G

G→ Cy =
G

S q
H#! #!$8'�I → k =

Cy

Cx

→ Q� =
G

k
.

��$� #!$8'; 8%$87��8 �%��'�����;�� #�'�)!$��� �� �� Cx = Cx 0 + AC2
y  �!

�!&�! #!$����= �!%�7 ?!'��$�

Q� = Cx 0 S q +
AG2

S q
. (4.4)∗

������� ��! % 9�!+ � %! %��� #!�$���7*�� ?!'��$�� %����! %��� ���!$��� G
�!&�! #!����%$8�= D��&�*�+�8 %��E Gny�

�'�?�����!� �:!)'�&���� :�%����!��� Q�(V ) �$� Q�(M) ��:;%����8 �'�%!+
.��!%��!,! �$8 �!#'!��%$���8 F '��� N�@U % ���!�!';� �$���8� �� 9�!+ �'�%!+
#'!�:%!����8 '�:����� �,$!% ������
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���� N�@G �'�%�8 .��!%��!,! �� �!�'��������� ��!'!��8�

�: ?!'��$; HN�NI %���! ��! �� �!�'��������� ��!'!��8� H�!,�� Cx 0 = [\]^_ �
A = [\]^_I )�:;������%�!� �!#'!��%$���� Q0 #'8�! #'!#!'"�!��$=�! ��!'!���!��
��#!'� q � �������%�!� �!#'!��%$���� Q� !)'���! #'!#!'"�!��$=�! q�

����'�!� �!#'!��%$���� Q� ������$=�! �� �
��� �������� �������� V� ��
�!�!'!+ ���7� ����! �$���7*�� �!!��!>���8G

k = k����, Q0 = Q�, Q� = 2Q0. (4.5)

N� X�'����' #'!������8 	����! ;�	���	�"� Q�(V ) :�%���� !� %;�!�; #!$���
� %��� ���!$���� ��$� �� ����;%��= %$�8��8 �&�����!��� %!:���� �! #'� ���	��
����� ������ ��&��8 �!��� �'�%!+ .��!%��!,! ���*����8 %#'�%! % !�����!%!+
#'!#!'"�� V2 : V1 = √

ρ1 : ρ2 H'��� N�KI� ��+��%���$=�! #'� #!$��� � :�����;� �9'!�

������������ ������%!� H� :�����;� �,$!� ����� α �����8 C
α

y = [\]^_I �� �!$&�;

�:���8�=�8 �� �!#'!��%$���� Q = G : k �� ��!'!���!+ ��#!' �� �� q =
1
2
ρV 2 !��

���� � %;������ #'�%������8 %;>� #'!#!'"�8� ('� �%�$������ %;�!�; %!:'������
� ���%;,!���+>�8 ��!'!��= V� �! �!#'!��%$���� Q� �� !������8 #!��!8��;��

���� N�KG �'�%;� .��!%��!,! �$8 �%�� %;�!� H2 > H1

��$� #! ,!'�:!���$=�!+ !�� ,'�?��� !�$!&��= �� V  � �������!'��7 ��!'!��=
V� �! �$8 %��� %;�!� )���� ��*���%!%��= !��� �'�%�8 .��!%��!,! ��! �$����� �:

'�%����%� q =
1
2
ρ0 V

2
� = [\]^_�

���	������ ���
 ���&� �� %$�8�� �� �9'!����������!� ������%! #'� :�����!�
�,$� ����� #!9�!�� �'�%�8 .��!%��!,! #�'���'��%����8 � %��� G1 �� %�� G2 �$��
��7*�� !)'�:!� H'��� N�NIG ��&��8 �!��� #!��������8 %%�'� H!#�������8 %��:I %
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!�����!%!+ #'!#!'"�� Q� 2 : Q� 1 = G2 : G1 H��� ���Q� = G : k � k = [\]^_I � ��%�,��
���8 %#'�%! % !�����!%!+ #'!#!'"�� V2 : V1 =

√
G2 : G1 H��� ��� G = Cy S 0, 5 ρV 2 �

ρ = [\]^_ � Cy = [\]^_I� 	��$!,���;� !)'�:!� #�'���'��%����8 �'�%�8 � #�'�,'�:��
ny 1 = 1 �� #�'�,'�:�� ny 2 H% !)*�� �$���� #'8�!$���+�!,! #!$��� ny = cos ΘI�

���� N�NG �'�%;� .��!%��!,! �$8 '�:$���!,! %��� ���!$��� G2 > G1

��	����� ��&�����	���� ����;%����8 #���� %%�����8 % ?!'��$� HN�NI #�'�����
�;� %�$���� Cx 0 � A(M)� � '�:�$=���� �'�%�8 Q�(V ) #'������� �%!�!)'�:�;+ %��
H'��� N�MI !�$���7*�+�8 !� �$��������!+ �'�%!+ .��!%��!,!�

���� N�MG �'�%�8 .��!%��!,! �%�'�:%��!%!,! ���!$��� :�>�'��!%��! %!$�!%!� �!�
#'!��%$����

�� '��� N�6 #!��'!��� ��'�8 �'�%;� .��!%��!,! �$8 ���;'�� %;�!� � ����!�
%!$�!%!,! �!#'!��%$���8� ��:��+ #!�C�� �'�%!+ Q�(V ) �� �'���:%��!%;� ��!'!��8�
��:;%����8 D%!$�!%;� )�'=�'!�E� $����� !)'����= %������� �� %!:'������� Q� ��

#'� #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%��� ��! 8%$8���8 �$����%��� #�����8 k�����
M� ���8 ��'�7 �'�%;� .��!%��!,! H'��� N�6I � ��!'!���;� ��'����'����� �%��

,���$8 H'��� N�3I �$8 %��� %;�!� �!&�! $�,�! !#'���$��= $���!������������ ���
'����'������ ���!$��� % #'8�!$���+�!� #!$���� ������� ��! ��$� �'�%;� �8,�
�������; �� !��!� ,'�?��� � �'�%;�� �!#'!��%$���8 �! !�� ���&� ��:;%�7��8
�'�%;�� .��!%��!,! H�$8 �8,�I�

��� 1� � ��
 ����� � �������	� ���	� � ���	� 

3� �������%�	������� ���!���� �!:%��!%!,! ���!$��� �!&�! � �!����!��!+
#!$�!�!+ !��'����'�:!%��= �������$=�!+ ��!'!��=7 � #!�!$�!�� �!!)*� ,!%!'8 
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���� N�6G ���� �'�%;� .��!%��!,! �%�'�:%��!%!,! ���!$��� �$8 '�:$���;� %;�!�

�!����!��! :���= �!$=�! �������$=��7 ��!'!��= H��#'���' % 34NK ,� ���'�)���$=
/r�3S4 ���$ �������$=��7 ��!'!��= 6@S �1�% � ���'�)���$= 
��K� F 5SS �1�%
� 9�� �%� "�?'; �&� #!:%!$8$� �!��!%�'�! �'�%��%��= ���!$��;I�

� %;�!��!���!'!���;� �%!+��%�� �!%'�����!,! �%�'�:%��!%!,! ���!$��� �!&�!
�!���%��= #'�%�$=�!� #'�����%$���� �!$=�! #! #!$�!�� ���#�:!�� %;�!� � ��!'!�
���+ #!$��� �:!)'�&���!�� ,'�?������ % �!!'������� H(V ) �$� H(M) H'��� N�5I�

('!���$�:�'��� �!��'&���� 9�!,! ,'�?����
@� L���8 
@E@�@ @� 8%$8���8 "�����! "���������#��"� �����* �;>�

9�!+ ,'���"; ��%!:�!&�� ��&� �������!%�%>�+�8 ,!'�:!���$=�;+ #!$�� ��� ���
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:���= #!$�!��=7 ��:�%���� !� ���!�?�'�;� ��$!%�+�

(�'����' #!�!)�8 ��:;%���;+ &���������� ������
�% '�%��

n	��� = n

√
288

T (1 + 0, 2M2)
,

,�� n F ?�:������� !)!'!�; '!�!'� �%�,���$8� ����� !)'�:!� #'� n	��� = [\]^_
� '!��� ���#�'���'; T �!$&�; %!:'�����= ?�:������� !)!'!�; n � �8,� #'� 9�!�
#!��� �� �:���8���8�

���� ���#�'���'�;� ��$!%�8 !��:;%�7� ���!�!'!� %$�8��� �� %;�!��!���!'!���;�
��'����'������ ���!$���� �! #'� #$���'!%���� � %������ %!:��>�!,! )!8 ��&��
���!$����� � !��!��#�;�� �%�,���$8�� 9�! �!&�! �� ����;%��= ��� ��� ���$!,���
�!� %$�8��� ���:;%����8 � �� ��'����'������� ���!$��� #'!��%���� �� �� #'!#!'"��
��&�� �%!+��%��� �%�� ���!$��!% #'���'�! �!�'��87��8 #'� $7)!+ ���#�'���'��

��)$�,!#'�8��;� �$����� :���= 8%$8���8 %������ %!:��>�!,! )!8 % &�'��7
#!,!�� �� ���!$��� � �%�,���$8�� '�,�$�'���;�� #! n = [\]^_ H#! ?�:�������
!)!'!���I #'!��% ���!$��� #'!��%���� � �%�,���$8�� '�,�$�'���;�� #! n	��� =
[\]^_ H#! #'�%�����;� !)!'!���I�

��� 6 � ��	������� ��� 
����2	���� 
 ��� � �
�7	
��

3� ."�� ��	���� ���	����� Θ % �����!%�%>���8 #!$��� �!&�! #!$����= �:
#�'%!,! �'�%����8 ������; HN�3I

sin Θ =
P −Q

G
. (4.9)∗
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J�� ?!'��$� ����� ���%�'��$=�;+ ��'����'G #'� P > Q #!$����� Θ > 0 H���
)!'IU #'� P = Q #!$����� Θ = 0 H,!'�:!���$=�;+ #!$��IU #'� P < Q #!$�����
Θ < 0 H���&����I�
����	��#��� �	�����# Vy !#'���$8���8 �: �'��,!$=���� ��!'!���+G

Vy = V sin Θ,

!�����

Vy =
P −Q

G
V. (4.10)∗

� 9�� ?!'��$� ���%�'��$=�� �� �� �#'�%��$�%� �$8 ��)!'� ,!'�:!���$=�!,!
#!$��� � ���&���8�

@� �!,�� '��= ���� ! ��'����'������� ��)!'� %;�!�; �! !);��! ������8 % %���
#!$�� � '��#!$�,���!+ �8,!+ P� H�$� �� ?!'��&� �$� �� �������$�I� ('� 9�!�
�,!$ ��)!'� � %�'����$=��7 ��!'!��= �!&�! ��+�� � ��#!$=:!%����� �'�%;� .��
�!%��!,! H'��� N�4I �����8 ��! % ��)!'� cos Θ � 1 Y ∼ G � Q � Q��

$����� !)'����= %������� �� �! ��! Θ���� � Vy ���� #!$���7��8 �� '�:�;�
��!'!��8� #!$��� �� �� 9�� �%� ��'����'�;� '�&��� ��)!'� �� �!%#���7� �'�, �
�'�,!��

,
���
	!��� � �	 �
���
 Θ���� #!$������8 #'� �������$=�!+ �:);�!��!+ �8�
,� �� �� #'� (P� − Q)���� ��! ����� ����! #'���'�! �� ���%;,!���+>�+ ��!'!���
V�� ��&�� ��)!'� � Θ���� #'��������!,! :������8 �� ������ ��&� ��$� �'�)����8
#�'�$����= ��'�: %;�!�!� #'�#8���%�� �! %;,!���� '�:!,���= ���!$�� �! )!$=>�+
��!'!��� � :���� ���$��= ,!'���

,
���
	!�
� ������
	!�
� �������! Vy ���� H�������$=��8 ��!'!#!�C���!��=I
#!$������8 #'� ��������� #'!�:%�����8 �:);�!��!+ �8,� �� ��!'!��= #!$��� H#'�
��������� �:);�!��!+ �!*�!���I �� �� #'� [(P� − Q)V ]���� ��! ����� ����! ��
��!'!��� )!$=>� ���%;,!���+>�+� �)!:����� 9�� !#����$=��7 ��!'!��= ��)!'�
V����	� % !�$���� !� #'!�:%!$=�!+ ��!'!��� ��)!'� V�� �� �!�!'!+ Vy < Vy �����

���� N�4G ��#!$=:!%���� �'�%;� .��!%��!,! #'� !#'���$���� ��'����'����� ��)!�
'� %;�!�;

K� � ����-������� � �
�	��
 ��!'!��= V����	� �� ��$;� � �'����� %;�!��� )$�:�
�� � �'�������!+ H9�! 4SS23SSS �1�I� �� )!$=>�� %;�!��� ��!'!��= V����	� �����
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�!� %!:'������ �! 3TSS2@SSS �1�� J�� !�!)���!��� �%8:��; � ��'����'!� #'!�����
��8 �'�%;� .��!%��!,! H'��� N�3SI�

� ��������� � �
�	��
 H�$� � �%�'�:%��!%!,! ���!$��� � %;�$7����;� ?!'�
��&��I ��!'!��= V����	� �� ��$;� %;�!��� ����!$=�! )!$=>� ���%;,!���+>�+� (!
��'� ��)!'� %;�!�; ��!'!��= V����	� #!���#���! �)$�&����8 �! ��!'!��=7 V� � ��
���������!� �!:%��!%!� #!�!$�� 9�� �%� ��!'!��� �!%#���7��

�!,�� '��= ���� ! ��!'!#!�C���!��� ���!$��� �! !);��! ������8 % %��� ����
����$=��8 ��!'!#!�C���!��= �� ��!'!��� V����	�� ('���' :�%����!��� Vy ���� !�
%;�!�; H #'�%���� �� '��� N�33�

N�9	������������� $�	���� %$�87� �� ��!'!#!�C���!��= �!����!��! ��$=�
�!�

���� N�3SG ��%����!��= ��!'!#!�C���!��� !� ���$� M � %;�!�;

���� N�33G ��%����!��= �������$=�!+ ��!'!#!�C���!��� !� %;�!�;

"�� ���	������ ���
 �
�	��
 ��!'!#!�C���!��= Vy ����=>����8 �� �!$=�! �:�
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:� #'8�!,! '!��� :��������$8 G % ?!'��$� HN�3SI �! � % '�:�$=���� ����=>���8
���$���$8 (P� −Q�) �:�:� �%�$�����8 �������%�!,! �!#'!��%$���8 Q�)� ����� !)�
'�:!� �%�$������ %��� �� 3W % $7)!� �$���� #'�%!��� � ����=>���7 ��!'!#!�C�
���!��� )!$�� ��� �� 3W� ('� ����=>���� '�:�!��� (P� − Q�) %$�8��� %��� ��
��!'!#!�C���!��= ���$�%����8�

������� &������� %$�87� �� ��!'!#!�C���!��= ��'�: �%�$������ %��� G ���
�����%�!,! �!#'!��%$���8 Q�) � )�:;������%�!,! �!#'!��%$���8 Q0�

���#�'���'� %!:���� %$�8�� �� ��!'!#!�C���!��= ��'�: �8,� P��
M�  � ���/��� �� ��"�) ��:;%���!� &	
�����
���% � �	 �
�	��
 ��
���

����� Θ	� !#'���$8���8 �$���7*�� !)'�:!� H��� ������� �'�%����+ HN�3IG

1) sin Θ =
−Q
G

;

2)G cos Θ = Y.

��:��$�% #�'%!� �'�%����� �� %�!'!� � ���8 ��! Y/Q = k !�!�����$=�! #!$����
H!#����8 :��� �����I

tg Θ	� =
1
k
. (4.11)∗

.
	!����! &	
�����
��� L	� F ���= ����� #'8�!�,!$=�!,! �'��,!$=���� %�!�
';� �����!� �!�!'!,! 8%$8���8 %;�!�� H� $��!%���$=�! 

L	� =
H

tg Θ	�

= H k. (4.12)∗

,���
	!��� � �	 � 
���
	!�
� �
	!����! &	
�����
��� �!,�� );�= #!�
$����; #'� #!$��� �� �
��� �������� ��!'!��� V� �� �!�!'!+ k = k����� J�!�
'�&�� #$���'!%���8 ����� ���)!$=>�� #'��������!� :��������

('�������$=�! ��! % ���#�:!�� �!�'�����!��� ��!'!���+ ������$=�;+ �,!$ �
�������$=��8 ��$=�!��= #$���'!%���8 �� :�%��8� !� %��� ���!$����

6� ����	��#��� �	�����# �� #$���'!%���� '�%��

Vy 	� = V sin Θ	� � V tg Θ	� =
V

k
. (4.13)

,���
	!�
� ������
	!�
� �������! �!&�� );�= #!$����� �� ��� ��:;%���!+
D9�!�!������!+E ��!'!��� V�� �!�!'�8 ���=>� ��!'!��� V� % 4

√
3 � 1, 3 '�:�� J�!�

'�&�� #$���'!%���8 ����� !,'�������!� #'��������!� :������� H�� D9�!�!�����
��!+E ��!'!��� ��#'���' #�'�� #$���' % %!��!�8*�� #!�!��� %!:����I�

('� �%�$������ %��� ���!$��� �$� %;�!�; #!$��� %!:'������ ��!'!��= �� �'��
���!'�� V  ��! #'� ���:����!� �,$� Θ	� #'�%!��� � �%�$�����7 %�'����$=�!+
��!'!��� Vy 	��

� �!%'�����;� �%�'�:%��!%;� ���!$��!% %�'����$=��8 ��!'!��= �� #$���'!%��
��� )�: �8,� !���= %�$��� H�!���,��� NS2MS 1�I ��! 8%$8���8 �$����%��� � )!$=>!+
��!'!��� �� �'����!'�� � ��$!,! �9'!����������!,! ������%��

5���� ���/��� � ��"�! �!&�! %!�#!$=:!%��=�8 %���� #'��;��*��� ?!'���
$��� #!����%$88 % ��� %����! �!#'!��%$���8 Q D��$!%�!� �!#'!��%$����E Q��� =
Q− P � %����! �9'!����������!,! ������%� k D��$!%�!� ������%!E k��� = Y : Q����
��$� #'��8�= Y � G � P = P : G �! D��$!%�!� ������%!E #'���'�! '�%�!

k��� =
k

1 − k P
.
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�!,�� ��#'���' ?!'��$� HN�33I �$8 �,$� ���&���8 #'���� %��

tg Θ� � 1
k
− P . (4.14)

������%���! � �8,!+ �,!$ ���&���8 � %�'����$=��8 ��!'!��= )���� ���=>� ���

#'� #$���'!%���� )�: �8,�� ��$� &� �8,� �%�$����= �! P =
1
k

 �! #!$���� ,!'��

:!���$=�;+ �����!%�%>�+�8 #!$���

�"� #���	

���� ��������� 
�� � ��� 
����2	��� ����

����
	�
�� ���	�	

3� ��� ������ �������� ������������� % �����!%�%>���8 #'8�!$���+�!�
#!$��� ��%!:�!&�! #'���'&�%��=�8 ��'!,! �!$=�! 9�!,! '�&��� #'��!����8 !��!�
%'�����! ����;%��= !��$!����8 ���!$��� !� '�&��� ��+��%�8 $������ #'� %!:%'��
*���� � '�&��� !�%!'!�; � �!%!'!�; � �� �� �� �� %�$7���= % ���$�: � ���!�!';�
9$�����; �������!%�%>�,!�8 #!$����

@�� ���������(��� ��������!��� "���������#��� ���� $����� �!$�
&�� %;��'&�%��= #!��!8��;�� �$���7*�� #�'����'; #!$���G %;�!�� H ��!'!��=
V � ��#'�%$���� #!$��� ϕ�

��� �:%����! H��� ,$� K i 3I �$8 %;��'&�%���8 $7)!,! #�'����'� #!$��� $���
��� '��,�'��� �� �!$=�! �� %�$����� #�'����'� �! � �� �,! #�'%�7 #'!�:%!���7
H��!'!��= �:������8 %�$����; #�'����'�I�
������ H $����� !#'���$8�� #! )�'!���'�����!�� %;�!�!��'� #�'%�7 #'!�:�

%!���7 Ḣ = Vy F #! %�'�!���'�� ('� 9�!� $����� !��$!�8�� '���� � #'!��% �:���
����8 %;�!�; ∆H � #'!��% %�'����$=�!+ ��!'!��� Vy F % :�%����!��� !� �!,! ��!
% ����;+ �!���� �,'��� )s!$=>�7 '!$=� ('���'� �������8 %;�!�� H = 1000 � L���
��� :�����$ #! %;�!�!��'� ��! H = 1100  H∆H = +100 I� � �!!�%����%�� � %��
$����!+ ∆H $����� !��$!�8�� '���� !� ��)8 � ���!$�� �������� ���&��=�8� O�'�:
���!�!'!� %'��8 $����� ��)$7���� ��! H = 1050  H∆H = +50 I � Vy = −10 1��
����!�'8 �� �! ��! %;�!�� �*� )!$=>� :�����!+ $����� % 9�!� �!���� ��������
#!�)�'��= '���� �� ��)8 F % �!!�%����%�� � %�'����$=�!+ ��!'!��=7�

����� !)'�:!� %;�!�� �!&�! %;��'&��= �!$=�! #'� !��!%'�����!� ��#!$=:!�
%���� ��������
 � �
������
� <�: ��#!$=:!%���8 %�'�!���'� #!$�� )���� #'!���
�!���= #! %!$�!!)'�:�!+ �'����!'�� H��#$����� �!$�)���+ ±∆H :�%���� !� !#;��
$������ �! �!$�)���8 !)8:���$=�! )����I�
,	�����# V $����� !#'���$8�� #! ���:���$7 ��!'!��� '��,�'�8 ����!� ��

!��$!����8 ±∆V � ('!�:%!���8 V̇ ��#!�'����%���! �� ��)$7�����8 �! #'� #�$!���
'!%���� ��#!$=:����8 �%8:= V̇ = f (nx − sin Θ)� ����� !)'�:!� '�,�$�'�8 �,!$ ����
,�&� ϑ = Θ+α H#! ,!'�:!��� �$� �%��,!'�:!���I $����� �!�%���! %!:��+��%��� ��
#'!�:%!���7 V̇ � ���� ��!'!��= '�,�$�'����8 ����!� � '���!+ #'� ��#!$=:!%����
���:���$8 ��!'!��� � ��#!��,!'�:!��� H�%��,!'�:!���I�
."�� ϕ $����� !#'���$8�� �$� #! �!�#��� H$7)!+ �!���'��"��I �$� #! ��:���

�;� !'�����'��� ('!�:%!���8 ϕ̇ H'�:%!'!� ���!$���I %���� �� ,�'!��!#�����!�
�!�#��� � �� ��#!��,!'�:!���� ('��������� $����� '��,�'��� �� �� ϕ̇ � �� �'�� γ 
�! 9�! 9�%�%�$����! ��� ��� ��!'!��= '�:%!'!�� ϕ̇ H#'8�! #'!#!'"�!��$=�� %�$��
���� tg γ�

�:$!&���;� �%�����8 ��!)�!���; $������ �� �$8 �!,! ��!); !� % %!:���� ���
��$ ! �������! #'!�:%!��;� � �$8 �!,! ��!); $�������!�����' ���$ #'!�:%���� ��
:��$� �'�%����$=�;+ ���$�: �$!&�!��� #�$!��'!%���8 #'� %;#!$����� '�:$���;�
9$�����!% #!$��� � �������= '�"�!��$=�;+ #!'8�!� #�'��$7����8 %������8�
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K� ���� �� ����#�� ����� ������� #'�&�� %��,! ��'����'�� ��!)�!���
�!��=7 !,�)��= '�$=�? �����!��� � ��#'�';%�! �!��'!$�'!%��= %;�!�� #!%;>���
�;�� ��'%�!�#���������� ��#'8&����� � ��!�$8��!��=7 9��#�&��

<&����	���� � ��������
��� ������ #'!�:%!����8 % !��!%�!� %�:��$=�! �
�!��'!$�� #! '���!� � )�'!���'�����!�� %;�!�!��'���

"��&������� �$����� !,�)��= � �#'�&������ ,$�:!��'�! ����;%�8 %!:�!&�
�;+ '����� �'�%�:�; �'����!'�� H'��� N�3@I� (�'�� #'�#8���%��� #�'�%!� ���!$��
�� % ��)!' �$����� �������= �� ���!� '����!8��� ��!); �! %�'>��; #'�#8���%�8
������$��= �%� ��,� F AB � BC� ��$� $����� :�#!:���� � #�'�%!�!� ���!$��� %
��)!' �! #'�#8���%�� #'�!�!$�%����8 !);��! )�: !#���!��� ��!$��!%���8 � ��� 
�! #�'��!� � ��)!'� %;�!�; :���= #'!���!��� #! ��,� B′C ′ � :���� #! ��,� C ′D′

���!$�� ��)�'��� ���!�!'�7 %;�!�� � �!&�� );�= !)��'�&�� #'!��%���!��

���� N�3@G ('�%�$=�!� � ��#'�%�$=�!� !,�)���� #'�#8���%�8

(!$�� �� #'���$=�! ��$;� %;�!��� �'�)��� �! ��!'!�; $������ ���!,! &�����

&����	������ ���
���% #'� �!�!'!� #�'����'; �%�&���8 ���!$��� �%8:���;�
� %;�!�!+ �!��'!$�'!%�$��= ); �!����!��! ����!� �!9??�"���� ��#'8&���!���
#!$��� H�!$8 %'����� �� #�$!��'!%����I #'� 9�!� :������$=�! %!:'������� O��
���=>� %;�!�� #!$��� ��� ���=>� )�:!#���;� #'���$; �� !��$!����8 ��� ��*�
$����� �!$&�� �!��'!$�'!%��= � '�,�$�'!%��= 9�!� #�'����' �%�&���8 ��� )$��
&� �!9??�"���� ��#'8&���!��� #!$��� � �����"�� ��&� ���!�!'!+ ������$=�!+
%;�!�; #!$�� ����!%���8 #���!$!,������ ��%!:�!&�;� ��� ��� #!�'�)��8 ��!'!��=
#�'�'�)!��� ��?!'��"�� #'�%;>��� %!:�!&�!��� ��$!%��� H#!�'�)�!� %'��8 �� #��
'�'�)!��� ��?!'��"�� ����!%���8 )!$=>� '��$=�!,! %'����� �� �� k�	 > 1I� �����
��$=��8 )�:!#����8 %;�!�� #!$��� #'���'�! #'!#!'"�!��$=�� �%��'��� ��!'!����
��� �'����#�'�������!+ �����!��=7 H)�: !���$=�;� #'�#8���%�+I $����� �#!�!)��
�� ��!'!��� 3SS �1� %;��'&��= %;�!�� 3 S23 M % �� ��!'!��� 3SSS �1� F %;�!��
3SS23MS �

�� ���!$��� �!&�� ������%$�%��=�8 
���
������
� �����
 � ��
��� ��	!�7

��������% '�)!��7*�8 % #'��"�#� �$���7*�� !)'�:!�� #�"��$=�;+ '���!$!�
���!' #'!����'�%��� %#�'��� $�&�*�7 �����!��= !#'���$88 %;�!�� #'�#8���%�8
� '����!8��� �! ��,!� J�� ����;� %%!�8��8 % �����!�'�>�7*�� ���'!+��%! �!�!'!�
%;'�)��;%��� #'!,'���� !,�)���8 #'�#8���%�8� ('!,'���� %%!����8 % �%�!#�$!��
� #'!"���� !,�)���8 �'����!'�8 ��#'�';%�! �!''����'����8 % :�%����!��� !� �:�
������8 ��$!%�+ #!$��� � �$���+�;� !��$!����+�

L����� #! ���� �!&�� #'� 9�!� �%!)!��! :������=�8 %!#'!���� ��%�,�"�� �
)!�%!,! #'�������8� �����! #'������ #!��:;%��� ��! #'� �%�!��������!� #!$��
�� �� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� ��'%�!�#��������!� ��#'8&���� $������ �*� %;>� 
��� #'� '���!� #�$!��'!%���� H$����� #'��#!������ ��'&��= �%!7 &�:�= % �!)�
��%���;� '���� � �� #�'��!%�'8�= �� �%�!����I� �!:�!&�! ��! #! ��'� '�:%���8

3KN



������� 9�! ��#'8&���� ����:��� ��� ����:$! ��#'8&���� #'� #!$��� �� ���!$����
� )����'�;� �#'�%$������

('��������� #!$�� �� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� !)$�,�����8 #'� ��$���� �� )!'�
�� �%�� �$��!% 9��#�&� !��� �: �!�!';� H$�����I %;#!$�8�� !,�)���� '�$=�?� �
�'�,!+ '�>��� >��'������� � �'�,�� :������

�'!�� !#���!��� ��!$��!%���8 � :��$�+ �$� ��:���;�� �!!'�&���8�� #!$�� ��
#'���$=�! ��$!+ %;�!�� ����� � ��� �� �����������C

F #!%;>���;+ ��$!���'!%;+ '���!� ,!'7��,!U
F ����=>���� ��$=�!��� !)��'�&���8 ��:���;� !'�����'!% � %'����� �� ���

)$7����8 � ���&� !,'�������;� %!:�!&�!��� ��#!$=:!%���8 #!$���!+ ��'�;U
F !,'�������� ��$=�!��� ��+��%�8 �'����% �%8:� � ���U
F !,'�������� ����%'���;� %!:�!&�!���+ ���!$��� !�!)���! % ,'�##!%!� #!�

$��� H:���= #'��������� ��$=:8 ����%'�'!%��= � '��#!$�,���;�� �$� #'���$=�;��
#�'�,'�:����IU

F #!%;>����8 %�'!8��!��= %;�!�� ���!$��� :� !,'�������� �������$=�!+ ��!�
'!��� #! ��!'!���!�� ��#!'� H%�$����%�� )!$=>!+ �8,!%!!'�&���!��� ���!$�� :���=
��)�'��� ��!'!��= !���= );��'!I�

N� ���� �� �������$���� ������� ����� ���!�!';� !�!)���!���� ��$���
��%�� ����=>���8 #$!��!��� %!:���� � ���&� �%�$�����8 %!:��>�!+ ��!'!��� �
���$� M &
�
�� ������������ 
/�����
������� ��&7����
��� �!$�)���+ ���!�
$���� ��8�!� �$���+�!� %!:��*���� H#!';% %��'� �)'!� #!�%����U '�:�!� �%�&����
'�$8�� � �� ��I #'�%!��� � %!:����!%���7 �$�)!:�����7*�� �!$�)���+ �!�!';�
!�%$���7� �� ��)8 �!#!$����$=�!� %������� $������ H�%�$���%�7� �!9??�"����
��#'8&���!���I � :��'���87� #'�"�$�%���� % )!�%!+ !)����!%�� #!9�!�� #�$!���
'!%��= �� )!$=>!+ %;�!�� �$����� ��)!$=>��� �8,���� �%�&���8�� '�$�+� ('��
������� �%�!���������� ���#?�'!% �!$�)���+ #'� 9�!� !�!)���! #!$�:�!�

�����!�'�� ��#�'= !�!)���!��� #�$!��'!%���8 �
 ��
������� &���	���
'
 ��������� &���	�� H�!��� H1 �� '��� N�3KI ���!$�� %��,�� $���� �� ���%;�

,!���+>�+ ��!'!��� �� �� �� ,'���"� %�!'!,! '�&���� ��#�� ����������!+ 9��',��
#'� 9�!� ��)!$=>!+ � %�8�!� �%�&���� '���!+ !� ��)8 �$� �� ��)8 #'�%!��� % �!�"�
�!�"!% � ����=>���7 %;�!�; #!$���� �����! #'� %:8��� '���� �� ��)8 �� ���!�!�
';� ���!$���� �!&�! �� !���= �!'!��!� %'��8 ��)'��= �!#!$����$=�! @SS2KSS 
%;�!�; �! ��!'!��= #'� 9�!� );��'! #����� �! ������$=�!+ � %!:�!&�� �';% %
>�!#!'�

���� N�3KG ��#�� 9��',�� �� �!:%��!%!� � �%�'�:%��!%!� #!�!$��� � %!:�!&�;+ #'�
9�!� �!#!$����$=�;+ ��)!' %;�!�;

'
 ����-������� &���	�� H�!��� H2I :�#�� ����������!+ 9��',�� !���= )!$=�
>!+ � �!&�! ��)�'��= �!#!$����$=��7 %;�!�� )�: :�����!,! ����=>���8 ��!'!����

3KM



��#'���' ��$� ��!'!��= �� H2 '�%�� @SSS �1�% �! �!&�! ��)'��= MSS  %;�!�;
H�%;>� #!�!$��I :� ���� ����=>���8 ��!'!��� %��,! �� KS �1�� � !�$���� !� �!�
:%��!%!,! �%�'�:%��!%!+ #!�!$!� $�����!� �� !*�*����8 ��� ��� ���!$�� $�,�!
��)�'��� �!#!$����$=��7 %;�!�� � ���$���!� ����=>���� ��!'!��� #'� 9�!� :��
����! �� �'�:��

(!$�� �
 �����
-% �	����- � ���������� &���	��% #'!���!��� �� )!$=>�� �,�
$�� ����� #!9�!�� #'� ��$=�!� %�'����$=�!� #!';%� %��'� :���= �%�$���%����8
%�'!8��!��= %;�!�� �� #'���$=�;� �,$; � ��$=��+>�� �';%!� % >�!#!'� ('� ��$��
��� )!$=>!+ ��')�$����!��� ���!�?�'; #!$�� %)$�:� �!:%��!%!,! #!�!$�� ��&��
$���$��� �;�!�� �$����� ����=>��= � ��!'!��= �%�$����= �� �� �!:���= )!$=>�+
:�#�� #! �,$� ����� H!� α ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �! α �!#�����!,!I�

� !�!)���!��8� #!$��� �� ��'��!�?�'�;� %;�!��� �!&�! ���&� !������ �$��
��7*�� ?���!';G ����=>���� '��#!$�,���!,! ����%'� �8,!+ �:�:� '!��� !)!'!�!%
��$!,! ,�:� ����=>���� '�)!�!�#!�!)�!��� $������ % %;�!��!� ���?���'� #$!��7
%����!��= ������%���!,! ,!'�:!��� :��'������� � !#!:��%����� �����!��� � %�:��
�$=�!+ !'�����'!%�!+ !>�)�� #'� ,$�:!��'�!� !#'���$���� '����!8��+ �! %!:�
��>�;� "�$�+ !,'��������7 ����%'���!��= ���!$����

M� ��� �	������ �����) ����	�! 	 �������#�� ���������!) ���!$��
$���� !);��! �� ����� ����� � ����� !�!)���!��� % #�$!��'!%���� �!�!';�
�:$!&��; % �!�"� 9�!+ ,$�%;�

�'!�� �!,! #'� #!$��� �� ��$;� ��!'!��8� �$����� ����;%��= �	������� ����
��������C

F %�$����%�� ����=>���8 ��!'!���!,! ��#!'� � �%�$�����8 �,$� ����� �&�
�	��
����! �
�	��
 �-���
����� ��!$�� )!$�� %8$! � � ���!�!';� :�#�:�;%�����
'��,�'��� �� !��$!����8 '�$�+ ��! �$����� ����;%��= #'� #�$!��'!%����� L�����
�!$&�� ��� ); #'��%����= �!);��8 � !#�'�&��= �� �!!�%����%�7*��� ��+��%�8��U

F �� )!$=>�� �,$�� ����� /77���������! /	������ %!!)*� ���� �&
��! #!�
��� �! ��$8 ��� ��� �� !��$!����� �� #'�%!��� � :�����!�� �:������7 �!9??�"��
���� #!�C���!+ ��$;� � 9�!� �$���� #!#�'���!� �#'�%$���� �$����� !��*���%$8�=
'�$�� ��#'�%$���8U

F #'� ����=>���� ��!'!��� � �%�$������ �,$� ����� � ' ; % # ! � ! � � ��
��'�$!%���!� �';$� #'!���!��� #'�&�� %��,! �� �,! �!�"�� ��! �!&�� #'�%���� �
#!8%$���7 ��)'�'�7*�,! �!����� � � ��$=��+>��� ���!#'!�:%!$=�!�� �%�$����
��7 �,$� ����� H� D#!��%���EI� �$8 !�$�)$���8 8%$���8 D#!��%���E � ���'�����8
�!�"�%!,! �';%� #'����87��8 '�:$���;� ���'!+��%� H#�'�,!'!��� � #'�I �! % $7�
)!� �$���� �';% #!�!�� �� ��'�$!%���!� �$� �'��,!$=�!� �';$� #'!���!��� ��
�'�:� #! %���� '�:����G %����$� !� :�'!&�����8 �� !,'�������!� ������� � :����
#!���#���! '��#'!��'��8���8 �� %�� �';$!� ('� :�'!&����� �����!,! �';%� �����
�����8 �����
 �
�	��
% �!�!'�8 ��� ); #'���#'�&���� $������ ! #'�)$�&����
� !#���!�� '�&���� (! ��'� ��$=��+>�,! ����=>���8 ��!'!��� ���!$�� ��������
&��
���
�!�� � �';$� �� �';$! � �!$=�! #!�$� 9�!,! #'!���!��� ��
	��
���U

F ��$� �� ���!�!';� ���!$���� �! ��'�$!%���;� �';$!� #'� #!$��� �� ��$!+
��!'!��� #!#�'����8 ����������8 ���!+��%!��= )���� :������$=�! )!$=>� #���%!+ 
�! �!&�� %!:������= �#�"�?������8 &�&�����
� �
��
��
 HD,!$$������+ >�,EIU

F #'� ��$=�!� %�'����$=�!� #!';%� %��'� �� ��$;� ��!'!��8� �%�$���%����8
%�'!8��!��= %;�!�� �� ����������� � �	 
�
���

����;%�8 ���:���!� �$����� %! %��� �$���8� �:)�,��= #!$��� �� ��!'!��8� ���=�
>� ���%;,!���+>�+ ��� )!$�� ��! �� ���=>�+ ��!'!��� �%�$���%�7��8 ��$!����
'!%;+ � ���!%!+ '���!�; �!#$�%��

6� ���� �� �	�������) ����	�� 	 ��	�����#�� ���������!) ����� �	��
������ �����������C

3K6



F #'� !�%$������ %������8 $������ �$� �,! !>�)��� % #�$!��'!%���� %!:�!&�!
&��������� �
�	����- � �
������� �������$=�!+ ��!'!��� ��! �!&�� #'�%���� �
#!��'� ���!+��%!��� �$� �#'�%$8��!��� ���!$��� #!8%$���7 !����!��;� ��?!'���
"�+ �!���'��"�� ��'�>���7 ���!+��%!+ '�)!�; %!:���!:�)!'���� �$� �%�,���$8
�$� � ��'�>���7 �� #'!��!���U

F #'� ��$���� ��!)'����;� )����'!% � # ' � % $ 8 � � ! � � = ���!$��� #'�
�%�$������ ��!'!���!,! ��#!'� ��$=�! %!:'������� �� )!$=>!+ �!:%��!%!+ ��!'!���
� ��$;� %;�!��� 9??����%�!��= �#'�%$���8 �!&�� ����= �'�:��'�!+� ('� 9�!�
%!:�!&�! #!8%$���� #!#�'���!+ � #'!�!$=�!+ '������� ��� ��� ���!$�� 9��',���!
� ��!&�����! �$8 $������ '��,�'��� �� !���= ��$;� !��$!����8 '�$�+� � �$����
%!:����!%���8 ���!+ '������� '���� �$����� :�&��= % ��+�'�$=�!� #!$!&���� �
'������� #'��'�����8�

��� $������ �%�'�! :��7� 9�! #'�%�$! �! ���!�!';� #'� %��:�#�!� #!8%$����
'������� ������7� �%�,��= '���!+ �!:��%�8 �%�'�+��7 !)����!%��U

F '������� �� )!$=>�� #'�)!'�;� ��!'!��8� �!&�� %!:������= � %�$����%��
��7��
*�� � &������� �&�
�	����% #'� �!�!';� !��$!����8 '�$�+ ����!$=�! :��
#�:�;%�7� #! !��!>���7 � !��$!����8� ';��,!% % ��)���� (!����!%�� ';��,!% %
��+�'�$=�!� #!$!&���� #'�%!��� � #'��'�*���7 � 9�!,! %��� �!$�)���+U

F �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� /77���������! ���- ��	�� &
�
�� � ��:�$!�= ); 
'������� ��%!:�!&��� �! �:�:� �%�$�����8 ���������!+ ���!+��%!��� #! #�'�,'�:��
�%�$���%����8 ����!�� H����=>����8 #�'�!�I �!)��%���;� #'!�!$=�;� �!$�)���+
���!$���� ('� )!$=>!+ ����!�� $����� )���� :�#�:�;%��= � '���"��+ !��$!����8
'�$�+ �!,�� );�= ��#'�%$��; #'� 9�!� �� #'!��% %'�*���8 ���!$��� � % ��!'!��
%'�*���8 % '�:�$=���� ��,! %!:������ &����	!�
� �
��
��
� (!����!%�� &� '�$�+
% ��+�'�$=�!� #!$!&���� ��#!���%��� ���!$��U

F #'� #�'��!�� ��!'!��� :%��� %!:�!&�� ���!�!'�8 �������������! &� ������
��� % %��� ��)!$=>!+ ������"�� � #���'!%���7 � #!8%$����� �8��*�� ���$�+ ��
'����� �� ���!�!';� ���!$���� 9�! 8%$���� #!��� ��:�����! �� �'�,�� #'!8%$8���8
��$=��� � �'�)��� :�����!,! !��$!����8 ���)�$�:��!'� �� ��)'�'!%����� �!:%��!�
%!+ ���!$�� #'�%;��%>�+ !,'�������8 #! ���$� M  :��8,�%����8 % #���'!%����
!���= ��$=�!U

F #'� #�'��!�� ��!'!��� :%��� ��)$7�����8 ���!�!'!� ���!����� &�&�����
��� ������������ ���!$��� #!9�!�� �� �'���:%��!%;� ��!'!��8� �$����� �:)�,��=
9��',���!,! ����%'�'!%���8� �� �!:%��!%;� ���!$���� #'� ���!�!'!� ���$� M �!�
&�� �����#��= #!$��8 #!��'8 #!#�'���!+ ���!+��%!��� HD%�$�&��EI� �� �%�'�:%��
�!%;� ��!'!��8� D%�$�&��E %!:�!&�� #'� ��������'���!� '��#!$!&���� )!$=>��
#!�%��!��

5� ������������ ��� ����� ������ % ��?!'��"�!��!� !��!>���� $�,�� 
��� % ,!'�:!���$=�!� #!$��� ��� ��� �!$�����%! #�'����'!% �%�&���8 ���!$��� 
#!�$�&�*�� !)8:���$=�!�� '�,�$�'!%���7 ���=>�� ����= �� �'�)����8 �!�'��8�=
:������7 %;�!�� #!$��� ��'&��= ��'�$�� %�'�!���'� �� ��$� � '�)!���= ��� �$8
���'&���8 ��!'!��� % :�����;� #'���$��� ('� ��)!'� %;�!�; ��� ��!�� % !#'����
$���!� #!$!&���� � ��!'!��= '�,�$�'����8 '���!+ #���� �:������8 �,$� ���$!��
�'����!'��� ('� 9�!� %�$����; ϑ H���,�&I Θ � Vy !);��! �� :���7��8 � ��#!�'���
��%���! �� '�,�$�'�7��8�

�! 9�! �� !:������ ��! ��)!' %;�!�; �� �!%'�����!� ���!$��� 8%$8���8 #'!�
��;� 9��#!� #!$���� �'!�� #�'�'�)!��� ����! #�$!��&�!+ ��?!'��"�� H!)C�� �!�
�!'!+ ���=>� ��� % ,!'�:!���$=�!� #!$���I $����� �!$&�� %!�#�'%;� %;#!$���=
��!,!���$���;� !#�'�"�� �%8:���;� � ����$!� #!$��� � %!�%�!';� %;��'&��=
#'!,'���� ��)!'� %;�!�;� �'!�� �!,! �!#!$����$=�;� �'���!��� �%8:��; � )!$=�
>��� �,$��� ���,�&�G $����� $�&�� �� �#��� ������%���;+ ,!'�:!�� �� %���� �
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#�$!��'!%��= #'��!����8 #! �%��,!'�:!��� :��'����� !):!' #'!$�����!+ �����!�
����

T� ��� ����� ������ �� �������	���� ������ )!$=>!� :������� �����
&�� �

 �������� �������� &� ������� �)'�����8 � '��� N�3N� ���!% �!$&��
);�= �#!�!) #�$!��'!%���8 ��$� �'�)����8 ��#'���' �: �!��� A H�!��" %:$���I
%;+�� :� ���
	!��� ���� % �!��� + H�%�'�:%��!%!+ ����������+ #!�!$!�Ih

�� �$����� �����= ��! �� ��&�!+ %;�!�� ��&�! #'���'&�%��=�8 �!+ ��!'!���
V����	� �!�!'!+ Vy = Vy ���� H��!'!��� V����	� #!��:��; �� '��� N�4 � N�3SI� ���!+
�#!�!) #�$!��'!%���8 �� 8%$8$�8 ); !#����$=�;�� <$�:��� � !#����$=�!�� #!
�������� %'����� #�'��!�� �: A % + 8%$8���8 �#!�!) #�$!��'!%���8 #'� �!�!'!�
�� ��&�!+ 9��',�������!+ %;�!�� H� %;)�'����8 ��!'!��= #!$��� V  �� �!�!'!+
�������$=�� /��� �������
� ��!'!#!�C���!��= �� �� dH�/dt = V �

y = V �
y �����

�� '��� N�3N �#$!>�!+ $����+ A@+ #!��:�� #'���' !#����$=�!+ #'!,'���; ���
)!'� %;�!�; �%�'�:%��!%!,! ���������!,! #!�!$��� �! $������ �'���! %;#!$���=
����7 �$!&��7 #'!,'���� #!9�!�� % ����'��"�� !�� !);��! :����8���8 ���!�!�
'!+ �#'!*���!+ #'!,'���!+ �! )$�:�!+ � !#����$=�!+� L����� �� �!&�� $�,�!
:�#!����= � %;#!$���= H#�����'��8 $���8 A@+ �� '��� N�3NI� �����! ��)!' %;�!�
�; � ��!'!��� #! �#'!*���!+ #'!,'���� #'�%!��� � �%�$�����7 %'����� � '���!��
�!#$�%� �� 3S2@SW H#! �'�%����7 � ��)!'!� #! ���!+ �!��!+ #'!,'����I�

���� N�3NG �#����$=��8 � �#'!*����8 #'!,'���� %;�!�� �� ����������+ �%�'�:%��
�!%!+ #!�!$!� :� ������$=�!� %'��8

�!&�! #!���%��= :����� ! ��)!'� %;�!�; � ��!'!��� �� % ������$=�!� %'��8 
� � ���
	!�� �
�-��� ��&	��
� ����8 :����� %��'������8 �� #'������ �!,��
�'�)����8 %;+�� �� '�&�� ������$=�!,! ��$!���'!%!,! '���!�� #�'�� #!$��!� #!
��'>'��� �$� ��#'���' �!,�� ���'�)���$=�#�'��%����� %;$����� ��%��'��� "�$�
� �#'�&������ #! %'������

('!,'���� ��)!'� %;�!�; � ��!'!��� � ������$=�;� '���!�!� �!#$�%� ����
&� �!%!$=�! �$!&��8� !!�%����%�7*�8 �'�%�8 V (H) #'!�!��� ����!$=�! $�%��
� %;>� �#$!>�!+ $���� A@+ �� '��� N�3N� �� #'������ !,'�����%�7��8 !��!+
#'!,'���!+ �� �� ��#!$=:�7� �#'!*����7 #'!,'���� �$8 t�� H#�����'��8 $���8
A@+I � �!,�� �!,�� �'�)����8 �:'���!�!%��= ������� �!#$�%�� ��$���� % #!�$���
��� �$���� �!��!�� �!$=�! % �!� ��! �$8 9�!�!��� �!#$�%� �!:%��!%!+ �����!�
#'!,'���; #'!�!����8 �� �� ?!'��&� � �� �������$��

4� ����������� H���&����I % ��?!'��"�!��!� !��!>���� ��!��! � ��)!'!��
�����! �� ���&���� ��!,�� ��'!,! :������8 %�$����� �,$� ���&���8 �$� %�'���
��$=�!+ ��!'!��� � �!,�� #�$!��'!%���� ����!$=�! ��$!&�8���8�

�� #$���'!%���� )�: �8,� ����! %!:������ :����� ! �!���&���� 
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	!������ ��$� ����$=��8 ��!'!��= )$�:�� � ���%;,!���+>�+ �! $����� �!$&��
�����!%��= 9�� ���%;,!���+>�7 ��!'!��= � %;��'&�%��= �� #! >�'!�!+ ��'�$��
�� �! #'��#!���!��!,! ����%'� H%!:��>��8 ���%;,!���+>�8 ��!'!��= V� #! �!��
�!+ ��'�$�� �� % #'!"���� ���&���8 )���� #!���#���! #����=I� ��$=�!��= #$��
��'!%���8 #'� 9�!� )���� '�%�� L � (H1 −H2) k����� ��)!$=>�8 ���!��!��= :���=
%!:������ :� ���� �!,! ��! ��!'!��= % ����$� #$���'!%���8 %�� &� ����!$=�! )!$=�
>� ��� % �!�"� H�!�8 �������!'��8 ��!'!��= V� � = [\]^_�

��$� ����$=��8 ��!'!��= ,!'�:�! )!$=>� ���%;,!���+>�+ �! :����� ! ������
��$=�!+ ��$=�!��� #$���'!%���8 #'�%'�*����8 % %�'��"�!���7� ('��#!$!&�� ��
%;�!�� H1 = 18 � ��!'!��= V1 = 2000 �1� HV� 1 = 630 �1�I� ��� #'� 9��� ����$=�
�;� ��$!%�8� #!$����= �������$=��7 ��$=�!��= #$���'!%���8 ��$� �������!'��8
���%;,!���+>�8 ��!'!��= V� � = 300 �1�h

����=>���� 9��',�� %;,!���� #'!�:%!���= #'� %!:�!&�! )!$�� %;�!�!� �'���
��� �9'!����������!� ������%�� $��!%���$=�! ��$� #$���'!%���� ���������8 ��
��!'!��� V1 = 2000 �1� H:���= ������%! k !���= ��$!I �! �$����� %����$� %;�
#!$���= !#����$=��7 ,!'�� H#'�!)'�:!%��= ��!'!��= % %;�!�� � ������$=�;��
#!��'8�� ����������!+ 9��',�� ���!$���I � %;+�� �� '�&�� �������$=�!,! �9'!�
����������!,! ������%� #'� M < 1 � :���� #$���'!%��= �� ���%;,!���+>�+ �����
���!'�!+ ��!'!����

�� '��� N�3M �:!)'�&��; !#����$=��8 H�#$!>��8 $���8I � '��!��������8 �#'!�
*����8 H#�����'I #'!,'���; ���&���8 �: � % + ��7*�� �������$=��7 ��$=�!��=�

3S� � $���!+ #'������ �!&�� %��'����=�8 � �'�,�8 :�����G &��������� ��������
�� � � + � ���
	!��� ����� (�$!��'!%��= #'� 9�!� ��&�! �$���7*�� !)'�:!�
H'��� N�3M >�'���#�����'IG

F %;�$7���= �%�,���$= H��$� 9�! �!#�����! #! ��$!%�8� :�����I �$� �����!%��=
������$=��7 �8,�U

F %;#�����= �!'�!:�;� *����U

F #�'�%���� ���!$�� % #���'!%���� � ����� �,$!� �!�!';+ !)��#���%�$ );
%;%!� �: #���'!%���8 �� ��!'!��� �� %;�!�8*�+ :� #'���$; !,'�������+U

F %;%���� ���!$�� �: #���'!%���8 �� ��!'!��� �!!�%����%�7*�+ �� !,'������
��7 H��#'���' #! q�������	IU

F ��$=��+>�� ���&���� #'!�:%!���= %�!$= !,'�������8 '�,�$�'�8 %�$�����
#'�)!'�!+ ��!'!��� �,$!� ���$!�� �'����!'���

���� N�3MG ('!,'���; ���&���8 �: � % + #'� '�:$���;� �'���'�8� !#����$=�!���
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3� ���* ��'�%�!��'�;+ ��,'�% �!$����;�� $����� '�:$���;� �����+ ���!�
�?�'; #'�%!��� � ��'�>���7 �� '�%�!%���!,! �!��!8��8 � � #�'���*���7 %!:�
��>�;� ���� !��!����$=�! :���!+ #!%�'��!��� �: !)$���� #!%;>���!,! % !)$���=
#!��&���!,! ��%$���8� J�! 8%$���� � ��:;%����8 %��'!�� �'!�� ,'������� ��%�
$���8 )!$=>!� %$�8��� �� ��#'�%$���� %��'� !��:;%��� �!'�!$��!%! ���!'���� 
%!:����7*�� %�$����%�� %'�*���8 ���$� � !��$!�87*�� %!:��>�;+ #!�!� %#'�%!
% ��%�'�!� #!$�>�'�� � %$�%! F % 7&�!��

('� '������ %$�8��8 %��'� �� #!$�� ���!$��� #'�����7� ��! �
&�
�	���� ����

�!&�� );�= #'!�:%!$=�;� H�� �� '�%�!%�'!8��;� �! %��� ��!'!�I � ��! �,! �������
�������! H������������!� !&������I �:���8���8 � %;�!�!+ �$���7*�� !)'�:!�G
K2N 1� �� %;�!�� 3S U 52T 1� �� %;�!�� 3SS U 3S 1� �� %;�!�� NSS  � )!$=>��
('��#!$�,�7� ���&� ��! ������8 ���!�!'�8 %�'!8��!��= %��'����=�8 % #!$��� �!
�'����� %��'!� ��� ���=>�+ ��� � )!$=>�+ ��$;� ��#'���' � %�'!8��!��=7 S 3W
�!&�� %��'����=�8 �'����+ %���' % �'� '�:� )!$�� ��$=�;+ ��� ���:��! %;>��
�'!�� �!,! ����;%����8 :�%����!��= ��#'�%$���8 � ��$; �'����,! %��'� !� ����� 
%'����� ,!�� � ���!��

� #!�$����� %'��8 !)��'�&��; � #!�'!)�! ���$��!%��; ��� ��:;%���;� ������
��� �������� J�� ������8 #'!�!�8� �� %;�!��� !� M �! 35 � � ���7� ���!+��%!�
��#'�%$���� �� #'!�8&���� �;�8� ��$!���'!%� �!'!��= %��'� % 8�'� ��'�� ��!,��
�!���,��� @SS 1� H5@S �1�I� �'������ ��'������8 �$� �);%���8 ��!'!��� %��'� #!
%;�!�� ����� #'� 9�!� ���&� )!$=>�7 %�$����� ��� ��� �!$*��� ��'�+�;� �����
��+ �'�%����$=�! ��$�� �'������ ∆u/∆H H!��!>���� #'�'�*���8 ��!'!��� %��'�
� #'�'�*���7 %;�!�;I �!&�� );�= '�%�;� S SM 1� �� ���' %;�!�;�

�)��'�&��; ���&� ��$=�;� %!:��>�;� ������8 �� %;�!��� )!$�� @M � � ����
�����!� ��!'!��� %��'� �� %;�!�� MS26S �� �! 9�� ������8 �:����; #!�� �$�)!�

@� � !)*�+ ����� #�'���*�7*�,!�8 %!:���� ���7��8 ������ 7	����
*�� ����
�����% %!:����7*�� %�$����%�� ��')�$����!��� #!�!��� �� '��� N�36 #!��:��� :��
#��= ��#'�';%�!,! �:��'���8 ��!'!��� %��'� u �� ���!�!'!� !�'�:�� %'����� t� ��
�'���77 ��!'!��= u�� ���$��;%�7��8 �$���+�;� #!$!&���$=�;� �$� !�'�"���$=�
�;� #'�'�*���8 ±∆u ��:;%���;� &����
��

���� N�36G ('���' :�#��� ��!'!��� %��'�

(!��!8���8 �!���%$87*�8 %��'� u�� !��:;%��� %$�8��� �!$=�! �� ��%�,�"�!��
�;� ��'����'������ #!$��� �� �� �� ��'� ��!� #���%�7 ��!'!��= � #'� �� #�$!��&�
�;� �%!+��%� ���!$��� '�%�!��'�;+ %���' �����!,! %$�8��8 �� !��:;%��� H��$� ��
�����=�8 '�:)�,� � #'!)�,� #'� %:$��� � #!�����I� �� #�$!��'!%���� %$�87� �!$=�!
#!';%; %��'� �� �� );��';� �:������8 �,! ��#'�%$���8 �$� ��!'!����

�����!�'�� ���;+ #'!���+>�+ �$���+ F ��
�*�� �
�	��
 �
 ����������� ����
����� � ���&���
�� � &����
 ����
 H'��� N�35I ��:;%���!,! /77������� &����

3NS



���

V!'�� #!';%� �� �� �'�%�8 ∆u(t) �!&�� );�= '�:$���!+ ��! %$�8�� �� #!%��
����� ���!$���� ��&� ��$=�;+ '��$=�;+ #!';% � )!$=>!+ %�$����!+ ∆u �!&��
!��:��= �� ���!$�� !���= �$�)!� %!:��+��%�� ��$� %�$����� ∆u ��'������ ���$���
�! H��$ ,'������ d∆u/dtI� ���!+ '��$=�;+ #!';% 9�%�%�$����� #! �%!��� %!:��+�
��%�7 �� ���!$�� ,!'�:�! ���=>��� 9??����%�!�� ���#�����!�� #!';%� H� �!�!�
'!,! d∆u/dt = ∞I�

�� ������� #�$!��'!%���8 '�)!�� �%�!���!% #'!��!��= ���!$��� � #'� %$�8��
%�$����� �����! 9??����%�!,! #!';%� � �!�!'!�� #'�%!����8 #!';% '��$=�;+�

���� N�35G ��!'��������+ �$� 9??����%�;+ #!';% %��'�

���%���! ��! ��$=�;� #!';%; )���� %��'����=�8 '�&� ��� �$�);�U �! %��=
�!����!��! � !��!,! ��$=�!,! #!';%� ��!); ���!$�� �!'%�$�8 % >�!#!' �$� #!$��
��$ ��?!'��"�� �!���'��"�� #!9�!�� %�&�! :���= � ���!+ %�'!8��!��=7 �!&�!
%��'����=�8 � 9??����%�;� #!';%!� %��'� �!+ �$� ��!+ ��$;� �� '��� N�3T % ���
����%� #'���'� #!��:��! ���!� '����!8��� L �!$&�� #'!$����= ���!$�� �� %;�!��
3 M2K �% ��!); %��'����=�8 % �'����� �!�8 ); � !���� 9??����%�;� #!';%!�
:�����!+ ��$; ∆u�

 H:�>�'��!%����8 #!$!�� !�%��;%��� '�:�$=���; '�:$���;�
9��#�'�����!%I�

K� ('��#!$!&�� ��! % �!���� t1 ���!$�� %��'���$�8 � #'�%;� ��	���� ����%
��� %��'� H'��� N�34I� �$8 ����$� )���� ������= ��! $����� #'� 9�!� % �#'�%$����
�� %��>�%����8 �� �� ��'&�� '���� � #���$� ��#!�%�&�!� 	%�!������ H�%�!#�$!�
�$� ���#?�'I %;�$7����� O�! &� #'!�:!+���h

�$��;%�8 %���!'�! ��!'!��= #!';%� ∆u �! ��!'!��=7 ��)�,�%>�,! #!�!�� V  
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%!� �';$! � �,$!� β1 � ∆u/V �

V$7,�'�! ���!+��%;+ ���!$�� )���� ��'����=�8 ���'����= 9�! ��!$=&���� �
������ '�:%!'���%��=�8 %#'�%! H�!�!� #'!��% #!�!�� W I� (!�$� ����!$=��� :����
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$����= �&� � �'�,�� ��'�!� � � !����!��;� $�%;� �'��!��

('��'�*���� %!:��+��%�8 �� ���!$�� )!�!%!,! #!';%� % �!���� t2 9�%�%�$����!
#!8%$���7 #!';%� #'!��%!#!$!&�!,! ��#'�%$���8 �� �� % #!$!&���� 4 �� '��� N�34
���!$�� �������� ��!$=:��= $�%;� �';$!� %#�'�� � �� ��

���� #'� ��&�!� )!�!%!� #!';%� %��'� $����� �!$&�� ���'��8�= �'��; �
��#'�%$8�= ��'��

��� #!%$�8�� �� #!%������ ���!$��� %�$7����� ��&7��
 ����
���F J�!� ���#�
?�' #'�#8���%��� %'�*���7 ���!$��� %!�'�, %�'����$=�!+ !�� �� �� :����$8�� '�:�
%!'!� �!�!� #'!��% ��)�,�7*�,! #!�!�� %!:����� ('� %�!�� % )!�!%!+ #!';% �#'�%�
��!$=&���� #'�%;� �';$!� %#�'�� )���� )!$�� �$���$=�;� � ���!$�� ���'�����8
%$�%! )!$=>� H'��� N�@S �'�%;� β� � γ�I� ����� !)'�:!� %�$7����� ���#?�'� ';��
����8 % )!$����� #'�%!��� � �%�$�����7 !����!��!,! �'��� #'� %�!�� % ��&�;+
#!';% H� #'� %;�!�� �: ��,!I�
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���� N�3TG ��'!8��!��= %��'��� � 9??����%�;� #!';%!� %��'� :�����!+ ��$; H��!�
); %��'����= �!�8 ); !��� #!';% ∆u ��&�! #'!$����= '����!8��� LI

�! #'�������� ������� � 
���&�	��
 #!$�!��=7 '�>��� #'!)$��� )!�!%!+ ����
)�$�:�"�� ���!$��� )�: %��>���$=��%� $������ H'��� N�@S �'�%;� β� � γ�I�

N� ('��#!$!&�� ��! �� ���!$�� $��8*�+ �! ��!'!��=7 V  #!��+��%!%�$ �����%
��! ����� %��'� ∆u H'��� N�@3I� �!:��>��8 ��!'!��= %$�87*�8 �� %�$�����
�9'!������������ ��$ � �!����!% #'� 9�!� %!:'����� H�!�8 #���%�8 ��!'!��= !��
�!����$=�! :��$� ������ ����=>��=�8I � #'� ��%��>���$=��%� $������ �!$&�;
%!:������= �$���!#�'�!�������� �!$�)���8 ��!'!��� � %;�!�;� �����!+��%;+ #!
��!'!��� ���!$�� #'� #!#������ %! %��'���;+ #!';% ������ ���&��=�8 � �%�$����
%��= ��!'!��= �*� )!$=>��

('��������� #'!�!$=�;� #!';%; %��'� �� #�$!��'!%���� !�'�&�7��8 �$�)! 
%%��� �!,! ��! �$���!#�'�!������!� �%�&���� ���!$��� $�����!� #!��� �� :����
�����8� ��$7����� #'!��!,! ��&7��
 �
� 
�
 �� #!%������ ���!$��� #'� #'!�
�!$=�;� #!';%�� %��'� #!��� �� ���:;%����8 ��� ��� �,$!%�8 ��!'!��= ωz �� �!�
�!'�7 '��,�'��� 9�!� ���#?�' :���= �'�:%;��+�! ��$�� ��$7����� #'!�!$=�!,!
����$� 
���&�	��
 ����!$=�! �,$�&�%��� �$���!#�'�!�������� �!$�)���8 � �$��
�!%���$=�! 8%$8���8 #!$�:�;��

M� ���)!$=>�� %$�8��� �� #�$!��'!%���� ���!$��� � �,! #'!��!��= !��:;%�7�
����	��#�� ������) #'� ��+��%�� �!�!';� �:���8���8 �,!$ ����� �';$�� ('�
9�!� �!,�� );�= #'�%;>��; !,'�������8 �$� #! /��&	�
�
*������ &��� ����� H�
�!,�� �!���'��"�8 #!$���� !����!��;� ��?!'��"��I �$� #! � 	� 
�
�� H� �!,��
�������8 �'8��� �$� #'!�:!+��� �';% % >�!#!'I�

6� -��������� �������) #'� �!�!';� �!&�� );�= #'�%;>��� 
���
	!�
�
/��&	�
�
*����
� &��� ����
� ���������� #'�'�*���8G

F �,$� ����� #'� #!';%� ∆α = ∆u���
V U

F �!9??�"����� #!�C���!+ ��$; ∆Cy = C
α

y ∆αU

F #!�C���!+ ��$; ∆Y = ∆Cy S qU

F #�'�,'�:�� ∆ny =
∆Y
G

=
C

α

y ∆u�

 S ρV
2

V 2G
�

('��#!$!&�� ��! ���!$�� #�'%!����$=�! $���� � #�'�,'�:�!+ ny = 1 �!,��
�!#�����!� #'�'�*���� #�'�,'�:�� )���� '�%�! ∆ny = n�y ���� − 1U #!����%�% 9�!
�!!��!>���� % #!�$���77 ?!'��$� '�:'�>��� #!$�����!� �'�%����� !��!����$=�!
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���� N�34G ����"�8 ���!$��� �� )!�!%!+ #!';% %��'�

V

V�������	 =
2G (n�y ���� − 1)
C

α

y S ρ∆u�


. (4.15)

(!$�����!� %;'�&���� ���� %�$����� 
���
	!�� ��&������ �������� #'�
'������!� 9??����%�!� #!';%� %��'�� ('�%;>���� 9�!+ ��!'!��� %! %'��8 #!$��� %
)!$����� �!&�� #'�%���� � %;�!�� :� �������$=��7 9��#$����"�!���7 #�'�,'�:���

�� ���'�)���$8� ���'�)���$8��)!�)�'��'!%*���� � �'�,�� #!�!)�;� ���!$��
��� !,'�������� #! )!$����� !);��! $�&�� ��$��! :� �'�,��� !,'�������8�� ����
����$=�!+ ��!'!����

�8&�$;� ���!$��; H��$=��� )!�)�'��'!%*��� �'���#!'��;� � �'�I ���7� �'�%�
����$=�! )!$=>!� ��$������ �';$� � �$��!%���$=�! )!$=>�7 %�$����� #'!�:�
%!��!+ C

α

y � � �! &� %'��8 9��#$����"�!���8 #�'�,'�:�� � 9��� ���!$��!% ��$� �
!,'�������� �������$=�!+ ��!'!��� #! )!$����� �!&�� ����= #'� #!$��� �� ��$;�
%;�!��� !#'���$87*�� H'��� N�@@I�

�� ���!$��� � �� �$8 ����=>���8 #'!�:%!��!+ C
α

y #'� #!$��� % )!$�����
�';$! �$����� #!���%��= �� )!$=>�7 ��'�$!%���!��=�

5� ���# ���������� �������) #'� �!�!';� �!&�� #'!�:!+�� #'�%;>����
��&����� � � 	
 
�
��C

F �,!$ ����� % ,!'�:!���$=�!� #!$��� α� =
2G

Cα

y S ρV
2
U

F #'�'�*���� �,$� ����� #'� #!';%� ∆α =
∆u�


V

U

F �!#�����!� #'�'�*���� �,$� ����� ∆α = α��	 − α��
(!����%�% % �'��=� '�%����%! %;'�&���8 �$8 ∆α � α� %:8�;� �: #�'%;� �%��

'�%����% � '�:'�>�% #!$�����!� �'�%����� !��!����$=�! ��!'!��� V  #!$����

V�����	 =
∆u�


2α��	

+

√(∆u�


2α��	

)2

+
2G

Cα

y α��	 S ρ

T� �$8 #'���'� #! ?!'��$�� HN�3MI � HN�36I %;���$�� V�������	 � V�����	 ��
'�:$���;� %;�!��� #'� ∆u�

 = 15 1��
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���� N�@SG ����"�8 ���!$��� �� )!�!%!+ #!';% %��'� #'� %�$7����� ���#?�'� ';��
����8 H�I �$� �%�!#�$!�� H	I

���� N�@3G ����"�8 ���!$��� �� #'!�!$=�;+ #!';% %��'�

����;� ���!$���G G/S = 3000 '12 HKSS � �12I n�y���� = 3 C
α

y = 4 ��1�
�
HS S5 ��1 �
�I α��	 = 0, 3 �
� H17◦I�

��:�$=���; '������ #'�%����; �� '��� N�@@� ('!���$�:�'��� 9�!� ,'�?���
('� :�����!+ % #'���'� %�$����� 9??����%�!,! #!';%� %��'� H3M 1�I ��

9�!� ���!$��� �!&�! )�:!#���! $����= � :��$� H)�: #'�%;>���8 n�y ���� � α��	I
% ���#�:!�� ��!'!���+ V = 335 − 575 �1� H% ���#�:!�� �������!'�;� ��!'!�
���+ V� = 335 − 575 �1�% �� %;�!�� 3S � F % ���#�:!�� V = 495 − 1710 �1�
HV� = 290 − 1000 �1�I�

������� ��! #'� :�����!+ %�$����� ∆u�

 ���
	!�
� ��&����
� �������!
� ������� ���	����
���� H!� KKM �1� � :��$� �! N4M �1� �� %;�!�� 3S �I �
�������������
� �����
����
� �������! ���!�
���� H!� KKM �! @4S �1�I�

,
���
	!�
� ��&����
� �������! � ������� ���	����
���� ����! ������
H!� M5M �! 353S �1�IU ��'����'�! ��! ������ ���	����
���� � �������������
�
�����
����
� �������! H!� M5M �! 3SSS �1�I � 9�! �� )!$=>�� %;�!��� %��,�� #'��
%!��� � %;�!�� ����!,! !,'�������8 :� ,'���"� �'�,�� !,'�������+ �������$=�!+
��!'!����

4� ��	 ��� ��� ������ ��� ��������� � ����	��#��! ����� ��%
��< ('��#!$!&�� ��! % �!���� t1 �� ���!$�� #!��+��%!%�$ ���-������ #!';%
H'��� N�@KI� ('!�:!+��� #'�'�*���� �,$� ����� � #�'�,'�:��� ('!�!$=�! ���!+���
%;+ ���!$�� �'�:� &� ������ !#�����= �!� ��%��'��� #!';%� �)'��;%�8 9�! #'��
'�*����� �������8 �!'!��!#�'�!�������� �!$�)���8 � :�����7*�+ ��#$����!+� �
�!����� %;�!�� �: #!';%� Ht2I #'�'�*���8 ∆α � ∆ny ����=>���8 � �,!$ ���,�&� ϑ
�:������8 �:�:� #!%!'!�� ���!$��� �!�!� ��%��'��� #!';%�� �;�!� �: %!��!�8*�,!
#!';%� % �!���� t2 ��!%� #'�%���� � ��'�>���7 #'!�!$=�!,! '�%�!%���8 ���!$���
� �� ��

('� %�$7����� #'!�!$=�!,! ����$� 
���&�	��
 H�$� ���#?�'� ���,�&�I ���
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���� N�@@G ('���' !,'�������+ ������$=�!+ � �������$=�!+ ��!'!���+ ���!$���
#! '������!�� 9??����%�!�� #!';%� %��'�

���� N�@KG ����"�8 ���!$��� �� %�'����$=�;+ #!';% %��'�

�!$�� '��,�'��� �� %�'����$=�;+ #!';% ����!$=�! #!���!��� 	%�!#�$!� ��'�����8
�!�'����= :�����;+ �,!$ ���,�&� �� �� �� #!:%!$8�� ���!$��� );��'! #!%�'���=�8
�!�!� ��%��'��� #!';%� � �)'!���= #'�'�*���� �,$� ����� � #�'�,'�:��� � 9�!�
�$���� α � ny %!:%'�*�7��8 � ���!��!�� :������7 ���$����� :� ���� #!���#���!�
,! �%$�����8 ���!$��� %%�'� %!��!�8*�� #!';%!�� �!,�� %�'����$=��8 ��!'!��=
���!$��� �'�%�8���8 �! ��!'!��=7 #!';%� ��+��%�� #!';%� #'��'�����8 ��&� )�:
#!%!'!�� ���!$��� %!�'�, #!#�'���!+ !�� H'��� N�@NI�

('� %�$7����� �%�!#�$!�� #�'�,'�:�� #'� %�'����$=�!� #!';%� �)'��;%����8
���$����� #!9�!�� �!,$! ); #!��:��=�8 ��! #'� )!$����� "�$��!!)'�:�! �%�!#�$!�
%;�$7���= � #�'��!���= �� '���!� �#'�%$����� �����! 9�! �� %��,�� ����

('�������� �%�!#�$!�� % ��$!%�8� ������� �����	�������� :������$=�! ����=�
>��� %�'!8��!��= %;�!�� ���!$��� :� �!#�����;+ �,!$ ����� �$� :� 9��#$����"��
!���7 #�'�,'�:��� ��$! % �!� ��! �� #'������ %��'���7��8 �� !���$=�;� ���#�����
�;� #!';%; %��'� � ��'�� #!';%!% ���!+ '�:�!!)'�:�!+ ��$; ?!'�; � ��#'�%$��
��8� ('��#!$!&�� ��! % #!$��� �����$� %��'���$�8 ����!�8*�+ #!';%� ('!�!$=�!
���!+��%;+ ���!$�� ������ #!������= �!� �%�$���%�8 �,!$ ������ �! ��$� % 9�!�
�!���� %��'�����8 %!��!�8*�+ #!';% �! 9�! #'�%���� � �%!+�!�� �%�$�����7 �,$�
����� � #�'�,'�:��� ��$7����;+ �%�!#�$!� �� #!:%!$�$ ); ���!$��� '��,�'!%��=
�� #�'%;+ #!';% � ��+��%�� %�!'!,! #!';%� );$! ); !�$�)$��!� ����� !)'�:!� 
��+��%�� #!�$��!%���$=�;� #!';%!% �!&�� #!#���= % '�:!���� � �!)��%���;�� �!�
$�)���8�� ���!$��� �!,�� ��#$����� �!$�)���+ �,$� ����� � #�'�,'�:�� );��'!
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���� N�@NG ����"�8 ���!$��� �� %�'����$=�;+ #!';% %��'� #'� %�$7����� �%�!#��
$!��

%!:'������� � ����!� �$���� %�$7����� �%�!#�$!�� !��:;%����8 &�	�����

('�������� �%�!#�$!�� ����!%���8 ����	
��	!�� % ��$!%�8� ����! ��	!���
�����	��������% �!,�� %!:�!&�� %;�!� :� #'���$=�;+ '�&�� ��&� #'� ��+��%��
�������!,! ��$=�!,! #!';%�� � 9�!� �$���� '���!� �#'�%$���� !)��#���%��� )!$��
%;�!��7 )�:!#���!��= #!$���� ����= �!&�� #'����8�=�8 �!$=�! �%�!#�$!� � �!�
#!$����$=�;� �#'�%$87*�� ��,��$!� !� �,$� ����� �$� %�$����; #�'�,'�:�� %
"���'� �8&���� ���!$����

"�� ����� �&�
�	���� $����� �� �!$&�� !)'�*��= %������� �� ��&�;+ #!';% 
��� ��� �$���7*�+ �!&�� !��:��=�8 #'!��%!#!$!&�!,! ��#'�%$���8� ��$� �$�����
��'&��= % !��!%�!� ��#!�%�&�! ��$���� �%�&���8�� �!�'��88 :�����;+ �,!$
���,�&� � ���'��88 �'��;� ���,�'!%��= ��&�! �!$=�! �� !���$=�;� !���= ��$=�;�
#!';%; ��!); �� �!#�����= %;�!�� ���!$��� �� �'��������+ '�&���

3S� ������������ � ����!��� ������* �'�+�;� ������8 :�����7� #!
%;�!�� �'�%����$=�! ��)!$=>!+ �$!+ ���!�?�'; #!9�!�� �� ,'���"� 9��� �����
��+ ��!'!��= %��'� �:���8���8 !���= );��'! �� �� ,'������ du/dH ����� )!$=>�7
%�$������ ��� 9�! !�'�&����8 �� �������� #!$��� ���!$���h

('��#!$!&�� ��! ���!$�� ��)�'��� %;�!�� � %�'����$=�!+ ��!'!��=7 Vy =
100 1� � %�!��� %! %��'���!� ��'�+�!� ������� � ,'������!� du/dH = 0, 05 1�1
H'��� N�@MI� $��!%���$=�! ��&��7 ������� H��'�: ��&�;� 3SS I ��!'!��= %��'���
�!,! #!�!�� %!:���� H�� �� %!:��>��8 ��!'!��= ���!$���I )���� %!:'�����= �� 0, 05 ·
100 = 5 1� H�� 3T �1�I� �$8 �!�'�����8 :�����!+ ��!'!��� $����� �!$&�� :���=
�%�$���%��= �,!$ ��)!'� Θ � %�'����$=��7 ��!'!��= Vy�

���� N�@MG �:������� ���$!�� �'����!'�� #'� #�'��!�� ��'�: ��'�+�!� ������� �
#!��!8��!+ %!:��>�!+ ��!'!��=7

('� %;�!�� %%�'� �: %��'���!,! ��'�+�!,! ������8 %!:��>��8 ��!'!��= #�����
� �,!$ ��)!'� ��!)�!���! �����$���! ����=>��=�

��!� ���:� % #!#���!� ��'�+�!� ������� ���&� #'�%!��� � ����=>���7 %!:��>�
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�!+ ��!'!��� � � ��!)�!���!��� );��'! ����=>��= �,!$ ��)!'�� �;�!� %%�'� �:
#!#���!,! ��'�+�!,! ������8 �!$&�� �!#'!%!&���=�8 �%�$������� �,$� ��)!'��

�:������� %!:��>�!+ ��!'!��� �$� ��!'!#!�C���!��� �� ,'���"� ��'�+�!,! ���
����8 �!&�� );�= !���= )!$=>�� � );��';�� ('� Θ = [\]^_ ��!'!��= �!&�� �:�
���8�=�8 ,!'�:�! 9��',����� ��� #'� !);��!� '�:,!�� �$� �!'�!&���� % ,!'�:!��
��$=�!� #!$��� � #!$�;� ��#!$=:!%����� �8,� �$� %!:��>�;� �!'�!:!%�

�%!:= �$!+ ��'�+�!,! ������8 �� '��!��������8 %;#!$�8�= %�'����$=�;� ?��
,�'; H,!'�� #���'!%���8 #��$� #!$�#��$� #�'�%!'!�; � #'�I ��� ��� ��'����'
�:������8 ��!'!��� � #�'�,'�:�� �� ?�,�'� :���= ��$=�! ����&����8 � %!:�!&�!
#!#������ ���!$��� % !#���;� #!$!&���8�

�'� ���	� 
 �����% �	7�� %

3� D������ �/���� ��:;%����8 '�&�� �����!%�%>�,!�8 #!$��� #'� �!�!'!�
�$���+�!� �%�$������ ��!'!��� #'�%!��� � #!8%$���7 #!$!&���$=�!,! � ����=>��
��� ��!'!��� F � #!8%$���7 !�'�"���$=�!,! �:);��� �8,�� ('� 9�!� #�'�'��#'����
$���� #'!�!$=�;� ��$ #'�%!��� � �*� )!$=>��� !��$!����7 ��!'!��� !� ���!��!+E
H�((I�

J�! !#'���$���� ��&�����8 % #!8�����8�G
F % ���$!��!� #!$��� #!� D�:);��!� �8,�E �$����� #!�����= ����� ������$=�

�;� � �'����!'�� ��$ P −Q−G sin ΘU #'���� % �����!� �$���� #$���'!%���8 �8,�
%!!)*� �!&�� );�= '�%�� ��$7 � �!,�� D�:);�!� �8,�E )���� '�%�� −Q−G sin ΘU

F �$!%� D�����!%�%>�+�8 #!$��E !:����7� ��! ��!'!��= #!$��� � ���$!� �'��
���!'�� � ,!'�:!��� �!$&�; );�= #'� '�&��� #!��!8��;�� �� �� #�'�� �$���+�;�
�:�������� ��!'!��� �!$&�; �!)$7���=�8 '�%����%�G P = Q� H�$� P = Q+G sinΘ 
��$� '������'�%��= !)*�+ �$���+ %�$7��7*�+ ��)!' %;�!�; � ���&����I � Y = G
H�$� Y = G cos ΘI�

����� !)'�:!� %�!'!+ '�&�� �!&�� ����= ����! % ���!�!'!� ���#�:!�� ��!�
'!���+ �� �����!%�%>���8 '�&��� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� #!�C��� �$� ���&���8
H#$���'!%���8I �� �����!%�%>���8 %�'�&�� %!��!�8*�� � ����!�8*�� �#�'�$8��

@� =�����! �/�� �/����� 8%$8���8 ��!'!��= �� �!�!'!+ #'� #!$�!+
�$� ��#!$�!+ �8,� �'�%�8 P (V ) �!#'��������8 � �'�%!+ Q(V ) #!��'!���!+ #'�
ny = [\]^_ H'��� N�@6I�

� #'8�!$���+�!� �����!%�%>���8 ,!'�:!���$=�!� #!$��� #'� ny = 1I 9�� ,'����
"� � ���!$��!% � ��� ���!����8 ��	��� �
��� �������� �������� V� H'��� N�@6 
I 
� ���!$��!% � ��� H�$� � #!'>��%;�� �%�,���$8��I F �� ��!'!��� ���=>�+ ����
%;,!���+>�+ H'��� N�@6 � I� �� �����!%�%>���8 %�'�&�� � �#�'�$8� ,'���"� ��&��
'�&����� ���!����8 �� ��!'!��� #'���'�! %

√
ny '�: )!$=>�+ ��� % #'8�!$���+�

�!� ,!'�:!���$=�!� #!$��� H'��� N�@6 
I�
� ���!�!';� �%�'�:%��!%;� ���!$��!% ��'����' #'!������8 �'�%;� P (V ) �

Q(V ) ���!% ��! 9�� �'�%;� �!,�� �!#'������=�8 �*� % �%�� �!����G #'���'�! ��
M = 1, 1−1, 2 � �� M = 1, 8−2, 2 H'��� N�@6 �I ��! #'�%!��� � #!8%$���7 ���#�:!��
�%�'�:%��!%;� ��!'!���+ % �!�!'!� ���&� %!:�!&�� #!$�� �� %�!';� '�&�����

� ���$!��!� #!$��� H#'� ��)!'� ���&���� � �� �#�'�$8�I ,'���"�+ ��&��
'�&����� 8%$8���8 ��!'!��= �� �!�!'!+ �!#'�����7��8 �'�%;� Q(V ) � P (V ) −
G sin Θ H�!���%$87*�8 %��� −G sin Θ #! �%!��� ��+��%�7 ���$!,���� �8,� P I�

K� ���� �� ������ �/�� ����� ���!�!';� %�&�;� �����������% �$8 #!�
������8 �!�!';� ��&�! #'��%�'���$=�! %������$=�! '�:!)'��=�8 � %!#'!�!� !
:�%����!��� $!)!%!,! �!#'!��%$���8 ���!$��� !� ��!'!��� �,$� ����� � #�'�,'�:�
���

3N5



���� N�@6G ���#�:!�; ��!'!���+ Z � ZZ '�&��!% #!$���G 
 F ���!$�� � ��� � F
���!$�� � ��� � F �%�'�:%��!%!+ ���!$�� � ���

�� '��� N�@5 �:!)'�&��� ,'�?������ :�%����!��= Q(V�, ny, α)U ��!); �� :�����
�8�= !��!%�!+ %!#'!� #!)!��;�� !)��!8��$=��%��� �'�%;� :���= #!��'!��; )�:
����� �&�����!��� %!:���� �� �� %�� �9'!������������ �!9??�"����; HCx 0 A 
Cy ��	 � #'�I �����7��8 #!��!8��;�� #! ��!'!���U #'��8�! ���&� α0 = 0� ('!�
���$�:�'��� '��� N�@5�

��$� #'� �:������� ��!'!��� $����� )���� ����
�! ����� ��&�������% �! #'�
$7)!+ ��!'!��� H� ����!� #'��8�;� �!#�*���+I )���� �!�'��8�=�8 !��� � �!� &�
�,!$ ����� Hα = [\]^_I � �$��!%���$=�! )���� #!��!8��;�� �!9??�"����; #!�C�
���!+ ��$; � $!)!%!,! �!#'!��%$���8 HCy = [\]^_ � Cx = [\]^_I� � 9�!� �$����
$!)!%!� �!#'!��%$���� #'!#!'"�!��$=�! �%��'��� �������!'�!+ ��!'!���

Q = Cx S 0, 5 ρ0 V
2
� ,

� �'�%;� Q(V�) )���� #'�����%$8�= �!)!+ �%��'�����;� #�'�)!$; #'!�!�8*�� ���
'�: ����$! �!!'������ �� '��� N�@5 #�����'!� �:!)'�&��� ��'�8 9��� #�'�)!$ #!�
��'!���;� �$8 &��������- � 	�� 
�
�� α = 0◦ 3◦ 7◦ 14◦ 28◦ H��#!���� ��!
��&�!�� �: 9��� �,$!% ����� � ��&�!+ #�'�)!$� �!!�%����%��� �%!� %#!$�� !#'��
��$���!� #!$!&���� '���� � '�$8 %;�!�;I�

�!'��$=��8 #�'�,'�:�� ny #'� α = [\]^_ ���&� )���� #'!#!'"�!��$=�� �%��'��
�� �������!'�!+ ��!'!����

��$� #'� �:������� ��!'!��� $����� )���� ��������
�! &��������� &��� ����
�� Hny = [\]^_I �� �� #'� �%�$������ ��!'!��� )���� !��$!�8�= '���� !� ��)8 �
����=>��= �,!$ ����� α � #'� ����=>���� ��!'!��� F !��$!�8�= '���� �� ��)8
� �%�$���%��= α �! �$8 #!��'!���8 ,'�?�����!+ :�%����!��� Q(V�) �$����� %!��
#!$=:!%��=�8 ?!'��$!+ H�����8 #!$8'� �%��'�����!+ #�'�)!$!+I

Q = Cx 0 S
ρ0 V

2
�

2
+
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2
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�� '��� N�@5 �#$!>�;�� $���8�� �:!)'�&��; �'�%;� Q(V�) #!��'!���;� �$8
&��������- &��� ����� ny = 0, 1, 2, 4, 6, 8� ��#!���� ��! %�!$= ��&�!+ !���$=�!+
�'�%!+ #!$!&���� '���� � �,!$ ����� ���87��8 #'���� �,!$ α !)'���! #'!#!'"�!�
��$�� V 2

� U :������ ���&� ��! �'�%;� �!#'!��%$���8 #'� α = 0 � ny = 0 �!%#���7� 
9�! %;������ �: #'��8�!,! �!#�*���8 α0 = 0�

N� ����# ������ ���� �� ������ �/�� �� ��!'!��� V2 H'��� N�@TI �
$����� �����!%�$ ��� ����� !)!'!�; ��!); %;#!$�8$!�= '�%����%! P = Q� �
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���� N�@5G ��%����!��= $!)!%!,! �!#'!��%$���8 ���!$��� !� �������!'�!+ ��!'!���
#'� #!��!8��!+ #�'�,'�:�� � #!��!8��!� �,$� �����

'���!+ �����!%�$ ���!+ �,!$ ����� H16◦I ��!); %;#!$�8$!�= '�%����%! Y = G�
	 ��#�'= '����!�'�� #!%������ ���!$��� � #'���; #�$!��'!%���8 % '�:$���;�
��'����'�;� �$���8��

M� ('��#!$!&�� ��! ��!'!��= �$���+�! ������	
 �� ��)!$=>�7 %�$����� +∆V
H��#'���' % '�:�$=���� %��'���!,! #!';%� %��'�I �! $����� !���%�8 '���� ��
����% ����=>��� �,!$ ����� H�! 12◦I � %;��'&�%��� &��������� � �	 �
�	��
 ��
�
������� � ,!'�:!��� H% �����!� �$���� F #!��!8���7 %;�!��I� ('� 9�!� $!)!%!�
�!#'!��%$���� ������ ���=>� �8,� H�:);�!���8 �8,� �� '������ :�>�'��!%���I �
���!$�� ������ �%�$���%��= ��!'!��= � ��$=>� F %#$!�= �! V1 �!,�� �!#'!��%$��
��� Q� ��!%� ������ '�%�;� �8,� P H#'� 9�!� % #'!"���� '�:,!�� $����� �!$&��
); #!���#���! !���%��= '���� !� ��)8 ����=>�8 �,!$ ����� �! 2◦ #'� V1I� �$8
#�'�'!%���8 ��#'!�:%!$=�!,! '�:,!�� �'�:� &� #!�$� �$���+�!,! �%�$�����8 ��!�
'!��� $����� �!$&�� �)'��= !)!'!�; %!�����!%��= :������7 ��!'!��= V2 � ��!%�
�%�$����= !)!'!�; �! #�'%!����$=�!+ %�$����; !��$!�88 '���� � �:���88 �,!$
����� % �!!�%����%�� � �:������8�� ��!'!����

��$� #'� V2 ��!'!��= �$���+�! ���!��	
�!% � $����� �$8 #!��!8���%� #!�C�
���!+ ��$; � ���$!�� �'����!'�� )���� #!�)�'��= '���� �
 ����% �%�$���%�8 ���
���;� �,!$ ����� H#! '������ F �! 22◦I �! $!)!%!� �!#'!��%$���� ������ )!$=>�
�8,� � ���!$�� )���� ����=>��= ��!'!��= � ��$=>� F #!�� �� �!'%���8 % >�!�
#!' H������%���! 9�! #'!�:!+��� % �!� �$���� �!,�� $����� #'� #������ ��!'!���
��#'�';%�! #!�)�'��� '���� �� ��)8 ��'��8�= ���'&��= ���!$�� �� #!��!8��!+
#�'�,'�:�� �$� �� #!��!8��!+ %;�!��I� �$8 #�'�'!%���8 ��#'!�:%!$=�!,! �!'�!�
&���8 $����� �!$&�� �%�$����= !)!'!�; %!�����!%��= :������7 ��!'!��= V2 �
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���� N�@TG � #!8�����7 !�!)���!���+ #!$��� �� %�!';� '�&����

��!%� �)'��= !)!'!�; �! #�'%!����$=�!+ %�$����;�
$��!%���$=�! ��$� $����� %;��'&�%��� '���!+ &��������� &��� ����� H#'8�

�!$���+�!��= �'����!'�� #!��!8���7 %;�!��I �! ���!$�� #! ��!'!��� ���!����8
% ����������� �
�������� � $����� %;��&��� �!�'��8�= :������7 ��!'!��= ��
%�!'!� '�&��� ��#'�';%�;�� �%!+�;�� �%�&���8�� ����

6 ��$� %! %'��8 #!$��� �� ��!'!��� V2 #'� �$���+�!� �:������� ��!'!��� $���
��� ��'&�� '���� ��&�������% �� %��>�%�8�= % �#'�%$���� �! �,!$ ����� )����
!���%��=�8 #!��!8��;� Hα = 16◦ F #! '������I � ���!$�� )���� ���!��!8��$=�!
%!:%'�*��=�8 � ���!��!+ ��!'!��� V2�

��+��%���$=�! #'� α = [\]^_ = 16◦ �!#'!��%$���� Q � #!�C����8 ��$� Y �:�
���87��8 #'!#!'"�!��$=�! �%��'��� �������!'�!+ ��!'!���� � 9�!� �$���� #'�
�%�$������ ��!'!��� #!$���� Y > G � Q > P � ���!$�� ������ ��)�'��= %;�!�
�� � �!'�!:��=�8 ���!��!8��$=�! %!:%'�*�8�= � ���!��!+ ��!'!��� V2� ��!)!'!� 
#'� �$���+�!� ����=>���� ��!'!��� #!$���� Y < G � Q < P � ���!$�� ������
���&��=�8 � '�:,!�8�=�8 ���&� %!:%'�*�8�= � ���!��!+ ��!'!����

$��!%���$=�! ��$� $����� ��'&�� '���� ��&������� H�!�'��88 ��� ���;�
#'���'�! #!��!8��;+ �,!$ �����I �! ��&� #'� #!$��� �� ��$!+ ��!'!��� V2 ��
�!�!'!+ #'� �'�,�� ��$!%�8� �!, ); ����= ����! %�!'!+ '�&�� ���!$�� �����
������"�7 #!�$� �$���+�;� %!:��*���+ ���!��!8��$=�! �����
�
�!�� � ��-�����
��������� ('�%�� #'8�!$���+�!��= �'����!'�� #'� 9�!� �� �!�'��8���8�

5� ���� #!�$� �$���+�!,! �:������8 ��!'!��� #'� #!$��� �� %�!'!� '�&��� ���
�!$�� % :�%����!��� !� ��+��%�+ $������ �$� ��!%� %!:%'�*����8 � 9�!�� '�&��� 
�$� #'!�!$&��� !��$!�8�=�8 !� ��,! %�� ��$=>� � ��$=>�� <;��'!� �#�'�!������!�
�:������� ��!'!��� �� %�!'!� '�&��� �!:���� ��� $����� �!,�� �!!�%����%�7*��
�� �%�&���8�� '���� !� #;�����8 % $7)!� �$���� %;��'&��= #'8�!$���+�!��=
�'����!'�� H�$� #!��!8���7 #�'�,'�:�� �$� #!��!8���7 %;�!��I� �! % ���!�!';�
�$���8� $����� %;��&��� 9�! ��$��= %�� :�%����!��� !� �!,! :���� !� ��!�$�)! !
%�!';� '�&���� �$� ����
�����* �� %:$��� #!�$� !�';%� #'!�:!>�$ �������;+ !���: �%�,���$8 �� ��!�

'!��� NSS �1�% �!�!'�8 ���=>� ���%;,!���+>�+ � �8,� ���$� '�%�� �!#'!��%$��
��7 H�!�8 $����� �����$���! �)'�$ >����I� ��!$�� !��:�$�8 �� %�!'!� '�&���
#!$��� �� %;�!�� 3S � $���+�!� %��>��� %!:��*���� #'�%�$! � ��:������$=�!��
����=>���7 ��!'!��� ���!$�� ���$ ���&��=�8 � $����� #'� 9�!� %;��&��� );$
�$�,�� #!�!)'��= '���� ��!); #'��!�%'����= ���&����� ��!$�� ���$ ��'8�= ��!�
'!��= � ���&��=�8 );��'�� $������ #'�>$!�= );��'�� #!�)�'��= '���� � �� �� ��$!
:��!���$!�= #'�:��$����� �� ?7:�$8& %�� �9'!�'!�� �! $����� :���= �� %��!%�� 
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�!�8 !� � D#!#�$ �� %�!'!+ '�&��E�
T� � �$���7 #�$!��'!%���8 � α = [\]^_ )$�:�! #'��;���� �$���+ #�$!��'!%���8

� ϑ = [\]^_ F � &�������� � 	� �
� 
�
% �!�!';+ $����� �!&�� %;��'&�%��=
#! ,!'�:!��� � �%��,!'�:!����

��#!���� ��! α = ϑ−Θ #!9�!�� #'� ϑ = [\]^_ �$���+�!� ����=>���� ��!'!���
#'�%!��� � ����=>���7 #!�C���!+ ��$; Y � $!)!%!,! �!#'!��%$���8 Q ��� ��� %
#�'%;+ �!���� #!�$� %!:��*���8 ����� Θ � [\]^_ � α � [\]^_� ���:���!� �:�����
��� ��$ Y � Q %!:%'�*��� ���!$�� � ���!��!+ ��!'!��� V2� �! :���= %!:%'�*���� �
V2 )���� #'!���!���= ���$����� ��� % �$���� #�$!��'!%���8 � α = [\]^_ ��� ���
#!�$� �$���+�!,! ����=>���8 ��!'!��� ���������8 #!���#���!� ����=>���� �,$�
���$!�� �'����!'�� Θ ��! #'� ϑ = [\]^_ #'�%!��� � ���!�!'!�� �%�$�����7 �,$�
����� α #!�C���!+ ��$; Y � $!)!%!,! �!#'!��%$���8 Q H#! �'�%����7 �! �$�����
#'� α = [\]^_I�

�'�%�8 �!#'!��%$���8 #'� ϑ = [\]^_ #'!�!��� ��&�� �'�%!+ .��!%��!,! Q(V )
#'� ny = [\]^_ � #�'�)!$!+ Q(V ) #'� α = [\]^_ �! )$�&� � #!�$����+� �!��!�
#!$!&���� �'�%!+ Q(V ) #'� ϑ = [\]^_ �:!)'�:��= ��$=:8 ��� ��� !�! :�%���� !�
��!,�� ?���!'!% % �!� ���$� � !� %�$����; �$���+�!,! %!:��*���8 ��!'!��� ∆V �

4� ��$� �� %�!'!� '�&��� �'�)����8 ���	����! �������! H��#'���' !� V2 �!
V� #! '��� N�@TI �! $����� �!$&�� �%�$����= !)!'!�; '�:!,���= ���!$�� �! �!%!+
��!'!��� H� !��!%'�����!+ !�����+ '���� �$8 ����=>���8 �,$� ����� !� 36 �! 8◦I 
� :���� �)'��= !)!'!�; �! %�$����; ����� #�'%!����$=�!+� (!�'�)�;+ �,!$ �����
�%�!��������� ������%$�%����8 #'� %;��'&�%���� %;�!�; #!$��� #! %;�!�!��'� �
%�'�!���'��

� �$���� ��!)�!���!��� ���!���! �������! �$����� �)'��= !)!'!�; #!�)��
'�8 '���� �� ��)8 � #'� �!���&���� :�����!+ ��!'!��� #'�)�%��= !)!'!�; �!
%�$����; )!$=>� #�'%!����$=�!+�

3S�  � ��	����� ���	� #'� #!$��� �� %�!'!� '�&��� ���!$�� '��,�'���
���&� � ���!�!';�� !�!)���!��8��� ��$� !��$!���= '���� ����!$=�! �
 ���� H�
!���%��= �� % 9�!� #!$!&����I �! ��� � �� #�'%!� '�&��� #'!�:!+��� �%�$������
α Cy Cx Y � Q� ('� %!:'������� #!�C���!+ ��$; �'����!'�8 %����$� ���'�%���8
%%�'� � ��!'!��= ������ ����=>��=�8 H��� :� ���� �%�$�����8 �,$� Θ ��� � :�
���� %!:'!�>�,! Q� ('� ����=>���� ��!'!��� )���� #����= Y � �'����!'�8 ������
���'�%$8�=�8 %��:� � �!�"� �!�"!% �����!%���8 �!%;+ '�&�� '�%�!%���8 H'��� N�@4I
�� �%�$�����!� �,$� ����� H�!!�%����%�7*�� #!$!&���7 '���� � '�$8 %;�!�;I ��
���=>�+ ��!'!��� H�!!�%����%�7*�+ #! �'�%;� .��!%��!,! �!%!�� �,$� �����I �
#'� ���=>�� �,$� ���$!�� �'����!'�� H% �!!�%����%�� � �:);��!� �!#'!��%$���8 
!#'���$8��;� #! �'�%;� .��!%��!,! �$8 �!%!+ '�%�!%���!+ ��!'!���I�

('� !��$!����� '���� �� ���� ����=>���8 α Cy Cx Y � Q� �� ���� ����=�
>���8 #!�C���!+ ��$; �'����!'�8 %����$� ���'�%���8 %��:� (!�$� 9�!,! ������
�%�$���%��=�8 ��!'!��= � #!�C����8 ��$� ��! #'�%���� � ���'�%$���7 �'����!'��
%%�'�� � �!�"� �!�"!% �����!%���8 �!%;+ '�&�� '�%�!%���8 �� ����=>���!� �,$�
����� )!$=>�+ ��!'!��� � #'� )!$=>�� �,$� ���$!�� �'����!'�� H'��� N�@4I�

$��!%���$=�! �� %�!'!� '�&��� #'� %:8��� '���� �� ��)8 �,!$ ���$!�� �'��
���!'�� % �!�"� �!�"!% ����=>����8 H�� �� �$� ����=>����8 �,!$ ��)!'� �$� �:
,!'�:!���$=�!,! #!$��� ���!$�� #�'��!��� �� ���&���� �$� �%�$���%����8 �,!$
���&���8I � #'� !����� '���� !� ��)8 �,!$ Θ �%�$���%����8 H�$� ����=>����8
�,!$ ���&���8 �$� �: ,!'�:!���$=�!,! #!$��� ���!$�� #�'��!��� � ��)!'� %;�!�; 
�$� �%�$���%����8 �,!$ ��)!'�I�

������� !����! ��! % #�'%;+ �!���� �� !��$!����� '���� ���!$�� '��,�'��
�� &�
��	!��% �� �� #'��������� ������� !�!)���!���+ % #�$!��'!%���� :���= ����
��$� ��#'���' ���!$�� #'�)$�&����8 � :��$� �! �$8 ����=>���8 %�'����$=�!+
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��!'!��� ���&���8 $����� �!$&�� #!�!)'��= '���� �� ��)8 �� $7)!� '�&���� ���
$���� %!:������ �!$=�! ��'�: ���!�!';+ #'!��&��!� %'�����G �� #�'%!� '�&���
�����!%���8 :���� ���=>�8 %�'����$=��8 ��!'!��= � �� %�!'!� '�&��� ���!$��
��!%� ������ ���&��=�8�

� ����� �$���8� �� #'������ %!:�!&�� #!$�� �� %�!';� '�&����h
33� � ���� ���� ������ ���!$�� ���!�!'!� %'��8 $���� �� ��!'!��� ���=�

>�+ ���%;,!���+>�+ �! %�!';� '�&��!� 9�!� !�'�:!� #!$��� ������= ��$=:8 ���
��� :���= P � Q+G sin Θ �� �� ��� ��$!%�8 '�%�!%���8 ��$G ���!$�� ���� � '�:,!�
�!� � #'� V < V� � #'� V > V�� ����!8*�+ %�!'!+ '�&�� #!�$� !�';%� �!&��
%!:������= �!$=�! #'� P = Q+G sin Θ ��! �!&�� #'!�:!+�� % '�:�$=���� �
�����
�� � ���
�
 ��� 
��	!��� ���
����� H����=>���� P I �$� % '�:�$=���� ���������
�
 ����� �8&�$!,! ���!$��� H�%�$������ GI �$� #'� !>�)��� $������ % �������
#�$!��'!%���8 H�%�$������ ϑ �$� ΘI�

���� N�@4G ����"�8 ���!$��� �� !��$!����� '���� #'� #!$��� �� %�!'!� '�&���

"�� �
������ ���
�� ��� 
��	!��� ���
����� $����� �!$&�� �����$���!
�)'��= >���� �)'!���= #!�%���� H��$� 9�! �!#�������8I �)'��= :��';$�� H��$�
#!:%!$8�� %;�!��gI � #!#;���=�8 �!���,���= ���%;,!���+>�+ ��!'!��� �� �!�!�
'!+ �!&�� #!8%��=�8 ���!�!';+ �:);�!� �8,� ��! #!:%!$�� #�'�%���� ���!$�� %
#!$!,�+ ��)!' � �!%�'>��= #!$�� #! �'�,�� �$8 '�:,!�� �! ���%;,!���+>�+ ��!�
'!��� �$����� ��#!$=:!%��= ��&� �!� ��)!$=>!+ :�#�� %;�!�; �!�!';+ ������8 �
�!����� !���:� �$� �!�!';+ �!&�� #!8%��=�8 % '�:�$=���� ��$!�� �����!���� �'��
)�+>�+ !>�)�!+ :���= )���� #�'�%!� ���!$��� % ��)!' H��&� ���;+ #!$!,�+I ��
��!'!��� ���=>� ���%;,!���+>�+� � 9�!� �$���� ��!'!��= ������ );��'! #����= �
#!$!&���� !��&���8 )�:%;�!��;� %�'��� ������%���;+ %;�!� )���� :��$7���=�8
% %;��&����!+ #!����� �$� ����#�$=��'!%���� H#!�$����� F #'� ��$���� �#�"��
�$=�!,! �'��$�I�

�8&�$;+ ���!$�� � ��$!+ �8,!%!!'�&���!��=7 �!&�� #!#���= �� %�!'!+ '�&��
&�� &������������ &������ �
 �
��� � H'��� N�KSI� � ����!� #'���'� !�';% ��
'��!�������!+ ��!'!��� #'!���!��� #'� α = 10◦U #!�$� !�';%� ������8 �:);�!���8
�8,� � ���!$�� �!&�� '�:!,���=�8 � #�'�+�� % ��)!'� ��$� &� �� '�:)�,� $�����
#!�!'%�� ���!$�� % %!:��� �� α = 14◦ �! !��&���8 ��! P� = Q� � ���!$�� �� ��!&��
��)'��= �� ��!'!��� �� %;�!�;�

(!#���= #'� %:$��� �� %�!'!+ '�&�� �!&�! � % �!� �$���� ��$� �� ��$!+
��!'!��� &������������ &�������� �
�	�� � ������ �
��� ������ � )!$=>��
�,$!� Θ� �!,�� �!&�� !��:��=�8 ��! P� = Q+G sin Θ �� �� �!:�����8 ��!)�!���!�
��$!%�� %�!'!,! '�&���� ('!��!� !�&���� '���� !� ��)8 � ����=>���� �,$� ��)!'�
#!$�!��=7 $��%���'�7� #!�$����%�8 9�!+ !>�)���
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���� N�KSG �;�!� ���!$��� �� %�!'!+ '�&�� % #'!"���� %:$��� #'� D#!�';%�E ��
��$!+ ��!'!���

:��=�8 �� %�!'!� '�&��� �� �!$=�! #!�$� !�';%� �� %:$��� �! � �� $7)!� 9��#�
#!$��� !�!)���! ��$� %;#�*��; >���� � #!���!��;� :��';$��� �$8 ��#'�%$���8
#!$!&���8 �$����� �)'��= >���� � :��';$�� � ��)'��= ���%;,!���+>�7 ��!'!��= 
&�'�%�8 #'� ��!)�!���!��� ��&� ���!�!'!+ ����=7 %;�!�;� (! �!���&���� ���%;�
,!���+>�+ ��!'!��� ��&�! #�'�%���� ���!$�� % ,!'�:!���$=�;+ #!$�� � #! �:�����
��7 ��!'!��� !#'���$��= ��$���� �$� !������%�� �:);�!��!+ �8,�� ��$� ��!'!��=
����� ������"�7 � �%�$�����7 �! �!&�! #!���#���! ��)�'��= %;�!�� � :��!���=
�� #!����� H#'���'&�%�8�= %�� %'��8 ���%;,!���+>�+ ��!'!���I� ��$� &� ��!'!��=
#����� �! ��!)�!���! ��!%� #�'�%���� ���!$�� �� ���&����� � 9�!� �$���� �&� ���
��,! #!��$��= ��$=:8 � ��&�! �����$���! #'������= '�>���� �!�!'!� )���� :�%��
���= !� %;�!�; #!$��� ���$���8 !� �9'!�'!�� ��'����'� �����!��� %�'����$=�!+
��!'!��� ���&���8 H#'� ���%;,!���+>�+ ��!'!���I � ��#� ���!$����

�!,�� :�#�� �8,� #!:%!$8�� #'!�!$&��= #!$�� �! '�:%!'!�; �$����� ��$��= �
������$=�;� �'��!� ���8 % %��� ��! #'� �'��� 15◦ �!#'!��%$���� �%�$���%����8
�� K MW #'� �'��� 30◦ F �� 36W #'� �'��� 45◦ F �� MSW � �� �� �� ��&�! �#�>��=
� %;#���!� >���� � :��';$�!% � #!�$� �� %;#���� � %;#!$����8 ���%�'�!,! '�:�
%!'!�� �$����� �����!%��= ��!'!��= �!�!'�8 !)��#���%��� %;'�%��%���� ���!$���
� #!������

3K� �������� �� �����! �/�� %!:�!&�! � #'� #!$��� �� )!$=>!+ %;�!�
�� %)$�:� �!:%��!%!,! ���������!,! #!�!$��� ���!+ #!$�� #'!�:%!����8 !);��! �
"�$=7 #!$�����8 �������$=�!+ ��$=�!��� �$� #'!�!$&���$=�!��� #!$��� #'!���
�!��� !� �� ��!'!��� )$�:�!+ � ���%;,!���+>�+�

('� �����!%�%>���8 #!$��� �� ���%;,!���+>�+ ��!'!��� �$���+�!� �� ����=>��
��� #'�%!��� � ���!�!'!�� ���!������ �8,� � ��$=��+>��� ����=>���7 ��!'!���
� �� �� �>�)�� :���= %!:������ %�$����%�� �!,! ��! �������8 ��!'!��= %�$��� � #'!�
"��� '�:%�%����8 %����$� ���$���! � #!��� ��:�����!� � % 9�!� �$���� #'����!+
#�����8 ��!'!��� 8%$87��8 ��#'�%�$=�;� ��+��%�8 ���!,! $������ #!�)�'�7*�,!
#!���#���! '���� � ��>�7*�,! ���!$��� ���:��=�8 � ��)'��= ��!'!��=�

('� #!$��� � !)!'!���� 3SSW ��!'!��= %;��'&�%����8 �!!�%����%�7*�� �:���
������ %;�!�;� ('� #!$��� � !)!'!���� ����� 3SSW ��!'!��= %;��'&�%����8 ��� 
� %;�!�� F '���!+�

3N� ,������	���! �����! �/�� �!&�� ����= ����! #'���'�! #'� M �
1, 2 − 1, 8� �'���"; 9�!,! ���#�:!�� :�%��8� !� �!��'���;� �9'!������������ ���
'����'����� ���!$��� � ��!'!���;� ��'����'����� �%�,���$8� � ���!�!';� �$���8�
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H��� � %;�!�!��#!'�;� �!�#'���!'!� � ��$!+ ���#��=7 ?!'��'!%���8 �$� �'�I
�%�'�:%��!%!+ %�!'!+ '�&�� �!&�� %!!)*� !������%!%��=� ���#�:!� ��!'!���+ %!:�
�!&�;� �%�'�:%��!%;� %�!';� '�&��!% !);��! #'!�!����8 % �����
���������
&�	���% �� �� � '�:,!�!� �$� �!'�!&����� � $����� ������� !�!)���!���+ % #!%��
����� ���!$��� �� :��������

�! % ���!�!';� '����� �$���8� �!&�� %!:������= ��!)�!���!��= $����= � #!��!�
8��!+ ��!'!��=7 � �� �%�'�:%��!%!� %�!'!� '�&���� ��$� ?!'��&��8 �8,� �����
#$�%��7 '�,�$�'!%�� �! ��!'!��= %;��'&�%����8 �%!+�;�� �%�&���8�� ��� ���
� �� !);��!� �!:%��!%!� %�!'!� '�&���� ��$� &� ?!'��&��8 �8,� �:���8���8
���#��=���� �! ��!'!��= �!&�! %;��'&�%��= #!#�'�����;� %�$7������ �!+ �$�
��!+ ���#��� ?!'��&�� �!,�� %�$����� ?!'��&�!+ �8,� %!!)*� �� '�,�$�'����8 
�!&�! ��#!$=:!%��= #�'�!�������+ %;#��� � �)!'�� �!'�!:�;� *���!%�

3M� � ��	�+��� :������ ��! %�!';� '�&��; �� �,'�7� �� #'������ �!+
)!$=>!+ '!$� �!�!'�8 �� ����! #'�#��;%����8�

('� %������$=�!� ������ �:$!&���!,! %;>� ����'��$� �!&�! �)����=�8 ��!
&�
��������� &���� &�	������
��� �� %�!';� '�&���� % !��!%�!� ����� &� ���
� �� #�'%;�G

F �!,�� ��!'!��= #! ���!+��! #'����� �������� #����= � �'�)����8 9�! #������
#�'�'!%��= �! �� $7)!� '�&��� $����� �!$&�� �$� !����= '���� H����=>��= �,!$
�����I �$� �%�$����= �8,� �$� !��!%'�����! ���$��= � �! � �'�,!�U

F ��$� ��!'!��= #����� �! �'�)����8 %;��'&��= #'8�!$���+�!��= �'����!'�� 
�! �� $7)!� '�&��� $����� �!$&�� #!�)�'��= '���� �� ��)8 H:� ���$7������ �!�
����� !)'���!,! #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%��� ��! �� � #�'%!�� �� �! %�!'!��
'�&��� !��!>���8 �� �����IU ��$� &� ��!'!��= '����� �! ���&� �'�)����8 $����=
#! #'8�!+ �! �� $7)!� '�&��� $����� �!$&�� !���%��= '���� !� ��)8 H:� ���$7�
������ �!����� #'8�!,! #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%���IU

F #���= �'�)����8 % #'8�!$���+�!� #!$��� #�'�+�� !� ���=>�+ ��!'!��� � )!$=�
>�+� � 9�!� �$���� �� $7)!� '�&��� $����� �!$&�� �����$� �%�$����= !)!'!�; �
#'� '�:,!�� !��$!�8�= '���� !� ��)8 � #'� �!���&���� :�����!+ ��!'!��� �)'��=
!)!'!�; �! '�%�!%���;�� �$8 #�'��!�� !� )!$=>!+ ��!'!��� � ���=>�+ $�����
�!$&�� �� $7)!� '�&��� �����$� �)'��= !)!'!�; #! ��'� �!'�!&���8 #!�)�'��=
'���� �� ��)8 � #'� �!���&���� :�����!+ ��!'!��� �%�$����= !)!'!�; �! '�%�!�
%���;�� �! !)��!8��$=��%! ��! �� %�!'!� '�&��� �!%�8 '�%�!%����8 �8,� #!�$�
!�!�����8 '�:,!�� )���� ���=>� ���!��!+ � #!�$� !�!�����8 �!'�!&���8 F )!$=�
>� ���!��!+ �$8 $������ % #!$��� �� ����� :������8 � #'�����%$8�� ����'�� �!$=�!
�$8 ��!'��U

F ��$� ��&�! #'��!�%'����= D#'!%�$�%����E ���!$��� %��: �! �� $7)!� '�&��
�� ��!)�!���! #!�!)'��= '���� �� ��)8U �!,�� &� ��&�! #'��!�%'����= D%�#������E
���!$��� '���� �$����� !����= !� ��)8U

F ��$� $����� �!#����$ #�'��8,�%���� '���� �! ���!$�� �';%����8 % >�!#!' %��
%�8�!+ �%8:� � !�!)���!��8�� '�&��!%� �:%����! ��! ���� � ���&�� #'!���!���
�� !� ����=>���8 ��!'!��� � �� ���	������ � 	
 
�
�� #'� #�'��8,�%���� '���� 
�� �� !� �!:����8 #�'�,'�:�� �� �!!�%����%�7*�+ ��!'!��� ��! ����� �� �%8:��! �� �
#�'%;� �� �! %�!';� '�&������ ��#'���' #'!�!� %�'���+ �!��� #��$� �����'!%�
�!&�! !��*���%��= �� ����@3 )�: �%�$�%���8 ��&� �� ��!'!��� 3MS2@SS �1�% ��$�
�!$=�! !�#�����= '���� � ����=>��= #�'�,'�:�� ny �! S @2S K�

���� %�� !�!)���!��� %�!';� '�&��!% �!&�! %;'�:��= ���';� �! #'!��;�
#'�%�$!�G

�� ���
t �����u �� (����
���	t ��O��g
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����� �

����
��� ��
���
������ �

������� �� �
������

����������#+ ���!$��� ��:;%����8 �,! �#!�!)�!��= �:���8�= %���!' ��!�
'!��� #!$��� #! %�$����� � ��#'�%$���7�

,
��������� �������
 '��$�:�7��8 $�����!� #'� )!�%!� ����%'�'!%���� �!�
�!'!� �!��!�� �: !���$=�;� :��!�����;� �$� ��:��!�����;� ?�,�' #�$!��&� ��#'��
';%�! �$���7*�� �'�, :� �'�,!��

����%'���!��= 8%$8���8 !���� �: %�&��+>�� ������% )!�%!,! ���!$��� $7)!,!
'!�� �%��"��� ��� #!:%!$8�� ��#�>�! %���� %!:��>�;+ )!+ #'�!�!$�%��= (��
#'!��%���� ����!%��= ��:���;� "�$� ��'!��= #�'���'��%��= � '��#�����= )!�%!+
#!'8�!� H��'!+I ���!$��!% %;%!���= �� !)C��� % :�����!� %'��8 � �� ��

��!)!� � �!&�! ���:��= '�>�7*�� :������� ����� ����%'���!��= �$8 ?'!��!�
%!,! ���'�)���$8 %���*�,! %!:��>�;+ )!+ � ���'�)���$�� H���'�)���$���)!�)�'�
��'!%*��!�I #'!��%����� ��+��%���$=�! :��8% %;,!��!� ���������!� #!$!&����
#! !��!>���7 � #'!��%���� �!&�! �,! �)��= !��!+��%��8 '������� �$� !,��� ��&�
�: ������%���!+ #�>��� ��!)!'!� ��$� %;,!��!� #!$!&���� :�+��� #'!��%��� H���
#'���' D#!%����� �� �%!���EI �! % ���!+ �����"�� �� #!�!&�� $7)!� �!$�����%!
'���� � #�>��� �;�!��8 ����%'���!��= #!:%!$8�� ���&� #'!�:%!���= ��#�>�;+
%;�!� �: %!:��>�!,! )!8 � !�';% !� #'!��%�����

��� ��� � �	�� � 
	��	

����

� ���!� !)*�� �$���� 
����������! ���!$��� �!&�! #!$�!��=7 !��'�����
'�:!%��= �������� �������� &���
����� ��������� (���= % ����$=�;+ �!�
���� %'����� %�$����� � ��#'�%$���� ��!'!��� ���!$��� �:!)'�&����8 %���!'!�−→
V 1 H'��� M�3I � ��'�: !��� ������� F %���!'!�

−→
V 2U �!,��

−→
V 2 =

−→
V 1 + ∆

−→
V  ,�� ∆

−→
V

F �������!� %���!'�!� #'�'�*���� ��!'!����

���� M�3G ������!� %���!'�!� #'�'�*���� ��!'!���

�� '��� M�@ �:!)'�&��� ��	
��! �������- ��������- ��������- &���
�����

3MM



�������� �$8 ���!�!'!,! ���!$��� #'� �,! ����%'� % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!����
V�:������+ ��;�$ ,'�?��� �!��!�� % �!� ��! ��'�: !��� ������� �!�"; %���!'!%
∆
−→
V �

−→
V 2 �!,�� !��:��=�8 �!$=�! %���'� !)$���� !,'�������!+ $����+ 
@�@�@

 @�@�� ('� '��#!$�,���!+ �8,� �%�,���$�+ P� �!��" %���!'� ∆
−→
V �!&�� !��:��=�8

�!$=�! �� ,'���"� 
@�@�@ % �� �!�!'!+ �!&�! !������= �$���7*�� %!:�!&�;�
%�'����; ����%'�'!%���8G 
 F '�:,!� #! #'8�!+ � F�'�:%!'!� � '�:,!�!� � F
�����!%�%>�+�8 '�:%!'!�  F ?!'��'!%���;+ '�:%!'!� � �!'�!&������ ('� ���
$�%!+ �8,� � %;#�*���;� �!'�!:�;� *����� �!��" %���!'� ∆

−→
V �!&�� !��:��=�8

��'�: ������� �!$=�! �� ,'���"� �@�% ��#'���' % �!����G � F 9��',���;+ '�:%!'!�
� �!'�!&����� � F �!'�!&���� #! #'8�!+� ('� #'!��&��!��!+ �8,� �!��" %���!'�
∆
−→
V �!&�� !��:��=�8 % $7)!+ �!��� ��&�� ,'���"��� 
@�@�@ � �@�� ��'�:!�

 @� �!!�%����%��� '�:%!'!��� #'� Cy ��	 � '�:$���!+ �8,!+�

���� M�@G �)$���= %!:�!&�;� �������;� %���!'�;� #'�'�*���+ ��!'!���

@� ��#!������� �!,! ?���� ��! ����%'���!��= !#'���$8���8 �������;� %���!'�
�;� #'�'�*����� ��!'!��� �� �� %�$����!+ ∆

−→
V  ��!,�� #'�%!��� � ��#'�%�$=�!+

!"���� �!,! �$� ��!,! ���!$���� ��#'���' #�'�� %!+�!+ 34N3234NM ,,� ���!�!';�
$������ �����$� ��! ��> ���';+ ���'�)���$= ��36 !)$���$ )!$�� %;�!���� ����%�
'���;�� �%!+��%��� ��� �!%;� ���!$��; 
��3 ����K � L����K� �����! % ����%�
'���;� %!:��>�;� )!8� 
��3 #'!8%�$ ��)8 $��>� ��� ��36� � ��� ��$!h ���:;%��
���8 ��36 �!, );��'! D#!%!'���%��=�8E �! �,! �������;� #'�'�*���8 ∆

−→
V );$�

,!'�:�! ���=>� ��� � 
��3 H'��� M�KIU �� �� ?��������� 
��3 !)$���$ )!$�� %;�!���
�� ����%'���;�� �%!+��%��� ��$� %!#'!� �� '������'�%��= �:�! � �!��� :'���8
�!$=�! !��!+ D#!%!'!�$�%!���E� 	��$!,���! �!&�! #!��:��= ��! ��#'���' ���!�
$�� ����@3 ����%'����� ���!$��� ����35�

���� M�KG '�%����� ����%'���!��� �%�� ���!$��!%U � 
��3 !)$���= ∆V )!$=>�

K� ������� �����/��� �����0��! ∆V H'��� M�@ � M�KI �!'!>! �$$7��'��
'�7� ?�:������+ ��;�$ #!�8��8 ����%'���!��� �� �� ��7� ������%����7 ��'����
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8%$���8 �! �� #!:%!$87� #'!�:%!���= �!$�����%���;+ ���$�: �$8 �!�!'!,! #'��
%$���7��8 '�:$���!,! '!�� �����;� � !)!)*���;� #!��:���$� ����%'���!����

N� ,	����� �	����� �����0�� �	������ ∆
−→
V �%8:��! � #�'�,'�:����

�$���7*�+ :�%����!��=7G

∆
−→
V = −→f + 9, 8 (−→n x + −→n y + −→n z). (5.1)

�� ���� :���!,! ���!'���8 −→f %�� ���!$��; #!$���7� !�����!%!� #'�'�*����
��!'!��� ∆

−→
V H4 T 1�2% %�'����$=�! %��:I� <!�!%�8 #�'�,'�:�� −→n z #'� ����%'�'!�

%���� !);��! �� ��#!$=:����8 #!9�!�� ����%'���!��= ���!$��� #!$�!��=7 ��'���
��'�:����8 �%��8 #�'�,'�:���� F −→n x � −→n y H#�'�,'�:�� F %���!'��8 %�$����� �!
% ��$=��+>�� :��� %���!'� D→E )���� !#�����=�8I�

(�'�,'�:�� nx � ny 8%$87��8 ����� !)'�:!� ����� &��
�
��	�� 
�������
������

 9���� #�'�,'�:���� �%8:��; %�� �
����� &��
�
��	�C
r� F '����� '�:%!'!�� H%�'�&�I % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!���U
tϕ F %'��8 '�:%!'!�� �� :�����;+ �,!$ ∆ϕU
ω� F �,$!%�8 ��!'!��= '�:%!'!�� % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!���U
r� F '����� ����%'� % %�'����$=�!+ #$!��!���U
tΘ F %'��8 '�:%!'!�� �� :�����;+ �,!$ ∆ΘU
ω� F �,$!%�8 ��!'!��= #!%!'!�� �'����!'�� % %�'����$=�!+ #$!��!���U
jx F ���!'���� % ,!'�:!���$=�!� #!$���U
Vy F %�'����$=��8 ��!'!��= #'� �����!%�%>���8 #!�C���U
V �

y F ��!'!��= ��)!'� 9��',�������!+ %;�!�; � #'�

��� �	�	������

3�  �����#��! ��"���	�! ny ��:;%����8 !��!>���� �$,�)'������!+ ����
�; #!�C���!+ ��$; � %�'����$=�!+ �!���%$87*�+ ��$; �8,� H% #!�!��!+ �������
�!!'�����I � %��� ���!$���

ny =
Y + Py

G
.

( ' � � � � � � � 8G 3� ('� �%�&���� #! :��$� % �!:����� �!'��$=�!+ #�'�,'�:��
�����%��� � ��$� '���"�� :��$��

@� ��!#��"; 	�(( '�,���'�'�7� #�'�,'�:�� % �%8:���!+ ������� �!!'����� 
% �!�!'!+

ny 1 =ny cosα− nx sinα,

nx 1 =nx cosα+ ny sinα.

�� ���!$���� !);��!+ ����; %�$����� Py �'�%����$=�! ��$� � �7 #'���)'�,�7��
�!,�� ���
	!��� &��� ������ )���� !��!>���� #!�C���!+ ��$; � %��� ���!$���

ny =
Y

G
=
Cy S q

G
.

@� -������"���! ������#��! ��"���	�! ny � ��:;%����8 ���)!$=>�8 #��
'�,'�:�� �!�!'�7 �!&�! ��#!$=:!%��= % #!$��� � �!)$7������ ��$!%�+ )�:!#���!�
����

��$� % #!�$���77 ?!'��$� #!����%��= �
�&�	
 
��� ��/77�*���� &��0����
��	� Cy �% �! #!$������8 #�'�,'�:�� � )���� '��#!$�,���!+

ny � =
Cy � S q

G
.

3M5



� #!$��� %�$����� Cy � ��� �&� ��$!%�$��= �!&�� !,'�����%��=�8 #! �%�$��
%���7 �'8��� #!��%��� H� �!,�� Cy � = Cy ��	I �$� #! �#'�%$8��!��� H� �!,��
Cy � = Cy ϕI� ('���' :�%����!��� Cy � !� ���$� M );$ #!��:�� �� '��� 3�M� �'!��
�!,! %�$����� ny � �!&�� !,'�����%��=�8 #! ��$!%�8� #'!��!��� ���!$��� �� ��
% $7)!� �$���� ny � �� �!&�� );�= )!$=>� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'��
,'�:�� n�y�����

� ��:%���7 #�'�,'�:�� ny � ��!,�� �!)�%$87� �$!%! :��
���������
�;�
��#!$=:�8 ?!'��$� HM�@I � ?���"�7 Cy �(M) �!&�! #!$����= :�%����!��= '���

#!$�,���!+ #�'�,'�:�� ny � !� ���$� M � %;�!�; #!$��� �!�!'�8 �:!)'�&��� ,'��
?������ �� '��� M�N H#'���'I� ������� ��! �!��'&���� '�����!% M�N 
 � M�N � �!�
%�'>���! !�����!%!�� ��'���+ ,'�?�� !);��! ��#!$=:����8 �$8 '�:$���;� '�����
�!%� �����! �$8 $���!,! �!���%� ��!)��� ,'�?�� % �!!'������� M −H H��&��+I 
�� �!�!'!� $���� #!��!8��;� '��#!$�,���;� #�'�,'�:!� #'!%����; #'8�! %���'�
���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ #!$��� ���!$���� ('!���$�:�'��� '��� M�N � �

L���8 ny � = 1 !��%���! 8%$8���8 �&� �:%����!+ ���  �
��*��  �������
	!�� �
&�	��
 H�'�%���� � '��� N�5I� L���8 ny � = 7 8%$8���8 ,'���"�+ #'�%�� � ��&�
�!�!'!+ �!&�� #'!�:!+�� #'�%;>���� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:��
H% ��>�� #'���'� n�y���� = 7I�

K�:���� ���������� �������"���� ��"����	 #'!�!�8� ����� !)'�:!� 
��! ny � 2 : ny � 1 = p2 : p1 �� �� ��&�� �%��8 $7);�� $���8�� '�:��"� % %;�!��
���!%� ��! !��!>���� ��%$���+ '�%�! !��!>���7 #�'�,'�:!��

���!�8 �: 9�!,! '��#!$�,����7 #�'�,'�:�� �!&�! ��+�� ���8 �� ���#�:!��
%;�!� � ��!'!���+ �!$=�! !��� ,'���"� ,!'�:!���$=�!,! #!$����

(���= ��#'���' �'�)����8 !#'���$��= ny � #'� M = 1 � H = 14 � H% �!��� A
�� '��� M�N � I� ��>����G ���!��� %;�!�� �!��� B H@S �I � ��%$���� �� 9�!+ %;�!��
HM56S '12I � ���&� ��%$���� �� :�����!+ %;�!�� 3N � H3N 5MS '12IU ���!��8
#�'�,'�:�� % �!��� A )���� ny � = 14750 : 5760 = 2, 56�

��$� �:%����! ��! ,'�?�� �� '��� M�N #!��'!�� �$8 %��� ���!$��� G1 � ���
�'�)����8 '��#!$�,����8 #�'�,'�:�� �$8 %��� G2 �! #�'����� #'!�:%!����8 #! !���
%���!+ #'!#!'"��G

ny � 2 : ny � 1 = G1 : G2.

�;%!�� ���8 ,'���"� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� H$���7 ny � = 1I #!��'!����7 �$8
%��� G1 �!&�! !#'���$��= '��#!$�,����7 #�'�,'�:�� �� $7)!+ %;�!�� � ��!'!���
#!$��� �$8 $7)!,! %��� G2 ��#!$=:�8 #'!#!'"�7

ny � 2

ny � 1

=
p2

p1

G1

G2

. (5.3)

�! % $7)!� �$���� ��#!$=:����8 % #!$��� #�'�,'�:�� �� �!$&�� );�= )!$=�
>� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+� �'!,! ,!%!'8 �$8 ���!$��� #!�%�'&���!,!
% #!$��� )!$=>�� ��?!'��"�8� ?!'��$� HM�KI �� %��,�� �#'�%��$�%�� �����! �
���!$��������'�)���$8� 9�! :�������� !);��! �� !��!����8�

(! %�$����� ny � #'� ���;� 9��',���;� �������!%�%>���8 ����%'�� �!&�!
!#'���$��= ����� �����;� ��'����'������ ����%'���!��� ���!$��� ��� ����*��
'�����; r� � r� ����*�� �,$!%;� ��!'!��� ω� � ω��

N� ����#��! �� ��" ������#��! ��"���	�! ny 	� ��:;%����8 ����8
���)!$=>�8 #�'�,'�:�� #'� �!�!'!+ $!)!%!� �!#'!��%$���� Q ����!%���8 '�%�;�
�8,� P� � #'� 9�!� nx = 0� � ��:%���7 9�!+ #�'�,'�:�� ��!,�� �!)�%$87� �$!%!
:�	���	!�
�;�

�;���$8���8 #'���$=��8 #! �8,� #�'�,'�:�� �$���7*�� !)'�:!�G
F �$8 :�����!+ %;�!�; � ���$� M ���!��� �8,� P� H#! %;�!��!���!'!���;�

��'����'������� �%�,���$8IU

3MT



���� M�NG ��%����!��= '��#!$�,���!+ #�'�,'�:�� !� ���$� M � %;�!�; #!$��� H#'��
��'I

F #'� ny 	� ����� P� = Q = Cx S q !����� �!&�! ��+�� CxU
F �: ����� #!$8' #! �:%����;� M � Cx ���!��� CyU
F %;���$8�� #!�C����7 ��$� Y = Cy S qU
F %;���$8�� #�'�,'�:�� ny = Y/G �!�!'�8 � )���� #'���$=�!+ #! �8,� ��� ���

#'� '������� �; ���!��$� �: '�%����%� P� = Q�
��!'!+ ���!� '������ #'����8���8 �!,�� #!$8'; ���!$��� ���= �%��'�����;�

#�'�)!$; � �!,�� %����! 9��� #!$8' % !#������ ���!$��� ��7��8 �'�%;� Cx 0(M) �
A(M)G

F ���!��� �8,� P�U
F :�#�>�� P� = CP S q ,�� CP �!9??�"���� �8,�U

F (! ��$!%�7 ����� P� = CP S q = Q = Cx 0 S q +
AG2 n2

y 	�

S q
 !�����

ny 	� =
S q

G

√
CP −Cx 0

A
.

3M4



�������%�!� �!#'!��%$���� #'!#!'"�!��$=�! �%��'��� #�'�,'�:�� �� �� Q� =
Q1
� n

2
y H,�� Q� F �������%�!� �!#'!��%$���� #'� ny = 1I� (!9�!�� ���!�8 �: '��

%����%� P� = Q0 +Q� �!&�! :�#����= %;'�&���� �$8 #'���$=�!+ #�'�,'�:�� � %
���!� %���G

ny 	� =

√
P� −Q0

Q1
�

.

��%����!��= #'���$=�!+ #�'�,'�:�� !� ���$� M � %;�!�; #!$��� �:!)'�&���
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� ��'��!�?�'� ���#�'���'� %!:���� #!��!8��� � �8,� #'!#!'"�!��$=�� ���!�
�?�'�!�� ��%$���7 �� �� P� 2 : P� 1 = p2 : p1 H:���= �!9??�"���� �8,� CP = [\]^_I 
#!9�!�� % �!!�%����%�� � ?!'��$!+ HM�NI #'� :�����!� ���$� M % ��'��!�?�'� �����
����! #'!#!'"�8

ny 	� 2

ny 	� 1

=
p2

p1

G1

G2

.

$��!%���$=�! #'���$=��7 #! �8,� #�'�,'�:�� �� $7)!+ %;�!�� )!$�� 33 �
�!&�! !#'���$��= #! ��%$���7 p1 �� $���� ����������� #!�!$�!% ,�� ny 	� 1 = 1�
��&� 33 � #'!#!'"�8 HM�6I �� �!)$7�����8 ��� ��� �8,� #'� ����=>���� %;�!�;
#!$��� '����� ���$����� ��� ��%$���� H%�$����%�� �%�$�����8 ���#�'���'; %!:���
��I � %�$����� �!9??�"����� �8,� CP #������ (!9�!�� �$8 %;�!� S233 � '�����
#'���$=�;� #! �8,� #�'�,'�:!� #'��!����8 #'!�:%!���= !);��;� #!'8��!� �� �� �
��#!$=:!%����� %;�!��!���!'!���;� ��'����'����� �%�,���$8�

(! %�$����� ny 	� �!&�! ��+�� ����� �����;� ��'����'������ ����%'���!���
���!$��� ��� '����� r� �,$!%�7 ��!'!��= ω� %'��8 tϕ �����!%�%>�,!�8 %�'�&� �
���&� r ω � t $7)!,! ����%'� %;#!$�8��!,! #'� #!��!8��!+ 9��',�� H#'� P� = QI�

6� ������#��! ��"���	�! nx ��:;%����8 !��!>���� '�:�!��� ��&�� ��$!+
�8,� H�����8 Px = pI � $!)!%;� �!#'!��%$����� � %��� ���!$���

nx =
P −Q

G
.

( ' � � � � � � � �� ('� �%�&���� #! :��$� � �!#'!��%$���7 �$����� �!)�%��=
�*� � ��$� �'���8 �!$���

��$� % #!�$���77 ?!'��$� #!����%��= '��#!$�,����7 �8,� �%�,���$�+ P� �!
#!$���� ��� ��:;%����7 �������"���+ ������#��+ ��"���	�

nx� =
P� −Q

G
. (5.7)∗

5� -���� �������"���! ������#��! ��"���	� #'� #'!�:%!$=�!� :�����
��� ny #'!�:%!��� �$���7*�� !)'�:!�G

F ���!��� �8,� P� H#! %;�!��!���!'!���;� ��'����'������� �%�,���$8IU
F #'� :�����!+ �!'��$=�!+ #�'�,'�:�� ny %;���$8�� $!)!%!� �!#'!��%$����

�$���7*�� #����G ny → Y → Cy → Cx → QU
F #! ?!'��$� HM�5I %;���$8�� nx��
��$� #!$8'� F �%��'������8 #�'�)!$� �! �!&�! %!�#!$=:!%��=�8 %;'�&�����

Q = Q0 +Q1
� n

2
y % '�:�$=���� ��,! ?!'��$� HM�5I #'���� %��

nx� =
1
G

[P� − (Q0 +Q1
� n

2
y)].
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��#!���� ��! #'� ny = ny 	� ����� ����! '�%����%!

P� = Q0 +Q1
� n

2
y 	�.

(!����%�% 9�! %;'�&���� % #'��;��*�� � '�:%�'��% Q1
� #!$���� !�!�����$=��7

?!'��$�

nx� =
AG

S q
(n2

y 	� − n2
y). (5.8)

��$� ��� ����'����� %�$����� �
�&�	
 
��� &����	!��� &��� ����� �	�  ����
����
	!�� � &�	��
% �� �� �$8 ny = 1 �! ?!'��$� HM�TI #'�!)'����� %��

n1
x� =

AG

S q
(n2

y 	� − 1). (5.8)

�� '��� M�6 % ������%� #'���'� #'�%����� :�%����!��= n1
x� !� M � H �$8 ���!�

$��� Y�Nx DV���!�E� �!&�! :������= ��! �'�%;� n1
x�(M,H) % �'�,!� ���>��)�

#'���'�! #!%�!'87� �!� �'�%;� ny 	�(M,H) � $���8 n1
x� = 0 �!��! �!%#����� �

$����+ ny 	� = 1� J�! � #!�8��! ��� ��� !)� 9�� #�'�,'�:�� �%8:��; � �8,!%!!'��
&���!��=7 ���!$����

(! %�$����� n1
x� �!&�! !#'���$��= ����� �����;� ��'����'������ ����%'���!�

��� ���!$��� ��� ���!'���� #'� ,!'�:!���$=�!� '�:,!�� jx %�'����$=��7 ��!'!��=
�����!%�%>�,!�8 #!�C��� Vy ��!'!��= ��)!'� 9��',�������!+ %;�!�; V �

y % �������
�!%�%>���8 #'8�!$���+�!� #!�C��� H���&����I � �:�������� ��!'!����

T� ��� '����!�'���;� ��'����'�;� #�'�,'�:�� Hny � ny 	� nx� n1
x�I ����! �:!)�

'�&�7��8 % %��� ,'�?��� #'�%�����!,! �� '��� M�5� �� ��:;%����8 "��$�	��
����0���� ����	������	 ����������� �������* (! '��� M�5 �$8 :�����
�!+ %;�!�; H1 #'� $7)!� ���$� M �!&�! ��+�� ny � H�� $���� Cy � �$� n�y ����I�

ny 	� H�� ,!'�:!���$=�!+ !�� �� �� #'� nx� = 0I n1
x� H#'� ny = 1I � nx � H#'� $7)!+

#�'�,'�:�� nyI�
�)!)*���;� ��'����'������ ���)!$�� ��!)�; �$8 '�:$���!,! '!�� '�����!% 

��� ��� � ��� �!&�! ��#!�'����%���! ��8�= $7)�7 %�$����� �! !�� �� ��,$8��;
%%��� ��!,!���$���!��� 9��� ,'�?��!% � �'�%;� �� ��� H�$8 ��&�!+ %;�!�; ��&�!
����= !���$=�;+ ,'�?�� #!�!)�;+ �:!)'�&���!�� �� '��� M�5I�

O�!); �!���%��= #!$�!� � ��,$8��!� #'�����%$���� ! ����%'���!��� ���!$��� 
�!����!��! ����= �'� ,'�?���G ny �(M,H) F ��� �� '��� M�N � U ny 	�(M,H) F ���

�� '��� M�M � U n1
x�(M,H) F ��� �� '��� M�6 � �
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�
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������ ���* ��� 9�! %���! �: ?!'��$ HM�@I � HM�NI '��#!$�,����8 �!'��$=�

��8 #�'�,'�:�� ny � � #'���$=��8 #! �8,� �!'��$=��8 #�'�,'�:�� ny 	� �:���87��8
!)'���! #'!#!'"�!��$=�! %��� ���!$��� H#'� #!��!8��;� M � HI�

��$� :����� #�'�,'�:�� ny �! #'� �%�$������ %��� ���!$��� #'!�!$=��8 '��#!�
$�,����8 #�'�,'�:�� nx� ����=>����8 % �!!�%����%�� � ?!'��$!+ HM�5I �! #'!��!+
!)'���!+ #'!#!'"�!��$=�!��� :���= �� ��)$7�����8 ��� ��� #'� �%�$������ G %!:�
'������ � $!)!%!� �!#'!��%$���� Q�
������ ��(��� ������	*�� #�'����$���;� #�'�,'�:�� %��>��� #!�%����

�!,�� %$�8�= %!�#�'%;� ��'�: �%!+ %�� � %!�%�!';� ��'�: �!#!$����$=�!� �%�$��
����� )�:;������%�!+ ����� $!)!%!,! �!#'!��%$���8 ���!$����

�� '��#!$�,����7 �!'��$=��7 #�'�,'�:�� ny � �!#'!��%$���� #!�%��!� �� %$��
8�� ��� ��� 9�� #�'�,'�:�� :�%���� �!$=�! !� %�$����; '��#!$�,���!+ #!�C���!+
��$; �';$��
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('���$=��8 #! �8,� #�'�,'�:�� ny 	� ��� 9�! %���! �: ?!'��$; HM�NI ����=>��
���8 ��$� �%�$���%����8 Cx 0� O�� )!$=>� �8,� � )!$=>� '�:�!��= CP − Cx 0 ���
���=>� %$�8��� �!#'!��%$���8 #!�%��!� �� #'���$=��7 #�'�,'�:���

���#!$�,����8 #'!�!$=��8 #�'�,'�:�� nx � #'� %!:'������� Cx 0 ���&� ����=�
>����8� �$�8��� Cx 0 �� nx� ����!%���8 !��!����$=�! )!$=>� #'� �%�$������ ��
����%'� #�'�,'�:�� ny�
������ �����$���� ������!* �$8 !#'���$���!��� '����&����+ )����

'������'�%��= �%�$������ ���#�'���'; �� 3W #'� ������'��!� ��%$���� pU #$!��
�!��= %!:���� ρ #'� 9�!� )���� �� 3W ���=>� ������'��!+� ������G

F #'� :�����!+ %!:��>�!+ ��!'!��� V '��#!$�,����8 H#! Cy �I �!'��$=��8 #��
'�,'�:�� ny � �#���� #'���'�! �� 3W� �! #'� :�����;� �������!'�!+ ��!'!��� V�
�$� ���$� M #�'�,'�:�� ny � #'� �%�$������ ���#�'���'; �� �:������8U

F #'���$=��8 #! �8,� �!'��$=��8 #�'�,'�:�� ny 	� #'� :�����!� ���$� M �#���� 
��� ��� �%�$������ ���#�'���'; �� 3W #'�%!��� � #�����7 �8,� P� � �!9??�"�����
�8,� CP #'���'�! �� @WU

F '��#!$�,����8 #'!�!$=��8 #�'�,'�:�� nx � #'� �%�$������ ���#�'���'; %!:�
���� ���&� ����=>���8 % �!!�%����%�� � #������� �8,��
�	�+��� $����/� H�$� �,! %;�$7�����I !���= ��$=�! %$�8�� �� #'���$=�

��7 #! �8,� �!'��$=��7 #�'�,'�:�� ny 	� � '��#!$�,����7 #'!�!$=��7 #�'�,'�:��
nx�� ��&� �� ��!'!��8� � %;�!��� ,�� P� � Q� �%�$������ �8,� ��#'���' % @

'�:� #'�%!��� � �%�$�����7 ny 	� #'���'�! %
√

2 '�:� � � �%�$�����7 n1
x� H#'�

ny = 1I #'���'�! % @ '�:��
�� ��!'!��8� � %;�!��� ,�� '�:�!��= P� −Q� ��$� H��#'���' %)$�:� ��������

��!,! #!�!$��I �:������� �8,� #'�%!��� � �*� )!$�� !*����!�� �:������7 � ny 	�

� n1
x��
O�! �������8 '��#!$�,���!+ H#! Cy �I �!'��$=�!+ #�'�,'�:�� ny � �! %�$�����

�8,� �� ��� #!��� �� %$�8�� H�����8 Py
∼= 0I� �! �$����� ����;%��= ��! #'� )!$=>�+

�8,� ���!$�� �� ����%'� ��'8�� 9��',�7 ���$����� � �$��!%���$=�! )!$�� �$���$=�
�!� %'��8 �!&�� ���!���=�8 �� #!%;>���;� ��!'!��8� �� �!�!';� '��#!$�,����8
#�'�,'�:�� ny � ����� ���)!$=>�7 %�$������

��� -� �
	
�	 � 
	��	

�% ������� ��% � ���	���

3� ���� 
��������� �������
 �
�	��
 � ����
������ �	� &�
����� &�	���
��� �&����
���� ���� &��� ����
� F ny � H�7�� %�!��� � n�y ����I ny 	� � n1

x��
$��!%���$=�! �	� ��
������ 
��������- ������� ���- �
�	���� ����
�����
��
����! ��	!�� /�� ��� &��� ������

�*���%��� �%� ���!�� �'�%����8G ��������	!���% #'� �!�!'!� '������'��
%����8 !��!>���� ��&�� #�'�,'�:���� �%�� ���!$��!% � 
���	�����% #'� �!�!�
'!� '������'�%����8 '�:�!��= ��&�� #�'�,'�:���� �%�� ���!$��!%� ��#'���' ���
$� �� ���!���! '�&��� ���!$�� D	E ����� ny �(D	E) = 6 � ���!$�� D<E �����
ny �(D<E) = 4 �! !��!����$=�!� #'�%!��!���%! ���!$��� D	E #! 9�!+ #�'�,'�:��
)���� '�%�! n�(D	EdD<E) = 6 : 4 = 1, 5 � �)�!$7��!� #'�%!��!���%! ∆ny �(D	E −
D<E) = 6 − 4 = +2� ��$� %���� �'�%����� �! ��!'!�; $������ ���!$��� D<E �!
n�(D<EdD	E) = 4 : 6 = 0, 67 � ∆ny �(D<E − D	E) = 4 − 6 = −2�

��$=��+>�+ ���$�: )���� #'!%!���=�8 � �!��� :'���8 $������ ��$!%�!,! ���!�
$��� D	E�

@� ,������ �������"���� ������#��� ��"����	 ny �� J�� #�'�,'�:�
�� !#'���$87��8 #! ?!'��$�

ny � =
Cy � S

G
q, (5.10)
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#!9�!�� ��������	!��� &�����-������ ���!$��� D	E )���� '�%�!

n� =
Cy � S

G
(DyE) :

Cy � S

G
(D<E). (5.11)

���!����$=�!� #'�%!��!���%! #! ny � H)�: ����� n�y �!&�! !#'���$��= � �!�%���
�;� #���� F #! %;�!�� ,'���"; ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �� ���#�:!�� %;�!� �
��!'!���+ H#! %;�!�� ,'���"; 
 @ � @ � @  @ � �� '��� N�5I�

����� );$! #!$����! ��! '��#!$�,����8 #�'�,'�:�� ���!$��� �� :�����!+ %;�
�!�� '�%�� !��!>���7 ���!�?�'�!,! ��%$���8 p �� 9�!+ %;�!�� � ��%$���7 p1 ��
,'���"� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �� �!�!'!+ ny � 1 = 1

ny � =
p

p1

. (5.12)

��:��$�% #!$������7 9��� #���� '��#!$�,����7 #�'�,'�:�� ���!$��� D	E ��
'��#!$�,����7 #�'�,'�:�� ���!$��� D<E #!$����

n� =
p1(D<E)
p1(DyE)

. (5.13)∗

�����* ('� ���$� M = 1, 1 ,'���"� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� #'!�!��� �$8
���!$��� D	E �� %;�!�� 34 � H:���= p1 = 6670 '12I � �$8 ���!$��� D<E F ��
%;�!�� @S N � Hp1 = 5350 '12I� $��!%���$=�! #'� M = 1, 1 �� %��� %;�!���
!��!����$=�!� #'�%!��!���%! ���!$��� D	E #! '��#!$�,���!+ #�'�,'�:�� '�%�! n� =
5350 : 6670 = 0, 8 H�� �� ���!$�� D	E ����#��� ���!$��� D<EI�

� ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ #!$��� % �!�!'!� �!&�� );�= �!���,���! �$�
#'�%;>��! !,'�������� #! �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� !��!���
��$=�!� #'�%!��!���%! ���!$��� D	E '�%�! !��!>���7 9��� !,'�������+

n� =
n�y ����(DyE)
n�y ����(D<E)

.

O�! ���� !��!����$=�!� #'�%!��!���%! #! '��#!$�,���!+ �!'��$=�!+ #�'�,'�:��
n�h ��$� ��#'���' % ���!���! ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ ����%'���!,! %!:��>�
�!,! )!8 ����� ����! �!!��!>���� n� = 1, 2 �! 9�! !:������ ��! $����� ���!$���
D	E �!&�� 	���	������� H% ������� ����!$=��� ������I �!:��%��= �!'��$=�
��7 #�'�,'�:�� % 3 @ '�:� )s!$=>�7 ��� � #'!��%���� ����= #'���'�! % 3 @ '�:�
���=>�+ D�,�!%���;+E '����� �� '�:%!'!�� � �� $7)!+ �'�,!+ �'����!'�� H#'�

�!#�*����
√
n2

y − 1 � ny �$� ny −cos Θ � nyI #'���%��= �%!��� ���!$��� #'���'�!

% 3 @ '�:� )!$=>�7 �,$!%�7 ��!'!��=�
����	����� &�����-������ #! '��#!$�,���!+ �!'��$=�!+ #�'�,'�:�� '�%�!

∆ny � = ny �(DyE) − ny �(D<E).

J�� %�$����� #!��:;%��� �� ��!$=�! �����" %'������8 #�'�,'�:�� ny � � ���!$��
�� D	E �!&�� );�= )!$=>� H���=>�I ��� � #'!��%���� �� ��!$=�! ���'!% �!&��
);�= ���=>� H)!$=>�I D�,�!%���;+E '����� '�:%!'!�� �$� �'�,!,! ����%'� ��
��!$=�! ,'����!% % ������� �!&�� );�= )!$=>� H���=>�I �,$!%�8 ��!'!��=�

�!&�! #!$�,��= ��! �$8 %�����8 ����%'���!,! %!:��>�!,! )!8 )!$=>�� :�����
��� ����� %�$����� !��!����$=�!,! � �� �)�!$7��!,! #'�%!��!���%� ��� #'!��%���
�!� �� �� $������ %�&��� :���= ��! �,! ���!$�� ����� ��#'���' % 3 @ '�:� ���=>�+
'����� ?!'��'!%���!,! '�:%!'!�� #! �'�%����7 � ���!$��!� #'!��%���� ��� :���= 
��! 9�!� '����� ���=>� �� 3TM �
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�� �$����� �����= ��! #'�%!��!���%! #! ny � H!��!����$=�!� �$� �)�!$7��!�I
�%�!��������� #'�%!��� � #'�%!��!���%� �� ?!'��'!%���;� %�'�&�� � '�:%!'!����
��$� ���!$�� D	E ����#��� #'!��%���� % �8,!%!!'�&���!��� � ����� #'�%!��!���%!
�!$=�! #! ny � �! 9�! #'�%!��!���%! �!&�! ��#!$=:!%��= % ������ ����	!��� ��
���� %!:��>�!,! )!8 � �����!G �$8 #!�$����,! �!%!'!�� �� "�$= #'� ����� �$�
�$8 ��$!����8 !� #�>���!,! !,�8 #'!��%���� � ���!��%!�8*���8 '����� �)*�� &�
#'�%!��!���%! % ����%'���!� %!:��>�!� )!7 H% �!� ���$� � �� ?!'��'!%���;�
%�'�&��I % 9��� ��$!%�8� )���� ����= #'!��%��� ��� ��� :� ���� )!$=>�+ �8,!�
%!!'�&���!��� ���!$�� D<E )���� ���$����� '���'���%��= �����������7 9��',�7
H��!'!��= � %;�!��I�

K� ���)!$�� ��!)�;� �$8 $������ %��!� ,'�?�����!,! #'�����%$���8 !��!���
��$=�!,! �$� �)�!$7��!,! #'�%!��!���%� ���!$��� D	E #! '��#!$�,���!+ �!'��$=�
�!+ #�'�,'�:�� H� #! �'�,�� #�'�,'�:���I 8%$8���8 �����
����� /�� � &�����-���
���
 &��� � ��
&
���� ����� � ��������� &�	��
% % �!�!'!� #'!%!�8��8 ���	����
n� = [\]^_ �$� ∆ny � = [\]^_� ('���' ���!,! �:!)'�&���8 ��� �� '��� M�T� �! %��+
:�>�'��!%���!+ !)$���� �� 9�!� '������ !��!����$=�!� � �)�!$7��!� #'�%!��!��
��%! !#'���$8���8 #! %�$������ �������$=�;� 9��#$����"�!��;� #�'�,'�:!� �%��
���!$��!% �!�!';� :���= #'��8�; '�%�;�� T M �$8 D	E � 5 S �$8 D<E�

������� ��! #'� �'�,!� �!!��!>���� ��&�� �������$=�;�� 9��#$����"�!��
�;�� #�'�,'�:���� �%�� �'�%��%���;� ���!$��!% �:!$���� % ��&��+ ����� ,'�?��
�� �!,�� #'!+�� �!%�'>���! #!���!�� ��!,�� ���;� #'����$�%;� !)'�:!��

�: ,'�?��!% #!�!)�;� �:!)'�&���;� �� '��� M�T !���= ��,$8��! %;8%$8���8
��	
��! ����� � ��������� &�	��
% % �!�!'!+ ���!$�� D	E ����� !#'���$���!�
!��!����$=�!� �$� �)�!$7��!� #'�%!��!���%! ��� ���!$��!� D<E #! '��#!$�,���!+
�!'��$=�!+ #�'�,'�:�� �� �� ��
����������� &�����-������ % �,$!%!+ ��!'!��� �
% '������ �� ?!'��'!%���;� '�:%!'!��� %�'�&�� � �� �'�,�� 9��',���;� ����%�
'��� �!'!����;+ %!:��>�;+ )!+ �!��!8*�+ �: !��!,!��%�� 9��',���;� ����%'!% 
�!&�! � ��#��!� #'!%���� �����! % 9�!+ !)$����� (! '��� M�T �$8 ���!$��� D	E
!)$���= #'�%!��!���%� �!!�%����%��� �������!'�!+ ��!'!��� )!$�� T5S �1� �� %;�
�!��� !� S �! 4 �% ���$� M > 1, 3 �� %;�!��� �%;>� 4 ��

���� �:!$���8 n� = 1 H�$� ∆ny � = 0I ��$�� ���#�:!� %;�!� � ��!'!���+ #!$���
�� �%� !)$���� � �����!G !)$���= #'�%!��!���%� ���!$��� D	E H:���= n� > 1 �$�
∆ny � > 0I � !)$���= #'�%!��!���%� ���!$��� D<E H:���= n� < 1 �$� ∆ny � < 0 ���
��� ���$�: ��$!%�! %�����8 �! ��!'!�; $������ ���!$��� D	EI�

�! �!&�! $� ����� "�?'; ��� ��#'���' n� = 1, 01 �$� ∆ny � = +0, 01 ����
���= #'�%!��!���%!�h L!,����� ������= ��! :���= ���!$��; D	E � D<E '�%�!"���;�
���!�8 �: 9�!,! ���#�:!� %;�!� � ��!'!���+ #!$��� �!&�! '�:)��= �� �'� !)$��
��� � �����!G D��+�'�$=��7E !)$���= �$� !)$���= #'���'�! '�%�;� %!:�!&�!���+
H:���= ��#'���' n� � 0, 9 ÷ 1, 1 �$� ∆ny � � 0, 2 ÷ +0, 2U "�?'; F ��$!%�;�I !)�
$���= #'�%!��!���%� ���!$��� D	E H:���= n� > 1, 1 �$� ∆ny � > +0, 2I !)$���=
#'�%!��!���%� ���!$��� D<E H:���= n� < 0, 9 �$� ∆ny � < −0, 2I�

N� ,������ ����#��� �� ��" ������#��� ��"����	 ny 	�� ��� �
% #'��;��*�� �$���� )���� '������'�%��= ��������	!��� � 
���	����� #'�%!��
�!���%! ���!$��� D	EG

n	� =
ny 	�(DyE)
ny 	�(D<E)

; ∆ny 	� = ny 	�(DyE) − ny 	�(D<E).

�$8 %;���$���8 �'�%��%���;� #'���$=�;� #�'�,'�:!� ny 	�(DyE) � ny 	�(D<E)
��#!$=:����8 !);��;+ ���!� �:$!&���;+ % i M ,$�%; ZZ #� N �$8 ��,! ��&�! :���=
�9'!������������ ��'����'������ ���!$��!% � �8,!%;� ��'����'������ �� �%�,��
��$�+�
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�! �!&�! ��#!$=:!%��= � �! !)��!8��$=��%! ��! % ��'��!�?�'� #'���$=��8 #��
'�,'�:�� ���!$��� #'!#!'"�!��$=�� ���!�?�'�!�� ��%$���7

ny 	� =
p

p1

, (5.14)

,�� p F ��%$���� �� :�����!+ %;�!�� � p1 F ��%$���� �� ���������!� #!�!$�� #'�
:�����!� ���$� M H�� ,'���"� �����!%�%>�,!�8 ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �@�@�@	
#! '��� N�5U �� 9�!+ ,'���"� ny 	� = 1I�

�: ?!'��$; HM�3NI �$�����

n	� =
p1(D<E)
p1(D	E)

. (5.15)∗

�! ��*� #'���$=�;� #�'�,'�:�� )�'���8 �: ,!�!%;� ,'�?��!% #!�!)�;� �:!)�
'�&���;� �� '��� M�M �$� M�5�

G�� �
�� &�����-������ � &����	!��� &��� �����F ��$� ��#'���' !��!����$=�
�!� #'�%!��!���%! n	� = 1 �! 9�! !:������ ��! � ���!$��� D	E % 3 3 '�:� )!$=>�
#'���$=��8 #! �8,� �!'��$=��8 #�'�,'�:�� #'���'�! % 3 3 '�:� ���=>� '����� �����

�!%�%>�,!�8 %�'�&� H#'� �!#�*����
√
n2

y − 1 � nyI #'���'�! % 3 3 '�:� )!$=>�

�,$!%�8 ��!'!��= #!%!'!�� �'����!'�� � #'���'�! % 3 3 '�:� ���=>� %'��8 %;#!$�
����8 �����!%�%>�,!�8 %�'�&��

('� #'!��'����%���!� ����%'�'!%���� �! �'������ #�'�,'�:���� )$�:���� �
#'���$=�!+ #! �8,� ���!$�� D	E #!���#���! �
�
&	��
�� &�����-������ � /����
 �� H��!'!��� � %;�!��I � #!$!&���� !��!����$=�! ���!$��� D<E� (���= ��#'���' 
% ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ ����%'���!,! %!:��>�!,! )!8 ���!$�� D	E �����
ny 	� = 5 � ���!$�� D<E F ny 	� = 4, 5 H#'� 9�!� n	� = 1, 1I� ��$� #'� ���!� �!!��!�
>���� #'���$=�;� #�'�,'�:!� )!+ )���� %�����= #'� �'����+ #�'�,'�:�� ny = 5 H9�!
�!&�� );�= )!+ � �� %�'�&�� � �� �!�;� #��$8� � �� $7);� �'�,�� ?�,�'��I 
�! ���!$�� D	E )���� �!�'��8�= 9��',�7 � ���!$�� D<E F ��'8�= � #!���#���!
#'����*���%! % ��!'!��� %;�!�� � !��!����$=�!� #!$!&���� )���� #�'��!���= �
���!$��� D	E H������%���! ��$� $����� ���!$��� D	E #'�%�$=�! ��#!$=:��� %!:�
�!&�!��� �%!�,! ���!$���I�

��$� !��!����$=�!� #'�%!��!���%! n	� #!��:;%��� �� �	��#	� ��� � ���!$��
�� D	E $��>� �����;� #!��:���$� ����%'���!��� #'� #�$!��'!%���� )�: #!��'�
9��',�� �! �)�!$7��!� #'�%!��!���%! ∆ny 	� #!��:;%��� �� �	��#	� $��>� 9��
#!��:���$� H�� ��!$=�! ���'!% ���=>� '����� � �� ��I� ��:$���� % ��#!$=:!%����
!��!����$=�!,! �$� �)�!$7��!,! #'�%!��!���%� '����!�'�� �� �%�� #'���'���
����� >* ���!G �� �����!%�%>���8 #'���$=�;� %�'�&�� ���!$�� D	E ���!�

����8 #!:��� ���!$��� D<E �� �,$!%!+ ������"�� '�%�!+ 30◦ H!������ �� 1/12 ����=
%�'�&�IU !��!����$=�!� #'�%!��!���%! n	� = 1, 2� �'�)����8 ��+�� ��'�: ����7
����= %�'�&� ������"�8 �!�'�����8 �! ��$8�

� � > � � � �� ��!$�� D<E '�:%�'����8 �� 150◦ � ���!$�� D	E F �� 150 · 1, 2 =
180◦ �� �� �!,!� )���� #'!�:%���� :� #!$%�'�&��
����� ?*���!G ����$=�!� #!$!&���� ���!$��!% #'�&��� H���!$�� D	E !������

�� 30◦IU �)�!$7��!� #'�%!��!���%! ∆ny 	� = +0, 9U ��!'!��= ���!$��� D	E '�%��
5@S �1� H@SS 1�I� �'�)����8 ��+�� ��'�: ��!$=�! ������ ������"�8 �!�'�����8
�! ��$8�

� � > � � � �� �,$!%�8 ��!'!��= � ���!$��� D	E )���� )!$=>� �� %�$����� ∆ω =
fV
∆ny

=
9, 8 · 200

0, 9
= +0, 044 �
�1� H�� e@ M  �
� 1�IU %'��8 �!,!�� ∆t = 30 : 2, 5 = 12 ��

���%���! $������ %�&��� :���= ��! �!,!� #'!�:!+��� :� #!$%�'�&� ��� :���=
%'��8 �!,!�� % �������� �� �� %�&��� :���= ��������#��) � �� �)�!$7��!� #'��
%!��!���%!�
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M� =��$���	� ���������� � ����������� � ����#��! �� ��"
������#��! ��"���	 ���&� �!&�! �:!)'�:��= #'!%������� % ���#�:!�� %;�!�
� ��!'!���+ #!$��� �:!$���+ n	� = [\]^_U � ∆ny 	� = [\]^_� ('���' ���!,! ,'�?���
��� �� '��� M�4�

#��	���� n	� = [\]^_ �� '��� M�4 
 �!$&�; ); ���� ��'!,! %�'����$=�! #��
'�$$�$=�! %�'����$=�!+ �:!$���� n	� = 1 � �:!$���� ∆ny 	� = [\]^_ �� '��� M�4 �
�!$&�; ); ����#�!������� HD%��'!�EI #'�)$�&��=�8 �� ��$;� %;�!��� � %�'���
��$=�!+ �:!$���� ∆ny 	� = 0� �! ���!+ ��!'��������+ �!� �'�%;� !);��! ��'�>��
���8 �� %;�!��� ����� 33 � �:�:� !�!)���!���+ '�,�$�'!%���8 �%�,���$�+�

�: ,'�?��!% #!�!)�;� �:!)'�&���;� �� '��� M�4 ��,$8��! %;8%$8���8 ��	
��!
����� � ��������� &�	��
% % �!�!'!+ ���!$�� D	E ����� #'�%!��!���%! % #'���$=�
�!+ #! �8,� H�$���$=�!+I #�'�,'�:�� ny 	� �� �� #'�%!��!���%! % �,$!%!+ ��!'!���
� % '������ �� �����!%�%>���8 H�$� )$�:��� � ���I %�'�&�� � '�:%!'!��� � ����
&� �� �'�,�� ����%'�� H��#'���' �� �!�;� #��$8�I %;#!$�8��;� �! �'������
#�'�,'�:���� )$�:���� � #'���$=�!+�

#��	���� n	� = 1 H�$� ∆ny 	� = 0I '�:)�%��� ���#�:!� %;�!� � ��!'!���+ #!$���
�� �%� !)$����U �! �!&�! %;��$��= � �'��=7 F D��+�'�$=��7E F !)$���= % �!�!'!+
#'�%!��!���%! �!,! �$� ��!,! ���!$��� ��:������$=�!� (! '��� M�4 D��+�'�$=��7E
!)$���= �!&�! %;��$��= % ���#�:!�� n	� � 0, 9 ÷ 1, 1 �$� ∆ny 	� � −0, 2 ÷ +0, 2
H"�?'; F ��$!%�;�I�

6� ,������ �������"���� ������#��� ��"����	 n1
x� H#'� ny = 1I

#'!�:%!����8 ������'��;� #���� �� �� %%������� #!�8��+ ��������	!�� � � 
����
	���� � #'�%!��!���%�G

nx �
1 =

n1
x�(D	E)
n1

x�(D<E)
; ∆n1

x� = n1
x�(D	E) − n1

x�(D<E).

J�! #'�%!��!���%! !�!)'�&����8 ,'�?������ ���&� #! ������'�� �� �� ���	����
�� nx� = [\]^_ �$� ∆n1

x� = [\]^_ #'!%�����;�� % ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+
#!$��� H'��� M�3SI�

X!� �:!$���+ �� '��� M�3S #'���'�! #!%�!'8�� �!� �:!$���+ �� '��� M�4 ��� ���
!)� '������'�%���;� #�'�,'�:�� F n1

x� � ny 	� F �%8:��; � �8,!%!!'�&���!��=7
���!$���� ('� #�'��!�� !� '��� M�4 � '��� M�3S );$! #'��8�! ��! ,'�##� #�'����'!%
A ·G/S %$�87*�� �� %�$����� �������%�!,! �!#'!��%$���8 � ���!$��� D	E % 3 @
'�:� )!$=>� ��� � ���!$��� D<E�

��#!���� ��! #'� �����!%�%>���8 ��)!'� %;�!�; %�'����$=��8 ��!'!��= Vy =
nx V  #'� ,!'�:!���$=�!� '�:,!�� ���!'���� jx = nx f � #�'%!� � %�!'!� !)C����8�
7��8 ��!'!��=7 ��)!'� 9��',�� V �

y = nx V �

(!9�!�� ��$� ��#'���' nx�
1 = 1, 5 �! ��!'!#!�C���!��= ���!'���� '�:,!��

� ��!'!��= ��)!'� 9��',�� � ���!$��� D	E )���� % #!$�!'� '�:� )!$=>� ��� �
���!$��� D<E�

��$� &� ���! 
���	����� #'�%!��!���%! ��#'���' ∆n1
x� = +0, 3 �! ��!'!�

#!�C���!��= H�$� ��!'!��= ��)!'� 9��',��I ���!$��� D	E )!$=>� �� 0, 3V 1�% �
���!'���� '�:,!�� )!$=>� �� 9, 8 · 0, 3 = 3 1�2�

�����7 V = 720 �1� H@SS 1�I ∆n1
x� = +0, 3 ���!$�� D<E ���!����8 %;>�

���!$��� D	E �� MSS � �����%���� )���� $��%���'!%��! ���!$��!� D	E :� %'��8

t =
500

200 · 0, 3 = 8, 3 �� ��$� ���!$��; ���!�8��8 �� !��!+ %;�!�� �! D	E !������

!� D<E �� @SSS  #! ������"�� �! 9�! !����%���� )���� $��%���'!%��! :� %'��8

t =
√

2 · 2000
0, 3 · 9, 8 � H��#!$=:!%��� ?!'��$� #��� #'� '�%�!���!'���!� �%�&����I�
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�: #'�%�����;� #'���'!% %���! ��! #'� �'�%����� '��#!$�,���;� #'!�!$=�;�
#�'�,'�:!� %�&��� ����= %�$����� � ) � ! $ 7 � � ! , ! #'�%!��!���%� ∆n1

x�� ('�

��#!$=:!%���� !��!����$=�!,! #'�%!��!���%� nx �
1 %!:����7� :��'������8 �!,��

#'!�!$=�;� #�'�,'�:�� ���!$��!% )$�:�� � ��$7 H%)$�:� ���������!,! #!�!$��I 
'�%�; ��$7 H�� ���������!� #!�!$��I �$� ���7� !�'�"���$=��7 %�$����� H:� ����
�������� #!�!$�!� �� �� �� ������������ %;�!���I�

�"� #�� ��� � 
	��	

��� ��	���%���� �
��� � ���	�

� 
  �����

3� ��#!$=:�8 '��� M�T M�4 � M�3S #'!%���� % ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ #!$���
��� ���	����C ny � = 1 H�$� ∆ny � = 0I ny 	� = 1 H�$� ∆ny 	� = 0I � nx�

1 = 1 H�$�

∆n1
x� = 0I �!�!';� )���� 8%$8�=�8  �
��*
�% ����	����� ��	
��� &�����-���

���
 �
�	��
 D	E &� �������������� &��� ����
 �� ��	
���� &�����-�����

�
�	��
 D<E H'��� M�33I�

�� '��� M�33 % ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ #!$��� �!&�! %;��$��= �$���7*��
!)$���� H!�� ��)$� 3I % �!�!';� ����� ����! '�:$���!� �!!��!>���� #!��:���$�+
����%'���!��� �'�%��%���;� ���!$��!% D	E � D<E H#'�%!��!���%! ���!$��� D	E
!)!:�����! :���!� D+E #'�%!��!���%! D<E F :���!� D−EI�

��)$�"� M�3

'�%��%���;� #�'�,'�:��
�)$���= #! '��� M�33 ny � ny 	� n1

x�

Z + + +
ZZ − + +
ZZZ + − +
ZB − − +
B + − −
BZ − − −
BZZ �)$���= ���!���#�� �$8 ���!$��� D	E

@� ���8 #�'�� �!)!+ ,'�?�� #!�!)�;+ �:!)'�&���!�� �� '��� M�33 $����� �!�
&�� :�'���� �������= ��0� �������� ������������� � �����(��� ��+7

F %�� :�%����!��� !� ��'����'����� !)$����+ � ����$� )!8 �$����� ����= &���
�������� � /��� �� H��!'!��� �$� %;�!��I � ��� )!+ '�>��= !��!+ %��:�#�!+
����!+U

F %���� ����%'���;+ %!:��>�;+ )!+ H��$� 9�! ��!)�!���!I %;,!���� %��,! � ���
	
��� H� ����= ���!$�� D	E ����� #'�%!��!���%! #! %��� #!��:���$8� ����%'���!�
���� ��$� ����%'���;+ %!:��>�;+ )!+ ����$�8 % ��)$�,!#'�8��!� ���#�:!�� %;�!�
� ��!'!���+ �! �$����� #!���#���! :��8,�%��= #'!��%���� % !)$���= Z� ������%���! 
��! $����� ���!$��� D<E )���� �8���= % !)$���= BZ � ���!� )!8 )���� :�%����= !� #��
$!��&�!,! �����'��%� $�����!% �� �!'�$=�!�#���!$!,�����!+ #!�,!�!%�� �����8
��'�$8�= )�: #'!���� '������� � �: #�>��U

F � ��	
��� HH ���!$�� D	E ����� #'�%!��!���%! #! %��� #!��:���$8� ����%'���
�!��� �%8:���;� � �8,!%!!'�&���!��=7 �� �� #! #�'�,'�:��� ny 	� � n1

x� � �$��!%��
��$=�! #! �'����� '������� � �,$!%;� ��!'!��8� #'� :��8&�!� ����%'�'!%���� 
#! ��!'!#!�C���!��� '�:,!�� � ��)!'� 9��',��� �! :���= H% !�$���� !� !)$���� Z
���!$�� D	E ����#��� #'!��%���� #! �'���!%'�����!+ #�'�,'�:�� ny �� (!9�!�� ���
�!$�� D<E % #!�$����+ '�>���$=�;+ �!���� �!&�� �%�'���=�8 !� ����� ���!$���
D	E H��'88 #'� 9�!� ��!'!��=I �$� ��!)!'!� !��:�%>��= :� �%!��!� ���!$��� D	E
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H��! % !)$���� ZZ ��$!%�'!8��!I ���$��= )!$�� �'��!+ �'���!%'�����;+ �!%!'!� ��
"�$= H#!�$� ��,! �'�:� �������8 �,! !����%���� � #! �,$� '�:%!'!�� � #! ������"��IU

F � ��	
���- HHH � H? #'�%!��!���%! ���!$��� D	E #! �$���$=�!+ #�'�,'�:��
ny 	� ����:��� �! #'�%!��!���%! #! #�'�,'�:�� n1

x� �*� �!�'��8���8� ����= ��%;,!��!
%%8:;%��=�8 % )!+ �� %�'�&�� �$� �!�;� #��$8� !�!)���! % !)$���� ZB ,�� ���!�
$�� D<E $��>� %;#!$�8�� �� �!$=�! �����!%�%>���8 �! � ?!'��'!%���;� %�'�&�
� '�:%!'!�;� ('�%!��!���%! % #'!�!$=�!+ #�'�,'�:�� n1

x� ���7*���8 % !)$���8� ZZZ
� ZB $��>� %��,! �!&�! ��#!$=:!%��= #'� #�'�%!�� )!8 �� %�'����$=�;� ����%';
� ���'���!+ �!'��$=�!+ #�'�,'�:�!+ H,!'�� � #���'!%���8 %!��!�8*�� � ����!�8�
*�� �#�'�$� �!,!�; � !�';%; #! #'8�!+ �$� #! �$�)! �:!,���;� �'����!'�8�I�
���8 #'�%!��!���%! % ��!'!#!�C���!��� '�:,!�� � ��)!'� 9��',�� $����� ���!$��
�� D	E �!$&�� �%$����= #'!��%���� % !)$���= Z � �� ��%��= !����;%��=�8 )!7 %
!)$���� B � BZU

F � ��	
��� ? $����� ���!$��� D	E �!$&�� '�>��= )!+ �!$=�! %��:�#�!+ ����
�!+ �!�!'�8 �!&�� %�$7���= �� )!$�� !��!,!��%�� 9��',���;� �'���!%'�����;�
�!%!'!�!% �� "�$=� ��8�!� )!$�� �$� ����� �$���$=�!� ����%'�'!%���� % 9�!+ !)�
$���� ��%;,!��! %%��� #'�%!��!���%� ���!$��� #'!��%���� #! %��� #!��:���$8�
����%'���!��� �%8:���;� � �8,!%!!'�&���!��=7 � � #�'�,'�:���� ny 	� � n1

x�U
F � ��	
��� ?H %!:��>�;+ )!+ �!$&�� '�>��=�8 !��!+ %��:�#�!+ ����!+ ���

��� $7)!� ����%'�'!%���� �$8 ���!$��� D	E :���= �'�+�� ��%;,!��! �:�:� #!$�!,!
#'�%!��!���%� ���!$��� D<EU

F % �����#���$=�!� %!:��>�!� )!7 #'!�!�8*�� ��#'���' % !)$���8� Z �$�
ZZZ $����� ���!$��� D	E �� �!$&�� �#�����= #'!��%���� % ��	
��! ?HH% ���!���#�
��7 �$8 ���!$��� D	E �:�:� )!$�� ��'!,�� !,'�������+ �������$=�!+ ��!'!��� #!
��!'!���!�� ��#!'� � ���$� M �

K� ��� �:$!&���!� %;>� �#'�%��$�%! �!$=�! �$8 �$���8 %!:��>�!,! )!8 #'�
�!�!'!� !)� ���!$��� ����%'�'�7� #! #'���'�! ���$!,���;� �'����!'�8� � � �
�
������� ��
&
���� ����� � ���������� ('� 9�!� :���= �� '������'�%�$�8 %!#'!�
! ���������!+ "�$��!!)'�:�!��� �$� ��"�$��!!)'�:�!��� %�����8 ���!,! )!8 ���'��
)���$8���

��$� &� � #'!��%���!% % ����$� )!8 ��!'!��� � %;�!�; #!$��� '�:�;� �! #�'�
%!����$=�!� ����%'���!� #'�%!��!���%! ����� �!� � �!�!'!,! ��*���%���! ��	!��
/��� �������
� �����
 H%�� :�%����!��� !� ��'����'����� !)$����+ �:!)'�&���
�;� �� '��� M�33I� (���= ��#'���' % �!���� %��'��� ���!$�� D<E $���� �� %;�!��
M � �! ��!'!��=7 TSS �1� H#! '��� M�33 9�! �!!�%����%��� !)$���� BZ ,�� ���!$��
D<E ����� #!$�!� #'�%!��!���%! ��� ���!$��!� D	EI � ���!$�� D	E $���� �� %;�!��
3S � �! ��!'!��=7 33SS �1� H9�! !)$���= ZB ,�� ���!$�� D<E ����� #'�%!��!���%!
#! ny � � ny 	�I� �����! #'� ���!+ %��'��� #�'%!����$=�;� ����%'���;� #'�%!��!��
��%!� )���� !)$����= ���!$�� D	E ��� ��� !� ����� 9��',��������7 %;�!�� 3N TSS 
#'!��% 9��',�������!+ %;�!�; 5MSS  � ���!$��� D<E�

('�%�� 9�!+ �:);�!��!+ 9��',��+ ��&�! �*� ����= %!�#!$=:!%��=�8 �� �� ��&�!
����!%��= #'!��%���� �� )!$=>!+ ��!'!��� � ��!���= %%�'� �$8 �!%!,! '�:%!'!��
�� "�$=�

�:);�!� 9��',�������!+ %;�!�; ∆H� #'� ���!� ����%'�'!%���� )���� �:'���
�!�!%�� :� %'��8 ∆t = ∆H�/(∆nx� V��) #!�$� ��,! ����%'���;+ %!:��>�;+ )!+
"�$��!!)'�:��� #'��'����=� ��;� #$!��� '�>����� % '������'�%���!� #'���'�
);$! ); ����=>���� %;�!�; � ��!'!��� � %%8:;%���� % %!:��>�;+ )!+ �� %;�!��
M � � ��!'!��� TSS �1��

N� (!�'!)�;+ ���$�: %��� !)$����+ %! %��� ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ #!�
$��� %;#!$��� �!$=�! � �����������������- *�	�-% ��!); '����!�'��= ���)!$��
��#���;� %�'����; �!!��!>���+ ��&�� ��'����'�;�� #�'�,'�:���� �%�� ���!�
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$��!%� ('��������� &� ����%'���;+ %!:��>�;+ )!+ ����!%���8 ��$!%�'!8��;� ��
%;�!��� )!$�� 423S � � �� ��!'!��8� )!$�� 3KSS23NSS �1� F %%��� !���= )!$=>��
'�����!% ?�,�' � #!��'� :'���$=�!,! �!������ ��&�� ����%'�'�7*��� ���!$����
���

�� ��'��!�?�'�;� %;�!��� � )!$=>�� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� %!:��>�;+ )!+
%�'!8���� %��,! #'������� ?!'�� #�'��%����

�&� 8� 
�$
 � � ���$	�� � �	�	����� 

3� ����� );$! #!$����! ��! % '�:$���;� !)$���8� ���#�:!�� %;�!� � ��!'!���+
���!$�� D	E �!$&�� #'��#!�����$=��� ����%'�'!%��= �$� � 
	�� #�'�,'�:����
HD�� %�'����$8�EI �$� � ��	!��� #�'�,'�:���� HD�� ,!'�:!���$8�EI �$� %!!)*�
���� 
�! %�8�!,! �$���$=�!,! ����%'�'!%���8�

�����! %����� %!#'!� ! #�'�,'�:�� ny � �!�!'!+ %;,!��! ����%'�'!%��= ���!�
$��� D	E ��$� ����%'�'!%���� �!#�����!� (!9�!�� #�'��!��� � ���$�:� ��� ��:;�
%���!+ "�������! ��	����	�! ��"���	� )!�%!,! ����%'�'!%���8 �!�!'�7
!)!:����� n∗y�

��
������ �
��������� &��� ������ ��:;%����8 ����8 �!'��$=��8 #�'�,'�:��
ny #'� �!�!'!+ �� !#'���$���;� %;�!�� � ��!'!��� � �%�� �'�%��%���;� ���!$��!%

'�%�; #'!�!$=�;� '��#!$�,���;� #�'�,'�:�� nx� H�� #����= � n1
x�gI�

�:%����! ��! � #'!�!$=�!+ #�'�,'�:�!+ �%8:��� ��!'!��= �:������8 9��',����
����!+ %;�!�; ���!$���

dH�

dt
=

d

dt

(
H +

V 2

2 f

)
= nx V.

����� !)'�:!� #'� ny = n∗y 9��',�8 � !)!�� ���!$��!% �:���8���8 !�����!%!
H!�����!%! '����� !�����!%! #����� �$� !������8 #!��!8��!+I�

@� ��#�>�� #!$������7 '���� ?!'��$� HM�TI

nx� =
AG

S q
(n2

y 	� − n2
y)

� #'!���$�:�'��� �
�������! �
�&�	
 
��� &����	!��� &��� ����� nx � �� ����

	!��� &��� ����� ny H'��� M�3@I� �: ?!'��$; � ,'�?��� %���! ��! nx�(ny) F
���= �%��'������8 #�'�)!$� HD#�'�%�'����8EI� ��#!���� ��! '��#!$�,����7 #'!�
�!$=��7 #�'�,'�:�� nx� #'� ny = 1 �; !)!:����$� n1

x � � �!'��$=��7 #�'�,'�:��
ny #'� �!�!'!+ P� = Q � nx� = 0 �; ��:%�$� #'���$=�!+ #! �8,� �!'��$=�!+
#�'�,'�:�!+ ny 	��

K� ������� ��! ����� � ��� �� ��
����� &��� ����� � �� ������������
�
�! �
�� �
������
���� 
����� �
�	��
� ��#'���' ��$� �; %!:=��� �� �'��
%!+ nx�(ny) �!��� � �!!'�������� nx� = +0, 2 � ny = 3 �! 9�� #�'�,'�:�� �!,��
�!!�%����%!%��= �$���7*�� ����%'��G

F ,!'�:!���$=�!�� �������!%�%>����8 '�:%!'!�� � �'��!� 70◦ #'� !��!%'�����
�!� '�:,!�� � ���!'����� @ 1�2U

F %!��!�8*�+ �����!%�%>�+�8 �#�'�$� � �,$!� ��)!'� 11, 5◦ � �'��!� 71◦U
F %!��!�8*�+ �������!%�%>�+�8 �#�'�$� � �,$!� ��)!'� 30◦ � �'��!� 73◦ #'�

!��!%'�����!� �!'�!&���� � ���!'����� −3 1�2U
F ����!�8*�+ �������!%�%>�+�8 �#�'�$� � �,$!� ���&���8 −11, 5◦ � �'��!� 71◦

#'� !��!%'�����!� '�:,!�� � ���!'����� +4 1�2U
F �!��� #��$� �����'!%� % �!�!'!+ �,!$ ��)!'� '�%�� 90◦ � ����� ����! �!'�!�

&���� � ���!'����� −8 1�2 H−29 �1� :� 3 �I�
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�!&�! ��+�� � �'�,�� ����%'; % ���!�!'!+ �!��� ��&�!,! �: �!�!';� )����
����= ����! :�����;� #�'�,'�:��� �)*�� �$8 %��� #�'����$���;� H� %!:�!&�;�I
����%'!% 8%$8���8 �! ��! ��
������� ������	����� � ������������ � ���
	!���
&��� ������ ny = 3 � /��� �������
� �����
 �
 ���- 
����
- �
���� � ��������
����� � &����	!��� &��� ������ nx� = +0, 2�

N� � '�:$���;� ���!$��!% �!,�� );�= '�:�;�� &
�
���� ������������� A
H�!�!';� :�%��8� !� 9??����%�!,! ��$�����8 �';$�I � ���	!��� �
 ����� �
 ���	�
G/S� � �!!�%����%�� � 9��� #�'�)!$� nx�(ny) �!&�� #����= %��: )!$�� �'��! �$�
)!$�� #!$!,! H'��� M�3KI� ('� #!��'!���� ,'�?��!% �� '��� M�3S M�33 � M�3@ );$!
#'��8�! ��! ,'�##� #�'����'!% A · G/S � ���!$��� D	E % 3 @ '�:� )!$=>� ��� �
���!$��� D<E � #!9�!�� #�'�)!$� nx�(ny) � ���!$��� D	E #����� %��: �'��� H#'�
�%�$������ ny ��$=��� %!:'������ �������%�!� �!#'!��%$����I� � ���#�:!�� %;�!�

� ��!'!���+ % �!�!'!� n1
x� � ���!$��� D	E )!$=>� ��� � ���!$��� D<E #�'�)!$;

nx�(ny) 9��� �%�� ���!$��!% !)8:���$=�! #�'�������8 �� ���!+��! #�'�,'�:�� ny H���
�� '��� M�3KI� J�� #�'�,'�:�� � )���� 8%$8�=�8 ,'�����!+ ���������!+ #�'�,'�:�!+
n∗y�

M� ��� %���! �: '��� M�3K $������ ���!$��� D	E ��%;,!��! #'�%;>��= 9�� #�'��
,'�:�� H#!9�!�� !�� !)!:�������8 ��� n∗y���� ��� ��� #'� ny > n∗y���� '��#!$�,����8
#'!�!$=��8 #�'�,'�:�� nx� � #'!��%���� H���!$��� D<EI )���� )!$=>�� ��!)!'!� 
$������ ���!$��� D<E %;,!��! %���� ����%'���;+ %!:��>�;+ )!+ �� #�'�,'�:���
ny #'�%;>�7*�� n∗y H��$� ); �'�%����� ���!$��!% %�$!�= �! ��!'!�; $������ ���
�!$��� D<E �! ,'������8 ����������8 #�'�,'�:�� );$� ); !)!:������ ��� n∗y��I�

���� #'� ny = n∗y 9��',��������8 %;�!�� � �'�%��%���;� ���!$��!% �:���8���8
!�����!%!�

('� ny < n∗y 9��',�������!� #'�%!��!���%! #!���#���! #�'��!��� � ���!$���
D	E �� �� #'� ����%'�'!%���� �! �'����+ #�'�,'�:�!+ ���=>�+ #! �'�%����7 �
n∗y ���!$�� D	E )���� #!���#���! ����#$�%��= #'�%!��!���%! % ��!'!��� %;�!�� �
!��!����$=�!� #!$!&���� % #'!��'����%��

('� ny > n∗y ��!)!'!� 9��',�������!� #'�%!��!���%! #!���#���! #�'��!��� �
���!$��� D<E ���7*��� �� )!$=>�� �,$�� ����� ���=>�� �������%�!� �!#'!��%�
$���� ��� � ���!$��� D	E�
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����%'�'!%���8 '�:$���!+ � � � � � � : � " � � � ' ; $ � H#'���';$�!% ����
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�� ��7	
��

3� �$8 #'!��!�; � ��,$8��!��� ���$�:� &�����
��������� �������� �
�	��
�
 #'��8�! #'!�"�'!%��= �� �%� #$!��!��� ������
	!��� &	������! �
������� �
 �������
	!��� &	������! H'��� 6�3I� �$8 #!8�����8 ����; ��+��%�7*�� �� ���
�!$�� ��$ :���= #'�%����� � #'!��"�8 �� #$!��!��= #�'#������$8'��7 � %���!'�
��!'!��� H��! �$8 ���$�:� �%�&���8 % #'��"�#� �� �'�)����8I�
,����� 	�������� #'��������8 ����8 H!�� ��:;%����8 ����������IG
O F ����$! �!!'����� % "���'� �8&���� ���!$���U
!�= Ox F %�!$= %���!'� ��!'!��� ���!$���U
!�= Oy F % %�'����$=�!+ !��!����$=�! :��$� #$!��!��� #'!%�����!+ ��'�: %���

�!' ��!'!���U
!�= Oz F %#'�%! #�'�$$�$=�! :��$��
@� �: '������ %���! ��! %�!$= ���:���;� !��+ ��+��%�7� �$���7*�� ��	�

H��!$=&���� � )!�!%�8 ��$� Z !������%�7�IG
#! Ox F P −Q−G sin ΘU
#! Oy F Y cos γ −G cos ΘU
#! Oz F Y sin γ�
� �!��;� '������� ����;%����8 � �!���%$87*�8 ��$� �8,� Py � P sinα �� ��

%�:�� %����! ��$; Y #!����%$8���8 ����� Y + Py�
K� � ��#'�%$���8� ��� &� !��+ ���!$�� ��#;�;%��� �$���7*�� ���������C

F ���,��"��$=�!� H#'!�!$=�!� ������$=�!�I ���!'����
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dV

dt
;
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���� 6�3G ���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$�� % #'!��"�� �� �'� #$!��!���G %�'���
��$=��7 '�:%�'����7 ,!'�:!���$=��7 � #�'#������$8'��7 � %���!'� ��!'!���

F "���'!��'�����$=�!� ���!'���� % %�'����$=�!+ #$!��!���

jy =
V 2

r�
= V

dΘ
dt

= V ω� = r� ω
2
� (6.1)

H%�� 9�! F �!$=�! '�:$���;� ?!'�; :�#��� "���'!��'�����$=�!,! ���!'���8IU
F "���'!��'�����$=�!� ���!'���� % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!���

jz =
(V cos Θ)2

r�
= V cos Θ

dϕ

dt
= V cos Θω� = r� ω

2
� . (6.2)

N� ��#�'= �!���%�� ������ ��77����*�
	!��- ��
������ �������� *����

������� �
�	��
% %;'�&�7*�� ��!'!+ :��!� �=7�!�� #'�������$=�! � !�8�
x, y, z�

1) m
dV

dt
= P −Q−G sin Θ;

2) mV
dΘ
dt

= Y cos γ −G cos Θ;

3) mV cos Θ
dϕ

dt
= Y sin γ.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(6.3)∗

M� ��:��$�% #'�%;� � $�%;� ����� �'�%����+ �� %�� ���!$��� G � � %�#!���% 

��! G = fm ny =
Y

G
� nx = P−Q

G  �!&�! 9�� &� �'�%����8 :�#����= % �$���7*��
%���G

1)
dV

dt
= f (nx − sinΘ);

2) V
dΘ
dt

= f (ny cos γ − cos Θ);

3) V cos Θ
dϕ

dt
= fny sin γ.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(6.4)∗

3TS



� 9��� �'�%����8� �,!$ Θ '�%�� 0 ÷ +90◦ �� %!��!�8*�� �������� �'����!'��
� 0 ÷ −90◦ F �� ����!�8*��� ��#'���' �� #��$� �����'!%� �,!$ Θ �:���8���8 %
#'���$�� 0 ÷ +90◦ ÷ 0 ÷ −90◦ ÷ 0 � �'�� γ % #�'%!+ � #!�$����+ ���%�'�8� '�%��
��$7 %! %�!'!+ � �'��=�+ ���%�'�8� !� '�%�� 180◦�

��#��= H6�NI ��:;%����8 ������� ��77����*�
	!��- ��
������ �������� *���
��
 ������� �
�	��
 � &��� ����
-� ('����8�= �!&�! ��� #�'%�7 ��� � %�!'�7
������; �! %�!'�8 ����!$=�! ��!)��� ��� ��� $����� #'��������� ����� ��$! ��
� ��$��� � � #�'�,'�:���� #!9�!�� % ��$=��+>�� )���� #!$=:!%��=�8 % !��!%�!�
�'�%����8�� % #�'�,'�:����

�: �'�%����+ H6�NI �!'!>! %���! ��! ��'����' �%�&���8 ���!$��� #! $7)!+
#'!��'����%���!+ �'����!'�� "�$��!� � #!$�!��=7 :�%���� �!$=�! !� �%�� #�'��
,'�:!� F nx � ny�

('!�!$=��8 #�'�,'�:�� nx ���!�!';� !)'�:!� :�%���� !� �'�,�� #�'�����;�
%�$����G

4) nx = nx(V,H, ny, δ���).

�'!�� �!,! ��!'!��= � �,!$ ���$!�� �'����!'�� �!&�! �%8:��= � %;�!�!+ � ��$=�
�!��=7G

5)
dH

dt
= V sin Θ;

6)
dL

dt
= V cos Θ.

�! % :�#�����;� (��� �'�%����8� ������8 ����# ��:�%����;� #�'�����;�
%�$���� H��%8�= ���:%����;�IG

V,H, ny, nx, δ���, L,Θ, γ, ϕ,

�� �� �$8 '�>���8 :����� ! #'!��'����%���!� �%�&���� ���!$��� �� �%����� �*�
��� �'�%����+ H�'�� �%8:�+I�

6� �� !��!%���� 9�!,! !)��!8��$=��%� #�'�� �������!+ #!$��� �!,�� );�= #!�
���%$��; ��� ����������#�� �������� ������7


I �'� ���!���7*�� �'�%����8 �!&�! �
�
�! � ���� �
���
 �&�
�	���� ���!$��
�!�

7) ny = ny(t);
8) γ = γ(t);
9) δ��� = δ���(t).

� �!,�� ���� �
��� ��
�������% #! �!�!'!+ )���� �%�,��=�8 ���!$��� H���!�
�#'�%$���8 �!&�! :���%��= �� �!$=�! #! t �! � #! Θ �$� #! $7)!+ �'�,!+ #�'��
����!+�I

� I �'� ���!���7*�� �'�%����8 �
�
�� 7���� ��
�������

7) Θ = Θ(t);
8) ϕ = ϕ(t);
9) V = V (t).

� �!,�� ���� �
��� �
��� �&�
�	����% !)��#���%�7*�+ �%�&���� ���!$��� #!
:�����!+ �'����!'�� �� �� :��!� �:������8 �'��� �!'��$=�!+ #�'�,'�:�� � #!$!�
&���8 ���U

�I �
�
�� �
����	��� ��	���� �&��
	!�����% � �'�)����8 �
��� �
��� �&�
��
	���� �$� ��
������� ��������% �!�!';� !)��#���%�$� ); %;#!$����� :�����!,!
��$!%�8� ��#'���' :����! ��! ���!$�� :� ������$=�!� %'��8 �!$&�� #�'�������=�
�8 % #'!��'����%� �: �!��� � % �!��� +� (!#���= �: !��!+ �!��� % �'�,�7 �!&�!
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#! '�:�;� �'����!'�8� � �'�)����8 ������������� %;)'��= �: ��!&���%� %!:�!&�
�;� �'����!'�+ �� ������%����7 �!�!'�8 � !)��#���� t�� = t��� (! ��+����!+
�'����!'�� �!&�! :���� ��+�� � :��!� �#'�%$���8�

������ % ���!+ #!����!%�� '�>�7��8 �#�"��$=�;�� ���!���� �
��
*����� �
�����	����% '�:'�)!����;�� ������ %;��7*����8 ����;�� ��� J+$�' L�,'��& 
(!��'8,�� � �'� ���!���7*�� �'�%����8 :���= �%�!��������� #!$���7��8 �: ��$!�
%�8 !#����$=�!��� % %��� �#�"��$=�;� ��??�'��"��$=�;� �'�%����+� ��>����
9��� :���� �%8:��! � )!$=>��� ��!'���������� � %;���$���$=�;�� �'���!��8�� �
#!� ��$� �!$=�! %;�!�!�%�$�?�"�'!%���;� �����;� '�)!�������

('� #!����!%�� :���� �������� #!$��� ��&���'�� �$� ����;� $�������!�����'
�!$&�� #'�%�$=�! �?!'��$�'!%��= :����� �'�)!%���8 � �!��!��� �� '�>���8 � &��
$���$=�!��= H�$� ��&�$���$=�!��=I #'�������8 %�'��"�!��;� ���!�!% ����;%�8
�'!�� '�>���8 :���� '�:$���;�� ���!���� ��� ��� '�>���� % �!��!+ %�'��"�!��
�!+ #!����!%�� �!&�� '���8���=�8 �� ��!,�� ���8";�

� ��$!%�8� ��'!�%!+ ����� �!&�! ��#�>�! '�>��= :����� �������� #!$��� �!$=�
�! % #�'%!+ �$� %�!'!+ #!����!%�� H
 �$� E I�

��� :	��� �
�	������ 
�� �� �
	
�� ��7	
��

3� �'�%����8 H6�NI %%��� �� ��*���%���!+ ��$���+�!��� #'8�!�� ����,'�'!%��
��7 �� #!���7��8 #!9�!�� #'����87� �� �$� ��;� ���!�; �� �������"� ���%
"���������) #'!���+>�+ �: �!�!';� H� ���)!$�� ���!��;+I �!��!�� % �$���7*��G

F )���!����! ��$;� #'�'�*���8 dt dV  dΘ dϕ dH  dL :����87� �!����;�
�� #'�'�*���8�� ∆t ∆V  ∆Θ ∆ϕ ∆H ∆L � :�#��;%�7� �'�%����8 �%�&���8
���!$��� % %���

1) ∆V = f (nx − sinΘ)∆t;
2) ∆Θ =

f
V

(ny cos γ − cos Θ)∆t;

3) ∆ϕ =
f

V cos Θ
ny sin γ∆t;

4) nx = nx(V,H, ny, δ���);
5) ∆H = V sinΘ ∆t;
6) ∆L = V cos Θ ∆t;
7) ny = ny(t);
8) γ = γ(t);
9) δ��� = δ���(t);

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.5)

F :���7��8 ��$;� #'!��&���!� %'����� ∆t H��#'���' ∆t = 1 �I #!����%$87�
% �'�%����8 H6�MI ����$=�;� :������8 #�'����'!% �%�&���8 F V1 Θ1 ny 1 γ1 H1

� %;���$87� %�� #'�'�*���8 :� #�'%�7 ������� F ∆V1 ∆Θ1 ∆ϕ1 ∆H1 ∆L1U
F �$8 �$���7*�,! D>�,�E % �'�%����8 #!����%$87� �!%;� :������8 #�'����'!%

�%�&���8 F V2 = V1 + ∆V1 Θ2 = Θ1 + ∆Θ1 ny 2 γ2 H2 = H1 + ∆H1 � %;���$87�
%�� #'�'�*���8 :� %�!'�7 ������� F ∆V2 ∆Θ2 ∆ϕ2 ∆H2 ∆L2U

F :���� % �'�%����8 #!����%$87� V3 = V2 + ∆V2 � �� �� ������ ��$���� D>��
,���E #!���#���! �!�!�8� �! �!�"� ����%'� ,�� #�'����'; �%�&���8 )���� ����=
%�$�����G

V = V1 + Σ∆V ;
Θ = Θ1 + Σ∆Θ;
ϕ = ϕ1 + Σ∆ϕ;
H = H1 + Σ∆H;
L = L1 + Σ∆L.
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������%���! ��! ��� ��$=�� )���� D>�,E H���=>� ∆tI ��� �!���� )���� �!����;+
'�:�$=����

�*���%�7� � �'�,�� )!$�� �!��;� ���!�; ���$���!,! ����,'�'!%���8 ��?�
?�'��"��$=�;� �'�%����+�

������ !��!+ ?�,�'; H#��$� )!�%!,! '�:%!'!��I ���!�!� ���$���!,! ����,'�'!�
%���8 � #'��������� $!,�'�?������!+ $���+�� �$� �'�?�!���'� :������� ����!$=�
�! ���!% ��&� ��$� �&� ������8 �!����!��;+ ��%;� % ���!+ '�)!��� �����������
���8 ��>��� �!&�� '��������= ��'�7 ����%'!% :� ����!$=�! ������ �! �!���%$����
� !�$���� #'!,'���; �$8 Jq�� �!&�� :��8�= ����!$=�! ����$=� � �#�"��$�:�'!�
%���;� %;���$���$=�;� "���'�� %��,�� ������8 ��'�!���� ,!�!%;� #'!,'��� '���
���� %��� ����%'!% ���!$��� #'� $7);� ��$!%�8� 9��#$����"�� #!9�!�� �$�����
>�'� #!$=:!%��=�8 ��$�,��� ����� "���'!%�

�� ���!�!';� �����;� #'���'�� '���'!�� ?�:������+ ��;�$ �'�%����+ H6�NI �
#!��&�� ��� �� ��#!$=:!%��= #'� ���$�:� #'!���+>�� �$����% �%�&���8 ���!$����

@� (���= :����! ��! ������ ���/� ���"��#�� �� "���������#��! �����%
���!��! ���	����� � ���������! �	�����#+* �: ��$!%�+ &���	���������
%;������ dΘ/dt = 0 � dϕ/dt = 0 �: ��$!%�8  �������
	!����� F Θ = 0 �: ��$!%�8
&���������
 �������� F dV/dt = 0� � 9�!� �$���� �'�%����8 H6�NI #'���� %��

1) nx = 0 (%;��'&�%����8 ����!�);
2) ny = 1 ('�$�� %;�!�;);
3) γ = 0 (9$�'!����).

⎫⎬
⎭

����� !)'�:!� #! :�����!+ �'����!'�� #!$���� :��!� �#'�%$���8 ���!$��!�
H������8 � %�!'!� '�>���� :�����G nx = 0 ny = −1 γ = 180◦ F #�'�%�'���;+
#!$��I�

K� �����! ��! ������ ���/� ���"��#�� �� ��������!��! ���	�����
HdΘ/dt = 0 � dϕ/dt = 0I � ���������! �	�����#+ HdV/dt = 0I� � 9�!� �$����
�'�%����8 H6�NI #'���� %��

1) nx = sin Θ;
2) ny = cos Θ;
3) γ = 0.

⎫⎬
⎭

H��!'!� '�>����G nx = sin Θ ny = − cos Θ γ = 180◦I�
N� �����! ��! ������ ���/� ���"��#�� �� "���������#��! 3Θ = 04 ���%

�����!��! HdΘ/dt = 0 � dϕ/dt = 0I ���	�����* �!,��

1)
dV

dt
= fnx;

2) ny = 1;
3) γ = 0.

⎫⎪⎬
⎪⎭

��>���8 �%8:���;� � #�'�%�'���;� #!$��!� ��$�� �#!�����=�8 �� )�����
M� �����! ��! ������ ���/� ���"��#�� � "���������#��! ����	����

HΘ = 0 � dΘ/dt = 0I � ���������! �	�����#+ HdV/dt = 0I� �!,��

1) nx = 0;
2) ny = 1

cos γ ;

3) V
dϕ

dt
= fny sin γ.

⎫⎪⎬
⎪⎭

������% % �'��=�� �'�%����� �,$!%�7 ��!'!��=
dϕ

dt
��'�:

V

r�
� ���8 %�!'!� �'�%�

����� #!$����

r� =
V 2

f tg γ
=

V 2

f
√
n2

y − 1
(6.6)∗
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H�:%����!� %;'�&���� �$8 '������ %�'�&� �$� '�:%!'!��I�
6� �����! ��! ������ ���/� ���"��#�� � ����	��#��! ����	���� Hdϕ/dt =

0I� �!,��

1)
dV

dt
= f (nx − sin Θ);

2) V
dΘ
dt

= f (ny − cos Θ);

3) γ = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

� 9��� �'�%����8� �,!$ Θ �!&�! ������= %��,�� #!$!&���$=�;� � '�%�;� S2
K6S◦U ��#'���' �� #��$� �����'!%� �,!$ Θ �:���8���8 % #'���$�� S290◦2180◦2@5S◦2
K6S◦�

������% %! %�!'!� �'�%����� �,$!%�7 ��!'!��=
dΘ
dt

��'�:
V

r�
 #!$���� %;'�&��

��� �$8 D�,�!%���!,!E '������ ����%'� % %�'����$=�!+ #$!��!���

r� =
V 2

f (ny − cos Θ)
. (6.7)∗

(! ?!'��$� H6�5I '����� r� �!&�� #!$����=�8 � !�'�"���$=�;�� J�! !:������ ��!
���'�%$���� �'����!'�� #'!���!��� !��!����$=�! ���!$��� H$������I %��: ��#'��
��' #'� %%!�� % #���'!%���� �$� %;%!�� �: ,!'���

5� �����! ��� ������ ���/� ���"��#�� � ��	�����! ����	���� Hψ =
[\]^_ #! '��� 6�@I� O�!); ���!$�� �� %�!��$ % �#�'�$= � ���'&�%�$�8 % !��!+ #$!��
�!��� ��$; #�'#������$8'�;� � 9�!+ #$!��!��� �!$&�; );�= %:����! �'�%�!%��
>��; �� �� G cosψ = Y sin∆γ !�����

sin ∆γ =
cosψ
ny

,

,�� ∆γ F �"�� ��	�������� #$!��!��� ������'�� ���!$��� !� #$!��!��� �'����
�!'�� H% �����!� �$���� F !� #$!��!��� �!�!+ #��$�I�

��$� ψ = 90◦ H#��$8 �����'!%�I �! ∆γ = 0U ��$� ψ = 0 H%�'�& '�:%!'!�I �!
sin ∆γ = 1

ny
�

�'�%����8 � ?!'��$; #!$�����;� �$8 �$���8 �%�&���8 % %�'����$=�!+ #$!��
�!��� �!&�! #'�$!&��= � � �$���7 �%�&���8 % ���$!��!+ #$!��!��� :�����% ��$�
%��� G �� �!���%$87*�+ G sinψ � #!�C����7 ��$� Y F �� �!���%$87*�+ Y cos ∆γ
H'��� 6�@I� � �!,��

1)
dV

dt
= f (nx − sinΘ);

2) V
dϕ	�
dt

= f (ny cos ∆γ − sinψ cosϕ	�);

3) sin∆γ =
cosψ
ny

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.8)

������% %! %�!'!� �'�%����� �,$!%�7 ��!'!��=
dϕ	�
dt

��'�:
V

r�
 #!$����

r	� =
V 2

f (ny cos ∆γ − sinψ cosϕ	�)
, (6.9)

,�� ϕ	� F �,!$ #!%!'!�� � r	� F '����� �'�%�:�; �'����!'�� % ���$!��!+ #$!��!���
H:������ ��! �$8 #��$� �����'!%� ϕ	� = Θ � r	� = r� � �$8 %�'�&� ϕ	� = ϕ �
r	� = r�I�

3TN



���� 6�@G � %;%!�� �'�%����+ �%�&���8 ���!$��� % ���$!��!+ #$!��!���

('� #!$��� % ���$!��!+ #$!��!��� ?���������+ �,!$ ���$!�� %���!'� ��!'!���
Θ �%8:�� � �,$!� #!%!'!�� ϕ	� �!!��!>�����

sin Θ = sinψ sinϕ	� (6.10)

H9�! �$����� �: ����! ,�!���'������� #!��'!���+I�
T� 6���� ����! �����	 ����� ∆t % ������� �!�!'!,! ���!$�� �!&�� #!�

%�'���=�8 �� ��$;+ �,!$ ∆ε	 H9�! % �����!� �$���� �!&�� );�= �,!$ ∆ϕ �$�
∆ΘI� (!#�'���!� �,$!%!� � $���+�!� !��$!����� ���!$��� !� #�'%!����$=�!+ $��
��� #��� H∆ε	 � ∆S	 #! '��� 6�KI :���= �!&�! '��������= #'!*� �� #'�)�,�8 �
%;���$���8� '�����!% � �'�,�� #�'����'!% �'����!'��� ��$� #�'#������$8'�! �
%���!'� ��!'!��� ��+��%��� �����'��8 #!#�'����8 ��$� R	 �! ��'�: ∆t #!$����

V	 =
R	

m
∆t; (6.11)

∆ε	 =
∆V	
V

; (6.12)

∆S	 =
∆V	

2
∆t =

R	

2m
∆t2. (6.13)

J�!� ���!� "�$��!!)'�:�! ��#!$=:!%��= #'� '������ #'!��%!:�����;� #'!���
%!'�����;� #'!��%!���'�)���$=�;� � ���!�!';� �'�,�� ����%'!% !�$���7*���8
�'���!%'�����!��=7�
�����* � ,!'�:!���$=�!� #'8�!$���+�!� #!$��� $����� %;#!$��$ #!$�)!���

� �!:��$ ny = 4� �#'���$��= #!#�'���!� $���+�!� !��$!����� ���!$��� ��'�: ∆t =
3 ��

3TM



� � > � � � �� (�'#������$8'�! � %���!'� ��!'!��� :���= ��+��%��� �����'��8
#!#�'����8 ��$� R	 = ny G+G = 4G+G = 5G H%��:I !�����

∆S =
f 5G
2G

32 � 220 �

4� ����� !)'�:!� #'� #!�!*� ��0! ������ �������! H6�NI �!&�! %;%��
��� ������(��� ��� ��� ������� ������ �%�&���8 ���!$��� � #!�%�',���=
���$�:� �$� '������ $7)!+ #'8�!$���+�;+ �$� �'�%!$���+�;+ ����%'�

���� 6�KG � '������ ��$;� �,$!% #!%!'!�� �'����!'��

�����! �� %��,�� "�$��!!)'�:�! �'�:� &� !)'�*��=�8 � ��??�'��"��$=�;�
�'�%����8�� � ���!�!';� �$���8� ���$�: �%�&���8 ���!$��� �!&�! #'!%���� �#��
"��$=�;�� ���!���� ���7*��� �� �$� ��;� ?�:������� !��!%;� ����� �: ���
8%$8���8 /��� ��������� ����% '�:'�)!����;+ �� �� .��!%���� � '�:%��;+ �!
�!%'�����!,! �'!%�8 �!%������ ����;� #'!?� �� � (;>�!%;��

��� ;
	��	��$	���� �	�� � �$	� 

3� �������	�� ���"�� ������� HEI �!��!�� �: 9��',�� &����*�
	!���
� 9��',�� �������������

E = E	 + E� = GH +
mV 2

2
. (6.14)

�! #! :�#��� ����������!+ 9��',�� �:��'8��!�� % �=7�!�!����'�� H�&!�$8�I !
����%'���;� %!:�!&�!��8� ���!$��� ����,! ���:��= ��$=:8� (���= ��#'���' #�'�
%;+ ���!$�� !)$����� % #!$��� 9��',��+ 109 .�% � %�!'!+ F 5 · 108 .�� �!&�!
$� ���:��= ��! #�'%;+ ���!$�� !)$����� $��>��� %!:�!&�!��8�� �$8 ����%'�h
��$=:8� ��$� #�'%;+ ���!$�� ����� ����� 3SS �% �! �,! 9��',�8 �!!�%����%��� ��!�
'!��� #!$��� H� :��$�I K6S �1�U ��$� &� %�!'!+ ���!$�� ����� ����� 3S �% �!
�,! ��!'!��= H� :��$�I '�%�� 33NS �1�U �� �� %�!'!+ ���!$�� % !�$���� !� #�'%!,!
�!&�� %;#!$���= � ,!'�� � )!�%!+ '�:%!'!� � $7)!+ �'�,!+ 9��',���;+ ����%' �
)!$=>�� ��)!'!� %;�!�;�

@� $��!%���$=�! "�$��!!)'�:��� '������'�%��= ���#��+ �������	�+ ���%
"�+) �� �� �����������7 9��',�7 !��������7 � �����"� %��� ���!$���

H� = H +H� = H +
V 2

2f
(6.15)∗

,�� H� =
E

G
F ���$=��8 �����������8 9��',�8 ���!$��� �$� /��� �������
� �����

�
U

H =
E	

G
F ���$=��8 #!���"��$=��8 9��',�8 ���!$��� �$� #'!��! �����
 #!$���U
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H� =
E�

G
=
V 2

2f
F ���$=��8 �����������8 9��',�8 ���!$��� �$� ����������
�

�����
�
��#'���' ��$� ���!$�� $���� �� %;�!�� M � �! ��!'!��=7 3STS �1� HKSS 1�I 

�! � ��,! H� = 4500  � H� = 9500  H'��� 6�NI� J��',��������7 %;�!�� ��:;%�7�
���&� �'!%��� ���$=�!+ ����������!+ 9��',�� ���
�!$��� �$� �!'!�� F �'!%��� 9��',���

V�:������+ ��;�$ 9��',�������!+ %;�!�; �!��!�
�� % �!� ��! #'� '�%����%� ��$7 ����; #!%�'��
�!���;� ���,��"��$=�;� ��$ H�8,� �'���8 $!)!�
%!,! �!#'!��%$���8I $7)!� ��$! % ,'�%���"�!��!�
#!$� �!&�� :� ���� #!$�!,! #'�%'�*���8 ���������
��!+ 9��',�� % #!���"��$=��7 #!��8�=�8 �� %;�!��
H� = H +H� H'��� 6�MI�

K� � !)$���� %;�!� � ��!'!���+ #!$��� ���!$���
�!&�! #'!%���� �������� ������ ���"���%
�	�� ����� H$���� '�%�;� �'!%��+ 9��',��I ����

���� 	�
� $���� ������� �������
����� ����#�� ��������

����� %�!$= �!�!';� H� = H + V 2

2� = [\]^_ H'��� 6�6I� ������%���! ��! #'� V = 0
#!$���� H = H� � #'� H = 0 #!$���� V =

√
2 fH�� �: '��� 6�6 %���! ��! ����

����$=�!+ 9��',��+ ���!$�� !)$����� �� �� ���������!� #!�!$�� H�!��� D�EI � %
#'�%!+ %�'���+ ����� ,'�?��� HD	EI� � ��>�� #'���'� H����� = 40 �U �� �� ���!$�� 
%;#!$�88 ,!'�� �: �!��� D	E � �,$!� Θ = +90◦ #'� ��$!%�� P = Q Hnx = 0I �!, );
��!'�������� #!��'8% ��!'!��= �! ��$8 ��)'��= %;�!�� NS �� ('��������� ,!'��
"�$��!!)'�:��� �������= ��&� �!��� D	E � �� %;�!���= �� %�'>��� ,!'�� :� ,'��
��"� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� ���!$��� H:� $���7  @�IU #'� 9�!� �!#!$����$=�;+
��)!' %;�!�; �%�'� ���������!,! #!�!$�� �!���%�� N2M ��

���� 6�MG V�:������+ ��;�$ 9��',�������!+ %;�!�;

N� ('!�$���� �� 	�	�� $�	����� ������� ������ ������ ���"�� ��%
�����* ('�'�*���� 9��',�� dE '�%�! '�)!�� ���,��"��$=�;� ��$ P � Q �� #���
dSG

dE = (P −Q) dS �$� dH� = nx dS;

�! dS = V dt !�����
dH�

dt
= nx V. (6.16)∗

�!'!��= ��)!'� 9��',�������!+ %;�!�; ��:;%�7� ���&� /��� ��������� ������
&��0�����!�

V �
y =

dH�

dt
(6.17)∗

(!$���� ����'���;+ '�:�$=��� :��$7��7*�+�8 % �!� ��! �������! �
���
 /����
 �� &��&��*���
	!�
 &����	!��� &��� ����� nx� ����� !)'�:!� ��$� P = Q �!
H� = [\]^_U ��$� P > Q �! H� '�����U ��$� P < Q �! H� #������
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�%�$������ �$� ����=>���� 9��',�� ���!$��� #'8�! �� �%8:��! � �%�$�������
�$� ����=>����� ��!'!��� �$� %;�!�;� ('� H� = [\]^_ ��!'!��= #!$��� �!&�� �
#����= � %!:'�����= H#'� #'!��%!#!$!&�!� �:������� %;�!�;I� � �����!� �$����
,!'�:!���$=�!,! #!$��� �� �� #'� H = [\]^_ #'�'�*���� ∆H� '�%�! #'�'�*���7

����������!+ %;�!�; ∆H� =
V 2

2 − V 2
1

2f
U #'� �����!%�%>���8 ��)!'� � V = [\]^_

����� ∆H� = ∆H � V �
y = Vy�

���� 6�6G L���� '�%�;� �'!%��+ 9��',��

M� (!��&�� �� #'���'�� 	�	 ��/�� �����#�����# ���"����	�! ����
% :������ �������� #!$���G


I �
�	�� ��&�	����  ���� �� V1 = 1800 �1� HMSS 1�I �! V2 = 1440 �1�
HNSS 1�I ���8 % �'����� P = Q Hnx = 0I� �'�)����8 ��+�� #'�'�*���� %;�!�; :�
,!'��� ��� ��� nx = 0 �! H� 2 = H� 1 �� ��

H2 + V 2
2 /2f = H1 + V 2

1 /2f,

!�����

H2 −H1 = ∆H =
5002 − 4002

2 · 9, 8 = 4600 �

����� !)'�:!� :� ���� ����=>���8 ��!'!��� �� K6S �1� �!&�! �� ���!+ ,!'��
��)'��= �!#!$����$=��7 %;�!�� N6SS �

� I �
�	�� ��&�	����  ���� !� V1 = 560 �1� H3MM 1�I �! V2 = 200 �1�
HMM 1�I ���8 % �'����� P = Q Hnx = 0I� 	��$!,���! ���!���

∆H =
1552 − 552

2 · 9, 8 = 1050 �

����� !)'�:!� :� ���� ����=>���8 ��!'!��� �� �� &� K6S �1� :���= �!&�!
��)'��= �!#!$����$=��7 %;�!�� �!$=�! 3SMS �

3TT



6� �� !��!%���� '�:!)'���;� �%�� #'���'!% �!&�! ���$��= %�&��+>�+ #'�����
�����+ %;%!� ���7*�+ :������� �$8 %;)!'� �#!�!)� #�$!��'!%���8 % %!:��>�!�
)!7� �; %���� ��! ��� ��������#�� ����� �	������� H@SS2M6S �1�I ���
'����'�;� �$8 ���'�)���$�+ %�!'!+ ��'!%!+ %!+�; ����	!��� �������� ������
H±1050 I #'�%!��� � �'�%����$=�! ��	!��� �������� �������� H±360 �1�I 
�� �� ,$�%�;� �$�,���;� �'!%�8 9��',�� :���= 8%$8���8 ������) �!�!'�7 $�,�!
#'�%'����= % ��!'!��=� ���7�� %;����$� :��������8 D?!'��$� (!�';>����EG

�-��	F�����uF�	����F����u�
��� ���#(�� �	�������) ��'����'�;� �$8 �!%'�����;� ���!$��!% H% ��>��

#'���'� 9�! 3NNS23TSS �1�I ��!)!'!� �'�%����$=�! ����	!��� �������� ������
��� H±360 �1�I #'�%!��� � ��	!��� �������� ������ H±4600 I �� �� ,$�%�;�
�$�,���;� �'!%�8 9��',�� :���= 8%$8���8 	������	�� ������ H:�%��8*�8 !�
�	������I �!�!'�7 $�,�! #'�%'����= % %;�!�� #!9�!�� % �!%'�����;� ��$!%�8�
D?!'��$� (!�';>����E �!$&�� :%����= ���G

�����uF�-��	F�	����F����u�
5� (! :�#��� 9��',�� �!&�! !#'���$��= �
	!����! &	
�����
��� L #'� #!$���

� #�'�����!+ ��!'!��=7 #! #'���'�! #'8�!$���+�!+ �'����!'��� ('!��$��� �$��
��7*�� %;�$����G

F ����� dH� = nx dS = nx

dL

cos Θ
 ,�� dS F 9$����� #��� #! ���$!��!+ �'����!�

'��U
F #'!�!$=��8 #�'�,'�:�� #'� P = 0 '�%��

nx = −Q
G

= −Q cos Θ
Y

= −cos Θ
k

;

!�����

dH� = −cos Θ
k

· dL

cos Θ
= −dL

k
�$� dL = −k dH�,

���� ��$=�!��= #$���'!%���8 )���� '�%��

L = −
H� 	∫

H� �

k dH� =

H� �∫
H� 	

k dH�.

�%��8 �'����� �9'!����������!� ������%! k�� #!$���� #'�)$�&����7 ?!'��$�

L = k�� (H� � −H� �), (6.18)∗

,�� H� � F �'!%��= 9��',�� % ����$� #$���'!%���8U
H� � F �'!%��= 9��',�� % �!�"� #$���'!%���8 H#'� ��$�%!+ %;�!�� � #!���!��!+

��!'!���I�
('���'� ���! V1 = 1800 �1� HMSS 1�I H1 = 10 �% V2 = 288 �1� HTS 1�I 

H2 = 0 k�� = 6� ��$=�!��= #$���'!%���8 #'� 9��� ��$!%�8� )���� '�%��

L = 6

(
10 000 +

5002 − 802

2 · 9, 8

)
= 134 600  � 135 ��

T� � ���!��" #!��&�� ��� 9��',��������� ���!�!� #'�)$�&{��! '�>����8
�
�
�
 � ��-��� �
 �
�
���� ������ � �������! � ���
	!��� ����� �;%����
����,'�$ %'�����

dH�

dt
= nx V ; dt =

dH�

nx V
; t =

H� 	∫
H� �

dH�

nx V
.
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$��!%���$=�! �$8 #�'��!�� % ������$=�!� %'��8 !� H� � �! H� � �'�)����8 

��!); #!�;���,'�$=��8 ?���"�8
1

nx V
);$� ������$=�!+ �� �� ���!$�� �!$&��

#�'������= ��&��7 9��',��������7 %;�!�� H��&��7 $���7 H� = [\]^_ �� '��� 6�5I
% �!��� % �!�!'!+ �� ����!+ $���� nx V = ����� ��$����; nx V �!&�! #!$����=
�: ,'�?��!% #!�!)�;� �:!)'�&���;� �� '��� M�6 �$� M�5 ���!&�8 nx�

1 % ��&�!+
�!��� �� �!!�%����%�7*�7 ��!'!��= V � ��>���� :����� )���� ����= #'���'�! ���!+
%�� ��� 9�! #!��:��! �� '��� 6�5� ����= �� ��&�!+ $���� H� = [\]^_ )!$=>!+ �!��!+
!������ '�&�� �� �!�!'!� nx V = ����U % �!������ �!���� H�� 9�!+ &� $����I nx V
���=>�� �#����$=��8 #'!,'���� �:������8 ��!'!��� #! %;�!�� !)��#���%�7*�8
#�'��!� �: � % + :� ������$=�!� %'��8 #!��:��� �#$!>�;�� ��'�$����� ��$�
����$=��8 �$� �!�����8 �!��� �� $�&�� �� $���� !#����$=�!+ #'!,'���; H�� �@
+I �! %;�!� �� 9�� $���7 �$� ��!� � ��� !��*���%$87��8 #���'!%����� �$� ,!'�!+�

���� 6�5G ('!,'���� ��)!'� %;�!�; � ��!'!��� % ������$=�!� %'��8 H#'���'I

���'���! );$! :������= ��! % #!�$����� #'���'� 9��',��������� ���!�!� '��
>��� ������������ ������ �������� #!$��� �� �� ��+���� #'!,'���� V = V (H)
#! :�����!�� ��$!%�7 !#����$=�!��� t�� = ����

����� !)'�:!� 9��',��������+ ���!� #!:%!$8�� ������/��� '�>��= )!$=�
>!+ �$��� :���� �������� #!$��� �� #'�)�,�8 � ,'!�!:���� %;���$���8� �%8:���
�;� � ���$���;� ����,'�'!%����� ������; ��??�'��"��$=�;� �'�%����+�

4� � ������� ��??�'��"��$=�;� �'�%����+ H6�N 6�MI !#��;%�7*�� �%�&����
���!$��� #! #'!��'����%���;� �'����!'�8� � %! %�� ?!'��$; H6�626�4 � �'�I #!
�!�!';� !#'���$87��8 �� �$� ��;� #�'����'; ����%'!% % �����;� �$���8� �%��
&���8 %�!�8� &��� ����� nx � ny�

����� !)'�:!� ��'����'������ ����%'!% :�%��8� !� %�$����; �&� '����!�'���
�;� #�'�,'�:!� ny � n�y���� ny 	� nx� � nx�

1 � ���&� !� ��� 9��#$����"�!��;�
?���!'!% �!�!';� %$�87� �� 9�� #�'�,'�:���
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�"� :�	����� 
�	 � 
	���� 
 ;<:

3� -���� � ������ ������� ���!$��� % ����!8*�� %'��8 #'!�:%!����8 ���
*� %��,! � ��#!$=:!%����� �$� 9$���'!��;� "�?'!%;� %;���$���$=�;� ��>��
HJq��I �$� 9$���'!��;� �!��$�+ HJ�I� 	%��"�!��;+ �!�����' �!$&�� :���= 
��� 9�! ��$����8 ��!); #'�%�$=�! ���%��= :����� �!!�%����%�7*�� �#�"��$����� 
����;%��= '��$=�;� %!:�!&�!��� %;���$���$=�!+ ������� ��#!$=:!%��= J�� #'�
)!�%!+ #!�,!�!%���

�!:=��� �$8 #'���'� ��??�'��"��$=�!� �'�%����� !#��;%�7*�� �:�������
��!'!��� ���!$��� #'� #'8�!$���+�!� '�:,!�� % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!���

m
dV

dt
= P� −Q�,

� #'!����,'�'��� �,! #'� �$���7*�� ����;�G P� = 50000 '  m = 10000 �  G =
98000 '  S = 25 2 Cx 0 = 0, 02 A = 0, 1 '�:,!� #'!�:%!����8 !� V� = 100 1� �
�! V�� = 200 1� ρ = 1 � 13 H�� %;�!�� @ �I�

('�%���� ���!��!� ��??�'��"��$=�!� �'�%����� � %��� � ���$���;�� �!9??��
"�������G

Q� = Cx 0 S
ρV 2

2
+

2AG2

S ρV 2
= . . . =

V 2

4
+

77 · 106

V 2
;

dV =
P� −Q�

m
dt = . . . ;

∆V =

(
5 − V 2

40 000
− 7700

V 2

)
∆t.

@� �� Jq�� 9�! �'�%����� '�>����8 !���� �: ���!�!% ���$���!,! ����,'�'!�
%���8� ��>��� :���= #'!�:%!��� #! :�����!+ #'!,'���� �'�?���������� %;���$��
��8 �� �� !#�'�'��� � "�?'��� �,'�8 '!$= );��'!��+��%�7*�,! �%�!��������!,!
�'�?�!���'��

� ��>�� #'���'� 9�� '�)!�� �!,$� ); #'!���!���= �$���7*�� #!'8��!� H�
)!$=>��� �#'!*���8��IG


I !#�'��!' % 8��+�� ��>��; v3w %%!��� ����$=��7 ��!'!��= 3SS % 8��+�� v@w F
���$! M % 8��+�� vKw F ���$! NS SSS % 8��+�� vNw F ���$! 55SSU

� I !#�'��!' �!���%$8�� �$8 ��>��; �$���7*�7 #'!,'���� ��+��%�+ H�!����;IG
F ���$! �: 8��+�� v3w %!:%���� % �%��'�� H1002 = 10000I � !�#'�%��= '�:�$=���

% 8��+�� vMwU
F vMw '�:��$��= �� vKw H1002 : 40 000 = 0, 25I � !�#'�%��= '�:�$=��� % v6wU
F vNw '�:��$��= �� vMw H770 : 1002 = 0, 77I � !�#'�%��= '�:�$=��� % v5wU
F #'!�:%���� %;������� [2] − [6] − [7] H5 − 0, 25 − 0, 77 = 3, 98I � !�#'�%��=

'�:�$=��� % vTw� (!�$���88 "�?'� 8%$8���8 #'�'�*����� ��!'!��� ∆V :� #�'%�7
������� �� �� ∆V1 = 3, 98 1�2U

F #'!�:%���� �$!&���� [1]+[8] H100+3, 98 = 103, 98I � !�#'�%��= '�:�$=��� % v4w�
(!�$���88 "�?'� 8%$8���8 ��!'!��=7 ���!$��� % ����$� %�!'!+ ������; '�:,!�� 
�� �� V2 = 103, 98 1�U

F ���$! H3SSI % 8��+�� v3w ���'��= � !�#'�%��= ���� ���$! H3SK 4TI �: 8��+�� v4wU
���'��= ���$� % 8��+��� vMw v6w v5w vTw v4wU

F #!%�!'��= %�� ��+��%�8 �� �� ���$! �: 8��+�� v3w %!:%���� % �%��'�� H103, 982 =
10811, 84I � !�#'�%��= '�:�$=��� % 8��+�� vMw � �� ��

����� #���� >�, :� >�,!� ��>��� �!+��� �! ��!'!��� V��� = 200 1� �
#! !�!)!+ �!����� �%�!��������� !����!%���8 !�#�����% �� $���� H#! :�����!+
#'!,'����I $7);� #'!��&��!��;� � �!����;� "�?';�
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� #'��"�#� Jq�� '�)!���� #'���'�! #! �!+ &� #'!,'���� ��! � %;���$���$=�
��$!%�� �! � ,'!����!+ ��!'!��=7 �!���,�7*�+ ����!$=��� ��$$�!�!% !#�'�"�+
% ��������

K� 9�	������� ����# HJ�I ����,! �� %;���$8�� � ������� �'�?����������
��+��%�+ �� %;#!$�8��� �� 9�!+ ��>��� #'!�:%!����8 7��������� ���	����
���
#!$��� ���!$��� #���� �!���%$���8 9$���'�����!+ ����; �%�&���� �!�!% % �!�!'!+
!#��;%����8 ��??�'��"��$=�;�� �'�%����8�� #!�!)�;�� �'�%����8� �%�&���8
���!$����

�$8 �!���%$���8 ���!+ ����; ��!)�!���! ����= �$���7*�� 9$�����; �$� )$!��
H'��� 6�TIG


 @ ��	���	! �
&�������� ��#'���' ��$� �� ��$���$� �����!%��= "�?'�
DS @53E �! #!��% �� %�!� +100 �% #!$���� �� %;�!�� +27, 1 �U

� @ �	�� &���������� �
&�������� ��#'���' #!��% �� �%� %�!�� 9�!,! )$!��
+6 � � +11 �% #!$���� �� %;�!�� +66 �U

� @ �	�� &������ ��
�
 �
&�������� ��#'��
��' #!��% �� %�!� +10 �% #!$���� �� %;�!�� −10 �U

 @ �	�� �
���
 &������	!��� 7���*�� f H��$��
��+�;+ )$!�I� J�!� )$!� �!&�! !�'�,�$�'!%��= ���
��� !)'�:!� ��! #!��% �� %�!� ��#'8&���� u �%
#!$���� �� %;�!�� ��#'8&���� f(u) �� ��#'���' 
��$� !�'�,�$�'!%��= )$!� �� ?���"�7 f(u) = u3 
�! #!��% �� %�!� +2 �% #!$���� �� %;�!�� +8 �U
#!��% +3 �% #!$���� +27 � � �� �� ��!,�� � ���
>��� #'������8 �!�#$��� ��$���+�;� )$!�!% �&�
!�'�,�$�'!%���;� �� '��#'!��'�����;� ?���"�� F
����� �!����� $!,�'�?� �%��'�� � #'�U

� @ �	�� ������
��� �
&�������� ��#'���' 
#!��% �� �%� %�!�� 9�!,! )$!�� −72 � � +52 �% #!�
$���� �� %;�!�� −20 �U

� @ ���� �������� �	��� J�!� )$!� ����#$�%��
�� H����,'�'���I #! %'����� #!���#�7*�� �� %�!�
��#'8&���� H#�'�����!� � #!��!8��!� #!$!&���$=�
�!� � !�'�"���$=�!�I� ��#'���' #!��% �� %�!� #!�
��!8��!� ��#'8&���� +5 �% #!$���� �� %;�!�� �%��
$���%�7*���8 ��#'8&���� +5 t � H,�� t F %'��8 %
��������I�

�� �$����� �����= ��! ��#'���' �$8 %;#!$�
����8 !#�'�"�� ����,'�'!%���8 ��!)�!���! �'�:�
%;��+�! �$!&�!� ���'!+��%! ��#!����7*�� D9$���
�'!��;+ �!:,E� �);��;+ �%�!�!)�$=�;+ �#��!�
���' ����,'�'��� %�$����� ��!'!��� %��'! �����
,'�'��� �������;+ '���!� %!�; ��'�: �'�� � #'�
J$���'!���8 �!��$= ���'!��� �!����! �$!&��� �!
#'��"�# �� '�)!�; �!%!$=�! #'!���

N� �����!�'�� #'!���+>�+ #'���' F �����%

������ ���/��� �������� ����+0"� ���*

���� 	��� %�������� ��������
���������� ������ &'���� ( ���
�������)

�'�%����� �%�&���8

dVy

dt
= −f.
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����,'�$; 9�!,! �'�%����8

Vy =
∫

−f dt; ∆H =
∫
Vy dt.

!)�'�� �!!�%����%�7*�7 ����� H'��� 6�4IG
F �� %�!� ����,'�'�7*�,! )$!�� Z #!����� #!��!8��!� ��#'8&���� −9, 8 �� $��

�!%���$=�! �� %;�!�� �: )$!�� Z #!$���� ��#'8&���� −9, 8 t �� (!��% 9�! ��#'8�
&���� �� %!$=����' �!&�! �$����= :� ����*�� �:�������� %�'����$=�!+ ��!'!���
VyU

���� 6�4G ('���' �!��$�'!%���8 �%�&���8 �%!)!��! #���7*�,! ��$�

F ��#'8&���� � %;�!�� )$!�� Z H−9, 8 t � #!����� �� ����,'�'�7*�+ )$!� ZZ�

�!,�� �� %;�!�� �: )$!�� ZZ #!$���� ��#'8&����
−9, 8 t2

2
�� (!��% 9�! ��#'8&����

�� %�!'!+ %!$=����' �!&�! �$����= :� ����*�� �:�������� %;�!�;�
M� ��#�'= %�'����8 � #'���'� #'�%�����!�� % ����$� ����!,! #�'�,'�?� � #'!�

�:%���� ����������� ���/��� ������� ��� ��������!��� ���"�� �
"���������#��! ����	����*

�'�%����� �%�&���8
dV

dt
=
P� −Q�

m
.

(�'%;+ ����,'�$ 9�!,! �'�%����8

V = V� +
P� −Q�

m
dt.

('� %:8�;� ���� ���!��;� ����;� 9�!� ����,'�$ )���� ����= %��

V = 100 +
∫ (

5 − V 2

40 000
− 7700

V 2

)
dt.

!)�'�� �!!�%����%�7*�7 ����� H'��� 6�3SI '�)!��7*�7 �$���7*�� !)'�:!�G
F #�'�� ��&����� ��!#�� D(���E ��#'8&���� �: ���� +200 � #!�����8 �� %�!�;

��$���$�+ Z � ZZ� �� ��$���$�� Z ��#'8&���� +100 � H9�! ����$=��8 ��!'!��= V� I
��'�: )$!� ZA #!#����� �� %!$=����' � �� %�!�; ��$���+�;� )$!�!% ZZZ � ZB � �� ��
� ��!,� :� )$!�!� BZZ D��&�'��E ��#'8&���� +3, 98 � H9�! ���!'���� '�:,!�� jx
#'� t = 0IU

F #!�$� ��&���8 ��!#�� D(���E ����,'�'�7*�+ )$!� BZZZ %;���� �� %;�!��
#'�'�*���� ��!'!��� ∆V  � �����'�7*�+ )$!� ZA #'�#$7�!%;%��� 9�! #'�'�*��
��� � ����$=�!+ ��!'!���U

F �:���87*�8�8 ��!'!��= B #!�����8 �� %!$=����' � �� %�!�; )$!�!% ZZZ � ZB�
$��!%���$=�! )$!� BZZZ ����,'�'��� % �$���7*�+ �!���� �'�,!� ���!'���� � �� ��
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����� !)'�:!� �!)'����8 ���� ����� D�;>��E % #!$�!� �!!�%����%�� � #!�
%������� % ����;� ��$!%�8� '��$=�!,! ���!$���� ���$� %!$=����'� �� �!�!';+
%;%!����8 ��#'8&���� �����'�7*�� ��!'!��= V  �!&�! '�:)��= #'8�! % �1�% �
��� %!$=����' F %��>�� !?!'���= % %��� ���!$���!,! ���:���$8 ��!'!���� ��$�
��#'8&���� V #!���= �� %�'����$=��7 '�:%�'��� !�"�$$!,'�?� �! �� �,! 9�'���
�!&�! �%����= ,'�?�� V (t)� J�!� &� ,'�?�� �!&�� );�= ����'��� �� )���,� �$�
�� ?!�!#$�����

��!,!���$���;� ����������� #!�'!)�!��� #! ����!�� %!#'!�� :���= �!:����$=�
�! !#�*��; H%;)!' ���>��)!% ��&�� ?�:�������� � 9$���'�������� %�$������� 
!,'�������8 #! ��#'8&���8� ��#!$=:!%���� ��)!'�!,! #!$8 � #'�I� ��%;�� �!�
��$�'!%���8 �$�>���$� #!$���7� % �!�� $�)!'��!'�!,! #'�������� #! ��������
#!$��� � #�$!��'!%���7�

6� ������� �����/����� ��	������� ����! H��#!$�;+ #�'����=IG
F �� J� �!&�! �:����= �����������7 ���!+��%!��= � �#'�%$8��!��= ���!$��

�� ?�,�'; #�$!��&� )!�%;� ����%'; % $7)!+ #$!��!��� � #'!��'����%� %:$�� �
#!����� #!%������ ���!$��� % !�!);� �$���8� � �� ��U

F � J� �!&�! #!��$7���= )$!�� �����'�7*�� '�)!�� ���#?�'!% �%�!#�$!�
�!% 	�� � #'!��� �%�!���������� ���'!+��%U

F � J� �!&�! #!��$7���= ����'�$=�;� ���#?�'; �%�!#�$!�; � #'!��� ���'!+�
��%�U

���� 6�3SG ('���' �!��$�'!%���8 #'8�!$���+�!,! '�:,!�� ���!$��� % ,!'�:!���$=�
�!+ #$!��!���U ����$=��8 ��!'!��= 3SS 1�

F � J� �!&�! D#!��$7���=E $������ %'����7 �#'�%$87*�,! 9�!+ 9$���'!��
�!+ �!��$=7� ��#'���' #! ����� �� '��� 6�3S ��#'8&���� :� ��$���$�� ZZ �%8:��! �
�8,!+ �%�,���$8U ��$� $����� #'� #!�!*� ';��,� ��#!����7*�,! ��� )���� �:�
���8�= ����'!+�� ��$���$8 ZZ �! 9�! )���� �����'!%��= �:������� �8,� � ��!'!��=
V )���� �:���8�=�8 #!��'�,!��U
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F J� !);��! �!��$�'��� �:�����!� 8%$���� % ����'�$=�!� %'����� H��$� #�'��
%!'!� �� ���!$��� �$���8 35 �% �! � J� #'!��$;%��� 9�!� #�'�%!'!� ���&� :� 35 �IU
�! #! &�$���7 #'!"��� �!&�! ���!'��= �$� :����$��=U

F J� �!&�! �!����8�= � Jq�� � �!,�� ��#'���' �!&�! D#�$!��'!%��=E #!
!#����$=�;� �'����!'�8�U

F J� �!&�! �!����8�= � �%��"�!��;�� �'���&�'��� � �!,�� �'���&�' #'��
!)'����� ������������ �%!+��%� '��$=�!,! ���!$���U

F � #!�!*=7 �%�� J� H�%�� #!$!%�� !��!+ J�I �!&�! '�:;,';%��= ����%'��
'!%���� % )!�%!� #!'8��� #�'; %!:��>�;+ )!+ ���!$��!% :�; � :+;% ��$!����� !�
'���� D:��$82%!:���E � D%!:���2%!:���E H% #!�$����� �$���� !��� ��>��� ������
'��� '�����I�

�� '��� 6�33 ��� #'���' #!��:��� ��'���
�� D%!:��>�!,! )!8E % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!�
���� �%� #�'���*�7*���8 #! 9�'��� D:�+����E
!�!)'�&�7� % ����'�$=�!� %'����� �%�&����
�%�� ���!$��!%� ��&�;� D���!$��!�E H9$���
�'!��!+ �!��$=7 �����'�7*�+ %�� %;�!��!�
��!'!���;� � ����%'���;� �%!+��%� ���!$���I
�#'�%$8�� $����� �:���88 ';��,��� �#'�%$��
��8 D�8,�E D�'��E � D#�'�,'�:��E H�� �� �:���
�88 ��#'8&���� �� %�!�� �!!�%����%�7*�� )$!�
�!% �!��$�I #'���� #'� ��'�>���� !,'������
��+ '�&��� #!$��� #'!���!��� D�';% % >�!�

���� 	���� *������+ ����������� ��
������ ��'����#���� ��� ��������
����

�	��"��#� ��� 
 #���	�������� �������
���

#!'E �$� D'�:'�>����E ���!$����
5� �! D$����=E �$� D%���� %!:��>�;+ )!+E �� 9$���'!��;� �!��$8� �!&�� �!$=�

�! $����� � -������ ������������� &�� �������� �������! ��! ���!+ $����� );���
'! � %�'�! ��� ���! �!)!+ '�:���7*���8 #�'���'��%��� ��'���� ��)$7�����7 ��
!�"�$$!,'�?� � #'�)!'�� �!��$� % ��'���� '��$=�!,! #!$��� �$� )!8 #'� 9�!�
!� �� �!$=�! :��'�#$8�� �%!� ��!'��������� :����8 �! � #'�!)'����� ���!�!';�
�����8 � ��%;�� #! %;#!$����7 9$�����!% #!$��� ?�,�' #�$!��&� � #! %�����7
%!:��>�!,! )!8� �������%�� >��!%;� 9??���!% ����'�$=�!+ %�:��$�:�"�� � #'!�
��,! �$8 9�!,! $������ !�!)!+ '!$� �� �,'����

��!)!'!� $����� � ���!����!��!+ ��!'�������!+ #!�,!�!%�!+ �!�8 � #!������
#'!���!�8*�� � ��,! #�'�� ,$�:��� �! �� �!&�� 9�� ��'���� �;�$���! �%8:��=
� '��$=�;� #!$��!�� D��+����E )�,�7*�� #! 9�'��� !�"�$$!,'�?� �$8 ��,! ��
���7� ����,! !)*�,! � ���!$��!�� <!$�� ������%���!+ �$8 ���!,! $������ ��&���8
�-
������
� ���
*�� 8%$���8 �!,�� ��#'���' %!:��>�;+ )!+ �:!)'�&����8
��$��=���� ���!$������� #�'��%�,���;�� #!� #!�!$�!� �$���� #! �'����!'�8�
�: #'!%!$!���

������� #'���������� �����+ � ��%;�!% ��!'�������� �$�);+ $����� �� 9$���
�'!��!+ �!��$� #!$����= �� % �!��!8��� � �$8 �,! )!�%!+ #!�,!�!%�� �'�)����8
:������$=�! )!$=>�� �!$�����%! #!$��!% �� '��$=�!� ���!$����
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��$���+ '�����+ $����� (� �� �����'!% ,!%!'�$G D�!���;+ $����� ����� ��
�!&�� !)!+���= )�: �����8 ��$��= ?�,�'; %;�>�,! #�$!��&�� ��'����$=�;� %�'��
&� � ��!$=&���8 #�'�%!'!�; � #��$� �!$&�; );�= !)8:���$=�!+ #'!,'���!+ �$8
�!,! $������ �!�!';+ �� :��!��� �� %!+�� �,'��= '!$= ��'�"; �$� ��'�!,! ,!$��
)8� ������� �%��"�� % )���*�+ %!+�� �%�����8 � )!'=)� ��&�� ���!$����� '�:�;�
��#!%� ���:)�&�;� %!:��>�;� )!� )���� ��!&� � ��#������� 8��'�)!% �� %!'!����
	 ��! �: ��� :��!��� );�= %!'!�!+hE�

�#;� #�'%!+ ��'!%!+ %!+�; )!�% % ��#���� � �� X�$�����!$� %�!'!+ ��'!%!+
%!+�; #!��%�'��$ 9�� #'!'!������ �$!%� �����'!%��

� % ����!8*�� %'��8 ����!�'8 �� #!8%$���� ���!$��!% !)$���7*�� ,'!����;�
�� �%�'�:%��!%;�� ��!'!��8�� %!!'�&���;� ���!��%!�8*����8 '������� �$����
D%!:���2%!:���E !���*���;� �%�!����������� #'�"�$��� � �'�,��� �!%������
!)!'��!%���8 �����
� 
����������! &����	�
�� ���
�
�!�� ���� ��  	
���-
7
������ )!�%!+ 9??����%�!���� �! ��!); #!���"��$=�;� ����%'���;� �%!+��%�
���!$��� #'��%!'��= % ��+��%���$=�!��= $����� �!$&�� % �!%�'>����%� %$����=
�������%!� #�$!��&� � �$8 9�!,! !� �!$&�� !)$����= �� �!$=�! �#�"��$=�;�� �!�
'�$=�;�� � #���!?�:�!$!,�������� ������%��� �! � %;�!�!+ ��!'�������!+ #!��
,!�!%�!+�

� ����!+ ,$�%� �:$�,����8 ����� ������������� ��� �������������)
�� �� ��!'�8 %;#!$����8 !��!%�;� ?�,�' #�$!��&� �: �!�!';� �$�,����8 )!�%!�
����%'�'!%�����

('� �:������ � $���;� �!���%!� ����� !���$=�;� ����%'!% H?�,�'I % #$��
:��8��+ �!�����' �!&�� %�$7���= �$���7*�� %!#'!�;G

F !#'���$���� ?�,�'; #! �(( %!:�!&�!� �� ��#!$=:!%���� % )!�%;� ��$!%�8�U
F �'����8 ��!'�8 ?�,�'; �$� ����%'� H����� ��$ '������;� ?!'��$; #'�)$��

&���;+ ���!� '������IU
F !)$���= �!#�����;� H)�:!#���;�I %;�!� � ��!'!���+ ����$� ����%'� :�%����

�!��= #�'����'!% ����%'� � !)$���� )�:!#���!,! %%!�� !� 9��#$����"�!��;� ?���
�!'!%U

F #�'��$7����� %������8 � ������� #�$!��'!%���8 !)��#���%�7*�� 9??���
��%�!� � )�:!#���!� %;#!$����� ����%'�U

F '�:$���;� %�'����; %;#!$����8 ����%'� !�!)���!��� �,! %;#!$����8 ��
��$;� � )!$=>�� %;�!��� % ���)�!�#!��:���$=�;� "�$8� � % )!�%!+ !)����!%��U

F ��'����'�;� !��$!����8 ���!$��� !>�)�� $������ � �� #'����; ��#'�%$��
��� !��$!����+ % #!$��� #'���#'�&����� !>�)!� $������ % )���*�� #!$����U
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F ��&����� ! ������%� %;#!$����8 ����%'� #! ����'��$�� !)C����%�!,! �!��
�'!$8U

F ��'; )�:!#���!����

��� <�� 7 � � ������

3� ����/ F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$�� '�:%!'���%��
���8 �� 360◦ % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!��� � #!��!8��;� �$� #�'�����;� '�����!�
�'�%�:�;� O���= %�'�&� ��:;%����8 ����������*

��'�& � �'��!� �! 45◦ ��:;%����8 ��	��) � � �'��!� )!$�� 45◦ F "����	��*
������#��! %�'�& F %�'�& %;#!$�8��;+ � #!��!8��;�� ��!'!��=7 � �,$!�

�'��� )�: ��!$=&���8�
��'�& ����#��! �� ��") F #'�%�$=�;+ %�'�& %;#!$�8��;+ #'� ������

��$=�!+ �8,� H�� ?!'��&�I �� :�����!+ ��!'!����
'�����������! %�'�& F %�'�& %;#!$�8��;+ � ����=>����� ��!'!��� �

'������ �'�%�:�; �'����!'���
��'�& ����#��! �� ��"���	) F %�'�& %;#!$�8��;+ #'� #'���$=�!

�!#�����!+ H'��#!$�,���!+I #�'�,'�:���
� ���!�!';� ���)����� ��7��8 ����!$=�! ��;� !#'���$���8 !���$=�;� %��!%

%�'�&�+�
��#'���' ������#��� %�'�&!� ��:;%����8 %�'�& %;#!$�8��;+ )�: ��!$=�

&���8 H�7�� !��!�8� � ?!'��'!%���;+ %�'�&I�
��'�& %;#!$�8��;+ �! ��!$=&����� ��:;%�7� �������#���*
�%!�8� #!�8��� ���������("��� ����/�) �!�!';+ %;#!$�8���8 #'� #!��!�

8��;� :������8� %��� #�'����'!% #!$��� F '������ ��!'!��� �'��� #�'�,'�:��
� #'� H�7�� !��!�8� ��� #'�%�$=�;+ ��� � ��#'�%�$=�;+ %�'�&� ��$� #!�$����+
%;#!$�8���8 � #!��!8��;� �,$!� ��!$=&���8I�

(! 9�!+ ��'���!$!,�� ?!'��'!%���;+ %�'�& )���� ��:;%��=�8 ����������%
(���� H!� �!&�� );�= #'�%�$=�;� � ��#'�%�$=�;�I�

('� ��$���� '�:�!,$���+ % ��'���!$!,�� � !#'���$���8� �$����� #'���'&��
%��=�8 !?�"��$=�;� �!������!% % #�'%�7 !��'��= F �((�

@� ,��� ��� � �������� ���/���* ('� %;#!$����� %�'�&� H'�:%!'!��I
% ,!'�:!���$=�!+ #$!��!��� � )�: ��!$=&���8 �� ���!$�� ��+��%�7� ��$; �����
�!�!';� �:!)'�&��� % �'�� #'!��"�8� �� '��� 5�3� � �!!�%����%�� � 9�!+ ����!+
�!&�! :�#����= ��
������ �������� *����
 ������� �
�	��


1) m
dV

dt
= P −Q �$�

dV

dt
= fnx. (7.1/1)∗

H9�! �'�%����� !#��;%��� �:������� ��!'!���IU

2) Y cos γ = G �$� ny =
1

cos γ
(7.1/2)∗

H9�! �'�%����� 8%$8���8 ��$!%��� �%�&���8 % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!���� � �!��;�
'������� %����! Y %�:�� �$����� #!����%$8�= Y + PyIU

mV
dϕ

dt
= Y sin γ �$� V

dϕ

dt
= fny sin γ (7.1/3)∗

H9�! �'�%����� !#��;%��� �:������� ��#'�%$���8 %���!'� ��!'!��� ���!$���I�
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��#!$=:�8 H5�3I � ���8
dϕ

dt
=
V

r
 �!&�! #!$����= ?!'��$; �$8 '������ �
����
%

� 	���� �������� � ������ %�'�&�G

r =
V 2

f tg γ
=

V 2

f
√
n2

y − 1
; (7.2)∗

ω =
V

r
=

f tg γ
V

=
f
√
n2

y − 1

V
; (7.3)∗

∆t =
∆ϕ
ω
. (7.4)∗

�$8 ?!'��'!%���!,! %�'�&� #! ?!'��$�� H5�@I � H5�KI %;���$87��8 ����*�� :���
����8 r � ω � %'��8 !#'���$8���8 �����'!%����� ∆t� �� #'�%�$=�!� H�����!%�%�
>���8I %�'�&� %�� %�$����; %�!�8*�� % 9�� ?!'��$; ���:����;U %'��8 �����!�
%�%>�,!�8 %�'�&� !#'���$8���8 #!�����!%�!+ % ?!'��$� H5�NI �,$� ∆t = 2π�

���� 5�3G ���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$�� �� %�'�&� H%�� �:��� �)!�� �%�'��I

@) =������ ������������ ����/!* ('!���$�:�'��� :�%����!��= ?���"��
r(V ) #'� '�:$���;� :�����;� ��$!%�8� �%�&���8 ���!$��� H'��� 5�@IG


I �$8 ���!�!'!+ %;�!�; :�������8 &��������� &��� ������ ny = [\]^_U H�!&�!
:����= γ = [\]^_ ��� ��� ��&�!+ #�'�,'�:�� �!!�%����%��� %#!$�� !#'���$���;+
�'��I� ('� #!��!8��!+ #�'�,'�:�� '����� %�'�&� r #'8�! #'!#!'"�!��$�� �%��'���
��!'!���� ����%�8�= '8�!� #�'�,'�:!� ny 1 ny 2 ny 3, . . . n

�
y ���� H�$� '8�!� �'��!%I 

�!&�! #!��'!��= ��'�7 #�'�)!$ H'��� 5�@ �I ��7*�� �%8:= ��&�� r V � ny� �'�+�
�88 #�'�)!$� #!��'!����8 #'� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� n�y ���� 
)���� #'�%!+ ,'���"�+ !)$���� %;#!$����8 %�'�&�+ #! #'!��!��� ���!$���U

� I :�������8 &�������� ��/77�*����� &��0���� ��	� Cy = [\]^_� ('�
9�!� #�'�,'�:�� ny )���� #'!#!'"�!��$=�� �%��'��� ��!'!��� � 9�! #'�%���� �
�!�� ��! � '!��!� ��!'!��� '����� %�'�&� )���� ����=>��=�8� ����%�8�= '8�!�
�!9??�"����!% Cy 1 Cy 2 Cy 3, . . . Cy � �!&�! #!��'!��= ��'�7 �'�%;� H'��� 5�@ � I 
��7*�� �%8:= ��&�� r V � Cy� (!�$���88 �'�%�8 #!��'!����8 #'� Cy � )����
$�%!+ ��&��+ ,'���"�+ !)$���� %;#!$����8 %�'�&�+ #! '��#!$�,���!+ #!�C���!+
��$�� ������� ��! �'�%�8 #'� Cy � ����� �%!��� ����#�!���� �%� #'8�;�G #'�
V → V�����	 '����� r → ∞ H%!:�!&�� �!$=�! #'8�!$���+�;+ #!$��I � #'� V → ∞
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'����� r → r���� =
V 2
�����	

f
H#!�$����� 8%$8���8 ��!'��������� #'���$!� �����

��$=�!,! '������ %�'�&� )�: ����� !,'�������+ #! #'!��!��� � �#'�%$8��!���I�
�����* � :��$� �$8 ���!$��� D�E V�����	 = 220 �1�% H6S 1�IU ��!'������

���+ #'���$ ������$=�!,! '������ %�'�&� )���� '�%�� r���� = 602 : 9, 8 = 360 U
�I #'� �%�$������ ��!'!��� �!9??�"���� Cy � �� !������8 #!��!8��;� � !);��!

���!�
����� � �!!�%����%�� � ?���"��+ Cy �(M) �:���8���8 � ?!'�� ��&��+
,'���"; H'��� 5�@ �IU

 I :�������8 ��$!%��� &���������
 �������� #'� �������$=�!+ '��#!$�,���!+
�8,� � '��������� ,'���"� �����!%�%>�,!�8 %�'�&�� �$8 9�!,! %!:=��� '8� ��!'!�
���+ V1 V2 V3 . . . , V���� �$8 ��&�!+ ��!'!��� ��+��� #�'�,'�:�� ny 	� #'� �!�!'!+
P� = Q '��������� �!!�%����%�7*�+ '����� r� (!��'!����8 ����� !)'�:!� �'�%�8
H'��� 5�@  I � )���� #'�%!+ ��&��+ ,'���"�+ !)$���� %;#!$����8 �����!%�%>���8
%�'�&�+� �'���"� #! P� = Q ����#�!������� ��!��� %%�'� � �� �������$=�!+ ��!�
'!��� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� #!$���� r = ∞ �� �� � #!��!8��!+ ��!'!��=7 :���=
%!:�!&�� �!$=�! #'8�!$���+�;+ #!$��U

���� 5�@G ��%����!��= '������ %�'�&� !� ��!'!��� #'� '�:$���;� ��$!%�8�

�I '����!�'�� %�� ?���"�� r(V ) #'� &��������� � 	���� �������� ω H��! 9��

%�%�$����! :�����7 #!��!8��!,! %'����� '�:%!'!�� ∆tI� ��� ��� r =
V

ω
 �! #'�

ω = [\]^_ Hω1 ω2 ω3, . . .I #!$���� #��!� #'8�;� $���+ %;�!�8*�� �: ����$� �!�
!'����� H'��� 5�@%�I� ��!$= ��&�!,! $��� �,$!%�8 ��!'!��= !�����!%� #'� $7);� r
� V �

!�����% �� !��!� ,'�?��� '���������;� ����� !)'�:!� ,'���"; #!$���� �$8
:�����!+ %;�!�; '�:$���;� ! ) $ � � � � % ; # ! $ � � � � 8 % � ' � & � + H'��� 5�KIG

F !)$���= ���
�������-�� %�'�&�+ Z �$�%� !,'������� #! Cy � �#'�%� ����
:� F #! �8,�� �$8 %;#!$����8 �����!%�%>�,!�8 %�'�&� %���'� 9�!+ !)$���� �8,�
��!)�!���! ����=>��=U

F % !)$���� ZZ %;#!$����� $7)!,! %�'�&� �$� '�:%!'!�� ���������U
F % !)$���� 7�������
���- %�'�&�+ ZZZ $!)!%!� �!#'!��%$���� )!$=>� '��#!�

$�,���!+ �8,� #!9�!�� ��!'!��= ���!$��� :���= #!���#���! ����=>����8U
F % !)$���� ZB ?!'��'!%���;+ %�'�& �$� '�:%!'!� ��!'�������� %;#!$���=

�!&�! �! #'��������� 9�! ��$��= �
&���
����% ��� ��� :���= #�'�,'�:�� �!$&��
);�= )!$=>� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+U

F %�� 9�� !)$���� �!,�� );�= � �
������ �#'�%� ��!'!��=7 V�����	 ��:������!+
#! ��!'!���!�� ��#!'� �$� #! ���$� M �

��#�'= #! '��� 5�K $�,�! %;8%��= ����	���� �/��� ��������� ����%
/! � ���������� H���8 % %��� ��! ��&�!+ �!��� �� #$!*��� ,'�?��� �!!�%���
��%�7� !#'���$���;� :������8 r V  ny γ Cy α ∆t nx ωIU
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���� 5�KG �'���"; !)$����+ %;#!$���!��� %�'�&� �� :�����!+ %;�!��

���	� > F �����!%�%>�+�8 %�'�& � ���
	!�� �
������ �!��� ���!����8
#���� #'!%�����8 ,!'�:!���$=�!+ ������$=�!+ � ,'���"� #! '��#!$�,���!+ �8,��
��&�� ����� !,'�������!� ���������!� :������� ��� ��� % )!$=>����%� �$����%
��&�� �� ������$=�;+ '����� � �������$=��8 �,$!%�8 ��!'!��= ωU
���	� ? F �����!%�%>�+�8 %�'�& � 
���
	!��� � 	���� �������!�� �!���

���!����8 #���� #'!%�����8 ������$=�!+ �: ����$� �!!'����� � ,'���"� #! �8,� 
��! �$����� �: '����&����+ #'� #!��'!���� $���+ �� '��� 5�@ �� J�!� '�&�� �����
���)!$=>�� ���������!� :�������� �� ��$;� %;�!��� �!��� 4 �!!�%����%��� �!:%��
�!%;� ��!'!��8� H��� �� '������IU �� )!$=>�� %;�!��� $�� �������8 ,'���"; #!
�8,� �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8�U
���	� @ F �����!%�%>�+�8 %�'�& � 
���
	!��� &��� ������ H� �������$=�

�;� �'��!�I� �!��� ���!����8 #���� #'!%�����8 #�'�)!$; ������$=�!+ � ,'���"�
#! �8,� ��! �$����� �: '����&����+ #'� #!��'!���� ��'�� #�'�)!$ �$8 '�:$���;�
#�'�,'�:!� �� '��� 5�@ 
� � 9�!+ �!��� #!$������8 �������$=�!� �������!� #'�'�*��

��� %���!'� ��!'!��� H�� �����!%�%>���8 %�'�&�I ��� ��� |∆−→
V | = V ω = f

√
n2

y − 1�

J�!� '�&�� �!&�� ����= :������� #'� %;#!$����� #'!��%!:�����;� H#'!��%!'��
����;�I ����%'!%�

$����� !)'����= %������� �� �! ��! ������$=�;+ '����� �������$=��8 �,$!�
%�8 ��!'!��= � �������$=��8 #�'�,'�:�� H�������$=�;+ �'��I #!$���7��8 % !)*��
�$���� �
 �
�	����- ����
-�

���	� AF ����$! ?!'��'!%���!,! %�'�&� �� �������$=�! �!#�����!+ ��!'!���
� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�!+U
���	� B F �!���� #!$�!,! %;)�'���8 '���� �� ��)8 � �!���&���8 Cy � = Cy ϕ

#'� %;#!$����� ?!'��'!%���!,! %�'�&� � �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'��
,'�:�!+U
���	� C F �!���� �!���&���8 Cy � = Cy ��	 #'� %;#!$����� ?!'��'!%���!,!

%�'�&� � #!$�!��=7 %:8�!+ �� ��)8 '���!+� � 9�!� &� �!���� !);��! �!���,�7��8
����*�� ������$=�;+ '����� � �������$=��8 �,$!%�8 ��!'!��=U
���	� D F �!���� �!���&���8 �����!%�%>�,!�8 '�&��� #'� %;#!$����� ?!'�

��'!%���!,! %�'�&� � Cy � = Cy ��	� ('� �!'�!&���� !� �!��� E �! �!��� I '�����
?!'��'!%���!,! %�'�&� ��� %���! �!&�� � �%�$���%��=�8�
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�)$���� � ,'���"; %;#!$����8 %�'�&�+ �:���87��8 � �
�������� �� ������
#'���'�! �$���7*�� !)'�:!� H'��� 5�NIG

F ,'���"� #! Cy � #'� �%�$������ %;�!�; ���*����8 %#'�%! � %%�'� ��! #'��
%!��� � �%�$�����7 '������ � %'����� ?!'��'!%���;� %�'�&�+U

���� 5�NG ��%����!��= ,'���" !)$����+ %;#!$���!��� %�'�&� !� %;�!�;

F ,'���"� #! '��#!$�,���!+ �8,� ���*����8 %%�'� ��! ,!%!'�� !) �%�$������
%'����� � '������ �����!%�%>���8 %�'�&�+� ('�%�8 ����= ,'���"; #! '��#!$�,���
�!+ �8,� ���*����8 �! %;�!�; 3323K � %#'�%! H�� )!$=>�� ��!'!���I � :���� F
%$�%!U

F #!$!&���� ,'���"; #! �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� !� %;�!�;
�� :�%����U

F �� ��$;� %;�!��� ,'���"� #! '��#!$�,���!+ �8,� �!&�� #�'������=�8 � ,'����
"�+ #! �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� H�!��� :
;IU �� �� �� ���!�!';�
��!'!��8� H$�%�� :
;I #'���$=��8 #! �8,� #�'�,'�:�� )���� )!$=>� '��#!$�,���!+
� %�'�& )���� %;#!$�8�=�8 � '�:,!�!� ��&� #'� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+
#�'�,'�:��U

F �� )!$=>�� %;�!��� ,'���"� #! �8,� ��,�� �� #�'��������8 � �'�,��� ,'��
��"��� �� �� �� �����!%�%>���8 %�'�&� :���= ��%!:�!&�� %;�!� �� �� Cy � ��
�� n�y����� ������8 � ���!�!'!+ %;�!�; ����!%���8 ��%!:�!&�;� %;�!� �� n�y����
��&� �� ?!'��'!%���!� '�:%!'!�� #'� #!$�!� !��$!����� '���� �� ��)8�

N� ��� ����� ������������� %�'�&� � '�:%!'!�; #'����87��8 ���)!�
$�� ����!� ��!,!�'���;+ %�'�& ��#'�';%�! %;#!$�8��;+ % !��� ��!'!�� �!&�!
��)$7���= % :��8&�!� %!:��>�!� )!7 D�� ,!'�:!���$8�E #'� #!��'!���� !)!'!�
����$=�!,! �'�,� � % �'�,�� �$���8�� ���!+ %�'�& !);��! )$�:!� � #'�%�$=�!��
H�����!%�%>����8I�

� ��!'!����!� %!:��>�!� )!7 ��*� #'����8���8 ?!'��'!%���;+ H�������!%�%�
>�+�8I '�:%!'!� �$� %�'�&�

'�%��%��= �%� ���!$��� #! ,'�?���� #!�!)�;� �:!)'�&���;� �� '��� 5�K �
5�N �� �$������ 
��������� �������# �������"��� � ����#�� �� ��"
��"���	� H,$�%� B '��� M�T � M�4I� ��$� �� ����!+ %;�!�� ������8 #'�%!��!���%!
% '��#!$�,���!+ #�'�,'�:�� ny � �! )���� �'���!%'�����!� #'�%!��!���%! �� ?!'���
'!%���;� '�:%!'!��� � %�'�&�� H���=>� %'��8 � '����� )!$=>� �,$!%�8 ��!'!��=I�
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��$� &� �� ����!+ %;�!�� ������8 #'�%!��!���%! % #'���$=�!+ #! �8,� #�'�,'�:�
�� ny 	� �! )���� #'�%!��!���%! �� �����!%�%>���8 '�:%!'!��� � %�'�&�� H���=>�
%'��8 � '����� )!$=>� �,$!%�8 ��!'!��=I�

L������ �$8 %;)!'� ����������� #'���!% % %!:��>�!� )!7 �!%�'>���! �� ��&�
�! :���= %�� "�?'!%;� #�'����'; %�'�&�+ �$8 �%!�,! ���!$��� � ���!$��� #'!��%�
���� H%'��8 '����� �,$!%�7 ��!'!��= � �� ��I� �!����!��! #'�����%$8�= �!$=�!
��������� &��� �����% ��� ��� ������� �'�,�� "�?'; #'��������� % %!:���� ��
��#!$=:�7��8�

M� �� ����	 ������������� %�'�& 8%$8���8 !��!+ �: ���)!$�� �$!&�;�
?�,�' #�$!��&� ��� ��� �,! %;#!$����� #'��C8%$8�� #!%;>���;� �'�)!%���8 �
!)C��� � #!'8��� #�'��$7����8 %������8 � ��!'!��� #�'�'�)!��� ��?!'��"�� !)
!��!%'�����! �:���87*���8 #�'����'�� #!$��� � �!��!��� � �!!'����"�� !��$!�
����+ '�$�+�

�����!�'�� %����$� %!#'!� � ����/��� � ���0��� ������� �� ����/
H'�:%!'!��I � :���� !)!����� ������� #�$!��'!%���8�

6� � ,!'�:!���$=�!� #!$��� �,!$ ���,�&� '�%�� �,$� ����� �� �� ϑ� = α� H�����8
�����!%!��;+ �,!$ �';$� '�%�;� ��$7I� ('� #'�%�$=�!� %%!�� % %�'�& #�'�,'�:��
� �,!$ ����� �!$&�; �%�$���%��=�8 !)'���! #'!#!'"�!��$=�! �!������ �,$� �'���G

ny =
1

cos γ
� α =

α�
cos γ

.

�! #'� ��$���� �'��� �,!$ ���,�&� �&� �� '�%�� �,$� ����� � '�%�� �,! #'!�
��"�� �� %�'����$=��7 H!��!����$=�! :��$�I #$!��!��= �� �� ϑ = α cos γ H'��� 5�MI 
��! � ����!� #'��;��*�,! ����G

ϑ = α cos γ =
α�

cos γ
cos γ = α� = ϑ�.

���� &�� 	��� ����� ��� �
�	��
 �
 ���
�� ��	��� ���! &����� �������
��	!�� 	����  �������
 �
 �
��� �� ��	����� ϑ% ��� � &���� ����� � ���
��

���� 5�MG � !#'���$���7 �,$� ���,�&� �� %�'�&�

('� %;#!$����� %�'�&� % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!��� %���!' �,$!%!+ ��!'!���
ω ��#'�%$�� #! %�'����$� H#�'#������$8'�! � �'�,� %�'�&�IG �� $�%!� %�'�&� F
%%�'� �� #'�%!� %�'�&� F %��: H% �!!�%����%�� � D#'�%�$!� )�'�%����EI� L�����
%'�*��� ���!$�� '�$8�� %!�'�, �,! �%8:���;� !��+ #!9�!�� '�:$!&�� %���!' ω ��
!�� x1 y1 z1 H'��� 5�6I�

�: '������ %���! ��! ��������	!�� &�&������� ��� z1 �� $�%!� � �� #'�%!�
%�'�&�� ���!$�� �$����� %'�*��= H'�$�� %;�!�;I %��,�� % !��� ��!'!�� F � ����
���� �
������
��� H% ����!� %��� ���!� %'�*���� ����� ����! �� #��$� �����'!%�I�
 ����!� ?!'��$; H5�KI � '��� 5�6 �!&�! #!$����=

ωz � ω sin γ =
f tg γ
V

sin γ
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�� �� #'� �%�$������ �'��� γ �,$!%�7 ��!'!��= ωz �$����� �%�$���%��= !���= 9��'�
,���!�

<�������	!�� ������
	!��� ��� y1 ���!$�� �!$&�� %'�*��=�8 � ������� ���
�
�
� 	��$!,���! �!&�! #!$����=

ωy � ω cos γ =
f tg γ
V

cos γ =
f sin γ
V

,

�� �� #'� �%�$������ �'��� γ �,$!%�7 ��!'!��= ωy ���&� �$����� �%�$���%��= �! %
���=>�+ ���#��� ��� ωz�

���� 5�6G ��:$!&���� %���!'� �,$!%!+ ��!'!��� ���!$��� �� �,! �%8:���;� !�� #'�
%;#!$����� $�%!,! � #'�%!,! %�'�&�+

<�������	!�� &����	!��� ��� x1 ���!$�� % #'!"���� %�'�&� � #!��!8��;� �'��
�!� �!$&�� %'�*��=�8 % ��!'!�� &������&�	����� ���
��% ��! %���! �: '��� 5�6
H��$� %���!' ωx ��#'�%$�� %#�'�� �! 9�! F %'�*���� %#'�%! ��$� ��:�� F %'�*����
%$�%!I� 	��$!,���!

ωx � ω sinϑ =
f tg γ
V

sinϑ,

�� �� �,$!%�8 ��!'!��= ωx �!$&�� %!:'�����= #'� �%�$������ �,$!% �'��� � ���,��
&� H:���= ������8 % %��� %�'�& � #!��!8��;� �'��!� �� �� )�: ������!% %%!�� �
%;%!�� �� �!�!';� ���!$�� !��!����$=�! #'!�!$=�!+ !�� x1 �$����� #!%!'���%��=
9$�'!���� % D#'�%�$=��7E ��!'!��I�

!������� ���:���;� %'�*���+ ωz ωy ωx � ���� #'�%�$=�;+ %�'�& � #!��!�
8��;� �'��!�� �������%�� ��#'���' !)'���!,! ωx #'�%!��� � #!���#���!�� �%��
$�����7 �'��� #! ����! ������������!+ #'����� �� �%8:���!+ � �9'!�������!+
H�$!&���� �!$=�! �%�� %'�*���+ ωz � ωy ���� %�'�& � �%�$������� γI�

5� ��#�'= #�'�+��� � !)!��!%���7 ����	��� � ������� ��	������ ���!
�� ����/) %�$7��8 ������� %%!�� � %;%!���

<��	������ �
��� � ��	� % #'��"�#� �!$&�! �!��!8�= �: �$���7*�� &��*��C

F �$8 #'�!�!$���8 ����
 ����*�� ���!$��� � �!:����8 �,$!%!,! ���!'���8
H�$8 �%�$�����8 �$� ����=>���8 ��!'!��� %'�*���8 %!�'�, �!!�%����%�7*�+ !��IU

F �$8 #'�!�!$���8 ��&7������ � ����
 H�$8 #'�!�!$���8 �!#'!��%$���8
%!:���� %'�*���7 ���!$��� %!�'�, �!!�%����%�7*�+ !��IU
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F �$8 �'�%�!%�>�%���8 ��
������� � ����
 ���!$��� H�!����� ���������!+
���!+��%!���I �!�!';+ #!8%$8���8 #'� �:������� �,$!% ����� �$� ��!$=&���8U

F �$8 #�'�'!%���8 �!����� %!:����7*�,! #'� !��$!����� ��� �- ��	�� H���
#'���' #'� !��$!����� 9$�'!�!% %!:������ ���'�%�!%�>���;+ #���%!+ �!���� 
�!�!';+ �$����� #�'�'!%��= !��$!������ '�$8 ��#'�%$���8IU

F �$8 #�'�'!%���8 ��� ��:;%���;� �&��
	!��- ������% �� �� �9'!�������
������ �!����!% !��!����$=�! !��!+ !�� %!:����7*�� #'� %'�*���� ���!$���
!��!����$=�! �'�,!+ !�� H��#'���' #'� %'�*���� ���!$��� %$�%! !��!����$=�!
%�'����$=�!+ !�� y1 %!:������ $�%;+ �'��8*�+ �!���� MxU

F �$8 #�'�'!%���8 �!����� !� *����������- ��	 #'� %'�*���� ���!$��� �!�
,�� !�= %'�*���8 �� �!%#����� � ,$�%�;�� !�8�� ���'"��� �� �!!'����'!%���!�
%�'�&� 9�!� �!���� ��$ � % #!�$���7*�� '����&����8� �� ����;%����8U

F �$8 #�'�'!%���8  ������&������ � ����
 '!�!'� �%�,���$8�
��	����� �������* �:8% �$8 #'���'� 	���� %�'�& '����!�'�� '��� 5�5 

�� �!�!'!� �:!)'�&��!G

I �:������� #! %'����� t �,$!%!+ ��!'!��� ωx H!��!����$=�! !�� x1IU
� I #!'"�8 !��$!����8 9$�'!�!% �$8 #�'�'!%���8 #!#�'���!,! ���#?�'�7*�,!

�!����� Mωx
x ωxU

�I #!'"�8 �$8 �!:����8 �,$!%!,! ���!'���8 ω̇x �� �� �$8 #�'�'!%���8 �!�����
Ix ω̇xU

 I #!'"�8 �$8 #�'�'!%���8 �#�'�$=�!,! �!����� Mωy
x ωyU

�I #!'"�8 �$8 #�'�'!%���8 �'��8*�,! �!����� M δ�
x δ %!:����7*�,! #'� !��

�$!����� '�$8 ��#'�%$���8U
�I �����'�!� !��$!����� 9$�'!�!% H'����I�
���� #'� %%!�� % $�%;+ %�'�& '���� �$����� !��$!���= �����$� �	��� H��!,!I

F ��!); ���'����= ���!$�� :���� �&�
�� H���=>�I F ��!); !����!%��= ��$=��+>��
���'������ � :�?����'!%��= �'�� � :���� #!���%��= #!��� �����
	!���

�� �����!%�%>���8 $�%!� %�'�&� '���� �$����� ��'&��= ���= %#'�%! �! 9�!
!��$!����� ��%�$��! � ���!����8 :� #'���$��� :!�; ��%��%���$=�!��� $������ #!
!��$!����8� � #! ���$�8� #!9�!�� #'��������� $����� #!���'&�%��� �'�� ��)!$=�
>��� !���$=�;�� ��#�$=���� !��$!����+ 9$�'!�!%�

�� %;%!�� �: $�%!,! %�'�&� '���� �$����� !��$!���= �����$� �&�
�� H��!,!I 
:���� �	��� H���=>�I #!�$� ��,! #!���%��= �����
	!���
��	����� ���� ����������* �� '��� 5�T �:!)'�&��!G

I �:������� #! %'����� t �,$!%!+ ��!'!��� ωyU
� I #!'"�8 !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8 �$8 #�'�'!%���8 #���%!,! ���#?�'��

7*�,! �!����� Mωy
y ωyU

�I #!'"�8 �$8 �!:����8 �,$!%!,! ���!'���8 ω̇ �� �� �$8 #�'�'!%���8 �!�����
Iy ω̇yU

 I #!'"�8 �$8 #�'�'!%���8 �#�'�$=�!,! �!����� Mωx
y ωxU

�I #!'"�8 �$8 #�'�'!%���8 #���%!,! �!����� M δ�
y δ� %!:����7*�,! #'� !��$!�

����� 9$�'!�!%U
�I �����'�!� !��$!����� '�$8 ��#'�%$���8 H#���$�+I�
���� #'� %%!�� % $�%;+ %�'�& �$����� !��$!���= %#�'�� 	���� #���$= H��!,!I 

� � �!�"� %%!�� #!���%��= #���$� #!��� �����
	!�� H�$� ��&� ����!,! !��$!���=
%#�'�� #'�%�7 #���$=I�

�� �����!%�%>���8 %�'�&� %'�*���� #!���'&�%����8 ��)!$=>�� ��&����� ��
	���� #���$=� ('� �$�)!� #���%!� ���#?�'!%���� #!'"�8 δ(ωy) ��$� � �!,��
#���$� ��!8� �����
	!�� �$� �$�,�� #'�&������8 &�
�
� #���$=�

�� %;%!�� �: $�%!,! %�'�&� �$����� !��$!���= %#�'�� # ' � % � 7 #���$= 
� :���� #!���%��= #���$� �����
	!�� H% �!�"� 9��',���!,! %;%!�� �$����� ��&�
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���� 5�5G � !)!��!%���7 !��$!����8 9$�'!�!% �� %�'�&� H$�%!�I

��&��= �� $�%�7 #���$= ��� 9�! �:!)'�&��! �� '������I�
��$����� !��$!����8 9$�'!�!% �� %%!�� � %;%!�� %;)�'����8 $�����!� #'!�:�

%!$=�! H% :�%����!��� !� &�$���!,! ���#� %%!�� � %;%!��I !��$!����� '�$8 ���
#'�%$���8 H#���$�+I "�$��!� � #!$�!��=7 !#'���$8���8 ��$!%��� !������%�8 ��!$=�
&���8 H>�'�� ���'&�%����8 % "���'�I�
��	����� ���� ������* �� '��� 5�4 �:!)'�&��!G

I �:������� #! %'����� t �,$!%!+ ��!'!��� ωzU
� I #!'"�8 !��$!����8 '�$8 %;�!�; �$8 #�'�'!%���8 #'!�!$=�!,! ���#?�'�7�

*�,! �!����� Mωz
z ωzU

�I #!'"�8 �$8 �!:����8 �,$!%!,! ���!'���8 ω̇z �� �� �$8 #�'�'!%���8 �!�����
Iz ω̇zU

 I #!'"�8 �$8 �'�%�!%�>�%���8 ���������!,! �!����� Mα
z ∆α �� �� �$8 ���'&��

��8 ���!$��� �� �%�$�����!� �,$� ����� H�� �%�$�����!+ #�'�,'�:��IU
�I �����'�!� !��$!����� '�$8 %;�!�; H'����I�
���� #'� %%!�� % %�'�& '���� �$����� 9��',���! #!�!)'��= �
 ���� H�� )!$=�

>�7 %�$����� ��� 9�! �'�)����8 �$8 �����!%�%>�,!�8 %'�*���8I � :���� ����!,!
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���� 5�TG � !)!��!%���7 !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8 �� %�'�&� H$�%!�I

!�#�����=�

�� �����!%�%>���8 %�'�&� !��$!������ '���� ��&�! #!���'&�%��= #�'�,'�:�
�� �!!�%����%�7*�7 �'���� ��� ���;� )���� #!���'&�%��=�8 � ��!)�!����8 ��!�
'!��= %'�*���8 ωz�

�� %;%!�� '���� �$����� 9��',���! !����= ! � � � ) 8 �! ��+�'�$=�!,! �$�
����!$=�! :� ��+�'�$=�!� #!$!&���� � :���� #!���%��= % #!$!&���� �!!�%����%��
7*�� �,$� ����� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� H�$� �'�,!,! &�$���!,! '�&���I�

�� #!$�����;� %;>� !��$!����8 '�$�+ �$����� �*� ��$!&��= #!'"�� �$8 #��
'�'!%���8 ,�'!��!#�����!,! �!����� '!�!'� �%�,���$8� ��#'���' #'� %'�*����
'!�!'� %#'�%! H��$� ��!�'��= #! #!$���I 9�!� �!���� �� $�%!� %�'�&� ��'�����8
#!��8�= �!� ���!$��� ��! �'�)��� ��&�	����	!�� � ��&���8 �� $�%�7 #���$= �
!����� '�����

�:$!&���!� %;>� ���� !)*�+ #!��!� � ���$�:� ��!)�!���;� !��$!����+ '�$�+
#'� #'�%�$=�!� � �!!'����'!%���!� %;#!$����� $7);� ?�,�' #�$!��&��

T� � ���� � 	�������	�! HD>�!$=�;+EI ����/ $����� !��*���%$8�� �� ��
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���� 5�4G � !)!��!%���7 !��$!����8 '�$8 %;�!�; �� %�'�&�

	����
��� ���!�!';� #�'����'!% #!$��� � �!!�%����%�7*�� !)'�:!� #�'��$7����
%�������� ('� %;#!$����� %�'�&� � ����� �������� %%!� �!$&�� !��*���%�
$8�=�8 %!:�!&�! );��'�� H:� @ M2@ S �I � #'� );��'!� %%!�� #!�'�,�$�'!%��= !��
��$=�;� #�'����'; % #'!"���� �%�$�����8 �'��� ��%!:�!&�!� $��!%���$=�! %%!�
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 ���	������ &��
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'��!��������8 %;#!$����� 9��',���;� '�:%!'!�!%� ��$� ���!+ ����%' ��!)�!���!
%�� &� %;#!$���= �! �#'�%$���� #! �'��� �$����� !��*���%$8�= �!$=�! 9$�'!����
#'� ��+�'�$=�!� #!$!&���� #���$�+ �� !)'�*�8 %������8 �� !��$!����8 >�'���
H%!!)*� ,!%!'8 $��>� ��!); >�'�� );$ % "���'� �! #!#;��� '�)!���= #���$8��
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#'� ��$���� #!#�'���!+ �����!+��%!��� ���!$��� �!,�� :�#����= $������I�

�$8 ��&�!,! �!��'���!,! ���!$��� �!!�%����%�7*�� '��!�����"�� ���; % ���
��'��"���

3@� ��	������ � �(��	� �� ?!'��'!%���!� '�:%!'!�� #'���'�! �� &� ��!
� #'� %;#!$����� #'�%�$=�!,! �����!%�%>�,!�8 %�'�&�� �! ������8 !��� ��'���
��'��8 �����
C �����	� ��	�����# ������ � ���� $�����������"� �����%
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('� ��&���� �� %���'���77 #���$= �!:�����8 �		���� �%�$�����8 �,$!%!+ ��!�
'!��� ��� ��� ���!$�� ��+��%���$=�! � ���!'����� #!%!'���%��� �!� % ��!'!��
'�:%!'!��� �! 9�! �!#'!%!&�����8 #!8%$����� %��>��,! ��!$=&���8 H�� $�%!� '�:�
%!'!�� F >�'�� %#'�%!I � ��'��$����� ���!$��� ��
	��!�� � ���&�� % ��!'!��
'�:%!'!�� ��! %;��&���� $������ ��%!$=�! !�#�����= '���� � ����=>��= #�'��
,'�:�� ny� ������ '�:%!'!�� #'� 9�!� �%�$���%����8 � �,$!%�8 ��!'!��= #!%!'!��
�'����!'�� ����=>����8�

���� 5�3MG ���; ��$ �� %�'�&�G 
 F )�: ��!$=&���8U � F � %��>��� ��!$=&�����
��!'��������U � F � %��>��� ��!$=&����� #'���������

� #'��"�#� #!%!'!� �'����!'�� !��*���%$8���8 ��$��� #�'#������$8'�;�� �
%���!'� ��!'!���G #!�C���!+ ��$!+ Y  )!�!%!+ �9'!����������!+ ��$!+ Z �!���%�
$87*��� ��$; �8,� Py Pz � �!���%$87*�+ ��$; %��� G cos Θ� �����!�'�� ��+��%��
�!$=�! �9'!������������ ��$ Y � Z H'��� 5�3MI�

��� �&� !������! '���� '��#!$�,����8 )!�!%�8 �9'!�����������8 ��$� �!���%�
$8�� !�!$! 3SW !� '��#!$�,���!+ #!�C���!+ ��$; �� �� Z� � 0, 1Y�� $��!%���$=�! 
'�:�$=��'�7*�8 9��� �%�� ��$ % $��>�� �$���� )���� '�%��

N� =
√
Y 2
� + Z2

� = 1, 005Y�.

�! ��&� 9�!� ����!&�;+ %;�,';> #!$������8 ����! ������������ F #'� !��
�$!����� #���$�+ �! !���:�� '
 &�
����� $����� %;��&��� #'� !��$!����� #��
��$�+ !�#�����= '���� ����=>�8 Y #'���'�! �! 0, 7Y� ��� ��� #'� ��!$=&����
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,�� �!,�� '�:%!'!� %;#!$�8���8 � ��$;� #!��!8��
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��%���! �'�� H���$!�88 ��$� Y2 �! #!$!&���8 N2
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��"��#� ���������� ��	
�����"���� �����
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 �� #'!��%���� H'��� 5�35I� �!%!'!� �� "�$=
H!�� ���!$��� �! �� �'����!'��I �!&�! %;#!$���= #���$8�� � �'�:� ��%��= !���
'��= �: #�>�� ���8 % %��� ��! % ���!� !��!����$=�!� #!$!&���� ���!$�� �!&��
���'&�%��=�8 �� )!$�� @2K � #!�$� ��,! � � � � � � � 8 ! � � � � % � � � ��

���� 5�35G ��#!$=:!%���� �� %�'�&� �'���!%'�����!,! %��>��,! ��!$=&���8 �$8
#'�"�$�%���8

3N� �������� ���������� � ����/! �� ����#�� ����� �������
�'�)��� !� $������ �!'!>�+ ��!'�������!+ $���!+ � #���!$!,�����!+ #!�,!�!%�� 
��! %;:%��! ���!�!';�� %�&�;�� !�!)���!��8�� ����� '�:%!'!�!%�

"�� �� �	����
��� ������ $����� �!$&�� % !��!%�!� !'�����'!%��=�8 �� %��
:��$=�!� �� !#'���$���� �� !�!)���! �!%�'88 #!��:���8� )�'!���'������� %;�!�
�!��'� � %�'�!���'�� �!�#�'%;� )�'!���'������8 %;�!�� �����!��� ��� �!�!'!+
#'!���!��� ����%'�'!%���� �� '�%�� )�'!���'�����!+ %;�!�� �9'!�'!�� %;$����
�!�%�!';� ���� �����!��= �� 8%$8���8 ����$=�! ,!'�:!���$=�!+ #$!��!��=7� � %�
�'��=�� %;�!�!��' � %�'�!���' ��7� !>�)�� %!:����7*�7 %�$����%�� #!%;>���8
��%$���8 % :!�� ����������� !�%�'���+ (��� J�� !>�)�� �%�$���%����8 � ����=>��
���� %;�!�; � � '!��!� ���$� M H�! M = 1I� O�! &� #'!�:!+��� #'� %;#!$�����
?!'��'!%���!,! '�:%!'!�� � �!'�!&����� �� ��$!+ %;�!��h

('��#!$!&�� ��! ?!'��'!%���;+ '�:%!'!� ����� �� ��!'!��� 33SS �1� HM =
0, 9I� ('� �!'�!&���� #!�&���� %��'���!,! #!�!�� ���!$��!� ������ ����=>��=�8 
��%$���� % :!�� ����������� !�%�'���+ (�� )���� #����= %;�!�!��' � %�'�!���'
������ #!��:;%��= ��)!' %;�!�; H#'� '�:%!'!�� % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!���I� ���
$� $����� #'� 9�!� ������ %;��'&�%��= D#!��!8���7E %;�!�� #! %;�!�!��'� �
%�'�!���'� �! ���!$�� ?��������� )���� � � � & � � = � 8 � �!&�� !��:��=�8
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$�%����8� �� #'���$=�! ��$;� %;�!��� ��!#;��;+ $����� ��!�'�� �!$=�! �� :��$7
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	� � ����
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�! %��� �$���8� :�';%���8 � ��#'!�:%!$=�!,! ����=>���8 %;�!�; �� '�:%!'!��
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�
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 �� %�'�&� �!&�! �!#�����= � % �!� �$���� 
��$� %;��'&�%��= �'�� #! %#�'��� $��8*��� ���!$��� H'��� 5�34I� ��$! % �!� ��!
�'�� �'�,!,! ���!$��� %���� % ����'�$=��7 %�$����� �!$=�! #'� �,! ��)$7�����
#!� '���'�!� SdN� ('� '���'��� !�$���;� !� ��$8 ����
� ��	����
 ����
 ����
 � � �
�	��
 ��	!�� ���������	!���� ��#'���' #'� '���'�� NdN �!�"; �';$=�%
��)$7����!,! ���!$��� )���� '��#!$!&��; #! %�'����$� �� �� #!� 90◦ � ,!'�:!����
��)$7��8 ��'���� �:!)'�&����7 �� '��� 5�34 $����� ��%!$=�! ������ �%�$����
%��= �'�� ��!); ���$��= �,! 8�!); ����� &� ��� � %#�'��� $��8*�,! ���!$��� 
�!�8 �'�� :���= ?��������� � %��� ���!$��!% !�����!%�

���� 5�34G � ��)$7����!,! #!� '���'�!� ���!$��� �'�� ��&���8 )!$=>� ��+��%��
��$=�!,!
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�'�*���� !��!����$=�! &�&������� ��� ���!$��
�� z1 #'!���!��� #!� ��+��%��� #!�C���!+ ��$; Y

H��+��%�� %��� G ����� !���$=�!I� �$8 !#'���$���8
%�$����; ωz :�#�>�� �'�%�����

Y =
G

f
V ωz,

!�����

ωz =
fny

V
(7.5)
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(!$�,�8 ωy = 0 H��! �#'�%��$�%! #'� β = 0 � )�: ����� ��$; �8&����I #!$���� 

��! �� )!��� ���!$�� %'�*����8 � �����'�!+ ��!'!��=7 ω =
√
ω2

x + ω2
z � (!$!&����

%���!'� �! !#'���$8���8 �,$!� ϕ

tgϕ =
ωz

ωx

=
fny

V ωx

. (7.6)

<$�,!��'8 ���*���7 !�� %'�*���8 �� �,!$ ϕ !��!����$=�! %���!'� ��!'!���
V �������� �
�	��
 �
 ����� &����-���� &� �	����� �&��
	!��� ��
�������
H'��� 5�@3I� �'����!'�8 ��� ); ��%�'���� �� ���!� #!�!)�� "�$���'� !�= �!�!'!,!
#!� ��+��%��� %��� G �:!,���� %��: % %��� #�'�)!$; � !�%�'���� %$�%! H�� #'�%!+
)!��� F %#'�%!I �� �,!$ ϕ !� ���!��!,! ��#'�%$���8 �%�&���8� ��!$= !�� "�$���'�
���!$�� #'!�%�,����8 �! ��!'!��=7 V cosϕ #! !�'�&�!��� %!�'�, "�$���'� F �!
��!'!��=7 V sinϕ� $!&���� 9��� �%�� ��!'!���+ � ���� �#�'�$=�

���� 5�@3G �'����!'�8 ���!$��� �� )!���

N� -���� ��������� ���	�* ���!�8 �: '��� 5�@3 �  '��������� �
���� �����
r� �� �� '����� "�$���'� �� �!�!';+ ��%�'���� �#�'�$=��8 �'����!'�8� �'�%�����
�%�&���8

Y =
G

f
r� ω

2,

!�����

r� =
fny

ω2
=

fny

ω2
x + ω2

y

=
fny

ω2
x +

(fny

V

)2 . (7.7)

�);��! #'� %;#!$����� )!��� ωx � ωz � ω � ωx #!9�!�� #'�)$�&���! �!&�!
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:�#����=
r� �

fny

ω2
x

. (7.8)

������� ��! % #'�%�����;� ?!'��$�� ω =
2π
t�

 ,�� t� F %'��8 %;#!$����8

!����'�!+ )!����
�����* ���!G ny = 2 ωx = 1 �
�1�� (! H5�TI ���!��� r� = 19, 6 U �� �� �� 9�!+

)!��� ���!$�� !#��;%��� ��$� ��!�'��= �:��� !�'�&�!��= � '�����!� !�!$! @S �
�: '��� 5�@3 � %���! ��! %;#!$��% #!$��7 !����'��7 )!��� ���!$�� %!:%'��

*����8 �� ���!��;+ ��'� �! 	���� &��� &�� /�� ���
���� ���� �� %�$����� 
'�%��7 !�'�:�� KLI H!)!:����� �,! L5−7I� ('��#!$�,�8 ��! V = [\]^_ H�� )!���
��!'!��= ��+��%���$=�! ���8���8 ��$!I ��+��� 9�! ���*���� �)! !�! ���&� #'���
���%$8�� ����'�� � �!��� :'���8 )!�%!,! ����%'�'!%���8G

L5−7 = L1−5 sinϕ = (V cosϕ t�) sinϕ.

������% sinϕ � cosϕ ��'�: tgϕ H#! �:%����;� ?!'��$�� �'�,!�!���'��I � ���
#!$=:!%�% ?!'��$� H5�6I !�!�����$=�! #!$����

L5−7 =
fny V

2 ωx t�
(fny)2 + (V ωx)2

. (7.9)

�����* ���!G V = 200 1� ny = 2 ωx = 1 �
�1�% t� = 6, 28 �� �;���$8��
L5−7 = 125 �

�: ?!'��$; H5�4I %���! ��! � #'� ωx → 0 � #'� ωx → ∞ #!$����� L5−7 → 0�
$��!%���$=�! #'� ���!+��! #'!��&��!��!+ %�$����� ωx )!�!%!� ���*���� )����
�������$=�;��

('!��$�% �:%�����7 !#�'�"�7 ��??�'��"��$=�!,! �����$���8 ��+��� ��! L5−7����

)���� #'� ωx =
fny

V
� �,$� ϕ = 45◦� �! ����8 )!��� �&� � ��#!�!&� �� )!��� �

#'�����%$8�� �!)!+ ����! %'!�� �!�!+ �#�'�$=�!+ #��$��
+������ ������� !� ���!��!+ $���� #��� �� !);��!+ )!��� �� �� #'� �'�%���

��$=�! ��$;� #�'�,'�:��� ny � )!$=>�� ��!'!��8� %'�*���8 ωx �!&�! %;���$��=
#! �#'!*���!+ ?!'��$�

L5−7 � 2π r� � 2π
fny

ω2
x

. (7.10)

� ���!��" '��������� �������� � 	
 �
�	��
 ��
������� � ������ :� %'��
�8 %;#!$����8 )!��� H'��� 5�@3 
I �� �� ����� %$�8��� %��� G� ��= �#�'�$� #'�
ωx = [\]^_ � ny = [\]^_ ���'�%$8���8 %��: �!$=�! #!� %$�8���� %��� � ����� #!�
9�!�� ?!'�� #�'�)!$;� ���!�8 �: 9��� �!!)'�&���+ �!&�! '��������= ��! :�
%'��8 t� ���!$�� !��!����$=�! ����$=�!+ �!��� 3 #!$���� �� ���#'�%$8��!+ )!���
�$���7*�� #'�'�*���8 #�'����'!% �%�&���8G

∆Vy = −f t�; (7.11)

∆Θ � ∆Vy

V
= −f t�

V
; (7.12)

∆H = V sin Θ1 t� −
f t2�
2
. (7.13)

��$� �'�)����8 ����� ��-�� �� ���&�
�	���� ����� &�������	 �
 ������ ����
�
% �! ��&�! �!:���= #'��%�'���$=�!� ��)'�'!%����

Θ1 � sinΘ1 =
f t�
2V

,
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�! #'� 9�!� %;�!� �: )!��� #'!�:!+��� �! ���&����� �� �� � �,$!�

Θ5 = Θ1 + ∆Θ =
f t�
2V

− f t�
V

= −Θ1.

���� #'� H5 = H1 H∆H = 0I #!$���� �� %;�!�� Θ5 = −Θ1 � Vy 5 = −Vy 1�
��$� �'�)����8 ����� &�� ��-��� �� ���&�
�	���� ����� �
�	�� �
-���	�� �

�����  �������
	!�� � &�	��
% �! #'��%�'���$=�!� ��)'�'!%���� �!$&�! );�=
)!$=>�� �$8 Θ5 = 0 � Vy 5 = 0 ��!)�!���!

Θ1 = −∆Θ =
f t�
V
,

�� �� �,!$ Θ �!$&�� );�= % �%� '�:� )!$=>� ��� % #�'%!� �$���� �! )!��� :���=
)���� %;#!$���� � ���!�!';� ��)!'!� %;�!�;

∆H = V

(
f t�
V

)
t� −

f t2�
2V

=
f t2�
V
.
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���!��� #'� �,$� ����� 28◦ �! #!$�)!��� �$����� %;#!$�8�= �� �,$� ����� !�!$!
7◦�

5� �%�&���� ���!$��� �� )!��� �!&�� #'!���!���= �� �!$=�! &� ���������
�&��
	�% �! � &� &���� 	���� �$� ��!)!'!� &� ����! ������ �&��
	��

�$8 %;#!$����8  �������
	!��� ����� &� &���	������� ��
������� $�����
�!$&�� ��� �:���8�= �,!$ ����� H'���!+I � �,!$ ��!$=&���8 H#���$8��I ��!); !�
����$� � �! �!�"� )!��� �!�'��8$!�= '�%����%! ��$ H'��� 5�@MIG

% ,!'�:!���$=�!+ #$!��!��� H� ����!� :���!%I

Y sin γ + Z cos γ = 0

�$�
ny sin γ + nz cos γ = 0;

% %�'����$=�!+ #$!��!��� H� ����!� :���!%I

Y cos γ − Z sin γ = G

�$�
ny cos γ − nz sin γ = 1.

��� ��� Cβ
z � C

α

y H)!�!%�8 ��$� #'� !�����!%;� �,$�� :������$=�! ���=>�

#!�C���!+ ��$;I �! �$8 �!:����8 ��!)�!���!+ )!�!%!+ ��$; Z H)!�!%!+ #�'�,'�:��
nzI �'�)����8 :������$=�! )!$=>�+ �,!$ ��!$=&���8 β ��� �,!$ ����� α H#'���'�!
% 3S '�:I� $��!%���$=�! ����8 �#'�%$8���8 :�����
$����8 )!��� �!&�� );�= %;#!$���� �!$=�! �� �!�
����!��! )!$=>!+ ��!'!��� �� �!�!'!+ �!&�! !)���
#����= '�%����%! Z = G�

T� ������� #�$!��'!%���8 �$8 %;#!$����8 # ' 8 � ! $ � � � + � ! +
) ! � � � �!$&�� );�= ���!+ H'��� 5�@6 $�%�8 )!��
��IG

F % ,!'�:!���$=�!� #!$��� $����� !��$!������
'���� �!:���� �,$!%�7 ��!'!��= ωx � 30 − 35◦ % ���
������ (! ��'� �%�$�����8 �'��� '���� #!���#���!
!������8 !� ��)8 � #���$� !��$!�87��8 #'!��% )!��
�� H��#'���' �� $�%!+ )!��� #'� �'��� !� S �! 180◦

���� ����� %��������� � �����

�� ����#��	�� �� 	���������
����
����� �����+ 
���������
�� ����������� ����������

!#������� �!�� ���!$��� #'��!�%'�*����8 !��$!������ #'�%!+ #���$� %#�'��IU

���� 5�@6G �;#!$����� :����$���!+ �#'�%$8��!+ )!��� #! #'8�!$���+�!+ �'����!�
'��
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F #'� �'��� 90◦ '���� �!$&�� );�= !����� ����!$=�! ��!); �!'��$=��8 #�'��
,'�:�� ny = 0U #!�$� 9�!,! '���� #'!�!$&��� !���%��=�8 !� ��)8 � ��$=>�� ('�%�8
#���$= �!$&�� );�= #!���� %#�'�� ����!$=�! ��!); )!�!%�8 #�'�,'�:�� ny = +1
H$����� #'�&�� � $�%!�� )!'�� ��$!+ '�%�!+ �!)��%���!�� %���IU #!�$� 9�!,! #'��
%�8 #���$= �������� �)�'��=�8U

F #'� �'��� 180◦ '���� �$����� !����= �! ny = −1 H$����� %���� �� '���8�I 
� :���� �������= #!�)�'��= �� �� ��)8� ('�%�8 #���$= �)'��� #!$�!��=7 � #!�$�
9�!,! �!����� �������� %;�%�,��=�8 %#�'�� $�%�8 #���$=U

F #'� �'��� 270◦ #!$!&���� '���� �!$&�! �!!�%����%!%��= �!'��$=�!+ #�'��
,'�:�� ny = 0U :���� '���� �!$&�� � ��$=>� #!�)�'��=�8 �� ��)8� L�%�8 #���$=
!��$!���� %#�'�� �! nz = −1 � #!�$� 9�!,! #���$� ������7� �)�'��=�8 � ��+�
�'�$=�!�� #!$!&���7U

F #'� �'��� 360◦ #���$� ���%8��8 ��+�'�$=�! � nz = 0 � '���� F % #!$!&���� 
�!!�%����%�7*�� ,!'�:!���$=�!�� #!$����

����8 )!��� � �!��� :'���8 )!�%!,! ����%'�'!%���8 ����'��� �� #'�����%$8��
� %;#!$�8���8 �!$=�! % �#!'��%�;� "�$8� �$� �$8 �'���'!%�� % #�$!��&��

���� 5�@5G �:������� ?!'�; )!��� #'� �%�$������ #�'�,'�:�� � ����=>���� ��!�
'!��� ���'�����8 H%�� �%�'��I

4� +�	!��� ��
����� �	� ����� � 
��������
��� &�����
�	��� ����
% ��&�	�
���
� &� ������ �&��
	� � ��	!�� �
������ �: ��!'�� )!��� �; �&� :���� 
��! '����� r� H'����� "�$���'� �� �!�!';+ D���!����E �#�'�$=��8 �'����!'�8I
� �,!$ ϕ H�,!$ ��&�� %���!'!� ��!'!��� � !�=7 "�$���'�I �%�$���%�7��8 #'�
�%�$������ �!'��$=�!+ #�'�,'�:�� � ����=>���� ��!'!��� %'�*���8� �� '��� 5�@5
�:!)'�&��� ��'�8 )!��� � #!���#���;� %!:'�������� ny � ����=>����� ωx� ���'���
�! �!!)'�:��= ��! #'� )!$=>!+ �!'��$=�!+ #�'�,'�:�� Hny = 5− 6I � ωx = 0 )!���
%;'!&�����8 % !);���7 #��$7 �����'!%��

3S� ����	� ������������� #'� %;#!$����� ������ ����� �$���7*�8� L���
��� �!$&�� �� �!����!��!+ ��!'!��� #$�%�;� �! 9��',���;� �%�&����� '����
�� ��)8 �!:���= �,!$ #'��%�'���$=�!,! ��)'�'!%���8 @M230◦ � #'!�!$&�8 �%�$����
%��= �!'��$=��7 #�'�,'�:�� �! @2K �����" %%���� ���!$�� 9$�'!���� � #���$8��
% �!!'����'!%���!� %'�*���� H>�'�� % "���'�I � ���!+ �,$!%!+ ��!'!��=7 ��!);
)!��� );$� %;#!$���� :� 3S23@ �� ��!$�� #'� 9�!� ������ !#��;%��= �'���7 �#��
'�$=� �� ���!+ )!��� �*� %�&��� �� :����$8�= %'�*���� #!�'����� ?�,�'; ���
��� )!$=>�8 #!�C����8 ��$� ��#'�%$����8 %��: �'�:� ���'�%�� % �� &� ��!'!��
!�= �#�'�$�� L��>� %��,! #'� �'��� !�!$! 180◦ ����!$=�! ����=>��= #�'�,'�:�� �
�%�$����= 9$�'!���� ��!'!��= %'�*���8 ��!); ����= #!$��7 ,�'����7 !� #!��'�
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%;�!�; �� %;%!��� �;%!� �: )!��� %;#!$�8���8 !);��;� ���!�!�U �$����� !����
�!%��= %'�*���� ����=>��= #�'�,'�:�� �! �����"; ���'����= !����!��;+ �'�� �
���,�&�

L���������'�)���$= �!$&�� ����= %;#!$�8�= �� �!$=�! �$���������7 HD>�!$=�
��7EI )!��� �! � %��= '8� )!��� F !� #'8�!$���+�!+ �! �'��!+ #'�)$�&�7*�+�8
� #��$� #'���� %;#!$�8�= �� !�����!%! F % $�%�7 � #'�%�7 ��!'!�;�

('� !)������ �$����� ����;%��= ��! �$!&�!��= ������� #�$!��'!%���8 � #�'��
�$7����8 %������8 %!:'������ #'� �%�$������ D�'���:�;E )!��� H#'� �%�$������
#�'�,'�:�� � ����=>���� ��!'!��� %'�*���8IU ���,�)$87��8 � #!�$����%�8 !>�)!�
$������ �� �� #'� #'!��� '�%�;� ��$!%�8� ����=>����8 )�:!#���!��= #!$���� (!�
9�!�� % #�'�!� !)�����8 �$����� ����;%�8 ��# ���!$��� �$��� $�����!% � �'�,��
?���!'; '�:���! !����!%��=�8 �� �!����!��! �'��;� �! �*� #'!��;� � )�:!#���
�;� )!�����

33� ��� ���	 ����	� ������������� #! :�#��8� #'�)!'!% !)C����%�!,!
�!��'!$8 �$����� !)'����= %������� �� �!!�%����%�� ��!'!��� � %;�!�; %%!�� %
)!��� :�����7 � ���&� �� !������%�� #!��'� %;�!�; � ��!'!��� �� %;%!��� ��$�
! � � $ ! � � � � 8 ���7� ����! �! ��&�! ��+�� ������ $������� (!��'8 %;�!�
�; �!&�� #'!�:!+�� �:�:� %%!�� �� ��$!+ ��!'!��� ��$!,! �,$� #'��%�'���$=�!�
,! ��)'�'!%���8 ����=>���8 ��!'!��� %'�*���8 H�%�$�����8 t�I �$� �%�$�����8
�!'��$=�!+ #�'�,'�:�� #!�'����� )!���� (!��'8 ��!'!��� �!&�� );�= �:�:� %%!�� �
�%�$�����;� �,$!� #'��%�'���$=�!,! ��)'�'!%���8 �� ��$!+ ��!'!��� ���$���!,!
%'�*���8 #'� )!$=>�� �!'��$=�;� #�'�,'�:��� ���!����!��;� !)!'!�!% �%�,����
$8�
&���������# ����� #'� %;#!$����� )!��� !)��#���%����8 ��!'!��=7 � %;�

�!�!+ %%!�� �,$!� #'��%�'���$=�!,! ��)'�'!%���8 ���!#�*����� :����$���8 %'��
*���8 :�#��!� #! �,$� ������

��� = ���
 � �����7	
�	

3� #!�!)�!��= ���!$��� );��'! ��)�'��= ��!)�!����7 ��!'!��= �$� );��'! �!'�
�!:��=�8 8%$8���8 !��!+ �: %�&��+>�� �,! $���!������������ ��'����'������

$
� �� �!&�� #'����8�=�8 #'� �!,!�� � #�'��%��� #'!��%���� �$� ��!)!'!� 
#'� !�';%� !� ��,! � %;�!�� �: )!8 � ���&� % ������%� #'��%�'���$=�!,! 9��#�
#�'�� %;#!$������ ���!,!�$�)! ����%'� �$8 �!�!'!,! ��&�� )!$=>�8 ��!'!��=�

��!)�!���!��= % );��'!� ��������� �!&�� %!:������= ��#'���' #'� �����
����!'!���!+ "�$� #'� �%�'�+�!� #!������� ���!$��� � % �'�,�� �$���8��

@� ��$� #!$�� �!$&�� #'!���!���= �!$=�! �� "���������#��! ��������!%
��! ���	�����) �! :����� '�>����8 #'!��!G �	� ��������� � �
� ��
 ��&�!
%�$7���= #!$�;+ ?!'��& � �	� ��������� � ��������� F �)'��= �8,� � %;�
#�����= �!'�!:�;� *�����

������ %'����� � #��� '�:,!�� H�$� �!'�!&���8I #'!�:%!����8 �����'!%�����
∆t � ∆L �� !���$=�;� �������� !� V1 �! V2�

�!,�� ���#�:!� '�:,!�� H�!'�!&���8I �� !���= %�$�� :����� �!&�! '�>��= %
!��� �!� F #! �'����+ ��!'!��� � �'����+ #'!�!$=�!+ #�'�,'�:���

('8�!$���+�;+ ,!'�:!���$=�;+ '�:,!� �� 8%$8���8 ���);��'�+>��� �!'�:�!
$��>�+ '�:�$=��� �!&�! #!$����= ��$� %;#!$�8�= '�:,!� D#! %!$�� %%�'�E �$�
D#! %!$�� %��:E� �! :���= %!:������ #'��"�#��$=�!� '�:$���� ��&�� :������� !
��������� �� ��� � ! ��������� �
� ���� ('!+�� :�����!� '����!8��� % �����
��$=�!� %'��8 �$� ��)'��= :������7 ��!'!��= % ������$=�!� %'��8 F 9�! �� !��!
� �! &��
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K� 6����� � �����!(� ��"�� ?!'��$�'����8 ���G ���!$�� D	E ���!����8
#!:��� ���!$��� D<E �� ������"�� D � �� !��!+ %;�!�� � ���U �'�)����8 ��+��
�'����!'�7 #!$��� �$8 ���!$��� D	E ��!); ������"�8 );$� �!�'�*��� �! ��$8
% ������$=�!� %'��8 �� #'�����8 %! %������� �!�����7 ��!'!��= ���!$��� D	E
% #!�$����+ �!���� �)$�&���8 H��������8 ��! �!,!�8��;+ ���!$�� D<E $���� #!
,!'�:!���$=�!+ #'8�!+ � #!��!8��!+ ��!'!��=7I�

J�� :����� '�%�!��$=�� :����� ! #'!�!&����� :�����!,! '����!8��8 � 
��
��
	!��� ������� &������ �������!�� �#�'%;� ���$!,����8 :����� H'�:������8
'��= >$� �� ! ���!$����I );$� �?!'��$�'!%��� �!,���!� <�'��$$� �*� % 3646
,!��� ����!,! :�����'��!%�$ %!#'!� ! $���� );��'�+>�,! ����� �: �!��� 3 % �!���
4 �8&�$!,! >�'��� �%�&�*�,!�8 )�: �'���8 � �!#'!��%$���8 �!$=�! #!� ��+��%��
�� ��$; �8&���� H'��� 5�@TI� ��>���� );$! ��+���! ����� �� <�'��$$� � ���&�
�=7�!�!� J+$�'!� � �'�,��� ������������� ���:�$!�= ��! ���!��8 $���8 H��
�
-����-���
I F %!%�� �� #'8��8 3 @ 4% � ��$=�! #'!,����8 %��: �'�%�8 8%$87*�8�8
����=7 *��	����� ('� �%�&���� #! 9�!+ �'�%!+ >�'�� %����$� );��'! ��)�'���
��!'!��= � :���� � )!$=>!+ ��!'!��=7 #'!�!$&��� �%�&���� � �!����!+ �!����
� �!�8 )'�����!�'!�� �$����� #'8�!+ �! %'��8 #!$������8 ���=>� :� ���� )!$��
%;�!�!+ �'����+ ��!'!����

���� 5�@TG L���8 );��'�+>�,! ����� F )'�����!�'!��

�! %�'����8 � :����� ! );��'�+>�� �!,!��� ��$� #'��8�= ��! % ������� %��,!
����%'� P = Q �! ��!'!��= �!&�� �:���8�=�8 �!$=�! :� ���� %;�!�; � �!,!�87*�+
���!$�� D	E �!$&�� $����= #! )'�����!�'!��2"��$!��� H'��� 5�@4I �� �� D#! %!$��
%��:E� ��$� P �= Q �! �'����!'�8 D%!$�; %��:E !�$������8 !� )'�����!�'!�;G #'�
P < Q ��&�88 �!��� %!$�; ���*����8 %#�'�� #'� P > Q F ��:���

.� �� :&� ��	�� ����; �!&�� );�= !��*���%$�� ��&� % �!� �$���� ��$� #��
'�� 9��� !)� ���!$��� $���$� �� '�%�;� �������$=�;� ��!'!��8� #'� P� = Q��
�! ��&� #'� ��$���� :�����!,! #'����*���%� ���!$��� D	E ��� ���!$��!� D<E
#! '��#!$�,���!+ #'!�!$=�!+ #�'�,'�:�� n1

x� �!,�� �!,!� �!&�! #'!�:%���� � %
,!'�:!���$=�!� #!$��� D%!$�� %��:E :������$=�! �!�'�*��� %'��8 �!,!���

N� ���!%; !)*�� #!$!&���8 ��!'��� �! #'� %;#!$����� ����%'� �!,!�� �� �!��
�'���!� ���!$��� % �!��'���;� ��$!%�8� #!$��� ��!,�� #'��!����8 #!���#��= ���
'�: ��!)!'!�� (���= ��#'���' ���!$��; D	E � D<E $��8� ,!'�:!���$=�! �� %;�!�
�� M � � �������!'�!+ ��!'!��=7 3@SS �1�% 8%$87*�+�8 �$8 ��� ,'���"�+ #!
#'!��!��� H�������8 %!:��>��8 ��!'!��= #'� 9�!� )���� '�%�� 3MMS �1�% �%�,��
��$� :��'!���$�'!%��;I� 
��! ��! %;#!$�8�= D%!$�� %��:E :���= ��%;,!��! ���
��� ���&���� � #!��!8��!+ �������!'�!+ ��!'!��=7 3@SS �1� H#'�%;>��= �!�!�
'�7 ��$=:8I #'�%���� � ����=>���7 ������!+ %!:��>�!+ ��!'!��� � � !����%���7�
L����� ���!$��� D	E �!$&�� �$8 �!,!�� ���	����! �� � � &������ � �
���� ���
���� #'� V� = [\]^_ = 1200 �1�% ��! #'�%���� � �%�$�����7 ������!+ %!:��>�!+
��!'!��� H��#'���' �� %;�!�� 6 � #!$���� V = 1640 �1�% �� �� �� 4S �1� )!$=>� 
��� � ���!$��� D<EI� ('!�:%��8 �� ��% �!&�! 
�
���
�! &��������
 �� ��������
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�% %;��'&�%�8 !#8�=����� V� = 1200 �1�% �$8 ��,! #!�'�)����8 ����=>��= �8,�
�$� %;#�����= �!'�!:�;� *���� H'��� 5�KSI�

���� 5�@4G ����%' D%!$�� %��:E �$8 );��'�+>�,! �!,!��

���� 5�KSG ����%' D%!$�� %%�'�E �$8 );��'�+>�,! �!,!�� #'� !,'�������� �������
�!'�!+ ��!'!���

�)� '����!�'���;� %;>� �$���8 !��!�8��8 � ����%'� �!,!�� %;#!$�8��!��
#'� �'�%����$=�! ��)!$=>!+ ���!��!+ ������"�� H% #'���$�� #'8�!+ %�:��$=�!+
�$� '���!$!��"�!��!+ %����!���I� �! #'��#!$!&�� ��! �!,!�8��;+ ���!$�� D<E 
$��8*�+ �� %;�!�� M � � �������!'�!+ ��!'!��=7 3@SS �1� HV = 1550 �1�I 
���!����8 %#�'��� ���!$��� D	E �� ���!��!+ ������"�� D = 50 − 100 �� � 9�!�
�$���� !��*���%$8�= �!,!� �� %;�!�� M26 � ��9??����%�!� L����� ���!$��� D	E
�!$&�� :���= #! %��� #'�%�$�� �
��
�! ������ 3323K � � �� 
���
	!��� ����
�����% !,'�������!+ ���$!� M H��#'���' �� V = 2170 �1� #'� M = 2, 05I 
#'!�:%���� �� 9�!+ %;�!�� �� ��% � :���� � ��������� ������!�� � 
�
���
�!
&��������
% �� %;�!�8 #'� 9�!� :� !,'�������8 #! ���$� M � #! ��!'!���!��
��#!'� H#! �������!'�!+ ��!'!���I�

������ ! );��'�+>�� �!,!�� ��� �&� ���:��! 8%$8���8 %�'��"�!��!+ � !#�
����$=�;+ :��!� �#'�%$���8 ���!$��!� �!&�� );�= #!$���� �!$=�! % '�:�$=����
�$!&�;� � �$���$=�;� '�����!%�

������%���! ��! % #!$��� $����� ������� ����� '�����!% %;#!$���= �� �!&���
('!��! �$����� ����= % %��� ��� �������- �
��
��
 �� ���% '����!�'���;� %;>�G

F #'!��%��� )$�:�! !,'�������8 ��!'!��� ��� F %;#!$�8+ D%!$�� %��:EU
F #'!��%��� )$�:�! �! #!$�� #'!���!��� #'� !,'�������� ��!'!��� F %;#!$�8+

D%!$�� %%�'�E %�!$= !,'�������8U
F #'!��%��� ��$��! F ��)�'� %;�!�� #'!�:%��� �!,!� �� �������$=�!+ ��!'!�

��� � :���� F ���&���� %�!$= !,'�������!+ ��!'!����
('� �#'�%$���� #!$��!� � ��#!$=:!%����� )!'�!%!+ �$� ��:���!+ J�� % �!�!�

'�7 :�$!&��� �!!�%����%�7*�8 #'!,'���� �!,!� %��,�� �!&�� );�= !��*���%$��
#! !#����$=�!+ �'����!'�� % ������$=�!� %'��8�
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M� 6����� � �����!(� ���"�� ?!'��$�'����8 ���G �'�)����8 ��+�� �'����
�!'�7 #!$��� ���!$��� ��!); '�:,!� !� V1 �! V2 );$ !��*���%$�� % ������$=�!�
%'��8 H�$� ��!); % :�����!� %'��8 );$� �!���,���� ���)!$=>�8 �!�����8 ��!'!��=
V2I �� #'�����8 %! %������� #'!+����!� #'� 9�!� '����!8��� �! ���8 ��$!%���
H2 = H1� ������ ! );��'�+>�� '�:,!�� ���&� 8%$8���8 %�'��"�!��!+ � �!&��
);�= �!��! '�>��� �!$=�! �#�"��$=�;�� ��������������� ���!���� � #'��������
�� );��'!��+��%�7*�� J���

J�� :����� #'��"�#��$=�! !�$������8 !� '����!�'���!+ %;>� :����� ! );���
'�+>�� �!,!�� ��! �!'!>! %���! �: '��� 5�K3 �� �!�!'!� �:!)'�&�� %!:�!&�;+
#��= ���!$��� :� KS � H#'���'I� ('� #!$��� D#! %!$�� %��:E ���!$�� #'!�!��� :�
KS � ���)!$=>�� '����!8��� H%�$����%�� )!$�� %;�!�!+ �'����+ ��!'!���I �! �,!
�!�����8 ��!'!��= #!$������8 ������=>�+� ('� #!$��� D#! %!$�� %%�'�E ���!$��
#'!�!��� :� KS � ������=>�� '����!8��� �! :��! ��)�'��� % �!�"� ���)!$=>�7
��!'!��= H%�$����%�� ��)!'� 9��',�� �� !#����$=�!+ ��!'!��� 4SS �1� #'� ����
)!$=>�+ �:);�!��!+ �!*�!��� ∆P V I�

2
�
�
 � ��������� �
� ��� #! �%!�+ ���� #'��;���� � �&� �:%����!+ ���
�
�
�� � ��������� �
���� /��� �� H,$�%� BZ i K '��� 6�5I� ��+��%���$=�! ��)'�%
��!)�!����7 9��',�7 % ������$=�!� %'��8 H�$� �������$=��7 9��',�7 % :�����!�
%'��8I �!&�! :���� #'�%'����= �:);�!���7 %;�!�� % ��!'!��= H#���'!%�����I �$�
�:);�!���7 ��!'!��= % %;�!�� H,!'�!+I�

���� 5�K3G � #!8�����7 '�:$���8 ��&�� :������� ! );��'�+>�� �!,!�� � );��'�+�
>�� '�:,!��

+��������� �
��� /��� �� #'!�:%!����8 #! :��!�� �:!)'�&���!�� �� '��� 5�K@
�#$!>�!+ $����+ H#'���'I �!�!'�8 ��:;%����8 �'�%!+ ���!�$�%��!,!2L�)���%��
(�'���*�8�= %�!$= 9�!+ �'�%!+ ���!$�� #'!�!��� ��&��7 9��',��������7 %;�!��
� V �

y ���� F � �������$=�!+ ��!'!��=7 #'�'!��� 9��',�� H� �������$=�!+ 9��',����
����!+ ��!'!#!�C���!��=7I�

$��!%���$=�! #�'��!� �: ����$=�!+ % �!�����7 �!��� �!$&�� #'!�:%!���=�8
�$� %�!$= 9�!+ �'�%!+ �$� � %!:�!&�;� #'�)$�&����� � ��+� ���!�!';� %�'����;
����%'!% );��'�+>�,! '�:,!�� �:!)'�&��; �� '��� 5�K@ #�����'�;�� ��'�$�����
�)*�� #'�%�$� :���= ���!%;G

F ��$� '�:,!� ���������8 � :������%����8 $�%�� � %;>� �'�%!+ ���!�$�%��!,!2
L�)���%� �! ����%' �$����� %;#!$�8�= D#! %!$�� %��:EU

F ��$� '�:,!� ���������8 � :������%����8 #'�%�� � ��&� 9�!+ �'�%!+ �! ����%'
�$����� %;#!$�8�= D#! %!$�� %%�'�EU

F ��$� '�:,!� ���������8 $�%�� � %;>� � :������%����8 #'�%�� � ��&� �'�%!+ 
�! ����%' �!$&�� �!��!8�= �: ���&���8 �� !#����$=��7 �'�%�7 #'!�%�&���8
%�!$= 9�!+ �'�%!+ � �#���� % :������7 �!����

������� ��! #'!,'���� ��)!'� %;�!�; � ��!'!��� '��!��������8 ����'��"��+
$������ F 9�! � ���= !#����$=��8 �'�%�8 ���!�$�%��!,!2L�)���%� �! ����!$=�!
�#'!*����8 #! ?!'�� % "�$8� !)$�,����8 :�#!������8 � %;#!$����8�

('���������� �'���!��� #'� %;#!$����� );��'�+>�,! '�:,!�� #! !#����$=�;�
�'����!'�8� �%8:��; � ��� ��! $����� �!$&�� �� ,$�: !#'���$8�= ����� #�'����';
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���� 5�K@G ('���'; %;#!$����8 );��'�+>�,! '�:,!��

����%'� ��� ,$�)��� D%!$�; %��:E �$� %;�!�� D%!$�; %%�'�E �,$; ��)!'� � ����
&���8 �� %!��!�8*�� � ����!�8*�� �������� ����%'� �!���� #�'�$!�� �'����!'��
H�:������8 :���� �,$� ΘI� ���!�����"�� $������ :���= �!,�� );�= ������G

F �,$; ��)!'� � ���&���8 #'� %;#!$����� D%!$�;E �$����� �!:��%��= �� )!$��
3M230◦U

F ���8�= :��� �,$� % �$����� #'���'�! #!�'����� '�:,!�� �$� #'� %;�!�� ��
�'�%�7 ���!�$�%��!,!2L�)���%� � #'� ��!�� � ���U

F ��!� � �'�%!+ ���!�$�%��!,!2L�)���%� #'!�:%!���= � ���!�!';� �#'�&���
���� ��� ��� ��)$�,!#'�8��;� �$����� )���� %;�!� �� :������7 %;�!�� H2 �
�:);�!��!+ ��!'!��=7 H��$� V2 ��'!,! :�����IU

F #'� ��#!#������ % �!�����7 �!��� H�� :�����;� H2 � V2I �$����� �����$�
%;+�� �� :������7 %;�!�� � :���� #'!�:%���� �!'�:,!� % ,!'�:!���$=�!� #!$����

� #!$��� ���;+ );��'�+>�+ '�:,!� �!&�� );�= #!$���� �!$=�! #'� �#'�%$����
���!$��!� � ��#!$=:!%����� )!'�!%!+ �$� ��:���!+ J���

6� �����/��* ��$� �!'�!&���� �!$&�! );�= #'!�:%����! �  �������
	!��
&���	������ &�	���% �! );��'�+>�� ����=>���� ��!'!��� !� V1 �! V2 #'!�:!+��� 
��! !��%���! #'� %;�$7����� �8,� � %;#���� �!'�!:�;� *���!%�

(�	� ������
� �����
 �� �
�
�
% �! #�'�%!� ���!$��� % ��)!' �!�'�*��� %'��8
�!'�!&���8 ��! ���&� !��%���!�

�! ��� #!���#��= ��	� � ���*� ��������� H#'� V2I �
�	�� ��	��� ����

��
�
�!�� �
 ��-����� ������ 9H2 = H1>F ���:;%����8 ��! % 9�!� �$���� �!'�
�!&���� %;,!���� #'!�:%!���= D#! %!$�� %��:E� ��+��%���$=�! 9��',�8 ���!$���
��'8���8 ���)!$�� );��'! #'� ������=>�� �9'!����������!� ������%� �� �� #'�
%!:�!&�! )!$=>�� � �$���$=�!� ���$���� !� ���%;,!���+>�+ ��!'!����

(���= �'�)����8 );��'! #!,����= ��!'!��= !� V1 = 1000 �! V2 = 450 �1�
H'��� 5�KKI� ('� �!'�!&���� % ,!'�:!���$=�!� #'8�!$���+�!� #!$��� #! ��'� #'��
)$�&���8 � ���%;,!���+>�+ ��!'!��� �9'!����������!� ������%! )���� );��'! %!:�
'�����= H��#'���' !� k1 = 3, 1 #'� 3SSS �1� �! k2 = 8 #'� NMS �1�I � ���#
�!'�!&���8 F ����=>��=�8 H!� −11, 4 �1�1� �! −4, 4 �1�1�I� ���= ����%' :���=
:�+��� !�!$! 4S ��

�! ��:�!� ����$=�!� �9'!����������!� ������%! Hk1 = 3, 1I �!&�! �!�'����=
�!$=>� #'� �'��!� ���&���� �� #!��!8��!+ ��!'!��� 3SSS �1�� (!��'8% �����
#���� :� KS � !�!$! @5SS  %;�!�; �!&�! :���� :� @S � %;#!$���= ,!'�� �! ���!��
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���� 5�KKG ����%' D%!$�� %��:E �$8 �!�'�*���8 %'����� �!'�!&���8

�!+ %;�!�; H1 � �!'�!&����� !� 3SSS �! NMS �1�� ���� %��= ����%' D#! %!$��
%��:E :�+��� !�!$! MS �% �� �� �� NS � ���=>� ��� #'� �!'�!&���� % ,!'�:!���$=�!�
#!$��� H%�� "�?'; F �����;+ #'���'I�

�!'�!&���� �!&�! %;#!$���= �*� );��'�� ��� D#! %!$�� %��:E� (�	� �� �
�
�
�� �
&�
�	���� &�	��
% �! ���)!$�� );��'!� �!'�!&���� �!&�! #!$����= #'�
�!:����� #�'�,'�:�� ��� ��� �������%�!� �!#'!��%$���� �%�$���%����8 #'!#!'�
"�!��$=�! n2

y� ��#'���' #'� %;#!$����� ,!'�:!���$=�!,! '�:%!'!�� )�: �8,� �
���)!$=>�+ '��#!$�,���!+ #�'�,'�:�!+ ����=>���� ��!'!��� !� 3SSS �! NMS �1�
�!&�! #!$����= :� 3@236 � H�����;+ #'���' �$8 ���!$��� � ∆��';$!�IU

�"� �	�	�����

3� ������� F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$�� #!%!'����
%����8 !��!����$=�! #'!�!$=�!+ !�� �� 180◦ � #!�$���7*�� �%�&����� #! ����!�
�8*�+ �'����!'�� % %�'����$=�!+ #$!��!��� � %;%!�!� % ,!'�:!���$=�;+ #!$�� %
��#'�%$���� !)'���!� %%!���

(�'�%!'!� �!&�� %;#!$�8�=�8 % ���;� '�:$���;� ��$!%�8� � ���;�� '�:$���
�;�� �#!�!)���G #'� '�)!�� �%�,���$8 �� ��$!� ,�:� �� �������$� �$� ?!'��&�U
� %;#�*���;�� �$� �)'���;�� �!'�!:�;�� *������U �� �'����� )!$=>�� �$�
��'��!�?�'�;� %;�!���U �� 9%!$7��%�!+ �$� �%�'�:%��!%!+ ��!'!���U �! �'�%���
��$=�! ��)!$=>!+ �$� ��!)!'!� � �������$=�!+ '��#!$�,���!+ #�'�,'�:�!+ � �� ��

@� �������� ������� ������ �����/��"� �������� ��������
��� ����� �������������7

F ����� ��:���!+ "�$�U
F ����� %!:��>�!,! #'!��%���� $��8*�,! � #'���&����� �� %��'���!� ��'��U
F ��!� !� ����� ���'�)���$8 #'!��%����� �� �'����� %;�!��� HH = 2−3 �I 9�!�

����%' 9??����%�� #'� ��$���� #'����*���%� #! '��#!$�,���!+ #�'�,'�:�� ny � 
�!,�� #'!��%��� ���&� %;#!$��% #!�$��!%���$=�! #�'�%!'!� D#'!%�$���8E :����
�� ���=>�7 %;�!�� � %�'!8��;� ��!$��!%����� � :��$�+� �� )!$=>�� %;�!��� �$8
!�';%� !� #'!��%���� #�'�%!'!� �!&�! %;#!$���= ��� #'� ��$���� #'����*���%�
#! ny � H#'!��%��� #'� #!�$��!%���$=�!� %;#!$����� #�'�%!'!�� D#'!%�$���8E �
!��&���8 ��&� � %#�'���I ��� � #'� ��$���� #'����*���%� #! nx�� � #!�$�����
�$���� �; );��'�� ��)�'�� ��!'!��= !�!'%���8 !� #'!��%���� � !��&���8 ��$��!
%#�'��� ��,!U

F ��!� !� ��� H�$� !� �'�,�� :�����;� �'����%I� $����� !����! :������= ��!
:���= �&�����
*�� ����&����
� L7)!+ #'!��%!:�����;+ ����%' % �!� ���$� �
#�'�%!'!� �!$&�� );�= :�'���� #'!������ � #'!'�#���'!%��� �;#!$�8���8 ���!+
����%' �!$=�! % �!!�%����%�� � ��%�'&����;�� '��!�����"�8��� ('� ����%'��
'!%���� !#;��;+ $����� ��!%$��%!'���$=�! !"���%��� �:������� !��!����$=�!,!
#!$!&���8 �%!�,! ���!$��� � ���!$��� #'!��%���� � #'������� % !��!%�!� #'��
%�$=�;� '�>���8� �! !"����= );��'!� !��!����$=�!� #�'���*���� '����; H'�:�!
!�$���7*�+�8 #! �%!�� ��'����'������� !� ���!$���I � %;'�)!���= #'�%�$=�!�
'�>���� $����� �� % �!��!8���� �� �!$&�� ����= �&� ,!�!%;+ ��)!' ������'��
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�;� #'!��%!:�����;� ����%'!% �� �$���+ %��'��� � !��!%�;�� %����� :�����!,!
!'�&�8 #'!��%���� �$� %;#!$�8�= #'!��%!:�����;+ ����%' #! D'��!�����"��E
)!'�!%!+ J���

K� ����� ��������* (�'�%!'!� ���������8 � %;#!$����8 #�'%!+ #!$!%��
�; )!��� �!�!'�8 );$� '�:!)'��� % i 5�@� ����= &� '����!�'�� �!$=�! �� ����=
#�'�%!'!�� �!�!'�8 �$����� :� #!$�)!��!+� �� '��� 5�KN �:!)'�&��� �-�
 ��	% ��+�
��%�7*�� �� ���!$�� % �%�� �!���� �'����!'��� ���!�8 �: 9�!+ ����; ��
������
�������� *����
 ������� �
�	��
 )���� %;,$8���= �$���7*�� !)'�:!�G

1) m
dV

dt
= P −Q−G sin Θ �$�

dV

dt
= f(nx − sin Θ);

2) mV
dΘ
dt

= Y −G cos Θ �$�
dΘ
dt

=
f
V

(ny − cos Θ).

������� ��! % #'!"���� #�'�%!'!�� � �	 �
�	��
 ��
������� Θ �:���8���8 !�
3TS �! 360◦ #!9�!�� sin Θ �:���8���8 % #'���$�� 0÷−1÷0 H��$� �8&���� %�� %'��8
��+��%��� % ��!'!�� �%�$�����8 ��!'!���I � cos Θ F % #'���$�� −1 ÷ 0 ÷ +1 H��$�
�8&���� �����$� #!�!,��� � :���� #'�#8���%��� ���'�%$���7 �'����!'��I�

���� 5�KNG ���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$�� #'� #�'�%!'!��

�'!�� ���!�;� ���:%����;� V � Θ % �'�%����8 %�!�8� �*� nx � ny� �!'��$=�
��8 #�'�,'�:�� ny :�%���� !� �#!�!)� #�$!��'!%���8 �� �� 9�!+ #�'�,'�:�!+ ��&�!
:����=�8 % %��� ?���"�+ ny(t) �$� ny(Θ)�

"����	!�
� &��� ����
 nx %;���$8���8 #! '���� #'�%�����;� ?!'��$�� % �!!��
%����%�� � P  V  H ny�
-���� �������� � $7)!+ &�$���!+ �!��!��=7 �!&�! %;#!$���= ���!����

���$���!,! ����,'�'!%���8 �'�%����+ �%�&���8� "���	������� �
���� &��������
�
 �!&�! #'!�:%���� #! �'����� :������8� ��!'!��� #�'�,'�:�� � �,$� ���$!��
�'����!'���

'����+ '����� �'����!'�� #�'�%!'!��

r�� =
V 2
��

fny ��

. (7.14)
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(!��'8 %;�!�; �� #�'�%!'!��

−∆H = 2 r�� =
2V 2

��

fny ��

. (7.15)

�'��8 %;#!$����8 #�'�%!'!��

t =
π r��
V��

=
π

f

V��
ny ��

. (7.16)

���'������8 :���= �%8:��; � %;���$����� �!����!+ ��!'!��� V2 ��! ��!)�!���!
�$8 !#'���$���8 �'����+ ��!'!��� V���

�$8 %;���$���8 V2 ��!)�! #'������= 9��',��������+ ���!�� ��$� % #'!"����
#�'�%!'!�� �8,� #'���'�! '�%�� $!)!%!�� �!#'!��%$���7 ���!$��� �� �� nx �� � 0 
�! #'�'!�� 9��',�������!+ %;�!�; ���!$��� ∆H� = 0 !����� �$�����

V2 =
√
V 2

1 − 2f ∆H. (7.17)

��$� &� % #'!"���� #�'�%!'!�� P �= Q � nx �= 0 �! #'�'!�� 9��',�������!+
%;�!�; )���� '�%�� #'!�:%�����7 �'����+ #'!�!$=�!+ #�'�,'�:�� �� #'!+����;+
#��=

∆H� = nx �� π r��, (7.18)

� ��!'!��= % �!�"� #�'�%!'!�� !#'���$8���8 #! ?!'��$�

V2 =
√
V 2

1 + 2f (∆H� − ∆H). (7.19)

��$� 9�� %;���$����8 ��!'!��= V2 )���� ��$=�! !�$����=�8 !� #'��%�'���$=�!
%:8�!+ ���,�� �!����!+ ��!'!��� H��! �'�)!%�$!�= �$8 ���!&����8 r��I �! '�����
�$����� #!%�!'��= ��!%��

N�
������� ����� � �	�����! ��������"� ����� ������� � �������*
+���&
��
� �����
 ����
 H1 �!$&�� %�$7���= % ��)8 ������$=��7 #!��'7 %;�!�;
�� #�'�%!'!�� −∆H � ���!�!';+ :�#�� %;�!�; H2 �� %;%!�� '�%�;+ #'���'�!
6SS2TSS � ��$� #!��!�'��= �� ?!'��$� H5�3MI #! �!�!'!+ !#'���$8���8 −∆H �!
�!&�� #!��:��=�8 ��! � �%�$������� �'����+ ��!'!��� H� ��!'!��� %%!�� V1I #!��'8
%;�!�; �� #�'�%!'!�� �!$&�� '�:�! %!:'�����=� �! 9�! �� �!%��� ���� ��$! % �!� 
��! � ���� #�'�,'�:�� �!�!'�7 �!&�! �!:���= �� #�'�%!'!�� #'!#!'"�!��$=��
�%��'��� ��!'!���

ny �� =
Cy �� S ρ�� V

2
��

2G
.

 ����!� 9�!,! #!��'8 %;�!�; �� #�'�%!'!�� '�%��

−∆H =
4G

fCy �� S ρ��
. (7.20)

����� !)'�:!� #!��'8 %;�!�; �� #�'�%!'!�� � )�:!#����8 %;�!�� %%!�� :�%��8�
�� !� ��!'!��� H
@� �� '��� 5�KMI � !� ���$=�!+ ��,'�:�� �� �';$! � �!9??�"�����
#!�C���!+ ��$; ����!,! ���!$����
�����* ���!G ���!$�� ����@3 G/S = 3500 '12 Hm/S � 350 � 12I Cy �� =

0, 9 H#'� α � 20◦I ρ�� = 1, 0 � 13 H#'� H�� = 1400 I�
� � > � � � �� �;���$8��G −∆H = 1600 % !����� H1 = 2200 % � H2 = 600 �

����� #�'����'; #�'�%!'!�� �!���&��; �!$=�! �� '�&��� ��$=�!+ �'8���� �����
�! #!$=:�8�= ���:���$�� �,$!% ����� �!&�! �'�%����$=�! )�:!#���! #�$!��'!%��=
� �� 9��� � �� �*� )!$=>�� �,$���
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���� #! ��'� �%�$�����8 ����$=�!+ � �'����+ ��!'!��� �%�$���%����8 � #��
'�,'�:�� ny � #!��'8 %;�!�; −∆H !������8 #!��!8��!+� �! �� ���!+��! ��!'!���
%%!�� H�!��� � �� '��� 5�KMI #�'�,'�:�� �!���,��� #'���$� #! #'!��!��� ���!$���U %
�$���� &� ��$=��+>�,! �%�$�����8 ��!'!��� %%!�� #!$���� ny = [\]^_ = n�y ���� �

#!��'8 %;�!�; )���� �%�$���%��=�8 #'���'�! #'!#!'"�!��$=�! V 2
�� H$���8 �@� ��

'��� 5�KMI

−∆H = 2V 2
��fn�y����.

('� M1 > 1 H:� �!��!+ �I 9��#$����"�!���8 #�'�,'�:�� �&� �� �!���,����8 ��&�
#'� #!$�!� %:8��� '���� �� ��)8� <�:!#����8 %;�!�� %%!�� % #�'�%!'!� ��������
);��'! %!:'�����= H$���8 �@ I � ?���"�8 H1(V1) #'�)$�&����8 � %�'����$�U � 9�!
#'��������� !:������ ��! �
���
� � ��������� ��!'!��� H�!!�%����%�7*�+ �!���
 % ������! �
�	�� � &�������� ��	!�� �� �
 �
��� ������� J�! !)C8��8���8 $�%��
�!!)'�:�;� ��'�������� %:����!,! %$�8��8 %;�!�; � '��#!$�,���!+ #�'�,'�:��G
'����� V1 F '����� H1 F #����� ny � F �*� )!$=>� '����� H1 F �*� )!$=>� #�����
ny � � �� �� �'!�� �!,! �� �%�$������ H1 :���= �!&�� %$�8�= � )$�:!��= ,'���";
#! q��	 �!�!'�7 % �!�� ����%'� #�'������= ��$=:8�

���� 5�KMG �)$���= %;�!� � ��!'!���+ )�:!#���!,! %%!�� % #�'�%!'!� H�#'�%� F �!�
&� ,'�?�� �! #!��'!���;+ #! �������!'�!+ ��!'!���I

�� '��� 5�K6 #!��:��; )�:!#���;� ,'���"; %%!�� % #�'�%!'!� �%�� ���!$��!%U
#'���� '��#!$�,����8 #�'�,'�:�� � ���!$��� D	E �� @SW )!$=>� ��� � ���!$���
D<E� ��!$�� D	E % 9��� ��$!%�8� �!&�� #'� ���$� M1 = 1, 6 )�:!#���! �����=
#�'�%!'!� �� %;�!�� H1 = 8 �% % �! %'��8 ��� ���!$�� D<E %%!���= % #�'�%!'!�
��$=:8 ��� ��� 9�! #'�%���� � ��!$��!%���7 �,! � :��$�+�

M�  � ���#(�� �	�������) �� �!�!';� �!���&��� n�y ���� %;�!�� )�:!#���!,!
%%!�� ���!$��� % #�'�%!'!� % !���= )!$=>!+ ���#��� :�%���� !� �'����+ ��!'!���
� �$��!%���$=�! !� �!����!+ ��!'!��� V2� ��$����� #!�$����+ �%8:��� � ���#!�
��'������8 �$� �);%���8 ��!'!��� �� �� � %�$������� �
� ������� ��	� P−G sin Θ
� ��������� ��	� Q�

�� '��� 5�K5 % ������%� #'���'� #!��:��;G )�:%!$�!%!� $!)!%!� �!#'!��%$����
���!$��� Q #'� '�:$���;� #�'�,'�:��� ny � �,$�� ����� α � ���&� �'���88 '�:,!�
�87*�8 ��$� #'� '�)!�� �%�,���$8 �� ��$!� ,�:� �������$� � ?!'��&� H:������ 

��! �� #�'�%!'!�� −G (sin Θ)�� = G
2
π

= 0, 64GI� ('!���$�:�'��� 9�!� ,'�?��G

F ��� ��������� �������� �� ��"� �� $7)!+ ��!'!��� �%;>� NMS �1�
�!'�!:8*�7 ��$� Q �!&�! ���$��= )!$=>� '�:,!�87*�+ ��$; 0, 64G ��$� �!:���=
#�'�,'�:�� ny = 3− 5� $��!%���$=�! #'� �!����!��!+ #�'�,'�:�� ���!+ #�'�%!'!�
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���� 5�K6G ('���' �'�%����8 �%�� ���!$��!% #! %!:�!&�!��8� )�:!#���!,! %%!�� %
#�'�%!'!�

�!&�! %;#!$�8�= �� �!$=�! )�: �%�$�����8 ��!'!��� HV2 = V1I �! � � �������%�
�;� �!'�!&����� HV2 < V1I� �'���"; H1(V1) #'!+��� #'� 9�!� #'���'�! ��� ��
'��� 5�KMU

���� 5�K5G L!)!%!� �!#'!��%$���� ���!$��� #'� '�:$���;� #�'�,'�:��� � �,$�� ����
�� H�#$!>�;� $����I � ���!'87*�8 ��$� H#�����'I

F ��� ��������� �������� �� ��	����� �!'�!:8*�8 ��$� Q �!&��
);�= )!$=>� '�:,!�87*�+ ��$; P���� + 0, 64G $�>= % ���#�:!�� MMS2TMS �1�
#'� #�'�,'�:�� ny = 5 − 7 H% ����!� #'���'�I� M�	!�� � /�� ��
&
���� ������
�� �����
�! �
�	�� �� ������ � �
�
��
��� ��������� ��$� #�'�%!'!� �����=
�� V1 < 550 �1�% �! ��!'!��= #! �'����!'�� �����$� )���� %!:'�����=� �! �!�
���,��% ���:���!,! %;>� ���#�:!�� $����� �!&�� �!:���= )!$=>�7 #�'�,'�:�� �
#'��!�%'����= ��$=��+>�� ��'������� ��!'!���� ����� !)'�:!� %%!� % #�'�%!'!�
�� �'�%����$=�! ��$!+ ��!'!��� H% ��>�� #'���'� �! TMS �1�I � '�)!��7*�� ��
�������$� �%�,���$�� �� ���:;%����8 �� %�$����� )�:!#���!+ %;�!�; %%!�� ���
$� �'�%���= � #�'�%!'!�!� %;#!$�8��;� )�: �8,�� ��$� &� �����= #�'�%!'!� ��
V1 > 850 �1�% �! ��!'!��= �� �'����!'�� )���� �������%�! %!:'�����= #'� $7�
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)!+ #�'�,'�:��� J�! �'�:� #'�%!��� � �!�'�*���7 )�:!#���!,! ���#�:!�� %;�!� �
��!'!���+ %%!�� % #�'�%!'!� H#! �'�%����7 � #�'�%!'!�!� %;#!$�8��;� )�: �8�
,�I :� ���� ���*���8 ,'���"; H1(V1) %$�%! �� �� �� ���=>�� ��!'!��� H'��� 5�KTI�
������� ��! ?���������� ,'���"; ���7� !�'�,$�7 ?!'�� H��� �� '��� 5�KMI �!
�$8 !)$�,����8 :�#!������8 �� :����87� ���!�!';�� $���8�� �!%#���7*��� �
M = [\]^_ V = [\]^_ �$� V� = [\]^_U

F ��� ��������� �������� � $����/��! ��"�! �!'�!:8*�8 ��$� Q �!�
&�� );�= ����!,! )!$=>� '�:,!�87*�+ ��$; P
 + 0, 64G �!$=�! �� ��!'!��� !�!$!
6MS �1� � �!$=�! #'� ny = 7� $��!%���$=�! %%!� % #�'�%!'!� � ?!'��&�!+ �8,!+
%!:�!&�� �!$=�! �� V1 < 650 �1� H% ��>�� #'���'�I� �! :���= ��� ,�'����� ��!
$����� %;��'&�� #�'�,'�:�� ny = 7 � �� ����=>�� �� #!9�!�� )�:!#����7 %;�!�
�� %%!�� % #�'�%!'!� �%�$���%�7� H'��� 5�KTI� ('� %%!�� % #�'�%!'!� � ?!'��&�!+
�8,!+ �� V1 > 650 �1� ��!'!��= ���!$��� %!:'������ ���$7����$=�! );��'! H�!
eNS �1� :� �������I ��! #'�%!��� � ������'!?�����!+ #!��'� %;�!�;� ���� ����
� &�������� � 7���
�� ������� ��	!�� � ���!
 � �
������� ��
&
���� �����
� ���������� �;#!$����� ���!,! #�'�%!'!�� �!&�! '�:'�>��= ���)!$�� !#;��;�
$������� !�%!�%>�� #�$!��& �� )!$=>�� #�'�,'�:��� )$�:��� � �������$=�!+
9��#$����"�!��!+�
�����	 ��������� 0��	�� %$�8�� �� #�'����'; #�'�%!'!�� � �� ���#�:!�

)�:!#���!,! %%!�� $�>= % '�+!�� )!$=>�� ��!'!���+ ��� ��� *���� ��*���%���!
�%�$���%�7� H#'���'�! % @ '�:�I �!$=�! )�:;������%��7 ����= �!#'!��%$���8 ���
�!$��� #!9�!�� #'� %;#!$����� #�'�%!'!�� �� �������$� �$� ?!'��&� H� %%!�!� %
'�:'�>���!� ���#�:!�� V1 � H1I %;#��� �!'�!:�;� *���!% �� #�'����'�� ?�,�';
#!��� �� ���:;%����8� ��!)!'!� #'� %%!�� % #�'�%!'!� �� )!$=>�� ��!'!��8� H�����
��%���! � �8,!+ ��$!,! ,�:�I �!'�!:�;� *���� ��*���%���! ����=>�7� �'���77
��!'!��= �� �'����!'�� � #!��'7 %;�!�;�

6� �����!�'�� %!#'!� ! ������� ��� ������� �� ����+ ������ �� �%
������ #'� :�����!+ ��!'!��� %%!�� H������8 % %��� !��� � �!� &� ���!$�� �!
G2 > G1I�

��$� � #'� G1 � #'� G2 #�'�%!'!� %;#!$�8���8 � ���� � �� �� � 	� 
�
��
Hα1 = α2I � �$��!%���$=�! � !��!+ � �!+ &� #!�C���!+ ��$!+ HY1 = Y2I �! #�'��

,'�:�� ny =
Y

G
#'� �%�$������ %��� ���!$��� )���� ����=>��=�8� 	 #'� ���=>�+

#�'�,'�:�� )���� )!$=>� '����� #�'�%!'!�� � #!��'8 %;�!�;� ���� #'� α1 = α2

���	������ ���
 ���!$��� #'�%!��� � ���	������ &����� ������ �� #�'�%!'!���
��$� � #'� G1 � #'� G2 %;#!$�8�= #�'�%!'!� � ����� � ��� �� &��� ������

Hny 1 = ny 2I �! '����� � #!��'8 %;�!�; )���� #'!#!'"�!��$=�; �%��'��� �'����+
��!'!���� ��:$���� �'����� ��!'!���+ #'� G1 � G2 )���� !#'���$8�=�8 '�:$�����
���!'���+ dV/dt = f (nx − sinΘ) �� �� '�:$����� #'!�!$=�;� #�'�,'�:!� nx H�$�,��
��!� −f sin Θ %$�8�� �� ��!'!��= !�����!%! #'� $7)!� %���I�

����'!�� �!��'&���� #'!�!$=�!+ #�'�,'�:��

nx =
1
G

(P −Q) =
P −Q0

G
− An2

y G

S q
.

('� %;#!$����� #�'�%!'!�� %!:�!&�; �$���7*�� %�'����;G
3I P > Q0U % 9�!� �$���� ���	������ ���
 G #'�%!��� � ����=>���7 nx H���

#'���' nx �:���8���8 !� +0, 20 �! +0, 15 �$� !� −0, 05 �! −0, 10I � ����=>���7
�'����+ ��!'!��� � ���!����� '������ � &����� ������ �� #�'�%!'!���

@I Q0 > P � (Q0−P ) < Q� % 9�!� �$���� ���	������ ���
 G #'�%!��� � ����=>��
��7 nx H��#'���' !� −0, 15 �! −0, 25I � ����=>���7 �'����+ ��!'!��� � ���!�
����� '������ � &����� ������ �� #�'�%!'!���
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���� 5�KTG �)$���� )�:!#���!,! %%!�� % #�'�%!'!� #'� '�)!�� �%�,���$8 �� ��$!�
,�:� H
@�@�@ I �� �������$� H�!��8 >�'��!%��I �� ?!'��&� H>�'��!%�� % �$��
�!���I

KI Q0 > P � (Q0 − P ) > Q�U % 9�!� �$���� ���	������ ���
 G #'�%!��� � �%�$��
����7 nx H��#'���' !� −0, 30 �! −0, 25I � �%�$�����7 �'����+ ��!'!��� � ���	��
����� '������ � &����� ������ �� #�'�%!'!���

NI ('� P = 0 � Q0 < Q� �� �� #'� %;#!$����� #�'�%!'!�� �� �,$�� ����� )!$=>�
���%;,!���+>�,! ���	������ ���
 G #'�%!��� � ���!����� '������ � &�����
������ H��� %�'���� @I�

MI ('� P = 0 � Q0 > Q� �� �� #'� %;#!$����� #�'�%!'!�� �� �,$�� �����
���=>� ���%;,!���+>�,! ���	������ ���
 G #'�%!��� � ���	������ '������ �
&����� ������ H��� %�'���� KI�

5� ����	� �������������* <���� ������= ��! $����� �&� #'!��$�$ %��
��!)�!���;� ��+��%�8 #'��>���%�7*�� ��#!�'����%���!�� %;#!$����7 ?�,�';
H!��!�'�$ %!:��>�!� #'!��'����%! #'!%�'�$ ��!'!��= %;�!�� � �� ��I�
���� � ������� ���������8 � %;#!$����8 &�	������� �: ,$� BZZZ i @ �:�

%����! ��! )!��� H� #!$�)!���I �!&�! %;#!$���= '�:�!!)'�:�;�� �#!�!)��� �
'�:$���;�� #�'�,'�:���� ny � ��!'!��8�� %'�*���8 ωx� ��$����� #�'�,'�:�� ny

'�,�$�'����8 �!!�%����%�7*�� !��$!������ '���� �� ��)8 � ��!'!��= %'�*���8 ωx

F �!!�%����%�7*�� !��$!������ 9$�'!�!% � #���$�+�
�: '��� 5�@3 � %���! ��! � �!�"� #!$�)!��� ���!$�� ��$!�8���8 !� ���!��!,!

��#'�%$���8 #!$��� �� �,!$ '�%�;+ 2ϕ ,�� tgϕ = − fny

V ωx

H?!'��$� 5�4I� ��#'��

��' #'� %;#!$����� #!$�)!��� �� ������!+ %!:��>�!+ ��!'!��� V = 540 �1�
H3MS 1�I � �,$!%!+ ��!'!��=7 ωx = 0, 8 �
�1� � #�'�,'�:�!+ ny = 2 #!$����
tgϕ = 0, 163 !����� ϕ = 9, 25◦ � 2ϕ = 18, 5◦� �����! �� ���!+ �,!$ % ����;� ��$!�
%�8� �!$&�� !��$!���=�8 ���!$�� % ��!'!�� #!$�)!��� � �!����� ?����'!%���8
�'��� 180◦� �� 9�!� &� �,!$ #$!��!��= #�'�%!'!�� � ��#'�%$���� %;%!�� �!$&�; ��
�!%#����= � $����+ #��� #�'�� %%!�!� H%�� 9�! F #'� �)�!$7��! #'�%�$=�!� � �!�
!'����'!%���!� %;#!$����� ?�,�';I� V�:������ #!8%$���� �,$� 2ϕ !)C8��8���8
��+��%��� #!�C���!+ ��$; �� #!$�)!��� �!$=�! % !��� ��!'!���

��$� %;#!$�8���8 �	
��������� HD>�!$=�;+EI #�'�%!'!� �! #! ��$!%�7 �'�)��
���8 ��!); ��#'�%$���� %;%!�� �!%#���$! � ��#'�%$����� !)'���;� %%!��� ��!'��
������� 9�!,! �!&�! �!)��=�8 �!$=�! #'� %;#!$����� #!$�)!��� � ��$�%!+ #�'��

@KT



,'�:�!+� ('��������� 9�! �!���,����8 %;#!$������ );��'!+ #!$�)!��� � #�'�,'�:�
�!+ ����=>���!+ �! ny = 0, 5−0, 7 � �!,�� �,!$ �%!�� #!$������8 ��:������$=�;�
H2ϕ = 3 − 5◦I�

� #'!"���� #!$�)!��� !�= ���!$��� !��$!�8���8 �� �!$=�! % ��!'!�� �! � %��:�
(!�$����� !)C8��8���8 ��� ��! %!�#�'%;� #!� ��+��%��� ��$; �8&���� ��� %���!'

��!'!��� ��$!�8���8 %��: �� �,!$ −∆Θ =
f t
V

� %!�%�!';� #'!�!$=��8 !�= ���!$���
!��$!���� !��!����$=�! %���!'� ��!'!��� �� �,!$ ����� α �����$� %%�'� � :����
%��: H'��� 5�K4I�

���� 5�K4G �:������� �,$� ���,�&� �� #!$�)!��� H%�� �)!��I

���� � �!�"� #!$�)!��� �,!$ ���,�&� ���!$��� ����=>����8 �� %�$����� −∆ϑ =
−∆Θ+2α� ��#'���' #'� t = 4 �% V = 540 �1� H3MS 1�I α = 6◦ HS 3 �
�I #!$����
−∆ϑ = 0, 46 �
� = 26◦�

$��!%���$=�! #'� %%!�� ���!$��� % #!$�)!��� � ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �'��
180◦ )���� �!���,��=�8 #'� :������$=�;� !�'�"���$=�;� �,$�� ���,�&�� L���8
������%���!,! ,!'�:!��� #'� 9�!� %#�'��� �� #'!����'�%����8 � $������ �'���!
)�: 	�� :�?����'!%��= ���!$�� % #�'�%�'���!� #!$!&���� � :���� #'!�!$&��=
#�'�%!'!� )�: �'��� � %'�*���8 %!�'�, #'!�!$=�!+ !�� ���!$���� O�!); �#'!����=
#�$!��'!%���� #�'�� %%!�!� % #!$�)!��� '��!��������8 #'��%�'���$=�! �!:���=
� �	 �
������
��� 3M2@S◦� � 9�!� �$���� � �!�"� #!$�)!��� �!� ���!$��� $!&���8
��� '�: �� ,!'�:!�� � $����� $�,�! !#'���$8�� #!$!&���� ���!$��� % #'!��'����%�
#�'�� ����$!� %�!'!+ ����� ?�,�';�

�����! &�� ����� 
��������
��� �������= #�'�%!'!� ���!+ #!$�)!��!+ ��
% �!�� �$���� ��$=:8 ��� ��� #'� 9�!� �!:��7��8 ���;� )$�,!#'�8��;� ��$!%�8
�$8 #'!��%���� ��$� !� ���!����8 % :����+ #!$��?�'� H'��� 5�NS 
I� � )!�%!+ !)�
����!%�� );��'�7 #!$�)!��� �$����� �������= ��� &����
����	!�� � �
������
���
9��',���;� !��$!������ '���� � #���$�+ % ��!'!�� #!$�)!��� � � 9��',���;�
�%�$������� #�'�,'�:�� #!�$� #'!�!�� �'��� 90◦� � �!����� !�!�����8 #!$�)!���
#�'�,'�:�� �!$&�� );�= ���!+ ����8 �'�)����8 % ����$� �%�&���8 #! ����!�8*�+
�'����!'�� �� ����!+ ��!'!��� � %;�!�� %%!���

('� %;#!$����� �$��������!,! #�'�%!'!�� #�'�,'�:�� �!:�����8 �!$=�! #!�$�
!�!�����8 #!$�)!��� � ���!�!'!+ ?����"�� ���!$��� % #�'�%�'���!� #!$!&�����

T� ����� ������������� ���� �������	� #'���'�! !�����!%�8 � #'�
�$��������!� � #'� )!�%!� #�'�%!'!��� �����! ������� &�������� ����! %;#!$�
�8���8 � ����=>����� !)!'!�!% H%#$!�= �! !)!'!�!% ��$!,! ,�:�I ��! 8%$8���8
,�'�����+ !� �'�:��'�!,! �%�$�����8 ��!'!��� #'� �����$!� #�$!��'!%�����

� ������ ����
����� #!��� %��= #�'�%!'!� '��!��������8 %;#!$�8�= �� ����
����$=�!+ �8,� %;�$7��8 ?!'��& #!�$� #!$�)!��� � %�$7��8 �,! �� %;%!�� �:
#���'!%���8 H#'� Θ = −40÷ 45◦I ��! #!:%!$8�� #'� ��!)�!���!��� �'�:� &� #�'��
�!���= � 9��',���!�� %!��!�8*��� ����%'�� ��$� ?!'��& �� %;�$7���= �! #'��
'!�� ��!'!��� #! �'�%����7 � #'��;��*�� �$����� #!$������8 ��:������$=�;� �!
#�$!��'!%���� )���� :��'�����! ��� ��� $����� �$8 #'��!�%'�*���8 �'�:��'�!,!

@K4



'�:,!�� ��!'!��� � #!��'� %;�!�; %;��&��� )���� �!:��%��= !���= )!$=>�7 #�'��
,'�:��� �'!�� �!,! )�:!#���;+ ���#�:!� %%!�� % #�'�%!'!� � ?!'��&�� �!%!$=�!
�:!� H'��� 5�TKI � $����� % %!:��>�!� )!7 �� %��,�� �!&�� #'!�$����= ���!����8
$� ���!$�� #�'�� %%!�!� % 9�!� ���#�:!��� ���8 )!+ �� ��$;� � �'����� %;�!��� 
�$����� #!����= � ! '���!�� �!#$�%� �!�!';+ �� ?!'��&� % N26 '�: )!$=>� ���
�� �������$�� �!$=�! �� !��!� #�'�%!'!�� %;�$7��8 ?!'��& �!&�! �9�!�!���=
6S2TS � �!#$�%� �� �!�!'!� �!&�! %;#!$���= �*� !��� ?�,�'� �$� #'!$����= #!
#'8�!+ NS26S ��

���� 5�NSG ��� �:��� H��'�: #'�"�$I �� ���!$�� %;#!$�87*�+ #!$�)!���G 
 F �
#'��%�'���$=�;� ��)'�'!%�����U � F )�: #'��%�'���$=�!,! ��)'�'!%���8

4� E���	�� � �������� $�"��� ���� �������	� #!$�!��=7 :�%��8�
�� �
���
 �������� &��� ����� #! �,$� ���$!�� �'����!'��� ��$� �'�)����8 &��
�����! �
� ���� ��!�� ������% �! #! %��+ �'����!'�� �$����� %;��'&�%��=
'��#!$�,����7 #�'�,'�:�� ny � �� �� #�$!��'!%��= �� �!#�����!� �! �,$� ����� '��
&��� '��!%!���%�8�= #!��:���8�� >�'!�!+ ��'�$�� �� � ����$�'!���'� � ���&�
�!)��%���;�� !*�*���8��� ('� ��$���� ���:���$8 �,$!% ����� #�$!��'!%���� ��
,'���"� �!#�����!,! '�&��� �'�:%;��+�! !)$�,�����8G ������%$�%����8 :�����;+
�,!$ ����� � %;��'&�%����8 % #'!"���� #�'�%!'!�� %#$!�= �! �!����� �!���&���8
�������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:��� ('� 9�!� ��� �&� !�����$!�= %�$��
���� �8,� H��$� �� %�$7���= ?!'��&I � #!$!&���� �!'�!:�;� *���!% �� #!��'7
%;�!�; #!��� �� %$�87��

(�'�%!'!� � ���
	!��� ���� %;#!$�8���8 ��� &� ��� � #�'�%!'!� � �����
��$=�!+ #!��'�+ %;�!�; �� �� �� '��#!$�,���!+ #�'�,'�:��� �! �%�$������ �8,� �
�)!'�� �!'�!:�;� *���!% #'�%!�8� :���= � :�����!�� �!�'�*���7 %'����� %;#!$�
����8 #�'�%!'!�� %�$����%�� '!��� �'����+ ��!'!��� �� �'����!'�� ?!'�� � �$���
�!�!'!+ #'� 9�!� #!��� �� �:���87��8�

�� ���- �	��
�- &��	� ��&�	����� &�	������ �	����� ��� &
��� ��
�� �� ����
�
�
�! ����-����� &��� ������ J�! ���;+ '�>�7*�+ �!���� �� #�'�%!'!��� ('�
:�#�:�;%���� � �!:������ #�'�,'�:�� ���!$�� #'� ��$!� $!)!%!� �!#'!��%$����
);��'! ��)�'��� ��!'!��= ��! #'�%!��� � %!:'������7 '������ �'����!'��U 9�! %
�%!7 !��'��= #'�%!��� � ��$=��+>��� '!��� ��!'!��� � �� �� ����� !)'�:!� #'!�
���!��� $�%��!!)'�:�!� ��'������� %:����! %$�87*�� �'�, �� �'�,� ��!'!��� �
'�������

�� '��� 5�N3 #'�%���� #'���' '�:$���!+ ����'; %;#!$����8 #�'�%!'!�� �� ���
�!$��� � �'��,!$=�;� �';$!� #'� %%!�� �� %;�!�� T � � #'�)!'�!+ ��!'!���
NSS �1�% !)!'!�; TMW� ��$� ��� 9�! %���! �: '������ �'�:� #!�$� #!$�)!���
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�!:���= #�'�,'�:�� ny = 2, 5 H�,!$ ����� #'� 9�!� �!���%$8�� #'���'�! 3/4 !�
H�'�������!,!I �! #�'�%!'!� �!&�! :��!����= �� %;�!�� 6 � #'� �!����!��! $�,�
��� ��$!%�8� #�$!��'!%���8 �� %;%!�� �: #���'!%���8� ��$� &� #!�$� #!$�)!���
����!,! #'!+�� � #�'�,'�:�!+ ny = 1, 5 �! % ��$=��+>�� ��&� :������$=�!� �%�$��
����� #�'�,'�:�� �� %;%!�� �: #���'!%���8 H�! ny = 4, 5−5, 0I �� �!&�� ��#'�%��=
#!$!&���� � %;%!� �: #�'�%!'!�� #'!�:!+��� �� %;�!�� N M ��

� �*� )!$�� '�:���$=�;� '�:�$=����� #'�%!��� !#!:����� � �!:������ #�'��
,'�:�� #'� %;#!$����� #�'�%!'!�� �� �������$� �$� ?!'��&� �$� #'� %%!�� ��
#!%;>���!+ H�! '�:'�>���!+I ��!'!���� � 9�!� �$���� ��'������� ��!'!��� � '��
����� #'!���!��� ��!$= ��'�����$=�! ��! %!:������ '��$=��8 �,'!:� ��!$��!%���8
� :��$�+ �$� %;�!�� :� ,'���"� #! #'!��!��� ���!$���� L����� �!$&�� :���= ������
$���! :��'!���$�'!%��= �%�,���$= %;#�����= �!'�!:�;� *���� � #'!�!$&��= %;�
%!� �: #���'!%���8 � ���)!$=>�+ %!:�!&�!+ #�'�,'�:�!+ H#! �,$� ����� �$� #!
#'!��!��� ���!$���I �� �!#����8 #�'��8,�%���8 '���� � �%�$�%���8 % >�!#!'�

���� 5�N3G ��%����!��= �'����!'�� #�'�%!'!�� !� :��!�� �:������8 #�'�,'�:��

('� #'�%�$=�!� %;#!$����� ?�,�'; �� �� #'� �%!�%'�����!� �!:����� �!����
�!��!+ #�'�,'�:�� � ��$=��+>�� 9��',���!� %;#!$����� #�'�%!'!�� ��!'!��= #!
%;�!�� �� #'������ �:���8���8 #'���'�! ��� ��� 9�! #!��:��! �� '��� 5�N@G

F #'� %%!�� % #�'�%!'!� �� M1 < 1 ��!'!��= %%!�� �� #!��'7 %;�!�; %$�8��
��$!� ('� %%!�� �� M1 > 1 �%�$������ ��!'!��� %%!�� #'�%!��� � �%�$�����7
#!��'� %;�!�;U

F #'� %%!�� % #�'�%!'!� ��M1 < 1 %�$����� �8,� �� #!��'7 %;�!�; %$�8�� ��$! 
�! �:���8�� ��!'!��= �� %;%!��� ('� %%!�� �� M1 > 1 �%�$������ �8,� �! �������$�
#'�%!��� � %!:'������7 #!��'� %;�!�; � � %;�!�� :� ,'���"� #! �!#�����!��
��!'!���!�� ��#!'�U

F �� �'����� %;�!��� %!:�!&�! %;#!$����� #�'�%!'!�� ��&� � ����=>�����
#'�)!'�!+ ��!'!���� �� )!$=>�� � ��'��!�?�'�;� %;�!��� #'�)!'��8 ��!'!��= ��
#�'�%!'!�� �%�$���%����8 �!�8 �������8 %!:��>��8 ��!'!��= !������8 #'���'�!
#!��!8��!+U

F #'� %%!�� % #�'�%!'!� �� ��'��!�?�'�;� %;�!��� �%�$������ %;�!�; %%!��
�� #'�%!��� � �%�$�����7 %;�!�; %;%!��� �;%!� �: #�'�%!'!�� ��%!:�!&�! !���
*���%��= %;>� T24 �% ��&� #'� %%!�� �� $7)!+ ��� �,!��! )!$=>!+ %;�!���
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���� 5�N@G ('���'; �:������8 ��!'!��� #! %;�!�� �� #�'�%!'!��� %;#!$�8��;� ��
�������$� H�#$!>�;� ��'�$��I � #'� �������!� �'!���$�'!%���� �8,� H#�����'�;�
��'�$��I

3S� E���	���� �(��	� � ��	������ �� #�'�%!'!��G


I <��	������ F %;�!� �: ?�,�'; �� % :�����!� ��#'�%$����� <����� F %;�
#!$����� #!$�)!��� � )!$=>!+ #�'�,'�:�!+ �$� :� %'��8 )!$�� K2N �U %;#!$�����
?�,�'; #!�$� #!$�)!��� � �'��!� �$� � %'�*����� %!�'�, #'!�!$=�!+ !�� ���!�
$���� "������ F �$�)�8 ��!'��������8 #!�,!�!%�� ���!�����!��= ��#'�%�$=�!�
#�'��$7����� %������8� #�&�
�	���� ���	������ � &�	��� F ��#'�%$8�= �� ���!U
�$����� �)'��= �'�� � %;%!���= �: ?�,�'; % �!� ��#'�%$���� % �!�!'!� #!$�����8�
"����&�������� ������ F ��!'��������� :��8��8 �!��'!$=�;� #!$��;�

� I <��	������ F %;�!� �: #�'�%!'!�� � )!$=>!+ #!��'�+ %;�!�; �'�:��'�;�
'!��!� ��!'!��� � #�'�,'�:��� <����� F !#�:�;%���� � �!:������ #�'�,'�:�� #!�
�$� #!$�)!��� �$� ���!����!���8 %�$����� #�'�,'�:�� % #�'%!+ #!$!%��� #�'�%!�
'!�� �$� %'�*���� %!�'�, #'!�!$=�!+ !�� ���!$����

('� ���!����!��!+ #�'�,'�:�� % ����$� #�'�%!'!�� ���!$�� );��'! ��)�'���
��!'!��= � % ��$=��+>�� #!$!&���� �!&�! �������! �#���� �!$=�! �!:������ ��
%;%!�� �: #���'!%���8 #�'�,'�:�� ny = 7 − 8�

��!� ��:������$=�!� %'�*���� %!�'�, #'!�!$=�!+ !�� % ��!'!�� �%�$�����8
�'��� H�����! F %'�*���� � �� �'��gI #'�%!��� � �!�� ��! ���!$�� %;%!����8
�: #���'!%���8 ��� ); % '�:�;� ��#'�%$���8� � �'����!'�8 %;%!�� #'�!)'�����
���!�!'�7 �#�'�$=�!��=� ('��������� ��&� #'� ωx � 0, 3ωy %;%!� �: #���'!%���8

:�����! :���'&�%����8 �!�8 �#�'�$=�!��= �'����!'�� #'� 9�!� #!��� ��:������
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H'��� 5�NKI�
(!$!&���� ���,�)$8���8 �*� � ��� ��! �� �#��

'�$� � ��!#;��!,! $������ �!:�����8 #!$��8 �$�
$7:�8 �!'��$=�!,! %;�!�� �: #���'!%���8 ���
��� #�'�,'�:�� %�$��� :��$8 % #�'����� �����
$� ?!��'8 D�!'��$=�!E ��)�,��� �%�'���%��: �
��&���8 ��! %!��%!� #!8%���8 $���8 ,!'�:!���
H	�� #'� �,$�� #���'!%���8 )$�:��� � −90◦ 
�'��� � %'�*���8 �� #!��:;%���I�

�$8 ���';� ���!$��!% #'!)$��; :��8,�%���8
% �#�'�$= #'� %;%!�� �: #���'!%���8 �� ��*��
��%!%�$! #! �%�� #'������� �!�#�'%;� );$� %��
$��� �,$!%�8 ��!'!��= %;%!�� �: #���'!%���8 ωz

H�! 20 − 25◦ % �������I � �'�%����$=�! ��$�8 ωx

#!%$�8�= �� �'����!'�7 %;%!�� �� ��#�%�$�� �!�
%�!';� �� ���';� ���!$���� %;%!� �: #���'!%��
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��8 :�����$ #! %;�!�� ����!$=�! �!��� ���'!% � �%�$������ 9�!+ "�?'; ��&� 
��#'���' % #!$�!'� '�:� ��#!#'�%��;� !��$!������ �� );$!�

�$8 �!%'�����;� ���!$��!% ωz �� %;%!�� �: #���'!%���8 ��$� H�! 10◦ % ���
�����I #!9�!�� ��$�8 ωx H3 − 5◦ % �������I �&� �!#!���%��� � ωz � #'�%!��� �
'���8,�%���7 %;%!�� #! %;�!�� � %'������ �'!�� �!,! �%�$������ ������'� #�'��
%!'!�� ��#'���' � K �! N M � ��'�%�!:����! �%�$�����7 �!,! &� ������'� �$8
���';� ���!$��!% � S M �! S 5M �� ����= %��>�%����8 9��',�������!� #'�%'�*����
$�>��+ %;�!�; % ��!'!��= ��!'!��� % '����� � �� ��

�I <��	������ F #!����%���� ���!$��� � �';$� �� �';$! �$� �%�$�%���� %
>�!#!'� <����
 F #�'��8,�%���� '���� �� �� #'�%;>���� �!#�����!,! �,$� �����
� �!:����� #�'�,'�:�� �� �!!�%����%�7*�+ #'�)!'�!+ ��!'!��� #!$���� "������
F $����� �� �$���� :� ��	 � #'� �,! !������%�� �� ����� #! %��>��� #'�:���
��� !#'���$8�= �!���� %;�!�� ���!$��� �� #'���$=�;� '�&��;U �� :���� 9$�����
��'�!,! �!!�%����%�8 ��&�� �!#�����!+ #�'�,'�:�!+ � #'�)!'�!+ ��!'!��=7U ��
����;%��� %!:�!&�!,! 8%$���8 D#!��%���E #'� !)'���!� #�'��!�� ��'�: ��!'!��=
:%���� "�����
� %;�!�� �� )!$=>�� �,$; ����� �!,�� );�= ���&� !���:; % ������
�� �#'�%$���8 ��#'���' #�'��!� 	�� �� )!$=>!� #$��! #'� )!$=>!+ #'�)!'�!+
��!'!����

(�'��8,�%���� '���� !�!)���! !#���! �� ��$!+ %;�!�� � �����! % 9�!� �$��
��� ��!#;��;+ $����� � ��'�����8 #�'��8���= '���� F D��!); �� ��!$����=�8 �
:��$�+E� ��$� �& $����� '�>�$�8 %;#!$�8�= ����7��! ?�,�'� � %;%!�!� �: #����
'!%���8 �� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� �! ��&�! �#!�!+�! �!:���= #�'�,'�:�� )$�:�
��7 � '��#!$�,���!+ � &���= %;�!�� ���!$��� �: #���'!%���8 �� ��$�8 #!#;�!�
�!)�%!��! �%�$����= �,!$ ������ ��� #!��:;%��� $����8 #'������ % #!�!)�!+ �'��
������!+ �����"�� &������� $���!,! #'!��>���%�8 ,!'�:�! ��*� 8%$8���8 �� ���!�
����!� %;�!�; �$8 %;%!�� �: #���'!%���8 � �%�$�%���� % >�!#!' �:�:� �$�)!+
%;��'&�� $�������

33� ��� ����������� #'� %;#!$����� #�'�%!'!�� �!��!8� % %;��'&�%����
'�:'�>���;� ��$!%�+ %%!�� #! ��!'!��� %;�!�� � '�&��� '�)!�; �%�,���$8� ��!�
)���! %�&�! �����= #'�%;>���� '�$=�?� �����!��� ��� �9'!�'!�!� %;$����

�;#!$�88 #�'�%!'!� �� �$����� �!#�����= �'�:��'�!,! �%�$�����8 ��!'!��� %
����$� ?�,�'; %'�*���8 ���!$��� %!�'�, #'!�!$=�!+ !�� #�'��8,�%���8 '����
#'� %;%!�� �: #���'!%���8�
������ �������� �� ������ �������� ���	�����"� 	������� �!$&��

%�$7���=G �!!�%����%�� ��!'!��� � %;�!�; %%!�� :�����7 �$� )�:!#���!+ !)$���� 
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!#'���$���� ��!'!��� � %;�!�; %;%!�� !������%�� #'�%;>���8 �!#�����;� :���
����+ #�'�,'�:�� �,$� ����� �$� #'�)!'�!+ ��!'!���� ��$� #�'�%!'!� %;#!$��� �
!��$!����8�� �! �$����� �����!%��= !>�)�� $������ �!�!'�8 #'�%�$� � !��$!���
��8��

�&� �����	��� � �	��� ,	��	��� 

3�����  ������ F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$�� !#��
�;%��� % %�'����$=�!+ #$!��!��� :�������7 �'�%�7 '��#!$!&����7 %;>� �!���
%%!���
�������� F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$�� !#��;%���

%!��!�8*�7 ����= #��$� �����'!%� � #!�$���7*�� #!%!'!�!� !��!����$=�! #'!�
�!$=�!+ !�� �� 180◦ � %;%!�!� % ,!'�:!���$=�;+ #!$�� % ��#'�%$���� !)'���!�
%%!���

J�� ?�,�'; �!,�� %;#!$�8�=�8 % '�:$���;� %�'������ � �!������8� ���)!�
$�� �:%����;�� �: �!�!';� 8%$87��8G �!��8 #��$8 � #!$�#��$8 #!$��!'��8 #��$8 
�%!+��8 #!$�#��$8 !�'�"���$=�;� #��$8 � #!$�#��$8 H%;#!$�8��;� % #�'�%�'���
�!� #!$��� �� !�'�"���$=�;� #�'�,'�:���I � �� �� �����! %�� 9�� ?�,�'; :� ���
�$7������ �!�!+ #��$� � #!$�#��$� 8%$87��8 ?�,�'��� %;�>�,! #�$!��&� � %;�
#!$�87��8 �!$=�! % �#!'��%�;� "�$8�� � ����!� #�'�,'�?� '����!�'�� !);���7
#!$�#��$7 � #��$7 �����'!%��

(��$8 �$� D��'�%�8 #��$8E ��� �� %����$� ��:;%�$� );$� %#�'%;� %;#!$����
% 343K ,� '������ $�����!� (� �� �����'!%;�� J�! �!);��� ���$! #'��"�#��$=�!�
:������� � #!$!&�$! ����$! D?�,�'�!�� $�����7E�

@�� �����(��� ��+ �!%'�����;� �%�'�:%��!%;� ���'�)���$�+ �$� ���'�)���$�+�
)!�)�'��'!%*��!% #��$8 % ����!� %��� #!��� �� %��'������8� ���! #!$�#��$� �
�!�;� #��$� 8%$87��8 !����� �: ���;� '��#'!��'�����;� ����%'!%�

(!$�#��$8 �!&�� #'����8�=�8 % �$���7*�� �$���8�G
F #'� ����� %!:��>�!,! #'!��%���� ���*�,! � #'�%;>����� �� %��'���!� ��'�

��U
F #'� %;�!�� �:�#!� ����� %!:��>�!,! #'!��%���� #'� ��$���� #'����*���%�

% ��!'!��� �$� % ����%'���!���U
F #'� ����� ��:���!+ "�$� � #'���$=�! ��$;� %;�!��
K� ����� ���� � ��������* ��!'�8 #!$!%��� #��$� �����'!%� ��#!������

#�'�%!'!� #!�$� #!$�)!��� #!9�!�� :���= !��!%�!� %������� ���$�� #�'%!+ #!$!�
%��� #��$� � #!$�#��$��

�� '��� 5�NN �:!)'�&��� � � � � � � � $ ��+��%�7*�� �� ���!$�� % ���!�!';�
�!���� �'����!'�� �� #!$�#��$�� .������� *����
 ������� �
�	��
 !#��;%��
���8 #'� 9�!� �&� �:%����;�� ��� ��
�������C

1) m
dV

dt
= P −Q−G sin Θ �$�

dV

dt
= f (nx − sin Θ);

2) mV
dΘ
dt

= Y −G cos Θ �$�
dΘ
dt

=
f
V

(ny − cos Θ).

������� ��! �� #!$�#��$� � �	 �
�	��
 ��
������� Θ �:���8���8 !� S �! +180◦

H�! #!$�)!���I #!9�!�� sin Θ �:���8���8 % #'���$�� 0 ÷ +1 ÷ 0 H��$� �8&���� %��
%'��8 ��+��%��� % ��!'!�� ����=>���8 ��!'!���I � cos Θ F % #'���$�� +1÷ 0÷−1
H��$� �8&���� �����$� ��>��� #!�C���!+ ��$� ���'�%$8�= �'����!'�7 � :����
��+��%��� % ��!'!�� ���'�%$���8 �'����!'��I�
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���� 5�NNG ���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$�� �� #!$�#��$�

�'!�� ���!�;� ���:%����;� V � Θ % �'�%����8 %�!�8� nx � ny� '��
	!�
�
&��� ����
 ny :������8 % %��� ?���"�� !� %'����� t �$� �,$� Θ� "����	!�
� &��
�� ����
 nx ���!����8 #! ����*�� :������8� �8,� ��!'!��� %;�!�; � #�'�,'�:��
ny�

��!'��������+ �
���� &�	�&��	� �$� &�
��������� ��&�	����� 9�!+ ?�,�'; %
%!:���� %!:�!&�; �!$=�! % �!� �$���� ��$� :����� �$� �:%����� 
���
 &�	����
���
���% �� �� :��!� �:������8 #�'�,'�:�� ny #! %'����� t �$� #! �,$� Θ�

N� � �%8:� � 9��� �!&�! #!���%��= �$���7*�� % � ' � � " � ! � � ; � : � � � � �G
F #'� :�����;� ����$=�;� ��$!%�8� %%!�� ��+�� :��!���:������8 ny !)��#��

��%�7*�+ �� #!$�#��$� ������$=��7 #!��'7 ��!'!��� H�������!'�!+ ��!'!��� 
#!$�!+ 9��',��IU

F ��+�� :��!� �:������8 ny !)��#���%�7*�+ #'� :�����;� ��$!%�8� �� %%!��
%;#!$����� #!$�#��$� % ������$=�!� %'��8�

��>���� ���:���;� %�'��"�!��;� :���� !�$!&�8���8 ��!,!���$���;�� !,'��
������8�� ��� �! ��!'!�; ���!+��%!��� �#'�%$8��!��� � #'!��!��� �!��'���!,!
���!$��� ��� � �! ��!'!�; �!)$7����8 ?!'�; ?�,�'; � %�$����; �!����;� #�'��
���'!%�

M� ��$� �� %%!���= !,'�������8 ������$=�!+ ��!'!��� % %�'���+ �!��� �! �	�
��&�	����� &�	�&��	� � ���
	!��� ���� �$����� % #'!"���� %��+ ?�,�'; ��'�
&��= '��#!$�,����7 �$8 ��&�!,! �!����� %'����� #�'�,'�:�� ny � �� �� #�$!��'!�
%��= �� #'���$� #! #'!��!��� �$� #! �,$� ������

6� �$8 �'�,�� ��$!%�+ 9���'���$=�!��� '�>���� #!$������8 )!$�� �$!&�;��
�$8 #'���'� �� '��� 5�NM �:!)'�&��; !#����$=�;� :��!�; �:������8 #�'�,'�:��
ny #! �,$� Θ !)��#���%�7*�� ��-�� � ���-��� ����� &�	�&��	� � �
���	!���
�������� �������!� V #'� :�����;� ��$!%�8� %%!�� H#'���' '�������� �$8 ���!�
$��� � �'��,!$=�;� �';$!� ����$=��8 �������!'��8 ��!'!��= �� %%!�� 3SSS �1�%
����$=��8 %;�!�� �� %%!�� K � 5 �I�

�: ,'�?��� %���! ��! #'� %%!�� % #!$�#��$7 �� %;�!�� K � H�� �������$�I $���
��� � �!����� �!���&���8 �,$� Θ = 30− 45◦ �!$&�� );��'! �%�$����= #�'�,'�:��
�! ny = 6 � :���� #!���#���! ���&��= ��� �$8 �%�$�����8 ��!'!��� % %�'���+ �!���
�!&�! );$! ); #'� �,$�� 160− 180◦ ����=>��= #�'�,'�:�� �! ��$8 �! %;�,';> %
��!'!��� #!$������8 !� 9�!,! �� !���= :������$=�;+ � %'��8 %;#!$����8 ?�,�';
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���� 5�NMG ('���' !#����$=�!,! �:������8 #�'�,'�:�� �� #!$�#��$�

:�����! '���8,�%����8 #!9�!�� #'��������� � %�'���+ �!��� �$����� #!��!���= �
#�'�,'�:�!+ ny = 1, 0 − 1, 5�

"�� ��&�	����� &��	� �
 7���
�� #�'�,'�:�� ��&�! �!:��%��= ����!$=�! ����
$����� ��!); !�� �!���,�$� �%!�,! ���)!$=>�,! :������8 #'� �,$� 45−50◦� � ��$=�
��+>�� #�'�,'�:�� ��!)�!���! ��'&��= �� !���2#!$�!'; �����"; ��	!��% ��� #'�
%;#!$����� #��$� �� �������$��

('� %%!�� % #!$�#��$7 �� %;�!�� 5 � #�'�,'�:�� ��&�! �!:��%��= �
�!��%
��!); $���7 ,!'�:!��� #'!�!���= � #�'�,'�:�!+ ny = 5 H�� �������$�I �$� ny = 3, 5
H�� ?!'��&�I ��! %!:�!&�! #'� '�:,!�� �! ���&������ ���)!$=>�8 #�'�,'�:�� ��
�������$� �!$&�� );�= ���	����
 �! ny = 7 #'� �,$� 25 − 30◦ � �� ?!'��&� F �!
ny = 6, 5 #'� �,$� 35−40◦U #!�$� #'!�!�� �,$� 50−60◦ !#����$=�;+ :��!� �:������8
#�'�,'�:�� �� �
����� !� %;�!�;�

��$� #!���%��= �'�,�7 :����� F ����� � ���-��� ����� &��	� � �
���	!���
�����
������ 9&��������> �������!�% �! !#����$=�;+ :��!� ny(Θ) �! �,$!% Θ =
120 − 130◦ #!��� �!%#����� � :��!�!� �:!)'�&���;� �� '��� 5�NMU �! �� �,$�� Θ =
120−180◦ #�'�,'�:�� �$����� ���!�
�! ��	�����% ��!); � %�'���+ �!��� #!�!+��
#'� ny = 1, 5 − 2 �� �������$� � #'� ny = 2 − 3 �� ?!'��&�� ��!$�� #'� 9�!�
!��&���8 �� ���=>�+ %;�!�� � �� ���=>�+ ������!+ ��!'!��� V H:� ���� �%�$�����8
�������%�!,! �!#'!��%$���8I �! �%�$������ #$!��!��� %!:���� % %�'���+ �!���
#��$� #'�%���� :���= � ���!�!'!�� �%�$�����7 �������!'�!+ ��!'!��� V��

�$8 �!%'�����!,! ���!$��� � �';$!� ��$!,! ��$�����8 %�&�!� :������� �$8
%;�!�� % %�'��77 �!��� � �!����!��!+ ��!'!��=7 ����� #�'�,'�:�� �� �!$=�! %
����$� #!$�#��$� �! � �� �,$�� Θ = 60− 140◦� �� '��� 5�N6 �:!)'�&��� #'���'��8
:�%����!��= ���#� ����=>���8 ��!'!��� !� #�'�,'�:�� �� #!$�#��$� H���!$�� � ∆�
�';$!� %;�!�� %%!�� K �% �������!'��8 ��!'!��= %%!�� 3SSS �1�% �������$I�
�: ,'�?��� %���! ��! % ����$� #!$�#��$� #�'�,'�:�� �!&�! )�: !�!)!,! �*�')�
�$8 ��!'!��� ���8�= % �!%!$=�! >�'!��� #'���$��� ��#'���' #'� Θ = 15◦ !#���
��$=�!+ #�'�,'�:�!+ )���� ny = 5 �! % ���#�:!�� ny = 4 − 8 #������ ��!'!��� ��
�����"� �,$� #!%!'!�� �'����!'�� !������8 #!��� ���:����;�� (!9�!�� ��$� %%!�
!��*���%$8���8 #'� ny > 4 �! 9�! �&� �!'!>! � !)��#���%��� #!��� ����$=�!�
%;#!$����� ����$� #!$�#��$� #'� :�����;� ��$!%�8��

��#�'= !)'�����8 � %�$����� #�'�,'�:�� #'� Θ = 120◦� �#����$=�!+ #�'�,'�:�
�!+ % 9�!+ �!��� #��$� )���� ny = 2, 2� �����#$���� !� 9�!+ "�?'; % )!$=>�7
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���� 5�N6G ('���' :�%����!��� ���#� ����=>���8 ��!'!��� !� #�'�,'�:�� �� #!$��
#��$�

�$� ���=>�7 ��!'!&� �&� #'�%!��� � �
����� ���	������ ��&
 &
����� ����
������ ����� !)'�:!� �����! :���= %�&�! � �
���	!��� �������!� %;��'&��=
!#����$=�!� :������� #�'�,'�:��� �$8 #�$!��'!%���8 �!����!��! �������= �'��
���;'� �!��'!$=�;� �!���G �,!$ 45◦ F #�'�,'�:�� 6 �,!$ 90◦ F #�'�,'�:�� K H��
?!'��&� F N MI �,!$ 135◦ F #�'�,'�:�� 3 M H�� ?!'��&� F @ MI� �����#$���� !� 9�!�
,! :��!�� #'�%!��� � :�����!�� ����=>���7 ��!'!��� % %�'���+ �!��� #!$�#��$�
H#��$�I � ��!,�� ��&� F � ��%;#!$����7 ?�,�'; � �%�$�%���7 H%�� #'�%!���;�
"�?'; �$8 �!��'���!,! ���!$��� � �$8 �'�,�� ����$=�;� ��$!%�+ �!,�� );�= ��;�
��I�

5� '
 ���������- �
�	��
- � &��� ���	� �'�%����$=�! )!$=>!,! ��$����
��8 ����!�'8 �� �� ���=>�7 �8,!%!!'�&���!��= #'� %;#!$����� #!$�#��$� H#���
$�I �!#����7��8 )!$�� :������$=�;� !��$!����8 !� !#����$=�!,! :��!�� �:������8
#�'�,'�:��� �$8 #'���'� �� '��� 5�N5 �:!)'�&�� ���#�:!� #�'�,'�:!� % �!�!'!�
#'� ����$=�;� ��$!%�8� '��!�������;� ����'��"�8�� �*� %!:�!&�! #'�%�$=�!�
%;#!$����� #!$�#��$� �� �%�'�:%��!%!� ���!$��� � ∆��';$!� H)�: ?!'��&�I � ��
���)�!� ���!$��� L�@4 HD��$=?��EI �

���� 5�N5G ���#�:!� #�'�,'�:!� % �!�!'!� �*� %!:�!&�! %;#!$����� #!$�#��$�
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�� ���!$��� L�@4 #!$�#��$8 #!$������8 % $7)!� �$���� ��$� $����� #'!��! �!�
����!��! 9��',���! �8��� '����� �� ���!$��� � ∆��';$!� �'�)����8 #'!+�� %�!'�7
�'��= #!$�#��$� % �!����!��! �:�!� ���#�:!�� #�'�,'�:!� ��� ��� % #'!��%�!� �$��
��� ��!'!��= % %�'���+ �!��� )���� ���=>� 9%!$7��%�!+� V�:������ 9�! !)C8��8���8
��� ��! #'� �%�$������ #�'�,'�:�� �%�'� !#����$=�!+ �������%�!� �!#'!��%$����
� ���!$��� � ∆��';$!� �%�$���%����8 % ,!'�:�! )!$=>�+ ���#��� ��� � ���!$���
� #'8�;� �';$!�� ('� ����=>���� #�'�,'�:�� #������ ��!'!��� #'!���!��� :�
���� �:$�>��,! ��)!'� %;�!�;� �� ��!'!���!� ���!$��� 9�!� ?���!' ���:;%����8
��$=��� ��� ��� ��#'���' �%�$������ %�'����$=�!,! ������'� #!$�#��$� !� KSSS
�! NMSS  H% #!$�!'� '�:�I %$�8�� �� ��!'!��= % %�'���+ �!��� ,!'�:�! )!$=>� ���
�%�$������ 9�!,! ������'� !� 3SSS �! 3MSS �

T� �:$!&���!� ����� !���= ��	!��� ��
����� �	� 
��������
��� � ��������
���� ��$� �� ���';� ���!$���� %�$����� #�'�,'�:�� #'� %�'����$=�!� ����%'�
#!��� �� %$�8$� �� %�$����� �!����!+ 9��',�� �! #'� %;#!$����� ���$!,���!,!
����%'� �� �!%'�����!� �%�'�:%��!%!� ���!$��� !��$!����� !� !#����$=�!+ #�'��
,'�:�� #'�%!��� � :������$=�;� &����� /��� �� � �!�"� ?�,�';�

��$���� �� ���!$��� ��
�
��	� � 	�� 
�
�� ������� #!��� %�� %!#'!�; ���
��� !#����$=�!�� :��!�� ����=>���8 #�'�,'�:�� �!!�%����%��� #'���'�! #!��!�
8��;+ �,!$ ����� H'��� 5�NTI� ��� �$8 �!���&���8 % %�'���+ �!��� ���)!$=>�+
������!+ ��!'!��� �$����� �!:���= � %;��'&��= α � 12 − 15◦ H��� �� '������I 
�$8 ���)!$=>�+ �������!'�!+ ��!'!��� F �� 5 − 6◦ )!$=>�� ��� #'�%�����;� #'��
��'; !��!�8��8 � ���!��� ��!'�������!�� ���!$��� � ∆��';$!�� �$8 �!��'���!,!
���!$��� !#����$=�;� :��!�; ny(Θ) �$� α(Θ) ���8 #'���'�! ���$!,����7 ?!'�� 
�!,�� !�$����=�8 %�$����!+ !'������

���� 5�NTG '�%����8 !#����$=�;� :��!�!% �:������8 #�'�,'�:�� � �,$� ����� ��
#!$�#��$�

4� &�������! �������� ����� � �	�����! ����� � �������+ H#��$7I
!#'���$8���8 �: ��$!%�8 %;�!�� % %�'��77 �!��� �� #'�)!'�!+ ��!'!��� �� �����
:�����!+ � ����� %�� #'���'�! �:!)'�&���;+ �� '��� 5�N4� �,'�������� ���#�:!��
�$�%� !�!);� '�:C8�����+ �� �'�)����

< �
������� �&�
�
 %;:%��! ��� !)��!8��$=��%!� ��! #'� �'�:��'�! )!$=>!+
��!'!��� %%!�� ��)!' %;�!�; �� ?�,�'� #!$������8 ����!$=�! )!$=>�� ��! % %�'��
��+ �!��� ���!$�� #!#����� % '�:'�&���;� �$!� ���!�?�'; � �������!'��8 ��!�
'!��= #!$������8 ��$!+� (! '��� 5�N4 %%!� % #!$�#��$7 �� %;�!�� 4 � � ��!'!���
36@S �1� H��! �!!�%����%��� �������!'�!+ ��!'!��� 3SSS �1�I #'�%���� � %;�!��
% %�'��77 �!��� �� %;�!�� 34 � � ��!'!��� T6S �1�% � 9�! �!!�%����%��� �����
���!'�!+ ��!'!��� %��,! @MS �1�% �!�!'�8 8%�! ���=>� )�:!#���!+ 9%!$7��%�!+
��!'!����

3S� -���� �������� � ����  ������* ���)!$�� �!��;+ '����� �!&�!
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#'!�:%���� ���!�!� ����,'�'!%���8 �'�%����+ �%�&���8 ���!$��� � ��#!$=:!%����
�� "�?'!%;� �$� ���$!,!%;� J��� ������ !��!+ #!$�#��$� D%'����7E H� #!�!*=7
$!,�'�?������!+ $���+��I :������� ����!$=�! ���!% ��&� #'� �!����!��!� ��%;��
% %;#!$����� ���!+ '�)!�;�

<!$�� #'!��!+ �! ����� �!��;+ ���!� '������ F #! �'����� %�$������� J�!�
���!� #!�'!)�! �:$!&�� % #'��;��*�� #�'�,'�?� H��� ?!'��$; 5�3N25�34I� �����!
�� #!$�#��$� ��!'!��= V � #�'�,'�:�� ny �:���87��8 ��$=��� ��� �� #�'�%!'!�� 
� '����� #! �'����� %�$������ :���= ���� )!$=>�7 !>�)��� (!9�!�� #!$�#��$7
�$����� '�:)��= �!�8 ); �� �%� ������� �� ��&�!� �: �!�!';� )���� ?�,�'�'!%��=
�%!� �'����� %�$����;�

���� 5�N4G �)$���= %;�!� � ��!'!���+ )�:!#���!,! %%!�� % #!$�#��$7 H#'���'I� �:�
������� ��!'!��� #! %;�!�� �� #!$�#��$�G �#$!>�;� ��'�$�� F �� ?!'��&� #����
��'�;� F �� �������$�

33� ����	� �������������* �;#!$��% %�� #'��%�'���$=�;� ��+��%�8 $���
��� #$�%�;� �! 9��',���;� �%�&����� '���� �� ��)8 �!:���� :������7 #�'�,'�:��
H!);��! ny = 5 − 6I� ��!'�������� 9�� #�'�,'�:�� �!$&�� );�= �!:���� � �!����
�� �!���&���8 �,$� Θ = 30 − 50◦ H% :�%����!��� !� ��$!%�+ %%!��I ��! � ����!�
�,$� ����� �!!�%����%��� #! �%��,!'�:!��� �,$� ���,�&� ϑ = 40 − 60◦� ('�������
��� #�'�,'�:�� �$����� �!:��%��= :� K2N �% ��! � )���� #'���'�! �!!�%����%!%��=
��!'�������� !#����$=�!�� :��!��� �����$���!� �!:����� #�'�,'�:�� H:� M26 �I
#'�%���� � :�����!�� !��$!����7 !� !#������ '���8���!��� ?�,�'; #! %�'���
��$� ����=>���7 ��!'!��� � �������!'�!+ ��!'!��� % %�'���+ �!���� ���!'���!�
�!:����� #�'�,'�:�� H:� 3 M2@ M �I �� #'�%!��� � :�����!�� ����=>���7 ��!'!��� %
%�'���+ �!��� �! 8%$8���8 �&� ��'�,�$�'���;� ��+��%��� � �!&�� %;:%��= :�)'!�
#�'�,'�:�� :� �!#������7 #! #'!��!��� ���!$��� %�$������

(!�$� �!���&���8 ���)!$=>�+ #�'�,'�:�� �� �$����� �!,$���! ��!'�� #!����
#���! ����=>��= #! !#����$=�!�� :��!��� ('��������� ���)!$=>�7 #�'�,'�:��
ny = 5 − 6 �!&�! ����!$=�! #!��'&��=G �! �,$� ���,�&� H#! 	��I ϑ = 70 − 80◦

F �� �������$� �! �,$� ϑ = 100 − 110◦ F �� ?!'��&�� (!�$���88 '��!�����"�8
#'�%!��� � ���!�!'!�� �%�$�����7 #�'�,'�:�� #! �'�%����7 � !#�����!� �! 9�!
��*���%���! �� ����=>��� �������!'��7 ��!'!��= ���!$��� % %�'���+ �!��� ?�,��

@N4



';�
� #'!"���� %%!�� % #��$7 H#!$�#��$7I !�!)���! %�&�! �� ����
�
�! ���	!���

���% ����
 � ��
����� �
�	��
 ����� &����	!��� ���� ��&� #!��&�� ��! #!�$�
%%!�� ���'����= �'�� �&� #'��������� ��%!:�!&�!�

���� #!�$� #'!�!�� �!!�%����%�7*�,! �,$� ϑ $����� �������� ����=>��= #�'��
,'�:�� ����� !)'�:!� ��!); % %�'���+ �!��� ?�,�'; #!$����= ny = 1, 5 − 2, 0 ��
�������$� �$� ny = 2, 0 − 3, 5 �� ?!'��&�� ����=>���� #�'�,'�:�� ��&� ���:���
�;� "�?' H%#$!�= �! ��$8I #'�%!��� � ���!�!'!�� �%�$�����7 ������!+ ��!'!���
% %�'���+ �!��� �! ��$=�! '���8,�%��� ?�,�'� #! %'������

$����= :� #!$!&����� ���!$��� % #'!��'����%� �� %!��!�8*�+ ����� #��$�
�!&�! #! 	�� �! $���������'�)���$= �� �!$&�� !�!)���! #'�%8:;%��=�8 � 9�!��
#'�)!'� ��� )!$�� ��! �� �,$�� ϑ = 80 − 100◦ �%��,!'�:!�� D!#'!���;%����8E �
>��$� �������� #�'���*��=�8 % #'!��%!#!$!&�!� ��#'�%$���� ��! % ���!�!';�
�$���8� �!&�� #'�%���� � %'�����!+ #!��'� #'!��'����%���!+ !'�����'!%��� � �!
&� %'��8 #'!��'����%���!� #!$!&���� ���!$��� �� %!��!�8*�+ ����� #��$� #'��
�'���! %���! ��$� �� %�'����$=�!� ������� �'����!'�� H�!,�� #�'�,'�:�� !�$�)�
���I �$�,�� #!%�'��% ,!$!%� � ��!��% ,$�:� #!��!�'��= %$�%! � %#'�%! �� ,!'�:!��
H'��� 5�MSI�

��!)���! %�&�! #'� #!��!�� � %�'���+ �!��� �� &����� ��
�! ����� � �� ���
��
�
�! ���	!������ ��$� :���= �!#�����= !��$!����� >�'��� H���:���$8 ��!$=�
&���8I �! ���!$�� D�� �!���E ��$��= #��$7 � %;%!'���%����8 % %�'���+ �!��� 
���!��!8��$=�! %;#!$�88 #!$�#��$7 �$� �%�$�%�8�= % >�!#!'� <!$�� !#���;� �$��
���� 8%$8���8 �%�$�%���� �*� �� %!��!�8*�� ������� ?�,�'; ��� ��� �� %!��!�
�8*�� >�!#!'� H#�'��!�8*�� :���� % ����!�8*�+ >�!#!'I #!��� $7)!+ $�����
#!$�!��=7 ��'8�� #'!��'����%����7 !'�����'!%���

('����!+ ���!��!8��$=�!,! %;#!$����8 ���!$��!� #!$�)!��� H�$� #�'��!�� %
>�!#!'I 8%$8���8 #!%;>����8 '���"�8 �'��!� �� ��!$=&���� #'� )!$=>�� �,$��
����� �� �� ��	����� &�&�����
� �����������!� �!#!$����$=�;� ?���!'!� 8%$8�
���8 �! ��! #'� )!$=>�� #�'�,'�:��� H)!$=>�� �,$�� �����I ��
�
��	! ���	!�����
������ ���� ���������	!����! � ��!$=&���8 #!��� �� #!��:;%��� � #'� ��$����
��!$=&���8 ��	 ����/�� %�$����� ?��������!,! �,$� ������

���� 5�MSG ��� ,!'�:!��� % $�%!� )!�!%!� ����$� ?!��'8 �� %!��!�8*�+ ����� #��$�
H���,�& !�!$! 110◦I

3@� .	�����# �	��#/��� HD>�'��EI '�)!���� �� #'��"�#� ��8����� �!�
�!';+ )����� #!�%�>���;� % ��)��� ���!$��� :�����$ ); #!$!&���� !)'���!�
�����'�!�� %���!'� #!%�'��!���;� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$��� � &����-�����
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�� ��	
 !��!��� ��$� �8,� P � #!$��7 �9'!�����������7 ��$� RU ��$� �8&����
���� #! ��)� �� ���� #�'�,'�:�� � �� #!$!&���� ��8����� �� %$�8��� ��$� '���
����'�%��= !��$!����� ��8����� % #$!��!��� y1 − o1 − z1 H% #$!��!��� #'�)!'�!+
�!���I �! ��8���� HD>�'��EI :������� #!$!&���� !)'���!� �����'�!�� %���!'�
�%�� �9'!������������ ��$G Y1 � Y � Z1 � Z ��! � !�!)'�&��! �� '��� 5�M3� ���!�8
�: 9�!,! '������ �!&�! !#'���$��= �,!$ !��$!����8 >�'��� β�

tg β� =
nz

ny

=
Cβ

z β

Cα

y α
.

����� !)'�:!� #'� ���:����!� �,$� ��!$=&���8 β H#'� ���:����!+ )!�!%!+
#�'�,'�:�� nzI �%�$������ �,$� ����� α H�%�$������ �!'��$=�!+ #�'�,'�:�� nyI
#'�%!��� � ����=>���7 �,$� !��$!����8 >�'��� β�� ��!)!'!� #'� ���:����!�
#!$!&���� >�'��� H#'� β� = [\]^_I �%�$������ �,$� ����� α H�%�$������ �!'�
��$=�!+ #�'�,'�:�� nyI )���� �!#'!%!&���=�8 �!!�%����%�7*�� �%�$������� �,$�
��!$=&���8 β H�%�$������� )!�!%!+ #�'�,'�:�� nzI�

���� 5�M3G ��%����!��= !��$!����8 >�'��� !� �!!��!>���8 ��&�� #!�C���!+ � )!�
�!%!+ ��$���

(���= ��#'���' #�'�� %%!�!� % #��$7 �����'!%� H#'� ny = 1I >�'�� ���:���$8
��!$=&���8 );$ !��$!��� %#'�%! �� @ ������'� � $����� �� ���'���% ��!$=&���8 
%%�$ ���!$�� % ?�,�'� � �!:��$ �!'��$=��7 #�'�,'�:�� ny = 6� � 9�!� �$���� #'�

�%�$������ #�'�,'�:�� >�'�� �+��� � "���'� � !����!%���8 % #!$!&���� 1/3 ����
���'� %#'�%!� !������� )!$=>!,! �,$� ��!$=&���8 H�!�8 >�'�� ���!����8 #!���
% "���'�I � )!$=>!,! �,$� ����� ���� �!*�;+ #!#�'���;+ �!���� � ���!$�� D%;�
%�'����8E �: ?�,�'; %;#!$�88 )!��� %$�%!�
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�����!%���8 �� #!�$������ �! !)��!8��$=��%! ��! ��&� ��:������$=�!� %'�*��
��� ���!$��� %!�'�, #'!�!$=�!+ !�� HωxI #'�%!��� � :���'&�� %;�!�� �: #���'!%��
��8 %�$����%�� ���!�!'!+ �#�'�$=�!��� �'����!'�� �&� ��%!��! %���� $���������
� ���)���� #!�'!)�;� !)C8�����8 #! 9�!�� %!#'!�� ���; % #'��;��*�� #�'�,'�?�
H��� '��� 5�NK � !)C8�����8 � ����I� �! � �� %!��!�8*�� ?�,�'�� H�� ,!'�� #��$� 
#!$�#��$�I %'�*���� %!�'�, #'!�!$=�!+ !�� ���&� #'�%!��� � �#�'�$=�!��� �'��
���!'�� � '���8,�%���7 ?�,�'; #! %;�!��� ����'&�� � %;�!�!� �: #���'!%���8
#'�%!��� � �'�:��'�!�� �%�$�����7 ��!'!��� � �!!�%����%�7*��� #!�$����%�8�� 
� :���'&�� � %;�!�!� % %�'��77 �!��� #��$� �$� #!$�#��$� F � #�����7 ��!'!���
��&� 9%!$7��%�!+ � %!:�!&�!��=7 �%�$�%���8�

#�&�
�	���� ���	������ � &�	��� F #'� #!��!�� � %�'���+ �!��� � #!��&���!+
��!'!��=7 �$����� ����=>��= #�'�,'�:�� H�! �� �! ��$8 ��� ��� �!&�� :�,$!����=
�%�,���$=I �*���$=�! #�'�'�8 #���$8�� %!:����7*�� ��!$=&���8 :���'&��= �!�
���� %;�$7����8 ?!'��&� �$� ����=>���8 !)!'!�!% �� ����!�8*�+ ����� #��$�
#! �!���&���� �!����!��!+ ��!'!��� %;�$7���= ?!'��& �$� �)'��= !)!'!�; �
#'!�!$&��= %;#!$����� �!'��$=�!+ #��$��

��$� �'�)����8 %;#!$���= !)8:���$=�! #!$�#��$7 �! ��&�! �� ���&�8 �8,� 
#'!+�� %�'��77 �!��� ��)'��= ��!)�!����7 ��!'!��= � %;#!$���= #!$�)!��� �!
���&������
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�I <��	������ F %;�!� % %�'��77 �!��� ?�,�'; #! �'����!'�� '���8���!+
%!��!�8*�+ #!$�)!���� J�! ����!$=�! ��!);��!� � '���!� �! !#���!� !��$!�����
'�:%�%����8 #'���'�! �$���7*�� !)'�:!� H'��� 5�MTIG

F $����� �� %;�!�� 3 � H#'���'I %%!��� ���!$�� % #��$7 �����'!%� �� �����
���!'�!+ ��!'!��� 3SSS �1� � %�$7����;� ?!'��&!� �! #�'�� %%!�!� �!#������
D��$��7E !>�)�� F �� ���'��8�� ��:������$=�!,! ��!$=&���8 �� #'�%!� �';$! 
��! #'� #!�$���7*�� �%�$������ #�'�,'�:�� � �,$� ����� #'�%!��� � '�:�!�� %!:�
'������7 �'��8*�,! �!����� %$�%!� ��$� $����� �� :������ %'�*���8 ���!$���
%!�'�, #'!�!$=�!+ !�� Hωx � 10 − 15◦ % �������I � �� ���'���� �'��8*�+ �!����
!��$!������ #���$�+ �$� 9$�'!�!% �! ���!$�� %����! #��$� ������ !#��;%��= $��
%�7 %!��!�8*�7 :����$����7 )!���U

F ���� ���!$�� #!>�$ #! �#�'�$=�!+ �'����!'�� 1−2−3 �! $����� !��$!����8
�� :������� � ������ ��! ���!$�� ���� #! !);��!+ �'����!'�� 1′ − 2′ − 3′U

F ���!��" %;#!$��% %!��!�8*�7 :����$����7 #!$�)!��� ���!$�� %;�!��� %
�!��� 4 �� %;�!�� @2@ M � � �� �������!'�!+ ��!'!��� TSS24SS �1� H��!'!��=
)!$=>�8 F %�$����%�� �'�%����$=�! ��$!,! ��)!'� %;�!�; �� �'����!'�8 1 − 2 −
3−4� ('� 9�!� % #�'����� ����$� ?!��'8 :��$8 #!��!��� � ��#!�� �%�'�� %��: #'�
D��$�%!�E �'��� Hγ = 180◦I �� �� % �!��!��� ��� &� ��� � �� #'�%�$=�!+ #��$�U
�� 	�� % 9�!� �!���� ����� #�'�%�'���� � ��!�� ,!'�:!���$=�! � ��'�� ,!'�:!���
#!��!��� � ����� ���:� %%�'�U

F %#!$�� $!,���! ��! ��!#;��;+ $����� �� ! ��� �� )��#!�!���8 ���!�8�= %
#!$�!+ �%�'���!��� ��! ���!$�� ���!����8 % �!��� 4′ �� �� ,����! �� %;�!�� N M2
M M �� � �!��� N $����� #! ,!'�:!��� � 	�� �%�!��������� ���'��8�� %'�*����
HωxI � #�'��!��� � %;#!$����7 ����!�8*�+ #!$!%��; #��$� �����'!%�U

F #!�$� #'!�!�� �!��� N ��&� #'� %;�$7����!� ?!'��&� ��!'!��= ������ );���
'! ��'�����= � ���!��" �!$=�! % �!��� M #'� !�%���!� #���'!%���� �!,�� #�'��
,$�:��� %;'������ :��$8 $����� !�!:���� ������!� #!$!&����� � ���!+ �����"��
��� ����,! �� !������8 ��$��= ��� #!$�!��=7 :��'!���$�'!%��= �%�,���$= %;#��
����= �!'�!:�;� *���� � �%�'�9��',���! %;%!���= ���!$�� �: #���'!%���8 ��'��
>�8 %�� !,'�������8 #! ��!'!���!�� ��#!'� � #'!��!��� ���!$����

�#���!��= !#�����!,! !��$!����8 �!��!�� �� % ��'����'� ���!,! !��$!����8
H�!�!'!� $�,�! ��#'�%��= %;#!$��% #!$�)!��� % �!��� NI � % �!� ��! �! �!���
M $����� ������� #!$!&���� �!'��$=�;� � %!:����7*�8 :���= #�'�� �,! ,$�:���
��'���� 8%$8���8 �$8 ��,! ��!&�����!+ � �!%�'>���! ��#!�8��!+�

('���� 9�! !��!����8 �� �!$=�! � '�:!)'���!�� #'���'�� �! %��� �$���8� #!�
$��� �&
�����! &�����
�	��� �� ���	������ �
�	��
% ������� �� �
��
����
	������� ��#!���� ��#'���' ��� #'!���!��� #!��'8 !'�����'!%�� #'� #!$���
#! ��'>'���� ��$� $����� �'�:� %���� ��! $���� ��#'�%�$=�! �! !� %!������%�
$�%��� !'�����'!%�� �'�%����$=�! #'!��!� �! ��$� $����� $���� % !>�)!��!� ���
#'�%$���� � ������� ��! %�� ���� �!'��$=�! � ��&� D�:����E �����!��= �! % �!�"�
�����#��� #!$��8 '����'8��!��= � ��!)'�����8 #!��'8 !'�����'!%���

��'��%>��= � '������'�%���!�� ���	������% ��#!���� ��! #'� �!��'!$� #'!�
��'����%���!,! #!$!&���8 ���!$��� ����,! !#���!,! #'!�:!+�� �� �!&��G $�����
#!��8,�%��� ���!$�� � ,!'�:!��� � %;#!$�8�� #!$�#��$7�

���� %'�*���� HωxI �� %!��!�8*�+ ����� #��$� �!&�� #'�%!���= �$� � '���8�
,�%���7 ?�,�'; #! %;�!�� � � %;�!�� % %�'��77 �!��� �� #!��&���!+ ��!'!��� 
�$� ��!)!'!� � ����=>���7 ��)!'� %;�!�; � � %;�!�� % %�'��77 �!��� �� #!�
%;>���!+ ��!'!���� ��� :�%���� !� ��!'!��� %'�*���8 ωx � !� �!��� % �!�!'!+
���������8 9�! %'�*�����

 I <��	������ F #'�%;>���� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� #'�
%%!�� % #��$7 �$� #!$�#��$7� <����
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 F ���!'�:��'�!� !��$!����� '����
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���� 5�MTG �#���!� !��$!����� �� #��$� %;:;%���!� %'�*����� ���!$��� %!�'�,
#'!�!$=�!+ !��

�� ��)8 ���%!�%'�����!� !��$!����� '���� !� ��)8� "������ F #'� %%!�� % #��$7
�$� #!$�#��$7 �� �%�'�:%��!%!+ ��!'!��� H��! !);��! �!!�%����%��� %;�!�� %%!��
)!$�� K2N �% ��$� �������!'��8 ��!'!��= '�%�� 3SSS �1�I �!���� 9��',���!,!
%:8��8 '���� �� ��)8 �$8 �!:����8 ���)!$=>�+ #�'�,'�:�� :� K2N � �!%#����� #!
%'����� � �!����!� !)'���!,! #�'��!�� ��'�: ��!'!��= :%��� �!,�� #'!�!$=��8
���!+��%!��= ���!$��� #! #�'�,'�:�� ����=>����8� L����� �$� �� :���� 9�!,! %!�
!)*� �$� �#����$ �: %��� % ����!� #!$����

�� ���!$���� � �!�!';� ��!'!���!+ D#!��%��E %;'�&�� !���= 8'�! H!);��! 9�!
���!$��; �! ��'�$!%���;� �';$!�I %%!� % #��$7 � #!$�#��$7 �� �%�'�:%��!%!+
��!'!��� ����! :�#'�*����8 �!�8 9��',�������� %;#!$����� 9��� ?�,�' � %!:�!&�
�!� �! � �� ��� ���!$���� � �!�!';� 9�!� D#!��%��E %;'�&�� �$�)! H!);��! 9�!
���!$��; � �'��,!$=�;� �';$!�I %%!� % #��$7 �$� #!$�#��$7 �� �%�'�:%��!%!+
��!'!��� ��&�! #'!�:%!���= !��!'!&�! �!:��%�8 #�'�,'�:�� ����!$=�! ���$���
��� ��� !);��! H�� :� K2N �% � :� M26 �I � ���!�8�= % ,!�!%�!��� !����= '����
#'� ��#'!�:%!$=�!� �%�$������ #�'�,'�:�� ��,��$�:�'�7*�� ! ����$� D#!��%��
��E� ��&� �� ���;� )$�,!#'�8��;� % 9�!� !��!>���� ���!$���� !)'���;+ #�'��!�
��'�: ��!'!��= :%��� �!#'!%!&�����8 �%�$������� #�'�,'�:�� #'���'�! % 3 M '�:�
H#'� ��#!�%�&�!+ '����I�
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('�%;>���� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� %!:�!&�! � #'� %%!��
% #��$7 �$� #!$�#��$7 �� �!:%��!%!+ ��!'!��� ��$� ���!$�� H!);��! �! ��'�$!�
%���;� �';$!�I ��$!��� � D#!��%���E �� )!$=>�� �,$�� ������ � 9�!� �$����
���!��!+ !>�)�!+ $������ 8%$8���8 !���= );��'!� � '�:�!� �!:����� ����$=�!+ #��
'�,'�:�� �� %%!�� ��! #'�%!��� � :�)'!�� '�,�$�'���!,! #�'����'� H�,$� ����� �
#�'�,'�:��I :� �!#������7 ,'���"� � � ��$=��+>��� ��#'!�:%!$=�!�� �%�$�����7
�,$� ����� � #�'�,'�:�� %�$����%�� ����$� D#!��%���E� ��!)���! !#���;� 8%$8���8
�$���+ �!,�� ��!'!���!+ D#!��%��E ������7*�+�8 �� $7)!� �,$� ����� #�'��!���
% D#!��%��E �� )!$=>�� �,$���

�� ���!�!';� ���!$���� #'�%;>���� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�
�� %!:�!&�! #'� !���:� �$� ��%�$7����� ���#?�'� ���,�&��

#�&�
�	���� ���	������ � &�	��� F �����$���! !�#�����= '���� !� ��)8� ('�
��:������$=�!� #'!8%$���� D#!��%���E � �%!�%'�����!� �,! #�'�'!%���� F #'!�
�!$&��= %;#!$����� ?�,�';� ('� !#!:����� � #�'�'!%����� D#!��%���E � #'��
%;>���� �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� F ����=>��= #�'�,'�:�� �
%;+�� �: ?�,�'; �%��8 #!$�)!����� �$� �'�,�� �#!�!)!� H��� ��&� �#!�!); %;�
%!�� ���!$��� �: ,!'��I�

"����&�������� ������ F #�'�� #!$��!� �� �!%!� ��#� ���!$��� �$����� �*��
��$=�! �:����= �,! �!�����;� � )�$����'!%!��;� ���,'���; !)'���% %�������
�� %�$����; �,$� ����� � �!9??�"����� Cy #'� �!�!';� ���������8 D$!&��E ��
�!�����!+ ���,'���� � �� ���$� M  #'� �!�!';� )�$����'!%!���8 ���,'����
����� !�'�"���$=�;+ ���$!��

�I <��	������ F %;%!� �: #��$� �����'!%� �� ���!#�����! ��$!+ %;�!�� � ��
#'���$� #! #�'�,'�:�� �$� �,$� ������ <����
 	�����
 F �!:����� ���!����!��!+
#�'�,'�:�� H���!����!��!,! �,$� �����I �� �'��=�+ ���%�'�� #��$��

�);��! ����8 �����
 %!:������ #'� #!��:���$=�!� #�$!��&� �� #'���$=�! ���
$;� %;�!���� �!!)*� ,!%!'8 ��� ���=>� %;�!�� ��� $�,�� %;#!$���= #��$7 ��$�
'������'�%��= %!#'!� �!$=�! � 9��',�������!+ �!��� :'���8� �! � ����!� #���!�
$!,�����!,! ?���!'� #�$!��& �� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� %;#!$�8�= �$!&��� ���
��� ����� %�'!8��;� !>�)�� �!,�� #'�%!���= � )!$�� !#���;� #!�$����%�8��

35� (�'%�8 #!$!%��� #��$� %;#!$�8���8 �� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� !);��;�
#!'8��!� H'��� 5�M4 �'����!'�8 1 − 2 − 3I� (!�$� #'!�!�� %�'���+ �!��� ?!'��&
�$����� !)8:���$=�! %;�$7���= H#!$�:�! � ���:��= !)!'!�;I ��!); !)��#����= %;�
�!� �: #��$� )�: �'�:��'�!,! �%�$�����8 #�'�,'�:�� �� #!�$����+ ���%�'�� ?�,�';�
��$� �'�)����8 !��*���%��= %;%!� �: #��$� �� %;�!�� %%!�� �! %�!'�8 #!$!%���
%�� '�%�! �!$&�� %;#!$�8�=�8 � '�����!� �� ���!�!'!� #'�%;>���� �!��� %;%!���
� �!$=�! % ���!� �!�"� ?�,�'; �!,�� ������ �!%�'>���! 8��! ��! ������8 �!����
�!��;+ '�:�'% %;�!�; �!&�! ����=>�% #�'�,'�:�� �$�,�� '���8���= �!����;+
�����!� � :��!����= #��$7 �� :�����!+ #'���$=�! ��$!+ %;�!�� H�'����!'�8 4−5I�

���)!$�� ��'=�:�!� ���	������ #'� %;#!$����� #��$� �����'!%� �� #'���$=�!
��$;� %;�!��� %!:������ #! �$���7*�+ &������� ��� 9�! %���! �: '��� 5�M4 !);��
��8 #��$8 ����� %;�8����7 #! %�'����$� ?!'�� (1 − 2 − 3 − 4 − 5) % '�:�$=����
��,! �!��� %;%!�� HMI !��:;%����8 %#�'��� �!��� %%!�� H3I �� 323 M �% ��! #'�
#!��:� #�$!��&� �� #'���$=�! ��$;� %;�!��� %;,$8��� D���'���%!E� ('� #�$!���
'!%���� ��� ������$�)! !'�����'!� H��#'���' ��� �((I $������ �!����8 �����=
� :��!����= #��$7 �� !��!� ����� � ��!,�� 9�! � �'�)����8 #! :�����7� �;#!$��%
!);��;� �#!�!)!� #!$!%��� #��$� H1 − 2 − 3I $����� %���� ��! %�'>��� ?�,�';
HKI :������$=�! ��%���$��= !��!����$=�! �!��� %%!�� H3I � �������� '���8,�%��=
�'��=7 ���%�'�= #��$� #! ��#'�%$���7 � 9�!+ �!��� H#! $���� 3 − 4′I� �����! �!�
�8���= �! ��&�!,! ����� �� ������8 � #'��!����8 :������%��= #��$7 �� )!$=>!+
#�'�,'�:�� � � ��$�%;� '�:�'%!� %;�!�;�
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�!��= �#!�!+�! #�'������ %:,$8� �� �%��,!'�:!�� �!'�����'!%��=�8 � #'!�!$&��=
#! �%��,!'�:!��� %;#!$����� #��$� H��$� !)$���!��= '����8 � %;�!��8I �$� %;�
#!$���= #!$�#��$7 H��$� !)$���!��= #$!���8 � ��:��8I� ����,! !�!)���!,! :���=
��� � ����%' �! %�!�!� % !)$���!��= �!&�� #'����8�=�8 % %!:��>�!� )!7 �����
'���!� ��#'�8��!��� %!:����7� �!,�� ��!#;��;+ $����� #'� ��!&�����!� %�!��
% !)$��! �������� )��#!'8�!��! !��$!�8�= %�� '�$��

� ��'; )�:!#���!��� %�!��� %;��'&�%���� #'�%�$ #�$!��'!%���8 !)��#���%��
7*�� %;�!� % %�'��77 �!��� �� ��!'!��� �� ����� 9%!$7��%�!+ � ���&� %;#!$�
����� �'��=�+ ���%�'�� #��$� )�: #'!���$���8 � '���8,�%���8� �� %!��!�8*�+ �
����!�8*�+ ����8� #��$� �$����� !)'�*��= %������� �� !������%�� %'�*���8 ���
�!$��� %!�'�, #'!�!$=�!+ !���
������ ����  ������ 3��������4 �� ������ ���	�����"� 	�����%

�� �!$&�� %�$7���=G �!!�%����%�� ��!'!��� � %;�!�; %%!�� :�����7 �$� )�:!#���
�!+ !)$���� !#'���$���� ��!'!��� � %;�!�; % %�'���+ �!��� ?�,�'; � �� %;%!�� 
!������%�� #'�%;>���8 $���;� !,'�������+ ���!$��� #! �,$� ����� #�'�,'�:�� 
#'�)!'�!+ ��!'!��� � ���$� M � ��$� #��$8 H#!$�#��$8I %;#!$���� � !��$!������ 
�! ���$�: �$����� �,$�)��= �$8 �����!%$���8 !>�)�� $������ �!�!'�8 #'�%�$� �
����;� !��$!����8�G #'!%�'��= ��'����' �:������8 #�'�,'�:�� H)$�:!��= � !#���
��$=�!�� :��!��I ��$���� �$� !������%�� %'�*���8 HωxI #$�%�!� �$� D#�$!!)'�:�
�!�E �:������� #�'�,'�:�� � �� ��

�'� 8��� 

3� =��	� F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$�� ��)�'��� %;�!��
� #!��!8��;� �,$!� ���$!�� �'����!'���

�!'�� � �,$!� ���$!�� �'����!'�� �! 30◦ ��:;%����8 &�	� ��% � �,$!� )!$�� 30◦

F �������
��� ����� ������������� %;#!$����� ,!'�� %!:�!&�! % �$���7*�� �$��

��8�G #!�$� ����� ��:���!+ "�$�U % ������%� #'!��%!:�����!,! ����%'�U #'� �����
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%!:��>�!,! #'!��%���� $��8*�,! %#�'��� � %;>�U �$8 9��',���!,! ��)!'� %;�!�;
#'� #!$��� � #�'�����;� #'!?�$��U �$8 %;�!�� % ������$=�!� %'��8 �� �%�'��
:%��!%!+ ����������+ #!�!$!� �� :��$7����$=�!� 9��#� ��)!'� %;�!�; � ��!'!���U
�$8 ��)!'� ����������!+ %;�!�; #'�%;>�7*�+ ����������+ #!�!$!� ���!$���U
�$8 !�';%� !� �����7*�,! #'!��%���� #'� ��$���� � ����!%���!,! #'����*���%�
% ��!'!#!�C���!����

���� 5�6SG ���� ,!'�� � #'��8�;� !)!:������8

� !)*�� �$���� ,!'�� �!��!�� �: �'�� 9$�����!%G ����
% &���	������ � ��
���

� �����
 H'��� 5�6SI� �����! #'� %;#!$����� ,!'�� �� �!%'�����!� �%�'�:%��!%!�
���!$��� #'8�!$���+�;+ �����!� ��!,�� !������%��� �� �� ��,� %%!�� #$�%�! #�'��
�!��� % ��,� %;%!���

@� -���� ������� "��	�* M������ �
���� �������� ��
�������% �#'!�"��
'!%���!+ �� %�'����$=��7 #$!��!��= '�:%�'��� '�%��

r� =
V 2

f (ny cos γ − cos Θ)
. (7.21)∗

'
 ����� �  ���� ��*� %��,! γ = 0 � cos γ = +1� ��!)�!���;� ��$!%��� �$8 %%!��
:���= )���� ��'�%����%! ny > cos Θ�

��!)�!���;� ��$!%��� �����
 8%$8���8 ��'�%����%! ny cos γ < cos Θ H� ����!�
%��� :���!%I� ������ %;%!�� #! ?!'��$� H5�@3I �!$&�� #!$����=�8 ����*
��	!��%
�� �� r�! < 0 ��! ,!%!'�� !) �:,�)� �'����!'�� %;#��$!��=7 %%�'�� 	)�!$7��! ����
���=>�+ '����� %;%!�� #!$������8 #'� γ = 0 � )!$=>!+ !�'�"���$=�!+ #�'�,'�:��
ny �$� #'� γ = 180◦ � )!$=>!+ #!$!&���$=�!+ #�'�,'�:�� ny H%�!'!+ %�'���� )!$��
'��$=�;+I� ('� γ = 0 − 90◦ ����=>���7 '������ �#!�!)��%��� ����=>���� #�'��
,'�:�� ny #'� γ = 90 − 180◦ F �%�$������ ny�

��$� �'�)����8 %;���$��= ������� �
���� �� %��� ������� %%!�� �$� %;%!�� H��!
��!)�!���! �$8 #'�)$�&���!,! '������ #'�'�*���8 %;�!�;I �! % ?!'��$� H5�@3I
#!����%$87� �'����� �� '������'�%���!� ������� :������8 ��!'!��� #�'�,'�:�� 
�'��� � �,$� ��)!'��

� #'�)$�&���;� '������� #�'�,'�:�� � �'�� �����7� #!��!8��;�� � �,!$ Θ��

F '�%�;� #!$!%��� �,$� Θ��
������� �������! �� '������'�%���!� ������� #'�����7� '�%�!+ #!$������

����$=�!+ � �!����!+ ��!'!���+� �!�����7 ��!'!��= V�� #'!*� %��,! %;���$��= �
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��#!$=:!%����� 9��',�������!,! ���!��

V�� =
√
V 2
� + 2f (∆H� − ∆H), (7.22)∗

,�� ∆H� F #'�'�*���� 9��',�������!+ %;�!�; H���$=�!+ ����������!+ 9��',��I 
'�%�!� #'!�:%�����7 #'!�!$=�!+ #�'�,'�:�� nx �� #'!+����;+ #��= r�� Θ��

���!%�;� �'���!��� :���= :��$7���; % �$���7*��G �$8 !#'���$���8 r�� ��&�!
����= V�� H�� �� V� � V��I � �$8 !#'���$���8 V�� ��&�! ����= ∆H� � ∆H H�!�!';�
���!�8��8 ��'�: r��I� �;�!� F % #!�$��!%���$=�;� #'�)$�&���8�G �����$� )�'���8
���,�� V�� %;���$8���8 r�� ��!��8���8 V�� � �� ��

"���
����� ������ �� �������� %%!�� � %;%!�� '�%�!

∆H = r� (cos Θ� − cos Θ��). (7.23)∗

'
 ����� �  ���� ����� Θ� = 0 � Θ�� = Θ� !�����

∆H1 = r�� (1 − cos Θ�). (7.23/1)∗

������=>�+ ��)!' %;�!�; ∆H1 #!$������8 #'� ������=>�� '������ r�� �� ��
#'� γ = 0 � )!$=>!+ #!$!&���$=�!+ #�'�,'�:�� ny�

'
 ������ ��  ���� ����� Θ� = Θ� � Θ�� = 0 !�����

∆H3 = r�! (cos Θ� − 1), (7.23/2)∗

��! � ����!� !�'�"���$=�!,! '������ r�! ���� #!$!&���$=�!� #'�'�*���� %;�!�;
∆H3� ����=>���7 ��)!'� %;�!�; :���= �#!�!)��%��� �)�!$7��!� ����=>���� '��
����� r�! �� �� ����=>���� #�'�,'�:�� ny #'� �'��� ����� 90◦ � �%�$������ ny #'�
�'��� )!$�� 90◦�
�����* ���!G Θ� = 50◦ %;%!� �: ,!'�� #'!�:%!����8 #'� ny = 4 γ = 135◦ �

V�� = 200 1� H5@S �1�I� �'�)����8 ��+�� #'�'�*���� %;�!�; �� %;%!�� ∆H3�
� � > � � � �G cos γ = cos 135◦ = −0, 7U cos Θ� = cos 50◦ = 0, 64U cos Θ�� =

cos 25◦ = 0, 9U r�! = 2002/9, 8 (−2 · 0, 7 − 0, 9) = −1775  H%;#��$!��=7 %%�'�IU
∆H3 = −1775 (0, 64 − 1) = +643 �

'
 &���	������ ��
����  ����% %;#!$�8��!� � #�'�,'�:�!+ ny = cos Θ� #'��
'�*���� %;�!�; '�%�!

∆H2 = V�� sin Θ� t. (7.24)

K� ���� � "��	� % )!$=>����%� �$����% !��*���%$8���8 #! &����% �� �� )�:
�'��� � � ���'���!+ #�'�,'�:�!+ H% !�$���� !� %%!�� % #��$7 �$� #!$�#��$7I�
�%!� � !���= )!$=>!+ #�'�,'�:�!+ #'�%!��� � %!:'������7 $!)!%!,! �!#'!��%$���8 
� )��#!$�:�!+ '���'��� 9��',�� ���!$��� � % �!����!� '�:�$=���� � ���=>���
��)!'� %;�!�; �� ,!'��� �%!� � ��$!+ #�'�,'�:�!+ �'�:��'�! '���8,�%��� ?�,�'� %!
%'����� � #'!��'����%�� ('��������� ���)!$�� "�$��!!)'�:�!+ #�'�,'�:�!+ %%!��
8%$8���8 ny = 2 − 3�

�������! #�'�� %%!�!� % ,!'�� �!$&�� );�= ���!+ ��!); #!�$� %;%!�� !��
);$� )!$=>� 9%!$7��%�!+� ������$=��8 ��!'!��= %%!�� :�%���� !� �,$� ,!'��G ���
)!$=>� Θ� ��� )!$=>� �!$&�� );�= � ��!'!��= %%!�� !)��#���%�7*�8 �!'��$=�!�
%;#!$����� ����%'��

('��������� #'����8�= ,!'�� � �,$��� Θ� > 50 − 60◦ ��"�$��!!)'�:�!� � )!$=�
>����%� �$����% ���)!$�� %;,!��;� �,$!� 8%$8���8 Θ� = 40−45◦ ��! !)��#���%���
�!����!��! )!$=>!+ ��)!' %;�!�; % �'�%����$=�! �!'!��!� %'��8�

N� ����� �� "��	� �!$&�� );�= ����� �%!�%'�����! ��!); ��!'!��= % �!��
"� %;%!�� �� �#�$� ��&� 9%!$7��%�!+� O�� )!$=>� �,!$ � %;�!�� #!$��� ���
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�� )!$=>�+ �������!'�!+ ��!'!��� �$����� �������= %;%!�� ('� �%�$������ �,�
$� Θ� %!:'������ ∆H3 � ����=>����8 �!�����8 ��!'!��=� ('� �%�$������ %;�!�;
#!$��� !��!+ � �!+ &� �������!'�!+ ��!'!��� �!!�%����%��� %�� �%�$���%�7*�8�8
�������8 ��!'!��= ��! #'� #'!��� '�%�;� ��$!%�8� #'�%!��� � �%�$�����7 '����
��� %;%!�� � ��)!'� %;�!�; � #!�$����� F � ����=>���7 ������!+ ��!'!��� � �
�*� )!$=>��� ����=>���7 �������!'�!+ ��!'!���� ����� !)'�:!� &�� ���	����
��� ������ &�	��
 ����� ��  ���� �	����� �
���
�! �
 ��	!��� �����
������
���������

�;%!� �: ,!'�� �!&�� #'!�:%!���=�8 &� &���� )�: �'��� � �
�������% #!
#'8�!+ � &���������� &�	��� Hγ = 180◦I � �%��8 #!$�)!����� H'��� 5�63I�

���� 5�63G ���!%�;� �#!�!); %;%!�� ���!$��� �: ,!'��

"�� ������ &� &���� �$8 ���'�%$���8 �'����!'�� %��: H��! �!!�%����%���
!�'�"���$=�!�� '������ r�! #! ?!'��$� 5�@3I ��!)�!���! ��!); ny < cos Θ� �! ���
��� !�'�"���$=�;� #�'�,'�:�� ��&�$���$=�; �! '����� r�! #!$������8 �)�!$7��!
!���= )!$=>�� � %;%!� �: ,!'�� '���8,�%����8 #! %'����� � %;�!��� ('����8�=
9�!� ���!� %;%!�� "�$��!!)'�:�! �!$=�! #'� �,$�� ,!'�� ����� 20 − 30◦�

"�� ������ � �
������� '����� r�! �)�!$7��! ���=>�U #'� 9�!� ����=>�7��8
%'��8 � ��)!' %;�!�; ∆H3 � �%�$���%����8 �!�����8 ��!'!��=� �;%!� �: ,!'�� �
'�:%!'!�!� #'����8���8 #'� Θ� = 40 − 50◦ #'���� ��� )!$=>� �,!$ ,!'�� ���
)!$=>� �!$&�� );�= �'���

"�� ������ ��  ���� � &���������� &�	��� � �%��8 #!$�)!����� #!$!&���$=�
��7 #�'�,'�:�� ny �!&�! ���$��= �!����!��! )!$=>!+ ��! #'�%!��� � :������$=�!�
�� �!�'�*���7 ��)!'� %;�!�; � '���!�� ��!'!��� �� %;%!��� ���!+ �#!�!) %;%!��
'��!��������8 #'� �,$�� ,!'�� #'�%;>�7*�� 50◦�

O�� )!$=>� %;�!�� ����%'� ��� )!$�� 9��',���;+ �#!�!) %;%!�� �: ,!'��
�$����� #'����8�= ����!�'8 ��&� �� ��$;� �,$; Θ�� ��#'���' %;%!� �: ,!'�
�� � �,$!� 30◦ �� ��$;� %;�!��� �!&�! !��*���%��= #! #'8�!+ )�: �'��� � ��
��'��!�?�'�;� %;�!��� "�$��!!)'�:��� #'������= %;%!� � '�:%!'!�!� �$� ��&� %
#�'�%�'���!� #!$����

M��� ����	 ������������� � #�'��$7����7 %������8 ,!'�� 8%$8���8 #'!�
���+>�+ ?�,�'!+�

"���� ����� �$����� !"����= %;�!�� � ��!'!��= � �������= #�'����'; ,!'�� 
�� �� #�'�,'�:�� �� %%!�� �,!$ ,!'�� ��!'!��= ����$� %;%!�� �#!�!) %;%!���

���� !��*���%$8���8 #! #'8�!+ )�: �'���� ����= �$����� !)'����= %�������
�� �! ��!); �� #'�%;���= �!#�����;� :������8 �,$� ����� �$� #�'�,'�:�� �!�8
9�! �� %%!�� % ,!'�� � ��$!%�'!8��!� ('� !#'���$���� �!����� !�!�����8 %%!��
�$����� ����= % %��� ��! �%��,!'�:!�� #!��:;%��� �� �,!$ ���$!�� �'����!'�� Θ 
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� �,!$ ���,�&� ϑ !�$���7*�+�8 !� Θ �� �,!$ ����� α� ��� ��#'���' #'� ϑ = 45◦

H#! �%��,!'�:!���I � α = 10◦ �,!$ ���$!�� �'����!'�� '�%�� 35◦� ��:��"� ��&��
�,$��� ϑ � Θ ��� )!$=>� ��� )!$=>� #�'�,'�:�� � ���=>� �������!'��8 ��!'!��=�

"��	� �����
��� ����
 �$����� !�����+ '���� !� ��)8 ����=>��= �,!$ ����� α
� :�?����'!%��= :�����;+ �,!$ Θ� ���8 % %��� ��! �� #'8�!$���+�!� �������
,!'�� #�'�,'�:�� �!$&�� );�= ����=>��� �! %�$����; ny = cos Θ H��#'���' #'�
Θ� = 45◦ ��!)�!���� #�'�,'�:�� ny = +0, 7I� �� �'��!+ ,!'�� ��!'!��= #�����
�!%!$=�! );��'! H!�!)���! �������!'��8 ��!'!��=I � :���= ,$�%�!� F �� �#�����=
�!���� ����$� %;%!��� O�� )!$=>� �,!$ ,!'�� � %;�!�� #!$��� ��� �� )!$=>�+
�������!'�!+ ��!'!��� �$����� �������= %;%!��

'
 ������ &� &���� ��� ����
 ��&�! #'!�$����= :� ��� ��!); �� ����=>��=
#�'�,'�:�� �! ��$8 ��� ��� �� ���!�!';� ���!$���� 9�! #'�%!��� � #�'�)!8� %
#!���� �!#$�%� � �%�,���$7� "�� ������ � �
������� F �!�'��8�= �!!'����"�7�
��$� %;%!� :�#�:�;%��� � ��!'!��= #����� �! #!�%!���= �!� ���!$��� � ,!'�:!���
�$����� �� �!,!+ � �%�$������� �'��� :� 90◦� "�� ������ ��  ���� � &����������
&�	��� #�'%�7 #!$�)!��� �!&�! %;#!$�8�= � �!+ &� #�'�,'�:�!+ �!�!'�8 );$�
�� #'8�!$���+�!� ������� ,!'��U %�!'�7 F #! #'�%�$�� #!$�#��$�� ('� %;#!$���
��� #!$�)!��� % !��� ��!'!�� ��#'�%$���� #!$��� #!�$� %;%!�� �: ,!'�� #'���'�!
�!!�%����%��� ��#'�%$���7 %%!��� ('� %;#!$����� #!$�)!��� % '�:�;� ��!'!�;
��#'�%$���� #!�$� %;%!�� �: ,!'�� �:���8���8 �� 10 − 20◦ % ��!'!�� #�'%!+ #!$��
)!����

('!���8 ,!'�� #'�%'�*����8 % �$!&�;+ �$8 $������ ����%' ��$� �'�)����8
%;#!$���= �� �� #'!�:%!$=�! � � �!)$7������ �!����;� #�'����'!% HV�� H��
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���!'�8 �!$&�� ����= �:,�) %;#��$!��=7 %%�'� ��! �!!�%����%��� !�'�"���$=�
�!�� '������ r�� � !)��#���%����8 ��'�%����%!� ny cos γ < cos Θ H� ����!� %���
:���!%I� �� %;%!�� �: #���'!%���8 �'����!'�8 �!$&�� ����= �:,�) %;#��$!��=7
%��: ��! �!!�%����%��� #!$!&���$=�!�� '������ r�! � !)��#���%����8 ��'�%����%!�
ny cos γ > cos Θ H!);��! :���= γ = 0 � cos γ = +1IU

F ������� �������! �� �������� %%!�� � %;%!�� !#'���$8���8 � ����!� V� �
V�� �� 9��� ��������� �!�����7 ��!'!��= V�� �!&�! ��+�� #! ?!'��$� H5�@@I�
�� %;%!�� �: #���'!%���8 ��!'!��= !);��! �:���8���8 ��$! � �!&�! #'��8�=
V�� � V� U

���� 5�6@G ���� #���'!%���8 � #'��8�;� !)!:������8

F &����� ������ �� �������� %%!�� � %;%!�� �!&�! ��+�� � ��#!$=:!%�����
?!'��$; H5�@KI� '
 ����� � &������
��� ����� Θ� = 0 � Θ�� = Θ	 !�����

∆H1 = r�� (1 − cos Θ	).

'
 ������ �� &������
��� ����� Θ� = Θ	 � Θ�� = 0 !�����

∆H3 = r�! (cos Θ	 − 1);

F �
 &���	������ ��
���� &������
���% %;#!$�8��!� � #�'�,'�:�!+ ny =
cos Θ	 �:������� %;�!�; '�%�!

∆H2 = V�� sin Θ	 t. (7.25)∗
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������=>�8 #!��'8 %;�!�; #!$������8 #'� %%!�� % #���'!%���� % #�'�%�'���!�
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�'��=�

dΘ
cos Θ dϕ

=
ny cos γ − cos Θ

ny sin γ
,

% �!����;� %�$������ H�����8 ny = [\]^_ γ = [\]^_ � Θ�� =
1
2

Θ	I #!$����

∆Θ
∆ϕ

=
ny cos γ − cos Θ�� cos Θ��

ny sin γ
, (7.26)

��%����!��= !��!>���8 ∆Θ/∆ϕ !� #�'�,'�:�� � �'��� #!��:��� ,'�?������ ��
'��� 5�6N H#'� '������ �'�%;� #'��8�! cos Θ�� = 0, 9I�
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� �,$!� −45◦� $��!%���$=�! −∆Θ/∆ϕ = 0, 5 � ����%' %%!�� �!&�! %;#!$���=
!���� �: �$���7*�� �#!�!)!%G ny = 1 � γ = 63◦U 3 M � 84◦U @ � 94◦U N � 105◦U T �
119◦ H'�:������8 ,!�8��8 � %�� #'!��&��!��;� �!������8 γ � ny �!!�%����%�7*��
?!'��$� H5�@6I�
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M� ����	� ������������� �� ��	�������� �'�%����$=�! #'!��� �! �����
���!�!';� !�!)���!��� �!�!';� �!$&�; ����;%��=�8 $�����!��
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�� !'�����' �:�������� �'��� � #�'�,'�:�� �� �� �:�������� ∆Θ/∆ϕ % �!!�%����%��
� '��� 5�6N�
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%;#!$���= % !��� ��!'!�� �! ��'� � �!�"� %%!�� �� �:������8U ��$� &� #�'%�7
#!$�)!��� %;#!$���= ��#'���' %$�%! � %�!'�7 F %#'�%! �! � �!�"� %%!�� %
#���'!%���� ���!$�� #!$���� )!$=>!� !��$!����� %$�%!� �$8 ����=>���8 #!���
'� %;�!�; �� %%!�� � #'��!�%'�*���8 );��'!,! ��)!'� ��!'!��� #�'%�7 #!$�)!���
�!&�! %;#!$�8�= � #'��%�'���$=�;� ��)'�'!%����� � � !);��!+ #�'�,'�:�!+U %�!�
'�7 #!$�)!��� F � ����=>���!+ #�'�,'�:�!+ ��� ��� )!$=>�8 #�'�,'�:�� �%!���
���!$�� % ��!'!�� ��! ��'�>��� #'!�:%������7 % #�'�%�'���!� #!$��� ��%!��� ��
"�$=�

'
 &���	������ ��
���� #���'!%���8 �'!�� �$�&���8 :� "�$=7 �$����� ����=
% %��� ���# ��'������8 ��!'!��� � ����=>���8 %;�!�; � ����!� :�#�:�;%���8 #!�
��:���+ #'�)!'!% H��#'���' %;�!�!��' #'� �'��!� #���'!%���� �!&�� :�%;>��=
%;�!�� �� 3SS2@SS I� (! ��'� ��'������8 ��!'!��� $����� �!$&�� #'��$��;%��=
� '���� �#'�%$���8 %�� )!$=>�� ��%8*�� ���$��� �! ������= 9�! ���$�� �'����'!�
�� '��!��������8 ��� ��� 9�! �!&�� #'�%���� � :��'������8� �� %;%!���

('� #���'!%���� � ��	!��- ����� �� #'8�!$���+�!� ������� %!:�!&�! #'��
%;>���� ��!'!��� :%��� ��! #'�%!��� � #�'�)�$����'!%�� ���!$��� %;:;%���!+
���*����� "���'� ��%$���8 ��:��� ��!$�� ��'�����8 �%�$����= �,!$ #���'!%���8
H8%$���� #'!�!$=�!+ �����!+��%!��� #! ��!'!���I � $����� �!$&�� �$8 �!�'����
��8 �,$� ����!$=�! #!�!)'��= '���� �� ��)8� �� ���!�!';� ���!$���� 9�! 8%$����
%;'�&��! �!����!��! ��$=�! � % 9�!� �$���� #'��!����8 #!$=:!%��=�8 �'����'!� 
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#�'����%�;� ���)�$�:��!'!� � #'� ! ��� ���:��! % ����'��"�� �$8 �!��'���!,!
���!$����

���!%�!� %������� �� #'8�!$���+�!� ������� #���'!%���8 $����� �!$&�� ����
$8�= !#'���$���7 �!����� ����$� %;%!�� �� �!#����8 !#�:�;%���8 ��&� #'� �������
�!� #'�"�$�%�����

����� �� &������
��� �!$&�� );�= ����� �%!�%'�����! H� ����!� :�#�:�;%���8
#!��:���+ %;�!�!��'�I � � ���!�!';� :�#��!�� ��$=:8 �!%!���= ��$! �! ���!,!
#!$!&���8 �!,�� %;%!� #'!�:%!����8 D%#'���'��E � :��$�� ��&� ��$� #! ������
$�)! ����������� ��$!%�8� �'�)����8 %;%���� ���!$�� �: #���'!%���8 �� %;�!�� 
��#'���' 3SS % �! � % 9�!� �$���� %;%!���= ���!$�� �$����� � :�#��!� ����=>�8
#�'�,'�:�� � #'�&���8 ���!$�� � :��$� H� %;�!�� 3SS I �!$=�! �� :��$7����$=�!+
������ %;%!�� �!,�� ������ �!%�'>���! 8��! ��! %;�!�; �%������

('� 9�!� �$����� ����;%��= ��� ��:;%���!� ��	���� :&���
���; �
�	��
� V���
������� �� %;%!�� �: #���'!%���8 H�: #�'�%!'!�� #��$� � �'�,�� ����!�8*�� ?��
,�'I �����!+ D#'!�����E ���G ���!$�� %�� %'��8 �%�&���8 #! #$�%�!+ �'����!'��
)�: ������$�)! ��!&�����;� �:,�)!%� �! ��$!%�! D#'!����!+E �!&�! ��:%��= #!�
��'7 %;�!�; % �!�"� %;%!�� �: #���'!%���8 #!�$� #'!�!�� ��$�%!,! �,$� ���,�&� 
��� ��� #'� ϑ = 0 �,!$ ���$!�� �'����!'�� Θ �*� �� '�%�� ��$7 � �����!G Θ = −α
H'��� 5�6MI� �� �!%'�����;� ���!$���� � �';$!� ��$!,! ��$�����8 �,!$ ����� ��
%;%!�� �: #���'!%���8 �!&�� );�= !���= )!$=>�� H�! 15 − 20◦IU �!!�%����%���!
)���� )!$=>!+ � D#'!�����E�

���� 5�6MG D('!�����E �� %;%!�� �: #���'!%���8

��	����� :&���
���; �!&�! '��������= !);��;� #���� F ��� %;%!� �: #����
'!%���8 F #! ?!'��$�� H5�@3I � H5�@KI #'��8% Θ� = −α � Θ�� = 0� �! #'� 9�!�
�!,�� %!:������= :��'������8 % �!��!� !#'���$���� '�:�!��� cos Θ� − 1 ��� ���
��� cos Θ� )$�:!� � �����"� #!9�!�� $��>� #'������= ���!� '������ ����%'!% �
��$;�� �,$��� #!%!'!�� �'����!'�� H,$� BZ i 3 #� TI�

"�� ���!����� �������� �� %;%!�� �: #���'!%���8 :&���
��
; ���	����
���
��% ��� ��� #'� :�����!+ #�'�,'�:�� ny �%�$���%����8 �,!$ ����� α HD#'!�����E
�������� ������= � �,$� Θ = −αI � #'� :�����!� �,$� ����� α ����=>�7��8 #��
'�,'�:�� ny � %�'����$=�!� ���!'���� jy� !!�%����%���! &�� ���	������ ��������
�� %;%!�� �: #���'!%���8 :&���
��
; ���!�
�����

('� %;%!�� �: #���'!%���8 �$����� !)'�*��= %������� �� ���!#�*���� �'��� 
��
����� ����� &����	!��� ���% #�'��8,�%���8 '�����

6� ��� ����������� #'� %;#!$����� #���'!%���8 �!��!8� % #'�%�$=�!+
!"���� ��$!%�+ %%!�� �%!�%'�����!� ����$� %;%!�� � ����!� '�$=�?� �����!��� �
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:�#�:�;%���8 #'�)!'!% % ���!#�*���� #'�%;>���8 !,'�������+ #! ��!'!��� #��
'�,'�:�� � �,$� ����� % �#�"��$=�!+ #'!%�'�� !������%�8 %'�*���8 HωxI �� %;%!�� 
% ,!�!%�!��� #�'�'!%��= D#!��%��E�
��� ������ ��	�������� �� ������ ���	�����"� 	������� ��&�!

!)'����= %������� �� �!!�%����%�� ��$!%�+ � �#!�!)� %%!�� % #���'!%���� :����
��7 �$� !)����!%�� �,!$ #���'!%���8 %;�!�� � ��!'!��= �� %;%!�� !������%��
#'�%;>���8 !,'�������+ #! ��!'!��� #�'�,'�:�� � �,$� ������ ��$� #���'!%����
%;#!$���! � !��$!����8�� �! �$����� �����!%��= !>�)�� $������ �$8 ��,! #'!%��
'��=G #�'�,'�:�� � �'�� �� %%!�� #'!�!$&���$=�!��= %%!�� �!���� %;�$7����8
?!'��&� � ���&���8 �8,� #'!�!$&���$=�!��= � #'!�8&���!��= #'8�!$���+�!,!
������� #���'!%���8 ?���������7 %;�!�� � ��!'!��= % ����$� %;%!�� ��$���� 
�$� !������%�� %'�*���8 HωxI � �'��� �� %;%!�� � #'�

�*� -��� �!

3� ,�����# F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$�� �%�&���8 ��
9��#$����"�!��;� �,$�� ����� #! �#�'�$=�!+ �'����!'�� � ��)!'!� %;�!�; H����
-����
� �&��
	!I �$� �! ���&����� H���-����
� �&��
	!I�

#�'�$= � �'��!� �! 45◦ ��:;%����8 �	���% � � �'��!� )!$�� 45◦ F  	�������
@� �);��! #'��8�! '������'�%��= ����!�8*�7 �#�'�$= �!�!'!+ :������%����8

#�$!��& % :!��� �����! � �������� ��� ��*� #'����8���8 ���-����
� �#�'�$= 
�� �!�!'!+ !��!%'�����! ��#!$=:�7��8 ����� �%!+��%� ���!$��� ��� D#!%!'!�$��
%!��=E � ��!'!#!�C���!��= �� �� ω � Vy �%8:���;� � #�'�,'�:���� ny � nx�

���-������ �&��
	! %;,!��! #'������= % �!� �$���� �!,�� �������$=��8 ����
�������8 #�'�,'�:�� n∗y ���� ���=>� #'���$=�!+ #! �8,� #�'�,'�:�� ny 	� H% ��$!%�8� 
�!,�� � #'!��%���� ���=>� ,'�##� �������%�!��� AG/S � �$��!%���$=�! )!$=>�
#'���$=��8 #! �8,� #�'�,'�:�� ny 	� � � ��� )!$=>� '��#!$�,����8 #'!�!$=��8 #�'��
,'�:�� % ,!'�:!���$=�!� #!$��� nx�� ��:%!'!� �� �#�'�$� :���= �$����� %;#!$�8�=
� #�'�,'�:�!+ ny < n∗y���� ��#!$=:�8 �:);�!���7 #'!�!$=��7 #�'�,'�:�� nx� ��
��)!' %;�!�;� ('!��%��� #'� 9�!� ������ !����%��= �$� #! %;�!�� �$� #! ��!'!�
����

��$� #'� ���!� �!������� $���;� �%!+��% ���!$��!% %%8:��=�8 % )!+ �� ,!'�:!��
��$� �! #'!��%��� ���8 #'�%!��!���%! % ny 	� �!&�� %;#!$���= %�'�& � )!$=>�+
�,$!%!+ ��!'!��=7 #!���#���! �$��>�8 #!$!&���� �$8 %�����8 !,�8 �$� ��!�8 �:�
#!� ��>�+ ������

K� ����� �������* �'����!'�8 �%�&���8 ���!$��� �� �����!%�%>�+�8 �#��
'�$� #'�����%$8�� �!)!+ %���!%�7 $���7 ��%�'����7 �� %�'����$=�;+ "�$���' �
'�����!� r� H'��� 5�66I �!�!';+ ��:;%����8 �
����� �&��
	�� ��)!' H#!��'8I %;�!�
�; :� !��� %��!� ��:;%����8 �
 � �&��
	� h�� ���!�8 �: �-�� ��	% �:!)'�&���!+
�� '��� 5�66 �!&�! #!$����= %�� �!!��!>���8�

"�� &��������� �������� ��!)�!���! ����=

P = Q+G sin Θ �$� nx = sin Θ; (7.27)∗

�� %!��!�8*�+ �����!%�%>�+�8 �#�'�$� nx > 0 �� ����!�8*�+ nx < 0 �� �����
�!%�%>���8 %�'�&� nx = 0U �� �������!%�%>�+�8 �#�'�$� #'� �%�$������ ��!'!���
nx > sin Θ #'� ����=>���� ��!'!��� nx < sin Θ�

"�� &�������� � 	� �
���


Y cos γ = G cos Θ �$� ny =
cos Θ
cos γ

; (7.28)∗

#'� :�����!� �'��� #�'�,'�:�� �� �#�'�$� ���=>� ��� �� %�'�&��
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���� 5�66G ���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$�� �� �#�'�$�

�: %�!'!,! :��!�� �=7�!�� H��$� '�%�� ����� ���!&���!+ �� ���!'����I #!$��
���

Y sin γ =
G

f
· (V cos Θ)2

r�
�$� r� =

(V cos Θ)2

fny sin γ
,

!����� � ��#!$=:!%����� H5�@TI �!&�! %;%���� �
����� 7���	� �	� �
����
 �
���
��
 �&��
	�

r� =
V 2 cos Θ

f tg γ
�$� r� =

(V cos Θ)2

f
√
n2

y − cos2 Θ
. (7.29)∗

���� ��&�	����� ���� � ����
 �&��
	� !#'���$8���8 #! ?!'��$�

t� =
2π r�
V cos Θ

. (7.30)

���!�8 �: %�'����$=�!+ '�:%�'��� "�$���'� �� '��� 5�66 #!$���� �
 �&��
	�

h� = V sin Θ t� �$� h� = 2π r� tg Θ. (7.31)

(!$�:�!+ �!&�� !��:��=�8 � �$���7*�8 ?!'��$� �$8 !#'���$���8 � 	
 �
�	��

��
������� �
 �&��
	�C

tg Θ =
nx

ny cos γ
, (7.32)

#!$������8 ��$����� H5�@5I �� H5�@TI� ���7�� �$8 ����!�8*�+ �#�'�$� %;#!$�8��
�!+ )�: �8,� �!&�! #!$����=

tg Θ = − 1
k cos γ

. (7.33)∗

������� ��! #'� !%$������ !)*��� ���!���� �������� #!$��� �!%�'>���! ��
�'�)����8 :�#!����= ����; ��$ � ?!'��$; �$8 ��&�!,! ����%'�G %�� #!$������
�8 �%�!��������� #���� $!,������� #'�!)'�:!%���+ ������; ��??�'��"��$=�;�
�'�%����+ �%�&���8 "���'� ���� ���!$��� #'�%�����!+ % BZ ,$�%��
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�����! ��$� �� :��8��8� � $���;� �!���%!� '�:)�'����8 �!$=�! !��� ?�,�'�
#�$!��&� �! #'!*� )���� #!$����= ��!)�!���;� �������������� �!!��!>���8 �:
�!��'���!+ ����; ��$ �$8 ����!+ ?�,�';� ��$� &� #'!%!����8 ��'�8 :��8��+ #!
����%'�'!%���7 �! "�$��!!)'�:�! #'� '�:)!'� ��&�!+ ?�,�'; ���!���= �: !)*��
�'�%����+ H6�KI �$� H6�NI�

N� ��� ����� ������� ������8 ��!,! �%!)!��;� #�'����'!% �!�!';�� #'��
�!����8 :���%��=�8� ��#'���' �� :�����!+ ��!'!��� V � #'� :�����!+ �8,� P H%
�!� ���$� � #'� P = 0I �!&�! %;#!$���= �#�'�$= � '�:$���;� �,$!� �'��� γ H�$�
���$!�� �'����!'�� ΘI #!9�!�� !���� �: 9��� �,$!% ���&� �$����� :����=�8 H�$�
:����=�8 �� 9�%�%�$������ F ny ω� r� � #'I�
�����* �����!G V  H P  ny� �'�)����8 ��+��G γ Θ r� � �'�,�� #�'����';

�#�'�$��
� � > � � � �G
F ���8 V  H � ny � �9'!������������ ��'����'������ ���!$��� !);��;� �#!�

�!)!� ���!��� $!)!%!� �!#'!��%$���� QU
F ���8 P  Q � %�� ���!$��� G ���!��� nxU
F ���8 nx #! ?!'��$� H5�@5I ���!��� ΘU
F ���8 ny � Θ #! ?!'��$� H5�@TI ���!��� γU
F ���8 V  Θ � ny #! ?!'��$�� H5�@4I2H5�K3I ���!��� r� t� h� � �'�,�� ����'��

��7*�� ��� #�'����'; �#�'�$��
M� ('� ���$��!%���� ����!�8*�+ �#�'�$� %!:������ ��&��� � ���
	!�� �
 �

!��!,! �� %���� ��! �%8:��! � %!#'!�!� ! ������$=�!� �:������� %;�!�; #'�
'�:%!'!�� �� ����!�8*�+ �#�'�$� �� $7)!+ #'!�:%!$=�;+ �,!$ ∆ϕ�

��$� !�%$��=�8 !� #'������ � '����&���= ����! ������������% �! ������$=�;+
>�, ����!�8*�+ �#�'�$� #!$������8 #'� !�%���!� ���&���� H'��� 5�65I�

�� '��� 5�6T #!��:��� �
�������! �
 
 ���-������ � # � ' � $ � h� �� ����

γ �$8 ���!�!'!,! ���!$��� ���7*�,! k���� = 8 #'� V� = 450 �1� � %;#!$�87*�,!
�#�'�$= )�: �8,� HP = 0I �� �������!'�!+ ��!'!��� V� = 600 �1��

����= �$����� !)'����= %������� �� �! ��! #'� �%�$�����8 �'��� �! 60◦ >�,
�#�'�$� !���= ������ ���!�
����U #'� �'��� 60 − 75◦ >�, �#�'�$� �:���8���8
��:������$=�! � ��&� %;8%$8���8 ���!�!';+ &����������� ���� H#'� �'���
65◦IU #'� �%�$������ �'��� !� 5M �! 90◦ >�, �#�'�$� ����
 ������ ���!�
�����
('� �'�,�� %�$������ �������$=�!,! �9'!����������!,! ������%� ���%;,!���+�
>�+ ��!'!��� ���!$��� ?��������!+ ��!'!��� �� �#�'�$� � �8,� :�%����!��= h�(γ)
�!&�� ����= �'�,!+ %�� � �'�,��� %�$������� #'!��&��!��!,! �������� >�,�
�#�'�$� � �!!�%����%�7*�,! �'����

�'�� #'� �!�!'!� ����� ����! #'!��&��!��;+ ������� >�,� �#�'�$� ��:!%��
�&��
	!�� F γ�	�� �,! �!&�! ��+�� #! ?!'��$� H)�: %;%!��I

tg γ�	� =

√
1 +

(
V

V�

)
, (7.34)∗

�!�!'�8 #!$����� �$8 #!$!,�� �#�'�$�+ Hcos Θ � 1I )�: ����� %$�8��8 �&�����!���
%!:���� � #'� P = 0�
���	����	� ����!�8*�7 �#�'�$= �$����� %;#!$�8�= � �'��!� NM2MS◦� � 9�!�

�$���� ��'8���8 ������$=��8 %;�!�� #'� '�:%!'!�� �� :�����;+ �,!$ ��	��
�
��
���� ����
 � �����
� ��$! % �!� ��! �� �#�'�$� �$8 #!���'&���8 ��!'!���
�,!$ ���&���8 �!$&�� );�= :�����! ��	!��% ��� �� #'8�!$���+�!� #$���'!%����
H?!'��$� H5�KKI #!9�!�� #�'�� %%!�!� % �#�'�$= $����� �!$&�� #'��%�'���$=�
�! ���	����! �,!$ #$���'!%���8 �� ��! '���!�����8 %;�!�� � #!�$� %;#!$����8
'�:%!'!�� F ���!���! �,!$ �� ��! ���&� '���!�����8 %;�!��� ('� �%�$������
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���� 5�65G �$�8��� �'��� �� >�, �#�'�$� � �� %;�!�� %;�!�� % ,!'�:!���$=�;+
#!$��

���� 5�6TG ��%����!��= >�,� ����!�8*�+ �#�'�$� !� �'���

�'��� �! NM2MS◦ >�, !��!,! %���� �#�'�$� ����=>����8 ,!'�:�! );��'�� ��� �%��
$���%����8 '���!� %;�!�; �� %%!� � %;%!�� ('� �%�$������ �'��� �%;>� NM2MS◦

'���!� %;�!�; �� %%!� � %;%!� '����� );��'�� ��� ����=>����8 >�, ���!+ �#��
'�$� H'��� 5�65I� � '�:�$=���� #!$������8 ��! #!��'8 %;�!�; �� %���� �#�'�$� 
%�$7��8 ������� %%!�� � %;%!�� ����� &�
��������� ���� % '�+!�� �'���
NM2MS◦�

6� ��&�!� :������� ���7� ���������� � ������� �"����� �	�����!
���0��� ������� !��!����$=�! �%8:���;� !��+� ����!' �,$!%!+ ��!'!��� %'��
*���8 ���!$��� ω� ��#'�%$�� %�'����$=�! %%�'� �� $�%!+ �#�'�$� � %�'����$=�!
%��: F �� #'�%!+ H#! #'�%�$� D)�'�%����EI� �� '��� 5�64 #!��:��! '�:$!&����
%���!'� ω� �� �%8:���;� !�� ���!$��� x1, y1, z1 �� $�%;� %!��!�8*�+ � ����!�8*�+
�#�'�$8�� �����! ����� �,$!%;� ��!'!��� ωx ωy ωz �!$&�� �!:���= $����� '�$8�� 
��!); #!$���$��= #'�%�$=��8 �#�'�$=�

<�������	!�� &�&������� ��� z1 ���!$�� � �� $�%!+ � �� #'�%!+ �#�'�$8�
�!$&�� %'�*��=�8 � ������� �
������
��� H+ωzI ��! !)��#���%����8 �!!�%����%��
7*�� !��$!������ '���� �� ��)8�

<�������	!�� ������
	!��� ��� y1 ���!$�� �
 	���� �#�'�$� �!$&�� '�:%!�
'���%��=�8 �	��� H+ωyI � �
 &�
��� �#�'�$� F �&�
�� 9 −ωyI ��! !)��#���%����8
!��$!������ #���$�+ #! �#�'�$� H���! !��$!����� :���= ��%�$��! � #'�%�$=���
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,!%!'��= ! ��&���� �� #���$= % ��!'!�� %;#!$�8��!+ �#�'�$�I� ��!)�!���!� #!�
$!&���� #���$�+ �!��'!$�'����8 #! ��+�'�$=�!�� #!$!&���7 >�'��� ���:���$8
��!$=&���8�

'
 	��� %�'�&� � 	���� %!��!�8*�+ �#�'�$� ��������	!�� &����	!��� ��� x1

���!$�� �!$&�� %'�*��=�8 �&�
�� H+ωxI �
 	���� ����!�8*�+ �#�'�$� F �	��� 9
H−ωxIU �
 &�
�� %�'�&� � &�
��� %!��!�8*�+ �#�'�$� F �	��� H−ωxIU �
 &�
���
����!�8*�+ �#�'�$� F �&�
�� H+ωxI� J�! %'�*���� ��!)�!���!� �$8 #!��!8���%�
�'��� !)��#���%����8 �!!�%����%�7*�� !��$!������ 9$�'!�!%� (!���'&�%�8 �'��
!��$!������ '���� % �� �$� ���7 ��!'!�� �$����� !)'����= %������� �� �! ��!);
�� �%�$����= �'�� � �� %!+�� % ,$�)!��7 �#�'�$=� �;#!$�8�= ����!�8*�� �#�'�$�
� �'��!� )!$�� 50◦ � � �,$!� ���&���8 )!$�� 20◦ �� '��!��������8�

���� 5�64G ����!' %'�*���8 ���!$��� � �,! �!���%$87*�� �� $�%;� %!��!�8*�+ �
����!�8*�+ �#�'�$8�

�������0�� ������# F )!$�� )�:!#����8 ?�,�'� � �� �!&�! %;#!$�8�= �
$7);� �'��!� � �,$!� ��)!'�� �! �$����� :���= ��! #'� �%�$������ �,$� ��)!�
'� ��&�! ����=>��= ��!'!��� %'�*���8 !��!����$=�! #!#�'���!+ � %�'����$=�!+
!��+ Hωz � ωyI � !��!����$=�! #'!�!$=�!+ !�� HωxI F �%�$���%��=� ��� ��� %'�*��
��� !��!����$=�! #'!�!$=�!+ !�� HωxI �!$&�! );�= ��#'�%$��! % #'!��%!#!$!&��7
%!��!�8*�+ �#�'�$� ��!'!�� �! #'� �%�$������ �,$� ��)!'� %!��!�8*�8 �#�'�$= !��
�!,! ��#'�%$���8 #!���#���! #'�%'�*����8 % %!��!�8*�7 )!��� #'!��%!#!$!&�!,!
��#'�%$���8 H'��� 5�5SI ��! �!$&�! !)��#���%��=�8 �!!�%����%�7*�� !��$!������
'�$�+ �� �� ����=>����� ��&���8 �� #���$= ����=>����� !��$!����8 '���� �� ���
)8 � �%�$������� !��$!����8 '���� % ��!'!�� )!��� H% ��!'!�� #'!��%!#!$!&��7
#�'%!����$=�!+ �#�'�$�I�

5� ����	� ������������� � ��	�+��� �������� �� �#�'�$� % !��!%�
�!� ����� &� ��� � �� %�'�&� �$� '�:%!'!��� �! ���7��8 ���!�!';� !�!)���!����

"�� ����� � ���-������ �&��
	! �����$� �!:�����8 ��!)�!���;+ � �	 ������
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���� 5�5SG �;'!&����� $�%!+ %!��!�8*�+ �#�'�$� % #'�%�7 %!��!�8*�7 )!��� #'�
�%�$������ �,$� ��)!'�

���% � :���� ����� �� ���!+ �#�'�$� ��!'!��= #!���'&�%����8 �%�$������� �$�
����=>����� �,$� ���&���8 #'� #!��!8��!� �'��� H45◦I �� �� �:�������� #�'��
,'�:�� #'� #!�!*� !��$!����8 '���� !� ��)8 �$� �� ��)8�

�� ����!�8*�+ �#�'�$� '��#'!��'�����;� ���	������ 8%$8���8 �%�$������
�'��� %�$����%�� !>�)!��;� ��+��%�+ $������� �� 9�� !>�)�� �!&�� ���$��%��=�8
�'�,�8 F ��'��$���� $������ #'��!�%'����= !#������� �!�� ���!$��� %;)�'�����
'���� �� ��)8 )�: ����=>���8 �'���� ('� $7)!� ��#!�8��!� #!%������ ���!$���
�� ����!�8*�+ �#�'�$� H!#������� �!�� ���!'���� %'�*���8 �%�$������ #�'�,'�:�
�� � �� ��I �$����� #'�&�� %��,! ������� �
�	�� �� ����
� ��#'�%$8�= )!$=>��
!��$!����8 )�: %;%!�� ���!$��� �: �#�'�$� :���= �� '��!��������8�

"�� ����� � ���-������ �&��
	! ���&� �����$� �!:�����8 ��!)�!���;+ � �	
�
���
% � :���� ����� �� ���!+ �#�'�$� ��!'!��= �!&�! '�,�$�'!%��= ��� �:���
������ #�'�,'�:�� � �'��� #'� #!��!8��!� �,$� ��)!'� H����=>���� #�'�,'�:��
�#!�!)��%��� �%�$�����7 ��!'!���I ��� � �:�������� �,$� ��)!'� #'� #!��!8��!�
�'���� �);��! #'����8���8 �!�)���'!%���;+ �#!�!)� ��#'���' �$8 #'��!�%'��
*���8 #�����8 ��!'!��� ����=>�7��8 � #�'�,'�:�� � �,!$ ��)!'� � #!�$���7*��
����=>����� �'����

���!%�;� ���	������ �� %!��!�8*�+ �#�'�$� 8%$8���8 #!���#���!� �%�$��
����� �'��� ��!,�� :� 90◦� J�! !��$!����� ����!%���8 �'���!���'����;� ��$�
!�! �!#'!%!&�����8 !��!%'�����;� �%�$������� �,$� ��)!'� � #!��'�+ ��!'!����
#�&�
�	��! ���!� !��$!����� �$����� �%�$������� �'��� �! 180◦ � %;�!�!� % ,!�
'�:!���$=�;+ #!$�� % #�'�%�'���!� #!$!&���� � ���'���!+ #�'�,'�:�!+ �!!�%���
��%�7*�+ �������!'�!+ H#'�)!'�!+I ��!'!���� � �!�"� %;#!$�8���8 #!$�)!����
$��!%���$=�! %;�!� �: %!��!�8*�+ �#�'�$� �!&�� %;#!$�8�=�8 !���� �: �#!�!�
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)!% %;�!�� �: ,!'���
('� ��$!� �,$� ��)!'� %;%!� �: %!��!�8*�+ �#�'�$� "�$��!!)'�:��� #'!�:%!�

���= !);��;� �#!�!)!� �� �� �)'��= �'�� � !��$!������ '���� !� ��)8 #!$!&��=
�!� ���!$��� �� ,!'�:!��� ('� )!$=>!� �,$� ��)!'� %;%!� $��>� #'!�:%!���= D���
'�: #$��!E �� �� �%�$����= �'�� :� 90◦ H%#$!�= �! 180◦I !��$!������ '���� �� ��)8
#!$!&��= �!� ���!$��� �� ,!'�:!�� � %;%�'���= ���!$�� #!$�)!��!+ % �!'��$=�!�
#!$!&���� ,!'�:!���$=�!,! #!$����
��� ����������� #'� %;#!$����� �#�'�$� !);��;�G �� �!#�����= �'�:��'�

�!,! #�����8 ��!'!��� �� ����!�8*�+ �#�'�$� F �%�$�����8 �'��� � �,$� ���&��
��8 � �� %!��!�8*�+ F �'�:��'�!,! �%�$�����8 �,$� ��)!'��
��� ������ %;#!$����8 �#�'�$� #! ����;� !)C����%�!,! �!��'!$8 �!&�!

!,'������=�8 !);��!+ #'!%�'�!+ !������%�8 #'�%;>���8 $���;� !,'�������+� ('�
���!'��$=�!��8� % %;#!$����� �#�'�$� �$����� �'�:� &� !)'����= %������� ��
%�$����� �'��� � �� #!'8�!� % �!�!'!� �)�'�$��= �� %;%!�� �'�� � �,!$ ���,�&��

�+� ��� � �	���

3� ����� ���� F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$�� !#��;�
%��� % ���$!��!+ #$!��!��� :�������7 �'�%�7 '��#!$!&����7 %;>� �!��� %%!���

@� ���8&�!+ ��������! �����(��! ��! !���= ����! %;'!&�����8 % #'��
�$��!%���� #'!��%������ �'�, �'�,� #! �'����!'�8� �!�!+ #��$�� ��%8:�% )!+ ��
,!'�:!���$8� ��!��! �: $�����!% �������� #!���#���! #'�#!������= !��� �'�+
%�'�&� ��!); ��#!$=:!%��= #'�%!��!���%! % nx� � D��'���$=E #'!�!$&����8 % ���
�$!��!+ #$!��!���� ('� :�%8:�� )!8 �� %�'����$8� H#!,!�8 � ��!� #! �'����!'�8�
!);��!+ #��$� �����'!%�I � !��!,! �: #'!��%���!% %�$����%�� ��$!+ %�$����;
nx� �!&�� ���!���%��= ��!'!��� �$8 %;�!�� % %�'��77 �!��� #��$� � �!,�� ���
��%'�'!%���� ���&� #�'��!��� % ���$!���7 #$!��!��=� ����� !)'�:!� �!��8 #��$8
8%$8���8 !��!+ �: ���;� '��#'!��'�����;� ?�,�' ����%'���!,! %!:��>�!,! )!8�

('�%�$=��8 �!��8 #��$8 �!$&�� %;#!$�8�=�8 % ! � � ! + # $ ! � � ! � � � 
���$!� �!�!'!+ � ,!'�:!��� :������8 �,$!� ψ H'��� 5�53I� � !);��;+ %�'�& Hψ = 0I 
� #��$8 �����'!%� Hψ = 90◦I 8%$87��8 �����;�� �$���8�� �!�!+ #��$�� L�����
�!$&�� ����= %;#!$�8�= �!��7 #��$7 #!� $7);� �,$!� ���$!�� !� S �! 90◦�

���� 5�53G ��'����; �!�!+ #��$�

K� ����� 	���! ���� !��!%��� �� ��!'�� �%�&���8 % ���$!��!+ #$!��!��� 
�:$!&���!+ % BZ ,$�%� Hi @ #� 5 '��� 6�@I� ��#!���� !����� ���!�!';� %�$����; 
%�&�;� �$8 #�$!��'!%���8G

∆γ F � �	 ��������
��� #$!��!��� ������'�� ���!$��� !� #$!��!��� �!�!+
#��$�� J�!� �,!$ ��!)�!��� �$8 ���'&���8 ���!$��� % :�����!+ #$!��!��� �� ��
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�$8 !)��#�����8 '�%����%� ��$ G cosψ = Y sin ∆γ !����� );$� #!$����� ?!'��$�
sin ∆γ = cosψ/ny H6�TIU

ϕ	� F �,!$ #!%!'!�� �'����!'�� % #$!��!��� �!�!+ #��$� �%8:���;+ � �,$!�
���$!�� �'����!'�� � ,!'�:!��� :�%����!��=7 sin Θ = sinψ sinϕ	� H6�3SI�

O�� ���=>� �,!$ ψ H)$�&� � %�'�&�I ��� )!$=>� �!$&�� );�= �,!$ !��'����
%���8 ∆γ !� #$!��!��� ?�,�';� ('� �%�$������ �,$� ψ H)$�&� � #��$� �����'!%�I
�,!$ !��'���%���8 ∆γ ����=>����8 � ����!%���8 '�%�;� ��$7 #'� ψ = 90◦�

�: ?!'��$; H6�TI ���&� %���! ��! �,!$ !��'���%���8 ∆γ ����=>����8 #'� �%��
$������ #�'�,'�:�� #!9�!�� % #�'%!+ � #!�$����+ ���%�'�8� �!�!+ #��$� H�!,�� #��

���� ����� * ����������� �#�� ����� �� ����
�����

'�,'�:�� �'�%����$=�! )!$=>�8I �,!$ ∆γ
�!$&�� );�= ���=>� ��� %! %�!'!+ � �'��
�=�+ ���%�'�8� H�!,�� #�'�,'�:�� ����=�
>����8I� ��#'���' #'� %;#!$����� �!�
�!+ #��$� � �,$!� ���$!�� ψ = 45◦ �,!$
!��'���%���8 % ��&��+ �!��� #'� #�'��
,'�:�� ny = 6 �!$&�� );�= '�%�� ∆γ = 7◦

H�'�� γ = 38◦I % %�'���+ �!��� #'� #��
'�,'�:�� ny = 2 #!$���� ∆γ = 21◦ Hγ =
114◦I�

�������$=�! #'!���$�:�'!%�% �,$; ψ 
γ � ∆γ �� '��� 5�5@ �!&�! ��+�� ��! %
��&��+ �!��� �!�!+ #��$� � , ! $ � ' � � �
H!��!����$=�! ,!'�:!���$=�!+ #$!��!���I
'�%�� γ = 90◦ − ψ − ∆γ � % %�'���+ �!��
�� γ = 90◦ + ψ − ∆γ� ��&�� 9���� �!��
���� �'�� γ �:���8���8 #! �$!&�!�� :��
�!��� ��$� % #�'%!� #'�)$�&���� #'����
)'��= �,$!� !��'���%���8 �� �� #!$!&��=
∆γ = 0 �! �,!$ �'��� γ0 )���� �%8:�� �
�,$!� ψ � � �,$!� #!%!'!�� �'����!'�� %

#$!��!��� #��$� ϕ	� �$���7*�+ ?!'��$!+G

tg γ0 =
tg(90◦ − ψ)

cosϕ	�
. (7.35)

�� '��� 5�5K 9�� :�%����!��= #!��:��� ,'�?������� � ����$� �!�!+ #��$� γ0 =
90◦ −ψ #'� #!%!'!�� �� 90◦ H�� �� % ����$� %�!'!+ ���%�'��I γ0 = 90◦ #'� #!%!'!��
�� 180◦ H�� �� % %�'���+ �!���I γ0 = 90◦ + ψ #'� #!%!'!�� �� 270◦ H�� �� % ����$�
#!�$����+ ���%�'��I γ0 = 90◦ % �!�"� �!�!+ #��$� γ0 = 90◦ − ψ�

�$8 #!$�����8 %�$����; 7
�������� � ����
 �� #'�%�$=�!+ �!�!+ #��$� ��&�!
�: γ0 % ��&�!+ �!��� #��$� %;����= �,!$ !��'���%���8 ∆γ %;���$���;+ � ����
�!� �:������8 #�'�,'�:�� ny� ('���'�;+ '�:�$=��� #'�����%$�� �� '��� 5�5N� ��$�
?���"�8 γ0(ϕ	�) � '��� 5�5K �#'�%��$�%; % $7)!� �$���� � �$8 $7)!,! ���!$��� 
�! ?���"�8 γ(ϕ	�) � '��� 5�5N :�%��8� !� ��#� ���!$��� � ����'; #�$!��'!%���8 
�� �� !� :��!�� �:������8 #�'�,'�:�� ny #! �,$� #!%!'!�� �'����!'�� ϕ	��

N�  ���� ������ !� �!��� %%!�� �! %�'���+ �!��� �!�!+ #��$� H�!�!+ #!$�#���
$�I :�%���� !� �'����+ #�'�,'�:�� ny �,$� ���$!�� ψ � �'����+ ��!'!��� V � �!��;+
'����� �!�!+ #��$� %!:�!&�� �!$=�! ���!���� ���$���!,! ����,'�'!%���8 �'�%���
��+ �%�&���8 "���'� �8&���� ���!$���� ('�)$�&���;+ '����� �!&�! #'!�:%����
� ��#!$=:!%����� 9��',�������!,! ���!���

��$� �� !);��!+ #��$� �����'!%� ���!$�� �! %�'���+ �!��� ��)�'��� %;�!��
∆H �! �� �!�!+ #��$� F #'� '�%�;� '������� F )���� ��)'��� %;�!�� ∆H sinψ�
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���� 5�5KG �:������� �'��� �� �!�!+ #��$� %;#!$�8��!+ )�: !��'���%���8 #$!��!�
��� ������'�� ���!$��� !� #$!��!��� ?�,�'; H��!'��������+ �$���+I

��)�'�8 ���=>�7 %;�!�� ���!$�� �� �!�!+ #��$� ���=>� ��'8�� ��!'!��= #!9�!��
��	
��! ����� � ��������� ����&
��� � ����
 � ����� &��	� '��>�'8���8 #! �'�%�
����7 � !)$���=7 �$8 !);��!+ #��$�� ('� #'�%�$=�!� #�$!��'!%���� )�:!#���;�
��!'!��= � %;�!�� %%!�� !#'���$87��8 �: ��$!%�+ %;�!�� % %�'��77 �!��� #��$�
�� ��!'!��� �� ����� 9%!$7��%�!+� �� '��� 5�5M ��� #'���' #!��:��� :�%����!��=
!)$���� VFH %%!�� % �!��7 #��$7 H� �!��7 #!$�#��$7I !� �,$� ���$!�� #$!��!���
?�,�';� ('� ψ = 90◦ ����� !)$���= %%!�� % !);���7 #��$7 H#!$�#��$7I� (! ��'�
����=>���8 �,$� ψ ,'���"; !)$���� %%!�� #'�)$�&�7��8 � ,'���"�� ���#�:!��
,!'�:!���$=�!,! #!$��� ���!$����

M� ����	� ������������� �� 	���! ��� �$!&��� ��� �� !);��!+ #��$�
�����'!%�� J�! !)C8��8���8 �	���� �������� ����
 #'� #!%!'!�� �'����!'��
H'��� 5�5NI�

"�� ��	!��- � 	
- ψ �!��7 #��$7 �!&�! %;#!$�8�= � #!��!8��;� ���$!�!� #!�
#�'���!+ !�� ���!$��� � ,!'�:!��� �� �� ��� ��������
��� �� �,!$ ∆γ ��� ��� %�$���
��%�� ��$!��� )!�!%!+ �!���%$87*�+ %��� �#�'�$=�!��= �'����!'�� :���= ��:�����
��$=��� � 9�!� �$���� ?���������+ �'�� γ )���� '�%�� �'��� γ0 H'��� 5�5KI� �������
#�$!��'!%���8 � #�'��$7����� %������8 F ��� �� !);��!+ #��$� �����'!%��

"�� 
	�- � 	
- ψ H����� 30◦I �'�� �!'!>! !#'���$8���8 ��� #! ������%���!�
�� ,!'�:!��� ��� � #! �%��,!'�:!���� � ����!� �$���� ������� #�$!��'!%���8 �
#�'��$7����� %������8 F ��� �� %�'�&�� ��!)���!��= :��$7�����8 �!$=�! % �!� 
��! % ��&��+ ����� ?�,�'; �'�� ��&�! ����!$=�! ����=>��= � % %�'���+ ����� F
�%�$���%��= H��� '��� 5�53 � 5�5N #'� ψ = 0 � 15◦I�

���)!$�� �'���! %;#!$���= #'�%�$=��7 �!��7 #��$7 �� ������ � 	� �
�	��
�
�!:=��� �$8 #'���'� #��$7 � �,$!� ψ = 45◦� �� %%!�� �'�� :���= �!$&�� );�=
'�%�� γ = 37◦ H#'� #�'�,'�:�� ny = 5I� ('� '�:%!'!�� �� 90◦ �'�� ��&�! �%�$����=
�! γ = 80◦ H#'� ny = 4I� � %�'���+ �!��� �'�� �!$&�� );�= '�%�� γ = 120◦ H#'�
ny = 2, 7I �! �'�� 120◦ )���� %!�#'��8� $�����!� ��� �'�� 60◦� �� ����!�8*�+
����� �!�!+ #��$� �'�� #'� ���$!,���;� #�'�,'�:��� �$����� ����=>��= !� 3@S �!
TS � 37◦�

��� &� #'��������� %;#!$���= �!��7 #��$7 �� ������ � 	� �
�	��
 �� #$!��
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���� 5�5NG V��������!� �:������� �'��� �� �!�!+ #��$�

�!���h � � � ! � � � � � " � � :���= �!&�! ���= �$���7*���

('!��$�% %�� ��!)�!���;� !#�'�"�� #'��>���%�7*�� %;#!$����7 ?�,�'; $���
��� #! ������%���!�� ,!'�:!��� � #! �%��,!'�:!��� �!:���� % ,!'�:!���$=�!� #!�
$��� $�%;+ �'�� 37◦ H�$8 #'���'� '����!�'�� $�%�7 �!��7 #��$7 � �,$!� ���$!��
ψ = 45◦I � % ������� K2N � �%�$���%��� #�'�,'�:�� �! ny = 5 − 6� � ������� 9���
������ ���� ��������
���� &�������� H#! �%��,!'�:!��� '��� 5�56I ��� ��� %
����$� ?�,�'; �'�� � �� �!$&�� :�����! �:���8�=�8� ��!'�������� #'� #!%!'!�� ��
�,!$ ϕ	� = 20◦ �'�� �$��!%�$! ); �%�$����= !� K5 �! 39◦� J�! #!$!&���� ���!$���
?����'����8 �� �� �� �!#�������8 %'�*���� %!�'�, #'!�!$=�!+ !��� (!�$� #!%!'!��
�'����!'�� �� �,!$ ϕ	� � 40 − 50◦ ��$�9��� �� �%��,!'�:!��� �������� #!���#���
�! :�%�$�%��=�8 � �� 9�!� #'�)!' �! %�'���+ �!��� ?�,�'; !)'�*��= %������� ��
�$������

'
 ���-������ �
��� 7� ��� #!�$� #'!�!�� ��������� #�'�,'�:�� #'!��'���
��%���!� #!$!&���� ���!$��� �!&�! #'!�!��'!$�'!%��= #! #!$!&���7 #!#�'���!+
!�� ���!$��� H#$!��!��� �';$�I !��!����$=�! :��$� %!�#!$=:!%�%>��= ��� !)��!�
8��$=��%!� ��! %!!)'�&����8 #!#�'����8 !�= H#'!�!$&���� #$!��!��� �';$�I ��
#'!�8&���� %��+ �!�!+ #��$� D�#�'����8E #'���'�! % !��� �!��� :���!+ #!%�'��
�!��� H'��� 5�55I�

) ���-��� ����� '������'�%���!+ �!�!+ #��$� ���!$�� �!$&�� #!�!+�� � $�%;�
�'��!� 120◦ H��$� !�����;%��= �'�� !� �!'��$=�!,! #!$!&���8 ���!$���IU $�����
% ����!� �$���� !�����;%�8 �,!$ !� #�'�%�'���!,! #!$!&���8 )���� ������= ��!
���!$�� ����� #'�%;+ �'�� 60◦�  �:!)'�&���;� �� '��� 5�5T �'��!� �!&�! #'!+��
:������$=�;+ �����!� �!�!+ #��$� %)$�:� �� %�'>��;� ��!'�������� #'� #!%!'!��
�'����!'�� !� ϕ	� = 160◦ �! ϕ	� = 200◦ �,!$ �'��� �!$&�� �:�����=�8 �� %�$�����
±3◦� ��$� &� ���!$�� #!�!>�$ � %�'���+ �!��� �!�!+ #��$� � �'�,�� �'��!� �!
:���= ���;+ ��!)�;+ �!���� �$8 %!�����!%$���8 �!'��$=�!,! #'!��'����%���!,!
#!$!&���8 % �!!�%����%�� � '��� 5�5T�

�);��! #'� ��+�'�$=�;� 9$�'!��� �� %!��!�8*�+ ����� �!�!+ #��$� ���!$��
��'�����8 �%�$����= �'�� #! �'�%����7 � ��!)�!���;� �$8 �!'��$=�!,! %;#!$���
��8 ?�,�'; H#'����; �%�$�����8 �'��� F �� &� ��! � �� %�'�&�I �� �� % ��>��
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���� 5�5MG �)$���= %;�!� � ��!'!���+ )�:!#���!,! %%!�� % �!��7 #��$7 � #!$�#��$7

���� 5�56G (!$!&���� ���!$��� �� %%!�� % $�%�7 �!��7 #��$7 � ���$!�!� 45◦ H$�%;+
�'�� !�!$! 37◦I

#'���'� ���!$�� � %�'���+ �!��� ��'�����8 #!�!+�� � �'��!� γ > 120◦ H#'�)$��
&�8�= � #�'�%�'���!�� #!$���I ��! #! '��� 5�5T �!!�%����%��� #!%!'!�� ��)��; �
��$�9���� �� 	�� #'!��% ���!%!+ ��'�$�� H%$�%!I� �$8 %!�����!%$���8 �!'��$=�!�
,! #!$!&���8 ���!$��� Hγ = 120◦I $����� �!$&�� :���= !��$!���= '���� %#'�%!�

�� #'�%!+ �!�!+ #��$� �$8 %!�����!%$���8 �!'��$=�!,! #!$!&���8 ���!$��� %
%�'���+ �!��� ��*� #'��!����8 !��$!�8�= '���� %$�%!�

'
 ���-������ �
��� �!�!+ #��$� �!� ���!$��� �$����� %���� %�!$= %!!)'�&��
��!+ $���� #�'�������8 #$!��!��� ?�,�'; � #!%�'��!��=7 :��$� H'��� 5�54I �$8
��,! ��&�! #�'�!������� #!,$8�;%��= %%�'� H�� :��$7I %�!$= $���� �@+�

6� ��	������ � �(��	� �� �!�!+ #��$� F #'���'�! �� &� ��! � �� !);��!+
#��$� �����'!%� H%;�!� % %�'��77 �!��� �� #!��&���!+ ��!'!��� ����=>���� �$�
�%�$������ #�'�,'�:�� #! �'�%����7 � :�����!+ � �� ��I�

X � ' � � � � ' � ; � ! � � $ ! � � � � � � �$8 �!�!+ #��$� 8%$8���8
������#����# ���	����� H%;#!$����� ?�,�'; �� % !��!+ #$!��!���I� <����

	�����
 F ��#'�%�$=�!� !��$!����� 9$�'!�!%� "������ F �������� !#'���$8�=

@54



���� 5�55G �!��'!$= #'!��'����%���!,! #!$!&���8 ���!$��� �� %!��!�8*�+ �����
�!�!+ #��$�

#'!��'����%���!� #!$!&���� ���!$��� �� �!�!+ #��$� ��#!������� ��!'���������
!��!% ����!+ ?�,�';�

����= ����! $����� %;#!$�8�� �!��7 #��$7 )�: !��'���%���8 ���!$��� �� �,!$
∆γ �� �� �!�'��88 ���:����;� #!$!&���� #!#�'���!+ !�� ���!$��� !��!����$=�!
:��$� H'��� 5�TSI� ('� 9�!� ��!,�� ,!%!'8� ��! ����8 �!��8 #��$8 %;#!$�8���8 �
D#!��!8��;� �'��!�E �!�8 ?��������� � #! 	�� �'�� :���= ���8���8 #! :��!��
γ0(ϕ	�) �:!)'�&���!�� �� '��� 5�5K� ('� )!$=>�� �,$�� ψ ����7 ����'� #�$!��'!�
%���8 ��$=:8 ������= !>�)�!+ � �!&�! ��&� '��!����!%��= ��� ��� �#�'�$=�!��=
�'����!'�� �:�:� ��$!��� )!�!%!+ �!���%$87*�+ %��� #!��� ��:������ � )!�!%!�
��$!����� ∆z ��$!� ('� ��$;� �,$�� ψ !��'���%���� !)8:���$=�! !�!)���! ��
����!�8*�+ ����� �!�!+ #��$� ��� ��� % #'!��%�!� �$���� ���!$�� :��8,�%����8
% �#�'�$=� ('� #!#������ % ����!�8*�7 �#�'�$= �� % �!�� �$���� �� �$����� #;�
���=�8 #'!�!$&��= ?�,�'�� '���� ����	���� ������� �
�	�� �� ����
% 
 �
��
@ �� &������
��� H#! '��� 5�TS � % �!��� 4 �$����� #!%�'���= ���!$�� 9$�'!����
%#'�%! � %;%!���= �: #���'!%���8 ��� #!��:��! #�����'!�I�

�! %'�� �!&�� #'������ � ��������� ��������
��� �� %!��!�8*�+ ����� �!�!+
#��$�� ��$� �,!$ ∆γ )���� )!$=>� ��� �'�)����8 �! ���!$�� %!+��� % %!��!�8*�7
�#�'�$= H'��� 5�T3I � :� ���� ��)!'� �!#!$����$=�!+ %;�!�; #!��'8�� ��!'!��=�
('� ��#'!�:%!$=�!� %�!�� % %!��!�8*�7 �#�'�$= ���&� �� �$����� #'!�!$&��=
?�,�'� � ��&�! �%�$����= �'�� �! 180◦ H#!$!&��= ���!$�� �� �#���I #!��8���=
�!� ���!$��� � ,!'�:!��� H�%�&����� '���� �� ��)8 � �!:������ #�'�,'�:�� �!�
!�%����%�7*�+ #'�)!'�!+ ��!'!���I � %;#!$���= #!$�)!���� �!,�� �#�'�$=�!��=
�'����!'�� !)��'�&��� � :�#!:������ #'� :������$=�!� #������ ��!'!��� H�! 9%!�
$7��%�!+ � ��&�I �! ��&�! !�����+ '���� !� ��)8 ����=>��= #�'�,'�:�� #!���
�! ��$8 H�! +0, 2 ÷ +0, 3I �)'��= �'�� � ��!$=&���� #!���%��= '�$� ��+�'�$=�!
� #!:%!$��= ���!$��� ���!��!8��$=�! !#�����= �!� � ��)'��= ��!'!��= #!�$� ��,!
�#'�%$8��!��= %!������%$�%����8 � $����� �!&�� %;%���� ���!$�� % '�&�� ,!'��
:!���$=�!,! #!$��� �$� �����= ���!+�$�)! �!%;+ ����%'�
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���� 5�5TG (!$!&���� ���!$��� % %�'���+ �!��� $�%!+ �!�!+ #��$� � ���$!�!� 45◦

H$�%;+ �'�� 120◦U #! �����7 $������ F 9�! #'�%;+ �'�� 60◦I

� 9�!� %!#'!�� ��&�! ��'!,! #'���'&�%��=�8 '��!�����"�+ ����'��"��� ��� 
��#'���' �$8 ���!�!';� ���!$��!% '��!��������8 #'� #!��'� ��!'!��� �� )!$=>��
�,$�� ���,�&� �%�$�%��= ��>��� �� �!� !��$!������ #���$�+� �����! �$8 �'�,��
���!$��!% %;#!$����� ���!+ '��!�����"�� �!&�� #'�%���� � #!#�����7 % !);��;+
�$� #�'�%�'���;+ >�!#!'�

�$8 ���$7����8 %!:�!&�!��� #!#�����8 % %!��!�8*�7 �#�'�$= &����� &�	��
���� 7� ��� ���� ��&�	���! ��� ��������
���% �� �� � #!��!8��;� ���$!�!�
#!#�'���!+ !�� ���!$��� � ,!'�:!���� (! '��� 5�TS 9�! �!!�%����%��� ������� �'����
�!'�� 1− 2− 3� � ���-��� ����� ����� &��	� &�� 
	�- ψ � �	 ��������
��� ∆γ
����� ����
�! ����
��	!��� ('� 9�!� ���!$�� �: �!��� K H#! '��� 5�TS � I #!+���
#! �'����!'�� 3 − 4′ − 5′ − 1�

5� (!$�#�'�%!'!� H�!�!+ #�'�%!'!�I F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�
�!'!+ ���!$�� #!%!'���%����8 !��!����$=�! #'!�!$=�!+ !�� �� �,!$ )!$�� 90◦ H�!
����� 180◦I � #!�$���7*�� �%�&����� #! ����!�8*�+ �'����!'�� % ���$!��!+ #$!��
�!��� � %;%!�!� % ,!'�:!���$=�;+ #!$�� % ��#'�%$���� !)'���!� %%!���

(!$�#�'�%!'!� F ���= #! ���� %�!'�8 #!$!%��� �!�!+ #��$� #!9�!�� �-�

��	% ��+��%�7*�� �� ���!$�� �� #!$�#�'�%!'!�� ������ 9�!+ ?�,�'; � #'�%�$�
&�	������
��� ����� &� ��� �� �!�!+ #��$��

'�&�	��� &�	������% � �!�!'!+ ���������8 #!$�#�'�%!'!� �$����� %;#!$�8�= �
'�����!� :�?����'!%��= �'�� γ = 90◦ +ψ−∆γ H��� '��� 5�5@ #!$!&���� % %�'���+
�!���I� "�� ��	!��- � 	
- ψ #!$�#�'�%!'!� '��!��������8 %;#!$�8�= �� ��$!� ,��
:� �$� �� �������$� H% )!�%!+ !)����!%�� F �� �������$�IU ������� #�$!��'!%���8
#'� 9�!� ��#!������ ������� #�$!��'!%���8 �� !);��!� #�'�%!'!��� "�� 
	�-
� 	
- ψ #!$�#�'�%!'!� '��!��������8 %;#!$�8�= �� �������$� �$� �� ?!'��&�
H% )!�%!+ !)����!%�� F �� ?!'��&�IU ������� #�$!��'!%���8 #'� 9�!� ��#!������
������� #�$!��'!%���8 �� ?!'��'!%���!� '�:%!'!��� ��� � % �$���� �!�!+ #���
$� ���)!$=>�� :��'������8 �!,�� %!:������= #'� %;#!$����� #!$�#�'�%!'!�� ��
������� � 	
� �
�	��
 ��
������� Hψ = 40−50◦I� ����= !�!)!� %������� �$����
�� !)'����= �� !������%�� �#�'�$=�!��� �'����!'�� �$8 ��,! ���������8 %:,$8�!�
$���8 �%�&���8 �!�� ���!$��� #!�$� %;#!$����8 ����$=�!+ #!$�)!����

��$� �� !);��!� #�'�%!'!�� Hψ = 90◦I ���!$�� ��'8�� %;�!�� ∆H �! �� #!$�#��
'�%!'!�� #'� '�%�;� ������'�� )���� #!��'8�� %;�!�� ∆H sinψ #!9�!�� ��	
��!
����&
��� � ����
 �
�	��
 � &�	�&�������� >�'� ��� !)$���= �$8 !);��!,! #��
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���� 5�54G �!��'!$= #'!��'����%���!,! #!$!&���8 ���!$��� �� ����!�8*�+ �����
�!�!+ #��$� H�!� ���!$��� ��&�! %���� %�!$= $���� �@+I

'�%!'!���
�� '��� 5�T@ ��� #'���' #!��:��� :�%����!��= !� �,$� ���$!�� ψ )�:!#���!+

!)$���� HFV %%!�� % #!$�#�'�%!'!�; %;#!$�8��;� �� ��$!� ,�:� H#!�!)�;� ,'��
?��� ��*���%�7� � �$8 �$����% %;#!$����8 ?�,�'; �� �������$� � �� ?!'��&�I�
� ���!� #�'%!� #'�)$�&���� �!&�! ������= ��! )�:!#����8 %;�!�� %%!�� ����=�
>����8 #'!#!'"�!��$=�! sinψ ��$� ���� !� !);��!,! #�'�%!'!�� �!,�� ψ = 90◦ �
!);��!�� '�:%!'!�� �!,�� ψ = 0�

� ��;�$� �
�-��
 ������ #!$�#�'�%!'!� 8%$8���8 )!$�� �!%�'�!+ ?�,�'!+ ���
!);��;+ #�'�%!'!�� ��$� ��#'���' )�:!#����8 %;�!�� %%!�� % !);��;+ #�'�%!'!�
'�%�� K �% �! $����� #'!�:%��8 %%!� �� 9�!+ %;�!�� ����� �!����!��;+ '�:�'%
��&� #'� ,'�);� !>�)��� % ������� #�$!��'!%���8� ('� %;#!$����� #!$�#�'��
%!'!�� :�$!&���;+ )�:!#���!+ %;�!�!+ %%!�� '�:�'% �!&�� );�= );��'! �:'���!�
�!%��� (���= ��#'���' )�:!#����8 %;�!�� %%!�� % #!$�#�'�%!'!� � �,$!� ���$!��
ψ = 30◦ '�%�� 3 �% �! 9�� %;�!�� ���� '�:�'% �� %;%!�� �!$=�! #'� ψ = [\]^_ = 30◦�
��$� &� �� #!$�#�'�%!'!�� )���� �!#�*��� �#�'�$=�!��= �'����!'�� �$� �%�$����
��� �,$� ψ �! '���!� %;�!�; �'�:� &� '�:�! %!:'������ � #!$!&���� ����!%���8
�'����������

('� ��$�+>�� �!������ % #'�%�$=�!��� #'!������8 9�!+ ?�,�'; $����� �!$�
&�� �����$���! �)'��= �'�� �! ��$8 � %;%!���= ���!$�� �: #���'!%���8 #! �'���
��+>��� ��#'�%$���7 �� �� % %�'����$=�!+ #$!��!��� �� �!#����8 #'� 9�!� #�'��
�8,�%���8 '���� � �%�$�%���8�

��>� (�	��� � ������

3� &���! �������� F ?�,�'� #�$!��&� #'� %;#!$����� �!�!'!+ ���!$��
9��',���! ��)�'��� %;�!�� � !��!%'�����;� '�:%!'!�!� �� 180◦ �$� �� :�����;+
�,!$�

��!,�� )!�%!+ '�:%!'!� !#'���$87� ��� '�:%!'!� �� 180◦ % ������$=�!� %'��
�8 � �������$=�;� ��)!'!� %;�!�;� (!�$����� !#'���$���� ��#'�%�$=�! ��� ���
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���� 5�TSG �'����!'�8 �� �!�!+ #��$� #'� �� %;#!$����� )�: !��'���%���8 H1− 2 −
3 − 4 − 5I� ��#'�%$���� !��$!����8 H
@�@�I� �'����!'�8 #'� !��$!����� '����
%#'�%! % �!��� 3 H3 − 4′ − 5′ − 1I

�������$=�;+ ��)!' %;�!�; �!&�! #!$����= #'� ���$���!� '�:%!'!�� � ��$;�
�'��!� � ��!)!'!� ������$=�!� %'��8 #!$������8 #'� �%�&���� #! �'����!'�� 
��#!����7*�+ ?!'��'!%���;+ '�:%!'!� % ,!'�:!���$=�!+ #$!��!��� H�����$� �
��)!$=>�� ��)!'!� � :���� �! ���&�����I�

<!�%!+ '�:%!'!� �!&�� %;#!$�8�=�8 ���;�� �
������
���� �&����
�C % %��
�� ?!'��'!%���!,! '�:%!'!�� � ��)!'!� % %��� ����� %���� %!��!�8*�+ �#�'�$�
H� '�:$���;�� �,$��� ��)!'� � �'���I % %��� �!�!+ #!$�#��$� H� '�:$���;��
�,$��� ���$!�� �� #$!��!���I % %��� �!������8 %!��!�8*�+ �#�'�$� � �!�!+ #!$��
#��$�+ � �� �� �;)!' �#!�!)� %;#!$����8 )!�%!,! '�:%!'!�� :�%���� !� ����$=�!+
��!'!��� � %;�!�; �%�$�?���"�� $������ � ���������!+ !)����!%��� X!'!>! #!��
,!�!%$���;+ $���������'�)���$= �!$&�� ����= 9??����%�! %;#!$�8�= %�7 ��'�7
%!:�!&�;� )!�%;� '�:%!'!�!%�

@� <!�%!+ '�:%!'!� % #!$�!� �!!�%����%�� �! �%!�� ��:%����� 8%$8���8 ���!+
'��#'!��'�����!+ ?�,�'!+ ��� ����� �������������) � #!�!*=7 �!�!'!+
�!&�! !��*���%��=G

F %;�!� % ����$=��7 �!��� %%!�� % #���'!%���� #'� ����� ��:���!+ "�$� H%
�$���� %;�!�� �� �'�%�': "�$� �� #'���$=�! ��$!+ %;�!��IU

F %;�!� �: ����� ��:���!+ "�$� %;#!$�8��;+ �$8 !��!�� �$� #!��'!���8 ���
��%'� #!%�!'�!+ �����U

F ����� %!:��>�!+ "�$� ���*�+ � #'�%;>����� �� %��'���;� �$� %��'���!
#�'�����7*���8 ��'���U

F %;�!� �: ����� %!:��>�!+ "�$� %;#!$�8��;+ �$8 !��!�� �$� #!��'!���8
����%'� #!%�!'�!+ �����U

F #'!��%!:�����;+ ����%'U
F %;�!� �:�#!� ����� #'!��%�����
K� � !)*�� �$���� )!�%!+ '�:%!'!� 8%$8���8 #'!��'����%���!+ ?�,�'!+ � �$8
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('��������� 9�! !:������ ��! %�$����� #�'���*���8 ��� �$� #'!�!$&���$=�!��=
%;#���� �!'�!:�;� *���!% �$����� �!�:��'8�= �� �!$=�! � %�$����!+ !��$!����8
%��!�!,! ���!$��� !� :�����!+ ������"�� �! � �! ��!'!��=7 �:������8 ������"���

8������ '�,�$�'����8 ��$���� �����������
���� !�%!'!���� � �!%!'!���
�� �� �� �!!'����'!%���;� !��$!������ % �!!�%����%�7*�7 ��!'!�� '���� � #��

@4S



��$�+� ('� 9�!� %�$����� !��$!����8 '�$�+ � �:���
����� �'��� % �� �$� ���7 ��!'!�� �!$&�; �!�:���
'8�=�8 �� �!$=�! � %�$����!+ !��$!����8 !� :�����
�!,! ����'%�$� �! � �! ��!'!��=7 �:������8 ����'�
%�$��

� #'8�!$���+�!� #!$��� % �!�����!� ��'!7 ��$�
��� !��$!����8 !� :�����!,! ����'%�$� �!&�! '�,��
$�'!%��= � &��
	��� �! #'� 9�!� ��&�! ����;%��=
���!�!';� �!��!��� %!#'!��� ('� !��$!����� ���
#'���' &�
��� &��
	� �&���� '�$= ��#'�%$���8 !��
�$!�8���8 %#'�%! H'��� 5�TTI � �� '�$� #!8%$8���8 )!�
�!%�8 ��$� −Z�� ��#'�%$����8 �	���� � #�'%;+ �!�

���� %'����� #!�� ���'��;+ ���!$�� �*� �� ��#�$
#!%�'���=�8 ��$� −Z�� #'�%!��� � ���!�!'!�� ����

*���7 ���!$��� �	���% � �!$=�! #!�$� #!%!'!�� ?7�
:�$8&� #!8%$8���8 )!�!%�8 ��$� +Z �!�!'�8 ������
���*��= ���!$�� �&�
��% �� �� % ��!'!�� !��$!����!+
#���$�� J�!� 9??��� #�'%!����$=�!,! D��#'�%�$=�
�!,!E ���*���8 ���!$��� ��� )!$=>� ��� ���=>�
#$��! '�$8 ��#'�%$���8 !��!����$=�! "���'� �8&��
��� ���!$��� � ��� )!$=>� %�'����$=�!� !#�'���� 
��! !�!)���! ��'����'�! �$8 ���!$��!%�)���%!��!��

�'!�� �!,! #'� %;�!�!� '��#!$!&���� '�$8 ���
#'�%$���8 ��$� −Z�� % #�'%;+ �!���� #!�$� ����

&�
��� �!,� �'���� ���!$�� �	��� H% ��>�� #'���'�I
� �!���%$87*�8

���� ����� .��������� ��������
����� ���������� ���� �����
���
��� 
���
�

#!�C���!+ ��$; −Y sin γ �*� )!$=>� ���!'8�� �)$�&���� � %���*�� ���!$��!��
�!$=�! #!�$� !�%!'!�� �!�� %#'�%! � #!8%$���8 ��!$=&���8 �� $�%!� �';$! ���!�
$�� ������ �'����=�8 %#'�%! � �!���%$87*�8 +Y sin γ %����� � ��$!+ +Z ������
�%�$���%��= ����'%�$� � 9�!� � �!��!�� ��;�$ '�,�$�'!%���8 ����'%�$� D�!$=�!
#���$8��E�

�����! ��$� ���!+��! $����� �$�>�!� )��%�$=�! #!+��� '��!�����"�7 ���
��'��"�� ! '�,�$�'!%���� ����'%�$� #���$8�� � )���� #�'�'!%��= '���!+ ��'��$��
��� ���!$��� � ���'�����7 !� %���*�,! �! 9??��� #�'%!����$=�!,! D��#'�%�$=�
�!,!E ���*���8 ���!$��� �!&�� ��!&�����! #'�%���� � !#���!�� ����=>���7 ���
��'%�$��
����(�� H#'���&����I '�,�$�'����8 ��$���� �%�&���8�� '���� !� ��)8

� �� ��)8�
���:���;� �#!�!)!� '�,�$�'�7��8 ������"�8 ����'%�$ � #'�%;>���� H#'����

&����I �� �!$=�! % #'8�!$���+�!� #!$��� �! � #'� %;#!$����� $7)!,! ����%'�G
'�:%!'!�� #��$� #���'!%���8 )!��� � #'� �����!�'�� !�!)���!��� %;#!$����8
��'!�� '�:%!'!�� � )!��� ��� ��� �� !���$=�;� ?�,�'�� ������� �!�'�����8 ���
����"�� ����'%�$� � #'�%;>���8 H#'���&���8I ����8 &� ��� � % #'8�!$���+�!�
#!$��� �� '�:%!'!�� �$� )!���� ��#'���' �� #�'�%!'!�� %��!�;+ � %���*�+ ����
��$� ��+��%�7� ��� �� #!$�)!��� � �� ����!�8*�� ������� �'����!'�� F ��� %
#'8�!$���+�!� #!$����

5� -������� �����* �������'�%����8 '�:%!'!� ,'�##; �#!�!)!� D:��!&���
��8E �� �� � �!�'������� ���:����!,! #!��'!���8 �!,�� ���!$��; �%�&���8 #!
�'����!'�8� '�:$���;� '�����!% � � '�:$���!+ ��!'!��=7 H'��� 5�T4I� "��� ����
�
 � ���� � %��>��� � %���'����� ���!$��!% ���&� �
�	������ �$8 �!�'�����8
��'!8 � %��� ���!$��!% �!$&�� );�= ����
����� �!$=�! �������! ��
����� H#!�

@43



%!'!�� �'����!'��I� ������; '�:%!'!�� �%�� ���!$��!% !�$���7��8 �� %�$�����
����'%�$� ��&�� ���� �#'!�"�'!%���!,! �� ,!'�:!���$=��7 #$!��!��=� ������;�
%!:��>�;� ��!'!��� #'!#!'"�!��$=�; '��������

���� 5�T4G ��:%!'!� ,'�##; D:��!&������E

('� '�:%!'!�� % ������� ��'!7 !��!����$=��8 '�:�!��= % '������� � ��!'!�
��8� �'�+��� ���!$��!% �'�:%;��+�! ��$� � #'��������� �!&�� �� ����;%��=�8�
����= �$8 %��!�;� �!$&�� );�= !���%$�� !);��;+ '�:�'% �8,� ��!'!��� � #�'��
,'�:�� ��!)�!���;+ �$8 �!�'�����8 ����� % ��'!7�

('� '�:%!'!�� % �
������� ��'!7 � )!$=>��� ����'%�$��� '�:�!��= '����
��!% ��!'!���+ � #�'�,'�:!� � �'�+��� ���!$��!% �$����� �*���$=�! �����=� ('!�
%�'�� #!�$�&��G !������%�� !#���!��� �%�$�%���8 � %���'����,! %��!�!,! � #'�%;�
>���8 !,'�������+ #! ��!'!��� �$� #�'�,'�:�� � %��>��,! %��!�!,!�

������ #�'�,'�:!� '�����!% �,$!%;� ��!'!���+ � �'�,�� #�'����'!% '�:%!'!��
,'�##; %;#!$�8���8 ��� &� ��� �$8 !���!��!,! ���!$��� �! � ����!�G '�:�'%� �8,�
δP  '�:�'%� �,$� ����� δα '�:�'%� #�'�,'�:�� δny '�:�'%� ��!'!��� δV � '�:�!���
'�����!% #!���#���$=�;� ��!'!���+ �'��!% � #�'�,'�:!� $�%;� � #'�%;� %��!�;�
H#'� !�����!%;� �,$!%;� ��!'!��8� � %��� ���!$��!% ,'�##;I�

��$! :������$=�! �#'!*����8 ��$� ������8 ,!�!%;+ ,'�?�� �� �!�!'!� ���
�����; ,'���"; %!:�!&�;� '�:%!'!�!% !���!��!,! ���!$���� J�!� ,'�?�� �!&�!
#�'���'!��= �$8 ,'�##; ���!$��!% �$8 ��,! ��!)�!���! H'��� 5�4SIG

���� 5�4SG �'���"; %!:�!&�!,! %;#!$����8 '�:%!'!�� !���!��;� ���!$��!� H#����
��'I � ,'�##!+ H�#$!>�;� $����I

@4@



F �������= ,'���"� #! �8,� %$�%! %%�'� H� ����!� δP ,'�##;IU
F �������= ,'���"� #! Cy � %#'�%! %%�'� H� ����!� δCy ,'�##;IU
F �������= ,'���"� H#�'�)!$�I #! n�y %$�%! %%�'� H� ����!� δny ,'�##; �$� #!

#���!?�:�!$!,������� !,'�������8�IU
F �������= ,'���"� #! V��	 %$�%! H� ����!� δV ,'�##;I� ��#�'= �!&�! ��+��

$7);� ��'����'������ '�:%!'!�� ,'�##; ���8 ��! %�� ���!$��; ���7� !�����!�
%�7 �,$!%�7 ��!'!��= ω = dfracV r � �$��!%���$=�! D'��#!$�,�7��8E �� !��!+
#'8�!+ $���� %;�!�8*�+ �: ����$� �!!'������

��:%!'!�; ,'�##; �#!�!)!� D:��!&����8E %;#!$�87��8 �$� � �
�	��� &	�����
��� �����% �$� �
 ����� ������ H'��� 5�43I� � '�:!�����!� ��'!7 '�:%!'!� !);��!
#'!�:%!����8 �� !��!+ %;�!�� % �!�����!� F � ���$!�!� #$!��!��� ��'!8� ��:%!'!�
�� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� %;#!$�8���8 %���� ���!$����� ,'�##; �� !��!+ %;�!�� 
�! #'� 9�!� �!�����' �!$&�� �����= ��! %���'����� %��!�;� �� %��8� �%!�� %��
��*��� (!9�!�� '�:%!'!� #'��#!�����$=��� %;#!$�8�= % ��'!7 D#�$��,E % ��!'!��
%���*�,! � )!$=>�� ,'�##; �$����� '�:%!'���%��= �!$=�! % ��'!7 D�!$!��� #��
$��,!% #�'E �$� D�!$!��� #�$��,!% :%��=�%E� ��:%!'!� �� #'���$=�! ��$!+ %;�!��
>�'!�!+ ,'�##; % ��!'!�� %��!�;� �!&�� #'�%���� � #�'���>�%���7 ���!$��!%�

���� 5�43G ��:%!'!� ,'�##; % !��!+ #$!��!��� H
I � �� !��!+ %;�!�� H� I

T� ('� %;#!$����� '�:%!'!�!% ��'!�� ���)!$�� ����	������ ��	������%
�� � �(��	��� 8%$87��8G

F �%�$������ ����'%�$� � ������"�� %��>���� %��!�;�� �$� ����=>���� ���
����"�� � ����'%�$� %���'������ %��!�;�� %�$����%�� :�#�:�;%���8 � %%!�!� %
'�:%!'!�U

F ����=>���� ����'%�$� %��>���� %��!�;�� HD��%�$�%����E �� %���*�,!I
%�$����%�� '�,�$�'!%���8 ����'%�$� #���$8�� )�: �:������8 �'���� ('� ����=>��
��� ����'%�$� ���� %��>��+ �!,� )�: ����=>���8 �'��� #'�%!��� � �*� )!$=>���
�)$�&���7 � %���*��U

F ����=>���� ����'%�$� � ������"�� %��>���� %��!�;�� �$� �%�$������ ���
��'%�$� � ������"�� %���'������ %��!�;�� �� %;%!�� �: '�:%!'!�� %�$����%��
:�#�:�;%���8U

F )!$=>�� �!$�)���8 ����'%�$� � ������"�� %�$����%�� #$!�!,! ,$�:!��'� �
'�:��>���;� �%�&���+ '�$8�� � ����

4� &��	�* ('� %;#!$����� ��'!�� D)!���E 8%$8���8 ���!+ �'���!+ ?�,�'!+
#�$!��&�� ��!'�8 ,'�##!%!+ )!��� %;������ �: ��!'�� )!��� !���!��!,! ���!$����
('� #!��'!���� �'����!'�+ !���$=�;� ���!$��!% �� ,'�##!%!+ )!��� � #'� %;#!$�
����� 9�!+ ?�,�'; % %!:���� �$����� #!����= ��! �'����!'�8 !���$=�!,! ���!$���
F 9�! �#�'�$= ��%�'����8 �� ���!�!';+ "�$���' � '�����!� r�� ���!�8 �: 9�!,!
%;����7� ��+��%�8 %���*�,! � %��!�;��

�!�#�'%;� %���*�+ �!$&�� %;#!$�8�= )!��� ����!$=�! ���$����� ��� #'�
!���!��!� #�$!��'!%���� ��� ��� %��!�;� �� 9�!+ ?�,�'� �!�'��8�= ����'%�$ �

@4K



���� 5�4@G ��#'�%�$=�!� %;#!$����� ,'�##!%!+ )!��� H%���'����+ %��!�;+ %;��&�
��� �!:��%��= !�'�"���$=��7 #�'�,'�:��I

������"�7 �!%!$=�! �'���!� �!�%�!';� %���*�+ �!$&�� %;#!$�8�= )!��� � ���!+
#�'�,'�:�!+ ny ��!); !)��#����= %���'����� %��!�;� �%�&���� � &�	�����	!���
#�'�,'�:�!+� ��#'���' ��$� %���*�+ )���� %;#!$�8�= )!��� � ��$�%!+ #�'�,'�:�
�!+ H'��� 5�4@I �� �� �%�,��=�8 #! #�'�)!$� $�&�*�+ % %�'����$=�!+ #$!��!��� 
�! %���'������ %��!�!�� #'�����8 !#��;%��= !)'����7 �#�'�$= %!�'�, %���*�,! 
D�;'88E #!� ��,! � !�'�"���$=�!+ #�'�,'�:�!+�

('� #'�%�$=�!� %;#!$����� ,'�##!%!+ )!��� %���*�+ �!$&�� #�$!��'!%��=
����� !)'�:!� ��!); %���'����+ %��!�;+ %;#!$�8$ �!'��$=��7 )!��� � #!$!�
&���$=�!+ #�'�,'�:�!+� J�! ��$!%�� !)��#���%����8 % �!� �$���� �!,�� %���*�+
%;#!$�8�� )!��� � '�����!� r� #'�%;>�7*�� ����'%�$ �! �'�+��,! %���'����,!
%��!�!,!�

��#!���� ?!'��$� H5�5I �$8 '������ )!��� r� =
fny

ω2
� '�>�� �$���7*�+

#'���'G %;#!$�8���8 ,'�##!%�8 )!��� % ��'!7 D�$�� �: �'�� ���!$��!%E ����'�
%�$ '�%�� @S  H��&�� #'!�!$=�;�� !�8�� ���!$��!%I %'��8 %;#!$����8 )!���
t� = 8 � H!����� Hω = 0, 785 �
�1�I� (�'�,'�:�� %���*�,! !)��#���%�7*�8 #!$!�
&���$=��7 #�'�,'�:�� � %���'����,! %��!�!,! ���!����8 �: ��$!%�8 r� > 20 U
r� = (9, 8ny) : 0, 7852 > 20 % !����� ny > 1, 26�

�'����!'�� ���!$��!% ,'�##; #'� #'�%�$=�!� %;#!$����� )!��� #'�����%$87�
�!)!+ �#�'�$� D���!����;�E �� "�$���' ����!$=�! !��$!����;+ #! ��'�� % ��!'!�
�� %'�*���8 ���!$��!% H'��� 5�4KI� ('� 9�!� ,'�##!%�8 )!��� �!&�� %;#!$�8�=�8
�%��8 �#!�!)���G 
I � �!�'������� #$!��!��� ��'!8 � I )�: ��!$=&���8� .	� ��-�
�
����� &	������� ����� � %���'������ � %��>���� %��!�;� #'��!����8 !��$!�8�=
#���$� �� %���*�,! ��!); ��#'�%��= ���'�%$87*�7 �'����!'�7 ��$� N = Y +Z�
� !��!+ !�� �� �� � !�� �#�'�$�� M�-���
 &�	������
���C ������"�8 '�,�$�'����8
��� ����'%�$ F #���$8�� #$!��!��= ��'!8 F 9$�'!�����

('� %;#!$����� )!��� ��� ���	!����� � %���'������ � %��>���� %��!�;�
#'��!����8 ��'&��= �'�� % ��!'!�� %���*�,! H:���= ������8 % %��� �'�� !��!���
��$=�! #$!��!��� �';$� %���*�,!I ��!); ��#'�%��= ���'�%$87*�7 ��$� Y � �!+
&� !�� �#�'�$�� M�-���
 &�	������
���C ������"�8 '�,�$�'����8 ��� ����'%�$
F 9$�'!���� #���$8�� ���'��8���8 ��!$=&�����

('��������� )!��� %;#!$�8���8 ���!�!';� �'����� ��&�� :
; � :�; ���!�!��
3S� ��� ���� � ����+ �������! 	��$�"������) ! ��� '��= >$� %;>� 

%������� %��� $�����!% �'�:��'�! :�,'�&����8 �!�'������� ����'%�$!% ������"�+
� #$!��!��� ��'!8� �'!�� �!,! :������$=�! �-���
���� 
��������� ��������
���% #!9�!�� #!$�� � ����%'�'!%���� % �!�����!� �$� '�:!�����!� ?����'!%���
�!� ��'!7 �!#�����; �$8 ���!$��!%����'�)���$�+ �!$=�! % ���)�;� �$� #!��:��
��$=�;� "�$8��

@4N



���� 5�4KG ('�%�$=�!� %;#!$����� ,'�##!%!+ )!���G 
 F � !�����!%;� �'��!� �!
�! ��!$=&����� � %��!�;�U � F )�: ��!$=&���8 �! � '�:$���;� �'��!�

	)�!$7��! ��&�:����!+ !��:�$��= #'��%!����8 ���8 ���!�!';� $�����!% ! %��
����� %!:��>�!,! )!8 ���'�)���$8�� % �!�����;� �'!+��� � #8��'���� �!+�� �'�:�
&� #!��:�$� '�>�7*�� #'����*���%! ����%'�'!%���8 % �%!)!��!� )!�%!� #!'8��
�� !��!%!+ �!�!'!,! 8%$8���8 #�'� ���'�)���$�+� �;��7*�+�8 %�$�� % '�:%����
������� %!:��>�!,! )!8 ���'�)���$�+ % �%!)!��!� )!�%!� #!'8��� 9>�$!��'!%���
�!� #! %;�!�� %��� 	� �� (!�';>��� �;�� ��'>�$ �%��"�� �!�!'!,! #'�:�����
��:%�$=� ��:%�$ $��>�� ��!� �!7:�;� �'��+ %! %�!'!+ ��'!%!+ %!+���
,�������� ����� �����	�� ��:;%����8 ���!+ % �!�!'!� ����! !���$=�;�

���!$��!% � ,'�## ��'!,! �� ?����'����8 :�����;�� ����'%�$!� � ������"��+ �
!#'���$8���8 :�����+ %;#!$�8��!+ 9���� ���!$����� � ,'�##����

,
��������� -
�
���������� ���!$��!% % �%!)!��!� )!�%!� #!'8��� #!��� ��
��	��
���� !� ����%'���;� ��'����'����� !���!��!,! ���!$��� ��� ��� %��!�;�
���!$��; % #�'�� � %��!�;� ,'�##; %��,�� ���7� %!:�!&�!��= D#!�'�:��=E �'����
�!'�7 %���*�� ���!$��!% � ,'�##� �� '��� 5�4N �$8 #'���'� #!��:��! %;#!$�����
#�'!+ '�:%!'!�!% #�'�%!'!�� � :��+��� � $7)!� �$���� %���*�+ �!&�� %;#!$�8�=
���;+ 9��',���;+ ����%' � %��!�;+ ��&� �$�,�� !#�:�;%�8 � %%!�!� � #�$!��'�8
����� 9��',���! %�� &� ����� %!:�!&�!��= �� !�';%��=�8 !� %���*�,! � %;#!$�8�=
�%!7 :������

�� #�'�%!'!��� � #!$�#��$8� #!$�)!��� �$����� %;#!$�8�= ����%����$=�! �!
!)8:���$=�! � ���� �������% ��� ��� ���!$�� �� #!$�)!��� ��$!�8���8 �� �!%!$=�
�! :������$=�;+ �,!$ 2ϕ� ��#'���' #'� ny = 2, 5 V = 200 1� H5@S �1�I �
ωx = 1 �
�1� #!$���� �,!$ 2ϕ = 0, 25 �
� H14, 3◦I � #'� %;#!$����� #!$�)!��� %
'�:�;� ��!'!�; ����'%�$ ��&�� ���!$����� #�'; )���� ����=>��=�8 H�$� �%�$��
��%��=�8I �! ��!'!��=7 3SS 1� H'��� 5�4MI� � #�'� �!$&�� );�= �%�'��8 �!,!%!'���
�!��= !��!����$=�! ��#'�%$���8 #!$�)!��� �� #�'�%!'!�� � #!$�#��$� �$� %���*�+
�!$&�� #!��%��= �!!�%����%�7*�7 �!����� ��#'���'G D(�'�%!'!� %$�%!gE�

(! ����;� ���	�����"� 	������� ������%! #�$!��'!%���8 ������ � #'�
�%!)!��!� ����%'�'!%���� !#'���$8���8 #! �'����+ ��!'!��� � �'����+ #�'�,'�:��

@4M



���� 5�4NG ('���'; 9��',���!,! ����%'�'!%���8 #�'!+G '�:%!'!�; #�'�%!'!� :��+�
��

���� 5�4MG )$�&���� �$� '���!&����� ���!$��!% #'� %;#!$����� #!$�)!��� % '�:�
�;� ��!'!�;

�� !#'���$���!� !�'�:�� %'�����U ��� %;>� 9�� #�'����'; ��� $��>�� ������%!
#�$!��'!%���8 ����� � !#'���$8���8 #! )$�:!��� �,! �'����+ ��!'!��� � �'����+
#�'�,'�:�� �� �!� &� !�'�:�� %'����� � �!!�%����%�7*�� #�'����'�� %���*�,!G
��� ���=>� !�$���� ��� $��>�� (!%�!'���� �'�%;� V (t) � ny(t) �$8 %��!�!,! #'�
9�!� ��!)8:���$=�!�

@46



����� ����

���� � �������

<!$=>!� %$�8��� �� ������ /77���������! ���!$��� !��:;%�7� �,! ��	�����
&��
������ -
�
���������� H�(XI� � ������� �(X !��!�8�G �$��; '�:)�,� �
#'!)�,� %:$����7 � #!���!���7 ������"�� ��!'!��= !�';%� � #!���!���7 ��!�
'!��=� � ��&�	����	!�� �(X �!&�! !������G #'!�!���!��= #! ,'���� H!�� :�%��
��� !� ��%$���8 % #��%������� �!$�� ��,'�:�� �� !��! �!$��! � �� !��� ��!+�� >���
�� !� ��$���8 �#�"��$=�;� ���'!+��% F $;& ,�����" %!:��>�!+ #!��>�� � #'�I 
%!:�!&�!��= #'�������8 ���'�!%;� ���!'���$�+ � ���'�!%!�?���>�;� ���'!+��% 
%!:�!&�!��= %�'=�'!%���8 ���'�!%;� %��!��

�� �(X :�%��8� ������
��� � �
���
 � �
������ ��	�����&��
�����- &��
	�� H�((I� ��$� �$8 )�:�'!%���8 �%��"�� �!&�! ��#!$=:!%��= �9'!�'!�; � ,'���
�!%;�� �(( �$� � ����$$�������� � )��!��;�� �(( �'�%����$=�! ��)!$=>��
'�:��'!% �! 9�! #!:%!$8�� �:)�,��= �:$�>��,! ��!#$���8 ���!$��!% �� !���$=�;�
���"�!��'�;� �9'!�'!��� %;�!�!,! �$���� !#�'���%�! �!%�'>��= #�'�)�:�'!%����
�%��"�� #'� �:������� !)����!%�� #'�)$�&��= �9'!�'!�; ?'!��!%!+ �%��"�� �
'�+!�� )!�%;� ��+��%�+ ���'��%��= '�:$���;� #$!*���� �$8 #!���!�� :���� � #'�

"�� ������! �(( !"���%����8 �$���7*��� #�'����'���G �$��!+ � >�'��!+ 
��'����'!� #!��!�!% #'!��!��=7 �9'!�'!��!,! #!�';��8 H������%���!,! �$� ���
�����%���!,!I '�$=�?!� #!%�'��!��� �(( �9'!�'!��;� !)!'��!%����� H������!+
�$�#!+ #!����� ���'�!%!�?���>�;�� ���'!+��%��� �'����%��� !)��#�����8 )�:�
!#���!��� #'� %;���;%���� :� #'���$; �((I�

�$��>���� �(X % ���!�!';� �$���8� 9�%�%�$����! �%�$�����7 ��!'!��� �$�
��$=�!��� � #'!�!$&���$=�!��� #!$��� ���!$���� (���= ��#'���' ���!$�� D	E
����� #$!��� �(X � �!&�� '�)!���= �!$=�! � �9'!�'!�� 3 �$���� ���$���!,! !�
$���� ?'!��� �� KSS �% � ���!$�� D<E ����� �!'!>�� �(X � �!&�� '�)!���= �
$7)!,! ,'���!%!,! �9'!�'!�� ���$���!,! !� $���� ?'!��� �� MS �� J�! 9�%�%��
$����! �!�� ��� ��$� ); ���!$�� D<E ���$ '����� ��+��%�8 �� @MS � )!$=>� ���
���!$�� D	EU �'!�� �!,! ���!$�� D<E #! %;:!%� �!&�� ,!'�:�! );��'�� #'�);�= %
'�+!� )!�%;� ��+��%�+ ��! 9�%�%�$����! �%�$�����7 �,! �������$=�!+ ��!'!����
����� !)'�:!� ��#'���' #'!��!� �%�$������ ������'� �!$�� � ���&���� ��%$���8
% #��%������� H��! #!:%!$8�� '�)!���= � ,'����I �!&�� !��:��=�8 )!$�� 9??����%�
�;� ��� :������$=�!� �%�$������ !)C��� �!#$�%�;� )��!%�

�� #!�$���77 '!$= �,'��� � %$�8��� �(X �� ) � : ! # � � � ! � � = # ! $ � � ! %�
��� #'�%�$! �$��>���� �(X #'�%!��� � )!$�� $�,��� ��$!%�8� #�$!��'!%���8
�� %:$��� � #!����� � ����=>���7 %�'!8��!��� $���;� #'!��>���%�+� ('� 9�!�
��&�! ����= % %��� ��! 5SW �8&�$;� $���;� #'!��>���%�+ #'!���!��� �����! ��
%:$��� � #!����� H:�'�)�&��8 ���������� :� 346K2345K ,,�I�

@45



��� <��	�
�	 % � ��	������� � ���	� � �% ����
�	 
 

����	�
�	 � ��	�� <��

3� ���� F ���!'���!� �%�&���� ���!$��� !� ����$� '�:)�,� H�!����� �%�$��
����8 �!*�!��� �%�,���$8 �$8 !���$���8 !� :��$� #'� %�'����$=�!� %:$���I �!
�!���&���8 �� ��!'!��� � %;�!�; �����!%$���;� ����'��"��+ 9��#�&� ����!,!
��#� ���!$��� � !)��#���%�7*�� )�:!#���!��= #�'��!�� � ��)!'� %;�!�;�

�);��;+ %:$�� % !)*�� �$���� %�$7���� % ��)8 �$���7*�� 9$�����;G �
��� %
�����% ��������
���% &���-�� � �
���� �������

��&��+>��� ��'����'�������� %:$��� 8%$87��8G �	��
 �
��� 
% �������! ���
���
% ��	���
� ����
�*���

@� ��� ����" #! ,!'�:!���$=�!+ �(( �� ���!$�� ��+��%�7� �$���7*�� ��	�
H'��� T�3IG %�� G '���"�8 :��$� N  #!�C����8 ��$� Y  �8,� �%�,���$�+ P H'���$��
�;%����8 �� Px � PyI $!)!%!� �!#'!��%$���� Q H�9'!����������!�I ��$� �'���8
F = f N H,�� f F �!9??�"���� �'���8 #'� �������I�

J�� ��$; �%8:��; �$���7*��� ��
�������C

1) mjx = Px − (Q+ F );
2) G = Y + Py +N,

}
(8.1)

,�� jx = dV/dt F ���!'���� '�:)�,��
K� .�	���� ����"� �!&�! ��+�� �: #�'%!,! �'�%����8 ������; HT�3I

jx = f
Px − (Q+ f N)

G
. (8.2)

���� T�3G ���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$�� #'� '�:)�,�

��$����� ��/77�*����
 ������ #'� ������� f :�%���� !� ��'����'� #!%�'��!�
��� �9'!�'!��G

F �!'!>�� )��!��!� #!�';��� F f = 0, 020U
F )��!��!� #!�';��� � ��:���$���;�� >%��� ��&�� #$����� � �����;�� ��'!%�

�!��8�� F S SKS2S SKMU
F �%�'�;+ ,'��� � #'!��!��=7 )!$�� 3@ � �1�2 F S SNM2S SMSU
F �8,��+ ,'��� � #'!��!��=7 ����� 3S � �1�2 F S S5S2S 3SSU
F %8:��+ '�����>�+ ,'��� F S 3MS2S @SSU
F �!'!>! �������;+ ���, F S SNM2S SMSU
F �;#���+ #$!�! �������;+ ���, F S S6S2S S5SU
F ��$;+ ���, �!$*��!+ 3S23@ � �� �%�'�!� !��!%���� F S SMS2S S6S�
�'!�� �!,! �� %�$����� f %$�8�� ��%$���� % #��%�������� ('� %:$��� � �%�'�

�!+ �(( �!9??�"���� �'���8 ����=>����8 #'� �%�$������ ��%$���8 % #��%���
����� ��� ��� ���=>� ��?!'��'����8 �!$��! H:���= %;,!��; ��$��=��� �!$��� �
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��%$����� % #��%������� �%;>� @S2@M 
�I� ('� %:$��� � �8,�!+ �(( �!9??�"��
��� �'���8 ����=>����8 #'� ����=>���� ��%$���8 % #��%������� ��� ��� ���=>�
��?!'��'����8 ,'��� H:���= %;,!��; )!$=>�� �!$��� � ��%$����� % #��%�������
����� 52M 
�I�

('!��"�8 ��$; �8,� Px � P cosα #!��� '�%�� ���!+ �8,� P � ��	����
 �� � %
!)*�� �$���� :�%���� !� ��!'!��� !����! % #'!"���� '�:)�,� �8,� ��� �:���8���8
��:������$=�! H'��� T�@I #!9�!�� �� �!&�! ������= #!��!8��!+� �8,� #!'>��%;�
�%�,���$�+ � ��� � �%�$������� ��!'!��� ����=>����8 �! �� '�:)�,� 9�! ����=�
>���� ���&� ��:������$=�! � �!&�! %%���� �'���77 %�$����� �8,��

D������ ��&�����	���� Q %!:'������ #'!#!'"�!��$=�! �%��'��� ��!'!��� !�
��$8 % ����$� '�:)�,� � �! Q = G/k � �!����� !�';%� Hk F �9'!����������!�
������%! �� ��!'!��� !�';%� #'� %:$���!+ �!�?�,�'�"�� ���!$���I�

���� T�@G �:������� %�$���� ��$ % #'!"���� '�:)�,�

��	
 ��
�*�� ��	� N = G − Y − Py ����=>����8 !� N = G % ����$� '�:)�,�
H:���= α � 0 � Py � P sinα � 0I �! ��$8 � �!����� !�';%��

� '�:�$=���� �������
� ��	
 (Q + f N) �:���8���8 % #'!"���� '�:)�,� ��$!
H'��� T�@I � �!&�! %%���� �� �'���77 %�$�����

(Q+ f N)�� =
1
2

(
G

k
+ f G

)
=
G

2

(
1
k

+ f

)
.

(!����%�% 9�! %;'�&���� % ?!'��$� HT�@I #!$���� %�$����� ������ � ���������
�
��� 


jx �� = f

[
P − 1

2

(
1
k

+ f

)]
, (8.3)

,�� P = P/G F !��!����$=��8 �8,!%!!'�&���!��= ���!$���U
P F �'���88 �8,� �� '�:)�,��

��$� 1/k > f  ��! !);��! ����� ����! #'� '�:)�,� #! �%�'�!+ �(( �! ��$�
�9'!����������!,! �!#'!��%$���8 Q = G/k % �!�"� '�:)�,� )!$=>� ��$; �'���8
F = f G % ����$� '�:)�,� � ���!'���� jx % #'!"���� '�:)�,� ����!$=�! ����=>����8�

��$� 1/k < f  ��! !);��! ����� ����! #'� '�:)�,� #! �8,�!�� ,'���� �! ���
$� �9'!����������!,! �!#'!��%$���8 Q % �!�"� '�:)�,� ���=>� ��$; �'���8 F %
����$� '�:)�,� � ���!'���� jx % #'!"���� '�:)�,� ����!$=�! �%�$���%����8�

�����! #!��� %! %��� �$���8� �$8 '�����!% �!&�! #!$=:!%��=�8 %�$����!+ �'���
��,! ���!'���8 jx ���

�: ?!'��$; HT�KI �$����� ��! �'����� ���!'���� '�:)�,� %!:'������ #'� �%�$��
����� �8,!%!!'�&���!��� � �9'!����������!,! ������%� � #'� ����=>���� �!9?�
?�"����� �'���8�
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M� �������������! P = P/G !)'���! #'!#!'"�!��$=�� %:$���!�� %��� ���!�
$��� G #'8�! #'!#!'"�!��$=�� ���!�?�'�!�� ��%$���7 p � ���!����8 % !)'���!+
:�%����!��� !� ���#�'���'; T H�$8 !);��!,! ��� �%�$������ T �� 3W �� �� #'��
��'�! �� +3◦ #'�%!��� � ����=>���7 P #'���'�! �� 3 M2@WI�

�/�����
������� �
������ k :�%���� !� %:$���!+ �!�?�,�'�"�� ���!$���� ���
�';$�� H� #!�!)�;� ���'!+��%�I �!�8 � ����=>�7� k � ���!'���� '�:)�,� �! #!$!�
&���$=�! %$�87� �� �'�,�� #�'����'; %:$��� ��'�: ����=>���� ��!'!��� !�';%��
�����!%�� �� �� ��$�7 ��'�$!%���!��= �� �!$=�! ����=>��� ��!'!��= !�';%� 
�! � �%�$���%��� ���!'���� '�:)�,��

('� ��$���� ��	��
 �(( �$����� �����= %$�8��� �� jx �!���%$87*�+ ���!'���8
��$; �8&���� −f sin Θ"##� �����! 9�� �!���%$87*�8 !);��! ��%�$���� ��#'���' 
��$� ����$! �%����$!���'!%!+ �(( %;>� �� �!�"� �� KM  H9�! !���= ��!,!I �!

Θ"## = 1◦ � ∆jx = 9, 8 · 35
2000

= +0, 17 1�2�

O�� )!$=>� �8,!%!!'�&���!��= P  ��� ���=>� %$�8��� '�:$���;� 9��#$�����
"�!��;� ?���!'!% HG k f  p T  Θ"##I �� ���!'���� '�:)�,��

N� ,	�����# ������ �!&�! ��+�� �: %�!'!,! �'�%����8 ������; HT�3I� ��!$��
��'8�� �!����� � :��$�+ �!,�� ��$� '���"�� :��$� N = 0 � �$��!%���$=�! Y =
G− Py !�����

V��� =

√
2(G− Py)
Cy ��� S ρ

. (8.4)∗

�!'!��= !�';%� :�%���� !� 9 � � # $ � � � � " � ! � � ; � ? � � � ! ' ! %
�$���7*�� !)'�:!�G

F �%�$������ %��� G �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 V��� � V� ��� )!$�� ��� ��
S MW H#'� Py = 0 F �!��! �� S MWIU

F ����=>���� Cy ��� �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 V��� � V� ��� �� S MW H�����8
Py = [\]^_IU

F ����=>���� ρ �� 3W H%�$����%�� ����=>���8 ��%$���8 p �� 3W �$� �%�$�����8
���#�'���'; T �� 3WI #'�%!��� � �%�$�����7 V��� )!$�� ��� �� S MW H��� ���
ρ %$�8�� � �� PyI� ������� ��! �:������� p � T �� �������!'��7 H#'�)!'��7I
��!'!��= !�';%� #!��� �� %$�8�� H#'� Py = 0 F �!%�'>���! �� %$�8��I�

!%'�����;� ���!$��; ���7� )!$=>�7 ��!'!��= !�';%� ,$�%�;� !)'�:!� �:�:�
)!$=>!+ ��,'�:�� �� �';$! G/S�

('!��!��= �!$�� >���� '��������� �� !#'���$����7 �������$=��7 ��!'!��= ���
����8 #!9�!�� �:������� ���!�?�'�;� ��$!%�+ �!&�� % ���!�!';� �$���8� !���=
��$=�! #!%$�8�= �� )!�%�7 9??����%�!��= ���!$����
�����* ���!G ���!�!';+ ���!$���)!�)�'��'!%*�� �!&�� �!$����= �! :�����

�!+ "�$� ���8 %:$����7 ����� m1 = 100 �% ���� %�!��� NS � �!#$�%� � 3S �
)!�)U #'� 9�!+ ����� % �!'��$=�;� ���!�?�'�;� ��$!%�8� Hp1 = 760  '�� ��� 
T1 = 288◦ �I ���!$�� !�';%����8 !� �(( �� ��!'!��� '�%�!+ �������$=�! �!#�����
�!+ ��!'!��� ������8 �!$��� �'�)����8 ��+��G ����� )!�) �!,�� p2 = 740  '�� ���
T2 = 300◦ � H+27◦ I�

� � > � � � �G
ρ2

ρ1

=
p2

p1

· T1

T2

=
740
760

· 288
300

= 0, 935U #'� V��� � = V��� � #!$����

m2

m1

=
ρ2

ρ1

�$� m2 = 100 · 0, 935 = 93, 5 �U �: ��� ����� )!�) �!&�� �!���%$8�= K M �%

��� ��� �!$�����%! �!#$�%� #! ��$!%�7 :����� ����=>��= ��$=:8�
����� !)'�:!� �:������� ���!�?�'�;� ��$!%�+ #'�%�$! :���= � �!�� ��! �$8

#!'�&���8 "�$� �'�)����8 �%�$����= ��'8� ���!$��!%�)!�)�'��'!%*��!% #'���'�!
% �'� '�:��

KSS



M� 
���� ����"� #'� !������%�� %��'� '�%��

L� =
V 2
���

2 jx ��
;

�$� % '�:%�'���!� %��� � ����!� ?!'��$ HT�NI � HT�KI

L� =
G2 (1 − P y)

Cy ��� S ρ f

[
P − 0, 5G

(
1
k

+ f

)] , (8.6)

,�� P y = Py/G�
�$�8��� /��&	�
�
*�����- 7
������ �� �$��� '�:)�,�G
F �%�$������ %��� G �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 L� )!$�� ��� �� @W� ��$�

�8,!%!!'�&���!��= ���!$��� %�$��� �� �� P � 0, 5G
(

1
k

+ f

)
 �! �%�$������ G ��

3W #'�%!��� � �%�$�����7 L� #'���'�! �� @W H�� @ 32@ @WI� ��$� �8,!%!!'�&���

�!��= ��$� �! �!#'!��%$���� �%�&���7 0, 5G
(

1
k

+ f

)
����!%���8 �!�:��'��;� �

�8,!+ P  � �%�$������ G �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 L� �� @ M2KW � )!$��� (!
��� &� #'������ #'� %:$��� � �8,�!,! ,'���� �:������� %��� ���:;%����8 �� �$���
'�:)�,� ��$=��� ��� #'� %:$��� � �%�'�!+ �((U

F ����=>���� Cy ��� �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 L� �� 3WU
F ����=>���� ���!�?�'�!,! ��%$���8 p � �%�$������ ���#�'���'; T H����=�

>���� #$!��!��� ρI #'�%!��� � :�����!�� �%�$�����7 �$��; '�:)�,� ��� �:�:�
�%�$�����8 ��!'!��� !�';%� ��� � %�$����%�� ����=>���8 �8,� � ���!'���8 '�:�
)�,�� O�� ���=>� �8,!%!!'�&���!��= ��� )!$=>� ���!�?�'�;� ��$!%�8 %$�87� ��
�$��� '�:)�,�� ('� !���= )!$=>!+ �8,!%!!'�&���!��� ����=>���� ��%$���8 �� 3W
H#'���'�! �� 5 6  '�� ���I #'�%!��� � �%�$�����7 �$��; '�:)�,� #'���'�! �� @W
H�� @ 32@ @WI �%�$������ ���#�'���'; �� 3W H#'���'�! �� +3◦I #'�%!��� � �%�$��
����7 �$��; '�:)�,� #'���'�! �� KW H�� K 32K @WI� ('� ��$!+ �8,!%!!'�&���!���
�:������� ��%$���8 �$� ���#�'���'; %$�8�� �� �$��� '�:)�,� % ,!'�:�! )!$=>�+
���#���U

F �!��!8��� �(( H�!9??�"���� �'���8 fI �$� �� ��$!� %$�87� �� ���!'����
'�:)�,� � �$��� '�:)�,� ��� ��$=��� ��� ���=>� �8,!%!!'�&���!��=� �$8 ���'��
)���$8 �$� ���'�)���$8�)!�)�'��'!%*��� %:$���7*�� �� ?!'��&� %$�8��� 9���
?���!'!% ��:������$=�!U

F %��'���;+ �$� #!#���;+ %���' Hu 1�I ����=>��� �$� �%�$���%��� #���%�7
��!'!��= !�';%� !��!����$=�! �(( �! %�$����; V��� ∓ u� �$��� '�:)�,� #'� 9�!�
)���� '�%��

L� =
(V��� ∓ u)2

2 jx ��
.

������� ��! �������
� �������! �����
 V��� H#! �!��!+ ��'�$�� ��I � �����
�
����
� �������! �����
 V� ��� H#! >�'!�!+ ��'�$�� ��I �� ����
 �� �
������

(!#���;+ %���' %$�8�� �� �$��� '�:)�,� !��!����$=�! )!$=>� ��� %���' %��'���
�;+� ��#'���' ��$� V��� = 80 1�% jx �� = 5 1�2 � u = 15 1�% �! #'� %:$��� %
>��$= #!$���� L� = 640 U #'� %:$��� #'!��% %��'� F L� = 422  H����=>���� ��
@3T  �$� KNWIU #'� %:$��� #! %��'� F L� = 902  H�%�$������ �� @6@  �$� N3WI�

�!��;+ ���� %$�8��8 9��#$����"�!��;� ?���!'!% �� �$��� '�:)�,� �!��'���!,!
���!$��� #'!�:%!����8 #! �#�"��$=�;� �!�!,'����� #'�%!���;� % ����'��"��
9��#�&� �$� % ���������!� !#������� J�� �!�!,'���; ,'�?������ !�!)'�&�7�
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?!'��$; HT�6I � HT�5I #!��:;%�8 % 8%�!� %��� :�%����!��= �$��; '�:)�,� L� !�
%��'� u %:$���!,! %��� ���!$��� G ���!�?�'�!,! ��%$���8 p ���#�'���'; %!:����
T  �!��!8��8 �(( �8,� �%�,���$8 H�������$ �$� ?!'��&I #!$!&���8 ������:�"��
�';$��

6� ������� ������ ���* ������; �$� �!�!,'���; ��7� ������� %�$��
���� �$��; '�:)�,� H������������!� !&������ �$� "���' '�����%���8I� �� #'���
���� �$����� �*� �����= � �
�����
��� �$�� '�:)�,� H%�'!8��!� !��$!�����I !��!���
��$=�! %�$����; ������������!,! !&�����8� ��#'���' ��$� #! '������ #!$����!
L� = 1000 % �! 9�! %!%�� �� !:������ ��! �!&�! )�:!#���! %:$����= � �(( ����
7*�+ �$��� 3SSS � �� ���!+ �(( MSW ���!$��!% )���� %;���;%��=�8 �� '�:)�,�
:� #'���$; #!$!�;� "������
� �	��
 �(( �!$&�� %�$7���=G '�������7 �$���
'�:)�,� % ���)!$�� �8&�$;� ��$!%�8� 9��#$����"�� H%;�!��8 ���#�'���'� %!:���� 
��:�!� ���!�?�'�!� ��%$���� � #'�I � ����!$=�! %�'!8��;� !��$!����+ !� '������
�!+ �$��; '�:)�,� H���!�8 �: &�$���!+ ������$=�!+ %�'!8��!��� %;���;%���8 :�
#'���$; �((I�

N����
 �(( %;)�'����8 � ����!� ����!$=��� %�'!8��;� !��$!����+ % ��#'�%�
$���� '�:)�,� H���!�8 �: &�$���!+ ������$=�!+ %�'!8��!��� %;���;%���8 :� )!�
�!%;� ,'���"; �((I�

	��$!,���! !#'���$87��8 #!�'�)�;� '�:��'; �(( #! ��$!%�8� #!������ �((
��'!���8 H%;)�'����8I #! ���)!$=>�� '�:��'���

5�������� ��������� ������� F 9�! '����!8��� #'!�!���!� ���!$��!� !��
�!����$=�! :���!+ H%!��!+I #!%�'��!��� !� ����$� '�:)�,� �! ��)!'� ��$!%�! :�����
�!+ %;�!�; H%;�!�; ������'��!,! #'�#8���%�8I �� �!�!'!+ �!���,����8 )�:!#����8
��!'!��= #!$���� �;�!�� ������'��!,! #'�#8���%�8 !);��! #'�����7� '�%�!+ @M %
)�:!#����7 ��!'!��= F '�%�!+ 9%!$7��%�!+� �:$����8 ������"�8 %�$7���� % ��)8
�$��; ����"� L� � �����(��"� �����	� L� � ����$� %!:��>�!,! ������� �����

V1 = V��� H1 = 0 � H� 1 = V 2
���/2 fU % �!�"� 9�!,! ������� ����� V1 = V��� H2 = 25 

� H� 2 = 25 + V 2
���/2 f� ('�'�*���� 9��',�������!+ %;�!�; ∆H� = H� 2 −H� 1 '�%�!

#'!�:%�����7 �'����+ #'!�!$=�!+ #�'�,'�:�� nx �� �� �$��� %!:��>�!,! �������
L� H�����8 cos Θ = 1I �� �� ∆H� = nx �� L� !�����

L� =
1

nx ��

(
25 +

V 2
��� − V 2

���

2 f

)
. (8.8)

� :�%����!��� !� �	�������������� $�	����� �$��� %!:��>�!,! �������
�:���8���8 #'���'�! ����� &� !)'�:!� ��� � �$��� '�:)�,�� !!�%����%���! �:�
���8���8 � %:$����8 ������"�8�

�� ����'; #�$!��'!%���8 �� '�:)�,� %:$����8 ������"�8 #!��� �� :�%����� ��� 
��#'���' ��$� $����� �� '�:)�,� )���� %;��'&�%��= ��$;+ �,!$ ����� �! !�';%
#'!�:!+��� �� #!%;>���!+ ��!'!���� �$��� '�:)�,� #'� 9�!� )���� )!$=>� �! :��!
�!�'�����8 �$��� %!:��>�!,! ��������

T� ,������ ���#(��� ����� ����"� � ������! ���������7
F �%�$������ !��!����$=�!+ �8,!%!!'�&���!��� P = P/G H:������ !����! ��!

�8,� !��!%�;� �%�,���$�+ ���!$��� �%�$���%�7� ���!�8 �: �'�,�� �!!)'�&���+IU
F �%�$������ Cy ��� #���� #'�������8 ������:�"�� �';$�� ���';$�� � #!�!)�

�;� ������:�; !��$!�87��8 �� %:$��� !);��! ��#!$�!��=7 ��� ��� #'� �� H����
����$=�!� !��$!����� 9??��� !� ���!�!'!,! �%�$�����8 Cy ��� #�'��';%����8 !��
'�"���$=�;� 9??���!� !� ����=>���8 �9'!����������!,! ������%� � ���!'���8
'�:)�,�� ��% �$� !��!� #!,'�����!,! �$!8 �� %:$��� �� #'����87��8 %%��� ����=�
>���8 �8,� �%�,���$�+U
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F �%�$������ Cy ��� #���� �����!%�� �� �� ������$=��7 ��'�$!%���!��=� J�!
���� )!$=>!+ 9??��� ��� ��� �%�$������ Cy ��� :���= �!#'!%!&�����8 �%�$�������
�9'!����������!,! ������%� � #$!*��� �';$�U

F #'�������� �#�"��$=�;� #!�C���;� �%�,���$�+ ���'�!%;� ���!'���$�+ � ���
��$�$=��

���� T�KG ��!$�� � #!�C���;�� �%�,���$8��

������� ���"���� ������%$�%�7��8 % ?7:�$8&� ��� ��!); %���!' �8,�
#'!�!��$ ��'�: "���' �8&���� ���!$��� H'��� T�KI �� �� ��!); �� ��'�>�$��= )�$���
��'!%�� ���!$���� J�� �%�,���$� %�$7��7��8 �!$=�! �� �!'!��!� %'��8 �� %:$���
H��!,�� � �� #!�����I #!9�!�� !�� �!,�� ����= ��)!$=>!+ '���'� ��! #!:%!$8��
�� ���$��= �!����!��! $�,�����

��'����$=��7 �8,� !);��! ��$�7� �� )!$�� MSW !� %��� ���!$��� H�� �� P y � 0, 5I�
(�'����'; %:$��� #'� 9�!� �:���87��8 �$���7*�� !)'�:!�G ��$� ��#'���' Py

�!���%$8�� MSW !� G HP y = 0, 5I �! ��!'!��= !�';%� ����=>����8 #'���'�! �� KSW 
� �$��� '�:)�,� �!�'�*����8 �� MSW�

�%�$���%��= %�'����$=��7 �8,� ��$=>� ��"�$��!!)'�:�! ��� ��� �� !���= ���
$!+ ��!'!��� !�';%� �&� �� !)��#���%����8 �#'�%$8��!��= ���!$��� #'� #!�!*�
!);��;� �9'!������������ '�$�+� ��$� &� �� ���!$��� ������%$�%����8 �$!&��8
������� ��'�+�;� H'�����%�;�I '�$�+ �! �!,�� %;,!���� %!!)*� #�'�+�� � %�'���
��$=�!�� %:$��� �� �� ���$��= P y > 1�
,������� ��	������ H!);��! 9�! #!'!�!%;� '����;I ���&� ������%$�%��

7��8 ����� !)'�:!� ��!); %���!' �8,� #'!�!��$ ��'�: "���' �8&���� ���!$���
H'��� T�NI� ��$� �%�,���$� %�'����$=�!+ �8,� !��:;%�7� %$�8��� �� �$��� '�:)�,�
��'�: ����=>���� ��!'!��� !�';%� �! ���'�!%;� ���!'���$� %$�87� �� �$��� '�:�
)�,� ,$�%�;� !)'�:!� ��'�: �%�$������ ���!'���8 '�:)�,� �!�8 :���= ���:;%����8
� 9??��� %�'����$=�!+ �!���%$87*�+ �8,��

���� T�NG ��!$�� �! ���'�!%;�� ���!'���$8��

���!�8 �: ?!'��$; HT�MI �!&�! :��$7���= ��! �$��� '�:)�,� �!�'�����8 #'��
��'�! %! ��!$=�! &� '�: %! ��!$=�! �%�$�����8 ���!'���� '�:)�,� H:� ���� Py 9?�
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?��� )���� ����!$=�! )!$=>�I� ��!)���! )!$=>!+ 9??��� ��7� ���!'���$� �� �8&��
$!� ���!$��� �! �$�)!+ �8,!%!!'�&���!��=7 �!,�� )�: ���!'���$�+ ��$� '�:�!��=
Px − (Q+ F )�

��$� %'��8 '�)!�; ���!'���$�+ ���=>� %'����� '�:)�,� �! �� %;,!���� ���
#!$=:!%��= �� % ����$� '�:)�,� H�!,�� ���!$�� % �����"� %'����� #'!�!��� ��$!�
'����!8���I � % �!�"� H�!,�� ���!$�� % �����"� %'����� #'!�!��� )!$=>!� '����!�
8���I�

('��������� �!���� %�$7����8 ���!'���$�+ �!$&�� %;)�'��=�8 ��� ��!); !��
'�)!��$� ����!$=�! ������ � #!�$� !�';%� ��� ��� '�:�!� ����=>���� �8,� �!&��
% ���!�!';� �$���8� #'�%!���= �$� � ��'�>���7 '�%�!%���8 ���!$��� �$� � D#'!�
�����E�
,������� 	������#��� �������	� !);��! #'����87��8 �� �!'�)$8�� ���

'�)!��7� #! #'��"�#� ���!'���$�+� �!$=�! ���!'���� '�:)�,� :���= !���= %�$��! 
��� ��� � �!�"� #$��?!'�; ��!)�!���! ��)'��= �!'��$=��7 ��!'!��= !�';%��
�����* ���! V��� = 60 1� H@@S �1�I �$��� #$��?!'�; L = 30 � �'�)����8

��+�� ���!'���� D'�:)�,�E�

��>����G jx =
V 2
���

2L
=

602

2 · 30 = 60 1�2 H#'� 9�!� nx = +6, 1 �����";I�

��� ��������� 
�	 
 ���	�	

3� ������/�� ���!���� ���!$��� �� %:$��� !#'���$87��8 %!�#�'%;� #��
'����'��� %:$��� H���!'����� '�:)�,� ��!'!��=7 !�';%� � #'�I � %!�%�!';� ���
'����'�������� ���!+��%!��� � �#'�%$8��!��� �� '�:)�,� � �� %!:��>�!� �������
%:$����

('� '�:)�,� �� �%�� �!$���� ������#��� ����!������# ���!$��� #! �,$� �����
:�%���� !� '��#!$!&���8 �9'!����������!,! ?!���� !��!����$=�! !��+ !��!%�;�
�!$�� H'��� T�MI � !� #�'����'!% ��!'��:�"��� (���= ���!$�� #'� '�:)�,� �� �%��
�!$���� �$���+�! #'�#!��8$ �!� H#'!�:!>$! �$���+�!� �%�$������ �,$� �����I�
('� 9�!� #'�'�*���� #!�C���!+ ��$; +∆Y )���� #'�$!&��! % �9'!����������!�
?!�����

���� T�MG � %!#'!�� ! #'!�!$=�!+ ���!+��%!��� ���!$��� #'� '�:)�,�

��$� ?!��� '��#!$!&�� &��
�� !��+ �!$�� �! % $7)!� �$���� ���!$�� �� '�:)�,�
#'!�!$=�! ��������% ��� ��� #'�'�*���� +∆Y ���� #���'�7*�+ �!���� ��#'�%�
$���;+ #'!��% �$���+�!,! #'�'�*���8 �,$� ������

��$� &� ?!��� '��#!$!&�� �&����� !��+ �!$�� H�! '�:������8 #!:��� "���'�
�8&����I �! �� 
	�� ��!'!��� ���!$�� �� �%�� �!$���� #'!�!$=�! ����������%
��� ��� #'�'�*���� +∆Y #'�%!��� :���= � #!%!'!�� ���!$��� �� ��)'�'!%����
%!�'�, !��+ �!$��� �� ��	!��� ��!'!��� #'�)$�&�7*�+�8 � ��!'!��� !�';%� ���
�!$�� ����!%���8 #'!�!$=�! ���������% ��� ��� #'�'�*���� +∆Y #'�%!��� :���=
� #!%!'!�� ���!$��� �� #���'!%���� %!�'�, ���!�!'!+ �!��� #'�)$�&�7*�+�8 �
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"���'� �8&���� H� �!����� !�';%� ���!$�� %'�*����8 �!��! %!�'�, "���'� �8&��
���IU ���!+ #!%!'!� %!:�!&�� �!$=�! :� ���� �%�$�����8 �$��; ��!'��:�"�!��;�
��!���

����� !)'�:!� % #'!"���� '�:)�,� �� �%�� �!$���� �!��� %!�'�, �!�!'!+ �!&��
#!%!'���%��=�8 ���!$�� #!���#���! #�'���*����8 !� !�� �!$�� � "���'� �8&����U
�!,�� 9�� �!��� !��&���8 %#�'��� ?!���� ���!$�� ����!%���8 #'!�!$=�! ���!+���
%;��

('� �:$�>��+ :�'8��� ��!'��:�"�!��;� ��!�� #'!�
�!$=��8 ���!+��%!��= ���!$��� �� '�:)�,� ����=>����
�8�
�����! ����!������#+ �� '�:)�,� ��:;%����8

��'��$���� ���!$��� ���'����= �,!$ ��&�� #$!��!�
��=7 ������'�� � ��#'�%$����� �%�&���8 #! �((�
(���%�8 ���!+��%!��= :�%���� ,$�%�;� !)'�:!� !�
'��#!$!&���8 !��!%�;� �!$�� >���� !��!����$=�! "���
�'� �8&����� ('� �'���!$���!+ ������� >���� H�! �%!�
)!��! !'�����'�7*���8 �!�!%;� �!$��!�I !��$!���
��� !�� ���!$��� !� ��#'�%$���8 �%�&���8 #'�%!���
� ���!�!'!�� D7:�E :� ���� �!�!'!,! #!8%$87��8 )!�
�!%;� ��$; �'���8 ��!$=&���8 F�� H'��� T�6I ��7*��
!��!����$=�! "���'� �8&���� #���%!+ �!���� %!�����
��%$�%�7*�+ #!$!&���� ���!$���� ('� ���!+ �����
>���� %;��'&�%���� ��#'�%$���8 �� '�:)�,� 8%$8���
�8 �!%!$=�! #'!��;� ��$!��

(���%!� �#'�%$���� !��*���%$8���8 % ����$� '�:�

���� ��	� * 
������ � ����
�
������
���� �������� ��� ��	�
��#�

)�,� '�:��$=�;� �!'�!&����� �!$�� � :���� '�$�� ��#'�%$���8� ('� �:�!+ �!$��
>���� '�:��$=�!� �!'�!&���� �!$�� �� ���� �!����!��!,! 9??���� � #'��!����8
#'����8�= �#'�%$8��!� #�'����� �!$��!� J�! ��� )!$�� !��!����8 � >���� %�$!���
#���!+ ����;�
,���# �������! ����!������� ���!$��� �!�!'�8 :�%���� !� ��'�$!%���

�!��� �';$� � �,$� ����� ���&� %$�8�� �� #!%������ ���!$��� �� %:$���� � #!�
$!&���� �:!)'�&���!� �� '��� T�6 )!$=>�8 #!#�'����8 ���!+��%!��= #'�%����
� ��'��$���7 ���!$��� ���'����=�8 %#'�%! H#!�!� ��)�,��� �$�%�IU #'�%!� �!$��
�! )���� #'�&����=�8 � �(( ��$=��� $�%!,!U ���!$�� :� ���� 9�!,! ?���!'� )����
��'����=�8 � '�:%!'!�� %#'�%! �� �� ���!+��%!��= ��#'�%$���8 '�:)�,� ����=>���8�

� �!���� !�';%� � #!�$� !�';%� )!$=>�8 #!#�'����8 ���!+��%!��= �!&�� #'��
%���� � ���'�����7 ���!$��� �$� � '������� % '�:�$=���� ��+��%�8 �$���+�;� %!:�
��*���+ �$� ��!��!'!&�!,! !��$!����8 '�$8 ��#'�%$���8�

(�$!��&�;� �%!+��%� ���!$��� :�%��8� ���&� !� �����	� ���������"� �%
�	�+���� �������� $������� ��#'���' % ����$� '�:)�,� %���!%!,! ���!$���
� �%!��!%;� �!$��!� $����� �!$&�� # ! � � � ! � � ! % ' � � � � � ! %;#!$�
���= ����!$=�! !#�'�"�+G ���= ,�: #!��8�= �%!�� %;��'&��= ��#'�%$���� H#�'�'�8
)!$=>!+ ,�'!��!#������+ �!���� %���� � �!�!+ !)��% ��$8I� ��� 9�! �'�)��� ���
�$7����$=�! );��'!,! #�'��$7����8 %������8 HD'��#'���$���8E %������8I #'�
�!9??�"����� ��#'8&���!��� )$�:�!� � �����"�� �� '�����%�!� ���!$��� � �'���
�!$���;� >���� H� �!�!%;� �!$��!�I %�� !#�'�"�� �� %:$��� �!&�! %;#!$�8�=
&���������C ��&��= �� �!'�!:� �%�$����= !)!'!�; !�#�����= �!'�!:� �����!%��=
��#'�%$���� � �� �� 	 9�! �� �'�)��� );��'!,! #�'��$7����8 %������8 � !�!)!+
%;�����

@� �����!�'�� ���!�!';� ��'����'�;� ���������� ����	� �������������
#'� %:$��� �� '�����%�!� ���!$��� � �'���!$���;� >�����
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(!$���% '�:'�>���� ��&�! %�$7���= ���; �%�$����= !)!'!�; �! 3SSW !�#��
����= �!'�!:�� �!'�!:� �$����� !�#�����= � ' � : � ��� ��� #$�%�!� '���!'���
&�%���� #'� ������'!��!� �'�)��;%���� ������:�!% �!&�� #'�%���� � '�:%!'!��
% ����$� �%�&���8� ('� );��'!� '���!'��&�%���� ���!�!'�8 ������'!��!��= ��
�,'��� '!$� ��� ��� ���!$�� !)$����� �!����!��! )!$=>�� �!����!� ���'"�� Iy�
�:$�� )�: �!'�!:!% H�%�$������ !)!'!�!% % �%�&����I ����!$=�! �%�$���%��� �$���
'�:)�,� � �� #!:%!$8�� #'!%�'��= '�)!�� �%�,���$8 % �#!�!+�!+ !)����!%���

 �
�
	� �������� %�� %������� �$����� �!�'��!�!���= �� �!�'������ �
�
&�
�	���� �
��� 
� ��#'�%$���� 8%$8���8 :���= ������%���;� ,$�%�;� #�'����'!�
�%�&���8 #!�$�&�*�� '�,�$�'!%���7� �$�%�!� �$8 �!��!,! %;��'&�%���8 ���
#'�%$���8 F 9�! ��!�'��= %��$= �� !'�����' �$� �!��" �(( ���8 % #!$� :'���8
�!� ���!$��� ����$� ?!��'8 #'�"�$ � #'� H'��� T�5I� ��!#;��;+ $����� #'� %;��'�
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���!$��� � �!��!��=7 �! 1◦ ��� ��� ����=>���� �,$� �� 1◦ #'�%!��� � '!��� �$��;
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:������8I ��!$=:8 ,$�:��� #! #!%�'��!��� � �� :���'&�%�8�= �� !���$=�;� ����$8��
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K� ���������� ����� � ��	���� �����* ('� )!�!%!� %��'� Hu�I #!8%�
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� '�$�� ��#'�%$���8 #!#�'���;� � #���%;� �9'!������������ �!����; ��!); ���
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N� ���������� ����� � "�����* ���!'���� �� '�:)�,� #'!#!'"�!��$=�! �$�
,�)'������!+ ����� ��$ Px − (Q+ F )� .�$���$=�! ��!); ����� (Q+ F ) );$� ���
�!&�! ���=>��

"�� ��	��� � �������� &�	��� ��$� F ��$� %�$����%�� ��:������$=�!+ %�$��
���; �!9??�"����� �'���8 Hf = 0, 035 − 0, 020I #!9�!�� !��!%�!� �!#'!��%$����
�%�&���7 !��:;%��� ��$� Q �$8 ����=>���8 �!�!'!+ '�:)�, �$����� #'!�:%!���= �
������$=�;� �,$!� ������ ��!'�������� :���= );$! ); %;,!��! #'!�:%!���= %��=
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:��'���8�� %;��'&�%���� ��#'�%$���8 � �,$� ������ �$8 �!,! ��!); % #'!"���
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�;� �,$!� ��'�$!%���!��� �!��!$�+� ('� 9�!� :������$=�! �%�$���%����8 �!9??��
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��$=�!,! #!$!&���8 ���!$���� (!9�!�� ?���"�� ���)�$�:�"�� � ���#?�'!%���8
!);��! #�'���7� �%�!������ !���%$88 :� $�����!� ?���"�7 �#'�%$���8� ���';�
��� H:��';���I �!!�%����%�7*�� �!#�$ �!$&�! #'� 9�!� #'!���!���= ��� ��!);
�#'�%$87*�+ �!���� H%!:=��� �$8 #'���'� #!#�'���;+ �!���� MxI �:���8$�8 #!
�$���7*��� :��!��G

Mx = k1 z� − k2 γ − k3 ωx,

�� �� �!���� Mx �!$&�� );�= ��#'�%$�� % ��!'!�� !��$!����8 '���� z� H#! &�$���7
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$������I � #'!��% �$���+�;� �'��� γ � %'�*���8 ωx H�%�!���������I� (!�)!'!�
�!9??�"����!% k1 k2 k3 �!&�! #!$����= &�$���;� #!��:���$� ���!+��%!��� �
�#'�%$8��!��� ��( �� %��� '�&���� #!$����

3K� ��� ���� ������� �������� � 	������#�� ���!$�� ��!��� % %!:�
��� �� �!'��$=�!+ ��!'!��� !�';%� �! 9�� ��!'!��= ��)�'����8 % !���= �!'!���+
#'!��&��!� %'����� � �� ��)!$=>!� '����!8���� L����� #'� 9�!� ��#;�;%���
:������$=��7 #'!�!$=��7 #�'�,'�:�� �!�!'�8 '�:�! ����=>����8 % �!���� ��!��
� ����#�$=�; �$� #'� %;�$7����� ���'�!%;� '�����

"���� ��	��� $����� ���� #!$��7 �8,� �%�,���$8� ���!$��� � ������%$�%���
'�$� % )�$����'!%!��!� �$8 !�';%� #!$!&���� � &��	� ����	���� !� ����#�$=�;
���'��8�� ��$��� '���!,$��!%���8 ��&�� �,$!� ����� � !��$!������ '�$8 %;�!�;�
('� ���!� %:$��� %! %'��8 :������$=�;� �:������+ #'!�!$=�!+ #�'�,'�:�� %�&�!
��'&��= '���� ��#!�%�&�! �� �� �� !��$!�8�= �� �� ��)8 #'� ���'�� � �� !���%��=
!� ��)8 #'� ��!�� � ��#'�%$87*�� ���'!+��%�

�$8 #'��!�%'�*���8 ��#'!�:%!$=�!,! !��$!����8 '�$�+ #'� '�:�!� �:�������
#'!�!$=�!+ #�'�,'�:�� ��!,�� ������%$�%�7� �#�"��$=�;� ?�����!'; �!�!';�
D����'�%!E ���'&�%�7� '�$� % ��+�'�$=�!� #!$!&���� �! ��!�� � ����#�$=�;�
�! ����� ?�����!'; !��:;%�7� ��$=�!� #���!$!,�����!� %!:��+��%�� �� $������ 
#!9�!�� "�$��!!)'�:��� %����! ?�����!'!% '�$�+ #'����8�= %��!%�7 )�$����'!%��
������:�� �#'�%$���8 ��! ���'��8�� �,! #�'���*���� #!� ��+��%��� #'!�!$=�;�
� �!'��$=�;� #�'�,'�:!��

��� ��� �$
�	 % � ��	������� � ���	� � �% ����
�	


 ����	�
�	 � ��	�� <��

3� �����	� F :����$���!� �%�&���� ���!$��� !� ����$� %;'�%��%���8 H����$�
,�>���8 ��!'!��� #'� %�'����$=�!+ #!�����I �! !�!�����8 #'!)�,� H�'!���$�'!%��
��8 �%�,���$8 #!�$� #'�:��$���8I�

�);���8 #!����� �!��'&�� �$���7*�� 9$�����;G ���
����
���% ��������
���%
&����	����% &���� �
 ���- ��	��
-% �&���
��� ������ � ��	��
% &���� �
 ���- ���
	��
-� � ���!�!';� �$���8� �!�!%!� �!$��! !#�������8 �'�:� #!�$� #'�:��$���8 
�� �� !������%��� 9$����� F #'!)�, �� �%�� �!$����� ��!,�� #!����� %;#!$�8���8
)�: %;��'&�%���8 �� �� #'�:��$���� #'!�:%!����8 % �!�"� %;'�%��%���8� �*��
��%��� ���!� #!����� %!!)*� )�: %;'�%��%���8 H#!��%���!��!��I �!,�� ���!$��
� ��)!$=>�� �,$!� ���&���8 ��#'�%$8���8 #'8�! % �!��� #'�:��$���8 ���'8���
�8 :������ �!$����� ! �(( H>���� �!$&�; ����= �!!�%����%�7*�7 #'!��!��= �
��!'��:�"�7I !#������ % �!���� ���'� �!� � �'�:� �������� #'!)�, �� %��� �!$�����

(!����� #'��>���%�7� &���&��
������ 
�����C %;�!� � �9'!�'!�� %�!� % �'�, 
'����� � :��!� 8%$87*���8 #�'��!��;� 9��#!� !� #!$��� � )!$=>��� ��!'!��8�� 
��'����'�;�� �$8 �!%'�����;� ���!$��!% � �!)��%���! #!������ �;�!� � �9'!�'!�
�� %;#!$�8���8 #'� #!�!*� '�:$���;� '���!����������� �'����% ��%�����8 H�$�
%�:��$=�!I � :������%����8 ��� ��$=��� #'�%!��;� '���!��8�!� H�(��I� � #'!�
"���� 9�!,! ����%'� ��!'!��= #!���#���! ����=>����8 �! NSS2MSS �1� � %;�!�� F
�! KSS2MSS �

��&��+>��� ��'����'�������� #!����� 8%$87��8 &��
����
� �������!% �	��

&���� 
% &��
����
� ����
�*���

@� ���������� �	�����# !#'���$8���8 �: ��$!%�8 Y + Py = G !����� #'����
��8 Py = 0 #!$����

V	�� =

√
2G

Cy 	�� S ρ
. (8.9)∗
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(!���!���8 ��!'!��= :�%���� !� 9 � � # $ � � � � " � ! � � ; � ? � � � ! ' ! %
�$���7*�� !)'�:!�G

F �%�$������ G �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 V	�� � V� 	�� �� S MWU
F ����=>���� Cy 	�� �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 V	�� � V� 	�� �� S MWU
F ����=>���� ρ �� 3W H%�$����%�� ����=>���8 p �� 3W �$� #!%;>���8 T ��

3WI #'�%!��� � �%�$�����7 V	�� �� S MW �! �������!'��8 #!���!���8 ��!'!��=
V� 	�� !� ���!�?�'�;� ��$!%�+ �� :�%�����

!%'�����;� ���!$��; ���7� )!$=>�7 #!���!���7 ��!'!��= ,$�%�;� !)'�:!�
:� ���� :������$=�!+ ��,'�:�� �� �';$! G/S�

����= ����! #���%�8 #!���!���8 ��!'!��= !,'�����%����8 #'!��!��=7 >���� �
�!,�� %%!����8 �!!�%����%�7*�� !,'�������� #!���!��!,! %���� �,'�������� #!�
���!��!+ ��!'!��� )!$�� ��'!,!� ��� ��!'!��� !�';%� ��� ��� !�';% #'!���!���
#$�%�! � #'�:��$���� F � ���!�!';� ���'!� ! �(( ��#!�%�&�;� �!$���

K� 6������ ����"� !#'���$8���8 #! ?!'��$�

jx = f
(Q+ f N) − Px

G
, (8.10)

,�� Px F ,!'�:!���$=��8 �!���%$87*�8 �8,� �� ������$=�;� !)!'!��� H�8,� D���
$!,! ,�:�E �$� D�!$!��!,! �!��EIU

f F �!9??�"���� �'���8 � ����!� '�)!�; �!'�!:!%� J�!� �!9??�"���� �� 8%$8�
���8 �!9??�"����!� �'���8 #'� ������� � #'�)$�&����8 � �!9??�"����� �'���8
#'� �"�#$���� '�:��; � )��!�!� �$� ,'���!�� �� )��!��!+ �(( #'� �������$=�!
9??����%�!� �!'�!&���� f = 0, 4−0, 5� ('��������� �'����+ �!9??�"���� �'���8
��&� #'� �!'!>�� �!'�!&���� #'���'�! % �%� '�:� ���=>� �� �� f�� = 0, 15− 0, 25�

�� '��� T�3K #!��:�� ��'����' �:������8 %�$���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$��
% #'!"���� #'!)�,�� (�'%!� �����!!)'�:�!� �:������� ��$ �%8:��! � !#�������� �!�
�!%!,! �!$���U %�!'!+ ����!� ��$; F !)��$!%$�� %�$7������ �!'�!:!% ��$; Q F
%;#���!� �!'�!:�!,! #�'�>7���

���� T�3KG �:������� %�$���� ��$ % #'!"���� #'!)�,�

� !�$���� !� ���!'���8 '�:)�,� %;���$��= �'����� :����$���� #'!)�,� %��=�
�� �'���! ��� ��� %!�#�'%;� �!'�!:8*�8 ��$� (Q+ F ) �:���8���8 #! �$!&�!��
:��!�� � %!�%�!';� %�$����� 9�!+ ��$; :�%���� ,$�%�;� !)'�:!� !� #!%�����8
$������ �� �� !� �!����� !#������8 �� �!�!%!,! �!$��� � %;#���� #�'�>7�� ���
�����%�!��� �!'�!&���8�

� ���!� #�'%!� #'�)$�&���� �!&�! #!$!&��= Q�� � 0, 5
G

k��
 F�� � 0, 5 f��G �
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Px � 0 �!,�� �: ?!'��$; HT�3SI #!$����

jx �� � 0, 5 f

(
1
k��

+ f��

)
. (8.11)

�� %��� G �'����� :����$���� #'!)�,� �� :�%���� ��� ��� #'!#!'"�!��$=�! %��
�� �:���87��8 � �!'�!:8*�� ��$; HQ�� � F��I � ����� ���!$���� �$�8��� %���
���:;%����8 �!$=�! % �!� �$���� �!,�� ��#!$=:����8 '�%�'� �8,� H−Px �$� �!,��
#'� �!%!� %��� $����� �:���8�� �������%�!��= �!'�!&���8 Hf��I �$� %;#������
�!'�!:�!+ #�'�>7� % �'�,!+ �!��� #'!)�,� H��! %$�8�� �� k��I�

� !)*�� �$���� �$����� �����= �� :�%��8*�7 !� %��� ���!$��� �!���%$87*�7
���!'���8 �%8:����7 � ���$!�!� �((G ∆jx = f sin Θ"## F �! 9�� %�$����� �'�%�
����$=�! ��$��

N� 
���� ����"� #'� !������%�� %��'� '�%��

L	� =
V 2
	��

2 jx ��
(8.12)∗

�$� % '�:%�'���!� %��� � ����!� ?!'��$ HT�4I � HT�33I

L	� =
2G

Cy 	�� S ρ f
(

1
k
�

+ f��

) .
�$�8��� /��&	�
�
*�����- 7
������ �� �$��� #'!)�,�G
F �%�$������ %��� G �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 L	� ���&� �� 3WU
F ����=>���� Cy 	�� �� 3W #'�%!��� � �%�$�����7 L	� �� 3W� ����=>����

Cy 	�� �!&�� #'!�:!+�� %�$����%�� ����#!$=:!%���8 #!���!��!+ ������:�"�� �';�
$� H!���: �$� �'�I �$� �:�:� �!,! ��! $����� � �!����� #'�:��$���8 �� �!:��$
�!'��$=�;+ #!���!��;+ �,!$ �����U

F ����=>���� ρ �� 3W % '�:�$=���� ����=>���8 �� 3W ��%$���8 p H#'���'�! ��
5 6  '�� ���I �$� �%�$�����8 �� 3W ���#�'���'; T H#'���'�! �� +3◦I #'�%!���
� '!��� L	� �� 3WU

F %���' %$�8�� �� �$��� #'!)�,� ��� &� ��� � �� �$��� '�:)�,� �� �� % ?!'��$�
HT�3@I %����! %!:��>�!+ ��!'!��� V	�� �$����� #!����%$8�= ��!'!��= !��!����$=�!
�(( '�%��7 V	�� ± u ,�� u F #'!��"�8 %���!'� %��'� �� ��#'�%$���� #'!)�,��
�$�8��� %��'� �� �$��� #'!)�,� ��*���%���!U

F �!��!8��� �(( ��'�: �!9??�"���� �'���8 f�� !���= ��$=�! %$�8�� �� �$���
#'!)�,� ��� ��� ��#'���' �� !)$�����$!+ �(( �!9??�"���� �'���8 :��!'�!&���
�!,! �!$��� �!&�� );�= % ���8��� '�: ���=>� ��� �� ���!� )��!�� H�� �$��� '�:)�,�
�!��!8��� �(( #!��� �� %$�8�� ��� ��� �!9??�"���� �'���8 #'� ������� �!$���
:�%���� % !��!%�!� !� �%�'�!��� �(( � �� :�%���� !� �!,! F )��!� 9�! �$� $��I�
���)!$=>�� �"�#$���� :��!'�!&���;� �!$�� � �(( ����� ����! �� ���!� )��!��U
��$�� �$���7� �!�';+ )��!� ���!+ �'�%8����;+ ,'��� �!�';+ ,'��� �������;+
���, $��� ('� ��#!$=:!%���� �!'�!:�;� #�'�>7�!% %$�8��� �!��!8��8 �(( ��
�$��� #'!)�,� ����=>����8U

F ���$!� �(( #'� ��#!$=:!%���� �!'�!:!% %$�8�� �� �$��� #'!)�,� ��:�����
��$=�! ��� ��� �� #'������ �,!$ Θ"## �'�:%;��+�! ��$�

('��������� ���� %$�8��8 9��#$����"�!��;� ?���!'!% �� �$��� #'!)�,� #'!�
�:%!����8 #! �#�"��$=�;� �!�!,'����� �!�!';� #! �!��'&���7 � %��>���� %���
��#!����7� �!�!,'���; �$8 '�:)�,�� �����! �$����� :������= ��! '�:)'!� �$��
#'!)�,� H%�'!8��!� !��$!�����I !� '������!+ %�$����; H!� "���'� '�����%���8I
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:���= !���= )!$=>!+ ��� ��� �$��� #'!)�,� :�%���� !� ��+��%�+ $������ % ,!'�:�!
)!$=>�+ ���#��� ��� �$��� '�:)�,��

(! ��$!%�8� #!����� �������� ����� ��� �!$&�� %�$7���=G �����!� !�
����$� �(( �! '������!+ �!��� #'�:��$���8 H!);��! @SS I ����!$=�! %�'!8��;�
!��$!����+ !� '������!+ �!��� #'�:��$���8 H%#�'��I '�������7 �$��� #'!)�,� %
���)!$�� ��)$�,!#'�8��;� ��$!%�8� 9��#$����"�� H%;�!��8 ���#�'���'� ��:�!�
���!�?�'�!� ��%$���� �!�'�8 #!$!�� � #'�I ����!$=�! %�'!8��;� !��$!����+ !�
'������!+ �$��; #'!)�,� H% )!$=>�7 ��!'!��I� �������� (����� �(( ��:���
�����8 � ����!� ����!$=��� )!�!%;� %�'!8��;� !��$!����+ !� '������!+ �!���
#'�:��$���8 H!� !�� �((I � ����!$=��� �,$!%;� %�'!8��;� !��$!����+ !� �!��!,!
��#'�%$���8 #'!)�,��

(!�'�)��8 >�'��� �(( #! ��$!%�8� #!����� )!$=>� ��� #! ��$!%�8� %:$����
(!�'�)��8 �$��� �(( �$8 ���!$��!% �	 �<	 � #!�!)�;� �� %;)�'����8 ��*�
#! ��$!%�8� #!����� � �$8 ���!$��!% V<	 ��	 ��	 � #!�!)�;� �� F ��*� #!
��$!%�8� %:$����

M� ,������ ���#(��� ����� ����"�7
F �%�$������ Cy 	�� #���� ������:�"�� �';$�� ���';$�� � #!�!)�;� ������:�

�; !��$!�87��8 �� #!����� �� �������$=�;+ �,!$� <!$=>!+ 9??��� ��7� ���%
#!,'�����!,! �$!8 � ��U

F �%�$������ �'����,! �!9??�"����� �'���8 f�� #���� #!%;>���8 ��#$!���
�!��� �!'�!:!% � �����!%�� �%�!���!% '���!'��&�%���8 ��! #!:%!$8�� #'����8�=
���!� �������%�!� �!'�!&���� � ����$� #'!)�,�� �)!'�� �� #'!)�,� :��';$�!% #'��
%!��� � ����=>���7 #!�C���!+ ��$; Y � �!!�%����%�7*��� �%�$�����7 ��$; '��
��"�� :��$� N = G − Y � ��$; �'���8 F = f N  ��! :�����! #!%;>��� 9??���
��%�!��= �!'�!:!% % ����$� #'!)�,�� �)!'�� :��';$�!% #'� %;#�*���;� �#!+$�'��
H*����� !��$!�87*���8 %%�'�I #'�%!��� � #!8%$���7 �� #'!)�,� ��������#��!
#!�C���!+ ��$; � �!,�� 9??����%�!��= �!'�!:!% #!%;>����8 �*� )!$��U

F �%�$������ �'����,! �!#'!��%$���8 Q�� #���� ��#!$=:!%���8 �!'�!:�;� #!���
�!��;� #�'�>7�!%� �! #�'�>7�; 9??����%�; �!$=�! % �!� �$���� �!,�� !�� %;�
#����7��8 �� )!$=>!+ ��!'!��� �� �� �! #'�:��$���8 �$� �'�:� #!�$� #'�:��$���8 
��� ��� %�$����� �� '�)!�; #'���'�! #'!#!'"�!��$=�� ��)� ��!'!��� % �!���� ��
%;#����� �;#��� #�'�>7�!% �� ��!'!��� '�%�!+ TSW !� #!���!��!+ ����=>��� ��
'�)!�� #'���'�! % @ '�:�� (���= ��#'���' )�: #�'�>7�!% L	� = 1750 % � #'�
%;#���� #�'�>7�!% �� V = V	�� #!$����� L	� = 1000  H∆L	� = −750 IU �!,��
#'� %;#���� #�'�>7�!% �� V = 0, 8V	�� #!$���� L	� � 1375  H∆L	� = −375 I�
��$� �!'�!:� �!$�� '�)!��7� �! %;#��� #�'�>7�!% %! %�!'!+ #!$!%��� #'!)�,� �!�
�'�*��� !)*�7 �$��� #'!)�,� %��,! �� ����!$=�! ���8��!% ���'!%� ��#'���' #'�
%;>� #'��8�;� ��$!%�8� %;#��� #�'�>7�!% �� ��!'!��� V = 0, 4V	�� ����=>��� ��
'�)!�� % 3M '�: ��! �!�'�*��� �$��� #'!)�,� %��,! �� MS % �� �� �! L	� � 1700 �
��:$���!,! '!�� �!'�!:�;� *���� �� �$��� #'!)�,� ��#!�'����%���! �� %$�87� 
�! �� %;#��� #'��!�%'�*��� ��&�$���$=�!� �%�$������ ��!'!��� #$���'!%���8 �
#'�:��$���8 � 9�! �!�%���! #'�%!��� � �!�'�*���7 � �$��; #'!)�,�U

F #'�������� '�%�'�� �8,� H!)'���!+ �8,�I� �)'����8 �8,� −Px �%�$���%���

:����$���� #'!)�,� �� ∆jx = f
Px

G
� !,$���! ?!'��$� HT�3@I �!!�%����%���! ����=�

>����8 �$��� #'!)�,�� ��%�'� �8,� !);��! #'����8���8 �� �8&�$;� ��>���� �
�!�!';� ��������	!�� 
	� #$!*��= �!'�!:�;� #�'�>7�!% � �!*�!��= �!'�!�
:!%U

F #'�������� '�:$���!,! '!�� ?���>�;� ���'!+��% "�#$87*���8 :� ���!�
$�� #!�$� #'�:��$���8 � #'���7*�� ��� )!$=>!� :����$���� #'!)�,�� V���>�;�
���'!+��%� ��*� #'����87��8 �� �%���!�"��� �� !);��;� �9'!�'!��� �� ��#!$=�
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:�7� % ������%� �%�'�+�!,! �'����%� !����!%�� ���!$��� :� #'���$��� �((U
F #'�������� ����; ��( HP y > 1I #!:%!$87*�+ #'!�:%!���= �!�����7 #!�

������
� :��$7����� :������ ��! ����! #'��$�,���;� ���#�"��$������ '�:$���!,!

'!�� ��:���;� �%�&�*���8 �(( �:�����= �$��� #'!)�,� �$� '�:)�,� �� �!,�� ���
��� ��$� �'���8 !� ��!'!��� ������8 �$� ��!$=&���8 �!$�� #!��� �� :�%���� �
!���$=�;� ��$; �%8:��; � %!:���!��

6� ���������� ��������� ������� F '����!8��� #'!�!���!� ���!$��!� !��
�!����$=�! :���!+ H%!��!+I #!%�'��!��� � ��$!%�! :�����!+ %;�!�; H%;�!�; �����
��'��!,! #'�#8���%�8I �! #!$�!+ !����!%�� #!�$� #'�:��$���8 H#'�%!�����8I�

(!���!���8 ������"�8 %�$7���� % ��)8 �$���7*�� �������G #'8�!$���+�!� &	
�
�����
��� H���&����I ���
����
���% ��������
���% &���� �

5� 
���� ��������!��"� �����	� ������������ H���&���8I �!&�! !#'��
��$��= � ��#!$=:!%����� �$���7*�� ?!'��$G

L	� =
∆H
tg Θ

; (8.14)

tg Θ � −1
k

+ P − 1
f
dV

dt

H#!�$���88 ?!'��$� #!$������8 �: 3 �'�%����8 �%�&���8 "���'� ���� ���!$��� �
�!#�*����� cos Θ = 1I�
�����7 ���!G ������%! k = 5U �8,� P = 0, 1GU ���!'���� dV/dt = −0, 5 1�2

H�� �� #$���'!%���� #'!���!��� � ����=>����� ��!'!���IU ∆H = −15  H� %;�!�;
@M  �! ����$� %;'�%��%���8I� �'�)����8 ��+�� L	��

� � > � � � �G tg Θ = −1/5 + 0, 1 + 0, 5/9, 8 = −0, 049U Θ = −2◦ 48′U L	� =
−15/− 0, 049 = 300 �

('� #$���'!%���� � #!��!8��!+ ��!'!��=7 )�: �8,� �: ?!'��$ HT�3MI � HT�3NI
#!$����

tg Θ = −1
k

� L	� = −∆H k.

�,!$ ���&���8 �� �!$&�� );�= �$�>�!� )!$=>�� ��� ��� % #'!��%�!� �$���� �
�!��� ����$� %;'�%��%���8 ���!$�� #!��!��� � )!$=>!+ %�'����$=�!+ ��!'!��=7 
��! %;��&���� $������ #'!�:%!���= %;'�%��%���� !���� '�:��� ��'�,�$�'���;�
�%�&����� '���� �$� �������= �,! �� %;�!�� @S2MS  H� )!$��I� �$8 ����=>���8
�,$� ���&���8 #!$�� �! ����$� %;'�%��%���8 #'!�:%!����8 � �8,!+�

�����! �,!$ ���&���8 �� �!$&�� );�= � �$�>�!� ��$ ��� ��� % #'!��%�!�
�$���� �%�$���%����8 #!���!���8 ������"�8 � :��'���8���8 '����� H�� �� �%�$����
%����8 '�����%���� �!��� #'�:��$���8I� �� ���!$���� � %;�!��� �9'!������������
������%!� �$8 �%�$�����8 �,$� ���&���8 #'����87��8 �#!+$�'; H*���� !��$!�8�
��;� %%�'�I ��)!$=>�� �!'�!:�;� #�'�>7�; �$� �'�,�� ���'!+��%� ����>�7*��
������%!� J�! );%��� ��� )!$�� ��!)�!���! ��! �� ���!�!';� ���!$���� :�#'�*��
���8 �� ���&���� �'!���$�'!%��= �%�,���$= ��&� ���!�!'!,! �'!%�8 H%! �:)�&����
%;�$7����8 ( �$8 )!$�� );��'!,! ��!�� �� %�!'!+ �'�, �$� #! �'�,�� #'����
���I�

T� ��� ������������ ���!$�� ����� %�'����$=�!� ���!'���� jy = f (ny − 1) 

%'��8 %;'�%��%���8 t�� =
√

−2∆H/jy �$� t�� = −Vy 1 jy HVy 1 F F %�'����$=��8

��!'!��= % ����$� %;'�%��%���8I #'!�!���!� :� 9�! %'��8 '����!8��� L�� = V�� t���
�����* ���!G ny = 1, 1U ∆H = −7 U V�� = 80 1� H@4S �1�I� �'�)����8

��+�� L���
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� � > � � � �� jy = 9, 8 (1, 1 − 1) = 0, 98 � 1 1�2U t�� =
√

2 · 7/1 = 3, 7 �U
L�� = 80 · 3, 7 � 300 �

�� %;'�%��%���� ��!'!��= :�����! #����� ��&� % �!� �$���� ��$� $����� ��
����=>��� �8,� ��� ��� �%�$���%����8 �������%�!� �!#'!��%$���� � ����=>����8
�,!$ ���&���8� (!9�!�� % ����$� %;'�%��%���8 ��!'!��= �!$&�� );�= ���!+ ��!);
% �!�"� �,! !�� �*� !���%�$��= �� ��&� #!���!��!+�

"�� &��
��� ��� �� � ������8 ��&��+ #'���$ ��!'!��� ����$� %;'�%��%���8 :�
�!�!';� %;'�%��%���� ����!%���8 #'��"�#��$=�! ��%!:�!&�;� #'� $7)!� �#!�!)�
#�$!��'!%���8 �� �� �!,�� % $7)!� �$���� ��!'!��= ����=>����8 ��&� #!���!��!+
�*� �! !�!�����8 %;'�%��%���8 � ���!$�� #'�:��$8���8 � ���'!� H#'� %;'�%��%��
��� � ��$!+ #�'�,'�:�!+ ��!'!��= #����� :� ���� )!$=>!,! #��� #'� %;'�%��%����
� )!$=>!+ #�'�,'�:�!+ F :� ���� �������%�!,! �!#'!��%$���8I�

"�� &��
��� � �� �� �� ���!$���� ���7*�� ��$!� �9'!����������!� ������%! 
���&��= �8,� �! !�!�����8 %;'�%��%���8 �� '��!��������8 ��� ��� 9�! �!&�� #'��
%���� � D#'!%�$�%���7E ���!,! ���!$��� H��&� ��$� �� �����=�8 %!#'!�� ! '�)!��
(I�

4� 
���� �����	� ����/������ �!&�! ��+�� #! ?!'��$�

L�� =
V 2
�� − V 2

	��

2 f
k��,

,�� V�� F ��!'!��= % ����$� %;��'&�%���8 H% �!�"� %;'�%��%���8IU
k�� F �'����� �9'!����������!� ������%! �� %;��'&�%���� � ����!� �8,� �

9�'���'�7*�,! ��+��%�8 :��$��
>C* ,�������+ ����� ������������ � ����/������ �!&�! ��+�� 9��'�

,��������� ���!�!�G

L�� + L�� =

(
H1 +

V 2
1 − V 2

	��

2 f

)
k��,

,�� H1 F %;�!�� ����$� %;'�%��%���8U
V1 F ��!'!��= % ����$� %;'�%��%���8U
k�� F �'����� �9'!����������!� ������%! �� '������'�%���!� ������� � ����!�

#�'�,'�:�� �8,� � %$�8��8 :��$��
8��&	�
�
*������ 7
����� %$�87� �� �����'��7 �$��� ������!% %;'�%��%��

��8 � %;��'&�%���8 H�� L�� + L��I �$���7*�� !)'�:!�G
F ��$� #'� �%�$������ %��� ���!$��� G $����� �%�$���� ��!'!��� #$���'!%��

��8 � ����$� %;'�%��%���8 #'!#!'"�!��$=�!
√
G H��! � '��!��������8 ��$��=I �!

�'����� �,!$ ����� � ������%! �� �:���8��8 #!���!���8 ��!'!��= �%�$�����8 #'!�
#!'"�!��$=�!

√
G � �$��� '������'�%���!,! %!:��>�!,! ������� % �!!�%����%�� �

#!�$����+ ?!'��$!+ �:������8 #'!#!'"�!��$=�! %��� ���!$��� G H�:������� %���
�� 3WU #'�%!��� � �:������7 �$��; ������� ���&� �� 3WIU

F ��$� #'� �:������� #$!��!��� %!:���� ρ H%�$����%�� �:������8 ���#�'���';
�$� ��%$���8I $����� )���� %;��'&�%��= :�����;� �������!'�;� HD#'�)!'�;�EI
��!'!��� �� %��� 9��#�� #!����� H��! � '��!��������8 ��$��=I �! �'����� �,!$ �����
� ������%! �� �:���8��8 %!:��>��8 ��!'!��= �� %��� 9��#�� �:������8 !)'���!
#'!#!'"�!��$=�!

√
ρ � �$��� ������� F !)'���! #'!#!'"�!��$=�! ρ H��#'���' 

#'� ����=>���� #$!��!��� %!:���� �� 3W �$��� ������� �%�$�����8 �� 3WIU
F ��$� #'� %��'���!� %��'� $����� %;��'&�%��� !);��;� �������!'�;� ��!�

'!��� �! �!!�%����%�7*�� #���%;� ��!'!��� !��!����$=�! :��$� )���� ���=>� ��
%�$����� u � �$��� '������'�%���!,! ������� �!�'�����8 #'!#!'"�!��$=�! ����=�
>���7 '�:�!��� [(V1 − u)2 − (V	�� − u)2]� �!� &� ���$���;+ '�:�$=��� �!&�! #!�
$����= � �'�,�� #����G !� �$��; ������� % >��$= �$����� !��8�= ∆L = ut ,�� t
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F %'��8 #!$��� �� 9�!� ������� �� :�%��8*�� !� ��!'!��� � ��#'�%$���8 %��'��
�$8 #'��������!,! ����� %$�8��8 %��'���!,! %��'� $����� �!$&�� �$� #�'������
%#�'�� �!��� ����$� %;'�%��%���8 �� %�$����� ∆L H#'� �!�'������ �!'��$=�;�

��!'!���+I �$� �%�$����= ��!'!��� #$���'!%���8 � ����$� %;'�%��%���8 ��
1
4
u

H#'� �!�'������ �!'��$=�!+ ,$�����; ���&���8I� ��#'���' #'� %��'���!� %��'�
3S 1� %�� ��!'!��� �$����� �%�$����= #'���'�! �� 3S �1� H�!��! F �� 4 �1�I 
#'� @S 1� F �� @S �1� H�!��! F �� 3T �1�I � �� ��

�"� ��������� 
�	 
 ��� �	

3�������/�� ���!���� ���!$��� �� #!����� !#'���$87��8 %!�#�'%;� #�'��
���'��� #!����� H��!'!��=7 � �,$!� ���&���8 �! %;'�%��%���8 #!���!��!+ ��!�
'!��=7 :����$����� #'!)�,� � #'�I � %!�%�!';� ��'����'�������� ���!+��%!���
� �#'�%$8��!��� �� %!:��>�!� ������� #!����� � �� #'!)�,��

!%'�����;� ���!$��; ���7� !���= )!$=>�7 ���$=��7 ��,'�:�� �� �';$! G/S 
%�$����%�� ��,! :������$=�! %!:'!�$� ��!'!��= #'�:��$���8 � �$��� #'!)�,�� �;�
#!$����� #!����� �� )!$=>�� ��!'!��8� �%8:��! � �:%����;�� #���!$!,��������
:��'������8�� �$8 $������� ��#'���' % KS�� ,!��� �����$!�= ��! �� ��!'!��� )!�
$�� 3NS23MS �1� ���!$�� �� ��!&�� #!�����= �� !��� $������ �! ��$!%�� !)$�����
,'!����!+ #'��#!��)$�%���!��=7 � % ����!8*�� %'��8 �'����� #! �%�$�?���"��
$������ ��&�7� ���!$�� �� ��!'!��� KSS2KMS �1�� ���!�!';� 9��#�'������$=�;�
��>��; ���7� ��!'!��= #'�:��$���8 �! MSS �1�� ��>���$=�;� ��'; #'��#'����
����;� % #!�$����� %'��8 %! %��� ��'���� �$8 ����=>���8 ��!'!��� #'�:��$���8
���!$��!% �%8:��; �� � #���!$!,�������� !,'�������8�� ��$!%��� � � ��&�$��
��$=�;� �%�$������� '�:��'!% )��!��;� �((�

@� ������� ������ �� �����	* �;#!$����� #!����� �%8:��! � �!��;�
 	
������ !#'���$����� %;�!�;� ����� !)'�:!� $����� 9�! ��$��� �� �� ����8
?�:������8 %�$����� �$�&�� ��� �'���'��� %;�!�;h

���#'!��'�����!� ������ ! '�>�7*�+ '!$� )��!��$8'�!,! :'���8 H:'���8 �%��
�8 ,$�:���I �$� �%!+��%� :'���!% � D��%!��� �� '�:�!��=E �� #!��%�'&�����8 #'���
���!+� �;�!�� #'� #!����� !#'���$8���8 $�����!� #! "�$!�� '8�� ��$!%�;� #'��
:���!% ,$�%�;� �: �!�!';� 8%$8���8 !)*�8 �
����
 �
�� 
��� ��	�% ��'����'��
:����8 �,$!%!+ ��!'!��=7 ��)�,���8 � %��'!� H�,$!�I '�:)�,���8�

�!,�� $����� ��!�'�� �� :��$7 � %;�!�; @M2KS % �! :��$8 ��)�,��� �� ���!�
$�� �'�%����$=�! ���$���! � #!��� #�'�$$�$=�;�� #!$!���� H'��� T�3NI�  %;�!�;
3S  :��$8 ��)�,��� );��'�� � %��' '�:)�,���8 #!$!� >�'�� �� %;�!�� 3  ��!�
'!��= ��)�,���8 :��$� �*� )!$=>� � %��' '�:)�,���8 #!$!� #'�)$�&����8 � $����
,!'�:!����

����� !)'�:!� $����� !#'���$8�� #'� #!����� ���!�!';� #�'����'; �%�&���8
:��$� �%8:���;� � %;�!�!+ �!%!$=�! ��$!%�!� � #'!"���� !)�����8 $���!�� ��$�
����'���!' ��&�!�� �$���7 ��)�,���8 :��$� ���� !)!:������� % %��� %�$����;
%;�!�; ��! !)�����;+ � :�#!������� ������!� :������� %;�!�; #'� 9�!� )!$=>!,!
:������8 �� ������ �$�%�!� F 9�! ������=�8 �������= � :������%��= %;'�%��%����
#'� !#'���$���!+ ��'�����

��:���!� ����� !���= %�&�!� :������� �$8 $���!+ #'������ ��� ��� ��#'��
%�$=�!� �$� �����)�$=�!� ��#'�%$���� %:,$8�� #'� #!����� ���:)�&�! #'�%!��� �
����&���7 �!!�%����%�7*�+ ��'���; ��)�,���8 :��$� � ��#'�%�$=�!�� #'!?�$7
#!������ ��$� ��!�'��= !���= �	����% �! ��'���� ��)�,���8 #!$�����8 ���!+ ���!+
!�� );$� �� ���=>�+ %;�!�� #'� �!'��$=�!� ���$���� %:,$8�� �� �� %;�!�� ��#'��
��' @  $����� )���� #'������= :� 3 % ��! #'�%���� � ������� %;'�%��%���7�
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�������8 ��$=�!��= #!$��� �� %;�!�� � ��!'!��� ���)!$=>�+ ��$=�!��� #!$��� �
#!$�!+ :�#'�%�!+ ,!'7����

��	����	�! ������ �!����� F �������$=�!� '����!8��� �!�!'!� �!&��
#'!$����= ���!$�� H,'�##�I � :�����;� '�&��!� � #'!?�$�� #!$��� !� �9'!�'!��
%:$��� �! !)C���� ��+��%�8 � %;#!$������ #!���%$���!+ :����� � %!:%'�*�����
�� �%!+ �9'!�'!� #'� #!$�!+ �$� :�����!+ :�#'�%�� ,!'7��� )�: '���!�!%���8
������$=�!,! ,�'����+�!,! � ��%;'�)��;%���!,! !�����!% ,!'7��,!�

������/���#����# ����� F %'��8 #'�);%���8 ���!$��� % #!$����

(! ���$!,�� � ��$=�!��=7 '�:$���7� #'���������7 � �������$=��7 #'�������
���7 #'!�!$&���$=�!��= #!$��� ���!$��� H,'�##;I�

��$=�!��= � #'!�!$&���$=�!��= #!$��� ���7� )!$=>!� ���������!� :��������
<!$=>�8 ��$=�!��= #!$��� #!:%!$8�� ���!���= ���'; #! "�$8� '��#!$!&���;�
% ,$�)!�!� �;$� #'!��%���� );��'! �!�'��!�!��%��= ���$�8 )!$=>�� ���� �%���
"�� % '�>�7*�� ����� !���$8�= '�)�&� #�'��%��� #!%;>��= ,$�)��� %!:��>�!+
'�:%���� � �� �� ('!�!$&���$=�!��= #!$��� %�&�� �$8 #��'�$=�;� ���!$��!% �!'�
'����'!%*��!% ���!$��!% '���!$!��"�!��!,! �!:!'� #'!��%!$!�!��;� ���!$��!% 
� ���&� �$8 ���'�)���$�+ #'� ��+��%�8� �: #!$!&���8 ��&�'��%� % %!:�����

('� %;#!$����� )!�%!+ :����� �� :�����!� '����!8��� !� �9'!�'!�� )�:�'!%��
��8 ��$���� �:);�!��!,! :�#��� �!#$�%� !)��#���%��� �� ��'>'��� %!:�!&�!��=
����%'�'!%��= ��!'!��=7 %;�!�!+ � ��'�!� ��! #!%;>��� %�'!8��!��� #'�!�!$��
��8 (�� #'!��%���� � #!'�&���8 "�$�� �:);�!� �!#$�%� #!:%!$8�� ���'�)���$7
�!%�'>��= ��!��!�'���;� #!%�!'�;� ����� #'!��%���� %���� %!:��>�;+ )!+ ��
?!'��'!%���;� '�&���� '�)!�; �%�,���$8 #!:&� %;�!���= �: )!8 %;��&���=
#'!��%���� %���� ����%'���;+ %!:��>�;+ )!+ �! #!$�!,! �:'���!�!%���8 �!#$��
%� ��! '�%�!:����! �����!&���7 #'!��%����� ����� !)'�:!� �!#$�%! 8%$8���8 %
'���� $������ ��$=�;� !'�&����
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��� = �%�� ������ 

3� ���$=�;+ '���!� �!#$�%� C�� F 9�! '���!� �!#$�%� % ��$!,'����� :� 3 ��� 

#'��!�8*�+�8 �� �����"� �8,� H�� 3 �=7�!�I� ��:��'�!��= C�� F
� 

' · � � �$8 ���

#!� ���$=�;� '���!�!� �!#$�%� !)!:������;� Ce #!����7� '���!� �!#$�%� % ���
$!,'����� :� 3 ��� #'��!�8*�+�8 �� �����"� �!*�!��� �%�,���$8 H�� 3 ��$!%���I�

��:��'�!��= Ce F
� 

��� · �
�8,� �%8:��� � �!*�!��=7 ?!'��$!+

P =
1000 ·N η�

V
, (9.1)

,�� N F �!*�!��= �%�,���$8 ���U
η� F ��#��� %!:��>�!,! %����U
V F ��!'!��= #!$��� 1�U
P F �8,� '�
 ����!� ?!'��$; H4�3I ���$=�;+ '���!� Ce �!&�! %��,�� #�'�%���� % ���$=�;+

'���!� C��

C�� =
Ce V

1000 · η�
. (9.2)

�$8 .�� ��*� ��#!$=:����8 #!�8��� ���$=�!+ �8,� P��

[
' · =
� 

]
� ���	!�
� �� 


F 9�! �8,� �!�!'�7 �!&�! ��'&��= % ������� !��!+ ������; �:'���!�!%�% 3 � 
�!#$�%� H�$� #!��'�,!�� F 9�! %'��8 % �������� % ������� �!�!'!,! �!&�! ��'�
&��= �8,� 3 '% �:'���!�!%�% 3 � �!#$�%�I� �: !#'���$���8 �$����� �%8:= ���$=�!,!
'���!�� �!#$�%� � ���$=�!+ �8,!+

C�� =
3600
P��

. (9.3)

��&� '��= )���� ���� ! ���!$���� � ��� !����! �:$�,���;� #'��"�#; '������
'���!�!% �!#$�%� #!$�!��=7 #!��!�8� � �$8 �'�,�� ���!$��!% ��$� % !��!%� '������
#!$!&��= �!!�%����%�7*�� ��'����'������ �!��'���;� �%�,���$�+�

���	!��� �
�-�� ��&	��
 C�� ����!,! �%�,���$8 :�%���� !� !)!'!�!% ���#���
?!'��'!%���8 ��!'!��� H���$� M I � %;�!�; #!$���� �� '��� 4�3 9�� :�%����!���
#!��:��; % !��!����$=�;� �!!'������� ,�� C�� = C�� C����� $����� !)'����=
!�!)!� %������� �� :������$=�!� �%�$������ ���$=�!,! '���!�� #'� %�$7�����
?!'��&� ����=>���� !)!'!�!% �%�,���$8 � �%�$������ ��!'!��� #!$��� %)$�:�
M = 2, 0 − 2, 5P� ('� �:������� ���#�'���'; %!:���� H!��!����$=�! ������'��!+I
���$=�;+ '���!� �!#!$����$=�! �:���8���8 #'���'�! #'!#!'"�!��$=�!

√
T � ���

#'���' #'� �%�$������ ���#�'���'; �� 3W ���$=�;+ '���!� #! �'�%����7 � �:!)�
'�&���;� �� '��� 4�3 �%�$���%����8 #'���'�! �� S MW�

�� ������ HH = 0,M = 0I % ������'��;� ���!�?�'�;� ��$!%�8� ��#���;�
�%�,���$� ���7� #'���'�! �$���7*�� ���$=�;� '���!�;G

��� � "���'!)�&�;� �!�#'���!'!� F S 3S2S 3@ � 1'·�U
��� � !��%;� �!�#'���!'!� F S ST2S 3S E U
���� H�%���!���'�;�I F S SM2S ST E U
��� � ���� � ?!'��&!� F S 362S @M E U
.�� H&���!���;� '�����;�I F S TS23 MS E U

� ���'!+ H���������!+I ������� �����" �!!�%����%�7*�� "�?'; )���� % 4 T '�:
)!$=>� H������%���! )�: ?�:�����!,! �%�$�����8 ����� ���$=�;� '���!�!%IU ���
#'���' �$8 .�� )���� ����= C�� = 8 − 15 � 1� �·� H��$!,'���!% �!#$�%� ��
��$!,'��� �8,� % ���I�
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@� G�����! ������ ������� C '�%�� #'!�:%�����7 ���$=�!,! '���!�� �� �8,�

C = C�� P
[� 
�

]
.

� ,!'�:!���$=�!� #!$��� P = Q� � ���!%!+ '���!� '�%��

C �� = C��Q� = C��

G

k
. (9.4)∗

���� 4�3G ('���' :�%����!��� !��!����$=�!,! ���$=�!,! '���!�� �!#$�%� ��� !�
!)!'!�!% H
I ���$� M H� I � %;�!�; H�I

"� �������� ���!%!+ '���!� C �� �:���8���8 #'���'�! ��� &� ��� � $!)!%!� �!�
#'!��%$���� Q� H'��� 4�@IU #'� C�� = [\]^_ ���$��= ); ��'!,�8 #'!#!'"�!��$=�!��=
��&�� C �� � Q�� �� :�����!+ %;�!�� ��!'!��= ������$=�!,! ���!%!,! '���!�� �
���!$��� � ��� #'���'�! '�%�� ���%;,!���+>�+ ��!'!��� V� �� �!�!'!+ ���7�
����! k���� � Q� ���

"�� ���	������ ������ #!$��� ���
	!��� �
����� �
�-�� ����=>����8 %�$���
��%�� ����=>���8 ���$=�!,! '���!�� C�� �!�!';+ % �%!7 !��'��= ����=>����8 �:�
:� ���	������ �������� �%�,���$8 #!�'�)�;� �$8 ,!'�:!���$=�!,! #!$��� H� :���
$� �!&�! $����= �� ���%;,!���+>�+ ��!'!��� ��#'���' #'� !)!'!��� 6SW � ��
#!�!$�� �$8 9�!,! ��!)�!���; !)!'!�; 3SSWI� �'!�� �!,! ���!�!'!� %$�8��� ��
���$=�;+ '���!� !��:;%��� #������ ���#�'���'; %!:���� �! %;�!�; 33 � H'��� 4�3 
�I�

���� 4�@G ��%����!��= ���!%!,! '���!�� �!#$�%� !� ��!'!��� � %;�!�; H#'���'I

�
�� ���
	!��� �
����� �
�-�� #!$������8 #'� #!$��� �� ���%;,!���+�
>�+ ��!'!��� � �!����$=�;�� !)!'!���� H)�: ?!'��&�I �� �� �� %;�!�� ����!$=�!
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���=>�+ )��?!'��&�!,! �!:%��!%!,! ���������!,! #!�!$��� ('� �%�$������ !)!'!�
�!% �! 3SSW � %;�!�� �� ����������+ #!�!$!� ���!%!+ '���!� ����!$=�! %!:'������
%�$����%�� �%�$�����8 C�� H��� '��� 4�3 
I�

<� ��&��
���� �����-
 ���!%!+ '���!� C �� :�%���� ��� &� ��� � ���$=�;+
'���!� C�� �� �� #'� #!$��� �� :�����!+ %;�!�� ���!%!+ '���!� #'!#!'"�!��$��

√
T  

��� ��� #'� :�����!� ���$� M ������%! k � �!#'!��%$���� Q� !� ���#�'���'; ��
:�%��8��

� ���!$��!% � &�������� ��� 
��	�� ���!%!+ '���!� �!#$�%� % ,!'�:!��
��$=�!� #!$��� '�%��

C �� = CeN� = Ce

Q� V

3, 6 · 1000 η�
, (9.5)

,�� V F ��!'!��= �1�U
N� F �!*�!��= �%�,���$8 ���% #!�'�)��8 �$8 ,!'�:!���$=�!,! #!$���U
η� F �� #� �� %!:��>�!,! %�����
$��!%���$=�! #'� Ce = [\]^_ ���
	!��� �
����� �
�-�� �� :�����!+ %;�!�

�� #!$�����8 #'� ������$=�!+ �!*�!��� #!�'�)�!+ �$8 ,!'�:!���$=�!,! #!$��� 
�� �� #'� N���� = (Q� V )�� ��! ����� ����! �� ��� ��:;%���!+ :/�����������;
�������� V�� �!�!'�8 % 4

√
3 = 1, 3 '�:� ���=>� ���%;,!���+>�+ ��!'!��� V�� 

%;�!�!+ ������$=�;+ ���!%!+ '���!� :���= �%�$���%����8 �:�:� '!��� ��!'!��� V
H#'� ���:����!� �!#'!��%$���� Q�I�

��!$��; � ��� :�����7� #'!��&��!��!� #!$!&���� ��&�� ���!$����� � ���
� #!'>��%;�� �%�,���$8�� �� �� � 9��� ���!$��!% ������$=�;+ ���!%!+ '���!�
#!$������8 �� ��!'!��� #'!��&��!��!+ ��&�� V�� � V� H���:;%����8 :������$=�!�
#������ Ce #'� ����=>���� ��!'!���I�

K� ('� %������ %!:��>�!,! )!8 %�&�!� :������� ����� �
����� �
�-�� ��&	��

&�� �
�&�	
 
��� �� �

C �� = C�� P�.

�'�%;� C ��(M,H) !#��;%�7*�� �:������� 9�!,! ���!%!,! '���!�� #! ��!'!���
� %;�!�� �!$&�; % #'��"�#� #'���'�! ��#!�����= %;�!��!���!'!���;� ��'����'��
����� �%�,���$8 P�(M.H) �! � #!#'�%�!+ �� �:������� C��� �� '��� 4�K ��� #'���'
���!%;� '���!�!% #'� '��#!$�,���!+ ?!'��&�!+ �8,� �$8 ���!�!'!,! �%�'�:%��!�
%!,! ���!$�������'�)���$8 H%�'���+ � ��&��+ ,'�?��� ��������;I�

�� ��$;� %;�!��� C �� :������$=�! )!$=>� ���!%!,! '���!�� % �����!%�%>���8
,!'�:!���$=�!� #!$���� (���= ��#'���' �$8 ,!'�:!���$=�!,! #!$��� � ���%;,!��
��+>�+ ��!'!��=7 ���!$�������'�)���$7 �!����!��! #'� !)!'!��� 6SW ����= �8,�
!�!$! 3S SSS '� ('� �%�$������ !)!'!�!% �! 3SSW �8,� �� ��$!+ %;�!�� %!:'���
���� % K2N '�:� H#'�%�� #'� ���!�!'!� ���&���� C��I� ('� %�$7����� ?!'��&�
�8,� �!&�� ����= % 62T '�: )!$=>� H#! �'�%����7 � ��!)�!���!+ �$8 ,!'�:!���$=�
�!,! #!$���I � !��!%'�����;� �%�$������� C�� % @2@ M '�:� ��! #'�%���� � '!���
���!%!,! '���!�� % 3@F@S '�:g $��!%���$=�! ��$� #'� #!$��� � :��$� � ���%;,!��
��+>�+ ��!'!��=7 9�!� ���!$�� �!&�� #'!��'&��=�8 % %!:���� ��#'���' 3 M �% �!
#'� %�$7����� #!$�!,! ?!'��&� %�� �!#$�%! )���� �:'���!�!%��! :� M2T ���

� ��>�� #'���'� 3 �� %!:��>�!,! )!8 �� #!$�!� ?!'��&� 9�%�%�$����� #!
'���!�� �!#$�%� 3@2@S �� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� �� ���%;,!���+>�+ ��!'!��� 
3 �� %!:��>�!,! )!8 �� �������$� F K2N �� ,!'�:!���$=�!,! #!$���� (!9�!�
�� ��� !) 9�!� ��!��!�'���! �#!����$!�= % BZZ ,$�%� �� ����!�8*�� ��������
����%'!% ?!'��& �$����� #! %!:�!&�!��� %;�$7���=�

('� �%�$������ %;�!�; #!$��� ���!%;� '���!�; C �� � C �� �)$�&�7��8 � ��
���������!� #!�!$�� ����!%8��8 '�%�;�� �'�, �'�,� ��� ��� ,!'�:!���$=�;+ #!$��
�� ���������!� #!�!$�� #'!���!��� � '��#!$�,���!+ �8,!+�
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���� 4�KG O��!%!+ '���!� �!#$�%� #'� '��#!$�,���!+ ?!'��&�!+ �8,� H#'���'I

N� ����������! ������ ������� C� '�%�� !��!>���7 ���!%!,! '���!�� %
,!'�:!���$=�!� #!$��� � ��!'!��� #!$���

C� =
C ��

V
= C��

Q�

V
= C��

G

k V

[ � 

�

]
, (9.6)∗

,�� V  �1��
'
 �
�
���� ������ ���
	!��� ��	�������� �
�-�� #!$������8 �� �!+ ��!�

'!��� �� �!�!'!+ !��!>���� C ��/V ������$=�!� J�� ��!'!��= �!&�! ��+�� ,'��
?������ #'!%��8 �: ����$� �!!'����� ������$=��7 � �'�%!+ C ��(V ) H'��� 4�NI ���
��� ���,��� �,$� ���$!�� 9�!+ ������$=�!+ � ���= C ��/V �

�������! ���
	!�� � ��	������� � �
�-��
 H��!'!��= ���)!$=>�+ ��$=�!�
��� ,!'�:!���$=�!,! #!$���I � ������� #!���#���! �%�$���%����8 #'�)$�&�8�= �
�'�������!+ �! �� :��!�8 :� #!�$���77 ��� ��� ��$=>� �9'!����������!� ������%!
'�:�! #����� � ���!%!+ '���!� %!:'������� �������!'��8 ��!'!��= ������$=�!,!
��$!���'!%!,! '���!�� � %;�!�!+ ����!$=�! #����� #'�)$�&�8�= %)$�:� �!:%��!�
%!,! ���������!,! #!�!$�� � ���%;,!���+>�+ ��!'!��� � � ��!'!��� ������$=�!,!
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���� 4�NG �'�?�����!� !#'���$���� ��!'!��� ������$=�!,! ��$!���'!%!,! '���!��
�!#$�%�

���!%!,! '���!���
� ���	������ ������ ������$=�;+ ��$!���'!%;+ '���!� ����=>����8 %!�

#�'%;� %�$����%�� ����=>���8 ���!%!,! '���!�� � %!�%�!';� %�$����%�� �%�$��
����8 %!:��>�!+ ��!'!���� ����� !)'�:!� ��$!���'!%;+ '���!� � %;�!�!+ #�����
�������%��� ��� ���!%!+ '���!��

�
�� ���
	!��� ��	�������� �
�-�� � ��#���;� ���!$��!% � ��� #!$��
�����8 #'� #!$��� � �!����$=�;�� !)!'!���� H)�: ?!'��&�I %)$�:� )��?!'��&�!,!
�!:%��!%!,! #!�!$�� �� !�!$!�'�������!+ ��!'!��� H�$8 '�:�;� ���!$��!% 9�! )��
��� ��!'!��= TMS24SS24MS23SSS �1� D#! �!��!+ ��'�$��EI�

�� '��� 4�M % ������%� #'���'� #!��:��� ��#����8 :�%����!��= C�(M,H) �$8
���!�!'!,! �%�'�:%��!%!,! ���!$��� � ��� ���7*�,! ����� !�!$! 3S � H�$8 ���
�!$��� � �'�,!+ ����!+ ,'�?��� )���� ����= #'���'�! ���$!,���;+ %�� �! %�$��
���� C� %!:'����� �$� �#���� #'!#!'"�!��$=�! ����� mI� !��'&���� %�'���,! �
��&��,! ,'�?��!% �!%�'>���! ��������!� !�$���� �� %��>��,! %��� !#'���$8���8
�!$=�! '�:�;�� �!!'��������� ��'���+ ,'�?�� !);��! #'�%!����8 % �����������
!#�����8�� �����! �$8 $������ ��,$8���� � ��!)��� ��&��+ ,'�?�� �� �!�!'!�
�:!$���� '�%�;� ��$!���'!%;� '���!�!% #'!%����; #'8�! % ���#�:!�� %;�!� �
��!'!���+ #!$��� ���!$����

<� ��&��
���� �����-
 ��$!���'!%;+ H'���!� C� = C��

G

kV
� �������) ���

��� #'!#!'"�!��$=�!
√
T �:���8���8 � ���$=�;+ '���!� C�� � ��!'!��= :%��� a �

��!'!��= #!$��� V �

��� 1 �!
���! � �����7��	�!
���! ���	� 

3�������/���#����# ,!'�:!���$=�!,! ������� #!$��� ���!$��� � ��� '�%��

τ� =
m���

C 

=
km���

C�� fm��

. (9.7)

,�� m��� F ����� �!#$�%� �!�!'!� �!&�! �:'���!�!%��= �� ������� ,!'�:!���$=�!,!
#!$���U

m�� F �'���88 ����� ���!$��� �� 9�!� ��������
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���� 4�MG ��$!���'!%;� '���!�; �!#$�%�G )�: ?!'��&� F �#$!>�;� $���� � ?!'�
��&�� F #�����' H#'���'I

('!�!$&���$=�!��= #!$��� �%8:��� � ���!%;� '���!�!� � :�%���� !� ��� &�
?���!'!%G �������$=��8 #'!�!$&���$=�!��= �� :�����!+ %;�!�� #!$������8 #'��
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��'�! �� ���%;,!���+>�+ ��!'!��� � %;�!�!+
�������$=��8 #'!�!$&���$=�!��= #!$��� �%��
$���%����8 %�$����%�� ����=>���8 C�� H���:;�

%����8 %!:'������� !)!'!�!%I #'� �%�$������
���#�'���'; #'!�!$&���$=�!��= #!$��� #����
�� H�:�:� %!:'������8 C��I� �� !#����$=�!+

%;�!�� �������$=��8 #'!�!$&���$=�!��= #!$��
�� #'���'�! % 3 M '�:� )!$=>� ��� � :��$�
H'��� 4�6I�

�� ���!$���� � �� �$8 �%�$�����8 #'!�
�!$&���$=�!��� #!$��� �';$! �$����� ���%��=
% #!$!&���� ������$=�!+ ��'�$!%���!��� ��!
�%�$���%��� �9'!����������!� ������%! � #'!�
�!$&���$=�!��= #!$��� #'���'�! % �%� '�:� #!
�'�%����7 � #!$��!� �� �!�'�������!+ ��!'!�
��� #'� �������$=�!+ ��'�$!%���!����

'
 ����-�������- ��������- #'!�!$&���$=�
�!��= #!$��� '�:�! #����� %�$����%�� ����=>��

���� ��	� 0������������ �	�������
��������� � ����������������� ������

 	�
�������� �� 
�����

��8 �9'!����������!,! ������%� k � �%�$�����8 ���$=�!,! '���!�� C�� H�:�:� %�$7�

����8 ?!'��&�I�
@� 
��#����# �� ,!'�:!���$=�!� ������� #!$��� ���!$��� � ��� '�%�� H)�:

����� %��'�I

L� =
m���

C�

=
k V m���

C�� fm��

(9.8)

,�� ,'�##�
k V

C��

��:;%����8 ��������� ���#����� ���!$����

��$=�!��= #!$��� �%8:��� � ��$!���'!%;� '���!�!� � :�%���� !� ��� &� ?���
�!'!%G �������$=��8 ��$=�!��= �� :�����!+ %;�!�� #!$������8 �� ��!'!��� �����
��$=�!,! ��$!���'!%!,! '���!�� �!#$�%� � %;�!�!+ ��$=�!��= #!$��� �%�$���%����
�8 % )!$=>�+ ���#��� ��� #'!�!$&���$=�!��= ���#�'���'� %!:���� �� ��$=�!��=
#!$��� �� %$�8���

�� !#����$=�!+ %;�!�� �������$=��8 ��$=�!��= #!$��� #'���'�! % @2@ M '�:�
)!$=>� ��� � :��$� H'��� 4�6I�

'
 ����-�������- ��������- ��$=�!��= #����� �� ��� '�:�! ��� #'!�!$&���$=�
�!��= ��� ��� �%�$������ ���$=�!,! '���!�� C�� � ����=>���� �9'!����������!,!
������%� k �������! �!�#����'�7��8 '!��!� ��!'!��� V �

K� 
�� ������ ���#����� ����� % ?!'��$� H4�TI #!����%$8���8 �������
����� ���!$��� m��� �����! #'� )!$=>!� !��!����$=�!� :�#��� �!#$�%� '����� #!
�'����+ ����� �!&�� ���= ���!�!'�7 !>�)��� <!$�� �!��;+ '�:�$=��� ���� �����
 �
	!�
� 7���	
% �!�!'�8 %;%!����8 �$���7*�� #����G

dL� =
dm���

C�

= −dm
C�

= − k V

fC��

· dm
m

;

#'!�:%���� ?!'��$=�;� !#�'�"�� ����,'�'!%���8 H�����8
k V

fC��

= [\]^_I %%����

!)!:������� m��� =
m���

m1

H9�! ����$=�;+ !��!����$=�;+ :�#�� �!#$�%� �$8 ,!'�:!��

��$=�!,! #!$���I � #!$����

L� =
k V

fC��

ln
1

1 −m���

. (9.9)
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(! �'�%����7 � 9�!+ ?!'��$!+ '����� #! �'����+ ����� ���� �$���7*�� !>�)��G
#'� m��� = 0, 3 F !>�)�� 3W #'� m��� = 0, 6 F !>�)�� 5W� ����� !)'�:!� �$8 %���
���!$��!% :� ���$7������ �8&�$;� ��>�� � )!$=>!+ ��$=�!��=7 #!$��� '�����
�!&�! #'!�:%!���= #! �'����+ ����� �� �� #! #'�)$�&���!+ ?!'��$� H4�TI�

)
��� 
���
	!��� �
	!����! &�	��
 �!&�! #!$����= �� �!%'�����!� �8&��
$!� )!�)�'��'!%*��� �$� �'���#!'��!� ���!$���h �!:=��� ���$��>�� #�'����';
�$8 �!:%��!%!,! ���!$��� H��#� ��M@IG k = 18 V = 950 �1�% C�� = 0, 08 � 1'·�%
m��� = 0, 6 H6SWI � #! ?!'��$� H4�4I #!$���� L� = 20000 �� �!:=��� ���$���
>�� #�'����'; �$8 �%�'�:%��!%!,! ���!$��� H��#� X��5SIG k = 7 V = 3000 �1�%
C�� = 0, 25 � 1'·�% m��� = 0, 6 � #!$���� L� = 7850 �� J�� ��$=�!��� !��%���! �
8%$87��8 #'���$=�;�� �$8 �!%'�����!,! �'!%�8 '�:%���8 �%��"���

N� � ?!'��$; H4�5I2H4�4I %�!��� m��� F ����� �!#$�%� �!�!'!� �!&�! �:'���!�!�
%��= ��  �������
	!�� ��
���� #!$���� �$8 ���!&����8 m��� ��&�! �: :�$��!,!
% )��� �!#$�%� m� ������! ����� ∆m��i ���*��G

F �� :�#��� #'!)� �%�,���$�+ '�$���� � %:$��U
F �)!' ,'�##; � ��)!' :�����!+ %;�!�;U
F %!:��>�;+ )!+ �$� ����%'�'!%���� �$8 ����� ��:���!+ "�$�U
F �$���+�;� !��$!����8 !� ��'>'��� �$� !� :�����!,! '�&��� #!$��� � �:���

����� ��!'!��� %��'�U
F ���&���� '!�#��� ,'�##; �'�, #!����� � :�'�$�%����U
F ��%;'�)��;%���;+ !����!��
�! ��! !�������8 #!�$� %;������8 � #!+��� �$8 #!$��� � "�$� H'�+!�� %!:�

��>�!,! )!8I � !)'���!� ��$� ��)!' %;�!�; � ���&���� H�)!' � '!�#��� ,'�##;I
#'!�:%!�8��8 #! ��'>'��� �! '����!8��� #'!�!���!� �� 9��� �������� %�$7�����
�8 % !)*�7 ��$=�!��= #!$����

M������������ '����� ��$=�!��� #'!�!$&���$=�!��� � '���!�� �!#$�%� #'�
��)!'� � ���&���� H� #'� $7)!� ����%'�I #'!�:%!����8 !);��;�� ���!���� ���
������ #!$��� � '�:��$����� �'����!'�� �� !���$=�;� ��$��� ������� �� ��&�!�
�: �!�!';� �����

∆t =
∆H
Vy

(
�$� ∆t =

∆Θ
ω�

, �$� ∆t =
∆ϕ
ω�

,

�$� ∆t =
∆V
jx

� �� ��

)
: ∆L� = V cos Θ∆t;

∆m� =
C�� P

3600
∆t.

"�
�������� ����� '�����; % #!$�!� !)C��� �� #'!�:%!�8��8 � ��#!$=:����
�8 D����'��"�8 #! '������ ��$=�!��� � #'!�!$&���$=�!��� #!$���E % �!�!'!+
���7��8 %�� ��!)�!���;� ����;� ��#'���' ,!�!%;� ?���"�� ∆t(∆H) ∆L�(∆H) 
∆m�(∆H) �$8 ��)!'� � ���&���8�

� &���������- �
����
- �!#$�%! �!&�! ��$��= �� �'� �����G �$8 ����%'��
'!%���8 % '�+!�� ��:���!+ "�$� �$� %!:��>�!,! )!8 �$8 #!$��� #! ��'>'��� �
,�'����+�;+ :�#�� H%�$7��7*�+ #'!��� �����I� ���&� #'�)$�&���! �!&�! ����
���= ��! #!%;>���;+ '���!� �!#$�%� #'� ��)!'� H)�: %�$7����8 ?!'��&�I � ���
$;+ '���!� �!#$�%� #'� ���&���� #'���'�! �!�#����'�7� �'�, �'�,� � �!#$�%! 
�:'���!�!%���!� #'� ��)!'� � ���&���� �!&�! ������= ��� ); �:'���!�!%���;�
% ,!'�:!���$=�!� #!$��� H#'� 9�!� #'!�:!+��� ���!�!'!� :�%;>���� ��$=�!��� #!�
$���I�
����� 3� ���!G '��� 4�K � 4�MU ����� :�#'�%$���!,! �!#$�%� KSSS � U ,�'���

��+�;+ :�#�� MNM � U '����!8��� �! "�$� NSS �U #!$�� �! "�$� #'!�:%!����8 ��
#'���$=�! ��$!+ %;�!�� � ��!'!��� 33SS �1� HM = 0, 9IU % '�+!�� "�$� ���!$��
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% ������� @ �� ����%'�'��� �� #'���$=�! ��$;� %;�!��� �! �'����+ ��!'!��=7
3SSS �1� HM = 0, 8I #'� ��#!$=:!%���� #!$�!,! ?!'��&��

�'�)����8 ��+�� '�&�� #!$��� !� "�$� �! �9'!�'!���
� � > � � � �� (! '��� 4�M ��$!���'!%;+ '���!� #'� H = 0 � M = 0, 9 '�%��

@ M � 1�U #'� #!$��� � "�$� )���� �:'���!�!%��! 2, 5·400 = 1000 � U #! '��� 4�K ���!�
%!+ '���!� #'� #!$�!� ?!'��&� �� ���:���!� % ��$!%�� '�&��� '�%�� 34 SSS � 1�U

:� @ ��% ����%'�'!%���8 )���� �:'���!�!%��! 19 000· 2
60

= 633 � U �� !)'���;+ #��=

�!&�! #!�'����= 3000−545−1000−633 = 822 � U #'� 9�!� ��$!���'!%;+ '���!� �!$�
&�� );�= �� )!$�� 822 : 400 = 2, 06 � 1�% ��! #! '��� 4�M �!!�%����%��� %;�!�� #!$��
�� �� ����� @ � �� ��!'!��� ���)!$=>�+ ��$=�!��� H�!&�! %;)�'��= $7)!+ �'�,!+
'�&�� !,'�������;+ �:!$����+ C� � 2 � 1�IU ��$� ���!�!';+ �����!� !)'���!,!
#��� �'�)����8 #'!+�� �� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� H#'� C� = 2, 5 � 1�I �! :����
�!!�%����%�7*�+ �����!� ���! #'!+�� �� %;�!�� )!$�� 5 � H#'� C� = 1, 5 � 1�I�
����� ?* ���!G '����!8��� �! '�+!�� %!:�!&�!,! %!:��>�!,! )!8 MSS �U

#!$�� �! 9�!,! '�+!�� � !)'���! #'!�:%!����8 �� !#����$=�!� '�&��� �� �� ��
%;�!�� 3@ M � � ��!'!��� 33SS �1� HM = 0, 9IU !���$=�;� ��$!%�8 F #'�&����

�'�)����8 ��+�� %!:�!&�!� %'��8 %!:��>�!,! )!8 �� %;�!�� M � � �'����+
��!'!��� 3SSS �1� HM = 0, 8I #'� ��#!$=:!%���� #!$�!,! ?!'��&��

��>����� (! '��� 4�M ��$!���'!%;+ '���!� �� !#����$=�!� '�&��� '�%�� 3 � 1�U
�� #!$�� � '�+!�� %!:��>�!,! )!8 � !)'���! )���� �:'���!�!%��! 1·500·2 = 1000 � U
�$8 %!:��>�!,! )!8 !�������8 3000−545−1000 = 1455 � U �� :�����!� '�&��� ���!�
%!+ '���!� #! '��� 4�K �!���%$8�� 3N SSS � 1�U �$��!%���$=�! %!:��>�;+ )!+ �!&�!

%���� % �������
1455
14 000

· 60 = 6 ���

�!�����' #'� #!�!*� ,'�?��!% #!�!)�;� �:!)'�&���;� �� '��� 4�K � 4�M 
�!$&�� #'���'�! #'������= %!:�!&�;� %�'����; %;#!$����8 )!�%!+ :����� � �&�
:���� ���= :������ >��'���� � ��&���'� �� �!��;+ '����� %;)'���;� %�'����!%
% #!$�!� �!!�%����%�� � D����'��"��+ #! '������ ��$=�!��� � #'!�!$&���$=�!���
#!$���E�

��� � � �	��� � ���	� � ������ � ���

�	 � �����3

����45�	 
  �!
���! � �����7��	�!
���! ���	� 

3� 
��#����# � ������/���#����# ����� #'�&�� %��,! �%8:��; � !��!�

����$=�!+ ����!+ �!#$�%� m� =
m�

m
F H�����! � !��!����$=�!+ � �� � �)�!$7��!+

����!+I�
��� ��� ����� !��!����$=�;� ���� %�!�8*�� % !)*�7 ����� ���!$��� '�%�

�� �����"� �! ���	����! �
��! m
�

���� ��	!�� �
 ���� ���!����� ��� �-
�
���� 
���� � 9�!� ��#'�%$���� %!:�!&�; �$���7*�� ��'!#'�8��8G

F ����=>���� !��!����$=�!+ ����; �!���'��"�� ���!$��� m�� ��#'���' � ���
�'�)���$�+ m� � 0, 3 − 0, 35 � � �8&�$;� )!�)�'��'!%*��!% m� � 0, 2 − 0, 25� �!
����=>���� m� ���:)�&�! #'�%!��� � ���&���7 #'!��!��� ���!$��� �� �� � ����
&���7 �������$=�!+ 9��#$����"�!��!+ #�'�,'�:�� n�y ����U

F ����=>���� !��!����$=�!+ ����; �%�,���$=�!+ �����!%�� m���� ��#'���' �
���'�)���$�+ m��� � 0, 12−0, 17 � � �8&�$;� )!�)�'��'!%*��!% m��� � 0, 05−0, 08�
�! ����=>���� m��� #'�%!��� � ���&���7 �8,!%!!'�&���!��� ���!$��� �%�$����
��7 �$��; '�:)�,� ����=>���7 �������$=�!+ ��!'!��� ��!'!#!�C���!��� � ���
��%'���;� ��'����'�����U

F �%�$������ !)*�+ �)�!$7��!+ ����; ���!$��� m H�! 3MS2@SS � � )!$��I� ���
��� �)�!$7���7 ����� 9��#�&� ����#�$=��'���;� ������+ ���!�!';� 9$�����!%
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!)!'��!%���8 � %!!'�&���8 ����=>��= ��$=:8 �! #'��!����8 �%�$���%��= �)�!�
$7���7 ����� ���!$��� ��!); !��!����$=��8 �!$8 #�'����$���;� �����+ ����=�
>�$��= H� S SM2S 3 �� ���'�)���$� �! S S@2S SK �� �8&�$!� )!�)�'��'!%*���I�

�� ���� %��,! 9�!,! !��!����$=��7 ����� �!#$�%� ������8 #!%;���= !� m� =
0, 25 − 0, 35 �� ���'�)���$� �! m� = 0, 5 − 0, 6 �� �8&�$!� )!�)�'��'!%*����

@� ������� ��	� % #'��"�#� �$�&�� �$8 �%�$�����8 !��!����$=�!+ ����
�; �!#$�%� m�� �! 9�� )��� ��� � �!$&�! );�= ���&� ���&�7� �������$=��7
9��#$����"�!���7 #�'�,'�:�� n�y���� �%�$���%�7� �$��� '�:)�,� ����=>�7� ����
����$=��7 ��!'!��= � #'�

<!$=>!+ 9??��� )��� ��7� % �!� �$���� �!,�� !�� �)'��;%�7��8 #!�$� %;�
'�)!��� �: ��� �!#$�%�� ��$� )��� �� �)'��;%�7��8 �! #'�'�*���� $!)!%!,! �!�
#'!��%$���8 ∆Q	�� D�C�����E �!#!$����$=�!� �!#$�%! �� #'!�8&���� %��,! #!$��� 
� �%�$������ ��$=�!��� #!$��� #!$������8 ���=>��� ��!)���! ��$!� #'�'�*����
��$=�!��� ��7� ���)'��;%���;� #!�%���;� )��� #'� #!$��� �� )!$=>�� !�!$!:%��
�!%;� ��!'!��8� � :��$� � �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� �� %��� %;�!��� H:���= %
���!�!';� �$���8� #'�������� ���)'��;%���;� #!�%���;� )��!% �!&�� #'�%����
��&� � ���#(��+ ��$=�!��� � #'!�!$&���$=�!��� #!$���I�

K�  �����#(�� ���#����# ����� #'!#!'"�!��$=�� #'!�:%�����7 (k V )�����
�!���'����%�! �%�$������ 9�!,! #'!�:%�����8 �!���,����8 #'��������� �';$� ����
)!$=>�,! ��$�����8 H��$������ !,'�����%����8 ��$!%�8�� #'!��!��� � &����!���I 
��! �%�$���%��� ������%! k � #'������� �';$� ���'���!+ ��'�$!%���!��� H�! KS2
NS◦I ��! �%�$���%��� �'��������7 ��!'!��= V  �! �!�!'!+ �!�'��8���8 %;�!�!�
�9'!����������!� ������%!U #'� 9�!� �!���,����8 �������� #'!�:%�����8 k V �

��!$��; #'����:������;� �$8 #!$��� �� �%�'�:%��!%;� ��!'!��8� ���7� �';�
$! ��$!,! ��$�����8 ��$!� �9'!����������!� ������%! � ���=>�7 %�$����� #'!�:�
%�����8 (k V )����� ��$=�!��= #!$��� ����� ���!$��!% #'� #'!��� '�%�;� ��$!%�8� 
��&� ��� ��$=�!��= #!$��� ���!$��!% �!:%��!%;��

��!$��; � �� �!'!>! #'��#!�!)$��; � �$8 �%�'�:%��!%!,! #!$��� H#'� ��'��
$!%���!��� 5S25M◦I � �$8 �!���&���8 )!$=>!+ ��$=�!��� % �!:%��!%!� #!$��� H#'�
��'�$!%���!��� @S2KS◦I ��� ��� #'� #!����!%�� �';$� �� ��$�7 ��'�$!%���!��=
:������$=�! �%�$���%�7��8 ��$������ �9'!����������!� ������%! � #'!�:%������
(k V )�����

� ���!�!'!�� �!#!$����$=�!�� �%�$�����7 #'!�:%�����8 (k V )���� H�� K2NWI
#'�%!��� #'�������� ��#�'�'�������!,! #'!?�$8 H��� ,$� Z i NI k���� #'� 9�!�
����!,! ����=>����8 �! !��!����$=�! )!$=>� %!:'������ �'��������8 ��!'!��=�

N� (!�$����� #�'����'!� ���!$��� !� �!�!'!,! :�%���� ��$=�!��= � #'!�!$&��
��$=�!��= #!$��� 8%$8���8 ���#��! ������ ������� C��� �: '��#'!��'�����;�
�%�,���$�+ ������=>�� ���$=�;� '���!�!� !)$���7� ��� :���� �$���7� ����
H�%���!���'�;�I � ���� $��!%���$=�! ���!$��; � ��� #'� #'!��� '�%�;� ��$!�
%�8� ���7� ���)!$=>�7 &����	����	!����! #!$����  �
	!����!� #!$��� ��$!
!)��!�� ����!$=�! �$!&��� ��� ��� !�� �%�$���%����8 #'� �%�$������ #'!�:%����
��8 k V � �$��!%���$=�! ��!'!��� V � �! #'� �%�$������ V �'��������8 ��!'!��=
!)������8 $!#����+ %���� )���� �!���,���� '��=>� ��� �'��������8 ��!'!��= #!�
$��� ���!$��� � � 9�!,! �!����� �� #� �� %���� '�:�! #����� � ���$=�;+ '���!�
%!:'������� ��&�� #!$��� �� �!�!'!� ����� ����! (k V )���� �� �!���,����8�

� 9�!� !��!>���� $��>�+ '�:�$=��� ��7� ����� � 9��� �%�,���$�+ ���$=�;+
'���!� �� ��$;� ��!'!��8� )!$=>� ��� � ��� �! :��! #! ��!'!��� !� %!:'������
#$�%��� � �� ����� ������"�� � '�:�!�� ������ %%�'� �� �!+ ��!'!��� �� �!�!'!+
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#'!��� '�%�;� ��$!%�8� )!$=>� ��� � ���!$��� � ����
����-�������� �
�	���% �!�8 � ���7� '�:�'%; �$8 �%�$�����8 ��$=�!��� #!�

$��� �! � !�!$!:%��!%;�� ���!$����� #!�� �� �'�%�8$��= ��� ��� ��&� �� ��!�

'!��� KSSS �1� #�'����' ��$=�!���
k V

C��

�*� ,!'�:�! ���=>� ��� �� ��!'!���

4SS23SSS �1� H��!'!��= % K '�:� )!$=>� �! :��! % @2K '�:� )!$=>� ���$=�;+ '���
�!� � % @2K '�:� ���=>� �9'!����������!� ������%!I�

��#�'= #�'�+��� � ���$�:� %$�8��8 9��#$����"�!��;� ?���!'!%�
M� ������ ����* �� &����	����	!����! #!$��� ��!'!��= � ��#'�%$���� %���

'� �����!,! %$�8��8 �� !��:;%�7�� .
	!����! #!$��� ��! !��%���! �%�$���%����8
#'� #!#���!� %��'� � ����=>����8 #'� %��'���!�� ��$� �� ��!'!��� ������$=�!,!
��$!���'!%!,! '���!�� V #'!�!$&���$=�!��= #!$��� '�%�� τ  �! % >��$= ��$=�
�!��= #!$��� '�%�� L = V τ U #'� #!#���!� %��'� u �1�% #!$���� L = (V + u) τ U
#'� %��'���!� F L = (V − u) τ �

� ��'�+�;� ������8� H��� ,$� ZB i MI ��!'!��= %��'� ��!,�� �!���,��� 5@S �1�%
��! #'� �������!� %;)!'� ��'>'��� � %;�!�; #!$��� �!&�� #'�%���� � ����=�
>���7 ��$=�!��� #!$��� % @2K '�:� � )!$��� ��!)!'!� #'� ���$!� ��#!$=:!%���8
��'�+�;� ������+ ��$=�!��= #!$��� �%�$���%����8 ��!,�� % #!$�!'� '�:� #! �'�%�
����7 � :�����!+ ���������!+ ��$=�!��=7� ��'>'�� ��$=��,! )!�)�'��'!%*��� %
���!�!';� �$���8� �!&�! %;)'��= ��� ��! #!$�� � "�$� � !)'���! )���� #'!�!���=
% #!#���;� ��'�+�;� ������8�� ��$� %;�!�� 8�'� %��'���!,! ��'�+�!,! ������8
�!%#����� � !#����$=�!+ %;�!�!+ ���)!$=>�+ ��$=�!��� #!$��� �! %;,!���� #!$��
#'!�:%!���= �� ���=>�+ %;�!�� � �����!G � ��&��+ ,'���"; ��'�+�!,! ������8�
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��!'!��� V  � �: #���%!+ ��!'!��� !��!����$=�! :��$� W = V ± u� ��#'���' �$8
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�'�%!+ C ��(V ) �: �!��� !���!8*�+ !� ����$� �!!'����� �� ±u %$�%! F #'� #!#���
�!� %��'� %#'�%! F #'� %��'���!� H'��� 4�5I� �����! #'��������� #'� $7)!� %��'�
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'���������!+ �$8 )�:%��'�8� �!$=�! #'� !���= ��$=�!� #!#���!� %��'� �!&�! $��
���= �� ����!$=�! ���=>�+ %!:��>�!+ ��!'!��� H��!); �%�$����= %'��8 #!$�:�!,!
��+��%�8 9�!,! %��'�I � #'� !���= ��$=�!� %��'���!� %��'� F �� ����!$=�! )!$=>�+
%!:��>�!+ ��!'!��� H��!); ����=>��= %'��8 %'���!,! ��+��%�8 %��'�I�

6�8����� ����� H%���I ���!$��� %$�8�� �� ��$=�!��= � #'!�!$&���$=�!��=

#!$��� % �!!�%����%�� � �:�������� !��!>���8 m� �� =
m�

m��

=
m�

m− 0, 5m�

� (���=

m1 = 8000 � % m� � = 2000 � � m� ���� = 2000 : 7000 = 0, 286� ��$� :� ���� �!#!$���
��$=�!,! ,'�:� ����$=��8 ����� ���!$��� %!:'����� �! m2 = 9000 � H�� 3@ MWI �!
#'� �!� &� :�#��� �!#$�%� #!$���� m� ���� = 2000 : 8000 = 0, 250 H����=>���� ��
3@ MWI�

���� #'� �%�$������ ����$=�!+ ����; ���!$��� �� 3W H�� :� ���� �!#$�%�I
��$=�!��= � #'!�!$&���$=�!��= #!$��� ����=>�7��8 ���&� �� 3W�

��$� �!#!$����$=�;+ ,'�: H)!�); '����; � #'�I �)'��;%����8 �� #!$!%��� #��
�� �! �%�$������ ����$=�!+ ����; ���!$��� �� 3W #'�%!��� � ����=>���7 ��$=�
�!��� � #'!�!$&���$=�!��� #!$��� #'���'�! �� S MW�

('� '�:��*���� �!#!$����$=�!,! ,'�:� �� %��>��� #!�%����� ��$=�!��= � #'!�
�!$&���$=�!��= #!$��� ����=>�7��8 �!#!$����$=�!G �%�$������ Cx �� 3W #'�%!�
��� � ����=>���7 L � τ #'� ���)'��;%���;� #!�%����� �� 3W � #'� �)'!�� #!�%��!�
�� #!$!%��� #��� �� S MW�

5� 8����� ��������� ������� T #'� :�����;� ���$� M � ���!�?�'�
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�!��= � #'!�!$&���$=�!��= #!$��� %$�8�� � ���!�?�'�!� ��%$���� p F % �!��!�
�!!�%����%�� � �:�������� )�'!���'�����!+ %;�!�;�

(���= % #�'%!� �$���� #!$�� #'!���!��� �� #'���$=�! ��$!+ %;�!�� @SS % ��
�!�!'!+ #'� ������'��;� ���!�?�'�;� ��$!%�8� ��%$���� p1 = 742  '�� ��� ��$�
%! %�!'!� �$���� #!$�� �� �!+ &� ?��������!+ %;�!�� @SS  )���� #'!���!���= #'�
#!��&���!� ��%$���� p2 = 700  '�� ��� �! #! %$�8��7 �� '���!� �!#$�%� 9�!
)���� �!!�%����%!%��= )�'!���'�����!+ %;�!�� 5SS  % ������'��;� ��$!%�8��

����� !)'�:!� #'� M = [\]^_ ��$=�!��= � #'!�!$&���$=�!��= #!$��� �� :�����
�!+ ?��������!+ %;�!�� #'� #!��&���� ���!�?�'�!,! ��%$���8 )���� )!$=>� �
#'� #!%;>���� F ���=>�� (! '��� 4�6 �:������� )�'!���'�����!+ %;�!�; �� 3SS 
H��! � :��$� �!!�%����%��� �:������7 ��%$���8 #'���'�! �� 4  '�� ���I #'�%!���
� �:������7 ��$=�!��� #!$��� �� #'���$=�! ��$;� %;�!��� #'���'�! �� 3W�
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�������	� � ������ :������$=�! �%�$���%��� ��$=�!��= � #'!�!$&���$=�
�!��= #!$��� )!�%!,! ���!$���� ��$� :�#'�%$8��;+ ���!$�� � :�#'�%*�� !��!,! ���
#� �! ��$=�!��= #!$��� :�#'�%$8��!,! ���!$��� F )�: ����� %$�8��8 %��� �� C� F
�!&�! �%�$����= #'���'�! �� !��� �'��=� #!�!) :�#'�%�� % 9�!� �$���� �$����
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��$� :�#'�%*�� ,!'�:�! )!$=>� :�#'�%$8��!,! ���!$��� �! #'� !��!+ �!:��
#'�%�� ��$=�!��= #!$��� :�#'�%$8��!,! ���!$��� �!&�! % #'��"�#� �%�$����= %
�%� '�:�� � 9�!� �$���� !)� ���!$��� $��8� �! #!$�!,! �:'���!�!%���8 �!#$�%� %
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*�7*�+�8 � )!�%!,! :�����8 ����� ���=>�+ #!$���;+ %�� � �!!�%����%���! ���=�
>�+ ��$!���'!%;+ '���!� �� �� �� #!$�����!� :���= �!#$�%� !� #'!$���� )!$=>��
'����!8��� H#'� #!#���!+ �!:�#'�%�� �: !��!��#�!,! �����'� ��$=�!��= :�#'�%$8��
�!,! ���!$��� �%�$���%����8 ����� ��� �� 1/3 #'� %��'���!+ F )!$�� ��� �� 1/3I�
�����! !',���:!%��= %��'��� �$8 �!:�#'�%�� %!:%'�*�7*�,!�8 � )!�%!,! :�����8
���!$��� �!%!$=�! �$!&�!� ('� &�&����� �!:�#'�%�� :�#'�%*�� � :�#'�%$8��;+
���!$�� �! �!��� �!:�#'�%�� �!,�� $����= %����� % #'���$�� %�:��$=�!+ %����!�
��� � #'� ���!��!8%>�+�8 %��'��� �$� ����������� ��#!$����� F �!&�! %!!)*�
%�'���=�8 �� �%!� �9'!�'!�;� ���!��!8%>�8�8 �������
� �!:�#'�%�� #'�%���� �
#!��'� )!�%!,! ���!$����

('� ��!)�!���!��� '�:�! �%�$����= ��$=�!��= #!$��� H% @2K '�:�I �!&�! !',��
��:!%��= ����� &�&����- � ��������- ���
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��� HD��!,!���#������7E �!:�#'�%�
��I� ('��"�# D��!,!���#�����!+E �!:�#'�%�� #'!�$���� �� #!#���!+ �!:�#'�%��
,'�##; �: �'�� ���!$��!% H)�: ����� %$�8��8 %��� �� C�I� �'� ���!$��� $��8� �!
�:'���!�!%���8 1/3 �!#$�%� :���� &����� ���!$�� !����� 1/3 �!#$�%� ������ �
�� !���%>�+�8 �'��� %!:%'�*����8 !)'���! ������ � ������ ���!$��; $��8� �!
�:'���!�!%���8 ����� ���!$��!� 1/9 �!#$�%� H� 9�!�� �!����� %�!'!+ ���!$��
����� 8/9 #!$�!+ :�#'�%�� � �'���+ ���!$�� F 5/9 #!$�!+ :�#'�%��IU %�!'!+ ���!�
$�� !����� �'��=��� 4/9 � �� !���%>���8 4/9 %!:%'�*����8 !)'���! �'���+ ���!$��
� #!$�!+ :�#'�%�!+ H5/9 + 4/9 = 1I #'!�!$&��� #!$�� � "�$��
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�9'!�'!� %;$����

�"� #���	

���� ��������� 
��3 ���� 

�	 �  �!
���!4

� �����7��	�!
���!4 ���	� 

3� ���� 1�� �����	��2* ���7 ���)!$=>�7 ��$=�!��= #!$��� �!&�! #!$��
���= #'� ���!�� #�$!��'!%���8 D#! #!�!$���E� ��= 9�!,! ���!�� �!��!�� % �$����
7*���

(!�$� %:$��� ��)!' %;�!�; #'!�:%!����8 �� �������$=�;� !)!'!��� �� '�&���
�������$=�!+ �$8 9��� !)!'!�!% ��!'!#!�C���!��� �� �� �� �!+ ��!'!��� V  �� �!�
�!'!+ Vy = Vy ����� � 9�!� �$���� �'����+ ��$!���'!%;+ '���!� �!#$�%� �� �������
��)!'� #!$������8 ������$=�;�� ��$� ��)!' %;�!�; #'!�:%!����8 �� #! ��'>'��
�� �! �� ���!�!';� ���!$���� �!&�! %�$7���= ?!'��& ��!); );��'�� %;+�� ��
:������7 %;�!�� H9�! %;,!��! % �!� �$���� �!,�� �%�$������ ��!'!#!�C���!���
#�'��';%��� '!�� ���!%!,! '���!�� �!#$�%�I�

� �!�"� ��)!'� $����� ������%$�%��� ����� ���$! M H��!'!��= V I %;�!�� H
� !)!'!�; n #'� �!�!';� �$8 :�����!,! ����$=�!,! %��� ���!$��� G1 #�'����'

��$=�!���
k V

C��

=
k aM

C��

����� �������$=�!� :������� H�� �� C� = C���I� �$8 ��&�

�!,! %��� ���!$��� 9�!� '�&�� ���:;%����8 % D����'��"�� #! '������ ��$=�!��� �
#'!�!$&���$=�!��� #!$���E�

('� #!$��� #! ��'>'��� �!#$�%! %;,!'��� � ���!$�� ����!%���8 $�,��� ��$�
$����� #'� 9�!� �� �'!,��� ��� H�!�'��8�� #!��!8��;� !)!'!�; nI � >��'%�$!�
%;��'&�%��� #!��!8��!� ���$! M H% ��'��!�?�'� �!&�! %;��'&�%��= � #!��!8��
��7 ��!'!��= V I �! �%�!��������� !���7��8 #!��!8��;�� �,!$ ����� α �!9??�"��
���; Cx � Cy �9'!����������!� ������%! k ���$=�;+ '���!� �!#$�%� C�� H#!�$���
��� F �!$=�! % ��'��!�?�'�I� � '�:�$=���� !������8 #!��!8��;� � �����!%$���;+

$�����!� % ����$� #!$��� ��	�����#��! #�'����' ��$=�!���
k V

C��

�

KN@



('� Cy = [\]^_ � M = [\]^_ ����=>���� %��� ���!$��� G )���� #'�%!���= �
�%�!��������!�� ��)!'� %;�!�; � �!�'������� #'!#!'"�� p : p1 = G : G1 ,�� G1 F
%�� ���!$��� % ����$� #!$��� D#! #!�!$���E G F ����*�+ %�� p1 F ���!�?�'�!�
��%$���� �� !#����$=�!+ %;�!�� % ����$� #!$��� D#! #!�!$���E p F ��%$���� ��
����*�+ %;�!���

('� #!��!8���%� #�'����'� ��$=�!��� H#'�
k V

C��

= [\]^_I ����*�+ ��$!���'!%;+

'���!� �!#$�%� C� )���� #!���#���! ����=>��=�8 #'!#!'"�!��$=�! ����=>���7
%��� ���!$��� G�

���� % #!$��� D#! #!�!$���E !� $������ �'�)����8 �!$=�! !��! F ��������
�!
�����
	� �
�
���� &��������� ���	� M � �'�$�� %�'�!���'� #'� 9�!� �$����
�� ���'&�%��= %)$�:� ��$8 ��� ��� ��!'!��= ��)!'� %;�!�; :���= �� #'�%;>���
S @2S N 1�� �'����!'�8 #!$��� #'!�!��� ��&� � #�'�$$�$=�! �'����!'�� #!$���
�� ���������!� �!:%��!%!� #!�!$�� H'��� 4�TI� ������!%���� D#!$�� #! #!�!$���E
����� �!� ��;�$ ��! ���!$�� % #'!"���� %��,! #!$��� #! ��'>'��� ���!����8 ��
#!�!$�� �$8 �����!%$���;� !)!'!�!% �%�,���$8�

���� 4�TG �'����!'�8 #!$��� D#! #!�!$���E

@� <!$�� �$!&�!+ )���� ������� #�$!��'!%���8 #'� #!$��� �� ��$=�!��= ��$�
:����� #!��!8���8 %;�!�� �� %��� ��'>'��� �$� �� !���$=�;� �,! !�'�:���� �
9�!� �$���� ��� � !);��! % ����$� ������� $����� �!$&�� �����!%��= �!,$���!
D����'��"��E ����� ���$! M H��!'!��= V I � !)!'!�; n #'� �!�!';� �� :�����!+

%;�!�� H !)��#���%����8 �������$=�!� :������� #�'����'� ��$=�!���
k V

C��

H�� ��

!)��#���%����8 C���I�
��$�� % �!!�%����%�� � :������� $����� %;��'&�%��� >��'%�$!� #!��!8���7

%;�!�� H#! %�'�!���'� � %;�!�!��'�I� �! #'� ���!+ ������� #�$!��'!%���8 ����=�
>���� %��� ���!$��� )���� �%�!��������� #'�%!���= � ����=>���7 α Cy Cx � �
������"�� �� �%�$������ ��!'!����

O�! ��$��=h �!&�! �� �'!,��= ��� H�!�'��88 !)!'!�; #!��!8��;��I �! �!,��
)���� �%�$���%��=�8 ��!'!��= ��! #'�%���� � #�����7 �9'!����������!,! ������%�
k � '!��� ���$=�!,! '���!�� C��� �!&�! ��� �!�'��8�= #!��!8��!� ���$! M H#!�
��!8���7 ��!'!��=I #!���#���! ����=>�8 !)!'!�; #! ��'� !)$�,����8 ���!$��� 
�! �!,�� ���$=�;+ '���!� ���&� %!:'����� � ������%! k #'� ����=>���� Cy )����
%�� '�%�! #����=�

���$��>�� '�>����� :���= 8%$8���8 #�$!��'!%���� � #!���#���;� ����=>��
���� !)!'!�!% #'� !��!%'�����!� ��:������$=�!� ����=>���� ���$� M H��!'!���
V I !����! #�$!��'!%���� #'� #!��!8��!� ���$� M �� ����!,! !�$������8 !� !#�
����$=�!,!�

K� ��� ���� �� ��	�����#��+ ���#����# !���= %�&�! %;��'&��= :�����
�;+ '�&�� � �
���	!��� �������!�� ��#'���' ����=>���� %;�!�; %��,! �� MSS 
����=>�� ��$=�!��= #!$��� #'���'�! �� MW H'��� 4�M 4�6I� <!$=>�7 '!$= �,'���
� �!��!� %;��'&�%���� ���$� M H��!'!��� V I� ��#'���' #'� #!$��� �� %;�!��

KNK



M � �%�$������ ���$� M !� S TM �! 3 S #'�%���� #! '��� 4�M � �%�$�����7 ��$!����
'!%!,! '���!�� !� 3 5M �! @ @M � 1� H�� KSWI � � �!!�%����%�7*��� ����=>���7
��$=�!��� #!$����

N� ������ ������ �� ��$=�!��= #!$��� ���!$��� � ��� ����!$=�! :������$=�
�!� ��! %;,!��! ��)�'��= %;�!�� #!�$� %:$��� ��&� % �!� �$���� �!,�� #'����!��
#!$�� #! �!'!��!�� ��'>'���� ��#'���' ��$� �$��� ��'>'��� '�%�� ����� ������
�!% ��)!'� � ���&���8 H�@� #! '��� 4�4I �! ��&� % 9�!� �'�+��� �$���� %�� &�
%;,!���� H#! '���!�� �!#$�%�I %;#!$�8�= #!$�� #! �'����!'�� �!��!8*�+ �: ���
)!'� %;�!�; ��)!$=>!,! ,!'�:!���$=�!,! ������� H��&� !#����$=�!+ %;�!�; ��
K2N �I � ���&���8� ('� �*� ���=>�+ �$��� ��'>'��� H�@+I %�8 !#����$=��8
�'����!'�8 �!��!�� �: ��)!'� � ���&���8� ('� )!$=>�+ �$��� ��'>'��� H�@� I
!#����$=��8 �'����!'�8 #'�)$�&����8 � D#!$��� #! #!�!$���E�

���� 4�4G �#����$=�;� #! '���!�� �!#$�%� �'����!'�� #!$��� #! �!'!��!�� ��'>�
'���

M� ��� ���� �� ���(���� �� ����#�� �����) ����� � ������ ��%
����� ��$!���'!%;+ '���!� �� ���!$��� ���7*�� ����!$=�! ��� �!&�! :�����!
�!�'����= %;�$7������ !��!,! �: �%�,���$�+� ('� 9�!� �8,� � !)!'!�; � '�)!���
7*�� �%�,���$�+ #'�����8 �%�$����= ��! #'�%���� � #�����7 ���$=�!,! '���!��
�!#$�%� C�� H'��� 4�3 �I � � �!!�%����%�7*��� ����=>���7 ��$!���'!%!,! '���!��
C��

���)!$=>�+ 9??��� 9�!� �#!�!) ���� �� ���!$��� � �%��8 ��� '��#!$!&���;�
�� %���'� ?7:�$8&� ��� ��� #'� %;�$7����� !��!,! �%�,���$8 $!)!%!� �!#'!��%�
$���� %!:'������ ��:������$=�! H'��� 4�3SI�

���� ����� 0������������ �	�������
��������� ������ ��� 
���������
����#� �	 �
�� �
�#����� &������)

('� '��#!$!&���� �%�,���$�+ #!� �';$!� 9?�
?��� #!$������8 ���=>� ��� ��� #'� %;�$7���
��� �%�,���$8 #!8%$8���8 )!$=>!+ #���%!+ �!�
���� �!�!';+ #'��!����8 #�'�'!%��= �!:������
��!$=&���8 � !��$!������ '�$8 ��#'�%$���8 �
9$�'!�!% � %�� 9�! #'�%!��� � :�����!�� �%�$��
����7 $!)!%!,! �!#'!��%$���8 ���!$����

�;�$7���= !��� �: �%�,���$�+ '�"�!��$=�!
% �!� �$���� �!,�� #!$!&���$=�;+ 9??��� !�
����=>���8 ���$=�!,! '���!�� �� '�)!��7*��
�%�,���$8� :������$=�! )!$=>� !�'�"���$=�!,!
9??���� !� �%�$�����8 $!)!%!,! �!#'!��%$���8�
��:������8 %;�$7���= �%�,���$� �!&�! �!$=�! %
�!!�%����%�7*�+ !)����!%�� #'� �!�!'!+ ���$7�

�����8 %��:�#�!� #!8%$���� #'!��%����� ��!)�!���;� ��$!%��� 8%$8���8 ���&�
����&�;+ � );��';+ :�#��� %;�$7����!,! �%�,���$8�

6� ������������ ��� ��������	 � ������* �!:�#'�%�� �!#$�%!� % %!:�
���� 8%$8���8 !���� �: ���;� �$!&�;� ����%'!% � �'�)��� !� #�$!�!% � !#�'��!'!%
%;�!�!+ ��!'�������!+ � #'��������!+ #!�,!�!%���

KNN



('� �!:�#'�%�� �� !��� �: �%�� ���!$��!% �� ��	��� ��-����! �
 ������
����% �� �� ����=>��= ��!'!��= ���=>� ���%;,!���+>�+ � ���&� �� �!$&�� ���
'�>��= �� �$� ��;� !,'�������8 ��!'!���� � #'!"���� �!:�#'�%�� ����� ���!$���
�:���8���8 :������$=�! ��! %$�8�� � �� #!$!&���� ,'���"; %�!';� '�&��!% �
�� �'�,�� ��'����'�;� ��!'!��� #!$���� J�! !)��!8��$=��%! !�!)���! ��!)�!���!
����;%��= % �!� �$���� �!,�� :�#'�%*�� � :�#'�%$8��;+ ���!$�� '�:�!,! ��#� �
���7� '�:�;� !,'�������8 #! ��!'!��� � �'�,�� #�'����'�� #!$����

('� ����=>���� ����; �
&�
����
 ����=>����8 �,! �������%�!� �!#'!��%$��
��� H#'!#!'"�!��$=�!� �%��'��� ����;I #!8%$8���8 �:);�!���8 �8,� � 9�!� ���!�
$�� ��'�����8 ���	����! ��!'!��=� ��!)!'!� � �
&�
�	��� � ���!$��� �������%�
�!� �!#'!��%$���� �%�$���%����8 � ��!'!��= �!$&�� &
�
�!� J�! �!&�� #'�%����
� !�';%� >$��,��

('� �!:�#'�%�� �� #!%;>���;� ��!'!��8� %$�8��� �:������8 ����; �� �!#'!�
��%$���� ���!$��� ����=>����8�
�����*('� #!$��� �� ���%;,!���+>�+ ��!'!��� '�%�!+ NSS �1�% �%�$������

����; :�#'�%$8��!,! ���!$��� �� NSW #'�%!��� � '!��� !)*�,! �!#'!��%$���8 ��
NTWU #'� #!$��� �� ��!'!��� TSS �1� ���$!,���!� �%�$������ ����; #'�%!��� �
'!��� !)*�,! �!#'!��%$���8 %��,! �� M 6W�

('� �!:�#'�%�� �
�
��� &�	��
 �
�	��
��
&�
����
 8%$8���8 %!:�!&�! )!$��
�!��!� %;��'&�%���� '�&��� #'8�!$���+�!,! #!$���� !�'������ !��!����$=�!,!
����� % ��'!7 F �
�
�
 &�	��
 �
&�
�	��� � �
�	��
� �);��! #�$!� �
�	��
�
�
&�
����
 ��'&�� !)!'!�; #!��!8��;�� � ��!'!��= ���!$��� #!���#���! �%�$��
��%����8 ��! 8%$8���8 #!$!&���$=�;� ?���!'!� ��� ��� #! ��'� �%�$�����8 ����
�; :�#'�%$8��!,! ���!$��� '�&�� ���)!$=>�,! �:);��� �8,� 9�!,! ���!$��� ���&�
��%�,����8 % ��!'!�� )!$=>�+ ��!'!��� � ��� ���;� �!�'��8���8 �,! �#!�!)�!��= �
����%'�'!%���7 #! ������"��� �$8 �!�'�����8 ����� % ��'!7 #�$!� :�#'�%$8��!,!
���!$��� �!$&�� #�'�!������� �%�$���%��= �8,� �� �!#����8 �'�:��'�!,! '���8�
&���8 >$��,�� J�� '�)!�� ��*���%���! !)$�,�����8 ��� !)��!8��$=��%!� ��! ��
�'�)����8 ��#'�';%�! '�)!���= ��� �$� �!'�!:�;�� *������ ��� ��� ��$��� !��
�$!����8 ���'��87��8 ��)!$=>�� ���8&����� >$��,� #'� !����%���� � �!#'!��%�
$����� �!���� #'� �!,!�� H��$� >$��, ���8��� �! �!#'!��%$���� �!���� !��!����8
� ���!$����:�#'�%*���U ��$� >$��, #'!%����� F � :�#'�%$8��!�� ���!$���I�

���)!$�� �$!&�;� 9$�����!� 8%$8���8 #'!"��� ��	������ � �*�&��� ����= �$��
���� �:)�,��= #!#�����8 % �#����7 ��'�7 ���!$����:�#'�%*��� �!��!8*�7 �: �!��
"�%;� %��'�+ �';$� ��$=%���'�!,! �$��� ?7:�$8&� � '�����%�;� ��'�+ �%�,����
$�+�

(!��'����� ��&�� �!�"�%;�� %��'8�� ����� ����! �!$=�! ��)!$=>!+ ��!� #!�
�!�� %��: ��$! %$�87*�+ �� #!$�� :�#'�%$8��!,! ���!$���� $��!%���$=�! �)$��
&���� �$����� #'!�:%!���= �!��! % #$!��!��� ������'�� ���!$����:�#'�%*����

('� #!#������ % ��')�$����;+ ��$=%���'�;+ �$�� ?7:�$8&� �$� % '�����%�;�
��'�� �%�,���$�+ ��)$7�����8 $�,��8 �'8��� ����!$=�! �%�$���%����8 $!)!%!� �!�
#'!��%$���� H�:�:� ��')�$�:�"�� #!,'�����!,! �$!8I � �������� �!$�)��=�8 ��'�$��
#'�)!'� ��!'!��� H�:�:� ��'�%�!��'�!��� %!:��>�!,! #!�!�� % '�+!�� (��I� $��!�
%���$=�! �)$�&���� �$����� #'!�:%!���= � ���!�!';� &���������% �!�8 �����!+
!#���!��� #!#������ % ��$=%���'�;+ �$�� �� #'�����%$8���

�! %'��8 �!��!,! #'���'��%���8 � �!���� #�$!� �
&�
�	��� � ���!$��� �!$&��
��+��%!%��= ��$���� �%!+�;�� !��$!����8�� '�$�+� ��&�� !��$!����8�� �$����
�� ��$��= %;��'&�� �$8 ��!�����8 !��!����$=�!,! #�'���*���8 ���!$���� �� %
�!�� �$���� ��$=:8 ,!�8�=�8 :� %���� !��!����$=�;�� �!$�)���8�� �!����� ('��
"�$�%��=�8 >���,!+ ���! % ��'����� !)$���� �!$�)���+ �!���� � :���� ��'#�$�%!
%;&���= ��!)�;+ �!���� �$8 �"�#���

KNM



���� 4�33G �'����!'�� "���'� �8&���� ���!$��� � �!�"� >���,� #'� '�:$���;�
�#!�!)�� #'���'��%���8 � �!����

�'���!��� :���= �%8:��; � ��� ��! %!�#�'%;� $���8 %�:�'!%���8 D,$�:F�!���E
H	1F�1 �� '��� 4�33I �� �!%#����� � $����+ D>���,�F�!���E H�1F�1IU %!�%�!';� 
�'����!'�8 �!�"� >���,� #'� ����%'�'!%���� �� �!%#����� � �'����!'��+ "���'�
�8&���� ���!$���� ('��#!$!&�� ��! >���,� H�1I %����$� ���!����8 ��&� �!���
�� H�1I� O�!); %;%���� :�#'�%$8��;+ ���!$�� % !��� #'��� H��� ); ,!'�!+I ��
�'!%��= �!���� #! $���� �1F�2 �$����� �����$� ���'�%��= �'����!'�7 %%�'� H�%��
$����= �,!$ �����I #!�$� ��,! ���'�%��= �'����!'�7 %��: H����=>��= �,!$ �����
%�%!+��I � :���� �����!%��= '�&�� ,!'�:!���$=�!,! #!$��� H�%�$����= �,!$ ����
�� �! ���!��!,! :������8I� ('� ���!� �:������� �,$� ����� >���,� �!$&�� !#��
���= :�����7*�7 %!$�!!)'�:��7 �'����!'�7 �1F�2� �! #�$!� #'� #'!�����%����
>���,� %%�'� ���! �!���� !);��! ���������%�! !����� >��'%�$ !� ��)8 � >����
,� #!�$� 9�!,! );��'! !#�������8 %��: % #!$!&���� �3U #�$!� ������%���! )�'��
>��'%�$ �� ��)8 � >���,� ��!%� #'!�����%��� %%�'� � �� �� ('� ���!� #�$!��'!%��
��� �!&�� %!:������= !#����8 �
��
��
� ��$� 9�! �$���$!�= �! ��&�! �����$���!
�
�
�! �����
	 % ��+�'�$=�!� #!$!&���� F '������� ��� &� #'��'�����8� �!
�$8 ���!,! ��+��%�8 #�$!� �!$&�� �!%�'>��= ���!�!'!� #���!$!,�����!� ���$�� #!
#'�!�!$���7 �%!�� $���;� ��%;�!%�

#�
�% %;%!���= ���!$�� �� %;�!�� �!���� �$����� ����!$=���� �	��� ����
������ �����
	
 �� ��)8 � !� ��)8 ��!��88 #!�$� ��&�!,! �%�&���8 !��!���
��$=�!� #!$!&���� ���!$����

KN6



����� �

������
����� �� �
��������


 ���� � � ������ �������

�����

) ���������� ����
 � ��	���� % #!$��� !��!�8��8G >�!#!' #�'�>7�
��'!%���� ���'"�!��!� %'�*���� ���!$��� ?$����' �����+ ���!$��� D#!��%��E 
D%�$�&��E ���!$��� '�%�'� 9$�'!�!% � �'�,�� 8%$���8 !)��$!%$�%�7*�� �%�'�+�
��7 �����"�7�

(!$��; �� �'��������� '�&���� !��*���%$87��8 %�� ���#�:!�� 9��#$����"��
!��;� ��!'!���+ �,$!% ����� �$� �,$!%;� ��!'!���+ %'�*���8 ���!$��� � 	��"�%
����	� ����0�+���) ��$� 9�! �� #'�����!�'��! :��������

� ����!+ ,$�%� �: �'��������� '�&��!% )���� '����!�'��; ���&�� � ����*����
��� ��
����� �
�	��
� ����$=�;� �'��������� '�&��; );$� #'!���$�:�'!%��;
'���� %! ZZ ,$�%��

� !�!);� �$���8� % #!$��� !��!�8��8G #!#������ % !#���;� ����!'!$!,�������
8%$���8 !���: �%��"�!��!+ ������� #!&�' �� ���!$��� #!#������ % ����!'!$!�
,������� ��$!%�8 � #!$���� % �!�!';� 9��#�& �� #!�,!�!%$�� #!��'8 #'!��'���
��%���!+ !'�����'!%�� '������ �$� '�:�!� ����>���� :�!'!%=8 �$��!% 9��#�&� 
#!��'8 '���!�%8:� !���: �'����% �%8:� � ��� #!$��!%�

���= $���;+ �!���% !)8:�� �%�'�! :���= #!'8�!� ��+��%�+ % ��&�!� !�!)!�
�$���� % #!$��� � �������������� �'���'�8�= �� :��$� #!��!8��! #!���'&�%��=
��%;�� % %;#!$����� 9��� ��+��%�+� � !�!);� �$���8� #!$��� �!�����' 9��#�&� �
'��!%!����$= #!$��� �!$&�; ��+��%!%��= :�)!�8�= % #�'%�7 !��'��= ! �!�'������
&�:�� #����&�'!% � 9��#�&��

('� %!:����!%���� �,'!:; )�:!#���!��� #!$��� '��!%!����$= #!$��!% �!$&�� 
��#!$=:�8 �%!+ !#;� :����� �%��"�!��!+ ������� � �!������!% '�,$������'�7�
*�� $����7 �$�&)� );��'! �8����= !)����!%�� % %!:���� � �� :��$� !"����= ����
#��= !#���!��� % �!!�%����%�� � 9��� #'��8�= '�>���� � �!)��=�8 �,! %;#!$����8�

��$� �!:��$��= ��#!�'����%����8 �,'!:� )�:!#���!��� 9��#�&� '��!%!����$=
#!$��!% �!$&�� )�: �!$�)���+ !����= #'���:���� 9��#�&� #!�����= ���!$�� � %;�
�$��= � ����� #'�:��$���8 #!���!%!��#�����$=��7 �!������

� ����!+ ,$�%� �: !�!);� �$����% #!$��� )���� '����!�'��; �!$=�! ����� �!�
�!';� �%8:��; � &�	������
��� H�� �� !#�*��; #!&�' !���: �'����% �%8:� � #'�I�

KN5



��� ���	� 
 ���!2�% ��� %  � ��

3� O�*� %��,! ����� �� ���#(� �"�� ���	� #'!���!��� #'� #!��'� ��!'!�
���� ��!$�� �!&�� #!��'8�= ��!'!��= #'� #������ �8,� H��#'���' #'� #!$�!�
�$� �������!� !���:� �%�,���$=�!+ �����!%��I � !��!%'�����!� ��'��$���� $���
���� %;��'&�%��= #'�&��+ �,!$ ���,�&� #'� ��)!'� %;�!�; � �:$�>�� )!$=>��
�,$!� Θ % #'!"���� ����%'�'!%���8 � #�'�,'�:���� )!$=>� #'���$=�!+ #! �8,� ��
�'�:��'�! '���8���;� %�'����$=�;� H%!��!�8*��I ?�,�'���

('� �%�$������ �,$� ����� ���!$�� !);��! �����$� %;�!��� �� ���� ������%
:���� �� '�&�� &��
���
��� � �';$� �� �';$! � ���!��" �� '�&�� ��
	��
���%
�!�!';+ ����� ����! �� �,$� ����� )$�:�!� � �'�������!��� ���!�!';� ���!$��;
�%�$�%�7��8 �'�:� )�: #'���#'�&����8�

��!)���! !#���� %;�!� �� �,!$ ����� �%�$�%���8 % #'!"���� ����%'�'!%���8 �
)!$=>!+ #�'�,'�:�!+ ��� ��� �%�$�%���� % 9�!� �$���� #'!���!��� )!$�� '�:�! 
��� � '�&��� ,!'�:!���$=�!,! #!$���� ��#'���' ��$� % ,!'�:!���$=�!� #!$���
���!$�� %;�!��� �� �'��������+ �,!$ ����� #'� ��!'!��� @KS �1�% �! #'� ����%'� �
#�'�,'�:�!+ ny = 4 %;�!� �� 9�!� &� �,!$ ����� #'!�:!+��� #'���'�! #'� ��!'!���
N6S �1� � �%�$�%���� :���= )���� #'!���!���= ,!'�:�! 9��',����� ��� ��� ��$; �
�!����; ��+��%�7*�� �� ���!$�� #'!#!'"�!��$=�; �%��'��� ��!'!����

@� ��� ����� ������� �� ���#(� �"�� ���	� �,! #!%������ )���� :��
%����= !� ����� :�'!&����8 �';%� #!�!�� � );��'!�; '�:%���8 H'��#'!��'�����8I
9�!,! �';%� %�!$= �!'�; � '�:���� �';$��

';% #!�!�� ��� #'�%�$! :�'!&�����8 � �
���� �����% �� �� ��� ,�� #!,'�����
�;+ �$!+ ���)!$�� �!$��;+ � ����� ���!+��%;+ � ,�� !)������� #'!?�$8 #'!���!�
��� #'� #!$!&���$=�;� ,'�������� ��%$���8 H��'�+�� ���� #'!��% ��'����7*�,!
��%$���8I� ���!+ �';% #'�%!��� � #!8%$���7 #���'�7*�,! �!����� ��! 8%$8���8
#!$!&���$=�;� ?���!'!��

"� �
�
-� �';% �!&�� :�'!&���=�8 % $7)!� ������� �';$� ��! :�%���� !�
?!'�; �';$� % #$��� ,�!���'�����!+ �$� �9'!����������!+ �'���� ��$���8 ��!$=�
&���8�

� #'8�!�,!$=�!,! ����'�$!%���!,! �';$� �';% :�'!&�����8 % "���'�$=�;� ���
����8� ��! %��=�� )$�,!#'�8��! � �!��� :'���8 )�:!#���!��� #�$!��'!%���8 �)!
�'��8*�� �!����; !� ��������'���!��� �';%� #!$���7��8 ��:������$=�;�� %�$���
��%�� ��$!��� #$����

�� �'�#�"��%���!� ����'�$!%���!� ��'�$!%���!� � �'��,!$=�!� �';$=8� �';%
:�'!&�����8 % �!�"�%;� ������8� ��$� �!$=�! �� #'�����!�'��; �#�"��$=�;� ���
'; #'!��% 9�!,! 8%$���8� ��������'���;+ �!�"�%!+ �';% �!#'!%!&�����8 )!$��
��$=�;� �:�������� �!����!% �'��� � ';�����8 � ���&� F ��! ���)!$�� !#���! F
�:�������� �!����� ���,�&� % ��!'!�� ��)'�'!%���8 H#!�$����� !��!����8 �!$=�!
� ��'�$!%���!�� �';$�I�

�'!�� ����� :�'!&����8 �';%� )!$=>!� %$�8��� �� #!%������ ���!$��� !��:;�
%��� �������! �
�&�����
����� ����
 ���	! �
�
-
 ���	
� ('� );��'!� '��#'!�
��'������ ��������'���!,! �';%� ���!$�� '�:�! %�$���8 �� �';$! #'� ���$���!�
F !#������ �!� � ��)!$=>�� �'��!��

�;�!� �� )!$=>�� �,$; ����� � #!8%$���� �����;� �';%!% #!�!�� �� �';$� �*�
�� !:������ ��! ���!$�� �'�:� %�!��� % >�!#!'� X�'����'�!+ !�!)���!��=7 �!%'��
����;� ���!$��!% �! ��'�$!%���;�� � �'��,!$=�;�� �';$=8�� 8%$8���8 �'�%���
��$=�! ���$���!� '�:%���� �';%� %�!$= '�:���� ��� ��� :�'!��%>��= % �!�"�%;�
������8� �';% '��#'!��'��8���8 :���� � ?7:�$8&� ��%��'��� ��)�,�7*��� #!�!�
��� ('� 9�!� !);��! %!:������ )!$�� �$� ����� ��$=��8 �����
 �
�	��
% ��� );
#'���#'�&��7*�8 $������ ! %;�!�� �� )!$=>�� �,$; ������

KNT



('� �!'�!&���� ���!$��� % #'8�!$���+�!� #!$��� ����8 #'���#'�����$=��8
�'8��� !);��! #!8%$8���8 �� ��!'!��� ��*���%���! )!$=>�+ ��!'!��� �%�$�%���8�
(! ��'� ��$=��+>�,! ����=>���8 ��!'!��� �'8��� % :�%����!��� !� �!�#!�!%�� ���
�!$��� �!&�� ���$�%��=�8 �� ���8�= �%!�+ �������%�!��� �$� %!%�� #'!#����=� �
#'!"���� �!'�!&���8 :�����! ����=>����8 9??����%�!��= 9$�'!�!% �!�!'�8 #'�
#'�)$�&���� � ��!'!��� �%�$�%���8 �!&�� �#���= #'��������� �! ��$8� J??���
��%�!��= &� '�$�+ ��#'�%$���8 � %;�!�; #'� 9�!� �*� !������8 �!����!��!+�

K�-��������� ������ ������� ��� ����� �� �"�� ���	�) ����	�! 	
	������	���* ('��#!$!&�� ��! % #'8�!$���+�!� ,!'�:!���$=�!� #!$��� ���!+�
��%;+ #! #�'�,'�:�� ���!$�� #!��'8$ ��!'!��= � %;>�$ �� )!$=>�� �,$; ������ �
#���= �';% #!�!�� #'!�:!>�$ �����$� �� $�%!� #!$��';$�� �!,�� ���!$�� ������
�'����=�8 %$�%! � :���� D�!���$=:;%��=E �� !#�*���!� #!$��';$! #!� ��+��%���
�!���%$87*�+ %��� G sin γ H'��� 3S�3I� ('� 9�!� � #!#�'���! ���!+��%!,! ���!$��� 
%!�#�'%;� #!8%���8 #!#�'���;+ �!���� Mβ

x β ��#'�%$���;+ %#'�%! � #'�#8���%��
7*�+ ��$=��+>��� ���'�����7 � %!�%�!';� #'� ��!$=&���� ���'�����8 �';%
#!�!�� �� !#����7*���8 #!$��';$� � %!:������ )$�,!#'�8��;� ��$!%�8 �$8 �';%�
#!�!�� �� #'!��%!#!$!&�!� H:��������!�I #!$��';$�� ��$����%�� 9�!,! ���!$��
#�'������� �'����=�8 %$�%! ���'���� �'�� � ���'�����8 :���� %#'�%!� ����� ��'�
���� #!%�!'8���8 % #'!��%!#!$!&�!� #!'8����

����� !)'�:!� � ���!$��!% �! ��'�$!%���;� �$� �'��,!$=�;� �';$!� %;�!�
�� )!$=>�� �,$; ����� �!#'!%!&�����8 �������% � :���� &��
���
��� � �';$� ��
�';$! ��#!����7*�� #������ $����� ��$� #'� 9�!� ���!+��%!��= #! #�'�,'�:��
�!�'��8���8 H!������%�7� �!�"�%!+ �';% � D#!��%��EI �! ���!$�� ���!��!8��$=�!
�&���
�� ��� � �
���
�� �������!% �� �� #'� ��+�'�$=�!� #!$!&���� #���$�+ %
>�!#!' �� %�!����

����� %���� ��)8 ���!$�� �!,�� �';% #!�!�� �!#'!%!&�����8 #'�'!��!� ��)'��
'�7*�,! �!������ � ���!� �$���� #'� ��#!�%�&�!+ '���� �#'�%$���8 �,!$ �����
)���� 9��',���! �%�$���%��=�8 ��! #'�%���� � )!$�� );��'!�� '�:%���7 �';%� #!
%���� !#����7*����8 #!$��';$� � � ��
	��
��� � ���&���

N� ��� �������� ��	�������� � 	���� �� 	���� $����� �!$&�� &���
��
���! �����
��� ����� �
 ����% !,'�����%�8�= �!+ #�'�,'�:�!+ #'� ����%'� 
�!�!'�8 �!!�%����%��� ,'���"� #!����%���8� (�$!��'!%���� �� '�&��� �'8��� ��
��!,�� ���!$���� �!#�������8 � ��������8 %#!$�� �!'��$=�;� ��� ��� �,!$ �����
����$� �'8��� ��!,�� % @2@ M '�:� ���=>� �'�������!,!� ('� �%�$�%���� ���!$���
�� �';$! '���� �$����� !�#�����= !� ��)8 �! ��+�'�$=�!,! � :� ��+�'�$=�!� #!$!�
&���� #'� ��+�'�$=�;� #���$8�� ��%��= �!,� #'!��% ������7*�,!�8 �%�$�%���8
�� �!%'�����;� ���!$���� % )!$=>����%� �$����% �� ������������% ��� ��� �!�
&�� #'!�:!+�� �*� )!$�� 9��',���!� �%�$�%���� % #'!��%!#!$!&��7 ��!'!�� H�� ��
% ��!'!�� !��$!����!+ %#�'�� #���$�I %�$����%�� �'�:��'�!+ #!#�'���!+ ���!+���
%!��� ���!$��� �! ��'�$!%���;� �$� �'��,!$=�;� �';$!� �� )!$=>�� �,$�� �����
H��$=�!+ '���"�� �'��!� �� ��!$=&����I�

��$� �%�$�%���� #'��!�%'����= �� ���$!�= � ���!$�� %!>�$ % >�!#!' �! ��&�!
��+��%!%��= % �!!�%����%�� � #'�%�$��� %;%!�� �: >�!#!'��

�!��'���;� !�!)���!��� ��&�!,! ���!$��� #'� �%�$�%���� � >�!#!'� � #'�%�$�
#�$!��'!%���8 #'� 9�!� ���; % �!!�%����%�7*�� �!���������

��� ?�����

3� 5����� F ���#'�%$8��!� �%�&���� ���!$��� !);��! #! ����!�8*�+ �'����
�!'�� �� :��'��������� �,$�� ����� #'� !��!%'�����!� �$!&�!� %'�*���� �,! %
#'!��'����%��

KN4



���� 3S�3G (!8%$���� ��!$=&���8 �� !#����7*���8 #!$��';$! % ����$=�;+ �!����
�%�$�%���8

��!#!' �� 8%$8���8 ?�,�'!+ #�$!��&�� ��!$�� �';%����8 % ��,! ��� #'�%�$! 
��#'!�:%!$=�! % '�:�$=���� ,'�);� !>�)!� $������ % ������� #�$!��'!%���8�

@� (�'%;� ��$!%��!� �!�!';+ �� ���!$��� �!:����$=�! %;#!$��$ >�!#!' �
���:�$ �#!�!) %;%!�� �: ��,! );$ '�����+ $����� �� �� 	'"��$!%� ��!'�7 >�!#!'�
'�:'�)!��$ �!%�����+ ����;+ �� � (;>�!%� !%������ �9'!�������� #!��!8��!
:�����7� %���*�� ����! % ��$=��+>�� '�:%���� ��!'�� >�!#!'� � �� #'��������!�
#'�$!&����� <!$=>!+ %�$�� % 9�! ��$! %���$� %;��7*���8 �!%������ $�������
��#;����$� � �%���!���'���!';�

� '�:�$=���� �!%������ ���!$��; %��,�� !�$���$��= �!'!>��� #'!��%!>�!#!'�
�;�� �%!+��%���� ��>� ���'�)���$� 34N3234NM ,,� H
��K L��M � �'�I %��8 ����%�
'���;+ %!:��>�;+ )!+ � ����"���� ���'�)���$8�� ����! �!%!��$� #!�$����� �!
�%�$�%���8 % >�!#!'� � �! &� %'��8 ��#'���' ���'�������+ ���'�)���$= D	9'!�
�!)'�E ��)!$=>!� �!$�����%! �!�!';� );$! #!$����! #! $����$�:� �!���%�$ ���
>�� $������� ��!,! �$!#!� ��� ��� ���$ ��$!��!��= � #$!��!�� >�!#!'� %;%!�
�: �!�!'!,! �� %��,�� ���%�$�8�

� �� �!%'�����!� 9��#� '�:%���8 %!���!+ �%��"�� �!�'��8���8 #'���'�! ����8
&� ��'����� ��>� ���'�)���$� H����@3 � �'�,��I !)$���7� �!'!>��� #'!��%!�
>�!#!'�;�� �%!+��%��� % �! %'��8 ��� ��#'���' ���'�������� ���!$��; Y�3SN
HD��'?�+��'EI �$� Y�N HDV���!�EI %��=�� ��)$�,!#!$���; % 9�!� !��!>�����

$��!%���$=�! �'�%����� ����%'���;� %!:�!&�!���+ �!$=�! #! '��#!$�,���;�
�!'��$=�;� #�'�,'�:��� ����� ��$!%��7 �!��!%�'�!��= ��$� �� ����;%��= #'!���
%!>�!#!'�;� �%!+��%� �'�%��%���;� ���!$��!%�

K� ��#'�%�$=�! ���&� ������= ��! >�!#!' �!&�� �����=�8 �!$=�! #'� ����=>��
��� �������!'�!+ ��!'!��� ��&� ���!�!'!+ ������$=�!+ ��!'!��� ,!'�:!���$=�!�
,! #!$���� ���!%�!+ #'��#!�;$�!+ � >�!#!'� 8%$8���8 �� #!��'8 ��!'!��� � ��-��
�
�	��
 �
 ����������� � �
����������� � 	� 
�
��� 	 9�! �!&�� #'!�:!+��
#!��� �� $7)!+ ��!'!��� ��$� $����� #�'��8��� '���� � �!:���� #�'�,'�:��

ny � V 2

V����

,�� V F ��!'!��= �� ����%'�U
V���� F ��!'!��= �%�$�%���8 % ,!'�:!���$=�!� #!$��� H:���= #'��8�! ��! Cy �� �

[\]^_ �� �� �� :�%���� !� ��!'!���I� ��#'���' ��$� % ,!'�:!���$=�!� #!$��� ���!�
$�� �';%����8 % >�!#!' �� ��!'!��� @MS �1�% �! #'� ny = 6 �';% #'!�:!+��� ��
��!'!��� 63S �1��

��!)!'!� ��$� �,$; ����� ��$; �! ���!$�� �� �!'%���8 % >�!#!' � �� ��!�
'!��� ���=>�+ ��!'!��� �%�$�%���8 � ,!'�:!���$=�!,! #!$���� ��#'���' ��$� ��
�!� &� ���!$��� ��!'!��= % %�'���+ �!��� #��$� �����'!%� �#���� �! @SS �1�% �!

KMS



#'� !����� '���� !� ��)8 � ����=>���� #�'�,'�:�� �! %�$����; +0, 2 ÷ +0, 4 ���
���!,! �';%� �� #'!�:!+���� ��!$�� #'!��! !#����� �!� � #�'�+��� % #���'!%����
� ��)!'!� ��!'!����

N� �����!�'�� %����$� ������� ����������� H���!%'�*���8I �';$� #!��!$=�
�� !�� 8%$8���8 !��!%!+ >�!#!'�� �� '��� 3S�@ �:!)'�&��! �';$! ���'��87*���8
!��!����$=�! %���!'� ��!'!��� % #'�%�7 ��!'!��� � $7)!� �$���� 9�! #'�%!��� �
�%�$�����7 �,$� ����� �� #'�%!� #!$��';$� � � �,! ����=>���7 �� $�%!� #!$��
�';$� �! % :�%����!��� !� ���!��!,! �,$� ����� '�:�$=��� #!$������8 '�:$���;+�

���� 3S�@G �:������� �,$!% ����� �� #!$��';$=8� #'� ���'������ ���!$���

('��#!$!&�� ��! ���!$�� %����$� $���$ � �,$!� ����� α1 �!�!';+ ���=>� �'��
������!,! � #!� ��+��%��� ���!+�$�)! �$���+�!+ #'����; ����$ �'����=�8 %#'�%!�
('� 9�!� �,!$ ����� � #!�C����8 ��$� �� #'�%!� #!$��';$� %!:'����� �� $�%!�
F ����=>���8 � ���'������ %#'�%! #'��'�����8 H'��� 3S�KI�

���� 3S�KG �:������� #!�C���!+ ��$; �� #!$��';$=8� #'� ���'������ ���!$��� ��
�!�'��������� � :��'��������� �,$�� �����

��$� &� ���!$�� $���$ � �,$!� ����� α2 �!�!';+ )!$=>� �'�������!,! �! #'�
�$���+�!� ���'������ %#'�%! #!�C����8 ��$� �� #'�%!� #!$��';$� �#���� H�!�8
�,!$ ����� �%�$�����8I � �� $�%!� %!:'����� H�!�8 �,!$ ����� ������ ���=>�I �
���!$�� )���� ���'��8�=�8 %#'�%! %�� );��'�� � );��'��� �!,�� #!�C���;� ��$;
�� #!$��';$=8� ������ '�%�;�� �����!%���8 #!��!8���8 �,$!%�8 ��!'!��= ω �!�!�
'�8 � ��:;%����8 ���
���������� �������!� 
������
*�� ω�� �� �!�'���������
�,$�� ����� ��!'!��= �%�!'!��"�� ω� '�%�� ��$7� (!�$� #'!�!�� �'�������!,! �,�
$� ����� ��!'!��= �%�!'!��"�� );��'! %!:'������ � �!���,��� ��������� #'���'�!

KM3



#'� α = 40− 50◦� ����� !�� #����� � �!���,��� ��$8 #'� �,$� ����� )$�:�!� � 90◦�
�� '��� 3S�N #!��:��; :�%����!��� Cy(α) � ω�(α) #'� !������%�� � #'� ��$����
%��>��,! � %���'����,! ��!$=&���8�

���	!����� !��:;%��� )!$=>!� %$�8��� �� ��!'!��= �%�!'!��"�� !�!)���! �
���!$��!% �! ��'�$!%���;� �$� �'��,!$=�;� �';$!�� ������� ���	!����� �� >�!�
#!'� H%#�'�� %;�%����! #!�����7*���8 #!$��';$!I !);��! �#!�!)��%��� �%�!'!�
��"�� �%�$���%�8 �� ��!'!��=� ���������� ���	!����� H%#�'�� %;�%����! !#�����
7*���8 #!$��';$!I !);��! :����$8�� �%�!'!��"�7�

���� 3S�NG �$�8��� �,$!% ����� � ��!$=&���8 �� ��!'!��= �%�!'!��"�� #'� >�!#!'�

�����! � ���!$��� �! ��'�$!%���;� �$� �'��,!$=�;� �';$!� % ���!�!'!� ����
#�:!�� :��'��������� �,$!% ����� ��+��%�� ��!$=&���8 �!&�� );�= #'!��%!#!$!&�
�;�� �;�%����!� %#�'�� #!$��';$! ����� !��!����$=�! #!�!�� %!:���� ���=>�7
��'�$!%���!��= � )!$=>�+ �!9??�"���� #!�C���!+ ��$; �� �!�'��������� �,$��
����� �! #'� �%�$������ �,$� ����� �';% #!�!�� �� 9�!� #!$��';$� #'!���!���
'��=>� � )!$�� '�:�!� ��!)!'!� !����7*�� #!$��';$! ����� !��!����$=�! #!�!��
)!$=>�7 ��'�$!%���!��= � ���=>�+ �!9??�"���� #!�C���!+ ��$; �� �!�'������
���� �,$�� ����� �! #'� �%�$������ �,$� ����� �';% #!�!�� �� 9�!� #!$��';$�
#'!���!��� #!:&� � #'!������ #$�%����

KM@



� '�:�$=���� �!&�� !��:��=�8 ��! % ���!�!'!� ���#�:!�� :��'��������� �,$!%
����� �� !����7*�� #!$��';$� #!�C����8 ��$� )���� )!$=>� ��� �� %;�%����!�
%#�'�� #!$��';$� H�� '��� 3S�N :�>�'��!%��!I �� �� #'� %��>��� ��!$=&���� ��
>�!#!'� H#���$� #! >�!#!'�I �%�!'!��"�8 )���� :����$8�=�8 � #'� %���'�����
��!$=&���� H#���$� #'!��% >�!#!'�I F ���!'8�=�8�

<��
��
� ��
�*�� �
 ���	!����� �!&�� ��)$7���=�8 �!$=�! �� ���!�!';� ���
�!$���� � �!$=�! % �:�!� ���#�:!�� :��'��������� �,$!% ������ � )!$=>����%� &�
�$����% %��>��� ��!$=&���� �#!�!)��%��� >�!#!'� � #'�#8���%��� %;�!�� �: ��,! 
� %���'����� ��!$=&���� #'�#8���%��� >�!#!'� � �#!�!)��%��� %;�!�� �: ��,!�

M� ������ ���������#��"� ����� � (����� '�:%�%����8 #'���'�! �$��
��7*�� !)'�:!�� �!,�� ���!$�� #! ���!+�$�)! #'����� %;>�$ �� :��'���������
�,$; ����� �� �';$� #'!���!��� �';% #!�!�� �!#'!%!&����;+ #������� #!�C���
�!+ ��$;� �!$=�! �!%�'>���! �$���+�! 9�!� �';% �!&�� #'!�:!+�� !��!%'�����!
� ������'���! �� �%�� #!$��';$=8� � �!,�� ���!$�� #$�%�! !#����� �!� � %!+���
% #���'!%�����

�����! ��*� �';% '�:%�%����8 ��������'���! � ���!$�� �������� �'����=�8
%#'�%! �$� %$�%!� ('� 9�!� � #!�����7*�,!�8 #!$��';$� #!�C����8 ��$� %!:'���
���� � $!)!%!� �!#'!��%$���� ����=>����8 � !#����7*�,!�8 #!$��';$� ��!)!'!� 
#!�C����8 ��$� #����� � $!)!%!� �!#'!��%$���� �%�$���%����8� � '�:�$=���� ���!�
$�� �������� 9��',���! %'�*��=�8 %!�'�, #'!�!$=�!+ � %�'����$=�!+ !��+ H:� ����
'�:�!��� #!�C���;� ��$ � �!#'!��%$���+ #!$��';$=�%I �� �� ���������8 >�!#!'�
������� ��! ��$� ������8 #'��%�'���$=�!� ��!$=&���� H!��$!���; #���$�I �! %'��
*���� �!&�� �����=�8 � �
 ������������- � 	
- 
�
�� H!�'�:!� T24 �� '��� 3S�NI�

('� %'�*���� ���!$��� #!�C����8 ��$� ���&� %'�*����8 � �� �'����� ��+��%��
'�%�! ��$7 #!9�!�� #!�$� �';%� % >�!#!' ���!$�� )���� �%�,��=�8 %�!$= ���!�
�!'!+ %;�8���!+ �&��
	�% !�=7 �!�!'!+ 8%$8���8 &
�
��	
 F �'����!'�8 #�����8
��$� )�: #!�C���!+ ��$;� � �!%'�����!,! '�����%�!,! ���!$��� �������8 %!:��>�
��8 ��!'!��= #'� �';%� % >�!#!' �'�%����$=�! %�$��� !�!)���! �� )!$=>�� %;�!�
��� #!9�!�� ���&���� #!�$� �';%� #'!���!��� %�!$= �!%!$=�! #!$!,!+ #�'�)!$; 
�!�!'�8 #'�)$�&����8 � %�'����$� �!$=�! ��'�: )!$=>!+ #'!��&��!� %'������

���� 3S�MG ���� ��$ ��+��%�7*�� �� ���!$�� #'� �����!%�%>���8 %�'����$=�!�
>�!#!'�

6� �����!�'�� ���� ���) ��+��%�7*�� �� ���!$�� #'� �����!%�%>���8 %�'�
����$=�!� >�!#!'� H'��� 3S�MI� ��!$�� #'� ���!� >�!#!'� ���&����8 #!��� %�'�
����$=�! �� �� Vy � V  ��� ��� �#�'�$= �!����!��! %;�8���� H%��!� :������� #!

KMK



%;�!�� ����!$=�! �!� ���'!% #'� '������ % ����!$=�! ���'!%I� ��� ���!$��� G �'�%�
�!%�>�%����8 $!)!%;� �!#'!��%$����� Q !����� �!&�! ��+�� �������! ��������

V =

√
2G

Cx S ρ
.

(!�C����8 ��$� Y 8%$8���8 "���'!��'�����$=�!+ ��$!+ :��'���%�7*�+ �'��
���!'�7 % �#�'�$= � �
����� r�� �!�!';+ �!&�! !#'���$��= �$���7*�� #����G

Y = mr�� ω
2
�;

r�� =
fCy S ρV

2

2Gω2
�

=
fCy

ω2
�Cx

.

q���' ��%$���8 #'� >�!#!'� ���!����8 #!:��� "���'� �8&���� ���!$��� �� ��
�9'!������������ ��$; Y � Q H'�%�;� % ����� ��$� RI ��7� #���'�7*�+ �!�
���� ��'��8*�+�8 ����=>��= �,!$ ����� α� J�!� �!���� �'�%�!%�>�%����8 ��)�
'�'�7*�� �!����!� !� "���'!)�&�;� ��$ F�� #'!#!'"�!��$=�;� �%��'��� ��!'!�
��� %'�*���8� O�� �$����� � �����%��� ?7:�$8& � ��� )!$=>� ��!'!��= %'�*���8
ω� ��� �� )!$=>�� �,$� ����� �����#�� '�%�!%���� '����!�'���;� �!����!% �� ��
>�!#!' )���� )!$�� #$!�����

��#�'= '����!�'�� %!#'!� ! �!� % �
��� ������� � � �
��� �������!� ��
�
�
���� �
�	�� �
 ���&��� !��!����$=�! �%!�� �%8:���;� !��+� �)*�+ %���!'
ω� ������%���! #�'�$$�$�� !�� >�!#!'� H'��� 3S�6I � ��#'�%$�� ���� �� &�
��
>�!#!'� � ����- �� 	���� �� '������ �:!)'�&�� &�
��� >�!#!' �!�!';+ � )����
���$�:�'!%��=�

����!' ω� '���$��;%��� �� �'� %���!'� F #! ��#'�%$���8� �%8:���;� !��+
���!$����

����!' ωx �� &�
�� >�!#!'� ��#'�%$�� �&����% �� �� ��������	!�� &����	!���
��� ���!$�� ��#'�';%�! %'�*����8 H�'�����8I %#'�%! F � ������� ���&��
�

����!' ωy �� &�
�� >�!#!'� ��#'�%$�� !��!����$=�! ���!$��� ����% �� �� ���
�!$�� ��#'�';%�! '�:%!'���%����8 %#'�%! F � ������� ���&��
�

����!' ωz F % :�%����!��� !� ��!$=&���8 F �!&�� );�= ��#'�%$�� #!�'�:�!���
��$� �� &�
�� >�!#!'� #!�!� ��)�,��� �� #'�%!� #!$��';$! H���������� ��!$=�
&����I �! %���!' ωz ��#'�%$�� % ��!'!�� #'�%!,! #!$��';$� �� �� ���!$�� ���
); ��#'�';%�! &����
�� ��� � !#������ �%!�� H!��!����$=�! �%8:���!+ !�� �
�� !��!����$=�! ,!'�:!���gI� ��$� &� #!�!� ��)�,��� �� $�%!� #!$��';$! H�����
��� ��!$=&����I �! %���!' ωz ��#'�%$�� %$�%! �� �� ���!$�� ��� ); ��#'�';%�!
�&���
�� �!� � #!������� �%!��� (!�$����� !)��!8��$=��%! ��� �%���� ��&� #'��
#8���%��� #�'��!�� ���!$��� �� ��$;� �,$; ����� #'� !����� '���� !� ��)8�

5� 5����� ��������"� ������� ��������� 	��!�! ����������%
��#+ ���0���) ��! %;:%��! ,$�%�;� !)'�:!� '�:�!�!� ���� %�!$= �$���!,!
?7:�$8&� %�$����%�� ��,! �!����; ���'"�� Iy � Iz )!$�� ��� % 3S '�: #'�%!��!�
�8� �!���� ���'"�� Ix�

(!'>��%;� ���!$��; ���';� �9'!������������ ?!'� ���8 ��$;� �!����;
���'"�� �!,$� );��'! �:�����= #!$!&���� #'!�!$=�!+ !�� % #'!��'����%�� (!�$�
�';%� % >�!#!' !�� �'�:� &� '���'���%�$��= %!�'�, !��+ x1 � y1 H#'�!)'���$� ωx �
ωy � %'�*�$��= ������'���! !��!����$=�! �'����!'�� >�!#!'� #'���'�! � #!��!�
8��;�� �,$��� ����� � ��!$=&���8 � � #!��!8��!+ �,$!%!+ ��!'!��=7 H'��� 3S�5I�

!%'�����;+ ���!$�� �� �!&�� ��� );��'! �:�����= #!$!&���� #'!�!$=�!+ !�� 
�� �� %�$����%�� ��$!��� �!����� ���'"�� Ix !� '���'���%����8 %!�'�, !�� x1 HωxI �
���!�!';� !#�'�&������ � '�:�$=���� 9�!,! #!�$� �';%� % >�!#!' �
�	�� &����	!�
��� ��� �
�	��
 ����
�� �� ���	����
��� ��� �
�	��
 ��
�������� �!:������

KMN



���� 3S�6G ��:$!&���� %���!'� �,$!%!+ ��!'!��� �� �%8:���;� !�� ���!$��� #'�
#'�%!� >�!#!'�G 
 F #���$� #'!��% >�!#!'� � F #���$� #! >�!#!'�

����
�������� ��
���������� ��&�� �,$��� ����� � ��!$=&���8� �,$; ����� �
��!$=&���8 ��#'�';%�! ���87��8 ���87��8 %�$����; #!#�'���!,! �!����� Mx �
?$7,�'�!,! �!����� My ��! #'�%!��� � ';%��� ��!'!��� %'�*���8 !����!%��� 
#�'�)'��;%���8� �: >�!#!'� !��!,! ��#'�%$���8 % >�!#!' #'!��%!#!$!&�;+ �
#!�������7 � !#������7 �!�� � %'�����!�� #�'��!�� �� !�'�"���$=�;� �,$; ����
�� � �� ��

������� ��! �� '��� 3S�5 %�� 9�� ��!,!���$���;� � �$!&�;� �%�&���8 ���!$���
!�'�:��= �� #'�����%$8$!�= %!:�!&�;�� ����= ��$!%�! %;��$��! �!$=�! ���������
����!� %:���!��+��%�� ��&�� α � β�

�'!�� �!,! �� ��'�%�!��'�!��= %'�*���8 %$�87� ����������� &����	!��� �
������� ��	��
��� �
�	��
% ���&� #'�%!�8*�� � #�'�!������!�� �:������7 �,�
$!% ����� � ��!$=&���8� ('� �';%� % >�!#!' ���!$�� #�'��!��� �� �!%;� H)!$=>��I
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�!��� G #'!�:!+��� ���' � ���!�!'!+ %�'����$=�!+ ��!'!��=7 Vy� (!�$����+ %��
'���� F ���;+ )$�,!#'�8��;+ H#'� :�����;� ����$=�;� ��$!%�8� % �!��� AI ���
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���� 3S�3KG �!:�!&�;� �'����!'�� #!$��� )�: �8,� #'� ���!����!��!� :�#��� ��!�
'!��� % �!��� STU F ,'���"� �%�$�%���8

��� #'� 9�!� ���' #'!�:!+��� #'� ���!+ ������$=�!+ %�'����$=�!+ ��!'!��� �:!
%��� %!:�!&�;��

� ���$!,����7 �����"�7 �!&�! #!#���= � % �!� �$���� �!,�� $����� ��� �)�'��
!)!'!�; �� �!���,��% �!'��$=�!+ %;�!�; %;'�%��%���8 H��#'���' #'� '������
� #�'�$��!�I� ('�:��$���� � ���'!� :���= )���� ���&� ���:)�&�;� #'� $7);�
�%�&���8� '���!+�

���)!$=>�� �'���!��� #'� #!����� � ��'�)!��7*��� �%�,���$8�� #'�����%�
$8�� �
����% �!�!';+ '��!��������8 %;#!$�8�= #! �!��'!$=�;� �!����� �);��!
������7� ���;'� �!��'!$=�;� �!��� H'��� 3S�3NIG 3 F ��� ����$!� �(( 4 F ���
#'!��% ����$� �(( �� ���$���� �!'��$=�!,! #!$��� #! �'�,� 5 F % �!��� ����$�
�!'��$=�!,! �'��=�,! '�:%!'!�� #'� #!$��� #! �'�,� H��#'!��% �(��I 6 F #!�$�
%;#!$����8 ���%�'�!,! '�:%!'!�� H��� �(��I� (! ���!�!';� ����'��"�8� �!��
�'!$=��8 �!��� 6 '��#!$�,����8 #�'�� ���%�'�;� '�:%!'!�!��

���� 3S�3NG ���!� �� #!����� #! �!��'!$=�;� �!����

� �!!�%����%�� � ��#!� ���!$��� H�,! �9'!������������ ������%!�I ��� ��&�!+
�!��'!$=�!+ �!��!+ �$����� #'!�!���= �� !#'���$���!+ %;�!�� ��!��88 !��$!���
��8 !� �!��� � �!���� ��#'�%$���� '������ #'!�:%!����8 %;#���!� >���� :��';$�
�!% � �!'�!:�;� *���!% � ���&� �:�������� ��'>'���� $����� ����= % %��� ��!
%;�!�� ��&���8 �����$� �'�:%;��+�! )!$=>!+ � � $������ #!8%$8���8 &�$���� !��
%�'���= ���!$�� % ��!'!�� !� �9'!�'!��� �! 9�!,! ��$��= �� % �!�� �$���� ��$=:8�

%�;+ �:$�>�� %;�!�; �$����� ��'8�= #'!�!�!� �!��'!$=�!+ �!��� �&����% �� ��
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:��8,�%����� ����$� �!!�%����%�7*�,! '�:%!'!�� �! �� !�%!'!�!��
K� ���� � �����������! ��"�!* ('� !���:� !��!,! �: �%�,���$�+ �� ��!�

,!�%�,���$=�!� ���!$��� #�'�� $�����!� %���7� �$���7*�� %!#'!�;G % ���!� ����
#�:!�� %;�!� � ��!'!���+ %!:�!&�� ,!'�:!���$=�;+ #!$�� ���!$��� #'� ���=>�+
'��#!$�,���!+ �8,� ����� !)'�:!� %;#!$�8�= #'8�!$���+�;+ #!$�� '�:%!'!�; �
#!����� #'� ��������'���!+ �8,� ��� ��+��%!%��= '�$8�� % �!���� !���:� !��!,!
�: �%�,���$�+�

	��$�: #'!%���� �� #'���'� ���!$��� ���7*�,! �%� ��� '��#!$!&���;� ��
��'�$!%���!� �';$�� <���� ������= ��! ���
�
	 	���� ��� 
��	!�

('� #!$�!� !���:� !��!,! �: �%�� �%�,���$�+ '��#!$�,����8 �8,� #����� �� MSW�
� 9�!� �$���� �����!%�%>�+�8 #!$�� �� �%�'�:%��!%!+ ��!'!��� ����!%���8 ��%!:�
�!&�;� �� �� ��
&
��� ��������� �'�:� �!�'�*����8 % �%���'� '�:�� �;�!�� �!:%��
�!%!,! #!�!$�� #'� 9�!� ����=>����8 #'���'�! �� M � H'��� 3S�3MI� � )!$=>����%�
�$����% #'� '��#!$!&���� �%�,���$�+ �� �';$� �� �� �� )!$=>!� ���$���� !� #'!�
�!$=�!+ !�� ���!$��� #!$�� �� !��!� �%�,���$� � %�$7����;� ?!'��&�� ��%!:�!�
&�� �:�:� )!$=>!,! :�%!'���%�7*�,! �!������ �;�$7����� ?!'��&� #'�%!��� �
��$=��+>��� �!�'�*���7 ��
&
���
 ��������� �����!%�%>�,!�8 #!$���� (!#;���
$������ $����= ,!'�:!���$=�! �� )!$=>!+ %;�!�� �!&�� #'�%���� � #!��'� ��!'!���
� �';%�� ('� 9�!� �$����� ����;%��= ��! !,'�������� #! ������$=�!+ ��!'!���
����!$=�! �%�$���%����8 ��� ��� #'� ��������'���!� !)������� �';% �����#���
����!$=�! '��=>�� �;#!$�88 #!$�� �� ��$!+ %;�!�� � ��!'!��� :������$=�! !�$��
��7*�+�8 !� ��!'!��� ������$=�!,! ��$!���'!%!,! '���!�� $����� �!$&�� ����=
% %��� ���&���� '��#!$�,���!+ #! !������ �!#$�%� ��$=�!��� #!$����

���� 3S�3MG ���#�:!�; %;�!� � ��!'!���+ #!$���G 
 F �� �%�� �%�,���$8� � ?!'���
&�� � F �� !��!� �%�,���$� � ?!'��&�� � F �� !��!� �%�,���$� )�: ?!'��&�

N� ('� !���:� !��!,! �: �%�,���$�+ ���� � ������) �!����+0� �� ��%
����) ���������� ������������� � '�%�!%���� ���!$��� ��'�>����8� ��$�
$����� �'� 9�!� �� !�'��,�'��� �!!�%����%�7*�� !��$!������ ';��,!% �#'�%$��
��8 �! ��$=��+>�� �%�&���� ���!$��� )���� #'!�!���= #! ���!+��! #'!��'����%���
�!+ �'�%!$���+�!+ �'����!'���

� $7)!� �$���� #'� %!�����!%$���� ������ � �
�������� ���!$��� �#'�%��$�%;
'�%����%�G

1. mβ
y β +mδ�

y δ +mδ�
y δ� = my(P );

2. mβ
x β +mδ�

x δ� +mδ�
x δ = 0;

3. Cβ
z β + Cδ�

z δ + G
S q sin γ = 0.

� 9�� �'�%����8 %�!�8� ���;'� �%!)!��;� #�'����'� �!�!';�� �!&�� �#'�%�
$8�= $�����G β γ δ δ�� ����%>��= !���� �: ��� �!&�! :���� ��+�� ��!)�!����7
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%�$����� �'�� !���$=�;� #�'����'!%� �'�?������� !�'�&����� #'�%�����!+ ���
����; �'�%����+ 8%$8���8 '��� 3S�36�

���� 3S�36G <�$����'!%!��;� ���,'���; ���!$��� � !���:�%>�� $�%;� �%�,���$��

+
	
�������
 �
�	��
 % #'8�!$���+�!� #!$��� � ��������'���!+ �8,!+ �!�
���,����8 �'��8 !��!%�;�� �#!�!)��� #�$!��'!%���8�


I ���� �� 	���) �� �	��#/��� � ������� ��	����("� ���"��%
�� H'��� 3S�35I� $
�������� )!�!%;� ��$ � �!����!% :���= �!���,����8 �$���7*��
!)'�:!�� "������ ���� +My !� ��������'�� �8,� �'�%�!%�>�%����8 #'!��%!�
#!$!&�;� �!����!� #�'; ��$ −Z � +Zβ �$8 ��,! �$����� ��&��= �� &�
���
&��
	! � $����= �! ���	!����� �
 	���� ���	�� �! 9�� &� #�'� ��$ ���� &�&�����
��� �!���� +Mx % ��>�� #'���'� �'��8*�+ ���!$�� �&�
��� �'�%�!%�>�%����8
9�!� �!���� #'!��%!#!$!&�;� �!����!� #�'; ��$ +∆Y� H�� 9$�'!���I �$8 ��,!
�$����� !��$!���= ����� �	����

H������� ��! %!#'!�; '�%�!%���8 � )�$����'!%�� ��!)��� '������'�%��= % �%8�
:���;� !�8� ���!$��� x1, y1, z1 ��! � ���$��! �� '��� 3S�3523S�34I�

���!+ ���!� #�$!��'!%���8 �$����� #'����8�= �!$=�! % ���!�!';� �$���8� 
�!,�� #! ������$�)! !�!);� #'������ �'�)����8 $����= !)8:���$=�! ��� ����
� ��$=
��#'�%$���8 #'� 9�!� #'��!����8 !��$!�8�= #!��� �! !���:� ��! :��'������$=�! 
� % �!������� � �,$!� ��!$=&���8 #'�%!��� � �%�$�����7 $!)!%!,! �!#'!��%$���8
� #�'�'���!�� �!#$�%��

����!�'8 �� �! ��! #!$�� #'!���!��� �! ��!$=&����� >�'�� D���:���$8 ��!$=�
&���8E ���!����8 % "���'� ��� ��� ����� )!�!%;� �9'!������������ ��$ %�!$= !��
z1 '�%�� ��$7�

� I ���� �� �	��#/���) � 	���� � ������� ������+0"� ���"����
H'��� 3S�3TI� "������ :�%!'���%�7*�+ �!���� +My !� ��������'�� �8,� �'�%�!%��
>�%����8 #'!��%!#!$!&�;� �!����!� ��$; −Z �$8 ��,! �$����� ��&��= �� &�
�
��� &��
	!� �! ��!); #!� ��+��%��� ��$; −Z ���!$�� �� ���'�%$8$ �'����!'�7
%$�%! ��&�! �!:���= &�
��� ���� � �'�%�!%����= ���:����7 ��$� �!���%$87*�+ %��
�� +G sin γ� �$� −Z #'� %;�!�!� '��#!$!&���� '�$8 ��#'�%$���8 ���� % ��>��
#'���'� 	���� �'��8*�+ �!���� −Mx �$8 #�'�'!%���8 �!�!'!,! ����� �$�����
!��$!���= �&�
���

(! )�$����'!%!��;� �'�%;� �� '��� 3S�36 %���! ��! #! �'�%����7 � #�'%;�
�$����� :���= �'�)�7��8 ���=>�� !��$!����8 9$�'!�!% � '�$8 ��#'�%$���8� �'!�
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���� 3S�35G ��%�!%���� ��$ � �!����!% #'� #!$��� � ��������'���!+ �8,!+ )�: �'���

�� �!,! !������%�� ��!$=&���8 #'�%!��� � ����=>���7 $!)!%!,! �!#'!��%$���8
���!$��� � ��$!���'!%!,! '���!�� �!#$�%��

������� ��! #'� #!$��� )�: ��!$=&���8 >�'�� )���� !��$!��� %#'�%! ��� ���
������8 ������������	� ���'�%�!%�>����8 ��$� −Z�

�I ���� � 	���� � �	��#/��� � ������� ������+0"� ���"��%
�� H'��� 3S�34I� � 9�!� �$���� &������ :�%!'���%�7*�+ �!���� +My #!$�!��=7
�$� �������! �'�%�!%�>�%����8 #'!��%!#!$!&�;� �!����!� ��$; −Zβ� ��$� 9�!,!
���!����!��! �! ��&���� �� &�
��� &��
	! �!:�����8 ��$� −Z #!�!,�7*�8 ���'�
&�%��= ���!$�� !� '�:%!'!�� %$�%!� �����! ��$; −Zβ � −Z ��'��8��8 ���'����=
���!$�� %$�%! ��! #�'�'����8 !��$!������ ����� �&�
��� �'!�� �!,! ��$; −Zβ �
−Z �!$&�; );�= �'�%�!%�>��; #'!��%!#!$!&�!+ ��$!+ +G sin γ �$8 ��,! #!$��
#'!�:%!����8 � )!$=>�� &�
�� ������

�!��!����%! ���!,! ���!�� #�$!��'!%���8 �!��!�� % !��!����$=�! ��$;� #!�
�'�)�;� !��$!����8� '�$�+� ('� �!����!��! )!$=>!� ��!$=&���� % ��!'!�� '�)!�
��7*�,! �%�,���$8 %!:�!&�� #���%�8 )�$����'!%�� ��&� #'� ��+�'�$=�!� #!$!�
&���� '�$8 ��#'�%$���8� �! #'� 9�!� �%�$���%�7��8 �'�� � #!�'�)�!� !��$!�����
9$�'!�!%� ���!� "�$��!!)'�:�! #'����8�= #'� !������%�� )����'� % ������� '�$8
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��#'�%$���8�

���� 3S�3TG ��%�!%���� ��$ � �!����!% #'� #!$��� � ��������'���!+ �8,!+ )�: ��!$=�
&���8

M������������� ��� ��	�� ����"� �� ���"���!*('� !���:� !��!,! �:
�%�,���$�+ ����%'���;� %!:�!&�!��� ���!$��� '�:�! ����=>�7��8 ��� ��� :�#��
�8,� �!�'�*����8 % ,!'�:�! )!$=>�+ ���#��� ��� ���� �8,�� ��#'���' �� ���!$��
�� ���7��8 �%� �%�,���$8 � �8,!+ #! KS SSS '% � $!)!%!� �!#'!��%$���� �!���%$8��
@M SSS ' U :�#�� �8,� % 9�!� �$���� '�%�� KM SSS '� ('� !���:� !��!,! �%�,���$8 �8,�
�#���� % �%� '�:�U :�#�� �8,� ������ '�%�;� M SSS '% �� �� �,! %�$����� �#���� % ���=
'�:� ��� �:%����! �!#�����;� �'�� � #�'�,'�:�� #'� '�:%!'!��� :�%��8� !� :�#���
�:);�!��!+ �8,�� ��$� :�#�� �8,� '�%�� ��$7 �! %!:�!&�� �!$=�! #'8�!$���+�;+
#!$�� � %�8�!� ���'������ ���!$��� � "�$=7 %;#!$���= '�:%!'!� �����$���! #'�%!�
��� � #!��'� ��!'!��� �$� %;�!�;� �'!�� �!,! #'� #!$��� � ��������'���!+ �8,!+
����=>����8 :�#�� �!�� '�$�+ �� ����%'�'!%���� ��� ��� '�$� �������! !��$!���;
�$8 )�$����'!%�� ���!$����

('� '�:%!'!��� �,!$ �'��� �$����� !�����;%��= �� !� ,!'�:!��� � �� ��-���� �
&�	������ �! '�:%!'!��� ��#'���' ��$� ���!$�� $���$ �� !��!� #'�%!� �%�,���$�
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���� 3S�34G ��%�!%���� ��$ � �!����!% #'� #!$��� � ��������'���!+ �8,!+ � �'��!�
� ��!$=&����� % ��!'!�� '�)!��7*�,! �%�,���$8

� #'�%;� �'��!� 5◦ � ��$� #! :�#��� �8,� �!#�������8 '�:%!'!� � �'��!� �! 30◦ �!
% ��>�� #'���'� '�:%!'!� %#'�%! �!&�! %;#!$�8�= � �'��!� �! 35◦ � %$�%! F �!
25◦� $��!%���$=�! '�:%!'!�; % ��!'!�� '�)!��7*�,! �%�,���$8 �!&�! %;#!$�8�=
� ����!$=�! )!$=>�� �'��!� � !�� ����� !#���; ��� ��� ��!$=&���� #'� ���������
'���!+ �8,� %;#!$�8���8 !);��! % ��!'!�� '�)!��7*�,! �%�,���$8 � %���'�����
��!$=&���� �� '�:%!'!��� ����=>��� %�'!8��!��= �';%� % >�!#!'� ��'�� ���:����
$8 ��!$=&���8 �� '�:%!'!��� �$����� ���'&�%��= �� % "���'� � % �!� #!$!&���� 
�!�!'!� !� :�����$ % #'8�!$���+�!� #!$��� �! '�:%!'!���

� #'!"���� ����%'�'!%���8 �$����� �:)�,��= #!#�����8 �� %�!'!+ '�&�� #!$��
��� ('� ����=>���� ��!'!��� ��&� ���%;,!���+>�+ $!)!%!� �!#'!��%$���� ���!�
$��� �%�$���%����8 � �8,� !���%>���8 ��#'�%�;�� �%�,���$�+ �!&�� �� �%����=
�$8 #'!�!$&���8 ,!'�:!���$=�!,! �����!%�%>�,!�8 #!$���� � 9�!� �$���� �$����
�� #�'�%���� ���!$�� �� ���&���� � ��)'��= ��!'!��= #�'%!,! '�&���� ���!�!';�
$������ !>�)!��! �����7� ��! �� ���=>�+ ��!'!��� %��,�� ���=>� � #!�'�)��8
�$8 #!$��� �8,�� ('� !���:� �%�,���$8 9�� $������ �!#����7� #!��'7 ��!'!��� �
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#!#���7� % )�:%;�!��!� #!$!&����� ��$� % ,!'�:!���$=�!� #!$��� �%�,���$� D��
�8���E �! �$����� #�'�%���� ���!$�� �� ���&���� � #'������= '�>���� �! �� �!�
#�����= ����=>���8 ��!'!����
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