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1) Основные результаты статьи ,:jоложены на заседаниях Московского математи-
ческого общества 11 февраля 1958 г. и 17 февраля 1959 г.
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в следующем томе « ТрУi"\ОВ».
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Введение

В настоящеЙ работе вводится и изучается понятие рода расслоенного
пространства. Р о Д о 1II Р а с с л о е н и я р: E~B называется наименьшая
мощность открытого понрытия базы В, состоящего из множеств, над
каждым из которых существует секущая поверхность.

Род расслоешrя можно рассматривать нак неноторую «]'l1еру СЛОil,-
нос тю) этого расслоения: расслоение имеет род 1, ес.ЛИ у него существует
сенущая поверхность, расслоение имеет род <: п, сели оно может быть
«склеено» из п расслоениЙ, ИJ\lеНjЩИХсекущую иоверхность.

Пусть в пространстве Е действует без неподвижных точек группа С.
Если естественное отображение пространства Е на пространство траек-
торий Е/С является глаВНЫllI расслоением, то род этого главного расслое-
ния будем называть также родом пространства Е относительно действую-
щей в нем группы С.

Если в прострапстве Е действует преобразование А, имеющее период п,
и преобразовarшя А, .;12, ... , А n-1 не имеют неподвижных точек, то р о Д о l\l
про СТ Р а н с т в а Е относительно преобразовашIЯ 11 называется род
пространства Е относительно группы нреобразованиЙ {А, А2, ... , Ап

-1, Аn
}

(т. е. род накрытия Е--'7Е', где Е' - пространство, нолучающееся из Е
отождествлением точек, эквивалентных относительно нреобразования .4).

Род раСС.лоенного пространства рассма трпвался ранее в частных
случаях М. А. I\распосельсюш и Ян Чжун-дао. М. А. НрасносеЛЬСЮIJI
[31] определил род тонологического пространства относительно деЙствую-
щего в этом пространстве иериодического преобразования и нримешш
это понятие к исследованию стационарных значениЙ функционалов на сфе-
ре гильбертова пространства. Стационарные значения фупкцпоналов
вслед за М. А. КрасносеЛЬСЮIi\I изучал с ПОJ\ГОЩЬЮпонятия рода 10. Г. Бо-
рисович 1) [11]-[14], [16]. Ян Чжун-дао[75]ввслпоннтиеВ-инденса
пространства относительно деЙствующей в нем без неподвижных точеt;
ИНВОJIЮЦИИи нрименил это понятие н изучению структуры непрерывных
отображений сферы в еВЮIIIДОВЫ пространства. В-индскс нространства
относительно ИНВОЛЮЦШIОТJlIIчается на 1 от рода пространства относи-
тельно ИНВОJfЮЦJШ(в С.\Iысле Нрасносельского 2)).

С понятием рода расслоенного пространства тесно связано понятие
Rатегории топологического пространства в смысле Люстерника-Шнирель-
мана: род локально тривиального расслоенного нространства с параКОJ\1-
нактноЙ базоЙ не привышает категории базы; если пространство pac~
слоения стягиваемо, то род расслоенного пространства равен натегории
базы. Отметим, что нак НрасносеЛЬСЮIЙ, тю{ и Ян Чжун-дао нри опреде-
леIIlПI рода нространства OTHOCIITeJIbHOинволюции IIСХОДИЛН из одноЙ
леммы Люстерника - ШIшрельмана [34], персД(шазанноЙ позже Борсу-
ком [17J.

В работе и:ссш'дуется в разных нанравлсншiх понятис рода расслоен-
ного нространства, в частности даются раЗШIЧНЫ(' оценки рода и указы-
ваются некоторые приложсния понятия рода расслоенного нространства.

1) Ю. Г. Борисович [15] ввел понптие рода пространства относительно непре-
рывного отображении пространства в себи. Это попятие не содержится в понятии
рода расслоенного пространства.

2) В. К. Мельников ввел ПОIIЯ1'ие рода пространства относительно инволюции
и ирименил это понятие к исследованию структуры непрерывных отображениЙ сфер.
Работа В. К. Мельникова не была опубликована, так кю{ ВЫЯСНШIОСЬ,что резуш,-
'гаты этоЙ работы получил несколько ранее Ян Чжун-дао.

-------------------------ri
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ПереЙдем к обзору содержания работы по главам.
Глава 1 имеет предварительныЙ характер. В неЙ указываются обо-

значения, использурмые в дальнеЙшем, а такжр приводятся определения
некоторых топологических понятиЙ. ФОРМУЛИРУЮТСЯнекоторые теоремы,
касающиеся этих понятиЙ.

Во второЙ главе определяются и изучаются операции с расслоенными
пространствами: сумма и произведение расслоениЙ, имеющих одну и ту же
базу, соединение главных расслоениЙ с одноЙ и тоЙ же группоЙ. Опре-
деления и результаты ЭТОЙглавы используЮтся в дальнейшем i\ЛЯ изу-
чения рода расслоенного пространства. Они могут быть примен('ны и для
других целеЙ 1).

в третьеЙ главе дается определение рода расслоенного пространства.
Доказывается теорема: для того чтобы расслоение )в имело род -< п,
необходимо и достаточно, чтобы у суммы п экзе1lIПЛЯРОВ расслоения )в
существовала секущая иоверхность. С П01lIOЩЬЮэтоЙ теоремы получаются
гомологические оценки рода расслоенного пространства. Указывается
связь рода расслоения с размерностью базы ЭТОГОрасслоения. Даютсн
гомологические необходимые и достаточные условия для того, чтобы
расслоение, слоЙ которого асферичен в размерностях <8, а база явля('т-
ся п8-мерным полиэдром, им('ло род п + 1. Вводится и исследуется понн-
тие k-мерного рода расслоения, в частности доказываются н('рав('нства,
связывающие k-мерныЙ род с родом расслоенного пространства.

В главе IV изуча('тся род главного расслоенного пространства.
Строится универсальное главное расслоенное пространство рода -< п,
т. е. такое главное расслоенное пространство с группоЙ С, что R него
можно доиустимо отобразить те и только те главные расслоения с груп-
поЙ С, которые имеют род -<;;; п. Указываются гомологические ОЦОЮШрода
главного расслоенного пространства. В частности, вводится ПОНЯТIIеГ01lШ-
логического рода главного расслоения.

Пятая глава посвящена исследованию рода расслоенного пространства
с дискретноЙ группоЙ, т. е. рода топологичрского пространства отно-
сителыlO деЙствующеЙ в нем без неподвижных точек дискретноЙ группы
преобразованиЙ. В ЭТО]\[ случае таI\же даются оценки рода. Подробно
изучается понятие Г01lIOлогического po;~a, введенное в предыдущеЙ глаш'.

В шестой главе устанавливается связь I\атегории ТОПОЛОГllческого
пространства в смыс ле Люстершша - IIIнирельмана и близких ПОНЯТl1ii
{категория непрерывного отображения, k-мерная категория, категория
KJ1acca когомологиЙ) с понятием рода расслоенного пространства. С 1101110-
щью указанных в предыдущих главах оценOI{ рода расслоенного щ)()-

странства иолучаются оценки для категории.
В седьмоЙ главе УI\азываются различные ирпложения понятия рода

расслоенного пространства. ПОI\азывается, что с ПОМОЩЬЮрезультатов,
содержащихся в главе IV, можно доказать теорему о клаССИфИI\ацип
глапных расслоенных пространств для расслоениЙ с базоЙ, япляющейся
ПРОIIЗВОЛЬНЫМнормальным простраНСТВОllI (групной расслоения 1I1ОЖРТ
быть произвольная топологическая группа).

Для любого топологичеСI\ОГО пространства К род gp (К) про-
<;транства КР", d (К) относительпо периодичеСI\ОГО преобразопания Т:
KP""'d (К) -7КР~d (К), Т (Х1, ... , Хр) = (Хр, Х1, ... ,Хр_1) является топо-

1) 11 р и м () ч а н и е пр 11 R орр е к т у р е. Введенные в j'лаве JI операции
е расслоепными пространствами оказались полезными при построении двойственно-
сти расслоенных пространств.

а
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,l:огичеСШП\Iинвариантом пространства К (через КР обозначено произве-
дение р экземпляров пространства к, d: К-7>КР - диагональное вложе-
ние: d (х) = (х, ... , х), р - простое число). Этот инвариант тесно связан
с проблемой вложения пространства К в евклидово пространство Еn.
Именно, для того чтобы пространство К можно было гомеоморфно вло-
жить в Еп, необходимо выполнение условия g1' (К) -< п (р - 1). Гомоло-
гический род hp (к) пространства КР ',d (к) относительно преобразова-
ния Т был использован для получения оценки разиерности евклидова
пространства, в которое можно вложить пространство К,"У Вень-цзюнем [54]
и Шапиро [58]. Оказывается, что в случае, когда> К -замкнутое
многообразие, число hp (к) является гомотопическим инвариантом мно-
гообразия К. Если в определении гомологического рода вместо произ-
вольной локальной системы коэффициентов использовать группу вычетов
по модулю р, то мы подучим вместо инварианта hp (к) инвариант
11~ (К), более слабый, чем 111' (к) (т. е. h~ (К) < 111' (к». В случае,
когда К является замкнутым многообразием, для чисел 11~(к) указы-
ваются формулы, выражающие эти числа через приведенные степени
Стинрода в многообразии К. Аналогичные результаты могут быть полу-
чены для вопроса о возможности регулярного отображения простран-
ства К в евклидово пространство.

Способом, указанным Нн Чжун-дао, понятие рода пространства
относительно периодического преобразования применяется к исследованип}
структуры непрерывных отображений.

Для чтения настоящей работы нужно владеть элементами современ-
ной алгебраической ТОПОЛОГIIИ.В основном достаточно материала, содер-
fh'ащегося в монографии В. Г. БОJIТЯНСКОГО[7] и книге Стинрода и Эйлен-
берга [76]. Из сведений, не содержащихся в этих двух книгах, необходимо.
;шать прежде всего определение грунп гомологий И когомологий С коэф-
фициентами в локальноЙ системе (см., например, [46], [42]).

Для чтения работы необходимо также знакомство с гомотопическоЙ
теорией расслоенных иространств в том виде, в котором она теперь обычно
применяется ( [43], стр. 31-35, [10], стр. 170-171). Так как до сих
пор эта теория не изложена систематически в нужной нам форме
ни в одной книге или журнальной статье, мы приводим в главе 1 опре-
дедение расслоенного пространства и важнейших понятиЙ, связанных
с 1I0нятием расслоенного пространства, а также формулировки ряда теорем.
касающихся этих понятий. Для понимания некоторых мест нужно знать.
книгу Стинрода [48]. Спектральные последовательности в работе почти
не используются. \

Многие теоремы фОРl\1УШIРУЮТСЯдля СWсIIОЛИЭДРОВ В смысле "УаЙт-
хеда [42], однако для чтения работы не обязательно быть ;шаКОМЫI\Iс опрр-
делением СW-полиэдра: можно всюду заменить ионятие СW-нолиэдра
IIонятием СИl\lплициального полиэдра со слабой топодогиеЙ.

ГЛАВАТ

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Настоящая глава имеет иредварительныЙ характер. В ней указыва-
ются обозначения, используемые в дальнеЙшим, а также ириводятся
определения некоторых топологических понятитI (слабой гомотопическоii
эквивалентности цилиндра отображения, сординения пространств, рас-
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,слоения в смысле Серра и в смысле Гуревича, локально тривиального
расслоения, главного расслоения, секущей поверхности, препятствия
I{ распространению секущей поверхности, характеристического класса,
индуцированного расслоения). Формулируются некоторые теоремы, каса-
ющиеся этих понятиЙ.

При чтении этой главы достаточно ограничиться пунктами, посвя-
щенными цилиндру отображения, соединению пространств 1) И характе-
ристическим классам 2), и в дальнейшем возвращаться к главе по мере
надобности.

В ПУНI{тах, посвященных расслоенным пространствам, приводятся
почти все основные определения и многие теореМы ГО1\ютопической
теории расслоенных пространств. Это сделано потому, что в настоящее
время теория расслоенных пространств в НУЖНОМнам виде нигде
не изложена систематически, если не считать гектографированных
изданий [25].

§ 1. Пространства и пары пространств

Под про с т р а н с т в о м в настоящей работе всегда понимается
топологическое пространство.

Термин «открытое покрытие» будем употреблять в смысле, отлича-
ющемся от общепринятого. Будем gазывать п о к рыт и е а = {A;>J", Е А

пространства Х о т к рыт ы м, если все его элементы являются откры-
тыми множествами и существует система непрерывных действительных
функций {h",}", Е А, удовлетворяющих условиям: а) 0< 11", < 1; б) h", (х) = О,
€сли Х Е А",; в) в каждоЙ точке х Е Х для некоторого л Е Л функция
h", (х) = 1. Всякое локально конечное покрытие нормального пространства,
состоящее из открытых множеств, является открытым покрытием в этом
.смысле. Во всякое покрытие вполне регулярного пространства, состоя-
щее из открытых множеств, можно вписать открытое покрытие. В даль-
неЙшем будем считать все рассматриваемые топологические простран-
,ства нормальными хаусдорфовыми пространствами.

Под по л и э Д р о м ПОRимается тело симплициального СW-комплекса,
под СW-п о л и э Д р о м - тело СW-комплекса в смысле Уайтхеда (см. [42],
стр. 133). 80

Пар о й топологических пространств (Х, У) называется простран-
ство Х, в котором выделено подмножество У. Про и з в е Д е н и е J\( пар
(Х, У) и (Х', У') называется пара

(Х Х Х', Х х y'uy х Х').

Под отображением j пространства Х в пространство У
(обозначается /: Х ---+ У) всегда понимаем непрерывное отображение.
О т о б р а ж е н и е м j пар ы (Х, Х') в пар у (У, У') (обозначаем
j: (Х, Х') -;> (У, У')) называется отображение j: Х ---+ У, удовлетворяющее
условию f (Х') Е У'. Два отображения /0 и /1 пары (Х, Х') в пару (У, У')
называются г о м о т о п н ы м и (как отображения пар), если существует
гомотопия /t: Х---+У (O<t<1), соединяющая отображения /0 II /] П

1) Обозначения, введенные в этих пунктах, постоянно употребляются в c:le-
дующих главах.

2) Определение характеристического класса, употребляемое в работе, неСКО.:rы\О
-отличается от обычного. Отметим также, что От.\IИ'Iаетсл от оБЫtIНОГО ПРИНЯТО\'
В работе определение открытого ПСШрЫТИЛ(§ 1).
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удовлетворяющая при любом t условию /t (Х') С У'. Отображение / пары
(Х, Х') в пару (У, У') называется ГОМОТОIIНЫМ нулю, если суще-
ствует ГОМотопия /t: Х ---+ У, удовлетворяющая условиям / = /0' /t (Х') С У'
(О<;; t <;; J), /1 (Х') С У'.

§ 2. Группы гомологий и КОГОIlЮЛОГИЙ

ПОД г р у п п а J\Iи Г О1\IОЛ ОГ ПЙ и к о г о ]\1ОЛ О r и ii всегда, если
не оговорено противное, будем понимать спнгулярнью группы гомологий
и кого'МологиЙ [76]. Jlокальную систему коэффициентов [42],
[46], группы котороЙ (не каноничеСЮ1) изоморфпы группе .,1, будем обо-
значать {А}. Иногда ыы будем обозначать локальную систему коэффи-
циентов одноЙ буквоЙ (без фигурных скобок). П о л н у 11) Г Р У п п У
к о г о м о л о г и Й пространства Х (иары Х, У) с коэффrщиентами в ло-
кальноЙ системе групп {А} будем обозначать Н (Х;, {А)) (Н (Х, У; {А})),
i-мерную группу КОГОllI0ЛОГИЙ Ht(X; (А}) (Н'(Х, У; {А})); i-l\Iер-
ную группу гомологиЙ Hi(X; {А)) (Hj(X, У; (A~)). Если группы
гомологиЙ и КОГОМОЛОГИlIберутся с коэффициентами в группе А (т. е. Б три-
виальной локальноЙ системе групп), то во всех этих обозначениях фигурные
скобки при А опускаются. В случае, I{огда рассматриваются целочислен-
ные групиы ГОI\ЮЛОГlIЙили когомологпЙ, обозна ченле группы н:оэффи-
циентов опускается.

При в е Д е н н ы е г р у и п ы ГОI\ЮЛОГИЙпространства Х обозначаются
Hi (Х; {А}) (напомним, что Hi (Х; {А}) =Hi (Х; {А}) при i > О, а группа
НО (Х; {А}) является подгруппоЙ группы Но (Х; {А}), состоящеЙ из ЮIaС-
СОВ ГОI\IOJIOГИЙиндекса О).

Г о м о м о р Ф из 1\1Ы Г ру п п гомологиЙ и КОГОl\Iологш'i:, индуциро-
В,апные непрерывным отображениеJ\I /, обозначаем соответственно f* II f*.
Если /: Х -)- У - неирерывное отображение, {А} - локальная cHcTeJ\Ia
н:оэффицпентов в прострапстве У, то естественно онредеJlЯl'ТСЯ пндуцп-
рованная. систеl\10Й {А} 1I отображением р л о к а л ь н а я с п с т е 1\Iа
1\о э Ф Ф и ц и е н т о в в пространстве Х, I{ОТОРУЮМЫ будем обозначать
р* {А} пли просто {А}, если это не может вызвать недоразуменпЙ, а также
определяется ГОЫОl\IОРфизм р*: Н (У; {А}) -)- Н (Х: р* {А}) (см. [42],
стр. 23 и 38).

Группы ГОl\10ЛОГПlIПРОIlзведенпя пар (Х, У) II (Х', У') связаны
с группаJ\Ш гомологиЙ пар (Х, У) II (Х', У') следующей точноЙ после-
довательностью (ф о р l\IУ л а К 10Н Н е т а):

О -----с> ~ Н i (Х; У) ® Н j (Х', У') -'7 Н п (Х х У, Х х У') U Х' х У ---+

i+j=n

---+ ~ Hi (Х, У) * Hj (Х', У') ---+ О.
i+j=n-!

§ 3. Гомотоппческие группы

Для l' Оl\lОТОП II Ч ССК ИХ г р у п п [8] употребляем обычные обо-
значения Лп (Х, Хо) II Jtn (Х, А, Хо)' В случае, I\Огда пространство Х
ГОl\10ТОПIlчеСЮlпросто в размерности п, обозначаем канонпчссн:и изоморф-
ные между собоЙ группы Jtn (Х, ,То) просто лn (Х).
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Будем говорить, что пространство Х а с Ф е р п ч н о в размерностях
< s (s >- 1), еслп оно шшепно связно 11

Асферичность в разыерпостнх < 1 означает просто шш:еiiную связность.
Всякое пространство асферично в размерностях < О.

Отображение 1: Х --7 У называется с л а б о ii г о l\IОТ ОII 11Ч е с I{о Й
э к в и в а л е н т н о с т ь ю (в ра~шерностях <:: k), еслп в каждую ЛIIнеЙную
связную компоненту множества У отображается одна и только одна
линеЙно связная компонента множества Х и для каждоЙ точки х Е Х,
порождаеl\IОЙ отображением j, ГОМО~lOрфИЗl\I Л; (Х, .1') --7Лi (У, j(X))
является изоморфизмом при i;?- 1 (при 1< i k).

§ 4. Цишпцр отображения

ПУСТЬ f - непрерывное отображение пространства Х в простран-
ство У. ПОЛОЖJШ j);1 = Х ';( 1 UY (через 1 обозначен отрезок [О, 1J; знак U
обозначает т о п о л о г и ч е с к у IO С У l\IМ упространств [18J). Ц II л И НД Р о м
о т о б р а ж е н 11 я / называется пространство Z, получающееся из про-
странства М с помощью отождествлениЙ (.1', О) "-' (.1", О), если
х, .1" Е Х, f (.1') = f (х'); (.1', О) N J (r) (см. [42J). Отображение отождествления
Jl --7 Z обозначим через а. Пространства Х и У, естественно, вклады-
ваются в пространство Z с помощью отображениЙ i (J:) = а (Х, 1) (х Е Х)
II j (у) = а (у) (у Е У). Отображения i: Х --+ Z П j: У ---+Z являются г о 11е о-
м о р Ф и з м а ]н и.

Пространство Z eCTeCTBeНIIJ отображается в пространство У: если
z=a( ..1', t) (хЕХ, 0<;:t<;:1), то полагаем ep(z)=j(x); если z=a(y) (УЕУ),
то полагаем ер (z) = у. Легко проверить, что отображение ер} является
тождественным преобразованием, а отображение jep гомотоIПЮ тожде-
ственному. Таюш образом, отображения т: У --7 Z И ер: Z --7 У являются
го~!отопичеСIНIМИ эквивалентностями.

Цилиндр отображения нространства Х в точку называется к о н у с о м
над простраНСТВОl\I Х 11 обозначается П (Х). hOHYC П (Х) может быть
непосредственно определен как пространство, получающеося из произ-
ведения Х Х 1 отождествлением (х, О) N (.1", О) (х, х" Е Х).

Отображение отождествлення Х Х 1 -> П (Х) обозначаем, как и в об-
щем случае, через а, точку а (.r, О) (вершину конуса) -- через О. Через
1I' (Х) будем обозначать множество П' (Х) = II (Х) '" i (Х) (иначе говоря,
zЕП'(Х), если z=a(x, t), где t< 1). ;\lножество i(X) естественно на-
звать о с н о в а н и е м к о н у с а П (Х).

§ 5. Соединение простраНСТI:I

Пусть Х 11 У -- два ТОПОЛОГllчеСЮIХпространства. С о с Д п н е н и е м
(join) пространств Х п У называется пространство Х * У = П (Х) х
х П (У) ',,",11' (Х) х П' (У). Иначо говоря, точками пространства Х * У

служат всевозможные четворкп x,t,y,1:, где хЕХ, УЕУ, 0<;:t<1,
0<;:1:<;:1, max(t,1:)=1, с отож;~сствлениями (x,J,y,0)N(x',1,y',0)
и (х, О, у, 1) N (х', О, У, 1). Обычно употребляется другое определение
соединения [37]. Именно, считают, что Х * У получается из произведо-
ния Х х Ух 1 с помощью отождествлеНllЙ (.х, у, О) N (х', у', О) п (:с, у, 1) ~
N '(.1', у', J). Оба определения эквпвадонтны. В самом деле, поставпн
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в соответствие наждоЙ четверне (х, t, у,1) ТрОIШУ( х, у, ~ t), а наш-

дой четверне (х, 1,у, т) - тройну (х, у, 1- ~ ), получаем гомеоморфизм
между пространства ми Х * У, получаЮЩИJ\lИСЯиз этих двух определе-
ниЙ. Мы будем пользоваться первым определением.

Легно получить описание групп гомологиЙ пространства Х * У.
Из точноЙ гомологичесноЙ последовательности пары (П (Х) х П (У), Х * У)
видно, ЧТОHi (Х*У) = Hi+1 (П (х) х П (У), Х * У) (тан нак пространство
П (Х) х П (У) стягиваемо). Пару (П (Х) х П (У), Х * У) можно рас-
сматривать кан произведение пар (П (Х), i (Х» и (П (У), i (У». Так нан
Hi (П (Х), i (Х» = Hi_1 (Х), ТОВ силу теоремы Кюннета имеет место точ-
ная последовательность [37]

O~ ] Hi(X) 01Ij(Y)-С7lIn(х*у)~ ~ Hi(X)*Hj(Y) ~ о.
i+j=n-l i+i=n- 2

Вложение группы Hi (Х) 0 Н]" (У) в группу Hi+i+1 (Х*У) можно рас-
сматривать кан спаривание групп Hi (Х) И Н]" (У) в группе Hi+i+! (Х).

Из приведен:ноЙ тольно что формулы вытенает, что соединен:ие Х * У
пространства Х, ацинличного в размерностях < г, и простран:ства У,
ацинличного в размерностях < в, ацnюIИЧНО в размерностях < r + s и

Отметим еще следующее простое предложение (Милнор [37]): соеди-
нение линеЙно связного пространства и непустого пространства одно-
связно.

Соединение сферы Sт И сферы Sn, очевидно, является сфероЙ
Sт+n+l = Sт * Sn. Это замечание позволяет определить спаривание гомо-
топичесних групп :n:т(Х, хо) и :n:n(У, уо) в группе :n:т+n+l(Х * У, Zo), где
zo=(xo, 1, уо, 1). В самом деле, если f: Sт~X, g: Sn~У-предста-
вите ли элементов аЕ:n:т(Х, Хо), ~Е:n:n(У, Уо)' то зададим отображение
}l = f * g: srп+n+1 = srп * S" ~ Х * У с помощью формулы h (~, t, '1'], т) =
=(fШ,t,g('I']),Т)(~Еsrп,'I']ЕSn,0-<:t<1, 0-<:т-<:1). Определяемый 01'0-

браженнем h элемент а * ~Е:n:т+n+l(Х * У, Zo) называется соединением
э л е 1\1 е н т о в а и ~. Тольно что описанное спаривание было введсно
ДжеЙмсом (22].

Заметим, что определенное выше спаривание отображсний сфер
сохраняет смысл танже в случае, ногда т = О или п = О и, следовательно.
нельзя говорить о ГОllютоиичеСЮiХгруппах. Если f: S?n~X, g: SN-C> У.
h =.1 * g: sm+n+1 __+ Х * У, <Ji ЕН, (Si) - основноЙ нласс ГОМОЛОГИЙсферы S'.
то имсет мссто соотношение f*<Jrп 0 g*<Jn = 11*arп

+
n

+1 (напомним, ЧТО
группа Вт (Х) 0 fin (У) естественно вкладывается в группу Н т+n+l(Х * У».

ДО сих пор IIIbI говорили О соединении двух пространств. Однаю,
можно опредслить соединение любого множества пространств.

СоединеНПСIlJ ирострапств Ха(аЕЛ) называется простран-
ство

* Ха = П П (Ха) "" П 11' (Ха).
аЕА аЕА аЕА
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Иначе говоря, пространство * Х а является подмножеством произведе-
аЕА

ния конусов П (Ха), состоящим из тех точек, у которых по край-
ней мере одна из координат содержится в основании i (Ха) кону-
са П (Ха)'

§ 6. Расслоенные пространства

Пусть р: Е -+ В - непрерывное отображение пространства Е на про-
странство В.

Если Х - топологическое пространство, то будем говорить, что
отображение р: Е -+ В удовлетворяет у с л о в и ю с у Щ е с т в о в а н и я
накрывающей ГОМОТОПИИ дЛЯ пространства Х, если для любого
отображения !: Х -+ Е и любоЙ деформации <Pt: Х -+ В отображения
<Ро = р! существует деформация 11, для которой 10 = 1 и plt = <Pt (так
называемая н а к рыв а то Щ а я Д е фор 1\1 а Ц и я;.

Отображение р: Е -+ В называется р а с с л о е н и е м (или р а с-
е л о е н н ы м про с т р а н с т в о м) в смысле Сзрра (в смысле Гуревича),
если оно удовлетворяет условию существования накрывающей ГОI\ЮТОПИИ
ДJlЯ любого полиэдра (для любого топологичеСI\ОГО пространства).

Отображение р: Ь -+ В называется л о к а л ь н о т р и в и а л ь н ы м
р а с с л о е н и е м, если все множества у1 (Ь) (Ь Е В) гомеОМОfфНЫ фикси-
рованному проетранству F и у каждоЙ точки Ь Е В существует тю,ая
окрестность V, что можно найти гомеоморфное вложение л: V> F -+ Е,
отображающее каждое из множеств v < F на множество р-1 (v) (v Е V).

Известно, что ВСЯI\ое локально тривиальное расслоение является
расслоением в смысло Серра, а в случае, когда база паракомпактна, то и
расслоениеМ в смысле Гуревича (т е о р е м а о н а к рыв а ю щей г о м о т о-
п и и). Таким обраЗОI\I, наиболее общим типом расслоений среди описанных
выще, являются расслоенvя Е смысле Серта. Расслоения в Сl\!ыеле Серра
мы будем в дальнейщем называть просто р а с с л о е н и я Ми. Термин «рас-
слоенное пространство» употребляем как СИНОНИМтермина «расслоение».

Проетранство Е называется пространством расслоения,
пространство В-базоЙ расслоения, множества Fb =p-1(1J), гдз
Ь Е В, называются с л о я м и. Расслоение р: Е -+ В с типичным слоем F
будем обозначать (Е, В, F, р). Кроме того, расслоение можетобозна-
чаться одной ГОТИЧёСКОЙбуквой.

Если р: Ь' -+ В - непрерывное отображение, А - подмножеСТЕО
нространства В, то с е к у щей н о в е р х н о с т ь ю отображения р
над множеством А называется отображение <Р: А -+ Е, удовлетворяющее
УСЛОflИЮр<р (а) = а для любого а Е А.

Наибольший интерес понятие секущей поверхности представляет
в случаз, КОГДа отображение р является расслоением.

Пусть в пространстве Е действует ,без неподвижных точек топо-
логическая группа С. Обозначим через В пространство траеI\ТОрИЙ
группы С, через р: Е -+ В - отображение отождествления. Отображениз
р: Е -+ В называется г л а в н ы 1\1 Р а с с л о е н и е l\I в случае, если
у каждой точки пространства В имеется окрестность, над которой
существует секущая поверхность отображения р. Легко проверить, что
главное расслоение являзтся локально тривиальным расслоением.

Пусть группа G деЙствует боз неподвижных точек в пространствах Е1
и Е2, В1 И В2 - пространства траСI\ТОрИЙ и отображения отождествле-
ния Рl: Е1 -+ В1 и pz: Е2 -+ Bz являются главными расслоениями, которые
мы обозначим )81 и )82' Д ОП у с т и МЫ l\f ОТ Об р а ж е н и е м главного
расслоения )81 в главное расслоение)82 называется отображение 1: Е1-+В2,

15 труды МОСКОВСК.математич. об-ва, т. 1 О
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коммутирующее с преобразованиями группы С. Допустимое отображе-
ние порождает отображение ер: В1 -'7>В2 по формуле epP1= Р2/.

Имеет место следующая т е о р е м а о н а к рыв а ю щей г о м о-
топии (Хюбш [57]). lIусть ~l(El' В1' с, Pl) и ~2(E2' В2, С, Р2)-глав-
ные расслоения, 10: Е1 -'7>Н2- допустимое отображение, еро: B1 -'7>В

2
-

порождаемое отображением 10 отображение баз, ept: В1 -'7>В
2

- деформа-
ция отображения еро' Если база В параКОl\iпактна, то существует допу-
стимая деформация It отображения 10' накрывающая деформацию ept
(т. е. существует такая деформация It: Е1-'7>Е2, что каждое отображе-
ние ft допустимо и P2ft = ер,Р2)' .

в настоящей работе понятие косого произведения [48] (расслоен-
ного пространства со структурной группой) почти не будет использо-
ваться, поэтому мы ограничимся следующнм определением. Пусть
~ (Е, В, С, Р) - главное расслоение, F - пространство, на котором дей-
ствует группа С. На прОСтранстве Е х F, естественно, определяется
действие группы G (по формуле g(e, f)=(g(e), g'(f)), gFG, eEE,/EP).
Пространство траекторий группы G в простганстве Е х F обозначим
через Е'. Проев:ция (1',/)-'7>1' порождает отображение р': Е'-'7>В, кото-
рое, н:ак легко проверить, является расслоением со слоем F. Это рас-
слоение ~'(Ь', В, F, р') называется расслоением со слоем F,
ассоциированным с главным расслоением ~.

Всякое косое произведение ~(E, В, F, С, Р) с пространство;\!
расслоения Е, базой В, слоем F, группой С, проскцисй р: Ь -'7>В можно
рассматривать как расслоение ~ (Е, В, Р, р), ассоциированное с некото-
рым главным расслоением (Е', В, С, р') (см. [48J). МЫ будем обозначать
косое произведение и соответствующее ему расслоение одной и той же
буквой.

Если ~ (Е, В, F, Р) - расслоение, В' С В, Е' = р-1 (В'), то имеет
место соотношение :rti (В, В', Ьо) =:rti (Е, Е', e,J (р(ео) = b~). В частности,
:rti (В, Ьо) =:rti (Е, F, 1'0)' Точная гомотопическая последовательность пары
(Е, Р) называется точной гомотопической последователь-
ностью рас слоения:

-'7>:rti(Р) -'7>:n:i(Е) -»:rti (В) -'7>:n:i_1(F) -'7>.
ГО~lОтопические и гомологические группы слоев расслоения

~ (Е, В, F, р) образуют локальные системы коэффициентов на базе В
[43]. Мы будем обозначать эти локальные Системы соответственно
{:rti (F)} и {Hi (F, А)}.

§ 7. Преплтствие к распространению секущей поверхности

Пусть ~(E, В, F, р)-расслоение, база которого является CW-KOM-
плексом, ер: В" -'7>Е - секущая поверхность над r-мерным остовом базы.
Поставим в соответствие каждой (r -+- 1)-мерной клетке 1;1'+1базы ото-
бражение h(1;1'+I): sr-'7>Pb, где Fь=р-1(Ь)-слой, лежашийнадвнутрен-
ней точкой в клетке -с1'+ 1, с помощью следующей конструкции. По опре-
делению CW -КОМШIекса,существует такая деформация 11: sr -'7>В, что
fo(sr)CT1'+1""'- 1;1'+1,It(sr)c-Cr+1(t > О), f1(sr)=b, если Itl(x)=lt2(Y)' то
либо t1 = t2 = О, либо t1 = t2 = 1, либо t1 = t2 и Х == у. Отображение
10: sr -'7>В накрыто отображением go= epln: sr -'7>Е. Построим деформа-
цию g, отображения gu, накрывающую деформацию fl> и примем за ото-
бражениеh(т1'+1): S"-'7>Fb отображение gl' Нетрудно проверить, что
гомотопический класс постаВЛJННОГОтаким образом в соответствие каждой
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в:летв:е ,;Т+1 отображения h:8r -+ рь не зависит от случайностей построе-
ния. В случае, в:огда r > О и слой гомотопичесв:и прост в размерности 1',

ставя в соответствие в:аждой в:летв:е ,;'+1 элемент группы лг (Р ь), опре-
деляемый отображением /z(,;С+1): 81" -+ F ь, получаем (г -j- 1)-мерную
к о цеп ь у (,;С+1) в:омплев:са В с в:оэффициентами в лов:альнойсистеме,
{лг (Р)}, образованной гомотоппчесв:ими группами слоев расслоения QЭ.
Ноцепь у (,;1'+1) называется пр е п я т с т в и е м в: распространению сев:у-
щей поверхности ер. Ноцепь у ов:азывается в:о Ц и в:л о м (см. [58]) .. Опре-
деляемый ею в:ласс в:огомологиЙ 'f](ep)EHr+l(B, {:rtr(F)J) также будем
называть пр е п я т с т в и е м к распространению секущей поверхности ер.
Из в:онтев:ста всегда буДет ясно, рассматриваем мы препятствие в:ак
коцикл или как в:ласс когомологиЙ.

Ставя в соответствие каждой клетке элемент группы Н,. (РЬ), опре-
деляемый формулой /z* ({, где а' - основной в:ласс гомологий сферы sr,
также получаем (т t- 1)-мерный f\ОЦИКЛ с коэффициентами в локальной
системе {Нс (р)}. Этот коцикл, а также определяемый им класс кого-
мологий ч(ер)ЕН'+l(В, {Иг(F);) будем называт::, гомологическим
пр е п я т с т в и е м в: распространению секущей поверхности ер. Отметим,
что гомологическое препятствие определено при ЛIсбых r без в:ав:их-либо
ограничений на слой.

§ 8. Характеристические классы

Пусть Q'J (Е, В, Р, р) - расслоение, база в:оторого является СW-поли-
эдром, а слой асферичен в размерностях < s. Рассмотрим в:ав:оЙ-либо
СW-комплекс, телом которого является база В, и построим секущую
поверхность над S-lIIерНblМостовом этого комплекса (тав:ая сев:ущая
поверхность всегда существует [48]). Гомологическое препятствие к рас-
пространению этой секущей поверхности не зависит от случайностей
построения, т. е. полностью' определяется расслоением QЭ. Оно назы-
вается ха р а в:т е р и с т и ч е с к и l\I К Л а с с о 1\1 Р а с с л о е н и я Q'J и обо-
значается

Если f:A -+ В - непрерывное отображение, то его можно известным
способом [26} превратить в расслоение р: А' -+ В, где А' - простран-
ство, гомотопичесв:и эквивалентное пространству А. Харав:теристиче-
св:ий класс расслоения р: А' -+ В называется ха р а в:т е р и с т и ч е с в:и м
к л а с с о м о т о б Р а ж е н и я t и обозначается ~и).

Фундаментальным в:лассом ~(B, А) пары (В, А) (АсВ)
называется характеристический в:ласс отображения вложею1Я i: А ~ В.
Если :rti(В, А) = О (i < s), :rtJB, А) =1=О, то ~ (В, А) Е HS (В, {Н. (В, А);).
Ф у н Д а м е н т а л ь н ы м к л а с с о м л и н е й н о с в я з н о г о n р о-
с т р а н с т в а В называется фундаментальныЙ класс пары (В, *), где.
* - множество, состоящее из единственноЙ точки.

§ 9. Индуцированные расслоения

Пусть t: В' -+ В - отображение пространства В' в базу В раf:слое--
ния )в (Е, В, Р, р). Обозначим Ч2рез Е' подмножество произведения Е х В',
состоящее из пар (е, Ь'), удовлетворяющих условию р (е) = t (1/), через
d' - отоб,ражение Е' на В', определяемое формулой р' (е, Ь') = Ь'. Отобра-

15*'
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жение р' является расслоением со слоем F. Это расслоение~' (Е', В', F, р')
называэтся р а с с л о е н и е м, и н Ду Ц и р о в а н н ы м р а с с л о е н и е м ~
и О т О б р а ж е н и е м 1. в случае, когда ~ является главным расслое-
нием с группой С, индуцированное расслоение QЗ' также естественно
становится главным расслоением, если определить действие группы G
на Е' фо;шулой g (е, Ь') = (g (е), Ь').

Отображение 'Ф: Е' --J>Ь', определяемое ФОРМУЛОЙ 'Ф (е, Ь') = е, является
в этом случае допустимым отобра.жением.

И~lеет место следующее утверждение. Если QЗ1 (Е1, Вl' с, Pl)
и ~2 (Е2, В2, с, Р2) - главные расслоJНИЯ, 1: Ь\ --J>Е2 - допустимое отобра-
жение, ер: В1 --J>В2 - порожденное им ото5ражение баз, то расслоение,
инДуцированное расслоением ~2 и отображением ер, эквивалентно рас-
слоению ~l'

Из теоремы о накрывающей гомотопии вытекает следующее утвер-
жд~ние. ЕСJlИ ~ (Е, В, С, Р) - главное расслоение, В' - паракомпактное
пространство, 10: В' ~ В и 11: В' --J>В - два гомотопных отображения,
то главное расслоение, индуцированное расслоением ~ и отображением 10'
эквивалентно главному расслоению, индуцированному расслоением Q3
и отображением 11'

Пуеть ~' (Е', В', F, р) - расслоение, индуцированное расслоением
~ (Е, В, Р, р) и отображением 1: В' --J>В. Секущая поверхность ер:А --J>Е
расслоения ~, заданная над подмножеством А базы В, индуцирует
секущую поверхность ер': (1 (А) --J>E' расслоения ~', заданную над под-
множ.3ством (1 (А) С В' по формуле ер'(х) = (ерl (х), х) (напоминаем, что
Е'СЕ><В').

Если В и В' - СW-комплексы, t: в' -----,»В - клеточное отображение
и секущая позерхность ер задана над k-мсрным остовом комплекса В,
то индуцированная секущая поверхность ер' определена над k-мерным
оетовом ко.\шлекса В'. Ле~ко ПрОЕерить, что (гомологическое) препят-
ствие к распространению секущей поверхности ерна (k + 1)-мерный остов
комплжса В и (гомологическое) препятствие 'l'j' к распространению
секущей поюрхности ер' па (k + 1)-мерный остов комплекса В' связаны
соотношшием 1']' = I*'l'j. ИЗ этого утверждения вытекает, что характери-
стические классы расслоений ~ и ~' связаны соотношением

~ (QЗ') = I*~(~).

ГЛАВА II

ОПЕРАЦИИ НАД РАССЛОЕННЫМИ ПРОСТРАНСТВАМИ

§ 1. Сумма расслоений

Пусть ~1 (Е1, В, F1, Рl) и QЗ2 (Е2, В, Р2' Р2) - два расслоения с одной
и той жз базой. Обозначим через ZI и Z2 соответстввнно цилиндры
отображ.3ниЙ Рl и Р2' через i1: Е1 ~Zl' i2: Е2 -? Z2- естественные вложе-
ния, через Z;, Z; - множвства Z; = ZI '''о i1 (Е1), Z~= Z2 '" i2 (Е2), через
а]:Е1хI --J>ZI' а2: E2xI--J>~2-: P~: ZI-----,»B-: Р2: Z2-----,»В-ссТесТВ8Н-
ные отображения (отображения Рl и Р2 являются расслоениями со слоюш
соответственно П (F1) и П (Р2»' Рассмотрим подмножзство F произве;:J;е-
ния ZI Х Z2' выделяемое условиями (z], Z2) Е Е, если (z], Z2) Ё Z; х Z~
:и ~(ZI)=~(Z2)' и определим отображениер: E--J>ВфОРМУЛОЙР(ZI' 2'2)=
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= Рl (Zl) = Р2 (Z2)· Отображение р: Е ~ В является расслоением, слоем
которого, как легко видеть, является пространство Fl * F2•

Оп Р е Д е л е н и е 1. Раеслоение (Е, В, Р] * F2' Р) называется с у м-
мой расслоений 'iS1(E1, В, F1, Pl) и 'iS2(E2, в, /1\, Pl) иобозначается
'iS1+ 'iS2·

Сумма 'iS]+ 'iS2 раселоений 'iS1 и 'iS2 может быть описана следующим
способом: точками пространства расслоения Е являются четверки
(е], t], е2, t2), где е] Е E1, е2 ЕЕ2, 0<;: t], t2 -< 1, удовлетворяющие УСJIOВИЯМ
Р! (,,]) = Р2 (е2), шах (t], t2) = 1, с отождеСТВJlениями (е], О, е2, i) ~
~ (e~, О, е2, 1), (е], 1, е2, О) ~ (е], 1, e~, О), (е], е: Е Е], е2, e~ Е Ь2). Топология
в пространстве Е определяется как топология фактор-щ:остранства под-
множества прямого произведения Е] х 1 х Е2 Х 1 по описанному выше
отношению эквивалентности. Проекция р: Ь --о> В расслоения 'iS1+ 'iS2
определяется формулоЙ р (е], t], е2, t2) = Р] (е]) =Р2 (е2). В дальнейшем мы
будем задавать точки пространства Е четверками (е], t], е2, t2), помня,
что различные четверки могут задавать одну точку.

Отметим еще, что сумму расслоениЙ 'iS] и 'iS2 можно описать следу-
ющим ЭIшивалентным сr;о~оБОl\I: точками проетранства раеелоения Е
являются тройки (е], е2, t), где e1EE], е2ЕЕ2, O<t<, 1, удовлетворяющие
условию р] (е]) = Р2 (е:1)' с отождествлениями (е], е:1' О) ~ (е:, е2, О),
(е], е2, 1) ~(e]. р:, 1). Проекция Р расслоения 'iSJ+'iS2 задастся формулой
р (е], е2, t) = Р! (е]) = Р2 (е2)·

Можно определить также сумму любого множества расслоениЙ с одной
и тоЙ же базоЙ. Пуеть {'iSft(EJ.t, В, FМ' PJ.t)}J.t(M - семеЙство расслоений,
обозначенных индексами из (конечного или бесконечного) множества Л1.
Обозначим через ZJ.t цилиндр отображения Рм: EJ.t-;. В,через
iJ.t: E'u-с-Zft-естественное вложение, через Z~-множество ZIJ.'''. ilJ. (HJ.t),
через a/..t: EJ.t;( 1~Zft, pJ.t: ZIJ.~B - естественные отображения (отобра-
жение pJ.t является расслоением со слоем 11 (PJ.t»).

ftFM
Рассмотрим расслоение р: П ZIJ."" т1 Z~ ~ П В (11), где n В (/1) -

. J.tEM мЕМ IJ.EM щ,М
произведение т экземпляров пространства В, обозначенных индексами
из множества М (здесь т - мощность множества М). Отображение р:
[] ZIJ.~ П В (/-1) определяется формулоЙ р {ZIJ.}= {plJ. (Zft)}. Расслоение

IJ.EM мЕМ

( гl ZJ.t'" П Z~, П В(М), * F IJ.' р)
МЕМ IJ.EM мЕМ J.tEM

обозначим через s. Через d: В ~ П BIJ. обозначим диагональное вложе-
мЕМ

ние: d (Ь) = {Ь}.
Определение .1'. Расслоение (Е, В, * FIJ., р), индуцированное

мЕМ
ра~слоением (5 и отображением d: В ~ П В (/1), называется с у м м о Й

мЕМ
С е м е й с т в а р а с с л о е н и й {'iSft}J.tEMИ обозначается L 'iS1J..

Щ:Мт е о р е м а 1. Пусть 'iS] (EJ, В]' PJ, Р]) и 'iS2 (Е], В2, F2, Р2) - ава
расслоепия, базой lf,OтOPblX служит оаип и тот же СW-полиэдр В. Если
пад kJ.t-мерпbl),t остово."" базы В существует сеlf,ущая поверхпость СРм рас-
слоепuя 'iSJ.t(/1 = 1, 2) и препятствие (го.мологичеСlf,ое препятствuе) lf, pqc-
прострапепию этой сеlf,ущей поверхпости па (klJ.+ 1)-.мерflЫЙ остов базы
пРUlщалежuт lf,лассу lf,ого.мологuЙ 'f\J.tЕ HkJ.t+l (В, {JtklJ.(F IJ.)}) (lf,лассу lf,ого-

с
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~ k' 1оlltологий 11f.1.EHf.I.T(В, {Hkf.l.(F/L)}»' то над (k1+k2+1)-мернbZМ остово.М
базы существует сеliущая поверхиостъ расслоения )81+ )82' препяmствие
(го.Atологи'ЧеСliое препятствие) к распространению IiOmOрой на (k1 + k2 + 2)-
мерный 09тов базы принадлежит классу Iiогомологий

11= 111U112EHk1+k2+2 (В, {:n:k1+k2+1(Р1 * Р2)})
~ ~ ~ k +k +2 ~

(11=111U112EH 1 2 (В, {Hk1+k2+1(F1*F2)}»'

(Произведения 111lJ112и Ч1UЧ2 определяются с помощью спариваний,
определенных в гл. 1, § 50)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала часть теоремы 1, I\асаю-
щуюся препятствийо .

Пусть 't
k/L+1 - (k/L + 1)-мерная клетка базы В, ff: Sk!L+1 ~ В - дефор-

мация, удовлетворяющая условиям
а) п(Sk/L) с :;;kf.l.+1"'"' 'tkf.l.+1,
б)jf (Sk/L) С 'tk/L+1 (t > О),
в) t~(Sk/L) = b/LЕ 't

k/L+1,
г) если tr1 (х) = tr2 (у) и 0< t1, t2 < 1, то t1 = t2, х = у.
Обозначим через gf деформацию отображения g~ = CP/Lt~, накрываю-

щую деформацию tf, через hf.l.: Sh/L ~ p~l (Ь) = F /L- Отображение g~ о
Такое построение проведем для каждой (k/L + 1)-lIlерной клетки про-
странства В о

Напомню!, что с ПОМОЩЬЮэтой конструкции в § 7 гл. 1 определя~
лось препятствие к распространению секущей поверхности CP/L,а Иl\fенно,
препятствие:м был назван RОЦИRЛ Ум, получаIОЩИЙСЯ, если каждой

k/L+1 vн:леТRе -r поставить в соответствие элемент ГОМОТОПИЧGСНОИгруппы
Y/L ('tkf.l.+l) E:n:k (p~l (b/L»' опредеЛЯGl\1ЫЙ отображением h/L; Sk/L -';> p~l (b/L)'

/L k
Продолжим секущую поверхность CP/L:В /L~ E/L в секущую поверх-

k +1 -ность Ф/L: В /L -';> Z/Lцилиндра (Z/L, В, П (F /L),Pf.l.) расслоения )8/L' полагая
Фj.L(х) = ij.Lcp/L(х), если х Е Bk/L, Ф/Lиf (у» = a/L (gt (у), 1- () для У Е Sk/L,
0<;; t <;; 1 (напомним, что любая точка х Е -rk/L+1 представляется в виде
х = tf (у), где t > О, и это представление однозначно, если х =1= b/L = bt (S"f.I·)).
Секущую поверхность Фj.L продолжим каким-либо образом в СGНУЩУЮ
поверхность расслоения P/L: Z/L~ В, заданную над всей базой (это воз-
можно, так нан слой П (P/L) стягиваем). Продолженную сенущую поверх-
ность также будем обозначать буквой Ф/LО

Рассмотрим отображение Ф:В х В -';> 21 Х Z2' определенное формулой
Ф (Ь1, Ь2) = (Ф1 (Ь1), Ф2 (Ь2». (Это отображение является секущей поверх-
ностью расслоения Р1 Х Р2: Zl Х Z2-,;>B х Во) Произведение В Х В пре-
вратим в CW-КОl\шленс, разбив его на произведения клеток из CW-НОl\1-

плекса В. Если Ь1 Е -rл, Ь2 Е -rv, где ~Л и 'tV - нлетки комплекса В раз-
мерностей соответственно л. и v и либо л. <;. k l' либо v <;; k2, то
Ф (b1, Ь2) Е Zl Х Z2",",Z~ Х Z~: В частности, для любой точки (Ь1, Ь2), содер-
жащейся в (k1 + k2 + 1)-мерном OCTOBGразбиения В х В, Ф (bJ, Ь2) Е
Е Zl Х Z2",",Z~Х Z; и, следовательно, отображение определяет сенущую
пcfверхность расслоения Р1 Х Р2: Zl Х Z2",",Z; Х Z~ -';> В х В, заданную
на (k1 + k2 + 1)-мерном остове разбиения В х В, а также на всех
(k1 + k2 --j- 2)-мерных нлетках, не имеющих вида '{"'1+1Х -ck2+1

0
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Обозначим через у uрепятствие к распространению секущей поверх-
ности Ф на (kl + k2 + 2)-l\fерный остов разбиения В х В и покажем, что
у является прямым произведением препятствий Уl и У2 К распростра-
нению секущих поверхностей <Рl и <Р2 (все препятствия рассматриваются
как коциклы, прямое произведение коциклов Уl 11 У2 определяется
с помощью спаривания групп :rt11.1(р!1 (Ь1» и :rt11.2(Р"21 (Ь2» в группе

-:rt11.1+h2+1(р!1 (Ь1)*Р"21 (bJ), описанного в § 5 гл. 1).
Вычислим прежде всего значения коцикла у на клетках вида

1'11.1+1Х 1'11.2+1.Для каждой такой клетки деформация /1: 811.1+11.2+1--о> В Х В,
удовлетворяющая условиям:

а) /0 (811.1+11.2+1)с :;;11.1+1х ';11.2+1"'1'11.1+1 Х 1'11.2+1,
б) /1 (811.1+11.2+1) С 1'11.1+1Х 1'11.2+1 (t > О),
в) /1 (811.1+11.2+1)= (Ь1, Ь2) Е 't11.1+1Х 'tk2+1,
г) если /11 (х) = /12 (у) И 0< t1t2 < 1, ТО t1 = t2, х = у,

может быть построена следующим образом: рассматриваем сферу
<..,11.1+11.2+1 Ф 811.1+1 811.2+1 / ( )

-и как соединение с ер и и полагаем 1 81, 'tp 82' 't2 =
=и[-(1-1)1:](81),Л-(1-1)1:2(82» (здесь 81 Е 811.1+1, 82Е811.2+1, 0<'t1, 't2<1,

тах ('t1, 't2) = 1, 0< t <;; 1, /f; 8h
J.t+l --о> В, 11 = 1, 2 --деформации, описанные

на стр. 226). Определим деформацию gl: 811.1+11.2+1-;> ZI Х Z2"'Z~ Х Z~
(' помощью формулы

gl (81' 't1, 82' 't2)= (gI-и-t)-r:l (81)' gI-(I-t)-r:2 (82»

(обозначения 8i, 't имеют прежний смысл, g~ - деформации, описанные
на стр. 226). Деформация gl накрывает деформацию /1 и go= Ф/о• поэтому

.элемент у ('(11.1+1 Х '(11.2+1) может быть определен с помощью отображения
h = gl: 811.1+11.2+1--о> p~1 (Ь1)*р;1 (Ь2).

Так как

h (81' '1'1, 82' '1'2) = (g~ (8]), '1'1, g~(82), '1'2)= (1~1(81)' '(1, 1~2(82)' '1'2)'

то мы можем утверждать, что h = h1*h2 (через * обозначено спаривание
отображений сфер, определенное в § 5 гл. 1).

Так как отображение lz/-t: 8h/-t+l --о> PI/ (b/-t), по определению, задает
элемент y/-t ('tk/-t+l), то из соотношения h = h1*lz2 вытекает соотношение
у ('(11.1+1 X'(k.+l)=y] ('(h1+1)*Y2(.11.2+1). На каждой (k1+k2+-2)-мерной
клетке 'tЛ Х 't

v комплекса В Х В, не !Jмеющей вида '1'11.1+1>< .11.2+1, коцикл У
ПРИНИl\fаетзначение О, так каIl: на всех таких клетках секущая поверх-
ность Ф определена. -

\ Из полученных соотношений вытекает, что коцикл У является
прямым произведением коциклов Уl и У2

У = Yl(g,Y2'
Обозначая через ~ класс когомологий коцикла у (т. е. препятствие

к распространению секущей поверхности Ф, рассматриваемое как класс
когомологий) и переходя в равенстве у = Уl(2;У2 К классам когомологий,
получаем соотношение ~ = '1111&'112:

Пусть теперь d: В --о> В Х В - диагональное вложение; d (Ь) = (Ь, Ь),
d: в --о> В Х В - клеточная аппроксимация отображения d. Расслоение
~1 +- ~2 (Е, В, Fl*F2' р) l\ЮЖНОрассматривать как расслоение, индуци-
рованное расслоением ;;1 Х ;;2: ZI Х Z2'" Z~ Х Z~ --о> В Х В и отображением



i < 8] + ... --j-- SN +п - 1 и

НВ1+" .+sn+n-l ( * Fi) = HS1 (Р]) ® ... ® Нвn (рn)
l-<i-<n

(е], О, е2, 1) ~ (e~, О, е2, 1),
(ер 1, е2, О) ~ (e~, 1, е2, О)

(ei, eiEEi, 0<t1, t2<1, max(t], t2)=1, р](е])=Р2(е2))

суммы 581 + 582 + ... + 58n расслоений 58i равен произведению xapal>mep'i-
стицеспих плассов расслоений 58i

(;= (;]u ~2 U ... u (;n'

(Напомним, что в условиях этой теоремы Hr ( * Fi) = О ПГJ
l-<i-<n
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d: B~ В х В (из определения расслоения 581 + 582 легко вытекает, чт,
оно индуцируется расслоением р] Х Р2: Z] Х Z2""Z~ Х Z~ ~ в х В и он'-
бражением d: В ~ В х В, но отображения d и d~гомотопны, а гомотои-
ные отображения индуцируют эквивалентные расслоения).

Секущая поверхность Ф индуцирует над (k] + k2 + 1)-мерным остове",'
базы В секущую поверхность Ф расслоения 58] + 582' Препятстви.
к распространению секущеЙ поверхности Ф задается формулоЙ d*~
Так как d* = d*, ~= 1']] QS, 112 И d* (11] i& 1']2) = 1']1 U 112' то класс когомологш'
1'][ U 1']2 реализуется как препятствие R распространению секущ(о!
поверхности Ф.

ДЛЯ ТОГО чтоБыI ДОRазать вторую часть теоремы, нужно во BC••.~
ПРОВ2денных выше рассуждениях говорить не о преПЯТСТВI1ЯХ, а о rO~l"-

логических препятствиях и заметить, что в случае гомологических прс'-
ПЯТСТВИIIиз соотношсния fl = h] * /l2 вытокает соотношение у (tk1+1 Х tk2+1) =
= У; (tl?+I) ® У2 (t~2+1) (в силу формулы в конце § 5 гл. 1).

Из доказанной только что тсоремы вытекаст слсдующее YTBCPiE-
дение.

Т е о р е м а 2. Пусть 58JEi' В, Fi, Pi) (1 <;;.i < п) - расслоетш:,
базой поторых слу;исuт один' U тот J11X СW-полuэдр В, слой F асфери-
цт в размеРflостях < 8i (8i >- О). Обознаци.1It через ~i Е HSi+1 (В, {r7s, (Pi}1

хараптеристичеспuй пласс расслоения 58] (1 < i < п). Тогда хараптер'·-
стицеспий пласс

~EHS1+" ,+вn+n (В, {HS1+" .+вn+n-l ( * Fi)})
1-<i<n

(см. § 5 гл. 1).)
11 р е Д л о ж е н и е 1. Пусть 58 (Е, В, С, р) - главное расслоенИЕ

Е] и F2 - пространства, на поторых действует группа С, 581 (Е], В, F], Р1
и 582 (Ь'2' В, F2, Р2) - расслоени.rt со слоями Р] u Е2, ассоциированны-
с расслоением 58. То :да расслоение 58] -1- 582 (Е', В, Р] * Р2' р') эпви6f!:-
леНfflltO расслоению 58"(Е", В], Е] * Е2, р") со слоем F] * [/2' ассоциирО6анно.н.
с расслоением 58 (действие группы G на пространстве F] * Р2 опреоо-
ляется фор.пулоЙ g(f], t], 12' t2)= (g(f]), t1, g(f2), t2), где I]EF], 12EF~
O<t]. t2< 1, gEG).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Точки пространства Ei (i = 1, 2) опредеЛЯЮТС1
парами (е, f) с отождествлениями (е, f)~(g(e), g(/)) (еЕЕ, fEFi, gEGI
Точки пространства Е' определяются четверками (е], t], е2, t2) с отож-
дествлениями



РОД РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА 233

Сумма L \8Jt (Е, В, * FJt, р) расслоеflий
JtfM JtEM

и.меет секущую поверхность в тОМ и mолыи
найти такое открытое nокрытие fCJt}JtfllI nро-
множеством CJt существует секущпя nоверх-

или, что то же, шестерка~,fИ (а1, 11' t1, а2, 12' t2) с отождествлениями

(а1, 11' t1, а2, 12' t2) ~ (g1 (а1), g1 (/1)' t1, g2 (aJ, g2 (/2)' t2),
(а1, 11' О, а2, 12' 1) ~ (a~, 1:, О, а2, 12' 1),
(а1, 11' 1, а2, 12' О) ~ (а1, 11' 1, a~, I~, О)

(здесь ai, aiEE, li' liEFi, giEG, 0<;:t1, t2<;:1,

шах(t1' t2)= 1, р(а1)=р(а2».
Точки пространства Я' задаются пятерками (а, 11' t1, 12' t2) с отож-

дествлениями
(а, 11' t1, 12' t2) ~ (g (а), g (/1)' t1, g(/2)' t2),

(а, 11, О, 12' 1) ~ (а, 1;, О, 12' 1),
(а, 11, 1, 12' О) ~ (а, /1' 1, I~,О)

(аЕЕ, li' fiEFi, 0<;:t1, t2,<1, шах(tl' t2)=1).

Отобразим пространство Е" в пространство Е', поставив в соответствие
каждой пятерк') (а, 11, t1, 12' t2) шестерку (а, 11' t1, а, 12' [2)· Легко
проверяется, 'ITO это отображение являетея гомеоморфны:м отображением
пространства Ь" на пространство Е' и порождает эквивалентность рас-
слоений \8" и \8! + \8~ ..

Проверим, например, что в каждую точку пространства отобра-
жается некоторая точка пространства Ь". Пусть точка х пространсrва
Е задается шестеркой (а1, 11' t1, а2, 12' t2)· В силу условия р (а1) = р (а2)
найдется элемент g Е С, дЛЯкоторого а2 = g (а1). Шестерка (а 1,/1' t l' а2, 12' t2)

задает ту же точку, что и шестерка (а1, 11' t1, g(a1), g(!2)' t2)=
= (а1, 11' t1, а1, g(f2)' t2), и следовательно, в точку .Х отображается
точка пространства Е", определяемая пятеркоЙ (а1, 11' t], g (/2)' t2).

IIредложение 1 легко обобщается на случаЙ суммы любого числа
расслоений.

П р е Д л о ж е н и е 2.

\8Jt (EJt, В, FJt, р) (f-t Е М)
тОМ случае, если MO;JfCHO
cmpaflcmea В, что flaa
flOCmb расслоеflUЯ \8Jt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим сначала, что существует такое
открытое покрытие fСJt}Щ, м, что над множеством CJt :можно ПОСТрIJИТЬ.
секущую поверхность CPJt расслоения \8Jt. Построим систему непрерыв-
ных действительных функциЙ {11Jt} на пространстве В так, чтобы выпол-
нялись условия:

а) 0<;: I1Jt <;: 1;
б) hJt = О вне множества CJt;
в) в каждоЙ точке х Е В для некоторого f-t функции Il~t (х) =; 1.
Такая система функциЙ существует в силу принят()го В работе

определения открытого покрытия (гл. 1, § 1). Для каждого индекса
f-t Е М определим секущую поверхность раССЛОGНИЯPJt: ZJt -+ В с помощью
формулы 'ФJt(Ь)= a(CPJt (Ь), hJt (Ь», если bECJt, 'ФJt (Ь) = jJt (Ь), если ЬЕВ" С/1'
Отображение 'Ф: В-+ n ZJt, определяемое формулой 'Ф(Ь) = {'Ф/1(Ь)}'

JtEM
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удовлетворяет условию

'Ф(В)ЕЕ'=( П ZIJ."" Л Z~) Пр"-l(d(В)),
IJ.EM IJ.EM

так как

Р'Ф ( Ь) = {PIJ.1j;IJ.}= {Ь} = d ( Ь)

и 'Ф(Ь)= П ZIJ. вследствие того, что для некоторого /1. имеем hlJ.(b) = 1.
IJ.EM

В СИJlУ соотношения рЧJ = d отображение 'Ф порождает сеRУЩУЮ поверх-
ность расслоения Z' Q31J.'

IJ.EM
Обратно, пусть у расслоения 2' Q31J. существует секущая поверх-

IJ.El\f
ность 'ФIJ.: В -с> Е С П ZIJ.' Обозначаем через 'Ф : В -с> Z/-L отображение

IJ.EM IJ.

'Ф/-L= л'/-L'Ф, где л'/-L: 1I ZIJ.-с> Z/-L - ПрОСRЦИЯ про изведения на сомножитель
Щ"М

с ИНДeI{СОМ/1.. Рассмотрим множества CIJ., состоящие из тех точеR Ь Е В,
дЛЯ RОТОрЫХ 'ФJ.t (Ь): 1'1J.(В). Над Rаждым из множеств C/-L существует
сеRущая поверхность 'P/-L расслоения Q3/-L, определяемая формулой 'ФJ.t (Ь) =
= а ('PIJ. (Ь), hJ.t (Ь)). ДЛЯ любого Ь Е В существует индеRС/1., для ROTOpOrO

'ФIJ.(Ь) "UJ.t(B), В противном случае 'Ф(Ь)={'ФIJ.(Ь)}Е П 1'1J.(B)C П Z~,
J.tEM Щ"М

поэтому множества CIJ. образуют ПОRрытие пространства В . .каждое из
множеств CIJ. ОТRРЫТО, TaR RaR может быть представлено RaR прообраз
открытого i\ПlOжества ZJ.t ',,- 1'1J.(В) при отобраЖСНIIИ 'ФIJ.: В -с> ZIJ.' Нан:онец,
lIокрытие, образованное множествами CJ.t, является ОТRРЫТЫМПОRрытием,
TaR KaR фУНRЦИЯ 11J.t удовлетворяет УСЛОВИШf определения ОТI{РЫТОГО
ПОRрЫТИЯ.

§ 2. Соединение гиавных раССJюений

Оп р е Д е л е н и е 2. Пусть {Q3J.t (EJ.t, BJ.t, С, PIJ.))J.tEM - Rонечное или
беСRонечное множество главных расс.тrоениЙ с одной и той же груп-
пой С. С о е Д и н е н и е м этих главных расслоении называется главное
расслоение * Q3J.t (Е, В, С, р), пространство ROTOpOrO Е является сое-

Щ"М
динением пространств EJ.t (т. е. Е = * EjJ-)' а действие группы G на

J.tEM
пространстве Е С П П(EIJ.) определяется с помощью следующего· согла-

IJ.EM
шения: если л'J.t(е) = а (elJ., t), то л'jJ-(g(е))=а(g(еJ.t), t).

(Здесь еЕ Е, eJ.t Е EJ.t' gE С, 0<: t<: 1, через л,J.t: E-с>П(ЕIJ.) обозна-
чена проощия множества Е на сомножитель с индеRСОМ /1..)

·Иначе можно СRазать, что действие группы G на ROHyce П (EJ.t)
определяется формулой ga (eJ.t, t) = а (g (eJ.t), О, а на произведении
1] п(EJ.t) группа G действует ПОRоординатно.

J.tEM
Соецинение Rонечного числа главных расслоений QЗ}, ..• , QЗп будем

".обозначать QЗ1 * ... * QЗп'
.корректность определения 2 леГRО проверяется.
Обозначим через 1].1 (С) главное расслоение с группой С, базой

которого является ТОЧRа (пространством этого расслоения является
пространство группы С, на ROTOpOM группа G деЙствует с помощью

~левых сдвигов).

___________________________ 1
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О п р е Д е л е н и е 3. К о н у с о м над главным
\8 (Е, В, С, р) называется соединение \8*~{ (С) (Е*С, В', С,
ния )8 С главным расслоением 12{ (С).

В дальнейшем важную роль будет играть ра~слоение
чающееся как соединение п экземпляров расслоения 12{ (С).

§ 3. Произведение расслоений

235

расслоением
р') расслое-

I2{n (С), полу-

Определение 4. Пусть )81(Е1, В, Рр Рl) и )82(Е2, В, Р2' Р2)-
два расслоения с одноЙ и тоЙ же базоЙ В. Про и з в о Д е н и е м этих
расслоениЙ называется расслоение )81 >< )82(Е, В, F1 Х Р2' р), простран-
ство которого Е представляет собой подмножество производения Е1 Х Е2'
состоящее из пар (е1, е2), удовлотворяющих условию Рl (е1) = Р2 (е2),
а проекция р: Е -i>- В задается формулоЙ р (е1, е2) = Рl (е1) = Р2 (е2).

Пр е Д л о ж е н и е 3. Произведепuе )81х)82 расслоепий j(11 и )82
,имеет секущую поверхпость тогда и тольnо тогда, когда оба расслое-
ния )81 и )82 имеют секущuе поверхпости.

В самом деле, если ер",:В -i>- Е",- секущая поверхность расслоения
i5", (f1 = 1, 2), то отображение ер: В -i>- Е, определяемое ф()рмулоЙ ер(Ь) =
= (ерl(Ь), ер2(Ь)), является секущоЙ поверхностью расслоения )81Х )82'

Та же формула ер(Ь) = (ерl(Ь), ер2(Ь)) определяет секущие поверхности
расслоениЙ )81 и )82' если задана секущая поверхность расслое-
ния )81Х )82'

В заключение введем понятие произведония главных расслоениЙ
и укажем, как оно связано с понятием суммы расслоениЙ, а также
покажем, каким образом п,шятие уитноевскоЙ суммы пучков сфер свя-

,-зано с понятиом су;нмы расслоениЙ.
Определенио 4'. Пусть)81 (Е1, В, С1, Pl) и )82(Е2, В, С2, Р2)-

тлавнью расслоония, имеющие одну и ту же базу В. Про и з в е Д с н и е м
этих расслоениЙ называется главное расслоение )81Х )82(Е, В, С1 Х
Х С2, р), пространством которого является подмножество Е произведе-

ния Е1 Х Е2, состоящее из пар (е1, е2), удовлетворяющих условию
Рl (е1) = Р2 (е2), а группа С] Х Gz деЙствует на пространстве Е по фор-
муле (gl' g2)(e1, е2) = (gl(e]), g2(e2)) (giEGi, eiEEi)·

Имеет место следующее:
Предложение 4. Пусть)81 (Е1, В, С1, Рl)' )8z(Ez, в, С2, Р2)-

главпые расслоепия, Рl и Pz - пространства, на которых действуют
соответствепно группы С1 и С2, )8' (Е', В, Е1, р') и )8" (Ь", В, F2, р")-
расслоепия со слоями F] и F2, ассоциировШl1lые С расслоения.ми )8] и )82
соответствеппо. Расслоение ~ (Е, В, F'1*F2, р) СО слоем F'1*P2' ассоции-
poea1-l1-l0eс произведепие.tt )8] )< )82 раССЛОе7ШЙ)81 и )82' эквивале1-lт1-l0 cY.AtMe
i5~+)8; расслое1-lий )8' и )8"; счuтаем, что группа С1 Х С2 действует па
.соединепии Fl*F2 по фор.ttуле

(gl' g2) (/1' t1, 12' t2) = (gl (/1)' t1> g2 (/2)' t2)

(giEGi, liEFi, 0<t1, t2<:1).

Доказательство предложения 4 проводится по такоЙ же схеме, ка};
и доказательство предложения 1.

Если определить сумму двух косых произведениЙ)8", (Е"" В, F "',
С"" р",) (f1 = 1, 2) как косое произведение со слоем F1*F2, ассоциирован-
ное с произведением ассоциированных главных расслоениЙ для J'\осых
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произв~дений Q31 и Q32' ТО В силу предложения 2 сумма косых произ-
ведении, рассматриваемая каи расслоение, эквивалентна сумме иосых
ПРОИЗВJденийQ3] и Q32' рассматриваемых как расслоения.

Легко видеть, что уитнеевскую сумму пучков сфер [48] можно рас-
сматривать как сумму косых произведениЙ в определенном только что
смысле.

Отметим, что легко определить произведение любого (конечного или
бесконечного) множества расслоениЙ и главных расслоений с одной
и той же базоЙ и перенести на этот случай предложения 3 и 4.

г л АВА III

РОД РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА. ОЦЕНКИ РОДА

в этой главе дается определение рода расслоенного пространства.
Указываются основные свойства этого понятия. Доказываются теоремы,
позволяющие вычислять род расслоенного пространства.

§ 1. Определение рода расслоенного пространства.
Сведение вычисления рода к вопросу о возможности

построения секущей поверхности

Определение 5. РОДОМ расслоения Q3(E, В, F, р) (обо-
значаем g (Q3) = g (Ь', В, F, р)) называется наименьшая мощность откры-
того покрытия базы В, состоящего из l\1Ножеств, над каждыМ из кото-
рых существует секущая поверхность.

Таким образом, род расслоенного пространства является некоторьп!
кардинальным числом (не обязательно конечным).

Мы будем рассматривать в дальнеЙшем только расслоения, имеЮЩИЕ'
род, т. е. такие расслоения, что у каждоЙ точки базы имеется окрест-
ность, над которой существует сеI{ущая поверхность. Очевидно, что
к ЭТОМУI\Лассу расслоениЙ относятся все локально тривиальные рас-
слоения, а тю,же все расслоения с триангулируемоЙ базоЙ.

Оп р е Д е л е н и е 6. Если В' - подмножество базы В расслоен-
ного ПрlJстранства Q3 (Е, В, F, р), то будем говорить, что р а с с л о е-
н и е Q3 и]н е е т над множеством В' р о Д 1', если расслоенш'
Q3' (p-l (В'), В', F, р) имеет род 1'.

Род расслоения Q3 над множеством В' будем обозначать g (Q3, В').
П р е Д л о ж е н и е 5. Пусть {Вл}М:L - отпрытое попрытие базы В

расслоения Q3. Тогда
g (Q3) <: L g (Q3, Вл)·

лЕL

В самом деле, по определению 6, существует состоящее из g (Q3, В1.»
элементов открытое покрытие ал множества Вл, над каждым из элемен-
тов которого существует секущая поверхность расслоения Q3. Объединяя
1I0КРЫТИЯаl, (л Е L), ИОЛучим открытое ПОI,рытие базы, состоящее Шj
~ (Q3, Вл) элементов, над каждым из !,оторых существует секущая
лЕL
поверхность расслоения Q3.

Прсдлол',ение 6. Пусть Q3(E, В, F, р) и Q3'(E', В, F', р)-
расслоенные прострапства, j - отобраJJсенuе пространства Е в Е', удов-
летворяющее условuю р'! = р. Тогда g (Q3') -< g (Q3).



,,РОД РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА 237

р) - расслоенное прост-
Q3' (Ь', В', F, р') - рас-
расслоением )8. Тогда

Пусть а - покрытие базы В, состоящее И3 g ()8) элементов, и над
каждым И3 элементов А Е а существует секущая поверхность расслоения
)8: ер: А ---о> Е. ДЛЯ доказательства достаточно проверить, что над JIюбым
множеством А Еа существует секущая поверхность расслоения )8'. Но
это очевидно: отображение tep: А ---о> Е' является секущей поверхностью
расслоения )8.

Предложение 7. Пусть )8 (Е, В, Р,
ранство, f: В' ---о> В - непрерывное отображение,
{;лоение, индуцированное отображение.t~ t и
g ()8') <;: g (Q3).

Для доказательства достаточно заметить, что любому открытому
покрытию а пространства В соответствует открытое покрытие а' про-
странства В', составленное И3 прообраЗ0В элементов покрытия а, при
'отображении t, и если над каждым И3 элементов покрытия а сущест-
вует секущая поверхность расслоения )8, то над каждым И3 элементов
покрытия а' существует секущая поверхность расслоения )8', а имеНlIО
индуцированная секущая повзрхность (см. гл. 1, § 9).

Предложение 8. Если база В расслоения )8 (Е, В, F, р) являет-
,ея бunомпаnтом, то род расслоения )8 nОli,ечен.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Рассмотрим совокупность всех открытых под-
множзств базы, над КОТОРЫJ\Ш существует секущая поверхность расслое-
ния )8. Так как мы рассматриваем только расслоения, имеющие род,
,эта совокупность образует пон:рытие пространства В. В силу бикомпакт-
ности базы И3 этого покрытия можно выделить конечнос подпокрытие.

Покажем сейчас, как можно свзсти вычисление рода расслоенного
пространства к изучению возможности построения секущей поверхности
в вспомогательном рассловнном пространстве.

Обозначим через )8,; (Е,;, В, F,;, р,;) сумму 't экзсмпляров расслоения
)8 (Е, В, Р, р).

Т е о р е м а 3. РаССЛОeftНое пространство )8 (Е, В, Р, р) тогда и
тольnо тогда имеет род <;: 't, nогда у расслоенного пространства
)8,; (Е,;, В, F,;, р,;) существует сеnущая поверхность.

В этой тзореме 't может быть как конечным, так и бесконечным
Rардинальным числом.

Утверждение теоремы получается из предложения 2, если применить
это предложвние к сумме 't экземпляров рассловния )8.

В случае, когда п - натуральное ЧИСJЮ, имеет место следующее
более обще~ утверждение.

Теорема 3'. g()8n) = [~ (g()8)+n-1)].

Эта теорема может быть получена И3 утверждения теоремы 3.
В самом деле, предположим, что g (Q3) = т. Тогда существует открытое

покрытие пространства В, состоящее И3 [ ~ (т +п - 1) ] множеств Cj,
над каждым И3 которых расслоение )8 имеет род <;: п. В самом деле,
если B1, ••• , Вт - открытое покрытие пространства В, над каждым из
множеств которого расслоение )8 имеет секущую поверхность, то, пола-
гая С1 = Bl LJ ... U Вn, С2 = Bn+l U '" LI В2n, Сз = В2n+1 U ... U Взn, ••• ,
мы получим искомое покрытие пространства В. И3 теоремы 3 вытекает,
что над каждЫМ из множеств Ср С2, ••• существует секущая поверх-
ность расслоения )8n, поэтому
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Обратно, пусть g ('8n) = s. Тогда существует открытое покрытие
С1, ••• , Св, над IШЖДЫl\Iиз множеств которого существует секущая
поверхность расслоения '8n' В силу теоремы;) над каждым из множеств
С1, ••• , С• расслоение >S имеет род -< п, и значит, g иВ) -< sn (см. пред-
ложение 5).

Сравнивая неравенства g ('8n) -< [ ~ (g ('8) + п - 1) ] и g (Q3)-< ng ('8n)"

получаем утверждение теоремы.

§ 2. Гомологические оценки для рода расслоения.
Длина расслоения

Из теоремы 3 можно получить гомологические оцею,и рода расслоен-
ного пространства.

Для того чтобы существовала секущая поверхность расслоения '8n,
необходИl\;О, чтобы для любой локальноЙ системы коэффициентов А на
пространстве В отображение p~: Н (В; А) -о- Н (Еn; А') было мономор-
физмом (здесь через А' обозначена локальнан систе;на коэффициентов:
на пространстве Еn, индуцированная отображением Рn: Еn -о- В и систе-
мой А).

Введем обозначения:' Z - цилиндр отображения р: Е -о- В, ёЕ -о- Z
и 1: Z-о-В-естественные отображения, Z'=Z-i(Е), In: Zn-o-Bn_
произведение п экземпляров отображения 1, л - отображение ВJюжеЮПL
множества Еn = (z""",z'n) n d-l (В) в zn, d: В -о- ВN - диагональное вло-
жение.

Напомним, что Рn = а-1 Inл, а отображение d* является умножением
R'олмогорова - Александера [1] (точнее говоря, если ~i ЕН (В; Ai)

(1 -< i -< п), где Ai - локальные системы коэффициентов на В и ~1 ® ...
. . . ® ~n Е Н (Вn; AI ® ... ® Аn) - тензорное нроизведение элементов ~i'

то d* (~l ® ... ® ~n) = ~1 LJ ... u ~n Е Н (В; AI ® ... ®Ап) - произведение
R'ол~югорова - Александера классов ~1' ••. , ~n)'

Поэтому можно сформулировать следующее утверждение.
Предложение 9. Если g('8)-<n и э.лемен,ты ~iEH(B, AJ

(1 -< i -< п), где А; - лоwдльные системы коэффициентов на пространст-
ве В, таковы, что ~l U ... U ~n * О, то 'A*/~ (~l ® ... Q?; ~n) * О.

В самом деле, ясно, что л* l,i (~1 ® ... ® ~n) = P~ d* (~l ® ... ® ~n) =
=P~ (~lU ... u~n) * О, так как в условиях предложения у расслое-
ния '8n существует секущая поверхность.

Для того чтобы иметь возможность применять предложение 9 для
оценки рода расслоения '8, нужно имен, сведения о ядре ГОМОl\10Рфиз-
ма Л*j~ ..

Обозначим через j.t отображение вложения j.t: zn"", zm -о- zn. Так
как Еn С zn"", z'n, то ядро ГОl\10~JOрфИЗllIаj.t*t~ содержится в ядре гомо-
морфизма л* I~.МЫ дадим сейчас описание ядра ГОМОМОРфIJзмаf1* j,i.

л е м III а 1. Пусть Si Е Н (В; А;) (1 -< i -< п), где Ai - локаЛCl-lые
системы коэффициентов. Д ля того чтобы класс кого.мологиЙ ~1 ® ...
... ®~nEH(Bn; AI® ... ®An) содержался в ядре го.мо,л,tорфиз.ма j.t*/~
достаточно, чтобы р* ~i = О для i = 1, 2, ... , п.

В саМО.\Iделе, если P*~i = О, то из точной когомологическоЙ после-
довательности нары (Z, i (Ь»

а* i'"
••• --"> Н (Z, i (Е); Ai) -О> Н (Z; Ai) -о- Н (Е; AJ -0- •••
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и из коммутативной диаграммы:
i*

Н (Z; AJ ~ Н (Е; Ai)

f*t ~
н (В; Ai)

В которой отображение f* является изоморфизмом, вытекает, что суще-
ствует элемент 1'Ji Е Н (Z, i (Е); Ai), удовлетворяющий условию a*1'Ji = f*~~.

Тензорно переМножая соотношения a*1'Ji = f* I;i (1< i < п), ПрИХОДИll1
к соотношению aii(1'J1®·'.®1'Jn)=fii(I;I®",®~,J, где Ч1®",®чnЕ
EH(Zn, zn",Z'n; А1® ... ®Аn), a~:H(Zn, zn",zm; A1® ... ®An)~
~ Н (zn; А1® ... ® Аn) - ГОl\ЮllfОРфизм,фигурирующий В точной последо-
вательности пары (Z", zn '" Z"'). Из этоЙ точноЙ последоваТЕЛЬНОСТИ
заключаем, что j..t*a~= О, поэтому j..t* f~ (~1 ® ... ® ~n) = j..t*a~(ч0 ...
. . . ®Чn) = О, что и требовалось доказать.

Те о р е м а 4. Пусть 58= (Е, В, F, р) - расслоенное пространство.
Если существует п классов когомологuй 1;1 Е Н (В; А1), 1;2 Е Н (В; А

2
), •••

. . . , ~n Е Н (В;Аn), где Ai ~ локальные системы коэффициентов, для которых
р*l;l = ... = P*Gn = О и класс когомологuй Gl U ... u I;nЕ Н (В;А1 ® ... ®Аn)
отличен от нуля, то g (58) >- п + 1.

ДеЙствительно, из леммы 1 вытекает, что в условиях теоремы 4
j..t*f~(G!®".®Gn)=O И, значит, л*f~(I;I®'''®~п)=О' Если мы
предположим, что g (58) < п, то из преддожения 9 вытекает, что
л* f~ (~1® ... ® I;n) =F О. Подученное противоречие доказывает наше
утверждение. Теорему 4 можно KOr:OTKO сформудировать с поМощью
понятия длины расслсенного пространства.

Оп р е Д е л'е н и е 7. Д л и н оЙ р а с с л о е н н о г о про с т р а н-
с т В а 58 (Е, В, Р, р) (обозначаем long (58» назовем наибольшее число п,
для которого существует п кдассов КОГОl\IОЛОГИЙ1;1 Е Н (В; А

1
), •••

. . . , I;nЕ н (В; Аn), удовлетворяющих условиям p*l;i = О (1 < i < п)
и 1;1 lJ· .. u I;n =F О (здесь Ai - локальные системы коэффициентов на базе
В, §ILJ .. ·UGnEH(B; А1® ... ®Аn».

Следующая теорема очевидным об]Jазом равносильна Teor:el\Ie 4.
Т е о р е м а 4'. Д ля любого расслоенного прост ранства 58 имеет

.место неравенство g (58) >- long (58) + 1.
Теорема 4 является обобщением теоремы Фролова - Эльсгольца

о связи датегории топологического пространства и его ДШIНЫ (см. гла-
ву VH). Мы приведем сеЙчас другое 'доказательство теоремы 4, обоб-
щающее доказательство теоремы Фролова - Эльсгольца, данное автора-
ми [64].

Докажем предварительно следующее утверждение.
Предложение 10. Пусть {В1, ... ,Вn}-открытое покрытие

базы В расслоенного пространства 58 (Е, В, F, р), 58
i
- расслоенное

пространство (р-1 (Bi), Bi, F, р) (1 < i<п). Тогда long (58) <;; п - 1 +n

+ 2" long (58i).
i=1

Д ОК а з а т е л ь с т в о. Отображение ВЛОЖЗНИЯ B
i

~ В обозначим
через Лi, а число ]ong (58i) через Si' Предположим, что long (58) >- п +n

+) 10ng(58i), т. е. что существуют классы когомологиЙ ~jEH(B, A
i
)

i=1
n

(1 < j < п + L; Si)' для которых p*l;j = О и ~1U ... U ~n+'l+"'+'n =FО (А;-
i=1
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локальные системы коэффициентов). Рассмотрим классы когомологий

Ч1 = ~1U ~2U'" U ~B1+1' 112 = ~SI+2U'" U~SI+S2+2, . о •

... , 'YJi= ~SI+S2+'''+Si_l+iU~'<I+'''+S;_I+i+l U~SI+···+S;+i' '"

Нсно, что J.,i Ч, = О (1 <;;: i <;;: п) (в противном случае в пространстве В,
нашлось бы 8, + 1классов когомологий л*~i (81 + . о • + 8i_l + i ~ j <;;: 81+ ...
• • • -+ 8;+ i), для которых Р*Л*~j = о и щ:оизведение которых отлично
от нуля, что противоречит условию lang (\8,) = 8i + 1).

По теореме о покрытии ([76], стр. 246) можно строить теорию син-
гулярных когомологий, рассматривая коцеп:и как фУНlщии, определен-
ные только на ТaIПIХ сингулярных симплексах, которые содержатся 1)
в одном из элементов покрытия {Bj, • о ., Вп;. Будем пользоваться при
доказательстве этого предложения именно таким определением коцепи.

В силу доказанного выше соотношения лi '/'];= О мы можем найти
коцин:л У; из класса когомологий 'YJi' принимающий нулевое знаЧlшие
на всех симплексах, принадлежащих МНОЖGСТВУBi. Производение коцик-
лов У! U ... U Уn является ну.певым КОЦИКЛО.l\1.(Мы рассматриваем ко-
цикл как функцию на СИМПJlексах,принадлежащих одному из множеств
В " а для каждого из таких симплексов найдется такое i. 1<. i.< п,
что коцикл Yi обращается в нуль на всех гранях этого симплекса.)

НОЦИКЛ Уl UY~ U· . о U Уn принадлежит к классу когомологий
'YJ1U Ч2 U .. о U Чn = ~1U ~2 U ... U ~n+Bl+".+B , И следrшателыIO, этот класс

u пкогомологии равен нулю, что противоречит сделанному предложению.
Из предложения 10 мгнОвенно следует теорема 4' о В самом деле,

пусть g (\8) = п. Тогда существует открытое покрытие {Bj, .. о, Вn! базы
В, над каждым из множеств которого существует секущая поверхность.
Если через \8i обозначено так же, !,ак n формулировке предложения 10,
расслоенное пространство (р-1 (Bi), Bi, Pi, р), ТО можно утверждать,
что long \8i = О. в самом деле, у расслоения \8; имеется секущая
поверхность, поэтому не существует класса когомологий ~ f Н (13i• А),
удовлетворяющего условию p*~ = 00 Применяя предложение 10, полу-
чаем, что

п

long(\8)<;;:n-1+ L long(\8i)=n-l,
i=1

т. е.

long (~) <;;: g (\8)-1.

§ 3. Связь рода расслоения с размерностью базы

До сих пор мы использовали теорему 3 для того. чтобы оценить
род расслоенного пространства снизу. Однако с помощью этой теоремы
можно также оценить род раССЛО~IIНОГОпространства сверху.

Т е о ре l\I а 5. Пусть \8 = (Е, Н, Р, р) - расслоеююе пространство.
-слои поторого асферuчеп в раз.мерпостлх < 8, а база лвллетсл k-мерНbl.11
СW-полuэдром. Тогда

1) Сингулярный симплекс f пространства В (то е. отображение f симплекса j.
iВ пространство В) содержится в множестве Bi' если f (/l) с Bi.
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I

I

(Эта теорема является обобщением теоремы Гроссмдна [21] о кате-
гории полиэдра, асферичного до некоторой размерности.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях теоремы слой Рп = Р * ... * Р рас-
слоения QЭп (Еп, В, Рт Рп) асферичен в размерностях < п (8 + 1)-1
(см. гл. 1, § 5), поэтому над (п (8+ 1) -1)-мерным остовом базы В суще-
ствует секущая поверхность расслоения QЭп' Если п (8 + 1) - 1:> k,
то секущая поверхность существует над всей базой В расслоения QЭп,

k+lи, значит, для п, удовлетворяющего условию п:> s+l ' имеем g(QJ)<;:n.
Отсюда сразу вытекает заключение теоrемы.

В СЛ.fчае, когда база В является полиэдром, можно дать другое,
более элементарное доказательство TeofeMbl 5.

Пусть К* - барицентрическое подраздешние КaI\Ой-либо триангуля-
ции К полиэдра В. Обозначим через I}{i множество тех вершин триан-
гуляции К*, которые являются центрами симплексов триангуля-
цИИ К, имеющих размерность (8 с 1) (i - 1) <;: t < (8 + 1) i. Рассмотрим
множества Ai' представляющие собой объединения звезд тех вершин
комплекса К*, которые входят в множество %fi. Над каждым из мно-
жеств Ai существует секущая поверхность. так как любое из этих мно-
жеств может быть про деформировано в подкомплекс триангуляции К*,
имеющий размерность <;: 8, именно, в подкомплекс ) состоящий из
симплексов триангуляции К*, все вершины которых принадлежат
множеству %ft• Так как множества Ai образуют открытое покрытие

k+lбазы и среди них имеется менее, чем s+l, + 1, непустых, теорема
доказана.

В теореме 5 мы предполагали, что база является СW-полиэдром.
Это условие можно ослабить.

Т е о р е м а 5'. Пусть QJ (Е, В, Р, р) - расслоетътъое простратъство
в смысле Гуревича, слой которого асферuчетъ в раз.мертъост.ях < 8, а база

k-L.l
го.мотопuчес1f,U Э1f,вuвалетъттъаk-мерNому СW-полuэдру. Тогда g (QЭ) < s-t- 1 + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть В' есть k-мерный CW -полиэдр, гомо-
ТОlIически эквивалентный базе В, ер : В' -7 В И 'Ф: В -7 В' - отсбражения,
для которых ер'Ф и 'Фер гомотопны тождественным отображениям.

Обозначим через QЭ' (Е', В', Р, р') paCCJIOeHHOe пространство,
индуцированное расслоением QJ и отображением ер: В' ----J> В, а через
QЭ" (Ь", В, Р, р") - расслоенное пространство, индуцированное расслuением
и отображением 'Ф: В -7 В'. Расслоение QЭ" можно рассматривать так же,
как расслоенное пространство; индуцированное расслоением QJ и отобра-
жением ер'Ф: В -7 В. Так как отображение cr'Ф гомотопно тождественному,
а го:нотопные отображения индуцируют эквивалентные расслоенные про-
странства, расслоение QЭ" эквивалентно расслоению QJ и, следовательно,
g (QЭ) = g (QЭ"). В силу предложения 7 имеем g (QЭ') <;: g (QЭ) и g (QЭ") <;: g (QЭ'),
откуда ясно, что g (QЭ) = g (QЭ').

IIрюн:шяя теорему 5 к расслоению QЭ', получаем требуемое утвер-
ждение.

Оп р е Д е л е н и е 8. Раз м е р н о с т ь ю пространства Х (обозна-
чаем dim Х) называется такое число k, что в любое открытое покрытие
пространства Х можно вписать локально конечное открытое покрытие
кратности <;:k+ 1, но найдется открытое покрытие пространства Х,
в которое нельзя вписать локально конечное открытое покрытие крат-
ности <;:k.
16 Труды Мосновсн. математич. об-ва, т. 1О
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в случае, когда Х - бикомпакт, это определение совпадает с обыч-
ным. Отметим, что определение 8 примеНИ!\10 только к паракомпаКТНЫ:'I
пространствам.

Т е о р е м а 5". Род расслоеЮlOго пространства )8 (Е, В, Р, р), имею-
щего k-мерпую базу, ие превышает k + 1.

(Эта теорема обобщает принадлежащую Люстернику и ШниреЛЫIану
теорему о категории k-J\IернОГО компакта.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть а - покрытие базы, состоящее из всех
открытых множеств базы В, над которыми существует секущая поверх-
ность, у = [C,J - локально конечное открытое покрытие кратности -< k+ '1.
вписанное в покрытие а, К - нерв покрытия у, t: в~ к - квазибари-
центрическое у-отображение пространства В в полиэдр К (см. [77].
стр. 104). ВОЗЫ\1ем барицентрическое подразделение К' комплекса К.
Вершину комплекса К' назовем вершиноЙ i-ro типа, если она является
центром i-мерного симплекса комплекса К. Совокупность всех вершин
i-ro типа обозначим через 9!i' Рассмотрии открытые множества
Ai ~ U Г1 (St х) (i = О, 1, ... , k), состоящие из точек, которые переходят

х Е \Лi
при отображении t в звезды вершин i-ro типа в комплексе К' (если х-
вершина комплекса К', то через St х обозначается открытая звезда этоЙ
вершины в КОМlIлексе К').

Над каждым из множеств Г1 (St х) существует секущая поверхность
расслоения )8, так кап: любое из этих множеств содержится в одном из
элементов покрытия у.

Так как множества Г1 (St х) и Г1 (St у) при х '*' у, х, у Е 9{i не пере-
сеп:аются и система множеств и-1 (St х)}х Е \Лi локально Iшнечна, секущая
поверхность расслоения )8 существует также над всем множеством Ai-

Ввиду того, что множества Ао, Ар ... , Ап образуют покрытие базы В.
это доказывает утверждение теоремы.

Так же, как только что доказанная теорема, доказывается следующее
П р е Д л о ж е н и е 11. Род расслоеuuого пространства )8 с па раКО.11-

пактпой базой ие более 'ЧеМ с'Четеu.
Мы рассмотрим сеЙчас случай, когда гомологические инварианты

позволяют точно вычислить род расслоенного пространства.
Начнем со следующего утверждения.
Пр е Д л о ж е н и е 12. Предположим, 'Что слой F расслоеuи.'l

)8 (Р, В, Р, р) асферичеu в раЗ.'rtерпостJlХ < s. Тогда характеристи'ЧескиЙ
класс

расслоеUИJl )8 (Рn' В, Рn' Рn) опредеЛJlетСJl формулой ~ (п) = ~LJ .- .. U~.
где ~ Е Н' +1(В, {Н s (Р) }) - ха ракте рuсти 'Ческий класс ра сслоеllUJl )8.

Это предложение сразу вытекает из теоремы 2.
Т е о рема 6. Пусть слой F расслоенного пространства )8 асфери'Чеп

6, размерuостJl,Т; < s (s ~ О), база В Jlвлщтс.'l Сv1i-полиэдром размерности
<;;:(s+1)n, п>2, если s=O, п>1, если s= 1, п-любое, если s>1.

Тогда следующие утверждепИJl эквивалеuтны:
а) g()8) =п т1,
б) long ()8) = п,
в) ~n = ~U ... u ~'*' О.
3амеТИl\<I прежде всего, что в силу теоремы 3 из УСЛОIИЯ dim В <~

<;;: (s + 1) п вытекает, что g ()8) -< п + 1.
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Покажем теперь, что утверждения а) и в) эквивалентны. Если выпол-
нено условие в), то из теоремы 4' следует, что g (QЗ):>п + 1 и, значит,
g (QЗ)= п + 1. (Теорема;4' применима, так как p*'G = О.) С другоЙ стороны,
если условие в) не выполнено, то характеристический класс 'G (п) =
= 'G U .. , u 'G расслоения QЗп равен нулю. Поэтому существует секущая
поверхность над (s + 1) п-мерным остовом базы расслоения QЗп, т. е. в СЮIУ
условия dimB<:(s+1)n над всей базой. Из теоремы 3 заключаем, что
rогда g (QЗ)<: п, т. е. условие а) не выполнено.

Для того чтобы завершить доказательство теоремы, зачетим, что
из утверждения в) вытекает утверждение б), а из утверждения б) в силу
теоремы 4' вытекает утверждение а).

Отметим следующее обобщение одного из утверждений reopeMbl 6.
Пр е Д л о ж е н и е 13. Пусть Q3 (Е, В, Р, р) - расслоение, базой кото-

рого .явл.яетс.я k-.мерныЙ CW -полиэдр В, а слой Р асферuчен в размер-
ност.ях < s. Если 'Gr= 'G U " . u 'G= О, g (QЗ) = g, то k > (s + 1) (g -1) +
+ [ g--;1 ] _ 1 (при 8 = О считаем, что r > 2, при 8 = 1, что г> 1, при

s> 2 r - любое; через 'G Е HHl (В, {Н. (Р)}) обозначаем, ка-к и раньше,
характеристический -класс расслоени.я QЗ).

Д о к а з а т е л ь с т в ". Так как характеристический класс расслое-
ния QЗт равен 'Gr (в силу предложения 12), то над (s + 1) г-мерным остовом
базы В существует секущая поверхность расслоения QЗт. Над s-мерНblМ
остовом расслоения Q3 существует секущая поверхность в силу асферич-
ности слоя F в размерностях < s. Отсюда вытекает в силу теоремы 1,
что над [(s+ 1) (pr-t q) + р-1]-мерным остовом базы В существует секу-
щая поверхность расслоения Q3PHq (р:>О, q:>O).

Полагая рг + q = g - 1, р = [ g -; 1 ] и замечая, что в силу условия
g (QЗ) = g у расслоения Q3g-1 не существует секущей поверхности, убе-
ждаемся, что

(s + 1) (g - 1) + [ g r 1 ] -1 < k.

Теореиа 7. Если -классы -когомологий 'GЕнk(в,{лt+1(Рг)}) и
чЕНl(В, {л._1(Fs)}) реалuзуютс.я -ка-к преп.ятстви.я -к распространению
секущих поверхностей соответственно в расслоени.ях QЗт и QЗв, то -класс
,.огомологиЙ

реализуетс.я ка,. преп.ятствие ,. распространению се"ущей поверхности в
расслоении QЗг+в.

(Спаривание Лk_1 (РТ) И Лl_] (PJ В группе Лk+l-1 (Рг+в)' С помощью
которого определяется произведение 'G U ч, определено на стр. 224;
напомним, что Рг+в = Fr * Fs,)

Для доказательства достаточно применить теорему 1. полагая в фор-
мулировке этой теоремы QЗ' = QЗг, QЗ" = QЗв'

Приведем следующее простое предложение, позволяющее определить,
когда род накрытия равен 2.

Пр е Д л о ж е н и е 14. Пусть Q3(Е, В, Р, р) - расслоенное про-
странство, слой которого Р есть нульмерное сепарабельное метризуемое
npOCmpa7-tсmео, а база В .явл.яетс.я СW-полиэдром. Дл.я того чтобы рас-
слоепие Q3 имело род 2, необходи.Atо и достаточно, чтобы это расслоепие:
цмело род 2 над двумерным остовом В2 базы В.

16*

-
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В самом деле, в условиях этого предложения слой F * F расслоения 58n
является одномерным сепарабельным "метризуемым пространство:У
и, следовательно, [34] асферичен в раЗ:\iерностях > 1 (т. е. Л· (F2) = (1

.. t
при l> 1). Поэтому секущая поверхность расслоения \82, определенная
над двумерным остовом В2 базы В, может быть продолжена в секущую
поверхность над всей базой В.

§ 4. Более ТОНRиеоцеНRИ рода расслоенного пространства

Для вычисления рода расслоения могут быть использованы резуль-
таты Болтянского [8], [9], усовершенствованные Ляо [33] и Виноградо-
вым [9], о втором препятствии к распространению секущей поверхности.
Сформулируем эти результаты для секущих поверхностей в ориентируеМО:\I
пучке сфер, т. е. косом произведении, слоем которого является сфера Sn.
а группой- группа вращений SO (п + 1), обычным способом действующая
на сфере.

Предложение 15. Пусть \8 (Е, В, sn, SO(n+1), р)-ориенти-
руе.мыЙ пучоw, п-мерных сфер (п» 3), база w,omopozo лвляется СW-поли-
эдром.

Ь'слu первое препятствuе w, распространению сеw,ущей поверхности
в расслоении \8 равно нулю, то вторые препятствия {т. е. препятствll.'l
w, распространенuю секущих поверхностей расслоенuл \8 на (п -т 2)-.мерныЙ
остов) заполплют те и только те w,лассы w,огомологий z Е Нn+2 (В; Z2)'
w,omopbZe определяются формулой

z=zo+dU W2+Sq2d,

где zo- препятствие w, распрострапенuю new,omopou фuw,сuрованной секу-
щей поверхпости па (п + 2)-мерпый остов, W2 Е Н2 (В; Z2) - двумерныЙ
штифелевскuй w,ласс пучw,а \8, d пробегает группу НN (В).

Нлассы когомологий z, заполпяе.w,ые вторыми препятствuямu, могут
быть определепы также формулой

p*z = t LJ Р*Ш2 + Sq2[,

где t пробегает все fl,лассы w,огомологuй uз группы НN (Е), высекающuе на
слое фупдаментальпый класс сферы, т. е. удовлетворяющие условUl'J
i*t = s (i: SN -+ Е- вложепие слол в просmрапство расслоенuл, s - ФУН-
даментальпый класс сферы sn).

(Первое препятствие к распространению секущей поверхности в рас-
слоении \8 можно определить также как харю{теристический класс рас-
слоения \8 или {п+ 1)-мерный штифелевский класс пучка \8. Второ!:'
препятствие является элементом группы Нn+2 (В; Z2)' так как Лn+1 (sn) = Z~
при п» 3. Произведения d U w2 И t U Р*Ш2 определяются с помощью
€динственного нетривиального спаривания группы Z и группы Z~
в группе Z2')

Предложение 16. Пусть \8 (Е, В, sn, SO(n+1), р)-ориепти-
руе.мыЙ пучоw, п-.мерных сфер (п» 1), база. которого является (nk + k -1)-
мерным СW-полиэдром (k-:::>2 при п-<:2, k-любое при п>2).
"\8k (Ek, В, Snk+k-\ SO (nk + k), pJ - уuтпеевсw,ал сумма k эw,земпляро'i
пучw,а \8. Расслоенuе \8 имеет род -<: k в то.и' и толb/'i,О в том случаЕ.
1>огда выполпены требовапuл: 1) long \8 -<: k - 1; 2) существует w,ласс KOZ(J-

..мологuЙ t Е Hnk+k-l (Ek), высекающuй па слое Snk+k-l расслоения \8k фуп-
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да.ментальныЙ класс когомологий и удовлетво ряющий ус.ловию S q2t =
= kt U р*ш2, где Ш2 - двумерный штифелевский класс пучка )8.

(Первое требование можно заменить требованием: ~k = О, где
~ЕHn+1 (В) - характеристический класс расслоения )8,

~k = ~LL..Jl ~Е н(n+ 1)11.(В).
k

Вместо того чтобы говорить об уитнеевской сумме пучков сфер, можно
в силу замечания в конце гл. II говорить о сумме k экзе~шляров рас-
слоения )8 в смысле определения 1.)

Предложение 16 следует из предложения 15 и теоремы 3, если
заметить, что характеристический класс расслоения )811. равен ~k = ~lJ ... u~
(в силу предложения 12), а двумерный штифелевский класс пучка )8k
равен kW2 (это вытекает, например, из теоремы двойственности ~'итнея
([48], стр. 240, или [51])).

ТеорО'ма 8. Пусть )8 (Е, В, sn, SO(n+ 1), р) -ориентируемый
пучок n-мерltblХ сфер (п>- 1), база которого является (пk + k + 1)-мерны.м
односвязным гладки.Аt замкнутым многообразием (k>- 2 при п <;: 2, k - любое
при п> 2). Предположим, чmо g ()8) = k + 1 (~- хагакmеристuческий
класс расслоenи.<t )8). Тогда в случае, когда k чеmно, двумерный шmuфе-
левский класс ш~ .ttногообразия В равен нулю, в случае, когда k нечетно,
двумерный шmифелевский класс ш~ пучка )8 равен iJeyMepHO.Aty штифе-
левско.му классу ш~ многообразия В.

Д о ~ а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим уитнеевскую сумму
)811. (Ek' В, snk+k-1, SO (nk + k -1), Pk)

k экземпляров пучка ~.
Из условия g ()8) = k + 1 в силу теоремы 3 вытекает, что у расслое-

ния ~k не существует се_кущей поверхности. Первое препятствие к рас-
пространению секущей поверхности в расслоении ~k является элементом
группы Hnk+n (В) и, следовательно, равно нулю, так как по закону
двойственности Пуанкаре группа Hnk+n (В) изоморфна группе Н 1(В),
тривиальной в силу односвязности многообразия В. Таким образом, пре-
пятствие к распространению секущей поверхности в расслоении )811. на
(nk + k + 1)-мерный остов базы В (второе препятствие) не может быть
равно нулю. По предложению 15, вторые препятствия заполняют классы
когомологий, определяемые формулой z = Zo + d U Ш2 ()8/,)+ Sq2d, где
Zo - препятствие к распространению фиксированной секущей поверхности
на (nk + п + 1)-мерный остов, Ш2 ()8k) - двумерный штифелеВСIШЙ класс
пучка ~k' d пробегает группу Hnk+n-l (В). Так как Ш2 ()8J = k· Ш2' где
w2-двумерный штифелевский класс пучка)8, а Sq2d=dU ш~,где ш~-
двумерный штифелевский класс многообразия В [62], то можно пере-
писать формулу для классов когомологий, заполняемых вторыми пре-
пятствиями, в виде

Z = Zo + d U (kw2 + ш~).

Группа Hnk+n+1 (В, Z2)' элементами которой являются классы когомоло-
гий, заполняемые вторыми препятствиями, содержит всего один ненуле-
вой элемент (так как В -многообразие). Так как Zo =1= О и для любого
d Е Hnk+n-1 (В)

Z = Zo + d U (kw2 +ш~) =f= О,
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то ИЗ этого следует, что при любом d Е Hnk+n-l (В) имеет место равенство
d U (kw2 + w~) = О. ЕстественныЙ гомоморфизм HпI1+n-1 (В) ~ Hnk+n-l (В; Z2)
(приведение по модулю 2) является эпи,.,орфизмом (это вытекает из точ-
ной последовательности

порождаемой точноЙ последовательностью групп коэффициентов O~ Z ~
~ Z ~ Z2 ~ О, И из соотношения Hnk

+
n (В) = Н 1 (В) = О). Приводя по мо-

дулю 2 равенство d U (kw2 + w~) = О, получаем, что для любого элемента
d Е Hnk+n-l (В, Z2) справедливо равенство d lJ (kW2 .• w~) = О, и, значит,
по закону двоЙственности kW2 + w~= О. При k = 2l получаем сооотно-
шение w; = О, при k = 2/ + 1- соотношение w2 = w~. Теорема доказана.

§ 5. Полиэдральный род и k-мерный род расс.тюения

Определение 9. Будем называть полиэдральным родом
р а с с л о е н и я 'iS(Е, В, F, р) (обозначается g' ('iS)) наибольшее число п,
для которого можно наЙти такоЙ ПОЛИЭ11.рР и такое отображение ср: Р ~ В,
что расслоение, индуцированное отображением ср и расслоением 'iS, имеет
род п. В случае, если не существует наибольшего из чисел, удовл()тво-
ряющих указанному выше условию, будем говорить, что полиэдральный
род равен бесконечности.

Следующее утверждение очевидно.
Пр е Д л о ж е н и е 17. Если база В расслоени.я 'iS (Е, В, F, р) .явл.яется

nолиэдро.м, то nолиэдральный род расслоеlЩ.я Q3 равен роду расслоеnи.я 'iS
(т. е. g' ('iS) = g('iS)).

Определение 10. Будем называть k-мерНbIМ родом рас-
е ло е н и я 'iS(Е, В, F, р) (обозначаем gk ('iS)) наименьшую мощность
открытого покрытия а = {Ал} базы В, обладающего следующим своЙством:
если ср: pk ~ В - такое отображение k-мерного полиэдра pk в базу В,
что образ полиэдра pk цеЛИI\ОМ содержится в одном из элементов
покрытия а, то расслоение, индуцированное отображением ср и расслое-
нием 'iS, имеет секущую поверхность.

Покажем, прежде всего, что k-мерныЙ род можно рассматривать как
полиэдральный род некоторого вспомогательного расслоения.

Известно [56], что для расслоенных пространств можно построить
аналог натуральной системы (системы Постникова [42]), т. е. разло-
жить расслоенное пространство (с точностью ДО гомотопии) В после-
довательность расслоениЙ, слоями которых служат пространства
типа К (П, п). Из этого разложения вытекает, что для расслоения
'iS (Е, В, F, р) и натурального числа k существует такое расс.лоение
'iSk (Ek' В, Fk, Pk) со слоем, асферичным в размерностях:;> k, что можно
найти расслоение 5.8 (Е, В, Р, р) и послойные отображения CPk: Е ----'i> Ek И t:
Е ----'i> Е (PkCP'1 = р, p1jJ = р, первое из которых индуцирует слабую гомото-
пическую эквивалентность слоя F и слоя Fk В размерностях < k, а
второе - ИНдуцирует слабую гомотопическую эквивалентность слоя F
и слоя F).

II р е Д л о ж е н и е 18. П олиэдральnый род расслоеnи.я 'iS/i(Fh' В, F/i, Pk)
равеn k-.мерnому роду расслоеnи.я 'iS (Е, В, F, р), т. е. gk ('iS) = g' ('iSk)·

Предложение 18 вытекает из следующих простых утверждениЙ.
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Лемма 2. Если QЗ(Е, В, F, р) и QЗ'(Е', В, F', р')-два расслое-
ния, базой к,оторых является один, и тот :исе k-.мерн,ыЙ полиэдр В, и
'Ф: Е --'7 Е' - послойн,ое отоБРШffсепие (Р''Ф = р), ипдуцирующее слабую го.мо-

. топическ,ую эк,вuвален,тпость слоя F и слоя F' в раз,перн,остях < k,
то у расслоепия Q3 сек,ущая поверхность существует в том и тольк,о
,в JnOJlt случае, к,огда существует сек,ущая поверхпость расслоения QЗ'.

Л е м м а 3. Если слой расслоепия Q3 асферичеп в размерн,остях > k,
то k-мерНblLl род расслоепия Q3 равеп полиэдральпому роду этого рас-

"слоепия.
Доказательство предложения 18. Из леммы 2 вытекает, что k-Mep-

ный род расслоения Q3 (Е, В, F, р) равен k-мерному роду расслоения
~ (12, в, Р, р), которыЙ в силу тоЙ же леl\П\IЫ равен k-мерному роду
расслоения Q3k(Ek, В, Fk, Pk): gk(Q3)=gk(58)=gk(Q3k)'

В силу леммы 3 k-мерныЙ род расслоения Q3k равен полиэдраль-
номуроду этого расслоения, т. е. g/i (QЗн.) = g' (Q3,J. Предложение дока-
~'jaHo.

С л е Д с т в и е. Если база В расслоепия Q3 (Е, В, F, р) являет-
.ея полиэдром, то k-Mepltblil род расслоепия Q3 равеп роду расслоепия
Q3/i (Ek' В, Fk, Pk) (т. е. gk (QЗ) = g (Q3,J).

Укажем неравенства, связывающие k-lI1ерный род расслоения и род
расслоения (эти неравенства обобщают доказанные Берштейном нера-
венства, связывающие k-:мерную категорию и категорию топологиче-
,1:КОГОпространства (см. гл. VI)).

Пред ло ж е ни е 19. Если Q3 (Е, В, F, р) - расслоение, базой
.которого является т-мерпый полиэдр, то

Доказательству предложения 19 предпошлем следующее утвержде-
ние, полезное и в других случаях.

Предложение 20. Пусть y={C1, .•• ,Ст} и 6=Ш1, ••• ,пn}-
Jпaк,ue отк,рытые пок,рытия базы В расслоепия Q3 (Е, В, F, р), 'Что над
ха:исды.п мн,о:исеством вида Ci n Dj (1<;: i <;: т, 1<;: j <;: п) существует сек,у-
щая поверхпость расслоения QЗ. Тогда род расслоепuя Q3 ~ т + п - 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о пр е Д л о ж е н и я 20. Построим открытые
покрытия y(k) = {C~, C~, ... , С:;нn} и 6(11.)= Ш~, п~, ... , п~Hn}' k> 1, про-
1:транства В та!{, чтобы выполнялись следующие условия: C~= Ci при
1<;: i <;: т, п} = Dj при 1<;: j <;: п, C~при i > т и п} при j > п - пустые

11. -11.+' 11. -k+1~шожества Ci ~ Ci ., Dj ~ Dj . Определим открытое 'Покрытие а =
= {А1, ••• , Am+n_1} пространства В, полагая

А1 = с~пп~,
А2 = (С~ПD;UС:ПD~)",С~ПD~,

Из легко проверяемого по индукции соотношения U Ав ~ U C~n п~
в <11. Hj<k+1

'вытекает, что множества Al' ... , Ат+n_1 действительно образуют покры-
'тие пространства В. Над каждым из множеств Ak (1 <;: k <;: т + п - 1)
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существует секущая поверхность расслоения Q3 (в самом деле, Ak =
U C~, где С~=С~ПD~+I-S"" U C~nDJ, открытые множества с;

l~i~k+l i+j~h
k kИ Cs' не пересекаются при 8 =1= 8' И над каждым пз множеств Св сущ('-'

ствует секущая поверхность расслоения Q3, так как C~С Cs ПDk+l-S)'
Таким образом, действительно g (Q3) -< т + п - 1.
Доказательство предложения 19. Пусть gl1.(Q3)=п. Возь-

мем настолько мелкую триангуляцию К полиэдра В, что можно наЙти
открытое покрытие у = {С1, ••• ,СП}, замыкания элементов которого
С1, ••• , Сп являются подкомплексами триангуляции К и над k-мерньИJ
остовом каждого из подкомплексов Ci существует сен:ущая поверхность
расслоения Q3. Пусть К* - барицентрическое подразделение триангуля-
ции К, ~i - множество тех вершин триангуляции К*, которые являют-
ся центрами симплексов триангуляции К, имеющих размерность
(k + 1) (i - 1) -< t (k t- 1) i. Рассмотрим 1) множества Di, представляю-
щие собоЙ .объединения звезд тех вершин комплекса К*, которые входят
в множество Il(i' Множества Dl> D2, ••• , Di, ... ( 1-< i-< l k~l J + 1)
образуют открытое покрытие пространства В; обозначим это покрытиЕ'
через 6. Покрытия У = {C1, ... , Сп} и 6 = {D1, ••• , D[ т] } удовлетво-

11.+1 +1

ряют условию предложения 20, так как каждое из множеств ~ ПЛ.
может быть продеформировано в k-мерный остов подкомплекса Ci и
следовательно, над каждым из множеств Ci nDj с с\ nDj существует
секущая поверхность. Применяя предложение к покрытиям 'у И 6, получа-
ем первое из доказываемых неравенств:

g (Q3) -< gl1. (Q3) + [ k~ 1 ] •

Докажем второе неравенство: g (Q3) -< шах (gт-1 (Q3), 2). Если
gm-l (5В) = 1, то в силу уже доказанного не равенства g (Q3) -< 2, ПОЭТШ1У
можно считать, что gm-l (Q3) = п;р 2.
, Выберем замкнутое покрытие у = {C1, С2, ••• , Сп}, элементы которого
являются такими подкомплексами триангуляции К полиэдра В, что Ha,J
(т - 1)-мерным остовом каждого из этих ПОДКОI\ШJlексовсуществует
секущая поверхность расслоения Q3. Можно считать, что подкомплексы С
и Cj при i =1= j не имеют общих т-мерных симплексов. (Если т-мер-
ный симплекс содержится в нескольких подкомплексах Ci, то выброси}!
внутренность этого симплекса из всех этих подкомплексов, кроме одного.
Проведя эту операцию для всех т-мерных симплексов, получим IlOKpbI-
тие, обладающее нужным нам свойством.) Выбере;\! внутрц каждого
т-мерного СИl\шлекса Tj малыЙ замкнутыЙ шар Ej и малый открытых!
шар Ej, содержащий замкнутый шар Ej; заключим каждое из I\fП()-

жеств Ci в тесную окрестность Ui. Будем обозначать через ®i множе-
ство тех индексов j, для которых т-мерныЙ симплекс Tj содерЖИТСh
в подкомплексе Ci. Построим открытое множество Bi (1-< i -< п), выбросив
из множества Ci все шары Ej, где j Е ®i' И присоединив все шары Е;.
где j Е3i· Если окрестности И i выбраны достаточно тесными, то Ha~
каждым из множеств Bi существует секущая поверхность (так как В
распадается на два непересекающихся открытых множества Ui"" И Е

iE (5:
1) Точно такая же КОНСТРУRЦИЯ была применена на стр. 242.
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и U Ej, над каждым из которых существует секущая поверхность).
iЕ€ч

Множества В]' В2' ... , Вn образуют открытое покрытие пространства В,
поэтому g ()8) -< п.

Доказанное выше предложение 20 может быть использовано также
для доказательства следующих утверждениЙ.

Предложение 21. Пусть )8])< )82 (Е, В, F] х Р2' р)-произве-
дение расслоений )8] (Ез, В, F], р]) и )82 (Е2, В, F2' Р2)' Тогда

g ()8] х )82) -< g ()8]) + g ()82) - 1.

ДоказатеJIЬСТВО. Пусть g()8j) =т, g()82)=п,V={Cj, ••• , Cт}~-
открытое покрытие пространства В, над каждым из l\Iножеств кото-
рого существует секущая поверхность расслоения )8], 6 = {D], ... , Dn}-
открытое ПОI,рытие пространства В, над каждым из множеств кото-
рого существует секущая поверхность расслоения )82' В силу предло-
жения 2 над каждым из множеств Ci nDj существует секущая поверх-
ность расслоения )8] Х )82'

Применяя предложение 20 к покрытиям V И 6, получаем требуемое
неравенство.

Пр е Д л о ж е н и е 22. Пусть )81 (Е], В1, F], р\) и)82 (Е2' В2, p~, Р2) - два
расслоенных пространства, (Е] х Е2, В1 Х В2, F] Х Р2' Рl Х Р2) - расслое-
ние)8. Тогда

g ()8) -< g ()8]) +g ()82) - 1.

Доказательство. Пусть g()8]..) = т].., а]..{А1, A~, ... , АА]..}-
открытое покрытие пространства В].., над каждым из множеств кото-
рого существует секущая поверхность расслоения )8].. (1\, = 1, 2). Обозна-
чим через Ci множество At х 82' через Dj -множество В1 Х AJ. Мно-
жества {С]' ... , Ст) ({Dp ••• , Dт2}) образуют открытое покрытие про-
странства В] Х 82; это покрытие обозначим через у (соответственно, 6).
Над каждым из множеств вида СiПDj существует секущая поверхность.
расслоения )8 (так как Ci ПDj = At х Ап. Применяя . предложение 21
к покрытиям У и 6, получаем неравенство

g ()8) -< т1 +т2 -1.

3 а м е ч а н и е. Предложение 21 и предложение 22 могут быть полу-
чены одно из другого.

Предложение 22 является обобщением неравенства cat (Х Х У)-<
-< cat Х + cat У - 1 [78] (черен cat Х обозначается категория пространства.
(см. гл. VI».

г л А 13А IV

РОД ГЛАВНОГО РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА

в этой главе мы займемся родом главного расслоенного простран-
ства. Для случая главного расслоенного пространства можно дать
несколько иное определение рода, очевидным образом эквивалентное
определению 5.

О п р е Д е л е н и е 11. Р о д о м г л а в н о г о р а с с л о е н н о г о п р о-
с т р а н с т в а )8 (Е, В, С, р) называется наименьшая мощность откры-

«
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п П (C)(/t)""-. П П' (C)(/t),
/tEM /tEM

пространством С,

250

,где П (С) - конус над

П' (С) = П (С)"'-. i (С),

того покрытия базы В, состоящего из множеств, над каждым из кото-
рых расслоенное нространство эквивалентно нрямому произведению.

В самом деле, главное расслоение тогда и только тогда эквивалентно
прямому произведению, когда у него существует секущая поверхность.

Вместо того, чтобы говорить о роде главного расслоения, можно гово-
рить о роде пространства относительно деЙствующеЙ в нем без неподвиж-
ных точек топологическоЙ группы, пользуясь следующим определение;\!.

О п р е Д е л е н и е 11'. Пусть в пространстве Е деЙствует без непо-
движных точек топологичеСIЩЯ группа С и деЙствие этоЙ группы порож-
дает главное расслоение ~ (Е, В, С, р). Р о до м пространства Е отно-
сительно деЙствующеЙ в нем группы С (обозначаем g (Е, С)) назы-
1Зается род главного расслоения ~ (Е, В, С, р).

§ 1. Универсальное главное расслоенное пространство рода <т
Предложение 23. Если главное расслоение ~(E, В, С, р) MOJfCHO

.допустимо отобразить в главное расслоение ~'(E', В', С', р'), то
g(~)<g(~') ..

В самом деле, известно, что в условиях этого предложения расслое-
ние ~ индуцируется расслоением~', поэтому применимо предложение 7.

Из предложения 23 вытекает, что R главное расслоенное простран-
ство рода 't нельзя допустимо отобразить главные расслоенные про-
странства, которые имеют род > '"с. Ьстественно возникает вопрос:
можно ли построить универсальное главное расслоенное пространство
рода '"с, т. е. такое главное расслоенное пространство с группой С.
в которое можно допустимо отобразить те и тольно те главные рас-
слоенные пространства с группоЙ С, ноторые имеют род < '"с. Ответ
на этот вопрос оказывается положительным.

Мы укажем сеЙчас конструнцию главного универсального простран-
,ства рода < '"с.

Пусть С - топологичесная группа. Обозначим через ~ (С) глаВНОf:
расслоенное пространство с группой С, базоЙ ноторого является точна
,(можно считать, что пространством расслоения ~ (С) является простран-
,ство С и группа С действует на С с помощью левых сдвигов). Через
~T (С) = (Ат (С), ВТ (С), С, Рт) обозначим соединение 't экземпляров глав-
ных расслоенных пространств ~ (С) 1).

Точнее гопоря, рассмотрим множество М, имеющее мощность т.
,и совонупность 't энземпляров {~(C)/t} расслоения %( (С), обозначенных
инденсами !-t из множества ЛI. Главное расслоение *~ (C)(/t) и буде:'.1
,обозначать через ~){T(С) = (А, (С), ВТ (С), С, Рт) или через IlIM (С)'=
= (Ам (С), Вм (С), С, Рм) В случае, когда нужно отметить, каное .мно-
жество пробегают индексы, которыми обозначены энземпляры расслое
ния ~ (С), соединением которых является расслоение ~M (С).

Пространство Ам (С) можно отождествить с пространством

1) Расслоение \ЛТ(С) при -r <w (w-счетная мощность) было построено МИ;I-

нором [37], который показал, что расслоение Wю(С) является универсальным
,(в смысле определения в [48]).
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- тихоновское произведение т экземпляров пространства П (С) (П' (С»,
,'Обозначенных индексами из множества М. Проекцию пространства
П П (С)(",,) на сомножитель П (С), имеющий индекс ""', обозначаем

""ЕМл",,: Ам (С) --» П (С). Действие группы С на пространстве Ам (С) опреде-
ляется формулой л""g (х) = g (л"" (х». Напомним, что через а обозначается
естественное отображение С х J --» П (С), через i: С--» П (С) - вложение:
.i(g)=a(g, 1), вершина конуса П(С) обозначается буквой О(т. е. 0=
= а (g, о», группа С деЙствует на пространстве П (С) по формуле

ga(h, t)=a(hg, t).

т е о р е м а 9. Д ля того чтобы главное расслоенное пространство
')8 (Е, В, С, р) .можно было допусти.мо отобразить в главное расслоенное
пространство SlXT (С), необходи.nо и достаточно, чтобы g ()8) <;: т.

В этоЙ теореме т может быть как конечным, так и бесконечным
~ардинальным числом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что всякое главное расслоенное
пространство )8 (Е, В, С, р), имеющее род <;: Т, можно допустимо отобра-
зить в 2fT (С).

Пусть ~ {В""}""ЕМ - открытое покрытие мощности т пространства В
:множествами, над которыми существует секущая поверхность, <р",,: В"" -,» Е-
-секущая поверхность над :множеством В"" (элементы покрытия ~ обозна-
чены индексами из множества М, имеющего мощность т). Построим
систему непрерывных деЙствительных функций {h""}""EM на пространстве
В, обладающую следующими свойствами: а) О ~ Iz"" <;: 1, б) h"" = О вне
множества В"'" в) в каждоЙ точке х Е В для некоторого f,t функция
h"" (х) = 1. Такая система функций существует в силу принятого В работе
определения открытого покрытия (гл. I, § 1). Определи:м для каждого
индекса f,t Е М отображение Ф",,: Е -,» П (С), коммутирующее с преобразо-
вания:ми группы С, с помощью следующеЙ конструкции. :Каждой точке
х Е р-I (В",,) ставим в соответствие точку а (g, t) Е П (С), где элемент g Е С
определяется СОотношением х = g<p""p (х), а число t - формулой t = h""p (.х).
Точкам же множества Е "'-..р-l (В",,) ставим в соответствие точкуОЕП(С).
Совокупность отображений {Ф",,} определяет отображение Ф: Е -,» r 1 П (С),

""ЕМ
коммутирующее с преобразованиями группы С, по формуле ЛиФ (е) = Ф"" (е).
Из того, что для каждой точки х Е В существует индекс ""', для кото-
рого hM (х) = 1, вытекает, что Ф (Е) С Ат (С) = гlП (С)(",,) "'-.. IlП' (С)(",,),

""ЕМ ""ЕМ
и, следовательно, :мы построили допустимое отображение главного рас-
слоенного пространства )8 в главное расслоенное пространство 2fT (С).

ДЛЯ того чтобы завершить доказательство теоремы, достаточно
показать, что g (2fT (С» <;: Т. ЭТО неравенство вытекает из соотношениЙ

2fT (С) = * 2f (С)(""), g (2f (С» = 1
!J.EM

и следующего утверждения.
Пр е Д л Ож е н и е 24. Пусть {)8 (Ем, В""' С, РМ)}МЕМ - совокупность

главных расслоенных пространств с группой С, )8 (Е, В, С, р) = * 58",,-
""ЕМсоединение расслоений )8м,

Тогда g ()8) <;: ~ g ()8м),
""ЕИ
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению соединения главных рас-
слоенных пространств Е = гl ZIJ, '" Il Z~, где ZIJ, - цилиндр отображениЙ

IJ,EM IJ,EM
PIJ,: EIJ,--,,;-B, Z~=ZIJ, "'i(EIJ,)' Обозначим через C~t открытое подмноже-
ство пространства Е, со~тоящее из тех точек, проекция которых на f-t-ый
сомножитель ZIJ, содержится в множестве ZIJ, '" j (BIJ,) (т. е. CIJ, = л;1 Х
Х (ZIJ, "" j (BIJ,»' Через DIJ, обозначим множество Р (CIJ,)' Множества D~l

очевидно, образуют открытое покрытие пространства В.
Род расслоения )8 над l\шожеСТВОNI DIJ" т. е. род расслоения

(CIJ,' DIJ" С, р) <;: g ()8IJ,) , так н:ак, поставив в соответствие каждой точке
с Е CIJ, ее проекцию на f-t-ый сомножитель ZIJ" мы получим допустимое
отображение расслоения (CIJ,' DIJ" С, р) в расслоение ZIJ, "" j (В) --,,;-В,
имеющее, очевидно, рJД g ()8IJ,). Применяя предложение 5, получаем
требуемое утверждение.

Пусть М = [f-t}-множество мощности •., N = {v}- множество мощ-
ности а, •. <;: а, 1\1: М --,,;-N -взаимно однозначное отображение множества
М на подмножество множества N.

Поставим в СJответствие вложению 1\1: М --";-N вложение s",: Ам (С) -?-

--";- AN (С) следующим образом. Если х Е AIJ, (С), то полагаем лv (s", (х» =
= Л"'-l (v) (х) В случае, когда v Е 1\1 (М), лv (s", (х» = о в случае, когда
v Ё 1\1 (М). Вложение s'" коммутирует с нреобразованиями группы G и,
следовательно, по рождает допустимое отображение расслоения 121м(С)
в расслоение \дN (С). Порожденное отображением s'" вложение простран-
ства ВМ (С) В пространство BN (С) будем обозначать в",.

Отмстим следующие предложения.
Пр е Д л о ж е н и е 25. Если при вложении 1\1: оМ --";- N .множество

М отображается на собственное подм,н,ожество .ttножества N (т. е.
1\1 (М) =1=N), то множество S'IjJ (Ам (С» стягиваемо в пространстве AN (С).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем какой-нибудь элемент go Е G и опре-
1

делим деформацию 11t при 0<;: t <;:2 формулами лv (ht (х» = ЛV (х) для

v Е 1\1(М), лv (ht (х» = а (go' 2t) для v Ё 1\1(М), а при ~ <;: t <;: 1- формулами

Лv(llt (х»= S2t_lЛV (х) для vE1\1(M), Лv(1~t(х»=а(gо, 1) дЛЯ V~1\1(M).
Здесь чэрез St обозначена деформация пространства П (С) в точку О,
определенная формулой

Sta(g, •.)=a(g, (1-t) •.).
Деформация ht является искомой.
П р е Д л о ж е н и е 26. Пусть .ttножество М имеет МОЩlюсть •., N - под-

множество МНOJlсества М, таwже имеющее мощность 1',1\1: N --";-М -
отображение вложения. Тогда существует wоммутирующая с преобра-
зованиями группь/ G деформация I~t: Ам (С) --";- Ам (С), удовлетворяюща.<!
условиям: 1) ho - тождественное отображеllие; 2) h1 (AIJ, (С» с S'IjJ (AN (С»:
3) если х Е s",AN (С), то ht (х) = х (О <;: t <;: 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим взаимно однозначное отображение
ер множества N на множество М и определим деформацию ht форму-

1ламп: если ЛIJ, (х) = а (glJ, (x);rlJ, (х» х Е Ам (С), f-tЕ М, то для 0-< t <;:-;т
полагаем

ЛlJ,ht (х) = а (glJ, (х), "IJ, (х) + 2t (1- •.1J,(Х»"ср (IJ,) (х»
при f-tЕ N; LIJ, (х) =1=о;

ЛIJ, (hAx» = а (gCP(м) (х), 2t•.cp (IJ,)(х»
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при f.tEN, 't1J,(X) =0;

1при f.t Е N; дЛЯ "2< t < 1 полагаем

ЛIJ, (ht (х)) = ЛIJ, (171 (х))
2"

при f.tEN,
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при f.tEN.
Нетрудно проверить, что построенная таким образом деформация ht

удовлетворяет условиям 1) - 3).
С л е Д с т в и е. В условиях предло;жения 26 мно;жество S-ф (BN (С))

.является деформационным peтpaw,mOM пространства ВМ (С).
В самом деле, пострознная выше деформация J7l коммутирует с преобра-

.зованиями группы С и, следовательно, порождает деформацию h/ про-
странства ВМ (С), удовлетворяющую условиям: 1) ho - тождественное
отображение; 2) h[ (ВМ (С)) С s-ф (BN (С)); 3) если Х Е s-ф (BN(C)), Toht (х) = Х

(0<t<1).
Из предложений 25 и 26 вытекает следующее
П р е Д л о ж е н и е 27. Если 'т - бесW,онечное w'ардинальное число, то

пространство А,; (С) стягивае.МО.
Для того чтобы проверить это утверждение, достаточно заметить,

что у множества М мощности 'т найдется собственное подмножество N,
имеющее ту же мощность, после этого применить предложение 26,
а затем сослаться на предложение 25.

Из предложения 27 следует, что для любого бесконечного карди-
нального числа 't главное расслоенное пространство \д,; (С) является уни-
версальным главным расслоенным пространством группы С, а его база
В,; (С) -классифицирующим пространством группы С в смысле опреде-
ления в [48].

Позже в главе VIП будет подробно рассмотрена связь понятия
рода расслоенного пространства и теоремы о классификации главных
расслоенных пространств.

Пусть главное расслоенное пространство )8 (Е, В, С, р) допустимо
отображено в главное расслоенное пространство \Дп (С). Индуцирован-
ное этим отображением ОТvбра:кение ср: В ~ В,; (С) базы расслозния Q3
в базу расслоения \Дп (С) называется ха р а к т е р и с т и ч е с к и м
о т о б р а ж е н и е м р а с с л о е н и я.

Из сделанного выше замечания вытекает, что в случае, когда кар-
динальное число 't бесконечно, данное только что определение согла-
суется с обычным определ,шием характеристического отображения.

т е о р е м а 10. Пусть 't - бесW,онечное w'ардинальное число. Тогда два
любых хараw'теристичесхих отображения базы В расслоения Q3 (Е, В, С, р)
·в пространстве В,; (С) гомотопны между собой.

Доказательство. Пусть 10: E~A,;(C), 11: E~A,;(C) -допу-
стимые отображения, индуцирующие те характеристические отображения
СРО: В ~ В,;.(С), СРl: В ~ В,; (С), гомотопность которых мы хотим
доказать. Для того чтобы проверить утверждение теоремы, дос_таточно
построить гомотопию 1/: E~A,;(C), соединяющую отображения 10 и 11
И коммутирующую С преобразованиями группы С.
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Пусть расслоение ~п (G) определено как соединение 't' экземпляров
расслоения \д (G), перенумерованных индексами из множества М МОЩ-
ности 'с. Представим множество 1И в виде суммы М = No U N1 двух
непересекающихся подмножеств, каждое из которых имеет МОЩНОСТЬт.
Отображения вложения множеств No и N1 В М обозначим соответствен-
но 'Фо и 'Ф1' Гlрименив к множествам No и N1 предложение 26, убе-
ждаемся, что отображение ti (i = О, 1) можно соединить КОTh!мутирующей
с преобразованиями группы G деформациеЙ с отображением gi' удовле-
творяющим условию gi (Е) Е S1jJ. (AN. (G». Таким образом, для того чтобы

1 I

завершить доказательство теоремы, нам осталось соединить коммутирую-
щеЙ с преобразованиями группы G деформациеЙ gt отображения go и g1'

1Эту деформацию можно построить следующим способом: при 0-< t < ""2
полагаем ЛjJ.gt (х) = ЛjJ.gо (х) дЛЯ I-LE No, ЛjJ.gt (х) = S1_2tЛjJ.g1 (х) для J-L Е N1,

1
при ""2< t < 1 полагаем ЛjJ.gt (х) = S2t_1ЛjJ.gо (х) для J-L ЕNo' ЛjJ.gt (х) = ЛjJ.g1 (х)
для I-L Е N l' (Напомним, что через S t обозначается деформация про-
странства П (G), определенная формулоЙ Sta (g, 'с)= а (g, (1- [),т).)

Из теоремы 10 мгновенно получается
Т е о р е м а 11. Пуст ь jVf - счетное .множество, N - его конечное

под.множество, состоящее из п элементов, 'Ф: N --+ 1\1/ - отображение
вложения, 55 (Е, В, G, р) - главное расслоенное пространство с параком-
паw,тной базой, ср: В --+ ВМ (G) = Вы (G) - хараw,терuстическое отображе-
ние расслоения 55, Д ля того чтобы расслоенное пространство 55 имелО'
род < п, необходимо и достаточно, чтобы характеристическое отобра-
жение СРо можно было продефор.мировать в отображение, переводящее
простращтво В в множество S1jJBN (G) = Вп (G), т. е. 'Чтобы существовала
го.мотопия CPt: В --+ ВМ (G), удовлетворяющая условию СР1 (В) С S1jJ (BN (G».

ДЛЯдоказательства достаточно заметить, что в случае, когда g (55) < п,
существует характеристическое отображение расслоения СР1' переводящее
пространство В в множество S1jJBN (G). По теореме 10 отображение СР!

ГОl\ЮТОПНОотображению СРО в пространстве ВМ (G).
Обратно, если сущоствует деформаllИЯ CPt' удовлетворяющая усло-

вию СР1 (В) С s1jJBN (G), ТО в силу теоремы о накрывающеЙ гомотопии
расслоение 55 эквивалентно расслоению, индуцированному над В отобра-
жением СР1 и расслоением ~M (G) и, следоваТfЛЬНО, g (55) -< п.

§ 2. Гомологические оценки рода главного расслоения

В дальнеЙшем мы будем обозначать через (J) счетную мощность,
через п - натуральное число. Будем считать, что для каждого п выбрано
вложение 'Фп множестnа мощности п в счетное множество и образ
отображения 'Фп содержится в образе отображения 'Фп+1' Вложение 'Фп
индуцирует, как отмечено выше, допустимое отображение раселоения
~(п (G) в расслоение \Дп (G). Порождаемые этим отображением вложения
Вп (G) --+ Вы (G) будем обозначать через .crrt' Отображение СРп можно рас-
сматривать как характеристическое отображение расслоения ~ n (G).
Множзство СРп (Вп (G» будем отождествлять с прос'гранством Вп (G).

Фундаментальная группа пространства ВТ (G) изоморфна группе G;N,
где N -линеЙно связная компонента единицы в группе G, поэтому локаль-
ную систему коэффициентов в пространстве ВТ (G) естественно рассмат-
ривать как абелеву группу, в котороЙ деЙствует группа G/N. Будеl\I
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обозначать через ~ (С, А), где А - группа с операторами из группы C/N.
группу когомологий Н (ВТ (С), А) пространства ВТ (С) с коэффициентами
в локальной системе, соответствующей группе с операторами А. ДЛЯ
любого бесконечного кардинального числа 't' группа ~T (С, А) изоморфна
группе ~ю (С, А) (это вытекает из хорошо известного и почти очевид-
ного утвэрждения, что различные н:лассифицирующие пространства'
группы С слабо гомотопичесн:и эн:вивалентны). Поэтому группу !f;w (С, А)
мы будем обозначать просто ~(C,A) и называть группой н:огомо-
л ОГ И Й н:л а с с и Ф и Ц и р у ю Щ е г о про с т р а н с т в а группы С (в слу-
чае, н:огда группа С дисн:ретна, эта группа называется г р у п пой
н:о ГО м о л о г и й г ру п п ы С). Харан:теристичесн:ое отображение ер базы
В главного расслоения ~ (Е, В, С, р) в н:лассифицирующее простран-
ство ВТ (С) порождает гомо~юрфизм

ер*: ~ (С, А) ~1I (В, А'),

где А' - лон:альная система, индуцированнал Jlон:альной системой А при
отображении ер. В силу теоремы 10 гомоморфизм ер* не зависит от выбора
харан:теристичесн:ого отображения ер и полностыо опредеJшется расслое-
нием ~.

Харан:теристичесн:ое отображение ерn: ВN (С) -7 Вю (С) базы расслое-
ния I2ln (С) в базу расслоения l2lю (С) порождает гомоморфизм ep~: ~ (С, А) -7

-7 ~n (С, А).
Т е о р е м а 12. Если род главного расслоеппого простращтва

~(E,B,C,p) равеп п, то .яДро го.мо.иорфизма ер*: .\)(C,A)-7~(B,A')
содержит яДро голtо.морфизма ep~: .\) (С, А) -7 S;;n (С, А).

В самом деле, если g (~) = п, то существует, в силу теоремы 9.
допустимое отображение расслоения ~ в расслоение I2ln (С), порождаю-
щее отображеНИR 'Ф: В -7 ВN (С). Отображение ерn'Ф: в -7 ВЮ (С) является,
очевидно, харан:теристичесн:им. Из равенства ер* = 'Ф*ер~ вытен:ает требуе-
мое утверждение.

Теорему 12 можно н:оротн:о сформулировать с помощью следующег(}
определения.

Определение 12. Гомологичесн:им родом расслоения
~ (Е, В, С, р) (обозначаем Jl (~)) называется наименьшее число п, для
н:оторого найдется н:ласс н:огомологий х Е ~ (С, А), удовлетворяющий
условию ep~(х) =1= о, ep~-1 (х) = о.

Т е о р е м а 12'. Д ля любого главпого расслоепного прострапства
g(~) >h(~).

Теорема 12 дает гомологичесн:ую оценн:у снизу для рода главного рас-
слоенного пространства. Она аналогична теореме 4. Дон:ажем сейчас
аналог теоремы 6 для главных расслоенных пространств.

Для этого используем теорему JIонтрягина-Постнин:ова [40], [41],
[79] о стягивании отображения на подмножество.

Пусть А - тан:ое линеЙно связное подпространство шшеЙно связного
пространства Х, что относительные ГОi\ютопические группы Лi (Х, А) при
i~n-1 тривиальны (п>3). Отображение ер: L-7X, где L-п-мерный
CW -полиэдр, тогда и только тогда гомотопно отображению 'Ф: L -7 Х,
пере водящему L в А, когда отображение ер*: Н(Х, {Лn(Х, А)})-7
-7Н (Х, {лn (Х, А)}) переводит в нуль харан:теристичеСRИЙ Rласс
sЕН(Х,{лn(Х,А)}) пары (Х,А).

Теорема Понтрягина - Постникова будет использована нами для слу-
чая, ногда А = Вп (С), Х = ВЮ (С), поэтому мш должны прежде всего
изучить группы Jti (Bw (С), ВN (С)).

-
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Пр е Д л о ж е н и е 28. Пусть пространство группы G асфери'Чно в раа-
..мерностях < 8. Тогда

Лi (Вы (С), Вп (С)) = О при i < (8 + 1) п,

Л(S+1) п (Вы (С), Вп (С)) = Hs (С) ® ... ® ffs (С).----, ----.-
п

При s >0 фундаментальная группа Л1 (ВЫ (С)) тривиальна, при 8 = О
группа Л] (ВЫ (С)) = GjN, где N - линейно связная помпонента единицы,
и группа G/N действует на тензо рном произведении поJС) ® ® liojС) =
= Лп (ВЫ (С), Вп (С)) по формуле g (х! ® ... ~ Хп) = g* (х]) ® t8 g*(xn),

где (Н G/N, gЕ G - эле.ltel-lт из с.нежного пласса_ g, jj *: il о (С) -'7 il о (С) -
автоморфизм, порожr7аемый левым сдвигом на g в группе гомологий про-
странства с.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. В сплу теоремы о накрывающей гомотопии
имеет место изоморфизм

Лi (ВЫ (С), Вп (С)) = Лi (Аы (С), Ап (С)).

И3 асферичности пространства Аы (С) (см. предложение 27) выте-
нает, что

Jti (Аы (С), Ап (С)) = Jti_1(Ап (С)) = Лi_] (С * ... * С).

Пространство Ап (С) = G * ... * G ОДНОСВЯ3НО И

Hk(Ап(С))=0 при k«s+1)п-1,

H(S+I)n-I(Аn(G))=ils(G)® ... @Hs(G) (СМ. гл. 1).
Применяя теорему Гуревича к пространству Ап (С), получаем требуе-

мое утверждение.
Характеристический класс пары (ВЫ (С), Вп (С)) обозначим через

~ (п, С). По доказанному выше

'g(п, С)ЕНп(е+l) (ВЫ (С); {Hs(G)® ... ®ils(G)}).

Те о р е м а 13. Пусть ~ (Е, В, С, р) - главное расслоенное простр(т-
·ство, база поторого является полиэдром размериости <: (8 -t 1) n, где
п> 2 при s = О, п> 1 при s = 1, n - любое при s> 1. Для того 'Чтобы
расслоенное пространство )Е и.мело род п -т 1, необходимо и достаточно,
чтобы r.;ласс nогО.М'ологиЙ ep*'g (п, С) был не равен нулю.

(Здесь через ер* обозначен, как обычно, гомоморфизм, порождаемый
характеристическим отображением ер.)

Утверждение теоремы 13 немедленно вытекает из теоремы Понтря-
гина-Постникова, теоремы 9 и предложения 28.

Следствие 1. ·Если пространство группы G асфери'Чно в размер-
:ностях < 8 то для того, 'Чтобы главное раrrлоенное пространство
~ (Е, В, С, р), база поторого является полиэдром размерности <: (8 -t 1) п,
имело род n + 1, необходимо и достаточно, чтобы гомологичесw,ий род
расслоения ~ был равен n + 1.

Рассмотрим случай, когда группа G несвязна, т. е. 8 = о.
Тогда главному расслоенному пространству ~ (Е, В, С, р) естественным
QбраЗ0М ставится в соответствие главное расслоенное пространство
~'(E/N, В, G;N, р'), получающееся факторизацией расслоения $S по ли-
нейно связной компоненте N единицы группы с.
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Из теоремы 13 вытекает следующее утверждение.
С л е Д с т в и е . 2. Если база В рассллепия 'il3(Е, В, С, р) является

п-.мср,tЫЛf СW-полuэдро.lt, то g ('il3) = п + 1 тогда и только тогда, "огда
g ('il3') = п + 1.

в самом деле, пусть 12 - естественное отображение ВШ (С) на дл (G/N).
Гомоморфизму v: G -'? Н ставится в соответствие отображение .; П (С) -'?

-'? П (Н) по формуле ~ (а (g, t» = а (v (g), t). Произведение •. :жземпляров
отображения ~ дает отображение П (с), в П (Н),, переводящее А, (С)
в А, (Н). При этом отображении А, (С) в А, (Н) слоЙ расслоения \l{,; (С)
переходит в слой расслоения IJt, (Н) п, следовательно, определяется отоб-
ражение В, (С) в В, (Н).

При отображенип 12 множество Вп (С) С ВШ (С) переходит в множество
Вп (G/N) сВш (G/N), а, следовательно, отображенпе 12 ПОрОЖдает ГОl\fO-
морфизм

При i = п гомоморфизм 12* является изоморфизмом. В самом деле,
из предложения 28 вытекает, что обе группы Л:

п
(ВШ (С), Вп (С» и

Лп (ВШ (G/N), Вп (G/N» изоморфны группе НО (С) ® ... ® НО (С)
(так как НО (G;N) ~ НО (С». Проанализпровав доказательство предло-
жения 28, легко убедиться, что установленные в предложении 28 изо-
морфизмы коммутируют с отображением 12* и, следовательно, отображе-
ние 12* при i = п является изоморфизмом.

Легко проверить также, что при отображении

12*: Нп (Вш (G/N), НО (С) ® ... ® Но (С»-+

-'?lf" (ВШ (G/N), НО (С) ® ... ® НО (С»

характеристический класс ~ (п, G;N) пары (ВШ (G/N), Вп (G/N» переходит
в характеристический Класс ~ (п, С) пары (ВШ (С), Вп (С», т. е. ~ (п, С) =
= Q*~ (п, G/N).

Если <Р:В -'? ДЛ (С) - характеристическое отобр'ажение расслоения 'il3,
то отображение <Р] = Q<P: В -'?вш (G/N) является характеристическим отоб-
ражением расслоения 'il3' и в силу указанных выше фактов <p*~ (п, G/N) =
= <P*Q*~ (п, G/N) = <p*~ (п, С), применяя теорему 13, получаем требуемое
утверждение.

Мы покажем сейчас, что для ГJIaВНЫХ расслоенньiх пространств
теорема 6 эквивалентна теореме 13 настоящеЙ главы. Для этого
используоы

Пр е Д л о ж е н и е 29. Д ля любой топологичес,",оЙ группы Itласс "ого-
.lилогиiЦ (1, С) ЕHS+l (B(j) (С), Hs (С» является хараr;,теристuчесltUМ Itлассо.lt
расслоenuя 1Jt(jJ (С) u ~ (п, С) = ~(1, С) U ... U ~(1, С).

п
Из того, что ~ (1, G)является характеристическим классом рас-

слоения \l{(jJ (С) вытекает, что для любого главного расслоенного про-
странства 'il3(Е, В, С, р) Класс когомологиЙ <p*~ (1, С) =~, где <р- харак-
теристическое отображение В -'? ВШ (С), является характеристическим
классом расслоения 'il3. Из второго утверждения предложения 29 выте-
кает равенство <p*~ (п, С) = ~U ... U~, показывающее, что для главных
расслоенных пространств теорема 6 эквивалентна теореме 13 настоящей
главы.
17 ТРУДЫ Московен. математич. об-ва, т. 1О
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Доказательство предложения 29. Обозначим через
6n (Sn' ВЫ (С), П (с)n "" П' (с)n, лn) сумму п экземпляров расслоения
\!{ы (С). Нам достаточно показап:., что характеристический класс ~ (п, С)
совпадает с характеристическим классом расслоения 6n. Тогда первое
утверждение предложения 29 следует И3 того, что 61 = щw (С), а второе-
И3 предложения 10.

И3 предложения 1 вытекает, что расслоение можно рассматривать
как расслоение со слоем Аn (С) = П (с)n "" П' (с)n, ассоциированное с глав-
ным расслоению! щw (С). Это 0значает, что пространство Sn можно рассма-
тривать ка·к базу главного расслоенного пространства ~n С группоЙ G
11 С пространством расслоения Аы (С) х (П (с)n "" П' (С)"), на которо",
группа G действует по правилу: если а Е Аы (С), х Е П (с)n ~ П' (с)n, g Е С.
то g (а, х) = (g (а), g (х». (ДеЙствие группы G на пространстве Аn (С) =
= П (с)п ~ П' (с)п определено выше. Оно порождает главное расслоение

llin(G) = (Аn(С), Вn(С)' С, Рn).) Проекция 'Фn: Sn->Вw(G) расслоения 61!
является характеристическим отображением главного расслоенного про-
странства ~n'

Отметим теперь, что расслоение ~n l\IОЖНОдопустимо отобразить
на расслоение sлn, поставив в соответствие каждому элементу (а, х) Е Аы(С) >-
х Ап (С) элемент х Е Аn (С). Порождаемое этим допустимым отображением

отображение а: S n --о> Вп (С) является слабой гомотопической эквивалент-
ностью. В самом деле, ПрИДОПУСТИМОl\Iотображении расслоения ~п В рас-
слоении \!{n точная гомотопическая последовательность расслоеНIJЯ ~n ото-
бражается в точную гомотопическую последовательность расслоения \!{'1
При этом ГО~lОтопические группы слоя расслоения ~n ИЗ0МОрфНОотобра-
жаются на гомотопические. группы слоя расслоения \Лп (так как сами
слои отображаются гомеоморфно). ГО~IOтопические группы пространств
расслоений также отображаются ИЗ0МОРФно,так как проеКция Аы (С) х
х Ап (С) ~Ап (С) является гомотопической эквивалентностью в' силу

стягиваемости пространства Аы (С) (предложение 27). И3 этих утвержде-
ний и так называемой (<леммы о пяти ГОМОl\Iорфизмах»(см. например
[76]) вытекает, что отображения а*: Jti (Sn) --о> Jt.i (Вп (С» также являются
ИЗ0морфизмами для всех i и, значит, а является слабой гомотопическоЙ
эквивалентностью.

3аметим теперь, что отображение СРпа: Sj! --о> ВЫ (С), где СРп: Вп (С)--)·
--о> ВЫ (С) - харан:теристическое отображение расслоения \ЛN (С), очевидно.
является характеристическим отображением расслоения Уп И, следова-
тельно (теорема 10), гомотопно отображению 'Фп' ХарактеристическиЙ
класс отображения СРп равен характеристическому классу отображения
СРпа, характеристический класс отображения срnа равен характеристичес-
кому классу отображения СРn (так характеристические классы гомотоп-
ных отображений равны). Rомбинируя эти утверждения, получаем дока-
зательство совпадения характеристического класса расслоения Уп (т. е.
отображения 'Фn) с характеристическим классом пары (ВЫ (С), ВN (С»
(т. е. отображения СРn)'

Отметим следующее утверждение, облегчающее ответ на вопрос:
имеет ли данное расслоение род 2.

Пр е Д л о ж е н и е 30. ПростраliCтво В2 (С) го.мео.морфно надстройке
SG над простращтво.м С.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Будем интерпретировать пространство А2 (С) =
=С*С как совокупность троек (g, h, t), где g, h ЕС, 0<: t <: 1, с отожде-
ствлениями (g, h, O)~(g, h', О) и (g, h, 1)~(g', h, 1) для любых g, g',
h, '~' Е С. Поставим в соответствие точке пространства А2 (С), определяе~



РОД РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА
---=.=._=-=~================~======== 259

I

I

I

I

мое тройкой (g, 11, (), точку надстройки SC, определяеыую парой (g-l J1, t).
НеТРУД1Ю убедиться, что получающееся таЮIl\I образо;,r расслоение
А2 (С) ~'> SC совпадает с расслоением )82' Тем самым порождается вполне
определенный ГОll1еоморфизм пространств В2 (С) И SC.

ГЛАВА V

РОД РЕГУЛЯРНОГО НАКРЫТИЯ

в этоЙ ГJIaве будет рассмотрен род главного раССJlOенного простран-
ства )8 (Е, В, С, р) с дискретноЙ группоЙ С. (Если пространство рас-
слоения Е связно, расслоение )8 является, как известно, регулярным
накрытием. Обратно, всякое регулярное накрытие можно рассматривать
RaK главное расслоенное пространство с дискретноЙ группоЙ.)

Определение рода расслоенного пространства в рассматриваемом
нами случае допускает следующую модификацию.

Оп р е Д е л е н и е 13. Р о д о м г л а в н о г о р а с с л о е н н о г о пр о-
с т р а н с т в а )8 (Е, В, G, р) с дискретноЙ группоЙ С называется наИ1\!!ОНЬ-
шая мощность открытого покрытия базы, состоящего пз просто накрытых
множеств. (Открытое множество А С В называется просто н а к рыт ы м,
если существует TaRoe открытое множество С С Е, что отображение р
ЯВJlяется взаимно однозначным соответствием между С и А.)

§ 1. Определение рода пространства относительно группы
преобразоваНIIЙ и относительно периодического преобразованнл

В случае, Rогда мы имеем главное расслоенное пространство
)8 (Е, В,С, р), МОЖНОговорить но о роде раССJIоения )8, а о роде прр-
странства Е относительно действующей в нем группы преобразованиЙ С.

Оп р е Д е л е н и е 14. Пусть в пространстве Е деЙствует дискретная
группа G и у каждой точки х Е Е существует oRpecTHocTb И, не пере-
секающаяся ни с ОДНИМиз множеств g (И), где g Е С -- любоЙ от личныЙ
ОТ единицы элемент группы С 1). Р о Д о м про с т р а н с т в а Е относи-
тельно действующеЙ в нем группы С (обозначаем g (Е, С» называется
наименьшая мощность открытого ПОКРЫТIIЯ{D} пространства Е, каждый
из элеl\ШНТОВкоторого может быть иредставлен в виде D = LI g (F), где

gEG
Р - ОТRрытое множество и множества g (F) и h (Р) при g Е С, h Е С, g =f= /1-
не пересекаются между собоЙ. В условиях определения 14 деЙствие
груипы С на пространстве F порождает главное расслоенное иростран-
СТВО )8, базоЙ которого служит пространство В = Е/С траекториЙ
группы С, а проекциеЙ - отображение отождествления р: Е -:> Е/С.

Следующее утверждение очевидно.
11 р е Д л о ж е н и е 31. Род пространства Е относитеЛbllO группы G

равен роду главного расслоеююго пространства )8 (Е, Е/С, С, р).
Еслп в иространстве Е деЙствует периодическое преобраЗ0вание Т,

имеющее период п, то оно порождает групиу С = {Ti}o -< i -< n преобразо-
ваний пространства Е.

Пользуясь этим, можно дать следующее
ОП р е Д е л е н и е 15. Пусть в пространстве Е деЙствует преобразо-

вание Т, имеющее период п, каждая стеиень кот'орого либо является

1) В случае, ногда группа G конечна, очевпдно, достаточно потребовать, чтобы
группа G действовала в Е без неподвижных точек.

17*-
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тождественным прробразованисм, либо не имеет неподвижных ТОЧРI>.
Р о Д о м про с т р а н с т в а Е относительно преобразованпя Т (обозначарч
g (Е, Т)) называется род пространства Е относительно IюрожденноЙ пр,"
образованием Т цпклическоЙ Е группы преобразованпЙ пространства f..
т. е. наименьшая :мощность открытого покрытия {D} пространства Е, каж-
дыЙ из элементов которого может быть представлен в внде D = U т; (}'

O<;;i-<n

т; (Р) Ш' пересекается с Р.где F·~ открытое множество l! множество
если 0< i < п.

Отмстим следующее простое
Пр е Д л о ж е н п е 32. Ес/щ в пространстве Е деuствует дисnреltllи,',

группа G, удовлетворяющая условия.И, определенuя 14, то для любой по"-
группы Н группы С и.ltее.Ч g (Е, Н) <. g (Е, С).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть М -множество Э.аемеНТОR группы С.
содержащее по одному элементу из каждого смежного класса подгруппы Н.

о По определению 14 существует такое открытое покрытие {D).,} про·
странства Е, имеющее 1\lОЩноеть g (Е, С), что каждое :множество D)., Ilре:~-
ставлено в ВIIде D" = U g (F).,), где F,. - открытое множество. Но 1),

gEG '
может быть представш'НО также в виде п)., = U h (F~), где F~ = U g(}';i

/lEH gEJJ
И, следовательно, g(E, H)<~g(E, С).. '

Разумеется, естественнее говорить о роде пространства относительн"
деЙствующеЙ в нем дискретноЙ группы преобразованиЙ или относитеЛЫj.,
периодического преобразования, че;\1 о роде главного расслоенного Прр-

странства с дискретноЙ группоЙ, но, желая сохранить возможность поль-
зоваться обозначеНИЯl\1И И определениями предыдущих глав, мы будр'!
обычно пользоваться терминологиеЙ расслоенных пространств.

§ 2. Допустимые отображенил главных расслоений
с дискретной группой

т с о р е м а 14. Для того чтобы главное расслоенное пространст·,
5s (Е, В, С, р) с дисnретпой группой С имело род <. п, необходимо и досш:·
mОЧ1Ю,чтобы его .'iИJfСНОбыло допусти.И,о отобразить в главное расслое!'·
пое пространство 5S' с группой С, база 1iоторого является (п -1)-.м:еРНЫ\1
полиэд pO.4t.

Если группа G конечна, то можно потребовать дополюипельно, чтоб,,'
база' расслоения )8' была 1iопечным пО.ituэдро.4I..

Д о к а з а т е л ь с т в о. Расслоение Q3, имеющее род <. п, можно ДОЮ'·
СТИl\IОотобразить в расслоение \1(" (С), база :которого является (п - I
мерным ПОЛИЭДрО:\I, :конечным в случае, если групна С :конечна. и б.,',с,
:конечным в ПРОТИВНОМслучае. Это до:казывает одно из утверждеш:;'
теоремы. Для того чтобы доказать другое утверждение, достаТОЧЕ
сослаться на теорему 5.

Сформулируем в :качестве примера толыш что доказанную ТРОрР·".
-в терминах рода относительно группы преобразованиЙ.

Те о р е м а 14'. Для того чтобы пространство Ь' llЛ1ело относите./'·'
.деЙствующеЙ в He.lt nонечной группы С род <. п, llPобходU.ltо и достато'(Ь
чтобы его .IИЖНО было допустили отоб раЗllть в (п - 1)-,'I~ерпыЙ1iOl/(>ЧН'
.полиэдр, в 1iOmopo..It действует бе8 неподвUJюtых тO'ler; группа С.

Теорема 15. Пусть 6(8, R. С. :rt)-главное расслоенное 1/;1
странство с aUClf.pemHOil группой С U с пpocтpaHcтeoJ!t расслоеНllЯ .'
асферuчны.м в ра3.ltерностях < п - 1. Тогда любое главное расслоеЮf
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простраиство j{5 (Е, В, С, р) с группой С, и.\tеющее род -< п, .\tо;исет
быть допустимо отображено в расслоеЮiOе пространство 3.

Для доказательства достаточно проверить, что в 3 можно допустимо
отобразить главное расслоенное пространство Щп (С). Так как база рас-
слоения 111n (С) является (п - 1)-мерньш полиэдром, это ВЫТeIщет из тео-
ремы о классификации главных расслоенных пространств с полиэдраль-
ной базоЙ ([48], стр. 124).

С л е Д с т в и о 1. Если в условилх meope.ltbl 15 пространство R лвляетсл
(п -1)-.\tep/lbl.\l полиэдро.и, то в расслоение Е> .IСОЖНОдопустиЛlО отобра-
зить те и только те главные расслоенные пространства С, которые
и.\tеют род -< п.

Следствпе 2. Пусть 6(8, R, С, п)-главное расслоенное про-
странство с uискретllОЙ группой G и пространство.н расслоенил, асфе-
рицны.м в ра.з.ltерностлх < n -- 1. Есщ существуют главные расслоенные
пространства с группоЙ С, ll.1lеющие род п, то g (3) ::> п.

Следствие :3. [[усть Т-цеюпральнал сиЛl.иетрил сферы 8"-1.
Пространство Е, на которо.IС действует инвОЛЮIf!lЛ без неподви.Ж'IlЫ.с
точек, тогда и только тогда и,меет относительно этой /I/fволюции род
-< п, погда Е .ИО.)1('Оnбьuпь допусти.ио отоб ршисено в сферу 8п-1 с инво-
люцией Т.

Следствие 4. Пусть 82п-1_ (2п - 1)-.llернал сфера, pacc.ltaтpивae~
.нал lfaK сфера в п-.1серllо.п КО.ltnлеh'СНО.1lпространстве (т. е. 82п-1 задает-
сл уравнение.IС i ~l :2+ ... -+ I ~п 12 = 1, где ~l' ~~"- КО.ltплеh'сные

числа); Т - преобразоваllие периода s, опре;jелщ.ltое фор.llУЛОЙ ~i = е s ~;

(1 -< i -< -"). Пред170.lо.Nси.ll, что на пространстве Е действует преобра.зо-
вание периода -", любал степень которого либо не иЛlеет неподвижных
точек, либо лвллетсл то.исдествCflllы.li преоб разование.lt. JI рост Pfl/{cmeo Е
тогда и только тогда lI.1ieem относитеЛЫIО этого прриодического пре-
образованил род < 217, h'огда оно .1t0.)1сет быть aonycmu.ltO отобраЭl1:ено
в сферу 82п -1 С периодичрски.ti преоБРfUювание.li Т.

§ 3. Гомологический род г:швного расслоения
с дискретной групиой

Для главных расслоенных пространств с дискретноЙ группоЙ ста-
новится более интересным введенное в предыдущеЙ главо понятие гомо-
логического рода. Лрежде всего, данное там определение ПрИIПвrает
следующиЙ более простоЙ вид.

Определение 16. Гомологическим родом главного рас-
слоенного пространства 'i8(E,B,G,p) с дискретноЙ группоЙ G
наэывается напбольшее число п, iРЯ ко'тороrо существует (п - 1)-мС'рныЙ
класс когомологиЙ группы С .L' Е Hn-1 (с: А), удовлетворяющеЙ. уеЛОВlIlО
ер*х r О. Здесь А -- абе,'Iева группа, в котороЙ действует группа G ,Н' (с: А) -
i-мерная группа ~{ОГО;\IO..тIOгиЙгруппы G с Iюэффициентом в группе А,
ер*: Н" (с; А) -+Н' (В; .А) гомоморфизм, порожденныЙ характеристическш!
отображением ер: В -с> Erj) (С).

Эквивалентность определения 16 опреде,'!ению 12 вытекает иа сле-
дующего утверждения.

Пр е Д JI О Ж е н п е :3::3.Если G - дискретнал групrzа, ерп: Вп (C)-с>Вш (С)-
хара",терuстическое отображепие, то лдро отобра:ж:енил ЧJ~: Н (С; А) =
= sj (с; А) ---')-S,:Jn (С, А) состоит из все:Е классов когОJ·toлогиЙ размерllО-
сти >п.

s
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Д о к а 3 а т е л ь с т во. Пространство Вп (С) имеет размерность n - 1,
поэтому ядро отображения cp~ содержит все классы КОГОl\ЮЛОГИЙpa3l\iep-
ности >п. Для доказательства мономорфности отображения <Т~:
Н' (ВШ (С), А) -'7 Н' (Вп (С), А) при i < п в силу точности когомологпче-
скоЙ последовательности пары (ВШ (С), Вп (С» достаточно проверить, что
Н' (В(,) (с), Вп (С); А) = О при i <по Но последнее утверждение вытекает
И3 )\оказанпого выше (см. стр. 256) соотношения Лi (Вш (с), Вп (С» = (1
при i < п.

т е о ре l\l а 16. Для главного расслоетъого пространства ?S (Е, В, С, р)
с дискретной группой G следующие утверждеl-lДЯ эквивалентны:'

а) 17 (?S) <: п,
б) для любого класса кого,нологий х Е Нn (с; А) Il.lrtee.l'lср* (.1') = О,
в) cp*~(п, С) = О,
г) ~n = ~u ... u ~= О.
Нсли база В является СW-полиэдро.w, то каJ1сдое из эпuU' утврр:нсде-

ний эквивалентно следующе.4tу:
д) над люБЫ.lt n-.wep7/bl.w полиэдро.lt В' базы В род рпсслоепuл ~

не превосходит п (т. е. g (р-1 (В'), В', С, р) < п).
Здесь А - абелева группа, в котороЙ деЙствует группа С, ~ Е Н1 (В; I) -

характеристический класс расслоения?S (I --ириведенная нульмерная груипа
гомологий тоиологического пространства С); ~ (п, С) Е нп (С, I ® ... ® I) -
характеристический класс пары (ВШ (С), Вп (С».

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Отметим, ирежде всего, что И3 утверждения а)
в силу оиределения гомологического Iю)\а вытекают утверждения б) и в).

И3 утверждения б) очевидно, вытекает утверждение в). Далее, в силу
соотношения ~ (т, С) = ~(1, С) U .. , U ~(1, Е) (предложение 29) из утнер-

m
ждения в) вытекает, что cp*~(т, С) = О для любого т:> п, так как при т> /1

cp*~(т, С) = cp*~(/1, С) lJ cp*~(т - /1, С) = О.

Для того чтобы вывести из утверждения в) утверждения а) и б).
достаточно сослаться теперь на слеДУЮIЦее алгебраическое

11 р е Д л о ж е н и е 34. Для любого класса пого.н.ологиЙ .ТЕ нт (С; А)
l-ийдется тапой опера торный гО.lf,о.ltорФиз.1f,11: 1 ® ... ® I -'7 А, что дл.'1

m
индуцированного и.1t го.4tO.lf,орФиз.ltа 11*: нт (С; I ® '" ® 1) _'7>нт (С; А)
будет Il.ILemb .lrtесто равенство 11*~(т, С) = х.

Эквивалеитность утверждений в) и г) следует из соотношений
~=cp*~(1, С), cp*~(п, C)=cp*(~(1, С) U ... U ~(1, C»=~ U··· U ~ (пред-
ложение 29). Из утверждения в) вытекает утверждение д) в силу тео-
ремы 13. Наконец, если не выиолнено утверждение в) (т. е. cp*~(п, G)=f=.O),
то не выполнено и утверждение д). В самом деле, иримеl\1 за иодполиэдр В'
п-мерныЙ остов СW-полиэдра В и обозначим через j отображение вложе-
ния В' -'7 В. Вложение j порождает, очевидно, мономорфное отображе-
ние j* п-мерной группы когомологиii: полп:эдра В в п-:\1ерную группу
КОГОl\10ЛОГПЙего п-мерного остова В', а поэтому j*cp*; (п, С) =f= О.
ОТСIOда вытекает, что 17 (р-1 (В'), В', С, р) = п + 1 П, следовательно
g(p-1(B'), В', С, р)=п+1, т. е. утверждение д) не выполнено.

Эквивалентность всех утверждениЙ теоремы доказана.
Только что доказанная теорема позволяет, очевидно, дать четыр<'

новых определения гомологического рода главного расслоенного про-
странства с дискретноЙ группоЙ, эквивалентных опре;\елению 16.
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Мы приведем толыш одно из них.
Определение 16'. Гомологическим родом главного

р а с с л о е н н о г о про с т р а н с т в а \8 (Е, В, С, Р) с дискретной группой G
II базой В, являющеЙся СW-полиэдром, называется наибольшее число п,
для которого существует такоЙ (п -1)-мерный подполиэдр В' СВ, что
расслоение \8 имеет над В' род п (т. е. g (р-1 (В'), В', С, Р) = п).

Это определение не IIспользует гомологических понятиЙ.
3 а 1\1 е ч а н и е 1. Естественно поставить вопрос: можно ли дать опре-

доление гомологического рода, аналогичное определению 16 для случая,
когда база В не является СW-полиэдром. Ответ на ЭТОТвопрос оказы-
вается отрицательным, если ограНIIЧИТЬСЯрассмотрением расслоенных
пространств с базоЙ, являющейся конечномерным компактом. Именно
существует такое главное расслоенное пространство с группой G = Zm,
что база В является двумерным компактом, Jl (\8) = 2 и тем не менее
над шобым одномерным замкнутым подмножеством базы род расслоения
\8 равен 1. Приведем соответствующий пример (этот пример по несколько
IIIЮ,\IУповоду был сообщен автору П. С. Александровым).

Введем обозначения: R - числовая прямая R=( - (Х), (Х)), R+ = [О, + (Х)),

R- = (- (Х), О], R3 - трехмерное Е'вклидово иространство, L - открытый
('диничный куб в R3: (х, y,z)EL, если 0<х<1, 0<у<1, 0<z<1,
t-сдвиг на 1 по оси z в пространстве R3: t (х, у, z)=(x, у, z+ 1),8 -квад-
рат 0< х < 1, О< У < 1, z=O, Р-множество, состоящее из одной точки

( ~ ' ~ ' 1) . ПОСТрОIШгомеОJ\10рфное отображение ер: R --'> R3 , удовле-

творяющее условиям: а) ер (R) С L, б) ер (R+) = ер (R+) U 8, в) ер (R-) =
= ер (R-) U Р. Обозначим через Е множество Е = U ti ер (Н). Обозна-

_ -oo<i<oo

'ШМ через Z группу преобразований множества Е, порожденную тrреобразова-
нием t. Через Ет [В] обозначим пространство, получающееся из ]!; отожде-
ствлением точек, экюшалентных относительно группы mZ, т. е. группы,
порожденной преобразованием tffi [соответственно, относительно грунпы Z].
На пространстве Ет действует без неподвижных точек группа Zm = ZjmZ.
Тем самым определяется главное расслоенное пространство;\8 (Ет, В, Zm, Рт)'
Это расслоенное пространство удовлетворяет сформулированным выше
условиям. В самоы деле, отобраЗИJ\fпространство Е в прямую R, ноложив
~) (х, у, z) = z. При отображении 'Ф преобразованИ(~ t: Е --'> Е переходит
н сдвиг z -). z + 1, а расслоение \8т ДОНУСТИl\IОотображается в т-листное
накрытие окружности окружностью Лт: 81 --'> 81. ГомологическиЙ род
расслоения л равен 2, а норождаемыЙ естественным отображением
В --'> 81 гомоморфизм грунп когомологий В смысле Чеха является изо-
морфизмом, ПОЭТОМУlz (\8) = 2. С друго!! стороны, над каждым одномер-
ным замкнутым подмножеством В' базы В существует секущая поверх-
ность. В самом деле, lIIНожество не может содержать всего множества
Рт (ер (R)), так как в противном случае в силу заыкнутости оно содержа-
,1О бы двумерное множество Рт(8) СРт (ер (R)). Но над каждым иод-
шюжсством базы В, не включающим в себя все множество Рт (ер (R))
существует секущая поверхность.

3 а м е ч а н и е 2. При выводе из утверждения в) утверждениЙ а) и б)
было использовано алгебраическое нреДложсние 34. В случае, когда
база В является CW -полиэдром, можно избежать использования этого
предложения. В самом деле", в этом случае, точно так же, нан бы:та
доказана ЭНвИвалентность утверждениЙ в) и д), может быть ДОЕазана

s
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эквивалентность утверждений б) и д). Заметив, что из УСЛОВИЯ
ср*1;(п, С) = О в силу соотношения 1;(п + k, С) = 1;(п, С) U 1;(k, С) вытр-
rщет, что ср*1;(т, С) = О при т> п, убеждаемся, что из утвержденпл
ср*1;(п, С) = О слецует выполнение утверждения б) при любом т.> 1i

(т. е. утверждения: для любого класса КОГОllЮЛОГИЙХЕнт(с; А) т".;;>и
имеем ср*(х) = О). А это условие в силу определения '16 эквивалентно
утверждению а).

Пр е Д л о ж е н и е 35. Ес.ли )8- г.лав1l0е расс.лоеll1l0е простращтs/"
с диск ретпой группоЙ, то

h ()8).~ long)8 + '1.
н са.\IOМ ДО;1е, если lz ()8) = п, то в СIШУ теоремы 10

n-1

где 1;ЕН1 (В; 1) харю{торпстичеCIШЙ класс расслоения )8. Так кю,
р*1; = О, то 10ng)8:->- п -1.

Предложение 36. Пусть {Bj, ••• , Вn}-открытое покры1l •.
базы В г.лав1l0го paCC.loeпHoeo пространства )8 (Е, В, С, р) с ouclipemHui!
группой С, )8i - раССЛОeltllое прострапство (у1 (BJ, Bi, С, р) (1 i';:;; 11).

n

Тогда l! ()8) с'.( L l! ()8i)'
i=1

Доказательство предложения 36 можно провести совершенно aHa:IO-
гично доказательству предложения 9, иСпользовав эквиваш'нтносп.
утверждениЙ а) и г) теоромы '16.

Обозначим через 1;Е Н1 (В; l) характеристпчеСЮIЙ K:IaCC расслоения iS.
через Лi - отображение вложения Bi -;. В. Тогда характеРПСТlТчеСIшi!
класс расслоения )8i равен лп.

Введем обозначение l! ()8) = Si' Тогда в силу теоремы lК

(л71;)Si = лi1;"i = О.
Повторяя доказательство предложения Н, убеждаемся, что произведо-

ние 1;81U 1;$2U ... LJ 1;'" = о и, следовательно 1;\+82+" '+'" = О, что в СИ:I~'
теоремы 1f5 раВНОСИ.1ЬНОутвержде1ШЮ

l! (1.8) S1+ ... + S" = 1/ (1.81)+ ... + 1/ ()8n).

О п р е Д е л е н и е 17. С л а б Ы l\I ГО МО:1о " и ч е с k И 1IIР ОД Оl\[ Г:1 а в-
ного расслоенного пространства 9..1 (Е, В, С, р) с ДИС1{ретноii
грунпоЙ G (обозначается lz' (1.8)) называется наибольшее число п, д:ш
которого l\ЮЖНОнаптп такое поле А и тarюЙ (п -1)-мерныЙ Iщ.асс ког,)-
МОЛОГиЙхЕН"-1(G, А), ЧТОСР*Х*О (считаем, что в по.тrе А группа (;
деЙствует тривиально,

ср*: }fn-l(G; А)~ .•Нn-l(В; А)

- ГО,'lОМОРфИЗllI, порожденныЙ характеристическим отображением q::
В -;. Вш (С)).

Очевидно, что h' (1.8) <;. l! (1.8).~ g ()8), т. е. слабыЙ ГОllюлогичесиий
род дает худшую оценку для рода расслоения, чем Г()l\IологичеСЮIЙ род.
Однако в ряде случасв удобно пользоваться имснно слабым ГОllfОЛОГИЧl--
СЮ1l\f РОДОМ.

Заметим, что, таи жс иак и для рода, МОЖНОговорить о ГОllЮЛОГИЧР-
ском родс И О слабом гомологическом роде пространства Е относитеЛЬНI)
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;(оЙствующеЙ в HO~I группы С ИЛИ периодического прообразования Т
(в этих случаях будут употребляться обозначения 11 (Е, С), h (Е, Т),
h' (Е, С), h' (Е, Т)).

ГомологическиЙ род и слабыЙ голюлогичеСIШЙ род, так же как И род,
не понижаются при допустимых отображениях.

Укажеl\I сеЙчас оценку слабого гомологического рода расслоения
)5 (Е, В, С, р) через ГОl\ЮЛОГИЧОСЮЮсвоЙства пространств Е и В.

Т е о ре 1\I а 17. Пусть )5 (Е, В, С, р) - главное расслоенное простран-
ство с диспретной группой С. Предполо;щи.tt, что Н" (С, А) '* О (А -тъепо-
торое поле, в KOmOpO.lt группа G действует триви(иl1;-НО) u что при q < п
группа НЧ (8; А) отображаетсл на всю группу НЧ (Е, "J) при голtо.ttор-
фuз.ме р* (т. е. р*НЧ (В; А) = Hl (Е; А)). Тогда 11' ()5) п + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что при выполнении
условиЙ тоореыы ГОl\[ОМОрфИЗ~iср*: HP (С; А) --7НР (В; А), порожденныЙ
хара.,ктеРИСТIIчеСКИ.\I отображением, яв.:rЯСтся МОНО~lOРфИЗМОI\[при р <;: п.
Доказательство пронодптся аналогично доказательстну теоремы Лере-
Гпрша [43].

Рассмотрим СПL'I\Тральную последовательность коптологиЙ с груп-
поЙ коэффициентов А главного расслоенного пространства )5 [11]. 3a~IO-
ТЮI, прежде всего, что группа С трнвиалыIO доЙствует на группах'
НЧ (Е; А) при q < п. В самом доло, каждыЙ элемепт G Е НЧ (Е; А) ПрИ q < п
можно предетавllТЬ в впде G=P*ll, где ЧЕНЧ(В; А). Еслп gEC, то
g'*G= g*p* = P*G= G, так как pg = р. Отсюда следует, что E~' Ч =
= яр (С; А) @ HI

1 (Н; А) при q < п. Так как при ({< п р* отображает
группу Н'1 (В; А) на НЧ СЕ; А), то при q < п Iшееl\I Eg, q = E:j, q = ...
. . . = Er;;, q И, :шачит, на E~' q при q < п дифференциал (1, равен О.

, о о
В силу ТОГО, что E~' q = Ь~' ® },'2' q при Ч < 11, ;(lIфференциал равен
нулю тю,же на всех E~' q при q ."'.~п. Отсюда слодует, что при люБОЛI

]' 2 и Р < п в Е;" о нет ограничивающих циклов (т. е. отображение
d "P~,· ,~1 L'P О L,p-r г-I )"

(: ~,,' -)- J,I" переnодит всеог' в нуль. иТО показывает,

что группа E~' о ИЗОllIОРфпо отображается па E~' о при р п, т. е.
отображение ср*: HP (С; А) -)- HP (В; А) будет изоморфным при р <:.. п.
Теорема доказана.

Следствио 1. Пусть )5=(Е, В, С, р) главное расслое71лое про-
странство с дискретной группой С, ..4 - поле, е h"omopo.lt группа С дрй-
ствует тривиально, HP (С; А) 4= О. Если н; (Е; А) = О ПРll i < п, то
11' ()5) >- п + 1.

Следствие 2. Пусть G пространстве Е дрйствует преобразоеа-
ние Т периода т, степени Т, ]'2, ... , T1n

-l ноторого пе U.llеют неподвиж-
ных точеh~. Пусть р - простое число, .явллющееСJl делителе!,! числа т.
Если простратъство Е аЦIlh'.ШЧНО по модулю р в рflЗ.\iерност.ях < п,
то оно и.иеет относuтелыlO преобразоваНUJl Т слабыЙ го.иологическиЙ род
);·п+1.

(Предположение об ацикличности пространства Е можно замепить
более слабым УСЛОRI1е,\~:при i < п группа гомологиЙ Hi (Е; Zp) отобра-
жается МОНОl\ЮрфНОна групиу гомологиЙ Н i (В; Zp) пространства В,
получающегося отождествлением точек пространства Е, эквивалентных
относительно преобразоnания Т.)

в самом деле, известно, что группы когомологий циклической группы
даются формулоЙ Hi (Zm' Zp) = Zp (i = О, 1, 2, ... ), если только р является
делителем т.

<
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Отсюда видно, ЧТО Hi (Zт, Zp) =1= О и, следовательно, можно приме-
нять теорему 17.

Это следствие заключает в себе, в частности, теорему Нрасносель-
CK.:Jro 1) [ЗО], получающуюся, если пространство Е считать п-мерноЙ
сферой (теорема Нрасносельского заюпочается также в следствии 2 тео-
ремы 15). В другом направлении теорему Нрасносельского МОЖIlообобщить
таким образом.

Следствие З. Пусть нд п-.ttерноЙ сфере SN действует преобра-
зовшъuе Т, и.меющее период т, и пусть .lUъожество А, состОJlщее из всеу
точеп, неподвиЖlъЫХ хотл бы при одном преоб разоваllllи Т, Т2, ... , тт-l.
и.ltеет раз.Мерность k. Тогда лтожество SN'" А u.'fteem относuтельно
преоб разоваНUJl Т слабый гО.ttoлогuчеСlfUЙ род >- n - k.

(Легко видеть, что множества А и SN "'- А инвариантны относительно
преобразования Т и, значит, можно говорить о роде множества SN'" А
относительно преобразованпя Т.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из закона двоЙственности IJонтрягина выте-
кает, что множество SN "'- А ациклпчно в размерностях < n - k - 1. При-
меняя следствие 2, получаем требуемое утверждение.

3 а м е ч а н и е. В формулировках теоремы 17 и ее следствий в СIIЛУ
неравенства h' (Q3-) <;: '~ (Q3-) <;: g (Q3-), можно, конечно, говорить не о слабо~r
гомологическом роде, а о гомологическом роде или о роде расслоенного
пространства.

Пусть в пространстве Х действует преобразование Т периода р,
переводящее в себя замкнутое подмножество У С Х. Обозначим через Х' (У')
пространство, получающееся из Х (У) отождествлением точек, эквива-
лентных относительно преобразованпя Т. Будем считать, что преобра-
З0вания Т, Т2, ... , ТР-l не имеют неподвижных точек в множестве Х "", }'.
Тогда, как известно, определены естественные ГОМОl\10рфИЗI\IЫ:

Hi(x' У" Z )-о>-Нi+а(Х' Г· Z.), , р , , р

(см., нанример, [55], где Ба 0оозначено через /ta 11ЛПP~8], где ИСlIOЛЬ-
зуются обозначенrrя Е2Л = /tЛ, Е2л+1 = /tЛv). ГОМОl\10рфИЗl\1ЫБа удовлетво-
ряют соотношенням Еа' Ef3 = ер. af3 Ea+f3, где ер. /! = О, если р и /t нечетны,
ер. /! = 1 в остальных случаях; Еа (х) = xUEa (1), где 1ЕНО (Х' "'- У'; ZJJ-
единичный класс КОГОJ\IOЛОГИ:Йпространства Х''''-У', Еа (1) Е На (Х'''"У'; Zp).

Пр е Д л о ж е н и е 37. Слабый го.ltологuчеСlfllй род простращтва Х
относuтелыю не U,А,zеющего неподвuжных точек прео6разоваНUJl Т про-
стого периода р равен паи.иеньше.иу uз чисел v, длл которых Ev (1) = о
(через 1ЕНО (Х'; Zp) обозначае.1t едилuчный класс кого.ltoлогиЙ простран-
ства Х', получающегОСJl при отождествлении точек прострапства Х.
эквивалентных относителыlO преобразоваНUJl Т) ..

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ср*: Н' (Zp; А) -о>- Н' (Х'; А) есть IIОрО-
ждаемый характеристическим отображением гомоморфизм грунн КО1'О-
l\IОЛОГИЙ грунпы Zp В группы когомологиii пространства Х'. I:<:сли
А - поле с характеристикой, отличноЙ от р, то Н' (Zp; А) = О, ПОЭТОМУ
слабый гомологическиЙ род h' (Х, Т) пространства Х относительно пр()-
образования Травен наименьшему из чисел v, для которых cp*Hv (Zp; Zp) =0.
Нласс когомологий ev = Ev (1'), где l' Е НО (Zp; Zp) - единичный класс кого-
"\fOЛО1'ийгруппы Zp, является образующим элементом группы HV(Zp;Zp),
поэтому cp*HV (Zp; Zp) = о в том и только в том случае, когда р*е" = О.

1) Теорема Красносельского является обобщением теоремы Фета [63].
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Для того чтобы закончить доказательство, достаточно заметить, что
p*ev = p*Ev (1') = Ev (1) (в силу естественности гомоморфизма Ev).

11р е Д л о ж е н и е 38. Пуст ь в КOllечно/,,, полиэдре К действует
сu,Мллициалыюе преобразование Т периода р (р - простое число), не ИЛlе-
ющее неподвижных точек в К'" L, где L - инвариантный относительно Т
подполиэдр полиэдра К. Тогда следующие утве рЭI1::дени.я эквивалентны:

а) h' (К'" L, t) >- k,
б) существует класс кого.1Il0лагиЙ Х Е Н (К', L'; Zp), удовлетворяющий

условию Ek_1 (х) '* О,
в) существует класс кого.налагиЙ хЕНп-k+l (К', L'; Zp), удовлетворя-

ющий условию Ek_J (х) =i=- о, (К', L' - пространства, получающиес.я из К
и L отождествление,п точек, эквивалентных относительно преоб разовани.я Т).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 11рименяя предложение 37 к пространству
K"'L, убеждаемся, что из утверждения а) вытекает, что Ek_1 (1) '* О
(через 1 ЕНО (К' ~L': Zp) обозначен единичныЙ класс когомологиЙ
пространства К'''' L'). 11рименяя закон двоЙственности Нуанкаре-Н'ол-
могорова к многообразиlO K''''''L', убеждаемся, что произведение клас-
сов КОГОJ\ЮЛОГИЙявляется невырожденным скалярным произведением
группы Hn-k+l (К', L'; Zp) в групиы Hk-l (K''''''L'; Zp) в группе
Нn(К', L'; _Zp). Отсюда вытекает, что существует класс когомоло-
гиЙ XEHn-l<+l(К', L'; Zp), для которого xUEk_1(1),*0, т. е. Ek_1(X),*0.
Таким образом из утверждения а) вытекает утверждение в).

Из утверждения в) очевидным образом следует утверждение б).
Наконец, из утверждеЮfЯ б) в силу соотношения Ek_l(X) = Х UEk_1( 1)

вытекает, что Ek_l(1) '* о, т. е. утверждение а).

§ 4. РОД конуса над главным расслоением

Напомним, что к о н у с о м н а Д г л а в н ы м р а с с л о е н и е м
58 (Е, В, Ср) называется соединение 58 * 2( (С) расслоения 58 с главным
расслоением \J( (С) (имеющим базу, состоящую из одноЙ точки); в силу
предложения 24

g (58 * 2( (С)) <'; g (58) + 1
и, следовательно, род конуса над главным расслоением 58 либо равен
роду расслоения 58, либо превышает его на 1 (здесь не предполагается,
что группа G дискретна).

М. А. :КрасносельскиЙ высказал предположение [31J, которое может
быть следующим образом выражено с помощью понятия конуса над глав-
ным расслоением: если G - группа Z2 вычетов по модулю 2, то для любого
главного раселоения 58 с группоЙ G

g (58 * \J( (С)) = g (58) + 1.

Мы приведем сеЙчас пример, опровергающиЙ это предположенпе.
Сформулируем прежде всего предположение :Красносельского в не-

сколько ином виде.
Нусть Е - пространство с инволюциеЙ Т, не имеющей неподвижных

точек. Обозначим через SE надстроЙку над пространством Е, т. е. про-
изведение пространства Е на отрезок [О, 1], в котором все точки ниж-
него основания Е Х О отождествлены между собоЙ и все точки верхнего
основания Е х 1 отождествлены между собоЙ. Через Т' обозначим
инволюцию пространства SE, определяемую формулоЙ Т'а (е, t) =
= а (TR, 1 - t), 1';:1;0 е Е Е, 0< t < 1, а, естественное отображение Е >< [о; 1]

s



268 А. С. ШВАРЦ
-~-_-~=_--_-=-__._-__-..-__·-c=~~=====~==-=-=---=--=-~~-=-==-=======-=-=---

на SA'. Пусть ~ (Е, Е/Т, Z2' р) [~' (SE, SE;T, Z2' р')] - главное paCCJlOe-
ние с группой Z2' порождае:мое инволюциеЙ Т в пространстве Е [инво-
люциеЙ Т' в пространстве SE]. Легко проверить, что ~' = ~ * 2{ (Z2)'
поэтому пре;~положение g (~ * 2Т (Z2)) = g (~) + 1 J\IOЖНОвыразить в ВИД"
соотношения 1) g (SE, Т') = g (Е, Т) + 1.

Поставим в соответствие каждому отображению ер: Sffi ~ SN m-.\rep-
ноЙ сферы на п-мерную, пространство EqJ С.инволюциеЙ Т qJ, но Иl\шющеЙ
неподвижных точек. Определим пространство EqJ как топологическую
сумму SN U Е,;,+1 U E~+1 с.отождествлениями Л1 (.1') ~ ер (.1'), Л2 (.1') ~ Тер (1')
для любого .1' Е sm (здесь через ЕГ+1

, E~+I обозначены два экземпляра
(т+1)-мерного шара, через Л1: S'" -> Е,Г+1, Л2: Sffi ~E~+I - ГОМ801\1Орф-
ные отображения сферы sm на границы шаров Е';'+I, E~+I, через Т:
SN ~ SN _ центральная СИl\Il\IОТрИЯ сферы sn). Иначе можно сказать,
что пространство EqJ получается ИЗ сферы S" приклеиванием двух
(т + 1)-l\Iерных шаров: одного с помощью отображения ер, а другого--
с ИОJ\ЮЩЫОотображения Т qJ' Инволюцию Т qJ: EqJ ~ EqJ определим как
инволюцию, индуцированную следующеЙ IIШ30ЛЮЦIЮЙпространства

8"lJьГ+1 UE'/l-+ 1: Т 'РХ = Тх, если .1' Е sn,

Т R Е ст--!I Т В-1 Ет-"-IqJx= .1', если ~!' ~1', qJ.1'= .1', если хЕ -2 '

(через R: Е7'+I -о' E~"+I обозначен ГОl\IеОJ\ЮрфИЗJ\f, удовлетворяющпii
условию RЛ1 = Л2).

Нетрудно проверпть следующие ;~Ba утверждения.
Лемма 4. Если ср': 8m

+1--"S"т1_наuсmроuка над оmобра.)н:ение.l~
ер: sm_--+sn (т. е. <p'=Scp), то SEqJ=Eep" а инволюция (Тер)' на про-
странстве S ЕЧJ' построеН/ия oпucallHbl,lt выше способо.1t исходя из инво-
люции Т qJ. совпадает с ltllволюциеu Т ЧJ"

Л е l\Il\Iа 5. Род просmрансгпва ЕЧJ относительно инволюции Trp зави-
сшп тОЛЬhО от гО.ltотопического класса отоб ра;нсеllия ср.

Если а ЕЛт (8"), то будем обозначать через g (а) род пространства ЕГ{!

относительно ПНВо.JIЮЦИИТч" где ср: srп --» 8" -- отображение, опредеJIЯ-
ющес элемент а ГОJ\ЮТОШlчеClШЙгрунпы Лт (8").

Следуй Серру ([44], стр. 145), будем обозначать через CPq: Jtm(Sn)_"
_с. Лт (S") ЭНДОl\lОРфизм группы Лт (sn), индуцированныЙ отображеНlIеы
/1: S"~S" степени q. (Если отображение f: sm~s" принадлежит классу
а Е Лт (8n), то отображение hf: sт ----;> S" принадлежит классу epq (а) Е Jtm(S/t).)

lIредложение 39. Если aEJt1Yl(S"), то g(a)=п+1 тогда
и только тогда, когда существует н('четное число ({, для которого
ср'! (а) = О. Если это условие не выпОЛlleНО, то g (а) = п + 2.

Доказательство. Очевидно, что п+1<g(a)<n+2 (нераврн-
ство g (а):;.-> 17 + 1 вытекает, например, ПЗ асфоричности пространства Е(р

в размерностях < 17, неравенство g (а)<::;: п + 2 :может быть доказано
непосредетвенноii конструкциеЙ покрытия, удовлетворяющего соответ-
СТВУЮЩИМУСЛОВИЯМ).Таким образом, достаточно показать, что g (а)< п + 1
только в случае, когда наЙдется нечетное число q, для которого CPq (а) = о.
Но следствию :3 теоремы 1'-; g (а) 17 + 1 тогда и только тогда, когда

1) Гипотеза g (\5 '" I)( (22) = g (\5) -1- 1 может быть выражена также в СJIедующей
форме: если в пространстве В действует без неподвижных точек инволюция Т
и множество Е' С В. инвариантное относительно инволюции Т, можно стянуть по Е
в точку, то g (Е', Т) < g (Е, Т).
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t

I

существует допустимое отображение пространства Еер с инволюциеЙ Т ер
в сферу sn С инволюцией Т (центральноЙ симметриеЙ) (через ер обозна-
чено отображение из гомотопического класса а). Сфера SN является под-
множеством пространства Е(р и на неЙ инволюция Т ер совпадает с инво-
люцией Т. Если h: Sп --7 SN - допустим@е отображение сферы SN С Еер с
инволюциеЙ Т ер (или что то же с инволюциеЙ Т) в сферу sn С инволюцией Т,
то это отображение может быть продолжено в допустимое отображение
пространства Еер с инволюциеЙ Т ер в сферу SN С инволюцией Т в том
11 только В том случае, когда отображение hep: Sm --7 SN ГОМОТОПНО нулю.
Так как сферу sп С инволюциеЙ Т можно допустимо отобразить в себя
со степенью q тогда и только тогда, когда q - нечетное число (см.,
например, [17], [31]), отсюда вытекает нужное нам утверждение.

Следствие 1. Если aE:Jtm(Sn), где п<3, п=7 или т<2п--1,
то g (а) = п + 1 в mO.tt и mO.'tbWO в mOJt случае, когда элемеюп а и.меет
1tечетныи пор,яДок.

В самом деле, в условиях этого следствия при п = 2, т >- 3 epq(а) ==

=q2(a), а в остальных случаях epq(a)=q(a) (см. [44], стр. 148).
С л е Д с т в и е 2. Если а Е :Jtз (S2) - 1tенулевои элемеюп с четны.tf

.топфовски.м инвариантом, то g (а) = g (Sa) = 4.
Для любого ненулевого элемента а Е:Jtз (S2) g (а) = 4 (так как

:Jtз (S2) = Z не содержит элементов конечного порядка). С другоЙ стороны,
ДЛН любого элемента а Е:Jtз (S2), имеющего четныЙ хопфовскиЙ инвариант,
имеем Sa = О, и, следовательно, g (Sa) = 4.

Из следствия 2 и леммы 4 вытекает, что для пространства Еер с ин-
волюциеЙ Т ер, где ер - отображение S3 на S2 с четным хопфовским инва-
риантом, предположение :Красносельского не выполняется.

3аметим, однако, что предположение :Красносельского справедливо,
если заменить в его формулировке род гомологическим родом. Имеет
место также следующее более общее утверждение.

IJ р е Д л о ж е н и е 40. Если С -- конечная группа, то для любого
главпого расслоения ~ (Е, В, С, р) го.млогическии род конуса 1taa расслое-
НИР.М ~ па единицу больше гомологического рода расслоения )В:

h (Щ) * ~ (С)) =!l (~) + 1.

На доказательстве этого предложения мы не будем останавливаться.
Из предложения 40 вытекает
Предложение 41. Если )В (Е, В, С, р)-главное расс.лоепие

с коueЧ1-l0и группой С, В' СВ, Е' = р'l (В') U гомологический род расслое-
пия ~ paee1t го.ttологическо.МУ роду расслоен;uя ~' над JМLOжество.М. В'
(т. е. гО.Аtологическо.tfу роду расслоения )В' (Е', В', С, р)), то .4Ulожество
Е' нельзя стянуть в тОЧIfУ в npocmpaтtcmee Е.

В самом деле, если· множество Е' МОЖНО стянуть в точку в про-
странстве Е, то конус над расслоением ~'(E', В', С, р) можно допу-
стимо отобразить в расслоение )В и, значит, h ()В) >- h (~' *\l( (С)) =!l (~') + 1.
(Если ер: Е' Х 1 --7 Е деформация множества Е' в точку ер (е', О) = е',
(jJ (е', 1) = а, то Е' *С - пространство расслоения ~'*'21: (С) - отображаем
в Е по формуле 'Ф(е', g, t)=gep(e', t), где е'ЕЕ', gEC, O<t<l).

Отметим, что предложение 40 не обобщается на случай, когда
группа С бесконечна (легко построить противорС'чащиЙ пример для слу-
чая, когда С·- свободная циклическая группа).

Поступило
23. IV. 1960



270 А. С ШВАРЦ

Лптература

'/

1. А л е к с а н Д р о в П. С., Комбинаторная топология, М.-Л., Гостехиздат
(1947).

2. А л ь б е р С. И., Гомологии пространств плоскостей и применение их к ва-
риационному исчислению, ДАН 91 (1953), 1237-1240.

3. А л ь б ер С. И., О периодической задаче вариационного исчисления в целом,
УМН 12, вып. 4 (76) (1957), 135-153.

4. В а r с u s \У. D., М е у е r J., ТЬе suspension о! а loop space.
5. В е r s t е i n 1., Sur la categorie de Lusternik - Schnirelmann, Compt. Rend.

Acad. Sci. (Paris) (1958), 362-364.
6. Б о л l' Я Н С К И Й В. Г., Секущие поверхности косых произведений, ДАН

85 (1952), 17-20.
7. Б о л l' Я Н С К И Й В. Г., ГОМОТОПIIческаятеория непрерывных отображениЙ

и векторных полей, Труды Матем. ин-та им. Стеклова 47 (1955), 1-200.
8. Б о л т я н с к и й В. Г., Вторые препятствия для секущих поверхностей.

Изв. АН, серия матем. 20 (1956), 99-136.
9. Б о л т я н с к и й В. Г., В и н о г р а Д о в А. М., О втором преПЯТСТВIIlI

для секущих поверхностеЙ, Н-я Всесоюзная топологическая конференция, тезисы до-
кладов, Тбилиси (1959), 7-8.

10. Б о Р е л ь А., О когомологиях главных расслоенных пространств и одно-
родных прострапств компактных групп Ли, Сб. «Расслоенные пространства», М., ИЛ
(1958), 163-245.

11. Б о р и с о в и ч Ю. Г., Об оценке количества критических точек функцио-
HaJIOB,ДАН 101, ;м 2 (1955), 205-207.

12. Б о р и с о в и ч Ю. Г., К вопросу об устойчивости критических значений
четных функционалов, ДАН 104, .М 2 (1955).

13. Б о р и с о в и ч Ю. Г., К одной задаче вариационного исчисления в целом
в гильбертовом пространстве, Казань, Уч. зап. ун-та 115: 14 (1855), 117-138.

14. Б о р и с о в и ч Ю. Г., О критических значениях некоторых функционалов
в банаховых пространствах, УМН 12, вып. 1 (73) (1957), 157-:-160.

15. Б о р и с о в и ч Ю. Г., О роде множеств, Воронеж, Труды семин. по функц.
анализу 6 (1957), 3-7.

16. Б о р и с о в и ч Ю. Г., Об одной_теореме о критических точках функционала,
Матем. сб. 42 (84) (1959), 353-360.

17. В о r s u k К., D1'ei Siitze иЬег die п-dimensionale euklidische Sphiir, Fund.
Math. 20 (1933).

18. Б у р б а к и Н., Общая топология, Основные структуры, М., Физ-
матгиз, 1958.

19. В о u r g i n D. G., Оп some separation and mapping theo1'ems, Comment Math.
Helv. 29 (1955), 199-214.

20. Г о р Д о н И. И., Обобщение теоремы Какутани о непрерывной функции,
заданной на сфере, УМН 10, вьш. 1 (1955), 97-99.

21. Г р о с с м а н Д. П., Об одной оценке для категории Люстерника-Шнирель-
мана, ДАН (1946), 109-112.

22. J а m е s 1. М., ТЬе intrinsic join: а study о! the homotopy g1'oups о! Stiefel
manifolds, Ртос. London Math. Soc. 8, ;м 32 (1958), 507-535.

23. D У s о n F. 1., Contrinuous function defined оп а sphe1'e, Апп. о! Math. 54
(1951), 534-536.

24. К а k u t а n i S., А Р1'оо! that the1'e exists а circumscribing cude around апу
bounded clodesconvex setin В3, Апп. ofMath. (2) 43 (1942), 739-741.

25. С а r t а n Н., Seminaire de Topologie algeb1'ique de 1'Е. N. S. Paris.
26. С а l' t а n Н., S е r r е J. Р., Espaces НЬ1'ев et groupes d 'llomotopie, Compt.

Rend. Acad. Sci. (Paris) 234 (1952), 288-395.
27. С u r t i s М. Z., F о r t J. R., Homotopy groups о! one-dimensional spaces,

Р1'ос. Аюег. Math. Soc. 8, .N'~3 (1957),577-579.
28. К р а с н о с е л ь с к и й М. А., Устойчивость критических значений четных

функционалов на сфере, Матем. сб. 37 (79) (1955), 301-322.
29. К р а с н о с е л ь с к и й М. А., О вычислении вращения векторного поля

на п-мерной сфере, ДАН 101 (1955), 401-404.
30. К р а с н о с е л ь с к ий М. А., О специальных покрытиях конеЧRомерной

сферы, ДАН 103 (1955), 961-964.
31. К р а с н о с е л ь с к и й М. А., Топологические методы в теории нелиней-

ных интегральных уравнений, М., Гостехиздат, 1956.
32. К р а с н о с е л ь с к и й М. А., Об оценке количества критических точек

функционалов, УМН 7, вып. 2 (48) (1952), 157-164 .

....., 1



РОД РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА 271
=============================.==~=._-_._---=-~==

33. L i а о S. D., Он the thcory of obstructioHS of fiber bundles, Апп. of Math. 60,
М 1 (1954), 146-191.

34. Л 10 с Т е р н и к Л. А., Ш н и р с л ь м а н Л. Г., Топологические методы
в вариационных задачах, М., 1930..

35. Л 10 с Т е р н и к Л. А., Ш н и р е л ь м а н Л. Г., Топологические методы
в вариационных задачах,УМН 2, вып. 1 (17) (1947), 166-217.

36. L i v е s а у G. R., Two theorems of the two sphere, Виll. Ашег. Math. Soc. 58
(J 952), 492.

37. М i 1 n о r J., Construction of universal bundles, II, Апп. of Math. 63, М 3
(1956), 430-435.

38. N а k а о k а М., Cuhomology of the p-fold cyclic products, Ргос. J арап. Acad.
31, N~ 10 (1955), 665-669.

39. П о н т р я г и н Л. С., Классификация пеI{ОТОРЫХ косых произведениЙ,
ДАН 47 (1945), 327-330.

40. П о н т р я г и н Л. С., Об одноЙ связи между гомологиями игомотопиями,
Изв. АН, серия матем. 13 (1949), 193-200.

41. П о с т н и к о в М. М., Об одной связи между гомологиями игомотопиями,
УМН 5 вып. 4 (38) (1950), 140.

42. П о с т н и к о в М. М., Исследования по ГОМОТОШlческоЙтеории непрерыв-
ных отображений, Труды Матем. ин-та им. Стеклова 46 (1955),1-156.

43. С ер р Ж. П., Сингулярные гомологии расслоенпых пространств, Сб. «(Рас-
слоенные пространствю>, М., ИЛ (1958), 5-48 ..

44. С ер р lIC П., Гомотопические группы и классы абелевых групп, Сб. «Рас-
слоенные пространствю>, М., ИЛ (1958), 124-159.

45. С м и т П. А., НеПОДВИЖпые точки периодических отображениЙ, Прибавле-
ние к книге Лефшеца «Алгебраическая топологию>, М., ИЛ, 1949.

46. S t е е n r о d N., Homology with local coefficients, Ann. Math. 44 (1945),
610-627.

47. S t е е n r о d N., Cyclic reduced powers of cohomology classes, Ргос. Nat.
Acad. Sci. USA 39 (1953),213-217.

48. С т и н р о Д Н., Топология косых произведений М., ИЛ, 1953.
49. Т о м Р., Некоторые свойства в «целом» дифференцируемых многообразии,

Сб. «Расслоенные пространства», М., ИЛ (1958), 243-343.
50. Т h о m R., ЕБрасеБ НЬгеБ еп spheres et carres de Steenrod, Ann. Ecole Norm.

69 (1952), 109-181.
51. W u W е n-T s u n, Оп the product of sphere bundles and the duality theorem

mod 2, Ann. Math. 49 (1948), 641-653.
52. W u W е п-Т s u n', Classes caracteristiques et i-carl'es d 'une variete, Compt.

Rend. Acad. Sci. (Paris) 230 (1950), 508-509.
53. W u \У е n-T s u n, Оп the relation between Smith operations and Steenrod

powers, Fund Math. 44 (1957), 262-269.
54. W u W е n-T s u п, Оп the realization of complexes in euclidean spaces 11,

Scien.tia Sin.ica 7, М 4 (1958), 365-387.
55. W u W е n-T s u п, А Theory of imbedding and immersion in. euclidean

spaces, (Гев:тографир. 1958).
56. Н е r m а n n R., Secondary obstructions for НЬге spaces, Виll. Ашег. Math.

Soc. 65, .N'~1 (1959), 3-8.
57. Н u е Ь s с h \'\1., Оп the covering homotopy theoren, Ann.. of MatlJ. 61 (1955),

555-563.
58. S h а р i r о А., Obstructions to tlJe imbedding of а complex in а EuclideaI1

Space 1, The first obstruction, Апп. Math. 66, М 2 (1957), 256-269.
59. W u Т s е n-t е h, Оп the mod 2 imbedding classes of triangulabe compact

manifold, Science Record, New Ser. 2, Jli1! 3 (1958).
60. W h i t n е у Н., Topological properties of diffcrentiable manifolds, ВиН.

Ашег. MatlJ. Soc. 43 (1937),785-805.
61. W h i t n е у Н., Оп the topology of differcntiable man.ifolds, Lectures in Торо-

logie, Univ. of Mich. РгеББ (1941).
62. F а r у 1 s t v а п, Sur la categorie des classes de homologie d 'un espace, Ргос.

Internat. Congr. math. 2 (1954), 215.
63. Ф е т А. И., Обобщение теоремы Л1Остерника - Шнирельмана опокрытиях

сфер и некоторых Связанных с неЙ теорем, ДАН 95, М 6 (1954), 1149-1151.
64. Ф р о л о в С. В. и Эль с г о л ь Ц Л. Э., Пижпяя граница числа критп-

ческих значений функции, заданной на многообразии, Матем. сб. 42 (1935).
65. Ш в ар Ц А. С., Некоторые оценки рода топологического пространства

D смысле Красносельского, УМН 12, вып. 4 (1957), 209-214.
66. Ш в ар Ц А. С., Род расслоенного пространства, УМН 13, вып. 4 (1958), 212.

'!

-



272 А. С. ШВАРЦ

67. Ш в ар Ц А. С., Род расслоенного пространства, ДАН 119, N~2 (1959),
219-222.

68. IП в а р Ц Л. С., О роде расслоенного пространства, ДАН 126, N~4 (1959),
719-722.

69. Ш в ар Ц А. С., Устойчивость стационарных значений, ДАН 131, N~6 (1960),
1276-1278.

70. Ф У к с Д. Б., Ш в ар Ц А. С., Циклические степени пошпщра и проблема
вложения, ,ДАН 125, K~ 2 (1959), 285-288.

71. Е i 1 е n Ь е r g S., G а n е а Т., Оп thp Lusternik - Schllirelmann category
of abstract gгопрs, Апп. of Math. 65, N~3 (1957), 517-518.

72. Е i 1 е n Ь е r g S., м а с L а n е S., Relations bet",·ccn homology and Ьото-
topy groups of БрасеБ, Апп. Math. 46 (1945), 480-509; Апп. Math. 51 (1950), 514-533.

73. Я в о р о в с к п й Я. В., О некоторых отображениях сферы в евклидов о
пространство, Бюлл. Польск. АН 3, М 3, 11, 579, 581.

74. У а m а Ь е Н. and J u j о Ь о L., Оп the continuous fппсtiопs defined оп а
spl1ere, Osaka Math. Уопrn. 2 (1950), 19-22.

75. У а n g С h u n g-T а о, Оп theorems of Borsuk-Ulam, Каkutuпi-УamаtJе-
Yujobo and Пуsоп. 1, Апл. of Math. 60, K~ 2 (1954); П, Лпп. of Math. 62. X~ 2
(1955),271-28:).

7б. С т и 1I Р О Д Н., ЭЙ:r с н б е р г С., Осповarшя алгебраическоЙ ТОПОЛОГШI,

М., Физматгиз, 1958.
77. Г У Р е в и ч В., В о л м е н Г., Теория размерности, М., ИЛ, 1948.
78. Эль с г о :1 ь Ц Л. Э., Оценка числа критических точек, УМН 5, вьш. б

(1950), 52-87.
79. Математика в СССР за сорок лст (1917-1957), т. 1, М., Фнзматгиз, 1959.
80. Л ю с т е р н и к Л. А., Топология функциональпых пространств IJ вариаци-

онное исчисление в целом, Труды Матем. ин-та им. Стеклова (1947), 1-96.
81. V а n К а m реп Е., Котрlехе in euclidische Raume, Abh. Math. Sem.

Hamburg 9 (1932),72-78; Berichtigung dаzп. ibid. 152-153.
82. Ф е т А. И., Связь между топологическими свойствамн и числом экстремалей

на многообразии, ДАН 88, K~ 3 (1959),415-417.

t



1962 г. ТРУДЫ МОСКОВСIЮГО МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБЩЕСТВА Т о м: 11

РОД РАССЛОЕННОГО ПРОСТРАНСТВА 1)

А. с. Шварц

СОДЕРЖАНИЕ

ч-

Г л а в а VI. Категория топологического пространства
§ 1. Связь рода расслоенного пространства с категориеЙ топологического

пространства и близкими понятиями
§ 2. Оценки для категории .....
§ 3. Понятие т-мерной категории
§ 4. Род и гомологический род группы
§ 5. Категория многообразия .....
§ 6. Категория нласса когомологий ..

г л а в а VH. Различные применения понятия рода расслоенного пространства
§ 1. Теорема о нлассифинации главных расслоенных пространств
§ 2. П роблеr.ra вложения .
§ 3. Регулярные отображения ...•..•.........
§ 4. Структура непрерывных отображений .

Литература .

ГЛ АВА VI

КАТЕГОРИЯ ТОПОЛОГИЧЕСRОГО ПРОСТРАНСТВА

99

99
101
104
105
106
108
109
109
110
117
121
124

Эта глава посвящена установлению связи понятия категории тополо-
гичеСI\ОГОпространства в смысле Люстерника - Шнирельмана и БЛИЗl\ИХ
понятиЙ С понятием рода расслоенного пространства. Указанные в преды-
дущих главах оценки для рода расслоенного пространства применяются
для получения оценон категории топологического пространства.

§ 1. Связь рода расслоенного пространства с категорией
топологического пространства и близкими понлтиями

Приведем для удобства определения Rатегории топологического про-
странства Х [80J, категории подмножества А топологического прострап-
ства Х в пространстве Х и категории непрерывного отображения
f: X----о>У [82].

О n р е Д е л е н и е 18. R а т е г о р и е Й т о п о л о г и ч е с к о г о
про с т р а н с т в а Х (обозначаем cat Х) называется наименьшая мощ-
ность открытого покрытия пространства Х, состоящего из стягиваемых
n пространстве Х множеств.

1) Первая часть настоящей работы напечатана в т. 10 Трудов Мосновсного
математического общества. Основные результаты статьи доложены на заседании
Мошовс!{ого математического общества 11 февраля 1958 г. и 17 февраля 1959 г.
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О п р е Д е л е н и е 18'. :к а т е г о р и е й п о Д м н о ж е с т в а А
пространства Х относительно Х (обозначаем catx А) называется наимень-
шая мощность открытого покрытия множества А, состоящего из множеств,
стягиваемых в пространстве Х.

Оп р е Д е л е н :и е 18" (Фет [82]). :к а т е г о р и е й н е п р еры в-
Н О Г О О Т О б р а ж е н и я 1: Х -:> У (обозначаем cat/) называется наи-
меньшая мощность открытого покрытия Л= {Li} пространства Х, состоя-
щего из таких множеств Li, что отображение 1: Li -> У гомотопно нулю.

Очевидно, что cat Х = catx Х, а catx А совпадает с категорией ото-
бражения вложения А -> Х ..

Т е о р е м а 18. Для любого расслоегuюго прострамства в смысле Гуре-
вича )8 (Е, В, F, р) род ме превышает категории базы, т. е. g (~) <;;: cat В.
Если прострамство расслоемия Е стягиваемо, то

g ()8) = cat В.

д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение теоремы вытекает из
того, что над стягиваемым подмножеством А пространства В существует
секущая поверхность. (Для проверки .этого факта J;J;остаточноприменить
теорему о накрывающеЙ гомотошIИ к деформации Ff' стягивающей мно-
жество А в точку.)

Для того чтобы доказать второе утверждение теоремы, нужно прове-
рить, что в случае, когда пространство Е стягиваемо и над множеством
А СВ существует секущая поверхность ср: А ~Е, множество А стягиваемо.
В самом деле, пусть gt : Е -i> Е - деформация, стягивающая Е в точку
по себе. Тогда деформация ht = pgtCP СТягивает множество А в точку в базе В.

Из второго утверждения теоремы 18 вытет{ает следующее предложение.
Теорема 18'. Род серровского расслоемия )8х(Еа' Х, Q(X), р)

мад лимеймо связмым прострамство.и Х равем категории прострамства Х.
(Под серровским расслоением понимается расслоение пространства

Еа всех путей в Х с началом в фиксированноЙ точке аЕ Х, получающееся,
если каждому пути 1Е Е поставить в соответствие его кошщ: р (f) =1 J 1).
Слоем расслоения р: E·~ Х служит пространство Q (Х) петель в Х.)

Теорема 18' очень легко может быть доказана непосредственно. В са-
мом деле, секущая поверхность расслоения )8в над множеством А С В
естеСТвенным образом отождествляется с деформацией множества А в
точку а.

Т е о р е м а 19. Пусть А - подмможество простращтва Х. Обозна-
чим через )8А, х = (Еа, х, А, Q (Х), р) расслоемие прострамства Еа, А всех
путей в Х с мачалом в ФиксироваюLOй точке а ЕХ и с комцом в мможестве
А, получающееся, если каждому пути поставить в соответствие его комец.
Тогда catx А = g ()8А, х).

Т е о р е м а 19'. Пусть 1: Х -i> У мепрерывмое отображемие. ОБОЗНд'чим
через )8/ расслоемие мад Х, имдуцироваммое серровским расслоемие.Аt )8у
и отображемием 1: Х -i> У. Тогда catl = g ()8/).

Теорема 19 является, очевидно, частным случаем теоремы 19', так как
mA, х =)8р где i: А ----3> Х - отображение вложения.

Теорема 19' вытекает из следующего утверждения: над множеством
МС Х тогда и только тогда существует сщ{ущая поверхность расслоения
)8/, когда отобрюн:ение 1: м -i> У гомотопно нулю. Чтобы проверить это
утверждение, замеТIIМ, что пространство расслоения )8/ состоит из пар
(х, а), где х Е Х, а Е Еп и 1 (х) = а (1) (Еа - пространство серропского рас-
слоения над У). Секущая поверхность СР расслоения )8/ над множеством
М ставит в соответствие каждой точке х Е М пару СР (х)= (х, а), где а--
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путь в У с началом в фиксированной точке а и с концом в точке 1 (х). Пола-
гая It (х)=а(1- t) (здесь хЕМ, а-путь в У, определяемый условием
<р (х) = (х, а», получаем деформацию отображения 1 = 10: м -с>- У в отобра-
жение /1: м -с>- а Е У. Обратно, всякой деформации It отображения
1: м -с>- У в отображение /1' переводящее все М в точку а Е У, с~гавится
в соответствие секущая поверхность <р: х-с>- (х, а) над множеством М,
где a~ путь в У, определяемый формулой

а (t) = 11-1 (х).

Теорема 19 позволяет свести вычисление категории непрерывного
отображения к вычислению рода некоторого расслоенного пространства.
Обратно, род любого главного расслоенного пространства выражается
через категорию непрерывного отображения с помощью следующего пред-
ложения.

Т е о р е м а 19". Род главного расслоенного пространства ~ (Е,В ,G,p)
с наследственно паракомпактной базой В равен категории характеристи-
ческого отображения <р: В-с>- Д» (G).

В самом деле, над множеством М С В тогда и только тогда существует
с~кущая поверхность расслоения ~, когда над М расслоение ~ является
прямым произведением, иначе говоря, харан:теристическое отображение
<р: М -с>- Вю (G) гомотопно нулю.

§ 2. Оценки для категории

Приведем оценки для категории топологического пространства и непре-
рывного отображения, получающиеся из оценок рода расслоенного про-
странства, выведенных в предыдущиХ главах.

О пр е Д е л е н и е 19. Д л и н о й про с т р а н с т в а Х (обозна-
чаем long Х) называется наибольшее число п, для которого существует
п классов когомологий ~i ЕН (Х; AJ ненулевой размерности, произведе-
ние которых

~1U~2U'" U~nEH(X, А1@···@Ап)

не равно нулю (здесь Ai - локальные системы коэффициентов на Х).
(Первоначально определение длины многообразия было дано Фроло-

вым и ЭЛЬСГОJlьцем[64]. Приведенное здесь определение, использующее
локальные системы коэффициентов, принадлежит И. БерштеЙну.)

Предложение 42. catX:;?-lопgХ+1.
Это известная теорема Фролова и Эльсгольца. Она является частным

случаем Теоремы 5. В самом деле, если ~x ~- серровское расслоение
над Х, то

cat Х = g (~x), long Х = long (~x).

Т е о р е м а 20 (И. Б ерш т е Й: н1) ). Пусть Х есть СW-полиэдр
размерности п8, асферичный в размерностях < 8 (8 :;?-1).

Тогда следующие утверждения эквивалентны:
а) cat Х = п + 1,
б) 10ngX=п,
в) ~n = ~U... U~ =1= О

n
(через ~ обозначен фундаментальный класс пространства Х).

1) Эта теорема при S=1 была сообщена автору И. Берштейном в личном
письме.
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Для доказательства достаточно применить теорему 6 к серровскому
расслоению ~x, заметив, что слоЙ Q (Х) асферичен в размерностях <8-1,

cat Х = g иSx), long Х = lOIlg ~x,

а фундаментальныЙ н:ласс пространства Х совпадает с характеристиче-
сюiм классом расслоения ~x.

Заметим, что в теореМе 20 при 8 = 1 в случае, когда Х - замкнутое
многообразие и Л1 (X)=Z2' можно длину пространства Х понимать в обыч-
ном смысле как наибольшее число классов когомологиЙ ненулевоЙ раз-
мерности из кольца Н (Х, Z2)' произведение которых не равно нулю. В этом
случае теорема 20 была ранее доказана автором [67].

Обозначим через G (п) многообразие неориентированных больших кру-
гов на п-мерной сфере. Категория многообразия G(n) играет существен-
ную роль в оценке числа замкнутых геодезичесн:их на п-мерноЙ сфере;
она оценивалась снизу Л. А. Люстерником [80] и С. И. Альбером [2], [3].

Используя сделанное выше замечание и результаты Альбера [2],
[3] о строении кольца когомологий Н (G(n), Z2)' легко убедиться, что
cat G (п) = diш G (п) + 1 = 2п - 1 тогда и только тогда, когда п = 2R.. Исполь-
зуя данную Альбером оценку catG(n) снизу, получаем catG(n)=2n-1
при п = 2R., catG (п) = 2п- 2 при п = 2" + 1 (k >- 1), 2п-1- 8<. catG (п)<:
<. 2п - 2 при п = 2н.+ s (1 <.8<. 2R.). Отметим, что написанные только
что оценки категории многообразия G (п) выполняются также для рода
расслоения §ill(V(n), G(n), 0(2), р), где V(п)-многообразие единичных
касательных векторов к п-мерноЙ сфере 8", р: V (п) -» G (п) - отобра-
жения, ставящие в соответствие каждому касательному вектору большой
круг, касающиЙся этого вектора. (Расслоение ~ можно рассматривать
ка н: главное расслоение с ортогональноЙ группоЙ 0(2).)

ОП р е Д е л е н и е 19'. Пустьf :Х -» У-непрерывное отображение.
Обозначим через 1 (f) наибольшее число п, для которого существует п
классов когомологиЙ Si Е Н (У, А.) ненулевоЙ размерности, удовлетворяю-
щихусловию f*Sl U f*S2 U ... U f*sп c-f=- о (здесь Ai - локальные системы
коэффициентов на У).

Очевидно, что выполняется неравенство 1 (f) <. lOIlg ~ t.
Заметим, однако, что соотношение 1 (f)=lOIlg ~! не обязательно выпол-

няется.
П р е Д л о ж е н и е 42'. са t f <. 1 (!) + 1.
Это предложение вытекает из теоремы 5, примененной к расслое-

нию ~t' и соотношениЙ catf=g(~f)' long~t>-l(f).·
т е о р е м а 20'. Пусть f : Х -7 У - Н,епрерывН,ое отображен'ие, у-

простран'ство, асфериЧн'ое в раз.мерн'остях < 8 (8)- 1), Х - полиэдр раз.lrtер-
Н,ости n8.

Тогда следующие утвержден'ия эпвивалеН,тН,ы:
а) са t f = n + 1,
б) 1 и) = п,
в) (f* (у]))п = f* (у]) U ... U f* (у]) =1=-О (через у] обозмчеН, ФуН,да.ме1-t-

тальН,ыu пласс простран'ства У).
ДЛЯ доказательства достаточно применить теорему 6 к расслое-

нию ~! и заметить, что catf=g(>:8t), а характеристическиЙ класс рас-
слоения ~! равен f*Y].

Пусть Х - топологическое пространство, 8Q (Х) - надстроЙка над
пространством петель в Х. Построим отображение Jt : 8Q (Х) -7 Х следую-
щим образом: точке пространства 8Q (Х), определяемоЙ парой (а, t),
где а Е Q (Х) - петля в Х, 0<. t <. 1, ставим в соответствие точку а (t) Е Х .

•
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Обозначим через ~2 (Е2, Х, Q*Q, 'Ф) расслоенное пространство ~2 =
=~x+~x, где ~x(Ea' Х, Q (Х),р) - серровское расслоение над Х.
В силу теоремы 3 пространство Х тогда и только тогда имеет катего-
рию < 2, когда у расслоения ~2 существует секущая поверхность 1).

т е о р е м а 21. Пространство расслоения Е2 расслоенного прост-
ранства ~2 гомотопичесr;,и эr;,вивалентно пространству SQ (Х). Сущест-
вует гомотопичесr;,ая эr;,вивалентность ": Е2-+ SQ (Х), удовлетворяющая
условию л" = 'Ф.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Точки пространства Е2 определяются чет-
верками (а, ~, '"['1,'"['2), где а и ~ - пути в Х, удовлетворяющие условиям

а (О)= ~(О)= а, а:(1) = ~ (1), 0< '"['1< 1,
0<'t2<1, max('t1,'t2)=1,

с отождествлениями

(a,~, О, 1)~(a',~, 0,1), (a,~, 1, O)~(a, ~', 1, О).

Нетрудно проверить, что это же пространство можно определить как
совокупность троек (а, ~, '"['),где а и ~ - пути в Х, а (О) = ~(О)=а, а (1)=
= ~ (1) с отождествлениями (a,~, О) ~ (а', ~, О) и (а, ~, 1) ~ (а, ~', 1) (каrIЩОЙ
четверке (а, ~, '"['1,'"['2) ставится в .соответствие троЙка (а, ~, '"['),где '"['= ~ '"['1'

-если '"['2= 1, 't = 1- ~'"['2,если '"['1= 1) .
Обозначим через Ма (М1) множество точек пространства Е2, определя-

емых троЙками (а, ~, О) (соответственно (а, ~, 1)). Легко видеть, что оба
эти множества гомеоморфны пространству Еа и, следовательно, стягивае-
мы по себе в точку. Нетрудно устроить такую деформацию простран-
ства Е2, при котороЙ множества Ма и М1 стягиваются по себе в точки.

Определим отображение v :Е2 -+ SQ (Х), поставив в соответствие точке
пространства Е2, определяемоЙ троЙкоЙ (a,~, '"['), точку простран-
ства SQ (Х), определяемую па роЙ (у, т), где у - петля в Х, задаваемая

( ) / t '\ О (' t -- 1) 1формулоЙ у t =а \ -:r ) при < t < '"[',У (t) = ~\.т _ 1 при 't< t <
{тройкам (а, ~, О) и (а, ~, 1) ставятся в соответствие вершины надстройки,
т. е. точки, задаваемые парами (у, О) и (у, 1), где у произвольно).

Отображение v удовлетворяет условию :rtv='Ф и является гомотопи-
ческой эквивалентностью. Для того чтобы проверить последнее утвержде-
ние, заметим, что пространство SQ (Х) получается из Е2 с помощью отож-
дествлениЙ x~ у, если Х, уЕ Ма, X~ у, если Х, уЕ М1• (Это следует из того,
что прообразы всех точек надстроЙки SQ (Х) при отображении ", кроме
вершин, состоят из единственноЙ точки, а прообразами вершины явля-
ются множества М а И М1.) ДЛЯ того чтобы закончить доказательство, доста-
'Точно применить следующую простую лемму.

Л е мм а 6. Пусть А - топологичесr;,ое пространство, В - тапое
подмножество простраncтва Х, что существует деформация простран-
ства Х, стягивающая множество В по себе в точr;,у, А' - пространство,
получаlОщееся из А отождествлением точеr;, множества В между собой.
Тогда отображение отождествления А -+ А' является гомотопичесr;,ой
эr;,вивалентностью.

1) Расслоение, гомотопически" эквивалентное расслоению )82=!8x+~x, было
ранее построено Барсуком иМейером [4] для других целей

•••••
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с л е Д с т в и е. Пусть существует п классов когомологий ~i Е Н (Х, Ai),

удовлетворяющих условия.!l1,
a*~l = '" = a*~n = О, ~lU~2U'" U~n =1= О

(адесь череа а*: Н (Х, Ai) ---С:>- лi
-1 (Q (Х), Ai) обоапачеп гомоморфиам пад-

стройки). Тогда cat Х:;> 2п + 1.
в самом деле, в силу только что доказанной теоремы и соотношения

Sa*=:rt* получаем 10ngf52:;>n и, значит, g(f52):;>n+1. Применяя тео-
рему 3', получаем

Из этого соотношения вытекает нужное нам утверждение.
Для изучения категории могут быть использованы многие из дока-

занных выше теорем. Отметим, что частным случаем теоремы 5 является
теорема Гроссмана [21] о категории полиэдра, асферичного до некоторой
размерности, частным случаем предложения 22 является теорема Эльс-
гольца [78] о категории топологического произведения.

§ 3. Понятие т-мерной категории

Покажем сейчас, каким образом включается в понятие рода расслоен-
ного пространства понятие т-мерной категории.

О п р е Д е л е н и е 20. Будем называть т-м е р н о й к а т е г 0-
р и е й про с т р а н с т в а Х (обозначается catmX) наименьшую мощ-
ность открытого покрытия а пространства Х, обладающего следующим
свойством: отображение любого т-мерного полиэдра в элемент покрытия а
гомотопно нулю в Х.

Заметим прежде всего, что имеет место следующее очевидное утвер-
ждение.

П р е Д л о ж е н и е 43. т-мер пая категория прострапства Х равпа
т-мерпо.му роду серровского расслоепия f5x:

catm Х = gm (f5x).

Но т-мерная категория может быть охарактеризована и как род неко-
торого расслоенного пространства.

Предложение 44. Род расслоен,Uя ет(Хт' X,Fm,Pт), убивающего
гомотопические группы полиэдра Х в раамерпостях< т, равеп т-мерпой
категории прострапства Х.

(Говорят, что расслоение Рт:Х m ---С:>- Х у б и в а е т ГОl\lОтопические
группы пространства Х в размерностях <т, если:rti (Хт)=О при i<m,
и отображение Рт пор о ж Д а е т изоморфизм гомотопических групп
:rti (Хт) И J1'i(X) В размерностях> т [26].)

Это утверждение вытекает из предложения 17. Легко дать и непосред-
ственное доказательство предложения 44.

Достаточно проверить следующее утверждение: над подкомплексом У
триангуляции пространства Х тогда и только тогда существует секущая
поверхность расслоения ет, когда т-мерный остов этого подкомплекса
можно стянуть в точку в пространстве Х. ДЛЯ того чтобы доказать это
утверждение, заметим прежде всего, что слой F т расслоения ет асферичен
в размерностях :;> т. Это сразу получается из точной гомотопической после-
довательности расслоения 6т (см. [26]). Если известно, что т-мернЫЙ
остов ут подкомплекса У стягиваем в точку в Х, то в силу теоремы о накры-
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вающеЙ гомотопии над т-мерным остовом существует сеRущая поверхность
расслоения iSm. Эта сеRущая поверхность в силу асферичности слоя Fm
в размерностях >- т может быть продош·нена на весь подномплеRС У.

Если известно, что над подномплеRСОМУ существует сеRущая поверх-
ность <р,то можно следующим образом стянуть в ТОЧRУт-мерныЙ остов ут
RОl\шлеRса У. В силу асферичности пространства Хт В размерностях<: т
существует деформация <Ptотображения <Р: ут -). Хт В стационарное отобра-
жение. Очевидно, что деформация Pm<Pt : ут-:о-х стягивает множество ут
В ТОЧRУпо пространству Х.

С л е Д с т в и е. ОдН'омерl-laЯк,атегория полиэдра Х совпадает с родом
упиверсальпого пак,рытия прострапства Х.

Предложение 44 может быть применено, например, R расслоению
ro3(V(n),G(n),O(2),p) (см. [2]). Группы :rti(V(n»=O при i<;n-2,
гомоморфизм р* : :rti (V (п» -:o-:rti (G (п» является изоморфизмом при i> 2,
поэтому g (r03) = cat2 G (п) = catn_2 G (п).

Отметим следующие утверждения.
Пр е Д л о ж е н и е 45. Если Х - полиэдр размерпости <; п8, асфе-

ричпый в размерпостях < 8 (8)- 1), то cat Х =п+1 тогда и толмо тогда,
к,огда cats Х = п + 1.

Для ДОRазательства достаточно применить теорему 6 R серровсному
расслоению ~x и R расслоению ~s' убивающему гомотопичеСRие группы
пространства Х в размерностях <; 8, И заметить, что харантеристичеСRие
Rлассы расслоения ~x и расслоения ~" совпадают.

Предложение 45 при 8=1 было одновременно инезависимо ДОRазано
И. БерштеЙном ([5]) и автором ([68]).

П р е Д л о ж е н и е 46 (И. Б ерш т е Й н). Если Х - полиэдр раз-
мерпости <;; п, то·

catX<;catmX + [т~1J '
catX<;max(catn_1X,2).

Это предложение вытенает из предложения 18 и предложения 43.

§ 4. РОД и гомологический рОД группы

Оп р е Де л е н и е 21. Р о д о м (г о м о л о г и ч е с н и м р о Д о м)
т о п о л о г и ч е с R о Й Г Р У п п ы G (обозначаетсяg(G» (соответственно
h (G» называется наибольшее из натуральных чисел п, для которых сущест-
вует главное расслоенное пространство с группоЙ G, имеющее род п (соот-
ветственно гомологичесниЙ род п). Если наибольшего из таRИХ чисел
не существует, то будем говорить, что род (гомологичеСRИЙ род) группы G
бесконечен.

Следующее утверждение очевидно.
П р е Д л о ж е н и е 47.

g (С) ='g (~ю (С» = cat Вю (С),

h (С) = h (~ю (С»

(здесь ffi - счетпая мощпость, ~ю (G) - упиверсальпое расслоепие рода ш,
ВЮ (G) - база этого расслоепия).

Если G - дискретная группа, то из предложения 47 видно, что
g (G) = cat G + 1, h (G)= dim G+1, где cat G- Rатегория, а dim G - размер-
ность группы G в смысле ЭЙленберга - Ганя [71].
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Из результатов главы IV легко получаются следующие утверждения, '1
впервые доказанные Эйленбергом и Ганя [71]. :
то g~G):: ~ (G). ж е н и е 48. Если G - дисr.ретная группа и g (G) =1= 3, !'

Группу G, дЛЯкоторой g (G) =1= h (G) (в этом случае обязательно g (G)=3,
h (G)=2), будем, следуя Ганя, называть о с о б о й г р у п пой. Особую
группу можно определить так же, как группу G, удовлетворяющую усло-
вию h (G) =2, но не являющуюся свободной. Вопрос о существовании осо-
бых групп остается открытым.

П р е Д л о ж е н и е 49. Пусть G - дискретпая группа и s,(G)-
наименьшее из чисел, для поторых существует комплекс К размерности
s(G), асферичныйвразмерностях > 1 и удовлетворяющий условию Л1 (K)=G.
Тогда g (G)=s(G)+1 (при условии g(G) =1= 2).

В самом деле, HepaBeHcTBag(G) >- h(G) иg (G)< s (G)+1 очевидны. Обрат-
ные неравенства вытекают из следующей леммы.

Л е м м а 7. Если характеристический класс ~ (n, G) пары
(В(}) (G),Bn (G)) равен нулю, то при n:> 3 множество Вn+1 (G) можно стянуть
по себе в ВN (G), оставляя на месте ВN (G).

(Это утверждение справедливо в силу n-мерности пространства
Вn+1 (G).)

В самом деле, если g (G)=n, h (G)< n, то, применяя лемму 7, видим, что
ВN (G) можно продеформировать по себе в B'H(G), и значит, g (I2€n (G))<
< n-1, что противоречит предположению g (G)=n. Если g (G)=n (n =1= 2),
то s (G)< n-1, так как полиэдр В" (G) имеет размерность n-1, Л1 (Вn (G))=G
и Лi (Вп (G))=O при i > 1 (последнее в силу того, что по лемме 7 множество
Вт (G) при любом т > n можно стянуть в множество ВN (G), оставляя на
месте множество ВN (G)).

П р е Д л о ж е н и е 50. Если дискретная группа G содержит элемент
конечного порядка, то род группы G бесконечен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Н - ЦИIшическая группа, порожден-
ная элементом конечного порядка, содержащимся в группе G. Применив
предложение 24 к пространству А(}) (G), в котором действует группа G,
получаем, что

g (А(}) (G), Н) < g (А(}) (G), С):= g (12€(}) (С)).

Но в силу следствия 2 теоремы 10 g(A(}) (G), Н)=оо.

§ 5. Категория многообразия

Покажем сейчас, каким образом могут быть получены результаты
И. Берштейна о категории многообразий, удовлетворяющих некоторым
условиям асферичности.

т е о р е м а 22 (И. Б ерш т е й н). Пусть V -есть n-.Аtерноекомпакт-
ное многообразие, удовлетворяющее условию

Лi (V) = О (2< i< k-1),

где k-1 :> r ~l.Тогда cat1V =min (g (Л1 (V)), n+ 1) и выполнено одно из
следующих соотношений:

1) catV=cat1V=n+1,
2) саtV=саtjV+1=g(л1(V))+1<n-k 2,
3) cat1 V = cat V = g (Л1 (V)) = 3, h (Лj (V)) = 2

(неизвестно, реализуется ли последний случай) . .•.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенство cat1 V <; min (g (Л1 (v)), п+1)
очевидно. Докажем обратное неравенство. Обозначим через ер: V----7ДiJ (л1(V))
характеристическое отображение универсального накрытия многообра-
зия V. Так как универсальное накрывающее пространство :многообразия V
асферично в размерностях <; k-1, гомоморфизм ер*: Н' (Л1 (V), А)----7
----7Н' (V,. А) является изоморфизмом в размерностях i<; k-1 (А -любая
з.белева группа, в которой действует группа Л1 (V)). Введем обозначения:

~=~(1, Л1(V))Е1f1(Л1 (V), 1)
- характеристическиЙ класс расслоения ~(()(G), x=ep*~ - характери-
стический класс универсального накрытия многообразия V.

Применяя предложение 32 и пользуясь тем, что гомоморфизм ер*
является изоморфизмом в размерностях <; k-1, убеждаемся, что любой
K:1Iacc.когомологий zE Н' (V, А) (i<; k-1) прецс:гавим в виде образа класса
х' Е Н' (V, 1 ® ... ® 1) при гомоморфиз:ме Н' (V, 1 ® ... ® 1) -;. Н' (V, А),
индуцируе:мом некоторым го:моморфиз:мом групп коэффициентов

1® ... ®I-:1>A.

Пусть для некоторого s имеем х" * О. Докажем, что тогда либо х" * О,
.либо s< п-k+1. В самом деле, в силу теоремы двоЙственности ПуаНJшре
для локальных систем коэффициентов существует такоЙ класс когомоло-
гий У Е нn-в (V, В) с коэффициентами в некоторой локальной системе В,
что xSU у * О. Если s:> п - k + 1, то п - s<; k -1, и следовательно, класс
когомологий у получается из класса когомологий хn-в С помощью неко-
торого гомоморфизма групп коэффициентов, поэтому х" Uхn-• = ХN * О.

В случае х" * О имеем, очевидно,
cat1 V=п+1, g(л1(V)):>п+1.

Если х" = О, то обозначим через r число, для которого х' = О И x1"-l * О. По
доказанному выше r<; п - k+ 1 и, значит, в силу неравенства k-1:>
:> [ ~ J имеем r<; k-1. Так как в размерпостях <; k-1 отображение ер*
является изоморфизмом, то ~' = О И ~r-l * О, т. е. r=h (Л1 (V))<; п- k+ 1,
.откуда заключаем, что cat1 (V) :> h (Л1 (V)). Из соотношения h (Л1 (V)) =
= g (Л1 (V)) вытекает нужное нам неравенство

cat1 V:>miп(g(л1(V)), п+1);

'Особый случай h (Л1 (G)) = 2, g (Л1 (V)) = 3 исчерпывается ссылкой на след-
ствие 2 теоремы 15.

Для того чтобы завершить ДOIщзательство теоремы, разберем отдельно
.случаи:

1)cat1V=п+1,
2) cat1 V=g(л1(V))<;п-k+1.

В первом случае в силу предложения 45

cat V=cat1 V=п+1.
Во втором случае

так как в силу теоремы двойственности Пуанкаре существует класс кого-
мологий z, удовлетворяющий условию xr-1U Z =1=О (здесь r = h (Л1 (V))
и, следовательно, long V:> h (Л1 (V))). ДЛЯ того чтобы завершитЬ доказа-
тельство, достаточно заметить, что в условиях теоремы cat1 V = cath_1 V
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и, значит,
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catV -<catk_1 V + [~ ] =cat1 V + 1.

с л е Д с т в и е (И. Б ерш т е й н). Категория трехмерного много-
образия V полностью определяется его фундаментальной группой. Именно,
если многообразие односвязно, mocat V=2, cat1 V=1, если Л1 (V)-свободная
группа, то cat V =3, cat1 V =2, если Л1 (V)-особая группа (т. е. h (л1(V))=2,
g (Л1 (V)) = 3), то cat V = cat1 V = 3, во всех остальных случаях cat V =
=cat1V=4 ..

Ни для какого трехмерного многообразия не может быть h (Л1 (V)) = 3.
Отметим следующее утверждение, которое может быть получено из

теоремы 8.
Т е о р е м а 23. Пусть J}[ - односвязное гладwое замwнутое многооб-

разие размерности 2k+ 1 (k > 1), двумерная группа гомологий womopoгa
является свободной циwличесwой группой. Предположим, что cat2 М =
= k + 1. Тогда в случае, woeaa k нечетно, двумерный штифелевсwий wласс

.многообразия lVl не равен нулю, а в случае, woeaa k четно - равен нулю.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим главное расслоенное простран-

ство ~ (Е, М, 81, р) с базой JИ, группой которой является группа 81 =
= 80 (2), а характеристический класс равен фундаментальному классу
когомологиЙ пространства iV!. Легко видеть, что расслоение р: Е -+ М
убивает гомотопичеСЮlе группы пространства М в размерностях -< 2
и, следовательно, по предложению 44, cat2 М = g (~).

Главное расслоение ~ можно рассматривать как пучок сфер
~ (Е, М, 81, 80 (2), р) и применить к нему теорему 8.

Замечая, что Н2 (M)=Z, Н2 (М; Z2)=Z2' а двумерныЙ штифелевский
класс пучка сфер ~, рассматриваемый как класс когомологий по модулю
2, равен единственному ненулевому элементу группы Н2 (М; Z2)' получаем
из утверждения теоремы 8 нужное нам утверждение.

§ 6. Категория класса когомологий

О п р е Д е л е н и е 22 (Ф а р и [62]). К а т е г о р и е й к л а с с а
к о г о м о л о г и й h ЕН" (Х, А) пространства Х (обозначаем cat h) назы-
вается наименьшая мощность ОТI{РЫТОГО покрытия ~ = {Ел} пространства
Х, на каждом из множеств которого элемент h высекает нулевоЙ класс
когомологий (т. е. для любого л должно быть iлh = О, где iл: Ел -+ Х -
отображение вложения).

Для того чтобы включить понятие категории класса когомологий
в понятие рода расслоенного пространства, построим следующее расслое-
ние ~h' Пусть К (А, п) - пространство, все гомотопические группы кото-
рого, кроме п-мерноЙ, тривиальны, а п-мерная изоморфна группе А, т. е.
Лi (К (А, п)) = О при i =f= п, лN (К (А, п») = А. (Такие пространства Ha<lLI-
ва ются про С Т Р а н с т в а м и Э Й л е н б е р г а - М а к л е Й н а
[72].) Выберем отображение <р:Х -> К (А, п), при котором характеристи-
ческий класс ~ ЕН" (К (А, п), А) пространства К (А, п) переходит в класс
h (т. е. <p*~=h). Через ~h(Eh' Х, К(А, п-1), р) обозначаем расслоение,
индуцированное над Х отображением <ри серровским расслоением

~K(A, ") = (Еа' К (А, п), К (А, п -1), р)
над К(А, п). Расслоение ~h естественно назвать Р а с с л о е н и е м,
у б и в а ю Щ и м к л а с с к о г о м о л о г и й h.
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11 р е Д л о ж е н и е 51. Если hEH (Х, А) --класс когомологий поли-
здра Х, то cat h = cat ер = g и~\).

Достаточно показать, что категория класса когомологий h равна
категории отображения ер, так как равенство cat ер = g (1St,) вытекает из
теоремы 19'. Соотношение cat h = cat ер вытекает из следующего утвержде-
ния: если В - подполиэдр полиэдра Х и i: В -'" Х - отображение
вложения, то i*h = О тогда и только тогда, когда отображение epi:
В ---;.К (А, п) гомотопно нулю. Это утвеРII{Дение справедливо в силу
известноЙ теоремы о классификации отображений в пространство
К(А, п) [25].

г л А В А VII

РАЗЛИЧНЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ ПОНЯТИЯ РОДА РАССЛОЕННОГО
ПРОСТРАН СТВА

§ 1. Теорема о классификации главных расслоенных пространств

Укажем, каким образом результаты главы IV могут быть использо-
ваны для получения теоремы о классификации главных расслоенных про-
странств с базой, являющеЙся произвольным нормальным пространством 1).

О п Р е Д е л е н и е 23. Главные расслоенные пространства
1So (Ео, В, С, Ро) и 1S1 (Е1' в, С'Р1) называются с л а б о э к в и в а л е н т-
н ы М и, если существует такое главное расслоенное пространство
1S=(E, BxI, С,р) (I-отрезок [0,1]), что можно наЙти допустимые
гомеоморфизмы 10: Ео---;.Е и 11: Е1---;.Е, удовлетворяющие условиям

plo (.2:) = (Ро (х), О) и Pl1 (х) = (Р1 (х), 1).

Иначе говоря, главные расслоенные пространства слабо эквивалент-
ны, если их можно соединить непрерывным семейством главных расслоен-
ных пространств.

11 р е Д л о ж е н и е 52 (Х ю б ш [57]). Если база В нормальна и пара-
компактна, то главные расслоенные пространства 1S0 (Ео, В, С, Ро)
и 1S1 (Е1, В, С, Р1) слабо эквивалентны.

Пусть G - топологическая группа, "С':'- бесконечное кардинальное
число, В"С (С) - база построенного в главе IV расслоения Q!"C (С), В - топо-
логическое пространство. Каждому непрерывному отображению ер:
В ---;. В"С (G) поставим в соответствие главное расслоенное пространство 1Scp,
индуцированное отображением ер и расслоением Q!"C (С).

Следующее утверждение очевидно.
11 р е Д л о ж е н и е 53. Если отображения еро: В---;'В"С (G) и ер1:

В ---;. В"С (G) гомотопны, то соответствующие и.и главные расслоенные про-
странства 1ScpO и 1SCPl слабо эквивалентны.

Таким образом, мы построили отображение множества юс гомотопи-
ческих классов отобрап,ениЙ В --)- В"С (G) в множество \)( классов слабоЙ
эквивалентности главных расслоенных пространст:в с базоЙ В и группоЙ
С. Это отображение обозначим через а.

Из результатов главы IV вытекает классификационная теорема для
главных расслоенных пространств с данной базоЙ и данноЙ группоЙ.

т е о р е м а 24. Пусть В - нормальное пространство веса <"L,
G - топологическая группа. Тогда отображение а является взаи.АfНО

1) Миллор [37] доказал теорему о классификации главных расслоений с иро-
извольной группой G с базой, ЯВЛfIющейся полиэдром. Известна также теорема
о RлаССИфИl\ации главных расслоений с параRо~шактной локально БИRомпаRТНОЙ
конечномерноii базой и с RомпаRТНОЙ группой [30] .

••••
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однозначны.м соответствие.м .между .множество.м I01 го.мотопичеСliих w,лассо(!
отображений В -+ Вт; (G) и .множество.м sn у;,лассов слабой жвивалентности
главных расслоенных пространств с базой В и группой G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Чтобы проверить утверждение теоремы,
достаточно построить отображение 13: sn -+ ~Щ, дЛЯ которого отображения
a~ и ~a являются тождественными преобразованиями. Заметим прежде
всего, что справедливо следующее очевидное утверждение ..

П р е Д л о ж е н и е 54. Если база В ЛОliально тривиального расслоен-
ного пространства и.меет вес -<, 1:, то g (~) -<, 1:.

Пусть ~ (Е, В, G, р) - главное расслоенное пространство с базой
В, f: Е -'> Ат;(G) - допустимое отображение главного расслоения ~ в глав-
ное расслоение ЩТ (G) (такое отображение существует в силу теоремы 9
и предложения 54), ер: В -> Вт; (G) - порождаемое отображением f отобра-
жение базы расслоения ~ в базу расслоения Щт; (G), иначе говоря, -
характеристическое отображение расслоения ~ (см. гл. IV). В силу тео-
ремы 10 два любых характеристических отображения расслоения ~ гомо-
топны. Таким образом, каждому главному расслоенному пространству
с базой В ставится в соответствие гомотопическиЙ Iшасс отображений
В -"- Вт; (G). Легко убедиться, что слабо эквивалентным главным расслоен-
ным пространствам ~o и ~1 соответствует один и тот же гомотопический
класс. В самом деле, расслоение ~ (Е, В xI, G, р), существование которого
утверждается в определении 23, можно допустимо отобразить в расслое-
ние ?дт; (G), так как вес В хI < 1:, и характеристическое отображение этого
расслоения В xI-+Вт;(G) является гомотопией между характеристическими
отображениями расслоениЙ f.Вo и f.В1.

Таким образом, мы построили отображение ~: sn -+ I01. Для того чтобы
закончить доказательство теоремы, достаточно доказать, что отображения
a~ и ~a являются тождественными преобразованиями. Это утверждение
получается из следующего хорошо известного предложения: если ер:
В-+В' -отображение баз, индуцируемое допустимым отображением глав-
ного расслоения ~(E, В, G, р) в главное расслоение f[j'(E', В', G, р'),
то главное расслоение ~ эквивалентно расслоению, индуцируемому ото-
бражением ер и расслоением f[j'.

Рассмотрим сейчас случаЙ, когда В - паракомпактное простран-
ство. В этом случае, в силу предложения 52, множество клаССов слабоЙ
эквивалентности главных расслоенных пространств с базоЙ В и группой
G можно рассматривать как множество классов главных расслоениЙ с ба-
зоЙ В и группой G относительно обычной эквивалентности. ПримеНJIJI вме-
сто предложения 54 предложение 11, по которому локально тривиальное
расслоенное пространство с паракомпактноЙ базоЙ имеет род, не превы-
шающиЙ ro (ro - счетная мощность), получаем с помощью точно таких же
рассуждениЙ, как при доказательстве теоремы 24, следующее утверждение.

Т е о р е м а 24'. Пусть В - параliо.мпаliтное пространство, G-
топологичеСliая группа. Тогда отображенuе а "является взаи.мно однознач-
ны.м соответствие.м .между .множество.м ЭЛ го.мотопичеСliUХ классов ото-
бражений В -+ B(j) (G) (ro - счетная .мощность) и .множество.м sn liлассов
эквивалентных главных расслоенных пространств с базой В и группой С.

§ 2. Проблема вложения

Говорят, что пространство К можно в л о ж и т ь в пространство L,
если пространство К гомеоморфно подмножеству пространства L. С по-
мощью понятия рода можно построить инварианты, дозволяющие в неко- •

~~~~ __l
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торых случаях устанавливать невозможность вложения одного простран-
ства в другое.

Пусть К - топологическое пространство, р - простое число, кр=
= К х ... х К - ПРО,изведениер экземпляров пространства К, t: кр ---'7 кр -
преобразование периода р, определяемое формулой t (x1, Х2' ••• , Хр) =
= (х2, ••• , ХР' x1), Zp (к) естьр-я циклическая степень пространства К, т. е.
пространство, получающееся из КР отождествлением точек, эквивалентных
относительно преобразования t, :n::кр ---'7 Zp (К) - естественная проекция,
d: К ---'7 КР - диагональное вложение d (х)= (Х, ... , х), d' =:n:d.

Очевидно, что в пространстве KP",d(K) преобразования t, t2, ••• ,tP-1

не имеют неподвижных точек, поэтому можно говорить о роде про-
странства КР", d (К) относительно преобразования t или, другими словами,.
о роде накрытия :n:: KP"'d(K)---'7Zр(к)"'d'(К).

Будем обозначать род (гомологический род) пространства KP",d(K)
относительно преобразования t через gp (к) (соответственно hp (К) и h~ (К»:

gp(K)=g(KP",d(K), t),
hp (к) = l~(КР '" d (к), t),~
h~ (к) = h' (КР '" d (к), t).

Очевидно, что числа gp (к), hp (к), h~ (к) являются топологическими
инвариантами пространства К. Имеют место неравенства

gp (К)::> hp (К)::> h~ (к).

П р е Д л о ж е н и е 55. Если пространство К можно вложить
в пространство L, то

gp (К) <;: gp (L),
hp (К)<;: hp (L),
h~(K)<;:h~(L).

В самом деле, вложение i: К ---'7 L порождает допустимое (т. е. комму-
тирующее с преобразованием t) отображение j: КР '" d (К) ---'7 LP '" d (L)
по формуле

j(X1, ... ,xp)=(i(x1), ... ,i(xp»,

а при допустимом отображении род (гомологический род; слабый гомоло-
гический род) не увеличивается.

П р е Д л о ж е н и е 55'. Если пространство К можно вложить в
n-мерное евl>лидово пространство Еn, mOJ

h~ (К)<;: hp (К)<;: gp (К)<;: n (р -1).

в силу предложения 55 достаточно показать, что
gp (Еn) = hp (Еn) = h~ (Е") = n (р - 1).

Выделим в пространстве (Е"? '" d (Е") подмножество S, гомеоморфное
(пр - п -1)-мер:Ной сфере s"p-n-l, уравнениями

Х1 +Х2 + ... + Хр = о, 11 x11)2 + 11 х211
2 + ... -+ 11 Хр 112 = 1

(точку пространства (Еn)Р задаем строчкой (X1, •.• , хр), где xiEE", через
11xill обозначаем длину вектора xi). Множество S инвариантно относитель-
но преобразования t: (Е')Р ---'7 (Е")Р. В силу теоремы 5 и следствия 2
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при р=2, k > О, и при р > 2, k-нечет-

I

Нlшми Sm~P) St~ = 1,

k

ном, 2J Smf~-2jSt~j=0 при р>2, k>O. Мы будем в дальпейшем опускать
j=O

индекс р в обовначепиях смитовских операций и стинродовских степеней и писать
просто Smi, Smi, Sti.

1) д У а л ь н ы м и или н о р м а л ь н ы м и ш т и Ф е Jl е в с к и м и к л а с с а м и
м н о г о о б р а в и я навываются штифелевские ттассы wi нормального пучка много-
обравип К при каком-либо гладком вложении многообравип К в еВIШИДОВОпро-
странство. Дуальные штифелевсюrе классы Wi являютсп тонологическими (даже
гомотопичесшrми) инвариантами многообравия К и свяваны со штифелевскими клас-

r
сами многообравия К соотношениями 2j WiWr_i =0.

i=O
2) Операции Sm~p): Ня (К; Zp) --> HR_i (К; Zp) и двойственные им операции

Sm(P) : Н (К, Zp) --> НЯ+; (К; Zp) были определены 'У Вень-цвюпем [53] и Томом

[50], [49]. (Том употреблял обовначения Sт~P)={}f; sm~P)=Q~.) Операции Sm~P)
свяваны со стинродовскими степенями St~: Hk (К; Zp) --> HR+i (К; Zp) соотноше-

k
" Sm k-j Stj = О.LJ (р) р

j=O

теоремы 17 имеем
h'(B, t)=h(B, t)=g(B, t)=n(p-1).

Для того чтобы завершить доказательство, достаточ,Н:Озаметить, что про-
странство (Е")Р """ d (Е") можно стянуть В множество В с помощью деформа-
ции, коммутирующеЙ с преобразованием t и оставляющеЙ на месте мно-
жество В. Такая деформация может быть определена формулами

р р

_ / 3!.-.'" . 3!...)1. ) 1<Pt (x1"",xn)-\ Xl- р ~ Х" ... , Хр- Р ."-J Х, при 0<;;t<;;2'
i=1 i=1

(~ ~) 1
<Pt (Xl , ... , Хn) = \ (2t-1) 11 у 11+2-2t ' ... , (?t-1) 11 у 11+2-2t при 2<;;t<;;1.

Через У=(У1' .", Уn) обозначен вектор (P~(X1' ... , Хоп), длина вектора У
2

определяется равенством 11 У 112 = 11 У1 112 + ... + 11 Ур 112.
Идея использовать пространство КР""" d (К) и преобразован:ие t в нем

для изучения возможности вложения одного пространства в другое при-
надлежит У Вень-цзюню [54] (в неявноЙ форме пространство К2""" d (К)
'было использовано ранее с тоЙ же целью Ван Н'аllшеном [81 ]).

у Вень-цзюнь полыювался инвариантом h~ (К), а также несколько
более сильным инвариантом Ip (К), связанным с рассматриваемыми нами
инвариантами неравенствами: h; (К) <;; 1р (К) <;; hp (К), 1р (К) <;; h~ (К) + 1.

Он показал, в частности, что из условия h~(К) <;; n, необходимого для
вложимости полиэдра К в n-мерное евклидово nростраиство Еп, вытекают
nОЛУЧCfl,1-lыеранее Уитиеем [61] и Томом [50] условия вложимости.

УитнеЙ показал, что для дифференцируемоЙ вложимости т-мерного
гладкого многообразия К в пространство Еn необходимо выполнение
условия ШR = О, k >п - т, где iШ~,- дуальные штифелевские классы 1).

Том дал следующее условие: для того чтобы компакт К можно было
БЛОЖИТЬ В евклидово пространство Еп, необходимо, чтобы для любого
k-мерного класса гомологиЙ Х ЕHI' (К; Z2) при r >- n-k выполнялось
соотношение Втгх=О, где Втг: Hk (К; Z2) -* Hk_r (К; Z2) - опера-
ции, выражающиеся через стинродовские степени и названные
У Вень-цзюнем операциями Смита 2). У Вень-цзюнь (и вслед за ним
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h

Шапиро [58]) дал необходимое и достаточное условие для вложимости
п-мерного полиэдра в Е2 '. В терминах, принятых в настоящей работе, это
условие может быть сформулировано следующим образом.

Для того чтобы п-мериыи полиэдр К (п =1=2) можuо было вложить
в"евw,лидово простраиство Е2n, uеобходимо и достаточuо выполuеuие иера-
веиства fZ2 (К) -< 2п.

В этом условии неравенство h2 (К) -< 2п можно заменить неравенством
g2(K) ~ 2п. (В силу предложения 55 условие g2(K) ~ 2п необходимо. Доста-
точность следует из неравенства h2(K) < g2(K).) Замечание о возможности
замены в теореме У Вень-цзюня неравенства h2 (К) <: 2п неравенством
g2 (К) <: 2п впервые опубликовал Ганя.

Числа gp(K), hp(K), h~ (К) не являются гомотопическими инвариантами
пространства К (достаточно заметить, что все евклидовы пространства Еn

гомотопически ЭI{вивалентны друг другу и gp (Еn) = fzp (Еn) = fz~(Еn) =
=п(р-1)).

Оказывается, однако, что для двух гомотопически Э!{вивалентных
замкнутых многообразий К и L

hp (К) = fzp (L) и fz~ (К) = h~ (L).

Мы покажем далее, каким образом число h~(К) в случае, когда К -
заА-шнутое многообразие, ориентируемое, если р =1=2, выражается через
операции Смита в многообразии К; а в случае, когда К - гладкое замк-
нутое многообразие, как число h~(К) выражается через дуальные штифеле-
вские классы многообразия К. Выражение чисел h~ (К) при р=2 через
операции Смита и дуальные штифелевские классы одновременно и неза-
висимо получил У Цзень-те [59].

Из полученных формул для числа h~ (К) следует, что для замкнутых
многообразиЙ условие вложимости h~(К) <;;. п многообразия К в Еn, при-
надлежащее У Вень-цзюню, эквивалентно условиям вложимости Тома
и Уитнея.

Остается открытым вопрос: существуют ли гомотопически эквива-
лентные замкнутые многообразия К и L, для которых gp (K)=I=gp (L)?
Положительный ответ представлял бы существенныЙ интерес, так как
в настоящее время известно весьма мало топологических, но не гомото-
пичеСЮIХ инвариантов замкнутых многообразиЙ. Эrот вопрос не является
простым, так кю{ вычисление инвариантов gp(K) для конкретных многообра-
зиЙ представляет значительные трудности, поэтому было бы интересно
решить сначала следующую более простую задачу: построить замкнутое
многообразие К, дЛЯ которого gp (К) =1=fzp (К).

Покажем сейчас, каким образом инвариант h~(К) выражается через
операции Смита (а следовательно, и через приведенные степени Стинрода)
в многообразии К.

Т е о р е м а 25. Пусть полиэдр К является п-мериым за.Atw,uуты.'rt.чuо-
гообразие.tt, k - осиовнои w,ласс гомологии mod 2 многообразия К. Тогда
число h~ (К) равно 1-шибольше.иу из чисел т, для ",оторых Smm_п_1(k) =1=О.

Т е о р е м а 25' . Пусть полиэдр К явл.чется n-мерuы.\t замw,uутЫ.Аt ори-
euтupye.lftblM .чногообразиелt, р - нечетuое простое число, k - осиовиой
w,ласс гО.ltологuЙ modp .Аt1tогообразuя К. Тогда число h~(К) равио uаиболь-
шему из uечетных чисел т, для ",оторых Smm-(p-l)n-l (k) =1=О.

Прежде, чем доказывать теоремы 25 и 25', сформулируем некоторые
утверждения о группах когомологий Н (Zp (К), d' (К); Zp). Пусть

s*: Hi (КР; Zp) -> Hi (Zp (К), d' (К); Zp)
8 труды МОС!ЮБС!С МатеМатич. об-ва, т. 11
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- гомоморфизм, обозначенный в [38] через 'P~,

б*: Hi (К; Zp) ~ Hi
+1 (Zp (К), d' (К); Zp)

- гомоморфизм, получающиЙся при помощи суперпозиции изоморфизма
(d'*(l: Н' (К; Zp) ->Н' (d' (К); Zp) и кограничного гомоморфизма пары
(Zp (К), d' (К»,

Еа: Hi (Zp (К), d' (К); Zp) -)- Hi+a (Zp (К), d' (К); Zp)

- гомоморфизм, о котором шла речь в § 3 гл. У. Известно, что любой
класс когомологий х Е Hi (Zp'(K), d' (К); Zp) может быть представлен в виде
хЕs*u+Еаб*v, где иЕН'(КР; Zp), vEHi-а--l(К; Zp). Отображение
Еаб*: Hq(K; Zp)--,,>нq+а(zр(К), d'(K); Zp) при O-o::;:a<;(p-1)q-1
является мономорфизмом. Обозначим через а основной класс когомологий-
многообразия К. Тогда класс

г=Е(р-l) n_lб*StОаЕ HпP(Zp(K), а'(к); Zp)

не равен нулю, так как отобраil,ение

является :МОНОМОрфИЗI\IОМ,и следовательно, класс когомологиЙ r является
образующим элементом группы

(р >- 2)

нnр (Zp (К), d' (К); Zp) = Zp.

Имеет место следующее соотношение:
(p-l)q

~ Еаб*St(Р-l)q-аu = О
а=О

4 гл. У:

(иEHq(K; Zp»,
(vEHq(KP; Zp»).

§

(и - произвольныЙ элемент группы Hq(K; Zp), через S th. обозначаются
приведенные степени Стинрода).

Из изложенных только что сведениЙ о группах когомологиЙ
Hi (Zp (К), d' (К); Zp) нетрудно получить следующее утверждение.

Л е м м а 8. Для любого элеме-пта и Е Hq (К; Zp) и любого элемента
иЕ Hq (КР; Zp) имеют место соотноше-пия

Еnр_q_1б*и = (Smn-qu, k) Т'

Eпp_qs*V = - ер. np-q (Smn-qи, k) r

(Через ер, т здесь обозначается функция, определенная в
ер, т = О, если р и т нечетны, ер, m = 1 в остальных случаях.)

Докажем прежде всего соотношение

Еnр_q_1б*и = (Smn-qи, k) г.

Заметим, что мы можем написать

Е б*и = f (и) Т'np-q-l ,
где f (и) - класс вычетов по модулю р, зависящиЙ от и. В самом деле,
Еnр_q_1б*и Е нпр (Zp (К), d' (К); Zp), а класс r = Епр_q_lб*StОа является
образующим элементом группы нпр (Zp (К), d' (К); Zp). По самому опре-
делению класса r, f (StOa) = 1 и, значит, f (и) = (Smoи, k) для любого

•
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(и Е Hq (К; Zp), р:> 2)

и ЕНп (К; Zp). (Мы воспользовались здесь соотношением SmOStO = 1.) При-
меняя к соотношению

(p-I)q
L Erx6*St(p-l)q-rxU = О

а=О

гомоморфизм Enp_qp_l и пользуясь тем, что Ei· Е] = Ер, ijEi+j, получаем

/ (StOи) +/ (St1и) + ... +/ (St(P-1>Qи)= О

при р=2, а также при р > 2 и n- q нечетном,

/(StOu)+! (St2и)+/(St4u)+ ... +/(St(P-l>qU)=0

при р > 2 и четном n-- q.
Написанные только что соотношения вместе с известным нам соотно-

шением / (и) = (SmOи, k), если и Е Н' (К; Zp), полностью определяют функ-
цию/ (и). в самом деле, пусть уже ДОIшзано, что известные нам соотноше-
ния определяют функцию /(и) для u EHn-l (К; Zp), где 1 < k.

Из выведенных нами соотношений можно определить / (StOu), где
u Е нп-п (К; Zp) (так как числа / (St'и) при i > О нам уже известны).
Но / (StOu) ,=! СЛр "р) = Лр, q! (и), где Лр, q * о, и следовательно, мы
можем определить также / (и).

Для того чтобы завершить вычисление фУНIЩИП/ (и), достаточно пока-
зать, что функция / (и) = (Smп-'iи, k), где u Е Н'! (К; Zp) удовлетворяет со-
отношениям / (и) = (SmOи, k), если u Е Н" (К; Zp); f(StOи) +/ (St1и) + ...
. . . +- f (St(P-l>Чи) = о при р = 2, а также при р > 2 инечетном n- q;
f (Stoи) + f (St2и) +- ... + f (St(P-l)QU) = О при р > 2 и четном n- q. Но это
непосредственно вытекает И3 соотношений

Smk StO +- Smk-1St1 + ... +SmOSth. = О

при k > о, если р=2 или р > 2, k нечетно;
Sm2h.StO + Sm2h.-2St2 + ... + SmOSt2" = О

при k > О ир> 2, связывающих операции Смита с приведенными степенями
Стинрода [53].

Из доказанного только что соотношения
Enp_q_16*и = (Smn-'iи, k) r

вытекает в силу формулы
Ea.S* = - Ер, а.' Еа.- 16*d*

второе нужное нам соотношение
Er,p_qs*и = - Ep,np_qE~,p_q_16*d*и = - Ер, nр-,! (Smn-qd*и, k) т.

Из леммы 8 и предложения 40 можно вывести теоремы 25 и 25'.
Для этого рассмотрим функции Р:; (и) и с'Т!}; (v), определенные, если
и Ен"р-т (КР; Zp), V Ен" (К; Zp), k < пр - q, и принимающие значения
BZp:

Ems*и = Р:;(и)· Еп(Р_l)-l6*StОа = Р:; (и)· т,

Ет (Eпp_m_k_16*v) = с:; (и)· Eп(P_I>_16*StOa = с:; (и)· т.

Пусть !.t [v] - наибольшее И3 чисел, для которых существует элемент
и Е Hnp-JJ.+I (КР; Zp) [и Енп (К; Zp), k < nр- v + 1], удовлетворяющий

8*

•••••••
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условию p~-\и) =1=О [G~-l(V) =1=О]. Из приведенного выше описания
групп когомологий Н (Zp (К), d' (К); Zp) и предложения 40 вытекает, что
число h~(К) равно наибольшему из чисел [1. и V.

ИЗ леммы 8 сразу следует, что функции Р:; (и) и С'!] (v) могут быть
выражены через смитовские операции формулами

рт (и). а = - е Smт-""(P-l) d*uр р, m ,

СТ; (и). а = ер. т("+11.+1)Smт-l1.v.

В случае р = 2 из ЭТИХ формул ясно, что [1. :можно определить как наи-
большее из чисел, для которых существует элемент z Е H2n-/J.+l (К; Z2)'
удовлетворяющий условию Sm/J.-n-1z =1=О, и что v = [1.-1.

Таким образом, h~(К) = [1., что в силу приведенного выше выражения
числа [1. через смитовские операции дает утверждение теоремы 25 (следует
использовать то, что отображения

и

являются сопряженными гомоморфизмами).
В случае р > 2 те же формулы показывают, что число [1. можно опреде-

лить как наибольшее из нечетных чисел, для которых существует элемент
z Е Hпp-/J.+l (К; Zp), удовлетворяющий условию Sm/J.-1-п(p-l)z =1=О, а чис-
JIO V - как наибольшее из чисел, для которых можно найти элемент
vE Hпp-v (К, Zp), удовлетворяющий условию Smv-п(р-l)V =1=О. Заметим,
что [1. :.> v. В самом деле, если число v четно, то [1. = v + 1, если число v
нечетно, то SmV-п(р-1)u = - Smv-1-п(p-1) Srn1v =1=О и, значит, [1. = V.
Таким образом, h~(К) = [1.. Используя описание числа [1. через смитов-
ские операции и тот факт, что отображения

Srn/J.-1-n(p-l) ••Hпp-/J.+l (К,' Z)· ~ НN (К' Z )р ~ , р

и

являются сопряженными гомоморфизмами, получаем утверждение теоре-
мы 25'.

Из теоремы 25' вытекает следующее утверждение.
Т е о р е м а 25". Пусть К является п-мерпым зампflутым глад1f,UМ

Мflогообразие.м, k - осповпой пласс гомологи(i mod 2 Мflогообразия К;
h: (К) = т. Тогда а) Srnт_n_l (k) =1=О, б) для любого пласса гомологий
хЕНа(К; Z2) и.щем Srnjx=O, если j:.>т-s; в) Wт-n-1 =1=О, г) ш]=о
при j :>т-п.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение а) содержится в теореме 25.
Утверждение б) доказано У Вень-цзюнем [54]. Утверждения в) и г) выте-
кают из теоремы 25 и из того, что класс когомологий w j двойствен в смысле
Пуанкаре классу гомологий Srnjk (Том [50], стр. 155).

Из теорем 25 и 25' вытекает, что числа h~ (К) одинаковы у гомотопи-
чески эквивалентных замкнутых триангулируемых многообразий.

n
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Перейдем к доказательству гомотопической инвариантности чисел
hp (К) для замкнутых многообразий.

П р е Д л о ж е н и е 56. Если замкнутые трuангулируемые многооб-
разия К и L гомотопически эквивалентны, то J~p(К) = hp (L).

Д о д а з а т е л ь с т в о. Заметим прежде всего, что в силу предло-
жения 40 для замкнутого триангулируемого многообразия К число hp (К)
может .быть определено дак наибольшее из чисел т, для доторых можно
найти класс !{огомологий Х Е Н (Zp (К), d' (К); А) (А - группа с оиерато-
рами из Zp), удовлетворяющш1: условию f1пгl (х) '*' О. Отсюда следует,
что для додазательства достаточно построить изо~;орфизм между группами
Н (Zp (К), d' (К); А) и Н (Zp (L), d' (L); А), доммутирующий с гомоморфиз-
мом f1.

Пусть ер: К -----о' L - гомотопическая эквивалентность. Отобрал,ение
'Ф : KP->LP, определяемое формулоЙ 'Ф (X1, ... , Хр) = (ер (x1), ... , ер (хр»,
коммутирует с отображением t и переводит множество d (К) в множество
d (L). Отсюда вытедает, что отображение 'Ф индуцирует отображение ':ф
пары (Zp (К), d' (К» в пару (Zp (L), d' (L»; нетрудно видеть, что порождаемый
отображением \jJ гомоморфизм групп догомологий является изоморфиз-
мом и коммутирует с гомоморфизмом f1.

§ 3. Регулярные отображения

Отображение f: К ---о> L называется р е г у л я р н ы м, если существует
такое отнрытое ПОRрытие а = {А} пространства К, что две любые точки
пространства К, принадлежащие одному и тому же элементу ПОRрЫТИЯа,
переходят в различные ТОЧRИпространства L (если х, у Е А, Х '*' у, А Е а,
то j(x) '*' j(y».

Слеп,а модифицируя конструкцию предыдущего параграфа, ~fОЖНО
построить ицварианты, позволяющие устанавливать невозможность регу-
лярного отображения одного пространства в другое.

Обозначения КР, t: КР -> КР, Zp (К), п: КР -> Zp (К), d: К -> КР,
d' = nd : К ---о> Zp (К) будем понимать в том же смысле, что и в предыдущем
параграфе.

Пусть U - окрестность множества d (К) пространства КР (онрестность
диагонали произведения КР). Если онрестность U инва риантна относитель-
но преобразования t, то можно говорить о роде (гомологичеСRОМ роде,
слабом гомологическом роде) пространства U"-..d (К) относительно преобра-
зования t.

Будем обозначать через gp (К) (hp (К), ~ (К» наименьшее из чисел,
равных роду (гомологичеСRОМУ роду, слабому гомологическому роду)
множества И'-, d (К) относительно преобразования t, где U - некоторая
инвариантная относительно преобразования t онрестность диагонали
d (К) произведения КР:

gp(K)=ming(U".d(K), t),
и

hp (К) = min lz (U".d (К), t),
и

h~(K)=minh' (U"-..d(К), t).
и

--------------------------------..;...--------- ..-..•
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п р е Д л о ж е н и е 57. Если простраllство К .мОЖllОрегУЛЯРllО ото-
бразить в простран,ство L, то

gp (К) <, gp (L),

~ (К) <, i1p (L),

h~(К)<, h~(L).

Д о к а з а т е л ь с т во. Пустьf: K-'7-L- регулярное отображение,
а={А} - открытое покрытие пространства К, удовлетворяющее усло-
вию: если Х, у ЕА, Х =F у, А Еа, то f (х) =F f (у). Построим окрестность U диа-
гонали d (К) произведения КР, полагая, что (X1, ••• , Хр) Е и, если для любой
пары индексов i, j (1<, i, j <, р) найдется такой элемент А покрытия а, что
xi Е А, xj ЕА. Пусть V - инвариантная относительно преобразования t
окрестность диагонали d (L) произведения LP, для которой gp (L) =
= g (V"'--d (L), t). Построим отображение 'Ф: КР -'7- LP с помощью фор-
мулы 'Ф (X1, •.• , Хр) = f (X1' .•• , Хр) и рассмотрим множество U П 'Ф-l (V).
Множество UП'Ф-l (V) инвариантно относительно преобразования t
и является окрестностью диагонали d (К) произведения КР, отображение
'Ф коммутирует с преобразованием t и переводит множество UП'Ф-1 (V)"'--
"'--d(К) в мнтнество V"'--d(L), поэтому gр(К)<,g(UП'Ф-1(V)"'--d(К»<,
<, g (v"d (L» = gp (L).

Доказательство неравенств hp (К) <, hp (L), h~ (К) < h~ (L) происходит
точно так же, только вместо теоремы о том, что род не понижается при
допустимом отображении, нужно использовать соответствующий факт
для гомологического рода и слабого гомологического рода.

11 р е Д л о ж е н и е 57'. Если простраllство К .можн,о регУЛЯРllО
отобразить в евr;,лидово простран,ство Еn, то

h~ (К) <, hp (К) <, gp (К) <, п (р -1).

Для доказательства достаточно проверить, что

Это можно сделать с помощью рассуждений, аналогичных доказательству
предложения 55.

Описанная только что конструкция инвариантов, позволяющих уста-
навливать невозможность регулярного отображения одного пространства
в другое, принадлежит У Вень-цзюню. У Вень-цзюнь пользовался инвари-
антом h:p (К) и несколько более сильным инвариантом J р (К), связанным
с рассматриваемыми нами инвариантами неравенствами h:p(K)<,Jp(K)<,
<, hp (К), J р (К) <,7i~(К) + 1. у Вень-цзюнь указал оценку инварианта
Jp(K) <,h~ (К) с помощью операций Смита в пространстве К, а для гладких
замкнутых многообразий - выражение инварианта h~(К) через дуальные
штифелевские классы многообразия К [54].

На инварианты h~(К), -hp (К), gp (К) могут быть перенесены резуль-
таты, получ€нные в предыдущем пункте для инвариантов h~ (К), hp (К),
gp (К).

Числа h~ (К), hp (К), g р (К) оказываются топологическими, но не гомо-
топическими инвариантами пространства К. Однако если К - замкнутое
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триангулируемое многообразие, то числа h;, (К) и hp (К) определяются
гомотопическими своЙствами многообразия К. Число h~(К) можно в этом
случае выразить через операции Смита в многообразии К (при р > 2
в предполтнении, что многообразие К ориентируемо). Остается открытым
вопрос: существуют ли гомотопически эквивалентные замннутые многооб-
разия К и L, дЛЯ ноторых gp (К) =1=-gop (L)?

Мы остановимся здесь только на выражении числа h~(К) через опе-
рации Смита.т е о р е м а 26. Пусть К есть п-мерпое замwпутое триапгулируемое
мпогообразие, ориептируе.чое, если р > 2 (р - простое число); k- осповпой
класс гомологий mod р мпогообразия К. Тогда число h~(К) равпо паиболь-
тему из чисел s, для womopblx Sт8-(p-l)п (k) =1=-О.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем такую инвариантную относительно
преобразования t окрестность И диагонали d(K) произведения КР,
что h;, (К) = h' (U"'-..d (К), t) и существует инвариантная относительно t
деформация множества И по себе в множество d (К), оставляющая d (К)
на месте. Обозначим через V = л: (И) проенцию онрестности И в Zp (К),
через i: V"'-..d' (К) -7 Zp (K)"'-..d' (К)-отображение вложения, через

'1ЕНО (Zp(K)"'-..d' (К); Zp)([EHO(V"'-..d'(К); Zp)]-единичныЙ класс кого-
мологиЙmоd р пространства Zp (K)"'-..d' (К) [пространства V"'-..d' (К)], оче-
видно, 1: = i* '1. Для того чтобы доказать теорему, достаточно проверить,
что Ев (1) = о тогда и толыш тогда, ногда для любого r > s имеем
Smr_<p_l)" (k) = О.

Заметим, что Es1 = i*E8'1 и, следовательно, из точноЙ последова-

т.ельности пары (Zp(K) "'-...d' (К), V "'-..d' (К)) -7 Н8 (Zp (К), V; Zp) ~
~ H~ (Zp (К) "'-..d' (К); Zp) ~ Н8 (V "'-..d' (К); Zp) можно занлючить, что
Е8 ('1)=0 В том и тольно В том случае, когда Es'1=j*x, где
х Е Н" (Zp (К), V; Zp)' Из условиЙ, наложенных на окрестность И,
вытекает, что HS(Zp(K), V; Zp)=HS(Zp(K), d'(K); Zp), и мы можем
утверждать, что ЕЗ = о тогда и только тогда, когда существует элемент
xEHS(Zp(K), d'(K);Zp), удовлетворяющиЙ условию Es'1=j*X, гдеj
можно рассматривать как естественное отображение группы когомологиЙ
с компактными носителями многообразия Zp (К) "'-..d' (К) в обычную
группу когомологиЙ этого многообразия. Из зюшна двоЙственности
Пуанкаре и соотношения EsU=ULJEs'! вытюшет, что Еэ'1 = j*x в том
и только том случае, когда EsU=uL]x для любого класса когомологиЙ
иuЕНnР-S(Zр(К), d'(K);Zp)' Условия для существования такого элемен-
та хнетрудно получить из известных Фю{Тов об алгебре когомологиЙ
Н (Zp (К), d' (К); Zp) и результатов предыдущего параграфа.

Напомним прежде всего, что всякиЙ элемент и Е HТlP-B (Zp (К), d' (К); Zp)
может быть представлен в виде и = s*a+Eab*b, где а Е HТlP-8 (КР; Zp)'
Ь Е Hnp-s-a-1 (К; Zp). Произведение классов когомологиЙ Zp (К) mod d' (К)
определяется соотношениями s*a LJ ЕаЬ*Ь = ЕаЬ*Ь U ЕаЬ*Ь' = О, s*a I J s*b =
=s* (aall Ь), где а Е Н (КР, Zp)' Ь, Ь' Е Н (К, Zp)' а: Н (КР; Zp) -7 Н (КР; Zp)-
гомоморфизм, опредеЛЯ9:tlЫЙ формулоЙ а = '1+ t* + t*2 + ...+ t*P-l.

Заметим, что из этих соотношениЙ вытекает, что uU(s*a+Eab*b) =
= uUs*a для любого и Е Н (Zp (К), d'(K); Zp) и, следовательно, мы можем
искать элемент х, удовлетворяющиЙ условию E8'1=j*x в виде x=s*a,
где а Е Н" (КР, Zp).

-----------------------------
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ПустьЕJ=о. Тогда Es1=j*x, x=s*a(aEHS(KP;Zp»' Из леммы 8
вытенает, что Еаб*ЬU~*а=Еа+sо*Ь=(Sта+S+1-п(Р-1)Ь, k)r, где а:;>О
при р = 2 или s четном, а - четное число :;> О при р > 2, s нечетном,
Ь - произвольный элемент группы Hnp-a-s-1 (К; Zp)' С другоЙ стороны,
Еаб*Ь lJ ~*a = О. Таним образом, Sma+s+1- п (1'-1) Ь = О для любого элемента
Ь Е Нпр-а-е-1 (Ki 21') И, значит, Sтa+s+1-n (1'-1) k = О. Отсюда следует, что
при условии Es (1)=0 выполняются соотношения Smr-_п (1'-1) k = О для г > s.
(При р=2 и при р > 2, s четном это уже доназапо, ирир > 2, s печетном
следует воспользоваться тем, что Sт21+1 = -Sт1Sm21')

Пусть для любого r > s имеем Smr_n (p_-1)(k) = О. Понаif\ем, что тогда
Es (1)=0. Еслир > 2, sнечетно, то по теореме 25 занлючаем, что h~ (К)<:; s,
т. е. Es(1)=0 и, значит, EJ1) =0. Рассмотрим случай, ногда р > 2, s четно
или р=2. Мы долш:ны поназать, что существует элемент аЕН' (К; Zp)'
удовлетворяющий условиям:

Eao*bUs*a = Eao*bU Ев1 = (Sma+s+1-n(p-1) Ь, k) г,
где а:;>О, ЬЕнпр-а-S-l(К;Zр) и

s*uU~*a=s*uUEs1= -(SmS-Yl(Р-1)d*u, k),

где и Е f!пp-s (КР; Zp)' Первое условие автомаТllчесни удовлетворяется,
тан нан Eao*bLJs*a=O и

(Sma+s+1-n(p-l)b, k)=(b, Sта+s+1-YI(р-1), k)=O.

Второе условие в силу соотношения s*u U ~*а = s* (и U аа) и соотношения
s* ('Ат)=г, где т - основной !шасс ногомологий многообразия К1', может
быть переписано в виде uL laa = - 'А (SrпS-n (1' .1) d*u, k) т. Тан нан фунн-
ция Il (и) = - 'А (S ms-n (1'-1) d*u, k) является гомоморфизмом группы
Hrtp-s (J(P; Zp) В группу Zp' из занонов двойственности IIуаннаре и Пон-
трягина вытенает, что существует единственныЙ нласс ногомологиЙ
w Е HS (К1'; Z1')' удовлетворяющий условию uLJw= - 'А (SтS-n (Р-l) d*u, k) т.
Для того чтобы завершить доназательство, достаточно убедиться, что !{ласс
ногомологий w может быть представлен в виде ш= аа. Из формулы Кюннета
Н (КР; Zp) = Н (К; Z1') -g, ... &JH (К; Zp) вытенает, 'по это можно пона-
зать, проверив, что t*w = w и (zQ9 ... Q5;z)LJ w = О для любого нласса
ногомологий z Е Н (К; Z1')' если s +р' dim z = пр. Соотношение t*w = w
вытенает из того, что d*t*u=d*u, и следовательно,

t*uUw= -'А (Sтs-n(p-1)d*t*u, k)m= -'А(Sms-n(р-l)d*u, k)=uUw

для любого элемента uЕНпР-S(КР; Zp)' Соотношение (z(8) ... QS:z)!Jw=O
(dim z = 1, s + рl = рп) можно доназать, заметив, что
(z (8) ... ® z) LJw = - 'А (Sms-n (1'-1) z1', k) т = О, тан нан (SmS-n (1'-1) z1', k) =
= (Sms-n (р-l) St1 (р-l) Z, k) = _ 2'; (Smr-n (р-l) St1 (P-1)+s-r z, k) =

r>s

= L (St1 (p-1Hs-r z, Smr_n (р-l) k) = О. (Мы воспользовались здесь форму-
r>s

k

лой Zl SmiStk-i = О (k> О).)
i=O
Из теоремы 26 и теорем 25 и 25' вытенает следующее утверждение.
Т е о р е м а 26'. Пусть К - за.мкнутое триангулируе.мое .многообразие,

ориентируе.мое, если р > 2 (р - простое число). Если число h~ (К) нечетн(}
и р>2, то ~(K)=h~(K), в остальных случаях h~(К)=11~(К)-1.

••
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§ 4. CTPYI{Typa непрерывных отображении

В последние годы появилось большое количество работ, в которых
показывается, что при непрерывном отображении одного пространства
в другое (чаще всего при отображении сферы в евклидово пространство)
множество данного вида переходит в точку. Отметим, например, работы
[17], [19], [20], [23], [24], [36], [74], [75].

По-видимому, первой из теорем этого типа была
Теорема 27 (Борсука-Улама [17J). Непрерывnое ото-

бражеnие п-.мерnоЙ сферы 8" в п-.мерnое евклидово nростраnство Еп nере-
водит nекоторую пару диа.метральnо противоnоложnых точек в одnу точку.

Приведем также следующую теорему Какутани - Нмабе - Юдзёбо
[24], [74J.

Т е о р е м а 28. Если деuствительnая nеnрерывnая функция f оnреде-
леnа па (п-1)-.мерноЙ сфере 8"-1, то .МОЖnо nаuти n взаи.МНО nерnеnди-
r.,УЛЯРНЫХрадиусов этой сферы, па концах которых функция f nрини.мает
одnо и то же зnачеnие.

Отметим, что из теоремы 28 вытекает, что ОI\ОЛОкаждого за~шнутого
ограниченного выпуклого мнош:ества в n-мерном еВI\ЛИДОВОlVIпространстве
можно описать п-мерный I\уб.

Ряд общих теорем, охватывающих, в частности, сформулированные
выше теоремы Борсука - Улама и КаI\утани - Ямабе - Юдзёбо и дру-
гие доказанные ранее предложения, содержится в работах Ян Чжун-дао
[75].

Ян Чжун-дао определяет понятия B-индеI\са и индекса бикомпакта
относительно действующей в нем без неподвижных точек инволюции и ПОI{а-
зывает, что с помощью этих понятий можно получить для отображений
пространств, в I\ОТОрЫХ действует инволюция, ряд теорем, обобщающих
и существенно усиливающих многие теоремы, известные ранее для ото-
бражения сфер.

Введенные Ян Чжун-дао понятия В-индекса и индекса иространства
относительно инволюции содержатся в ионятиях, определенных в настоя-
щей работе. Именно В-индекс (индеI\С) бикомиакта относительно действу-
ющей в нем без неиодвижных точек инволюции на единицу меньше
рода (слабого гомологического рода) этого бикомпакта относительно
инволюции.

Сформулируем неI\оторые из теорем, полученных Ян Чжун-даОj поль-
зуясь принят ой В настоящей работе терминологией.

У1. Пусть в бико.мnакте Х действует без nеподвижnых точек иnволю-
ция Т. Тогда следующие утверждтия эквивалентны:

а) g(X, Т):>п+1,
б) для любого неnрерывnого отображетiUЯ f биКО.мnакта Х в евклидово

nростраnство Еn nайдется такая точка хЕХ, что f(x)=f(Tx),
в) nе существует отображеnия пространства Х в сферу 8п-1, пер е-

водящего любую пару точек х, Тх в диа.метрально nротивоnоложnые точки
сферы.

У2. Пусть в бико.мnакте Х действует без неподвижных точек инволю-
ция Т, j - отображеnие пространства Х в k-Mepnoe евклидово простран-
ство ER., Х k. - мтюжество точек пространства Х, удовлетворяющих усло-
вию f (х) = f (Тх). Тогда

g(Xk, Т) :>g(X, Т)- k,
h' (Xk, T):>h' (Х, T)-k .

•••••
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УЗ. Если в биу;,о.мпау;,теХ действует без неподвижных точеу;, инволю-
ция Т, то

h' (Х, Т) <, h (Х, Т) <, dim Х + 1.

У4. Пусть Х - биу;,ОJrтау;,тс инволюцией Т, не и.меющеЙ неподвижных
точеу;" Е и F - два за.му;,нутых под.множества про изведения Х Х Х тау;,ие,
что утверждения (х, у) Е Е, (у, х) Е Е, (Тх, у) Е Р, (х, Ту) Е F эу;,вивалентны,
EU F = Х х Х и (х, х) ЕЕ'" F (х и у - произвольные точу;,и пространства Х).
Если f - отображение пространства Х в k-мерное еву;,лидово пространство
Еп и g (Х, Т) :> nk + k, то существуют тау;,ие точу;,и Х1' ... , хп Е Х, 'Что
f (х1),= 1(х2)=· .. =1 (хп) =1 (Тх1)=1 (Тх2) = '" =1 (Тхп) и (Хр Xj) ЕЕПF при
i=l=j, 1<,i, j<,n.

Последнее утверждение может быть применено, например, в случае,
когда Х = Snk+k есть (nk + k)-мерная сфера (х, у) Е Е [(х, у) Е Р], если

радиус-векторы ТОЧeI{ х и У образуют угол <, ~ [ :> ~ J . в этом случае
условие (х, у) Е Е n F обозначает, что радиус-векторы точек х и у ортого-
пальны.

Укажем сейчас обобщения некоторых из результатов Ян Чжун-дао
на случай, когда пространство Х, в котором действует периодическое

. преобразование, отображается в пространство У (не обязательно в евкли-
дово пространство). (Отметим, что обобщением одного из утверждений тео-
ремы УЗ является теорема 5, а эквивалентность условий а) и в) теоремы
У1 вытекает из теоремы 14.)

П р е Д л о ж е н и е 58. Пусть в пространствах Х и У действует
конечная группа G, приче.м в пространстве Х группа G действует без непо-
движных точеу;" а U - тау;,ое за.Atу;,нутое под.множество пространства У,
инвариантное относителыю группы G, что в У'" U группа G действует
без неподвижных точеу;,. Тогда для любого отображения 1:Х ~ У прострап-
.ства Х в' пространство У, у;,о.м.мутирующего с преобразования.ми группы G,
UMeeMg«(1 (U),G):>g (Х, G) - g (У'" и, G).

(Множество Г 1 (И) инва риантно относительно группы G, поэтому можно
говорить о его роде.)

Для доказательства достаточно заметить, что

ПримеiIяя предложение З, убеждае:мся, что для любой окрестности V мно-
жества (1 (И), инвариантной относительно группы G, g (Х, У) <,
<, g (У '" и, G) + g (V, G).

ДЛЯ того чтобы завершить доказательство, достаточно сослаться на сле-
дующее почти очевидное утверждение.

Л е м м а 9. Если в пространстве Х действует без неподвижных точеу;,
конечная группа G, а Z - за.му;,нутое под.множество пространства Х, пере-
ход.ящее в себя при преобразованиях группы G, то у .множества Z существует
тау;,ая инвариантная относительно группы G оу;,рестность V, что

g (Z, Y)=g (V, G).

т е о р е :м а 29. Пусть в пространстве Х действует без неподвижных
точеу;, преобразовапие Т периода р (р - простое число), 1: X~Y - непре-
рывное отображение пространства Х в пространство У, Z - .множество
точеу;, х Е Х, удовлетворяющих условию

1 (х) = f (Тх)=1 (Т2х) = .., = 1(ТР-1.1;).
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g(Z, Т) >-g(Х, Т) - gp (У).
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(Множество Z инвариантно относительно преобразования Т, поэтому
можно говорить о роде множества Z. Через gp (У), как и в § 2, обозначается
род пространства УР", d (У) относительно периодического преобразова-
ния t (здесь t (Уl' ... , Ур) = (У2"'" Ур' Yl»')

Доказательство. Рассмотрим отображение р: Х -+ УР, опре-
деленное формулой р(х)=и(х), j(Tx), ... , j(TV-1(х», и применим к этому
отображению предложение 58, приняв за множество и, фигурирующее
в этом предложении, множество d (У). (Считаем, что в пространстве Х
действует группа, порожденная преобразованием Т, а в пространстве
УР действует группа, порожденная преобразованием t. Предложение 58
применимо, так как р(Тх)= tp(x).) Мы получаем, что

g ([J-1d (У» >- g (Х, Т) - g CP"'d (У), t).

Так кю{ p-1d(У)=Z, а g(YP"'d(Y), t)=gp(Y), то доказанное неравенство
равносильно утверждению теоремы.

С л е Д с т в и е. Если в условиях теоремы 29 простраnство У является
k-мерnblМ евклидовым простраnством Е", то g (Z, Т) ::> g (Х, Т) - k (р -1).

В самом деле, в § 2 былодоказано,ЧТО gp (E")=k (р-1) (см. доказатель-
ство предложения 55).

3 а м е ч а н и е. Если пространство Х является бикомпактом, то в пред-
ложении 58 и теореме 29 можно говорить не о роде, а о гомологическом роде,
определяя гомологический род с помощью групп когомологий В смысле
Александера - Спаньера.

Точнее говоря, можно утверждать, что в условиях предложения 58
h(j-l(U), G)>h(X, G)-h(У',,-U, G),

а в условиях теоремы 29
h (Z, Т) >-h (Х, Т) -hp (У).

ДЛЯ того чтобы убедиться в этом, нужно повторить доказательство предло-
жения 58 и теоремы 29, заменив ссылку на предложение 5 ссылкой на
предложение 36. (Аналог леммы 8 для гомологического рода вытекает
из непрерывности теории групп когомологий в смысле Александера -
Спаньера.)

Т е о р е м а 30. Пусть Х - простраnство, в котором действует без
nеподвижnых точек преобразоваnие Т периода р (р - простое число),
Еn - п-мерnое евклидово простраnство.

Следующие утверждеnия эквивалеnтnы:
а) g(X, Т) > пр-п,
б) при всяком nепрерывnом отображеnии j простраnства Х в простраn-

r:meo Е" nайдется точка х Е Х, удовлетворяющая условию
j (х) = j (Тх) = ... = j (ТV-1x).

Д О К а з а т е л ь с т в о. В силу следствия теоремы 29 из утвержде-
ния а) вытекает утверждение б). Покажем, что верно и обратное. Пусть
g( Х, Т) <;:: пр - п. Выделим в пространстве (Е )р множество S, гомеом()рф-
ное сфере S ,p-n-1, уравнениями X1 + ... + Хр = о, 11 Xll12 + ... + 11 ,ТП 112 = 1
(точки пространства (Еn)Р задаем строчками Xl, ••• , Хр' где Х; Е Е", 11 Х; 11-
длина вектора xJ. Множество S инвариантно относительно преобразова-
ния t. По теореме 15 существует отображение 'Ф: Х -)- S, удовлетворяющее
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условию 'ФТ = t'Ф. Определим отображение л: : S -» Еп следующиМ образом:
если Х=(Х1' ... , Хр) ЕS, то л:(х)=х1. Легко видеть, что для отображения
j=л:'Ф: Х -'?Еп нельзя найти точки хЕ Х, удовлетворяющей условию j(x)=
= j (Тх) = ... = j(TP-IХ). Тан:им образом, из утверждения б) вытекает
утвеРJIщение а).

Предложение 58 и следствие теоремы 29 при р=2, теорему 30 при
р=2, п=1 дон:азал Ян Чжун-дао [75] (см. теоремы У1 и У2 в начале
этого пункта).

Мы не будем остапавливаться на обобщении других результатов Ян
Чжун-дао. Заметим лишь, что при доказательстве теорем типа теоремы
Какутапи - Ямабе -- Юдзёбо можно с успехом применять не толыш
понятио рода пространства относительно инволюции, ноторые иснользовал
Ян Чжун-дао, но и понятие рода пространства относительно периодиче-
ского преобразовния.

Поступило
23.1\' .1960
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