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Handbuch

der angewandten Mathematik
Herausgegeben von Dr. H. E. Timerding

o. Prof. an der Technischen Hochschule in Braunschweig

Das Werk, dessen drei erste Teile zunachst erschienen sind, ist bestimmt, die gesamte
angewandte Mathematik in einer fiir die Studierenden der Universititen und der Technischen
Hochschulen gleich brauchbaren Form za behandeln. Als angewandte Mathematik bezeichnen
wir alle die Zweige der Mathematik, die zwischen der theoretischen Entwicklung und der
wirklich nwend auf technische und naturwissenschaftliche Probleme liegen. Hierbei
ist natdrlich nicht ausgeschlossen, daf}, wo die theoretische Entwicklung fir die Anwendung
nicht ausreicht, sie in passender Weise erginzt werden mufl. Vor allen Dingen ist angewandte
Mathematik eigentliche Mathematik, nicht Physik oder Technik; sie ist nur Mathematik,
die nach den Anwendungsgebieten und den prakilischen Zwecken orientiert ist. Danach be-

timmt sich der math tische Charakter des vorliegenden Werkes und die Abgrenzung seiner
einzelnen Teile. Dienlich wird es sich jedem erweisen, flir den der praktische Gebrauch der
Mathematik in irgendei Hinsicht, und aus welchem Grunde es auch sei, Interesse hat.

1. Band: Praktische Analysis. Von Dr. Horst v. Sanden, Prof. an der
Techn. Hochschule zu Hannover. 2., verb. Aufl. Mit 32 Abb. im Text.

»Das Buch ist einfach und sehr klar ﬁeschrieben,‘ die Figuren sind ausreichend grofi
und deuflich. Der Satz ist fehlerfrei. Die Ausstattung des Werkes steht in jeder Beziehung
tadellos da. Das Werk kann daher warmstens empfohlen werden.* .
(Osterr. Zeitschrift far Vermessungswesen.)

»Das Buch kann nicht nur den Studierenden der angewandten Mathematik, von denen
Vertrautheit mit den besprochenen Methoden zu fordern wére, sondern auch den Studierenden
der technischen Hochschulen aufs wirmste emplfohlen werden; sie werden dadurch die in
der Praxis vielfach verwendeten praktischen Methoden und Rechenvorschriften von einem
héheren Gesichtspunkte aus aufzufassenlernen.* (Jahresber.d. Dtsch. Math.-Vereinigg.)

1L. Band: Darstellende Geometrie. Von Dr. Johannes Hjelmslev, o.Prof.
der darstellenden Geometrie an der Techn. Hochschule in Kopenhagen.
Mit 305 Figuren. [IX u. 320 S.] 8. 1914. Geh. M. 5.60, geb. M. 6.60

wDer eigenartigen Doppelstellung der darstellenden Geometrie wird das Buch in besonders
glicklicher Weise gerecht, indem es einerseits auf die wi haftliche Bedeutung der dar-
stellenden Geometrie und_die wissenschaftliche Exaktheit ihrer Behandlung hohen Wert legt,
ohne doch andererseits die enge Fiihlung mit den Bedarfnissen der Praxis dabei zu verlieren.
Von ganz hervorragendem mathematischem Wert ist die geradezu meisterhafte Behandlun;
der ebenen Kurven und der Raumkurven." (Zeitschr.f.d. mathem.u.natarw.Unterr.]

»Das Buch bietet durch die Hinweise aut fechnische Anwendungen dem Mathematiker
Gelegenheit, den Ubergang von der abstrakten Wissenschaft zu den Aufgaben der Praxis
kennen zu femen, wihrend es andererseits dem Techniker dazu dienen kann, seine wissen-
schaftliche Auffassung zu vertiefen.* (Monatshefte f. Mathematik u. Physik.)

Il Band: Grundziige der Geodasie mit EinschluB der Ausgleichungs-
rechnung. Von Dr.-Ing. Martin Nabauer, o. Prof. der Geoddsie an der
Technischen Hochschule in Karlsruhe. Mit 277 Figuren. [IX u. 420 S.] 8.
1915. Geh. M. 7.50, geb. M. 8.70

«Dieses knapp gehaltene, fibersichiliche und reichhaitige, in Taschenformat ausgefdhrte
Buch wird auch dem Ingenicur, Landmesser und Markscheider ein willkommenes Nach-
schlagewerk sein, das leicht mitzufithren ist und darch das Sachregister den raschen Gebrauch
ermdglicht; insbesondere wird auch der erfahrene Praktiker den Teil dber hdhere Geodasie
gern zu Rate ziehen.* (Mitteilungen aus dem Markscheidewesen.)

wDie Darstellung ist klar und dbersichilich, die Figuren sind vorirefflich und be-
lehrend, auch die Rechnungsbeispiele diirften sehr willkommen sein und sind nett an-
geordnet.” (Lit. Zentralblatt fir Deutschiand.)
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Yorwort des Herausgebers zur ersten Auflage

Dem Handbuch, dessen erster Teil hiermit an die Offentlich-
keit tritt, miissen einige allgemeine Bemerkungen zum Geleit mit
auf den Weg gegeben werden, damit sein Zweck richtig verstan-
den wird. Der Grund, warum die Herausgabe unternommen worden,
lag darin, daf es fiir die angewandte Mathematik eine zusammen-
fassende Darstellung nicht gibt, aber seit ihrer Einfiihrung an den
Universititen namentlich von den Studierenden als ein Bediirfnis
empfunden wird. AuBerordentlich schwierig war hierbei die Ab-
grenzung des Gebietes. Was unter angewandter Mathematik zu
verstehen ist, ist nicht von vornherein unzweideutig bestimmt.
Der Begriff der angewandten Mathematik bildete sich aus, als
sich innerhalb der zu einer Enzyklopidie der Realwissenschaften
verbreiterten Mathematik das Bestreben zeigte, die rein theoreti-
schen Teile abzusondern. Dabei wurde der nach AusschluB dieser
Teile iibrigbhleibende Rest als angewandte Mathematik bezeichnet,
und es ist klar, daB die Gegenstéinde sehr ungleichartig waren,
die unter diesem Begriffe zusammengefat wurden. Im Laufe
der Zeit ist er noch manchen Schwankungen unterworfen ge-
wesen. FEinstmals gehorte zu der angewandten Mathematik auch
die Architektur und der Festungsbau. Heute wird man darunter
zunichst das verstehen, was nach der preuBlischen Priifungsordnung
fir die Kandidaten des hoheren Schulamts als angewandte Mathe-
matik bezeichnet wird, also eine Zusammenfassung von darstellen-
der Geometrie, Geodiisie und technischer Mechanik. Dabei ist
allerdings sofort zu bemerken, dafl die letzten beiden Fécher un-
bedingt zwei selbstindige Wissenschaften bilden und nicht ohmne
weiteres zur Mathematik gerechnet werden konnen. Bei der tech-
nischen Mechanik gibt die Priifungsordnung selbst die ndtige Er-
liuterung, indem sie nur die Kenntnis der mathematischen Metho-
den der technischen Mechanik verlangt und besonders die Methoden
der graphischen Statik heraushebt. In der Tat, wenn wir bei an-
gewandter Mathematik von Mechanik sprechen, so dirfen wir
darunter nicht das ganze Gebiet in seinem realen Gehalt verstehen,
sondern nur den mathematischen Apparat, der dabei zur Verwen-
dung kommt. Bei der Geodisie liegt die Sache jedoch etwas anders.



VI Vorwort

Von einem Unterricht in der Geodssie sind allerdings die prak-
tischen Messungen im Feld nicht zu trennen. Solange man sich
aber auf die niedere Geodisie beschriinkt, welche die Priifungs-
vorschriften vornehmlich ins Auge fassen, behalten diese Messungen
einen einfachen Charakter und kdnnen schlieBlich mit zum mathe-
matischen Unterricht gerechnet werden. Auf der Schule werden sie
es ja in jedem Iall miissen. Die Geodisie ist ferner von der Astro-
nomie nicht vollig zu trennen: die Aufgaben der Ortsbestimmung
nehmen auch astronomische Beobachtungen zu Hilfe. So wird
mit der niederen Geodisie auch die sph#rische Astronomie zu der
angewandten Mathematik gerechnet werden miissen.

Der vornehmlich durch F. Kleins unablissige Bemiihungen
an der Gottinger Universitit ausgebildete Liehrbetrieb hat aber die
in der preuBischen Priifungsordnung vertretene Auffassung mit der
Zeit noch wesentlich ergénst. Zunichst zeigte sich, daB das, was
man im engeren Sinne als angewandte Mathematik bezeichnen
muB, in der Priifungsordnung noch gar nicht hervorgehoben ist.
Um nimlich von der theoretischen Entwicklung zur praktischen
Ausfiibrung der Rechnung iibergehen zu konnen, um von Lehr-
siitzen und Formeln zu numerischen Resultaten zu gelangen, be-
darf es einer besonderen Disziplin, die den Ubergang vermittelt
und die wir in unserem Handbuch als prakiische Analysis be-
zeichnen. Diese Disziplin zielbewuflt in den Lehrbetrieb der Got-
tinger Universitit eingefithrt zu haben, ist das groBe Verdienst
von C. Runge. Ferner war schon seit lingerer Zeit in Gdttingen
die Versicherungsmathemalil durch ein versicherungstechnisches
Seminar vertreten, ist aber erst in den letzten Jahren dort in die
Oberlehrerpriifung unter der angewandten Mathematik aufgenom-
men und damit im eigentlichen Sinne dem mathematischen Stu-
dium zugerechnet worden.

Alle die bis jetzt genannten Ficher muBten bei einer zusammen-
fassenden Darstellung der angewandten Mathematik Beriicksich-
tigung finden. Dadurch war der Mindestumfang des Handbuches
bestimmt Es zeigte sich aber dabei, daB es sich im Grunde um
eine Reihe von Einzelwissenschaften handelt, die untereinander
nur in verhdltnismiBig lockerem Zusammenhange stehen. Des-
wegen schien es angebrachf, das ganze Werk in eine Reibe von-
einander unabhiingiger Teilbinde zu zerlegen, die einzeln von ver-
schiedenen Verfassern selbstindig bearbeitet werden konnten und
sich in ihrer Gesamtheit von selbst zu einem Bilde der ganzen
angewandten Mathematik, wie sie nach dem heutigen Stande der
Wissenschaft und des Lehrbetriebes vorliegt, zusammenschlieBen.
Der Herausgeber war so der unangenehmen Pflicht iiberhoben,



Vorwort VIIL

die Verfasser in der freien Bearbeitung des ihnen zugefallenen
Wissenszweiges um der Riicksichtnahme auf die benachbarten
Artikel willen fortwihrend zu hemmen. Es stand ihm, was die
Abgrenzung des Stoffes und die Art seiner Darbietung betraf, nur
eine beratende Rolle zu. Im #brigen iibernahmen die Verfasser
mit der wissenschaftlichen Verantwortung fiir ihre Binde auch
das Recht, sie nach Gutdiinken auszugestalten. Trotzdem geschieht
es nur zu leicht, dafl der Herausgeber, dessen Name einem lite-
rarischen Unternehmen voransteht, auch fiir die Einzelheiten der
Ausfubhrung verantwortlich gemacht wird,. Wo man einen Fehler
bemerkt oder eine Liicke findet, sagt man, das hitte der Heraus-
geber verbessern miissen. Alles Gute dagegen kommt mit Recht
auf Rechnung der Verfasser. So kann der arme Herausgeber nur
Tadel und nie Lob ernten. Im vorliegenden Falle glaubte ich aber
alles das im Interesse der guten Sache, der das von dem Ver-
leger angeregte Unternehmen dient, ruhig auf mich nehmen zu
miissen. Trotz alledem, was im einzelnen verbesserungsbediirftig
sein mag, glaube ich, daB die hier herausgegebene Darstellung
fiir die Ausbreitung einer den praktischen Aufgaben gerecht wer-
denden Mathematik und die Férderung eines gesunden mathe-
matischen Unterrichts, der die Fithlung mit der Wirklichkeit nicht
verlieren will, Gutes zu stiften vermag.

Wenn auch bei der Herausgabe zunichst an die Studierenden
der Mathematik an den Universititen, insbesondere solche, die sich
fir das Lehrfach der angewandten Mathematik vorbereiten, ge-
dacht werden muBlte, so soll dieses Handbuch doch keineswegs
allein fiir diese Studierenden bestimmt sein. Auch fiir den Tech-
niker, der eine mathematische Begriindung und Vertiefung seiner
Wissenschaft sucht, tiberhaupt fiir jeden, der fir die Anwendungs-
seite der Mathematik Interesse hat, scheint es uns von Nutzen
gein zu konnen. Freilich werden nicht simtliche Binde gleich-
mifig in Betracht kommen, aber gerade durch die Zerlegung des
Werkes in verschiedene Teile ist es jedem freigestellt, die Teile
herauszugreifen, die fiir ihn besonders von Wert sind. Das wird
z. B. von dem Bande iiber Versicherungsrechnung gelten, der
naturgem#B sich zuniichst an die wendet, welche das Versiche-
rungswesen zu ihrem Beruf machen wollen. Dieser Band wird
aber andererseits auch jedem Mathematiklehrer dienen konnen, der
in seinem Unterricht auf das Versicherungswesen einzugehen
witnscht und sich die dafiir notigen Kenntnisse zu erwerben sucht.

Bei dem Zerfallen des Werkes in eine Reihe von Einzeldar-
stellungen wird man eines wohl am meisten vermissen: die Ein-
heitlichkeit wnd Geschlossenheit der Darstellung. Eine solche
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schien aber in dem vorliegenden Falle nicht bloB kein Vorzug,
sondern im (tegenteil ein Nachteil zu sein, wenn sie auf Kosten
der einzelnen Disziplinen erstrebt worden wire. Diese einzelnen
Disziplinen sind nicht bloB dem Gegenstande nach verschieden,
sie sind es auch in ihrer ganzen Methodik. Das zeigt sich mit
voller Deutlichkeit schon an den Wissenszweigen, die in den ersten
beiden Binden behandelt sind. Die praktische Analysis hat zur
Aufgabe die Ausfithrung der numerischen Rechnungen, wihrend
die theoretische Analysis nur die Grundlagen fiir die Rechnungen
liefert, sie schlieBt sich auf diese Weise dem Gegenstand nach an
eine Disziplin der reinen Mathematik an, stellt sich aber in be-
wuBten Gegensatz zu den Zielen und Methoden dieser Disziplin.
Ist die theoretische Analysis eine reine Wissenschaft, so ist die
praktische Analysis mehr eine Kunst. Die wirkliche Ausfithrung
einer numerischen Rechnung bedingt eine Menge von einzelnen
Momenten, die auf einer mehr gefiihlsméBigen Erfassung der zu
erfiillenden Aufgabe beruhen und einer vollen logischen Abklirung
nicht fihig sind. Der ausschlieBliche Zweck ist die Gewinnung
des zahlenmifiigen Resultates auf die kiirzeste und handlichste
Weise und die Sicherung seiner Richtigkeit. Bei der numerischen
Rechnung spielen Ubung und Geschicklichkeit eine groBe Rolle;
auch Apparate und Maschinen werden verwendet, deren Kenntnis
und Gebrauch mehr in die praktische Mechanik als in die Mathe-
matik gehort. Bei der Sicherstellung des gewonnenen Resultates
kommt auBer methodischen Kontrollen, die die Rechnung begleiten,
eine gewisse Empfindung fiir die Richtigkeit und Genauigkeit der
ausgefithrten Operationen hinzu, die sich nicht in bewuBte Ge-
danken tibertragen liBt; sie ist durchaus der Empfindung analog,
die dem Experimentator die Gewillheit gibt, daB er sich auf dem
rechten Weg befindet. Alle diese Momente haben aber dazu ge-
dient, den Wissenszweig, um den es sich hier handelt, bei den
theoretischen Mathematikern, denen der Ausbau eines logisch
durcharbeiteten Systems die Hauptsache ist, in MiBkredit zu
bringen. Tebh will nur an Kummer erinnern, der einmal gesagt
hat, es miisse eigentlich nicht reine und angewandte Mathematik,
sondern reine und schmutzige Mathematik heiBen. Diese Ab-
neigung der theoretischen Wissenschaft gegen die praktischen
Aufgaben wegen der Beschrinkung der Forschungsfreibeit und
der Tritbung der methodischen Feinheit, die sie mit sich fiihren,
wird sich nie beseitigen lassen. Es handelt sich eben hier um eine
Frage der Neigung und des Geschmacks. Der eine fithlt sich in
der reinen Gedankenwelt am wohlsten; den anderen reizt dagegen
die Aussicht, etwas zu leisten, was sich fiir die Aufgaben der
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Wirklichkeit als nutzbringend erweist, und sicher ist es auch ein
Verdienst, das in mdglichst vollkommener Weise zu tun, was aus
praktischen Griinden von Wichtigkeit und Bedeutung ist.

Bei der darstellenden Geometrie, die den zweiten Band unseres
Handbuches bildet, liegt der Fa.ll wesentlich anders wie in der
praktischen Analysis, die der erste Band behandelt. Auch die
darstellende Geometrie dient praktischen Aufgaben, nimlich den
auf der Zeichnung fufienden Anwendungen der Geometrie auf die
Technik. Diese Anwendungen sind auch schon sehr frithzeitig
ausgebildet worden, zum Teil bereits im Mittelalter, und zwar
dem rein praktischen Zweck entsprechend in einer Weise, die auf
eine logische Begriindung keinerlei Riicksicht nahm.  Brst all-
mihlich begann sich aus diesen Kenntnissen heraus ein wissen-
schaftliches Fach auszugestalten. Zunichst war es die malerische
Perspektive, also mehr eine Aufgabe der Kunst als der Technik,
die zu einer solchen Entwicklung AnlaB gab. Dazu trat spater
der Steinschnitt, mit dem eine grofe Menge geometrischer Auf-
gaben vereinigt wurde. Fiir diese Aufgaben fand Monge das
geistice Band, indem er auf dem seit langer Zeit in der Technik
iiblichen Grund- und Aufrifverfahren eine methodisch durch-
gefithrte geometrische Disziplin aufbaute, welche die Darstellung
auf dem Zeichenblatt auch fir die r#umlichen Gebilde syste-
matisch verwertet. Die methodische Ausfitbrung und logische Ver-
feinerung der so begriindeten Wissenschaft haben allerdings auch
die Nachfolger Monges nicht vollig geleistet. Sie ist aber mog-
_ lich und macht aus der darstellenden Geometrie eine Wissenschaft,
die an logischer Strenge der gewdhnlichen Behandlung der. Geo-
netrie durchaus nicht nachsteht. Im Gegenteil hat sie durch die
zielbewuBte Ankniipfung an die Zeichnung vor dieser einen unleug-
baren Vorzug. Dies zeigt sich z. B. daran, daB in der gewshnlichen
Darstellung der Geometrie der Ubergang zu den krummen Linien
und Flichen nur durch ein fremdes Gebiet hindurch, nimlich die
Infinitesimalrechnung, gefunden wird ; die Anknﬁpfung an die Zeich-
nung fiihrt aber direkt auf Grund bestimmter Definitionen und
Axiome zu ihnen hin. Bei der Verwendung der darstellenden Geo-
metrie in der Technik spielt die logische Durcharbeitung natur-
gemiB keine oder nur eine geringe Rolle, da hier der praktische
Zweck bestimmend wirkt und fiir den Techniker die anschauliche
Erfassung der Aufgaben gerade die richtige ist. Wird aber die dar-
stellende Geometrie zu einem Lehrfach der Universititen gemacht,
so wird die logische Abklirung eine unabweisbare Pflicht, ebenso
wie sie es in den iibrigen mathematischen Dlsz1phnen ist. Desweden
haben wir es fiir angebracht gehalten, hier eine mdglichst strenge
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Behandlung der darstellenden Geometrie durchzufiihren und dafiir die
Anwendungen kiirzer zu behandeln, wenn auch iiberall der Weg ge-
zeigt ist, der in die Technik hineinfiibrt. Hier wenigstens ist also der
Vorwurf nicht angebracht, daB die angewandte Mathematik ein Nach-
lassen in den Forderungen an Exaktheit und Strenge mit sich fithrt.

Den zwei ersten Banden lassen wir sofort den dritten folgen,
der die Geodisie und Astronomie, soweit sie fiir den vorliegenden
Zweck in Frage kommen, behandelt. Da es sich dabei um lingst
feststehende, schon durch GauB’ Bemiihungen wohlbegriindete
Wissenschaften handelt, konnen besondere methodische Bedenken
nicht vorliegen; die getroffene Abgrenzung wird hoffentlich als
zweckmiBig befunden werden.

Die noch fehlenden Biinde werden voraussichtlich binnen kurzer
Zeit herausgegeben werden kénnen, so daf wirklich die angewandte
Mathematik im vollen Umfange erledigt wird. Eine kurze Be-
merkung muB ich zum SchluB noch iber die Literaturangaben
hinzufiigen. Sie sollen in keiner Weise eine Vollstindigkeit er-
reichen, sondern sollen nur dem Leser in geeigneter Weise weiter-
helfen. Ein Erschiopfen des Stoffes war ja in keinem Bande zu
erreichen, und deshalb muB der AnschluB an erginzende und
weiterfilhrende Werke tiberall gesucht werden. Die gebotene Dar-
stellung wird am besten ihre Wirkung ausiiben, wenn sie zu wei-
terem Studium anregt. Fiir die Oberlehrerprifung wird allerdings
bei nicht allzu anspruchsvollen Examinatoren der gebotene Stoff
ausreichen, und vielleicht ist es nicht ohne Wert, auf diese Weise
iiberhaupt erst eine brauchbare Grundlage fir die gesamte Pritfung
in der angewandten Mathematik geschaffen zu haben.

Dem Verlage gebiihrt der herzliche Dank der Verfasser und
des Herausgebers fiir das Entgegenkommen bei der Verdffentlichung
und die Erfiillung aller Wiinsche bei der Drucklegung.

Braunschweig, November 1913. H, E. Timerding.

Yorwort des Herausgebers zur zweiten Auflage

Bei der Neuauflage des ersten Teils sind keine weiteren Be-
merkungen hinzuzufiigen, als daB die Erwartung, die fehlenden
Binde binnen kurzer Zeit herausgeben zu konnen, sich leider nicht
erfilllt hat. In den drei vorliegenden Binden ist aber immerhin
schon ein gewisser Abschlufl enthalten. DaB die erste Auflage des
ersten Teils binnén verhiltnismdBig kurzer Zeit vergriffen war,
1aBt sich wohl als gutes Zeichen deuten.

Braunschweig, Mirz 1923. H. E. Timerding.



Vorwort des Verfassers zur ersten Auflage

Was in diesem ersten Bande des Handbuches der angewandten
Mathematik als praktische Analysis bezeichnet wird, ist eine Seite
der Mathematik, die Felix Klein einmal die ,Exekutive in der
Mathematik® genannt hat. Eine Durchfiihrung der mathematischen
Probleme bis zur giffernmdifigen Angabe des Resultates ist der
leitende Gedanke bei allen hier zur Sprache kommenden Methoden.
Es steht in der Mathematik durchaus nicht immer fest, wann ein
Problem als gelst anzuseben ist. Denken wir z. B. an eine Diffe-
rentialgleichung, so kann man das bei dieser sich darbietende
Problem mit dem Beweis der Existenz einer Lisung als erledigt
ansehen. Sogar in der theoretischen Mechanik begniigt man sich
nicht selten mit der Aufstellung der den Vorgang beherrschenden
Differentialgleichungen und dem Nachweis, daf durch diese Glei-
chungen die Losung festgelegt ist. So unerliBlich das mit einem
Existenzbeweise gewonnene Fundament auch sein mag, die Frage
nach der wirklichen Bestimmung der Lisung muf in sehr vielen
Fillen auch als eine berechtigte anerkannt werden. Dabei ist
nicht nur eine qualitative Diskussion der integrierenden Funktion
gemeint, sondern auch ihre numerische Beherrschung, sei es, daf
man aus einer errechneten Tabelle zu jedem in Betracht kommen-
den Werte der unabhingigen Variablen den zugehtrigen Wert der
abhingigen Variablen entnehmen kann, sei es, daf man die ge-
suchte Funktion in graphischer Darstellung als Kurve in irgend-
einem Koordinatensystem erhalten hat. Auch die algebraischen
Gleichungen bieten ein Beispiel, wie man denselben Gegenstand
von sehr verschiedenen Seiten betrachten kann, und auch hier
kann man das Interesse darauf richten, die Wurzeln einer solchen
Gleichung ziffernmiBig anzugeben, und hierfiir Methoden ent-
wickeln.

Die Durchfithrung der Probleme bis zur ziffernmiBigen Angabe
“des Resultates charakterisiert die Aufgabe der praktischen Analysis
aber erst in ihren allgemeinen Umrissen. Ein wichtiger Punkt
bei jeder numerischen Rechnung, der in vielen Fillen gerade der
schwierigere Teil der Sache ist, bleibt die Abschdteung der Ge-
nauigkeit des berechneten Ergebnisses.
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Fast in allen Fallen stehen zur Losung einer Aufgabe ver-
schiedene Methoden zur Verfiigung, und es ergibt sich eine durch-
aus objektive Wertung dieser Methoden durch das Prinzip, stets
diejenige zur Anwendung zu bringen, die das Resultat mit der
jeweils verlangten Genauigkeit in der kiirzesten Zeit liefert.

Von diesem Standpunkt aus hat man auch die Einfithrung von
graphischen Rechenmethoden zu beurteilen, die in neuerer Zeit
mehr und mehr in Aufnahme kommen. Die Genauigkeit einer
graphischen Konstruktion ist natiirlich eine beschréinkte, wihrend
eine Rechnung, sofern man nur hinreichend viel Stellen mitfiihrt,
eine beliebige Steigerung der Genauigkeit gestattet. Es gibt aber,
namentlich in der Ingenieurpraxis, eine Fiille von Aufgaben, bei
denen die Genauigkeit einer zeichnerischen Behandlung vo6llig hin-
reicht, bei denen zumal die in die Rechnung einzufiihrenden GriBen
bereits mit einer so beschrinkten Genauigkeit gegeben sind, daB
eine Anwendung von Methoden gréBerer Prizision nur einen un-
notigen Zeitverlust bedeuten wiirde.

Ganz besonders sind graphische Methoden da am Platze, wo
einzelne in die Rechnung eingehende Griofen oder Funktionen
empirisch-graphisch gegeben sind. So wird der Elektrotechniker
mitunter auf Differentialgleichungen gefiihrt, in welchen die Ab-
hingigkeit der Magnetisierung von der elektrischen Feldstirke
durch die sog. Magnetisierungskurve als empirisch gewonnene und
graphisch dargestellte Funktion eingeht. In diesem Falle ist eine
graphische Behandlung der Differentialgleichung angebracht und
jeder andere Liosungsversuch wiirde einen weiten Umweg bedeuten.
Gerade in der Auswahl der zweckmiBigsten Methode, die der eigent-
lichen Inangriffnahme der Aufgabe voranzugehen hat, liegt ein
Hauptreiz der Beschiftigung mit diesem Zweig der Mathematik.

Was nun die Stellung dieser Methoden im mathematischen
Hochschulunterricht angeht, so steht es auBer Zweifel, daB sie an
der technischen Hochschule mehr als es heute vielfach geschieht,
gepflegt werden miiten. Dem Ingenieur soll ja durch den mathe-
matischen Unterricht ein Werkzeug in die Hand gegeben werden,
das er wirklich gebrauchen kann. Dazu ist notwendig, daB sich
der Lehrbetrieb nicht nur auf die Vorlesungeu iiber theoretische
Mathematik beschrinkt, sondern es muB eine Awusbildung in der
praktischen Analysis unbedingt hinzutreten. Zu einer solchen
Ausbildung gehért aber auch ein zweckmiBig geordneter Ubungs-
betrieb. Denn nur dadurch kann man die Sicherheit in der Hand-
habung der Methoden erzielen, die zu ihrer erfolgreichen Anwen-
dung unerliBlich ist. Auch die Unterweisung in dem Gebrauch
von mathematischen Instrumenten, wie Rechenschiebern, Rechen-
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maschinen und Planimetern, gehrt sicher in den mathematischen
Unterricht und kann hier als willkommenes Beispiel zur Einfiihrung
in die Fehlertheorie betrachtet werden. Es ist doch ein unerquick-
licher Zustand, wenn die Studierenden die Handhabung dieser In-
strumente erst im physikalischen oder maschinentechnischen Prak-
tikum lernen, wobei ein tieferes Eingehen auf die Theorie der
Instrumente nicht erreicht werden kann. Eine griindliche Aus-
bildung im praktischen Rechnen gehdrt zur mathematischen Vor-
bildung des Ingenieurs und eine systematische Gewdhnung an Ge-
nauigkeitsbetrachtungen kann am ehesten dem immer wieder zu-
tage tretenden Ubelstande abhelfen, daB die Praktikanten ihre
Messungen mit unzweckmiBigen, meistens viel zu genauen und
darum schwerfilligen Rechenhilfsmitteln bearbeiten, ohne zu einer
Ubersicht tiber die wirklich erreichte Genauigkeit des Resultates
zu gelangen. Auch die Scheu vor der Anwendung der Ausglei-
chungsrechnung, die schon in ganz einfachen Fillen sehr vorteil-
haft sein kann, muB bereits im mathematischen Unterricht iiber-
wunden werden.

Eine andere Frage ist es, welche Stellung der praktischen Ana-
lysis im Universitdtsunterricht einzuriumen ist. Es handelt sich
dabei in erster Linie um die Ausbildung der zukiinftigen Lehrer.
Konnen diese aber das Gelernte spiter im Unterricht verwerten?
Gehioren die hier in Betracht kommenden Rechenmethoden iiber-
haupt in den Schulunterricht?

Bejaht man diese Frage, so mufl man den Methoden auch einen
Platz im Studium der kiinftigen Mathematiklehre einrfiumen. Es
wird zwar oft die Ansicht getiuBert, daB einem theoretisch gut aus-
gebildeten Mathematiker die Aneignung dieser Methoden, wenn er
sie braucht, keine Schwierigkeiten bereiten wird und sich somit ein
Eingehen darauf im Universititsstudium eriibrigt. Daf das theo-
retische Verstindnis einem ausgebildeten Mathematiker keine
Schwierigkeit macht, ist wohl richtig. Aber mit dem Verstindnis
allein ist es eben noch nicht getan! Es ist ein grofler Unterschied,
ob man eine numerische Methode nach einer gehtrten oder gelesenen
Darstellung in allen Einzelheiten tibersieht und sich von der Not-
wendigkeit eines jeden Schrittes iiberzeugt hat, oder ob man wirk-
lich ein gegebenes Beispiel richtig und geschickt bis zu Ende
durchrechnen kann. Dazu gehort eine Fertigkeit, die sich nur
durch Ubung erlangen 1i8t, und das bedingt eine griindliche Be-
schiftigung mit diesen praktischen Methoden. Eine solche erfordert
viel mehr Zeit und Aufmerksamkeit, als sich der Mathematiker
gewthnlich denkt. Es ist erstaunlich, wie schwer es der iiber-
wiegenden Mehrzahl der Mathematikstudierenden fillt, eine Zahlen-
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rechnung ordentlich zu Ende zu fiihren. Nach einem meist ohne
weitere Uberlegung angenommenen Schema wird auf allerhand
Zetteln wild und ungeordnet darauf losgerechnet. Dadurch geht
nach und nach die Ubersicht verloren, bis das Ziel der Rechnung
und schlieBlich auch der Rechner in einem Meer von Zahlen ver-
sunken ist, worauf der unerfreuliche Proze8 mit keinem besseren
Erfolge von vorne anhebt. Der erste Schritt zur Besserung ist
eine iibersichtliche Anordnung der Rechnung und die Anwendung
von Kontrollen, die auch der geiibteste Rechner nicht enthehren
kann und an die andererseits der abstrakte Mathematiker tiber-
haupt nicht denken wird. Das letzte Ziel bleibt dann noch, den
Rechner so weit selbstindig zu machen, dal er nicht bloB als eine
lebende Rechen- oder Denkmaschine nach einem gegebenen Schema
rechnen kann, sondern daB er in jedem Moment den ganzen Gang
der Rechnung klar vor sich sieht und so zu einer vélligen Be-
herrschung der Methode gelangt. In dieser Gewdhnung an Ord-
nung und Selbstindigkeit liegt ein bedeutendes erzieherisches Mo-
ment der angewandten Mathematik, das mnicht zu unterschitzen
ist. GewiB liegt ein solehes auch in der Beschiftigong mit der
abstrakten Seite der Mathematik, aber die Zahl der Studierenden,
die hier zu selbstéindiger Arbeit vordringt, ist gering. Sichever
und unmittelbarer ist daher die Wirkung, welche die angewandte
Mathematik ausiibt.

So erscheint die angewandte Mathematik auch ohne Riicksicht
auf ihre spitere Verwendungsmoglichkeit im Schulunterricht als
existenzberechtigt an der Universitit. Man kann sie dabei noch
nach mancher anderen Seite ausbauen, als es in dem vorliegenden
Buche geschehen, und durch die rechnerische und zeichnerische
Durchfithrung manche mathematische Tatsachen eindringlicher zum
Verstindnis bringen, als es durch den bloBen theoretischen Vortrag
moglich ist. Die angewandte Mathematil: sollte an der Universitit
nicht in cinem Gegensatze zu der abstrakien Mathematik stelen,
sondern zu dieser cine fordersame Irgdnzung bilden.

Ob nun die weitere Ausbildung des numerischen Rechnens
iiber das allgemein getibte elementare und logarithmische Rechnen
hingus und so auch die Verwendung der graphischen Methoden
an die hohere allgemeine Schule gehort, ist noch eine offene Frage,
die aber nach unserer Uberzeugung unbedingt zu bejahen ist. Der
bittere Nachgeschmack, mit dem heute die Mehrzahl aller Gebil-
deten an den genossenen mathematischen Schulunterricht zuriick-
denkt, konnte mit dem besten Erfolge bekampft werden, wenn
jede hohere Schule eine grundhche Ubuncr im Zahlenrechnen, be
sonders auch im Kopfrechnen, ins Leben mltgabe
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Auch wenn man den Schwerpunkt des mathematischen Schul-
unterrichtes lediglich in die logische Schulung legen zu miissen
glaubt, braucht man auf das praktische Rechnen nicht zu ver-
zichten und kann sehr gut den idealen Gesichtspunkt mit dem
Niitzlichkeitsstandpunkte vereinigen. Gerade beim numerischen
Rechnen erfordert die Frage, welcher Weg im gegebenen Falle
der beste ist, welche Genauigkeit man beim Resultat noch ver-
biirgen kann, einen nicht unerheblichen Aufwand von logischer
Uberlegung, und bei geeigneter Auswahl der Aufgaben kann man
den Schiiler vor jeder einzelnen zwingen zu untersuchen, wie er
in diesem besonderen Falle vorzugehen hat, und ihn damit nach-
driicklich zu eignem Nachdenken veranlassen. Ein geisttétender
Schematismus 148t sich hier sicherer vermeiden als in anderen
Gebieten der Schulmathematik.

Es wire so iibel nicht, die Beherrschung des Rechenschiebers
und seiner Anwendungen dem Schulunterricht zuzuweisen. Seine
Genauigkeit ist fiir die Aufgaben, die dem Schiiler bei physi-
kalischen oder auch geoditischen Ubungen gestellt werden konnen,
villig ausreichend, seine Handhabung erfordert weit mehr Nach-
denken als das Bldttern in Logarithmentafeln, und bei seiner Be-
handlung kann man in natiirlichster Weise an den Funktionsbegriff,
die graphische Darstellung von Funktionen sowie den wichtigen
Begriff der relativen Genauigkeit ankniipfen. Natiirlich muf dann
der Lehrer selbst mit dem Gebrauch des Rechenschiebers genau
Bescheid wissen. Ebenso wie auf der Universitit sollte man auch
auf der Schule keinen Gegensatz zwischen reiner und angewandter
Mathematik betonen, sondern die eine Richtung durch die andere
harmonisch erginzen.

Was die Auswahl und Anordnung des Stoffes in diesem Bande
angeht, so wurden die Methoden bevorzugt, die im mathematischen
Unterricht einer allgemeinen Anwendung fihig sind. Der Behand-
lung empirischer Funktionen ist ein breiter Raum gewihrt, um
auch dem Bediirfnis der Studierenden an technischen Hochschulen
entgegenzukommen, denen das Buch eine Ergiénzung ihrer mathe-
matischen Lehrbiicher und Vorlesungen nach der praktischen Seite
hin bieten soll.

Die graphische Statik ist nicht aufgenommen, trotzdem von da
aus die Benutzung graphischer Infinitesimalmethoden ihren An-
fang genommen hat. Sie hat sich aber zu einem selbstindigen
Zweig der angewandten Mathematik entwickelt und zeigt nicht
den allgemeinen Charakter der hier aufgenommenen Methoden;
sie wird in einem sp#teren Bande auch noch besonders behandelt
werden. Um den Umfang des Buches miglichst zu beschriinken,
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ist auch die Nomographie, dieses interessante Sonderkapitel der
graphischen Methoden, nur fliichtig gestreift. Es steht in den Ar-
beiten von d’O cagne hieriiber ausreichend Literatur zur Verfiigung.

Die Literatur habe ich nur insoweit zitiert, als dem Leser Ge-
legenheit geboten werden soll, sich iber weitergehende Fragen
zu orientieren und Einzelheiten genauer zu verfolgen. Historische
Gesichtspunkte und Priorititsfragen sind im Text vollig beiseite
geschoben und das Hauptgewicht auf ein leichtes Versténdnis gelegt.

Der Inhalt des Buches bildet einen Teil dessen, was nach dem
von C. Runge eingerichteten Liehrbetrieb der angewandten Mathe-
matik in den Gottinger Vorlesungen tiber numerisches und gra-
phisches Rechnen zur Sprache kommt.

Ich mochte an dieser Stelle betonen, daB auch ich diese Me-
thoden zum groBen Teil bei meinem verehrten Lehrer, Herrn Ge-
heimrat C. Runge gelernt habe, und mochte ihm hier meinen
aufrichtigen Dank dafiir aussprechen.

Gottingen, November 1913.
Dr. Horst von Sanden.

Yorwort zur zweiten Auflage

Die zweite Auflage enthilt zahlreiche Anderungen und Zusitze,
die das Buch, wie ich hoffe, dem Praktiker niitzlicher machen
werden. .

So habe ich u. a. bei der Differentiation und Integration em-
pirischer Funktionen neben die das Differenzenschema benutzenden
Methoden auch solche gestellt, die mit den gegebenen Funktions-
werten direkt operieren. Hinzugekommen ist ferner die Behand-
lung ganzer rationaler Funktionen im komplexen Gebiet und eine
numerische Methode zur Integration gewthnlicher Differential-
gleichungen, die neben anderen Methoden in manchen Fillen
brauchbar ist. Dem von verschiedenen Seiten geiuBerten Wunsch
nach Ubungsbeispielen habe ich nachgegeben. Praktische Mathe-
matik 188t sich in der Tat nur durch Ubung lernen.

Hannover, Mirz 1923.
Prof. Dr. Horst von Sanden.
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I. Allgemeines iiber numerisches und graphisches Rechnen.

1. Praktische Regeln fiir das Zahlenrechnen. Wenn jemand
nach lingerem Studium der systematischen Mathematik zum
ersten Male vor die Durchfilhrung einer zahlenmifigen Rechnung
gestellt wird, so pflegt er die Beobachtung zu machen, dall es
hierbei ganz eigenartige Schwierigkeiten zu iiberwinden gibt. Bei
der Durchrechnung der Aufgabe stellen sich meistens zahlreiche
Rechenfehler und sehr bald ein unbehagliches Gefithl des MiB-
trauens gegen die gewonnenen Ergebnisse ein.

Wenn sich diese Schwierigkeiten auch in erster Linie durch
Ubung beseitigen lassen, so kann man doch einige allgemeine Ge-
sichtspunkte hervorheben, deren Beachtung dem Anfinger von
Nutzen sein wird. Auch iiber die Wahl der Hilfsmittel mag hier
einiges Wesentliche bemerkt werden, da unzweckmiBige Auswahl
derselben nicht selten einen groBen Zeitverlust verursacht. Die
Schnelligkeit, mit der eine Rechnung das Ergebnis mit befriedigen-
der Genauigkeit liefert, ist aber das Kriterium, nach welchem der
Praktiker eine Rechenmethode zu beurteilen hat.

Bei einer vergleichenden Kritik von Rechenmethoden darf man
natiirlich die Zeit nicht in Rechnung stellen, die erforderlich ist,
um sich mit ihnen bis zu befriedigender Fertigkeit vertraut zu
machen, sondern man mufl einen Rechner voraussetzen, der in
jeder der in Betracht kommenden Methoden gleich geiibt ist. Ferner
ist zu beachten, daB bei der Erledigung einer groBen Anzahl gleich-
artiger Aufgaben die Benutzung von besonderen Hilfsmitteln sebr
wohl lohnend sein kann, die bei Erledigung nur einer einzigen
dieser Aufgaben unzweckmiBig erscheinen wiirde.

Ein erstes Erfordernis jeder numerischen Rechnung ist eine
ubersichtliche Anordnung der Rechnung. Dazu gehort eine ordent-
liche Schreibweise, die sehr erleichtert wird durch Verwendung
von kariert liniiertem Papier. Ferner ist es unvorteilhaft, ,Neben-
rechnungen® auf besonderen Zetteln zu machen, es empfiehlf sich
vVielmehr, das Rechenschema so anzulegen, daB jeder Operation
ibr bestimmter Platz angewiesen wird. Mitunter muB man die
Papierfiiche durch Zusammenkleben einzelner Bogen auf die er-
forderliche GroBe bringen, Soll man z. B. eine Tabelle der Funk-

Timerding, HandbuchI. 2 Aufl 1
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tion y = 22 - /1,29 — 25 rechnen, so wire es unvorteilhaft, nur
zwei Kolonnen einzufiihren, von denen die erste das Argument z,
die andere die Funktionswerte y aufnimmt, und alle Zwischen-
rechnungen auf Zetteln durchzufiibren. Man wird die Rechnung
vielmehr so anordpen, daB jede Teiloperation aus dem Schema
ersichtlich wird, etwa in folgender Weise:

z l 22 i x| 2% | 129 —x® | V1,29 —a® | 2?-)1,29 — 2

Man fiithrt derart sieben Spalten nebeneinander, wenn die
Rechnung mit Hilfe des Rechenschiebers ausgefihrt wird. (Bei
logarithmischer Rechnung wiirde man noch Spalten fiir die Lo-
garithmen hinzuzunehmen baben.) Die Zahl 1,29 wiirde man auf
einen sogenannten ,Laufzettel* schreiben, um sie zum Zwecke der
Subtraktion iiber die Zahl z® schieben zu konnen.

Bei der Mehrzahl aller Rechnungen tritt die oftmalige Wieder-
holung einer Operation auf, und es ist durchaus empfehlenswert,
jedem Bchritt der Rechnung einen gesonderten Platz im Rechen-
schema anzuweisen. Beachtet man dies, so stellt sich sehr bald
ein ,automatenhaftes Fortschreiten der Rechnung ein, das Ent-
lastung und Zeitersparnis bedeutet.

Ein weiteres Erfordernis jeder Rechnung ist eine fortlaufende
Konirolle. Wie man sich diese verschaffen kann, ist natiirlich von
Fall zu Fall zu iiberlegen.

Es gibt exakte Kontrollen, bei denen man im Verlauf der
Rechnung auf bereits bekannte Zahlenwerte stoBen muB. Oder
die Rechnung kontrolliert sich selbst, wie z. B. bei der Ermitt-
lung der Wurzeln von Gleichungen durch Einsetzen der gefundenen
Werte.

Berechnet man die Werte einer Funktion fiir #quidistante
Argumentwerte, so ist es in den meisten Fillen ausreichend, die
Differenzen erster oder eventuell auch htherer Ordnung der Funk-
tionswerte zu bilden, da man aus dem ,glatten” Verlauf dieser
Differenzen auf die Richtigkeit der Rechnung schlieBen kann.

Bei der Berechnung einer Tabelle ist es vorteilhaft, zuerst einige
weit auseinanderliegende Stellen und erst danach sémtliche Werte
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der Reihe nach zu berechnen. Darin, daB man hierbei die zuerst
berechneten Werte wiederfindet oder sich ihnen glatt anschlieBt,
liegt eine gewisse Kontrolle. »

Soll man z B. die auf Seite 2 angegebene Tabelle fiir x =
—1,00; —0,99; — 0,98 ... 0,00 rechnen, so wird man die
Rechnung zuerst fiir 4 = — 1,00; # = — 0,90; x = — 0,80. ..
durchfiihren und danach fiir die ausgelassenen Werte.

In vielen Fillen ist es bei der Berechnung einer Tabelle keines-
wegs notig, alle Funktionswerte nach der gegebenen Formel selbst
auszurechnen, sondern man kann durch lineare Interpolation (vgl.
auch Seite 64) Werte einschalten. Es kommt dabei nattirlich auf
die -erforderliche (enauigkeit an, die die Tabelle aufweisen soll.
Es gilt da folgende Regel: Hat man fiir 4 = «, und z = z, die
Werte g, und y, einer durch die Gleichung y = f(x) gegebenen
Funktion berechnet, so darf man zwischen y, und y, linear inter-
polieren, wenn in dem Intervall #, < « <C z, der absolute Wert von

@y — =)t df(=)
8 dx*

kleiner als der zuliissige Fehler der Tabellenwerte bleibt.

Als letztes Hilfsmittel bleibt immer eine Wiederholung der
Rechnung mit anderer Anordnung, z. B. rechnet man einmal mit
dem Rechenschieber, das andere Mal mit Logarithmen. Auch die
selbstindige Wiederholung der Rechnung durch eine andere Person
ist in Erwagung zu ziehen. Keinesfalls darf man sich auf die
Richtigkeit einer einmalig ohne Kontrolle durchgefiihrten Rechnung
verlassen !

Ein weiterer bei jeder Rechnung zu beachtender Umstand ist
die fortdaunernde Uberwachung der Genauigheit. Einerseits sind
némlich die Daten, die in die Rechnung eingefiihrt werden, meistens
mit einer beschrinkten Genauigkeit gegeben, andererseits konnen
in der Rechnung selbst Ungenaunigkeiten entstehen, und man hat
nun zu tiberlegen, inwieweit die Genauigkeit des Resultates hier-
durch beeinfluit wird. Bei der Anwendung von Kontrollen wird
man selten auf eine exakte Uhereinstimmung kommen. Setzt man
beispielsweise die berechuete Wurzel z; einer Gleichung @ (z) =0
in die linke Seite der Gleichung ein, so wird man nicht genau den
Wert Null erbalten, sondern eine kleine Abweichung finden. Man
hat dann zu iiberlegen, ob diese Abweichung einer zuléssigen Un-
genauigkeit des Wurzelwertes z, entspricht, oder ob die bei der
Rechiung angewandte Genaunigkeit zu gering war und (etwa durch
_Ubergang vom Rechenscbieber zur Rechenmaschine) zu verbessern
Ist, oder ob endlich ein Rechenfehler begangen ist.

l’.t
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Man bedient sich bei solchen Uberschlagsrechnungen mit Vor-
teil einer prozentualen Nahemmgsrechmmg zum Uberschlagen der
relativen Fehler, auf die es ja meistens ankommt.

So kann man niherungsweise die prozentuale Anderung eines
Produktes gleich der Summe der relativen Anderungen der ein-
zelnen Faktoren ansetzen, Ebenso die relative Anderung eines
Quotienten gleich der Differenz der relativen Anderungen von
Zihler und Nenner, wie man sofort durch ,logarithmische Diffe-
rentiation® erkennt. Setzt man nimlich 2z = x - y, so findet man

dz

dlnz= ————--—+
" x
und ebenso fiir 2= v
dz __dz . dy
z x y

als Beziehung zwischen den relativen Anderungen. Fiir ihre ah-
soluten Betrige gilt also in beiden Fillen:

dz dx ay
Fl=|Z|+ 5
. . dz dx
Sehr oft ist auch die Formel — =n:— von Nutzen, wenn

£==c- " gegeben ist und ¢ eine Konstante bedeutet D. h.ist 2
proportional der n-ten Potenz von @, so ist die prozentuale Ande-
rung von z niherungsweise gleich der n-fachen prozentualen Ande-
rung von .

Es ist ferner zu vermeiden, die Differenz zweier nur mit be-
schrinkter Genauigkeit gegebener, annihernd gleicher Zahlen in
die Rechnung einzufiihren, da der prozentuale Fehler dieser Diffe-
renz sehr groB werden kann, und dgl.

Der Rechner stelle die strenge Forderung an sich, keine Zahl
hinzuschreiben, ohune sich Rechenschaft zu geben iiber ihre Ge-
nauigkeit! Ktwa in der Weise, daf er angeben kann, welche
Dezimalstelle noch vollig genau ist, oder um wieviel Einheiten die
letzte hingeschriebene Stelle unsicher ist.

Bei fast allen Zahlenrechnungen ist eine Schreibweise der Zahlen
vorteilhaft, bei der man nur Dezimalbriiche mit einer oder zwei
Stellen vor dem Komma benutzt und die GroBenordnung durch
Multiplikation mit einer Potenz von 10 angibt. Man schreibt so
fir 2723 besser 2,723 - 10% oder fiir 0,000387 in der gleichen
Weise 3,7 - 1074,
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Man gewdhne sich auch einen Unterschied darin zu sehen, ob
man z. B. schreibt 35,2 oder 35,20. Die erste Schreibart sagt
nichts iiber die zweite Dezimalstelle aus, die zweite hingegen he-
stimmt sie genau als Null. Die erste 148t den Zahlwert unbe-
stimmt zwischen 34,16 und 35,25, die zweite grenzt den Wert
zwischen 35,216 und 35,205 ein und ist demmnach zehnmal ge-
nauer.

Der Lehsrsatz von Taylor, der die meisten Funktionen durch
eine ganze rationale Funktion unter Abschitzung des Fehlers zu
ersetzen erlaubt, ermdglicht bei vielen Rechnungen eine erhebliche
Arbeitsersparnis und gestattet es mitunter iiberhaupt erst, eine
Rechnung in Angriff zu nehmen. Beispiel: Eine senkrechte Siule
von & = 2,65 m Hohe stiitzt eine Decke. Wie tief () senkt sich
diese Decke, wenn der FuBl der S#ule horizontal um =5 cm
aus der Lotrichtung verschoben wird?

Nach dem Pythagoras ist y = h — V1 — 42 In dieser Form
wiire die Rechnung hochst unpraktisch. Nach dem Taylorschen

Satze ist —_—
ViE—at=1h -Vl —(%—) =

1 x\2 1 x\%
ot G )
Vernachldssigt man die vierte und die hoheren Potenzen von

R 2
(%), so erhidlt man y == —;—- . :% == (,047169 cm.

Hat es nun einen Sinn, so viele Dezimalen hinzuschreiben? Da-
zu ist zu iiberlegen:

1. Wie groB ist der Fehler durch Abbrechen der Taylorschen
\4
Reihe? Das erste fortgelassenc Glied ist % (%) . Mit 2 multipli-

ziert ergibt es mit geniigender Anniéberung den Fehler. Dieser
ist also etwa

-

5o ()5 ) <v o G

~+(2-107%*=5-10"%cm.

S

! en

Hiernach wire es gerechtfertigh zu schreiben y = 0,04 717.

2. Ist die Angabe von x jedoch nur beschrinkt genau, z. B.
auf 10%, so ist y nur auf 209, genau anzugeben, und es ge-
niigh y = 0,05 zu nehmen, und die Rechnung ist im Kopf durch-
zufiibren.
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Folgende Tabelle enthilt oft gebrauchte N#hérungsformeln.
Zulissiges Intervall bei einem Fehler von
Naherungs- .
0,19 19 100
formel o Jo o Jo
von ‘ bis von bis von , bis
sin U U — 0,077]4 0,077|— 0,244/ -+ 0,244 — 0,780/~ 0,780
=U a0 | 440 | — 14,00|4 14,00/ — 44,00 44,00
- U® | —0,576|4- 0,576|— 1,032+ 1,032 — 1,636+ 1,636
s U=U— 3717 3300/ 1 53,00 59,0°| 1 59,00|— 98.59| 1 95.5°
008 U 1 — 0,045/ 0,045/ — 0,141/ 0,141/— 0,430/ 0,430
= l—2,60 |+ 2,6° |[—8,1° |- 8,10 |— 24,64 24,6°
cos U =1 — U . |— 0,384+ 0,384/ — 0,650/} 0,650|— 1,034/ 1,084
2 |— 22,004 22,0°|— 37,2 |4 37,2°|— 59,20| - 59,2°
_ — 0,054/ 0,054|— 0,183/} 0,183|— 0,522/} 0,522
tn U=U. . | g0 |1 3110 | 105°+ 10,5°|— 30,00+ 30,00
fan U= U+ U® | — 0,385/ 0,385|— 0,533|4 0,633|— 0,933|-1- 0,933
, 3 |— 22,004 22,0°|— 80,6°| - 30,5°| — 53,4°|4- 53,4°
Vit U=1 +g —0,08 |4 0,10 | — 0,24 | 4+ 0,32 | — 0,61 ' 4+ 1,53
1 U
g o 1— 5| —0,04|+ 0,06 —0,15| 4 0,17| — 0,45 | + 0,58
%ﬁ_ 1—U .|—003|40,08|—0,10|+ 0,10 —0,30 | + 0,30
J— 1 t .. 1 8
V1+U—1+“ g Pt U U
1 35 s, 35 ,
e - Ut U——U e Ut U] <1
1 .
e 1 U4 UT—U U —
ey +U M |
arcsin U = U+ + —. Ut 4
U5 -
arctan U = U——~+ 5— U<t
U4
1n(1+U)—U-——+ T +
In U= 2,30 2585.logU
00
Einheitswinkel: 57,300_—_387.

3

L,

Graphische Meﬁhoden.

e
In neuerer Zeit haben die gra-

phischen Rechewmethoden weitere Verbreitung gefunden.
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Hierbei werden die in die Rechnung eingehenden ZahlengroBen
durch Strecken oder Winkel ,,dargestellt”, nnd durch geometrische
Konstruktionen mit diesen Elementen bestimmt man das Resultat.
In der graphischen Statik sind schon seit lingerer Zeit derartige
graphische Konstruktionen ausgebildet worden. Doch ist dem
graphischen Rechnen tiberhaupt ein wichtiger Platz in der an-
gewandten Mathematik anzuweisen.

Natiirlich beschréinkt man sichi dabei nicht auf die ,,mit Zirkel
und Lineal l9sbaren* Aufgaben, bei denen die Benutzung dieser
Instrumente in einer dem Praktiker gleichgtiltigen Weise ein-
geschriinkt wird, sondern 1iBt jede Konstruktion zu, die mit ge-
niigend schneller Konvergenz zum Resultate fuhrt. Die Dreiteilung
eines Winkels mittelst des Zirkels ist z. B. bekanntlich eine solche
»oicht 13sbare Aufgabe, und dennoch bezweifelt niemand, daB
man durch ,Probieren* zum Ziel kommt, indem man die Zirkel-
offnung so lange abindert, bis man bei dreimaligem Abtragen
dieses Bogens keinen Fehler mehr wahrnimmt.

Dies Probieren ist im mathematischen Sinne ein konvergenter
Proze8, den man abbricht, wenn die Genauigkeit des Resultates
ausreicht. Derartige Konstruktionen sind also durchaus brauch-
bar, und nur der geringschitzige Ausdruck ,,Probieren® sollte ver-
mieden werden! A

Die Genauigkeit graphisch durchgeftihrter Rechnungen ist mit
der des Rechenschiebers auf eine Stufe zu stellen. Der Vorteil
graphischer Rechenmethoden liegt in ihrer Ubersichtlichkeit, die
grobe Fehler unmdglich macht. Auch die Schnelligkeit der Durch-
filhrung ist sehr oft groSer als bei numerischer Rechnung gleicher
Genauigkeit. Besonders dann, wenn einzélne Daten der Rechnung
von vornherein graphisch gegeben gind, wie bei sehr vielen
Problemen der Mechanik, oder wenn man das Endresultat der
Rechnung graphisch dargestellt haben will.

Allerdings 148t sich die Genauigkeit graphischer Lidsungen nicht
beliebig steigern und ist iberhaupt schwerer abzuschitzen. In
vielen Fillen wird man jedoch die graphische Methode nur be-
nutzen, um schnell eine angeniherte Lsung anzugeben, und diese
dann mit analytischen Hilfsmitteln bis zur gewiinschten Genauig-
keit verbessern.

Gerade eine gleichzeitige Benutzung graphischer und analytischer
Methoden nebeneinander kann_von groBem Vorteil sein.

Eine besondere Stellung unter den graphischen Methoden nimmt
die Nomographie ein, d. i. die Lehre von der graphischen Dar-
stellung von Funktionen, die namentlich in Frankreich eine weit-
gehende Ausbildung erfahren hat.
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Eine kurze Ubersicht gibt Schilling, Uber die Nomographie
d’Ocagnes (Leipzig 1900). Eine ausfiihrliche Darstellung findet
man bei: d’Ocagne, Nomographie (Paris 1899). Die Nomographie
bedeutet keine eigentliche graphische Rechnung, sondern dient als
Ersatz fiir tabellarische Darstellungen von Funktionen mehrerer
Variabler, die ja bei einer gréBeren Zahl von Variablen sehr
schwerfillig wird. Die graphische Darstellung von Funktionen
hat dabei gegeniiber der tabellarischen den Vorzug einer weitaus
groBeren Ubersichtlichkeit,

Nachstehendes Nomogramm (Fig. 1) stellt z. B. die Beziehung

o—e¢-Sine =y

zwischen den drei Variablen ¢, ¢ und ¢ dar. (So lautet die, Kepler-
sche' Gleichung, wenn e die Exzentrizitit einer Planetenbahn, u

I

F05

]

Eq

Fig. 1. i )

die mittlere und « die exzentrische Anomalie bezeichnen.) Zu-
sammengehdrige Werte von «, w und e liegen auf einer Geraden,

Lin anderes Beispiel zeigt Fig. 2, nimlich ein Nomogramm fuir
die Auflisung der Gleichung sweiten Grddes.

Ein Nomogramm fiir die quadratische Gleichung zweiten
Grades 2% + p - 2 + ¢ = 0, mit reellen Koeffizienten p und ¢ er-
hilt man, wenn man die Koeffizienten p und ¢ als rechtwinkelige
Koordinaten auftrigt, wie es in Fig. 2 geschehen ist, in der p als
Abszissen, g als Ordinaten dargestellt sind. Ein Punkt repriisen-
tiert durch seine Koordinaten p, g eine bestimmte Gleichung.
Die Koordinatenebene besteht aus zwei Bereichen. Der eine wird
durch eine doppelte Schar von Geraden iiberdeckt, der andere
durch eine Schar von Parabeln und eine Schar von parallelen
Geraden. Alle Geraden und ebenso die Parabeln sind numeriert.

Das Nomogramm wird nun in der Weise beniitzt, daB man
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sich denjenigen Punkt in der Koordinatenebene aussucht, dessen
Koordinaten gleich den Koeffizienten der vorgelegten Gleichung
sind. Liegt ~der
Punkt im Bereich
der doppelten Ge-
radenschar,  so
sind die Wurzeln
der  Gleichung
reell und gleich
den Nummern der
beiden Geraden,
die durch den
Punkt hindurch-
gehen.

Man findet z.B.

fir
#—2z—15=0
den Punkt P und

damitdie Wurzeln
5 =25
und g, = — 3.

Liegt  jedoch
der Punkt inner-
halb des von den
Parabeln  tiber-
decktenBereiches,
so sind die Wuar-
zeln komplex.

Schreibt man 2, =1+ 4 - v und 2, = 1 — ¢ - v, so ist 1 gegeben
dorch die Nummer der Parallelgeraden, die durch den Punkt
hindurchgeht, 2 v durch die Nummer der durch den Punkt gehen-
den Parabel.

Ist z. B. 22+ 42+ 13 = 0, so findet man den Punkt @ und
damit 4 = — 2, 2 - v = 6. Mithin sind die Wurzeln 2 = — 2
+ 3.4, 5g=—2—3 .4

Sind die Koeffizienten der vorgelegten Gleichung derart ge-
geben, daB keine der gezeichneten Geraden oder Parabeln durch
den nach der angegebenen Regel bestimmten Punkt hindurchgeht,
so ist eine Interpolation zwischen den zuniichst liegenden Geraden
oder Parabeln und ihren Nummern notwendig. In der Figur sind
der Ubersichtlichkeit wegen weniger Gerade und Parabeln ein-
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gezeichnet, als man es bei einem wirklich zu beniitzenden Nomo-
gramm tun wiirde.

Die Anzahl und damit die Dichte der Linien ist durch die
erforderliche Genauigkeit der Wurzelbestimmung vorgeschrieben.
Ebenso ist der MaBstab der ganzen Anordnung, von der eventuell
nur ein Ausschnitt notig ist, abhiingig von den in Betracht kommen-
den Werten der Koeffizienten p, q.

Wachsende Verbreitung finden Nomogramme nach folgendem
Prinzip (sog. Fluchtlinientafeln): L#Bt sich der funktionale Zu-
sammenhang zwischen n Groflen z,, 24 . .. %, auf die Form

(@) = f(®) + f3(2s) + - - - + fu(2,)

bringen, so ist folgende Art der Darstellung vielfach angebracht,
die zuerst fiir drei Variable #; x, und x; auseinandergesetzt wer-
den moge.
Man zeichnet drei parallele Geraden I, II und III (Fig. 3).
Der Abstand zwischen I und IT sei p Millimeter, der Abstand

7 r o zwischen II und II «-mal so groB, also
o o-p Millimeter. Die drei Geraden werden
! \'\. von einer vierten Geraden IV in den drei
~i& Punkten N, N, und IV, geschnitten.

’ \ﬂ?\y Denkt man sich nun weiter eine fiinfte
x|y, %\u, %0, Gerade, welche I im Punkte P, II in
P, und III in P; schneiden mag, beweg-
7 lich, so besteht zwischen den Abstinden
A der Punkte P von den Punkten N auf der

——’7\/1/'lﬂ/2 Geraden IV eine.lineare Beziehung.
—ten wn Sind diese Abstinde, etwa in Milli-

Fig. 8. metern gemessen,
vy = P, N;; v, = Py, Ny und v, = P, N,
so ist: vy (L4 o) =2, -« + v,.

Setzt man nun, unter p eine bestimmte Zahl verstanden;
w
Y=y fi(z)s v = ﬁ < fa(y) und o5 = g - f5(25),
5o besteht zwischen den drei Variabeln «;, 2, und 2y die Beziehung

fa () = £, (1) + f5 ().

Um einen derartigen Zusammenhang darzustellen, hat man also
drei Skalen anzufertigen, wobei man « und p so zu wihlen hat,
daB der Variabilititsbereich der drei Funktionen f,, f; und f;,
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sowie die gewtiinschte Genauigkeit der Ablesung mit der GroBe
der Zeichnung in Einklang gebracht wird. Die Lage der Ge-
raden IV hat man dabei noch zur Verfiigung.

Hat man diese und die beiden Grofen « und p geeignet gewihlt,
so rechnet man fiir eine Reihe von Worten der Variablen z,; die
zugehdrigen Werte von v, aus, markiert auf den Parallelgeraden
im Abstand v, Millimeter von N, die Teilstriche und schreibt an
jeden Teilstrich den zugehtrigen Wert der Variabeln x;,. Man
erhilt so fir jede Variable x, . - x, x,
eine Skala auf der betreffenden
Parallelgeraden. 7 x Z

Ist nun z. B. %, und z, ge- [
geben und wx; gesucht, so ver-
bindet man die Teilstriche ; und
% durch eine Gerade. Diese trifft
auf der Geraden III den Teilstrich
x5, womit der Wert dieser Varia- |-4¢

Lg2

L O¢

v
%
L2 A

blen gefunden ist. | s 7
In Fig. 4 ist beispielsweise dar- |,
gestellt: : “70
(wg +4)¥—2= 73 Cio ";
4 (w, — 3)% — (w + 5). g 20 i
Es ist gesetazt: =1 [ o A z
folag) = (23 + 4)° — 2, Q,',Pt:
fi(w) =4 (2, — 3)}, }J
fs(s) = @5 + 5. Fig. 4.
Ferner ist gewshlt: p = 0,5 und o« = — 0,5. Damit wird:

v = — fi(a) — 4 - (z, —8)%,
vy = fo(23) = (za + 4)* — 2,
vy = 0,5 - fy(25) = — 0,5 - (23 + 5).
Da « negativ ist, kommt die Gerade III zwischen die Geraden I
und IT zu liegen.
Ist die Anzahl #» der Variablen groBer als 2, etwa gleich 6; ist

WO (@) = () + (@) + fi(s) + fule) + fi(a)
so fiihrt man Hilfsvariable y,, s, %5 ein durch

9(9,) = fl(xl) + f?(‘”z)»

95 (y) = f(5) + fi(zy)
und 95(%5) = g4 (.’/1) + 9:(¥3)-
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Es wird dann  f;(%5) = g5(v5) + f5 ().

Fiir die Variablen a;, #, ... 2, x; zeichnet man, wie oben an-
gegeben, eingeteilte Gerade I, IT... VI Ebenso Gerade 1, 2
und 8 fiir die Hilfsvariablen y,, y,, ¥, (Fig. 5). .

Sind nun etwa die Werte 2, 5 . . . x5 gegeben und man sucht
etwa g, so sucht man zuerst auf den Geraden I und II die mit
! 11 @ 2 KV @ 3 %, und x, bezifferten Teil-
striche auf und verbindet sie
durch eine Gerade, welche
. die Gerade 1 im Teilstrich
¥, schneidet.

Y, In gleicher Weise be-
stimmt man durch eine an-
5 dere Gerade aus x; und wx,
. ‘./" den Wert von y, auf der
NN Geraden 2.
.- N Die die so gefundenen Teil-
¥ striche y, und y, verbindende
! Gerade schneidet auf- der
L By K Y I I % Skala 8 den Teilstrich y,
Fig. 5 heraus, der, mit z; auf V
erbunden den Teilstrich z; anf VI und damlt den gesuchten
Wert bestlmmt

Die Anordnung aller Geraden I bis VI und 1, 2, 3 ist so zu
treffen, daB bei dieser Konstruktion der vorgegebene funktionelle
Zusammenhang erfiillt wird.

Ist nicht x5, sondern eine andere Variable gesucht, so sind die
schneidenden Geraden in anderer Reibenfolge zu zeichnen. Ge-
rade in der Unabhiingigkeit davon, welche Variable gegeben und
welche gesucht sind, liegt der groBe Vorteil des Nomogramms
gegeniiber einer tabellarischen Darstellung.

Diese Art von Nomogrammen wird hiufig angewandt, wenn die
Abhiingigkeit zwischen den Variabeln die Form hat:

Y
7
./
VA

s
EAEN

xn=a'x1Pl‘x2p"x3p"'-7

worin @ und die Exponenten p beliebige reelle Zahlen sind.
Man schreibt dann

logz, = loga + p, - log®w, + p, - loga, + pg - logag 4 - - -
Setzt man nun

fi(z) = p, - logay + loga, f3(%;) = py - logz, usw.,
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so ist die vorher geschilderte Methode der graphischen Darstellunu
ohne weiteres anwendbar.
Der Leser zeichne ein Nomogramm fiir die Funktion

Xy = T, + €72

Beim graphischen Rechnen spielt die Zeichnung die Rolle eines
Recheninstrumentes, von dessen Prizision die Genaunigkeit des
Resultates abhiéingt. Man wihle also vor allem erstklassiges
Zeichenmaterial. In den meisten Fiallen empfiehlt es sich, auf
feinkdrnigem weiBen Papier, das auf das ReiBbreft gespannt ist,
zu arbeiten. Die Strichdicke ist so fein als mdglich zu nehmen
und es ist zweckmiiBig, Punkte durch den Stich einer spitzen
Markiernadel in der Zeichnung zu bestimmen.

Besondere Schwierigkeiten bietet dem Anfinger die Wahl ge-
eigneter Ldngeneinheiten. Dabei kommt es, wenn man GroBen
durch Strecken darstellen will, darauf an, eine wie kleine Schwan-
kung A dieser GroBe auf der Zeichnung noch erkennbar sein soll.
Nimmt man ein Fiinftel Millimeter als kleinste noch wahrnehm-
bare Strecke an, was man bei einer guten Zeichnung voraussetzen

. . . . 0,2 ,,....
kann, so muB die Lingeneinheit mindestens j Millimeter lang

sein. Es empfiehlt sich daher, vor der eigentlichen Konstruktion
eine Ubersichtsskizze anzufertigen, um die Dimensionen tibersehen
zu kdnnen.

Bei der Benutzung von Millimeterpapier ist auf die bisweilen
recht betrichtlichen Verzerrungen zu achten. Es mag hier noch
darauf hingewiesen werden, daB im Handel transparentes Milli-
meterpapier, Polarkoordinatenpapier, und Koordinatenpapier mit
logarithmischer Teilung auf rechtwinkligen Achsen zu haben ist,
das fiir manche Zwecke recht dienlich ist.

3. Tafeln und Maschinen. Wenn es auch der Wunsch jedes
Rechners ist, mit dem Rechenschieber oder mit graphischen Kon-
struktionen durchzukommen, so muB er. doch zu anderen Hilfs-
mitteln greifen, falls eine erhthte Genauigkeit erwiinscht ist.

Etwa die zehnfache Genauigkeit des Rechenschiebers bietet die
Benutzung von vierstelligen Logarithmen. Diese lassen sich auf
einem Blatt .anordnen, so daB jedes Umbldttern vermieden wird.
Der Verlag G. Koster in Heidelberg z. B. gibt solche handlich an-
geordnete Tafeln heraus.

- Es mag noch bemerkt werden, daB es unzweckmiBig ist, mit
Logarithmen- oder soustigen Tafeln zu arbeiten, deren Stellenzahl
grofer ist, als es die jeweilig geforderte Genauigkeit verlangt, da
der Zeltverlust beim Aufsuchen der Tafelwerte bei groBeren Rech-
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pungen ganz erheblich ins Gewicht fillt. Gute Dienste leisten
z. B. die Funktionstafcln mit Kurven und Formelr von Jahnke und
Emde (Leipzig 1909).

Der Rechenschicber und die Rechenmaschine werden ausfiibrlich
im folgenden Kapitel besprochen, und wir wollen hier nur noch
zusammenfassend bemerken, daB fir den Rechbrner als Hilfsmittel
in Frage kommen: in erster Linie der Rechenschieber und gra-
phische Konstruktionen, die eine Genauigkeit von zirka 0,37,
geben, ferner die vierstellige Liogarithmentafel mit einer Genauig-
keit von zirka 0,3%,, endlich die Rechenmaschine. Dazu treten
mitunter noch geeignete Tafelwerke. Im folgenden wird hiiufig
auf die Wahl der Iilfsmittel hingewiesen werden, und es wird
dem Leser dringend empfohlen, die angefithrten Beispiele durch-
zurechnen, um sich das wichtigste Hilfsmittel, die Ubung, an-
zueignen.

1I. Rechenschieber und Rechenmaschinen.

A. Der Rechenschieber.

1. Allgemeine Theorie der Rcechenschieber. Der logarith-
mische Rechenschieber hat seiner vielseitigon und bequemen Ver-
wendung wegen eine auBerordentliche Verbreitung gefunden.
Trotzdem wird er vielfach nicht in der zweckmiBigsten Weise
angewendet, weil manche Kunstgriffe, deren man sich bei seiner
Benutzung mit Vorteil bedient, nur wenig bekannt sind.

Ehe wir auf den Gebrauch des logarithmischen Rechenschiebers
im besonderen eingehen, schicken wir eine allgemeine Theorie der
Rechenschieber iiberhaupt voraus. IEs kann pimlich sehr wohl
der Fall eintreten, daB fiir die wiederholte Bebandlung spezieller
Aufgaben die Anfertigung von Rechenschiebern lohnend wird,
die eigens fir diesen speziellen Zweck konstruiert werden. Wir
werden Beispiele dafiir angeben. Der logarithmische Rechen-
schicber erscheint so als eine spezielle Anwendung einer all-
gemeineren Theorie.

Jeder Rechenschicber dient dazu, einen funktionalen Zusammen-
hang mehverer verdnderlicher Gréfen darcustellen. Es 1iBt sich
dies wie folgt erdrtern:

Man geht aus von der Darstellung einer Fuuktion einer Ver-
tinderlichen y = f(z) durch eine ,Skala®

Auf einer geraden Linie stellt man die Funktionswerte y, fiir
eine Reihe geeigneter Werte x, des Argumentes (etwa die ganzen
Zahlen) durch Lingen, unter Annahme einer geeigneten Ltngen-
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einheit und eines bestimmten positiven Richtungssinnes, dar. Ist
die Binheit ! mm lang, so werden von einem Nullpunkte aus
Strecken von der Linge y,- ! mm auf der Geraden abgetragen,
und an die Endpunkte dieser Strecken schreibt man den betreffen-

den Wert z, des Argumentes. Ist f(z) z. B. = %, so erhélt man

nachstehendes Bild (Fig. 6).
Die eingeklammerten Zahlen (0) und (1) iiber der Geraden be-
zeichnen Anfang und Ende und damit auch Richtungssinn der
©) (1)

9 (3

T T 1 1) | B T T

-1 -2 -8 -4-5 © 54 8 2 1
Yig. 6.

Einheitsstrecke, wihrend die anderen Zahlen die Argumentwerte «;
angeben. Man kann kurz so sagen: Der Abstand eines Teilstriches
dieser Skala, der die Zahl x, trigt, vom Nullpunkt (0) der Skala,
gemessen in der Langeneinheit 1, gibt den Funktionswert y, = f(,).
Hat man nun zwei Funktionen y = f(«) und = g(§) durch
derartige Skalen dargestellt, wobei I, und I; die benutzten Lingen-
einheiten sein mdgen, und denkt sich die Skalen auf beweglichen
Papierstreifen oder dgl. aufgezeichnet, so kann man diese Skalen
so nebeneinanderlegen, wie es Fig. 7 zeigt.
Die obere Skala mdge f(z), die untere g(£) darstellen, N; und
N, seien die Nullpunkte der Skalen, und die Pfeile migen den
1

T — PR
ef— j¢ ¢ |
o

Fig. 7.

positiven Richtungssinn andeuten. Betrachtet man nun zwei Teil-
striche der beiden Skalen, die einander gegentiberstehen und etwa
die Zahlen x und & tragen, so hat die Strecke vom Teilstrich x
bis N, eine Linge von .- f(2) mm und die Strecke vom Teil-
strich & bis N, eine Linge von /;- g(£) mm, Ist der Abstand NV, N,
der Nullpunkte ¢ mm, so gilt fiir eine durch die GroBe ¢ charakte-
risierte Lage der Skalen zwischen den Zahlen « und § die Beziehung:

L f(8) — - 9 (8) = o.

Bei einer Stellung der Skalen wird also ein ganz bestimmter
funktioneller Zusammenhang zwischen # und £ dargestellt. Durch
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die relative Verschiebung der Skalen gegeneinander kann man die
Konstante ¢ dieser Funktion noch beliebig variieren. Diese Kon-
stante ¢ driickt man nun zweckm#Big aus durch ein Paar gegen-
tiberstehender Zahlen, etwa x; und &, das man irgendwie aus-
wihlt. Man erhilt dann einen Zusammenhang von vier GréBen
x, & r,, & in folgender Form:

L (@) =l 9(8) = & (=) — T~ 9 (5).

Legt man die Skalen so aneinander, daf der positive Richtungs-
sinn der einen Skala dem der anderen entgegengesetzt ist (Fig. 8),
so findet man statt dessen die Beziehung:

Lo (@) + 1 9(8) = 1, - f(=y) + U 9 (&)
i
l NI?—%— T 7] ‘
I g 3 —n |

1
H
I

Fig. 8.

Durch geeignete Wahl der Funktionen f(x) und g(§) sowie der
Einheitslingen 1, und /; kann man derart Rechenschieber fiir
mannigfache Zwecke herstellen.

Gerade diese Auffassung, daB der Rechenschieber eine Funktion
darstellt und nicht nur einzelne Rechenoperationen ausfiihrt, ist
sehr forderlich bei seiner Verwendung.

Fertigt man z B. zwei Skalen fiir die Funktion y = -;:— mit

gleichen Lingeneinheiten an, so kann man nach dem Gesagten an
diesem Rechenschieber einen Zusammenhang zwischen vier GroBen
z, & %, § von folgender Form ablesen:
1 1 1 1
stET gty
Wihlt man speziell fiir £, den Wert 0o, so erhilt man die viel-
fach in der Physik vorkommende Gleichung:

1 1 1
stE=

Lot
Sind etwa x und ¢ die Einzelwiderstinde zweier parallel geschal-
toter Stromkreise, so ist #, ihr Gesamtwiderstand.
2. Die logarithmische Skala. Bei dem logarithmischen Rechen-
schieber kommen sogenannte logarithmische Skalen zur Anwendung.

Hierbei wird die Funktion g = logz
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durch eine Skala von der im § 1 beschriebenen Art dargestellt.
Eine solche logarithmische Skala zeigt einige bemerkenswerte
Eigentiimlichkeiten.

Nehmen wir als Liingeneinheit eine Strecke von I mm Linge,
so werden die Zahlen y durch Strecken von der Liinge !-y mm
dargestellt. Nennen wir 45 die kleinste noch genau genug wahr-
nehmbare Teilstrecke, so konnen wir auf unserer Skala Ande-
rungen Ay der GroBe y ablesen, die sich aus der Gleichung

Ads=1-Ady oder Ay:‘—?

ergeben. Haben wir iiber die Lingeneinheit einmal verfiigt, so
miissen wir bei der Benutzung der Skala mit einem Fehler Jy
bei der Ablesung der GroBe y rechnen. Nun besteht zwischen
dem Fehler der Ablesung Ay und der zugehdrigen Schwankung
Az in erster Annéherung die Bezichung:

Adx

Der Ablesungsfehler der Zahlen z ist also von x selbst abhingig,
und zwar beh#lt fxﬁ stets dieselbe GroBe, d. h. der Fehler Az ist

dem Werte der Variablen # proportional. Mit anderen Worten:
-Der relative Fehler bei der Ablesung der Grofe x ist bei der
logarithmischen Skala stets derselbe. :

Im dbrigen ist dieser Fehler der Linge der Einheitsstrecke
umgekehrt proportional.

Ein zweites Merkmal der logarithmischen Skala ist eine gewisse
Periodizitit in der Anordnung der Teilstriche. Denken wir uns
die Funktionswerte von y == logx aufgetragen fiir die Werte
1,2,8,..., 9, 10 der Variablen z, so erhalten wir eine Reihe
von zehn nichtéquidistanten Teilstrichen. Weiterhin zeichnen wir
die Teilstriche fiir z = 10, 20, 30, ..., 90, 100. Das Bild dieser
zweiten Gruppe von zehn Teilstrichen ist nun genau dasselbe wie
das der ersten Gruppe fir x=1,2,3,...,10. Ebenso wiirde
man das gleiche Bild fiir = 100, 200, . . ., 1000 erhalten usw.
Man sieht dies sofort ein, wenn man bedenkt, daB der Abstand
der zu zwei Zahlen z, und x, gehorenden Teilstriche 7 - (loga, —
logz,) mm ist. Nimmt man statt der Zahlen #, und , irgend-
welche Zahlen der Form 10"-z, und 10"- x,, so.haben deren
zugehirige Teilstriche einen Abstand von

7. (log10" z, —1og10" - zg) mm

=1 (log10"— log 10" 4 loga, — logz,) mm,
Timerding, Handbuch I. 2. Aufl. 2



18 II. Rechenschieber und Rechenmasgchinen

also genau denselben wie vorher. Wihlt man die Werte von x
in geeigneter Weise aus, etwa so, wie es soeben geschehen ist,
so erhdlt man eine Skala, die aus lauter kongruenten Stiicken
zusammengesetzt erscheint. XEs gentigt mithin ¢in Stiick von end-
licher Ldnge, um iiber das Aussehen der unendlich langen Skala
einen Uberblick zu gewinnen. Man kounnte auch hieraus die Kon-
stanz des relativen Fehlers erschlieBen. Die Teilstriche 8 und 9
z. B. haben bei unserer Anordnung denselben Abstand wie die
Teilstriche 80 und 90 oder 8000 und 9000. Wire die Einheit
nun so klein gewihlt, daB man diese beiden Teilstriche nicht mehr
genau auseinanderbalten konnte, so wire der Ablesungsfehler je
nachdem: 1, 10 oder 1000, also iiberall 11%, Diese beiden fiir
die logarithmische Skala charakteristischen Merkmale: konstanter
relativer Fehler der Ablesung und Darstellbarkeit der gesamten
Skala durch ein Stiick von endlicher Linge, sind der Hauptgrund
fiir ihre vielseitige Brauchbarkeit.

3. Der logarithmische Rechenschieber. Der Stab. Der
logarithmische Rechenschieber, den wir wie iiblich im folgenden

D 3= A ¥ T ;

i AT S

Fig. 9.

Rechenschieber schlechtweg nennen wollen, besteht aus drei Teilen:
dem Stabe oder festen Teil, der Zunge, die in Nuten des Stabes
verschoben werden kann, und dem Ldufer, der auf dem Stabe
entlang gleitet und mit einem in eine Glasscheibe eingeritzten
Indexstrich versehen ist. Es ist fiir das Verstindnis des Folgen-
den unerliBlich, einen Rechenschieber normaler Konstruktion von
etwa 27 cm Linge bei der Hand zu haben (Fig. 9).

Wir ziehen zunichst die Zunge heraus und betrachten nur den
Stab. Er trigt zwei logarithmische Skalen. Betrachten wir die
obere Skala, so finden wir, daB diese in der Tat aus zwei kon-
gruenten Stiicken besteht. Abgesehen von der feineren Unter-
teilung sehen wir zwei Gruppen von Teilstrichen, jede mit einer
Bezifferung 1, 2, ..., 9.%)

Wir wollen nun von vornherein an der Auffassung festhalten,

1) Es gibt Ausfilhrungen, welche in der oberen Skale eine durch-
laufende Bezifferung 1, 2, ..., 9, 10, 20, ..., 90, 100 zeigen. Dies
ist jedoch nicht empfehlenswert. ‘
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daB die vor uns liegende Skala des Rechenschiebers ein Ausschnitt
aus der umendlich lang zu denkenden logarithmischen Skala ist.
Wollen uns also vorbehalten, die an den Teilstrichen heran-
geschriebenen Zahlen als Einer, Zehner oder Zehntel, Hundertstel
usw. zu lesen. Lesen wir z. B. die Zahlen der oberen Skala:
1,2,...,9,10, 20,...,90, 100, so miissen wir die vorliegende
Skala als einen Ausschnitt ansehen, der links durch den Nullpunkt
begrenzt wird, denn die Ziffer 1 steht an dem Nullpunkt der Skala,
da log1l = O ist. Lesen wir dagegen die Zahlen, von links nach
rechts, etwa als: 0,15 0,2;...; 1,05 2,0;...; 10, so haben wir
uns den Nullpunkt in der Mitte der Skala zu denken usw. Wir
operieren also in Gedanken immer mit der unendlich langen Skala.

Auf der unteren Seite des Stabes finden wir ebenfalls eine
logarithmische Skala. Vergleicht man sie mit der oberen, so sieht
man, daB sich beide Skalen durch die L#ngeneinheiten unter-
scheiden, und zwar ist die Lingeneinheit der oberen Skala halb
so groB wie die der unteren. Die Einheitsstrecke der oberen
Skala sei ! mm lang, die untere demnach 2 ! mm. Nennen wir
z die Zahlen der oberen Skala und £ die Zahlen der unteren.
Vermittelst des Laufers konnen wir eine Zahl « der oberen Skala
einer Zahl § der unteren gegeniiberstellen. In welcher Beziehung
stehen diese beiden Zahlen z und £? Lesen wir die Ziffern oben
wie unten von links anfangend als Einer, so stehen sich, wie man
sieht, die Nullpunkte beider Skalen gegeniiber. Folglich gilt
zwischen den Zahlen & und £ die Beziehung (siehe S. 15 die Glei-
chung unten, in der ¢ = 0 zu setzen ist)

l-logxr = 21-logé
oder logz = 2 log§,
d h z = £

Den Zahlen & auf der unteren Skala stehen also auf der oberen
ihre Quadrate gegeniiber. Der Rechenschicber kamn also zum
Quadrieren und Ziehen der Quadratwurzel dicnen.

Unm bei der Stellung des Kommas in Dezimalbriichen keine
Iirtiimer zu begehen, empfiehlt es sich, Zahlen, die quadriert
werden sollen, als Dezimalbruch mit einer von Null verschiedenen
Ziffer vor dem Komma zu schreiben und diesen Dezimalbruch mit
der richtigen Potenz von 10 zu multiplizieren. Dieser Faktor liBt
sich dann leicht gesondert quadrieren, wihrend der Dezimalbruch
auf dem Schieber quadriert wird, wobei ein Versehen kaum vor-
kommen kann. Soll z. B. 0,000376 quadriert werden, so schrei-
ben wir
0,000376% = (8,76 - 107%)¥= 14,14 - 10~% = 0,000 000 1414.

27)!
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Beim Ziehen einer Quadratwurzel ver{ahrt man #hnlich, nur mu8
man stets eine gerade Potenz von 10 als Faktor herausziehen, da
diese leicht im Kopf zu radizieren ist; z. B.:

10,371 =1/87,1-10-% = 6,09 - 10~ == 0,609.

Diese Aufgaben weisen tibrigens darauf hin, daB beim Arbeiten
mit dem Rechenschieber die gleichzeitige Benutzung von Bleifeder
und Papier sehr wesentlich ist. Ferner soll man es sich zum Ge-
setz machen: ‘

Jede Ablesung auf dem Rechenschieber ist durch eine Kopf
rechnung zu kontrollieren! Diese mufl so genau sein, dafl sie die
Stellung des Kommas im Ergebnis erkennen liBt') und gegen
grobe Rechenfehler sichert.

(Im vorstehenden Beispiel /0,371 wire es ja denkbar, daB-
man 371 auf der linken Hilfte der oberen Skala angestellt hitte
und fiir die Wurzel etwa 0,193 abgelesen hiitte. Diesen Fehler

miite die Kopfrechnung V36 =6 aufdecken.) Gerade in der Ge-
wohnung an das Ausfithren von Uberschlagsrechnungen im Kopf
liegt ein hoher erzieherischer Wert des Arbeitens mit dem Rechen-
schieber. ‘

4. Die erste I.age des Rechenschiebers. Betrachten wir die’
Zunge des Rechenschiebers, so sehen wir, daB diese auf beiden
Seiten Skalen trigt. Diejenige Seite der Zunge, welche nur zwei
Skalen trigt, wollen wir stets die ,,Oberseite der Zunge nennen.

Schieben wir die Zunge so in den Stab, dab ihre Oberseite oben
liegt und ihre Ziffern (ebenso wie die des Stabes) aufrecht stehen,
so wollen wir diese Lage die erste oder Normallage des Rechern-
schiebers nennen. Schieben wir die Zunge ganz hinein, so dafl die
an ihrem linken Ende stehenden Zahlen 1 den entsprechenden
Zahlen 1 des Stabes gegeniiberstehen, so sehen wir, daB die beiden
Skalen der Zunge denen des Stabes kongruent, mithin auch logarith-

mische sind. Die obere Skala hat in unserer oben

—ﬁ eingefiihrten Bezeichnungsweise eine Lingeneinheit

; von I, mm und die untere eine doppelt so lange.

— Wir wollen die Zahlen der oberen Zungenskala y

& und die der unteren 7 nemnen. Die nebenstehende

schematische Zeichnung (Fig. 10) moge die von uns gewiihlte Be-
zeichnungsweise einprigen.

Ziehen wir nun die Zunge ein Stiick nach rechts oder links
heraus, so gilt fiir Zahlen & und y, die sich auf den oberen Skalen

1) Andere Methoden zur Ermittelung der Kommastellung sind un-
brauchbar.
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von Zunge und Stab gegeniiberstehen, die Gleichung auf S. 15,
und wir finden die Beziehung:
logz — logy = const. = logx; — logy,
oder r_n
Y %
Dasselbe gilt natiirlich auch fiir gegeniiberstehende Zahlen & und
7 der beiden unteren Skalen.

Bei normaler Lage des Rechenschiebers stehem sich auf den
oberen oder wunteren Skalen Zallen gegeniiber, die ein Lonstantes
Verhdltnis Laben.

Alle sog. Regeldetri-Exempel lassen sich bei der Normallage
des Rechenschiebers durch eine Einstellung der Zunge lésen.

Will man z. B. Réaumur- in Celsiusgrade umrechunen, so stellt
man die Zahlen 4 und 5 gegeniiber (oder 80 und 100) und liest
auf den betreffenden Skalen die entsprechenden Temperaturen ab.
Gerade fiir derartige Umrechnungen von Mafsystemen ist der
Rechenschieber bequemer als jede Tabelle zu gebrauchen, da sich
die Interpolation von selbst erledigt.

Eine ganz anschauliche Regel mag noch "erwihnt werden:
Man fasse den Spalt zwischen Zunge und Stab als Bruchstrich
zwischen zwei einander gegeniiberstehenden Zahlen auf. Die so ent-
stehenden Briiche sind dann alle gleich.

Um ein Produkt aus zwei Zahlen zu bilden, setzt man in der

Proportion % = fcy—‘ etwa g, = 1 und findet so 2 =a,-y. In

Worten: Man stelﬁ: die 1 der Zunge dem einen Faktor auf dem
Stabe gegentiber, sucht den anderen Faktor auf der Zunge auf
und findet diesem auf dem Stabe gegeniiberstehend das gesuchte
Produkt.

Um einen Quotienten zu bilden, hat man y, = 1 in der Pro-

portion 2~ % zu setzen. In Worten: Man stellt dem Dividen-

1
dus (x) auf dem Stabe den Divisor (y) auf der Zunge gegeniiber,
dann steht der 1 auf der Zunge der gesuchte Quotient (z,) auf
dem Stabe gegeniiber.
Die Multiplikations- und Divisionsregel des Rechenschiebers
kann man auch einfacher, obne an die Proportionsrechnung an-
zukniipfen, aus den Gleichungen:

logz 4 logy = logz,

ableiten. Will man multiplizieren, so hat man die die Logarithmen
der heiden Faktoren darstellenden Strecken zu addieren, bei der
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Division die entsprechenden Strecken zu subtrahieren. Um bei-
spielsweise 2 - 3 = 6 zu bilden, hat man etwa die 1 der Zungen-
skala der 2 der Stabskala gegeniiberzustellen, dann steht das
Resultat 6 fiber der 3 der Zungenskala. Die Strecke von der
Ziffer 1 (dem Nullpunkte der Skala) bis zur Ziffer 2 auf der
Stabskala stellt den Logarithmus von 2 dar, ebenso stellt die
Strecke von 1 bis 3 der Zungenskala den Logarithmus von 3 dar,
so daB die oben angegebene Stellung des Rechenschiebers als
Addition dieser beiden Strecken aufgefafit werden kann. Als Summe
beider Strecken erscheint das von 1 bis 6 reichende Stiick der
Stabskala. In analoger Weise kann man die Division durch Sub-
traktion einer Strecke von einer anderen ausfilhren. Obwohl diese
Auffassung als die einfachere erscheint, ist es doch von Wichtig-
keit, sich auch an die Proportionsrechnung mit dem Rechen-
schieber zu gewshnen,

Wir haben nur von den oberen Skalen von Stab und Zunge
gesprochen. Natiirlich gelten die angegebenen Rechenregeln auch
fiir die analogen Operationen mit den beiden unteren Skalen. Hs
ist im allgemeinen vorteilhafter, mit den oberen Skalen zu rechnen.
Man hat auf den unteren zwar die doppelte Genauigkeit, weil die
Lingeneinbeit die doppelte Linge hat, doch fillt das meistens
gegeniiber einem gleich zu besprechenden Nachteil beim Gebrauch
der unteren Skalen nicht besonders ins Gewicht.

Zunichst wollen wir allgemein daran erinnern, daB wir die
Skalen des Rechenschiebers als geeignete Abschnitte der unend-
lich langen Skalen ansehen. Wir kdnnen also die an den Teil-
strichen stehenden Ziffern von 1 bis 9 mit beliebigen Potenzen
von 10 multipliziert denken, wobei dann natiirlich alle Ziffern
der betreffenden Skala mit einer und derselben Potenz von 10
multipliziert gedacht werden missen. Will man nun auf der
unteren Skala die Multiplikation 3 - 7 = 21 ausfiihren, so wird
man zunichst alle Zahlen der unteren Skalen als Einer ansehen
und die an dem linken Ende der Zunge stehende 1 der 7 auf dem
Stabe gegeniiberstellen. Hierbel findet man aber, daB die 3 der
Zungenskala, der das Resultat gegeniibersteht, auBerhalb des Stabes
zu stehen kommt, Man hilft sich dann dadurch, dal man die
Zunge ,,durchschiebt” und die rechte 1 der Zunge der 7 des Stabes
gegeniiberstellt. Diese 7 liest man jetzt aber als 70 und findet
der 3 der Zunge gegenitber das Resultat 21. Denken wir uns
die beiden unendlich langen Skalen von Zunge und Stab so gegen-
einander verschoben, daB die 1 der Zunge der 7 des Stabes gegen-
tibersteht, so ist diese Stellung eindeutig bestimmt, und der 3 der
Zungenskala steht die 21 der Stabskala gegeniiber. Wir fassen
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das Durchschieben so auf: Die Zunge trigt den von 1 bis 10
reichenden Abschnitt der unendlichen Skala, die Stabskala fassen
wir vor dem Durchschieben als den von 1 bis 10 reichenden Ab-
sehnitt, nach dem Durchschieben jedoch als den von 10 bis 100
reichenden auf, so daBl dieses gewissermaflen als das ,Materiali-
sieren® eines anderen Abschnittes der ideellen unendlichen Skala
erscheint. Bei einer Division £ auf den unteren Skalen wiirde
man ebenfalls durchschieben miissen und damit das gleiche Prinzip
zur Anwendung bringen. Beim Rechnen auf den oberen Skalen
kommt ein solches Durchschieben seltener vor, weil diese einen
doppelt so groBen Zahlenkreis wie die unteren Skalen umfassen.
Deshalb empfiehlt sich das Rechnen auf den oberen Skalen.

Das Prinzip des Operierens mit den unendlich langen Skalen
erweist sich besonders niitzlich bei den Proportionsrechnungen
und liBt bei allen Rechnungen die Stellung des Kommas ent-
scheiden. Zur Kontrolle empfiehlt es sich jedoch, das mit dem
Schieber gewonnene Ergebnis stets durch eine rohe Uberschlags-
rechnung zu priifen, wobei die bereits auf S. 4 benutzte Schreib-
weise der Zahlen mit abgespaltenen Zehnerpotenzen anzuwenden
ist, die auch die Stellung des Kommas erkennen lift.

In der Normallage ist der Rechenschieber insbesondere auch
zu verwenden, wenn verlangt wird, eine Reike von Produkten ru
berechnen, die alle einen Faktor gemeinsam haben. Man stellt
dann die 1 der einen Skala dem gemeinsamen Faktor auf der an-
deren gegeniiber und findet die einzelnen Produkte dieser Skala
den einzelnen verschiedenen Faktoren gegeniiber, ohne an der
Stellung der Zunge etwas zu dndern. Allenfalls kann ein Durch-
schieben erforderlich werden. ’

Die Normallage des Rechenschiebers kann noch zur Darstellung
eines etwas komplizierteren Zusammenhangs von GrdBen benutzt
werden. Vermittelst des bisher noch gar nicht benutzten Liufers
kann man auch Zahlen von Skalen einander gegeniiberstellen, die
nicht unmittelbar beieinander liegen, z. B. die Zahlen z der oberen
Stab- und die Zahlen % der unteren Zungenskala. Bedenkt man,
daB zwischen oberer und unterer Zungenskala die gleiche Be-
zieshung besteht wie zwischen oberer und unterer Stabskala, daB

also y = 7? ist, so findet man aus der Gleichung —:‘ = const., die

zwischen 2 und y besteht, sofort die Gleichung ;lﬂg’ = const. als

Beziehung zwischen Zahlen z und 7 der oberen Stab- und unteren

Zungenskala. (Analog gilt auch die Gleichung g.‘, = const.)
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Wir wihlen hierfiir ein Beispiel, bei dem der Rechenschieber
gleichzeitig zu ciner gewissen Ausgleichung vor Bevbachiungen be-
nutzt wird.

Man vermutet zwischen zwei Gréfen z und 4 einen Zusammen-
hang von der Form 2 =c¢- %? und hat durch eine Reihe von
Messungen folgende zusammengehirige Wertepaare der beiden
Variablen gefunden:

o = 0,328; 0,565; 1,18; 2,07;
n=113; 1,47; 2,18; 2,80.

Wie groB ist die Konstante ¢? Wenn man die gegebenen Zahlen
auf dem Schieber einander gegeniiberstellen will, sieht man, da
sich zwar durch keine Stellung der Zunge die gemessenen Werte
genau gegeniiberstellen lassen, aber man findet bald eine Stellung
der Zunge, die in Anbetracht der anzunehmenden Messungsfehler
als die richtige erscheint. Uber der linken 1 der Zunge finden
wir den Wert 0,263 der Konstanten und bhaben durch das Auf-
suchen der richtigen Zungenstellung auch einen Anhalt fiir die
Genauigkeit gewonnen, mit der die Konstante aus dieser Messungs-
reihe bestimmt ist, daB nimlich die letate Stelle (3) als auf etwa
zwei Einheiten unsicher angesehen werden muB.

Bei Rechnungen mit Skalen verschiedener Langeneinheit kénnen
nicht mehr alle Zahlen mit beliebigen Potenzen von 10 multipli-
ziert gedacht werden. Stellt man sich das Bild der beiden neben-
einander liegenden unendlich langen Skalen vor, so besteht es
allerdings auch aus kongruenten Stiicken, deren Linge jedoch
gleich der griBeren Liingeneinheit der beiden benutzten Skalen
ist. Die Zahlen der Skala mit groferer Lingeneinheit kann man
demnach nach wie vor beliebig lesen, ohne sich um die Komma-
stellung zu kitmmern, nicht aber auch die Zahlen auf der anderen
Skala. Hier mufl die einmal angenommene Kommastellung fiir
ein Stiick von der Linge der groBeren Lingeneinheit beibehalten
werden. Kurz gesagt: Die Skula mit groBerer Lingeneinheit be-
stimmt das Komma. Im obigen Beispiel gehéren in der ange-
gebenen Einstellung zusammen z = 0,328 und % ='1,13, ferner
etwa £ = 32,8 und 5 =11,8. Nicht jedoch z = 3,28 und 4 =
11,3, sondern = 3,28 und = 3,56, wobei dies richtige Zahlen-
paar sich an anderer Stelle gegeniibersteht. Kopfrechnen schiitzt
hier vor groben Fehlern.

5. Die zweite Lage des Rechenschiebers. Ziehen wir die
Zunge ganz heraus und stecken sie so in den Stab herein, daB wir
die bisher benutzten Skalen wieder vor uns sehen, die Ziffern der
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Zunge jedoch auf dem Kopf stehen, so wollen wir dies die zweite
Lage des Schiebers nennen. Die Skalen der Zunge sollen ihre
Bezeichnungen: obere Skala (y) und untere Skala (%) behalten,
so daB die ,,0bere Skala“ jetzt unten liegt und um- ]
gekehrt (s. das schematische Bild Fig. 11).
Betrachten wir zunéichst die oberen Skalen von s

Stab und Zunge, deren Zahlen wir jetzt nur ver-
mittelst des Liufers gegeniiberstellen konnen, so ¥ig 11
haben wir den im ersten Paragraphen behandelten Fall zweier
Skalen mit entgegengesetztem Richtungssinn. Zwischen zwei gegen-
iiberstehenden Zahlen x und y oder zwei anderen x, und y, der
beiden Skalen bestehen bei dieser Lage also folgende Gleichungen:

logz + logy = const. = log, + logy,
oder Z -y = const. = 2, - y,.

Auf den beiden oberen Skalen stehen sich in der zweiten Lage
des Rechenschiebers demnach Zablen gegeniiber,-deren Produkt
konstant ist. Man kann mit dieser Lage des Rechenschiebers ebenso
multiplizieren und dividieren wie mit der ersten Lage. Setzt man

z, =1, so findet man z-y =y, oder = Yi |

Die Division mit Benutzung dieser Lage des Schiebers ist be-
sonders dann zu bevorzugen, wenn es sich darum handelt, eine
cund diesclbe Zahl durch eine Reihe von verschiedencn Zahlen zu
dividieren. Man hat in diesem Falle etwa die 1 der oberen
Zungenskala dem gemeinsamen Dividendus auf der oberen Stab-
skala gegeniiberzustellen; sucht man dann die einzelnen Divisoren
auf der Zungenskala auf, so stehen diesen die Quotienten auf der
Stabskala gegeniiber. Fiir siimtliche Quotienten bleibt daher die
Stellung der Zunge unverindert.

Beachten wir wieder, daB zwischen oberer und unterer Zungen-
skala die Beziehung y = ? besteht, so finden wir, daB zwischen
den jetzt unmittelbar nebeneinanderstehenden Zahlen z und 4 der
oberen Stab- und unteren Zungenskala die Beziehung z - n*= const.
besteht und analog auf den anderen beiden Skalen £2- y = const.

Auch diese Beziehungen sind mannigfacher Anwendung fihig.
Man kann sie z. B. zur Auflosung von Gleichungen dritten Grades
benutzen, wenn diese in der verkiirzten Form, in der das quadra-
tische Glied fehlt, vorliegen:

2#—az+b=0.

Wir schreiben die Gleichung etwas anders:

b
2 —_
z-{—z a
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und suchen den gegebenen Koeffizienten b auf der unteren Stab-
skala auf, um ihm eine 1 der unteren Zungenskala gegeniiber-
zustellen. Unter den Zahlen der unteren Stabskala suchen wir
jetzt die Wurzel 2z in folgender Weise herauszufinden: Probeweise
beginnen wir mit irgendeiner Zahl § dieser Skala und fixieren sie
mit dem L#ufer. Auf der oberen Stabskala steht ibr eine Zahl
z = £? gegeniiber. Unmittelbar unter dieser Zahl z finden wir
auf der unteren Stabskala eine Zahl 7, welche mit & stets das

Produkt b bildet, also gleich -bg- ist. Auf der oberen Stab- und

unteren Zungenskala stehen sich also die Zahlen £? und L2 gegen-

&

iiber, wenn ihnen durch den L&ufer auf der unteren Stabskala
eine Zahl £ gegeniibergestellt ist. Diese hat man nun durch

Probieren so zu ermitteln, daf die Summe der ihr gegeniiber-

stehenden Zahlen &* und % gerade gleich dem dritten Koeffi-

zienten a der gegebenen Gleichung wird. Natiirlich sind dabei
die Vorzeichen der Koeffizienten @ und & zu beriicksichtigen, ferner
achte man darauf, welche Abschnitte der unendlichlangen Skalen
man vor sich hat. Dabei kann man fiir jede Stellung des Laufers
die zugehtrige Zahl £ mit positivem oder negativem Vorzeichen
in Ansatz bringen, ferner kann § mit einer Potenz von 10 multi-
pliziert werden. Beides ist natiirlich bei den gegeniiberstehenden

Zahlen £* und % zu beachten. Das Probieren, durch welches die

richtige Wurzel auf der {-Skala gefunden wird, ist ein durchaus
systematisches. Man notiert sich zweckmiBig, wihrend man den

Lyufer verschiebt, die Summe der Zahlen £? und —g— fiir die ein-

zelnen Stellungen des Liufers. Man erkennt dann sofort, in welcher
Richtung man den Luufer zu verschieben hat, um die Summe der
beiden genannten Zahlen der gegebenen a niherzubringen. Es
kann hierbei vorkommen, daB sich die Summe zuerst dem Wert a
nihert, um sich dann wieder zu entfernen, ohne a erreicht zu
haben, in diesem Falle hat die Gleichung ein Paar komplexer
Wurzeln. Notigenfalls muB man auch die Zunge bei dem Pro-
bieren ein oder mehrere Male durchschieben, dabei ist natiirlich
auf die sich verindernde GriBenordnung der Zahlen zu achten.
Als Beispiel nehmen wir die Gleichung

£—1728:—2,72=0

oder 2 ? = 7,238.
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Wir ziehen die Zunge nach links heraus und stellen ihre 1 am
rechten Ende iiber die Zahl 2,72 der unteren Stabskala. Versuchs-
weise boginnen wir mit & — - 1, finden £ — + 1, é’ ——272
und notieren als Summe 1 — 2,72 = — 1,72. Dann probieren
wir { = 2 und finden als Summe 4 — 1,36 = + 2,64; wir sind
also auf dem richtigen Wege: § = 2,5 ist auch noch zu wenig,
denn es liefert als Summe 6,25 — 1,09 = 5,16, ebenso langt
§£ = 2,72 noch nicht. Jetzt schiehen wir die Zunge nach rechts
durch, so daf ihre linke 1 iiber die 2,72 zu stehen kommt. Wir
probieren § = 3 und finden als Summe 9 — 0,906 = 8,094, also
zu viel. Wenn die Wurzel reell ist, muBl sie zwischen 2,72 und 3
liegen, und in der Tat findet man als Wurzel § = 2,86.

Fir positive Werte von £ findet man keine weitere Wurzel.
Versucht man es nun mit negativen Werten von &, so findet man
die beiden ibrigen Wurzeln § = — 0,381 und — 2,48. Bildet
man zur Kontrolle die Summe der gefundenen Wurzeln, so findet
gich in der Tat 0,00.

Im dritten Kapitel wird gezeigt werden, wie man erforderlichen-
falls die Genauigkeit der Wurzeln noch weiter steigern kann. Es
wird dort auch gezeigt, wie man eine Gleichung dritten Grades,
die in allgemeiner Form gegeben ist, auf die fiir die Behandlung
Enit dem Rechenschieber geeignete verkiirzte Form bringen kann

8. 46).

Als )spezieller Fall der Gleichung dritten Grades erscheint die
Aufgabe, die dritte Wurzel aus einer Zahl zu ziehen. In diesem
Falle ha} man nur ¢ = 0 und die gegebene Zahl gleich — b zu
getzen. Die fiir die Gleichung dritten Grades angegebene Losungs-
methode ist dann anwendbar, wobei die oben auftretenden Zahlen
£* und % einfach gleich sein miissen, da & < 0 und @ = 0 ist.

Der Leser wird leicht selbst eine entsprechende Lsungsmethode
fiir die guadratische Gleichung angeben konnen, von der man unter
Umstiinden Gebrauch machen wird, wenn es sich um die Lésung
einer groBeren Anzahl von quadratischen Gleichungen handelt,
deren Koeffizienten sich nur wenig voneinander unterscheiden, so
daB man die Stellung des Rechenschiebers nur wenig zu dndern
braucht, nachdem man eine Lésung gefunden hat und daran an-
schlieBend die anderen berechnet.

Es mag noch bemerkt werden, daB die in vorstehendem an-
gegebenen Stellungen des Rechenschiebers, die zur Losung der
einzelnen Aufgaben angegeben wurden, nicht die einzig moglichen
sind, sondern durch andere, die durch gewisse Vertauschung der
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Skalen hervorgehen, ersetzt werden konnen. Es wird als gute
Ubung empfohlen, andere als die oben angegebenen Stellungen
zur Losung derselben Aufgaben aufzusuchen.

6. Die dritte Liage des Rechenschiebers, Wir schieben jetzt
die Zunge so in den Stab hinein, daB ihre Unferseite oben zu
liegen kommt, und zwar so, dafl die hier stehenden Ziffern auf-
recht vor uns stehen. Zuniichst schieben wir die Zunge ganz in
den Stab hinein, so daB die Endstriche aller Skalen untereinander
stehen.

Betrachten wir zuerst die obere Skala der Zunge, die auf den
meisten Schiebern mit ,,S“ bezeichnet ist. Diese Skala stellt die
Funktion logsina dar, mit einer Lingeneinheit von ! mm. Die
an den Teilstrichen stehenden Zahlen geben den in Graden und
Minuten gemessenen Winkel o an.”)

Der Nullpunkt dieser Skala liegt an deren rechtem Ende, da
hier & = 90° steht, mithin sine = 1 und logsine = Q ist. Wir
fassen auch die obere Stabskala zuniichst so auf, daB die Ziffer 1
an ihrem rechten Ende die Zahl 1 bedeutet, die tibrigen Ziffern
also Dezimalbriiche von 0,01 bis 0,9. Zwischen den Zahlen x
und o besteht bei dieser Stellung der Zunge, da die Lingenein-
heiten beider Skalen gleich sind, folgende Gleichung:

logz = logsine - oder x = sine.

So ersetzt der Schieber eine Tabelle der trigonometrischen Sinus-
funktion.
Ziehen wir nun die Zunge ein Stiick nach rechts oder links
heraus, so gilt die Gleichung:
logz — logsin ¢ = logx; — logsin e,
z ,
sin =“sinfxl

oder

fiir gegentiberstehende Zahlen 2 und o« oder 2, und «o.
Steht im besonderen dem Winkel o = 90° eine Zahl z, gegen-
iiber, so gilt die Gleichung:
T =g, - sinea,

d. b. der Schieber liefert auch die mit irgendeiner Konstanten (z,)
multiplizierten Sinus der Winkel, und zwar entspricht einer Stel-
lung der Zunge ein bestimmter Wert dieser Konstanten. Die
GroBenordnung der beiden Zahlen  und #, ist dabei willkiirlich.

1) Es wiire hier, wie iiberal], viel zweckmiiBiger, den alten Winkel-
grad dezimal zu teilen. Die Rechenschieberfabrik Dennert & Pape in
Altona liefert Schieber mit solcher Teilung. .
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Zur irigonometrischen Berechnung von Dreiecken ist der Rechen-
schieber in dieser Lage mit Vorteil zu verwenden. Sind n#mlich
o, @ und o die drei Winkel eines Dreiecks und x;, z,, o, die
ihnen gegeniiberliegenden Seiten, so gilt die als Sinussatz bezeich-
nete Beziehung 2, , a,

sine, sine,  sinog

zwischen den Winkeln und Seiten. Das ist aber gerade die Be-
ziehung, die zwischen den Groflen « und z auf den oberen Skalen
in der dritten Liage des Schiebers zur Darstellung gebracht wird.
Sind etwa von einem Dreiecke zwei Seiten x; and xz,, sowie der
einer von ihnen gegeniiberliegende Winkel o, gegeben, so hat
man #; und o, gegeniiberzustellen und findet w, gegeniiber den
Winkel ¢,. Dann berechnet man oy = 180 — (&, + o) und findet
die Seite x; dem Winkel oy gegenitber. Sind zwei Seiten und der
eingeschlossene Winkel gegeben, so sucht man durch Probieren
eine Stellung der Zunge zu finden, bei welcher den gegebenen
Seiten zwei Winkel gegeniiberstehen, die mit dem gegebenen
Winkel zusammen eine Summe von 180° bilden, mit dieser Stel-
lung sind dann die unbekannten Stiicke des Dreiecks gefunden.

Fiir Winkel, die Kleiner als 85 sind, kann man bei der Genauig-
keit des Rechenschiebers den Sinus durch den (in BogenmaB zu
messenden) Winkel ersetzen. Dabel ist nach folgender Formel

umzurechnen :

. 0 "
x(Bogen) = 2°(Grad)-

k14
180 — 57,80

Die untere mit ,,T* bezeichnete Skala der Zunge stellt die Funktion
logtan 8 dar, mit der doppelten Lingeneinheit der oberen Skala.
Bei einer Zungenstellung, wo die Endstriche aller Skalen sich
gegeniiberstehen, besteht also zwischen den unteren beiden Skalen

die Beziehung logé = logtanf oder & = tanf.

Bei einer beliebigen Stellung der Zunge findet man
£ = %1 tanﬁ,

wenn & dem rechten Endstrich der unteren Zungenskala gegen-
iibersteht. Bei der Tangentenskala ist der rechte Endstrich der
Nullpunkt, weil hier f = 459 mithin logtanf =0 ist.

Bei Winkeln unter 6° deren Tangenten sich nicht mehr auf
dem Rechenschieber finden, kann man ohne wesentlichen Fehler
die Tangente durch den Sinus ersetzen, also die obere Skala be-
nutzen. Die Tangenten von Winkeln, die grofer sind als 45°,
kann man jedoch direkt auf der Tangentenskala ablesen durch
folgenden Kunstgriff:
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Wir gehen aus von der unendlich langen Skala fiir die Funktion
logtan 8. Da nun
1
0 _— -
tan (45°+ @) = @)’
also logtan (45°+ @) = — logtan (45°— @)

ist, wird die unendliche Skala aus zwei Teilen bestehen, die spiegel-
bildlich zum Nullpunkte sind. Denken wir uns nimlich 45° 4+ o
als Argument an die Teilstriche der Skala herangeschrieben, so
finden wir ¢ = 0 am Nullpunkte der Skala stehen und nach rechts
wachsend die positiven Werte von ¢ (¢ < O kommt iiberhaupt
nicht in Betracht). Das zum Nullpunkt symmetrische Bild hierzu
bieten die Teilstriche fiir 45° — ¢, die fiir von Null an wachsende ¢
sich nach links erstrecken. Diese linke Hilfte der Skala haben
wir aber auf dem Schieber vor uns, wenn wir die vorher § ge-
nannten Zahlen dieser Skala durch 45°— ¢ ersetzen, so daf
B = 45° — ¢ ist. Jetat ziehen wir die Zunge heraus und stecken
sie so in den Stab, daB die Ziffern der beiden soeben betrachteten
Skalen auf dem Kopfe stehen. Wir schieben dabei die Zunge
ganz in den Stab hinein, so daB die Endstriche der Skalen unter-
einander stehen. Betrachten wir nun die untere Stabskala und
die ,,untere” Zungenskala (die jetzt allerdings oben liegt), so bieten
die Teilstriche dieser beiden Skalen das Bild der rechten Hglfte
der unendlichen Tagentenskala fiir logtanf, wenn man sich als
Argument 45°+4 @ an die Teilstriche herangeschrieben denkt.
Wir lesen jetzt die auf dem Kopfe stehenden Zahlen unserer
Tangentenskala von links nach rechts nicht 459, 40 35% 80° usw.,
sondern 45% 50° 55° 60° usw., d. h. wir setzen = 45° | ¢,
Den linken Endstrich 1 der unteren Stabskala sehen wir dabei
ebenfalls als Nullpunkt an und lesen dementsprechend die Zahlen
der unteren Stabskala von links nach rechts: 1,2,3 ... 10. Die
durch den Liufer gegeniibergestellten Zahlen der unteren Zungen-
skala, die demnach 45°% 50° 55° usw. gelesen werden miissen, und
die Zahlen 1, 2, 3 usw. der unteren Stabskala stehen also bei
dieser Stellung des Rechenschiebers in der Beziehung:

E=tanp
und bei Verstellung der Zunge in der Bezichung:
= £, tang,

wobei jetzt aber auch f > 45° und &> 1 sein darf.
Dies zuletzt vorgenommene Umstecken der Zunge bedeutet hier
ausnahmsweise keine Anderung des Richtungssinnes, sondern nur
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das Materialisieren eines anderen Teiles der unendlichen Skala,
das uns auch die Tangenten von Winkeln 8 > 45° abzulesen er-
laubt.

Das Bild der unendlich langen logtanp-Skala besteht aus
zwei Hilften, die symmetrisch zum Teilstrich § = 45 liegen.

Wir iiberlassen es dem Leser, sich die anderen Beziehungen,
die in der soeben benutzten vierten Lage des Rechenschiebers
gelten, selbst abzuleiten. Nur zu der in der Mitte liegenden Skala
wollen wir noch einiges bemerken. Diese Skala ist nichts anderes
als ein Mafstab und wird in der Tat auch zu einer Lingenmes-
sung benutzt. Bisher brauchten wir uns nicht darum zu kiimmern,
welche Basis die auf dem Schieber dargestellten Logarithmen hatten.
Jetzt nehmen wir an, es wiren auf allen Skalen die Briggischen
Logarithmen aufgetragen. Dann reicht die Einheitsstrecke der
unteren Stabskala gerade von deren linkem bis zu ibrem rechten
Endpunkte, da loghbrigg 10 = 1 ist. Die Einheit des MaBstabes

“in der Mitte der Zunge ist nun gerade gleich der Einheit der
unteren Zungenskala. Schiebt man die Zunge in der vierten Lage
ganz in den Stab hinein, so kann man vermittelst dieses MaB-
stabes den Abstand der Teilstriche der unteren Stabskala von
deren Nullpunkte in der Einheit dieser Skala messen. Die so ge-
messenen Abstinde sind dann die Briggischen Logarithmen der auf
der unteren Stabskala stchenden Zahlcn.

Ankniipfend an unsere fritheren Bezeichnungen und die all-
gemeine Theorie des Rechenschiebers konnen wir auch sagen, dafl
die mittlere Skala die Funktion £ = 2 mit der Lingeneinheit 27
darstellt, wenn wir die Zahlen der Skala mit 2 bezeichnen. Fiir
die mittlere Zungen- und untere Stabskala gilt dann bei der
vierten Lage des Schiebers die Beziehung:

21-2— 21llogbriggé = const.

Bei ganz eingeschobener Zunge ist die Konstante Null, und wir
haben # = logbriggk. Bei verschobener Zunge finden wir:

z — logbrigg§ = 2 — logbrigg &,
und, wenn wir #, = O annehmen,

2 = log brigg (g%) .

Die drei Skalen auf der Unterseite der Zunge des Rechenschiebers
kinnen noch in anderer Weise, niimlich in der ersten Lage des
Schiebers, also ohne die Zunge umzukehren, benutzt werden. Bei
den meisten Formen des Rechenschiebers, die in den Handel ge-
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bracht werden, finden sich auf der Unterseite des Stabes an beiden
Enden Aussparungen, in welchen die Skalen der Zungenunterseite
sichtbar werden. Am Stabe befinden sich in den Aussparungen
Strichmarken, die genau unter den Endpunkten der Stabskalen
liegen. Wir bringen den Schieber in die erste Lage und ziehen
die Zunge ein Stiick nach rechts heraus. Drehen wir jetzt den
ganzen Rechenschieber herum, so finden wir eine Zahl ¢ der Sinus-
skala der Strichmarke des Stabes gegeniiber. Drehen wir den Stab
wieder zuriick, so steht die rechte 1 der oberen Stabskala einer
Zabl y, der oberen Zungenskala gegeniiber, die von den Enden
der Zunge ebenso weit absteht, wie die vorher betrachtete Zahl &
auf der Unterseite der Zunge, die der Strichmarke gegeniibersteht.
Denken wir uns die Zunge fiir einen Moment durchsichtig und
betrachten an gleicher Stelle .stehende Zahlen « und y, der be-
treffenden Zungenskalen, so besteht zwischen diesen die Gleichung
Y, == sin @, da zwischen diesen Skalen ja die gleiche Beziehung
besteht wie zwischen der oberen Stab- und der oberen Zungen-
skala bei der dritten Lage des Schiebers (8. 28).

Die Zahl y, der oberen Zungenskala, die der rechten 1 der
oberen Stabskala gegeniibersteht, gibt also den Sinus des Winkels «
an, auf den die Strichmarke auf der Unterseite des Stabes weist.
Man kann also auch bei der ersten Lage des Rechenschiebers den
Sinus ablesen. Ja noch mehr. Steht ndmlich die 1 des Stabes
einer Zahl y, der Zunge gegeniiber, so gilt, wie wir frither ge-
sehen haben, fiir alle einander gegeniiberstehenden Zahlen  und y
der beiden Skalen die Gleichung:

% = %‘— = sin «,
wobei die Zahlen # und y stets in gleicher GroBenordnung gelesen
werden miissen. Diese Ablesungsmethode wird angewendet, wenn
ein Sinus als echter Bruch gegeben ist und nach dem Winkel ge-
fragt wird. Ist z. B. sin e = 3 gegeben, so stellt man y = 3 auf
der Zunge gegeniiber # = 4 auf dem Stabe, dreht den Rechen-
schieber um und findet « = 48,6° gegeniiber der Strichmarke.
Etwas Analoges gilt fiir die Tangentenskala. Hier liegt jedoch
die Strichmarke unter der linken 1 der unteren Stabskala, und die
Zunge ist dementsprechend nach links herauszuziehen. Lesen wir
die Zahlen £ der unteren Stabskala als 1, 2, 3 ... 10 und die
Zahlen 7 der unteren Zungenskala als 0,1, O 2, 0, 3 . 1,0 und
nennen f§ den Winkel auf der Tanaentenskala, 80 gllt die Glelchung
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fiir die Zahl 7, tiber der linken 1 der Stabskala und beliebige
sich gegeniiberstehende Zahlen § und 7 auf den unteren Skalen
von Stab und Zunge, wenn die Strichmarke auf einen Winkel g
weist.

Den Tangens von Winkeln § > 45 kann man in dieser Lage
auch leicht ablesen: Man stelle 90 — § an der Strichmarke ein,
dann steht £ = tan § der 1 am rechten Ende der unteren Zungen-

: . 1 tan (90 -~
skala, gegentiiber, was sofort aus der Proportion —, = tan (907 =)

tan 1
folgt. .

Auf einer dritten Strichmarke, die sich auf dem rechten Ende
des Stabes befindet und auf den MaBstab in der Mitte der Zunge
weist, kann man ablesen, wie weit man die Zunge nach rechts
aus dem Stabe herausgezogen hat, und dadurch den Logarithmus
der Zahl £ finden, die auf der unteren Stabskala der linken 1 der
Zungenskala gegeniibersteht.

Damit schlieen wir die Besprechung des Rechenschiebers und
geben dem Leser den Rat, sich selbst Beispiele fiir die einzelnen
Ablesungsmethoden zurechtzulegen. Dabei empfiehlt es sich, die
mit dem Schieber gewonnenen Resultate durch Rechnungen héherer
Genauigkeit zu priifen, um sich ein Urteil iiber die erzielte Ge-
nauigkeit zu bilden. Diese ist von der Giite des verwendeten
Schiebers und der persénlichen Geschicklichkeit des Rechners
durchaus abhingig.

Wir wollen noch darauf hinweisen, daBl es eine Reihe von spe-
ziellen Rechenschicbern gibt, die fiir Sonderzwecke konstruiert sind.
Ibre Benutzung ergibt sich aus der allgemeinen Theorie des ersten
Paragraphen. So hat man z. B. zur Aufldsung sphiirischer Drei-
ecke sog. Nawvigationsrechenschieber gebaut, die zwei kongruente
n o . sm ey

Skalen fiir log sin tragen und auf die Gleichung Si—nf = Ginp
1

fithren.

7. Ubungsaufgaben fiir den Rechenschieber.

1. 5,23 kg eines Stoffes kosten 82,70 Mk.

a) Was kosten 16,5 kg? b) Wieviel erhiilt man fiir 38,— Mk.?

In Lage I. 2 = 5,23 und y = 82,70 gegeniiberstellen. Dann
stehen allgemein auf der z-Skala die Gewichte und demgegeniiber
auf der y-Skala die Preise.

Antwort zu a): 261 Mk., zu b): 2,40 kg.

9. Von einer Warenmenge sind 35,9 Tonnen verfiighar. Vier
Kaufer A, B, C, D haben davon folgende Mengen angefordert:

A:125¢t; B:16,0t; C:8,75¢t; D:6,8t.
Timerding, Handbuch I. 2. Aufl. 3
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Die vorhandene Menge soll den Anforderungen proportional
verteilt werden. Wieviel erhalten die Kéufer?
N In eine Tabelle nehmen wir zuerst die
B | 160 |1305 | Forderungen auf, bilden ibre Summe 44,05
C 8:75 7:14 und stellen in Lage I x = 44,05 gegen-
D | 6,8 | 555 |iiber y = 35,9. Die z-Skala trigt alsdann~
Sulame: | 44,05 | 35,94 | die Forderungen und gegeniiberstehend die
y-Skala die abzugebenden Mengen. Zur
Kontrolle bilden wir auch deren Summe. Die Abweichung von
etwa ein pro Mille ist beim Rechenschieber zu erwarten.

3. Man weiB, daB zwischen zwei verinderlichen GréBen p und v
die Beziehung besteht: v = —;— Die Konstante ¢ ist unbekannt,

dagegen bekannt, daB zu p = 15,3 gehdrt v = 0,36. — Welche
v gehdren zu p =15 2; 3 ... 20?

In Lage II des Rechenschiebers stellen wir . = p = 15,3 gegen-
iiber y = v = 0,36. Dann stehen den gegebenen Zahlen auf der

einen Skala die gesuchten auf der anderen gegeniiber. Es ist der
Reihe nach

v = 5,50; 2,76; 1,84; 1,38 ... 0,306; 0,290; 0,276.

4. Fin massiver Kreiszylinder von 0,76 m Léinge und d = 40 mm
Durchmesser wiegt p = 23,6 kg. Die Gewichte gleich langer
Zylinder von 203 25; 30; 50 mm Durchmesser sind anzugeben.
Yerner die Durchmesser bei 10; 15; 20; 25 kg Gewicht.

Die Gewichte sind den Quadraten der Durchmesser propor-
tional.

Also Lage I. Wir stellen gegeniiber # = p = 23,6 und = d =40.
Dann siud auf der z-Skala die Gewichte und auf

x=p|n=d| der n-Skala die Durchmesser abzulesen. Das Er-
236 | 40 gebnis setzt man in eine Tabelle.
= Anmerkung: Man achte auf die Komma-
g:g gg stellung der x-Skala, die durch die der 7-Skala
133 | 30 bedingt ist!
36,9 | 50 Um Durchschieben zu vermeiden, stelie man
10 26.0 = 23,6 auf der rcchten Skalenhilfte ein!
| 15 | 319 5. Durch ein Rohr von d = 46 mm Durch-
;;g i?’g messer stromt Wasser mit » = 4,2 m/sek Ge-
i schwindigkeit: Wie schnell wiirde es bei gleichem

Durchflu pro Sekunde durch Rohre von 25 und
60 mm Durchmesser stromen? Welchen Durchmesser miiite ein
Robr fiir 10 m/sek Geschwindigkeit haben?
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Es ist » - d® konstant. Also Lage II. Gegeniiberstellen von
x=v=4,2 und y=d=45. Dann enthilt die z-Skala die
Geschwindigkeiten und die n-Skala die Durch-

messer. x—-:v[n —d
6. Berechne 2%® = y mit dem Rechenschieber. |—— - ’i'::" —
Es ist log nat u=0,275 =2, 30 - log brigg u —4’2_1}?7_ﬂ

und ¥ = 1,32. 12,2 gg
7. Der Leser ermittele mit einer Einstellung | — 2| - |

des Rechenschiebers y= 1,39 -sinz fir = 0,2; 10| 2v,2

0,4; 0,6.

8. Abzuleser y = 2,65 - tan z fir = 0,5; 0,75; 1,00.
(Um vom Bogen- zum Gradmafl zu gelangen sind die gegebenen
x-Werte mit 57,30 zu multiplizieren.)

B. Die Rechenmaschine.

1. Konstruktion. Die Anzahl der heute auf den Markt ge-
brachten Rechenmaschinen ist sehr groB. Statt eine Ubersicht
iiber die verschiedenen Konstiuktionen zu geben, werden wir uns
hier darauf beschriinken, eines der gebriuchlichsten Modelle und
zwar ein fiir mathematisch-numerische Rechnungen besonders ge-
eignetes ausfiihrlich zu besprechen und seine Handhabung aus-
einanderzusetzen. Der Leser wird dann auch in der Behandlung
anderer Maschinen keine wesentlichen Schwierigkeiten finden.

Wir wihlen eine Konstruktion, die im Prinzip bereits von
Leibniz angegeben ist, aber erst spiiter durch Thomas eine
brauchbare konstruktive Durchbildung erfahren hat und heute von
einer Reihe von Firmen gebaut wird.

In Fig. 12 ist die Maschine dargestellt. Aut der unteren Hilfte
sehen wir zehn vertikale Schlitze, in denen Knépfe auf und ab
geschoben werden kénnen. Neben den Schlitzen sind die Ziffern
0, 1, 2, ... 9 aufgedruckt. Stellen wir nun die Kndpfe irgendwie
diesen Zittern gegeniiber, so kénnen wir in diesem Teile der

Fig. 12

3*
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Maschine, der den Namen Stellwerk fiihrt, eine zehnstellige Zahl,
zur Darstellung bringen, Es werden auch Maschinen mit mehr
oder weniger als zehn Schlitzen gebaut, in denen dann ent-
sprechende Zahlen eingestellt werden konnen.

Weiter zeigt die Figur unten rechts eine Kurbel in vertikaler
Stellung, ihrer Ruhestellung. Uber dem Stellwerk sehen wir ein
rechteckiges Lineal, das zwei Reihen von Schauldchern zeigt. Die
obere Reihe dieser Schauldcher gehort zu einem Zihlwerk genannten
Teile des Mechanismus, wihrend die unteren Schauldcher zu dem
Drehwerk gehoren.') Die rechts von den Schauldchern des Lineals
‘sichtbaren beiden Knopfe dienen zum Lédschen, .d. i.- Auf-Null-
Stellen aller Zahlen des Lineals. Durch Drehen der unmittelbar
unter bzw, tiber den Schaulschern sichtbaren Knépfe kann man im
Zahl- bzw. Drehwerk irgendwelche Zahlen einstellen.

Wir denken uns zunichst alle in diesen beiden Reihen von
Schauldchern erscheinenden Zahlen als Nullen, wihrend im Stell-
werk eine von Null verschiedene Zahl eingestellt sein mag, etwa
1323625769, wie in der Abbildung. Drehen wir jetzt die Kurbel
einmal im Sinne des Uhrzeigers herum, so erscheint in den Schau-
16chern des Zihlwerks die unten eingestellte Zahl. Wire vor der
Kurbeldrehung im Zghlwerk nicht Null, sondern eine andere Zahl
eingestellt gewesen, so wiirde durch die Umdrehung der Kurbel
im Zshlwerk die Summe der im Stell- und Zghlwerk eingestellten
Zahlen erstheinen. Kurz gesagt: Durch eine Umdrehung der Kur-
bel wird eine im Stellwerk eingestellte Zahl zu einer bereils im
Zihlwerk stehenden addiert. Die Summe beider Zahlen erscheint
ebenfalls im Z&hlwerk. Dies Prinzip ist fast allen Rechenmaschinen
gemeinsam, diese erscheinen also zuntchst als Additionsmaschinen.
Der Mechanismusg, der die Addition bewerkstelligt, ist bei den ein-
zelnen Systemen verschieden. Wir wollen ihn fiir die in Fig. 12
abgebildete Rechenmaschine hier ganz kurz beschreiben. In Fig. 13
ist das Innere der Maschine dargestellt, wobei der Deutlichkeit
wegen die Kurbel an einer anderen Stelle gezeichnet ist. Unter den
oben erwiihnten Seblitzen liegen Walzen, die durch eine Um-
drehung der Kurbel einmal um ihre Achse gedreht werden. Die
Walzen sind mit einer eigenartigen Verzahnung versehen. Auf dem
zylindrischen Umfang derselben sind neun Metallstreifen parallel
der Walzenachse und in gleichen Abstiinden voneinander angebracht.
Jeder dieser Streifen unterscheidet sich in seiner Linge um ein
gleich groBes Stiick von den ihm benachbarten Streifen. In Fig. 13

1) Wir bevorzugen diese Bezeichnung vor der vielfach gebriuch-
lichen ,,Quotientwerk*. .
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sieht man links unten eine dieser Walzen, die ihrer Verzahnung
wegen als Staffelwalzen bezeichnet werden. Parallel einer jeden
Walze ist eine vierkantige Welle gelagert, auf der ein mit einer
vierkantigen Durchbohrung versehenes Zahnrad in axialer Rich-
tung verschoben werden kann. Der in dem Schlitz verschiebbare
oben erwihnte Einstellknopf ist mit diesem Zahnrad verbunden,
so daB durch Verschiebung des Knopfes das Zahnrad auf seiner
vierkantigen Welle verschoben wird. Die Liinge und die Verteilung
der Metallstreifen auf der Walze. ist so gewihlt, daB bei einer
Stellung des Knopfes der Ziffer Null gegeniiber kein Streifen mit

dem Zahunrade in Eingriff kommt. Schiebt man den Knopf der
Ziffer 1 gegeniiber, so wird das Zahnrad bei eifier Umdrehung der
Walze gerade von einem Streifen, dem lingsten, getroffen. Steht
der Einstellknopf einer anderen Ziffer gegeniiber, so wird das Zahn-
rad gerade von der entsprechenden Anzahl von Streifen der Walze
gotroffen. Das Zahnrad ist mit zehn Zihnen ausgeriistet. Je nach
der Stellung des Knopfes wird es also um ein bis neun Zehntel
seines Umfanges gedreht, wenn die Walze einmal um ihre Achse
gedreht wird. Einer Umdrehung der Kurbel entspricht gerade eine
Umdrehung der Walzen.

Durch die Drehung der Zahnrider wird auch die vierkantige
Welle, auf der sie sitzen, in Drehung versetzt. Diese Welle trigt
nun an ibrem Ende (ganz links in der Figur) zwei Kegelrider, die
gemeinschaftlich in axialer Richtung um ein bestimmtes Stiick ver-
schiebbar sind, und zwar wird diese Verschiebung durch den friiher
erwihnten Umschalthebel bewirkt. Unter den oberen Schauldchern
des Lineals liegen kreisformige Scheiben mit vertikaler Achse. Die
Scheiben tragen die Ziffern 0; 1 bis 9, so daB immer eine dieser
Ziffern im Schauloch sichtbar ist. Die Achse einer solchen Ziffern-
scheibe tragt ein Kegelrad, das je nach der Stellung des Umschalte-
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hebels mit einem der beiden Kegelriider auf der Vierkantwelle in
Eingriff steht. Durch die Verstellung des Lineals kann auBerdem
jede Ziffernscheibe mit verschiedenen Walzen in Abhingigkeit ge-
bracht werden.

Jetzt konnen wir die Wirkungsweise der Maschine iibersehen:
Stellt man einen der Kndpfe einer Ziffer, etwa der 7, gegeniiber
und dreht die Kurbel einmal herum, so wird das Zahnrad und da-
mit auch die Vierkantwelle um sieben Zehntel einer vollen Um-
drehung herumgedreht. Je nach der Stellung des Umschalthebels
wird dabei durch den Eingriff der Kegelriider in das Zahnvrad der
Vierkantwelle die Ziffernscheibe um sieben Zehntel ihres Umfanges
in dem einen oder anderen Sinne gedreht, wodurch die vor der Um-
drehung im Schauloch sichtbare Zahl um sieben Einheiten vermehrt
oder vermindert wird. Damit ist das Additions- und Subtraktions-
prinzip der Maschine erklirt. Ein anderer Mechanismus, dessen
ausfithrliche Erklirung hier zu weit fithren wiirde, bewirkt die
sog. Zehnertbertragung. Es ist nimlich erforderlich, daB, wenn
bei einer Kurbelumdrehuog in einem Schauloch die Ziffer O “vor-
beipassiert, im Schauloch weiter links eine Einheit addiert oder
subtrahiert wird, je nachdem man addiert oder subtrahiert.)

2. Addition und Subtraktion. Um die Rechenmaschine zum
Addieren von Zahlen zu verwenden, hat man diese Zahlen nach-
einander vermittelst der Kndpfe im Stellwerk einzustellen und
nach jeder Einstellung die Kurbel einmal zu drehen. Die Addition
geht dabel im Zahlwerk vor sich, und schlieBlich erscheint die
Summe aller Zahlen im Zghlwerk.

Links von den Schlitzen des Stellwerks sieht man noch zwei
Druckknépfe, die sog. Umschalteknipfe. Wird der obere Knopf
gedriickt, so bewirkt die Kurbelumdrehung, wie soeben geschildert,
eine Addition. Driickt man den unteren, so wird durch eine
Umdrehung der Kurbel, die immer im Sinne des Uhrzeigers ge-
dreht wud die im Stellwerk eingestellte Zahl von einer im Zihl-
werk stehenden Zahl subtrahiert. (Andene Maschinen lassen bei
der Subtraktion statt einer Umschaltung eine Drehung der Kurbel
im anderen Sinne zu.) Durch Betﬁtigen des Umschalteknopfes
lassen sich also Additionen und Subtraktionen in beliebiger Reihen-
folge nacheinander ausfiihren.

3. Multiplikation. Behalten wir die Additionsstellung der
Umschaltung bei, so gelangen wir zur Multiplikation, wenn
wir eine Zahl im Stellwerk einstellen und die Kurbel mehrere

1) In demn Buche von Galle, Mathematische Instrumente, Leipzig

1912, findet man diese Zehneriibertragung sowie eine Reihe von an-
deren Maschinen beschrieben.
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Male herumdrehen. Eine n-malige Drehung der Kurbel bewirkt
eine n-malige Addition der eingestellten Zahl, d. h. ihre Multi-
plikation mit ».

Die Addition der Kurbelumdrehungen wird in dem Drehwerk an-
gezeigt, dessen Schauldcher unter denen des Zahlwerkes sichtbar
sind, und zwar wird im Drehwerk die algebraische Summe der
Umdrehungen angezeigt, wenn wir die Umdrehungen bei Additions-
stellung des Umschalteknopfes als positiv, die anderen als negativ
bezeichnen. Negative Zahlen werden im Drehwerk durch rote
Ziffern angezeigt. Das rechteckige Lineal, das Z#hl- und Dreh-
werk aufnimmt, ist in seiner Langsrichtung verschiebbar. In der
gezeichneten Stellung liegt das am weitesten rechts befindliche
Schauloch des Zéhlwerks gerade in der Verlingerung des Schlitzes,
in dem die Einer eingestellt werden. Man kann nun das Lineal
um eine oder mehrere Stellen nach rechts verschieben, so daB das
zweite Schauloch des Zahlwerks oder eins der folgenden in die
Verlingerung des Einerschlitzes zu stehen kommt. Das Lineal
wird durch Rasten in diesen Stellungen fixiert. Der Ubertragungs-
mechanismus zwischen Stell- und Zshlwerk funktioniert so, daB
die im Stellwerk eingestellte Zahl durch die Kurbeldrehung gerade
in die Gruppe der Schauldcher iibertragen wird, die in der Ver-
lingerung der Schlitze liegen. In der gezeichneten Stellung des
Lineals korrespondiert die Einerstelle des Stellwerks mit der Einer-
stelle des Z#hlwerks. Rickt man das Lineal eine Stelle nach rechts,
so korrespondieren die Einer des Stellwerks mit den Zehnern des
Zshlwerks, so daf eine Umdrehung der Kurbel jetzt eine Addition
des zehnfachen Betrages der im Stellwerk eingestellten Zall be-
wirkt. Durch weitere Verschiebung des Lineals um m Stellen kann
man das 10™-fache addieren.

Um nun eine im Stellwerk eingestellte Zahl etwa mit 5347
zu multiplizieren, verfihrt man so: Die erste der Zahlen wird
im Stellwerk eingestellt, wihrend im Z#hl- und Drehwerk tiber-
all Nullen stehen. Dann zieht man das Lineal ganz nach links
und kurbelt siebenmal, riickt das Lineal eine Stelle nach rechts
und kurbelt viermal. (Dies bedeutet eine 40malige Addition.)
Nach abermaliger Verschiebung des Lineals kurbelt man dreimal
und schlieBlich fiinfmal. In jeder Stellung des Lineals weist der
Pfeil links neben der Kurbel auf ein Schauloch des Drehwerks,
und die in diesem Schauloch erscheinende Ziffer gibt die Anzahl
der Kurbelumdrehungen an, die in dieser Stellung des Lineals
ausgefiihrt sind. In unserem Beispiel erscheint also im Dreh-
werk die Zahl 5347, so daB sich als Multiplikationsregel fiir die
Rechenmaschine folgendes ergibt: Um ein Produkt aus zwei Fak-
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toren zu bilden, hal man den einen Faktor im Stellwerk einzu-
stellen und den anderen durch Kurbeln und Verschieben des Lineals
im Drehwerk erscheinen zu lassen. Dabei ist es gleichgiiltig, in
welcher Reihenfolge man die einzelnen Stellen des betreffenden
Faktors in das Drehwerk ,hineinkurbelt®.

Fiir die Schnelligkeit der Rechnung ist es natiirlich von Vortgil,
wenn man mit der Kurbel méglichst wenig Umdrehungen zu machen
bat. Man wird deshalb den Faktor mit der groBeren Quersumme
im Stellwerk einstellen. Ferner 148t sich die Anzabl der Um-
drehungen durch einen Kunstgriff noch erheblich vermindern. Um
beispielsweise eine im Stellwerk eingestellte Zahl mit 8 zu multi-
plizieren, bringt man das Lineal in die gézeichnete Stellung. Statt
nun aber achtmal zu kurbeln, driickt man den unteren Umschalte-
knopf in die Subtraktionsstellung und kurbelt zweimal, darauf
schiebt man das Lineal eine Stelle weiter nach rechts, schaltet auf
Addition und kurbelt einmal. Statt den Faktor achtmal zu ad-
dieren, hat man ihn auf diese Weise zweimal subtrahiert und zehn-
mal addiert, was zu dem gleichen Resultat fihrt, aber nur drei
Kurbeldrehungen erfordert.')

Besonders bequem berechnet sich mit der Maschine ein Produkt
von der Forma-(b 4+ ¢+ d + - -+ ). Man stellt a im Stellwerk
ein und kurbelt zunichst b in das Drehwerk, dann 16scht man im
Drehwerk, 148t aber das Produkt @ - b im Z#hlwerk stehen, Dann
kurbelt man ¢ in das Drehwerk, wodurch das Produkt ¢ - ¢ zu dem
bereits im Z#hlwerk stehenden a - b addiert wird, so fortfahrend
erhiilt man schlieBlich die Summe aller Produkte und damit das
gewiinschte Resultat im Zghlwerk.

Hat man eine Reike von Produkten a-b, a-c¢, a-d, ... zu
bilden, die alle einen Faktor @ gemeinsam haben, ohne daB ihre
Addition erforderlich ist, so stellt man wieder a im Stellwerk ein,
kurbelt fiir das erste Produkt & in das Drehwerk und notiert das
Produkt. Um das zweite Produkt zu bilden, 16scht man nirgends,
sondern ,,verwandelt" die im Drehwerk stehende Zahl b in ¢, durch
Drehen der Kurbel unter gleichzeitiger Betitigung des Umschalte-
knopfes und Linealverschiebung. Ist z.B. b = 28 und ¢ = 54, so
dreht man beim zweiten Produkt in der Einerstelle viermal bei
Subtraktionsstellung, rickt das Lineal eine Stelle weiter, schaltet
auf Addition und kurbelt dreimal.

4. Division und Quadratwurzelgiehen. Die Division ge-
schieht in der Weise, daB man das Lineal ganz nach rechts schiebt

1) Bei dieser Art der Rechnung ist es sehr bequem, wenn die
Maschine auch im Drehwerk Zehneriibertragung hat, was nicht bei
allen Systemen der Fall ist.
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und den Dividendus in den am weitesten links gelegenen Schau-
16chern des Lineals einstellt; danach stellt man den Divisor im
Stellwerk, ebenfalls von links anfangend, ein und schaltet auf Sub-
traktion. Dann kurbelt man so lange, bis die hdchste Stelle des
Dividendus einen kleineren Zahlwert hat als die darunter stehende
hochste Stelle des Divisors, hierauf riickt man das Lineal weiter
nach links und verfihrt wie vorher. Im Drehwerk erscheint dann
in roten Ziffern der Quotient.

Das Ziehen der Quadratwurzel kénnen wir durch ein Naherungs-
verfahren auf die Division zurfickfilhren. Soll etwa z = }u be-
rechnet werden, so ermitteln ‘wir, am besten mit dem Rechenschieber,
zunichst einen Naherungswert ;. An diesem haben wir eine Kor-
rektur £ anzubringen, fir welche die Gleichung

(@ + &) =a

gilt. Vernachlissigen wir die Glieder zweiter Ordnung in §;, so er-
. .2
halten wir statt & den Wert £, —-9—27:&7 und als besseren Nihe-
1

rungswert

, a—x,* 1 a
g = + & = + L=?'<;+“'x)'

2z, 1

. . . . a
Mit der Rechenmaschine berechnen wir den Quotienten - und
1

bilden das arithmetische Mittel von g— und dem ersten Néherungs-
werte ;, damit ist dann ein zweiter ﬁﬁherungswert T, gewonnen,

dessen relativer Fehler das halbe Quadrat des relativen Fehlers
der ersten Niherung z, ist.
Fiir £, gilt niémlich ohne Vernachlissigung die Gleichung:
5 =a—x1’— glzl
1 2 112

Y a—ax? .
Setzen wir nun § =§'+ & und £’ = —2?11—/, d. h. gleich dem
oben unter Vernachlissigung des quadratischen Gliedes angenom-
menen Wert, so ist &  der Fehler dieser Korrektur £," und damit
auch der des zweiten Niherungswertes. Wir erhalten aus der obigen

| 2
Gleichung fiir diesen Fehler den Wert \&2'1 = f;
1
! 1 * . .
Schreiben wir statt dessen —i’% = i‘, ; so ist die Behaup-
1 1

tung iiber die relativen Fehler der ersten beiden Niherungen be-
wiesen. In Kiirze kénnen wir sagen, daB die zweite Niherung anf
doppelt so viele Stellen richtig ist wie die erste.
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Aus der zweiten Niherung kann man in derselben Weise eine
dritte ableiten usw. Die Handhabung der Rechenmaschine hierbei
erliutern wir am besten an einem Beispiel.

Es soll die Wurzel aus 227 gezogen werden. Auf dem Rechen-
schieber finden wir als erste Ndherung 15,1. Die Division in 227 er-
gibt 15,08311 und fiir den zweiten Niherungswert finden wir als
arithmetisches Mittel 15,06655.

Um zu einer dritten Niherung zu gelangen, dividieren wir
jetzt den Radikanden 227- durch 15,06655. Hierzu korrigieren
wir die im Stellwerk stehende Zahl 15,1, ohne etwas zu notieren,
in 15,0665. Die Division ergibt 15,06654. Mithin sind die
Stellen 15,0665 richtig, und der genauere Wert der Wurzel ist
15,06652.

Da der Rechenschieber drei-Stellen liefert, fiihrt bei einer sechs-
stelligen Maschine bereits der zweite Schritt unseres Naherungs-
-verfahrens zu der mit der Maschine erreichbaren Genauigkeit.
Erst eine 12stellige Maschine wiirde die Genauigkeit eines dritten
Schrittes voll auszunutzen gestatten.

5. Andere Rechenmaschinen. Im AnschluB an die Burk-
hardtsche Maschine werde noch kurz eine Verbesserung derselben
besprochen, die in Fig. 14 dargestellt ist. Die Maschine fiihrt den
Namen Millionir und wird von W. Egli (Ziirich) in den Handel
gebracht.

In der Mitte der oberen Hilfte der Maschine sieht man das Stell-
werk: sechs vertikale Schlitze, in denen Kndpfe auf und ab geschoben
werden. Unter diesen Schlitzen befindet sich noch eine Reihe von
sechs Schaulochern. Hier erscheinen die durch die Knopfe im Stell-
werk eingestellten Ziffern der besseren Dbersmhthchkelt wegen noch
einmal nebeneinander.

Fig. 14.
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Rechts vom Stellwerk sieht man eine Kurbel, durch deren Drehung
die Multiplikation bewirkt wird. Bei dieser Maschine ist jedoch
fiir jede Stelle des Faktors die Kurbel »nur einmal herumzudrehen.
Darin liegt der Vorteil der Konstruktion.

Statt die Kurbel so oft zu drehen, als es die betreffende Ziffer
des Faktors verlangt, wird der links vom Stellwerk befindliche
Hebel auf die gewiinschte Zahl eingestellt und darauf die Kurbel
einmal herumgedreht. Unter den Schauldchern des Stellwerks be-
finden sich die des Drehwerks (in dem jetzt nicht die Anzahl der
Kurbelumdrehungen erscheint, sondern die aufeinanderfolgenden
Stellungen des vorerwihnten Hebels angezeigt werden). Unter dem
Drehwerk sind, mit diesem zusammen horizontal verschiebbar, die
Schaulécher des Zihlwerks sichtbar. Fin weiterer Vorteil dieser
Maschine liegt noch darin, daB Zihl- und Drehwerk nach jeder
Kurbelumdrehung automatisch eine Stelle weitergeschoben werden,
so daf bei der Handhabung die linke Hand den Stellhebel, die
rechte Hand die Kurbel nicht zu verlassen braucht.

Der Knopf zwischen Kurbel und Stellwerk dient zur Umschal-
tung von Multiplikation auf Division, so daB die Kurbel stets in
demselben Sinne gedreht wird. Der Knopf hat auBer den Stel-
lungen ,,Multiplikation“ und ,,Division‘‘ noch zwei fiir ,,Addition®
und ,Subtraktion®. Bei diesen wird die automatische Weiterstel-
lung des Zahlwerks ausgeschaltet, so daB die Maschine als reine
Additionsmaschine funktioniert.

Erwihnt sei noch die Rechenrhaschine ,,Mercedes- Euklid”, die
den groBen Vorteil durchgehender Zehneriibertragung im Drehwerk
hat. AuBerdem erledigt sie Divisionen besonders schuell infolge
einer Einrichtung zur sog. automatischen Division,

Ferner sei noch bemerkt, daB Rechenmaschinen mit elektrischem
Antrieb der Kurbel gebaut werden, wobei die Anzahl der gewiinsch-
ten Umdrehungen an numerierten Knépfen eingestellt und alsdann
selbsttiitig vom Motor ausgefiihrt wird.

III. Die ganzen rationalen Funktionen.

Als ganze rationale Funktion bezeichnet man eine solche Funk-
tion, die aus dem Argument z und konstanten Zahlen durch die
Prozesse der Multiplikation und Addition in beliebiger Wieder-
holung entsteht. Diese in rechnerischer Beziehung dem Bildungs-
gesetz nach einfachste Funktion kann demnach durch einen Aus-
druck von folgender Form gegeben werden:

g@)=a,-a"+a,_,-a*" 1+ + g+
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Hierbei wollen wir unter a,, @, _, ... “o reelle Zahlen ver-
stehen.

Man kann beim Hinschreiben der Funktion dadurch Zeit sparen,
daB man nur die Koeffizienten «,,, @, _, ...a, der Reihe nach (auch
solche, die Null sind) in einer horizontalen Linie hinschreibt, die
Potenzen von & dagegen fortliBt. Es ergibt sich dann aus der
Stellung jeder einzelnen Zahl auch die Potenz von z, mit der sie
multipliziert gedacht werden muf. Um jedes MiBverstindnis aus-
zuschlieBen, pflegt man die hochste vorkommende Potenz von 2
iber den zugehtrigen Koeffizienten zu schreiben.

Diese Anordnung findet iibrigens ihr Analogon in der Schreib-
weise der arabischen Zahlen, wo ja auch die Stellung einer Ziffer
die Potenz von 10 erkennen liBt, mit der sie zu multiplizieren ist,
und die Stellung angegeben wird, indem man alle Koeffizienten der
Potenzen von 10, auch solche, die O sind, hintereinander schreibt.

1. Das Hornersche Schema und seine Anwendung zur
numerischen Auflésung von Gleichungen hdheren Grades.
1. Es sei eine ganze rationale Funktion g(z) durch die Zahlen-

werte a,, ... a, gegeben, so daB sie in folgender Form erscheint:
"
~—
Ay Outy Gpogy ooy Agy G-

Unter den Groflen @ bat man sich also gegebene Zahlen, ge-
gebenenfalls auch Nullen, vorzustellen (vgl. das Beispiel). Wir
stellen. uns nun die Aufgabe, den Wert g(p) dieser Funktion g(x)
zu berechnen fiir den Wert p des Argummnles x.

Statt etwa die Werte p*, p”~! usw. zu bestimmen, dlese mit
dem betreffenden Koeffizienten zu multiplizieren und dann zu ad-
dieren, verfahren wir zweckmiBiger so: Wir multiplizieren q,
mit p und addieren G, P 20 A, _y, wohel wir @, - p unter a,_,
schreiben. Die Summe @, P + a,_, sei a,_, genannt und werde
unter a,_, und a,-p Geschrieben Jetzt multiplizieren wir die
soeben elhaltene Zahl @, _, wieder mit p und bilden, wie vorher,

}J—l—[l" “=a’u 2
Nach diesem Schema fahren wir fort, bilden weiter
W, _ =0, oD+ a,_ s usw,
blS wir zum SchluB die Zabler «," = a,’p + a, und schlieBlich
ay = a;'p + a, erhalten. So gelangen wir zu dem Schema:

@, a,_; a,_o oo Qg ay [/
’ ’ - ’
a, - p Ay P...03 P Qg - P a4 - p
r ’ r 14 ’
a, . an-l an—? -y a_l @
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Man iiberzeugt sich leicht, daB der so erhaltene Wert a, der ge-
suchte Wert g(p) der Funktion fir # = p ist. "Es ist dazu nur
notig, die neu. eingefilhrten GroBen a/,_,, a,_,, ... ay wirklich
durch die wurspriinglichen Koeffizienten a,, ... @, und p aus-
zudriicken. Man erhilt so fortlaufend:

'
oy = @p_1 + Ay, Dy

aﬂ—2=n2+an1p+a pa

a2 = a2 + a3 p +a4 p + + a’n—l _pfl—3+ a"' 2)"_27
al' =al+a2‘,p+.;.+an_1.p"—2+an,pu—l’
a =ay+a-p+---+a,_-pt+a, p=g(p).

Der Vorteil dieser Anordnung der Rechnung (welche die Bezeich-
nung ,Hornersches Schema® fiithrt) liegt erbtens darin, daB stets
die gleiche Operation wiederholt wird, namhch die Multlpllkatxon
der Zahlen @ mit immer derselben Zahl p, was besonders bei Be-
nutzung des Rechenschiebers oder der Rechenmaschine angenehm
1st. Zweltens gestattet dieses. Schema eine leichtere Ubersmht
iiber die Genaulgkelt des Resultates ay .

2. Das soeben auseinandergesetzte Verfahren 148t noch eine Er-
weiterung zu. Es kann nﬁmlich ‘dazu verwendet werden, auBer
dem Werte g(p) = a,” der ganzen rationalen Funktion an der
Stelle © = p auch die Entwickelung der Funktion nach Potenzen
von © — p anzusetzen, also g(x) in einen Ausdruck von der Form

o+ 4 @—p)+ Ly (—p)+ -+ 4, (@-p)

zu verwandeln. Das Ansetzen dieser Entwickelung kann auch auf-
gefaBt werden als Substitution einer neuen Variablen v =2 — p
in die ganze rationals Funktion, die damit in eine Funktion von

B cht: .
w iberge ay + A cud Ay A

Es handelt sich nun um die Bestimmung der neuen Koeffizienten 4.
Um die volle Ubersicht zu behalten, wollen wir diesen ProzeB fiir
eine Funktion vierten Grades vollstindig durchfiihren.

Es sei gegeben:

9(z) = aga + a;2° + ay2® + a,z + qp,
und wir sollen diese Funktion auf die Form bringen:

4 + 4, (z —p) + 4, (= —p)? + A‘-} (e—=pP+ AA4 (o —p)*t
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Wir beginnen genau wie frither, indem wir zunschst den Wert
g(p) = a," ermitteln, und bilden dann weiter das untenstehende
Schema:

2
ay ag ay a, @,
’
D-ay p-ag D oy p oa
I I
’ ’ 7 4
a, as I a, ay
7” 1
Doy D - ag D ag
II - 1I
s rr ”
a, a, ay.. a” =4,
p a4 p . aslll
I 11
ne rrr
ay (g ay = A,
p-a
IV v

1
a, =4, a4 = A4,

Unter dem mit I—I bezeichneten Strich erscheint hierbei die Reihe
der Zahlen, die vorher mit a,’, a,, ... bezeichnet wurden und deren
letzte a, = g(p) ist. Diese unter dem Strich I—T stehende Reihe
behandeln wir nun genau so wie vorher die Reihe der gegebenen
Koeffizienten a,, ... a,, nur beriicksichtigen wir ¢, nicht mehr.
So erhalten wir unter einem Strich II-II eine neue Reihe von
Zahlen, deren am weitesten links stehende wieder a, ist, wihrend
wir die tibrigen mit_ag”, ... @, bezeichnen wollen. Die letzte Zahl
al" dieser Reibe ist der mit A, bezeichnete Koeffizient der ge-
suchten Entwicklung. Wieder trennen wir diesen ab und behan-
deln die tibrigen Zahlena,, a;”, a,” wie vorher. Unter einem Strich
III—III erscheinen Zahlen a,, ay”" und a,”’, und wieder ist in
der letzten Zahl a,” ein Koeffizient, A,, gefunden. So fihrt man
im allgemeinen Falle fort, bis zuletzt unter einem Strich (in un-
serem Beispiel ist es der mit IV—IV bezeichnete) nur noch ein
Koeffizient «, und eine Zahl (in unserem Beispiel ;") tiberbleibt.
Dies sind dann die letzten beiden Koeffizienten der gesuchten
Entwicklung.

Man kann von diesem Verfahren z. B. Gebrauch machen, um
eine vollstindige Gleichung dritien Grades:

g(x) = (1.3:1“,3—}— ¢12w2 + ax + Ay = 0
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in die bequemer zu behandelnde reduzierte Form:
byu® 4 bu + by = 0

tberzufithren. Man hat dazu nur die Funktion g(z) an der Stelle

__ 1.4 zu entwickeln, also « = z 4 1% als neue
3 ag ! 3 «
Variable einzufithren, d. h. es wird in der fritheren Bezeichnung
B 1 a
—— 5

3. Die vorstehend geschilderte Methode der Wertbestimmung
und Entwicklung einer ganzen rationalen Funktion 1i8t sich auch
zu einem Ndherungsverfahren. fir die Auflosung von Gleichungen
hohercn Grades verwenden.

Ist eine solche Gleichung:

g@)=a,-a"+a,_ -2+ -+ a-x+a=0

mit reellem Koeffizienten a vorgelegt, und man sucht eine reelle
Wurzel, so kann man so vorgehen: Man sucht zuniichst einen
Niherungswert p, fiir die Wurzel zu bekommen (8. 56). Dann ent-
wickelt man g(z) an der Stelle z = p,. Man erhilt dabei beim
ersten Schritt a,’= g(p,) und damit eine Einsicht in die Giite der
durch p, erreichten Anniherung. Man kann dann etwa so fort-
fahren, daB man noch den Koeffizienten A4; der Entwicklung nach
%= — p,; ermitielt und unter Vernachléssigung der weiteren
Glieder der Entwicklung aus der Gleichung:

A -u+a/=0

einen Wert o berechnet, den man als erste Korrektur des Néherungs-
wertes p; auffassen kann. Setzt man z=p, + 1 =p,, so wird p,
ein besserer Niaberungswert als p, sein. Ist die Genauigkeit dieses
zweiten Naherungswertes noch nicht ausreichend; so kann man
das Verfahven wiederholen, so oft, bis die letzte Korrektur, die
man’ fiir den gesuchten Wert der Wurzel findet, bei dem gerade
gewiinschten Genauigkeitsgrad vernachlissigt werden kann.

Falls jedoch die Koeffizienten der vorgelegten ganzen rationalen
Punktion, um deren Nullstellen es sich handelt, Zahlen mit mehr
als drei Stellen sind und die Wurzel dementsprechend auch mit
dieser Genauigkeit angegeben werden soll, ‘ist das vorstehend ge-
schilderte Verfahren mit dem Rechenschieber nicht mehr durch-
fibrbar, und man miiBte zu anderen Rechenhilfsmitteln, etwa der
Rechenmaschine, greifen. Dies 1iBt sich aber vermeiden, wenn
man das Hornersche Schema in folgender Weise zur Anwendung
bringt. Ist p, ein erster Niherungswert, so bestimmt man nicht
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nur den Wert a,” der ganzen rationalen Funktion an der Stelle
2 = p,, sondern man berechnet auch vollstindig die Koeffizienten
A, Ay, ... A, der Entwicklung an der Stelle # = p, nach Potenzen
von « = x — p, (wie auf Seite 45 angegeben). Damit erhilt die
ganze rationale Funktion die Form:

Aw 4+ 4, w4 A gy,
worin der Wert « = 0; d. h. 2 == p, die Rolle des ersten Néherungs-

- wertes spielt. Die Korrektur w, = — %— wird nun relativ klein
1

sein und sich durch eine Zahl mit einer einzigen von Null ver-
schiedenen Ziffer darstellen lassen. Berechnet man jetzt den Wert
der ganzen rationalen Funktion an der Stelle #,, so treten nur Multi-
plikationen auf, die im Kopf ausfiithrbar sind. Auch beim zweiten
Schritt wird man die ganze Entwicklung nach Potenzen von
1 — w; = v durchfilhren und damit eine Entwicklung erhalten:

Bv'+ B, _v"~ '+ ...+ Bv+q,

worin a,” der sich an der Stelle » = 0 oder u = u, ergebende
Wert der Ifunktion ist.

a, . . . . .
Als neue Korrektur v, = —j";— wird sich hieraus wieder eine

’

kleine Zahl ergeben usw. So fahrt man fort, bis die gewiinschte
Genauigkeit erreicht ist, und obwohl dieser zweite Weg scheinbar
umstindlicher ist, bietet er den oft ausschlaggebenden Vorteil, nur
leicht ausfithrbare Multiplikationen zu benttigen. Der schlieBlich
erreichte Wert fiir die Wurzel wird x =p, 4+ », + v, + ---.

Man kann die Rechnung noch durch die Beriicksichtigung der
Glieder hoherer Orduung erheblich abkiirzen. ‘

Hat man etwa die Entwicklung nach Potenzen von u — 1w, =+
durchgefiihrt und

B+ B, _v"" '+ + Byo®+ Byt 4 Bio + a)"= 0

erhalten, so weiB man, daf die in Betracht kommende Wurzel v
dieser Gleichung einen kleinen Wert hat. Mithin haben im all-
gemeinen die Glieder hoherer Ordnung in dieser Entwicklung einen
relativ geringen Wert gegeniiber dem linearen Gliede B, w.
@,
B,
so wird v, von dem wahren Werte der Wurzel wenig verschieden
und selbst eine kleine Grole sein.

Man kann demnach den Einfluf der Glieder héberer Ordnung
abschitzen und fiir die Rechnung verwerten, wenn man v, einsetzt

ie Summn
und die e Byo,? 4 Byod 4 -

Setzt man also v; = — -7~ als Niherungswert der Wurzel an,
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itberschligt. Dann wird man einen besseren Niherungswert vy or-

halten, wenn man ;
” 2] BopS ...
vy= — L T Ban T Bav b setz.
1

Die Rechenmethode mége an einem Beispiel erliutert werden:
Es soll die positive Wurzel der Gleichung:

2® + 62+ 52?4 102z — 18 =0
auf sechs Dezimalen genau berechnet werden.

Wir beginnen mit + 1 als erstem N#herungswert und bilden
die Entwicklung nach Potenzen von 2z — 1:

1 0 6 5 10 —18
1 1 7 12 292
1 1 7 12 22 |_4
12 9 21
1 2 9 2 [43
1 3 12
1 3 12 |33
1 4
N E )
1

:

d. h. die Entwicklung lautet, wenn % == & — 1 gesetzt wird:
w®+ 5ut+ 16w+ 33ui+ 434 + 4 =0.

Da u als klein vermutet wird, setzen wir unter Vernachlissigung
der Glieder hoherer Ordnung fiir  den aus der linearen Gleichung
43w + 4 = O gewonnenen Wert ¥ = — 0,1 als Niherungswert
dieser Gleichung fiinften Grades fiir # an und entwickeln nach
Potenzen von v = u + 0,1:

1 5 16 33 43 4
—0,1 —049 —1551 —31449 —3,98551

1 4,9 15,51 31,449 39,8551 | 0,01449
—01 —048 —1,508 —2,9946 —

1 4,8 15,03 21,946 L36,8605
—0,1 —047 —1,456

1 47 1456 | 28450

Timerding, Handbuch I. §. Aufl. 4
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Hier konnen wir die Rechnung abbrechen, denn fiir » ergibt eine
rohe Schiitzung (nach dem linearen Glied allein)

0,01 _s
v=-—~37~< 10-9,

Augenscheinlich ist der Koeffizient von +® aber kleiner als 1000,
so daB die Glieder der dritten und hdheren Potenzen auf die
sechste Dezimale keinen Einfluf mehr haben kénnen.

Berechnet man aus der linearen Gleichung den Wert von v ge-
nauer, so findet man

R et — . —4
v = — 555605 — — 3,931-1074

Es zeigt sich, daB auch das quadratische Glied
28,49 02

keinen EinfluB mehr auf die sechste Dezimale der Wurzel hat,
denn es wird unter Annahme des obigen Wertes fiir »; rund:

98.1,6-10~7=4,5-10"F5.

Um diesen Betrag wiirde bei Beriicksichtigung des quadratischen
Gliedes der Betrag des von v freien Gliedes 0,01449 ungefihr
zu #ndern sein. Da aber hieraus v durch Division mit 36,86
hervorgeht, ist der EinfluB dieser Korrektur ungetihr

45-10-6

— 10-T
37 1or = 121077,

also kleiner als eine halbe Einheit der sechsten Dezimale.

Der Wert v, = — 3,981 (dessen Berechnung also auf vier
Stellen erforderlich ist) stellt mit ausreichender Genauigkeit die
Wurzel der letzten Gleichung dar.

Als erste Naherung tir z wiihlten wir 1, fiir 4 als Naherung
— 0.1 und finden v = — 3,931 - 10~% Beachten wir den Zu
sammenhang der GroBen x und o, der durch die Gleichungen:
z—1=wu, v+ 0,1 =v definiert war, so finden wir fiir die
‘Wurzel  den Wert:

z=1-0,1— 0,0003931 = 0,899607

auf sechs Dezimalen genau.

2. Berechnung ganzer rationsler Funktionen fiir kom-
plexe Argumente. Um den Wert einer ganzen rationalen Funk
tion fiir komplexe Werte ibhres Argumentes zu berechnen und
weiterhin komplexe Nullstellen zu ermitteln, kann man ein dew
Hornerschen Schema verwandtes Verfahren benutzen.
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Die gegebene Funktion sei
g(@)=aa"+a, 2" '+ -+ + a,2 + a,.

¢ =u + vi sei das Argument, fir das der Funktionswert g(&)
ausgerechnet werden soll.
Wir bilden die ganze Funktion zweiten Grades

p(a) = {x — (u +vi)}- {#—(@w—wvi)} =2~ 2uz + (u?+ %),

deren Nullstellen wie ersichtlich § und der hierzu konjugierte
Wert sind.
Jetzt fithren wir die Division

g(x)

o so weit durch, bis der Rest

eine Funktion ersten Grades oder Null ist. Dieser letzte Rest
moge 7(x) heiBen, und g(z) der bei der Division herauskommende
Quotient, eine ganze Funktion (» — 2)-ten Grades. Es ist also

r
19— g@) o oder 9(e) =2(2) - 4(@) + (0.
Da nun p(&) = O ist, folgt aus diesen Gleichungen g(§) = r(&).
Weil 7(¢§) vom ersten Grade ist, 1iBt sich dies und damit auch
-g(§) ohne Miihe anschreiben. Bleibt bei der Division der Rest
Null, so ist & eine Nullstelle der vorgelegten Funktion.

Bel der Durchfiithrung der Division kommen an Mulhphkatlonen
nur solche mit 2« und (u2+ o%) vor, den Koeffizienten von p(z).
Zur bequemen Durchfilhrung dieser Multiplikationen benutzt man
zweckmitlig cwei Rechenschieber, die entsprechend eingestellt
werden.

Der Quotient ¢(z) bietet eine erwiinschte Rechenkonirolle fiir
den letzten Rest r(z). Die Gleichung g(zx) =p(z)-q(2)+ (=)
muB auch fir z = 1 (oder auch fiir z = — 1) richtig sein. Fiir
diese Werte lassen sich die Funktionswerte aber sofort hinschreiben,
wodurch #(z) kontrolliert wird.

Ein Beispiel moge die Rechnung erliutern, wobei auch die
Approximation von Nullstellen angedeutet werden wird.

- Gegeben sei die Funktion

9(z) =a*— 5a®+ 152 — 5o — 26,

Fir £ = 2,2 4+ 2,84 soll ihr Wert berechnet werden.

Wir bilden p(x) = 2? — 4,42 4 12,68 und fiihren die Division
durch, wobei wir die ganzen Funktionen wie in 1 abgekiirzt
schrelben und selbstverstindliche Zahlen fortlassen:

4*
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» g q
1 —44 +1268 |1 ~5 +15 -5 —26|1 -0,6 -0,32
—4,4 +12,68
20,6 +2,32
+2,64 —1,60
—0,32 +2,60
+141 —405

+1,198 —21,95 =r(£)=g(&).
Das Einsetzen von £ = 2,2 4 2,84 liefert
9() = 2,62 + 3,337 — 21,95 = — 19,33 + 3,334

Wihrend der Division war an einem Rechenschieber eine 1 der
Zahl 4,4 gegeniibergestellt und am anderen eine 1 der Zahl 12,68.
Die Probe mit 2 = 1 gibt

g(1) =—20; p(1)=9,28; ¢(1)=0,08; r(1)=—20,76

und es miifte sein — 20 = 9,28 - 0,08 — 20,76.

Es ergibt sich eine Abweichung von nicht ganz zwei Einheiten
der zweiten Dezimale. Da g(1) = 0,08 relativ ungenau ist, macht
man hier besser die Probe mit z==—1, die in den ersten beiden
Dezimalen stimmt.

Will man eine Nullstelle von g(x) ermitteln, so geht man
von einem Niherungswert aus. s sei der angenommene Wert
£ = 2,2 4 2,8i als ein solcher Niherungswert angesehen.

‘Wie oben bereits ausgefiihrt, berechnet man

9(§) = — 19,33 + 3,334,
Ist g’ () die Ableitung von g(), so erhalt man eine Korrektur
des ersten Niherungswertes aus der Gleichung 4§ = jg} f]((gg)l Eine

zweite Niherung ist dann £ - 4E.
In unserem Beispiel ist g’ (x) = 44®— 152%+ 302 — 5, und wir
berechnen ¢g'(£) wie oben; wobei wir die Funktion p(x) weiter-
benutzen konnen.
1 —44 +1268|4 —15 +30 —5| 4 +26
—-17,6 +50,6
¥ 2,6 —20,6
—11,4 +32,9
= 9,2 —87,0=¢'(£)=—58,1—25 8.
—19,3 43,34
58,1 I~ 26,87

Damit wird 4£ = =— 0,26 4 0,171.
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Als zweiten Niherungswert bekommt man also: 1,94 4+ 2,974.

Der Leser rechne weiter. (Der richtige Wert ist, 2,00 4 8,004.)

Hat man die Nullstelle mit hinreichender Genauigkeit gefunden
und kommt als Rest r =0 heraus, so stellt der bei dieser letzten
Division gefundene Quotient ¢ diejenige ganze Funktion (n — 2)-ten
Grades dar, deren Nullstellen mit den noch nicht ermittelten
Nullstellen der urspriinglich gegebenen Funktion g(«) zusammen-
fallen.

3. Graphische Methoden. Das in § 1 angegebene Hornersche
Schema, 148t sich auch zur graphischen Behandlung ganzer ratio-
naler Funktionen verwenden.

v

1. Um sich eine Ubersicht. Ag
iber den Verlauf einer solchen ; % By
Funktion zu verschaffen, wird T, [ ,
man sie gerne als Kurve in einem —0 By
rechtwinkligen  Koordinaten- By
systeme darstellen. e

Man konstruiert dann punkt- P, / B
weise diese Kurve in folgender Cy
Weise: a, ' 9,

BEs moge sich beispielsweise .~ T‘_ _________ o
um die Funktion 1
y=aga®+ a2+ a,x + a a°¥‘ X, E
handeln. S P S 1z ____J

Wir tragen dann die Koef- Fig. 16.
fizienten @, als Strecken hinter-
einander, mit a, beginnend, vom Punkte O aus auf der y-Achse
ab unter Annahme einer geeigneten Lingeneinheit von 7, mm
Linge. Der Endpunkt jedes Koeffizienten fillt dabel mit dem
Anfangspunkte des folgenden zusammen.

Sind alle a; > 0, wie im Beispiel angenommen wird, so erhalten
wir das Bild der Figur 15. Haben die Koeffizienten verschiedene
Vorzeichen, so reihe man die Koeffizienten auch dann wie oben
angegeben aneinander. Die verschiedenen Vorzeichen werden durch
den Richtungssinn zum Ausdruck gebracht: Ist ein Koeffizient
positiv, so liegt (bei nach oben positiv gerechneter y-Achse) sein
Endpunkt 4iber seinem Anfangspunkt. Ist er negativ, so liegt der
Endpunkt wunier seinem Anfangspunkt,

Fiar ay > 0, a; > 0, a, < 0, ag > 0 z. B. wiirde man ein Bild,
wie es Fig. 16 zeigt, erhalten.

Die folgende Konstruktion ist allgemein giiltig, auch fiir den
Fall verschiedener Vorzeichen der Koeffizienten, und soll der Axn-
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schaulichkeit wegen an der Figur 15 als dem einfachsten Beispiel
durchgefiihrt werden.

Die Einheitsstrecke O F7 auf der z-Achse sei 7, mm lang. (Uber die
Wahl von 7, und I, siehe 8. 13.) Durch den Endpunkt ' ziehen wir
eine Parallele zur y-Achse, die wir ,,Einheitsgerade* nennen wollen.

A Um fiir einen Wert o, von & den zugehorigen Punkt
der Kurve, d. h. die Ordinate y,, zu finden, ziehen

A4 wir zuniichst die vertikale Gerade x = x,. Ihr Schnitt-

a punkt mit der z-Achse sei X;. Durch den Endpunkt
* A, ziehen wir eine Parallele zur z-Achse, die die

43 Jo,  Einheitsgerade in 4,” schneidet. Verbinden wir nun

A, mit dem Punkte 4, der die Strecken @y und g,

A trennt, so bildet diese Gerade Agd,” einen Winkel
A @, mit der z-Achse, dessen Tangente

|
~

N . tangg=ay- i ist.

d

Fig. 16. A .
Ziehen wir durch A,

eine Parallele zur z-Achse und bezeichnen deren Schnittpunkt mit

der Geraden x = w; durch Cj, so ist die Linge C3B;= 4;C;
-tan g = @, - @5 - {, mm. Zieht man gleicherweise durch A,

eine horizontale Gerade bis C,, so ist C3C; = @+ [, mm und

C, By = (ay+ ;- a3) - |, mm.
Durch B, ziechen wir eine Horizontale, die die Einheitsgerade
in B,  schneide, und verbinden A, mit By Der Neigungswinkel ¢,

der Geraden 4, B, hat dann die Tangente tan g, = (a, + @, * @) - l—: .
Ist B, der Schuitt dieser Geraden mit der Vertikalen # = #, so ist
Cy By = 4;C;- tan pg = (a3 0y + a5 2,7 - 1.

Ferner ist B, C, = (a, + ay; + ag,%) - |, mm.

Jetzt ist B, B, horizontal zu ziehen und By mit 4; zu ver-
binden. TFiir den Winkel ¢, wird

l
tan g, = (a; + ay 2, + as%,%) - ji' :

Ferner erhiilt man damit fiir B, ¢, die Linge von
(a2 + agz,® + azx°) - I, mm,
und schlieBlich findet man
X B, = (ao+ ay@y + ayo® + a52,°) - I, mm
lang. Diese Strecke stellt also in der Lﬁngeneinheiﬁ {, gemessen
den Funktionswert y, dar: B, ist ein Punkt der gesuchten Kurve.
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Bei der Durchfibrung der Konstruktion fiir einen beliebigen
Wert & = x, braucht man aufler der Einheitsgeraden und der Ge-
raden = x; keine einzige der im vorstehenden nur zur Erliu-
terung benutzten Geraden wirklich mit dem Bleistift zu zeichnen.
Man bestimmt zuerst den Punkt A,, indem man die ReiB-
schiene an A, anlegt. Diesen Punkt A,” fixiert man durch einen
Stich der Punktiernadel und legt ein Lineal an 4, und 4, an,
dadurch kann man B; markieren. Mittelst der ReiBschiene findet
man By usw. Man bezeichnet also, ohne eine Linie zu ziehen, der
Reihe nach die Punkte 4, B, By’ By By’ B, durch Stiche. B, ist
der gesuchte Kurvenpunkt. Beim Zeichnen auf Millimeterpapier
eriibrigt sich noch der Gebrauch-der ReiBschiene.

Der Leser moge Kurven konstruieren fiir Koeffizienten verschie-
denen Vorzeichens und fiir den Fall, daB einer oder mehrere Koeffi-
zienten Null sind. Dann hat die betreffende Koeffizientenstrecke die
Linge Null, d. h. Anfangs- und Endpunkt fallen zusammen. Die
Koustruktionsregeln bleiben giiltig.

2. Ein anderes graphisches Verfahren ist zweckmiBig anzu-
wenden, wenn es sich um die Bestimmung der Wurzeln einer Glei-
chang g(z) =a,2"+ a,_ 2"~ '+ .-+ a;x + a,= 0 handelt.

Es liefert die Funktionswerte von g(z) so schnell, daB man
durch Probieren leicht die Wurzeln ermitteln kann.

Unter Annahme einer geeigneten Liingeneinheit von [, mm stellt
man die Koeffizienten a,, a,_y,...a, der ganzen rationalen
Funktion durch Strecken dar, die so aneinander gefiigh werden,
daB der Anfangspunkt jeder Strecke auf den Endpunkt der un-
mittelbar vorher gezeichneten fillt. Ferner ist jede Strecke gegen
die vorhergehende um 90° im Sinne des Uhrzeigers zu drehen.
In Fig. 17 ist dies fiir eine Funktion vierten Grades ausgefiihrt.
Und zwar ist der Einfachheit halber angenommen, daf alle Koeffi-
zienten positiv sind. Es stellt A4, 4,
den Koeffizienten @, dar, 4,4, den
folgenden Koeffizienten a, usw. Man
erhiilt so einen gebrochenen Linienzug

A Ay A A A A, \
23

Die Werte von z stellt man dar i“" y ——
mittelst einer L&ngeneinheit von 7, mm, _1\___—_(1—-—! \
und zwar errichtet man auf der ersten B, \ . °
Koeffizientenstrecke 4, 4; in einem um  \" \

die Lingeneinheit [, von 4, entfernten \
Punkte E ein Lot. Auf diesem Lote
werden die Werte von z, fir die wir
den Wert der ganzen rationalen Funk- 52
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tion bestimmen wollen, abgetragen und zwar vom Punkte E aus
positiv nach oben.
Fiir # = «,; mogen wir zu dem Punkte X; gelangen, so daB

also EX, = x - I, mm sei.

Wir verbinden jetzt X, mit 4;. Fiir den Winkel ;= JZ X; 4, F
wird dann tang, = x;,. Die Gerade 4, X, mdge 4, 4; in einem
Punkte B, schneiden, und man sieht, daf

AyB,=— A 4, tang,,

also a, - 2, - I, mm lang ist. Weiter ist B4, = (a,2, + a,) - I, mm.
Errichten wir nun auf 4, B; in B, ein Lot und bringen dieses
in By zum Schnitt mit A;A4,, so ist 9T B, B, 4;= ¢, und die
Strecke AgBy=(a,- %%+ ag- 2,) -1, mm. Ferner ist 4, B, =
= (ay2,® + a3z, + ay) -1, mm. Es ist weiter By By 1 B, B, und
B,B; 1 B, B, und man fiberzeugt sich leicht, daB die Strecke
B, Ag eine Linge von

(agzt+ agz®>+ - - - + ay) - I, mm

hat, mithin den Wert der Funktion fiir £ = #; mit der Einheit 7,
darstellt.

Um nun eine Wurzel der Gleichung g(z) = 0 zu finden, hat
man den Wert z,, also den Punkt X, auf dem Lote in E auf
A, Ay so lange abzuindern, bis der Endpunkt B, des Linienzuges
A; B, By By B, auf den Punkt A, fillt. Dann ist B, 4, =0, d. h.
g9(z) = 0.

Fiir dieses Probieren ist es von grofiem Vorteil, transparentes
Millimeterpapier zu verwenden. Man befestigt dasselbe mittels
einer Nadel so im Punkte 4,, daB es um diesen Punkt drehbar
wird. Dann kann man das Papier so drehen, dafl eine seiner
Geraden durch 4; und X; geht, und darauf den Polygonzug
A, B, By By B, verfolgen, ohne einen Strich zu zeichnen. Man
dreht nun das Papier so lange, bis man eine Lage gefunden hat,
in der B, auf A4, filll. Dann markiert man den betreffenden
Punkt X durch einen Strich. Man tut gut, das Papier nur um
kleine Winkel zu drehen und dabei auf die Lageninderung des
Punktes B, zu achten, da sich daraus Schliisse auf die Realitit
der Wurzeln ziehen lassen.

Haben die Koeffizienten @, verschiedene Vorzeichen, so ist bei
ihrem Auftragen folgende Regel zu beachten:

Man zeichne ein Rechteck und versehe die Seiten mit Rich-
tungspfeilen (Fig. 18). Man beginnt mit dem Koeffizienten a, der
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hichsten Potenz und ordnet ihm die horizontale obere Seite des
Rechtecks zu, dem Koeffizienten @,_, ordnet man die folgende
Seite zu wusw., indem man das Rechteck (evtl. ~

mehrmals, wenn #n > 3) im Sinne des Uhrzeigers z
durchlduft. Bei dieser Zuordnung von Rechtecks- A

seiten und Koeffizienten gibt die Seite des Recht- Y
ecks die Richtung und der Pfeil den positiven

Sinn fiir das Auftragen des Koeffizienten an. Ne- -

gative Koeffizienten werden entgegengesetzt der Fig, 13.
Pfeilrichtung aufgetragen.

Ist ein Koeffizient Null, so fallen die Strecken der nichst-
hoheren und mn#chstniederen Koeffizienten in eine Gerade. Zur
Konstruktion des Polygons 4, B, ... B, ist jedoch auch die Gerade
zu benutzen, auf der der Koeffi-

zient lige, wenn er von Null ver- . 7 f 1
schieden wire. (Man fasse den 2z LN U
Fall, daB ein Koeffizient Null ist, 41 %y \- /SV\

als Grenzfall . eines verschwin-
denden Koeffizienten auf.) N \ A
Fig. 19 zeigt die Losung der N \&

Gleichung N ‘\.\.\ \ A \\
N e ﬁ \ Y
424 62°— 82— 1,9 =0. \\ \\\ \l
A N U.
Durch den Polygonzug N \ 7'\2
A, B, B, A, ' el ,»/// \
S * e
ist eine Wurzel x; der genann- : \\\ af’//;/aa,
ten Gleichung gefunden. Es ist Fig- 1 )
7, = tan @, = 0,67. 4,

Statt nun die weiteren zwei Wurzeln auf demselben Wege zu finden,
ist es vorteilhafter, sich folgende Uberlegung zunutze zu machen:

Ist , eine Wurzel der Gleichung dritten Grades, so erhilt man
durch Division dieser Gleichung durch (x — ;) eine Gleichung
aweiten Grades, der die noch fehlenden beiden Wurzeln geniigen.
Tihrt man die Division durch, so findet man als diese Gleichung
wweiten Grades:

as@® + (a2, + a5) + 7 + (a3 2" + agz, + a,) = 0.
Nun hat aber nach unserer Konstruktion die Strecke B, 4y eine
Linge von (azz + ay) - I, mm, ferner hat By 4, die Linge von -
(432% + ayz + ay) - 1, mm.
Andererseits sind die Lingen der Strecken 4B, B, By und
B, A, des Polygonzuges, der die erste Wurzel lieferte, den soeben
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genannten Lingen, also auch den Koeffizienten der Gleichung zwei-
ten Grades proportional Die Seiten des Polygonzuges 4, B, B, 4,
konnen mithin als Darstellung derjenigen Gleichung zweiten
Grades ay,'z®+ a,'x + g, = O dienen, dic die noch fehlenden
Wurzeln - liefert. Im allgemeinen gilt die Regel: Hat man eine
Wurzel x, einer Gleichung n® Grades gefunden, so stllt der dubei
benutzte Polygonzug die Gleichung (n — 1) Grades fiir die noch
fehlenden n — 1 Wurzeln dar und ist als Grundlage einer weiteren
Konstruktion anzusehen. Der Wert der Wurzel ist dabei gleich dem
Tangens des Neigungswinkels zwischen der Kocffizientenstrecke der
hichsten Potenz der betreffenden Gleichung und der ersten Polygonseite.

In unserem Beispiel stellt so 4, B, B, A, die Gleichung zweiten
Grades dar, die es noch zu l8sen gilt. Dies kann durch einen

Kreisbogen geschehen, der iiber 4, A, als Durchmesser zu schlagen

ist. Dessen Schnittpunkte U, und U, auf B, By sind mit 4, und
A zu verbinden. A,U, 4; und A4, U, 4, sind die beiden Polygone,
die die Wurzeln x, und 2, liefern. ¢, und @; sind die Winkel
(beide < 0) =zwischen der Koeffizientenstrecke ay, d.i. 4, B, und
der ersten Polygonseite 4,U, bzw. 4,T,, so daB

zy = tanpy = — 0,40; @, = tangg = — 1,77

die Werte der Wurzeln sind. Héatte der Halbkreis iiber 4, A, die
Strecke B, B, nicht geschnitten, so hatte dies auf komplexe Wur-
zeln gedeutet.

Dieses graphische Verfahren ist auch dann zu verwenden, wenn
die Genauigkeit der Wurzeln grofer als zeichnerisch erreichbar
sein soll. Es liefert dann Néaherungswerte, die durch Rechnung
zu verbessern sind (8. 47).

3. Auch fiir komplexe Argumente liBt sich (nach einem von
C. Runge angegebenen Verfahren) der Wert einer ganzen ratio-
nalen Funktion graphisch konstruieren.') Das Verfahren bleibt sich
gleich, ob die Koeffizienten der ganzen Funktion reell oder auch
komplex sind. Es werde daher fiir den letzteren Fall geschildert.

Um eine bestimmte Aufgabe vor Augen zu haben, denken wir
uns eine Funktion vierten Grades gegeben:

9(2) = au* + a,2® + ag2®* + agz + a,.

Die Koeffizienten a seien darin komplexe Zahlen. Wir stellen,
wie iiblich, komplexe Zahlen durch Vektoren in einem recht-
winkeligen Koordinatensystem dar. In Fig. 20 sei 4 der Null-

punkt dieses Koordinatensystems (w, v). Die Koeffizienten «
unserer ganzen Funktion sind Vektoren, wir konstruieren ihre

1) Gottinger Nachrichten. 1917.
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Summe @, + a3 + a, 4 a; + @, und erhalten dadurch den ge-
brochenen .Linienzug A BCDEF. Damit ist die ganze Funktion
graphisch dargestellt. Fiir §=u + iv soll nun ihr Wert g(&)
bestimmt werden.

¢ wird als Vektor A% aufgetragen. Seine Linge || =71/u? + o

und der Winkel ¢ = arc tan-z- sind bekannt.

Wir bilden jetzt das Produkt @,&, indem wir nach den Regeln
fir die graphische Ausfilhrung der komplexen Multiplikation den

g 8, c

Winkel @ an EF antragen und auf dem freien Schenkel
EE’'=|§|-|a,| abtragen. Verbinden wir darauf D mit E’, so ist
DE = b, = ay& + a,. Jetzt bilden wir das Produkt b, &, indem
wir ¢ an DE’ antragen und DD" = |£|-|b,| machen. Wir haben
damit O D’ = by = b, § + @, konstruiert.

So fortfahrend bilden wir by = b,5 + @; = BC’ und schlieBlich
b= £by + a,=AB'". Driickt man die GrdBen b, D,... der Reihe
nach durch £ und die Koeffizienten a,, a, ... aus, so findet man
(8. 45), daB der zuletzt gewonnene Vektor AB’ gerade gleich
9(8) ist. .

Die Zeichnung geht sehr schnell von statten. Den Winkel ¢
iibertrigt man in der @iblichen Weise, indem man um die Punkte
E, D ... XKreisbogen schligt und den entsprechenden Bogen ab-
sticht: Die Multiplikationen [&]-|aol; |E]+|by] - .. erledigt man
am schnellsten durch den Gebrauch eines Proportionalzirkels, den
man so einstellt, daB zwei Zirkelspitzen die Einheitsstrecke der
u-Achse und die anderen die Linge von £ erfassen. - Greift man
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dann die Strecken EF; DE’. . . mit den ersten Zirkelspitzen ab,
so geben die anderen die Lingen von EE; DD'..

Weiter ergibt sich die Konstruktion des Differ entmlquotzcnten
g () auf folgende Weise:

Die komplexen Zahlen (Vektoren) b, b,b,b,, die bei der Kon-
struktion von g(£) als Hilfsgr6Ben auftraten, haben eine selb-

stindige Bedeutung.
9 @)
—

Fiithren wir nimlich die Division aus, so finden wir

xg(_x)g = a2’ by a?
Es sind also a,b, byby die Koeffizienten des Quotienten ¢(z), der
bei dieser Division herauskommt, wihrend b, der Rest ist.

Schreiben wir nun g(z) = (x — &) - ¢(2) + b, und differenzieren
diese Gleichung nach «, so kommt:

9@ =a(@) + (2 — 8 (@),

und wir sehen, daB ¢'(¢) = (&) = ag8®+ b, £ + by& + by wird.
Die Vektoren ayb,byb; konnten also zur Bestimmung von g¢'(£)
benutzt werden, doch miiBten sie, um die ‘auseinandergesetzte
Methode anwenden zu konnen, so ,aneinandergeheftet werden,
wie es mit aga, . .. geschah. Dies 1aBt sich indes vermeiden.

Fassen wir niimlich die Strecke E'F als Vektor §, auf, so
konnen wir ;= « - a, setzen, sofern wir unter « folgende kom-
plexe Zahl verstehen: 1

o=

I a|
der Winkel 4 soll dabei der von den positiven Richtungen von
a, und g, gebildete Winkel sein.

Bezeichnen wir nun mit f;, ffy, f§; der Reihe nach die Vektoren
D'E’, C'D’, B(C', so folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
EL’" DDE CC'D, BB'C', daB f;=u by By = o« by;
Py = o by ist. Statt direkt g(g) zu konstruieren, bilden wir

daber: o g() = BoB 4 BLE + B + By

Dazu liegen ja die Koeffizienten-Vektoren §,f, 8,0, schon fertig
aufgereiht da, so daf die Zeichnung von « - ¢'(§) sofort begonnen
werden kann.

Um die Abbildung iibersichtlich zu erhalten, haben wir hier die
Zeichnung von « - ¢'(£) nicht durchgefiihit. Die Konstruktion ver-
liuft der vorigen von g(£) analog. Im Punkte E’ wird ean E'F
der Winkel ¢ angetragen, E'E" = |£|-|| gemacht usw. Wir
erhalten so einen Linienzug E"”D”C” und mit B'C"” den ge-
suchten Vektor a - ¢'(§).

< e,
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Durch Antragen des Winkelsy an B”C” im positiven Sinne und
|ﬁo|

der Division durch e, wiirden wir ¢g'(£) als Vektor B'B” erhalten.

Die Naherungsformel 4g(§) = A& - g'(§) + - . 14Bt nun diber-
sehen, wie sich der Funktionswert g (), d. b. die Lage des Punktes
B’, #indert, wenn man £ um einen kleinen Vektor A¢ indert, d. h.
den Punkt E’ etwas verschiebt. Man wird diese Uberlegung be-
nutzen bei der Aufsuchung von Nullstellen einer Funktion g(x).
Zuerst hat man zu versuchen, £’ (d. h. einen Niherungswert £)
so zu wahlen, daB B’ moglichst nahe an A gertit. Ist dies einiger-
maBen gelungen, und demgemiB |g(£)| klein, so wird man ¢'(§)
konstruieren und 4§ = — ‘L@—) machen, um den Niherungswert &

g'®

Anderung der Linge von B’C” im Verhiltnis , entsprechend

zu verbessern.

Ob man sich nun mit der zeichnerisch erreichbaren Genauigkeit
begniigt oder die weitere Approximation nach 2 rechnerisch
macht, hingt von der gestellten Aufgabe ab.

Bei reellen Koeffizienten bleibt das Verfahren genau das gleiche.
Der Linienzug ABCDEF der Koeffizienten fillt dann in die
reelle Achse. Der Leser behandele die auf Seite 51 rechnerisch
behandelte Funktion g(z)=2*— 52% + 152®— 52 — 26 graphisch.

IV. Extrapolation und Interpolation einer ganzen ratio-
nalen Funktion.

Wir nehmen jetzt an, daB von einer ganzen rationalen Funktion
nicht die Koeffizienten a,,... a, in der friiher (IIL Kap.) ein-
gefithrten Bezeichnungsweise gegeben sind, sondern es sollen die
n+1Werte gegeben sein, die die Funktion an denStellen 7, z, , ... ®,
annimmt, sie seien ¥y, 9,,...¥,, und man sucht ein Verfahren, um
daraus die Funktionswerte y der Funktion #*" Grades an beliebigen
Stellen 2 zu berechnen.

1. Extrapolation. Der erste, am leichtesten zu erledigende
Fall ist hierbei der, daB die n -+ 1 Werte x,, ,, ... x, des Argu-
mentes dquidistant sind und daB man nach den Werten der Funk-
tion fragt, die diese an ebenfalls iquidistanten Stellen auBerhalb
des Intervalls Ty @y, . - . @, der gegebenen Werte annimmt (Extra-
polation). Hier fiihrt folgende Uberlegung zum Ziel: Ist g(z)
unsere ganze rationale Funktion %' Grades, die durch die » + 1
Wertepaare (24y,), (%), - - - (2,9,) bestimmt ist, und Az das
Intervall der #quidistanten z-Werte, so ist:

9(x +4z) — g(z)
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wieder eine ganze rationale Funktion, fiir die wir das Zeichen
AWg(x) benutzen wollen und deren Grad, wie man durch Aus-
rechnung sofort findet, um eine Einheit niedriger ist als der von
g(z). Bildet man weiter eine neue ganze rationale Funktion:

AD9g(d) = AVg(z + 43) — 4Wg(a),

so ist der Grad.von 4®¥g(x) wieder um eine Einheit niedriger
als der von 4Mg(z). Ist nun g(x) eine ganze rationale Funktion
vom %'*°® Grade, so wird, wenn man in dieser Weise immer neue
Funktionen, sog. Differenzenfunktionen, 4®g(x), 4 g(x),... ab-
leitet, schlieBlich die letzte Funktion in dieser Reihe:

AMg(g) = 4"~ Vg(z + dz) — 4"~ Vg ()

eine Konstante sein.

Kommen wir jetzt auf unser eigentliches Problem zurtick und
nehmen einmal an, es sei g(x) eine Funktion vierten Grades, deren
Werte an fiinf iquidistanten Stellen von # gegeben sind, und es
sei A4z der Abstand zweier aufeinanderfolgenden z-Werte, so sind
die bekannten Funktionswerte:

Yo=9(xo), =9+ dx),...y,= g(zy+ 4 dx).
Hieraus lassen sich nun die entsprechenden Werte der ersten
Differenzenfunktionen bilden. Es wird der Reihe nach:

ANg(z,) = g (o + 42) — g(2),
AWg (x, + 42) = g (o + 2 ) — 9(2, + 4 ),

Aus den Werten von 4(g(z) lassen sich wiederum die Werte der
Funktion 4®g(x) ermitteln usw. Der Wert von 4%Wg(x) wird
schlieBlich, da g(«) vom vierten Grade angenommen war, eine Kon-
stante sein. Man ermittelt die Werte dieser Differenzenfunktionen
zweckmiBig durch eine Differenzentabelle nach folgendem Schema.

!

g(x@) A(l)g(x) A")g(a:) i A(S)g(x) 4(4)9(@
e e o s S |

g(zy) ]
N A(l)y(xo) ‘_—:;T_)—
gx,+4dx) |———— 9%, T
. f’__ﬁ_ AWg(x, +dz) —————— AP g(z,)
9@, +24a) | ——— AP g(x,+ 1) - A4¥g (x,)
o AWg(x,+2da)——————— 4( '9(2y+ AZ)| = Const.
g, +34z)|l———— 4 g(x, + 2493)‘"—_‘
. — 4V g+ 3d)
9(@,+ 4 dz) —————
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Die mit g(x) bezeichnete Kolonne enthilt die gegebenen Funk-
tionswerte. Die Zahlen der folgenden Spalten erhilt man durch
Bildung der Differenzen zweier sukzessiver Werte der links daneben-
stehenden Spalte, wobei die obere Zahl von der unteren abzuziehen
ist. Bei einer Funktion vierten Grades erhilt man aus fiinf ge-
gebenen Werten in der ersten Spalte in der fiinften Kolonne die
Konstante 4™g(z). Diese benutzt man dann, um das Schema
von rechts nach links fortschreitend beliebig weit zu vervollstén-
digen. Dabei ist folgendes zu beachten:

Die Werte in der Spalte 4®g(z) haben stets die konstante
Differenz 4®g(z). Mapn kann diese Spalte also nach oben und
unten vervollstindigen, indem man diese Konstante zuzihlt oder ab-
zieht und so 4@ g(ry+ 242), A9 (2y+ 34 ),...,4%g(2y— Az),
4®g(xy — 24x) ... erhilt. Vermittelst der Spalte 4®g(z) ver-
vollstindigt man die Werte von 4®g(z) in der vorhergehenden
Spalte usw. und kann schlieBlich die Spalte der Funktionswerte
¢(z) nach oben und unten beliebig weit fortsetzen. Damit be-
berrscht man aber den Gesamtverlauf der Funktion an den um
Az auseinanderliegenden Stellen von x. Das Verfahren erfordert
nur Additionen und Subtraktionen, ist also besonders bei Be-
nut.-ung der Rechenmaschine bequem anwendbar.

Wollte man hiermit z. B. eine Tabelle der Kuben der ganzen
Zahlen berechnen, so kommt das darauf hinaus, die Werte y der
ganzen rationalen Funktion dritten Grades y = x® fir die Werte
z=0, 1, 2,... zu bestimmen. Man benutzt die vier Werte
y=—1firz=—1,y=0firre=0,y=+4+1firz=+1
und y = 8 fiir # =+ 2 und bildet damit die beliebig fortsetz-
bare Differenzentafel:

x ‘ y ‘ 4 4@ P
—1 -1
1
0 0 0
1 6
1 1 6
7 6
2 8 12
19 6
3 27 18 .
37 .
4 64 .
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2. Interpolation, Die ganze rationale Funktion soll wiederum
dadurch gegeben sein, daB die Werte an » 4 1 Stellen des Argu-
mentes £ bekannt sind. Wir werden uns im allgemeinen auch
weiterhin darauf beschrinken, diese Argumentwerte als dguidistant
anzunehmen. Gefragt ist jetzt jedoch nach den Werten, die die
ganze rationale Funktion an belicbigen Stellen annimmt, insbeson-
dere solchen, die zwischen den gegebenen Werten liegen.

1. Der einfachste Fall ist die sogenannte lineare Interpolation.
Die ganze rationale Funktion ist hier vom ersten Grade und durch
zwei Wertpaare (x,,), (#,%;) bestimmt. Um die Werte der
Funktion im Intervall 4o = %, — x, zu berechnen, ist es meistens
ausreichend, dieses Intervall in 10 (oder auch 100) Teile zu teilen
und die Werte der Funktion fiir die Enden dieser Teilintervalle

Ty + o - % zu berechnen (¢ =1, 2,...,9) Nennen wir Ay

die Differenz y, — y,, so ist der Wert y der Funktion am Ende des
o'*® Teilintervalles: dy
Yo =% to g

Statt jedoch den Wert y aus dieser Formel zu berechnen, ist es
praktischer, die Werte y in der Weise aufeinander aufzubauen, daf
zuerst y,) berechnet wird, sodann y,) usw. Im allgemeinen ist also
Jeder Wert von g aus dem vorhergehenden abzuleiten durch Addition

4y
von % Als letzten Wert y o, = ¥, + 0 Y muB man damit den

gegebenen Werty, wieder erhalten. Darin liegt eine erwiinschte Kon-
trolle fiir die Richtigkeit aller berechneten Werte. AuBerdem ist
diese Rechnung angenehmer, da nur Additionen auszufiihren sind.
2. Einen Schritt weitergehend, kommen wir zur sogenannten
guadratischen Interpolation. Es sind die drei Werte y,. », und y,
einer Funktion zweiten Grades gegeben, die zu den Werten x,,
2, = x5+ Az und zg=x,+ 24x der Variablen x gehdren. Fiir
die Gleichung der ganzen rationalen Funktion ergibt sich dann,
wie leicht zu bestitigen ist:
A4 )y

A®
(‘”—"’o) 2,4?2'(x-x0)(x1—x)'

Die Werte von A(l)yo und 4®y, entnimmt man folgendem Diffe-
renzenschema:

y=yo+

Zo Yo Ay,
Zy % Ay,
zq Ys

A9 Yo
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(Die ganze rationale Funktion erscheint dabei in einer anderen
Form, als sie bisher geschrieben wurde.)

Wollen wir aus dieser Gleichung y berechnen, so ist dies natiir-
lich ohne weiteres mdoglich. In vielen Fillen wird es nun niitzlich
sein, y gerade an den Stellen # =z, -+ « - ‘1’—:
(=1, 2,...,9). Die ersten beiden Terme im Ausdruck fiir y
liefern dann dusselbe wie die lineare Interpolation zwischen ,
und z,. Der dritte Term

APy, (2—x,) (@ — )
e Adz?

kann also aufgefaBt werden als eine Korrektur, die an den durch
die lineare Interpolation erhaltenen Werten anzubringen ist.

Die zehn Werte des Quotienten @— m»")—({f:i)
Az dx

sind ein fiir allemal folgende:

zu berechnen

an den Stellen

=2+ -

10
o (& —x,) - (2, — ) o (z—x,) - (2, —x)
(d2)? (da)
1 0,09 I e | 0,24
2 0,16 7 0,21
3 0,21 8 0,16
4 0,24 9 0,09
5 0,26 P10 | 0,00

3. Der allgemeine Fall der Interpolation ist der, daB die Werte
einer ganzen rationalen Funktion %'**® Grades an n + 1 Stellen
4, &y, . . . X, Vvorgegeben sind, und die Aufgabe lautet, den Wert
der ganzen rationalen Funktion fir irgendeinen Wert des Argu-
mentes # zu bestimmen. Wir wollen uns hier aber wieder auf den
fiir die Praxis besonders wichtigen Fall beschriinken, daB die Werte
Ly &4y - . . 4, dquidistant sind.

Setzt man die ganze rationale Funktion in der frither eingefiihrten
Form an:

g@@) =4y + Az + 45+ -+ 4, _ 2" + A 2"
50 liefern die # + 1 Werte g(z,), g9(,), . - - 9(z,) gerade n - 1

lineare Gleichungen fiir die Koeffizienten A,, ... 4,, die damit
eindeutig festgelegt werden. Denn die Determinante dieser # - 1
Gleichungen setzt sich aus den Werten x,, 2, .. z, in folgender

Weise zusammen und ist daher von Null verschieden:
2 n
1oz, .. .x" |
2 o}
1 x z°...x,
2 n
1 x, o°...2,
Timerding, Handbuch I 2. Aufl 5
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Falls der Grad der ganzen rationalen Funktion jedoch hober als 2
ist, wiirde eine Berechnung der Koeffizienten 4,, 4,, . . . 4, durch
Auflésen der linearen Gleichungen sehr miihsam sem Ilerner sind
ja in erster Linie nicht die Werte der Koeffizienten von Interesse,
sondern man will vor allem die Werte der ganzen rationalen
Funktion selbst erhalten. Es ist deshalb zweckmiBig, die Funk-
tion von vornherein in einer anderen Form anzusetzen. Schreibt
man insbesondere:

9@ =ayta, - (z—x) +ay-(z—=) (g—2)+ -

+a,-(z—=xp)...(x—2,_,),

50 ist dieser Ausdruck auch eine ganze rationale Funktion %" Grades
von «, und die Koeffizienten aq, a,, ...a, einer solchen Darstellung
werden mit den Koeffizienten A4, der oben stehenden Darstellung
in linearer Abhingigkeit stehen. Bei dieser neuen Darstellungs-
form der ganzen rationalen Funktion als Summe von ,,Polynomen*
bat man in der Weise eine groBe Willkiir, dal man sie in sehr
verschiedener Weise aus einzelnen Polynomen aufbauen kann. Man
kann némlich die Werte x,, ,, ..., in verschiedener Reihenfolge
in die Linearfaktoren der Polynome einfiithren. Denn es liegt kein
zwingender Grund vor, irgendeine Reibenfolge, z. B. die oben ge-
wihlte g, x,, ..., vor anderen auszuzeichnen. Jede andere
Reihenfolge muB nun zwar immer zu derselben ganzen rationalen
Funktion fiihren, aber die Koeffizienten a; werden jedesmal andere
Werte bekommen, da sie ja mit den Werten %, ,, ... in anderer
Weise zusammenhingen.

Um bei einer irgendwie gewihlten derartigen Polynomdarstel-
lung der ganzen rationalen Funktion deren Werte fiir alle 2 be-
rechnen zu kdnnen, miissen die Koeffizienten a; aus den gegebenen
Werten y, = g(a,), ¥, = 9(%,), . ..y, = 9(x,) der Funktion be-
stimmt werden. Diese Aufgabe 1aBt sich nun elegant 13sen unter
Benutzung eines Satzes der Differenzenrechnung. Dieser Satz ist
folgender:

Ist f(x) eine analytische Funktion von % und 4z ein Intervall
der Variablen z, so definiert man als vorderen Differcnzcnguotienien
an der Stelle z den Ausdruck:

f(x+ dx) —f(z)
dz

df( z)

und schreibt dafiir — Es sei nun f(z) eine ganze rationale

Funktion mte» Grades, und zwar habe f(z) die Eigentiimlichkeit,
daB alle Nullstellen z,, x5, . . . a,, reell sind, auBerdem sollen je
zwei aufeinanderfolgende Nullstellen immer denselben Abstand 4z
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haben. Wir stellen uns nun die Aufgabe, den vorderen Differenzen-
quotienten von f(z) zu bestimmen. Wir schreiben zu diesem Zweck
f(z) in folgender Form:

f@=C-(z—z) (8—m)...(z—2,).
Die Bezeichnung der Nullstellen sei so gewihlt, daB
x1<x2<' "<xm

ist. Um den vorderen Differenzenquotienten dieser Funktion zu
bilden, miissen wir zuniichst f(x + A4x) bestimmen. Wir finden:

fa+ dz) =C-(x+ 4z — ) - (x+ Az —2z5)...(z+ d2—=,),
oder, wenn wir noch x, = x, — 4% setzen:

flx+ d)=0C-(x—x)- (& —2) ... (x—2,_,).
Weiter ergibt sich:
flat d2) — f(x) =C-(x—ay) - (x—axp) ... (®—2g,) (2, — 7).

Nun ist aber x,, — z,~ m + 4, und damit wird der Differenzen-
quotient:

Af(x)
A(x)

m-C-(x—ua) (x—2zy). (x—zx,_,).

Wie ersichtlich, ist der vordere Differenzenquotient aus f(x) da-
durch entstanden, daB der Linearfaktor mit der groBten Wurzel «
fortgefallen und m als Faktor vor das Polynom getreten ist. Diese
Regel verhilft nun zur Losung der Aufgabe, die Koeffizienten a,
@, ..., @, einer ganzen rationalen Funktion, die in der oben an-
gegebenen Form

g(x>=ao+al(x"%)+ etay (x_xo) ’ (x~“"1)“'(x"‘xn—1)

angesetzt ist, zu bestimmen, g(x) setzt sich ja zusammen aus ganzen
rationalen Funktionen immer héherer Ordnung, die in der soeben
benutzten Form f(z) auftreten. Bilden wir von g(z) den vorderen
Differenzenquotienten, so findet unser obiger Differenzensatz auf
die einzelnen Polynome von g(x) Anwendung, und wir erhalten:

49 (@)
—r =a,+2 a(x—2x) + -

e, (z—a) (@ —x) (@ —x,_,),

also eine ganze rationale Funktion, die fiir £ = x; den Wert «,
annimmt. Bilden wir von dieser Funktion wieder den vorderen Dif-

5t



68 IV. Extra- und Interpolation einer ganzen rationalen Funktion

ferenzenquotienten, so finden wir den folgenden zweiten Differenzen-
quotienten unserer urspriinglichen Funktion:
A& (x)
Ai’ =2.a,+2-8-a5:(z—a) + -

¥
=1 ng, b)) G ).
In der Bildung dieser Differenzenquotienten kann man bis zum
n*® fortfahren, und zwar finden wir fiir die beiden letzten in un-
serer Schreibweise:
Aa=Vg(x
xni’( =(n—1)0a, ;+nla,- (z—,)),

A(n)g(x)
yr e nla,.

Setzen wir nun iiberall x = x,, so folgt:
A9 (@,) 4% g(z,)

g(xo)=aoy an - M. s =205, ..
A7~ g (x,) A g(z,)
— = (n—1)'a,_yq, Lz = nla,.

Es gilt also allgemein, daB jeder Differenzenquotient, sofern
man darin 2 = 1, setzt, einen der gesuchten Koeffizienten a; liefert.
Liegen nun die Funktionswerte von g(z) an den n 4 1 Stellen
Xy, X, + Az, 1y + 24w, .. ., T, + ndx gegeben vor, so lassen
sich die Werte der Differenzenquotienten der folgenden Differenzen-
tabelle entnehmen:

z 9(®) 4D g(x) , A® g(z) i

Lo g(m,) ‘
4g(x)

x,+dx | gw,+ dx) 49 g(ay)
Ag(a,+47)

@, +2da | g, +24) A% g(x,+ 4 2)
Ag(x,+247)

zy+ 84z | g(x,+34x) AW g(x, - 24 )

Ag(x, +84dx)
zy,+4dx | gz, +4dx) .

Diese entsteht, wie schon frither einmal erwihnt (S. 62), wenn
man zunichst die gegebenen Funktionswerte in einer vertikalen
Spalte untereinander schreibt und rechts davon in weitere vertikale
Spalten die Differenzen je zweier untereinanderstehenden Zahlen
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der vorhergehenden Kolonne setzt. Die obersten Zahlen der ein-
zelnen Kolonnen

9@, dg(@@), ABg(z)...

stellen also, wie man leicht einsieht, die Werte dieser Funktionen
fir den Argumentwert z,, mithin die gesuchten Differenzen-
quotienten, dar. Die Zahlen, die darunter stehen, geben die Funk-
tionswerte fiir die Argumente (r, + Ax) usw.

Denkt man sich in der Tabelle durch die obersten Zahlen g(x),
dg(wy), 49g(x,y), ... eine gerade Linie gezogen, so trifft eine
Parallele zu dieser, die durch irgendeine Zahl g(z, + « - 4z) der
Spalte g(«) gezogen wird, in jeder Differenzenreihe den Funktions-
wert der betreffenden Differenzenfunktion, der zu diesem Argument
(%y + o+ Adz) gehort. (Die Funktionswerte gleichen Arguments
liegen also nicht wie bei sonstigen tabellarischen Anordnungen aunf
einer horizontalen, sondern auf einer nach rechts abfallenden Linie.)

Hat man die Differenzentabelle aufgeschrieben, so ist damit
unsere Aufgabe in der Hauptsache erledigt. Denn um die Koef-
fizienten a@; zu bestimmen, ist es nur nétig, die obersten Zahlen
jeder Spalte durch die betreffende Fakultét und Potenz von Az
zu dividieren. a, ist gleich g(z,) zu setzen, und unsere ganze
rationale: Funktion ist damit in der auf S. 66 gewiinschten Form
bestimmt.

Die Rechenarbeit besteht nur in der Aufstellung der Differenzen-
tabelle. Um hierbei Versehen zu vermeiden, ist es zweckm#Big,
als Kontrolle die Zahlen jeder Vertikalreihe zu addieren. Die so
erhaltene Summe mufl gleich der Differenz zwischen der ersten
und letzten Zahl der vorhergehenden Kolonne sein.

Fir die spiiteren Anwendungen dieser Art der Darstellung der
ganzen rationalen Funktion ist jedoch noch eine andere Auswahl
der Polynomreihenfolge wichtig, die jetzt besprochen werden soll.

‘Wieder sollen von einer gunzen ratiomalen Funktion n 4 1
Werte an #quidistanten Stellen der unabhingigen Variablen « vor-
gegeben sein. Es ist jetzt jedoch zweckmiiBiger, diese Werte mit

o X_yy T_gy T_gy T_gy Xy, Tyy Ty, Tgy By, ...
zu bezeichnen. Dabei soll
---x_4<x_‘3<--'.’r3<:r4-“

sein. Wir wollen nun unsere (durch diese Werte eindeutig bestimmte)
ganze rationale Funktion durch folgenden Ausdruck darstellen:

9(x) = ay + a,(x — x,) + a5(x — %) (z — 2_,)
+ ay(e ~— 2p) (@ — 2_y) (8 — @) + -+
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Wir nehmen also in den Polynomen die Nullstellen in der Reihenfolge:
Tygy B_yy By, T_gy Tg...
Wie driicken sich jetzt die Koeffizienten a; durch die der Tabelle
zu entnehmenden Differenzen aus?
Wie frither ist zunichst g(x,) = a,. Auch a, wird wieder ge-
wonnen durch den vorderen Differenzenquotienten.
Denn dieser wird:

AW g(x
il B IR CEE IV R SCEENRCEE I
4z (@—a) (—a_) (@ —a2_y) +- -

(Man erinnere sich daran, daB8 bei der Bildung des vorderen Dif-
ferenzenquotienten immer die groBte Wurzel der Polynome weg-
fallt!) Um hieraus g, zu bestimmen, muf} der Differenzenquotient
an der Stelle x = x_, genommen werden. Beachtet man die Zu-
ordnung der Funktionswerte zu dem Argument in der frither ge-
schilderten Art durch parallele Gerade, so sieht man, daB die an
der fettgedruckten Stelle der Kolonne 4Mg(z) in der folgenden
Differenzentabelle stehfnde Zahl zur Bildung von a, zu benutzen ist.

] I

Z_g g(®_s)

AVg(x_5)
Ty | gy 4D g(z_y)

AVg(x_,) A9g(x..y)
z_y | gy A glx_y)

AVg(x_y) ADg(x_ )
Z—g g(z_s) A®g(x_y)

ANg(z_s) A0 g(x_3)
Z_4 g@_y) ADg(xz_s)

AVg(x_,) ANg(a_,)
x, g () A% g(x_,)

4% g () A9g(x_,)
Ly g(@@) 4 g(z,)

4Wg (x,) A% g(x,)
z, g(z,) A® g(x,)

A0 g (z,) 49 g (@,)
Ty 9(,) 4D g(x,)

4Mg (z,) 49 g(z,)
Xy 9(zy) g () 4™ g (xy)

‘4

Ly 9(25)

Fahren wir in der Bildung der weiteren Differenzenquotienten
fort, so gibt der niichste Schritt:

A(Zi'(m)=2_a’+2.3.as-(x—x_1)
+3-4-a,-(@—2 ) - (F—a_y) + .-
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Um a, zu erhalten, ist also wieder 4®g(x) an der Stelle z =2x_,
zu nehmen (s. die fettgedruckte Zahl in der Kolonne 4®g(x)).
Der nichste Schritt bringt:

(3)
LID 9. 3.0,+2-3- 40, (x—1_,)
+8-4-5a;.(x—x_y) - (z—z_o)+---.

Hier ist A®g(x) an der Stelle £ = x_, zu nehmen.

Verfolgt man diese Entwicklung weiter, so findet man, daB man
die fettgedruckten Zahlen im Differenzenschema auf dem begonnenen
Zickzackwege weiter zu durchlaufen hat, um die Koeffizienten der
gewihlten Polynomdarstellung zu finden.

Es gilt nun fiir alle Polynomdarstellungen unserer ganzen ratio-
nalen Funktion iiberhaupt folgende, bequem zu merkende Vor-
schrift: Man kann mit irgendeinem Funktionswert g(z;) beginnen,
der a, liefert. Das nichste Polynom wird dann a, - (# — ;). Man
legt nun in dem Schema einen beliebigen Zickzackweg oder auch
eine Gerade fest, indem man von g(z;) ausgehend von Kolonne zu
Kolonne nach rechts weiterschreitet und jedesmal eine Stufe auf-
oder abwirts steigt. Das Auf- oder Abwirtssteigen dieses Weges
bestimmt die Auswahl der Polynome, die auf das erste a, - (x — ;)
folgen.

Geht man von g(z,) abwirts (also nach 4Wy(x)), so tritt beim
zweiten Polynom ein Linearfaktor hinzu, der den niichsthdheren Wert
%, ., enthilt, das zweite Polynom wird also ay- (2 —1)- (z—x,; ;).
Geht man dagegen von g(z,) aufwirts, so tritt der nichstniedere
Wertu;_, hinzu, daszweite Polynom wiirdedanna, (x— &) (# —;_,)
werden.

Das gilt ebenso fiir die folgenden Polynome und man hat die
Regel: Vor dem m** Polynom, dus m Linearfakioren enthilt, steht
als Faktor a,,. Dieser wird beslimmt aus einer Differens 4™ g(x)
der m*™ Kolonne. 0b man bei der Bildung des m** Polynoms
einen ndchsthoheren oder ndchstniedercn Wert aus der Reihe der
z; hinzuzunchmon hat, wird dadurch entschieden, ob man beim Uber-
gang von der (m — 2)" gur (m — 1)*" Kolonne ab- oder aufwiirts
gegangen isi.

Dies scheinbar etwas schwerfillige Prinzip fiihrt bei einiger
Ubung sehr bequem zum Ziele.

4. Wir wollen jetzt zwei speziclle Entwickelungen aufstellen, die
vielfach Verwendung finden. Zugrunde gelegt sei die Differenzen-
tabelle von S. 70. Der bequemeren Schreibweise wegen soll je-

doch als neue Variable u = EA—_’;;—B‘-' eingefiihrt werden. Die Null-
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stellen der Polynome werden dann einfach die positiven und nega-
tiven ganzen Zahlen mit EinschluB8 der Null.

Ferner wollen wir die Differenzen selbst kiirzer bezeichnen,
nimlich durch ein Symbol* 4%, wobei die obere Indexziffer 4 die
Ordnung der Differenz, der untere Index u den Argumentwert z
bezelchnen soll, zu dem die betreffende Differenz gehort (vgl das
Schema 8. 70) Wir schreiben also z.B. 4®g(z_,) jetzt kiirzer
4% .

\27V1r suchen znnichst eine Entwwke]ung, die fiir eine Berechnung
unserer gangen ralionalen Funktion im Intervalle swischen xy und
vorteilhaft ist.

Zwei Wege bieten sich dabei dar. Man kann entweder schreiben:

1. g(u) =g(x0)+401-u+402%!—1)+4* 1‘;(_“;1;1(“_—2)

u-(u—1)-(u—2) - (u+41)
+ 4L Y

+ a8, u-(u—1)-(u—62:-(u.+1)-(u—3) 4.

oder:
2. g(u) = g(z,) + 4! u+A§1“ (v 1)_*_431“'(“%!’(“'*‘1)

w-@—1)- (1) (w—2)
+A£g' 41

AP IRHCED RUES UCE RUS S B

(Man vergleiche das Differenzenschema und zeichne die zuge-
horigen Wege in dasselbe ein!)

Beide. Wege empfehlen sich vor allen anderen, weil die Null-
stellen der Polynome mdglichst nahe an «, (oder u = 0) liegen,
Mithin behalten die Polynome kleinere Werte und sind bequemer
zu berechnen. Durch die Fakultit im Nenner werden die hoheren
Glieder immer weniger einfluBreich, und man kann die Berechnung,
fulls man nur eine bestimmte Genauigkeit erreichen will, friiher
abbrechen als bei anderen Entwickelungen.

Wiirde man jede Entwickelung bis zum letzten Gliede durch-
rechnen, so wiirden beide Entwickelungen diselben Werte liefern,
denn sie stellen ja dieselbe, durch die vorgegebenen Funktions-
werte eindeutig bestimmte ganze rationale Funktion dar. Begniigt
man sich Jedoch bei der praktischen Rechnung mit einer Approxi-
mation, indem man die letzten Glieder fortliilﬁt, so werden die aus
beiden Entwickelungen erhaltenen Resultate etwas voneinander ab-
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weichen, und es liegt nahe, bei einer approximativen Rechnung,
das arithmetische Mittel aus beiden zu bilden.

Addiert man die einzelnen, aus Polynomen gleicher Ordnung
gebildeten Mittel, so erhilt man als ,,Formel 1 (auch Bessel-
sche Formel genannt) zur Interpolation fiir Werte des Arguments,
die zwischen zwei Stellen x; und wx, liegen:

() = g(w) = g (ag) g u - LT L2s W D

2!
“(u—1)- (u— 0,5
NP e
+Ail+df_,.u-(u——l)4(u+1)-(u—2)
2 4!
+A§2‘u-(u—1)-(u—|—1;-!(u—2)-(u—-—0,5)+“'
(0<u<1).

Die Differenzentafel ist dabei nach folgendem Schema zu be-
nutzen: Die Zeichen it sollen die Werte der Funktion und der
Differenzen bezeichnen. Von diesen sind die durch einen Kreis um-
gebenen @ in der Entwicklung zu benutzen und zwar ist von
zwei in einer Kolonne. untereinanderstehenden, durch einen Strich
verbundenen Zahlen @ das Mittel zu bilden.

L

z @ | 4 | a2 | a0 | &
Z—s ¥

#*
oo s i

3 s
Loy i i H*

ki #* E:
Zo ® @® ®

@ | | ®
Tyq #* @ ®

# # 1+
Ty Eis it #

H#*
Tys i

Fiir die Werte u = 03 0,1; 0,2; ...; 1 sind die Werte der
durch die Fakultiten dividierten Polynome in folgender Tabelle
zusammengestellt.
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w | % (u—1) | u- (u=~") (u=05) | v (u—1) - (u—2) - (u+1) | w- (u—1)- (u+1) - (¢—2) - (¥—0,5)
21 31 41 51

0,0 0 -0 0 0

0,1|— 0,045 0,0060 - -~ 0,007837 — 0,0006270
0,2|— 0.080 0,0080 0,014405 — 0,0005640
0.3|— 0,105 0,0070 0,019338 — 0,0007735
0,4|— 0,120 0,0040 0,022400 — 0 0004480
0,5/— 0,125 0 0,023437

0,6)— 0,120 — 0,0040 0,022400 -|— 0 ,0004480
0,7— 0,105/ — 0,0070 0,019338 + 0 ,0007735
0,8— 0,080 — 0,0080 0,014405 -+ 0‘0008640
0,9{— 0,045| — 0,0060 0,007837 - 0,0006270
1,0 0 0 0 0

Eine andere Entwickelung der ganzen rationalen Funktion dient
der bequemsten Bercchnung in der Umgebung einer bestimmiten
Stelle x,. Dabei ist das Mittel zu bilden aus folgenden beiden
Entwickelungen: 1. g(z) = g(#,) + 4%, - w+ 4%, - w- (uw + 1)
+AByu- (w41 (u—1)+ 4% u- (u—}-l) (u—l) (u+2) +--
(der Weg im Differenzenschema geht hierbei durch die fet’rgedruckten
Symbole), 2. der zweiten Entwickelung des vorigen Falles. Man
erhilt so durch Mittelbildung die ,,J'ormel II* (auch Stirling-
sche Formel genannt) zur Interpolation fiir Werte des Argumentes,
die in der Umgebung einer Stelle z, liegen:

u’

9(@)=g(w) =g(z;) + 2252 +A§ra

A%, 43, w-(u—1)- 1 Tl —1)- (w1
+ —Iz- 1 u-(u 3)1('»—!- )'*‘Afe'u (u 4!) (w+1)

+ AES—;—AE, .u-(u—l)-(u+{1))'~(u—2)«(u+2) +>'”

(—0,5<ux+05)
Die Werte der Polynome sind:

u u we(e—1)-(u+1) | 22 (u—1)-(6+1) | u- (u—1) - (u41) - (u—2) - (2+2)

21 31 41 51

0 0,0 0,0 0,0 0,00

0,1 | 0,0050 ~— 0,0165 — 0,0004 0,0038

0,2 | 0,0200 — 0,0320 — 0,0016 0,0063

0,3 | 0,0450 — 0,0455 — 0,0034 0,0089

0,4 | 0,0800 — 0,0560 ~— 0,0056 0,0108

0,6 | 0,1250 — 0,0625 — 0,0078 0,017

Fiir negative u sind die Polynome dritter und fiinfter Ordnung
mit entgeoenoesetztem Vorzeichen zu nehmen.



3. Differentiation und Integration durch die Interpolationsformeln 75H

II.
x g9(x) l At l 4a* | 43 at 4%
T3 Eis l
18
XT_g Eis | H
- ¥ s i ik
x_y H+ 2
x ® ® @
0 |
® @
x # n *
+* i
&y e jis
1
Xy i

In der Differenzentabelle sind bei Formel IT alle mit ein oder
zwei Kreisen umgebenen Zahlen zu benutzen. Von den durch einen
Vertikalstrich verbundenen sind die Mittel zu nehmen.!)

3. Differentiation und Integration durch die Interpola-
tionsformeln. Durch Differentiation der Formel II nach « er-
hilt man fiir den Differentialquotienten an der Stelle u =0
baw. & = 2,

(tig) _ Ail+43+ A2y a2, (—=1)-(+1)
du),_o 2 2 31

Ay 4y (—1)-(+1)-(—2)-(+2
+ -: _( )(+)5!( )(+)+-~

dg\ A+ a8, 4 a3,
oder (duu=o— e : .0,1666 - - - +

4oy 4 a3,
+ = —"'J;—»‘—: +0,0833 - - -.

Im Differenzenschema sind, wie ersichtlich, die arithmetischen
Mittel der durch einen senkrechten Strich verbundenen, mit zwei
Kreisen umgebenen Differenzen zu benutzen.

1) Vgl Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, S. 37.
Daselbst sind die Polynomwerte bis zur 6. Ordnung angegeben Auf
S. 66 findet sich dort unsere Differentiationsformel nebst einer ent-
sprechenden fir den zweiten Differentialquotienten.
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. . . dg dg dg 1
Aus dem Differentialquotienten T folgt Tz = du Gz Wegen
_ =y
Y= "z
Aus der Formel I folgt durch Integration iiber ein Intervall J«
T+ dz
4 Mg, 1
() [o@)ar=da- {ga) + B AELE L
Zo
a4 oah, 11 .

Aus der Formel II folgt durch Integration iiber ein Intervall der
Breite 2 4«

zo+ dz
’ 48, a4
(1) fo@yaa=24z-{g(e) + 2 —Lar 4}
2o— A

Im n#chsten Kapitel wird die weitreichende Bedeutung dieser
Formeln durch ihre Anwendung auf allgemeinere und vor allem
auf empirische Funktionen gezeigt werden.

V. Interpolation, numerische Differentiation und Integration
beliebiger Fanktionen.

Die im vierten Kapitelauseinandergesetzten Interpolationsformeln
der ganzen rationalen Funktionen konnen angewandt werden zur
rechnerischen Behandlung der meisten Funktionen, mit denen es
der Praktiker zu tun hat. Der Grundgedanke ist dabei der: Die
gerade vorliegende Funktion wird ersetst durch eine geeignete
ganze rationale Funktion, an der dann die Rechnungen vorgenommen
werden.

Eine ganze rationale Funktion #-ten Grades wird dabei so be-
stimmt, daB sie an (n + 1) aufeinanderfolgenden dquidistanten
Stellen die gleichen Werte wie die gegebene Funktion annimmt,
Diese Aufgabe verlangt nichts weiter als die Aufstellung der Diffe-
renzentabelle der gegebenen Funktion. Die Formeln I oder II kénnen
dann angeschrieben werden und stellen die ganze Funktion dar,
welche die verlangte Eigenschaft hat.

1. Fehlerabschitzung. Es entsteht die Frage, wie genau
diese Approximation der gegebenen Funktion, die y = f () heiBen
moge, durch die ganze Funktion g () ist. Man wird als Fehler
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den absoluten Betrag der Differenz f (x)— g (2) bezeichnen und von
vornherein vermuten, daB dieser einerseits von der GriBe des Ta-
bellenintervalls § = 4« abhingt, andererseits davon, bis zu welcher
Ordnung man die Differenzen benutzt, d. h. vom Grade der approxi-
mierenden ganzen Funktion. Es 148t sich nun zeigen, daB dieser
Pehler die GroBe f*+1 (§).¢"+! hat'), wenn # der Grad der gan-
zen Funktion, 1 ihre (n 4+ 1)-te Ableitung ist und £ eine Zahl,
die zwischen denjenigen Werten von x liegt, deren zugehorige
Funktionswerte an den Differenzen der aufgebauten interpolieren-
den ganzen Funktion beteiligt sind.

Eine andere Uberlegung zeigt®), daB im allgemeinen die Diffe-
renzen z-ter Ordnung die GréBenordnung f™ (z) - ¢* haben.

Die Fehlerabschitzung erledigt sich demnach durch Aufstellung
der Differenzentabelle von selbst. Man hat nur zu iiberlegen, wie
grof der EinfluB der ersten nicht mehr mitgenommenen Differenzen
in der Rechnung ist, um eine Schétzung des Fehlers der Approxi-
mation zu erhalten. _

Eine Verkleinerung des Fehlers kann man zu erreichen suchen
entweder durch Verkleinerung des Intervalls d der Tabulierung
oder durch Mitnehmen von Differenzen hherer Ordnung. Ob der
Fehler iiberhaupt beliebig klein gemacht werden kann, hiingt da-
von ab, ob die gegebenen Funktionen und ihre Ableitungen in dem
bei Aufstellung der Differenzentabelle in Frage kommenden Be-
reich stetig sind oder nicht. Im letzteren Fall erhilt man eine
semikonvergente Approximation, die rechnerisch durchaus brauch-
bar sein kann. Je nach der Art, wie die Funktion f(x) definiert
ist, wird man zwei Hauptfille zu unterscheiden haben:

1. Die Funktion f(x) ist durch einen analytischen Ausdruck
oder irgend eine Rechenvorschrift innerhalb eines Intervalls fiir
alle Werte von z mit beliebiger Genaunigkeit berechenbar. Dann
steht die Wahl des Tabulationsintervalls § = A« villig frei, man
kann den Verlauf von f(z) vor der Tabulierung tbersehen, ihre
Differentialquotienten bilden und somit vor der Interpolation deren
Genauigkeit kalkulieren. DaB die Interpolation in einem solchen
Fall iiberhaupt angewandt wird, konnte wundernehmen, da die
Funktionswerte ja obnehin berechnet werden konnen. Die Fille
sind aber gar nicht selten, wo die Berechnung der Funktionswerte

1) Uber die Konvergenz der oben auseinandergesetzten Polynom-
darstellung bei beliebigen Funktionen s. Runge, Theorie und Praxis
der Reihen, Leipzig 1904, S, 126.

2) H. Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, Leipzig
1903, S. 20.
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aus dem analytischen Ausdruck derart umstdndlich ist, daB es er-
heblich vorteilhafter ist, nur wenig Werte auf diese Weise zu be-
rechnen und im ibrigen zu interpolieren. Soll die vorgelegte
Funktion gar integriert werden, so leuchtet ein, daB dies in sog.
geschlossener Form oder durch Reihen keineswegs immer tunlich
ist, und man ist dann auf die aus der Interpolation folgenden In-
tegrationsformeln Ja oder I11a angewiesen (s. S. 76). Die Differen-
tiation wird man allerdings am besten direkt erledigen.

2. Von der Funktion f(z) sind nur einzelne — wie wir hier
annehmen wollen — #quidistante Funktionswerte gegeben. Z. B.
liefern Messungen zur Festlegung einer Funktion fast stets der-
artige Einzelwerte.

An sich hat es bei diesen nur tabuliert gegebenen Funktionen
gar keinen Sinn, von einem Febler bei ihrer Interpolation zu reden,
da iiber die wahren Funktionswerte an den nicht gegebenen Stellen
ja gar nichts bekannt ist. Man pflegt nun aber in diesen Fillen
— meist stillschweigend — die Voraussetzung zu machen, da8
der Verlauf der wahren Funktion zwischen den tabulierten Werten
wverniinftig® sei, entsprechend dem Prinzip ,Natura non facit sal-
tus®. Ob man zu dieser Annahme gekommen ist, weil unsere MeB-
methoden nur Mittelwerte liefern, oder lediglich aus Denkbequem-
lichkeit — dariiber kann man sich lange den Kopf zerbrechen.
Unter dem ,verniinftigen Verlauf verstebht man, mathematisch
gesprochen, dafl die wahre Funktion in hinreichend engen Inter-
vallen durch ganze Funktionen approximierbar ist, mit anderen
Worten, dafl gerade die im IV. Kap. besprochenen Interpolations-
formeln anwendbar sind.

Man behandelt demnach diese sog. empirischen Funktionen in
der Woise, daBl man zu den tabulierten Werten das Differenzen-
schema aufstellt und darnach mit den angegebenen Formeln rechnet.
Das Intervall 4z ist hier gegeben, und man nimmt soviel Diffe-
renzen mit, als es die Genauigkeit erfordert. Hier kommt noch
ein wichtiger Umstand hinzu. Sind die gegebenen Funktionswerte
Messungsresultate, so sind sie mit MeBfehlcrn behaftet, und da-
durch ist die Genauigkeit von vornherein begrenzt. Differenzen
zu hoher Ordnung in der Rechnung mitzuschleppen, wiire Zeit-
verschwendung.

Uberlegen wir einmal den Einflu der MeBfehler auf das Aus-
sehen unserer Differenzentabelle. Als einfachsten Fall nehmen wir
an, die wahren Werte aller Funktionswerte seien genau Null. Die
Messung hitte auch iberall Null ergeben, bis auf eine Stelle, wo
¥ == ¢ herausgekommen ist. Dann wird die Tabelle so aussehen:
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0 o
0 0 0
0 0 0 + &
0 0 + =
0 0 4+ = — 6
0 4+ & — be
0 + = — 4¢ +15¢
-+ & — 8¢ 4 10¢
& | — 28 -+ 6 —20¢
— & -+ 3& —10¢
0 + e — 4d¢ . + 162
0 — & -+ bs
0 0 4+ & — 6¢
) 0 0 — &
0 0 0 + =&
0 0 0
0 0 0 . 0

Der MeBfehler beeinflut also die hoheren Differenzen immer
mehr. 1)

Aus der Annahme des verniinftigen Funktionsverlaufs folgt an-
dererseits, dafl die Differenzen héherer Ordnung immer kleiner
werden, Der Meffehler wird die eigentlichen Differenzen also ,,ver-
decken‘‘;, und es wird sich dies im allgemeinen in einem unregel-
miBigen Verlauf der Differenzen von einer Spalte ab bemerkbar
machen. Zeigen also beim Anschreiben des Differenzenschemas
die Differenzen von einer gewissen Ordnung ab einen unregel-
mifigen Verlauf in jhren Spalten, so hat es keinen Zweck, diese
Spalten mnoch mitzufiihren, da hier der Einflub der MeBfehler
iberwiegt Es wird somit in der Differenzentabelle selbst ein
Kriterium gewonnen fiir die bei der jeweilig ' gegebenen Funk-
tion erreichbare und erforderliche Genauigkeit der Rechnung.
Bei Benutzung der aus der Formel II folgenden Differentiations-
formel hat man iibrigens zu beachten, da die Kleinheit des
Fehlers der Approximation, d.h. f(«) ~ g(), nicht ohne weiteres
die gleiche Giite der Anniherung auch fiir den Differentialquo-
tienten verbiirgt.?)

2. Integration., Die Integralformeln benutzt man zur Bil-

x
dung der Integralfunktion % = j f(z)dz + 7, folgendermaBen.
=g

1) Die Koeffizienten von & sind Binomialkoeffizienten.

2) Es empfiehlt sich vielmehr, vor der Differentiation einer em-
pirischen Funktion eine ,Ausgleichung* der gemessenen Werte vor-
zunehmen (vgl. S. 117).
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Bei Benutzung der Formel Ia bildet man nach Aufstellung der
Differenzentabelle die Teilintegrale

Tk +1 Tk +2

und addiert diese dann fortlaufend zum (gegebenen) Anfangswerte
os wWobei man die Werte der Teilintegrale zweckmiBig auf die
Zeilen zwischen die gegebenen Funktionswerte setzt Man erhilt
schlieBlich die Integralfunktion im gleichen Intervall § = Ax ta-
buliert wie die Funktion (). Um die hoheren Differenzen bilden

zu knnen, miissen allerdings itber das ganze
z Integratiounsintervall hinausreichend noch ge-
n = f yaz niigend viele Funktionswerte von f(z) ge-
1 geben sein.
= Rechnet man nach Formel ITa, so umfassen
Y die Teilintegrale- Intervalle von der Breite
5 31,3 2+ 4z und man bildet der Reihe nach
6 29,0 T+l A
7 27,2 Jf(x) da; jf(x)dx """"
8 25,6 Tk—1 Th+1
9 24,3 Man erhilt in diesem Falle die Integral-
10 23,2 funktion mit dem doppelten Intervall 24z
11 22,2 | tabuliert, bat daftr aber auch weniger
12 21,3 Rechenarbeit. Bei der Fehlerabschétzung dieser
13 20,6 | Integration sind zundchst die Fehler der
14 19,8 | Teilintegrale abzuschitzen und darauf ihre
Summe.

Der Leser integriere die durch vorstehende Tabelle gegebene
Funktion.

Als Beispiel wurde nach Formel a das Integral J g

1
z=1,0; 1,2; ... 18; 2,0 auf fiinf Stellen berechnet. Die Werte
2 4

Az diy . ops . . .
von Tl und ﬁg sind zur bequemeren Addition in kleinen Ziffern

direkt unter den Integranden —:; geschrieben.

Die kleinen Ziffern unter den Werten der Integralfunktion
geben die genauen Logarithmen auf sieben Stellen. Die Integration
liefert also die fiinfte Stelle mit volliger Sicherheit.

3. Formeln ohne Differenzen. Es mag manchem willkom-
men sein, die Formeln fiir die Differentiation und Integration auch
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I L L I O B A Pt e /i
0911,111111
-0,111111
1,0(1,000000 +0,020202 0,000000
-0,090909 -0,005051
1,1/0,909091 0,015161 +0,001556/0,1823214
20 _0,075758 -0,003495
1,20,833333 0,011656 0,000996 0,1823214
-0,064102 -0,002499 (14)
1,3/0,769231 0,009157 0,000668[0,1541506|_
13281 0,054945 -0,001831 :
1,4/0,714286 0,007326 0,000457 0,3864720
, ~0,047619 ~0,001374 (121)
1,5/0,666667 0,006952 _ 0,000324{0,1335314
2231-0,041667 0,001050
1,60,625000 0,004902 0,000234 0,4700034
-0,036765 -0,000816 (036)
1,7/0,588235 0,004086 0,000169[0,1177830
o8} 1-0,082679)| - -0,000647 :
1,8(0,555556 0,003439 0,000132 0,6877864
—0,029240| - -0,000515 (867)
1,910,526316 0,002924 0,000102{0,1053604
571-0,026316 -0,000413
2,010,500000 0,002511 0,6931468
—0,023805 (#72)
2,1(0,476195

50 geschrieben zur Hand zu haben, daB darin statt der Differenzen
diegegebenen Funktionswerteselbst auftreten. DieFehlerabschiitzung
ist dabei allerdings nicht so einfach, aber der Gebrauch dieser For-
meln 148t sich dafir ohne Eingehen auf den Differenzenbegriff
auseinandersetzen.

Die nur die ersten Differenzen enthaltende N#herungsformel
dy 41, 4 4}
du— 2
sehr bequemes und daher hiufig benutztes Hilfsmittel zur Diffe-
rentialion empirischer Funktionen.') In anderer Schreibweise sei
dies Verfahren an einem Zahlenbeispiel auseinandergesetat.

liefert — sofern ihre Genauigkeit ausreicht — ein

1) Es ist auch bei einer graphisch als Kurve gegebenen Funktion
weit ‘vorteilhafter als die graphische Differentiation.

Timerding, Handbuch I. 2, Aufl, 6
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In der nebenstehenden Tabelle enthilt die mit z iiberschriebene
erste Spalte die (#iquidistanten) Werte der unabhiingigen Variabeln
und die zweite, mit y iiberschriebene Spalte die (etwa aus einer
Beobachtung stammenden) Werte y.

Ersetzt man die Differenzen durch die entsprechenden y-Werte,
so erhdlt man als Niherungswert fiir den Differentialquotienten

x y | v Z—;‘Z an der Stelle z, den Ausdruck
_ g’i gg’i 48|+ 45 311%;4-’;_;";1 Der Zihlerdieses Bruches
E] [ ) (] ¢

— 0,21 30,0 | —00( 00 | ist in die dritte Spalte unserer Ta-
'1? '(()) 9 gg; :;’g - g'g belle aufgenom@en, und die \zierte
404|261 |—51|—12,8| Spalte enthilt die Werte von y', die
+0,6| 23,1 | —6,9|—17,2| aus denen der dritten Spalte durch
_—]t 2:3 1?,:(2) — 81 =202} pivision mit hervorgehen, da Az

0, 4.-
hier 0,2 ist.
Um die Genauigkeit der so erhaltenen Werte von g zu iiber-
sehen, denke man sich y,,, und y, _, durch den Taylorschen Satz
nach Potenzen von 4z mit y, als Ausgangsstelle entwickelt und

damit % gebildet. Man findet so, daB die Abweichung

zwischen dem hier angegebenen Niherungswert und dem wahren
Werte y,” des Differentialquotienten gleich g, —— Az + - -« istl)

Die Integralformeln Ta und I1a ergeben fo]gende Rechenmetho-
den und -schemata. Wir beschrinken uns dabei auf die Differenzen
zweiler Ordnung und geben als erste Niherungen auch Formeln,
die nur auf die ersten Differenzen zuriickgehen, trotzdem aber in
Fillen geringer Genauigkeit gut anwendbar sind.

Entsprechend der Formel Ia fiir einen Streifen von der Breite ¢

zwischen den Stellen #, und =, 1 erhalten wir:
Th+1

./yd.’l/"—'d\ {§§ (yk+y;+1> 24 (yk 1+yk+2)} 2) I's

und bilden wie vorher die Integralfunktion 7 = ﬁ dz durch fort-

laufende Summierung der einzelnen Streifen. Wle ‘ersichtlich, mu8
iiber Anfang und Ende des Intervalls hinaus, in dem man inte-
grieren Will, die zu integrierende Funktion y um Streifenbreite
weiter gegeben sein.

Das Nihere sei an einem Zahlenbeispiel erldutert.

1) Vgl. Anmerkung auf S. 120.
2) Es ist }3=0,54166 ---. und g;=0,04166 - ...
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In nebenstehendem Schema enthiélt die erste Spalte die Werte
7, und die zweite die gegebenen Funktionswerte y,.

0| 1 2 3 4 [ 5 | 6 7 8
' 13 1 . )

Bl oy | o [t Yen Wit oees|sg - Olgg - @)|n =P_)/7.!/ dz Ngx?rtfng

0]8,6] 3,420

1]3,7] 5,000 0,000 | 0,000
11,428 11,08 0,619 | 0,046 578 571

28,8 6,428 0,673 0,671
14,088 13,66 0,763 | 0,057 706 704

s|3,9| 7,660 1,279 || 1,276
16,320 | 15,83 | 0,884 | 0,066 818 816

4]4,0| 8,660 2,097 | 2,091
18,057 17,51 0,978 . 0,073 905 903

54,1 9,397 3,002 | 2,994
19,245 18,66 1,043 | 0,078 965 962

64,2 9,848] 3,967 || 8,956
19,848 19,24 1,075 | 0,080 995 992

714,38 (10,000 4962 || 4,948

8|4,4| 9,848

. . l |

x

Es soll die Integralfunktion 5 = f ydz gebildet werden.

v 3,7
Der erste Streifen (ihre Breite ist 6 = 0,1) reicht von x, bis ,.
Wir setzen in die dritte Spalte die Summen y, +y,,,, von
k=1 beginnend, und zwar auf die Zeilen zwischen % und (k+1).
In die vierte Spalte nehmen wir die Summen y,_; + ¥, , auf,
also fiir den ersten Streifen mit & = 1 die Summe y, + y3 =
3,420 + 7,660 = 11,08. Es geniigt, in dieser Spalte eine Dezi-
malstelle weniger zu schreiben, da diese Zahlen ja noch durch 24
dividiert werden. Spalte 5 entsteht aus Spalte 3 durch Multipli-
13.¢

o1 und ebenso Spalte 6 aus der vierten durch Multi-

kation mit
plikation mit %

Die Differenzen zwischen den Zahlen der fiinften und sechsten
Spalte (die Zahlen der sechsten sind abzuziehen) gibt die Integral-
werte fiir die einzelnen Streifen %, & + 1. Diese sind — klein ge-
druckt — in die siehente Spalte aufgenommen und werden hier
fortlaufend addiert, wodurch die groB gedruckten Zahlen der
siebenten Spalte entstehen, die somit die gesuchten Werte der

Integralfunktion n darstellen.
st
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Begniigte man sich mit den ersten Differenzen, so erhielt man
aus der Integralformel Ia eine erste Niherung
Trty

fydm = —g- Y+ Yppr) I"a

2
und ein Rechenschema, das aus dem vorigen durch Fortfall der
Spalten 4, 5 und 6 hervorgeht.!) Aus der Spalte 3 erhilt man durch

Multiplikation mit—g— sogleich die Integrale iiber die einzelnen

Streifen und damit die Zuwichse der Integralfunktion. Um Platz
zu sparen, haben wir die sich so ergebenden Zahlen als achte
Spalte dem schon vorhandenen Schema angeschlossen. Man erkennt
die Abweichung in der zweiten Dezimalstelle.
"Entsprechend der Integralformel IIa erhalten wir
zEs1

ydx =% Ao+ At Yy ) II'a

Tp-1

zur Berechnung der Teilintegrale, die jetat aber einen Doppelstreifen,
von ;_, bis #,, reichend, umfassen.?) Die Werte der gesuchten Inte-
gralfunktion erscheinen hier fiir um 2 d auseinanderliegende z-Werte,
Dafiir ist die Rechenarbeit auch wesentlich geringer.

0 1 2 3 4 b
x
El = Y Y1t 4Y+ Y | 0 =3.[ ydo | NlEhr::velng
11 87 5,000 0,000 0,000
1,279 1,286
:! 38 6,428 38,372
25,712
s| 39 | 7,660 1,279 1,286
. 1,723 1,133
4| 40 8,660 51,697
34,640
5 4,1 9,397 3,002 3,018
1,960 1,970
6] 42 | 9848 58,789
39,898
71 43 | 10,000 4,962 4,988

Das Rechenschema enthilt nur vier Spalten und diirfte ohne
Erklirung verstindlich sein.

1) Die sog. Trapezformel. 2) Die sog. Simpsonsche Regel.
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Als erste Niherung wird man hier die Formel
Th+1
ﬂdx=2-6‘-yk 'a
Zp—1
bezeichnen, deren Ergebnis in die fiinfte Spalte aufgenommen ist.
- Auch liegt hier die Abweichung in der zweiten Dezimalstelle.
Um den Fehler der Teilintegrale unserer Formeln I'a und II'a
abzuschiitzen, sehen wir zu, was durch die fortgelassenen Diffe-
renzen vierter Ordnung hinzugekommen wire.

i1+ 4k, 11
2

Bei Formel Ia war dies 790"

Es ist nun allgemein

B =Ysr™ (D Vsrar T () niroe— -+ (= 1)y,
so daB wir bei I'a fir den Fehler £ im Streifen #; #,,, erhalten

f= Iﬁﬁ K {?/k+s" 3Yrpat 29501+ 24, — 31+ Yis } :

Rechnen wir dies in unserem Beispiel fiir k¥ =2 und k=5
aus, so erhalten wir 105 und 1,4 - 10~ Der Wert der Integral-
funktion fiir 2 = 4,3 enthilt sechs Streifen, sein Fehler hat also
die GroBenordnung 10~4 beeinfluBt demnach erst die vierte Dezi-
malstelle um eine Einheit.

Bei Formel IT'a ist der Fehler des Doppelstreifens », , 2, ,

)
f=20- ZTT_O?=% Ahre— 4% T 60— 4y F Y_s ) -

Im Zahlenbeispiel wiirde auch hier allenfalls die vierte Dezimal-
stelle um eine Einheit beeinflut werden.!)

4. - Interpolation wund Differentiation bei nicht #qui-
distanten Funktionswerten. Alle bisher geschilderten Inter-
polationsmethoden setzten voraus, daf die Funktionswerte fiir
dquidistante Werte der unabhiingigen Variabelen gegeben seien.
Beim allgemeinen Falle nicht #quidistanter Funktionswerte be-

1) Die Fehler von 1”a und II”a erhilt man durch Vergleich mit I'a
und II'a, nimlich bei I"a:
) s Tpren. O
20 Gt Yy YY) wod bl IlMa: o (g =2y, 4y, ).
‘Will man die Fehler durch die Differentialquotienten von y ausdriicken,

n
80 erhilt man, da 4" =" 'y bei

%ﬂ}
I § N o 08 1y
T'a: m-& Y ) II'a: a0 Y
und bei
I"&' _6:. ’ H"a~ 6_8 ’r
TR A
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schrinken wir uns auf Interpolation durch eine ganze Funktion
zweiten Grades und die zugehorige Differentiationsmethode und
behandeln sogleich ein Zahlenbeispiel. Zu den Werten x, = 2,2;
2y = 3,4 und 2;= 6,5 seien die Funktionswerte y, = 9,7; y,= 23,1
und y; = 84,6 gegeben. Die Funktionswerte und die Werte des
Differentialquotienten seien fiir z = 8,0; 4,0; 5,0 gesucht.

Die lineare Interpolation zwischen ¥, und y, ergibt

Wt o e —— (@ — ).

:r—:c

Bei der quadratischen Interpolation tritt nun hierzu ein Produkt
¢ (x—=,)- (z — a,), wobei die Konstante ¢ so zu wihlen ist,
daB die ganze Formel

y=yl+§2——:—i‘l-(x~—xl)+c-(x—x1)-(x—x3)

fiir x = x, gerade den gegebenen Funktionswert y, ergibt.
¢ ist also aus der Gleichung

Y=+ %___—52 (rg— ) o (3 — ) - (2 — %)
zu berechnen,
Weiterhin erhilt man bei der Differentiation
y = o _g‘ +e-(a—m+a—a)
Man rechnet zweckmiBig nach folgendem Schema, das wir fir
unser Beispiel ausfiillen.

1|l 2| 3 4 | 5 | 6] 7 | 8] 9 | 10}11
x Yy Im—xl T—x, 3-4]3+4 y—y| ¥, |¢c-Ble-6| ¥y
22 9,7/ 00 | —43| 00!/—43| 00| 97| 00!—8,7| 87
30| 17,9| 0,8 | —35|—2,8!—2,7| 139 |25,6|—5,7|—5,5]/11,9
3,4|23,1| 1,2 | -3,1|—3,7|—1,9] 209 |80,6(—7,6|—3,8| 13,5
4,01 31,9 1,8 |—-25|—4,5]—0,7| 31,3 [41,0|—~9,11—1,4]/16,0
50| 49,8] 2,8 | —15|—4,2|4+1,3| 486 |58,3|—8,6|+2,6/20,0
6,5/84,6/| 4,3 | 00| 0,0|+4,3| 74,9 [84,6] 0,0]+8,7|(26,1

. Y,  T4,9 — 17,5

pakgRip Y | b= = 2,02
x,—x, 4,3 17,4 ¢ — 8,7 !

Die ersten beiden Spalten enthalten die Werte # und y. Die ge-
gebenen Werte werden zuerst eingetragen. (Sie sind im Schema
fett gedruckt.) Die interpolierten y-Werte werden spéter in die
zweite Spalte eingetragen.

Die folgenden beiden Spalten enthalten die Differenzen (v — xl)
und (z — 1“3) Deren Produkt wird in die fiinfte, ihre Summe in
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die sechste Spalte aufgenommen. Wir bilden "% — 17,4 und

tzen in die siehente Spalte 221 5= i
setzen in die siebente patem-(x—xl)=y—yl. Wird

zn diesen Zahlen y, addiert, so erhilt man die linear interpolierten
Werte y,, die in die achte Spalte kommen.

Es ist nun (2, — @,) - (2, — @) = — 8,7 und daher
_Ya—ylwy)  —T5
c= 51— —saiT 2,02.

Jetzt tragen wir in die neunte Spalte ¢ (z —1z,) - (z — ),
d. h. die Produkte von 2,02 und den Zahlen der fiinften Spalte ein.
Die Addition der sich so ergebenden Zahlen zu denen der achten
Spalte liefert die quadratisch interpolierten Werte y, die wir in
die zweite Spalte setzen. Die Interpolation ist damit erledigt.

Die Werte des Differentialquotienten erhalten wir, indem wir
zunfichst in die zehnte Spalte die Produkte ¢- (¢ —2,+ z— 3),
d. h. die Produkte von ¢ = 2,02 mit den Zahlen der sechsten
Spalte, setzen. Zu diesen Zahlen der zehnten Spalte ist noch fiber-
all Z—’Ly = 17,4 zu addieren, um die in der elften Spalte stehen-

1
den {Verte von ¥’ zu bekommen,

Es mag iiberfliissig erscheinen, all die angegebenen Zahlen in
das Schema aufzunehmen. Wer viel gerechnet hat, weifl jedoch,
daB eine geringe Mehrarbeit an Schreiberei reichlich aufgewogen
wird, wenn dadurch die Ubersicht erleichtert und Nachdenken ver-
mieden wird.

VYI. Mechanische Quadratur.

Man wird hiufig vor die Aufgabe gestellt, den numerischen
3

Wert eines bestimmten Integrals f f(z)dz zu bestimmen.

a
In den meisten Fillen sind die Grenzen a und b endlich. Sollte
dies nicht der Fall sein, so ist eine besondere Untersuchung iiber
die Konvergenz des Integrals erforderlich. Wir lassen diese hier
jedoch beiseite und verweisen deswegen auf die Lehrbiicher der
Integralrechnung.
Die Methoden, die dazu diemen, den numerischen Wert eines

b
bestimmten Integrals f f(z)dz zu berechnen, werden davon ab-

hingig sein, wie der Integrand f(x) gegeben ist. Davon wird es
auch abhingen, weleche Genauigkeit sich bei der Losung der Auf-
gabe erreichen lifit,
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Liegt f(x) vor als analytisch gegebener Ausdruck, sei es in
geschlossener Form, sei es als unendliche Reihe oder durch sonst
einen Algorithmus definiert, so erledigen sich die Fille von selbst,
in denen es gelingt, das unbestimmte Integral in einer Form an-
zugeben, die eine Berechnung des bestimmten Integrals ohne allzu
grofen Arbeitsaufwand ermdglicht. Ist diese Integration jedoch
nicht in handlicher Form zu erreichen, fiihrt sie z. B. zu schlecht
konvergierenden Reihen, so miissen die eigentlichen numerischen
Verfahren zur Anwendung kommen. Hierbei wird der Wert des
Integranden f(2) fiir einzelne zweckmiBig gewihlte Werte von 2
innerhalb des Intervalls berechnet und daraus ein Niherungswert
fiir das Integral abgeleitet.

1. Die Simpsonsche Regel und die Trapezformel. Nehmen
wir als einfachsten Fall an, der Integrand f(«) werde fiir eine
Reihe dquidistunter Werte von x berechnet oder liege von vorn-
herein derart tabuliert vor, so ist die Aufgabe die gleiche, wie wenn
f(x) eine empirische Funktion ist, deren Werte fiir eine Reihe #qui-
distanter Abszissen numerisch gegeben sind. Hier bieten sich die
Integrationsformeln des § 2 im fiinften Kapitel dar. Die Auf-
stellung der Differenzentabelle gibt, wie dort gezeigt wurde, eine
Einsicht in die Genauigkeit der gegebenen Funktionswerte (sofern
es sich um empirische Funktionen handelt), sie ermdglicht die
Fehlerabschitzung des Resultats und fithrt von selbst auf die
zweckm#Big anzuwendende Rechengenanigkeit.

Bringt man hingegen die auf Seite 84 angegebene Formel II'a,
bei der, unter Beschrinkung auf die Differenzen zweiter Ordnung,
dié Funktionswerte y selbst auftreten, bei der Auswertung des be-
stimmten Integrals zur Anwendung und fiihrt die Summation der
Doppelstreifen innerhalb der Grenzen des Integrals durch, so er-
hilt man die als Simpsonsche Regel bezeichnete Formel

Ly

S, =f?/d“’=g' {90+ 4y, + 29+ 4yt + 4y, + Ya)-

Zo

Zu ibrer Anwendung muB eine ungerade Anzahl von Funktions-
werten gegeben sein. Der Klammerausdruck ist mit der Rechen-
maschine bequem zu berechnen. Ist eine solche nicht zur Hand,
so bildet man die Summen der mit gleichen Faktoren versehenen
y-Werte einzeln und addiert nach Multiplikation mit den zu-
gehorigen Faktoren. Die Fehlerabschitzung wurde auf Seite 85
gezeigt.

Man bildet {g;,9— 4941+ 65— 481+ Yr—g} flir mehrere
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k, um sich einen Anhalt fiir die GroBe dieses Ausdrucks (der den
vernachlissigten Differenzen vierter Ordnung proportional ist)
im Integrationsintervall zu verschaffen. Ist m ein Mittelwert

dieser Klammer, so hat man als. GréBenordnung des Fehlers
n

F= o % -m anzusehen, weil die Anzahl der summierten Doppel-
streifen #/2 ist.

Ist » durch vier teilbar, so kann man auch folgende Abschiitzung
des Fehlers von §; vornehmen:

AuBer S, berechnet man noch einen Niherungswert S," mit der
Streifenbreite 26 und unter Weglassung der Ordinaten mit un-
geradem Index:

, é
S =2 ot 4%+ 2t e+ AYa )

Der Fehler des ersten (natiirlich genaueren) Naherungswerts
S, ist dann, absolut genommen, ungefihr:

S, — 87
If1!=l llsll'

Es ist ndmlich bei Weglassung Glieder hoherer Ordnung:
fi=15 Y - (@, — @) - 044 -
Folglich der Fehler von S,
fi' =150 Yn (B — %) - 16 - 0.

Unter ylV ist dabei ein Mittelwert des vierten Differential-
quotienten im Integrationsintervall zu verstehen.

Also ist 8~ 8 =fi—fi'=—15-f.
Der Ansatz I'a von Seite 83 gibt keine handliche Formel fiir
das bestimmte Integral. Dagegen liefern die im § 3, Kapitel V als

serste Niiherungen* bezeichneten Ausdriicke folgende Summen-
formeln: ,,Trapezformel® :

Sz=g' (Yo 20+ v+ -+ ¥uy) + 9.}
und Sg=20-{p,+ys+ - + Yu_s)

die bei geringerer Genauigkeit Anwendung finden konnen. Man
benutzt dann beide zugleich und sieht die iibereinstimmenden
Dezimalstellen als richtig an.



90 VI. Mechanische Quadratur

Der Fehler von S, ist ndmlich angenshert:

>
h= - Gom ) b
und der von Sy etwa
fim by = a)
Also ist 83— Sy =fa—fy=—fa

Bei analytisch gegebenem Integranden lassen sich die Formeln
fiir f; und f, unmittelbar zur Fehlerabsch&tzung benutzen und bei
vorgeschriebenem Fehler die erforderliche Streifenbreite d vorher-
bestimmen.

Man gewinnt die angegebenen Ausdriicke fiir £;; f; und f;, aus
der Entwicklung von y.

' ’” §2 " g»z 1v g‘
Y=Y+ 5+ U gyt gt

Setzt man £ =40, so entsteht y,+,, und man kann die Néhe-
rungsausdriicke fiir einen Streifen bzw. Doppelstreifen anschreiben
und mit den richtigen Integralwerten:

+d d
” 6’ r 02
fydx=2-8~y,c+yk -?—i—--- bzw.ﬁ-dw=6-yk+yk- 72——{—
-4 0

vergleichen und die Abweichungen angeben.
Beispiel: Mit welchem Intervall § hat man y = sin («?) zu
1

tabulieren, wenn der Fehler des Integrals f sin (z%) - dz den Be-
b
trag von 5.10* nicht tibersteigen darf?
(Antwort: 6=0,25.)

Der Leser iiberzeuge sich noch, daB bei der Integration einer
periodischen Funktion iiber ihre Periode die Trapezformel (S;)
die gleiche Genauigkeit wie die Simpsonsche Regel hat.

Die soeben beschriebenen Integrationsmethoden finden auch
Anwendung, wenn der Integrand f(z) graphisch, als Kurve ge-
zeichnet vorliegt. Man hat dann das Integrationsintervall in gleich
breite Streifen einzuteilen, und es handelt sich nur um die Addition
der der Zeichnung zu entnehmenden Ordinaten. Hierbei leistet
vortreffliche Dienste ein sog. Ilefridchen, auch Kurvimeter ge-
nannt. Es ist eine scharfrandige Rolle mit einem Zihlwerk, das
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die Umdrehung der Rolle zihlt. Man 148t die Rolle der Reihe
nach iiber die zu addierenden Ordinaten laufen und kann die
Summe am Zihlwerk ablesen. Eine kleine Modifikation des Me8-
ridchens erlaubt auch die Ausmessung krummer Oberflichen. Man
bringt dazu auf der Achse des MeBridchens noch eine zweite,
gleich grofle Rolle an, die den Abstand d von der ersten haben
mége. AuBlerdem ist eine Vorrichtung anzubringen, welche ein
Fiarben der Rollen und somit eine Kenntlichmachung der von den
Rollen des Instrumentes durchlaufenen Kurven ermdglicht. " Man
kann auf diese Weise die zu messende Oberfliche mit Streifen von
der Breite d iiberdecken und deren Linge ! am Zihlwerk ablesen.
Die GroBe 7 - d gibt dann den Flicheninhalt,

Liegt f(2) als Kurve auf Millimeterpapier gezeichnet vor, so
kann man den Flicheninhalt direkt durch Awusziklen der Quadrat-
millimeter ermitteln. Dies Verfahren hat den Vorzug, unabhiingig
zu sein von der bisweilen betrichtlichen Verzerrung des Papiers.
Auch bei Kurven mit sehr starken Schwankungen, wie sie manche
Registrierinstrumente liefern, bleibt es das einzig brauchbare. —
Es sind auch verschiedene Instrumente, sog. Planimeter, ersonnen,
die eine mechanische Ermittlung des Flicheninhaltes ermiglichen.
Von ihrer Beschreibung sehen wir hier ab, man findet sie z. B.
bei Galle, Die mathematischen Instrumente (Leipzig 1912).

Beim Auszihlen oder Planimetrieren des Flichenstiicks, das

5
das Integral f f(z)da geometrisch darstellt, erbilt man zuniichst
a

eine Zahl, die jenen Flicheninhalt in qmm angibt. Sind die
Lingeneinheiten des Koordinatensystems 7, und 7, mm lang, d. h.
sind die Zahlen # und y durch die Lingen #-1, mm und y -7, mm
dargestellt, so hat man den beim Auszihlen usw. herauskommenden
Zohlwert durch das ,Einheitsrechteck® 7, -7 qmm zu dividieren,
um den Zahlwert des Integrals zu erhalten.

Die oben geschilderten Methoden der Simpsonschen Regel und
des Tangententrapezes, die eine Summation der Ordinaten erfordern,
gelangen bei graphisch gegebenen Integranden auch in folgendem
Falle vorteilhaft zur Anwendung:

Wenn der Integrand aus einem Produkt von zwei Funktionen
von « besteht, so kann es vorkommen, daB der eine seiner Fak-
toren durch eine bekannte Funktion integrierbar ist.

5
Sei . B.ff(z) +g(z)d= vorgelegt und ferner‘/.g(x)dx= G (z),
a
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wo G-(z) eine bekannte Funktion von z ist. Der Teil f(z) des
Integranden sei als Kurve zur Abszsse & graphisch gegeben.t)
Man fiithrt dann eine meue Variable ¢{ ein durch die Gleichung
dt = g(z)dx, so daB ¢t = G(«) wird. Dadurch wird auch 2 eine
Funktion von f, etwa = = ¢@[¢]. Substituiert man diese neus
Variable in die Funktion f(x), so geht das Integral iiber in ein
anderes mit der Variablen ¢:

‘ f (e[t dt = f F(i)at,

wo die Grenzen a’ und b” auch durch ¢ auszudriicken sind.
Dieser analytische Substitutionsprozefl 18t sich nun graphisch
einfach durchfuhren, wenn man die Einfithrung der neuen Varia-
blen ¢ durch eine sog. Skala (s.S. 14) be-
werkstelligt. Man berechnet fir eine Reihe
dquidistanter Werte von ¢ die zugehdrigen
Werte von 2. Hat man f(z) zur Abszisse &
gezeichnet vor sich, so markiert man diese
i Werte von # bzw. ¢ durch (etwa nach unten
Fig. 21. weisende) Striche auf der z-Achse. Fiir #iqui-
distante Werte von ¢ erhilt man somit eine Reihe von nicht #qui-
distanten Markierungsstrichen (Fig. 21). Die x-Achse trigt jetat
eine doppelte Teilung: oben eine fiir &quidistante Werte von gz
unten eine fiir dquidistante Zahlwerte von &. Damit ist der Zu-
sammenhang der beiden Variablen # und ¢ festgelegt. Dieselbe
Kaurve, die f(z) zur Abszisse z darstellt, gibt jetzt auch die Werte,
die diese Funktion annimmt, sofern man tals unabhéingige Variable

o

einfithrt. Um das Integral f flz)dt= f F(t)dt zu berechnen,

hat man nur die Oxdma.ten zu a.ddleren, die zu den auf der Unter-
seite der a-Achse markierten Werten von ¢ gehoren.

Fiir wiederholt vorkommende Substitutionen dieser Art kanmn
man die Skalen auf Papierstreifen vorritig halten und diese

1) Solch ein Fall kommt beispielsweise vor bei der Approximation
einer empirischen Funktion f(x) durch ganze rationale Funktionen
(8. S. 114). Es bandelt sich dann um die Auswertung von Integralen

b
der Form f f(x)-2"de.
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Streifen an die x-Achse heranschieben, um dann mit der Inte-
gration durch das MeBriidchen. zu beginnen.!)

Gerade bei diesen Substitutionen sind die Planimeter unvorteil-
haft zu verwenden, da sie fiir jede Substitution eine Umzeichnung
der Kurve verlangen.?)

2. Die Integrationsmethode von Gaufl. Es sei die Aus-

wertung eines bestimmten' Integrals f f(x)dx gefordert. f(x) sei
analytisch gegeben und nicht durch eine bekannte Funktion inte-
grierbar. AuBerdem soll die Funktion f(«) einen derart kompli-
zierten Bau besitzen, daf auch die Berechnung einzelner Funk-
tionswerte einen erheblichen Arbeitsaufwand bedeutet. Oder f(z)
soll erst durch miihsame Messungen, deren Auswahl noch freistehf,
gewonnen werden. Dann entsteht die Awufgabe, wie man einen
guten Naherungswert fiir das Integral bekommt mit moglichst wenig
Funktionswerten des Integranden.

Man kann die Fragestellung auch so formulieren: Der Inte-
grand y == f(«) soll fir n» Werte von x berechnet werden. Als
Niherungswert fiir das Integral soll dann ein Ausdruck von fol-
gender Form dienen:

N=ZR y+RBy-y+--+ &y,

worin y, == f(x;) die berechneten Werte und die R, noch passend
w1 bestimmende Zahlkoeffizienten sein sollen.

Die Frage ist nun die: An welchen Stellen x, des Integrations-
intervalles sind die Werte g, zu berechnen, und welches sind die

1) Zur Approximation durch ganze rationale Funktionen nach
LR B
Kap. VIII wird man Streifen benutzen, welche die Funktion t=::'

+1
fir n—1, 2, ... darstellen und die Integration in zwei Schritten
durchfiibren, indem man zweimal von Null bis 41 oder bis —1
integriert. Die Skalen sind dann fiir die Intervalle t =0 bis ¢ = n_—::i

bzw, w = 0 bis % =1 herzustellen.
2) Auch die Berechnung der Koeffizienten a;, einer Fourierschen
Reihe lieBe sich nach dieser Methode durchfiihren. Es ist nfimlich:

27
1 .
a; = ﬂ-off(x) cos lzdz.

Man hitte also eine neue Variable ¢ einzufiihren durch die Gleichungen:

sin Az

dt=coslz-de=4d 7
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Werte der GroBen R,;, damit bei einer von vornherein fest an-
genommenen Anzahl 7 der berechneten Werte y, eine moglichst
gute Approximation durch den Niherungswert N erzielt wird.

Bei der Simpsonschen Regel verteilt man die Werte z, gleich-
miBig iiber das Intervall und nimmt R, =1, By= 4, Ry =2,
RB,=—4... an. Es ist aber durchaus wahrscheinlich, daB sich
durch eine andere Anordnung der R; und #; mit n Funktions-
werten eine bessere Approximation erzielen 1a8t.

Die Erledigung dieser Aufgabe ist auch fiir die messende Physik
durchaus von Bedentung. Wenn der Integrand eine Funktion ist,
deren Werte durch Messungen zu gewinnen sind, so wird, vielleicht
in den meisten Fillen, die Frage sehr wesentlich sein, wie mit
moglichst wenig Messungen ein Maximum der Genanigkeit zu er-’
zielen ist.

Die Losung hat GauB gegeben. In das Integral

[ f@)as

fithren wir durch die Substitution

atb  b—a
gt

eine neue Variable % ein, dadurch werden die Grenzen des Inte-
grals — 1 und + 1. Bezeichnen wir jetzt den Integranden als
Funktion von % mit y, so heiBt das Integral jetzt

Zur Vereinfachung der Schreibarbeit empfiehlt es sich, statt
dieses Integrals die Hilfte davon, also den Mittelwert des Inte-
granden y im Intervall — 1 bis 4 1 zu berechnen.

Den wahren Wert dieses halben Integrals bezeichnen wir mit W.
‘Wir setzen also +1

w=1. f ydu.

-1

Wir nehmen nun an, daf sich die Funktion y von % durch eine
im abgeschlossenen Intervall — 1 bis + 1 konvergente Potenz-
reihe darstellen lasse. Sollte dies nicht der Fall sein, so muB man
das urspriingliche Integrationsintervall a bis b in kleinere Teile
zerlegen und diese einzeln berechnen.
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Die Potenzreihe laute:
Y =dag+ a,u + agu®+ agud 4 - ...

Durch gliedweise Integration dieser Reihe erha.lten wir den wahren
Wert W. Es wird

—00+ + + &+ .

Dieser Wert soll nun approximiert werden durch einen Niherungs-
wert von folgender Form:

N=ZR 4+ By-y;+ By s+ -+ B, 9,

Die Werte 3, ¥, ¥s, - .- ¥, lassen sich vermbge der Potenzreihe,
die ¥ als Funktion von u darstellt, durch die entsprechenden
Werte w,, %y, U, ... %, der Variablen % ausdriicken, so daB wir
fiir N erhalten:

N =R, (ay+ ayu; + agu® +--°)
+ By (ay+ ayus + agug® + )
+ By (ay+ ayus + agug® + ) + -
Die Werte von u,, 4g, ...und R, Ry, ... haben wir nun zur
Verfiigung, um diesen Naherungswert N in moghchst gute Uber-
einstimmung mit dem wahren Werte W des Integrals zu bringen.

Ordnen wir den Niherungsausdruck nach der Reihenfolge der Koeffi-
zienten ag, a4, dg, .. ., so finden wir folgende Form:

N=“o'(31 +B + B )
+ a, - (Bywy + Riug + Byug + - )
+ ay - (Bywy® -+ Ryug® + Byug® + - - 2)
+ ag - (Byw® + Ryuy® + Rgug® + -+ )+ .

Vergleichen wir diesen Ausdruck fiir N mit dem obigen Ausdruck
fir W, so sehen wir, da die einzelnen Terme der beiden Aus-
driicke der Reihe nach vollstindig in Ubereinstimmung gebiacht
werden konnen, wenn wir die Werte der GréBen R; und u; fol-
genden Bedingungen unterwerfen:

(1) B, +R +R 4B 4--=1,
t) Riu; + Byug + Ry + Ryuy +---=0,
(3) R1u12_*_ Rg“32+R3u32—l— R4u"+ .. '=':1>T,

(4) R1u13+ Rsuzﬁ_*_ Bs“ss + R4u43+ e =0,
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Dies sind aber Gleichungen fir die Grofen IR, und u,, die von
den Kocffizienten a,, also von der jeweilig au integrierenden Funk-
tion, unabhdngig sind.

Es besteht natiirlich ein Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Terme R; - y,, aus denen man den Naherungswert

N=D=Ry, + Byyy + -+ + By,

aufbauen will, und der Genauigkeit der so crreichten Anndherung.
Diese 1iBt sich zuniichst danach beurteilen, in wieviel Termen der
(nach Koeffizienten @, geordnete) Niherungsausdruck mit dem
Ausdruck W iibereinstimmt. Sie ist also fiir ein bestimmtes #
durchaus abhiingig von der Giite der Konvergenz der Potenzent-
wicklung der Funktion.

Nehmen wir z. B. drei Terme in den Niherungsausdruck auf,

N=R -y + By -y, + By -9

so haben wir es mit sechs Unbekannten R, Ry, Ry, u,, %y, g 20
tun. Zu deren Bestimmung finden wir die sechs Gleichungen:

(1) ¥ + B, + By =1,
(2 Rywy 4 Byuy + Ryug =0,
(3) Rou® + Byup® + Byug® =,
(4) Bou® + Byup® + Ryus® = 0,
(5) Byt + Roug* + Byus* = 4,
(6) Bu® 4+ Byuy® + Ryu,b = 0.

Diese Gleichungen werden befriedigt durch die Werte:
By={5 w=—V7%,

— 4
Ry =5, uy3=0,

5 3
Ry = 1%, “3='+1/?-

Bildet man also N mit diesen Werten, so stimmen N und W
tiberein in den Termen, die zu den Koeffizienten a, bis a, gehoren.
Man kann auch so sagen: Ist der Integrand y irgendeine ganze
rationale Funktion fiinften (oder niedrigeren) Grades, so gibt der
dreigliedrige Niherungsausdruck N den wahren Wert W des Inte-
grals exakt wieder. In der Tat bricht in diesem Falle die Potenz-
reihe mit dem Gliede a;u® ab, und die Ausdriicke N und W stim-
men vollig iiberein,
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Allgemein gilt der Sata: Der n-gliedrige Niherungsausdruck
n

ZRl -y, gibt den genauen Integralwert, wenn y eine gange Funk-

fion von nicht hoherem als (2n — 1)fm Grade ist.

Bricht in unserem Falle des dreigliederigen Néherungsausdrucks
die Potenzreihe fir y nicht mit dem Gliede a;u® ab, so kénnen
wir eine in den meisten Fillen gentigende Abschdtzung der durch
N erzielten Genauigkeit dadurch erbalten, da wir noch die n#ichst-
folgende Gleichung (7) hinzunehmen:

) Bou,’ + Rouy® + Ryu® = L

Sie wird durch die aus den ersten sechs Gleichungen folgenden
Werte von R, und », nicht befriedigt, sondern es ergibt sich beim
Emsetzen a.uf der rechten Seite mnicht %, sondern davon abwei-
chend: 1 + 4. Unser Nahemngsausdruck liefert also nicht den

Wert des betreffenden Terms in W, sondern ag- (+ + ;%).

Wahrend sonach die ersten Terme von N und W iibereinstimmen,
weichen die siebenten Terme um 3 - @, voneinander ab. Auch die
folgenden Terme weichen voneinander ab, aber da die Koeffizienten
a, unserer Potenzreihe der Konvergenz wegen mit wachsendem u
abnehmen, wird die Abweichung der ersten verschiedenen Terme fiir
den Fehler N — Wausschlagaebend sein und seine GréBenordnung
bestimmen.

Die gleichen Uberlegungen hat man allgemein bei einem Niihe-
rungsausdruck von # Gliedern zu machen.

Man erhilt 27 Gleichungen fiir B, und %, (A = 1,2, ..., n).
Wenn diese Werte B, und w,, in die (27 + 1) Gleichung ein-
gesetzt, eine Abweichung 4 ergeben, so liBt sich aus a,, 4 der
Fehler leicht abschéitzen.

In der folgenden Tabelle sind die Werte von R,, u, und 4 fiir
7 =1, 2,3 und 4 zusammengestellt:

n=1 Nn=2 I n=3 n=4
R = R =1 R =2 R, = R, =0,173927422
Uy = R, =+ R,=+4 R, = R, =0,326072577
A=L | u= +]/% Ry=2 4, = — 0,430568156
—VE | wy=—VF | u=—0169990522
A=4 Uy = 1, = 4 0,169990522
ty = +V§ u, = - 0,430568156
=4 | A'=0,005805

Timerding, Handbuch I. 2. Aufl. 7



98 VI. Mechanische Quadratur

Fiir hohere Grade # findet man die Werte bei GauB, Ges. Werke,
Bd. III, S.193.

Bei der praktischen Rechnung hat man also nur, unter Be-
nutzung dieser Tabelle, fiir die » Werte #, den Integranden y, m

berechnen und die Summe 2 ¥+ B, zu bilden. Ist y als analy-
1

tische Funktion gegeben, so wird die Berechnung des Integrals nach
dieser GauBschen Methode immer vorzuziehen sein, wenn y durch
eine Potenzreihe darstellbar ist, deren Restglied schon bei einem
Abbrechen der Reihe nach wenigen Gliedern vernachlissigt werden
kann. Kann man die Potenzentwicklung von y leicht angeben, so
kann man, unter Benutzung der Werte A der Tabelle, vor der Rech-
nung die Genaulgkelt abschiitzen und damit die Anzahl n der Glie-
der des Naherungsausdruckes, die man zu wihlen hat, bestimmen.

Ist der Integrand eine erst aus physikalischen Messungen zu
gewinnende Funktion, so kann man in vielen Fillen die Anzahl 2
der Glieder des Niherungsausdruckes dadurch festlegen, daf man
tiberlegt, wie hoch der Grad einer ganzen rationalen Funktion
sein miiBlte, wenn diese die zu beobachtende Funktion mit ibren
Schwankungen annihernd wiedergeben soll.

Da nun ein n-gliedriger Néherungsausdruck den exakten Wert
fiir das Integral -iiber eine ganze Funktion (27 — 1)*" Grades dar-
stellt, kann man so zu einer Bestimmung von # gelangen.

Als Beispiel fiir die verschiedenen Methoden des 6. Kap1tels

/2
wollen wir das Integral f cos £dz == 1 auf mehrfache Weise be-
0 handeln.
7 l x l y 1. Wir nehmen an, eine empirische
= Funktion sei wie folgt tabuliert ge-
0| 0,00000 | 1,00000 geben 1)
1| 0,15708 | 0,98769 Vou'd b . i
21 0,31416 0'95106 on der SO gegeobenen Funktlon 5ol
3| 0,47124 | 0,89101 1,67080
4] 0,62832 | 080902 | das Integral f ydx berechnet werden.
5] 0,78540 | 0,70711 &
(,; g’ggfgg 3’22133 Wie genau die vorgelegten y-Werte sind,
8| 1,25664 | 0,30902 | sei uns auch nicht bekannt.
9| 1,41372 | 0,16643 ‘Wir bilden daher den Ausdruck
10| 1,67080 | 0,00000
! ! m= { yk+2_4?/k+1+6?/1;— 4y 1+ Y ] y
1) Es sind die Werte von cos z firz, =%- 9 - 17;0 (k=03 1; 2; ...10).

Doch nehmen wir jetzt an, diese Herkunft der Tabellenwerte wiire
uns nicht bekannt.
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der ja den Differenzen vierter Ordnung proportional ist, fiir & = 2;
3;... 8 und sehen zu, ob die gefundenen Zahlen einen regel-
miBigen Gang zeigen. Fir k= 2 ist m = 5,8 - 10~* und fiir
k=8 ist m = 2,3-10% Die librigen Werte moge der Leser
selbst rechnen. Er wird einen regelmiBigen Gang finden. Alle
Ziffern der gegebenen y-Werte verdienen daher Vertrauen.

Wir rechnen das Integral nach der Simpsonschen Regel und

finden S, = 1,000008.

Da wir nicht wissen, daB Eins der genaue Wert ist, miissen wir

den Fehler unseres Resultats abschiitzen.
n

Er ist annshernd F = no, m nach Seite 89.

Nun ist hier # = 10j 6 = 0,157, und fiir m nehmen wir der
Sicherheit halber den groBten Wert 5,8 - 10~%

Somit finden wir F = 5-10~° und miissen daher in unserem
Ergebnis S; allenfalls mit einem Abrundungsfehler von einer Ein-
heit der fiinften Dezimale rechnen. ,

2. Wir rechnen bei der gleichen Aufgabe nach den Formeln der
wersten Niherung” und finden

8,=0,9979 und S; = 1,0041.

Danach wire 1,00 als richtig anzusetzen.
Natiirlich entspricht dieser primitive Rechenapparat hier keines-
wegs der Genauigkeit der gegebenen y-Werte!
/2

3. Die Aufgabe laute: Es soll das Integral f cos xdx nach der

0
Simpsonschen Regel auf fiinf Dezimalstellen genan berechnet werden.
Zunsichst fragen wir nach der Anzahl der bei dieser Genauig-
keit notigen Funktionswerte, deren Ausrechnung jetzt als noch be-
vorstehend anzusehen ist.
Fiir den Fehler F haben wir nach Seite 85 bei (n+ 1) Funk-
tionswerten und dem Intervall § den N#herungswert

_n 9 v, s
F_2.90f -0t

Denn die Differenzen vierter Ordnung sind nach Seite 77 ungefahr
fIV, 64_

Nun ist fir »n stets n.d = g oder & = 2171 Fir 1V setzen
wir den gréBtmoglichen Wert 1. Da die fiinfte Dezimale richtig
sein soll, setzen wir an F <5 - 1078 Driicken wir in F die

7*
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Streifenbreite 0 durch #» aus, so haben wir die gesuchte Bedingung
fir », némlich:
E 2 _ 4 75.108
o< 510 oder 2—-———180 37 E
Mit logarithmischer Rechnung finden wir hieraus » > 10,09. Man
wiirde demnach mit #» = 10 rechnen, wie unter 1. geschehen.

4. Die gleiche Aufgabe sei mit der GauBschen Methode zu 18sen.
Die Einfiihrung der dort (8. 94) gebrauchten Integrationsvariablen
w geschieht durch

£ T . dty  dly [(m\}
v=, -(1+u), do=—F-du, undesist —7==5- (Z)-
Auch hier handelt es sich zun#chst um die Wahl von n. Wir
versuchen, ob # =2 ausreichende Genauigkeit sichert. Der Fehler
ist (s. 8. 97) damit niherungsweise
4 diy 14 dy (w1
45 du' 4l T 45 dat’ (T)‘ZT

Wieder setzen wir den Differentialquotienten gleich Eins und
finden damit fiir den Faktor 1,6 - 105

Zwei Funktionswerte gentigen also leider nicht. Versuchen wir
es mit # = 3. Der Fehler wird dann

4 dty 6 1 _

e (3) o= 7410
Wir miissen also bei 72 = 3 mit einem Abrundungsfehler in der
fiinften Dezimale rechnen.

Wir fithren die Rechnung mit #» = 3 durch.

Mit o, = — V/8/5; 4y = O und u;= + V/3/5 erhalten wir fol-
gende Werte x, die wir in Graden angeben.

=7 (1 —V35)- 0= 10,148 cosa,=0,98437 =,
20 = % 150 — 450 cos y=0,70711 =g,
=2 (1 +V35) 0= 798510 cosay=0,17610 =y,

Die Koeffizienten R, sind: R, = Ry= % und B,= . Es ist nm
schlieBlich

;2 +1

fcoscvdat=-g-fcos{£~(1 —i—u)}du:

[1] —1

g'{l?l ¥y + Roys + Ry} = 1,000006.
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5. Der Leser zeichne auf Millimeterpapier die Kurve y = cos
und bestimme den Integralwert durch Auszihlen, Planimetrieren
und Ordinatensummation.

VII. Graphische Integration und Differentiation.

A. Integration.
Liegt eine Funktion f(z) graphisch gegeben vor, so wendet man

mr Losung der Aufgabe, die Integralfunktion F(z) = f f(z)dz

mu bestimmen, mit Vorteil graphische Hilfsmittel an.

Fiir die mechanische Losung dieser Aufgabe sind besondere
Apparate, sog. Integraphen, konstruiert worden. Von einer Be-
schreibung dieser Apparate wird hier abgesehen, weil ihr Prinzip
sechr einfach und in vielen Lehrbiichern auseinandergesetzt ist,
z. B. bei Galle, Die mathematischen Instrumente. Der hohe Preis
dieser Instrumente rechtfertigt aber den Ausbau von Methoden,
die mit gewdhnlichen zeichnerischen Hilfsmitteln durchfiihrbar sind.

1. Integration einer ,Stufenkurve‘. Zunichst stellen wir
uns eine besonders einfache Aufgabe: Die zu integrierende Funk-
tion ¥ = f(z) soll im kartesischen Koordinatensystem durch einen
treppenformigen Linienzug, der aus geradlinigen, den Achsen
parallelen Stiicken zusammengesetzt ist, dargestellt sein, und die
Lingeneinheiten, auf die z, f(2) und die Ordinaten % der Inte-
gralkurve bezogen werden, sollen gleich lang gewihlt werden
(Fig. 22).

Betrachten wir zuniichst das erste horizontale Stiick von f(x)
zwischen x; und x, Sein Abstand von der x-Achse sei y,. Da

der Differentialquotient ———) der Integralfunktion gleich dem
Y
4 o m,

I T A
< 1‘11/%4 %

2 A
Yy
1 <
0 i \L
7 o
3 A ? A
V4

Fig. 22.



102 VII. Graphische Integration und Differentiation

Integranden f(x) sein muB, ist F(x) zwischen #, und =z, gerad-
linig, und zwar ist die Neigung ¢, dieses Geradenstiickes gegen

die z-Achse so zu bemessen, dafl tan @, = d% = y, wird. Dis
Richtung des ersten Stiickes I der integrierenden Funktion ist so-
mit bestimmt, der Anfangspunkt A der Integralkurve, d. h. der
zur Abszisse x; gehbrende Wert F(x), ist willkiirlich und mu8
irgendwie aus der Problemstellung bekannt sein.

Die Integration des zweiten horizontalen Stiickes von f(z)
zwischen #, und #z; gibt wieder ein geradliniges Stuck (IT) der

Integralkurve, dessen Neigung g, der Gleichung tan g, = ———= (a;) =1,
-gentigt. Das Stiick II der Integralkurve ist damit vollstandlg be-
stimmt, da es sich ja an das Stiick I anschlieBen mu. So wird
die Integration fortgesetzt. Die Konstruktion bleibt auch fiir
negative Werte des Integranden anwendbar. In diesem Falle wird
@ negativ, und das entsprechende geradlinige Stiick ist abwirts
gerichtet.

" Zur Bestimmung der Neigungswinkel ¢, der Integralkurven-
stiicke ist folgendes Verfahren iiblich: Man nimmt links vom
Koordinatenanfangspunkt auf der Abszissenachse einen ,,Pol* Pan.

Den Abstand PO = pmm wollen wir zuniichst gleich der Einheits-
linge machen, mit der # und f(«) aufgetragen sind. Verliingert
man die horizontalen Linienstiicke von f(x) bis zur y Achse, S0
wird diese in Punkten getroffen, die wir der Reihe nach mit den
Ziffern 1, 2. .. bezeichnen, es ist also 01 = y;, 02 =y,,... Ver-
bindet man nun den Pol P mit diesen Punkten 1, 2,... auf der

y-Achse, so bilden die Strahlen P1, P2, P,... gerade die Winkel
@, mit der z-Achse, und die Linienstiicke der Integralkurve sind
diesen Strahlen parallel zu ziehen.

Es ist nun in den meisten Fillen vorteilhaft, den Polabstand

OP anders zu wiblen als gerade gleich der Lingeneinheit der
z-Achse. Desgleichen wollen wir uns vorbehalten, die MaBstibe
auf der x- und y-Achse verschieden anzunehmen.

Dann ergibt sich, wie wir sogleich sehen werden, ein ganz be-
stimmter Mapstab, in dem die Ordinaten 5 = F(z) der Integral-
kurve zu messen sind.

Es sei die Einheitslinge der z-Achse ¢, mm lang und e, mm
die der y-Achse, dann bedeutet unsere Kuarve 4 y = (), pmzxse
ausgesprochen, daB die Zahlen & und y durch Ldngen ® - ¢, mm
und y - e, mm dargestellt werden.

Machen wir nun den Polabstand PO etwa » mm lang, be-
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halten aber sonst die Konstruktion bei, so werden die Winkel
zwischen den Polstrahlen und der w-Achse durch die Gleichung
bestimmt: ; ey
M =Y %"
Ist andererseits die Lingeneinheit, mit der die Ordinaten % = F(x)
der Integralkurve zu messen sind, e, mm lang, so bilden ihre Tan-
genten einen Winkel mit der x-Achse, dessen frigonometrische

Tangente die Grife e; dAF(x)
o da
hat. Damit unsere Konstruktion die richtige Integralkurve liefert,
muB also e iF
—y. O AP
tan ¢ =y ? e, ds

sein. Nun soll andererseits, unabhiingig von der Wahl der Liingen-
einheiten, die Gleichung bestehen:

dF
o =y =1().

Daraus folgt also die Bedingungsgleichung zwischen den dres
Lingeneinheiten e,, e, e, und dem Polabstand p:

e, €
o=
In dieser freien Verfiigung iiber die MaBeinheiten liegt ein grofler
Vorzug der graphischen Methode gegeniiber dem Gebrauch des
Integraphen. Nach der erforderten Genauigkeit, mit der man die
GroBen ablesen will, bemifit man die Lingeneinheiten und be-
stimmt dann den Polabstand.

2. Integration allgemeiner Funktionen. Auf diein § 1 er-
ledigte Integration einer Stufenkurve wird nun der allgemeine
Fall einer beliebigen Kurve dadurch zurtickgefithrt, daB man die
zu integrierende Kurve y = f(x) durch eine Stufenkurve ersetzt.

Dies kann auf zweierlei Art geschehen, so daB wir zwei Me-
thoden zu unterscheiden haben, die wir einfach als erste und zweite
bezeichnen wollen.

Erste Methode: Die Funktion f(«), die im Intervall z, bis z,
zu integrieren ist, sei dargestellt durch die vom Punkte 7 bis
zum Punkte T}, gezogene Kurve (Fig. 23). Wir ersetzen f(z) durch
die Stufenkurve 7} T, ... T, die aus abwechselnd der z- und y-Achse
parallelen geraden Stiicken besteht. Wir denken uns zuerst die-
jenigen Strecken der Stufenkurve gezogen, die der z-Achse parallel
sind, also T, Ty, Ty T,, T, Ty und T3 Ty. Die erste und letzte dieser
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Strecken sind dadurch bestimmt, daf sie durch Anfangs- und
Endpunkte 7, und T, der Kurve f(x) im Integratiomsintervall
gehen miissen. Die der y-Achse parallelen Stiicke 7' Ty und 7, 7
der Stufenkurve sind nun so zu ziehen, daf die durch Schraffin
gleicher Richtung bezeichneten Segmente, die zu beiden Seiten eines
der y-Achse parallelen Linienstickes liegen, flichengleich werden.
Wie genau das nach AugenmaB ausfilbrbar ist, hingt von der per-
sonlichen Geschicklichkeit ab. Wir nehmen die Bedingung als
streng erfiillt an und integrieren die Stufenkurve nach der Methode
des § 1. Wir erhalten dann als Integralkurve fiir die Stufenkurve

yA

=

P 1
_—— ;
= p > B
Fig. 23.

den Polygonzug A BC D, wobei die Annahme des Anfangspunktes 4
unwesentlich ist.

Von der Integralkurve 5 = F(z), die f(x) integriert, wissen
wir nun folgendes:

" 1. Sie geht durch den Punkt 4.

2. Sie geht durch einen Punkt @', der auf dem Stiick B C des
die Stufenkurve integrierenden Polygons liegt, senkrecht tiber dem
Punkte ¢, in dem das horizontale Stiick T, T, der Stufenkurve
die Kurve f(z) durchschneidet. Bezieht man n#mlich die Ordinaten
der beiden Integralkurven, sowohl der zur Stufenkurve als der zu
f(x) gehorigen, auf eine durch A parallel zur z-Achse gezogene
Abszissenachse, so geben sie durch ibre Linge die Fliche an, die
links von der betreffenden Ordinate unter der zu integrierenden

Kurve liegt (weil n — ﬁ(x)dz ist).

Aus der Gleichheit der schraffierten Segmente folgt aber, da8
die links von Q@  unter der Stufenkurve liegende Fliche gleich
ist der unter der Kurve f(z) liegenden Fliche. Die auf Q@ liegen-



2. Integration allgemeiner Funktionen 105

den Ordinaten beider Integralkurven haben also gleiche GréBe, und
beide Integralkurven haben den Punkt @’ gemein.

Ebenso sieht man, daB beide Integralkurven durch den Punkt
R’ und den Punkt §° gehen miissen. Allgemein gilt, daB beide
Integralkurven die Punkte gemein haben, die zu den gleichen
Abszissen wie die Schnittpunkte der Kurve f(2) mit einem der
z-Achse parallelen Teil der Stufenkurve gehoren.

3. Die Seiten des die Stufenkurve integrierenden Polygons sind

Tangenten der gesuchten Integralkurve n = F(z) = f f(z)dz.

Wir haben uns soeben iiberzeugt, daB der Punkt Q auf BC
auch ein Punkt von F(z) ist. Die Tangente an die Kurve = F'(z)
im Punkte @ bildet mit der z-Achse einen Winkel g, fiir den bei

D f0) = @ @ ist.
Gerade diesen Winkel ¢ bildet aber die Polygonsexte BC mit der
z-Achse, denn BC ist die Integralkurve zu T, T,.’

Ebenso tiberzeugt man sich, daB A B die Tangente an F(x) im
Punkte A und CD die Tangente im Punkte R’, sowie DS’ die
Tangente im Punkte S’ ist.

Wir erhalten also durch die Integration der Stufenkurve nach
§1 von der gesuchten Integralkurve eine Reihe von Punktcn samt
den gugehorigen Tungemten. Dann ist es aber leicht, die Kurve
selbst in dieses Tangentenpolygon einzuzeichnen, womit die Auf-
gabe geldst ist.

Was die Genauigkeit des Verfahrens anbetrifft, so kénnen wir,
statt irgendwelcher analytischen Abschiitzung, dem Leser den Rat
geben, selbst nach dieser Methode zu integrieren, er wird iiber
die Genauigkeit erstaunt sein.?) Eine Kontrolle kann man sich
nimlich durch Planimetrieren des Integranden f(z) bis zur End-
ordinate der Integration verschuffen, da die Endordinate der Inte-
gralkurve den planimetrierten Flicheninhalt unter der Kurve f(x)
darstellt.

Bei dem Ersetzen des Integranden f(x) durch die Stufenkurve
muB man diese von Fall zu Fall geeignet anordnen. Hat z. B.
f(z) ein Maximum oder Minimum, so wird man die der z-Achse
parallele Tangente daselbst fiir die Stufenkurve verwerten.

Statt die Stufen sehr klein zu machen, empfieblt es sich, mehrere
verschiedene Einteilungen nebeneinander heranzuziehen und bei

iiberall gleichen Liéngeneinheiten') tan ¢ =

1) Die Abanderung der Gleichungen bei Annahme verschiedener
Lingeneinheiten ergibt sich leicht.
2) Sie erreicht mindestens die des Integraphen.
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der schlieBlichen Einzeichnung der Integralkurve alle sich daraus
ergebenden Punkte und Tangenten zu benutzen.

Zweite Methode: Die zweite Methode weicht von der eben
besprochenen durch eine andere Anordnung der Stufenkurfe ab
(Fig. 24). Hier sind die der z-Achse parallelen Teile T,Ty,
T3T, ... der Stufenkurve so orientiert, daB die gleich schraffierten
Segmente ober- und unterhalb derselben gleichen Flicheninhalt be-
kommen. Die Stufenkurve wird durch den Polygonzug AB...E
integriert, und man sieht, daB die gesuchte Integralkurve

]

{

Fig. 24.
F(x)= f f(z)dz mit diesem Polygon die Eckpunkte 4, B, ...E,F,
Z,

gemeinsam hat. Die Tangenten in diesen Punkten miiite man
erst durch eine besondere Hilfskonstruktion ermitteln.!)

Man kann die beiden Integrationsmethoden so charakterisieren:
Die erste Methode liefert fiir die gesuchte Integralkurve ein Tan-
gentenpolygon, die zweite nur ein Sehnenpolygon. Im allgemeinen
verdient daher die erste Methode den Vorzug.

Die zweite Methode kommt aber zweckmiBig zur Anwendung,
wenn nicht der ganze Verlauf der Integralkurve F(x) von Be-
deutung ist, sondern nur einzelne Werte F'(x,) derselben fiir vor-
gegebene (z. B. dquidistante) Werte von z gesucht werden sollen,
Dann legt man die vertikalen Stufen durch diese Werte z;, und
erhilt auch die zu diesen Abszissen gehorigen Punkte der Integral-
kurve.

Die Integration der von einer geschlossenen Kurve umgrenzten

1) Um 2. B. die Tangente im Punkte B zu ermitteln, hitte man
durch den Schnittpunkt der vertikalen Stufe T, T, mit f(x) eine
Parallele zur z-Achse zu ziehen. Diese schneidet die y-Achse im
Punkte o, und der Polatrahl O¢ bestimmt die Richtung der Tan-
gente in B.
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Fliche 148t sich auf die Integration eines eindeutigen Integranden
zuriickfiithren.

3. Anwendung der graphischen Integration auf die Be-
stimmung des Restgliedes der Taylor-Entwickelung einer
analytischen Funktion. Wenn man eine analytisch gegebene
Funktion in eine Potenzreihe entwickelt, so ist es in allen Fillen
von Wichtigkeit, sich Rechenschaft iiber den Fehler zu geben, den
man bei einem Abbrechen der Entwickelung begeht. Man kann
nun in den meisten Fillen den Fehler zwar abschitzen, es leuchtet
jedoch ein, daB es von Vorteil ist, statt einer Abschitzung des
Fehlers eine Darstellung des Fehlers selbst zu erhalten. Der Fehler
wird eine Funktion der unabhingigen Variablen sein, und wir
werden zeigen, wie durch eine mehrmalige Integration, die sich
graphisch leicht durchfiihren li8t, eine Kurve entsteht, die den Ver-
lauf jener ,,Restglied“ genannten Fehlerfunktion abzulesen gestattet.

Nehmen wir an, eine Funktion f(z) sei an der Stelle z = 0
in eine Potenzreihe entwickelt und die Entwickelung sei mit dem
Gliede n** Ordnung abgebrochen, so besteht folgende Gleichung:

f(z) = ay+ a,z + agz® + - - - + a,2" + R(z),
wenn R(z) das Restglied bedeutet. (Soll f(x) nicht an der Stelle
2 = O entwickelt werden, sondern an einer anderen Stelle x = p,
5o denke man sich £ — p als neue Variable eingefiihrt.)

Zwischen den Koeffizienten @, und den Ableitungen der Funk-
tion f(x) bestehen dann bekanntlich folgende Gleichungen:

Gy = fgo)a
= (75%8@)::0 ’

_ 1 d*f(x)

= g1 (43.70’—),;:0 ’
1 (d"f(x)

a"=7ﬁ d.’l:”‘)z:O‘

Fir die als ,Restglied“ bezeichnete Funktion R(z) und deren Ab-

leitungen gelten folgende Beziehungen:

R(0) =0,
(d_;%ﬁ_ﬁ'?))z=o =0
((ldlz(’x))z=o =0

(%g’sx))z =0 0
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D. h. die Funktion B(z) verschwindet fiir # = 0 mit ihren ersten
»n Ableitungen. Es folgt dies unmittelbar aus der Definition der
Koeffizienten @, und #-maliger Differentiation der Gleichung:

f(z) = ay+ ayx + ayz*+ -+ + a,2" + R(z).
Differentiiert man (» + 1) mal, so erhilt man die Gleichung:
artif@) _d'*'R(@)

dat*i T dahFi

die fiir alle Werte von « gilt.

Von der Funktion B(z) kennt man also die (n - 1)* Ableitung,
die wir uns durch eine Konstruktion aus einzelnen Punkten als
Kurve dargestellt denken. Ferner wissen wir, daB die Funktion
R(x) sowie ihre n ersten Ableitungen fiir # = O verschwinden,
Dadurch ist aber die Funktion R(z) bestimmt und kann durch
graphische Integration gefunden werden.

LESY 41
d da;"{fsw) =4 d x,,f;(’f) darstellende
Kurve so, daB die Integralkurve fiir # = 0 den Wert Null an-
nimmt, so erbalten wir eine Funktion, die dieselbe Ableitung hat

n
wie ZLO 1y o auferdem fiir 5= 0 verschwindet, stellt sis

Integrieren wir n#mlich die

die n'*® Ableitung von R(x) dar. Durch eine erneute Integration
der soeben erhaltenen Kurve mit der gleichen Anfangsbedingung,
daB auch diese Integralkurve fiir # = O den Wert Null annimmt,
erhalten wir eine die (n — 1)* Ableitung von R(z) darstellende
Kurve. Auch diese wird unter derselben Bedingung integriert und
liefert die (» — 2)® Ableitung von R(x). So fihrt man in diesen
Integrationen fort und erhilt durch die (7 - 1)* Integration eine
Kurve, die den Verlauf des Restgliedes darstelll. Man kann also
kurz sagen: Um das Restglied der mit dem Gliede #*** Ordnung
abbrechenden Taylor-Entwickelung einer Funktion zu erhalten, hat
man zuerst die (z+ 1)' Ableitung als Kurve darzustellen. Diese
Kurve muB dann (» 4 1)mal integriert werden, und zwar so, daf
die Anfangswerte bei jeder Integration gleich Null angenommen
werden. Die letzte Integralkurve stellt dann das Restglied als
Funktion der unabhiingigen Variablen dar.

Fiir die praktische Ausfiihrung ist noch folgendes zu bemerken:
Um eine iibersichtliche Zeichnung zu erhalten, empfiehlt es sich,
die einzelnen durch die Integrationen erzeugten Kurven nicht in
ein und dasselbe Koordinatensystem.einzuzeichnen, sondern jeder
Kurve ein eignes zuzuweisen (s. Beispiel). Ferner hat man bei
jeder Integration auf eine zweckmiflige Wahl des Polabstandes
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zu achten, um die Kurve des Restgliedes in brauchbaren Einheiten

zu erhalten.
In Fig. 25 ist ein Beispiel durchgefiihrt, und zwar ist die

Funktion y=log (1 + 2)

|
|
Pol i >

+ 1
o (4 | -
Pol z
|
| K,
k -1
0 1
\ x'
Rz)
Fig. 25. - - 0.5

an der Stelle £ = O in eine Reihe entwickelt, die bereits mit den
Gliedern erster Ordnung abgebrochen ist, so daB wir fiir das Rest-
glied den Ansatz erhalten:
y =1 + R(x).
Die zweite Ableitung, welche als Kurve aufzutragen ist, lautet:

r”

R
V' =" a+a"

und in Fig. 25 ist diese Kurve ganz oben gezeichnet und mit @
bezeichnet. Eine erste Integration gibt die darunter liegende, mit
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K, bezeichnete Kurve. Diese ist auf die 4 genannte Abszissenachse
bezogen. Diese Kurve K, ist wieder integriert, und die dabei ent-
stehende Integralkurve ist das gewiinschte Restglied R(x). Diese
Kurve ist auf die 2" genannte Abszissenachse bezogen. An der auf
der zugehdrigen Ordinatenachse angebrachten MaBskala kann man
die Werte des Restgliedes fiir verschiedene Werte von z ablesen,

B. Differentiation.

Liegt eine Funktion y = f() im kartesischen Koordinatensystem
als Kurve gezeichnet vor, so ist die Aufgabe, den Differential-
quotienten dieser Funktion fiir einen bestimmien Wert z graphisch
zu bestimmen, nur mit sehr beschrinkter Genauigkeit 1osbar, weil
die Tangente in einem Punkte einer Kurve nur ungenau be-
stimmt ist.

Erheblich leickter ist es, den Berihrungspunkt einer Tangente
zu bestimmen, wenn deren Richiung vorgegeben ist. Hiervon wird
bei der graphischen Differentiation Gebrauch gemacht,

Es sei AB ein Stick der gegebenen Kurve f(z) und » die Rich-
—~

tung, in der an AB eine Tangente gelegt werden soll (Fig. 26).

Um sich nicht nur auf das AugenmaB bei der

Bestimmung des Beriihrungspunktes zu verlassen,
kann man sich des folgenden Hilfsmittels be-

et e

Fig. 26. P
dienen: Nimmt man zunichst an, das Stiick 4B

der Kurve f(x) unterscheide sich unmerklich von dem Bogenstiicke
eines Kegelschnittes, so kann man fiir diesen die verlangte Kon-
struktion an die Sitze iiber konjugierte Durchmesser ankniipfend
in der Weise durchfiihren, daB man zwei zu r parallele Sehnen

—_~
im Bogen AB zieht und diese halbiert. Die Verbindungsgerade

der Sehnenmittelpunkte schneidet AB in dem gesuchten Be-
rihrungspunkte.

Inwieweit das Ersetzen des Kurvenbogens ﬁ durch einen
Kegelschnitt zulissig ist, merkt man sogleich, wenn man nicht
nur zwei parallele Sehnen, sondern eine gréBere Anzahl zeichnet
und halbiert. Die Mittelpunkte liegen dann auf einer Kurve, die
in der Nihe des Kurvenstiickes nahezu geradlinig wird. Der mit
ziemlicher Sicherheit zu extrapolierende Schnitt dieser Mittel-
punktskurve mit der gegebenen Kurve liefert den gesuchten Be-
rithrungspunkt.

Bestimmt man auf diese Weise fiir eine Reihe von passend
gewihlten Tangentenrichtungen die Beriihrungspunkte, so kann
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man zweckmiBig damit eine punkiweise Konstruktion der Diffe-
rentialkurve y’' = d‘;‘;x) verbinden. Man nimmt auf der z-Achse
einen Pol P an und zieht von demselben Strahlen in solchen Rich-
tungen, def fiir die Tangenten der zu differenzierenden Kurve f(x)
in Frage kommen (Fig. 27). Darauf ermittelt man die Be-
rihrungspunkte B,,
By, By, By, ... der
Tangenten, die in
diesen  Richtungen
verlaufen. Es ist
iiberfliissig, die Tan-
genten selbst einzu-
zeichnen. Durch die

zieht man Parallelen

Berithrungspunkte /
—
P \1

wry-Achse und trigt I
auf diesen als Ordina- Fig. 9.

ten die betreffenden

Werte von f”(z) auf. Da f'(z;) = tan g, ist, wenn ¢, den Winkel
wwischen Tangente und z-Achse bedeutet, so schneiden die vom
Pol auslaufenden Strahlen, die ja den Tangenten parallel und um
die Winkel ¢, gegen die z-Achse geneigt sind, auf der y-Achse
Punkte aus, deren Abstinde von der z-Achse tan g, =f'(x,) sind.
Durch Parallele zur z-Achse iibertrigt man diese auf die be-
treffenden Ordinaten und erhélt damit Punkte der Differential-
kurve f'(z), die durch einen geschlossenen Kurvenzug zu ver-
binden sind.!)

Dieses Verfahren empfiehlt sich auch in dem Falle, wo der
Differentialquotient fiir einen bestimmten Wert von x ermittelt
werden soll. Dieser ist dann der auf die angegebens Weise kon-
struierten f'(«)-Kurve zu entnehmen. Eine Kontrolle 1iBt sich
auch hier durch Planimetrieren der gefundenen Differentialkurve
gewinnen. Sehr genau sind die Methoden der graphischen Diffe-
rentiation alle nicht. Es liegt das weniger an der Methode selbst,
als daran, daB bei einer durch eine gezeichnete Kurve gegebenen
Funktion die Richtung und damit der Differentialquotient nur un-
genau bestimmt sein kénnen.

Man kommt im allgemeinen am besten weg, wenn man der ge-
weichneten Kurve fiir #quidistante Abszissen die Ordinatenwerte

1) Pir den Zusammenhang der Lingeneinheiten mit dem Pol-
sbstande gilt die Gleichung S. 103.
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entnimmt, in eine Tabelle eintriigt und diese tabulierte Funktion,
so wie auf Seite 81 gezeigt, numerisch differentiiert. Auf diesem
Wege ist die Abschitzung der Genauigkeit auch einfacher. Natiir-
lich kann man die berechneten Werte des Differentialquotienten
wieder als Kurve auftragen.

VIIL. Analytische Approximation empirischer Funktionen.

1. Approximation durch ganze rationale Funktionen. Im
funften Kapitel ist eine Methode auseinandergesetzt, um eine
Funktion, deren Werte fiir #quidistante Werte der unabh#ngigen
Variablen gegeben sind, durch eine ganze rationale Funktion in
der Weise zu ersetzen, dafl diese die vorgegebenen Funktionswerte
wirklich annimmi. Weisep die vorgelegten Funktionswerte nun sehr
starke Schwankungen auf, deren Ursache in Beobachtungsfehlern
oder sonstigen Ungenauigkeiten zu suchen ist, so empfiehlt es
sich, besonders auch zur Interpolation und Berechnung des Diffe-
rentialquotienten der beobachteten Funktion, ganze rationale Funk-
tionen in anderer Weise zur Darstellung der gegebenen Funktion
zu benutzen.

Man verzichtet hierbei darauf, daB die approximierende ganze
rationale Funktion die gegebenen Werte wirklich annimmt, son-
dern stellt die Forderung an sie, sich diesen Werten ,m&glichst
gut® anzuschmiegen. Denkt man sich die gegebenen Funktions-
werte graphisch auf Koordinatenpapier aufgetragen, so werden sie
durch diskrete Punkte dargestellt. Statt diese Punkte nun durch
ganze rationale Funktionen darstellende Kurven zu ,verbinden®
filhren wir eine ,glatte® Kurve mdoglichst nahe an den Punkten
vorbei.

Dies Verfahren ist berechtigt, wenn man den zu untersuchenden
funktionellen Zusammenhang als durch eine glatt verlaufende
Kurve darstellbar annehmen darf und die Abweichungen der be-
obachteten Werte von dieser Kurve auf Beobachtungsfehler schieben
kann.

Der erste Weg, der sich hierbei zur Benutzung ganzer ratio-
naler Funktionen darbietet, ist folgender:

Es sei f(z) die gegebene, zu approximierende Funktion. Wir
denken uns f(«) zunichst kontinuierlich definiert und machen erst
spiter von der Vorstellung diskret gegebener Werte Gebrauch.
Dadurch werden auch die Fille erledigt, wo f(z) in der Tat kon-
tinuierlich gegeben ist, sei es als Kurve, sei es durch einen analy-
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tischen Ausdruck, und wobei man darauf ausgeht, dies gegebene
f(z) durch ganze rationale Funktionen zu approximieren.
Es sei nun

9(#) = ay+ ayz + ay2® + -+ + a,2"

die Funktion, mit der f(z) approximiert werden soll. Die 7 -+ 1
Koeffizienten a, sollen dabei so gewihlt werden, daB das Integral

.

= [ 116~ (to + 8+ -+ aya) ) 2

21

einen mdoglichst kleinen Wert bekommt. Die Grenzen x, und
bezeichnen das Intervall, innerhalb dessen f(x) durch die ganze
rationale Funktion dargestellt werden soll. Dieses Intervall muf
natiirlich innerhalb des-Definitionsbereiches von f(z) liegen und
kann diesem hochstens gleich sein.

Die Forderung, M zum Minimum zu machen, kommt darauf
hinaus, das Quadrat der Abweichungen zwischen f(z) und g(=2)
und damit diese selbst im Durchschnitt moglichst niedrig zu halten.
Das kann man als Bedingung der Approximation gelten lassen, und
man wird die Giite derselben nach dem Wert des Integrals I be-
urteilen.t) ’

Den Wert Null kann das Integral nur errveichen, wenn f(z)
selbst eine ganze rationale Funktion »'® Grades ist. Bei einmal
gewshltem Grad # der ganzen rationalen Funktion ist IM eine

Funktion der Koeffizienten g, a,, ..., a,, und man erhilt das

Minimum durch Nullsetzen der partiellen Differentialquotienten:
B_JV{ = 0 2=0,1,2,..,1n).
da,

Das gibt gerade m 4 1 lineare Gleichungen fiir die a,.
Es ist vorteilhaft, durch eine Substitution einer neuen Variablen
# durch die Gleichung

@ 4z, Ty —
X = B

R 3 u

die Grenzen des Integrals in 4 1 und — 1 zu verwandeln.

1) Man konnte die Approximation auch nach anderen Gesichts-
punkten beurteilen (siehe z. B. C. Runge, Prazis der Reihen, Leipzig
1904, S. 108), doch hat die hier gewihlte grofe praktische Vorziige.
In der Ausgleichungsrechnung nach der sog. Methode der kleinsten
Quadrate geht man von dem gleichen Ansatz aus.

Timerding, Handbuch I. 2. Aufl. 8
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Wir denken uns im folgenden diese Substitution stets ausgefiihrt.
Es ist dann allgemein
+1

b O [ () (ot gt - gy du=0
—1 2=0,1,..,mn),

und fiir » =0, 1, 2, 3 wollen wir die daraus entstehenden Glei-
chungssysteme diskutieren.

@) n=0.
+1
s wird einfach  ay=1%- f f(w)du,
-1
d. h. gleich dem Mittelwert der Funktion f(u).

(2) mn=1
Es ergibt sich:

=1 [rean, o=t [udn

Fiir hohere Grade # erhilt man fiir die @, nicht mehr einzelne
Gleichungen, sondern lineare Systeme. Zur Abkiirzung schreiben wir:

+1 +1
Jo=1% -ff(u)du; Jy = %fu - f(u) du;
-2 -1
+1 +1
Jy=1 -fug-f(u)du§ Ji=1% -fus-f(u)du.
-1 -1
8) mn=2.
Wir erhalten die drei Gleichungen
Gt E=7Jy FE—=J, 24+2E=J,

Daraus folgen die Werte:
Ay = % : (3J0_ 5J2)7 =3 -J;, a,= 145’ : (3J2— JO)‘
(4) n =3.
Die linearen Gleichungen lauten:
a’o+%'(‘2=Joa %'al+%'a3=Jxa
TGt aa=1Jy 3ot ioa=

@

Diese vier Gleichungen zerfallen in zwei Gruppen, je zwei Glei-
chungen fiir g, a, und a,, a;. Es ergeben sich die Werte:

_3 (‘)’J 5‘72), a1=%'(5J1—7J3),
‘1'2=75 (87, — J4), ay="%-(5J;— 3J,).
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Fiir hohere Grade n bedient man sich zweckm#Big einer anderen
Methode, um die entsprechenden Formeln abzuleiten (§ 3).

Die Auswertung der Integrale J bis J; geschieht bei #quidistant
gegebenen Werten, deren Anzahl fiir » = 2 gréBer als 5, fiir » =3
groBer als 7 sein soll, zweckmiiBig nach der Simpsonschen Regel
(Kap. VI, S. 88) unter Benutzung des folgenden Schemas.

@ w o] | e fa] | e fa] | e Fao)
@, —1 f(u) . . .
- : i
2. flw)
xl;)—wg 0
- C | s
2, +1 o)

In die erste Kolonne schreibt man die Werte von 2 (es mu8
eine ungerade Anzahl sein), in die zweite Kolonne trigt man die
zugehdrigen Werte von % ein, damit ist die Substitution erledigt.
In die dritte Kolonne schreibt man der Reihe nach von oben nach
unten die gemiB der Simpsonschen Regel mit 1, 2 oder 4 multipli-
zierten Funktionswerte f(u), 4-f(u), 2-f(u) ... 2 f(u), 4-f(w), f(«).
Die folgenden Kolonnen entstehen jedesmal durch Multiplikation
der vorhergehenden mit ». Die Addition der Kolonnen gibt die
GroBen J,, Dbis auf einen allen gemeinsamen Faktor T(;L—T)
(v die Anzahl der gegebenen Werte).

Ist f(z) graphisch als Kurve gegeben, so erfolgt die Auswertung
der Integrale nach der S. 91f. auseinandergesetzten Methode.

Von dieser Approximation durch ganze rationale Funktionen
wird man Anwendung machen, um bei diskret gegebenen Funk-
tionswerten zu ,jinterpolieren, d. h. Werte zu bestimmen, die
zwischen den gegebenen liegen, ganz besonders aber auch, um den
Differentialquotienten der zu untersuchenden Funktion zu be-
rechnen.!) Will man den Differentialquotienten fir u = 0 be-
stimmen, so ist dieser einfach durch den Koeffizienten @, ge-
geben.

Begniigt man sich mit einer Approximation durch eine ganze
rationale Funktion zweiten Grades, so wird a, = 3-J,, die Be-

1) Vgl. Kap. V, S. 81.
8*
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stimmung von a, erfordert also nur die Auswertung dieses Inte-
grals?)

Glaubt man mit einer ganzen rationalen Funktion dritten Grades
approximieren zu miissen, so erfordert die Bestimmung von a, zwei
Integrationen. Welchen Grad » man zu wihlen hat, ist von Fall
zu Fall zu entscheiden. Etwa dadurch, da man sich iiberzeugt, ob
der Koeffizient der nichsthéheren, (2 4 1)*® Potenz wirklich klein
gegeniiber den ersten Koeffizienten ist, oder durch Vergleich der
Funktionswerte, die sich aus der approximierenden Funktion be-
rechnen, mit den gegebenen, etwa durch Berechnung des Integral-
wertes M.

Beispiel: Es seien fiir z = 1, 2, ..., 9 folgende Werte g,
Yy -« -y Yo gemessen:
Yy, =16, y,=066, y;= 142, y,= 257, y,=401,
Yo== 575, y,= 801, yz= 1050, y,= 1319,

wobei die letate Stelle um einige Einheiten unsicher ist, und es
ist gefragt nach dem Differentialquotienten g—% fir z = 5.%)

Aus der folgenden Tabelle geht die Einfithrung der Variablen %
sowie die Bildung der Integrale J, die nach der Simpsonschen

Regel gewonnen sind, hervor.

& | oy | v | 1) | e || we o]
1 16 — 1,00 16 —~ 16,0 l 16 — 16
2 66 { — 0,75 264 — 198,0 148 — 111
3 142 | — 0,50 284 — 1420 71 — 36
4 957 | —026 | 1028 | —257,0 64 — 16
5 401 0,00 802 0 0 0
6 575 -4 0,25 2300 575,0 144 36
7 801 -+ 0,50 1602 801 400 200
8 1050 -+ 0,75 4200 3150 2362 1771
9 1319 4 1,00 1319 1319 1319 1319

11815 | + 5851 4524 | -+ 3326
— 613 — 179
‘ 5232 . 3147

Jy— 4923, J,— 218,0, J,—1885, J,= 131,1.

1) Es ist durchaus charakteristisch, ‘daB bei empirischen Funk-
tionen der schwierigere Differentiationsproze durch eine Integration
ersetzt wird.

2) Die Aufstellung der Differenzentafel zeigt, daB Formel II, S. 75
nicht anwendbar ist.
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Ferner sind die Koeffizienten @ der Approximationsfunktion
g(w) = ay+ agu+ au* 4+ -+ + a, " fir n =2 wnd n = 3 zu-
sammengestellt, ndmlich:

fiir n = 2. ] fiir n = 3.
a, = 401, a, = 401,
a, = 6564, ‘5 a; = 646,
ay= 274, | ay = 274,

| a; = 13,1.

Man erhilt fir » = 2:

(dw)x»s i( ) = =164

und fiir » = 3: é—=162.
[ 1]
Die Abweichung zwischen beiden betriigt noch nicht 29,

In diesem Falle whre n = 2 ausreichend gewesen, denn der
Koeffizient ag ist, in Anbetracht der MeBfehler, verschwindend
klein.

Berechnet man nach der Simpsonschen Regel das Integral

+1

f(f(u) — gw))?’du = M, das ja die Giite der Anniherung be-

=1
stimmen soll, so findet man bei % = 2 den Wert M = 48, bei
n =38 I = 42, also wird durch # = 3 nichts wesentliches ge-
wonnen.

2. Das ,Gldtten” einer empirischen Kurve., Von der
Approximation empirischer Funktionen durch ganze rationale
Funktionen kann man nach C. Runge auch in folgender Weise
Gebrauch machen.

Wenn man die Werte einer unbekannten Funktion an #qui-
distanten Stellen durch Messungen ermittelt hat, so wird man sich
in den meisten Fillen einen Uberblick iiber den Verlauf der Funk-
tion dadurch verschaffen, daf man die gemessenen Werte auf Koor-
dinatenpapier als Punkte auftriigt und diese durch eine Kurve zu
verbinden sucht. Sind die MeBfehler betfrichtlich, und vermutet
man, daf die Funktion selbst keine starken Schwankungen hat,
so legt man die Kurve, welche diese Funktion darstellen soll,
nicht durch die gemessenen Punkte selbst, sondern man zieht eine
moglichst ,.glatte“ Kurve, die an den Punkten so nahe wie mdg-
lich vorbeigeht.
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Um hierfiir einen-Anhalt zu gewinnen, ist es z. B. in der
Meteorologie iiblich, aus den gemessenen Punkten neue Punkte
dadurch abzuleiten, daB man zu jeder Abszisse x; das Mittel dreier
gemessener Ordinaten Yims b Uit Yias

3
auftrigt. Oft ist es dann schon mdglich, durch die so erhaltenen
Punkte selbst eine glatte Kurve hindurchzulegen. Dies Verfabren
ist natiirlich nur so lange berechtigt, als der Verlauf der fak-
tischen Funktion in einem Intervall z; , bis #; , mit ausreichen-
der Genauigkeit als geradlinig angenommen werden kann.

Ist dies nicht mehr zul#ssig, so wird man eine bessere Dar-
stellung erreichen, wenn man fiinf aufeinanderfolgende Punkte be-
nutzt und eine ganze rationale Funktion zweiten Grades y = ¢ (%)
so bestimmt, daf die Summe {f(z) — p(z,)}? tber die finf
Werte von «; erstreckt, ein Minimum wird und am mittelsten der
funf Punkte den zugehdrigen Wert dieser ganzen rationalen Funk-
tion auftrigt.

Fithren wir statt z eine neue Variable u ein, die Null wird
beim mittelsten der fiinf Punkte und deren Einheit gleich dem
Abstand zweier aufeinanderfolgenden Werte von x ist, so kdnnen
wir @(z) schreiben: o () — ay+ agu + agd
wo fiir « das Intervall — 2 bis + 2 in Betracht kommt. Die
Koeffizienten sind so zu bestimmen, dafl die Summe

D ag+ agu + agut—y}?

(iiber die Werte w = — 2, — 1, 0, + 1, + 2 erstreckt) ein Mini-
mum wird. Die partiellen Differentiationen nach ay, @; und a,
liefern die Gleichungen:

2(a,+ ayu + au* —y) =0,
Su(ay+ agu + aut —y) =0,
Zut(ay+ a;u + ayu® — y) =0
oder anders geschrieben: '
5ay+ a; Su + a, Su=Zy,
G Zu + ay Eut 4 a, Zud = Zuy,
aySut + a, Sud + ag Sut = Suty.

Da aber « in den Summen die Werte — 2, — 1, 0, 4+ 1, + 2
durchliuft, sind die Summen tiber ungerade Potenzen von « Null
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Wir suchen allein den Koeffizienten a,, da er ja den Wert der
Funktion fiir # = 0 angibt, der an der mittelsten Abszisse auf-
zutragen ist. Wir benutzen daher nur die erste und die dritte
Gleichung, eliminieren daraus a, und erhalten fiir a,:

ay(5 - Zut — Zu- Zu?) = Sut. Sy — Suly Zul.
Nun ist Sut=34 und Zu?=10.
Damit ergibt sich:
70ay =34 -3y —10(4y_p + y_, + y; + 42y)
oder auch:
70a, = — 6y_,+ 24y_, + 34y, + 24y, — 61,.

(¥, hierin soll den Wert an der Stelle u = o bedeuten.)

Damit wire eine Moglichkeit der Berechnung von a, gefunden.
Doch wird die Rechnung bequemer, wenn wir das Differenzen-
schema der funf Funktionswerte y_,...y, , zu Hilfe nehmen,
das wir ohnehin wenigstens bis zu den zweiten Differenzen gern
bilden werden, um den mehr oder weniger gleichmiBigen Ver-
lauf der gemessenen Werte zu beurteilen. Fiir unsern Zweck
miissen wir das Differenzenschema bis zu den vierten Differenzen
vervollstindigen:

L uw |y a | ar | ar | a
—2 Yo gt } |.
! Yo a2 a3,
0 Yo :1 Loz, . 42,
. 43 X 22,
‘*‘ Yir Al A(]
+2 Yo o

(Uber die hierbei gebrauchte Bezeichnungsweise s. S. 72.) Man
kann nun leicht nachrechnen, daB

Aly=y_;—4dy_,+ 6y, — 4y, + v,
ist. Damit erhalten wir fiir a, den einfachen Ausdruck:
ay= Yo — 55 - 4%,.

Dieser Wert ist also an der Stelle w = O statt des beobachteten
Wertes y, aufzutragen.
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Sind die Intervalle klein genug, so wird es in den meisten
Fullen moglich sein, durch die so erhaltenen neuen Punkte eine
glatte Kurve hindurchzulegen und damit die sonst hier iibliche
Willkiir zu vermeiden.!)

3. Kugelfunktionen einer Veriinderlichen. Zu einer anderen
Darstellung der ganzen rationalen Funktion gelangt man, wenn
fiir die Approximationsfunktion @(z) ein Ansatz von der Form

o(x) =ay-Py+ a;- P+ ay-Py+---+a,-P,

gemacht wird, wobei P, eine bestimmte ganze rationale Funktion
vom o' Grade bezeichnet. Es wird dann ¢ () auch eine ganze
rationale Funktion vom %%*" Grade. Die Minimumbedingung des
Integrals gibt fiir die Koeffizienten @, die Gleichungen:

+1

f{f(x)— o(x)}-P,-dz =0

-1

+1 +1
oder f(p(x)-Padx =fPa- f(z)d=
-1 -1 .

(@=0,1,2,..,7).
+1

Das Integral f P, - gp(z)dz ist gleich der Summe der Integrale:
—1 .

+1 +1 +1.

Go- Py Pods+ [a,+ Py Pyds +-+-+ [0, P, P,dz.
—1 -1 -1
Man wihlt nun die ganzen rationalen Funktionen P, so, daB
alle Integrale iiber das Produkt zweier Funktionen P, . Py
Null sind, sofern deren Indizes « und f ungleich sind, wihrend
sich bei gleichen Indizes ein ganz bestimmter Wert des Inte-
grals ergibt.

Zu diesem Zweck setzt man:

1 d%@r—1)"
2% . ! dz®

P~

und erhiilt hieraus fiir die Funktionen P,, die man als Kugelfunk-
tionen einer Verdnderlichen bezeichnet, der Reihe nach:

1) Das ,,Glitten der Kurve* empfiehlt sich besonders vor einer
Differentiation. Auch vor einer numerischen Differentiation nach der
auf S. 81 angegebenen Methode ist eine vorherige ,Glattung der ge-
gebenen Funktionswerte" (ohne eine Kurve zu zeichnen) fast immer
notwendig.



3. Kugelfunktionen einer Verinderlichen 121

P, =

P ==z
B=—itiea
Pp=—% 24354

ar
) — (a*—1)fdz =
2“'”’ ol ﬁ' da: ‘daf (@' —1)ds =0,

wenn « von f3 verschieden ist.

Sind ndmlich ¢ und f verschieden und etwa f§ > o, und inte-
griert man «-mal partiell, so findet man, da (22 —1)f weniger als
f-mal nach x differenziert an den Grenzen 4-1 des Integrals ver-,
schwindet:

+1
(__l)a ‘dZa(x2_1)a dﬁ—a(x2__1)(?
/Pde 2“#‘“!‘{“.‘/ D
—1

Der erste Faktor unter diesem Integral ist der 2¢* Differential-
quotient einer ganzen rationalen Funktion 2¢'® Grades, also eine
Konstante. Integriert man aber den zweiten Faktor, so erhilt
man, da 8 — « >1 ist, einen Ausdruck, der an den Grenzen ver-
schwindet.

Ist dagegen « = f§, so erhdlt man nach «-maliger partieller
Integration +1

/Pa-Pa-dx= 2

20:—}—1.

1) Um eine Funktion P, ,, aus den beiden vorhergehenden P,
und P,

_; zu berechnen, kann man sich der Rekursionsformel be-

di :
NNt (e 1)- P, — Qe+ 1)z P, Py =0.
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Durch diese Wahl der Funktionen P, erreicht man also, daB
die Koeffizienten a, der approximierenden Funktion ¢(z) durch

die Gleichungen 1
2a-1
a,= " ./;"(x) -P,dz
-1

bestimmt werden.

Der Vorteil, den die Benutzung der ganzen rationalen Funk-
tionen, besonders wenn solche hoheren Grades erforderlich sind,
in dieser Form gewshrt, liegt gegeniiber dem in § 1 verwandten
Ansatz darin, daB jeder Koeffizient fiir sich aus ciner Gleichung
berechnet wird und daB der Wert des einmal bestimmten «*® Ko-
effizienten von P, unabhingig ist vom Grad der approximierenden
ganzen rationalen Funktion, wihrend die Koeffizienten der friiher
angegebenen Darstellung aus einem System linearer Gleichungen
zu bestimmen waren und je nach dem Grad der ganzen rationalen
Funktion verschiedens Werte bekamen.

Man kann sich ibrigens durch leichte Rechnung davon iiber-
zeugen, dafl beide Methoden stets zu dersclben approximierenden
ganzen rationalen Funktion fithren. Ordnet man nimlich, nach-
dem man die Darstellung nach Kugelfunktionen bis zum %t Grade
bestimmt hat, diesen Ausdruck nach Potenzen von z, so erhilt
man die gleichen Koeffizienten, als wenn man diese nach der
Methode von § 1 unter Zugrundelegung des n'*® Grades direk
berechnet hitte. '

Die Anwendung der Kugelfunktionen bedeutet also nur eine
Vereinfachung der Ableitung der Formeln. Die eigentliche Rechen-
arbeit bleibt in beiden Fillen die gleiche

Die Auswertung der Integrale f P,-f(x)dz kann in der
frither angegebenen Weise erfolgen, indem man die Integrale

a”- f(#)dz durch Summen oder graphische Auswertung be-

stimmt und daraus die Integrale f P, f(z)ds zusammensetzt.

4. Harmonische Analyse. Ist die gegebene empirische Funk-
tion f(x) periodisch, so wird man sie zweckmiBig durch einen
Ausdruck darstellen, der sich aus periodischen Funktionen zu-
sammensetzt. Als Periode von f(2) werde 2% angenommen, was
sich stets durch eine einfache Transformation der unabhingigen
Variablen erreichen li8t.

Als approximierende Funktion soll ein Ausdruck von der Form:

®(%) = a sinz + aysin2x +--- -+ a sinnz
+ by + bycosw 4 bycos2x + -+ b, cosn x
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gewdhlt werden. Fiir die 22 +- 1 Koeffizienten a, und b, ergeben

sich aus der Bedingung:
27

.Of{f(x) — ¢(2)}*dx = Minimum

dann die 27 4 1 Gleichungen:

27

Ssinaz- {f(x) — ¢ (@)}dz =0

fcosax- {flx) —p(x)}dz=10

0

(¢=0,1,2,. .,m).

2n

Nun ist fsin ez -sinfxde =0
0
27
und fcos ax-cosfrdx =0,
0
27

wenn o ==f, ferner [ sinez - cosfrdr =0
« .

in jedem Falle. Andererseits wird:

2 2
fsinax -sinezdxr = fcos ox - coserdr = m.
e
0 0

Demnach ergeben sich fiir die Koeffizienten a, und b, die Glei-

chungen: 2
1 f.
aa=7-/smax-f(x)dx (=1,2,...,n)
‘0
2n
1
ba=?~ coso:x~f(zv)dx (x=1,2,...,n),
o

2
1
bO = ™ './ f(x)dx.
0
Um diese Integrale bei graphisch gegebener Funktion f(z)
mechanisch auszuwerten, ist eine grofe Anzahl von Instrumenten

konstruiert!), die in der Weise funktionieren, daB ein Fahrstift

1) Galle, Die mathematischen Instrumente, S. 131,
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auf der Kurve /() entlang gefiihrt wird und an einem Zihlwerk,
je nach der Einstelling einer Stellvorrichtung, die Werte der
Koeffizienten abgelesen werden. Durch Wechseln der Einstellung
kann man eine Reihe von Koeffizienten ermitteln.

Bei den jetzt zu besprechenden graphischen und numerischen
Methoden zur Berechnung der Koeffizienten a, und b, nehmen wir
f(x) als durch eine Anzahl diskreter Werte, die man einer Kurve
ja immer entnehmen kann, gegeben an. Die Periode 27 sei in 2%

gleiche Teile geteilt und f(z) fiir die Teilpunkte 2, = - —% bekannt

(t=1,2,...2n). Wir setzen y, = f(=z,).

Es liegt nahe, die soeben abgeleiteten Integrale fiir die Ko-
effizienten einfach durch Summen zu ersetzen. Dies ist auch im
allgemeinen zulissig. Nur ist dabei zu beachten, daBl die Appro-
ximation von Integralen durch Summen voraussetzt, daB die zu
integrierende Funktion innerhalb der Intervalle, die der Summa-
tion zugrunde gelegt werden, keine wesentlichen Schwankungen
mehr aufweist.

Der hier in Frage kommende Integrand enthilt aber den Fak-
tor cosez oder sinax. Bei einer Einteilung der Periode in 2
Teile werden also innerhalb der 2# Intervalle noch erhebliche
Schwankungen des Integranden liegen, sobald der Index « groB
genug (¢ = n) wird. Damit wird der Ersatz der Integrale durch
die Summenformel unzulissig.

Um die Ubersicht hieriiber zu erleichtern, formulieren wir die
Fragestellung etwas anders:

Y19 Yay -+ -1 Ysn
seien die gegebenen 2% Ordinaten und
p(x) = a;sin® + a,sin 22 + - -+
+ by + by cosx - Dyeos2x + - - -

sei die approximierende Funktion.
27
Statt des Integrals f (f@) — p@)dz
0
wollen wir die Summe

S=§ {r:i— (=)}

zu einem Minimum machen.
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Setzt man nun @(z) gerade aus 22 Gliedern zusammen, so
daB man n — 1 Koefffzienten a, (¢ =1,2,...n —~1)und » +1
Koeffizienten b, (¢ = 0,1, 2, ... n) zur Verfiigung hat, so kann
man die Summe S gleich Null machen, denn durch richtige Wahl
der a, und b, kann man simtliche 2% Gleichungen

y‘=q>(a:‘.) (=12,...,22)
befriedigen.
Multipliziert man nimlich diese Gleichungen der Reihe nach

mit sin (oz g %) (woi=1,2,...,2%) und addiert sie, so erhilt
man auf der linken Seite die Summe

i=2n

Zyi-sin(a-i-%)

i=1

und auf der rechten Seite infolge der leicht zu verifizierenden
Relationen: ;—g3,

Zsiu(a-é-%)-cos(ﬁ-i-%)=0, (x=p)

i=1

i=2n

Dsin(aric ) sin(g i) =0,

=1

i=2n

—7. ( ‘ 7t) i ( . 7:)
ESIH ¢t —) -S| -2 —) =
n n

i=1

einfach 7 - @,. Damit ist folgende allgemeine Formel fiir die 7 — 1
Sinuskoeffizienten gefunden:

i=8n

1 . . T
a. == —-. Y;-smle-t— (2=1,2,..,n~1).
(] n i n

t=1
Um die » 4 1 Kosinuskoeffizienten zu finden, multipliziert man
die 27 Gleichungen y; = @(z;) der Reihe nach mit cos (a G- %)
und erhilt links die Summe

i=2n

. k14
Y; 'COS(a"I; . 7)'
i=1

Fiir die Addition rechts kommen die Relationen in Betra_cht:
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i=2n
. = R
.Ecos(a«z-z)-cos(ﬁ-z-?)=0 (@ = f),
I=n

i=2n

Sleafe-s-5)-omfe-i-5
cos(a-z- 7{) cos(a-z~7) = (> n),

i=n

i=2n

J R -
Ecos(a-z‘~>-cos(a~z'—)=2n (@ =n).
n n

i=n

Man erhiilt so fiir die Koeffizienten b, die Gleichungen:

i=2n

b—i E ( 'l) =1,2 1
™= n ~ y,- Cos (o -1 n (@=1,2,..,72~1),
i=2n
>
i=1
b= 2n
i=2n
2(—1)i'yz'
i=1
bﬂ: 2n ’

Bis auf den n'°® Kosinuskdeffizienten b, hiitte man dieselben For-
meln auch erhalten, wenn man in den frither abgeleiteten die
Integrale durch Summen ersetzt hiitte.

Auf Grund dieser Ableitung ist aber ersichtlich, daB die Approxi-
mationsfunktion ¢(z), sofern man ihre ersten 2 Koeffizienten
nach den soeben abgeleiteten Formeln bestimmt, die 2% vorgege-
benen Werte y, von f(x) wirklich annimmt.

Hieran wird auch nichts ge#ndert, wenn man irgendwelchen
Koeffizienten @, und b, mit hoherem Index e als » — 1 bzw. »
beliebige Werte beilegt, da die dadurch bestimmten Glieder an

den 2n Stellen x;= z:% den Wert Null haben. Es hat also keinen

Sinn, tiber a, fiir e >n—1 und b, fiir « >n irgendwelche Aus-
sagen zu machen, solange nur 2x Funktionswerte vorgegeben
sind. Die Berechnung der angegebenen 27 Koeffizienten 1ost die
Aufgabe erschépfend.

Die cigentlich gu lisende Aufgabe ist die Ausrechnung der Summen,
fiir die wir ein graphisches und ein numerisches Verfahren angeben.

1. Um die Summe graphisch auszuwerten, triigt man auf einer
horizontalen Geraden die 27 gegebenen Ordinaten y,, ... Ygq, Dach-
einander ab, so daB der Anfang jeder Ordinatenstrecke auf den
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Endpunkt der unmittelbar vorhergehenden fillt, und zwar werden
die Ordinaten y, nach rechts hin aufgetragen, wenn sie positiv sind,
nach links, wenn sie negativ sind. Durch die Endpunkte der so er-
haltenen Strecken zieht man vertikale Gerade, die zweckmiBig fort-
laufend numeriert werden (Fig. 28). Auf der horizontalen Geraden
errichtet man ferner noch ein Lot in einem Punkte 0 und triigt anf

@ §(15) /\\

6r2(14)

/Wm:f)
J

(48l (12)

Ys | Y2 | Y

15 (11)

Fig. 28.
diesem unter Annahme einer geeigneten Lingeneinheit die Werte

von sin (y, . %) ab (u=1,2, ..., 2n), und zwar alle vom Punkte O

aus, positiv nach oben, negativ nach unten. An die Endpunkte
dieser die Sinuswerte darstellenden Strecken schreibt man die be-
treffenden Zahlwerte u. Auf der horizontalen Linie nimmt man
ferner einen Punkt P an, der links von O um die beim Auftragen
der Sinuswerte benutzte Liingeneinheit entfernt liegt. Diesen
Punkt P verbindet man mit den Endpunkten ¢ der die Sinus dar-
stellenden Strecken auf dem Lote in O.

Um nun den Koeffizienten ¢, zu bestimmen, zieht man durch
den Anfangspunkt der Strecke y, eine Parallele zu dem von P
aslaufenden Strahle, der nach dem Punkte « fiihrt, d. h. nach
dem Punkte auf dem Lote in O, der die Zahl y = « trigt. Die
Parallele zu diesem Strahl schneidet die Senkrechte im Endpunkte
von y, in einem Punkte, der von der horizontalen Geraden den

Abstand g, - sin (u-Z) hat. Damit ist das erste Glied der Summo

gefunden. Durch den soeben erhaltenen Punkt zieht man nun eine

Parallele zu dem Strahl P(2a) (der von P nach dem Punkte
fihrt, an den die Zahl g = 2« geschrieben ist). Diese Parallele
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schneidet die Vertikale im Endpunkt von y, in einem Punkte, der
von der Horizontalen den Abstand:

¥, - sin (a~7nl)+y2-sin(a~2%>

hat. So fihrt man im Ziehen dieser Parallelen fort, indem man
allgemein fiber der Ordinatenstrecke y, eine Parallele zum Strahle
P(ax) zieht. Der Endpunkt des so entstandenen Polygonzuges
auf der Vertikalen im Endpunkte von y,, hat dann von der Hori-
zontalen einen Abstand, der gerade die verlangte Summe darstellt,

1 .. . . .
also mit oy multipliziert den Koeffizienten a, liefert. In Fig. 27

ist der Strahlenbiischel am Punkte O fiir 2% =16 gezeichnet und’
der Polygonzug fiir a; begonnen.

Um die Koeffizienten b, zu finden, verfihrt man genau ebenso.
Man kann dabei dasselbe Strahlenbiischel der vom Punkte P aus-
laufenden Strahlen benutzen. Nur muf man die Endpunkte der
von O aus abgetragenen Sinusstrecken anders numerieren, damit

sie auch die Werte von cos (oz . %) darstellen. Neben die Zahlen «

hat man zu diesem Zweck die Zahlen %’— « zu schreiben,
Der Koeffizient b, ist das arithmetische Mittel der Ordinaten y,
also gleich gﬁmal dem Abstand des Anfangspunktes von g, vom

Endpunkte von g,,.
Der Koeffizient b, wird ebenso wie die anderen konstruiert, nur

ist die erhaltene Summe mit 2% zu multiplizieren.

Um die Parallelen zu den Strahlen des Biischels leichter ziehen
zu konnen, ja, die Zeichnung des Biischels tiberhaupt iiberfliissig
zu machen, kann man sich eines sog. Richtungslineals bedienen.
Das ist ein Lineal (Fig. 29), dessen untere Kante geradlinig ist
und an die ReiBschiene gelegt wird, wihrend der obere Rand aus
einzelnen Linienstiicken besteht, die den Strahlen des vorher er-
wihnten Biisckels mit dem Mittelpunkte O parallel sind. Die
einzelnen Seg-
mente des Line-
alstragenzweck-
m#Big verschie-
denfarbige Zah-
len, die ihre
Sinus- und Ko-

Fig. 29. sinuswerte mar-
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kieren. Bei Benutzung dieses Instrumentes hat man nur die Or-
dinaten auf der Horizontalen abzutragen und Lote in den End-
punkten der Teilstrecken zu errichten. Danach kann man sofort
die Koeffizienten einzeln ermitteln.

Die gleiche Methode kann man iibrigens auch dazu benutzen,
um bei gegebenen Koeffizienten eine Funktion der Form:

Y= @y - sin & + a, - sin 2 + -+ 4 a, - sin nw
bo+ by cosaw 4 by-cos 22 -+ b, cos nx

durch eine Kurve darzustellen, indem man die Funktionswerte an
7 Stellen der Periode ermittelt und die so erhaltenen Punkte ver-
bindet. In diesem Falle hat man auf der horizontalen Geraden
alle Koeffizienten @, und b; nacheinander aufzutragen und findet
die Ordinate y,:

Yo = al-sin(a-%‘)—l—a2~sin<2-o¢-2—;—t)+---
by + by - cos (a-%)+b2-cos(2~a~27—f)+m,

indem man den Polygonzug parallel zu den Strahlen des Biischels
zieht, wieder unter Benutzung des Richtungslineals. Die Reihen-
folge, in der die Koeffizienten @; und b, hierbei abgetragen werden,

ist die folgende: , B,

1) dgy by ..y @, b

n n"

Beim Ziehen der Parallelstrahlen hat man hier also abwechselnd
die Sinus- und Kosinuszahlen zu benutzen.
2. Bei der numerischen Auswertung der Summen

aa=£—-2yi- sin (:u’i—)
b=t S (i)
bo=~21;-2y,~

by =g 0 (— 1)

empfiehlt es sich ebenfalls, #» gerade anzunehmen, da die Winkel-
funktionen dann in jedem Quadranten, abgesehen vom Vorzeichen,
die gleichen Werte annehmen, wodurch sich die Zahl der Multi-
plikationen auf den vierten Teil reduziert.!)

(=1,2,...,n—1)

(i=1,2,...,2n)

"~ 1) Fiir 2 =12 und 2n = 24 sind von Runge Rechenschemata an-
gegeben: C. Runge und F. Emde, Rechnungsformular zur Zerlegung
einer emptrisch gegebenen periodischen Funkiion in Sinuswellen. Braun-
schweig 1913.

Timerding, Handbuch I. 2, Aufl. 9
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Fiir 27 = 12 schreibt man die 12 gegebenen Ordinaten
Y1y -+ ey Ypg in folgender Weise hin, indem man die von ihnen ge-
bildete Reihe ,zusammenfaltet, und schreibt die Summen und
Differenzen darunter:

Y Y Ys Y Y5 Ys

Yig Yu Y Y Ys Y
Summe | v, v, v, Vg v, V5 Vg

Ordinaten

Differenz Uy Uy Ug Uy U

Um die Kosinuskosffizienten b, zu berechnen, operiert man mit
den GrofBen v allein weiter.

Man faltet sie abermals und bildet wieder Summen und Diffe-
renzen b und b':

Summe | b, b, by b,

Differenz | v, v, b,

Da’'12b, die Summe der Ordinaten ist, erh&lt man:
126y = Yo+ by + by + by
Fiir 12, ergibt sich dagegen:
12D = vy + b, — (v, + by).
Fiir 65, erhdlt man:
6b; = cos 0% (y,— %) + cos 30° {g + 9 — (5 — %)}
+ cos 60° {yy+ 910— (s + 90)}-
Durch die GroBen b’ driickt sich dieser Wert aus wie folgt:
6b, =9, + cos 30, b,"+ cos 60°- vy".

In dieser Weise kann man alle Kosinuskoeffizienten durch die
GrdBen b und die Sinuskoefffzienten durch u ausdriicken, so daB
man leicht die Giiltigkeit des folgenden Schemas verifizieren wird.

Gegfzbene Y Y3 Ys Yy Ys Ys
Ordinaten Yie Y11n Y10 Yo Y3 Ur
Summe U Uy UGS Uy Uy

Differenz , Vg Vg Uy ¥y VU, U

5 Vs



4. Harmonische Analyse 131
1. Kosinusglieder: by, ..., b
vy Uy Uy U
Ve Vs U4
Summe b, b, by Dby
Differenz ‘ b, v, v
v ’ ’ ’
eos 00=1 {Do { H v, 0y |05l By | —bg
by | U0
0s30°=1 — 0,134 o,’
0s60°= 1 = 0,5 v, —0g| b,
Summen der Kolonnen | T | II || T | IL { T I3 I | II
Summe I 4 IX 125, 6b, ] 6 b, 60,
Differenzen I — II 120 6b, l 6,
2. Sinusglieder: a,, ... a5
ug Uy U
Uy Uy
Summe i, Uy g
Differenz | u,” 1y
sin30°= 1 = 0,5 g
|
§in 60°== 1 — 0,134 ", o,
sin 90° = 1 g W o] —ug
Summen der Kolonnen I I I I 1 I
Summen I -+ II 6a, 6a, 6ag
Differenzen I — II 6 a; 6a,

Die Multiplikation mit den Winkelfunktionen ist dabei so aus-
aufiihren, daB die Zahlen u, u’, v, b" mit den auf gleicher Zeile
stehenden Funktionswerten zu multiplizieren sind.

9#
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Fiir 0,866 ist (1—0,184) geschrieben, weil bei Benutzung des
Rechenschiebers die Multiplikation mit 0,134 genauer wird als die
mit 0,866.

Man kann das gleiche Schema verwenden, um die soeben be-
rechneten Koeffizienten ¢ und b zu priifen. Man hat dazu einen
Teil der Rechnung in der Weise noch emma,l durchzufiihren, da8
man die Kosmuskoefﬁmenten by, .. b; genau so behandelt wie
vorher die GroBen vy, ... vg: -

Man faltet die Zahlen b, ... by, bezeichnet Summen und Diffe-
renzen mit 9, ..., 9y, ... by’ und multipliziert diese wie friiher
mit den Winkelfunktionen. Statt der frither durch die Summen
I + II erhaltenen GréBen 12&,, 6b,, ... 12b; erhdlt man jetat
an den gleichen Stellen die GriBen:

Uy Y% Y
Yo o o %
v, v,
Vs 5 o
Ebenso erhilt man aus den Koeffizienten a,, ... a; die GroBen:
W, Uy Uy
2 2 2
Uy Uy

5

2 2

Diese sind mit den aus der ersten Falbung der gegebenen Ordi-
naten erhaltenen Werten zu vergleichen.
Damit ist auch der Weg bezeichnet, auf dem man aus gegebenen
12 Koeffizienten die 12 Werte y,, ... y;, der Funktion:
Yy = 4+ sin & 4 ++- 4 a - sin 5z
by+bcosw 4 - -4 by cos 5z 4 by - cos 6x

zu ermitteln hiftte.

Bei der Durchfihrung der Rechnung als Probe ist es zweck-
miBiger, mit den sechsfachen Koeffizienten zu rechnen (so wie
man sie mit Ausnahme von b, und b, erhilt).

Man erhilt dann aus 6a,, ... 6a; die Grofen 3u,, ... Bu; und
aus 6by, 6b;, ... 6b; die GroBen 6vy, 3v,,... 305, 6v,.

Eine andere Probe liegt darin, da8

2u + u i - F w4 20 =
8-{2-(6ap)’+ (6ay)*+ -+ + (Ba)*+ 2 - (6.a5)*)
und o 4 - 402 = 3. {(6D)+ - + (6b5)%} sein mub.
Wenn das vorstehend geschilderte Verfahren auch keinerlei

grundsitzliche Schw1engke1ten macht, so werden dem weniger ge-
{ibten Rechner doch leicht szelchenfehler unterlaufen.



4, Harmonische Analyse 133

Nun ist aber gerade die harmonische Analyse ein Problem, das
sehr bhiufig die Losung sehr zahlreicher gleichartiger Aufgaben
verlangt, die man dann gerne nicht weiter vorgebildeten Hilfs-
kriften tibertragen will. Hierfiir kann der Schematismus der Rech-
nung nicht weit genug getrieben werden, und etwasumstéindliche
Vorbereitungen kinnen in den Kauf genommen werden, sofern sie
ein fiir allemal verwertbar bleiben.:

Eine in diesem Sinne recht zweckm#Bige Anordnung der Rech-
nung ist seinerzeit von L. Hermann angegeben worden und jetzt
von W. Lohmann wieder hervorgeholt.?)

Um die vorher eingefiihrten Bezeichnungen beibehalten zu knnen,
wird hier etwas von der Hermannschen Darstellung abgewichen.

Es werden zuniichst alle Ordinaten y; dadurch positiv gemacht,
daf sie von einer neuen 2-Achse aus gemessen werden, die hin-
reichend tief angenommen wird. Diese Verschiebung der Ordi-
natenachse ist dann bei dem Koeffizienten b, (8. 124) leicht wieder
zu berichtigen. .

Die Periode wird in eine gerade Anzahl 2# Teile geteilt, so daB
die 2% Ordinaten ;, (i =1, 2, 8 ... 2n), den Ausgangspunkt der
Rechnung bilden. In dem vonLohmann herausgegebenen Schema
ist 20 = 20 angenommen.

In die erste Spalte einer Tabelle werden die 2# Ordinaten y,
untereinander geschrieben, in die Spalten rechts daneben die Pro-
dukte dieser Ordinaten mit den Sinussen der ganzzahligen Viel-

fachen von ’ni, so daf das untenstehende Schema entsteht, das tat-

sichlich nur Zahlen enthilt, die leicht mit dem Rechenschieber
m bilden sind.?) Damit sind simtliche Multiplikationen erledigt,
die iiberhaupt bendtigt werden.

T . T . n T
% |y -sin 'yl-sm2ﬁ . yl-sm{(g—l)-—ﬁ}
. T . T . n
Y9 |Yg - Sin Yg -sm2; < Y -sm{(—g——l)-;—i}
. LT . n %
Yop | Yono SID - yzn-sm2h— . yh-sm{(g—l)-;‘—}

1) L. Hexrmann in Pfliligers Archiv fiir die gesamte Physiologie
1890. Seite 45. W.Lohmann, Harmonische Analyse zum Selbst-
unterricht. Hamburg 1921,

2) In Lage 1II. Vgl. 8. 28
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Um nun die Summen dieser Produkte (8. 125) vollig schematisch
bilden zu konnen, werden (2% — 1) rechteckige Schablonen aus
transparentem Papier angefertigt, die genau auf das von dem so-
eben besprochenen Produktenschema gebildete Rechteck passen.
Zu jedem Koeffizienten a, bzw. b, gehért eine Schablone, und auf
dieser werden quadratische Fenster markiert, in denen beim Auf-
legen der Schablone auf das Schema gerade diejenigen Produkte
erscheinen, deren Summen bei dem betreffenden Koeffizienten zu
bilden sind. Die quadratischen Fenster sind teils schwach teils
stark umrahmt, nach dem Gesichtspunkt, daB die Zahlen, die in
den stark umrahmten Fenstern erscheinen, mit positivem, die in
den schwach umrahmten Fenstern mit negativem Vorzeichen zu
rechnen sind, Man bildet natiirlich jede Summe fiir sich und
addiert sie dann algebraisch. Die nachstehende Fig. 30 zeigt solche

Schablonen fiir die er-

5 T NEN 2 1 2n ] sten vier Koeffizienten.
7 Z Der Koeffizient b, der
& 3 J 3 gleich dfzm arithme-
2 5 ' : 3 tischen Mittel aller Or-
7 z z dinaten ist, wird ohne
% 7 4] Scha,blor?e gefunden.
é ;ﬁ( 7 7 Da die Schablonen
73 7 73 73 selbst nicht beschrie-
74 Kl 74| 74| . .
5 o @ n ben w‘erden, bleiben sie
7 7 7 I stindig brauchbar. Die
[79] 79 i 7 im Einzelfalle zu lei-
TFie. 30 stende  Rechenarbeit
ig. 30.

kommt also auf die
Bildung des Produktenschemas hinaus. Nach Auflegen der Scha-
blonen sind dann nur Additionen der durch die Fenster scheinenden
Zahlen auszufithren. Es entstehen dabei die 5-fachen bzw. 2 n-fachen
Werte der Koeffizienten (S. 126). Das Schema von 7= 10 emp-
fiehlt sich dabei. Ein Vorzug dieser Methode liegt auch darin,
daf man jeden Koeffizienten fiir sich berechnen kann.

5. Allgemeines iiber Approximation. Man braucht sich bei
der Approximation empirischer Funktionen nicht auf ganze ratio-
nale und trigonometrische Funktionen als Ersatzfunktionen zu be-
schriinken Zur Approximation einer Funktion f(z) kann man
auch irgendwelche anderen Funktionen wihlen, die eine Anzahl
willkiirlicher Parameter », enthalten. Ist g(z, p,, pg, - .., D, eine
solche Funktion, so liefert die Forderung, das Integral

3 =[(f(e) = (@21, 511 .., 2)) da
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u éinem Minimum zu machen, durch Nullsetzen der partiellen
Differentialquotienten % wieder », im allgemeinen jedoch nicht
lineare Gleichungen fiir die Parameter p,. Der mit einer be-
stimmten Funktion ¢(z) erzielte Wert M kann zur Abschitzung

der erreichten Anniherung, insbesondere auch zum Vergleich
zweier verschieden gebauter Approximationsfunktionen dienen.

IX. Auflésung von Gleichungen.

Wir besprechen in diesem Kapitel die Methoden zur Behand-
lung von algebraischen und transzendenten Gleichungen, wobei
kein Unterschied zwischen auflisbaren und nichiauflisbaren Glei-
chungers gemacht wird. Es bezieht sich diese Unterscheidung bei
algebraischen Gleichungen bekanntlich auf die Moglichkeit, die
Wurzeln der Gleichungen in einer gewissen Form darzustellen.
Diese ist dem praktischen Rechner gleichgiiltig, seine Absicht
geht dahin, die Werte der Unbekannten mit der nétigen Genauig-
keit zu ermitteln und als Dezimalbruch anzugeben,

Es werden zunéchst Systeme linearer Gleichungen mit mehreren
Unbekannten behandelt, deren Auflgsung eine Rolle in der Aus-
gleichsrechnung spielt. Daher wird neben dem allgemeinen Prinzip
der Aufldsung solcher linearer Systeme ihre Velwendung in der
Ausgleichsrechnung kurz angedeutet.

Weiter wird zur Auflésung algebraischer Gleichungen n*" Grades
in diesem Kapitel das Graeffesche Verfahren auseinandergesetat.
Dieses liefert alle Wurzeln der Gleichung. Braucht man nur einzelne
Wurzeln, so verfihrt man besser nach der Methode, die im dritten
Kapitel im Anschluf an die Behandlung von ganzen rationalen
TFunktionen besprochen wurde.

SchlieBlich wird noch die Auflgsung transzendenter Gleichungen
mit einer oder mehreren Unbekannten besprochen.

1. Systeme linearer Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten. Es liege ein System von 7 linearen Gleichungen fiir
die © Unbekannten z, 3, ... w, z vor:

oz by -+ mw - nz4d =0,
a2w+b2y+ —f—mzw-{—ﬁw -}-d =0,

ax+bJ+ —l—mw—l—nz-l—d~0
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wobei die Koeffizienten a,, ... d, reelle Zahlen sind und die Deter-
minante von Null verschieden ist.

Die Auflésung der Gleichungen I#Bt sich zwar in Deter-
minantenform sogleich hinschreiben, doch bietet die Ausrechnung
der Determinanten bei einer grofleren Anzahl von Gleichungen
eine so erhebliche Schwierigkeit, da8 man in der Praxis hiervon
keinen Gebrauch macht, sondern ein anderes Verfahren benutzt, bei
dem man die Unbekannten der Reihe nach aus den Gleichungen
eliminiert.

Addiert man etwa die ersten beiden Gleichungen, nachdem man

die zweite mit — :zﬁ multipliziert hat, so erhilt man eine Gleichung,
2

welche die Unbekannte # nicht mehr enthilt.
Darauf kann man die erste und dritte Gleichung addieren, nach-

dem die letztere mit — % multipliziert ist, und erhilt wieder
8

eine Gleichung, in der 2z nicht mehr vorkommt. Auf diese Weise

lassen sich aus den t gegebenen Gleichungen gerade v — 1 linear

unabkéingige Gleichungen ableiten, die nur noch die z — 1 Un-

bekannten #, ¥, ... w enthalten.

Dies neue System von t— 1 Gleichungen behandelt man genau
so wie das urspriingliche, indem man wieder eine Variable eli-
minjert, wodurch man auf ein System von.z — 2 Gleichungen
kommt. Fihrt man so fort, so erhilt man am Ende zwei lineare
Gleichungen mit zwei Unbekannten:

o'z b'y+d’ =0,
a'w 4 by +dy =0,

aus denen man nach demselben Prinzip fiir £ die Gleichung
a2 o (o — gy )
x (“1 4 g + (d, —d, X 0
ableitet. Vermittelst des gefundenen Wertes von # berechnet man
y aus einer der Gleichungen, die nur z und y enthalten, und findet
so weiter riickwirts gehend der Reihe nach die iibrigen Un-
bekannten. ’

So einfach das soeben auseinandergesetzte Verfahren prinzipiell
ist, die praktische Durchfithrung erfordert doch die Beachtung
verschiedener Nebenumstiinde, wodurch sich oft eine wesentliche
Erleichterung der Rechenarbeit erreichen 1a8t. Zunichst liegt es
nahe, beim Anschreiben der Gleichungen die Buchstaben fiir die
Unbekannten nur einmal hinzuschreiben und die Koeffizienten durch
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die Stelle, an der sie geschrieben werden, zu unterscheiden. Jeder
Unbekannten ordnet man eine Kolonne zu, in der die zugehdrigen
Koeffizienten der einzelnen Gleichungen erscheinen.

Um bei der Kombination je zweier Gleichungen beim Elimina-
tionsverfahren Rechenfehler zu vermeiden, empfiehlt es sich, neben
jede Gleichung die Summe a; 4+ b, 4+ -+ -+ m, +n,+ d; ihrer
Koeffizienten zu schreiben und diese Summen genau so zu behan-
deln wie die Koeffizienten selbst. Leitet man aus zwei Gleichungen
eine neue ab, so muB sich deren Koeffizientensumme auch aus den
Summen der ersten beiden Gleichungen ergeben, wenn diese Summen
mit denselben Faktoren wie die Koeffizienten multipliziert und
darauf addiert werden.

Man sieht dies in seiner allgemeinen Giiltigkeit an dem Beispiel
von zwei Gleichungen sofort ein:

ax+by+d =0 (ay + b, + d,),
Ay + by + dy = 0 (@5 + by +dy).

Rechts neben den beiden gegebenen Gleichungen stchen ihre Ko-
effizientensummen. Eliminiert man z durch Multiplikation der

zweiten Gleichung mit — % und Addition, so erhilt man
2

b b
w(al—a2-—é)+dl-d2-?:=0.

Die Koeffizientensumme dieser Gleichung ist

b b
(ai'_%‘i)‘*‘dl_dz'b—;,

und man erhilt in der Tat den gleichen Ausdruck, wenn man die

mit — % multiplizierte Koeffizientensumme der zweiten Gleichung
2

von der ersten abzieht. Die kleine Mehrarbeit, die in der Bildung
dieser Summen liegt, wird reichlich aufgewogen durch den Gewinn
einer fortlaufenden Kontrolle der Rechnung.

Die Elimination einer Variablen aus zwei Gleichungen

oz +by+cz4d =0,
A% -+ by + cp2 + dy =0

ist besonders bequem ausfiihrbar, wenn die geforderte Genauig-
keit eine Anwendung des Rechenschiebers zulaBt.

Um z.B. aus den beiden obenstebenden Gleichungen z zu eli-
minieren, stellt man auf dem Stabe ¢, und auf der Zunge ¢, ein-
ander gegeniiber. Den Zahlen a,, b, und d; auf der Zunge stehen
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. ¢ c ¢

dann am Stabe die Zahlen (a2 . c—:), (b2 . c—:) und (dg . E:—)
gegeniiber, die der Reihe nach von a,, b, d, abzuziehen sind, um
die Koeffizienten der neuen Gleichung zu erbalten. Man kann fiir
die Handhabung des Rechenschiebers hierbei auch folgende leicht
zu merkende Regel angeben: Man stellt die Zunge so ein, daf der
Koeffizient ¢, in den Koeffizienten ¢; ,,verwandelt® wird (d. h. da8
sich ¢, und ¢, gegeniiberstehen), dann werden die Koeffizienten a,
und b, in die Koeffizienten derjenigen Gleichung verwandelt, die
von der ersten Gleichung abzuziehen ist.

Bei dem Eliminationsverfahren liegt nun eine groBe Willkiir
.darin, wie man durch Kombination zweier Gleichungen eine neue
ableitet. Erstens ist es freigestellt, welche Gleichungen man iiber-
haupt addiert. Man muB-nur so vorgehen, dafl die abgeleiteten
Gleichungen linear unabh#ingig bleiben. Zweitens kann man aus
zwei Gleichungen, z.B.

oz + by +d =0,
ax + by +dy =0
eine neue Gleichung, die nur noch z enthilt, auf zwei Arten ab-

. . . b
leiten: man kann addieren, nachdem man die erste mit — 7)3 oder
1

nachdem man die zweite mit — % multipliziert hat
2

Wenn nun b, und b, stark voneinander abweichen, hat man so

vorzugehen, dal man den kleinercn der beiden Quotienten %— und %ﬁ
3 B 1
benutzt. Ist etwa% klein, so wird man fiir  die Gleichung

2

b b
x(al—az-z‘;)—l—dl—dz-—b—‘z=0

ableiten, denn die Produkte a, - %5 und dg- %werden im allgemeinen
2 1

klein sein gegen a, und d;. Es geniigt also, dieselben mit geringer
relativer Genauigkeit zu bestimmen, da nur ihre ersten Stellen in
Betracht kommen.

Liegen z.B. die Gleichungen vor:

e Yy
92 —523 350=0

34 4+ 1,2 ,1=0,
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so kann man diese addieren, nachdem man zwecks Elimination
1,2 . . ., 52,3
523 oder die zweite mit T2
pliziert hat. Im ersten Falle geniigt, um den Koeffizienten von #
auf eine Dezimale genau zu erhalten, die im Kopfe auszufiithrende
Multiplikation der ersten Gleichung mit % . Im zweiten Falle ge-
niigt aber die Genauigkeit des Rechenschiebers nicht mehr, um die
erste Dezimale sicherzustellen.

Die Beachtung dieser Regel, stets mit moglichst kleinern Faktoren
2u multiplizieren, fillt noch mehr ins Gewicht, wenn die Koeffizienten
eines Gleichungssystems nur mit beschriinkter Genauigkeit gegeben’
sind, wie es in der Praxis hiiufig der Fall sein wird. Es ist dabei
notwendig, sich bei der Durchfithrung der Rechnung fortdauernd
Rechenschaft zu geben von der Genauigkeit der hingeschriebenen
Zahlen, um die Unsicherheit des Resultates abschitzen zu kdnnen.
Als SchluBkontrolle wird man zweckmiBig die erhaltenen Werte
der Unbekannten in die gegebenen Gleichungen einsetzen, um auch
dadurch eine Ubersicht iber die Genauigkeit des errechneten Re-
sultates zu gewinnen.

2. Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der
kleinsten Quadrate. Die Aufldsung von Systemen linearer Glei-
chungen spielt eine grofe Rolle in der sog. Ausgleichungsrechnung.
Das Prinzip derselben 148t sich am besten an einem iiherbestimmten
System linearer Gleichungen iibersehen.

Wir nehmen an, es seien zwei unbekannte Gréfen x und y durch
Messungen zu bestimmen. Es soll aber unmdglich sein, die beiden
Grofen einzeln zu messen, die Anordnung der Messungen ist viel-
mehr eine derartige, da durch jede Messung eine lineare Gleichung
a,x -+ b,y 4+ d=0 gewonnen wird, in der ¢, und b, bekannte Kon-
stante und d, die beobachtete Ablesung sind. Fiihrt man zwei Mes-
sungen aus, die die Werte d; und d, liefern, so kénnte man hieraus
die Unbekanntenz und y ermitteln, indem man die beiden Gleichungen

1) 4z +by+d =0,
2) g% + by +dy =0 aufldst.
Bs liegt nun nahe, sich hiermit nicht zu begniigen, sondern zur

Kontrolle noch mehr Messungen, es mdgen im ganzen 7 sein, aus-
zufiihren, die #» Gleichungen:

1) eyz+by+4 =0,
2) ayx + by +dy =0,
8) az+by+d=0,

n) a,z+by+d, =0

multi-

von y entweder die erste mit



140 IX. Auflésung von Gleichungen

fiir die beiden Unbekannten # und y liefern. Wiiren die Messungen
absolut genau, so miiften irgend zwei Gleichungen, die aus den
vorliegenden n Gleichungen herausgegriffen werden, stets dieselben
Werte z und y liefern oder, mit anderen Worten, ein Wertepaar
%, y miilite alle Gleichungen erfillen.

Da aber jede Messung mit Fehlern behaftet ist, werden nicht
alle Gleichungen durch dieselben Werte von # und y genau be-
friedigt werden konnen, Verdienen nun alle Messungen das
gleiche Vertrauen, so entsteht die Frage, wie man z und y am ge-
eignetsfen wihlt, um allen Messungen nach Moglichkeit gerecht
zu werden.

Die Antwort lautet so: Setzt man in alle Gleichungen 1),... %)
fiir « und gy zwei Zahlen Z und ¥ ein, so werden die Gleichungen
nicht alle erfiillt, sondern die linken Seiten der Gleichungen werden
von Null verschiedene Werte annehmen, die d;,d,, ... d, genannt
werden mogen. Wir schreiben also:

oz + by +d =96,
0% + by + dy = Jy,
a,% + bgy + dy = 0,
e,2+by+d, =0,

Die Werte x, y hat man nun so zu bestimmen, daf die Summe
0,3+ 0,2+ &+ -+ + 0,% der Quadrate der Abwew]mngm von
Null moglzchst Ilein wird. 1) Die so bestimmten Werte z und y sind
dann die wahrscheinlichsten Ergebnisse der Messungen.

Um diese Werte von # und y zu finden, denke man sich in der
Summe S=0 402+ 02+ -+
fiir d, die linken Seiten der Gleichungen eingesetzt. Es wird dann
= (4@ + by + d)* + (ag® + by + dp)* + - -
+ (a2 + by +4d,)%

also eine Funktion von # und %.%)
Um diese zu einem Minimum zu machen, hat man ihre partiellen

1) Daher die Bezeichnung Methode der kletnsten Quadrate.
2) Die Striche iiber £ und y sind jetzt fortgelassen.
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Differentialquotienten ;—i und %% gleich Null zu setzen. Damit

erhilt man zwei linecare Gleichungen fir # und y, nimlich:

% . g—i=x-(af+a22+---+%’)+y~(alb1+%b2+~--+a,.b,,)

58 + (ayd, + apdy + - - + 4,d,) =0,
5 5y — O @b abyt £ a,b) (BB 4 D)
+ (bldl + b2d2 + e + bndn) =0.
Durch die Auflésung dieser als Normalgleichungen bezeichneten
Gleichungen werden alle Messungen beriicksichtigt.!)

Die Erweiterung des Verfahrens auf lineare Gleichungen mit
mehr als zwei Unbekannten ergibt sich ohne weiteres. Ebenso
iiberzeugt man sich leicht, daf die Methode bei linearen Gleichungen
mit nur einer Unbekannten auf das arithmetische Mittel der aus
den einzelnen Gleichungen hervorgehenden Werte der Unbekannten
fithrt. (Uber die Anwendung der Methode bei nicht linearen Glei-
chungen s. 8. 158.)

3. Aufldsung von algebraischen Gleichungen. Graeffesches
Verfahren. Zur Auflésung algebraischer Gleichungen hoheren

Grades aa +a, @4 gzt g, =0

finden vorzugsweise zwei Methoden Anwendung?) Die eine, im
dritten Kapitel auseinandergesetzte, beruht auf dem Gedanken, die
Wurzeln der Gleichung cinzelre in der Weise zu berechnen, daB
man sich fiir die Wurzel einen Niherungswert verschafft und diesen
durch ein systematisches Verfahren bis zu beliehiger Genauigkeit
verfeinert. Das Prinzip, das dabei benutzt wird, das Newtonsche
Ndherungsverfalren, findet tibrigens auch bei transzendenten Glei-
chungen sowie nichtlinearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten
Anwendung, wie dies in 4. und 5. auseinandergesetzt werden wird.

Hier soll nun die andere Methode, das sog. Graeffesche Ver-
falren, erértert werden. Man findet damit, ohne erst nach Nzhe-
rungswerten zu suchen, alle Wurzeln der Gleichung, auch die kom-
plexen. Welches Verfahren am zweckmiBigsten anzuwenden ist,
wird sich im einzelnen Falle leicht iibersehen lassen.

1) Sind die b; und d; direkt beobachtete Grofen, zwischen denen man
einen linearen Zusammenhang x +- by -} d =0 vermutet, so liefert
unser Schema die gesuchten Koeffizienten 2 und y. Da hierbei alle
a; =1 sind, ist die Rechnung recht einfach und der graphischen Aus-
gleichung vorzuziehen.

1) Uber die graphische Aufldsung algebraischer Gleichungen
s. Kap. III, 8.48. Uber die Auflésung von Gleichungen dritten Grades
mit dem Rechenschieber s. Kap. II, S. 20.
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Der Grundgedanke des Graeffeschen Verfahrens ist folgender:
Die Wurzeln der Gleichung

g@)=a2" +a,_, 2"+ - -+ ar+a,=0,
die zun#ichst alle als reell und voneinander verschieden angenommen

werden mogen, seien der Reihe nach #,, g, ... %,, wobei

|2 | > |2g| >+ +->]z,| sein soll.

Nun kann man leicht aus g(z) = O eine neue Gleichung
91(2) = O ableiten, deren Wurzeln die Quadrate =%, «,% . . .z}
der Wurzeln der gegebemen Gleichung g(z) =0 sind, so daB
9,(2) = O wird, wenn das Argument #z die Werte z,% % ... a,°
annimmt.

Ebenso gelangt man weiter zu Gleichungen, deren Wurzeln die
vierten, achten, sechzehnten usw. Potenzen der Wurzeln der ge-
gebenen Gleichung sind.

Die Wurzeln dieser Gleichungen werden nun, je weiter man
in der Bildung der Gleichungen fortschreitet, immer mehr ,aus-
einandergezogen®. Setzen wir némlich den absoluten Wert des
2}
1+1
wird bei der Gleichung, deren Wurzeln die 27** Potenzen von den
Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, das entsprechende Ver-
hiilltnis = 7%, kann also, da 7 > 1 ist, so grof gemacht werden,
wie man will, wenn man nur v geniigend gro8 wihlt.

Es sei nun

P+ Py " e w - py=0
eine Gleichung, deren Wurzeln die »*" Potenzen der Wurzeln der
vorgelegten Gleichung sind. Sind w,, w,_,, ... w; die Wurzeln
dieser Gleichung fiir w, so ist identisch:
(10— ) - (0 103) - -~ (0= 10, _3) - (10 — w,)

— Pn—l n—1 Pn—2 n—2 pl Po
=" 4 =W — . e ow 2
+ pn + pn + + Pn + p'n

und durch Ausrechnung der linken Seite ergibt sich, daB die
Summe aller Wurzeln

Ppe
wytwy+ -0 ow, = — 222

=1, S0

Quotienten zweier aufeinanderfolgender Wurzeln l

Dy,
die Summe aller Produkte aus je zwei Wurzeln
W, - Wy + 10y > Wy F ¢+ = Pa-z
Py
Pr-3s

die Summe der Produkte je dreier Wurzeln — ist usw.

n
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Ist nun » grof genug, so wird die groBte Wurzel, es sei w,,
weit grofler sein als die nichstkleinere wgy und die noch kleineren
Wurzeln. In der Summe w +4- wy 4 - -+ w, wird also die
Partialsumme 1wy 4 wg - -+ - 4- w,, gegeniiber w, nicht-in Be-
tracht kommen, so daB bis auf einen kleinen Fehler

= — Dny
Py
gesetzt werden kann. Analog kann man schlieBen, daB das Glied
wy + Wy in der Summe ;- w, 4+ w, - wg + - - - groB ist gegen die
Summe der anderen Glieder, also kann man schreiben:
Pr—2
Wy Wy = — ===
17 Wy »,

Ebenso erhilt man, wenn w, die drittgroBte Wurzel ist:
Ppn—3s
p

n

Wy -+ Wy + Wy = usw.
Durch Division jeder dieser Gleichungen durch die vorhergehende
folgt:

wy, = — Pn—2 _ Dn-s

Wy = usw,

_ Pn-s
Pp—1 ’ Pr-2

w
b
Py 1

Die Wurzeln der Gleichung
D+ p, w4+ piw + py=0

fir w == ||* lassen sich also unter der Voraussetzung, daB v groB
genug angenommen ist, sehr schnell berechnen. Man kann, um
sich moglichst anschaulich auszudriicken, sagen, daB sich diese
Gleichung in eine Reihe von # linearen Gleichungen ,spaltet’, die
man durch Zusammenfassen je zweier aufeinanderfolgender Glie-
der der Gleichung érhilt. Nimlich:

P p, W 1=0; p,_w" - p, s w" 2= 0;...p;w + p,=0
oder P+, =05 p,_;w+Dp,_3=0;...

Da die absoluten Betrige der Wurzeln w,, ws, wg, ... w, gleich
den v'*™ Potenzen der absoluten Betriige von den Wurzeln der ge-
gebenen Gleichung sind, kann man die Wurzeln der gegebenen
Gleichung dem absoluten Betrage nach angeben. Das Vorzeichen
bestimmt man am einfachsten durch probeweises Einsetzen der
Werte in die Gleichung nach dem Horner-Schema.

Die Bildung einer Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der
gegebenen Gleichung g(x) = O sind, geschieht, indem man g(z)
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mit g(— #) multipliziert und das Produkt g(z) - g(— «) nach
Potenzen von z ordnet. Die so entstehende ganze Funktion von %
enthilt nur gerade Potenzen von z, da sie fiir x und — x gleiche
Werte annehmen muB. Man kann also eine neue Variable # =z?
einfilhren und erhilt damit in der Tat eine ganze Funktion n'®
Grades von #, g,(z), die fir z =g =% ... 2,2 verschwindet.
Aus g,(#) kann man in derselben Weise eine Funktion »%® Gra-
des g,(w) herstellen, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln von
91(#) = 0, mithin die vierten Potenzen der Wurzeln von der ur-
spriinglich gegebenen Gleichung g(#) =0 sind. Ebenso bildet
man die folgenden Gleichungen.

Man fiihrt diese Multiplikationen vorteilhaft nach einem Schema
aus, nach dem auch die angefiihrten Zahlenbeispiele durchgerechnet
sind. Statt weitere allgemeine Erklirungen fiir das Verfahren
iiberhaupt zu geben, sollen alle Uberlegungen, die noch zu machen
sind, bei der Erliuterang der Beispiele durchgefiihrt werden. Neben
dem Rechenschema sollen noch die Fragen beantwortet werden:
‘Wie weit hat man in der Aufstellung der Gleichungen vorzugehen?
Wie modifiziert sich das Verfahren beim Auftreten komplexer
Wurzeln? Wie bestimmt man die Vorzeichen der Wurzeln, von
denen das Verfahren ja nur den absoluten Betrag liefert, und
wie kontrolliert man das Ergebnis der Rechnung iiberhaupt?

Als ein erstes Beispicl diene die Gleichung dritten Grades:

— 6x24+11x— 6 =0,

deren Wurzeln 1, 2 und 3 sind. Man schreibt wihrend der Rech-
nung nur die Koeffizienten, nicht die Variable selbst hin, so daB
die Gleichung durch die Zahlen in der ersten Zeile des Rechen-.
schemas auf der folgenden Seite dargestellt wird.

Da man durch die folgenden Operationen zu sehr groBen Zahlen-
werten gelangt, ist es zweckm@Big, diese so zu schreiben, daB man
einen Dezimalbruch mit nur einer Ziffer vor dem Komma benutzt
und die Potenz von 10, mit der er noch zu multiplizieren bleibf,
als Index oben hinzufiigt. Verwechselungen mit einer Potenz des
Dezimalbruches selbst sind ja ausgeschlossen. '

Die gegebene Gleichung g(z) ist zuerst mit g(— z), oder was
dasselbe leistet, mit —g(— ) zu multiplizieren. Je nachdem der
Grad der Gleichung gerade oder ungerade ist, tut man das eine
oder das andere, damit das erste Glied der neuen Gleichung posi-
tiv wird.
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2
1) 1 —6 +11 —6
@ + + + +
(3) 1 —36' 41212 —36!
(4) 22!  —0,72
(5) 1 —14! +4,9! — 3,6¢ (2. Potenzen)
+ + + +
—1,96 +240° —1,30°
+0,98 —1,01
1 —98 4139° —130° (4. Potenzen)
+ + + +
—9,61% +1,93% —1,69°
+2,78 —025
1 —6,83% 4168 —1,69° (8. Potenzen)
+ + + +
1 —467" 42,821% —286"
+ 0,33 -—0,02
1 —434" 4280% —286" (16.Potenzen)
+ + + 4
—1,88" +7,85% —819%
-+ 0,006 0,0002
1 —1,874% 4785% 8194 (32, Potenzen)
log 8,1 9% = 24,9133 | Differenzen : 32

0,0184 | 0,00057 | |z, |=1,001

log 7,85%* = 24,8949
9,6222 | 0,3007 |zg] = 1,998

log 1,87415 = 15,2727
C | 15,2727 | 0,4773 |zg| = 3,001

Zur Ausfibrung der Multiplikation geniigt es, in einer Zeile
(2) die Vorzeichen von + g(— ) zu bezeichnen; dabei sind also
stets die Vorzeichen der Glieder gerader Potenz in der urspriing-
lichen Gleichung umzukehren.

Timerding, Handbuch I 3. Aufl, : 10
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Die Multiplikation von g(z) und + g(—=) geschieht in der
Weise, da man das Produkt gleich nach Potenzen ordmet. Zu-
nichst bildet man die Quadrate der Koeffizienten mit richtigem
Vorzeichen. So entsteht die Zeile (3).

Zum Gliede mit #* tritt noch das doppelt zu nehmende Pro-
dukt 2®- 11z hinzu, Ebenso tritt das doppelte Produkt — 2 - 62+ 6
zum Gliede mit 2 hinzu. Diese doppelten Produkte stehen in
Zeile (4). Bei Gleichungen von htherem als dem dritten Grade
treten noch weitere Produkte hinzu (s. das n#chste Beispiel
8. 143).

Durch Addition erh#lt man die Koeffizienten der Gleichung,
deren Wurzeln die Quadrate der gesuchten sind (Zeile (5)). Mit
dieser Gleichung verfihrt man ebenso wie mit der urspriinglichen
und geht so weiter. Uberblickt man den Verlauf der Rechnung,
so wird man bemerken, daB die doppelten Produkte immer kleiner
werden gegeniiber den Quadraten. Die Rechnung ist mit dem
Rechenschieber durchgetiihrt, die Zahlen sind also auf etwa Y, %,
genau. Man siebt nun bei der Bildung der letzten Gleichung fiir
die 32. Wurzelpotenzen, daB der Wert der Quadrate innerhalb
dieser Genauigkeit durch die doppelten Produkte nicht mehr be-
einflut wird. Das ist das Zcichen dafiir, daf die Rechnung ab-
zubrechen ist, da ibre Fortfithrung doch nur auf die gleichen Werte
der Wurzeln fihren wiirde.

Nehmen wir niimlich die Gleichung fiir die 32. Potenzen

(@) — az- (™) + ;- (#7) — gy = 0,
so liefert das angegebene Nuherungsverfahren die Wurzelwerte:
82, —
fa, | = Vg
32,—

|2y | = Z_:v

lxs‘=i2/§%'

Die Gleichung fiir die 64. Potenzen wird aber, da die Produkte
nicht mehr in Frage kommen:

(5= a5 (&) + 0 (5%) — = 0,

und daraus folgen die gleichen Niberungswerte fiir die Wurzeln
wie aus der vorigen Gleichung.

Man kann den Sachverbalt auch so aussprechen: Nach einer
hinreichend groBen Anzahl von Schritten beeinflussen bei der
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Bildung mneuer Gleichungen die vertikalen Kolonnen einander
nicht mehr.

Bei dem RechnungsprozeB ,spaltet* sich die Gleichung in eine
Reihe linearer Gleichungen

wy — a,=10, auys—a; =0, aqwg—a=0,
wobei wy=|a [, wy=[z, [, wy=]|a,/

ist (im Beispiel ist v = 32).

Um die absoluten Betrige der Wurzeln aus den Koeffizienten
der letzten Gleichung zu bestimmen, bedient man sich zweckm#Big
vierstelliger Logarithmen und bildet die unter den Gleichungen
stehende Tabelle.

Man schreibt in eine Kolonne die Logarithmen der Koeffizienten
der letzten Gleichung, zweckm#iBig mit dem der nullten Potenz
beginnend, in die folgende Kolonne die Differenzen dieser Loga-
ritbmen, d. h. die Logarithmen der »'*® Wurzelpotenzen. Diese
gind durch » = 32 zu dividieren, um die Wurzeln selbst zu finden,
das gibt die dritte Kolonne, und schlieBlich sind hiervon die
Numeri aufzuschlagen, womit die Wurzeln dem absoluten Betrage
nach gefunden sind.

Um die Vorzeichen der Wurzeln zu bestimmen, setzt man
die Wurzeln versuchsweise nach dem Horner-Schema in die ge-
gebene Gleichung ein. Man erhilt dabei gleichzeitig eine Kon-
trolle der Genauigkeit und kann dieselbe durch Weiterrechnen
nach dem Horner-Schema (8. 44) noch beliebig steigern. Da-
her ist es vorteilbaft, das Graeffesche Verfahren mit dem Rechen-
schieber durchzufihren, auch wenn eine hohere Genauigkeit er-
strebt wird. )

Wie das Graeffesche Verfahren sich anlifit, wenn die vorgelegte
Gleichung kompleve Wurzeln hat, knnen wir am besten an einem
zweiten Beispiel einsehen.

Es bhandele sich um die Gleichung fiinften Grades:

2 4 22t — 25— 1922 — 532 — 36 = 0,

Die Bildung der Gleichungen fiir bhere Wurzelpotenzen geschieht
genau wie im vorigen Bei~piel. Nur daB in den mittleren Kolonnen
je zwei doppelte Produkte zu bilden sind, da z. B. der Faktor der
6. Potenz von & sich zusammensetzt ans den Faktoren des Qua-
drates von #® und der Produkte «*- 2% und a®. .

10
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1 2 -1 —1,9* —538"1 —36!
+ — - + — -
—14 01t —3,612 2,815 —1,296°
—2 7,6 1,06 —1,37
—10,6 1,44
1 —6 —2,9! —1,11% 1,44° —1,296% (2.p)
+ + — + + +
1 —3,6! 841* 1,232  2,080° —1.60
—~58 —1332 —8,36 —0,286
2882 —1,555
1 —9Al 2,391 —1,115°  1,794® —1,68% (4 p)
+ + + + + +
1 —8,88% 5720 —1,2421° 321212 _ 2821®
4,78 —20,90 0,851 —0,375
3,59 —0,031
1 —405% —1,597 —4,22° 28378 — 238921 (g p)
+ + - + + +
1 —1,647 1,382 — 1,779 8,05® —7,96%
—232 —0342 —6,501 —0,024
0,057 — 0,002
1 — 38,967 1,047 — 8,342  8,026% — 7,96 (16.P)
+ + + + + +
1 —1570% 1,098® —6,97% 6,434 — 6,354
0,209 —0,665 1,72 *
* *»

1 —1,361"% 4,333 _—5,95% 6,43* — 6,354 (39.p)

+ + + + + +
1 —1,86% +188% 276" 44,15 —4,04%
+ 0,009 —142 40,06 *
% *
1 —1,85% 40,46% —2,70" 4 4,15%° —4,04% (64p)
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3., Diff.
Numeri

.
(a‘:
3 8 log
O e
M 1]

Differenz

4,04%° | 99,6064
0,0116 | 0,0002 | 1,000 | = — a,

4,15% | 99,6180
20,1866 | 0,3154 | 2,067 | = — =,

2,707 | 79,4314 e
49,1642 | 0,7682 | 5,864 | = u®+ v* w1}=—o,952
1,850 | 30,2672 *1 49,2264

30,2672 | 0,4729 | 2,971 | = + x,-

1,00 | 0,000
&, + 2, + @, = — 0,096 | 2u = — 2+ 0,096

w?= 0,906 = — 1,904

5,864 | 4 = — 0,952

0,906
I
19581 ° 2

Leitet man zum Schlufl bei diesem Beispiel aus der Gleichung
der 16. Potenzen die folgende der 32. Potenzen ab, so sieht man,
daB bei der Genauigkeit des Rechenschiebers einzelne dieser Pro-
dukte nicht mehr in Frage kommen, statt ihrer ist ein % gesetzt..
Rechnet man weiter, so findet man dasselbe. Obwohl tatsiichlich
iberfliissig, soll noch die Gleichung der 128. Potenzen abgeleitet
werden:

1 —1,85% 4+046% —2,70" +4,15% —404%® (64.P.)
+ + + + + +
1 —3,43% 4212109 73018 L 179219 17319

* — 10,00 # B

*

1 —3,43% — 7,881 73018 41,7919 17319 (128.P.)

Hierbei sind alle Produkte bedeutungslos geworden, mit einer Aus-
nakme, wo nimlich (in der dritten Kolonne von links) das Quadrat
2,129 und das doppelte Produkt — 2 - 1,85%. 2,70 = — 10,001?
ergibt. In dieser Kolonne behiilt das erste Produkt seinen Einflu8,
Auch beim Weiterrechnen iiberzeugt man sich, daB in dieser dritten
Kolonne das Produkt aus den Koeffizienten der Nachbarkolonnen
die GroBenordnung des Quadrates bekommt.

Die Rechnung verliuft also wesentlich anders wie beim ersten
Beispiel. Dort beeinfluBten sich bei geniigend weiter Fortfiihrung
der Rechnung die vertikalen Kolonnen gar nicht mehr, die Glei-
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chung wurde in eine der Anzahl der Wurzeln gleiche Anzahl
linearer Gleichungen ,gespalten®. Hier wird eine Kolonne (dis
dritte) dauernd durch die beiden Nachbarkolonnen beeinfluBit.
Dies ist das Kennzeichen fiir das Auftreten zweier konjugiert
komplexer Wurzeln.!) In diesem Falle spalten sich nicht nur
lineare Gleichungen ab, sondern auch eine quadratische Gleichung.
Diese Ausdrucksweise wird durch folgende Uberlegung gerecht-
fertigt. Es sei die Gleichung der 64. Potenzen, wenn a, ... q,
fir die Koeffizienten geschrieben und £ = 2% eingefiihrt wird:

P — at + ag2® — age'+ a2 — ay= 0.

Die Gleichung der 128. Potenzen enthiilt jetzt nicht einfach als
Koeffizienten die Quadrate der vorhergehenden Koeffizienten wie
beim ersten Beispiel, sondern sieht so aus:

() —a?- () + (as" — 2 - 0y~ ay) - ()° — )" (&%)°
+ al 23— ao =0.
Berechnet man nun drei Wurzeln in gleicher Weise wie frither
aus den durch benachbarte nicht beeinfluite Kolonnen, also der

ersten, zweiten, vierten, fiinften und sechsten, so erhilt man aus
der letzten oder vorletzten Gleichung:

— g o=
t—ay= X a,=20,
—agz+ ;= — ay- 4+ ¢, =0,
— Vgt g =
8 —ag= % a,=0.

Auch bei weiterer Fortsetzung des Verfahrens wiirden sich die
gleichen Werte ergeben. Es haben sich also drei lineare Gleichungen
abgespalten.

Die iibrigen beiden Wurzeln aus den linearen Gleichungen:

_a4.5+a3=—a4 64+ 03—‘0
tagr—ag= 5 a*—a,=0

zu berechnen, ist dagegen offenbar unzulissig, denn man wiirde
andere und andere Werte bekommen, je weiter man in der Bil-
dung hoherer Gleichungen fortschreitet, da sich der a; entsprechende
Koeffizient nicht einfach quadriert. Fa8t man hingegen das zweite,
dritte und vierte Glied der Gleichung fiir die 64. Potenzen zu einer
quadratischen Gleichung

2 . -
— a7+ azz—a3=20

1) Uber den Beweis dieser Behauptung C. Runge, Praxis d. Glei-
chungen, Leipzig 1900. 8. 157.
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. 64,—
msammen, deren zwei Wurzeln 2z, und z, durch |o3| = Ve,

ENES si/;; die noch fehlenden Wurzeln der urspriinglichen Glei-
chung liefern sollen, so kommt man auf dieselben Werte, wenn
dieselben drei Glieder irgendeiner der folgenden Gleichungen der
128,, 256. usf. Potenzen zu einer quadratischen Gleichung zu-
sammengefaBt werden. Die entsprechende quadratische Gleichung
bei den 128. Potenzen lautet nimlich, wie oben abgeleitet wurde:

— a42 . (x128)2 + (asﬂ — 20:40,2) . x128 —_— “22’= 0.
Diese Gleichung geht aus der vorherigen
—a, (2 + a;2% — a,=0

hervor durch Multiplikation mit der Gleichung a,(2%)%+ a 2%
+ a, = 0. Die Wurzeln des Produktes dieser beiden Gleichungen
sind aber die Quadrate der Wurzeln einer jeder von ihnen, man
wird durch die neue Gleichung also wieder auf dieselben Wurzel-
werte gefiihrt.

Die Wurzeln 2 und 2, der so abgespalteten quadratischen Glei-
chung werden in der Tat komplex, also sind es auch die Wurzeln
7, und zg der gegebenen Gleichung.

Das Abspalten einer, oder auch mehrerer quadratischer Glei-
chungen mit komplexen Wurzeln bei der Durchfithrung der Rech-
nung liefert also von selbst ein Kriterium fiir das Vorhandensein
solcher Wurzeln auch in der vorgelegten Gleichung.

Die Berechnung der Wurzeln aus der Gleichung der 64. Po-
tenzen geschieht, so weit es sich um die reellen Wurzeln handelt,
genau so wie im ersten Beispiel.

Man findet zuniichst die absoluten Betrige der reellen Wurzeln:

64 /7799
4,049
£ =Vﬁ;,— = 1,000,

| 2, =‘T/§—;—§_: — 2,067,
|2, | ="Y/1,85% = 2,971.
Durch Probieren findet man die Vorzeichen und damit:
r= 2,971,
z, = — 2,067,

= — 1,000.
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Die komplexen Wurzeln 2= % + v und 23=u — v sind aus
der quadratischen Gleichung:
— 1,85%. (¢%) 4 0,46%. (%) — 2,70"°= 0
79
zu berechnen. Zunichst wird gz, =u®+ v* und z,%2,% = %,

also 64 /oo
2,7078
wit o= ]/1—8-550 =5,864.

Die Summe aller fiinf Wurzeln muB weiter gleich dem negativen
Koeffizienten von z* in der gegebenen Gleichung, also gleich — 2
sein. Da aber x, 4 2, = 2% ist, finden wir

4+ 2u 4z + 25=— 2,
und daraus u=13% [—2— (2,4 2, + )],

woraus endlich v=75864—u?

folgt. Damit sind auch die komplexen Wurzeln bestimmt.

Die ganze Rechnung verliuft tibersichtlich und kann in drei-
viertel Stunden erledigt werden. Treten Doppelwurzeln auf, so
spaltet sich fiir jedes Paar ebenfalls eine quadratische Gleichung
mit zwei zusammenfallenden Wurzeln ab, und die Rechnung ver-
lauft wie in dem soeben behandelten Fall. Sie gibt fiir den Ima-
ginirteil v in diesem Falle den Wert Null.

4. Auflosung transzendenter Gleichungen. Newtonsches
und Iterationsverfahren. 1. Sollen die Wurzeln einer transzen-
denten Gleichung f(z) =0 berechnet werden, so wird man sich
zunéichst aus dem allgememen Verlauf der Punktlon y = f(2),
evtl, unter Benutzung einer Ubersichtszeichnung, einen Uberblick
iber die ungefihre Laoe der reellen Wurzeln verschaffen.

Lassen sich nun die Werte der Funktion f(x) leicht aus dem
Argument z berechnen, wobei die Benutzung von schon vorliegen-
den gentigend genauen Tabellen vou Vorteil sein kann (wie z. B.
bei f(x) =z - log  — ¢), so kann man systematisch immer enger
beieinanderliegende Werte z; und z, von x suchen, derart, daB
Y, =1(2,) >0, yo={(x,) <O wird. Die Wurzel liegt dann, wenn
die Funktion an der betreffenden Stelle stetig ist, im Intervalle
von @; bis x,, das bis zur gewiinschten Genauigkeit zZu ver-
kleinern ist.

Man wird schlieBlich linear interpolieren und einen angendherten

Wurzelwert & aus der Glelchung y‘ (§1 — ‘”1) + ¥, = O be-

rechnen.
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2. Bietet die Berechnung der Funktion f(x) Schwierigkeiten
und konnen Tabellen nicht benutzt werden, so wird zweckm#Big
das sog. Newtonsche Verfuhren angewandt.

Wir suchen zunichst einen Niherungswert x, fir die Wurzel
der Gleichung f(z) =0. Solche Néherungswerte sind hiufig durch
die Fragestellung selbst gegeben. Sonst sind sie der den Verlauf
der Funktion y = f(») darstellenden Kurve zu entnehmen.

Es sei also f(x,) =¢,, wo ¢, eine kleine GroBe ist. Entwickelt
man die Funktion f(z) an der Stelle ==, nach Potenzen von
h= 2 — x;, so erhilt man:

F@) = o) + - £ (m) + o @) + -
—at b F@) + g @)+

Setzt man diese Potenzreihe gleich Null, so ist dies eine Glei-
chung fiir %, deren Wurzel auch die Kenntnis der Wurzel der
Gleichung f(z) = 0 durch die Beziehung # = &, 4 h vermittelt.
Da x, ein Naherungswert der Wurzel von f(x) = 0 sein sollte,
wird @ — a; =k klein sein, und in- den meisten Fillen (sofern
nimlich die hoheren Ableitungen nicht groB gegen die erste sind)
kann man die Potenzreihe mit dem linearen Gliede abbrechen,
50 daB man fiir & die lineare Gleichung O=¢,+A-f'(2,;) und daraus

&

=T e
erhiilt. Bringt man diese Grofe als Korrektur an den Niherungs-
wert @, an, so erhilt man unter sehr allgemeinen Bedingungen
einen besseren Niherungswert xg = 2, 4 I, den man, falls seine
Genauigkeit auch noch nicht ausreicht, ebenso wie den ersten be-
handeln kann. Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert den
Wert der Wurzel mit jeder gewilinschten Genauigkeit.

Bisweilen kommt man schneller zum Ziel, wenn man in der
Entwickelung

ORREORTES o

3!

noch das in % quadratische Glied mitberiicksichtigt, ja unter Um-
stinden auch noch das der dritten Ordnung.

Dies wird der Fall sein, wenn | f'(,) | klein ist und sich die
hoheren Ableitungen f”(x) und f’(x) leicht bilden lassen.

Um die Glieder hoherer Ordnung mit zu beriicksichtigen, geht
man so vor, daB man zunichst die Korrektur h;, wie eben ge-
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schildert, aus dem linearen Gliede der Entwickelung ausrechnet,
also .
hl = ,—l
7 ()
setzt. Schreibt man nun die Gleichung fiir die Korrektur A in
folgender Form:

O Y O L R LIPS
@)

hy = —

und setzt den ersten Niherungswert #, = — f% in die rechte
Seite dieser Gleichung ein, so erhilt man aus dieser Gleichung
einen Wert %,, der ein besserer Naherungswert ist als 4;.1) Will
man diesen Wert noch weiter verbessern, so kann man wieder hy
in die rechte Seite der letzten Gleichung einsetzen und einen neuen
Wert hy berechnen. SchlieBlich werden sich zwei in dieser Weise
nacheinander berechnete Werte von % innerhalb der Grenzen der
verlangten Genauigkeit nicht mehr unterscheiden. Dies Verfabren
ist jedoch nur dann berechtigt, wenn man annehmen kann, daf
das Restglied der Taylor-Entwickelung bei Beschrinkung auf die
in der Rechnung mitgenommenen Glieder unwesentlich bleibt. Zur
Kontrolle wird man den so verbesserten Wert x, + & in die Glei-
chung f(z) = 0 einsetzen und zusehen, ob seine Genauigkeit gentigt.

3. Ein rechnerisch sehr einfaches Verfahren (das Prineip der
Tteration) kann man zur Aufldsung einer Gleichung f(x) = O be-
nutzen, wenn es leicht mglich ist, diese Gleichung auf die Form
z =g (z) zu bringen, und der Differentialquotient ¢'() der Funk-
tion ¢(z) an der gesuchten Nullstelle und in deren Nihe dem ab-
soluten Betrage nach klein ist, mindestens kleiner als 1

Unter dieser Voraussetzung kann man aus einem Niaherungs-
werte «, fir die Wuzel der Gleichung f(x) = O einen besseren
z, ableiten, indem man x, in ¢ () einsetzt und x, = o (x,)
berechnet. Rinen wiederum besseren Wert erhdlt man durch-
@5 = o(xy) usf. Ist nimlich & die gesuchte Wurzel von fiz) =0,
also £ = (), so ergibt sich durch Subtraktion der Gleichungen:

§= (P(g)v
Lg = 9’(“’1)1
E—ay= 9§ — oa,).

1) Das Prinzip dieser Methode wird im folgenden Abschnitt er-
ortert werden. Es i.t auch auf S. 153 zur Auwendung gekommen.
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Liegt nun 2, in der Nihe von &, so kann man die rechte Seite
niherungsweise schreiben:

P(E) — o(2) = ¢/ (&) - ¢ — =)
pu—; ,
=25,
woraus fir | ¢’ (§)| < 1 folgt, daB | — 25| <|& — =, |, mithin 2,
ein besserer Niherungswert wie a, ist.

Dies Iterationsprinzip ist bei der im vorigen Paragraphen aus-
einandergesetzten Aufldsungsmethode der Gleichungen zweiten
und dritten Grades bereits in Anwendung gekommen. Weil man
nimlich, da8 die Wurzel einer Gleichung dritten oder auch hoheren
Grades ihrem absoluten Betrage nach klein gegen 1 ist, so kann
man die Gleichung

0=ay+ a;z + a,2* + aga®

a, + a, x4 a,a®
a,

Es ist also

auch schreiben: r =

Wenn z klein genug angenommen werden darf, ist auch der
Differentialquotient der rechten Seite klein und mithin das Ite-
rationsverfahren anwendbar, das einen besseren Niherungswert x,
durch die Gleichung

@+ as -2, + a7, °
Xy = —
a,

aus einem Wert #;, zu berechnen erlaubt.

Aufgabe: Die reelle Wurzel der Gleichung 2 = cosx auf vier
Dezimalstellen genau zu berechnen.

1. Benutzung zweier Tafeln. Einer fiir die Kosinusfunktion, die
das Argument in dezimal unterteilten Graden enthilt, und einer
Umrechnungstafel fir Grad- und Bogenmal.

Nebenstehende Tabelle zeigt einige
Werte, auf die man beim Stuchen des
richtigen geraten mag. 0,7679 | 44 0,7193

Der Wert z = 0,7891 ist schlieBlich | 0,7505 | 43 | 0,7314
%g:chhln?rpolation aus den beiden vor- g:;ifg 125 g:,};%

genenden gewonnen. 0.7365 | 42,2 | 0,7408

2. Der Leser lose die gleiche Auf-
gabe durch die Iteration @, , = cosz,.
Beginnt man etwa mit 2, = 0,7330 als erster Niherung, so wird

zy,=c050,7330 = 0,7431
%y = c0s 0,7431 = 0,7363

x !x° | cOsT

0,7391 | 42,35| 0,7390
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Man findet endlich
2, = 0,7390 und z,,=0,7391.

Der Leser moge nachweisen, daB bei diesem Gang der Rech-
nung in der Tat mindestens zehn Iterationen erforderlich sind,
um die vierte Dezimale sicherzustellen.

Die schlechte Konvergenz dieses Verfahrens wird man zu ver-
bessern streben. Beachtet man z. B., daB die durch die Iteration
erhaltenen Naherungswerte abwechselnd groBer und kleiner sind,
so liegt-es nahe, den (kK 4 1)* Wert aus dem arithmetischen
Mittel des %" und (k —1)*® zu gewinnen, also

4 = COS 'ﬂ‘—‘-—;‘—‘
zu setzen, Der Leser iberzeuge sich von demVorteil dieses Vorschlags.

3. Die gleiche Aufgabe ist nach der Newton'schen Methode zu

behandeln. Die erste Ndherung sei wieder x, = 0,7330.

Man setze - Yy =x—cosz.
. 0,0101
Damn ist y(z,) = — 0,0101 und 4z = T sz, — 0,006.

Es ist demnach noch mindestens ein Schritt erforderlich.

Aufgabe. Die beiden dem absoluten Betrage nach kleinsten
reellen Wurzeln der Gleichung « - tanx = 1,234 auf drei Dezimal-
stellen. zu berechnen.

5. Auflésung von nichtlinearen Gleichungen mit mehre-
ren Unbekannten. Sowohl das Newtonsche Verfahren als auch
das Iterationsverfahren, die beide in den vorhergehenden Para-
graphen fiir den Fall einer Gleichung mit einer Unbekannten aus-
einandergesetzt sind, lassen sich auch anwenden auf Systeme von
nichtlinearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

1. Es geniigt, den Fall zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten
zu behandeln, da hierbei alles Wesentliche in Erscheinung tritt.

Es seien die beiden Gleichungen vorgelegt:

lp(x, y) = 0,

"P(xa ?/) = 0.
Ob diese Gleichungen durch ein reelles Wertepaar x, y oder
durch mehrere befriedigt werden konnen, muB von Fall zu Fall
iiberlegt werden Indem man etwa z und y als kartesische
oder sonst geeignete Koordinaten auffaBt, wird eine fliichtige
Zeichnung der Kurven ¢(z, y) = 0 und (2. y) = 0 die Sach-

lage iberschauen lassen und auch bereits Niherungswerte der
Lisungen liefern.
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Die Methoden, die hier in Frage kommen, gehen darauf aus,
solche rohe Niherungswerte (#,, y,) bis zu dem gewiinschten Ge-
nauigkeitsgrad zu verbessern.

Wir nehmen an, es werde

‘p(xh yl) = &,

V(@) Y1) = &
wobei & und & klein sind. Wir entwickeln jetzt die Funktionen
¢ und ¢ an der Stelle (z,,y,) und erhalten als Gleichungen fiir

die Korrekturen 4« und 4y, die an den Niherungswerten anzu-
bringen sind, bei Beschrinkung auf lineare Glieder:

o=t ()4 + ()

o=t () ant §) av

Die Differentialquotienten sind dabei an der Stelle (z,, y,) zu
nechmen. Es entstehen somit zwei lineare Gleichungen fiir die
Korrekturen A4z und 4y. Damit diese aufldsbar sind, muB die
Determinante

b9 09
ox 0y
ov 0w
ox 0y

in der Nihe der Losungsstelle (z, y) als von Null verschieden vor-
ausgesetzt werden.

Die korrigierten Néherungswerte x, =, + 42 und y, =y, + 4y
kann man auf demselben Wege weiter verbessern und hat solange
fortzufahren, bis zwei aufeinanderfolgende Néherungen innerhalb
der verlangten Gepauigkeit keine Abweichungen mehr zeigen.

Sollen z. B. die Gleichungen geldst werden:

4+ y2—1 =0,
2’ —y =0,
so gibt die Zeichnung als erste Niherungen etwa:
2,=0,9; y,=0)5.
Beim Einsetzen dieser Werte findet man die Abweichungen:
&= 0,06; & =0,23.
Die Korrektionsgleichungen sind:

dx Adx €
— N ~
2z 2y = —¢,



158 IX. Auflésung von Gleichungen

Fiihrt man die Niherungswerte in diese Gleichungen ein, so
werden die linearen Gleichungen fiir die Korrekturen A« und Ay:

dz Ay
SN— —
1,8 1,0 = — 0,06

248 —1,0=—0,23

Daraus folgen die Werte:
dr = — 0,07, 4y = - 0,06.
Fiigt man diese Korrekturen zu den ersten Niherungswerten hin-
zu, S0 erhiilt man als zweite Naherungen:
2= 0,83, y,=0,56.

Geht man damit in die gegebenen Gleichungen ein, so findet man
die Abweichungen: ¢ = -+ 0,0025; ¢g= -4 0,0118. Die meuen
Korrektionsgleichungen werden demnach:

dz Ay
1,66 1,12 = — 0,0025
2,067 — 1,0 =-—0,0118

Daraus ergeben sich Korrekturen:
dx =— 0,00397, 4dy= -+ 0,00364,
und die dritten Naherungen werden:
7, = 0,8260, y;=0,5636.

Diese Werte sind, wie ein abermaliges Einsetzen zeigt, mit allen
hingeschriebenen Ziffern genau.

Wie ersichtlich, bietet die Ausdehnung dieses Verfahrens auf
Gleichungssysteme mit mehr als zwei Unbekannten keine prin-
zipiellen Schwierigkeiten weiter.

Aufgabe: Es sind fiinf Punkte durch ihre Koordinaten gegeben:

z =380 2,=90 =z3=110 2,=60 =z =0,0

¥y =280 3=90 y;= 40 y, =10 y;=00.
Ein sechster Punkt ist so zu bestimmen, daB die Summe der Ab-
stinde dieses Punktes von den fiinf gegebenen ein Minimum wird.
(Losung g = 6,13, y; = 4,28.) Ferner ist zu zeigen — und das
ist das praktisch wesentliche —, daB eine Verschiebung des sechsten
Punktes um eine Einheit von der gefundenen giinstigsten Lage
weg jene Abstandssumme nur um etwa 2,39, indert.

2. Bei derrechnerischen Behandlung von irgendwelchen Messungs-

ergebnissen kann nun der Fall eintreten, daB fiir eine Anzahl von
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Variablen mehr Gleichungen als Variable gegeben sind und daf
man ein Wertesystem der Variablen sucht, das allen Gleichungen
gerecht wird. Man wendet dann wieder die sog. Methode der
kleinsten Quadrate an.

Sind etwa die Funktionen o, (2, %), @o(z, ), ... @, (z, y) be-
kannte Funktionen der Variablen x und y, sind ferner my, my,
Mg, . . . m, gemessene oder aus Messungen abgeleitete GréBen, so
kann die Aufgabe entstehen, ein Wertepaar (x, y) anzugeben, das
den 7 Gleichungen o, (2, 9) —my =0,

932(-'”, .7/) - mz =0,

(x,_/)—m =O

geniigt, wobei man annimmt, daf alle n Gleichungen bei villig
fehlerfreier Messung der GroBen m, . ..m, miteinander vertrig-
lich sind. Da aber die Messungen der GroBen My, Mgy ... M,
stets mit Fehlern behaftet sind, wird man kein Wertesystem (z, y)
erwarten konnen, das erkhch alle n Gleichungen erfiillt. Man
mufB vielmehr kleine Abweichungen d,,...90, der Gleichungen von
Null zulassen und sucht nun nach einem solchen Wertepaar (z,y),
das die Quadratsumme dieser Abweichungen zu einem Minimum
macht. Wenn also 9, (@, y) —my = 0,

%(x y) - m2 = 521

‘504(”5» y) m, = 6

gesetzt wird, dann sollen ¢ und y so bestimmt werden, daB die
Funktion von z und y

S=1024+ 0 +---+4,°
ein Minimum wird.

Diese Aufgabe 148t sich nun zurtickfithren auf den bereits
(8. 189) behandelten Fall, daB die Funktionen ¢(z,y) lineare
Funktionen von x und y smd Man sucht n#mlich fiir die frag-
lichen Werte von # und y irgendwie Niherungswerte z,, y; zu
bekommen.

Setzt man, wie frither, die bei Einftihrung dieser N#éherungs-
werte entstehenden Abweichungen gleich &,...¢,, also:

@ (2, 41) — my =g,
@y (2, Y1) — Mg =&y,

9, (2, 91) — m,=¢,,
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und entwickelt die Funktionen ¢,(, y) an der Stelle (z,, »,) nach
Potenzen von 4z =2 — x; und 4y = y — ¥,, so erhidlt man bei
Beschrinkung auf lineare Glieder in 4z und 4y die Gleichungen:

0 ’ o &1y
81+v(pl(aml —%—)'Ax—l"%'@'d?/:au

x

0 ) 0 )
82""—1,(;:‘; yl)'dx + (pQ(‘at; yl)'dy’_—“ag,

. .

09u(ry, y1) . 09,y Y1) | _
&, + Er Adx 4 ¥7R Ay =4,.
Die Differentialquotienten an der Stelle (z,, y,) sind in diesen
Gleichungen als fehlerfreie Konstante anzusehen, und man hat die
Korrekturen 4z und 4y aus diesem linearen Gleichungssystem
derart auszurechnen, dafl die Summe

S=0"+4 0,2+ -+ 0,2

ein Minimum wird, wie dies auf S. 140 auseinandergesetzt ist.
Die Einfithrung der Naherungswerte reduziert also das Problem
auf die Auflosung eines Systems linearer Gleichungen.
Allerdings ist bei der Rechnung darauf zu achten, daB die
Niherungswerte (2,, y;) gut genug sind, um eine Beschrinkung
auf lineare Glieder bei der Entwicklung der Funktionen ¢ zu
rechtfertigen. Andernfalls ist die eigentliche , Ausgleichungs-
rechnung® mit verbesserten Niherungswerten zu Wiederholen.‘)
3. Das Iterationsverfahren besteht bei Gleichungen mit mehreren
Unbekannten darin, daB man die gegebenen Gleichungen, die bei

zwei Unbekannten 9z, 9) =0, p(z,y) =0
lauten mogen, auf die Form bringt:
z=0(z,y), y=¥(,y).

Man geht wieder von Niherungswerten «,, y, aus und leitet daraus
verbesserte Néherungswerte x,, ¥, ab, indem man

2y=0(z;, ¥1), Y= T(21,9,)
berechnet. So kann man weiter fortfahren, indem man
Ty = lD(xﬁ, ?!2)’ Ys= 21‘(;1;2, Ya)

bestimmt usf. Man wird die Rechnung abschlieBen, wenn sich
zwei in dieser Reihe aufeinanderfolgende Werte so wenig unter-

1) Beispiele findet der Leser in jedem Lehrbuch der Ausgleichungs-
rechnung oder der Geodiisie (Vor- und Riickwiirtseinschneiden).
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scheiden, dafl dieser Unterschied bei der gewiinschten Genauigkeit
nicht mebr in Betracht kommt.

Die Bedingung, daB dieses Verfahren zu dén wahren Werten
z,y, welche den beiden Gleichungen gentigen, hinfiihrt, kann da-
hin ausgesplochen werden, daB die Funktionen @ (z, y) und
¥(x, y) in der Nihe der wahren Losungswerte (z, y) nicht zu
stark bei Anderung der Variablen schwanken. Dle partiellen
Dd'ferentlalquotlenten @, 9, ¥, ¥, jener Funktionen diirfen
also nicht zu grofie Welte bekommen

In erster Anniherung kann man unter Beibehaltung der soeben
benutzten Bezeichnungen setzen:

x—x2=@(x7y)_®(xl’yl>=;®z.(x—xl)-’—@y'(y_yl)?
y— Y = F(2,9)— P(z,9,) = T, (x—a) + L (y—9,)-
Fiir die absoluten Betrige folgt daraus:

|z — | <] D ",w_%l*‘lq)l'“_‘?/l"

|y — 03| S| el o — 2 |+ F, |- [y —w |-
Addiert man diese Ungleichungen, so erhiilt man:

o — 5 +ly— 0| (@, + ] B |5 =
+( @, [+ 7)) |y — 911

Sind nun die Summen | @, |+ | ¥, | und | o, |+ |& ] nicht gréBer
als ein gewisser echter Bruch m so ist sicher:

|z — x| +|y— | <m-{Jz—a | +]y—9]}

Daraus folgt aber, daB die Niherungswerte #,, y, besser sind als
die ersten Naberungswerte, und - zwar hat man nach » Schritten:

I“_"’n+1|+|y—?/n+1!§m"’“""_”ll'i‘i?/_?/ll}-

Fiir die Konvergenz des Verfahrens ist es demnach hinreichend,
wenn die Funktionen @ und ¥ in beliebiger Nihe der Losungs-
werte (2, y) den Bedingungen geniigen:

|o, |+ .| <1,
|¢yl+lwyl<‘ll)

Das Newtonsche wie das Iterationsverfahren sind auch anwend-
bar auf komplexe Werte der Variablen. Die Gleichungen zer-

1) Mitunter wird die Konvergenz besser, wenn man so rechnet:

L=0 %) Y=TF@ ) Ts=D(T:Y) Ys=¥(ry,), usw.
Timerding, Handbuch I. 2. Aufl. 11
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fallen dann im Falle zweier Unbekannten in je zwei Gleichungen
fiir den reellen und den imaginiren Teil der Variablen, die nach
den soeben geschilderten Methoden zu bebandeln sind. Man kann
aber auch die Rechnung mit komplexen Zahlen durchfiihren.

cosy, BTyt — 15 __x-y+66
Beispiel: o= — 10 T Y=g
wl = 1$OO’ 3/1 = 2,00‘

X. Graphische und numerische Integration von
gewdihnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung.

1. Graphische Integration. Schreibt man eine Differential-

gleichung erster Ordnung in der Form ‘—;% = f(x, ¥), so liegt eine

geometrische Deutung dieser Gleichung sebr nahe. Deutet man
z, y als rechtwinklige Koordinaten, so hat die Furnktion f(z, y)
in jedem Punkte der xy-Ebene, von einzelnen sogenannten singu-
liren Stellen abgesehen, einen bestimmten Wert. Ist f(x, y) mehr-
deutig, so beschrinken wir uns auf einen Zweig der Funktion.
Die Aufgabe ist, geometrisch gesprochen, die, in der zy-Ebene
Kurven so zu bestimmen, daB ibre Tangenten an jeder Stelle einen
Winkel ¢ mit der x-Achse bilden, fir den tangp = f(x, y) wird.
Die Funktion f(z,y) definiert ein ,Richtungsfeld", indem sie jedem
Punkte der zy-Ebene durch den Winkel ¢ eine Richtung zuweist,
in der er von einer jener ,Integralkurven“ passiert werden muf.

Das zy-Koordinatensystem spielt bei dieser Auffassung offen-
bar nur eine vermittelnde Rolle. Denkt man sich jenes Richtungs-
feld einmal fixiert, so ist das geometrisch formulierte Integrations-
problem von jedem Koordinatensystem unabhingig.

Es ist ein Vorzug der graphischen Integrationsmethode, diese
Unabhingigkeit vom Koordinatensystem hervortreten und ver-
werten zu lassen.

Zunichst muB allerdings die analytisch, durch Angabe der
Funktion f(z,y), formulierte Problemstellung fiir die graphische
Bebandlung in eine geometrische umgesetzt werden. Hierzu ist
die Bezugnahme auf ein bestimmtes Koordinatensystem natiirlich
unumginglich.

Man bringt nun die Funktion f(2, y), wie es auch sonst bei
Funktionen zweier Variabeln iblich ist, dadurch zur Darstellung,
daB man eine Reihe von Kurven mit der Gleichung

f(z,y) = C = const.
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zeichnet. (Man nennt eine Kurve dieser Kurvenschar eine ,Iso-
Kinc'.) Die Werte der Konstanten C, fiir die man die Kurven
zeichnet, miissen geeignet ausgewihlt werden. Siebrauchen keines-
wegs #quidistant zu sein.

Weiterhin zeichnet man noch ein Sirahibiischel, indem man
jeder durch einen Wert C; charakterisierten Isokline einen Strahl
mmordnet, der mit der z-Achse einen Winkel ¢, bildet, fiir den
tan g, = C, ist. Versieht man jetzt die Strablen dieses Biischels
und die Isoklinen mit einer Numerierung, die die Zuordnung von
Strahlrichtung und Isokline erkenmen liBt, so hat man die Auf-
gabe in eine geometrische Formulierung iibertragen, welche je
nach der Dichte der nebeneinander verlaufenden Isoklinen als
mebr oder weniger genaue Approximation zu gelten hat.

Von jetzt ab wird das bisher benutzte ay-System keine be-
sondere Rolle mehr spielen.

Um eine von einem gegebenen Anfangspunkt ausgehendeIntegral-
kurve einzuzeichnen, verfihrt man so, daB man, unter Beachtung
der Zuvordnung von Isoklinen und Strahlbiischel, eine Kurve
zeichnet, die jede Isokline in der fiir diese vorgeschriebenen Rich-
tung passiert.

Es ist bisweilen zweckmiBig, in die Schar der Isoklinen noch
eine Kurve einzuzeichnen, auf der eventuelle Wendepunkte der
Integralkurven liegen. Man erhilt deren Gleichung durch noch-

malige Differentiation von Z—Z = f(z, y) nach x:

d? 0 0

,ﬁ%=5£+ a—g'f(w,!l)=0-
Man ersieht aus dieser Gleichung auch, daf eine Integralkurve
in einem Wendepunkte von einer Isokline beriihrt wird.

Je dichter man die Isoklinen C = f(z, y) gezeichnet bhat, um
so genauer wird die Einzeichnung einer Integralkurve mdglich
sein, jedoch bleibt die Unsicherheit recht erbeblich, wenn man
sich auf dies Verfahren allein beschriinken wollte.

Erst eine durch C. Runge angegebene Erwciterung desselben
hat eine praktisch brauchbare graphische Behandlung von gewéhn-
lichen Differentialgleichungen ermdglicht.

Wir denken uns in das Richtungsfeld, wie oben angegeben,
eine Integralkurve, von einem Anfangspunkte P, ausgehend, ein-
gezeichnet. Diese soll jetzt aber nur als eine erste Ndherung
gelten, die es zu verbessern gilt.

Wir fiithren ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit den
Achsen &, % ein, dessen zweckmiBige Orientierung wir uns noch
vorbehalten.

11*
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In diesem Koordinatensystem mige die Differentialgleichung die
Form annehmen = (&, ), und die Kurve der ersten N#herung

kénnen wir uns durch eine Gleichung 5, = 7, (§) gegeben denken.

Setzt man nun diese Funktion 7, (£) an Stelle von % in die

rechte Seite ¢ (£, %) der Differentialgleichung ein, so. wird die

Funktion ¢ eine Funktion von ¢ allein, und wir konnen dies

durch das Zeichen o (&, %, (§)) ausdriicken. Bildet man nun das
Integral iiber diese Funktion ¢:
£

Ny = 1o+ [ @&, 0, ®)dE,

und zwar von £, beginnend (go und 7, sollen die Koordinaten von
P, sein), so erhilt man, wenn man die Konstante des Integrals
glelch 7 setzt, durch diese Integration eine Funktion von §, die
wir 7, (g) = 17, nennen wollen. Diese Funktion nimmt fir £ =%,
den. Wert 7, an, und es liBt sich zeigen, daB unter gleich néher
zu erdrternden Bedingungen diese Funktion 7y eine bessere Nihe-
rung fiir die Losung der Differentialgleichung wird als 7.

Aus der Funktion 7, kann lglan durch denselben ProzeB, also

durch das Integral 53 = 7, + f @ (&, 73(9)dE, eine abermals ver-

besserte Niherung gewinnen und 50 bis zu jeder gewiinschten Ge-
nauigkeit fortschreiten.!)

Bezeichnen wir die wahre Losung der Differentialgleichung mit
n = "7(5), so werden wir nach dem absoluten Betrage einer
Tunktion &, == ¢,(§) = 7, — n (wir wollen sie kurz Feklerfunktion
der A%" Niherung nennen) die Giite der A" Néherung beurteilen.

Wir erhielten die zweite Niherung 7, aus der ersten 7, durch
den IntegrationsprozeB:

£
= +f ol&, m(9)1as.

Setzt man anderseits die wahre Losung 7(§) in @(&, %) ein und
bildet das entsprechende Integral, so reproduziert sich # wieder;
es gilt also die Gleichung:

)——m-!-[:p[é‘, 7 (§)]aE.

1) Der Leser, dem es nur um die Ausfiihrung des Integrations-
verfahrens zu tun ist, moge die folgenden Betrachtungen ubergehen
und wieder auf 8. 167 a,nknupfen
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Durch Subtraktion der letzten beiden Gleichungen bildet man die
Fehlerfunktion der zweiten Niherung:

==5E=mn—71 ——;/7{9)[%, (&) — o[t n()]} dé.

Um sie mit der Fehlerfunktion & = 5, — # vergleichen zu
kdnnen, schreiben wir den Integranden:

J=2Em @l =9l -n@] ,

m—n f (g)
Denken wir uns unter £ einen festen Wert, so hat ¢ auch eine
bestimmte GroBe, ebenso 5 und %,, und nach dem Mittelwertsatz
der Differentialgleichung kénnen wir schreiben:

o8 m] —olg 0] = (m—) - (g—:)']#

fiir einen Wert 7, zwischen 5 und #;. Bezeichnen wir mit m den

Maximalwert, den -g—;l; fir den festen Wert & als Funktion von 5

allein betrachtet zwischen 7 und %, annehmen kann, so ist sicher
JEm-g.

Wihlt man einen anderen Wert &, so &ndert sich dieser Maximal-
wert m im allgemeinen. Er ist eine Funktion von £ und im be-
sonderen auch von der Art der Funktion ¢ und dem Verlaufe der
Funktionen 7 und #, abhingig. Wir setzen nun voraus, daB ¢
in dem fiir die Integration in Betracht kommenden Bereiche
regulir und ferner g—‘—: im Anfangspunkte P, endlich und klein
sei. Das eine bedeutet im geometrischen Bilde der Isoklinen, da8
nirgends zwei derselben einen Punkt gemeinsam haben, das andere
188t sich durch geeignete Wahl des &%-Systems erreichen. Man
kann sogar (g_;;))E:E.,: 0 machen, wie wir spiter zeigen werden.
n=1p

Beschriinken wir uns nun darauf, die Integration nur bis zu
einem bestimmten Werte £ zu erstrecken, so kann man & immer
so nahe dem Anfangswerte £, wihlen, daB die oben angefiihrte
GroBe m, als Funktion von & betrachtet, in dem Intervall von &,
bis £, dem absoluten Betrage nach unter einem Zahlwerte A
bleibt.

Dann ist der Integrand J aber in diesem Intervall kleiner als
I - &;. Nennen wir weiterhin & (£) eine Funktion, die den groBten
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von ¢ im Intervalle von £, bis £ angenommenen Wert bezeichnet,
80 konnen wir fiir ¢; den Ansatz machen:

82(&) é M E1(§) : (§ e vo)$

solange £ < &,. Solange nun £ so nahe an £, gew#hlt wird, daB
M- (€ — )| <1 bleibt, wird & <%, sein. Hieraus folgt aller-
dings noch nicht, daB & <C ¢, fiir jeden Wert von § ist, sondern
nur, daB der grofte Wert von & im Integrationsintervall von §;
bis &, wir nennen ihn &, kleiner ist als der grofite Wert & von
¢, in demselben Intervall. Das besagt, daB der grifée Fehler der
durch den Integrationsprozef

¢
fy= 1o +§/lq> ARG

gewonnenen zweiten Niherung 5, im Intervall &, bis & kleiner ist
als der groBte Fehler der ersten Niherung #, im gleichen Intervall,
Setzt man dies Verfahren fort, indem man eine dritte Niéherung
in gleicher Weise aus der zweiten ableitet, so erhilt man fiir
den Fehler dieser Niherung e < M-e - (£ — ). Da aber
g < M -% - (E—§) ist, folgt 5y <M -5 - (§— &) und daraus
wiederum & < M-, - (§ — &2

Durch fortgesetzte Wiederholung des Integrationsprozesses ge-
winnt man schlieBlich eine %' Niherung, fir deren Fehler die

Beziehung gilt: § < MF 5 (5 — gL

Daraus schlieBen wir, daB man den Fehler auch fiir jeden Wert
von § zwischen £, und &, beliebig klein machen kann, wenn man
die Integration nur oft genug wiederholt.

Das Verfahren wird um so besser konvergieren, je kleiner der
absolute Betrag von If « (E — &) ist, der ja ebenfalls kleiner als
Eins sein muB. Die Giite der Konvergenz wird also abnehmen,
je weiter man das Integrationsintervall £ — &, ausdehnt.

Sie wird mit wachsendem & — §, aber desto langsamer ab-
nehmen, je kleiner M bleibt. Diesen Maximalwert kann man
durch geeignete Wahl des £n-Koordinatensystems erheblich beein-
flussen und somit die Konvergenz fiir groBere Intervalle sicher-
stellen.

Zuniichst ist zu zeigen, wie sich jene Integration, die aus einer
Niaherung eine verbesserte abzuleiten gestattet, graphisch durch-
fithren 1aBt.

Wir erliutern die Durchfiihrung des Integrationsverfahrens an
einem Beispiel:



1. Graphische Integration 167

Es sei die Differentialgleichung g—z =} 2?4 y® vorgelegt, und

es soll eine Lidsung mit den Anfangswerten = 0,30 und yy== 0,37
angegeben werden.

Wir operieren zuerst in einem zy-Koordinatensystem und
zeichnen die Isoklinen. In dem vorliegenden Falle sind es die

konzentrischen Kreise }/a®+ y*= C, von denen in Fig. 31 eine
Reihe, nimlich fir C= 0,5;.1,0; 1,5. .. 4,5, gezeichnet ist.

Man wird von den Isoklinen nur kurze Bogenstiicke zeichnen,
da ja nur dort ihr Verlauf von Interesse ist, wo sie von der Inte-
gralkurve der Differentialgleichung passiert werden. Nichst den
Isoklinen zeichnen wir das zugehorige Strahlbiischel. Es besteht
aus Strahlen, die von einem Punkte 7 auslaufen und solche
Winkel ¢, mit der z-Achse bilden, daB tang,= 0,5;1,0;...5,0
wird: Es ist am einfachsten, durch W eine Parallele zur x-Achse
zu ziehen, in einem Punkte U ein Lot darauf zu errichten und
auf diesem, in der Linheit WU, die Werte von tang, vom
Punkte U aus abzutragen und die Endpunkte dieser Strecken mit
W zu verbinden. :

Nachdem der Anfangspunkt P, mit den gegebenen Koordinaten
7, und y, eingezeichnet ist, beginnt man mit der Einzeichnung
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der ersten Niherung. Sie ist hier mit ¢, bezeichnet. Es verlohnt
sich nicht, hierbei eine besonders groBe Sorgfalt aufzuwenden.

Um diese Niherung ¢, zu verbessern, operieren wir weiterhin
in einem §n-Koordinatensystem. Warum man zu diesem System
tibergeht, wird weiter unten gezeigt werden.

Wir erinnern hier nur daran, daB durch Isoklinen und Strahl-
biischel das Integrationsproblem unabhiingig von jedem Koor-
dinatensystem definiert ist.

Die Differentialgleichung moge in dem neu eingefiihrten System
lauten: d

akdGL)

und die erste Niherung ¢, mége durch die Gleichung % = #,(§)
gegeben sein.

Dann finden wir eine bessere Naherung 1y (£) durch Aus-
wertung des Integrals

=+ f o, m (§)]de.

Um den Integranden als Funktion von § darzustellen, miissen
wir 7, (&) in @ (&, 7)) fiir 7 einsetzen. Dies geschieht graph1sch in
folgender Weise:

‘Wir fillen von den Schmttpunkten Py, 8, 8;, . . . der Kurve ¢,
mit den Isoklinen Lote auf die £-Achse. (Diese Lote sind ge-
strichelt gezeichnet) Ihre Abszissen seien &, &, &, ...; fir
diese Abszissen konnen wir den Wert des Integranden o[£, n,(£)]
bestimmen und auftragen. Diese Schnittpunkte S, haben die Koor-
dinaten §; und #, (), und es handelt sich nur darum, den Wert
der Funktion @(:, n) in diesen Punkten S, anzugeben; damit ist
dann auch der Wert des Integranden fiir die Abszissen £; bestimmt.

Die Funktion ¢ (£,7) hat im Ex-System dieselbe Bedeutung

wie die Funktion f(z,y) der Diﬁ'erentialrrleichung %’5[ = f(z, y)

im zy-System, d. h. p(&, 1) = P 7 ist gleich tanw, wenn 4 der

Neigungswinkel der Inteora]kurve gegen die - Achse ist. Diese
Werte kann man aber dem Strahlbiischel entnehmen, wenn man
durch W eine Parallele zur £-Achse zieht und in einem Punkte V
derselben ein Lot errichtet Die Strahlen des Biischels schneiden
dieses Lot in Punkten, deren Abstand von V, gemessen in W ¥
als Einheit, die Werte von tan ¢, darstellt, wenn 3, die Neigungs-
winkel der Strahlen gegen WV, mithin auch gegen die &- Achse
bedeutet.
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Zu jeder Isokline, die im {7-System die Gleichung ¢(&, %) =C,
bat, gehort ein Strahl der Windrose. Dieser Strahl schneidet das
Lot in V auf WV in einem Punkte, dessen Abstand von V die
Werte der Konstanten €, der betreffenden Isokline darstellt.

Diese dem Strahlbiischel so zu entnehmenden Werte sind als
Ordinaten zu den Abszissen £; aufgetragen. (Fiir den Schnitt-
punkt S;, d. h. die Abszisse &, sind die betreffenden Strecken
durch eine Klammer bezeichnet.) Wir erhalten so eine Reihe von
Punkten einer Kurve i,, die den Integranden [, %, (§)] als Funk-
tion von £ darstellt. (Die konstruierten Punkte sind durch kleine
Kreise kenntlich gemacht. Sie haben die gleichen Abszissen wie
die Punkte S,.)

Diese Kurve 4, wird nun (nach der ersten Methode) graphisch
integriert (Kap. VII). Hierbei ist der Polabstand p bei der In-
tegration gleich der Strecke WV am Strahlbiischel zu machen.
Die Hilfslinien der Integration sind strichpunktiert, und es ist
nur das einhiillende Tangentenpolygon fiir die Integralkurve ge-
zeichnet. Diese selbst ist der besseren Ubersichtlichkeit wegen
fortgelassen. Fiir die weitere Konstruktion wire die Integralkurve,
die als zweite Niherung ¢, zu gelten hat, nimlich 5 = 7,(§),
einzuzeichnen, worauf die Integration nétigenfalls zu wieder-
holen wire.

Um den zur zweiten Niherung n,(£) gehorenden Integranden
®[&, 19(£)] zu konstruieren, muB man die Schnittpunkte von ¢,
mit den Isoklinen aufsuchen.

Man wird nun finden, daB diese Schnittpunkte, die den Schnitt-
punkten S; der ersten Niherung mit den Isoklinen entsprechen,
zwar von den Punkten S, verschieden sind, aber fast genau die
gleichen Abszissen £, behalten. Daraus folgt aber, daB die zur
zweiten Nuberung ¢, gehdrende Integrandenkurve 4, von ¢, nur
unmerklich verschieden ist. Man miiite mit viel feinerer (micht
mehr reproduzierbarer) Strichstirke arbeiten, uwm i, von 4, ge-
trennt darzustellen.

Unterscheiden sich aber 4, und ¢, wenig, so wird.sich auch die
dritte N#herung ¢, die ja durch Integration von 4, gewonnen
wird, nur wenig von ¢; unterscheiden. Wir sind also bereits dicht
am Ziel.

Bei der im Beispiel benutzten Strichstirke kann die Aufgabe
als erledigt gelten.

Man iiberzeugt sich leicht, dafl gerade die von uns getroffene
Wahl der &-Achse (auf deren Richtung es allein ankommt) der
Konvergenz giinstig war.

Die &-Achse ist ndmlich so bestimmt, daf die Richtungen der



170 X. Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung

Isoklinen an den Stellen, wo sie von den Integralkurven c; bzw. ¢
geschnitten werden, miglichst senkrecht zur E-Achse stchen.

Nach Einzeichnen der ersten Niherung ¢; lifit sich also eine
geeignete Wahl der §-Achse gentigend genau treffen. Die so be-
stimmte Wahl der §-Achse, moglichst senkrecht auf den Rich-
tungen der Isoklinen in den Punkten §,, bewirkt gerade, daB die
Schnittpunkte der zweiten N#herung ¢, mit den Isoklinen fast die
gleichen Abszissen wie die Schnittpunkte S, der ersten Niherung
behalten.

Da die Richtung der Isoklinen im En-System durch den Quo-
tienten g—g : g% gegeben wird, sieht man, daB es in der Tat bei
der Orientierung der £-Achse darauf ankommt, ZZ Ilein zu machen,

so daB die Konstruktion den EinfluB des bei der analytischen
Formulierung des Konvergenzbeweises als wesentlich erkannten
o9
on
hervortreten 1ift.")

BEs kann sehr wohl vorteilhaft sein, die Integration einer
Differentialgleichung mit kompliziert verlaufenden Isoklinen stiick-
weise. vorzunechmen und sich dabei verschiedener Koordinaten-
systeme zu bedienen, deren £-Achsen einzeln jener Bedingung
leichter angepa8t werden konnen.

Betrages von lings der Integralkurve durchaus anschaulich

Es braucht wohl kaum darauf hingewiesen zu werden, da8
auch Differentialgleichungen in nicht nach E;—Z} aufgeldster Form

in gleicher Weise graphisch behandelt werden kénnen.

2. Numerische Integration I. Das im ersten Paragraphen
geschilderte rein graphische Losungsverfahren hat den allen
graphischen Methoden gemeinsamen Nachteil, nur eine begrenzte
Genauigkeit zu erreichen. Es liegt nun nahe, im AnschluB an die
graphische Methode sin numerisches Verfahren zu benutzen, das
die graphisch gefundene Lidsung als erste Néiherung benutzt und
diese weiter bis zu jeder gewiinschten Genauigkeit verfeinert. Es

x
1) Faft man die Bildung eines Integrals y= f f(@)dzx als Inte-
Xo

gration der Differentialgleichung Z—Z= f(x) auf, so findet man als
Isoklinen Parallele zur y-Achse. Die x-Achse steht auf allen Isoklinen

genau senkrecht, und eine einzige Integration filhrt zur Losung.
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kommt dies darauf hinaus, bei Beibehaltung der Bezeichnungen
des ersten Paragraphen, die Integrationen

ﬁ(”’) ¥)da; ﬁ'(:v, ¥g)dT; . . ..

numerisch, nach den im Kapitel V gegebenen Regeln fiir Integration
tabulierter Funktionen, auszufithren. Es wird auf die Weise die
Losung als tabulierte Funktion erhalten werden. Die Breite 0
des Tabellenintervalls mufl dabei, wie stets bei tabulierten Funk-
tionen, in Einklang mit der Genauigkeit, d. h. der Stellenzahl,
mit der die Funktion angeschrieben wird, stehn. Man wird im
allgemeinen verlangen, daf zwischen den Tabellenwerten eine
lineare Interpolation hinreichend genaue Werte ergibt. Bei der
Integration einer Diﬁ’erentialgleichung kann die Aufgabe aller dings
auch einfacher gestellt sein und nur die Ermittelung .eines ein-
zigen Funktionswertes der Partikularldsung verlangen, ohne daB
der Verlauf dieser Losung sonst von Interesse ist. Daftir wird
sich eine Modifikation unseres Verfahrens ergeben.

Wir nehmen also zuerst an, es sei eine Differentialgleichung

d

vorgelegt, und es sei diejenige Lisung (als Tabelle) zu ermitteln,
die bei & = x, den Wert y, annimmt.

Falls eine erste Niherung dieser Losung nicht auf anderem
Wege bequemer zu erreichen ist, wenden wir die Methode des
§ 1 an, um eine erste Niherung Yy zu gewinnen. Die graphische
Methode hat stets dem Vorteil, eine Ubersicht iiber den Verlauf
der Liosung und den Charakter der Differentialgleichung zu er-
moglichen. Man wird dabei auch gegebenenfalls die Zweckm&Big-
keit der Binfithrung neuer Koordinaten erkennen, denn die Kon-
vergenzbetrachtungen des § 1 behalten jetzt ja ihre Giiltigkeit.

Hat man nun graphisch die erste Naherung gefunden, so trégt
man die an der betreffenden Kurve abgegriffenen Werte von y,
in eine Tabelle ein und fiihrt die Integration

Y=Y +ﬁ(x, y,) dw

an dieser Tabelle aus. Die dadurch erhaltene zweite Niherung
¥y behandelt man ebenso nnd fihrt solange fort, bis swei aufein-
anderfolgende Niherungen in der verlangten Stellenzahl iiberein-
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stimmen. Uber Einzelheiten, wie Wahl des Tabellenintervalls,
Vereinfachungen der Rechnung usw. soll spiter geredet werden.
Zunichst zeigen wir die Methode und ihr Rechenschema an dem
einfachen Beispiel der Differentialgleichung

dy =xy . x,=0

ﬁ = 2 it {yo —1 .
Die dritte Dezimalstelle der Losung soll noch genau sein.

In der nebenstehenden. Tabelle enthilt die erste Spalte die
z-Werte. In die zweite nehmen wir die der Zeichnung ent-
nommenen Werte der ersten Naherung y, auf. Die dritte Spalte
enthélt den Integranden, der durch Einsetzen der ersten Nihe-
rung y, in die rechte Seite der Differentialgleichung entsteht.
Die Integration filhren wir nun einfach nach der sog. ersten
Niherungsformel

AyYy= %‘ SESEACNIE S ACRYI}

aus (Seite 84) und setzen in die vierte Spalte die durch diese
Integration erhaltenen Integralwerte der zweiten Néherung.

1 2 3 | 4 5 | 6 7
x Y fla, ¥y) ‘ ?/a__h_fé"‘fa Ys) l Ys Y
0,00 | 1,00 | 0000 | 1,0000 | 00000 | 1,0000 || 1,0000
0,1 | 1,00 | 0,080 1,006 | 00501 | 1,002 | 1,002
0,2 | 100 | 0,100 1,000 | 01010 | 1,0100 | 1,0100
03 | 1,00 | o162 1,026 | 0,1534 ! 10221 || 1,0227
04 | 1,02 | og04 1,043):4[: 02081 | 1,04:3:1% 1,0408
05 | 108 | 0268 | 10835 | 02609 | 10645 | 10645
06 | 106 | 0318 | 1,0923 | 03271 | 1,0942 | 1,0942
07 | 1,10 | 0385 11276 | 0,3946 t 11305 || 1,1303
08 | 115 | 0460 | 11697 | 04679 i 11785 | 11735

Zu z = 0 gehort y = 1,0000. Die Werte der Teilintegrale
4y, sind klein gedruckt in die vierte Spalte gesetzt, und ihre fort-
lautende Summierung ergibt y;.

Trotzdem man aus der Abweichung der ersten und zweiten
Niherung erkennt, daB bei dieser noch die zweite Dezimalstelle
unsicher ist, haben wir doch in der vierten Spalte vierstellig ge-
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rechnet, weil die letzte Niherung auch viersteilig erscheinen muB,
um die dritte Stelle zu sichern.

Die fiinfte und sechste Spalte enthalten den zweiten Schritt,
und wir haben mit der dritten Naherung y; (Spalte 6) aufgehort,
weil y, und y, in der zweiten Stelle iibereinstimmen. Da der
Fehler sich nach § 1 in geometrischer Progression verkleinert,
konnen wir schlieBen, daB y, in vier Stellen richtig ist. In

2
Spalte 7 ist die bekannte analytische Liosung y = et aufgenommen,
um einen Vergleich zu ermoglichen.

Bei der hier vorliegenden Differentialgleichung ist das Ein-
setzen der sukzessiven Niherungen in die rechte Seite der Glei-
chung, also die Berechnung von f(z, y,); f(=, y5) usw. ohne Miihe
1 machen. Sehr oft wird darin die gréBte Rechenarbeit stecken.
Man kann diese mitunter dadurch vereinfachen, da8 man die Ent-
wickelung von f(z,y) nach Potenzen von y zu Hilfe nimmt. Man
herechnet, wie jetat geschehen, fiir die erste Niherung f(z,y,) und
setzt in die nichste Spalte den partiellen Differentialquotienten
g 5, ausgerechnet fiir die Tabellenwerte von x und die Werte y, .
Die erste Integration liefert y,. Statt nun f(z,y,) zu berechnen,
setzt man niherungsweise '

(e, y;) = fw, 9,) + g—g W=y ")

s0 daB in den einzelnen Zeilen nur Multiplikationen und Additionen
auszufiihren sind. Natirlich muB man sich vergewissern, daB diese
Beschrankung auf das lineare Glied der Taylorschen Entwickelung
von f(z,y) ausreichend genau ist. Weichen in dieser Hinsicht g,
und y, zu stark von einander ab, so wird man diese Approxima-
tion von f(x,y) vielleicht erst bei spiteren Niherungen anwenden
kénnen.

Die Konvergenzbetrachtung des § 1 und auch das Beispiel
wigen, daB die Konvergenz schlechter wird, wenn man zu weit
ab vom Anfangswert , liegenden Werten gelangt. Statt nun un-
itig oft zu integrieren, ist es zweckmiBiger, die Rechnung erst
bis zu einem hinreichend nahe bei x, gelegenen Wert in der
ndtigen Genauigkeit durchzufiihren und alsdann von diesem Wert
aus weiterzurechuen. Einfache Regeln lassen sich dafiir nicht an-
geben, da dies vollig von der vorgelegten Aufgabe abhingt.

Wir untersuchen dagegen hier noch die Frage, ob bei den

1) Der Leser moge das Beispiel in dieser Weise noch einmal durch-
technen,
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Integrationen von f(z,y,) usw. die Genauigkeit der benutzten
Naherungsformel ausreicht. Erst bei Gewilheit hieriiber ist der
SchluB bindend, daB bei Ubereinstimmung zweier aufeinander-
folgenden Néaherungen die letzte Niherung ausreichend genau ist.

Als Naherungswert fiir das Integral tiber einen Streifen der
Breite 6 = =z, ; — «, wurde benutst

%' (flc+ fk+1) (S~ 84)-

Mit Hilfe der Taylorschen Formel rechnet man leicht aus, daf

der Fehler des Integra,ls uber einen Streifen die GréBenordnung
3
32 Za:’: hat. Nun 1st = f, mithin wird der Streifenfehler

3
f2 g—:’: Der Fehler, der bei der fortlaufenden Summation der
Streifen entsteht, ist also 82 proportional. Verlangen wir anderer-
seits von unserer tabuliert erscheinenden Integralfunktion, daB
zwischen den in der Tabelle erscheinenden Werten eine lineare
Interpolation 7u1assig sein soll, so muB in jedem Streifen der Be-
trag von 9

2
5 d 29 unterhalb des zulissigen Fehlers bleiben (8. 3).

Die Forderung nach linearer Interpolation ergibt also fiir die Aus-
wahl von d die gleiche GroBenordnung wie die Fehlerabschéitzung
der Integration. TFithren wir diese Fehlerabschitzungen einmal
an unserem Zahlenbeispiel
dy _ %y
dr 2
durch. Durch totale Differentiationen erhalten wir
ay _y %y
dz* 2 T 47
ay 3
ot~ 1Y +5
Bei der Untersuchung der Mﬁghchkelt linearer Interpolation setzen
wir in den zweiten Diﬁ'erentialquotienten 2=1 und 2 = 1,2 ein,
wodurch er den groBten im ganzen Integrationsintervalle vor-

2
kommenden Wert bekommt. Wir erhalten % g_ﬁ_i = 0,001. Bei

der gewilhlten Streifenbreite ¢ = 0,1 ist also bei linearer Inter-
polation mit einem Fehler von einer Einheit der dritten Dezimale
zu rechnen. Sollte die vierte Dezimale noch richtig interpoliert
werden, so miiBte § = 0,025 gewihlt werden.)

1) Statt die ganze Rechnung mit dem neuen & zu wiederholen,
konnte man, sofern der Fehler der Integrationen kleiner als eine Ein-
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Bei der Genauigkeitsuntersuchung der Integration ist zu be-
achten, daf fiir die einzelnen Streifen verschiedene Werte von z
und y einzusetzen sind.

Rechnen wir die Fehler der Einzelstreifen aus, indem wir jedes-
mal die groBten Werte von 2 und y innerhalb des betreffenden

]
Streifens in. % einsetzen, und addieren diese Fehler der acht
Streifen unserer Rechnung, so erhalten wir 2-10~% Der zu
z = 0,8 gehdrende Wert von unserer Losung y, ist demnach auf
zwel Einheiten der vierten Dezimale unsicher.

Bei der Integration einer Differentialgleichung wird die Auf-
gabe mitunter darin bestehen, den Wert einer Partikularlésung
nur fir einen bestimmten Wert von x zu ermitteln. Man kann
sich in diesen Fillen Rechenarbeit dadurch ersparen, daBl man die
Integrationen nach der Simpsonschen Regel ausfiihrt.

Es sei z. B. die bereits behandelte Differentialgleichung vor-
gelegt. Jedoch sei nur nach dem Werte, den die Partikularldsung
fir = 0,8 annimmt, gefragt. Nebenstehendes Schema zeigt den
Gang der Rechnung. Spalte 1 enthidlt die x-Werte, die hier um
0,2 auseinanderliegen, und Spalte 2 die erste Naherung y,. Spalte 3
enthiilt wie frither den Integranden f(xy,). Nach der Simpsonschen
Regel bilden wir die Teilintegrale

ﬁ -dx und fdx
0,0 04
J
nach der Formel Il'a - {f,_; + 4fi + fiy1). (5. 84)

1 T2 3 4 b 6
g Y flzyy) Y3 fzy,) Ys
0,0 1,00 | 0,000 1,0000 0,0000 1,0000
0,2 1,00 0,100 403
0,4 1,02 0,204 1,0403 0,2081 1734
0,6 1,06 0,318 1291
0,8 1,15 0,460 1,1694 0,4678 1,1734

Diese Teilintegrale stehen klein gedruckt in der vierten Spalte,
und ihre fortlaufende Summierung ergibt die zweite Niherung.

heit der vierten Dezimale und die angeschriebenen Werte y, mithin
richtig sind, die Zwischenwerte fiir ¢ = 0,025 auch durch Interpola-
tion hoherer Ordnung mit Hilfe des Differenzenschemas (8. 73) ge-
winnen. Der Leser moge beides, die nochmalige Integration mit
& = 0,026 und die Interpolation, versuchen.
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Aber nur deren Werte fiir z = 0,0; 0,4; 0,8. Fiir die dazwischen
liegenden Werte bleibt y, unbekannt. Bei der nichsten Integra-
tion ist auch nur fir diese Werte der Integrand f(x,y,) zu bilden
und als einziges Integral 0,8

fdx

0,0

auszuwerten. Sein Wert ist die klein gedruckte Zahl in Spalte 6,
deren Addition zum Anfangswerte 1,0000 den gesuchten Wert von
y; fur x = 0,8 ergibt. y, und y; stimmen in den ersten beiden
Stellen iiberein, woraus wir wieder schlieBen, daB der gesuchte
Wert noch in der dritten Dezimale richtig ist, sofern bei den Inte-
grationen keine Fehler in der dritten Dezimale hinzugekommen sind.

Um den Integrationsfehler abzuschitzen, bemerken wir, daBl der
Fehler bei einem Teilintegral der Breite 2 - ¢ die GroBenordnung

5 4
von oo gx‘ hat, wie-man mit Hilfe der Taylorschen Entwicke-
lung leicht nachrechnen kann. In unserem Belsp1e1 ist
a*f 15 PRI
JR=8 %Y 2ty +

Bei der letzten Integration ist der Fehleram grﬁBten. Bei dieser ist
einzusetzen # = 0,8 und y = 1,2, ferner d = 0,4. TFiir den Integra-
tionsfehler ergibt sich damit der unschiidliche Betrag von 0,0002.

Zu achten ist bei dieser abgekiirzten Methode auf die erste
Einteilung von z. Erstens mufl man es so einrvichten, daB die
Integralfunktion fiir den gegebenen Wert (hier 0,8) auch wirk-
lich herauskommt, und zweitens muf man die erste Teilung eng
genug wéahlen, daB man noch hinreichend oft integrieren kann,
ohne unterhalb der verlangten Genauigkeit zu bleiben.

Die Anzahl der notwendigen Integrationen hingt von der Ge-
nauigkeit der ersten Niherung ab. In unserem Beispiel wiirde
man den Fehlor der ersten, aus graphischer Integration ge-
wonnenen' Losung auf 0,02 schitzen.

Das ganze Inteora.tlonsmterva,H (€ —&,) ist hier 0,8 und der

Maximalwert von g_; = —; in diesem Intervall 0,4. Fiir den
Fehler der dritten Niherung erhalten wir nach Seite 166 somit
0,002 als obere Grenze. Da er wahrscheinlich geringer ist, er-
scheint es lohnend, es mit einer «-Einteilung von 0,2 zu ver suchen
Sollte sich damit keme geniigende Ubelemstlmmuncr von ¥, und
Yy ergeben, so wiirde man die Rechnung mit einer Emtellung von
0,1 zu wiederholen haben, wobei Jedoch die zuerst benutzten Zahl-

werte wieder verwendet werden konnen.
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3. Numerische Integration II. (Methode Kutta-Runge.)
Es scheint naheliegend, eine Partikularlosung einer Differential-

gleichung erster Ordnung, die wir uns in der Form % = (=, y)

gegeben denken, in der Weise zu gewinnen, daB man die Losung
durch eine Entwicklung in eine Taylor-Reihe darstellt. Sind
Ty, Yo die gegebenen Anfangswerte, so lassen sich im allgemeinen
die Ableitungen beliebig hoher Ordnung an der Stelle z,y, be-
rechnen. Es zeigt sich jedoch, daBl hiufig nicht die Rechenarbeit
vielen zu bewiltigen ist.

Daher hat C. Runge einen anderen Weg eingeschlagen, der
sich in den meisten Féllen als gangbar erweist.

Die Aufgabe, vor die man bei einer derartigen Integration ge-
stellt ist, kann so formuliert werden:

Zu dem Werte x, der einen Variablen ist ein Wert g, der
anderen gegeben. Es ist der Zuwachs % zu ermitteln, um den sich
die Variable y #ndert, wenn « um einen Betrag 7 geiindert wird.
Die Gr68e & wird sich in der Praxis nur mit einer gewissen Ge-
nauigkeit berechnen lassen, und diese wird, unter sonst gleichen
Umsténden, um so grofer sein, je kleiner » gewihlt wird.

Man wihlt nun fiir % einen Ausdruck von der Form:

k =Rk + Byky + Bgky + R, K.

Die GroBen %, sollen dabei aus folgenden Gleichungen gewonnen
werden:  , — (5 90) + Ity

ky = f(zg+ ohy Yo+ BEy) - 1,

ky=f(z,+ 'ky g+ Bk + v'ky) - 1o,

by =f(my+ "Ry yo+ 87+ 770y + 87R,) - I

Die noch unbestimmten Koeffizienten R, im Ausdruck fiir %
sowie die neun GroBen ¢,...d” in den Gleichungen fiir die %;
sind so zu normieren, daB der Fehler der GroBe % klein ist von
der fiunften Ordnung in %, d. h. sofern man ihn nach- Potenzen
von %~ entwickelt, soll diese Potenzreihe erst mit Gliedern
AWP 4o

beginnen. Und zwar soll dies natiirlich der Fall sein unabhingig
von der gerade vorliegenden Form der Funktion f(z,7).

Eine ziemlich umstiindliche Rechnung?) gibt nun folgendes ein-
fache Resultat:

Die Koeffizienten R, bekommen die Werte:

1 1 1 1
R1=E, By= 3, By=y, Ry=g¢
1) W. Kutta, Zeitsehr. f. Math. 1. Phys., Bd. 46, S. 435,
Timerding, Handbuch I. 2, Aufl. 12
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und die Grofen «,...d" werden einfach:
ﬂ=(¥,=%, “I/=A1. ﬁ=y’=%, d\”=1. ﬁ’=ﬂ”=y”=0.l)
Es folgt daraus die folgende Rechenvorschrift:

Man berechne nacheinander die GroBen:

ky = (205 Yo) - By
i k
7‘72==f(w0+%1 ¥+ ‘2}‘)‘]’1
h k,
]\'3=f(170+?, ?/0+7?)‘h’
= f(xo"l‘ h, Y% + ks) -k

Dann wird, wenn man fiir den Zuwachs der Funktion y den Wert
k= k‘—_i;—& + ]%ks nimmt, der Fehler von der finften Ord-
nung in A.

Um den Verlauf der durch die Anfangswerte ,, y, bestimmten
Losung weiter zu beherrschen, geht man schrittweise weiter. Hat
man fiir den Zuwachs 2 von « den Zuwachs %, wie oben geschil-
dert, berechnet, so betrachtet man die Werte (z, + %) und (y, + k)
als Ausgangswerte fir den néchsten Schritt und berechnet in ge-
nau derselben Weise einen weiteren Zuwachs %', so daB man nach-
einander Lusa.mmengehorlge Werte xo-!— I, xo—l— 2k, o+ 3h.
und Yo+ k, o+ E+ K, Yo+ B+ E+ 7c" .. ermlttelt

Man rechnet dabei zweckm#Big nach folgendem Schemas:

x l y | flx, v h-flz,y) - l
Xy Yo lf(“’os Yo) b £ @y, 4o) ky
h k h k.
G bt b B f(eot s vo b ) | e (et w + 2 |
: T k. h
Tk g (ot g vt 2) [ B f (oot wo+2) | By
Tyt h | Yotk | flwo+ Ry Yo tE) | B fm Ry Yy FE) | K

. k+h+k+k

o+ 1| gyt

1) Dieses Wertsystem ist nicht das einzige, welches fiir % einen
Fehler der fiinften Ordnung in & liefert, aber es ist fiir die Rechnung
besonders vorteilhaft.
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In jede Horizontalzeile ist dabei der aus der vorhergehenden sich
elgebende Wert k, einzufithren. Mit den Werten (z, + %) und
(yo + %) beginnt ein zweiter Schritt der Rechnung nach dem
gleichen Schema.

Um die Genauigkeit der so berechneten Werte y abschiitzen
m konnen, ist nun eine doppelte Durchfithrung der ganzen Rech-
nung erforderlich. Man rechnet dabei einmal fiir eine Intervall-
breite 2 und sodann fiir die doppelte Intervallbreite 27 die Zu-
wichse % aus, und zwar in der Weise, daB man zuerst zwei
Schritte mit dem Intervall h rechmet, und dann sogleich einen
Schritt von demselben Anfangswert aus mit der Intervallbreite 2.
Man vergleicht dann die so gefundenen Werte von y. Der sech-
zehnte Teil der Differenz beider Werte gibt die GréBenordnung
des zu erwartenden Fehlers an. Natiirlich ist der durch zwei
Schritte mit der Intervallbreite 2 gefundene Wert als der genauere
anzusehen.

Als Beispiel sei die Differentialgleichung

2
ai=av s
behandelt. Die Anfangswerte seien 5= 0 und y,=1.

Es sind zuniichst zwei Schritte gerechnet mit einer Intervall-
breite von % = 0,1 und darauf ein Schritt mit dem Werte 2 = 0,2.

Die Werte von y fir = 0,2 weichen, wie aus der umstehenden
Tabelle ersichtlich, nur um finf Einheiten der siebenten Dezimale
voneinander ab. Der Wert y = 1,0411648 kann also als genau
gelten mit allen hingeschriebenen Ziffern. Fiihrt man die Rech-
nung weiter, so ist allerdings zu beachten, daB die bei jedem
Schritt auftretenden und durch den ,,Doppelschritt” abzuschiitzen-
den Fehler sich addieren kounen. Man muB die Rechnung also
mit gréBerer Stellenzahl beginnen, als man im Ergebnis verlangt,
um fiir weiter von x, abliegende Werte von « die Werte ¥ noch
hinreichend genau angeben zu kdnnen.

Es bedeutet bisweilen eine Erleichtelung der Rechnung, wenn

man statt der gegebenen Glelchung = f(z, y) mit einer Glei-

chung dz _

dy f (xi y) ..
groBe Werte von f(z,y) vermeiden kann. Der Ubergang von
einer Schreibart zur anderen 148t sich auch im Verlauf der Rech-
nung vornehmen.

Welches numerische oder graphische Verfahren zur Integration
einer Differentialgleichung nun im jeweiligen Falle heranzuziehen
ist, 148t sich allgemein nicht angeben und muB jedesmal iiberlegt

12%

rechnet, da man auf diese Weise unbequem
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Bl ox ¥ en=zv+ Ll f@, )b

|

0,110 1 0,1 k= 0,01
0,05 1,005 0,10100
0,05025
0,15125 k,=10,015125
0,05 | 1,0075625 0,10152
i 0,05038
0,15190 ky=0,015199
0,10 | 1,015190 0,103060 k= 0,0151813
0,101519

0,204579 k, = 0,0204579

0,110,1 | 1,0151813 0,1015181
0,1030593 )

0,2046774 | k, = 0,02045774
0,15 1,0254102 0,1538115
0,1051466
0,2689581 | f, == 0,02589581
0,15} 1,0281292 0,1542194
0,1057050
0,2699244 | k. — 0,02599244
0,2 | 1,0411737|  o0,2082347 k= 0,0259830
0,1084043 )
0,2 | 1,0411643| 0,3166390 |k, — 0,03166390

0,210 1 0,2 ky=0,02
0,1 | 0,10201
0,101
0,20301 Feg = 0,040602
0,1 1,020301 0,1041014
01020301

0,2061815 Ity =0,04122630

0,2 | 1,0412263] o,1084162 |
. 0,2082453 |

0,2 | 1,0411648 0,3166605 k,=0,0633321 i

k= 0,0411648

werden. Wir empfehlen dem Leser die beiden im zweiten und
dritten Paragraphen angegebenen Gleichungen nach allen ge-
schilderten Methoden zu behandeln.
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XI. Graphische und numerische Integration
von gewihnlichen Differentialgleichungen zweiter und
hoherer Ordnung. :

1. Graphische Integration, Auch die gewthnlichen Differen-
tialgleichungen von héherer als der ersten Ordnung lassen in vielen
Fillen mit Vorteil eine graphische Behandlung zu, Wir beginnen
wit einer Differentialgleichung zweiter Ordnung und denken uns
diese zunichst in folgender Form_ vorgelegt:

@y _ dy

da;’ f ( ¥ dx)'
Es handelt sich nun darum, eine Funktion y = y() zu be-
stimmen, welche mit ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung
die Differentialgleichung identisch befriedigt und auflerdem den

wAnfangsbedingungen® geniigt. Durch diese wird gefordert, daB
die Funktion y fiir x =z, den Wert y = y, annimmt und ihre

. ady dy
Ableitung den Wert T ( dac)

Nehmen wir an, es wire eine Funktion y gefunden, welche der
Dlﬁ'erentlalglelchung und den Anfangsbedmgunaen geniigt, so ist

auch ihre Ableltung ax eine Funktion von %, und wir wollen

. dy .
diese einer neuen Variablen # gleich setzen, also z == rl_:?{r; einfiihren.

Setzen wir z in die gegebene Gleichung ein, so lautet diese:
dg
dz f (x ) Y, z)'

Schreiben wir noch die Definitionsgleichung fiir 2,

dy

2 ===
dx’

dazu, so haben wir es statt mit der Differentialgleichung zweiter
Ordnung nunmehr wiederum mit zwei Differentialgleichungen
erster Ordnung zu tun, denen die beiden Funktionen y = y(«) und
# = z(x) geniigen; diese nehmen auBerdem fiir # = x, die Werte

a
Y=y und 2 =z, = (d—‘z)o an.

Fiir eine graphische Behandlung der vorgelegten Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist es in der Tat zweckm#Biger, die
urspriinglich vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung in
der angegebenen Weise umzuformen.
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Die Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung
erscheint so als ein spezieller Fall der Integration eines Systems
von zwei simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung. Im
allgemeinen Falle sollen hierbei die beiden Funktionen y und 2z

den zwei Gleichungen g,
dz f(xa Y,2)
und dy _ 9(x,9,2)
dw rJ

gentigen und dazu fir # = «, die Werte y, und z, annehmen.
Bei der Differentialgleichung zweiter Ordnung reduziert sich die
auf der rechten Seite der zweiten Gleichung stehende Funktion
g(z, ¥, #) einfach auf # allein.

Man kann nun die Integration eines solchen Systems zweier
simultaner Differentialgleichungen graphisch in Angriff nehmen.
Dies empfiehlt sich besonders dann, wenn es irgendwie mdglich
ist, die Funktionswerte der beiden Funktionen g und f fiir jedes
bei der Integration in Frage kommende Tripel ihrer Argumente
Z, ¥, # schnell anzugeben, wenn z. B. Nomogramme fiir diese
Funktionen vorliegen oder der Bau der Funktionen ein besonders
einfacher ist und eine schnelle Konstruktion der Funktionswerte
zuliaBt. Nehmen wir diesen giinstigen Fall einmal als gegeben an,
so wiirde die graphische Integration in folgender Weise verlaufen.

Wir operieren gleichzeitig in zwei kartesischen Koordinaten-
systemen, In beiden tragen wir die Werte von x auf einer hori-
zontalen Abszissenachse auf, wihrend als Ordinaten in dem einen
System die y und im anderen die # aufgetragen werden. Wir
orientieren die beiden Systeme auf dem Zeichenblatt so, daf ihre
Ordinatenachsen in eine Gerade fallen (Fig. 32). Ein Wertetripel
Z, 9, ¢ der drei Variablen konnen wir dann darstellen durch zwei
Punkte P’ und P”, die in den beiden Koordinatensystemen die
Koordinaten &,y bzw. 2,2 haben. Das Integrationsproblem kommt
jetzt darauf hinaus, in den beiden Koordinatensystemen je eine
gewisse Kurve zu konstruieren, denn die Funktionen y = y()
und 2z = £(z) lassen sich in den beiden Systemen als Kurven dar-
stellen, und die beiden Differentialgleichungen geben eine Richiungs-
vorschrift fur diese Kurven an. Fassen wir gleichzeitig Punkte
beider Kurven ins Auge, die die gleiche Abszisse # haben, so ge-
hort zu zwei solchen Punkten ein Wertetripel %, ¥, 2, und die
beiden Differentialgleichungen sagen aus, daB die Kurve im zy-
System in jedem Punkte P stets einen Winkel & mit der z-Achse
bilden soll, fiir den dy
tane — - = f(z, 9, 2)
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ist. Ferner soll die andere Kurve im #zx-System in dem zuge-
hérigen Punkte P’ mit der x-Achse einen Winkel § bilden, fiir den

tanf = —— —g(m,J,z)

ist. AuBerdem miissen beide Kurven durch die Anfangspunkte A’
mit den Koordinaten #,, 2, und A" mit den Koordinaten =, ,

1\ y

0
[,
Pol

A=

A"
o 0
Poj

Fig. 32. B
B

gehen. Wenn die beiden Ebenen in dieser Auffassung auch nicht
mit einem ,Richtungsfeld* bedeckt erscheinen, wie es bei einer
Differentialgleichung erster Ordnung der Fall ist, so kann man
doch auch hier niherungsweise die beiden Integralkurven kon-
gtruieren, indem man von den Anfangspunkten in den durch

tanoy =1 (xoa Yo ”o)
und tan By = g (%, Yo» %)

gegebenen Richtungen ausgeht und dann, bei gleichzeitiger Kon-
struktion in beiden Ebenen, der Richtungsvorschrift zu geniigen
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sucht. Am einfachsten ist es hierbei, von den Punkten A’ und A"
ein Stiick geradlinig weiterzugehen, etwa bis zu P," und P,” mit
den Abszissen «,, hierauf liest man die zugehorigen Werte y,
und 2, ab und ermittelt die entsprechenden Funktionswerte
f(xy, 9y 2,) und (2, 9, 2,). Dadurch sind dann die Richtungen
gegeben, in welchen man von den Punkten P,” und P;” weiter-
zugehen hat. Wieder geht man geradlinig weiter bis zu Punkten
P, und P,”, aus deren Koordinaten man aufs neue die Richtungen
bestimmt usw. Die auf diese Weise aus gefadlinigen Stiicken ent-
stehenden Polygonziige stellen eine erste Niherung der Integralkurven
dar. Zu einer besseren Niherung gelangt man, wenn man ver-
sucht, die beiden Integralkurven krummlinig so in die beiden
Koordinatenebenen einzuzeichnen, daB der Richtungsvorschrift ge-
niigt wird. Dies setzt eine gewisse Ubersicht iiber die Funktionen
f und g voraus. In Fig. 30 sind die beiden Niherungskurven mit
n,” und n,” bezeichnet. Um diese als erste Niherungen geltenden
Kurven zu verhessern, kann man eine Erweiterung des bei den
Differentialgleichungen erster Ordnung angewandten Approxima-
tionsverfahrens benutzen. Denken wir uns die beiden Kurven
durch Gleichungen y; = y, () und #, = #, (z) analytisch gegeben,
so kénnen wir folgende Integrale bilden:

y2=?/o+ff(y17znx)dx

und

«
Zy =2, +ﬁ(yl, 2, z)dz.
Zo

Hierbei sind in den Funktionen f und ¢ fiir y und # die N#he-
rungsfunktionen y, und #, einzusetzen, so daBl die Integranden
Funktionen von z allein werden. Durch diese Integrale werden
nun zwei Funktionen gy, und 2, von x definiert, die, wie wir hier
ohne Beweis angeben wollen, in der Nihe von w, bessere Nihe-
rungen, fiir die Losungen der beiden gegebenen Differential-
gleichungen sind als die ersten Niherungen y; und #,.1) Die Inte-
grationen lassen sich graphisch in folgender Weise ausfithren. Je
zwei untereinanderliegende Punkte P’ und P” der beiden Nihe-
rungskurven reprisentieren ein Tripel zusammengehoriger Werte
Z,y,2 und die Werte der Funktionen f und g, die sie fiir diese

< 1) Uber den Beweis vgl. E. Trefftz, Math. Annalen, Ba. 76,
. 3217,
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Werte der Variablen annehmen, sind zu der Abszisse x# aufzu-
tragen, und zwar der Wert der Funktion £ im (2, y)-System, der
Wert von g im z, 2- System. Macht man dies fiir eine Reihe von
Punkten der Kurven #,” und #,”, so erhilt man die in Fig. 30
mit 4" und 4,” bezeichneten Kurven. Die graphische Integration
dieser beiden Kurven liefert die zweiten N#herungen y, und z,,
mit denen das Verfahren wiederholt werden kann usw. Die
Konstruktion der Kurven i, und 4,” ist mehr oder weniger
schwierig, je nachdem die Werte der Funktionen f und g einfach
aus ihren Argumenten gewonnen werden konnen oder erst dureh
mithsame Rechnung. Die graphische Konstruktion ist besonders
dann zu bevorzugen, wenn diese Funktionswerte leicht auf zeich-
nerischem Wege zu ermitteln sind.

Bei den einfachen Differentialgleichungen erster Ordnung konnte
man eine schnellere Konvergenz des graphischen Approximations-
verfahrens durch eine geeignete Richtung der z-Achse herbei-
fihren. Dies ist bei einem System von zwei simultanen Glei-
chungen nicht in dem gleichen Mafle moglich. Man muf hier
unter Umstinden mit einer schlechteren Konvergenz vorlieb
nehmen. In manchen Fillen kann man jedoch durch einen
Wechsel der umabhingigen Variablen die Konvergenz verbessern.
Aus dem System der beiden Gleichungen

d
d_:Z: =f (.7/ y By Z)
und
dz
daz_ 9 (50, Y, z)
kann man z. B. ein anderes ableiten, bei dem y die Rolle der un-
abhiingigen Variablen spielt, nimlich
dz 1
dy  f(=9,2)

az __ 9@y, %),
ay @y, 2

und

Bine allgemeine Vorschrift 14t sich fiir die Anwendung einer
solchen Transformation nicht geben. Ob man iiberhaupt einen
Wechsel der unabhingigen Variablen vornimmt, ob gleich am An-
fang der Integration oder erst im weiteren Verlauf derselben, muB
von Fall zu Fall entschieden werden. )

Bei der Anwendung des besprochenen graphischen Verfahrens
auf gewdhnliche Differentialgleichungen der zweiten Ordmung er-
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geben sich einige Versinfachungen. Als System zweier Gleichungen
geschrieben wird diese Differentialgleichung:

dz : a
‘H=f(x7 Y, 5)’ a—i‘:‘e'

Die Fortschreitungsrichtung in der y z-Ebene wird ohne weiteres
durch die Ordinate des Punktes P’ der z-Kurve gegeben. Man
tbertrigt dabei zweckmaBig diese Ordinate durch eine Parallele
zur z-Achse auf die z-Achse und verbindet die so erhaltenen
Punkte mit einem ,Pole” auf der z-Achse, wodurch die gesuchte
Richtung bestimmt ist. Zur Festlegung der Fortschreitungs-
richtung in der z2-Ebene muB man allerdings den Wert der
Funktion f(z,y, ¢) bestimmen. Hat man die ersten N#herungen
gezeichnet, so findet man die sweite Niherungskurve g, in der

yx-Ebene sofort durch Integration der Kurve 2, da y =y, ﬁ da
wird, und man hat nur fiir die zweite Niherungskurve in der

zx-Ebene, d. h. fiir das Integral z = ¢, -I-ff(m, Y, z)dx, eine

Konstruktion des Integranden auszufiihren,

An einem Beispiel aus der Mecbanik wollen wir zeigen, wie
sich gegebenenfalls die Funktion f leicht behandeln 1a8t.

Es handle sich um ein mechanisches System von einem Frei-
heitsgrad. Die unabhingige Variable z bezeichne die Zeit und y

den Parameter des Systems. 2z = g—% bedeutet dann die Geschwin-

digkeit. Die auf das System wirkende Kraft mége abhlingig sein
von y und von der Zeit x, jedoch so, dafl die Kraft als Summe
zweier Funktionen a(y) und b(z) bestimmt ist. AuBerdem werde
die Bewegung des Systems durch eine Reibungskraft beeinfluBt,
die als Funktion ¢(z) der Geschwindigkeit z gegeben ist. Alle
drei Funktionen a(y), b(x) und c(¢) denken wir uns graphisch
als Kurven gegeben. Dies wird bei vielen technischen Problemen
der Fall sein. Sind einzelne der Funktionen analytisch gegeben,
so sind zuerst die entsprechenden Kurven zu konstruieren. Die
Differentialgleichung der Bewegung wird dann folgende Form

haben: &
y d
Tar = a(y) + () + c(ﬁ)
Statt dessen schreiben wir die beiden Gleichungen an:
d
= = ay) + b(e) + ¢(0)

und dy

iz g.
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Als Anfangsbedingungen mogen die durch g, charakterisierte Lage
und die Geschwindigkeit z, zur Zeit z, gegeben sein. Sind die
Kurven fiir die die Beschleunigungen darstellenden Funktionen a,
b und ¢ mit gleichem OrdinatenmafBstab gezeichnet, so erfordert
die Bestimmung des Funktionswertes auf der rechten Seite der
Gleichung nur eine Addition der Ordinaten, die bei den einzelnen
Kurven zu den Abszissen xz, y und z gehoren. Diese Abszissen
sind mit dem Zirkel in den beiden Koordinatenebenen (z, %) und
(%, #) abzugreifen. Trigt man den so konstruierten Funktionswert
als vertikale Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks auf, dessen
horizontale Kathete gleich der Léngeneinheit angenommen ist, so
gibt die Hypotenuse die Fortschreitungsrichtung in dem betreffen-
den Punkte der zz-Ebene an. Ebenso ist der bei den Integrati-
onen aufzutragende Integrand durch dieselben graphischen Ad-
ditionen leicht zu konstruieren. Bei graphisch gegebenen Funk-
tionen a, b und ¢ wiirde also das graphische Verfahren besonders
vorteilhaft sein. -

Die lincaren Differentialgleichungen der zweiten Ordnung sind
ebenfalls einer graphischen Behandlung leicht zuganghch Solch
eine Glelchung hat die allgememe Form:

d:c’ J+ a(x) Ta Y+ b(2)y + c(z) =0,

wobei a, b und ¢ gegebene Funktionen sind. Wir erhalten daraus
die beiden Gleichungen'

= a(z)z + b(z)y + c(x)

d
und dy
d— =

Sind a, b und ¢ graphisch gegeben, so erfordert die Bestim-
mung der rechten Seite der ersten Gleichung aufler Additionen
die graphisch leicht ausfithrbaren Multiplikationen ¢-z und b-y.

Auch auf ein System von zwei oder mehreren simultanen
Gleichungen zweiter Ordnung, auf das man in der Mechanik oft
stéBt, 148t sich in analoger Weise eine graphische Behandlung
mit Vorteil anwenden.

Man wird dann auf Systeme von vier oder mehr simultanen
Differentialgleichungen erster Ordnung gefiihrt. Das Approxi-
mationsverfahren durch die sukzessiven Integrationen bleibt fiir
Systeme von beliebig vielen Glelchungen giiltig, und man fiihrt
es graphisch durch, indem man in einer entsprechend groBeren
Anzahl von Koordinatensystemen gleichzeitig operiert.
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2. Numerische Integration. Die im zweiten und dritten
Paragraphen des vorigen Kapitels auseinandergesetzten Verfahren
zur numerischen Integration von Differentialgleichungen lassen
sich ebenfalls auf Differentialgleichungen héherer Ordnung aus-
dehnen. Man schreibt zu diesem Zweck die Differentialgleichung,
wie in § 1, als ein System von zwei oder mehreren simultanen
Gleichungen.

1. Um ein solches System von zwei Gleichungen

d
tl_g = g(x) Y, Z),

dz
ar f(% Y, &)

fiir gegebene Anfangswerte «,, ¥y, 2, numerisch zu integrieren,
rechnet man nach #hnlichen Schemata wie bei einer Gleichung
erster Ordnung.

Um die Ubertragung der im zweiten Paragraphen des zehnten
Kapitels (8. 170) auseinandergesetzten Methode auf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung zu zeigen, behandeln wir folgendes
Beispiel:

Die vorgelegte Differentialgleichung sei

at i d
= +y=o,

und zwar soll diejenige Partikularlgsung auf zwei Dezimalstellen
genau ermittelt werden, fiir die bei x,=1ist: y, = 0,7652 und
¥y = — 0,4401.%)

Wir setzen zuniichst % = 2z und erhalten damit ein System

von zwel Gleichungen:

az _
dx z?
ay

d_x ¥4

mit den Anfangswerten y, = 0,7652 und 2z, = — 0,4401 fiir
zy = 1.

1) Es handelt sich also um die Besselsche Funktion nullter Ord-
nung, und der Leser moge das Ergebnis der Rechnung mit einer der
Tabelle der Funktion vergleichen.
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1 } 2 ‘ 3 ‘ 4 | 5 I 6 7 I 8 l 9
Z. 2. ’
T |y | —4 |y1+ o= | Y |t —an | Y
1,0 | 0,76 | 0,44 || 0,32 | 0,440 | 0,765 || 0,325 | 0440 | 0,765
) 33 46 32 46
1,1 | 0,71 | 0,40 | 0,35 0,473 | 0,719 || 0,289 | 0,472 | 0,719
32 49 27 49
1,2 || 0,67 | 0,45 | 0,30| 0,505 | 0,670 || 0,249 | 0,499 | 0,670
. 26 52 23 50
1,3 {| 0,61 | 0,50 | 023] 0531 | 0,618 || 0,210 | 0,522 | 0,620
18 b4 17 53
1,4 || 0,66 | 0,60 || 0,13] 0,548 | 0,514 | 0,122 | 0,539 | 0,567
11 55 10 54
1,5 || 0,50 | 0,60 || 0,10] 0,559 | 0,459 | 0,086 | 0,549 | 0,513
9 55
1,6 | 0,44 | 0,60 || 0,07] 0,568 | 0,404
-6 Y
1,7 || 0,38 | 0,55 || 0,06| 0,674 | 0,347
3 57
1,8 || 0,33 | 0,58 || 0,01] 0577 | 0,290
-2 58
1,9 || 0,27 | 0,60 |—-0,05| 0,575 | 0,232
-1 56
2,0 || 0,20 | 0,60 [|-0,10| 0,568 | 0,176

In dem vorstehenden Rechenschema enthilt die erste Spalte die
Werte von « mit einem Intervallvon0,1. Diefolgendenbeiden Spalten
(2)und (8) enthaltenNiherungswertey, unde, der gesuchten Lsung.

Zu besseren Nﬁherungen wiirde man nun durch die Integrationen

X
= —fjl w cdz und Yp=y,+ [# dz
Lo

gelangen; Wemgstens solange | # — @, | hinreichend klein bleibt.

Es liegt jedoch nahe, eine schnellere Konvergenz dadurch zu
erzielen, daf man nach Ausfihrung der ersten Integration die
dabei gefundene Funktion z; bei dem zweiten Integral bereits be-
nutzt und

Uy =+ 122 -dx  bildet)

1) Man hitte auch zuerst y, = y, 4+ [#, - da berechnen kénnen

To
und damit x

2, =2, '/<‘,2_|_ ) dz.

Lo

Was zu tun ist, muB bei jeder Differentialgleichung gesondert iiber-
legt werden.
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Spalte (4) des Schemas enthilt den aus den Niherungen y,; und
#; gebildeten Integranden des ersten Integrals.

Die Ausfithrung der Integration ist wieder nach der einfachsten
Formel geschehen. Die klein gedruckten Zahlen der fiinften Spalte
bedeuten die Telhntegrale, die fortlaufend summiert 2, ergeben.

In gleicher Weise ist in Spalte (6) iiber das soeben gebildete
2y integriert, womit y, gefunden ist..

Die Spalten (7), (8) und (9) enthalten eine Wiederholung des
Verfahrens. Wir empfehlen dem Leser, in der angegebenen Art
weiter zu rechnen, bis zwei aufeinanderfolgende Losungen in der
zweiten Dezimalstelle tibereinstimmen. Uber Wahl des Integrations-
intervalls, Konvergenz usw. vgl. S. 174.

Auch die im dritten Paragraphen angegebene Methode II 148t
sich auf Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung er-
weitern.

II. Man berechnet neben- und nacheinander die GréBen:

k=1 (2y, Yo, %) B U =9(%,Y9s %) o
i k l ;. k l
ky =f(xo +§bayo+‘2“lvgo+?l)'h by =g(x0+'2£1 (’/o+‘22‘120+—2l*)'h
h k h k. l
Feg = f(x0-|-§, ?/o'l‘?zazo“l’%)'k A =.‘7(-”’o+§a yo+?zazo+”22‘)'h
ky=1F(@g+ Ry got+ g 20+15) k| Ty=g(xe+ Iy yotTg, 20+ 1)k

Dann hat man die Betriige ¥ und I, um die ¥ und 2z wachsen,
wenn 2 um % zunimmt, zu berechnen durch die Gleichungen:

b k+k4+k+k - l+Z4_|_l+l

Der Fehler auch dieser Gr68en ist nachweisbar von der fiinften
Ordnung in £.

Die Ausdehnung des Verfahrens auf mehr als zwei simultane
Gleichungen ergibt sich durch eine Erweiterung des Schemas, die
leicht zu finden ist.

Fir spezielle Differentialgleichungen sind noch mannigfache
Integrationsmethoden ersonnen. Einige findet der Leser im Lite-
raturverzeichnis unter (5).



Literaturverzeichnis.

Das nachfolgende Literaturverzeichnis erhebt auf Vollstindigkeit
keinen Anspruch. Es soll dem Leser, der sich iiber die in diesem Baade
behandelten Gegenstiinde weiter unterrichten will, nur zur Fihrung
dienen und bietet eine Auswahl von griBeren Werken und einzelnen
Abhandlungen die dazu geeignet scheinen. Eine Menge weiterer Ar-
beiten, in denen von Approximationsmethoden teils graphischer, teils
numerischer Natur Gebrauch gemacht wird, findet sich in der tech-
nischen Literatur verstreut. Ein Eingehen hierauf schien sich zu er-
tibrigen, weil diese Methoden teils ganz spezieller Natur sind . (wie
z. B. die Berechnung elektrischer Leitungsnetze) oder in den hier an-
gefiihrten allgemeinen Methoden als Spezialfiille enthalten sind. AuBer-
dem wird in dem Bande, der die graphischen Methoden der Technik
‘behandelt, hiervon noch weiter die Rede sein.

Sehr reiche Literaturangaben findet man in der Eneyklopidie der
mathematischen Wissenschaften (Leipzig 1898 bis 1904, Bd.I in zwei
Teilen: Arithmetik und Algebra), vornehmlich in den Artikeln:

IB 3a. C. Runge, Separation und Approximaiion der Wurzeln. —
ID 3. J. Bauschinger, Interpolation. — 1E D. Seliwanoff, Diffe-
renzenrechnung. — 1F. R. Mehmke, Numerisches Rechnen.

A. Werke tiber numerisches und graphisches Rechnen.
1. Numerische Methoden.

Liroth. Vorlesungen tber numerisches Rechnen, Leipzig 1900. —
Bruns.. Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. Leipzig 1903. —
Biermann. Vorlesungen ber mathematische Niherungsmethoden.
Braungchweig 1905. — Joh, BEug. Mayer. Das Rechnen in der Tech-
nik und seine Hilfsmit'el. Leipzig 1908. — de Montessus et d’Ad-
hémar. Calcul mumérique. Paris 1911. — Jordan. Handbuch der
Vermessungskunde, Bd. II. Stuttgart 1904.

2. Graphische Methoden.

Cousinery. Le calcul par le trait. Paris 1839. — Cremona.
Flemente des graphischen Calculs. Deatsch von Curtze. Leipzig 1875. —
Favaro-Tervrier. Calcul graphique. 2™° partie. Paris 1885. —
Massau. Mémoire sur UVintégration graphique et ses applications.
Annales de 1’agsoc. des ing. sortis des ecoles spéciales de Gand, cah. 78,
84, 86, 87, 90. In einem Bande erschienen 1%00. — Runge. Gra-
phical methods. A course of lectures delivered in Columbia University,
New York, Oktober 1909 to January 1910. New Yok 1912. (Deutsch
bei B. G. Teubner, Leipzig 1914) — d’Ocagne. Traité de momo-
graphie. Paris 1899. — d'Ocagne. Calcul graphique et nomographie.
Paris 1908. — Schilling. Uber die Nomographie d’Ocagnes. Leip-
zig 1900. — Willers. Graphische Integration. Samml. Goschen. 1920.
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3. Mechanisches Rechnen und Tafelrechnen.

Dyck. Katalog mathemaiischer wnd phys-math. Modelle, Apparate
und Instrumente. Minchen 1892 (Nachtrag 1893). — Galle. Mathe-
matische Instrumente. Leipzig 1912. — L.Jacob. Le calcul mécanique.
Paris 1911. — v. Schrutka, Edler von Rechtenstamm. Theorie und
Praxis des logarithmischen Rechenschiebers. Leipzig und Wien 1911, —
Tichy. Graphische Logarithmentafel. Wien 1897. — Jahnke und
Emde. Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig 1909. —
H. Zimmermann.- Rechentafel. Berlin 1907. — Tafeln fiir nwme-
risches Rechnen mit Maschinen. Herausgegeben von O. Lohse. Leip-
zig 1909. — Lenz. Die Rechenmaschine. B. G. Teubner, Leipzig 1915, —
von Dyk. Uber einige neue Apparate zur mechanischen Integration.
Abh. d. Bayer. Ak. 1914.

B. Schriften iber einzelne Gebiete der praktischen

Analysis.
1. Differenzenrechnung.

Briggs. Arithmetica logarithmica. London 1620. — Newton.
Philosophiae naturalis principia mathematica. Lib, III. lemma 8. Lon-
don 1697. — Newton. Analysis per quantitatum series etc. London
1711, — Stirling. Methodus differentialis. London 1730.— Lacroix
Traité des différences. Paris 1819. — Boole. A treatise on the cal-

culus of finite differences. London 1880. — Markoff. Differenzen-
rechnung. Deutsch von Friesendorf und Priimm. Leipzig 1896. —
Seliwanoff. Differenzenrechnung. Leipzig 1907,

2. Auflésung der Gleichungen.

Horner (Hornersches Schema). Philos. Transactions 1819, p. 308. —
Fourier. Analyse des équations déterminées. Paris 1831. — Graeffe.
Die Auflosung der hioheren numerischen Gleichungen. Ziirich 1837. —
Encke. Allgemeine Auflosung der numerischen Gleichungen. Journ.
f. Math. Bd. 22, 8. 193. 1841. — Caxrvallo. Méthode pratique pour
la résolution numeérique compléte des équations. Paris 1890. — Runge.
Praxis der Gleichungen. Leipzig 1900. — Runge. Graphische Auf-
losung wvon - Gleichungen in der Fkomplexen Zahlenebene. Gottinger
Nachrichten. 1917. — Pfeiffer. Numerische Auflosung spezieller
Systeme linearer Gleichungen. Sitz. Ber. d. Heidelberger Akad. 1920.

3. Interpolation.

Lagrange. Sur une nouvelle espéce de calcul (1772), Euvres III,
p.441. — Lagrange. Les tnterpolations (1778), Buvres VII, p. 535. —
Lagrange. Mémoire sur la méthode d'interpolation (1792), Euvres
V, p. 663. — Lagrange. Recherches sur la maniére de former des
tables (1772), Buavres VI, p. 507. — GauB. Theoria interpolationis
methodo mova tractata. (Aus dem NachlaB.) Werke Bd. III, S. 265. —
Hotiel. Sur le développement des fonctions en séries périodiques. An-
nales de I'Observatoire de Paris t. 8. 1866. — Tchebychef. Sur
les fractions continues. Journal de mathématiques (2) t. 3, p. 289 (1858),
Euvres I. p. 473. — Tchebychef. Sur interpolation dans le cas d'un
grand nombre de données. Mémoires de 1'Académie de St. Péters-
bourg 7, 1 (1859), p. 887. — Tchebychef Sur Vinterpolation par



Literaturverzeichnis 193

la méthode des moindres carrés. Mémoires de 1'Academie de St. Péters-
bourg 7, 1 (1859), (Buvres I, p. 473.

Hierzu vergleiche man:

Harzer. Uber eine von Tchebyechef angegebene Interpolationsformel.
Astr. Nachrichten Bd. 115. 8. 337. 1886. — Bruns. Uber ein Inter-
polationsverfahren von Tchebychef. Astr. Nachrichten Bd 146, S. 161.
1898. — Gram, Uber die Entwicklung recller Funktionen in Rethen.
Journal fiir Mathematik Bd. 94. S. 41. 1883. — Runge. Theorie und
Praxis der Reihen. Leipzig 1904.

4. Mechanische Quadratur.

Simpson. Mathematical Dissertations (Of the Area of Curves).
London 1748. — GauB. Methodus nova integralium valores per ap-
proximationem inveniend: (1814), Werke Bd. IlI, S. 163.

Hierzu vergleiche man:

Jacobi. Uber Gaup’ neue Methode usw. Journal fir Mathematik
Bd. 1, S. 301 (1826), Werke Bd. VI, 8. 8. — Christoffel. Uber die
Gaupsche Quadratur. Journal fiir Mathematik Bd. 55, 8. 61. 1858. —
Markoff. Sur la méthode de Gauf3. Math. Ann. Bd. 25, 8. 417. 1885. —
Mansion. Détermination du reste dans la formule de quadrature
de Gaup. Comptes Rendus t. 102, p. 412. 1886.

5. Integration von Differentialgleichungen.

Runge. Uber die numerische Auflosung von Differentialgleichungen.
Math. Ann. Bd. 46, S. 167. 1895. — Heun. Neue Methode zur ap-
proximativen Integration der Differentialgleichungen einer Variablen.
Zschr. . Math. u. Phys. Bd. 45, S. 23. 1898. — Kutta. Beitrag zur
nGherungsweisen Integration totaler Differentialgleichungen. Zschr. f.
Math. u. Phys Bd 46, S. 435. 1899. — Runge Uber graphische
Lgsungen von Differentialgleichungen erster Ordnung. Jahresberichte
der Deutschen Math.-Vereinigung Bd. 16, 8. 270, 1907.—v, Sanden.
Die graphische Behandlung von Differentialgleichungen erster Ordnung.
Archiv fiir Elektrotechnik Bd. II, Heft 7. 1914. — Duffing. Nuwme-
rische Integration von Differentialgleichungen. Heft 224 der Forschungs-
arbeiten des Vereins deutscher Ingenieure. — MeiBner. Uber gra-
phische Integration wvon totalen Differentialgleichungen. — Glimbel.
Die graphische Lisung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Ztschr. d. Ver d.Ing. 1919. 8.771. — R. Rothe. Bestimmung etner
Geschoffbahn mit schr grofer Erhebung und Schufweite. Artill. Monats-
hefte. Juni-Helt 1918.

6. Weitere besondere Fragen.

Runge. Numerische Berechnung der Hauptachsen einer Ildche
sweiter Ordmung. Zschr. f. Math. u. Phys. Bd. 52, S 103. 1905. —
Runge Uber die Formdinderung eines zylindrischen Wasserbehdlters
durch Wasserdruck. Zschr. f. Math. u. Phys. Bd. 51, S.254. 1904, —
Runge. Uber eine Methode die partielle Differentialgleichung 44 = 0
numerisch zu integrieren. Zschr f.Math u.Phys. Bd. 65, S.225. 1908 —
Runge. Graphische Lisung von Randwertanfgaben der Gleichung
du=0 Gott. Nachr, 1911, 8. 431. — Willers. Die Torsion eines
Rotationskorpers wm seine Achse. Diss. Gottingen, auch Zschr. f. Math.
u. Phys. Bd. 55, 8.225. 1907. — Jiager. Graphische Integrationen

Timerding, Handbuch I. 2. Aufl. 13
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in der Hydrodynamik. Diss. Gottingen 1909. — Killam. Uber
graphische Integration von Funktionen einer komplexen Variabeln, mit
speziellen Anwendungen. Diss. Gottingen. 1912, — v. Sanden. Uler
den Auftrieb im natirlichen Winde. Zschr. f. Math. u. Phys. Bd. 61,
S. 2:5. 1913. — v. Sanden. Kin Instrument zur graphischen har-
monischen Analyse. Zschr. f. Math. u Phys. Bd. 61, 8. 430. 1913. —
Walter Lohmann. Harmonische Analyse zum Selbstunterricht. Ham-
burg 1921 — Runge Rechenformulur zur Zerlegung einer empirisch
gegebenen periodischen Funktion tn Sinuswellen und Erliuterung dazu.
Braunschweig 1913. — Basch. Zur Analyse schwach geddmpfier
Schwingungen. Wiener Ber. 1914.
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Die angegebenen Preise sind Grundpreise. Diece sind ‘mit_der Schliisselzah! des
Borsenvereins (Juni 1923 : 4200), zu vervielfiltigen. .

Uber den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo-
sophischen Pidagogik. Von Dr. V. Birkemeier, Berlin,  [VI u, 191 S.] 8.
1923. Geh. M. 4.50, geb. M, 5.— . ’

Die in unseren Tagen wieder lebhaft gewordene Frage nach dem Bildungswert der
Mathematik wird in diesem Werk in umfassender und tiefgriindiger Weise untersucht. Nach
Klirung der Begriffe: Bildung, Bildungswert und Bildsamkeit emerseits und des Wesens
der Mathematik andererseits wird dargetan, worin der Wert der Mathematik fiir die -chulung
des Geistes liegt und in welcher Form die ihr eigenen Bildungswerte entfaltet werden konnen.
‘Werte, die der Mathematik mit #sthetischen und technisch-6konomischen Fichern gemeinsam
sind, werden beleuchtet und die Bedeutung der Mathematik fiir die allgemeine und berufliche
Bildung aufgezeigt. i

Die mathematische Ausbildung der Architekten, Chemiker und

Ingenieure an den deutschen Technischen Hochschulen. Von
Geh. Hofrat Dr. P. Stickel, weil. Professor an der Univ. Heidelberg. [XIII
u.198 S.] gr.8. 1915. (IMUK A. IV, Band. Heft9.) Steif geh. M. 3.40.

»Die vorliegende Abhandlung zeichnet sich in hervorragendem MaBe durch Reichhaltigkeit
des Inhaltes und Griindlichkeit in der Darstellung aus Sie ist von um so groferer Bedeutung,
als es bisher an einer #hnlichen Zusammenstelluug fehlte

(Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung.)
Zahlenrechnen. Von Dr. L. won Schrutka Edler von Rechtensiamm,
Prof. a. d. deutschen Univ. Briinn. [U. d. Pr. 1923.] ‘

Die scharf umrissene Darstellung geht iiber die landliufigen Rechnungsarten hinaus bis
zu den Logarithmen und Winkelfunktionen. Als besonders wichtig werden die Polynome und
die Rechenmaschine, die in jiingster Zeit starke Verbreitung gefunden haben, hervorgehoben,
Einfiihrung in die Nomographie. Von Studienrat P. Luckey in Elberfeld.
1. Teil: Die Funktionsleiter. Mit 24 Fig.i. T.u.1 Taf. [IVw1.438S.] 8. 1918. IL. Teil:
Die Zeichn. als Rechenmaschine. Mit 34 Fig. (MPhB Bd.28u. 37.) Kart je M.—.70

Behandelt in anschaulicher Form die verschiedenen Funktionsleitern oder Funktionsskalen,
mit deren Hilfe man an Stelle langwieriger rechnerischer Arbeiten die Losungen mit der hin-
reichenden Genauigkeit aus graphischen Tafeln ablesen kanu und stellt gleichzeitig eine durch
Beispiele gut veranschaulichte Einfihrung in die Nomographie dar.

Uber die Nomographie von M. d’Ocagne. Eine Einfihrung in dieses
Gebiet.  Von Geh. Reg.-Rat Dr. F7. Sckilling, Professor an der Techn. Hoch-
schule zu Danzig. Mit 28 Abb. [47 S.] gr. 8. 3.Nachdr. 1922. Geh. M. —.90

»Die Nomographie und damit die vorliegende Schrift, welche ihrer klaren Darstellung
wegen eine bequeme Einfiihrung in dieses Gebiet bietet, nichtsdestoweniger aber, insbesondere
im SchluBparagraphen, theoretisch interessante Ausblicke gewihrt, verdienen nicht nur die
Beachtung des reinen Mathematikers wie der Vertreter der verschiedenen Gebiete angewandter
Mathematik, sondern kénnen auch sicher fiir den Unterricht, insbesondere den an technischen
Mittel- und Hochschulen, fruktifiziert werden.“ (Zeitschr, f. d. math. u. naturw. Unterricht.)

Vierstellige Tafeln zum logarithmischen und Zahlenrechnen flir
Schule und Leben in neuer Anordnung zusammengest, von Dr, Pk. Litz-
deyer, Dir. des Reformrealgymnasiums in Berlin-Wilmersdorf. Mit 2 Abb,,
1 Proportionaltafel und emmer Anzahl durch D.R. G. M. Nr. 683420 ge-
schiitzten Tafeln. [IV u. XVII Tafeln.] gr.8. 1918. Steif geh.M. —.40

In neuartiger, ein HochstmaB von Ubersicht und Kiirze erreichender Anordnung zu-

sammengestellte Logarithmen- und Zahlentafeln fiir die Schule und das praktische Leben mit
Anweisung fiir ihren praktischen Gebrauch wie zur Verwendung des Rech hiebers.’

Praktische Mathematik. Von Dr. R. Neuendorf, Prof. a. d. Univ. Kiel.
L. Teil: Graph. Darstellungen. Verkiirztes Rechnen. Das Rechnen mit Tabellen.
Mech.Rechenhilfsmittel. Kaufm. Rechnen im tigl. Leben. Wahrscheinlichkeits-
rechnung. 3.Aufl. (ANuG 341.) [U.d. Pr. 1923.] IL Teil. Geometr. Zeichnen.
Projektionslehre. Flichenmessung. Korpermessung. Mit 433 Fig. [IV u.102 8]
8. 1918. (ANuG 526.) Kart. M. 1.30, geb. M. 1.60,

Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin

Anfragen ist Riickporto beizufiigen



Bie angegebenén Brumdpreise sind mit der Sohllisselzahl des Birsenverelns zu vervielfaltigen.

o RRURSCENSTEERS

Teubners Technische -Lei;féiden

,,In der heutigen Zeit der Teuerung, die dem jungen Studenten die Anschaffung
groBerer fachwissenschaftlicherWerke fast unmdéglich macht,istdieHerausgabe dieser
-Leitfdden besonders zu begriien. Inhaltlich, sowohl hinsichtlich der Abbildungen wie
desTextes, stehen die Leitfdden groBeren Biichern in keiner Weisenach und sie kénnen
daher allen Fachkreisen empfohlen werden. (Dinglers polytechn.Journal))

Analytische Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Professor an der
Techn. Hochschule zu Braunschweig. 2. Aufl. Mit 96 Fig. [V1u.125S.] (Bd.1.) M.1.80
Darstellende Geometrie. Von Dr. M. GroBmann, Prof. an der Eidgen. "
Techn. Hochschule zu Ziirich. Bd.1. 3. Aufl. Mit Fig. u. Ubungsaufgaben. (Bd. 2.)
{U.d. Pr.1923.] Bd. II. 2.,,umg. Aufl. Mit144Fig. [VIu.154S.] 1921. (Bd.3.) Kart. M. 2.—
Dilferential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d.
. Universitit Berlin. I. Differentialrechnung. 2., verm. u. verb. Aufl. Mit 34 Fig. [VI
u. 132 S.[ 1922. (Bd.4.) Kart. M.2.20. II. Integralrechnung. 2. Aufl. [U. d. Pr.1923,]
Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate in ihrer Anwen-
dung auf Physik, Maschinenbau, Elektrotechnik u. Geodisie. Von Ing. V. Hap-
pach, Charlottenburg. Mit7 Fig. [IV u.74S.] gr.8. 1923. (Bd.18.) Kart. M. 1.50
Funktionentheorie. VonDr.L. Bieberbach, Prof. an der Universitit Berlin,
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