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Handbuch 
der angewandten Mathematik 

Herausgegeben von Dr. H. E. Timerdlog 
o. Prof. an der Technischen Hochschule in Braunschweig 

Das Werk. dessen drei erste Teile zunflchst erschienen sind, ist bestimmt, die gesamte 
augewandte Mathematik in einer flir die Studierenden der Universitäten und der Technischen 
Hochschulen gleich brauchbaren Form zu behandeln. Als augewandte Mathematik bezeichnen 
wir alle die Zweige der Mathematik, die zwischen der theoretischen Entwicklung und der 
wirklichen Anwendung auf technische und naturwissenschaftliche Probleme liegen. Hierbei 
ist natftrlich nicht ausgeschlossen, daß, wo die theoretische Entwicklung fftr die Anwendung 
nicht ausreicht, sie in passender Weise ergänzt werden muß. Vor allen Dingen ist augewandte 
Mathematik eigentliche Mathematik, nicht Physik oder Technik; sie ist nur Mathematik, 
die nach den Anwendungsgebieten und den praktischen Zwecken orientiert ist. Danach be
stimmt sich der mathematische Charakter des vorliegenden Werkes und die Abarenzung seiner 
einzelnen Teile. Dienlich wird es sich jedem erweisen, flir den der praktische Oebrauch der 
Mathematik in irgendeiner Hinsicht, und aus welchem Orunde es auch sei, Interesse hat. 

I. Band: Praktische Analysis. Von Dr. Horst v. Sanden, Prof. an der 
Techn. Hochschule zu Hannover. 2., verb. Aufl. Mit 32 Abb. im Text. 

.Das Buch ist einfach und sehr klar geschrieben, die Figuren sind ausreichend groß 
und deutlich. Der Satz ist fehlerfrei. Die Ausstattung des Werkes steht in jeder Beziehung 
tadellos da. Das Werk kann daher wllrmstens empfohlen werden." . 

(Osterr. Zeitschrift für Vermessungswesen.) 
.Das Buch kann nicht nur clen Studierenden der augewandten Mathematik von denen 

Vertrautheit mit den besprochenen Methoden za fordern wäre, sondern auch den Studierenden 
der technischen Hochschulen aufs warmsie empfohlen werden; sie werden dadurch die in 
der Praxis vielfach verwendeten praktischen Methoden und Rechenvorschriften von einem 
MherenOesichtspunkteaus aufzufassen lernen.• (Jahresber. d. Dtsch. Math.-Vereinigfl.) 

II. Band: Darstellende Geometrie. Von Dr. Johannes Hjelmslev, o.Prof. 
der darstellenden Geometrie an der Techn. Hochschule in Kopenhagen. 
Mit 305 Figuren. [IX u. 320 S.] 8. 1914. Oeh. M. 5.60, geb. M. 6.60 

.Der eigenartigen Doppelstellung der darstellenden Geometrie wird das Buch in besonders 
gll!cklicher Weise gerecht, indem es einerseits auf die wissenschaftliche Bedeutung der dar
stellenden Oeometrie und die wissenschaftliche Exaktheit ihrer Behandlung hohen Wert legt, 
ohne doch andererseits die enge Fllhlung mit den Bedilrfnissen der Praxis dabei zu verlieren. 
Von ganz hervorragendem mathematischem Wert ist die geradezu meisterhafte Behandlung 
der ebenen Kurven und der Raumkurven.• (Zeitschr.f.d.mathem.u.naturw.Unterr.) 

.Das Buch bietet durch die Hinweise auf Iechnische Anwendungen dem Mathematiker 
Gelegenheit den Obergang von der abstrakten Wissenschaft zu den Aufgaben der Prazis 
kennen zu lernen, wahrend es andererseits dem Techniker dazu dienen kann, seine wissen
schaftliche Auffassung zu vertiefen.• (Monatshefte f. Mathematik u. Physik.) 

lll. Band: Grundzage der Geod6sie mit Einschluß der Ausgleichungs
rechnung. Von Dr.-lng. Martin Nllbauer, o. Prof. der Oeodasie an der 
Technischen Hochschule in Karlsruhe. Mit 277 Figuren. fiX u. 420 S.] 8. 
1915. Geh. M. 7.50, geb. M. 8.70 

.Dieses knapp gehaltene, Obersichtliche und reichhaltige, in Taschenformat ausgefßhrte 
Buch wird auch dem Ingenieur, Landmesser und Markscheider ein willkommene~ Nach
schlagewerk sein, das leicht mitzuführen ist und durch das Sachregister den raschen Oebrauch 
ermöglicht; insbesondere wird auch der erfahrene Praktiker den Teil Qber höhere Oeodäsie 
gern zu Rate ziehen.• (Mitteilungen aus dem Markscheidewesen.) 

.Die Darstellung ist klar und übersichtlich, die Figuren sind vortrefflich und be
lehrend, auch die Rechnungsbeispiele dllrften sehr willkommen sein und sind nett an
geordnet." (LiL Zentralblatt flir Deutschland.) 

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 
Anfragen iSf Rtlctporto lleiZDIOgeo 



HANDBUCH 
DER ANGEWANDTEN MATHEl\IATIK 

HERAUSGEGEBEN VON 

DR. H. E. TIMERDING 
0. PROF. AN DER TECHNISCHEN 

HOCHSCHULE IN BRAUNSCHWEIG 

ERSTER TEIL 

PRAKTISCHE ANALYSIS 

VON 

H. VON SANDEN 

ZWEITE VERBESSERTE AUFLAGE 

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 1923 



PRAKTISCIIE ANALYSIS 

VON 

DR. HORST VON SANDEN 
0. PROFESSOR AN DER TECHN. HOCHSCHULE 

ZU HANNOVER 

ZWEITE VERBESSERTE AUFLAGE 

1\IIT 32 ABBILDUNGEN 
IM TEXT 

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 1923 



BCHUTZJ!'OBM:EL Ftl'B DIE VEREINIGTEN STAATEN VON AMERIKA: 

COPYRIGHT 1923 BY SPRINGER FACHMEDIEN WIESBADEN. 
Ursprünglich erschienen bei B.G. Teubner in Leipzig 1923. 

Softcover reprint of the bardeover 2nd edition 1923 

ALLE RECHTE, 
EINSOHLIESSLICH DES ÜBEBSETZUNGSBECHTB, VOBBEHALTJ":N 

ISBN 978-3-663-15360-3 ISBN 978-3-663-15931-5 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-663-15931-5 



Vorwort des Herausgebers zur ersten Auflage 

Dem Handbuch, dessen erster Teil hiermit an die Öffentlich
keit tritt, müssen einige allgemeine Bemerkungen zum Geleit mit 
auf den Weg gegeben werden, damit sein Zweck richtig verstan
den wird. Der Grund, warum die Herausgabe unternommen worden, 
lag darin, daß es für die augewandte Mathematik eine zusammen
fassende Darstellung nicht gibt, aber seit ihrer Einführung an den 
Universitäten namentlich von den Studierenden als ein Bedürfnis 
empfunden wird. Außerordentlich schwierig war hierbei die Ab
grenzung des Gebietes. Was unter angewandter Mathematik zu 
verstehen ist, ist nicht von vornherein unzweideutig bestimmt. 
Der Begriff der augewandten Mathematik bildete sich aus, als 
sich innerhalb der zu einer Enzyklopädie der Realwissenschaften 
verbreiterten Mathematik das Bestreben zeigte, die rein theoreti
schen Teile abzusondern. Dabei wurde der nach Ausschluß dieser 
Teile übrigbleibende Rest als augewandte Mathematik bezeichnet, 
und es ist klar, daß die Gegenstände sehr ungleichartig waren, 
die unter diesem Begriffe zusammengefaßt wurden. Im Laufe 
der Zeit ist er noch manchen Schwankungen unterworfen ge
wesen. Einstmals gehörte zu der augewandten Mathematik auch 
die Architektur und der Festungsbau. Heute wird man darunter 
zunächst das verstehen, was nach der preußischen Prüfungsordnung 
für die Kandidaten des höheren Schulamts als augewandte Mathe
matik bezeichnet wird, also eine Zusammenfassung von darstellen
der Geometrie, Geodäsie und technischer Mechanik. Dabei ist 
allerdings sofort zu bemerken, daß die letzten beiden Fächer un
bedingt zwei selbständige Wissenschaften bilden und nicht ohne 
weiteres zur Mathematik gerechnet werden können. Bei der tech
nischen Mechanik gibt die Prüfungsordnung selbst die nötige Er
läuterung, indem sie nur die Kenntnis der mathematischen ~fetho
den der technischen Mechanik verlangt und besonders diP Methoden 
der graphischen Statik heraushebt. In der Tat, wenn wir bei an
gewandter Mathematik von ~fechanik sprechen, so dürfen wir 
darunter nicht das ganze Gebiet in seinem realen Gehalt verstehen, 
sondern nur den mathematischen Apparat, der dabei zur Verwen
dung kommt.. Bei der Geodäsie liegt die Sache jedoch etwas anders. 



VI Vorwort 

Von einem Unterricht in der Geodäsie sind allerdings die prak
tischen Messungen im Feld nicht zu trennen. Solange man sich 
aber auf die niedere Geodäsie beschränkt, welche die Prüfungs
vorschriften vornehmlich ins Auge fassen, behalten diese Messungen 
einen einfachen Charakter und können schließlich mit zum mathe
matischen Unterricht gerechnet werden. Auf der Schule werden sie 
es ja in jedem Fall müssen. Die Geodäsie ist ferner von der Astro
nomie nicht völlig zu trennen: die Aufgaben der Ortsbestimmung 
nehmen auch astronomische Beobachtungen zu Hilfe. So wird 
mit der niederen Geodäsie auch die sphärische Astronomie zu der 
augewandten Mathematik gerechnet werden müssen. 

Der vornehmlich durch F. Kleins unablässige Bemühungen 
an der Göttinger Universität ausgebildete Lehrbetrieb hat aber die 
in der preußischen Prüfungsordnung vertretene Auffassung mit der 
Zeit noch wesentlich ergänzt. Zunächst zeigte sich, daß das, was 
man im engeren Sinne als augewandte Mathematik bezeichnen 
muß, in der Prüfungsordnung noch gar nicht hervorgehoben ist. 
Um nämlich von der theoretischen Entwicklung zur praktischen 
Ausführung der Rechnung übergehen zu können, um von Lehr
sätzen und Formeln zu numerischen Resultaten zu gelangen, be
darf es einer besonderen Disziplin, die den Übergang vermittelt 
und die wir in unserem Handbuch als praktische Analysis be
zeichnen. Diese Disziplin zielbewußt in den Lehrbetrieb der Göt
tinger Universität eingeführt zu haben, ist das große Verdienst 
von C. Runge. Ferner war schon seit längerer Zeit in Göttingen 
die Versicherungsmathematik durch ein versicherungstechnisches 
Seminar vertreten, ist aber erst in den letzten Jahren dort in die 
Oberlehrerprüfung unter der augewandten Mathematik aufgenom
men und damit im eigentlichen Sinne dem mathematischen Stu
dium zugerechnet worden. 

Alle die bis jetzt genannten Färber mußten bei einer zusammen
fassenden Darstellung der augewandten Mathematik Berücksich
tigung finden. Dadurch war der l\lindestunifang des Handbuches 
bestimmt Es zeigte sich aber dabei, daß es sich im Grunde um 
eine Reihe von Einzelwissenschaften handelt, die untereinander 
nur in verhältnismäßig lockerem Zusammenhange stehen. Des
wegen schien es angebracht, das ganze Werk in eine Reihe von
einander unabhängiger Teilbände zu zerlegen, die einzeln von ver
schiedenen Verfassern selbständig bearbeitet werden konnten und 
sich in ihrer Gesamtheit von selbst zu einem Bilde der ganzen 
augewandten Mathematik, wie sie nach dem heutigen Stande der 
Wissenschaft und des Lehrbetriebes vorliegt, zusammenschließen. 
Der Herausgeber war so der unangenehmen Pflicht überhoben, 



Vorwo:t:t VII 

die Verfasser in der freien Bearbeitung des ihnen zugefallenen 
Wissenszweiges um der Rücksichtnahme auf die benachbarten: 
Artikel willen fortw!!.hrend zu hemmen. Es ·stand ihm, was die 
Abgrenzung des Stoffes und die Art seiner Darbietung betraf, nur 
eine beratende Rolle zu. Im übrigen übernahmen die Verfasser 
mit der wissenschaftlichen Verantwortung für ihre Bände auch 
das Recht, sie nach Gutdünken auszugestalten. Trotzdem geschieht 
es nur zu leicht, daß der Herausgeber, dessen Name einem lite
rarischen Unternehmen voranstebt, auch für die Einzelheiten der 
Ausführung verantwortlich gemacht wird. Wo man einen Fehler 
bemerkt oder eine Lücke findet, sagt man, das hätte der Heraus
geber verbessern müssen. Alles Gute dagegen kommt mit Recht 
auf Rechnung der Verfass·er. So kann der arme Herausgeber nur 
Tadel und nie Lob ernten. Im vorliegenden Falle glaubte ich aber 
alles das im Interesse der guten Sache, der das von dem V er
leger angeregte Unternehmen dient, ruhig auf mich nehmen zu 
müssen. Trotz alledem, was im einzelnen verbesserungsbedürftig 
sein mag, glaube ich, daß die hier herausgegebene Darstellung 
für die Ausbreitung einer den praktischen Aufgaben gerecht wer
denden Mathematik und die Förderung eines gesunden mathe
matischen Unterrichts, der die Fühlung mit der Wirklichkeit nicht 
verlieren will, Gutes zu stiften vermag. 

Wenn auch bei der Herausgabe zunächst an die Studierenden 
der Mathematik an den Universitäten, insbesondere solche, die sich 
für das Lehrfach der augewandten Mathematik vorbereibm, ge
da<;:ht werden mußte, so soll dieses Handbuch doch keineswegs 
allein für diese Studierenden bestimmt sein. Auch für den Tech
niker, der eine mathematische Begründung und Vertiefung seiner 
Wissenschaft sucht, überhaupt für jeden, der für die Anwendungs
seite der Mathematik Interesse hat, scheint es uns von Nutzen 
sein zu können. Freilich werden nicht sämtliche Bände gleich~ 

mäßig in Betracht kommen, aber gerade durch die Zerlegung des 
Werkes in verschiedene Teile ist es jedem freigestellt, die Teile 
herauszugreifen, die für ihn besonders von Wert sind. Das wird 
z. B. von dem Bande über Versicherungsrechnung gelten, der 
naturgem!l.ß sich zunächst an die wendet, welche das Versiche
rungswesen zu ihrem Beruf machen wollen. Dieser Band wird 
aber andererseits auch jedem Mathematiklehrer dienen können, der 
in seinem Unterricht auf das Versicherungswesen einzugehen 
wünscht und sich die dafür nötigen Kenntnisse zu enverben sucht. 

Bei dem Zerfallen des Werkes in eine Reihe von Einzeldar
stellungen wird man eines wohl am meisten vermissen: die Ein
heitlichkeit und Geschlossenheit der Darstellung. Eine solche 



VIII Vorwort 

schien aber in dem vorliegenden Falle nicht bloß kein Vorzug, 
sondern im Gegenteil ein. Nachteil zu sein, wenn sie auf Kosten 
der einzelnen Disziplinen erstrebt worden wäre. Diese einzelnen 
Disziplinen sind nicht bloß dem Gegenstande nach verschieden, 
sie sind es auch in ihJ:er ganzen Methodik. Das zeigt sich mit 
voller Deutlichkeit schon an den Wissenszweigen, die in den ersten 
beiden Bänden behandelt sind. Die praktische Analysis hat zur 
.Aufgabe die .Ausführung der numerischen Rechnungen, während 
die theoretische .Analysis nur die Grundlagen für die Rechnungen 
liefert, sie schließt sich auf diese Weise dem Gegenstand nach an 
eine Disziplin der reinen Mathematik an, stellt sich aber in be
wußten Gegensatz zu den Zielen und Methoden dieser Disziplin. 
Ist die theoretische .Analysis eine reine Wissenschaft, so ist die 
praktische .Analysis mehr eine Kur.st. Die wirkliche .Ausführung 
einer numerischen Rechnung bedingt eine Menge von einzelnen 
Momenten, ·die auf einer mehr gefühlsmäßigen Erfassung der zu 
erfüllenden .Aufgabe beruhen und einer vollen lo.gischen .Abklärung 
nicht fähig sind. Der ausschließliche Zweck ist die Gewinnung 
des _zahlenmäßigen Resultates auf die kürzeste und handlichste 
Weise und die Sicherung seiner Richtigkeit. Bei der numerischen 
Rechnung spielen Übung und Geschicklichkeit eine große Rolle; 
auch .Apparate und Maschinen werden verwendet, deren Kenntnis 
und Gebrauch mehr in die praktische Mechanik als in die Mathe
matik gehört. Bei der Sicherstellung des gewonnenen Resultates 
kommt außer methodischen Kontrollen, die die Rechnung begleiten, 
eine gewisse Empfindung für die Richtigkeit und Genauigkeit der 
ausgeführten Operationen hinzu, die sich nicht in bewußte Ge
danken übertragen läßt; sie ist durchaus der Empfindung analog, 
die dem Experimentator die Gewißheit gibt, daß er sich auf dem 
rechten Weg befindet. .Alle diese Momente haben aber dazu ge~ 
dien~, den Wissenszweig, um den es sich hier handelt, bei den 
theoretischen Mathematikern, denen der .Ausbau eines logisch 
durcharbeiteten Systems die Hauptsache ist, in Mißkredit zu 
bringen. Ich will nur an Kummer erinnern, der einmal gesagt 
hat, es müsse eigentlich nicht reine und angewandte Mathematil}, 
sondern reine und schmutzige Mathematik beißen. Diese .Ab
neigung der theoretischen Wissenschaft gegen die praktischen 
.Aufgaben wegen der Beschränkung der Forschungsfreiheit und 
der Trübung der me1hodischen Feinheit, die sie mit sich führen, 
wird sich nie beseitigen lassen. Es handelt sich eben hier um eine 
Frage der Neigung und des Geschmacks. Der eine fühlt sieb in 
der reinen Gedankenwelt am wohlsten; den anderen reizt dagegen 
die .Aussicht, etwas zu leisten, was sich für die .Aufgaben der 
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Wirklichkeit als nutzbringend erweist, und sicher ist es auch ein 
Verdienst, das in möglichst vollkommener Weise zu tun, was aus 
praktischen Gründen von Wichtigkeit und Bedeutung ist. 

Bei der darstellenden Geometrie, die den zweiten Band unseres 
Handbuches bildet, liegt der Fall wesentlich anders wie in der 
praktischen Analysis, die- der erste Band behandelt. Auch die 
darstellende Geometrie dient praktischen Aufgaben, nämlich den 
auf der Zeichnung fußenden Anwendungen der Geometrie auf die 
Technik. Diese Anwendungen sind auch schon sehr frühzeitig 
ausgebildet worden, zum Teil bereits im Mittelalter, und zwar 
dem rein praktischen Zweck entsprechend in einer Weise, die auf 
eine logische Begründung keinerlei, Rücksicht nahm.- Erst all
mählich begann sich aus diesen Kenntnissen herans ein wissen
schaftliches Fach auszugestalten. Zunächst war es die malerische 
Perspektive, also mehr eine Aufgabe der Kunst als der Technik, 
die zu einer -solchen Entwicklung Anlaß gab. Dazu trat später 
der Steinschnitt, mit dem eine große Menge geometrischer Auf
gaben vereinigt wurde. Für diese Aufgaben fand Mon g e das 
geistige Band, indem er auf dem seit langer Zeit in der Technik 
üblichen Grund- und Aufrißverfahren eine methodisch durch
geführte geometrische Disziplin aufbaute, welche die Darstellung 
auf dem Zeichenblatt auch für die räumlichen Gebilde syste
matisch verwertet. Die methodische Ausführung und logische Ver
feinerung der so begründeten Wissenschaft haben allerdings auch 
die Nachfolger Monges nicht völlig geleistet. Sie ist aber mög
lich und macht aus der darstellenden Geometrie eine Wissenschaft, 
die an logischer Strenge der gewöhnlichen Behandlung der. Geo
metrie durchaus nicht nachsteht. Im Gegenteil hat sie durch die 
zielbewußte Anknüpfung an die Zeichnung vor dieser einen unleug
baren Vorzug. Dies zeigt sich z. B. daran, daß in der gewöhnlichen 
Darstellung der Geometrie der Übergang zu den krummen Linien 
und Flächen nur durch ein fremdes Gebiet hindurch, nämlich die 
Infinitesimalrechnung, gefunden wird; die Anknüpfung an die Zeich
nung führt aber direkt auf Grund bestimmter Definitionen und 
Axiome zu ihnen hin. Bei der Verwendung der darstellenden Geo
metrie· in der Technik spielt die logische Durcharbeitung natur
gemäß keine_ oder nur eine geringe Rolle, da hier der praktische 
Zweck bestimmend wirkt und für den Techniker die anschauliche 
Erfassung der Aufgaben gerade die richtige ist. Wird aber die dar
stellende Geometrie zu einem Lehrfach der Universitäten gemacht, 
so wird die logische Abklärung eine unabweisbare Pflicht, ebenso 
wie sie es in den übrigen mathematischen Disziplinen ist. Deswegen 
haben wir es für angebracht gehalten, hier eine möglichst strenge 
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Behandlung der darstellenden Geometrie durchzuführen und da für die 
Anwendungen kürzer zu behandeln, wenn auch überall derWeg ge
zeigt ist, der in die Technik hineinführt. Hier wenigstens ist also der 
Vorwurf nicht angebracht, daß die an gewandte Mathematik ein Nach
lassen in den Forderungen an Exaktheit und Strenge mit sich führt. 

Den zwei ersten Bänden lassen wir sofort den dritten folgen, 
der die Geodäsie und Astronomie, soweit sie für den vorliegenden 
Zweck in Frage kommen, behandelt. Da es sich dabei um längst 
feststehende, schon durch Gauß' Bemühungen wohlbegründete 
Wissenschaften handelt, können besondere methodische Bedenken 
nicht vorliegen; die getroffene Abgrenzung wird hoffentlich als 
zweckmäßig befunden werden. 

Die noch fehlenden Bände werden voraussichtlich binnen kurzer 
Zeit herausgegeben werden können, so daß wirklich die augewandte 
Mathematik im vollen U rnfange erledigt wird. Eine kurze Be
merkung muß ich zum Schluß noch über die Literaturangaben 
hinzufügen. Sie sollen in keiner Weise eine Vollständigkeit er
reichen, sondern sollen nur dem Leser in geeigneter Weise weiter
helfen. Ein Erschöpfen des Stoffes war ja in keinem Bande zu 
erreichen, und deshalb muß der Anschluß an ergänzende und 
weiterführende Werke überall gesucht werden. Die gebotene Dar
stellung wird am besten ihre Wirkung ausüben, wenn sie zu wei
terem Studium anregt. Für die Oberlehrerprüfung wird allerdings 
bei nicht allzu anspruchsvollen Examinatoren der gebotene Stoff 
ausreichen, und vielleicht ist es nicht ohne Wert, auf diese Weise 
überhaupt erst eine brauchbare Grundlage für die gesamte Prüfung 
in der augewandten Mathematik geschaffen zu haben. 

Dem Verlage gebührt der herzliche Dank der Verfasser uud 
des Herausgebers für das Entgegenkommen bei der Veröffentlichung 
und die Erfüllung aller Wünsche bei der Drucklegung. 

Braunschweig, November 1913. H. E. Timerding. 

Vorwort des Herausgebers zur zweiten Auflage 
Bei der Neuauflage des ersten Teils sind keine weiteren Be

merkungen hinzuzufügen, als daß die Erwartung, die fehlenden 
Bände binnen kurzer Zeit herausgeben zu können, sich leider nicht 
erfüllt hat. In den drei vorliegenden Bänden ist aber immerhin 
schon ein gewisser .Abschluß enthalten. Daß die erste .Auflage des 
ersten Teils binnen verhältnismäßig kurzer Zeit vergriffen war, 
läßt sich wohl als gutes Zeichen deuten. 

Braunschweig, März 1923. H. E. Timerding. 



Vorwort des Verfassers znr ersten Auflage 

Was in diesem ersten Bande des Handbuches der augewandten 
Jlllathematik als praktische Analysis bezeichnet wird, ist eine Seite 
der :Mathematik, die Felix Klein einmal die "Exekutive in der 
Mathematik" genannt hat. Eine Dttrchführwng der mathematischen 
Probleme bis zur ziffernmäßigen Angabe des Resultates ist der 
leitende Gedanke bei allen hier zur Sprache kommenden Methoden. 
Es steht in der Mathematik durchaus nicht immer fest, wann ein 
Problem als gelöst anzusehen ist. Denken wir z. B. an eine Diffe
rentialgleichung, so kann man das bei dieser sieb darbietende 
Problem mit dem Beweis der Existenz einer Lösung als erledigt 
ansehen. Sogar in der theoretischen Mechanik begnügt man sich 
nicht selten mit der .Aufstellung der den Vorgang beherrschenden 
Differentialgleichungen und dem Nachweis, daß durch diese Glei
chungen die Lösung festgelegt ist. So unerläßlich das mit einem 
Existenzbeweise gewonnene Fundament auch sein mag, die Frage 
nach der wirklichen Bestimmung der Lösung muß in sehr vielen 
Fällen auch als eine berechtigte anerkannt werden. Dabei ist 
nicht nur eine qualitative Diskussion der integrierenden Funktion 
gemeint, sondern auch ihre numerische Beherrschung, sei es, daß 
man aus einer errechneten Tabelle zu jedem in Betracht kommen
den Werte der unabhängigen Variablen den zugehörigen Wert der 
abhängigen Variablen entnehmen kann, sei es, daß man die ge
suchte Funktion in graphischer Darstellung als Kurve in irgend
einem Koordinatensystem erhalten hat. Auch die algebraischen 
Gleichungen bieten ein Beispiel, wie mau denselben Gegenstand 
von sehr verschiedenen Seiten betrachten kann, und auch hier 
kann man das Interesse darauf richten, die Wurzeln eioer solchen 
Gleichung ziffernmäßig anzugeben, und hierfür Methoden ent
wickeln. 

Die Durchführung der Probleme bis zur ziffernmäßigen .Angabe 
des Resultates charakterisiert die Aufgabe der praktischen Analysis 
aber erst in ihren allgemeinen Umrissen. Ein wichtiger Punkt 
bei jeder numerischen Rechnung, der in vielen Fällen gerade der 
schwierigere Teil der Sache ist, bleibt die Abschätzung der Ge
nauigkeit des berechneten Ergebnisses. 



XII Vorwort 

Fast in allen Fällen stehen zur Lösung einer Aufgabe ver
schiedene Methoden zur Verfügung, und es ergibt sich eine durch
aus objektive Wertung dieser Methoden durch das Prinzip, stets 
diejenige zur Anwendung zu bringen, die das Resultat mit der 
jeweils verlangten Genauigkeit in der kürzesten Zeit liefert. 

Von diesem Standpunkt aus hat man auch die Einführung von 
graphischen Rechenmethoden zu beurteilen, die in neuerar Zeit 
mehr und mehr in Aufnahme kommen. Die Genauigkeit einer 
graphischen Konstruktion ist natürlich eine beschränkte, wii.hrend 
eine Rechnung, sofern man nur hinreichend viel Stellen mitführt, 
eine beliebige Steigerung der Genauigkeit gestattet. Es gibt aber, 
namentlich in der Ingenieurpraxis, eine Fülle von Aufgaben, bei 
denen die Genauigkeit einer zeichnerischen Behandlung völlig hin
reicht, bei denen zumal die' in die Rechnung einzuführenden Größen 
bereits mit einer so beschränkten Genauigkeit gegeben sind, daß 
eine Anwendung von Methoden größerer Präzision nur einen un
nötigen Zeitverlust bedeuten würde. 

Ganz besonders sind graphische Methoden da am Platze, wo 
einzelne in die Rechnung eingehende Größen oder Funktionen 
empirisch-graphisch gegeben sind. So wird der Elektrotechniker 
mitunter auf Differentialgleichungen geführt, in welchen die Ab
hängigkeit der Magnetisierung von der elektrischen Feldstärke 
durch die sog. Magnetisierungskurve als empirisch gewonnene und 
graphisch dargestellte Funktion eingeht. In diesem Falle ist eine 
graphische Behandlung der Differentialgleichung angebracht und 
jeder andere Lösungsversuch würde einen weiten Umweg bedeuten. 
Gerade in der Auswahl der zweckmäßigsten Methode, die,der eigent
lichen Inangriffnahme der Aufgabe voranzugehen hat, liegt ein 
Hauptreiz der Beschäftigung mit diesem Zweig der :Mathematik. 

Was nun die Stellung dieser Methoden im mathematischen 
Hochschulunterricht angeht, so steht es außer Zweifel, daß sie an 
der technischen Hochschule mehr als es heute vielfach geschieht, 
gepflegt werden müßten. Dem Ingenieur soll ja durch den mathe
matischen Unterricht ein Werkzeug in die Hand gegeben werden, 
das er wirklich gebrauchen kann. Dazu ist notwendig, daß sich 
der Lehrbetrieb nicht nur auf die V orlesungeu über theoretische 
Mathematik beschränkt, sondern es muß eine Ausbildung in der 
praktischen Analysis unbedingt hinzutreten. Zu einer solchen 
Ausbildung gehört aber auch ein zweckmäßig geordneter Übungs
betrieb. Denn nur dadurch kann man die Sicherheit in der Hand
habung der Methoden erzielen, die zu ihrer erfolgreichen Anwen
dung unerläßlich ist. Auch die Unterweisung in dem Gebrauch 
von mathematischen Instrumenten, wie Rechenschiebern, Rechen-
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maschinen und Planimetern, gehört sicher in den mathematischen 
Unterricht und kann hier als willkommenes Beispiel zur Einführung 
in die Fehlertheorie betrachtet werden. Es ist doch ein unerquick
licher Zustand, wenn die Studierenden die Handhabung dieser In
strumente erst im physikalischen oder maschinentechnischen Prak
tikum lernen, wobei ein tieferes Eingehen auf die Theorie der 
Instrumente nicht erreicht werden kann. Eine gründliche Aus
bildung im praktischen Rechnen gehört zur mathematischen Vor
bildung des Ingenieurs und eine systematische Gewöhnung an Ge
nauigkeitsbetrachtungen kann am ehesten dem immer wieder zu
tage tretenden Übelstande abhelfen, daß die Praktikanten ihre 
Messungen mit unzweckmäßigen, meistens viel zu genauen und 
darum schwerfälligen Rechenhilfsmitteln bearbeiten, ohne zu einer 
Übersicht über die wirklich erreichte Genauigkeit des Resultates 
zu gelangen. Auch die Scheu vor der Anwendung der Ausglei
chungsrechnung, die schon in ganz einfachen Fällen sehr vorteil
haft sein kann, muß bereits im mathematischen Unterricht über
wunden werden. 

Eine andere Frage ist es, welche Stellung der praktischen Ana
lysis im Universitätsunterricht einzuräumen ist. Es handelt sich 
dabei in erster Linie um die Ausbildung der zukünftigen Lehrer. 
Können diese aber das Gelernte später im Unterricht verwerten? 
Gehören die hier in Betracht kommenden Rechenmethoden über
haupt in den Schulunterricht? 

Bejaht man diese Frage, so muß man den Methoden auch einen 
Platz im Studium der künftigen Mathematiklehre einräumen. Es 
wird zwar oft die Ansicht geäußert, daß einem theoretisch gut aus
gebildeten Mathematiker die Aneignung dieser Methoden, wenn er 
sie braucht, keine Schwierigkeiten bereiten wird und sich somit ein 
Eingehen darauf im Universitätsstudium erübrigt. Daß das theo
retische Verständnis einem ausgebildeten Mathematiker keine 
Schwierigkeit macht, ist wohl richtig. Aber mit dem Verständnis 
allein ist es eben noch nicht getan! Es ist ein großer Unterschied, 
ob man eine numerische Methode nach einer gehörten oder gelesenen 
Darstellung in allen Einzelheiten übersieht und sich von der Not
wendigkeit eines jeden Schrittes überzeugt hat, oder ob man wirk
lich ein gegebenes Beispiel richtig und geschickt bis zu Ende 
durchrechnen kann. Dazu gehört eine Fertigkeit, die sich nur 
durch Übung erlangen läßt, und das bedingt eine gründliche Be
schäftigung mit diesen praktischen Methöden. Eine solche erfordert 
viel mehr Zeit und Aufmerksamkeit, als sich der 1\'Iathematiker 
gewöhnlich denkt. Es ist erstaunlich, wie schwer es der über
wiegenden Mehrzahl der Mathematikstudierenden fällt, eine Zahlen-
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rechnung ordentlich zu Ende zu führen. Nach einem meist ohne 
weitere Überlegung angenommenen Schema wird auf allerhand 
Zetteln wild und ungeordnet darauf losgerechnet. Dadurch geht 
nach und nach die Übersicht verloren, bis das Ziel der Rechnung 
und schließlich auch der Rechner in einem Meer von Zahlen ver
sunken ist, worauf der unerfr~;~uliche Prozeß mit keinem besseren 
Erfolge von vorne anhebt. Der erste Schritt zur Besserung ist 
eine übersichtliche Anordnung der Rechnung und die Anwendung 
von Kontrollen, die auch der geübtaste Rechner nicht entbehren 
kann und an die andererseits der abstrakte Mathematiker über
haupt nicht denken wird. Das letzte Ziel. bleibt dann noch, den 
Rechner so weit selbständig zu machen, daß er nicht bloß als eine 
lebende Rechen- oder Denkmaschine nach einem gegebenen Schema 
rechnen kann, sondern daß er in jedem Moment den ganzen Gang 
der Rechnung klar vor sich sieht und so zu einer völligen Be
herrschung der Methode gelangt. In dieser Gewöhnung an Ord
nung und Selbständigkeit liegt ein bedeutendes erzieherisches Mo
ment der augewandten Mathematik, das nicht zu unterschätzen 
ist. Gewiß liegt ein solches auch in der Beschäftigung mit der 
abstrakten Seite der Mathematik, aber die Zahl der Studierenden, 
die hier zu selbständiger Arbeit vordringt, ist gering. Sicherer 
und unmittelbarer ist daher die Wirkung, welche die ~ngewandte 
Mathematik ausübt. 

So erscheint die angewandte Mathematik auch ohne Rücksicht 
auf ihre spätere Verwendungsmöglichkeit im Schulunterricht als 
existenzberechtigt an der Universität. Man kann sie dabei noch 
nach mancher anderen Seite ausbauen, als es in dem vorliegenden 
Buche geschehen, und durch die rechnerische und zeichnerische 
Durchführung manche mathematische Tatsachen eindringlicher zum 
Verständnis bringen, als es durch den bloßen theoretischen Vortrag 
möglich ist. Die angewandte liiathematik sollte an der Universität 
nicht in einem Gegensatze zu der abstrakten Mathematik stehen, 
sondern zu dieser eine fördersame E1'gänzung bilden. 

Ob nun die weitere Ausbildung des numerischen Rechnens 
über das allgemein geübte elementare und logarithmische Rechnen 
hinaus und so auch die Verwendung der graphischen Methoden 
an die höhere allgemeine Schule gehört, ist noch eine offene Frage, 
die aber nach unserer Überzeugung unbedingt zu bejahen ist. Der 
bittere Nachgeschmack, mit dem heute die Mehrzahl aller Gebil
deten an den genossenen mathematischen Schulunterricht zurück
denkt, könnte mit dem besten Erfolge bekämpft werden, wenn 
jede höhere Schule eine gründliche Übung im Zahlenrechnen, be· 
sonders auch im Kopfrechnen, ins Leben mitgäbe. 
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Auch wenn man den Schwerpunkt des mathematischen Schul-. 
unterrichtes lediglich in die logische Schulung legen zu müssen 
glaubt, braucht man auf das praktische Rechnen nicht zu ver
zichten und kann sehr gut den idealen Gesichtspunkt mit dem 
Nützlichkeitsstandpunkte vereinigen. Gerade beim numerischen 
Rechnen erfordert die Frage, welcher Weg im gegebenen Falle 
der beste ist, welche Genauigkeit man beim Resultat noch ver
bürgen kann, einen nicht unerheblichen Aufwand von logischer 
Überlegung, und bei geeigneter Auswahl der Aufgaben kann man 
den Schüler vor jeder einzelnen zwingen zu untersuchen, wie er 
in diesem besonderen Falle vorzugehen hat, und ihn damit nach
drücklich zu eignem Nachdenken veranlassen. Ein geisttötender 
Schematismus läßt sich hier sicherer vermeiden als in anderen 
Gebieten der Schulmathematik. 

Es wäre so übel nicht, die Beherrschung des Rechenschiebers 
und seiner Anwendungen dem Schulunterricht zuzuweisen. Seine 
Genauigkeit ist für die Aufgaben, die dem Schüler bei physi
kalischen oder auch geodätischen Übungen gestellt werden können, 
völlig ausreichend, seine Handhabung erfordert weij; mehr Nach
denken als das Blättern in Logarithmentafeln, und bei seiner Be-. 
handJung kann man in natürlichsterWeise an den Funktions begriff, 
die graphische Darstellung von Funktionen sowie den wichtigen 
Begriff der relativen Genauigkeit anknüpfen. Natürlich muß dann 
der Lehrer selbst mit dem Gebrauch des Rechenschiebers genau 
Bescheid wissen. Ebenso wie auf der Universität sollte man auch 
auf der Schule keinen Gegensatz zwischen reiner und angewandter 
Mathematik betonen, sondern die eine Richtung durch die andere 
harmonisch ergänzen. 

Was die .Auswahl und Anordnung des Stoffes in diesem Bande 
angeht, so wurden die Methoden bevorzugt, die im mathematischen 
Unterricht einer allgemeinen Anwendung fähig sind. Der Behand
lung empirischer Funktionen ist ein breiter Raum gewährt, um 
auch dem Bedürfnis der Studierenden an technischen Hochschulen 
entgegenzukommen, denen das Buch eine Ergänzung ihrer mathe
matischen Lehrbücher und Vorlesungen nach der praktischen Seite 
hin bieten soll. 

Die graphische Statik ist nicht aufgenommen, trotzdem von da 
ans die Benutzung graphischer Infinitesimalmethoden ihren An
fang genommen hat. Sie hat sich aber zu einem selbständigen 
Zweig der an gewandten Mathematik entwickelt und zeigt nicht 
den allgemeinen Charakter der hier aufgenommenen Methoden; 
sie wird in einem späteren Bande auch noch besonders behandelt 
werden. Um den Umfang des Buches möglichst zu beschränken, 
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ist auch die Nomographie, dieses interessante Sonderkapitel der 
graphischen Methoden, nur flüchtig gestreift. Es steht in den .Ar
beiten von d'O c a gn e hierüber ausreichend Literatur zur Verfügung. 

Die Literatur habe ich nur insoweit zitiert, als dem Leser Ge
legenheit geboten werden soll, sich über weitergehende Fragen 
zu orientieren und Einzelheiten genauer zu verfolgen. Historische 
Gesichtspunkte und Prioritätsfragen sind im Text völlig beiseite 
geschoben und das Hauptgewicht auf ein leichtes Verständnis gelegt. 

Der Inhalt des Buches bildet einen Teil dessen, was nach dem 
von C. Runge eingerichteten Lehrbetrieb der augewandten Mathe
matik in den Göttinger Vorlesungen über numerisches und gra
phisches Rechnen zur Sprache kommt. 

Ich möchte an dieser Stelle betonen, daß auch ich diese Me
thoden zum großen Teil bei meinem verehrten Lehrer, Herrn Ge
-heimrat C. Runge gelernt habe, und möchte ihm hier meinen 
aufrichtigen Dank dafür aussprechen. 

Göttingen, November 1913. 
Dr. Horst von Sanden. 

Vorwort zur zweiten Auflage 

Die zweite .Auflage enthält zahlreiche Änderungen und Zusätze, 
die das Buch, wie ich hoffe, dem Praktiker nützlicher machen 
werden. 

So habe ich u. a. bei der Differentiation und Integration em
pirischer Funktionen neben die das Differenzenschema benutzenden 
Methoden auch solche gestellt, die mit den gegebenen Funktions
werten direkt operieren. Hinzugekommen ist ferner die Behand
lung ganzer rationaler Funktionen im komplexen Gebiet und eine 
numerische Methode zur Integration gewöhnlicher Differential
gleichungen, die neben anderen Methoden in manchen Fällen 
brauchbar ist. Dem von verschiedenen Seiten geäußerten Wunsch 
nach Übungsbeispi!Jlen habe ich nachgegeben. Praktische Mathe
matik läßt sich in der Tat nur durch Übung lernen. 

Hannover; März 1923. 

Prof. Dr. Horst von Sanden. 
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I. Allgemeines über numerisches und graphisches Rechnen. 

1. Praktische Regeln für das Zahlenrechnen. Wenn jemand 
nach längerem Studium der systematischen Mathematik zum 
ersten Male vor die Durchführung einer zahlenmäßigen Rechnung 
gestellt wird, so pflegt er die Beobachtung zu machen, daß es 
hierbei ganz eigenartige Schwierigkeiten zu überwinden gibt. Bei 
der Durchrechnung der Aufgabe stellen sich meistens zahlreiche 
Rechenfehler und sehr bald ein unbehagliches Gefühl des Miß
trauens gegen die gewonnenen Ergebnisse ein. 

Wenn sich diese Schwierigkeiten auch in erster Linie durch 
Übung beseitigen lassen, so kann man doch einige allgemeine Ge
sichtspunkte hervorheben, deren Beachtung dem Anfänger von 
Nutzen sein wird. Auch über die Wahl der Hilfsmittel mag hier 
einiges Wesentliche bemerkt werden, da unzweckmäßige Auswahl 
derselben nicht selten einen großen Zeitverlust verursacht. Die 
Schnelligkeit, mit der eine Rechnung das Ergebnis mit befriedigen
der Genauigkeit liefert, ist aber das Kriterium, nach welchem der 
Praktiker eine Rechenmethode zu beurteilen hat. 

Bei einer vergleichenden Kritik von Rechenmethoden darf man 
natürlich die Zeit nicht in Rechnung stellen, die erforderlich ist, 
um sich mit ihnen bis zu befriedigender Fertigkeit vertraut zu 
machen, sondern man muß einen Hechner voraussetzen, der in 
jeder der in Betracht kommenden Methoden gleich geübt ist. Ferner 
ist zu beachten, daß bei der Erledigung einer großen Anzahl gleich
artiger Aufgaben die Benutzung von besonderen Hilfsmitteln sehr 
wohl lohnend sein kann, die bei Erledigung nur einer einzigen 
dieser Aufgaben unzweckmäßig erscheinen würde. 

Ein erstes Erfordernis jeder numerischen Rechnung ist eine 
ubersiclltliclle .Anordnung der Rechnung. Dazu gehört eine ordent
liche Schreibweise, die sehr erleichtert wird durch Verwendung 
von kariert liniiertem Papier. Ferner ist es unvorteilhaft, "Neben
rechnungen" auf besonderen Zetteln zu machen, es empfiehlt sich 
vielmehr, das Rechenschema so anzulegen, daß jeder Operation 
ihr bestimmter Platz angewiesen wird. Mitunter muß man die 
Papierfläche durch Zusammenkleben einzelner Bogen auf die er
forderliche Größe bringen. Soll man z. B. eine Tabelle der Funk-

Timerding, Randbuch I. 2. Aufi. 1 
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tion y = x9 • V1,29 - x6 rechnen, so wäre es unvorteilhaft, nur 
zwei Kolonnen einzuführen, von denen die erste das Argument x, 
die andere die Funktionswerte y aufnimmt, und alle Zwischen
rechnungen auf Zetteln durchzuführen. Man wird die Rechnung 
vielmehr so anordnen, daß jede Teiloperation aus dem Schema 
ersichtlich wird, etwa in folgender Weise: 

X I a;l I :eS I .x& I 1,29- .x5 I Jlt,ll9-.x5 I :ct. yt,i!9- ,x6 

I I 

Man führt derart sieben Spalten nebeneinander, wenn die 
Rechnung mit Hilfe des Rechenschiebers ausgeführt wird. (Bei 
logarithmischer Rechnung würde man noch Spalten für die Lo
garithmen hinzuzunehmen haben.) Die Zahl 1,29 würde man auf 
einen sogenannten ,,Laufzettel'' schreiben, um sie zum Zwecke der 
Subtraktion über die Zahl x5 schieben zu können. 

Bei der Mehrzal1l aller Rechnungen tritt die oftmalige Wieder· 
holung einer Operation auf, und es ist durchaus empfehlenswert, 
jedem Schritt der Rechnung einen gesonderten Platz im Rechen· 
schema anzuweisen. Beachtet man dies, so stellt sich sehr bald 
ein "automatenhaftes" Fortschreiten der Rechnung ein, das Ent· 
lastung und Zeitersparnis bedeutet. 

Ein weiteres Erfordernis jeder Rechnung ist eine fortlaufende 
Kontrolle. Wie man sich diese verschaffen kann, ist natürlich von 
Fall zu Fall zu überlegen. 

Es gibt exakte Kontrollen, bei denen man im Verlauf der 
Rechnung auf bereits bekannte Zahlenwerte stoßen muß. Oder 
die Rechnung kontrolliert sich selbst, wie z. B. bei der Ermitt
lung der Wurzeln von Gleichungen durch Einsetzen der gefundenen 
Werte. 

Berechnet man die Werte einer Funktion für äquidistante 
.Argumentwerte, so ist. es in den meisten Fällen ausreichend, die 
Differenzen erster oder eventuell auch höherer Ordnung der Funk· 
tionswerte zu bilden, da man aus dem "glatten" Verlauf dieser 
Differenzen auf die Richtighit der Rechnung schließen kann. 

Bei der Berechnung eint>r Tabelle ist es vorteilhaft, zuerst einige 
weit auseinanderliegende Stellen und erst danach sämtliche Werte 
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der Reihe nach zu berechnen. Darin, daß man hierbei die zuerst 
berechneten Werte wiederfindet oder sich ihnen glatt anschließt, 
liegt eine gewisse Kontrolle. 

Soll man z. B. die auf Seite 2 angegebene Tabelle für x = 
- 1,00; - 0,99; - 0,98 ... 0,00 rechnen, so wird man die 
Rechnung zuerst für x =- 1,00; X=- 0,90; x =- 0,80 ... 
durchführen und danach für die ausgelassenen Werte. 

In vielen Fällen ist es bei der Berechnung einer Tabelle keines
wegs nötig, alle Funktionswerte nach der gegebenen Formel selbst 
auszurechnen, sondern man kann durch lineare Interpolation (vgl. 
auch Seite 64) Werte einschalten. Es kommt dabei natürlich auf 
die erforderliche Genauigkeit an, die die Tabelle aufweisen soll. 
Es gilt da folgende Regel: Bat man für x = x1 und x = x2 die 
Werte y1 und y2 einer durch die Gleichung y = f(x) gegebenen 
Funktion berechnet, so darf man zwischen y1 und y2 linear inter
polieren, wenn in dem Intervall x1 < x < x2 der absolute Wert von 

(x2 - x,)' d' f(x) 
8 ·~ 

kleiner als der zulässige Fehler der Tabellenwerte bleibt. 
Als letztes Hilfsmittel bleibt immer eine Wiederholung der 

Rechnung mit anderer Anordnung, z. B. rechnet man einmal mit 
dem Rechenschieber, das andere Mal mit Logarithmen. Auch die 
selbständige Wiederholung der Rechnung durch eine andere Person 
ist in Erwägung zu ziehen. Keinesfalls darf man sich auf die 
Richtigkeit einer einmalig ohne Kontrolle durchgeführten Rechnung 
verlassen I 

Ein weiterer bei jeder Rechnung zu beachtender Umstand ist 
die fortdauernde Übenwclmng der Genauigkeit. Einerseits sind 
nämlich die D~~tten, die in die Rechnung eingeführt werden, meistens 
mit einer beschränkten Genauigkeit gegeben, andererseits können 
in der Rechnung selbst Ungenauigkeiten entstehen, und man hat 
nun zu überlegen, inwieweit die Genauigkeit des Resultates bier
durch beeinflußt wird. Bei der Anwendung von Kontrollen wird 
man selten auf eine exakte Übereinstimmung kommen. Setzt man 
beispielsweise die berechnete Wurzel x1 einer Gleichung tp (x) = 0 
in die linke Seite der Gleichung ein, so wird man nicht genau den 
Wert Null erLalten, sondern eine kleine Abweichung finden. Man 
hat dann zu überlPgen, ob diese Abweichung einer zulässigen Un
genauigkeit des Wurzelwertes x1 entspricht, oder ob die bei der 
~echnung angewandte Genauigkeit zu gering war und (etwa durch 
Ubergang vom Rechenschieber znr Rechenmaschine) zu verbessern 
ist, oder ob endlieb ein Rechenfehler begangen ist. 
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Man bedient sich bei solchen Überschlagsrechnungen mit Vor
teil einer p1·ozentualen Näherungsreclmung zum Überschlagen der 
relativen Fehler, auf die es ja meistens ankommt. 

So kann man näherungsweise die prozentuale Änderung eines 
Produktes gleich der Summe der relativen Änderungen der ein
zelnen Faktoren ansetzen. Ebenso die relative Änderung eines 
Quotienten gleich der Differenz der relativen Änderungen von 
Zähler und Nenner, wie man sofort durch "logarithmische Diffe
rentiation" erkennt. Setzt man nämlich z = x · y, so findet man 

und ebenso für 

dlnz=dz=dx+dy 
e x y 

X 
Z=-

y 

dz = dx _ dy 
;e X '!/ 

als Beziehung zwischen den relativen Änderungen. Für ihre ab
soluten Beträge gilt also in beiden Fällen: 

Sehr oft ist auch die Formel d 18 = n · d x von Nutzen, wenn 
Z X 

e = c · :1P gegeben ist und c eine Konstante bedeutet. D. h. ist s 
proportional der n-ten Potenz von x, so ist die prozentuale Ände
rung von z näherungsweise gleich der n-fachen prozentualen Ände
rung von x. 

Es ist ferner zu vermeiden, die Differenz zweier nur mit be
schränkter Genauigkeit gegebener, annähernd gleicher Zahlen in 
die Rechnung einzuführen, da der prozentuale Fehler dieser Diffe
renz sehr groß werden kann, und dgl. 

Der Rechner stelle die strenge Forderung. an sich, keine Zahl 
hinzuschreiben, ohne sich Rechenschaft zu geben über ihre Ge
nauigkeit! Etwa in der Weise, daß er angeben kann, welche 
Dezimalstelle noch völlig genau ist, oder um wieviel Einheiten die 
letzte hingeschriebene Stelle unsicher ist. 

Bei fast allen Zahlenrechnungen ist eine Schreibweise der Zahlen 
vorteilhaft, bei der man nur Dezimalbrüche mit einer oder zwei 
Stellen vor dem Komma benutzt und die Größenordnung durch 
Multiplikation mit einer Potenz von 10 angibt. !Yian schreibt so 
für 2723 besser 2,723 ·lOs oder für 0,00037 in der gleichen 
Weise 3, 7 · l0-4• 
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Man gewöhne sich auch einen Unterschied darin zu sehen, ob 
man z. B. schreibt 35,2 oder 35,20. Die erste Schreibart sagt 
nichts über die zweitll Dezimalstelle aus, die zweite hingegen l)e
stimmt sie genau als Null. Die erste läßt den Zahlwert unbe
stimmt zwischen 34,16 und 35,25, die zweite grenzt den Wert 
zwischen 35,216 und 35,205 ein und ist demnach zehnmal ge
nauer. 

Der Lelwsatz von Taylm·, der die meisten Funktionen durch 
eine ganze rationale Funktion unter Abschätzung des Fehlers zu 
ersetzen erlaubt, ermöglicht bei vielen Rechnungen eine erbebliche 
Arbeitsersparnis und gestattet es mitunter überhaupt erst, eine 
Rechnung in Angriff zu nehmen. Beispiel: Eine senkrechte Säule 
von h = 2,65 m Höhe stützt eine Decke. Wie tief (y) senkt sich 
diese Decke, wenn der Fuß der Säule horizontal um x = 5 cm 
aus der Lotrichtung verschoben wird? 

Nach dem Pythagoras ist y = h-Vh2 - x2• In dieser Form 
wäre die Rechnung höchst unpraktisch. Nach dem Taylorscben 
Satze ist 

h·{1-~ ·(~r- ~ ·(~r-··-J-
Vernachlässigt man die vierte und die höheren Potenzen von 

(~), so erhält man y = ~ • ~: = 0,04 7169 cm. 

Hat es nun einen Sinn, so viele Dezimalen hinzuschreiben? Da
zu ist zu überlegen: 

1. Wie groß ist der Fehler durch Abbrechen der Taylorschen 

Reihe? Das erste fortgelassene Glied ist ~ · ( ~ y. Mit h multipli

ziert ergibt es mit genügender Annäherung den Fehler. Dieser 
ist also etwa 

__!_ • X. (~)3= ~ • (~)3< ~. (2_)3 
- 8 h 8 265 8 öO 

5 
= 8 . · (2 · 10- 2) 5 = 5 · 10- 6 cm. 

Hiernach wäre es gerechtfertigt zu schreiben y = 0,04 717. 

2. Ist die Angabe von x jedoch nur beschränkt genau, z. B. 
auf 10 Ofg, so ist y nur auf 20% genau anzugeben, und es ge
nügt y = 0,05 zu nehmen, und die Rechnung ist im Kopf durch
zuführen. 
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Folgende Tabelle enthält oft gebrauchte Näherungsformeln. 

Zulässiges Intervall bei einem Fehler von 
Näherungs-

0,1% 

I 
1% I 10% 

formal 
von I bis von I bis I von I bis 

·-

sinU=U. -0,077 + 0,077 -0,244 + 0,244:-0,780 + 0,780 
-4,4° + 4,4° -14,0° + 14,0°1- 44,0° + 44,0° 

. us -0,576 + 0,576 -1,032 + 1,0321- 1,636 + 1,636 smU=U--· 
3! -33,0° + 33,0° -59,0° + 59,0°j- 93,5° + 93,5° ------ ---

+ 0,1411- 0,430 cos U= 1 ... -0,045 + 0,045 -0,141 + 0,430 
-2,6° + 2,6° -8,1° + 8,1° ~- 24,6° +2S6o 

u~ -0,384 + 0,384 -0,650 + 0,650 - 1,034 + 1,034 cos U=1-- · 
2 - 22,0° + 22,0° -37,2° + 37,2° ~ 59,2° + 59,2° 

tanU=U ... - 0,054 + 0,054 -0,183 + 0,183 - 0,522 + 0,522 
-3,1° + 3,1° -10,5° + 10,5° - 30,0° + 30,0° 

us- ------ ------
tanU=U+-· - 0,385 + 0,3% -0,533 + 0,533 - 0,933 + 0,933 

3 - 22,0° + 22,0° -30,5° + 30,5° -53,4° )+ 53,4° . -- u ---
111+ U= 1 +- - 0,08 1 + 0,10 -0,24 +0,32 -0,61 + 1,53 2 --'-·-1 u 
---·=1--
Jlt+U 2 

-0,04 + 0,06 -0,15 + 0,17 -0,45 +0,53 
---------

- 1-=1- u 
t+U 

-0,03 + 0,03 -0,10 +0,10 -0,30 +0,30 

Yl+ U=1+2_· U-2_· U 2 +2_· U3 -~- U4 + · 

l/UI <' 
2 8 16 128 

--1-=1-2_· U+~· U"-·!!__· U"+~- U'+ · y1 + u 2 8 t6 128 

- 1 -=1-U+U"-U"+U'- · · · · 
t+U 

-- -~-
u• 3 

•l/U/<1 
arcsin U= U +- +--· U" + 

6 40 
u• u·----· 

aretau D = U- 3 + 5- - · 
u• u• ·-.-u• 

ln (1 + U) = U ~ 2 + 3 - 4 + 
.. .. 

ln U = 2,30 2585 · log U 
--· 

180° 
Einheitswinkel: 57,30°=--· 

'1t 

I 

2. Graphische Methoden. In neuerar Zeit haben die gra
phischen Rechenmethoden weitere Verbreitung gefunden. 
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Hierbei werden die in die Rechnung eingehenden Zahlengrößen 
durch Strecken oder Winkel ,,dargestellt", nnd durch geometrische 
Konstruktionen mit diesen Elementen bestimmt man das Resultat. 
In der graphischen Statik sind schon seit längerer Zeit derartige 
graphische Konstruktionen ausgebildet worden. Doch ist dem 
graphischen Rechnen überhaupt ein wichtiger Platz in der an
gewandten Mathematik anzuweisen. 

Natürlich beschränkt man sich dabei nicht auf die "mit Zirkel 
und Lineal lösbaren" Aufgaben, bei denen die Benutzung dieser 
Instrumente in einer dem Praktiker gleichgültigen Weise ein
geschränkt wird, sondern läßt jede Konstruktion zu, die mit ge
nügend schneller Konvergenz zum Resultate führt. Die Dreiteilung 
eines Winkels mitteist des Zirkels ist z. B. bekanntlich eine solche 
"nicht lösbare" Aufgabe, und dennoch bezweifelt niemand, daß 
man durch "Probieren" zum Ziel kommt, indem man die Zirkel
öffnung so lange abändert, bis man bei dreimaligem Abtragen 
dieses Bogens keinen Fehler mehr wahrnimmt. 

Dies Probieren ist im mathematischen Sinne ein konvergenter 
Prozeß, den man abbricht, wenn die Genauigkeit des Resultates 
ausreicht. Dera,rtige Konstruktionen sind also durchaus brauch
bar, und nur der geringschätzige Ausdruck "Probieren" sollte ver
mieden werden I 

Die Genauigkeit graphisch durchgeführter Rechnungen ist mit 
der des Rechenschiebers auf eine Stufe zu stellen. Der Vorteil 
graphischer Rechenmethoden liegt in ihrer Übersichtlichkeit, die 
grobe Fehler unmöglich macht. Auch die Schnelligkeit der Durch
führung ist sehr oft größer als bei numerischer Rechnung gleicher 
Genauigkeit. Besonders dann, wenn einzelne Daten der Rechnung 
von vornherein graphisch gegeben ~ind, wie bei sehr vielen 
Problemen der Mechanik, oder wenn 'man das Endresultat der 
Rechnung graphisch dargestellt haben will. 

Allerdings läßt sich die Genauigkeit graphischer Lösungen nicht 
beliebig steigern und ist überhaupt schwerer abzuschätzen. In 
vielen Fällen wird man jedoch die graphische Methode nur be
nutzen, um schnell eine angenäherte Lösung .anzugeben, und diese 
dann mit analytischen Hilfsmitteln bis zur gewünschten Genauig
keit verbessern. 

Gerade eine gleichzeitige Benutzung graphischer und analytischer 
Methoden nebeneinander kann_ von großem Vorteil sein. 

Eine besondere Stellung unter den graphischen Methoden nimmt 
die Nomographie ein, d. i. die Lehre von der graphischen Dar
stellung von Funktionen, die namentlich in Frankreich eine weit
gehende Ausbildung erfahren hat. 
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Eine kurze Übersicht gibt Schilling, Uber die Nomographie 
d'Ocagnes (Leipzig 1900). Eine ausführliche Darstellung findet 
man bei: d'Ocagne, Nomographie (Paris 1899). Die Nomographie 
bedeutet keine eigentliche graphische Rechnung, sondern dient als 
Ersatz für tabellarische Darstellungen von Funktionen mehrerer 
Variabler, die ja bei einer größeren Zahl von Variablen sehr 
schwerfällig wird. Die graphische Darstellung von Funktionen 
hat dabei gegenüber der tabellarischen den Vorzug einer wei~aus 
größeren Übersichtlichkeit. 

Nachstehendes Nomogramm (Fig. 1) stellt z. B. die Beziehung 

a - e • sin a = f.' 

zwischen den drei Variablen a, f.' und e dar. (So lautet die ,,Kepler
sche" Gleichung, wenn e die Exzentrizität einer Planetenbahn, f.' 

Q'l 

Q5 

oe 

Cll 

Fig. 1. 

die mittlere und « die exzentrische Anomalie bezeichnen.) Zu
sammengehörige Werte von «, f.' und e liegen auf einer Geraden. 

Ein anderes Beispiel zeigt Fig. 2, nämlich ein Nomogramm für 
die .Auflösung der Gleichung zweiten G'l"(:idcs. 

Ein Nomogramm für die quadratische Gleichung zweiten 
Grades z9 + p · z + q = 0, mit reellen Koeffizienten p und q er
hält man, wenn man die Koeffizienten p und q als rechtwinkelige 
Koordinaten aufträgt, wie es in Fig. 2 geschehen ist, in der p als 
Abszissen, q als Ordinaten dargestellt sind. Ein Punkt repräsen
tiert durch seine Koordinaten p, q eine bestimmte Gleichung. 
Die Koordinatenebene besteht aus zwei Bereichen. Der eine wird 
durch eine doppelte Schar von Geraden überdeckt, der andere 
durch eine Schar von Parabeln und eine Schar von parallelen 
Geraden. Alle Geraden und ebenso die Parabeln sind numeriert. 

Das Nomogramm wird nun in der Weise benützt,. daß man 
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sich denjenigen Punkt in der Koordinatenebene aussucht, dessen 
Koordinaten gleich den Koeffizienten der vorgelegten Gleichung 
sind; Liegt · der 
Punkt im Bereich 
der doppelten Ge
radenscbar, so 
sind die Wurzeln 
der Gleichung 
reell und gleich 
denN ummern der 
beiden Geraden, 
die durch den 
Punkt hindurch
gehen. 

Man findet z. B. 
für 
e2-2z-15 =0 

den Punkt P und 
damit dieWurzeln 

1!1 = 5 

und z2=- 3. 

Liegt jedoch 10 

der Punkt inner
halb des von den 
Parabeln über
decktenBerej ches, 

q 

so sind die W ur- Flg. 2. 

zeln komplex. 
Schreibt man z1 = A. + i · v und z2 = .t - i • v, so ist A. gegeben 

durch die Nummer der Parallelgeraden, die durch den Punkt 
hindurchgeht, 2 · v durch die Nummer der durch den Punkt geben
den Parabel. 

Ist z. B. ~2 + 4 z + 13 = 0, so findet man den Punkt Q und 
damit A. =- 2, 2 · v = 6. Mithin sind die Wurzeln z1 =- 2 
+ 3 ·.i, z2 = - 2 - 3 · i. 

Sind die Koeffizienten der vorgelegten Gleichung derart ge
geben, daß keine der gezeichneten Geraden oder. Parabeln durch 
den nach der angegebenen Regel bestimmten Punkt hindurchgeht, 
so ist eine Interpolation zwischen den zunächst liegenden Geraden 
oder Parabeln nnd ihren Nummern notwendig. In der Figur sind 
der Übersichtlichkeit wegen weniger Gerade und Parabeln ein-

p 
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gezeichnet, als man es bei einem wirklich zu benützenden N omo
gramm tun würde. 

Die Anzahl und damit die Dichte der Linien ist durch die 
erforderliche Genauigkeit der Wurzelbestimmung vorgeschrieben. 
Ebenso ist der Maßstab der ganzen Anordnung, von der eventuell 
nur ein Ausschnitt nötig ist, abhängig von den in Betracht kommen
den Werten der Koeffizienten p, q. 

Wachsende Verbreitung finden Nomogramme nach folgendem 
Prinzip (sog. Fluchtlinientafeln): L!ißt sich der funktionale Zu
sammenhang zwischen n Größen :l\, x2 ••• z,. auf die Form 

f1(x1) = fs(x2) + fs(xs) + · · · + f,.(x,.) 

bringen, so ist folgende Art der Darstellung vielfach angebracht, 
die zuerst für drei Variable x1 x2 und x8 auseinandergesetzt wer
den möge. 

I 

Man zeichnet drei parallele Geraden I, II und III (Fig. 3). 
Der Abstand zwischen I und II sei p Millimeter, der Abstand 

II DJ zwischen II und ill a-mal so groß, also 
I rx · p Millimeter. Die drei Geraden werden 

von einer vierten Geraden IV in den drei 

P, 
•-......Jl 

Punkten N 11 N2 und N3 geschnitten. 
Denkt man sich nun weiter eine fünfte 

Gerade, welche I im Punkte P1 , II in 
P2 und III in P3 schneiden mag, beweg
lich, so besteht zwischen den Abst!inden 
der Punkte P von den PunktenN auf der 
Geraden IV eine ·lineare Beziehung. 

-1---- ,. _ __,J.., ~,. Sind diese Abstände, etwa in Milli
metern gemessen, Flg.S. 

v1 = P1 N1 ; v2 = P2 N 2 und v3 = P3 N3 

so ist: 

Setzt man nun, unter 1-' eine bestimmte Zahl verstanden; 

V1 = : · f1Cx1); V2 = 1 ~ cc • f2 (x1) und v3 = f" · f3 (x3), 

so besteht zwischen den drei Variabeln x11 x1 und :r3 die Beziehung 

f2Cxs) = f1 (xl) + fs(xs)· 

Um einen derartigen Zusammenhang darzustellen, hat man also 
drei Skalen anzufertigen, wobei man ce und 1-" so zu wählen hat, 
daß der Variabilitätsbereich der drei Funktionen f1 , f2 und {3 , 
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sowie die gewünschte Genauigkeit der Ablesung mit der Größe 
der Zeichnung in Einklang gebracht wird. Die Lage der Ge
raden IV hat man dabei noch zur Verfügung. 

Hat man diese und die beiden Größen a und ft geeignet gewählt, 
so rechnet man für eine Reihe von Worten der Variablen xl die 
zugehörigen Werte von vl aus, markiert auf den Parallelgeraden 
im Abstand VA Millimeter von NA die Teilstriche und schreibt an 
jeden Teilstrich den zugehörigen Wert der Variabeln xA. Man 
erhält so für jede Variable XA ~. x, Xz 

eine Skala auf der betreffenden 
Parallelgeraden. 

Ist nun z. B. x1 und x2 ge
geben und x8 gesucht, so ver
bindet man die Teilstriche x1 und 
x~ durch eine Gerade. Diese trifft 
auf der Geraden lll den Teilstrich 
x3 , womit der Wert dieser Varia
blen gefunden ist. 

In Fig. 4 ist beispielsweise dar
gestellt: 

( '2 x2 + 4) -2 = 

4 · (x1 - 3)3 - (x3 + 5). 
Es ist gesetzt: 

f2(x2) = (x2 + 4)2 - 2, 
f1 (x1) = 4 · (x1 - 3)3, 

f8 (x3 ) = x3 + 5. 

I 
0 

o,z 

s 

JJl 

- ..200 
J90 
J80 
_170 
_160 
_tSO 
.J...O 

Fig. 4. 

1I 

Ferner ist gewählt: ft = 0,5 und a = - 0,5. Damit wird: 

v1 =- fr(x1)- 4 · (x1 -'3)8, 
V2 = f2Cx2) = (x2 + 4)2 - 2, 

v8 = 0,5 · fs(x3) =- 0,5 · (x3 + 5). 

Da a negativ ist, kommt die Gerade III zwischen die Geraden I 
und II zu liegen. 

Ist die .Anzahl n der Variablen größer als 2, etwa gleich 6; ist 

also f6(x6) = f1 (x1) + ~(x2) + fs(xs) + f4(x,) + fs(x5), 
so führt man Hilfsvariable Yu y2 , y3 ein durch 

Ut(Yt) = Mx1) + f2Cx2), 
U2CYa) = fsCxs) + f4(x4) 

und U3 (Ys) = gl (Yt) + U2 (y2). 
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Es wird dann 

Für die Variablen x1 , x2 ••• x5 , x6 zeichnet man, wie oben an
gegeben, eingeteilte Gerade I, II ... VI. Ebenso Gerade 1, 2 
und 3 für die Hilfsvariablen y17 y2 , '!/s (Fig. 5 ) .. 

Sind nun etwa die Werte x11 x2 ••• x5 gegeben und man sucht 
etwa x6 , so sucht man zuerst auf den Geraden I und II die mit 

1 u 1 ßJ z. JF y Ff 3 x1 und x2 bezifferten Teil

~ x., z, :1::6 

Fig. 5. 

verbunden, den Teilstrich x6 
Wert bestimmt. 

striche auf und verbindet sie 
durch eine Gerade, welche 
die Gerade 1 im Teilstrich 
y1 schneidet. 

In gleich~r Weise be
stimmt man durch eine an
dere Gerade aus x3 und x4 
den Wert von y2 auf der 
Geraden 2. 

Die die so gefundenen Teil
striche y1 und y2 verbindende 
Gerade schneidet auf· der 

.t . Skala 3 den Teilstrich Ys 
heraus, der, mit x5 auf V 

auf VI und damit den gesuchten 

Die Anordnung aller Geraden I bis VI und 1, 2, 3 ist so zu 
treffen, daß bei dieser Konstruktion der vorgegebene funktionelle 
Zusammenhang erfüllt wird. 

Ist nicht x6 , sondern eine andere Variable gesucht, so sind die 
schneidenden Geraden in anderer Reihenfolge zu zeichnen. Ge
rade in der Unabhängigkeit davon, welche Variable gegeben und 
welche gesucht sind, liegt der große Vorteil des Nomogramms 
gegenüber einer tabellarischen Darstellung. 

Diese Art von Nomogrammen wird häufig angewandt, wenn die 
Abhängigkeit zwischen den Variabeln die Form hat: 

worin a und die Exponenten p beliebige reelle Zahlen sind. 
Man schreibt dann 

logxn = Ioga + p 1 ·logx1 + p 2 • logx2 + Ps ·logx3 + · · · 
Setzt man nun 

{ 1 (x1) = p 1 ·logx1 t loga, {9(x2) = Ps · logx2 usw., 
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so ist die vorher geschilderte Methode der graphischen Darstellung 
ohne weiteres anwendbar. 

Der Leser zeichne ein Nomogramm für die Funktion 

x8 =x1 ·e"'•. 

Beim graphischen Rechnen spielt die Zeichnung die Rolle eines 
Recheninstrumentes, von dessen Priizision die Genauigkeit des 
Resultates abhängt. :Man wähle also vor allem erstklassiges 
ZeichenmateriaL In den meisten Fällen empfiehlt es sich, auf 
feinkörnigem weißen Papier, das auf das Reißbrett gespannt ist, 
zu arbeiten. Die Strichdicke ist so fein als möglich zu nehmen 
und es ist zweckmäßig, Punkte durch den Stich einer spitzen 
:Markiernadel in der Zeichnung zu bestimmen. 

Besondere Schwierigkeiten bietet dem Anfänger die Wahl ge
eigneter Längeneinl1eiten. Dabei kommt es, wenn man Größen 
durch Strecken darstellen will, darauf an, eine wie kleine Schwan· 
kung L1 dieser Größe auf der Zeichnung noch erkennbar sein soll. 
Nimmt man ein Fünftel Millimeter als kleinste noch wahrnehm
bare Strecke an, was man bei einer guten Zeichnung voranssetzen 

kann, so muß die Längeneinheit mindestens. 0~2 Millimeter lang 

sein. Es empfiehlt sich daher, vor der eigentlichen Konstruktion 
eine Übersichtsskizze anzufertigen, um die Dimensionen übersehen 
zu können. 

Bei der Benutzung von Millimeterpapier ist auf die bisweilen 
recht beträchtlichen V erzerrungen zu achten. Es mag hier noch 
darauf hingewiesen werden, daß im Handel transparentes Milli
meterpapier, Polarkoordinatenpapier, und Koordinatenpapier mit 
logarithmischer Teilung auf rechtwinkligen Achsen zu haben ist, 
das für manche Zwecke recht dienlich ist. 

3. Tafeln und Maschinen. Wenn es auch der Wunsch jedes 
Rechners ist, mit dem Rechenschieber oder mit graphischen Kon
struktionen durchzukommen, so muß er. doch zu anderen Hilfs
mitteln greifen, falls eine erhöhte Genauigkeit erwünscht ist. 

Etwa die zehnfache Genauigkeit des Rechenschiebers bietet die 
Benutzung von vierstelZigen Logarithmen. Diese lassen sich ·auf 
einem Blatt .anordnen, so daß jedes Umblättern vermieden wird. 
Der Verlag G. Köster in Beideiberg z. B. gibt solche handlich an
geordnete Tafeln heraus. 

Es mag noch bemerkt werden, daß es unzweckmäßig ist, mit 
Logarithmen- oder sonstigen Tafeln zu arbeiten, deren Stellenzahl 
größer ist, als es die jeweilig geforderte Genauigkeit verlangt, da 
der Zeitverlust beim Aufsuchen der Tafelwerte bei größeren Rech-
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nungen ganz erheblich ins Gewicht f1illt. Gute Dienste leisten 
z. ß. die Funkli011Sta(cln mit Ktwven und Formeln von Ja h n k e und 
Emde (Leipzig 1909). 

Der Rcchensc11ieber und die Rec!tenmaochine werden ausführlich 
im folgenden Kapitel besprochen, und wir wollen hier nur noch 
zusammenfassend bemerken, daß für den Rechner als IIilfmlittel 
in Frage kommen: in erster Linie der Hec:henschieber und gra
phische Konstruktionen, die eine Genauigkeit von zirka 0,3% 
geben, ferner die vierstellige Logarithmentafel mit einer Genauig
keit von zir"ka. 0,3 %0 , endlich die Rechenmaschine. Dazu treten 
mii.lmter noch geeignete Tafelwerke. Im folgenden wird hiiufig 
auf die Wahl der Hilfsmittel hingewiesen werden, und es wird 
dem Leser dringend empfohlen, die ang~filhrten Beispiele durch
zurechnen, um sich das wichtigste Hilfsmittel, die Übung, an
zueignen. 

ll. Rechenschieber nnd Rechenmaschinen. 

A. Der Rechenschieber. 
1. Allgemeine Theorie der Rechenschieber. Der logarith

mischE\ Hechenschieber hat seiner vielseitigon und bequemen Ver
wendung wegen eine außerordentliche Verbreitung gefunden. 
Trotzdem wird er vielfach nicht in der zweckmäßigsten Weise 
angewendet., weil manche Kunstgriffe, deren mau sich bei seiner 
Benutzung mit Vorteil bedient, nur wenig bekannt sind. 

Ehe wir auf den Gebrauch des logarithmischen Hechenschiebers 
im besonderen eingeben, schicken wir eine allgemeine Theorie der 
Rechenschieber überhaupt voraus. Es kann nlirulich sehr wohl 
der Fall eintreten, daß für die wiederholte Behandlung spezieller 
Aufgaben die Anfertigung von Recl•enschiebern lohnend wird, 
die eigens für diesen speziellen Zweck konstruiert werden. Wir 
w~rdcn Beispiele dtlfür angeben. Der logarithmische Rechen
schieber erscheint so als eine spezielle Anwendung einet· all~ 
gemeineren Theorie. 

Jeder Rechenschieber dient dazu, einen fuuklionalm Zusammen
hang mehrerer veränd(1·lichcr Größen dar:;ustellen. Es läßt sieh 
dies wie folgt erörtern: 

J\Ian gilht aus von dor Darstellung einer Funktion einer Ver
äntlcrlichen y = ({x) durch eine "Skala.". 

Auf einE,r geraden Linie stellt man die Funktionswerte y~,. füt· 
eiuo Reihe geeigneter Werte xl des Argumentes (etwa die ganzen 
Zahlen) durch Längen, unter Annahme einer geeigneten Längen-
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einheit und eines bestimmten positiven Richtungssinnes, dar. Ist 
die Einheit l mm lang, so werden von einem Nullpunkte aus 
Strecken von der Länge y,. · l mm auf der Geraden abgetragen, 
und an die Endpunkte dieser Strecken schreibt man den betreffen-

den Wert x,. des Argumentes. Ist f(x) z. B. = ~' so erhält man 

nachstehendes Bild (Fig. 6). 
Die eingeklammerten Zahlen (0) und (1) über der Geraden be

zeichnen Anfang und Ende und damit auch Richtungssinn der 
(0) (1) 

T T -I I I liliii 11111 I I I I 
-1 ·II -8 -4 -5 .. 54 s ll 1 

J<'ig. G. 

Einheitsstrecke, wll.hrend die anderen Zahlen die. Argumentwerte x,. 
angeben. Man kann kurz so sagen: Der .Abstand eines Teilstriches 
dieser Ska1a, der die Zahl x,. trägt, vom Nullpunkt (0) der Skala, 
gemessen in der Längeneinheit l, gibt den Funktionswert Y;, = f(x,.). 

Hat man nun zwei Funktionen y = f(x) und "1 = g(;) durch 
derartige Skalen dargestellt, wobei l~» und l; die benutzten Längen
einheiten sein mögen, und denkt sich die Skalen auf beweglichen 
Papierstreifen oder dgl. aufgezeichnet, so kann man diese Skalen 
so nebeneinanderlegen, wie es Fig. 7 zeigt. 

Die obere Skala möge f(x), die untere g(s) darstellen, N1 und 
N2 seien die Nullpunkte der Skalen, und die Pfeile mögen den 

I 

l----· c 

I 
I 

----~ 

1: !·;, I 
i i 

Fig. 7. 

positiven Richtungssinn andeuten. Betrachtet man nun zwei Teil
striche der beiden Skalen, die einander gegenüberstehen und etwa 
die Zahlen x und s tragen, so hat die Strecke vom Teilstrich x 
bis N;, eine Länge von l~» · f(x) mm und die Strecke vom Teil-
strich s bis N; eine Länge von lE · g(!;) mm~ Ist der Abstand N 1 N11 

der Nullpunkte c mm, so gilt für eine durch die Größe c charakte
risierte Lage der Skalen zwischen den Zahlen x und s die Beziehung: 

l~»· f(x) -lE · g(!;) = c. 

Bei einer Stellung der Skalen wird also ein ganz bestimmter 
f11nktioneller Zusammenhang zwischen x und s dargestellt. Durch 
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die relative Verschiebung der Skalen gegeneinander kann man die 
Konstante c dieser Funktion noch beliebig variieren. Diese Kon
stante c drückt man nun zweckmäßig aus durch ein Paar gegen
überstehender Zahlen, etwa x1 und g1 , das man irgendwie aus
wählt. Man erhält dann einen Zusammenhang von vier Größen 
x, g, x17 g1 in folgender Form: 

l., · f(x)- l~ · g(l;) = l., · f(x1)- l~ · g(51). 

Legt man die Skalen so aneinander, daß der positive Richtungs
sinn der einen Skala dem der anderen entgegengesetzt ist (Fig. 8), 
so findet man statt dessen die Beziehung: 

l., · f(x) + l~ · g(g) = l., · f(x1 ) + l~ · g(!i1). 

Fig. 8. 

Durch geeignete Wahl der Funktionen f(x) und g(g) sowie der 
Einheitslängen l., und 7~ kann man derart Rechenschieber für 
mannigfache Zwecke herstellen. 

Gerade diese Auffassung, daß der Rechenschieber eine Funktion 
darstellt und nicht nur einzelne Rechenoperationen ausführt, ist 
sehr förderlich bei seiner Verwendung. 

Fertigt man z. B. zwei Skalen für die Funktion y = _!._ mit 
X 

gleichen Längeneinheiten an, so kann man J;Iach dem Gesagten an 
diesem Rechenschieber einen Zusammenhang zwischen vier Größen 
x, g, x11 g1 von folgender Form ablesen: 

_!_ + _.!_ = _.!_ + _.!_ • 
X 1; XL 1;1 

Wählt man speziell für 51 den Wert oo, so erhält man die viel
fach in der Physik vorkommende Gleichung: 

_!_ + _!._ = _!._ • 
X ~ XL 

Sind etwa x und 5 die Einzelwiderständezweier parallel geschal
teter Stromkreise, so ist x1 ihr Gesamtwiderstand. 

2. Die logarithmische Skala. Bei dem logarithmischen Rechen
schieber kommen sogenannte logarithmische Skalen zur Anwendung. 
Hierbei wird die Funktion 1 y= ogx 
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durch eine Skala von der im § 1 beschriebenen Art dargestellt. 
Eine solche logarithmische Skala zeigt einige bemerkenswerte 
Eigentümlichkeiten. 

Nehmen wir als Längeneinheit eine Strecke von l mm Länge, 
so werden die Zahlen y durch Strecken von der Länge l · y mm 
dargestellt. Nennen wir LI s die kleinste noch genau genug wahr
nehmbare Teilstrecke, so können wir auf unserer Skala Ände
rungen Lly der Größe y ablesen, die sich aus der Gleichung 

Lls 
Lls =I· Lly oder .Lly = T 

ergeben. Raben wir über die Längeneinheit einmal verfügt, so 
müssen wir bei der Benutzung der Skala mit einem Fehler Lly 
bei der Ablesung der Größe y rechnen. Nun besteht zwischen 
dem Fehler der Ablesung L1 y und der zugehörigen Schwankung 
Llx in erster Annäherung die Beziehung: 

AX 
Lly = --;;· 

Der Ablesungsfehler der Zahlen x ist also von x selbst abhängig, 

und zwar behält L1 x stet.s dieselbe Größe, d. h. der Fehler L1 x ist 
X 

dem Werte der Variablen x proportional. }\fit anderen Worten: 
·Der relative Fehler bei de1· Ablcsung der Größe x ist bei der 
logarithmischen Skala stets derselbe. 

Im übrigen ist dieser Fehler der Länge der Einheitsstrecke 
umge'kehrt proportional. 

Ein zweites Merkmal der logarithmischen Skala ist eine gewisse 
Periodizität in der Anordnung der Teilstriche. Denken wir uns 
die Funktionswerte von y = log x aufgetragen für die Werte 
1, 2, 3, ... , 9, 10 der Variablen x, so erhalten wir eine Reihe 
von zehn nichtäquidistanten Teilstrichen. Weiterhin zeichnen wir 
die Teilstriche für x = 10, 20, 30, ... , 90, 100. Das Bild dieser 
zweiten Gruppe von zehn Teilstrieben ist nun genau dasselbe wie 
das der ersten Gruppe für x = 1, 2, 3, ... , 10. Ebenso würde 
man das gleiche Bild für x = 100, 200, ... , 1000 erhalten usw. 
Man sieht dies sofort ein, wenn man bedenkt, daß der Abstand 
der zu zwei Zahlen x1 und x2 gehörenden Teilstriche l · (logx1 -

logx2) mm ist. Nimmt man statt der Zahlen x1 und x2 irgend
welche Zahlen der Form 10n · x1 und 1011 • x2 , so. haben deren 
zugehörige Teilstriche einen Abstand von 

l . (log10n · x1 -log10" · x2) mm 

= l· (log10n-log10n + logx1 -logx~) mm, 
Timerding, H:mdbuch I. 2 . .Auf!. 2 
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also genau denselben wie vorher. Wählt man die Werte von x 
in geeigneter Weise aus, etwa so, wie es soeben geschehen ist, 
so erhält man eine Skala, die aus lauter kongruenten Stücken 
zusammengesetzt erscheint. Es genügt mithin l'in Stück von end
licher Länge, um über das Aussehen der unendlich langen Slrala 
einen Überblick zu gewinnen. Man könnte auch hieraus die Kon
stanz des relativen Fehlers erschließen. Die Teilstriche 8 und 9 
z. B. haben bei unserer Anordnung denselben Abstand wie die 
Teilstriche 80 und 90 oder 8000 und 9000. Wäre die Einheit 
nun so klein gewählt, daß man diese beiden Teilstriche nicht mehr 
genau auseinanderhalten könnte, so wäre der Ablesungsfehler je 
nachdem: 1, 10 oder 1000, also überall 11% Diese beiden für 
die logarithmische Skala charakteristischen Merkmale : konstanter 
relativer Fehler der Ablesung und Darstellbarkeit der gesamten 
Skala durch ein Stück von endlicher Länge, sind der Hauptgrund 
für ihre vielseitige Brauchbarkeit. 

3. Der logarithmische Rechenschieber. Der Stab. Der 
logarithmische Rechenschieber, den wir wie üblich im folgenden 

Fig. 9. 

Rechenschieber schlechtweg nennen wollen, besteht aus drei Teilen: 
dem Stabe oder festen Teil, der Zunge, die in Nuten des Stabes 
verschoben werden kann, und dem Läufer, der auf dem Stabe 
entlang gleitet und mit einem in eine Glasscheibe eingeritzten 
Indexstrich versehen ist. Es ist für das Verständnis des Folgen
den unerläßlich, einen Rechenschieber normaler Konstruktion von 
etwa 27 cm Länge bei der Hand zu haben (Fig. 9). 

Wir ziehen zunächst die Zunge heraus und betrachten nur den 
Stab. Er trägt zwei logarithmische Skalen. Betrachten wir die 
obere Skala, so finden wir, daß diese in der Tat aus zwei kon
gruenten Stücken besteht.. Abgesehen von der feineren Unter
teilung sehen wir zwei Gruppen von Teilstrichen, jede mit einer 
Bezifferung 1, 2, .. . , 9. 1) 

Wir wollen nun von vornherein an der Auffassung festhalten, 

1) Es gibt Amfübrungen, welche in der oberen Ska.l'll eine durch· 
laufende Bezifferung 1, 2, . .. , 9, 10, 20, .. . , 90, 100 zeigen. Dies 
ist jedoch nicht empfeblenswe1 t. 
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daß die vor uns liegende Skala des Rechenschiebers ein .Ausschnitt 
atts der unendlich lang eu denkenden logarithmischen Skala ist. 
Wollen uns also vorbehalten, die an den Teilstrichen heran
g•~Rchriebenen Zahlen als Einer, Zehner oder Zehntel, Hundertstel 
us.v. zu lesen. Lesen wir z. B. die Zahlen der oberen Skala: 
1, 2, .. . 1 9, 10, 20, ... , 90, 100, so müssen wir die vorliegende 
Skala als einen Ausschnitt ansehen, der links durch den Nullpunkt 
begrenzt wird, denn die Ziffer 1 steht an dem Nullpunkt der Skala, 
da log 1 = 0 ist. Lesen wir dagegen die Zahlen, von links nach 
rechts, etwa als: 0,1; 0,2; ... ; 1,0; 2,0; ... ; 10, so haben wir 
uns den Nullpunkt in der Mitte der Skala zu denken usw. Wir 
operieren also in Gedanken immer mit der unendlich langen Skala. 

Auf der unteren Seite des Stabes finden wir ebenfalls eine 
logarithmische Skala. Vergleicht man sie mit der oberen, so sieht 
man, daß sich beide Skalen durch die Längeneinheiten unter
scheiden, und zwar ist die L!Lngeneinheit der oberen Skala halb 
so groß wie die der unteren. Die Einheitsstrecke der oberen 
Skala sei l mm lang, die untere demnach 2 l mm. Nennen wir 
x die Zahlen der oberen Skala und g die Zahlen der unteren. 
Vermittelst des Läufers können wir eine Zahl x der oberen Skala 
einer Zahl g der unteren gegenüberstellen. In welcher Beziehung 
stehen diese beiden Zahlen x und ; ? Lesen wir die Ziffern oben 
wie unten von links anfangend als Einer, so stehen sich, wie man 
sieht, die Nullpunkte beider Skalen gegenüber. Folglich gilt 
zwischen den Zahlen x und ; die Beziehung (siehe S. 15 die Glei
chung unten, in der c = 0 zu setzen ist) 

l · logx = 2l · log; 
oder logx = 2log;, 
d. h. 

Den Zahlen ; auf der unteren Skala stehen also auf der oberen 
ihre Quadrate gegenüber. Der Rechen.-chieber kann also e'1m 
Quadrieren und Ziehen der Quculratwunel dienen. 

Um bei der Stellung des Kommas in Dezimalbrüchen keine 
Irrtümer zu begehen, empfiehlt es sich, Zahlen, die quadriert 
werden sollen, als Dezimalbruch mit einer von Null verschiedenen 
Ziffer vor dem Komma zu schreiben und diesen Dezimalbruch mit 
der richtigen Potenz von 10 zu multiplizieren. Dieser Faktor Hißt 
sich dann leicht gesondert quadrieren, während der Dezimalbruch 
auf dem Schieber quadriert wird, wobei ein Versehen kaum vor
kommen kann. Soll z. B. 0,000 376 quadriert werden, so schrei
ben wir 
0,0003761 = (3,76. 10-')2 = 14,14. 10-8 = 0,0000001414. 

2* 
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Beim Ziehen einer Quadratwurzel verfährt man ähnlich, nur muß 
man stets eine gerade Potenz von 10 als Faktor herausziehen, da 
diese leicht im Kopf zu radizieren ist; z. B.: 

yo,s11 = ys7_,1·10- 2 = s,o9. 10-1 = 0,609. 

Diese Aufgaben weisen übrigens darauf hin, daß beim Arbeiten 
mit dem Rechenschieber die gleichzeitige Benutzung von Blei(edm· 
und Papier sehr wesentlich ist. Ferner soll man es sich zum Ge
setz machen: 

.Jede A blesung auf dem Rechenschieber ist durch eine Kopf 
rechnung zu kontrollieren! Diese muß so genau sein, daß sie die 
Stellung des Kommas im Ergebnis erkennen läßt 1) und gegen 
grobe Rechenfehler sichert. 

(Im vorstehenden Beispiel yo,371 wäre es ja denkbar, daß
man 371 auf der linken Hälfte der oberen Skala angestellt hätte 
und für die Wurzel etwa 0,193 abgelesen hätte. Diesen Fehler 
müßte die Kopfrechnung y36 = 6 aufdecken.) Gerade in der Ge
wöhnung an das Ausführen von Uberschlagsrechnungen im Kopf 
liegt ein hoher erzieherischer Wert des Arbeitens mit dem Rechen
schieber. 

4. Die erste Lage des Rechenschiebers. Betrachten wir die · 
Zunge des Rechenschiebers, so sehen wir, daß diese auf beiden 
Seiten Skalen trägt. Diejenige Seite der Zunge, welche nur zwei 
Skalen triigt, wollen wir stets die "Oberseite" der Zunge nennen. 

Schieben wir die Zunge so in den Stab, daß ihre Oberseite oben 
liegt mid ihre Ziffern (ebenso wie die des Stabes) aufrecht stehen, 
so wollen wir diese Lage die erste oder Normallage des Rechen
schiebers nennen. Schieben wir die Zunge ganz hinein, so daß die 
an ihrem linken Ende stehenden Zahlen 1 den entsprechenden 
Zahlen 1 des Stabes gegenüberstehen, so sehen wir, daß die.beiden 
Skalen der Zunge denen des Stabes kongruent, mithin auch logarith

mische sind. Die obere Skala hat in unserer oben 
eingeführten Bezeichnungsweise eine Längeneinheit 
von l"' mm und die untere eine doppelt so lange. 
Wir wollen die Zahlen der oberen Zungenskala y 

Fig. IO. und die der unteren '11 nennen. Die nebenstehende 
schematische Zeichimng (Fig. 10) möge die von uns gewählte Be
zeichnungsweise einprägen. 

Ziehen wir nun die Zunge ein Stück nach rechts oder links 
heraus, so gilt für Zahlen x und y, die sich auf den oberen Skalen 

1) Andere Methoden zur Ermittelung der Kommastellung sind un
brauchbar. 
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von Zunge und Stab gegenüberstehen, die Gleichung auf S. 15, 
und wir finden die Beziehung: 

oder 

logx - logy = const. = logx1 - logy1 

~= xl 
Y Y1 

Dasselbe gilt natürlich auch für gegenüberstehende Zahlen g und 
1J der beiden unteren Skalen. 

Bei normaler Lage des Rechenschiebers stehen sich auf den 
oberen oder ttnieren Skalen Zaltll)n gegenüber, die ein konstantes 
Verhältnis haben . 

.Alle sog. Regeldetri-Exempel lassen sich bei der Normallage 
des Rechenschiebers durch eine Einstellung der Zunge lösen. 

Will man z. B. Reaumur- in Celsiusgrade umrechnen, so stellt 
man die Zahlen 4 und 5 gegenüber (oder 80 und 100) und liest 
auf den betreffenden Skalen die entsprechenden Temperaturen ab. 
Gerade für derartige Umrechnungen von Maßsystemen ist der 
Rechenschieber bequemer als jede Tabelle zu gebrauchen, da sich 
die Interpolation von selbst erledigt. 

Eine ganz anschauliche Hegel mag noch erwähnt werden: 
Man fasse den Spalt zwischen Zunge ~tncl Stab als B1·uchstrich 
ztcischen z·tcei einander gegenübc1·stehenden Zahlen auf. Die so ent
stehenden Brilche sind dann alle gleich. 

Um ein Produkt aus zwei Zahlen zu bilden, setzt man in der 

Proportion ~ = x1 etwa y1 = 1 und findet so x = x1 • y. In 
Y Y1 

Worten: Man stellt difl 1 der Zunge dem einen Faktor auf dem 
Stabe gegenüber, sucht den anderen Faktor auf der Zunge auf 
und findet diesem auf dem Stabe gegenüberstehend das gesuchte 
Produkt. 

Um einen Quotienten zu bilden, hat man y1 = 1 in der Pro-

portion~= x, zu setzen. In Worten: Man stellt dem Dividen-
y y, 

dus (x) auf dem Stabe den Divisor (y) auf der Zunge gegenüber, 
dann steht der 1 auf der Zunge der gesuchte Quotient (x1) auf 
dem Stabe gegenüber. 

Die Multiplikations- und Divisionsregel des Rechenschiebers 
kann man auch einfacher, ohne an die l'roportionsrechnung an
zuknüpfen, aus den Gleichungen: 

logx ± logy = 1ogx1 

ableiten. Will man multiplizieren, so hat man die die Logarithmen 
der beiden Faktoren darstellenden Strecken zu addieren, bei der 
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Division die entsprechenden Strecken zu subtrahieren. Um bei· 
spielsweise 2 · 3 = 6 zu bilden, hat man etwa die 1 der Zungen· 
skala der 2 der Stabskala gegenüberzustellen, dann steht das 
Resultat 6 über der 3 der Zungenskala. Die Strecke von der 
Ziffer 1 (dem Nullpunkte der Skala) bis ziir Ziffer 2 auf der 
Stabskala stellt den Logarithmus von 2 dar, ebenso stellt die 
Strecke von 1 bis 3 der Zungenskala den Logarithmus von 8 dar, 
so daß die oben angegebene Stellung des Rechenschiebers als 
Addition dieser beiden Strecken aufgefaßt werden kann. Als Summe 
beider Strecken erscheint das von 1 . bis 6 reichende Stück der 
Stabskala. In analoger Weise kann man die Division durch Sub
traktion einer Strecke von einer anderen ausführen. Obwohl diese 
Auffassung als die einfachere erscheint, ist es doch von Wichtig
keit, sich auch an die Proportionsrechnung mit dem Rechen
schieber zu gewöhnen. 

Wir haben nur von den oberen Skalen von Stab und Zunge 
gesprochen. Natürlich gelten die angegebenen Rechenregeln auch 
für die analogen Operationen mit den beiden unteren Skalen. Es 
ist im allgemeinen vorteilhafter, mit den oberen Skalen zu rechnen. 
Man hat auf den unteren zwar die doppelte Genauigkeit, weil die 
Längeneinheit die doppelte Länge hat, doch fällt das meistens 
gegenüber einem gleich zu besprechenden Nachteil beim Gebrauch 
der unteren Skalen nicht besonders ins Gewicht. 

Zunächst wollen wir allgemein daran erinnern, daß wir die 
Skalen des Rechenschiebers als geeignete Abschnitte der unend
lich langen Skalen ansehen. Wir können also die an den Teil
strichen stehenden Ziffern von 1 bis 9 mit beliebigen Potenzen 
von 10 multipliziert denken, wobei dann natürlich alle Ziffern 
der betreffenden Skala mit einer und derselben Potenz von 10 
multipliziert gedacht werden müssen. Will man nun auf der 
unteren Skala die lYiultiplikation 3 · 7 = 21 ausführen, so wird 
man zunächst alle Zahlen der unteren Skalen als Einer ansehen 
und die an dem linken Ende der Zunge stehende 1 der 7 auf dem 
Stabe gegenüberstellen: Hierbei findet man aber, daß die 3 der 
Zungenskala, der das Resultat gegenübersteht, außerhalb des Stabes 
zu stehen kommt. Man hilft sich dann dadurch, daß man die 
Zunge "durchschiebt" und die rechte 1 der Zunge der 7 des Stabes 
gegenüberstellt. Diese 7 liest man jetzt aber als 70 und findet 
der 3 der Zunge gegenüber das Resultat 21. Denken wir uns 
die beiden unendlich langen Skalen von Zunge und Stab so gegen
einander verschoben, daß die 1 der Zunge der 7 des Stabes gegen
übersteht, so ist diese Stellung eindeutig bestimmt, und der 3 der 
Zungenskala steht die 21 der Stabskala gegenüber. Wir fassen 
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das Durchschieben so auf: Die Zunge trägt den von 1 bis 10 
reichenden Abschnitt der unendlichen Skala, die Stabskala fassen 
wir vor dem Durchschieben als den von 1 bis 10 reichenden Ab
schnitt, nach dem Durchschieben jedoch als den von 10 bis 100 
reichenden auf, so daß dieses gewissermaßen als das "Materiali
sieren" eines anderen .Abschnittes der ideellen unendlichen Skala 
erscheint. Bei einer Division i- auf den unteren Skalen würde 
man ebenfalls durchschieben müssen und damit das gleiche Prinzip 
zur Anwendung bringen. Beim Rechnen auf den oberen Skalen 
kommt ein solches Durchschieben seltener vor, weil diese einen 
doppelt so großen Zahlenkreis wie die unteren Skalen umfassen. 
Deshalb empfiehlt sich das Rechnen auf den oberen Skalen. 

Das Prinzip des Operierens mit den unendlich langen Skalen 
erweist sich besonders nützlich bei den Proportionsrechnungen 
und läßt bei allen Rechnungen die Stellung des Kommas ent
scheiden. Zur Kontrolle empfiehlt es sich jedoch, das mit dem 
Schieber gewonnene Ergebnis stets durch eine rohe Überschlags
rechnung zu prüfen, wobei die bereits auf S. 4 benutzte Schreib
weise der Zahlen mit abgespaltenen Zehnerpotenzen anzuwenden 
ist, die auch die Stellung des Kommas erkennen läßt. 

In der Normallage ist der Rechenschieber insbesondere auch 
zu verwenden, wenn verlangt wird, eine Reihe von Produlcten zu 
berechnen, die alle einen Falctor gemeinsam haben. Man stellt 
dann die 1 der einen Skala dem gemeinsamen Faktor auf der an
deren gegenüber und findet die einzelnen Produkte dieser Skala 
den einzelnen verschiedenen Faktoren gegenüber, ohne an der 
Stellung der Zunge etwas zu ändern. Allenfalls kann ein Durch
schieben erforderlich werden. 

Die Normallage des Rechenschiebers kaim noch zur Darstellung 
eines etwas komplizierteren Zusammenhangs von Größen benutzt 
werden. Vermittelst des bisher noch gar nicht benutzten Läufers 
kann man auch Zahlen von Skalen einander gegenüberstellen, die 
nicht unmittelbar beieinander liegen, z. B. die Zahlen x der oberen 
Stab- und die Zahlen 7J der. unteren Zungenskala. Bedenkt man, 
daß zwischen oberer und unterer Zungenskala die gleiche Be
ziehung besteht wie zwischen oberer und unterer Stabskala, daß 

also g = 119 ist, so findet man aus der Gleichung ~ = const., die y 

zwischen x und g besteht, sofort die Gleichung ~ = const. als 
1j 

Beziehung zwischen Zahlen x und "1 der oberen Stab- und unteren 

Zungenskala. {Analog gilt auch die Gleichung p = const.) 
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Wir wählen hierfür ein Beispiel, bei dem der Rechenschieber 
gleichzeitig zu einer gewissen Ausgleichung von Beobachtungen be
nutzt wird. 

Man vermutet zwischen zwei Größen x und "1 einen Zusammen
hang von der Form x = c · 1]2 und hat durch eine Reihe von 
Messungen folgende zusammengehörige Wertepaare der beiden 
Variablen gefunden: 

X= 0,328; 0,565; 1,18; 2,07; 

1] = 1,13; 1,47; 2,13; 2,80. 

Wie groß ist die Konstante c? Wenn man die gegebenen Zahlen 
auf dem Schieber einander gegenüberstellen will, sieht man, daß 
sich zwar durch keine Stellung der Zunge die gemessenen Werte 
genau gegenüberstellen lassen, aber man findet bald eine Stellung 
der Zunge, die in Anbetracht der anzunehmenden Messungsfehler 
als die richtige f'rscheint. Über der linken 1 der Zunge finden 
wir den Wert 0,26~ der Konstanten und haben durch das Auf
sueben der richtigen Zungenstellung auch einen Anhalt für die 
Genauigkeit gewonnen, mit der die Konstante aus dieser Messungs
reihe bestimmt ist, daß nämlich die letzte Stelle (3) als auf etwa 
zwei Einheiten unsicher angesehen werden muß. 

Bei Rechnungen mit Skalen verschiedener Längeneinheit können 
nicht mehr alle Zahlen mit beliebigen Potenzen von 10 multipli
ziert gedacht werden. Stellt man sich das Bild der beiden neben
einander liegenden unendlich langen Skalen vor, so besteht es 
allerdings auch aus kongruenten Stücken, deren Länge jedoch 
gleich der größeren Längeneinheit der beiden benutzten Skalen 
ist. Die Zahlen der Skala mit größerer Längeneinheit kann man 
demnach nach wie vor beliebig lesen, ohne sieb um die Komma
stellung zu kümmern, nicht aber au• h die Zahlen auf der anderen 
Skala. Hier muß die einmal angenommene Komlilastellung für 
ein Stück von der Llinge der größeren Längeneinl1eit beibehalten 
werden. Kurz gesagt: Die Ska.la mit größerer Längeneinheit be
stimmt das Komma. Im obigen Beispiel gehören in der ange
gebenen Einstellung zusammen x = 0,328 und 17 = 1,13, ferner 
-etwa x = 32,8 und 17 = 11,3 Nicht jedoch x = 3,28 und 1J = 
11,3, sondern x = 3,28 und 1J = 3,56, wobei dies richtige Zahlen" 
paar sieb an anderer Stelle gegenübersteht. Kopfrechnen schützt 
hier vor groben Fehlern. 

5. Die zweite Lage des Rechenschiebers. Ziehen wir die 
Zunge ganz heraus und stecken sie so in den Stab herein, daß wir 
die bisher benutzten Skalen wieder vor uns beben, die Ziffern der 
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Zunge jedoch auf dem Kopf stehen, so wollen wir dies die zweite 
Lage des Schiebers nennen. Die Skalen der Zunge sollen ihre 
Bezeichnungen: obere Skala (y) und untere Skala (n) behalten, 
so daß die "obere Skala" jetzt unten liegt und um-~ 
gekehrt ( s. das schematische Bild Fig. 11 ). q 

Betrachten wir zunächst die oberen Skalen von V 

Stab und Zunge, deren Zahlen wir jetzt nur ver- E 
mitte1st des Läufers gegenüberstellen können, so Fig. 11' 

haben wir den im ersten Paragraphen behandelten Fall zweier 
Skalen mit entgegengesetztem Richtungssinn. Zwischen zwei gegen
überstehenden Zahlen x und 11 oder zwei anderen x1 und '!h der 
beiden Skalen bestehen bei dieser Lage also folgende Gleichungen: 

logx + logg = const. = logx1 + logg1 

oder x · y = const. = x1 • '!h. 

Auf den beiden oberen Skalen stehen sich in der zweiten Lage 
des Rechenschiebers demnach Zahlen gegenüber,· deren Produkt 
komtant ist. Man kann mit dieser Lage des Rechenschiebers ebenso 
multiplizieren und dividieren wie mit der ersten Lage. Setzt man 

:r-1 = 1, so findet man x · 11 = g1 oder x = 1h · 
y 

Die Division mit Benutzung dieser Lage des Schiebers ist be
sonders dann zu bevorzugen, wenn es sich darum handelt, eine 

, und dieselbe Zahl durch eine Reihe von ve1·schiedenen Zahlen ~u 
dividieren. Man hat in diesem Falle etwa die 1 der oberen 
Zungenskala dem gemeinsamen Dividendus auf der oberen Stab
skala gegenüberzustellen; sucht man dann die einzelnen Divisoren 
auf der Zungenskala auf, so stehen diesen die Quotienten auf der 
Stabskala gegenüber. Für sämtliche Quotienten bleibt daher die 
Stellung der Zunge unverändert. 

Beachten wir wieder, daß zwischen oberer und unterer Zungen
skala die Beziehung y = 11 2 besteht, so finden wir, daß zwischen 
den jetzt unmittelbar nebeneinanderstehenden Zahlen X und "1 der 
oberen Stab- und unteren Zungenskala die Beziehung x · n2= const. 
besteht und analog auf den anderen beiden Skalen s2 • 11 = const. 

Auch diese Beziehungen sind mannigfacher .Anwendung fähig. 
Man kann sie z. B. zur Auflösung von Gleichungen dritten Grades 
benutzen, wenn diese in der verkürzten Form, in der das quadra
tische Glied fehlt, vorliegen: 

e8 -ae+b=O. 

Wir schreiben die Gleichung etwas anders: 

e2 + !!__ = a 
/: 
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und suchen den gegebenen Koeffizienten b auf der unteren Stab
skala auf, um ihm eine 1 der unteren Zungenskala gegenüber
zustellen. Cnter den Zahlen der unteren Stabskala suchen wir 
jetzt die Wurzel s in folgender Weise herauszufinden: Probeweise 
beginnen wir mit irgendeiner Zahl ~ dieser Skala und fixieren sie 
mit dem Läufer. Auf der oberen Stabskala steht ihr eine Zahl 
:v = ~~ gegenüber. Unmittelbar unter dieser Zahl x finden wir 
auf der unteren Sbo.bskala eine Zahl "', welche mit ; stets das 

Produkt b bildet, also gleich ~ ist. Auf der oberen Stab- und 

unteren Zungenskala stehen sich also die Zahlen~~ und ; gegen

über, wenn ihnen durch den Läufer auf der unteren Stabskala 
eine Zahl ~ gegenübergestellt ist. Diese hat man nun durch 
Probieren so zu ermitteln, daß die Summe der ihr gegenüber-

stehenden Zahlen s1 und : gerade gleich dem dritten Koeffi

zienten a der gegebenen Gleichung wird. Natürlich sind dabei 
die Vorzeichen der Koeffizienten a und b zu berücksichtigen, ferner 
achte man darauf, welche Abschnitte der unendlichlangen Skalen 
man vor sich hat. Dabei kann man für jede Stellung des Läufers 
die zugehörige Zahl 6 mit positivem oder negativem Vorzeichen 
in Ansatz bringen, ferner kann s mit einer Potenz von 10 multi
pliziert werden. Beides ist natürlich bei den gegenüberstehenden 

Zahlen ~~ und : zu beachten. Das Probieren, .durch welches die 

richtige Wurzel auf der ~·Skala gefunden wird, ist ein durchaus 
systematisches. Man notiert sich zweckmäßig, während man den 

Läufer verschiebt, d.ie Summe der Zahlen 61 und ; für die ein

zelnen Stellungen des Läufers. Man erkennt dann sofort, in welcher 
Richtung man den Läufer zu verschieben hat, um die Summe der 
beiden genannten Zahlen der gegebenen a näherzubringen. Es 
kann hierbei vorkommen, daß sich die Summe zuerst dem Wert a 
nähert, um sich dann wieder zu entfernen, ohne a erreicht zu 
haben, in diesem Falle hat die Gleichung ein Paar komplexer 
Wurzeln. Nötigenfalls muß man auch die Zunge bei dem Pro
bieren ein oder mehrere Male durchschieben, dabei ist natlirlich 
auf die sich verlindernde Größenordnung der Zahlen zu achten. 

Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

e8 - 7,23.e- 2,72 ""'0 

oder I I t,'l2 7 23 s ---= ~ , . 
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Wir ziehen die Zunge nach links heraus und stellen ihre 1 am 
rechten Ende über die Zahl 2,72 der unteren Stabskala. Versuchs-

weise beginnen wir mit ; = + 1, finden ; 2 = + 1, 1- =- 2,72 

und notieren als Summe 1- 2,72 = - 1,72. Dann probieren 
wir g = 2 und finden als Summe 4 - 1,36 = + 2,64; wir sind 
also auf dem richtigen Wege: ; = 2,5 ist auch noch zu wenig, 
denn es liefert als Summe 6,25 - 1,09 = 5,16, ebenso langt 
?; = 2,72 noch nicht. Jetzt schieben wir die Zunge nach rechts 
durch, so daß ihre linke 1 über die 2, 72 zu stehen kommt. Wir 
probieren ; = 3 und finden als Summe 9 - 0,906 = 8,094, also 
zu viel. Wenn die Wurzel reell ist, muß sie zwischen 2,72 und 3 
liegen, und in der Tat findet man als Wurzel ; = 2,86. 

Für positive Werte von 6 findet man keine weitere Wurzel. 
Versucht man es nun mit negativen Werten von;, so findet man 
die beiden übrigen Wurzeln ; =- 0,381 und - 2,48. Bildet 
man zur Kontrolle die Summe der gefundenen Wurzeln, so findet 
sich in der Tat 0,00. 

Im dritten Kapitel wird gezeigt werden, wie man erforderlichen
falls die Genauigkeit der Wurzeln noch weiter steigern kann. Es 
wird dort auch gezeigt, wie man eine Gleichung dritten Grades, 
die in allgemeiner Form gegeben ist, auf die für die Behandlung 
mit dem Rechenschieber geeignete verkürzte Form bringen kann 
(S. 46). 

Als spezieller Fall der Gleichung dritten Grades erscheint die 
Aufgabe, die dritte Wttrzel aus einer Zahl zu ziehen. In diesem 
Falle ha.t man nur a = 0 und die gegebene Zahl gleich - b zu 
setzen. Die für die Gleichung dritten Grades angegebene Lösungs
methode ist dann anwendbar, wobei die oben auftretenden Zahlen 

gt und -~- einfach gleich sein müssen, da b < 0 und a =- 0 ist. 

Der Leser wird leicht selbst eine entsprechende Lösungsmethode 
für die quadratische Gleichung angeben können, von der man unter 
Umständen Gebrauch machen wird, wenn es sich um die Lösung 
einer größeren Anzahl von quadratischen Gleichungen handelt, 
deren Koeffizienten sich nur wenig voneinander unterscheiden, so 
daß man die Stellung des Rechenschiebers nur wenig zu ändern 
braucht, nachdem man eine Lösung gefunden ha.t und daran an
schließend die anderen berechnet. 

Es mag noch bemerkt werden, daß die in vorstehendem an
gegebenen Stellungen des Rechenschiebers, die zur Lösung der 
einzelnen Aufgaben angegeben wurden, nicht die einzig möglichen 
sind, sondern durch andere, die durch gewisse Vertauschung der 
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Skalen hervorgel1en, ersetzt werden können. Es wird als gute 
Übung empfohlen, andere als die oben angegebenen Stellungen 
zur Lösung derselben Aufgaben aufzusuchen. 

6. Die dritte Lage des Rechenschiebers. Wir schieben jetzt 
die Zunge so in den Stab hinein, daß ihre Unterseite oben zu 
liegen kommt, und zwar so, daß die hier stehenden Ziffern auf
recht vor uns stehen. Zunächst schieben wir die Zunge ganz in 
den Stab hinein, so daß die Endstriche aller Skalen untereinander 
stehen. 

Betrachten wir zuerst die obere Skala der Zunge, die auf den 
meisten Schiebern mit "S" bezeichnet ist. Diese Skala stellt die 
Funktion log sin a dar, mit einer Längeneinheit von ~ mm. Die 
an den Teilstrichen stehenden Zahlen geben den in Graden und 
Minuten gemessenen Winkel . a an. 1) 

Der Nullpunkt dieser Skala liegt an deren rechtem Ende, da 
hier a = 90° steht, mithin sin a = 1 und log sin a = 0 ist. Wir 
fassen auch die obere Stabskala zunächst so auf, daß die Ziffer 1 
an ihrem rechten Ende die Zahl 1 bedeutet, die übrigen Ziffern 
also Dezimalbrüche von 0,01 bis 0,9. Zwischen den Zahlen x 
und a besteht bei dieser Stellung der Zunge, da die Längenein
heiten beider Skalen gleich sind, folgende Gleichung: 

logx = logsina · oder x = sina. 
' 

So ersetzt der Schieber eine Tabelle der trigonometrischen Sinus-
funktion. 

Ziehen wir nun die Zunge ein Stück nach rechts oder links 
heraus, so gilt die Gleichung: 

log x - log sin « = log x1 - log sin a1 

oder 

für gegenüberstehende Zahlen x und a oder x1 und rx1 • 

Steht im besonderen dem Winkel a = 90° eine Zahl x1 gegen
über, so gilt die Gleichung: 

x=x1 ·sina, 

d. b. der Schieber liefert auch die mit irgendeiner Konstanten (x1) 

multiplizierten Sinus der Winkel, und zwar entspricht einer Stel
lung der Zunge ein bestimmter Wert dieser Konstanten. Die 
Größenordnung der beiden Zahlen x und x1 ist dabei willkürlich. 

1) Es wiire hier, wie überall, viel zweckmlißiger, den alten Winkel
grad dezimal zu teilen. Die Rechenschieberfabrik Dennert & Pape in 
Altona liefert Schieber mit solcher Teilung. 
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Zur trigonometrischen Berechnung von Dreiecken ist der Rechen
schieber in dieser Lage mit Vorteil zu verwenden. Sind nämlich 
a11 a2 und a3 die drei Winkel eines Dreiecks und x11 x2 , x3 die 
ihnen gegenüberliegenden Seiten, so gilt die als Sinussatz bezeich
nete Beziehung 

zwischen den Winkeln und Seiten. Das ist aber gerade die Be
ziehung, die zwischen den Größen a und x auf den oberen Skalen 
in der dritten Lage des Schiebers zur Darstellung gebracht wird. 
Sind etwa von einem Dreiecke zwei Seiten x1 und x2 , sowie der 
einer von ihnen gegenüberliegende Winkel a1 gegeben, so hat 
man x1 und a1 gegenüberzustellen und findet w2 gegenüber den 
Winkel a2 • Dann berechnet man a8 = 180 - (ix1 + a2) und findet 
die Seite x8 dem Winkel a8 gegenüber. Sind zwei Seiten und der 
eingeschlossene Winkel gegeben, so sucht man durch Probieren 
eine Stellung der Zunge zu finden, bei welcher den gegebenen 
Seiten zwei Winkel gegenüberstehen, die mit dem gegebenen 
Winkel zusammen eine Summe von 180° bilden, mit dieser Stel
lung sind dann die unbekannten Stücke des Dreiecks gefunden. 

Fii.r Winkel, die kleiner als 35' sind, kann man bei der Genauig
keit des Rechenschiebers den Sinus durch den (in Bogenmaß zu 
messenden) Winkel ersetzen. Dabei ist nach folgender Formel 
umzurechnen: . z xo 

x~Bogen) = x0(Grad) · 180 = 57 30 • 
·I 

Die untere mit "T" bezeichnete Skala der Zunge stellt die Funktion 
logtanß dar, mit der doppelten Längeneinheit der oberen Skala. 
Bei einer Zungenstellung, wo die Endstriche aller Skalen sich 
gegenüberstehen, besteht also zwischen den unteren beiden Skalen 

die Beziehung log S = log tan ß oder S = tan ß. 
Bei einer beliebigen Stellung der Zunge findet man 

s =51 tanß, 

wenn 1;1 dem rechten Endstrich der unteren Zungenskala gegen
übersteht. Bei der Tangentenskala ist der rechte Endstrich der 
Nullpunkt, weil hier ß = 45°, mithin log tau ß = 0 ist. 

Bei Winkeln unter 6°, deren Tangenten sich nicht mehr auf 
dem Rechenschieber finden, kann man ohne wesentlichen Fehler 
die Tangente durch den Sinus ersetzen, also die obere Skala be
nutzen. Die Tangenten von Winkeln, .die größer sind als 45°, 
kann man jedoch direkt auf der Tangentenskala ablesen durch 
folgenden Kunstgriff: 
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Wir gehen aus von der unendlich langen Skala für die Funktion 
logtanß. Da nun 

ta.n ( 450 + rp) = tan(451o_ cp)' 

also logtan(45°+ cp) = -logtan(45°- cp) 

ist, wird die unendliche Skala aus zwei Teilen bestehen, die spiegel
bildlich zum Nullpunkte sind. Denken wir uns nämlich 45° + cp 
als Argument an die Teilstriche der Skala herangeschrieben, so 
finden wir rp = 0 am Nullpunkte der Skala stehen und nach rechts 
wachsend die positiven Werte von rp (cp < 0 kommt überhaupt 
nicht in Betracht). Das zum Nullpunkt symmetrische Bild hierzu 
bieten die Teilstriche für 45°- rp, die für von Null an wachsende rp 
sich nach links erstrecken. Diese linke Hälfte der Skala haben 
wir aber auf dem Schieber vor uns, wenn wir die vorher (3 ge
nannten Zahlen dieser Skala durch 45° - cp ersetzen, so daß 
fJ = 45°- rp ist. Jetzt ziehen wir die Zunge heraus und stecken 
sie so in den Stab, daß die Ziffern der beiden soeben betrachteten 
Skalen auf dem Kopfe stehen. Wir schieben dabei die Zunge 
ganz in den Stab hinein, so daß die Endstriche der Skalen unter
einander stehen. Betrachten wir nun die untere Stabskala und 
die ,,untere" Zungenskala (die jetzt allerdings oben liegt), so bieten 
die Teilstriche dieser beiden Skalen das Bild der rechten Hälfte 
der unendlichen Tagentenskala für log tan ß, wenn man sich als 
Argument 45° + cp an die Teilstriche herangeschrieben denkt. 
Wir lesen jetzt die auf dem Kopfe stehenden Zahlen unserer 
Tangentenskala von links nach rechts nicht 45°, 40°, 35°, 30° usw., 
sondern 45°, 50°, 55°, 60° usw., d. h. wir setzen {J = 45° + cp. 
Den linken Endstrich 1 der unteren Stabskala sehen wir dabei 
ebenfalls als Nullpunkt an und lesen dementsprechend die Zahlen 
der unteren Stabskala von links nach rechts: 1, 2, 3 ... 10. Die 
durch den Läufer gegenübergestellten Zahlen der unteren Zungen
skala, die demnach 45°, 50°, 55° usw. gelesen werden müssen, und 
die Zahlen 1, 2, 3 usw. der unteren Stabskala stehen also bei 
dieser Stellung des Rechenschiebers in der Beziehung: 

~ = tanß 

und bei Verstellung der Zunge in der Beziehung: 

~ = ~1 tan{J, 

wobei jetzt aber auch p > 45° und ~ > 1 sein darf. 
Dies zuletzt vorgenommene Umstecken der Zunge bedeutet hier 

ausnahmsweise keine Änderung des Richtungssinnes, sondern nur 
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das Materialisieren eines anderen Teiles der unendlichen Skala, 
das uns auch die Tangenten von Winkeln ß > 45° abzulesen er
laubt. 

Das Bild der unendlich langen log tan ß- Skala besteht aus 
zwei Hälften, die symmetrisch zum Teilstrich ß = 45 liegen. 

Wir überlasseil es dem Leser, sich die anderen Beziehungen, 
die in der soeben benutzten vierten Lage des Rechenschiebers 
gelten, selbst abzuleiten. Nur zu der in der Mitte liegenden Skala 
wollen wir noch einiges bemerken. Diese Skala ist nichts anderes 
als ein Maßstab und wird in der Tat auch zu einer Längenmes
sung benutzt. Bisher brauchten wir uns nicht darum zu kümmern, 
welche Basis die auf dem Schieber dargestellten Logarithmen hatten. 
Jetzt nehmen wir an, es wären auf allen Skalen die Briggischen 
Logarithmen aufgetragen. Dann reicht die Einheitsstrecke der 
unteren Stabskala gerade von deren linkem bis zu ihrem rechten 
Endpunkte, da log brigg 10 = 1 ist. Die Einheit des Maßstabes 
in der Mitte der Zunge ist nun gerade gleich der Einheit der 
unteren Zungenskala. Schiebt man die Zunge in der vierten Lage 
ganz in den Stab hinein, so. kann man vermittelst dieses Maß
stabes den Abstand der Teilstriche der unteren Stabskala von 
deren Nullpunkte in der Einheit dieser Skala messen. Die so ge
messenen Abstände sind dann die Briggischen Logarithmen der auf 
der unteren Stabslcala stehenden Zahlen. 

Anknüpfend an unsere früheren Bezeichnungen und die all
gemeine Theorie des Rechenschiebers können wir auch sagen, daß 
die mittlere Skala die Funktion I; = z mit der Längeneinheit 2 l 
darstellt, wenn wir die Zahlen der Skala mit z bezeichnen. Für 
die mittlere Zungen- und untere Stabskala gilt dann bei der 
vierten Lage des Schiebers die Beziehung: 

2l · z- 2Zlog briggl; = const. 

Bei ganz eingeschobener Zunge ist die Konstante Null, und wir 
haben z = logbriggl;. Bei verschobener Zunge finden wir: 

fJ - log brigg I; = z1 - log brigg ; 1 , 

und, wenn wir z1 = 0 annehmen, 

z = log brigg (jJ · 
Die drei Skalen auf der Unterseite der Zunge des Rechenschiebers 

können noch in anderer Weise, nämlich in der ersten Lage des 
Schiebers, also ohne die Zunge umzukehren, benutzt-werden. Bei 
den meisten Formen des Rechenschiebers, die in den Handel ge-
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bracht werden, finden sich auf der Unterseite des Stabes an beiden 
Enden Aussparungen, in welchen die Skalen der Zungenunterseite 
sichtbar werden. Am Stabe befinden sich in den Aussparungen 
Strichmarken, die genau unter den Endpunkten de):' Stabskalen 
liegen. Wir bringen den Schieber in die erste Lage und ziehen 
die Zunge ein Stück nach rechts heraus. Drehen wir jetzt den 
ganzen Rechenschieber herum, so finden wir eine Zahl IX der Sinus
skala der Strichmarke des Stabes gegenüber. Drehen wir den Stab 
wieder zurück, so steht die rechte l der oberen Stabskala einer 
Zahl y1 der oberen Zungenskala gegenüber, die von den Enden 
der Zunge ebenso weit absteht, wie die vorher betrachtete Zahl IX 

auf der Unterseite der Zunge, die der Strichmarke gegenübersteht. 
Denken wir uns die Zunge für einen Moment durchsichtig und 
betrachten an gleicher Stelle .stehende Zahlen IX und y1 der be
treffenden Zungenskalen, so besteht zwischen diesen die Gleichung 
1h --: sin «, da zwischen diesen Skalen ja die gleiche Beziehung 
besteht wie zwischen der oberen Stab- und der oberen Zungen
skala bei der dritten Lage. des Schiebers (8. 28). 

Die Zahl y1 der oberen Zungenskala, die der rechten 1 der 
oberen Stabskala gegenübersteht, gibt also den Sinus des Winkels a 
an, auf den die Strichmarke auf der Unterseite des Stabes weist. 
Man kann also auch bei der ersten Lage des Rechenschiebers den 
Sinus ablesen. Ja noch mehr. Steht nämlich die l des Stabes 
einer Zahl y1 der Zunge gegenüber, so gilt, ·wie wir früher ge
sehen haben, für alle einander gegenüberstehenden Zahlen x und y 
der beiden Skalen die Gleichung: 

y y, . 
Ii = 1 = sm IX, 

wobei die Zahlen x und y stets in gleicher Größenordnung gelesen 
werden müssen. Diese Ablesungsmethode wird angewendet, wenn 
ein Sinus als echter Bruch gegeben ist und nach dem Winkel ge
fragt wird. Ist z. B. sin IX = f gegeben, so stellt man y = 3 auf 
der Zunge gegenüber x = 4 auf dem Stabe, dreht den Rechen
schieber um und findet IX= 48,6° gegenüber der Strichmarke. 

Etwas Analoges gilt für die Tangentenskala. Hier liegt jedoch 
die Strichmarke unter der linken l der unteren Stabskala, und die 
Zunge ist dement8prechend nach links herauszuziehen. Lesen wir 
die Zahlen I; der unteren· Stabskala als 1, 2, 3 ... 10 und die 
Zahlen 'I'} der unteren Zungenskala als. 011, 0,2, 0,3 ... 1,0 und 
nennen ß den Winkel auf der Tangentenskala, so gilt die Gleichung: 

i=~ =tanß 
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für die Zahl 111 über der linken 1 der Stabskala und beliebige 
sich gegenüberstehende Zahlen 1; und 11 auf den unteren Skalen 
von Stab und Zunge, wenn die Strichmarke auf einen Winkel (3 
weist. 

Den Tangens von Winkeln ß > 4 5 kann man in dieser Lage 
auch leicht ablesen: Man stelle 90 - ß an der Strichmarke ein, 
dann steht 1; = tan ß der 1 am rechten Ende der unteren Zungen-
k l "b f t d p t' 1 tan(!l0"-~(1\ s a a gegenu er, was so or aus er ropor 10n tallß = 1 -

folgt. 
Auf einer dritten Strichmarke, die sich auf dem rechten Ende 

des Stabes befindet und auf den Maßstab in der Mitte der Zunge 
weist, kann man ablesen, wie weit man die Zunge nach rechts 
aus d!3m Stabe herausgezogen l1at, und dadurch den Logarithmus 
der Zahl/; finden, die auf der unteren Stabskala der linken 1 der 
Zungenskala gegenübersteht. 

Damit schließen wir die Besprechung des Rechenschiebers und 
geben dem Leser den Rat, sich selbst Beispiele für die einzelnen 
Ablesungsmethoden zurechtzulegen. Dabei empfiehlt es sich, die 
mit dem Schieber gewonnenen Resultate durch Rechnungen höherer 
Genauigkeit zu prüfen, um sich ein Urteil über die erzielte Ge
nauigkeit zu bilden. Diese ist von der . Güte des verwendeten 
Schiebers und der persönlichen Geschicklichkeit des Rechners 
durchaus abhängig. 

Wir wollen noch darauf hinweisen, daß es eine Reihe von spe
ziellen Rechenschiebern gibt, die fllr Sonderzwecke konstruiert sind. 
Ihre Benutzung ergibt sich aus der allgemeinen Theorie des ersten 
Paragrapl1en. So hat man z. B. zur Auflösung sphärischer Drei
ecke sog. Navigationsrechenscltieber gebaut, die zwei kongruente 

Sk I f .. '] . t d f d' G'l . h sin a sin «t a en ur og srn ragen un au 1e ew ung --c--R = -.-R-
sm t' s1n t'l 

führen. 

7. Übungsaufgaben· für den Rechenschieber. 
1. 5,2 3 kg eines Stoffes kosten 8 2, 7 0 1\Ik. 
a) Was kosten 16,5 kg? b) Wieviel erhält man für 38,-l\Ik.? 
In Lage I. x = 5,23 und y = 82,70 gegenüberstellen. Dann 

stehen allgemein auf der x-Skala die Gewichte und demgegenüber 
auf der y-Skala die Preise. 

Antwort zu a): 261 IIIk., zu b): 2,40 kg. 
2. Von einer \Varenmenge sind 35.,9 Tonnen vel'fügbar. Vier 

Käufer A, B, C, D haben davon folgende l\Iengen angefordert: 

A: 12,5 t; B: 16,0 t; 0: 8,75 t; D: 6,8 t. 
Timerding, Hnndbuchl. 2.Aufl. 3 
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Die vorhandene Menge soll den Anforderungen proportional 
verteilt werden. Wieviel erhalten die Käufer? 

A 12,5 
H 16,0 
c 8,75 
D 6,8 

l::lumme: 44,05 

10,!! 
13,05 
7,14 
5,55 

35,114 

.In eine Tabelle nehmen wir zuerst die 
Forderungen auf, bilden ihre Summe 44,05 
und stellen in Lage I x """ 44,05 gegen
über y = 35,9. Die x-8kala trägt alsdann
die Forderungen und gegenüberstehend die 
y·Skala die abzugebenden Mengen. Zur 

Kontrolle bilden wir auch deren Summe. Die Abw~ichung von 
etwa ein pro Mille ist beim Rechenschieber zu erwarten. 

3. Man weiß, daß zwischen zwei veränderlichen Größen p und v 

die Beziehung besteht: v = !!... Die Konstante c ist unbekannt, 
p 

dagegen bekannt, daß zu p = 15,3 gehört v = 0",36. - Welche 
v gehören zu p = 1; 2; 3 ... 20? 

In L.age li des Rechenschiebers stellen wir x = p = 15,3 gegen
über y = v = 0,36. Dann stehen den gegebenen Zahlen auf der 
einen Skala die gesuchten auf der anderen gegenüber. Es ist der 
Reihe nach 

V= 5,50; 2,76; 1,84; 1,38 ... 0,306; 0,290; 0,276. 

4. Ein massiver Kreiszylinder von 0, 76 m Länge und d = 40 mm 
Durchmesser wiegt p = 23,6 kg. Die Gewichte gleich langer 
Zylinder von 20; 25; 30; 50 mm Durchmesser sind anzugeben. 
l<'erner die Durchmesser bei 10; 15; 20; ~5 kg Gewicht. 

I 

Die Gewichte sind den Quadraten der Durchmesser propor
tional. 

Also Lage I. Wir stellen gegenüber x = p = 23,6 und 1J = d = 40. 

X=p 

23,6 

5,9 
9,2 

13,3 
36,9 

10 

1j=d 

40 

20 
25 
30 
50 

26.0 

Dann sind auf der x-Skala die Gewichte und auf 
det· 11-Skala die :Purchmesser abzulesen. Das Er
gebnis setzt man in eine Tabelle. 

Anmerkung: Man achte auf die Komma· 
stellung der x-Skala, die durch die der 1]-Skala. 
bedingt ist! 

Um Durchschieben zu vermeiden, stelle man 
x = 23,6 auf der rechten Skalenhälfte ein! 

I 
lö 
~0 

25 

31,9 
36,8 
41,2 

5. Durch ein Rohr von d = 4{) mm Durch
messer strömt ·wasser mit v = 4,2 mjsek Ge
schwindigkeit:" Wie schnell würde es bei gleiche.m 
Durchfluß pro Sekunde durch Rohre von 25 und 

60 mm Durchmesser ströi_llen? Weichen Durchmesser müßte ein 
Rohr für 10 m/sek Geschwindigkeit haben? 
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Es ist v · d9 konstant. Also Lage II. Gegenüberstellen von 
x = v = 4,2 und 'I} = d = 45. Dann enthält die x-Skala die 
Geschwindigkeiten und die 'I}- Skala die Durch-
messer. x = v 11J = d 

6. Berechne e0•275 = u mit dem Rechenschieber. -~ - ~ ~- ~-
4,2 i 45 

Es ist log nat u = 0,27 5 = 2, 30 · log brigg u ---~~ - ~-
und u = 1,32. 13,6 I 25 

7. Der Leser ermittele mit einer Einstellung -~·~-;~.-2 -
des Rechenschiebers y = 1,39 · sin x für x = 0,2; 
0,4; 0,6. 

8. Abzulesen y = 2,65 · tan x für x = 0,5; 0,75; 1,00. 

(Um vom Bogen- zum Gradmaß zu gelangen sind die gegebenen 
x-Werte mit 57 ,3"0 zu multiplizieren.) 

B. Die Rechenmaschine. 
1. Konstruktion. Die Anzahl der heute auf den Markt ge

brachten Rechenmaschinen ist sehr groß. Statt eine Übersicht 
über die verschiedenen Konst1 uktionen zu geben, werden wir uns 
hier darauf beschränken, eines der gebräuchlichsten Modelle und 
zwar ein für mathematisch-numerische Rechnungen besonders ge
eignetes ausführlich zu besprechen und seine Handhabung aus
einanderzusetzen. Der Leser wird dann auch in der Behandlung 
a,nderer Maschinen keine wesentlichen Schwierigkeiten finden. 

Wir wählen eine Konstruktion, die im Prinzip bereits von 
Leibniz angegeben ist., aber erst später durch Thomas eine 
brauchbare konstruktive Durchbildung erfahren hat und heute von 
einer Reihe von Firmen gebaut wird. 

In Fig. 12 ist die Maschine dargestell-t. Auf der unteren Hälfte 
sehen wir zehn vertikale Schlitze, in denen Knöpfe auf und ab 
geschoben werden können. Neben den Schlitzen ~ind die Ziffern 
0, 1, 2, .. . 9 aufgedruckt. Stellen wir nun die Knöpfe irgendwie 
diesen Zitfern gegenüber, so können wir in diesem Teile der 

Fig. 12 

s• 
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Maschine, der den Namen SteUwerk führt, eine zehnstellige Zahl, 
zur Darstellung bringen. Es werden . auch Maschinen mit mehr 
oder weniger als zehn Schlitzen gebaut, in denen dann ent
sprechende Zahlen eingestellt werden können. 

Weiter zeigt die FigtH" unten rechts eine Kurbel in vertikaler 
Stellung, ihrer Ruhestellung. Über dem 'Stellwerk sehen wir ein 
rechteckiges Lineal, das zwei Reihen von Schaulöchern zeigt. Die 
obere Reihe dieser Schaulöcher gehört zu einem Zählwerk genannten 
Teile des MechanismuS', während die unteren Schaulöcher zu dem 
Drehwerk gehören.1) Die rechts von den Schaulöchern des Lineals 
sichtbaren beiden Knöpfe dienen zum Löschen, .d. i. Auf-Null
Stellen aller Zahlen des Lineals. Durch Drehen der u~mittelbar 
unter bzw. über den Schaulöchern siebtbaren Kdpfe kazin man im 
Zähl- bzw. Drehwerk irgendwelche Zahlen einstellen. 

Wir denken uns zunächst alle in diesen beiden Reihen von 
Schaulöchern erscheinenden Zahlen als Nullen, während im Stell
werk eine von Null verschiedene Zahl eingestellt sein mag, etwa 
1323 625 769, wie in der Abbildung. Drehen wir jetzt die Kurbel 
einmal im Sinne des Uhrzeigers herum, so erscheint in den Schau
löchern des Zählwerks die unten eingestellte Zahl. Wäre vor der 
Kurbeldrehung im Zählwerk nicht Null, sondern eine andere Zahl 
eingestellt gewesen, so würde durch die Umdrehung der Kurbel 
im Zählwerk die Suroroe der im Stell- und Zählwerk eingestellten 
Zahlen erscheinen. Kurz gesagt: Durch eine Umdrehung der Kur
bel wird eine im Stellwerk eingestellte Zahl zu einer bereits im 
Zäh1we'rk stehenden addiert. Die Summe beider ·Zahlen erscheint 
ebenfalls im Zl!.hlwerk. Dies Pnnzip ist fast allen Rechenmaschinen 
gemeinsam, diese erscheinen also zunächst als . .Additionsmaschinml. 
Der Mechanismus, der die Addition bewerkstelligt, ist bei den ein
zelnen Systemen verschied"en. Wir wollen ihn für die in Fig. 12 
abgebildete Rechenmaschine hier ganz kurz bescht·eiben. In Fig. 13 
ist das Innere der Maschine dargestellt, wobei der Deutlichkeit 
wegen die Kurbel.a.n einer anderen Stelle gezeichnet ist. Unter den 
oben erwähnten Sehlitzen liegen Walzen, die durch eine Um
drehung der Kurbel einmal um ihre Achse gedreht werden. Die 
Walzen. sind mit einer eigenartigen Verzahnung versehen. Auf dem 
zylindrischen Umfang derselben sind neun Metallstreifen parallel_ 
der Walzenachse und in gleichen Abständen voneinander angebracht. 
Jeder dieser Streifen unterscheidet sich ili seiner Länge um ein 
gleich großes Stück von den ibm benachbarten Streifen. In Fig. 13 

1) Wir bevorzugen diese Bezeichnung vor der vielfach gebr!\uch
lichen "Quotientwerk". 
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sieht man links unten eine dieser Walzen, die ihrer Verzahnung 
wegen als Staffelwalzen bezeichnet werden. Parallel einer jeden 
Walze ist eine vierkantige Welle gelagert, auf der ein mit einer 
vierkantigen Durchbohrung versehenes .Zahnrad in axialer Rich
tung verschoben werden kann. Der in dem Schlitz verschiebbare 
oben erwähnte Einstellknopf ist mit diesem Zahnrad verbunden, 
so daß durch Verschiebung des Knopfes das Zahnrad auf seiner 
vierkantigen Welle verschoben wird. Die Länge und die Verteilung 
der Metallstreifen auf der Walze ist so gewählt, daß bei einer 
Stellung des Knopfes der Ziffer Null gegenüber kein Streifen mit 

dem Zahnrade in Eingriff kommt. Schiebt man den Knopf der 
Ziffer 1 gegenüber, so wird das Zahnrad bei einer Umdrehung der 
Walze gerade von einem Streifen, dem längsten, getroffen. Steht 
der Einstellknopf einer anderen Ziffer gegenüber, so wird das Zahn
rad gerade von der entsprechenden Anzahl von Streifen der Walze 
getroffen. Das Zahnrad ist mit zehn Zähnen ausgerüstet. Je nach 
der Stellung des Knopfes wird es also um ein bis neun Zehntel 
seines Umfanges gedreht, wenn die Walze einmal um ihre Achse 
gedreht wird. Einer Umdrehung der Kurbel entspricht gerade eine 
Umdrehung der Walzen. 

Durch die Drehung der Zahnräder wird auch die vierkantige 
Welle, auf der sie sitzen, in Drehung versetzt. Diese Welle trägt 
nun an ihrem Ende (ganz links in der Figur) zwei Kegelräder, die 
gemeinschaftlich in axialer Richtung um ein bestimmtes Stück ver
schiebbar sind, und zwar wird diese Verschiebung durch den früher 
erwähnten Umschalthebel bewirkt. Unter den oberen Schaulöchern 
des Lineals liegen kreisförmige Scheiben mit vertikaler Achse. Die 
Scheiben tragen die Ziffern 0; 1 bis 9, so daß immer eine dieser 
Ziffern im Schauloch sichtbar ist. Die Achse einer solchen Ziffern
scheibe trägt ein Kegelrad, das je nach der Stellung des Umschalte-
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hebels mit einem der beiden Kegelräder auf der Vierkantwelle in 
Eingriff steht. Durch die Verstellung des Lineals kann außerdem 
jede Ziffernscheibe mit verschiedenen Walzen in Abhängigkeit ge
bracht werden. 

Jetzt können wir die Wirkungsweise der Maschine übersehen: 
Stellt man einen der Knöpfe einer Ziffer, etwa der 7, gegenüber 
und dreht die Kurbel einmal herum, so wird das Zahnrad und da
mit auch die Vierkantwelle um sieben Zehntel einer vollen Um
drehung herumgedreht. Je nach der Stellung des Umachalthebels 
wird dabei durch den Eingt·iff der Kegelräder in das Zahnrad der 
Vierkantwelle die Ziffernscheibe um sieben Zehntel ihres Umfanges 
in dem einen oder anderen Sinne gedreht, wodurch die vor der Um
drehung im Schauloch sichtbare Zahl um sieben Einheiten vermehrt 
oder vermindert wird. Damit ist das Additions- und Subtraktions
prinzip der Ma~chine erklärt. Ein anderer Mechanismus, dessen 
ausführliche Erklärung hier zu weit führen würde, bewirkt die 
sog. Zehnerübertragung. Es ist nämlich erforderlich, daß, wenn 
bei einer Kurbelumdrehung in einem Schauloch die Zrffer 0 vor
beipassiert, i91 Schauloch weiter links eine Einheit addiert oder 
subtrahiert wird, je nachdem man addiert oder subtrahiert. 1) 

2. Addition und Subtraktion. Um die Rechenmaschine zum 
Addieren von Zahlen zu verwenden, hat man diese Zahlen nach
einander vermittelst der Knöpfe im Stellwerk einzustellen und 
nach jeder Einstellung die Kurbel einma~ zu drehen. Die Addition 
geht dabei im Ziihlwerk vor sich, und schließlich erscheint die 
Summe aller Zahlen im Zählwerk. 

Links von den Schlitzen des Stell werk~ sieht mau noch zwei 
Druckknöpfe, die sog. Umschaltdcnöpfe. Wird der obere Knopf 
gedrückt, so bewirkt die Kurbelumdrehung, wie soeben geschildert, 
eine Addition. Drückt mau den unte1·en, so wird durch eine 
Umdrehung der Kurbel, die immer im Sinne des Uhrzeigers ge
dreht wird, die im Stellwerk eingestellte Zahl von eineF im Zähl
werk stehenden Zahl subtrahiert. (Andere Maschinen lassen bei 
der Subtraktion statt einer Umschaltung eine Drehung der Kurbel 
im anderen Sinne zu.) Durch Betätigen des Umschalteknopfes 
lassen sich also Additionen und Subtraktionen in beliebiger Reihen
folge nacheinander ausführen. 

3. Multiplikation. Behalten wir die Additionsstellung der 
Umschaltung bei, so gelangen wir zur :\Iultiplikation, wenn 
wir eint~ Zahl im Stellwerk einstellen und die Kurbel mehrere 

1) In dem Buche von Galle, ~lJ;fafhematische Instrumente, Leipzig 
1912, findet man <liese Zehnerübertragung sowie eine R.eihe von an
deren Maschinen beschrieben. 
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Male herumdrehen.. Eine n-malige Drehung der Kurbel bewirkt 
eine n-malige Addition der eingestellten Zahl, d. h. ihre Multi
plik'ation mit n. 

Die Addition der Kurbelumdrehungen wird in dem Drehwerk an
gezeigt, dessen Schaulöcher unter denen des Zählwerkes sichtbar 
sipd, und zwar wird im Drehwerk die algebraische Summe der 
Umdrehungen angezeigt, wenn wir dieUmdrehungenbei Additions· 
stellung des Umschalteknopfes als positiv, die anderen als negativ 
bezeichnen. Negative. Zahlen werden im Drehwerk durch rote 
Ziffern angezeigt. Das rechteckige Lineal, das Zähl- und Dreh
werk aufnimmt, ist in seiner L!tngsrichtung verschiebbar. In der 
gezeichneten Stellung liegt das am weitesten rechts befindliche 
Schauloch des Zählwerks gerade in der Verlängerung des Schlitzes, 
in dem die Einer eingestellt werden. Man kann nun das Lineal 
um eine oder mehrere Stellen nach rechts verschieben, so daß das 
zweite Schauloch des Zählwerks oder eins der folgenden in die 
Verlängerung des Einerschlitzes zu stehen kommt. Das Lineal 
wird durch Rasten in diesen Stellungen fixiert. Der Übertragungs
mechanismus zwischen Stell- und Zählwerk funktioniert so, daß 
die im Stellwerk eingestellte Zahl durch die Kurheldrehung gerade 
in die Gruppe der Schaulöcher übertragen wird, die in der V er
längerung der Schlitze liegen. In der gezeichneten Stellung des 
Lineals korrespondiert die Einerstelle des Stellwerks mit der Einer
stelle des Zählwerks. Rückt man das Lineal eine Stelle nach rechts, 
so korrespondieren die Einer des Stellwerks mit den Zehnern ues 
Zählwerks, so daß eine Umdrehung der Kurbel jetzt eine Addition 
des zehnfachen Betrages der im Stellwerk eingestellten Zahl be; 
wirkt. Durch weitere Verschiebung des Lineals um m Stellen kann 
man das 10m-fache addieren. 

Um nun eine im Stellwerk eingestellte Zahl etwa mit 534 7 
zu multiplizieren, verfährt man so: Die erste der Zahlen wird 
im Stellwerk eingestellt, während im Zähl- und Drehwerk über
all Nullen stehen. Dann zieht man das Lineal ganz nach links 
und kurbelt siebenmal, rückt das Lineal eine Stelle nach rechts 
und kurbelt viermaL (Dies bedeutet eine 40malige Addition.) 
Nach abermaliger Verschiebung des Lineals kurbelt man dreimal 
und schließlich fünfmaL In jeder Stellung des Lineals weist der 
Pfeil links neben der Kurbel auf ein Schauloch des Drehwerks, 
und die in diesem Schauloch erscheinende Ziffer gibt die Anzahl 
der Kurbelumdrehungen an, die in dieser Stellung des Lineals 
ausgeführt sind. In unserem Beispiel erscheint also im Dreh
werk die Zahl 534 71 so daß sich als Multiplikationsregel für die 
Rechenmaschine folgendes ergibt: Um ein Produkt aus zwei Fak-
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foren zu bilden, hat man den einen Faktor im Stellwerk einzu
stellen und den anderen durch Kurbeln und Verschieben des Lineals 
im Drehwerk erscheinen zu lassen. Dabei ist es gleichgültig, in 
welcher Reihenfolge man die einzelnen Stellen des betreffenden 
Faktors in das Drehwerk "hineinkurbelt". 

Für die Schnelligkeit der Rechnung ist es natürlich von Vortßil, 
wenn man mit der Kurbel möglichst wenig Umdrehungen zu machen 
bat. Man wird deshalb den Faktor mit der größeren Quersumme 
im Stellwerk einstellen. Ferner läßt sich die Anzahl der Um
drehungen durch einen Kunstgriff noch erheblich vermindern. Um 
bJJispielsweise eine im Stellwerk eingestellte Zahl mit 8 zu multi
plizieren, bringt man das Lineal in die gezeichnete Stellung. Statt 
nun aber achtmal zu kurbeln, drückt man den unteren Umschalte
knopf in die Subtraktionsstellung und kurbelt zweimal, darauf 
schiebt man das Lineal eine Stelle weiter nach rechts, schaltet auf 
Addition und kurbelt einmal. Statt den Faktor achtmal zu ad
dieren, hat man ihn auf diese Weise zweimal subtrahiert und zehn
mal addiert, was zu dem gleichen Resultat fuhrt, aber nur drei 
Kurbeldrehungen erfordert. 1) 

Besonders bequem berechnet sich mit der Maschine ein Produkt 
von der Form a · (b + c + d + · · · ). Man stellt a im Stellwerk 
ein und kurbelt zunächst b., in das Dreh werk, dann löscht man im 
Drehwerk, läßt aber das Produkt a · b im Zählwerk stehen. Dann 
kurbelt man c in das Dreh werk, wodurch das Produkt a · c zu dem 
bereits im Zählwerk stehenden a · b addiert wird, so fortfahrend 
erhält man schließlich die Summe aller Produkte und damit das 
gewünschte Resultat im Zählwerk. 

Hat man eine Reihe von Produkten a · b, a · c, a · d, ... zu 
bilden, die alle einen Faktor a gemeinsam- haben, ohne daß ihre 
Addition erforderlich ist, so stellt man wieder a im Stell werk E>in, 
kurbelt für das erste Produkt b in das Drehwerk und notiert das 
Produkt. Um das zweite Produkt zu bilden, löscht man nirgends, 
sondern "verwandelt" die im Drehwerk stehende Zahlbin c, durch 
Drehen der Kurbel unter gleichzeitiger Betätigung des Umschalte
knopfes und LinealverschieLung. Ist z. B. b = 2ff und c = 54, so 
dreht man beim zweiten Produkt in der Einerstelle viermal bei 
Subtraktionsstellung, rückt das Lineal eine Stelle weiter, schaltet 
auf Addition und kurbelt dreimal. 

4. Division und Quadratwurzelziehen. Die Division ge
schieht in der Weise, daf.l inan das Lineal ganz nach rechts schiebt 

1) Bei dieser Art der Rechnung ist es sehr bequem, wenn die 
Maschine auch im Drehwerk Zehnerübertragung hat, was nicht bei 
allen Systemen der Fall ist. 
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und den Dividendus in den am weitesten links gelegenen Schau
löchern des Lineals einstellt; danach stellt man den Divisor im 
Stellwerk, ebenfalls von links anfangend, ein und schaltet auf Sub
traktion. Dann kurbelt man so lange, bis die höchste Stelle des 
Dividendus einen kleineren Zahlwert hat als die daru"!Jter stehende 
höchste Stelle des Divisors, hierauf rückt man das Lineal weiter 
nach links und verflhrt wie vorher. Im Drehwerk erscheint dann 
in roten Ziffern der Quotient. 

Das Ziehen der Quadratwureel können wir durch ein Näherungs-
verfahren auf die Division zurückführen. Soll etwa x = y;; be
rechnet werden, so ermitteln'wir, am besten mit dem Rechenschieber, 
zunächst einen Näherungswert x1 . An diesem haben wir eine Kor
rektur s1 anzubringen, für welche die Gleichung 

(x1 + ~1)9 = a 

gilt. Vernachlässigen wir die Glieder zweiter Ordnung in iiu so er-
. , a-·X 1 

halten wil· statt ~1 den Wert ~1 = --2--1 und als besseren Nll.he
xt 

rungswert 
, a -x1 1 1 (a ) 

Xs = xl + St = xt + ~ = 2 . xt + xJ . 

Mit der Rechenmaschine berechnen wir den Quotienten a und 
x. 

bilden das arithmetische Mittel von ~ und dem ersten Näberungs-
xt 

werte xj, damit ist dann ein zweiter Näherungswert x2 gewonnen, 
dessen relativer Fehler das halbe Quadrat des relativen Fehlers 
der ersten Näherung x1 ist. 

Für s1 gilt nämlich ohne Vernachlässigung die Gleichung: 

~ _ a-x1 1 - ~~~. 
1- 2:rlt 

I 

Setzen wir nun ~1 = ~~· + ~~· und ~/ = a 2 xL, d. h. gleich dem 
XI 

oben unter Vernachlässigung des quadratischen Gliedes angenom
menen Wert, so ist s2' der Fehler dieser Korrektur s/ und damit 
auch der des zweiten Näherungswertes. Wir erhalten aus der obigen 

Gleichung für diesen Fehler den Wert 1 ~~·I = I ;~ \ · 
Schreiben wir statt dessen I s/ I = 21 St: i so ist die Behaup-

xl xt 
tung über die relativen Fehler der ersten beiden Näherungen be
wiesen. In Kürze können wir sagen, daß die_zweitß Näherung auf 
doppelt so viele Stellen richtig ist wie die erste. 
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Aus der zweiten Näherung kann man in derselben Weise eine 
dritte ableiten usw. Die Handhabung der Rechenmaschine hierbei 
erläutern wir am besten an einem Beispiel. 

Es soll die Wurzel aus 227 gezogen werden. Auf dem Rechen
schieber finden wir als erste Näherung 15,1. Die Division in 227 er
gibt 15,03311 und für den zweiten N!iberungswert finden wir als 
arithmetisches ~ittel 15,06655. 

Um zu einer dritten Näherung zu gelangen, dividieren wir 
jetzt den Radikanden 227- durch 1 5,06655. Hierzu korrigieren 
wir die im Stellwerk stehende Zahl 15,1, ohne etwas zu notieren, 
in 15,0665. Die Division ergibt 15,06654. Mithin sind die 
Stellen 15,066 5 richtig, und der genauere Wert der Wurzel ist 
15,06652. 

Da der Rechenschieber drei · Stellen liefert, führt bei einer sechs
stelligen Maschine bereits der zweite Schritt unseres N!iherungs
verfahrens zu der mit der Maschine erreichbaren Genauigkeit. 
Erst eine 12stellige Maschine würde die Genauigkeit eines dritten 
Schrittes voll auszunutzen gestatten. 

5. Andere Rechenmaschinen. Im Anschluß an die Burk
hardtsche Maschine werde noch kurz eine Verbesserung derselben 
besprochen, die in Fig. 14 dargestellt ist. Die Maschine führt den 
Namen Millionär und wird von W. Egli (Zürich) in den Handel 
gebracht. 

In dei· Mitte der oberen Hälfte der Maschine sieht man das Stell
werk: sechs vertikale Schlitze, in denen Knöpfe auf und ab geschoben 
werden. Unter diesen Schlitzen befindet sich noch eine Reihe von 
sechs Schaulöchern. Hier erscheinen die· durch die Knöpfe im Stell
werk eingestellten Ziffern der besseren Übersichtlichkeit wegen noch 
einmal nebeneinander. 

Fig. 14. 
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Rechts vom Stell werk sieht man eine Kurbel, durch deren Drehung 
die Multiplikation bewirkt wird. Bei dieser Maschine ist jedoch 
für jede Stelle des Faktors die Kurbel nur einmal herumzudrehen. 
Darin liegt der Vorteil der Konstruktion. 

Statt die Kurbel so oft zu drehen, als es die betreffende Ziffer 
des Faktors verlangt, wird der links vom Stellwerk befindliche 
Hebel auf die gewünschte Zahl eingestellt und darauf die Kurbel 
einmal herumgedreht. Unter den Schaulöchern des Stellwerks be
finden sich die des Drehwerks (in dem jetzt nicht die Anzahl der 
Kurbelumdrehungen erscheint, sondern die aufeinanderfolgenden 
Stellungen des vorerwähnten Hebels angezeigt werden). Unter dem 
Drehwerk sind, mit diesem zusammen horizontal verschiebbar, die 
Schaulöcher des Zählwerks sichtbar. Ein weiterer V orteil dieser 
Maschine liegt noch darin, daß Zähl- und Drehwerk nach jeder 
Kurbelumdrehung automatisch eine Stelle weitergeschoben werden, 
so daß bei der Handhabung die linke Hand den Stellhebel, die 
rechte Hand die Kurbel nicht zu verlassen braucht. 

Der Knopf zwischen Kurbel und Stellwerk dient zur Umschal
tung von Multiplikation auf Division, so daß die Kurbel stets in 
demselben Sinne gedreht wird. Der Knopf hat außer den Stel
lungen "Multiplikation" und "Division" noch zwei für "Addition" 
und "Subtraktion". Bei diesen wird die automatische Weiterstel
Jung des Zählwerks ausgeschaltet, so daß die Maschine als reine 
Additionsmaschine funktioniert. 

Erwähnt sei noch die Rechenmaschine "IJ1ercedes- Euklid", die 
den großen V orteil durchgehender Zehnerübertragung im Drehwerk 
bat. Außerdem erledigt sie Divisionen besonders schnell infolge 
einer Einrichtung zur sog. automatischen Division. 

Ferner sei noch bemerkt, daß Rechenmaschinen mit elektrischem 
Antrieb der Kurbel gebaut werden, wobei die Anzahl der gewünsch
ten Umdrehungen an numeriarten Knöpfen eingestellt und alsdann 
selbsttätig vom Motor ausgeführt wird. 

Ill. Die ganzen rationalen Fnnktionen. 

Als ganze rationale Funktion bezeichnet man eine solche Funk
tion, die aus dem Argument x und konstanten Zahlen durch die 
Prozesse det· Multiplikation und Addition in beliebiger Wieder
holung entsteht. Diese in rechnerischer Beziehung dem Bildungs
gesetz nach einfachste Funktion kann demnach durch einen Aus
druck von folgender Form gegeben werden: 

g(x) =an. Xn + an-1. Xn-1 + ... + (II. X+ ((0. 



44 HI. Die ganzen rationalen Funktionen 

Hierbei wollen wir unter an, an_ 1 ••• a0 reelle Zahlen ver
stehen. 

Man kann beim Hinschreiben der Funktion dadurch Zeit sparen, 
daß IPan nur die Koeffizienten an, an _ 1 ..• a0 der Reihe nach (auch 
solche, die Null sind) in einer horizontalen Linie hinschreibt, dis 
Potenzen von x dagegen fortläßt. Es ergibt sich dann aus der 
Stellung jeder einzelnen Zahl auch die Potenz von x, mit der sie 
multipliziert gedacht werden muß. Um jedes Mißverständnis aus
zuschließen, pflegt man die höchste vorkommende Potenz- von x 
über den zugehörigen Koeffizienten zu schreiben. 

Diese Anordnung findet übrigens ihr Analogon in der Schreib
weise der arabischen Zahlen, wo ja auch die Stellung el.ner Ziffer 
die Potenz von 10 erkennen läßt, mit der sie zu multiplizieren ist, 
und die Stellung angegeben wird, indem man alle Koeffizienten der 
Potenzen von 10, auch solche, die 0 sind, hintereinander schreibt. 

1. Das Hornersehe Schema und seine Anwendung zur 
numerischen Auflösung von Gleichungen höheren Grades. 
1. Es sei eine ganze rationale Funktion g(x) durch die Zahlen
werte an, ... a0 gegeben, so daß sie in folgender Form erscheint: 

xn 
'--' 

a,., an-1> an-21 .. . , a1, Uo-

Unter den Größen a hat man sich also gegebene Zahlen, ge
gebenenfalls auch Nullen, vorzustellen ( vgk das Beispiel). "Wir 
stellen wzs nun die Aufqabe, den Wert g(p) dicse1· Funktion g(x) 
zu berechnen fiir den Wert p des .A1·gummles x. 

Statt etwa die Werte pn, pn- 1 usw. zu bestimmen, diese mit 
dem bet.reffemden Koeffizienten zu multiplizieren und dann zu ad
dieren, verfahren wir. zweckmäßiger so: Wir multiplizieren an 
mit 11 und addieren a,. · p zu a-,._ 1 , :wobei wir ar, · p unter an-l 

schreiben. Die Summe an· p + an_ 1 sei a;,_1 genannt und werde 
unter an _ 1 und ltn • p geschrieben. Jetzt multiplizieren wir die 
soeben erhaltene Zahl a:_ 1 wieder mit p und bilden, wie vorher, 
(<,-t · P + an-2 = a;,-2· · 

Nach diesem Schema fahren wir fort, bilden weiter 

a:_ 3 = a.~_ 2 • p +an-S usw., 

bis wir zum Schluß die Zahlen a/ = a/ p + a1 und schließlich 
a0' = a/ p + a0 erhalten. So gelangen wir zu dem Schema: 

a" an-1 a-n-2 • -. a2 al ao , 
' ,. 

' an. p a,._l . p - .. aa ·p, a2 ·p al ·p 

an a;z-1 
I , 

' I~ a."-2 • a2 al 
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:Man überzeugt sich leicht, daß der so erhaltene Wert a0' der ge
suchte Wert g(p) der Funktion für x = p ist. ·Es ist dazu nur 
nötig, di€l neu eingeführten Größen a;,_ 1 , ·a~_ 2 , .•• a0' wirklich 
durch die ursprünglichen Koeffizienten an, ... a0 und p aus
zudrücken. Man erhält so fortlaufend: 

11:-1 = an-1 +an. p' 

a~-2 = an-2 + an-1' p + an. P2, 

a2' -: a2·+ a3 ·p + a4 ·p2 + ... + an-1 ·pn-3+ an·l)u-2, 

a/ = al + a2 • p + ... + an -1 . p"- 2 + an . p"- t, 

ao' = ao + al. p + .. : + an-1. pn-1 + a". p" = .q(p). 

Der Vorteil dieser Anordnung der Rechnung (welche die Bezeich
nung "Hornersches Schema'' führt) liegt erstens darin, daß stets 
die gleiche Operation wiederholt wird, nämlich die Multiplikation 
der Zahlen a mit immer derselben Zahl p, was besonders bei Re
nutzung des Rechenschiebers oder der Rechenmaschine angenehm 
ist. Zweitens gestatte.t dieses Schema eine leichtere Übersicht 
über die Genauigkeit des Resultates a0'. 

2. Das soeben auseinandergesetzte Verfahren läßt noch eine Er
weiterung zu. Es kann nämlich dazu verwendet werden, außer 
dem Werte g (p) = a0' der ganzen rationalen Funktion an der 
Stelle x = p auch die Entwickelung der Ftmlclion nach Patenzen 
von x- p anzusetzen, also g(x) in einen Ausdruck von der Form 

zu verwandeln. Das Ansetzen dieser Entwickelung kann auch auf
gefaßt werden als Substitution einer neuen Variablen tt = x - p 
in die ganze rationale Funktion, die damit in eine Funktion von 
u übergeht: 

Es handelt sich nun um die Bestimmung der neue11 Koeffizienten A. 
Um die volle Übersicht zu behalten, wollen _wir diesen Prozeß für 
eine Funktion vierten Grades vollständig durchführen. 

Es sei gegeben: 

g(x) = a4 x4 + a3;t3 + a'lx2 + a1 x + a0 , 

und wir sollen diese Funktion auf die Form bringen: 

ao' + Al · (x- P) + .Az · (x- P ) 2 + As · (.-v- J1) 3 + A 4 · (x- Pl· 
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Wir beginnen genau wie früher, indem wir zunächst den Wert 
g(p) = a0' ermitteln, und bilden dann weiter das untenstehende 
Schema: 

x4 

a4 (/3 a2 al ao 
' ' 1J . a4 p. aa p a2 p al 

I I 
' ' ' ao' a4 aa ((2 al 

" " p. a4 p. aa p. a2 
II II 

a4 " " 
,, 

=.Al aa ((2 . al 

"' p· a4 p. aa 
III Ili 

"' "' = A2 a4 aa a2 

p. a4 

IV I IV 
(/4 = .A4 aa /fl~ = .A3 

Unter dem mit I-I bezeichneten Strich erscheint bierbei die Reihe 
der Zahlen, die vorher mit a3', a2', ••. bezeir,hnet wurden und deren 
letzte a0'= g(p) ist. Diese unter dem Strich I-I ~tehende Reihe 
behandeln wir nun genau so wie vorher die Reihe der gegebenen 
Koeffizienten a4 , ••• a0 , nur berücksichtigen wir a0' nicht mehr. 
So erhalten wir unter einem Strich II-II eine neue Reihe von 
Zahlen, deren am weitesten links stehende wieder a4 ist, während 
wir die übrigen mit_a3", ••. a/' bezeichnen wollen. Die letzte Zahl 
a/' dieser Reihe ist der mit A1 bezeichnete Koeffizient der ge· 
suchten Entwicklung. Wieder trennen wir diesen ab und behan
deln die übrigen Zahlen a4 , a3", at wie vorher. Unter einem Strich 
III-III erscheinen Zahlen a4 , a3"' und at', und wieder ist in 
der letzten Zahl at' ein Koeffizient, A 2 , gefunden. So führt man 
im allgerneinen Falle fort, bis zuletzt unter einem Strich (in un
serem Beispiel ist es der mit IV-IV bezeichnete) nur noch ein 
Koeffizient a4 und eine Zahl (in unserem Beispiel as"") überbleibt. 
Dies sind dann die letzten beiden Koeffizienten der gesuchten 
Entwicklung. 

l\Ian kann von diesem V erfahren z. B. Gebrauch machen, um 
eme vollf!fiindige Gleichung dritten Grades: 
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in die bequemer zu behandelnde reduzierte Form: 

b3u 3 + b1 u + b0 = 0 

überzuführen. Man hat dazu nur die Funktion g(x) an der Stelle 
1 a2 t . k l 1 a2 x = - -3 · -- zu en WlC e n, also 7t = x + - · - als neue 
~ 3 ~ 

Variable einzuführen, d. h. es wird in der früheren Bezeichnung 
1 a2 

P =- 3. a
3
-

3. Die vorstehend geschilderte Methode der Wertbestimmung 
und Enbvicklung einer ganzen rationalen Funktion läßt sich auch 
zu einem Näherungsverfalwcn. für die Auflösung von Gleichungen 
llöhenn Grades verwenden. 

Ist eine solche Gleichung: 

g(x) =an· xn +an-!· xn-l + · · · + a1 ·X+ a0 = 0 

mit reellem Koeffizienten a vorgelegt, und man sucht eine reelle 
Wurzel, so kann man so vorgehen: Man sucht zunächst einen 
Nähernngswertp1 für die Wurzel zu bekommen (S. 56). Dann ent
wickelt man g ( x) an der Stelle x = p 1• Man erhält dabei beim 
ersten Schritt a0' = g(p1) und damit eine Einsicht in die Güte der 
durch p1 erreichten Ar:näherung. Man kann dann etwa so fort
fahren, daß man noch den Koeffizienten A 1 der Entwicklung nach 
tt = x - p 1 ermittelt und unter Vernachlässigung der weiteren 
Glieder der Entwicklung aus der Gleichung: 

A 1 • u + a0'= 0 

einenWert tl berechnet, den man als erste Korrektur des Näherungs
wertes p 1 auffassen kann. Setzt man x = p 1 + tt = p2 , so wird p 2 

ein besserer Näherungswert als p 1 sein. Ist die Genauigkeit dieses 
zweiten Näherungswertes noch nicht ausreichend; so kann man 
das V erfahren wiederholen, so oft, bis die letzte Korrektur, die 
man für den gesuchten \Vert der VYurzel findet, bei dem gerade 
gewünschten Genauigkeitsgrad vernachlässigt werden kann. 
· Falls jedoch die Koeffizienten der vorgelegten ganzen rationalen 
Funktion, um deren Nullstellen es sich handelt, Zahlen mit mehr 
nls drei Stellen sind und die Wurzel .dementsprechend auch mit 
dieser Genauigkeit augegeben werden soll, ist das vorstehend ge
schilderte Verfahren mit dem RechenschiebFr nicht mehr durch
führbar, und man müßte zu anderen Rec1Jenhilfsmitteln, etwa der 
Rechenmaschine, greifen. Dies läßt sich aber vermeiden, wenn 
man das Hornersehe Schema in folgender vYeise zur Anwendung 
bringt. Ist p 1 ein erster Näherungswert, so bestimmt man nicht 
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nur den Wert a0' der ganzen rationalen Funktion an der Stelle 
x = p 1 , sondern man berechnet auch vollständig die Koeffizienten 
A 1 , A 2 , ••. A" der Entwicklung an der Stelle x =Pt nach Potenzen 
von n = x -Pt (wie auf Seite 45 angegeben). Damit erhält die 
ganze rationale Funktion die Form: 

A,.u" + A._ 1 tt"- 1 + ·· · + A1u + a0', 

worin der Wert u = 0, d. h. x ·=" p 1 die Rolle des ersten Näherungs

wertes spielt. Die Korrektur u1 = - ~· wird nun relativ klein 
1 

sein und sich durch eine Zahl mit einer einzigen von Null ver-
schiedenen Ziffer darstellen lassen. Berechnet man jetzt den Wert 
der ganzen rationalen Funktion an der Stelle u1, so treten nur Multi
plikationen auf, die im Kopf ausführbar sind. Auch beim zweiten 
Schritt wird man die ganze Entwicklung nach Potenzen von 
11- tt1 = v durchführen und damit eine Entwicklung erhalten: 

B"vn + B"_lvn-1 + ... + B!v + ao"• 

worin ao" der sich an der Stelle 1! = 0 oder u = 1t1 ergebende 
Wert der Funktion ist. 

Als neue Korrektur v1 = - };::_ wird sich hieraus wieder eine 
1 

kleine Zahl ergeben usw. So fährt man fort, bis die gewünschte 
Genauigkeit erreicht ist, und obwohl dieser zweite Weg scheinbar 
umständlicher ist, bietet er den oft ausschlaggebenden Vorteil, nur 
leicht ausführbare Multiplikationen zu benötigen. Der schließlich 
erreichte Wert für die Wurzel wird x = p 1 + u1 + v1 + · · ·. 

Man kann die Rechnung noch durch die Berücksichtigung der 
Glieder höherer Ordnung erheblich abkürzen. .-

Hat man etwa die Entwicklung nach Potenzen von u- t~- 1 = v 
durchgeführt und 

B"·v"+ Bn_ 1 v"- 1 + ... + B 3 v3 + B 2 r 2 + B 1 v + a 0"= 0 

erhalten, so weiß man, daß die in Betracht kommende \Vurzel v 
dieser Gleichung einen kleinen Wert hat. :Mithin haben im all
gemeinen die Glieder höherer Ordnung in dieser Entwicklung einen 
relativ geringen \Vert gegenüber dem linearen Gliede B 1 v. 

a " 
Setzt man also v1 = - ß- als Näherungswert d~r \Vurzel an, 

1 

so wird v1 von dem wahren \Verte der \Y urzel wenig verschieden 
und selbst eine kleine Größe sein. 

nJan kann demnach den Einfluß der Glieder höherer Ordnung 
<lbschätzcu und für die Rechnung verwerten, wenn man v1 einsetzt 
und die Summe B 2 -+ B 3 + 

2 VI - 3 V! ' .. 
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überschlägt. Dann wird man einen besseren Näherungswert Vs er-
halten, wenn man . 

vll = - ao" + B, "1 t + Ba "1 s + . . . setzt. 
B1 

Die Rechenmethode möge an einem Beispiel erläutert werden: 
Es soll die positive Wurzel der Gleichung: 

x5 + 6x5 + 5x9 + 10x- 18 = 0 

auf sechs Dezimalen genau berechnet werden. 
Wir beginnen mit + 1 als erstem Näherungswert und bilden 

die Entwicklung nach Potenzen von x - 1: 

1 0 6 5 10 -18 
1 1 7 12 22 

1 1 7 12 22 ~ 
1 2 9 21 

1 2 9 21 ~ 
1 3 12 

1 3 12 ras 
1 4 

1 4 ~ 
1 

' 1 

5 

d. h. die Entwicklüng lautet, wenn u = x- 1 gesetzt wird: 

u 5 + 5u4 + 16u8 + 33ull+ 43u + 4 = 0. 

Da u als klein vermutet wird, setzen wir unter Vernachlässigung 
der Glieder höherer Ordnung fiir u den aus der linearen Gleichung 
43u + 4 = 0 gewonnenen Wert u =- 0,1 als Näherungswert 
dieser Gleichung fünften Grades für u an und entwickeln nach 
Potenzen von v = u + 0,1: 

1 5 16 33 43 4 
-0,1 -0,49 -1,551 -3,1449 -3,98551 

1 4,9 15,51 ö1,449 39,8551 I 0,01449 

-0,1 -0,48 -1,503 -2,9946 
1 4,8 15,03 .2tJ,946 l_!6,8öu5 

-0,1 -0,47 -1,456 
1 4,7 14,56 128,490 

T!merding, Handbuch I. 1. Auf!. 
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Hier können. wir die Rechnung abbrechen, denn für 'V ergibt eine 
rohe Schätzung (nach dem linearen Glied allein) 

V=-~~~~< 10-3. 

Augenscheinlich ist der Koeffizient von v8 aber kleiner als 1000, 
so daß die Glieder der dritten und höheren Potenzen auf die 
sechste Dezimale keinen Einfluß mehr haben können. 

Berechnet man aus der linearen Gleichung den Wert von 'V ge
nauer, so findet man 

0,01449 -4 
vl =- 3ti 8605 =- 3,931 ·10 . , 

Es zeigt sich, daß auch das quadratische Glied 

28,49 v11 

keinen Einfluß mehr auf die sechste Dezimale der Wurzel hat, 
denn es wird unter Annahme des obigen Wertes für v1 rund: 

28 ·1,6 ·l0- 7= 4,5-10- 6• 

Um diesen Betrag würde bei Berücksichtigung des quadratischen 
Gliedes der Betrag des von v freien Gliedes O,lll449 ungefähr 
zu ändern sein. Da aber hieraus v durch Divi-ion mit 3ö,86 
hervorgeht, ist der Einfluß dieser Korrektur ungefähr 

4,6 ·10-6 = 1 2 ·10-7 
3,7·11.1 1 ' ' 

also kleiner als eine halbe Einheit der sechsten Dezimale. 
Der Wert v1 =- 3,931 (dessen Berechnung also auf vier 

Stellen erforderlich ist) stellt mit ausreichender Genauigkeit die 
Wurzel der letzten Gleichung dar. 

Als erste Näherung für x wühlten wir 1, für u als Näherung 
- 0,1 ·und finden v =- 3,9:n · 10- 4• Beachten wir den Zu· 
sammanbang der Größen x und v, der durch die Gleichungen: 
:z; - 1 = u, u + 0,1 = v definiert war, so finden wir fiir die 
Wurzel :z; den Wert: 

X= 1 - 0,1 - 010003 931 = 0,89!l 607 

auf sechs Dezimalen genau. 
2. Berechnung ganzer rationaler Funktionen für kom· 

plexe Argumente. Um den Wert einer ~anzen rationalen Funk· 
tion für komplPxe Werte ihres Argumentes zu berPchnen und 
weiterhin komplexe Nullstellen zu ermitteln, kann man ein de!ll 
Hornersehen Schema verwandtes V erfahren benutzen. 
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Die gegebene Funktion sei 

g(x) = a,.x"+ a,._ 1xn-l + · · · + a1 x + a0 • 

; = u + vi sei das Argument, für das der Funktionswert g(~) 
ausgerechnet werden soll. 

Wir bilden die ganze Funktion zweiten Grades 

p(x) = {x- (u + vi)} · {x -(u-vi)}=x9 -2ux +(u1+ vll), 

deren Nullstellen wie ersichtlich s und der hierzu konjugierte 
Wert sind. 

Jetzt führen wir die Division ;i:~ so weit durch, bis der Rest 

eine Funktion ersten Grades oder Null ist. Dieser letzte Rest 
möge r(x) heißen, und q(x) der bei der Division herauskommende 
Quotient, eine ganze Funktion (n - 2)-ten Grades. Es ist also 

!i:~ = q(x) + ;;:~ oder g(x) = p(x) · q(x) + r(x). 

Da nun p(~) = 0 ist, folgt aus diesen Gleichungen g(;) = r(~). 
Wei11·(~) vom ersten Grade ist, läßt sich dies und damit auch um ohne :Mühe anschreiben. Bleibt bei der Division der Rest 
Null, so ist s eine Nullstelle der vorgelegten Funktion. 

Bei der Durchführung der Division kommen an Multiplikationen 
nur solche mit 2u und (u2+ v2) vor, den Koeffizienten von p(x). 
Zur bequemen Durchführung dieser Multiplikationen benutzt man 
2weckmätlig zwei Rechenschieber, die entsprechend eingestellt 
werden. · 

Der QuotiPnt q ( x) bietet eine erwünschte Rechenkontrolle für 
den letzten Rest r(x). Die Gleichung g(x) = p(x) · q(x) + t'(x) 
muß auch für x = 1 (oder auch für x = - 1) richtig sein. Für 
dieseWerte lassen sich die Funktionswerte aber sofort hinschreiben, 
wodurch r(x) kontrolliert wird. 

Ein Beispiel möge die Rechnung erläutern, wobei auch die 
Approximation von Nullsteilen angedeutet werden wird. 

Gegeben sei die Funktion 

g(x) = x4 - 5x9+ 15x2 - 5x- 26. 

Für 6 = 2,2 + 2,8i soll ihr Wert berechnet werden. 
Wir bildenp(x) = x2 - 4,4x + 12,68 und führen die Division 

durch, wobei wir die ganzPn Funktionen wie in 1 abgekürzt 
schreiben und selbstverständliche Zahlen fortlassen: 

4* 
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p g q 
..--.-.. 
1 -4,4 +12,68 

-----.. 
1 -5 +15 

-4,4 +12,68 

-0,6 +2,32 

-5 

+2,64 -7,60 
---....:."..-

-0,32 +2,60 
+1,41 ----
+1,19; 

-26 1 -0,6 -0,32 

-4,05 
-21,95 =r(~)=g(;). 

Das Einsetzen von ~ = 2,2 + 2,8i liefert 

g(6) = 2,62 + 3,33i- 21,95 =- 19,33 + 3,33i. 

Während der Division war an einem Rechenschieber eine 1 der 
Zahl 4,4 gegenübergestellt und am anderen eine 1 der Zahl 12,68. 

Die Probe mit x = 1 gibt 

g(1)=-20; p(1)=9,28; q(1)=0,08; r(l)=-20,76 

und es müßte sein - 20 = 9,28 · 0,08- 20,76. 
Es ergibt sich eine Abweichung von nicht ganz zwei Einheiten 

der zweiten Dezimale. Da q(1) = 0,08 relativ ungenau ist, macht 
man hier besser die Probe mit x =- 1, die in den ersten beiden 
Dezimalen stimmt. 

Will. man eine Nullstelle von g(x) ermitteln, so geht man 
von einem Näherungswert aus. Es sei der angenommene Wert 
~ = 2,2 + 2,8 i als ein solcher Näherungswert angesehen. 

Wie oben bereits ausgeführt, berechnet man 

u(G) =- 19,33 + 3,33i. 

Ist g'(x) die Ableitung von g(x), so erhält man eine Korrektur 

des ersten Näherungswertes aus der Gleichung L1 ~ = gf(~~. Eine 

zweite Näherung ist dann ; +LI;. 
In unserem Beispiel ist g' (x) = 4x5-15x2+ 30x- 5, und wir 

berechnen g'(;) wie oben; wobei wir die Funktion p(x) weiter· 
benutzen können. 

1 -4,4 +12,6814 -15 + 30 -51 4 + 2,6 
-17,6 + 50,6 

+ 2,6 -20,6 
-11,4 + 32,9 

- 9,2 - 37,9=g'(~)=-58,1-25,8i. 

D •t . d At - 19,3 + 3,3i 6 + , 
am1 w1r .a s = 58,1 + l!ii,Si =-- 0,2 0,17 t. 
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Als zweiten Näherungswert bekommt man also: 1,94 + 2,97 i. 
Der Leser rechne weiter. (Der richtige Wert ist 2,00 + 3,00i.) 
HiJ.t man die Nullstelle mit binreichender Genauigkeit gefunden 

und kommt als Rest r = 0 heraus, so stellt der bei dieser letzten 
Division gefundene Quotient q diejenige ganze Funktion (n- 2 )-ten 
Grades dar, deren Nullstellen mit den noch nicht ermittelten 
Nullstellen der ursprünglich gegebenen Funktion g(x) zusammen
fallen. 

3. Graphische Methoden. Das in § 1 angegebene Hornersehe 
Schema läßt sich auch zur graphischen Behandlung ganzer ratio
naler Funktionen verwenden. 

1. Um sich eine Übersiclil . 
über den Verlauf einer solchen: a 
Funktion zu verschaffen, wird 8 

man sie gerne als Kurve in einem 
rechtwinkligen Koordinaten-
systeme darstellen. a2 

Man konstruiert dann punkt
weise diese Kurve in folgender 
Weise: a1 

Es möge sich beispielsweise 
um die Funktion 

ß 2 ao y = a3 x + a2 x + a1 x + a0 

handeln. 0 ].,_ ____ _2__ zz __ j 
Wir tragen dann die Koef- Ftg. 15. 

fizienten a 2 als Strecken hinter-
einander, mit a0 beginnend, vom Punkte 0 aus auf der y-Achse 
ab unter Annahme einer geeigneten Längeneinheit von la mm 
J,tinge. Der Endpunkt jedes Koeffizienten fällt dabei mit dem 
Anfangspunkte des folgenden zusammen. 

Sind alle a2 > 0, wie im Beispiel angenommen wird, so erbalten 
wir das Bild der Figur 15. Haben die Koeffizienten verschiedene 
Vorzeichen, so reihe man die Koeffizienten auch dann wie oben 
angegeben aneinander. Die verschiedenen Vorzeichen werden durch 
den Richtungssinn zum Ausdruck gebracht: Ist ein Koeffizient 
positiv, so liegt (bei nach oben positiv gerechneter y-Acbse) sein 
Endpunkt über seinem Anfangspunkt. Ist er negativ, so liegt der 
Endpunkt unter seinem Anfangspunkt. 

Für a0 > 0, a1 > 0, a2 < 0, a3 > 0 z. B. würde man ein Bild, 
wie es Fig. 1.6 zeigt, erhalten. 

Die folgende Konstruktion ist allgemein gültig, auch für den 
}'all verschiedener Vorzeichen der Koeffizienten, und soll der An-

E 
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schaulichkeit wegen an der Figur 15 als dem einfachsten Beispiel 
durchgeführt werden. 

Die Einheitsstrecke OE auf der x-Acbse sei lx mm lang. (Über die 
Wahl von la und lx siehe S. 13.) Durch den EndpunktE ziehen wir 
eine Parallele zur y-Achse, die wir ,,Einbeitsgerade'' nennen wollen. 

Al 

Um für einen Wert x1 von x den zugehörigen Punkt 
der Kurve, d. h. die Ordinate Yu zu finden, ziehen 
wir zunächst die vertikale Gerade x = x1• Ihr Schnitt
punkt mit der x-Achse sei X1. Durch den Endpunkt 
A4 ziehen wir eine Parallele zur x-Achse, die die 
Einheitsgerade in .A.4 ' schneidet. Verbinden wir nun 
A4' mit dem Punkte .A.3 , der die Htrecken a9 und a3 

trennt, so bildet diese Gerade A3 A4' einen Winkel 
IJ!s mit der x-Achse, dessen Tangente 

t la . t an rp8 = a 8 • r.; IS • 

. Fig. 16. 
Ziehen wir durch .A.3 

eine Parallele zur x-Achse und bezeichnen deren Schnittpunkt mit 
-- --

der Geraden X = Xr durch Cs' so ist die Länge Ca Bs = Aa c3 
· tan qy3 = x1 · a8 • la mm. Zieht man gleicherweise durch .A1 

eine horizontale Gerade bis C2 , so ist Cg 03 = a2 • lamm und 

C2 B5 = (a2 + x1 • a3) ·lamm. 
Durch B~ ziehen wir eine Horizontale, die die Einheitsgerade 

in B 3' schneide, und verbinden A 2 mit B 3'. Der Neigungswinkel rp9 

der GeradenA2B3'bat dann die Tangente tan tp2 = (a2 + x1 • a3) • ~ • 
X 

Ist B~ der Schnitt dieser Geraden mit der Vertikalen x = x1 , so ist 

C9 B2 = AgC2 • tan rp3 = (a2 • x1 + a3 • x12) ·la. 

Ferner ist B 2 C1 = (a1 + a2 x1 + a3 x12) ·lamm. 
Jetzt ist B 2 B 2' horizontal zu ziehen und B 2' mit A 1 zu ver· 

binden. Für den Winkel rp1 wird 

tanrp1 = (a1 + a 2 x1 + a3 x12) • ~IZ. • 

" 
Ferner erhiilt man damit für B 1 C1 die Länge von 

(a1x + a2 x12 + a3 x13) ·lamm, 

und schließlich findet man 

X1 B1 = (a0 + a1 x 1 + a2 x12 + a3 x13) ·lamm 

lang. Diese Strecke stellt also in der Längeneinheit la gemessen 
den Funktionswert y1 dar: B 1 ist ein Punkt der gesuchten Kurve. 
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Bei der Durchführung der Konstruktion für einen beliebigen 

Wert x = xl braucht man außer der Einheitsgeraden und der Ge
raden x = xl, keine einzige der im vorstehenden nur zur Erläu
terung benutzten Geraden wirklich mit dem Bleistift zu zeichnen. 
llian bestimmt zuerst den Punkt A 4', indem man die Reiß
schiene an A 4 anlegt. Diesen Punkt A4' fixiert man durch einen 
Stich der Punktiernadel und legt ein Lineal an A4' und A3 an, 
dadurch kann man Ba markieren. Mitte1st der Reißschiene findet 
man B 3' usw. Man bezeichnet also, ohne eine Linie zu ziehen, der 
Reihe nach die Punkte A4' B3 B3' B9 BtB1 durch Stiche. B1 ist 
der gesuchte Kurvenpunkt. Beim Zeichnen auf Millimeterpapier 
erübrigt sich noch der Gebra~ch- der Reißschiene. 

Der Leser möge Kurven konstruieren fiir Koeffizienten verschie
denen Vorzeichens und für den Fall, daß einer oder mehrere Koeffi
zienten Null sind. Dann hat die betreffende Koeffi:~:ientenstrecke die 
Länge Null, d. h. Anfangs- und Endpunkt fallen zusammen. Die 
Konstruktionsregeln bleiben gültig. 

2. Ein anderes graphisches Verfahren ist zweckmäßig anzu
wenden, wenn es sich um die Bestim-mung der Wurzeln einer Glei
chung g(x) = a,.x"+ a,._ 1 x"- 1 + · · · + a1 x + a0 = 0 handelt. 

Es liefert die Funktionswerte von g(x) so schnell, daß man 
durch Probieren leicht die Wurzeln ermitteln kann. 

Unter Annahme einer geeigneten Längeneinheit von l" mm stellt 
man die Koeffizienten a,., a,._1 , .•• a0 der ganzen rationalen 
Funktion durch Strecken dar, die so aneinander gefügt werden, 
daß der Anfangspunkt jeder Strecke auf den Endpunkt der un
mittelbar vorher gezeichneten flLllt. Ferner ist jede Strecke gegen 
die vorhergehende um 90° im Sinne des Uhrzeigers zu drehen. 
In Fig. 1 7 ist dies für eine Funktion vierten Grades ausgeführt. 
Und zwar ist der Einfachheit halber angenommen, daß alle Koeffi-
zienten positiv sind. Es stellt A1 A 2 1<--- lz - _.., Bz 
den Koeffizienten a4 dar, .A9.A3 den 1 _..:'r:J ··-'. 
folgenden Koeffizienten a3 usw. Man ~...' .::: ..... :;.··---· _z...:It--I\A2 
erhält so einen gebrochenen Linienzug A1 a.• E \ 

A1A2ASA4A5.A6. \ 
Die Warte von x stellt man dar ~-A; --J a

8 
.\ 

mitte1st einer Längeneinheit von lz mm, -\,e---r---' 
B a. A und zwar errichtet man auf der ersten 4 \ 8 \ 

Koeffizientenstrecke A1 A9 in einem um \a1 A 4 \ \ 

die Längeneinheit lz von A1 entfernten ·\ As . 

Punkte E ein Lot. Auf diesem Lote a, ---·- B~ 
werden die Werte von x, für die wir \.. ... -......... " 
den Wert der ganzen rationalen Funk- B3 F•g. 1'· 
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tion bestimmen wollen, abgetragen und zwar vom Punkte E aus 
positiv nach oben. 

Für X = xl mögen wir zu dem Punkte xl gelangen, so daß 
also E X1 = x1 • ltl) mm sei. 

Wir verbinden jetzt X1 mit A 1 • Für den Winkel cp1 - -9::: X1 A 1 E 
wird dann tantp1 = x1 • Die Gerade A1 X1 möge A2 A 8 in einem 
Punkte B 1 schneiden, und man sieht, daß 

.A2 B1 = A1 A 2 • tan 'Pt , 

also a, · x1 • lamm lang ist. Weiter ist B1.A3 = ( a4x1 + a8) • l., mm. 
Errichten wir nun auf A1 B1 in B1 ein Lot und bringen dieses 
in B 2 zum Schnitt mit A8 .A4 , so ist 1:: B2 B1 .A3 = cp1 und die 
Strecke .A8 B 2 = (a, · x12 t a8 • x1) ·lamm. Ferner ist A 4 B 2 = 
= (a,x11 + a3x1 + a1) ·lamm. Es ist weiter B 2 B 8 .L B 1 B 2 und 
B4 B 8 .L B 2 B 3 , und man überzeugt sich leicht, daß die Strecke 
B 4 A6 eine Länge von 

(a4 x/' + a3 x1 8 + · · · + a0) • z .. mm 

hat, mithin den Wert der Funktion für x = x1 mit der Einheit l4 

darstellt. 
Um nun eine Wurzel der Gleichung g(x) = 0 zu finden, hat 

man den Wert x11 also den Punkt X11 auf dem Lote in E auf 
A1 A 1 so lange abzuändern, bis der Endpunkt B4 des Linienzuges 
A1 B 1 B 2 B3 B4 auf den Punkt .A.6 fällt. Dann istB4 A6 = 0, d. h. 
g(x) = 0. 

Für dieses Probieren ist es von großem Vorteil, transparentes 
Millimeterpapier zu verwenden. :Man befestigt dasselbe mittels 
einer Nadel so im Punkte .A1 , daß es um diesen Punkt drehbar 
wird. Dann kann man das Papier so drehen, daß eine seiner 
Geraden durch A1 und X1 geht, und darauf den Polygonzug 
A1 B 1 B 2 B 8 B4 verfolgen, ohne einen Strich zu zeichnen. Man 
dreht nun das Papier so lange, bis man eine Lage gefunden hat, 
in der B 4 auf A6 fällt. Dann markiert man den betreffenden 
Punkt X durch einen Strich. Man tut gut, das Papier nur um 
kleine Winkel zu drehen und dabei auf die Lagenänderung des 
Punktes B 4 zu achten, da sich daraus Schlüsse auf die Realität 
der Wurzeln ziehen lassen. 

Haben die Koeffizienten a.t verschiedene Vorzeichen, so ist bei 
ihrem Auftragen folgende Rege! zu beachten: 

Man zeichne ein Rechteck und versehe die Seiten mit Rich
tungspfeilen (Fig. 18). Man beginnt mit dem Koeffizienten a,. der 
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höchsten Potenz und ordnet ihm die horizontale obere Seite des 
Rechtecks zu, dem Koeffizienten a,._ 1 ordnet man die folgende 
Seite zu usw., indem man das Rechteck ( evtl. ... 
mehrmals, wenn n > 3) im Sinne des Uhrzeigers 0, durchläuft. Bei dieser Zuordnung von Rechtecks-
seiten und Koeffizienten gibt die Seite des Recht-
ecks die Richtung und der Pfeil den positiven 
.Sinn für das Auftragen des Koeffizienten an. Ne-
gative Koeffizienten werden entgegengesetzt der 
Pfeilrichtung aufgetragen. 

ll'ig. lil. 

Ist ein Koeffizient Null, so fallen die Strecken der nächst
höheren und nächstniederen Koeffizienten in eine Gerade. Zur 
Konstruktion des Polygons A1 B1 ••• B, ist jedoch auch die Gerade 
zu benutzen, auf der der Koeffi
zient läge, wenn er von Null ver
schieden wäre. (Man fasse den 
Fall, daß ein Koeffizient Null ist, .Al 
als Grenzfall, eines verschwin- ~""""--+-::--! 
denden Koeffizienten auf.) 

Fig. 19 zeigt die Lösung der 
Gleichung 

4x8 + 6x2 - 3x-1,9 = 0. 

Durch den Polygonzug 

.AlBlBsAs 

ist eine Wurzel x, der genann
ten Gleichung gefunden. Es ist 
~ = tan rp1 = 0,67. .A6 

Statt nun die weiteren zwei Wurzeln auf demselben Wege zu finden, 
ist es vorteilhafter, sich folgende Überl~>gung zunutze zu machen: 

Ist x1 eine Wurzel der Gleichung dritten Grades, so erhält man 
durch Division dieser Gleichung durch (x - x1) eine Gleichung 
zweiten Grades, der die noch fehlenden beiden Wurzeln genügen. 
Führt man die Division durch, so findet man als diese Gleichung 
zweiten Grades : 

a8 x 2 + (a8 x1 + a:~) · x + (a3x12 + allx1 + a1) = 0. 

Nun hat aber nach unserer Konstruktion die Strecke B1.A8 eine 
Länge von (a8 x + a2) • l4 mm, ferner hat B2 A4 die Länge von 
(a3x2 + a2 x + a1) • l4 mm. 

Andererseits sind die Längen der Strecken .A1 B1 , B1 Bs und 
B2A5 des Polygonzuges, der die erste Wurzel lieferte, den soeben 



58 III. Die ganzen rationalen Funktionen 

genannten Längen, also auch den Koeffizienten der Gleichung zwei
ten Grades proportional Die Seiten des Polygonzuges .A1 B1 B 2 A5 
können mithin als Darstellung derjenigen Gleichung zweiten 
Grades a2' x2 + a/ x + a0' = 0 dienen, die die noch fehlenden 
Wurzeln liefert. Im allgemeinen gilt die Regel: Hat man eine 
Wurzel x1 einer Gleichung nten Grades gefunden, so stellt der dabei 
benutzte Polygonzug die Gleichung (n- lY'n Grades für die noch 
fehlenden n - 1 Wurzeln dar und ist als Grunrllage einrr weiteren 
Konstruktion anzusehen. Der Wert der Wurzel ist dabei gleich dem 
Tangens des Neigungswinkels zwiscl1en der Koeffizientenstrecke der 
höchsten Potenz der betreffenden Gleichung und der erstenPolygonseite. 

In unserem Beispiel stellt so .A1 B 1 B 2 A5 die Gleichung zweiten 
Grades dar, die es noch zu lösen gilt. Dies kann durch einen 
Kreisbogen geschehen, der über .A1 .A5 als Durchmesser zu schlagen 
ist. Dessen Schnittpunkte ul und u2 auf BI B'J sind mit .Al und 
.A5 zu verbinden. .A1 U1 A5 und .A1 U2 .A5 sind die beiden Polygone, 
die die Wurzeln x2 und x3 liefern. gJ2 und rp3 sind die Winkel 
(beide < 0) zwischen der Koeffizientenstreeke a2 , d. i. A1 B 1 und 
der ersten Polygonseite A1 U1 bzw. .A1 U2 , so daß 

x2 = tanrp2 =- 0,40; x3 = tanrp3 =- 1,77 

die Werte der Wurzeln sind. Hätte der Halbkreis über .A1 A 5 die 
Strecke B1 B 2 nicht geschnitten, so hätte dies auf komplexe W ur
zeln gedeutet. 

Dieses graphische Verfahren ist auch dann zu verwenden, wenn 
die Genauigkeit der Wurzeln größer als zeichnerisch erreichbar 
sein soll. Es liefert dann Näherungswerte, die durch Rechnung 
zu verbessern "sind (S. 4 7\ 

3. Auch für komplexe Argumente läßt sich (nach einem von 
C. Runge angegebenen Verfahren) der Wert einer ganzen ratio
nalen Funktion graphisch konstruieren.1) Das Verfahren bleibt sich 
gleich, ob die Koeffizienten der ganzen Funktion reell oder auch 
komplex sind. Es werde daher für den letzteren Fall geschildert. 

Um eine bestimmte Aufgabe vor Augen zu haben, denken wir 
uns eine Funktion vierten Grades gegeben: 

g(x) = a0x{ + a1 x 3 + a2 x2 + aax + a4 . 

Die Koeffizienten a seien darin komplexe Zahlen. Wir stellen, 
wie üblich, komplexe Zahlen durch Vektoren in einem recht
winkeligen Koordinatensystem dar. In Fig. 20 sei .A der Null
punkt dieses Koordinatensystems (u, v). Die Koeffizienten a 
unserer ganzen Funktion sind Vektoren, wir konstruieren ihre 

1) Göttinger Nachrichten. 1917. 
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Summe a4 + a3 + a2 + a1 + a0 und erhalten dadurch den ge
brochenen .Linienzug AB 0 D E F. Damit ist die ganze Funktion 
graphisch dargestellt. Für ; = u + iv soll nun ihr Wert g (6) 
bestimmt werden. 
~wird als Vektor AZ aufgetragen. Seine Länge [;I= y u 2 + v2 

nnd der Winkel cp = arc tan _!!___ sind bekannt.. 
u 

Wir bilden jetzt das Produkt a0 6, indem wir nach den Regeln 
für die graphische Ausführung der komplexen Multiplikation den 

B' ß c· 

A 

Ii 
il 
j I 0' 
. I 
I I / 
. I ty/ I 

-<>1 b_/ I 
I 

i 
I 
i 

Winkel r:p an EF antragen und auf dem freien Schenkel 
EE' = I 6 1·/ a0 I abtragen. Verbinden wir darauf D mit E', so ist 
D E' = b1 = a0 ; + a1 . Jetzt bilden wir das Produkt b1 ;, indem 
wir cp an D E' antragen und D D' = I; 1·1 b1 l machen. Wir haben 
damit 0 D' = b2 = b1 ; + a2 konstruiert. 

So fortfahrend bilden wir b3 = b2 ; + a1 = B 0' und schließlich 
b4 = 6 b3 + a4 =AB'. Drückt man die Größen b1, b2 ••. der Reihe 
nach durch 6 und die Koeffizienten a0 , a1 .•• aus, so findet man 
(S. 45), daß der zuletzt gewonnene Vektor AB' gerade gleich 
g(;) ist. . 

Die Zeichnung geht sehr schnell von statten. Den Winkel cp 
fiberträgt man in der üblichen Weise, indem man um die Punkte 
E, D ... Kreisbogen schlägt und den entsprechenden Bogen ab
sticht. Die :Multiplikationen I 6 1·1 a0 I; I; 1·1 b1 / • • • erledigt man 
am schnellsten durch den Gebrauch eines Proportionalzirkels, den 
man so einstellt, daß zwei Zirkelspitzen die Einheitsstrecke der 
u-Achse und die anderen die Länge von 6 erfassen. Greift man 
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dann die Strecken EF; DE' . .. mit den ersten Zirkelspitzen ab, 
so geben die anderen die Längen von EE'; DD' ..... 

Weiter ergibt sich die Konstruktion des Differentialquotienten 
g'('€,) auf folgende Weise: 

Die komplexen Zahlen (Vektoren) b1 b2 b3b., die bei der Kon
struktion von g(';) als Hilfsgrößen auftraten, haben eine selb
ständige Bedeutung. 

Führen wir nämlich die Division g(x\ aus, so finden wir 
X-s 

g(x) = a x3+ b x2 + b x + b + l. 
X-~ 0 1 2 3 X-S 

Es sind also a0 b1 b2 b8 die Koeffizienten des Quotienten q ( x ), der 
bei dieser Division herauskommt, während b4 der Rest ist. 

Schreiben wir nun g(x) = (x - 6) · q(x) + b4 und differenzieren 
diese Gleichung nach x, so kommt: 

g'(x) = q(x) + (x :__ 5) · q'(x), 

und wir sehen, daß g'(~) = q(6) = aos3 + bl 51 + bts + bs wird. 
Die Vektoren a0 b1 b2 b8 könnten also zur Bestimmung von g' (s) 
benutzt werden, doch müßten sie, um die auseinandergesetzte 
Methode anwenden zu können, so "aneinandergeheftet" werden, 
wie es mit a0 a1 • •• geschah. Dies läßt sich indes vermeiden. 

Fassen wir nämlich die Strecke E' F als Vektor {J0 auf, so 
können wir (10 = IX • a0 setzen, sofern wir unter a folgende kom-
plexe Zahl verstehen: 1 ß 1 . "= _o . e-•'1'· 

I aol ' 
der Winkel 1J.I soll dabei der von den positiven Richtungen von 
a0 und {10 gebildete Winkel sein. 

Bezeichnen wir nun mit {11 , {12 , ßs der Reihe nach die Vektoren 
D'E', C'D', B'O', so folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
EE'J?, DD'E', OC'D', BB'O', daß ß1 = a · b1 ; ß2 =IX· b2 ; 

{18 = IX • b8 ist. Statt direkt g'(s) zu konstruieren, bilden wir 

daher: a · u'(s) = ßos8 + ß1 s11 + ßts + ßs· 
Dazu liegen ja die Koeffizienten-Vektoren ß0ß1 ß2 ßs schon fertig 
aufgereiht da, so daß die Zeichnung von a · g'(5) sofort begonnen 
werden kann. 

Um die Abbildung übersichtlich zu erhalten, haben wir hier die 
Zeichnung von r1 • g'(s) nicht durchgeführt .. Die Konstruktion ver
läuft der vorigen von g(s) analog. Im Punkte E' wird an E'F 
der Winkel cp angetragen, E' E" = P;J·!ßol gemacht usw. Wir 
erhalten so einen Linienzug E" D" 0" und mit B' 0" den ge
suchten Vektor a · g'(s). 
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Durch Antragen des Winkels '1/J an B' 0" im positiven Sinne und 

Änderung der Länge von B' C'' im Verhältnis \ ~: \, entsprechend 

der Division durch a, würden wir g'('g) als Vektor B:B" erhalten. 
Die Näherungsformel L1 g(s) = L1 'g • g'(s) + · · · läßt nun über· 

sehen, wie sich der Funktionswert g('g), d. h. die Lage des Punktes 
B', ändert, wenn man 'g um einen kleinen Vektor LJ'g ändert, d. h. 
den Punkt E' etwas verschiebt. Man wird diese Überlegung be
nutzen bei der Aufsuchung von Nullstellen einer Funktion g(x). 
Zuerst hat man zu versuchen, E' ( d. h. einen Näherungswert 'g) 
so zu wählen, daß B' möglichst nahe an .A gerät. Ist dies einiger
maßen gelungen, und demgemäß I g(G) I klein, so wird man g'('g) 

konstruieren und LJ'g =- :m machen, um den Näherungswert 'g 

zu verbessern. 
Ob man sich nun mit der zeichnerisch alTeichbaren Genauigkeit 

begnügt oder die weitere Approximation nach 2 rechnerisch 
macht, hängt von der gestellten Aufgabe ab. 

Bei reellen Koeffizienten bleibt das Verfahren genau das gleiche. 
Der Linienzug ABCDEF der Koeffizienten fällt dann in die 
reelle Achse. Der Leser behandele die auf Seite. 51 rechnerisch 
behandelte Funktiong(x)=x4 - 5x8 + 15x2 - 5x- 26 graphisch. 

IV. Extrapolation und. Interpolation einer ganzen ratio
nalen Funktion. 

Wir nehmen jetzt an, daß von einer ganzen rationalen Funktion 
nicht die Koeffizienten an, ... a0 in der früher (III. Kap.) ein
geführten Bezeichnungsweise gegeben sind, sondern es sollen die 
n+i Werte gegeben sein, die die Funktion an denStellenx0 , x1 , ••• x,. 
annimmt, sie seien y0 , Yuo .. Yn' und man sucht ein Verfahren, um 
daraus die Funktionswerte y der Funktion nten Grades an beliebigen 
Stellen x zu berechnen. 

1. Extrapolation. Der erste, am leichtesten zu erledigende 
Fall ist hierbei der, daß die n + 1 Werte Xo, Xu. 0. xn des Argu
mentes äq_uidistant sind und daß man nach den Werten der Funk
tion fragt, die diese an ebenfalls äquidistanten Stellen außerhalb 
des Intervalls x01 x11 •• 0 x,. der gegebenenWerte annimmt (Extra
polation). Hier führt folgende Überlegnng zum Ziel: Ist g(x) 
unsere ganze rationale Funktion nten Grades, die durch die n + 1 
Wertepaare (x0 y0), (x1y1), •• 0 (xnYn) bestimmt ist, und Llx das 
Intervall der äquidistanten x-Werte, so ist: 

g(x +Ax)- g(x) 
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wieder eine ganze rationale Funktion, für die wir das Zeichen 
LJ<1>g(x) benutzen wollen und deren Grad, wie man durch Aus
rechnung sofort findet, um eine Einheit niedriger ist als der von 
g(x). Bildet man weiter eine neue ganze rationale Funktion: 

LJ<2>g(x) ==:=LJ<1lg(x +Ax) -LJ<1>g(x), 

so ist der Grad . von Lf(2J g (x) wieder um eine Einheit niedriger 
als der von LJ(1lg(x). Ist nun g(x) eine ganze rationale Funktion 
vom nt•n Grade, so wird, wenn man in dieser Weise immer neue 
Funktionen, sog. Differenzenfunktionen, L1<3>g(x), L1<4>g(x), ... ab
leitet, schließlich die letzte Funktion in dieser Reihe: 

LJ(n>g(x)=Lf(n-l)g(x +L1x) -LJ<n-l)g(x) 

eine Konstante sein. 
Kommen wir jetzt auf unser eigentliches Problem zurück und 

nehmen einmal an, es sei g(x) eine Funktion vierten Grades, deren 
Werte an fünf äquidistanten Stellen von x gegeben sind, und es 
sei L1 x der Abstand zweier aufeinanderfolgenden x-Werte, so sind 
die bekannten Funktionswerte: 

Yo = g(x0), y1 = g(x0 + L1x), ... y4 = g(x0 + 4L1x). 

Hieraus lassen sich nun die entsprechenden Werte der ersten 
Differenzenfunktionen bilden. Es wird der Reihe nach: 

LJ(1lg(x0) = g(x0 + Llx) - g(x), 

LJ<1>g(x0 +LI~')= g(x0 + 2 Lfx)- g(x0 + Llx), 

Aus den Werten von Lf(llg(x) lassen sich wiederum die Werte der 
Funktion LJ('>g(x) ermitteln usw. Der Wert von LJ<'>g(x) wird 
schließlich, da g(x) vom vierten Grade angenommen war, eine Kon
stante sein. Man ermittelt die Werte dieser Differenzenfunktionen 
zweckmäßig durch eine Differenzentabelle nach folgendem Schema. 

I I ' 
).d<•>g(x) g(x) 

I 
LJO> g(x) I .d I!> g(x) 

I 
LJISJ g(x) 

~--- ~-==--I=~==~-= -~~-, I 

g(xo) -~--~- -~j I 
____ -----, _dOJg(xo) : 

g(xo +.dx) ~~------1 .d"lg(xo) 1-----
--- ----- .:JOlg(x.+Llxo) i I LJIS>g(x.) 

g(x0 + 2.dx) I I .d 12>g(x0 +L1x) ISJ 1.d(4)g(x0 ) 

-- -- IL1 10g(x0 + 2.dx), L1 g(x.+.dx) = Const. 
g(x" + 3.dx) l_dt•>g(x0 + 2Llx) -----

---- ---!.:Jil>g(x0 +3Llx)l 

g(x,,+4.dx)l , 
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Die mit g(x) bezeichnete Kolonne enthält die gegebenen Funk
tionswerte. Die Zahlen der folgenden Spalten erhält man durch 
Bildung der Differenzen zweiersukzessiver Werte der links daneben
stehenden Spalte, wobei die obere Zahl von der unteren abzuziehen 
ist. Bei einer Funktion vierten Grades erhält man aus fünf ge
gebenen Werten in der ersten Spalte in der fünften Kolonne die 
Konstante Ll<4>g(x). Diese benutzt man dann, um das Schema 
von rechts nach links fortschreitend beliebig weit zu vervollstän
digen. Dabei ist folgendes zu beachten: 

Die Werte in der Spalte 4<8>,q(x) haben stets die konstante 
Differenz Ll<4>g(x). Man kann diese Spalte also nach oben und 
unten vervollständigen, indem man diese Konstante zuzählt oder ab
zieht und so LIC3>,q(.r0 + 2 Llx), 4<3>g(x0 + 3 LI x), ... ,L1<8>g(x0 - LI x), 
,d(3'g(:r0 - 2LIJ-) ... erhält. Vermittelst der Spalte LJ1 8lg(x) ver
vollständigt man die Werte von Ll<2>g(x) in der vorhergehenden 
Spalte usw. und kann schließlich die Spalte der Funktionswerte 
g(x) nach oben und unten beliebig weit fortsetzen. Damit be
herrscht man aber den Gesamtverlauf der Funktion an den um 
.dx auseinander]iPgenden Stellen von x. Das VerfabrPn erfordert 
nur Additionen und Subtraktionen, ist also besonders bei Be
nut,ung der Rechenmaschine bequem anwendbar. 

Wollte man hiermit z. B. eine Tabelle der Kuben der ganzen 
Zahlen berecbnen, so kommt das darauf hinaus, die Werte y der 
ganzen rationalen l<'unktion dritten Grades y = x8 für die Werte 
x = 0, 1, 2, ... zu bestimmen. Man benutzt die vier Werte 
y = - 1 für x = - 1, y = 0 für x = 0, y = + 1 für x = + 1 
und y = 8 für x = + 2 und bildet damit die beliebig fortsetz
bare Differenzentafel: 

X I y I ";1111 

I 
,d(l) 

I 
";jlB) 

-1 

I 
-1 

I 1 
0 0 0 

1 6 
1 1 6 

7 6 
2 8 12 

19 6 
s 27 18 

37 
4 64 

I 
I 
I 
I 
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2. Interpolation. Die ganze rationale Funktion soll wiederum 
dadurch gegeben sein, daß die Werte an n + 1 Stellen des Argu
mentes x bekannt sind. Wir werden uns im allgemeinen auch 
weiterhin darauf beschränken, diese Argumentwerte als äguiaistant 
anzunehmen. Gefragt ist jetzt jedoch nach den Werten, die die 
ganze rationale Funktion an beliebigen Stellen annimmt, insbeson
dere solchen, die ewischen den gegebenen Werten liegen. 

1. Der einfachste Fall ist die sogenannte lineare Interpolation. 
Die ganze rationale Funktion ist hier vom erslen Grade und durch 
zwei Wertpaare (x0y0), (Xt!Jt) bestimmt. Um die Werte der 
Funktion im Intervall Llx = x1 - x0 zu berechnen, ist es meistens 
ausreichend, dieses Intervall in 10 (oder auch 100) Teile zu teilen 
und die Werte der Funktion für die Enden dieser Teilintervalle 

x0 + IX • ~; zu berechnen (IX - 1, 2, ... , 9) Nennen wir Lly 

die Differenz !lt- y0 , so ist der Wert y der Funktion am Ende des 
IXten Teilintervalles: d y 

Y(a) = Yo + IX • 10 · 

Statt je~och den Wert y aus dieser Formel zu berechnen, ist es 
praktischer, die Werte y in der Weise aufeinander aufzubauen, daß 
zuersty(t) berechnet wird, sodann y(2) usw. Im allgemeinen ist also 
jederWert von y aus dem vorhergebenden abzuleiten durch Addition 

Ay dy . 
von 10. Als letzten Wert Y(to) = y(9) + 1o muß man dam1t den 

gegebenen Wert y1 wieder erhalten. Darin liegt eine erwünschte Kon
trolle für die Ricbtigkeit aller berechneten Werte. Außerdem ist 
diese Rechnung angenehmer, da nur Additionen auszuf'dhren sind. 

2. Einen Schritt weitergehend, kommen wir zur sogenannten 
guaamti..~chen Interpolation. Es sind die drei Werte y0 , y1 und y1 
einer Funktion zweiten Grades gegeben, die zu den Werten x0 , 

x1 .... x0 + Ll x und x1 =- x0 + 2 Ll x der Variablen x gehören. Für 
die Gleichung der ganzen rationalen Funktion ergibt sich dann, 
wie leicht zu bestätigen ist: 

&U>y &Ctly 
'!/- '!lo. + Ax 0 • (x- x0 ) - 2 . d;. · (x- x0)(x1 - x). 

Die Werte von LJ(lly0 und "a(!)y0 entnimmt man folgendem Diffe
renzenschema: 

Xo Yo LJ(llyo 

X. !lt LJ(l)yl 
LJ<'lyo 

XI Yt 
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(Die ganze rationale Funktion erscheint dabei in einer anderen 
Form, als sie bisher geschrieben wurde.) 

Wollen wir aus dieser Gleichung y berechnen, so ist dies natür
lich ohne weiteres möglich. In vielen Fällen wird es nun nützlich 

sein, 11 gerade an den Stellen :c = :c0 + a · ~: zu berechnen 

(u = 1, 2, ... , 9). Die ersten beiden Terme im Ausdruck für y 
liefern dann dasselbe wie die lineare Interpolation zwischen :c0 
und :c1 • Der dritte Term 

,d(J) '!lo c~- x.) (:cl - x) 
--2-· .:::tx1 

kann also aufgefaBt werden als eine Korrektur, die an den durch 
die lineare Interpolation erhaltenen Warten anzubringen ist. 

(x-x) (a: -~) 
Die zehn Werte des Quotienten ---~ x1-1 -- an den Stellen 

x ... :t0 + a · ~; sind ein für allemal folgende: 

I (.z-.r.)·(.:rt-x) 1 I 
rt ==(.::J:z;=)l ~---==;:== IX 

0,09 l 6 1 
2 
3 
4 
5 

0,16 7 
0,21 8 
0,24 9 
0,25 I 10 I 

(x- .Xo). (X,. -:x) 
(.d x)' 

0,24 
0,21 
0,16 
0,09 
0,00 

3. Der allgemeine Fall der Intupolation ist der, daß die Werte 
einer ganzen rationalen Funktion nt•n Grades an n + 1 Stellen 
x0, x1 , .•• x,. vorgegeben sind, und die Aufgabe lautet, den Wert 
der ganzen rationalen Funktion für irgendeinen Wert des Argu
mentes x zu bestimmen. Wir wollen uns hier aber wieder auf den 
für die Praxis besonders wichtigen Fall beschränken, daß dieWerte 
x0 , x1 , .•• x,. äquidistant sind. 

Setzt man die ganze rationale Funktion in der früher eingeführten 
Form an: 

g(x) == .A0 + A1x + A 2x1 + · · · + .A,._ 1 x"- 1 + A,.x", 
so liefern die n + 1 Werte g(x0), g(x1), • •• g(x,.) gerade n + 1 
lineare Gleichungen für die Koeffizienten .A 0 , .•• .A,., die damit 
eindeutig festgelegt werden. Denn die Determinante dieser n + 1 
Gleichungen setzt sich aus den Werten x0 , :&11 • • x,. in folgender 
Weise zusammen und ist daher von Null verschieden: 

1 x0 x02 ... x0" [ 

1 Xl :12.' ·: ~~n ,. 

1 :t,. xn 1 .•. x,." 
Timerd in•, Handbuch I. 2. Auft. 6 
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Falls der Grad der ganzen rationalen Funktion jedoch höher als 2 
ist, würde eine Berechnung der Koeffizienten .A0 , .A1, ••• A,. durch 
Auflösen der linearen Gleichungen sehr mühsam sein. Ferner sind 
ja in erster Linie nicht die Werte der Koeffizienten von Interesse, 
sondern man will vor allem die Werte der ganzen rationalen 
Funktion selbst erhalten. Es ist deshalb zweckm~ßig, die Funk
tion von vornherein in einer anderen Form anzusetzen. Schreibt 
man insbesondere: 

g(x) = a0 + a1 • (x- x0) + a1 • (x - x0) • (x- x1) + · · · 
+ a,. · (x- x0 ) • •• (x- x,._ 1), 

so ist dieser Ausdruck auch eine ganze rationale Funktion nten Grades 
von x, und die Koeffizienten a 0 , a1 , ••• a,. einer solchen Darstellung 
werden mit den Koeffizienten .A1 der oben stehenden Darstellung 
in linearer Abhängigkeit stehen. Bei dieser neuen Darstellungs
form der ganzen rationalen Funktion als Summe von "Polynomen" 
hat man in der Weise eine große Willkür, daß man sie in sehr 
verschiedener Weise aus einzelnen Polynomen aufl>auen kann. Man 
kann nämlich die Werte x0 , x1 , •.• x,. in verschiedener Reihenfolge 
in die Linearfaktoren der Polynome einführen. Denn es liegt kein 
zwingender Grund vor, irgendeine Reihenfolge, z. B. die oben ge
wiihlte x0 , x1 , ••• x,., vor anderen auszuzeichnen. Jede andere 
Reihenfolge muß nun zwar immer zu derselben ganzen rationalen 
Funktion führen, aber die Koeffizienten a; werden jedesmal andere 
Werte bekommen, da sie ja mit den Werten x0 , x1 , ••• in anderer 
Weise zusammenhängen. 

Um bei einer irgendwie gewählten derartigen Polynomdarstel
lung der ganzen rationalen Funktion deren Werte für alle x be
rechnen zu können, müssen die Koeffizienten a; aus den gegebenen 
Werten y0 = g(x0), y1 = g(x1), ••• y,. = g(x,.) der Funktion be
stimmt werden. Diese Aufgabe läßt sich nun elegant lösen unter 
Benutzung eines Satzes der Differenzenrechnung. Dieser Satz ist 
folgender: 

Ist f(x) eine analytische Funktion von x und Ax ein Intervall 
der Variablen x, so definiert man als vorderen Differ(Ttecnquotienten 
an der Stelle x den Ausdruck: 

r<.z_+_LJ x) - f(::e) 
AX 

und schreibt dafür ~~2 · Es sei nun f(x) eine ganze rationale 

Punktion mt•n Grades, und zwar habe f(x) die Eigentümlichkeit, 
daß alle Nullstellen x11 x2 , •.• ;rm reell sind, außerdem sollen je 
zwei aufeinanderfolgende Nullstellen immer denselben Abstand LJ:c 
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haben. Wir stellen uns nun die Aufgabe, den vorderen Differenzen
quotienten von f(x) zu bestimmen. Wir schreiben zu diesem Zweck 
f(x) in folgender Form: 

f(x) = C • (x- x1) • (x- x2) ••• (x- xm). 

Die Bezeichnung der Nullstellen sei so gewählt, daß 

x1 < xll < · · · < x.,, 
ist. Um den vorderen Differenzenquotienten dieser Funktion zu 
bilden, müssen wir zunächst f(x + Llx) bestimmen. Wir finden: 

f(x + Llx) = 0 · (x + Llx- x1) • (x + Llx- x1) ... (x + Llx-x."), 

oder, wenn wir noch x0 - x1 - Llx setzen: 

f(x + .dJ:) = C · (x- x0) • (x- x1) ... (x- x"'_ 1). 

Weiter ergibt sich: 

f(x + Llx) - f(x) = C · (x- x1) • (x- x2) •.. (x- xm) (xm- x0). 

Nun ist aber x"'- x0 = -m · Llx, und damit wird der Differenzen
quotient: 

Llf(x) ( 
Ll(x) = m · C · (x- x1) • (x- x 2 ) • • x- xm_ 1). 

Wie ersichtlich, ist der vordere Differenzenquotient aus f( x) da
durch entstanden, daß der Linearfaktor mit der größten Wurzel x". 
fortgefallen und m als Faktor vor das Polynom getreten ist. Diese 
Regel verhilft nun zur Lösung der Aufgabe, die Koeffizienten a0 , 

a11 •.• , an einer ganzen rationalen Funktion, die in der oben an
gegebenen Form 

g(x) = ao + al (x-xo) + ... + a". (x-xo). (x- X't) oo•(x-xn -IY 

angesetzt ist, zu bestimmen. g ( x) setzt sich ja zusammen aus ganzen 
rationalen Funktionen immer höherer Ordnung, die in der soeben 
benutzten Form f(x) auftreten. Bilden wir von ,q(x) den vorderen 
Differenzenquotienten, so findet unser obiger Differenzensatz auf 
die einzelnen Polynome von g(x) Anwendung, und wir erhalten: 

LI g(x) ( ) -'-.dx = a1 + 2 · a2 x - x0 + ... 
+ n · an· (x- x0) • (x- x1 ) • • • (.:r- x"_ 2), 

also eine ganze rationale Funktion, die für x = x0 den Wert u1 

annimmt. Bilden wir von dieser Funktion wieder den vorderen Dif-
5* 
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ferenzenquotienten, so finden wir den folgenden zweiten Differenzen
quotienten unserer ursprünglichen Funktion: 

LJ('lg(x) 
~ = 2 · a2 + 2 • 3 · a3 • (x - x0) + · ·. · 

I + (n- 1) · n · a,. · (x- x0) (x- x1) • • • (x- x,._ 8). 

In der Bildung dieser Differenzenquotienten kann man bis zum 
nten fortfahren, und zwar finden wir für die beiden letzten in un
serer Schreibweise: 

LJ<n-llg(x) 
Llx" 1 = (n- 1)! a,._ 1 + n! a,. · (x- x0), 

LJCnlg(x) = n! a . 
LJxn n 

Setzen wir nun überall x = x0 , so folgt: 

LI g (x0) ,a<~l g (x0) _ 
g(xo) = ao, ~ = al, Llx~ - 2ag, ... 

Es gilt also allgemein, daß jeder Differenzenquotient, sofern 
man darin x = x0 setzt, einen der gesuchten Koeffizienten a, liefert. 
Liegen nun die Funktionswerte von g(x) an den n + 1 Stellen 
x0 , x0 + Li x, x0 + 2 L1 x, ... , x0 + n.d x gegeben vor, so lassen 
sich dieWerte der Differenzenquotienten der folgenden Differenzen
tabelle entnehmen: 

X 
I 

g(x) I LJ<V g(x) I Ac.Jg(x) I 
Xo g(xo) I I 

L1 g(x) 
,d(~l g (xo) X0 +Llx g(x0 + .dx) 

Llg(x0 +..dx) 
X0 + 2Llx g(x0 +2.dx) ..:::t<2l g(xo + ..:::1 x) 

x 0 + 3L1x g(.'-1:0 + 3.dx) 
..:::1 g (x0 + 2.d x) 

.<JCil g (x0 + 2..:::1 x) 

I x 0 + 4..dx 
..dg(x0 +3.dx) 

g(x0 +4.dx) 

j : I I 

Diese entsteht., wie schon früher einmal erwähnt (S. 62), wenn 
man zunächst die gegebenen Funktionswerte in einer vertikalen 
Spalte untereinander schreibt und rechts davon in weitere vertikale 
Spalten die Differenzen je zweier untereinanderstehenden Zahlen 
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der vorhergehenden Kolonne setzt. Die obersten Zahlen der ein
zelnen Kolonnen 

g(x)' ..dg(x), .tf(2) g (x) ... 

stellen also, wie man leicht einsieht, die Werte dieser Funktionen 
für den Argumentwert x0 , mithin die gesuchten Differenzen
quotienten, dar. Die Zahlen, die darunter stehen, geben die Funk
tionswerte für die Argumente (x0 -r LI x) usw. 

Denkt man sich in der Tabelle durch die obersten Zahlen g(x0), 

LI g (x0) , LJ<:J g ( x0), • • • eine gerade Linie gezogen, so trifft eine 
Parallele zu dieser, die durch irgendeine Zahl g(x0 +IX· ..dx) der 
Spalte g(x) gezogen wird, in jeder Differenzenreihe den Funktions
wert der betreffenden Differenzenfunktion, der zu diesem Argument 
(x0 + « · Lix) gehört. (Die Funktionswerte gleichen Arguments 
liegen also nicht wie bei sonstigen tabellarischen Anordnungen auf 
einer horizontalen, sondern auf einer nach rechts abfallenden Linie.) 

Hat man die Differenzentabelle aufgeschrieben, so ist damit 
unsere Aufgabe in der Hauptsache erledigt: Denn um die Koef
fizienten a1 zu bestimmen, ist es nur nötig, die obersten Zahlen 
jeder Spalte durch die betreffende Fakultät und Potenz von Llx 
zu dividieren. a0 ist gleich g(x0 ) zu setzen, und unsere ganze 
rationale Funktion ist damit in der auf S. 66 gewünschten Form 
bestimmt. 

Die Rechenarbeit besteht nur in der Aufstellung der Differenzen
tabelle. Um hierbei Versehen zu vermeiden, ist es zweckmäßig, 
als Kontrolle die Zahlen jeder Vertikalreihe zu addieren. Die so 
erhaltene Summe muß gleich der Differenz zwischen der ersten 
und letzten Zahl der vorhergehenden Kolonne sein. 

Für die späteren Anwendungen dieser Art der Darstellung der 
ganzen rationalen Funktion ist jedoch noch eine andere Auswahl 
der Polynomreihenfolge wichtig, die jetzt besprochen werden soll. 

Wieder sollen von einer ganzen rationalen Funktion n + 1 
Werte an äquidistanten Stellen der unabhängigen Variablen x vor
gegeben sein. Es ist jetzt jedoch zweckmäßiger, diese Werte mit 

... x_"'' x_ 9 , x_ 2 , x_ 1 , x0 , Xu x9, x3, x4, ... 
zu bezeichnen. Dabei soll 

••• x_4 < x_a < ... Xs < x"' • •. 

sein. Wir wollen nun unsere (durch diese Werte eindeutig bestimmte) 
ganze rationale Funktion durch folgenden Ausdruck darstellen: 

g(x) = a0 + a1(x- x0) + a2 (x- x0)(x- x_1) 

+ a3(x- x0)(x- x_ 1) (x -x1) + · · .. 
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Wir nehmen also in den Polynomen die Nullstellen in der Reihenfolge: 
x0 , x_ 1 , x1 , x_ 2 , x2 ••• 

Wie drücken sich jetzt die Koeffizienten a, durch die der Tabelle 
zu entnehmenden Differenzen aus? 

Wie früher ist zunächst g(x0) = a0 • Auch a1 wird wieder ge
wonnen durch den vorderen Differenzenquotienten. 

Denn dieser wird: 
.d(1) g (x) ----;ix = a1 + 2 · a2 • (x - x_1 ) + 3 -~ · (x- x0) • (x- x_ 1) 

+ 4 · x, · (x- x0 ) • (x- x_1) • (x- x_1) + · · ·. 
(Man erinnere sich daran, daß bei der Bildung des vorderen Dif
ferenzenquotienten immer die größte Wurzel der Polynome weg
fällt!) Um hieraus a1 zu bestimmen, muß der Differenzenquotient 
an acr Stelle x = x_ 1 genommen werden. Beachtet man die Zu
ordnung der Funktionswerte zu dem Argument in der früher ge
schilderten Art durch parallele Gerade, so sieht man, daß die an 
der fettgedruckten Stelle der Kolonne ß(1lg(x) in der folgenden 
Differenzentabelle stehende Zahl zur Bildung von a1 zu benutzen ist. 

" -

x_. g(x_.) I i 

L1(1) g (x_ .) 
x_, g(x_,) .tJ<2l g(x_.) 

,a<tlg(x_ 4) .:J<Slg(x_ 5) 
X_s g(x-s) .amg(x_.) 

.d(IJ g (x_ .) .d(S) g(x_ .) 
x_. g(x_,) 

.d(l) g (x_,) 
.a<tJ g (x_~) 

.:J<Sl g(x_s) 
x_t g(x_t) .tJCI) g(X_ !) 

.jW g ( x_ t) LJCSlg(x_,) 
Xo g(xo) 

,JC11 g (xo) 
Lf<'lg(x-t) 

.:J<•lg(x_t) 
x+t g(xt) 

iJCll g (xt) 
.a<tlg(x.) 

L1~ g(xo) 
x, g(x,) 

,a<tl g (x,) 
.a<~l g(xt) 

.:JCS) g (XI) 
x. g(x,) .a<tl g(x,) 

,awg (x,) .:JCS) g(x,) 
x, I g(x,) .a<•l g (x,) 

LJCII g (x,) 
x. 

I 
g(x.) 

Fahren wir m der Btldung der weiteren Differenzenquotienten 
fort, so gibt der nächste Schritt: 

.d(l) g (x) 
--= 2 · ao + 2 · 3 · a. • (x - X ) .dx1 • • -1 

+ 3 · 4 · a4 • (x- :r_ 1) • (:r- x_ 2) + · · · 
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Um a2 zu erhalten, ist also wieder L1<2>g(x) an der Stelle x=x_ 1 

zu nehmen (s. die fettgedruckte Zahl in der Kolonne LJ(2lg(x)). 
Der nächste Schritt bringt: 

.a<sJ g (x) 
.dx" = 2 · 3 · a8 + 2 · 3 · 4 · a, · (x- x_ 2) 

+ 3 · 4 · 5 a5 . (x - x_ 1) • (x- x_!) + · · ·. 
Hier ist .c1<3>g(x) an der Stelle x = x_ 2 zu nehmen. 

Verfolgt man diese Entwicklung weiter, so findet man, daß man 
die fettgedruckten Zahlen im Differenzenschema auf dem begonnenen 
Zickzackwege weiter zu durchlaufen hat, um die Koeffizienten der 
gewählten Polynomdarstellung zu finden. 

Es gilt nun für alle Polynomdarstellungen unserer ganzen ratio
nalen Funktion überhaupt folgende, bequem zu merkende Vor
schrift: Man kann mit irgendeinem Funktionswert g(x;) beginnen, 
der a 0 liefert. Das nächste Polynom wird dann a1 • (x - x,). Man 
legt nun in dem Schema einen beliebigen Zickzackweg oder auch 
eine Gerade fest, indem man von g(x,) ausgehend von Kolonne zu 
Kolonne nach re('hts weiterschreitet und jedesmal eine Stufe auf
oder abwärts steigt. Das Auf- oder Abwärtssteigen dieses Weges 
bestimmt die Auswahl der Polynome, die auf das erste a1 • (x- x;) 
folgen. 

Geht man von g(x,) abwärts (also nach LJ(1lg(X;)), so tritt beim 
zweiten Polynom ein Linearfaktor hinzu, der den nächsthöherenWert 
xi+l enthält, das zweite Polynom wird also a 1 · (x-x,)·(x-·x,+l). 
Geht man dagegen von g(x,) aufwärts, so tritt der nächstniedere 
Wertx1_ 1 hinzu, daszweite Polynom würdedannaf (x- X;) ·(x-x._1) 

werden. 
Das gilt ebenso für die folgenden Polynome und man hat die 

Regel: Vor dem m'-~ Polynom, das m Linearfaktoren enthält, steht 
als Faktor am. Dieser wird bestimmt aus einer Differenz LJ("'lg(x) 
der m 1"" Kolonne. Ob man bei der Bil(lung des m'-n Pvlynoms 
eimn nächsthöheren oder nächstniederen Wert m's der Reihe der 
x. hinzuzunchm'n hat, wird dadurch entschieden, ob man beim Über
g~n.q von der (m- 2)ten zur (m- t)l•" Kolonne ab- oder aufwärts 
gegangen ist. 

Dies scheinbar etwas schwerfällige Prinzip führt bei einiger 
Übung sehr bequem zum Ziele. 

4. Wir wollen jetzt zwei spezielle Entwickelungen aufstellen, die 
vielfach Verwendung finden. Zugrunde gelegt sei die Differenzen
tabelle von S. 70. Der bequemeren Schreibweise wegen soll je-

doch als neue Variableu = x-x". eingeführt werden. Die Null-
.dx 
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stellen der Polynome werden dann einfach die positiven und nega
tiven ganzen Zahlen mit Einschluß der Null. 

Ferner woll~n wir die Differenzen selbs~ kürzer bezeichnen, 
nämlich durch ein Symbol LI~, wobei die obere Indexziffer J. die 
Ordnung der Differenz, der untere Index ~ den Argumentwert x,.. 
bezeichnen soll, zu dem die betreffende Differenz gehört ( vgl das 
Schema S. 70). Wir schreiben also z. B. LJ(3lg(x_ 1) jetzt kürzer 
L1~2' 

\Vir suchen znnächst eine Entwickelung, die für eine Berechnung 
unsct·er qanzrn rationalen Funktion im Intervalle zwischen x0 und x1 
vorteilhaft ist. 

Zwei Wege bieten sich dabei dar. Man kann entweder schreiben: 

( ) = ( )+Lfl. +L1 2 u·(u-1)+L13 u·(u-l)·(u-2) 
1. U u U Xo o u o 2! -1 3! 

u · (u -1) · (u- 2) · (u + 1) 
+Li~l· 4! 

5 u · (u -1) · (u- 2)-(u+ l)·(u- 3) 
+Li-a · 51 + · · · 

oder: 

2 () =, )+Lfl. +L12 ~u l)+A3 u·(u-l)·(u+l) 
· g u U\.Xo o u -1 21 -1 3! 

~ u · (u- 1) · (u + 1) · (u- 2) + ,1_2 . 4! ____ _ 

5 u-(u-1)·(u+l)·(u-2)·(u+2) + ,1_2. 5! + ... 
(Man vergleiche das Differenzenschema und zeichne die zuge· 

hörigen Wege in dasselbe ein!) 
Beide. Wege empfehlen sich vor allen anderen, weil die Null

stellen der Polynome mögl!cbst nahe an x0 (oder u = 0) liegPn. 
Mitbin behalten die Polynome kleinere Werte und sind bequemer 
zu berechnen. Durch die Fakul1ät im Nenner werden die höheren 
Glieder immer weniger einflußrPich, und man kann die Berechnung, 
fHlls man nur eine bPstimmte Genauigkeit erreil:hen will, früher 
abbrechen als bei anderen Entwickelungen. 

Würde man jede Entwickelung bis zum letzten Gliede durch
rechnen, so würden beide Entwickelungen di· seihen Werte liefern, 
denn sie stellen ja dieselbe, durch die vorgegebenen Funktions· 
werte eind'eutig bestimmte ganze rationale Funktion dar. Begniigt 
man sich jedoch bei der praktischen Rechnung mit einer A pproxi
mation, indem man die letzten Glieder fortläßt, so werden die aus 
beiden Entwickelungen erhaltenen Resultate etwas voneinander ab-



2. Interpolation 73 

weichen, und es liegt nahe, bei einer approximativen Rechnung, 
das arithmetische Mittel aus beiden zu bilden. 

Addiert man die einzelnen, aus Polynomen gleicher Ordnung 
gebildeten Mittel, so erhält man als "Formell" (auch Bessel
sche Formel genannt) zur Interpolation für Werte des Arguments, 
die zwischen zwei Stellen x0 und x 1 liegen: 

L1 2 + LJ' u · (u -1) 
g(x)=g(u)=g(xo)+L1ol·u+ o 2 -1. 2! 

+ LfS . u · (u- 1) · (u- 0,5) 
-1 3! 

+ L1~ 1 + LJ~,. u · (u- 1) · (u + 1) · (u- 2) 
2 4! 

+ L15 • U• (u-1) · (u+ 1) ·(u- 2) · (u-0,5)+ ... 
-2 5! 

(o<u<l). 

Die Differenzentafel ist dabei nach folgendem Schema zu be
nutzen: Die Zeichen # sollen die Werte der Funktion und der 
Differenzen bezeichnen. Von diesen sind die durch einen Kreis um
gebenen @ in der Entwicklung zu benutzen und zwar ist von 
zwei in einer Kolonne. untereinanderstehenden, durch einen Strich 
verbundenen Zahlen @ das Mittel zu bilden. 

I. 

X I g(.r) I .tJl I LJ2 I LJS I .t~• I LJ6 

. 
X-s # 

:jj: 
X-2 :jj: # 

* :jj: 
x-1 * # # 

* :.tF # 
Xo ® @ ® 

® I @) I EiE> 
x+1 # @ ® 

# # * x+, # # :jj: 
# 

X+s # I 
Für die Werte u = 0; 0,1; 0,2; ... ; 1 sind die Werte der 

durch die Fakultäten dividierten Polynome in folgender Tabelle 
zusammengestellt. 
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.. ,~u-1) u· (u- )(u-0,5) U'· (u-1) · (u-2) · (u+l) u • (u-1) · (u+l) · (u-2) · (u-0,5) 
21 SI 41 61 

0,0 0 0 0 ci 
0,1 -0,045 0,0060 ·. 0,007837 -0,0006270 
0,2 -0.080 0,0080 0,014406 - 0,000!!640 
0,3 -0,106 0,0070 0,019338 ---,0,0007735 
0,4 ..;__ 0,120 0,0040 0,0:!2400 -0,0004480 
0,1'> -0,125 0 0,023437 0 
0,6 -0,120 ~o,oo4o 0,02:!400 +0,0004480 
0,7 -0,105 -0,0070 0,019338 + 0,0007735 
0,8 -0,080 -0,0080 0,014405 + 0,0008640 
0,9 -0,045 -0,0060 0,007837 4- 0,0006270 
1,0 0 0 0 0 

Eine andere Entwickelung der ganzen rationalen Funktion dient 
der bequemsten Berechnung in der Umgebung einer bestimmten 
Stelle x0 • Dabei ist das Mittel zu bilden aus folgenden beiden 
Entwickelungen: 1. g(x) = g(x0) + Ll!:. 1 • u + Ll:_ 1 • u · (u + 1) 
+.LI:2 • U· (u+ 1 )·(u-1)+.LI~ 2 • u · (u+ 1) · (u-1) · (u+ 2) +··· 
(der Weg im Differenzenschema geht hierbei durch die fettgedruckten 
Symbole), 2. der zweiten Entwickelung· des vorigen Falles. Man 
erhält so durch Mittelbildung die "Formel ll" (auch Stirlin.g
sche Formel genannt) zur Interpolation fürWerte des Argumentes, 
die in der Umgebung einer Stelle x0 liegen: 

LJl + .d 1 · ut 
g(x)=g(u)=g(xo)+ -12 o ·u+A:1.2! 

+ .d.!. 2 + .d!1 • u · (u- 1) · (u + 1) + LJ4. • u 1 • (u -1). (u + 1) 
2 31 -s 41 

+ Ll!s+.d-! 1 • U·(u-1)·(u+1)·(u-2)·(u+2) + ... 
2 5! 

(-0,5 <u< +0,5). 

Die Werte der Polynome sind: 

u• u·(u-1)·(u+l) u•· (u-1) · (u+l) u· (u-1) ·(li+l) ·(u-2Hu+lll .. 21 --81-- --.u-- 51 

0 0,0 o,o 0,0 o,oo 
0,1 0,0050 -0,0165 -0,0004 0,0033 
0,2 0,0200 -0,0320 -0,0016 0,0063 
0,3 0,04f>O -0,0465 -0,0034 0,0089 
o.~ 0,0800 -0,0560 -0,0056 

I 
0,0108 

0,5 0,1250 -0,0625 -0,0078 0,0117 

Für negative u sind die Polynome dritter und fünfter Ordnung 
mit entgegengesetztem Vorzeichen zu nehmen. 
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II. 

X I g(x) I LJl I LJ2 I LJS I LJ4 I LI" 
I I 

X_s it I ' 

I ~~ 
x_, it I t\= 

I it ~~· x_t .j:j: 

~ 
+~ 

((f) 
:fl: 

® 
Xo @ I ® I ® i 

® ((f) ® 
xt :jj: l:f: :tt: 

l:f: :j:j: 
x, -l:f: II 

# 
Xs 

I =I+ 
I 

In der Differenzentabelle sind bei Formel II alle mit ein oder 
zwei Kreisen umgebenen Zahlen zu benutzen. Von den durch einen 
Vertikalstrich verbundenen sind die Mittel zu nehmen.1) 

3. Differentiation und Integration durch die Interpola
tionsformeln. Durch Differentiation der Formel II nach u er
hält man für den Differentialquotienten an der Stelle u = 0 
bzw. x = x0 : 

( d g) = .c1~1 + Ll~ + .c1:., + .c1:. 1 . (-1) · C+ t) 
du u=O 2 2 3! 

oder 

Ll~s + L15_ • + -- _2 ____ •• 0,0333 .... 

Im Differenzenschema sind, wie ersichtlich, die arithmetischen 
Mittel der durch einen senkrechten Strich verbundenen, mit zwei 
Kreisen umgebenen Differenzen zu benutzen. 

1) Vgl. Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, S. 37. 
Daselbst sind die Polynomwerte bis zur 6. Ordnung angegeben Auf 
S. 66 findet sich dort unsere Differentiationsformel nebst einer ent
sprechenden für den zweiten Differentialquotienten. 
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Aus dem Differentialquotienten ::folgt !! = :! · J x wegen 
X-X0 

u =---;;:IX" 

Aus der Formel I folgt durch Integration über ein Intervall LJx 

a:o+da: r { LI' LJ! +LJ· 1 (Ia) Jg(x)dx-.Jx· g(x0) +-f- 0 2 - 1 • 12 + ... 
+ .tJ~l + .d~!. _!_!__- .• ·}· 

2 720. 

Aus der Formel II folgt durch Integration über ein Intervall der 
Breite 2 Llx 

"'j·+.da: ! LJ4 
(Ha) g(x) dx = 2.Jx · {u(x0) + .ds1 - 18; + · · ·} · 

... -do: 

Im nä.chsten Kapitel wird die weitreichende Bedeutung dieser 
Formeln durch ihre Anwendung auf allgemeinere und vor allem 
auf empirische Funktionen gezeigt werden. 

V. Interpolation, numerische Differentiation und Integration 
beliebiger Funktionen. 

Die im vierten Kapitelauseinandergesetzteninterpolationsformeln 
der ganzen rationalen Funktionen können angewandt werden zur 
rechnerischen Behandlung der meisten Funktionen, mit denen es 
der Praktiker zu tun hat. Der Grundgedanke ist dabei der: Die 
gerade vorliegende Funktion wird ersetzt durch eine geeignete 
ganze rationale Funktion, an der dann die Rechnungen vorgenommen 
werden. 

Eine ganze rationale Funktion n-ten Grades wird dabei so be
stimmt, daß sie an (n + 1) aufeinanderfolgenden äquidistanten 
Stellen die gleichen Werte wie die gegebene Funktion annimmt. 
Diese Aufgabe verlangt nichts weiter als die Aufstellung der Diffe
renzentabelle der gegebenen Funktion. Die Formeln I oder II können 
dann angeschrieben werden und stellen die ganze Funktion dar, 
welche die verlangte Eigenschaft hat. 

1. Fehlerabschätzung. Es entsteht die Frage, wie genan 
diese Approximation der gegebenen Funktion, die y = f(x) heißen 
möge, durch die ganze Funktion g ( x) ist. Man wird als Fehler 
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den absoluten Betrag der Differenz f(x)- g (x) bezeichnen und von 
vornherein vermuten, daß dieser einerseits von der Größe des Ta
bellenintervalls 8 = Lix abhängt, andererseits davon, bis zu welcher 
Ordnung man die Differenzen benutzt, d. h. vom Grade der approxi
mierenden ganzen Funktion. Es Hißt sich J!Un zeigen, daß dieser 
Fehler die Größe f<n+ll (s) · on+l hat1), wenn n der Grad der gan
zen Funktion, (<n+ll ihre (n + 1)-te Ableitung ist undseine Zahl, 
die zwischen denjenigen Werten von x liegt, deren zugehörige 
Funktionswerte an den Differenzen der aufgebauten interpolieren
den ganzen Funktion beteiligt 8ind. 

Eine andere Überlegung zeigt 2), daß im allgemeinen die Difl'e
renzen n-ter Ordnung die Größenordnung t<n> (x) · on haben. 

Die Fehlerabschätzung erledigt sich demnach durch Aufstellung 
der Differenzentabelle von selbst. Man bat nur zu überlegen, wie 
groß der Einfluß der ersten nicht mehr mitgenommenen Differenzen 
in der Rechnung ist, um eine Schätzung des Fehlers der Approxi
mation zu erhalten. 

Eine Verkleinerung des Fehlers kann man zu erreichen suchen 
entweder durch Verkleinerung des Intervalls o der Tabulierung 
oder durch Mitnehmen von Differenzen höherer Ordnung. Ob der 
Fehler überhaupt beliebig klein gemacht werden kann, hängt da
von ab, ob die gegebenen Funktionen und ihre Ableitungen in dem 
bei Aufstellung der Differenzentabelle in Frage kommenden Be
reich stetig sind oder nicht. Im letzteren Fall erhält man eine 
semikonvergente Approximation, die rechnerisch durchaus brauch
bar sein kann. Je nach der Art, wie die Funktion f(x) definiert 
ist, wird man zwei Hauptfälle zu unterscheiden haben: 

1. Die Funktion f(x) ist durch einen analytischen Ausdruck 
oder irgend eine Rechenvorschrift innerhalb eines Intervalls für 
alleWerte von x mit beliebiger Genauigkeit berechenbar. Dann 
steht die Wahl des Tabulationsintervalls o = Li x völlig frei, man 
kann den Verlauf von f(x) vor der Tabulierung übersehen, ihre 
Differentialquotienten bilden und somit VOI' der Interpolation deren 
Genauigkeit kalkulieren. Daß die Interpolation in einem solchen 
Fall überhaupt angewandt wird, könnte wundernehmen, da die 
Funktionswerte ja ohnehin berechnet werden können. Die Fälle 
sind aber gar nicht selten, wo die Berechnung der Funktionswerte 

1) Über die Konvergenz der oben auseinandergesetzten Polynom
darstellung bei beliebigen !?unktionen s. Runge, Theorie und Praxis 
der Reihen, Leipzig 1904, S. 126. 

2) H. Bruns, GrnndUnien des wissenschaftlichen Rechnens, Leipzig 
1903, s. 20. 
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aus dem analytischen Ausdruck derart umständlich ist, daß es er· 
heblich vorteilhafter ist, nur wenig Werte auf diese Weise zu be
rechnen und im übrigen zu interpolieren. Soll die vorgelegte 
Funktion gar integriert werden, so leuchtet ein, daß dies in sog. 
geschlossener Form oder durch Reihen keineswegs immer tunlieh 
ist, und man ist dann auf die aus der Interpolation folgenden In
tegrationsformeln Ia oder IIa angewiesen (s. S. 76). Die Differen
tiation wird man allerdings am besten direkt erledigen. 

2. Von der Funktion f(x) sind nur einzelne - wie wir hier 
annehmen wollen - äquidistante Funktionswerte gegeben. Z. B. 
liefern Messungen zur Festlegung einer Funktion fast stets der· 
artige Einzelwerte. 

An sich hat es bei diesen nur tabuliert gegebenen Funktionen 
gar keinen Sinn, von einem Fehler bei ihrer Interpolation zu reden, 
da über die wahren Funktionswerte an den nicht gegebenen Stellen 
ja gar nichts bekannt ist. Man pflegt nun aber in diesen Fällen 
- meist stillschweigend - die Voraussetzung zu machen, daß 
der Verlauf der wahren Funktion zwischen den tabulierten Werten 
"vernünftig" sei, entsprechend dem Prinzip "Natura non facit sal
tus". Ob man zu dieser Annahme gekommen ist, weil unsere-Meß· 
methoden nur Mittelwerte liefern, oder lediglich aus Denkbequem· 
lichkeit - darüber kann man sich lange den Kopf zerbrechen. 
Unter dem "vernünftigen" V er lauf versteht man, mathematisch 
gesprochen, daß die wahre Funktion in hinreichend engen Inter· 
vallen durch ganze Funktionen approximierbar ist, mit anderen 
Worten, daß gerade die im IV. Kap. besprochenen Interpolations· 
formeln anwendbar sind. 

Man behandelt demnach diese sog. empit·isclten Funktionen in 
der Weise, daß man zu den tabulierten Werten das Differenzen· 
schemaaufstellt und darnach mit den angegebenen Formeln rechnet. 
Das Intervall Llx ist hier gegeben, und man nimmt soviel Diffe
renzen mit, als es die Genauigkeit erfordert. Hier kommt noch 
ein wichtiger Umstand hinzu. Sind die gegebenen Funktionswerte 
Messungsresultate, so sind sie mit Me{J(ehlern behaftet, und da
durch ist die Genauigkeit von vornherein begrenzt. Differenzen 
zu hoher Ordnung in der Rechnung mitzuschleppen, wäre Zeit
verschwendung. 

Überlegen wir einmal den Einfluß der Meßfehler auf das Aus
sehen unserer Dilferenzentabelle. Als einfachsten Fall nehmen wir 
an, die wahren W EJrte aller Funktionswerte seien genau Null. Die 
Messung hätte auch überall Null ergeben, bis auf eine Stelle, wo 
'!I = Ii herausgekommen ist. Dann wird die Tabelle so aussehen: 
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0 I I 
0 0 0 

0 0 0 + E 
0 0 + E 

0 0 + E - 6s 
0 + 8 - OE 

0 + E - 4E +los 
+s - SE +10E 

B - 2& + 6s -20E 
-s + SE -10E 

0 + 8 - 4E + 16& 
0 - E + 0& 

0 0 + & - 6s 
0 0 - E 

0 0 0 + E 

I 
0 0 0 

I 0 I 0 I 0 0 

Der Meßfehler beeinß.ußt also die höheren Differenzen immer 
mehr. 1) . 

Aus der Annahme des vernünftigen Funktionsverlaufs folgt an
dererseits, daß die Differenzen höherer Ordnung immer kleiner 
werden. Der :Meßfehler wird die eigentlichen Differenzen also "ver
decken", und es wird sich dies im allgemeinen in einem unregel
mäßigen Verlauf der Differenzen von einer Spalte ab bemerkbar 
machen. Zeigen also beim Anschreiben des Differenzenschemas 
die Differenzen von einer gewissen Ordnung ab einen unregel
mäßigen Verlauf in ihren Spalten, so hat es keinen Zweck, diese 
Spalten noch mitzuführen, da hier der Einfluß der :Meßfehler 
überwiegt Es wird somit in der Differenzentabelle selbst ein 
Kriterium gewonnen für die bei der jeweilig · gegebenen Funk
tion erreichbare und erforderliche Genauigkeit der Rechnung. 
Bei Benutzung der aus der Formel II folgenden Differentiations
formel hat man übrigens zu beachten, daß die Kleinheit des 
Fehlers der Approximation, d.h. f(x)- g(x), nicht ohne weiteres 
die gleiche Güte der Annäherung auch für den Differentialquo
tienten verbürgt. 2) 

2. Integration. Die Integralformeln benutzt man zur Eil-
"' 

dung der Integralfunktion ·q }. f(x) dx + 170 folgendermaßen. 
"'k 

1) Die Koeffizienten von E sind Binomialkoeffizienten. 
2) Es empfiehlt sich vielmehr, vor der Differentiation einer em

pirischen Funktion eine .,Ausgleichung" der gemessenen 'N erte vor
zunehmen {vgl. S. 117). 
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Bei Benutzung der Formel I a bildet man nach Aufstellung der 
Differenzentabelle die Teilintegrale 

(f_+l 
J f(x) dx; 

{1, + 2 

J f(x)dx; ..... 

und addiert diese dann fortlaufend zum (gegebenen) Anfangswerte 
f/o• wobei man die Werte der Teilintegrale zweckmäßig auf die 
Zeilen zwischen die gegebenen Funktionswerte setzt Man erhält 
schließlich die Integralfunktion im gleichen Intervall o = Li x ta.
buliert wie die Funktion f(x). Um die höheren Differenzen bilden 

"' 
11- jydx 

7 

X I y 

5 31,3 

6 29,0 

7 27,2 

8 25,6 

9 
I 

24,3 
10 23,2 

11 22,2 
12 21,3 
13 20,6 

14 19,8 

zu können, müssen allerdings über das ganze 
Integrationsintervall hinausreichend noch ge
nügend viele Funktionswerte vön f(x) ge
geben sein. 

Rechnet man nach Formel IIa, so umfassen 
die Teilintegrale· Intervalle von der Breite 
2 · Li x und man bildet der Reihe nach 

"'k+l "'k+S 

jt(x)dx; jr(x) ax ..... . 
"'k-1 

Man erhält in diesem Falle die Integral
funktion mit dem doppelten Intervall 2 Li x 
tabuliert, hat dafür aber auch weniger 
Rechenarbeit. Bei der Fehlerabschätzung dieser 
Integration sind zunächst die Fehler der 
Teilintegrale abzuschätzen und darauf ihre 
Summe. 

Der Leser integriere die durch vorstehende Tabelle gegebene 
Funktion. 

X 

Als Beispiel wurde nach Formel Ha das Integral j'd: für 

1 

x = 1,0; 112; ... 1,8; 210 auf fünf Stellen berechnet. Die Werte 

von L.l:1 und ::~ sind zur bequemeren Addition in kleinen Ziffern 

direkt unter den Integranden ~ geschrieben. 
X 

Die kleinen Ziffern unter den Werten der Integralfunktion 
geben die gerrauen Logarithmen auf sieben Stellen. Die Integration 
liefert also die fünfte Stelle mit völliger Sicherheit. 

3. Formeln ohne Differenzen. Es mag manchem willkom
men sein, die Formeln für die Differentiation und Integration auch 
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x\ 
1 

Lfl 

I 4" I Ll" I 
Lf4 I Teil- I Integraz-1 - integrale {unktion X 

0,911,111111\ I 
-0,111111 

t,o 1,000000 +0,020202 0,000000 
-0,090909 -0,005051 

1,1 0,909091 0,015151 +0,001556 0,1823214 
2520 
-9 -0,075758 -0,003495 

1,2 0,833333 0,011656 0,000996 0,1823214 
-0,064102 -0,002499 ("14.) 

1,3 0,769231 0,009157 0,000668 0,1641606 
1526 
-4 -0,054945 -0,001831 

1,4 0,714286 0,007326 0,000457 0,3364720 
-0,047619 -0,001374 (721) 

1,5 0,666667 0,006952 - 0,000324 0,1336314 
992 
-2 -0,041667 -0,001050 

1,6 0,625000 0,004902 0,000234 0,4700034 
-0,036765 -0,000816 (086) 

1,7 0,588235 0,004086 0,000169 0,1177830 
681 
-1 -0,032679 -0,000647 

1,8 0,555556 0,00343!1 0,000132 0,5877864 
-0,029240 -0,000515 (867) 

1,9 0,526316 0,002924 0,000102 0,1053604 
487 

.:.o,026316 -1 -0,000413 
12,0 0,500000 0,002511 10,6931468 I -0,023805 I (472) 

,2,1 0,476196 I I. 
so geschrieben zur Hand zu haben, daß darin statt der Differenzen 
die gt>gebenen Funktionswerteselbst auftreten. DieFehlerabschätzung 
ist dabei allerdings nicht so einfach, aber der Gebrauch dieser For
meln läßt sich dafür ohne Eingehen auf den Differenzenbegriff 
auseinandersetzen. 

Die nur die ersten Differenzen enthaltende Näherungsformel 
dy Lf!.l + Lf~ l" r t r "h G · k •t . ht • du= 2 1e1er - so1ern 1 re enamg e1 ausre1c - em 

sehr bequemes und daher häufig benutztes Hilfsmittel zur Diffe
rentiation empirischer Funktionen.1) In anderer Schreibweise sei 
dies V erfahren an einem Zahlenbeispiel auseinandergesetzt. 

1) Es ist auch bei einer graphisch als Kurve gegebenen Funktion 
weit ·vorteilhafter als die graphische Differentiation. 

Timerding 1 Handbuch I. 2. Auf!. 6 
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In der nebenstehenden Tabelle enthält die mit x überschriebene 
erste Spalte die ( äquidistanten) Werte der unabhängigen Variabeln 
und die zweite, mit y überschriebene Spalte die (etwa aus einer 
Beobachtung stammenden) Werte y. 

Ersetzt man die Differenzen durch die entsprechenden y-Werte, 
so erhält man als Näherungswert für den Differentialquotienten 

X I y I 
-0,6 28,2 
-0,4 29,4 
-0,2 30,0 

0,0 29,4 
+o,2 28,2 
+0,4 26,1 
+0,6 23,1 
+0,8 19,2 
+ 1,0 15,0 

I y 

+1,8 + 4,5 
-0,0 0,0 
-1,8 - 4,5 
-3,3 - 8,3 
-5,1 -12,8 
-6,91-17,2 
-8,1 -20,2 

:; an der Stelle x" den Ausdruck 

Yn+l - Yn-1 . Der Zählerdieses Bruches 
2. Llx 

ist in die dritte Spalte unserer Ta
belle aufgenommen, und die vierte 
Spalte enthält die Werte von y', die 
aus denen der dritten Spalte durch 

Division mit 0\ hervorgehen, da Llx 
hier 0,2 ist. ' 

Om die Genauigkeit der so erhaltenen Werte von y' zu über
sehen, denke man sich Yn+ 1 und Yn- 1 durch den Taylorschen Satz 
nach Potenzen von Lix mit Yn als Ausgangsstelle entwickelt und 

damit Yn+~ ~~- 1 gebildet. Man findet so, daß die Abweichung 

zwischen dem hier angegebenen Näherungswert und dem wahren 

Werte y71' des Differentialquotienten gleich Yn"'· L16x! + · · · ist.1) 

Die Integralformeln Ia und IIa ergeben folgende Rechenmetho
den und -Schemata. Wir beschränken uns dabei auf die Differenzen 
zweiter Ordnung und geben als erste Näherungen auch Formeln, 
die nur auf die ersten Differenzen zurückgehen, trotzdem aber in 
Fällen geringer Genauigkeit gut anwendbar sind. 

Entsprechend der Formel Ia für einen Streifen von der Breite o 
zwischen den Stellen xk und xk+l erhalten wir: 

Xk+1 

j'y dx = o · { H · (yk + Yk+1)- f4 · (Yk-t + Yk+2)} 2) I'a 
~ X 

und bilden wie vorher die Integralfunktion ?J = Jy dx durch fort-
x, 

laufende Summierung der einzelnen Streifen. Wie ersichtlich, muß 
über Anfang und Ende des Int,.,rvalls hinaus, in dem man inte
grieren will, die zu integrierende Funktion y um Streifenbreite 
weiter gegeben sein. 

Das Nähere sei an einem Zahlenbeispiel erläutert. 

1) Vgl. Anmerkung aufS. 120. 
2) Es ist ~ = 0,54166 · · · · und f4 = 0,04166 .. · · 
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In nebenstehendem Schema enthält die erste Spalte die Werte 

!Xk und die zweite die gegebenen Funktionswerte 'llk· 

2 3 6 7 8 

k xk 'Yk IYd~Yk+l Yk-l+Yk+2 ~. (3) ~ · (4)11J = fodx ·Erste 

5,7 II jNILhernng 

0 8,6 3,420 I 
1 3,7 6,000 0,000 o,ooo 

11,428 11,08 0,619 0,046 575 571 

s 8,8 6,428 0,673 0,671 
14,088 13,66 0,768 0,067 706 704 

5 3,9 7,660 1,279 1,276 
16,320 15,83 0,884 0,066 818 816 

4 4,0 8,660 2,097 2,091 
18,057 17,51 0,978 I 0,073 905 903 

5 4,1 9,397 3,002 2,994 
19,245 18,66 1,043 0,078 965 962 

6 4,2 . 9,848 3,967 3,966 
19,848 19,24 1,075 0,080 995 992 

7 4,3 10,000 4,962 4,948 

8 4-,4 9,848 

I I ! I 
"' 

Es soll die Integralfunktion "' = Jy dx gebildet werden. 
5,7 

Der erste Streifen (ihre Breite ist d = 0,~) reicht von x1 bis x2. 

Wir setzen in die dritte Spalte die Summen y" + Yk+u von 
k = 1 beginnend, und zwar auf die Zeilen zwischen k und (lc + 1 ). 
In die vierte Spalte nehmen wir die Summen '!lk- 1 + '11k+ 2 auf, 
also für den ersten Streifen mit k = 1 die Summe '1/o + y8 = 
3,420 + 7,660 = 11,08. Es genügt, in dieser Spalte eine Dezi
malstelle weniger zu schreiben, da diese Zahlen ja noch durch 24 
dividiert werden. Spalte 5 entsteht aus Spalte 3 durch Multipli-

kation mit 1 ~~ 8 und ebenso Spalte 6 aus der vierten durch Multi-

plikation mit ~ · 
Die Differenzen zwischen den Zahlen der fünften und sechsten 

Spalte (die Zahlen der sechsten sind abzuziehen) gibt die Integral
werte f'ür die einzelnen Streifen k, lc + 1. Diese sind - klein ge
druckt - in die siebente Spalte aufgenommen und werden hier 
fortlaufend addiert, wodurch die groß gedruckten Zahlen der 
siebenten Spalte entstehen, die somit die gesuchten Werte der 
Integralfunktion 71 darstellen. 
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Begnügte man sich mit den ersten Differenzen, so erhielt man 
aus der Integralformel Ia eine erste Näherung 

"'k+l 

Jydx = ! · (yk + YH1) I"a 

"'k 

und ein Rechenschema, das aus dem vorigen durch Fortfall der 
Spalten 4, 5 und 6 hervorgeht.1) Aus der Spalte 3 erhält man durch 

Multiplikation mit { sogleich die Integrale über die einzelnen 

Streifen und damit die Zuwächse der Integralfunktion. Um Platz 
zu sparen, haben wir die sich so ergebenden Zahlen als achte 
Spalte· dem schon vorhandenen Schema angeschlossen. Man erkennt 
die Abweichung in der zweiten Dezimalstelle. 

·Entsprechend der Integralformel IIa erhalten wir 

]:~x = : · { Yk-1 + 4yk + Yk+t } II'a. 
Xk-1 

zur Berechnung der Teilintegrale, die jetzt aber einen Doppelstreifen, 
von xk_1 bis xk+l reichend, umfassen.2) Die Werte der gesuchten Inte
gralfunktionerscheinen hier für um 2 o auseinanderliegende x-Werte. 
Dafür ist die Rechenarbeit auch wesentlich geringer. 

I 0 I 1 I 2 I 3 I 4 II 0 

kl XI: 

I '!lk 'Y1:-1 + 4yl: + 'Yk+1 j- 'I) -iY dx \\ Erste 
Nt.hernng 

1 I 3,7 

I 
5,000 I 0,000 

II 
o,ooo 

I 1,279 1,286 
2 3,8 6,428 38,372 

25,712 
s 3,9 7,660 1,279 1,286 

1,723 1,732 
4 4,0 8,660 &1,697 

34,640 
6 4,1 !1,397 3,002 3,018 

1,960 1,970 
6 4,2 9,848 &8,789 

39,S92 
7 4,3 10,000 4,962 4,988 

Das Rechenschema enthält nur vier Spalten und dürfte ohne 
Erklärung verständlich sein. 

1) Die sog. TrapezformeL 2) Die sog. Simpsonsche RegeL 
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Als erste Näherung wird man hier die Formel 
"'k+l 

85 

Jy dx = 2 • o · Yk TI" a 
"'k-1 

bezeichnen, deren Ergebnis in die fünfte Spalte aufgenommen ist. 
Auch liegt hier die Abweichung in der zweiten Dezimalstelle. 
Um den Fehler der Teilintegrale unserer Formeln I'a und II'a 

abzuschätzen, sehen wir zu, was durch die fortgelassenen Diffe
renzen vierter Ordnung hinzugekommen wäre. 

Bei Formel Ia war dies L11-t + L1f_ 2 11 
--2-- .720. 

Es ist nun allgemein 

LlZ = Y"+k- (~)yn+k-1 + (;) Yn+k-2- • · · + (-1)11Yk, 
so daß wir bei I' a für den Fehler f im Streifen xk xk+ 1 erhalten 

f= t!!o · o · {yk+8- 3yk+~+ 2yk+1 + 2y"-3yk-1 + Yk-?. )· 

Rechnen wir dies in unserem Beispiel für 7c = 2 und k = 5 
aus, so erhalten wir 10-5 und 1,4 · 10-5• Der Wert der Integral
funktion für x = 4,3 enthält sechs Streifen, sein Fehler hat also 
die Größenordnung 10-4, beein:ß.ußt demnach erst die vierte Dezi
malstelle um eine Einheit. 

Bei Formel II' a ist der Fehler des Doppelstreifens xk_1 xk+ 1 

Ltt-2 {i { } f = 2 ° "1.80 = 90 • Yk+2- 4yk+t + 6yh- 4yk-t + Y1c-2 • 

Im Zahlenbeispiel würde auch hier allenfalls die vierte Dezimal
stelle um eine Einheit beein:ß.ußt werden.1) 

4. Interpolation und Differentiation bei nicht äqui
distanten Funktionswerten. Alle bisher geschilderten Inter
pola tionsmethoden setzten voraus, daß die Funktionswerte für 
äquidistante Werte der unabhängigen Variabelen gegeben seien. 
Beim allgemeinen Falle nicht äquidistanter Funktionswerte be-

1) Die Fehler von l"a und II"a erhält man durch Vergleich mit I'a. 
und II'a, nämlich bei I"a: 

:4·(Y"+Yk+t-yk-t-yk-2) und beiii"a:; ·(Yk+t-2y"+Y~c-t)· 
Will man die Fehler durch die Differentialquotienten von y ausdrücken, 

so erhält man, da Lln = on. ~:~, bei 

l'a.: ~ . 0~. YIV 
720 

I " a: 
und bei 

ll'n.: 

ll"a: 



1. 

2. 

3. 
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schränken wir uns auf Interpolation durch eine ganze Funktion 
zweiten Grades und die zugehörige Differentiationsmethode und 
behandeln sogleich ein Zahlenbeispiet Zu den Werten x1 = 2,2; 
a;!l = 3,4 und :r-8 = 6,5 seien die Funktionswerte y1 = 9,7; y 2 = 23,1 
und y3 = 84,6 gegeben. Die l!'unktionswerte und die Werte des 
Differentialquotienten seien für x = 3,0; 4,0; 5,0 gesucht. 

Die lineare Interpolation zwischen y1 und y3 ergibt 

'!J = y + Ys - Yt • (x _ X ). 
I 1 Xs-X1 1 

Bei der quadratischen Interpolation tritt nun hierzu ein Produkt 
c · (x- x1) • (x- x3), wobei die Konstante c so zu wählen ist, 
daß die ganze Formel 

y = y1 + Ys -y1 • (x- x1) + c · (x- x1) • (x- x3) 
Xs -xt 

für x = a:11 gerade den gegebenen Funktionswert y1 ergibt. 
c ist also aus der Gleichung 

Y2 = Yt + Ys - Yt · ( x s - xl) + c · ( xll - xl) · (x2 - Xs) 
Xs-Xl 

zu berechnen. 
Weiterhin erhält man bei der Differentiation 

y' = Ys - Yt + c . (X - XI + X - Xs)· 
Xs-Xl 

Man rechnet zweckmäßig nach folgendem Schema, das wir für 
unser Beispiel ausfüllen. 

1 I~' 3 I 4 I 6 I 6 I 7 I±J 9 ~~~ --;-. y /x-x1 X-X8 a.--4- 3+4 Jh-Y1 --;;;-~ C· 6 7 
2,2 u,? 'I 0,0 -4,3 0,01-4,3 0,0 9,7 o,o 1-8,7 8,7 
3,0 17,9 0,8 -~,5 -2,8 -2,7 13,9 23,6 -5,7 -5,5 11,9 
3,4: 23,11 1,2 -3,1 -3,7 -1,9 20,9 30,6 -7,6 -3,8 13,6 
4,0 31,9 1,8 --2,6 -4,5 -0,7 31,3 41,() -9,1,-1,4 16,0 
5,0 49,8 2,8 -1,5 -4,2 +1,3 48,6 58,3 -8,5 +2,6 20,0 
6,5 84,611 4,3 1 o,o o,o +4,3 74,9 84,6 o,o +8,7 26,1 

}/3--::._Yt = 74,9 = 17 4 I -7,5 I 
x3 - x1 4,3 ' I c = - 3,7 = 2,021 

Die ersten beiden Spalten enthalten die Wertex und y. Die ge
gebenen 'Verte werden zuerst eingetragen. (Sie sind im Schema 
fett gedruckt.) Die interpolierten y-Werte werden später in die 
zweite Spalte eingetragen. 

Die folgenden beiden Spalten enthalten die Differenzen (x- x1) 

und (x - x3). Deren Produkt wird in die fünfte, ihre Summe in 
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die sechste Spalte aufgenommen. Wir bilden '!/s - Yt = 17,4 und 
_ ll:s -a:l 

setzen in die siebente Spalte~· (x- x1) = y1- yl' Wird 
Xa-Xl 

zu diesen Zahlen y1 addiert, so erhält man die linear interpolierten 
Werte y1, die in die achte Spalte kommen. 

Es ist nun (x2 - x1) • (x2 - x8) = - 3, 7 und daher 

= Ys -y,(a:s) = -7,5 = 2 02 
C -3,7 -3,7 I • 

Jetzt tragen wir in die neunte Spalte c • (x- x1) • (x - x8), 

d. h. die Produkte von 2,02 und den Zahlen der fünften Spalte ein. 
Die Addition der sich so ergebenden Zahlen zu denen der achten 

Spalte liefert die quadratisch interpolierten Warte y, die wir in 
die zweite Spalte setzen. Die Interpolation ist damit erledigt. 

Die Werte des Differentialquotienten erhalten wir, indem wir 
zunächst in die zehnte Spalte die Produkte c · (x -x1 + x- x3), 

d. h. die . Produkte von c = 2,02 mit den Zahlen der sechsten 
Spalte, setzen. Zu diesen Zahlen der zehnten Spalte ist noch über-

all 'Ys- '!11 = 17,4 zu addieren, um die in der elften Spalte stehen-
Xs -a:l 

den Werte von y' zu bekommen. 
Es mag überflüssig erscheinen, all die angegebenen Zahlen in 

das Schema aufzunehmen. Wer viel gerechnet hat, weiß jedoch, 
daß eine geringe Mehrarbeit an Schreiberei reichlich aufgewogen 
wird, wenn dadurch die Übersicht erleichtert und Nachdenken ver
mieden wird. 

VI. Mechanische Quadratur. 
Man wird häufig vor die Aufgabe gestellt, den numerischen 

b 

Wert eines bestimmten Integrals jr(x)dx zu bestimmen. 
a 

In den meisten Fällen sind die Grenzen a und b endlich. Sollte 
dies nicht der Fall. sein, so ist eine besondere Untersuchung über 
die Konvergenz des Integrals erforderlich. Wir lassen diese hier 
jedoch beiseite und verweisen deswegen auf die Lehrbücher der 
Integralrechnung. 

Die Methoden, die dazu dienen, den numerischen Wert eines 
b 

bestimmten Integrals Jr(x)dx zu berechnen, werden davon ah-
a 

hä.ngig sein, wie der Integrand f(x) gegeben ist. Davon wird es 
auch abhängen, welche Genauigkeit sich bei der Lösung der Auf
gabe erreichen läßt. 
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Liegt f(x) vor als analytisch gegebener Ausdruck, sei es in 
geschlossener Form, sei es als unendliche Reihe oder durch sonst 
einen Algorithmus definiert, so erledigen sich die Fälle von selbst, 
in denen es gelingt, das unbestimmte Integral in einer Form an
zugeben, die eine Berechnung des bestimmten Integrals ohne allzu 
großen Arbeitsaufwand ermöglicht. Ist diese Integration jedoch 
nicht in handlicher Form zu erreichen, führt sie z. B. zu schlecht 
konvergierenden Reihen, so müssen die eigentlichen numerischen 
Verfahren zur Anwendung kommen. Hierbei wird der Wert des 
Integranden f(x) für einzelne zweckmäßig gewählte Werte von x 
innerhalb des Intervalls berechnet und daraus ein Näherungswert 
für das Integral abgeleitet. 

1. Die Simpsonsche Regel und die Trapezformel. Nehmen 
wir als einfa'chsten Fall an, der Integrand f(x) werde für eine 
Reihe äquidistunter Werte von x berechnet oder liege von vorn
herein derart tabuliert vor, so ist die Aufgabe die gleiche, wie wenn 
f( x) eine empirische Funktion ist, deren Werte für eine Reihe äqui
distanter Abszissen numerisch gegeben sind. Hier bieten sich die 
Integrationsformeln des § 2 im fünften Kapitel dar. Die Auf
stellung der Differenzentabelle gibt, wie dort gezeigt wurde, eine 
Einsicht in die Genauigkeit .der gegebenen Funktionswerte (sofern 
es sich um empirische Funktionen handelt), sie ermöglicht die 
Fehlerabschätzung des Resultats und führt von selbst auf die 
zweckmäßig anzuwendende Rechengenauigkeit. 

Bringt man hingegen die auf Seite 84 angegebene Formel II'a, 
bei der, unter Beschränkung auf die Differenzen zweiter Ordnung, 
die Funktionswerte y selbst auftreten, bei der Auswertung des be
stimmten Integrals zur Anwendung und führt die Summation der 
Doppelstreifen innerhalb der Grenzen des Integrals durch, so er· 
hält man die als Simpsonsche Regel bezeichnete Formel 

x,. 

s1 = f ydx = { . I Yo + 4y1 + 2 Y2 + 4yg + ... + 4 Yn-1 + Yn l· 
Xo 

Zu ihrer Anwendung muß eine ungerade An7.ahl von Funktions
werten gegeben sein. Der Klammerausdruck ist mit der Rechen
maschine bequem zu berechnen. Ist eine solche nicht zur Hand, 
so bildet man die Summen der mit gleichen Faktoren versehenen 
y-Werte einzeln und addiert nach Multiplikation mit den zu
gehörigen Faktoren. Die Fehlerabschätzung wurde auf Seite 85 
gezeigt. 

Man bildet I Yt+~- 4 yk+ 1 + 6 Y~;- 4yk-l + Y<-~} für mehrere 
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k1 um sich einen Anhalt für die Größe dieses Ausdrucks (der den 
vernachlässigten Differenzen vierter Ordnung proportional ist) 
im Integrationsintervall zu verschaffen. Ist m ein Mittelwert 
dieser Klammer, so hat man als. Größenordnung des Fehlers 

F= ~ · :o · m anzusehen, weil die A~zahl der summierten Doppel

streifen n/2 ist. 
Ist n durch vier teilbar, so kann man auch folgende Abschätzung 

des Fehlers von 81 vornehmen: 
Außer S1 berechnet man noch einen Näherungswert 81' mit der 

Streifenbreite 2 o und unter W eglassung der Ordinaten mit un
geradem Index: 

S/= 2: • Uto+4Y2+ 2y4+ ··· +4Y,.-J+Y,.}· 

Der Fehler des ersten (natürlich genaueren) Näherungswerts 
81 ist dann, absolut genommen, ungefähr: 

I f I = I s. - S/ I . 
1 15' 

Es ist nämlich bei Weglassung Glieder höherer Ordnung: 

~'l=..L·yiV.(x -x)·o4+··· /1 180 m n 0 • 

Folglich der Fehler von 8/: 

ft' = 1~0 • Y~v · (x,.- :r0) • 16 · o4• 

Unter Y!( ist dabei ein Mittelwert des vierten Differential
quotienten im Integrationsintervall zu verstehen. 

Also ist 81 - 81' = {1 - ( 1' = - 15 · (1 • 

Der Ansatz I'a von Seite 83 gibt keine handliche Formel für 
das bestimmte Integral. Dagegen liefern die im § 3, Kapitel V als 
"erste Näherungen" bezeichneten Ausdrücke folgende Summen
formeln: "Trapezformel" 

8 
S2 = 2" {Yo+ 2(y1 + Y2 + · · · + Yn-1) + Y,.} 

und Ss = 2 o · { Y1 + !/3 + · · · + Y,. -1 ) 

die bei geringerer Genauigkeit .Anwendung finden können. Man 
benutzt dann beide zugleich und sieht die übereinstimmenden 
Dezimalstellen als richtig an. 
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Der Fehler von 81 ist nämlich angenähert: 

" ( ) «J' fs= 11m· x,.- Xo ·.1ll + · · · 
und der von 811 etwa 

" ( ) «J! + fs = 11m • x,.- Xo · 6 "'• 

Also ist 

Bei analytisch gegebenem Integranden lassen sich die Formeln 
für fi und [1 unmittelbar zur Fehlerabschätzung benutzen und bei 
vorgeschriebenem Fehler die erforderliche Streifenbreite J vorher
bestimmen. 

Man gewinnt die angegebenen Ausdrücke für [1 ; [ 1 und fs 1 aus 
der Entwicklung von 11· 

' 11 ~~ "' s·t lV ~4 
11 == 11~c + 11~c · s + 11~c • 21 + 11k · 3! + Y~c . 4T + .... 

Setzt man 6 = ± 01 so en-tsteht 11~c±l 1 und man kann die Nähe
rungsausdrück~ für einen Streifen bzw. Doppelstreifen anschreiben 
und mit den richtigen Integralwerten: 

+<i 0 r ,, 6' b f a .. + , "~ .} 11dx=2·d·Y~c+Y~c ·a+· .. zw. Y· X=u·yk Yk·"""i"+"· 
-<i 0 

vergleichen und die Abweichungen angeben. 
Beispiel: Mit welchem Intervall o hat man y = sin (xll) zu 

1 

tabulieren, wenn der Fehler des Integrals Jsin (x2) • dx den Be
o 

trag von 5 ·l0-4 nicht übersteigen darf? 
(Antwort: o =0,25.) 
Der Leser überzeuge sich noch, daß bei der Integration einer 

periodischen Funktion über ihre Periode die Trapezformel (8~) 
die gleiche Genauigkeit wie die Simpsonsche Regel hat. 

Die soeben beschriebenen Integrationsmethoden finden auch 
Anwendung, wenn der Integrand f(x) graphisch, als Kurve ge
zeichnet vorliegt. Man hat dann das Integrationsintervall in gleich 
breite Streifen einzuteilen, und es handelt sich nur um die Addition 
der der Zeichnung zu entnehmenden Ordinaten. Hierbei leistet 
vortreffliche Dienste ein sog. JJießl'ädchen, auch Kurvimeter ge
nannt. Es ist eine scharfrandige Rolle mit einem Zählwerk, das 
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die Umdrehung der Rolle zählt. Man läßt die Rolle der Reihe 
nach über die zu addierenden Ordinaten laufen und kann die 
Summe am Zählwerk ablesen. Eine kleine Modifikation des :Meß
ritdchens erlaubt auch die Ausmessung krummer Oberflächen. :Man 
bringt dazu auf der Achse des Maßrädchens noch eine zweite, 
gleich große Rolle an, die den Abstand d von der ersten haben 
mBge. Außerdem ist eine Vorrichtung anzubringen, welche ein 
Färben der Rollen und somit eine Kenntlichmachung der von den 
Rollen des Instrumentes durchlaufenen Kurven ermöglicht. · Man 
kann auf diese Weise die zu messende Oberfläche mit Streifen von 
der Breite d überdecken und deren Länge l am Zählwerk ablesen. 
Die Größe l · d gibt dann den Flächeninhalt. 

Liegt f(x) als Kurve auf Millimeterpapier gezeichnet vor, so 
kann man den Flächeninhalt direkt durch Auszählen der Quadrat
millimeter ermitteln. Dies Verfahren hat den Vorzug, unabh!i.ngig 
zu sein von der bisweilen beträchtlichen Verzerrung des Papiers. 
Auch bei Kurven mit sehr starken Schwankungen, wie sie manche 
Registrierinstrumente liefern, bleibt es das einzig brauchbare. -
Es sind auch verschiedene Instrumente, sog. Planimeter, ersonnen, 
die eine mechanische Ermittlung des Flächeninhaltes ermöglichen. 
Von ihrer Beschreibung sehen wir hier ab, man findet sie z. B. 
bei Galle, Die mathematischen Instrumente (Leipzig 1912). 

Beim Auszählen oder Planimetrieren des Flächenstücks, das 
b 

das Integral J f(x)dx geometrisch darstellt, erhält man zunächst 
a 

eine Zahl, die jenen Flächeninhalt in qmm angibt. Sind die 
Längeneinheiten des Koordinatensystems lx und l11 mm lang, d. h. 
sind die Zahlen x und y durch die Längen x · l" mm und y · l11 mm 
dargestellt, so hat man den beim Auszählen usw. herauskommenden 
Zahlwert durch das "Einheitsrechteck" l"' • l11 qmm zu dividieren, 
um den Zahlwert des Integrals zu erhalten. 

Die oben geschilderten Methoden der Simpsonschen Regel und 
des Tangententrapezes, die eine Summation der Ordinaten erfordern, 
gelangen bei graphisch gegebenen Integranden auch in folgendem 
Falle vorteilhaft zur Anwendung: 

Wenn der Integrand aus einem Produkt von zwei FunkUonen 
von x besteht, so kann es vorkommen, daß der eine seiner J!'ak
toren durch eine bekannte Funktion integrüirbar ist. 

b 

Sei z. B. Jr(x) ·g(x)dx vorgelegt und ferner,{g(x)dx= G(x), 
<J 



92 VI. Mechanische Quadratur 

wo G(x) eine bekannte Funktion von x ist. Der Teil f(x) des 
Integranden sei als Kurve zur Abszisse x graphisch gegeben.1) 

Man führt dann eine neue Variable t ein durch die Gleichung 
dt = g(x)dx, so daß t = G(x) wird. Dadurch wird auch x eine 
Funktion von t, etwa x = IP[t]. Substituiert man diese neue 
Variable in die Funktion f(x), so geht das Integral über in ein 
anderes mit der Variablen t: 

b' b' 

.{f(cp[t])dt = jF(t)dt, 
a' a.' 

wo die Grenzen a' und b' auch durch t auszudrücken sind. 
Dieser analytische Substitutionsprozeß läßt sich nun graphisch 

einfach durchführen, wenn man die Einführung der neuen Varia
blen t durch eine sog. Skala (s. S. 14) be· 
werkstelligt. Man berechnet für eine Reihe 
äquidistanter Werte von t die zugehörigen 
Werte von x. Hat man f(x) zur ,Abszisse r& 

+....._T-.....,z.L.....J'-r-'-rtnt- gezeichnet vor sich, so markiert man diese 
Werte von x bzw. t durch (etwa nach unten 

Fig. 21. weisende) Striche auf der x· Achse. Für äqui-
distante Werte von t erhält man somit eine Reihe von nicht äqui· 
distanten Markierungsstrichen (Fig. 21 ). Die X-Achse trägt jetzt 
eine doppelte Teilung: oben eine für äquidistante Werte von r&1 

unten eine für äquidistante Zahlwerte von t. Damit ist der Zu· 
sammenhang der beiden Variablen x und t festgelegt. Dieselbe 
Kurve, die f( x) zur Abszisse x darstellt, gibt jetzt auch die W erte1 

die diese Funktion annimmt, sofern man talsunabhängige Variable 
b' b' 

einführt. Um das Integral jr(x)dt = J F(t)dt zu berechnen, 
a.' a' 

hat man nur die Ordinaten zu addieren, die zu den auf der Unter· 
seite der x-Achse markierten Werten von t gehören. 

Für wiederholt vorkommende Substitutionen dieser Art kann 
man die Skalen auf Papierstreifen vorrätig halten und diese 

1) Solch ein Fall kommt beispielsweise vor bei der Approximation 
einer empirischen Funktion f(x) durch ganze rationale Funktionen 
(s. S. 114). Es handelt sich dann um die Auswertung von Integralen 

b 

der Form f f(x) . x"dx. 
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Streifen an die x-Achse heranschieben, um dann mit der Inte
gration durch das Meßrädchen. zu beginnen.1) 

Gerade bei diesen Substitutionen sind die Planimeter unvorteil
haft zu verwenden, da sie für jede Substitution eine Umzeichnung 
der Kurve verlangen.2) 

2. Die Integrationsmethode von Gauß. Es sei die Aus-

wertung eines bestimmten· Integrals J f( x) d x gefordert. f(x) sei 
analytisch gegeben und nicht durch eine bekannte Funktion inte
grierbar. Außerdem soll die Funktion f(x) einen derart kompli
zierten Bau besitzen, daß auch die Berechnung einzelner Funk
tionswerte einen erheblichen Arbeitsaufwand bedeutet. Oder f(x) 
soll erst durch mühsame Messungen, deren Auswahl noch freisteht, 
gewonnen werden. Dann entsteht die Aufgabe, wie man eine" 
guten Näherungswert für da8 Integral bekommt mit möglichst wenig 
Funktionswerten des Integmnden. 

Man kann die Fragestellung auch so formulieren: Der Inte
grand y = f(x) soll für n Werte von x berechnet werden. Als 
Näherungswert für das Integral soll dann ein Ausdruck von fol
gender Form dienen: 

N = Bl . 'Yt + R~. Ys + ... + R,.. y,., 

worin YJ. = f(x-;,) die berechneten Werte und die RJ. noch passend 
zu bestimmende Zahlkoeffizienten sein sollen. 

Die Frage ist nun die: An welchen Stellen xJ. des Integrations
intervalles sind die Werte '!h zu berechnen, und welches sind die 

1) Zur .Approximation durch ganze rationale Funktionen nach 

Kap. VIII wird man Streifen benutzen, welche die Funktion t = :~: 
für n = 1, 2, . . . darstellen und die Integration in zwei Schritten 
durchführen, indem man zweimal von Null bis + 1 oder bis - 1 

integriert. Die Skalen sind dann für die Intervallet = 0 bist= n~l 
bzw. u = 0 bis u = 1 herzustellen. 

2) Auch die Berechnung der Koeffizienten a1 einer Fouriersehen 
Reihe ließe sich nach dieser Methode durchführen. Es ist nämlich: 

Man hätte also eine neue Variableteinzuführen durch die Gleichungen: 

sin l.x 
at=COBÄX• dx=d-l.-• 
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Werte der Größen R2, damit bei einer von vornherein fest an
genomm~:>nen Anzahl n der berechneten Werte '!h eine möglichst 
gute Approximation durch den Näherungswert N erzielt wird. 

Bei der Simpsonschen Regel verteilt man die Werte .x2 gleich
mäßig über das Intervall und nimmt R1 = 1, R9 = 4, R 3 = 2, 
R, = 4 • . . an. Es ist aber durchaus wahrscheinlich, daß sich 
durch eine andere Anordnung der R2 und x2 mit n Funktions· 
werten eine bessere Approximation erzielen läßt. 

Die Erledigung dieser Aufgabe ist auch für die messende Physik 
durchaus von Bedeutung. Wenn der Integrand eine Funktion ist, 
deren Werte durch Messungen zu gewinnen sind, so wird, vielleicht 
in den meisten Fällen, die Frage sehr wesentlich sein, wie mit 
möglichst wenig Messungen ein Maximum der Genauigkeit zu er-· 
zielen ist. 

Die Lösung hat Gauß gegeben. In das Integral 
b 

jr(x)dx 
a 

führen wir durch die Substitution 

a+b b-a 
X = -2- + -2- • U 

eine neue Variable u ein, dadurch werden die Grenzen des Inte
grals - 1 und + 1. Bezeichnen wir jetzt den Integranden als 
Funktion von u mit y, so heißt das Integral jetzt 

+1 

jydu. 
-1 

Zur Vereinfachung der Schreibarbeit empfiehlt es sich, statt 
dieses Integrals die Hälfte davon, also den Mittelwert des lnte· 
grauden y im Intervall - 1 bis + 1 zu berechnen. 

Den wahren Wert dieses halben Integrals bezeichnen wir mit W. 
Wir setzen also + 1 

W= t·Jydu. 
-1 

Wir nehmen nun an, daß sich die Funktion y von u durch eine 
im abgeschlossenen Intervall - 1 bis + 1 konvergente Potenz· 
reibe darstellen lasse. Sollte dies nicht der Fall sein, so muß man 
das ursprüngliche Integrationsintervall a bis b in kleinere Teile 
zerlegen und diese einzeln berechnen. 
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Die Potenzreihe laute: 

'!I = ao + al u + a2 ull + as ,_.s + . ~ .. 

95 

. Durch gliedweise Integration dieser Reihe erhalten wir den wahren 
Wert W. Es wird 

Dieser Wert soll nun approximiert werden durch einen Nll.herungs
wert von folgender Form: 

N = R 1 • !h + R2 • y2 + R8 • Ys + · · · + R,. · y,.. 

Die Werte y11 y2 , y8 , ••• Yn lassen sich vermöge der Potenzreihe, 
die 11 als Funktion von u darstellt, durch die entsprechenden 
Werte u 1 , u2 , u3 , ... u,. der Variablen u ausdrücken, so daß wir 
für N erhalten: · 

N- R1 • (a0 + a1u1 + a2u12 + ... ) 
+ R2 • (a0 + a1u2 + a2 us' + ···) 
+Ra· (ao + Clt Us + asUs2 + · · ·) + · · ·. 

Die Werte von· u1 , u2 , •.• und R 1 , R 2 , .•• haben wir nun zur 
Verfügung, um diesen Näherungswert N in möglichst gute Über
einstimmung mit dem wahren Werte W des Integrals zu bringen. 
Ordnen wir den Näherungsausdruck nach der Reihenfolge der Koeffi
zienten a0 , au a2 , ••• , so finden wir folgende Form: 

N = a0 • (R1 + R1 + R8 + · · ·) 
+ a1 • (R1u1 + R1u9 + R8 u8 + · · ·) 
+ a2 • (R1u12 + R2u22 + R8 u8 2 + · · ·) 
+ a8 • (R1u18 + R2u28 + R8u~8 + · · ·) + · · ·. 

Vergleichen wir diesen Ausdruck für N mit dem obigen Ausdruck 
für W, so sehen wir, daß die einzelnen Terme der beiden Aus
drücke der Reihe nach vollständig in Übereinstimmung geb1 acht 
werden können, wenn wir die Werte der Größen R2 und Ul fol
genden Bedingungen unterwerfen: 

(1) R1 +R2 +Ra +R" + .. ·=1, 
(2) 
(3) 
(4) 

Rl u12 + Rsus2 + Rauall + R"u/' + ... = -h 
R1 u18+ R2u2~+ B8 u88 + R"u,8 + · · · = 0. 
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Dies sind aber Gleichungen für die Größen R). und u)., die von 
den Koeffizienten a", also von der jeweilig zu integrierenden Funk
tion, unabhängig sind. 

Es besteht natürlich ein Zusammenhang zwischen der Anzahl 
der Terme R). · y)., aus denen man den Näherungswert 

N = RtYl + R2Y2 + · · · + RnYn 

aufbauen will, und der Genauigkeit der so erreichten Annäherung. 
Diese läßt sich zunächst danach beurteilen, in wieviel Termen der 
(nach Koeffizienten a" geordnete) Näherungsausdruck mit dem 
Ausdruck W übereinstimmt. Sie ist also für ein bestimmtes n 
durchaus abhängig von der Güte der Konvergenz der Potenzent
wicklung der Funktion. 

Nehmen wir z. B. drei Terme in den Näherungsausdruck auf, 

N = Rl · Y1 + R2 · Y2 + Ra · Yr.' 

so haben wir es mit sechs Unbekannten R1 , Ri, R8 , u17 u2 , u8 zu 
tun. Zu deren Bestimmung finden wir die sechs Gleichungen: 

(1) Rl +R2 +Ra = 1, 

(2) Rlul + R2u2 +Raus =0, 

(3) Rl ul2 + R2u2J + Rsuas = t, 
(4) Rluls + R2u2s + Rauss = O, 

(5) Rlu14 + R2u24 + Rsus4 = i-, 
(6) R1u/ + R'lu25 + R3 u3 5 ~ 0. 

Diese Gleichungen werden befriedigt durch die Werte: 

Rl = fs' ul = - fl ' 
R2 = -!-, u2 = 0, 

Rs = fs, u, = +Yf-
Bildet man also N mit diesen Werten, so stimmen N und W 
überein in den Termen, die zu den Koeffizienten a0 bis a5 gehören. 
Man kann auch so sagen: Ist der Integrand y irgendeine ganze 
rationale Funktion fünften (oder niedrigeren) Grades, so gibt der 
dreigliedrige Näherungsausdruck N den wahren Wert W des Inte
grals exakt wieder. In der Tat bricht in diesem Falle die Potenz
reihe mit dem Gliede a5 u5 ab, und die Ausdrücke N und W stim
men völlig überein. 
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Allgemein gilt der Satz: Der n-gliedrige Näher·ungsausdruck 
n 

~ R;, · Y;, gibt den genauen Integralwert, wenn y eine ganze Funk-
1 

tion von nicht höherem als (2 n - 1 yem Grade ist. 
Bricht in unserem Falle des dreigliederigen Näherungsausdrucks 

die Potenzreihe für y nicht mit dem Gliede a5u 5 ab, so können 
wir eine in den meisten Fällen genügende Abschätzung der durch 
N erzielten Genauigkeit dadurch erhalten, daß wir noch die nächst
folgende Gleichung (7) hinzunehmen: 

(7) Rtttts + Rllu26 + Rsuss = t· 
Sie wird durch die aus den ersten sechs Gleichungen folgenden 
Werte von RJ. und u< nicht befriedigt, sondern es ergibt sich beim 
Einsetzen· auf der rechten Seite nicht -}, sondern davon abwei
chend: -} + 1~5 • Unser Näherungsausdruck liefert also nicht den 

Wert ~ des betreffenden Terms in l'V, sondern a6 • Ct + 1~5). 
Während sonach die ersten Terme von N und lV übereinstimmen, 
weichen die siebenten Terme um 1i5 • a6 voneinander ab. Auch die 
folgenden Terme weichen voneinander ab, aber da die Koeffizienten 
ap, unserer Potenzreihe der Konvergenz wegen mit wachsendem I" 
abnehmen, wird die Abweichung der ersten verschiedenen Terme für 
den Fehler N- Wausschlaggebend sein und seine Größenordnung 
bestimmen. 

Die gleichen Überlegungen hat man allgemein bei einem Nähe
rungsausdruck von n Gliedern zu machen. 

Man erhält 2n Gleichungen für R;, und U;, (J.. = 1, 2, ... , n). 
Wenn diese- Werte R~ und u;,, in die (2n + l)t• Gleichung ein
gesetzt, eine Abweichung A ergeben, so läßt sich aus a2n A der 
Fehler leicht abschätzen. 

In der folgenden Tabelle sind die Werte von R;., 11< und A für 
n = 1, 2, 3 und 4 zusammengestellt: 

n=1 I n=_:_j n=3 I n=4 
•-

RL = 1 I Rt=t R1=fs IR,- R, -0,1139274:: 
U 1 = 0 R:=t R:=f R~ =R5 =0,3260725•, 

A=} Ut=+Yt Rs = fs ~t1 =- 0,430 568156 

U!=-yt ~tl = -Vf I U: =- 0,169990522 

A=-~ u9 =0 u5 = + 0,169990522 
15 

Us= +yt u4 = + 0,430 568156 

I A= ti5 I A'= 0,005805 

Tlmerding, Handbnoh I. 2. A.nfl. 7 
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Für höhere Graden findet man die Werte bei Gauß, Ges. Werke, 
Bd. III, S. 193. 

Bei der praktischen Rechnung bat man also nur, unter Be
nutzung dieser Tabelle, für die n Werte u~ den Integranden y~ zu 

" 
berechnen und die Summe ~ Yl · R~ zu bilden. Ist y als analy-

1 

tische Funktion gegeben, so wird die Berechnung des Integrals nach 
dieser Gaußsehen Methode immer vorzuziehen sein, wenn y durch 
eine Potenzreihe darstellbar ist, deren Restglied schon bei einem 
Abbrechen der Reihe nach wenigen Gliedern vernachlässigt werden 
kann. Kann man die Potenzentwicklung von y leicht angeben, so 
kann man, unter Benutzung der Werte .A der Tabelle, f!Or der Rech
nung die Genauigkeit abschätzen und damit die Anzahl n der Glie
der des Näherungsausdruckes, die man zu wählen hat, bestimmen. 

Ist der Integrand eine erst aus physikalischen Messungen zu 
gewinnende Funktion, so kann man in vielen Fällen die Anzahl n 
der Glieder des Näherungsausdruckes dadurch festlegen, daß man 
überlegt, wie hoch der Grad einer ganzen rationalen Funktion 
sein müßte, wenn diese die zu beobachtende Funktion mit ihren 
Schwankungen annähernd wiedergeben soll. 

Da nun ein n-gliedriger Näherungsausdruck den exakten Wert 
für das Integral über eine ganze Funktion (2n -l)ten Grades dar-
stellt, kann man so zu einer Bestimmung von n gelängen. . 

Als Beispiel für die verschiedenEm Methoden des 6. Kapitels 
:rt/2 

wollen wir das Integral.{ cos xdx = 1 auf mehrfache Weise be-

}.J ~ I 
0 0,00000 
1 0,16708 
2 0,31416 
3 0,47124 
4 0,62832 
5 0,78540 
6 0,94248 
7 1,09"56 
8 1,25664 
9 1,41372 

10 1,67080 

'!! 

1,00000 
0,98769 
0,95106 
0,89101 
0,80902 
0,70711 
0,58779 
0,45399 
0,30902 
0,15643 
0,00000 

0 handeln. 
1. Wir nehmen an, eine empirische 

Funktion sei wie folgt tabuliert ge
geben.1) 

Von der so gegebenen Funktion soll 
1,57080 

das Integral J ydx berechnet werden. 
0 

Wie genau die vorgelegten y-Werte sind, 
sei uns auch nicht bekannt. 

Wir bilden daher den Ausdruck 

m. = { Yk+2-4Yk+l+6yk- 4y.i:-1 +Y.~:-sJ' 

1) EssinddieWertevoncos~für~&=k·9· 1~0 (k=O; 1; 2; ... 10). 

Doch nehmen wir jetzt an, diese Herkunft der Tabellenwerte wäre 
uns nicht bekannt. 
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der ja den Differenzen vierter Ordnung proportional ist, für 7c = 2; 
3; ... 8 und sehen zu, ob die gefundenen Zahlen einen regel
mäßigen Gang zeigen. Für 7c = 2 ist m = 5,8 · 10- 4 und für 
k = 8 ist m = 2,3 · 10-4. Die übrigen Werte möge der Leser 
selbst rechnen. Er wird einen regelmäßigen Gang finden. Alle 
Ziffern der gegebenen y-Werte verdienen daher V erü·auen. 

Wir rechnen das Integral nach der Sirupsousehen Regel und 

finden 81 = 1,000008. 

Da wir nicht wissen, daß Eins der genaue Wert ist, müssen wir 
den Fehler unseres Resultats abschätzen. 

Er ist annähernd F = ; · 9~ • m nach Seite 89. 

Nun ist hier n = 10; o = 0,157, und für m nehmen wir der 
Sicherheit halber den größten Wert 5,8 · 10-4• 

Somit finden wir F = 5 · 1 o- 6 und müssen daher in unserem 
Ergebnis 81 allenfalls mit einem Abrundungsfehler von einer Ein~ 
heit der fünften Dezimale rechnen. 

2. Wir rechnen bei der gleichen Aufgabe nach den Formeln der 
"ersten Näherung" und finden 

82 = 0,9979 und 83 = 1,0041. 

Danach wäre 1,00 als richtig anzusetzen. 
Natürlich entspricht dieser primitive Rechenapparat hier keines

wegs der Genauigkeit der gegebenen y-Wertel 
7t/2 

3. Die Aufgabe laute: Es soll das Integral Jcos xdx nach der 
0 

SimpsonschenRegel auffünfDezimalstellen genau berechnet werden. 
Zunächst fragen wir nach der Anzahl der bei dieser Genauig

keit nötigen Funktionswerte, deren Ausrechnung jetzt als noch be
vorstehend anzusehen ist. 

Für den Fehler F haben wir nach Seite 85 bei (n + 1) Funk
tionswerten und dem Intervall o den Näherungswert 

F=.!!...!_.rrv. 04 
2 90 . 

Denn die Differenzen vierter Ordnung sind nach Seite 77 ungefll.hr 
fiV. 04. 

Nun ist für n stets n. o = ; oder o = 2: 1 • Für f 1v setzen 

w~r den größtmöglichen Wert 1. Da die fünfte Dezimale richtig 
Sem soll, setzen wir an F < 5 · 10- 6• Drücken wir in F die 

7• 
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Streifenbreite o durch n aus, so haben wir die gesuchte Bedingung 
für n, nämlich: 

nll 4 nö·lOs 
180. 2a. n' < 5 . 10-6, oder n > 180. 2•. 5. 

Mit logarithmischer Rechnung finden wir hieraus n > 10,09. Man 
würde demnach mit n = 1 0 rechnen, wie unter 1. geschehen. 

4. Die gleiche Aufgabe sei mit der Gaußsehen Methode zu lösen. 
Die Einführung der dort (S. 94) gebrauchten Integrationsvariablen 
u geschieht durch 

n n dly dly (n)l 
x = 4 . (1 + u), dx = 4 · du, und es ist du' = dxl • 4 · 

Auch hier handelt es sich zunächst um die Wahl von n. Wir 
versuchen, ob n = 2 ausreichende Genauigkeit sichert. Der Fehler 
ist (s. S. 97) damit näherungsweise 

4 d4 y 1 4 d4 y ( n )' 1 
45 . d"4 • 4! = 45 . d:.v' . 4 . 4! . 

Wieder setzen wir den Differentialquotienten gleich Eins und 
finden damit für den Faktor 1,6 · l0- 8• 

Zwei Funktionswerte genügen also leider nicht. Versuchen wir 
es mit n = 3. Der Fehler wird dann 

4 d8 y (n)6 1 -6 
175 · dx6 • 4 · 6! = 7•4 · 10 · 

Wir müssen also bei n = 3 mit einem Abrundungsfehler in der 
fünften Dezimale rechnen. 

Wir führen die Rechnung mit n = 3 durch. 
Mit u1 =-Y3/5; u2 = 0 und u8 = + Y3/5 erhalten wir fol· 

gende Werte x, die wir in Graden angeben. 

x1 ° = : · (1 - j/3/5) · 1!0 = 10,143° cos x1 = 0,98437 = '!1! 

n 180 
:.~;.0=-·-

• 4 77: 
cosx2 = 0,70711 =Ys 

COSX8 = 0,17610 =Ys· 

Die Koeffizienten R, sind: R 1 = R3 = fs und R2 = f8 . Es ist nun 
schließlich 

n/2 + 1 

J cos xd:~.: = ~ ·J cos {-f· (1 +u) Jau = 
0 -1 
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5. Der Leser zeichne auf Millimeterpapier die Kurve y = cos x 

und bestimme den Integralwert durch Auszählen, Planimetrieren 
und Ordinatensum.mation. 

VII. Grapltisclte Integration und Differentiation. 

A. Integration. 
Liegt eine Funktion f(x) graphisch gegeben vor, so wendet man 

zur Lösung der Aufgabe, die Integralfunktion F(x) = J f(x)dx 
zu bestimmen, mit Vorteil graphische Hilfsmittel an. 

Für die mechanische Lösung dieser Aufgabe sind besondere 
Apparate, sog. Integraphen, konstruiert worden. Von einer Be
schreibung dieser Apparate wird hier abgesehen, weil ihr Prinzip 
sehr einfach und in vielen Lehrbüchern auseinandergesetzt ist, 
z. B. bei Galle, Die rnathematisclzen Instrumente. Der hohe Preis 
dieser Instrumente rechtfertigt aber den Ausbau von Methoden, 
die mit gewöhnlichen zeichnerischen Hilfsmitteln durchführbar sind. 

1. Integration einer "Stufenkurve". Zunächst stellen wir 
uns ~ine besonders einfache Aufgabe: Die zu integrierende Funk
tion y = f(x) soll im kartesischen Koordinatensystem durch einen 
treppenförmigen Linienzug, der aus geradlinigen, den Achsen 
parallelen Stücken zusammengesetzt ist, dargestellt sein, und· die 
Längeneinheiten, auf die x, f(x) und die Ordinaten 11 der Inte
gralkurve bezogen werden, sollen gleich lang gewählt werden 
(Fig. 22). 

Betrachten wir zunächst das erste horizontale Stück von f(x) 
zwischen x1 und x2• Sein Abstand von der x-Achse sei y1 • Da 

der Differentialquotient d:~a:) der Integralfunktion gleich dem 

'!/ 

--------------- __.__,.___ 
Fig. 22. 
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Integranden f(x) sein muß, ist F(x) zwischen x1 und x2 gerad
linig, und zwar ist die Neigung q;1 dieses Geradenstückes gegen 

die x-Achse so zu bemessen, daß tan q;1 = d:~x) = y1 wird. Die 

Richtung des ersten Stückes I der integrierenden Funktion ist so· 
mit bestimmt, der Anfangspunkt A der Integralkurve, d. h. der 
zur Abszisse x1 gehörende Wert F(x), ist willkürlich und muß 
irgendwie aus der Problemstellung bekannt sein. 

Die Integration des zweiten horizontalen Stückes von f(x) 
zwischen x2 und x3 gibt wieder ein geradliniges Stück (II) der 

Integralkurve, dessen Neigung q;2 der Gleichung tan q;2 = d :~x) = y1 

genügt. Das Stück II der Integralkurve ist damit vollständig be
stimmt, da es sich ja an das Stück I anschließen muß. So wird 
die Integration fortgesetzt. Die Konstruktion bleibt auch für 
negative Werte des Integranden anwendbar. In diesem Falle wird 
q; negativ, und das entsprechende geradlinige Stück ist abwärts 
gerichtet. 

Zur Bestimmung der Neigungswinkel IP;. der Integralkurven· 
stücke ist folgendes Verfahren üblich: Man nimmt links vom 
Koordinatenanfangspunkt auf der Abszissenachse einen "Pol" Pan. 
Den Abstand PO = pmm wollen wir zunächst gleich der Einheits· 
länge machen, mit der x und f(x) aufgetragen sind. Verlängert 
man die horizontalen Linienstücke von f(x) bis zur y -Achse, so 
wird diese in Punkten getroffen, die wir der Reihe nach mit den 

Ziffern 1, 2 ... bezeichnen, es ist also 01 = y1 , 0 2 = y2 , ••• V er· 
bindet man nun den Pol P mit diesen Punkten 1, 2, .. ~ auf der 

---
y-Achse, so bilden die Strahlen P l, P 2, P J.., ••• gerade die Winkel 
fP;. mit der x-Achse, und die Linienstücke der Integralkurve sind 
diesen Strahlen parallel zu ziehen. 

Es ist nun in den meisten Fällen vorteilhaft, den Polabstand 

0 P anders zu wählen als gerade gleich der Längeneinheit der 
x·Achse. Desgleichen wollen wir uns vorbehalten, die Maßstäbe 
auf der x- und y-Achse verschieden anzunehmen. 

Dann ergibt sich, wie wir sogleich sehen werden, ein ganz be· 
stimmtet· ~lliaßstab, in dem die Ordinaten 'I} = F(x) der Integral
kw·ve zu messen sind . 

. Es sei die Einheitslänge der .x-Achse e" mm lang und e" mm 
d1e der y-Achse, dann bedeutet unsere Kurve y = f(x), präzise 
ausgesprochen, daß die Zal!len x und y durch Längen x · e., mm 
und y · ev mm dargestellt werden. 

Macben wir nun den Polabstand PO etwa p mm lang, be-
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halten aber sonst die Konstruktion bei, so werden die Winkel 
zwischen den Polstrahlen und der x-Achse durch die Gleichung 
bestimmt: ey 

tan fPl = 'Yl. -· p 

Ist andererseits die L!tngeneinheit, mit der die Ordinaten 'YJ = F(x) 
der Integralkurve zu messen sind, e'l mm lang, so bilden ihre Tan
genten einen Winkel mit der x-Achse, dessen trigonometrische 
Tangente die Größe eq dF(x) 

e.,"dx 

bat. Damit unsere Konstruktion die richtige Integralkurve liefert, 
muß also e11 eq dF(x) 

tan rp = Y • P = e:z: • dx 
sein. Nun soll andererseits, unabhängig von der Wahl der Längen
einbei ten, die Gleichung bestehen: 

d:~x) = 1J = f(x). 

Daraus folgt also die Bedingungsgleichung zwischen den drei 
Längeneinheiten e.,, e11 , e'l und dem Polabstand p: 

6 =e"'·e11 • 
'I p 

In dieser freien Verfügung über die Maßeinheiten liegt ein großer 
Vorzug der graphischen Methode gegenüber dem Gebrauch des 
Integraphen. Nach der erforderten Genauigkeit, mit der man die 
Größen ablesen will, bemißt man die Längeneinheiten und be
stimmt dann den Polabstand. 

2. Integration allgemeiner Funktionen. Auf die in§ 1 er
ledigte Integration einer Stufenkurve wird nun der allgemeine 
Fall einer beliebigen Kurve dadurch zurückgeführt, daß man die 
zu integrierende Kurve y = f(x) durch eine Stufenkurve ersetzt. 

Dies kann auf zweierlei Art geschehen, so daß wir zwei Me
thoden zu unterscheiden haben, die wir einfach als erste und zweite 
bezeichnen wollen. 

Erste Methode: Die Funl!:tion f(x), die im Intervall x1 bis x9 

zu integrieren ist, sei dargestellt durch die vom Punkte T1 bis 
zum Punkte T8 gezogene Kurve (Fig. 23). Wir ersetzen f(x) durch 
die Stufenkurve T1 T1 ... T8, die aus abwechselnd der x-und y-Achse 
parallelim geraden Stücken besteht. Wir denken uns zuerst die
jenigen Strecken der Stufenkurve gezogen, die der X· Achse parallel 
sind, also T1 T1 , T8 T~a, T5 T6 und I; T8• Die erste und letzte dieser 
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Strecken sind dadurch bestimmt, daß sie durch Anfangs- und 
Endpunkte T1 und T8 der Kurve f(x) im Integrationsintervall 
gehen müssen. Die der y-Achse parallelen Stücke TsT8 und T4 T5 
der Stufenkurve sind nun so zu ziehen, da{J die durch SChraffm 
gleicher Richtung bezeichneten Segmente, die zu beiden Seiten eines 
der y-Achse pamllelen Linienstückes Ziegen, flächengleich werden. 
Wie genau das nach Augenmaß ausfUhrbar ist, hängt von der per
sönlichen Geschicklichkeit ab. Wir nehmen die Bedingung als 
streng erfüllt an und integrieren die Stufenkurve nach der Methode 
des § 1. Wir erhalten dann als Integralkurve für die Stufenkurve 

s' 
y 

p 

Fig. tS. 

den Polygonzug ABC D, wobei die Annahme des Anfangspunktes A 
unwesentlich ist. 

Von der Integralkurve "'=-= F(x), die f(x) integriert, wissen 
wir nun folgendes: 

1. Sie geht durch den Punkt A. 
2. Sie geht durch einen Punkt Q', der auf dem Stück B C des 

die Stufenkurve integrierenden Polygons liegt, senkrecht über dem 
Punkte Q, in dem das horizontale Stück T3 T4 der Stufenkurve 
die Kurve f(x) durchschneidet. Bezieht man nämlich die Ordinaten 
der beiden Integralkurven, sowohl der zur Stuft-nkurve als der zu 
f(x) gehörigen, auf eine durch A parallel zur x·Achse gezogene 
Abszissenachse, so geben sie durch ihre Länge die Fläche an, die 
links von der betreffenden Ordinate unter der zu integrierenden ., 
Kurve liegt (weil '1/ = jr(x)dx ist) . 

"'• Aus der Gleichheit der schraffierten Segmente folgt aber, daß 
die links von QQ' unter der Stufenkurve liegende Fläche gleich 
ist der unter der Kurve f(x) liegenden Fläche. Die auf QQ' liegen-
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den Ordinaten beider Integralkurven haben also gleiche Größe, und 
beide Integralkurven haben den Punkt Q' gemein. 

Ebenso sieht man, daß beide Integralkurven durch den Punkt 
R' und den Punkt S' gehen müssen. Allgemein gilt, daß beide 
Integralkurven die Punkte gemein haben, die zu den gleichen 
Abszissen wie die Schnittpunkte der Kurve f(x) mit einem der 
x-Achse parallelen Teil der Stufenkurve gehören. 

3. Die Seiten des die Stufenkurve integrierenden Polygons sind 

"' 
Tangenten der gesuchten Integralkurve 'Y/ = F(x) = jr(x)dx. 

x, 

Wir haben uns soeben überzeugt, daß der Punkt Q' auf BO 
auch ein Punkt von F( x) ist. Die Tangente an die Kurve 1} = F( x) 
im Punkte Q' bildet mit der x-Achse einen Winkel q;, für den bei 

überall gleichen Längeneinheiten 1) tan ffJ = d ~~x) f( x) = Q0 Q- ist. 

Gerade diesen Winkel qJ bildet aber die Polygonseite BC mit der 
x-Achse, denn BC ist die Integralkurve zu T8 T4.' 

Ebenso überzeugt man sich, daß .AB die Tangente an F(x) im 
Punkte .A und CD die Tangente im Punkte R', sowie DS' die 
Tangente im Punkte S' ist. 

Wir erhalten also durch die Integration der Stufenkurve nach 
§ 1 von der gesuchten Integralkurve eine Reihe von Punktin sumt 
den zugehörigrn Tur,genten. Dann ist es aber leicht, die Kurve 
selbst in dieses Tangentenpolygon einzuzeichnen, womit die Auf
gabe gelöst ist. 

Was die Genauigkeit des Verfahrens anbetrifft, so könnPn wir, 
statt irgendwelcher analytischen Abschätzung, dem Leser den Rat 
geben, selbst nach dieser Methode zu iiJtegrieren, er wird über 
die Genauigkeit erstaunt sein.2) Eine Kontrolle kann man sich 
nämlich durch Planimetrieren des Integranden f'(x) bis zur End
ordinate der Integration verschHffen, da die Endordinate der Inte
gralkurve den planimetrierten Flächeninhalt unter der Kurve f( x) 
darstellt. 

Bei dem Ersetzen des Integranden f(x) durch die Stufenkurve 
muß man diese von Fall zu Fall geeignet anordnen. Hat z. B. 
f(x) ein Maximum oder Minimum, so wird man die der x-Achse 
parallele Tangente daselbst für die Stufenkurve verwerten. 

Statt die Stufen sehr klein zu machen, empfiehlt es sich, mehrere 
verschiedene Einteilungen nebeneinander heranzuziehen und bei 

1) Die Abänderung der Gleichungen bei Annahme verschiedener 
Längeneinheiten ergiut sich leicht. 

2) Sie erreicht mindestens die des Tntegraphen. 
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der schließliehen Einzeichnung der Integralkurve alle sich daraus 
ergebenden Punkte und Tangenten zu benutzen. 

Zweite Methode: Die zweite Methode weicht von der eben 
besprochenen durch eine andere Anordnung der Stufenkurfe ab 
(Fig. 24). Hier sinu die der x·Achse parallelen Teile T1 T1 , 

T 8 T, . .. der Stufenkurve so orientiert, daß die gleich schraffierten 
Segmente ober- und unterhalb derselben gleichen Flächeninhalt be
kommen. Die Stufenkurve wird durch den Polygonzug .AB . . . E 
integriert, und man sieht, daß die gesuchte Integralkurve 

Fig. S4. 

"' 
F(x) = jr(x)dx mit diesem Polygon die Eckpunkte .A, B, ... E,P, 

"'• gemeinsam hat. Die Tangenten in diesen Punkten müßte man 
erst durch eine besondere Hilfskonstruktion ermitteln.1) 

Man kann die beiden Integrationsmethoden so charakterisieren: 
Die erste Methode liefert für die gesuchte Integralkurve ein Tan
gentenpolygon, die zweite nur ein Sehnenpolygon. Im allgemeinen 
verdient daher die erste Methode den Vorzug. 

Die zweite Methode kommt aber zweckmäßig zur Anwendung, 
wenn nicht der ganze Verlauf der Integralkurve F(x) von lle· 
deutung ist, sondern nur einzelne Werte F(xl) derselben für vor· 
gegebene ( z. B. äquidistante) Werte von x gesucht werden sollen. 
Dann legt man die vertikalen Stufen durch diese Werte x1 und 
erhält auch die zu diesen Abszissen gehörigen Punkte der Integral
kurve. 

Die Integration der von einer geschlossenen Kurve umgrenzten 

1) Um z. B. die Tangente im Punkte B zu ermitteln, hätte man 
durch den Schnittpunkt der vertikalen Stufe T, 1'3 mit f(x) eine 
Parallele zur x-Acb~e zu ziehen. Diese schneidet die y-Achse im 
Punkte 11, und der Polstrahl Ua bestimmt die Richtung der Tan
gente in B. 
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Fläche läßt sich auf die Integration eines eindeutigen Integranden 
zurückführen. 

3. Anwendung der graphischen Integration auf die Be
stimmung des Restgliedes der Taylor-Entwickelung einer 
analytischen Funktion. Wenn man eine analytisch gegebene 
Funktion in eine Potenzreihe entwickelt, so ist es in allen Fällen 
von Wichtigkeit, sich Rechenschaft über den Fehler zu geben, den 
man bei einem Abbrechen der Entwickelung begeht. Man kann 
nun in den meisten Fällen den Fehler zwar abschätzen, es leuchtet 
jedoch ein, daß es von Vorteil ist, statt einer Abschätzung des 
Fehlers eine Darstellung des Fehlers selbst zu erhalten. Der Fehler 
wird eine Funktion der unabhängigen Variablen sein, und wir 
werden zeigen, wie durch eine mehrmalige Integration, die sich 
graphisch leicht durchführen läßt, eine Kurve entsteht, die den Ver
lauf jener "Restglied" genannten Fehlerfunktion abzulesen gestattet. 

Nehmen wir an, eine Funktion f(x) sei an der Stelle x = 0 
in eine Potenzreihe entwickelt und die Entwickelung sei mit dem 
Gliede nter Ordnung abgebrochen, so besteht folgende Gleichung: 

f(x) = a0 + a1 x + a2 x 2 + · · · + anxn + R(x), 

wenn R(x) das Restglied bedeutet. (Soll f(x) nicht an der Stelle 
x = 0 entwickelt werden, sondern an einer anderen Stelle x = p, 
so denke man sich x- p als neue Variable eingeführt.) 

Zwischen den Koeffizienten al und den Ableitungen der Punk
tion f(x) bestehen dann bekanntlich folgende Gleichungen: 

a0 = f(O), 

a = (~[i~) 
1 dx x=O' 

a2 = 2~ (~~:<~t=o' 
a = _!_ (an f(x~) . 

n n! dx10 x=O 

Fiir die als "Restglied" bezeichnete Funktion R(x) und deren Ab
leitungen gelten folgende Beziehungen: 

R(O) = 0, 

(dR(x)) = O, 
dx x=O 

(~'R(x)) ~ 0 
dx• x=O ' 

(d" R~x)_) = O. 
dx x=O 
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D. h. die Funktion R(x) verschwindet für x = 0 mit ihren ersten 
n Ableitungen. Es folgt dies unmittelbar aus der Definition der 
Koeffizienten al und n-maliger Differentiation der Gleichung: 

f(x) = a0 + a1 x + ~x2 + ··· + a"x"+ R(x). 

Differentiiert man (n + 1) mal, so erhält man die Gleichung: 
dn+lf(x) an+ 1 R(x) 

dxn+> = cixn+-1~, 

die für alle Werte von x gilt. 
Von der Funktion R(x) kennt man also die (n+ 1)te Ableitung, 

die wir uns durch eine Konstruktion aus einzelnen Punkten als 
Kurve dargestellt denken. Ferner wissen wir, daß die Funktion 
R(x) sowie ihre n ersten Ableitungen für x = 0 verschwinden. 
Dadurch ist aber die Funktion R(x) bestimmt und kann durch 
graphische Integration gefunden werden. 

dn+ 1 R(x) dn+J f(x) 
Integrieren wir nämlich die dx""""+t = dx"+ 1 darstellende 

Kurve so, daß die Integralkurve für x = 0 den Wert Null an
nimmt, so erhalten wir eine Funktion, die dieselbe Ableitung hat 

wie d"dR~x) Da sie außerdem für x = 0 verschwindet, stellt sie 
X • 

die n1a Ableitung von R(.r) dar. Durch eine erneute Integration 
der soeben erhaltenen Kurve mit der gleichen Anfangsbedingung, 
daß auch diese Integralkurve für x = 0 den Wert Null annimmt, 
erhalten wir eine die ( n - 1 )t• Ableitung von R ( x) darstellende 
Kurve. Auch diese wird unter derselben Bedingung integriert und 
liefert die (n- 2)1• Ableitung von R(x). So fährt man in diesen 
Integrationen fort und erhält durch die (n + 1)1• Integration eine 
Kurve, die den Verlauf des Restgliedes darstellt. Man kann also 
kurz sagen: Um das Restglied der mit dem Gliede nter Ordnung 
abbrechenden Taylor-Entwickelung einer Funktion zu erhalten, hat 
man zuerst die (n + 1 )18 Ableitung als Kurve darzustellen. Diese 
Kurve muß dann (n+ 1)ma1 integriert werden, und zwar so, daß 
die Anfangswerte bei jeder Integration gleich Null angenommen 
werden. Die letzte Integralkurve stellt dann das Restglied als 
Funktion der unabhängigen Variablen dar. 

Für die praktische Ausführung ist noch folgendes zu bemerken: 
Um eine übersichtliebe Zeichnung zu erhalten, empfiehlt es sich, 
die einzelnen durch die Integrationen erzeugten Kurven nicht in 
ein und dasselbe Koordinatensystem einzuzeichnen, sondern jeder 
Kurve ein eignes zuzuweisen (s. Beispiel). Ferner hat man bei 
jeder Integration auf eine zweckmäßige Wahl des Polabstandes 



S. Das Restglied der Taylor-Entwicklung 109 

zu achten, um die Kurve des Restgliedes in brauchbaren Einheiten 
zu erhalten. 

In Fig. 25 
Funktion 

ist ein Beispiel durchgeführt, und zwar ist die 

'!I= log (1 + x) 

+1 

Pol 

- I 

Fig. 25. - Q.{J_ 

an der Stelle x = 0 in eine Reihe entwickelt, die bereits mit den 
Gliedern erster Ordnung abgebrochen ist, so daß wir für das Rest
glied den Ansatz erhalten: 

?J=X + R(x). 
Die zweite Ableitung, welche als Kurve aufzutragen ist, lautet: 

" 1 
Y =- (1+x)s' 

und in Fig. 25 ist diese Kurve ganz oben gezeichnet und mit a 
bezeichnet. Eine erste Integration gibt die darunter liegende, mit 



110 Vll. Graphische Integration und Differentiation 

K 1 bezeichnete Kurve. Diese ist auf die ~ genannte Abszissenachse 
bezogen. Diese Kurve K 1 ist wieder integriert, und die dabei ent
stehende Integralkurve ist das gewünschte Restglied R(x). Diese 
Kurve ist auf die x" genannte Abszissenachse bezogen. An der auf 
der zugehörigen Ordinatenachse angebrachten Maßskala kann man 
die Werte des Restgliedes für verschiedene Werte von x ablesen. 

B. Differentiation. 
Liegt eine Funktion y = f( x) im kartesischen Koordinatensystem 

als Kurve gezeichnet vor, so ist die Aufgabe, den Differential
quotienten dieser Funktion für einen bestimmten Wert x graphisch 
zu bestimmen, nur mit sehr beschränkter Genauigkeit lösbar, weil 
die Tangente in einem Punkte einer Kurve nur ungenau be
stimmt ist. 

Erheblich leichter ist es, den Berührungspunkt einer Tangente 
zu bestimmen, wenn deren Richtung vorgegeben ist. Hiervon wird 
bei der graphischen Differentiation Gebrauch gemacht. 

..----.._ 
Es sei AB ein Stück der gegebenen Kurve f(x) und r die Rieb-

.,.--._ 
tung, in der an AB eine 'l'angente gelegt werden soll (Fig. 26). 

Um sich nicht nur auf das Augenmaß bei der 
~ Bestimmung des Berührungspunktes zu verlassen, 

_,.,... ..-~ ",, kann man sich des folgenden Hilfsmittels he-
Fig. 26. .,..--.._ 

dienen: Nimmt man zunächst an, das Stück AB 
der Kurve f(x) unterscheide sich unmerklich von dem Bogenstücke 
eines Kegelschnittes, so kann man für diesen die verlangte Kon
struktion an die Sätze über konjugierte Durchmesser anknüpfend 
in der Weise durchführen, daß man zwei zu r parallele Sehnen 

..----.._ 

im Bogen AB zieht und diese halbiert. Die Verbindungsgerade --der Sehnenmittelpunkte schneidet AB in dem gesuchten Be-
rührungspunkte. 

_-..._ 
Inwieweit das Ersetzen des Kurvenbogens AB durch einen 

Kegelschnitt zulässig ist, merkt man sogleich, wenn man nicht 
nur zwei parallele Sehnen, sondern eine größere Anzahl zeichnet 
und balbiert. Die Mittelpunkte liegen dann auf einer Kurve, die 
in der Nähe des Kurvenstückes nahezu geradlinig wird. Der mit 
ziemlicher Sicherheit zu extrapolierende Schnitt dieser Mittel· 
punktskurve mit der gegebenen Kurve liefert den gesuchten Be
rührungspunkt. 

Bestimmt man auf diese Weise für eine Reihe von passend 
gewählten Tangentenrichtungen die Berührungspunkte, so kann 
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man zweckmäßig damit eine punktu·eise Konstruktion der Diffe

rentialkurve y' = d~:) verbinden. Man nimmt auf der x-Achse 

einen Pol P an und zieht von demselben Strahlen in solchen Rich
tungen, def für die Tangenten der zu differenzierenden Kurve f( x) 
in Frage kommen (Fig. 27). Darauf ermittelt man die Be
rührungspunkte B 1 , 

B2, B 8 , B 4 , ••. der 
Tangenten, die in 
diesen Richtungen 
verlaufen. Es ist 
überflüssig, die Tan
genten selbst einzu
zeichnen. Durch die 
Berührungspunkte 

zieht man Parallelen 
zury Achse und trägt 
auf diesen als Ordina
ten die betreffenden 

p 

Fig. 27. 

Werte von f"(x) auf. Da ((x,) = tan rp, ist, wenn rp, den Winkel 
zwischen Tangente und x-Achse bed{jutet, so schneiden die vom 
Pol auslaufenden Strahlen, die ja den Tangenten parallel und um 
die Winkel rp, gegen die x-Achse geneigt sind, auf der y-Achse 
Punkte aus, deren Abstände von der x-Achse tan rp, = f' (x,) sind. 
Durch Parallele zur x-Achse überträgt man diese auf die be
treffenden Ordinaten und erhält damit Punkte der Differential
kurve f' (x ), die durch einen geschlossenen Kurvenzug zu ver
binden sind. 1) 

Dieses V erfahren empfiehlt sich auch in dem Falle, wo der 
Differentialquotient für einen bestimmten Wert von x ermittelt 
werden soll. Dieser ist dann der auf die angegebene Weise kon
struierten f'(x)-Kurve zu entnehmen. Eine Kontrolle läßt sich 
auch hier durch Planimetrieren der gefundenen Differentialkurve 
gewinnen. Sehr genau sind die Metboden der graphis,·hen Diffe
rentiation alle nicht. Es liegt das weniger an der Methode selbst, 
als daran, daß bei einer durch eine gezeichnete Kurve gegebenen 
Funktion die Richtung und damit der Differentialquotient nur un
genau bestimmt sein können. 

Man kommt im allgemeinen am besten weg, wenn man der ge
zeichneten Kurve für äquidistante Abszissen die Ordinatenwerte 

1) Für den Zusammenhang der Längeneinheiten mit dem Pol
abstande gilt die Gleichung S. 103. 
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entnimmt, in eine Tabelle einträgt und diese tabulierte Funktion, 
so wie auf Seite 81 gezeigt, numerisch differentiiert. Auf diesem 
Wege ist die Abschätzung der Genauigkeit auch einfacher. N atür
lich kann man die berechneten Werte des Differentialquotienten 
wieder als Kurve auftragen. 

Vlll. Analytische Approximation empirischer Funktionen. 

1. Approximation durch ganze rationale Funktionen. Im 
fünften Kapitel ist eine Methode auseinandergesetzt, um eine 
Funktion, deren Werte für äquidistante Werte der unabhängigen 
Variablen gegeben sind, durch eine ganze rationale Funktion in 
der Weise zu ersetzen, daß diese die vorgegebenen Funktionswerte 
wirklich annimmt. Weisen die vorgelegten Funktionswerte nun sehr 
starke Schwankungen auf, deren Ursache in Beobachtungsfehlern 
oder sonstigen Ungenauigkeiten zu suchen ist, so empfiehlt es 
sich, besonders auch zur Interpolation und Berechnung des Diffe
rentialquotienten der beobachteten Funktion, ganze rationale Funk
tionen in anderer Weise zur Darstellung der gegebenen Funktion 
zu benutzen. 

Man verzichtet hierbei darauf, daß die approximierende ganze 
rationale Funktion die gegebenen Werte wirklich annimmt, son
dern stellt die Forderung an sie, sieb diesen Werten "möglichst 
gut" anzuschmiegen. Denkt man sieb die gegebenen Funktions
werte graphisch auf Koordinatenpapier aufgetragen, so werden sie 
durch diskrete Punkte dargestellt. Statt diese Punkte nun durch 
ganze rationale Funktionen darstellende Kurven zu "verbinden'', 
führen wir eine "glatte" Kurve möglichst nahe an den Punkten 
vorbei. 

Dies V erfahren ist berechtigt, wenn man den zu untersuchenden 
funktionellen Zusammenbang als durch eine glatt verlaufende 
Kurve darstellbar annehmen darf und die Abweichungen der be
obachteten Werte von dieser Kurve auf Beobachtungsfehler schieben 
kann. 

Der erste Weg, der sich hierbei zur Benutzung ganzer ratio
naler Funktionen darbietet, ist folgender: 

Es sei f(x) die gegebene, zu approximierende Funktion. Wir 
denken uns f(x) zunächst kontinuierlich definiert und machen erst 
später von der Vorstellung diskret gegebener Werte Gebrauch. 
Dadurch werden auch die Fälle erledigt, wo f(x) in der Tat kon
tinuierlich gegeben ist, sei es als Kurve, sei es durch einen analy-
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tischen Ausdruck, und wobei man darauf ausgeht, dies gegebene 
f(x) durch ganze rationale Funktionen zu appro:rimieren. 

Es sei nun 

g(x) = a0 + a1x + a2 x2 + · · · + a,.x" 

die Funktion, mit der f(x) approximiert werden soll. Die n + 1 
Koeffizienten a;. sollen dabei so gewählt werden, daß das Integral 

"'• 
M-J lf(x)- (a0 + a1 x + · · · + a"x") }2dx 

"'• 
einen möglichst kleinen Wert bekommt. Die Grenzen x1 und xll 
bezeichnen das Intervall, innerhalb dessen f(x) durch die ganze 
rationale Funktion dargestellt werden soll. Dieses Intervall muß 
natürlich innerhalb des -Definitionsbereiches von f(x) liegen und 
kann diesem höchstens gleich sein. 

Die Forderung, M zum Minimum zu machen, kommt darauf 
hinaus, das Quadrat der .Abweichungen zwischen f(x~ und g(x) 
und damit diese selbst im Durchschnitt möglichst niedrig zu halten. 
Das kann man als Bedingung der Approximation gelten lassen, und 
man wird die Güte derselben nach dem Wert des Integrals M be
urteilen.1) 

Den Wert Null kann das Integral nur erreichen, wenn f(x) 
selbst eine ganze rationale Funktion nten Grades ist. Bei einmal 
gewähltem Grad n der ganzen rationalen Funktion ist M eine 
Funktion der Koeffizienten a0 , a1 , ••• , a,., und man erhält das 
Minimum durch Nullsetzen der partiellen Differentialquotienten: 

oM =O 
oa;. 

(l=O, l,.l!, .•. , n). 

Das gibt gerade n + 1 lineare Gleichungen für die a2• 

Es ist vorteilhaft, durch eine Substitution einer neuen Variablen 
1t durch die Gleichung 

die Grenzen des Integrals in + 1 und - 1 zu verwandeln. 

1) Man könnte die Approximation auch nach anderen Gesichts
punkten beurteilen (siehe z. B. C. Runge, Praxis der Reihen, Leipzig 
1904, S. 108), doch hat die hier gewählte große praktische Vorzüge. 
In der Ausgleichungsrechnung nach der sog. Methode der kleinsten 
Quadrate geht man von dem gleichen Ansatz aus. 

Timerding, Handbuch!. 2.Auß. 8 
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Wir denken uns im folgenden diese Substitution stets ausgeführt. 
Es ist dann allgemein 

+1 
1 () llf j' J. 

- -- · ~ = u·· {f(u)- (a0 + a1u + .. · + anun) }du= 0 
2 ua, • 

-1 (2=0, 1, ... , n), 

und für n = 0, 1, 2, 3 wollen wir die daraus entstehenden Glei
chungssysteme diskutieren. 
(1) n = 0. 

+1 . 

Es wird einfach a0 = t ·Jf(u)d~e, 
-1 

d. h. gleich dem Mittelwert der Funktion f(u). 
(2) n = 1. 

Es ergibt sich: 
+1 +1 

a0 = t ·Jf(u)du, a1 = t ·Juf(u)du. 
-1 -1 

Für höhere Grade n erhält man für die a2 nicht mehr einzelne 
Gleichungen, sondern lineare Systeme. Zur Abkürzung schreiben wir: 

+1 

J 0 = t ·Jf(u)du; 
-1 

+1 

J 2 =} ·J u2 • f(u)du; 
-1 

(3) n = 2. 

+1 

J1 = t ·Ju · f(u)dtt; 
-1 

+1 

J3 = {- ·Jte3 • f(u)du. 
-1 

·wir erhalten die drei Gleichungen 

a0 +a'=J 
3 5 2" 

Daraus folgen die Werte: 

ao=f·(3Jo-5J2), a1=3·J1, a2=~·(3J2-Jo)· 
(4) n = 3. 

Die linearen Gleichungen lauten: 

ao + i · a2 = Jo' t · ai + t · aa = J1 ' 
t · ao + t · a2 = J2, i · a1 + f ·Ga= Ja. 

Diese vier Gleichungen zerfallen in zwei Gruppen, je zwei Glei
chungen für a0 , a2 und au a3 • Es ergeben sich die Werte: 

ao=f·(3Jo-5J2), a1=~·(5J1-7J3), 
a2= lf · (3J2- Jo), aa= ~ · (5Js- 3Jl). 
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Fiir höhere Grade n bedient man sich zweckmäßig einer anderen 
Methode, um die entsprechenden Formeln abzuleiten (§ 3). 

Die Auswertung der Integrale J 0 bis J 8 geschieht bei äquidistant 
gegebenen W erlen, deren Anzahl für n = 2 größer als 5, für n = 3 
größer als 7 sein soll, zweckmäßig nach der Simpsonschen Regel 
(Kap. VI, S. 88) unter Benutzung des folgenden Schemas. 

X I u I [f(u)] I Lu· f(u)] I [u 2 • f(u)] I [u8 • f(u)] I I 

xl -1 f(u) 
4. f(u) 
2. {(u) . 

xl+x2 
2 

0 

I 
4· f(u) 

xll +1 f(u) .. 

In die erste Kolonne schreibt man die Werte von x (es muß 
eine ungerade Anzahl sein), in die zweite Kolonne trägt man die 
zugehörigen Werte von u ein, damit ist die Substitution erledigt. 
In die dritte Kolonne schreibt man der Reihe nach von oben nach 
unten die gemäß der Simpsonschen Regel mit 1, 2 oder 4 multipli~ 
zierten Funktionswerte f( u), 4-f( u), 2 · f( u) ... 2 ·f(u), 4·f(u ), f( u ). 
Die folgenden Kolonnen entstehen jedesmal durch Multiplikation 
der vorhergehenden mit te. Die Addition der Kolonnen gibt die 

Größen J"' bis auf einen allen gemeinsamen Faktor s;-c;} 1) 

(v die .Anzahl der gegebenen Werte). 
Ist f(x) graphisch als Kurve gegeben, so erfolgt die Auswertung 

der Integrale nach der S. 91ff. auseinandergesetzten Methode. 
Von dieser Approximation durch ganze rationale Funktionen 

wird man Anwendung machen, um bei diskret gegebenen Funk
tionswerten zu "interpolieren", d. h. Werte zu bestimmen, die 
zwischen den gegebenen liegen, ganz besonders aber auch, um den 
Differentialquotienten der zu untersuchenden Funktion zu be
rechnen;1) Will man den Differeniialquotienten für u = 0 be
stimmen, so ist dieser einfach durch den Koeffizienten a1 ge
geben. 

Begnügt man sich mit einer Approximation durch eine ganze 
rationale Funktion zweiten Grades, so wird a1 = 3 · J 1 , die Be-

1) Vgl. Kap. V, S. 81. 
s• 
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stimmung von a1 erfordert also nur die Auswertung dieses Inte
grals:1) 

Glaubt man mit einer ganzen rationalen Funktion dritten Grades 
approximieren zu müssen, so erfordert die Bestimmung von a1 zwei 
Integrationen. Weichen Grad n man zu wählen hat, ist von Fall 
zu Fall zu entscheiden. Etwa dadurch, daß man sich überzeugt, ob 
der Koeffizient der nächsthöheren, ( n + 1 )ten Potenz wirklich klein 
gegenüber den ersten Koeffizienten ist, oder durch Vergleich der 
Funktionswerte, die sich aus der approximierenden Funktion be
rechnen, mit den gegebenen, etwa durch Berechnung des Integral
wertes M. 

Beispiel: Es seien für x = l, 2, ... , 9 folgende Werte ?h, 
'!h. , . . . , y9 gemessen: 

y1 = 16, y2 = 66, '!/s = 142, y4 = 257, y5 = 401, 

y6 = 575, y7 = 801, y8 = 1050, y9 ~ 1319, 

wobei die letzte Stelle um einige Einheiten unsicher ist, und es 

ist gefragt nach dem Differentialquotienten !! für x = 5.2) 

Aus der folgenden Tabelle geht die Einführung der Variablen u 
sowie die Bildung der Integrale J, die nach der Simpsonscheu 
Regel gewonnen sind, hervor. 

I .x I y I u I [f(u)] I [u · f(u)] \ [u'· f(u)] \ [u8 • f(u)] 

I 1 16 I -1,00 I 16 - 16,0 16 - 16 
2 66 -0,75 264 -198,0 148 -111 
3 1421 -0,60 284 -142,0 71 - 36 
4 257 -0,26 1028 -257,0 64 - 16 
5 401 0,00 802 0 0 0 
6 5751 +0,26 2300 575,0 144 36 
7 801 +0,60 1602 801 400 

\ 
'200 

8 
1

1050 I +0,75 4200 .3150 2362 1771 
9 1319 + 1,00 1319 1319 1319 1319 

I 
11815 +5851 4524 I +3326 

- 613 

I 
- 179 

I 5232 3147 

J 0 = 492,3, J 1 = 218,0, J2 = 188,5, J 3 = 131,1. 

1) Es ist durchaus charakteristisch, ·daß bei empirischen ~'unk
tionen der schwierigere Differentiationsprozeß durch eine Integration 
ersetzt wird. 

2) Die Aufstellung der Differenzentafel zeigt, daß Formel li, 8. 75 
nicht anwendbar ist. 
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Ferner sind die Koeffizienten a der Approximationsfunktion 
g ( u) = a0 + ~ u + a2 u2 + · · · + an un für n = 2 und n = 3 zu
sammengestellt, nämlich: 

für n = 2. für n = 3. 

a0 = 401, 

at = 654-, 
a2 = 274. 

a 0 = 401, 

at= 646, 
a 2 = 274, 

a3 = 1311. 

Man erhält für n = 2: 

(dy) =.!. (dy) = a, = '164 
dx z=5 4 du "=O 4" 

und für n = 3: :~ = 162. 

Die Abweichung zwischen beiden beträgt noch nicht 2 %· 
In diesem Falle wäre n = 2 ausreichend gewesen, denn der 

Koeffizient a3 ist, in Anbetracht der Meßfehler, verschwindend 
klein. 

Berechnet man nach der Simpsonschen Regel das Integral 
+1 J (f(u) - g(u)) 2du = M, das ja die Güte der .Annäherung be

-1 
stimmen soll, so findet man bei n = 2 den Wert M = 48, bei 
n = 3 JJI = 42, also wird durch n = 3 nichts wesentliches ge-
wonnen. 

2. Das "Glätten" einer empirischen Kurve. Von der 
.Approximation empirischer Funktionen durch ganze rationale 
Funktionen kann man nach C. Runge auch in folgender V\Teise 
Gebrauch machen. 

Wenn man die Werte einer unbekannten Funktion an äqui
distanten Stellen durch :Messungen ermittelt hat, so wird man sich 
in den meisten Fällen einen Überblick über den Verlauf der Funk
tion dadurch verschaffen, daß man die gemessenen Werte auf Koor
dinatenpapier als Punkte aufträgt und diese durch eine Kurve zu 
verbinden sucht. Sind die Meßfehler beträchtlich, und vermutet 
man, daß die Funktion selbst keine starken Schwankungen hat, 
so legt man die Kurve, welche diese Funktion darstellen soll, 
nicht durch die gemessenen Punkte selbst, sondern man zieht eine 
möglichst "glatte" Kurve, die an den Punkten so nahe wie mög
lich vorbeigeht. 
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Um bierfür einen-Anhalt zu gewinnen, ist es z. B. in der 
Meteorologie üblich, aus den gemessenen Punkten neue Punkte 
dadurch abzuleiten, daß man zu jeder Abszisse X; das Mittel dreier 
gemessener Ordinaten 

Yi--1 + Y; + Yi+1 
3 

auftriigt. Oft ist es dann schon möglich, durch die so erhaltenen 
Punkte selbst eine glatte Kurve bindurchzulegen. Dies Verfahren 
ist natürlich nur so lange berechtigt, als der V er lauf der fak
tischen Funktion in einem Intervall X;_ 1 bis X;+t mit ausreichen
der Genauigkeit als geradlinig angenommen werden kann. 

Ist dies nicht mehr zulässig, so wird man eine bessere Dar
stellung erreichen, \yenn man fünf aufeinanderfolgende Punkte be
nutzt und eine ganze rationale Funktion zweiten Grades y = rp(x) 
so bestimmt, daß die Summe ~{ f(x;)- cp(x;) )2, über die fünf 
Werte von X; erstreckt, ein Minimum wird und am mittelsten der 
fünf Punkte den zugehörigen Wert dieser ganzen rationalen Funk
tion aufträgt. 

Führen wir statt x eine neue Variable u ein, die Null wird 
beim mittelsten der fünf Punkte und deren Einheit gleich dem 
Abstand zweier aufeinanderfolgenden Werte von x ist, so können 
wir rp ( x) schreiben: ( ) 2 

cp x = a0 + a1 ~t + a2 u , 

wo für ~t das Intervall - 2 bis + 2 in Betracht kommt. Die 
Koeffizienten sind so zu bestimmen, daß die Summe 

~{a0 + a1 ~t + a2u 2 -y) 2 

(über die Werte u =:=- 2, - 1, 0, + 1, + 2 erstreckt) ein Mini
mum wird. Die partiellen Differentiationen nach a0 , a1 und a 2 

liefern die Gleichungen: 

2(a0 + a 1 n + a2 tt2 - y) = 0, 

2u(a0 + a1 1t + a21t2 - y) = 0, 

2'u2(a0 + a1 u + a2u.2 - y) = 0 

oder anders geschrieben: 

5a0 + a1 2:~t + a22u2=2'y, 

a0 2'u. + a1 .En2 + a2 2u8 = l:u,y, 

a0 2'u2 + a1 2u3 + a~2u4 =2'u2y. 

Da aber 1t in den Summen die Werte - 2, - 1, 0, + 1, + 2 
durchläuft, sind die Summen über ungerade Potenzen von u, Null. 
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Wir suchen allein den Koeffizienten a 0 , da er ja den Wert der 
Funktion für u = 0 angibt, der an der mittelsten Abszisse auf
zutragen ist. Wir benutzen daher nur die erste und die dritte 
Gleichung, eliminieren daraus a2 und erhalten für a0 : 

a0 (5 · 21t4 - 2u2 • 2u2) = 2u" · L:y- 2u2y. 2u2• 

Nun ist 2u4 = 34 und 2u2 = 10. 

Damit ergibt sich: 

70a0 = 34 · 2y -10( 4y_ 2 + y_ 1 + y1 + 4y2) 

oder auch: 

70a0 =- 6y_ 2 + 24y_1 + 34y0 + 24y1 - 6y2 • 

(y,. hierin soll den Wert an der Stelle u = cx bedeuten.) 
Damit wäre eine Möglichkeit der Berechnung von a0 gefunden. 

Doch wird die Rechnung bequemer, wenn wir das Differenzen
schema der fünf Funktionswerte y_ 2 ••• y+ 2 zu Hilfe nehmen, 
das wir ohnehin wenigstens bis zu den zweiten Differenzen gern 
bilden werden, um den mehr oder weniger gleichmäßigen V er
lauf der gemessenen Werte zu beurteilen. Für unsern Zweck 
müssen wir das Differenzenschema bis zu den vierten Differenzen 
vervollständigen: 

tt_j_ y I LI' I Li" I 
LJ3 I Ll' 

-2 

I Y-2 I I I 
I 

-1 

I 
L1!.2 I .d!.2 I 'Y-1 I 

0 
LI!., i Li!., 

L122 
L1!.2 Yo LJ1 L131., 

+1 u LJ2 

I 
Y+t 

I Lift 
0 

+2 YH 

(Über die hierbei gebrauchte Bezeichnungsweise s. S. 72.) Man 
kann nun leicht nachrechnen, daß 

L1~2 = Y-2- 4y_I + 6yo- 4yl + Y2 

ist. Damit erhalten wir für a0 den einfachen Ausdruck: 

a0 = Yo- :fu · L1!:.2. 

Dieser Wert ist also an der Stelle u = 0 statt des beobachteten 
Wertes y0 aufzutragen. 
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Sind die Intervalle klein genug, ·so wird es in den meisten 
Fällen möglich sein, durch die so erhaltenen neuen Punkte eine 
glatte Kurve hindurchzulegen und damit die sonst hier übliche 
Willk-ür zu vermeiden.1) 

3. Kugelfunktionen einer Veränderlichen. Zu einer anderen 
Darstellung der ganzen rationalen Funktion gelangt man, wenn 
für die Approximationsfunktion 'P(x) ein Ansatz von der Form 

'P(x) = a0 ·P0 + a1 ·P1 + a2 ·P2 + .. ·+ an·P" 

gemacht wird, wobei Pa eine bestimmte ganze rationale Funktion 
vom aten Grade bezeichnet. Es wird dann 'P(x) auch eine ganze 
rationale Funktion vom nten Grade. Die Minimumbedingung des 
Integrals gibt für die Koeffizienten aa die Gleichungen: 

+1 

j{f(x)- IJ!(x)} ·Pa· dx = 0 
-1 

+1 +1 

oder Jrp(x) • Padx = jPa • f(x)dx 
-1 -1 

(a = O, 1, 2, ... , n). 

+1 

Das IntegralJPa·rp(x)dx ist gleich der Summe der Integrale: 
-1 

+1 +1 +1 

Ja0 • P0 ·Padx + Ja1 •P1 ·Padx + · • · + Jan·Pn · Padx. 
-1 -1 -1 

Man wählt nun die ganzen rationalen Funktionen Pa so, daß 
alle Integrale über das Produkt zweier Funktionen Pa • P(J 
Null sind, sofern deren Indizes a und ß ungleich sind, während 
sich bei gleichen Indizes ein ganz bestimmter Wert des Inte
grals ergibt. 

Zu diesem Zweck setzt man: 

1 d"(x2 -1)" p = --. -'---'-
a 2" · et! dxa 

. und erhält hieraus für die Funktionen Pa, die man als Kugelfunk
tionen einer Veränderlichen bezeichnet,. der Reihe nach: 

1) Das "Glätten der Kurve" empfiehlt sich besonders vor einer 
Differentiation. Auch vor einer numerischen Differentiation nach der 
auf S. 81 angegebenen Methode ist eine vorherige ,,Glättung der ge
gebenen Funktionswerte" (ohne eine Kurve zu zeichnen) fast immer 
notwendig. 
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P0 = 1 

p1 =X 

p2 =- t + ~. x2 

Ps=-i·x+t·xs 

P,=i-1f·xs+\2·x4 
.1) 

Bei dieser Festsetzung wird in der Tat 

+1 

}Pa·Pßdx 
-1 

+1 
= ___ l --. {.!:':._ (x2 -1)". !!____ (x2 -1)ßdx = 0 

2a+ß.a!·ß!}dx" dxfl ' 
-1 

wenn a von ß verschieden ist. 
Sind nämlich a und ß verschieden und etwa ß > a, und inte-· 

griert man a-mal partiell, so findet man, da (x2 -1 )ß weniger als 
ß·mal nach x differenziert an den Grenzen ± 1 des Integrals ver-:. 
schwindet: 

Der erste Faktor unter diesem Integral ist der 2 a~ Differential
quotient einer ganzen rationalen Funktion 2 aten Grades, also eine 
Konstante. Integriert man aber den zweiten Faktor, so erhält 
man, da ß - a ~ 1 ist, einen Ausdruck, der an den Gren~en ver
schwjndet. 

Ist dagegen a = ß, so erhält man nach a-maliger partieller 
Integration +1 

/'P .p · dx = - 2-· 
• a a 2a:+l 
-1 

1) Um eine Funktion Pu+l aus den beiden vorhergehenden Pa 
und Pa_ 1 zu berechnen, kann man sich der Rekursionsformel be
dienen: 
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Durch diese Wahl der Funktionen Pa erreicht man also, daß 
die Koeffizienten aa der approximierenden Funktion cp (x) durch 
die Gleichungen + 1 

bestimmt werden. 

aa= 2a:1 ·fr(x)·Padx 
~1 

Der Vorteil, den die Benutzung der ganzen rationalen Funk
tionen, besonders wenn solche höheren Grades erforderlich sind, 
in dieser Form gewährt, liegt gegenüber dem in § 1 verwandten 
Ansatz darin, daß jeder Koeffizient für sich aus einer Gleichung 
berechnet wird und daß der Wert des einmal bestimmten aten Ko
effizienten von Pa unabhängig ist vom Gmd der approximierenden 
ganzen rationalen Funktion, während die Koeffizienten der früher 
angegebenen Darstellung aus einem System linearer Gleichungen 
zu bestimmen waren und je nach dem Grad der ganzen rationalen 
Funktion verschiedene Werte bekamen. 

Man kann sich übrigens durch leichte Rechnung davon über
zeugen, daß beide Methoden stets zu derselben approximierenden 
ganzen rationalen Funktion führen. Ordnet man nämlich, nach
dem man die Darstellung nach Kugelfunktionen bis zum nten Grade 
bestimmt hat, diesen Ausdruck nach Potenzen von x, so erhält 
man die gleichen Koeffizienten, als wenn man diese nach der 
Methode von § 1 unter Zugrundelegung des nten Grades direkt 
berechnet hätte. 

Die Anwendung der Kugelfunktionen bedeutet also nur eine 
Vereinfachung der Ableitung der Formeln. Die eigentliche Rechen
arbeit bleibt in beiden Fällen die gleiche 

Die Auswertung der Integrale J Pa· f(x) ~ x kann in der 
früher angegebenen Weise erfolgen, indem man die Integrale 

Jx•· · f(x) dx durch Summen oder graphische Auswertung be-

stimmt und daraus die Integrale JPa· f(x)dx zusammensetzt. 
4. Harmonische Analyse. Ist die gegebene empirische Funk

tion f(x) periodisch, so wird man sie zweckmäßig durch einen 
Ausdruck darstellen, der sich aus periodischen Funktionen zu
sammensetzt. Als Periode von f(x) werde 2n angenommen, was 
sich stets durch eine einfache Transformation der unabhängigen 
Variablen erreichen läßt. 

Als approximierende Funktion soll ein Ausdruck von der Form: 

cp(x) = a1 sinx + a2 sin 2x + · · · + ansinnx 
+ b0 + b1 COS X + b2 COS 2 X + · · · + b,. COS n X 
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gewählt werden. Für die 2n + 1 Koeffizienten a .. und b., ergeben 
sich aus der Bedingung: 

Sn 

J {f(x)- ~p(x)} 2 dx =Minimum 
0 

dann die 2 n + 1 Gleichungen: 
2n 

j~in ax · {f(x) - !Ji (x)} dx = 0 ) 

f,"., · f f(x) - 9' (•)} dx- 0 '""'• '·'·· ""'· 

0 

Nun ist 

und 

2:n: 

Jsincxx · sinßxdx = 0 
0 

an 

Jcos cxx · cosßxdx = 0, 
0 

Sn: 

wenn a=F{J, ferner Jsincxx · cos{Jxdx = 0 
0 

in jedem Falle. Andererseits wird: 
2:n: 2:n: 

Jsincxx · sinaxdx =.{coscxx · cosaxdx = :n:. 
0 0 

Demnach ergeben sich für die Koeffizienten a., und b., die Glei-
chungen: 2:n: 

aa = ~ · (smcxx · f(x)dx 
'o 

2:n: 

b .. = ~ ·.{cosax·f(x)dx 
0 

2:n: 

b0 = 2"!__ • /'t(x)dx. 
n, 

0 

(a= 1,2, •.. ,n), 

(a=1,2, ... ,n), 

Um diese Integrale bei graphisch gegebener Funktion f(x) 
mechanisch auszuwerten, ist eine große Anzahl von Instrumenten 
konstruiert 1), die in der Weise funktionieren, daß ein Fahrstift 

1) Ga.lle, Die mathematischen Instntmente, S. 131. 
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auf der Kurve f(x) entlang geführt wird und an einem Zählwerk, 
je nach der Einstellung einer Stellvorrichtung, die Werte der 
Koeffizienten abgelesen werden. Durch Wechseln der Einstellung 
kann man eine Reihe von Koeffizienten ermitteln. 

Bei den jetzt zu besprechenden graphischen und numerischen 
Methoden zur Berechnung der Koeffizienten aa und ba nehmen wir 
f(x) als durch eine .Anzahl diskreter Werte, die man einer Kurve 
ja immer entnehmen kann, gegeben an. Die Periode 2n sei in 2n 

gleiche Teile geteilt und f(x) für die Teilpunkte z; = i · n bekannt 
n 

(i = 1, 2, ... 2n). Wir setzen !I;= f(x;)· 
Es liegt nahe, die soeben abgeleiteten Integrale für die Ko

effizienten einfach durch Summen zu ersetzen. Dies ist auch im 
allgemeinen zulässig. Nur ist dabei zu beachten, daß die .Appro- · 
ximation von Integralen durch Summen voraussetzt, daß die zu 
integrierende Funktion innerhalb der Intervalle, die der Summa
tion zugrunde gelegt werden, keine wesentlichen Schwankungen 
mehr aufweist. 

Der hier in Frage kommende Integrand enthält aber den Fak
tor cosax oder sinax. Bei einer Einteilung der Periode in 2n 
Teile werden also innerhalb der 2n Intervalle noch erhebliche 
Schwankungen des Integranden liegen, sobald der Index " groß 
genug (a ~ n) wird. Damit wird der Ersatz der Integrale durch 
die Summenformel unzulässig. 

Um die Übersicht hierüber zu erleichtern, formulieren wir die 
Fragestellung etwas anders: 

'111' y,_, ... , y". 

seien die gegebenen 2n Ordinaten und 

rp(x)= a1 sinx+a2 sin2x+··· 

+ b0 + b2 cosx + b2 cos 2 x + · · · 

sei die approximierende Funktion. 
2:rr: 

Statt des Integrals J (f(x)- rp (x))2dx 
0 

wollen wir die Summe 
i=2n 

S = ~ {Y;- rp(x;)} 2 

i=l 

zu einem Minimum machen. 
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Setzt man nun «p(x) gerade aus 2n Gliedern zusammen, so 

daß man n- 1 Koefffzienten a .. (a = 1, 2, ... n -1) und n + 1 
Koeffizienten ba (a = O, 1, 2, ... n) zur Verfügung hat, so kann 
man die Summe S gleich Null machen, denn durch richtige Wahl 
der aa und b .. kann man sämtliche 2n Gleichungen 

(i = 1, 2, .•. , 2 n) 

befriedigen. 
Multipliziert man nämlich diese Gleichungen der Reihe nach 

mit sin ( a · i · :) (wo i = 1, 2, ... , 2 n) und addiert sie, so erhält 

man auf der linken Seite die Summe 

i= 2n 

~y1 ·sin(a·i· :) 
'= 1 

und auf der rechten Seite infolge der leicht zu verifizierenden 
Relationen: i= 2n 

~sin(a·i· :) · cos(ß·i·-;)=0, 
i= 1 

(a =!= ßl 

i=2n 

~ sin ( a · i · :) · sin (it · i · :) = 0, 
i=l 

i=2n 

'-"""' . ( . n) . ( . n) ..:::_,sm a·~·n ·Slll a·~·n =n 
i=l 

einfach n · aa. Damit ist folgende allgemeine Formel für dien -l 
Sinuskoeffizienten gefunden: 

(a = 1, 2, ..• , n- 1). 

Um dien + 1 Kosinuskoeffizienten zu finden, multipliziert man 

die 2 n Gleichungen y, = rp(x;) der Reihe nach mit cos ( a · i · :) 

und erhält links die Summe 

i = 2n 

~ Y; · cos ( a • i · :) · 
i=l 

Für die Addition rechts kommen die Relationen in Betracht: 
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1=2'1& 

4 cos ( a · ·i • :) · cos (ß · i · :) = 0 (a =!= ß), 

a=n 

i= ~n 

4 cos ( a • i · :) · cos ( a · i · :) = n 
t=n 

i=2n 

~ cos ( a · i · :) · cos ( a · i · :) = 2 n 
i= n 

(a=n). 

Man erhält so für die Koeffizienten ba die Gleichungen: 
i= 2n 

ba=: ·~Y;·cos(a·i· :) (a = 11 2, ... , n- 1), 

i=l 

i=2n 

~Yi 
b- i=l 
o- 2n ' 

i=2n 

~ (-l)i· Y; 
b = :....i =_1=--"----
" 2n 

Bis auf den nt•n Kosinusk6effizienten b,. hätte man dieselben For
meln auch erhalten, wenn man in den früher abgeleiteten die 
Integrale durch Summen ersetzt hätte. 

Auf Grund dieser Ableitung ist aber ersichtlich, daß die Approxi
mationsfunktion cp(a:), sofern man ihre ersten 2n Koeffizienten 
nach den soeben abgeleiteten Formeln bestimmt, die 2n vorgege
benen We1·te Y; von f(x) wi1"klich annimmt. 

Hieran wird auch nichts geändert, wenn man irgendwelchen 
Koeffizienten aa und ba mit höherem Index a als n- 1 bzw. n 
beliebige Werte beilegt, da die dadurch bestimmten Glieder an 

den 2n Stellen X;= i·~ den Wert Null haben. Es hat also keinen n 
Sinn, überaafür a>n-1 und ba für a>n irgendwelche Aus
sagen zu machen, solange nur 2n Funktionswerte vorgegeben 
sind. Die Berechnung der angegebenen 2n Koeffizienten löst die 
Aufgabe erschöpfend. 

Die eigentlich eu lösende .Aufgabe ist die Ausrechnung de1" Summen, 
für die wir ein graphisches und ein numerisches Verfahren angeben. 

1. Um die Summe graphisch auszuwerten, trägt man auf einer 
h.orizontalen Geraden die 2 n gegebenen Ordinaten y1, ••• y 911 nach
emander ab, so daß der Anfang jeder Ordinatenstrecke auf den 
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Endpunkt der unmittelbar vorhergehenden fällt, und zwar werden 
die Ordinaten Y;.. nach rechts hin aufgetragen, wenn sie positiv sind, 
nach links, wenn sie negativ sind. Durch die Endpunkte der so er
haltenen Strecken zieht man vertikale Gerade, die zweckmäßig fort
laufend numeriert werden (Fig. 28). Auf der horizontalen Geraden 
errichtet man ferner noch ein Lot in einem Punkte 0 und trägt auf 

p, 

Fig. 28. 

diesem unter Annahme einer geeigneten Längeneinheit die Werte 

von sin (P- · ~) ab (~-t = 1, 2, ... , 2 n ), und zwar alle vom Punkte 0 
aus, positiv nach oben, negativ nach unten. An die Endpunkte 
dieser die Sinuswerte darstellenden Strecken schreibt man die be
treffenden Zahl werte 1-t· Auf der horizontalen Linie nimmt man 
ferner einen Punkt P an, der links von 0 um die beim Auftragen 
der Sinuswerte benutzte Längeneinheit entfernt liegt. Diesen 
Punkt P verbindet man mit den Endpunkten a der die Sinus dar
stellenden Strecken auf dem Lote in 0. 

Um nun den Koeffizienten aa zu bestimmen, zieht man durch 
den Anfangspunkt der Strecke y 1 eine Parallele zu dem von P 
auslaufenden Strahle, der nach dem Punkte a führt, d. h. nach 
dem Punkte auf dem Lote in 0, der die Zahl 11' = a trägt. Die 
Parallele zu diesem Strahl schneidet die Senkrechte im Endpunkte 
von y1 in einem Punkte, der von der horizontalen Geraden den 

Abstand y1 • sin ( a · ~) hat. Damit ist das erste Glied der Summe 

gefunden. Durch den soeben erhaltenen Punkt zieht man nun eine 
Parallele zu dem Strahl P(2 a) (der von P nach dem Punkte 
führt, an den die Zahl 1-t = 2 a geschrieben ist). Diese Parallele 
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schneidet die Vertikale im Endpunkt von y2 in einem Punkte, der 
von der Horizontalen den Abstand: 

y1 • sin ( « · ~) + y2 • sin ( « · 2 ~) 
hat. So fährt man im Ziehen dieser Parallelen fort, indem man 
allgemein über der Ordinatenstrecke y" eine Parallele zum Strahle 
P(a:K) zieht. Der Endpunkt des so entstandenen Polygonzuges 
auf der Vertikalen im Endpunkte von y2 ,. hat dann von der Hori
zontalen einen Abstand, der gerade die verlangte Summe darstellt, 

also mit _!_ multipliziert den Koeffizienten aa liefert. In Fig. 27 n 
ist der Strahlenbüschel am Punkte 0 für 2 n = 16 gezeichnet und· 
der Polygonzug für a8 begonnen. 

Um die Koeffizienten b,. zu finden, verfährt man genau ebenso. 
Man kann dabei dasselbe Strahlenbüschel der vom Punkte P aus
laufenden Strahlen benutzen. Nur muß man die Endpunkte der 
von 0 aus abgetragenen Sinusstrecken anders numerieren, damit 

sie auch die Werte von cos ( a · ~) darstellen. Neben die Zahlen a 

hat man zu diesem Zweck die Zahlen i- a zu schreiben. 

Der Koeffizient b0 ist das arithmetische Mittel der Ordinaten y, 

also gleich -2
1- mal dem Abstand des Anfangspunktes von '!h vom n 

Endpunkte von Ys n· 

Der Koeffizient b,. wird ebenso wie die anderen konstruiert, nur 

ist die erhaltene Summe mit 2
1n zu multiplizieren. 

Um die Parallelen zu den Strahlen des Büschels leichter ziehen 
zu können, ja, die Zeichnung des Büschels überhaupt überflüssig 
zu machen, kann man sich eines sog. Richtungslineals bedienen. 
Das ist ein Lineal (Fig. 29), dessen untere Kante geradlinig ist 
und an die Reißschiene gelegt wird, während der obere Rand aus 
einzelnen Linienstücken besteht, die den Strahlen des vorher er
wähnten Büschels mit dem Mittelpunkte 0 parallel sind. Die 

2 (2} 
6(14} 

Fig. 29. 

10 (0) 

einzelnen Seg
mente des Line
als tragen zweck
mäßig verschie· 
denfarbige Zah
len, die ihre 
Sinus- und Ko
sinuswerte mo.r-
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kieren. Bei Benutzung dieses Instrumentes hat man nur die Or
dinaten auf der Horizontalen abzutragen und Lote in den End
punkten der Teilstrecken zu errichten. Danach kann man sofort 
die Koeffizienten einzeln ermitteln. 

Die gleiche Methode kann man übrigens auch dazu benutzen, 
um bei gegebenen Koeffizienten eine Funktion der Form: 

y = a1 • sin x + a2 • sin 2 x + · · · + an· sin nx 
b0 + b1 • cos x + b2 • cos 2 x + · · · + b,. · cos nx 

durch eine Kurve darzustellen, indem man die Funktionswerte an 
n Stellen der Periode ermittelt und die so erhaltenen Punkte ver
bindet. In diesem Falle hat man auf der horizontalen Geraden 
alle Koeffizienten a; und b; nacheinander aufzutragen und findet 
die Ordinate Ya: 

Ya = a1 • sin ( a · 2:) + a2 • sin ( 2 • a · 2:) + · · · 
b0 + b1 · cos ( a · 2nn) + b2 • cos ( 2 · a · 21~) + · · ·, 

indem man den Polygonzug parallel zu den Strahlen des Büschels 
zieht, wieder unter Benutzung des Richtungslineals. Die Reihen
folge, in der die Koeffizienten a; und b; hierbei abgetragen werden, 
ist die folgende: b av u a2, b2, ... , an, bn. 

Beim Ziehen der Parallelstrahlen hat man hier also abwechselnd 
die Sinus- und Kosinuszahlen zu benutzen. 

2. Bei der numerischen .Attswertung der Sttmmen 

aa = ~ ·LY;· sin (a·i · ~-) l 
(a=l,2, ... ,n-1) 

ba= ~ ·~Y;· cos (a·i·~) 

b0 =2~·~Y; 
(i=l 1 2, ... ,2n) 

b =___!__· ~y.• (-l)i 
n '2n .L.J z 

empfiehlt es sich ebenfalls, n gerade anzunehmen, da die Winkel
funktionen dann in jedem Quadranten, abgesehen vom Vorzeichen, 
die gleichen Werte annehmen, wodurch sich die Zahl der Multi
plikationen auf den vierten Teil reduziert.1) 

1) Für 2n = 12 und 2n = 24 sind von Runge Rechenschemata an
gegeben: C. Runge und F. Emde, Rechnungsformular zur Zerlegumg 
einer empirisch gegebenen periodischen Funktion in Sinuswellen. Braun
schweig 1913. 

Timerding, Handbuch I. 2 . .Aufl. 9 
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Für 2n = 12 schreibt man die 12 gegebenen Ordinaten 
y1 , ••• , y12 in folgender Weise hin, indem man die von ihnen ge
bildete Reihe "zusammenfaltet", und schreibt die Summen und 
Differenzen darunter: 

Ordinaten I 
Y12 Yu YtJ Y9 Ys Y1 

Summe I v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 

Differenz I 
Um die Kosinuskoeffizienten ba zu berechnen, operiert man mit 

den Größen v allein weiter. 
Man faltet sie abermals und bildet wieder Summen und Diffe-

renzen b und b 1 : 

vo vl V 
' Vs 

Vs v5 v4. 

Summe I bo bl b2 bs 

Differenz j b0' b I 
1 b ' 2 

Da 12 b0 die Summe der Ordinaten ist, erhält man: 

12b0 = b0 + b1 + b2 + b8• 

Für 12 b6 ergibt sich dagegen: 

12 b6 = b0 + b2 - (b1 + b3). 

Für 6 b1 erhält man: 

6 b1 = cos 0° · (Y12 - Ys) + cos 30° · ( Y1 + Yu - (Y5 - Y1) } 

+ cos 60° · {y2 + Y1o- (y4 + Yo)} · 

Durch die Größen ll' drückt sich dieser Wert aus wie folgt: 

6 b1 = ll0' + cos 300 · b1
1 + cos 60° · b2'. 

In dieser Weise kann man alle Kosinuskoeffizienten durch die 
Größen b und die Sinuskoefffzienten durch u ausdrücken, so daß 
man leicht die Gültigkeit des folgenden Schemas verifizieren wird. 

Gegebene I '!h Yt Ys 
Ordinaten y y y y 

12 11 10 9 

Summe J 
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1. Kosinusglieder: b0 , •• • , b6• 

Vo vl v2 Vs 

Vs v5 v4 
Summe I bo bl b2 bs 

Differenz I b0
1 IJ , 

1 b21 

cos 0° = 1 { b0 { b1 b I bo -bs j b 0' -bs/ 
IJ2 bs 

0 

~~~~~~~---~-- -- ------------
cos300= 1- 0,134 b 1 

-~~~--~~~~-\\---_- -__ -_ .. -_:_'= _1_ L__~-"~ -_ .. -~-1 _-_-_ cos60°= ·l = 0,5 u " " 

Summen der Kolonnen I II I II I II 1 I II 
---------H---__!_----11---- ----f-..--1-
_Su_m_m_e_I_+ __ II _______ 1_2_bo_~ l __ 6_b2_jl_6_b_s_ 

Differenzen I - II 12 b6 I 6 b5 I 6 b4 II 

2. Sinusglieder: a11 ••• a5 .. 

ul n2 Us 

u5 u, 

Summe I U1 u2 Us 

Differenz / u/ u2 
, 

sin 30°= t = 0,5 
I 

II ul 

sin 60° = 1 - 0,134 u2 111 
, --11 

u/ I 
-- -

sin 90° = 1 Us 
1----

Summen der Kolonnen ~~~n r rr 
Summen I+ II -~ 6a2 

Differenzen I - II I 6 a5 Ii 6a4 
II 

I II 

Die Multiplikation mit den Winkelfunktionen ist dabei so aus
zuführen, daß die Zahlen u, u', b, b' mit den auf gleicher Zeile 
stehenden Funktionswerten zu multiplizieren sind. 

9* 
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Für 0,866 ist (1-0,134) geschrieben, weil bei Benutzung des 
Rechenschiebers die Multiplikation mit 0,134 genauer wird als die 
mit 0,866. 

Man kann das gleiche Schema verwenden, um die soeben be
rechneten Koeffizienten a und b zu prüfen. Man hat dazu einen 
Teil der Rechnung in der Weise noch einmal durchzuführen, daß 
man die Kosinuskoeffizienten b0 , ••• b6 gen'au so behandelt wie 
vorher die Größen v0 , ••• v6 : • 

Man faltet die Zahlen b0 , ••• b6 , bezeichnet Summen und Diffe
renzen mit b0 , ••• tJ8 , b0', ••• t>2' und multipliziert diese wie früher 
mit den Winkelfunktionen. Statt der früher durch die Summen 
I+ II erhaltenen Größen 12 b0 , 6 b11 ••• 12b6 erhält man jetzt 
an den gleichen Stellen die Größen: 

Vo 
vl Vt Vs 

2 2 2 

Va ~ v4 
2 

-2-. 

Ebenso erhält man aus den Koeffizienten a1, ••• a0 die Größen: 
ul 1~! u3 
2 2 2 

u" u4, 
2 2 

Diese sind mit den aus der ersten Faltung der gegebenen Ordi
naten erhaltenen W erlen zu vergleichen. 

Damit ist auch der Weg bezeichnet, auf dem man aus gegebenen 
12 Koeffizienten die 12 Werte y17 ... '!Iu der Funktion: 

'!I = a1 • sin x + · , · + a5 • sin 5x 

b0 + b1 • COS X + • · • + b5 • COS 5 X + b6 • COS 6 X 

zu ermitteln hätte. 
Bei der Durchführung der Rechnung als Probe ist es zweck· 

mä.ßiger, mit den sechsfachen Koeffizienten zu rechnen (so wie 
man sie mit Ausnahme von b0 und b6 erhält). 

Man erhält dann aus 6 a17 ••• 6 a5 die Größen 3 u17 ••• 3 u5 und 
aus 6b0 , 6b1 , ... 6b6 die Größen 6v0 , 3v17 ... 3v6 , 6v6 • 

Eine andere Probe liegt darin, daß 
2uos+ ~t12 + ... + ~~+ 2ua2= 

3 · {2 · (6a0) 9 + (6a1) 2 + ... + (6a5)'+ 2 · (6a6) 2 } 

und v12 + .. · + v5! = 3 · { ( 6 b1) 2 + .. · + ( 6 b6) 2 } sein muß. 

Wenn das vorstehend geschilderte Verfahren auch keinerlei 
grundsätzliche Schwierigkeiten macht, so werden dem weniger ge
übten Rechner doch leicht Vorzeichenfehler unterlaufen. -
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Nun ist aber gerade die harmonische Analyse ein Problem, das 

sehr häufig die Lösung sehr zahlreicher gleichartiger Aufgaben 
verlangt, die man dann gerne nicht weiter vorgebildeten Hilfs
kräften übertragen will. Hierfür kann der Schematismus der Rech
nung nicht weit genug getrieben werden, und etwas umständliche 
Vorbereitungen können in den Kauf genommen werden, sofern sie 
ein für allemal verwertbar bleiben. 

Eine in diesem Sinne recht zweckmäßige Anordnung der Rech
nung ist seinerzeit von L. Hermann angegeben worden und jetzt 
von W. Lohmann wieder hervorgeholt.1) 

Um die vorher eingeführten Bezeichnungen beibehalten zu können, 
wird hier etwas von der Hermannsehen Darstellung abgewichen. 

Es werden zunächst alle Ordinaten '!/; dadurch positiv gemacht, 
daß sie von einer neuen a:-Achse aus gemessen werden, die hin
reichend tief angenommen wird. Diese Verschiebung der Ordi
natenachse ist dann bei dem Koeffizienten b0 (S.124) leicht wieder 
zu berichtigen. 

Die Periode wird in eine gerade Anzahl 2n Teile geteilt, so daß 
die 2n Ordinaten 'Y; 1 (i = 1, 2, 3 ... 2n), den Ausgangspunkt der 
Rechnung bilden. In dem vonLöhmann herausgegebenen Schema 
ist 2n = 20 angenommen. 

In die erste Spalte einer Tabelle werden die 2n Ordinaten Y; 
untereinander geschrieben, in die Spalten rechts daneben die Pro
dukte dieser Ordinaten mit den Sinussen der ganzzahligen Viel-

" fachen von -, so daß das untenstehende Schema entsteht, das tat-n 
sächlich nur Zahlen enthält, die leicht mit dem Rechenschieber 
zu bilden sind. 2) Damit sind sämtliche Multiplikationen erledigt, 
die überhaupt benötigt werden. 

% 
'!h · siu-n 

% 

112 • sin-n 

Y1 ·sin2~ 
n 

Y2 ·sin2~ 
n 

. 2" '!hn. sm -n 

Y1 • sin { (~ - 1) · ~ } 
Y2 • sin { (~ - 1) · ~ } 

!hn · sin { (j- 1) · ~} 

1) L. Hermann in Pflügers Archiv für die gesamte Physiologie 
1890. Seite 45. W. Lohmann, Harmonische Analyse zum Selbst
unterricht. Hamburg 1921. 

2) In Lage III. V gl. 8. 28. 
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Um nun die Summen dieser Produkte (S.125) völlig schematisch 
bilden zu können, werden (2n- 1) rechteckige Schab~onen aus 
transparentem Papier angefertigt, die genau auf das von dem so
eben besprochenen Produktenschema gebildete Rechteck passen. 
Zu jedem Koeffizienten a;. bzw. b;. gehört eine Schablone, und auf 
dieser werden quadratische Fenster markiert, in denen beim Auf
legen der Schablone auf das Schema gerade diejenigen Produkte 
erscheinen, deren Summen bei dem betreffenden Koeffizienten zu 
bilden sind. Die quadratischen Fenster sind teils schwach teils 
stark umrahmt, nach dem Gesichtspunkt, daß die Zahlen, die in 
den stark umrahmten Fenstern erscheinen, mit positivem, die in 
den schwach umrahmten Fenstern mit negativem Vorzeichen zu 
rechnen .sind. Man bildet natürlich jede Summe für sich und 
addiert sie dann algebraisch. Die nachstehende Fig. 30 zeigt solche 
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2 
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10 
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a 

Schablonen für die er
sten vier Koeffizienten. 
Der Koeffizient b0 , der 
gleich dem arithme
tischen Mittel aller Or
dinaten ist, wird ohne 
Schablone gefunden . 

Da die Schablonen 
selbst nicht beschrie
ben werden, bleiben sie 
ständig brauchbar. Die 
im Einzelfalle zu lei
stende Rechenarbeit 
kommt also auf die 

Bildung des Produktenschemas hinaus. Nach Auflegen der Scha
blonen sind dann nur Additionen der durch die Fenster scheinenden 
Zahlen auszuführen. Es entstehen dabei dien-fachen bzw. 2 n-fachen 
Werte der Koeffizienten (S. 126} Das Schema von n = 10 emp
fiehlt sich dabei. Ein Vorzug dieser "Methode liegt auch darin, 
daß man jeden Koeffizienten für sich berechnen kann. 

5. Allgemeines über Approximation. Man braucht sieb bei 
der Approximation empirischer Funktionen nicht auf ganze ratio
nale und trigonometrische Funktionen als Ersatzfunktionen zu be
schränken Zur Approximation einer Funktion f( x) kann man 
auch irgendwelche anderen Funktionen wählen, die eine Anzahl 
willkürlieber Parameterp;. enthalten. Ist p(x,p1 ,p2 , ••• ,pn)'eine 
solche Funktion, so liefert die Forderung, das Integral 

"'• 
111 = j{f(x)- rp(x,p1 ,p2 , ... ,pn)}2dx 

"'• 



1. Systeme linearer Gleichungen mit mehreren Unbekannten 135 

zu einem Minimum zu machen, durch Nullsetzen der partiellen 

Differentialquotienten ~ M wieder n, im allgemeinen jedoch nicht 
PJ. 

lineare Gleichungen für die Parameter JJJ.· Der mit einer be
stimmten :Funktion <p(x) erzielte Wert M kann zur Abschätzung 
der erreichten Annäherung, insbesondere auch zum Vergleich 
zweier verschieden gebauter Approximationsfunktionen dienen. 

IX. Auflösung von Gleichungen. 

Wir besprechen in diesem Kapitel die Methoden zur Behand
lung von algebraischen und transzendenten Gleichungen, wobei 
kein Unterschied zwischen auflösbaren und nichtauflösbaren Glei
chungen gemacht wird. Es bezieht sich diese Unterscheidung bei 
algebraischen Gleichungen bekanntlich auf die Möglichkeit, die 
Wurzeln der Gleichungen in einer gewissen Form darzustellen. 
Diese ist dem praktischen Rechner gleichgültig, seine Absicht 
geht dahin, die Werte der Unbekannten mit der nötigen Genauig~ 
keit zu ermitteln und als Dezimalbruch anzugeben. 

Es werden zunächst Systeme linearer Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten behandelt, deren Auflösung eine Rolle in der Aus
gleichsrechnung spielt. Daher wird neben dem allgemeinen Prinzip 
der Auflösung solcher linearer Systeme ihre Verwendung in der 
Ausgleichsrechnung kurz angedeutet. 

Weiter wird zur Auflösung algebraischer Gleichungen nt•n Grades 
in diesem Kapitel das Graeffesche Verfahren auseinandergesetzt. 
Dieses liefert alle Wurzeln der Gleichung. Braucht man nur einzelne 
Wurzeln, so verfahrt man besser nach der Methode, die im dritten 
Kapitel im Anschluß an die Behandlung von ganzen rationalen 
Funktionen besprochen wurde. 

Schließlich wird noch die Auflösung transzendenter Gleichungen 
mit einer oder mehreren Unbekannten besprochen. 

1. Systeme linearer Gleichungen mit mehreren Unbe
kannten. Es liege ein System von -. linearen Gleichungen für 
die -. Unbekannten x, y, ... 10, z vor: 

a1 x + b1 y + · · · + m1 UJ + n1 z + d1 = 0 , 

a2x + b2y + · · · + m 2 w + n2 z + d2 = O, 
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wobei die Koeffizienten a1 , ••• d-e reelle Zahlen sind und die Deter~ 
minante von Null verschieden ist. 

Die Auflösung der Gleichungen läßt sich zwar in Deter
minantenform sogleich hinschreiben, doch bietet die Ausrechnung 
der Determinanten bei einer größeren Anzahl von Gleichungen 
eine so erhebliche Schwierigkeit, daß man in der Praxis hiervon 
keinen Gebrauch macht, sondern ein anderes Verfahren benutzt, bei 
dem man die Unbekannten der Reihe nach aus den Gleichungen 
eliminiert. 

Addiert man etwa die ersten beiden Gleichungen, nachdem man 

die zweite mit - ~multipliziert hat, so erhältman eine Gleichung, 
n~ 

welche die Unbekannte e nicht mehr enthält. 
Darauf kann man die erste und dritte Gleichung addieren, nach-

dem die letztere mit- n1 multipliziert ist, und erhält wieder 
ns 

eine Gleichung, in der e nicht mehr vorkommt. Auf diese Weise 
lassen sich aus den f gegebenen Gleichungen gerade t ..:.... 1 linear 
unabhängige Gleichungen ableiten, die nur noch die t- 1 Un-
bekannten x, y, ... w enthalten. · . 

Dies neue System von t - 1 Gleichungen behandelt man genau 
so wie das ursprüngliche, indem man wieder eine Variable eli
miniert, wodurch man auf ein System von. t - 2 Gleichungen 
kommt. Fährt man so fort, so erhält man am Ende zwei lineare 
Gleichungen mit zwei Unbekannten: 

a/ x + b/ y + d/ = 0, 

a2'x + b2'y + d2' = 0, 

aus denen .man nach demselben Prinzip für x die Gleichung 

( ' , bl') + {d , :1 ' bl') 0 x al - al • b2' \ 1 - u.2 • b,.' = 

ableitet. Vermittelst des gefundenen Wertes von x berechnet man 
'!I aus einer der Gleichungen, die nur x und y enthalten, und findet 
so weiter rückwärts gehend der Reihe nach die übrigen Un
bekannten. 

So einfach das soeben auseinandergesetzte Verfahren prinzipiell 
ist, die praktische Durchführung erfordert doch die Beachtung 
verschiedener Nebenumstände, wodurch sich oft eine wesentliche 
Erleichterung der Rechenarbeit erreichen läßt. Zunächst liegt es 
nahe, beim Anschreiben der Gleichungen die Buchstaben für die 
Unbekannten nur einmal hinzuschreiben und die Koeffizienten durch 
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die Stelle, an der sie geschrieben werden, zu unterscheiden. Jeder 
Unbekannten ordnet man eine Kolonne zu, in der die zugehörigen 
Koeffizienten der einzelnen Gleichungen erscheinen. 

Um bei der Kombination je zweier Gleichungen beim Elimina
tionsverfahren Rechenfehler zu vermeiden, empfiehlt es sich, neben 
jede Gleichung die Summe a1 + b; + · · · + m; + n; + d; ihrer 
Koeffizienten eu schreiben tmd diese Summen genau so zu behan
deln wie die Koe{fieienten selbst. Leitet maiJ. aus zwei Gleichungen 
eine neue ab, so muß sich deren Koeffizientensumme auch aus den 
Summen der ersten beiden Gleichungen ergeben, wenn diese Summen 
mit denselben Faktoren wie die Koeffizienten multipliziert und 
darauf addiert werden. 

Man sieht dies in seiner allgemeinen Gültigkeit an dem Beispiel 
von zwei Gleichungen sofort ein: 

a1 x + b1y + d1 = 0 ( al + bt + dt) ' 

(a2 + b2 + d2). 

Rechts neben den beiden gegebenen Gleichungen stehen ihre Ko
effizientensummen. Eliminiert man y durch Multiplikation der 

zweiten Gleichung mit - : 1 und Addition, so erhält man 
I 

x ( a1 - a2 • ::) + cl1 - d2 • :: = 0 . 

Die Koeffizientensumme dieser Gleichung ist 

( a1 - a2 • .::) + dl - d2 · :: , 

und man erhält in der Tat den gleichen Ausdruck, wenn man die 

mit - ~1 multiplizierte Koeffizientensumme der zweiten Gleichung 
ll 

von der ersten abzieht. Die kleine Mehrarbeit, die in der Bildung 
dieser Summen liegt, wird reichlich aufgewogen durch den Gewinn 
einer fortlaufenden Kontrolle der Rechnung. 

Die Elimination einer Variablen aus zwei Gleichungen 

a1 x+b1y+c1z+d1 =0, 

a2 x + b2y + c2 z + d2 = 0 

ist besonders bequem ausführbar, wenn die geforderte Genauig
keit eine Anwendung des Recltenschiebe1·s zuläßt. 

Um z. B. aus den beiden obenstehenden Gleichungen e zu eli
minieren, stellt man auf dem Stabe c1 und auf der Zunge c2 ein
ander gegenüber. Den Zahlen Us, b2 und d2 auf der Zunge stehen 
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dann am Stabe die Zahlen (a2 • ~) , (b2 • ~) und (a, · ~) 
~ ~ ~ 

gegenüber, die der Reihe nach von a11 b11 d1 abzuziehen sind, um 
die Koeffizienten der neuen Gleichung zu erhalten. Man kann für 
die Handhabung des Rechenschiebers hierbei auch folgende leicht 
zu merkende Regel angeben: Man stellt die Zunge so ein, daß der 
Koeffizient c, in den Koeffizienten c1 "verwandelt" wird ( d. h. daß 
sich c1 und c2 gegenüberstehen), dann werden die Koeffizienten a2 

und b, in die Koeffizienten derjenigen Gleichung verwandelt, die 
von der ersten Gleichung abzuziehen ist. 

Bei dem Eliminationsverfahren liegt nun eine große Willkitr 
. darin, wie man durch Kombination zweier Gleichungen eine neue 
ableitet. Erstens ist es freigestellt, welche Gleichungen man über
haupt addiert. Man muß- nur so vorgehen, daß die abgeleiteten 
Gleichungen linear unabhängig bleiben. Zweitens kann man aus 
zwei Gleichungen, z. B. 

a1x+~1y+d1 =0, 

a2 x + b2 y + d2 = 0 

eine neue Gleichung, die nur noch a; enthält, auf zwei Arten ab

leiten: man kann addieren, nachdem man die erste mit - ~~ oder 
1 

nachdem man die zweite mit - : 1 multipliziert hat 
! 

Wenn nun b1 und b2 stark voneinander abweichen, hat man so 

vorzugehen, daß man den kleineren der beiden Quotienten :~ und :i 
s . 1 

benutzt. Ist etwa ~ klein, so wird man für a; die Gleichung 
! 

x ( a1 - a2 • ~1•) + d1 - d2 • !~ = 0 

ableiten, denn die Produkte a2 • : 1 und d2 • : 1 werden im allgemeinen 
! 1 

klein sein gegen a1 und d1 . Es genügt also, dieselben mit geringer 
relativer Genauigkeit zu bestimmen, da nur ihre ersten Stellen in 
Betracht kommen. 

Liegen z. B. die Gleichungen vor: 

9,2 

3,4 

g 
-52,3 

+ 1,2 

35,0 = 0 

7,1 = 0, 
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so kann man diese addieren, nachdem man zwecks Elimination 

t d d. t 't 1'2 d d' 't 't 52•3 l . von y en we er 1e ers e m1 52 3 o er 1e zwe1 e m1 IT mu tl-

pliziert hat. Im ersten !!'alle genÜgt, um den Koeffizient~n von x 
auf eine Dezimale genau zu erhalten, die im Kopfe auszuführende 
Multiplikation der ersten Gleichung mit f.o. Im zweiten Falle ge
nügt aber die Genauigkeit des Rechenschiebers nicht mehr, um die 
erste Dezimale sicherzustellen. 

Die Beachtung dieser Rt~gel, stets· mit möglichst kleinen Faldoren 
ztt multiplizieren, f'lillt noch mehr ins Gewicht, wenn die Koeffizienten 
eines Gleichungssystems nur mit beschränkter Genauigkeit gegeben 
sind, wie es in der Praxis häufig der Fall sein wird. Es ist dabei 
notwendig, sich bei der Durchführung der Rechnung fortdauernd 
Rechenschaft zu geben von der Genauigkeit der hingeschriebenen 
Zahlen, um die Unsicherheit des Resultates abschätzen zu können. 
Als Schlußkontrolle wird man zweckmäßig die erhaltenen Werte 
der Unbekannten in die gegebenen Gleichungen einsetzen, um auch 
dadurch eine Übersicht über die Genauigkeit des errechneten Re
sultates zu gewinnen. 

2. Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. Die Auflösung von Systemen linearer Glei
chungen spielt eine große Rolle in der sog. Ausgleichungsrechnung. 
Das Prinzip derselben läßt sich am besten an einem überbestimmten 
System linearer Gleichungen übersehen. 

Wir nehmen an, es seien zwei unbekannte Größen x und y durch 
Messungen zu bestimmen. Es soll aber unmöglich sein7 die beiden 
Größen einzeln zu messen, die Anordnung der )Jessungen ist viel
mehr eine derartige, daß durch jede Messung eine lineare Gleichung 
a;X + b;Y + d = 0 gewonnen wird, in der a1 und b1 bekannte Kon
stante und d1 die beobachtete Ablesung sind. Führt man zwei Mes
sungen aus, die die Werte d1 und cl2 liefern, so könnte man hieraus 
die Unbekanntenxundy ermitteln,indem man die beiden Gleichungen 

1) a1 x + b1 y + d1 = 0 , 
2) a9x + b2y + d2 = 0 auflöst. 

Es liegt nun nahe, sich hiermit nicht zu begnügen, sondern zur 
Kontrolle noch mehr Messungen, es mögen im ganzen n sein, aus
zuführen, die n Gleichungen: 

1) a1 x + b1 y + d1 = 0 , 
2) a2x + b2 y + d2 = 0, 
3) aax + b3 y + d8 = 0, 

n) a"x+b,.y+d11 =0 
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für die beiden Unbekannten x und y liefern. Wären die Messungen 
absolut genau, so müßten irgend zwei Gleichungen, die aus den 
vorliegenden n Gleichungen herausgegriffen werden, stets dieselben 
Werte x und y liefern oder, mit anderen Worten, ein Wertepaar 
x, y müßte alle Gleichungen erfüllen. 

Da aber jede Messung mit Fehlern behaftet ist, werden nicht 
alle Gleichungen durch dieselben Werte von x und y genau be
friedigt werden können. Verdienen nun alle Messungen das 
gleiche Vertrauen, so entsteht die Frage, wie man x und y am ge
eignetsten wählt, um allen Messungen nach Möglichkeit gerecht 
zu werden. 

Die Antwort lautet so: Setzt man in alle Gleichungen 1), ... n) 
für x und y zwei Zahlen x und y ein, so werden die Gleichungen 
nicht alle erfüllt, sondern die linken Seiten der Gleichungen werden 
von Null verschiedene Werte annehmen, die Oi, o~, ... o n genannt 
werden mögen. Wir schreiben also: 

alx + bly + dl = 01' 

a2x + b2 y + d2 = 0'2 , 

a3x + b3 y + d3 = 0'8 , 

])ie Werte x, y hat man nun so zu bestimmen, daß die Summe 
0'1 s + 0'2 2 + o3 2 + .. · + on 2 der Quadrate der .Abweiclmngen von 
Null möglichst klein wird.1) Die so bestimmten Wertex und y sind 
dann die wahrscheinlichsten Ergebnisse der llfessungen. 

Um diese Werte von x und y zu finden, denke man sich in der 
Summe 

für oi die linken Seiten der Gleichungen eingesetzt. Es wird dann 

S = (a1 x + b1 y + d1) 2 + (a2 x + b2 y + d2)~ + · · · 
+ ( anx + bny + dn)2, 

also eine Funktion von x und y.2) 

Um diese zu einem Minimum zu machen, hat man ihre partiellen 

1) Daher die Bezeichnung Methode der kleinsten Quadrate. 
2) Die Striche über x und y sind jetzt fortgelassen. 
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Differentialquotienten ~ S und ~ ~ gleich Null zu setzen. Damit 
uX uq:i 

erhält man zwei lineare Gleichungen für x und y, nämlich: 

~ · ~! = x · ( a12 + a2 2 + .. · + an 2) + Y · ( a1 b1 + a2 b2 + · · · + an bn) 

+ (a1 d1 + a2 d2 + · · · + akdn) = 0, 

~ ·~:=x·(a1 b1 +a2 b2 + .. ·+anbn)+Y·(b12 +b22 + .. ·+bn2) 

+ (bl dl + b2 d2 + ... + b ,.dn) = 0 . 

Durch die Auflösung dieser als Normalgleichungen bezeichneten 
Gleichungen werden alle Messungen berücksichtigt.1) 

Die Erweiterung des Verfahrens auf lineare Gleichungen mit 
mehr als zwei Unbekannten ergibt sich ohne weiteres. Ebenso 
überzeugt man sich leicht, daß die Methode bei linearen Gleichungen 
mit nur einer Unbekannten auf das arithmetische Mittel der aus 
den einzelnen Gleichungen hervorgehenden Werte der Unbekannten 
führt. (Über die Anwendung der Methode bei nicht linearen Glei
chungen s. S. 158.) 

3. Auflösungvon algebraischen Gleichungen. Graeffesches 
Verfahren. Zur Auflösung algebraischer Gleichungen höheren 
Grades 

finden vorzugsweise zwei Methoden Anwendung.2) Die eine, im 
dritten Kapitel auseinandergesetzte, beruht auf dem Gedanken, die 
Wurzeln der Gleichung einzeln in der Weise zu berechnen, daß 
man sich für die Wurzel einen Näherungswert verschafft und diesen 
durch ein systematisches Verfahren bis 7.U beliebiger Genauigkeit 
verfeinert. Das Prinzip, das dabei benutzt wird, das Newtonsehe 
Näherungsverfalwen, findet übrigens auch bei transzendenten Glei
chungen sowie nichtlinearen Gleichungen mitmehreren Unbekannten 
Anwendung, wie dies in 4. und 5. auseinandergesetzt werden wird. 

Hier soll nun die andere Methode, das sog. Graeffesche Ver
fahren, erörtert werden. Man findet damit, ohne erst nach Nähe
rungswerten zu suchen, alle Wurzeln der Gleichung, auch die kom
plexen. Welches Verfahren am zweckmäßigsten anzuwenden ist, 
wird sich im einzelnen Falle leicht übersehen lassen. 

1) Sind die b; und d; direkt beobachtete Größen, zwischen denen man 
einen linearen Zusammenhang x + by + d = 0 vermutet, so liefert 
unser Schema die gesuchten Koeffizienten x und y. Da hierbei alle 
a; = 1 sind, ist die Rechnung recht einfach und der graphischen .Aus
gleich~.ug vorzuziehen. 

1) Uber die gr.aphische .Auflösung algebraischer Gleichungen 
s. Kap. III, S. 48. Uber die .Auflösung von Gleichungen dritten Grades 
mit dem Rechenschieber s. Kap. II, S. 20. 
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Der Grundgedanke des Graeffeschen Verfahrens ist folgender: 
Die Wurzeln der Gleichung 

uve) = a .. llf' + a .. _lx"-l + ... + alx + ao = o, 
die zunächst alle als reell und voneinander verschieden angenommen 
werden mögen, seien der Reihe nach x1 , x9 , ••• x .. , wobei 

l X1 l > l x~ l > · · · > l x,. l sein soll. 

Nun kann man leicht aus g (x) = 0 eine neue Gleichung 
g1 (z) = 0 ableiten, deren Wurzeln die Quadrate a;19, x2 2, ••• x,.2 

der Wurzeln der gegebenen Gleichung g(a;) = 0 sind, so daß 
g1 (z) = 0 wird, wenn das Argument z die Werte a;12, a;2 2, ••• x,. 2 

annimmt. 
Ebenso gelangt man weiter zu Gleichungen, deren Wurzeln die 

vierten, achten, sechzehnten usw. Potenzen der Wurzeln der ge
gebenen Gleichung sind. 

Die Wurzeln dieser Gleichungen werden nun, je weiter man 
in der Bildung der Gleichungen fortschreitet, immer mehr "aus
einandergezogen". Setzen wir nämlich den absoluten Wert des 

Quotienten zweier aufeinanderfolgender Wurzeln I ~ j = -r, so 
xJ.+1 

wird bei der Gleichung, deren Wurzeln die 2 .. ten Potenzen von den 
Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, das entsprechende Ver· 
hältnis = i .. , kann also, da • > 1 ist, so groß gemacht werden, 
wie man will, wenn man nur v genügend groß wählt. 

Es sei nun 

.P,.w"+ .Pn-lwn-1 + ... + .PtW +.Po= 0 

eine Gleichung, deren Wurzeln die v1•n Potenzen der Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung sind. Sind w,., w,._ 1 , •.• w1 die Wurzeln 
dieser Gleichung für w, so ist identisch: 

(w- w1) • (w- w2) • • • (w- w,._ 1) • (w- w,.) 
= 10n + .Pn-1, w"-1+ Pn-2. 10n-2+ ... + 1'1. w +Po 

ß ~ h ~ 

und durch Ausrechnung der linken Seite ergibt sich, daß die 
Summe aller Wurzeln 

+ + + Pn-1 w1 tt•2 • • • w .. =- Pn' 
die Summe aller Produkte aus je zwei Wurzeln 

+ + Pn-2 wt. wll wl • Ws ... = --' 
Pn 

die Summe der Produkte je dreierWurzeln - Pn-s ist usw. 
Pn 
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Ist nun v groß genug, so wird die größte Wurzel, es sei w1 , 

weit größer sein als die nächstkleinere w2 und die noch kleineren 
Wurzeln. In der Summe w1 + w2 + · · · + w,. wird also die 
Partialsumme w2 + w8 + · · · + wn gegenüber w1 nicht· in Be
tracht kommen, so daß bis auf einen kleinen Fehler 

gesetzt werden kann. Analog kann man schließen, daß das Glied 
w1 • w2 in der Summe w1 • w2 + w1 • Ws + · · · groß ist gegen die 
Summe der anderen Glieder, also kann man schreiben: 

Pn-% 
101. tv2 = - --. 

Pn 

Ebenso erhält man, wenn w3 die drittgrößte Wurzel ist: 

Pn-s w1 · w2 • 105 = -- usw. 
Pn 

Durch Division jeder dieser Gleichungen durch die vorhergehende 
folgt: 

Pn-1 wl= -----p;;-, W -- l!_n-2 
,- Pn-1' 

Die Wurzeln der Gleichung 

Pn-s 
Ws = - --- usw. 

Pn-2 

p,.w"+ Pn-lwn-1 + ... + Pttv +Po= 0 

für w = I x j'' lassen sich also unter der Voraussetzung, daß v groß 
genug angenommen ist, sehr schnell berechnen. Man kann, um 
sich möglichst anschaulich auszudrücken, sagen, daß sich diese 
Gleichung in eine Reihe von n linearen Gleichungen "spaltet", die 
man durch Zusammenfassen je zweier aufeinanderfolgender Glie
der der Gleichung erhält. Nämlich: 

Pntv"'+ Pn-1 w"'-1= 0; Pn-lwn-1+ Pn-2wn-2= 0; . . -.plw +Po= 0 

oder p,.w + p,._ 1 = 0; p,._ 1 w + P,,_ 2 = 0; .. · 

Da die absoluten Beträge der Wurzeln w11 w2 , w8 , ••• w,. gleich 
den vt•n Potenzen der absoluten Beträge von den Wurzeln der ge
gebenen Gleichung sind, kann man die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung dem absoluten Betrage nach angeben. Das Vorzeichen 
bestimmt man am einfachsten durch probeweises Einsetzen der 
Werte in die Gleichung nach dem Horner-Scbema. 

Die Bildung einer Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der 
gegebenen Gleichung g(x) = 0 sind, geschieht, indem man g(x) 
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mit g(- x) multipliziert und das Produkt g(x) · g(- x) nach 
Potenzen von x ordnet. Die so entstehende ganze Funktion von aJ 
enthält nur gerade Potenzen von x, da sie für x und -x gleiche 
Werte annehmen muß. Man kann also eine neue Variable ~t = x3 

einführen und erhält damit in der Tat eine ganze Funktion nten 
Grades von z, g1 (z ), die für z = x12, x2 2, ••• xn 2 verschwindet . 
.Aus g1 (~t) kann man in derselben Weise eine Funktion nten Gra
des g2 (u) herstellen, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln von 
g1 (z)"= 0, mithin die vierten Potenzen der Wurzeln von der ur
sprünglich gegebenen Gleichung g(x) =·0 sind. Ebenso bildet 
man die folgenden Gleichungen. 

Man führt diese Multiplikationen vorteilhaft pach einem Schema. 
aus, nach dem auch die angeführten Zahlenbeispiele durchgerechnet 
sind. Statt weitere allgemeine Erklärungen für das Verfahren 
überhaupt zu geben, sollen alle Überlegungen, die noch zu machen 
sind, bei der Erläuterung der Beispiele durchgeführt werden. Neben 
dem Rechenschema sollen noch die Fragen beantwortet werden: 
Wie weit hat man in der Aufstellung der Gleichungen vorzugehen? 
Wie modifiziert sich das Verfahren beim Auftreten komplexer 
Wurzeln? Wie bestimmt man die Vorzeichen der Wurzeln, von 
denen das Verfahren ja nur den absoluten Betrag liefert, und 
wie kontrolliert man das Ergebnis der Rechnung überhaupt? 

.Als ein erstes Beispiel diene die Gleichung dritten Grades: 

a-,3 - 6 x 2 + 11 X - 6 - 0 1 

deren Wurzeln 1, 2 und 3 sind. Man schreibt während der Rech
nung nur die Koeffizienten, nicht die Vadable selbst hin, so daß 
die Gleichung durch die Zahlen in der ersten Zeile des Rechen
schemas auf der folgenden Seite dargestellt wird. 

Da man durch die folgenden Operationen zu sehr großen Zahlen
werten gelangt, ist es zweckmäßig, diese so zu schreiben, daß man 
einen Dezimalbruch mit nur einer Ziffer vor dem Komma benutzt 
und die Pote~z von 10, mit der er noch zu multiplizieren bleibt, 
als Index oben hinzufügt. V erwechselungen mit einer Potenz des 
Dezimalbrut:hes selbst sind ja ausgeschlossen. · 

Die gegebene Gleichung g(x) ist zuerst mit g(- x), oder was 
dasselbe leistet, mit - g (- x) zu multiplizieren. Je nachdem der 
Grad der Gleichung gerade oder ungerade ist, tut man das eine 
oder das andere, damit das erste Glied der neuen Gleichung posi
tiv wird. 
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(1) 
(2) 

(3) 
{4) 

(5) 

1 -6 

+ + 

1 -1,41 

+ + 

1 

+ 

-1,961 

+0,98 

-9,81 

+ 
-9,618 

+2;78 

1 -6,838 

+ + 
1 

1 

+ 

-4,677 

+0,33 

-4,347 

+ 
-1,881:. 

+0,006 

+11 -6 
+ + 
+ 1,2111 - 3,61 

-0,72 

+2,408 

-1,01 

-3,61 

+ 
-1,303 

-1,303 

+ 
+ 1,936 . - 1,696 

-0,25 

+ 1,686 

+ 
-1,696 

+ 
+ 2,8211 - 2,8611 

-0,02 

+ 2,8012 

+ 
-2,8611 

+ 
+ 7,851' -8,1914 

0,0002 

(2. Potenzen) 

( 4. Potenzen) 

(8. Potenzen) 

(16. Potenzen) 

1 -1,87415 + 7,85 2' ·- 8,192' {32. Potenzen) 

log 8,19u - 24,9133 

log 7,8524 = 24,8949 

log 1,87 415 = 15,272! 

Differenzen 
;; 0,0184 

9,6222 

15,2727 

:32 

0,00057 

0,3007 

0,4773 

jx1 J = 1,001 

Jx1 J = 1,998 

jx8 j = 3,001 

Zur Ausführung der Multiplikation genügt es, in einer Zeile 
(2) die Vorzeichen von± g(- x) zu bezeichnen; da.bei sind also 
stets die Vorzeichen der Glieder gerader Potenz in der ursprüng
lichen Gleichung umzukehren. 

Timerding, Handbuch L S. Auf!, 10 



146 IX. Auflösung von Gleichungen 

Die Multiplikation von g(x) und + g(- x) geschieht in der 
Weise, daß man das Produkt gleich nach Potenzen ordnet. Zu
nächst bildet man die Quadrate der Koeffizienten mit richtigem 
Vorzeichen. So entsteht die Zeile (3). 

Zum Gliede mit x4 tritt noch das doppelt zu nehmende Pro
dukt a: 8 • 11 x hinzu. Ebenso tritt das doppelte Produkt - 2 · 6 x · 6 
zum Gliede mit x hinzu. Diese doppelten Produkte stehen in 
Zeile (4). Bei Gleichungen von höherem als dem dritten Grade 
treten noch weitere Produkte hinzu (s. das nächste Beispiel 
S. 143). 

Durch Addition erhält man die Koeffizienten der Gleichung, 
deren Wurzeln die Quadrate der gPsuchten sind (Zeile (5)). Mit 
dieser Gleichung verfährt man ebenso wie mit der ursprünglichen 
und geht so weiter. Überblickt man den Verlauf der Rechnung, 
so wird man bemerken, daß die doppelten Produkte' immer kleiner 
werden gegenüber den Quadraten. Die Rechnung ist mit dem 
Rechenschieber durchgeführt, die Zahlen sind also auf etwa 1f'l.% 
genau. Man siebt nun bei der Bildung der letzten Gleichung für 
die 32. Wurzelpotenzen, daß der Wert· der Quadrate innerhalb 
dieser Genauigkeit durch die doppelten Produkte nicht mehr be
einßußt wird. Das ist das Zeichen dafür, daß d·ie Rechnun.Q ab
~:ubreclten is.t, da ihre Fortführung doch nur auf die gleichen Werte 
der Wurzeln führen würde. 

Nehmen wir nämlich die Gleichung für die 32. Potenzen 

(xss)s- a2. (xS2)2 + al. (xs;)- ao = O, 

so liefert das angegebene Näherungsverfahren die Wurzelwerte: 

I X1 I = sv,;-; • 

Die Gleichung für die 64. Potenzen wird aber, da die Produkte 
nicht mehr in Frage kommen: 

(xM)s- aa2, (x64)2 + a12, (x6')- ao2= O, 

und daraus folgPn die gleichen Näherungswerte für die Wurzeln 
wie aus der vorigen Gleichung. 

Man kann den Sacb verbalt auch ~o aussprechen: Nach einer 
binreichend großen Anzahl von Schritten beeinflussen bei der 
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Bildung neuer Gleichungen die vertikalen Kolonnen einander 
nicht mehr. 

Bei dem Recbnungsprozeß "spaltet" sieb die Gleichung in eine 
Reihe linearer Gleichungen 

wobei 11J1 = \ X1 j•, W2 = I x2j~, Ws= I Xs 1• 

ist (im Beispiel ist v = 32). 

Um die absoluten Beträge der Wurzeln aus den Koeffizienten 
der letzten Gleichung zu bestimmen, bedient man sich zweckmäßig 
vierstelliger Logarithmen und bildet die unter den Gleichungen 
stehende Tabelle. 

:Man schreibt in eine Kolonne die Logarithmen der Koeffizienten 
der letzten Gleichung, zweckmäßig mit dem der nullten Potenz 
b~ginnend, in die folgende Kolonne die Differenzen dieser Loga
rithmen, d. h. die Logarithmen der vten Wurzelpotenzen. Diese 
sind durch v = 32 zu dividieren, um die Wurzeln selbst zu finden, 
das gibt die dritte Kolonne, und schließlich sind hiervon die 
Numeri aufzuschlagen, womit die Wurzeln dem absoluten Betrage 
riach gefunden sind. 

Um die Vorzeichen der Wurzeln zu bestimmen, setzt man 
die Wurzeln versuchsweise nach dem Horner-Schema in die ge
gebene Glf>ichung ein. Man ed1ält dabei gleichzeitig eine Kon
trolle der Genauigkeit und kann dieselbe durch Weiterrechnen 
nach dem Horner-Scbema (8. 44) noch beliebig steigern. Da
her ist es vorteilhaft, das Graeffesche Verfahren mit dem Rechen
schieber durchzuführen, auch wenn eine höhere Genauigkeit er
strebt wird. 

Wie das Graeffesche Verfahren sich anläßt, wenn die vorgelegte 
Gle1cbunp: komplexe Wurzeln hat, können wir am besten an einem 
zweiten BPispiel einsehen. 

Es handele sich um die Gleichung fünften Grades: 

Die Bildung der Gleichungen für höhere Wurzelpotenzen geschieht 
genau wie im vorigen Bei,piel. Nur daß in .den mittleren Kolonnen 
je zwei doppelte Produkte zu bilden sind, da z. B. der Faktor der 
6. Potenz von x sich zusammense' zt aus den Faktoren des Qua
drates von x8 und der Produkte x4 • x2 und X0 • x. 

10* 
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1 2 -1 -1,91 -5,31 -3,61 

+ + 

-4 0,11 -3,61 2 2,818 -1,2963 

-2 7,6 1,06 -1,37 
-10,6 1,44 

1 -6 -2,91 -1,11 2 1,443 -1,296 3 (2. P.) 

+ + + + + 
1 -3,61 8,41 9 + 1,2324 2,0806 -1.60 

-5,8 -13,32 -8,36 -0,286 
28,82 -1,555 

1 - 9,41 2,3913 -1,1155 1,7946 -1,686 (4. P.) 

+ + + + + + 
1 -8,838 5,726 -1,24210 3,21212 - 2,8211 

4,78 -20,90 0,851 -0,375 
3,59 -0,031 

1 -4,058 -1,597 -4,229 2,837\a - 2,821! (8. P.) 

+ + + + + 

1 -1,647 1,332u - 1, 77919 8,0525 -7,9624 

-2,32 -0,342 -6,501 -0,024 
0,057 -0,002 

1 -3,967 1,04 714 - 8,34219 8,026 24 - 7,96 ~16. P.) 

+ + + + + + 
1 -1,57015 1,09828 - 6,\)789 6,4349 - 6,354~ 

0,209 -0,665 1,72 * 
* * 

1 -1,36115 4,3327 -5,2559 6,4349 -6,3549 (32. P.) 

+ + + + + + 

1 - 1,8680 + 1,8855 -2,7679 + 4,1599 -4,0499 

+0,009 -1,42 +0,06 * 
* * 

1 -1,8580 + 0,4655 - 2,707g + 4,1599 - 4,0499 (64,. P.) 
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~~ .. ll:i 'I:: 

I 
= ., ;:5 ., 

log ... s Q) Q) 

~ 0•,.... ,. z 1:.:1 .. 
Ci ~ 

4,0499 99,6064 

I 0,0116 0,0002 1,000 =-/1:6 
41699 99,6180 ·' 20,1866 0,3154 2,067 =-x, I 2,70 711 79,4314 

I x} 

\ 30,2672 
....... I ...... 6,864 =u2+ v'l x' =-0,962 

1,85 80 I +2,226i 
30,2672 0,4729 2,971 =+x,· -

1,00 I 01000 I 
a; + X 4 + x6 = - 0,096 2u = _:_ 2 + 0,096 

u'= 0,906 = -1,904 

6,864 U=-0,952 

v'= 0,906 
V= 2,226 

4,968 

Leitet man zum Schluß bei diesem Beispiel aus der Gleichung 
der 16. Potenzen die folgende der 32. Potenzen ab, so sieht man, 
daß bei der Genauigkeit des Rechenschiebers einzelne dieser Pro
dukte nicht mehr in Frage kommen, statt ihrer ist ein * gesetzt .. 
Rechnet man weiter, so findet man dasselbe. Obwohl tatsächlich 
überflüssig, soll noch die Gleichung der 128. Potenzen abgeleitet 
werden: 

1 - 1,8530 + 0,4655 - 2,7079 + 4,1599 -4,0499 (64. P.) 
+ + + + + + 
1 -3,4360 + 2,12109 - 7,30158 + 1,72199 -1,73199 

* -10,00 * * 
•X• ·lr 

1 - 3,4360 -7,88109 -7,30158 + 1 72199 
·' -1,73199 (128. P.) 

Hierbei sind alle Produkte bedeutungslos geworden, mit einer .Aus
nahme, wo nämlich (in der dritten Kolonne von links) das Quadrat 
2,12 109 und dasdoppelte Produkt- 2 ·1,8530 . 2,7079 =- 10,00109 
ergibt. In dieser Kolonne behält das erste Produkt seinen Einfluß. 
Auch beim \V eiterrechnen überzeugt man sich, daß in dieser dritten 
Kolonne das Produkt ans den Koeffizienten der Nachbarkolonnen 
die Größenordnung des Quadrates bekommt. 

Die Rechnung verläuft also wesentlich anders wie beim ersten 
Beispiel. Dort beeinflußten sich bei genügend weiter Fortführung 
der Rechnung die vertikalen Kolonnen gar nicht mehr, die Glei-
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chung wurde in eine der Anzahl der Wurzeln gleiche Anzahl 
linearer Gleichungen "gespalten". Hier wird eine Kolonne (die 
dritte) dauernd durch die beiden Nach barkolonneu bceinfl.ußt. 

Dies ist· das Kennzeichen für das Auftreten zwei er konjugiert 
komplexer Wurzeln.1) In diesem Falle spalten sich nicht nur 
lineare Gleichungen ab, sondern auch eine quadratische Gleichung. 
Diese Ausdrucksweise wird durch folgende Überlegung gerecht
fertigt. Es sei die Gleichung der 64. Potenzen, wenn a,, ... a0 
für die Koeffizienten geschrieben und z = x64 eingeführt wird: 

r/'- a4/ + a8 z2 - a2 z2 + a1z- a0 = 0. 

Die Gleichung der 128. Potenzen enthält jetzt nicht einfach als 
Koeffizienten die Quadrate der vorhergehenden Koeffizienten wie 
beim ersten Beispiel, sondern sieht so aus: 

(z2)5- a4.2. (z~)4 + ( as2 - 2 . a4.. as) . (z2)s- a2ll. (FJll)2 

+ a12. z2- ao2= 0. 

Berechnet man nun drei Wurzeln in gleicher Weise wie früher 
aus den durch benachbarte nicht beeinflußte Kolonnen, also der 
ersten, zweiten, vierten, fünften und sechsten, so erhält man aus 
der letzten oder vorletzten Gleichung: 

z - a4 = x6' - a4 = 0 , 
- a2z + a1 =- a2 • x6! + a1 = 0 1 

a1 z - a0 = a1 • x64 - a0 = 0 . 

Auch bei weiterer Fortsetzung des Verfahrens würden sich die 
gleichen Werte ergeben. Es haben. sich also drei lineare Gleichungen 
abgespalten. 

Die übrigen beiden Wurzeln aus den linearen Gleichungen: 

- a4 • z + a3 = - a4 • x64 + a3 = 0 , 

+ a8 • z - a2 = a3 • x64 - a2 = 0 

zu berechnen, ist dagegen offenbar unzulässig, denn man würde 
andere und andere Werte bekommen, je weiter man in der Bil
dung höherer Gleichungen fortschreitet, da sich der a3 entsprechende 
Koeffizient nicht einfach quadriert. Faßt man hingegen das zweite, 
dritte und vierte Glied der Gleichung für die 64. Potenzen zu einer 
quadratischen Gleichung 

- a4 z2 + a3z- as = 0 

1) Über den Beweis dieser Behauptung C. Runge, Pra.'CiS d. Glei· 
chungcn, Leipzig 1900. S. 157. 
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64-

zusammen, deren zwei Wurzeln z1 und z2 durch I :r8 I = V Z1 1 

I :r2 j = 6Vz; die noch fehlenden Wurzeln der ur~prünglichen Glei
chung liefern sollen, so kommt man auf dieselben Werte, wenn 
dieselben drei Glieder irgendeiner der folgenden Gleichungen der 
128., 2 56. usf. Potenzen zu einer quadratischen Gleichung- zu
sammengefaßt werden. Die entsprechende quadratische Gleichung 
bei den 128. Potenzen lautet nämlich, wie oben abgeleitet wurde: 

- a4.s. (x128)2+ (asi_ 2a4a2). x12S_ a22= 0. 

Diese Gleichung geht aus der vorherigen 

- a,(x64)2 + asx64- a2 = 0 

hervor durch Multiplikation mit der Gleichung a4(x64) 2 + a3x64 
+ a2 = 0. Die Wurzeln des Produktes dieser beiden Gleichungen 
sind aber die Quadrate der Wurzeln einer jeder von ihnen, man 
wird durch die neue Gleichung also wieder auf dieselben Wurzel
werte geführt. 

Die Wurzeln z1 und .z2 der so abgespalteten quadratischen Glei
chung werden in der Tat komplex, also sind es auch die Wurzeln 
x3 und x2 der gegebenen Gleichung. 

Das Abspalten einer, oder auch mehrerer quadratischer Glei
chungen mit komplexen Wurzeln bei der Durchführung der Rech
nung liefert also von selbst ein Kriterium für das Vorhandensein 
solcher Wurzeln auch in der vorgelegten Gleichung. 

Die Berechnung der Wurzeln aus der Gleichung der 64. Po
tenzen geschieht, so weit es sich um die reellen Wurzeln handelt, 
genau so wie im ersten Beispiel. 

Man findet zunächst die absoluten Beträge der reellen Wurzeln: 

,4/4 0409 
I X5 \ = V 4' 1f>9" = 1,000, , 

I x1 j = 6y1,85 30 = 2,971. 

Durch Probieren findet man die Vorzeichen und damit: 

x1 = 2,971, 

Xt=- 2,067 1 

X5=- 1,000. 
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Die komplexen Wurzeln Xs = u + iv und x, = u - iv sind aus 
der quadratischen Gleichung: 

- 1,8580 • (x64)2 + 0,46 65 • (x64) - 2, 7079 = 0 

zu berechnen. 

also 

Die Summe aller fünf Wurzeln muß weiter gleich dem negativen 
Koeffizienten von x4 in der gegebenen Gleichung, also gleich - 2 
sein. Da. aber x, + x3 = 2u ist, finden wir 

x1 + 2 u + x4 + x5 = - 2, 

und daraus u= t· [- 2- (x1 + X4 + x5)], 

woraus endlich 

folgt. Damit sind auch die komplexen Wurzeln bestimmt. 
Di.e ganze Rechnung verläuft übersiehtlieh und kann in drei

viertel Stunden erledigt werden. Treten Doppelwurzeln auf, so 
spaltet sieh für jedes Paar ebenfalls eine quadratische Gleichung 
mit zwei zusammenfallenden Wurzeln ab, und die Rechnung ver
läuft wie in dem soeben behandelten Fall. Sie gibt für den Ima
ginärteil v in diesem Falle den Wert Null. 

4. Auflösung transzendenter Gleichungen. Newtonsches 
und Iterationsverfahren. 1. Sollen die Wurzeln einer transzen
denten Gleichung f(x) = 0 berechnet werden, so wird man sich 
zunächst aus dem allgemeinen Verlauf der Funktion !I = f(x), 
ev.tl. unter Benutzung einer Übersichtszeichnung, einen Überblick 
über die ungefähre Lage der reellen Wurzeln verschaffen. 

Lassen sich nun die Werte der Funktion f(x) leicht aus dem 
Argument X berechnen, wobei die Benutzung von schon vorliegen
den genügend genauen Tabellen von V orteil sein kann (wie z. B. 
bei f(x) = x · log x- c), so kann man systematisch immer enger 
beieinanderliegende Werte x1 und x2 von x suchen, derart, daß 
Y1 = f(x1) > 0, y2 = f(x2) < 0 wird. Die Wurzelliegt dann, wenn 
die Funktion an der betreffenden Stelle stetig ist, im Intervalle 
von x1 bis x2 , das bis zur gewünschten Genauigkeit zu ver
kleinern ist. 

Man wird schließlich linear interpolieren und einen angenäherten 

Wurzelwert 61 aus der Gleichung Yr- '!!! · (61 - x1) + y1 = 0 be
Xs-xl 

rechnen. 
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2. Bietet die Berechnung der Funktion f(x) Schwierigkeiten 
und können Tabellen nicht benutzt werden, so wird zweckmäßig 
das sog. Newtonsehe Verfuhren angewandt. 

Wir suchen zunächst einen Näherungswert x1 für die Wurzel 
der Gleichung f(x) = 0. Solche Näherungswerte sind häufig durch 
die Fragestellung selbst gegeben. Sonst sind sie der den Verlauf 
der Funktion y = f(x) darstellenden Kurve zu entnehmen. 

Es sei also f(x1) =Eu wo E1 eine kleine Größe ist. Entwickelt 
man die Funktion f(x) an der Stelle x=x1 nach Potenzen von 
h = x- x1 , so erhält man: 

f(x) = f(x1 ) + h · f' (x1) + ~; · f" (x1) + · · · 
'( ) h2 "( ) = E1 + h · f x1 + 2 ! · f x1 + · · ·. 

Setzt man diese Potenzreibe gleich Null, so ist dies eine Glei
chung für h, deren Wurzel auch die Kenntnis der Wurzel der 
Gleichung f(x) = 0 durch die Beziehung x = x1 + h vermittelt. 
Da x1 ein Näherungswert der Wurzel von {(x) = 0 sein sollte, 
wird x - x1 = h klein sein, und in· den meisten Fällen (sofern 
nämlich die höheren Ableitungen nicht groß gegen die erste sind) 
kann man die Potenzreihe mit dem linearen Gliede abbrechen, 
so daß man für h die lineare Gleichung 0=E1+h.f'(x1) und daraus 

erhält. Bringt man diese Größe als Korrektur an den Näherungs
wert x1 an, so erhält man unter sehr allgemeinen Bedingungen 
einen besseren Näherungswert x2 = x1 + lt, den man, falls seine 
Genauigkeit auch noch nich~ ausreicht, ebenso wie den ersten be
handeln kann. Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert den 
Wert der Wurzel mit jeder gewünschten Genauigkeit. 

Bisweilen kommt man schneller zum Ziel, wenn man in der 
Entwickelung 

f(x1) + h · f' (x1) + h2 • ("2(~,) + h3 • f'}~,) + · .. 

noch das in h quadratische Glied ruitberücksichtigt, ja unter Um
ständen auch noch das der dritten Ordnung. 

Dies wird der Fall sein, wenn j ((x1 ) I klein ist und sich die 
höheren Ableitungen f" (x) und f"' (x) leicht bilden lassen. 

Um die Glieder höherer Ordnung mit zu berücksichtigen, gebt 
man so vor, daß man zunächst die Korrektur 711, wie eben ge-
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schildert, aus dem 
also 

linearen Gliede der Entwickelung ausrechnet, 

1 El 

'~1 = - f" (xt) 

setzt. Schreibt man nun die Gleichung für die Korrektur h in 
folgender Form: 

E1 +h1 z·f''(x1)· : 1+h1 s·f"'(x1)· :! 
h2=- f' ) 

(XI 

und setzt den ersten Näherungswert h1 = - f';~J in die rechte 

Seite dieser Gleichung ein, so erhält man aus dieser Gleichung 
einen Wert h2 , der ein besserer Näherungswert ist als lz1 • 1) Will 
man diesen Wert noch weiter verbessern, so kann man wieder h1 

in die rechte Seite der letzten Gleichung einsetzen und einen neuen 
Wert h3 berechnen. Schließlich werden sieb zwei in dieser Weise 
nacheinander berechnete Werte von h innerhalb der Grenzen der 
verlangten Genauigkeit nicht mehr unterscheiden. Dies Verfahren 
ist jedoch nur dann berechtigt, wenn man annehmen kann, daß 
das Restglied der Taylor-Entwickelung bei Beschränkung auf die 
in der Rechnung mitgenommenen Glieder unwesentlich bleibt. Zur 
Kontrolle wird man den so verbesserten Wert x1 + h in die Glei
chung f(x) = 0 einsetzen und zusehen, ob seine Genauigkeit genügt. 

3. Ein rechnerisch sehr einfaches Verfahren (das Prinzip der 
Iteration) kann man zur Auflösung einer Gleichung f(x) = 0 be
nutzen, wenn es leicht möglich ist, diese Gleichung auf die Form 
x = q:> ( x) zu bringen, und der Differentialquotient g/ (x) der Funk
tion q:> (x) an der gesuchten Nullstelle und in deren Nähe dem ab
soluten Betrage nach klein ist, mindestens kleiner als 1 

Unter dieser Voraussetzung kann man aus einem Näherungs
werte x1 für die Wurzel der Gleichung f{x) = 0 einen besseren 
x2 ableiten, indem man x1 in q:> (x) einsetzt und x2 = rp (x1) 

berechnet. Einen wiederum besseren \Vert erhält man durch· 
x3=q:>(x2)usf. Istnämlich; die gesuchteWurzelvon {1x)=O, 
also ; . q:> (~), so ergibt sich durch Subtraktion der Gleichungen: 

; = q:>(;), 

x2= q:>(xl), 

i;- x2 = q:>(;)- g>(xt)· 

1) Das Prinzip dieser Methode wird im folgenden Abschnitt er
örtert werden. Es i,t auch auf S. 153 zur Anwendung gekommen. 
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Liegt nun x1 in der Nähe von g, so kann man die rechte Seite 
näherungsweise schreiben: 

9' (~) - 9' (x1) = p' (;) · (; - x1). 

Es ist also ! = ;: = p'(l;), 

woraus für\ p'(S) \ < 1 folgt, daß \Ii- xll\ < \Ii- x1\, mithin x1 
ein besserer Näherungswert wie x1 ist. 

Dies Iterationsprinzip ist bei der im vorigen Paragraphen aus
einandergesetzten Auflösungsmethode der Gleichungen zweiten 
und dritten Grades bereits in Anwendung gekommen. Weiß man 
nämlich, daß die Wurzel einer Gleichung dritten oder auch höheren 
Grades ihrem absoluten Betrage nach klein gegen 1 ist, so kann 
man die Gleichung 

auch schreiben: 

0 = a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x8 

a0 + a2 x• + a8 x 8 

x=- . 
a, 

Wenn x klein genug angenommen werden darf, ist auch der 
Differentialquotient der rechten Seite klein und mitbin das Ite
rationsverfahren anwendbar, das einen besseren Näherungswert Xs 

durch die Gleichung 
a0 + a2 • x, • + a8 x1 8 

x2=- a, . 

aus einem Wert x1 zu berechnen erlaubt. 
Aufgabe: Die reelle Wurzel der Gleichung x = cosx auf vier 

Dezimalstellen genau zu berechnen. 
1. Benutzung zweier Tafeln. Einer für die Kosinusfunktion, die 

das Argumen~ in dezimal unterteilten Graden enthält, und einer 
Umrechnungstafel für Grad- und Bogenmaß. 

Nebenstehende Tabelle zeigt einige 
Werte, auf die man beim Suchen des 
richtigen geraten mag. 

Der Wert x = 0,7391 ist schließlich 
durch Interpolation aus den beiden vor
hergehenden gewonnen. 

X I x• I 
0,7679 44, 

0,7505 43 
0,7330 42. 
0, 7 417 42,5 
0,7365 42,2 

o,7391 1 4~,351 

COBX 

o, 7193 
0,7314 
0,7 431 
0,7373 
0,7408 

0,7390 2. Der Leser löse die gleiche Auf
gabe durch die Iteration xk+ 1 = cosxk. 
Beginnt man etwa mit x1 = 0,7330 als erster Näherung, so wird 

x2 = cos0,7330 = 0,7431 

x3 = cos0,7431 = 0,7363 
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Man findet endlich 

x11 = 0,7390 und x12 = 0, 7391. 

Der Leser möge nachweistJn, daß bei diesem Gang der Rech
nung in der Tat mindestens zehn Iterationen erforderlich sind, 
um die vierte Dezimale sicherzustellen. 

Die schlechte Konvergenz dieses Verfahrens wird man zu ver
bessern streben. Beachtet man z. B., daß die durch die Iteration 
erhaltenen Näherungswerte abwechselnd größer und kleiner sind, 
so liegt -es nahe, den (k + l)t~n Wert aus dem arithmetischen 
Mittel des k ton und (k - 1 )ten zu gewinnen, also 

x = cosxk + xk-t 
k+l 2 

zu setzen. Der Leser überzeuge sich von dem Vorteil dieses Vorschlags. 
3. Die gleiche Aufgabe ist nach der N ewton'schen Methode zu 

behandeln. Die erste N!iherung sei wieder x1 = 0,7330. 

Man setze y = x- cosx. 

Dann ist y(x1) =- 0,0101 und Llx = 1 ~01.01 = 0,006. 
SID.X1 

Es ist demnach noch mindestens ein Schritt erforderlich. 
Aufgabe. Die beiden dem absoluten Betrage nach kleinsten 

reellen Wurzeln der Gleichung x · tanx = 1,234 auf drei Dezimal
stellen. zu berechnen. 

5. Auflösung von nichtlinearen Gleichungen mit mehre
ren Unbekannten. Sowohl das Newtonsehe Verfahren als auch 
das Iterationsverfahren, die beide in den vorhergehenden Para
graphen für den Fall einer Gleichung mit einer Unbekannten aus
einandergesetzt sind, lassen sich auch anwenden auf Systeme von 
nichtlinearen Gleichungen mit mehreren Unbekannt(m. 

1. Es genügt, den Fallzweier Gleichungen mitzwei Unbekannten 
zu behandeln, da hierbei alles Wesentliche in Erscheinung tritt. 

Es seien die beiden Gleichungen vorgelegt: 

rp(x, y) = 0, 

'IJ.I(x, y) = 0. 

Ob diese Gleichungen durch ein reelles Wertepaar x, y oder 
durch mehrere befriedigt werden können, muß von Fall zu Fall 
überlegt werden Indem man etwa x und y als kartesische 
oder sonst geeignete Koordinaten auffaßt, wird eine' flüchtige 
Zeichnung der Kurven rp(x, y) = 0 und 1/J(x. y) = 0 die Sach
lage überschauen lassen und auch bereits Näherungswerte der 
Lösungen liefern. 
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Die Methoden, die hier in Frage kommen, gehen darauf aus, 
solche rohe Näherungswerte (x1 , y1) bis zu dem gewünschten Ge
nauigkeitsgrad zu verbessern. 

Wir nehmen an, es werde 

tp(xl, 'Yt) =Eu 

1/J(x,. Y1) = E2, 

wobei E1 und E2 klein sind. Wir entwickeln jetzt die Funktionen 
rp und 1/J an der Stelle (x1 , y1) und erhalten als Gleichungen für 
die Korrekturen Llx und Lly, die an den Näherungswerten anzu
bringen sind, bei Beschränkung auf lineare Glieder: 

o = E + (ocp) . .Llx + (ocp). L1•' 
1 a x oy '" 

0 =<51 +(~:)· .Llx + (~:) · Lly. 

Die Differentialquotienten sind dabei an der Stelle (x1 , y1) zu 
nehmen. Es entstehen somit zwei lineare Gleichungen für die 
Korrekturen .Llx und Lly. Damit diese auflösbar sind, muß die 
Determinante 

in der Nähe der Lösungsstelle (x, y) als von Null verschieden vor
ausgesetzt'werden. 

Die korrigierten Näherungswerte x2 = x1 + L1 x und y2 = y 1 + L1 y 
kann man auf demselben Wege weiter verbessern und hat solange 
fortzufahren, bis zwei aufeinanderfolgende Näherungen innerhalb 
der verlangten Genauigkeit keine Abweichungen mehr zeigen. 

Sollen z. B. die Gleichungen gelöst werden: 
xs+ y2 -1 = 0, 

x3 -y = 0, 
so gibt die Zeichnung als erste Näherungen etwa: 

x1 = 0,9; y1 = 0,5. 

Beim Einsetzen dieser Werte findet man die Abweichungen: 

E1 = 0106; Es= 0,23, 

Die Korrektionsgleichungen sind: 

Llx .Llx < 

2x 2y =- <11 

3x2 -1 _,- <1 • 
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Führt man die Näherungswerte in diese Gleichungen ein, so 
werden die linearen Gleichungen für die Korrekturen Llx und Lly: 

Llx Lly ......_ ..._... 

1,8 1,0 = - 0,06 
2,43 - 1,0 =- 0,23 

Daraus folgen die Werte: 
Llx =- 0,07, Lly = + 0,06. 

Fügt man diese Korrekturen zu den ersten Näherungswerten hin
zu, so erhält man als zweite Näherungen: 

41 = 0,83, Ys= 0,56. 

Geht man damit in die gegebenen Gleichungen ein, so findet man 
die Abweichungen: E1 = + 0,0025; Ez= + 0,0118. Die neuen 
Korrektionsgleichungen werden demnach: 

Llx Lly - ._... 
1,66 1,12 =- 0,0025 
2,067 - 1,0 = - 0,0118 

Daraus ergeben sich Korrekturen:. 

Llx =- 0,00397, Lly = + 0,00364, 

und die dritten Näherungen werden: 

x8 = 0,8260, y8 = 0,5636. 

Diese Werte sind, wie ein abermaliges Einsetzen zeigt, mit allen 
hingeschriebenen Ziffern genan. 

Wie ersichtlich, bietet die Ausdehnung dieses Verfahrens auf 
Gleichungssysteme mit mehr als zwei Unbekannten keine prin
zipiellen Schwierigkeiten weiter. · 

Aufgabe: Es sind fünf Punkte durchihre Koordinaten gegeben: 

x1 = 3,0 x2 = 9,0 x8 = 11,0 x4 = 6,0 x6 = 0,0 
y1 = 8,0 y2 = 9,0 y3 = 4,0 '!h = 1,0 y5 = 0,0. 

Ein sechster Punkt ist so zu ·bestimmen, daß die Summe der Ab· 
stände dieses Punktes von den fünf gegebenen ein Minimum wird. 
(Lösung x6 = 6,13, y6 = 4,28.) Ferner ist zu zeigen - und das 
ist das praktisch wesentliche-, daß eine Verschiebung des sechsten 
Punktes um eine Einheit von der gefundenen günstigsten Lage 
weg jene Abstandssumme nur um etwa. 2,3% ändert. 

2. Bei derrechnerischen Behandlungvon irgendwelchen Messungs
ergebnissen kann nun der Fall eintreten, daß für eine Anzahl von 
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Variablen mPhr Gleichungen als Variable gegeben sind und daß 
man ein Wertesystem der Variablen sucht, das allen Gleichungen 
gerecht wird. Man wendet dann wieder die sog. Methode der 
kleint:ten Quadrate .an. 

Sind etwa die Funktionen 'Pt (x, y), p9(x, y), ... fJ',.(x, y) be
kannte Funktionen der Variablen x und y, sind ferner mu m2, 

m3 , .•• m" gemessene oder aus Messungen abgeleitete Größen, so 
kann die Aufgabe entstehen, ein Wertepaar (x, y) anz.ugeben, das 
den n Gleichungen ("" ) _ m _ 0 'Pt .... , y t- ' 

rp2 (x, y)- m2 = O, 

rp".(x, y) - m,. = 0 

genügt, wobei man annimmt, daß alle n Gleichungen bei völlig 
fehlerfreier Messung der Größen m1 , ••• m,. miteinander verträg
lich sind. Da aber die Messungen der Größen m11 m2 , ••• m,. 
stets mit Fehlern behaftet sind, wird man kein Wertesystem (:r, y) 
erwarten können, das wirkheb alle n Gleichungen erfüllt. Man 
muß vielmehr kleine Abweichungen o1 , •.. rl,. der Gleichungen von 
Null zulassen und sucht nun nach einem solchen Wertepaar (x,y), 
das die Quadratsumme dieser Abweichungen zu einem Minimum 
macht. ·wenn also 'Pt (x, 11) _ m1 = 011 

'P9(x, y)- m2 = o2, 

rp4 (x, y)- m,. = o,. 
gesetzt wird, dann sollen x und y so bestimmt werden, daß die 
Funktion von x und y 

s = Ot 2 + &2 2 + ... + o,. J 

ein Minimum wird. 
Diese Aufgabe läßt sich nun zurückführen auf den bereits 

(S. 139) behandelten Fall, daß die Funktionen rp(x, y) lineare 
Funktionen von x und y sind. Man sucht nämlich für die frag
lichen Werte von x und y irgendwie Näherungswerte x1 , Yt zu 
bekommen. 

Setzt man, wie früher, die bei Einführung dieser Näherungs
werte entstehenden Abweichungen gleich E1 , ••• E,., also: 

'Pt (xl ' Yt) - mt = E1' 

'P2Cx1, Yt)- m2 = E2, 
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und entwickelt die Funktionen cp;(x, y) an der Stelle (x1 , '!h) nach 
Potenzen von LI x = x - x1 und LI y = y - y1, so erhält man bei 
Beschränkung auf lineare Glieder in Lix und Lly die Gleichungen: 

E + orpl~xl' Yt). Llx + orpl_(xll Yt). Liy ~ J 
1 ox oy 11 

E + O IJls (~ , Yt) • LI X + 0 IPt (xt , Yt) • Lly = J, ' ax · oy 21 

E + Orpn(xt, Yt). Llx + orp.J;t~ _ _yt). Liy = J . 
n ox oy n 

Die Differentialquotienten an der Stelle (x1 , y1) sind in diesen 
Gleichungen als fehlerfreie Konstante anzusehen, und man hat die 
Korrekturen Llx und Liy aus diesem linearen Gleichungssystem 
derart auszurechnen, daß die Summe 

S = J19 + J,2 + •'. + JnS 

ein Minimum wird, wie dies auf S. 140 auseinandergesetzt ist. 
Die Einführung der Näherungswerte reduziert also das Problem 

auf die Auflösung eines Systems linearer Gleichungen. 
Allerdings ist bei der Rechnung darauf zu achten, daß die 

Näherungswerte (x1, y1) gut genug sind, um eine Beschränkung 
auf lineare Glieder bei der Entwick~ung der Funktionen cp zu 
rechtfertigen. Andernfalls ist die eigentliche "Ausgleichungs
rechnung" mit verbesserten Näherungswerten zu wiederholen.1) 

3. Das Iterationsverfahren besteht bei Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten darin, daß man die gegebenen Gleichungen, die bei 
zwei Unbekannten cp(x, y) = 0, _ '1/J(x, y) = 0 

lauten mögen, auf die Form bringt: 

x = a>(x, y), y = t.P'(x, y). 

Man geht wieder von Näherungswerten x1, y1 aus und leitet daraus 
verbesserte Näherungswerte x2 , y2 ab, indem man 

x, = a>(xu Yt), '!12 = t.P'(xu Yt) 

berechnet. So kann man weiter fortfahren, indem man 

Xs = tP(x2, Ys), Ys = t.P'(x2, Y2) 

bestimmt usf. Man wird die Rechnung abschließen, wenn sich 
zwei in dieser Reihe aufeinanderfolgende Werte so wenig unter-

1) Beispiele findet der Leser in jedem Lehrbuch der Ausgleichungs
rechnung oder der Geodäsie (Vor- und Rückwärtseinschneiden). 
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scheiden, daß dieser Unterschied bei der gewünschten Genauigkeit 
nicht mt:hr in Betracht kommt. 

Die Bedingung, daß dieses Verfahren zu den wahren Werten 
x, y, welche den beiden Gleichungen genügen, hinführt, kann da
hin ausgesprochen werden, daß die Funktionen <P (x, y) und 
lJf(x, y) in der Nähe der wahren Lösungswerte (x, y) nicht zu 
stark bei Änderung der Variablen schwanken. Die partiellen 
Differentialquotienten <P.,, llJ11 , qi.,, 'P11 jener Funktionen dürfen 
also nicht zu große Werte bekommen. 

In erster Annäherung kann man unter Beibehaltung der soeben 
benutzten Bezeichnungen setzen: 

x- ~ = riJ(:c, y) -llJ(x11 ?1J) == rii., • (x- Z1) + <P11 • (y- !ft), 

g- y2 = ?J!(:c,y)- W(x11 y1) = q~"' (x- x1) + W,- (y- tlt)· 

Für die absoluten Beträge folgt. daraus: 

I x- x, I< Iw., 1·1 x- X1 I+ I rilvl·l Y- 'lltl• 
I Y - Yal < I W., 1·1 x - xt I + I WY 1·1 'II - Yt I· 

Addiert man diese Ungleichungen, so erhält man: 

I x - X, I + I Y - 112 I < (I fP., I + I W., I ) ·I x - xt I 
+Cl rpvl +I 'IJ!v I) ·I Y- 'lltl· 

Sind nun die Summen Iw., I+ I qi.,! und I fPY I+ I'P'11 I nicht größer 
als ein gewisser echter Bruch m, so ist sicher: 

I X - xll I + I Y - 'llt I < m · {I x - X1 I + I Y - Yt I } · 
Daraus folgt aber, daß die Näherungswerte x2 , y2 besser sind als 
die ersten Näherungswerte, und- zwar hat man nach n Schritten: 

lx- x,.+ti+IY-Yn+t! < mn· { lx- xtl +iY- Yt/}. 
Für die Konvergenz des Verfahrens ist es demnach hinreichend, 

wenn die Funktionen l]J und qi in beliebiger Nähe der Lösungs
werte (x, y) den Bedingungen genügen: 

Iw'" I+ I qi., I< 1, 

lwy I +I ql"l < Ll) 

Das Newtonsehe wie das Iterationsverfahren sind auch anwend
bar auf komplexe Werte der Variablen. Die Gleichungen zer-

1) Mitunter wird die Konvergenz besser, wenn man so rechnet: 

X1 = ~(x, y,), 'Ys == !P'(x1 y,), X5 = ~ (X1 y,), Ys = '1Jf(x5 y1), usw. 
Timerding, Handbuch I. l!. Auf!. 11 
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fallen dann im Falle zweier Unbekannten in je zwei Gleichungen 
für den reellen und den imaginären Teil der Variablen, die nach 
den soeben geschilderten Methoden zu behandeln sind. Man kann 
aber auch die Rechnung mit komplexen Zahlen durchführen. 

x 1 - y 1 - 15 1.1:· y + 66 
Beispiel: x = - 10 - 1 y = --20-, 

x1 =- 1,00, y1 = 2,00. 

X. Graphische und numerisehe Integration von 
gewöhnlichen Di:tferentialgleichungen erster Ordnung. 

1. Graphische Integration. Schreibt man eine Differential

gleichung erster Ordnung in der Form :: = f(x, y), so liegt eine 

geometrische Deutung dieser Gleichung sehr nahe. Deutet man 
x, y als rechtwinklige Koordinaten, so hat die Funktion f(x, y) 
in jedem Punkte der xy·Ebene, von einzelnen sogenannten singu
lären Stellen abgesehen, einen bestimmten Wert. Ist f(x, y) mehr
deutig, so beschränken wir uns auf einen Zweig der Funktion. 
Die Aufgabe ist, geometrisch gesprochen, die, in der xy-Ebene 
Kurven so zu bestimmen, daß ihre Tangenten an jeder Stelle einen 
Winkel rp mit der x-Achse bilden, für den tan cp = f(x, y) wird. 
Die Funktion f(x,y) definiert ein "Ri1:htungsfeld", indem sie jedem 
Punkte der xy-Ebene durch den Winkel rp eine Richtung zuweist, 
in der er von einer jener "Integralkurven" passiert werden muß. 

Das xy-Koordinatensystem spielt bei dieser Auffassung offen
bar nur eine vermittelnde Rolle. Denkt man sich jenes Richtungs
feld einmal fixiert, so ist das geometrisch formulierte Integrations
problem von jedem Koordinatensystem unabhängig. 

Es ist ein Vorzug der graphischen Integrationsmethode, diese 
Unabhängigkeit vom Koordinatensystem hervortreten und ver
werten zu lassen. 

Zunächst muß allerdings die analytisch, durch Angabe der 
Funktion f(x, y), formulierte Problemstellung für die graphische 
Behandlung in eine geometrische umgesetzt werden. Hierzu ist 
die Bezugnahme auf ein bestimmtes Koordinatensystem natürlich 
unumgänglich. 

Man bringt nun die Funktion f(x, y), wie es auch sonst bei 
Funktionen zweier Variabeln üblich ist, dadurch zur Darstellung, 
daß man eine Reihe von Kurven mit der Gleichung 

f(x, y) = 0 = const. 
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zeichnet. (Man nennt eine Kurve dieser Kurvenschar eine "Iso
kline".) Die Werte der Konstanten C, für die man die Kurven 
zeichnet, müssen geeignet ausgewählt werden. Sie brauchen keines
wegs äquidistant zu sein. 

·weiterhin zeichnet man noch ein Strahlbüscltcl, indem man 
jeder durch einen Wert C1 (•harakterisierten Isokline einen Strahl 
zuordnet, der mit der x·Achse einen Winkel cp1 bildet, für den 
tan 9?.< = C1 ist. Versieht man jetzt die Strahlen dieses Büschels 
und die Isoklinen mit einer Numerierung, die die Zuordnung von 
Strahlrithtung und Isokline erkennen läßt, so bat man die Auf
gabe in eine geometrische Formulierung übntragen, welche je 
nach der Dichte der nebeneinander verlaufenden Isoklinen als 
mehr oder weniger genaue Approximation zu gelten hat. 

Von jetzt ab wird das bisher benutzte x y- System keine be
sondere Ro1le mehr spielen. 

Um eine von einem gegebenen Anfangspunkt ausgebendeintegral
kurve einzuzeichnen, verfährt man so, daß man, unter Beachtung 
der Zuordnung von I~oklinen und Strahlbü;cbel, eine Kurve 
zeichnet, die jede Isokline in der für diese vorgescbriebemn Rich
tung passiert. 

Es ist bisweilen zweckmäßig, in die Schar der Isoklinen noch 
eine Kurve einzuzeichnen, auf der eventuelle Wendepunkte der 
Integralkurven liegen. Man erhält deren Gleichung durch noch-

malige Differentiation von :~ = f(x, y) nach x: 

a•y ar ar 
ax• ="fix+ oy · f(x,y) = 0· 

Man ersieht aus dieser Gleichung auch, daß eine Integralkurve 
in einem Wendepunkte von einer Isokline berührt wird. 

Je dichter man die Isoklinen C = f(x, y) gezei<-bnet hat, um 
so genaueT wird die Einzeichnung eineT Integralkurve möglich 
sein, jedoc·h bleibt die Unsicherheit recht erheblich, wenn man 
sich auf dies Verfahren allein beschränken wollte. 

Erst eine durch C. Runge angegebene Erwriterung desselben 
hat eine praktisch brauchbare graphische Behandlung von gewöhn
lichen Differentialgleichungen ermöglicht. 

Wir denken uns in das Richtungsfeld, wie oben angegeben, 
eine Integralkurve, von einem Anfangspunkte P0 au~gehend, ein
gezeichnet. Diese soll jetzt aber nur als eine erste ll"äherung 
gelten, die es zu verbessern gilt. 

Wir führen ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit den 
Achsen ; , 7J ein, dessen zweckmäßige Orientierung wir uns noch 
vorbehalten. 

11* 
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In diesem Koordinatensystem möge die Differentialgleichung die 

Form annehmen ~~ = IP(;, 11), und die Kurve der ersten Näherung 

können wir uns durch eine Gleichung 111 = 111 (;) gegeben denken. 
Setzt man nun diese Funktion "'i (;) an Stelle von '1'/ in die 

rechte Seite tp (;, "') der Differentialgleichung ein, so. wird die 
:Funktion <p eine Funktion von s allein, und wir können dies 
durch das Zeichen 1P (s, n1 m) ausdrüeken. Bildet man nun das 
Integral über diese Funktion tp: 

; 

n,= "1o+ [rp(s,n~m)a;, 

und zwar von So beginnend (so und 1Jo sollen die Koordinaten von 
P0 sein), so erhält man, wenn man die Konstante des Integrals 
gleich '1'/o setzt, durch diese Integration eine Funktion von s, die 
wir 112 (;) = n2 nennen wollen. Diese Funktion nimmt für ; = §0 

den. Wert 'Y/o an, und es läßt sich zeigen, daß unter gleich näher 
zu erörternden Bedingungen diese Funktion Y/s eine bessere Nähe
rung für die Lösung der Differentialgleichung wird als n1 • 

Aus der Funktion 'r}g kann man durch denselben Prozeß, also 
; 

durch das Integral Y/s = '1'/o + jcp(s, n2 (;))d;, eine abermals ver
g. 

besserte Näherung gewinnen und so bis zu jeder gewünschten Ge-
nauigkeit fortschreiten.1) 

Bezeichnen wir die wahre Lösung der Differentialgleichung mit 
11 = "1 (s), so werden wir nach dem absoluten Betrage einer 
Funktion E.< = E/?;) = "1;.- "1 (wir wollen sie kurz Fehletfunktion 
der J,.len Nähcnmg nennen) die Güte der Aten Näherung beurteilen. 

Wir erhielten die zweite Näherung 112 aus der ersten n1 durch 
den Integrationsprozeß: 

; 

112 = 17o +,[IP[g, "11(~)]a;. 
~. 

Setzt man anderseits die wahre Lösung n(~) in IP(~, n) ein und 
bildet das entsprechende Integral, so reproduziert sich rJ wieder; 
es gilt also die Gleichung: 

~ 

11 = 110 + {~P[g, 11 (s)]d;. 
t. 

1) Der Leser, dem es nur um die Ausfrlbrung des Integrations
verfahrens zu tun ist, möge die folgenden Betrachtungen übergehen 
und wieder auf S. 167 anknüpfen. 
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Durch Subtraktion der letzten beiden Gleichungen bildet man die 
Fehlerfunktion der zweiten Näherung: 

~ 

E2 = E2m = ila- n = fl g;[;, 111 (5)] - ~P[ii, n(5)J} a;. 
,, 

Um sie mit der Fehlerfunktion E1 = 171 - 'YJ vergleichen zu 
können, schreiben wir den Integranden: 

J = IP[s, 1/,~(~)]~= cp[~ · 71@]. f (!;). 
7), - 7J 1 

Denken wir uns unter I; einen festen Wert, so hat e1 auch eine 
bestimmte Größe, eben.so 71 und n1 , und nach dem Mittelwertsatz 
der Differentialgleichung können wir schreiben: 

cp[s, 111]- ~P[s, n] = C"11 -n) · (~~),11' 
für einen Wert 71" zwischen "1 und '1'/t • Bezeichnen wir mit m den 

Maximalwert, dim ~: für den festen Wert ; als Funktion von 7J 

allein betrachtet zwischen '1'/ und 'Yit annehmen kann, so ist sicher 

J< m · E1 • 

Wählt man einen anderen Wert 5, so ändert sich dieser Maximal
wert m im allgemeinen. Er ist eine Funktion von 6 und im be
sonderen auch von der Art der Funktion «p und dem Verlaufe der 
Fun'ktionep '1'/ und n1 abhängig. Wir setzen nun voraus, daß IP 
in dem für die Integration in Betracht kommenden Bereiche 

regulär und ferner ~: im Anfangspunkte P0 endlich und klein 

sei. Das eine bedeutet im geometrischen Bilde der Isoklinen, daß 
nirgends zwei derselben einen Punkt gemeinsam haben, das andere 
l!l.ßt sich durch geeignete Wahl dP.s 6 '1'/- Systems erreichen. Man 

(ocp) o h · · .. t · d kann sogar <> = mac en, w1e wir spa er zeigen wer en. 
01) ~=~o 

1J= 1/o 

Beschränken wir uns nun darauf, die Integration nur bis zu 
einem bestimmten Werte /;1 zu erstrecken, so kann man 1;1 immer 
so nahe dem Anfangswerte ?0 wählen, daß die oben angeführte 
Größe m, als Funktion von 6 betrachtet, in dem Intervall von 50 

bis 61 dem absoluten Betrage nach unter einem Zahlwerte M 
bleibt. 

Dann ist der Integrand J aber in diesem Intervall kleiner als 
llf · E1 • Nennen wir weiterhin E1 (;)eine Funktion, die den größten 
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von E1 im Intervalle von ~0 bis I; angenommenen Wert bezeichnet, 
so können wir für &:~ den Ansatz machen: 

solange !; < 1;1 • Solange nun I; so nahe an so gewählt wird, daß 
M . (Ii - so) I < 1 bleibt, wird Ell < Et sein. Hieraus folgt aller
dings noch nicht, daß e9 < E1 für jeden Wert von s ist, sondern 
nur, daß der größte Wert von E2 im Integrationsintervall von 1;0 

bis !; , wir nennen ihn "E2 , kleiner ist als der größte Wert "E1 von 
E1 in demselben Intervall. Das besagt, daß der größte Fehler der 
durch den Integrationsprozeß 

; 

112 = 1'/o + [<p [s, '111 (s)]as 

gewonnenen zweiten Näherung 'Y/s im Intervall so bis I; kleiner ist 
als der größte Fehler der ersten Näherung 'Y/t im gleichen Intervall. 
Setzt man dies Verfahren fort, indem man eine dritte Näherung 
in gleicher Weise aus der zweiten ableitet, so erhält man für 
den Fehler dieser Näherung Es ~ M. Ell • (s - so)· Da aber 
Es < JJI . El • (5 - so) ist, folgt Ell < M. El . (5 - So) und daraus 
wiederum Es ~ ][9 • Et. (I; - s(\)2• 

Durch fortgesetzte Wiederholung des Integrationsprozesses ge· 
winnt man schließlich eine k18 Näherung, für deren Fehler die 
Beziehung gilt: Ek < Mk-1. El. (s- so)k-1. 

Daraus schließen wir, daß man den Fehler auch für jeden Wert 
von !; zwischen 50 und 51 beliebig klein machen kann, wenn man 
die Integration nur oft genug wiederholt. 

Das Verfahren wird um so besser konvergieren, je kleiner der 
absolute Betrag von M · (~ - !;0) ist, der ja ebenfalls kleiner als 
Eins sein muß. Die Güte der Konvergenz wird also abnehmen, 
je weiter man das Integrationsintervall I; - So ausdehnt. 

Sie wird mit wachsendem I; - So aber desto langsamer ab· 
nehmen, je kleiner M bleibt. Diesen Maximalwert kann man 
durch geeignete Wahl des S't'J·Koordinatensystems erheblich beein
flussen und somit die Konvergenz für größere Intervalle sicher· 
stellen. 

Zunächst ist zu zeigen, wie sich jene Integration, die aus einer 
Näherung eine verbesserte abzuleiten gestattet, graphisch durch· 
führen läßt. 

Wir erläutern die Durchführung des Integrationsverfahrens an 
einem Beispiel: 
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Es sei die Differentialgleichung :; =V x2 + y2 vorgelegt, und 

es soll eine Lösung mit den Anfangswerten x0 = 0,30 und y0 = 0,3 7 
angegeben werden. 

Wir operieren zuerst in einem xy-Koordinatensystem und 
zeichnen die Isoklinen. In dem vorliegenden Falle sind es die 

5 

konzentrischen Kreise V x2 + y 2 = C, von denen in Fig. 31 eine 
Reihe, nämlich für C = 0,5 ; .1,0; 1,5 ... 4,5, gezeichnet ist. 

Man wird von den Isoklinen nur kurze Bogenstücke zeichnen, 
da ja nur dort ihr Verlauf von Interesse ist, wo sie von der Inte
gralkurve der Differentialgleichung passiert werden. Nächst den 
Isoklinen zeichnen wir das zugehörige StrahlbüscheL Es besteht 
aus Strahlen, die von einem Punkte W auslaufen und solche 
Winkel o/J. mit der x-Achse bilden, daß tan rp;. = 0,5; 1,0; ... 5,0 
wird: Es ist am einfachsten, durch Weine Parallele zur x-Achse 
zu ziehen, in einem Punkte U ein Lot darauf zu errichten und 

auf diesem, in der Einheit rVU, die Werte von tancp_. vom 
Punkte U aus abzutragen und die Endpunkte dieser Strecken mit 
W zu verbinden. 

Nachdem der Anfangspunkt P0 mit den gegebenen Koordinaten 
x0 und y0 eingezeichnet ist, beginnt man mit der Einzeichnung 



168 X. Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung 

der ersten Näherung. Sie ist hier mit c1 bezeichnet. Es verlohnt 
sich nicht, hierbei eine besonders große Sorgfalt aufzuwenden. 

Um diese Näherung c1 zu verbessern, operieren wir weiterhin 
in einem 1; I'/· Koordinatensystem. Warum man zu diesem System 
übergeht, wird weiter unten gezeigt werden. 

Wir erinnern hier nur daran, daß durch Isoklinen und Strahl
büschel das Integrationsproblem unabhängig von jedem Koor
dinatensystem definiert ist. 

Die Differentialgleichung möge iri dem neu eingeführten System 
lauten: a71 

d~ = tp(!;, "') 

und die erste Näherung Cl möge durch die Gleichung "' = '71 a) 
gegeben sein. 

Dann finden wir eine bessere Näherung 'l'/s (1;) durch Aus~ 
wertung des Integrals 

I; 

'1/s= '11o+ j'P[6,-rh(6)]d1;. 
e. 

Um den Integranden als Funktion von 6 darzustellen, müssen 
wir n1 (!;) in tp(!;, "')für '11 einsetzen. Dies geschieht graphisch in 
folgender Weise: 

Wir fällen von den Schnittpunkten P0 , 811 89 , • •• der Kurve c1 

.mit den Isoklinen Lote auf die 1;-Achse. (Diese Lote sind ge
strichelt gezeichnet.) Ihre Abszissen seien 1;0 , 1;1 , ;s, ... ; für 
diese Abszissen können wir den Wert des IntegrandPn 'P [1;, 171 ( 1;)) 
bestimmen und auftragen. Diese Schnittpunkte 82 haben die Koor
dinaten 1;2 und "'t (61), und es handelt sich nur darum, den Wert 
der Funktion 9'(;, TJ) in diesen Punkten 82 anzugeben; damit ist 
dann auch der Wert des Integranden für die Abszissen 1;2 be~timmt. 

Die Funktion IP (1;, 17) hat im s 'l'/- System dieselbe Bedeutung 

wie die Funktion f(x, y) der Differentialgleichung i~ = f(;x, y) 

im xy-System, d. h. 9'(1;, 17) __::~ist gleich tan'ljl, wenn 1jJ der 

Neigungswinkel der Integralkurve gegen die !;-Achse ist. Diese 
Werte kann man aber dem Strahlbüschel entnehmen, wenn man 
durch 1-V eine Parallele zur ;-Achse zieht und in einem Punkte V 
derselben ein Lot elTichtet Die Strahlen des Büschels schneiden 
dieses Lot in Punkten, deren Abstand von V, gemessen in W V 
als Einheit, die Werte von tan 'Pi. darstellt, wenn 1/J;, d1e Nei{!'ungs
winkel der Stra4len gegen l-V V, mithin auch gegen die ; ·Achse 
bedeutet. 
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Zu jeder Isokline, die im ~n-System die Gleichung IJl(~, 'TJ) = 0;. 
hat, gehört ein Strahl der Windrose. Dieser Strahl schneidet das 
Lot in V auf W V in einem Punkte, dessen Abstand von V die 
Werte der Konstanten 0;. der betreffenden Isokline darstellt. 

Diese dem Strahlbüschel so zu entnehmenden Werte sind als 
Ordinaten zu den Abszissen ~.1. aufgetragen. (Für den Schnitt
punkt S1 , d. h. die Abszisse ~1 , siod die betreffenden Strecken 
durch eine Klammer bezeichnet.) Wir erhalten so eine Reihe von 
Punkten einer Kurve~, die den Integranden IJl[~, "~h (s)] als Funk
tion von ; darstellt. (Die konstruierten Punkte sind durch kleine 
Kreise kenntlich gemacht. Sie haben die gleichen Abszissen wie 
die Punkte Sl.) 

Diese Kurve i1 wird nun (nach der ersten Methode) graphisch 
integriert (Kap. VII). Hierbei ist der Polabstand p bei der In
tegration gleich der Strecke W V am Strahlbüschel zu machen. 
Die Hilfslinien der Integration sind strichpunktiert, und es ist 
nur das einhüllende Tangentenpolygon für die Integralkurve ge
zeichnet. Diese selbst ist der besseren Übersichtlichkeit wegen 
fortgelassen. Für die weitere Konstruktion wäre die Integral kurve, 
die als zweite Näherung c2 zu gelten hat, nämlich '11 = "1ll(s), 
einzuzeichnen, worauf die Integration nötigenfalls zu wieder
holen wäre. 

Um den zur zweiten Näherung 'TJB (~) gehörenden Integranden 
cp[.;, "12 (s)] zu konstruieren, muß man die Schnittpunkte von c2 

mit den Isoklinen aufsuchen. 
Man wird nun finden, daß diese Schnittpunkte, die den Schnitt

punkten Sl der ersten Näherung mit den Isoklinen entsprechen, 
zwar von den Punkten 8.1. verschieden sind, aber fast genau die 
gleichen Abszissen 54 behalten. Daraus folgt aber, daß die zur 
zweiten Näherung c1 gehörende Integrandenkurve i2 von i 1 nur 
unmerklich verschieden ist. Man müßte mit viel feinerer (nicht 
mehr reproduzierbarer) Strichstärke arbeiten. um i 2 von i 1 ge
trennt darzustellen. 

Unterscheiden sich aber i1 und i 2 wenig, so wird. sich auch die 
dritte Näherung c8 , die ja durch Integration von i2 gewonnen 
wird, nur wenig von c1 unterscheiden. Wir sind also bereits dicht 
am Ziel. 

Bei der im Beispiel benutzten Strichstärke kann die Aufgabe 
als erledigt gelten. 

:Man überzeugt sich leicht, daß gerade die vofi uns getroffene 
Wahl der 5-Achse (auf deren Richtung es allein ankommt) der 
Konvergenz günstig war. 

Die ; -.Achse ist nämlich so bestimmt, daß die Richtungen der 
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Isoklinen an den Stellen, wo sie von den Inte.qralku1·ven c1 bzw. c1 

geschnitten werden, möglichst senkrecht zur 5-Achse stehen. 
Nach Einzeichnen der ersten Näherung c1 läßt sich also eine 

geeignete Wahl der s-Achse genügend genau treffen. Die so be
stimmte Wahl der s·Achse, möglichst senkrecht auf den Rich
tungen der Isoklinen in den Punkten S1, bewirkt gerade, daß die 
Schnittpunkte der zweiten Näherung c2 mit den Isoklinen fast die 
gleichen Abszissen wie die Schnittpunkte S1 der ersten Näherung 
behalten. 

Da die Richtung der Isoklinen im s 'IJ- System durch den Quo-

tienten ~~: ~~ gegeben wird, sieht man, daß es in der Tat bei 

der Orientierung der s-Achse darauf ankommt,~~ klein zu machen, 

so daß die Konstruktion den Einfluß des bei der analytischen 
Formulierung des Konvergenzbeweises als wes~mtlich erkannten 

Betrages von ~: längs der Integralkurve durchaus anschaulich 

hervortreten läßt.1) 

Es kann sehr wohl verteilhart sein, die Integration einer 
Differentialgleichung mit kompliziert verlaufenden Isoklinen stück
weise. vorzunehmen und sich dabei verschiedener Koordinaten
systeme zu bedienen, deren 5-Achsen einzeln jener Bedingung 
leichter augepaßt werden können. 

Es braucht wohl kaum darauf hingewiesen zu werden, daß 

auch Differentialgleichungen in nicht nach :; aufgelöster Form 

in gleicher Weise graphisch behandelt werden können. 

2. Numerische Integration I. Das im ersten Paragraphen 
geschilderte rein graphische Lösungsverfahren hat den allen 
graphischen Methoden gemeinsamen Nachteil, nur eine begrenzte 
Genauigkeit zu erreichen. Es liegt nun nahe, im Anschluß an die 
graphische Methode ein numerisches Verfahren zu benutzen, das 
die gt·aphisch gefundene Lösung als erste Näherung benutzt und 
diese weiter bis zu jeder gewünschten Genauigkeit verfeinert. Es 

., 
1) Faßt man die Bildung eines Integrals y = J ((x) ax a.ls Inte· 

... 
gra.tion der Differentialgleichung ~; = f(x) auf, so findet man als 

Isoklinen Parallele zur y-Achse. Die x-Achse steht auf allen Isoklinen 
genau senkrecht, und eine einzige Integration führt zur Lösung. 
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kommt dies darauf hinaus, bei Beibehaltung der Bezeichnungen 
des ersten Paragraphen, die Integrationen 

% ~ 

Jrcx, th)ax; Jrcx, y,)ax; .... 
%o 

numerisch, nach den im Kapitel V gegebenen Regeln für Integratl.on 
tabulierter Funktionen, auszuführen. Es wird auf die Weise die 
Lösung als tabulierte Funktion erhalten werden. Die Breite ~ 
des Tabellenintervalls muß dabei, wie stets bei tabulierten Funk
tionen, in Einklang mit der Genauigkeit, d. h. der Stellenzahl, 
mit der die Funktion angeschrieben wird, stehn. Man wird im 
allgemeinen verlangen, daß zwischen den Tabellenwerten eine 
lineare Interpolation hinreichend genaue Werte ergibt. Bei der 
Integration einer Differentialgleichung kann die Aufgabe allerdings 
auch einfacher gestellt sein und nur die Ermittelung eines ein
zigen Funktionswertes der Partikularlösung verlangen, ohne daß 
der V er lauf dieser Lösung sonst von Interesse ist. Dafür wird 
sich eine Modifikation unseres V erfahrans ergeben. 

Wir nehmen also zuerst an, es sei eine Differentialgleichung 

:~ = f(x, y) 

vorgelegt, und es sei diejenige· Lösung (als Tabelle) zu ermitteln, 
die bei x = x0 den Wert y0 annimmt. 

Falls eine erste Näherung dieser Lösung nicht auf anderem 
Wege bequemer zu erreichen ist, wenden wir die Metbode des 
§ 1 an, um eine erste Näherung y1 zu gewinnen. Die graphische 
Methode hat stets den Vorteil, eine Übersicht über den Verlauf 
der Lösung und den Charakter der Differentialgleichung zu er
möglichen. Man wird dabei auch gegebenenfalls die Zweckmäßig
keit der Einführung neuer Koordinaten erkennen, denn die Kon
vergenzbetrachtungen des § ·1 behalten jetzt ja ihre Gültigkeit. 

Hat man nun graphisch die erste Näherung gefunden, so trägt 
man die an der betreffenden Kurve abgegriffenen Werte von y1 

in eine Tabelle ein und führt die Integration 
~ 

Ys = Yo + jr(x, Yt)dx 

"'• 
an dieser Tabelle aus. Die dadurch erhaltene zweite Näherung 
y9 behandelt man ebenso und fährt solange fort, bis zwei aufein
anderfolgende Näherungen in der verlangten Stellenzahl überein-
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stimme,n. Über Einzelheiten, wie Wahl des Tabellenintervalls, 
Vereinfachungen der Rechnung usw. soll später geredet werden. 
Zunächst zeigen wir die Methode und ihr Rechenschema an dem 
einfachen Beispiel der Differentialgleichung 

rly xy 't {x0 =0 
rlx = 2 ml Yo = 1. 

Die dritte Dezimalstelle der Lösung soll noch genau sein. 
In der nebenstehenden Tabelle enthält die erste Spalte die 

:.r:-Werte. In die zweite nehmen wir die der Zeichnung ent
nommenen Werte der ersten Nä.herung y1 auf. Die dritte Spalte 
enthält den Integranden, der durch Einsetzen der ersten Nähe
rung '!h in die rechte Seite der Differentialgleichung entsteht. 
Die Integration führen wir nun einfach nach der sog. ersten 
N!iherungsformel 

~ 
Ay'J= 2 ·lf[xk, YtCx.t)J + f[xk+t• YtCx.t+l)]} 

aus (Seite 84) und setzen in die vierte Spalte die durch diese 
Integration erhaltenen Integralwerte der zweiten Näherung. 

~-:- -:-~ -1 f(x~ Y1) \--:-~-1-f(-x~-y-,)-'--:-. -II--:-
- =='====C===="C===-=-=: ... Ic= ..... ==o;====c#====l 

o,oo 1,00 0,000 1,00~~ I 0,0000 I 1,00~~ II 1,0000 

75 75 
0,1 1,00 0,060 1,0025 0,0501 I 1,0025 1,0025 

0,2 1.00 0,100 1,0100 0,1010 I 1,0100 1,0100 
126 127 

o,102 1,o226 o,163io I 1,0221 1,0221 0.3 

0,4 

0,6 

0,6 

0,7 

0,8 

1,01 

1,02 

1,03 

1,06 

1,10 

1,16 

178 181 
0,204 1,0404 0,2081 

1
i 1,0408 1,0408 

'J3! 287 
0,258 1,0635 0,2659 i 1,0645 1,0645 

288 ! !97 
0,318 1,0923 0,3277 ' 1,0942 1,0942 

852 1 861 
0,385 11,1275 0,3946 . 1,1303 1,1303 

422 I 4Si 
o,4so 1,1697 o,4679 1 1,1735 1,1735 

Zu x = 0 gehört y = 1,0000. Die Werte der Teilintegrale 
Ayt sind klein gedruckt in die vierte Spalte gesetzt, und ihre fort
laufende Summierung ergibt y2 • 

Trotzdem man aus der Abweichung der ersten und zweiten 
Näherung erkennt, daß bei dieser noch die zweite Dezimalstelle 
unsicher ist, haben wir doch in der vierten Spalte vierstellig ge-
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rechnet, weil die letzte Näherung auch viersteilig erscheinen muß, 
um die dritte Stelle zu sichern. 

Die fünfte und sechste Spalte enthalten den zweiten Schritt, 
und wir haben mit der dritten Näherung Ys (Spalte 6) aufgehört, 
weil !h und y3 in der zweiten Stelle übereinstimmen. Da der 
Fehler sich nach § 1 in geometrischer Progression verkleinert, 
können wir schließen, daß Ys in vier Stellen richtig ist. In 

". 
Spalte 7 ist die bekannte analytische Lösung y = e' aufgenommen, 
um einen Vergleich zu ermöglichen. 

Bei der hier vorliegPnden Differentialgleichung ist das Ein
setzen der sukzessiven Näherungen in die rechte Seite der Glei
chung, also die Berechnung von f(x, y1); f(x, y2) usw. ohne Mühe 
zu machen. Sehr oft wird darin die größte Rechenarbeit stecken. 
Man kann diese mitunter dadurch vereinfachen, daß man die Ent
wickelung von f(x,y) nach Potenzen von y zu Hilfe nimmt. Man 
berechnet, wie jetzt geschehen, für die erste Näherung f(x, y1 ) und 
setzt in die nächste Spalte den partiellen Differentialquotienten 

~ ~, ausgerechnet für die Tabellenwerte von x und die Werte y 1 . 

Die erste Integration liefert y2 . Statt nun f( x, y,) zu berechnen, 
setzt man näherungsweise · 

f(x, Y2) = f(x, Y1) + ~ ~ · (y2- Y1), 1) 

so daß in den einzelnen Zeilen nur Multiplikationen und Additionen 
auszuführen sind. Natürlich muß man sich vergewissern, daß diese 
Beschränkung auf das lineare Glied der Taylorschen Entwickelung 
von f( x, y) ausreichend genau ist. ·weichen in dieser Hinsiebt y1 

und y1 zu stark von einander ab, so wird man diese Approxima
tion von f(x,y) vielleicht erst bei späteren Näherungen anwenden 
können. 

Die Konvergenzbetrachtung des § 1 und auch das Beispiel 
zeigen, daß die Konvergenz schlechter wird, wenn man zu weit 
ab vom Anfangswert :r" liegenden Werten gelangt. Statt nun un
nötig oft zu integrieren, ist es zweckmäßiger, die Rechnung erst 
bis zu einem hinreichend nahe bei x0 gelegenen Wert in der 
nötigen Genauigkeit durchzuführen und alsdann von diesem Wert 
aus weiterzurechnen. Einfache Regeln lassen sich dafür nicht an
geben,. da dies völlig von der vorgelegten Aufgabe abhängt. 

Wir untersuchen dagegen hier noch die Frage, ob bei den 

1) Der Leser möge das Beispiel in dieser Weise noch einmal durch
rechnen. 
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Integrationen von f(x, y1) usw. die Genauigkeit der benutzten 
Näherungsformel ausreicht. Erst bei Gewißheit hierüber ist der 
Schluß bindend, daß bei Übereinstimmung zweier aufeinander
folgenden Näherungen die letzte Näherung ausreichend genau ist. 

Als Näherungswert für das Integral über einen Streifen der 
Breite d' = xlt+ 1 - xk wurde benutzt 

J 
2·(f~:+fk+l) (8.84). 

Mit Hilfe der Taylorschen Formel rechnet man leicht aus, daß 
der Fehler des Integrals über einen Streifen die Größenordnung 

:: · ::~ hat. Nun ist ~~ = f, mithin wird der Streifenfehler 
83 d8y 
12 · dx' · Der Fehler, der bei der fortlaufenden Summation der 

Streifen entsteht, ist also d'2 proportional. Verlangen wir anderer
seits von unserer tabuliert erscheinenden Integralfunktion, daß 
zwischen den in der Tabelle erscheinenden Werten eine lineare 
Interpolation zulässig sein soll, so muß in jedem Streifen der :Be-

trag von ~~ · :~ unterhalb des zulässigen Fehlers bleiben (8. 3). 

Die Forderung nach linearer Interpolation ergibt also für die Aus
wahl von o die gleiche Größenordnung wie die Fehlerabschätzung 
der Integration. Führen wir diese Fehlerabschätzungen einmal 
an unserem Zahlenbeispiel 

dy X·y 
dx=2 

durch. Durch totale Differentiationen erhalten wir 
dl·y '!/ x 2y 
dx 1 =2+4, 
dsy 3 a;sy 
dx 8 = 4 · xy + 8 · 

Bei der Untersuchung der Möglichkeit linearer Interpolation setzen 
wir in den zweiten Differentialquotienten X= 1 und x = 1,2 ein, 
wodurch er den größten im ganzen Integrationsintervalle vor-

JI dly 
kommenden Wert bekommt. Wir erhalten -8- · dx' = 0,001. Bei 

der gewählten Streifenbreite d' = 0,1 ist also bei linearer Inter
polation mit einem Fehler von einer Einheit der dritten Dezimale 
zu rechnen. Sollte die vierte Dezimale noch richtig interpoliert 
werden, so müßte o = 0,025 gewählt werden.1) 

1) Statt die ganze Rechnung mit dem neuen 8 zu wiederholen, 
könnte man, sofern der Fehler der Jutegrationen kleiner als eine Ein· 
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Bei der Genauigkeitsuntersuchung der Integration ist zu be

achten, daß für die einzelnen Streifen verschiedene Werte von x 
und y einzusetzen sind. 

Rechnen wir die Fehler der Einzelstreifen aus, indem wir jedes
mal die größten Werte von x und y innerhalb des betreffenden 

Streifens in_ :~ einsetzen, und addieren diese Fehler der acht 

Streifen unserer Rechnung, so erhalten wir 2 · 10-4• Der zu 
x = 0,8 gehörende Wert von unserer Lösung y3 ist demnach auf 
zwei Einheiten der vierten Dezimale unsicher. 

Bei der Integration einer Differentialgleichung wird die Auf
gabe mitunter darin bestehen, den Wert einer Partikularlösung 
nur für einen bestimmten Wert von x zu ermitteln. Man kann 
sich in diesen Fällen Rechenarbeit dadurch ersparen, daß man die 
Integrationen nach der Simpsonschen Regel ausführt. 

Es sei z. B. die bereits behandelte Differentialgleichung vor
gelegt. Jedoch sei nur nach dem Werte, den die Partikularlösung 
für x = 0,8 annimmt, gefragt. Nebenstehendes Schema zeigt den 
Gang der Rechnung. Spalte 1 enthält die x-Werte, die hier um 
0,2 auseinanderliegen, und Spalte 2 die erste Näherung y1 • Spalte 3 
enthält wie früher den Integranden f(xy1). Nach der Simpsonschen 
Regel bilden wir die Teilintegrale 

0,4 

Jr· dx 
o,o 

0,8 

und ,{fdx 
0,4 

nach der Formel II'a ! ·I fk-l + 4fk + fk+ 1 ). (S. 84.) 

1 2 3 4 

I 
5 

I 
6 

-----
X Yt f(xyl) y~ f(xy1) Ys 

-

0,0 1,00 I 0,000 1,0000 0,0000 1,0000 
0,2 1,00 0,100 403 

0,4 1,02 0,204 1,0403 0,2081 1734 

0,6 1,06 0,318 1291 

0,8 1,15 0,460 1,1694 0,4678 1,1734 

Diese Teilintegrale stehen klein gedruckt in der vierten Spalte, 
und ihre fortlaufende Summierung ergibt die zweite Näherung. 

heit der vierten Dezimale und die angeschriebenen Werte Ys mithin 
richtig sind, die Zwi,chenwerte für ~ = 0,025 auch durch Interpola
tion höherer Ordnung mit Hilfe des Differenzenschemas (8. 73) ge
winnen. Der Leser möge beides, die nochmalige Integration mit 
o = 0,025 und die Interpolation, versuchen. 
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Aber nur deren Werte für x = 0,0; 0,4; 0,8. Für die dazwischen 
liegenden Werte bleibt 11t unbekannt. Bei der nächsten Integra
tion ist auch nur für diese Werte der Integrand f(x, 11s) zu bilden 
und als einziges Integral o,s 

frax 
o,o 

auszuwerten. Sein Wert ist die klein gedruckte Zahl in Spalte 6, 
deren Addition zum Anfangswerte 1,0000 den gesuchten Wert von 
!ls für x = 0,8 ergibt. 11s und 11s stimmen in den ersten beiden 
Stellen überein, woraus wir wieder schließen, daß der gesuchte 
Wert noch in der dritten Dezimale richtig ist, sofern bei den Inte
grationen keine Fehler in der dritten Dezimale hinzugekommen sind. 

Um den Integrationsfehler abzuschätzen, bemerken wir, daß der 
Fehler bei einem Teilintegral der Breite 2 · o die Größenordnung 

von :~ · :~ hat, wie. man mit Hilfe der Taylorschen Entwicke

lung leicht nachrechnen kann. In unserem Beispiel ist 

d4f = 15 . xy + ~ . xs" + _!_ • x5g 
dx4 8 8 17 32 • 

Bei der letzten Integration ist der Fel1ler am größten. Bei dieser ist 
einzusetzen X= 0,8 und 11 = 1 ,2, ferner 0 = 0,4. Für d·en Integra
tionsfehler ergibt sich damit der unschädliche Betrag von 0,0002. 

Zu achten ist bei dieser abgekürzten Methode auf die erste 
Einteilung von x. Erstens muß man es so ein1·ichten, daß die 
Integralfunktion für den gegebenen Wert (hier 0,8) auch wirk
lich herauskommt, und zweitens muß man die erste Teilung eng 
genug wählen, daß man noch hinreichend oft integrieren kann, 
ohne unterhalb der verlangten Genauigkeit zu bleiben. 

Die Anzahl der notwendigen Integrationen hängt von der Ge
nauigkeit der ersten Näherung ab. In unserem Beispiel würde 
man den Fehler der ersten, aus graphischer Integration ge-
wonneneR Lösung auf 0,02 schätzen. . 

Das ganze Integrationsintervall (s - s0) ist hier 0,8 und der 

Maximalwert von ~ f = : in diesem Intervall 0,4. Für den 
y . 

Fehler der dritten Näherung erhalten wir nach Seite 166 somit 
0,002 als obere Grenze. Da er wahrscheinlich geringer ist, er· 
scheint es lohnend, es mit einer X-Einteilung von 0,2 zu versuchen. 
Sollte sich damit keine genügende Übereinstimmung von 112 und 
y 3 ergeben, so würde man die Rechnung mit einer Einteilung von 
0,1 zu wiederholen haben, wobei jedoch die zuerst benutzten Zahl
werte wieder verwendet werden können. 
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3. Numerische Integration II. (Methode Kutta-Runge.) 

Es scheint naheliegend, eine Partikularlösung einer Differential-

gleichung erster Ordnung, die wir uns in der Form :; = f(x, y) 
gegeben denken, in der Weise zu gewinnen, daß man die Lösung 
durch eine Entwicklung in eine Taylor-Reihe darstellt. Sind 
x0 , y0 die gegebenen Anfangswerte, so lassen sich im allgemeinen 
die Ableitungen beliebig hoher Ordnung an der Stelle x0 y0 be
rechnen. Es zeigt sich jedoch, daß häufig nicht die Rechenarbeit 
vielen zu bewältigen ist. 

Daher hat C. Runge einen anderen Weg eingeschlagen, der 
sich in den meisten Fällen als gangbar erweist. 

Die Aufgabe, vor die man bei einer derartigen Integration ge
stellt ist, kann so formuliert werden: 

Zu dem Werte x0 der einen Variablen ist ein Wert y0 der 
anderen gegeben. Es ist der Zuwachs k zu ermitteln, um den sich 
die Variable y ändert, wenn x um einen Betrag 7t geändert wird. 
Die Größe k wird sich in der Praxis nur mit einer gewissen Ge
nauigkeit berechnen lassen, und diese wird, unter sonst gleichen 
Umständen, um so größer sein, je kleiner h gewählt wird. 

Man wählt nun für k einen Ausdruck von der Form: 

k = R1 7c1 +R2 lc2 + R 3 k3 .+ R4 k4 • 

Die Größen ki. sollen dabei aus folgenden Gleichungen gewonnen 
werden: 7c = f(x y). h 1 Ol 0 'l 

k2 = f(x0 + 01h, Yo + ßk1) • h, 
k3 = f(x0 + 01'h, y0 + ß'lc1 + y'k2) • h, 
k4 = f(xo + Ol"h, 'llo + ß"k1 + r"k2 + o"ka) • h. 

Die noch unbestimmten Koeffizienten Ri. im Ausdruck für k 
sowie die neun Größen 01 1 ••• J'' in den Gleichungen für die ki. 
sind so zu normieren, daß der Fehler der Größe 1• klein ist von 
der fünften Ordnung in h, d. h. sofern man ihn nach· Potenzen 
von k entwickelt, soll diese Potenzreihe erst mit Gliedern 

Ah5 + · · · 
beginnen. Und zwar soll dies natürlich der Fall sein unabhängig 
von der gerade vorliegenden Form der Funktion f(x, 'y). 

Eine ziemlich umständliche Rechnung 1) gibt nun folgendes ein
fache Resultat: 

Die Koeffizienten Ri. bekommen die Werte: 
R1 = t, R2·= -}, R 3 = t, R4 = t, 

-----
1) W. Kutta, Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 46, 8. 486. 
Timerding, Handbuch I. 2. Auf!. 12 
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und die Größen a, ... o" werden einfach: 

, ' " 1 ß , 1 :r" 1 R' -- ß" -- r" -- o.') IX= a =2, ct =. . = r =2, U = . f' 

Es folgt daraus die folgende Rechenvorschri{t: 
1VIa.n berechne nacheinander die Größen: 

k1 = f(x0 , y0) • h, 

k2 = f( Xo + ~ , Yo + ~1 ) • h, 

k3 = t(xo + ~, Yo + ~) · h, 

k4 = f(x0 + h, y0 + k8) • h. 

Dann wird, wenn man für den Zuwachs der Funktion y den Wert 

k = k1 ~ k4 + k2 t ks nimmt, der Fehler von der fünften Ord

nung in h. 
Um den Verlauf der durch die Anfangswerte x0 , Yo bestimmten 

Lösung weiter zu beherrschen, geht man schrittweise weiter. Hat 
man für den Zuwachs h von x den Zuwachs k, wie oben geschil
dert, berechnet, so betrachtet man die Werte (x0 +h) und (y0 + k) 
als Ausgangswerte für den nächsten Schritt und berechnet in ge
nau derselben Weise einen weiteren Zuwachs k', so daß man nach
einander zusammengehörige Werte x0 + h, x0 + 2 h, x0 + 3 h ... 
und y0 + k, y0 + k + k', y0 + k + k' + k" . .. ermittelt. 

Man rechnet dabei zweckmäßig nach folgendem Schema: 

X y f(x, y) h · f(x, y) 

X 0 I Yo I f(xo, Yo) h·f(x., Yo) kl 

h k1 1 ( h k1 ) h · t( X 0 + ~ , Yo + k;) k2 Xo +2 Yo+2! f Xo+2' Yo+2 

h k i ( h k) h· t(xo+;, Yo+ ~) x.+2 y,+; I I x,+·,., y,+~ ks 

x 0 +h Yo + ks f(xo + h, Yo + k,) h · f(x0 + h, Yo + ks) k4 

k = k1 + k4 + k2 + k8 

6 3 

X 0 : li I Yo: k I . . . 
I 

... 
I 

1) Dieses Wertsystem ist nicht das einzige, welches für k einen 
Fehler der fünften Ordnung in h liefert, aber es ist für die Rechnung 
besonders vorteilhaft. 
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In jede Horizontalzeile ist dabei der aus der vorhergehenden sich 
ergebende Wert k;, einzuführen. Mit den Werten (x0 + h) und 
(y0 + k) beginnt ein zweiter Schritt der Rechnung nach dem 
gleichen Schema. 

Um die Genauigkeit der so berechneten Werte 11 abschätzen 
zu können, ist nun eine doppelte Durchführung der ganzen Rech
nung erforderlich. Man rechnet dabei einmal für eine Intervall
breite h und sodann für die doppelte Intervallbreite 2 h. die Zu
wächse k aus, und zwar in der Weise, daß man zuerst zwei 
Schritte mit dem Intervall h rechnet, und dann sogleich einen 
Schritt von demselben Anfangswert aus mit der Intervallbreite 2 h. 
Man vergleicht dann die so gefundenen Werte von y. Der sech
zehnte Teil der Differenz beider Werte gibt die Größenordnung 
des zu erwartenden Fehlers an. Natürlich ist der durch zwei 
Schritte mit der Intervallbreite h gefundene Wert als der genauere 
anzusehen. 

Als Beispiel sei die Differentialgleichung 
dy y2 
da:== xy + 10 

behandelt. Die Anfangswerte seien x0 = 0 und y0 = 1. 
Es sind zunächst zwei Schritte gerechnet mit einer Intervall

breite von h = 0,1 und darauf ein Schritt mit dem Werte h = 0,2. 
Die Werte von y für x = 0,2 weichen, wie aus der umstehenden 

Tabelle ersichtlich, nur um fünf Einheiten der siebenten Dezimale 
voneinander ab. Der Wert y === 1,0411648 kann also als genau 
gelten mit allen hingeschriebenen Ziffern. Führt man die Rech
nung weiter, so ist allerdings zu beachten, daß die bei jedem 
Schritt auftretenden und durch den ,,Doppelschritt" abzuschätzen
den Fehler sich addieren können. Man muß die Rechnung also 
mit größerer Stellenzahl beginnen, als man im Ergebnis verlangt, 
um für weiter von x0 abliegende Werte von x die Werte y noch 
hinreichend genau angeben zu können. 

Es bedeutet bisweilen eine Erleichterung der Rechnung, wenn 

man statt der gegebenen Gleichung ~; = f(x, y) mit einer Glei-

chung dd x = f( 1 ) rechnet, da man auf diese Weise unbequem . y x,y .. 
große Werte von f(x, y) vermeiden kann. Der Ubergang von 
einer Schreibart zur anderen läßt sieb auch im Verlauf der Rech
nung vornehmen. 

Welches numerische oder graphische Verfahren zur Integration 
einer Differentialgleichung nun im jeweiligen Falle heranzuziehen 
ist, läßt sich allgemein nicht angeben und muß jedesmal überlegt 

12* 
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I 
I 

h X I y 1/(z,y)=o:y+~ f(x, y) · h I I 
0,1 0 1 0,1 k, = 0,01 

0,06 1,006 0,10100 
0,05025 
0,16125 k~ = 0,015125 

0,06 1,0075626 0,10162 
0,05038 
0,16190 k9 = 0,015199 

0,10 1,016190 0,103060 k = 0,0161813 
0,1015.19 

I 0,204679 k4 = o,o2o4579 I 
0,1 0,1 I 1,0151813 0,101&181 k ~ '·'""'" 0,1030598 

0,2046774. 

0,16 1,0264102 0,1588115 
0,1051466 
0,2589581 k2 = 0,02589581 

0,16 1,0281292 0,1542194 
0,1057050 
0,2699244 k, = 0,02599244 

I o,2 1,0411737 0,2082347 I k~0,02698SO 
0,1084043 

I 0,2 I 1,0411643 013166390 I k. = o,o3166390 

0,2 0 I 1 0,2 k, = 0,02 

0,1 0,10201 
0,101 
0,20il01 k! = 0,040602 

0,1 1,020301 0,1041014 I 01020301 
0,2061315 k5 = 0,04122630 \ 

I 0,2 1,04122631 0,1084162 1 k = 0,0411648 
0,2082453 

I o,2 11,0411648 0,3166605 k. = 0,0633321 I 
I 

werden. Wir empfehlen dem Leser die beiden im zweiten und 
dritten Paragraphen angegebenen Gleichungen nach allen ge
schilderten Methoden zu behandeln. 
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XI. Graphische und numerische Integration 
von gewöhnlichen Di:fferentialgleichnngen zweiter und 

höherer Ordnung. 

1. Graphische Integration. Auch die gewöhnlichen Differen
tialgleiQhungen von höherer als der ersten Ordnung lassen in vielen 
Fällen mit Vorteil eine graphische Behandlung zu. Wir beginnen 
mit einer Differentialgleichung f3weiter Ordnung und denken uns 
diese zunächst in folgender Form_ \"'orgelegt: 

~~~ = r(x, y, ~~)· 
Es handelt sich nun darum, eine Funktion y = y(x) zu be

stimmen, welche mit ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
die Differentialgleichung identisch befriedigt und außerdem den 
"Anfangsbedingungen" genügt. Durch diese wird gefordert, daß 
die Funktion y für x = x0 den Wert y = y0 annimmt und ihre 

Ableitung den Wert :~ = (:!)0• 

Nehmen wir an, es wäre eine Funktion y gefunden, welche der 
Differentialgleichung und den Anfangsbedingungen genügt, so ist 

auch ihre Ableitung ddy eine Funktion von x, und wir wollen 
X • 

diese einer neuen Variablen z gleich setzen, also z = _ddJ! einführen. 
, X 

Setzen wir f3 in die gegebene Gleichung ein, so lautet diese: 

de ) dx=f(x,y,z. 

Schreiben wir noch die Definitionsgleichung für z, 
dy 

z = dx' 

dazu, so haben wir es statt mit der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung nunmehr wiederum mit zwei Differentialgleichungen 
erster Ordnung zu tun, denen die beiden Funktionen y = y(x) und 
f3 = z(x) genügen; diese nehmen außerdem für x = x0 die Werte 

y = y0 und f3 = $0 = (~;)0 an. 

Für eine graphische Behandlung der vorgelegten Differential
gleichung zweiter Ordnung ist; es in der Tat zweckmäßiger, die 
ursprünglich vorgelegl;e DifferentialglEiichung zweiter Ordnung in 
der angegebenen Weise umzuformen. 
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Die Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
erscheint so als ein spezieller Fall der Integration eines Systems 
von zwei simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung. Im 
allgemeinen Falle sollen hierbei die beiden Funktionen y und z 
den zwei Gleichungen dz 

dx = f(x, y, z) 

und 
dy 
dx = g(x, y, z) 

genügen und dazu für x = x0 die Werte y0 und z0 annehmen. 
Bei der Differentialgleichung zweiter Ordnung reduziert sich die 
auf der rechten Seite der zweiten Gleichung stehende Funktion 
g ( x, y, z) einfach auf z allein. 

Man kann nun die Integration eines solchen Systems zweier 
simultaner Differentialgleichungen graphisch in Angriff nehmen. 
Dies empfiehlt sich besonders dann, wenn es irgendwie möglich 
ist, die Funktionswerte der beiden Funktionen g und f für jedes 
bei der Integration in Frage kommende Tripel ihrer Argumente 
x, y, z schnell anzugeben, wenn z. B. Nomogramme für diese 
Funktionen vorliegen oder der Bau der Funktionen ein besonders 
einfacher ist und eine schnelle Konstruktion der Funktionswerte 
zuläßt. Nehmen wir diesen günstigen Fall einmal als gegeben an, 
so würde die graphische Integration in folgender Weise verlaufen. 

Wir operieren gleichzeitig in zwei kartesischen Koordinaten
systemen. In beiden tragen wir die Werte von x auf einer hori
zontalen Abszissenachse auf, während als Ordinaten in dem einen 
System die y und im anderen die z aufgetragen werden. Wir 
orientieren die beiden Systeme auf dem Zeichenblatt so, daß ihre 
Ordinatenachsen in eine Gerade fallen (Fig. 32). Ein Wertetripel 
x, y, z der drei Variablen können wir dann darstellen durch zwei 
Punkte P' und P", die in den beiden Koordinatensystemen die 
Koordinaten x, y bzw. x, z haben. Das Integrationsproblem kommt 
jetzt darauf hinaus, in den beiden Koordinatensystemen je eine 
gewisse Kurve zu konstruieren, denn die Funktionen y = y(x) 
und z = z(x) lassen sich in den beiden Systemen als Kurven dar
stellen, und die beiden Differentialgleichungen geben eine Richtungs
vorschrift für diese Kurven an. Fassen wir gleichzeitig Punkte 
beider Kurven ins Auge, die die gleiche Abszisse x haben, so ge
hört zu :>:wei solchen Punkten ein Wertetripel x, y, z, und die 
beiden Differentialgleichungen sagen aus, daß die Kurve im x y
System in jedem Punkte P'' stets einen Winkel cx mit der x-Achse 
bilden soll, für den d y 

tancx = dx = f(x, y, z) 
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ist. Ferner soll die andere Kurve im ;; x- System in dem zuge
hörigen Punkte P' mit der x-Achse einen Winkel ß bilden, für den 

dz 
tanß = dx = g(x, y, z) 

ist. Außerdem müssen beide Kurven durch die Anfangspunkte A' 
mit den Koordinaten x0 , e0 und A" mit den Koordinaten x0 , y0 

y 

0 

Pol 

z 

i' 

•' 
----·-·---·~ -·- ., .-· . 

\ 

~------~~0~--------~~----------------------~~~~~x 
Pol ............ 

'-......_____ -·---
Fig. 32. '---:tl-·-·--·--· 

'-1' 

gehen. Wenn die beiden Ebenen in dieser Auffassung auch nicht 
mit einem "Richtnngsfeld" bedeckt erscheinen, wie es bei einer 
Differentialgleichung erster Ordnung der Fall ist, so kann man 
doch auch hier näherungsweise die beiden Integralkurven kon
struieren, indem man von den Anfangspunkten in den durch 

tana-0 = f(x0 , y0 , z0) 

und tanfJ0 = g(x0 , y0 , Z0) 

gegebenen Richtungen ausgeht und dann, bei gleichzeitiger Kon
struktion in beiden Ebenen, der Richtungsvorschrift zu genügen 
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sucht. Am einfachsten ist es hierbei, von den Punkten A' und A" 
ein Stück geradlinig weiterzugehen, etwa bis zu P/ und P/" mit 
den Abszissen x17 hierauf liest man die zugehörigen Werte y1 

und z1 ab und ermittelt die entsprechenden Funktionswerte 
f(xu Yu z1) und g(xu Yu .z1). Dadurch sind dann die Richtungen 
gegeben, in welchen man von den Punkten P/ und Pt weiter
zugehen hat. Wieder geht man geradlinig weiter bis zu Punkten 
P2' und Pt, aus deren Koordinaten man aufs neue die Richtungen 
bestimmt usw. Die auf diese Weise aus geradlinigen Stücken ent
stehenden Polygonzüge stellen eine erste Näherung der Integralkurven 
dar. Zu einer besseren Näherung gelangt man, wenn man ver
sucht, die beiden Integralkurven krummlinig so in die beiden 
Koordinatenebenen einzuzeichnen, daß der Richtungsvorschrift ge
nügt wird. Dies setzt eine gewisse Übersicht über die Funktionen 
f und g voraus. In Fig. 30 sind die beiden Näherungskurven mit 
n/ und n/' bezeichnet. Um diese als erste Näherungen geltenden 
Kurven zu verbessern, kann man eine Erweiterung des bei den 
Differentialgleichungen erster Ordnung augewandten Approxima
tionsverfahrens benutzen. Denken wir uns die beiden Kurven 
durch Gleichungen y1 = y1 (x) und z1 = .z1 (x) analytisch gegeben, 
so können wir folgende Integrale bilden: 

X 

Y2= Yo + Jrcv1, z1 , x)dx 
Xo 

und 
X 

z2 = z0 + Jg(y17 z1 , x)dx. 
Xo 

Hierbei sind in den Funktionen f und g für y und z die Nähe
rungsfunktionell y1 und z1 einzusetzen, so daß die Integranden 
Funktionen von x allein werden. Durch diese Integrale werden 
nun zwei Funktionen y2 und z2 von x definiert, die, wie wir hier 
ohne Beweis angeben wollen, in der Nähe von x0 bessere Nälte
,·ungen für die Lösungen der beiden gegebenen Differential
gleichungen sind als die ersten Näherungen y1 und z1 .1) Die Inte
grationen lassen sich graphisch in folgender Weise ausführen. Je 
zwei untereinanderliegende Punkte P' und P'' der beiden Nähe
rungskurven repräsentieren ein Tripel zusammengehöriger Werte 
x, y, z und die Werte der Funktionen f und g, die sie für diese 

1) Über den Beweis vgl. E. Trefftz, Math. Annalen, Bd. 76, 
s. 327. 



1. Graphische Integration 185 
Werte der Variablen annehmen, sind zu der Abszisse x aufzu
tragen, und zwar der Wert der Funktion f im (x, y)-System, der 
Wert von g im x, z- System. Macht man dies für eine Reihe von 
Punkten der Kurven n/ und n1", so erhält man die in Fig. 30 
mit i/ und it bezeichneten Kurven. Die graphische Integration 
dieser beiden Kurven liefert die zweiten Näherungen y2 und z2 , 

mit denen das V erfahren wiederholt werden kann usw. Die 
Konstruktion der Kurven i1' und it ist mehr oder weniger 
schwierig, je nachdem die Werte der Funktionen f und g einfach 
aus ihren Argumenten gewonnen werden können oder erst durch 
mühsame Rechnung. Die graphische Konstruktion ist besonders 
dann zu bevorzugen, wenn diese Funktionswerte leicht auf zeich
nerischem Wege zu ermitteln sind. 

Bei den einfachen Differentialgleichungen erster Ordnung konnte 
man eine schnellere Konvergenz des graphischen Approximations
verfahrens durch eine geeignete Richtung der x-Achse herbei
führen. Dies ist bei einem System von zwei simultanen Glei
chungen nicht in dem gleichen Maße möglich. Man muß hier 
unter Umständen mit einer schlechteren Konvergenz vorlieb 
nehmen. In manchen Fällen kann man jedoch durch einen 
Wechsel der wnabhängigen Variablen die Konvergenz verbessern. 
Aus dem System der beiden Gleichungen 

:~ = f(y, x, z) 
und dz 

dx = g(x, y, z) 

kann man z. B. ein anderes ableiten, bei dem y die Rolle der un
abhängigen Variablen spielt, nämlich 

dx 1 
dy = f(x, y, z) 

und dz g(x, y, z) 
dy= ((x, y, z) 

Eine allgemeine Vorschrift läßt sich für die Anwendung einer 
solchen Transformation nicht geben. Ob man überhaupt einen 
Wechsel der unabhängigen Variablen vornimmt, ob gleich am An
fang der Integration oder erst im weiteren Verlauf derselben, muß 
von Fall zu Fall entschieden werden. 

Bei der Anwendung des besprochenen graphischen Verfahrens 
auf gewöhnliche Differentialgleiclmngen der zweiten Ordnung er-
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geben sich einige Vereinfachungen. Als Systemzweier Gleichungen 
geschrieben wird diese Differentialgleichung: 

dz dy 
dx = f(x, y, z), dx = z. 

Die Fortschreitungsrichtung in der y x-Ebene wird ohne weiteres 
durch die Ordinate des Punktes P" der z-Kurve gegeben. Man 
überträgt dabei zweckmäßig diese Ordinate durch eine Parallele 
zur x-Achse auf die z-Achse und verbindet die so erhaltenen 
Punkte mit einem "Pole" auf der x-Achse, wodurch die gesuchte 
Richtung bestimmt ist. Zur Festlegung der Fortschreitungs
richtung in der zx-Ebene muß man allerdings den Wert der 
Funktion f(x, y, z) bestimmen. Hat man die ersten Näherungen 
gezeichnet, so findet man die zweite Näherungskurve !h in der 

yx-Ebene sofort durch Integration der Kurve z, da y = y 0 + j'zdx 
wird, und man hat nur für die zweite Näherungskurve in der 

X 

zx-Ebene, d. h. für das Integral z=z0 +jf(x,y,z)dx, eine 
Xo 

Konstruktion des Integranden auszuführen, 
An einem Beispiel aus der Mechanik wollen wir zeigen, wie 

sich gegebenenfalls die Funktion f leicht behandeln läßt. 
Es handle sich um ein mechanisches System von einem Frei

heitsgrad. Die unabhängige Variable x bezeichne die Zeit und y 

den Parameter des Systems. z = :~bedeutet dann die Geschwin

digkeit. Die auf das System wirkende Kraft möge abhängig sein 
von y und von der Zeit x, jedoch so, daß die Kraft als Summe 
zweier Funktionen a(y) und b(x) bestimmt ist. Außerdem werde 
die Bewegung des Systems durch eine Reibungskraft beeinfl.ußt, 
die als Funktion c(z) der Geschwindigkeit z gegeben ist. Alle 
drei Funktionen a(y), b (x) und c(z) denken wir uns graphisch 
als Kurven gegeben. Dies wird bei vielen technischen Problemen 
der Fall sein. Sind einzelne der Funktionen analytisch gegeben, 
so sind zuerst die entsprechenden Kurven zu konstruieren. Die 
Differentialgleichung der Bewegung wird dann folgende Form 
haben: 

d2 (d ) d~ = a(y) + b(x) + c d; · 

Statt dessen schreiben wir die beiden Gleichungen an: 

dz ) 
dx = a(y) + b(x) + c(~ 

und dy 
dx = tt. 
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.Als Anfangsbedingungen mögen die durch y0 charakterisierte Lage 
und die Geschwindigkeit z0 zur Zeit x0 gegeben sein. Sind die 
Kurven für die die Beschleunigungen darstellenden Funktionen a, 
b und c mit gleichem Ordinatenmaßstab gezeichnet, so erfordert 
die Bestimmung des Funktionswertes auf der rechten Seite der 
Gleichung nur eine .Addition der Ordinaten, die bei den einzelnen 
Kurven zu den .Abszissen x, y und z gehören. Diese Abszissen 
sind mit dem Zirkel in den beiden Koordinatenebenen (x, y) und 
(x, z) abzugreifen. Trägt man den so konstruierten Funktionswert 
als vertikale Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks auf, dessen 
horizontale Kathete gleich der Längeneinheit angenommen ist, so 
gibt die Hypotenuse die Fortschreitungsrichtung in dem betreffen
den Punkte der xz-Ebene an. Ebenso ist der bei den Integrati
onen aufzutragende Integrand durch dieselben graphischen Ad
ditionen leicht zu konstruieren. Bei graphisch gegebenen Funk
tionen a, b und c würde also das graphische Verfahren besonders 
vorteilhaft sein. 

Die linearen Differentialgleichungen der zweiten. Ordnung sind 
ebenfalls einer graphischen Behandlung leicht zugänglich. Solch 
eine Gleichung hat die allgemeine Form: 

a•y dy 
dx' + a(x) dx + b(x)y + c(x) = 0, 

wobei a, b und c gegebene Funktionen sind. Wir erhalten daraus 
die beiden Gleichungen: 

:: = a(x)z + b(x)y + c(x) 
und dy 

dx = Z. 

Sind a, b und c graphisch gegeben, so erfordert die Bestim
mung der rechten Seite der ersten Gleichung außer Additionen 
die graphisch leicht ausführbaren :Multiplikationen a · z und b · y. 

Auch auf ein System von zwei oder mehreren simultanen 
Gleichungen zweiter Ordnung, auf das man in der Mechanik oft 
stößt, läßt sich in analoger Weise eine graphische Behandlung 
mit Vorteil anwenden. 

Man wird dann auf Systeme von vier oder mehr simultanen 
Differentialgleichungen erster Ordnung geführt. Das Approxi
mationsverfahren durch die sukzessiven Integrationen bleibt für 
Systeme von beliebig vielen Gleichungen gültig, und man führt 
es graphisch durch, indem man in einer entsprechend größeren 
.Anzahl von Koordinatensystemen gleichzeitig operiert. 
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2. Numerische Integration. Die im zweiten und dritten 
Paragraphen des vorigen Kapitels auseinandergesetzten Verfahren 
zur numerischen Integration von Differentialgleichungen lassen 
sich ebenfalls auf Differentialgleichungen höherer Ordnung aus
dehnen. Man schreibt zu diesem Zweck die Differentialgleichung, 
wie in § 1, als ein System von zwei oder mehreren simultanen 
Gleichungen. 

I. Um ein solches System von zwei Gleichungen 

dy 
ilx = o(x, y, z), 

dz 
dx = f(x, y, z) 

für gegebene Anfangswerte x0 , y0 , z0 numerisch zu integrieren, 
rechnet man nach ähnlichen Schemata wie bei einer Gleichung 
erster Ordnung. 

Um die Übertragung der im zweiten Paragraphen des zehnten 
Kapitels (S. 170) auseinandergesetzten Methode auf Differential
gleichungen zweiter Ordnung zu zeigen, behandeln wir folgendes 
Beispiel: 

Die vorgelegte Differentialgleichung sei 

diy 1 dy 0 
dx' + x · d x + Y = ' 

und zwar soll diejenige Partikularlösung auf zwei Dezimalstellen 
genau ermittelt werden, für die bei x0 = 1 ist: y0 = 0, 7652 und 
y0' = - 0,4401.1) 

dy 
Wir setzen zunächst - = z und erhalten damit ein System dx 

von zwei Gleichungen: 

dz z 
ax=-y--x, 
dy 
dx = z 

mit den Anfangswerten y0 = 0,7652 und z0 = - 0,4401 für 
Xo = 1. 

1) Es handelt sich also um die Besselsche Funktion nullter Ord
nung, und der Leser möge das Ergebnis der Rechnung mit einer der 
Tabelle der Funktion vergleichen. 



1 II 2 

1,0 [ _o,76 

1,1 1 o,11 

1,2 1 0,67 

1,3 I 0,61 

1,4 0,56 

1,5 0,50 

2. Numerische Integration 

I s II 4 I 

0,44 0,32 

0,40 0,35 

0,45 0,30 

0,50 0,23 

0,60 0;13 

0,60 0,10 

5 I 

0,440 
ss 

0,473· 
32 

0,505 
26 

0,531 
18 

0,548 
11 

0,559 
9 

0,568 
6 

0,674 
s 

0,577 
-2 

0,575 
-7 

0,568 

6 II 7 I 

0,325 

0,289 

0,24\l 

0,210 

0,122 

0,086 

8 I 

0,440 
S2 

0,472 
27 

0,499 
28 

0,522 
17 

0,539 
10 

0,549 
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9 

'!ls 

0,765 
46 

0,719 
4.9 

0,670 
50 

0,620 
53 

0,567 
54. 

0,513 

In dem vorstehenden Rechenschema enthält die erste Spalte die 
Werte von x mit einem Intervall von 0,1. Die folgenden beiden Spalten 
( 2) und ( 3) enthalten Näherungswerte y 1 und z1 der gesuchten Lösung. 

Zu besseren Näherungen würde man nun durch die Integrationen 

"' "' 
Z2 = Z0 - j (111 + ; ) · dx und y, = Yo + Jzl. dx 

gelangen; wenigstens solange I x - x0 I hinreichend klein bleibt. 
Es liegt jedoch nahe, eine schnellere Konvergenz dadurch zu 

erzielen, daß man nach Ausführung der ersten Integration die 
dabei gefundene Funktion z2 bei dem zweiten Integral bereits be-
nutzt und · ., 

y2 = y0 + }~2 • dx bildet.1) 

"' 
1) Man hätte auch zuerst Y: = '!lo + Je1 • dx berechnen können 

und damit "' 
z! = Z0 -j'(Y: + ~) · dx. 

Was zu tun ist, muß bei jeder Differentialgleichung gesondert über
legt werden. 
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Spalte ( 4) des Schemas enthält den aus den Näherungen y1 und 
;;1 gebildeten Integranden des ersten Integrals. 

Die Ausführung der Integration ist wieder nach der einfachsten 
Formel geschehen. Die klein gedruckten Zahlen der fünften Spalte 
bedeuten die Teilintegrale, die ·fortlaufend summiert z2 ergeben. 

In gleicher Weise ist in Spalte (6) über das soeben gebildete 
;;2 integriert, womit y2 gefunden ist. 

Die Spalten (7), (8) und (9) enthalten eine Wiederholung des 
Verfahrens. Wir empfehlen dem Leser, in der angegebenen Art 
weiter zu rechnen, bis zwei aufeinanderfolgende Lösungen in der 
zweiten Dezimalstelle übereinstimmen. ÜberWahl des Integrations
intervalls, Konvergenz usw. vgl. S. 17 4. 

Auch die im dritten Paragraphen angegebene Methode II läßt 
sich auf Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung er
weitern. 

II. Man berechnet neben- und nacheinander die Größen: 

k1 = f(xo, Yo• Zo) · h ll =g(xo,Yo,zo)·h 

~ = f(xo+~,Yo+ ~',zo+ ~ )·h l2 =g(xo+~,Yo+ ~\zo+ ~)·h 
( h k! l,) h k8 = f xo+2,Yo+2,zo+2 · l3 =g(xo+~,Yo+ ~\z0+ ~ )·h 

k4 = f(x0 + h,g0+k3 ,z0+ l3) ·h l4 = g(x0 + h, Yo+k3 , z0 + l3) • h 

Dann hat man die Beträge k und l, um die y und z wachsen, 
wenn x um h zunimmt, zu berechnen durch die Gleichungen: 

k = k1 + k4 + k2 + k9 l = l1 + l4 + l2 + l9 • 

6 3 ' 6 3 

Der Fehler auch dieser Größen ist nachweisbar von der fünften 
Ordnung in h. 

Die Ausdehnung des Verfahrens auf mehr als zwei simultane 
Gleichungen ergibt sich durch eine Erweiterung des Schemas, die 
leicht zu finden ist. 

Für spezielle Differentialgleichungen sind noch mannigfache 
Integrationsmethoden ersonnen. Einige findet der Laser im Lite
raturverzeichnis unter (5). 



Literatnrverzeichnis. 
Das nachfolgende Literaturverzeichnis erhebt auf Vollständigkeit 

keinen Anspruch. Es soll dem Leser, der sich über die in diesem Bande 
behandelten Gegenstände weiter unterrichten will, nur zur Führung 
dienen und bietet eine Auswahl von größeren Werken und einzelnen 
Abhandlungen die dazu geeignet scheinen. Eine Menge weiterer Ar
beiten, in denen von Approximationsmethoden teils graphischer, teils 
numerischer Natur Gebrauch gemacht wird, findet sich in der tech
nischen Literatur verstreut. Ein Eingehen hierauf schien sich zu er
übrigen, weil diese Methoden teils ganz spezieller Natur sind (wie 
z. B. die Berechnung elektrischer Leitungsnetze) oder in den hier an
geführten allgemeinen Methoden als Spezialfälle enthalten sind. Außer
dem wird in dem Bande, der die graphischen Methoden der Technik 
'behandelt, hiervon noch weiter die Rede sein. 

Sehr reiche Literaturangaben findet man in der Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaf~en (Leipzig 1898 bis 1904, Hd. I in zwei 
Teilen: Arithmetik und Algebra), vornehmlich in den Artikeln: 

IB 3a. C. Runge, Separation und Approximation der Wurzeln. -
ID 3. J. Bauschinger, Inte1polation. - IE D. Seliwanoff, Diffe
renzenrechnung. - IF. R. Mehmke, Numerisches Rechnen. 

A. Werke über numerisches und graphisches Rechnen. 

1. Numerische Methoden. 

Lüroth. Vorlesungen übe1· numerisches Rechnen. Leipzig 1900.
Bruns. Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens. Leipzig 1903. -
Biermann. Vorlesw1gen über mathematische Näherungsmethoden. 
Braunschweig 1905.- Job. Eug. Mayer. Das Rechnen in der Tech
nik und seine Hilf'smit'el. Leipzig 1\108.- de Montessus et d'Ad
hemar. Oalcul mtmeriq_ue. Paris 1911.- Jordan. Handbuch der 
Vermessungskunde, Bd. ll. Stuttgatt 1904. 

2. Graphische Methoden. 

Cousinery. Le calcul par le trait. Paris 1839. - Cremona. 
Rlemente des graphischen Calculs. Deutsch von Curtze. Leipzig 1875.
Favaro-Terrier. Calcul graphiq_ue. 2m• partie. Paris 1885. -
Massau. Memoire sur l'integration graphique et ses applications. 
Annales de l'assoc. des ing. sorti-< des ecoles speciales de Gand, cah. 78, 
84, 86, 87, 90. In einem !:lande erschi!•nen 1~00. - Runge. Gra
phical methods. A course of lectttres delivered in Oolumbia University, 
New York, Oktober 1909 to January 1910. New Yo1k 1912. (Deutsch 
bei B. G. Teubner, Leipzig 1914.)- d'Ocagne. Traite de nomo
gmphie. Paris 1899.- d'Oc~.gne. Oalcul graphiq_ue et nomographie. 
Paris 1908. - Schilling. Uber die Nomographie d'Ocagnes. Leip
zig 1900.- Willers. Graphische Integration. Samml. Göschen. 1920. 
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3. Mechanisches Rechnen und Tafelrechnen. 
D yck. Katalog mathematischer und phys.-math. JJ!odelle, Apparate 

und Instrumente. München 1892 (Nachtrag 1893). - Galle. Mathe
matische Instrumente. Leipzig 1912.- L. J aco b. Le calcul mecanique. 
Paris 1911. - v. Schrutka, Edler von Rechtenstamm. Theorie und 
Praxis des logarithmischen Rechenschiebers. Leipzig und Wien 1911. -
Tichy. Graphische Logar:thmentaf'el. Wien 1897.- Jahnke und 
Emde. Funktionentafeln mit Formeln und Kurven Leipzig 1909. -
H. Zimmermann. Rechentafel. Berlin 1907. - Tafeln für nume
risches Rechnen mit Maschinen. Herausgegeben von 0. Lohse. Leip
zig 1909.- ~.enz. Die Rechenmaschine. B. G. Teubner, Leipzig 1915.-'--
v o n D y k. Uber einige neue Apparate zur mechanischen Integration. 
Abh. d. Bayer. Ak. 1914. 

B. Schriften über einzelne Gebiete der praktischen 
Analysis. 

1. Differenzenrechnung. 
Briggs. Arithmetica logarithmica. London 1620. - Newton. 

Philosophiae naturalis principia mathematica. Lib. III. lemma 8. Lon
don 1697. - Newton. Analysis pe1· quantitatum series etc. London 
1711.- Stirling. JJ!ethodus differentialis. London 1730.- Lacroix 
Traite des ditferences. Paris 1819. - Boole. A treatise on the cal
culus of finite ditferences. London 1880. - Markoff. Differenzen
rechnung. Deutsch von Friesendorf und P.rümm. Leipzig 1896. -
Seliwanoff. Differenzenrechnung. Leipzig 1907. 

2. Auflösung der Gleichungen. 
H orner (Hornersches Schema). Philos. Transactions 1819, p. 308.

Fourier. Analyse des equations determinees. Paris 1831.- Graeffe. 
Die Auflösung der höheren numerischen Gleichungen. Zürich 1837.
Encke. Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. Journ. 
f. Math. Bd. 22, S. 193. 1841. - Carvallo. Methode pmtique pour 
la resoh~tion numerique complete des equations. Paris 1890. - Runge. 
Praxis der Gleichungen. Leipzig 1900. - Runge. Graphische Auf
lösung von. Gleichungen in der komplexen Zahlenebene. Göttinger 
Nachrichten. 1917. - Pfe iffer. Numerische Auflösung spezieller 
Systeme linem·er Gleichungen. Sitz. Ber. d. Heidelberger Akad. 1920. 

3. Interpolation. 
Lagrange. Sur Wle nouvelle .espece de calcul (1772), illuvres III,. 

p. 441.- Lagunge. Les interpolations(1778), illuvres VII, p. 535.
r, a gr an g e. JJ!emoire sur la methode d'interpolation (1792), illuvres 
V, p. 663. - Lagrange. Recherehes sw· la manüJre de {orme1· des 
tables (1772), <Euvres VI, p. 507. - Gauß. Theoria interpolationis 
methodo nova tractata. (Aus dem Nachlaß.) Werke Bd. III, S. 265. -
Ho ü e I. Sur le developpement des fonctions en series periodiques. An
nales de l'Observatoire de Paris t. 8. 1866. - Tchebychef. Sur 
lcs fractions continues. Joumal de matlufmat.iques (2) t. 3, p. 289 (1858), 
<Euvres I. p. 473.- Tchebychef. Sur interpolation dans le cas d'nn 
grand 11ombre de donnees. Memoires de l'Academie de St. Peters
bourg 7, 1 (1859), p. 387.- Tchebychef. Snr l'interpolation par 
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la methode des moindres carres. Memoires de l' Acadernie de St. Peters
bourg 7, 1 (1859), <Euvres I, p. 473. 

Hierzu vergleiche man: 
Harz er. Über eine von Tchebyechef angegebene InterpQlations(ormel. 

Astr. Nachrichten Bd. 115. S. 337. 1886.- Bruns. Uber ein Inter
polationsve1'f'alzren ;pon Tchebychef Astr. Nachrichten Bd 146, S. 161. 
189tS. - Gram, Uber die Entwicklung reeller Fttnktionen in Reihen. 
Journal fiir Mathematik Bd. 94. S. 41. 1883.- Runge. Theorie und 
Praxt:s der Reihen. Leipzig 1904. 

4 . .Mechanische Quadratur. 

Simpson. Matlzematical Dissertations (Of tlw Area of Curves). 
London 1743. - Gauß. llfethodus nova integmliwn valores pe1· ap
proximationem inveniendi (1814), Werke Bd. Ili, S. 163. 

Hierzu vergleiche man: 
.Tacobi. Über Gauß' neue Metlwde u~w. Journal für Mathematik 

Bd. 1, S. 301 (1826), Werke Bd. VI, S. 3. - Christoffel. Über die 
Gaußsehe Quadratur. Journal für Mathematik Bd; 55, S. 61. 1858. -
Markoff. Sttr la methodede Gauß. Math. Ann. Bd. 25, S. 417. 1885.
Man s i o n. Determination dtt re.~te dans la formuZe de quadrature 
de Gauß. Comptes Rendus t. 102, p. 412. 1886. 

5. Integration von Differentialgleichungen. 

Runge. Über die numeriscTIC Auflösung von Differentialgleichungen. 
Math. Ann. Bd. 46, S. 167. 1895. - Heun. Neue JJiethode zur ap
proximatit·en Integration der Differentialgleichungen einer Variablen. 
Zsl'hr. f. Math. u. Phys. Bd. 45, S. 23. 1898. - Kutta. Beitmg zur 
nähel'ungsweisen Integration totaler Differentialgleiclm!!Yen. Zschr. f. 
Math. u. Phys Bd. 46, S. 435. 1899. - Hunge Uber graphische 
Lösungen von Differentialgleichnngen erster Ordnung. Jahresberichte 
der Deutschen Math.-Vereinigung Bd. 16, S. 270. HJ07.- v. S:tn den. 
Die graphische Behandlung von Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Archiv für E!Pldrotechnik Bd. II, Heft 7. 1914. - Duffing. Nmne
rische Integration von Diff'erentialgleiclmngen. Heft 2:!4 der Forschungs·
arbeiten des Vereins deutscher Ingenieure. - Meißner. Über gra
phische Integration von totalen Differentialgleichungen.- Gümbel. 
Die graphische Lösung von Differentialgleichungen zweiter Ordmtng. 
Ztschr d. Ver rl. Ing. 1919. S. 771.- R. Rothe. Bestimmung ci11er 
Geschoßbahn mit sthr großer Erl!ebttng und Schußweite. Artill. Monats
hefte. Juni-Heft 1!.118. 

6. Weitere besondere Fragen. 

Runge. Numerische Berechnung der Bauptachse1~ einet· Fläche 
zweiter Orf!nung. Zschr. f. lllath. u. Phys. IM. 52, S 103. 1905. -
Runge Uber die .l!'ormändemng eines zylindrischen Wasserbehälters 
durch Wa.~.<erdruck. Zschr. f. Math. u. Phys. Bd. 51, S. 254. 1904.
Runge. Über eine JJ[ethode die pm·tielle Differentialgleiclmng L1u = 0 
tmmerisch zu integrieren. Zschr f.Math u.Phys. Bd. 65, S. 225. 1908 -
Runge. GraJ1hische Lösung von Randwertaufgaben der Gleicll1lng 
Litt= 0 Gött. Nachr. 1911, S. 431. - Willers. Die Torsion eines 
Rotationskörpers wn seine Achse. Diss. GöttingPn, auch Zschr. f. JI.Iath. 
u. Phys. Bd. 55, S. 225. 1907. - Jäger. Graphische Integrationen 

Timerding, Handbuch I. 2.Auf!. 13 
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in der Hydrody1wmik. Diss. Göttingen 1909. - Killam. Über 
grapltische Integration von Funktionen einer komplexen Va1·iabeln, .. mit 
speziellen .Anwendungen. Diss. Göttingen. 1912.- v. Sanden. Uf,er 
den Auftrieb im natürlichen Winde. Zschr. f. Math. u. Phys. Bd. 61, 
S. 2~5. 1913. - v. Sanden. Ein Instrument zur graphischen har
monischen .Analyse. Zschr. f. :M:ath. u Phys. Bd. 61, 8. 480. 1913. -
Walter Lohmann. Harmonische .Analyse zum Selbstunterricht. Harn
burg 1921 - Runge Rechenfonnulur zur Zerlegung einer empirisch 
gegebenen periodischen Funktion in Sinustcellen und Erläuterung dazu . 
.l:lraunschweig HJ13. - Hasch. Zur .Analyse sch~cach gedämpfter 
Schwingungen. Wiener Ber. 1\114. 
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Die. angegebenen Preise sind Grundpreise. Diece sind mit der Schlüsselzahl des 
Börsenvereins (Juni 1923: 4200),. zu vervielfältigen. 

Über den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo
sophischen Pädagogik. Von Dr. T47. Birkemeier, Berlin. [VI u. I9I S.] 8. 
1923. Geh. M. 4.50, geh. M. 5·--

Die in unseren Tagen wieder lebhaft gewordene Frage nach dem Bildungswert der 
1fathematik wird in diesem Werk in umfassender und tiefgründiger \\'eise untersucht. Nach 
K.l:irung der Begriffe: Bildung, Bildungswert und Bildsamkeit emerseits und des Wesens 
der Mathematik andererseits wird dargetan, worin der Wert der Mathematik für die ~chulung 
des Geistes liegt und in welcher Form die ihr eigenen Bildungswerte entfaltet werden können. 
'Verte, die der Mathematik mit ästhetischen und technisch-ökonomisch~n Fächern gem_ein~am 
sind, werden beleuchtet und die Bedeutung der Mathematik für die allgemeine und berufliche 
HiJdung aufgezeigt. 

Die mathematische Ausbildung der Architekten, Chemiker und 
Ingenieure an den deutschen Technischen Hochschulen. Von 
Geh. Hofrat Dr. P. Stäckel, weil. "Professor an der Univ. Heidelberg. [XIII 
u. 198 S.] gr. 8. 1915. (IMUK A. IV. Band. Heft 9-) Steif geh. M. 3 40. 

"Die_ vorliegende Abhandlung zeichnet sich in hervorragendem Maße durch -Reichhaltigkeit 
de.; Inhaltes und Gründlichkeit in der Darstellung aus Sie ist von um so größerer Bedeutung, 
als es bisher an einer ähnlichen Zusammenstellung fehlte.'' 

(Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung.) 
Zahlenrechnen. Von Dr. L. von Schrutka Edler von Recktenstamm, 
Prof. a. d. deutschen Univ. Brünn. [U. d. Pr. 1923.] 

Die scharf umrissene Darstellung geht über die landläufigen Rechnungsarten hinaus bis 
zu den Logarithmen und Winkelfunktionen. Als besonders wichtig werden die Polynome und 
die Rechenmaschine, die in jüngster Zeit starke Verbreitung gefunden haben, hervorgehoben. 

Einführung in die Nomographie. Von Studienrat P. Luckey in Elberfeld. 
I. Teil: Die Funktionsleiter. Mit 24 Fig.i. T. u. r Taf. [IV u.43 S.J 8. 1918. Il. Teil: 
DieZeichn.als Rechenmaschine. Mit34Fig. (MPhB Bd.28u. 37.) KartjeM.-.70 

Behandelt in anschaulicher Form die verschiedenen Funktionsleitern oder Funktionsskalen, 
mit: deren Hilfe ma.n an Stelle langvtiPriger rechnerischPr Arbeiten die Lösungen mit der hinN 
reichenden Genauigkeit aus graphischen Tafeln ablesen kanu und stellt gleichzeitig eine durch 
Belspiele gut veranschaulichte Einführung in die Nomographie dar. 

Über die Nomographie von M. d'Ocagne. Eine Einführung in dieses 
Gebiet. Von Geh. Reg.-Rat Dr. Fr. Schill."ng, Professor an der Techn. Hoch
schule zu Danzig. Mit 28 Abb. [ 47 S.] gr. 8. 3. Nachdr. 1922. Geh. M. -.90 

"Die Nomographie und damit die vorli('gende Schrift, welche ihrer klaren Darstellung 
wegen eine bequeme Einführung in dieses Gebiet bietet, nichtsdestowenigPr aber, insbesondere 
im Schlußparagraphen, theoretisch interessante Ausblicke gewährt, verdit>nen nicht nur die 
Beachtung des reinen 1vlathematikers wie der Vertreter der verschiedenen Gebiete angewandter 
Mathematik, sondern können auch sicher für den Unterricht, insbesondae den an technischen 
:Mittel- und Hochschulen, fruktifiziert werden." (Zeitschr. f. d. math. u. naturw. l"'nterricht.} 

Vierstellige Tafeln zum logarithmischen und Zahlenrechnen für 
Schule und Leben in neuer Anordnung zusammengest. von Dr. Ph. Lötz
beyer, Dir. des Reformrealgymnasiums in Berlin-Wilmersdorf. Mit 2 Abb., 
1 Proportionaltafel und einer Anzahl durch D. R. G. M. Nr. 68-;420 ge
schützten Tafeln. [IV u. XVII ~?-fein.] gr. 8. r918. Steif geh. M. -.40 

In neuartiger, ein Höchstmaß von Ubersicbt und Kürze el"l'eicbender Anordnung zu
sammengestellte Logarithmen· und Zahlentafeln f"tir die Schule und das praktische Leben mit 
Anweisung für ihren praktischen Gebrauch wie zur Verwendung des Rechenschiebers. 

Praktische Mathematik. Von Dr. R. Neumdotff, Prof. a. d. Univ. Kiel. 
l. Teil: Graph. Darstellungen. Verkürztes Rechnen. Das Rechnen mit Tabellen. 
Mech.Rechenhilfsmittel. Kaufm. Rechnen im tägl. Leben. Wahrscheinlichkeits
rechnung. 3· Aufl (ANuG 341.) [U. d. Pr. 1923.] II. Teil. Geometr. Zeichnen. 
Projektionslehre. Flächenmessung. Körpermessung. Mit 433 Fig. [IVu. roz S.] 
8. 1918. (ANuG 526.) Kart. M. I.Jo, geh. M. r.6o. 
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Teubners Technische Leitfäden 
"In der heutigen Zeit der Teuerung, die dem jungen Studenten die Anschaffung 

größerer fachwissenschaftlicherWerke fast unmöglich macht, ist dleHerausgabe dieser 
·Leitfäden besonders zu begrüßen. Inhaltlich, sowohl hinsichtlich der Abbildungen wie 
des Textes, stehen dieLeitläden größeren Büchern in keinerWeise nach und sie können 
daher allen Fachkreisen empfohlen werden." (Dinglers polytechn. Journal.) 
Analytische Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Professor an der 

Teclm. Hochschule zu Braunschweig. 2.Aufl. Mit 96 Fig. (VI u.125 S.] (Bd.l.) M.1.80 
Darstellende Geometrie. Von Dr. M. Großmann, Prof. an der Eidgen. 

Techn. Hochschule zu Zürich. Bd. I. 3. Auf!. Mit Fig. u. Übungsaufgaben. (Bd. 2.) 
[U. d. Pr.1923.] Bd. li. 2.,umg.Aufl. Mit144Fig. (VIu.154S.]1921. (Bd.3.) Kart.M.2.-

Differential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Biel>erbach, Prof. a. d • 
. Universität Berlin. I. Differentialrechnung. 2., verm. u. verb. Auff. Mit 34 Fig. (VI 

u. 132 S.( 1922. (Bd. 4.) Kart. M. 2.20. 11. Integralrechnung. 2. Au!l. (U. d. Pr.1923.] 
Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate in ihrer Anwen• 

dungauf Physik, Maschinenbau, Elektrotechnik u. Geodäsie. Von Ing. V. Hap• 
pach, Charlottenburg. Mit7Fig. [IVu.74S.] gr.8. 1923. (Bd.18.) Kart.M.1.50 

Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. an der Universität Berlin. 
Mit 34 Fig. [IV u. 118 S.] 1922. (Bd. 14.) Kart. M. 1.60 

Einführung in die Vektoranalysis. MitAnwendungen auf die mathemat. 
Physik. Von Prof. Dr. R. Gans, Dir. des physikalischen Instituts der Univers. 
La Plata. 4. Aufl. Mit Fig. [VI u. 118 S.] gr. 8. 1921. (Bd. 16.) Kart. M. 2.

Praktis ehe Astronomie. Geograph. Orts-u.Zeitbest. Von V. Thcim er, Adjunkt 
a. d. Montan.Hochscll.zu Leobcn. Mit 62 Fig. (1Vu.127S.]1921.(Bd.13.) Kart. M.1.70 

Feldbuch für geodätische Praktika. Nebst Zusammensteflung d. wichtigsten 
Meth. u. Regeln sowie ausgef. Musterbeispielen. V. Dr.-Ing. O.Israel, Prof. a. d. 
Techn. Hochsch. in Dresden. Mit 46 Fig. [IV u. 160 S.] 1920. (Bd. 11.) M. 2.10 

Grundzüge der Festlgkeltslehre. Von Geh. HofratDr.Dr.-lng.A.Fö ppl, Prof. 
a.d.Techn.Hochschulein München, u.Dr.-lng.O. F ö p p I, Prof. a. d.Techn.Hochschule 
in Braunschweig. Mit141 Abb. I. Text u. auf 1 Tafel. (IV u. 290S.] (Bd.17.) Geb. M.12.

Erdbau, Stollen- und Tunnelbau. VonDipl.-Ing.A.Birk, Prof. a. d. Teclln. 
Hochschule zu Prag. Mit 110 Abb. [V u. 117 S.] 1920. (Bd. 7.) Kart. M. 1.60 

Lau dstraß enb au einschl. Trassieren. V.OberbauratW.Euting, Stuttgart. Mit 
54 Abb. i. Text u. a. 2 Tal. [IV u. 100 S.] 1920. (Bd. 9.) Kar!. M. 1.40 

Grundriß der Hydraulik. Von Hofrat Dr.Ph. Foi'chheimer, Prof. a. d. Techn. 
Ho eilschule in Wien. Mit 114 Flg.im Text. [V u.118 S.] 1920. (Bd. 8.) M. 1.70 

Leitfaden der Baustoffkunde. Von Geheimrat Dr.-lng. M. Foerster, Prof. an 
d. Techn. Hochsch. i. Dresden. M. 57 Abb. i. T. [V u. 220 S.] 1922. (Bd. 15.) M. 2.90 

Eisenb etonbau. Von H. Kayser, Prof. a. d. Techn. Hochschule zu Darmstadt. 
(Bd. 19.) (Erscheint Juli 1923.] 

Hochbau in Stein. Von Geh. Baurat H. Walbe, Prof. a. d. Teclln. Hochschule 
zu Darmstadt. Mit 302 Fig. im Text. (VI u. 110 S.] 1920. (Bd. 10.) Kart. M. 1.50 

Veranschlagen, Bauleitung, Baupolizei, Heimatschutzgesetze. Von 
Stadtbaur. Fr. S eh u ltz, Bielefeld. Mit 3 Taf. [IV u.150S.] 1921. (Bd. 12.) Kart.M.2.10 

}f ec h anisehe Technologie. Von Dr.R. Es eh er, weil. Prof. a.d.Eidgenöss. Techn. 
Hocllschule zu Zürich. Mit 418Abb.i. Text. 2. Auf!. [VI u.164S.] (Bd. 6.) Kart. M.2.20 

In Vorbereitung befinden sicll u. a.: 
HöhereM athematik. 2Bde. V.Dr. R.Roth e, Prof.a. d. Teclln. Hochschule Berlln. 
Dynamik. Technische Statik. 2 Bände. Von Dr.-Ing. A. Pröll, Prof. an der 

Teclln. Hochscllule in Hannover. 
Thermodyn a mik.2B.V.Geh.Hofr.Dr.R.M o lli er,Prof.a.d.Techn.Hochsch.Dresden. 
Dampfturbinen und Turbokompressoren. Von Dr.·lng.H.Baer, Prof. an 

der Techn. Hochschule in Breslau. 
Grundlagen der Elektrotechnik. 2Bde. Von Dr. E. Orlich, Prof. an der 

Technischen Hochschule Berlin. 
EIe k trisehe M a s eh! n e n.4Bde.V.Dr.-Ing.M.Kl o ß.Prof.a.d.Techn.Hochsch.Berlin. 
Ho eh bau in Ho 1 z. VonGeh.BauratH. W a 1 b e ,Prof.a.d.Techn.Hochsch.Darmstadt. 
Grundbau. Von Geh. Admiralitätsrat Dr.-Ing. L. Brennecke und Reg.- u. Baurat 

DrAng. Lohmeyer. 
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