
METHODS OF
MODERN MATHEMATICAL PHYSICS

III: SCATTERING THEORY

MICHAEL REED BARRY SIMON

Department of Mathematics Departments of Mathernatio»
buke University and Physics

Princeton University

ACADEMIC PRESS NEW YORK SAN FRANCISCO LONDON

A Subsidiary of Harcourt Brace iovanovich, Publisher*

t979



М-Pug i Б.Саймон

МЕТОДЫ
СОВРЕМЕННОЙ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
ФИЗИКИ

3
Теория
рассеяния

Перевод с английского
А. К. ПОГРЕБКОВА и В. Н. СУШКО

под редакцией

М. К. ПОЛИВАНОВА и В. Н. СУШКО

Издательство .Мир1

Москва 1982



ОГЛАВЛЕНИЕ

Предисловие 5

Введение 7

Содержание других томов 10

XI. Теория рассеяния 11

1. Общий взгляд на явления рассеяния 11

2. Рассеяние классических частиц 16
3. Основные принципы теории рассеяния в гильбертовом пространстве 27
Дополнение 1 к §Х1.3. Метод стационарной фазы 48
Дополнение 2 к § XI.3. Свойства / (х) g (—>у) как элементов 3р . 57
Дополнение 3 к § XI.3. Общий принцип инвар.1ан1ности для волно-

вых операторов • 59
4. Квантовое рассеяние I: двухчастичный случай 64
5. Квантовое рассеяние II: случай Л' часгии 85
6. Квантовое рассеяние III: разложение по собственным функциям !08
Дополнение к § XI.6. Введение в метод вспомогательного пр'остран-

ства для разложения по собственным функциям 123
7. Квантовое рассеяние IV: дисперсионные cooi ношения 127
8. Квантовое рассеяние V: центральные потенциалы 132

A. Редукция ^-матрицы за счет симметрии 133
B. Разложение по парциальным волнам и его сходимость . . . 139
C. Фазовые сдвиги и их связь с уравнением Шредингера . . . 141
D. Уравнение с переменной фазой 144
E. Функции Йоста и георема Левинсона 148
F. Аналитичность парциальных амплитуд для обобщенного потен-

циала (Ока вы 155
G. Вариационный принцип Кона 160

Дополнение 1 к § XI.8. Полиномы Лежандра и сферические функ-
ции Бесселя . . 161

Дополнение 2 к § XI.8. Решения Йоста для осцилляторных потен-
циалов 168



Оглавление 443

Дополнение 3 к §Х1.8. Решения Йоста и основные задачи теории
рассеяния 177

9. Дальнодействующие потенциалы 181
10. Оптическое и акустическое рассеяние I: методы оператора Шре-

дингера 198

Дополнение к § XI. 10. Свойства следов функций Грина 216
11. Оптическое и акустическое рассеяние II: метод Лакса— Филлипс; 224
Дополнение к § XI.11. Прием скручивания 256
12. Линейное уравнение Больцмана 257
13. Нелинейные волновые уравнения 267
Дополнение к § XI.13. Сохраняющиеся токи 291
14. Рассеяние спиновых волн 299
15. Квантовополевое рассеяние I: внешнее поле 308
16. Квантовополевое рассеяние II: теория Хаага — Рюзля 330
17. Фазово-пространственный анализ рассеяния и спектральная те-

ория 345
Дополнение к § XI.17. Теорема РАГЭ 353

Замечания 358

Задачи , -!03

Список обозначений 426

Предметный указатель 430

Подробное содержание вышедших в свет четырех томов книги «Ме-
тоды современной математической физики» 437'



ББК 22.31
Р49

УДК 017.43:019.50

Рид М., Саймон Б.

Р49 Методы современной математической физики: Т.З.
Теория рассеяния. Пер. с англ. —М.: Мир, 1982. 4 4 3 с , ил.

Третий том известной нонографии американских специалистов (т. 1 — М.: Мир,
1977, т. 2—1978, т. 4—1982) посвящен теории рассеяния и ее приложениям в
теоретической физике. В нем представлены новые результаты, полученные в послед-
нее время, изложение богато иллюстрировано физическим! примерами.

Для всея, кто занимается функциональным анализом в его приложениями в
физике

S " « a s - . .

Редакция литературы по математическим наукам

Copyright © 1979, by Academic Press, Inc.

© Перевод на русский язык, «Мир», 1982



Марте и Джеки

ПРЕДИСЛОВИЕ

При подготовке этого тома мы пользовались советами и по-
мощью К. Бернинга, П. Дейфта, Т. Икэбе, М. Клауса, С. Куроды,
Дж. Моргана Ш, С. Пино, Дж. Рауха, С. Рюйсенарса, Л.Смита,
Г. Хагедорна, Дж. Холдера и В. Энсса. Мы очень благодарны
им, а также всем другим, чьи замечания позволили улучшить
эту книгу.

Мы хотим еще поблагодарить:
Г. Андерсон, Ф. Армстронг и Б. Фаррел за великолепную

перепечатку рукописи;
Национальный научный фонд, Исследовательский совет Уни-

верситета Дьюка и фонд Альфреда П. Слоуна за финансовую
поддержку;

издательство «Академик пресс», без чьей заботы и помощи
эти тома просто не появились бы;

Марту и Джеки за ободрение и понимание.





ВВЕДЕНИЕ

Теория рассеяния—это изучение системы со взаимодействием
в таких масштабах времени и (или) расстояний, которые велики
по сравнению с масштабом собственно взаимодействия По этой
причине теория рассеяния—наиболее эффективное, а часто един-
ственное средство изучения микромира. Чтобы осознать важ-
ность теории рассеяния, рассмотрим несколько примеров, которые
естественно к ней приводятся Во-первых, многие явления при-
роды (например, голубизна неба) возникают в результате
рассеяния. Чтобы понять такое явление и увидеть в нем
результат рассеяния, надо понять лежащую в его основе дина-
мику и порождаемую ею теорию рассеяния Во-вторых, час-
то возникает желание воспользоватся рассеянием волн или час-
тиц, динамика которых известна, для того чтобы определить
структуру и положение очень малых или недостижимых предме-
тов Например, в рентгеновской кристаллографии (которая при-
вела к открытию ДНК), в томографии или в обнаружении под-
водных предметов с помощью звуковых локаторов динамика хоро-
шо изучена, и нас интересуют соответствия, которые посредством
этой динамики связывают положение, очертание и внутреннюю
структуру предметов с данными рассеяния. В идеальном случае
такое соответствие должно выражаться явной формулой, позво-
ляющей реконструировать, хотя бы приблизительно, предмет по
данным рассеяния. Третья роль теории рассеяния состоит в том,
что она служит пробным камнем для самой динамики. В физике
элементарных частиц динамика не очень понятна, а все экспери-
ментальные данные, в сущности, сводятся к данным рассеяния.
Главное испытание любой предложенной динамики—можно ли
с ее помощью построить теорию рассеяния, которая предскажет
наблюдаемые экспериментальные данные Теория рассеяния не
всегда занимала в физике такое центральное место. Хотя куло-
новы сечения рассеяния мог бы сосчитать еще Ньютон, задайся
он таким вопросом, их вычислил Резерфорд более двухсот лет
спустя. Разумеется, вычисления Резерфорда были связаны с пер-
выми опытами в ядерной физике.
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Теория рассеяния столь важна для атомной физики, теории твер-
дого тела и физики высоких энергий, что на эту тему существует
необъятная физическая литература. К сожалению, развитие соот-
ветствующих математических методов происходило гораздо медлен-
нее. Отчасти это связано с трудностью математических задач, но
в значительной мере и с тем, что отсутствие общения между
физиками и математиками не позволяет математикам в должной
степени оценить многие трудные и привлекательные задачи в те-
ории рассеяния. С другой стороны, физическая литература не
вполне удовлетворительна из-за обилия эвристических формул
и методов, создаваемых ad hoc. В основе большей части физиче-
ской литературы лежит «стационарный» подход к теории рассея-
ния, так как этот подход предлагает мощные вычислительные
методы. Но нам кажется, что, пользуясь формулами стационар-
ного подхода, надо выводить их из динамики процесса. Поэтому
в этой книге мы подчеркиваем, что рассеяние—это явление,
зависящее от времени, и, в частности, делаем упор на сравнение
свободной динамики с динамикой, учитывающей взаимодействие.
Такой подход вносит в наше изложение некоторую асимметрию,
потому что нам приходится подчеркивать роль больших времен,
а не больших расстояний. Однако, как читатель сам увидит,
за этим скрываются существенные геометрические соображения.

Даже в столь разных областях физики, как классическая
механика, механика сплошных сред и квантовая механика, тео-
рия рассеяния всегда связана с двумя основными вопросами:
существования и полноты волновых операторов. Поэтому эти два
вопроса для нас — главный предмет изучения в отдельных конк-
ретных системах и объединяющая тема, проходящая через всю
книгу. Поскольку мы рассматриваем много разных систем, мы,
в сущности, не продвигаемся дальше построения и доказательства
полноты волновых операторов. Исключение сделано лишь для
двухчастичного квантового рассеяния, развитого подробнее. Но
и здесь мы не сумели включить таких важных предметов, как
теория Редже, обратная задача рассеяния и двойные дисперси-
онные соотношения.

Поскольку квантовая механика —это линейная теория, не уди-
вительно, что сердцевину математической техники составляет
спектральный анализ гамильтонианов. Связанные состояния (отве-
чающие точечному спектру) гамильтониана со взаимодействием
не рассеиваются, в то время как состояния из абсолютно непре-
рывного спектра рассеиваются. Математическое свойство, которое
различает эти два случая (и связывает физическую интуицию
и математическую формулировку),—это убывание фурье-образа
соответствующей спектральной меры. Между ними лежит случай
сингулярного спектра, и главный (а часто и самый трудный)
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шаг большинства доказательств асимптотической полноты состо-
ит в доказательстве того, что гамильтониан со взаимодействием
не имеет сингулярного спектра. Обратно, один из наиболее эффек-
тивных способов доказать, что самосопряженный оператор не
имеет сингулярного спектра, состоит в доказательстве того, что
он служит гамильтонианом некоторой квантовой системы со вза-
имодействием, обладающей полными волновыми операторами. Эта
глубокая связь между теорией рассеяния и спектральным анали-
зом показывает всю искусственность нашего разделения материала
между томами 3 и 4.

Когда мы уже читали корректуру этого тома, В. Энсс создал
новые красивые методы изучения квантовомеханического рассея-
ния. Статья Энсса интересна не только тем, что в ней доказано,
но и тем, какое новое направление развития теории она предла-
гает. В частности, можно ожидать, что эти методы приведут к но-
вым сильным результатам в теории многочастичного' (рассеяния.
Чтобы описать метод Энсса в случае двух частиц, мы добавили
новый раздел (§ XI.7). Мы хотим поблагодарить профессора Энсса
за его доброе отношение, помогшее нам включить этот материал.

Общие высказывания о Замечаниях и задачах, которые мы
делали в предыдущих томах, остаются в силе и здесь с одним
дополнением: большая часть изложенного в этом томе материала
взята из текущей научной литературы, так что многие задачи
весьма серьезны Некоторые из задач со звездочкой резюмируют
содержание научных статей!
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XI. ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ

Получить надежные результаты в квантово-
механической теории рассеяния чрезвычайно трудно.
Из-за сложных явлений интерференции волн любое
простое неконтролируемое приближение для этих
задач стоит не больше, чем прогноз погоды. Однако
для задачи двух тел с центрально-симметричными
силами сдвиги фаз можно считать даже на ЭВМ.

в. ТИРРИНГ

XI. 1. Общий взгляд на явления рассеяния

В этой главе мы рассмотрим рассеяние в самых разных физи-
ческих ситуациях. Главная задача состоит здесь в том, чтобы
усмотреть глубокое сходство в поведении при больших временах
разнородных динамических систем. Мы изучим во всех подроб-
ностях нерелятивистское квантовое рассеяние. Другие системы
будут рассмотрены менее подробно, и упор будет делаться на
простые примеры.

Обычно описание рассеяния включает в себя сравнение пове-
дения одной и той же системы в двух случаях; поведения при
заданном взаимодействии и при «свободной» динамике. Трудно
дать точное определение «свободной динамики», которое охва-
тывало бы все интересующие физиков ситуации, но в каждом
отдельном случае мы дадим ясные и четкие определения. Общая
черта свободных динамических систем состоит в том, что они
проще соответствующих систем при учете взаимодействий, и
в них, как правило, сохраняется импульс «индивидуальных под-
систем», составляющих исходную физическую систему. Важно
постоянно иметь в виду, что рассеяние—это нечто большее, чем
просто динамика с учетом взаимодействия, ибо в противном
случае некоторые особенности получающихся результатов будут
выглядеть странными. Так как изучаются две динамики, теорию
рассеяния можно рассматривать как разновидность теории воз-
мущений. В квантовомеханическом случае мы увидим, что это
теория возмущений абсолютно непрерывного спектра, а не тео-
рия, развитая в гл. XII для описания возмущений дискретного
спектра.

Когда рассеяние трактуется как явление, описываемое тео-
рией возмущений, требуется прежде всего анализ временных
асимптотик, и это мы полагаем в основу подхода, которому
далее следуем. Но во всех конкретных случаях, которые мы рас-
смотрим, существует также и некоторая геометрическая струк-
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тура, и потому на фоне этих примеров отчетливо просматри-
вается другой подход, описывающий теорию рассеяния как кор-
реляции между пространственными и временными асимптотиками.
Такой подход мы не будем развивать явно отчасти потому, что он
вообще обсуждался гораздо меньше. Подчеркнем, что все «свобод-
ные» динамики, которые мы рассматриваем, характеризуются
«прямолинейным движением» в том смысле, что решения свободных
уравнений, которые сосредоточиваются при t—•— оо в некото-
рой окрестности направления п, при /—•4-°° концентрируются
в окрестности направления — п . Эти геометрические идеи полезны
для понимания выбора свободной динамики в § 14 и 16, где
часть взаимодействующей динамики порождает свободную дина-
мику. Кроме того, геометрические идеи определенно выходят на
первый план в теории Лакса —Филлипса (§11) и в методе
Энсса (§ 17).

Теория рассеяния включает в себя изучение специальных
состояний взаимодействующих систем* а именно таких, которые
становятся «асимптотически свободными» в отдаленном прошлом
и (или) в отдаленном будущем. Для определенности предполо-
жим, что мы можем рассматривать динамики как преобразова-
ния, действующие на состояниях. Пусть 7\ и Т\0) — преобразо-
вания на «множестве состояний» 2, отвечающие взаимодействую-
щей и свободной динамикам. Элементами 2 могут быть точки
в фазовом пространстве (классическая механика), векторы в гиль-
бертовом пространстве (квантовая механика) или данные Коши
для некоторого дифференциального уравнения в частных произ-
водных (акустика, оптика). Нас интересуют такие пары
<р_, р > € 2 , что

lim(7 tp-7</»P-) = 0,

где предел понимается в некотором специальном смысле, и
аналогично такие пары, которые приближаются друг к другу
при t — + о о . Одно из условий, которое должно быть наложено
на понятие предела, состоит в том, что для всякого р должно
существовать не более чем одно р , .

Основные вопросы теории рассеяния следующие.

(1) Существование состояний рассеяния. Физически система
ео взаимодействием приготавливается таким образом, что неко-
торые ее части вначале находятся настолько далеко друг от
друга, что взаимодействием между ними можно пренебречь.
После этого на длительное время «запускают» механизм взаимо-
действия, а затем смотрят, что произошло. Исходное состояние
обычно описывается переменными, естественными для описания
свободных состояний, т. е. чаще всего —импульсами. Ожидается,
что любое свободное состояние «может быть приготовлено», т. е„
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что любому р _ £ 2 отвечает„, некоторое р б Е , такое, что
lim Ttp — Т\О)р_ — 0. Доказательство этого —основной вопрос

существования в теории рассеяния

(2) Единственность состояний рассеяния. Чтобы описать прк-
готовленное состояние в терминах свободных состояний, надо
знать, что каждое свободное состояние ассоциировано с единст-
венным взаимодействующим состоянием, т. е. что для заданного
р_ существует не более чем одно р, такое, что Г ^ ' р . — Ttp —*0,
когда t •—> — сю. Подчеркнем, что это новое требование отличается
от сформулированного выше требования к пределу, которое
состояло в том, что существует не более чем одно р_, отвечаю-
щее каждому р

(3) Слабая асимптотическая полнота. Допустим, что имеется
взаимодействующее состояние р, которое в отдаленном прошлом
выглядело как свободное в том смысле, что lim Tfyp_—Ttp=O

для некоторого состояния р_. Мы рассчитываем, что для боль-
ших положительных времен взаимодействующее состояние будет
опять выглядеть как свободное в том смысле, что существует
состояние р + , такое, что lim Т?>р+ — 7\р=*0 Для того чтобы

в этом убедиться, требуется показать, что два подмножества из 2
s t a = H p € 2 l 3 p _ £ 2 , такое, что lim Г(,о>р_ — Т4р = 0}

И

2 o u t = { p 6 2 | З р + б 2 , такое, что lim Г</»р4 - 7 \ р = 0}

совпадают. Если действительно 2 l n = 2 0 U t, то говорят, что си-
стема обладает слабой асимптотической полнотой.

(4) Определение S-преобразования. Если есть пара динамиче-
ских систем <Г(

/

0), Tt>, для которых можно доказать существо-
вание и единственность состоянии рассеяний (как при t—- — оо,
так и при /—--|-оо) и для которых имеет место асимптотическая
полнота, то можно определить естественную биекиию 2 на себя. При
данном р £ 2 существование и единственность состояний рассеяния
обеспечивает существование состояния Q + p £ 2 l n , такого, что

lim (Tt(Q+p)—Г<

/°'р) = О Точно так же Я~ определяется усло-

вием li;n (Tt(Q-p) — Tf'p) = 0. Отображение й + (соответственно

Q-) есть биекция из 2 на 2 1 п (соответственно 2 o u t ). Слабая
асимптотическая полнота обеспечивает то, что 2 i n = 2 0 U t, и можно
определить биекцию

S = (Q-)" 1 f t + : 2 — 2.
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S называется преобразованием рассеяния. Таким образом, Т?> (Sp)
и Т^'р связаны между собой тем условием, что существует такое
состояние г|з (яр = Q+p = Q~ (Sp)), что 7\гр «интерполирует» между
ними. Это означает, что Г,ф выглядит как Tf'p в прошлом и
как Tf°'(5p) в будущем. Таким образом, S устанавливает кор-
реляцию между асимптотиками истории взаимодействия в прош-
лом и в будущем. Следует предупредить читателя, что в литера-
туре иногда фигурируют также отображение S' = Q + (Q-)" 1 :
2 i n —»2o u t и отображения (Q+)~lQ~, Q~ ( f l + ) - 1 . Когда выпол-
нено условие слабой асимптотической полноты, S' = Q"S(f i")~ 1 ,
так что S и S' «подобны». Поэтому выбор между S и S' в из-
вестной мере дело вкуса. Мы на протяжении всей этой книги
пользуемся преобразованием 5, так называемой S-матрицей ЭБМФ
(Эпштейна, Березина, Минлоса и Фаддеева) Причины выбран-
ного правила расстановки знаков ± обсуждаются в § 3 и 6.

В классической механике частиц S есть биекция на фазовом
пространстве. В квантовой теории с условием слабой асимпто-
тической полноты 5—линейное унитарное преобразование, назы-
ваемое S-оператором, или иногда S-матрицей.

(5) Редукция S за счет симметрии. Во многих задачах обе
динамики —и свободная, и взаимодействующая —характеризуются
некоторой симметрией. Это позволяет заключить a priori, без
детального динамического анализа, что S имеет некоторую спе-
циальную форму. Подробно этот вопрос обсуждается в § 2 и 8.

(6) S-преобразование и аналитичность. Обычное усовершенст-
вование теории рассеяния для волновых процессов (квантовая
теория, акустика, оптика) состоит в представлении S или ядра
ассоциированного с ним интегрального оператора как граничного
значения некоей аналитической функции. Эвристически эта ана-
литичность связана с теоремой 1Х„16. Действительно, схемати-
чески S описывает отклик R некоторой системы на сигнал /:

t

/?(/) = \ f{t-t')l(t')dt'.
— оо

Эта формула учитывает два важных факта: (i) трансляционную
инвариантность по времени, в силу чего / есть функция только
t—1'\ (ii) причинность: R (t) зависит от /(/') лишь при t' ^.t.
Следовательно, / есть функция на [0, оо). Ее фурье-образ, таким
образом, представляет собой граничное значение аналитической
функции. Именно такими основанными на причинности сообра-
жениями интуитивно руководствуются физики, когда они обсуж-
дают аналитические свойства. К сожалению, доказательства этих
свойств не так просты и прозрачны. Мы ограничимся подробным
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рассмотрением аналитичности для двухчастичного квантовомеха-
нического случая (§ 7) и теории Лакса —Филлипса (§ 11).

(7) Асимптотическая полнота. Рассмотрим систему, в кото-
рой силы взаимодействия между ее частями убывают по мере
удаления этих частей друг от друга. Физически мы ожидаем,
что состояние такой системы либо «распадается» на свободно
движущиеся группы (кластеры), либо остается «связанным». Во
многих ситуациях существует естественное множество связанных
состояний Sbound с 2. Обычно можно доказать, что 2 b o u n ( 1 n 2 , n = 0 .
«Физическое ожидание» состоит в том, что

+ »Zotr t. . (1)
Знак «-f» имеет разный смысл для классических и квантово-
механических систем. В классической механике частиц «-}-» обо-
значает теоретико-множественное объединение; в квантовой тео-
рии он обозначает прямую сумму гильбертовых пространств.
Доказательство (1) —это задача доказательства асимптотической
полноты. Заметим, что из асимптотической полноты следует сла-
бая асимптотическая полнота. Отметим также, что, выдвигая
идею о том, что каждому свободному состоянию отвечает неко-
торое взаимодействующее состояние, мы неявно предполагаем,
что в свободной динамике нет «связанных» состояний.

Разумеется, это только схематическое описание. Во всякой
физической теории есть свои сложности, и приходится изобре-
тать различные усовершенствования. Среди них отметим такие.
(О В классической динамике в 2 определены множества меры
нуль, и естественная интерпретация утверждений типа 2 i n = 2 o u t

состоит в том, что это равенство имеет место с точностью до
множеств меры нуль. (Щ В некоторых системах, включая и
многочастичные, пространства состояний свободной и взаимодей-
ствующих динамик различны (см. § 5, 15 и 16). (ш) В квантово-
механических системах можно определить 5-оператор даже без
слабой асимптотической полноты (см. § 4). Слабая асимптотиче-
ская полнота становится тогда эквивалентной условию унитар-
ности 5. (iv) В некоторых очень специальных случаях свободная
динамика может иметь связанные состояния (см. § 10). (v) В тео-
рии Лакса —Филлипса (§ 11) свободная динамика заменяется
геометрическими понятиями «приходящего» и «уходящего» под-
пространств.

Обычно взаимодействующая динамика первоначально полу-
.чается возмущением некоторой простой динамики, которая тогда
и играет роль «свободной». Однако в некоторых специальных
физических теориях нет такой ес!ественной невозмущенной дина-
мики, которую можно было бы сравнить со взаимодействующей
динамикой. В таких случаях можно сначала выделить некото-
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рые особенно простые решения взаимодействующей системы.
Затем можно лопыгаться описать асимптотическое поведение
полной взаимодействующей системы в терминах взаимодействия
эти* простых решений. Примерами- таких систем служат рассея-
ние м'агнбнов (§ 14) и теория Хаага —Рюэля (§ 16), а также
теория рассеяния для уравнения Кортевега—де Фриза, кото-
рую мы не рассматриваем:

XI.2. Рассеяние классических частиц

Простейшая система, на которой можно продемонстрировать
идеи теории рассеяния,— это классическая механика частицы,
движущейся в поле внешних сил F (г). Эта теория эквивалентна
рассеянию двух' частиц, взаимодействующих между собой посред-
ством сил F (г,—г,), так как движение центра масс такой си:
стемы отделяется от относительного движения, описываемого
изменением г,4 = Tj — iy Без потери общности будем считать массу
частицы единичной.

Состояния такой системы суть точки в фазовом пространстве,
т.е. пары <r, v>€Re, представляющие положение и скорость
частицы. Свободная динамика задается посредством преобразо-
вания Tf <r, v> = <r-t- vt, v>. Таким образом, свободная дина-
мика сохраняет скорость. Динамика взаимодействующей системы
задается преобразованием 7\<r,,, ve> = <r(*). v(*)>, где v(t)=r(t),
а r(t)— решение уравнения

(2а)

с начальными условиями

r(O) = ro, nO),= ve. (2b)
Чтобы гарантировать единственность решения уравнения (2) при
всех временах, будем предполагать, что

| F ( r ) | < C при всех г, (За)
| F ( r ) - F ( r ' ) | < D * | r - r ' | при | г - г ' | < 1 и | г | < # , (ЗЬ)

где DR — константа, зависящая от R. Техника, развитая в § V.6,
позволяет доказать существование единственного решения (2)
при малых временах, если выполнено (ЗЬ), а затем нетрудно
доказать, что это решение существует при всех временах (см.
предложение 1 в дополнении к § Х.1 и задачу 1). Единственное
место, где используется условие (3) в теории, которую мы раз-
виваем,— это доказательство глобального существования и един-
ственности. Если этот факт можно установить каким-либо дру-
гим способом, то от условия (3) можно отказаться, а приводимое
ниже условие (4) требуется только для больших расстояний.
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В частности, локальные особенности, имеющие характер отталки-
вания, не >ведут к -дополнительным сложностям • •, .

Чтобы установить существование и единственность состояний
рассеяния, нам потребуются дальнейшие ограничения на силы.
Эти ограничения, в. которых требуется, чтобы взаимодействие
между сталкивающимися частями спадало при г —• оо, где
/ • = | г | , типично для теорий рассеяния. Конкретно мы будем
предполагать, что

| F ( r ) | ^ C r ~ a при всех г и некотором а>'2,д4а)
I F (х) — F ( y ) | ^ D r " p | x — у | при всех х, у с х,у^г и некото-

ром Р > 2 . (4Ь)

При этих условиях мы докажем существование и единственность
состояний рассеяния. Существование можно установить, поль-
зуясь лишь неравенством (4а) (задача 2), но для единственности
требуется условие Липшица (4Ь) (задача 3). Это напоминает
положение, с которым мы столкнулись в § V.6, где рассматри-
вались решения дифференциальных уравнении с начальными
условиями. Там тоже для единственности требовалось условие
Липшица. Это и ие удивительно, так так, согласно интуитив-
ной картине § 1, состояния рассеяния можно рассматривать как
решения, удовлетворяющие «начальным условиям при t = — оо».

Условия (4) исключают важный случай кулонова рассеяния,
где теорию приходится видоизменять Этот случай рассмотрен в § 9.

Впредь мы не будем больше, следить за обозначением . век-
торов жирным шрифтом, за исключением формулировок теорем
и тех случаев, когда можно спутать, идет ли речь о векторе
или о его длине.

Теорема XI.1 (существование и единственность решений рас-*
сеяния; классические частицы). Пусть F (г) —функция из R8 в Rs,
удовлетворяющая условиям (3) и (4). Пусть задана <г_„, v_«> £ R",
причем У _ „ = ^ 0 . Тогда существует единственное решение урав-
нения (2а), удовлетворяющее условиям

lira |г(0—v__ | = 0, (5а)

JJmJr(0-r__-v_ o . i i=0. (5b)

Доказательство. Так как мы ввели предположения (3),то, согласно
предыдущему замечанию, достаточно доказать единственность
в (—оо, Г) с некоторым Т. Придерживаясь той идеи, что реше-
ния рассеяния удовлетворяют начальному условию в * = -т-оо,
естественно воспользоваться методом § V.6.A и переписать
дифференциальное уравнение в виде интегрального. Действи-
тельно, можно показать (задача 4), что г (<) удовлетворяет ураа-
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нению (2а) и условиям (5) на (— оо, Т) в том и только том
случае, если г(#)-=/•-. + v-J + u{t), где и непрерывна и удов-
летворяет уравнению

t S

« О - S \ F(r_^ + v_s + u{T))dxds (6)

с абсолютно сходящимся интегралом.
Выберем Т < 0 так, чтобы было:

(О I '-. + o-JI^V.I'llo-J. если t<T;
(и) С(а — l ) " 1 ^ — 2 ) - l | V 4 i > _ J - a | 7 T - a < 1;

(iii) v e D ( P - l ) - l ( P - 2 r 1 | 1 / 4 o - . | - f l | 7 ' l 1 - B < 1:
(iv) V . IT ' l lo—I>1.
Здесь С, а, D, (J —константы из условий (4). Предположим теперь,
что u(t) есть непрерывная функция на (—оо, Т) со значениями
в R3, удовлетворяющая условию |и | | „ ̂  1. Пусть г (<)=г_ж + v_cet-\-
+и(t). Условия (i) и (iv) обеспечивают то, что \r (t)\^1/4\t\\ v_x | .

Вследствие (4а) интеграл J J | Т7 ( г . , +u_oeT4-«(T))[rfTds схо-
дится абсолютно.

Положим

aST={u£Ci—оо, Т) со значениями в R*| fl^iL^ U

и определим JF: Ф4Т —• а^г посредством

J S
Благодаря (4а) и (ii) ЦеГиЦ^и^. 1, если J«[„,<; 1, так что (F отобра-
жает полное метрическое пространство а%т в себя. Из (4Ь) и (iii)
следует, что

поэтому ¥ есть сжатие на <ЛТ, ибо Г было выбрано таким обра-
зом, чтобы сделать у < I. Следовательно, по принципу сжимаю-
щих отображений (теорема V.8) ¥ имеет единственную непод-
вижную точку в <ЖТ. Теперь легко доказать, что уравнение (6)
имеет единственное решение. В самом деле, если функции ы, и и2
обе являются решениями уравнения (6), то обе они лежат в оЛт-
при некотором Т' < Т. Однако, в силу вышеизложенного, урав-
нение (6) имеет единственное решение в еЖт- при любом Т' < Т,
так что щ=иг на (—оо, Т'). В силу единственности решений
с начальными условиями в —7" — 1, их=ич на (—оо, Т). |

Определим теперь два важных отображения.
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Определение. Пусть 2 = IRe, и пусть г^;~'(0 — такое решение
уравнения (2а), которое асимптотически приближается к а 4 Ы
в — о о . Положим 2 0 i^=2\{<a, 6> | 6 = 0}. Тогда волновой опе-
ратор Q + : 20—>• 2 определяется равенством

Q + <a, Ь> = <г<П' (0), Ъ

Подобным же образом определяется Q~:

Q - <а, Ь> = <г£?>(0),

Итак, й + ш есть та точка фазового пространства, которая
задает начальные данные в момент * = 0 для решения уравнения
со взаимодействием, которое асимптотически приближается при
t—•— оо к решению свободного уравнения движения с началь-
ными данными w в момент £ = 0.

Волновые операторы обладают рядом важных свойств.

Теорема Х/.2. Предположим, что для поля сил F (г) выполнены
условия (3) и (4), и пусть Q±—соответствующие волновые опе-
раторы. Тогда имеют место следующие утверждения.

(a) Пусть ТГ И ТУ* соответственно — преобразования, отвечаю-
щие динамике со взаимодействием и свободной динамике.
Тогда для всех w € 20

Q±oy== lim T_tT?>w,

где сходимость равномерна на Компактных подмножествах
из 2 0 .

(b) Q±r<s

J) = r i Q ± на 2 0 для всех s.
(c) (Изометричность Q±.) Если F консервативна, т. е. если F = — v V

для некоторой функции V, то преобразования Q± сохраняют
меру.

(d) Если F консервативна и V(r)—*0 при г—*оо, то E(ii±w) =
=E0(w), где £ ( г , v) = v*/2 + V(r) и Ео (г, v) = t>2/2.

(e) Если F класса С°° и

l • •• o r ;

для всех г, а и некоторого е > 0, то Q± суть С°°-отображения.

Доказательство, (а) Это типичное свойство операторов Q-, кото-
рым мы будем пользоваться при определении их аналогов в кван-
товомеханическом случае. Так как Q+x=y означает, что

lim | Tty — Т^х\ = 0 и (Tt)~1 = T_t, то интуитивно естественно

ожидать выполнения (а). Мы докажем формулу для Q + ; дока-
зательство для Q~, по существу, такое же. Для фиксированного
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определим «# г , как прежде. Для <а, by € 20 , * < 7
•т определим функцию Fl£b.iu H a (—°°» т) равенством

(*Т ft, r и) (s) = J J F [а + Ьх + и (т)) dx do

Пусть ¥^аХти и м е е т т о т ж е ВИД» н о с t ——°°- Далее нам нужны
следующие три факта (задачи 5, 6).

(i) Для любого компактного / С с 2 0 можно найти такое Т < 0,
что при <а, Ьу£К и /g(—CXJ, Г) отображение W^b.i пере-
водит а45г в себя и является сжатием. Постоянная у в не-
равенстве ||.<Fa',V / и — iF '̂ft, г о ||„ ^ У!!" — v IL может быть выб-
рана меньше единицы независимо от <а, Ь>£К и 2 б

et-°o, г).
(ii. ?̂ сли /С и Г те же, что и в (i), то lim 3Г{

<1\ти = $Гъ'ь*ти
аля любого и£аМт. Сходимость равномерна на а/Ят и К.

(ii? Один общий результат о сжатиях. Предположим, что Fn

образуют семейство отображений полного метрического про-
странства в себя. Если p(Fnp, Fnq)^.cp(p, q) для всех р,
q, п и некоторого с < 1 , если lim Fn p — Fx p для всех р и

если рп (соответственно pj) — единственные неподвижные
точки Fn (соответственно Fx), то Н т р п = р„. Более того,

скорость, с которой рп сходится к /?„, зависит только от
скорости, с которой Fnpcc сходится к /7„р«, = р„, и от с.

Пусть «О'Й г — неподвижная точка преобразования ^ь.
Мы заключаем, что lim и1£Ьу r = "e7ft,V- Далее, пользуясь тем,

что Г _ г + , непрерывно как преобразование из 2 в S, мы можем
закончить доказательство пункта (а):

<а + Ь (Т - 1 ) + и££>т {Т - 1 ) , Ь + п^т (Т -
= Ит Г_ г + 1 <а + Ь ( Г - 1 ) + ы«»&, г(Г-1), Ъ +и(

а%, т(Г-1

= Ит Г_ г + 1 Г_ г + г _ г Л
0 ) <а, Ь> =

= .am T_tT<t

0><a, by.

(b) Это общее следствие (а), так как

= tim T-tT£(w= lim T_T

Здесь мы воспользовались непрерывностью Т, и тем, что, когда
t—- ± о о , х-— s-f/—»-±oo при фиксированном s.

(с) Это другая общая черта теории рассеяния, с которой мы
встретимся в квантовой теории в немного другом виде. Для кон-
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сервативных систем известно, что Tt сохраняет меру (теорема
Х.78). Аналогичным образом сохраняет меру Tf\ так что T_tTf>

сохраняет меру при всех /. Пусть f — непрерывная функция
с компактным носителем в 2 0 . Тогда, в силу (а),

J / (fi+w) d"w = lim J / {T_tTTw) dew=[f (w) dew.

Следовательно, Q + , равно как и Q~,— сохраняющие меру ото-
бражения.

(d> следует из (а), сохранения энергии (EoTt = E) и предпо-
ложения о том, что V—»-0 при г - + о о .

(е) Согласно предположению, ¥(
a7£Y« есть С-отображение

ZgXaST в aST (задача 7). По общей теореме о гладкоети эле-
ментов, отвечающих неподвижным точкам сжатий (задача 5Ь),
функции, отвечающие неподвижным точкам ( F ^ ' r . а следова-
тельно, и их значения при t = T — 1 принадлежат классу С.
Так как Т, есть С"*-отображение при каждом t, продолжающее
решение из t — T — 1 в £ = 0, мы заключаем, что Q± суть С"-
отображения. |

Областью определения операторов £2± является все 2, за
исключением множества меры нуль. Область значений й±, вообще
говоря, не совпадает с 2 даже после вычитания из Г множе-
ства меры нуль.

Пример. Пусть F удовлетворяет предположениям пункта (d)
теоремы XI.2. Тогда Ranfi + = \<а', Ь'> \ Ч,\Ь' |2 + V(a') > 0}.
Множество

{<а\ Ь'>\ V.lft'l'

ненулевую меру, если V непрерывно и отрицательно в любой
точке

Определение. Пусть 2 l n = R a n i 2 + , 2 0 U t = RanS2~, и пусть
2bound есть множество таких <r, v>, что решение г(/) уравне-
ния (2) удовлетворяет условию

Значит, связанные состояния—это такие решения, траектории
которых лежат в ограниченных областях фазового пространства.
Слабая асимптотическая полнота означает, что 2 i n = 2 0 U t, а асимпто-
тическая полнота—что 2 i n = 2 o u t = 2 \ 2 b o u n d . Так как мы уже
выбросили множества меры нуль (а именно {<а, b>\ b = 0\) при
определении Q±, мы должны быть готовы к тому, что эти равен-
ства выполнены с точностью до множеств меры нуль. Вообще
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говоря, существуют решения, которые асимптотически свободны
при t —»• — оо, но не при t—*-\-oo (захват; см. задачу 9).

Если силы консервативны, т. е. F(r) = — vV(r), то, по пред-
положениям о F, V — гладкая и ограниченная функция. В этом
случае благодаря сохранению энергии величина скорости \r(t)\
автоматически ограничена, так что <г, v> £ Ib o a n d тогда и только
тогда, когда sup | г (J) | < оо.

Теорема Х/.З (асимптотическая полнота; двухчастичное рассея-
ние классических частиц). Пусть F(r) = — 7К (г), причем V—»0
при г—•с». Предположим также, что F удовлетворяет (3) и (4).
Тогда 2 l n , S o a 1 и 2 \ Abound совпадают с точностью до множеств
меры нуль.

Доказательство. Пусть rq^ v (t) — решение уравнения r(t) — F (г (/))
с начальными условиями r(Q) = q, r{Q) = v. Определим

N±=Uq,v>\ lira | r , , . U ) | < a o \ .
I t~* ± оо J

Сначала надо показать, что N+ и N_ совпадают с точностью
до множеств меры нуль, т. е. что [i(N+ \N_)-{-n(N^\N+) = 0,
где ц —мера Лебега. Вопрос об измеримости множеств типа N+,
N_, 2 b o u n d мы вынесем в задачу 1(Х. Пусть {Кп\— компактные
подмножества Re, такие, что (JKn = R", Кп<=К1п+1. Пусть Л ^ ' =
= {<9> и>1 7"f<9> u>6^fn при всех /6[0 . °°)}. и подобным же
образом определим ЛЛ.?'. Заметим сначала, что N±= 1)ЛЛ"\ так

п

как, пользуясь сохранением энергии, можно увидеть, что
Tt<q, У> лежит в компактном подмножестве Re, когда t меня-
ется от 0 до оо, если Jim | r g < o (t) | < оо. Таким образом, если

p£N+\N_, то р £ ЛЛ+

л> \ N™ при некотором п. Следовательно,
достаточно показать, что ц (Nlf д ЛЛ_Л)) = 0 для каждого п.
Пусть Т, — взаимодействующая динамика. Заметим сначала, что

П r ^ ' c A f 1 . " ' и Л^л> = 7' 1#<

+

л ):э7' я#<+ '":э... . Поэтому

Но по теореме Лиувилля ц(Т А Л^') = И* (Л^+") < оо. Поскольку
TkN™cN\a>, заключаем, что ii(N(

+

ny\TkN
(™) = 0, так что

ц {;V(

+'
1' \ Л/(_л)) = 0. При помощи сходного доказательства убеж-

даемся, что \i (Л/_ \ N + ) — 0, и, значит, р,'(Лг

+д Лг_) = 0.
Допустим далее, что г (t) есть решение уравнения Ньютона

и Jim | г (t) | = оо. Покажем, что если энергия Е (г (0), г (0)) > 0,
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го \ г (t)\^C\t \ при больших /, и воспользуемся этим для дока-
зательства стремления г (t) к свободному решению. Пусть
/ (/) = | г (t) |*/2 есть момент инерции. Тогда f\t) = r'-r=r\t)r(t),
где г (t) = \r(t)\, a r(t) — drldt (что, вообще говоря, не равно
\dr/dt\). Далее,

Так как £ > О, a r-F и V стремятся к нулю при г —>• оо, можно
найти такое Ro, что из J_r f >/?„ будет следовать |r»F(r) —
— 2V(r)\<E. Поскольку lim | г (/)| = оо, можно найти такое tt,

что /•(/„)>/?„. r(to)>O. Теперь мы утверждаем, что r(t)>R0

для всех t > ta; в самом деле, если это не так, то пусть /, —
наименьшее / > ta, для которого г (t) = Ru. Тогда / (t) ^ E при
t € ['«, / , ] , так что / (tx) = r (tx) r (t,) > I (t0) > 0 Поскольку г (t) >
> /?0 для t = tt — е и r(/i) = #o. м ы видим, что rtfJ^O, и таким
образом приходим к противоречию. Следовательно, г (t) > Rt при
всех t > t0, а значит, / ( / ) > a + W + £^/2 с соответствующими
постоянными а и Ь при всех t>tt. Таким образом, г (t)~^z

V^ при достаточно больших t. Воспользовавшись (4), мы
оо

увидим, что ] F (г (0) dt существует, так что можно определить

(-+0.

a = r(t0) —bU— J J F (r {t))dtds= lim (г (0 — W).

Второй интеграл также существует. Более того,

\ i m \ r { t ) — a — bt | + \r(f) — b | = 0.

Итак, если Е > 0 и lim | r (f)| = оо, то г (£) есть решение рас-

сеяния, т. е. <г(0), г (0)> лежит в 20 u t.
Пусть теперь 2 ' есть 2 с двумя выброшенными множествами

меры нуль, а именно N+AN~, которое имеет меру нуль по пер-
вой части доказательства, и {<r, y> | E (r, v) = 0}% которое имеет
меру нуль, так как {о| E{rat y) = Of есть сфера, имеющая меру
нуль при всяком фиксированном г„. Пусть w £ S' \ Sboand, и пусть
r{t)— такое решение (2), что </• (0), г(0)> = ау. Так как a '^S b o u n d ,
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то либо lim \r {1)\ = оо, либо Hm J г (t) | = оо, так что

€ ( 2 \ ^ + ) Т Г ( 2 \ ^ " ) . Т а к к а к a / f л Г + д № ~ = ( \ ) ( \ ) ,
то непременно да €(2 \ / V + ) n ( 2 \ W~). Но в силу второй части
нашего рассуждения, поскольку Е{и>)ФО, имеем ш^Е,„ и
^ € 2 0 u t . Тем" самым доказано, что S ' \ S b 0 U n d = S 'n Sou, =

£ ' 2

Теперь, когда мы доказали асимптотическую полноту, опре-
делим S-преобразование.

Определение. Пусть 2<±>« (Q*)"1 [S' \ 5^0,,,̂ ]. Назовем ^-пре-
образованием (5-оператором, S-матрицей) отображение S: 2(+)—•
—» S(~', определенное равенством

Соответствующая картина схематически изображена на
рис. XI.1.

. Итак, S-преобразование определено как отображение из R*
в Re, или, точнее, из Re за вычетом множества меры, нуль в R".

Рис. XI. 1. Схематическая картина рассеяния.

В качестве последней темы классической теории рассеяния мы
опишем способ «редукции S» к двум вещественным функциям
двух вещественных переменных в том случае, когда F—цент-
рально-симметричная сила, т. е. V(г) зависит лишь от J r | = r.
Сначала отметим некоторые симметрии S-оператора. Так как
QbTf^TtQ*, то STf^T'pS. Так как E(Q±w) = E0(w)1 то
E0(Sw) •= E0(w). Наконец, из инвариантности F относительно вра-
щений вытекают два следствия Пусть R—элемент группы 50(3)
вращений трехмерного пространства. Определим R на S посред-
ством R <r, I» = <Rr, Rv>. Тогда Я± (Rw) — R (Q±a>), так что
RS — SR. Более того, сохраняется момент L<r, v> = vxr, так
что L (Sw) = L (w). Подведем итоги.
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Предложение, (a) STy» = T\0>S.
(b) SR = RS.
(c) £ , (S- ) = £ . ( • ) •
(d) L ( 5 - ) = L ( ) .

Условия (а) и (b) позволяют свести S к векторнозначной функ-
ции только двух переменных. Дело в том, что семейство мно-
жеств {RT(

t

0)w\ t£R, R£SO(3)\ расслаивает 2 на двупараметри-
ческое семейство четырехмерных многообразий (с некоторыми
исключительными многообразиями меньшей размерности), много-
образия с постоянными Ео и | L | . В силу (а) и (Ь), если мы знаем
Sw для одного w из каждого такого многообразия, то мы знаем
S для всех w. Вследствие (с) и (d) Sw может лежать только
в двумерном многообразии, где Ео и L равны их значениям
в точке w. Таким образом, мы ожидаем, что S параметр зуется
двумя вещественнозначными функциями двух вещественных пере-
менных.

Уточним эти рассуждения. Вследствие инвариантности S отно-
оительно вращений достаточно знать S(r, v), когда v=«pz и г
лежит в плоскости у, г; здесь г — единичный вектор в направле-
нии г. Если S<r, v> = <r', v'>, то, по свойству (a), S(r-\-vt, v)=
= < r ' + v'£, v'>, поэтому можно считать, что r v = O или г=*6у.
В итоге S полностью известно, если известны S<fty, piy для всех
вещественных Ь и р. Положим S<by, pz> = <r'f v'>. В силу со-
хранения энергии, ]v ' | = p, так что v' = pe<fr, р>, где е — неко-
торый единичный вектор. В силу сохранения момента, г' и v'

Рис. XI.2. Центральное рассеяние.

лежат в плоскости у, г и определена компонента г', перпенди-
кулярная v'. Таким образом, есть две функции, описывающие
S: угол рассеяния 6 = arccos(e-x) и время задержки Т'— г'-е/р.
Они записываются как функции импульса р и прицельнрго па-
раметра Ь, или, эквивалентным образом, как функции энергии
Е = рг/2 и.момента l = bp. Соответствующая картина показана
на рис. XI.2. Фактически центрально-симметричную задачу двух
тел можно разрешить в квадратурах и доказать (см. задачу 11
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или ссылки в Замечаниях), что

6 = я - 2 / J [2E-2V— л- 2 / 2 ]- ' / 2 ^, (7а)
. г,(/. Я)

Т О \ 1ТОр г-2/2"|-1/2 ТОр ОТ/ r-2/2"]-l/2l /tr _ _

—2 J [2£ — 2V—г-»/а]-1/гйг + 2 J [ 2 £ - г ф ] - 1 / ^ Г 1 (7b)

где /•„(/,_£) = sup {r|V (r)4-/ a /2r i l> £} и i?0—любое число, боль-
шее liV2E и г0.

Заметим, что если подставить V = / < " 1 в (7а) и (7Ь), то инте-
грал для Т расходится, но интеграл для 0 сходится. Это заме-
чание сыграет важную роль, когда в § 9 мы будем рассматривать
кулоново рассеяние.

Наконец, для того чтобы связать теорию с физическим экспе-
риментом, следует определить сечение рассеяния и его связь
с углом рассеяния 6. Вернемся к общему ^-преобразованию и
рассмотрим редукцию, несколько отличную от той, которую мы
обсуждали выше Запишем S<r, v> = <f (г, v), g (r, v)>. Мы будем
рассматривать только g(r, vz), т е. отбросим всю информацию,
содержащуюся в f, что на языке предыдущего анализа эквива-
лентно игнорированию времени задержки. Пусть v=^0. Из соот-
ношения S77" = T^'S следует, что g(r, uz) = g(r + az, vz) для
любого a £ R ; поэтому рассмотрим лишь g (r, vz), когда r-z = 0.
Вследствие сохранения энергии | g | = u, так что g = g/u. Выдели.м
функцию g (r, vz). Фиксируем v. Тогда g есть отображение из
плоскости R2, ортогональной z, на единичную сферу S 2. Мера
Лебега на R* индуцирует меру о на S 2:

где |д. — мера Лебега на IR2 и Е—борелево подмножество в S*.
Мера о на S 2 называется полным сечением. В большинстве слу-
чаев о абсолютно непрерывна относительно обычной меры Q на
S2, если выколото направление вперед 0 = 0. Таким образом,

с некоторой функцией dojdSi на S2, называемой дифференциаль-
ным сечением.

Физический эксперимент рассеяния хорошо описывается сле-
дующей моделью. Пучок частиц с постоянной энергией направ-
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ляется на мишень. Пучок достаточно широкий и имеет прибли-
зительно постоянную плотность р частиц на единичную площадь
в плоскости R2, перпендикулярной направлению пучка. Доста-
точно далеко от мишени под некоторым углом рассеяния <в, ф>
помещается детектор, который улавливает и подсчитывает все
частицы, летящие от мишени внутри некоторого телесного угла
размером АЯ вокруг направления <9, ф>. Измеряемая величина
есть

число частиц, попадающих на детектор

Читатель должен самостоятельно убедиться в том, что если
угол АИ очень мал, а детектор и источник частиц весьма далеки
от мишени, то эта величина очень близка к da/dQ. Заметим еще,
что в том случае когда F = —VV и V (г) есть функция лишь | г | ,
существует формула, выражающая (da/dQ) (в„, ф„) через угол рас-
сеяния в, являющийся функцией энергии Е, и прицельный Пара-
метр Ь. Точнее (см. задачу 12),

при условии, что сумма сходится.

XI.3. Основные принципы теории рассеяния
• гильбертовом пространстве

Квантовая динамика описывается унитарной группой на гиль-
бертовом пространстве. Динамика классических волновых урав-
нений, как мы видели в § Х.13, тоже допускает естественную
формулировку на языке унитарных групп. По этой причине
набор основных задач и принципов, которые мы предложим в этом
разделе, играет центральную роль в самых разных теориях рас-
сеяния, которые мы рассмотрим далее в этой главе. Мы начнем
с определения обобщенных волновых операторов и опишем эле-
ментарную «кинематику», связанную с этим понятием. Сущест-
вование волновых операторов доказывается в большинстве слу-
чаев с помощью общего метода, известного под именем Кука,
который мы ниже изложим. При соответствующих условиях, кото-
рые обычно более ограничительны, можно доказать существова-
ние и полноту с помощью комплекса идей, связанных с именами
Като и Бирмана. Метод Кука и теория Като —Бирмана — это два
столпа, на которых покоится абстрактная нестационарная теория.
В конкретных случаях проверка предположений этих методов
требует некоторых технических средств. Некоторые из этих средств
рассмотрены' в дополнениях 1 и 2 к этому разделу. Мы закон-
чим этот раздел кратким описанием некоторых идей теории рас-
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сеяния для пары гильбертовых пространств и доказательством
соответствующей теоремы типа Като — Бирмана.

Рассмотрим две унитарные группы e~iAt и e~iBt, которые пред-
ставляют взаимодействующую динамику и сравниваемую с ней
«свободную» динамику Что это значит, что е~ш(р выглядит
«асимптотически свободным» при t—• — оо? Очевидно, это озна-
чает существование такого вектора ф + , что

lira ! | е - " " ф + — е-м '<р|| = О. (9)
(-*— оо

Заметим, что (9) эквивалентно равенству Hm jeiA'e-iBtcp+—Ф| = 0,
t—#- — оо

и, таким образом, основная проблема существования сводится
к доказательству существования сильных пределов В большин-
стве приложении В имеет только абсолютно непрерывный спектр.
Однако если это не так, то надо выбирать Ф + ИЗ абсолютно не-
прерывного подпространства оператора В. Например, если ф +

есть собственный вектор 0, то указанный выше сильный предел
существует только в том случае, когда ф + также собственный
вектор оператора А с тем же вобственным значением (задача 15)
Поэтому определение волновых операторов мы дадим после про-
ектирования всех величин на абсолютнр непрерывное подпро-
странство оператора 0. Когда мы будем рассматривать вопрос
о полноте, станет ясно, что это очень разумный выбор!

Определение. Пусть А и В—самосопряженные операторы на
гильбертовом пространстве Ж, и пусть Р а с ( В ) — проектор на
абсолютно непрерывное подпространство оператора В. Будем
говорить, что обобщенные волновые операторы Q- (А, В) суще-
ствуют, если существуют сильные пределы

Q± (А, В) = s-iim eiAle-iBfPac (В). (10)

Если й± (А, В) существуют, определим

Для удобства обозначений иногда будем писать "5£f+ вместо у£1п

и $Г_ вместо ??o u t

Оказывается, сильные пределы в (10) — это как раз то, что
следует рассматривать. В случае Pac(B) — l пределы по норме
существуют в (10), лишь если А = В (задача 15). С другой сто-
роны, как мы увидим, если А имеет чисто дискретный спектр,
то слабый предел в (10) существует (и равен нулю), несмотря
на го что А и В могут быть совершенно непохожи.

Несколько странное соглашение о том, что / —»• =роо отвечают
Q*, взято из физической литературы и связано с формализмом
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«стационарной» теории рассеяния: как Судет видно в § 6, Я+

связан с Нт(л + »8 — A)'1, a Q" — с Ит(х — 1в — А)'1.
; ;

Следующее предложение показывает, что, независимо от ее
физического значения, теория рассеяния есть полезный инстру-
мент спектрального анализа. По этой причине некоторые части
этой главы тесно связаны с гл. XIII.
Предложение I. Предположим, что Q± (А, В) существуют.
Тогда:
(a) Й* суть частичные изометрии с начальным подпространством

Ргй(В)ЗК и конечными подпространствами 5£±;
(b) &t'± суть инвариантные подпространства оператора А и

{A, в) = й±(Л, В) В\ (11)

(с) # ? ± c R a n Р а с(Л).
Доказательство, (а) Если u^[Ptc(B)S^]x, то, очевидно, Q±« = 0.
Если и£Рле(В).9е, то !!е'Л /е-""Р а с(В)«| = ||ы|| при всех t, так что
||Й±(Л, B)u\\ = \\ul

(b) Так как при любом фиксированном s
s-lim eiAte~iBtPa<, {В) = s-lim eiA <'+»)e-'B <'+s>Pac (В),

то ^±(/4, B) = e"4sQ± (Л, B)e~iBa, или, эквивалентно,
e- M s Q±(4, В) = £2±(Л, B)e~iBi. (12)

Тогда (11) следует из теоремы Стоуна и из (12). Из (12) также
ясно, что $?± суть инвариантные подпространства оператора
e-iAs

(с) Из (а) и (Ь) следует, что Л ^ ± унитарно эквивалентен
В\РЛ<.(В)3%, причем унитарная эквивалентность осуществляется
посредством отображения Q*: Рас(В)3% —*SZ±. Следовательно,
спектр А\9С'± абсолютно непрерывен. |

В квантовой теории, где А и В—операторы энергии, усло-
вие (12) выражает закон сохранения энергии; см. § 4.

Часто бывает полезно следующее

Предложение 2 (цепное правило). Если Й±(Л, В) и п±(В, С)
существуют, то существуют также Q± (А, С), причем

Q± (Л, Q = Q± (Л, В) Q± (В, С).

Доказательство. Согласно пре"дложению 1(с), R a n Q * ^ , C)cz
c R a n f a c ( B ) , поэтому

lira || (1 -
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при любом ф. Следовательно,

еПАе-пс рзс (С) ф = епл е-«»Рас (В) eitBe~itc Pac (С) Ф +

+ e"*e-ltB(\— PaciB))eitBe-itcPac(C)q>

сходится к Q± (Л, B)Q±(B, C)q> при t—• =F oo, так как произ-
ведение сильно сходящихся семейств равномерно ограниченных
операторов сильно сходится. |

Как отмечалось в § 1, слабая асимптотическая полнота сво-
дится к равенству 5? 1 п = #? о и 4 , в то время как асимптотическая
полнота — к равенству Жк^ = ЖохА = [Р9Р(А)Щ^, где Pw есть
проектор на пространство 96VV, порождаемое собственными век-
торами оператора А. Для абстрактной теории полезно следую-
щее промежуточное понятие.

Определение. Допустим, что Й±(Л, В) существуют. Говорят,
что они полны, в том и только в том случае, если

Таким образом, асимптотическая полнота эквивалентна двум
утверждениям: й± полны и oaing(A)= 0 . Так как последнее
утверждение—чисто спектральное, его изучение естественно не
связывать непосредственно с теорией рассеяния. Оно рассмот-
рено в гл. XIII.

Следующий замечательный факт сводит полноту к вопросу
существования.

Предложение 3. Допустим, что Q± (А, В) существуют. Они
полны тогда и только тогда, когда существуют й± (В, А).

Доказательство. Предположим, что как й± (А, В), так и й± (В, А)
существуют. Тогда, согласно цепному правилу, P a c ( ^ ) = Q ± (А, А)=
= О±(Л, 5 ) й ± ( 5 , А), так что

Pac{A).9Hc:RanQ±(A, В).

Так как мы уже знаем, что RanQ±(/l, В)сР а с (Л) .^Г, то пол-
нота имеет место.

Обратно, предположим, что Q± (А, В) существуют и полны.
Пусть ф € Р а с (Л) Ж. Тогда существует такое -ф, что ф = Q± (А, В) г|э.
Согласно соображениям, изложенным в начале этого раздела,
отсюда следует, что \е~'мц — e~iBtPac (B)if|—>- 0 при t—*—оо.
Так как e~iBi унитарен, lim eiBte~iAtq> существует и равен

Лс(5)я|з. 1

На первый взгляд предложение 3, казалось бы, говорит о том,
что установить полноту ничуть не трудней, чем существование.
На самом деле вопрос о полноте обычно гораздо труднее. При-
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чина состоит в том, что в приложениях оператор В, описываю-
щий свободную динамику, «простой»: в типичном случае это
дифференциальный (или псевдодифференциальный) оператор
в частных производных с постоянными коэффициентами. Получив
явные формулы для e~iBt, легко показать с помощью метода
Кука, что О± (А, В) существуют Но в отсутствие явных формул
для e~iAi нелегко показать, что существуют Q± {В, Л). Предло-
жение 3 наводит на мысль поискать такое условие на Л и б,
из которого следовало бы, что Q* (Л, В) существуют, и которое
было бы симметрично по Л и б, потому что тогда из этого
условия вытекало бы, что и ^ ( Л , В), и Q± (В, Л) существуют,
а тем самым Й±(Л, В) существуют и полны. Это тот механизм,
с помощью которого мы получаем полноту в теории Като — Бир-
мана.

Метод Кука основан на том наблюдении, что если /—функ-
ция из С1 на R, причем /' £ L1 (R), то lira / (t) существует, так

t
как

[f'{u)du О,

когда s<_t и обе переменные стремятся к оо.

Теорема XIА (метод Кука). Пусть Л и В — самосопряжен-
ные операторы. Предположим, что существует множество
SDczD (В)ПРа(.(В)9£, которое плотно в Рлг(В)Ж, так что для
любого <р£<Э найдется Т о, удовлетворяющее условиям

(а) е-'д<(ре£>(Л) при | * | > Т 0 ;

(Ь) J [UB-A)e-'Bt<v\\ + \\(B-A)e+'Bt<pl]dt<oO. (13)

Тогда Q± (Л, В) существуют.

Доказательство. Пусть <р£-®> и пусть т) (t) = e+IAt e~iBt у. Так
как е~ iBt(p £ D (А) Г) D (В) при t>T0, то ц (t) сильно дифферен-
цируема на (То, оо) и

г]' (t) = — ieiAt (В — A) e~lBt(p.

Таким образом, при t > s > То
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в силу (13), стремится к нулю, когда s—*оо. Итак, i)(t)
образуют направленность Коши при t—• оо, поэтому
М'л* e~iBt Pac(B)ty существует при всех t|)gS>. Этот предел

также тривиально существует для всех t|> € |Уас (В) 3%\L и, сле-
довательно, по предположению для \|з, лежащих в плотном мно-
жестье. Так как eIAt e~iBt Pac (В) есть семейство равномерно огра-
ниченных операторов, то из существования предела для плот-
ного, множества ty следует существование предела для всех т|>
в силу е/3-приема. Тем самым доказано, что Q~ существует.
Доказательство для Q+ аналогично. |

В приложениях часто приходится оценивать ||(В —/4)e~'et(p|.
Когда В — дифференциальный оператор с постоянными коэффи-
циентами, это можно сделать с помощью метода стационарной
фазы (см. дополнение 1).

В ряде случаев бывают нужны различные расширения тео-
ремы XI.4. Следующее расширение оказывается полезным, когда
В —А содержит некоторые «локальные особенности» (см. § 4).

Теорема XI.5 (теорема Купша—Сандась). Пусть А и В —са-
мосопряженные операторы. Предположим, что существуют огра-
ниченный оператор % и подпространство &>c:D(B) Г\РК(В)&£,
плотное в РЛС(В)ЗК, такие, что для любого <р££> найдется То,
удовлетворяющее условиям

(a) (l-%)e-e"q>eD(A) при | / | > 7 " , ;

(b)
«о

J
Предположим далее, что %(B-{-i)~n компактен, при некото-

ром п и что @>c:D(Bn) Тогда &±(Л, В) существуют.

Этот результат получается после простого видоизменения до-
казательства теоремы о методе Кука из общего результата, ко-
торый будет сформулирован ниже как лемма 2. В задаче 19 от
читателя требуется провести это доказательство.

В методе Кука, к сожалению, требуется, чтобы В — А была
задана как. оператор, а не как квадратичная форма. Следующий
результат позволяет разобраться и с формами.

Теорема XI.6. Пусть В—положительный самосопряженный
оператор, и пусть Со, . . . , С„, Do, . . . , Dn—замкнутые опера-
торы, удовлетворяющие условиям

(i) D{C,){\D{B,)ZDQ(B) п р и t - 1 , . . . , п и
< а , ( Ф , В Ф ) + р \ | | ф Г , |!D,<p f < а , ( Ф , А ) +
всех <peQ{B);
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(и) С,= 1, Q(D,) = Q(S) и | (Ф, О 0 ф) |<о,(ф, Вф)+Р0(ф,
для всех y

п

(iii) квадратичная форма 2 Q ^ I . определенная на Q(B),
п

симметрична и 2 «/< 1;
1 = 0

(iv) существует множество S>, содержащееся в R a n P a e ( 5 ) n
n D ( 5 ) , плотное в РЛС(В)5% и такое, что для £ ^

$ 2
л

Тогда сумма в смысле форм А = В + 2 C?D/ есть самосопря-
<=о

женный оператор и й± (Л, 5) существуют.
п

Доказательство. В силу (i), (п) и (iii), 2 C*D{ есть относи-
t"=0

тельно ограниченное в смысле форм возмущение В с относи-
п

тельной гранью a s = 2 a / < 1- Отсюда следует, что А самосо-
;=о

пряжен и что Q(A) = Q(B). В частности, нормы

на Q(B) эквивалентны, т . е . с х | | ф ( | s ^ ( J ф [ [ д ^ с а | | ф | | в . Здесь Я— 1

некоторое фиксированное число, такое, что А-\-Е~^\. Отобра-
жение e~tB1 есть, очевидно, изометрия относительно (|-||в. А так
как e~iAt есть изометрия отосительно \-\А, то, в силу отмеченной
выше эквивалентности, имеем

(14)

где c = Cilc2 и не зависит от t. Пусть W {t) = elAt e~lBt. Тогда для
ф£^> И t^S

\ (W (0 - W (s)) ф р - (W (0 Ф, (V (0 - W (s)) Ф) -

Мы докажем, что при t, s —* оо каждый из этих членов стре-
мится к нулю, поэтому, как и в теореме Кука, Q± (Л, 5) су-
ществуют. Рассмотрим первый член (второй аналогичен). Мы
утверждаем, что

{W(t) ф, (W(t) — W (s)) Ф) - 1 \ 2 {C,e~iAa W{t) Ф , Dj e-CBu<?) du. (15)

s / = 0

2 № 3t7l
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Это равенство следует (см. задачу 20) из сделанных предполо-
жений и из того, что, согласно (14), е~1Аи и e~iBu переводят
Q(B) в себя. В силу (14) и предположений (i) и (и), для всех
t, и

с некоторым у (не зависящим ни от t, ни от и). Отсюда, в силу
(15), следует, что

\(W(t)<p, (W40- l

Как в теореме Кука, в силу условия (iv), правая часть нера-
венства стремится к нулю при s и t—- оо. |

Обратимся теперь к комплексу результатов, который мы наз-
вали теорией Като — Бирмана. В этой теории употребляется поня-
тие класса операторов со следом, введенное в § VI.6. Чтобы
понять идею, лежащую в основе этой теории, допустим, что
В— А есть оператор ранга 1, т. е. что (В — А) ф = (i|), <p) •ф. Если
бы мы воспользовались методом Кука, чтобы показать, что
Q±(A, В) существуют, мы искали бы такое ср, что (if, .е~"вф) £
£Ll(IR). Так как ср £ Р а с (В) &С, мы знаем, что спектральная мера

с!(ф, £я.ф) равна ]f(X)\*di с некоторой /. Ниже мы увидим, что
тогда d($> Ew)^g(X)\f(X)\*dX с некоторой g€^2(IR. f*dk) и,
таким образом,

= 5 e~ia
№, в-«я

Ф) = 5 e

Следовательно, (а|з, e~itBtp) есть фурье-образ (2JT) I / 2 g | / | 2 . Вообще
говоря, нелегко усмотреть, когда фурье-образ принадлежит L1,
но сделать так, чтобы он был из L2, просто. Поэтому мы начнем
с отыскания множества таких ф, что (г|5, e~itBtp)€L*(R).

Определение. Пусть В —самосопряженный оператор и {EQ} —
его спектральное семейство. Через <М (В) обозначим множество
всех ф 6 SV, таких, что d (ф, Ех<р) = | / (X) |2 dX, где / € L°° (R). Пусть
||| Ф ||| есть £°°-норма функции /.

Нетрудно доказать (см. задачу 17), что || |-| | | есть норма и что
аЖ(В) плотно (по 96-норме), в R a n P a c ( 5 ) .

Лемма 1. Для любого cp^aS(B) и любого

dt < 2л || ф f ||| ф Щ». (16)J
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Доказательство. Пусть Q — проектор на циклическое подпростран-
ство, порождаемое В и ср. Пусть d(<p, Exq>) = | / (k) |2а"к. Согласно
общей спектральной теории (ом. гл. VII и § VIII.3), Q3C унитарно
эквивалентно L? (R, | f (X) \3dX), причем ф отвечает вектору ф (X) = 1
и e~itB есть умножение на е~ах. Пусть г\(%) отвечает вектору
Q\\>. Тогда

5 ti (к) | / (К) | 2 е - ' " dX, (17)

так что, по теореме Планшереля,

2я J | л

По определению, | / | „ = | | | Ф ||| и, значит,

Нам потребуется еще одно простое следствие представления
унитарной группы через фурье-обраэ.

Лемма 2. Для любого ф g Pac (5), когда t —* ± оо, е~" вф -+. О
в слабом смысле. Если С компактен, то ||Се~'*вф |] —*• 0 при t —*• ± о о .

Доказательство. Вследствие (17) и того что / и r\f принадлежат
/L2, (if, e~ttB(p) есть фурье-образ некоторой функции из L1. Таким
образом, в силу леммы Римана — Лебега (теорема IX.7),
(г|>, e~ttBq>)—»-0. Следовательно, lFe~itB<f>\\ —*0 для любого опе-
ратора F конечного ранга. Для компактных операторов резуль-
тат получается с помощью е/3-приема (§1.1). I

Результаты теории Като — Бирмана мы выведем из следующей
теоремы

Теорема XI.7 (теорема Пирсона). Пусть А и В — самосопряжен-
ные операторы, и пусть /—ограниченный оператор. Предполо-
жим, что существует оператор С из класса операторов со следом,
такой, что С = AJ—JB в том смысле, что для всех DA)
и ф 6 D (В)

(Ф, А

Тогда существуют

Q±(il, В; y) = s-lim elAtJe~iBt Р„(В).

Доказательство. Пусть W {t) — etAtJe~iM\ рассмотрим случай
f-* + oo. Тогда, в силу рассуждений о плотности, применяемых

2*
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в методе Кука, достаточно показать, что
lim J(lP(f) —lP(s))4>p-0

t < s; !-•<»

для всех ф£в#(5). Мы докажем это, разбив левую часть (18)
на две части, из которых одна подпадает под лемму 1, а другая—
под лемму 2. Пусть

ь

а

с ограниченным оператором X и с а < Ъ. Заметим сначала, что
W(t)*W (s) —elaB W(t)*W (s) е-'*8 — FOo (У (*, s)), (19)

где
Y (t, s) = — t[e"By*e-£<'-s> ACe~isB—eitBC*e-1 <'-s> л Je-'tB].

Мы докажем (19), не занимаясь вопросами области определения,
и предоставим читателю вычислить матричные элементы и вос-
полнить детали, относящиеся к областям определения. Идея
состоит в том, чтобы записать разность в левой части как ин-
теграл от ее производной. Пусть

Q ф) = eibBW [t)*W (S) e-'bB.
Тогда

*e-' <'-*> AJe-'*B—eitBJ*e-1 «-*> AJe-'sBB]e~ibB=

^ i (t-s) A ce-tsB _eitBc*e- nt-s) л je-itBje-ibB _

=—eibBY(t, s)e~tbB.

Интегрируя эту производную, получаем (19).
При фиксированных t' и s разность

W (t) — Й7 (s) = i J С а Л Се-'« s du
s

компактна, так что по лемме 2
lim e'^W (О* (W (t) — W (s)) e~ia\ » 0,

если q>€<*#(B). ИЗ (19) следует, что для
(Ф, ^ ( 0 в ( ^ ( 0 - ^ ( 5 ) ) Ф ) = Нт (ф, Л„(У(<, /)-У(/, в))ф).(20)

Поскольку С имеет след, для него справедливо разложение
(см. (VI .6))

2
л=1
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где 2j^n = | £ | i — норме С как элемента 31г {<рп\ и \tyn} ортонор-
мированы и Кп > 0. Мы утверждаем, что для любого ограничен-
ного оператора X и а > 0

11/2[
2>ЛК<Р». e-<*B<p)\*dx\ . (21)

В самом деле, в силу вышеприведенного канонического разло-
жения,

левая часть (21)
п) ( Ф „, e-'*B<p)dx

[ -11/2 Г -1

v i (* I I х.т Г I
2J Я_ \ I (Xtyn, e~ix\) I2 dx \ 2 J ̂ n \ I (фп> e~ixB<p) I2 dx

J L " и J
^ п р а в а я часть (21).

Во второй строчке мы дважды воспользовались неравенством
Шварца, а на последнем шаге применили лемму 1. В силу (20)
и (21). [ со Т1/2

| Х S 1(ФИ. e-'*B<p)\*dx\ .
" mln {t, s} J

X\ ZJK ) I (Ф». e-{xB<p) \*dx\ . (22)
L " mln {t, s> J

Во-первых, из этого уравнения и леммы 1 следует, что

|ф| | | 2 | |У| |, (23)

а во-вторых, поскольку 2^в1(Фп' г~/лгВф) Is принадлежит U-,
п '

отсюда следует (18). |

Из этой теоремы и неравенства (23) получаем

Следствие. В предположениях теоремы XI.7
||[О±(Л, В; У ) - У ] Ф Г < 1 6 Я Ц С | 1 | | | Ф | | Р | / | . (24)

Доказательство. В неравенстве (23) положим s = 0 н устремим

Если ЛУ — JB принадлежит классу операторов со следом,
то это же относится и к BJ*—J*A, так что оба предела
s-lim eiAt Je~m Pac (В) и s-lim eiRtJ*e-iAi P a c (А) существуют.
В общем случае для произвольного J отсюда не следует пол нота
ни одного из сильных пределов (рассмотрим, например, У = 0);
однако если У = 1, го применимо предложение 3, и мы немед-
ленно приходим к такому следствию.
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Теорема XI.8 (теорема Като — Розенблюма). Если Л и В —
самосопряженные операторы и А — В €3t — классу операторов со
следом, то &±(А, В) существуют и полны.

В этой теореме А а В могут быть не ограничены, А—В при-
надлежит 3t в смысле теоремы XI. 7, т. е. (Лф, -ф) = (ф, Sijj) +
+ (ф, Сг|э) с некоторым C^3t и w£D(A), ty£D(B). Тогда от-
сюда следует, что D(A) = D(B) и Лф = 5ф + Сф для ф€С>(Л).

Следствие. Пусть {Л„}^=1, А, В— самосопряженные операторы
Предположим, что Q± (Л, В) существуют и что каждый Ап —А
принадлежит^!, причем jAn — A]\1—*O, когда л—• оо. Тогда для
каждого п. существуют Q± (В Ап,) и при п—*<х>

Q± (Л, 5V=s-liraQ± (Л„, В).

Если Q± (В, А) существуют, то и Q± (В, Л„) существуют для
каждого п и для всех ф € К а п Р а с ( Л )

Й± {В, Л ) Ф = lira Q± (В, Л„)ф.

Доказательство. В силу цепного правила достаточно доказать,
что

(25)

П

lim £2±(Л, Л„)ф = ф при ф ^ К а п Р , , , . ^ ) . (26)

Из следствия теоремы XI.7 мы немедленно заключаем, что (25)
выполняется. Пусть ф лежит в RanPac(A), и пусть фл =
= Q + (Л„, Л)ф. Вследствие (25) | |Ф„ — Ф|—•»• 0, когда п—*оо.
Значит,

| |Й+(Л, Л л ) ( Ф п - ф ) | | - * 0 .

Но в силу полноты й + ( Л „ , Л), имеем Q+ (Л, Лп)фга = ф, так
что последнее предельное соотношение и означает справедли-
вость (26). 1

Может случиться, что Q±(B, An)(p не стремится к нулю при
п —* оо для cp£[Ran px (А)]1- (задача 22).

Условие принадлежности классу операторов со следом в тео-
реме XI.8 нельзя заменить ни условием .принадлежности Л — В
классу операторов Гильберта— Шмидта, ни даже требованием
принадлежности А —В любому Зр с р > 1 ; см. обсуждение в За-
мечаниях. Одна з трудностей с теоремой XI.8 состоит в том,
что в квантовой механике В — Л даже не ограничен.



3. Основные принципы теории рассеяния в гильбертовом пространстве 39

Теорема XI.9 (теорема Куроды — Бирмана). Пусть А и В—та-
кие самосопряженные операторы, что (Л -f-i)"1 — (В + i)~l £ 2,.
Тогда Q± (Л, В) существуют и полны.

Доказательство. Пусть J = (Л + О"1 (В + i)~l. Тогда в смысле
средних значений

A J — JB = (В + О" 1 — (А + i)-1

и левая часть принадлежит классу операторов со следом, поэтому,
согласно теореме Пирсона, существует

s-lim eiAt (A +1)"1 (В +1)"1 e-iBtPac (В).

Применяя это к вектору вида (В + i) ф, ф £ D (В), заключаем, что
существуют

s-lim e^iA + D-'e-'^P^iB).
/ - • ± 0 0

Далее, по предположению, разность (Л + 0 " 1 — (^ + 0~1 ком-
пактна, так что, по лемме 2,

s-lim

Отсюда следует, что существуют

s - l i m e i A t { B + i ) - i e ^ { )
( - • ± о о

Применяя это к вектору вида (B-\-i)q>, заключаем, что Q± (А, В)
существуют. По симметрии существуют Q± (В, А) и, таким обра-
зом, имеет место полнота. |

Чтобы сформулировать следующий результат, потребуется
одно техническое определение.

Определение. Пусть А и В — самосопряженные операторы.
Будем говорить, что А подчинен В, если найдутся такие непре-
рывные функции / и g на R, что / (*) ^ 1, g (х) ^ 1, lim / (х) = сю

| X | ->• оо

и D (g (В)) с D (f (А)), а / ( Л ) ^ ( В ) " 1 ограничен. Если А подчи-
нен В, а В подчинен А, то будем говорить, что они взаимно
подчинены.

Требование подчиненности — очень слабое условие. Например,
вследствие теоремы о замкнутом графике, если D(A) = D(B) или
если А я В полуограничены и Q(A) = Q (В), то Л и В взаимно
подчинены.

Теорема XI.10 (теорема Бирмана). Пусть Л и В — самосопря-
женные операторы со спектральными проекторами £а (А), Еа (В)
соответственно. Предположим, что
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(a) Et(A) (Л — B ) £ / ( 5 ) € 5 r i для каждого ограниченного интер-
вала /;

(b) Л и В взаимно подчинены.

Тогда Q* (А, В) существуют и полны.

Доказательство. По симметрии и в силу предложения 3, доста-
точно показать, что существуют Q± (А, В). Пусть £ e (C)=s
s=£ ,_- а)С и £ ; (С) =з £(_„,, _а] и [а, ~)(С), где С есть либо А,
либо В. Если / = £ в ( Л ) £ , (В), то Л / — JB^3t по предположе-
нию (а), так что s-lim eiA*Ea (A) Ea (B)e~lst существуют по тео-

t -*• ± «>

реме Пирсона. Пусть ф g Ran Епл(В) для некоторого а„; тогда
для а> а0 существуют

lim e'AtE. (А) е~шц>,
t-+ ± =0

и чтобы показать, что существуют £2±(Л, 5 ) ф , достаточно убе-
диться в том, что

lim р и р | | £ ; ( Л ) е - ' д ' ф ( П = О. (27)

Пусть теперь f и g—функции, участвующие в определении под-
чиненности А оператору В. Пусть F (a) ~ inf / (x). Тогда

Ul>Ul>
F (а) —* оо при а —<• оо, так как f —» оо. Таким образом,

tCF(a)-4f(A)g(B)-4\[ sup !gr(л:)П||Ф||.

и, значит, (27) выполнено. 1

Теоремы Куроды — Бирмана и Бирмана имеют следствия, ка-
сающиеся сильной сходимости, подобные предыдущим следствиям.
Мы отнесли их к задачам (задачи 23, 24).

Есть множество условий, возникающих в приложениях, кото-
рые не покрываются предыдущими рассуждениями. Например,
допустим, что А ^ 0, 5 ^ 0 и А2 — В2^Э1. Существуют ли
£2±(Л, В)? Или рассмотрим Л = — A + V, В=== — А на R" Если
п ^ 4 , то (A-\-i)~l — (Я4-О" 1 не принадлежит Эг ни при каких
нетривиальных V; однако, как мы увидим, (Л + Е)~к — (В-\-Е)~к

принадлежит 3lt если k достаточно велико. Следует ли отсюда,
что Q- (Л, В) существуют? Ответ на оба вопроса положительный
вследствие общего принципа, который мы сейчас опишем.

Определение. Функция ф на открытом подмножестве Г с К

называется допустимой, если 7"= и /„, где /л

= = !( ал>Рл) н е пере-

крываются, N конечно или бесконечно и



3. Основные принципы теории рассеяния в гильбертовом пространстве 41

(a) вторая производная в смысле обобщенных функций <р" при-
надлежит L1 на каждом компактном подынтервале из Т;

(b) Ф' на каждом интервале (аа, PJ либо строго положительна,
либо строго отрицательна.

Пример 1. Если Т = (О, сх5) = /1, то ф (х) =х1'3 допустима. Отме-
тим, что если А*=Аи В2 = Ви то до тех пор, пока Л, £3>0,
имеем Л = ф(Л1), 5 = ф(£г) и /Ij — В^Эо если Aa—Bi^3i.

Пример 2. Если Т = (0, oo) = /s, то ц> (х) = х-1/п—а допустима.
Заметим, что если Л > —а, В> —а и AJ = (A+a)"n, Bi=(B+a)~n,
то Л = ф(Лх), B = y(Bi) и At— £,€*!, если (Л+а)-" —

Теорема XI.11 (принцип инвариантности —случай операторов
со следом). Пусть ф —допустимая функция на открытом мно-
жестве Т. Предположим, что Л и В —самосопряженные опера-
торы, причем а (А), а (В) с Т, и что в каждой граничной точке Т
либо ф имеет конечный предел, либо ни А, ни В не имеют в ней
точечного спектра. Допустим, что А—В принадлежит классу
операторов со следом Тогда й± (ф (Л), ф (В)) существуют, полны и

(A, B)ET,(B),

где 7\ (соответственно TJ—объединение тех интервалов, где
ф' > 0 (соответственно ф' < 0)

Вообще, те же выводы имеют место в том случае, если усло-
вие А —В £3t заменить предположениями либо теоремы Бирмана,
либо теоремы Куроды — Бирмана.

Условие в граничных точках наложено лишь для того, чтобы
можно было аккуратно определить Ф ( Л ) И Ц>(В).

Прежде чем доказывать теорему, заметим, что существует ее
вариант для того случая, когда применим метод Кука; см. до-
полнение 3. В связи с примерами 1 и 2 и в качестве их про-
должения отметим, что справедливы такие утверждения:

Следствие /. Если Л и В — положительные операторы и
Л2 — В*£Зи то й * (Л, В) существуют и полны.

Следствие 2. Если А и В — положительные операторы и
Л 1)-* — (В2 + 1)-1£Зи то Й±(Л, В) существуют и полны.

Следствие 3. Если А и В —такие операторы, что Л, £3>—
и (Л-f'c)"* — {B + a)~k£9t для некоторого k, то п±(А, В) суще-
ствуют и полны.

Следствие 4. Если Л и В—самосопряженные операторы и
е~А— e~B£3i, то Й±(Л, В) существуют и полны.
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Мы еще вернемся к условиям, которые обеспечивают выпол-
нение требований следствия 3. Слабая форма следствия 3, доста-
точная для всех приложений, может быть доказана с помощью
метода, которым доказывалась теорема XI.9 (задача 25) В ка-
честве подготовки к доказательству теоремы XI.11 докажем сле-
дующую лемму.

Лемма 3. Пусть ф—допустимая функция. Тогда

(a) если Y d R. имеет нулевую меру Лебега, то <р [Y П Т] и ср-1 (У)
имеют нулевую меру;

(b) для любой w € L* (а„, P J в случае Ф' > 0 на (а„, P J имеем

lim ) I ) е-'«я+яр$.»w (X) dx j dt = O. (28)
' - • » 0 -00

Если ф' < 0 на (а„, Рл), то s—•оо в (28) надо заменить на
S—<- — оо.

Доказательство, (а) См. задачу 26.
оо

(Ь) Так как (2я)" 1 / 8 $ е1
 (^+'<Р(М)Ш (Я,) dA есть обратный фурье-

— ао

образ е'***» о» (А), то из теоремы Планшереля следует, что
оо оо

2 dt.
О — оо

Поэтому необходимо доказать (28) только для таких w, линей-
ные комбинации которых плотны в L* (а„, Рп), например для w,
являющихся характеристическими функциями отрезков [а, Ь] с
<=(«„, р„). Так как ф" из L1 на (<х„, Р„), то ф есть ^-функция"
и, следовательно, inf Ф ' ( 0 = = Т > 0 . Пользуясь тем, что

при t > 0, s > 0, мы видим, что
ь ь

К e-t ок*5Ф (х» <& | =* | J (< + ар' (Щ-1 -§£е-'
а а

где последнее неравенство получено интегрированием по частям.
Устремляя s к оо и замечая, что каждый член стремится к нулю
в L a (0, оо) как функция t, мы приходим к (28). |
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Доказательство теоремы XI.11. Пусть С^А — В = ^Ха (-фя, .)-фя,
и пусть т|£ Ran £(«„,&„) (В) Л <»^(5). Тогда, согласно (22),

<
(29)

В силу леммы 3 (Ь), все отдельные интегралы в правой части
(29) стремятся к нулю при s —•>• оо (соответственно s —*• — оо),
если ф' > 0 (ф' < 0). Так как каждый интеграл ограничен вслед-
ствие леммы 1 величиной 2п||фл | |

а | | |т11||2 и 21^я11г1 )я1а=Тг ( | С | ) < оо,
то сумма в правой части (29) стремится к нулю. Согласно пред-
ложению 1, £2±(Л, B)e-ivws = e-ifiA)s£l±(A, В), так что

I Q* (А, В)п (ф' > 0 ) ,
Sf] = < _ л ,lim i

-»• ± «.

По лемме 3(а) Рас (ф (В)) == Р а с (В), так что в том случае, когда
след А — В конечен, теорема доказана.

Чтобы доказать ее в более общих предположениях, рассуж-
даем следующим образом. Если AJ—JB принадлежит 3f

1, то
s-lim ег<р(̂ )'Уе-'<р<в>' существуют и удовлетворяют аналогичному

/ - * ± »
уравнению принципа инвариантности. Доказательство совпадает
с проведенным выше. Пользуясь этим более общим результатом
и вводя операторы J, подобно тому как это делалось при дока-
зательстве теорем Куроды — Бирмана и Бирмана, легко распро-
странить принцип инвариантности также и на эти случаи. При
этом J зависят от Л и В, а не от ф (Л) и ц>(В). Вопросы не-
прерывности мы снова оставляем читателю (задача 28). |

Теорема XI.12. Пусть В — положительный самосопряженный
оператор. Предположим, что С — симметрическое ограниченное
в смысле форм возмущение В с относительной гранью а < 1
и что

k-1f*^3i. (30}

Тогда А = В + С есть форма самосопряженного оператора, удов-
летворяющая условию

{А + £ ) - * - (В + £ ) - * € ? i (31>

при всех достаточно больших Е. В частности, Q± (А, В) сущест-
вуют и полны.

Доказательство. Последнее утверждение вытекает из (31) и треть-
его следствия теоремы XI.11. С помощью повторного применения
тождества
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находим, что

(А + £)-*= (В + £)"*— S (Л+£)~'С (В+ £)-*+'-»,

так что (31) вытекает из
(Л + £)-'С(В + £)-*-1+ '6Я г, / = 1 k. (32)

С помощью рассуждения, основанного на комплексной интерпо-
ляции (задача 29а), это получается из

(Л + £)->/»С (В + Е)-"-1'2 6 Эи (А + £)-*-!/• С(В + Е)-1" 6 Э±.
(33)

Первое включение в (33) вытекает из условий теоремы (30) и
из ограниченности (A+E)~1/a {B+ 1)1/8. Остается доказать только
второе включение для больших по модулю отрицательных £.
Выберем £ настолько отрицательным, что

L'*t = y<l. (34)
Тогда

так что

, (35)

где сумма берется по соответствующему семейству членов, для
которого 1г+ ... -\-lm = k. При помощи комплексной интерполя-
ции между (30) и (34) (задача 29Ь) получаем, что

\В + Е)-1'-1'С(В + Е)-*/*£Эк,11, lt=l k, (36)

где 3 „ — двусторонние идеалы в 3? (9С), описанные в дополнении
к § IX.4. Пользуясь неравенством Гёльдера для этих идеалов
в каждом члене (35), применяя (34) к сомножителям с /г = 0
и (36) к сомножителям с /, > 0, видим, что каждый член в пра-
вой части (35) принадлежит Эг и что его норма ограничена
величиной const ym. Вследствие множителя ут сумма в (35) схо-
дится, так что (В + £)-1/а(Л + £)-*С(В + £)-1/ а принадлежит 3t.
Поскольку (Л + £)-1''а(В-+-£) + 1''2 ограничен, второе утверждение
в (33) выполнено. |
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Суть доказанной теоремы в том, что во многих приложениях,
когда В— дифференциальный оператор, а С —оператор низшего
порядка, можно проверить, выполнено или нет условие (30).
Главный абстрактный результат описан в дополнении 2.

В заключение этого раздела скажем несколько слов о теории
рассеяния в паре гильбертовых пространств. В § 10 будут рас-
смотрены физические системы, для которых метод пары гильбер-
товых пространств представляется естественным. В этом разделе
мы дадим способ сведения задачи для двух гильбертовых прост-
ранств к задаче в одном пространстве. В типичных приложениях
можно пользоваться или этой теорией сведения, или теоре-
мой XI. 13.

Определение. Пусть В и Л —два самосопряженных оператора
в гильбертовых пространствах Ж1 и Ж* соответственно, и пусть
J—ограниченный оператор из Ж^ в Жг. Будем говорить, что
й± (Л, В; J) существуют, в том и только том случае, если су-
ществуют сильные пределы

Й± (А, В; J) = s-lira eiAtJe-<BtPtc (В).

Операторы й± (Л, В; J) могут не быть изометрическими, и
тем не менее справедливо

Предложение 4, (Кег Я+ ) х з= Ж\а есть инвариантное простран-
ство оператора В, и Жш = Ran Q+ есть инвариантное прост-
ранство оператора Л. Далее, В \Ж[п унитарно эквивалентен
Л \ fflin. В частности, спектр А \Ж\а абсолютно непрерывен. .

Доказательство. Как в обычной теории,
Btt (37)

откуда следует, что e~iBt (соответственно e~iM) оставляет Ж{а

(соответственно Ж\^ инвариантным. Легко видеть, что полярное
разложение оператора из Ж± в себя расширяется до операторов
из Жх в Жг. В результате Й + имеет разложение Й + = V j Q+ j ,
где |Q+1 = [(&+)• Q+]1/2 в ^ ( 5 ^ i ) , a V — частичная изометрия
с начальным пространством Ж\п <=. Жг и конечным подпростран-
ством Ж in <=. 5%г. Утверждается, что

ve-'8*, • (38)

откуда будет следовать утверждение об унитарной эквивалент-
ности. Вследствие (37) ( Q + ) * e - M t = e - ' a * (Q+)», поэтому

(Q+)* Q+e~iBt = (Й+)*
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В силу единственности положительного квадратного корня (тео-
рема VI.9), \Q+\e~iBt = e~iBt\Q+ | , так что из (37) следует, что

В результате (38) выполняется в применении к векторам из
Ran | Q+ | . Для завершения доказательства (38) заметим, что на
векторах <р из (Ran | f i + j)J- = Ker | Q+ | = Ker V, очевидно,
e~lAtV(p = Q. Более того, Ve~'Btq> = 0, так как мы видели, что
е-//» оставляет Ker\Q+\ = (S%'ln)-L инвариантным. |

Легко видеть, что теперь, по цепному правилу, если й± (Л, В; Jx)
и Q± (В, С; У2) существуют, то существунэт также й± (Л, С; У ^ )
и они равны й± (Л, В; Ух)й± (В, С; У2).

Может случиться, что Ж\п не совпадает с R a n P a c ( 5 ) ; пусть,
например, J = 0.

Определение. Если (Kerfi±)-L = R a n P a c (В), мы называем Q± полу-
полными. Если, кроме того, Rant2± = R a n P a c (А), мы называем
Q± полными.

В физических ситуациях часто есть некоторый произвол в вы-
боре J Поэтому важно иметь критерии, обеспечивающие равен-
ство Й± (А, В; Jj) = Q± (А, В; J2).

Определение. Будем говорить, что операторы Уг, У2 ^ ,2? (S%lt S?c)
асимптотически ^-эквивалентны, если

В большинстве приложений в этом убеждаются посредством
доказательства компактности J1 — J2 или компактности (Ji — J2)X
Х(Б-И')~* при некотором k (задача 18).

Определение. Пусть J £ £ (S^t, SV2) и J' £ <& (Ж„ Ж^- Будем
говорить, что J' есть ^-асимптотический левый обратный к J
(для краткости В-левый обратный), в том и только том случае,
когда J'J асимптотически В-эквивалентен единичному оператору /.

Доказательство следующего аналога предложения 3 мы остав-
ляем читателю (задача 30).

Предложение 5. Пусть В и А—самосопряженные операторы
на гильбертовых пространствах Жг и Жг соответственно. Пусть
J €&{$%!, &2), и предположим, что Q± (А, В; J) существуют.

(a) Пусть У, £«i? (52?!, 3%г). В этом случае Ух асимптотически
5-эквивалентен У тогда и только тогда, когда Й± (Л, В; У*)
существуют и равны Й±(Л, В; У).

(b) Если У имеет 5-левый обратный, то й± полуполны.
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с̂) Пусть У—любой в-левый обратный. Тогда Q±(A, В; У)
полны в том и только том случае, если Q±(fi, Л; У') суще-
ствуют и У является Л-асимптотическим левым обратным к У .

(d) Если У* есть в-левый обратный к У, то £2± (Л, В; У) суть
частичные изометрии с начальным пространством R a n P a c ( B ) .

Отметим, что теорема Пирсона сохраняется без всяких изме-
нений в формулировке и в доказательстве, если определить
3t фбх, S%t) как множество таких операторов Л g Jg {SKX, Ш
для которых (A*A)1»e3(S^)

Теорема XI.13 (теорема Белопольского — Бирмана). Пусть В
и Л—два самосопряженных оператора на гильбертовых прост-
ранствах 9СХ и $£2 соответственно, имеющие спектральные разло-
жения Ея(А) и Еа(В) Допустим, что У £ 3 ($?и $%2) удовлет-
воряет условиям

(a) У имеет двусторонний ограниченный обратный;
(b) для любого ограниченного интервала /

(с) для любого ограниченного интервала / оператор (У*У — 1)х
х£"/(В) компактен;

а также либо

Ч<М УО (£) = £> (Л).

либо
(d.) JQ(B) = Q(A).

Тогда £2± (Л, В; У) существуют, полны и являются частично
изометрическими операторами с начальным пространством
R a n P a c ( 5 ) и конечным пространством Н а п Р а с ( Л ) .

Доказательство. Пусть Jf=Ef(A)JEf(B) и У; = £ /(5)У~1£ /(Л).
В силу обобщенной теоремы Пирсона и условия (Ь), операторы
Й±(Л, В; У7) и Q± (В, Л; J*,) существуют. Более того, мй утверж-
даем, что Уу асимптотически Л-эквивалентен J). Действительно,
в силу (с), £/(В)(У*У — 1) компактен, значит, Et(B){J* — У~1)
компактен и, следовательно, У* — J', компактен. Тогда из леммы 2
вытекает асимптотическая эквивалентность. Следовательно,
{^(fi, Л; У)) существуют по пункту (а) предложения 5.

В силу условия (d), мы можем с помощью метода теоремы
XI. 10 показать, что

Jim /sup (I£<_.. -в)и(а.~,(Л)Уе-'"вЧЯ)}=0,

если q> £ Ran Я г (В), так что О*1 (А, В; У) существуют. Подобным
образом существуют и Q±(B, А; У"1). Тогда из пункта (с) пред-
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ложения 5 следует, что Q±(A, В; J) полны. Воспользовавшись
еще раз условием (с), заключаем из пункта (d) предложения 5
и леммы 2, что &* (А, В\ J) суть частичные изометрии из R a n f a c ( B )
в ЪгпРп{А). I

дополнение 1 к § XI.3. Метод стационарной фазы

В этом дополнении мы изложим метод оценки [е~пв]<р(х)
в случае, когда В — дифференциальный или псевдодифферен-
циальный оператор. Затем мы покажем, как применяются эти
оценки, доказав, что £2± (А, В) существуют, если А —В есть
оператор умножения на соответствующую функцию. Наконец,
мы обсудим, как, основываясь на этих оценках, обращаться
с волновыми уравнениями второго порядка § 10 и 16.

Ключевая идея метода—это идея стационарной фазы. Пере-
пишем е~ивц> {х) в виде J и (k) ei<ai <ку dk, где со—• оо, когда t—• <х>.
Если со—<• оо, то быстрые осцилляции в eiafik'> гасят друг друга.
Такая компенсация меньше в тех точках, где / меняется мед-
леннее всего, т. е. в тех точках, где (V/)(*) — 0- Эти точки
называются точками стационарной фазы. Мы сначала оценим
интеграл в тех точках, где Vf Ф0, а потом исследуем точки
стационарной фазы.

Для заданного открытого множества 0 с R" пусть С1 (б)
обозначает пространство / раз дифференцируемых функций на 6,
на котором введена топология как на пространстве Фреше с по-
мощью полунорм

I/L= sup 2 |Я7(*)1.
А б Л | 0 6 | < /

где К пробегает все компактные подмножества в 6. Сначала
мы выделим точки стационарной фазы в асимптотиках интегралов

вида [el(uftk)u{k)dk.

Теорема XI.14. Пусть К — компактное подмножество в К".
Предположим, что / — вещественнозначная функция, определенная
в окрестности 6 подмножества К, такая, что f£Ct+l(6) и grad/
не обращается в нуль на всем К. Тогда для всех u^C'0(K[ni)

6 - ( l + | c o | ) - ' ! " i * , ~ , (39)

где fl«I«.-~ 2 «Da«L.
laps*

Кроме того, если М с Cl+1 (о) есть компактное подмножество
в Ct+l, на котором (grad/) {k) не обращается в нуль ни при
каких k£K и / € М, то постоянная с в (39) может быть выбрана
равномерно для всех / £М.
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Доказательство. Сначала фиксируем /. Для всякого k£K можно
найти окрестность Uk этого k, a f t > 0 и / £ { 1 , ...,п\, такие,
что |dfldkj \~^ak во всех точках из U\. Вследствие компакт-
ности К его можно покрыть конечным числом таких множеств
Ult...,Un. Найдем далее ц>г, ..., Ф„€С„~ (6). такие, что
supper с: Ui и 2 Ф* (#)=*! для у£К. Записывая подынтегральное
выражение в виде

и пользуясь тем, что ||ф/ы|Ь, . ^ С Д ы || гf „, мы видим, что рас-
смотрение свелось к случаю, когда df/dki > а > 0 на всем К.

Так как df/dki^O на /С, то при помощи теоремы о неявной
функции можно найти окрестность Vk любого k£K и Сг+1-функ-
цию g, такие, что g(J(k), k2, . . . . &„) = <^х, . . . , kn> при всех
k^Vk. Пользуясь, как и выше, разбиением единицы {ф }̂, можно
считать, что одна функция g годится для всего К. Пусть

). К • • •> К> Т

)
Следовательно,

(1 + 1 ю | ) ' | S и (Л) e ' w (ft) d« | < D [I (и о g)

что доказывает (39).
Из приведенного доказательства видно, что в некоторой ок-

рестности N функции / в Cl+1 (6) можно пользоваться одним и
тем же (/s и т. д. и получить таким образом (39) с фиксирован-
ной константой с' для всех f£N. Покрывая М такими окрест-
ностями, получим последнее утверждение теоремы. 1

Следствие. Пусть Р: Rn—-R принадлежит С™, и пусть и € if (Rn) —
такая функция, что и имеет компактный носитель. Пусть Ъ —
открытое множество, содержащее компактное множество
{grad/>(£)[ k gsuppu}. Пусть

щ (х) = (2я)~^ г J exp [i (x-k — tP (k))] и (k) dk. (40a)

Тогда для любого т существуют с, зависящая от т, и, и S,
такие, что

(40Ь)

для всех х, t, для которых x/t не лежит в
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Доказательство. Положим f(k) = (\x\ + \t\)-1[x-k — tP(k)] и
со = |л:| + | ^ | , Так что (40Ь) принимает вид (39). Так как
4Jtf=(\x\ + \t\)-1[x — tvkP], если x/t£%, то VJ не обращается
в нуль. Далее, можно устремить x/t к оо в заданном направ-
лении и получить предельные функции, градиент которых тоже
не исчезает Значит, функции / лежат в соответствующем ком-
пактном подмножестве в O + I , откуда и вытекает (40b). |

Оценка (40) имеет красивую и простую интерпретацию. Пред-
ставим себе классическую систему с импульсом k и гамильтоно-
вой функцией P(k), не зависящей от х. Такая система имеет
постоянную скорость v=vP(k). Значит, классический «пакет»
и (k) имеет скорости из Ъ. Неравенство (40) говорит о том, что
вне классически разрешенной области «квантовый» волновой
пакет ut (x) очень быстро спадает. Далее мы рассмотрим вклад
изолированных точек, в которых grad/ исчезает.

Теорема XI.15. Пусть / —вещественнозначная С~-функция,
определенная в окрестности нуля в R". Допустим, что
(grad/) (0) = 0 и что матрица Aif = (difldkidk/) (0) обратима. Тогда
существует такая окрестность нуля б, что при любом s > /г/2
найдется с, для которой при в ;ех и£С™{6) и ^ l

u(k) еш> '*' dk | <ссо-'"1! ||ы||s. , . (41)

Кроме того, если задана одна такая /0, то существуют окрест-
ности нуля Qt и 62, такие, что 6Х сг 62 сг б, и окрестность оЛГ
функции /0 в С1 (62)-топологии (с некоторым /). такая, что (41)
выполнено для всех «€^" (6 , ) и всех f№

Доказательство. Сначала выберем некоторую /, удовлетворяю-
щую условиям теоремы. Утверждается, что существуют б и обра-
тимое С"-отображение X: б—-6', такое, что X (k) — k + О(k2) и

), AX{k)). (42)

Так как (grad /) (0) = 0, то, по теореме Тейлора с учетом оста-
точного члена, /{Щ — f (0) + 1/a(B(k)k, k), где

Будем искать теперь С°°-функцию R (k) со значениями в множе-
стве лхл-матриц, такую, что R* (k) AR (k) = В (k); в самом деле,
если мы выберем X{k) — R(k)k, то (42) будет выполнено. Пусть
М — векторное пространство /гхл-матриц и Ма — векторное прост-
ранство симметричных п х «-матриц. Рассмотрим функцию F из
MxMt в М8, заданную равенством F (R, B) = R*AR — B. Тогда
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(DRF) | д = / , В=А—градиент по переменным R—есть отображение
Т из М в Mit заданное как Т (С) = С* А -\- АС. Если задано
£)£MS , то Т (1/aA~1D)=D; значит, Т сюръективно, так как А
невырожденна. Поскольку F (/, Л) = 0, то, по теореме о неявной
функции, для некоторой окрестности Л точки А существует
С~-функция R: Л—• М, такая, что

R*(B)AR(B) = A, R(A)=l.

Выберем б так, чтобы B(k)£A, если k£Q. Положим X (k) =
z=R(B (k)) k. Тогда X принадлежит С°°, удовлетворяет условию (42),
и так как B(k) = A + O(k). то R(B(k))=l+O(k), откуда

k O{k))
Положим теперь г/ = Х(&). Тогда

= I Г v (у) eiw (У- АУН* dy

где v(y) = u(X-1(y))[det{dX/dko Х-^уЩ-К По теореме План-
шереля,

v (k) el^ A~*W™dk (43)

с подходящей константой сх, зависящей от А. Таким образом,

| J и (Л)

Остается доказать утверждение о равномерности в конце
теоремы. Прежде всего заметим, что для всех / вблизи /0 в топо-
логии Са (б) существует единственная точка k (/) вблизи нуля,
в которой (grad f) (k (/)) = 0. В самом деле, пусть $:6хС2 (6) - * R"—
отображение, заданное равенством $ (k, f) = (grad/) (k). Тогда
55 (0, /o) = O, a Dk"§ | k=o. f=f0 можно считать обратимым отображе-
нием А. Последнее утверждение следует из теоремы о неявной
функции. Теперь утверждение о равномерности можно получить,
замечая, что размер б и константа с в приведенном доказатель-
стве зависят лишь от конечного числа производных. 1

Следствие. Пусть Р есть С°°-функция на R", и пусть и£
€ & (К")—такая функция, что и имеет компактный носитель и
пересечение

supp и П {k | det [d^P/dtii dkj] =. 0}
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пусто. Пусть ut(x) задано посредством (40а). Тогда

| М * ) | < с | / | - " / « (44)

для 111 > 1 и для всех х.

Доказательство. Пусть у- — ограниченная _окрестность йирр ы,
такая, что det [d'P/dk^k^^O, если k £f-. В силу следствия
теоремы XI. 14, нужно доказать (44) лишь для x/t из S =
=={gradP(A)| k£f-}. Для каждого p — x/t из % градиент

исчезает лишь в конечном числе точек в ^ , так что, привлекая
разбиение единицы и теорему XI.15, убеждаемся в том, что (44)
выполнено для p = x/t. Вследствие равномерности—одного из
утверждений той же теоремы —эта оценка выполнена на самом
деле в некоторой окрестности р. В силу компактности S, оценка (44)
выполнена для всех х и t |

Чтобы понять, как можно использовать эти оценки в теории
рассеяния, докажем следующую теорему.

Теорема XI.16. Пусть Р— такая вещественнозначная С-функ-
ция на R", что множество

. а

М = {£| grad/>(£) = 0 или

имеет меру нуль Пусть V—такая вещественнозначная функция
на R", что при некотором т

( l + | x | ) - - V € L e (45а)

и при всех а, Ь > 0

К . N 1/9

) |V(*Q|«dx) dt <oo. (45b)
Пусть Я 0 = Р(—i'v) t и пусть Н—самосопряженное расширение
HQ + V, определенное на <!? (R"). Тогда существует

s-lim е1Нее-ш°'.

Доказательство. По методу Кука достаточно доказать, что

| |d<< оо

для всех и из ей — некоторого подмножества в W~x [С?], плот-
ного в L%. Пусть @) — {и\ ы^СТ. supp«nAl = 0 } . Для таких и
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ПОЛОЖИМ

2а =. inf | grad P (k) |, 6/2= sup ̂  | grad P (k) |.
fccsuppu Acsuppu

Тогда, в силу следствия теоремы XI. 14 и предположения
(1+1 х \)~mV € L*> получаем

JJ
\x\>b\t\ или

так что остается доказать неравенство

И S \V(,x)\*\u±t{.X)\*dx\/tdt<oo.
I \at<lx[<bt )

Так как | ы ± < ( д ; ) | * ^ с ^ ~ в согласно следствию теоремы XI.15, то
эта оценка вытекает из (4бЬ), если сделать замену переменных

t

Пока мы показали, как с помощью метода стационарной фазы
оценить поведение при больших временах решений уравнения
типа Шредингера iut =* Р (— iV) и. Те же идеи позволяют сделать
оценки поведения при больших временах решений уравнений
свободных классических релятивистских полей

Ф п = (А—т«)ф, x£Rn, t£R. (46)

Будем называть решение уравнения (46) регулярным волновым

пакетом, если фурье-образы начальных данных / = Ф ( - , 0 ) и

gas<p t(., 0) принадлежат С°° и имеют компактный носитель; кроме
того, если т =* 0, то потребуем еще, чтобы k «= 0 не входило в но-
ситель. В аксиоматической квантовой теории поля некоторые
авторы называют регулярные волновые пакеты «гладкими ре-
шениями».

Очевидно, Ф = Ф + + Ф _ , где

Ф± {х, t)=*{2n)-«'* J e±«n<*v'**u± (k)dnk;

Заметим, что если <р — регулярный волновой пакет, то ы±
и если т = 0, то O(j-suppu±.

Т а к к а к d k J V W
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то
Р± нэ sup {| grad ц (k) 11 k € supp u±}

меньше единицы, если т > О, и равно единице, если т = 0.
Более того, если m > О, то {Ми} строго положительно опреде-
лена и потому обратима. Эта матрица имеет п — 1 собственных
значений, равных (№ + т2)-1/2, и одно, равное т г ( £ 2 + т а ) - 3 / 2 .
Если т = 0 и кфО, то {М;/} строго положительно определена
в направлениях, ортогональных к k, однако k — собственный
вектор с нулевым собственным значением.

Для случая т > О методы стационарной фазы непосредственно
применимы и приводят к следующей теореме.

Теорема XI.17. Пусть ср — регулярный волновой пакет для урав-
нения Клейна —Гордона (46) с /п=£0. Тогда

(a) при некотором р < 1 и любом N найдется такая cN, что

|ф(х, 0 | < С л , ( И + | * | + 1)-", если \x\^pt;

(b) найдется такая постоянная d, что

|ф(х, • 0 | < d ( l + l * | ) - / l / 2 при всех х, t,

где п — размерность пространства.

Можно выбрать p = 1/g(l-f-maxp±-). По существу (а) есть не-
которого рода условие конечности скорости распространения для
уравнения Клейна — Гордона. Так как начальные данные не имеют
компактного носителя по х, то мы не можем ожидать исчезно-
вения решения, когда \х\ велико по сравнению с \t\, однако
оно быстро убывает. Отметим, что при такой «конечной скорости
распространения» скорость в действительности меньше единицы.

Для нужд § 16 отметим такое следствие теоремы XI. 17

Следствие. Если ф —регулярный волновой пакет уравнения
Клейна — Гордона (46) с /п=И=0, то

R"

Доказательство. Разобьем область интегрирования по х на две
части: | х | < ^ и \x\~^t. По условию (Ь) первый интеграл может
быть оценен следующим образом:

Второй интеграл, по условию (а), стремится к нулю скорее, чем
любая степень \t\, и, в частности, ограничен константой са. Вы-
берем теперь С — тгх{сг, с2\. I
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Теперь рассмотрим случай т = 0. Теорема XI. 14 непосред-
ственно применима и приводит к оценке

|Ф(Х, t)\^cM. в ( | * | + ! ' | + 1 ) - Л . если | х | > ( 1 + е ) | * | или

Подчеркнем роль условия O(£supp«± при т = 0, ибо, например,
последняя оценка в одномерном случае (га=1) не справедлива,

если g — q>t('> 0) таковы, что g (0)^=0. Фактически в одномерном
случае решения уравнения q>u = <pxx с начальными данными в &f
удовлетворяют условию

оо

lira Ф(ЛС, t)=-L f <pt{y, O)dy (47)
— оо

для любого фиксированного х, так что ср (х, t) не стремится к нулю
при \х\ ^ ( 1 —s) \t\.m. Условие (47) следует из явной формы реше-
ния в одном измерении:

I ф ^ ° ) ^ 4 [ ф ( * + ' 0) + Ф ( * - * , 0)].

Эта формула также показывает, что ЦфЦ, в случае га = 1 не убы-
вает как \t\-n'2; на самом деле доказательство быстрого убыва-
ния, справедливое при т > 0, не проходит при т = 0, так как
\Ми) уже необратима. Однако {Ми} невырожденна в п — 1 на-
правлениях; поэтому мы ожидаем и докажем, что ф удовлетво-
ряет неравенству

|Ф(*. 0 | < ^ К | - ( " - 1 ) / ! . (48)
Если d не зависит от х, то (48) достаточно доказать для любого
фиксированного направления х, так что мы возьмем х=<х1г 0,
. . . . 0>, Xi > 0. Значит, надо проследить за

ф ±(л:, 0 = (2л)-«/2 J

Мы исследуем ф_ для положительных ;̂ остальные доказатель-
ства аналогичны. Выберем е > 0 таким образом, чтобы ы_ исче-
зала в шаре радиуса 2s вокруг нуля. Выберем Xi и %i£C°°(R.n)
так, чтобы было Xi + X a = l и X i ( * ) = ° при ^ < е, Хг(*) = ° при
К > 3/3 е. Запишем

Ф_ {х, t) =

+ (2я)
At < зе/2
| * |
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Так как yk (— 11 k \ + * Л ) исчезает только при kt > 0, kt =* . . .
•.. = k == 0, то вторая область интегрирования не содержит точек
стационарной фазы и, значит, второй интеграл стремится к нулю
быстрее любой степени /. В итоге осталось исследовать только
первый интеграл. Для этого сделаем замену переменных, выде-
ляющую направление, вдоль которого фаза стационарна. Опре-
делим

Очевидно, k*-*K есть диффеоморфизм на аАГ = {& | £, > e}. По-
N

скольку \k\ = Ki+£ K/(k)a, то при подходящих g и h имеем

(2я)-" / 2 Сл-«1*1

(2я)-"/2 J ехр Гf/Ci (*j - 1 ) - « Д /С? 1 g W«

J exp f - (4fO"x 2 *//
Л.1 \ /=2R»-i

X

X\h(x,~t, уг yn)\<in~xy,

откуда следует, оценка (48). Итак, имеет место

Теорема XI.18. Пусть <р — регулярный волновой пакет волно-
вого уравнения (46) с т ~ 0. Тогда

(а) при любом е > 0 и любом " N найдется такая с^ Е, что
0 | l H | * ! ) - " , если | х | < ( 1 — е ) | * | или

(Ь) для некоторого d при всех х и t

Наше определение регулярного волнового пакета при т = 0
включает требование, что фурье-образы начальных данных обра-
щаются в нуль вблизи начала координат. В сущности, для пункта
(Ь) это условие не нужно. На самом деле, опираясь на явные
формулы для решения или на более подробный анализ методом
стационарной фазы (задача 33), можно доказать, что имеет место-
следующая

Теорема XI.19. Пусть ф (лс, t) — решение (46) при т = 0 с на-
чальными данными в if (R"). Тогда:
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(a) при любом IV и г > 0 найдется такое сд/, Е, что

(b) при любом е > 0 найдется такое с8, что

(c) найдется такое d, что
\t\)-«-w при всех х и /.

Когда п четно, результат (Ь) наилучший возможный. В самом
деле, если Л = <р(-, 0) = 0 и / = <pf(., 0)€С0°\ то при фиксиро-
ванном х имеем <р(х, 0 ^с^-^- 1 » J l(y)dyt причем с„^=0, если
п четно. Но если п нечетно и больше единицы, то, в силу прин-
ципа Гюйгенса, оценка пункта (а) имеет место в области
:|jt|<;(l—&)\t\ из пункта (Ь).

Дополнение 2 к § XI.3. Свойства f(x)g(—t'V) как элементов Зр

Для применения теорем теории Като—Бирмана часто бывает
необходимо доказать, что некоторые операторы вида f(x)g(—t'v)
принадлежат классу операторов со следом. Такие операторы воз-
никают также в ряде других ситуаций, и иногда достаточно рас-
полагать более скудной информацией о сингулярных значениях
\цт}, чем сходимость ряда 21Ичя1- Напомним, что Зр—это мно-
жество таких А£3(Ж), что M|(p=s(tr(| Л |^))1/р < оо. Свойства
Э„ и нормы | • 1̂  можно найти в § VI.6 и в дополнении к § IX.4.
Имеют место следующие результаты.

Теорема XI.20. Пусть 2 < < 7 < ° ° и /, g£L«(R"). Тогда
f()(iV)€39 и

Напомним, что ^(IR") есть множество таких /, что ||/||а==
0 *)a/* / ) | < оо.

Теорема XI.21. Допустим, что / и g принадлежат Ц (R") с не-
которым S > л/2. Тогда f(x)g{—t'V) принадлежит классу опера-
торов со следом и

Существует необходимое и достаточное условие принадлежно-
сти f(x)g{—t'V) классу Зг (см. Замечания). Но для приложений
обычно достаточно теоремы XI.21.

Теорема XI.22. Пусть 2 < q < оо и g£ L*,(Rn), f € Li (Rn). Тогда
f(x)e{—iV) — ограниченный оператор с сингулярными значениями
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\in, удовлетворяющими неравенствам

Когда мы говорим, что f(x)g(—tV) принадлежит Зд, мы имеем
в виду, что в 3q есть оператор А, для которого (ф, Лгр) = (/ф,
g(-T-iV)'t) при всех ф и i|? из of (W).

Доказательства теорем XI.20 и XI.21 мы приведем; ссылки
в связи с теоремой XI.22 можно найти в Замечаниях Отметим,
что теорему XI.20 нельзя распространить ни на какое q<2
(см задачу 36). Теорема XI.21 тесно связана с тем, что q^2,
так как из / € Ц (Rn) Для б > п/2 следует, что / £ L1 (R"), и вообще
первое допущение ненамного сильнее второго Теорема XI.22
также связана с теоремой Х1.20втом смысле, что \\Lm\^Lcm~1/0

влечет за собой сходимость или только слабую расходимость
2 1 Мчи I9'так ч т о / W ё (— 'V) почти принадлежит 3q. Теорему XI .22
нельзя расширить на f и g из Li. Например, оператор
|x |~ a | tV |~ a даже не компактен, поскольку он коммутирует с уни-
тарной группой масштабных преобразований.

Доказательство теоремы XI.20. Если q=oo, то / и g принад-
лежат I " , так что \\f{x)g(— W)Lp<| |/LllSlL- Е с л и <?Г2> т о

f(x)g(—t'V) — интегральный оператор с ядром f(x)(2n)-n>*g(x—у)
(см теорему IX.29), так что f(x)g(—Л7) есть оператор Гиль-
берта—Шмидта и \)f(x)g(— iV)i<(2n)-"^\\fUg\\2- Общий случай
теперь можно рассмотреть с помощью интерполяционных методов
дополнения к § IX 4 (задача 35).

Доказательство теоремы XJ.21. Запишем f{x)g(—iV) — AB, где

А = / (х) (1 —Л)- 6 / 2 (1 +х*у>'*, В = (1 + х*)-"1 (1 — Д)в'я g (— fvt.

Тогда В — оператор Гильберта—Шмидта в силу теоремы XI.20.
Пусть h есть фурье-образ (1 + Й 2 ) ~ б / 2 , умноженный на (2п)~п^.
Тогда А — интегральный оператор с ядром f(x)h(x — у) {\ +у2)6п.
Так как / £ Ц > то, чтобы показать, что А— оператор Гильберта —
Шмидта, надо лишь убедиться, что

(I + у2)6\?г (х-у) \2dy ̂ с (I -{-х*)>. (49)

Далее, (1 +& 2 )- б / * имеет аналитическое продолжение Н на
{г| | 1 т г | < 1 } , которое удовлетворяет условию $ | / / (£+fx) | 2d£<oo,
так что, по принципу Пэли—Винера (см. теорему -IX.13),

е*а1л1|Л {х) \гйх< с» для всех достаточно малых а. В частности,

\h\<x)\idx<oo. (50>
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Так как (1 + */ 2 ) б <2 5 (1 +\х — у\*)6(1 +х2)6, то (49) вытекает
из (50) Следовательно, поскольку А и В оба суть операторы
Гильберта — Шмидта, их произведение принадлежит Зх. I

Дополнение 3 к § XS.3. Общий принцип инвариантности
для волновых операторов

Развивая теорию Като — Бирмана, мы обнаружили замечатель-
ный принцип инвариантности (теорема XI.11) для волновых опе-
раторов. Можно задаться вопросом, не выполняется ли этот прин-
цип инвариантности в более общих предположениях, чем при-
надлежность разности А — В классу операторов со следом. Наша
задача в этом дополнении состоит в том, чтобы доказать подоб-
ный результат при предположениях того типа, которые делаются
в методе Кука.

Теорема XI.23. Пусть А и В—самосопряженные операторы
в гильбертовом пространстве Ж и <р —такая функция на конеч-
ном интервале (a, b)cR, что

(i) производная в смысле обобщенных функций <р" принадлежит
Lx и ф ' ( л ; ) ^ а > 0 при всех х£(а, Ь).

(и) Пусть / — компактный подынтервал в (a, b), a S> —плотное
подмножество в Et (В) Р а с (В) 9С, содержащееся в аМ (В) и такое,
что для любого и€&) функция w(t) =seiAte-iBiи сильно диф-
ференцируема и \w'{t)\<=.Lx{±\, ± «>)ПЬ»(±1, ± о о ) ,
\t\a\w' (t)\bL*(±\t ± оо) при некотором а > 0.

Тогда для любого и£@)
ei4>(A)te-hf(B)tu

существуют и равны £2± (А, В) и.
В частности, предположим, что <р—допустимая функция на

открытом множестве Т, таком, что сг(Л), о(В)сТ, причем в каж-
дой граничной точке Т либо <р имеет конечный предел, либо
ни А, ни В не имеют точечного спектра в этой точке. Тогда
й± (ф (А), ф (В)) существуют и

О=ь(Ф(Л),

где Tt (соответственно Г а) есть объединение тех интервалов, где
ф' > 0 (соответственно ф' < 0).

Чтобы доказать эту теорему, надо построить теорию преобра-
зования Фурье (слабо) измеримых .^-значных функций a3W(R; Ж)
(р<оо). Простейшим образом это делается так. Обозначим через
4? (R; 96) пространство С°°-функций из " R в Ж, таких, что
sup[[(1 +\h\)nDaf(%) < оо при всех а и п. Определим преобра-
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зование Фурье как слабый интеграл (напомним, что все векторно-
значные интегралы в этих томах—это слабые интегралы):

f (k) = (2я)- v* J е - " * f (К) dX (51)

С помощью сопряжения операция ~ распространяется на &" ( ; ) ,
а тем самым на Lp (R; 9£)с 8" (R; 9C). В частности, выполняется
теорема Планшереля Действительно, реализуя L* (R; 9£) как
L 3 ( R ) ® y ? (см § 11.4), мы видим, что обобщенный фурье-образ.
есть не что иное, как d F ® ! . Более того, для 'f £ Lx (Л\\9£) ра-
венство (51) выполняется поточечно.

Пусть F^LL(R). Утверждается, что при любом v

F (A) v == (2я)- »/• J F (Я.) г ' м о Л (52)

для любого самосопряженного оператора А. Действительно, (52)
выполнено, если F £ «̂  (R), и, следовательно, с помощью предель-
ных переходов оно переносится и на F^Ll(JR).

Фиксируем функцию ^ € С " ( а , Ь), такую, что g*=l на / и
0 ^ g ^ 1 • Определим

G (t, s) = (2я)~l/2

Лемма I. Пусть ф удовлетворяет условию (i) теоремы XI.23.
Тогда:
(a) G {t, '){-Lx(R) при каждом фиксированном t;
(b) G (t, s) —* 0, когда t—^ ± °о, при каждом фиксированном s;

о

(c) с (ty ш J .| С (/, s) | 8 cte — 0 при t -* оо;

(d) при у^-^ и самосопряженном А

)-v> J G (t, s) e~isA v ds = «-«Ф <̂> g (A) v.

Доказательство, (а) Для каждого фиксированного ^ функция
G (<, •) есть фурье-образ некоторой функции с компактным но-
сителем и вторыми производными из L1. Следовательно, (1 +1%) x
xG (t, )€L°°, так что G (t, •) заведомо принадлежит L1.

(b) Очевидно, \G (t, s) | ^ (2л)-1/4 |^| | х, так что достаточно до-
казать (Ь) для g, являющейся суммой функций дида е~1"*%а (ц) ф' (т|),
которые плотны в L1 (/). Для таких g результат доказывается
легко.

(c) есть просто переформулировка леммы 3(Ь) § 3, a (d) сле-
дует из (52). |
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Лемма 2. Пусть Л £ <&" (R; Щ такова, что ее фурье-образ лежит
в L1 (R; 2П> и пусть С самосопряжен. Пусть G (t, s) такая же,
как в лемме 1. Тогда интеграл

Jh(t)== J G(t, s)e-isCh(s)ds
— ее

существует и

lim 1^Л(0«=0. (53)
t -* ± «

Доказательство. Так к а к h £ L l , то Л п р и н а д л е ж и т L " , так что
н у ж н ы й и н т е г р а л существует в силу леммы 1 (а) . Пусть v96
Тогда

(G(t,s)e+isCv,h(s))ds =

-*)g(C — *)y, h(k))dk

в силу теоремы Планшереля и леммы 1 (d). Поэтому

«•/Л(О|К!|ЛЦ^. (54)

Вследствие (54) достаточно показать, что (53) выполняется для
.тотального подмножества h в L1, так что рассмотрим случай
h (k) = / (Л) и; / € Со" (R), и € ̂ . В этом случае J f t (t) = F f (С) и, где

-1»g(s—k)dk.

Далее, U^tL^II/lli при всех t и Ft(s)—*O при каждом фиксиро-
ванном s, когда t—* rh о°, в силу леммы 1 (Ь). Следовательно,
по теореме VII.2 (d), s-lim/% (С) = 0, и лемма доказана. 1

Лемма 3. Пусть h {t)~ сильно дифференцируемая функция из R.
в 5?; предположим, что

(О |]Л (0 || —• 0, когда t—+ оо;
(ii) (h'(t)\\€D{R)()L*(Ry,

(iii) \t\<*\\h' (Ol€^(R) ПРИ некотором а > 0.

Доказательство. Пусть G —фурье-образ ft'-. Тогда, по (ii) и (iii),.
G n ^ 2 и | |G(£) -G( / ) |<c e |A — / | e при 6 = min{a, 1[. По (i),

а

[ (v, К (0) d' = lim J (о, ft' (0) dt = lim [(и, ft (о)) - (о, ft (-c))J=O,
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так что G (0) = 0. Следовательно, || G (k) || ̂  с | k |9. Пусть К (k) =

= (/«)-1<3(Л). Тогда ^ \К (k)\dk<oo, так как /г"1 и О обе
1*1 > 1

+1

принадлежат L2 ( ± 1, ± о о ) . Более того, ^ |АТ (&) |сЙ < оо, ибо

\K{k)\^C\k\*-K
Доказательство было бы закончено, если бы мы показал , что

/С = Л. Но К и й имеют одинаковые производные, так что К =
= h-\-v, где и —некоторый постоянный вектор Так как K^L1,
ToK{t)—+0 при t—>-oo вследствие леммы Римана—Лебега, по-
этому из условия (i) следует, что v = 0. |
Доказательство теоремы XI.23. Фиксируем ы££Э и положим

Нужно показать, что / (t) —* 0, когда f—»• оо. Пусть w(t) =
= eiAte~iBtи и K)_=Q~u. Тогда, по лемме l(d) и благодаря тому,
что g(B)u = u, g (A)Q~ « = Q~ g (В) u = Q~ и, имеем

(t, s)e'isji[w_—w(s)]ds.

Выберем положительные С~-функции Ки и К± так, чтобы было
K o € Q , suppK±c:[zt I, ±oo) и /С++А'_ + /С0 = (2л)-1/2. Тогда

/ ( 0 = S //(<), где

// (0 = S *а(/> (s) G (f, s) е-'°А [ш_ —a» (s)]ds

для / = 1 , 2 , причем а ( 1 ) — 0 , а ( 2 ) = + ,

/ s (0 = $ /С- (s) G (f, s) в-»^1 [и»+ — w (s)] ds,

/4 (О = J /C_ (s) G (f, s) e~isA [w_ —w+ ] ds,

причем w+=Q+u. По предположениям теоремы, a также по лем-
мам 2 и 3, /g(£) и It(t) стремятся к нулю при t —* сю. Так как

| Л ( П | < 2 | [ ы | ! ( 2 я ) - ' / г J \G[t, s) |ds.
supp Ko

то /j (f) —^ 0, когда £ —* оо, вследствие неравенства \G(t, s ){<;
^ ( 2 л ) ~ 1 / г U^lli, леммы 1 (b) и теоремы о мажорированной сходимости.

Остается только показать, что /4 (f) —*• 0 при ^—>• оо. Но,

в силу леммы 1 § 3, J |(и, е ~ ' * " ы ) | * ^ 2я ||| ы |||*j|of. Поэтому

•ж оо
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Отсюда следует, что

\К. (s) | г | (v, e~isA (w_ —w+)) |2 cfs< const \\v f,

поэтому I /4 ( 0 1 ^ const с (t), где c(t) определена в лемме 1 (с).
В силу этой леммы, /4 (0 —->• 0. I

В большинстве случаев, когда реально нужна инвариантность
волновых операторов (см. пример 1 (заново) в § 10 или пример 4
в § 11), предположения теории Като — Бирмана выполнены, а из
них в качестве следствия уже вытекает инвариантность волновых
операторов. Тем не менее теорема XI.23 интересна, так как она
показывает, что принцип инвариантности может иметь место даже
тогда, когда нет никаких сведений об асимптотической полноте.

Пример /. Допустим, что выполнены условия теоремы XI. 16»
причем (45) заменено более сильным допущением

J M J \V(xt)\*dx ) dt <oo.
+ 1 \а<\х\<Ь /

Это условие, в частности, справедливо, если | V (х) | ^ с | х\~г~е вбли-
зи оо Тогда Q± (Я2, //о) существуют.

Пример 2. Мы хотим применить принцип инвариантности для
того, чтобы показать отсутствие релятивистских поправок для
рассеяния электронов во внешнем магнитном поле (не обязательно
постоянном), по крайней мере в том приближении, когда магнит-
ный момент электрона полагается равным ehlmc (физическое зна-
чение этой величины отличается от этого примерно на 1 % вслед-
ствие поправок, относимых за счет квантовой электродинамики).
В единицах, в которых Л = с = 1, нерелятивистский гамильтониан
уравнения Шредингера есть оператор"

действующий в L- (R3; С2), где, как обычно, р — — i grad. Вектор а
состоит из спиновых матриц Паули

ГО 11 Г 0 — П П 01
CTi=[l о] ' ст'=[ i °J ' Стз=10 — Ч'

А есть магнитный векторный потенциал и £ = г о ^ . Релятиви-
стская теория описывается гамильтонианом Дирака

# D (Л) =•«• (р —еА) +тР,
действующим в LS(R3;C*). Если С4 реализовано в виде С
то принятый выбор a, (J таков
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Прямая элементарная формальная выкладка показывает, что

1 (g) Hs (A) - (2m)-1 [НЪ (А) - т«].

Если А из С1, причем А и уА ограничены, то эта формальная
выкладка приводит к равенству на уровне самосопряженных опе-
раторов. Если, кроме того, | А (г) | ^ С(1 + г)~1~г, то Q± (Ho (Л),
Но (0)) существуют, как можно установить методом стационарной
фазы. Далее, если применим принцип инвариантности (теорема
XI.23), то

Q± (HD (A), ffD (0)) = 1 ® fl± (Hs (A), Hs (0)).

Тем самым продемонстрировано отсутствие релятивистских попра-
вок к рассеянию, по крайней мере если рассеяние описывается
в переменных координат и импульсов* Разумеется, если в опи-
сании участвуют асимптотические скорости или энергии, то не
следует забывать о релятивистской кинематике.

XI.4. Квантовое рассеяние I: двухчастичный случай

Мы рассмотрим особенно подробно рассеяние в двухчастичной
квантовой системе, или, что эквивалентно, рассеяние одной ча-
стицы во внешнем потенциале. Это наиболее тщательно изучен-
ный раздел теории рассеяния, и здесь существует множество
разнообразных интересных результатов.

Гильбертово пространство системы двух частиц представимо
в виде

а свободный гамильтониан равен

где Д,—трехмерный лапласиан по координате г,-, причем r ; € R3,
а пара r = < r l t r2> —точка в Re. Гамильтониан со взаимодействием
равен

где V — функция из L* (K3) + L°° (R3). Поэтому, согласно теореме
Като (теорема Х.16), Я самосопряжен в С" (Re). Позже мы на-
ложим на V более жесткие ограничения.

Прежде всего произведем замену координат, чтобы отделить
движение центра масс. Новыми координатами будут

Пусть U — унитарный оператор в La (К6), заданный отображением

(х, у) =
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и пусть гх и г2 обозначают операторы умножения на координату.
Обозначим Ur^U'1 через R, a UrtU~x через г12. Тогда

s

где /л"1 = м-Г' + рг' (задача 40). Запишем далее La (R') в виде
(R3) <2) L2 (R3), причем теперь переменные суть R и гн . Тогда

-1 и UHU-1 как операторы в D = Cs° №»)®Сг* (К 3 )сС? (R6)
можно разложить следующим образом:

где

А. Я о = — (2т)- 1 А, Я (2/п)"1 Д

Таким образом, e - ' w " » u - l = e-»A»®е-""» и e-
ituTlu-1 = r " f t « ®

@е" ' < я . Так как эти операторы отличаются только вторыми со-
множителями, то определим волновые операторы Q± и оператор
рассеяния S для системы {е~пн, e~itM«\ HaLa(R3). Тогда волновые
операторы и оператор рассеяния для исходной системы будут
задаваться посредством {/^(/(gjQ*) U и U-1(/®S)U.

Приведенное описание замены координат с помощью унитар-
ного оператора — это так называемая «активная» форма коорди-
натного преобразования. Есть и вторая —так называемая «пас-
сивная» форма. В этой последней интерпретации —Д х — Д2 и
—V 2 AR—2Д Г „ рассматриваются как один и тот же оператор (а
не как унитарно эквивалентные операторы), записанный в разных
системах координат. Когда мы' сталкиваемся с несколькими за-
менами координат, как это будет, например, в § 6, то эта вторая,
«пассивная», интерпретация с точки зрения обозначений проще,
чем первая, «активная». Поэтому в дальнейшем мы будем при-
держиваться «пассивной» интерпретации.

Из обсуждения в предыдущих разделах очевидно, что суще-
ствование состояний рассеяния эквивалентно существованию опе-
раторов й± (//, Но). Заметим, что единственность состояний рас-
сеяния тривиальна, так как если и Je~//"i|j1—е~'я»*ф||, и \e~lHt^t—
— e-iH*{y I стремятся к нулю при t—->- — оо, то орх — г|з2 = О вслед-
ствие линейности и равномерной ограниченности е~тг.

Основная теорема существования следующая.

Теорема XI.24 (теорема Хака —Кука). Пусть V € L* (R3) + Lr (R3)
при 2 < г < 3 . Пусть Нй- А в L2 (R3) и H = H<J+V. Тогда
Q± (Я, Яо) существуют.

3 № 3271
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Мы приведем три разных доказательства. Все они основаны
на методе Кука и иллюстрируют различные способы оценки

Первое доказательство теоремы XI.24. Это самое «элементарное»
доказательство: оно основано на прямых выкладках и не требует
ни интерполяции, ни применения метода стационарной фазы.
Выберем некоторое у > 0 и положим

Тогда

(«"""•Фу) (*) = а (О3/4 ехр (—V, [а (*) + ф (*)] *•), (55)

где {$(/) — подходящая вещественнозначная функция и o,(t) =
= 7(1 + 4 ^ 2 Y 2 ) ~ 1 . Чтобы доказать (55), достаточно заметить, что
с точностью до константы ф 7 есть ехр (—1/гР2у~1), так что (е~ешоц>у)"
есть ехр (—1/2р

2у (О"1)» г Д е V (О" 1 = V"1 — 2й. Отсюда (55) следует
непосредственно, а константу легко подсчитать, используя равен-
ство | | е~ ' ' / / оф у | | 2 ==|ф у | 2 . Из (55) легко увидеть (задача 42), что
для k > О

| | ( 1 + l * l ) * * - ' W i q > Y L < t f ( l + l ' l ) - " y " + * (56)

Следовательно,

если У = У2 + У г е^* + ^ г и /•"1 = 1/2 — £/(3 + е) с некоторым е > 0.
Это следует из неравенства Гёльдера и из того, что (1 + 1 х \ )"'* 6 Lm

при всех m > ЗА"1. Поскольку г < 3, можно взять £ < 1 / 2 , так

что 5 | | У е - ' * / / о ф у | 2 ^ < оо для любого у. Так как линейные ком-
бинации трансляций функции ф 7 плотны в La (задача 43), из этой
оценки методом Кука (теорема XI.4) выводится существование
£2±(Я,Я0). |

Второе доказательство теоремы XI .24. В методе Кука требуется
только показать, что для любой ф 6 ^ функция f{t) = \Ve~itH<>q\2

принадлежит L1 (1, оо). Вспомним теорему XI.30, которая говорит,
что

если Ф€<5" и <7~а == 1 — р — 1 , 2 ^ р ^ о о . Запишем V = Va + Vr, где
Vt 6/-*, VrGLr, и положим р " 1 — 1/» —/""*. так что р > 6. Тогда,
по неравенству Гёльдера,
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Так как р > б, 7 2 — З р ~ 1 > 1 , поэтому / ( 0 € ^ (1. <»), что и
доказывает теорему. |

Заметим, что условие г < 3 решающее, так как из него следует,
что р > 6 и что t-* убывает при а > 1, а это необходимо для того,
чтобы / ( 0 принадлежало LA(1, oo). Какие потенциалы вида
(1 +1 г |)~ е принадлежат L2 + Z/? В точности те, для которых Р > 1.
Опять, как и в классическом случае, простая теория рассеяния не
проходит для кулоновых сил. Мы рассмотрим в § 9, как следует
изменить квантовую теорию рассеяния, для того чтобы включить
этот случай.

Третье доказательство теоремы XI.24. По теореме XI.16, доста-
точно доказать, что выполнено условие (45), так как после этого
можно пользоваться оценками метода стационарной фазы Запи-
шем V в виде V=Va+Vr, где У2€Ь*, Vr£Lr. В силу неравенства
Гёльдера,

J ( S
at<\x\<bt ' \at <\x\<bt

= С JV, I,.

Тогда
l/2S ( S \Vr(xt)\'dx)l

< oo,

поскольку r < 3. Так как | V (x) |2 < 21 Va (x) |* + 21 Vr (x) |a, то усло-
вие (45) выполнено. |

Основная теорема допускает обобщения в разных направлениях.
Если вместо R3 рассмотреть R" с п > 3, то теорема выполняется
с заменой условия г < 3 условием г < п; все приведенные доказа-
тельства проходят и в этом случае. Разумеется, для потенциала
общего вида V € L2 -\-Lr может случиться, что Но + V н е будет само-
сопряжен в существенном на С~; все рассуждения проходят для
любого самосопряженного расширения (Ho-\-V) [C%. Если V£Z/"'2 +
+ Lr (n^ 5) или L 2 + s + Lr (n = 4), то из общих принципов известно,
что Я о + У самосопряжен на D (#„). Для л = 1 или 2 проходит
только третье доказательство; см. в связи с этим задачу 44. Второе
направление обобщений связано с рассмотрением локальных осо-.
бенностей.

Теорема XI.25. Пусть V — измеримая функция на R3, такая, что

У ( г ) < С г - 1 ~ е , если r<R,
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с некоторыми R, е > О и С. Пусть Я —самосопряженный оператор с
областью определения D (Я), содержащей Од=С~ (R*\{r | r < R}), и

Яф = — Лф + V<p

при <p€.DR. Пусть Я о = — Л. Тогда Й ± ( Я , Я„) существуют.

Доказательство. Пусть % — оператор умножения на функцию из С?,
равную единице на шаре радиуса R. Тогда, как при доказательстве
теоремы Хака — Кука,

так как Я (1 —х) — 0 — X) HO=*V(1 — X) — Д Х ~ Vx-grad и

grad ( е - ' ш ° ф ) = е ' ш ° (grad ф).

Но %(H0 + l)~l ecfiT оператор Гильберта — Шмидта и потому ком-
пактен. Согласно задаче 18, отсюда следует, что Нт | х в ~ ' ш ° ф | | = О .

Результат теперь следует из теоремы Купша —Сандаса (теоре-
ма XI.5). |

Так как у нас есть явная формула для е~ин»ц>, то можно не-
посредственно доказать, что Urn || х^~ш ' 'ф || = 0, не обращаясь к абст-

рактному результату задачи 18.
Наконец, есть еще результаты, относящиеся к квадратичным

формам*

Теорема Х1.26. Пусть V = Vt +Vt— такая функция на R3, что
№^==(1 + | j e | a ) 1 / a + e l /

1 принадлежит L3^ +L°°, a Vt принадлежит
L3/i [)La/i~6 при некоторых е > 0 и б > 0. Пусть Я о = — Д
и Н = H0-\-V в смысле квадратичных форм. Тогда £2±(Я, Яо) суще-
ствуют.

Доказательство. Пусть V = C,Dj +CtDt, причем CJ —RV| IP, | " \

согласно допущениям теоремы, С'Сг, D[Dlt C%Ct и D\Dt все Я0-огра-
ничены как формы с нулевой относительной гранью, так что, по
теореме XI.6, достаточно доказать, что \Dxe~UH4f\^Ll и
\D3e~itH"(f\ g L1 для ф £ of (R3) Так как D 4 £ L3~2U, то второе выра-
жение принадлежит L1 согласно доказательству теоремы XI.24
Пусть / = (1 4-| х\г)-1/2~е. Тогда, поскольку йг (Но-{-1)~1 ограни-
чен, достаточно показать, что G ( / ) ^ | ( Я 0 + 1)/:е-17н»ф|| принадле-
жит LA. Заметим, что

Так как ф, ( Я 0 + 1 ) ф , gradф принадлежат aft а /, V/» —'
принадлежат L*-\-L9~e, мы заключаем, что G^L1. |
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В § XIII.4 будет доказано, что если V^L3'* + (L~)Z, то
( — Д + Ю = [0, оо). Так как а а с с о е 8 8 , получаем такое

Следствие. Абсолютно непрерывный спектр а а с (Н) оператора Н
теоремы XI.26 совпадает с полуосью [0, оо).

а
е 9 8

из

Развитые здесь методы применимы и в других случаях, когда Н
отличается от — Д-f-V, а Я о —от — Д. Рассмотрим случай Во =
= — Д + xlt В=— Д + V + xt, где *, —первая компонента вектора х.
Эта пара описывает рассеяние в постоянном внешнем электрическом
поле. Для начала нам потребуется

Лемма. Пусть В о = — Д + *1. Тогда

где Н„*~— Д.

Доказательство. Рассмотрим сначала одномерный случай. Пусть
/ (а) = eiptaxe-lP'a. Тогда для / как оператора из & (R) в <Sf (R) имеем
/ (0) = х. и /' (а) = Зр2. Значит, / (а) = х + 3/?2а. Следовательно, для
любого а оператор /(а) в существенном самосопряжен У"(К)
и для всякой ограниченной борелевой функции F

F(x + Зр2а) = e'p'aF (x) е-

Полому
g-'U (р* + дс) _ _ gCp*/3 e - ilxg-ip*lb , _ g-

— g- Ukg-if/agWog-itp'

где на втором шаге мы воспользовались тем, что eitxg (p) e~itx =
= g(p—t). В n-мерном случае положим р = <рг, р±>- Тогда

и нужный результат выводится из доказанного в одномерном слу-
чае. 1

Теорема Х1.27 (теорема Аврона — Хербста). Пусть х = <д:г,
Пусть V — функция на R", удовлетворяющая условиям

И) S \V{y)\*dy^C{\+\x\*)»

при некоторых л и С и всех х\
(ii) при некоторых k и /, удовлетворяющих 21—k > 1, и некотором х9

S \V(y)\*dy)
\у-х\<1 Г

при всех х с Xi < — д:„.

l/%
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Пусть б о = — Л + *1 и В — некоторое самосопряженное расширение
оператора (Bo + V) t<SP(R"). Тогда Q± (5, Во) существуют.

Доказательство. Согласно лемме, для q> € if

Итак, по методу стационарной фазы, требуется только, чтобы для
любых положительных а и Ь нашлось такое То, что

I \V(xt —Р, xj_)\*dnxу * t-n'3dt < оо, (57)
<\х\<Ы '

причем интеграл по остальным х оценивается с помощью требо-
вания (i). Условие (57) легко получить из требования (и). |

Подчеркнем, что в требовании (ii) участвуют только очень
большие по модулю отрицательные xt. Физическая причина этого
состоит в том, что 5 0 выталкивает частицы к отрицательным хг.
Так, например, если В = — А — \хх\, то обе пары Q± (5, — А — хх)
и й± (В, — A + xJ существуют. Очевидно, что ни один из этих
операторов не полон сам по себе.

Понятие волновых операторов и метод Кука доказательства
их существования применимы также к разнообразным нестацио-
нарным квантовомеханическим задачам. Так, рассмотрим реше-
ния нестационарного уравнения Шредингера

где имеется в виду, что Н (t) = — А + V (t) и любой V (t) есть умно-
жение на вещественную функцию. В § Х.12 мы рассмотрели ре-
шения этого уравнения и обнаружили, что при соответствующих
предположениях существует сильно непрерывное двупараметри-
ческое семейство унитарных операторов U(t, s), удовлетворяю-
щих условиям (см теорему Х.71)

U(t, s)U(s, v)=U(t, v), U(s, s ) = l ;

1 [U (t, s) al>] - - IH {t) U {t, s) i|>, ф € D (Ho).

Простой случай, когда можно с уверенностью ожидать существо-
вания решений U (t, O)^, которые асимптотически выглядят как
£-'7//»г|),— это случай V {I) = Vi + Ф (0 V2, где ср имеет компактный
носитель и, скажем, Vlt V a G^ 2 (K s ); пользуясь существованием
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предела eiiHt+Vi>'e-iH'' при t—• ± оо, в этом случае легко дока-
зать существование соответствующих «зависящих от времени»
волновых операторов. На самом деле такие волновые операторы
существуют при очень общих допущениях, например если

V (/) = (cos a>xt) Vt + (cos со, t) Vt.

На первый взгляд это может показаться удивительным. В самом
деле, почему U (t, 0) л|э должно иметь простой предел, когда Н (t)
продолжает осциллировать? Причина очень простая: состояния
рассеяния размазываются по большой области, когда t—• ± оо,
так что не существенно, как ведет себя потенциал локально, если
он стремится к нулю на бесконечности.

Определение. Пусть U(t, s) — унитарный пропагатор, связан-
ный с Н (t) = H0-\-V(t) в соответствии с теоремами Х.70 и Х.71.
Будем говорить, что соответствующие волновые операторы суще-
ствуют, тогда и только тогда, когда существуют

Й ± = s-lim U (t, Q)*e-iH°'. (58)

Теорема XI.28. Пусть V {() — Vx (t) + Va (*), где V^t)— сильно
дифференцируемая функция, принимающая значения в La(Rs),
a V3{t)—сильно дифференцируемая функция, принимающая зна-
чения в LP(IR3), 2^.p^.oo. Предположим, что для некоторого
е > 0 и соответствующей постоянной с

Тогда пределы (58) существуют.

Доказйтельство. Пусть ф, ^ б ^ (IR8). Тогда, по теореме Х.71,

4ЧФ, U{t, 0)-е-<".<1>) = -|-(£/(*, 0)Ф, в - ' я * | > ) -

-»(Ф, U{t, 0)*V(t)e-iH^).
Следовательно, для t > s

\\U(t, 0)*e-'»''y—U{s, О)»е-ш«5г|)|к

Согласно допущениям теоремы и оценкам второго доказательства
теоремы XI.24, последний интеграл сходится. Следуя методу
Кука, приходим к существованию предела (58). |

Отметим замечательную особенность теоремы XI.28: V(t)
может расти на бесконечности! Пользуясь методом стационарной
фазы (задача 45), можно показать, что если V^L* и имеет ком-
пактный носитель, то V (t) — <p (t) V приводит к волновым one-
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раторам, когда Ф дифференцируема и растет на бесконечности
не быстрее полинома.

Переплетающие соотношения e- f " s Q± = Q±e-'w» s, вообще го-
воря, не имеют аналога в нестационарном случае, так как
U{t-\-s, t), как правило, не стремится к «хорошему» пределу
при t—<• оо. Однако есть один специальный случай, имеющий
особый интерес для физики, когда некоторые переплетающие
соотношения существуют.

Теорема XI.29. Пусть V (t) удовлетворяет требованиям теоре-
мы XI.28. Предположим далее, что V(t + Т) = V(t) при некото-
ром фиксированном Т и всех t£R. Тогда

U{T, 0 ) Й ± = Й ± е - ш ' т (59)

и, в частности, е~ш°' коммутирует с оператором рассеяния (Q~)*Q+.

Доказательство. По условию, U(t-\-T, s + T)— U(t, s), так что
U(nT, 0 ) = t / ( 7 \ 0)". Поэтому

U(nT, 0)*e-tH°in + l)T=U(T, 0)U((n+l)T, 0)*е~ш°

Устремляя n—>• оо, получим (59). |

Восстанавливая % и полагая <о = 2nlT, увидим, что теорема XI .29
утверждает следующее: хотя Я о , возможно, не сохраняется при
рассеянии, энергия может изменяться лишь на паоз, где п = 0,
± 1 , . . . . Это нерелятивистское подтверждение первоначального
правила квантования Планка!

Большая часть теории рассеяния, которую мы будем дальше
излагать в этом томе, допускает распространение на нестацио-
нарный случай; мы редко будем останавливаться на этом в тексте,
но в Замечаниях дадим все нужные ссылки.

Вернемся теперь к основной квантовомеханической задаче
о й ь ( # , Яо) с Я о = — А. Полнота этих операторов легко уста-
навливается при помощи теории Като — Бирмана, если функция V
достаточно быстро убывает и достаточно регулярна локально.
Позже мы приведем примеры, когда полнота разрушается серьез-
ными локальными особенностями.

Теорема Х/.ЗО. Пусть У —измеримая функция на R", так что | |
как форма —А-ограничена с относительной гранью а < 1. Опре-
делим Н — — A+V как сумму форм, и пусть #„ = — А в La (R").
Если V€^ 1 (R") , то Q±(H, Ho) существуют и полны.
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Доказательство. Применим теорему Бирмана (теорема XI.10). Так
как Q(.H) = Q(H0), эти операторы взаимно подчинены. Поэтому
достаточно показать, что | У | 1 / г £ 7 ( / / 0 ) и Ej{H)\V\x^ —опера-
торы Гильберта—Шмидта. Это будет сделано, если показать, что
| К | 1 / г {Н0 + Е)-т и | V | 1 / г (Н + Е)-™— операторы Гильберта —
Шмидта для некоторых Earn. Согласно допущению, |У | 1 / 2 £ L2,
так что первый из операторов есть оператор Гильберта — Шмидта
по теореме XI.20, до тех пор, пока т > п/4. Следуя доказатель-
ству теоремы XI. 12, убедимся, что | V | 1 / 2 (Н + Е)~т также опе-
ратор Гильберта —Шмидта. Конкретно, путем интерполяции между
Я + £ ) ^ У ( / / + £ ) - * - * / * € * , и

получаем, что \VУ'г (H0 + E)-k~^ и (Яо + £)-*/» V(в + Е)
лежат в 32m/k при k—l, 2, . . . , т. Таким образом, выбирая Е
так, чтобы было 7 < 1 . и разлагая \V\lfi (H + E)~т, получим
сумму по q и / членов вида

V | i / « ( # . + £ ) - ' • - ч * Щ № 0 + Е ) - ^ У ( Н 0 + Е у 1 г 1 | ( 0 )

(60)

причем 2 li = m. Пользуясь неравенством Гёльдера для идеа-
лов Эр, убеждаемся в том, что каждый член есть оператор Гиль-
берта— Шмидта с нормой, ограниченной суд, так что сумма норм
Гильберта—Шмидта сходится. |

Последний результат несколько обескураживает, потому что
для него требуется, чтобы V^L1, т. е. V должен убывать более
или менее как |х|~"~ е. С другой стороны, для существования
достаточно, чтобы V убывал только как |х | - 1 ~ Е . Позже мы и для
этого случая докажем полноту, но пользуясь уже более изощрен-
ными методами; см. § XIII.8, теорему XIII.33, или § 17 этой
главы. Оказывается, если V сферически-симметричен, то теория
Като — Бирмана применима даже в том случае, когда потенциал
убывает только как l ^ l " 1 " 8 .

Теорема XI.31. П у с т ь Но = — Д в L 2 ( R 3 ) , и п у с т ь V{x) = V(\x\) —
функция только от г = j лг|, Допустим, что

$| $ | (61)
1

Тогда V как форма /^„-ограничен с нулевой относительной гранью
и Q ± ( # , Яо) существуют и полны.



74 XL Теория рассеяния

Доказательство. Рассмотрим разложение L 2 (IR S )=© ф 961т,
1=0 т=-1

где &С1т = {rf (г) Ytm (0)}. Каждое &С 1т изоморфно L» (0, оо; dr)= ЗС
при соответствии rf (г) У/и<-> / (г) (см. пример 4 в дополнении
к § Х.1). Пусть hOtl = — (d?/dr2) + /(/ + 1)г-% на Ж страничным
условием /:(0)==0, 'когда / = 0. Пусть Л„ = hBt 0. Тогда Но изомор-
фен фЛ 0 < , . Пусть v — умножение на V в пространстве Э6. Мы
докажем, что

Т г ( | о | 1 " ( Л о + 1 ) - 1 М 1 / 1 ) < ° ° - "(62)
Отсюда будет следовать, что lira |||w|1/v (ho + E)~l\v|1/а | = 0 , и

потому | v | ^„-ограничен как форма с относительной гранью нуль.
Так как Л 0 ^ Л 0 / , то F Я0-ограничен как форма с относительной
гранью нуль. Пусть hl = hOtl+v. Введем разложение

где А = (Л/ + £)-1(/10 + 1)1/* и D = {ho+W (hOtl + E)-1 — огра-
ниченные операторы, а В = (Ло+ 1)- ̂  | ь\1'* и С = (о/|о| 1 / 2)х
х(Л0 + 1)~1/а—операторы Гильберта—Шмидта по (еще не дока-
занному) условию (62). Тогда из теоремы Куроды — Бирмана
следует, что Q± (Л„ h0< t) существуют и полны, а следовательно,
и Q* (Я, Но) существуют и полны.

Итак, остается только доказать (62). Мы утверждаем, что

Тг (| v |*/» (Л. + I)"11 v |i/«) = J | V (г) | [е-' (sh r)]dr. (63)
о

Отсюда (62) вытекает вследствие (61) и простых оценок
sh г <; er, sh г < г ch r < re'

при г ^ О . Легко убедиться, что (ho + l)"1 — интегральный опе-
ратор с ядром (задача 47)

{ho + l)"1^, r') = e~ashw, « = max{r, r'}, w = min{r, r'}.

Тогда | о | 1 / 2 ( Л 0 + 1 ) ~ 1 | у 1 1 / г имеет интегральное ядро
К (г, r')=\v(r)\^(ho+l)-*(r, r')\v(r')\i/\

так что (63) соответствует формуле

(г, г)dr. (64)

Хотя на первый взгляд кажется, что (64) — просто непрерывный
аналог формулы Tr(a l 7 )= ]Sai/ Д л я конечных матриц, это не есть
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общее свойство интегральных операторов, ибо К (г, г') определено
только почти всюду и \{г, г')\ г = г'\ имеет меру нуль! Тем не
менее, когда ядро К (г, г') непрерывно, а соответствующий опе-
ратор положительно определен, (64) выполняется —ниже это будет
доказано в виде отдельной леммы. Из этой леммы (63) вытекает
для непрерывных V, а далее простые рассуждения, основанные
на аппроксимации (задача 48), завершают доказательство (63) для
V общего вида. |

Лемма. Пусть ц — бэрова мера на локально компактном хаус-
дорфовом пространстве X. Пусть Ж = L2 (X, dp) и К — непрерыв-
ная функция на ХхХ. Допустим, что

(i) для любой Ф € х(X), т. е. непрерывной функции с компакт-

ным носителем, имеет место неравенство J J ср (х) ф {у) К (х, у) х
Xd\ilx)dn(y) ^ 0 (отсюда следует, что К (х, лг)^О);

(п) \К(х, х)йц(х)< оо.

Тогда найдется оператор А с конечным следом и интегральным
ядром К. Более того,

Tr A = J К (х, х) dp (х). (65)

Обратно, если А — положительный оператор с конечным следом
и непрерывным ядром К, то (П) имеет место и (65) выполняется.

Доказательство. Допустим, что (i) и (и) выполнены. Пусть
/ 6 х (X), и пусть К, (х, у) = / (х) К {х, у) f {у). Тогда К, €Ь*(ХхХ,
d}i(g)d\i), так что существует оператор Гильберта — Шмидта Af

с ядром Kf. Пусть { Uu - .., Uп\ = % — конечное семейство непере-
секающихся бэровых множеств с конечной мерой ц, и пусть Ри —
проектор в "Н на подпространство, порожденное характеристиче-
скими функциями множеств Ut. Тогда

TT(PuAfPu) = 2i J n<t/,)-»/(*)*(*, y)f{y)dii(x)dii{y). (66)
' utxut

Упорядочим семейства cll, полагая 4L <4L', если {} и{а [}11\\\ вся-
кое U'[ либо не пересекается ни с одним Uit либо содержится
в каком-либо U {, т .е . в том и только том случае, если Ran P<u, с
c R a n P w . С таким упорядочением множество семейств 11 пред-
ставляет собой направленность и: (а) Ри монотонно возрастают
с %\ (b) s-iira Ри => 1; (с) когда 11 стремится к «бесконечности»,

правая часть (66) сходится к \ f (x)2 К (х, х)йц(х). Согласно (i)f

(а) и (Ь),
Тг (АА = Hm Tr (P<u,AfPu)

' и '
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(обе части равенства могут a priori быть бесконечными), откуда,
согласно (с) и (И), след Af конечен и

Введем частичное упорядочение на множестве всех /, таких, что
0 ^ / ^ 1 и / £ я(X), посредством поточечного неравенства. Тогда
при всех $Т

(Ф, Л/Ф) < | Ф |Г Тг (А,) < || Ф|р J К (х, х) ф (х). .

Более того, для ф £ х ( Х ) тривиально существует lira (<p,

Пользуясь плотностью множества х (X) и поляризационным тож-
деством, убеждаемся, что существует w-lira Af = А. Далее, для

любого оператора В конечного ранга

Тг (АВ) | =^ lira | Тг (А,В) | < || В || Ига Тг (АЛ < (| В || $ К (х, х) d\i (x).

Следовательно,' А принадлежит классу операторов со следом.
Выбирая ф 6 и (X), найдем, что К (х, у) есть интегральное ядро
оператора А. Наконец, (65) следует из повторного применения
аргументации, связанной с Р « .

Обратное утверждение также следует из аргументации, свя-
занной с Р « . |

Пример 1 (рассеяние в магнитном поле). Пусть //„ =* — Л в L* и

где V, aj и а) принадлежат LJ(R") с б > п/2. Предположим,
кроме того, что Q (Я) =sQ (Но), и потому (Я + Е)~1/2 д} ограничены.
Тогда для любого ограниченного интервала / четыре оператора

Е, (Я) dja, £, (Яо), Е, (Я) a,dj Е, (Яо),
и Ef(H)VE,(H0)

принадлежат классу операторов со следом. Три последних опера-
тора по теореме XI.21 принадлежат Зг даже без множителя
£,(Я 0 ) . Первый принадлежит Э1У так как E[(H)dj ограничен, а
ауЯДЯ,,) имеет конечный след. Значит, Е,(Н) (Н— Н^ Ef(Ha)
принадлежит Зг, а поскольку Q(H) — Q(H0), то применима тео-
рема Бирмана. Отсюда заключаем, что Q± (Я, Я„) существуют и
полны.

Пример 2. Этот пример не физический, но он показывает мощь
теоремы Бирмана. Пусть Я о = — Л в L2(R"). Пусть а £ Ц ( К " ) П
(\L°°(Rn) и grad а € Ц, ifi") с б > я/2; допустим еще, что а ^ > 0 .
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Определим

как сумму квадратичных форм. Поскольку ДаД— оператор чет-
вертого порядка, то это весьма сингулярное возмущение Яо. Оче-
видно, Q(H) = Q (Я.) Л D (а1/гД)<=С(Я0) Более того, D(H0)<=Q(H).
Следовательно, Я и Но взаимно подчинены Записывая Я — Я о

в виде 2 (д/) а (д/Д) + д,- (д,а) Д и пользуясь тем, что Е, (Я) ду,

как и в примере 1, ограничен, убеждаемся, что

и потому й± (Я, Яо) существуют и полны по теореме Бирмана.

Теорема XI.25 утверждает, что локальные особенности V не
препятствуют существованию й± (—Д + V, —Д). Можно задаться
вопросом, влияют ли они на полноту; как мы сейчас увидим,
ответ на этот вопрос в основном отрицателен.

Определение. Самосопряженный оператор Я называется сильно
полуограниченным локальным возмущением оператора Но = — А
в том и только том случае, если
(О Q (H)czQ (Яо) и й , < ( ; , (Н + сг) при соответствующих постоян-

ных сх и сг;
(ii) для С~-функции f€.3>,~ с Daf £L™ при всех а и для ф £ D ( Я )

имеем f<p£D(H) и

Я(/<р) = Д Д ф ) - 2 у М ф - ф Д Л (67)

Отметим, что, вследствие (i), если ф £ О ( Я ) , то Уф££2 . Условие
(ii) утверждает, что в каком-то смысле Я — Я о есть оператор
умножения.

Предложение, (а) Пусть V = l/1 + V2, где Vt^0 принадлежит
Цос. а У8

 к а к Ф°Рм а — Д-ограничен с относительной гранью
а < 1 . Тогда Я = — Д + V как сумма форм на Q(# 0 )nQ(V 1 )
есть сильно полуограниченное локальное возмущение опера-
тора Яо.

(Ь) Допустим, что W также удовлетворяет условиям в (а). Пусть
Я = в — Д + №. Если f ^ @>L~ имеет носитель в {JC| V(x)= W (х)\,

то для всех ф ££>(#) имеем fq>£D(H) и Я

Доказательство, (а) Условие (i) совсем просто, поэтому проверить
надо только условие (ii). Пусть ф£О ° и f€&>L°>- Тогда, оче-
видно, fa€Q(— Д) и
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С помощью простого предельного перехода отсюда следует, что
если <p£Q(_Д), то /Фб<3(—Л)- Пусть < K Q ( — А) и iKC 0 ~.
Тогда

(ф, (_Д)/г1>) = (/ф, (-Л)г1>)-2((у/)ф. V4>) - ((А/) Ф, ф).

Снова при помощи предельных переходов этот результат распро-

страняется на все ty€Q(H0). Очевидно, если } Уг\ц>\2dx<. oo, то

j Vi I / 1а I Ф I2 dx < °°; таким образом, если TJJ, ф £ Q (Я), то /чр £ Q (Я)

(Ч>, Я (/Ф)) = (/г|з, ЯФ.)-2((?/)г1>, *ф)-((У/)Ч>, Ф)- (68)

Напомним, что, по построению форм (§ VIII.6), область опре-
деления Н состоит из тех ф £ Q (Я), для каждой из которых суще-
ствует такое ч\€.3%, что (ij), Т1) = (г|), Яф) при всех i|>£ Q{H). В та-
ком случае г| = Яф. Исходя из этого и из условия (68), заключаем,
что если ф £ D ( Я ) , то /Ф £ D(Я) и выполнено (67).

(Ь) Так как ф £ D (Я) с Q (Я), то ф € Q{tf0) и J | Ф | а V, dx < оо.
Поскольку V.— W на supp /, то j | /121 ф | 2 Wx dx< oo и, следователь-
но, ф £ Q (Я). В силу (ii), (г|з, Я (/ф)) = (г|з, Я (/ф)) для всех TJ> ̂  Q (Яо),
так что /г|з, (V/)^. (— A/)4'€Q(Vi). Так как всякая ^ e Q C ^ i )
обладает этим свойством, то Н — Й. |

Теорема XI.32. Пусть Я —сильно полуограниченное локальное
возмущение Я о = — Л в L2 (R"). Пусть W— функция, удовлетво-
ряющая условиям

(i) W Я0-ограничена как форма с относительной гранью а < 1;
Я = — А + W определен как сумма форм;

(ii) И равен — Д + W вне сферы радиуса R в том смысле, что
если f£@)L°° имеет носитель в {л;| \х\> R} и ф ^ О ( Я ) и л и
Ф € D_(H), то /Ф € D (Я) П D (Я) и Я (/ф) = Я (/Ф);

(iii) Q* (Я, /Уо) существуют и полны.

Тогда Q±(Ji, Яо) существуют и полны.

Доказательство. В силу цепного правила и предложения 3 § 3,
достаточно доказать, что Q* (Я, Я) и й± (Я, Н) существуют.
Пусть J — умножение на функцию из H)L^ , равную 0 при |JC| < R
и равную 1 при \x\>2R. Поскольку Q (И) с Q(H0) и Q(H)cQ(H0),
то (Я + с)-*/ 2(Я 0+1) 1/ 2 и (У/ + с)-1/«(Я,+ 1)1'* ограничены при
достаточно большом с. По теореме XI.20, (1 — У) (Я + с)~1/2 и
(1 —J)(H + c)-l/- принадлежат 3 р, если р > max {л, 2}, и, в част-
ности, компактны. Значит, й± (Я, Я; 1—У) и Q± (Я, Я; 1 — У)
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существуют (и фактически обращаются в нуль) в силу леммы 2
§ 3 и утверждения задачи 18. Остается только показать, что
Q± (Я, Й\ J) и Q± (Я, Я; J) существуют.

Мы утверждаем, что, следуя доказательству теоремы Бирмана,
достаточно показать, что для любого ограниченного интервала /

EtWWJ^-JfhEtWSS^ (69)

Действительно, по условию (и), JD (Я) с D (Я), JD (Я) с D (Я),
так что необходимое условие подчинения выполнено: (Я + с)~1Х
xJ{ff + c) и (H + c)~lJ (Я + с) ограничены. В силу равенства (67)
и условия (ii), (HJ — УЯ)ф = — 2v-(vJ)q> — (ДУ)ф при ф £ О ( Я ) .
Поскольку Q (Яо) з Q (Я) гэ Ran Er(H), получаем, что (£/(Я)) V
ограничен. Следовательно, так как VA АУ €CJ° и (Я + с ) г £ 7 (Я)
ограничен, надо доказать только, что при некотором целом / и
любом g6<^o°

щ(Й+с)-'£Эх. (70)

По условию (i), (Я0 + с) 1 / 2 ( Я + с ) - 1 / а ограничен. По теореме
XI.22,

(71)

если только q > п. Следовательно,

# */«€згв, . (72)

если q> п. Пусть А = (Н + с) и D =.- (3;. Тогда можно утверждать,
что

^ Л " 1 и Dgi4 - 1 принадлежат 5„. (73)

Первое очевидно вследствие (72), а второе вытекает из ограни-
ченности DA*1/2, (72) и простой выкладки:

где ft==2v-g' и / = — Ag^CT. Подобная же выкладка показы-
вает, что

A-lgA-'— A-WhA-'-i — А-ЧА-У-К (74)

Из (73) и (74) следует, что если gA~f£3r при всех ^ € С ~ , то
gA~J-1€3s при всех ?€Со°, где s~1 = min{l, r~1 + q~1}. Таким
образом, начиная с (73), мы убеждаемся по индукции, что
gA~f € 3 q j , где q, = min {1, jq~x}, при всех g£C%. Выбирая / > q,
добиваемся выполнения (70). |
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Следствие. Если ]/ = Уг-\-Уг имеет компактный носитель, где
^ i ^ O , Vi^L1 и К2 — Л-ограничен как форма с относительной
гранью а < 1, то Й± (—A + V, —А) существуют и полны.

Условие Н0^сг(Н + с2) играет решающую роль во всех при-
веденных результатах, о чем говорит яркий пример, приводимый
чуть ниже.

До сих пор в этом разделе мы изложили способ доказатель-
ства того, что R a n Q + = RanQ~, который, в частности, пригоден
для — A-fV, когда V € С" (R3). Ниже мы рассмотрим и Другие
методы доказательства асимптотической полноты. Но чтобы чита-
тель не подумал, что асимптотическая полнота всегда имеет место,
укажем некоторые патологические примеры.

Контрпример. Существует потенциал V, ограниченный на
компактных подмножествах R s \{0} и такой, что

(i) V имеет компактный носитель в R3;
(ii) Я = — А + К самосопряжен в существенном на D(—Д)п£> (V);

(iii) —A + V — положительный оператор;
(iv) волновые операторы Q ± = s-lim eitHe~itH<> существуют,

t ^ . ^ со

однако

(v) RanQ+=^= RanQ~.

Опишем потенциал V, построенный Д. Пирсоном. Он состоит
из основных блоков размера 8 (а + а*), из восьми прямоугольных
ям и барьеров каждый, как показано на рис. X 1.3. Определим ап

•-«(o-VSS-e-i)

Рис.. XI.3. Блоки Пирсона. Рис. X 1.4. Схематическое
изображение потенциала

Пирсона.

равенством Щап-{-с&) = 2~п. Потенциал V будет некоторой функ-
цией W от | г | , равной 0 на (1, оо) и равной основному блоку
с а = а„+} на ( 2 " " " 1 , 2~"). Такой V показан на рис. XI.4: он
нигде не выходит за кривую сг~ь'ь сверху и за кривую —сг~ъ

снизу, а его максимальные осцилляции почти достигают этих
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кривых. Заметим также, что при г —• 0 он «по большей части»
равен нулю.

Физическая причина нарушения асимптотической полноты со-
стоит в том, что есть падающие волны, которые в отдаленном
будущем состоят из двух частей, одна из которых рассеивается
наружу, а другая остается сосредоточенной вблизи начала коор-
динат. Положительные горбы не позволяют частице достичь начала
координат за конечное время, и именно по этой причине Н в су-
щественном самосопряжен. Отрицательные горбы не позволяют
частице просто отразиться. Мы не станем доказывать указанных
свойств потенциала V, но отошлем читателя к литературе, при-
веденной в Замечаниях.

Теперь, чтобы проиллюстрировать широту области применимо-
сти описанных методов, рассмотрим два последних примера: один
представляет модель рассеяния от тонкой пластинки вещества, а
второй —рассеяния на веществе, заполняющем бесконечное полу-
пространство.

Пример 3. Пусть W—функция на R3, удовлетворяющая нера-
венству | W (х) | ^ С , (1 + | # | ) ~ а . Фиксируем некоторое k и по-
ложим

V(x) = 2 W(xl—n1, х2—п2, хя—п3).
л, = 0. .. *

Пока а > 2, метод оценки сумм с помощью интегралов легко
позволяет заключить, что сумма сходится и

Волновые операторы Q± (—А-)-У, —А) описывают рассеяние
одной частицы на решетке частиц,' расположенных в пластинке
с jfe+1 плоскостями рассеивающих центров. Если и есть С"-функ-
ция с компактным носителем, удаленным отточек, где ^ = 0,70
по методу стационарной фазы легко убедиться, что

Отсюда следует, что если a > 3, то £2± (—A + V, —А) существуют.
Далее можно следующим образом доказать, что R a n Q + = RanQ~.
Функция V периодична в направлениях 2 и 3; по этой причине
Н — —A + V — разложимый (в прямой интеграл) оператор в смысле
§ XII 1.16. Положение здесь несколько отлично от того, которое
обсуждается в § XII 1.16, где рассматриваются потенциалы, перио-
дические во всех трех направлениях. В этом случае операторы
слоя имеют чисто дискретный спектр. В рассматриваемом здесь
случае операторы слоев H0(k) для —А имеют только абсолютно
непрерывный спектр, а операторы слоев Н (к) имеют отчасти абсо-
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лютно непрерывный спектр, но, возможно, также и некоторые собст-
венные значения. Можно показать, что (#(&) + О " 1 — Щл{к)-\-1)"х

принадлежит классу операторов со следом при всех k, откуда

следует, что RanQ+(Н, Я 0 ) = К а п £ 2 - ( Я , Яо) = J ® P a c ( # (k))dk.
Детали этой конструкции читатель может найти в литературе,
указанной в Замечаниях. Иногда Н (k) может вносить примесь
точечного спектра в абсолютно непрерывную часть спектра Я
(как в § XIII. 16), и в этом случае Ran п+ = Ran Q~ Ф Ran Р а с (Я).

Пример 4. Пусть W — ограниченная периодическая функция на R,
и пусть Я о =—d?/dx2, Я, = Я о + W. Как будет разъяснено
в § XIII.16, Н1 моделирует движение электрона в твердом теле.
Пусть

0. *<0,

так что # = # 0 + F описывает рассеяние электрона на большом
(в нашей идеализированной модели — полубесконечном} куске
твердого тела. Мы ожидаем, что при t—• оо любое решение
е~сн'ц>, где < p £ R a n P a c ^ ) , приближается к сумме свободной
плоской волны, движущейся влево, и волны e~iHitiif, движущейся
вправо внутри твердого тела. Докажем это.

Пусть J — умножение на С°°-функцию <р на R, которая равна
нулю на ( — оо, —1) и единице на (1, оо). Тогда, как при дока-
зательстве теоремы XI.32, Е, (A) (AJ — JB) Ef(B) £ 3% во всех
пяти случаях, которые получатся, если в качестве пары <Л, в>
взять <Яа, Яо>, < # „ Ях>, <И, Я>, <Я, Яг> и <Я П Я>, и то же
самое остается справедливым, если заменить У на 1 —У и поме-
нять местами Я о и Н^. Более того, так как D ^ i ) = D ^ ) =
= D(H0) и JD(H0)czD{H0), то все пары операторов взаимно под-
чинены.

Определим теперь для б = Я, Нх, Но операторы

P r

± (S) = Q±(S, В; J), P,±(S) = Q±(S, В; 1—J),

где все пределы существуют в силу предыдущего результата и
теоремы Бирмана Так как J*=J и (J2 — У)(В + 1)~1 компактен,
то все Pf=r(B) суть ортогональные проекторы, причем

в силу переплетающих соотношений для Q± (Л, В; J). Более
того, Ran Pf (В) составлено в точности из ф g Ran P a c (В), так что
е-»/Дф сдвигается к —оо при t—>=foo в том смысле, что для
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любого а

lim J | ( е - f s / ф) (JC) | a cU = 0.

Положим

Wf = Q± (Я, Я о ; 1 - У), W f = Q± (Я, Я,; / ) .

Пользуясь полученными результатами, нетрудно показать, что
эти операторы существуют и что Wfr суть частичные изометрии
с начальными пространствами Р^{Н0) и конечными пространст-
вами Р,± (Я). То же справедливо и для Wlt если заменить Я о

на Я^, а 1 на г. Но тогда из РЛС(Н) = Р± (Я) + Р±(Я) следует,
что Р а с (Я)== Ran Wfr^Ran Wf=, а это и составляет требуемое
утверждение о полноте.

Все изложенное имеет любопытное следствие: если вектор г|>
таков, что носитель 'ф лежит в (а, Ь), где а > 0, и (а2, Ь2) по-
падает в щель спектра оператора Н% (мы покажем в § XIII.16,
что Hi имеет спектр U [a f, р,], причем а: < рх ^ а г < Р2 ^ . . . ,

где типичная «щель» (Pf, a / + 1 ) отлична от пустого множества),
то И^ГФ^ Ran Wt; это означает, что частица, посланная с энер-
гией, попадающей в щель спектра, полностью отражается.
Объединяя идеи этого примера с идеями примера 3, можно рас-
смотреть рассеяние на полубесконечном кристалле более высокой
размерности или рассеяние на различного рода дефектах крис-
талла. Эти вопросы, а также детали рассмотренной конструкции
содержатся в литературе, приведенной в Замечаниях.

В заключение этого' раздела мы дадим формальное опреде-
ление оператора рассеяния в квантовой механике двух частиц и
обсудим его свойства. При интерпретации опытных данных по
рассеянию возникает следующий естественный вопрос. Мы при-
готовили такое состояние, которое в прошлом имело вид состоя-
ния е~ш«1(р, и хотим знать, как оно будет выглядеть в будущем,
т. е. нас интересует e~iHiQ+q>. Какова вероятность того, что
это состояние будет асимптотически в будущем свободным со-
стоянием е-'н°*-ф? По правилам квантовой механики эта вероят-
ность задается соотношением

Определение. Если Q± существуют, то S-матрицу, 5-оператор,,
или оператор рассеяния, мы определяем равенством
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Заметим, что это определение имеет смысл даже тогда, когда
n Q + не совпадает с RanQ". Хотя полнота и не требуется

для определения S, но она эквивалентна условию унитарности 5.
Подробно 5-оператор мы рассмотрим в § 6 и 8. Пока только

отметим некоторые его простые свойства (задача 49).

Предложение, (a) Se-ili't = e-ili'lS при всех t; S составляет
D(Ht) инвариантной; если 1|э £ С> (# 0 ) , то На (Si|>) = 5 (//от|э).

(Ь) Если U — любой унитарный оператор, коммутирующий как
с Н, так и с #„, то US — SU. В частности, если V инва-
риантен относительно вращений, то и 5 инвариантен отно-
сительно вращений.
5Щ^ ^< ) ( Щ ) ( ^ ) ( )

(d) 5 унитарен тогда и только тогда, когда Ran£2+ = RanQ~.

По причинам, которые обсуждаются в Замечаниях, условие (с)
называется инвариантностью по отношению к отражению вре-
мени.

Вследствие свойств непрерывности, доказанных для соответ-
ствия А, В к->Q± (А, В) в теории Като—Бирмана, S тоже обла-
дает свойствами непрерывности. Следующее свойство характерно.

Предложение. Пусть Vn и У„ принадлежат Ls/i (R8) n L1 (R3) и
Hm jj К„ — !/„ 11,.==: О, sup j| К„ Из/а < оо. Пусть S (V) есть 5-матрица

для оператора —A. + V. Тогда

s-lim S(Vn) = S ( V J .

Доказательство. Копируя доказательство теоремы XI.30, видим
(задача 50), что (//„ + I ) " 1 —*-(H^-\-i)~1 по Tr-норме. Следова-
тельно (задача 28),

Я±(Я„, Яо) — Q S

а сильном смысле, так что Sn —»• 5 слабо. Но ввиду полноты все
5„ и 5 унитарны, поэтому Sn—*S сильно. |

Есть, наконец, еще одно свойство Q± и S, которое мы хотим
рассмотреть. Полную физическую интерпретацию этого резуль-
тата мы отложим до того времени, когда получим аналогичный
результат для W-частичных систем. Пока же только заметим,
что если мы имеем рассеяние на фиксированном центре, то, взяв
некоторое определенное состояние и перенеся его с помощью
сдвига на бесконечность, мы получим состояние, описывающее
пролет частицы мимо центра рассеяния (см. рис. XI.5).
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Теорема XI.33. В предположениях теоремы XI.24

s-lim £/-Ч2±£/а = /, s-\imU7lSUa = I,

где Ua — операторы, заданные соотношением (Uaf) (r) = /(r — a).

Доказательство. Мы докажем, что s-lim C^fi* Uа = I, откуда

следует, что w-lim t/g1 SUa — I. Поскольку fl Ua SUa1 I K 1, из сла-

Рис. XI.5. Кластерное свойство,

бой сходимости вытекает сильная сходимость s-lim U^ SUa = 1.
а->-о°

Воспользовавшись е/3-приемом, убедимся, что нужно только
доказать равенство

для всех ф ̂  3". Для таких ф

U-1 (Й± — 1) Uaq> - =F / S ( U ? e i H t Ve-»".' UJ a
о

Пусть F a ( 0 обозначает Jf/jV^Ve"' ' '» '^/ аф|. Легко проверить,
что /7

а(0=!11^ае~ш°'(Р|1» г д е ^ e ( r ) e V ( r + fl). Рассматривая вто-
рое доказательство теоремы XI.24, видим, что Fa(t) ограничена
/^-функцией от t равномерно по а, потому что L^-норма Va не
зависит от а. По теореме о мажорированной сходимости доста-
точно, таким образом, показать, что Fa (t) —•• 0 при любом фик-
сированном t. Так как е~ш°' оставляет «У инвариантным, то
нужно только показать, что Нт| |У аф|| = 0 при всех ф€<#", а это

уже совсем просто. |

Х1.5. Квантовое рассеяние II: случай N частиц

Теория рассеяния для квантовой системы N частиц сложна
по двум причинам —кинематической и динамической. Кинемати-
ческая причина проявляется уже п р и # = » 3 . До исключения
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центра масс в R3N = R8 существует естественная система коорди-
нат г1( г8, га. Но если мы решили выбрать в качестве перемен-
ной R = (щ +Цг + М'з)"1 (Ичг1 + ИЛ +Цз га). то Д д я остальных шести
координат никакого естественного выбора нет. Например, можно
выбрать одну из пар <г12, г м >, <г12, гм> или <г,3, гм>, где
rli = ri — rf. Можно также сначала изменить координаты в сис-
теме 1, 2, перейдя к ^ ^ ( щ - т - щ ) " 1 (Нчг! + № ) и г12, а затем
рассмотреть систему трех частиц, вводя координаты R, г12

Hg, = Ri S —г, (см. рис. XI.6). Суть в том, что на разных этапах
1

к-—-*з
Общий центр
масс

Центр масс (12)

Риг. XI.6. Координаты Якоби /V=3.

развития теории удобно пользоваться разными координатами, и
обычно в процессе доказательства переходят от одних координат
к другим. Конечно, это кинематическое усложнение доставляет
много неудобств.

Динамические усложнения—это результат обилия разнообраз-
ных явлений рассеяния, возникающих уже в системе из трех
тел. Допустим, что частицы 1 и 2 могут образовать связанное

(о) Упругое трехчастичное (Ь) Захват
рассеяние

Ж Ж*
(с) Pacnab W) Перестройка (е) Рассеяние

с возбуждением
РИС. XI.7. Трехчастичные процессы рассеяния.

состояние. Тогда мы должны ожидать не только рассеяния
«свободных» частиц 1, 2, 3 в свободные же частицы (упругое
трехчастичное рассеяние), но и процессов захвата, когда стал-
киваются «свободные» частицы 1, 2, 3, а выходят связанная пара
частиц 1 и 2 и «свободная» частица 3. Эти процессы схематиче-
ски показаны на рис. XI.7, (а) и (Ь). Подобным же образом
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следует рассмотреть процессы распада (12) + 3—• 1 + 2 + 3 и рас-
сеяние с перестройкой (12) + 3 —>• 1 + (23), где (ij) представляет
связанный кластер из частиц i и /. Если существует более чем
одно связанное состояние частиц 1 и 2, например (12) и (12)*, то
надо еще включить рассеяние с возбуждением (12) + 3 —• (12)ж + 3.

В трехчастичном случае мы должны сначала перечислить все
связанные состояния (12), (23) и (13) и для каждого из этих
связанных состояний Ъ рассмотреть «канал рассеяния». Вместо
состояний, которые асимптотически являются состояниями трех
свободных частиц, мы рассмотрим состояния, асимптотически
состоящие из частиц 1 и 2, связанных в состояние Ь, и час-
тицы 3, движущейся свободно относительно (12). В случае N
частиц мы должны рассмотреть разбиение на непересекающиеся
подмножества Clt ..., Ск и канал рассеяния для каждой сово-
купности из k связанных состояний, отвечающих разбиению
d, •••, Ck. Мы ожидаем переходов между этими каналами. Это
усложнение весьма тонко и красиво.

Начнем с описания различных координатных систем. Рас-
смотрим гамильтонианы

J] ( l l ) l + ^ l l J ( i / ) о J ]
на пространстве L 2(R 3 j V); пусть r = <ri, . . . , r/ v>^IR3 A ' и — A t —
лапласиан по переменным г,. Перейдем теперь к новым коорди-

натам: R = ( 2 И7) ^ И-/1*/ и e u * e N — 1 3-векторным коорди-

натам | ц •••» lw-i . Потребуем, чтобы эти координаты удовлет-
воряли двум дополнительным условиям. Во-первых, для каждой
пары 1--̂ =/ разность г{ — г, должна быть линейной комбинацией
переменных %{. Во-вторых, дифференциальный оператор Я о , за-
писанный в новых координатах, не должен содержать членов
вида VR-V?.. Фактически, как мы увидим, второе условие выте-
кает из первого. Такая система координат определяет разложе-
ние L? (IRS/V) = L2 (IR8) (g) L2 (R8/v-3) и тензорное разложение Н и Но в
сумму

где ho= — ( 2 2 Hi } AR. Точный вид Н зависит от системы

координат, выбранной для i j , . . . , %N-\- Как и в двухчастичном
случае, мы можем представлять себе замену координат или как
иное описание того же самого оператора, или как унитар-
ное преобразование. Мы примем первую точку зрения. Для
некоторых замен координат якобиан будет ненулевой констан-
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той, отличной от 1, и потому его надо будет включать во внут-
реннее произведение.

Мы рассмотрим три специальных выбора координат.

Атомные координаты. Пусть T i^r,—г л . Тогда
N-1

н0—- 22 ( ^ l !
где (т 1 Л ,)- 1 = Н'Г1 + Н'^. Ai = \ и V<= Vn,- Далее,

i=l Kf<N

В задаче 52(а) от читателя требуется провести необходимые вы-
кладки. Как подсказывает само название, эта система координат
особенно удобна в тех случаях, когда среди частиц имеется одна
выделенная, как, например, в атомных ядрах, где ядро — такая
выделенная частица. С дополнительными членами 2 Н^1 Vr V,-

«</
обычно бывает много мороки. Они называются членами Юза—
Эккарта. Отметим, что Йо не содержит перекрестных членов
между R и г\{. Отсюда следует, что для любого выбора ! , , удов-
летворяющего первому из указанных выше требований, второе
выполнено автоматически.

Координаты Якоби. Пусть

£| = Г/+1 — ( 2 К/Г 1 ( 2 К/Г/

Тогда (задача 52Ь)

где vf1 = цг+i + f 2 К/ V и ^ = ^о + 2 ^,/ (•",/>. а г/у есть крат-

кое обозначение разности г, — Г/, выраженной через t,j\ так, на-
пример,

Координаты Якоби получаются переходом сначала от <гх, г2>
к £, = га — г, и R(,2) = (Н-i + Нч!Г

1(Н'1г1 + № ) . затем от <R ( 1 2 ), r3>
К £г = «"а — R<ia> и R(i2s> = (Ki + Ка + Кз)"1 [(^1 + Ка) Ru» + Кагз] и т- Д-
(см рис. XI.6). На каждом шаге очередная пара переменных
заменяется на координату двухчастичного центра масс и относи-
тельную координату. Так как в двухчастичной системе при пе-
реходе к переменной центра масс не возникает перекрестных
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членов, то в выписанном выше Af-частичном Нв нет членов Юза—
Эккарта В этом преимущество координат Якоби. Их недостаток
состоит в сложности выражений для rtJ, хотя r12 = — gt просто.
Вообще для всякой заданной перестановки <t\, . . . , iN> исход-
ного набора <1, . . . , N> существует ассоциированная с ней сис-
тема координат Якоби, в которой rCxi, выражается просто.

Кластерные координаты Якоби. Последняя система координат,
которую мы рассмотрим, особенно важна в теории рассеяния
Чтобы описать распад системы N частиц на связанные группы,
введем формальные определения и обозначения, которые будут
играть важную роль в этом разделе и в § XIII.5.

Определение. Разбиение D множества {1, ..., N} на k не-
перекрывающихся подмножеств Clt . . . , Ск, объединение которых
составляет {1, . . . , N\, называется кластерным разложением.
Если D = {Cit ..., Ck\ — такое разбиение и i, j — два числа из
{1, . . . , N), то будем писать Ш/ тогда и только тогда, когда i
и / принадлежат одному кластеру Сг, и ~ Ш / , когда они при-
надлежат разным кластерам. Символы 2 и 2 обозначают

суммы по тем парам <i, /> с i < /, которые удовлетворяют со-
ответственно условию iDj или ~ Ш / .

Определение. Пусть D = {Сг}*=, —кластерное разложение. По-
ложим

Н (С,) = - X (2Щ.)-1 А,- + 2 У и (г, - I » .
iscl Ki. i. lee,

Определим гамильтониан Н (Сг) кластера Сг как Й (Сг) за выче-
том энергии движения его центра масс.

Н (С,) есть оператор в L a(R3 i V~3); он не зависит от координат
з других кластерах, так что Н (Сг) = /гСг® 1> е с л и L2(<R.3N~3) пред-
ставлено в виде L2 (Rsni~s)@ L2 (R3N~zni), где п1 есть число эле-
ментов в С[. Мы будем впредь пользоваться одним и тем же
символом Н (Сг) как для оператора в L% (R8iV~3), так и для опе-
ратора в L2 (R3"'~3), который мы выше обозначили hcr Если мы
захотим подчеркнуть, какой из операторов имеется в виду, то
будем говорить о «Я(Сг) как операторе на ,9К» или о«Я(С г) как
операторе на у£сг»> где $Cct—пространство L a (R 3 " ' " 3 ) функций
от внутренних координат кластера С(.

Определение. Пусть D = {Ci\'t=,1 — кластерное разложение. Опре-
делим межкластерный потенциал ID посредством
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Таким образом, / о есть сумма взаимодействий между частицами
в разных кластерах.

Определение. Пусть £> = {CJ?_i — кластерное разложение и

JiD = B — / о = 2 Н (С{). Определим кластерный гамильтониан

HD как flD за вычетом энергии движения центра масс. Тогда

Поскольку / о зависит только от разностей координат г{ — Г/, на
нем не сказывается отделение центра масс.

к
Заметим, что Ноф 2 Н(С,); на самом деле //o = T o -f
к

+ 2 Н (С/)» г Д е TD — кинетическая энергия движения центров масс
отдельных кластеров за вычетом энергии движения общего центра
масс. Таким образом, в соответствии с разбиением ZN—3 коор-
динат на k множеств внутренних координат кластеров C l t . . . , Ck

плюс множество 3(k—1) координат, описывающих относительное
положение центров масс кластеррв ^С,}*в1, гильбертово простран-
ство Ж = L* (Rs™~s) записывается в виде

причем

Н (Сх) = 1 ®/iC l(g) 1 ® - • -® 1»

Кластерные координаты Якоби выбраны как раз так, чтобы
упростить TD. Чтобы получить эти координаты, перейдем сна-
чала от <xt, . . . . г>> к

z = ^ 2 й/V 1 . 2 IV/. a g<c«), . . . . I j ^ —координаты, когде

торые вместе с R, образуют множество координат кластера С,.
Например, можно фиксировать некоторое / £ С{ и положить
\lml) }nJZ\ - (r/ — ЬЬеСу iФ j . Тогда Н (Ct) — дифференциальный
оператор по переменным | ^ { ) . Следовательно,

8 •= 2 (-з^с.)-1 д«. + 2 н {ct) + /д,
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где mCl— 2 (V Будем далее рассматривать R l f . . . , Rft как

множество переменных системы k частиц и выберем в качестве
первых k — 1 координат новой системы координаты Якоби
для <R l t . . . . Rft>, в качестве следующих N—k координат
где 1 ^ / л ^ я г — 1 и 1 ^ / ^ & , и, наконец, в качестве последней
координаты центр масс. Тогда

HD = *S (-2M,)-1 \ + 2 Я (С,),

где Mj1=smct

1

+1+ ( 2 тсЛ~1- Так мы получаем систему коор-
динат, в которой HD имеет очень простой вид. Отдельные члены
в двух суммах выражаются через независимые координаты и,
следовательно, коммутируют друг с другом. Заметим также, что
если i € C , , / € С 8 , то г,- — ry = — g, +lfo-lf1\ где |f'' есть
некоторая комбинация внутренних координат в С,, которая дает
расстояние от г,- до центра масс кластера С,.

Чтобы проследить, как применяются эти определения, рас-
смотрим простейший нетривиальный пример.

Л

2 5
Рис. XI.8. Кластерные координаты Якоби, N=5.

Пример (кластерные координаты Якоби). Пусть N —- 5. Рассмот-
рим разбиение D = {C,, С2, С,}, С, = {1, 2, 3}, Сг= {4}, С 3 = { 5 } .
Тогда

I — Г , — Г „ £ г — г г — Г 3 ,

Кластерными координатами Якоби будут <t,t, ?2, l^ 1 ' , |гС1>>,
см. рис. XI.8. Для того чтобы увидеть, откуда появляется
Хи {i£Cit / ^C 2 ) , заметим, что

Закончив на этом обсуждение кинематики систем N частиц,
обратимся к вопросам существования в теории рассеяния. Вое-
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пользуемся теми же техническими приемами, что и в случае
двух частиц, но с учетом уже известных нам усложнений.
Во-первых, за счет кинематики усложняются обозначения, и это
потребует от читателя постоянного внимания; во-вторых, обилие
различных явлений рассеяния заставит нас рассматривать не
только s-lime l 7 / 'e-w»', но и много других объектов. В самом

* -• т «.

деле, допустим, что г)з= lim elH'e-ifi«'(f>. Тогда e~iHt^ стремится
<-» + «

к е-ш»'ф при t—f + oo и выглядит как состояние с N свободно
движущимися частицами. Если мы хотим описать состояния, ко-
торые асимптотически выглядят как свободно движущиеся свя-
занные кластеры Clt ...,Ck, то нам нужно, чтобы e-(H'ty имел
вид e~iAtty, где А описывает свободно движущиеся связанные
кластеры. Значит, оператор А должен включать в себя силы,
объединяющие частицы в кластеры, но не должен содержать
сил, действующих между кластерами. Поэтому мы возьмем
А = НО, D = {CU . . . , Ck\ и будем рассматривать некоторый опре-
деленный предел.

Определение. Пусть И — гамильтониан системы N частиц с от-
деленным движением центра масс. Пусть D=s{Cit . . . ,C f t } —кла-
стерное разложение множества {1, . . . , N}. Если существуют
Qg ==s-Iime'H /e"'Ho', то будем говорить, что существуют кла-

t -• Т «•

стерные волновые операторы канала.

Теорема XI.34 ^теорема Хака». Пусть

причем Vt/^Li(Rt) + LP{Ra) с 2 < р < 3 для всех /, /. Тогда
кластерные волновые операторы канала QQ существуют для каж-
дого кластерного разложения D,

Доказательство,, Основная схема доказательства в точности повто-
ряет второе доказательство теоремы XI.24. Выберем систему
кластерных координат Якоби £,, . . . , £ft_t; %fx), . . . , £j£-i> . . .

• ••, ЦД'ь где {S<c''}— семейство внутренних координат кластера
С, и {£} —координаты Якоби движения центров масс кластеров.
Рассмотрим множество

£*-i) Л. lS lC") • • • Л* ( 5tCft') IФ € V (R3ft-S) и л/ €
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Конечные линейные комбинации векторов из §bD плотны, так
что достаточно доказать, что Hm e+ilite~l *Л|з существует для

всех
Согласно методу Кука, нужно доказать, что

|| dt . [| "

принадлежит Ll{±\, ±00) при всех г|>£ &>D. Так как / о — конеч-
ная сумма, достаточно показать, что \VtJe~iHDlty\£LL ( ± 1 , ± е » )
при всех t и /, таких, что ~ tD/. Поскольку каждый V/y есть
сумма двух членов, одного из L* и другого из Lr, можно счи-
тать, что Vtj лежит либо в L2, либо в Z/ (2 < г < 3), и восполь-
зоваться неравенством треугольника для оценки всей суммы.
При данных (, / мы выберем такие координаты Якоби, чтобы
было £, = Ra — Rb, где i£Ca, /£СЬ Так как изменение коорди-
нат Якоби, отвечающих набору </?,, . . . , /?ft>, за счет изменения
порядка оставляет & (R3ft~s) инвариантным, то не возникает
трудностей в связи с тем, что нам приходится изменять смысл £4,
когда мы меняем i и | .

Заметим далее, что отдельные члены в

Д, + 2 Н (С,)
1 - Х

коммутируют, так что

е - ' " ш о =

Далее, V,7 зависит лишь от ^ и внутренних координат С,, С„
гак что V,7 коммутирует с e ' s \ / ^ = 1 , и с е " ' " " 0 ' 1 , /=?М, 2.
Таким образом,

где s = t (2/Vf,)~\ и TJZI t = e~iH{at)tr\l. Потенциал Vu зависит только
от t, и внутренних координат из С, и С„ так что

I VtJe-UHo at i = || Vu (в'« *.Ф) (щ.,) (ть,,) к , с,: с

где символ I - J c c i c обозначает /-2-норму с интегрированием по
переменным |(С«>, | ( С«' и £. Следовательно,
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где

F ( С • • •. C*-i; 0 = J

I n f « . ) I s = J h , , ( 6 ^ 0 1 " I n , . , ( e f • > ) I 2 1 v и ( ь - e P - e P ) I 2

x
Если мы проделаем в последнем интеграле все интегрирования
по £<с»>, £(С«>, кроме интегрирования по \f'l)-\-lf%\ то увидим,

| VW | а | V | а € £ / 2 ф й L £
£ , £ р р р \f\ у ,

что | VW | а есть свертка | V,y |
а € £' / 2 с функцией из L1 с £г-нормой

(II %, tOtt ^i, tlli)" * С Ю || V ' f l ^
| К Ц В

| | р | , y | у
(II %, tOtt ^i, tlli)" ̂  * • Следовательно, по неравенству Юнга, || Vtffl^
^|К,уЦ г . В результате этой оценки и расплывания волнового
пакета, обусловленного действием оператора eisAi, заключаем, что

0 < F ( С , ..., b-i)<lin'/)P(s-8/a+8/'')2S 1Ф(С* • • -. C*-i) 1а<£„
где р задается в теореме XI.24 и, в частности, р > 6. Наконец,
заключаем, что

и, следовательно, |V / / e~ a w i ( ) | | 6L*(±l . ± ° o ) . Этим завершается
доказательство |

Главная особенность приведенного доказательства состоит
в том, что в нем вопрос о существовании для случая N частиц
сводится к тем же оценкам, которые употреблялись в двухча-
стичном случае. Пользуясь свойствами форм, рассмотренными
при доказательстве теоремы XI.26, и вариантом метода Кука
на языке форм (теорема XI.6), легко получаем следующий резуль-
тат.

Теорема XI.35. Пусть

^ = 'VS(-2 ti,)-1A/+S Vu(ru)

в L* (RiN-1)n). Допустим, что каждый VtJ удовлетворяет условию

(1 + | г |»)i/«« Vu (r) ^ LP (R-) + L~ (R-),

где р = п/2 при п^ 3, р = 1 при п = 1 и р > 1 при я = 2. Тогда
кластерные волновые операторы каналов Qji существуют для
каждого кластерного разложения D.

Теперь мы знаем, что QD существуют, и хотим построить
состояния рассеяния. Не всякая функция if) = Qox описывает
состояние, которое по мере стремления t к оо приближается
к системе {С1( С2, . . . , Ск\ связанных кластеров, свободно дви-
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жущихся друг относительно друга Все, что нам известно,— это
стремление состояний e~iHt<^ к e~iHo'n. Но s-lime+'H*>'e~'H''

t -*• оо

существует, поэтому если х = Нгп е1Но1е-(Н^у\г то e~tHity и e~iH°'v\

при * —<- оо тоже выглядят одинаково. Суть дела в том, что,
для того чтобы г|з при t—• оо имела вид связанных класте-
ров, условия e-{tH\\> — e~uHz>x, —>-0 при произвольной х еще не-
достаточно Надо, чтобы и имела вид х(£, £(Cl>, . . . . £<с*') =
х= ф (£) т]! (| ( C l )) . . . т)й( | ( С * ' ) , где каждое r\t есть связанное состоя-
ние гамильтониана # ( С г ) . Мы приходим таким путем к следую-
щему определению.

Определение. Канал есть кластерное разложение D = {Cit ...
. . . . Ск) вместе с такими функциями r\{^S^{, что каждая из них
есть собственная функция Н (С,) с собственным значением £, .
Для обозначения каналов мы будем пользоваться символами
а, Р, •.. и будем иногда писать

1 С й . . . С Л

( Ла • • • Tlft/'

Собственные значения Еи ..., Ек будем обозначать {£'ta)}*=i и
называть собственными энергиями канала. Кластерное разложе-
ние D, соответствующее каналу а, будет обозначаться D(a).

Два канала, в которых т)г различаются только на комплек-
сные множители, не считаются разными. Таким образом, точнее
следовало бы определить канал как кластерное разложение
с «лучами собственных функций». Если Сг содержит только одну
частицу, то мы пишем Жсг — С (нет внутренних координат),
Н (С,) = 0, т], есть 1 ̂  С и £ '? ' = 0.

(Сх... Ск

Важное предписание. Перечисляя все каналы а =
\ % • • • Л*,

в случае, если какой-либо Н (Сг) имеет вырожденные собственные
значения, мы сначала должны сделать некоторый предваритель-
ный выбор. Конкретно, если Ео есть собственное значение Н (Сг)
с кратностью п, следует сначала выбрать п ортонормированных
функций из {r\\ ft(Ct) ц = Еог\\, а затем потребовать, чтобы для
любого а, для которого El

t

w = Et, r\t была одной из этих п функ-
ций. Таким образом, если а и Р — разные каналы, то либо
D (а)Ф D $), либо £>(а)=»£>(Р) и найдется такое /, что r)}a>

ортогональна к

Определение. Пусть a — некоторый канал. Выберем кластерные

координаты Якоби для разложения D(a), скажем ( t l t . . . ,£*-i»
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E(iCl\ • • -. in^-i). Назовем &Са = L*(IR3*"3) гильбертовым простран-
ством канала и определим вложение канала <&"а: &6а—+9С =*
= L s (R 3 ; v~ 3) равенством

П Л| (

Волновые операторы канала ОГЬ &Ca—+ &C определим как

Гамильтониан канала Я а на Ж о. определим как

где Я ^ ' = 2 (—2Л1/)~1 Дг в координатах Якоби.

Волновые операторы Qa имеют простую непосредственную
физическую интерпретацию. Действительно, если \|) = Qa<p, то

e-iHtty приближается к ( е " Ш а < 0 ) ' ф ) ( П б ~ " Е ' < 0 " % ) , когда

f—+=Foo. Но это есть в точности волновая функция связанных
кластеров т],, свободно движущихся друг относительно друга.
При такой физической интерпретации мы ожидаем, что R a n Q *
ортогональны к RanQp1. Таким образом мы избегаем многократ-
ного учета асимптотических состояний, входящих в {RanQo},
Прежде чем доказывать, что RanQa и RanQjf ортогональны при

^ \ мы скомбинируем эти каналы удобным, образом.

Определение. Пусть # —совокупность всех каналов с учетом
сделанного выше предписания, если некоторый Н (Сг) имеет вы-
рожденное собственное значение. Определим: асимптотическое
гильбертово пространство 5 ^ a s v m = ffi 5Va, «свободный» гамиль-

тониан Я а 8 у т = ф На на $£asym, преобразование вложения <&~:

•̂ asym —* &£> <^"= ф <#"а. и волновые операторы Q±: ^fa3ym—*•

-+5К, & ± = ф fit. Пусть ^ ± = RanQ±.

Теорема XI.36. Допустим, что волновые операторы каналов
существуют. Тогда:

(а) Q ± = s-litn
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(b) (ортогональность каналов) если а=£Р, то RanQ» ортого-
нальны к RanQp1;

(c) й * суть изометрические отображения из 5?asym B &С\
(d) e'H 'Q± = H '
(e) ЙГ±<=ЯГ
Доказательство (а) является прямым следствием того, что

1" 1н*
(Ь) Пусть ф а 6 ^ а . Фр € # V Тогда

и так же для фв. Следовательно, поскольку e+iHt унитарен,
достаточно доказать, что lim (<&~ае~Ша'ч>а.> <&~ве~1н*'ц>$) — 0,

t -*• =р 00

для того чтобы заключить, что (йафа» ^эГ(Рэ) = О- Рассмотрим по
отдельности случаи £>(a) = £>(f$) и D (а) ф D (Р). Допустим сна-
чала, что £>(а) = £>(Р). Тогда

= (фа П ПГ, Щ П Л'/Р>) =

= (фа. фр)

поскольку (т)(,а>, TI(,P>) = 0 при некотором / в соответствии с нашим
предписанием.

Будем теперь считать, что D (а)Ф D ф). Пусть

— У! Е\а\ Тогда

2

/Ур(О)—Я а (0)^0, так как D ( a ) ^ = D ( P ) . Если перейти к фурье-
образам, то Я в ( 0 ) — Я а ( 0 ) будет умножением на некоторую функ-
цию /ав (Р)( являющуюся квадратичной формой п о р и потому

3W-3

в некоторой системе координат имеющую вид fa${p)~ 2 сцр\
4 = 1

с какими-то а.;фО. Перенумеруем р,- так, чтобы было alt . . .
. . . . атф0\ ат + 1 = ат+2= .. . = 0 . Пусть грх и % принадлежат
c H R 3 ^ " 3 ) . Тогда вследствие (IX.31)

«. У) X

3271
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где

К (х, у) = (—1)° t-"/* (2л1)-т/2 ft I at I"1/2 exp (i | Х[-у{ |«/4а,0
t— 1

и а зависит от числа отрицательных at.
Из-за множителя t~m^ величина (я^, e~"^w~Hal0)^2) — 0

при £—• оо. С помощью е/3-приема убеждаемся, что (tylt
i / ( H ( ) H ( ) ) п р и в с е х ^ ^ и > в ч а с т н о с т и > («^-афа,

* 0. Это доказывает ортогональность ка-
налов.

(С) ПуСТЬ Ipe^asym T°™a О ^ - ^ О в ^ а - Так КЭК Q^a

ортогональны друг другу, то

где мы воспользовались тем, что все Жа и все Q* изометричны.
(d) и (е) доказываются как в двухчастичном случае. |

Заметим, что преобразование <§Г неизометрично, так как
RanoT a неортогональны друг другу. Например, Ran £Га = 5%,
если а —единственный канал с £>(а) = {{1}, . . . , {N}}. Доказа-
тельство изометричности Q± существенно опиралось на то,
что RanQa ортогональны к RanQjj1 при а ^ = р . Это в свою оче-
редь следует главным образом из того, что lim \\^~e~lfiasim 'ty| |=

=||4>ll Д л я в с е х Ч1. ч т о было доказано выше в пункте (Ь).
Определим теперь S-оператор.

Определение. Пусть S: ^ a s y m —• S^asym есть оператор S =
= (£2~)*Q+. Он называется S-оператором, S-матрицей, или опе-
ратором рассеяния. Мы определим также Sa$: Ж$-+&Са, пола-
гая 5 ав = (йа)*Цз. так что S = 2-S a p.

a, P

Например, положим М==3 и допустим, что р—единственный
канал с D(p) = {{l}, {2}, {3}}, а a - к а н а л D(a) = {{l, 2}, {3}}.
Тогда Sap описывает процесс захвата, а S P a —распада.

Введем обычное

Определение. Если R a n Q + = Ran Q~ = 3%tc (Я), будем говорить,
что рассеяние для системы N тел полно.

С помощью довольно сложных методов может быть доказана
следующая
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Теорема XI.37. Пусть N = 3, Я = 2(—2т,)-*Д<+ 2 V,,.

Допустим, что

(i) каждый Vif удовлетворяет условию V{/ £ L»/s+e (R3) П L3/2-* (Rs)
и (1 + | * | ) 2 + e V y €L*-f-Z/° (грубо говоря, мы требуем, чтобы
У(/(х) убывала как | * | - 2 - 8 ) ;

(И) никакая двухчастичная подсистема не имеет «резонанса или
связанного состояния с нулевой энергией» в следующем точ-
ном смысле. Пусть |i, / = (m7 1 +m/" 1 )" 1 . Пусть ku (X) =
= —(2nl/)~1A + XVi/(x) на L a(R8). Тогда размерность спект-
рального проектора на (—оо, 0) для£(у (к) не зависит от X для
\к — l f < 6 с некоторым б > 0. Более того, ни один &//(!)
не имеет положительных собственных значений.

Тогда RanQ + = RanQ" =SVac(H).

Для некоторых систем N частиц с единственным каналом
(т. е. для систем, не имеющих связанных состояний с гамильто-
нианом Н(С)) полнота доказана; см. теорему XIII.27 для сла-
бой связи и теорему XIII.32 для потенциалов отталкивания.

Кажется весьма правдоподобным, что !\ етоды § 17 будут обоб-
щены и позволят доказать достаточно сильные результаты об"
асимптотической полноте для многочастичных гамильтонианов.

Есть, наконец, еще одна тема в рассеянии N частиц, кото-
рую мы хотим здесь рассмотреть. Это так называемые кластер-
ные свойства оператора Q± и определение «связной части»
5-матрицы. Кластерные свойства играют главную роль в даль-
нейшем развитии теории рассеяния N частиц, особенно в физи-
ческой литературе. Но мы хотим предупредить читателя, что
технические детали здесь крайне сложны и, в сущности, их
можно опустить, так как мы не собираемся к этому возвращаться
в дальнейшем. Кластерные свойства проще выразить, если не
выделять движение центра масс. Поэтому введем следующие
определения:

аи /2 /|D3\ /Q\ eft ef? /2
in, — 1- (К. ) l £ / JO , чУЪ asym — *-

й tCM/O\ 1 _i 1 fi7\ И H

Пусть i£{\, . - . , N), a^lR3- Определим U!(a) на ^"равенством

{Ui(a)f)(x1, . . . , х„) = /(х1, ха, . . . , x, — a, . . . , x j .
Для данного разбиения D = {CU . . . . Ck) и данных a t, . . . , a f t 6R e

определим C/D(a lt . . . . ak) на &С, полагая
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Таким образом, £/о(ах, .- . , лк) сдвигает кластеры друг относи-
тельно друга. Чтобы сформулировать основной технический ре-
зультат, а затем дать его интерпретацию, нам потребуются еще
некоторые понятия.

Определение. Пусть D ( 1 ) и D(2>—два кластерных разложения.
Будем говорить, что О(а)есть измельчение Da), и писать D ( 1 )<]D ( 2 >,
если каждый элемент Q 2 ) £ Dw является подмножеством некото-
рого Cf>£Diu.

Таким образом, Da есть измельчение Dlt если каждый кластер
в Dx- может быть получен объединением одного или нескольких
кластеров в D2. Мы пишем Dx <] Da, чтобы указать, что некото-
рые из множеств в D2 объединяются и образуют множества в Dx.

Если D—некоторое кластерное разложение, то ему соответ-
ствует естественное разложение §6 в тензорное произведение

®fflc,, где fflc,—пространство функций от координат {г£|

1$СЛ. Допустим, что D <]D'. Тогда D' индуцирует в каждом
Ct£D кластерное разложение D\—семейство элементов из D',
содержащихся в Ct. В этом случае мы будем в качестве кластер-
ного волнового оператора канала вводить оператор Qjy на про-
странстве r76ct, отвечающий разбиению D\ кластера Ct. Таким
образом,

U±,= s-lim ехр (ПН (С,)) ехр /— it 2 Я (С'Л.
' '-т- \ с; се, /

Теорема XI.38. Пусть Vu € L* (R3) + Lr (R3), 2 < г < 3.
(a) Если D<\D', то

s-lim UD(alt . . . , a t)~xQo't/o(ax, . . . , a f t)= 0 Q ^ .
min I a^.-a, i-*«> 1=1 '

(b) Если D<]D' , то
_ k

s-lim U о (ли . . . . a*)"1 (Q^-Г UD (ax, . . . , aA) = ® (Q± )»
rain |a,-a # I-»- 1 = 1 Dr

(c) Если D<ftD' и Р —любой канал с D(P) = D', то

s-lim (й?)* 6/о (ах, — , a j = 0.

Доказательство. Доказательство (а) в основном совпадает с дока-
зательством теоремы XI.33, так что мы наметим только главные
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идеи, оставляя детали читателю (задача 54). Сначала заметим, что

1=1 ' /=1

так как Д V (а.) коммутирует с йЪ% н что
'•«P '

® Й£=. s-lim е ^ в " ' * * ' ' .

Следовательно,

g s-lim <?<

и для доказательства сильного стремления к нулю UQ1 ( ФЭ- —
* - , \

— ® ®п' I UD надо доказать только, что
г = 1 I/

s-lim £/5'(a)[Qo— \\UD{a.) = 0. (75)
mini 8,-8,1—

Но если <p€D(#0), TO

(QD — 1ХФ=» i

Дальше доказательство проходит, как в теореме XI.33, с оцен-
ками из теоремы XI.34 вместо оценок из теоремы XI.24. Дока-
зательство (Ь) мы отложим до того, как будет доказано (с).

(с) Эвр истическое соображение, которое скрыто за этим утверж-
дением, состоит в том, что (iif)" обращается в нуль на тех состоя-
ниях, которые асимптотически не образуют связанных кластеров
в D'. Поскольку D<f\D', существует некоторая пара <t, />,
такая, что iD'j, но ~iDj. Значит, UD(а) выводит какой-то клас-
тер из D', когда min|a,- — &j\—-<x>, и препятствует £/от|з быть
состоянием связанного кластера в D'. Эта эвристическая аргу-
ментация состоит фактически из двух утверждений. Во-первых,
UD «выводит какие-то кластеры из D'», и надо показать, что

s-lim <^*;{/D(a) = 0. (76)
min I а.— л, i-юо

Во-вторых, e-iHtUD(a) приближается к e~lhDl.\JD(а) в сильном
смысле, когда min | a f — а, | —* оо, т. е. когда кластеры в D раздви-
гаются, вклад той части динамики, которая вызвана силами
между кластерами, становится пренебрежимо малым.
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Как обычно, чтобы доказать (76), достаточно показать, что
^IUD(A)^—*-0 ДЛЯ множества функций tjj, линейные комбинации
которых плотны в 9С. Пусть D' = {C[ С*,[; выберем t|> =
— Ф1-Фг ••• Ф*'» г Д е Ф|—функция координат в С\. Пусть i (j) для
каждого /—такое число, что /€С"<, одной из групп в D. Пред-
положим, что

Тогда

11<**э^(аЖ»з= П J|S Л,
Главное здесь то, что в некотором С\ есть такие j l t /2, что
j (y'j) ^ t j (/2). Поэтому, когда координаты гу + а / ( / ) в <р, заменяются

на R : и ^ С " , некоторые из | сдвигаются, так же как и R f.
Поскольку мы рассматриваем внутреннее произведение по 1 с фик-
сированной т), норма | . . . |#( С ' \ стремится к нулю, так что фор-
мула (76) доказана.

Докажем далее, что

s-iim (е-1™ - е-!"о') UD (a) - 0 (77а)

min | а ( .-а . i-*oo

И

s-lim (e

+l"D'' - e

+i"D'*Dt) UD (а) е~'"о{» 0 (77b)
min I л- — л, 1-»-°°

равномерно no t, где D' * D — кластерное разложение, элементы
которого имеют вид {С\Г\Ст}, где ! < / < & ' , \^.m^.k. Это
точное выражение того, что в результате применения UD (a)
к вектору г|з и, следовательно, выведения кластеров из D взаимо-
действия между кластерами вносят пренебрежим© малый вклад
в динамику. Если ty£D(Hu), то

о

Значит, для доказательства (77а) достаточно показать, что

Hm
min | a f - a - i-*™ Q

равномерно по t. Это в точности та оценка, которой мы поль-
зовались, доказывая (75). Чтобы доказать (77Ь), надо убеди-



5. Квантовое рассеяние 11 103

ться, что

lim \ I(ID- — ID*D>) eiH°*D" UD(a) e~iH«s$\\ds = O
min I a — a -1

равномерно по t, а это доказывается аналогично (задача 55).
Теперь мы можем воспользоваться равенствами (76) и (77)

вместе и получить требуемый результат. Из (77) и соотношений

получаем, что для любого г|з £ Ж

sup \\{el"D"e-tTit -e

iTl°*°-1 е~!По')иог]>|| - * 0 , (78)

когда minfa,- — ay |—*- оо. Пусть 0,% D*D' = s-lime^^e~'^D*D ' ' , ко-

торый существует по теореме XI.34. Тогда

.)> UD(a)q=w-lim (eiffD>tе-™1—e!H~D'*D'e-!H~Dl)

для любых фиксированных if и а. Из неравенства || w-lim ipt |
/-•±00

^ lim || ̂ | | и (78) следует, что
/-•±•0

lim №D>-&D,D.D-y UD (а) $1=0.
min I я-—л- |->-оо

Наконец, поскольку (Qo, D*D-)* UD ( a) = UD ( a) (^o. o»o')*« заклю-
чаем, что

s-lim &"fi{&%)*UD(a)= s-lim <#"eC o (a)(Q ±

; D * D ' )*=0.
m i n I Л-—Я, i-*oc m i n I a ( .—a . j-*oo

Это доказывает (с).
Так как (77) выполняется независимо от того, справедливо

или нет соотношение D<C\D', его следствие s-lim 1 ( 0 * —
— йд, D*D')* (Уо(а)г|5|| = 0 тоже выполняется. Если D<\D', то

k

D*D' = D' и Qo, o»D-= ® QD . Отсюда с учетом равенства

( к _ \ * / ft _ \ *

® Q D , ) UD=[ ® Q D , ) следует утверждение (b). |
Теперь мы воспользуемся кластерными свойствами для полу-

чения сведений относительно S-оператора. Пусть а"—некоторый
канал и D — кластерное разложение, такое, что D <] D (а). В D не-
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которые из связанных фрагментов канала а соединяются вместе.
Такое соединение индуцирует разбиение а в подканалы: В самом
деле, для каждого Ct£D пусть а, есть набор кластеров Fm£ D(а),
таких, что Fm<=Cl вместе со связанными состояниями г\т кана-
ла а. Тогда если D=={{1, 2}, {3, 4, 5}, {6}} и

{3, 4} {5} {6}\
ф(г8 4) 1 1 Г

где ф (г84)—некоторое связанное состояние гамильтониана
Я ({3,4}), то

'{3. 4 } { 5 } \ а д = (

Набор {а, }*=1 называется разбиением а, индуцированным D.
Пусть D — {Clt . . . , Ck), и пусть а, р—такие каналы, что
D < D ( P ) и D < D ( a ) . Пусть {<»,}£_, и {Р,}?_г — разбиения а и р ,
индуцированные D. Тогда мы будем писать Sl££ для 5-опера-

тора П[ тел, описывающего рассеяние из канала <х1 в канал р,.
Пусть теперь D < ] D ( a ) . Тогда UD{a.x, ..., аА) оставляет

инвариантной R a n < ^ a и, значит, индуцирует отображение
f/o" (a t, . . . , aft) на Ж^ посредством Up^^ = «^а^о"- Если, в част-
ности, Ф б ^ а есть функция от <!>,, . . . , r f n i >, где D (а) =
= {Fi, . . . , Fm}, то i/'o" действует на &€„., сдвигая те Fm, кото-
рые принадлежат С(, на ас. Фиксируем ^^Жа и рассмотрим
состояния U^) (а,, ... ., ай)г|), когда rnin ( aj — а, | —»• оо. Как ведет

себя SU^ty? Пусть р —канал, в котором О^\пф). Тогда для
рассеяния из а в р частицы из разных кластеров Ct^D должны
соединиться. Так как кластеры в D в состоянии ifo^ разведены
далеко, естественно ожидать, что не будет рассеяния в канал р.
С другой стороны, если D<]Z)(|3), рассеяние в р возможно по-
средством частичного рассеяния в каждый кластер из Ct£D.
Таким образом, мы ожидаем, что SU^o'ty факторизуется в произ-
ведение вкладов от рассеяния для каждого кластера Ct. Так
оно и есть

Теорема XI.39 (пространственные кластерные свойства S).
Пусть а —канал N -частичной квантовой системы, удовлетво-
ряющей условиям теоремы XI.34. Пусть D — кластерное разло-
жение, причем D <\ D (а).

(а) Если D<|£>(P), то

s-lim (S& a — (g)Sfg) U\a> (a l f . . . . aA) =• 0.

1Ф1 ' '
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(Ь) Если D<£\D(P), то

s-lim S B a t / ^ ' ( a f , . . . . 3 ^ = 0.
min

Доказательство, (а) Воспользуемся утверждениями (а) и (Ь) тео-
ремы XI.38 и убедимся сначала, что

( J l t f i t ) o,
ибо

l

стремится к нулю в сильном смысле по теореме Х1.38(а). Ана-
логично,

Г Л 1 к

ФъУ uD(g> Q ;̂ -<t;uD®ub/рлй^. =

L z=i I ;=i l

стремится к нулю в сильном смысле по теореме Х1.38(Ь). Заме-
тим, наконец, что

(Ъ) Здесь вместо пункта (Ь) теоремы XI.38 мы опираемся на
пункт (с) той же теоремы 1

Следствие. Если S-матрица Л/-частичной квантовой системы
унитарна, то унитарны и S-матрицьь любых ее подсистем.

Эти пространственные кластерные свойства интересны благо-
даря своей прямой физической интерпретации, но важнее то,
что они наводят на мысль о «гладкости в р-пространстве». Чтобы
понять это явление, рассмотрим еначала рассеяние двух частиц.
Такой S-оператор задается ядром. Это можно увидеть, например,
следующим образом. Если ф, г|>£оУ (Re), то <<р, лр> i—&-(ф. Sty)
билинейно и непрерывно на а?, поэтому существует обобщенная
функция Q(Xj, x2; х3, х4) из tf' (R12), такая, что

(Ф, Sty) = ^ ф (x t , ха) Q (х1 ? х2; x s, x4) ty (x 3 , x4) d?xt . .

Полезно записать S в р-пространстве, т. е. найти ядро
где ¥ — преобразование Фурье:

(Ф, Sip) = J Ф (р 1 ? Pi) s (pi, рг; р3, р 4) ty (р 3 , р 4) cPpt... d*pt.
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Вследствие сохранения энергии и импульса, т. е. вследствие
того, что S коммутирует с пространственными сдвигами и груп-
пой свободной динамики, обобщенная функция s имеет носитель
на многообразии, где

F — р * I Рз — Рз „| Р ' F
С°«* — 2fi, ̂  2ц2 - 2ц, ̂  2fx4 —

 с »в •

Это подсказывает нам, что s можно записать в виде

s (Pi, Р2; Ps. Р 4 Н 6 (Pi+P 2 —Рз — Р 4 ) 6 (£щ — ^out) s r e d (Pi. Р2; Рз. Р4)-
A priori s может иметь гораздо более сложные особенности, как,
например, — Д б ( р 1 + р«—Рз— Р4)- То, что такого рода особен-
ности типа б-функции тоже факторизуются, мы увидим, когда
будем рассматривать редукцию 5-матрицы за счет симметрии
в § 8. Можно было бы думать, что s r e d будет гладкой функцией
переменных Pi р4, пока они меняются на многообразии,
где энергия и импульс сохраняются. Однако это плохая гипотеза!
Действительно., пусть U (а)—трансляция первой частицы на а.
Тогда U(a)SV (а) " 1 имеет ядро se fa(p«-p>'. Если бы s r e d была
гладкой, то из леммы Римана — Лебега следовало бы, что
Ига (Ф, U (a)SU (a)~1ty) = 0; однако же нам известно, что
а-»- оо

lim (Ф, U (а) (5 — /) £/(а)- 1 г|з) = 0, т. е. гладкое ядро должен иметь
а-»- оо

оператор S — /. Таким образом, можно надеяться, что

s(Pi, р г; Ps, p4) = 6(Pi—Р 3 )б(р 2 —р 4 ) —
— (2лг) 8 (р, + р2 — Р з _ P i ) f i ( £ i n _ £e u t)^(p1 ( p2; p3, р4),

где / — гладкая функция р„ если <p l t p2, р9, р4> меняется,
оставаясь на многообразии, где сохраняются энергия и импульс.
Член б(рх — р 2 ) б ( р 3 — р4) есть в точности ядро оператора /.
Множитель 2яг вставлен из соображений нормировки. В случае
двух частиц мы действительно докажем, что s имеет такой вид
для широкого класса потенциалов; см. § 6 и 7. Чего следует
ожидать в случае N тел? Запишем схематически результат для
двух частиц в виде

где iTcX означает часть S-матрицы с гладким ядром; эта часть

называется «связной» частью. Легко догадаться, что для случая
трех частиц
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так что можно определить СУ~ рекуррентно через -чГ ^С.

и связные части с меньшим числом частиц.

Определение. Пусть а, Р — каналы системы N частиц. Опреде-
лим Raji рекуррентно (по N) посредством соотношений

где # a p —множество кластерных разложений с D<l£>(a),
D <]D ф), причем D содержит не менее двух кластеров. При
ЛГ = 2 имеем /? = 5 — / .

Тогда из пространственных кластерных свойств (теорема XI.39)
вытекает (задача 56)

Теорема XI.40 (пространственные кластерные свойства редуци-
рованных S-операторов).

(а) S a P =
D 2

), D <] D(fi)
' Cft}(b) s-lim

min I а.-а- j -><»

ры'х D<}D<P).

= 0 для всех D, для кото-

Это построение подсказывает, что # а р имеет ядро вида

га» (Р, Р') = (2дО б( S Р, - 2 ! Pi)«(^-£') <«в (Р. Р').

ав есть гладкая функция р, р ' . «Гипотеза об аналитичности
S-матрицы» требует даже, чтобы /ар(р, р') было граничным
значением функции, аналитической в некоторой области. К со-
жалению, эта весьма привлекательная гипотеза не доказана для
многоканальных и многочастичных систем. В Замечаниях мы
обсудим результаты, составляющие частичное доказательство
«гипотезы об аналитичности S-матрицы» для квантовых систем
с Л Г > 3 .
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XI.6. Квантовое рассеяние III: разложение по собственным
функциям

Любые формальные выкладки предполагаются
правильными, если только они не очевидно неверны.

М. Л. ГОЛДБЕРГЕР И К. ВАТСОН,
«ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ»

Мы установили существование и единственность состояний
расчеяния квантовых двухчастичных систем с потенциалами, убы-
вающими как | лс J х е при | лс | —*• оо. Полноту мы докажем в § 17
и XIII. 8. Но мы пока еще не знаем никаких способов явно
«сосчитать» S-матрицу или сравнить экспериментальные данные
с теорией. В этом разделе мы хотим вывести некоторые формулы,
составляющие так называемую «формальную теорию рассеяния»,
или «стационарную теорию рассеяния». Эти формулы представ-
ляют S-оператор в явном виде как «интегральный оператор»
с ядром б(к — к ' ) — 2ш"6(&2 — &' 2)7(к, к'); см. теорему XI.42.
В следующем разделе мы покажем, что функция Т (к, к') имеет
аналитическое продолжение в некоторые определенные области.

Главный инструмент «формальной теории рассеяния» — это
разложение по собственным функциям гамильтониана Н, кото-
рое представляет и самостоятельный интерес. Оператор А вЬЦКя,йх)
с чисто дискретным спектром имеет разложение по собственным
функциям в самом прямом смысле: существуют /Лфункции <р„ (х)
и связанное с ними отображение ~: L*(R8, dx) —*• 12, определен-
ное формулой

(/)„ = S ф Л * Ш * ) <**• (79а)
То, что ф„ — собственные функции, т . е . А(рп = апц>п, выражается
равенствам

(Af)a = aJa, если f^D(A). (79b)

Из ортонормированности {фп} вытекает, что

Ran~ = /2. (79с)

Полнота системы <р„ выражается формулой

/ (*) = LMim 2 / я ф п (х). (79d)
п = 0

Наконец, вследствие ортонормированности и полноты

11/11* =21/„I s. (79е)
п

Но спектры двухчастичных гамильтонианов с исключенным
центром масс имеют не дискретные части — в действительности
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с рассеянием связан абсолютно непрерывный спектр [0, оо).
И все же можно надеяться, что имеет место некоторое «непре-
рывное» разложение по собственным функциям. В качестве мо-
дели того, что мы хотим отыскать, рассмотрим разложение по
собственным функциям для Но — — Л, имеющего только непре-
рывный спектр, которое дает преобразование Фурье. Запишем
ф0(х, k\ = elkx и будем представлять себе ф о (-, k) как семейство
функций х, параметризованное непрерывным индексом k. Тогда,
как известно, Л удовлетворяет условию

о(лг, k)f(x)dx, (80а)

где l . i . m . J = ZAIim } при М -*• оо. Ф у н к ц и и ф о ( - , k) будут
\х\<М

собственными функциями с собственным значением k% в том
смысле, что

( а д (ft) = *•/(*), если /60(Я 0). (80Ь)
Из ортогональности и «нормировки» функций ф о ( - , k) следует,

что
RanA = L a ( R ' , dx). (80c)

Полнота множества { Ф „ ( - , £)}*g|Rn выражается соотношениями

, k)J(k)dk (80d)

k. (80e)

Как найти подходящие ф, которые могли бы быть «непрерыв-
ными собственными функциями» для разложения H = H9 + V по
собственным функциям? Мы определили Q+/ только для / € ^Л
но допустим, что можно придать смысл Q+tp0(-, k). Тогда, по-
скольку Q + # 0 = # Q + , функция ф(-, A) = Q + 9 0 (- , k) должна
удовлетворять уравнению Яф = Ааф в смысле (80Ь). Если в каком-то
смысле ф=*=£2+ф0, то фо = (£2+)*ф должна быть пределом при
t —>• —оо следующего выражения:

e+lHtt e-lHt ф _ ф _ i; ^ etH,a ye- Ш»ф fa _
0

—- ф —lim i \ eiH>s Ve - ik*se+es yds = ф+lim (#„ — * a — ie)'1 V<p.
- e;o 5 e;o

Следовательно, ф должна удовлетворять уравнению

*), (81а)
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или, если воспользоваться (IX.30), уравнению

Ф(х, к) = в ' * " — ^ % Д , , У(у)Ф(у, k)dy. (81b)

ФИЗИКИ обозначают волновой оператор при t —*• —оо через Q +

вследствие знака + *г в формуле (81а). Уравнение (81), которое мы
получили с помощью эвристических рассуждений, называется урав-
нением Липпмана—Швингера. Чтобы найти «непрерывные» соб-
ственные функции ф для разложения оператора # = Ho-\-V,
надо решить это уравнение. Найдя ф, мы построим преобразование

с этой собственной функцией /* (k) = \.i.m. (2п)~3^ § ф (л:, k) f (x)dx.
Мы ожидаем, что будут выполнены аналоги уравнения (80)
с одним исключением: ф(-, k), вообще говоря, не будут полны,
т. е. мы не ожидаем более, что

/(*) = l.i.m. (2п)-3'* $/*(£)ф(лг, k)dk,

так как ф — это собственные функции, отвечающие лишь абсо-
лютно непрерывному спектру Н. В действительности мы уви-
дим, что ( Р а с (Я) /) (ЛГ) = l.i.m. (2n)~ З ' а $ /• (k) Ф (х, k)dk. Наконец,
мы ожидаем, что это преобразование с собственными функциями
и преобразование Фурье тесно связаны: ведь формально Q+ф, =яф,

и потому должно быть Q+ Q b (k)ф0 (х, k)dkj= } b(k)q>(x, k)dk,

или ( й + / ) # = /, где мы положили / = (2jt)3''2b.
Главный результат этого раздела (теорема XI.41) состоит

в том, что справедливы все приведенные выше утверждения.
Напомним, что класс Рольника R есть множество измеримых
функций V (х), удовлетворяющих условию

Теорема XI.41. Пусть V € R Л L1 (R3). Пусть Но = — А в L2 (R3),
и пусть H = H0+V в смысле квадратичных форм (теорема Х.19).
Тогда существует множество «£cR + (где R+ —множество поло-
жительных чисел), которое замкнуто, имеет меру Лебега нуль
и удовлетворяет таким условиям:

(a) если k%^S, то существует единственное решение ф(-, к)
уравнения Липпмана — Швингера (81), удовлетворяющее
условию | У | 1 / а Ф ( - , к )€ / - 2 ;

(b) если / € £я, то существует

/* (к) = l.i.m. (2л)~ »/• J Ф(х, к)/(х)dx; (82а)
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(c) если / € D (Н), то

(Я/)*(к) = £*/#(к); (82Ь)

(d) Ran* = L»(R8) и (82с)

S|/*(k)|Mk = ||Pac(//)/|p. (82e)

Более общо, если [а, Р] ("I € пусто и а > 0, то

(82e')
а <*•

где {PQ (Я)} —семейство спектральных проекторов для Н.
(е) Пусть L.I.M. обозначает ХЛпредел при М—* оо и б—*-0 ин-

теграла по { k | £ < M , dist(£2, £)>Ь\. Тогда

= L.I.M. (2я)~ *<* J /* (к) ф (х, к) dk. (82d)

(f) Для любой f£L2

(QV)*(k) = /(k). (83)

Мы лишь наметим основные идеи доказательства теоремы
XI.41. Детали можно найти в литературе, приведенной в Заме-
чаниях. Но для начала рассмотрим некоторые следствия этой
теоремы и ее доказательства. Прежде всего отметим, что, как
следует из (82е'), для любого интервала [а, Р], не пересекаю-
щегося с <§, где a > 0, Ran P[a> pj с: f̂ac: Таким образом, если
существует сингулярный спектр, то он должен лежать в £,
ибо c e s s (Н) = [0, оо) по теореме XIII.15. Это позволит в ряде
случаев заключить, что oaing(H)= 0 (см. теорему XIII.21). Во-
вторых, при доказательстве теоремы XI.41 мы пользуемсй су-
ществованием Q+, а не полнотой этого оператора. Условие (83)
утверждает, что # [RanQ+] = L2, a (82d) —что #- 1[ JL

a] = ^ ' a c ,
так что из теоремы XI.41 вытекает равенство R a n Q + = ^ a c .
Таким образом, в случае V £ L1 П R. мы получаем доказательство
полноты Q+, не опирающееся на теорию Като — Бирмана. В За-
мечаниях мы объясним, как разложение по собственным функ-
циям помогает «понять» сходимость волновых операторов, когда
Vn —>• V в R и L1. Мы также обсудим в Замечаниях, каким об-
разом можно воспользоваться тем же методом, которым доказы-
вается теорема XI.41, для доказательства похожего результата
в случае У £ 1 Т | £ 3 / 2 при некотором 1 <!/7<3/2 (см. также за-
дачу 57). В более общей постановке разложение по собственным
функциям рассматривается в дополнении к этому разделу и в За-
мечаниях. Отметим еще, что если <Jslng(//) = 0 (см. § ХШ.6,7,8),
то можно найти семейство {ф„}^=1 квадратично интегрируемых
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собственных функций Н, Нц>п = Епц>п, таких, что если /* = (<р„, /),
то

/(х) = L.I.M. ( 2 /*Фя (х) + J (2л)~3'2 Ф (х, к)/* (к) dk\

!l/ia = S l / ? i 2 + f|/*(k)|«dk,

(#fl# (к) =. k*f* (к); (Я/)* = EJ*.

Обратимся теперь к основным идеям доказательства теоремы
XI.41.

(I) Модифицированное уравнение Липпмана — Швингера. Сначала
введем модифицированное уравнение Липпмана — Швингера. Если
ty(x, k) = \V (x) | 1 / 2 ф (х, k) и ф удовлетворяет уравнению (81), то
•ф удовлетворяет уравнению

v (r\ i1/2*':1* И *-У

(84)

где V1'* = | У | 1 / г (sgnV).
Покажем, что уравнение (84) имеет решения. Поскольку

V^^nR, eikx\V\1'* принадлежит L2 (R3) и

1 v {x)'—i, i — Ш CL 2(R 6)

при Лфбом ^ из IR3. Следовательно, модифицированное уравнение
Липпмана—Швингера имеет вид 1|э = г\ + Ц k \ ty, где т) из L'\
a L| * | — оператор Гильберта—Шмидта. Пусть £—такое множе-
ство чисел | к |2 £ J?+, для которого однородное уравнение \|>= L\ * |if
имеет ненулевое решение из /Л По альтернативе Фредгольма
(следствие теоремы IV. 14) уравнение (84) имеет единственное
решение vj? из La, если l ^ l 2 ^ ^ . Отсюда следует, что исходное
уравнение Липпмана—Швингера имеет единственное решение ср,
удовлетворяющее условию \V|1//гф £ L* (R*) и определяемое фор-
мулой

Разумеется, надо еще повозиться, чтобы доказать сходимость
этого интеграла при почти всех х, но здесь мы не будем входить
в такие тонкости

(\\)Изучение.№нджества<В.Пусть К%—оператор \V | 1 / 2 (Но—№)~lV1^2.
Это интегральный оператор (84) приX = | k | для некоторых k € R3,
в частности при положительных вещественных к. Легко показать,
что /Сх аналитичен, если I m A > 0 , и непрерывен, если I m X ^ O .
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Далее, с помощью теоремы о мажорированной сходимости можяо
показать, что норма Гильберта —Шмидта оператора К\ стремится
к нулю при ImJi,—* оо. Следовательно, {1 + К\)~х существует
при больших 1тЯ. Здесь потребуется небольшое усиление ана-
литической теоремы Фредгольма (теорема VI.14), а именно

Предложение. Пусть А (к)— компактная операторнозначная
функция в D = {k j Imk ^ 0}, непрерывная в D и аналитическая
во внутренности D. Тогда либо ( 1 — А (к))'1 не существует ни
для какого К из D, либо множество {к\1т% = 0 и (1—А(Х))~1

не существует} представляет собой замкнутое подмножество в R
меры нуль.

Это предложение доказывается тем же методом, что и тео-
рема VI. 14, с учетом следующего факта из теории аналитиче-
ских функций: вещественные нули функции, аналитической
в открытой верхней полуплоскости и непрерывной в замкнутой
полуплоскости, образуют замкнутое подмножество в R меры
нуль (см. задачи 58 и 59 и Замечания). Таким образом, опре-
деленное выше подмножество ^ c R замкнуто и имеет меру нуль.

Сделаем еще несколько замечаний относительно <£>. Во-первых,
$ всегда ограничено. Это следует из того, что операторная
норма /С, вследствие осцилляции ядра стремится к нулю, когда
К—• оо, причем X вещественно. Эти осцилляции описываются
леммой Римана— Лебега (задача 60). Во-вторых, отметим, что
в двух случаях мы точно знаем <§. Если |JV| |^<4n, то |/Сл||< I
при всех 1, так что £ = 0 . А если V экспоненциально убывает
в том смысле, что е«1*1 V (*)(; R при некотором а > 0, то £ —
конечное множество. Действительно, в этом случае К\ можно
продолжить в область {Л. | Im А. >—а/2} , так что из обычной
аналитической теоремы Фредгольма следует, что <£. дискретно.

(III) Изучение функции Грина. Главная идея доказательства со-
стоит в том, чтобы связать функции <р(х, k) с интегральным
оператором (Н—Е)'1, а затем с помощью формулы Стоуна (тео-
рема VI 1.13) связать (Н — Е)~1 со спектральными проекторами:

е

840 а

= 72P(,x,P) + 7 ! !/V м-
Предварительно надо рассмотреть интегральное ядро оператора

Лемма I. Допустим, что Е$_о(Н). Тогда существует измеримая
функция G (х, у; Е) на R s xR 3 , такая, что

(x, у; E
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Далее:
(a) для почти каждого фиксированного х имеем G (х, •; Е) 6 L1 Л L*;
(b) G(x, у; E) = G(y, x; E) и G\x, у; E) = G(x, у; £);
(c) G удовлетворяет интегральному уравнению

G(x, у; E) = G
0
(x, у; Е) — $G

0
(*. г; E)V(z)G(z

t
 у, E)dz,

где G0(x, у; Е) = е1 Е ' *""'/4я | * — j / | — свободная функция
Грина, причем выбрано значение \^Е с положительной мни-
мой частью.

Доказательство. Мы представим формальное доказательство, не
заботясь о сходимости интегралов и о вопросах, связанных
с областями определения. Простое рассуждение (задача 61) поз-
воляет получить, что

Поскольку V£LX, ядро \V (x) | l / 2 e1 VE I *-ui/4n \х — у\ оператора
| V\1/2 (Яо — Е)~х принадлежит классу Гильберта—Шмидта.
Следовательно, {Н — Е)~г — (//, — Е)'1 также оператор
Гильберта—Шмидта и потому является интегральным операто-
ром с квадратично-интегрируемым ядром А (х, у). В частности,
А (х, -)€.L2 при почти всех х. Так как (Н0—Е)~х имеет инте-
гральное ядро G0(x, •)€<£<* при почти всех х, (Н—Е)~1 имеет
интегральное ядро G (х, •; Е) £ h? при почти всех х. Интегральное
уравнение пункта (с) есть просто запись того, что (Н — Е)~1 —
= (Н0 — Е)-1—(Н0 — Е)-1У(Н — Е)-К В частности, если Re£
достаточно отрицательна, то интегральное уравнение можно ре-
шить с помощью итераций. Для таких Е пункт (Ь) следует из
аналогичных свойств Go и того, что V вещественна. Следова-
тельно, (Ь) выполняется при всех Е(£о(Н) благодаря аналити-
ческому продолжению. Остается показать, что G (х, •; Е) £ L1

при почти всех х. Это можно сделать при помощи интегрального
уравнения (см. задачу 61b) |

G называется функцией Грина оператора Н.

(IV) Положительные собственные значения. Нам потребуется еще
такая

Лемма 2. Если £ > 0 и Е^£, то Е не является собственным
значением Н.

Доказательство мы предоставим читателю (см. задачу 62 или
соответствующие литературные ссылки в Замечаниях). Из этой
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леммы следует, что если [а, 0]П<£ = 0 , то />[а, р ] = />(а, Р), так
что Vj^ta. и + Ла. В)] в формуле Стоуна есть Р ( а > В) = Р [ а > р ) .

(V) Связь между # " резольвентой. Допустим, что I m x > 0 и
R e x ^ O . Так как G {х, •; x 2 )€L\ то она имеет обратный фурье-
образ g(*, k; х) = (2я)"3 / 2 $ G (я, г/; x?)eifcy dJy, который непре-
рывен. Определим h(x, k; x) = (2n)3'2 (\k\2—x2)g(x, k; x). Тогда
интегральное уравнение для G можно переписать как интеграль-
ное уравнение для h (после отдельного рассуждения, позволяю-
щего изменить порядок интегрирований перехода к фурье-образу
и интегрального уравнения):

h(x, k; x) = e ' * - * - ^ J e ^ [ V / * {y)p{y, k; x)dy, (85а)

p {y,k;*)=\V {у) \ч*е*-У-± J | V (y)\v*^^1V1/2 (x) p{x, k; x)dx.
(85b)

Ключевой момент здесь—это отношение между уравнением (85b)
и модифицированным уравнением Липпмана —Швингера (84).
Если jfe^^8 фиксировано и y. — \k\, то уравнение для р(-, к; к)
совпадает с уравнением для гр(«, k). Опираясь на это, докажем,
что справедлива

Лемма 3. Пусть / €Q° (R 3 ) . Тогда интегралы

Ф(£; и) = (2л)-*'* J h {х, k\ У) f (JC) d3x,

f* (k) = (2л) - *'* j ^JxTk) f (x) d»x

абсолютно сходятся, если Imx > 0 в интеграле для Ф и |£|2<£#
в интеграле для /*. Предположим, что [а, Р]П«? = 0 и а > 0.
Тогда Ф(&; и) имеет равномерно непрерывное по k и х продол-
жение в область a 1 ' 2 ^ Rex^fW2, Im>c>0, и при Ла€[«»Р]

Итак, мы связали f* с граничным значением резольвенты.

(VI) Доказательство (82ег), когда

Лемма 4. Пусть / €С~, и пусть [а, Р]Г)<£ = 0 . причем а > 0.
Тогда

\f#{k)\4°k.
| ft | < p1/* '

Доказательство. Будем опять опускать технические детали.
Пусть x2 = u. + ts с е > 0 и 1 т х > 0 . С ТОЧНОСТЬЮ ДО множителя
(2я)3/2 (| & |а — \i — it) функция h(x, •; х) есть фурье-образ функции
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Грина G (х, •; х2), так что из теоремы Планшереля следует, что

<xs —х») J G (z, х; ха) G (г, у; х») dz =

h (У« * :

Если умножить левую часть (86) на f(x)f(y) и результат про-
интегрировать, то получим

(х* - х » ) (/?-,/, R-,f) = (х» -х~«) (/, /?«./?-,/) = (/, R* - R-J),

где RE^(H—£)-1. С другой стороны, правая часть (86) будет
при этом равна

Поэтому

(87)

Когда 8 —»• 0, из формулы Стоуна и леммы 2 следует, что левая
часть (87) приближается к (f, P\a., si/) = il P[a, з]ЛК Формально
ел- 1 [(| Л J2 — \х)2+гг]~1 приближается к 8(k2 — |fi|) при е—<-0
(см. (V.4)), так что, пользуясь леммой 3, можно показать, что

правая часть (87) стремится к j [/* (k) \2 dk. |
а < | fc*| < 3

(VII) Распространение на произвольные f. Пользуясь леммой 4,
поляризационным тождеством и различными предельными пере-
ходами, легко доказать все остальные утверждения теоремы XI.41,
кроме следующих трех:
(i) R a n * = Z,2, (ii) (Q+f)#~f, (in) формула (8fib), которая пока
доказана только в слабой форме. Если мы докажем (i), то и
(82Ь) будет доказана в полном объеме. Детали можно найти
в литературе, указанной в Замечаниях.

(VIII) Сведение к (88). Допустим, что равенство

((Q-r/T-f* (88)
доказано. Тогда (83) можно получить из соотношения (Q+f)* =
= ((Q+)*Q+f)~ = / , а равенство (i) следует из того, что " и (й + )*
сюръективны. Таким образом, доказав (88), мы завершим дока-
зательство теоремы XI.41.

(IX) Отступление об абелевых пределах. Чтобы доказать (88),
нам потребуется следующая
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Лемма 5. Пусть / (х)— ограниченная измеримая функция; до-
t ' • оо

пустим, что lim \f(x)dx = a. Тогда lim \ e~esf(s)ds = a.
t -*• «° о е|о о

t ос

Доказательство. Пусть g(t)=y(s)ds и q{z)= ^e~esf (s)ds. Тогда
о

g'(t) = f(t) почти всюду, поэтому с помощью интегрирования
по частям доказывается, что

Пользуясь тем, что g ограничена, g{t)—»a при t —• оо и

e-^ds—l, легко доказать, что q(z)—»a (задача 63). |

(X) Заключение. Теперь мы готовы завершить наш набросок
доказательства теоремы XI.41.

Доказательство формулы (88). Нужное равенство надо доказать
лишь для / € <̂ ас> гДе-^ас — абсолютно непрерывное пространство
оператора Н. Действительно, если f^S^ht то (Q + )*/ = 0 и, со-
гласно формуле (82е), доказанной в (VII), f* = 0. Итак, доста-
точно доказать, что

k (89)

для множества функций g, плотного в Ж, и множества функ-
ций /, плотного в ЖЛ!1. Будем предполагать, что /* имеет носи-
тель в некотором интервале [а, р], не пересекающемся с <§, и что
g£C%. В приводимых ниже выкладках мы не будем явно поль-
зоваться этими техническими допущениями о / и g, однако мы
будем переставлять пределы и менять порядок интегрирования-
эти замены обосновываются с помощью указанных технических
допущений о / и g

Так как /, g€Q(H) = Q(H0), то, как это следует из задачи 20,

(/. &+g) — (Л g) = i lira J (/, e'H'Ve-iH*g) ds.

Значит, по лемме 5

$ (f,ei"'Ve-i»-<g)e*>dt. (90)
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Исходя из (82е')( легко показать, что (f,elfitg)=^ f#(k)eikZtg#(k)dk,
если / или g лежит в 55?ас. В результате

(k)dk =

= (2я)~•/» J J 7*4*) «'*> (x, *) У (х) (e-'^-'g) (x
Следовательно,

(k) ф (Л:, *) V (A) (e-« <».-*•+*)g) (л:)

W? )~lg] (x) dxdk

Переходя к пределу lim под интегралом в (90), видим, что

1
, k)dx\dkdy =

\х-у\

При переходе ко второму равенству мы воспользовались урав-
нением Липпмана — Швингера, а на последнем шаге — условием
(82е). Это завершает доказательство формулы (89), а следова-
тельно, и (88). Наш набросок доказательства теоремы XI.41 тем
самым закончен, |

Собственные функции Липпмана—Швингера <f>(x, k) особенно
полезны потому, что через них выражается S-матрица. Сначала
введем вспомогательное понятие.

Определение. Пусть k£R3, k'£IR3. &'2£<£. Определим

Г (к, к') = (2я)-35е-'к х1/(х)ф(х, k')dx;

Т{-, •) называется Г-матрицей.

Теорема Х1.42. Т (к, к') равномерно непрерывна в любой об-
ластивида£ 8 х{к ' |£ ' г €[а, р]}, г д е а > 0 и [ а , р ] п ^ = 0 . Далее,
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если /, g€<!f{R3), причем f и g—функции с носителями на
сферических поверхностях, не пересекающихся с {к' \k'2£&}, то

(/. (S-I)g) = (-2ni)[J(k~)g(k')T(k, k')fi(A«-A'»)dkdk'. (91)

Прежде чем доказывать теорему XI.42, сделаем ряд замеча-
ний. Во-первых, б (k* — k'*) в (91) есть краткий способ записи
следующего выражения:

J/ООГ J. T(k,k')g(k')(42k')dQ(k')]dk,

где dQ(k') — угловая мера на сфере, a lIJz'—якобиан перехода
от координат к' к <6'а, Щк')>. Формулу (91) часто записывают
в виде

5 (к, к') = б(£ — к') — 2шТ(к, к') в(А«— Л'2).

Это реализация той схемы, которая рассматривалась в конце § 5.
Отметим еще, что множество функций / и g, разрешенных

в уравнении (91), плотно в Z.2, так что ф полностью определяет S.
Кроме!того, 5 полностью определяется значениями Г (к, к')
при k = k'. Это множество значений называется Т-матрицей «на
энергетической поверхности». Типичным для физических теорий,
и в частности теории возмущений в квантовой теории поля, слу-
жит тот факт, что рассеяние описывается величиной «на поверх-
ности», тогда как в теории эта величина определена также и
«вне поверхности». Одна из привлекательных черт теории трех
тел Фаддеева состоит в том, что Г-матрица для системы двух
тел вне поверхности энергии входит в описание рассеяния трех
частиц. Мы не имеем возможности обсудить это подробнее.

Доказательство теоремы XI.42. Так как S = (Q~)*Q+, a
/ = (Q+)*Q+, то

= um
Т — oo

oo

= i i m ( _ [) \ e~e i' i {eiHtVe-iHJf, Q+g) dt =
E I 0

= }ira(—i) \ e~* I' i ( \ \eiMVe-lH<tfy (k')[Q+g]#(k') dk'Xdt. (92)

На предпоследнем шаге мы воспользовались леммой 5, а на
последнем—формулой (82е) и тем, что Q+g(E$Tac. В силу (83),



120 XI. Теория рассеяния

k') = k(k'), а в силу (82),

Wf]* (k1) = el1 * ' | J ' [Ve-"V/]* (k')

= (2л)- »/• J в'' *' "* <V (x) [e

= (2я)-« J в* П *' I*"' * I1' 'V(x)

Поэтому выражение в формуле (92) равно

(— 0(2л)-3

Выполняя интегрирование по J, получаем

(Л (5 - / ) « ) - lim J ( - 0 Г (A, k') (\к{,_*?)Л+лшШё(к') dk dk'.

(93)

По определению, Т (k, k') есть скалярное произведение fk(x) =
= (2n)-3e-ikxVl^(x) и i\>{x, k'). Так как ф(-, А') равномерно
^-непрерывна в рассматриваемых областях, а /*(•) равно-
мерно £Лнепрерывна, потому что V^L1, то Т (k, k') имеет нуж-
ные свойства непрерывности. В результате предельное соотно-
шение 2e[( |fc | 2— |А/ |2) + е а ] - 1 - ^ 2 я б ( | А | 2 — \k' | 2 ), справедливое
в смысле мер. на x(R e), можно применить в (93). Этим заканчи-
вается доказательство формулы (91). |

При некоторых условиях существует другое доказательство
этой теоремы; см. дополнение 3 к § Я или задачу 67.

Теперь, установив связь между собственными функциями и
5-матрицей, мы можем развивать теорию в разных направлениях.
Так как ф удовлетворяет уравнению Липпмана — Швингера (81),
можно с помощью итераций этого уравнения построить формаль-
ные ряды для ф и тем самым для Т:

Г (к, к ' ) = 2 Г в ( к , к'), (94а)
1 = 0

r fk к'Ъ = {2лЛ~3 \ р( (k'-k)xi/ (х\ fly (Qdh\

— £k • Xftl/ / v \ v 1

w' > eik'
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Ряд (94а) называется рядом Борна для Т, а главный член этого
ряда называется амплитудой Борна. Наше изучение & ((II) в на-
шей схеме доказательства теоремы XI.41; см. также задачу 60)
позволяет легко доказать, что в некоторых случаях ряд Борна
сходится.

Теорема XI.43. Пусть V^Llf]R.
(a) Существует такое число К, что ряд Борна для Т (к, к') схо-

дится, если £'2 >/Са, k^R 3 .
(b) Если | |1/| |^<4я, то ряд Борна для Г (к, к') сходится при

всех к, к' £ R3-
Доказательство. Т (k, k') есть внутреннее произведение фиксиро-
ванного £а-вектора и решения г|э(х, k') — \V(x) |»/a(p(jc, £т) моди-
фицированного уравнения Липпмана — Швингера. Функция \1р
удовлетворяет L2-интегральному уравнению, итерации которого
приводят к ряду Борна. Если ряд для г|э сходится в L2 при
некотором k , то ряд Борна сходится для этого значения k' и
всех k. Чтобы доказать сходимость ряда для г|э, достаточно до-
казать, что ядро интегрального уравнения, которому удовлетво-
ряет г|э, есть ядро интегрального оператора Kkr с нормой, мень-
шей единицы. Мы знаем, что lim ||/С*'| = 0 для V £R (задача 60),

так что (а) выполнено. Если \\VfR < 4я, то норма Гильберта —
Шмидта \\Kk'\\H.s. = (4n)-1/a\\V\\R< 1 при всех k'. |

Пользуясь методами § 7, можно показать, что если V£R, S(K)
есть S-оператор для — А + XV, К вещественно, то S (X) имеет
операторнозначное аналитическое продолжение в область
{К\\ К|||VlR < Ал,}. Теорема XI.43—толькоодин из многих приме-
ров восстановления S-матрицы по ряду Борна или по другим
формальным рядам. Решая £2-уравнения с ядрами Гильберта —
Шмидта методом Фредгольма, можно найти сходящиеся ряды
для W(k, к') и для D (&"), причем О(а)Ф0, если а 2 ^ ^ , так
что Т (к, к') = JV (к, k')/D (&'). Такая реализация Т служит от-
правной точкой для анализа сходимости аппроксимантов Паде,
построенных из ряда Борна. Можно показать, что этот метод
суммирования сходится в некоторых случаях, когда ряд Борна
расходится (см. Замечания). Кроме того, имеется множество
результатов, относящихся к сходимости рядов для «парциальных
волновых амплитуд», которые мы рассмотрим в § 8.

Второе следствие связи между Т и S — это условие унитар-
ности (95) для Т.

Теорема XI.44. Пусть V^Ll{\R; предположим, что а 2 ^ .
Тогда для всех k, k ' £ R 3 с k = k' = a

Im T (k, k') = я J T(k",k)T (£", k') б (yfe"2 — a 2 ) d*k". (95)
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Доказательство. Так как £—замкнутое множество, можно найти
такие Р и у, что а £ (Р, у) и [Ра, y9]C\S — 0. По теореме_Х1.42,

если f £af и / имеет носитель в /7 = ^ к | Р < ^ < 7 } . то (Sf)(k) =
= f(k)—2ni \ T(k, k') J(k') 8(k* — /fe'8)d/fe'. С помощью простого
предельного перехода можно показать, что эта формула спра-
ведлива и тогда, когда / только непрерывна (с носителем в F),

и что отображение М: f>—*Sf переводит непрерывные функции
с носителем в F в себя. Сопряженное к М отображение, оче-
видно, задается формулой

(M*g) (k) = g-(/fe) +(2ш) \T(k',k)g(kr) б (k*—k'2)dk'.

Соотношение M*M=l, вытекающее из S*S=l, влечет за собой,
что почти для всех пар <&, k'y с |/г| = |&' | , k, k' £F, выполнено
(95). Так как обе части этого равенства непрерывны по <&, k'y
в области {<&, k'>£FxF\ \k\ = \k'\\, то (95) выполнено во всей
области. |

Чтобы оценить важность соотношения унитарности для Т,
следует понять, какая именно величина измеряется в экспери-
ментах по рассеянию. Для простоты предположим, что V сфери-
чески-симметричен, так что Г (к, к') зависит лишь от k, k' ик-к'.
При данном k и cos0£[—1, 1] найдем такие к, к ' , что k' = k
и k-k '=& 2 cos6 . Тогда амплитуда рассеяния f(k,Q) определяется
формулой

f(k, 6) = — 2л*Г(к, к'). (96)

Рассуждение, опирающееся отчасти на эвристическое сообра-
жение, которое мы приводим в Замечаниях, показывает, что
для пучка частиц с энергией E = k3 дифференциальное сечение
(см. § 2) задается формулой

dajdQ. = | / (k, 6) |2. (97а)

Тогда полное сечение задается формулой

(97Ь)

Если теперь записать соотношение унитарности при k = k\ то
оно даст

Im Т (к, к) = - 2 Ш Г | т (к", к) |2 dQ (к"),
или

i, 0). (97с)
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Соотношение (97с) часто называют оптической теоремой.
Эта теорема выражает тот физический факт, что ослабление
пучка в результате рассеяния (левая часть соотношения (97с))
должно компенсироваться интерференцией между исходным пуч-
ком и волной, рассеянной вперед (правая часть соотношения
(97с)).

Итак, из (97а) видно, что непосредственно измеряемой вели-
чиной является только модуль /. Унитарность позволяет отчасти
узнать /. Например, с помощью (97с) можно определить aigf(k, 0)
с точностью до неоднозначности, связанной с отражением отно-
сительно мнимой оси, если известно (do/dQ) (k, 9) при всех 8.
И в самом деле, как мы видели в § V.6, если do/dQ достаточно
«мала», то унитарность и дифференциальное сечение однозначно
определяют / при всех Э.

Дополнение к § XI.6. Введение в метод вспомогательного
пространства для разложения по собственным функциям

Мы рассмотрели разложение по собственным функциям путем
решения модифицированного уравнения Липпмана — Швингера
в ZA Часто бывает удобно действовать несколько иначе, поль-
зуясь банаховым пространством X, которое непрерывно вложено
в Ж как плотное подпространство, X с 9С. При этом, используя
изоморфизм между SK и его сопряженным, можно, естественно,
вложить Ж в X*, а следовательно, X в X*; это означает, что
для ф £ &С мы определим /ф £ X* посредством /ф (х) =* (ф, л;). Тройка
X с Ж с X* напоминает конструкцию SfC± с Жа&С'_i в теории
квадратичных форм (теорема VIII. 15).

ЕСЛИ задана тройка пространств X с Ж с X*, то можно по-
пробовать получить разложение по собственным функциям при
помощи такого двухступенчатого процесса, (i) Показать, что
(Я — г ) " 1 : X —<- X* непрерывно продолжается с Im г > 0 на веще-
ственную ось или на вещественную ось за вычетом исключитель-
ного множества (см. теорему XI.21). (ii) Воспользоваться опера-
торами (// — k2 — i0)~l, чтобы получить обобщенные собственные
функции q>£X*. Из (i) следует, что (/, (Я —г)" 1 /) может быть
продолжено на вещественную ось для / £ X, а отсюда, как мы
увидим в § XII 1.6, вытекает, что Н не имеет сингулярного
спектра. По этой причине уже первый шаг (i) представляет зна-
чительный интерес; именно это мы проделаем в § XIII.8 для
очень широкого класса операторов — Д + V, опираясь на довольно
тонкие рассуждения. Здесь же мы проиллюстрируем идеи первого
шага на очень специальном примере, когда V экспоненциально
убывает. Затем мы опишем второй шаг (ii), ограничившись вдо-
бавок одномерным случаем. В Замечаниях будет указана обшир-
ная литература, относящаяся к более общим ситуациям.
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Пусть Ха— гильбертово пространство функций, причем еа' * '/ £
г=3% с естественной нормой. Тогда Ха с: Ж с: Х_ а = Ха при

а > 0, как и должно быть для вышеописанной конструкции
Прежде всего будет доказана

Лемма 1. Функция (—А—А2)"1: Ха—Х_а, определенная при
I m & > 0 , продолжается в область I m £ > — a , arg/гф—я/2 как
аналитическая функция со значениями во множестве компактных
операторов из Ха в Х_а. То же самое верно и в отношении функ-
ций 3,(— A—k*)~\

Доказательство. Пусть Go (х, у; Е) — интегральное ядро оператора
(—А—Е)~ х при Е(£[0, оо), однозначно определенное при всех х,
у, когда хфу, требованием непрерывности. Мы утверждаем
прежде всего, что Go (x, у; Е) аналитически продолжается на

все значения ]/~Ё с arg (]/~Ё)ф—я/2 и удовлетворяет оценке

I Go (Л:, у; Е) | < С е в (I х—у |-»»-» + £(п-*>/2) е< *-» I «IIm ^ ' + е 1 £ '1/2>
(98)

при а > 3 и (ReV^S)/! V~E\^ 6. Если п = 1 , то выполнена ана-
логичная оценка без члена \х—у\~ш~г), а если п =» 2, то множи-
тель перед экспонентой заменяется на | 1 п ( | х — y \ ~ l E 1 / a ) | + 1.
При /г=3 и « = 1 оценка (98) очевидна из явного выражения
для Go. Для произвольного п доказательство оценки (98), кото-
рая не будет наилучшей, мы оставляем читателю (задача 65).

Пусть Я(х, у; k)—функция e " o | * l G 0 ( x , у; kz)e-a\y\. В силу
оценки (98), для любого k с I m & > -a, argk=fc—я/2

,\Н(х, у; k)\^hk{x-y),

где hk£L}. Если п ̂  3, то hn(х) = const | х—^|-<n-«e-Yl*l; если
п = 2, то /ift(х) == const (| I n | х | | + 1)е-ч> *'; если п = 1 , то /ift(x) =
= const e~ v i -*'. Из неравенства Юнга следует, что Н (х, у; k) —
ядро ограниченного интегрального оператора. Этот оператор, оче-
видно, аналитичен по k и, по теореме XI.20, компактен при
I m £ > 0 , а следовательно, и при всех k в силу аналитичности
продолжения и потому, что множество компактных операторов
замкнуто по норме. Итак, е ~ а | л | ( — А — kz)~l е~"\"' — аналити-
ческая функция при I m & > — а , arg k Ф—я/2, принимающая зна-
чения во множестве компактных операторов в /Л Так как е ± а | * ' —
унитарное отображение из La в Х±а, го лемма доказана. Вопрос
о д{(—А — А2)"1 мы оставляем читателю (задача 65). |

Допустим теперь, что \V(x) \ ^.ce~2ai *' t Тогда, очевидно,
отображение V: Х_а—+Ха ограничено, так что V (—А — k2)'1 при
каждом k есть компактный оператор из Ха в себя. Далее, TJ =
= —V(—А — /г2)"1 г) не имеет решений в Ха при Im£ > 0, argк
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Ф я/2, так как оно не имеет решений в L2, ибо если <р £ La

удовлетворяет этому уравнению, то IJJ —(—А—&2)~*ф принадле-
жит D{H) и удовлетворяет уравнению (—А + V) ijj = k*ty. Из
аналитической теоремы Фредгольма следует, что оператор (1 4-
+ V(—Д — k2)'1)'1 имеет аналитическое продолжение из области
Im k > 0 в некоторую окрестность N множества R с исключенным
дискретным множеством & с R. Так как (Я— йа)~1 = (—A —jfea)-1x
х(1 +V(—А — k*)'1)'1, то мы рассмотрели случай (а) следующей
ниже теоремы. Случаем (Ь) мы воспользуемся в § 11.

Теорема XI.45. Пусть Я —один из следующих операторов
в L* (RnV
(a) Н = — A + V, причем |V(х) | < С е - -аI* I;
(b) НУ\=—aV-pV(ati), причем а и 0 — строго положительные функ-

ции, такие, что a — a0, 0—Р 0€Сг при подходящих постоян-
ных а0, ро > 0.

Тогда Я самосопряжен на D (— Д) и существуют дискретное
множество # c R и окрестность N множества R, такие, что
(Я—k 2 )- 1 имеет продолжение как аналитическая функция со зна-
чениями в S?(Ха, Х_д) из области {k\ \mk > 0, —Л2 не является
собственным значением Я} в N\<§. В случае (Ь) параметр a
произволен.

Доказательство. Нам осталось доказать только случай (Ь). По
правилу Лейбница запишем

где g, h, fi==f—/о€С~ и/ 0 = ag р0. Далее, / => a*P строго положи-
тельна. Самосопряженность Я на D(—А) просто следует из тео-
ремы Х.13, и это мы оставили читателю (задача 66). Пусть V —
= Н—#0, Но = — /„Д. Как и прежде, теорема будет доказана,
если показать, что (1+У(Я0—k*)~ l)~ l — аналитическая функция
со значениями Bj?(Xa, Xa). Оператор V(H0—k*)~l некомпактен,
однако если W = g-V +h, то

В квадратных скобках стоит / плюс аналитическая функция, при-
нимающая значения во множестве компактных операторов из
J?{Xa), так что /+1/(Я 0 — k*)~l обратим (по теореме VI. 14) всюду,
кроме некоторого дискретного множества. |

Перейдем теперь к получению разложения по собственным
функциям оператора — d2ldx2JcV (x), где \V ^ ) | ^ С в - * в 1 * ' . Сле-
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дующая эвристическая формула лежит в основе всех подобных
разложений:

Im (H — k* — Ю)-*= W (k)' [Im ( # „ — б 2 — tO)"1] W (k), (99)

где W{k) = (l+V(H0 — k2 — /0)-i)-i и
1 т ( Л — £s — tO)-*= lira (2i)

e 4. 0

Равенство (99) формально справедливо, так как если Im 2 > О,
Л самосопряжен и В = А + С самосопряжен на D (А), то

(В — г ) " 1 — (В — z)-1 = 2 (Im 2) (В - г ) " 1 (В — г)" 1

(100)

так что формула (99) получится, если можно положить 1тг==0.
В рассматриваемом случае формула (99) справедлива для £*<£<£,
если интерпретировать (H — k% — Ю)"1 и ( # „ — ka — iO)~l как отоб-
ражения из Ха в Х_о, W (k) — как отображение из Ха в Ха и
W (А)* — как отображение из Х_а в Х_а. Такие отождествления
можно сделать, если k2 — iO заменить на г с 1 т г > 0 ; при этом
все отображения аналитичны вплоть до fta + t'O (кроме точек из &),
так что из формулы (100) следует формула (99).

В дополнение к формуле (99) нам потребуется тот факт, что
Нй = — d*/dx2 имеет разложение по собственным функциям
Фо (х, k)=ze'fcx. Отметим, что эти собственные функции лежат

Х_а и что, поскольку ядро оператора (#„ — k2 — tO)"1 есть
— У\), Для f£Х„

Определив ф (k) = W (| k |) ф0 {k), мы видим, что вследствие (99)

e = ± 1

При помощи формулы Стоуна получим, что для f£Xa и [а, Ь]с:

где f# (ft)= (2я)~1/2 (ф (k), /). Начиная с этого места, простой пере-
ход к соотношению Планшереля, формула обращения для * и
связь с теорией рассеяния получаются точно так же, как в § 6„
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XI.7 Квантовое рассеяние IV: дисперсионные соотношения

Строгие доказательства дисперсионных соотно-
шений подобны соскам у мужчины — в них нет ни
пользы, ни красоты.

М. Л. ГОЛДБЕРГЕР

В согласии со схемой, изложенной в конце § 5, мы убедились
в том, что оператор рассеяния двух частиц имеет «ядро» б (к —к') —
— 2я1"8(£2 — k'2)T(k, к'), где ядро Г (к, к') непрерывно на F =
= {<к, к'>| &2 = &'2, &2(£<£}. В этом разделе мы продолжим изу-
чение Т. Наша главная цель состоит в том, чтобы показать, что
Т — аналитическая функция в некоторой окрестности F, если V
принадлежит некоторому узкому классу потенциалов. Чтобы про-
иллюстрировать метод и одновременно показать, что аналитич-
ность Т (к, к') есть общее явление, прежде всего будет доказана

Теорема Х1.46. Пусть V€,Ll{\R и е — фиксированный единич-
ный вектор в R3. Тогда существует функция TF(k), мероморфная
в {&|Im&>0} и такая, что

(a) если ka вещественно и kl^fi, то

lim
ft -»•*,. I m * > О

причем сходимость равномерна на компактных подмножествах
в R\gv*;

(b) полюсы ip в верхней полуплоскости лежат только на мнимой
оси в тех точках k, в которых k2 есть собственное значение
оператора — А + У. причем все эти полюсы простые;

(c) xF(-k) = TF(k);
(d) lim v(&) = TBom = (2я)~* \ V(x)dx, причем сходимость равно-

мерна в замкнутой полуплоскости, если хР продолжена на
\£ / 2

Доказательство. При вещественных k определим тР(k) = Т (&е, ke).
Найдем теперь какое-нибудь продолжение т>(&) в верхнюю полу-
плоскость. Мы знаем, что для вещественных k

Tp{k) = (2я)-3 J e-
ikexV1^ (х) г|з (х, ke) dx, (101)

где г|з —решение модифицированного уравнения .Липпмана — Швин-
гера (84). Ядро уравнения (84) можно продолжить в верхнюю
полуплоскость k, но однородный член |V{x)\1/2eike x может не
принадлежать L*, если Im&=5^0. Поэтому мы еще раз изменим
уравнение Липпмана — Швингера. Замечая, что в уравнение (101)
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входит величина e~ike'xVp(x, ke), положим по определению

Х(х, k) = e-ik"*Mp(x, ke).

Тогда

TP(k) = (2n)-*lvv*(x)x{x, k)dx (102a)

и х есть решение уравнения

X (*, k) = | V (х) | 1 " + S М (х, у; К) % (у, k) dy, (102b)

где
М(х, у; k): (4n\x-y])-4V(x)\lW(y)expiik[\x-y\-

-е-(х-у)]\. (102с)

Так как | (д; — г/)-е |^ |д;—у\ при всех х и у, то М (х, у; k) опре-
деляет оператор Гильберта—Шмидта Mk при всех k с I t n / e ^ O .
С помощью отдельного рассуждения (задача 68) доказывается, что
уравнение M f t^ = i|) имеет решение тогда и только тогда, когда
имеет решение уравнение /Сйф=ф, где Кк=—\V\l/2{H0—k2)-lVl/z.
Можно показать также, что если /(Лф = ф и I m & > 0 , то г\ =
= (H0 — k*)-1V1'*q>€Q(—ti + V) и (//0 + V)T) = 6ari (задача 69).
Следовательно, по аналитической теореме Фредгольма (теорема
VI. 14), (/ — М*)"1 существует всюду, за исключением точек ka,
являющихся собственными значениями оператора — Д + V, име-
роморфна в верхней полуплоскости. Из того что (—A + V —Л 2 )" 1

имеет только простые полюсы, следует, что и (I — Mk)~l имеет
только простые полюсы (задача 71). Определим теперь для k
в верхней полуплоскости

Утверждения (а) и (Ь) очевидны.
Если k —* оо в замкнутой полуплоскости, то j |M f t | |—* 0 (см. за-

дачу 60), так что (d) выполнено. Наконец, при чисто мнимом k
каждый член ряда, получаемого итерацией (102Ь), принимает
вещественные значения, и ряд сходится, если | k | велико. Следо-
вательно, тР{—k) = TP(k), если \k\ велико и Re& = 0. Полное
утверждение (с) получается аналитическим продолжением |

Если V сферически-симметричен, то тР не зависит от е и f (k) =
= —2я2т^(к) называется амплитудой рассеяния вперед. В преды-
дущем разделе мы показали, что I m t ^ k ) определяется унитар-
ностью и полным сечением рассеяния. Замечательно, что RerF(k)
определяется 1гпт^(й) и конечным числом параметров — по одному
на каждое связанное состояние. Для простоты мы рассмотрим
случай, когда £ = 0. Тогда имеет место
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Следствие. Если V £ R П L1 (R3), < £ = 0 и если мы для веще-
ственных положительных Е положим / ( £ ) = — (2я)2т/г ( ] /£ ) , то

lm f{E') dE'
F' F тг I" /Born

где 5 s ^ — главное значение интеграла в смысле Коши, /вот =
о

= — (4л)" 1 J V(x)dx, а Ег, . . . . £„— энергия связанных состояний
оператора —Д + 1Л

Набросок доказательства. Это простое применение аналитических
свойств, установленных в теореме XI.46; все детали мы оставляем
читателю (задача 72). Функция f(E) аналитична на плоскости,
за исключением положительной вещественной полуоси и точек
£1, . . ., Еп. Пусть Е имеет положительные мнимую и веществен-
ную части. В силу интегральной теоремы Коши,

E,_E

где С — контур, изображенный на рис. XI.9. Так как f (£ ' )— /вот—»•
—»• 0 при £'—»• оо, то часть контура, обозначенная Со, не вносит

• С,

С.

Рис. XI.9. Контур интегрирования,

вклада, если удалить ее на бесконечность. Поэтому

/—£

Теперь фиксируем Ео на вещественной оси, и пусть £' = £'0 + t8,
61 0. Пользуясь формулой (см. (V.4)) lira (х — Ео—i&\~1 =

= ^(x — E0)-1 + in8(x — E0), получаем (ЮЗ).**!

Формула (103) называется дисперсионным соотношением для
рассеяния вперед. Любопытный аспект таких дисперсионных соот-
ношений и аналитичности тр состоит в том, что они устанавли-
вают взаимосвязь между рассеянием и связанными состояниями.

5 № 3271
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В частности, если мы измерим амплитуду /(£) рассеяния вперед,
мы сможем определить энергии связанных состояний (по крайней
мере для тех амплитуд, у которых rt -ф 0) с помощью дисперсион-
ного соотношения (103). Эта связь между рассеянием и связан-
ными состояниями демонстрируется также теоремой Левинсона
(теорема XI.59).

Для рассмотрения более общих аналитических свойств мы
потребуем, чтобы потенциал V экспоненциально убывал в том
смысле, что Ve^^^L1 f)R с неким а > 0. Для простоты пред-
положим, что V сферически-симметричен. В этом случае функция
Т(к, к') зависит лишь от двух переменных E = k2 и cos 9 =
= к-к'/Е в области FГ\ \<.к, к'>| k = k'\. Вместо последней пере-
менной часто пользуются переменной Д, определенной посредством
A2=V2(k — к'У = х/2Е{\ — cos8). «Физические» области в перемен-
ных <£, cos 6> или <£, Д> суть соответствующие образы множе-
ства {<k, k'>€R6 | k = k'\, т.е. {<£, cos9>| 0 < £ < o o , —1 <
< cos 9 < 1} и {<£, Д> | 0 < Е < оо, 0 < Д < V~E). Полезно также
выделить борновский член:

/в (Д) = — (4л)"1 J ет"де-х у до dx

Он не зависит от единичного вектора е ни при каком фиксирован-
ном е. Если У е ^ ' ^ ^ Л т о / в ^ ) аналитичен в области | Im Д|<а/2.
Общий результат здесь таков.

Теорема XI.47. Предположим, что Ve^^^R с неким а > 0.
Пусть / (k, Д)—амплитуда рассеяния, определенная в области
G = {<k, Д>| £ > 0 , k*^&, 0 < Д < £ } . Пусть 0 < Р < а и

Д>€С 2 | [ 1 т Д | < р , 4 1 т й > а — р , \\т\/"кг — Д*| —

и, наконец, положим D— U D$. Тогда существует функция

g(k, Д), мероморфная в D и такая, что если <&, Д> ̂  G, то g (k, Д)=
= f(k, Д)—/вот(Д). Далее, g не имеет полюсов в Dn{<£, Д>|
k£R\, а полюсы в D(\{<k, Д> | I m ^ > 0 } могут быть только
в тех точках k, для которых k2 является собственным значением
оператора Ho-\-V. В частности:
(a) f (k, Д) имеет аналитическое продолжение в окрестность фи-

зической области, и исключительные точки £ суть ее устра-
нимые особенности;

(b) обозначим через h(k, z) функцию g в новых переменных, где
2=1—2k~* Д2, так что г = cos Э в физической области. Тогда
при фиксированном k функция h(k, г) аналитична в эллипсе
с центром в 2 = 0 и фокусами в г = ± 1 и с большой полуосью
1+2&-*аа. Эта область называется эллипсом Лемана.
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Доказательство этой теоремы можно найти в литературе, при-
веденной в Замечаниях. Главная идея—та же, что и в доказа-
тельстве теоремы XI.46, а именно — введение должным образом
видоизмененного уравнения Липпмана — Швингера. Для доказа-
тельства устранимости особенностей, входящих в исключительное
множество <§, можно воспользоваться унитарностью и разложением
по парциальным волнам, которое рассмотрено в следующем раз-
деле. Так как мы будем пользоваться эллипсом Лемана в сле-
дующем разделе, то покажем, что он лежит в D. Фиксируем ве-
щественное k. При этом <&, А> £ D тогда и только тогда, когда
(Im A)2 + (lm]/fe2 —А2)2 < а2. Но А = k ]Л/,(1 — г) и V & — А2 =
= k VV2 (1 + г ) . Следовательно, <k, А> £ D тогда и только тогда,
когда

(Im ] Л — г ) 2 + (Im V \ + г ) 2 < 2а2/&а.

Так как |до|2 = Re (до2) + 2 (1тдо)2, то мы видим, что это условие
эквивалентно следующему:

| 1—г| + |1 + г | < 4 a 2 A r 2 + Re(l — z) + Re (1 + г ) = 2 (1 + 2a2&~2).

Но это—в точности интересующий нас эллипс.
Наконец, опишем один сильный результат об аналитических

свойствах потенциалов специального вида.

Определение. Обобщенный потенциал Юкавы есть сферически-
симметричная функция на R3 вида

N

>(/-)= 2 г'-
'=° п.

где \х0 > 0, iV — целое число и р0, ...,pN — вещественные (но не
обязательно положительные) меры с'конечной полной вариацией.

Эти потенциалы являются «суперпозициями» основных потен-
циалов Юкавы г~1е~11Г; действительно, легко видеть, что V (г) =

— у~1 5 е-*г-Т {\ji) ф , где Т — обобщенная функция Г = 2
Но ' = °

Обобщенные потенциалы Юкавы обладают рядом важных свойств.
N

(\) Так как величина г \V (г) | ^ в ~ ^ 2 Цр/И^ ограничена величиной
/=о

Се-^'г/2, то V принадлежит L2(R3). Следовательно, оператор
— A-\-V самосопряжен на D (—A), (ii) V экспоненциально убы-
вает, поэтому применима теорема XI.47. (ш) Потенциал V (г)
аналитически продолжается в область {г 11 argr | < я/2} и при
любых вещественных 0, таких, что | 8 | < я/2, VQ (Г) = V (ешг) при-
надлежит L2. Это последнее свойство будет играть важную роль

5*
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в § XI.8 и XIП. 10. Оно нужно также для доказательства сле-
дующего результата.

Теорема XI.48. Пусть /(&, Д)— амплитуда рассеяния на обоб-
щенном потенциале Юкавы. Фиксируем вещественное k. Тогда
/ (k, Д) может быть аналитически продолжена в область г-пло-
скости (z=cos6) \z\z£[t,(k), oo)\, где £(£) = 1 +2к-*»1

Это аналитическое свойство наряду с другими свойствами /
обсуждается в Замечаниях.

XI.8. Квантовое рассеяние V:
центральные потенциалы

В этом разделе мы рассматриваем некоторые аспекты двух-
частичного рассеяния в случае сферически-симметричных потен-
циалов, т. е. потенциалов, зависящих лишь от |л: |. В таком слу-
чае говорят о центральных потенциалах. Излагаемый нами материал
включает в себя прежде всего дополнительные свойства, обуслов-
ленные сферической симметрией. Отметим, однако, что многие
результаты уже развитой нами теории рассеяния, а также спек-
тральной теории из гл. XIII легче доказываются и обобщаются
в центральном случае (см., например, теорему XI.31 и дополне-
ние 3 к этому разделу). В замечаниях к этому разделу даны
литературные указания, относящиеся к этим особенностям цен-
тральных потенциалов.

Поскольку здесь рассматриваются весьма различные вопросы,
этот раздел разбит на шесть частей. (А) Обсуждается редукция
5-оператора с учетом симметрии. (В) Это приводит к формальному
разложению по парциальным волнам для амплитуды рассеяния
f(E,&). Применяя аналитичность в эллипсе Лемана, мы докажем,
что это разложение сходится равномерно, когда Vef3-1x I £ R с не-
которым а > 0. (С) Амплитуды парциальных волн мы связываем
с величиной, определяемой из стационарного радиального урав-
нения Шредингера и называемой фазовым сдвигом. (D) Изучается
нелинейное дифференциальное уравнение первого порядка, кото-
рому удовлетворяет фазовый сдвиг s-волны. (Е) Излагается метод
функций Йоста для исследования амплитуды парциальной s-волны,
в частности доказывается теорема Левинсона, устанавливающая
соответствие между числом связанных состояний и данными рас-
сеяния. (F) Для случая, когда V—обобщенный потенциал Юкавы,
изучаются аналитические свойства амплитуды s-волны.

Нигде, кроме краткого обсуждения в Замечаниях, мы не ка-
саемся техники продолжения по угловому моменту, а также тео-
рии Редже. Центральной с разных точек зрения теоремой раздела
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является теорема XI.54. Нужные нам свойства некоторых спе-
циальных функций собраны в дополнении 1. В дополнении 2 изу-
чаются функции Йоста некоторых осцилляторных потенциалов.

А. Редукция S-матрицы за счет симметрии

Мы начнем с N -частичного случая, а потом рассмотрим случай
двух частиц. Мы уже знаем, что S-оператор коммутирует со сво-
бодным гамильтонианом Но (предложение, предшествующее тео-
реме XI.33). Если V — центральный потенциал, то как Н, так и
Нп коммутируют с вращениями. Таким образом, с вращениями
коммутируют волновые операторы Й±, а потому и S-матрица.
Чтобы подвести итог, введем техническое определение, задающее
«естественное» действие вращений на гильбертовом пространстве
асимптотических состояний ^fasym из § 5.

Определение. Пусть % —набор всех каналов N -частичной кван-
товой системы с предписанием по поводу вырожденных собствен-
ных значений. Фиксируем кластерное разложение D и энергию Е.
Пусть семейство каналов i^cz % таково, что D (a) = D и Е (а) = £.
Таким образом, канал а £ ^1 имеет вид

( С

хде ^TJ}'*')-^ при фиксированном / —ортонормированное семейство.
Для заданных a, P £ # i пусть / р а : 3%а—>-5%£—естественное ото-
ждествление. Для заданного преобразования R из группы SO (3)
трехмерных вращений и заданной функции г\ пусть г\ о R~l обо-
значает функцию (т) о R*1) (х) = у\ (R~l х). Поскольку кластерные
гамильтонианы каналов коммутируют с вращениями, композиция
каждого r]<9 c # - i е с т ь линейная комбинация

других ri/'V . Обозначим через Va (R) естественное действие вра-
щений на пространстве 9Са = -̂ а (R3*~3). Определим оператор t/Jf':
SV © &£ как

И Dltr 'V {R)) JcaVa (R),

где Р — канал
_fCi . . . Ck \
" U / 1 ' . . . til7*'/-
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Наконец, определим UR как оператор из ф Жа в © Жа, пола-

гая U

Предложение I. Пусть 5—оператор рассеяния N-частичной
квантовой системы, гамильтониан которой после отделения дви-
жения центра масс удовлетворяет условиям теоремы XI.34. То-
гда S коммутирует с exp ( t f# a g y m ) для всех t. Если все V(i

центральны, то S коммутирует со всеми вращениями, т. е. SU R=
= URS для всех R£SO (3).

В классическом случае мы видели, что симметрии заметно
упрощают 5-оператор. A priori классическая S-матрица есть отобра-
жение из R" в Re. Учитывая симметрию, мы смогли описать 5
как функцию из K+XR+ в Rx[O, я] . Найдем теперь ограничения,
которые налагают симметрии на квантовомеханический S-onepa-
тор. Сначала изучим роль закона сохранения энергии, приведя
общее утверждение относительно операторов, коммутирующих
с однопараметрической группой.

Определение. Пусть <М, ^ — пространство с а-конечной мерой,
Жо—сепарабельное гильбертово пространство, и пусть Ж =
= L2 (М, ф ; Жа). Мы говорим, что функция а из М в простран-
ство 3? (ffl0) ограниченных операторов на 3%0 измерима, если из-
мерима функция (ip, а(-)ф) Для любых ар, Фб-^о- Мы говорим,
что a€.L°°{M, ф ; J? ffi0)), если функция а измерима и если
ess sup | |а(-) Ц ^ ^ о ) < оо Для заданной функции a£L°°(M, d.u;
£? (S%a)) по лемме Рисса существует такой оператор
что для любых •ф, ф &С

(Мр, Aq>)%, = J W (X), а (Я) Ф (к))^о ф (К),
м

Мы называем такое отображение разложимым оператором, а а (к) —
слоем оператора А в точке %. Слои А определены почти всюду.

Подобные расслоенные операторы далее исследуются в § XII 1.1 б,
где доказательство леммы Рисса получается как часть теоре-
мы XIII.83.

Предложение 2. Пусть Жй — сепарабельное гильбертово прост-
ранство и fi— мера Бореля на (R. Пусть В — умножение на х
в L2 (IR, ф ; &£0) ==:$%'. Предположим, что оператор А £ £? (Ж) ком-
мутирует 'с exp (UB) при любом t£R. Тогда Л—разложимый
оператор. Более того, если А унитарен (соответственно самосо-
пряжен), то его слои суть (почти всюду) унитарные (соответст-
венно самосопряженные) операторы в Жо.
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Первая часть предложения — частный случай теоремы XIII.84.
Вторая часть достаточно проста, поскольку оператор А и его
слои ограничены.

Пример I. Пусть S — матрица, описывающая рассеяние в реду-
цированной двухчастичной системе с приведенной массой, равной
1/2 на Ll (JR.m) = Ж. Предположим, что S унитарна. Пусть Шй —
гильбертово пространство L2 (Sm~l; dQ), где Sm~l —единичная
сфера в Rm, a dQ — стандартная мера на ее поверхности. Опре-
делим унитарное отображение U: L2(Rm) —»- U {R+, dE; S%0) по-
средством

[{Uf)(E)](a)=*(V"2)-i £<™-2>^f(£l/2o)), (104)

где co^S"*" 1 рассматривается как единичный вектор в К". Если
нам задан оператор А в La (Rm), мы будем называть 0AU~l

«оператором А в энергетическом представлении». В энергетическом
представлении Но есть умножение на Е, так что предыдущее
предложение 2 применимо к 5 в силу предложения 1. Итак,
в энергетическом представлении S —разложимый оператор, слои
которого S(E) — унитарные отображения L1(Sm~1,dQ) на себя.
Определим оператор Т (Е) посредством

В случае т = 3 и ! /£ Ьгг\Я теорема XI.42 дает нам явное пред-
ставление для Т (Е), а именно

(105)

где Т (•, •) есть «Г-матрица>/. Ниже мы будем придерживаться
этой реализации Т (Е) как интегрального оператора.

Пример 2. Пусть ^fasym — асимптотическое гильбертово простран-
ство для Л/-частичной квантовой системы в L2(R3N~3). Напомним,
что для каждого а из множества % каналов мы определили энер-
гию канала Еа как сумму внутренних энергий кластеров в а.
Иногда Еа называют порогом канала а. Для каждого Е £ К
множество

#£.На€#| Еа<Е\

называется множеством каналов, открытых при энергии Е. Пусть а
есть /-кластерный канал, так что гильбертово пространство ка-
нала ffia = L2(R3l~3). Подобно двухчастичному случаю (пример 1),
На можно реализовать как умножение на (Е + Еа) в пространстве
L a(R+, dE; L1 (S 3 '~ 4, d\ia)), хотя, поскольку возможны различные
массы в различных кластерах, мера \ia и явная формула для
энергетического представления имеют более сложный вид, чем
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(104). Предположим далее, что [Е, оо) можно представить в виде

U /„, где (1) £ = infer (Я); (2) интервалы /„ не пересекаются;.

(3) при каждом фиксированном п множество <$Е одно и то же
при любом Е € /„. Такое разложение существует, коль скоро Н
имеет «разумные» спектральные свойства, например если для
каждой подсистемы о р р (// (С)) = a d i s c (Н (С)) или если каждое Н (С)
обладает собственными значениями, которые накапливаются лишь
у порогов (задача 74); в § XIII.10 мы увидим, что такие спек-
тральные свойства иногда удается доказать. Пусть {Ра} — спек-
тральные проекторы И т. Напишем Жль„т=> @3%ш, где#? ( | 2 ) =

п= 1
= Ran Pin.Поскольку оператор S коммутирует с каждым PQ, ОН
оставляет инвариантным каждое 5%1п). Теперь можно применить
предложение 2 и получить расслоение каждого 5 f 55f(n). Сам S
можно мыслить как обобщенный разложимый оператор, однако
слои S (Е) будут отображениями гильбертовых пространств,
зависящими некоторым образом от Е, а именно S (Е) —
отображение, определенное на # T f f = © -9?а\ где $6^ =

Е

= L2 (S3*~4, duo). При возрастании Е гильбертово пространство 9СЁ,'
на котором действуют слои, увеличивается каждый раз, как
проходится новый порог рассеяния. Отметим, что описанное выше
энергетическое представление, где пространство ЖЕ зависит
от Е, наиболее естественно рассматривать на языке прямых ин-
тегралов гильбертовых пространств.

Прежде чем обратиться к следствиям инвариантности отно-
сительно вращений, мы хотим более подробно изучить оператор
Т (Е) из примера 1.

Теорема XI.49. Пусть Я = — A + V, где V£R. Тогда:

(a) для каждого E£R+\<§ оператор Т {Е) в L2 (Sa, dQ) есть опе-
ратор Гильберта — Шмидта;

(b) Et—*-T (E) есть непрерывное отображение из R + \ t f во мно-
жество операторов Гильберта — Шмидта с естественной топо-
логией на нем;

(c) в равномерной топологии Т (Е)—+• 0 при Е—*• оо.

Если, кроме того, V&L1, то «операторы Гильберта —Шмидта»
в (а) и (Ь) можно заменить на «операторы со следом».

Доказательство. Для каждого Е > 0 пусть Kv (E) — оператор
Гильберта — Шмидта в L2 (R3) с ядром

Ы\х—у\
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и пусть Fv (E) — отображение из L2(IR3) в L"(S*, dQ), заданное
посредством

(Fv (£") /) (со) = */ |£1/4л" 3/ 2 J ехр (— iEi'2co-x) V^2 (х) f (x)dx. (106)

В этом доказательстве мы будем прежде всего пользоваться тем,
что FV(E) —ограниченный оператор класса 3t (определенного
в дополнении к § IX.4), и равенством

Т (Е) = Fv (Е) [/ + Kv ( f ) ] - 1 F, v i (£)«, (107)

справедливым для всех E£R+\£. Равенство (107) тесно связано
с (99). Нам потребуется формула

•g) (х) = V4 £ ^ * я - ^ 2 J ехр (— iE^di'x) V*'* (x)g (©) dQ. (108)

Предположим сначала, что V^Llf[R- Тогда Т (Е) задан как
интегральный оператор (105), причем

Т (k, k') = (2л)- 3 J V (xV's e~tks aj; {x, k') dx,

^ ( ) [ v(kz)]-^0(-, k) и ^0(лг, k) = \V (х)\ч* ехр (Й-лг).
Тем самым (107) в этом случае доказано.

Далее нам нужны следующие свойства оператора FY (E), до-
казательство которых мы оставляем читателю (задача 75).

(1) Если V£R, то FV(E) 6 3it т. е. FV(E)*FV(E) — оператор Гиль-
берта — Шмидта.

(2) Отображение E>—*-Fv(E) непрерывно в топологии # 4 .
(3) Для фиксированного Е Ф 0 отображение Vi—>FV(E) из класса

потенциалов Рольника с их естественной нормой в простран-
ство Э4 непрерывно.

(Г) —(3') Если R заменить на L1 П R, а 3А на 32, то свойства
(1) —(3) по-прежнему справедливы.

Например, явная формула (106) показывает, что FV(E) имеет
/Лядро, когда V^L1 (что доказывает (Г)), а (1) следует из яв-
ной формулы

В дополнение к этому нам нужен следующий факт, который
доказывается при помощи теории гладких возмущений в сочета-
нии с теорией Като — Бирмана (см. задачу 57 к гл.XIII).

(4) Если Vn —>• V по норме Рольника, то соответствующие S-матри-
цы сходятся сильно.'

Фиксируем V£R и выберем VnQ,L1nR так, что Vn —*• V по
норме Рольника. Предположим, что Я 0 б К + \ ^ . Поскольку можно
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найти интервал А около £0, такой, что А{\£ — 0, и поскольку
отображение <У, Е>>—*KV(E) произведения RxR + в Зг непре-
рывно по совокупности переменных (задача 76), то для всех боль-
ших п интервал А не пересекается с исключительными множе-
ствами <§„операторов — АЛ-Уп. Поскольку S-матрицы Sn сходятся
к S (по (4)), FVn(E)—*Fv(E) (по (3)), а (107) выполняется для
каждого Vn, то оно выполняется и для V, коль скоро Е£А.
Теперь (а) и (Ь) следуют из свойства (2) и формулы (107). До-
казательство (с) оставлено читателю (задача 77). |

С помощью метода оценок в L8 с весом (§ XIII.8) равенство (107)
и некоторые свойства непрерывности оператора Т (Е) можно рас-
пространить на потенциалы, ведущие себя на бесконечности как
г " 1 " 6 (см. ссылки в замечаниях к § XII 1.8).

Поскольку Т (Е)—оператор Гильберта — Шмидта, его можно
задать интегральным ядром t(E; со, со'). Из-за различий в нор-
мировках ядро t следует отличать от Г-матрицы Г из § 6; дей-
ствительно, как видно из формулы (105),

/ ( £ ; со, to') = V

когда V^UnR- К сожалению, это различие между t и Т ти-
пично для теории рассеяния, где неприятные множители У~Е,
2л, — 1 и / постоянно возникают в самых неожиданных местах.

Предположим теперь, что V—центральный потенциал. По-
скольку S коммутирует с вращениями, то же должно быть спра-
ведливо и для Т (Е) при почти всех Е. Поскольку отображение
Et-i-T(E) непрерывно на R+\&, мы заключаем, что Т (Е) ком-
мутирует с вращениями. Итак, для любого вращения R, дейст-
вующего на S2, и E£R+\&

t (E; Rat, Ra>') =* t ( £ ; ft), со'). .

Отсюда следует, что t(E; со, со') зависит лишь от со-со' s=cosG.
Мы сформулируем наш окончательный результат в терминах ве-
личины / из формул (96) и (97), связанной с дифференциальным
сечением равенством da/dQ = | f |2.

Определение, f (E, cos 9) = — (2я)2 Е~1'* t (Е; со, со'), где со-со' =
= cos G; / называется амплитудой рассеяния.

Подведем итог редукции за счет симметрии.

Теорема XS.50. Пусть V£ R —центральный потенциал, и пусть
S —оператор рассеяния для — A + V.. Тогда существует функция
/ ( £ , cosG) из ( R + \ ^ " ) x [ — 1 , 1] в С, такая, что слои S (Е) опе-
ратора S имеют интегральные ядра:

(S ( £ ) - / ) («о, со') = - | г £ ! /* / (£ , со.ш').



8. Квантовое рассеяние V 139

Итак, классическая редуцированная 5-функция из R + x R +
в R x [ 0 , л] заменяется одной комплекснозначной функцией на
R + x [ 0 , я ] . Если выделить модуль и аргумент/, мы получим две
вещественнозначные функции. Поскольку сечение рассеяния за-
висит лишь от модуля /, этот модуль является аналогом угла
классического рассеяния в том смысле, что содержит похожую
физическую информацию о рассеянии. Аргумент же / в смысле,
который может быть сделан точным, содержит информацию о вре-
менной задержке (см. ссылки в Замечаниях).

В. Разложение по парциальным волнам и его сходимость

Мы только что видели, что Т (Е)—оператор Гильберта —
Шмидта. Он также и нормален, поскольку унитарен 5 (Е). Таким
образом, Т (Е) имеет полный ортонормированный набор собст-
венных векторов. В результате этим же свойством обладает и
S{E). Если потенциалы центральны, то, применяя инвариантность
относительно вращений, можно провести классификацию соответ-
ствующих собственных векторов! Группа вращений 5 0 (3), дей-
ствующая HaL a (5 a , dQ), порождает разложение этого пространства

DO

в прямую сумму ф 9С,, где SfCt есть (2/ + 1)-мерное подпрост-
1 = 0

ранство, натянутое на сферические гармоники порядка I. Каждое
подпространство остается инвариантным под действием 50(3), и
сужение 50(3) на Жг — неприводимое представление (см. § XVI.2,
где будут приведены основные определения и лемма Шура). Эти
представления неэквивалентны для разных /. По лемме- Шура
отсюда следует, что 5 (Е) оставляет каждое Жг инвариантным и
что существуют числа s, (£), такие, что для каждого ty(zS%i

Определение. Величины s, (E) называются парциальными ма-
тричными элементами S-оператора. Величины /, (Е), определен-
ные как

)-^[sl(E)-l], (109)

называются парциальными амплитудами рассеяния.

Теорема XI.51 (разложение по парциальным волнам—теорема
о сходимости в L2). Пусть V € R — центральный потенциал. Фик-
сируем E£R+\&- Тогда парциальные амплитуды ft(E) и ам-
плитуда рассеяния f(E, cos 6) связаны соотношениями

/ (£, cos 6) = £ (2/ + 1) / , (£) Pt (cos 6), (110а)
i= о

1

= V2 S f{E,z)Pt(z)dz. (110b)
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Сумма в (110а) сходится к f(E, cos 9) по норме пространства
L2(S2, dQ) для каждого фиксированного Е. Равенство (110а) на-
зывается разложением по парциальным волнам. Функции Pt (г) —
полиномы Лежандра. Обзор их свойств приведен в дополнении
к этому разделу.

Доказательство. Пусть соо—фиксированное направление. Тогда
Р г (со-со,,) — элемент подпространства Жг, так что

{sl{E) — 1) Р г (со • со0).

Выбирая (о = (о„ и применяя формулу, определяющую f(E; со -со'),
видим, что

f (Е; ©'•<»„) Pt (со' •©„) dQ (со') = 4я/, (£) Р, (1).

Поскольку Р,(1) = 1 и W(co')dQ(co') = 2 я \ Дсо')й{((й'-со,,) для
функций / от со'со0, (ПОЬ) получено. С другой стороны, по-
скольку *(£;со, со') — ядро оператора Гильберта — Шмидта, то

1

J | f(E\ z) \'г dz < оо. Так как Р г (г) образуют полное ортогональ-
- I

ное семейство, причем $ | Pt{z) \2dz~2 (2/ + l ) - \ то (110а) сле-
- 1

дует из (ПОЬ). |

Соотношения ортогональности для функций Pt приводят к важ-
ному следствию. Действительно, полное сечение определяется как

а = [ (da/dQ) dQ. = 2я \ \f (£; z) |2 dzK так что мы получаем основ-

ную формулу парциального анализа теории рассеяния:

Иногда удается сделать значительно более сильное утвержде-
ние относительно сходимости разложения по парциальным вол-
нам, чем полученное в теореме XI.51.

Теорема XI.52 (разложение по парциальным волнам—теорема
о равномерной сходимости). Пусть V—центральный потенциал,
причем ea\xiV£R для некоторого а > 0. Фиксируем £ £ R+\$.
Тогда разложение по парциальным волнам (110а) сходится равно-
мерно по 6 в интервале [0, 2л].

Доказательство По теореме XI.47 функция f(E,z) аналитична
по г в эллипсе с фокусами в точках ± 1 и большой полуосью



8. Квантовое рассеяние V 141

1 + 2 а 2 £ ~ 1 . Равномерная сходимость разложения по парциальным
волнам на компактных подмножествах этого эллипса следует из
общей теоремы о сходимости рядов Лежандра (теорема XI.63 из
дополнения 1). |

С. Фазовые сдвиги и их связь с уравнением Шредингера

В пункте В мы лишь отчасти воспользовались унитарностью
S-матрицы. Дальнейший учет унитарности немедленно влечет за
собой, что числа sf (£), собственные значения S (£ ) , имеют еди-
ничные модули.

Определение. Фазовые сдвиги бг (£) определяются равенством

A priori ясно, что фазовые сдвиги —вещественные числа, опреде-
ленные для почти всех Е, но лишь по модулю л. Пусть
Ео = max {Е | Е £ &\, где & —исключительное множество. Посколь-
ку lim S ( £ ) = / и S(E) непрерывна на (Ео, оо), можно изба-

£_•«>

виться от неопределенностей «почти всюду» и «по модулю л» для
Е€(£о> °°)» потребовав, чтобы б г (£) были непрерывны на этом
интервале и чтобы lim 6 /(£) = 0. В частях D и Е ниже мы уви-

дим, что при довольно слабых ограничениях s0 (E), а потому и
б о (£) могут быть выбраны непрерывными по £ на [0, с»). Кроме
того, можно доказать, что бг (£) могут быть цыбраны непрерыв-
ными при / > 0. Фазовый сдвиг, определенный так, чтобы он был
непрерывен по £ и удовлетворял условию lim б̂  (Е) = 0 для

£-*оо

каждого фиксированного I, удовлетворяет также условию,
lim 8{ (Е) = 0 для каждого фиксированного Е. Действительно,

поскольку S{E) — I — оператор Гильберта —Шмидта, когда V£R,

то в этом случае 2 (2/ + 1) | б, (Е) [2 < с».

Парциальную амплитуду теперь можно записать тремя раз-
личными способами, каждый из которых по-своему полезен:

/, (Е) = (2J70-1 (<?2'б'(£> - 1 ) , (112а)
Л (Е) = k-'e'6i(E) sin б, (£), (112b)
/,(£)=• a-1 (ctg б, (E)-i)~\ (112c)

где k = V^E. В оставшейся части этого раздела k всегда будет
обозначать УЕ. Заметим, что из (112Ь) следует равенство

(113)
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Это равенство часто называют унитарностью парциальных волн,
поскольку оно есть прямой перевод на этот язык свойства уни-
тарности оператора S. Соотношения (ПО), (111) и (113) дают
новое доказательство соотношения унитарности (97с).

Наиболее важный инструмент теории рассеяния для цент-
ральных потенциалов — это связь между фазовыми сдвигами и
стационарным радиальным уравнением Шредингера, которую
дает следующая

Теорема XI.53. Пусть потенциал V централен и кусочно непре-
рывен как функция г на [0, оо). Предположим, что интегралы

\ r\V(r)\dr и J | V ( r ) | d r конечны. Фиксируем £ > 0 и целое не-
0 1

отрицательное Л Тогда существует единственная функция q>,,E(r)
на (0, оо), которая принадлежит С1, кусочно дважды дифферен-
цируема и удовлетворяет уравнению

(114)

где Vt (r) = V (г)+ 1(1 + 1) г~2 с граничными условиями

Нтгр,, £-(/•) = 0, 1imr-'-1(pZi£(r) = l.

Далее, существует такая константа с, что

я ( г ) — sm(kr— nl/2 + bl (£))] = 0, (115)

где Ь{{Е) — фазовый сдвиг рассеяния.

Доказательство. Одна часть доказательства включает приложе-
ние теории обыкновенных дифференциальных уравнений к иссле-
дованию (114) Мы приведем некоторые результаты такого иссле-
дования без доказательства. Позже, в части Е, мы докажем эти
результаты в случае / = 0. Доказательства для произвольных /
можно найти в литературных ссылках, приведенных в Замеча-
ниях Хотя второе граничное условие влечет за собой первое,
мы выписываем оба, чтобы подчеркнуть аналогию с уравнением
второго порядка с граничными условиями ф(^„) = а и ф ' ( х о ) = Ь .

Предположим сначала, что V^C^°(IR3) и что V централен.
Фиксируем направление е, и пусть Ф(Х, £е) —волновая функция
Липпмана — Швингера, построенная при доказательстве теоре-
мы XI.41. Тогда

Ф (х, ke) = eik<-*-± J у ^ V (у) Ф {у, ke) dy. (116)

Пусть g € С?, и пусть h — (— Д — Е) g. Тогда

Ь (х) Ф (х, ke) dx = - ~ JJ А (х) е ~ ~ V (у) <р (у, ke) dy dx, (117)
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где мы воспользовались тем, что (—Д — E)eikex = 0 в смысле
обобщенных функций, чтобы исключить первый член из (116).
Поскольку | К | 1 / 2 ф £ / Л а V и А лежат в С~, можно изменить
порядок интегрирования в правой части (117) и воспользоваться
равенством

для вывода равенства (— Л — Е) ф (х, ke) = — V (х) ф (х, ke) в смыс-
ле обобщенных функций. По теореме об эллиптической регуляр-
ности (теорема IX.26) заключаем, что ф (х, ke) как функция х
лежит в С* и удовлетворяет дифференциальному уравнению в
частных производных (—A.-\-V) у = Ец> в классическом смысле.
Выберем сферические координаты <г, 9, т]>, где 9—угол между г
и е. Тогда ф не зависит от азимутального угла ц. Пусть

л

4>i,E(r) --g- J<P (г, 9; ke) Pt (cos 9) sin9d9.
о

Тогда фг, Е удовлетворяет (114) и первому граничному условию.
Теория обыкновенных дифференциальных уравнений говорит нам,
что каждое решение уравнения (114), удовлетворяющее первому
граничному условию, отличается лишь множителем от того един-
ственного решения, которое удовлетворяет обоим граничным
условиям. Если /^=0, так что Vt сингулярен при г = 0, это не
столь просто, как в случае / = 0, когда можно обратиться к § V.6.A.

Доказательство теоремы в случае V £ С5° сведено, таким об-
разом, к доказательству (115) с ф вместо <р. В (116) фиксируем
комбинацию х-е/\х\, и пусть |л:|—>-оо. Пользуясь определением
Т (к, к') и тем, что Vy имеет компактный носитель, легко пока-
зать, что (задача 78)

f f IT^l Ш<Р(У, ke\dy) e-'**\ \x\=(2n)3T {ke', fc),(l 18)
1*1

Are=|x|cos9|,

где е' выбрано так, что e-e' = cos00. Более того, сходимость
равномерна по 90. Из равенств (105), (ПОЬ) и определения /'сле-
дует, что

1
V,] Р г (cos9) [Г (Are', ke) |,...oeo.e]sin 9d9 = — ^ft{E).

0

В силу (116) и равномерности предела в (118),

lira [Ф (г) — e'^rjt {kr) —ft (E) eikr] = 0. (i 19)
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Здесь /, (kr)—сферическая функция Бесселя, определенная в пер-
вом дополнении к этому разделу. По теореме XI.64, yjt(y) —
— sm(y—nl/2)—+0npuy—>-oo и, более того, /, (£) = (е2'бг— \)/2ik.
Таким образом,

Ит [2»"Лф (г) — (etkr — e~ikreinl) — (eii6i — 1) eikr] = О,

\im[ke-M'* e-'6i<p (г) — sin (kr —1ltnl + бг)] = 0.
или

ЭТО доказывает теорему, когда К£С™. Потенциал общего вида V
аппроксимируется с помощью Vn^C^. По теореме XI.31 и за-
даче 28, при Vn—>-V соответствующие 5-матрицы сходятся, а
тогда сходятся и соответствующие значения б {. С другой сторо-
ны, метод части Е показывает, что сходятся сдвиги фаз решения
уравнения (114). |

Итак, бг представляет собой сдвиг фазы решения радиального
уравнения Шредингера, регулярного в точке г = 0, по отноше-
нию к /, (kr)— решению при V = 0 . В предыдущей теореме можно
опустить условие гладкости V, если заменить дифференциальное
уравнение (.114) интегральным уравнением (125). Можно дока-
зать (115), развивая теорию рассеяния непосредственно для опе-
раторов Шредингера на подпространствах фиксированного угло-
вого момента. Этот подход рассматривается в дополнении 3.

D. Уравнение с переменной фазой

В части С мы доказали, что фазовый сдвиг связан с ради-
альным уравнением Шредингера. Эта связь подсказывает боль-
шое число дополнительных результатов. Например, фиксируем

'потенциал V, удовлетворяющий условиям теоремы XI.53. Пред-
положим, что мы несколько изменили V, сделав его в некоторых
местах более отрицательным. Тогда для каждого фиксированного
k решения уравнения — ф " + 1̂ гф = Л2ф в области, где мы изме-
нили V, осциллируют быстрее. Таким образом, мы ожидаем, что
фазовый сдвиг будет больше. Итак, похоже, что б ^ б , если
V ^ V Оказывается, доказать это непосредственно трудно ввиду
определения б с точностью до величины, кратной я . По этой
причине полезно развить дополнительные средства исследования
фазового сдвига. Мы построим два различных метода в этой и
следующей частях. Оба они в конечном счете опираются на тео-
рему XI.53.

Теорема XI.54. Пусть V удовлетворяет условиям теоремы XI.53
Тогда для любого &>0 существует единственное решение уравнения

d'{r) = — -2-V (г) sin2 (kr + d (г)), г € (0, оо), (120)
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удовлетворяющее граничному условию lim r~l\d (r)\ < о о . Более

того, это решение удовлетворяет условию

limd(r) = 6t=0(k*), (121)
Г-»-СО

где 6/_о (&2) есть s-волновой фазовый сдвиг для V, т . е . 60(&а).
Уравнение (120) называется уравнением с переменной фазой.
Подчеркнем, что d(r) зависит от k.

Доказательство. Существование решений с правильными гранич-
ными условиями следует из принципа сжимающих отображений
в соответствии со схемой, изложенной в § V.6.A. Доказательство
этого мы отнесем к задаче 79.

Фиксируем р €(0 , оо) и определим V , полагая

V(r), г<р,
0 л>р.

Пусть бр — фазовый сдвиг для Vp при фиксированной энергии k3.
Поскольку Vp —> V по норме, определенной левой частью (61),
то бр—>-б(по модулю я), когда р—»оо. Мы покажем, что функ-
ция р i—*- бр удовлетворяет дифференциальному уравнению и гра-
ничному условию в нуле. Это позволит нам заключить, что (121)
выполняется по модулю я . Вопрос об этой неоднозначности вы-
несен в задачу 80.

Пусть ф удовлетворяет (114) при Z = 0 и условию lim r~l ф (г) = 1.

Пусть фр —аналогичная функция для Vp. Очевидно,

I
\

V a sm (kr

для подходящих а и р. По 'теореме XI.53, р* = 6р. Требование,
чтобы фр принадлежало С1, влечет за собой равенство

£ад(£р + 6Р) = ф'(р)/ф(р). (122)
Применяя (122) и дифференциальное уравнение (114), легко до-
казать (задача 81), что

*!»=-±V(p)sm*(kp + b<>). (123)

Более того, в силу (122), lim ctg (&p-f-fip) = оо. От неопределен-
р-»-о

ности, связанной с л, в определении бр по (122) мы избавимся,
потребовав, чтобы .ltm6p = 0 и чтобы бр принадлежало Сх. Нако-

Р-.-0

нец, в силу (122), lim&pctg (^р + бр) = 1, или
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так что l imp~ I 6 p = 0. Итак, в силу единственности решения

уравнения °(120), 6P = d(p). |

Следствие 1. Можно выбрать б0 (£) непрерывным по Е при всех Е.

Это следствие той части доказательства, которая содержится
в задаче 80.

Следствие 2. Если бо(£) выбрано непрерывным и удовлетво-
ряющим условию lim бо(£) = О, то фазовые сдвиги для оператора

£- •00

— Д-j-XV непрерывны по А. и обращаются в нуль при X—>• 0.

Доказательство вынесено в задачу 82.
Следствие 3. Число 60 положительно для потенциалов, кото-
рые всюду неположительны ( V ( r ) ^ O при всех г), и отрица-
тельно для потенциалов, которые всюду неотрицательны.

Доказательство. В силу (1204 и (121), fio(A2) = — k'1 J V(r)sm*(kr+

-\-d(r))dr, что, очевидно, положительно (соответственно отрица-
тельно), если 1/^0 (соответственно VO

Следствие 4. Если V^V, то s-волновые фазовые сдвиги для
V не меньше таких же фазовых сдвигов для V.

Доказательство. Фиксируем к > 0. Предположим сначала, что
V =9 на интервале (0, р.,) и что V < V на (р., оо). Пусть d(p),
d(p) — соответствующие решения уравнения с переменной фазой
(120). Тогда d(po) = d(po) и d' (р0) = d' (p0) в силу (120), так что
d (р) > d(p) для р > Ро вблизи р0. Если бы d где-нибудь было
больше d, то существовало бы такое р, > р0, что d(p1) = d(pl)
и d' (pt) ^ d ' (Pi). Но это несовместимо с уравнением (120) и ус-
ловием V < V на (р0, оо). Итак, d~^-d для всех р и, в силу (121),
6 ^ 6 . Для доказательства общего случая применяется простой
предельный переход. |

Особый интерес представляет низкоэнергетическое поведение
60(£). Его можно исследовать методом, родственным методу
переменной фазы.

Теорема XI.55. Пусть V£CS"(IR3) — центральный потенциал, и
пусть и — решение уравнения — и" (r) + V(r)u(r) = 0 с гранич-
ными условиями ы(0) = 0, ы'(0) = 1. Тогда:
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(а) если Нты'(/•)=#= 0 и и (г) имеет т нулей, отличных от г = 0,

то

и

(Ь) если Н т ы ' ( г ) = 0 и и (г) имеет /л нулей, отличных от / " = 0 ,
Г->-оо

ТО

о ( )

Доказательство. Воспользуемся уравнениями (122) и (123). Вы-
берем R так, чтобы все нули и лежали в (0, R) и чтобы К(г) = 0
при г > R. В частности, ы(г) = а (г — /?) + 6 для г > / ? . Посколь-
ку у ы (г) нет нулей на (R, оо), имеем а/6 = ы' (/?)/ы (R) ^ 0.
Пусть Ф £ ( Г ) — решение уравнения (114), удовлетворяющее усло-
виям ф£(0) = 0 и ф£(0) = 1. Записывая дифференциальное урав-
нение как интегральное, видим, что ф я (г) —*- ф0 (г) при Е —- О
равномерно в интервале [0, /? + 1]. В частности, для некоторого
Ео функция ф я (г) имеет т нулей на [0, R), если Е < Ев и
Фя(Я)~1ф£ (/?) —>• а/Ь. По доказательству теоремы XI.54, б0 (Е)
определяется уравнением (122)

.где функция d(-,k) непрерывна, d(0, k) = 0, d(R, k) = 80(k2).
Очевидно, что в каждой точке р, в которой ф£(р) исчезает, ве-
личина kp-\-d(pj k) должна принимать одно из следующих зна-
чений: 0, ± л , ... . Более того, в силу (123), в каждой такой
точке (д/др) d (p, k) = 0, так что (д/др) (kp + d(p, k)) > 0 Итак,

mn<^kR-{-d(R, k)< (яг+Г)я, (124)

если k < £•„. Величина d (R, ft) = б0 (k2), таким образом, одно-
значно определяется по (122) и (124). Если и' (R) = Iimu (г) ф0,

то для всех малых Е имеем ц>'Е (/?)/ФЕ (R) = 11ги' {R)/u (R) > 0, так
что, в силу (122), ctg (kR-\-d(R, k)) —>-оо при k—*0. Это сов-
местимое неравенством (124) только тогда, когда kR+d (k, R)—<-/пл.
С другой стороны, в силу интегрального уравнения, ф£ (R) есть
С°°-функция по k2 в точке А = 0, так что если ы'(/?) = 0, то
Фд (R) обращается в нуль как k2 при £ = 0. Итак, в этом слу-
чае ctg (kR + d(R, k)) ->0 по (122), поэтому kR+d(R, k)-+
—* (m -f- V2)

 л - Недоказанное утверждение из части (а) оставим
читателю (задача 83). |

Можно значительно ослабить условия на V из предыдущей
теоремы.
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Определение. Величина

называется длиной рассеяния. Если lim и' (г) = 0, мы говорим,

что длина рассеяния бесконечна.

Длина рассеяния а —естественный параметр рассеяния, по-
скольку, в силу (112), lira fi=0 (Е) = а. Более того, во многих

случаях можно показать, что ^ k~ism28l(k:i)—*0 при k—«-О,

так что lim a t o t (£) = 4яа2 в силу (111).
Е->-0

Е. Функции Йоста и теорема Левинсона

Теорема XI.53 связывает фазовый сдвиг с решениями ради-
ального уравнения Шредингера для регулярного V. Чтобы рас-
смотреть V общего вида, а также систематически исследовать
решения уравнения (114), полезно переписать уравнение Шредин-
гера с граничными условиями как интегральное уравнение.
Подход, основанный на интегральном уравнении, позволит нам,
кроме того, установить связь между числом сферически-симмет-
ричных собственных функций и фазовым сдвигом s-волны. Мы
рассматриваем лишь случай / = 0. Литературные ссылки относи-
тельно общего случая можно найти в Замечаниях.

Определение. Интегральным уравнением Шредингера с регу-
лярными граничными условиями в нуле, или, короче, регулярным
уравнением, мы называем уравнение

f (х) = х + J (г - у) [V (у) - k*] f (у) dy. (125)
о

Определение. Пусть /гфО. Интегральным уравнением Шредин-
гера с граничными условиями Йоста на бесконечности, или, ко-
роче, уравнением Йоста, мы называем уравнение

(126)

Когда потенциал V достаточно регулярен, например когда он
непрерывен, (125) и (126) эквивалентны дифференциальному
уравнению Шредингера (114) с соответствующими граничными
условиями. Для переписывания дифференциальных уравнений
второго порядка с граничными условиями в виде интегральных
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уравнений существует последовательная процедура, называемая
методом вариации параметров (см. дополнение 2).

Теорема Х/.56. Предположим, что V-— измеримая функция,
X

удовлетворяющая условию N (х) = J у | V (у) \ dy < оо для каждого
о

х > 0. Тогда при каждом k £ С регулярное уравнение (125) имеет
единственное решение ф (х, k), которое при этом локально огра-
ничено на (0, оо) и удовлетворяет условию lim| х~х(р (х) \ < о о .

Х-*-0
Более того, <р(х, k) непрерывно дифференцируемо по х на [0, оо),
причем ф(0, £) = 0, ф'(0, k) = l, и при каждом фиксированном х
функции ф (х, k) и ф' (х, k) — целые функции от k, удовлетворяю-
щие оценкам

Кроме того, Ф (х, k) = q> (x, k). Такое ф называется регулярным
решением.

Доказательство. Пусть ty(x) =sf(x)/x; тогда, чтобы решить (125),
мы ищем г|), удовлетворяющее уравнению

X

(127)

где К (х, у)=у{\— у/х) (V (у)—№). Итерируя (127), получаем
формальный ряд

*(*)=2Ч>»(*). (128)
/1 = 0

где

X

Ч>, (х) = 1, Ч>„ (х) = 1к (х, у) %.i (у) dy.

о

Докажем по индукции, что

|Ч>„ (*) | < (л!)- 1Р (*)», (129)'
где Р (х) = N (х) + а/а | k | 2 х2. Неравенство (129) с очевидностью
справедливо при п~0. Если 0^.у^.х, то \К (x, y)\^y(\V(y)\-\-
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+ 1 к* |), поэтому если \J>n удовлетворяет (129), то

( I v
 (У) I + 1 *.I1)

= (я ! ) " 1 J (P {y))"zjdy~[(n+ l)!J~ l (Р
о

и (129) доказано.
Мы заключаем, что ряд (128) сходится равномерно на ком-

пактах по х и к. Поскольку каждое if>n (х) аналитично по к (это
полином!), то аналитична по к и предельная функция, ty удов-
летворяет уравнению (127), так что ф удовлетворяет уравнению
(125). Оценка на Ф следует из (129). Аналитичность <р' по к »
оценка на Ф' следуют из формулы

Ф' (х, k) = 1 - J у (V (у) -к*) ц> (//, k) dy
о

и оценки (129). Доказательство единственности мы оставляем
читателю (задача 84). |

Теорема XI.S7. Предположим, что V—измеримая функция,

удовлетворяющая условию )\V (у) \dy <оо для каждого х > 0.
х

Определим Qk{x) равенством
оо

Q* (*) -= S (1 + 1 k | у)-14у j V (у) | exp [(Im k+\ Im k |) y\dy.
X

Тогда:

(а) Для каждого k£C, такого, что I m £ ^ 0 и кфО, уравнение
Йоста (126) имеет единственное решение r\(x,k), удовлетво-
ряющее при этом условию lim\eikxr](x,/г)\ <оо. Более того,

т) (х, к) непрерывно дифференцируемо по х на полуоси [0, оо),
причем lim eikx r\ (x, k) — \ и lim eikx r\' (x, k) — — ik. Для каждого

X—*• оо К -* оо

фиксированного х функции у\ (х, к) и г\ (х, к) аналитичны в
области {£|Im& < 0}. непрерывны в области { £ | I m £ ^ 0 ,
k Ф 0} и удовлетворяют оценкам

|т!(*, Л ) — e - * * | < e < l m * 1 * | e < ' * U e i — 1 | , (130а)
оо

kx\^e^m к)х еч»(х) J \V(y)\dy. (130b)
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(b) Если помимо этого J х\ V (х) |d jc<oo, то r\(x,k) может быть
о

продолжена до точки £ = 0 таким образом, что она станет
непрерывной в области {£|Im £<!()}. Более того, при этом
сохранятся оценки (130).

{с) Если помимо этого $ етУ \ V (у) | dy < оо, то r\ (x, k) может быть
х

при каждом х продолжена до функции, аналитической в об-
ласти {k\lmk<m/2\. Более того, при этом сохранятся оцен-
ки (130).

В каждом из этих случаев r\(x, k) = r\(x, — k ) . Такое г\ называ-
ется решением Йоста.

Доказательство. Идея доказательства совершенно аналогична
доказательству теоремы XI.56, так что мы дадим лишь набро-
сок, оставляя детали читателю (задача 85). Уравнение (126)
формально решается рядом

•ПС*, k)= 2iT)n(x, k),
п = о

где цо(х, k) = e~ikx и

] n _ A y , k)dy.
X

Из оценки

\k\ -^ 1+1*1.

по индукции получаем неравенство

|т]„(JC, k)\ sc; ( n\ ) ~ x Qk(x)n.

Если k-1 sin k (x — у) при k = 0 понимать как (х — у), то эти оценки
продолжают выполняться, когда k — О. Каждая итерация, как
легко видеть, аналитична во внутренности области, где Qk(\) < оо,
и непрерывна на ее границе. Утверждения теоремы доказываются
суммированием рядов. |

Определим теперь функцию Йсста, которая, как мы увидим,
тесно связана с амплитудой рассеяния.

Теорема XI.58. Пусть V удовлетворяет неравенству.
X оо

\\y\\V(y)\dy+\\V{y)\dy< со
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для каждого х. Тогда:

(a) r\(k)ssr\(x, k)q>'{х, k)—t]'(x, k)y(x, k) не зависит от х;
r\(k) называется функцией Йоста;

(b) Ti (k) аналитична в области {k | Im k < 0} и непрерывна в
{k\ Im&<;0, /гФ0\; если V удовлетворяет оценке

) | V (у) | dy < оо для некоторого т > 0, то ц (k) аналитична

в области {k\ Imk <Cx/2m};
(c) если k вещественно и отлично от нуля, то r\ (k) Ф 0, х\ (—k)=

= r\(k) и r\(k)/r\(— A) = e2'e«<*B), Где б0 (А
2) —фазовый сдвиг

s-волны;
(d) все нули r\(k) в области {&| I m A < 0 } простые; они лежат

на мнимой оси, и А есть нуль тогда и только тогда, когда
k* — энергия связанного состояния при / = 0;

(e) lim T I ( A : ) = 1 .
* - • ОС

lm * < 0

Доказательство, (а) Предположим сначала, что F £ C " ( 0 , оо).
Тогда как TJ, так и Ф удовлетворяют дифференциальному урав-
нению — и" + Vu = k2u, так что величина т)ф' — т]'ф постоянна,
поскольку она равна вронскиану двух решений (явное вычисле-
ние показывает, что (т)ф'—т^'ф)'= 0). Если V — произвольный
потенциал, удовлетворяющий условию теоремы, то можно найти

такие Vn€C0", что \y\Vn — V\dy+ $ \Vn — V\dy—>0 при /г^-оо.
о i

По построению ф и т), заключаем, что поточечно ф„—*ф, (р'п —*(р\
v\n~*'r\' Лп—*ТГ« т а к ч т о (а) выполняется и в общем случае.
Доказательство нашего утверждения о том, что г\ называется
функцией Йоста, см. в Замечаниях.

(b) Это следует из свойств аналитичности функций ф, ф', TJ, TJ',
полученных в теоремах XI.56 и XI.57.

(c) Поскольку ф (х, k)=(p(x, k)=q>(x, — k) и т) (х, k)=r\ (х, — k),
когда k вещественно, заключаем, что х\ (—k) =ат) (£)•. Далее утверж-
дается, что

Ф(дс, *)«(2i*)-MTl(*)T|U, -k)-r\{— k)r\(x, k)\. (131)

Докажем (131) и основное соотношение r\(k)/r\(—k) = e2'6» для
V£CS"(Q, оо). Общий случай получается предельным переходом,
как в доказательстве части (а). Предположим, что suppF с [а, Ь],
0 < а < Ь < о о . Тогда ф(-, /г), т)(-, k) и r\(-,—k) все будут
решениями уравнения —и"-\-Vu = k2u. Более того, при х>Ь
имеем г\±(х)^г](х, dtk) = e±ik* , так что г\± линейно независимы
и их вронскиан W (г\+, т]_) = т]+т]1—т]-т1+ равен 2ik. Следова-
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тел ь но,

а это и есть (131).
Из (131), свойства TI(£) = TI(—k) и того, что ф не есть тож-

дественный нуль, вытекает, что r\ (k)=^=0. Более того, поскольку
i-\i.(x) = e±tkx для х > Ь, мы видим, что

Ф (Л:) = k~l j r\ (k) | sin (kx + d {k))

при x > 6 , если t] (k) = 11) (k) | e'rf<*>. В силу теоремы XI.53, тогда
d ( k ) b ( k 2 ) ( d 2 )) 0 ( (

(d) Сначала мы утверждаем, что (—A-\-V—k*) (л:~1ф(л, k))=0,
где —А следует понимать в смысле дифференцирования обоб-
щенных функций. Действительно, это равенство выполняется,
если УбС~(0, оо), а тогда, в силу предельного перехода, и для V
общего вида. Если r\(k)==O, то ф отличается от i\ (x, k) постоян-
ным множителем, а потому лежит в L2 на бесконечности. Итак,
k чисто мнимое, a k2—собственное значение.

Обратно, предположим, 4 T O V £ C ~ И ЧТО /г2 — собственное зна-
чение оператора — Д + V при / = 0. Так как V убывает экспонен-
циально, то г] — целая функция, поэтому (131) выполняется для
всех k. Тогда после аналитического продолжения равенства (131)
заключаем, что т](й) = О С помощью предельного перехода это
распространяется на все V.

Наконец, нам следует показать, что нули г\ простые. Заметим
сначала, что если и = х~1ц> и v — x~ldq)/dk, то

( _ д + К — k*)u = 0, (132а)
(— А Ч- V—/г2) t» = 2/гы (132Ь)

в смысле обобщенных функций. Более того, можно показать, что
если ц (k0) = (dr)/dk) (k0) = 0, то

так что y£ZA Но если и, v£L*, то равенства (132) несовместимы
с ифО>, поскольку

2k\\uf = (u, (— A + V — k*)v) = 0.

Итак, если r\(ko) = O, то dr\/dk'^O в точке k0, так что нули г\
простые.

(е) В силу (130а) и равенства r\(k) = r\(0, k),
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если i m & ^ O . Поэтому достаточно доказать, что

, i r a

а это следует из теоремы о монотонной сходимости. |

Один из наиболее эффектных результатов применения тех-
ники функции Йоста представляет собой следующая

Теорема XI.59 (теорема Левинеона). Пусть V удовлетворяет

условию J х\V (х) \dx < оо, и пусть ц—функция Йоста, а 60 —фа-
0

зовый сдвиг s-волны, нормированный условием lim 60(&2)=0. Тогда
k ->• оо

/ е с л и ЛС
°0'и)"~\(п0 + 1/2)я, если°0

где п0 — число собственных значений оператора —Д + V, которым
отвечают сферически-симметричные собственные функции.

Доказательство. Мы рассмотрим случай г\ (0) ^ 0. Случай г\ (0)=0
отнесен к задачам. В силу (131), k2 < 0 для всех собственных

Вещественная ось

Рис. XI. 10. Контур интегрирования в теореме Левннсона.

функций, отвечающих / = 0, так что, по теореме XI.58 (d),
п0 — число нулей ц (k) в нижней полуплоскости. Пусть 0 < 0 < я/2.
Выберем /?0 так, чтобы |т) (k) — 1 | < 2sin (6/2) при \k\^RQ>

I m ^ ^ O . По теореме Х1.58(е) такое ^ 0 существует. Рассмотрим
интеграл от х\ /г\ по замкнутому контуру С = Cl[]Ci, представ-
ленному на рис. XI.10. Полюсы т)'/т] — это нули х\, а поскольку
эти нули простые, соответствующие вычеты равны 1. Итак,

Далее, t~1T)7'n = (i(argTi)/d2, так что в пределе при е—>-0 вклад
от Ct равен л " 1 (б„(0) — 60(Я||)). Поскольку | a r g r i | < 0 на всем
C.2(R0) в силу выбора Ro, мы заключаем, что

| л - 1 [ б о ( О ) - б о ( ^ ) ] - п ц | < 2 0 .

Переходя к Ro —* оо, 0—-0, видим, что ».„ ч0) =
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В § 7 мы убедились в том, что полюсы в верхней полупло-
скости амплитуды рассеяния вперед могут располагаться только
в тех точках k, для которых /гг — собственное значение оператора
— Д + V. Формула

Л=. (*') = 2J&-1 (ti (k) - л ( - k))/i\ ( - к),
которая следует из теоремы Х1.58(с), вместе с тем фактом, что
нулями TJ(—к) могут быть только те точки, в которых №—собст-
венное значение, наводит на мысль, что полюсы fl=0(k2) в верх-
ней полуплоскости также отвечают только связанным состояниям.
Это неверно. Прежде всего для потенциалов общего вида области
аналитичности r\(k) и г\ (—k) не пересекаются, и для /,_„ может
не существовать аналитического продолжения. Кроме того, может
случиться, что т] (k) обладает мероморфным продолжением в верх-
нюю полуплоскость с полюсами в некоторых точках. Эти полюсы
породят полюсы для / / = 0 , которые не соответствуют связанным
состояниям. Это явление будет рассмотрено в следующей части.

F. Аналитичность парциальных амплитуд
для обобщенного потенциала Юкавы

В § 7 мы видели, что полная амплитуда рассеяния f(E, cos0)
обладает свойствами аналитичности по Е при c o s 0 = l в доста-
точно общих предположениях. Аналитичность же при 0=^=0 требо-
вала экспоненциального убывания. Не удивительно тогда, что
свойства аналитичности для fo{k) — амплитуды s-волны—также
требуют экспоненциального убывания. На основе результатов
части Е формул s0 (>fe2) = -n(>fe)/r) (— yfe) и fo(k*) = (2ik)-* [%(&) — 1]
видим, что справедлива

со 1

Теорема XI.60. Если \ ету \ V (у) \ dy + \ у \ V (у) | dy < с», то пар-
i о

циальная амплитуда s-волны вещественно аналитична на (0, оо)
и имеет мероморфное продолжение с верхнего берега вещественной
положительной полуоси в параболическую область {Е 11 Е \ — Re £ ^
^.тг/2, Е не есть положительное вещественное число} (см.
рис. XI.11), причем положения полюсов этого продолжения отве-
чают в точности энергиям связанных состояний в области
£ > — т*/4.

Доказательство. Пусть G (6) = r\ (k)/r\ (—k). Тогда G аналитична
в области | I m ^ | ^ m / 2 . В области I m 6 > 0 функция G (k) может
иметь полюсы лишь то/да, когда ч\ (—6) = 0. Если г\ (—k) = 0,
то, в силу аналитического продолжения равенства (131), г)(/г)Ф0.
Итак, G имеет полюсы в точности в нулях т] (—k). Теорема
следует теперь из формулы /0 (£) = (2i У Е)'1 [G {У Е) — 1] . 1
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Для обобщенных потенциалов Юкавы,. определенных в § 7,
можно утверждать гораздо больше (\ь„ — константа из определе-
ния обобщенных потенциалов Юкавы).

^ 2 = m 2 x + I m 4

Рис. XI.11. Область аналитичности /0 (Е) в общем случае.

Теорема XJ.61. Пусть /„(Я) — амплитуда рассеяния s-волны для
обобщенного потенциала Юкавы. Тогда существует функция F (Е),
мероморфная в D = C\([0, оо) и (—оо, — (JJ,0/2)2]) и такая, что
для £ 6 ( 0 , оо)

/0 (

Полюсы F, лежащие в D, встречаются лишь на отрицательной
полуоси и только в точках, отвечающих энергиям связанных
состояний, причем каждой такой энергии в интервале (—((го/2)2, 0)
отвечает некоторый полюс Кроме того, /0 (Е) вещественно ана-
литична на (0, оо).

Прежде чем обратиться- к доказательству теоремы XI.61,
сделаем ряд замечаний, одно из которых объясняет, почему в тео-
реме речь идет только о полюсах в D. Во-первых, можно дока-
зать, что / аналитична в С\([0, оо)и (— оо, — н-о]). Во-вторых, на
самом деле мы докажем больше, чем утверждается в теореме.
Будет показано, что функция G(k), определенная равенством
G (k) = F (k2) при Im k > 0, обладает мероморфным продолжением
в область C\([V3i>o. t °o)U(—too, — V2t>0]) (см. рис. XI.12).
В результате видно, что разрез от 0 до оо у F (Е) обусловлен
только выбором переменной Е = k*, и возможен переход на вто-
рой лист за этот разрез. Полюсы Fo (Е) на втором листе с Im Е Ф 0
(эквивалентно, полюсы G(k) в точках с R e & ^ O , I m & < 0 ) назы-
ваются резонансными полюсами; можно показать, что они в точ-
ности отвечают резонансам, которые будут рассмотрены в § XI 1.6,
поскольку обобщенные потенциалы Юкавы аналитичны относи-
тельно масштабных преобразований. Полюсы, отвечающие точкам
k£(—1/2фо> 0), называются антисвязанными состояниями.

Поскольку разрез по [0, оо) обусловлен только использова-
нием переменной Е вместо k, его часто называют кинематическим
разрезом. Иногда его называют также унитарным разрезом, по-
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скольку скачок на нем определяется соотношением унитарности

р\Е + Ю) -F (Е - Ю) = 2 Ira ft (Е) = Е^ | /0 (Е) |2

Разрез по (—оо, —С/гМ-о)2) непосредственно связан с потенциа-
лом в том смысле, что скачки на нем могут быть вычислены по
некоторой итерационной схеме исходя непосредственно из потен-
циала (см. Замечания). Этот разрез называют динамическим раз-

Полюсы связанных i 1 {«
состояний Л х

/ Т 2 '/*<> Резонансные
Антисвяганиые _-^ 1 полюсы

состояния I

(.а)

Динамический Кинематический
разрез ^ х х , разрез

\ 2 ^ ° ) ^ПОЛЮСЫ связанных
состояний

(Ь)
РИС. XI. 12. (а) Область аналитичности 6 ' (— k). (b) Облаем аналитичности F (Е).

резом. Иногда вместо слов «динамический и кинематический раз-
резы» употребляются термины левый разрез и правый разрез.

И наконец, отметим одно тонкое место. Может случиться, что
левый разрез частично «вырождается в полюсы», иными словами,
что F (Е) имеет мероморфное продолжение в область, включаю-
щую интервал (—а,—(1/2i

Llo)2)» a > ОЛн-о)2. с полюсами в этой
области. Эти полюсы могут не отвечать связанным состояниям;
по этой причине их часто называют ложными полюсами. На самом
деле существуют различные обобщенные потенциалы Юкавы Vx

и Vit для которых соответствующие s-волновые парциальные
амплитуды равны, но которые различаются тем, что все полюсы
функции F (Е) соответствуют связанным состояниям оператора
— A + V̂ , в то время как самый левый из них не соответствует
связанному состоянию оператора —A-f-V2, а обусловлен его дина-
мическим разрезом! Этот пример особенно удивителен из-за тео-
ремы Левинсона, которая говорит. нам, что функция F(E-{-iQ)
определяет число связанных состояний, а потому, как можно
было бы ожидать, и число полюсов связанных состояний. Тон-
кость состоит в том, что если энергия связанного состояния не
лежит в интервале (—а, С/г^о)2). то ожидаемый там полюс может
иметь нулевой вычет. Итак, хотя операторы — A + Vj и — A + V»
имеют одно и то же число связанных состояний при нулевом
угловом моменте, они имеют разные числа «полюсов связанных
состояний».
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На протяжении всего доказательства теоремы XI.61 мы будем
предполагать, что V имеет вид V (х) = х~1е~*<>х. Распространение
доказательства на обобщенные потенциалы Юкавы является про-
стым упражнением. Основная идея состоит в использовании ана-
литичности V (х) в области { x | R e x > 0 } для продолжения функ-
ции Йоста г| (к) по k. Таким образом, имеется тесная связь между
этими идеями и идеями аналитического продолжения по масштаб-
ным преобразованиям из § XII.6 и XIII.10. Продолжение тг\ (k)
мы осуществим в два приема.

Лемма 1. Функция r| (x, k), первоначально определенная на
{<х, ky\ x£ (0 , oo), Im£<I0} , может быть продолжена в область
Q~{<x, ky\ R e x > 0 , I m & ^ O } таким образом, что она станет
аналитической по совокупности переменных х и k в Qlnt и не-
прерывной в Q. Более того, в Я она удовлетворяет дифферен-
циальному уравнению

— -дз-т|(*. k) + V(x)r\(x, k) = k°r)(x, Л),

а в области £2' = {<х, Аг>€^1 |х\ > 1} — оценке

\г\(х, k)—e-lkx\^le
lm<k*>\exp[y£l\k\-1e-»****'\—l} (133)

Доказательство. Мы покажем, что г\ может быть продолжена
на Q' с сохранением оценки (133). Тем же методом можно про-
должить г| на область {<*, & > £ й | | х | > е } , а тогда и на всю £2.
Поскольку дифференциальное уравнение имеет место для вещест-
венных х, оно выполняется и для всех х по аналитическому про-
должению. Фиксируем k с I m ^ ^ O . Определим r\n(x, k) via Q'
индуктивно, полагая

т)0(*. Л) = «-'*«,

r\n(x, k) = ^k-1(smky)V(y + x)r\n^1{y + x, k)dy.
о

Замена переменной интегрирования показывает, что ч\п (х, k) при
вещественных х совпадают с функциями, введенными при дока-
зательстве теоремы XI.57. Далее, на Q' выполняются следующие
оценки:

\r\n(x, &)K(rt!)- 1 e I m < f t *>( i u o |&|)- n e-'^<> R e j : . (134)

Неравенство (134), конечно, выполнено для /г=0, а если оно
выполняется для некоторого п, то

oo t

I Л„ +i (*> Ь) | <. (п!)" 1 (|А0 | k |)-» 11 k \~sеУ i I m * I e-^o (Re x+v^ (« + D x
о
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поскольку \lmk\ + lmk = 0, когда Im&sCO, a y
когда | * | > 1, R e x > 0 , y£ (О, оо). Это доказывает (134) по ин-
дукции.

В силу (134), интеграл, определяющий г\„, сходится абсолютно,
так что функции г\п аналогичны в (Q') i n t . Поскольку ряд 2 Цп

п

абсолютно сходится по (134), его предел обладает требуемыми
свойствами аналитичности и удовлетворяет оценке (133). |
Лемма 2. Функция Йоста r\ (k) допускает аналитическое про-
должение на С\[1/2фо> t o °)-

Доказательство. Поскольку мы уже знаем из теоремы XI.58,
что г] (k) аналитична в области {k | Im £ < ; Val̂ o}. н а м нужно только
доказать, что r\ (k) обладает аналитическим продолжением на
каждую полуплоскость вида {k\ I m ( e - ' a & ) ^ 0 } для каждого
а £ ( — я / 2 , я/2). Фиксируем такое а и определим функцию»-) на
{<У, k>\ y^R, I m A ^ O } , полагая

ц{у, k) = r](e-iay, k),

где Ti (x, k) продолжена на комплексные х с помощью леммы I.
Тогда г\ удовлетворяет дифференциальному уравнению

(У> А)-Л«Ч(У. А). (135)

где V (y) = e~2iaV (е-Сау) и k = e~iak. Более того, согласно оцен-
ке (133),

\х[{у. k)-e-fky\-+0 (136)

при у—у оо, коль скоро I m A ^ O , I m A ^ O . При доказательстве
теоремы XI.57 вещественность V нигде не была использована,
поэтому мы знаем, что уравнение (135) имеет единственное реше-
ние ^(у, k) в области {<у, &>|г/(Е[О. оо), I m ^ ^ O ) - , удовлетво-
ряющее (136). Итак, TI (у, k) и г\! (у, e-'ak) совпадают в области
\k\ \mk^.Q, Im (e~iak) ^0\, значит, т^ — аналитическое продол-
жение т] на область {k | \m{e~ia-k) ^ 0 } . В частности, функция
т](&)=т](О, k) допускает продолжение на эту область. |

Доказательство теоремы XI.61. Поскольку fo(k2)==(2ck)~1 x
х[е 2 ' б» (*'— 1], достаточно доказать утверждения об аналитично-
сти для функции su(&) = e2l6»(*>. Но sa(k) = r\(k)/r](—k), поэтому
s^k) мероморфна в D = {k\ A^[Vai>o. о о ) и ( — о о , —1/ii\i0]\ и
полюсы в D(]{k\ I m & > 0 } возникают лишь в точках ko. для
которых г\ (—^0) = 0. Более того, как и при доказательстве тео-
ремы XI.60, полюсы отвечают всем таким k0. |
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G. Вариационный принцип Кона

При обсуждении метода переменной фазы мы ввели важный
параметр: длину рассеяния, через которую при определенных
предположениях выражается сечение: lira crtot (Е) = 4па3. Напом-

Е -*• 0

ним, что длина рассеяния для потенциалов V с компактным носи-
телем была определена путем построения должным образом нор-
мированного решения уравнения —<р" + 1Лр = 0, <р(0) = 0, при
условии ф(г) = л + а Для больших г. Рассмотрим вещественно-
значные функции \р на [0, <х>) вида

г|з = ал+Р + ё, ^(0) = 0, (136а)

с гладкой функцией g, убывающей вместе со своими производ-
ными g', g" быстрее любого полинома. Пусть Q — множество таких
функций, и пусть a(ip), р (ip) — константы в (136а).

Для ip, TJ ̂  Q можно определить естественный объект:

(ip, Ал) = S ф(г) (—л" (г) + V (г) г, (г)) dr,
о

поскольку i|5(—г\") лежит в V-. Однако (̂ ф, /п\) и (т|, Лг|?) не со-
впадают; на самом деле

- (Л. ЛЧ>) - S (**П - ^П") dr = а (г|з) р (т,) - р (г|з) а (л), (136Ь)
о

поскольку граничные члены не исчезают на бесконечности. Возь-
мем т) равным ф —решению уравнения /нр = О, и предположим,
что v|) таково, что а (г|з) = 1. Тогда (г|\ ht\) = 0 и

Ф), (+—Ф)).

Уравнение

Ф), № ~ Ф ) ) (136с)

называется вариационным принципом Кона. В некоторых слу-
чаях его можно применять для получения строгой оценки длины
рассеяния.

Теорема Х/.б!1/^ (оценка Розенберга — Шпруха). Предположим,
что потенциал V£С™ централен и что оператор — Д + V не имеет
отрицательных собственных значений. Пусть ^ — произвольная
функция из Q с а(г | ) )=1. Тогда длина рассеяния а удовлетво-
ряет неравенству

ip). (136d)
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Доказательство. По вариационному принципу Кона (136с), доста-
точно показать, что (Лт), т ) )^0 для r\£Q с а(т)) = 0. Пусть
g£C°[0, с»), причем g=\ (соответственно g = 0) при г < 1
(соответственно г > 2), и пусть gRi,x) = g(x/R). Тогда Т1£я€£а.
так что 0^(^Лт), h(gRr\)) по предположению об отсутствии отри-
цательных собственных значений. Но (̂ гЛт|, h(gRy\)) = X + Y + Z,
где

при # — с»,
при #—>оо,

2 2(gRr\, (Vx\)VgR)-+0 при /? —оо,

где все утверждения о сходимостях следуют из оценок ht\ ^
< d i ( l + r ) - « , Л<^«, Vt i<d 8 ( l+r)-« , | | ^ | U < d 4 ^ - » и
| ^ л | | . < ^ ^ ~ 1 - Следовательно, (т), Лт))>0. |

Верхнюю или нижнюю оценку на а2 дает (136d), зависит от
того, положительно или отрицательно а. Например, согласно
следствию 3 теоремы XI.54 и теореме XI.55, если V всюду неот-
рицателен, то (136d) дает верхнюю оценку на а*.

Дополнение 1 к § XI.8. Полиномы Лежандра и сферические
функции Бссселя

Теория рассеяния требует сведений о некоторых классах спе-
циальных функций. Основные свойства полиномов Лежандра
проще всего вывести, определив эти полиномы с помощью произ-
водящей функции.

Определение. Для каждого г £ С функция

F(x, z) = (\—2zx + x*)-1/2

аналитична вблизи х = 0 . Полиномы Лежандра Pt (г) определя-
ются как

или, что эквивалентно, как

( 1 — 2 * 2 + Х*)- 1/2= 2 Pl{z)Xl.
1
2

1=0

Теорема XI.62. (а) Р((г)— полином степени /с вещественными
коэффициентами.

(b) Pt(\) = \, />,(-*)-(-О 1 />,(*)•
(c) Если / задана на R* как /(х) = rlPt(cos6), где г=- |х | и

B»=jc8/r, то —Д/ = 0.
№ 3371
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(d) (Уравнение Лежандра.)

(е) [Л(г)Р(#

(f) Набор ^(/ + 1/2)1/2Я, (z)[JL0 образует ортонормированный ба-
зис в /.»((—1, l),dz).

Доказательство, (а) По биномиальной теореме

(
/л=0

"I") (~
для малых х, где („) = £(£ —1) . . . (k — m+l)/m\. Для фикси-
рованного / в (d/dx)1 F (х, г) \Х-Л могут давать вклад только
члены с т^.1. Применяя биномиальную теорему к (—2хг + х*)т,

i

видим, что 2 (~т2)( — 2хг + хг)т— полином от двух переменных
«п = о

степени / по г. Более того, Pt (z) = (— 2z)l(~i/a) + O(zl-a), так
что Рг имеет степень в точности /.

(b) Поскольку ( 1 — 2х-\-х*)-1'2 — (1 — х)- х== ^хп, мы видим,

что />, ( 1 ) = 1 . Из F(—х, —z) = F(x, г) следует, что Р. (—г) =
-(-П'/Мг)-

(c) Фиксируем Я > 0 . В области {<r, r '>€ Rei г < /? < г'}
введем функцию g (г, г') = | г —г'1"" 1 . Тогда —Ag = 0 в области
{г \r <CR} для фиксированного г'. Пусть г' = <0, 0, а> и х=г/а.
Тогда
, г —г' j - 1 = (га + г'»—2rr' cos 6)- !/2 — ( г ' ) " 1 (1 + х2—2х cos в)-*/2 =

= 22
(=0

где мы воспользовались тем, что при г € ( — 1 , 1) ряд для F (х, г)
имеет единичный радиус сходимости по х. Итак, rlPl (cos6) ин-
дуктивно задается равенством

^созв)- lim (r')'+1 Г*(г. г')-(г')-1 '2

где сходимость равномерна в {г | г < R). Пользуясь Индукцией по /
и тем, что равномерный предел гармонических функций — гармони-
ческая _функция (задача 89), заключаем, что функция rlPt (cos6)
гармоническая.
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(d) Поскольку .

А = г ~ 2 -у '• 4?+с2 s i n e ) - 1 ж <sine> ж + < г * s i n * e>-1 "w •
то (d) следует из (с).

(e) Уравнение Лежандра может быть записано в виде

Итак, если 1фш, то ^ P,(z) Pm(z) dz = 0, поскольку опе-

ратор (d/dz)(l— z*)(d/dz) симметричен. Далее, для малых х, е
одной стороны, имеем

Piiz)*1 )dz = J (1-2*2
l o / _i

= x~l [In О +лг)-1п(1 - x ) ] =

а с другой стороны, применяя тот факт, что для малых х и
г £ ( — 1 , 1) сходимость F(х, г) равномерна по г, и учитывая
соотношения ортогональности, получаем

(f) По теореме Стоуна—Вейерштрасса, множество {z'}Z.n то-
тально в С(—1, 1), а потому и в L 2 ( — 1 , 1). Таким образом,
набор, который получится применением процедуры Грама—Шмид-
та к jz^JLo, представляет собой ортонормированный базис. Но
этот базис есть (—1)' (/ + У 2 ) - 1 / 2 Л (г). I

Основное свойство степенных рядов состоит в том, что внут-
ренность области их сходимости всегда есть круг. Это следует

из того, что ряд (г '— г)" 1 = ]J£ z"/z'n+l сходится в области | г | <

< | г' |, иными словами, когда г и zr могут быть отделены друг
от друга окружностью с центром в начале координат. Мы хотим
найти естественные области сходимости рядов Лежандра, т. е.

со

рядов вида 2 (2/ + П citPt (z). Важную роль играют функции,
/ = о . •

возникающие при разложении в ряд Лежандра функции ( г ' — г ) " 1 .
Поэтому впедем следующее . ; .
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Определение. Присоединенные функции Лежандра определяются
в С \ [ — 1 , 1] формулой

Областями сходимости рядов Лежандра будут внутренности
областей, ограниченных определенными кривыми.

Определение. Пусть z £ C \ [ — 1 , 1]. Под каноническим эллип-
сом, проходящим через z, мы понимаем единственный эллипс с
фокусами ± 1 , который проходит через г.

Теорема XI.63. (а) Пусть г и г ' заданы так, что канони-
ческий эллипс, проходящий через г, лежит внутри канони-
ческого эллипса, проходящего через г'. Тогда

2 {2l + l)Pl{z)Ql{z') = {z'-z)-\ (137)

Сходимость ряда в (137) равномерна, когда г и г' пробегают
соответственно компактные множества С и D, коль скоро су-
ществует канонический эллипс Е, такой, что С лежит внут-
ри £, a D — вне Е.

(Ь) Если/ — функция, аналитическая во внутренности канониче-
ского эллипса Е, то ряд

/() 2
1=0

где
1

а, = 4 lf{z)Pt{z)dz, (138)
- 1

сходится равномерно на компактных подмножествах в Е.

(с) Если а, — произвольная последовательность и ряд( = 0

XalPl (z) сходится (соответственно расходится) для некоторого
z o £ C \ [ — 1 , 1],то он абсолютно сходится для всех г внутри
канонического эллипса, проходящего через z0 (соответствен-
но абсолютно расходится для всех z вне этого эллипса).

Доказательство, (а) Докажем сначала, что ряд (137) сходит-
ся равномерно, а потом уже установим, что предел действитель-
но равен (z'—z)" 1 . Рассмотрим отображение С—• С, при кото-
ром много точек переходят в одну, а именно вн-*-z= cos в.
Линии 1тв = с переходят при этом в канонические эллипсы
(задача 90 а), и при заданном фиксированном г величина | I m 6 |
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не зависит от того, какое выбрано 0 = агссоэг. Поскольку функ-
ция F(x, г) при фиксированном г имеет особенности в точках

х = г ±Уг* — 1 = cos 8 ± i sin 0 = e ± j e ,

мы видим, что для фиксированных г ряд F (х,г) имеет радиус
сходимости в"1 l m ° I. По оценке Коши, для любого фиксирован-
ного Н > 1 и любого компактного множества С внутри канони-
ческого эллипса | Im 01 = In Н величина Pt (г) Н~1 равномерно ог-
раничена, когда г пробегает С, а / — последовательность О,
1 Аналогичная оценка для Qt (г) (задачи 90Ь, с, d) показыва-
ет, что для любого Н > 1 и любого компакта D вне канониче-
ского эллипса | Im 91 = In Н величина (?, (г) Н1 равномерно огра-
ничена, когда г пробегает D. По С, D и Е, заданным как в
условиях теоремы, найдется эллипс Е' (соответственно £"), оп-
ределяемый уравнением | Im 0 | = l n Н' (соответственно | Im 91 =*
= In Я"), такой, что он лежит внутри (соответственно вне) Е, а С
(соответственно D) лежит внутри Е' (соответственно вне Е").
Пользуясь тем,, что Н">Н', видим, что для z$C, z£D

так что ряд (137) сходится.
Если фиксировать Е и г' вне Е, то предельная функция

G (г, г') аналитична по г для г из Е. Более того,

поскольку Я,(г)(/ + 1/2)"1/2—ортонормированный базис прост-
ранства L a[—1, 1]. Итак, в(г, г')==(г' — г)"1 для г€(—1, 1), а
тогда, в силу аналитического продолжения, и для всех г из Е.

(Ь) По заданному компактному множеству С внутри Е найдем
другой канонический эллипс £", такой, что С лежит внутри Е',
а Е' внутри Е. Тогда для г ^ С по теореме Коши имеем

где

и мы воспользовались равномерной сходимостью, доказанной
в (а). Поскольку {Р^г)}—ортогональный базис в L a (—l s 1), ра-
венство (138) доказано.

(с) оставим читателю (задача 91). |
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Определение. Сферические функции Бесселя /',(*), х£С, опре-
деляются равенством

Теорема XI.64. (a) /,(*) вещественны при вещественных х и
/,(-*) = (-1 )'/,(*).

(Ь) Каждая функция у, (x) есть конечная линейная комбинация
членов вида JC~'"COS* и x~ms\nx с m^l+l.

Xе) ii (х)~ Целая функция от х, причем jl(x) = O(xl) при лс —«-0.
(d) (Уравнение Бесселя.)

- •§? W ' < * И + Л ^ W ' (JC)3 - Wi (*)]•

(e) [*/,(*) — sin (* —VSJX/)] = О (А;"1) при х—>оо.
(f) Если е— единичный вектор <0, 0, 1> и г-е«=гсозв, то

gifte-r = ^ е,я//2 ( 2 Л - 1) Jt {kr) P{ (COS 8),

где р я д с х о д и т с я р а в н о м е р н о , к о г д а Л и г п р о б е г а ю т к о м -
п а к т н ы е м н о ж е с т в а в R и R3 с о о т в е т с т в е н н о .

Доказательство, (a) jl(x)=1/^e1"1 е~ш/2 } Pl(y)e~ixydy. Заменяя
— 1

у на —-у и п р и м е н я я р а в е н с т в о Р{ ( — у ) etnl = Pi (у), з а к л ю ч а е м ,
что у, в е щ е с т в е н н а . П о с к о л ь к у Рг в е щ е с т в е н н о , т о

/, {—х) в+'«'/2 = jt (х) ё*и* = /, (х) е
или j[(-x)=(-l)< jt(x).

(b) Применяя равенство y"eixy = (i~1d/dx)netxy, видим, что

По индукции можно доказать, что (d/dx)"*"1 sin* — конечная
линейная комбинация членов вида x~*sinjf и A:~ftcosx, причем
fe^m+1, так что (Ь) доказано.

(с) \i есть фурье-сбраз обобщенной функции с компактным
носителем, а потому целая функция х. Более того, величина

равна нулю при k < /, в силу соотношений ортогональности для
полиномов Лежандра. Итак, у, (х) = О(х1) при х—-0.
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(d) Пусть х — характеристическая функдия интервала (—1, 1),
в пусть /—обобщенная функция %£>,. Тогда

так что (1 — ya)4JL = х (1 —у*) *Е±, а потому

в силу части (d) теоремы XI.62. Выполняя преобразование Фурье,
получаем

что дает уравнение Бесселя.
(е) Поскольку е'*У = (ix)~l (d/dy) e1**, то интегрирование по

частям приводит к равенству

2 « i x d y l

Повторное интегрирование по частям показывает, что второй
член имеет на бесконечности порядок О (х~а). А первый член
можно, в силу равенств Р,(1)=я1, Pt (—1) = (—I) 1, переписать
в виде х'1 sin(х—4^1).

(f) При фиксированных k и г функция

есть целая функция ц, имеющая равномерные оценки, когда
k, r и т] пробегают компактные подмножества в R (соответствен-
но в С). Следовательно, ряд Лежандра

ее

/С, k, TI)= ^ (2l+l)a,(k, r)P,{r\)
( = 0

сходится на таких компактных множествах равномерно.[Поскольку

то al(r) = em/2 jt(kr) по определению /
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Дополнение 2 к § XI.8. Решения Йоста для осцилляторных
потенциалов

В этом и следующем дополнениях мы рассмотрим некоторые
классы потенциалов с сильными осцилляциями на бесконечности.
В какой-то мере эти примеры — математические курьезы, однако
по некоторым причинам они представляют теоретический инте-
рес Во-первых, эти примеры поясняют модификации волновых
операторов, которые будут рассмотрены в § 9, а во-вторых, они
связаны с проблемой существования положительных собственных
значений (см. § XIII.13).

Общая цель этих двух дополнений —показать, что, коль скоро
среднее потенциала убывает, совершенно не важно, что не убы-
вает сам потенциал. Интуитивно это можно понять как расплы-
вание гладких свободных волновых пакетов. Рассмотрим несколь-
ко примеров.

Пример 1. Пусть
V(r) = {\+r')-1ersln(er). (139)

Очевидно, что этот потенциал сильно сингулярен на бесконеч-
ности. Однако его среднее не сингулярно: интегрирование по
частям показывает, что
R

R

=(1 -f г»)"1 cos (еО — (1 -f Я 1 )" 1 cos (е«) + 2 J х (1 + * * ) " " cos (<?*) dx,
г

поэтому предел среднего
я

W(r) = — lim [V(x)dx (140)

существует и является «короткодействующей» в том смысле, что
| № ( г ) К С ( 1 Ч-г*)"1. В силу такого убывания среднего У, ока-
зывается, что —А + У можно определить как сумму форм и эта
форма ограничена снизу, несмотря на неограниченность V.
Действительно, V (г) == dW/dr, а потому на R"

где Gi{x) = x-1xiW{x) и K{x)=*—(n—\)x-lW(x). На основе
этого мы утверждаем, что для любого е существует константа Се,
удовлетворяющая условию

(Ф, Уц>) < в (ф, (—Д) ф) + Се (ф, ф) (141)
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для всех q>€Q°(R")- Оператор умножения на К является —Д-
ограниченным в смысле форме нулевой относительной гранью.
Более того, интегрирование по частям о последующим примене-
нием неравенства Шварца дает

|.(Ф, (dGt/dxt) <р) 1 = | j" Щ-1Ф |" dx | . 21 Re (Ф, Gt

(d<p/dxt,

откуда следует (141), поскольку оператор G? —Д-ограничен в
смысле форм с нулевой относительной гранью. Согласно (141),
(ф, V<f) можно продолжить на Q(—Д), и —Д + V —полуограни-
ченная замкнутая квадратичная форма на Q(—A). Предостережем
читателя, что для произвольного Ф €<2(— Д ) неравенство

J | V (х) 11 Ф (х) \яdx < оо не обязательно выполняется, а величина
(ф> Уф) определяется лишь с помощью предельной процедуры.
Теперь уже можно развить теорию рассеяния для —Д + К, сле-
дуя основным идеям теоремы XI.31 (см. задачу 92) или метода-
ми § XIII.8 (см. ссылки в Замечаниях). Здесь мы хотим рас-
смотреть функции Йоста для таких потенциалов.

Пример 2. Пусть

У (г) = 2 v ~ l s i n («/')+Q О. С142а)

причем для некоторых е > 0 и С

| Q (г) | < С(1+/••)-*/•-•. (142Ь)

В этом случае V ограничен, так что нетрудно определить сумму
—Д + V. С ней связаны два опасных момента. Во-первых, сущест-
вует потенциал вида (142), при котором уравнение ( — Д - Ь 1 О Ф = Ф
обладает квадратично интегрируемым решением даже при том,
что V—«-0 на бесконечности (см. пример 1 из § XI 11.13 и его
обсуждение там). Во-вторых, V (г) не входит в число потенциа-
лов, для которых мы развили теорию рассеяния, поскольку

| V (r)\dr =s оо. В § 9 мы построим модифицированную теорию

рассеяния для потенциалов типа кулонова. К сожалению, необ-
ходимые в этом случае оценки неприменимы к потенциалам вида
(142). Однако рассеяние в кулоновом случае как раз такого типа,
которого естественно ожидать и для потенциалов данного вида.
В § 9 при определении волновых операторов мы рассмотрим
модификацию свободной динамики В кулоновом случае соответ-
ствующий оператор свободной эволюции при / —» оо расходится,
в силу чего волновые операторы и существуют. В случае когда
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V удовлетворяет (142) и предел в (140) существует, модифици-
рованный оператор свободной эволюции такого типа, как в § 9,
конечен, поэтому в этом случае модифицированные волновые
операторы существуют наряду с исходными. Исследуя решения
Йоста для этих потенциалов, мы найдем условия, при которых
существуют положительные собственные значения, а также по-
строим теорию рассеяния. Зта теория будет изложена в следую-
щем дополнений.

Поскольку здесь мы интересуемся проблемами, связанными
с осцилляциями на бесконечности, мы на протяжении этого -до-
полнения будем предполагать, что функция V (г) непрерывна и
локально ограничена. Наши методы легко обобщить, так чтобы
допускались локальные особенности V. Для понимания приме-
ров 1 и 2 необходим следующий результат; он сам и его след-
ствия легко обобщаются на случай, когда X — банахово прост-
ранство. В наших приложениях dimX = 2.

Предложение. Пусть X —конечномерное нормированное вектор-
ное пространство. Пусть С (х) — непрерывная функция на {Ro, оо)
со значениями в^(Х). Пусть D (х, у) —измеримая функция на
Q = {<JC, y>\RQ^x^y < оо\ со значениями в J? (X).

(а) Предположим, что

l sup J | D ( x , y)\dy<l.

Тогда для любого ио£Х уравнение
о©

и{х) = и0 + С(х)и{х) + 1о(х, y)u(y)dy (143)
X

имеет единственное решение в L°° (/?„, оо). Более того, это
решение непрерывно.

(Ь) Далее, если

V (г) ШЕ sup \\С(х) | | + sup J I D (х, у) || dy
X > Г *> г X

стремится к нулю при г — оо, то lim и (х) = и0 и для х > /?,

справедливо неравенство

(с) Предположим, что функция С -непрерывно дифференцируема,
функция D непрерывна на Q и что для каждого фиксиро-
ванного х величина

, y)-D{x, у)]
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сходится в L1 (R, оо) к функции, обозначаемой dD/dxt ко-
торая непрерывна по х в смысле L1. Тогда решение и урав*
нения (143) непрерывно дифференцируемо и

и'{х) = С'(х) и(х)+С {х) и'{х) -D {х,х) и(х) + \ ̂ -(х,у) и {у) dy.

(144)

(а) и (Ь) остаются справедливыми, если постоянный вектор
к0 заменить непрерывной векторнозначной функцией ы„ (х), та
кой, что sup fuo(x)l=Qo < оо, коль" скоро во всех оценках

норма %ио§ заменена на Qo. (с) продолжает выполняться в этом
случае, коль скоро и„(х) из С1, а в правую часть равенства (144)
добавлено слагаемое «£ (х).

Доказательство, (а) Определим ы„ (х) индуктивно, полагая
uu(x) = ut и • . '

ип (х) = С(х) un_t (*> + ] D (х, у) «„_, {у) dy:

X

По индукции легко доказать, что функция иа(х) непрерывна и

^upjM^IKvWKII- (145)

Поскольку у (Ro) = у < 1, ряд 2 и„ (х) сходится равномерно к

непрерывней функции и(х), удовлетворяющей уравнению (143).
Если v — произвольное решение (143) в L°°(R0, оо) то, итерируя
это равенство, находим, что ,

I 2 .
II в=0

откуда, переходя к А̂ —* оо, получаем
(b) В силу оценки (145),

11«-«оК S У{гПи9\\*=У{г)

(c) В сделанных предположениях функции ип, как можно
казать по индукции, непрерывно дифференцируемы, причем

и'п {х) = С (х) иа.х (х) +С {х)«;_!(х) -D (х, х)«„_, (х) +



172 XI. Теория рассеяния

Применяя (145), можно доказать по индукции (задача 93)
следующие оценки:

где

(x)\ + \D(x. Х)1+Ц§(х, y)\dy\

Отсюда следует, что ряд 2 и'п(х) сходится равномерно на каж-

дом компактном подмножестве в [Ro, оо), так что функция и{х)

дифференцируема и ее производная равна 2«п(*)- Итак, (144)
л=0

выполняется. Случай, когда и0 зависит от х, оставим читателю
(задача 93). |
Теорема XI.65. Пусть А (х) — непрерывная функция из [/?„, оо)
в £? (X)—множество ограниченных операторов в конечномерном
линейном пространстве. Допустим, что |Л (x)\\^L1(R, оо). Пред-
положим, что и0 £ X. Тогда существует единственная непрерывно
дифференцируемая функция и(х, и0), такая, что

и Ига и (х) =» ив. Каждое ненулевое решение имеет ненулевой

предел при х—<• оо. Более того, \и(х) — u ,1^2 |u o | | 5JA{y)\dy
к

для всех х, таких, что J J A (y)\dy < 1/2.
х

Доказательство. Выберем Rt так, чтобы выполнялось неравен-

ство 51| A {x)jdx < 1. Тогда, по предложению, уравнение
оо

и (х) = «о — J A (tf) и {у) dy

имеет единственное решение на [Ru oo), которое непрерывно
дифференцируемо, причем и' (х) = А (х) и (х) Используя локаль-
ное существование и единственность, его можно продолжить на
[R, оо). Выбирая базис в X, можно найти п линейно независи-
мых решений с различными линейно независи-
мыми пределами на бесконечности. В силу локальной единствен-
ности, они порождают множество всех решений, откуда следует
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единственность и факт существования предела для каждого ре-
шения. Последняя оценка следует из части (Ь) предложения. |

Пример 3. Рассмотрим уравнение

-Ф*(*)+У(ж)Ф(ж) = Л»Ф(ж)

на [1, оо), где l\V(x)\dx<oo. Пусть * ( * ) - ( J / £ ) . Тогда

) , где

C(x)==t\V(x)—k* О)'

Пусть <р± — векторнозначные функции

Напишем Y (х) = а (х) ф + (д:) + Р (*)Ф_ (х), где аир" —комплексно-
значные функции. Тогда q = (р) удовлетворяет условию (7 (*)=*
= М (х) V (х), причем

M(X) = №)-\lkeikx _el/tx

Значит,
q'(x)-D(x)q{x). (146a)

где D (x) = M' {x) M (x)-1 + M(x)C (x) M (x)~\ так что

(146b)

Применяя теорему XI.65 к уравнению (146), видим, что если
} |V(x)\dx <oo, то оно имеет решения, асимптотически сходя-
щиеся к любому q0 при х—<-оо. Выбирая <7"»(о). находим реше-
ние ф уравнения Шредингера, удовлетворяющее условию
|ф(*)—е'**| +1ф' (х) — ike"lx\—*0 при х—*-«>. Итак, мы получили
доказательство существования решений Йоста, отчасти незави-
симое от доказательства, данного в основном тексте этого раздела.

Пример 4. Рассмотрим решения уравнения —f"{r)+l(l-\- l )x
Xr~a/(r) = k2f(r). Действуя, как в предыдущем примере, можно
показать, что любое веществен нозначное решение удовлетворяет
условию \f(r)—С sin (kr + D) | = О (г"1) и, в частности,

| krjt (kr) — sin (kr — V«n/) I = 0 (r-



174 XI. Теория рассеяния

Чтобы продолжить рассмотрение примера 2, нам потребуется
следующее интересное обобщение теоремы XI.65.

Теорема XI.66 (теорема Долларда — Фридмана). Пусть А(х) —
непрерывная функция из [R, оо) в,... jSf (X) —множество ограни-
ченных операторов на конечномерном нормированном линейном
пространстве. Предположим, что Л = Л1 + Л2, где

(ii) существует В (х) = — lim J As (у) dy;

(iii) IB(-)A{.)\£LHR. °°V*
Тогда существует единственная непрерывно дифференцируемая
Х-значная функция и {х; и„), такая, что

и lim и (х\ иа) = и0. Каждое ненулевое решение этого дифферен-

циальногр уравнения имеет ненулевой предел при х—*<х> и

\и(х; ы„) — ы о | <
ОО ОО V

\ \ ) u t l (147)

для всех х, при которых выражение в скобках меньше 1/2.

Доказательство. Начнем с некоторых преобразований формаль-
ного уравнения • ;

и (х) = ы0 — 5 А (у) и (у) dy,
, ... х

Запишем Аг(у) в виде dB(y)/dy и проинтегрируем по частям.
Граничный член на бесконечности должен исчезать, поскольку

Нт || В (у) || = 0 (148)

вследствие сходимости интеграла, определяющего В (у). Поль-
зуясь равенством и' (у) = А (у) и (у), находим, что

(y)dy. (149)

Мы пришли к (149) формально. Теперь решим это уравнение, а
потом аокажем, что решение обладает требуемыми свойствами.
Пусть

= sup || Я (#) 1 + S (fl Л х G/) | | -И Я О/) Л
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Согласно (148) и по условиям теоремы, у(х)-^*'О при х —«-оо; зна-
чит, по предложению, уравнение (149) имеет решения в [Rit оо)

. для достаточно большого Rlt и эти решения удовлетворяют не-
равенству (147). В силу части (с) предложения, решение при-
надлежит С1 и

и' (х) = В (х) и' (х) + At (х) и (х) + [Л, (х) - В (х) А (х)] и (х),

так что

( 1 - 5 (х)) и' (х) = (1 - В(х)) А (х) и (х).

В силу (148), матрица 1— В(х) обратима при больших х; итак,
мы получили искомое решение дифференциального уравнения
при больших х. Остальная часть доказательства следует из ло-
кальной разрешимости, как в теореме XI.65. |

Пример 2 (заново). Мы ищем решения уравнения — ц>" (х)+
4- V(х) ф (х) = k\ (x), где V (х) имеет вид (142). Как в примере 3,
сначала перепишем уравнение в виде (146), Пусть D=*D1-{-D!i,
где D1 происходит из члена Q(x), a D 2 —из членов r~ l sin (ауг).
Очевидно, что D, лежит в L1. Более того, поскольку

X

dy.

мы видим, что для Р=5̂ =0 существует lim \ у~1е(*у dy и предель-

ная функция ограничена функцией г~1. Отсюда следует, что,

коль скоро a.j ¥=±2k для всех /, интеграл В(г) = ] Dt (x) dx cy-

ществует как несобственный и BD^L1, причем J || В {у) D (у) \\dy
г

= 0(г~1). В результате можно применить теорему XI.66 и не-
медленно получить доказательства частей (а) и (Ь) следующей
теоремы.

Теорема XI.67. Пусть V имеет вид (142).
(а) Пусть k — вещественное число, причем k=^= 0, ±«i/2, . . .

• •., ± а о т / 2 . Тогда любое ненулевое решение уравнения
— ср" + Уф=&2Ф удовлетворяет условию

lim [ф (х) — aeihx—brikx] = О

для подходящих а и Ъ. В частности, это уравнение не имеет
ненулевых квадратично интегрируемых решений.
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(b) В предположениях части (а) существует единственное реше-
ние ф(дс; k) на [1, оо), удовлетворяющее неравенству

f| Ф (х; *) - е-'*" | < ск | х |-« х > 1.

причем a«=min^l, 2e}, где е определено в (142Ь). Более
того, коэффициенты ск могут быть выбраны независимо
от Л, когда k пробегает компактное подмножество в
j * € R | * ^ O , ±Oi/2, . . . . ±ат/2\.

(c) Предположим, что £ = а,у/2 для некоторого /. Тогда сущест-
вует решение и уравнения —ф"Ц-Уф = А:аф, которое удовлет-
воряет условиям

cos (ayr/2) + о(1)), Т у/а, > О,

s i n ( а / Г / 2 ) + о (1)), Т / / а , < 0.

По поводу доказательства части (с) см. ссылки в Замеча-
ниях и задачи 97, 98. Суть части (с) состоит в том, что, когда
У/ больше а,, существует решение уравнения Шредингера, квад-
ратично интегрируемое на бесконечности. В общем случае если
имеется однопараметрическое семейство таких потенциалов, то
одно из этих решений будет удовлетворять требуемому условию
в начале координат. Поэтому существуют операторы Шредингера
с положительными собственными значениями, погруженными в
непрерывный спектр. Дальнейшее обсуждение см. в § XIII.13.

В следующем дополнении мы увидим, что, . коль скоро
в>1/4, частью (Ь) этой теоремы можно воспользоваться для
доказательства того, что волновые операторы Q±(—ДЦ-V, —Д)
существуют и имеют одинаковые области значений.

Доказательство теоремы Долларда — Фридмана и решение
задачи, поставленной в примере 2, включали в себя интегриро-
вание по частям в интегральном уравнении, имеющем очевидное
происхождение. Тот же метод работает и в примере 1, однако
«подходящее уравнение» задается не непосредственной формулой
(146), а скорее интегральным уравнением Иоста (126). Отметим,
что уравнение Йоста легко «вывести» из (146).

Пример 1 (заново). Начнем с уравнений Йоста и будем дейст-
вовать формально в предположении, что V(r) = dW/dr, причем

^ ( r)l dr <oo. Интегрируя по частям в уравнении

у (х) = е- '** - j s i n k ( ; ~ y) V (у) Ф (у) dy
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и опуская граничный член на бесконечности, получаем

Ф(х) =. е-«* — J W (у) [cos (kx—ky) Ф (y)—k~* sin (kx —ky) ф' (у)] dy,

(150a)

и аналогично, интегрируя по частям в уравнении

—ky)V(y)<$(y)dy,

получаем

Ф ' (х) = — ike-"" + W (у)

(y) [k sin (&: -Лу) Ф (у) + cos (fee - ky) Ф '

(150b)

Переписывая (150) как систему уравнений для <ф, ф'>, видим,
что вследствие предложения она имеет О-решение. Применяя
часть (с) предложения, легко найти, что полученное в резуль-
тате решение удовлетворяет уравнению ф" (х) = V (х) ц> (х)—Ааф (х).
Наши результаты суммирует

Теорема XI.68. Пусть V (г) — непрерывная функция, причем
V(r)==dW/dr, где W £Ll[l, с»). Тогда:
(a) уравнение —ф" + Уф = £*ф не имеет ненулевых квадратично

интегрируемых решений при k=&0;
(b) предположим, что | W (х)\^.С\х\-х-е. Тогда для любого

k^£=Q существует решение Ф (Х; k) того же уравнения на
[1, оо), причем

и с (k) могут ^ыть выбраны независимо от k для | k \ ^ k0 > 0̂

Дополнение 3 к § XI.8. Решения Йоста и основные
задачи теории рассеяния

В этом дополнении мы рассмотрим те случаи, когда имеются
регулярные решения щ {х; k) уравнения Шредингера и надежный
контроль за скоростью стремления к нулю величины \ul{x;k) —
— sin (kx — х1гЫ-\-Ь1) |, когда |*|—>-oo. На основе этой информа-
ции мы докажем, что существуют волновые операторы Q±, что
Ran й + = RanQ" и что S-оператор есть умножение на е2'6/**» в
представлении, где диагональны энергия и угловой момент. Это
позволит нам раскрыть некоторые результаты § 8 и, что более
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важно, построить теорию рассеяния для некоторых потенциалов
из дополнения 2. Более того, это прольет свет на принцип
инвариантности волновых операторов. Здесь мы все время бу-
дем пользоваться символом х для обозначения х/\х\. Основной
результат составляет следующая

Теорема XI.69. Пусть V(x) — центральный потенциал на Rs,
такой, что оператор —Д + V в существенном самосопряжен на
£~ (R8), Предположим, что для каждого / = 0 , 1 , . . . существует
замкнутое множество <81 нулевой меры в (0, оо), такое, что для
каждого k £ (0, o o ) \ ^ существует вещественнозначное решение
в смысле обобщенных функций

Ф г (х; A) = (k | х |)-i u, (| x |; k) Ylm (*)

уравнения ( — A + V)q>t = &афг, удовлетворяющее оценке

|и,(А, г) — sin(Ar —V,/n + б , (А)) К с, (А) ( 1 + | г |)-'/»-т (151)

для фиксированного у > 0. Предположим, что функции фг (х; -)
и й,(«) измеримы и sup с, (&)<оо для любого компактного под-

квК
множества /Сс(0, <х>)\^1 Тогда волновые операторы
Q±( — A + V, —А) существуют, R a n Q + = R a n Q " и S = (fi")»Q+

задается посредством

\ S Уш (x)\h (k\x\)fln(k)dk 1 =
У. т о J

2 <„ (
.Доказательство. Фиксируем /, т и / € С " ( ( 0 ,

(Аде)-1 и, (дг; A) f (А) Л ,

/г (Ах) е '̂вг<*) / (A) dk.

Применяя (151) и то, что f£C", легко видеть, что
жат в L3 (R3) (задача 94). Покажем, что

lira ||е

(152)

Положим

и ф<°> ле-

(153)

Если равенство (153) доказано, мы заключаем, что Q* сущест-
вуют на плотном множестве, и получаем для них явные фор-
мулы, которые устанавливают, что R a n Q + = R a n Q " и выпол-
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няется равенство (152). Пусть С—оператор комплексного
сопряжения. Тогда e-iiH*C = CeltH« и e-itHC = CeitH, так что (153)
нужно доказать лишь для случая t—* — оо.

Поскольку оператор —A-\-V — H удовлетворяет уравнению
Яф, (•; А) = £2ф, (•; А) в смысле обобщенных функций, мы видим,
что для л € Со" (R3) •

(Ят|, *) = (ч, •),

где гр задается формулой для ij) в которой ДА) заменено на
&а/(А) Поскольку Н в существенном самосопряжен на С?, то

() и Яяр = ф. Повторяя эту процедуру и пользуясь тем,
что / £ С ~ , получаем

Ч> (х, 0 ̂ Х в " " " * ) ( х ) = К , . W 5
о

Аналогично,
о» .

it>V0) (х, О «I ( е - " " ^ ) (х) = К/я> (х) J /, (fee),-«*•«-«!<*> /(k)dk.

Теперь определим функцию т) (х, /) равенством

л (х, 0 = KJm (x> J (A*)"1 sin (Ax-V,/« + в, (АО) «-«*• / (A) dA.
Тогда

4(*,ft)e-«*7(*),

где ^ (х, А) = и(х; А)—sin (Ах — 1/tln-\-8l(k)). Далее, в силу (151),
для каждого фиксированного х функция (Ах)~1<7(*. А) ДА) от А
лежит в L1 (0, то), так что at(x)—> 0 при /—»-±оо по лемме
Римана — Лебега. Более того, в силу (151),

для всех t. Значит, по теореме о мажорированной сходимости,
) \ <xt (х) \* <Рх—>• 0 при t—* ± o o . Это сводит доказательство (153)
к демонстрации того, что

^+0> (*•, О —Л (*• О I2 сРх -*0 при f ^ — оо.

Положим
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По лемме 3 из § 3, lim \ | £+ (х, t) |* d* x = 0, так что

lim $ | т) (х, 0—VtiC- (х, 0 Is <Р*=0.

Та же последовательность построений приводит к равенству

lim

если мы вместо (151) применим оценку | krj( (kr) — sin (£r —'/У") | ^
^C(A) (1 +\r \)~l. Мы заключаем, что (153) выполняется |

Выше ф было обобщенной собственной функцией с собствен-
ным значением E(k) = ka. Явная функциональная зависимость
E(k) не играла никакой роли в доказательстве, которое прохо-
дит до тех пор, пока E(k) строго монотонна. Это не только по-
казывает, что в контексте предыдущей теоремы выполняется
принцип инвариантности, но и делает прозрачной причину, по
которой инвариантность вообще имеет место.

Следствие 1. Если V(x) — центральный потенциал, удовлетво-
ряющий оценке

(е > 0), то волновые операторы Я± ( — Д + К , —А) существуют,
R Q + = RanQ", a S-оператор дается равенством (152).

Конечно, этот результат не нов для нас—в § 8 были полу-
чены более сильные результаты,— однако доказательство здесь
совершенно прямое. Следующий результат основан на тео-
реме XI.67.

Следствие 2. Пусть

V ( * ) ~ S Y/r-1 sin (<xyr) + Q (r),

причем | Q (г) К С (1 + г)-3'2-*. Тогда существуют Q±(—Д + К,
—Л), RanQ+ = RanQ" и S-оператор задается равенством (152).

Слегка модифицируя построение, можно включить в эту схему
сильно осциллирующие потенциалы теоремы XI.68 (задача 95).
Более того, обращаясь к результатам теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, можно доказать, что RanQ± =
= RanP a c(—Д + V) и что оператор —&. + V не имеет сингуляр-
ного спектра в ситуациях, описанных в следствиях 1 и 2. На-
конец, отметим вариант теоремы XI.69 для нецентральных по-
тенциалов.
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Теорема XI.70. Пусть V(х)— измеримая функция на R3, такая,
что оператор —Д + V в существенном самосопряжен на С? (R3).
Предположим, что существует замкнутое множество ^ меры
нуль в Rs, такое, что для каждого k £ Ra\£ существует реше-
ние ф(х, к) в смысле обобщенных функций уравнения ( — Д + У ) Ф =
=А>2ф, удовлетворяющее оценке

|ф(х, к) — в*-» — у(к, *) * " V * * | < С (к) (1+*)-»/»-* (154)

для | * | ^ 1 . Предположим, что ф и у — измеримые функции,
Ф (х, к) = ф (х, —к) и sup |C(k) |<oo для каждого компактного

кек
подмножества KcR3\(<fi[J {0}). Тогда существуют волновые опе-
раторы Я*, RanQ+ = RanQ" и оператор S = (Q")*Q+ задается
равенством

J
где

Р(Л, QV-foE-^*, fl).
Детали доказательства, которое очень похоже на доказатель-

ство теоремы XI.69, мы оставляем читателю (задача 96). Однако,
поскольку это доказательство дает столь наглядную картину
рассеяния, которая к тому же так похожа на приводимую в не-
которых физических учебниках, мы коротко опишем некоторые
промежуточные шаги. Пусть g € С" (R3\(& U {0})) и

Тогда, как и в центральном случае,

*'4(x, k)(Pk.

В силу (154) и теоремы о мажорированной сходимости, 1е~
— "Л*0 —*0 П Р И '—•±°°»

-'*8' [e*-« — v(k, x)x-lJ

Главное здесь в том, что при t —• — оо второй член стремится
к нулю согласно обобщению леммы 3 из § 3, поэтому ||е-"я1|з —
— в-"но[(2я)*/8£]Ц—-О при t—•—оо. При t—f + oo дают вклад
оба члена, и мы имеем как падающую волну, так и «рассеян-
ную».

XI.9. Дальнодействующме потенциалы

И классическая, и квантовомеханическая теории рассеяния,
которыми мы занимались до сих пор, основаны на оценках, до-
казательства которых не проходят для потенциалов, убывающих
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как г" 1 . Из того что мы сделали до сих пор, вообще не ясно,
можно ли путем улучшения оценок перенести полученные резуль-
таты на случай дальнодействующих потенциалов, и один из вы-
водов настоящего раздела как раз и состоит в том, что без су-
щественной модификации теорий расширить их область примене-
ния нельзя; например, с помощью доказанной ниже теоремы
XI.71 можно показать (задача 99), что

w-lim е ' " - д - ' - ' ) е " д = О . (155)
t -*• ± о. . . .

и потому сильного предела не существует.
В этом разделе мы сначала кратко обсудим классическую

и квантовую кулоновы задачи, а затем систематически изучим слу-
чай общих дальнодействующих потенциалов.

На первый взгляд кажется, что теория рассеяния для клас-
сических кулоновых сил находится в превосходном состоянии.
Решения уравнения

г - — г" 2 (г/г)

хорошо известны в замкнутой форме. Величины / = г х г и
£ = 1/2|i"i2 — r~l сохраняются, так что, выбрав полярные коор-
динаты в плоскости, перпендикулярной /, можно описать орбиты
уравнением

г (в)"1 = /-*[1 + >ОГ+£7«соа(в — в,)].

Это уравнение описывает эллипс (или окружность), если Е < О,
параболу, если £" = 0, и одну ветвь гиперболы, если Е > 0.
Именно гиперболические орбиты естественно попытаться связать
с теорией рассеяния. Гиперболы имеют в качестве асимптот
прямые линии, т. е. орбиты движения в лг-пространстве асимп-
тотически совпадают со свободными орбитами Более того, ско-
рость движения имеет при t—*±<x> предельные направления,
а ввиду того что г—>• <х> и v = V 2 f + 2r~1, она имеет также и
предельную величину. Таким образом, и в фазовом пространстве
асимптотика орбиты отвечает свободной орбите. Проблема воз-
никает при временной параметризации этих орбит. Для свободной
орбиты r f r e e (t) = ct-\-b-\-o(l). С другой стороны, поскольку г
имеет предел, то и в случае взаимодействия г (t) = ct-\-о (t) при
t—«-сю. Можно провести дальнейший анализ члена o\t) в этом
выражении. Используя соотношение

1 dr

легко получить, что
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при t—>оо. Отсюда ясно, что кулонова орбита г(t) не прибли-
жается к а + Ы, но тем не менее наличие асимптот заставляет
предполагать, что какая-то модифицированная теория рассеяния
должна существовать. Мы видим, что между физически правиль-
ной временной параметризацией кулоновой орбиты и свобод-
ной асимптоты существует логарифмическое расхождение.
Заметим, что d ^ O , т. е. частица движется по орбите, отвеча-
ющей взаимодействию, быстрее, чем соответствующая свободная
частица по асимптоте. На первый взгляд это кажется удиви-
тельным, поскольку речь идет о потенциале притяжения; но
дело в том, что именно ввиду притяжения закон сохранения
энергии ведет к более быстрому движению взаимодействующей
частицы, чем это показывает ее асимптотическая скорость.

Все это подсказывает, что можно ожидать в квантовой теории
похоже, что при вычислении iitaeiMe~tiff« придется заменить
е~пн* на e~

isi1)H«, где s(t) = t + d\nt. Более того, проанализи-
ровав все изложенное выше, мы видим, что постоянная d должна
быть функцией энергии Е, т. е. e~itHo нужно заменить на
ехр[—UHa—if (Ho) In t] с подходящей /. Для того чтобы понять,
какой оператор эволюции

UD (t) = exp f- UHa - if (//„) In t]

следует выбрать для модифицированной квантовой динамики,
отметим, что при применении метода Кука к exp [it (//„ + V)] UD(t)
мы должны оценить

Но UD(t) почти равно e~itHo, поэтому, в силу теоремы IX.31 и
идей метода стационарной фазы, следует ожидать, что для
больших t координата «х» будет равна 2pt, поскольку при
Но = —А масса т = 1 / а . Таким образом, x~1UD{t)f$ будет вы-
глядеть как 1/2(/?^)~1 UD(t)q>. В итоге для компенсации надо взять
f (# 0 ) = —/j~V2, что подкрепляется также соображениями, основан-
ными на анализе классических решений. Для того чтобы избе-
жать особенностей при * = 0 и иметь возможность изучать
# = — А — кг~1, мы несколько изменим наш выбор и положим

| - 1 ) ,

где //„ = — А, а 6(а) —характеристическая функция интервала
(О, оо). Пусть

( l (156)

Отметим, что интеграл в (156) можно рассматривать как
интеграл от функций, зависящих от р, и потому определить
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UD(t) с помощью функционального исчисления как оператор
умножения в импульсном пространстве.

Теорема XI. 71. Пусть Я, = — Д, # - — А + V (г),

где Vg (г) удовлетворяет условиям (45). Тогда

существуют и задают изометрии, такие, что
e-"HQ%=.Q%e-»H: (157)

Доказательство. Мы докажем, что

. ± « > ) 058)

для <р из плотного в L* множества 3>. Из этой оценки следует
существование Qj-i. Изометричность Q% следует из унитарности
UD{t). Равенство (157) доказывается точно так же, как и в
случае короткодействующих потенциалов, если заметить, что
(задача 100)

s-lim UD(0* UD(t + s) = е-"»:
<-*±»

Для t > 0 определим

а для <> 1/4р* введем
t

Ао (0 « S # D (s) ds = — у Ярг1 [1п
о

В случае L a(l, оо) оценка (158) вытекает из соотношений
||V,(г) ехр ( - itH9-iAD(0)Ф| € ^ О. « ) (159а)

и

# . «»)• (159b)

(159а) легко получить, модифицируя (задача 101) метод стацио-
нарной фазы теоремы X 1.16 применительно к тем <р, для кото-
рых Ф € С П « ' ( К ' \ { 0 Н . Пусть

П (х, t) — ехр (ix'fit) ехр (Ш (2л;)-1 In (**/*)).

и для «рб^Г (R3\{0}) положим
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Покажем, что Rq, допускает оценку

IЯФ (*. / ) « С (In | /1) •* *"»/• [1 + (л/01]"- (160)

при всех 111 > 2, любом целом т и подходящих постоянных С
и ц, зависящих только от m и ф, а также что из (160) вытекает
(159Ь).

Сначала заметим, что из (160) вытекает соотношение

Пт\\UD(t) у —(2И)-Я!*ц(х, t)y(x/2t)l = 0 (161)

для ф£С~ и потому для всех ф. Это соотношение аналогично
(IX.33) и будет играть важную роль при физической интерпре-
тации £2д, которую мы дадим ниже.

Пусть Ф1 = 0 Э " 1 Ф ) У . Тогда для достаточно больших t

[{Xr-x + HD (t)) UD (t) Ф] (х) = (Xx'WD (t) Ф) (х) -
ml (UD (0 Ti) M = ^ " ^ Ф (х, t) — k W^Rvt (x, t),

поскольку член Xx~lr\ (x, t)cp(x/2t) полностью компенсируется
членом X (2t)-1 Ti (x, f)it(x/2t). Далее, в силу (160),

и аналогично для члена с ц>и Таким образом, (159) будет дока-
зано, если доказать (160).

Для доказательства (160) введем фс(х, t) равенством

так чтобы для достаточно больших t

ф с (k, t) = exp [V.tJUfe-1 In (4k*t)] ф (k).

Поскольку ф€ C"(R8\{0}), постольку tyc('> 0€<^(Rs)t и для
любой нормы |( • ||« на & и всех t с 11 \ > 2

откуда
|Фс(•»'0КО«In(|/()•*««»»; (162)

ибо л есть гомеоморфизм if в <5". Теперь мы будем следовать
доказательству теоремы IX.31 Воспользуемся равенствами

"8/« J в* <*-^'/4' ф с {у, i) dy
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и убедимся, что

ЯФ (•*, О = (4л17)-8/» «"'/ 4 ' J е-'*"/ 2 ' (е'*1'41 — 1) Фс (#,

(163)

Далее, применяя неравенства |в***/*'—1 |s^|y a/4f| и (162), получим

| Я Ф 1 * . 01 < С | <|-*/« In ( |* |)*.

Аналогично из (163) интегрированием по частям найдем

I ' Г1/" J I ( - \ ) m U«"' / 4 1 - 1 ) ФС U/, 0 ] I dy <

так что

(1 + (x/01)"-1 /?<P (x, 0 К Cm IH -!./»(In )*|)|*,
откуда следует (160). |

Прежде чем обратиться к физической интерпретации Q§.
отметим два следствия их существования.

Следствие I. Предположим, что Vt (г) —• 0 на оо и обладает
свойствами (45). Тогда а а с (Я) = [0, оо), где Н = — Д—Цг\~1+У t(r).

Следствие 2. Если кфО и Н гаков же, как и выше, то
обычных Q± (//, //„) не существует.

Следствие 1 стандартным образом выводится из равенства
(157). Доказательство следствия 2 мы оставляем читателю (за-
дача 99)

Обратимся теперь к физической интерпретации Я%- Пусть
\|з = ОДф. Положим \\>t = e-itHq>, q>7" =><?-«"• ср, ф(?' = UD(t)<p.
Считать, что, подобно случаю короткодействующих потенциалов,
ЙФ*/0' — ЧчИ—•• 0 при t—•—оо, нельзя. Скорее

№D>— -ФЛ-*О при t-* — оо.

Однако, в силу (161) и (IX.33),

- Ф * ° Ч - * О при t-» ± c o ,

— Ф / О > 1 в 0 при всех <

с подходящими фиксированными функциями tj t (х) и Vt (*) еДи"
ничной амплитуды В итоге при t—•—оо

J | \у?> (х) Iя - |^4 (х) \*\dx — 0, 0.
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Следовательно, хотя Vpt Гне является асимптотически свободной
волновой функцией, порождаемые ею вероятностные распределе-
ния как координаты, так и импульса стремятся при t—»• — оо к
соответствующим распределениям, порождаемым свободной вол-
новой функцией ф^в). Аналогичное утверждение справедливо и
при t—• оо. Именно в этом смысле движение «асимптотически
свободно».

Полноту QD МОЖНО доказать, налагая более жесткие огра-
ничения на Vt.

Теорема XI.72. Предположим, что

{Q Vs —А-ограничен с относительной гранью а < 1;
(и) Vs (Н0-\-1)~т~1 имеет след при некотором т.

Тогда £Jj> полны в том смысле, что

Ran Q £ = Ran Q5 = SVtc (H).

Доказательство можно провести, обратившись к работе, приве-
денной в Замечаниях, и к задаче 102. Отметим также, что моди-
фицированные волновые операторы существуют и при многока-
нальном рассеянии; см. Замечания. Применяя методы, описанные
в § 17, Энсс доказал усиленные варианты приведенной теоремы.
Похоже, что можно доказать соответствующие аналоги и в
многоканальном случае.

В оставшейся части этого раздела мы намерены обсудить
теорию рассеяния в случае дальнодействующих потенциалов
более общих, чем кулоновы потенциалы. Такая общая теория
прояснит выбор UD(t).

Рассмотрим сначала классический случай. Предположим, что
F = — yV, причем

(x) = 0, (164a)

' - « , (164b)
\dF:{\)Idx, K&U +x)~2-a, (164c)

где a > 0. Конечно, если о с > 1 , то мы имеем случай коротко-
действующего потенциала, рассмотренный в § 2, поэтому пред-
положим, что a < 1 Для удобства предположим также, что а " 1

не равно целому числу. Иногда мы еще будем предполагать, что
F — «почти центрально-симметричная» сила, т. е. для некоторого
к > 0

2 -e, (165)

где F x (х) =» F (х) — F„ (х) и F . (х) = лг 2 (х- F (х))х.
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Так же как в случае короткодействующих потенциалов, рас-
смотрим задачу

Х ( 9 = Р ( 9 . р(9 = —vv. Р ( 0 ) - Р О , х(0) = хо (166)

и введем множества

2± = {<х0, pfl>€Rel V(xa) + ~pl>0, решение х ( 0

задачи (166) удовлетворяет условию lim |х (/) | = оо}.

Как и в § 2, можно показать (задача 103), что 2 + = 2_ почти
всюду и для <х0, ро> £ 2 ± и некоторой с > 0 при всех t

\x(t)\^c[t\-d. (167)

Теорема XI.73. Пусть F и V удовлетворяют условиям (164).
(a) Пусть <х(/), р(0> — решение (166) с начальными данными

в 2 + . Тогда существует
lim р (t) =з P l n .

Более того, р (0 — Ptn = О (| ̂  I-ос) при t—• — оо, и реализуется
каждое значение Pin^O.

(b) Если х,(Л, х8(0—два решения, для которых lim (рх(0—р8(*)) =
= 0 , то существует

Более того, | хх (t)— \t{t) — а | = О(| *|~ а) при t—>• — оо, и для
заданного р1п=й=О и соответствующего х, реализуется каждое
значение а. Если а = 0, то х, = хх для всех t; если a = p l n / 0 ,
тохЛО-хЛ'-'Л.

(с) Предположим, что выполняется еще и (165). Тогда для лю-
бого вектора w, такого, что w«Pin = 0,

lim x (t) • w s= a (w)

существует и x(0-w — a(w) = 0 ()t\-°), где 6 = min]e, a^; при
этом путем перебора всех х с заданным р1п Ф 0 можно реа-
лизовать все линейные функционалы а на •{wl w«pin = 0}.

Доказательство. Пусть <x(t), p(t)> — решение с начальными дан-
ными в S+. В силу (164Ь) и (167),

так что существует

lim p (t) =* р9 + lim С F (x (s)) ds
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и p(t) — pln = O{\t\~a). Отложим пока доказательство того, что
реализуется каждое значение pin Ф 0.

Пусть Хи хщ—два решения с одинаковым значением /?in.
Пусть Д(?) = **(*)—*»(')• Тогда

J 1*(*1(в))-
— 00

I

поскольку /?f (О — Р щ + I F(Xi(s))ds. Теперь, в силу (164с) и (167),

так что
t

| А ( * ) | < J | A ( s ) | ( l + | s |)-»-« ds. (168)

Предположим, что | Д (t) | ^ C V | / j v , a < 7 ^ 1 при £ ^ — 1. Тогда,
в силу (168), | A ( / ) | < C ( l + a — v ) - 1 ^ I"1 a + v . т а к ч т 0

А (— 1) + S
- 1

Но | Д (/) | ̂  С | /1. Поэтому, повторяя проделанную оценку N раз,
где N таково, что aiV < 1, a (W + 1) > 1, получаем, что | Д (/) I ^
< C ' | * | i * a Т 1 в с и л у ( 1 6 8 )

t _

для t < 0, так что существует Iim А (/) = Д (0) + Нт С A (s) ds.
<-— - «••—ff

ЭТО означает, что Д (t) ограничена, и, в силу (168), Д (/)—а =
— 0(\t\~a). Доказательство реализуемости каждого а мы опять-
таки отложим.

Если а==0, то Д (t)—>0 при t—+ — 00. Следовательно, в си-
лу (168), при / < 0 имеем

+ ) » ( l l ' | ) e sup

Выберем t таким, что (2 + a)~ l (1 + a ) ~ x (1 + | / | ) ~ a < 1. Тогда
можно заключить, что A(s)=»O при s ^ i , так что Д(^) = 0 для
всех t в силу локальной единственности решения.

При заданных t0 и *х(/) легко убедиться, что x , ( / ) ^ x i ( l — tt)
t

обладает свойством: xa(t) —*ры и xx(t) —xa(t) = [ i^s) ds—+pia ta.
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В силу только что доказанной единственности, любое х2, такое,
что хг—+ рХп и х, — x s — pin tB, совпадает с х3.

Предположим теперь, что выполняется (165) и w-pin = 0.
Допустим, что | t e ; - F ( * ( O ) | ^ C | < | - v f где 1 < у < 2 . Тогда, ввиду
того что

W'F (x(s))ds,
(169)

имеем оценку

Таким образом, в силу (167),

\w-x(t)\ | A : ( / ) r i < C 4 ( l + | / | ) 1 - v -

В результате, применяя неравенство

| а • F (х (s)) | < |FL (х [s)) | |a | + 1^ц$\F {x (s)) |,

имеем с учетом (164) и (165)

\w.F{x (0) I < const[(1 +111)-2 -<= + (1 + | 11)-*-«].

Начав с Y = l + a и повторив эту процедуру нужное число раз,
получим'оценку

|ay-F(A:(0)Kconst( l+ |/ | )- 2 - e ,

где 6 = min(e, a). Таким образом, в силу (169), получим, что
w-p(t) = О (| <}-'-•), так что у w-x(t) есть предел a (w) и
w-x(t)— a{w)=0(\t\-6).

Наконец, вернемся к вопросу существования, т. е утвержде-
нию о реализуемости всех р,п=£0 и а; это в свою эчередь авто-
матически будет означать реализуемость каждого линейного
отображения a: wv—>a(w). Очевидно, достаточно построить
вспомогательную функцию z (р, /), такую, что Hm z (p, t)=p, а

затем для любого а найти решение х(/), такое, что lim (x (t) —

— z (p, if)) = а и lim х (t) = p Функция z заменяет простейшую

функцию pt, используемую в случае короткодействия. "Если у
нас будет «правильная» функция z(p,/), мы сможем так же,
как в случае короткодейств ия, построить решение х с помощью
теоремы о сжимающих отображениях.
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Как сделать хороший выбор z(p, /)? Для того чтобы получить
приближенную функцию, отравляясь от функции г, стремящейся
к р при t—*• — оо, мы попытаемся интегрировать от — о о . Однако
получить z интегрированием z прямо от —оо мы не в состоянии,
поскольку z стремится к р только как |f|~a с а < 1. Поэтому
проинтегрируем z от f = 0 и определим z n(p, t) индуктивно:

z0 (р, t) = pt,

F (zn_ t (p, s)) ds,

zn (P, ') = $ zn (p, s) ds.
0

Возьмем z{p,t) равным zN(p, t) с N = [l/a] (целая часть I/a).
Ясно, что для любого фиксированного рФЪ и t^O

\zn(P,t)\>c\t\-d (170)

при п=аО, . . . . N и некоторой с > 0. Более того, просто дока-
зательство по индукции типа уже проведенных выше дает не-
равенство

\гп(Р, П-г^^р, О К ^ 1 — (171)

при п = 1 , . . . , ЛЛ Если ^ удовлетворяет соотношениям

хф=*Р (х (*)). * ( 0 -2дг(р, 0 -а -г* 0, * ( 0 — г * ( р , 0 — 0,

то I/ (/) = ^ (0 — г^ (р, 0 — а удовлетворяет уравнению
1

У (0 = $ S fF (*" (P. s) + a +1/ (s)) - F (г^.г (р, в))] ds da;: (172)
— оо — оо

Обратно, решения (172) дают решения уравнения Ньютона с тре-
буемым асимптотическим поведением. Имея (164с), (170) и (171),
можно воспользоваться методом сжимающих отображений § 2
(задача 104) и найти решения (172), а также доказать существо-
вание, завершив доказательство теоремы. |

Какова же физическая интерпретация этой теоремы? Рассмот-
рим случай, когда одновременно выполнены условия (164) и (165).
Тогда при заданном p i n Ф 0 и перпендикулярном ему b l n суще-
ствует однопараметрическое семейство решений xs, таких, что

х. (0 - * Pin. х, (0 — p l n (p i n • х (s)) рпг - * b i n

при t—i-— оо. Они различаются лишь временной параметриза-
цией, т. е. хг (t) = xu\t — s). Таким образом, если <х, (0), xs (0)> £ 2_



192 XI. Теория рассеяния

(а это имеет место при почти всех p t n и b l n ; см. задачу 105), то

Ига х, (0 s Pout и
/ -*• во

lim [х , (<) —рощ ( p o u t • х (s)) /?oU

2t] = b o u t ,
t -*• oo

независимо от s. В результате мы приходим к естественно опре-
деленному отображению

$'• <Pin» b t e >—^<p o u t» b o u t > .

Как и в случае короткодействующих потенциалов, если сила
центральна, то благодаря закону сохранения момента количества
движения boat полностью определяется вектором p o u t , так что S
описывается заданием одного лишь угла рассеяния как функции
Pin и Ь,„. Однако в отличие от короткодействующих потенциалов
в случае дальнодействия время задержки перестает быть конеч-
ным. Действительно, можно показать (задача 106), что если Ve (х) —
некоторая короткодействующая модификация V, например
Ve (х) = е~ех* V (х), то при е —>• 0 часть оператора рассеяния, за-
данная величиной S 8 , сходится к определенному выше S. При
этом в типичных случаях время задержки расходится при в —* 0,
если К —по-настоящему дальнодействующий потенциал.

Проведенное рассуждение наводит на мысль о том, что про-
блема дальнодействия при квантовом рассеянии связана с беско-
нечными зависящими от энергии фазами, ибо аналогом класси-
ческого времени задержки служит фаза квантового оператора
рассеяния, а переход от обычной к модифицированной динамике
можно рассматривать как бесконечную зависящую от энергии
корректировку фазы. К сожалению, приведенная выше форму-
лировка-не имеет квантового обобщения, поскольку отображение
</?, a>>-*-zN(p, t) + a при фиксированном t в общем случае не
является каноническим преобразованием, так что в квантовой
механике ему не будет отвечать унитарный оператор. Однако
иногда в классическом случае можно построить приближенные
решения z(p, a, f), такие, что </?, ay*-*z(p, a, t) является кано-
ническим преобразованием при каждом t, а уравнения (166)

обладают решением х(р, a, t) со свойствами \х—z\ + \x — г\—<-0

при t—- — оо и z(p, a, t) — p, z(p, a, t)—z(p, b, t)-+a—b при
t—<• — оо. При исследовании квантового случая ниже мы будем
придерживаться аналогии именно с таким классическим построе-
нием. При этом, перенося рассуждения, проводимые ниже при-
менительно к квантовому случаю, на классический, можно пере-
доказать теорему XI.73 и получить доказательство, основанное
на приближенной динамике, задаваемой каноническим преобра-
зованием; см. ссылки в Замечаниях и задачу 107.
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Теорема XI.74. Пусть V » VL + Vs — измеримая функция на R",
где Vt удовлетворяет условиям (45), a VL — неравенству

K D ^ H * ) | < С ( l + * ) - l « l - ° , | a | < A f ;

здесь е > 1/2, если М = 1 , е>1/5, если М = 2, и е > 0, если
М = 3. Тогда существует С°°-функция W (k, t), определенная для
всех k€R"\{0} и t£R и такая, что
(а) W (k, s +1) — W (k, t) -* sk*/2 (173)

при t —)- ± oo и любых фиксированных k, s;
(b) для любого самосопряженного расширения Н оператора

— VgA + V на Co(R") существуют

s-lim eitHUD{t)=BQ%,

где Uо (0 = ехр ( - iW (— /V, t)).

Полное доказательство этой теоремы включает в себя большое
количество тонких оценок. Мы не будем приводить его здесь, а
ограничимся описанием некоторых важных моментов, включая
метод построения W.

Суть условия (173) в том, что оно влечет за собой (задача 100)
равенство

s-lim [UD(t + s)UD{t)-4 = e-bH;

и потому выполняется обычное соотношение

Конечно, на это можно возразить, что 1Г не всегда однозначно
определено, и это действительно так. Однако если W и W —
две функции, удовлетворяющие (а) и (b), RanQ£Jj=5£ac(#), то
(задача 108) существует измеримая конечная почти всюду функ-
ция F(k), такая, что

В частности, RanQb не зависит от W, и потому асимптотическая
полнота имеет место для какого-то одного W тогда и только
тогда, когда она имеет место для любого другого W.

Кроме того, можно показать, что при любом выборе W асимп-
тотическое распределение вероятностей, отвечающее UD(t)f как
в х-, так и в ^-пространстве, совпадает с распределением, отве-
чающим e~itH°f. Конечно, если (Оо)' = £2ое"?±(*), то яд a S-one-
раторов на поверхности энергии связаны равенством

S'{k, k') = S(k,

7 ЛЬ 3271
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так что дифференциальные сечения рассеяния тоже не зависят
от выбора W. Однако «фаза» S(k, k'), к сожалению, остается не
определенной до тех пор, пока не сделан выбор W. Вопрос о том,
что есть «правильная фаза», весьма интересен, и мы обсуждаем
его в Замечаниях.

Обратимся теперь к трем аспектам доказательства теоремы
XI.74: (i) сглаживанию VL, (ii) выбору W, (ш) замечаниям, ка-
сающимся оценок.

Ясно, что заданный потенциал V, подчиненный требованиям
теоремы XI.74, можно многими способами разбить на сумму VL
H V J C VS, удовлетворяющим (45). Первый шаг—сделать разбие-
ние таким, чтобы Vi_ был С°°-функцией, а его производные все
быстрее и быстрее убывали на бесконечности. В действительно-
сти можно сделать разбиение, при котором

|(О°Ч^)(;е)КС а (1+*)-*<! «I» (174a)
для всех а, где

m(l) + m ( 3 ) > 4 , (174b)
m(/)>6/ —e, б > 1/2. (174с)

Например (задача 109), в случае е > 0, М — 3 можно взять
т ( 1 ) = 1 + е , т(2) = 2 + е, т(3) = 3 + е, т(/) = 3 + е + а/3 (/— 3)
для / > 3. Как реально построить VL? Начнем с разложения
V = V, + VL. Первый приходящий на ум кандидат на роль VL —
функция f = h*VL, гдеЛ^С". Функция f, конечно, будет класса
С°°, но ее высшие производные могут не убывать автоматически
поскольку VL может быть только класса С1, a Dah не будет
иметь нужного «убывания». Иногда даже при фиксированной Л
нужно, чтобы она все более и более расплывалась при х—<• оо!
Для того чтобы все это учесть, следует взять VL = ^IV

<L),
 r ^ e

Vfy" таковы, что их носители лежат внутри все более обширных
сферических оболочек, уходящих на бесконечность. Тогда VL можно
взять равным ^hn*Vl"\ где hn становится все более и более
расплывающимся. Для того чтобы получить короткодействующую
разность VL — VL, нужно применять дополнительный трюк. На-
бросок построения в случае е > 0, М = 3 дан в задаче 1094

Как будет объяснено дальше, решающую роль играет нера-
венство (174Ь). В случае М=3, е > 0 оно выполняется очевид-
ным образом, и это служит причиной того, что при в > 0, М = 3
описанное построение всегда возможно и для него не нужны
никакие априорные сведения о DaVL с | а | ;> 4. По этой же при-
чине е должно быть больше 1/2 (соответственно е > 1/5), если
М = 1 (соответственно М = 2). Когда новое VL строится описан-
ным выше способом, указанные значения s требуются для того,
чтобы гарантировать выполнение (174Ь) (см. задачу 110).
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Обратимся теперь к построению W. При применении метода
Кука для изучения пределов QQ приходится проводить оценку

И (т
Короткодействующую часть V можно оценить так же, как раньше.
Вклад дальнодействующей части частично должен компенсиро-
ваться dW/dt, так же как это было в кулоновом случае. Если
используется метод стационарной фазы, то можно ожидать, что
интеграл, о котором шла речь выше, будет сосредоточен около
точек, где x = dW/dk. Таким образом, для того чтобы эффект
компенсации был как можно больше, можно попытаться решить
уравнение

V (dw\ J
 k* dW

Прежде чем обсуждать точные решения этого нелинейного диф-
ференциального уравнения в частных производных, мы хотим
переписать его в несколько ином виде и обсудить приближенные
решения. Естественно представлять себе, что UD(t) получится
в результате интегрирования нестационарного уравнения с га-
мильтонианом

Ясно, что следует взять / в виде

Если ввести x(k, t)==dW/dk, то (175) примет следующий вид:
/(ft, t) = VL(x(k, t)). (177)

Теперь, применяя d/dk к (175), легко убедиться, что x(k, t)
удовлетворяет дифференциальному уравнению

*(ft, f) = k + VkVL(x(k, s)). (178)
Если попытаться взять №н==0 при t = ta, то (177) и (178) при-
ведут к интегральному уравнению

J ) (179)/ (*, 0 = VL (kt-ktn+ J V*/ (k, s) ds) .

Простейшее приближенное решение (179) получится, если взять
*„ = 0 и f(k, t)&V,(kt). Полагая

W {k, t) = -1 kH + J / (ft, s) ds + const,
t

7*
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мы видим, что это приближение приводит к W, которое исполь-
зовалось в кулоновом случае. Такой выбор можно делать для
определения модифицированных волновых операторов при
Vj (x) = | х\~а до тех пор, пока а > 1/2. При а < 1/2 необходимо
либо попытаться решить (175) точно, либо перейти к следующим
приближениям в решениях (179), взяв, например,

/ (k, 0 ^VL(kt + ls (WL) (ks) ds)
\ 0 /

Такой метод более высоких приближений действительно приме-
нялся, но оказалось, что, когда а—»-0, его применение требует
сведений о поведении все более и более высоких производных VL.

Ключ к доказательству теоремы XI.74 — в построении точных
решений (175), которое становится возможным после осознания
того, что это есть стандартное уравнение классической механики,
а именно уравнение Гамильтона—Якоби, записанное в импульс-
ном пространстве. Теперь мы можем провести формальное реше-
ние (175). Пусть g(r\)—произвольная гладкая функция на R"
(или подмножестве R"). Фиксируем вещественное t0. Пусть
X (т], t) — решение уравнения Ньютона

*(л, 0--(vv£)(X(4, 0)
с начальными условиями

Х(Л. У = 2(4). (180а)
Х(г\, *„) = Т1. < (180Ь)

Предположим, что для каждого фиксированного t отображение
\\t—>k = Х (т], /) обратимо ит] = М(Аг, t)—обратная функция, т. е.

X(N(k,t),t) = k. (181)

Введем

x(k, t) = X{N{k, t), t), (182)

т. е. х есть значение в момент времени t того решения уравне-
ния Ньютона, удовлетворяющего условиям (180), которое в мо-
мент / имеет скорость k. Мы утверждаем, что х удовлетворяет
(178), и тем самым решения (179) можно получить при помощи
(176) и (177). Для проверки этого продифференцируем сначала
(181) по k и t:

дХ dN .

дХ dN . дХ п
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отсюда, используя равенство X(rj, t) = — (VVL)(X), получаем

дХ dN

Из (182) вытекает, что
дх дХ dN

а из (183)—(185) мы видим, что
dN дХ ._,, ч . ч дх

Следовательно,

а это и есть (178).
Единственный «формальный» момент в этом доказательстве —

использование обратимости отображения TJ i—*• X (т], t). На основе
сведений об асимптотике VL можно построить такую функцию
W (k, t) на {R"\{0}} xR, что для любого компактного /CcR"\{0f
существует Тк, при котором W удовлетворяет (175) на Кх {t \ \ t \ >
> Тк\. Эту функцию W можно использовать при построении
обобщенных волновых операторов.

Наконец, обратимся к некоторым вопросам, связанным с оцен-
ками. Важность (174Ь) вытекает из того факта, что в случае,
когда это равенство справедливо, можно показать, что W удов-
летворяет оценке

для некоторых Р > 0. Это означает, что для больших t крити-
ческие точки функции x-k — W (k, t), являющиеся решениями
уравнения

однозначно определены и лежат около критической точки x/t =» k,
отвечающей короткодействующим потенциалам. Другой аспект,
который следует отметить в связи с оценками,—это необходи-
мость развития метода стационарной фазы дальше, чем это сделано
в теореме XI. 15. Переписав интеграл

J и (k) el«>t <*> dk = J v {у) eiti> <*• w* dy

так, как это было сделано там, и применив (43), нужно рассмот-
реть разложение exp{i(&, Л""1&)/2со} по степеням со"1, а не поль-
зоваться простой оценкой, как в теореме XI.15.
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XI.10. Оптическое и акустическое рассеяние I: методы
оператора Шредингера

В настоящем разделе излагается техника описания рассеяния
классических волн в неоднородной среде. Развиваемые методы
привязаны к линейным волновым уравнениям и применимы
к акустическому и оптическому рассеянию. Типичная физическая
ситуация такова. Предположим, что неоднородная среда стано-
вится все более и более однородной при х—• оо. Ввиду неодно-
родности среды распространение в ней акустических или опти-
ческих волн будет описываться линейным волновым уравнением
с переменными коэффициентами. Если начальное возмущение
обладает конечной энергией, то с ростом t волны будут расхо-
диться на бесконечность. По мере своего распространения они
будут все более и более похожи на решения соответствующих
уравнений с постоянными коэффициентами. Таким образом, можно
построить теорию рассеяния, которая свяжет решения уравнений
с переменными коэффициентами и решения соответствующих урав-
нений с постоянными коэффициентами.

Основная идея этого раздела — сформулировать как однород-
ное, так и неоднородное уравнения на языке гильбертовых про-
странств, с тем чтобы получить возможность пользоваться мето-
дами, развитыми в этой главе раньше. Это неизбежно приведет
нас к задаче сравнения унитарных групп, действующих в двух
разных гильбертовых пространствах. В следующем разделе мы
опишем другой подход к этим же задачам, развитый Лаксом и
Филлипсом. Для того чтобы объяснить, каким образом, возни-
кают два гильбертовых пространства, начнем с примера.

Пример 1 (акустическое рассеяние в неоднородной среде). Рас-
пространение звуковых волн в однородной среде можно описать,
задавая в каждый момент времени t функцию и (х, t), равную
разности между давлением в точке х в этот момент и равновес-
ным давлением. Если линеаризовать нелинейные уравнения гид-
родинамики около равновесного давления, что служит хорошим
приближением для малых и, то получится следующее волновое
уравнение:

utt(x, t) = c%Au(x, t), '
(lob)

и (х, 0) = / (х), ut(x,0) = g(x),

где / и g задаются начальным возмущением, а с0 является ско-
ростью распространения волн давления.

Далее, если среда, где распространяются волны, имеет изме-
няющуюся от точки к точке плотность р(х), то давление будет
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подчиняться более сложному уравнению

и{х, 0) = /(*), ut(x, 0) = g(x),

в котором скорость с (Л;) будет также изменяться от точки к точке,
поскольку таково поведение плотности. Предположим, что

с(х)^с0, Р ( д : ) ^ р о (188)

при | # | — * оо. Если эта сходимость достаточно быстрая, то нам,
должно быть, удастся развить теорию рассеяния для уравнений
(186), (187), поскольку естественно ожидать, что решения (187)
распространяются на бесконечность, и когда они уходят достато-
чно далеко, то становятся очень похожими на решения (186).

Мы сформулируем оба уравнения как задачи в гильбертовом
пространстве, используя идеи §Х.13. Начнем со (186). Пусть
Я о = — 4 А в L2(R3) и Ва = У1Га. Обозначим через [D(B0)] замы-
кание D(B0) по норме ||В0и||2. Отметим, что [D(B0)] содержит пре-
дельные элементы, которые не принадлежат L2 (R3), поскольку
а(В0) содержит нуль. Пусть ,%"„ —гильбертово пространство

с нормой

Введем

-В1 о)'

где

причем и Вэ, и его расширение на [D (Во)1 обозначены через Во.
Ясно, что Ло —самосопряженный оператор на D (Л„), а (186)
можно переписать следующим образом:

Ф ' (*) = — iA0<p{t), Ф(0) = Ф о ^ </,g>, (189)

введя $?0-значную функцию ф(0 = <«(0. ut (0>- Решение (189)
будет иметь вид ф (t) = Wlt (t) ф0, где

vp (П-е-пл.-( cosS0i Во1 sin BotWa{t)-e °-{-.BosinBot cosB0t
0

причем матричные элементы определены в согласии с функцио-
нальным исчислением. Если q>0£D{A0), то q>(t) сильно дифферен-
цируема и удовлетворяет (189), откуда вытекает, что первая ком-
понента u(t) удовлетворяет (186). В дальнейшем будет удобно
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изменить внутреннее произведение в L* (R3) с помощью фиксиро-
ванной константы.

Для того чтобы справиться с (187), предположим в дополне-
ние к (188), что

О < Pt ̂  р (х) ̂  рз < оо для всех х, (190а)
0 < сг < с (лс)< са < оо для всех х. (190Ь)

Если р, кроме того, класса С1, то

— корректно определенный оператор на С" (R3). Однако ясно,
что из-за множителя с (х)2 р (х) он даже формально не симметри-
чен относительно обычного L3-произведения. Если же ввести
L'pc (R3) как L* (R3) с внутренним произведением

то относительно этого нового внутреннего произведения Нх станет
симметрическим на С? (R3) Отметим, что, в силу (190а), L%c и L*
совпадают как множества, а нормы, о которых мы говорим, экви-
валентны. С Я, на C"(R3)cL^; связана квадратичная форма

Форма ^ положительна и замыкаема в силу предположений (190а).
Действительно, поскольку

РГ1 (V/, V/), <(V/, P'lV/)2 < РГ1 (V/, V/), (191)

замыкание qx имеет в качестве области определения Q (—Д)
Пусть Нх — самосопряженный оператор в LpC, отвечающий замы-
канию qx в силу теоремы VIII.15. Будем теперь действовать как
прежде, определив Вх как У Нг, [D (б^] как замыкание D (бх)
по норме \\Biii\\pc, и положив

В таком случае Аг самосопряжен на D (Sf)0D(S 1 ) и порождает

ш m _ / c o s S ^ fif1 sinS,А
l i ; \—Btsin 5 ^ cosfi^ /

Как. и прежде, если 9 0 6 ^ ( ^ i ) . то u(t) — первая компонента пары
<р (0 = Wt (̂ )ф0 — удовлетворяет (187). Отметим, что проведенное
построение Нг не требует никакой регулярности ни от с(х), ни
от р {х). Однако если обе эти функции гладкие, то и Но, и Нг

самосопряжены в существенном на С? (R3) (см. задачу 66).
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Для того чтобы развить теорию рассеяния применительно
к (187), нам нужно сравнить №,(/) на 9С% с W0(t) н а <%<>• Облас-
ти определения Во и Вл равны Q(—А), а в силу (191)

РГ1 i Вои | | < \Btu lc <рг11| Вои \1 (192)

так что $%0 и 3%i совпадают как множества, но снабжены раз-
ными (хотя и эквивалентными) внутренними произведениями. Если
ограничиться рассмотрением только одного из них, то одна из
двух групп не будет унитарной. Таким образом, мы оказываемся
в ситуации, где естественно воспользоваться формализмом двух
гильбертовых пространств, описанным в § 3.

Для изучения проблем такого типа дадим абстрактную форму-
лировку. Пусть Но и //j —неотрицательные самосопряженные
операторы в гильбертовых пространствах 3£0 и З ^ . Для простоты
предположим, что ни Но, ни Н% не имеют точечного спектра в нуле;
общий случаи изучается в работах, указанных в Замечаниях.
Мы хотим развить теорию рассеяния для двух уравнений

в случае, когда задан «естественный» унитарный оператор ото-
ждествления V: ЗС0—Х1 Пусть &?t и Ж\, — гильбертовы прост-
ранства, построенные как в примере, т.е.

где Вк — \^ТТ1, и снабженные нормами

|]< и, v >% - 1 | Вои !&•„ + il v 6г о , ||< и, v > ||? = | Вги Ц^ + 1 v|Srf.

Решения приведенных выше уравнений представимы в виде
uk{t)\_w (t

где
/ cos Bkt В? sin В J

* К ' \— Bk sin Bkt cos Bkt

Как и в примере, будем обозначать генератор группы Wk[t)
через Ak .

Наш план состоит в том, чтобы свести вопрос о существова-
нии и полноте волновых операторов для Wo (t), Wi (t) к тому же
вопросу, но для V^HjV и #„ на 9£0. Таким способом задача,
сформулированная для двух гильбертовых пространств, сведется
к задаче в одном гильбертовом пространстве, причем для опера-
торов, похожих на операторы Шредингера, которые мы уже изу-
чили. Дальше мы покажем, как можно действовать, оставаясь
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в рамках теории с двумя гильбертовыми пространствами и приме-
няя теорему XI.13 (см. пример 1 (заново)). Мы пользуемся без
дополнительных разъяснений обозначениями и терминологией те-
ории рассеяния в двух гильбертовых пространствах, введенными
в § 3.

Начнем с выбора оператора отождествления J пространства
Жа с Ж-i, математически удобного, но физически неестественного.
Позднее мы покажем, что при определенных обстоятельствах,
обычно реализующихся в приложениях, существую! более естест-
венные операторы отождествления, которые (асимптотически Ао-)
эквивалентны J. Определим J: 55f0—*-55f, соотношением

J: < и, v > i-> < BrlVB,ju, Vv >.

Теорема XI.75. Пусть Жк, Жк, Нк, Вк, Ак, А = 0 , 1 , и У и У
таковы, как описано выше. Предположим, что существуют (соот-
ветственно существуют и полны) волновые операторы Q± (V^BjV, Bo)
на 9£0. Тогда существуют (соответственно существуют и полны)
обобщенные волновые операторы Q± (Alt Ao; J), которые суть
частичные изометрии из 5&?„ в Жх с начальным пространством
* ас {

Доказательство. Поскольку

J унитарен и, таким образом, Q± (Л,, Ло; J), когда они сущест-
вуют, суть частичные изометрии. Доказательство основного утвер-
ждения теоремы опирается на факторизацию

так что если и удовлетворяет уравнению и" = — В2и, то / ± =
— и ± iBu удовлетворяют уравнениям df±ldt= ± iBf±. Для уточ-
нения разложения определим

' • V2\Bk - i

В таком случае, в силу тождества параллелограмма, Тк есть
унитарное отображение &£к на З ^ ф Э 1 ^ и

Таким образом,

TkWk

_ B
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Далее, перемножая матрицы, легко найти, что

в смысле отображений из Э ? 0 ф 9 ^ 0 в 9 ^ ф 9 £ | . Более того, в си-
лу задачи 112,

Далее, для ф £ :7Сй

Wt (— t)JW0 (t)Pac (Л0)ф = TrlWi (— t)TxJT^Wu (t)T0Pac (Л0)ф =

= Tr1 Wi (— t)VW0 (t)Pac (В0)ф =

= (Tr V)(V-lWt (—t)V)W0 (/)Р а с(5 0)ф.
Поскольку

- - /ettv-*Btv о

имеем

Следовательно, lim Wt(—t)JW0(t)Pac(Ao)<() существует для всех
t -»• ± ~

тогда и только тогда, когда lira eitv~lB*ve~itBoPae(Bo)'^

существует для всех | $ 0

Поскольку оператор У унитарен, он обратим; У"1 автомати-
чески является левым Л0-обратным оператора J, а / является
левым ^-обратным J~l. Таким образом, согласно предложению
5 (с) § 3, для доказательства полноты Q± (Аг, Ао; J) достаточно
доказать существование й±(/4 0 , Аг; J~l). С помощью рассужде-
ний, похожих на только что проведенные, это сводится к суще-
ствованию пределов s-lim eiiB4e~itV~iB>vPac(y~1BlV), что в свою

очередь, в силу предложения 3 § 3, эквивалентно полноте
Q± (V-^B.V, В.). |

Вышеприведенные рассуждения объясняют, почему J удобен
в качестве оператора отождествления. Однако с физической точки
зрения выбор J достаточно искусствен. Предположим, например,
что Жо и Жг совпадают как множества и снабжены эквивалент-
ными внутренними произведениями, что совпадают области опре-
деления квадратичных форм Но и Ht и что

d0 (и, Я„м)^ о < (и, Htu)Xx < dx (и. Нои)жо. (193)

Эквивалентно,

4, II вм i^^i вги | v < а,
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так что Жй и Жх совпадают как множества и снабжены экви-
валентными внутренними произведениями. В такой ситуации
(реализующейся, например, при акустическом рассеянии) естест-
венно использовать в качестве оператора отождествления
тождественный оператор /0 1: Жй—*&£х и интересоваться вопро-
сами существования и полноты операторов Q± (Аи Ао; Ioi). Мы
ввели символ /0 1 потому, что дальше будем рассматривать опе-
ратор /oi, не равный /1 0. Предположим, что задан унитарный
оператор V: ЭС0—>-'ЭС1 и что Q± (Аи Ao; J) существуют, хотя бы
в силу теоремы XI.75. Если J и / 0 1 асимптотически ^„-эквива-
лентны, т. е. если

lim ( У - / „ £ ) 1 Г , ( 0 Л с ( 4 ) ф = 0 (194)

для всех ф £ Жй, то, согласно предложению 5 (а) § 3,
Q± (Ai, Ао; /01) существуют и равны Q± (А1У Ао; J). Поскольку
J<u, vy = <Bi1VBou, Vv>, мы ожидаем, что (194) справедливо
только тогда, когда V ведет себя В„-асимптотически как тож-
дественный оператор, а Во и Вх асимптотически равны. Техни-
чески второе условие мы сформулируем в виде

\\{Н0-У-1Н±У)е-^т\\Жа-^ О при t -* ±<х> (195)

для всех w из плотного множества S>czD (#„) Л D (V^HjV) Г)
ЛРас(^о)> инвариантного относительно eitB°, Bo и В^1. Первое
условие будет удовлетворено при выполнении требования

1 —/)e- | I J*. w |are — 0 при t-+±oo (196)

для всех w G 3>.

Теорема XI.76. Пусть Tk, SKk, Нк, Вк, Ак, yfe = O, 1, V, J и /0 1

таковы, как описано выше. Предположим, что

(i) З̂ о и 3̂ 1 совпадают как множества и снабжены эквивалент-
ными внутренними произведениями;

(И) Q (#„) и Q (Ях) совпадают как множества и выполняется (193);
(ш) справедливы соотношения (195) и (196);
(iv) на З̂ о существуют волновые операторы Q* iY'^B-yV, Во).

Тогда выполняется (194) и, в частности, Й±(Л3, Л„; /01) сущест-
вуют и равны Q± (Ai, Ao; J).

Доказательство. Пусть w0 и Wi лежат в SD. Положим ф = <.w0, wty.
Поскольку S> плотно в Рас(Н0) и (/01— J) W0(t) равномерно огра-
ничены, (194) достаточно доказать для таких ф. Пусть и0 (/)
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и vo(t) — компоненты Wn(t)q>. Тогда, поскольку гр £Рас(А0), имеем

[| (/ - lot) W,, (t) Рлс (Ао) Ф ft, = 1 В, (BrlVB0 -1) u0 (t) |fc] +

+ Л (V - /) vt (t) Ъсх = I (Вв - V-iBt) и. (О 6го + 1 (/ - V-i) Uo (0 Ёго.

Поскольку v0 (t) = — Ba (sin B 0 0 ш0 + (cos Bot) w1 и twft € ®t условие
(196) и положительность Я х ведут к убыванию второго члена
при t —•*• d= oo. Первый член можно оценить следующим образом:

+ \\(V-^V)(J-V-i)u

Как и раньше, второй член стремится к нулю в силу (196). Для
упрощения обозначений положим B1 = V~1B1V, a Q±(B[, Bo) обо-
значим просто через й±. Мы должны показать, что

или, эквивалентно,

для w££D. В силу (iv),

eltBl Bae~itB°w—+Q+Bow при t —»• — oo.

Таким образом, учитывая соотношение B'1Q
+w = Q+Bow, можно

получить требуемый результат при t—* — оо, если доказать, что

Возьмем w € S>. воспользуемся равенством

w ̂  -

и перенесем В[ в другую часть; тогда, как легко видеть, два
последних члена сходятся к —| |^й + ш| | | г - о . Таким образом, стрем-
ление к нулю всего выражения в целом можно доказать, убе-
дившись, что, например,

Ига | В1еав1 е~ itB°w
t -*• — оо
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Прямое вычисление дает

Urn \\B[eCiB^e-itBowf^o= Urn (e~itB<>w,

= lira {e-(tB'W, Hoe-ilB'W)x-L

(197)

На втором шаге мы использовали (195). Это доказывает. (194)
в случае / —*• — оо. Доказательство другого случая аналогично. |

Заметим, что во всех предположениях теорем XI.75, XI.76
фигурируют операторы Но и H[^V~lH^V на 9С0. Таким образом,
задача рассеяния, сформулированная в двух гильбертовых про-
странствах Жц и ЖХ} сводится к изучению рассеяния для двух
самосопряженных операторов в одном гильбертовом простран-
стве 9С0. На самом деле, если несколько изменить точку зрения,
можно переформулировать теоремы XI.75, XI.76, полностью
избежав необходимости обращаться к теории рассеяния в двух
гильбертовых пространствах. Действительно, если выполнены
предположения (i) и (ii) теоремы XI.76, то Wi(t) есть сильно
непрерывная группа ограниченных операторов на S%0 (в общем
случае не унитарная). Предположения (Hi) и (iv) дают условия
на Но и V~lHjV в 9^0, благодаря которым «волновые операторы»

s-lim Wi(-t)W0(t)Pac(A0)

существуют на &Са. А по теореме XI.75, если Q±iY~1H1V, #„)
полны, то эти волновые операторы полны как отображения из
ЯГ. в ЯГв.

Пример 1 (продолжение). Применим доказанные теоремы к аку-
стическому рассеянию. В дополнение к условиям (188) и (190)
предположим, что с(х) и р(х) — дважды непрерывно дифферен-
цируемые функции с ограниченными производными. В принципе
эти условия гладкости могут быть отброшены; см. обсуждение
в конце раздела. Введем 9С0 = Lz(R3) = ^ с внутренними произ-
ведениями

(и.
(и. ,

Рператоры Hk, Bk, Ак остаются такими же, как в примере 1.
В частности, D(B0) = D(Bt) и справедливо (193). В итоге оказы-
ваются выполненными условия (i) и (ii) теоремы XI.76, так что
гильбертовы пространства &СЛ и ЗСХ, построенные из Э£о

 и %?i
описанным выше способом, совпадают как множества, а заданные
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на них внутренние произведения эквивалентны. В качестве уни-
тарного отображения V: 'ЭСа—+'йел естественно взять

V: и (х) ^ [ с (х)* р (х)/фо]1>2 и (х),
так что

y-i#,V = — [с (xV p (х)]1/* (V • р (х)-1 V) [с {xY p (X)]1'*.

Для проверки (195) и (196) выберем в качестве &> множество
функций f^<SP{R3), фурье-образы которых имеют носители, отде-
ленные от нуля. Заметим, что и (H0—V~1ff1V)e~i1B<>w, и (/+V~1//1V) x
X(V~l — Г)е~11В<т можно записать в виде суммы членов вида
f(x)e±!iB*P(D)w, где Р (D) — дифференциальный оператор в част-
ных производных с постоянными коэффициентами, a f(x) — про-
изведение членов вида р(х) — р0, с(х)—с0, р(х), р0, с(х), с0, или
их обратных, или квадратных корней из этих членов, или их
производных до второго порядка. Более того, среди сомножителей
всегда встречается хотя бы один член вида р(х)—р0, с(х)—с0,
Dap(x) или Dac(x), где 0 ^ = | о | < 2 . Если w£@>, то е±''в» Р (D)w
представляет собой регулярный волновой пакет свободного вол-
нового уравнения {т = 0) в трехмерном пространстве, так что по
теореме XI. 18

Таким образом, если потребовать, чтобы р(х) — р0, с(х)—с,„ Dap (x),
Dac(x) при 0 = ^ | а | < 2 лежали в L 8(R 3), то

\\f(x)e±ctB<>P(D)wyro-*O при t-+±oo

для каждого из рассматриваемых членов, так что (195) и (196)
выполняются. Другой не требующий обращения к методу ста-
ционарный фазы способ доказательства таков. Поскольку носи-
тель w компактен, Е^-м,пц(—&)w — w при некотором М. Значит,
если р(х) — р0 и т . п . лежат в L\ (R8) с некоторым б > 3/2, то
/Ч*)£[_Л1, лн(—А) есть оператор Гильберта — Шмидта и потому
компактен. В таком случае сходимость к нулю доказывается
с помощью леммы 2 § 3.

Остается исследовать, когда Q± (V~1B1V, Bo) существуют
и полны. Сначала применим теорему XI.10 (теорему Бирмана)
к У"1Я1У и Но. Мы уже знаем, что D (Bt)=»D (Во), и в силу
условий, наложенных на р(х) и с(х), Q(Ha) — Q (V~1//0V). Таким
образом, D (V^BjV) = D (Во), и поэтому V~lHJ/ и Но взаимно
подчинены. Более того,

//„ - V-'Hy =. (с {х)* — <Я) Д + Л (х) • V + е (ж),

где h{x) и е(х)—суммы функций вида f(x), описанных выше.
В итоге для каждого ограниченного интервала /
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есть сумма операторов вида f(x)g(—/V), где g—произведение
полинома и характеристической функции конечного интервала.
Согласно теореме XI.21, оператор / ( * )£ (— г V) имеет конечный
след, если f£Ll{R.3) с некоторым б > 3/2. Наконец, если след
(Я,—V- l Hy)E t (H a ) конечен, то след Е Д У ^ Я ^ Я , , — У ~ * Н У ) х
хЕг(Н0) автоматически конечен, поскольку E^V^H^V) ограничен,

так что выполняются все условия теоремы Бирмана.
Мы доказали, что в случае, когда с[х)г—cjj, р(х) — р0, £>ар (х),

Dac{x) при 0=^1 а | < 2 лежат в L«(R3) с некоторым б > 3/2,
Q±iy~1H1V> Яо) существуют и полны. Поскольку Ух—допусти-
мая функция, принцип инвариантности (теорема XI.11) позволяет
утверждать существование и полноту U±(V-1B1V, £?„). В итоге,
применяя теоремы XI.75 и XI.76, получаем, что справедлива

Теорема XI.77. Предположим, что о(х) и р(х)— дважды непре-
рывно дифференцируемые функции с ограниченными производ-
ными, удовлетворяющие (188) и (190). Предположим, что с(х)г—с%,
р (х) — р0, D

ap (х), Dac (х), 0 Ф | а К 2, лежат в L\ (R3) с некоторым
б > 3/2. Тогда волновые операторы Я± (Л„ Ло; /01) системы (186),
(187) существуют и полны.

Мы доказали полноту в смысле обобщенных волновых опе-
раторов. Можно доказать, что 5? а с (Л 1 ) =*S5ft, так что каждое
решение (187) имеет в качестве асимптотики решение свободного
уравнения. В дополнении к § 6 мы, по существу, доказали отсут-
ствие у Л г сингулярного спектра. В § XIII. 13 мы докажем, что
в спектре At нет собственных значений.

Условия убывания, наложенные на с (х)а — с^, р(х) — р0, Dap(x),
Dac(x), не слишком жестки и выполняются в любой разумной
физической системе. С другой стороны, условия гладкости зна-
чительно сужают область применимости теоремы, поскольку во
многих задачах с неоднородными средами бывают скачки р (х)
или с(х) при переходе от одной среды к другой К счастью,
условия гладкости можно исключить.

Пример 1 (заново). Существование и полноту волновых опера-
торов при акустическом рассеянии в неоднородной среде можно
доказать прямо с помощью теоремы Белопольского — Бирмана
(теорема XI.13). Возьмем f7sTft, 9Ck, Ak, Bk, Hk такими же, как
и выше, и выберем / 0 1 в качестве оператора отождествления из
5£0 в 9£х. Нам нужно проверить условия (a)—(d) теоремы XI.13.
(а) очевидно. Поскольку D(Ak) =£> ( B l ) 0 D (Bk) и мы уже знаем,
что D(B0)='D(B1), для проверки (d t) остается доказать, что
D(H0) = D (Я,). Но V переводит D (Яо) в себя, поэтому нужно
убедиться лишь в том, что области определения У~1Я1У и На

в f?ff0 одинаковы. Доказательство этого факта, в котором можно
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использовать симметричную форму теоремы Като — Реллиха (см.
задачу 66), мы оставляем читателю.

Для проверки (Ь) мы хотим показать, что (At — Л 0 ) £ / ( Л 0 )
имеет конечный след как оператор из 3%0 в 34!^ Поскольку отож-
дествление есть ограниченный оператор из 9бй в %CV достаточно
показать, что (Л^— Л „ )£ / (Л 0 ) имеет конечный след как оператор
на Жа. Положим С—В\—В\, и пусть Т о — унитарное отображе-
ние &6й —>• Э?офS^o» введенное при доказательстве теоремы XI.75.
Тогда

/ О (Д Х Л.) ht (Ло) /» - 2 ^ с в _ 1 св„-'Д 0 Е,(Вв)/

на 9 ^ в ф 9 ^ 0 = / - а ( К 3 ) ф ^ ( К 3 ) . В силу того что VB^1— ограни-
ченный оператор, коммутирующий с Е,(Вй), такое же доказа-
тельство, как в примере 1 (продолжение), показывает, что след
оператора ±СВ^1Ег(Ва) в L2 (R8) конечен, если выполняются
условия, наложенные на с(х) и р (х) в теореме XI.77. Таким
образом, при этих же условиях справедливо и (Ь).

Наконец, проверим (с). Простая выкладка показывает, что
In'- 3%л —* $%а задается ф°РмУл°й

с (х)2 р

Таким образом, можно написать

UoJot— ho)<u> v> = <Qtu, Q2v>,
где

Q, - - ( Ф . ) S0-
2V • (1 /P W) V - /, Q2 = (c8p./c (Л:)2 Р (*)) -

Используя, как и выше, диагонализующее преобразование Го,
найдем, что

/(fl.) 0

В результате дело свелось к доказательству компактности
BoQiB^E^B,,) и Q2£ /(B0) к а к операторов в L* (R3). Для второго
оператора это немедленно следует из условий теоремы XI.77 для
с(х) и p(jc). Что касается первого оператора, то заметим, что

В&В^Е, (В,) - - (cjp0) (So-V) • ( ^ ) — ~ ) (Vfio-1) £ , (В.).

Поскольку BolV ограничен, a (p(jc)"1—pj"1) (VBô 1) E,{Ba) в силу
теоремы Х1.21 имеет конечный след, след BuQ1BolEl(So) конечен
и потому сам оператор компактен. В итоге мы заключаем, что
{Il\Iох — ̂ оо)£/(А>) компактен, если р (х) удовлетворяет условиям
теоремы XI.77.
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Итак, условия (а) — (dx) теоремы Белопольского — Бирмана
проверены, и потому можно утверждать, что Q± (Alt Ao; I) суще-
ствуют и полны. Заметьте, что использование теоремы Белополь-
ского— Бирмана не позволяет полностью обойтись без редукции
к одному гильбертову пространству, поскольку к такой редукции
мы вынуждены были прибегнуть при проверке условий теоремы.
Избежать явного доказательства (195) и (196) нам позволили
соображения компактности, которыми, впрочем, можно было бы
воспользоваться и для проверки (195) и (196).

Пример 2 (оптическое рассеяние). Рассеяние электромагнитных
волн в неоднородной среде происходит в соответствии с урав-
нениями Максвелла:

V • (е (х) Е) = 0, V

где £ и Н — функции из R8 в R3, представляющие электрическое
и магнитное поля,е(х) и ц(х) суть ЗхЗ-матричнозначные функ-
ции на R3, представляющие диэлектрическую и магнитную про-
ницаемости. Мы будем предполагать, что е (х) и ц (х) класса С*
с ограниченными производными; поскольку мы хотим, чтобы
энергия

была положительна, будем считать, что

с 1 / < е ( л г ) < с 2 / , с 3 / < И * Х с 4 / 099)

для всех х и некоторых положительных постоянных с,-. Предпо-
ложим, что существуют положительно определенные постоянные
матрицы е0 и ц.о, такие, что

е(х)-+е 0 , \i(x)—>-ц0 при |JC| —* оо.

В таком случае задача состоит в построении теории рассеяния
для уравнений (198) в терминах свободных уравнений

V-(eo£) = O, V

Для того чтобы сделать это, перепишем (198) в виде уравнения
второго порядка для £:

(201)
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и аналогично поступим с (200). Далее, возьмем в качестве 9?0

и Э̂ х пространство L2 (IR3)3 с внутренними произведениями

, (E, F)^^ J Щх~) • в (х) F (x) dx.
R' R»

Положим Q = {E€L*(Ra)a\ v x £ £ L 2 (R.3)3}. Определим квадра-
тичные формы <7„ и <7i на й?, полагая

qo(E, />)= $
R»

R»

Им соответствуют положительные самосопряженные операторы
в З^о и f̂ fi

Н0Е = — eo-
xV X Цо"1 (V X Е),

W 1 (VXE),

а квадратные корни из этих операторов благодаря (199) удовлет-
воряют (193). Наконец, определим V: 9С0—>-9Ct соотношением

В результате возникает ситуация, охватываемая почти во всем
теоремами XI.75 и XI.76, кроме того, что теперь нуль принад-
лежит точечному спектру как Но, так и Н±. Это не вызывает
никаких трудностей с применением этих теорем, поскольку их
легко обобщить на этот случай; см. ссылки в Замечаниях. Таким
образом, как и в примере 1, задачу рассеяния можно свести
к изучению Но и У~1Н-У в 9С0- Как и в примере 1, справедливы
(195) и (196), поскольку Рас{Н0) проектирует на подпространство,
не содержащее нулевых мод, и каждая компонента e±itB«Pac(Bl))w
удовлетворяет свободному уравнению, а потому и условию

\\e±itB'PiC(Bo)wt<c/t.

С помощью этой оценки, метода стационарной фазы и метода
Кука легко доказать существование волновых операторов
0,±<У~1НуУ, Но). В таком случае существование Q± (Alt АО; /01)
доказывается так же, как в примере 1.

Однако наличие нулевых мод вызывает трудности в доказа-
тельстве полноты, поскольку теперь больше нельзя ожидать,
что след оператора (V~lH^/ — ffo)E,(No) конечен, когда интер-
вал / содержит нуль. Один из возможных способов преодоления
этой трудности — доказать существование пределов
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путем прямого применения метода Кука. Однако это весьма сложно,
поскольку e~itv~lHiVРк{У~1Н-У)и> удовлетворяет волновому урав-
нению с переменными коэффициентами, и потому при получении
различных оценок нельзя пользоваться преобразованием Фурье.
Проблему нулевых мод можно обойти, действуя иначе. Опреде-
лим операторы Нк на 9Ск с помощью квадратичных форм

дк (£, F) = qk (E, F) + J (V • укЕ). (V • ykF) dx,

где Yo = eo и Yi = g W - Теперь конечность следа (V^ffjV+ 1)~*—
— (//0 + 1)~2 можно доказать благодаря дополнительному члену,
убирающему нулевые моды и превращающему У~гЙ-У и /?0 в
строго эллиптические операторы. Существование и полнота
fl^y-'-Z/jV, Ho) в таком случае вытекают из следствия 2 тео-
ремы XI.11. Наконец, элементарным образом можно показать,
что существование Q± (V~1H1V, Ho) гарантирует существование
Q± (У~1Я1У, #„). Причина этого в том, что динамические моды
и нулевые моды в уравнениях Максвелла полностью независимы,
и потому задание искусственной динамики для нулевой моды
никак не отражается на динамических модах. Детали можно
найти в работах, указанных в Замечаниях.

Пример 3 (рассеяние акустических волн препятствием). Пусть
б — замкнутое ограниченное множество B R ' C границей Г, имею-
щей нулевую меру, и связным дополнением. Тогда уравнение
для акустических волн вне препятствия б имеет вид

utt— Д« = 0, х£

— - О vcr

и (х, 0) = f (х), Л: 6 R 3 \ 6 ,
Щ(х, 0) = g(x), xeR*\6,

где и — разность между, давлением в точке х в момент времени t
и равновесным давлением. Граничные условия Неймана можно
объяснить следующим образом. Градиент давления вызывает
пропорциональный поток жидкости. Условие Vu-n = 0 на Г как
раз и утверждает отсутствие потока через Г. При начальном
возмущении </(х), g (x)>, заданном вне препятствия, решение
уравнения (202) будет зависеть от геометрии препятствия, но
для больших положительных и отрицательных времен волны
должны уходить от препятствия на бесконечность. По мере того
как все большая и большая часть энергии уходит от препят-
ствия, решение (202) должно все более и более походить на ре-
шение уравнения ии — Д ы = 0 во всем R3. Таким образом, можно
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надеяться построить теорию рассеяния для уравнения (202) в тер-
минах решений свободного волнового уравнения.

Мы можем выбрать одно и то же гильбертово пространство
для # 0 и Н^ путем простой уловки: разрешив существование
акустических возмущений внутри препятствия. Поскольку вну-
тренность препятствия и внешнее пространство разделены, это
не скажется на теории рассеяния. Пусть Но обозначает — Л
в L2 (R3), и пусть Нг — лапласиан Неймана HN на L2(R3) с гра-
ничными условиями Неймана на Г, определяемый в § XIII.15.
В таком случае Э?о =» Z.2 (R3) = Э?х и, в силу граничных условий,
Q(HN)=>Q(H0). Далее, для w£Q(H0)

|Bouy|H = ||BNuy|ll. (203)

Единственная трудность в применении абстрактной теории, раз-
витой в теореме XI.75, состоит в том, что если Г разделяет R8

на более чем одну связную компоненту, то Вг имеет нулевое
собственное значение: //Nq> = 0 и <p€L2(R3), если <р постоянно на
одной из ограниченных связных компонент. С физической точки
зрения эти собственные функции для задачи рассеяния неважны,
поскольку они относятся к внутренности препятствия. Матема-
тически эту трудность можно обойти, обобщив теорему XI.75
так, чтобы допустить точечный спектр в нуле (см. ссылки в За-
мечаниях), или с помощью следующего простого приема. Пере-
определим # N на каждой такой постоянной внутри области
собственной функции так, чтобы #м<р = ф. В предположении, что
число связных внутренних компонент конечно, такое переопре-
деление не изменит условий принадлежности классу операторов
со следом, указанных ниже или доказываемых в дополнении.
Переопределив таким способом # N , можно применить теорию,
развитую в этом разделе. В частности, в силу теоремы XI.75,
Й±(Л М , Ао; J) существуют и полны как операторы и з ^ о В ^ и
если Q i (//N, Но) существуют и полны на Э о̂ = L2 (R3). Здесь
/ : <ы, у> ь-*• <BNXBOU, У>. В дополнении показано, как убедиться
в конечности следа оператора (//N-f-l)~2 — (# 0 -f-l)~ a , а значит,
в силу следствия 3 теоремы XI.11, в существовании и полноте
О±(Я„, Я,).

Поскольку теперь (193) не справедливо, равенство SfC9 = 3tCx

больше не выполняется. Однако благодаря включению Q(H0)cz
<=Q(HN) и равенству (203) пространство &Сй допускает естествен-
ное вложение в S%x в качестве подпространства. Поэтому в ка-
честве оператора отождествления естественно взять это вложение.
Заметим, что (193) нигде не использовалась при доказательстве
теоремы XI.76, хотя оно нужно для равенства ,9?0 = f̂,.
Поскольку V=l, условие (196) выполняется автоматически, и
ввиду (203) в условии (195) нет необходимости. Действительно,
доказательство теоремы XI.76 проходит как и прежде, но основ-
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ное равенство (197) теперь выполняется в силу (203), без ссылок
на (193) и (195). Таким образом, Я± (Лм, Ло; I) существуют и
полны.

Случай рассеяния на препятствии с граничными условиями
Дирихле физически менее интересен, но из-за того, что соответ-
ствующий результат о локальной компактности проще (см. до-
полнение), он является хорошим объектом для проверки различ-
ных подходов в теории рассеяния. Пусть # i = # D , где HD —
лапласиан Дирихле с границей Г, определяемый в § XIII.15.
Тогда Q(HD)<=Q(H0) и

IBow\\i^\\BDw% (204)

для w£Q(HD). Таким образом, ситуация похожа на то, что было,
только теперь Q(HD)cQ(H0), тогда как при условиях Неймана
Q(HN)=>Q(H0). Таким образом, мы имеем дело с операторами,
сопряженными к обычным волновым операторам. Теорема XI.75
показывает, что Q±(A0, AD, J') существуют и полны как отобра-
жения из $%i в Жа, если Q* (Яо, HD) существуют и полны на
3ffi==L2(R3). Здесь J': <«, y>i—><В^1ВО«, и>. В дополнении по-
казано, что след (Я0 + 1)~2 — ( # D + 1 ) ~ 2 конечен, так что, как и
выше, существование и полнота Q± (Яо, HD) вытекают из след-
ствия 3 теоремы XI.11. Следуя той же идее, что и выше, заклю-
чение теоремы XI.76 можно автоматически вывести из (204),
поэтому J' можно заменить вложением /10, переводящим S%x

в Жй- Тогда Q± (Ло, AD; /10) существуют и полны. Поскольку
/10 — изометрия, /*0 есть левый Ло-обратный к /10. Таким обра-
зом, в силу предложения 5 (с) из § 3, Q± (Л о , Ло; 1*0) сущест-
вуют и полны.

В итоге доказана следующая

Теорема XI.78. Пусть Q — замкнутое ограниченное множество
в R3 с границей Г.

(a) Если мера Г равна нулю, К 3 \ Г обладает конечным числом
связных компонент и Г удовлетворяет условиям регулярности
теоремы XI.81, то волновые операторы для уравнения (202)
с граничными условиями Неймана существуют и полны.

(b) Если мера Г равна нулю, то волновые операторы для урав-
нения (202) с граничными условиями Дирихле существуют
и полны.

В примерах 1 и 2 коэффициенты, описывающие неоднород-
ность, считались дважды непрерывно дифференцируемыми функ-
циями пространственных переменных. Это очень жесткое огра-
ничение, поскольку в большинстве физических задач происходит
резкое изменение скорости распространения волн или плотности
при переходе из одной среды в другую. К счастью, случай с не-
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гладкими коэффициентами можно описать без больших трудно-
стей Заметим, что в примере 1 при определении Нг в З^, мы
не пользовались гладкостью р (х), точно так же никакие условия
гладкости не использовались и при доказательстве абстрактных
теорем. Единственное место, где условия гладкости были суще-
ственны,— это проверка конечности следа оператора (У"1//,!' —
— Н0)Е,(Н0) в L2(IRS); нужно было выразить V~1H1V — Ho как
сумму членов вида f(x)P(D), чтобы иметь возможность приме-
нить теорему XI.21. П. Дейфт показал, как преодолеть эту
трудность с помощью коммутационной формулы

ШТ-К+ВШ+^А-1- (205)

Если А и В— ограниченные операторы на гильбертовом про-
странстве Ж, то а (АВ)\{Ъ) = а (ВА)\{0) и для — I £ а (АВ) и {0}
(205) выполняется. В задаче 115 читателю предлагается провести
полное доказательство этого факта. Более общо: если А—замк-
нутый оператор и В = А*, то (205) выполняется для —К £ С\[0, оо).
Для того чтобы понять, как (205) можно использовать, рассмот-
рим одномерный случай, когда обозначения наиболее просты.
Тогда Я; = У-1ЯХУ = — aDbWa и //fl = D 2, где D = id/dx и а, Ь —
функции от х, такие, что

0 < а0< а(х)<ах, 0 < 6 0 < Ь ( х ) < Ь ,

и а(х)—»-1, Ь(х)—*• 1 достаточно быстро при \х\—*• оо. Как и
в примере 1, определим Н[ следующим образом Пусть Db2D —
самосопряженный оператор в L s (R), отвечающий замыканию
симметричной квадратичной формы q (<р, <р) = (D<p, 62D<P)L* на
C~(R)xQ° (R). Поскольку оператор умножения на а имеет огра-
ниченный обратный, H[ — aDb2Da — корректно определенный само-

IT 1

сопряженный оператор. Нам надо доказать, что след aDt)iD . •• —

конечен. Используя формулу

aDbWa+l ' • п \

1 "' ' —a I a '

и свойства а, эту задачу легко свести к доказательству конеч-

ности следа Db2D+ i — £,2 • i • Пусть А—оператор bD. В таком
случае, ввиду того что DbaD определялся с помощью квадра-
тичных форм, Db2D = (bD)* (bD) (см. § Х.З), где bD обозначает
операторное замыкание 6DfCj°(R). Полагая В = (bD)* и применяя
коммутационную формулу, получаем

1 / ' 1 • \ / 1 4i 1 ihl~)\* I - I (hD\ 1 ГУ* 1 ' \ П
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и, следовательно,
I 1

DbW+1

Таким образом, все сведено к изучению

1 1
D*D+1 D*D+l + {b-*— 1) '

что может быть проделано с помощью обычных методов иссле-
дования возмущения —cP/dx3 некоторым потенциалом. По суще-
ству, коммутационная формула позволила «распутать» Db2D и
«вытащить» Ь наружу.

При изучении трехмерного случая (подробности см. в работах,
указанных в Замечаниях) используются те же идеи, за двумя
исключениями. Во-первых, D=*iV, и потому bD есть оператор
из L2(R3) в L2(R3)3, a (bD)* — оператор из La (R3)s и L2(R3).
Поэтому необходимо обобщить коммутационную формулу на
замкнутые операторы А из одного гильбертова пространства
в другое и В = А*. Кроме того, необходимо уметь обращаться
с квадратами резольвент.

Если разрывы а и b лежат в компактном множестве, то при
решении задачи можно применить прием, описанный в допол-
нении к § XI.11.

Дополнение к § XI.10. Свойства следов функций Грина

Пусть Г—замкнутое ограниченное подмножество в R" меры
нуль. Пусть #„ = — Д в L2(Rn), а Я Г : D И Я Г : N суть — Д в
L2(R") с граничными условиями Дирихле и Неймана на Г, опре-
деляемыми В§.ХН1.15. ПуСТЬ* # 0 = ( # 0 + 1)-1, #r :D = ( # r : D + 1 ) " 1 ,
Rr.N = (//г. N + I ) " 1 . В этом дополнении будет доказано, что при
некоторых условиях на Г при п — 3 следы/?? — Rr-.u и /?| — Rr-, N
конечны. Похожий метод применим при пфЗ, если R2 заменить
на Rm с т > п/2 (задача 116). Применения этих методов к рас-
сеянию акустических волн препятствием описаны в примере 3
этого раздела.

Основные результаты таковы.

Теорема XI.79. Пусть Г—произвольное замкнутое ограничен-
ное подмножество нулевой меры в R3. Тогда след R% — RT.D
конечен.

Теорема XI.80. Пусть Г — замкнутое ограниченное подмноже-
ство нулевой меры в R3. Пусть В — открытый шар, содержа-
щий Г, и пусть Йавиг-, N есть —Д в L2 (В) с граничными уело-
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виями Неймана на дВ U Г. Положим

RdBUT; N = (Ндвиг; N + I ) " 1

и предположим, что след RIBUT-.N конечен. Тогда след RI — RT; N
конечен.

Заметим, что /?§ — Rr-. D C ^ I при любых Г, но в случае усло-
вий Неймана нужны ограничения на Г. Следующий пример
подтверждает необходимость таких ограничений.

Пример. Пусть Л — объединение бесконечного множества попар-
но не пересекающихся шаров, имеющих все меньшие и меньшие
радиусы и лежащих внутри единичного шара, и пусть Г = дЛ.
Тогда нуль является для Hv. N собственным значением беско-
нечной кратности, а носители соответствующих собственных
функций лежат в шаре. Если % — оператор умножения на харак-
теристическую функцию шара, то %Rr-. N не компактен ни при
каком т. С другой стороны, оператор %R™, в силу теоремы XI.21,
компактен при любом т ^ 2 , так что R1? — RT, N не компактен
ни при каком т.

Конечно, теорема XI.80 не слишком полезна, если нет усло-
вий, гарантирующих конечность следа RIBUT-, N. НО, К счастью,
существуют весьма общие достаточные условия.

Определение. Усеченный конус в xGR* есть множество вида
{yeR»\ 0<|t/-x|<8, (у-х)--п>(1-д)\у-х\}

при некоторых Е, б > 0 и некотором единичном векто е п. Гово-
рят, что открытое множество ЛсгК" с ограниченной границей
обладает ограниченным конусным свойством, тогда и только тогда,
когда существуют конечное открытое покрытие Ult ..., Uk гра-
ницы дА и усеченные конусы Clt . . . , Ск в нуле, такие, что
С,- + хс:Л, если х £ £ / / П Л .

Нетрудно видеть, что многогранники и множества с гладкой
границей обладают ограниченным конусным свойством.

Теорема XI.81. Пусть Г—замкнутое ограниченное множество
нулевой меры в R3. Представим К 3 \ Г в виде Л г и Л2, где Лх —
неограниченная компонента, а Л2 —объединение ограниченных
компонент. Предположим, что Ах и Л 2 обладают ограниченным
конусным свойством. Тогда для любого открытого шара, содер-
жащего Г, след RIBUT: N конечен.

В этом дополнении мы доказываем теоремы XI.79 и 80 и даем
набросок доказательства теоремы XI.81 для частного случая,
когда Г —объединение границ конечного числа звездных областей
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с гладкой границей. В общем случае теорема XI .81 доказывается
совершенно другими методами (см. ссылки в Замечаниях).

При доказательстве теорем XI.79 и 80 нам понадобятся раз-
личные свойства Ra, Яг: D, Rr-.N, устанавливаемые в гл. XIII
или изложенными там методами. Приведем необходимые нам
результаты.

Лемма /. Пусть Г фиксирована, и пусть В — фиксированный
шар, содержащий Г. Тогда:

(a) выполняются следующие операторные неравенства в L2 (R8):

Rr: D ̂  Re ^ Rr-, N ^ RdBUV. Nl

(b) при разложении L2 (R3) в прямую сумму L2 (В) ф La ( R 3 \ 5 )
справедливо представление /?<>виг; N = #авиг; N 0 R' с подхо-
дящей R';

(c) Ro, Rr-.D, Rr;N—сжатия L°° (R3) в себя.

Доказательство, (а) При подходящем значении символа ^ при-
менительно к неограниченным операторам справедливы неравен-
ства Нтидв-, N =^[#г; N ̂  Я о ^ Я Г ; D (см. предложение 4 в § XII 1.15),
с помощью которых (а) доказывается на основе общих сообра-
жений (задача 117).

(b) Это утверждение представляет собой в точности предло-
жение 3 из § XIII.15.

(c) В силу второго критерия Бёрлинга—Дени (теорема XII 1.51),

е' Г : D есть сжатие на L°° (см пример 3 (заново) в дополнении 1
к § XIII. 12), и потому это же справедливо для оператора Rr; D,
представимого в виде

Аналогичное доказательство проходит для Ro и для Rr-. N- I

Лемма 2. Если (1 +x*)(Ra— RT-. D)(1+X2) есть оператор Гиль-
берта—Шмидта, то след R% — /?£. D конечен. Аналогично, если
(1 4 - * 2 ) ( # 0 — #г;1ч)(1 + х 2 ) — оператор Гильберта — Шмидта, то след
Ri — Rr-. N конечен.

Доказательство. Запишем Rb — Rr-.o в виде

По теореме XI.21 или просто явным вычислением с помощью
интегрального ядра 4 я | х — у]'1 е-1 * " й 1 оператора # 0 получаем,
что R0(l 4-х 2)" 1 есть оператор Гильберта —Шмидта. Следователь-
но, для конечности следа Rl—Rr; D достаточно, чтобы (1 +х*)х
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Х(# о — RT; D) И {RO — RT; D) были операторами Гильберта —Шмид-
та, а это вытекает из условий леммы. Случай граничных усло-
вий Неймана разбирается аналогично. |

Лемма 3. Пусть К^О, а С и D —ограниченные операторы,
такие, что C + D = I. Тогда К — оператор Гильберта — Шмидта
в том и только том случае, когда С*КС и D*KD — операторы
Гильберта — Шмидта. В частности, если % — характеристическая
функция ограниченного множества Q и одновременно %(R0—
— Яг ; D) % (1 + * а ) (1 —%) {Ro — RnD) (I — х) (1 +**) , соответствен-
но X(tfr;N-tfo)X И ( l + X 2 ) ( l - X ) ( t f r : N - # o ) ( l - % ) ( l + * a ) ,
суть операторы Гильберта — Шмидта, то след Rl — Rr: D (соответ-
ственно RI—RT-.N) конечен.

Доказательство. Для того чтобы К лежал в Зг, необходимо и
достаточно, чтобы /С1/2 лежал в 3^. А это происходит тогда и
только тогда, когда и К1/2С, и Kx/iD лежат в 2f4. Это доказы-
вает первую часть леммы.

Вторая часть следует из первой части, леммы 2 и леммы 1
(а), из которой вытекает, что /?г; N — Ro и Ro — RT-.D — неотри-
цательные операторы. |

RT-. D задает билинейную форму на еУхоУ по следующему
правилу: <ф, т|з>|-»(ф, Rr;D^>), и потому, в силу теоремы о ядре
(теорема V. 12),.. существует обобщенная функция G r ; D (x, у), на-
зываемая функцией Грина задачи Дирихле, такая, что

(ф, Я Г; D •Ф) = I ф (*) Gr; D (*, У) ̂  (у) d,X dy

для ф, |ф^с5р. Функция Грина задачи Неймана GT-,H{X, у) и сво-
бодная функция Грина G0(x, у) определяются аналогично. Ко-
нечно,

Лемма 4. Пусть В — открытый шар, содержащий Г. Тогда
Gn D — Go и Gr ; N — G o бесконечно дифференцируемы на ( R 3 \ 5 ) x
X{R3\B) и удовлетворяют неравенствам

| ( G r - , N - G 0 ) ( * , у)\^Се-1/,\*\-*/1\у\, (206а)

I (Gr: D - Gn) (л;, у) | < Се-'/. I * I-v, i у i. (206b)

В частности, если % — характеристическая функция В, то

(1 +**) (1 -X) (RO-RT: D) (1 -X) (1 +Х2),

(1 +Х*) (1 -X) (Яг; N -/?„) (1 -X) (1 +Х2)

суть операторы Гильберта—Шмидта.
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Доказательство. Мы рассмотрим задачу Неймана. Задача Ди-
рихле рассматривается аналогично. Пусть Л, g£Co ( К 3 \ Г ) . Тогда
(#г; N 4-1) А = (— А + 1) А, так что

Следовательно, на Со~ ( (К а \Г) х (К 8 \Г))

(— Ax + l)GVi N(x, у) = 8(х-у)

в смысле обобщенных функций. Таким образом,

( - Ах-\ + 2) (Gr; N (х, y)-G0 (х, у)) = 0.

Из свойства эллиптической регулярности (теорема IX.25) выте-
кает, что Q(x, у) = G r . N (x, y)—Gu(x, у) бесконечно дифференци-
руема на ( К 3 \ Г ) х ( К 3 \ Г ) и, в частности, на (R3\B)x(R3\B).
Мы утверждаем, что для х, у € R3\B

Q(x,y)= J [В£и&ао(г, x)-Q(z,y)a£(z,x)]dQz, (207)
гъдВ

где dQ— поверхностная мера на дВ, a nz—внешняя нормаль к В
в точке г.

Пусть В — шар достаточно большого радиуса, охватывающий

дВ, х, у. Тогда (207) с ] замененным на J - j , выво-
гедВ гедВ гедВ

дится из уравнений (— Ах + 1) Q (х, у) = 0, (— Ах + 1) Go (x, у) =
= ё(х — у) с помощью стандартных рассуждений, использующих
формулу Грина

(A Ag—g Ah) dx = J (A dg/dn — g dh/дп) da.
dQ

Таким образом, формула (207) будет доказана, если убедиться,
что интеграл по дВ стремится к нулю, когда дВ стремится к оо.
Требуется доказать даже более слабое утверждение, а именно:
допустим, мы смогли доказать, что интеграл по дВ стремится
к нулю при г 0 - ^ о о после интегрирования по у с некоторой
А ^ С " и интегрирования по радиусу дВ от г0 до г о + 1 ; тогда,
взяв интеграл по радиусу дВ с помощью формулы Грина и устре-
мив г0 к оо, мы получим (207) с усредненным у. Выбрав затем А
равной б-функции, мы получим (207).

В интеграле по радиусу дВ можно проинтегрировать dQldnz

по частям и получить остаточный член, куда будут входить только
Go, dGjdnz и Q (но не dQ/dnz). Поскольку Go и dGjdnz экспо-
ненциально убывают при \х — г\—»• оо, достаточно доказать огра-
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ниченность j Q (z, y)h(y)dy при г—>• оо. Но это следует из лем-
мы 1 (с)! В результате (207) выполняется для границы дВ любого
шара, содержащего Г.

Выберем шары Вг и Bt так, чтобы Г с Bit Btc: Ba, ВасВ. Те-
перь, поскольку Q бесконечно дифференцируема на ( К Я \ Г ) х
Х ( К " \ Г ) , можно утверждать, что Q,VxQ,VyQ и YxVyQ равно-
мерно ограничены на В3\В! и потому, в силу (207) с В± вместо
В, Q и VyQ равномерно ограничены для х £ R * \ B и у £ Вг. В силу
симметрии Q, мы получаем равномерную ограниченность Q и VXQ
для х£В3 и y£Ra\B. Используя (207) с В, вместо В, получен-
ную равномерную ограниченность, экспоненциальное убывание Go

и симметрию Q, получаем (206). |

Доказательство теоремы XI.79. Поскольку, в силу леммы 1 (а),
Osgl/?o — Rr-.D<^Ro, достаточно доказать, что %R0% — оператор
Гильберта — Шмидта; это позволит заключить, что % (Ro — /?Г; D) X €
€ Зг, и завершить доказательство ссылками на леммы 3 и 4. Но
принадлежность %Явх идеалу 32 доказывается путем прямых вы-
числений на основе формулы для Go или с помощью теоремы XI.21.

Доказательство теоремы XI.80. В силу леммы 1 (а),

0 < RT: N — #о < #Г; N < #dBUr; N,

а по лемме 1 (b), xReeur-, NX = ReeUT; N 0 0 , где правая часть есть
оператор Гильберта—Шмидта в силу предположений. В таком
случае утверждение теоремы вытекает из лемм 3 и 4. |

Приведем теперь набросок доказательства теоремы XI.81 в ча-
стном случае, оставив подробности читателю.

Лемма 5. Пусть Q c f l c R3—открытый шар с центром в нуле.
Пусть r = dQ, S = dB. Тогда Rrus-, N С граничными условиями
Неймана на Г и 5 есть оператор Гильберта —Шмидта в L2(B).

Доказательство. По лемме 1 (b), Rrus: N = Ri®Rt в соответствии
с разложением L» (В) = L2 (Q) ф L* (B\Q). Рассмотрим подробнее
/?,; анализ R2 аналогичен. Яг ; N есть прямая сумма ®ft ( i mone-

l, m

раторов, отвечающая разложению L* (В) = (&$%1,т, где Жг^ от =
= №(r)Yt,m(Q, Ф)}. Изоморфизм г|?(г)Уг, m<^r<p^f переводит
Жи ,„ в L* (0, а), где а = rad (Q), a hu m — в

с граничными условиями
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Благодаря этому собственные функции Ао> „ можно найти явно,
выразив их через тригонометрические функции, и убедиться, что
n-е собственное значение удовлетворяет неравенствуЕп> 1^й~^С\П%.
Поскольку ft,, m > й0> „ + Ц1+ 1) а~2, так что £ „ , г > С ( п 2 + ^) , то

и, значит,

?)= 2(2/+
1=0

2
л=0

Лемма 6. Пусть Гг и Г2—два замкнутых множества нулевой
меры, лежащих внутри открытых в R8 множеств Q, и £28 соответ-
ственно. Пусть S{ = dQt. Предположим, что существует С°°-диф-
феоморфизм F окрестности Q4 в окрестность пг, такой, что / 7 [Q,]=
= Q2 и F [ r i ] = F ! !. Тогда ^r,us,;N есть оператор Гильберта —
Шмидта в том и только том случае, когда ^r.us,; N — оператор
Гильберта —Шмидта.

Доказательство. Рассмотрим унитарное отображение U:
L% (й2, d

ax) —+ L2 (£2f, d*x), заданное формулой

где G =

где Н' как форма имеет ту же область определения, что и #r,us,; N»

EL

Отсюда следует (задача 117) неравенство

= {dF, (х)/дху\. Тогда

i i

так 4To£r,usj:N есть оператор Гильберта — Шмидта, если таков
(Я' + l ) " 1 . Поскольку И' унитарно эквивалентен // r a U s , :N. м ы

видим, что RT^S^N^S^, если &r susy. N € З'г- Обратное утвер-
ждение справедливо в силу симметрии предположений и утвер-
ждения леммы. |
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Определение. Открытое множество Q в R3 называется звездным
относительно точки xo£Q, если для любого единичного вектора п
и некоторогоап > 0 справедливо равенствоQ Л \xQ + tn \t £[0,оо)} =
= \xo + tn\t£[O, an)}. Если ап —бесконечно дифференцируемая
функция п, то говорят, что Q имеет гладкую границу.

Лемма 7. Пусть Г\ — граница открытого множества D t , звезд-
ного относительно точки х0 и имеющего гладкую границу. Пусть

— граница
частности,

где п(х) =

для некоторого фиксированного е > 0. Тогда существует С~-диф-
феоморфизм F окрестности множества Q z3D t на окрестность не-
которого шара Q2> такой, что /7[Q ]] = Q2, а Г^гн/
некоторой сферы в Q2, концентрической с Q2.
Яг, us,: N —оператор Гильберта —Шмидта.

Доказательство. Полагаем F (х) = (х — х0) а^х),
= (х — хо)/\х—хо\. |

Наконец мы готовы к доказательству некоторого частного
случая теоремы XI.81.

Теорема XI.81'. Пусть Г—объединение конечного числа по-
парно не пересекающихся множеств {Tjtf—i, каждое из которых
есть гладкая граница открытого ограниченного звездного мно-
жества Qy. Пусть В—любой открытый шар, содержащий Г, и
S = dB. Тогда /?rus;N—оператор Гильберта —Шмидта.

Доказательство. Пусть Xj—точка, отно-
сительно которой звездно множество Qj.
Пусть 5 у — множество, полученное не-
большим растяжением Гу относительно
Xj. Это можно сделать так, чтобы все Sj
попарно не пересекались и лежали внут-
ри В. Пусть 5 ' сфера, концентрическая
с S, меньшая 5 и охватывающая все S,-
(рис. XI.13). Пусть Xi, -••, ХА — характе-
ристические функции областей, окружен-
ных поверхностями Sy, / = 1 , . . . , k.
Пусть Xft+i—характеристическая функ-
ция слоя между S и S', а Х о ~ х а Р а к т е "

Рис. XI. 13. Множества
St и S.

.ft+i

ристическая функция остальной части шара В, так что 2) Х/=1 на

В. Тогда, по обобщению леммы 3, достаточно доказать, что
XjRrus-. N%/ — оператор Гильберта —Шмидта для каждого / = 0,
1, . . . , & 4 - 1 - Случай / = 0 тривиален, ибо, по лемме 4, разность
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N (*i У) — Go {x, у) бесконечно дифференцируема на supp %ox
X suppxo и Хо (х) °о (*. У) Хо (У) — ЯАРО оператора Гильберта —
Шмидта. Для 7 = 1 k

в силу пунктов (а), (Ь) леммы 1. По лемме 7, Ffr.us,; N 6
так что и X/£rus;NX/€3V Случай / = &-|-1 аналогичен. |

Xl.11. Оптическое и акустическое рассеяние II:
метод Лакса — Филлипса

В этом разделе мы описываем другой подход в теории рас-
сеяния, развитый Лаксом и Филлипсом. Его особенность в том,
что основным объектом изучения становятся определенные се-
мейства подпространств гильбертова пространства, описывающего
динамику взаимодействия. Как мы увидим, этот подход наиболее
естествен в применениях к классическим волновым уравнениям,
удовлетворяющим принципу Гюйгенса, а не в квантовой меха-
нике, где волновые уравнения обладают дисперсией и имеют
бесконечную скорость распространения возмущений. Однако
с помощью принципа инвариантности волновых операторов его
можно применять и в некоторых квантовомеханических задачах
(см. пример 5).

Наиболее красивая и важная черта подхода Лакса—Филлипса
состоит в том, что в нем естественным образом проявляются
определенные аналитические свойства оператора рассеяния. Когда
группа операторов, описывающая взаимодействие, удовлетворяет
основным предположениям теории, гильбертово пространство тео-
рии $% оказывается унитарно эквивалентным Z,2 (R; N), где N —
некоторое вспомогательное гильбертово пространство. При такой
реализации Ж оператор рассеяния действует как оператор умно-
жения на 2? (А/)-значную функцию s(a), которая почти всюду
унитарна и является граничным значением аналитической j? (N)-
значной функции s (z) в верхней полуплоскости. В типичных
случаях s (z) можно продолжить в нижнюю полуплоскость как
мероморфную функцию, полюсы которой тесно связаны с геомет-
рией рассеяния и физической интерпретацией теории. Мы уже
встречались с примерами таких продолжений в § 7, 8 и в допол-
нении к § 6.

Полное 'изложение теории Лакса — Филлипса выходит за рам-
ки этого раздела. Мы хотим лишь доказать несколько основных
теорем, с тем чтобы прояснить структуру теории и источник
упомянутых свойств аналитичности. Затем мы приведем ряд при-
меров, с тем чтобы показать, как на практике проверяют уело-
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вия этих теорем. Подробности и многочисленные применения
можно найти в ссылках, обсуждаемых в Замечаниях.

Основная идея, формулируемая и развиваемая в теории Лак-
са — Филлипса, —это идея приходящих и уходящих подпространств.

Определение. Пусть U (t) —сильно непрерывная унитарная
группа на гильбертовом пространстве Ж. Замкнутое подпрост-
ранство D+ с Ж называется уходящим, если

(i) U (t)[D+]<= D+ при
(ii) n

(iii) u
i

Аналогично, если D_ удовлетворяет (И), (iii) и

(О U(t)[D_]<= D_ при / < 0 ,
то D_ называют приходящим подпространством.

Такая терминология естественно возникает в применениях
общей теории Например, в гильбертовом пространстве свобод-
ного волнового уравнения в R3 (см. пример 1) D+ есть в точ-
ности множество начальных данных, таких, что решение и (х, t)
обращается в нуль при | je |^f , т е., говоря физически, таких,
что волны в далеком будущем уходят на бесконечность Анало-
гично, D_ есть множество начальных данных, таких, что и (х, t)
обращается в нуль при | * | ^ — t. Такие решения отвечают вол-
нам, сходящимся из далекого прошлого.

Пример уходящего подпространства можно построить следую-
щим образом. Пусть N — гильбертово пространство, и пусть Ж =
= L2(R;N). Определим U {() как сдвиг вправо на t единиц, т. е.
(f/(0/)(s) = / ( s - 0 Тогда

D + = L2(0, с»; N) = \feLa(R, N)\ /(s) = 0 при s<0\

— уходящее подпространство. Основная структурная теорема
этого раздела утверждает, что на самом деле все уходящие под-
пространства, по существу, имеют такой вид.

Теорема Х/.82. Пусть U (t) — сильно непрерывная унитарная
группа на гильбертовом пространстве Ж и D+— уходящее под-
пространство для U (t). Тогда существуют вспомогательное гиль-
бертово пространство N и унитарное отображение SA+ простран-
ства Ж на L2(R; N), такие, что М+ [D + ] = L2(0, с»; N), a U+(t)ss
= 5i+ U (t) 31+1 есть сдвиг вправо на t единиц. Аналогично, если
D_ — приходящее подпространство, то существует унитарное ото-
бражение Ш_ на L3(R; N'), такое, что Я_ [D_) = U (— с», 0; N')
и U_ (0 = 31- U (0 -5UI1 есть сдвиг вправо на t единиц. Если U (t)
имеет одновременно и уходящее, и приходящее подпространства,

8 ЛГ. 3271
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то N и N' можно выбрать одинаковыми, хотя 5 i + может отли-
чаться от Э1_. Описанные представления единственны с точностью
до изоморфизмов N

U+ (/), L a (0, oo; N) и L*(R;N) называются уходящим тран-
сляционным представлением группы U (t), подпространства Ъ+ и
пространства Ж. Аналогично, £/_ (t), L a(—oo, 0; N) и L* (R; N)
называются приходящим трансляционным представлением U (t), D
и ЯГ.

Перед тем как приступить к доказательству теоремы, сделаем
несколько замечаний. Прежде всего, если U (t) обладает прихо-
дящим и уходящим подпространствами, оператор рассеяния можно
построить следующим образом Пусть <p_=5t_q>, <p+=Sl+<p, где
ф £ # ? . Определим S как отображение S: Ф_>—>ф+, т. е. S =
= 91+91Z1 есть унитарное отображение L2 (R; Л̂ ) в себя. Отобра-
жение S определяется переводом этого оператора обратно в Ж:

S = Mzl (21+Я Г1) 5i_ = &lz)9l +

Наконец, пусть ф — преобразование Фурье, унитарное отображе-
ние L* (R; N) в себя. Введем

Операторы S, S и 3 попарно унитарно эквивалентны, и потому
каждый из них мы будем называть оператором рассеяния, раз-
личая используемые представления значками и ~. Поскольку
fh±lJ (0 = U± (0 Э1± и U + (t) = U-(t), оператор S коммутирует
с U (t). Оператор S коммутирует со сдвигами и потому, грубо го-
воря, должен задаваться операцией свертки с некоторой
£? (^)-значной функцией т на R, так что 5 должен зада-
ваться операцией умножения на операторнозначную функцию
s = (2л)1/2т. Если дополнительно предположить, что D_a D+, то
S будет переводить L* (—оо, 0; N) в себя, так что носитель т
должен лежать в (—оо, 0]. Тогда, по теореме Пэли—Винера,
s имеет аналитическое продолжение в верхнюю полуплоскость.
Это и приведет к аналитическим свойствам, о которых говорилось
вначале этого раздела (подробности приведены в теореме XI.89
и ее следствиях).

Подчеркнем, что данное сейчас определение оператора рассея-
ния не требовало никаких ссылок на свободную динамику. Но
практически уходящие и приходящие подпространства строятся
с помощью свободной динамики, так что М+ и 5i_ оказываются
унитарно эквивалентными обычным волновым операторам. Под
робнее это обсуждается ниже. Однако описанное построение опе-
ратора рассеяния открывает возможность определения S и в тех
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случаях, когда нет «естественного» кандидата на роль свободной
системы, или в случаях, когда сходимость полного решения
к свободному решению при t —* ± оо столь медленна, что обыч-
ное построение волновых операторов не проходит. Подчеркнем,
однако, что описанное построение все-таки зависит не только от
группы U (t), задающей динамику взаимодействия. Например,
если уходящее трансляционное представление Ж задано в виде
L%{—оо, оо; N), то в качестве £>_ можно взять Sl+1[L*(—оо,
0; N)]. Для пары D+, D_ S-матрица будет единичной. Обычно
дополнительные соображения, диктующие правильный выбор D+

и D_, связаны с геометрией задачи.
Одно из ограничений, внутренне присущих теории в том

виде, как она описана, очевидно из самой теоремы XI.82. Су-
ществование уходящего или приходящего трансляционного пред-
ставления для группы U (t) предполагает, что ее генератор Н
имеет абсолютно непрерывный спектр, заполняющий всю веще-
ственную ось с однородной кратностью. Это, однако, не запре-
щает применения теории в задачах квантовой механики (см. при-
мер 5).

В качестве подготовки к доказательству теоремы XI.82 мы
сначала докажем ее дискретный аналог.

Теорема XI.83. Пусть V — унитарный оператор на сепарабель-
ном гильбертовом пространстве Ж. Пусть D+—замкнутое под-
пространство Ж, такое, что

(i) V[D+]czD+-
(ii) Л

(iii) U

Тогда существуют гильбертово пространство Af и унитарное ото-
бражение г+ пространства 5? на 12{—оо, оо; # ) , такие, что

0, л < 0 } ^ / , [ 0 , оо; N)

и i/^r+Vr^ 1 есть сдвиг вправо. Такое представление единственно
с точностью до изоморфизмов # .

Доказательство. Мы докажем существование г+, оставив доказа-
тельство единственности читателю (задача 121). Пусть Л̂  = Д + П
f)(V[D+])-1-; Af —замкнутое подпространство 96. Поскольку V
унитарен,

Vtf = VD+ n V»DJ- c VD+ cz N\

так что можно образовать прямую сумму N(§)VN. Поскольку
N®VD+=D+, имеем V JV(gVaD+=l'D+, откуда #®Vtf®V«D
8*
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= D+, или, эквивалентно,

Таким же образом по индукции получаем

N 0 - - - 0 V'N = D+ П VJ+ЧНг. ( 2 0 8 )

В силу (i), D+ a VD+ э . . . = VW+, так что, в силу (ii) и (208),

(209)0
ft > 0

Применяя V"1 к J V 0 V D + = D + , находим, что
>«V"1D+, откуда, по индукции,

для любого целого /, положительного или отрицательного. Взяв
/—»•—оо, с помощью (lil) получим, что

Таким образом, любой cpg.y'zf можно однозначно представить в
виде

с | |ф| | ' == 2 | | Ф Й | | * - В итоге отображение г+: ц>»—*-{(pk\kL-^ задает

унитарное преобразование Ж на / 2(—оо, оо; W). В силу (209),
r + D + = /2[0, oo; N). Наконец, легко проверить, что V есть сдвиг
вправо. |

Существуют по крайней мере три различных доказательства
теоремы XI.82 Одно основано на обращении приводимого ниже
доказательства теоремы XI.84 и использует теорему единствен-
ности фон Неймана. Второе использует технику анализа Фурье,
теорему XI.83 и преобразование Кэли. Доказательство, которое
мы приведем здесь, опирается на теорию спектральной кратно-
сти (см. § VII.2) и уходит корнями в общие методы теории
групп, особенно в теорему импримитивности Макки. Напомним,
что две меры называются эквивалентными тогда и только тогда,•
когда они взаимно абсолютно непрерывны. Основной технический
результат, нужный для доказательства теоремы XI.82, тесно
связан с тем, что мера Лебега —это единственная инвариантная
относительно сдвигов мера на R (задача 122).
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Лемма. Предположим, что ф—нетривиальная мера Бореля на
R, обладающая тем свойством, что ф(> +а) эквивалентна ф для
всех a £ R Тогда ф эквивалентна мере Лебега.

Доказательство. По условию,

dvHx + y) = g4{x)d\i(x). (210)

Отсюда вытекает, что gy (x) — измеримая функция х при каждом
фиксированном у, а $ h (x)gy (лс) ф (х) = $ h (х—у) ф (х)—измери-
мая функция у при каждой измеримой функции Н, а потому
gu (х) измерима по совокупности переменных.

Зададим такую А^О, что }h(y)dy=l, и пусть / — простая
функция. Тогда, свободно пользуясь теоремой Фубини, с учетом
(210) получим

(211)

Сделаем замену переменных z*=x + y при фиксированном х. Тогда

$/(* + ») ga (х) b(y)dy=\f (z) gt_x (x) h (z-x) dz

в силу трансляционной инвариантности меры Лебега. В итоге

где

G (г) = 5 g2-x (х) h (z—x) ф (х).

Поскольку / произвольна, ф (х) = G (x)dx.
Теперь зададим такую Л^гО, что }h(y)d\i(y) = l, и, как и

выше, проделаем необходимые вычисления:

= J J / (г) h ( г - х) g.x (г) ф (z) dx=[f{z)H (г) ф (г),

где Н (г) = 5 h (г — x)g_x (z) dx. Отсюда

Доказательство теоремы XI.82. На основе доказательства тео-
ремы XI.83 введем
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и для а<Ь

N{a, b] = D+(a)(]D+(b)i-.

Пусть Р(а. ы—ортогональный проектор на N (а, Ь]. Используя
свойства (i)—(Ш) и непрерывность U(t), легко проверить, что
{Р(а. ь\) порождает проекторнозначную меру {Ра}. удовлетворя-
ющую условию U{t)PQU (t)~1 = Pa+t Вводя оператор

получим соотношение U (t) XV (t)'1 = X-\-t. Из единственности
классов спектральных мер заданной кратности (теорема VI 1.6)
следует, что классы спектральных мер оператора X инвариантны
относительно сдвигов. Таким образом, по доказанной только что
лемме, каждый класс должен содержать меру Лебега. Но, по-
скольку классы спектральных мер не пересекаются, существует
всего один такой класс, т .е . X есть самосопряженный оператор
однородной кратности т с некоторым т и с соответствующей
спектральной мерой dx. Отсюда следует существование гильбер-
това пространства N размерности т и унитарного отображения
# + : $t—+L2(R, dx; N), таких, что <£ + Р<лй71 есть оператор ум-
ножения на %Q — характеристическую функцию Q.

Пусть W(t) = Q+U (t)@~l и Тв (Л — сдвиг вправо на t единиц,
действующий на L2 (R, dx. N). Тогда W (t)T0(f)~x при каждом /
коммутирует с каждым # + P Q @ ; : \ так что по теореме XI 11.84
существует <5?(ЛГ)-значная измеримая функция Kt{s), удовлетво-
ряющая равенству

(W(t)Te(-t)f)(s)=Kt(s)f(s).

Функция Kt(s) задана только почти всюду по s, но для опреде-
ленности мы зададим ее при каждом s. Тогда

Групповое свойство W (t) W {и) = W (t -\-u) ведет к соотношению

Kt + a(s), (212)

которое выполняется в следующем смысле: для каждых / и м
оно имеет место при почти всех s. Таким образом, оно справед-
ливо для почти всех троек <s, /, м>, поэтому можно выбрать
фиксированное значение s так, что (212) будет справедливо для
почти всех <.t, u>. Для выбранного значения s определим В
соотношением

Тогда
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для почти всех t и а, где мы воспользовались (212), сделав за-
мену переменных t' = t-\-s, и' =а. Теперь ясно, что BW(a)B~l =
= Т„(а) для почти всех а, а потому, в силу непрерывности, для
всех а. Полагая У1+ — ВС2+, получим утверждение теоремы |

Теоремой XI.82 можно воспользоваться для доказательства
теоремы фон Неймана (теорема VII 1,14) о единственности пред-
ставлений канонических коммутационных соотношений

Теорема XI.84 (теорема фон Неймана). Пусть U (t) и
две сильно непрерывные унитарные однопараметрические группы
на гильбертовом пространстве 3%, такие, что

U (t) V (s) = е"» V (s) U (t) для всех t и s.

Тогда существуют гильбертово пространство N и унитарное ото-
бражение 91 из -# на L2(R; N), такие, что 5Ш (t) Э1~х есть сдвиг
вправо на t единиц, a 5iV(s)5i - 1 есть умножение на е~'х\

Доказательство Пусть Р и Q—самосопряженные операторы,
такие, что U (t)-=e~itP и V (s) = e~is<i. Пусть &) — множество век-
торов из &£ вида

Ф/ J / С s)U{t)V ($)<(>dtds,

где <р€#? и / 6 C " ( R a ) . Точно так же, как в доказательстве тео-
ремы VI11.8, можно показать, что iD плотно в 36, S>czD(Q),
@>czD(P) и что ё& инвариантно относительно действия U (t) и
V(s). По теореме VIII.10, Р и Q самосопряжены в существенном
на @>. Пусть ^ 6 ® ' . тогда, поскольку U (t)ilp £i2>, можно про-
дифференцировать обе части равенства

U (t) V (s) г|з = eiUV (s) U{t)y

no s. Полагая s = 0, получим

(213)

Поскольку это равенство справедливо на &), которое есть су-
щественная область определения для Q и Q — tl, мы заключаем,
что Q и Q — tl унитарно эквивалентны и (213) справедливо для
всех ij3£D(Q). Пусть теперь {Еа\ — спектральное семейство опе-
ратора Q. Тогда {U (0 EQ t/(0~x} — спектральное семейство опе-
ратора U(t)QU{t)~K Так как £a = iXa(Q). то из (213) вытекает
соотношение

^ (')£«-... м < Л 0 - ' = £ ( — . ил (214)

для всех & и f из R.
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Положим D_ = Ran £(_«=, о]- Покажем, что D_ —приходящее
подпространство для U(t) на Ж. Прежде всего из (214) следует,
что U(t)D_ = Ran £<_«,. x+t] Для всех t. Тогда:

(i) U{t)D 0
(ii) nU(t)

(iii) \JV {Г)О.=Ж
t

в силу обычных свойств спектральных операторов. Значит, в си-
лу теоремы XI.82, существуют вспомогательное гильбертово про-
странство N и унитарное отображение Э1_ пространства Ж на
L2(R; N), такие, что 5i_D_ = ! * ( — o o , 0; N), a 9L.U(f)9lzx есть
сдвиг вправо на t единиц. Наконец, поскольку St_E(^aOi 0)SflZ1=
=Х(-«, о>. равенство (214) приводит к соотношению5i_£,_«,i х,541х=
=Х(—, ъ Для всех Я. В итоге 9l_Q9lzl есть операция умножения
на Я, а ^ „ е " " 0 ^ ! 1 — о п е р а ц и я умножения на e~iXs. |

Теорему XI.82 можно переформулировать с помощью преобра-
зования Фурье. Определяемое обычным образом, преобразование
Фурье <F есть унитарное отображение £8(IR; N) на себя. Оно
отображает L2(0, oo; N) на класс Ж\ (R; N) Харди—Лебега, а
L 2(—oo, 0; N) на Ж\ (см. замечания к § IX.3).

Теорема XI.85. Пусть D+— уходящее подпространство для
унитарной группы U (t) на гильбертовом пространстве Ж. Тогда
существуют вспомогательное гильбертово пространство W и уни-
тарное отображение ¥оЭ{+ пространства Ж на La(IR; JV), такие,
что ¥оЭ1+ [О+\ = Ж\. (R; N), a (SroSt+) U (fylWogi.)-1 есть one-(
ратор умножения на е~иа.

Описанное только что представление называется уходящим
спектральным представлением для U (t), D + и &С. Для приходя-
щего подпространства справедлива похожая теорема с той только
разницей, что в ней §~о31+ заменяется на ¥оЭ1_, а &6* (R; N)
на Ж\ (R; N).

Обсуждение, проведенное после формулировки теоремы XI.82,
показывает, что существование приходящего и уходящего под-
пространств позволяет строить теорию рассеяния. Но теорема
XI.82 ничего не говорит о том, как в действительности постро-
ить приходящие и уходящие подпространства для U (t). Поскольку
U (t) описывает динамику системы со взаимодействием, это не-
тривиальный вопрос. В приложениях нужное построение суще-
ственно опирается иа то, что U (t) тесно связана со свободной
динамикой, задаваемой группой Uo (t), которая обладает многими
специальными свойствами. Пусть, например, W0(t) и W (t) — уни-
тарные группы, описывающие распространение акустических волн
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в свободном пространстве и в неоднородной среде, построенные
в предыдущем разделе. Предположим, что область неоднородности
содержится в некотором конечном шаре 52Г,- Гильбертовы про-
странства, в которых действуют W0(t) и W(t), эквивалентны,
и нормы любой пары функции с носителями вне •©,„ равны меж-
ду собой. Более того, любые начальные данные с" компактным
носителем преобразуются операторами Wй (t) так, что их носи-
тели в конце концов оказываются вне ЗВГ„, и до тех пор, пока
эти начальные данные остаются вдали от SBr., Wo (t) и W (t) со-
гласуются между собой. Эти и другие специфические черты
Wa (t) и W (t) используются в примерах 1 и 2 ниже. А сейчас
вернемся на время к общей теории и точно сформулируем, что
мы имеем в виду, говоря о «тесной связи» между U {t) и 00(t).

Предположим, что U (t) и U0(t)—сильно непрерывные уни-
тарные группы на гильбертовых пространствах SF6 и 3%0, и пусть
J —оператор отождествления из &Сй в #?. Предположим, что

(0) существуют подпространства D ± c z $ ? o n - ^ , такие, что 3%0-
норма и ^f-норма одинаковы на D±, а У —единичный опера-
тор на Dr£;

(1) £>+' и Drl — приходящее и уходящее подпространства как для
U {t), так и для Uo (t);

(2) при t^O группы U (i) и Ua(t) одинаково действуют на
D+\ а при * < 0 на £>!*;

(3) существуют гильбертово пространство Af и унитарное отобра-
жение Э1а: <pi—>ф из "ТС на L2(R; W), такие, что D+ и Drl
переходят соответственно в L%(r0, oo; Af) и La(—оо, —г0; ЛО,
где г„ — некоторое положительное число, a U0(t) переходит
в операцию сдвига по /. Иначе говоря, с точностью до сдвига
на г0 единиц это представление служит одновременно и при-
ходящим и уходящим для U0(t).

Пусть через То (t) обозначен сдвиг вправо, действующий в L2 (R;
N). Для построения уходящего трансляционного представления
для U (t) мы переводим U(t)q> для каждого ф из £>+° в T0(t)<p.
В силу (2), отображение корректно определено и сохраняет норму,
а в силу (Hi), оно плотно задано. Более того, его область зна-
чений тоже плотна, ибо 510 отображает D+ на L a (r 0 , oo; /V).
Следовательно, это отображение продолжается до унитарного
преобразования Ж на L2 (R; N), при котором U (t) переходит в
T0(t), a D+" в Z.*(r0, oo; N). Сдвиг влево с помощью Г о(—г 0)
позволяет завершить построение уходящего трансляционного
представления для U (t) Похожее построение дает приходящее
трансляционное представление. Как и прежде, обозначим ото-
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бражения на эти представления через 54+ и Si_. Отметим, что,
в силу (3), D+ и Di° ортогональны. Это будет иметь важные
последствия, о которых речь впереди.

В такой ситуации, когда у нас есть группа £/„ (t) свободной
динамики, естествен вопрос: как оператор рассеяния Лакса —
Филлипса связан с обычными волновыми операторами и опера-
тором рассеяния? Пусть D — плотное в Жа множество векторов ср,
таких, что 9loq> имеет компактный носитель. Если <p£D, то
Uo (s) (р € £>+ для некоторого s, так что, в силу (2), U (—/) JU0 (t) q>
не зависит от / при t^zs. Таким образом,

Q-ф = lim U (—0 JUa (0 ф

существует. Поскольку D плотно в Жа, этот предел существует
на всем $Г„; аналогично доказывается существование Q +

Заметим теперь, что если \|)gD+, то £2~г{) = 'ф; таким образом,
если ф € D и Uo (sx) ф € D+, то

Следовательно,
&+Q-q> = То (—st) tt+Q-U0 (sx) Ф = То

= To (—r0 - st) ̂ „ f / 0 (Sx) Ф = To (~ra

поскольку Э1+ = Та(—r0)M0 на D+. В связи с тем что множество
взятых ф плотно, получаем 54 + й~=7" 0 (—г л )91 а и аналогично
9t_Q+ = Го (r0) 5l0. Поскольку 5i0, 5?± и Г о (<) унитарны, это оз-
начает, что Ranfi1- =.•?£? = RanЙ~, так что волновые операторы
полны. Наконец,

(Q-)-*Q+ = Я^Т0 (r0) SfL+m-JT0 (r0) 5?'о =
= Э1»гТ0(г0) ST0 (г„) 5*0 = З*-1 ( 7 . (2г.) S) Я,.

Таким образом, с точностью до несущественного множителя
Г0(2г0) произведение ( й " ) - 1 ^ + есть оператор рассеяния Лакса —
Филлипса, преобразованный в &С0. Итак, справедлива

Теорема XI.86. Пусть Ua(t), U (t), J удовлетворяют условиям
(0)—(3), а Э10, То и г0 определены так, как описано выше. Тогда
волновые операторы й± существуют, полны и

(Q-)-iQ+ = 9li1(T0(2r0)S)$,0. (215)

Пример 1 (свободное волновое уравнение в трехмерном прост-
ранстве). В § Х.13 и XI.10 мы уже сформулировали проблему
решения свободного волнового уравнения как задачу в гильбер-
товом пространстве. Будем далее использовать обозначения, вве-
денные в § XI.10, полагая с „ = 1 . Если функция ф, задающая
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начальные данные, лежит в SV9 и достаточно гладкая, то пер-
вая компонента и(х, t)=(W0(t)q>)i удовлетворяет свободному
волновому уравнению (186). Первый нужный нам факт есть
принцип Гюйгенса.

Теорема XI.87 (принцип Гюйгенса). Пусть Wo {t)~унитарная
группа для свободного волнового уравнения на Rs. Положим
и{х, t) = (W (0<P)i- Предположим, что Ф = </, g > € ^ 0 имеет ком-
пактный носитель. Тогда

suppu(*, t) cz \x£Ra\ |дс — y\ = t Для некоторого «/£supp</,
Доказательство. Предположим сначала, что / = 0, a £6C"(R*).
Выведем явную формулу для решения уравнения (186) в случае
со = ро = 1. Чтобы решить (186), нужно найти такое «, что
Hu{k, t)=— k*ii(k, t), d{k, 0) = 0, u,(k, 0) = g{k). Это легко
сделать, полагая

Пусть Н—обобщенная функция умеренного роста с фурье-обра-
зом ) k I"1 sin | k 11. Тогда

u(x, ^ = ^-1 (\kl-4s\n\k\t)g(k)) = (2n)-*/*H»g,

так что прежде, чем выписать решение, следует найти Н. Пусть
dSR — поверхностная мера на сфере радиуса R; это есть обоб-
щенная функция умеренного роста, такая, что с помощью угла 9
между х и k ее фурье-образ можно переписать в виде

dSR (k) = (2я)-*/* J e-ik-'dSR (x) =
Я 2Л

я
= (2л)-»/• Я» С е~" *' R «» 9 sin 6 Од = К 2л | ft |

Таким образом, Н = (2t)~1 V2ii dSt при * > 0, и
г ) ^ )ds

Аналогичное представление справедливо при t < 0. Отметим,
что v = ut тоже удовлетворяет (186) с начальными условиями
v(x, Q)=g(x), vt(x, 0) = 0. Таким образом, решение (186) с на-
чальными данными f, g(zC?(R3) можно представить в виде

" &• ' ) = ш I s (х+У) dSt (y) + 4t(mU{x+y) dSt
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откуда немедленно вытекает принцип Гюйгенса для начальных
данных класса С".

Теперь предположим, что Ф = </, g > € ^ u c носителем в ком-
пактном множестве К, и пусть 2,—множество, где в соответствии
с принципом Гюйгенса сосредоточено и (х, t). Пусть /С(8> и 2^ '
суть множества К и 2 } с присоединенными к ним точками, на-
ходящимися от них на расстоянии меньшем е. Тогда существует
последовательность Фл = </„, р„> пар С"-функций с носителем в
/С<8\ такая, что ф„ — Ф в 5£„. Поскольку Wo (t) — унитарная
группа, Wa (t) ф„ -— Wo (t) ф и, в частности,

R>

Согласно лемме о принципе неопределенности (§ Х.2),

I * К г

<4r«f \V{u(x, t)-un(x,t))\*dx,

(216b)

так что в каждом шаре радиуса г некоторая подпоследователь-
ность последовательности {и„\ поточечно почти всюду сходится
к и. В итоге и равно нулю вне Ще\ поскольку там равно нулю
каждое ип, но тогда из произвольности е следует, что и сосре-
доточено в S f . | .

Следствие. Предположим, что supp </, g> содержится в шаре
радиуса г Тогда

и(х, 0 = 0 при <\x\>r + t, (217а)
u(x,t) = 0 при | * | < Ml — r - (217b)

Равенство (217а) выражает конечность скорости распространения
возмущения и справедливо в пространстве любой размерности.
Равенство (217Ь) есть переформулировка принципа Гюйгенса,
справедливая только при нечетных размерностях начиная с 3.

Введем теперь два подпространства:

D+ = {ср <= Жй| и (х, t) = (Wa (0 ф), = 0 при | х|< t. t > 0},
«(*, 0 = (We (0 <p)i = 0 при | j f | < —<, ̂ < 0 } .

Проверку того, что D + есть уходящее пространство, проведем
следующим образом. В силу унитарности W0(t) и неравенства
(216Ь), подпространство D+ замкнуто. Для проверки (i) заме-
тим, что если q>£.D+, то

(Wo (0 Wo (s) Ф), - (IT. (/ +в) Ф), = « (*,
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так что (W0(t)Wo(s)(f>)l=:0, когда * > 0 и | x | < f + s. В итоге
если s ^ O , то W0(s)<p£D+. Далее, предположим, что ty £
€ Л № 0 (s)[D + J. Поскольку для q>£D+ справедливо включение

s

Wo (s) Ф ) , с R»\{x € R81 M < s},
принадлежность \|э подпространству W0(s)[D+] при всех s > О
означает, что (ф), г= 0. Но для <р€ £*+» кроме того, (d/dt)(W0 {t) ф),=
= (^о(Оф)2. так что и (г|э),= 0. Таким образом, i|>s=0, что
дает (ii). Наконец, заметим, что при условии supp ф с {х\ | х \ ̂  R},
в силу (217b), W0(R)(f>£D+, так что (J Wn(t)D+ содержит все

начальные данные класса С с компактным носителем, и потому
выполнено (iii). Доказательство того, что D_—приходящее под-
пространство, аналогично. В итоге, в силу теоремы XI.82, для
Wa(t) существуют приходящее и уходящее трансляционные пред-
ставления.

На практике желательно иметь трансляционное представле-
ние для We(t), которое одновременно и уходящее и приходящее,
а также как можно больше конкретной информации о свойст-
вах этого представления. По этой причине нужное представление
строят непосредственно, не обращаясь к теореме XI.82. Прямое
построение можно провести, если заметить, что для каждого
CT£R И ffl^R* с | ю | = 1 обобщенная собственная функция опе-
ратора

о
отвечающая собственному значению +о, имеет вид

Фа.,
/ 1 \

\-taJ-
Подобно тому, как это сделано в § 6, введем

/•(а, (й) = (2я)-*/ г(Л Фа.ш)*,.

где / € С" (RJ) х С~ (R8). Отображение f* можно рассматривать
как функцию на R со значениями в iV = L a(S 2), и легко пока-
зать, что соответствие ft—>-/:# задает изометрию $ta в L1 (R; L* (S*)).
Более того, эта изометрия унитарна, а поскольку

(AJ)* (ст, со) = (/!„/, Фа< (0) = (/, Л о Ф а . J = а (/, фа, J =,of* (а, со),

она переводит оператор Ао в оператор умножения на ст. Сделав
обратное преобразование Фурье по переменной ст, можно пред-
ставить Жа как L2 (R; L»(52)), a Wo (t) как правый сдвиг. Правда,
при таком преобразовании на первый взгляд не видно, во что
переходят D + и D_. Но путем более внимательного анализа
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можно показать, что D+ переходит в L»(0, oo; La (S*)), a D_—
в L* (—оо,0; L^iS*)). Это означает, что трансляционное пред-
ставление является одновременно и приходящим, и уходящим,
a ^ s = O + ® D _ , что совершенно не очевидно в исходном пред-
ставлении. Полученное ортогональное разложение служит сред-
ством доказательства ряда аналитических свойств оператора
рассеяния, обсуждаемых дальше.

Наконец, отметим, что проведенное прямое построение транс-
ляционного представления можно использовать для независи-
мого доказательства принципа Гюйгенса.

Пример 2 (акустические волны в неоднородной среде). Рассмот-
рим первый пример, т. е. уравнения (187) предыдущего раздела,
используя подход Лакса —Филлипса. Допустим, что выполнены
все предположения о свойствах с{х), р(х), сделанные в § 10,
и воспользуемся построенными там пространствами и операто-
рами. Примем дополнительное предположение о свойствах с(х)
и р(х): пусть для некоторого г

р(*)==1, с(х) = \, \х\^г.

Пусть далее ro>r, a D+ и D _ — такие же, как в примере 1.
Положим

Заметим, что D+, D'l — замкнутые подпространства в Жй. Они
суть замкнутые подпространства и в j&Cxt поскольку функция
Ф £ 5£д обращается в нуль внутри шара В (г0) радиуса г„, если
она принадлежит D+. Отсюда

ибо нормы функций с носителями вне В (г) одинаковы. В каче-
стве J возьмем тождественное отображение.

Предположим, что <р£ С" ( R 8 ) x С " (R3) и <pgD + . Поскольку
W0{t): D+°-*D r

+" для / > 0 , получаем, что

(WB (t) Ф ) ' = - iABW0 (t) Ф = - iA.Wo (0 ф,

ибо Ао и Ах совпадают на гладких функциях с носителями вне
В (г) Отсюда, в силу единственности связи между полугруппами
и порождающими их генераторами, We (t) ф =* Wi {t) ф при t^Q,
а поскольку множество рассматриваемых ф плотно в D+, полу-
чаем, что

W, (0Ф =W0 (t)cp, Ф € О ? , t>0, (218)

и аналогично

Й 7 0 ( 0 Ф . Ф €£>!•.
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Это показывает, что Wa (t) и И?, (t) удовлетворяют требованиям
(0) и (2) теоремы XI.86. Тот факт, что выполняется требова-
ние (3), следует из уже проведенного обсуждения примера 1.
Далее, мы знаем, что Drl и D'} суть приходящее и уходящее
подпространства для W0(t). Осталось показать, что они явля-
ются приходящим и уходящим подпространствами и для Wr(t).
Тогда, в силу теоремы XI.82, будет существовать оператор рас-
сеяния S Лакса—Филлипса. А поскольку условия (0) — (3) тео-
ремы XI.86 проверены, у нас будет новое доказательство суще-
ствования и полноты волновых операторов, а отображение
( Q " ) " ^ 4 будет связано с § равенством (215).

Для доказательства того, что D+ есть уходящее подпрост-
ранство для Witf), необходимо проверить свойства (i) — (Hi),
Свойства (0 и (п) немедленно вытекают из (218) и соответст-
вующих утверждений для группы свободной динамики, доказан-
ных в примере 1. Проверка свойства (ш) значительно сложнее
II требует привлечения целого ряда различных технических прие-
мов. Кроме принципа Гюйгенса нам потребуется теорема вложе-
ния типа теорем, обсуждаемых в § XIII.14, и детальный спект-
ральный анализ оператора Аг. Наш план таков: продемонстри-
ровать эквивалентность свойства (ш) некоторой определенной
форме убывания энергии в области, где среда неоднородна,
а затем, используя свойства Аг, доказать, что такое убывание
происходит на самом деле. Поскольку из свойства (iii) вытекает
асимптотическая полнота, совсем не удивительно, что оно свя-
зано с условием убывания энергии: следует ожидать, что асимп-
тотическая полнота будет иметь место, только если любое решение
уравнения с членами, описывающими взаимодействие, в дале-
ком прошлом и будущем будет походить на решение свободного
уравнения, т. е. будет описывать волны, уходящие из области,
где среда неоднородна.

Начнем с леммы, показывающей, что в случае свободного
уравнения энергия распространяется с единичной скоростью.
Для любого R > 0 и ф = <ы, о> определим локальные энергети-
ческие нормы, полагая

Лемма 1. (а) Для любого R > 0

1 ^ в ( Л ф | 1 я > < 1 ф Ц ( в 1 г + г ' при всех
(Ь) Для любого R^> г0

+г» при всех
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Доказательство. Идея состоит в интегрировании «потока энер-
гии» через поверхность области й ( # , Г), заданной неравенством
|лг|<7? + Г —/, 0 < * < 7 (рис. XI.14). В силу закона сохране-
ния энергии, дополнительный поток энергии не может порож-
даться внутри Q(R, T), а в силу конечности скорости распрост-
ранения, энергия может перетекать только через границы области,

t

, / T N
-R-T -R R R+T

Рис. XI.14. Область Q (/?, T).

-IR5

поэтому приток IJ'lli*"1"*"' на дне должен быть больше, чем отток
Wi{T)-\\R' на вершине.

Точнее, введем

/. (*. О = у № W P WJ^MM*. О I ' + Р & ~l I v« (*. ОI •].

и положим / = <,/о. j> Как будет п о к а з а н о в дополнении к § 13,
это четыре компоненты тензора энергии-импульса. П р е д п о л о ж и м
сначала, что (p = <f,g> и f,g€C?4. Пусть и(х, t) = (Wt (t) <р\.
Обычные рассуждения типа тех, что использовались в § X. 13,
показывают, что и—бесконечно дифференцируемая функция по
л: .и t, а прямое вычисление с использованием уравнения
utt = 6*pv>p~1 \u дает равенство

Отсюда, в силу теоремы Гаусса,

<>Q< « . Г)

где о = <а0, ст> — внешняя нормаль, a dS—обычная поверхност-
ная мера. В силу неравенства 2аЬ^а?-\-Ьъ, имеем соотношение
!j(At, 0 1 ^ /о (•*• 0 в тех точках, где с— 1 например на гранях Q.
Более того, \а(х, t)\ = aa(x, t) на гранях Q, и потому на них
j ^ 0 так что

J ia(x, 0)dx, t

откуда, следует (Ь) для гладких ср. С помощью предельного пере-
хода утверждение (Ь) переносится на все <p€^i - Аналогично
доказывается (а). 1
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С помощью этой леммы можно показать, что (ш) эквивалент-
но слабой форме утверждения о локальном убывании энергии.

Лемма 2. В условиях примера 2 свойство (Ш) выполняется
тогда и только тогда, когда для всех <р £ 5£?( и всех R < оо

Нт |ИМ0фЦ{я >=»0- (219)
/ - * • сю

Доказательство. Сначала предположим, что (ш) выполнено.
Тогда для любого <p£^ i и в > 0 существуют *0 и ty£D+, такие,
что ||W\tfe)*l> —«pfli^e. Поскольку i|>€£>+, ИМ* + *„)г|э обра-
щается в нуль внутри B(R), если t > R—t0. Таким образом, для
всех t

' < e при

поскольку

Следовательно, lim || Wx (0<P||iW) = 0, ч т о a priori сильнее (219).
Для доказательства обратного утверждения предположим,

что (219) выполнено и г|з ортогонально U №, (t) Drl\ последнее
эквивалентно тому, что W-, (t) ч!р J_ Dr+ для всех t. Свободное
трансляционное представление D+ совпадает со всем L3 (/•„, оо; ЛГ),
поэтому Wa (—2/-0) Wj (0 г|з б Di° для всех i. Поскольку H7 f(—s)
и №0 (— s) совпадают на Drl для всех s ^ 0, получаем, что

Wa ( - (s + 2r.)) W, (0 ф = U7, ( - s) Й7О (—2г.) W\ (0 ф, (220)

а также что Ц70(—s)Wl(t)i!p равно нулю при | A : J < S — / • „ .
Пусть теперь задано е > 0. В силу (219), можно найти такое

t > (k-\-l)r0, что || Wl (t) г|з||(15Го> < е, и потому, в силу леммы 1,

|| We (~2r0) Wt (t) ф || Г°> < d || Wo ( -2r . ) W, (0 ip || (оЗГо> < doe,

где d0 — универсальная постоянная, связывающая две эквивалент-
ные нормы || • ||, и || • || 0. Заметим, что Wo (—s) Wt (t) \p=
= №,(—s)U?1(f)'»|> при s = 0, и, следовательно, эти два решения
совпадают при |л:| > | s | + r0, поскольку решения в таких точках
не зависят от неоднородностей внутри В (/•„). В частности,

(В70 (—2г0) W1 (t) г|з) (х) =-- (W1 (—2r0) W7, (t) -ф) (х)

для | * | > 3r0. Этот факт и приведенные выше оценки дают нера-
венство
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Пусть теперь s=t — 2r0 Поскольку оператор Wl(2r9 — t) унита-
рен, получаем (с помощью (220))

!l Wo ( - t) Wt (t) Ц-Щ , < (1 + d0) e .

Вспомним, что Wo(—O^iCO^ обращается в нуль при | л г | <
<t—r0, и выберем t>(k+l)rt; тогда

откуда, в силу произвольности е и k, заключаем, что г|>=0.
Итак, (Ш) выполняется. |

Для доказательства (219) нам нужен один результат о локаль-
ной компактности.

Лемма 3. Пусть фиксирована постоянная cv Множество Э£
всех q>^D(Aj), таких, что Ц^фЦ, +ЦфЦ:г^с 1, компактно
в | • Ц1Л)-норме при любом R, т. е. для любой заданной последо-
вательности в 9С существует подпоследовательность, сходящаяся
по || • || 5Л)

Доказательство. Пусть ср = <и, о>. Условие леммы говорит о том,
что

\В\и | |^ + || S t«||^+ «^11^ +11 v\\l
с некоторой сг. Отсюда € помощью условий (190) легко полу-
чить, что

для всех ф из исходного множества X. В силу следствия 1 теоремы
XIII.74, множество всех v£L2, удовлетворяющих условию
|!Vu||I + ||f I f ^ c , , компактно в локальной норме Ц w || ̂ Л |; анало-
гично, множество всех и, удовлетворяющих неравенству
| | Д и | | + | | у « | ! ^ с 2 , компактно в локальной норме ||У«]12Л). Таким
образом, Ж компактно в локальной норме || • \\<,R\ а следова-
тельно, и в | | - | | i R > , поскольку эти нормы эквивалентны. |

Наконец, нам нужны сведения о спектре Аг.

Лемма 4. Спектр Ал абсолютно непрерывен.

Доказательство. Это утверждение будет правильным, если спектр
В\ — — с(х)2р (х) V-p (х)'1 V в LpC (IR3) абсолютно непрерывен.
В\ унитарно эквивалентен оператору

ВJ =- — (с (х)* р {х))1'* о v • р (х) ~1 V о (с (Jfc)2 p (*)) V*

в L a(R 3). В теореме XIII.62 будет доказано отсутствие собст-
венных значений у такого оператора. В теореме XI.45 уже
была доказана ограниченность матричных элементов резоль-
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венты на плотном множестве векторов при приближении к вещест-
венной оси. Этот факт означает отсутствие сингулярного спектра
(теорема XIII. 19). |

Теперь мы готовы завершить доказательство выводом свойства
(ш). Пусть y£D(Ax). Рассмотрим множество ЭСу = {Ux (t) ц> |
*£К}. Поскольку

{АгЩ (t) <р \t +1| Ux (<) Ф || j = || А1Ф || х +1| Ф || l f

<ЭСЧ компактно в || • || V^-норме (лемма 3). Более того, спектр Ах

абсолютно непрерывен, и потому (Ux (t) ф, -ф)х —• 0 при t—>.+оо
для всех ф, д|з в силу леммы Римана—Лебега. Отсюда следует,
что любая предельная точка в || • || ̂ '-топологии должна совпа-
дать с нулем, так что, в силу компактности,

lim | i y , ( 0 9 i ! R ) = 0.

Поскольку область D (Лх) плотна в &£х, а операторы Ил (t) уни-
тарны, это же равенство справедливо для всех фб-S^i и всех
R > 0, что в силу леммы 2 доказывает (ш). Подведем итоги

Теорема XI.88. Пусть с(х) и р(х) — гладкие функции, выхо-
дящие на константу вне некоторого компактного множества
и удовлетворяющие (190). Тогда D+ и Drl суть уходящее и
приходящее подпространства для Wt (t) = e~itAi на &£lt так что,
в силу теоремы XI.82, существует оператор рассаяния Лакса—
Филлипса. Далее, для любого оператора отождествления
J: ffl0 -~*ЖХ, равного тождественному преобразованию на D±\
волновые операторы Q* (Ло, Ах\ J) существуют, полны и связаны
с оператором рассеяния Лакса — Филлипса формулой (215).

Здесь следует отметить важные различия между подходом
Лакса—Филлипса и теорией § 10. Для того чтобы построить
оператор рассеяния Лакса — Филлипса, нужна абсолютная непре-
рывность всего спектра оператора А{, после проведения допол-
нительной работы (теорема XI.115) можно ограничиться требо-
ванием непрерывности спектра. Для большинства дифференциаль-
ных операторов (кроме случая постоянных коэффициентов, когда
можно применять преобразование Фурье) исключение точечного
спектра представляет собой трудную задачу (см. теорему XIII.62).
Таким образом, подход Лакса —Филлипса требует весьма деталь-
ного знания свойств генератора группы, описывающей динамику
со взаимодействием. В теории Като — Бирмана из § 10 такого
детального знания не нужно. Конечно, при этом мы получаем
и более слабый результат: R a n Q + = ^ f a c ( / 4 1 ) = RanQ", а не
равенство 5? а с (Л 1 ) =*ЖХ. Но для построения оператора рассеяния
достаточно только равенства R a n Q + = RanQ~.
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Вернемся теперь к абстрактной теории и изучим свойства
операторов рассеяния 5 и S = ,FSiF~ l в L* (R; М).

Предложение. Пусть D+ и D_ — уходящее и приходящее под-
пространства для унитарной группы U (t) на .5? Тогда:

(a) оператор рассеяния S в L*(R; N) коммутирует со сдвигами;
(b) если D+ и D_ взаимно ортогональны, то

5: Z.» ( — оо, 0; N) — L* (— оо, 0; N).

Доказательство. Пусть Э1±—отображения Ж, U (t), D± на их
уходящее и приходящее трансляционные представления. Тогда

5 7 , (s) = Я+Я21Т, (s) = a,+ U (s) 9TJ = Т„ (s) 54+51I1 = Ta (s)S,

где 7\(s)—сдвиг на s единиц. Это доказывает (а). Доказатель-
ство (Ь) тоже просто. Действительно, если / £ L% (— оо, 0; N),
то &tz1f£D_, и, поскольку D_ ортогонально D+, получаем, что
Sf — SA+dlZ1! ортогонально M+D+. Но 5l+£>+ =L* (0, оо; N), так
что Sf£L*(— оо,0; # ) . I

Как мы уже отмечали, если выполняются условия (0) — (3),
то D+ и DC* — ортогональные уходящее и приходящее подпрост-
ранства для U (/). Некоторые свойства аналитичности .§ выте-
кают из следующей общей теоремы.

Теорема Х1.89. Пусть N —сепарабельное гильбертово прост-
ранство и Т—ограниченный оператор в L2(R; N), коммутирующий
со сдвигами и переводящий L*(—оо, 0; N) в себя. Тогда
f' *з£¥Т¥~х действует в L a(R; N) как оператор умножения на
3? (Л/)-значную функцию t (a):

. (221)

Далее, существует 3 (Л/'^значная функция t(a + iy), аналитиче-
ская по норме в открытой верхней полуплоскости и такая, что

(a) 14° + 4/)|j*fcAo<imi. *€R, У>0;
(b) t(a-\-iy) слабо сходится к t(а) для почти всех a £ R при

У Ю.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай N — C. Предполо-
жим, что Т — оператор в L8(R; С), коммутирующий со сдвигами.
Прежде всего мы утверждаем, что выполняется (221) Если это

так, то t$L" и ||*L=Hf|| = |71.
Существуют два различных способа доказательства (221).

Во-первых, заметим, что Г —линейное отображение if (R) в Z,a(R).
Поскольку Т коммутирует со сдвигами, легко проверить, что Т
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на самом деле есть непрерывное отображение <Sf (R) в С°° (R).
Таким образом, в силу задачи 9 к гл. IX, существует обобщен-
ная функция т£<^", такая, что

для всех /€eS"(R). Следовательно, существует обобщенная функ-
ция tG<&",такая, что (221) выполняется для всех /€<#*• Поскольку

мы заключаем, что £ —ограниченная функция и (221) справед-
ливо для всех / £ L 2 ( R ) . При втором способе доказательства
выводится перестановочность Т с операцией умножения на е1аа

при всех а исходя из перестановочности Т с операцией сдвига.
С помощью предельного перехода это утверждение переносится
на операцию умножения на любую ограниченную измеримую
функцию Равенство (221) в таком случае сразу же следует из
теоремы XIII.84.

Первый шаг в доказательстве аналитичности —показать, что
носитель т лежит в (—оо, 0]. Пусть / — положительная функция

из Ci*(—оо,0), такая, что ^ j (x)dx=l. Определим /«(*) =
« б" 1 / (ж/6), тв = т*/ и . Тогда

переводит L* (—оо, 0) в себя. Если показать, что носитель каж-
дой функции тб лежит в (— оо, 0], то же будет справедливо и
для носителя т, ибо т.3—• т. Таким образом, достаточно доказать
нужное свойство носителя для бесконечно дифференцируемой
функции т. Предположим, что т(а)ФЬ для некоторого а > О
Тогда можно найти такие б и 0, что Re(emx (л:)) > О для всех
я € ( а — б, а + б). Пусть % - характеристическая функция интер-
вала (—б, 0); тогда Re{ei(] (т*х) (х)\ > {> Для х (= (а, а + б), что
противоречит предположению об инвариантности L* (—оо, 0)
относительно Т. Таким образом, носитель т лежит в (—оо, 0].

Поскольку носитель т лежит на полупрямой, из теоремы IX. 16
следует, что t есть граничное значение (в смысле обобщенных
функций) аналитической функции t{a-\-iy) в верхней полупло-
скости, удовлетворяющей неравенству

с некоторыми С, Nt и Мг. Мы хотим показать, что t ограничена
в верхней полуплоскости, причем I K L < | ! T | . Пусть ге (х) =
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ix). Введем

(о + iy) = (2я)~ ч* \ тв (л:) е~{ 1о+<*" xdx =

Тогда tt (• +iy) —• t (• -f- ty) поточечно при фиксированном у > О,
так что достаточно получить неравенство ||*е (• + t'i/)L ^l l^ l l Для
любых е и у. Но поскольку т есть обобщенная функция умерен-
ного роста, она равна iV-й производной некоторой полиномиально
ограниченной непрерывной функции h. Следовательно, te — целая
функция и

Пусть б > 0 —малое заданное число. Определим

' 8 . б (o + iy) — (I -I6{o + iy))-"tt {a + iy).

Если У > 2 б - Ч - 1 , то при всех б

+ \о+(У\ 2
^ = 6

для всех а, так что

Поскольку £Е.а ограничена, по теореме Адамара о трех прямых
получаем неравенство

I I U {-+iy) L < I I Т ^-У'У [С (2/6)«]У>У

для каждого у, для которого 0 < у < Y. Фиксируя у и устрем-
ляя У к бесконечности, получаем

Наконец, полагая б —<- 0, а затем е —•• 0, получаем, что || t(- -
< || Т || для любого у > 0.

Непрерывность на вещественной оси вытекает из общего
результата комплексного анализа, который мы сформулируем
после окончания доказательства теоремы.

Пусть теперь W — произвольное гильбертово пространство.
П р и ф, i ] € W

отображает L2(R) и L a ( — о о , 0) в себя. Поэтому, в силу резуль-
татов, относящихся к рассмотренному только что скалярному
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случаю,

где £Ф, п (о-hiУ) аналитична в верхней полуплоскости, имеет
fq,, n(or) в качестве граничного значения и удовлетворяет нера-
венству

в замкнутой верхней полуплоскости. Поскольку отображение
<ф, т]> >—*• Тф,п полуторалинейно, таково же отображение <ф, т]>»—*•
>-*• К. п (ст +'У) Д л й каждого а и у^О. Таким образом, в силу
леммы Рисса, для каждой точки a + iy существует ограниченный
оператор t (a + iy) на N, такой, что

tv, л (о + iy) = (ф, t (a + iy) r\)N.

При этом операторная функция t{a-\-iy) слабо аналитична и
W7W~X есть оператор умножения на t (а) в L* (R; Л )̂. Анали-
тичность по норме выводится из равномерной ограниченности
Щ а + п/)|| с помощью методов, основанных на теореме VI.4
(задача 123). Поскольку поточечным пределом *Ф,л (<* + '#) при
0+0 для почти всех о служит £ф( л(о), пределом t(a + iy) в сла-
бой операторной топологии на Af для почти всех а служит t(a). |

Непрерывность t(a + iy) вплоть до вещественной оси, упомя-
нутая в приведенном выше доказательстве, вытекает из следую-
щего утверждения (см. ссылки в Замечаниях).

Лемма (теорема Фату). Если F (z) — аналитическая в верхней
полуплоскости функция и

sup С | F (х + iy) \P dx < оо
у > о J

для некоторого р > 1 (допускается р = о о ) , то для почти всех
к g R существует

lim F (x+ iy) = [{x),
| 0

причем f£LP и F(• +iy) —>-/(•) в смысле обобщенных функций.

Применяя теорему XI.89 к интересующему нас случаю, по-
лучаем

Следствие. Предположим, что существуют ортогональные ухо-
дящее и приходящее подпространства для унитарной группы U (t)
на гильбертовом пространстве Ж. Тогда существует J3? (Л0-знач-
ная функция s(o-hiy) на замкнутой верхней полуплоскости,
такая, что
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(1) значения s{a-\-iO) почти всюду унитарны;
(2) s(a-My) аналитична по норме в открытой верхней полу-

плоскости, и

(3) s(o + iy) сильно сходится к s(a) почти всюду при
для всех /gL 2(R; N)

причем S переводит &С\ (R; N) в себя.

Доказательство. Все перечисленные утверждения, кроме сильной
непрерывности вплоть до вещественной оси, немедленно вытекают
из теоремы XI.89 и предыдущего предложения. Сильная непре-
рывность обусловлена слабой непрерывностью, поскольку

s(a-Mi/)<p — s(a)<p|g,=
= 1 s (a + iy) ф ||iv — (s (a -f iy) <p, s (a) ф)д,—

—(s(o)<p, s(o + iy)(p)N+1s(o)(p$h-+ 0,

ибо ||s(a + t | / ) | | ^ l = | | s ( a ) | | . |

Так же как и в квантовомеханическом случае, обсуждав-
шемся в § 7, для приложений весьма важны свойства аналити-
ческого продолжения оператора рассеяния. Поэтому нужны общие
методы изучения s(z). Поскольку на вещественной оси значения
s{z) суть унитарные операторы, естественно попытаться продол-
жить функцию s (z) в нижнюю полуплоскость с помощью формулы

s(z) = [s(i)*]-\ 1тг<0.

Но для того чтобы эта формула приводила к цели, нужно чтобы
нуль лежал в резольвентном множестве s(z), т. е. чтобы s(z)
была регулярной. Для проверки этого свойства Лаке и Филлипс
ввели специальную полугруппу.

Пусть 3 ? = ( D + 9 D . ) - L и Рус— ортогональный проектор на ЗС.
Введем

)P^, t^O. (222)

Ясно, что Z(t) есть сужение динамической группы на состояния,
которые не являются ни приходящими в прошлом, ни уходя-
щими в будущем, поэтому не удивительно, что Z (t) содержит
сведения о резонансах. Также ясно, что Z(t) есть сильно не-
прерывное семейство сжимающих операторов." Более того, если
Ф, ф€Э^ и t, s ^ O , то U(t)<p€D±; и U (— s)ty€D± (поскольку
LJ (/) оставляет D ± инвариантными при ± ^ > 0 ) . Итак,
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поскольку Рж — />_/> + , где Р + (соответственно />_) — проектор
на ортогональное дополнение к D+ (соответственно к D ). Экви-
валентно, P^U(s)P^U(t)P^ = P^U(s + t)P^, или Z(t)Z(s)=
=Z(t + s). Таким образом, Z(t) — сильно непрерывная полугруппа
сжатий на Ж, и потому в Ж существует m-аккретивный опера-
тор В со спектром a(B)cr{zc:CJ Re z > 0}, такой, что Z(<) = e~ s t.
Поскольку спектр U (t) абсолютно непрерывен,

(Z (t) ф, ф) — 0 при t — оо. (223)

Более того,
P+U(t)P_, t^O. (224)

В самом деле, из инвариантности D+ относительно U(t) выте-
кает равенство P + U(t)P+ = P+U(t), а поскольку V (—t) остав-
ляет инвариантным D_, то P_U (t) P_ = U (t)P., и потому

Полугруппа Z(t) важна из-за того, что резольвентное множе-
ство оператора В просто связано со свойством обратимости s(z).

Теорема XI.90. Пусть D+ и D_—ортогональные уходящее и
приходящее подпространства для унитарной группы U(t) на
гильбертовом пространстве Ж. Пусть полугруппа Z[t) = е~1Я

определена с помощью (222). Тогда если Re г > 0, то z € Р (В)
в том и только том случае, когда s(iz)—регулярный оператор.

Дадим набросок доказательства того, что s (iz0)* обладает
нулевым собственным значением тогда и только тогда, когда ze

есть собственное значение В. По определению,

x € L a ( - ° o , 0; Л0; 5 i _ x € ^ ( 0 , «,
%€L4-°o, 0; N); S(54_x) = 5i+X €SLM0, оо; N)\.

Таким образом,

Пусть далее Z+ (t)~ 9l+Z(t)3l+l. Заметим, что для

т. е. если /€Э^+> то

| f{s — t) при

~ \ 0 при s > 0.

Далее, Вх=гох тогда и только тогда, когда Z(t)x = e~z«tx. Более
того, /(s — t) = e-*°lf(s) ( s^O) тогда и только тогда, когда

' п при некотором п£ N. Итак, z0 есть собствен-
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ное значение В тогда и только тогда, когда e*»sx<-...o)(s)/t = /,
лежат в 9С+ при некотором n£N. Поскольку /„ очевидным
образом лежит в L*(—оо, 0; N), то fo€9C+ тогда и только
тогда, когда 5*/ 0^L*(0, oo; N). А это справедливо тогда и только
тогда, когда s(z)mf0(z) аналитична в нижней полуплоскости.
Но /0(г) = (2я)~ х/ г (г 0 — iz)~ l п имеет полюс в точке z = — iz,,
так что s(z)*fo(z) аналитична в нижней полуплоскости тогда и
только тогда, когда s(tz0)* п = 0. Этим завершается доказатель-
ство одной части теоремы XI.90 и выясняются причины того,
почему она верна в целом.

Пример 3. Для иллюстрации теоремы XI.90 рассмотрим про-
стейший пример. Пусть U (t)—сдвиг на L2 (—оо, оо). Фикси-
руем /•„ > 0, и пусть D + = L1 (го, оо), D_ = L2(— оо, — г0). Тогда
D+ —уходящее, a D_—приходящее подпространства. Простая
выкладка показывает, что S=U(—2г0) и s(k) = e*ikr«. Функция
s—целая, D + и D_ ортогональны, и 9C=L2(—r0, r0). Ясно,
что Z(t) = O, если t > 2г0. В частности,

продолжается с R e X > 0 до целой функции. Таким образом,
o(S) = 0 , как и требуется теоремой XI.90.

Теорема XI.90 сводит вопрос об аналитичности к изучению В.

Теорема XI.91. Предположим, что для некоторых положитель-
ных Т и k оператор Z(T)(k + В)'1 компактен. Тогда спектр В
чисто точечный, а функция s(z) голоморфна на вещественной
оси и имеет мероморфное продолжение в нижнюю полуплоскость
с полюсами в каждой точке г, для которой iz£o(B).

Идея доказательства этой теоремы основана на применении
теоремы об отображении спектра (теорема VI 1.1), из которой
выводится, что спектр В чисто точечный. В силу теоремы XI.90,
оператор s (г) обратим в любой точке верхней полуплоскости,
исключая те г, для которых iz есть собственное значение В.
Таким образом, функция

s (г) = [s (?)•]"*

аналитична в нижней полуплоскости, за исключением точек г,
для которых iz есть собственное значение В. В силу приведенного
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выше выражения, s(z) может иметь только полюсы, поскольку
s(z)* может иметь только нули конечного порядка. Наконец,
в силу (223), у В не может быть собственных значений с Rep. = O.
Отсюда следует, что (s(z)*)"1 аналитична в открытом множестве
под вещественной осью. Поскольку ^(г) и (s(2)*)~* имеют оди-
наковые ограниченные граничные значения при подходе к веще-
ственной оси сверху и снизу, они служат, согласно принципу
симметрии Шварца, аналитическим продолжением друг друга.
Таким образом, s(z) аналитична в окрестности вещественной
ее и и мероморфна в нижней полуплоскости.

Полные доказательства теорем XI.90 и XI.91 можно найти
в ссылках, указанных в Замечаниях.

Пример 4. Цель этого примера — показать, каким образом можно
на практике проверять предположения теоремы XI.91. Мы рас-
смотрим рассеяние на препятствии Q с гладкой границей и усло-
виями Дирихле на ней, обсуждавшимися в примере 3 § 10, и
будем пользоваться введенными там обозначениями. Роль опе-
ратора А, в этом случае играет лапласиан ИГ, D ИЗ § XIII.15.
Отсутствие у него сингулярного спектра будет доказано в допол-
нении к этому разделу. Зная этот результат, анализ примера
2 можно распространить на интересующий нас сейчас случай.
Лаке и Филлипс при решении этой задачи не требовали заранее
отсутствия сингулярного спектра. Вместо этого они более слож-
ным методом проверяют (3), а затем выводят отсутствие этой
части спектра из теоремы XI.82. Описываемый здесь подход
можно использовать также при проверке предположений теоре-
мы XI.91 в случае рассеяния в неоднородной среде (пример 2),
но все доказательства при этом становятся более сложными
ввиду того, что естественный оператор отождествления не изо-
метричен (задача 124).

Как и в примере 1, D_ и D + суть приходящее и уходящее
подпространства для группы W0(t) свободного движения. Возь-
мем г0 таким, чтобы шар В (/•„) содержал внутри себя Q, и опре-
делим

Поскольку функции из D+ и Di° обращаются в нуль в В (г0),
D+° и D- суть подпространства .%•„, изометрически вложенные
в $?*. Можно показать, что D+ и DrJ суть уходящее и' прихо-
дящее подпространства для Wt (t) на &€х и что выполнены усло-
вия теоремы XI.86. В частности, DC? ортогональны. Пусть Р± —
проекторы на (£>£)х в Жг. Введем Z [t) = PrjW1{t) Pi". Предпо
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ложим, что Ф € - ^ 1 И ( I > 0 . Тогда, в силу (Х.98),
о»

Z (2г0) (ц + 5 ) - Х Ф = S е- *'Z (* + 2г0) фс(* =
о

t (2r0) J е - "'IF, (О />L«q*H = ̂  * ^ i (2г.) (»> -
о

t (2r0) Р'_° (tn - i4i)-* Р1*Ф — (225)

(2г.) - Го (2г.)] РГ1 (щ - ЛО" 1 />i'q> = (226)

- f/»V [B^t(2г.) - Г о (2г.)] (*ц - Л,)" 1 Р'.'ф. (227)

Равенства (225) и (227) справедливы благодаря тому, что
PrjW1(t)PrJ=Wl(t)PrJ при / > 0 , откуда вытекает равенство

Р1' (»ц — Aj)~l Pr2 = (in — Л,)" 1 Р1%

a (226) выполняется в силу того, что P + tt?0(2re)Pl* = 0. Чтобы
в этом у'едиться, заметим, что вектор РС!/£<^о ортогонален D-
в S%u для любого / 6 ^ i в силу изометричности вложения ЗСХ

в Жй. Таким образом, носитель P'jf в трансляцно!даом представ-
лении лежит в (—г„, оо). Следовательно, носитель предста-
вителя W0(2r0)Prll лежит в (г0, оо), откуда вытекает, что

ИР, (2г.)/>!•/€ £>+•
Теперь для любого g^SVi

W0{2r0)g-Wl(2r0)g = 0 для | J c | > 3 r e ,

поскольку скорость распространения возмущений равна единице.
В итоге, используя равенство 1 ̂  L = i'Ф L» можно провести сле-
дующую оценку:

1°Ф ||(о6Го) -

где через || • | ( Л ) обозначена часть нормы внутри шара радиуса R
и использованы часть (а) леммы 1 в примере 2 и аналогичный
результат для >Wt (t) (его доказательство аналогично проведен-
ному выше). Для ч|) = (»>—Л1)~ 1 ф, где | Ф ( ^ 1 , справедлива
оценка

IЛЧ» Hi + J Ч>Hi < I Al {1ц - AJ-* \х Л

W, (2г.) ( i > -
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Таким образом, используя следствие 2 теоремы XIII.74, мы "ви-
дим, что множество таких ip компактно в |1- fl1,5'»'-норме. Значит,
Z(2rQ) (\i 4- В)" 1 — компактный оператор, и потому условия теоре-
мы XI.91 выполнены.

Этот пример детально изучен, и относительно него известна
масса подробностей. Например, ц£а(В) тогда и только тогда,
когда приведенное волновое уравнение

Ду— ц.2о = 0, о = 0 на 3D, (228)

имеет решение у, такое, что пара <t>, —ЦУ> является в конечном
счете уходящей, т. е. W0(p)<v, —\iv>£D+ для достаточно боль-
ших р. Детальному изучению соотношений между такими соб-
ственными значениями и геометрией препятствия посвящено
большое число работ. Наконец, оператор рассеяния 3 имеет
следующий вид (напомним, что W = L*(S2)):

(S/) (а, со) = s (а) f (а, со) = f (а, ш) - - g - J k(Q, со; а) / (а, 9) d9,

где А (в, со; о) — аналитическая функция своих переменных, свя-
занная с асимптотическим поведением решений (228). Эта связь
аналогична связи между квантовомеханической Г-матрицей и
асимптотикой решений уравнения Липпмана —Швингера.

Примеры 1, 2 и 4 ясно показывают, что метод Лакса — Фил-
липса наиболее естественно применим в случае классических
волновых уравнений, для которых справедлив принцип Гюй-
генса, т. е. в пространствах нечетной размерности, большей еди-
ницы. Однако эту же теорию можно с успехом применять и в ряде
других случаев (см. ссылки в Замечаниях).

Пример 5 (приложение к уравнению Шредингера). В качестве
последнего примера мы обсудим, каким образом теорию Лакса—
Филлипса можно применить к изучению рассеяния, описываемого
уравнением Шредингера

Основная идея состоит в применении принципа инвариантности
для волновых операторов к волновым операторам классической
системы, описываемой уравнением

и(х, 0) = /(*), ut(x, 0) = g(x).

Мы не получим здесь ни одного результата, касающегося кванто-
вомеханического оператора рассеяния, который не был бы уже
найден с большей общностью в § 4, 6 и 7, но весьма интересно
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прийти к этим результатам новым способом. При этом подчерк-
нем, что для применения теории Лакса — Филлипса нам потре-
буется подробная информация о спектре оператора — Д + 1Л

Пусть V (х)— потенциал с компактным носителем в Rs и
V£L*(R3), V{x)^0. Прежде всего нам нужно решить (229). Это
можно сделать по аналогии со случаем неоднородной среды.
Поскольку V £ L2, этот потенциал —Д-ограничен (см. теорему X. 15),
так что—Д+У(х) самосопряжен в существенном. Далее,

((—Д + ЮЛ, * ) > ( — ДА, А)>0,

так что если S f = У — Д -f V, то || Вг1г | 4 !> \ BJi |4. Более того,
Жг za [D (Bi)] ф I я (R8) == f̂0, поскольку области определения — Д
и—ДЧ-V как форм совпадают. Как и раньше, если определить

О

то первая компонента Wt (t) </, g> будет слабым решением (229)
и классическим решением, если /, g и V достаточно гладки.

Проверка условий (i) — (Hi) проводится так же, как и в при-
мерах 2 и 4. Выберем г„ таким, чтобы шар В(г„) содержал внутри
себя носитель V(x). Введем /: 3%0—+3tx как тождественное пре-
образование на тех Ф€5?О> носители которых лежат вне В(га),
и как произвольную ограниченную инъекцию на ортогональном
дополнении к множеству таких <р. Наконец, пусть D + = W0(rB)D+

и Di'=W 7

0(—r e)D_. Как и в предшествующих примерах, свой-
ства (i) и (п) группы 11Л (/) и ортогональность Dr+, Dr2 вытекают
из соответствующих свойств W0(t). Таким образом, если дока-
зать (ш), то будут проверены все условия теоремы XI.86. Для
доказательства (Ш) заметим, что решения (229) описывают рас-
пространение волн с единичной скоростью, так что по-прежнему
справедливы леммы 1 и 2 примера 2, так же как и утверждение
о локальной компактности из леммы 3. Таким образом, остается
только показать, что спектр —Д -\-V абсолютно непрерывен, а это
делается при помощи тех же теорем, что и в примере 2. В итоге,
в силу теоремы XI.82, у нас есть операторы рассеяния Лакса —
Филлипса S, S, S, а, в силу XI.86, й± существуют, полны
и выполнено соотношение (215).

Рассуждения, подобные тем, что использовались в примере 4,.
доказывают компактность Z (2г0) (ц + В)"1 при Re jx > 0, где Z (t)=
= P + Wt(t) Р_, а В — генератор этой полугруппы. Таким обра-
зом,' (S/) (a) = s(ff)/ (а) для всех /£L a(R; 5s), где s(a) меро-
морфна во всей комплексной плоскости (с полюсами в качестве
особенностей) и аналитична на вещественной оси и в верхней
полуплоскости.
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Заметим, что для всех начальных данных Ф £ С ~ ( R 3 ) X C ~ (R.3)
и достаточно больших | / |

Wi ( - t) JWa (t) ц: = Wt ( - t) Wo (0 ф,
причем зависимость от t отсутствует. Так же как в примерах
2 и 4, это вытекает из выполнения принципа Гюйгенса для Wя (t).
С помощью теоремы XI.23 можно установить, что существуют
сильные пределы

Q=t = s-lim e"A'ie-itAK

равные уже введенным волновым операторам «при действии на
функции ср€£[о. »)(/4и). Но

/_д 0 \ f f—A + V 0 \
Ai=\ о - д ; и А1=\ о ~A+vJ-

Таким образом,

Q ± = / Q f ( _ A + l/, - Д ) 0 \
\ О QS± (_A4-^, -A))'

Следовательно, волновые операторы Шредингера существуют
и полны.

Дальнейший анализ показывает, что слои 5-оператора Шре-
дингера имеют вид

где s(») суть 3 {L1 (5а))-слои оператора 5 Лакса—Филлипса_. Из
обсуждавшихся выше свойств s(-) вытекает, что ei2r'Es{\/rE) —
мероморфная функция на двулистной римановой поверхности,
аналитическая на «физическом» листе с полюсами на «нефизи-
ческом» листе.

Прежде чем закончить обсуждение этого примера, полезно
сделать несколько замечаний. Во-первых, для того чтобы при-
менить метод Лакса — Филлипса, нам потребовалось довольно
много непростых сведений о системе со взаимодействием, а именно
сведения о спектре оператора —Д + К. Во-вторых, мы изучили
только случай потенциалов V£L2, неотрицательных и имеющих
компактный носитель. Ограничение V£La не слишком серьезно.
Второе ограничение можно снять, обобщая изложенное выше.
Условие V ^ 0 понадобилось для того, чтобы был определен
квадратный корень из оператора —'A + V Но если V£L2 имеет
компактный носитель, то — Д + К имеет не более конечного числа
отрицательных собственных значений (теорема XIII 6), и на допол-
нении к подпространству, натянутому на соответствующие собст-
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венные функции, —Д-fV неотрицателен. Применяя уже описан-
ную технику, можно убедиться, что, как и следовало ожидать,
функция e~iir>Es(V E) имеет дополнительные полюсы на физи-
ческом листе точно в отрицательных собственных значениях.
Третье ограничение — компактность носителя V—самое серьезное,
поскольку считается, что в природе такие потенциалы не
встречаются. И наконец, для всего, что мы делали в этом раз-
деле, было важно, чтобы системы со взаимодействием и без
совпадали вне ограниченных областей.

Дополнение и § Xl.11. Прием скручивания

В этом дополнении мы хотим показать, что сингулярный спектр
лапласиана Дирихле // r : D

 B области, внешней к ограниченной,
пуст Мы воспользуемся методом (прием скручивания), примени-
мым и во многих других случаях; см. ссылки в Замечаниях

Теорема Х/,911/^ Пусть Г — замкнутое ограниченное множе-
ство в R", такое, что К " \ Г связно. Пусть Нг- о—лапласиан
Дирихле, определяемый в § XIII.15. Фиксируем а > 0. Пусть
ХдП— гильбертово пространство функций / £ L2 {R"\V), для кото-
рых e Q i * i / £L 2 . Тогда существуют дискретное в R\{0} множе-
ство <£ и окрестность Л' вещественной оси R, такие, что ( # Г ; D —k*)~l

можно продолжить как аналитическую jS?(Xar>, Х(^а)-значную
функцию из области \k | Im k > 0} в N\<&. В частности, спектр
/ir:D абсолютно непрерывен

Доказательство. Поскольку К " \ Г связно, HT-.D В силу теоре-
мы XIII.56 не имеет положительных собственных значений (см.
обсуждение, предшествующее теореме XIII.57). В силу теоре-
мы XIII.20, утверждение о J?(X (

a

r \ ХТ^-аналитичности в N\$
доказывает пустоту a, i n g(#r: D). ибо в качестве Ха можно взять
плотное множество D, а в качестве [а, Ь\ — любой замкнутый
интервал, не пересекающийся с <§ Поскольку Нг. D ̂  0» а его
ядро содержит лишь нуль, у # r ; D н е т неположительных собст-
венных значений. Таким образом, если доказать утверждение
о 3? {Х{

а

Г), Х(^1)-аналитичности, из него будет вытекать абсолют-
ная непрерывность спектра.

Определим в #Т = 1 а ( К " ) ф £ 2 (К Я \Г) оператор На, полагая

Предположим, что ( Я а — f t 3 ) " 1 имеет & ( Х а 0 Х < , г \ Х .
продолжение на Л ^ а \ ^ а , где каждое множество ^ а может иметь
конечные точки накопления, но при этом для любых е > 0 и а > О
найдется такое а, что множество [<&а П (—а, а)]\{—е, е) конечно.
Тогда нужный результат получить очень просто.
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Введем оператор скручивания U на Ж так: возьмем такое R,
чтобы Гс-{дс| |дс |</?}, и такую С~-функцию и на R." со зна-
чениями во множестве унитарных 2х2-матриц, что

если \x\>2R,

ы (•*)—( Q j ), если | * | < # .

Определим U соотношением (Uty) (х) = и (х) •§ (х). Тогда {/—уни-
тарный оператор на Ж и на Х ^ ф Х 1 ^ , так что нужное свой-
ство продолжимости достаточно проверить для UHaU~l. Но Я за

UHUl T V где
|3>==<—Аф, (#r;

здесь р = — t'V, а / а и g a суть 2х2-матрицы С"-функций. Пусть
S a = a ( # r ; D + a* 4 ). Это множество дискретно (см. § XIII.14).
Согласно анализу, проведенному в дополнении к § XI.6 (см.,
в частности, теорему XI.45), {На — А2)"1 имеет 2? (Ха, Х_о)-про-
должение в Na\<£0,, причем возможные предельные точки N^
обязательно лежат в S a U{0}, поскольку (Ta— k3)'1 имеет такое
продолжение на {k\ I m A > — a, arg&=/=— я / 2 } \ 5 а . Но i n f 5 a ^
^ inf (—А + аха) стремится к бесконечности при а —* оо, поэтому а
можно выбрать таким, чтобы [<^ а П(—а, # ) ] \ ( — 8 , е) было ко-
нечным. 1

XI.12. Линейное уравнение Больцмана

В этом разделе описывается математическая модель рассеяния
нейтронного пучка малой плотности куском такого вещества,
как уран, в пустом пространстве. Эта модель имеет ограничен-
ный физический интерес, поскольку она не охватывает случаи,
выходящие за рамки простого рассеяния, например, когда число
нейтронов экспоненциально растет с течением времени (взрыв
урановой бомбы) или когда нейтронный пучок с помощью экра-
нов вынуждают оставаться в ограниченной области пространства,
заполненной ураном и графитовыми стержнями (ядерный реактор).
Однако описываемая модель весьма интересна с математической
точки зрения, поскольку в ней реализуется ситуация, когда тео-
рия рассеяния в гильбертовом пространстве должна быть обобщена
в двух направлениях: во-первых, естественным пространством
состояний становится не гильбертово пространство, а конус
в (негильбертовом) векторном пространстве, во-вторых, описы-
ваемые уравнения задают необратимую динамику, поскольку

9 Кг 3271
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квантовые аспекты проблемы на классическом уровне модели-
руются путем привлечения идей статистической физики. Кроме
того, развиваемая теория иллюстрирует естественность примене-
ния полугрупп, действующих в банаховом пространстве.

Основной динамической величиной в модели служит положи-
тельная функция п (х, v) на R8xlR3, представляющая плотность
нейтронов в точке <*, у> фазового пространства. При подходя-
щем целом No величина

n{x, v)d3xd?v
АХВ

представляет число нейтронов в области А со скоростями, лежа-
щими во множестве В. Конечно, если п(х, и)—обычная функ-
ция, то для любых А и В это число может и не быть целым;
иначе говоря, п{х, v) в действительности должна равняться

Л̂ Г1 2 b(x—xt)b(v — Vi\. Но если NQ велико (при реальных

экспериментах эта величина обычно не меньше 10м), п(х, v)
с разумной точностью можно считать функцией из ZA Поэтому
в качестве множества состояний системы естественно взять L\—
конус положительных функций на R 8 xR 8 .

Постулируемое динамическое уравнение для п{х, v) имеет вид

~п{х, v, t) = — v-vxn(x, v, t)-\-[k(x, v', v)n(x, v', t)dv' —

—oa(x, v)n(x, v, t) (230)

и называется линейным уравнением Больцмана. Чтобы понять
его смысл, решим это уравнение при нулевых k и аа. Пусть

[W, (t)n](x, v) = n(x — vt, v). ' (231)

Теорема XI.92. При каждом р € [ 1 , °°] и, в частности, при
р = 1, отображения Wo (t) задают сильно непрерывную группу
изометрий на LP(Ra), переводящих положительные функции
в положительные. Более того, в каждом LP, p < оо, множество
C~(Re) образует существенную область определения инфинитези-
мального генератора группы W0(t) и W0{t) — e-tT\ где То таков,
что при / £ С£°

7e/ = y-Vx/. (232)

Доказательство. Все сделанные утверждения, кроме утверждения
о существенной области определения и равенства (232), немедленно
вытекают из (231). Остальные два можно вывести из теоремы
Х.49, если заметить, что, в силу (231), класс Cj° левоинвариан-
тен относительно действия Wo (t), что Wo (t) f £ С" по t для / £ Q°
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и ЧТО

Таким образом, первый член в правой части линейного урав-
нения Больцмана (230) описывает свободное классическое дви-
жение группы нейтронов без рассеяния, без поглощения и без
рождения новых нейтронов. Интерпретация второго члена очень
проста. Нейтрон, находящийся в точке <*, v > фазового про-
странства, может благодаря рассеянию или какому-то процессу
рождения, например, делению, превратиться в нейтрон с другой
скоростью v или породить такой нейтрон. Полная скорость рож-
дения или рассеяния, вызываемых нейтроном в точке <*, о'>,
равна

$(*, v', v)dv. (233)

Аналогично, последний член в правой части (230) представляет
выбывание нейтронов из точки <*, t>> фазового пространства
в другие точки <*, v'y за счет процессов рассеяния или про-
цессов поглощения (например, графитовыми стержнями).

Далее мы будем налагать на k, a a и а р следующие ограни-
чения.

Определение. Будем говорить, что пара <fc, <xa> регулярна, тогда
и только тогда, когда

(i) k—неотрицательная измеримая функция на R", а ста —не-
отрицательная измеримая функция на Re;

(П) для любой точки <*, v'y функция k (х, v', • ) лежит в L1,
а ста и стр — равномерно ограниченные функции на R";

(iii) существует компактное множество DcR*, такое, что
k (х, v, v') и aa(x, v) равны нулю при x(£D.

Прежде чем приступить к изучению решений и теории рас-
сеяния для уравнения (230), мы хотели бы сделать несколько
замечаний о форме этого уравнения и о наших условиях «регу-
лярности». Уравнение (230) имеет «вероятностный», или «стати-
стический», характер, поскольку мы интерпретируем последние
два члена этого уравнения с помощью таких понятий, как «доля
частиц, рожденных, рассеянных или поглощенных» в точке <*, v>.
Появление такого статистического элемента обусловлено следую-
щими, причинами: во-первых, даже с точки зрения классической
физики, положения атомов урана хаотически изменяются в резуль-
тате теплового движения; во-вторых, в связи с тем что в своей
основе рассеяние носит квантовомеханический характер, ему
внутренне присущи вероятностные закономерности. Несмотря на
то что вероятностный характер уравнения (230) легко понять,

9»
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он вызывает ряд неожиданных следствий. Например, хотя мы
считаем, что это уравнение описывает движение собрания частиц,
каждая из которых подчиняется обратимым во времени динами-
ческим законам (уравнениям Ньютона), уравнение (230) как урав-
нение в L\ разрешимо только при положительном времени.

Причина добавления слова «линейный» в название уравнения
в том, что первоначальное уравнение, предложенное Больцманом
(для описания не нейтронов, а газов), содержало квадратичный
по и член, обусловленный рассеянием описываемых частиц друг
на друге. В пределе при малых п этот член неважен. Физически
«малость» п означает, что плотность нейтронов мала по сравне-
нию с плотностью рассеивателей и настолько мала, что позво-
ляет пренебречь взаимодействием двух сблизившихся нейтронов.
Эти предположения не бессодержательны.

Предположение об ограниченности носителей а а и а„ по пере-
менной х не обязательно для развития математической теории,
хотя весьма естественно с физической точки зрения. В Замеча-
ниях можно найти ссылки на литературу, где описывается тео-
рия рассеяния при а а и ар, лишь достаточно быстро убывающих
по х. Отметим, что сейчас а обозначает не сечение, а скорость.

Существуют три различных режима с ясной физической
интерпретацией. Первый отвечает равенству oa(x, v) = op(x, v)
при всех <*, w>£IR\ Здесь число нейтронов, покидающих <*, w>,
в точности равно числу нейтронов, попадающих в другие области
фазового пространства благодаря присутствию нейтронов в <*, w>.
По естественным соображениям этот режим называют чистым
рассеянием. Случай oa^ov называют режимом генерации, а слу-
чай oa^av — режимом поглощения.

Наконец, отметим видимое нарушение закона сохранения энер-
гии в (230). Действительно, мы не требуем, чтобы функция k
была сосредоточена в области, где |w| = |w' |; в противном случае
функция k, не будучи ни обобщенной функцией, ни мерой, рав-
нялась бы нулю почти всюду. Всю теорию можно развить, за-
менив

\k(x, v'", v)n{x, v', t) dv' на

(*, | o | Q \ v)n(x, | o | Q ' , t)dQ',

и это приемлемо в некоторых случаях при режимах чистого рас-
сеяния. Однако существует физическая причина, все-таки застав-
ляющая проводить усреднение по конечным скоростям. Действи-
тельно, ядра урана подвижны, так что конечная скорость ней-
трона зависит от начальной скорости ядер урана даже при
упругом рассеянии. Поскольку мы «усредняем» в упомянутом
выше статистическом смысле по положениям ядер урана, довольно
естественно «усреднять» еще и по скоростям.
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Решение уравнения (230) представляет собой упражнение в
теории полугрупп на банаховых пространствах.

Теорема XI.93. Пусть <£, оа> — регулярная пара. Тогда суще-
ствует однопараметрическая сильно непрерывная полугруппа W (t),
t^O, в L^R"), переводящая L\ (Re) в себя и такая, что W ( 0 =
=e~iT, причем С" (Re) есть существенная область определения Т и

(Tf)(x, v)~(TJ){x, v) — $£(*, у', v)f{x, v')dv' + аа(л, v)f{x, v).

Более того,

(c) при режиме чистого рассеяния (соответственно поглощения)
J ^ ( 0 n | i = ||n||i (соответственно ||W(O n| | !<| |nIk), n£,L%\

(d) для любого п £ L\, всех <*, У> и f > 0

n(x — tv, v) ехр | — $ cra {x—sv, v)ds\ .[W (t) n] (x, v)^zn(x — tv, v) ехр | — $ cra {x—sv, v)ds\ . (234)

Доказательство. Введем операторы Аи Аг на L1 (R*) соотноше-
ниями

(Atn) {x, v) = — J А (Л, У4, У) П (Х, у') dy', .
(Л„п)(л, у) = аа(х, у)п(х, у).

Они ограничены, и их нормы равны || ар L и j[oa IL соответственно.
Более того, если f = Т^ + А2, то W' (t) = е-'7" задается явной фор-
мулой

(W (0 п) (*, у) = п (х — fу, У) ехр < — J аа (л: — sv, У) ds > .(235)

Поскольку T^Tt + Ai + At, из теоремы Х.50 следует, что Т
порождает экспоненциально ограниченную полугруппу, что любая
существенная область определения Т„ служит существенной
областью определения для Т и что D (Т) ~ D (То). Далее, из не-
равенств || е-tA* j| ̂  г1 :i A i " и \W (01| <^ 1 с помощью формулы Трот-
тера (теорема Х.51) выводится оценка

s.W (0 Л< И " M l К е ' " о р | 1~.
доказывающая (Ь).
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Действуя, как в § Х.9 (шаг 4 в доказательстве теоремы Х.58),
можно проверить формулы Дюамеля:

W (t) = Wo (t)- S Wo {t-s) (Ax + At) W (s) ds, (236)
о
t

W (t) = ft (t) — J W (t — s) Аг W (s)ds. (237)
о

Далее, е~м» сохраняет положительность, так как подобным свой-
ством обладает — At, а экспоненту можно разложить в ряд.
В итоге с помощью формулы Троттера и очевидного свойства W
сохранять положительность заключаем, что W (t) переводит L\
в себя. Более того, в силу (237), W (t) n ^ W (t) n поточечно, что
доказывает (234).

Осталось только доказать (с). Заметим, что

(̂ , v)dxdv,

— lav(x, v')n{x, v')dxctv't
и потому, в силу (236) и свойств W0(t),

S (W (*) п) (*. v)dxdv=\n {x, v)dxdv +
t

+ J ds J [ap (x, v) - a , (JC, v)] (W is) n) {x, v) dxdo, (238)
о

откуда немедленно вытекает (с). |
Теперь мы готовы объяснить, в каком смысле динамика, опи-

сываемая операторами W (t), необратима. Как отображение из
L1 в L1 оператор W (t) обратим, поскольку — Ти — Ах — Л2 порож-
дает полугруппу, но его обратный оператор в общем случае не
переводит основное множество состояний L\ в себя; соответст-
вующий пример можно найти в литературе, цитируемой в Заме-
чаниях. При заданных необратимой (односторонней) динамике
W (t) и обратимой (двусторонней) динамике системы без взаимо-
действия Wa (t) (— оо < t < оо) естественными объектами теории
рассеяния становятся отображения

Q+ = s-lim W (— t) Wo (0, (239)

Q- = s-lim Wo (— t) W (t). (240)
I

При этом Q+n0 есть значение при t = 0 решения задачи со взаи-
модействием, которое в далеком прошлом выглядит как Wo (t) n0.
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Величина Q~nx есть значение при £ = 0 решения свободного
уравнения, которое все более и более походит на W (t) nx при
t—* +oo. Итак, если Q+, Q~ существуют, оператор рассеяния
можно задать соотношением

Подчеркнем, что W (t) входит в (239) и (240) только при поло-
жительных t. На основе обсуждавшихся выше примеров можно
ожидать, что легче доказать существование предела (239), чем
(240).

Далее, возможны случаи, когда нельзя ожидать существова-
ния ни одного из этих пределов. В самом деле, если происходит
слишком большая генерация нейтронов, их число может беско-
нечно нарастать с течением времени, что физически приводит
к взрыву куска урана, а математически мы оказываемся в ситуа-
ции, не описываемой теорией рассеяния По этой причине мы
выделим специальный класс взаимодействий.

Определение. Будем называть регулярную пару <&, оа> под-
критической тогда и только тогда, когда sup || W (t) || < оо.

В силу (238), пара <&, аа> подкритична в режиме чистого
рассеяния или поглощения. Ниже будет видно (теорема XI.95),
что она остается подкритической и в режиме генерации, но

' только если кусок вещества достаточно мал.
Следующая простая геометрическая лемма очень важна и при

изучении предела (239), и при доказательстве подкритичности
в режиме генерации в малых областях. Говоря нестрого, эта
лемма утверждает, что число нейтронов в ограниченной области
пространства быстро убывает, если вначале число нейтронов
с очень малыми скоростями не слишком велико.

Лемма. Пусть ЦпЦд̂ * § § п(х, v)dxdv для любого борелева
x<-D R»

множества DcR 8 . Тогда для n^LKR*)

где diamD== sup \x — у\.

Доказательство. Достаточно доказать, что для каждой фиксиро-
ванной скорости о

S S lv\-4n(x, v)\dx. (241)
- » XGD
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Пусть х — характеристическая функция D. Тогда левая часть (241)
00

равна J (^%(х)\п{х — vt, v)\dx)dt. Пусть у — компонента х,
— ею

параллельная v, а х±—две ортогональные к v координаты. Тогда
последний интеграл можно переписать и оценить следующим
образом:

\ t Xi_)\n(y — \v\t, x±, i>)| =

, х±)\п{г, xj_, o ) | <

n(2, x ± t 0)\t

что доказывает (241). Выше мы сначала сделали замену пере-
менных, перейдя от t к г=>у— \v\t, а затем использовали оче-
видное геометрическое неравенство | j % (у, дгх) dy | ^ diam D. |

Теорема Х1.94. Если <&, оа> — регулярная подкритическая пара,
то Q + существует и сохраняет положительность. В режиме по-
глощения (соответственно чистого рассеяния) оператор й + яв-
ляется сжатием (соответственно изометрией).

Доказательство. Поскольку пара <&, оа> подкритична, семейство
W (—t) Wa(t) равномерно ограничено. Таким образом, достаточно
доказать, что предел (239) существует на плотном в V- множе-
стве &). Остальные свойства Q+ вытекают из свойств W (— t)
и W0(t). Возьмем

£> = {п € Со~ (Re>) 11 v I"1 n € L1}.

Пусть А = Ах + А2, как в теореме XI.93, и пусть D — ограничен-
ное множество, содержащее suppa a и suppop. Тогда для п£3>

о о

5 J
в силу леммы. В таком случае существование предела (239) до-
казывается методом Кука. I

Нам нужны некоторые дополнительные ограничения на <&, оа>,
для того чтобы сделать взаимодействие подкритичным в случае,
когда объем вещества мал. Будем говорить, что паре <&, ста)
отвечает конечная средняя длина свободного пробега, если

M ( o p ) = | | u - I a p | | s < > < оо.
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Причина такого названия в том, что величина ( и " 1 ^ ) " 1 пред-
ставляет собой расстояние между последовательными столкнове-
ниями или рождениями частиц.

Теорема XI.95. Регулярная пара <&, аа> с конечной средней
длиной свободного пробега, удовлетворяющей неравенству M(av) x
X ( d i a m D ) < l ; является подкритической, так что, в частности,
существует Q+ .

Доказательство. Используя (237) и тот факт, что W (t)— сжи-
мающие отображения, легко получаем оценку

sup | W ( 0 K l + « sup || И?
0<t<T 0<t<T

где сс = J | AfW (s) flds. Таким образом, если а < 1 , то

sup || W (t) | |<; (1 — а ) " 1 и система подкритична. Следовательно,
о<< < »
нужно доказать только, что

а < (diam D)M(av). (242)

Но поскольку || Л 1 и~ 1 | | о р = М (ор), неравенство (242) будет спра-
ведливо, если доказать, что

со

S 1 oW (s) n Цо ds < (diam D) | п у.
о

Ho v коммутирует с W (s) и || W (s) nlD^jW0 (s) яЦд, так что
в силу леммы

J || vW (s) nWods< (diam D) | о т " 1 ^ .
о

Это доказывает (242), а потому и теорему. |

По существу, из условия а < 1 в этом доказательстве сле-
дует, что ряд итераций уравнения (237) равномерно сходится
по /. Физическая причина этого в том, что, как утверждает не-
равенство (diamD) М (ар) < 1, с точностью до второго порядка
частица, проходя область D, подвергается в среднем менее чем
одному столкновению, и потому геометрический ряд, получаемый
с помощью итераций, сходится при условии а < 1. Отметим, что
теорема XI.95 обеспечивает нас большим количеством примеров
ограниченных по времени полугрупп, не являющихся сжимаю-
щими полугруппами. Наложив еще одно условие на <&, аа>,
можно доказать существование предела (240).
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Теорема XI.96. Предположим, что регулярная подкритическая
пара <&, ста> с конечной средней длиной свободного пробега
такова, что

М (оа) s || v~1aa |L < °°-

Тогда Q~ существует, а оператор рассеяния S = £i~Q+—ограни-
ченное взаимно однозначное отображение L+ (R") в себя.

Доказательство. Пусть at=:av и ста = (та. Прежде всего мы
утверждаем, что для всех <х, w> £ R'

I а{ (х — sw, v) ds < (diam D) М (ст£). (243)
о

Неравенство (243) доказывается точно так же, как лемма. В силу
пункта (d) теоремы XI.93 и (243),

(W(t)n)(x, w)>exp{ — (diam D) М (о2)} п (х—vt, v)

для положительных п. Полагая С= exp {(diam D) М (а8)}, получим

п(х, v)^C(W(t)n)(x + vt, v). (244)

В итоге, заменяя « н а W (s) n и t на £ — s, получаем
(lP(s)n)(je, o)<C(1F(0n)(JC + o ( ' - s ) , У).

Следовательно, для положительных п
t i

\\AtW (s) n ||, ds = ] ds J o, (*, o) (IF (s) n) (x, v) dx dv <
0

I

< С J ds J o£. (x, v)(W(f)n)(x + v(t—s), v)dxdv =
0

o,(y — vr, v)drjl(W(f)n)(y,

< С (diam D)M(o(.) || W (t) n^.

На предпоследнем шаге сделана замена переменных в двух ме-
стах, а на последнем использовано (243). Далее,

A,W (s) n I ds < С (diam D) M (at) sup |] W (t) n\\it
0 t>0

и, в силу подкритичности,
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что позволяет с помощью метода Кука доказать существование
предела (240). Отображение Q+ существует в силу теоремы XI.94,
а поскольку семейство {W(0} равномерно ограничено и каждое
отображение W (t) сохраняет положительность, Q+, Q- суть огра-
ниченные сохраняющие положительность операторы на L+(R«).
Следовательно, то же самое справедливо и в отношении S = Q~Q+.
В силу (244),

для положительных п. Отсюда и из изометричности Wo (f) легко
выводится взаимная однозначность отображения S. |

XI.13. Нелинейные волновые уравнения

. . . с неразрешимыми уравнениями следует
обращаться, угрожая наказанием.

вуди АЛЛЕН

Этот раздел служит введением в теорию рассеяния для не-
линейных классических волновых уравнений. В этой области
знаний еще много нерешенных проблем, и теории рассеяния,
которые построены к настоящему времени, как правило, спра-
ведливы лишь для нелинейных уравнений специального вида.
Общее построение теории следует идеям, изложенным в § 1, хотя
техника доказательства необходимых оценок значительно сложнее,
чем в линейном случае. Начнем с уравнения

uti — Au + m*u=*F(u). • (245)

В § Х.13 были разобраны вопросы существования решений (245)
при F (и) = ± А. | " К " 1 " . где р = 3. Те же методы применимы и при
р < 5 . Чтобы построить теорию рассеяния для уравнения (245),
можно было бы попытаться показать, что его решения при боль-
ших положительных и отрицательных временах все более и более
походят на решения соответствующего свободного уравнения

ии— Ды + /л*ы = 0. (246)

Равномерная норма решений такого свободного уравнения, от-
вечающих гладким начальным данным в /г-мерном пространстве,
убывает как /- л / а (см. теорему XI.17). Если такое же убывание
имеет место и в случае уравнения (245), теория рассеяния может
быть построена, поскольку член типа —К\и\Р~1и убывает быст-
рее,, чем линейные члены, если р > 1. Однако даже в случае
линейного уравнения Шредингера нельзя ожидать убывания от
всех его решений, поскольку среди них могут быть решения,
описывающие связанные состояния. Точно так же связанные
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состояния могут быть и у уравнения (245), во всяком случае
при подходящих F.

Предположим, что F имеет вид F (у) = yti (\у |), где Н (| у |) - * О
при |«/|—*-0. Тогда (245) имеет решение вида

и, (ж, *) = е**'ф(х) (247)

в том и только том случае, когда

— Дф (х) + V (х) ф (х) = — (m2 —to2) Ф (*), (248а)

где

V (*) = - Я (|Ф(*)!). (248Ь)

Уравнение Шредингера не имеет положительных собственных
значений, если исключены слишком патологические потенциалы
(см. § XIII . 13). Поэтому мы ограничимся случаем |<о | < т. Если
V положителен, например если F(u) — —Хи\и\ 2 , то (248а), разу-
меется, не имеет обсуждаемых решений, поскольку —A + V ^ O .
Если V (х) не всегда положителен, то не удивительно, что
такие решения существуют. И действительно, в работе, указан-
ной в Замечаниях, построены обширные классы функций F, для
которых (248) имеет решения. Явным примером таких F может
служить

F(u) = ~u(\u\*-%\u\).

при достаточно больших X.
Если решения вида (247) существуют, то должны существо-

вать решения уравнения (245), которые асимптотически (при
t—>• — оо) выглядят как'ыо(л:, t) плюс решение уравнения (246).
Поскольку нелинейность «смешивает» часть, отвечающую связан-
ному состоянию, и асимптотически свободную часть, нет причин
ожидать, что связанное состояние останется при t—»- + oo. Таким
образом, если связанные состояния имеются, теория рассеяния
для (245) есть по существу многоканальная задача. На самом
деле число каналов бесконечно, ибо, в силу лоренц-инвариант-
ности (245), существование одного и0 влечет за собой существо-
вание решений (245) вида

exp {i(t — v~*x)a (v)} ty(х — vt).

Таким образом, можно строить решения (245), состоящие из
п сгустков, движущихся друг относительно друга. Кроме того,
существуют примеры с бесконечным числом связанных состоянии
при фиксированной сэ. Наконец, связанные состояния ожидаются
при каждой достаточно малой сэ.

Итак, задача не только нелинейна, но и включает в себя все
трудности, присущие многоканальному рассеянию. Два общих
случая, когда может быть доказана асимптотическая полнота,
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являются точными аналогами двух случаев, для которых уже
много лет известна асимптотическая полнота многоканальной
задачи рассеяния для уравнения Шредингера. Случай малых
начальных данных, с которого мы начнем, аналогичен случаю
слабой связи (теорема XIII.27). Результат, обсуждаемый в конце
этого раздела, аналогичен случаю потенциала отталкивания (тео-
рема XIII.32). В средней части раздела описано общее построе-
ние волновых операторов каналов, когда и асимптотически сво-
бодно.

Стоит еще с самого начала отметить две технические труд-
ности, возникающие здесь и отсутствующие в линейном кванто-
вомеханическом рассеянии. Во-первых, поскольку волновые опе-
раторы и оператор рассеяния нелинейны, при доказательстве
факта существования недостаточно установить их существование
на плотном множестве, а затем воспользоваться теоремой 1.7
(об ограниченном линейном отображении). Во-вторых, в качестве
состояний рассеяния естественно взять элементы множества на-
чальных данных S a c a t, для которых решения (246) убывают под-
ходящим образом при t—+ ± оо. К сожалению, известны только
достаточные условия такого убывания, так что в норму на 2 s c a t

в типичных ситуациях явным образом входит временная асимп-
тотика при больших t решения соответствующего линейного урав-
нения.

В § Х.13 было показано, что (245) можно представить в виде

Ф ' (0 = - М Ф (0 + / (Ф (0), (249а)

где / « и , о » = <0, F (ы)>,

л • •( ° J\

и ф (/) = <«(-, /), о ( - , 0 > считается функцией из R в D ((—Д +
+ m 2 ) 1 / J ) © ^ 2 (R3). Это привело нас к изучению проблемы суще-
ствования решений уравнения (249а) как абстрактной задачи,
где ф(0 принимает значения в гильбертовом пространстве Ж,
оператор Л самосопряжен в SV,aJ — нелинейное отображение Ж
в себя. При условии, что J удовлетворяет условию Липшица
равномерно на шарах в Ж, мы доказали, что соответствующее
интегральное уравнение

t

ф (/) = е-пл ф о + J е-'' <'-*>А J (ф (s)) ds (249b)
о

имеет единственное непрерывное ^f-значное решение ф при ма-
лых t. В случае если J удовлетворяет дополнительным неравен-
ствам, а начальные данные ф0 лежат в D(A), мы показали, что
Ф сильно дифференцируемо и удовлетворяет (249а). В этом раз-
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деле мы всегда будем иметь дело с (249Ь); читателю следует
просмотреть § Х.13, для того чтобы вспомнить достаточные ус-
ловия, при которых ф удовлетворяет (249а).

Начнем с изложения абстрактной теории рассеяния для малых
начальных данных. Пусть. Л—самосопряженный оператор в 96.
Пусть || • \а и | |-( j —две вспомогательные «нормы» на &6'. || • |)„
обладает всеми свойствами нормы, кроме одного: равенство
[ ф | в = 0 не обязательно влечет за собой равенство ф = 0; || • ||6
обладает всеми свойствами нормы, кроме того, что она может
принимать значение + °°- Будем предполагать, что A, J, ]| • ||в
и || • ||6 удовлетворяют следующим условиям:

(i) существует постоянная с > 0, такая, что

Цф Цв<;с||ф! для всех ф€^?1 (250)

(и) существуют постоянные С\ > 0, <2>0, такие, что для
II е-»л Ф L < cxt~* || Ф ||ь, если | / | > 1; (251)

(ш) существуют Р > 0 , б > 0 и q~^\ с dq~>\, такие, что

(252)

(253)

для всех фц ф а 6 ^ ? . удовлетворяющих неравенству |ф,-( |^б.
В случае q = 1 мы предполагаем, что р* можно выбрать про-
извольно малым, если б выбрано малым. Более того, мы
предполагаем, что J (0) = 0.

Теперь мы определим состояния рассеяния и норму рассеяния.
Сначала для 5?-значной функции г|з(£) на R введем

H U . J V . J - sup 1-ФС01+ sup
N, < t < N, N, < t < N,

В случае когда Nt = — oo, Л/2 = + ° ° 1 будем обозначать норму
просто через ||| • |||. Теперь определим

Таким образом, состояния рассеяния суть те векторы в Ж, кото-
рые хорошо убывают по норме || • I, при свободном распростране-
нии. Заметим, что если | | ф | | 6 < о о , то

для всех t, (254)
Так ЧТО ф€^»са! и

 1ФЦС»1^(
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Теорема XI.97 (глобальное существование для малых начальных
данных). Пусть А —самосопряженный оператор в гильбертовом
пространстве SK и J—нелинейное отображение Ж в себя. Пред-
положим, что существуют такие || • §Л, || • |6, что выполняются ус-
ловия (i) — (iii). Тогда существует такое TI0 > 0, что для всех
Ф-€2 8 с а 1 с | 9 _ | | s c a t < T ) 0 уравнение

t

Ф(*) = е- '^Ф_+ J e-tlt-*)AJ(<p{s))ds (255)

имеет единственное глобальное непрерывное 5?-значное решение
9 с ||| Ф (•) ||| < 2т)0. Более того,

(a) ф (t) £ 2 sca t для каждого t;
(b) | ф ( 0 — е~ПА(р_§—+0 при t—• — оо.

Доказательство. Основная идея доказательства состоит в исполь-
зовании метода сжимающих отображений, примененного в § X 13,
но с начальными условиями при t = — оо. Таким образом, эта
теорема похожа на результаты § 2. Пусть Х„, ф_ —множество
непрерывных «^-значных функций 4"(0. таких, что |||г|з(£) —
— е " ' м ф _ Ц К т). Предположим, что ||ф_ ||S Cat< Л ^ 6/2, где б вы-
брано так, чтобы выполнялось условие (iii). Для ^(Об-^л. ч>-
•введем

Как и при доказательстве теоремы Х.72, легко проверить, что
g-j«-*> A j (of)(s)) —непрерывная функция s при каждом t. Далее,
поскольку К ( в Ж 1 Н М ' ( - ) | 1 1 < | | | в - ^ Ф _ | | | + л < 2 л . в силу (252)
имеем неравенства

так что

t

С) К

(256)
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поскольку dq>\. Таким же образом,
t

II е~1 «-*»А J (№)

— « I ) " * * < Ц ^

\t-

> ) IT)
(по (254))

(по (252) и (253))

(257)

Последний шаг справедлив благодаря лемме, которую мы дока-
жем после окончания этого доказательства. В итоге | | | (^1|з) (0 | | | < ° ° .
Теперь введем

И!ф) (0 = е - ' ' м Ф . 4 - О Т Н О
и выберем т]0 (и б в случае <? = 1) достаточно малым, так чтобы

1 + 4 т 1 0 ) с а < 1 т 1 0 . (258)

Легко проверить, что функция (о#ф) (0 непрерывна. Таким об-
разом, о̂К при т ] ^ т ] 0 отображает XAt ф_ в себя. Далее, легко
проверить, используя (253), что путем выбора еще меньшего т]0

(и S в случае q = 1) всегда можно добиться того, чтобы <Ж было
сжатием. Тогда <Л имеет единственную неподвижную точку ф(-)
в Хп, ф_, поскольку ХЧ( ф_ —полное метрическое пространство.
По определению <Ж% такое ф(-) есть глобальное решение (255).
Отметим еще, что | | |ф (•) III ̂  2т]и.

Для доказательства единственности предположим, что ф! —
другое решение (255) с || |ф] (•) III < ° ° Тогда

J<PlO—
t

\ P (I! Ф (s) L + Я Ф, (s) L)* IФ (s) — Ф, (s) || ds

~ ф 1 (8)|П J
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так что

sup || Ф (S) — q>,(s)K

< «JP (II! Ф(') III + III Ф,(-) 111)0 S ( 1 + | S\)-*4ds\ SUP ЙФ(5)-Ф1(5)Ц.

Но это ведет к противоречию при /, достаточно близких к —оо,
если только не выполняется равенство ф(8) = ф!(5) для всех
s<!£. В силу локальной единственности (доказываемой, как и
выше, с помощью метода сжимающих отображений, но при на-
чальных данных, заданных при некотором конечном t), q>(s) = q>x(s)
для всех s.

Для того чтобы показать, что q>(f)€2scal
 П Р И каждом /.фик-

сируем t и проведем следующее вычисление:

<»А J (ц,

sup 1 г-** Ф _ | + Р $ IФ(s) 1121Ф I*)\\ds<\\Ф.

Таким образом, ф(0€28 С а 1-
Для доказательства (b) проведем такую оценку:

при t —- — JO. |

Решение (255), построенное выше, удовлетворяет (249Ь) с
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Часть (а) следующей леммы была нужна при доказательстве
теоремы XI.97, а часть (Ь) будет использована в доказательстве
теоремы XI. 100.

Лемма 1. (а) Предположим, что q~^z\, d > 0 и dq>\. Тогда

оо

— оо

( Ь ) П р е д п о л о ж и м , ч т о ̂ > 1 , d > O n d 0 > l . Т о г д а

f р \

up <j(i + l4)"S(i+k-s|)~"(i+|sl)"'"^|—оsup

при tt, tt—>-+оо или _tit t3—•—CXD.

Доказательство, (а) Достаточно рассмотреть случай положитель-
ного t. Разобьем интеграл на две части и оценим их:

и при
«//г

t/i

/ \ - u q I f * . _й Ь

2 / ] J J
\ t/2 t

поскольку d<7 > 1 и g ^ l .
Если d = l , второй интеграл можно оценить следующим об-

разом:

поскольку q > I, если d=al.
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(Ь) Рассмотрим случай ta>t1—»оо. Выберем q0 ^ 1 так, что-
бы dq0 > 1 и q > q0 Тогда

так что (b) следует из (а). |

Теорема XI.98 (оператор рассеяния для малых начальных дан-
ных). Допустим, что выполнены все предположения теоремы XI.97.
Пусть ф (0 —решение (255), отвечающее ф_ £ 2 s c a t с | |ф_ (Iscat ^"По-
Тогда для достаточно малого ц0

(а) существует Ф + € 2 8 с а 1 с Цф + | | 8 с а 1 <2т) 0 , такое, что

е - ' м ф + | — ^ 0 при t—* + <»;

(Ь) отображение S: <р_1-»ф+, определенное на {ф_ | | | ф _ || s c a t <цо\,
взаимно однозначно и непрерывно в | |- | | а с а Гнорме.

Доказательство. Из теоремы XI.97 мы знаем, что ||| ф (•) III ̂  2т)0.
Поэтому, в силу (252),

I t, II ' г

S ef* J (Ф (s)) ds < J Р |1 Ф (s) |Й И Ф (s) || ds <
t I

Таким образом, {eltA(p(t)} есть направленность Коши в &С при
/—<- + оо, поскольку d < 7 > l . Полагая

Ф+ = lim eitA ф (t),

получим, в силу унитарности е~ПА,

||ф (/ )—е- '^ф+Ц—-0 при t~* + 0 0 .

Чтобы убедиться в том, что ф + € 2 8 с а 1 , заметим, что

eitA ф (t) = ф_ + J e'sA J (Ф

Устремляя t к 4-оо, заключаем, что
oo

Ф+ = Ф _ + J e
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Теперь, в силу (254) и (252),

le-ш-^л j ( ф ( s ) ) | | e < c 2 ( I + | t-s\)-* {|| J (Ф (s)) t+l J (Ф {s))\\b\

» (1 + 4TJ0) (1 + 1 1 — s | ) - r f (1 -+•

для каждого s и t. Поскольку

е ~ ' м ф + = е ~ ' м ф _ + J е~"*~*м У (ф (s)) ds,

заключаем, что |е~ ' г < 4 ф + | я <оо и

< sup (1 +1*|)< 1 е-'*л Ф_||а + Ло/2

в силу леммы (часть (а)) и выбора TJ0 в теореме XI.97. В итоге

IIФ+ |.e.t < IIФ- V.e.t + Ло/2 + Ло/2 < 2Ло-

Это доказывает (а).
Для доказательства непрерывности S п^дположим, что ф_

и г|)_ лежат в 2 s c a t и ЦФ_ | | s c a t < Ло и К _ | i C . t J < t|o- Пусть <р (t) и
ty(t)—соответствующие решения, даваемые теоремой XI.97.
Покажем сначала, что Ц | Ф ( - ) — ^ ( O l l l можно оценить с помощью
| | ф _ — Ч3-l!scat» а затем покажем, что ||ф+—•vj'+flscat можно оценить
с помощью | | | Ф ( - ) — Ч1 (•)!!]• Поскольку

получаем

— 00

t

< | | Ф _ - 1 | ) _ || + р ( 2 т ь ) ^ S ( ] + I s \Уа" d s ) HIФ (•) —Ч> (•
Аналогично,
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( ф - - • -

(Ф (s)) - У № (s)) ||} ds

Объединяя две приведенные оценки, получаем

III Ф (•)-*( ' ) |||<|ф--*-|.е.4 + С(Р,Т|(0 ||| ф
где

Выбирая т)0 достаточно малым, можно добиться того, чтобы оценка

1 1 1 Ф ( - ) - - Ф ( - ) | | | < 2 | Ф _ — ф - l U ' (259)

вытекала из неравенства сф, г\0)^ 1/2. Далее,

scat

и с помощью обычных оценок находим, что
|| 00 • Ц

sup S е-'"""* (7 fo(s))-./W>(s)))ds <с(р, Ло) III Ф

и

I

так что, в силу (259),

L

Это доказывает равномерную ||-|8са4-непрерывность S при доста-
точно малых Т1„. Доказательство взаимной однозначности ото-
бражения 5 оставим читателю (задача 126). |



278 XL Теория рассеяния

Прежде чем переходить к примерам, отметим несколько важ-
ных аспектов этих теорем. Во-первых, условия теорем не тре-
буют априорных оценок решения нелинейного уравнения, а в до-
казательствах не использовались энергетические неравенства.
Единственное требование заключалось в достаточно быстром убы-
вании решений линейного уравнения и в достаточно высокой сте-
пени нелинейности в нуле. В частности, выполнение условий
(i) — (Hi) не зависит от знака нелинейного члена. Во-вторых,
предположим, что нелинейное уравнение имеет вид

Ф ' (0 = — Мф (0 -f U (Ф (<)) (260)

и выполняются условия (i) — (ш). Тогда для любого Ф _ € 2 а с а 1

утверждения теорем XI.97 и XI.98 справедливы при достаточно
малых Л. (выбор X зависит от | ^ _ | s c a t ) . Наконец, путем неболь-
шого изменения доказательства предыдущих теорем можно вы-
вести глобальное существование для начальных данных при t = 0,
если они достаточно малы.

Теорема XI.99. Пусть А, Ж и J удовлетворяют условиям тео-
ремы XI 97. Тогда для достаточно малых TJ0 И любого ф0 £ S sca t
с 11фо Hacat ̂  Ло уравнение (249Ь) имеет сильно непрерывное гло-
бальное 2 в с а Г значное решение ф ( 0 . такое, что ф(0) = ф0. Да-
лее, существуют такие ф + , Ф_б2, с а < , что

- < ? - / М Ф + 8 — 0 , t-~-foo,
— е-'мф_|—• 0, t—~ oo.

При любой ф о € 2 , с а 1 аналогичное утверждение справедливо для
интегрального уравнения, соответствующего (260), если Я, доста-
точно МаЛО (В ЗаВИСИМОСТИ ОТ Цфо llacat)-

Пример 1 (нелинейное уравнение Шредингера). Начнем с прос-
того примера нелинейного уравнения Шредингера в одномерном
пространстве:

iut и„ + к\и\г-1и, . и(х, 0) = /(*). (261)

поскольку оно прекрасно иллюстрирует метод выбора описанных
выше норм. Соответствующее свободное уравнение имеет вид

ut~iuxx = 0, u(x,0) = f(x),

и Л = — (P/dx*. Решение этого уравнения можно представить в
явном виде

и (х, t) = (4nit)~Y J е«*-з»*!« f (г/) dy,

и потому
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Следовательно, можно сделать такой выбор:

N«=NL ll"l = ll"lli
Таким образом, выполнено условие (и) с d = l / 2 . Отметим, что
в качестве нужного гильбертова пространства Ж нельзя выбрать
La (R), поскольку неравенство | | w | L ^ c | | u | 8 не выполняется. Од-
нако, как видно из доказательства леммы Соболева (теорема IX.24),

(262)

где, как обычно, В = У — А + т2 Таким образом, мы возьмем

так что будет выполнено условие (i). Остается проверить, для каких
р выполняется (Hi). Ниже мы заменим \U\P~XU на UP, будем
считать р целым и применять В так, как будто он равен d/dx.
Техника лемм 3—5 § Х.13 позволяет легко разобрать этот слу-
чай. Считая Р подходящим полиномом, получаем

J J (нг) - J (ыа) || = | к 11| В (и? - ы?) 1, = | к | р || (Виг) иГ1 - (Виг) «
< | % ] р | (BUi) («, - ы2) Р (ы„ «а) |2 +1X | р \\(Вщ - Ви2) иГ1

< С || But 11В (щ - иг) I (|| uY L +1| иъ LV-* 4-

для малых |«i | | и |ы ( | | . Таким образом, первая часть условия
(ш) выполняется с q = p — 2. Аналогично,

«i) - J ("2) II» = 1 "f - 1 4 1 = II ("1 - "2) Q ("i, »2) li <
< С || В («, -u 2 ) ]|Л1| «x [|2 + II щ I) (|| щ L 4-1 u, L) '- '<

для малых || UJI и ||«2||, так что вторая часть (iii) тоже выполня-
ется при q = p.—2. Теперь, поскольку d = l / 2 и нужно, чтобы
d<7>l,' нужно потребовать, чтобы q > 2. В итоге при р > 4
теоремы XI.97—XI.99 гарантируют существование глобального
решения уравнения (261) при малых начальных данных и при-
водят к теории рассеяния для этого уравнения.

Пример 2 (нелинейное уравнение Клейна — Гордона, п= I).
Прежде чем обсуждать уравнение

ии — ихх + т*и = — ХиР, (263)

нам нужно оценить убывание решений линейного уравнения

"и -uxx + m*u = Of и (х, 0) = / (х), ut (х, 0) = g (x), (264)
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в терминах подходящих норм, заданных на множестве началь-
ных данных. Метода стационарной фазы для этого недостаточно,
и нам придется использовать явные формулы решений линейного
уравнения, содержащие специальные функции.

Лемма 2. Предположим, что /, gS.^CR). Пусть и(х, V) — реше-
ние уравнения (264) с начальными данными </, g>. Тогда

1 и (х, t) L < С11\- 1Л {| / ||t + | /' |[j +1| f" k +1|g' ]k + 1 g If}• (265)

Доказательство Пусть и (t) ееть L8 (К)-значная функция, ставя-
щая в соответствие каждому t функцию и(«, t). Явно функция
и (f) определяется формулой

или

[и(0Г ( ( /

Иначе говоря, u(t) при каждом / можно записать в виде

где R—обратное преобразование Фурье
ос

D / v /\ __ /Отт \ ""A I oikx

а» Ов

понимаемое в смысле обобщенных функций. Свертка R*g имеет
смысл, поскольку R€&"(R), a g^<SP(R) Существует много спо-
собов представлять себе функцию R (x, t). Вот один из них.
Прежде всего заметим, что R (x, f) равна нулю, если хг > t%.
Это следует из теоремы Пэли — Винера для обобщенных функций
с учетом аналитичности и характера роста (/г а Н-т 2 )- 1 ' 2 х
X sin / V k2 -\-т* в комплексной ^-плоскости Далее, легко прове-
рить, что R (х, t) инвариантна относительно преобразований Ло-
ренца двумерной плоскости. Таким образом, R (x, t) есть функция
t2— л:2 для всех t > 0. Имея это в виду, для всех х2^.№ и i > 0
можно написать

Дифференцируя Н дважды по / и дважды по х и вычитая ре-
зультаты, легко обнаружить, что
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так что

H(y)=cJ9(my)+dY0(my),

где Jo и Yo — функции Бесселя. Константа d должна равняться
нулю, поскольку R(-, t)£L3(R), a У„ имеет особенность вида
\)у при у = 0. Полагая л : = 0 , находим, что с = 1 / 2 , значит, для

R (х, 0 - Vtft* i *« с /•> (х) Jo (m J / ^ - x » ) .

В итоге получаем следующее представление:

(R*g)(x, 0 = y J Jo(mVT¥=y1)g{x-y)dy. (266)

Для оценки убывания /?*g воспользуемся следующими соотно-
шениями:

- ( ^ ) / c o s i* - т )

справедливыми при ц—• оо. Запишем (266) в виде суммы инте-
гралов по {у\ \y\^t/2) и по {у\ t/2^L\y\<lt\. Первый из них
легко оценить с помощью соотношения | J0(ii)\^.cii~1/3:

i/2

Остаются два интеграла, один из которых представим в виде

•j \ J0(m Vt* — </а) g{x — y)dy =
i/i

1/2 С cos (m У Гг—у*—п/4) .

m
Второй член оценивается неравенством

t/2
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Для первого члена путем интегрирования по частям получаем

+•

Оба полученных члена легко оцениваются величиной ct~1/2 (igWt -f
+ Iff'It,)* Комбинируя эти факты с (267), находим, что

Для анализа (-JU*F) воспользуемся соотношением

которое дает равенство

(268)

Как и прежде, сначала оценим интеграл по {у | | у\ ^ t/2\.
Затем с помощью интегрирования по частям оставшегося выра-
жения легко убедиться, что граничные члены при y=±t сокра-
щаются с первым членом в (268). Оценка остальных граничных
членов и оставшегося интеграла с помощью второго интегриро-
вания по частям таким же способом, как и выше, приводит
к окончательному неравенству

Еще одна производная / появилась из-за дополнительного инте-
грирования по частям. Итак, лемма доказана. |

Для достаточно хороших / и g лемма позволяет получить
нужную оценку решения и приводит к определению двух «норм»:

I K " , « > | | 6 = | | U i .
В качестве гильбертова пространства естественно взять

В таком случае условие (i) выполнено в силу (262). Всилу леммы
неравенство



13. Нелинейные волновые уравнения 283

выполняется для достаточно гладких <р, а по линейности оно
распространяется на все (р€$Р. В итоге мы получаем (ii). Остается
найти р, для которых справедливо (ш). Поскольку J (<р) =
= <0, — киРу, то

с | Ь | 1 U l - и,

В итоге условие (in) справедливо при q = p—2. Поскольку
d = l / 2 , а нам нужно, чтобы dq~>l, необходимо выбрать q > 2,
так что р > 4. Таким образом, с помощью теорем XI.97—XI.99
доказано существование глобального решения для малых началь-
ных данных и существование для них оператора рассеяния при
р > 4. Отметим, что этот результат не зависит от знака X и от р
(допустимы четные, нечетные и даже дробные значения р).

Пример 3 (нелинейное уравнение Клейна—Гордона, п — 3). Для
изучения нелинейного уравнения Клейна — Гордона (245) с
F(u) = — Я | u I-**"1** в трехмерном пространстве прежде всего не-
обходима лемма, аналогичная лемме 2.

Лемма 3. Пусть /, g€<^(R s) и и{х, t) — решение задачи Коши

utt — Ды + т*ы = 0, и{х, 0) = f(x), ut(x, 0)=g(x).

Тогда существует универсальная постоянная с, такая, что

\и{х, 0 L < e m - »
где норма |</, g> | 6 определена как сумма Ь,-норм всех произ-
водных / порядка < 3 и всех производных g порядка <12.

Доказательство этой леммы в принципе похоже на доказа-
тельство леммы 2, однако явный вид R (x, t) чуть сложнее. Воз-
никают дополнительные производные от начальных данных,
поскольку сама функция R (x, t) содержит J1. Таким образом,
необходимо интегрировать по частям дважды члены, содержа-
щие g, и трижды члены с /. Мы оставляем детали этого доказа-
тельства читателю.

Итак, выберем Ц<р||ь, как сказано в лемме, и положим II Ф Цв =
— IIKIL- Тогда условие (ii) выполняется при d=3/2. Однако
теперь в качестве гильбертова пространства взять пространство 5?
нельзя, ибо при /г = 3 неравенство [| и[Ц <; с|| Ви[|2 не имеет места.
Однако справедливо неравенство ||иЩ ̂  с \\ В*и|я, так что мы можем
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взять

|<и. и>1» = ||В2ы|Ц-|В»1|1, # , — {<«. о>| ||<и, tJ>fl< оо^.

Тогда свободная динамика- унитарна на ЗК\ и выполнено усло-
вие (}). Далее, вычисления, аналогичные проделанным в одно-
мерном случае, показывают, что

IJ Ш-J (Ф.) II-1 * III в (of-и?) ь <
< I Я-1 (1 Ф, || +1| Ф8 |) (|| Рг L + II Фа ID'" 8 IIФ* ~ Фг||.

Выражение нормы || ^ (ср- )̂—J (фа) | 6 содержит много членов. Рас-
смотрим член с производной D наивысшего порядка (D{ — част-
ная производная по произвольной координате):

\D) (и? -и%) I < | (DJ (и, -и,)) Р (щ, и,) \\i +
+ 2l(Dl(ui-u,))DtP(ul, ua)

+ с (|| вих | 2 + 1 Bu9 y* (| и, L +1 "a L)"-s I"! - «, L. <

В итоге (iii) выполняется при д = р — 2, но по несколько иным
причинам, чем в одномерном случае (не нужно предполагать,
что равенство q — p — 2 справедливо во всех размерностях).
Заметим, что в случае q—\ постоянная Р в (iii) мала, если мала
сумма ЦфхЦ + ЦфаЦ. Поскольку d = 3 / 2 , нужно взять q~^ 1, и тогда
р~^2>. Для всех таких р мы будем иметь теорию рассеяния и
существование глобального решения для уравнения

ии — Ам + пг аи = — Ь]и \Р~1и, x£R3, (270)

е малыми начальными данными независимо от четности р и
знака Я.

Для обсуждения теории рассеяния в случае решений нели-
нейных уравнений, когда ни начальные данные, ни константа
связи не малы, нужны результаты о существовании глобальных
решений Таким образом, в отличие от малых начальных данных
нелинейные члены в общем случае должны иметь правильный
знак, так чтобы сохранялась и была ограничена снизу энергия
поля. Используя этот закон сохранения, можно показать, что
норма любого локального решения не может обращаться в бес-
конечность за конечное время, и тем самым доказать существо-
вание глобального решения (см. § Х.13) Если глобальное реше-
ние существует, то методы, аналогичные использованным в слу-
чае малых начальных данных, позволяют построить волновые
операторы. Обозначим через Mt группу нелинейных операторов

Mt: ФОН-*Ф(0,
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где Ф (t) есть решение интегрального уравнения (249Ь):

Ф (0 = в-»^ф0 + 5 е-' **-•» 'V (Ф (в)) ds.
о

Теорема XI.100 (существование волновых операторов). Пусть
Л—самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве Ж
и У —нелинейное отображение Ж в себя. Предположим, что
существуют «нормы» fl-fl,,, ||-||6, удовлетворяющие условиям (i) — (iii)
при q > 1. Предположим, что для каждого т) и Т решения М4ф0

уравнения (249Ь). равномерно ограничены (по fl-J-норме) для всех
| |Фо!<тГи всех 0 < | * | < 7 \ Тогда:

(a) для каждого ф_ £ Ев с а, существует единственное глобальное
решение ф(-) уравнения (249Ь), такое, что Ф (0 € 2,c a t при
любом t и

||ф(0 — е-'мр_|-*О при t-+ — оо;

(b) й + : Ф_>—>Ф (0) — взаимно однозначное отображение из S s c a ,
в 2 s c a t , равномерно непрерывное на шарах в £sca t;

(c) для Ф+€ 2 s c a t , t—>~-\-oo и отображения й~: Ф+>—>ф(0) спра*
ведливы утверждения, аналогичные (а) и (Ь).

Доказательство. Мы только наметим идею доказательства, по*
скольку детали очень похожи на случай малых начальных данных.
Пусть задано Ф_ € 2 sca t и | ф_ ||8Cat <; т) (отметим, что г\ не предпо-
лагается малым). Пусть Х,Ь Ф_,г обозначает множество 9?-знач-
ных непрерывных функций •ф(-) на (—се, Т\ таких, что

Ц1ИЧ0— в"'мФ-Ш(—. П= sup
- » < < < т

+ sup
Для каждого Т множество Хц> ф_, j есть полное метрическое
пространство. Введем f и о^, как и раньше. Тогда

Оценки (256) и (257) теоремы XI.97 показывают, что
HlC^I3) (0|||<-~, п мала и что а^—сжатие, если Т достаточно
близко к — оо. (Поскольку начальные данные не малы, нужное
условие малости вытекает из пункта (Ь) леммы 1, из-за чего мы
и требуем, чтобы q > 1). Таким образом, aS имеет неподвижную
точку в Хц, ф_, г„ при некотором определенном То. Следовательно,
как и в теореме XI.97, можно доказать, что ф ( 0 € 2 , с а 4 для каж-
дого t £ (— оо, То] и что предел в (а) существует.

В силу оценок (256) и (257), для всех ф_̂  с В Ф . Ц ^ Т ] МОЖНО
пользоваться одним и тем же Та. Поэтому можно определить
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отображение

на 5?Ti = {М5€ 2 s c a t MlM'Iecat<1lf и . к а к в теоремах XI.97 и XI.98,
доказать его взаимную однозначность и равномерную непрерыв-
ность как отображения из $}ц в 2„с а,. До сих пор существование
глобального решения не использовалось.

Легко проверить, что для t^Tn наше решение q>(t) удовлет-
воряет уравнению

t

Ф(t) = e-
l«-T'>Aq>(To) + J e-w-oAJ(Ф(s))ds.

Поскольку J удовлетворяет условию Липшица, функция ф (t) =
= М4_Г ( >ф (То) есть локальное решение этого уравнения в окрест-
ности Т„, но, в силу предположений об ограниченности Ми это
глобальное по t решение. В силу локальной единственности,
определенное таким образом ф (J.) совпадает с ранее построенным
<р (t) при t <; Т о . Легко установить, что ф (t) удовлетворяет (249Ь)
и что, в силу (254) и (253), решение ф (t) лежит в 2 s c a t при всех t.
В самом деле, из равномерной ограниченности Mt вместе с (253)
и (254) следует, что Mt для каждого t и каждого т)0 есть рав-
номерно непрерывное взаимно однозначное отображение 35Цо

в 2 s c a t (задача 128). Таким образом, для каждого х\ можно опре-
делить

Q+ = M _ r P r , т. е. Q+: Ф_>-*ф(0).

Заметим, что Т„ зависит от т|. В силу свойств М_То и Qf,^). по-
лучаем, что Q + — взаимно однозначное равномерно непрерывное
отображение ^ л в 2 s c a t . Поскольку т) произвольно, Q+ переводит
2 s c a t в 2 s c a t и равномерно непрерывно на шарах. Довольно просто
проверить, что Q + взаимно однозначно на всем 2 s c a f Это дока-
зывает (а) и (Ь); доказательство (с) аналогично. |

Примеры I и 2 (заново). Для доказательства существования
волновых операторов нужно установить существование глобаль-
ного решения и равномерную непрерывность. Для нелинейного
уравнения Клейна — Гордона это сделано при X > 0 и р~^\
в задаче 75 к гл. X. Аналогичные методы (задача 130) приме-
нимы и в случае нелинейных уравнений Шредингера, если вос-
пользоваться гильбертовым пространством из примера 1 и сохра-
няющимися величинами

U u{x,t)\*dx, f { j
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В итоге, в силу теоремы XI. 100 и уже проведенного анализа
примеров 1 и 2, будет доказано существование волновых опера-
торов при р > 4 и Я. > 0.

Пример 3 (заново). В случае п = 3 мы установили, что усло-
вия (i) — (iii) выполняются при d = 3/2 и q = p— 2. Поскольку
в теореме XI.100 q должно быть больше 1, нужно брать р > 3.
При р ^ 5 вопрос о существовании глобальных сильных решений
уравнения (270) открыт; при /7=3 методами § Х.13 можно до-
казать существование глобальных решений и равномерную не-
прерывность на шарах. В пограничном случае р = 3, когда q = 1
и теорема XI. 100 может не выполняться, требуемые результаты
можно получить при помощи специальной оценки

Йе-'"-* 1 А J (Ф (s)) L = | Я " 1 s i n [ ( * - s ) B]u* ( 5 ) L <

Она позволяет провести доказательство теоремы XI. 100 и в слу-
чае /> = 3. В задаче 129 от читателя требуется провести такое
доказательство.

Все это служит иллюстрацией очень важного факта. Поскольку
условия теорем XI.97—XI. 101 и способы доказательства носят
весьма общий характер, в конкретных приложениях часто можно
получить более сильные результаты, используя специфические
свойства конкретных операторов.

Теперь, как и в квантовомеханическом случае, мы подошли
к действительно трудной задаче: к вопросу об асимптотической
полноте. Для того чтобы понять, в чем здесь дело, предположим,
что ф0 лежит в области значений Q + , построенного в теореме X1.100.
Нам надо доказать существование такого состояния ф + , что
решение ф (t) уравнения

Ф (t) = е - ' м ф 0 + I е~< n~s> AJ (ф is)) ds
о

удовлетворяет условию

1|ф(0— е~' м ф + | | -ч-0 при t—*+оо.

Попробуем методом Кука построить ф + , показав, что {e'tAq(t)\
есть направленность Коши при ^ —*- cxs. С помощью (249Ь) получаем

1| J (Ф (s)) |ds.

Таким образом, все, что нужно,—это оценка
оо

J о. (270а)
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В типичных случаях для этого надо получить априорные оценки,
которые гарантируют достаточно быстрое убывание по t подхо-
дящих норм всех решений уравнений (249) с гладкими началь-
ными данными. Более того, для доказательства непрерывности
оператора рассеяния скорость такого убывания нужно уметь оце-
нивать в терминах скорости убывания соответствующих решений
свободного уравнения. Как мы объяснили в начале этого раздела,
нужное убывание может не иметь места для общего нелинейного
уравнения из-за наличия связанных состояний. Но даже без
связанных состояний доказательство априорных оценок —очень
трудное дело. На самом деле пока изучены лишь очень спе-
циальные случаи. Мы проиллюстрируем используемые при этом
методы, доказав следующую теорему.

Теорема XI.101. Пусть / и g — вещественнозначные функции
из Cj" (Rs), .и пусть и — решение задачи

и {х, 0) = / (*), ut {х, 0)=g (x).

Пусть Ф ( 0 — <«(*, t), ut{x, 0> и ИФЦ обозначает энергетическую
норму без взаимодействия: | |ф( | а =|! V" |* +1 | u t Е- Пусть е~ПА, где
А = {[д £], —группа, соответствующая решению свободного вол-
нового уравнения vti—Ау = 0. Тогда существуют такие \|>±, что
| | ф ± | | < о о и |1ф(0—в- ' м Ч>±1—0 при ^ - * ± о о .

Существование гладких решений (270Ь) обсуждается в задаче
76 к гл. X. С помощью методов § Х.13 можно доказать, что
при начальных данных класса С™хС™ решение и(х, 0 лежит в
СоХС% при всех t. Результат, аналогичный теореме XI. 101,
справедлив для комплекснозначных решений, если — и 3 заменить
на — и | и | а . Теорема X 1.101 не вполне удовлетворительна. Хотя
она и утверждает асимптотическую свободу решений (270Ь) с
гладкими начальными данными, она ничего не говорит о том,
какие г)э± реализуются. Таким образом, у нас нет явного опи-
сания области определения оператора рассеяния. Тем не менее
доказательство теоремы XI. 101 иллюстрирует трудности, которые
надо преодолевать при доказательстве асимптотической полноты.

Наше доказательство теоремы XI, 101 будет основано на су-
ществовании специальной сохраняющейся величины — конформ-
ного заряда

t Qc = S k0 {x, t) dPx, (270c)

где

k0 (x, 0 - V* +! x P) [V.«J + V, (V«)2 + V4«
4] + 2tutx• V« + 2tutu - «•.

(270d)
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Используя тот факт, что и удовлетворяет (270Ь) и имеет ком-
пактный носитель при каждом t, легко проверить, что Qc не
зависит от t. Ответ на более тонкий вопрос: как находить такие
сохраняющиеся величины — дан в дополнении, где также объяс-
няется, какие члены нужно интегрировать по частям, чтобы
установить независимость от времени.

Доказательство теоремы X 1.101. Поскольку J «ы, v» = <0, —ы*>,
имеем |j J (ф (s)) || = || и" ||2. Учитывая сохранение энергии

Е (0 = $ V, [(V«)2 + и) + 72«
4] d*x

и оценку О)болева Ц ы ||в <1 С | К—А + 1 «!|». легко убедиться (за-
дача 76 к гл. X), что | |u(s) 3 | | a ограничена при изменении s внутри
любого компактного множества. Таким образом, для проверки
(270а) нужно показать, что [|«(s)3||, достаточно быстро убывает
на оо. Записав Ja (s)*||»<;||« (s)fl«, J« (s)2 | |2, мы сначала используем
сохранение Qc для доказательства неравенства \\и ( s ) 2 | | a ^ C | s | ~ 1 ,
а затем применим оценку Соболева и итерационную процедуру
для того, чтобы установить неравенство ||и (s)||o. ^ C \s \~Ч*.

Начнем с равенства г-*у (ru) — v« + r" 2 r«, в силу которого

(г2 +1*) (V«)2 = (г2 + Р) [r~lV (ru)]3 + r~* (r8 + /*) и* + А,

где

После некоторых преобразований получим, что

и потому

5 A dzx = J u2r~2 (r2 — t*) d?x,
R* R»

ибо ] r " 2 (df/dr)cPx= — 4nf (0), если носитель / компактен, а

сама функция f гладкая вне нуля и класса С1 вплоть до нуля.
В итоге

J (ra + *2)(V«)2d3;t:= \[(r2 + ti)(r-1V(ru))t + 2u*]d*x,

так что

где

5 « V, (г2 + ^) [(r-JV (ru))* + и1,] +

Ю .v9 3271
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Применяя неравенство a 6 c d ^ p / a (а* + ся)][1/*Ф* + &)], мы видим,

что В положительно. Поэтому J и* dJx ^ 4QC Vs, откуда

\-> (270e)

Пусть фо = </, g>. Первая компонента e~'tA<f, g> удовлетво-
ряет свободному уравнению, и в силу (216а) ее можно заменить
величиной

где dS|f|—обычная мера на сфере радиуса \t\ (с центром в нуле),
нормированная условием J d S ( t | = 4n/a. Из этого явного пред-
ставления немедленно вытекает, что для /, g £ C ~ ( R ' )

\\[е~"\0\г II- < С (1 +111)" 1- (270f)
Более того,

l[e-itA <0, g>], | . < С11 |-v»|| yg(, / e . (270g)

Для доказательства этого неравенства положим | у | = 1, t > О
и учтем, что

так что, в силу неравенства Гёльдера,

где С = [ 4я J r~iadr I < оо. Эта оценка и масштабное преоб-

разование (для t > 0) дают

/f f|
откуда следует (270g).

Теперь предположим, что и есть решение (270Ь). Тогда (270f)
и (270g) дают (для t > 0):

«(•, 0IU < И [е-'мФо], I . + J II [е-'а-" л <0, - и (я)'>], ||„ ds
о

< С (1 + 0 " х + С J (f -s)-4z IV (и (s)a) Л./, ds.
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Используя (270е) и априорную ограниченность ||Vu||s, вытекающую
из сохранения энергии, получаем

я §.„ < 31| Vu k | и» |

Таким образом, если положить M{t)s== sup | « ( - , s ) | L , то
0<s< Г

где D = Cj (1 —а)~1/*а~г/* do < оо. Отсюда мы прежде всего за-
оо

ключаем, что sup M (t) •< оо, а затем, что
о</< ~

1ы(-,/)|.<С|П- 1 / в (270h)
для t > 0. Доказательство для t < 0 аналогично. Неравенства
(270h) и (270е) влекут за собой неравенство (270а), которое,
как уже отмечалось, доказывает утверждение теоремы.

Дополнение к § XI.13. Сохраняющиеся токи

Один из способов убедиться в сохранении Qc, заданного
формулой (270с), состоит в том. чтобы ввести величину

к = — (vu) \{\ х |а + t*) ut + 2tx-4u+2tu\-
(270i)

и, воспользовавшись дифференциальным уравнением (270b), по-
лучить равенство

Тогда
J£c__ [дк^_ г v.kcPx-0

dt ~ J dt a x ~ J v к а AT —и,
если учесть, что и, а следовательно, и к принадлежат классу С"
и имеют компактный носитель по х для любого t (это вытекает
из принадлежности начальных данных классу Q°(IR8)).

Темой настоящего дополнения служит круг идей, в целом
называемых теоремой Нётер, объясняющий способы отыскания
величин, подобных k0 и к Лучше всего изложить их в рамках
лагранжева формализма, который мы прежде всего и опишем.
Пусть х £ К " , а и — вещественнозначная функция х (по поводу
распространения теории на многокомпонентные «см. задачу 152).
Пусть J?7 — функция п •+-2 вещественных переменных: & (а, Ь, с),
где а 6 К. b € К", cgR- По заданной на R"xR вещественнознач-
ной функции и (х, 0 мы строим функцию Fa (х, t) = oS7 (ut, V«, и),

10*
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зависящую от х и /. Дальше мы будем использовать общепри-
нятые, хотя и не совсем корректные обозначения. Во-первых,
мы не будем обозначать переменные а, Ь, с, а будем писать ы,,
Vu, и, так что dj?ldut будет обозначать производную 2 на
R"+* по первой переменной. Во-вторых, при неявно заданной и
мы будем писать £ (х, /) или 3', имея в виду введенную выше
функцию Fa(x, t) Таким образом, символ типа (д/dt) (dj&/dut)
указывает, что мы вычисляем функцию дЗ/да при
a = u t и т. д., а затем вычисляем частную производную по t
полученной ф>нкции от х и /. Символ dj?/d(yu) обозначает п
мерный вектор <дЗ/дЬ1, ..., dj?/dbn>, вычисленный при a=ut,
b = V " , c=u Несмотря на то что такие обозначения несколько
двусмысленны, они вполне стандартны и весьма удобны, если
к ним привыкнуть.

Мы хотим выбрать =2* таким, чтобы рассматриваемое урав
нение имело вид уравнения Эйлера — Лагранжа

Уравнение (270b) имеет как раз такой вид, если выбрать

S{VLV vu, ы) =*/,«*/—*/, (Ты)"—»/«ы«. (270k)

Причина, по которой уравнение (270j) столь полезно, связана
с принципом наименьшего действия или, точнее, с принципом
стационарного действия. Пусть заданы открытая ограниченная
область Q в R"+ 1 с гладкой границей и С°°-функция и в окрест-
ности Я. Определим действие соотношением

W(ut, V", u)dnxdt.

Если i>£C"(Q), т. е. v класса С°° и обращается в нуль около
границы Я, то

0 = — %v(g»(u)d3xdt, (2701)\

т е . и есть решение (270 j) тогда и только тогда, когда для
любой Q действие Аа стационарно при малых изменениях и
строго внутри Q. Это позволяет связать инвариантность урав-
нения (270J) относительно каких-то преобразований с инвариант-
ностью 3'. Рассмотрим гладкие преобразования координат

s = s(x, t), У = у(х, t)

и гладкую функцию V из R n + 2 в R. Пусть

и (х, t) = V (ы (у (х, /), s (х, /)), у (х, t), s (х, 0).
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Когда и есть решение (270J), если и — решение этого уравнения?
Достаточное условие таково- 6,2" = 0, где

ЬЯ = [&(п)]{х, t)-J[£>(u)](y(x,t), s(x, /)), (270m)

a J—якобиан преобразования Т: <x, />>—*<y, s>. Первый член
в правой части (270т) означает, что g вычисляется на функ-
ции и вместо и. Второй член показывает, что сначала вычис-
ляется £? (и), а затем делается замена переменных, Если 6 ^ = 0,
то Аа (и) = Ат [о] (и), и действие стационарно на и тогда и только
тогда, когда оно стационарно на и. Таким образом, если 6 ^ = 0,
то и есть решение (270J), когда таково и. Как мы увидим,
условие б«2:' = 0 не необходимо для инвариантности (270j) отно-
сительно замены и*-*и (см. примеры 3 и 4 ниже).

Теорема Нётер выражает тот факт, что по заданному одно-
параметрическому семейству преобразований, оставляющих ин-
вариантным А, всегда можно найти сохраняющуюся величину
для соответствующего уравнения Эйлера —Лагранжа. Суть при-
веденных выше выкладок в том, что условие 6j? = 0 достаточно
для инвариантности А. Ниже мы будем предполагать, что <х, ty
пробегает все пространство Rn + 1, а все преобразования гладкие.
На самом деле в приложениях очень часто возникает желание
использовать сингулярные преобразования, которые не определены
на всем Rn + 1; множество областей £2 тогда ограничивается
требованием отсутствия в них особых точек преобразований.
Хотя такие тонкости вызывают некоторые теоретические труд-
ности, на практике они не важны. Дело в том, что «теорема
Нётер* дает способ последовательных действий, в результате
которых мы получаем выражение, претендующее на роль сохра-
няющейся величины для данного дифференциального уравнения.
Сохранение этой величины всегда можно проверить прямым вы-
числением; важность теоремы Нётер в том, что она дает после-
довательный метод нахождения кандидатов на эту роль.

Итак, пусть

se = s (х, t, г), у8 = у (х, /, е)

— гладкое семейство гладких преобразований координат, и пусть
Уг — гладкое семейство гладких отображений R"+11 в R. Введем

йе(х, 0 = М « ( У е , S8), Ув, Se).

Предположим далее, что при е = 0, so = t, уо = х и V0{u(y0, s0),
у0, so) = u, так что наша замена как зависимых, так и независи-
мых переменных при е = 0 обращается в тождественную операцию.
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Теперь введем

де Е=О
 v . йе |е=о

(270n)

^ (270o)

Полагая dQ==d/dt, получаем

= S(«). (270p)

Таким образом, в частности, если 6g J27 == О для всех е и </0, J>

убывают достаточно быстро на оо, то § /„ (х, t)d"x — постоянная

во времени величина. Для доказательства (270р) сначала за-
метим, что

дг е=о

так что при е = 0 можно написать
д

(270q)

С помощью уравнения Эйлера — Лагранжа (270j) легко отождест-
вить величину в фигурных скобках с д£? (ие,)/дг | е = о. Более того,

dJ

так что правую часть {270q) можно отождествить с S(u). Это
и доказывает (270р).

Пара / = </„, j> называется током, отвечающим однопарамет-
ричсскому семейству; если do/o + V-j = 0, то говорят, что ток
сохраняется. Величина S(и) называется источником тока.

Пример 1 (сохранение энергии и тензор энергии-импульса).
Рассмотрим уравнение ut1 = Au—F(u). Тогда лагранжиан имеет

вид V»«f — 7»(У«)8 — G (и), где G (у) = $ F (х) dx. Ясно, что семей-
о
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ство сдвигов по времени <х, £>ь-»<х, / + е>, Ve(u) = u, оставляет
уравнение движения инвариантным, и легко понять, что 6 ^ = 0
для всех е. Более того, Х = 0, ¥ = 0, Хв=\. Результирующий
ток /„, //( обьгчно обозначаемый через tm, ta{, имеет вид

+ G M , /„,= — ut(Vtu).

п

Из (270 j) вытекает, что dotoa + 2 ^А/ —0» и м ы узнаем в ра-

венстве (d/dt) J tood
nx = 0 закон сохранения энергии (конечно, его

можно получить из дифференциального уравнения интегрирова-
нием по частям). Причина, по которой в обозначение тока вхо-
дят два индекса, в том, что можно еще учесть инвариантность
относительно сдвигов в пространстве <х, ty>—»<x + e6,, t>, где
б| = <0, . . . , 1, . . . , 0> с 1 на £-м месте. Результирующий ток
/с> /* обычно обозначают через <й, tik. Легко обнаружить, что

*о, = - ' « и ttf=t/t, l < t , / < n . (270r)

В частности, сохраняется импульс J щ (V,-ы) dnx. Величину /wv

часто называют тензором энергии-импульса, хотя в последова-
тельных релятивистских обозначениях то, что мы обозначали
£uv, обычно обозначают через T*v.

Пример 2 (ток для масштабных преобразований (270Ь)). Благо-
даря специальному выбору степени нелинейного члена в (270Ь)
легко убедиться, что множество решений (270Ь) переходит в себя
под действием преобразования <х, t><—»<A,x, W>; u*-*%u. Для
таких масштабных преобразований 6=2? = 0. Если взять А,= е г,
то J(0 — t, Xl — xl,

x¥ = u В результате сохраняющейся величи-
ной будет

Чги$ + V, (VU)* 4- V,"4) + ut\ • vu + щи] d?x. (270s)

Мы выписали общее соотношение (270р), включающее источ-
ник S (и), по двум причинам. Во-первых, может оказаться по-
лезной нарушенная симметрия, когда S(u)=£0; например, если

S (и)^.О при t ^ 0 , то из (270р) следует, что $ /0 (х, f) d3x^

^ \ /о (х, 0) d3x для всех t ^ 0, а это может быть полезным (см
задачу 153). Во-вторых, если S (и) имеет вид даЬ0 + Ч-Ъ, то
^ A + Vk = 0 для к = j — b, так что сохраняется £„. Сначала мы
рассмотрим случай нарушенной симметрии, а затем вернемся к
классу случаев, когда S (и) автоматически имеет вид dobo + V-b.

Пример 3 (нарушенная масштабная инвариантность для урав-
нения и а = Ди—U[U[P-1). Если <?=lUu\—V,(Vu)»—(/? + I ) " 1 ! " ! ' ' * 1
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в трехмерном пространстве, то при масштабных преобразованиях
<х, £>•-»• <Хх, М>, ut—>ku величина Ь2 не равна нулю, когда
рфЗ. Часть ии—Ды лагранжиана Я? инвариантна, но

ЬЗ? = — (р +1)-» (к?+1—к*) | и (кх, kt) | '

Взяв к = е? и вычислив d(6eJ&)/d&, находим, что

поэтому S ( u ) ^ 0 при р ^ З . Поскольку заряд (270s), отвечающий
масштабным преобразованиям, не обладает очевидными свойст-
вами положительности, это соотношение имеет ограниченную
ценность; однако конформную инвариантность, которую мы при-
меняли при доказательстве теоремы XI.101, можно заменить
нарушенной конформной инвариантностью и получить аналогич-
ный результат для

ы„ = Ды — « l a p - » (270t)

при 3 < р < 5 (задача 153). Действительно, это уравнение обладает
определенной масштабной инвариантностью; ясно, что при
<х, *>•-».<кх, kty, и*-*-каи с а = 2{р — I ) " 1 решения (270г) пере-
ходят в другие решения. В этом случае неверно, что б=2? = 0;
на самом деле J? (й) = А,2+2а«2'(ы) (у, я), тогда как JJ?(u)(y, s) =
= k4aj? (и). Это означает, что Ац(и) = №~2а

 AT(Q\(U); таким
образом, инвариантность дифференциального уравнения можно
понять, руководствуясь принципом стационарности действия.
Однако S ( M ) = ( 2 — 2 а ) J2 (и), так что ток, отвечающий такому
масштабному преобразованию, не сохраняется. Более того, 5
не является дивергенцией (задача 154); поэтому нельзя получить
сохраняющийся ток заменой / на k. Это показывает, что инва-
риантность дифференциального уравнения, которая не означает
инвариантности действия, может не давать новой сохраняющейся
величины.

Существует один общий случай, когда 5 («) автоматически
имеет вид д Д + V-b, а именно когда 6eJ?* = <Э„В(

0

8> + V- В<8); дей-
ствительно, достаточно взять Ьа = дВ{^/де, Ъ = дВе/де Заметим,
что если

= д0В0 + V В, (270и)

где В (х) — функция только и и ее производных в точке, х, то

AQ(U)= AT IQ] ( « ) + ) [B 0 do 0 + B-da], так что для и, обращаю-

щихся в нуль около dQ,

AQ (И + kv) — AQ (п) = Ат [QJ {U + kv) — Ат [Q] (И).
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Итак, из (270р) следует, что рассматриваемое преобразование
переводит одни решения уравнения Эйлера—Лагранжа в дру-
гие. Когда S (и) = д,ри + V • Ь, сохраняется } (/„ — b0) dnx и инва-
риантность основного дифференциального уравнения можно свя-
зать с сохраняющейся величиной, отличной от \ iua

nx

Пример 4 (конформная инвариантность уравнения (270Ь)). Ин-
версия г>-*-г~х аналитична в комплексной плоскости вне начала
координат; таким образом, а(дс(дся + у')~1, — у {хг-\-у2)"1) — гармо-
ническая функция в R* \ {0}, если такова и. Возможность фор-
мального продолжения из х в ix наводит на мысль, что если
u,t— ихх=*0, то u(x(t3— х2)-1, ttft—x3)-1) также есть решение
волнового уравнения вне точек Р— JC2 = 0, и в этом можно убе-
диться прямым вычислением. В четырехмерном пространстве это
уже не так; чтобы убедиться в этом, рассмотрим сначала гармо-
нический случай Функция и(х) = |х |~ а гармоническая вне точки
х = 0, но функция и{х) ==u(x | x[~a) = jx | 8 таким свойством не
обладает. Поскольку единственной другой сферически симмет-
ричной гармонической функцией является 1, можно испытать
функцию и (х) н э | х | ~ а щ х | х |~ 2 ) ; и в самом деле, путем долгих
вычислений можно показать, что Ди = | х|~4 (Ди)~. Аналогично,
для х £ R3, t £ R определим лоренцеву инверсию соотношениями

V(u, х, / ) = ( < » — J x | a ) - l u .

Если и(х, )̂ = V(u(y, s), у, s), то и есть решение уравнения
и(( = Ди тогда и только югда, когда таковым является и. В са-
мом деле,

пи — Д п = ( * а — 1х[г)~г(ии~ Ды)~. (270v)

Поскольку рассматриваемые преобразования сингулярны при
jx = t, это утверждение справедливо только вне плоскости
|х =t. Дальше мы не будем думать об этой трудности, а просто
покажем, что dl)ke + V-k = () для всех точек <х, ty с \х\фг,
когда /г0 и к заданы формулами (270d) и (2701). При этом легко
понять, что /г0 и к класса С", и потому результат будет выпол-
няться для всех <х, £>, откуда и будет вытекать сохранение кон-

формного заряда ^ kud?x
Уравнение (270v) показывает, чго преобразование и*-*и со-

храняет решения и уравнения (270Ь) Это наводит на мысль
вычислить изменение 6J?1 при лорениевой инверсии для лагран-
жиана 2 = Ч.,и* — 1/.2(Ъи)* — 1 / 4 " 4 ' Д л я гаких вычислений удобно
перейти к релятивистским обозначениям. Пусть л:(1(у, = 0, 1,2, 3)
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обозначают t, хг, xv х9, a xv обозначают t, — x l t — x a , —х„.
Введем матрицу из элементов 8** = guv» равных нулю при JX=^V
и 1 (соответственно —1), если ц и v одновременно принимают
значение 0 (соответственно 1, 2, 3). Наконец, положим д** = д/д*ц.
Кроме того, мы будем пользоваться соглашением о суммирова-
нии по повторяющимся индексам, так что хххх = t* — | х | 2, дхдх=
=д\ — А и т. д. Начнем с изучения якобиевой матрицы Ти

ч = d*ys,
где yv=(xxxx)~l xv— лоренцева инверсия. Прямым вычислением
получаем, что Т»ч = (xxxx)~1Sll

v, где

S»v = 6\ — 2 (х*-хх)-* x»xv, (270w)

a 6**v—единичная матрица. Существенно то, что 5" v есть лорен-
цево преобразование, т. е.

Перейдя к определителям, мы увидим, что | d e t ( S ) | = l, так что
якобиан J | det T | = (хххх)~*. Используя отмеченную выше инва-
риантность, получим

g»JT\T\ d"v дЧ = (хххх)"2 gy,v d»v d*v. (270x)

Пусть теперь п. (х) ^ (лЛс^,)"1 и (у (х)). Тогда

д»и = (xxxx)-i T\ (dvu) (у) - 2 (хххху* х»и (у). (270у)

Если воспользоваться далее (270х) и взять Л? (и) = 1/2git,vd
llu dvu —

— V4"
4. то

ф&) (и) = 2 (хххх)~3 и (уГ — 2(хххх)-3 х^ид» (и (у)) = д^В*. (270z)

где В^ = — х»(хххь)~3 и (у)2. Средняя часть (270z) получается
после возведения в квадрат (270у) и учета того факта, что един-
ственный квадратичный по д*и член в J? (и) сокращается с соот-
ветствующим членом в JJg (и) (у).

Лоренцева инверсия не определяет непрерывную группу сим-
метрии, а представляет собой отдельное преобразование. Однако,
если сделать инверсию, затем сдвиг —е по времени, а затем
снова инверсию, мы получим непрерывную группу симметрии.
Таким образом, определим

у(х, t, e) = xF, s(x, t, e)=(t — e(P — \xf))F, V(x, t, u, e) = «F,

F(x, t, e)=(f*-|x

Это довольно сложное выражение называется конформным пре-
образованием. Точнее, конформная группа есть 15-параметриче-
ская группа, состоящая из преобразований Пуанкаре, масштаб-
ных преобразований и лоренцевой инверсии. Соответственно для
уравнения (270Ь) существуют 15 сохраняющихся величин, из
которых при доказательстве теоремы XI.101 мы использовали
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всего две (энергию и временную компоненту конформного тока),
хотя в этом дополнении мы рассмотрели также три компоненты
импульса и масштабные преобразования.

Для приведенного выше конформного преобразования путем
прямого дифференцирования получаем *¥ = 2tu, X,=^2xjt, X o =
= / 2 + | х | 2 , и потому

/о = (I х | а + *2) (Vau? + V, (V«)2 + V4«
4) + 2tutx • Vu + 2tutu,

i=(—Xu){(\ x |«+/«) ut + 2tx- Vx+2tu\ — 2tx (Vsu? — V, (V«)2 — 7 4 " 4 ) .

Зная, что ЬЗ? не обращается в нуль при инверсии, мы не ожи-
даем этого и для конформного преобразования, но мы надеемся,
что S{u) = &*bv<, поскольку Ь£? = дукВи для инверсии. Как и при
вычислениях с инверсией, величина S (и) получается в виде раз-
ности между 1li{dv-u)(dvju) и 1I2J (д^и) (д»и). Поскольку

получаем
д»п = (1 + 2st) д» (и (у)) + 2е6*оы + О (е«),

так что дополнительный член (с точностью до порядка 0(е 8))
как раз и имеет вид V2 [4ебц

0и (д* ы)] = ед0 (и2) В итоге S(u) =
==50(ы*), и потому если положить k = j , ko= /„ — иг, то doko-\-
+ V k = 0. Таким образом, проверено, что для (270Ь) сохраняется
заряд, даваемый выражением (270с), и, более того, мы описали,
как отыскивать такие сохраняющиеся величины.

XI.14. Рассеяние спиновых волн

Обсудим теперь физические системы, совсем непохожие на те,
которые мы анализировали до сих пор, но рассеяние в которых
хорошо описывается формализмом двух гильбертовых пространств,
введенным в § 3 Мы рассмотрим систему квантовомеханических
спинов, находящихся по одному в узлах решетки Z 3 c(R 8 и взаимо-
действующих с ближайшими соседями. Основные состояния для
каждого спина — это либо «спин-вверх», либо «спин-вниз», но,
поскольку система подчиняется квантовомеханическим законам,
возможны и суперпозиции этих состояний. В итоге множество
состояний для одного спина в фиксированном узле a £ Z 3 есть
единичная сфера в двумерном комплексном гильбертовом про-
странстве. Если в момент времени * = 0 задано состояние, где
один выделенный спин направлен вверх, а все остальные вниз,
то взаимодействия, точно описанные ниже, носят такой характер,
что по мере развития системы во времени в ней бежит элемен-
тарная «волна», отвечающая перемещению направленного вверх
спина по решетке, т. е. при / —- оо возникает нестационарная
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суперпозиция состояний с одним спином вверх, охватывающая
все больше и больше узлов, все дальше отстоящих от начального
узла. Если начать с двух спинов, направленных вверх, то возникает
суперпозиция состояний с двумя спинами вверх. Если сначала
эти узлы далеки друг от друга, то в течение очень малого вре-
мени оба спина эволюционируют более или менее как две неза-
висимые элементарные спиновые волны, ибо взаимодействие за-
трагивает только ближайших соседей. По мере эволюции этих
состояний во времени появляется ненулевая вероятность возник-
новения состояния с двумя соседними спинами, направленными
вверх. Такие спины взаимодействуют, что приводит к рассеянию.
Именно этот процесс мы и хотим изучить.

Описанная система спинов является моделью (называемой
гейзенберговой моделью) ферромагнетика. Со спинами связаны
магнитные моменты, и основное взаимодействие носит магнитный
характер. Описанные выше волны возбуждения обычно называют
магнитными спиновыми волнами, или магнонами. Следует отме-
тить одну особенность нашей системы: мы рассмотрели спиновые
волны на фоне всех спинов, опущенных вниз, что, как мы уви-
дим, отвечает основному состоянию системы. Можно с таким же
успехом рассматривать систему со всеми спинами вверх или
в любом другом фиксированном направлении, что даст другие
возможные основные состояния. На самом деле, в силу общей
инвариантности относительно вращений, такие теории эквива-
лентны той, которую мы развиваем. В основном состоянии си-
стема пребывает только при нулевой абсолютной температуре;
при ненулевой температуре мы имеем «суперпозицию возбужден-
ных состояний». Существует некоторое количество глубоких, хотя
и не строгих работ о магнонах при ненулевых температурах
(см. Замечания).

Обсуждение, проводимое в этом разделе, связано с различ-
ными вопросами, которых мы еще не касались. Во-первых, мы
имеем дело с бесконечной системой, а в общем случае бесконеч-
ные системы наиболее естественно описываются на языке С*-алгебр.
Это так и для модели Гейзенберга. при ненулевых температурах;
но благодаря тому что основное состояние гейзенбергова магне-
тика мсжно явно описать, в этом случае удается избежать исполь-
зования техники С*-алгебр. Однако даже здесь существует ряд
других идей, интересных с физической и математической точек
зрения, например явление спонтанного нарушения симметрии,
которые треслют применения С*-алгебр. Мы вернемся к этому
кругу вопросов в последующих томах. Во-вторых, в описании
всех процессов рассеяния, которые ;иы изучали до сих пор,
использовалось сравнение некоей априорной «свободной дина-
мики» с динамикой ^системы со взаимодействием. В интересую-
щей нас сейчас ситуации «свободная динамика» не определяется
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какой-то заранее заданной системой, а скорее задается частью
системы со взаимодействием, а именно динамикой одномагнонных
состояний. Эта идея появится вновь в § 16 при изучении рас-
сеяния в квантовополевых системах со взаимодействием.

Опишем сначала модель с конечным числом спинов. Пусть
Л —конечное подмножество в Z 3 . Каждой точке а £ Л сопоставим
экземпляр пространства С* и обозначим его С„. Будем называть
векторы

«•-(А). «"-(?)
состояниями со спином вверх и спином вниз в точке а соответ-
ственно. Гильбертовым пространством состояний конечного числа
спинов, по одному в каждой точке а £ Л , будет

ЗЪА
 = ^у &а- (271)

а 6 Л

Множество векторов вида ®е™, где {а^} а € Л — последователь-

ность нулей и единиц, есть базис в Ж'Л; для удобства мы далее

будем писать "^{{а^\)= ®е%£.

Для того чтобы определить гамильтониан Яд этой конечной
системы, введем некоторые термины и обозначения. Пусть ох,
аи> о*,. —матрицы Паули, т. е.

= ( ? о)'
положим о± = 1/2(ох± ioy), так что

ст+=(оо)' ст-=(?о)-
Матрица о + переворачивает вверх спин, направленный вниз,
а о_—наоборот. Интерпретация 78о как вектора квантовомеха-
нического момента количества движения следует из того, что
этот вектор удовлетворяет коммутационным соотношениям алгебры
Ли группы трехмерных вращений. Для каждого а £ Л обозначим
через о'х

а\ а(„а\ o(

z

a\ о1"' операторы в SK'л. действующие соответ-
ственно как ох, оу, а2, а± на а-ю компоненту тензорного произ-
ведения и как единичная матрица на остальные компоненты.
Таким образом, на базисных векторах ^({аз}) имеем

0, если аа= 1,
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Тогда гамильтониан определяется следующим образом:
1 V*

Я . —. ... > f/T*aVr<P* _J_ A/T^VI^P*^ /079\
!а-(5 1=1.

а. 3 6 Л

Сумма берется по всем упорядоченным парам <<х, f}> ближайших
узлов. Из-за множителя 1/2 каждая неупорядоченная пара вносит
в энергию вклад a£a)a^' + 2a(^)a(_pi+2a(i"a(/) = a(0"-o<P), где мы
положили a ( a ) == <ai a ), a^,a), a<,a)>. Помня об упомянутой выше
связи с вращениями, легко понять, что гамильтониан инвариан-
тен относительно одновременного вращения всех спинов. Знак
минус в (272) показывает, что состояния с параллельными спи-
нами имеют более низкую энергию, чем состояния с антипарал-
лельными.

Можно показать (задача 132), что если сделать множество Л
связным множеством, соединив между собой всех ближайших
соседей, то основное состояние Нл будет (п + 1)-кратно вырож-
денным, где п—число точек в Л, Энергия этого основного
состояния равна —Л, где k — число пар ближайших соседей.
Одним из собственных векторов, описывающих основное состоя-
ние, является \J)0 == (g)e{,a). Остальные базисные собственные век-

торы в подпространстве основных состояний можно получить при-
менением нужное число раз оператора ^а !^* .

абЛ

При переходе к A = Z 3 возникают две трудности. Во-первых,
необходимо решить, что использовать в качестве гильбертова
пространства состояний бесконечной, системы. Во-вторых, нужно
решить, какую величину использовать в качестве гамильтониана,
особенно в свете того, что энергия основного состояния (т.- е.
низшее собственное значение) Я Л стремится к —оо, когда объем
| Л | множества Л стремится к бесконечности.

Один метод определения гильбертова пространства бесконеч-
ной системы связан с развитием идеи бесконечного тензорного
произведения и использованием (272); но, поскольку нас в пер-
вую очередь интересует другая реализация основной структуры,
мы относим обсуждение бесконечных тензорных произведений
в Замечания. Здесь мы рассмотрим бесконечномерное гильбертово
пространство Ж с базисом {Ф(|ар})}> где а = {ар\ последователь-
ность нулей и единиц, индексированная точками Z 3 , в которой
лишь конечное число а^ФО; таким образом, ^ с о с т о и т из векто-
ров вида

2'
( 2 ' означает, что берутся лишь те а, для которых выполнено
выделенное курсивом условие), где с ( а ) £ С и ^ | с (а) | 2 < с».
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Внутреннее произведение в Ж задается так:

(2Г
ч|?0 будет обозначать базисный вектор, у которого все ар равны
нулю.

Для полного обоснования сделанного выбора Ж нужна тео-
рия С*-алгебр, но можно отметить, что без выделенного курсивом
условия мы получили бы несепарабельное пространство, тогда
как наше Ж сепарабельно. Более того, а^\ &^\ о£а>, а(±' можно
определить как и раньше, а гамильтониан Я можно построить
следующим способом.

Непосредственно использовать формулу (272) для определе-
ния # z a нельзя, ибо на каждом ty({a&\) сумма в Н%3 будет рас-
ходиться. Однако если заменить произведение а£а)о£р) всюду,
где оно встречается, на o< a ) aj e > — 1, т. е. положить

, (273)

a, fie Z 3

то эта сумма будет сходиться на каждом ^({ар}). Поскольку мы
просто изменили энергию основного состояния на (бесконечную)
постоянную, физика модели не изменится. Опустим теперь индекс
Z 3 и возьмем в качестве области определения D (Я) гамильто-
ниана Я плотное множество конечных линейных комбинаций
векторов i|>(a). Поскольку на каждом векторе v£D(H) все, кроме
конечного числа членов в Hv, равны нулю, Н корректно опре-
делен на D (Я) В действительности справедливо

Предложение. Оператор Н самосопряжен в существенном и
неотрицателен, ^„ — единственный вектор, для которого #г|>0 = 0.

Доказательство. Пусть ^ „ — линейная оболочка тех ^({a^}), для
которых 2 a 3 = tt Тогда H = Q)S%n, Ж„сй (Н), Н оставляет Жп

а п

инвариантным и ограничен на каждом Жп. Ясно, что Я—пря-
мая сумма ограниченных самосопряженных операторов, и потому,
в силу элементарных рассуждений, которыми мы уже не раз
пользовались (см. пример 2 в § VIII.10 или задачу 1 к гл. X),
он самосопряжен в существенном. Кроме того, Я положителен,
поскольку

ат >а<,е> + 20^'а!?» + 2а(_а)а(

+

а) < 1

для любых а и р (задача 131). Доказательство простоты нуле-
вого собственного значения мы оставляем читателю в качестве
упражнения (задача 133). |



304 XI. Теория рассеяния

Как мы уже упомянули в последнем доказательстве, Н остав-
ляет каждое подпространство 9ta инвариантным. Начнем с ана-
лиза Н\ЖХ. Пусть т|а = г1з({баз}) для каждого a £ Z s , т. е.
t] a — вектор, описывающий состояние со спином вверх в узле a
и со всеми остальными спинами вниз. По определению Я и в силу
того что у а всего шесть ближайших соседей (3{, входящих в виде
(а, р,) и (Р,-, а) в сумму (273), имеем

# т ) а = 1 2 т ) а - 2 2 %
i B - c c l = I

Произвольный Ф € < ^ 1 МОЖНО разложить в ряд ф = 2 ф ( а ) т к »
aeZ3

т а к ч т о //<р = 2 # ) ( )

а) = 2(69 ( а ) - 2 <P(P)V (274)

Для лучшего понимания Н \&СХ полезно знать, что Н ком-
мутирует с очевидным представлением Z 3 сдвигами в SV Значит,
отображение пространства / 2 (Z 3 ), заданное формулой {ф(а)}|—•»
|—»{(//ф) (а)У, коммутирует со сдвигами, что очевидно благодаря
(274) Тогда преобразование Фурье /2 (Z s )-^* L2 ([—л, я]3) дает
спектральное представление Н В самом деле, полагая

ф(£) = (2л)-3/2 2 Ф(а)е"'"*'а.

мы обнаружим, что (//ф)~ (&> = ц(Л)ф(&), где

4 (3 — cos A, — cos &2 — cos k3).

Таким образом, Н \SKX выглядит как решеточный вариант сво-
бодной кинетической энергии в нерелятивистской квантовой меха-
нике, поскольку |х = 2 |&|а + 0(&4) при малых k.

Теперь мы можем объяснить, в каком смысле Н \Жг есть
гамильтониан, описывающий состояния, которые асимптотически
выглядят как две свободно движущиеся элементарные спиновые
волны. Однако прежде подчеркнем, что естественным простран-
ством двух спиновых волн служит не Жй, а ^ ( g ) s 5 £ \ . Причина
симметризации тензорного произведения в том, что физически
не имеет смысла указывать, какой из двух спинов «первый».
Причина симметрии (а не антисимметрии) в том, что мы выбрали
спиновые операторы, отнесенные к различным узлам, коммути-
рующими. Такой выбор основан на желании иметь спиновые
операторы в качестве независимых квантовых наблюдаемых. Если
бы мы взяли о в различных узлах антикоммутирующими, мы
получили бы «свободный ферми-газ» без рассеяния.
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Введем отображение

U,
= 7.
'7.

и воспользуемся теорией рассеяния в двух гильбертовых про-
странствах, построенной в § 3.

Теорема XI.102. Пусть Н%

Тогда
Н\9е% и Н®=

существуют и являются изометриями из 3%±(^)аЖл в 5?,.

Доказательство. Согласно методу Кука, пределы существуют,
если

(5?)± о ° (5?)

J \\[H2J2-J2H9]e~UHl
 Ф Ц Л < оо (275)

на тотальном множестве векторов <р. Более того, для доказа-
тельства изометричнссти Q* достаточно показать, что

I(^V,-] -ин®
l 0 (276)

при £—*-±оо. Мы докажем (275), оставив доказательство (276)
читателю (задача 134)
при ± о . Мы док
читателю (задача 134).

Введем V: Ж®Ж соотношением

, —Я? 9 . 1

У V два важных свойства. Во-первых, это ограниченное отобра-
жение. Во-вторых, его носитель лежит в области | а — р | ^ 2
в следующем смысле. Отождествим . з ^ ® 9 .%\ со множеством
симметричных функций из / 2 ( Z 3 x Z 3 ) , воспользовавшись отобра-
жением ф1—>Ф(-, •), где Ф = ] £ Ф (a, p*) y\-A ® i b - Определим V фор-
мулой Кф = Уф. Если теперь ввести оператор % на / 2 ( Z 3 x Z a )
соотношением

о при | а - р - | > 2 ,

то V% = V. В этом можно убедиться, если учесть, что Нг дейст-
вует как Н®, если а и |3 не являются ближайшими соседями
и не имеют общих соседей. Далее будем опускать " .
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Поскольку V такое хорошее, (275) можно получить путем
простого применения метода стационарной фазы. Обозначим сим-
волом ~ преобразование Фурье из / 8 ( Z 3 X Z 8 ) в L*([—n, n]3X
Х [ — л , л] 8). Пусть ф —вектор из 58?t ® 8 5 ^ , такой, что <р£
€С 0 "([— я , я ] 3 х [ — я , л]*) и

(i) supptp не содержит точек, у которых хотя бы одна коор-
дината равна ± я ;

(и) supp$c:{<fc, /> |d | i (k)/dk=£dii {l)/dl\.
В таком случае мы утверждаем, что для любого т > 0 сущест-
вуют постоянные Ст и Т, такие, что при t > Т

\{e " " ' Ф ) ( о , Р ) | < С . ( | о | + | Р | + | / | + 1)— (277)

в области | < х — Р | ^ 2 . Предположим пока, что (277) справедливо.
Тогда для ф такого, как выше,

-ин® |* II -ин® Р II „ -ин®
V l 1 < | | К ' | | | | V '

| а - Э 1 < 2

в силу (277). Следовательно,

±i

откуда, в силу JtJl = I, заключаем, что (275) имеет место. По-
скольку множество рассматриваемых ф плотно, волновые опера-
торы существуют.

Доказательство неравенства (277) есть простое упражнение
на метод стационарной фазы из первого дополнения к § 3. Дей-
ствительно, нужна только элементарная теорема XI. 14. В самом
деле, положим с о = | а | + | р Ц - | ^ | и

Тогда

[е~ " " 1 Ф ) (а, Р) = const J eiafa- »•'(*' % {k, t) dk dl

удовлетворяет (277) в силу теоремы XI. 14 и условий (i) и (п). |

Обобщение изложенного на /г-спиновые волны не является
сложной проблемой; мы воспользуемся обозначениями, охваты-
вающими сразу все п. Пусть Sr

1— фоково пространство, построен-
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ное на основе &СХ. Определим

J: ¥Х-+Ж
с помощью следующих отображений ®1ЖУ на 5? л :

J (Ца ®-- .®Л« ) = i г ^ б а > Р + - - - + б ( х ' > Р ^ ' е С Л И В С е а РАЗЛИЧНЫ,
"' ' ' "" 10 в противном случае.

Тогда, повторяя проведенное выше доказательство, получаем,,
что справедлива

Теорема XI. 103. Операторы
Q± = s-lim eiiHJe-itdT <"«>

t -*• 7 0 0

существуют и изометричны.

Если ф б ® ? ^ i > т о ^ ± ( Р СУТЬ состояния, которые асимптоти-
чески выглядят как п свободных спиновых волн. Мы как раз и
описали состояния рассеяния, отвечающие системе с п перевер-
нутыми спинами, распадающейся на п частей. Вспоминая iV-ча-
стичное уравнение Шредингера, можно задаться вопросом, а нет
ли других каналов рассеяния, отвечающих связанным группам
(кластерам) нескольких перевернутых спинов. Да, они есть, но
эти «связанные состояния» обладают дополнительной сложностью
по сравнению с уравнением Шредингера. В последнем случае
из полного гамильтониана можно выделить энергию движения
центра масс, так что «связанные состояния» суть собственные
векторы фиксированного оператора. Ключевой факт состоит в

том, что если \is(k) = № и 2 Ц ' = 0. т о

N N

2 М » + кО = /(а)+ S Us (к,).
i; = 1 » = 1

N

так что для произвольных к, энергия 2 M^^i) е с т ь сумма од-
ной функции, зависящей только от К = к а + . . . + к # , и одной
функции, зависящей только от кг — к2, . . . . k^-j — к#. Для
функции ц (к) = 3 — cos^j — COS&JJ—COS&, это не так. «Выделение
движения центра масс» в системе спиновых волн отвечает реа-
лизации Нп = Н \ &Сп как

где K — kl+... +ka,'a Hn{К) — зависящий от /( оператор. В ито-
ге Нп реализуется как «расслоенный оператор» в смысле § XIII. 16,
или, по-иному, как «прямой интеграл». К есть оператор полного
импульса, коммутирующий с Нп. «Связанное состояние» тогда
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есть собственное значение Ип(К) для некоторого фиксирован-
ного К, в типичном случае непрерывно меняющееся при изме-
нении К. Когда такие «связанные состояния» присутствуют (а в
описанной выше системе они существуют; см. Замечания), можно
построить дополнительные волновые операторы, ассоциированные
с новыми каналами, так, как это делалось в случае уравнения
Шредингера.

Для рассеяния в S%2 можно доказать асимптотическую пол-
ноту (задача 135).

XI.15. Квантовополевое рассеяние I: внешнее поле

Вы можете полагать, что это — вопрос, который
всерьез может задать лишь теоретик-полевик, ко-
торый сошел с ума, проведя так много лет в столь
малом числе измерений.

С. КОЛМАН

В этом и в следующем разделах мы рассматриваем рассеяние
в квантовой теории поля. В § 16 показано, что в теории поля,
которая удовлетворяет аксиомам Вайтмана, а также некоторым
дополнительным предположениям, существует естественный спо-
соб построения оператора рассеяния. Эта общая конструкция,
называемая теорией Хаага —Рюэля, и элегантна, и важна, по-
скольку показывает, как в принципе вайтмановы поля связаны
с рассеянием отдельных частиц. К сожалению, построение дина-
мики для нетривиальных полевых* теорий и проверка аксиом
Вайтмана—очень сложное дело, завершенное пока что лишь для
некоторых моделей в одном и двух пространственных измерениях.
В этом разделе мы рассматриваем то, что должно быть гораздо
более простой задачей: рассеяние во внешнем поле. Эта задача
должна быть проще, поскольку взаимодействующее поле удов-
летворяет линейному волновому уравнению, например-

Ф„(х, /) —Дф(х, t) + m*q(x, t) = V(x, t) <p (х, t), (278)

где V(х, t) — внешний пстенциал.
Одно важное явление, связанное с квантованной версией

этого уравнения,— явление рождения пар. Если в исходный мо-
мент начать с состояния без частиц, то среднее значение поля
будет ненулевым, и в результате благодаря линейности (278)
правая часть будет действовать как источник и будет ненулевой.
Другими словами, будет ненулевой вероятность рождения пар
частиц.

Явление рождения пар приводит к двум поразительным след-
ствиям в математической структуре теории. Во-первых, «свобод-
ная» динамика при / = —оо отличается от «свободной» динамики
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при f = -j-oo. Во-вторых, теория усложняется в том отношении,
что должны быть отличны от нуля амплитуды рассеяния, описы-
вающие переход п приходящих частиц в т уходящих. Оказы-
вается, что все эти амплитуды могут быть описаны посредством
некоторого фундаментального решения классического полевого
уравнения.

Прежде чем начать обсуждение уравнения (278), мы бы хо-
тели остановиться на некоторых причинах, обусловливающих
интерес к задачам во внешнем поле. Во-первых, поскольку за-
дачи во внешнем поле «решаются явно», они часто использова-
лись как аппроксимации и как наводящие соображения при
изучении реальных взаимодействий. Один пример применения
такой аппроксимации дает ядерная физика, где нуклонное поле
рассматривается как внешнее поле для мезонов. Считается, что
это разумно, поскольку нуклоны гораздо тяжелее мезонов. Слу-
чай, когда задачи во внешнем поле были применены в качестве
наводящих соображений,— это исследование инфракрасных осо-
бенностей в квантовой электродинамике. Во-вторых, некоторые
юкавские поля можно представить как интегралы по внешним
полям после того, как «фермионы проинтегрированы». Внешние
поля в этой задаче не являются гладкими, а включают в себя
ультрафиолетовые особенности. В-третьих, имеется большое число
инвариантных волновых уравнений, равно как и множество вза-
имодействий, каждое из которых можно использовать при опи-
сании высших спинов, и хотелось бы знать, какие из соответ-
ствующих волновых полей стабильны при взаимодействии с внеш-
ним полем. Если свободные поля не стабильны по отношению к
взаимодействию с внешним полем (точнее говоря, если теория
взаимодействия обладает различными патологиями), то считается,
что взаимодействие с полностью квантованным полем будет еще
хуже. Сейчас становится несомненным отсутствие уравнений
спина 3/2 или выше, которые обладают полностью непатологи-
ческими взаимодействиями с внешними полями. Это не обяза-
тельно огромное бедствие, поскольку частицы со спином 3/2 мо-
гут возникать в теориях, где поля имеют спин 1/2 (см. замеча-
ния к § IX.8). Более серьезна та проблема, что гравитационное
поле в уравнениях Эйнштейна имеет спин 2. Были предложены
два способа ее решения. Первый основан на том, что гравита-
ционные уравнения обладают весьма специальными нелинейно-
стями, которые, возможно, не допускают хороших моделей на
основе внешних полей. Более радикальное предположение состоит
в том, что гравитон есть связанное состояние двух фотонов, а
«гравитационное поле» — производный объект!

В этом разделе мы рассмотрим только случай нулевого спина
со взаимодействием (278). Мы предполагаем, что V(х, t) — веще-
ственнозначная С°"-функция переменных х и t с компактным но-



310 XI. Теория рассеяния

сителем. Наша цель — построить квантовое поле, удовлетворяю-
щее уравнению (278) и всем аксиомам Вайтмана, за исключением
пуанкаре-инвариантности (мы не можем ожидать пуанкаре-инва-
риантности, поскольку этим свойством не обладает V), а затем
развить теорию рассеяния. Огромное преимущество линейного
уравнения движения для поля состоит в том, что для порожде-
ния квантовополевой динамики можно пользоваться аналогич-
ным классическим волновым уравнением. Итак, мы начинаем с
изучения проблемы существования и теории рассеяния для клас-
сического волнового уравнения:

wtt — Au)+m*w = V(x, t)w, (279)
w{x, 0) = »,Й, wt(x, 0)=wt(x).

Как и в § 10, положим B = V—Д + m* и перепишем (279) как
систему уравнений первого порядка:

° Qr\fw

Чтобы облегчить в последующем переход к квантовополевой
задаче, удобно диагонализовать свободную часть динамики.
Пусть

Положим t| = L2(IR3), выберем ^ ф ^ в качестве нашего гильбер-
това пространства и определим операторы Ло и v(t) как

Если ввести т)(0 = <а(0, $(t)> = T <w{t), wt(t)>, то (279) пре-
вратится в уравнение

л ' (t) = - ,-ЛоТ| (0 - iv (t) л (0 (280)

с начальным условием

л (0) = <а0 (х), р0 (*)> ш* Т <w (0), wt (0)>

на (f) ф 1))-значную функцию r\(t). Оператор /г0 самосопряжен на
D (Ло) = £> ( f l ) 0 D {В), a v(t) — непрерывная функция из R в мно-
жество ограниченных операторов на £j©t), удовлетворяющая
оценке

2m- 1 sup |V(JC, f)\**M < o o .
*. t
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Итак, для каждого t оператор

есть генератор экспоненциально ограниченной полугруппы на
tjQ^l), и все ih(t) имеют, в силу теоремы X.50, D (Ао) в качестве
общей области определения. Затем, поскольку мы предполагаем,
что V {х, t) непрерывно дифференцируема, легко проверить (за-
дача 137), что операторы ih (t) + M + 1 удовлетворяют условиям
(а) —(с) теоремы Х.70. Таким образом, из теоремы Х.70 следует,
что существует непрерывное семейство и (t, s) ограниченных опе-
раторов на § © § , такое, что u(t, s)r\0 дифференцируемо при
ть€Щ/*в) и

•£fU{t, s)r)0 = — ih(t)u(t, S)T)0, u(s, s)T)0 = T)e. (281)

Далее, в силу оценки на Jo (Oil» оператор и (t, s) удовлетворяет
неравенству \u{t, s)v\0\^eM I *~s'||'ПоIt- Отметим, что, поскольку
—ih (t) также порождает экспоненциально ограниченную полу-
группу, и (t, s) определен для всех t и s и удовлетворяет равен-
ству u{t1, t3)u(tt, t3) = u(tlt ta). Поскольку эволюция в обратном
направлении по времени удовлетворяет тем же оценкам, что и
выше, имеем

e-"l'"l|h.lKII«(<. s)TieK**l'-«l|Tje|| (282)

для всех t и s. Отметим, что, поскольку возмущения ограничены,
можно было бы для определения динамики пользоваться рядом
Дайсона в представлении взаимодействия (см. обсуждение после
теоремы Х.69) вместо более тонкой теоремы Х.70.

Семейство операторов T~^u(t, s)T обладает двумя другими
важными свойствами. Во-первых, развитие во времени причинно.
Иначе говоря, если начальные данные шо = <а>(*, s), wt (x, s)>
имеют носитель в множестве 2, то w(t) = T~1u(t, s)Tw0 имеет
носитель в {лг||х — 1 / | ^ | ^ — s\ для некоторого у£31\. Идея до-
казательства в точности та же, что и в теореме Х.77, за исклю-
чением того, что нелинейный член —| ы |аы заменен на V(x, t)w.
Во-вторых, пусть К обозначает оператор

П 0\
= {0 -i)

). Тогда для Есех t и s

u(t, s)*Xu(t, s) = X = u(t, s)Xu(t, s)*. (283a)

Прежде чем доказывать равенство (283а), отметим, что в
исходных переменных оно эквивалентно следующему утвержде-
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нию. Величина

5 [w(x, t)wt(x, t)—w(x, t)wt(x, t)\d?x (283b)

не зависит от времени для решений w уравнения (279). После
квантования (283а) будет выражать сохранение «заряда». Для
доказательства (283а) заметим, что, в силу ограниченности и (t, s)
и поляризационного тождества, достаточно показать, что

(«(*, S)T),, ku(t, s) t)«) •= (Ли. br\,,) = (u(t, s)*>tu, lu(t, s)«n0)

для т]0 из плотного множества. Таким образом, достаточно пока-
зать, что (283Ь) не зависит от времени для решений уравнения
(279) с начальными данными из С* (R3) Решение тогда лежит в
С,Г (R3) во все моменты времени. Более того, (283Ь) —не что иное,
как вронскиан двух решений w и w уравнения (279), а потому
не зависит от времени, ибо допустимо необходимое интегриро-
вание по частям, так как w(-, t)€C°° (Rs). В терминах теоремы
Нётер, рассмотренной в дополнении к § 13, сохранение вели-
чины q есть отражение инвариантности относительно замены
w—^siew (задача 152).

Сказанное суммирует

Теорема XI.104. Пусть V (х, t) — непрерывно дифференцируемая
функция с компактным носителем в R4. Пусть f)©f), h0 и v(t)
такие, как выше. Тогда существует сильно непрерывное двупа-
раметрическоесемейство u(t, s) ограниченных операторов в 1)ф1},
такое, что

(a) u(t9, tt)u(t2, /i) = «(/lf /,); u(t. О-/;
(b) если r\,£D(h0), то справедливо (281), a r\(t)—u(t, 0)т)(0)

удовлетворяет (280);
(c) если suppay(0)62, то supp T~lu(t, 0)Tw(0) с \x\\x — f / |<

^ | / — s | для некоторого у£Щ;
(d) выполнено (283а);
(e) пусть w1£D(B*) и w2£D(B). Положим <а, р> = 7<йУ!, ОУ2>.

Определим <a(t), &(t)>==u(t, 0)<а, Р>. Тогда функция w(t)=
= 2 - l / i {В-1'*а(1) + В-1'*$(Щ дважды дифференцируема со
значениями в L2 (R3) и удовлетворяет уравнению (279) с на-
чальными данными w(0) = wu wt(0) = wt.

Утверждения (a) —(d) уже доказаны; (е) выполнено, поскольку
условия (279) и (280) эквивалентны, необходимо лишь проверить
детали, связанные с областями определения (задача 138).

Теперь мы введем классическое представление взаимодействия,
которое позже будет полезно и в квантовой теории поля. Пусть

u(t, s)
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Тогда для г)0 € D (Ао)

| - и (t, s) Ло = е"А» (—tv (*)) и (t, s) е-"*, л, =

так что вектор и (t, s) r\0 удовлетворяет уравнению

•£fu{t, s)r\0= — iv(t)u(t, з)Ло.

п($,
где

Отметим, что, в силу оценки (282) и равенства u(s, t)u(t, s) =
=u(s, s )= /, как u(t, s), так и и (t, s) —ограниченные операторы
с ограниченными обратными.

Обратимся далее к классической теории рассеяния для урав-
нения (280), которая из-за наших сильных предположений о
V(х, t) очень проста. Пусть uo(t) обозначает е~ин*, и пусть tt
достаточно велико, так что v(x, t) = 0 при \t\^t0. Пусть задано
П - € ^ ф ^ - Определим 1^+Л- как такой вектор в $ф1), для ко-
торого

К ( 0 Л - - « С О)(В7+т1_)|6 е 6-*О при t-*-oo. (284)

Согласно части (а) теоремы XI. 104, имеем

r\(xt t)^u(t, — to)uo(—/„)Л-(*) = «('. 0)и(0, —io)uo(—to)r\_(x).

Б о л е е т о г о , п р и t<—10 с п р а в е д л и в о р а в е н с т в о u(t, — ^ 0 ) =
— u o ( t - \ - t o ) , п о с к о л ь к у v ( 0 = 0 п р и / < — 1 0 . И т а к , п р и / < — 1 9
п о л у ч а е м

Л (*. 0 = «о (< + <•) ". (—'о) Л - (л) = "«(<) П- W ,

так что если мы положим
W 7

+ n-="(0, — to)uo{—/n)r|_,
то (284) выполняется, поскольку норма равна нулю при t< —
Аналогично,

Поскольку и ы0, и и сюръективны, Ran W+ = I)@ I) = Ran WO
так что теория асимптотически полна и

Sci = WzlW+=[u{0, to)uo(ta)]-i[u(Q, -Quo(—tn)\ =
~u0(—t0)u(t0, 0)и(0. — *.)«.(— ô) =
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Таким образом, классический оператор рассеяния —не что иное,
как пропагатор от —(„ до /0 в представлении взаимодействия.

Обратимся теперь к квантовополевой задаче и начнем с вве-
дения заряженного свободного скалярного поля массы т. Пусть
еП1' (L2 (R3)) — бозонное фоково пространство над L2(IRS), и пусть
а* (•) и а (•) — операторы рождения и уничтожения на £Ff'1 (Z.2 (R*)),
стоящие в формулах (Х.74), (Х.75) и (Х.76). Как и в § Х.7,
мы обозначаем через Fn множество конечночастичных векторов
и полагаем

D* = {^€F0\\\.
<nt£if (R»n) для всех п^\).

Пусть W? (La (R3)) — другой экземпляр того же фокова простран-
ства, на котором соответствующие операторы уничтожения и
рождения мы обозначим через Ь(-) и &*(•)• Если <F(1' (Z.2 (R 8))—
гильбертово пространство каких-то бозонов, а У * (L2 (R3))— гиль-
бертово пространство соответствующих античастиц, то гильбер-
тово пространство объединенной системы есть

Ж = Wa> (L8 (R3)) ® Г ' - (L2 (R3)) = <Г

Для каждого } £Ц операторы a{f), a+(/), b(f), №(f) могут быть
естественным образом отождествлены с операторами a(/)(g)/,
a + ( / ) ® ' - I ®b{f), l®&(f) в &6, которые мы для простоты
по-прежнему будем обозначать а(/), а+(/), Ъ (/) и 6+(/). Опреде-
лим, как описано в § Х.7, операторнозначные обобщенные функ-
ции а(р), а*(р), Ь(р), 6+(р). В терминах этих операторов унич-
тожения и -рождения в Ж определим свободный гамильтониан

Яи = J (А (Р) а+ (Р) а (Р) с£арН-5 М- (Р) &+ (Р) & (Р) ^ 3 Р,
R« . R»

где {1 ( р ) = )/гр2 + т2, операторы числа частиц

^\ a4p)a(p)d*p, Л/_ = 5 b*{p)b(p)dsp

и оператор заряда

Пользуясь теоремой Нельсона об аналитических векторах, легко
проверить, что операторы //„, N + , М_ и Q в существенном само-
сопряжены на области D«»»(2)Dj«, которую впредь мы будем
обозначать просто D&. Определим заряженное свободное ска-
лярное бозонное поле как операторнозначную обобщенную функ-
цию (заметьте, что индекс нуль указывает на то, что поле сво-
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бодное, а не на фиксирование нулевого момента времени):

Ф о (/, t) = ~{a(e-'B'B-U2f) + bHeiB<B-v*f)\

для / € §• Формально ф0 (х, t) задается простым выражением

Определим также поля в нулевой момент времени как

Поле Ф„(Л, 0 выражается через поле фо(*) формулой

Ф.(/, 0 = е<"»'фо (/)*-'"»'•

Операторы рождения и уничтожения удовлетворяют перестано-
вочным соотношениям

И Л , а+ (£)] = (/. ЯГЬ. [* (Л. &*(*)] = (/. ЙГЬ. [«*(/). 6

для вещественнозначных функций /, g£L* (R3), где индекс #
обозначает наличие или отсутствие крестика.

Если 11Ш и 'И"»—действие группы Лоренца в SF[1' (L2 (R3)) и
^ " ( ^ 2 ( R 8 ) ) » возьмем <iM = <iM<1>(g)^'21 в качестве представления
этой группы в нашем случае. Заметим, наконец, что имеется
вакуум Фо ='Фс1 '® '̂)2)> определенный посредством вакуумов ф^' в
пространствах оП" (L2(R8)). Четверка <34f, 41, ф о(*, t), фо> удов-
летворяет очевидному обобщению аксиом Гординга — Вайтмана
на неэрмитовы поля. Этот факт, а также другие сделанные выше
утверждения можно проверить точно так же, как и в случае
эрмитова скалярного поля, рассмотренного в § Х.7 (задача 139).

Наша цель—решить операторнозначную задачу Коши, т .е .
найти операторнозначную обобщенную функцию ф(*, /); удов-
летворяющую уравнению и начальным условиям

5^Ф(*. *)—Дф(*. *) + т«Ф(*. t) = V(x, 0 Ф ( * . t),

d • (Job)
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М ы будем действовать как в классическом случае и сначала ре-
шим задачу

t)±/а{х, t)\ (-B 0\/a{x,

ш\ЬЦх, О/ Ч О В)\ЬЦХ,

-— B- 1'2VB - W H

2 v i iA^(^ oa (x, t) \V J (286)
, t) \

c> t)J,

где a(x) — обратный фурье-образ a(p) и где предполагается, что
уравнение выполнено в смысле (операторнозначных) обобщенных
функций. Поскольку уравнение линейно, его можно решить,
пользуясь классическим решением. Если

где U;/(t): t)—-1), то, по крайней мере формально,

'a(x, t)\fUll{t) ult(t)\fa(x)\

Kb*(x, t)J\Ut (t) u22(t)J

Итак, для / £ I) определим операторнозначные обобщенные функ-
ции, a (•, 0 и №(•, t) посредством

где u}j (t) — результат 'транспонирования utj (t) на 1) — связан с
u{J (0* посредством u}j(t)=Cu{f (t)*С. Мы предостерегаем читателя,
что здесь везде транспонирования проводятся в t) = L2(IR3), а не
по матричным индексам. Наконец, введем Ф ( - , t) и л ( - , t),
полагая

={a(Bv4,

\ ((«! (0+к(0) 5-1/а Л
(287а)

, 0 =

(287 Ь)
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л(-, 0 определено лишь для / € 0 ( £ 1 / 2 ) - В силу (281), имеют
место следующие соотношения:

"и (0 + "Л (0 = — 1В («„ (0 - и„ (0),

"и (0 + и« (0 = (—5а + Я 1 / г VB-1/г) («х, (0 + «и (0),
"Г, (0 + «;, (0 = ( - В г + B^VB- *'*) {ut2 (0 + и22 (0)-

Таким образом, для вещественнозначных функций f^D(B)
а

It
и • Ф (/, t) = -±= {а ([—В (и ц (0 - ип (t))fB-»/»/)

([В (-и и (0 + u

-«f, (о+«S, (0) £ i / 2 m = " (/. о*
и аналогично для f$D(B

%
)

| 5 /, 0.
откуда видно, что Ф ( > , 0 удовлетворяет (285) в смысле обобщен-
ных функций.

В терминах операторов a(f, t). £>+(/, f) определим естествен-
ным образом операторы

я+(/, t) = a(Cf, t); • b(f, t) = bHCf, 0*.

Тогда в момент времени t эти операторы удовлетворяют кано-
ническим коммутационным соотношениям

[«(/. 0, аЦд, 0]=(С/. g), [b(J, t), ЬЧё, 0] = (С/, *),
[а*(/. 0, &#(ff. 0] = 0.

Чтобы в этом убедиться, заметим, что

a{f, 0 = a("Ii/) + * t (": 2 /).
а+ (g, 0 = a (ulCg)* + V (ulCg)*=a* (Cur

uCg)+b (CuJ,Cg) =

Таким образом,

[a (/, 0 . <*+ (g, t)] = [а (и?,/), a+ («Ti
= (Cujj, t&g) - {Cu'12g, u}2f) =
= К С / , иГ^) - (u'12Cf, u'l2g) =
= (C/, (U l lun - ИииУй = (С/,
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поскольку «ЦИП—ы 1 2 ы 1 * 2 =/ в силу (283а). Другие коммутаторы
вычисляются аналогично. Отсюда следует, что

Наконец, проверим, что поле q>(*, t) причинно, иными словами что

[ф(/, О.ф(в. * ' ) ] - 0 , (288а)
1ф(М). Ф(*. 0*1 = 0, (288Ь)

если множества { < х , / > | x£supp f\ и {<*, t' >| j t£supp g} про-
странственно-подобно разделены. Поскольку а (/) коммутирует
с a (g) для всех / и g и аналогично ведет себя £>(•)» (288а) вы-
полняется автоматически. Мы докажем равенство (288Ь) в случае,
когда t'=0. Общий случай доказывается аналогично при помощи
соотношения ы(/,, t2)u(t9, t3) = u (tlt t3) (задача 140). Итак,

, О.Ф (*)*] = у

•у<<7'

Пусть теперь*

Тогда d l 2(/) = B- l/2{(«i, +"21) — ("i2 + "22)}fi" l / 2- Поскольку ре-
шение классического уравнения причинно (теорема XI.104 (с)),
заключаем, что матричный элемент (С/, d12 (t) Cg) равен нулю
при t < Т, если носители / и g находятся на расстоянии Т друг
от друга.

Сказанное выше суммирует

Теорема XI.105. Пусть <р (/, t) и п (/, t) заданы равенствами (287).
Тогда Ф ( - , 0 и я ( - , 0 суть операторнозначные обобщенные
функции и

(а) ф(-, /) удовлетворяет уравнению и начальным условиям (285),
где ф0 (*) и л 0 (JC)—свободные поля в нулевой момент времени;
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(b) £ -Ф ( - . / ) = « ( • . 0 е ;
(c) в каждый момент / поля ср(-,/) и n(-,t) удовлетворяют

каноническим коммутационным соотношениям [ф(/, /),
я (Я, /)] = » (С/, g);

(d) имеет место микроскопическая причинность.

Обратимся теперь к задаче рассеяния во внешнем поле V (х, t).
Пусть ф ш (х, /) —свободное заряженное скалярное поле массы т
с соответствующими операторами рождения и уничтожения а\п

и ain. Как и ранее, V (х, /) — вещественнозначная функция, рав-
ная нулю при \t\^ta. Нам бы хотелось решить следующую
задачу Коши:

^ Ф (х, t) - АФ (х, t) + тЧр (х, t) = V (Л:, /) Ф (A:, t), (289).

ф (х,—/0) = Фт (х,— /0). ф* (x,—tQ) = ii i n (x, —t0).

Если ввести

= Ь\п

то ф 1 п (х, —/ 0) и я ! п (х, — О выражаются через a i n (л:) и &+n

формулами

Задачу Коши (289) можно решить способом, аналогичным тому,
которым была решена задача Коши для / = 0. Положим и (t) =
= u(/, —/0) и введем

а {х, t) = ии (t) aln (х, —t0) + и„ (/) tfB (дс, — /,),

й+ (дс, /) =- «21 (/) a l B (дс, —/о) + " 2 2 ( 0 ftf,. (дс, —/о)
и

= 2 " »/а<а, п

= 2->/а {а1п (в'"**. («L + uh) В-1 /2f) +

я (/, 0* = f2-'/^ {а1я
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Тогда, как и выше, dcp (/, t)/dt = n(f, /)• и ер (х, t) удовлетворяет
(289) в смысле обобщенных функций. В частности, <р (х, t) = ф,„ (х, t)
при всех /<;—1 0.

Поскольку ф {х, t) удовлетворяет (289), а V (х, 0 = 0 при / ̂  /„,
имеем

^ Ф (х, 0 — Дф (х, 0 + т»ф {х, 0 — 0, t^ t0.

Иными словами, ср (х, 0 удовлетворяет уравнению свободного
поля при t~^tu. Это наводит на мысль ввести

(х, /,) = ы„ (/„ — /0) аи (х, —10) + ы12 (/„, —10) 6+n {х, — / 0 ) ,

<о. — К) Щп (х, —/.)

Фои« (/. 0 = 2" I

Для f£<y величины a o u t (/, 0 . b\ut (f, 0, Фот (/• 0 и "out (Л 0 и все
их произведения — корректно определенные операторы на D&>.
Далее, <ftpout(/

!, t) /dt = n o u t (/ ! , /)•, и фои, (х, t) — «свободное поле»
в том смысле, что оно удовлетворяет свободному уравнению
Клейна — Гордона при всех t. Заметим также, что ф (х, t) = фо и 1 (х, t)
при всех t^t0. Позже мы увидим, хотя априори это и не оче-
видно, что для out-полей существует вакуум i|>out, что

^oui = J |А (р) а^ц, (р, /,) аои,(р, to)d3p +

+ S ц (Р) С (Р. <•) о̂и« (Р. 'о) d3P (290)
R"

имеет смысл самосопряженного оператора в &С и что

m . / Y t\ —- л out ° m ( Y i \ 0~" o u t " '
Tout V-*» *•)—e Tout \л* 1о)С »

Поскольку ao u t содержит в себе некоторые б|„, оператор //out

не аннулирует вакуум tf>in, так что НоаХФН1П^ На. Таким
образом, асимптотически свободная динамика около £ = + о о —
не то же самое, что асимптотически свободная динамика около
t= — оо. Динамическая ситуация изображена на рис. XI. 15.
В соответствии с общими идеями этой главы нам следует ввести
преобразование рассеяния S как отображение множества опера-
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торов, заданное соответствиями
©: ф,п {х, 0) I-»- фо п, {х, 0), ща (х, 0) I-»- по п, (л:, 0).

Мы увидим, что © унитарно порождаемо, т, е. что существует
унитарный оператор S в 55f, такой, что

(/. 0) = S - ' Ф Ь (/, 0) S, я о и , (/, 0) = S~lnlB (/, 0) S.

Мы назовем 5 оператором рассеяния, а <3 — оператором рассеяния
в гейзенберговой картине, поскольку он представляет собой пре-

T i n

txo) '(*,*)

Рис. XI. 15.

образование, отвечающее рассеянию, в гейзенберговой картине
квантовой механики Заметим, что S может быть определен этими
условиями лишь с точностью до фазы. Принятое определение S
соответствует S-матрице Яуха в противоположность S-матрице
ЭБФМ, которой мы до сих пор пользовались в этом томе. Этот
выбор общепринят в теории поля, и мы снова воспользуемся им
в следующем разделе. У нас имеется явное действие преобразо-
вания ©:

(в.п (Л) = Яош (/. 0) = 2
= а о и 1 {e**ff, t0)

/2 {<pout (/, 0) + ln (/, 0)»} =

a i n («5 (t0, —ta) e***f, —t,) +

= ain (US (t0, -10) f) + bl («5 (<„ - 1 0 ) f)
l (e-
l («5

и аналогично

/, 0) = a i n 0> _ <o) f) -10) f).

Следовательно, преобразование от операторов рождения и унич-
тожения в нулевой момент времени in-поля к операторам рож-
дения и уничтожения в нулевой момент времени out-поля дается
равенством

(*. 0)

N> 3271
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где 5С, = «(*„, — *0) = e(t'"«u (t0, —*0)e"°ft« —классический оператор
рассеяния.

Мы пытаемся построить унитарный оператор S, такой, что

S-'Oit (/) 5 = а*, (/), 5 - ^ t (/) S = 6*ut (/), (291)

где Oout» bOut выражаются через oo u t, bout обычными формулами,
включающими сопряжение С. Поскольку h0 коммутирует с к
и выполняется (283), u(t0, —10) удовлетворяет равенству

и (*., ~ *„)•*£ Со. - * . ) = * - « (*„ - *,) Хп (*„ - /,)•. (292)
Таким образом, то же доказательство, что и в теореме X 1.105,
показывает, что операторы o o u t, boat удовлетворяют каноническим
коммутационным соотношениям

Ittout (/• 0), aU (g, 0)] = (С/, g), [feout (/, 0), blut (g, 0)] = (C/, jr),

а все остальные коммутаторы исчезают.
Следующая теорема сводит вопрос об унитарной порождае-

мое™ преобразования рассеяния к проверке некоторого свойства
классического пропагатора.

Теорема XI.106. Предположим, что uit(te, —g~1u l 2(^o» — 'о) —
оператор Гильберта —Шмидта в L2(RS). Тогда существует унитар-
ный оператор S в ^f = fr<1) (La (К8)) ® ^s 2 ) (Ь2 (К3)), такой, что
выполняются равенства (291).

Доказательство. Поскольку и удовлетворяет (292), имеем

пи И« = 1 + «uUft, " ц «и = 1 + «ЦЙГ., (293)

так что Uu"u > 1 и « n U u ^ l , откуда следует, что Ran Uff = L2(RS)
и что u~i существует и ограничен. Итак, произведение
«и(*о. —^o)~1«i2^o. —К) имеет смысл.

Чтобы доказать теорему, мы построим в S% вектор г|зои4 —ва-
куумный вектор для out-полей. Как только это будет сделано,
будет легко выписать оператор 5 " 1 явно.

Согласно теоремам VI. 17 и VI. 22(е) и сделанным предполо-
жениям, в L2 (IR3) существуют ортонормированные наборы \ft\,
\gt}, такие, что оператор L = UiiU12 можно записать в виде

где Х{—собственные значения оператора \L\ и 2 ^ ' < о о < Число
N» может быть конечным или бесконечным. Мы рассмотрим слу-
чай No= JO, поскольку именно здесь возникают наибольшие
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трудности. Из (293) следует, что

1=£1Ч-(«^)(«,т1)-, (294)

а поскольку LL*A = 2 ^ ( / t » h)ft* отсюда вытекает, что Х . , ^ 1 ,
так как (ог^Хий1)* ̂  0. Далее, если Я , о = 1 для некоторого t0,
то (294) влечет за собой равенство («f/)*/,n= 0, которое неверно,
поскольку Ran ип' = L2 (R3). Итак, X, < 1 для всех i.

Далее, обозначим вакуум в SS? через tyin, и пусть /=•,„—мно-
жество конечных линейных комбинаций векторов вида ^ ( Я ) ^ ,
где \|?;€ FtCaFsiL* (И?3)). При помощи ортонормированных наборов
{//Ь {£/} введем операторы

al = atn(Cfl), bl = bia

Формально out-вакуум задается формулой

где константа d выбрана так, что | |^o ut I I = ' • Чтобы придать смысл
этому выражению, начнем с рассмотрения вектора е~ *
который мы определим степенным рядом:

Для каждого п вакуум г(з]п лежит в области определения оператора
(a\b\Y и

Для разных « векторы (at6r)nvl5in ортогональны, поэтому

0

Итак, вектор e~^iai ь ' гр1п имеет смысл, поскольку >-, < 1. Анало-
гично, пользуясь тем, что (fit /а) =.() = (£,, g2), имеем

(^ Ы )—• (аГ« )* ^щ

откуда
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Таким образом,

Z ( ^
s = О

0 s = О

Продолжая действовать таким способом, мы покажем, что вектор

{ ) существует и что ||Х„1Р = П О ~Wl-
Более того, пользуясь ортонормированностыо векторов {fi\ и
векторов {gj\, аналогично предыдущему вычислению (задача 141а)
получаем, что

1%*-%мТ = Д (1 -М)- 1 - .П (] -ЦТ1- (295)

В силу допущения о том, что L—оператор Гильберта — Шмидта,
оо

V X ? < o o , так что бесконечное произведение Д (1—^Ц)"1 схо-
i = i

дится. Следовательно, {хл^ — последовательность Коши, и мы
обозначим ее должным образом нормированный предел через \|50ut.

Для доказательства того, что ij>out аннулируется оператором
aout(f), напомним, что

Поскольку Ran (Uu)"1 = L? (R8), можно считать, что f имеет вид
/ = (uTi)-1/i. Выберем h = Cf-r Тогда

«out Kui' j" 1 Cft) = a i n (С/,) + bl {i& (uti-*Cft) =

= аы (Cf{) +bl (C((un)- lu12r//) -
= fl.n {Cft) + &?„ (СЛ .g,.) = a, + y>,".

В силу ортогональности наборов {/,} и {g,-}, все операторы а* и
6* коммутируют при разных i, так что

. (а, + Kb'i) IN=(Д е~ V/6/' ) (а, + Х;6?) e - x i e ' 6 ' ^ i n - О,

поскольку {ai-\-'klb''i)e~ '" ' ' ^ i n = 0 за счет канонических комму-
тационных соотношений, которым удовлетворяют at и а<* (задача
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141Ь). Устремляя N —* оо, видим, что г|эоц, лежит в области опре-
деления оператора ao u t ((ul)-lCf,) и что aoat ( ( й ) " 1 С/,.) i|>ou, = 0.
Предположим, что ftgj/,.^. Тогда aout(("S)" lC>A) = ain(CA), а
поскольку a i n (С&) коммутирует с а? и fef для всех i, заключаем,
что ao u, ((uL)~1Ck) г|зои1 = 0. Разлагая произвольное A£LS(R3) по
набору {f/\ и некоторому базису в {//}-Ч легко получить из пре-
дыдущего, что т|зои, лежит в области определения оператора
0out (("ь)~ 1 Л ) и что aOut((«i'i)"1^)r|jol l t = 0. Доказательство того,
что bout аннулирует т|зои1, аналогично и использует равенство
и» («**)"l = "ii l"i2. которое следует из того, что и удовлетворяет
(292).

Введем

к, = fc1) • gi/
в

at = aOut (СЛ/), Ь,- *s boai (ki).

Тогда, проводя такие же вычисления, как и выше, имеем

а, - ЩП (ul Cht) + bl (UCft,)

Из (294) легко следует, что \h{}—ортонормированный набор.
Чтобы обнаружить, что и {kt} — ортонормированный набор, вос-
пользуемся сначала равенством (283а) и докажем, что

откуда ортонормированность легко следует. Теперь дополним
{Л;} до ортонормированного базиса в L a(R 3), который мы обозна-
чим {т};}, и дополним {Ckt} до ортонормированного базиса, кото-
рый обозначим {yt\. Для векторов вида П^п(т)/) П^ш
определим S~\ полагая

-Ч П at (п,) П bl (V/) *i« -* П 4ut (r\i) П ЬЪл (V/) 4
где произведения взяты по некоторым конечным наборам ин-
дексов t и /. Сначала отметим, что правая часть имеет
смысл, поскольку г|эоц1 лежит в* области определения оператора
B L S П btut (Уу). Если л,- = (йп^ЛУУТЛЗ, то
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С другой стороны, если i\t — один из других базисных элементов,
то Л/= ("п1)*/» рДе / € { / / } х и 1 / | | = 1 . Все это выполняется
потому, что, как следует из (294), (ип1)* — изометрия из {/,}х на
U"u1)*[{/f}]}'L- Таким образом, в этом случае alui(i]l) = ain(Cf)*,
где / J_ \ft). Аналогичные утверждения, основанные на свойствах
("й')*> выполняются для 6jut (jj). Итак, каждый сомножитель
в Ц aLt (Л/) И ôut (Y/) есть произведение конечного числа степе-
ней операторов af, bf, ala(Cf), bln(g). Когда такие произведения
применяются к Хлг» т 0 предельное состояние Vpoui все еще суще-
ствует, поскольку операторы a*, bf при N > i не влияют на
сделанные утверждения о сходимости Xjv- Кроме того, операторы
ain (Cf)> bin (g) коммутируют с e~xi"{b{ для всех t, поскольку
/ _1_ {/,}• 8Л- {ё,-}> и при пронесении внутрь также не влияют на
сделанные утверждения. Та же самая ортогональность и опреде-
ления операторов a,, bt гарантируют, что операторы af

o,,t (л/),
°oUt(^/)» &out(Y/). boat(Cyf) удовлетворяют каноническим комму-
тационным соотношениям, откуда следует, что S~l сохраняет
норму и сохраняет ортогональность при действии на ортонорми-
рованием базисе ( Ц а ? п ( Л | ) П bta (y()tyin f в fft. Таким образом,
5~1 однозначно продолжается до изометрии Ж в 9С, и легко
проверить, что выполняется (291). Читателю предлагается всс-
.толнить детали предыдущего построения (задача 141с)

Для того чтобы показать, что оператор 5 " 1 унитарен, доста-
точно показать, что он имеет плотную область значений, а для
этого достаточно показать, что каждый вектор вида Ц а{п (ri,) x
X И bm(Y/) ^1„ может быть аппроксимирован конечными линей-
ными комбинациями векторов вида Ц fl^ut (Л/) О ''out (Y/) ^out-

Чтобы убедиться в этом, определим вектор г|э(п = d' Ц extai ft"vfout-

Те же соображения, что и при построении ^ o u t , показывают, что
правая часть сходится и что а1п (Ст|,) г|э[п = 0 = bin (Cy/)^ для
всех i и /. Таким образом, подбирая константу d', получим

П «?„(л,) Пь\„(у,)ъ п = П 4п (л,) I I ь 1 (у,)d' П *п~<*«
.

Поскольку а/п (т),) и fcin(Y/) можно выразить через a*, bf или
непосредственно через а2>иь bout» приблизить бесконечное произве-
дение конечным и заменить оставшиеся экспоненты конечными
суммами их тейлоровых разложений, левая часть допускает ап-
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прокеимацию конечными линейными комбинациями слагаемых
вида n^outCri,) Il^out (V/)^out. что. и требуется |

Прежде чем доказывать, что uu(tu, — tf0) — оператор Гиль-
берта—Шмидта, сделаем несколько замечаний о только что закон-
ченном доказательстве. Во-первых, все построение можно обратить
и показать, что если отображение ain>—XJ^^, b-m-->bouX унитарно
порождаемо, то u[ilult ~ оператор Гильберта — Шмидта. Во-вто-
рых, доказательство опиралось лишь на предположение о том,
что указанный оператор есть оператор Гильберта — Шмидта, и на
равенство (292), а потому то же самое доказательство вместе
с приведенным ниже предложением показывает, что для каж-
дого I существует унитарный оператор U(t, —t0), удовлетворяю-
щий условиям

«р(х, *)«</(/, -*о)Фш(*. ~K)U(t, -to)-\
п{х, 0 = £/(/, - / , ) * ! „ ( * . -t<)U{t, - * 0 ) - i ,

т. е. динамика, определенная теоремой XI.105, унитарно порож-
даема. Наконец, если положить Hout = S~1HiaS, то Houi задается
формулой

flout = 5 И (Р) aL (Р, 0) ao u t (/?, 0) dp + [ii (p) bL (p, 0) boui (p, 0) dp,
R« R»

Кроме того, Hmi задается формулой (290), а свободная динамика
out-поля—оператором eltfi°at. Все эти факты тривиальны, коль
скоро имеется оператор 5, ибо они суть не что иное, как пере-
фразировка соответствующих фактов относительно (свободного)
in-поля.

Предложение. Допустим, что V (х, t) принадлежит С и имеет
компактный носитель в R*. Тогда описанные выше ui2(t, —t0) a
ux2(t, —t0) — операторы Гильберта —Шмидта на La (R8).

Доказательство. Поскольку u13(t, s) = e~itiiuia(t, s)e~'*B, доста-
точно доказать предположение для и1г (t, — * 0 ) . Так как t>—*-v (/) —
сильно непрерывное отображение R в множество ограниченных
операторов на L' (R,s), u(t, —t0) задается разложением Дайсона
(теорема X .69):

«.' 'А '"Г-
u(t, _ / , ) / - / + 2 ( - ' ) " ) ) ... J v ( t 1 ) . . . v ( t n ) f d t a . . . d t i .

4 = 1 - < » - < « -<о

(296)
В качестве первой попытки показать, что и 1 а — оператор Гиль-

берта—Шмидта, можнобылобы доказать оценку Mae=ssup|jw(O jjsr,<



328 XI. Теория рассеяния

< оо, ибо тогда /i-й член в (296) был бы оператором Гиль-
берта—Шмидта с нормой Гильберта—Шмидта, не превосходящей
|*е + *|" М"/п\. К сожалению, величина Ма бесконечна; действи-
тельно,

/ eRiRe-lBt e+iBtReiB*\
Bi e~iBtRelBt] '

где R = — l/iB-1'2V {x, О В- 1 ' 2 , так что след

бесконечен, поскольку подынтегральное выражение убывает лишь
как |& + /?|~2, когда \k + р\—* оо при фиксированной разности
k — p. Однако

так как \V (x, t) |i/"fi-*/2 ^ 5 8 в силу теоремы XI.20 и того, что
/ (У) = (У2 + m 2 ) - " 4 £ L* (R3). Поскольку || А В Ц,, < | А | 41| В [|4, п-к
член в правой части (296) при п ^ 2 — оператор Гильберта —
Шмидта с соответствующей нормой, ограниченной величиной
M1\to-\-t\nin\. Таким образом, поскольку член с п = 0 не имеет
элемента (1, 2), достаточно доказать, что

G (0 = J o l t (s) ds
- ' о

— оператор Гильберта—Шмидта (это неверно, если индекс 1 2
заменить на 1 1). Далее, G (t) имеет в ^-пространстве интеграль-
ное ядро

g(k, p , 0 = S (fe2 + m*)-i/«(/7a + ' n a ) - 1 / * ? ( f e — p, s ) x
- ' о

х exp I—is {V k2 + ma + j/"p2 + m2) | ds,

и с помощью интегрирования по частям легко найти, что

\g(b, Р, 0 |<С[(А» + /па)-1/Ч/>а + ™а)-1/М(*а + ' " а ) 1 / 8 +
}(1+\к-р\*)-'Ч (297)

Таким образом, g€L*(Rs) для каждого t, такчтоО(0—оператор
Гильберта —Шмидта |

Это вычисление, если его проводить в четырех пространствен-
ных измерениях, обладает одной интригующей особенностью.
В этом случае правая часть (297) не лежит в L2, так что есте-
ственно попытаться снова проинтегрировать по частям. Если
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после первого интегрирования по частям не возникло граничного
члена, то так можно улучшить убывание и тем самым оценить
член в (296) с п—\, но если граничный член не равен нулю, то
член с п=\ не будет оператором Гильберта—Шмидта. Для всех t
члены с п^3 — операторы Гильберта—Шмидта; это видно не-
посредственно, так как в этом случае М , < о о . Член с л = 2
гоже оператор Гильберта—Шмидта, и чем можно убедиться после
однократного интегрирования по частям. Поскольку V(-, —to)=O,
граничный член не лежит в L2, если V(•, От^О, а потому получаем,
что в случае четырех пространственных измерений ult{t, —t0) —
оператор Гильберта — Шмидта только для тех t, для которых
V(•, 0 = 0- Значит, может случиться, что преобразование, отве-
чающее рассеянию, унитарно порождаемо, тогда как динамика
для промежуточных моментов времени не обладает этим свой-
ством. Это явление имеет место и в пространстве трех измерений,
если рассматриваются подходящие уравнения с высшими спинами
или применяются взаимодействия, отличные от взаимодействия
в (278).

Сказанное суммирует

Теорема XI.107. Предположим, что V (х, t) принадлежит С" и
имеет компактный носитель в R4. Пусть ф|„—свободное заряжен-
ное скалярное поле массы т. Тогда существуют операторнознач-
ные обобщенные функции ц>(х, f) и п(х, t) при каждом t, такие,
что п (х, 0* —dtp (x, t)ldi и выполняется (289). Существует семейство
унитарных операторов U (t, —/0) на .9?, такое, что

<p(*, t)=U(t, -to)q,in(X, -to)U(t, -/„)"»,
п(х, t)=U(t, -to)nin(x, -to)U(t, -/.)-».

Наконец, пусть (jpout определено, как выше. Тогда существует
унитарный оператор рассеяния S на &С, такой, что

<Pont(*. 0) = S-4p l n(;c 0)S,
»»out(*. 0) = S-!«,„(*, 0)S.

Наконец, отметим, что путем обобщения изложенных выше
идей можно доказать следующий абстрактный результат

Теорема XI. 108. Пусть Ж — сепарабельное комплексное гиль-
бертово пространство, и пусть <Fa (3%) — бозонное пространство
Фока над &С. Для каждого / £ Ж пусть а~ [f) — оператор уничто-
жения на еГа(Н), определенный формулой (Х.62). Положим

a (J) ж, a-(Cf), а + ( Л - ( а т (Л)#.

где С — некоторое заданное сопряжение на ~К Пусть <В+, В_> —
пара ограниченных линейных преобразований на Ж, которые
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удовлетворяют условиям
В1В+ — В1В_ = 1, В1СВ_=В1СВ+, (298)
К1К+-К!К_ = 1, KICK _ = KICK + , (299)

где

К+ = В'+, К. = — СВ1С. (300)

Положим

Тогда унитарный оператор W на dFs {3K), такой, что

существует тогда и только тогда, когда /?_ —оператор Гиль-
берта— Шмидта. W определяется однозначно с точностью до
общего фазового множителя.

Отображение <а, af>v—><ав, ав>, заданное в (301), называется
преобразованием Боголюбова. Условия на В+, В_ — именно те,
которые требуются для выполнения равенств

• 0 = [аЬ(/). a

- ( C / , g)x.

Операторы К — это операторы В для обратного преобразования
Боголюбова, а формулы (299) гарантируют обратимость. Иными
словами, если выполнены (298) и (299), то

• а+ (/) = af

B(K+f)+aB (/(_/), аф =а% (CK.Cf) +aB (CK+Cf).

XI.16. Квантовополевое рассеяние Н:
теория Хаага — Рюэля

В этом разделе мы хотим описать идеи, относящиеся к рас-
сеянию в классе теорий поля, удовлетворяющих аксиомам Вайт-
мана из § IX.8. Важную роль в нашем изложении будет играть
свободное поле из § Х.7. В предыдущем разделе мы обсудили
простой пример, в котором уравнение поля было линейным, внеш-
нее поле классическим (не операторнозначным) и имело компакт-
ный носитель в пространстве-времени. И даже в этом случае по-
строение* было нетривиальным. Как же можно надеяться на
построение теории рассеяния для общей теории квантованных
полей, когда не имеет места ни одно из перечисленных упрощений?
Ответ прост. Мы проведем аксиоматическое построение. Будем
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предполагать, что выполняются аксиомы Гординга — Вайтмана,
в частности что существует унитарная динамика взаимодействия.
В предыдущем разделе мы как раз и занимались описанием такой
динамики. Замечательно, что в общем случае теорию рассеяния
можно построить, пользуясь спектральным условием и микропри-
чинностью.

Первая принципиальная проблема, с которой мы сталки-
ваемся,— отсутствие естественной «свободной» динамики, к кото-
рой взаимодействующая динамика могла бы приближаться при
t —* ± оо. Интересно, что это свойственно не только общему
аксиоматическому подходу, но также и тому типу моделей, кото-
рые были введены в § Х.7 и получены путем возмущения свобод-
ного поля массы т 0 . Это как-то странно, поскольку, казалось бы,
гамильтониан На этого свободного поля должен играть роль
гамильтониана свободной динамики. Но, во-первых, эти два га-
мильтониана действуют в двух разных гильбертовых пространст-
вах. В самом деле, когда пространственное обрезание из § Х.7
снято, следует перейти к новому представлению канонических ком-
мутационных соотношений, поскольку справедливо общее утверж-;
дение, известное как теорема Хаага. Эта теорема утверждает,
что любая вайтманова теория поля, в которой в нулевой момент
времени существуют ф и я , унитарно эквивалентные таким же
величинам свободной теории, сама есть свободная теория поля.
Во-вторых, физически важен тот факт, что масса взаимодействую-
щих частиц не может равняться т0, иными словами, в теории
взаимодействующих квантованных полей, в отличие от классиче-
ских полевых теорий, частицы никогда не могут избавиться от
самодействия. Эти две причины связаны между собой, поскольку
даже для свободного поля изменение массы означает изменение
представления канонических коммутационных соотношений.

«Свободная динамика» в смысле, который мы позже уточним,
будет свободным полем, но с правильной физической массой,
отличной от пг0. В этом смысле существует аналогия с рассеянием
спиновых волн в том, что динамика сравнения определяется неко-
торой частью динамики со взаимодействием. Тот факт, что гамиль-
тониан свободного поля и гамильтониан взаимодействующего
поля естественным образом заданы на разных гильбертовых про-
странствах, укладывается в формализм двух гильбертовых прост-
ранств. Однако, рассмотрения одних лишь гамильтонианов еще
недостаточно. Действительно, массовый гиперболоид {р\ р- р —
= /и2} порождает абсолютно непрерывный спектр бесконечной
кратности на [т, оо). Таким образом, изучая лишь спектр Н,
невозможно узнать, присутствует ли'только вклад этого гипер-
болоида или имеются также и «многочастичные состояния». Эта
проблема отчасти проясняется, если рассмотреть объединенный
спектр энергии-импульса. Но истинная теория рассеяния должна
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быть связана с пространственно-временным поведением поля А (х)
(чтобы избежать путаницы, мы пользуемся обозначением Ф для
свободного поля и А для взаимодействующего).

Для начала предположим, что Фт (х, t) —свободное поле массы
т > 0, описанное в § Х.7. Из (Х.84) ясно, что для каждого
фиксированного t поля Фя,(*, 0 и Фт(-, 0 — операторнозначные
обощенные функции; тот факт, что не требуется сглаживания
по t,— особая черта свободного поля и в общих вайтмановых
теориях не имеет места. Пусть f (x, t) — регулярный волновой
пакет для уравнения Клейна— Гордона fit = Af—m*f типа введен-
ного и рассмотренного в первом дополнении к § 3. Введем

символ д0:

(g%k) (О в J [g (х, t)±k(x, t)-k(x,t)Jrg(x,t)]i d3x,

который отображает пары функций от х и t в функцию от t.
«-»

Тогда / д 0 Ф т не зависит от времени, поскольку как /, так и Ф ,
удовлетворяют уравнению Клейна — Гордона, которое является

<-»
уравнением второго порядка по t, а / д 0 Ф т , по существу, его
вронскиан. Действительно, если преобразование Фурье функции f
по пространственным переменным имеет вид

f(p, 0 = (2ц (р))-1 '* Л (р) е-*»<'>', (302а)
то

fX Фт = i S h (p) a+ (р) d?p, (302b)
а если

f (p, t) = (2И (р))-*'* h (p) «**">', (302c)
то

f%<Um=-i \h(-p)a(p)d3p. (302d)

В частности, (302b) показывает, что если N пробегает 0, 1, ...,
а /,- — всевозможные функции, удовлетворяющие (302а), то век-
торы

(№fl>.) (/ АФ J • • • (/лЛФ J Q.
пробегают тотальное множество в 5?0 — гильбертовом простран-
стве свободного поля.

Предположим, что <5£, U, A, D> — эрмитово скалярное поле,
удовлетворяющее аксиомам Гординга — Вайтмана (свойства 1—8
из § IX.8) и обладающее двумя дополнительными свойствами.



16. Квантовополевое рассеяние II 333

Свойство 9 (верхняя и нижняя массовые щели). Пусть /\,—
генераторы представления подгруппы трансляций V (а, I) группы
Пуанкаре. Для некоторого т > 0 и некоторого е > 0 спектр Р д

содержится в множестве

)»; р в > 0 } ,

где p2 = Pn — pi — Pi — pi- Более того, множество S собственных
векторов оператора Р* с собственным значением т* непусто,
и существует циклический вектор относительно действия под-
группы U (a, f) на S.

S—семейство векторов, описывающих состояния одной бес-
спиновой частицы массы т. Благодаря свойству 9 собственное
значение т а — изолированное собственное значение Я2.

Свойство 10 (связь вакуума с одночастичными состояниями).
Спектральный вес dp в представлении Челлена—Лемана (тео-
рема IX.34) имеет вид

dp (s) = б (s — m) + dp (s),

где носитель dp находится в [m + e, oo).
Свойство 10, по существу, говорит о том, что не все векторы

вида A(f)ty0, где г|з0—вакуум, ортогональны S. Действительно,
при этом условии dp(s) = a8(s—m) + dp(s), где a ^ O , так что
А можно умножить на константу, с тем чтобы обратить а в 1.

Выберем функцию h € С~ (R) так, чтобы h (у) = 1 вблизи у= т*
и s u p p A c ( 0 , m* + e). Определим новую операторнозначную об-
общенную функцию В (х, t) как В(р) = Л (р«) Л (р), т. е. положим

где fg(p) = A(p*)g(p). (303)

Пусть теперь f£<5P(R.3). Тогда функция f (p)e~'P«toh(p2) лежит
в of (IR*), так что g в (303) можно выбрать в виде f (x)8(t — ta),
иными словами, В(х, t) — обобщенная функция от х, гладкая
no t, и аналогично В(х, t)—обобщенная функция от х. В дей-
ствительности для /€«5* (R3) оператор В (/, f) принадлежите™
по t. В частности, для любого f£C"{R*) с f(-, t) и dof (•, t) из

<-»
аУ(К3) для каждого t можно построить (fd0B)(t). В общем слу-
чае, даже когда / удовлетворяет уравнению Клейна — Гордона,
«-»

(fd0B)(t) зависит от времени, поскольку В этому уравнению не
удовлетворяет, но тем не менее справедлива
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Лемма I. Пусть / — регулярный волновой пакет для уравнения
«->

Клейна—Гордона массы т. Тогда вектор (fd0B) (t)% не зависит
от t, где 1|з0 — вакуум теории.

Доказательство. В общем случае В (х) не удовлетворяет уравне-
нию Клейна — Гордона, однако B(x)ty0 удовлетворяет. |

Согласно свойству 10,

К £ Д Л ) . (304)
Действительно, левую часть (304) можно выразить через двух-
точечную функцию А. Поскольку В включает в себя множитель
h(p2), в силу свойства 10 в спектральном весе остается лишь член
6 (s — т), т. е. остается ровно то же самое, что было бы, если
бы А равнялось Фт. Поскольку Ф я (p) = h (рг)Фт (р), (304) вы-
полняется.

Теперь приведем основную теорему Хаага — Рюэля.

Теорема XI.109, Пусть А<— эрмитова скалярная теория поля,
удовлетворяющая аксиомам Гординга — Вайтмана (свойства 1—8),
а также свойствам 9 и 10. Определим В, как выше. Тогда:

(а) для любых регулярных волновых пакетов /(1), . . . , / ( п | пределы

Out

существуют в равномерной топологии на Ж и не зависят от
выбора функции h.

(b) Пусть 5^ i n и 3V0Ui—замкнутые оболочки векторов r\in и т)ой,;
^fin и $fout инвариантны под действием представления V
группы Пуанкаре.

(c) Существуют операторнозначные обобщенные функции <pin на
«^in и фо и 1 на Stfoui, такие, что <j£ in, U, <jpin> и < i ^ o u t , U, q>out>
унитарно эквивалентны свободному полю массы т и

T]m (/(1\ ..-, Г") (/Чф f/49
out \ out / \ out

Прежде чем рассматривать физическую интерпретацию этой
теоремы и ее доказательство, отметим математическое следствие,
аналогичное спектральным свойствам, вытекающим из существо-
вания волновых операторов в обычной квантовой механике. По-
скольку сужение 11 на S%xa унитарно эквивалентно представлению
группы Пуанкаре для свободного поля, получаем
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Следствие I. В теории поля, удовлетворяющей свойствам 1—10,
спектр энергии-импульса содержит область \р\р%~^ {2т)\ р0 > 0}.

В частности, получаем поразительный вывод: невозможно
построить ваитманову теорию поля со спектром а(Р) = {р\р% = т3,
P,>0\U{0\l

Чтобы облегчить понимание сути теоремы Х1.109сточки зре-
ния теории рассеяния, можно либо попытаться переписать эту
теорему в терминах некоего подобия волнового оператора, либо
придать обычной нерелятивистской теории форму, аналогичную
теореме XI. 109. Здесь мы действуем первым способом, а по по-
воду второго отсылаем читателя к литературе, указанной в За-
мечаниях, и задачам (задача 142). Пусть функции / (1), . . . , /(»>
удовлетворяют (302а). Определим отображение J плотного под-
множества гильбертова пространства &Сй свободного поля массы т
в пространство SK, полагая

[Й = П
Это определение корректно, поскольку заданный вектор
можно не более чем одним способом записать в виде

если /(/) удовлетворяют (302а). Мы не можем пользоваться более
естественной формулой

1й<ф-< г"'Н-[й
именно потому, что хотим, чтобы J было корректно определено.

Пусть © 0 —множество векторов вида Д (/(/) д0Фт) й 0, которое,

в силу (302Ь), тотально в SfCQ. Тогда имеет место

Следствие 2. Операторы Q ± = s-lim eiiHJe~itH^. существуют

и определяют частичные изометрии SVa^— 3KXVi и зКа—*Жйхй.

Доказательство. Пусть е-'гА<./ задано как (е-'7Ло/) (х, s)=f(x, t-fs).
Тогда

Г п ^ v Л п

4 = 1
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так что
л

Д O f f l ] Qo = j j eltH (/ ( / ) ( - , / ) £ В ( . , 0)) е

Следовательно, по теореме XI. 109, пределы, определяющие Q±,
существуют и

П ( ) % (305)
out /

В силу утверждения (с) основной теоремы, Q * — изометрии.

Равенство (305) утверждает, что

В частности, S-матрица Яуха S = £2+(Q~)# удовлетворяет равен-
ству фои1 = 5~ J9 i nS, если выполнено условие асимптотической
полноты:

SVln = Moat = SV. (306)

Конечно, бывает, что (306) в некоторых моделях нарушается,
например, это так для многих обобщенных свободных полей (см.
замечания к § IX.8). Обычно надеются, что это происходит из-за
искусственности этих моделей и что реальные модели удовлетво-
ряют условию асимптотической полноты, по крайней мере если
можно сконструировать асимптотические поля для каждого от-
дельного массового гиперболоида и построить соответствующие
состояния со всевозможными асимптотическими частицами. По
этой причине при углублении исследований равенства (306) часто
принимают в качестве аксиомы.

Обратимся теперь к доказательству теоремы XI. 109. Оно
опирается на четыре факта. Первый — это лемма 1. Второй —
убывание регулярных волновых пакетов для уравнения Клейна —
Гордона в соответствии с резюмирующей теоремой XI.17 и ее
следствием. Для описания третьего факта необходимо ввести по-
нятие усеченных функций Вайтмана (УФВ).

Определение. Разбиение упорядоченного множества <1, . . . , я> —
это семейство Р упорядоченных подмножеств St = <if> . . . , ift ( 1 )>, . . .
. . . . 5, = <Г, . . . . *'*.(/)>, таких, что it < . . . < i k ( l ), . . . . i[<...
...<i'kH) и и 5 , = <1, . . . , n>, S/r\SQ = 0 при \фц. Сим-
волом 5*„ будем обозначать множество, всех разбиений мно-
жества <1, . . . . «>.
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Определение. Усеченные функции Вайтмана (усеченные ваку-
умные средние) суть обобщенные функции Wn, т. определенные
в терминах обобщенных функций Вайтмана W п соотношением

Wn{
xi х

а)
 = i ^*eci), Т (*/, Xikat)'"

(307)

Очевидно, что функции Wn, т рекуррентно определяются фор-
мулой (307), поскольку если Жх, i Wn-i, т уже найдены,
то в точности один член в правой части (307), а именно тот, для
которого Р = {<1, . . . , п>\, не известен и определяется форму-
лой (307). Первые несколько функций Ж^ T выглядят так:

\ Т (*1, *,) = №о> Ф (*l) Ф (*l) Уо) — (Ч>„ Ф W *.) №.. Ф
x2, x,)-

Существует множество явных формул для Wn, т (см. Замеча-
ния и задачу 143), однако неявные формулы (307) — это все, что
нам потребуется. Причина, по которой функции Жп, \ естественны,
состоит в следующем факте, который мы в конечном счете дока-
жем. Поскольку *Wn< т трансляционно-инвариантна, можно по-
строить, как и в § IX.8, функцию / 5^ 4 I T(£ I £n-i)- При вы-
полнении предположения о спектре (свойство 9) носитель Wп

п-\ _ „ я-1 _

лежит в X (—Vm. + U{0\), а носитель Wn т — в X (—Vтх +).

В частности, носители фурье-образов функций №„_ т (£lf . . . , Cn-i)
и Wn г ( — £ n _ i , • - . , — t i) не пересекаются, что важно для даль-
нейшего.

Третий ссновной факт, необходимый для доказательства тео-
ремы XI. 109,—это следующая

Теорема XI.ПО (кластерное свойство УФВ). Фиксируем ./ £
П К 4 ) . Для аг а „ € К 3 положим

^%,т(*1 хп)[(х,-а1 хп -an)dxl . ,.dxn

(308)

(где at стоит вместо <а{, 0> g R4). Определим функцию G равен-
ством

G(cc,, «,_!) = ?(( ! , ап), at = ai + l—al.

Тогда G€^^K3"~ J)-
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Последний результат, нужный для доказательства тео-
ремы XI. 109, —это

Теорема XI.ПК Пусть К — обобщенная функция из &" (JRV), так
что Л * / € & tJRv) Для любого / € У (Rv) • Тог да для любого N су-
ществуют дифференциальный оператор Р (D) с постоянными коэф-
фициентами и непрерывная функция F на R, такие, что

K = P(D)F, |F(*)|<C(1+**)-".

Теперь мы обращаемся к доказательству теоремы XI. 109. Тео-
ремы XI.110 и XI. 111, будут доказаны позже в этом разделе.

Доказательство теоремы XI.109. Введем символ Bf(t) для обо-
<->

значения /(•, t)daB(-, t). Пусть C1{t), . . . , Cn(t) суть п опера-
торов, каждый из которых есть либо какой-нибудь Bf(t), либо
его производная по времени. Пусть (т|з0, Cj (t). . .С в (/)гр 0 ) т — усе-
ченное вакуумное среднее, определенное подобно УФВ выше.
Прежде всего утверждается, что

| (л|>0, С, ( 0 . . . Сп (0 ̂ о) г I < с (1 + 1 ' I) - ''• "'-*'. (309)

Для доказательства этого неравенства разложим сначала функ-
ции С/ в суммы по функциям В (х, f)« сглаженным с функциями /.
Все новые функции / суть регулярные волновые пакеты для
уравнения Клейна — Гордона, поскольку они совпадают либо
с исходными f, либо с их производными по времени. Итак, левая
часть (309) ограничена суммой членов вида

a4*L 0••./""(*„, 0(Ч>.1 Qi(*i. О---<?„(*„. 0 * . ) т * " * | , <3 1 0>

где каждое Q есть В, д0В или дой. Определим К (£i Sn-i),
полагая

К (&,. • • •. S,-i) = (*., Qi (*i. 0 • • • Q« (*«. 0 Фо)т. Ci = */+. -х,.

К 6 <̂ " (R 3"" 3) и не зависит от t в силу трансляционной кова-
риантности теории относительно сдвигов по времени. Согласно
(303), обобщенная функция К, сглаженная с g из if (R3"~3), может
быть переписана как Wn T, сглаженная с g из ^ ( R 4 " " 4 ) , так
что, по теореме XI.ПО, К *g£<?> (R3"-3) для каждой g£ ^ (R 3 "" 3 ) .
Таким образом, по теореме XI.111, можно найти дифференциаль-
ный оператор Р (D) и непрерывную функцию F, такие, что К =
= P{D)F и

Поэтому (310) мажорируется суммой членов вида
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где каждая функция gt — производная некоторой /1 ; ), и потому
есть регулярный волновой пакет для уравнения Клейна —Гор-
дона. В результате, согласно следствию теоремы XI.17.

так что (311) мажорируется выражением

Это доказывает оценку (309).
Пользуясь (309), можно при помощи модифицированного при-

ема Кука доказать, что предел из теоремы XI.109 (а) существует.
Пусть

Мы докажем, что

так что существуют lim r\ (t). Очевидно, \\dr\fdtj2—сумма членов

вида (г|>0, Сл (t). . .C2n {t)%), а потому—сумма произведений чле-
нов вида (•фо, Cli(t)...Cik{t)%)T. Поскольку (г|з0, В(х, /)г|зо) = О,
ни одно из этих произведений не содержит одноточечного усе-
ченного вакуумного среднего. Каждое произведение принадлежит
к одному из следующих типов:

1. Один из сомножителей есть /n-точечное усеченное вакуумное
среднее с т ^ 4. В силу (309), этот сомножитель ограничен
величиной (1 +111)~3.

2. Нет ни одного сомножителя предыдущего типа, но входит
по крайней мере одно трехточечное усеченное вакуумное сред-
нее. В этом случае, поскольку 2л четно, должны входить по
крайней мере два таких множителя, каждый из которых убы-
вает как (1 + | /1)~3/2, так что общее убывание опять не мед-
леннее, чем ( 1 + | * | ) ~ 3 .

3. Все сомножители — двухточечные функции. В этом случае один
из сомножителей должен быть' вида

( > вл«. (о -^r Wo), или (*.. - ^ р - ^ ч>0),

• ИЛИ
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а каждый из них обращается в нуль в силу леммы 1. Значит,
такие произведения обращаются в нуль.

Следовательно, \dT\ldtf < С ( 1 + | * | ) ~ 3 , что доказывает (312),
' а потому и часть (а) теоремы.

Инвариантность Жл и S^oni относительно пространственно-вре-
менных сдвигов очевидна. Инвариантность относительно преоб-
разований Лоренца и независимость пределов от выбора функции А
доказываются в работах, указанных в Замечаниях.

Равенства (302) наводят на мысль определить afn (р) равенством

где h и /(1> связаны соотношением (302а), и щп (р) с помощью
аналогичного равенства и соотношения (302с). Поле ф1п можно
определить формулой (Х.85). Ковариантность ф1п и фои, относи-
тельно пространственно-временных сдвигов очевидна. Доказатель-
ство лоренцевой ковариантности снова можно найти в литературе.
Унитарная эквивалентность ф1 п свободному полю Ф я следует из
равенства

l&
Для проверки того, что оператор V корректно определен и уни-
тарен, следует доказать лишь, что

) ( ) ) . (313)

Тогда легко убедиться, что

Левая часть (313) —предел скалярного произведения (

Ц Bgih (0 "Фо) П Р И t—^ — oo. Представляя это произведение как
сумму усеченных вакуумных средних, видим, что те члены, в кото-
рые входят m-точечные средние с я > 3 , исчезают в силу (309).
При t—>- — оо остаются только те члены, которые являются про-
изведениями двухточечных средних и, по лемме 1, не зависят, как
мы уже объясняли, от времени. В силу свойства 10, эти средние
тождественны двухточечной функции для поля Ф т ; см. (304).
Поскольку гс-точечная функция свободного поля есть сумма про-
изведений двухточечных функций (см. Х.162), равенство (313)
выполняется. |
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Доказательство теоремы XI.111. По теореме о замкнутом гра-
фике отображение ft—>K*f непрерывно. Пусть T = R. Тогда,

по предположению и равенству К*/= (2n)v/aRf (теорема IX.4),
произведение gT принадлежит & (Rv) для любого g€<^(Rv) . От-
сюда следует, что Г есть С°°-функция, каждая из производных
которой растет полиномиально, т. е. Т£бм (см. задачу 23
к гл. V). Для заданного N подберем k так, чтобы для всех а
с j а | <; 2N выполнялось

| (D«T) (ж) | < с ( 1 + * * ) * .

Пусть теперь G(х) = (1 + х*)-*-"Т (х). Тогда для | а | < 2 N

Итак, поскольку DaG лежит в Ll, F = G— обобщенная функция,
которая есть ограниченная непрерывная функция, и для нее про-
изведение xaF (x) ограничено для каждого | a | ^ 2 i V . Следова-
тельно,

и /( = ( 1 — A)k+VF. |

Теперь мы начнем доказательство теоремы XI. 110. Сначала
требуется установить, что Wn% т имеет носитель в (—V m , + )*~ l .

Лемма 2. Пусть с —пространственно-подобный вектор из R*.
Тогда

lim Wa{xu . . . , Л:,-, xi+i + ka, . . . . хп + Ха) =

= W^i(X1, . . . , Xi)'%ra-i(Xi + 1, . . , Х п )

в том смысле, что для любых /€<^(R4 ' ) , g€<^"(iR*1""")
ra(f®gia)-»Vtinra-tig) (314)

при X—>• оо, где

f ...,xn) = f(xx, ...,xt)g(xi+1—ka, ...,х„ —

Более того, фурье-образ Wn(Zi, • • ., £n_i)— (знаконеопределенная)
мера по переменной р( (при сглаживании по другим перемен-
ным) и

Wn (pit . . . . /7л_0 - (2я)« Wt (Pl, . . . . /»,.,) х
X ^„_,(/», + f /»„-<) б (/>,) + /? (/,), (315)

где (после усреднения по другим переменным) R — мера по pt,
задающая нулевой вес при /?, = 0.
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Доказательство. Фиксируем f £.& {R*'), g£af (R*ln~n). Пусть

i xt) ф (JC,) . . . ф (хг) i|>0 d*, ... dxt,

•••• xa.{)cp(Xi) . . . Ф ( * „ . ,

Тогда, как и при доказательстве теоремы IX.32, если ge(jc) =
= g ( * i — о хд_/ —а), то

где £Q—спектральная мера для энергии-импульса, а & = <&„,—к>.
В силу единственности вакуума,

d (il?!, E^2) = (фг, гр0) (гр0, г|?2) d(k) + R (k).

Отсюда (315) следует непосредственно. Доказательство равенства
(314), которое не используется ниже, отнесено в задачи (за-
дача 145). 1

Лемма 3. Для полей, обладающих свойством 9, носитель Wn. т
содержится в (—Vm> + ) ' " " 1 ' при п^2.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы IX.32, по
свойству 9 носитель Wn лежит в (•{0}U(—Vm, +))"" 1 . Очевидно,
что Wn, т обладает тем же свойством. Более того, Wn, л—мера
по каждой переменной, как в лемме 2. Итак, следует доказать
лишь, что Wn, т, будучи сглаженной по всем переменным, за
исключением pt, не содержит вклад б(/?,.). Доказательство про-
водится индукцией по п. При « = 2 имеем W*, r {x) = W2(x) — W\,
так что

W4 т (Р) = W, (р) - (2я)« б (р) Wi

и, значит, по (315) б(р)-вклад в # 2 , т равен нулю. Пусть теперь,
по предположению индукции, носитель W/, т лежит в (—Vm> + ) l / " u

при у = 2, . . . , п — 1. Фиксируем t и рассмотрим

11 " S „

Разобьем сумму по ̂ д на две части. В первую отнесем те Р 6 Р„,
для которых никакие ^^.i и кг ^ i: + 1 не принадлежат одному
и тому же подмножеству Sj£P. Очевидно, сумма по таким Р
дает фурье-образ Ж^{х^ . . . . xt) ^ „ . j (*,-+„ . . . . *„), т а к что
вклад этой суммы в tr 4 , т(р) в точности уничтожает б^^-часть Wn.
Во второй части суммы р{ есть сумма импульсов, от которых
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зависит 1^5/. т, и, таким образом, по предположению индукции,

эта сумма имеет носитель по р: в (—Vm> +) (см. задачу 146).

Отсюда следует, что # „ . т(р) не содержит 6 (р,)-вклада, и потому

ее носитель лежит в (—Vm,+Y"~^- |

Доказательство теоремы XI.110. Поскольку функция F из (308)
обладает тем свойством, что ее производные снова имеют тот же
самый вид, нужно лишь показать, что для любого N

NF(ai а„)<оо, (316)

(Л-1 \1/2

2 ( O / + i — оЛ 2 ) • Очевидно, достаточно показать,
i = \ J

что для любого единичного вектора a g R 3 " " 3 оценка (316) выпол-
нена равномерно по a/ | |a | | в некоторой фиксированной окрест-
ности а. Для заданного а сначала утверждаем, что найдется
разбиение набора <1, . . . . л> на два набора I = \ilt ..., ih) и
I' = {i'u . . . . i"A-*}, такие, что если a / + , — a , = a , - , то \\ау — а г , | | > л - 3 / а

для всех / € / и / ' € / ' . Это вытекает из следующего построения.
Некоторая компонента а, скажем а^, должна иметь длину не
меньше п~1/2. Рассмотрим п плоскостей в R3, перпендикулярных
вектору aj + 1—a.j и проходящих через точки as. Очевидно, что
для какой-то пары соседних плоскостей расстояние между этими
плоскостями не меньше л ~ 1 | | а / + 1 — а , | | ^ л - * / 2 . Возьмем в каче-
стве / точки по одну сторону от этой пары, а в качестве /' —
по другую. Выберем окрестность М около ее так, чтобы если
a/jjajjgM, то для всех / € / и i' € / ' было

Пусть М = {а =7̂ 0 | а / | а [ |€ М}. Докажем, что (316) выполняется
для а£М. Поскольку единичная сфера может быть покрыта
конечным числом таких окрестностей /И, отсюда будет следовать
(316). Введем

" п . Т (-^l» • • •> Хп) = Ж % , I {xh> • • •> xik>
 xi'^ • • • > Х[' Л >

W*. i № . • ••*»)=' W*n. т (х,, ..., *.- _ ( , х,„ . . . , xtА,

где мы упорядочили наборы / и /' так, что ! ! < . . . < ik,
is < . . . < 1„_*. Мы утверждаем, что для любого Af и любого

^ ( R )
п. т (ga)) | < oo, (317a)

°n, т {gj) | < oo. (317b)
a s M

sup
аеМ
sup

\dN

\dN

шаг

"п. Т (gti)

[ )
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Принимая (317) пока на веру, докажем (316) для а £ М . Пусть
S' (соответственно S") —носитель W (соответственно W). Если
<рг, . . . , p n > £ S ' (соответственно S"), то, в силу леммы 3 и за-
дачи 146, сумма P = 2iPt, где суммирование ведется по i £ / '

(соответственно по / £ /"), лежит в —Уи< + . (соответственно Vmt + ) .
Пусть h—ограниченная С°°-функция с ограниченными производ-
ными, такая, что Л = 1 на —Vm + и h = ') на Vm + . Пусть
g = (hfy. Тогда ЯГЛ> г ( ^ ) = 0 и V , , T ( g a ) = W„,,(/„). Итак,
в силу (317), sup \dN (a)Wn. r ( / a ) | < °°- Снова применяя (317а),

получаем, что

sup \dN(a)W,l.i{fa)\<ao.
a 6 M

Это доказывает (316)
Таким образом, для завершения доказательства осталось до-

казать лишь (317). Пусть а^М фиксировано, и пусть j
таково, что |JCJ <d(a)/4/i 3 / a . Тогда для любых / £ /, i' £ / '
\х, - xv f < 2 (| xv | 2 + | | х, f) < 21| х||» < V,

Полагая ^ = л,-—X/6IR* и a = a<—а, £ R3, имеем

так что

или

Итак, вектор £ + а пространственно-подобен, иными словами,
если | | j t | |<d(a)/4rt 3 / 2 , a ^ M и / ̂  /, t ' g / ' , то векторы (je+a),--
и (x-j-fl)/ пространственно-подобно разделены. Отсюда, в силу
локальной коммутативности, следует, что для таких х имеет
место равенство

Таким образом, для любого h{a) из С°, равного 1 при
d ) 4 / выполняется оценка

, т (ga)-W°*. . (Sa) I < I ^ r ' r (ghla)) I + 1 ^ " , 1 ' T (ghtat) |, (318)

где ^ • l ( i ) = f ( г + а ) . Функцию /г(а) можно выбрать обращаю-
щейся в нуль на множестве таких х, для которых \\xj^.d{a)j8ns/i,
и такой, что при d (a) ^ 1 нормы | |Ь в Л ( а ) | | равномерно ограничены
по о. По теореме о регулярности для обобщенных функций
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умеренного роста существуют дифференциальный оператор Р (D)
и непрерывная функция F с \F(x) | < c ( l + х3)*, такие, что
5T P(D)F. Итак,

J ! Р (D) (gA ( e )) (JC) | dx.

В силу убывания g и свойств носителя Л(а), последний интеграл
стремится к нулю быстрее любой степени d{a). Таким образом,
(317а) следует из (318), если заметить, что для любого ос можно
подобрать соответствующий вектор а, удовлетворяющий нера-
венству а2 <; cd (а)2, взяв, скажем, а, = 0. Доказательство (317Ь)
аналогично.

XI.17. Фазово-пространственный анализ рассеяния
и спектральная теория

На первом шаге доказательства нужно ждать.
Частице может потребоваться много времени,
чтобы уйти далеко от рассеивателя. Следует
запастись терпением. Вспомните, как долго при-
шлось ждать, пока появилось доказательство асимп-
тотической полноты.

В. ЭНСС

В этом разделе мы описываем замечательный подход к иссле-
дованию полноты и спектральных задач Для операторов Шредин-
гера. Возможности этого метода распространяются на многочас-
тичные системы. Мы разбираем здесь двухчастичную задачу, где
с точностью до некоторых различий в предположениях о логариф-
мическом поведении результаты для локальных потенциалов
очень похожи на теорему Агмона — Като — Куроды (теорему
XII 1.33), доказанную в § XII 1.8. Однако методы совершенно
различны: последняя теория основана на внушительном, хотя
и элегантном механизме, включающем сужения преобразований
Фурье на сферы (§ IX.9), теорию локально гладких возмущений
(§ XIII.7) и аналитическую теорию Фредгольма (§ VI.5). Для
сравнения укажем, что в этом разделе будет применяться немно-
гим более, чем метод Кука, интегрирование по частям (в духе
теоремы XI. 14), а также одно важное физическое соображение:
частица в любом состоянии, не являющемся связанным, должна
проводить продолжительные периоды времени вдали от рассеи-
вателя (точный смысл этому утверждению придается теоремой
РАГЭ, которую мы доказываем в дополнении к этому разделу)
и в эти периоды времени потенциалом можно пренебречь. Если
разложить состояние в это время на две части: одну со ско-
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ростями, направленными от рассеивающего центра, и другую
со скоростями, направленными к рассеивающему центру, то одна
из этих частей не должна участвовать во взаимодействии в обоз-
римом будущем, а другая — в обозримом прошлом.

На протяжении всего нашего рассмотрения двухчастичной
задачи мы полагаем Я„ = — 1/2А. Этот выбор массы, т = 1, удо-
бен, поскольку скорости тогда совпадают с импульсами. Пол
F (S) мы понимаем оператор, являющийся умножением на харак-
теристическую функцию множества S.

Определение. Симметрический оператор V в La(IRv) называют
потенциалом Энсса тогда и только тогда, когда

(a) V есть относительно ограниченное возмущение Я о с относи-
тельной гранью а < 1;

(b) функция h на [0, оо), заданная посредством

лежит в L1 (0, оо; dR). При -этом h(R) автоматически моно-
тонно убывает и iim h(R) — 0.

Заметим, что мы не требуем, чтобы V был оператором умно-
жения, но если это так, то, как можно показать (задача 151 d),
h(R) лежит в L1 тогда и только тогда, когда этим свойством
обладает функция

\^ R)V (flB + i)-4

В частности, если V — оператор умножения, причем произведе-
ние (1 + | * \)l+eV (H0 + i)~l ограничено, и если V имеет относи-
тельную //„-грань, меньшую 1, то V — потенциал Энсса.

Чтобы показать, насколько естественно условие Энсса, нач-
нем с доказательства того, что если V — потенциал Энсса, то
существуют волновые операторы. Пусть / — функция из if (Rv),
такая, что f имеет компактный носитель в области {k\ | & | > a } .
Согласно следствию теоремы XI. 14,

для некоторого С, откуда видно, что

S 1^(|*|<1/,вК|)е-"я-(
— оо

Напишем теперь:
Ve-titij = v (Пи + i)" 1 F (| х | < V, а | /1) в"«". (Я, + 0 / +

+ V (Я, + О"1 F \\х | ̂  V, a \t\) е"». (Я, + i) /.
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Тогда

\ (320)

По (319) первый член лежит в /^(R, dt) По условию Энсса вто-
рой член также лежит в L1 (R, dt); значит,

и, следовательно, в силу обычных рассуждений о плотном мно-
жестве и возможности применить метод Кука, волновые опера-
торы Q± (Н, Но) существуют. На самом деле можно сказать
намного больше. Для двухчастичного случая основной результат
дает

Теорема XI. 112 (теорема Энсса). Пусть V — потенциал Энсса,
и пусть Н = Ha + V — самосопряженная операторная сумма. Тогда:

(1) операторы Q± (Н, Но) существуют и полны;
(2) спектр asing(H) пуст;
(3) единственная возможная (конечная) точка накопления мно-

жества <тРр(#)— это 0, и любое ненулевое собственное зна-
чение имеет конечную кратность.

Отметим, что, в частности, из этой теоремы следует равенство
a8SS (#) = [0, оо). Это заключение не вытекает автоматически из
теоремы Вейля (§ XII 1.4), поскольку оператор V может не быть
относительно компактным.

Для доказательства теоремы Энсса требуется

Теорема XI. 113. Пусть H = H0+V, где Я о = —7 аД и V — потен-
циал Энсса. Пусть {ф„} — последовательность единичных векто-
ров, такая, что

(i) lim « / 7 ( | Х | ^ П ) Ф Л | | = 0;

(и) для некоторых а > 0, Ь > 0 имеем

где EQ (Я)—семейство спектральных проекторов оператора Я.

Тогда ф п = ф„. i n + фа: out + Фа: w, где

ппГ|| фя; In 0 < °°> ИГЛ | | ф л ! out|| < «О, (321)
Jim | (Q+ - 1 ) Ф„: .л II = 0 = lim || (Q- - 1 ) Ф п : „at I (322)

lim s u p | | F ( | ^ | < 6 n ) e - ' ^ n ; i n | = 0 (323)
п -*• о. ' < о
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для некоторого б > 0 и

Нт | | ф л : ш | | = 0 . (324)

Основная идея будет состоять в разбиении фп на части: одну
с импульсами наружу и другую — внутрь. Таким способом мы
отделяем те части, которые предназначены для мусорной корзины
(wastebasket), и сваливаем их в общую кучу, обозначаемую ф„; w .
Конечно, мы могли бы вынуть эти части из корзины и объеди-
нить их все с фп: in без нарушения условий (321) —(323),. но
с идейной точки зрения удобнее не делать этого. Мы отложим
доказательство теоремы XI.113, а пока воспользуемся ею для
доказательства теоремы XI. 112.

Доказательство теоремы XI.112. Мы уже показали, что
волновые операторы существуют. Пусть ф £ &£sinz (Я), причем
£(-«, а>(^Оф = £<ь, » > ( Я ) Ф = 0 для некоторых а, Ь. Поскольку
оператор (Я„ + i)'(Я + £)~1 ограничен, a F (| л: | ^ n) (H0-\-i)-1

компактен, компактен и F (\x\ ^n) (H-\-i)~l. Итак, по теореме
РАГЭ, доказанной в дополнении, мы индуктивно можем построить
такую последовательность {т„}, что т п + 1 > хп > 0 и || F (| х | ^ п) х
Хе~'ТпНц>1^1/п. Пусть Ф„ = e~Hnliq>. Тогда {фп} удовлетворяет
условиям теоремы XI.113, так что

|ф„—О + Фя;!„—Q-<p«:out||—-0. (325)

Поскольку Ran Q± cz ЖЛС. (Н) с S^i\ng, а пространство ^ 8 ( п г ин-
вариантно под действием e~itH, мы видим, что ||ФЛ||—»• 0, и потому
Ф = 0. Отсюда следует, что 3%*\йг{Н) = {0}.

Далее, пусть ф €.ЖЛС{Щ, и предположим, что ф^(КапО~)-1-
и £•(_„, в ) (Я) ф = £'(Ь1 о о )(Я)ф = 0 для некоторых а, Ь. Как и выше,
выполняется (325). Мы получаем, что (фп, й~ф я ; O ut) : = : 0. поскольку
е-пн О С Тавляет множество (RanQ~)J- инвариантным. Более того,

|(фя. Й+Ф«;1п)| = |(Ф, ^ » w Q +

9 n : i n ) | = | ( ( Q + ) > , в"»"чря: ,„) К
| х|> 6л) (О+)-фЩфп : i r l | + | Ф Ц П F ( | л ; | < б п ) е ^ н ^ п . 1 п | .

В силу (321), первый член стремится к нулю, а по (323) так же
ведет себя и второй. Таким образом, последовательность {фп}
асимптотически ортогональна й + ф л ; !п + ^~фл; out, а тем самым
сама себе. Отсюда следует, что Ф = 0, поэтому (Ran п')1- (\3%ас(Н)
= {0}. Итак, RanQ- = ^ а с ( Я ) и аналогично Ran Q + = ^fac (Я),

так что волновые операторы полны.
Наконец, предположим, что {ф„} — последовательность орто-

гональных нормированных собственных векторов оператора Я,
Я ф п = £ л ф л и Еп—i-ЕфО. Если выбрать а, Ь так, чтобы
Е£[—'а< а ] и [ й , о°). то выполняется предположение (Ь) теоремы
XI,ИЗ, Более того, в силу компактности оператора F ( | j c | ^ i ? ) x
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l и ортонормированности {Ф„}, имеем

-4J-* 0.
Переходя к подпоследовательности, можно считать, что фя удов-
летворяет предположению (а) теоремы XI. 113. Итак, выполняется
(325), значит, {ф„} асимптотически лежит в йГ а с (#), что невоз-
можно. Это противоречие влечет за собой справедливость ут*-
верждения (3). |

Доказательство теоремы XI.113 опирается на три подготови-
тельные леммы. Первая—это утверждение, которое мы должны
будем повторить в § XIII.5, что на больших расстояниях Я и Я о

выглядят похоже.

Лемма 1. Пусть Ф — непрерывная функция на R, исчезающая
на бесконечности. Тогда

lira | |[Ф(Я) — Ф ( Я о ) ] ^ ( | ; с | > / г ) | | = 0. (326)

Доказательство. Поскольку оператор Н ограничен снизу, выбе-
рем Ей < inf а (Я) — 1. Тогда для г < Ео + 1 и Ф (х) = (*—z)~*
(326) выполняется, так как

ЦФ(Н)-Ф {H0)]F (\x\^ n)t^\\(H-z)->\\\\V {Н0-г)~* F (\х\^ п)\\

и второй множитель стремится к нулю в силу условия Энсса
и ' простого рассуждения (задача 151с). Поскольку разность
(Я — г)'1— (#„ — г ) " 1 равномерно ограничена и аналитична в
области Rez<!£ 0 -} - l . из теоремы Витали следует сходимость
производных от [(Я — г ) " 1 — ( Я о — 2 ) ~ 1 ] F ( | x | > n ) к нулю, т . е .
(326) выполняется для Ф(х) = (х — Ео)~т и, таким образом,
для Ф, полиномиально зависящих от (х — £0)~1- Но 'по теореме
Стоуна — Вейерштрасса такие полиномы || • L-плотны во множестве
непрерывных функций на [Ео+1, оо), исчезающих на бесконеч-
ности. Применяя g/3-прием, получаем (326) для всех указанных
в условии функций Ф. |

Во-вторых, нам нужна несколько более тонкая версия след-
ствия теоремы XI. 14.

Лемма 2. Пусть К — компактное подмножество в Rv, и пусть
6 — его открытая окрестность. Пусть С (xu, t) — \х0 + vt | v € 6} —
«классически разрешенная область» для частиц, начинающих
движение из точки х0 со скоростями из б. Тогда для любого /
существуют целое число р. и константа D, такие, что

\e~ii"<lu(x)\^D(l+dist(x, С(х„ *)))~i(l + |х—* ,П и\ (327)

для всех и с supp и с К и всех х (£ С (*„, t).
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Доказательство. Без потери общности можно считать, что хо=*0,
поскольку оператор е~пн* коммутирует с трансляциями. Имея
в виду предельный переход, можно предполагать, что и € <#*.
По теореме XI. 14 и доводам, приведенным при доказательстве
ее следствия, для s u p p u c / C , u€*f и x(fcC(0, t) имеем

(х) | < D n ( l + | * | + |*|)-' 2
la | < I

Отсюда следует (327), если заметить, что, согласно неравенству
Соболева и теореме Планшереля,

2 iiD°aiL<c0 2
а\<1 l a \ < /tct К '

И ЧТО

| dist (х, С (О, О) К С (| л; | + 1 1 \ + 1). (328)
Действительно, пусть u» = sup {|и| | и £ 6\- Тогда либо х ^ и . t\
и в этом случае | dist (лг, С (0, t)) | ^ 2о„ 111, либо
и в этом случае J dist (А:, С(0, / ) ) | < 2 | х | . |

Наконец, нам нужна лемма о локализации в фазовом про-
странстве.

Лемма 3. Пусть 9?а, а € Z v . — характеристическая функция
единичного куба с центром в а. Пусть f^<Sf —фиксированная
положительная функция, и пусть Д* s= f*3Ta. Предположим, что

$/сРл:=1. Для каждого а € Z v пусть ^ — ф у н к ц и я из <У, такая,
что sup a( |(l — A)vgafl, < о о . Тогда (Р — — t'V, X есть оператор
умножения на х):

(a) оператор Т, заданный априори на С" как Ти= 2 ga (P) fa (X) и,
а

определяет ограниченное отображение из L2 (Rv) в L2(RV);
(b) для некоторой не зависящей от R константы С выполнено

неравенство | 2 /a W " l ^ C [ | F (| х | < VBR) " | | а +
II| a | < 4tR h

Доказательство. (a)ga (P)gp (P) — свертка с некоторой функцией
ftaB. Мы утверждаем, что \ha$(x)\^.C0(l +\x\)~iv для констан-
ты Со, не зависящей от а и р. Это следует из равномерной оценки
норм I gag fill и | | (—A) v gagp|i . которая по правилу Лейбница вы-
текает из предположений о ||£а|1а и II (—А)чйайг Таким образом,

\ haB(x-y) f6 (у) u
a, 3 J

a. 0
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где на втором шаге мы воспользовались равенством
а

а на последнем неравенством Юнга.
(Ь) Применяя неравенство Юнга, имеем

И 4-IHI.
где

IIv | = « [ f * F ( \ х | < >/tR))F ( | х
<«f*F (| х | < 3/tR) |U IIF (| x

W = ||[/*F ( |xI< % /?)J^ ( I * I > % R)«1,<
< || [f*F (| х | < % /?)] f (I x | ^ Vs/?) IU1 и I.

При Ы > 7 8 #

(/*/=•(! x|<s/4/?))(«/)= S f(y-x)dy~ $ h(y-x)dy,
1*|<»/.я l*l<v4tf

где ft = /F (| Л; | ^ V8 Я), поскольку неравенства [ i / | ^ 7 / 8 /? и
i K 3 / 4 # влекут за собой, что | у — х\ > J/8 R. Итак, | ш | | ^

i / ? ) / ! ! ! 1

Доказательство теоремы XI.ИЗ. Выберем функцию Ф из <У (R)
так, чтобыФ = Она(— xlta, х/га) и (26, о о ) и Ф = 1 на [info (Я),—а]

I \ П
Ыё(Н) - а - | ~f а Ь Zb

Рис. XI. 16,

и [а, Ь] (рис. XI. 16). Пусть т)л = Ф(Я 0)ф„ и.

Тогда ||<p!tVw||—"О при п —• оо, поскольку первый член стремится
к нулю по предположению (И) теоремы, а второй—по предполо-
жению (i) и лемме 1. Более того, поскольку Ф(//„)—свертка
с фиксированной функцией из if, как и при доказательстве
части (Ь) леммы 3, имеем

| < 7 / 8 r t ) r U = 0. (329)

Теперь проведем обещанное разбиение на «вылетающие ча-
стицы» и «влетающие частицы». Пусть /—фиксированная положи-
тельная функция из of (Rv), такая, что носитель /лежит в {k 11 k \ ^
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) ] f (х) dvx= 1. Тогда для свертки fa =f*3£a носитель

fa также лежит в {k \ \ k | ^ V» F"a}. а носитель fe\n - в {k \ 1/2\
/Га <

< | k | < 2T^F+ 1/2Va}. Фиксируем функции g и А из <У, такие, что:
(i) g (k) + h (Л) = 1 для | Л | < 21/7Г+ V, Ka; (и) g(k) = 0 (соответст-
венно A (k) = 0), если | k | > VeKa и k образует угол, меньший 30',
с единичным вектором в направлениии А:, (соответственно — kt).
Пусть gau ha—функции, полученные поворотом g и Атаким образом,

Область, гЭе ha—Q

Область, гЭг

Рис. XI. 17.

чтобы запрещенный конус для ga (соответственно ha) располагался
вокруг направления от а назад к 0 (соответственно в обратном
этому направлении); см. рис. XI.17. Мы возьмем

Фл; in = 2 ha (P) fr, (X) Г)п s= Yi Цп; a. in.
| a | > V , n

фл; out —• 2 ga {P) fa (X) T)n ̂  2 Лл; a, out.
(«I »'/*"

Поскольку supp/aT)n содержится во множестве, где
то фч ; in + фл: ии1 + флг

;^ = т1п- Более того, || q)(

nV w || —• 0 по части (Ь)
леммы 3 и равенству (329). Итак, выполняется равенство (324),
а в силу части (а) леммы 3 выполняются и неравенства (321).
Остается доказать (322) и (323).

Далее утверждается, что для некоторого фиксированного
6 > 0 , всех /, | a | ^ 3 / 4 a , t^ 0 и \х | < 6 ( п + | /1) •

« . o u t ) ( j e ) K C , ( H - | o | + n + | f | ) - ' . (330)

Применяя лемму 2, это можно получить из следующих двух
фактов:
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(a) sup || | х—а ^ (//0 +1) ga (P) fa (х) т]„ | |< оо. Зто следует из того,
п, а
что равномерно ограничена норма |||*—•alVall- и равномер-
но ограничены производные от (k*+i)ga.

(b) Пусть Ca(t) = {a + vt\v £ supp ga(k) Л \1/Уа < | k | < 2J/&+
+ V2V

ro}}. Тогда для х, a, £, таких же, как выше,

dist (x, C a (0) > в (1 + |a | + п 4-1 * I), (331)

коль скоро б достаточно мало. Иначе говоря, для t^O,'
| a j > 3 / 4 n , | х о | < б л , | ю | < в и

имеем dist (д:0 +да^, a + vt) > с ( 1 + | а | + «-1-0- Предположим,
можно доказать, что это расстояние всегда отлично от нуля,
когда а заменено на (1 —в)а Тогда, сжимая б, можно ин-
тересующее нас расстояние оценить, снизу величиной
2 c ( l + | a | + f). а пользуясь тем, что | a | ^ s / 4 « , найти иско-
мую оценку. То, что это расстояние не обращается в нуль,
означает, что частица, начиная движение из точки a — х0 со
скоростью v—w, не попадает в начало координат, а это оче-
видно.

Из (300) для показателя степени / + v/2 немедленно получаем,
что- при t > 0 и | а | > 3/4 п

F (| х | < 6п+а6111) (Я.+i) е-""«т|Я: a. out K G (I + | a | + я + | ' |)~',

а тогда для £ ̂  0

|) (Яо + 0 е-""°Ф*; out IK CHI + л + | 'I)" 1 . (332)

Это неравенство, его аналог для t ^ 0 с заменой out на in,
а также (320) влекут за собой (322). Предельное равенство (323)
получается путем доказательства аналога (322) без дополни-
тельного множителя (H0 + i). |

Дополнение к § XI.17. Теорема РАГЭ

В этом дополнении мы докажем теорему Винера о /Асредних
преобразования Фурье меры, а также еще один результат в том
же духе, который мы называем теоремой РАГЭ в соответствии
с вкладом, который внесли в него Рюэль, Амрейн, Георгеску
и Энсс.

Напомним, что конечная (положительная) бэрова мера ц на
локально компактном пространстве X обладает таким свойством:
|i ({.*:}•) = 0 для всех, за исключением не более чем счетного мно-

12 №3271
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жества точек х, и что ^ nU*}) ^МЛ^) < °°> а потому
*е х

5] I (М̂  ({*})) I 2 — конечное число.

Теорема XI. 114 (теорема Винера). Пусть ц — конечная бэрова
мера на R, и пусть

F (0 = ^ е~ lxt d\i (х)

— ее фурье-образ (с точностью до множителя (2Я)-1/1). Тогда
т

lim ^ J |F(/)|«d/= £ Ы < 4 ) 1 2 - (333)

В частности, если fi не имеет чистых точек, то этот предел
равен нулю.

Доказательство. В силу формулы для F и теоремы Фубини
(мера d\i®d\i®(2T)~1dt на множестве IRxIRxf—Т, Т] конечна),

т т
2Г j " \F{t)\2dt = ^dli(x)^dli{y)-^ J e-<«-y>'dt=;

-т -т

Н{Т, х),

о

где

Н (Т, х) =
Подынтегральное выражение в Н поточечно ограничено единицей
и сходится к 0 (соответственно 1) при Т-^-оо, если уфх
(соответственно у — х). Применяя теорему о мажорированной
сходимости, получаем, т о

Нт/У<7\ х) = \х{{х\) и \Н(Т, х ) | < ц ( К ) .

Снова применяя георему о мажорированной сходимости, имеем

lim -^p \ \F(t)\*dt - \ dy. (x)ii({x\) — V | д̂, ({л;}) | 2. 1

Заметим, что эта теорема и ее доказательство обобщаются
до утверждения, что

л/
1
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а отсюда в свою очередь следует теорема VII. 14Ь (которую мы
без доказательства привели в т. 1), см. задачу 148.

Определение. Пусть А—самосопряженный оператор. Обозначим
через Pent (А) проектор на множество всех векторов <р, спектраль-
ная мера которых не имеет чистых точек, т. е. проектор на ор-
тогональное дополнение к множеству собственных векторов опе-
ратора А.

Теорема XI.115 (теорема РАГЭ). Пусть А — самосопряженный
оператор, и пусть С —ограниченный оператор, так что оператор
С ( Л - М ) " 1 компактен. Тогда:

(а) для всех <f>€Petmt(A)$V

*0 п р и Т - * о о ; (334)

- т
(b) для некоторого 8(7"), стремящегося к нулю, когда 7—*-оо,

имеем для всех ф £ D (А)
т

•^ j \\Ce-^Pcont(A)^dt<e(T)UA + ОФЦ*; (335)

(с) утверждение (334) справедливо и без степени 2; кроме того,
имеет место неравенство

т

- т

Доказательство, (а) следует из (Ь) в силу простого соображения,
основанного на плотности, поскольку область D (А) Г) Ran P c o n 1 (А)
плотна в RanP c o n t ( ,4) и

7

^ J |С*-<"фрЛ<|СР| Ф р. . (337)

(с) следует из (а), (Ь) и неравенства Шварца. Записывая

видим, что достаточно доказать аналог (335), когда оператор С
компактен, a s (Т) ||(А + i) ф ||2 заменено на е(Г)( |ф| 2 .

Для любых С и Т положим
т

е с ( Т ) = sup |ф(-«(27)-1 С | |Св- ' м Р С 0 1
та* О О

12*
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Тогда, в силу (337), е с ( Г Х | | С Ц 2 , а поскольку
<2||af+ 2|6f, то

Итак, чтобы показать, что гс(Т)—<-0 для компактного опера-
тора С, достаточно доказать это для оператора С конечного
ранга, а тем самым и для оператора С ранга 1. Поскольку
Pcoat (Л) коммутирует с e~iAt, нужно показать лишь, что для
Ф 6 Ran P c o n t (Л) и всех ср

- г

где г(Т)-+0 при Т—»оо.
Как при доказательстве леммы 1 перед теоремой XI.7, можно

перейти к спектральному представлению, так что

Как

(if), е-itA Ф ) = \е~ i u h (x) ф (х).

где d\x —спектральная мера для г|э и J 1^ (•*) |2

и при доказательстве теоремы Винера, имеем
г

4r 11 (*. е-«" Ф) |« л = J л (*) d^ u
Применяя неравенство Шварца, получим

I f
-г

где

б ( 7 ) = sin ((д: — .у) Г)

— у ) Т

1/2

оо,Как при доказательстве теоремы Винера, б(Т)—>-0 при Т
поскольку (л не имеет чистых точек. 1

Следствие. Пусть А—самосопряженный оператор на сепара-
бельном гильбертовом пространстве, не имеющий точечного спектра.
Тогда существует последовательность ta — оо, такая, что е~с'"А —-0
слабо при п—• оо.

Доказательство. Пусть -{cpa}?-, —ортонормированный базис. Тогда

оператор С = X 2~kl- (cpA, -)фА компактен, так что по предыду-
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щему доказательству,
т

с е (Т) —• 0. Отсюда следует, что

J
Поскольку функция g, обозначающая выражение, стоящее
в квадратных скобках, положительна и стремится к нулю в сред-
нем, должна найтись такая последовательность tn—•«>, что
£(*„)—"° (очевидно, существует Тп с г(Тп)-^.2~", и тогда tn£
&(г/,ТпТа), причем £ ( * „ ) < 4 ( 2 ~ " ) ) - Но если сумма стремится
к нулю, то каждое скалярное произведение {фА, е~"»Ац>т)—>-0
при п —• оо, что и означает слабую сходимость. 1

Если А обладает сингулярным спектром, то может случиться,
что е~иА не стремится слабо к нулю при f-»oo (задача 149).

В нашем изложении теории Лакса— Филлипса мы априори
предполагали отсутствие сингулярного спектра. Идеи, заложенные
в теореме РАГЭ, позволяют избежать этого (см. задачу 150).

Мы завершаем это дополнение, приведя один результат типа
теоремы РАГЭ, который, возможно, будет полезен при рассмот-
рении многочастичного рассеяния.

Теорема XI.116. Пусть А—самосопряженный оператор с пус-
тым сингулярным спектром. Пусть С и D—два ограниченных
оператора, таких, что (AJ

ri)~1C и D (A + 0 " 1 компактны. Тогда
для любого е можно найти проектор Р на конечное число собст-
венных векторов А и некоторое Т ~^ 0, такие, что при t>T

\\D {A + i)~*e-ш (1 — Р) С | | < е .
Прежде чем доказывать эту теорему, опишем один ее частный

случай. Предположим, что C = D = F(\ x\^Ln), а А=—A + V,
где V — локальный потенциал Энсса. Тогда теорема утверждает,
что если в исходный момент времени Ф сосредоточено в области
|л;|<1гс, т. е. F (| х\ ^ п) ф = ф, то ф можно разбить на две час-
ти: Рф+(1—Р)ц>. Здесь Рф —линейная комбинация имею-
щихся в системе связанных состояний. Другая часть обладает
тем свойством, что если ждать достаточно долгое время, то
она ^покинет область взаимодействия» и не вернется, т. е.

||F ( | х К п) е-<"'" (1 — Р ) ф | | < е| |(Я + О2 Ф1 Для всех t > Г„.
Доказательство теоремы XI. 116. Как и при доказательстве тео-
ремы РАГЭ, нам нужно лишь найти такие Г и Р, что при



358 XI. Теория рассеяния

t>T

где Qi и Qi — два оператора ранга I. Пусть Р а с—проектор на
абсолютно непрерывное пространство оператора А, пусть <pt,
фг, . . .—собственные векторы А, и пусть Р „ — ортогональный
проектор на линейную оболочку векторов (plt . . . , ср„. Наконец,
пусть Poo = s-lim Р „ = 1 — Р а с - По лемме Римана—Лебега (см. §1X2),
| |Q,e~шPacQil—• 0 при t—• оо, поэтому мы можем выбрать Т
так, чтобы эта норма была меньше е/2 при t > Т. Поскольку Q2

имеет ранг 1, \\(Р«, — Рп) Q2\\—*• 0 при п —»• с» и, значит, можно
выбрать п так,'чтобы \\{Р«, — Р„) Q a | | < (e/2)JQ,||. Выбирая P — P n ,
получаем, что при t > Г

\ \ Q i e - < * 1 ( I -

ЗАМЕЧАНИЯ

§ XI.1. Геометрические идеи, упомянутые в третьем абзаце этого раздела,
определяют часть данных рассеяния без обращения к сравнению со свободной
динамикой. По существу, для определения сечения рассеяния не требуется
ничего, кроме этих геометрических идей, но для определения задержки во
времени их уже недостаточно. Дальнейшее обсуждение см. в статье Девиса—
Саймона, цитированной в замечаниях к § 4, а также статьи: J . Dollard,
Scattering into cones, I. Potential Scattering. — Commun. Math. Phys. 12 (1969),
193—203, и J. M. Jauch, R. Lavine, R. G. Newton, Scattering into cones. —
Helv. Phys. Ada 45 (1972), 325—330. Многие авторы формулировали предпо-
ложения о том, что квантоцое состояние есть «состояние рассеяния» или ле-
жит в ^ Г а с Ф ^ Г в ! ! ^ н а геометрическом языке; см. D. Ruelle, A remark on
bound states in potential scattering theory. — Nuouo Cimento A 61 (1969),
655—662; С Wilcox, Scattering states and wave operators in the abstract theory
of scattering. — / . Fund. Anal. 12 (1973), 257—274; W. Amrein, V. Georgescu,
On the characterization of bound states and scattering states in quantum mecha-
nics.— Helv. Phys. Ada 46 (1973), 635—658; J. Dollard, On the definition of
scattering subspace in non-relativistic quantum mechanics. — J .Math. Phys. 18
(1977), 229—232; К. В. Sinha, On the absolutely and singularly continuous
subspaces in scattering theory. — Ann. Inst. H. Poincare, Sect A 26 (1977),
263—277. Идеи Рюэля существенным образом входят в работу Энсса, которая
рассматривается в § 1 7 . См. § 17, дополнение к нему и соответствующее место
в Замечаниях.

S-преобразование, которое мы определили как S = ( Q - ) - 1 f l + , иногда
называют S-матрицей ЭБФМ в честь Экштейна (О. Ekstein, Theory of time
dependent scattering for multichannel processes. — Phys. Rev. 101 (1956), 880 —
889) и Ф. Березина, Л. Фаддеева, Р. Минлоса (см. их статью в: Тр. 4-го
Всесоюзного матем. съезда. Т. 2 — Л., 1964, с. 532—544). S'-преобразование
называют S-матрицей Яуха в честь Яуха (J. Jauch, Theory of the scattering
operator I, U. — Helv. Phys. Ada 31 (1958), 127—158, 661—684). Можно вы-
разить различие между этими двумя преобразованиями, записав двухчастич-
ное рассеяние в формальных обозначениях, употребляемых физиками. Функцию
(2л) ~ 3^21|> (•, k), которая рассматривалась в § 6 и 7, запишем как | k, in>f

а аналогичное состояние (2л)~ 3/2т|э (•, — k ) , которое асимптотически в буду-
щем переходит в плоскую волну, как | А*> out>. Наконец, состояние (2л)~ 8 / 2 е ' л - Д !
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запишем как | k, tree>. Величина, представляющая физический интерес, есть
S (k, *') = <*, out | fc ' , in>; S и S' формально определяются формулами

S(k, *') = <*. free | 5 | * ' , free> = <*, in | S' \k', in>.

Отсюда видно, что S и S' связаны преобразованием подобия Q + : I k, free>i—*•
i—». | k, in>.

§ XI.2. Большая часть этого раздела и, в частности, теоремы XI.1, Х1.2 и
XI.3 взяты из работы Саймона: В. Simon, Wave operators for classical particle
scattering. — Commun. Math. Phys. 23 (1971), 37—48. Подобные результаты
в несколько другой постановке были получены Куком, Хунцикером и Прос-
сером: J Cook, Banach algebras and asymptotic mechanics. In: Cargese
Lectures in Theoretical Physics (F. Lurchit, ed.). New York: Gordon
and Breach, 1967; W. Hunziker, The S-matrix in classical mechanics.—
Commun. Math. Phys. 8 (1968). 282—299; R. Prosser, On the asymptotic beha-
vior of certain dynamical systems.— J. Math. Phys. 13 (1972), 186—196. Кук,
Хунцикер и Проссер работали в L2 (2, dex) и определяли унитарные операторы
формулами ({//" / ) ( ш ) = / (74,01 w) и (Utf)(w)=f(Ttw). Затем они строили вол-
новые операторы в виде s-lim t / _ f t//0>, пользуясь методами квантовой теории.

t-+±*
Нам кажется более естественным работать непосредственно ь фазовом про-
странстве.

Красивое рассуждение, с помощью которого в теореме X 1.3 доказывалось,
что (х ( Л / + Д М _ ) = 0 , появилось впервые у Литльвуда (J. E. Littlewood, On
the problem of n bodies.—Comm. Sent. Math. Lund, tomesupp. dedie a M. Riesz
(1952), 143—151) и у Зигеля (С. L. Siegel. Vorlesungen iiber Himmelsmechanik.—
New York, Heidelberg, Berlin: Springer-Verlag, 1956). Оно было переоткрыто
Хунцикером в цитированной выше работе. Лнтльвуд рассматривал также не-
которые случаи с кулоновыми силами.

Рассеяние на центральном потенциале, т. е. формула (7), рассматривается
во многих учебниках; см., напрьмер, Л. Ландау и Е. Лифшиц, Теоретическая
физика. Т. 1. Механика.—М.: Физматгиз, 1958, или Р. Ньютон, Теория рас-
сеяния волн и частиц. Пер. с англ. — М.: Мир, 1969.

Использование формулы / = r 2 + r - F в геореме XI.3 тесно связано с тео-
ремой вириала (см. книгу Ландау и Лифшица). В центральном случае вместо
нее можно воспользоваться законами сохранения энергии и момента количест-
ва движения (см. задачу 14).

§ XI.3. Многие понятия абстрактной нестационарной теории рассеяния были
введены в связи с двухчастичными квантовыми системами, описываемыми в § 4.
Волновые операторы были впервые формализованы Мёллером (С. Mailer, Ge-
neral properties of the characteristic matrix in the theory of elementary partic-
les, l. — Danske Vid. Selsk. Mat-Fys. Medd. 23 (1945), 1—48). Но у него не
было ясного представления о том, каким понятием предела следует пользо-
ваться. К. Фридрихе в своей работе: К- Friedrichs, On the perturbation of
continuous spectra.—Comm. Pure Appl. Math. 1 (1948), 361—406, ввел волно-
вые операторы для класса моделей, где V—интегральный оператор с «малым»
гладким ядром. Эта статья Фридрихса содержала гакже идеи, из которых вы-
росла теория возмущений для погруженных собственных значений, описанная
в § XI 1.5 и XII.6. Однако высказанные в этой работе идеи лежали без дви-
жения вплоть до работы Яуха (цитированной в замечаниях к § 1), работ Кука
и Като (цитируемых ниже) и работы Ладыженской и Фаддеева (О. А. Лады-
женская, Л. Д. Фаддеев, О возмущениях непрерывного спектра.—ДАН СССР
120 (1958), 1187—1190), появившихся в 1957—1958 гг. Дальнейшее развитие
идей, связанных с моделями, рассмотренными Фридрихсом, см. в работе
Л. Д. Фаддеева, О модели Фридрихса в теории возмущений непрерывного
спектра.—Тр. МИАН им. В. А. Стеклова 73 (1964), 292—313, в которой сни-
мается условие «малости».
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Метод Кука (теорема XI.4) был сформулирован в его работе: J . Cook,
Convergence of the Miller wave matrix, — /. Math, and Phys. 36 (1957), 82 — 87,
для конкретной ситуации J f = L 2 ( R 3 ) . V£L*, A = — A + V, B = — Д. Теоре-
ма XI.5 есть абстрактное оформление идеи Купша и Сандаса: J. Kupsch and
W. Sandhas, Meller operators for scattering on singular potentials. — Commun.
Math. Phys. 2 (1966), 147—154. До недавнего времени единственный способ
обращения с волновыми операторами, если А—В задается как квадратичная
форма, состоял в использовании более глубоких и сложных методов, чем ме-
тод Кука, таких, как теория Като—Бирмана. Более сильная теорема, чем
XI.6, была доказана Шехтером (М. Schechter, A new criterion for scattering
theory. — Duke. Math. J. 44 (1977), 863—877), который пользовался стацио-
нарными методами, а не методом Кука. В своей статье, подсказанной' ра-
ботой Шехтера, Саймон нашел то доказательство теоремы XI.6, которое при-
ведено в тексте (В. Simon, Scattering theory and quadratic forms: On a theorem
of Schechter.—Commun. Math. Phys. 53 (1977), 151—153). Эта теорема была
распространена Шехтером на случай двух гильбертовых пространств: М. Sche-
chter, Wave operators tor pairs of spaces and the Klein — Gordon equation.—
Aequationes Mathematicae 18 (1978), 398—399.

Одно из следствий теории Като — Бирмана — это теорема об инвариант-
ности для абсолютно непрерывного спектра при предположениях о возмущении,
не зависящих от возмущаемого оператора. Подобного рода теорема есть и для
существенного спектра; см. § XIII.4. К сожалению, никакой такой теоремы для
сингулярного спектра быть ие может. В самом деле, можно найтн самосопря-
женный оператор А и возмущение единичного ранга С, такие, что А не имеет
сингулярного спектра, но Л + С имеет. Этот пример рассмотрен в § XIII.6.
Значит, любая теорема об инвариантности для сингулярного спектра должна
включать условия, связывающие невозмущенный оператор и возмущение.

То что мы назвали теорией Като—Бирмана, имеет сложную историю.
Като ввел понятие обобщенных волновых операторов и доказал, чтоЯ1*1 (А, В)
существуют и полны, если А—В имеет конечный ранг (Т. Kato, On finite di-
mensional perturbations of self-adjoint operators. — / . Math. Soc. Japan 9 (1957),
239 — 249). Этот результат был распространен на случай А—B£3t с чисто
абсолютно непрерывными А и В (М. Rosenblum, Perturbations of continuous
spectrum and unitary equivalence. — Pacific J. Math. 7 (1957), 997—1010), a
затем на общий случай операторов со следом (теорема XI.8) (Т. Kato, Per-
turbation of continuous spectra by trace class operators. — Proc. Japan. Acad.
33.(1957), 260 — 264). Эти результаты были, получены в основном методами,
характерными для стационарной задачи; полное доказательство в рамках не-
стационарной задачи было предложено Т. Като в его книге «Теория возму-
щений линейных операторов» (Пер. с англ.—М.: Мнр, 1972).

Идея воспользоваться резольвентами чтобы распространить теорему Като-
Розенблюма на случаи, когда А — В не ограничен, принадлежит Путнаму
(R. Putnam, Continuous spectra and unitary equivalence.—Рас. J. Math. 7
(1957), 993—995). Курода доказал ослабленный вариант теоремы XI.9, а
именно: если В—А относительно В-ограничен и (/4 + i ) ~ 1 = (S + O " 1 +
+ (A + i)-1C*D(B-\-i)-i, причем оба оператора С (S-f-t)"1 и D(A-\-i)~l

являются операторами Гильберта—Шмидта, то Я * (А, В) существуют и полны
(S. Kuroda, Perturbations of continuous spectra by unbounded operators, I, I I . —
J. Math. Soc. Japan 11 (1959), 247—262; 12 (1960), 243—257). Теорема XI.9 в
том случае, когда операторы А и В ограничены снизу, доказана М. Бирманом
в статье: Условия существования волновых операторов. — ДАН СССР 143
(1962), 506—509. Общий случай рассмотрен де Бранжем (L. de Branges,
Perturbation of selfadjoint transformations.—Amer. J. Math. 84 (1962), 543 —
580), Бирманом и Крейном (М. Бирман, М. Г. Крейн, О теории волновых опе-
раторов и операторов рассеяния.—ДЛЯ СССР 144 (1962), 475 — 478) и Бирма-
ном (М. Бирман, Критерий существования волновых операторов. — Изв.
АН СССР, сер. матем. 27 (1963), 883— 906).
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Теорема XI.10 принадлежит Бирману (М. Бирман, Локальный критерий
существования волновых операторов. — Изв. АН СССР, сер. матем. 32 (1968),
914—942), причем его доказательство считается очень трудным.

Оригинальные доказательства в теории Като — Бирмана Сыли заметно
труднее, чем приведенное у нас доказательство георемы XI.7. Пирсон сначала
высказал основную идею этого доказательства (D. В. Pearson, General theory
of potential scattering with absoi ption at local singularities. — Helv. Phys. Ada
47 (1974), 249—264), а затем, следуя предложениям Жинибра и Като, пред-
ставил полное доказательство (D. В. Pearson, A generalization of Birman's
trace Iheorein. — J. f'unct. Anal. 28 (1978), 182 —186). Пирсон сформулировал
эту георему с дополни гельным множителем J (более ранние доказательства
юже можно расширить таким обрачом), что привело к унифицированному
подходу, который мы излагаем. Приведенное нами доказательство теоремы
XI.9 и доказательство в задаче 25, по-видимому, являются новыми. Доказа-
тельство в гаком контексте теоремы XI. 10 принадлежит Жинибру и Пирсону,
а доказаге ьство теоремы XI.13 — Дейфту (P. Deift, Classical Scattering Theory
with a Trace Condition. — Princeton Series in Physics. Princeton Univ. Press,
1979). Литературные ссылки, относящиеся к теореме XI.13, приведены в заме-
чаниях к § 10. Теорема XI.12 принадлежит Д. Яфаеву (Замечание о теории рас-
сеяния для возмущенного полигармонического оператора.—Матем. заметки 15
(1974), 445 — 454). Мы приводим доказательства Рида и Саймона, которые
переоткрыли результат Яфаева в статье, цитированной в замечаниях к § 10.
Часть утверждения теоремы XI.12, касающаяся операторов й * (А. В), следует
непосредственно из теоремы Бирмана.

Теория Като — Бирмана была распространена Девисом на некоторые пары
<,Л, fl>, где А самосопряжен, а V предполагается только таким, что 'б т -
аккретивен (Е. В. Davies, Two Channel Hamiltonians and the Optical Model of
Nuclear Scattering. Preprint, —Oxford Univ. Press, 1978).

Принцип инвариантности (теорема XI. 11) доказан в последовательно-
усложнявшихся условиях Бирманом в цитированных выше статьях 1962 и
1963 гг. и Кате (Т. Kato, Wave operators and unitary equivalence. — Pacific

•J. Math. 15 (1965), 171-180).
Общий принцип инвариантности—теорема XI.23—принадлежит Чандлеру

и Гибсону (С. Chandler and A. Gibson, Invariance principle for scattering with
long-ranee (an<i other) potentials. — Indiana Univ. Math, J. 25 (1976), 443 —
460). Мы следуем их доказательству. Более ранние ре-^уль'таты были слабее,
потому что >ам требовалось, чтобы | t |« | щ ' (t) ||, £ L ' с некоторым а > 1/2
или по меньшей мере чтобы | | » ( 0 — Я ^ ы || = О (/-1/*) при t —* Т » . Это не
то, чтобы в точности слабее, но слабее для большинства практических прило-
жений. Более ранние резульгагы появлялись в следующих работах: Л. А. Сах-
нович, Принцип инвариантности обобщенных волновых операторов. —Функц.
анализ и прилож. 5 (1971), 61—68; В. Б. Матвеев, Принцип инвариантности
для )бо^щеш!ых волновых операторов. В сб.. Проблемы матом, физики 5
(1972), 77—85, и Теор. и матем. фаз. Ъ (1971), ' 49 —54; J. A. Donaldson,
A. G. Gibbon, R. Hirsh. On the invariance principle of scattering theory. —
J Fund. Anal. 14 (1973). 131—145. Результат Члндлера и Гнбсона сформу-
лирован для более широкого класса функции се .> применим к волновым опе-
раторам, модифицированный ятя дальнодействуюшнх потенциалов (см. § 9) и
для теории дьух гильбертовых пространств.

Другие оощие резулыгпы об ниварпангнисп* иолиовых операторов были
г.олучеиы Волленбергом и О'ерманом (М. Wolieuberg The invariance principle
for wave operators. — Pad/«c J. Math. л9 (1975), 303; P. Obermann, M,
Wollenbcrg, Abel Wave Curators , 1; General theory. — Ma ill. Nachr. 85 (1978),
!!•!—159; II: Wave operator for functions of operators.—-./. Fund. Anal. 30
vl978), %%—59), В IIосле,-!int.\ 'мботах покгзаисг. что если пользоваться более
•лчабым понятием волноводе оператора, то принцип инвариантности выполня-
ется всегда.



362 XI. Теория рассеяния

Вообще говоря, неверно, что если ф (А)— ср (В) принадлежит классу операто-
ров со следом, то Й ± ( Л , В) существуют. Возьмем, например, ф ( * ) = дг2 и
А = умножение на х, б = умножение на | х | в Z.2(R). Однако если функция
ф имеет обратную, это всегда верно, и, более общо, если для каждого г
существует допустимая функция ф г , такая, что tpr (A) — ф г (В) принадлежит
классу операторов со следом и <рг взаимно однозначна на (—г, г), то Q± (А, В)
существуют и полны. Этот результат обсуждается в книгах Като и Дейфта,
цитированных выше. В качестве его типичного применения приведем такое
доказательство теоремы XI.9: из того, что (Л + i ) " 1 — (б + 0 ~ 1 € Яi< следует,
что (A+ir)'1— (B-\-ir)-l£31 при всех гфО, откуда вытекает, что вещест-
венная часть фг(<4) — ф г (В) принадлежит ? 1 , где ф,..(*)=Е?е (х-г-1>)~1 =
= * ( * • + г 2 ) " 1 . Это <рг удовлетворяет всем условиям теоремы, и, следователь-
но, Q ± (А, В) существуют и полны.

Теорема XI.8 не выполняется, если А — В — всего только оператор Гиль-
берта— Шмидта, ибо, как доказал фон Нейман (J. von Neumann. Characteri-
sierung des Spectrums eines Integral-Operators. — Actualitis Set. Indust. 229
(1935), 38—55), для любого данного самосопряженного В существует А с чис-
то точечным спектром, такой, что А—В — оператор Гильберта—Шмидта. Этот
результат был распространен на идеалы Vр с р > 1 в работе: S. Kuroda, On
a theorem of Weyl — von Neumann. — Proc. Japan Acad. 34 (1958), 11 —15.

Теория Като — Бирмана применялась ко многим проблемам, которые не
отражены в этой книге. Существуют приложения к теории спектров операто-
ров Теплица (М. Rosenblum, The absolute continuity of Toeplitz's matrices.—
Pacific J. Math. 10 (I960), 987 — 996) и к рассеянию нейтронов (Y. Shizuta,
On the fundamental equations of spatially independent problems of neutron
thermalization theory. — Progr. Theor. Phys. 32 (1964), 489—511).

История формулировки теории рассеяния в двух гильбертовых простран-
ствах будет подробнее рассказана в замечаниях к § 10. Отметим пока, что
кинематика (предложения 4 и 5) была систематически развита в работе Като
(Т. Kato, Scattering theory with two Hilbert spaces. — J. Fund. Anal. 1 (1967),
342—369) и что теорема XI.13 принадлежит Белопольскому и Бирману (А. Бело-
польский, М, Бирман, Существование волнсвых операторов в теории рассеяния
для пары пространств.— Изв. АН СССР, сер. матем. 32 (1968), 1162—1175.

Важность метода стационарной фазы для теории рассеяния была отмечена
уже, во всяком случае, в статье Бренига и Хаага (W. Brenig, R. Haag, General
quantum theory of collision processes. —Fortschr. Phys. 7 (1959), 183—242).
Этот метод применен во многих рабезтах о рассеянии на дальнодействующих
потенциалах, например в статье Буслаева и Матвеева, и поднят на уровень
высокого искусства в статье Л. Хёрмандера (обе они цитируются в замеча-
ниях к § 9). Мы близко следуем Хёрмандеру в изложении теорем XI. 14,
XI. 15 и XI.16. Теорема XI. 17 существенна для теории рассеяния Хаага—
Рюэля; об этом написано в замечаниях к § 16.

Теорема XI.20 появилась у Зейлера и Саймоиа (Е. Seiler, В. Simon,
Bounds in the Yukawa2 quantum field theory: Upper bound on the pressure,
Hamiltonian bound and linear lower bound.—Commun. Math. Phys. 45 (1975),
99—114). Теоремы, утверждающие, что / (X) g (—ty) принадлежит классу
операторов со следом при соответствующих / и g, весходят к Стайнспрингу
(W. Stinespring, A sufficient condition for an integral operator to have a trace.—
J. Reine Angew. Math. 200 (1958), 200—207). Его результаты позволяют брать
f такого вида, как в теореме XI.21, но сильно ограничивают g. Теорема
XI.21—это специальный случай результата Бирмана и Соломяка (М. Ш. Бир-
ман и М. 3. Соломяк, Об оценках сингулярных чисел интегральных опера-
торов, I I I . Операторы в ограниченных областях. — Вестник ЛГУ, сер. Мат.,
мех., астр. 24 (1969), 35—48). Они вводят норму

! I / I I B S =
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и показывают, что еслиЦ / | | B S конечна и g£L%, то / (х) g{—<v) имеет след. Так
как легко показать, что || / IBS < С || / Л а , н з и х результата вытекает теорема

Х1.21. На самом деле можно показать (задача 37), что достаточно, чтобы
| | / | ) B S И ||g||BS были конечны. Обратно, если / м g ненулевые, то это условие
является также необходимым, см. книгу Саймона: В. Simon, Trace Ideal
Methods.— London Math. Soc. Lecture Notes, London and New York: Cambrid-
ge Univ. Press, 1979. Като независимо доказал теоремы Х1.20 и XI.21 (не
опубликовано). Мы следуем доказательству Като теоремы XI.21. Теорема
XI.22 принадлежит Цвикелю: М. Cwickel, Weak type estimates for singular
values and the number of bound states of Schrodinger operators.— Ann. Math.
106 (1977), 93—102. Ранее Саймон доказал этот результат прн более сильных

предположениях: g= /.*' (R«), q' = <?/(<?—1) и f£L9~* f\L"'~ec некоюрым е > 0
(В Simon, Analysis with weak trace ideals and the number of bound states of
Schrodinger operators.— Trans. Amer. Math. Soc. 224 (1977), 367—380). FcTb
также теорема типа теоремы XI.22 для случая 1 < q < 2 с нормами, связан-
ными с | |- | |BS; см. книгу Саймона.

Соотношение Но—/п2=2/л ( 1 ® Hs), использованное прн обсужденнн при-
мера 2 в третьем дополнении, восходит по крайней мере к Джонсону и Липп-
ману: М. Н. Johnson, В. A. Lippman, Motion in a constant magnetic field.—
Phys. Rev. 76 (1949), 828—832. Соответствующая инвариантность рассеяния
«очевидна» для физика, представляющего себе задачу в стационарной поста-
новке; см. замечания о принципе инвариантности в третьем дополнении к § 8.
На первый взгляд может показаться странным, что удается доказать сущест-
вование Q±(//s(>4), Hs(0)), не предполагая ничего о В и делая предположе-
ния лишь об А. Заметим, что S = rot А может убывать на бесконечности
медленнее, чем А, если А очень быстро осциллирует. Таким образом, упо-
мянутое выше явление связано с идеями дополнения 2 к § 8 и указанной в
замечаниях к этому разделу литературой. Фактически можно доказать мно-
гие из упоминаемых там результатов Комбескюра—Жинибра на основе тож-
дества # Ь — / n 2 = 2 / n ( l ( g ) t f s ) .

§ XI.4. Теорема XI.24 была впервые доказана для случая V£L2 Куком в его
основной статье, цитированной в замечаниях к предыдущему разделу. Рас-
пространение на случай потенциалов с убыванием вида |дг |~ 1 ~е принадлежит
Хаку (М. Hack, On the convergence to the Mjerller wave operators.—Nuovo
Cimento 9 (1958), 731—733). Примерно в то же время Курода доказал близкий
результат (S. Kuroda, On the existence and unitarity property of the scattering
operator.—Nuovo Cimento 12 (1959), 431—454). Расширение на я измерений
рассмотрено Браунелом (F Browneil, A note on Cook's wave matrix theorem.—
Pacific J. Math. 12 (1962), 47—52). Для центральных потенциалов этот ре-
зультат улучшен Лундквистом (Е. Lundquist, On the existence of the scatte-
ring operator. — Ark. Mat. 7 (1967), 145—157). Результаты Лундквиста выте-
кают из теоремы XI.31, однако он пользовался лишь методом Кука. Расши-
рение метода Кука, включающее магнитные поля, можно найти у Икэбе и
Тайоси (Т. Ikebe, T. Tayoshi, Wave and scattering operators for second order
elliptic operators in R3.—Publ. Res. Inst. Math. Sci. Kyoto A4 (1968), 483 —
496).

Обобщения теоремы Хака—Кука на —A+V, где V необязательно опера-
тор умножения, содержится в работах: К. Jorgens, J . Weidmann, Zur Exis-
tenz der Wellenoperatoren.— Math. Z. 131 (1973), 141 — 151; K. Veselic,
J. Weidmann, Zur Existenz der Wellenoperatoren fur eine allgemeine Klasse von
Operatoren.— Math. Z. 134 (1973), 255—274; Asymptotic estimates of wave
functions and the existence of wave operators.—J. Fund. Anal. 17 (1974), 61 —
77; С Wilcox, Scattering states and wave operators in the abstract theory of
scattering.— J. Fund. Anal. 12 (1973), 257—274; A. M. Berthier, P. Collet,
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Existence and completeness of the wave operators in scattering theory with
momentum dependent potentials. — J. Funct. Anal. 26 (1977), 1.—15.

Теорема XI.25 содержится в статье Купша и Сандаса, а теорема XI.26
есть в сущности в статье Шехтера. Обе эти статьи цитировались в замечаниях
к § 3. Теорема XI.27 принадлежит Аврону и Хербсту (J. Avron, I. Herbst,
Spectral and scattering theory of Schrodinger operators related to the Stark
effect.— Commun. Math. Phys. 52 (1977), 239—254). Дальнейшее обсуждение
теоремы Х1.25 можно найти у Робинсона (D. Robinson, Scattering, theory
with singular potentials I. The two-body problem. — Ann. Inst. H. Poincari
Sect. A 21 (1974), 185 — 216). Теоремы типа XI.30 при п < 3 появились в ци-
тированной выше статье Куроды. Теорема XI.31 тоже принадлежит Куроде
(S. Kuroda, On a theorem of Green and Lanford. — J. Math. Phys. 3 (1962),
933—935).

Соотношение Si|) (АГ) = (5*Я|З) (Л:) называется «инвариантностью относительно
отражения времени» вследствие одной фундаментальной симметрии гамильто-
ниана, которую мы сейчас рассмотрим. Обозначим отображение ф (-»ф через
Т. Это антилинейное отображение и Т # 0 = # 0 Т , TV = VT. Следовательно,
TeiHJ — e-iHatT и Teifft = e~""7\ Вследствие этого изменения знака Т на-
зывается отражением времени. Легко видеть, что TQ^^Q^T, так что
Т ( Й - ) * а + = (Й + ) * Й - Г = | ( Й - ) * а + ] * Т, откуда SiJ3=S*ij>. Для частиц со спи-
ном отражение времени сложнее. Значение отражения времени в квантовой
теории впервые было выявлено Вигнером (Е. P. Wigner, Ober die Operation der
Zeitumkehr in der Quantenmechanik. — Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Mat.-
Phys. Kl. II (1931), 546—559).

Теоремы типа XI.32 получены Дейфтом и Саймсном (P. Deift, В. Simon,
On the decoupling of finite singularities from the question of asymptotic comp-
leteness in two-body quantum systems. J. Funct. Anal. 23 (1976), 218 — 238).
Дейфт и Саймон опирались на отделение граничных условий Дирихле (см.
§ XI11.15) и оценки, связанные с фейнмановыми интегралами по траекториям.
Их результаты были существенно обобщены и улучшены Комбескюром и
Жинибром (М. Combescure, J. Ginibre, Scattering and local absorption for the
Schrodinger operator. — J. Funct. Anal. 29 (1978), 54 — 73), которые восполь-
зовались гладким обрезанием /, как и в приведенном нами доказательстве.
Наш вывод построен по их образцу. Обе статьи появились как результат
попыток понять пример Пирсона. Контрпример Пирсона появился в статье:
D. Pearson, An example in potential scattering illustrating the breakdown of
asymptotic completeness. — Commun. Math. Phys. 40(1975), 125 —146, где можно
найти все относящиеся к нему подробности. До статьи Пирсона было известно
несколько примеров с RanQ + Ф RanQ~, но всем им было свойственно пато-
логическое поведение на оо; см.: Т. Kato. S. Kuroda, A remark on the unita-
rity property of the scattering operator. — Nuovo Cimento 14(1959), 1102—1107;
The abstract theory of scattering.—Rocky Mountain J. Math. 1 (1971), 127 —
171.

Литература о кластерных свойствах дана в замечаниях к следующему
разделу.

Существует обширная литература по теории рассеяния на зависящих от
времени потенциалах: Е. Davies, Time-dependent scattering theory. — Math.
Ann. 210 (1974), 149—162; J. Goldstein, Temporally inhomogeneous scattering
'hcory. In: Analyse fonctionnelle el applications (L. Nachbin, ed.), pp. 125 —
132. — Paris: Hermann, 1975; J. Goldstein, C. Monlezun, Temporally inhomoge-
neous scattering theory, II; approximation theory and second order equations.—
SJAM J. Math. Anal. 7 (1976), 276 — 290; J. Hendrickson. Temporally inho-
mogenoous scattering theory for modified wave operators. — J. Math. Phys. 16
(1075). 768 — 771; /V-body scattering into cones with long-range time-dependent
potentials.—/. Math. Phys. 17 (1976), 729—733; J. Howland, Stationary scatte-
ring theory for time-dependent Hamiltonians. — Math. Ann. 207 (1974), 315 —



Замечания 365

335; A. Inoue, An example of temporally inhomogeneous scattering.—Proc. Japan
Acad. 49 (1973), 407 — 410; Wave and scattering operators for an evolving
system d/dt — iA(t). — J. Math. Soc. Japan 26 (1974), 608 — 624; С Monlezun,
Temporally inhomogeneous scattering theory.—J. Math. Anal. Appl. 47 (1974),
133—152; E. Schmidt, On scattering by time-dependent perturbations. — Indiana
Univ. Math. J. 24 (1975) 925 — 935; K. Yajima, Scattering theory for Schro-
dinger equations with potentials periodic in t ime.—J. Math. Soc. Japan 29,
(4) (1977), 729 — 743. S. T. Kuroda, H. Morita, Ал estimate for solutions of
Schrodinger equations with time-dependent potentials and the associated scattering
theory.— J. Fac. Sci. Tokyo 24 (1977), 459—475; J. Howland, Scattering theory
for Hamiltonians periodic in time.—Indiana Univ. Math. J. 28 (1979), 471—494.

Пример З рассмотрен Девисом в работе: Е. В. Devies, Scattering from in-
finite sheets.—Proc. Cambridge Philos. Soc. 82 (1977), 327—334, где можно
найти детали доказательства того, что RanQ+ = R a n Q ~ . Девис доказал также
результат, интересный для физической интерпретации рассеяния одной ячей-
кой. А именно: если | W (х) | ==г С (1 -\-\ х |)-<* и

VL(x)= 2 J W(xlt Хг — iiiL, xa — n,L),

то волновые операторы £2* (—A + VL, —Д) сильно сходятся к Й * (—Д-J-W,
— Д) при L —*• <х> Этот результат следует из общей теоремы о сходимости
(задача 16).

Пример 4 рассмотрен Девисом и Саймоном (Е. В. Dayies, В. Simon, Scat-
tering theory for systems with different spatial asymptotics on the left and
right.— Commun. Math. Phys. 63 (1978), 277 —301). Более ранние упоминания
о рассеянии на потенциалах V (х), у которых пределы при х —»- оо и л: —» —оо
различны, можно найти, например, в работах: P. Alsholm, T. Kato, Scattering
theory with long range potentials. — Proc. Amer. Math. Soc. Institute on Par-
>ial Deferential Equations 1971. pp. 393—399 (см. замечание (4) на стр.394),
и S. Ruiisenaars, P. Bongaarts, Scattering theory for one-dimensional step po-
tentials. — Ann. Inst. H. Poincare, Sect. A 26 (1977), 1 — 17. См. § 17, где
развит другой подход к вопросу о полноте в двухчастичных системах.

§ XI. 5. Дополнительное обсуждение Л'-частичных квантовых систем см. в
§ XI.17, XIII.2, XIII.3, XIII.5, XIII.10, XIII.11 и XIII.13. Многие вопросы
и, в частности, теория рассеяния кратко и хорошо изложены в книге: W. Hun-
iiiker, Mathematical Theory of Multi-particle Quantum Systems.—Lectures in
Theoretical Physics, vol. X (A. Barut, W. Britten, eds.). —New York: Gordon
and Breach, 1968.

Формальные основы /V частичного рассеяния с применением волнового one-
niiropa и, в частности, ортогональность каналов впервые рассматривались
Яухом во второй из серии работ, указанных в замечаниях к § 1. Теорема
Хака (теорема XI.34) опубликовяна в его работе: М. Hack, Wave operators in
multichannel scattering. —Nuovo Cimento ser. X 13 (1959), 231—236. Обобще-
ние теоремы Хака на потенциалы с локальными особенностями определенного
вида (по существу, л-частичный аналог теоремы XI.25) получено в работе:
\V. Hunziker, Time-dependent scattering theory for singular potentials. —Helv,
Phys. Ada. 40 (1967), 1052 — 1062. См. также P. Ferrerro, O. de Pazzis, D. Ro-
binson, Scattering theory with singular potentials, II . The Af-body problem and
liard cores. — Ann. Inst. H. Poincare, Sect. A 21 (1974), 217—232.

Наиболее исчерпывающие результаты о полноте в //-частичной задаче до
сих пор были получены в случае /V=3. Основная идея, математическая техника
и самые первые результаты принадлежат здесь Л. Д. Фаддееву (см. его мо-
нографию Математические вопросы квантовой теории рассеяния для системы
трех частиц.—Труды МИАН им. В. А. Стеклова. вып. 69, 1963). Существен-
ные технические усовершенствования и обобщения этих результатов даны
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Томасом (L. Thomas, Asymptotic completeness in two and three particle quan-
tum mechanical scattering. — Ann. Phys. 90 (1975), 127 —165),. Жинибром и
Муленом (J. Ginibre, M. Moulin, Hilbert space approach to the quantum me-
chanical three body problem.—Ann. Inst. H. Poincare, Sect. A 21 (1974),
97—145; в частности, в этой работе доказана теорема XI.37), а также
Д. Р. Яфаевым (О сингулярном спектре в системе трех частиц.—Машем, сб.
106 (1978), 622 — 640; К теории многоканального рассеяния в паре прост-
ранств.— ТМФ 37 (1978), 48—57) и Ядзимой (К. Yajima, An abstract statio-
nary approach to three body scattering.—J. Fac. Sci. Tokyo 25 (1978), 109 —132).

Было много попыток распространить программу Фаддеева на системы N
тел. Аналоги основных интегральных уравнений Фаддеева выведены в работах
О. А. Якубовского (Об интегральных уравнениях в теории /V-частичного рас-
сеяния.— Яд. физика 5 (1967), 937—942) и Ф. А. Березина (Асимптотика
собственных функций многочастичного уравнения Шредингера.—ДАН СССР
163 (1965), 795—798). Некоторая часть этих исследований обобщена на основе
уравнений Якубовского Хеппом (К. Нерр, On the quantum mechanical УУ-body
problem. — Helv. Phys. Ada 42 (1969), 425—458) и на основе уравнений Бе-
резина И. М. Сигалом (Асимптотическая полнота систем многих частиц. —
ДАН СССР 204 (1972), 795 — 798). Ни то, ни другое обобщение не полно,
поскольку налагается дополнительное условие: определенные интегральные
уравнения в некоторых вспомогательных банаховых пространствах не должны
обладать решениями. В случае N=3 Фаддеев сумел преодолеть эту трудность
и полностью завершить свой анализ, опираясь на известные результаты о
двухчастичных системах. Абстрактная переформулировка программы Фаддеева
в рамках теории разложений по собственным функциям Като — Куроды (см.
замечания к § 6) дана в работе: J. Howland, Abstract stationary theory of
multichannel scattering. — J. Fund. Anal. 22 (1976), 250—282.

Для некоторых специальных многоканальных систем с числом частиц боль-
ше трех утверждения об асимптотической полноте делались в работах Хагедорна
(G. Hagedorn, Asymptotic completeness for a class of four particle Schrodinger
operators. — Bull. Amer. Math. Soc. 84 (1978), 155—156) и Сигала (I. Sigal,
On quantum mechanics of many-body systems with dilation analytic potentials.—
Bull. Amer. Math. Soc .84 (1978), 152—154).

Другой подход, отличающийся от подхода Фаддеева, был выдвинут Дейфтом
и Саймоном (P. Dei ft, В. Simon, A time dependent approach to the comple-
teness of multiparticle quantum systems.— Comm. Pure Appl. Math. 30 (1977),
573—583). Ими был доказан некоторый аналог предложения 3 из § 3.

Кластерные свойства многоканальных волновых операторов и операторов
рассеяния впервые были установлены в работе Хунцикера (W. Hunziker, Clus-
ter properties of multiparticle systems.— J. Math. Phys. 6 (1965), 6—10).
Аналогичные кластерные свойства по отношению к трансляциям по времени
выведены Тэйлором (J. R. Taylor, Timeiike cluster properties in nonrelativistic
scattering.— J. Math. Phys. 8 (1967), 2131—2137). Изучение этих свойств мо-
тивировалось соображениями о кластерных свойствах релятивистской 5-матрицы,
высказанными в работе: Е. Н. Wichmann, J. H. Crichton, Cluster decompo-
sition properties of the S-matrix.— Phys. Rev. 132 (1963), 2788—2799. Для
квантовой теории поля, подчиняющейся аксиомам Вайтмана и обладающей
массовой щелью, кластерные свойства S-матрицы доказаны Хеппом (К. Нерр,
Spatial cluster decomposition properties of the S-matrix.— Helv. Phys. Ada 37
(1964), 659—662; One-particle singularities of the S-matrix in quantum field
theory.— J. Math. Phys. 6 (1965), 1762—1767). Одно важное следствие клас-
терных свойств заключается в том,-что рассеяние заряженных частиц полностью
определяется состояниями рассеяния с зарядом нуль. Например, электрон-
электронное рассеяние можно изучать, рассматривая состояния с двумя элект-
ронами и двумя сильно удаленными позитронами. В силу кластерного свойства,
электрон-электронная амплитуда рассеяния может быть получена в пределе
при удалении пезнтрснов на бесконечность.
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Теория Като—Бирмана применялась для доказательства полноты iV-час-
тичного рассеяния в области энергий, где невозможен развал системы на три
или более кластеров. Указанный результат принадлежит Комбу (J. М. Combes,
Time dependent approach to nonrelativistic multichannel scattering.— Nuovo
Cimento A 64 (1969), 111 — 144); см. также В. Simon, Geometric methods in
multiparticle quantum systems.— Commun. Math. Phys. 55 (1977), 259—274;
iV-body scattering in the two-cluster region.— Commun. Math. Phys. 58 (1978).
205—210.

Ссылки для дальнейшего изучения аналитических свойств амплитуды рас-
сеяния в случае двух частиц приводятся в замечаниях к § 7. В случае N
частиц аналитические свойства отчасти затрагивались в указанных выше рабо-
тах Фаддеева и Хеппа; более полно они обсуждаются в работах: P. Federbush,
Results on the analyticity of many-body scattering amplitudes in perturbation
theory.— J. Math. Phys. 8 (1967), 2415—2419; M. Rubin, R. Sugar, G. Tik-
topoulos, Dispersion relations for 3 particle scattering amplitudes. I, I I . — Phys.
Rev. 146 (1966), 1130—1149; 159 (1967), 1348—1362; F. Riahi, On the analy-
ticity properties of the iV-body scattering amplitude in non-relativistic quantum
mechanics.— Helv. Phys. Ada 42 (1969), 299—329.

Существует обширная физическая литература о многих очень интересных
аспектах iV-частичного квантового рассеяния помимо существования и полноты.
В качестве введения к этой литературе читатель может обратиться к моногра-
фин Ньютона, указанной в замечаниях к § 2, и к книгам М. Л. Голдбергера
и К. М. Ватсона, Теория столкновений. Пер. с англ.— М.: Мир, 1967, и Нэт-
толла и Ватсона (J. Nuttall, К. Watson, Topics in Several Particle Dynamics.—
San Francisco: Holden-Day. 1967).

ф 1Х.6. Технические детали доказательства теоремы XI.41 можно найти в мо-
нографии Саймона (В. Simon, Quantum Mechanics for Hamiltonians Defined
as Quadratic Forms.— Princeton Univ. Press, 1971). В основном эт% доказа-
тельство содержится в § IV.5 этой монографии, хотя для леммы 1 требуется
§ 11.9, для леммы 2—§ III.4, для леммы 5—§ V.3, а лемма 6 находится в

• § V.4. Детали, касающиеся теоремы XI.42, можно найти в § V.5 указанной
монографии. По поводу теоремы о нулях функции, аналитической в открытой
верхней полуплоскости и непрерывной в ее замыкании, читателю следует об-
ратиться к книге: К. Гофман, Банаховы пространства аналитических функций.
Пер. с англ.—М.: Мир, 1963.

Разложения по собственным функциям непрерывного спектра такого типа,
как в теореме X 1.41, были впервые установлены для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений К. Кодаирой и Э. Титчмаршем в 1940-х гг.. хотя общая
идея разложения по собственным функциям восходит еще к трудам Д. Бернулли
и Ж. Фурье. Исторический обзор и многочисленные ссылки можно найти у
Данфорда и Шварца, т. 11, стр. 747 русского перевода. Теория обыкновенных
дифференциальных уравнений применима к операторам Шредингера в R3 со
сферически симметричными потенциалами, поскольку такие операторы являются
прямыми суммами обыкновенных дифференциальных операторов (см. дополнение
к § Х.1). Этот подход и возникающие в его рамках разложения по собствен-
ным функциям были предложены Грином и Ланфордом (Т. Green, О. Lanford
III, Rigorous derivation of the phase shift formula for the Hilbert space scat-
tering operator of a single particle.— J. Math. Phys. 1 (1960), 131 — 140), a
также Вейдманом (J. Weidmann, Zur Spectraltheorie von Sturm — Liouville
Operatoren.— Math. Z. 98 (1967), 268 — 302). См. дополнение З к § 8.

Наиболее раннее изучение разложений по собственным функциям непрерыв-
ного спектра, связанных с дифференциальными операторами в частных произ-
водных, проведено А. Я. Повзнером в его работе: О разложении произвольных
функций по собственным функциям оператора —Lu-\-cu.— Матем. сб. 32
(1953), 109—156. Связь с теорией рассеяния впервые была указана в другой
его работе: О разложениях по собственным функциям, являющимся решениями
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задачи рассеяния.—ДЛЯ СССР 104 (1955), 360—363; см. также: Т. Ikebe,
Eigenfunction expansions associated with the Schrodinger operators and their
application to scattering theory.— Arch. Rational Mech. Anal. 5 (1960), 1—34
(Erratum: Remarks on the orthogonality of eigenfunctions for the Schrodinger
operator on R " . — / . Fac. Sci. Tokyo Univ., Sect. /, 17 (1970), 355—361).

Л. Д. Фаддеев в работе: О разложении произвольных функций по собствен-
ным функциям оператора Шредингера.— Вестник ЛГУ 7 (1957), 164—172,
доказал равномерную сходимость разложений по собственным функциям.
Другой подход к разложениям по собственным функциям, отличный от подхода
Повзнера — Икэбе, был развит Д. М. Эйдусом в работе: Принцип предельной
амплитуды.— УМН 24 (1969), 91 — 156.

Главная идея нашего доказательства теоремы Х1.41, состоящая в том, что
связь между функцией Грина и собственными функциями при помощи формулы
Стоуна приводит к (82е'), заимствована у Икэбе. Изложение Икэбе отличается
от нашего главным образом в двух родственных направлениях. Во-первых,
налагаются другие условия на потенциал У: требуется лишь V (г) = О (г~2~г)
вместо V£Ll, однако потенциалы должны быть непрерывными по Гёльдеру
всюду, за исключением конечного множества точек. Во-вторых, Икэбе вводит
вспомогательное банахово пространство, содержащее неизмененную функцию
Липпмана — Швингера ц>(х, k). Для решения уравнения Липпмана — Швингера
он вынужден опираться на теорию компактных операторов в произвольных
банаховых пространствах, и при изучении ядра вместо критерия Гильберта —
Шмидта используются соображения равностепенной непрерывности. Прием фак-
торизации потенциала в виде V = | У I 1 ' 2 У 1 ' 2 и перехода к модифицированному
уравнению Липпмана—Швингера независимо был предложен Рольником (Н. Rol-
lnik, Streumaxima und gebundene Zustande.— Z. Phys. 145 (1956), 639 — 653),
Гроссманом и By (см. замечания к § 7) и Дж. Шварцем (J. Schwartz, Some
поп-self-adjoint operators.— Comm. Pure Appl. Math. 13 (1960), 609 —639).
При факторизации V = | У \а К1 ~а, где 1/4 < a < 3/4, получается модифицирован-
ное уравнение Липпмана — Швингера, ядро которого принадлежит классу

Гильберта — Шмидта при условии V | V (х) \"а \ V (//) |*-«в [ х — у \~^йх йу < оо,

а неоднородный член лежит в L2, если \ | V (х) \г'г dx < оо. В силу неравенства

Соболева эти интегралы конечны, если Vg/.3/2. С учетом чтих сообпяженнй
можно использовать методы данного раздела для рассмотрения потенциалов с
поведением О (/-"-*) на бесконечности (задача 57).

Метод Икэбе применялся для изучения операторов Шредингера в прост-
ранстве с числом измерений п Ф 3 в работе: D. Thoe, Eigenfunction expansions
associated with Schrodinger operators in R", n ^ 4.— Arch. Rational Mech.
Anal. 26 (1967), 335—356, и для изучения нелокальных потенциалов в работе:
М. Bertero, G- Talenti, G. A. Viano, Eigenfunction expansions associated with
Schrodinger two-particle operators.— Nuovo Citnento A 62 ,1969), 27 — 87.
Построения, аналогичные проведенным Икэбе и Toe, но с использованием
других условий, можно найти в работе: P. Alsholm, G. Schmidt, Spectra! ami
scattering theory for Schrodinger operators.— Arch. Rational Mech. Anal. 40
(1471). 2§1—311.

Обсуждаемое в этом разделе разложение по собственным функциям Повз-
пера — Икэбе следует отличать от разложения по собственным функциям Гер-
ли ига и Гельфанда которое рассмотрено в книге: К. Alaurin, General Ещеп-
function Expansions and Unitary Representations of Topoiogica! Groups,—
Warszawa: PWN, !968. Это последнее разложение является абстрактным и
сопоставляется любому оператору. Факт его существования не лает никакой
информации о спектре; в нем не содержится почти ничего, кроме некоей удоб-
ной формы записи спектральной теоремы. С другой стороны, разложения Пив-
зн'.-ра — Икэбе говорят о связи с теорией рассеяния асимптотической полноте
а отсутствии сингулярного спектра.
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Обобщения разложений Повзнера — Икэбе на более абстрактную постановку
задачи, включая некоторые другие эллиптические дифференциальные операторы,
обсуждались в серии работ Куроды (S. Kuroda Stationary theory of scattering
and eigenfunction expansions I, I I . — Sugaku 18 (1966), 74—85, 135—144;
Perturbation of eigenfunction expansions.— Proc. Nat. Acad. Set. USA 57
(1967), 1213—1217, а также (главная статья этой серии) An abstract stationary
approach to perturbation of continuous spectra and scattering theory.— J. Ana-
lyse Math. 20 (1967), 57—117). Идеи и методы Куроды тесно связаны со «ста-
ционарными методами» Фридрихса, которые мы обсуждаем здесь, а также с
методами Агмона, Куроды и Лавина, которые мы рассматриваем в § XIII.8.
Отметим еще раз, что разделение между «теорией рассеяния» и «спектральными
свойствами» содержит элемент произвола. Указанные работы предшествовали
абстрактной геории Като—Куроды, которую мы обсуждаем в конце замечаний
к данному разделу.

Наше обсуждение истории разложений по собственным функциям будет
неполным, если мы ие попытаемся дать общую характеристику «стационарных
методов». Во многих отношениях «старомодная» наивная теория рассеяния,
описываемая ниже в замечаниях к данному разделу, является стационарной
картиной, однако «современная» стационарная теория в физике, вообще говоря,
основана иа следующих двух важных работах: В. A. Lippmann, J. Schwingrr,
Variational principles for scattering processes I .— Phys. Rev. 79 (1950), 469 —
480; M. Gell'Mann, M. L. Goldberger, The formal theory of scattering.— Phys.
Rev. 91 (1953), 398—408. Уравнение Липпмана—Швингера появилось в пер-
вой из этих работ. В статье Гелл-Маииа и Голдбергера было предложено

использовать «абелевы пределы», т. е. lim \ e~et}' (t) dt вместо lim f (t) (диск-

ретный вариант такого предела восходит к Абелю), и приводилась формула
S = l — 2 n t 8 (£ — Е')Т (k, k'). Эти стационарные методы, т. е. методы, не ис-.
пользующие прямо предела по времени, в последние 25 лет настолько домини-
ровали в физической литературе, что более естественная зависящая от времени
'картина рассеяния иередко совершенно упускалась из вида! Пример, в котором
абелев предел для волновых операторов существует и является унитарныму

хотя обычные волновые операторы не существуют, приводится в работе Хаулен-
да (J. Howland, Banach space techniques in the perturbation theory of self-
adjoint operators with continuous spectrum.— J. Math. Anal. Appl. 20 (1967),
22—47).

В работе: Т. Ikebe, On the phase shift formula for the scattering operator.—
Pacific J. Math. 15 (1965), 511—523, Т. Икэбе доказал теорему XI.42 для
класса потенциалов, подчиняющихся его форме разложения по собственным
функциям.

В математической литературе под названием «стационарных методов» фи-
гурирует другая система идей. Сам метод и многочисленные ссылки на лите-
ратуру можно найти в § Х.5 книги Като (указанной в замечаниях к ft 3).
Многие идеи этого метода восходят к работе Фридрихса 1948 г. (см. замечшмч
к § 3). Основным уравнением теории служит интегральное уравнение, исполь-
зуемое в книге Като при доказательстве теоремы Като — Бирмана. Допусти
для простоты, что На и' V ограничены, H—H,,-]-V и Ни имеет только aoai
лютно непрерывный спектр. Тогда, если существует Q~ {Н, Но), то

Q- = / -;- / [ в<|«„ VVi- e~llH«dt,

n

"вежм символ Г+ для операции Т -,—*• Г* :Т) = ; \ eitfioTe~itH«at, в том глу-
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чае когда этот интеграл существует (со сходимостью в сильной топологии);
получим уравнение Фридрихса

у- = /+Г+(1/й-). (338)

Здесь важно, что Г + (Т) обладает двумя абстрактными свойствами: (а) Т =
= Г+ (Т) Но— Я 0 Г + (Г); (Ь) Г + (Т) eitff° —• 0 в сильном смысле при t —• оо.
Поэтому Г + (-) можно рассматривать как операцию, «обратную» к [Но, •] и
подчиняющуюся «граничному условию» (Ь). Абстрактные свойства (а) и (Ь)
полностью характеризуют Г + ( Г ) . Используя эту характеризацию Г + , иногда
возможно решить уравнение (338) с помощью итераций, по крайней мере если
потенциал V в некотором смысле «мал». Опять-таки и здесь существует связь
со спектральным анализом. Весьма близкую технику мы будем рассматривать
в § XIII.7.

Теорема XI.43 (а) появилась.в работах: Л. Д. Фаддеев, Единственность
решения обратной задачи рассеяния.— Вгстник ЛГУ 7 (1956), 126—130;
С. Zemach, A. Klein, The Born expansion in nonrelativistic quantum theory
I.— Nuovo Cimento 10 (1958), 1078—1087. Обобщение на п измерений обсуж-
дается в работах: W. Faris, Perturbations of non-normalizable eigenvectors.—
Helv. Phys. Ada 44 (1971), 930 — P36; Time decay and the Born series,—
Rocky Mountain J. Math. 1 (1971), 637 — 648. Теорема XI.43 (b) доказана в
работе: M. Scadron, S. Weinberg, J . Wright, Functional analysis and scattering
theory.— Phys. Rev. 135 (1964), B202 —B207. Родственные результаты по
теории рассеяния при малых константах связи обсуждаются в § XIII.7, XII.8
и замечаниях к ним. Применение методов суммирования и, в частности, ап-
проксимантов Паде для «суммирования» ряда Борна в тех областях, где он рас-
ходится, рассматривается в работах: J . R. Chisholm, Solution of linear integral
equations usint; Padc approximants and the Jost function.— Nuovo Cimento A
61 (1969), 747—754; J. L. Basdevant, B. W. Lee. Pade approximation and
bound states: Exponential potential.— Nuclear Phys. В 13 (1969), 182—188.

Теперь мы хотели бы обсудить «наивную теорию рассеяния», которая
восходит к работе Борна (М. Born, Quantenmechanik der Stossvorgange.—
Z. Phys. 38 (1926), 803—827). Это поможет нам включить теорему XI.41 в
определенную перспективу и установить связь с тем, что читатель, вероятно,
встречал в учебниках по квантовой механике. В типичном эксперименте по
рассеянию пучок с приблизительно постоянной энергией £ посылается в ми-
шень. Допустим, что > ишень состоит из N частиц. В обычном приближении
предполагают, что результат равен Л/-кратному результату рассеяния на одной
из частиц мишени. Справедливость этого допущения зависит от нескольких
факторов, которые в большинстве экспериментов имеют место (когда же это
не так, требуется более сложный анализ). (1) Расстояния между частицами
мишени намного больше «радиуса» сил, т. е. их характеристического параметра
убывания. В твердой мишени типичные расстояния между частицами равны
/?„ « 10~8 см, а типичные силы в ядерных экспериментах имеют радиус по-
рядка 1 0 ~ м см. (2) С хорошим приближением должно выполняться то свойство,
что каждая частица пучка, проходя через мишень, рассеивается не более чем
на одной частице мишени. Если представлять себе мишень из «слоев», рас-
положенных через каждые 10~ s см, то вероятность рассеяния на каждом слое
равна приблизительно о/л/?8, где о есть полное сечение, a R — расстояние
между частицами мишени. Поскольку в типичных ядерных экспериментах
а < 10~2 5 сма, то эта вероятность — порядка 10~в. Значит, в мишени тол-
щиной 10~2 см «вероятность» кратного столкновения составляет около 10"";),
так что в типичных случаях (2) справедливо. (3) В соответствии с понятиями
квантовой механики нельзя считать, что данная частица пучка рассеивается
на какой-то определенной частице мишени; скорее, существуют амплитуды рас-
сеяния на каждой из частиц мишени, и наблюдаемая амплитуда является
хвадратом суммы N отдельных амплитуд. Чтобы эта величина равнялась ум-
ноженному на N квадрату одной типичной амплитуды, необходимо отсутствие
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интерференционных эффектов. В свою очередь для этого длина волны де Бройля
XD частицы в пучке должна быть намного меньше расстояния между частицами.
Опять-таки в ядерном эксперименте с энергией налетающих протонов 10 Мэв
Хо ж Ю - 1 3 , т. е. гораздо меньше R. Таким образом, в типичной ситуации
можно считать пучок рассеивающимся на единственной частице мншени, если
верно учесть нормировочные множители, включающие плотности числа частиц
мишени и налетающего пучка.

Очередное приближение состоит в том, что пучок считают «бесконечно»
протяженным. Математически это весьма жесткое допущение, поскольку оио
приводит к ненормируемым состояниям, однако физически оно гораздо слабее
перечисленных выше приближений (1) — (3)1 Итак, представим себе, что мы
сначала имеем плоскую волну eikz. Ее импульс есть <0, 0, fe> в R3 (в системе
единиц с » = 1), так что это—плоская волиа, «приходящая» из г = — о о .
После рассеяния в области, находящейся очень далеко от мишеии, мы ожидаем
найти уходящую волну сферического типа, но с плотностью, зависящей от
угла рассеяния. Если V сферически симметричен, эта волна при больших г
должна иметь вид f (в) е1'кг/г, где /(в) характеризует рассеяние. Знак + в
экспоненте e + iltr, связанный, как мы дальше увидим, со знаком в уравнении
Липпмана—Швингера, необходим для того, чтобы волна была уходящей, т. е.
чтобы ее импульс был направлен вовне. Плотность налетающего пучка на
единицу площади и единицу времени равна I/O, где v—скорость частицы. Вы-
деляя площадку r2dQ, расположенную под углом рассеяния 8, мы наблюдаем
за единицу времени •( [| /(8) I2//-2] r2dQ \/v частиц. Таким образом, дифферен-
циальное сечение рассеяния равно

da/dQ = | / ( в ) | * .

Главное допущение наивной теории рассеяния заключается в том, что «состоя-
ние рассеяния» есть собственная функция уравнения Шредиигера, имеющая
асимптотический вид е ' * г + / (8) eikr/r при больших г. На первый взгляд, это
допущение выглядит абсурдным, поскольку если ф — eikz-\-f (в) r-1eikr, то

ф в любой момент времени имеет и приходящую плоскую волну, и уходящую
сферическую волну. Однако, разумеется, в етационарной картине лучшего
ожидать и нельзя! Кроме того, если взять состояние, которое в нулевой мо-
мент времени имеет вид f g (k) ф (х, k) dk, то при больших г и больших t оно

будет иметь вид \ g(k) е ' * ' г - * " dk + f (G) / - 1 С g (k) e«*(i—Art) dk. Тогда по лемме

Римана—Лебега, первый интеграл при больших г и t и функции g с пиком
вблизи k0 имеет заметную величину только при г х kot, а второй интеграл —
при г « kot. Поэтому при t—»• — оо второй интеграл пренебрежимо мал для
всех г (ибо r $ i O ) . Таким образом, можно надеяться восстановить зависящую
от времени картину, строя «пакеты» из волновых функций наивного типа.
Такую картину можно обосновать и непосредственно—см. дополнение 3 к § 8.

Отметим еще, что некоторые попытки обосновать формулу da/dQ = \ f (6) \г

исходя из строгого определения S-оператора можно найти в работах: J . Dollard,
Scattering into cones, I: Potential scattering.— Commun. Math. Phys. 12 (1969),
193—203; J . Jauch, R. Lavine, R. G. Newton, Scattering into cones.— Helv.
Phys. Ada 45 (1972), 325—330.

Метод наивной теории рассеяния можно резюмировать как отыскание
функций y(x,k), «удовлетворяющих» //ф=£ 2ф н ф(х,£) — е ' й г + / (8) г~хе1кг.

I X |-+°о
Тогда / (6) интерпретируется как функция, квадрат которой дает дифферен-
циальное сечение. Приведем формальный вывод, показывающий, что <p(x,k)
должна удовлетворять уравнению Липпмана — Швингера. Пусть . ф = е'** + rj.
Тогда из (H—k2)q, = 0 вытекает, что (Я о —А 2 )ф = — Уф или (Яо—&2) П = — V<p.
Таким образом, формально г| = — (//„ — k2)~1V(p нли'ф удовлетворяет соотно-
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шс-нмю ср = е''й*—(Нп—k2)~LV(f>. Конечно, оператор (Но—ft2)"1 не является
корректно определенным. Как мы сейчас увидим, выбор у = е'кг —
— \Нп — (k* + iO)]~* Vq> непосредственно связан с желанием обеспечить, чтобы
при больших z было ф — е'кг ~ е'кгг- lf (6), а не e~'krr~1f (6).

Тлким образом, мы отождествляем наивную волновую функцию ч с функ-
цией Липпмана — Швингера. Следовательно, для ф имеет место урарненпе

ф (х, k) = е ' ^ - ( 4 л ) - 1 $ eik I x - v 11 х—у | " 1 V (у) ф (у, k) dy, .

где к = <0, 0, /г>. При больших | х | имеем |х — y l " 1 эд | x — 1 и ехр(££ |х—у|) ~

« exp (ik | х | — ik-х | у |) = exp (ik | х | — ik | у | cos 6), где в — угол между х и у.

Отсюда формально

ф(х, к) ~ е Л - 1 + | х | - 1 в 1 ' * | х | / ( в ) ,

где . "

/(6) = — ( 4 л ) - 1 С <?""*'> у V (у)ф(у, k)rfy= — 2 л 2 Г (к', к),

если к' определено соотношениями к' = к и k - k ' = c o s 6 . Все это рассуждение
дает формальное обоснование формул (96) и (97а).

Заметим, что если бы мы подчинили ф соотношению ц> = е*кг—1//„ —
— (к2—(0))~1Уф. то пришли бы к ф — elkz-\-f (6) r~l e~iltr. Наше желание

иметь при больших т формулу ф—е'** •— e + i k r r~l, таким образом, прямо
связано с «предписанием -j-Ю» в уравнении Липпмана—Швингера.

•бстрактный подход к разложениям по собственным функциям самым
тесним образом связан с результатами § X 111.8, где читатель найдет обшир-
ную библиографию, включающую и историю вопроса. Здесь мы заметим, что
систематическая теория была развита Като и Куродой в работе: Т. Kato,
S. Kurotla, Theory of simple scattering and eigenfunction expansions.— In: Func-
tional Analysis and Related Fields,' pp. 99—131.—New York, Heidelberg,
Berlin: Springer-Verlag, 1970. Применения этих идей к ik-ногочастичпому рас-
сеянию можно найти в работе Хауленда. указанной в замечаниях к |> 5.

Хорошо известно, что а случае экспоненциального убывания потенциала
резольвента допускает аналитическое продолжение в каком-то подходящем
смысле. См., например, вторую из статен Гроссмана и By, указанных в заме-
чаниях к § 7, цитированную выше монографию Саймона, работу: С. Dolph,
.1. A'xLeod, D. Thoe, The analytic continuation to the unphysical sheet of the
resolvent kernel and the scattering operator associated to the Schrodinger ope-
raior.— J. Math. Anal. Appl. 16 (1966), 311—332, или серию статей: N. Shenk,
D. Tlioe. Eigenfunction expansions and scattering theory for perturbations of
— Д . - •/. Math. Anal. Appl. 36 (1971). 313—35i; Reeky Mountain J. Math.
1 (1971), 89—125.

§ XI.7. Целесообразность изучения аналитических свойств амплитуды рассея-
ния первоначально мотивировалась соображениями, не связанными с потен-
циальный рассеянием. Самые первые дисперсионные соотношения были дока-
заны для индекса преломления в оптической среде Кронигом (R. Kronig, On
the theory of dispersion of X-rays.— J. Amer. Optical Soc. 12 (1926), 547—558)
и Крамерсом- (Н. A. Kramers. Atti del Congresso Int. di Fisica, Como, 1927).

В начале 50-х годов «дисперсионная теория» развивалась, как метод ана-
лиза и интерпретации данных рассеяния в теории элементарных частиц. При
этом любой из аспектов теории в своем развитии проходил 4 типичные ста-
дии. Вначале выдвигалось предположение о том или ином аналитическом
сзо1"кт£.;е. Затем кто-либо находил «доказательство» этого свойства, далекое от
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какой-либо строгости, но демонстрирующее физические основания, по которым
это свойство должно быть верным. Далее строилось строгое доказательство в
рамках квантовой теории поля; такие строгие, доказательства исходили не из

' аксиом Вайтмана, но из более сильного формализма ЛСЦ (лишь гораздо
позднее формализм ЛСЦ был выведен из аксиом Вайтмана, дополненных не-
которыми допущениями; см. § 16 и замечания к нему). Наконец, опираясь на
идеи этого квантовополевого доказательства, получали доказательство анало-
гичного свойства в потенциальном рассеянии. В ряде случаев третья стадия
так и не была завершена, хотя четвертая проходила успешно.

Начальные исторические этапы дисперсионной теории довольно запутаны.
Итог им подводится в гл. 10 книги Голдбергера и Ватсона, указанной в за-
мечаниях к § 5. Мы же отметим три фундаментальные работы: R. Kronig, A
supplementary condition in Heisenberg's theory of elementary particles.— Phy-
sica 12 (1946), 543—544; M. Gell'Mann, M. L. Goldberger, W. Thirring, Use of
causality conditions in quantum theory.— Phys. Rev. 95 (1954), 1612—1627;
M. L. Goldberger, Use of causality conditions in quantum theory.— Phys. Rev.
97 (1955), 508—510. Последняя статья содержала эвристический «вывод» дис-
персионных соотношений для пион — нуклонного рассеяния вперед. Первое
строгое доказательство в рамках формализма ЛСЦ квантовой теории поля
принадлежит Симанзику (К.. Symanzik, Derivation of dispersion relations for
forward scattering.— Phys. Rev. 105 (1957), 743—749). Первое доказательство
дисперсионного соотношения для потенциального рассеяния вперед (более
слабый вариант теоремы XI.46) принадлежит Хури (N. Khuri, Analyticity of
the Schrodinger scattering amplitude and non-relativistic dispersion relations. —
Phys. Rev. 107 (1957), 1148—1156). Хури использовал формулировку потен-
циального рассеяния в терминах теории Фредгольма, данную Йостом и Пай-
сом (R. Jost, A. Pais, On the scattering of a particle by a static potential.—
Phys. Rev. 82 (1951), 840—851). Теорема XI.46 с доказательством, весьма
близким к нашему, опубликована в работе: A. Grossmann, Т. Т. Wu, Schro-
dinger scattering amplitude, I.—У. Math. Phys. 3 (1S61), 710—713.

Дисперсионные соотношения для рассеяния не вперед, т. е. аналитичность
f (•. Д) при фиксированном вещественном Д, были предложены почти одновре-
менно пятью группами физиков: Голдбергером, Намбу и Оме [неопублйковано],
Гелл-Манном и Полкипгорном [неопублйковано], Симанзиком [неопублйковано],
Салгмом (A. Salam, On generalized dispersion relations.— Nuovo Cimento
3 (1956), 424—429), а также Каппсом и Такедой (R. Capps, G. Takeda, Dis-
persion relations for finite momentum-transfer pion-nuclear scattering.— Phys.
Rev. 103 (1956), 1877—1896). Строгие доказательства в рамках квантовой
теории поля принадлежат Боголюбову, Медведеву и Поливанову (Н. Н. Бо-
голюбов, Б. В. Медведев, М. К. Поливанов, Вопросы теории дисперсионных
соотношений.— М.: Физматгиз, 1958) и Бреммерману, Оме и Тэйлору
(Н. Bremmerman, R. Oehmc, J. G. Taylor, Proof of dispersion relations in
quantized field theories,— Phys,. Rev. 109 (1958), 2178—2190). Доказательство
аналитичности по А при фиксированном k принадлежит Леману (Н. Lehmann,
Scattering matrix and field operators.— Nuovo Cimento Suppl. 14 (1959),
153—176). В потенциальном рассеянии наиболее ранний вариант теоремы XI.47
установлен Хунцикером (W. Hunziker, Regularitatseigenschaften der Streuamp-
litude im Fall der Potentialstreuung.— Helv. Phys. Ada 34 (1961), 593—620).
Доказательство, использующее факторизацию потенциала, опубликовано в
работе: A. Grossmann, Т. Т. Wu, Schrodinger scattering amplitude, III.—
J. Math. Phys. 3 (1962). 684—689.

Доказа:ельство теоремы Х1.47 можно найти в гл. 6 монографии Саймона,
указанной в замечаниях к § 6. Единственная теорема, явно там сформулиро-
ванная, включает аналитичность в Do, однако доказательство проходит и для
любого Dp с 0 < |3<<х.

Обобщенные потенi малы Юкавы изучались весьма интенсивно, поскольку
они считан.'ия самыми близкими нерелятивнелсними аналогами релятивистского
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рассеяния. Свод различных результатов по аналитичности для таких потен-
циалов, включая и доказательство теоремы XI.48, можно найти в книге:
В. де Альфаро и Т. Редже, Потенциальное рассеяние. Пер. с англ.— М.:
Мир, 1966. Наиболее интересные результаты для юкавских потенциалов вклю-
чают совместную аналитичность по А и £ и соответствующее представление
Мандельстама; эта теория обсуждается в § V.6 и замечаниях к нему.

Помимо обсуждаемых в данном разделе результатов по аналитичности
имеются еще три обширных класса подобных результатов. Во-первых, суще-
ствуют результаты о свойствах аналитичности в iV-частичном рассеянии —
ссылки на них можно найти в замечаниях к § 5. Другой класс образуют ре-
зультаты о свойствах аналитичности отдельных парциально-волновых ампли-
туд, рассматриваемые в § 8. И наконец, существуют результаты о свойствах
аналитичности по угловому моменту, кратко обсуждаемые в замечаниях к § 8.

Как объяснялось в § 1, физические представления, лежащие в основе
аналитичности, связаны с причинностью. Однако в наших доказательствах
эта связь оставалась скрытой, потому что представления о причинности свя-
заны с зависимостью от времени, тогда как доказательства проводились не
зависящими от времени методами. Теория Лакса — Филлипса, изложенная в
§ 11, представляет собой зависящий от времени формализм теории рассеяния,
прямо основанный на причинности. Поэтому в подходе Лакса — Филлипса
аналитические свойства возникают из причинности совершенно естественно.
Однако в силу технических трудностей теория Лакса—Филлипса применяется
к нерелятивистскому квантовомеханическому рассеянию лишь для очень узкого
класса потенциалов.

§ XJ.8. Ссылки на статьи, где описывается теория разложений по собствен-
ным функциям для центральных потенциалов, даны в замечаниях к § 6.
Спектральный анализ гл. XIII для этого класса потенциалов в основном раз-
вит Вейдманом (J. Weidmann, Zur Spektraltheorie von Sturm — Liouville Ope-
ratoren.— Math. Z. 98 (1967), 268—302).

To, что амплитуда рассеяния, получаемая в теореме XI.53, автоматически
удовлетворяет условию унитарности, совсем не случайно. Существует общий
принцип, согласно которому если спектры Я и Н„ просты (что выполнено на
каждом подпространстве состояний с фиксированным значением углового мо-
мента), Й ± ( Я , Я о ) существуют, а а с (Я) с а а с (Но) и абсолютно непрерывный
спектр Я о подчиняется некоторому техническому условию, то Q * (Н, Но)
полны. Этот результат обсуждается в задачах 87 и 88. Основная идея выска-
зана в статье Куроды в Nuovo Cimento, цитированной в замечаниях к § 4.
Ошибка, имеющаяся в этой статье, исправлена в работе Дейфта и Саймона,
упоминаемой в тех же замечаниях.

Теоремы, подобные теореме XI.49, характерны для теории разложений по
собственным функциям Куроды (см. замечания к § XI.6 и XIII.8); см. в особен-
ности работу: Т. Kato, S. Kuroda, The abstract theory of scattering.— Rocky
Mountain J. Math. 1 (1971), 127—171. Наше изложение следует Като (см.
Scattering theory, pp. 90—113 In: Studies in applied math. (A. H. Taub, ed.),
Math. Assoc. Amer., Buffalo, New York. 1971). Курода показал (S. Kuroda,
Scattering theory for differential operators, I . — J. Math. Soc. Japan 25 (1973),
75—104), что слои Т (Е) лежат в некоторых классах Uр, зависящих от точного
характера убывания V. Он допускает более медленное убывание, чем то, ко-
торое предполагается в теореме XI.49.

Фундаментальная связь между временем задержки и фазой квантовой
амплитуды рассеяния открыта Эйзенбадом (L. Eisenbud, Ph. D. Thesis, Prin-
ceton Univ. 1948 [неопублнковано]); см. также: Е. P. Wigner, Laws/limit for
the energy derivative of the scattering phase shift.— Phys. Rev. 98 (1955),
145—147. Дальнейшее обсуждение можно найти в работе: J . M. Jauch,
J. P. Marchand, The time delay operator for simple scattering systems.— Helv.
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Phys. Ada 40 (1967), 217—229, а также J. M. Jauch, К. В. Sinha,
В. N. Misra, Time-delay in scattering processes.— Helv. Phus. Ada 45 П9721'
398—426. ''

Компактность оператора S (£) — / Для некоторых трехчастичных систем
была доказана в работе: R. Newton, The three particle 5-matrix.— / . Math
Phys. 15 (1974), 338—343.

Как и многое другое, разложение по парциональным волнам и связь с
собственными функциями (теорема XI.53) восходят к классической моногра-
фии: Дж. С. Стрэтт (Рэлей), Теория звука. Пер. с англ.— М.— Л.: Гостех-
геориздат, 1944. Использование разложения по парциальным волнам в кван-
товой теории рассеяния было впервые предложено Факсеном и Хольцмарком
(М. Faxen, J . Holtsmark, Beitrag zur Theorie des Durchganges langsamer
Elektronen durch Gase.— Z. Phys. 45 (1927), 307—324).

Тот факт, что естественная область сходимости ряда Лежандра есть
эллипс, является открытием К. Неймана (К. Neumann, Uber die Entwickelung
einer Funktion mit imaginarem Argument, nach der Kugelfunktionen erster und
zweiter Art.— Halle: Verlag von Schmidt, 1862) и Томе (L. W. Thome, Uber
dia Reihen welche nach Kugelfunktion fortschreiten.— / . Math. 66 (1£66),
337—343). Основная формула (137) еще раньше была доказана в работе:
Е. Heine, Theorie der Anziehung eines Ellipsoids.— / . Math. 42 (1851), 70—82.
Подробное обсуждение ряда Лежандра, основанное на аналогии с рядом
Тейлора, проведено в работе: Т. Kinoshita, J. J. Loeffel, A. Martin, Upper
bounds for the scattering amplitude at high energy.— Phys. Rev. В 135 (1964),
1464—1482.

Связь между обыкновенными дифференциальными уравнениями и интеграль-
ными уравнениями, устанавливаемая при помощи метода вариации постоянных,
составляет стандартную принадлежность теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Для уравнений в частных производных наиболее близким анало-
гом является метод функций Грина. Важное различие между ситуацией для
обыкновенных дифференциальных уравнений и для уравнений в частных про-
изводных заключается в том, что в первом случае интегральное уравнение

является уравнением Вольтерра / (x)=g(x)-\-\ \ k (х, y)f(y)dy, где k=0

при х < у. Такие уравнения обладают тем свойством, что отвечающий им ряд
Неймана I-\-кК-\-№Кг-\- ... сходится при всех Я,; употребляя более современ-
ную терминологию, можно сказать, что этот оператор квазинильпотентен, т. е.
о ( Ю = { 0 } . Именно по этой причине исключительное множество $ может
появиться при анализе уравнения Липпмана — Швингера, которое соответствует
уравнению в частных производных —Д<р + Уф = £ф> но не появляется при
анализе регулярного уравнения и уравнения Иоста, которые отвечают обык-
новенному дифференциальному уравнению —и" ~Vu — Eu.

Подход, использующий уравнение переменной фазы, был детально разра-
ботан Ф. Калоджеро; см. в особенности его книгу: Метод фазовых функций
в теории потенциального рассеяния. Пер. с англ.— М.: Мир, 1972. Существует
следующая связь между теоремами XI.55, XI.59 и утверждением теоремы
XIII.8 о том, что nt (V) равно числу нулей функции ut (r; E): любые два из
этих трех утверждений влекут за собой третье. При этом отметим, что в наших
доказательствах всех этих сезультатов используются совершенно разные ме-
тоды. В частности, можно доказать теорему Левинсона, не прибегая ни к
аналитическим свействам функции Йоста, ни к построению решений Йоста.

Всестороннее обсуждение амплитуд парциальных волн, функций Йоста
и др., включая случай / > 0, проводится в монографии В. де Альфаро и
Т. Редже, указанной в замечаниях к § 7.

Формализм функции Йоста для s-волнового рассеяния был предложен
в работе: R. Jost, Uber die falschen Nullstellen der Eigenwerte der 5-matrix.—
Helv. Phys. Ada 20 (1947), 250—266, и разработан далее В. Баргманом
(V. Eargmann, On the connection between phase shifts and the scattering po-
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tential.— Rev. Mod. Phys. 21 (1949), 488—493). В первоначальном определении
Йоста было т) (k) = т) (0, k). Определение через вронскиан представляет собой
позднейшее усовершенствование, особенно полезное при / > 0, когда х = 0 —
особая точка. Обозначения т) (х, k),t\(k) не являются стандартными; вместо них
чаще используют / (х, k) и / (к), от чего мы отказались, поскольку символ '/
употребляется для амплитуды рассеяния. Как мы показываем в замечаниях к
§ XIII. 17, функция Йоста есть определитель Фредгольма, соответствующий
радиальному уравнению Липпмана — Швингера.

Поведение т) (k) для потенциала XV как функции от константы связи к,
особенно при К—>оо, изучалось Шаданом (К. Chadan, The asymptotic beha-
vior of the number of bound states of a given potential in the limit of large
coupling.— Nuouo Cimento 58 (1968), 191—204) и Франком (W. M. Frank,
Strong coupling limit in potential theory, I, I I . — / . Math. Phys. 8 (1967),.
466—476; 9 (1968), 1890—1898). Особый ишерес представляет связь между
этим поведением и числом n(\V) сферически симметричных связанных состоя-
ний оператора —A-\-kV. Для широкого класса потенциалов было доказано,

что Iim n(XV)/\1'i = n-i [ \ V^ (х) | 1 / 2 Л с , где V _ (х) = т а х { — V, 0}. Совсем

другим способом мы .окажем это в § XI11.15.
Теорема Левинсона была доказана им в работе: N. Levinson, On the uni-

queness of the potential in a Schrodinger equation foi a given asymptotic
phase.— Danske Vid. Selsk. Mat.-Fys. Medd. 25 (1949). Общая теория функций
Йоста и подробное обсуждение теоремы Левинсона для парциальных волн с
I > 0 (в особенности случая / ( 0 ) = 0 ) даны в paOoie: R. Q. Newton, Analytic
properties of radial wave functions.— / . Math. Phys. 1 (1960), 319—347.

Доказательство теоремы XI.61 с помощью метода, аналогичного нашему,
появилось в работе: A. Bottino, A. M. Longoni, T. Regge, Potential scattering
for complex energy and angular momentum.— Nuovo Cimento 23 (1662),
954—1004. Другим методом близкий результат был получен в работе:
L. Brown, D. Fivel, В. W. Lee, R. F. Sawyer, Fredholm method' in potential
scattering and its application to complex angular momentum.— Ann. Phys.
25 (1963), 187—220.

Для обобщенных потенциалов Юкавы скачки fa(k~) на разрезе (— оо,
— |х2) можно вычислить непосредственно с помощью веса С в выражении

\ С (|х)е~м.* d(x; итерации дают на л-м шаге скачок в интервале [—(л + I )2|х^,—

До

— л 2ц^]. Этот метод, разработанный Мартеном (A. Martin, On the ana-
lytic properties of partial wave scattering ampliiudes obtained from Schrodin-
ger's equation.— Nuovo Cimenlo 14 (1959), 40,3—425; Analytic properties of
/ Ф 0 partial wave amplitudes for a given class of potentials.— Nuovo Cimento
15 (1962). 99—109), подробно обсуждается в книге де Альфаро и Редже.

Скачки на разрезах для обобщенных потенциалов Юкавы представляют
особую важность в связи с тем, что s0 (к2) полиномиально ограничена (стре-
мится к 1 при k—>-оо), тяк что можно написать дисперсионные соотношения.
Этим данный случай решительно отличается от потенциалов класса С~, для
которых функция Иоста является целой, а /и (Е) мероморфна в С \ [ 0 . со).
Здесь s0 <£2) не обладает полиномиальным ростом при /г—-со.

Вариационные методы типа формулы Кона (136с) представляют интерес,
поскольку они указывают на то, что погрешность между а и Р (т)г) — (h\p. ф)
имеет порядок квадрата погрешности между ф и »j>. Исходя из этого ряд
авторов развили вариационные методы для произвольных фазовых сдвигов;
см. например, L. Hulthen, Vanatio-nal problem lor the continuous spectrum
o! a Schrodinger equation.— Kgl. fys. Salla Lund Fortschn. 14 (1944), 1—13;
W. Kohn, Variational methods in nuclear coilisio;: problems.— Phys. Rev.
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74 (1948), 1763—1772. Третий принцип предложен Швингером в его неопуб-
ликованных лекциях; он описан в работе: J. Blatt, J . Jackson, On the inter-

, pretation of neutron-proton scattering data by the Schwinger variational method.—
Phys. Rev. 76 (1949), 18—37. To, что эти принципы при определенных
обстоятельствах могут приводить к точным оценкам, было показано в серии
работ Т. Като (Variational methods in collision problems.— Phys. Rev.
80 (1950), 475; Notes on Schwinger's variational method.— Progr. Theor. Phys.
6 (1951), 295—305; Upper and lower bounds on scattering phases.— Progr.
Theor. Phys. 6 (1951), 394—407). Оценка, которую мы приводим в теореме
Xl.eiVs» и ^ Доказательство даны в работе: L. Spruch, L. Rosenberg, Upper
bounds on scattering lengths for static potentials.— Phys. Rev. 116 (1959),
1034—1040, и обсуждаются в дальнейших работах этих же авторов: Upper
bounds on scattering lengths for compound systems: n-D quartet scattering.—
Phys. Rev. 117 (1960), 1095—1102; Bounds on scattering phase shifts: Static
central potentials.— Phys. Rev. 120 (1S60), 474—4S2; Bounds on scattering
phase shifts for compound systems.— Phys. Rev. 121 (1961), 1720—1726; Mini-
mum principle for multi-channel scattering.— Phys. Rev. 125 (1962), 1407—1414.
Влияние на эти оценки связанных состояний обсуждается в работе: L. Ro-
senberg, L. Spruch, T. O'Malley, Upper bounds on scattering lengths when com-
posite bound states exist.— Phys. Rev. 118 (1960), 184—192. Розенберг и
Шпрух указывают, что их оценки можно вывести также и с помощью приме-
нявшихся ранее методов Като. Читатель, возможно, заметил, что (136d) есть
нижняя граница, тогда как у Розенберга и Шпруха рассматривается верхняя
граница. Причина в том, что для а они используют соглашение о знаках,
противоположное нашему. Это их соглашение, при котором длина рассеяния
на твердой сфере положительна {и равна радиусу сферы), распространено в
литературе больше, чем наше, но, в общем, оба достаточно употребительны.

Существует довольно обширная литература по осциллирующим потен-
циалам. Анализ рассеяния на нецентральных потенциалах с сильными осцил-
ляциями на бесконечности (подобных потенциалам в примере 1 дополнения 2)
можно найти в работах: В. Б. Матвеев, М. М. Скриганов, Волновые опера-
торы для уравнения Шредингера с быстро осциллирующим потенциалом.—
ДАН СССР 202 (1972), 755—757; М. М. Скриганов, О спектре оператора
Шредингера с быстро осциллирующим потенциалом.— Труды МИ АН им.
В. А. Стеклоеа, 125 (1973), 187—195: М. Combescure, J. Ginibre, Spectral and
scattering theory for the Schrodinger operator with strongly oscillating poten-
tials.— Ann. Inst. H. Poincare, Sect. A 24 (1976), 17—29; M. Schechter,
Spectral and scattering theory for elliptic operators of arbitrary order.— Comm.
Math. Helv. 49 (1974), 84—113; M. Schechter, Scattering theory for the
Schrodinger equation with potentials not of short range.— В кн.: Комплексный
анализ и его приложения (сб. статей, посвященный академику И. Н. Векуа
к его семидесятилетию).—М.: Наука, 1978, с. 601—607. В частности, конст-
рукция квадратичной формы, намеченная в примере 1, была дана независимо
Комбескюром, Жинибром и Шехтером. Используя методы, описываемые в
§ XIII.8, эти авторы также получили для рассеяния на потенциалах указан-
ного класса более сильные результаты, чем приведенные нами.

В связи с примером Пирсона (см. § 4) происходило обсуждение осцил-
ляции в окрестности нуля; см., например, W. О. Amrein, V. Georgescu, Strong
asymptotic completeness of wave operators for highly singular potentials.— Helv.
Phys. Ada 47 (1974), 517—533. а также M. L. Baetman, K. Chadan, Scatte-
ring Iheory with highly singular oscillating potentials.— Ann. Inst. H. Poincare
A 24 (1976), 1 —16. Эти локальные осцилляции можно контролировать с по-
мощью метода теоремы XI.68. Так, Бетман и Шадан анализируют регулярное
интегральное уравнение с осциллирующими потенциалами вполне аналогично
тому, как мы анализируем уравнение Йоста, когда заново рассматриваем
пример 1. На самом дела мы как раз и следовали их подходу, но только со-
средоточивая внимание на области г = о о вместо г = 0 . Отсутствие положитель-
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ных собственных значений в этом случае (теорема XI.68 (а)), по-видимому ,
представляет собой новый результат, хотя Бешан и Шадан могли бы доказать
это, если бы рассмотрели осцилляции на бесконечности.

Части (а) и (с) теоремы XI.67 принадлежа! Аткинсону (F. Atkinson, The
asymptotic solutions of second order differential equations.— Ann. Mat. Рига
Ар pi. 37 (1954), 347—378)

Теорема XI.66 получена в работе: J. Dolldrd, С. Friedman, On strong
product integration.—У. Funct. Anal. 28 (1978), 309—354. Применение этой
теоремы для вывода некоторых результатов Аткинсона, а также теорема
XI.67 (Ь) имеются в работе этих же авторов: Product integrals and the Schro-
dinger equation.— J. Math. Phys. 18 (1977), 1598—1607.

Теорема XI.69 основана на абстрактном варианте одного рассуждения
Грина и Ланфорда (Т. A. Green, О Е. Lanford, I I I , Rigorous derivation of
phase shift formula for the Hilbert space scattering operator of a single partic-
le.— J. Math. Phys. 1 (1460), 139—148). Эти авторы иду1 также дальше, до-
пуская в следствии I потенциалы с | V (х) | < С | х |- '-*'; они достигают этого
путем рассмотрения вкладов высших порядков в ряд для решения Йоста. При-
менение этой теории в сочетании с теоремой XI.67 предложено Доллардом и
Фридманом (J. Dollard, С. Friedman, Existence of the Merller wave operator-
for r-&\ sin (ixr<*).— Ann. Phys. I l l (1978), 251—266).

Существование и полнота волновых операторов для нецентральных потен-
циалов с поведением на бесконечности типа л —J sin /• были получены—но
только для области достаточно высоких энергий — в работе: К. Mochizuki,
J. Uchiyama.— Nagoya Institute of Technology, preprint, 1977.

Результаты, приведенные в дополнениях, показывают, насколько тонким
является эффект положительных собственных значений. Допустим, например, что
V (г) ~ Cr~1 sin ( r a ) при больших г. Если а < 1, то dV/Or =0 (г-1-^), так что, в
силу теоремы XII 1.58, положительных собственных значений нет. Если а > 1,

то \ V (г) dr = O (r-1—8), так что положительных собственных значений нет в

силу теоремы XI.68. Значит, такие собственные значения возможны лишь при
а = 1 , и в некоторых случаях они действительно встречаются.

Замечания к данному разделу (последнему из гех, которые посвящены
нерелятивистскому квантовому рассеянию с короткодействующими силами) мы
завершаем кратким описанием некоторых из тем, не затронутых ни в основ-
ном тексте, ни в замечаниях.

(1) Очень большой интерес представляет теория аналитического продолже-
ния величин /j (£) по /. Идея принадлежит Т. Редже (Т. Regge, Introduction
to complex angular momenta.— Nuovo Cimento 14 (1959), 951—976). Она обсуж-
дается далее в книге: R. G. Newton, The Complex У-Plane: Complex Angular
Momentum in Non-Relativistic Quantum Scattering Theory.— New York: Benja-
min, 1964. Предварительные сведения о применениях этого метода в физике
частиц можно найти в монографии: P. D. В. Collins, E. U. Squireb, Regge
Poles in Particle Physics.— New York, Heidelberg, Berlin: Springer-Verlag, 1968..

(2) «Обратная задача» восстановления потенциала по заданным 6 ( (£).
Основной работой здесь является статья И. М. Гельфанда и Б. М. Левитана:
Об определении дифференциального уравнения по его спектральной функции.—
Изн. АН СССР, сер. матем. 15 (1951), 309—360. Более полную историю
вопроса и обсуждение метода Гельфанда — Левитана можно найти в гл. 12
книги де Альфаро и Редже. Весьма прозрачное изложение, включающее и
более новые результаты, содержат монографии: 3. С. Агранович и В. А. Мар-
ченко, Обратная задача теории рассеяния.— Харьков: Изд. Харьковского
гос. ун-та, 1960, и Л. Д. Фаддеев, Обратная задача в квантовой теории рас-
сеяния. — УМН 14 (1959), 57—119; П.—COB.V проблемы математики 3 (1974),
93—180; Свойства S-матрицы одномерного уравнен.ш Шредингера.— Труды
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МИАН им. В. А. Стеклова 73 (1964), 314—333; J. J. Loeffel, On an inverse
problem in potential scattering theory.— Ann. Inst. H. Poincare Sect. A 8 (1968),
339—447. Весьма красивый новый подход к обратной задаче был предложен
в работе Дейфта и Трубовица (P. Deift, E. Trubowitz, Inverse scattering on
the line.— Comm. Pure Appl. Math. 32 (1979), 121—252).

(3) N/D-мегод Чью и Мандельстама (G. Chew, S. Mandelstam, Theory of
low-energy pion-pion interaction.— Phys. Rev. 119 (1963), 467—477).

(4) Общие методы получения информации на основе аналитических свойств
многочастичных амплитуд рассеяния. Это особенно существенно в релятивист-
ской теории рассеяния, однако представляет интерес и для нерелятивистской
теории. Математическую трактовку см. в книге: A. Martin, Scattering Theory:
Unitarity, Analiticity and Crossing.— Lecture Notes in Physics, № 3, Springer-
Verlag, 1969. Изложение, ориентированное на приложения к физике частиц и
связи с теорией возмущений в квантовой теории поля, дано в монографиях:
Дж. Чью, Аналитическая теория S-матрицы. Пер. с англ.— М.: Мир, 1968;
Р. Идеи, Соударения элементарных частиц при высоких энергиях. Пер. с
а н г л . - М . : Наука, 1970; R. J . Eden, Р. V. Landshoff, D. I. Olive, J . С. Pol-
kinghorne, The Analytic S-matrix.— London and New York: Cambridge Univ.
Press, 1966.

$ XI.9. Классическое кулоново рассеяние впервые было исследовано лор-
дом Резерфордом как часть его знаменитого эксперимента, приведшего к за-
ключению, что атомы имеют ядра. Резерфорду очень повезло, так как кван-
товое кулоново сечение оказалось в точности равным классическому (чудо
продолжалось—борновское приближение оказалось точным для этого случая!).
А еще ему повезло в том, что а-частицы в его опыте имели слишком малую
энергию и не могли эффективно взаимодействовать с ядром посредством ядер-
ных сил, поэтому он наблюдал только кулоново рассеяние.

Обсуждение точных решений для классического кулонова рассеяния с
точки зрения симметрии (вектор Ленца) см. в работе: Н. Abarbanel, The
inverse /--squared force: An introduction to its symmetries.— Studies in Mathe-
matical Physics-, Essays in Honor of Valentine Bargmann (E. Lieb, B. Simon,
A. Wightman, eds.).— Princeton Univ. Press, 1976.

Классическая теория рассеяния для дальнодействующих сил с той точки
зрения, с которой она здесь изложена, построена Хербстом (I . Herbst, Classical
scattering with long-range forces.— Commun. Math. Phys. 35 (1974), 193—214).
Вся теорема XI.73, исключая то, что относится к оценке (165), принадлежит
Хербсту. Обсуждение «асимптотически центральных» потенциалов — новый ма-
териал.

Квантовое кулоново рассеяние впервые рассмотрено Гордоном (W. Gordon,
Uber den Stoss zweier Punktladungen nach der Wellenmechanik.— Z. Phys.
48 (1928), 180—191). Он работал с разложением по собственным функциям ку-
лоновой задачи, имея дело a priori со стационарным формализмом. Он обна-
ружил, что собственные функции непрерывного спектра для больших г имеют
вид не

но
/ к г + г - 1 е х р {( [kr + Xk-1 In (4kr)[] /в (в)

при больших г и i) Ф о; и отождествил /Е (В) с кулоновой амплитудой
рассеяния. Тем самым он исключил бесконечные фазы.

В нестационарной постановке задача о кулоновом рассеянии появилась
впервые у Доллардя (J. Dollard, Asymptotic convergence and Coulomb interac-
tion.— / . ' Math. Fhys. 5 (1964). 729—738). По этой причине мы пользуемся
символом Uи (t). Его результаты были обобщены на более общие дальнодейст-
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вующие потенциалы в работах: W. О. Amrein, Ph. A. Martin, В. Мьга, On
the asymptotic condition in scattering theory.— Helu. Phys. Ada 43 (1970),
313—344; В. С. Буслаев и В. Б. Матвеев, Волновые операторы для уравнения
Шредингера с медленно убывающим потенциалом.— Теор. и машем, физика
2 (1970), 367—376; Р К. Alsholm, T. Kato, Scattering with long-range poten-
tials. In: Partial Differential" Equations, pp. 393—399.—Proc. Symp. Pure
Math., vol. 23, Amer. M.ith. Soc., Providence, R. I,, 1973; L. Hormander, The
existence of wave operators in scattering theory.— Math. Z. 146 (1976), 69—91.
Амрейн и др. распространили метод Долларда на потенциалы г~а с а > 1/2.
Буслаев и Матвеев, а также Альсхольм и Като пользовались приближениями
высших порядков для решений уравнения Гамильтона—Якоби, и им требова-
лось знание все более старших производных по мере расширения области
действия потенциала; например, Буслаев и Матвеев вводят условие | D 'Vi (x) | <:
<, С (1-(-*)-<*- I « I для всех | а | < £ , где £ = [га/2] + 2 + [1/е] ([а] к наиболь-
шее целое число, меньшее а). Самый сильный резулыат принадлежит Хёрман-
деру, работа которого содержит теорему XI.84. Хёрмандер имел дело с диф-
ференциальными операторами для Но с постоянными коэффициентами общего
вида.

Доллард и Хёрмандер обсуждают также многоканальные задачи.
Разложение по собственным функциям для чисто кулонова случая обсуж-

дается в статье Долларда. Собственные функции дальнодействующих потен-
циалов общего вида составляют часть общей проблемы спектрального анализа
таких потенциалов, и некоторые ссылки можно найти в замечаниях к § X11I.8.
В число недавних работ по этому предмету входят: Т. Ikebe, Spectral repre-
sentations for Schrodinger operators with long-range potentials.— / . Fund. Anal.
20 (1975), 158—177; Spectral representations for Schrodinger operators with
long-range potentials—Perturbation by short-range potentials.— Publ. Res. Inst.
Math. Sci. Kyoto 11 (1976), 551—558; T. Ikebe, H. Isozaki, Completeness of
modified wave operators for long range potentials.— Publ. Res. Inst. Math.
Sd. Kyoto 15 (1979), 679—718; H. Isozaki, On the long range wave opera-
tors.— Publ. Res. Inst. Math. Sci. Kyoto 13 (1977), 589—626; H. Kitada,
Scattering theory for Schrodinger operators with long-range potentials, I, I I . —
J Math. Soc. Jap. 29 (1977), 665—691; G. Pinchuk, Abstract time independent
wave operator theory for long-range potentials.— Berkeley thesis, unpublished;
Y. Saito, Eigenfunction expansions for the Schrodinger operator with long-range
potenlia.s, Q (y) = 0 (| у \-«), e > 0.— Osaka J. Math. 14 (1977), 37—53. По-
мимо этого, С. Агмон анонсировал необычайно полные результаты, основанные
на обобщении его техники £Апространств с весом. Наконец, В. Энсс сообщил
нам, что его методы, описанные в § 17, можно так модифицировать, чтобы они
годились и для дальнодействующих потенциалов, включая кулоновы.

Квантовые S-операторы на массовой поверхности обычно очень сингулярны
при k = k' (рассеяние на нулевой угол). В короткодействующем случае обоб-
щенная функция s(k, k') имеет единственную особенность типа б (k — k') при
k = k'; в кулоновом случае особенность хуже, см.: I. Herbst, On the connec-
tedness structure of the Coulomb S-matrix.— Commun. Math. Phys. 35 (1974),
181—191.

Наконец, мы хотим сделать несколько замечаний о фазе амплитуды куло-
новя рассеяния. Как мы уже подробно объяснили, эта фаза не определяется
исходной нестационарной теорией. Тем не менее в некотором смысле эта фаза
измерима! Чтобы понять это явление, нам придется сказать несколько слов
о том, как экспериментально проверяются дисперсионные соотношения; даль-
нейшую информацию по этому поводу, важную для нашего обсуждения, можно
найти в указанной выше книге-Р. Идена.

Хотелось бы проверить дисперсионные соотношения вперед для сильно
взаимодействующих систем. Проблема здесь в том, что единственно приемле-
мые мншени — это заряженные частицы, а именно протоны в водородной ми-
шени. Более гого, для обнаружения после рассеяния наиболее удобны тоже
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заряженные частицы, скажем п + . Поскольку частицы заряжены, наряду с
сильными взаимодействиями имеются кулоновы силы, и в результате возникает,
из-за очень малого угла кулонова рассеяния, бесконечное сечение. Как же
попытаться найти «сильную часть» амплитуды рассеяния, чтобы проверить
дисперсионные соотношения вперед? Физики делают такую подстановку:

Мв)-/.(в) + /е(в), (339)
где /с (в)—«обычная» кулонова амплитуда, как она найдена Гордоном. Ниже
мы обсудим это предположение подробнее. В типичном случае дифференциаль-
ное сечение при малых углах имеет вид сплошной линии на схематическом
рис XI.18. Точечная линия отвечает точным значениям | fc | 2 . Как теперь
«разыскать» Im/s(6 = 0) и R e / s (6 = 0)? В об-
лясти, где fc очень мала, дифференциальное
сечение сводится в основном к | fa (6) | 2 . Линия
из крестиков на рис. XI. 18 соответствует эк-
страполяции пробной | / s (в) р к 0 ^ 0 . Проин-
тегрировав ее по 6 и воспользовавшись оши-
ческой теоремой, можно узнать, что такое
1ш /3 (6 = 0). Как теперь найти R e f s ( 6 = 0)?
Можно ожидать, что fa (6) медленно меняется
вблизи 6 = 0, поэтому достаточно найти
Ref s (6 = 6,,). Провал при 6 = 6 0 вызван интер- Рис. XI.18.
ференцией между /3 и /с в точке, где | /31 ~ | / с |.
Глубина этого провала и знание fc позволяют определить аргумент /3, а зна-
чит, R e f s ( 6 = 60). Теперь можно проверять дисперсионное соотношение вперед.
Суть в том, что если мы поверим дисперсионным соотношениям вперед, то
можно обратить весь анализ и «измерить» аргумент /с. Как это согласуется
с тем, что этот аргумент остается неопределенным в обычной нестационарной
теории? Ключ, видимо, в соотношении (339) и в дисперсионных соотношениях
вперед. Амплитуда fs в (339) не будет настоящей амплитудой рассеяния для
сильных взаимодействий, так как / не линейна по потенциалу. Следовательно,
(339) рассматривается как определение / s. Итак, наша гипотеза гакова: при
выборе модифицированной квантовой динамики, который мы сделали в куло-
новом случае (и с помощью которого Доллард получает «обычную» кулонову
динамику, если V3 = 0), и любом центральном достаточно короткодействующем
потенциале функция f(k, 6; Kr~l + Vs) — f (fc, 6; Kr~l) имеет предел g(k) при
6—»-0, являющийся граничцым значением функции, аналитической и полино-
миально ограниченной в плоскости с разрезом С \ [ 0 , оо), причем g(k)=g(k).
Однако это не верно ни для какой другой доллардовой динамики, которая
приводит к другим фазам. Доказательство этой гипотезы объяснило бы, по-
чему фаза Гордона «правильная».

§ XI.10. Идея формулировки теории рассеяния для волнового уравнения как
задачи в гильбертовом пространстве восходит по крайней мере к работам
М. Ш. Бирмана (Об условиях существования волновых операторов.— Изо. АН
СССР, сер. матем. 27 (1963), 883—906) и Лакса и Филлипса (P. Lax, R, Phil-
lips, The wave equation in exterior domains.— Bull. Amer. Math, Sec. 08
(U62), 47 — 49). Необходимость применения унитарных групп на различных
пространствах впервые была отмечена в работе: С. Wilcox, Wave operators
and asvmptotic solutions of wave propagation problems of classical physics.—
A.ch. Rational Mech. Anal. 37 (1966), 21—78. Мы следовали главным образом
общим идеям Като (Т. Kato, Scattering theory with two Hilbert spaces.—
J. Fund. Anal. 1 (1967), 342—369). В частности, теоремы Х1.75 и Х1.76 в
случае Ж0 = 3%1 содержатся в работе Като, включающей случай, когда В»
или Bi имеют нетривиальное ядро. Като ввел понятие эквивалентности для
операторов отождествления и неоднократно подчеркивал, что с физической
точки зрения одни операторы отождествления более естественны, чем другие.
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Подробно наше доказательство существования и полноты волновых опера-
торов в случае оптического рассеяния в неоднородной среде (пример 2) изло-
жено в работе: М. Reed, В. Simon, The scattering of classical waves from in-
homogeneous media,— Math. Z. 155 (1977), 163—180. Построение волновых
операторов для уравнений Максвелла, проведенное в тексте, доказывает схо-
димость по норме, отличной от энергетической нормы. Это можно обойти,
рассматривая волновые уравнения для векторных потенциалов. См., например,
только что упомянутую статью. Рассеяние на препятствии (пример 3) с точки
зрения, принятой в этом разделе, обсуждалось в работах: С. Wilcox, Scatter-
ing Theory for the d'Alembert Equation in Exterior Domains.— Lecture Notes
in Math. 442. New York, Heidelberg, Berlin: Springer-Verlag, 1975; P. Deift,
Classical Scattering Theory with a Trace Condition.— Princeton Univ. Press,
1979. Дополнительные ссылки по поводу рассеяния на препятствиях можно
найти в замечаниях к § 11.

Первые доказательства асимптотической полноты для акустического и оп-
тического рассеяния в неоднородной среде были независимо даны в работах'
М. Ш. Бирман, Задачи рассеяния для дифференциальных операторов при
возмущении пространства.— Изв. АН СССР, сер. матем. 35 (1971), 440 — 455;
J . Schulenberger, С. Wilcox, Completeness of the wave operators for perturba-
tions of uniformly propagative systems.— J. Funct. Anal. 7 (1971), 447—472.
Ряд результатов для некоторых очень специальных случаев был получен в
статье: М. Ш. Бирман, Об условиях существования волновых операторов.—
Изв. АН СССР, сер. матем. 27 (1963), 883—906. В статье Бирмана 1971 г. и
статье Шуленбергера и Уилкокса на коэффициенты налагались некоторые усло-
вия гладкости. Эти условия отбросили В. Г. Дейч в статье: Приложение ме-
тода ядерных возмущений в теории рассеяния для пары пространств.— Изв.
высш. учебных заведений, Математика № 6 (1971), 33 — 42, и Шуленбергер
(J. Schulenberger, A local compactness theorem for wave propagation problems
of classical physics.— Indiana Univ. Math. J. 22 (1972), 429 — 432). Обсуждав-
шаяся нами идея использовать перестановочное соотношение, для того чтобы
избавиться от условий гладкости, принадлежит П. Дейфту.

Подход Шуленбефгера—Уилкокса отличается от нашего гем, что они
сводят волновое уравнение второго порядка к системе уравнений первого
порядка как по временной, так и по пространственным переменным. Например,
в случае акустического рассеяния, если и удовлетворяет (187), то я(;с)=з

• ди ди ди ди\

-z—, -j-) удовлетворяет уравнению

s (Ли, (340)

где

/Р(х) 0

Е(х) = \
 0
 о

\ о о

а А{ — постоянные матрицы, такие, что

0 д/дхЛ
0 д/дхг \
0 д/дхя}'

д/дхь 0 /
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Аналогично, свободное уравнение записывается в виде

где Ео — постоянная мафица. В своей статье 1966 г. Уилкокс начал изучение
теории рассеяния для обших систем первого порядка вида (340), (341), в ко-
торых

(i) Ео, Е (х), Aj самосопряжены;
(ii) Ео и Е (х) строго положительно определены, причем 0 < e o s s E (х)

( \
(iii) корни det ( kEQ—У] AiPi ) ~ ^ и м е ю т постоянную кратность и постоян-

V « = »
ный знак при / £ { }

(iv) Е (х) —*• Ео достаточно быстро при \х\

Уилкокс назвал системы, подчиненные несколько более сильным условиям,,
«равномерно распространяющимися», и доказал существование волновых опе-
раторов. Акустическое уравнение, уравнения Максвелла в однородной среде и
многие другие классические уравнения относятся к классу равномерно рас-
пространяющихся. При выводе многих результатов условие (iii) можно осла-

/ \
бить, потребовав, чтобы ранг ( >J А/р/ ] не зависел от р при

Ч<=1 )
К таким системам относятся уравнения Максвелла в произвольной неоднород-
ной среде. Однако вопрос о полноте оставался открытым, поскольку ни тео-
ремы Белопольского —Бирмана, ни редукции Като к одному гильбертову
пространству еще не было.

Теорема Белопольского — Бирмана (теорема XI.13) была доказана в их
статье: А. Л. Белопольский, М. Ш. Бирман, Существование волновых опера-
торов в теории рассеяния для пары пространств.— Изв. АН СССР, сер. матем.
32 (1968), 1162—1175; а в работе: Некоторые приложения локального при-
знака существования волновых операторов.— ДАН СССР 185 (1969), 735 —
738, Бирман отметил, что эту теорему можно использовать для доказательства
полноты в системах вида (340), (341), если ^А/д/дх; эллиптичен. К сожале-
нию, системы первого порядка, соответствующие акустическому волновому
уравнению и уравнениям Максвелла, не эллиптичны, поскольку >J A,-pi имеет
нулевое собственное значение. Затем Шуленбергер и Уилкокс в своей статье
1971 г. показали, что если справедливы коэрцитивные оценки, то теорему
Белопольского — Бирмана можно обобщить на случай с нулевыми модами.
В статье: Coerciveness inequalities for non-elliptic systems of partial differential
equations.— Ann. Mat. Рига Appl. 88 (1971), 229—305, Шуленбергер и Уил-
кокс доказали необходимые неравенства и таким образом завершили доказа-
тельство полноты для акустического и оптического рассеяния в неоднородной
среде. Их доказательство коэрцитивных неравенств было существенно упро-
щено в работе: Т. Kato, On a coerciveness theorem of Schulenberger and Wil-
cox.— Indiana Univ. Math. J. 25 (1975), 979—985. См. также книгу Дейфта.
В подходе Бирмана, предложенном в 1971 г., коэрцитивные неравенства были
не нужны, но все еще использовалась локальная компактность. Недавно Дейфт
в своей книге показал, что не нужно ни то, ни другое. Он использовал более
общий принцип инвариантности, обсуждавшийся в замечаниях к § 3, который
утверждает, что если

(A 0 +°fc )*»- (A+« l )« '«€3 i (342)
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для каждого а т= 0, то справедливы и теорема существования, и теорема пол-
ноты волновых операторов. Затем он смог проверить (342), поскольку нуле-
вые молы исключаются из Ло и Л.

Метод Агмона — Куроды (см. § XIII . 18) был обобщен так, чтобы можно
было изучать системы, встречающиеся в этом разделе, в работе: Т. Kato,
Scattering theory for abstract differential equations of the second order.—J. Fac
Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 19 (1972), 377—392.

В случае акустического волнового уравнения проблема нулевой моды —
совершенно необязательная трудность, которая появляется только при сведе-
нии к уравнению первого порядка по пространственным производным. При
переходе к уравнению первого порядка только по временной производной1, как
это мы делали в примере 1, эллиптичность сохраняется и можно прямо при-
менять метод Като редукции к одному гильбертову пространству или теорему

' Белопольского—Бирмана. В случае уравнений Максвелла приходится сталки-
ваться с неэллиптической системой первого порядка по пространственным и
временной координатам. Но, как отмечалось в примере 2, эту систему легко
превратить в (неэллиптическую) систему второго порядка. Добавляя пере-
крестную часть в лапласиан и наделяя нулевые моды нетривиальной динами-
кой, систему можно сделать эллиптической. Тогда из эллиптичности и теории
редукции Като будет следовать полнота. Поскольку такая добавочная дина-
мика не взаимодействует с динамикой ненулевых мод, рассеяние этих мод не
меняется. Детали можно найти в статье Рида н Саймона. Мораль всего ска-
занного такова: имеешь эллиптичность-'-сохрани ее, не имеешь — заимей.

Результаты о конечности следов при изменении граничных условий восхо-
дят к работе: М. Ш. Бирман, Возмущения непрерывного спектра сингулярного
эллиптического оператора при изменении границы и граничных условий.—
Вестник ЛГУ, мат. мех. астрон. 1 (1962), 22 — 55. Теорема XI.79 доказана
с помощью методов винерова интеграла в статьг Дейфта — Саймона, упомяну-
той в замечаниях к § 4; см. также книгу: В. Simon, Functional Integration
and Quantum Physics.—New York: Academic Press, 1979. Теоремы XI.80 и
XI.8! взяты из уже упоминавшейся книги Дейфта; наше изложение следует
многим его идеям. В его доказательстве теоремы XI.81, которое очень сильно
отличается от нашего, проведенного в специальном . случае, используются
результаты Кальдерона (A. Catderon, Lebesgue spaces of differentiable functions
and" distributions.— Proc. Symp. Pure Appl. Math. v. 4, p p . 3 3 — 4 9 . — Provi-
dence, R. I.: Amer. Math. Soc, 1961). Дейфт обсуждает случай более общих
акустических операторов, учитывающих как препятствия, так и неоднород-
ности. Он также отмечает, что теорема XI.81 не охватывает физически инте-
ресный случай, когда Г представляет собой кусок гиперплоскости («дифрак-
ционный эксперимент»). Однако наше доказательство теоремы XI.81 можно
модифицировать, с тем чтобы охватить этот случай (задача 119). Дейфт раз-
вил другой подход, работающий в случаях, когда удается доказать только
компактность # r u s ; N — р е з у л ь т а т , связанный с теоремами типа Реллиха из
§ ХШ.14. Его идея (в обозначениях дополнения) состоит в том, чтобы доказать
компактность /?£,. Ni и xRl, а затем доказать конечность следа оператора
Rf.. х ( 1 - Х ) — (1—X) Ro- Последний факт влечет за собой существование вол-
новых операторов Q± ( # Г ; N , Ио, I — х)< а первый — асимптотическую экви-
валентность 1 — х единице.

»
Идея леммы 6 в доказательстве теоремы Х1.8Г взята из работы: F. Gu-

erra, L. Rosen, B. Simon, Boundary conditions for the P (q>)2 Euclidean field
theory.— Ann. Inst. H. Poincari, Sect. A 25 (1976), 231—334, где похожий
метол применялся при доказательстве некоторых технических оценок, связы-
вающих # г , N с Ro.
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§ Xl.ll. Основной источник для того подхода к теории рассеяния, который
излагается в этом разделе,— книга: П. Лаке, Р. Филлипс, Теория рассеяния.
Пер. с англ.— М.: Мир, 1971. Теорема о представлении (теорема XI.82), даю-

1 щая связь между приходящим и уходящим подпространствами и оператором
рассеяния, впервые была сформулирована и доказана в статье: Я. Г. Синай,
Динамические системы со счетиократным лебеговским спектром. I .— Изв. АН
СССР, сер. машем., 25 (1961), 899—924. Синай вывел эту теорему из теоремы
единственности фон Неймана (теорема XI.84). Лаке и Филлипс предложили
доказательство, исходящее из основных принципов: сначала они доказали
дискретный вариант (теорема XI.83), а потом получили спектральное пред-
ставление иа L* [0,2п; N] при помощи преобразования Фурье. Пользуясь
комплексным анализом и преобразованием К эли, они нашли спектральное
представление на Z-2(—оо, оо; N) для непрерывного случая, а затем при по-
мощи обратного преобразования Фурье получили теорему XI.82. Доказатель-
ство, которое мы предложили, построено на идеях теоремы Макки об импри-
митивности. Связь между этой теоремой и теоремой фон Неймана была отмечена
еще в статье: G. W. Mackey, A theorem of Stone and von Neumann.— Duke
Math. J. 16 (1949), 313—326, а далее развивается в его книге: Induced Re-
presentations of Groups and Quantum Mechanics.— New York: Benjamin, 1968.
Ссылки на теорему фон Неймана можно найти в замечаниях к § VIII.5; другое
доказательство намечено в задаче 30 к гл. X. Наше доказательство леммы
к теореме XI.82 построено по примеру знаменитого доказательства фон Ней-
мана теоремы о единственности меры Хаара (J. von Neumann, The uniqueness
of Haar's measure.— Метем, сб. 1 (1936), 721 — 734).

Существуют связи между эргодической теорией и теоремами XI.82 и XI.83,
которыми занимались Колмогоров и Синай, что и объясняет интерес Синая
к этим теоремам. В самом деле, рассмотрим преобразование пекаря (пример 2
в § VII.4). Если £>+ есть пространство функций одного лишь х, таких, что

\ fdx = O, то D+ можно рассматривать как уходящее пространство для суже-
ния U на {1} х , откуда следует, что U есть перемешивание. Теорема XI.82
важна для непрерывного случая. Действительно, определим ДГ-скстему как
пространство с мерой <Й, 2, ц>, где р. (£2) = 1, однопараметрическую группу Т^
сохраняющих меру преобразований и такую подалгебру 2 + С 2 , что (i)
T f [ 2 + ] c 2 + при t > 0; (ii) наибольшая о-алгебра, содержащаяся во всех
T f [ 2 + ] , есть {0, Q}; (iii) наименьшая о-алгебра, содержащая все T f [ 2 + J ,

есть 2. Если выбрать # f = / / € L a К / ф — о | , £>+ = {/£,%" | / 2+измеримы}

и U {t) f = f о Т 7 1 . то D+ есть уходящее подпространство и, в частности,
Tt—перемешивание.

В своей книге Лаке и Филлипс в качестве основного примера, иллюстри-
рующего приложения их главных теорем (пример 3), пользуются рассеянием
звуковых волн на препятствии с граничными условиями Дирихле. Их теория
применима также к граничным условиям Неймана и некоторым другим. Мы
рассмотрели рассеяние в неоднородной среде как иллюстрацию общей теории
для того, чтобы облегчить сравнение с техникой § 10. Вследствие интереса
к связи между геометрией препятствия, локальным убыванием энергии и по-
люсами оператора рассеяния (см. ниже) рассеяние на препятствии в однород-
ной среде оказалось основной задачей, которая рассматривалась в литературе,
хотя многие авторы указывали на то, что их результаты распространяются и
на неоднородную среду. Специально неоднородный случай рассмотрен при
помощи теории Лакса—Филлипса в работе: J . La «Vita, J. Schulenberger,
С. Wilcox, The scattering theory of Lax and Phillips and wave propagation
problems of classical physics.— ОNR Tech. Rep. 16 (1971).

Теорема XI.89 представляет собой частный случай общей теоремы Фура
и Сигала (Y. Foures, I. Segal, Causality and analyticity. — Trans. Amer. Math.
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Soc. 78 (1955), 385—405). Доказательство теоремы Фату можно найти в гл. 11
книги: P. Duren, Theory of Hp Spaces.— New York: Academic Press, 1970.
Сама идея восходит к работе Фату (P. Fatou, Series trigonomet.iques et series
de Taylor.— Ada Math. 30 (1906), 335—400), который рассматривал случай
ограниченной аналитической функции в круге. Оператор рассеяния s(z) в книге
Лакса и Фнллипса аналитичен в нижней полуплоскости, так как они опре-
деляют преобразование Фурье со знаком плюс, а мы—со знаком минус.
Доказательство теорем XI.90 и XI.91, связывающих полюсы s (г) со спект-
ром В, см. в книге Лакса и Филлипса. Формулировки там другие, так как
они записывают полугруппы в виде Z ( * ) = « , а мы—в виде e~Bt. Поэтому
у них В имеет спектр в левой полуплоскости, а у нас — в правой.

Полюсы оператора рассеяния тесно связаны с физическими наблюдениями,
так что важно определить их положение в нижней полуплоскости. Согласно
теореме XI.90, эта задача сводится к изучению о (В). С помощью функци-
онального исчисления для В результат теоремы Х1.91 может быть усилен
в разных направлениях за счет дополнительных допущений.

Теорема. Пусть выполнены все условия теоремы XI.91. Тогда:
(a) если [|Z(7")|)=a < 1 для некоторого Т, то

о (В) с { г | Re zSs — (In a)/T};

(b) если Z(T) компактен для некоторого 7", то при любом с > 0 в множестве
{г | Re г < с} содержится лишь конечное множество точек из а (В);

(c) если при некотором Т область значений Z{T) лежит в D(B), то сущест-
вуют a^R, Ь < 0, такие, что

а{В)с{г\ R e z > а + Ь\п\г\).

Условия (а) и (Ь) былн найдены Лаксом и Филлипсом в их книге. Они
показали также, что из условия (о) вытекает существование асимптотического
ряда по энергетической норме для решения в ограниченной области; этот ряд
представляет собой сумму экспонент с отношениями, зависящими от положе-
ния полюсов. Из-за этого в приложениях особенно важно убедиться в том,
что выполнено условие (Ь). Условие (с) было установлено и доказано в работе
Лакса и Филлипса (P. Lax, R. S. Phillips, A logarithmic bound on the loca-
tion of the poles of the scattering matrix.— Arch. Rational Mech. Anal. 40
(1971), 268—280) для уравнения utt—с(лс)2Дц — ?(JC)M = O при многочислен-
ных различных предположениях. Моравец и Людвиг (С. S. Morawetz, D. Lud-
wig. The generalized Huygens' principle for reflecting bodies.— Comm. Pure
Appl. Math. 22 (1969), 189—205) доказали общий принцип Гюйгенса для рас-
пространения особенностей и убывания энергии при рассеянии на выпуклом
теле (граничные условия Дирихле) и воспользовались этим результатом для
доказательства (Ь). Другое доказательство (Ь), основанное на той же форму-
лировке принципа Гюйгенса, изложено в статье: R. S. Phillips, A remark on
the preceding paper of C. S. Morawetz and D. Ludwig.— Comm. Pure Appl.
Math. 22 (1969), 207—211. В статьях Моравеца (С. S. Morawetz, The decay
of solutions of the exterior initial-boundary value problem for the wave equa-
tion.— Comm. Pure Appl. Math. 14 (1961), 561—568; The limiting amplitude
principle.— Comm. Pure Appl. Math. 15 (1962), 349—361) было показано, что
энергия убывает равномерно как t~l в ограниченных областях вне звездооб-
разного препятствия; далее Лаке, Моравец и Филлипс показали, что из этого
следует экспоненциальное убывание (P. Lax, О. S. Morawetz, R. S. Phillips,
Exponential decay of solutions of the wave equation in the exterior of a star-
shaped obstacle.— Comm. Pure Appl. Math. 16 (1963), 477—486). Отсюда
в свою очередь следует, что \\Z(t)q>\\^ce~atiq>\\, так что (а) выполняется
в случае звездообразного препятствия,
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Заметим, что, проверяя предположения теоремы XI.91 в примере 3, мы
пользовались фактом убывания энергии, но не требовали ни равномерности,
ни каких-либо специальных геометрических условии на препятствие. С другой
стороны, чтобы получить равномерное убывание, надо наложить некоторые
геометрические требования (как видно из названий цитированных статей),
потому что если край препятствия сильно зазубрен, можно удержать энергию
в его окрестности на произвольно большое время, подбирая соответствующие
граничные условия. В своей книге Лаке и Филлипс высказывают гипотезу,
что если время пребывания световых лучей в окрестности препятствия не
ограничено сверху, то | | Z ( / ) | | = 1 при всех /. Эта гипотеза была подтверждена
Ральстоном (J. Ralston, Solutions of the wave equation with localized energy.—
Comm. Pure Appl. Math. 22 (1969), 807 — 823). В другой статье Ральстон
показывает, что это справедливо и в неоднородном случае, если с (х) слиш-
ком «извивается» на бесконечности (Trapped rays in spherically symmetric
media and poles of the scattering matrix.— Comm. Pure Appl. Math. 24 (1971),
571 — 582). Другая гипотеза Лакса и Филлипса состояла в том, что если время
пребывания вблизи препятствия ограничено, то Z (t) в конце концов ком-
пактен, откуда, в частности, следует в силу (233), что | |Z(/) | | становится
меньше единицы. Эта последняя более слабая гипотеза была доказана в ра-
боте: С. Morawetz, J. Ralston, W. Strauss, Decay for solutions of wave equa-
Mons outside of non-trapping obstacles.— Comm. Pure Appl. Math. 30 (1977),
447—508. Связь между геометрией препятствия и полюсами оператора рас-
сеяния через оценки убывания энергии — одна из самых замечательных черт
метода Лакса — Филлипса. На этом пути Моравец и Людвиг показывают, что
формальное решение задачи рассеяния, предлагаемое геометрической оптикой,
является асимптотическим к точному решению в теории Лакса — Филлипса
(С. S. Morawetz, D. Ludwig, An inequality for the reduced wave operator and
the justification of geometrical optics.— Comm. Pure Appl. Math. 21 (1968),
187 — 203). Другие результаты, относящиеся к положению полюсов s(z), см;
в статьях: P. Lax, R. S. Phillips, Decaying modes for the wave equation in

.the exterior of an obstacle.— Comm. Pure Appl. Math. 22 (1969), 737—787;
On the scattering frequencies for the Laplace operator for exterior domains.—
Comm. Pure Appl. Math. 25 (1972), 85—101.

Приложение их метода к квантовому рассеянию описано Лаксом и Фил-
липсом в их книге, а дальнейшее развитие—в статье: P. D. Lax, R. S. Phil-
lips, The acoustic equation with an indefinite energy form.— J. Funct. Anal.
1 (1967), 37—83. См. также: С. Dolph, J . McLeod, D. Thoe, The analytic
continuation to the unphysical sheet of the resolvent kernel and the scattering
operator associated with the Schr6dinger equation.— J. Math. Anal. Appl. 18
(1966), 311—332.

В своей книге Лаке и Филлипс приводят также два доказательства (одно
из них принадлежит М. Шифферу) того, что препятствие (в случае условий
Дирихле) однозначно определено оператором рассеяния. Это утверждение было
обобщено Майдой (A. Majda, High frequency asymptotics for the scattering
matrix ami the inverse problem of acoustical scattering.— Comm. Pure Appl.
Math. 29 (1976), 261—291; A representation formula for the scattering operator
and the inverse problem for arbitrary bodies.— Comm. Pure Appl. Math. 30
(1977), 165—194), который показал, что препятствие с выпуклой оболочкой
определяется при помощи явной формулы высокочастотными асимптотиками
ядра k (8, w; а) оператора / — S . Результаты Маиды в свою очередь были
обобщены Лаксом и Филлипсом (P. Lax, R. S. Phillips, Scattering of sound
waves from an obstacle.— Comm. Pure Appl. Math. 30 (1977), 195 — 233).

Подход Лакса и Филлипса был далее развит и применен в разнообразных
других ситуациях. Для случая четных размерностей см.: P. Lax, R. S. Phil-
lips. Scattering theory for the acoustic equation in an even number of space
dimensions.— Indiana Univ. Math. J.22 (1972), 101 — 134. Для симметрических
гиперболических систем с сохраняющейся энергией см.: P. D. Lax. R. S. Phll-
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lips, Scattering theory.— Rocky Mountain J. Math. 1 (1971), 173—223. Для
диссипативных гиперболических систем см.: P. D. Lax, R. S. Phillips, Scat-
tering theory for dissipative hyperbolic systems.— J. Fund. Anal. 14 (1973),
172—236; C. Foias, On the Lax — Phillips nonconservative scattering theorv.—
J. Funct. Anal. 19 (1975), 272 — 301. Для движущихся рассеивающих объек-
тов см.: J. Cooper W. Strauss, Energy boundedness and decay of waves re-
flected off a moving boundary.— Indiana Univ. Math. J. 25 (1976), 671—690.
Для приложений к явлениям переноса см.: P. D. Lax, R. S. Phillips, Scat-
tering theory for transport phenomena. In.: Functional Analysis (B. Qelbaum.
ed.).— Thompson, 1967. Рассеяние в некоторых неевклидовых геометриях,
которое приводит к S-матрицам, связанным с автоморфными функциями, ис-
следовано в работах: Б. С. Павлов, Л. Д. Фаддеев, Теория рассеяния и авто-
морфные функции.— Записки научных семинаров ЛОМИ 27 (1972), 161 —193.
и P. Lax, R. S. Phillips, Scattering Theory for Automorphic Functions.— Ann
Math. Stud. 87.— Princeton Univ. Press, 1976.

Прием скручивания из дополнения восходит к работе Девиса и Саймона
указанной в замечаниях к § 4. Они рассматривают случай граничного условия
Неймана, а также некоторые другие приложения.

§ XI.12. Материал этого раздела основан на грех статьях: J. Hejtmanek,
Scattering theory of the linear Boltzmann operator.— Commun. Math. Phys. 43
(1974), 109—120; B. Simon, Existence of the scattering matrix for the lineariz
ed Boltzmann equation.— Commun. Math. Phys. 41 (1975), 99—108; J. Voigt,
On the existence of the scattering operator for the linear Boltzmann equation.—
J. Math. Anal. Appl. 58 (1977), 541—558. См. также работу: V. Protopopescu,
On the scattering matrix for the linear Boltzmann equation.— Rev. Roumaine
Phys. 21 (1976), 991—994.

Хейтманек (статья которого была первой появившейся в виде препринта)
выделил проблему и доказал основной результат о разрешимости из теоремы
XI.93, включая утверждения (а) — (с), и теорему XI.94. Саймон ввел лемму,
появившуюся в тексте перед теоремой XI.94, доказал георему XI.95 при более
сильном предположении, что (diamD) (M (oa)-j-M (ов)) < 1, и при этом же
предположении доказал теорему XI.96. Замечания Саймона о том, что эти
идеи тесно связаны с теорией гладких возмущений, рассмотрены в § XIII.7.
Работа Саймона содержит также пример, показывающий, что динамика может
не обладать свойством обращаемости в L+. Фойгт доказал оценку из теоремы
XI.98 (d), а также теоремы XI.95 и XI.96 в использованных нами предполо-
жениях. Он также обобщил эти результаты на некоторые случаи с некомпакт-
ным носителем и дал пример регулярной подкритической пары, для которой
оператор Q~ не существует.

Общее (т. е. нелинейное) уравнение Больцмана было предложено в работе.
L. Boltzmann, Uber die Aufstellung und Integration tier Gleichungen, welche
die Molekularbewegung in Gasen bestimmen.— Sitz. Wien. 74 (1876), 503.
Недавнее обсуждение математических проблем, связанных с этим уравнением,
см. в книге: Е, Q. D. Cohen, W. Thirring, The Boltzmann Equation.— Vienna:
Springer 1973. Линеаризованное уравнение Больцмана интенсивно применя-
лось для изучения совсем других явлений, которые мы здесь не рассматри-
вали. Для тех явлений переноса, которые связаны с реакторами, см.: I. Bell,
S. Glasston, Nuclear Reactor Theory.— Princeton, N. J.: Van Nostrand, 1970;
для явлений переноса в звездах см.: D. Mihalas, Stellar Atmospheres.— San
Francisco: Freeman, 1970.

§ XI.13. Первые результаты теории рассеяния для уравнения

Uff — \и-\-т*и =—gu3 (343)

были доказаны Сигалом: 1. Segal, Quantization and dispersion for nonlinear
relativistic wave equations.—Proc. Conf. Math. Theory of Elementary Particles
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(Dedham, Mass. 1965), tip. 79—108.—Cambridge, Mass.: МП Press. Сигал
показал, что для всех достаточно хороших решений ы_ свободного уравне-
ния существует решение и уравнения (343), такое, что ы _ — и-»• 0, когда
t - * — о о . Аналогично, для каждого и + существует некоторое и. Таким обра-
зом, Сигал построил волновые операторы Q ± на определенных множествах
хороших асимптотических данных. В работе: 1. Segal, Dispersion for nonlinear
relativistic wave equations.— Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 1 (1968), 459—497,
он показал, что если ы_ и и+ малы (или g мало), го операторы Й * имеют
обратные, так что для малых данных существует оператор рассеяния. Эта
статья содержит большую часть представленных нами сведений о рассеянии
для малых данных. Впоследствии методы для малых данных были применены
Чедемом к более общим уравнениям (J. Chadam, Asymptotics for • « =
= m2u + G (x, t, и, их, ut). I, 11.— Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Fis. Mat.
26 (1972), 33—65, 67 — 95), а Валем к случаю m = 0 (W. von Wahl, Ober die
klassische Losbarkeit des Cauchyproblems fur nichtlineare Wellengleichungen
bei kleinen Anfangswerten und das asymptotische Verhalten der Losungen.—
Math. Z. 114 (1970), 281—299. Абстрактная теория низкоэнергетического рас-
сеяния, излагаемая нами, близко следует построению Штрауса (W. Strauss,
Nonlinear scattering theory. In.: Scattering Theory in Mathematical Physics
(J. Lavita and J.-P. Marchand, eds.).—Dordrecht, The Netherlands: Reidel,
1974). Приводимое нами доказательство теоремы XI.98 содержи*) некоторые
дополнительные улучшения, сделанные Штраусом.

Наше доказательство теоремы XI. 101 построено по образцу оригинального
доказательства Штрауса (W Strauss, Decay and asymptotics for [~}u = F (и),—
J-. Fund. Anal. 2 (1968), 409—457). Идея доказательства оценки убывания
интегрированием по частям и идентификацией положительных слагаемых в со-
храняющейся величине восходич по крайней мере к работе: С. Morawetz, The
limiting amplitude principle.— Comm. Pure Appl. Math. 1ft (1963), 349—361...
Доказать асимптотическую полноту для уравнения (343) в случае т > 0 го-
раздо труднее, чем в случае т = 0. Несмотря на го что имеется нарушенный
конформный заряд, аналогичный заряду из задачи 153, слагаемое, являющееся
источником, положительно, что нарушает оценку убывания. Для случая т>0
и когда g=g(x) мала на бесконечности, Штраус построил операторы Я + и
Q- в работе: W. Strauss, Decay of solutions of hyperbolic equations with loca-
lized nonlinear terms. In: Symposia Mathematica, Vol. VII, Probleme di Evolu-
zione, lstituto Nazionale di Alta Mathematica (Roma).— New York: Academic
Press, 1971, pp. 339—355. Далее, Моравец и Штраус доказали асимптотическую
полноту для т>0, когда g—положительная константа, в статье: С. Morawetz,
W. Strauss, Decay and scattering of solutions of a nonlinear relativistic wave
equation,— Comm. Pure Appl. Math. 25 (1972), I—31. Их весьма трудное до-
казательство улучшает слабую оценку убывания, которая ранее была получена
Моравецем (С. Morawetz, Time decay for the Klein—Gordon equation.— Prnc.
Roy. Soc. London Ser. A 30G (1968), 291—296). Абстрактная версия их дока-
зательства появилась в работе: М. Reed, Construction of the scattering operator
for abstract nonlinear wave equations.— Indiana Univ. Math. J. 25 (1976),
3017—1027. Дальнейшие свойства оператора рассеяния доказаны в статье:
С. Morawetz, W. Strauss, On a nonlinear scattering operator.— Comm. Pure
Appl. Math. 26 (1973), 47—54.

Асимптотическая полнота для нелинейного уравнения Шредингера
Ши/dt = ( — Д | - т ) а + / («)

для различных нелинейных членов / (и) была доказана в работах: J . E. Lin,
W. Strauss, Decay and scattering of solutions of the nonlinear Schrodinger equa-
tion.— J. Fund. Anal. 30 (1978), 245—263; J . Ginibre, G. Velo, On a class of
non-linear Schrodinger equations, I, I I . — J. Funct. Anal. 32 (1979), 1—32,
33—7L; I I I . — Ann. Institut H. Poincare 28 (1978), 287—316. Для получения не-
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обходимой априорной оценки убывания Жинибр и Вело пользуются нарушенной
инвариантностью аналогично применению нарушенной конформной инвариант-
ности, описанному в задаче 153.

По этому предмету имеется обширная литература. Ссылки и дальнейшее
обсуждение см. в лекциях М. Рида: М. Reed, Abstract Non-linear Wave Equa-
tions. Lecture Notes in Mathematics, 507.— New York, Heidelberg, Berlin:
Springer-Verlag, 1976, лекциях Штрауса «Non-linear scattering theory», на ко-
торые мы ссылались выше, и его же лекциях веб. «Invariant wave equations»,
на которые мы ссылаемся ниже.

Обсуждение связанных состояний в нелинейных системах и, в частности,
детали рассмотренного в этом разделе примера можно найти в работе:
W. Strauss, Existence of solitary waves in higher dimensions.— Cutntnun. Math.
Phys. 55 (1977), 149—162, где приведены ссылки на более ранние работы.

Проводилось также интенсивное исследование частного класса уравнений,
включающего уравнение Кортевега—де Фриза и уравнение sin-Гордон, кото-
рые обладают связанными состояниями с очень специальными свойствами.
А именно, здесь нет рассеяния между каналами. Иными словами, состояние,
которое выглядит как п солитонов при / = —оо, будет выглядеть как п соли-
тонов и при / = + « > • На самом деле даже скорости солитонов будут теми же
самыми. Как введение в литературу по этому вопросу см.: С. Scott, F. Chu,
D. McLaughlin, The soliton: A new concept in applied science.— Proc. IEEE
61 (1973), 1443—1483, и Nonlinear Wave Motion (A. Newell, ed.), Lectures in
Applied Mathematics, 15.— Providence, R. I.: Amer. Math. Soc, 1974.

Теорема Нётер восходит к работе: Е. Noether, Invariante Variations prob-
leme.— Nachr. Akad. Wiss. Gdtlingen Math.-Phys. Kl. II (1918), 235—257. Эти
идеи стали стандартной частью классической теории поля; см., например, со-
ответствующее рассмотрение в книге: Н. Н. Боголюбов, Д. В. Ширков, Вве-
дение в теорию квантованных полей.— М.: Наука, 1976. То, что инварианты
динамики связаны с группами преобразований, коммутирующих с динамикой,—
идея, знакомая по классической и квантовой механике. Пусть Т'/*} — поток в
фазовом пространстве, порождаемый гамильтонианом Н (р, q) посредством

уравнений Гамильтона (Х.153). Если Т1/} — поток, порождаемый f\p, q), и
Т<н>тФ_T<J)T<H^ T Q ф у н к ц и я f инвариантна относительно действия Г/Я >, т. е.

f(T\H) (p, q>) = f(p, q). В квантовой механике пусть Я—гамильтониан, а Л —
другой самосопряженный оператор. Если e~isH и e~itA коммутируют, то
спектральные меры оператора А инвариантны относительно действия e~itH

t

т . е . (£&4 )е-' ш <р, е - ' ' / / ф ) = (£ '^4 )ф, <р) для всех <р и /. Отметин, однако, две
вещи, относящиеся к случаю классической теории поля. Во-первых, удобнее
работать в лагранжевой формулировке, чем в гамильтоновой. Во-вторых, со-
храняющиеся величины возникают как интегралы от локальных плотностей.

Для знакомства с другим, хотя и родственным подходом к нахождению
сохраняющихся величин см. лекции Штрауса: W. Strauss, Nonlinear invariant
wave equations. In: Invariant Wave Equations, Lecture Notes in Physics, 73.—
New York, Heidelberg, Berlin: Springer-Verlag, 1978, pp. 197—249.

Группа дробно-линейных преобразований плоскости С геометрически по-
рождается вращениями, трансляциями, масштабными преобразованиями и ин-
версией на R2. Аналогично, группа преобразований R4, порождаемая враще-
ниями, трансляциями, масштабными преобразованиями и инверсией х—<-х/х-х,
называется конформной группой, поскольку она также сохраняет углы. Если
мы продолжим / до it, то группа вращений перейдет в группу Лоренца, а ин-
версия станет лореицевой инверсией; это и будет именно та группа, которую
физики обычно называют конформной группой. Она сохраняет углы в смысле
лоренцева скалярного произведения.

(? XI.14. Понятие магпонов впервые возникло в физической литературе в связи
с теорией ферромагнетизма. В наши намерения не входит сколько-нибудь пол-
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ное обсуждение обширной литературы по этой геме, как и вообще по модели
Гейзенберга. Упомянем лишь поучительную статью Дайсона (F. Dyson, Gene-
ral theory of spin-wave interactions.— Phys. Rev. 102 (1956), 1217—1230) и
коллекцию препринтов i.o ферромагнетизму, выпущенную Японским физическим
обществом.

Основные идеи теории рассеяния в модели Гейзенберга при нулевой тем
nf-ратуре были высказаны Уоттсом (G J. Watts, Theory of spin-wave scatte-
ring.—Ph. D. Thesis, Bedford College, 1973) и Хеппом (К. Нерр, Scattering
theory in the Heisenberg ferromagnet.— Phys. Rev. В 5 (1979), 95—97). Подроб-
ный обзор можно найти у Стритера (R. F. Streater, Spin-wave scattering. In:
Scattering Theory in Mathematical Physics (J. A. La Vita, J. P. Marchand.
eds.), pp. 273—298.—Dordrecht, The Netherlands, Reidel. 1974).

Связанные состояния магнонов рассматриваются в работах: J. G. Han us,
Bound states in the Heisenberg ferromagnet.— Phys. Rev. Lett. 11 (1963),
336—337; M. Wortis, Bound states of two spin waves in the Heisenberg ferro-
magnet.— Phys. Reo. 132 (1963), 85—97.

В одномерной модели Гейзенберга рассеяние магнонов можно исследовать
гораздо подробнее, поскольку многие формулы могут быть получены в замк-
нутом виде. В частности, при каждом п существует одно и только одно га-маг-
нонное связанное состояние. Причина, по которой эта модель так легко под-
дается изучению, заключается в том, что, подобно одномерным солитонам, спи-
новые волны не рассеиваются друг на друге, а также нет передачи импульса.
Дальнейшие подробности см. в работах: L. Thomas, Ground state representation
of the infinite one-dimensional Heisenberg ferromagnet. I .— J. Math. Anal.
Appl. 59 (1977), 392—414; D, Babbitt, L. Thomas, Ground state representation
of the infinite one-dimensional Heisenberg ferromagnet. II, An explicit Planche-
rel formula.— Commun. Math. Phys. 54 (1977), 255—278; D. Babbitt, L. Tho-
mas, Ground state representation of the infinite one-dimensional Heisenberg fer-
romagnet, III. Scattering theory.— / . Math. Phys. 19(1978), 1699—1704.

Гильбертово пространство, построенное нами в случае бесконечного объема,
допускает также реализацию в виде бесконечного тензорного произведения.
Пусть

£*о= ! ® vJl o<xGC8 и все va, за исключением конечного числа, равны ( У ) }.

Линейную структуру введем здесь так, чтобы произведение ® с а было линей-
ным по каждому из сомножителей при фиксированных остальных. Для v и да
из D o . v=®v

a' w = ® a » a определим

(v, w)= П Ca' ша)с<>- ( 3 4 4 )

a e g 3 a

Это произведение не бессмысленно, поскольку все его члены, за исключением
конечного числа, равны единице. Далее, можно показать, что (344), расширен-
ное до полутора линейной формы, определяет внутреннее произведение на Do

(задача 136). Пополнение Do по этому внутреннему произведению есть гиль-
бертово пространство—одно нз несчетного множества различных между собой
тензорных произведений, которые мы можем построить, заменяя (°) различ-
ными последовательностями. Это пространство изоморфно ffl относительно
отображения i|) ({ap}) Н»® fp. где ур = (°) (соответственно (ц)) п р и а р = 0
(соответственно 1). Бесконечные тензорные произведения были введены Дж.
фон Нейманом (J. von Neumann, On infinite direct products.— Compositio
Math. 6 (1938), 1—77). Краткое изложение их теории дано в приложении к
работе: М. Reed, Self-adjointness in infinite tensor product spaces.— /. Funct.
Anal. 5 (1970), 94—124.
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§ XI.15. Математическое описание рассеяния квантованных полей восходи! к
работам: R. Feynman, The theory of positrons,— Phys. Rev. 76 (1949), 749—759;
A. Salam, P. Matthews, Fredholm theory of scattering in a given time-depen-
dent field.— Phys. Rev. 90 (1953), 690—695; J. Schwinger, Theory of quantized
fields, IV, V.— Phys. Rev. 92 (1953), 1283—1299; 93(1954), 615—628. Во всех
этих четырех работах рассматривается электрон-познтронное рассеяние в за-
данном внешнем классическом электромагнитном поле. Фейнман выписал по-
следовательные приближения для некоторых амплитуд рассеяния в терминах
классических пропагаторов и рассмотрел связи между полученными им фор-
мулами, теорией дырок Дирака н вторичным квантованием. В работах Сала-
ма—Мэтьюза н Швннгера выписано то, что присутствовало в работе Фейн-
мана неявно, а именно разложения типа Дайсона для оператора рассеяния в
терминах внешнего поля и квантованного in-поля, а также изучена сходи-
мость выражений для некоторых матричных элементов.

Реализация кжавских теорий в виде интеграла по внешним полям на
формальном уровне была развита в работах: A. Salam, P. Matthews, The
Green's functions of quantized fields.— Nuovo Cimento 12 (1954), 563—565; Pro-
pagators of quantized fields.— Nuovo Cimento 2 (1955), 120—134. Для двумерной
теорин этот формализм был поставлен на строгую основу Э. Занлером (Е. Setter.
Schwinger functions for the Yukawa model in two dimensions with space-time
cutoff.— Commun. Math. Phys. 42 (1975), 153—182). См. также: E. Seller,
B. Simon, Nelson's symmetry and all that in the (Yukawa)a and (<p4)3 field theo-
ries.— Ann. Phys. 97 (1976), 476—518. Именно этот формализм обеспечил боль-
шую часть последних достижений теории, включая проверку выполнения ак-
сиом Вайтмана при малых константах связи.

Первая попытка разработать строгий и полный математический аппарат
для задач с внешним полем была предпринята Капри (A. Capri, Electron scat-
tering in a given time-dependent electromagnetic field.— J. Math. Phys. 10
(1969), 575—580). Капри указал на то, что построение динамики квантован-
ного поля можно полностью свести к построению аналогичной классической
динамики. Однако данное Капри доказательство существования вакуума out-
полей было неполным. Эту трудность удалось преодолеть в работе: В. Schroer,
R. Seller, J. Swieca, Problems of stability for quantum fields in external time-
dependent potentials.— Phys. Rev. D 2 (1970), 2927—2937, где были рассмот-
рены также спины, отличные от 1/2. Для случаев спнна 0 (со связью вида
(278)) и спина 1/2 обзор развития теории был дан Р. Зайлером (R. Seller, Quan-
tum theory of particles with spin zero and one half in external fields.— Com-
mun. Math. Phys. 25 (1972), 127—151). Наше изложение частично следует
этой работе.

Из других работ по проблеме внешнего поля можно указать: J. BelHssard.
Quantized fields in interaction with external fields; I. Exact solutions and per-
turbation expansion; II. Existence theorems.— Commun. Math. Phys. 41 (1975),
235—266; 46 (1976), 53—74; P. Bongaarts, S. Ruijsenaars, The Klein paradox
as a many particle problem.— Ann. Phys. 101 (1976), 289—318; J. M. Chadam.
Unitarity of dynamical propagators of perturbed Klein — Gordon equations.—
J. Math. Phys. 9 (1968), 386—396; W. Hochstenbach, Field theory with an ex-
ternal potential.— Commun. Math. Phys. 51 (1976), 211—217; M. Klaus.
G. Scharf. The regular external field problem in quantum electrodynamics.—
Helv. Phys. Ada 50 (1977), 779—802; Vacuum polarisation in Fock space.—
Helv. Phys. Ada 50 (1977), 803—8J3; L. E. Lundberg, Relativistic quantum
theory for charged spinless particles in external vector fields.— Commun. Math.
Phys. 31 (1973), 295—316; J. Palmer, Scattering automorphisms of the Dirac
fields.— J. Math. Anal. Appl. 64 (1978), 189—215; Symplectic groups and the
Klein —Gordon field.— J. Fund. Anal. 27 (1978), 308—336; S. Ruijsenaars,
Charged particles in external fields; I. Classical theory; II. The quantized Dirac
and Klein —Gordon theories.— J. Math. Phys. 18 (1977), 720—737; Commun.
Math. Phys. 52 (1977), 267—294. См. также статьи в сб.: Invariant Wave Equa-
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tions (G. Velo, A. S. Wightman, eds.), Lecture Notes in Physic^ 73.— Berlin,
Heidelberg, New York: Springer-Verlag, 1978.

Теорема XI. 108 принадлежит Шейлу (D. Shale, Linear symmetries of free
boson fields.— Trans. Amer. Math. Soc. 103 (1962), 149—167). Аналогичная
георема для ферм ионов доказана в работе: D. Shale, W. Stinespring, Spinor
representations of infinite orthogonal groups.— J. Math. Mech. 14 (1965),
315—322. В обеих работах используются результаты Сигала (I, Segal, Distri-
butions in Hilbert space and canonical systems of operators.— Trans. Amer.
Math. Soc. 88 (1958), 12—41 О преобразованиях Боголюбова существует об-
ширная литература. См., например, работы: R. Powers, E. Stjerrmer, Free sta-
tes of the canonical anti-commutation relations.— Commun. Math. Phys. 16
(1970), 1—33; K. Fredenhagen, Implementation of automorphisms and derivations
of the CAR algebra.— Commun. Math. Phys. 52 (1977), 255—266; G. Labonte,
On the nature of strong Bogoliubov transformations for fermions.— Commun.
Math. Phys. 36 (1974), 59—72, для фермионного случая; Р. Kristensen,
L. Mejlbo, E. T Poulsen, Tempered distributions in infinitely many dimensions),
III: Linear transformations of field operators.— Commun. Math. Phys. 6 (1967),
29—48; A. Klein, Quadratic expressions in a free boson field,— Trans. Amer.
Math. Soc. 181 (1973), 439—456; Ф. А. Березин, Метод вторичного квантова-
ния.— М.: Наука, 1965,— для бозонного случая. См. также S. Ruijsenaars, On
Bogoliubov transformations; 1, П.—У. Math. Phys. 18(1977), 517—526; Ann.
Phys. (to appear.)

Для преобразований Боголюбова существует 1акже эквивалентный форма-
лизм, использующий симплектические преобразования. Этот подход исполь-
зуется, в частности, в работах Сигала и Шейл». Он отличается большей ком-
пактностью и большей математической элегантностью и обнаруживает связи
с различными проблемами теории чисел и теории представлений групп. Однако
явные вычисления, подобные приводимым в нашем тексте, часто легче выпол-
нить в формализме Боголюбова.

Ожишем подход симплектических преобразований. Напомним, что по Си-
.галу оператор поля Ф5 (/) (см. § Х.7) определялся иад любым комплексным
гильбертовым пространством $%, однако отображение /h» CDs (f) было только
вещественно линейным. Канонические перестановочные соотношения имели вид

Симплектическнм преобразованием назовем вещественное линейное отображе-
ние Т: 9£ —* ЗС• г а к ° е - что

lm(77, Tg) = lm(/, g). (345a)

Если обозначить через Т1 сопряженное к Т как к отображению иа веществен-
ном гильбертовом пространстве ffl, с внутренним произведением (/, g), =
=> Re (/, g), то (345а) эквивалентно соотношению

T4T = J, (345b)

где J — оператор умножения на (. Если подобрать комплексное сопряжение С,
то можно написать $ f r = a5Sf0 JSK, где Ж — вещественное подпространство

ЙГ = {<р | Сср = ф}. В смысле этой прямой суммы •/ = ( ? Q ) , И В случае

<S\m$F£ <oo (345b) отождес1вляется с обычным условием симплектического пре-
образования. Симплектические преобразования индуцирую1 естественное пре-
образование для поля:

(<&"®)s(f) = ®s(Tf)- (346)

Поскольку
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то (346) равносильно (301), если положить

<<#"ФШ=-7=[4 (П+ав(СП].
* г (347)

B+=±[T-JTJ], В _ — | [ Г + 7Г/] .

Подчеркнем, что В± являются комплексно линейными и (298) эквивалентно
(346). Обратные формулы (299), (300) эквивалентны соотношению Г - 1 =
= — Л J, которое имеет место, если оператор Т обратим (в общем случае он,
возможно, имеет только левый обратный).

Оригинальный результат Шейла о реализуемости утверждает, что если
Т — обратимое симплектическое преобразование, то унитарный оператор U-p,
такой, что UT&S Uf 1 = (оГФ)5> существует в том и только том случае, когда
ТХТ—/ есть оператор Гильберта—Шмидта. Но, в силу (347) и (34бЬ),

Т1Т — / = 2ГСВ_, (348)

так что критерий Шейла эквивалентен критерию д _ £ 7 2 , который мы можем
установить, поскольку 2Т С сбратнм. Доказательство Шейла несколько отли-
чается от нашего. Отправным пунктом для него служит вещественное поляр-
ное разложение T=Q\T\ с \Т\=уТхТ. Ортогональное симплектическое
преобразование Q явно реализуется оператором Г (Q), который на Г„ (ffl)
равен Q (g). . - ® Q. В терминах преобразования Боголюбова В (Q)_ = 0 в силу
<348), так что S(Q)+ унитарен н, тривиальным образом, Г (U) a* (f) Г (£/)-*=
= а+ (Uf). В результате теорему достаточно доказать для случая Т > 0. В этом
случае можно формально реализовать Т как масштабное преобразование ST
на Q-пространстве и написать явную формулу для унитарного оператора, ии-
дуцирующего Т: (Uf)(q) = NT(q)j(Srq), где NT(qr есть якобиан замены пе-
ременных. Условие Т*Т — 1£Э2 необходимо, чтобы показать, что NT(q) кор-
ректно определен.

В случае Г* = Г теорема Шейла эквивалентна вопросу о том, когда два
гауссова процесса являются взаимно абсолютно непрерывными. Это/факт об-
суждается в § 16 книги Б. Саймона «Модель Р (ф)а эвклидовой квантовой
теории поля» (Пер. с англ.— М.: Мир, 1976). Соответствующие результаты
были хорошо известны в теории вероятностей еще до работы Шейла; см., на-
пример, J. Feldman, Equivalence and perpendicularity of Gaussian processes.—
Pacific J. Math. 8 (1958), 699—708, а также: Я. Гаек, Об одном свойстве нор-
мальных распределений произвольного стохастического процесса.— Чехосл.
машем, ж. 8 (1958), 610—618.

Для того вида связи, который использовался в данном разделе, всю тео-
рию S:O}KHO было бы сформулировать для одного эрмитова скалярного поля.
Для других видов часто приходится вводить заряженное поле.

Условия гладкости, налагавшиеся в данном разделе на V (х, t), хотя и
удобны, не имеют решающего значения. С другой стороны, какие-то условия
малости V при | х \ —• оо и | /1 —• оо все же необходимы для проведения на-
шего простого подхода. Действительно, допустим сначала, что V (х, t)=a(t)
и а(-) имеет компактный носитель по t, т.е. мы включаем, а затем выклю-
чаем постоянное скалярное поле.' Тогда мы можем определить динамику вза-
имодействия так, как это сделано в данном разделе, получая для каждого мо-
мента времени / представление канонических перестановочных соотношений
а(х, t), №{x, t); однако не следует ожидать, что эта динамика будет уни-
тарно реализуема, поскольку включение поля а (/) равносильно изменению
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массы, а даже для свободного поля такое изменение означает переход к дру
гому представлению канонических перестановочных соотношений (теорема Х.46).
Физическая причина этого состоит в том, что, поскольку потенциал действует
на бесконечном пространстве, он может за конечный промежуток времени ро-
ждать бесконечное число пар. Теперь рассмотрим случай, когда V (х, 0 = Р (•*)
не зависит oi времени. Здесь неясно, как определить out-поля и out-динамику
даже при условии, что функция р* (х) локализована в пространстве. И уж ни-
как нельзя ожидать, что представления канонических перестановочных соот-
ношений, соответствующие in-полям и out-полям, в общем случае унитарно
эквивалентны, поскольку потенциал действует в интервале времени, достаточ-
ном для рождения бесконечного числа пар. Используя аппарат банаховых
алгебр, Бонгаартс в работе: P. Bongaarts, The electron-positron field, coupled
to external electromagnetic potentials, as an elementary C*-algebra theory.—
Ann. Phys. 56 (1970), 108—139, показал, как определить out-поля в случае
уравнения Дирака в статическом внешнем поле. Для некоторых весьма част-
ных случаев он доказал унитарную реализуемость динамики. Наличие таких
трудностей уже в линейных задачах с внешними полями, когда не возникает
проблем перемножения операторнозначных обобщенных функций, указывает
на то. насколько сложной является динамика в существенно нелинейных по-
левых теориях.

Значительные усилия были приложены к решению задач с внешними по-
лями для уравнении высших спинов (s > 1), когда во всех известных случаях
возникают еще дополнительные трудности. Прежде всего нередко бывает трудно
подобрать нужное положительно определенное внутреннее произведение на
пространстве решений (положительная определенность требуется для вторичного
квантования). Если же специально модифицировать внутреннее произведение
для придания ему положительной определенности, то утрачиваются перестано-
вочные соотношения для соответствующего распространяющегося поля. Затем
в работах Вело и Цванцигера (G. Velo, D. Zwanziger, Propagation and quantiza-
tion of Rarita—Schwinger waves in an external electromagnetic potential.— Phys.

.Rev. 186(1969), 1337—1341; Noncausality and other defects of interaction Lagran-
gians for particles of spin one and higher.— Phys. Rev. 188 (1969), 2218—2222) было
показано, что для некоторых уравнений, формально лоренц-инвариантных, свой-
ства распространения нарушают причинность. Точнее, было доказано следующее;
Назовем фундаментальное решение «причинным», если его носитель лежит
в световом конусе будущего, и «слабо причинным», если оно убывает в про-
странствеиио-подобных направлениях быстрее любой степени рассеяния. Вело
и Цванцигер показали для некоторых уравнений, что если слабо причинное
фундаментальное решение существует, оно не является причинным. Недавно
Л. Гордииг показал, что существуют такие уравнения и такие внешние поля,
для которых нет слабо причинных фундаментальных решений. Известны и дру-
гие аномалии. Ряд проясняющих дело обзорных статей по этой теме принад-
лежит Вайтману: A. S. Wightman, Introductory remarks. In: Troubles in the
External Field Problem for Invariant Wave Equations (A. S. Wightman, re-
viewer).— New York: Gordon and Breach, 1971; Relativistic wave equations as
singular hyperbolic systems.— Proc. Symp. Pure Math. XXIII, pp. 441—447.
Amer. Math. Soc, 1973; Instability phenomena in the external field problem
for two classes of relativistic wave equations. In: Essays in honor of Valentine
Bargmann, pp. 423—460.—Princeton Univ. Press, 1976.

Существует обширная литература по потенциальному рассеянию для урав-
нений Дирака и Клейна — Гордона. По уравнению Дирака читатель может
обратиться к работам: К. J. Eckhardt, On the existence of wave operators for
Dirac operators.— Manuscripta Math. 11 (1974), 349—371; Scattering theory for
Dirac operators.— Math. Z. 139(1974), 105—131; J. С Guillot, G. Schmidt,
Spectral and scattering theory for Dirac operators.— Arch. Rational Mech. Anal.
55(1974), 193—206; K. Mochinzuki, On the perturbation of the continuous
spectrum of the Dirac operator.— Proc. Japan Acad. 40 (1964), 707—712; R. Pros-
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ser, Relativistic potential scattering.—У. Math. Phys. 4(1963), 1048—1054;
M. Thompson, Eigenfunction expansions and the associated scattering theory
for potential perturbations of the Dirac equation.— Quart. J. Math. Oxford Ser.
23(1972), 17—55; статьи Веселима и Вейдмана, указанные в замечаниях
к § 4; R. A. Wedcr, Spectral properties of the Dirac Hamiltonian.— Ann. Soc.
Sci. Bruxelles Ser. 1 87(1973), 341—355; O. Yamada, On the principle of li-
miting absorption for the Dirac operator.— Publ. Res. last. Math. Sci. 8
(1972/73), 557—577. Для уравнения Клейна—Гордоиа укажем следующие
работы: J. M. Chadam, The asymptotic behavior of the Klein—Gordon equa-
tion with external potential; I, II .— J. Math. Anal. Appl. 31 (1970), 334—348;
Pacific J. Math. 31 (1969), 19—31; монографию Дейфта, ссылка на которую
даиа в замечаниях к § 10; Т. Kato, Spectral and scattering theory for the
/-self-adjoint operators associated with the perturbed Klein—Gordon type equa-
tions,— J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. I A Math. 23(1976), 199—221; L. Lund-
berg, Spectral and scattering theory for the Klein—Gordon equation.— Commun.
Math. Phys. 31(1973), 243—257; M. Schechter, The Klein—Gordon equation
and scattering theory.— Ann. Phys. 101(1976), 601—609 (см. также работы
Шехтера по эллиптическим системам указанные в замечаниях к § XI 11.8,
и вторую из его статей, приведенных в замечаниях к § 3); W. Strauss, Scat-
tering for hyperbolic equations.— Trans. Amer. Math. Soc. 108(1963), 13—37;
D. Thoe, Spectral theory for the wave equation with a potential term.— Arch.
Rational Mech. Anal. 22(1966), 364—406; K. Veselic, A spectral theory for
the Klein — Gordon equation with an external electrostatic potential.— Nuclear
Phys. A 147 (1970), 215—224; R. Weder, Self-adjointness and invariance of the
essential spectrum for the Klein — Gordon equation.— Helv. Phys. Ada 50(1977),
100—117; Scattering theory for the Klein—Gordon equation.— J. Funct. Anal.
27(1978), 100—117.

§ XI.16. Теория Хаага — Рюэля основывается на работах: R. Haag, Quantum
field theories with composite particles and asymptotic completeness.— Phys.
Rev. 112(1958), 669—673; The framework of quantum field theory.— Nuovo
Cimento Supp. 14(1959), 131 —152; D. Ruelle, On the asymptotic condition in
quantum field theory.— He to. Phys. Ada 35 (1962), 147—163. Хааг изложил
основные элементы доказательства теоремы XI. 109, включая введение усечен-
ных вакуумных средних (УВС), и постулировал убываиие этих средних. Стро-
гого доказательства убывания регулярных волновых пакетов для уравнения
Клейна — Гордоиа он не дал; его рассуждения основывались иа правильных
оценках, которые были доказаны лишь формально. Рюэль восполнил эти два
пробела, доказав теорему XI.109 (методом, использованным и в нашем изло-
жении) и следствие теоремы XI. 17 (другим, хотя и родственным методом).
Еще ранее ряд авторов получили частичные результаты о кластерных свойст-
вах УВС; см. G. Dell'Antonio, P. Gulmanelli, Asymptotic conditions in quantum
field theories.— Nuovo Cimento 12(1959), 38—53; H. Araki, On the asymptotic
behavior of vacuum expectation values at large space-like separations.— Ann.
Phys. 11(1960), 260—274; R. Jost, K. Hepp, Uber die Matrixelemente des
Translationoperators.— Helv. Phys, Ada 35(1962), 34—46. Теорема XI.lll
заимствована из книги Л. Шварца по теории распределений (см. замечания
к § V.3 и V.4).

Имеется ряд изложений теории Хаага—Рюэля на уровне учебника: в книге
Йоста, указанной в замечаниях к § IX.8; в монографии Н. Н. Боголюбова,
А. А. Логунова и И. Т. Тодорова «Основы аксиоматического подхода в кван-
товой теории поля» (М.: Наука, 1969); у К. Хеппа (К. Hepp, On the con-
nection between Wightman and LSZ quantum field theory. In: Axiomatic field
theory: Brandeis University, 1965 (M. Chretien, S. Deser, eds.), pp. 135—246.—
New York: Gordon and Breach, 1966). Подобно нашему, все эти изложения
используют подход Рюэля.
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Если в теореме XI.ПО функция принадлежит классу CQ, TO G(а) убы-
вает экспоненциально; см.: Н. Araki, К. Нерр, D. Ruelle, On the asymptotic
behavior of Wightman functions in space-like directions.— Helv. Phys. Ada
35(1962), 164—174.

Лоренц-ковариантность теории рассеяния составляет один из результатов
Рюэля и обсуждается подробнее в указанных выше изложениях типа учеб-
ника. Рюэль рассматривает также случай частиц и полей высших спинов.
Важный момент его анализа заключается в том, что поля целого (соответст-
венно полуцелого) спина порождают асимптотические поля также лишь целого
(соответственно полуцелого) спина. Это имеет важное значение для физической
интерпретации теоремы о спине и статистике. Хааг и Рюэль обсуждают также,
что следует делать в случае нарушения свойства 10: тогда используются под-
ходящие ПОЛУНОМЫ по полям. Переформулировка теории Хаага—Рюэля в тер-
минах С*-алгебр в квантовой теории поля дана в работе: R. Haag, H. Araki,
Collision cross sections in terms of local observables.— Commun. Math. Phys
4(1967), 77—91.

Наша физическая интерпретация теоремы XI. 109 как теории рассеяния
опиралась на запись этой теоремы в терминах волновых операторов в двух
гильбертовых пространствах (следствие 2). Однако равным образом можно
было бы обосновать такую интерпретацию, переформулировав iV-частичную
нерелятивистскую квантовую теорию в виде теории поля и записав затем
соответствующую теорию рассеяния в форме теоремы XI. 109. Это было про-
делано Сандасом (W. Sandhas, Definition and existence of multichannel scat-
tering states.— Commun. Math. Phys. 3 (1966), 358—374) и в лекциях Хеппа
(как указывает Хепп, он частично следует неопубликованной работе В. Хун-
цикера). См. также задачу 142.

Следствие 1 теоремы XI. 109 связано с одним общим результатом, который
был получен в рамках алгебраического подхода к релятивистской квантовой
теории, и утверждает аддитивность о (Рц): если р», <?ц£а (Рц), то и Рц + <7ц€
£а(Рц). Это было доказано Борхерсом (Н. J. Borchers, Local rings and the

•connection of spin with statistics.— Commun. Math. Phys. 1 (1965), 281— 307).
Если наложить на регулярные волновые пакеты /(1) / (в) условие

неперекрывания скоростей (согласно которому для любых p,-€supp/*rt, P/€
£supp f</) должно быть p,/[i.(Pi) Ф pjl\i(pj)), то ||dT)/cW|| убывает не только
как <~8/2, но и быстрее чем t~ N для любого N. Это позволяет развить тео-
рию Хаага—Рюэля для случая пространства-времени двух и трех измерений,
а также избежать теоремы XI.НО. Эти соображения обсуждаются в лекциях
Хеппа, а также в его работе: К. Нерр, On the connection between LSZ and
Wightman quantum field theory.— Commun. Math. Phys. 1(1965), 95—111.

Существует другое асимптотическое условие, основанное на доказательстве
того, что матричные элементы релятивистского поля \ А (х) f (x, s—t)d?x ds

при t —>• Т оо стремятся к матричным элементам сглаженных полей ф|п и <pout
(это нужно сопоставить с векторной сходимостью в теореме XI. 109). Теория
рассеяния, базирующаяся на таком допущении, была развита Л ем а ном, Симан-
зиком и Циммерманом (Н. Lehmann, К. Symanzik, W. Zimmerman, Zur Formu-
lierung quantisierter Feldtheorien.— Nuovo Cimento 1 (1955), 205—225; The for-
mulation of quantized field theories, II .— Nuovo Cimento 6(1957), 319). Эта
«теория ЛСЦ» далее развивалась в работе: V. Glaser, H. Lehmann, W. Zim-
merman, Field operators and retarded functions.— Nuovo Cimento в (1957),
1122—1128. В своих лекциях и в указанной выше статье Хепп доказывает,
что в формализме Хаага—Рюэля для полей с соответствующим сглаживанием
матричные элементы между состояниями тцп (/х /„), где функции /,• имеют
неперекрывающиеся скорости, сходятся при t—>—оо к таким же матричным
элементам поля <рт. Первый по-настоящему важный результат, к которому
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привел формализм ЛСЦ,— явная формула для 5-матрицы в терминах функций
Вайтмана. Эти редукционные формулы были доказаны в работе Хеппа для
неперекрывающихся скоростей. Их получение есть первый шаг на пути иссле-
дования аналитических свойств амплитуд рассеяния в аксиоматической теории
поля. Некоторые аспекты такого,исследования, а также многочисленные ссылки
на литературу содержит книга Мартена: A. Martin, Scattering Theory'- Unita-
rity, Analyticity and Crossing. Lecture Notes in Physics 3.— New York, Heidel-
berg, Berlin: Springer-Verlag, 1969.

Асимптотическую полноту до сих пор не удалось проверить ни в одной
из известных моделей взаимодействующих вайтмановых полей. В отдельных
случаях нарушение асимптотической полноты возможно за счет того, что в рас-
смотрение не включено достаточное множество полей. Можно привести' сле-
дующий искусственный пример. Допустим, что удалось построить квантовую
электродинамику со взаимодействием и с асимптотической полнотой, а ее сузили
до теории электромагнитного поля в порождаемом им циклическом подпро-
странстве. Такая теория не будет асимптотически полной, поскольку в ее гиль-
бертовом пространстве присутствуют двухчастичные электрон-познтронные со-
стояния, но не присутствуют соогветствующне одночастичные состояння, кото-
рые, будучи заряженными, не могут быть связаны с вакуумом посредством
электромагнитного поля. Многое свидетельствует о том, что подобное явление
происходит в некоторых двумерных моделях самодействующих бозонных полей:
как полагают, в таких моделях некоторые двухчастичные состояння (солитон-
антисолнтонные пары) связаны с вакуумом посредством бозонного поля, хотя
для соответствующих одночастичных состояний это не так. См. работы:
J. Fr6hlich, New super-select ion sectors («soliton states») in two dimensional
Bose quantum field models.— Commun. Math. Phys. 47(1976), 269—310; Phase
transitions. Goldstone bosons and topological superselection rules, Part II.—
Ada Phys. Austr. Suppl. XV (1976), 133—269; Quantum theory of non-linear
invariant wave (field) equations. Or: Super selection sectors in constructive
quantum field theory. In: Invariant Wave Equations (G. Velo, A. S. Wightman,
eds.).—Springer Physics Lecture Notes 73, 1978; J. Bellissard, J. FrShlich,
B. Gidas, Soliton mass and surface tension in the Ml Ф4 Ih quantum field mo-
dels.— Commun. Math. Phys. 60(1978), 37—72.

Значительный прогресс был достигнут в исследовании Р (ф)а-теорнй со
слабой связью в области энергий, где отсутствуют трехчастнчные состояния.
Для этой области энергий было получено и доказательство «асимптотической
полноты». Укажем основные работы: Т. Spencer, The decay of the Bethe —
Salpeter kernel in P(y)t quantum field models.— Commun. Math. Phys. 44(1975),
143—164; T. Spencer, F. Zirilli, Scattering states and bound states in KP (ф)2.—
Commun. Math. Phys. 49(1975), 1—16. О дальнейшем развитии см. работы:
J. Glimm, A. Jaffe, Two and three body equations in quantum field models.—
Commun. Math. Phys. 44(1975), 293—320; J. Dimock, J.-P. Eckmann, On the
bound state in weakly coupled К (qfl — ф4)2.— Commun. Math. Phys. 51(1976),
41—54; Spectral properties and bound state scattering for weakly coupled XP (ф)г
models.— Ann. Phys. 103(1977), 289—314.

Объекты, подобные УВС, существует в теории вероятностей, где они на*
зываются кумулянтами высших порядков, и в статистической механике, где
они называются функциями Урселла. Элегантную «аксиоматическую» харак-
теризацию функций Урселла и теорию, возникающую на ее основе, можно
найти в работе: J. Percus, Correlation inequalities for Ising spin lattices.— Com-
mun. Math. Phys.. 40(1975), 283—308. К существенным результатам, касаю-
щимся УВС, принадлежат формула инверсии (задача 143), отношение к свой-
ствам связности диаграммных разложений (задача 144) и следующая формула,
принадлежащая П. Картье (неопубликовано); см. также указанную выше статью
Перкуса и работу: G. Sylvester, Representations and inequalities for Ising model
Ursell functions.— Commun. Math. Phys. 42(1975), 209—220 [Перевод в сб.:
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Гиббсовские состояния в статистической физике.— М.: Мнр. 1978, с. 69—88.]:

№„, Ф (xt).. . Ф (*„) ^ 0 ) г = 1 CF0, Ф (*!).. .Ф (*„) Уо). (349а)

Л

Ф (*«)= 2 J Ш / Ф / ( * / ) - ( 3 4 9 Ь )

Здесь (о есть n-й примитивный корень из единицы (т. е. (оп = 1, ю-'тН, / =
= 1 п—1), я ф! ф„—независимые копии ф; иначе говоря, мы бе-
рем Ж'=$С®...%Ж (п раз), ¥ 0 = 1р 0 ®...®яро и

ф^ (х) = I (g).. .(g) ф (*) (g).. .(g) l (множитель ф на /-м месте).

Теория рассеяния для безмассовых частиц в рамках аксиоматического
алгебраического формализма была развита в двух замечательных работах
Бухгольиа: D. Buchholz, Collision theory for massless fermions.— Comtnun.
Math. Phys. 42 (1975), 269—279; Collision theory for massless bosons,— Comtnun.
Math. Phys. 52(1977), 147—173. Хотя Бухгольц и пользуется отдельными
элементами теории Хаага — Рюэля, но УВС теперь не являются обобщенными
функциями умеренного роста, так что требуются существенно новые идеи.
Ключевой оказывается идея воспользоваться тем, что решения волнового
уравнения подчиняются принципу Гюйгенса. По этой причине, если мы можем
установить существование предела Af (I) Qo (предполагается, что этот объект
определен каким-либо подходящим образом и, вообще говоря, зависит от вре-
мени, поскольку одночастнчные состояния с нулевой массой невозможно вы-
делить из континуума), то мы можем доказать и существование предела
Aj(t) FQ0 для любого оператора F, получаемого из полей, сглаженных с основ-
ными функциями, имеющими носитель в определенных множествах (грубо
говоря, это будет «дырка», получаемая исключением объединения границ све^
товых конусов, вершины которых лежат в supp / (*, t=0)). Таким путем
доказывается существование предела A/(t)ty на плотном множестве векторов if.

Нужно подчеркнуть, что при наличии безмассовых частиц неизвестно, как
строить состояния рассеяния для массивных частиц. В самом деле, неясно,
каким образом «отделить» массивную частицу от безмассовых,— возможно, что
в теории фотонов и электронов спектр масс не содержит дискретного собст-
венного значения, отвечающего отдельному электрону, но в силу какого-то
механизма электроны всегда встречаются лишь в сопровождении бесконечного
числа фотонов малой энергии. Эта проблема, отнюдь еще не понятая до конца,
называется инфракрасной проблемой. Громадная литература по этой теме
начинается с работ: F. Bloch, A. Nordsieck, A note on the radiation field of
the electron,— Phys. Rev. 52(1937), 54—59; D. Yennie, S. Frautschi, H. Suura,
The infrared divergence phenomena and high-energy processes.— Ann. Phys.
13(1961), 379—452. Обсуждение более новых работ см. у Фрёлнха: J . Frohlich,
On the infrared problem in a model of scalar electrons and massless, scalar
bosons.— Ann. 'nst. H. Poincare Sect. A 19(1973), 1—103. Следует упомянуть,
что аналогичное явление возможно и для безмассовых частиц, и в этом слу-
чае теория Бухгольиа окажется неприменимой, поскольку она предполагает
существование состояний с Н2—Ра=0 (И Ф 0).

§ XI.47. В этом разделе наше изложение следует в первую очередь прекрас-
ной работе Энсса (V. Enss, Asymptotic completeness for quantum mechanical
potential scattering.— Commun. Math. Phys. 61(1978)., 285—291). Отдельные
технические приемы заимствованы из работы: В. Simon, Phase space analysis
of simple scattering systems: Extensions of some work of V. Enss.— Duke Math. J.
46 (1979), 119—168. Эта последняя работа обобщает теорию такнм образом, ч т о # 0

можно заменять весьма разнообразными дифференциальными и п сев до диффе-
ренциальными операторами, включая гамильтонианы Дирака. Энсс распростра-
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нил метод на кулоново рассеяние и наметил программу (которую он в настоя-
щее время выполняет) исследования многочастичного рассеяния.

Теорема Винера (теорема XI.114) получена Н. Винером в его книге
«Интеграл Фурье и некоторые его приложениях (Пер. с англ.— М.: Физмат-
гиз, 1963). Следствия этой теоремы (в том числе следствие теоремы XI. 115)
много лет применялись в эргодической теории; см. особенно § 8 книги:
К. Jacobs, Lecture Notes on Ergodic Theory.— Aarhus Lecture Note Series
1 (1962/63).

Важность теоремы Винера для получения геометрической характеризации
непрерывного спектра в задаче рассеяния была независимо обнаружен? Лак-
сом—Филипсом—де Лиувом (см. стр. 145 книги Лакса и Филлипса, указан-
ной в замечаниях к § 11) и Рюэлем (D. Ruelle, A remark on bound states
in potential scattering theory.— Nuovo Cimento A 61 (1969), 655—662). Лаке
и Филлипс применяют теорему Винера для прямого доказательства следствия
теоремы XI. 115, а затем с его помощью устанавливают формулу (219). Рюэль же
доказал, что для широкого класса операторов Шредингера включая много-
частичные при любом R предельное соотношение

2Г
-г

при Т—* оо имеет место тогда и только тогда, когда <р£Рсопх(Н)- Амрейн
и Георгеску (W. Amrein, V. Georgescu, Bound states and scattering states in
quantum mechanics.— Helv. Phys. Ada 46(1973), 633—658) обобщили резуль-
таты Рюэля и, в частности, показали, что критическим фактором является
компактность оператора F (| х | < R) {Н-\-С)~1 (в анализе Рюэля это остава-
лось скрытым). Никто из этих авторов не заметил равномерности по <р (с по-
мощью теоремы Винера можно непосредственно показать, что (ijj, е~'1А<р)
стремится к нулю в L* в среднем, если if> лежит в S^eoni)', это утверждение
о равномерности содержалось в неопубликованном замечании Энсса.

Последняя теорема в дополнении также принадлежит В. Энссу.

ЗАМЕЧАНИЯ О ТЕОРИИ РАССЕЯНИЯ НА ЯЗЫКЕ С*-АЛГЕБР

Существует простое .обобщение идей теории рассеяния, приспособленное
к аппарату С*-алгебр. В настоящих замечаниях мы обсудим наиболее инте-
ресные аспекты этих идей, свободно используя понятия теории С*-алгебр. Это
наше обсуждение следует дополнить явными примерами, которые содержатся
в приводимых ниже ссылках.

Прежде всего рассмотрим связь между теорией рассеяния и процессом
приближения к равновесию в статистической механике. Для начала предпо-
ложим, что Но—самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве ffl
и V лежит в X (3%). Определим на X {&С) естественные автоморфизмы
а\0)(А)=еш<>'Ае-ш°' и а ( (A) =eiHtAe~iHt , где H = H0+V. Положим
j$ = . ot ot* \. Тогда

или

£ fc (A) = fa (a<°> [V, «<_»> (A)]) = ф, ([«<<» (Ю. A]),

i

Pt (A) = A + i J fj, [ a ' 0 ) (V). A j) ds. (350)
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Уравнение (350) решается итерациями:

Р*И)-.;4 + 2РУ1 )М). (351)
где

PJ«» ( Л ) = ( « ) ' • J J J ... J " ' [а<«) (К) , [«»•>_, (К), .. . [ < > (V), Л ] . . . Ц * „ . . . .
0 0 0 0

Простая оценка показывает, что || Р(/" (Л) | < 2 П (/"/п 1)|| У !|"| | Л ||, и, следова-
тельно, ряд (351) сходится к решению уравнения (350). Эквивалентно,

а(И)=а'"(/1)+2й" J [<'(Ю.
"= ' 0 < sn < . .. < s, < /

[... [а<°> (V), а}0 ) (Л)]...] dsi.. .dsn. (352)

Формула (352), выражающая о* только через а ' 0 ' и V, служит исходным
соотношением для общей теории возмущений автоморфизмов С*-алгебр. Действи-
тельно, допустим, что а\л) есть непрерывная по норме однопараметрическчя
группа автоморфизмов С*-алгебры 91 и У£31. Тогда выражение, заданное фор-
мулой (352), сходится к непрерывной по норме однопараметрической группе
автоморфизмов, которую мы и обозначим ocj. Теперь достаточно легко (см. за-
дачу 147) может быть доказана следующая теорема.

Теорема XI.117. Пусть л — представление С*-алгебры 31 в гильбертовом
пространстве $% и ос',01, сс̂  определены, как указано выше. Допустим, что
существует однопараметрическая сильно непрерывная унитарная группа Uf
на ,9Jf, такая, что

(353а)

Пусть Но—инфинитезимальный генератор i>t и, по определению, Wt =
e e i(H.+*(V)) t i Т о г д а

л (щ (А)) = W,n (A) W _ t . (353b)

Обратно, если для некоторого Wt имеет место (353Ь), то им'еет место и (353а)
для некоторого Uf.

Мы видим, таким образом, что автоморфизмы a\Q) и af унитарно реали-
зуемы всегда в одних и тех же представлениях.

Если попытаться установить способ стремления к пределу Hm a_ f ccj o ) {A),
t -*• ¥<»

то (352) в сочетании с мегодом Кука (см. § 3) дает нам немедленно следующий
результат.

Георема XI.118. Допустим, что для плотного подпространства !Д„ с М
и всех -4£31О

II [«(".> (V), А\\£1М-). (354)

Тогда lim сс_(<х?(Л) существует для любого А£Щ и a)± = s-lim o . ( a{ '

суть инъективные морфизмы 51, удовлетворяющие условию

ш± («Г1 (A)) =as (w± (A)). (355)



402 XI. Теория рассеяния

Д. Робинсон обнаружнл весьма краснвую взанмосвязь между теоремой XI. 118
и приближением к равновесию в квантовых газах на решетке. Пусть а/0' — тран-
сляции по времени в решетчатом газе и V — локальная наблюдаемая. Тогда
для любой локальной наблюдаемой А можно ожидать (а в некоторых моделях
и доказать!) условие (354), поскольку о/ 0 ) (V) прн t —• ±оо «расплывается» по
все большей и большей области. Пусть <р—инвариантное состояние для щ,
т.е. для локально возмущенной динамики. Тогда <р (а(/0) (•)) — Ф (o—t<xtm (•)) ~*
— » ф ( ш ± ( ) ) и , в силу (355), ф (w± (•)) суть инвариантные состояния для а/0>.
Таким образом, если движение ф соответствует свободной динамике, это состо-
яние стремится к инвариантному состоянию для О/0'. Кроме того, прн некото-
рых дополнительных предположениях, если <р есть состояние КМШ для а< при
температуре Т, то ф (ш± (•)) суть состояния КМШ для a j 0 > прн температуре Т.

Этот пример теории рассеяния в терминах С*-алгебр и ее связей со стати-
стической механикой описан в работе: D. Robinson, Return to equilibrium. —
Commun. Math. Phys. 31 (1S73), 171—189. В этой работе можно найти под-
робности, касающиеся приведенных нами теорем, а также явные вычисления
для некоторых моделей. Отдельные аспекты развитого Робинсоном алгебраиче-
ского подхода к теории рассеяния уже имелись в работе Стритера: R. F. Strea-
ter, On certain поп-relativistic quantized fields.—Commun. Math. Phys. 7(1968),
93—98, а также в работе Хеппа: К. Нерр, Rigorous results on the s-d model
of the Kondo effect. — So lid State Comm. 8 (1970), 2087—20S0. Дополнительное
обсуждение приближения к равновесию в статистической механике (не связан-
ное с теорией рассеяния) содержится в работах: С. Radin, Gentle perturbati-
ons. —Commun. Math. Phys. 23 (1971), 189—198; O. Lanford, I I I , D. Robinson,
Approach to equilibrium of free quantum systems Commun. Math. Phys. 24
(1972), 193—210.

Во многих случаях условие (354) оказывается слишком сильным и а_(а1/"
сходится лишь в слабом смысле, а не по норме. В таких случаях естественнее
считать, что 91—алгебра фон Неймана. Подобный подход используется в неко-
торых исследованиях потенциального рассеяния с дальнодействием. Пусть
Нл = —Д задан в L 2 (R") и 2Г ={//<>}' — семейство операторов, коммутирующих
с ограниченными функциями Я о . Пусть V—дальиодействующий потенциал, та-
кой, что для него существуют модифицированные волновые операторы. Пусть,
наконец, а ( ( ^ ) = е ' я М « - " " (возможно, эта величина лежит не в Щ, но лишь
в X (Ж))- Тогда

w- lim at (А) = w- lim eiHWD (—t) AUD (t) e~ * " ' = QtA (fig)*.

Ссылки на литературу по алгебраическому подходу к рассеянию с дальнодей-
ствием даиы в замечаниях к § 9.

Описание рассеяния в терминах автоморфизмов играет роль и при изучении
спектральных свойств гамильтонианов в некоторых моделях квантовой теории
поля с обрезанием. Мы обрисуем соответствующие общие идеи на примере об-
резанной Р (ф)г-теории поля. Пусть а* (/) =e'Ht е~'н°*а* if) е'н'1 e~iHl. Фор-
мально

^ a* (f) = le'Ht [V, e-in.ta# (/) e'".<] e~iHt.

Эта формула, метод Кука и некоторые оценки Л. Розена (L. Rosen, The (фа г а)а

quantum field theory: Higher order estimates. — Comm. Pure Appl. Math.

24(1971), 417—457) позволяют доказать, что lim af (/) if существуют для
t ->• T o o *

семейства функций /, плотного в одно астичном пространстве, и для семейства
векторов •ф, плотного в пространстве Фока. Можно проверить, что получаемые
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в пределе операторы а* (/) имеют три важных дополнительных свойства:

(1) [я±(/>1 я± (£)]=— (СЛ S)\ анализ предельного перехода показывает, что
алгебраические соотношения сохраняются, (2) Поскольку Й - ' / V имеет специ-
альный вид е'^в' = Г (е'а><) для одночастичного оператора <в, то соотношения

переплетения принимают вид eiHta# (f)e~iHt — a# (e'«</). (3) Если тр—собствен-
ный вектор Н, то а± (f)ip=0 для всех /. Это вытекает нз оценок Розена
и того факта, что s-lim а(е{ч>'[) N-U* = 0 . Опираясь на свойства (1) и (3),

для любого собственного вектора гр оператора Н можно построить такое под-
пространство $>£-фС:&К и такое фоковское представление операторов а* (/) ,

что г|з будет вакуумом. Так как известно, что существует вектор, для которого
tfi|> = £0'i|> (см. § XI11.12), то из приведенной конструкции вместе со свойством
(2) вытекает, что Н\ $%•$ унитарно эквивалентен Но-{-Ео, а отсюда следует,
что [то-т-£о. » ) с о к ( л ) .

Идея применить теорию рассеяния для изучения квантовополевых гамиль-
тонианов путем построения асимптотических операторов рождения и уничто-
жения а* впервые была высказана в работе: Y. Kato, M. Mugibayashi, Regu-
lar perturbations and asymptotic limits of operators in quantum field theory. —
Progr. Theor. Phys. 30 (1963), 103—133, н далее разработана в серии статей
Р. Хег-Крона: R. Hoegh-Krohn, Asymptotic limits in some models of quantum
field theory, I, II, 111.—У. Math. Phys. 9 (1968), 2075—2080; 10(1969), 639—643;
11 (1970), 185—188; On the scattering operator for quantum fields. — Commun.
Math. Phys. 18(1970), 109—126. К изучению спектральных свойств Р(ф)а-гамиль-
топианов с пространственным обрезанием (см. § Х.7 и Х.9) эта теория приме-
нялась в работах: R, Hoegh-Krohn, On the spectrum of the space cutoff: P(q>) :
Hamiltonian in two space-time dimensions. — Commun. Math. Phys. 21 (1971),
256—260; Y. Kato, N. Mugibayashi, Asymptotic fields in the >. (q>*)a quantum
field theory. —Progr. Theor. Phys. 45(1971), 628—639, а к модели Y a—в ра-
боте: J. Dimock, Spectrum of local Hamiltonians in the Yukawa2 field theory. —
J. Math. Phys. 13(1972), 477—.481. Как в том, так и в другом случае дока-
зано, что [тй-\-Е0, оо) с о а с (#), где £ 0 = inf о (Я) и /п0—свободная масса в Я о .
Поскольку из результатов Глимма и Джаффе (J. Glimm, A. Jaffe, The X (ф4Ь
quantum field theory without cutoffs. II: The field operators and the approxi-
mate vacuum.—Ann. of Math. 91 (1970), 362—401 (для (<p*)a); Self-adjointness
of the Yukawa2 Hamiltonian. —Ann. Phys. 60 (1970), .321— 383 (в случае Y2)),
а также Розена (L. Rosen, A hpin field theory with cutoffs.—Commun. Math.
Phys. 16 (1970), 157—183, в случае Р (ф)2) известно, что o e s s (H) с [ т о + £ „ , оо),
то можно сделать вывод, что в этих моделях стас (H) = o,,as (Н) —[то-\-Ео, оо).
Отметим еще, что методы Хег-Крона и Като—Мугибаяси применимы лишь
к тем моделям, в которых не происходит перенормировки гильбертова прост-
ранства. Чтобы получить реалистические полевые теории следует вернуться
к подходу Хаага — Рюэля, о котором говорилось в § 16.

ЗАДАЧИ

17. Докажите, что при предположениях (3) (см. § XI.2) для любого <r0, fo>€ ^
и при любом времени существует решение уравнения (2). [Указание.
Воспользуйтесь сведениями из дополнения к § Х.1, где обсуждается
классическое движение на вещественной прямой.]

2. Докажите, что если (4а) выполнено, а (4Ь), вообще говоря, нет, то ото-
бражение, построенное в доказательстве теоремы X 1.1, имеет по крайней
мере одну неподвижную точку.
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3. Найдите пример силы /•, для которой выполнено (4а) и нарушено (4Ь),
а отображение в теореме XI. 1 имеет более чем одну неподвижную точку,
т. е. состояния рассеяния существуют, но не определены однозначно.

Литература к задачам 2, 3: работа Саймона, указанная в замечаниях к § XI.2.

*4. Докажите, что если F удовлетворяет условиям (4), то интегральное урав-
нение (6) эквивалентно дифференциальному уравнению (2а) с граничными
условиями (5).

+ 5. Пусть а/Я— полное метрическое пространство и с < 1.
(a) Пусть {Fn}, F^— семейство отображений пространства а/Я, таких,

что p(Fnx, Fny)<cp(x, у) для всех п и всех х, у^а/Я- Предположим,
что Fnx= lim F,,x для всех х и, кроме того, F^c=xn, / г

о од:о о=хо < >.

Докажите, что хп —> *„,.
(b) Пусгь F: R X а/Я—• а/Я—непрерывное отображение, такое, что

p(F(t, x), h (t, у))<,ср(х, и), где с < 1. Предположим, что <*# есть
подмножество банахова пространства и F (t, x) как отображение из
R У-o/ft в а/Я принадлежит С по совокупности переменных х и t
(т. е. дифференцируемо в смысле Фреше). Определим g(t)^,a4t соот-
ношением F (t, g(t))=g (t). Докажите, что g (t) есть векторнозначная
С00-функция.

^6. Завершите доказательство теоремы Х1.2а.

^7. Докажите, что в предположениях теоремы XI.2 отображение $~а~ь?': 2 0 Х
ХеМт—* а/Нт удовлетворяет всем условиям задачи 5Ь с очевидным видо-
изменением, которое требуется при замене R подмножеством Re.

•5. Сформулируйте теорию рассеяния для «-частичной классической системы
в канале рассеяния, где все частицы асимптотически свободны.Рассмотри-
те проблемы, возникающие при попытке обобщения теории рассеяния
на случай со связанными состояниями.

9. Найдите центральную силу и решение уравнение Ньютона в поле этой
силы, для которых lim | г (t) [ = оо, lim \ г (t)\ = ra < со.

t —*•— оо t —*• + оо

*10. Докажите, что множества £b o u n ( i , 20 , Л/±, ЛЛ^', 2 ' , введенные при дока-
зательстве теоремы XII.3, все измеримы.

1J. Докажите формулы (7а) и (7Ь) для функций в (Е, I) и Т (Е, I) в поле
центральной силы.

Литература: книга Ньютона, указанная в замечаниях к § 2.

12. Проверьте формулу для do/'dQ в центральном случае.

13. Проанализируйте следующее утверждение: в классической механике пол-
ные сечения, как правило, бесконечны.

14. В контексте теоремы XI.3, но при дополнительном предположении, что
V (г) централен, найдите другое доказательство следующего факта: если
£ > 0 и I m | r ( * ) | = oo, то lim \r(t)\t~1>0. [Указание. Восполь-

t -»• оо t -*• оо t

зуйтесь законами сохранения энергии и углового момента.]

15. (а) Пусть А—самосопряженный оператор. Докажите, ч т о е м л '<р при
t—»-оо сходится по норме в том случае, если ф—собственный век-
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тор А, отвечающий собственному значению к. [Указание. Вычислите
т

слабый предел величины Т~1 \ е ' (fdt.l
о

(Ь) Пусть А и В— самосопряженные операторы. Докажите, что е>Aie~'Bl

сходится при t —* ± оо по операторной норме в том и только том
случае, если А = В.

16. Пусть Но — фиксированный оператор, Vn и У„ суть //„-ограниченные
операторы с относительной гранью а < 1, так что Hu-{-Vn—«-//о+^оо
в сильном резольвентном смысле. Допустим, что существует плотное
множество Dcz Ряе(Н„), такое, что sup || Vne-'tH« и || = fu (t) принадле-

жит Lj (R) для u£D. Докажите, что Q * (Hn-\-Vn, Ho) сильно сходится
к Q * (//<,+ К», Н„). [Указание. Покажите сначала, 4 T O Q + (H0-\-Vn, Ha) и

= a + i \ е1 ( 0 + n ) ' Vne~itJio и dt, и затем воспользуйтесь теоремой
О

о мажорированной сходимости.]
Литература: работа Девиса, указанная в замечаниях к § 4.

+/7. (а) Покажите, что | | | • | | | есть норма на a4t (В). Полно ли Q/Ц (В) по этой
норме? [Указание. Используйте (16).]

(Ь) Покажите, что Q4/, (В) плотно в Рзс (В) в смысле обычной нормы.

18. Пусть С—ограниченный оператор, А — самосопряженный и для некото-
рого п оператор С (A -\-i)~" компактен. Докажите, что Ce~lAtPac(A) —>- О
в сильном смысле при /—>• ±оо. Докажите это же в случае, когда СЕ/ (А)
компактен для всех, ограниченных интервалов /.

19. Докажите теорему XI.5 следующим способом: сначала покажите, что су-
ществует предел s-lim e!At ( I — % ) e - ' B t , а затем с помощью задачи 18
покажите, что s-lim xe~l'Bt = O.

20. Пусть А и В — самосопряженные операторы и Q (A) = Q (В). Пусть <р,
т)э£<3 (А). Докажите, что функция (<р, eljite~'stty) дифференцируема,
причем ее производная равна г(<р, elAi (А — B)e~lBtif), и проверьте
формулу (15).

*21. Восполните в доказательстве теоремы Пирсона (теорема XI.7) все де-
тали, относящиеся к областям определения операторов.

22. Постройте операторы Ап и А, такие, что || Ап — A \\t—>• 0, Ап имеет
только абсолютно непрерывный спектр [0, 1] и Л имеет абсолютно не-
прерывный спектр и собственное значение .̂ = 0. Выведите отсюда, что
О * (А, Ап) не может сильно, сходиться к 0.^ (А, А).

23. Пусть (An-{-i)~1—*(Л + £)~ 1 по норме операторов со следом. Пусть

Jn = (Ап + L)~ J (А +1)-1 и J = (А + 1 ) - а . Докажите, что Q± (An, A;Jn)—>-
—»• Q* (A, A; J) в сильном смысле, и выведите отсюда, что п^ (Л„, А) —•
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—* Рас (Л). [Указание. Воспользуйтесь соотношением

О±(Л„, A; Jn)(A + i)*~Q±(An, A).

Докажите, что Q* (А, Ап)Рлс(А)—• Рас(<4) в сильном смысле.]

24. Предположим, что Е[(А^(Ап — А)Е((А) стремится к нулю по норме
операторов со следом для каждого ограниченного интервала /. Пред-
положим, кроме того, что Ап равномерно подчинены А, т. е. функции,
входящие в определение подчиненности, могут быть выбраны не зави-
сящими от л. Докажите, чтоО* (Ап, А) —>• Рлс (А) и й * (А, Ап) Р а с (А)—•
—* ^ас (Л) в сильном смысле.

25. Пусть А и В — самосопряженные операторы, такие, что (А — г)~" —
— (б—г)~"—оператор со следом при всех lmzy&0.
(a) Докажите, что оператор (,4 + f ) ~ * — ( S + / ) ~ * компактен при любом

целом k > п. [Указание. Вычислите производные с помощью инте-
гральной формулы KOUIH.J

п

(b) Пусть J= "£ (A + i)~J (B-\-t)~n+J-x. С помощью теоремы Пирсона
/ = |

докажите, что Q± (А, В; J) существуют.
(c) Пусть J' = (A + i)-" + lJ. Докажите, что Q * (А, В; J') существуют.
(d) Пусть J"=s(B + i)-2nJ. Докажите, что Q* {А, В; J") существуют

и равны п О ^ Л , В; J'). [Указание. Используйте (а).]
(e) Докажите существование и полноту Q * (А, В).

*26. Докажите часть (а) леммы 3, используемой в теории Като—Бирмана.

27. Пусть А и В—самосопряженные операторы. Докажите, что ( Л — г ) " 1 —
— (В—г)~1 есть оператор со следом для некоторого z£"p (A)flp(B)
в том и только том случае, если он есть оператор со следом для всех

б И ) П ( В )
28. Пусть Ап—<• А по норме операторов со следом и q>—допустимая функ-

ция. Докажите, что Q* (ф (Аа), <р(А))—»• fac (-4) и при п—>• оо.
Q * (ф (А), ф (Аа))Рас (А)—• Рас [А) в сильном смысле.

29. (а)'Пусть F (г) =(А+Е)~г~1/2С (fl + £ )~* <»-4- i /* > и предположим,
что F (0) и F(l)—операторы со следом. Докажите, что F (г) есть
оператор со следом для всех z c O < R e z < l . [Указание. Примените
лемму о трех прямых к Tr (F (г) К) для К конечного ранга.J

(b) Докажите (36).

30. Докажите предложение 5 из § 3.

31. (а) Пусть А=—d2/dx2 задан на L s (0 , оо) с граничными условиями

ы ( 0 ) = 0 . Пусть B = A-\-V определен как сумма квадратичных форм
для положительного V£L[CK (0, оо) (V при г = 0 может иметь сколь
угодно плохой рост) с supp V а [0, 1]. Пусть А= — а"*/йх2 задай
иа L 2 (0, l ) 0 L a ( l , оо) с граничными условиями ы (0) = ы (1) = 0 для
первого слагаемого и ы ( ! ) = 0 для второго. Пусть B = A-\-V. Дока-
жите, что (Д + 1)- 1 — ( Л - f l ) - 1 и (Ц+1)-1— ( В + 1 ) " 1 суть опера-
торы со следом. [Указание. Эти операторы—конечного ранга.]

(Ь) Пусть А=А1(&Аг. Докажите, что (Ai+l)-1 и ( В , + 1)-'—опера-
торы со следом, и выведите отсюда, что (Л + 1)~1 — ( S + l ) ~ l есть
оператор со следом.
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(с) Докажите, что (А-\- I ) " 1 — ( B + I ) " 1 есть оператор со следом.
*(d) Обобщите эти рассуждения на я-мерный случай. [Указание. См.

работу Дейфта и Саймона, указанную в замечаниях к § 4.]

32. (а) Пусть оператор А в гильбертовом пространстве SK самосопряжен
на D (А), однако D (А) не плотна. Определим e!At и (А + 0"" 1 н а Ж'•
положив их равными нулю на D (А)-*-. Обобщите на этот случай тео-
рему Куроды — Бирмана.

(b) Пусть В = — Д в L2(R"), А — оператор в L2 (Rn\{х | | * | < 1}) с гра-
ничными условиями Дирихле на сфере. Докажите, что здесь приме-
нима теорема Куроды—Бирмана в обобщенной форме (а) с заменой
(Л-4-t)- 1 на (A-\-i)~n. Применима ли здесь теорема Бирмана?

(c) С помощью этих идей рассмотрите рассеяние на препятствии (§ 10),
не используя приема введения динамики во внутренней области.

^33. (а) Докажите теорему Х1.19(а), используя конечность скорости распро-
странения.

(Ь) Пусть ф (х, t) — решение волнового уравнения с начальными данными
из of {R") и * = <*!, 0 0> с х1 > 0. Докажите, что q> (х, /) =
= ф+ (х, /) + ф_ (х, t), где

<Р± (х, /) = [ dQ<\ a " - V ' a <± t+x* С 0 9 9> / ± (a, Q) da
Sn-i О

и функции f± гладки на (0, oo)xS"~1 и непрерывны вплоть до
<х = 0.

(с) Докажите, что

Ф ± ( * , / ) = ^ g ± ( ± < + ^ c o s e , Q)dQ,

где | g± (у, Q) | < C ( 1 + | у I ) " * " " 1 ' , и выведите отсюда, что имеет
место теорема XI. 19 (Ь).

(d) Примените метод стационарной фазы по переменным dQ на сфере
S"-1 к изучению области | х | / / £ ( 1 — е , 1 + е ) и завершите доказа-
тельство теоремы XI. 19 (с).

S4. Примените методы стационарной фазы в нестационарной теории рас-
сеяния.

^35. Восполните детали приема интерполяции, используемого в доказатель-
стве теоремы XI.20.

ЗЬ. Пусть f{y)=e~y! и функция g не принадлежит /.io c (R"). Докажите,
что g{x)f\— I'V) не есть ограниченный оператор, и выведите отсюда,
что теорема XI.20 не допускает обобщения на L<? с q < 2.

37. Пусть | | / : | | B S = 2LI ( \ \f(x)\ dx\ . Докажите, что если
т € Z"\0^x.-m. < 1 )

I и g удовлетворяют условию ||/||BS + iig HBS < оо, то / (х) g (iv) есть
оператор со следом и

II / (х) g (— ('v) Hi ̂  с ц I | |BS II g HBS-

[Указание. Докажите с помощью теоремы XI.21, что | |/(*) gO'V) Hi <
^ с JI / ;|г il 8 Па Д л я всех / и g с носителями в некотором единичном
кубе.] Примечание. Норму || • ||BS ввели Бирман и Соломяк в своей
работе, указанной в замечаниях к § 3.
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38. Предположим, что (l+x*)'/l I (х) и (1 -J-JKZ)4/« g (лг) лежат в L ^ ( R " ) , где
2*£/> < оо и б > п/р. Докажите, что f (x) g (— /у) принадлежит 3 р/*.
[Указание. Проведите интерполяцию при помощи теоремы X 1.21.]

99. Допустим, что t2 ± (А, В существуют.
(a) Докажите, что ( 1 — Р(а,ы(А) И * (А, В) P[Oi bl (S) = 0.
(b) Пусть ф(д:) = оыс+Р для х £ [а, Ь]. Докажите, что

м ' в ) Я"-« ( S ) ' a > 0 '
2 Т ( Л , В)Р1а Ь1 (В), а < 0 .

(c) Докажите принцип инвариантности для кусочно-линейной ф.

0. Покажите, что Н = — ( 2 ц ! ) - 1 Д , — ( 2 щ ) - х Д 2 + ^ ^ i — 'г) при замене
координат Л = (Ц1+Ы~МЦ1 Г 1 + М2''г). r=ri—r1 переходит в

где м = |
/. Допустим, что 5 есть

на

-матрица, и рассмотрим замену координат

. Предположим, что V (2ц./)"А Д.,. переходит в

N N-1

( 2 ц / ) " 1 Д ^ . И ЧТО Х(—Xj =

мание, что сумма до N — 1). Докажите, что

N \-1/2

в с е х ' И ' ^обратите вни-

Л/

/jy=i " 2 I4xi> ГЛе а=в

^42. Выведите формулу (56) из (55).

^43. Докажите, что линейные комбинации трансляций функции фу (х) =
= -у-з/4в-г/а7дгг плотны в L2 (R J ). [Укачаяыг. Получите функции Эрмита,
взяв производные.)

44. Допустим, что \ (\+\у\)х \V (у)\'*йпу < оо при некотором а, таком,
что n-\-ix > 2. Докажите, что выполнено (45), и сделайте вывод, что
Й ± (—А + У, —Д) существуют. Примечание. Этот результат, в отличи«-
от теоремы Х1.42, имеет место для случая п = 1, 2-

45. Допустим, что Vf(x^ есть семейство функций с носителем в фиксиро-
ванной компактной области, /.2-нормы которых ограничены некоторой
степенью t. Воспользуйтесь методом стационарной фазы и докажите,
что зависящие от времени волновые операторы существуют.

46. Допустим, что А —положительный самосопряженный оператор и В — само-
сопряженный оператор, такой, что

(i) I В | Л-ограничен в смысле форм с относительной гранью а < I;
(и) | В | 1/з (А + 1)-1 имеет след.
Докажите, что (А + В + Е)~1—(А-{-Е)~1 имеет след при достаточно
больших Е. [Указание. Положите S 1 ' 2 == В/\ Ь \1п и воспользуйтесь фор-
мулой

- i | В |i/2 (A
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47. (а) Докажите, что ядро оператора [—rfa/<£*2+ 1 ] - 1 f j
[Указание. Воспользуйтесь преобразованием Фурье.]

(Ь) Пусть ha—оператор —«Р/йлг* на £ 2 (0 , оо) с нулевыми граничными
условиями в начале координат. Докажите, что ядро оператора ( h o + I ) ~ l

есть 1 / 2 * ~ ' J : ~ V '—^1те-х~у = К(х.. у). [Указание. Докажите, что
\ К (х, у) {(у) dy принадлежит D (А„) и что, применяя к нему (Л о + 1),
мы получим /.]

48. (а) Пусть V принадлежит L" и имеет компактный носитель. Зная,
что (63) выполнено для непрерывных V'„, докажите его для V.

(Ь) Пусть для произвольного V все Vn принадлежат L", имеют компакт-
ный носитель и Vn + V поточечно. Докажите (63) для V.

*49. Докажите предложгние, предшествующее теореме XI.33 и касающееся
свойств S-оператора в двухчастичных системах.

50. Пусть А— положительный самосопряженный оператор, и пусть £„,
и В„—самосопряженные операторы, такие, что

(i) \ В„[<1/2Л + с при некоторых фиксированных с и всех п;
(и) | В„ |1/« (А + 0 " 1 —>• | В . |V* (А + 0 " * по норме Гильберта—Шмидта;

(ш) [В„/| В„ |>«] (А + »)- 1 —«• [В-/1 В~ l l / 2] M + 0 " 1 по норме Гиль-
берта —Шм идта.

Докажите, что (<4 + В л + О""1—>• М + В » + 0 " 1 по норме операто-
ров со следом.

51. Уравнение Клейна — Гордона, ограниченное на положительные частоты,
есть уравнение типа Шредингера г%=//1|> с Н— У— Д + V (х)+т0

2,

где V таков, ч т о — Д + К 5 э — « о - Пусть Но = у — Д + "4. Докажите,
что
(a) если V £ L3n-\-L°° и Н есть квадратный корень оператора, опре-

деленного как сумма форм, то C^°(R3) служит существенной областью
' для оператора Н.
(b) Если V £ L 1 n £ 3 / 2 . то волновые операторы Q* = s-lim eltffe-»H«

; существуют и полны. [Указание: воспользуйтесь принципом инвари-
антности. |

*52. (а) Найдите вид Н„ при переходе к атомным координатам, пользуясь
цепным правилом.

(Ь) Проделайте то же самое для координат Якоби.

53. В лагранжевой механике импульсы рх р„, сопряженные к коорди.
натам <7г, . . . , <?„, определяются посредством P[=dT/d'qi. Покажите, что
формулы задачи 52 можно вывести, записав Т через новые сопряженные
импульсы и положив р,- равными i-^dldqi.

^54. Восполните детали доказательства части (а) теоремы XI.38.

*55. Докажите, что

Вт J

(Яо)> и Т е м самым завершите доказательство формулы (77Ь).

6. Воспользуйтесь теоремой XI.39 для доказательства теоремы XI.40.
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*57. Предположим, что V£LPQ La/i (R3) с 1 < р < 3/2. Следуя приведенному
доказательству теоремы XI.41, докажите аналогичную теорему для
H = H0+V.

58. Постройте функцию /, аналитическую в {г i lm г > 0}, непрерывную
в {г | l m z ^ O } и такую, что г = 0 есть предельная точка нулей /.
[Указание Предельная точка нулей функции cos г есть г = о о . |

59. Пользуясь принципом симметрии Шварца, покажите, что если / анали-
тична в {г | 1 т г > 0 } и непрерывна в {г | 1т гЭ?0}, то <£—Rft{z\
/(г) = 0} как подмножество R имеет пустую внутренность.

*60. Пусть V£R, и пусть Kk при 6£R есть оператор в IS1 (R3) с ядром

(a) Докажите, что Тт^К^К^) есть константа.

(b) Пользуясь леммой Рнмана—Лебега, докажите, что Тг (K*kKkKlK.ь)—*
—• 0 при k —> оо.

(c) Сделайте вывод, что ||Kjt||—>• 0 при /г—• оэ.
Примечание. Это теорема Клейиа и Земаха (см. замечания к § 6).

+(5/. (а) Пусть ygflftL 1 (Ra), и пусть Яо=—A, H = H» + V (сумма форм).
Докажите, что при £(£о (Н)
(Н—£)-1 = (Я„—Е)- 1 —
— [(H0—E)-lVV'] [\+)V \"*(H0—£)-4/i/*|-i | | V | V 2 ( / / e _ £ ) - i j .
[Указание. См. задачу 46.]

(Ь) Пользуясь интегральным уравнением

G(x, у; E)=Ga(x, у; E)—'\jGa(x, г; E)V(z)G(z, у; Е) dz,

докажите, что G(-, у; E)£Ll для почти всех у. [Указание. Вос-
пользуйтесь (а) и докажите, что Kl/2G£Z-a почти всюду по (/.]

^62. Пусть V£R, и пусть H = HU + V (сумма форм). Предположим, что
Яар = £т|5 при £ = * 2 Зг0 и apgZ.2(R3). Пусть ф = | V \1**у. Докажите,
что

Ф W = - §\V (х)

Сделайте вывод, что ££<$\ где ^ — исключительное множество.

^63. Восполните детали доказательства леммы 5 к теореме XI.41.
*64. Допустим, что V ( A : ) < 0 при всех х и что V^Z.1H^. Пусть — +

имеет отрицательное собственное значение. Докажите, что ряд Борна
для Т (0, 0) не сходится.

65. В этой задаче мы ставим целью доказательство оценки (98).
(a) Пользуясь масштабным преобразованием

G0(x, у; E)=k2-"Gl)(kx, Ху; \*Е) при X > О,
п о к а ж и т е , ч т о д о с т а т о ч н о р а с с м о т р е т ь с л у ч а й R e £ ' > 0 , | £ j = l*

(b) З а п и ш е м G0 = Gi+G2, г д е

J i x ~ y ) dnp

при некотором е > 0. Докажите, что G2 аналнтичиа в области \Е\ <
< 1 + е для каждого фиксированного х Ф у и что \G2(x, у, £ ) | <
<)Х—у\ -0»-»; 3



Задачи 4 I j

(c) Сдвигая контур интегрирования по | р | в О ь завершите доказа-
тельство оценки (98).

(d) Докажите аналоги (98) при л = 1 , 2, как это описано в тексте.
(e) Покажите, что ответ для д; (—Д — ft2)"' будет следовать, если отыс-

кать и доказать аналог оценки (98).

66. Пусть # = — a v - P v a = —/Д + g- V+/* = —/ 0A + V\ как в теореме XI. 45.
Пусть И„ = — /„Д и W = £ - V + / * .
(я) Докажите, что || №ф||«£ e || Я и ф | | + с е | | ф | | при любом е > 0 и что

| В 7 | | | | / А В + | | | || ф | | | | / ф В + в||ф||
(b) Докажите, что R—fA<p |K( l+е) Ц £
(c) Докажите, что || (Я — # 0 ) < р 1 К в (||Яф|Ц-|1 # о ф 1 ! ) + е | | ф | | при некото-

ром а < 1.
(d) Сделайте заключение, что Н самосопряжен на D(Hn), пользуясь

теоремой Х.13.

*67. Воспользуйтесь методом, описанным в конце § 6, чтобы доказать разло-
жение по собственным функциям для —Д + У в L 2 (R 3 ) , если V убывает
экспоненциально.

*68. (а) Пусть </И, (х>—пространство с мерой и К(х, у), F (х) К (х, у) F (у)-1

принадлежат /_2(/Wx/W, dy\ (Я) ф ) для F, которая конечна и почтя
всюду отлична от нуля. Пусть я|) есть £2-решение уравнения ty (x) =

= [ К (х, и) \\Uy)dy. Докажите, что / r \ J ^ L 2 ( M , dp).

*(b) Пусть Mi, — ядро, заданное формулой (102с), и пусть Kk — ядро
оператора \V\4*(H0 — ^ ^ ' V 1 / 2 . Докажите, что (1 — М/,) имеет
обратный тогда и только тогда, когда (1—Kk) имеет обратный.

*69. Пусть V — потенциал Рольника, Е < 0 и H = H0-\-V—сумма форм.
Докажите, что (Н„ + V) г|з = £Чр с некоторой ненулевой »|)££>(Я) тогда
и только тогда, когда

с некоторой ненулевой ф £ / - 2 , и что il) и ф связаны соотношением ф =
= | V |г/2ц,.

Литература к задачам 68, 69: монография Саймона (см. замечания к § 6).
С Т р. 149—150 и 81—83.

+7(9. (а) Предположим, что еа | JCIV (x)£R при некотором a > 0. Докажите,
что еЭ1«IV (x)£Ll (R3) при любом Р < а.

(Ъ) Предположим, что VgR + L" имеет компактный носитель. Дока-
жите, что V£R.

*71. Докажите, что полюсы (I — М ^ ) " 1 , где Mk задано формулой (102с),
простые.

^72. Восполните детали доказательства следствия теоремы XI.46.

*73. Воспользуйтесь теоремой XI.42, чтобы доказать уравнение (105).

74. Пусть Н есть ^-частичный гамильтониан, такой, что ни один из клас-
терных гамильтонианов не имеет недискретных собственных значений.

Пусть Е—Ы а (Н). Докажите, что ]Е, оо)= U /и, где 1п—такие не-

перекрывающиеся интервалы, что семейство %в открытых каналов при
энергии Е постоянно на каждом /„.
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^75. Докажите свойства (1)—(3) и (Г)—(3') функции Fy{£). использованные
при доказательстве теоремы XI.49.

^76. Докажите, что отображение <У, Е>*—*Ку(Е) из /?XR+ — - З г (где
R—класс Рольника) непрерывно по совокупности аргументов.

*77. Докажите часть (с) теоремы XI.49, а именно: если /—потенциал Роль-
ника, то оператор Т (Е) стремится к нулю по норме, когда Е —>• «о.
[Указание. Посмотрите обсуждение сходимости ряда Борна при высоких
энергиях в § 6 и задачу 60.]

^78. Воспользуйтесь теоремой о мажорированной сходимости, чтобы доказать
формулу (118), когда V£C£.

**79. (а) Докажите единственность решений уравнения с переменной фазой
(120) вне точки '• = 0, воспользовавшись результатами о единствен-
ности из <j V.6.

(b) Докажите, что локальные решения уравнения с переменной фазой
(120) продолжаются на весь интервал (0, ао), проверив, что d не
может обращаться в бесконечность ни в одной конечной точке.

(c) Воспользуйтесь уравнением с переменном фазой (120), чтобы дока-
зать, что любое решение, удовлетворяющее условию lim | r ~ l d ( r ) J <

г -* 0

< оо. фактически удовлетворяет условию lim r — ld(r)=0.
г -* О

(d) Докажите существование и единственность решений вблизи г = 0 ,
построив соответствующее сжимающее отображение.

80. Укажем на зависимость от к в уравнении с переменной фазой, записы-
вая d — d (г, Ь).
(a) Докажите, что d {r, k) непрерывна по k при любом фиксированном г.

[Указание. Воспользуйтесь доказательством существования.]
(b) Докажите, что d (r. k) —• d«, Й при г —• оо локально равномерно

по k, так что d.. (k) непрерывна. [Указание, воспользуйтесь уравне-

нием с переменной фазой и оценком \ | V (х) | Ох < оо.|
i

(c) Докажите, что d e (k) —»• 0 при k—• оо. [Указание. Докажите это
сначала для достаточно малых г, а затем воспользуйтесь уравнением

с переменной фазой и тем, что \ | V (х) \ dx < оо. |
Г

(d) Сделайте вывод, что dx (k)—8a(k) без неопределенности в п.

*81. Выведите (123) из (122).

82. Докажите следствие 2 теоремы XI.54. [Указание. Воспользуйтесь мето-
дами задачи 80. J

*83. В контексте георемы XI.55 докажите, что если lim и' (г) ^Ь 0, го

и(г)-ги'Кг)

" (О
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. (а) Докажите утверждение о единственности теоремы XI.56.
I

(Ь) При более сильном допущении \ | V (х) | dx < со докажите более

сильное утверждение, что регулярное уравнение имеет единственное
решение, которое остается ограниченным при х —• 0.

. (а) Докажите, что | sin и | < [2 | и |/(1 + | и |)] ellmui п р и

(Ь) Записав

sin k (x—у) _ (sin fee) е-'*У—е~'** sin ky
k ~ k

докажите, что при

sin fc(x-y) e x P H Im ft 11/ + (Im k) x].

(с) Пользуясь оценками из (а) и (Ь), восполните детали доказательства
теоремы XI.57.

Т5б. Докажите теорему Левинсона для случая, когда г | ( 0 ) = 0 , применяя ме-
тод функций Иоста. [Указание. Покажите, что нуль при k = 0 простой.}

87. Пусть 5—борелево множество в R. Пусть A (S) — умножение на х
в L 2 (5, dx). Докажите, что
(a) А (5) унитарно эквивалентен А (Т) тогда и только тогда, когда SAT

имеет меру Лебега _нуль.
(b) Спектр A (S) есть 5.
(c) Если существует изометрия U, такая, что A (S) U — UA (Г), то Г \ 5

имеет меру Лебега нуль.
(d) В условиях (с) предположим еще, что Т замкнуто и <з (А (5)) =

= о (А (Г)). Тогда U унитарен.
(e) Если А—любой оператор с простым и абсолютно непрерывным

спектром, то А унитарно эквивалентен некоторому A (S). В таком
случае 5 называется существенным носителем А.

88. Пусть Н и # 0 — д в а оператора с простым спектром. Допустим, что
"ас (Щ с о и ( # 0 ) , ч т о существенный носитель (см. задачу 87) абсо-
лютно непрерывной части Ни замкнут и что Q± (Я, Яо) существуют.
Докажите, что Q± (Н, Ио) полны. Сохранится ли этот результат, если
отказаться от предположения о существенном носителе?

*89. (а) Докажите, что локально равномерный предел гармонических функ-
ций есть гармоническая функция. [Указание. Докажите сходимость в
смысле обобщенных функций и воспользуйтесь эллиптической регу-
лярностью или формулой Пуассона.)

(Ь) Докажите, что из локальной /.'-сходимости гармонических функций
вытекает локальная равномерная сходимость. [Указание. Восполь-
зуйтесь свойством средних значений.)

*90. (а) Докажите, что если 2 = cos в, где Q = x-\-iy, то \у\=а есть эллипс
с фокусами ± 1 и большой полуосью ch а, пользуясь формулой
cos 9 = (cos x) (ch у) + i (sin x) (sh у).

(b) Докажите, что если z £ C \ ( — 1 , 1) и х мало, то V xlQt(z) = g {x, г),
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где
1 . \ — (x—uY

= 2и " 1— (х + и)*

и и = (1—2гх + х2)1 '*.
(c) Докажите, что g (x, г) имеет радиус сходимости по х, равный

e + | i m 9 | i г д е 0 = arccosz.
(d) Пусть D — компактное множество вне канонического эллипса | I m 6 | =

= 1п Я. Покажите, что sup | Qt (г) Н1 | < оо.

91. Докажите пункт (с) теоремы XI.63. [Указание. Докажите, что

lim | Pj (г) | 1 / ! = е ~ ' 1 т в | , где 6 = arccos г. |

*92. (а) Пусть А = — d%/dx'i в L2 (—оо, оо). Пусть В, (соответственно В2) есть
— d2jdx2 в V- (О, оо) (соответственно L2 (—оо, 0)) с нулевыми гра-
ничными условиями в нуле, и пусть В = В, ф В2. Найдите явные
формулы для M - f - l ) " 1 и ( В + 1 ) ~ 1 и сделайте заключение, что
0 < ( В + I ) " 1 < ( Л + 1)~ 1 (операторное неравенство).

(b) Докажите, что ( В + l ) ~ l / s (Л + 1) 1 / 2 ограничен, и сделайте вывод,
что д{Вг+\)~1/" ограничен (где д/ = д//дл) и что W (Вг+\)~1/'г

имеет след, если W£L* (R) для б > 1/2 (см. теорему Х1.21).
(c) Пусть V = dW — Wd = умножение на dW/dr. В предположении, что

U7£Z.!(R), Докажите, что V—ограниченное как форма возмущение
Si с относительной гранью нуль и что (В, + V-(-0~' — (В,-)- ' ) " 1

имеет след.
(d) .Пусть W— функция | х | на R", причем ^ \ W (г) | г (1 + r2)~ 1 / a ~ e dr <

< оо с некоторым е > 0. Пусть V = dWjdr. Докажите, что
Q±(—Д + V, —Д) существуют и полны.

*93. (а) Докажите неравенство \ и'п (х)\<пуп\\и0\\А {х), нужное для доказа-
тельства предложения во втором дополнении к § 8.

(Ь) Распространите доказательство этого предложения на случай, когда
ы0 (х) зависит от х.

94. Пусть и удовлетворяет (151). Докажите, что для всех / £ L 2 ( 0 , оо), имею-
щих компактный носитель в (0, о о ) \ ^ , \ j(k)u(k, r) dk£L* (0, оо).
| Указание. Запишите интеграл в виде двух членов, как подсказывает
формула (151). Оцените член с (1 + 1 ' | ) ~ l / 2 ~ v , пользуясь тем, что I^L1,
а яругой член с помощью теоремы Планшереля.]

*95. (а). Предположим, что и удовлетворяет (151) и сверх того

• с (к) \I -f-1 т \) ' • \лоО)

Докажите, что если / такая, как в задаче 94, то H / m ( i ) x

X \ {kx)~lf (k) и (kx) dk принадлежит области определения —Д в смыс-

ле форм.
(b) Покажите, что если выполнено (356), то в допущениях теоремы XI.69

условие «—A + V в существенном самосопряжен в Со~> можно заме-
нить условием «CJ° есть существенная область в смысле форм опе-
ратора Я = — & + V и Q (#) = <? (— Д)»-

(c) Примените обобщение (Ь) к потенциалу (1 + 1 r I 4 ) " 1 e r c o s (er).
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^96. Восполните детали доказательства теоремы Х1.70.

97. (а) Пусть А (у) и Т (у)—такие матричнозначные функции, что Т (у) имеет

обратную, | 7 " ( д с ) Г ( « / ) - Ч К 1 , если х<у, А(у)=Т (у) А{у)Т (у)-*-

удовлетворяет условию V IA(y)ldy < 1. Допустим, что Т (у)щ = и0

R
оо

при всех у. Покажите, что уравнение и(х) = ио-\-К А {у) и (у) dy-
X

имеет решение. [Указание. Оцените Т (лг) ип (х) по индукции.)
(Ь) Пусть f(x)—положительная монотонно возрастающая функция и

А—некоторая 2х2-матрица в L1. Покажите, что уравнение

имеет решение, стргмящееся к <1, 0> на бесконечности.
(c) Постройте решение уравнения —и" (х) + х2пи(х)=0, асимптотически

приближающееся к ехр (—(n-j- l ) - l * n + 1) при х—>• оо. [Указа-
ние. Воспользуйтесь вариацией постоянных и двумя решениями
ехр ( ± ( я + 1 ) - 1 *»+«).!

(d) Предположим, что А = Ах-{-Аг, где А1{у) = Т (у) А1(у)Т {y)~l^Ll,
и что A^(y)~dB(y)/dy, где В (у) = Т (у) В (у) Т (у)~" удовлетворяет
условию AB£Ll и В—»-0 на бесконечности. Пусть Т (у) ио = иа.
Покажите, что уравнение и (t) = A (() и (t) имеет решение, удовлетво-
ряющее условию и (t) —>- и0 на бесконечности.

(e) Пусть / (х) — положительная монотонно возрастающая функция, такая,
что | / (/) | < с / - а | / (/) |, t^s R, а > 0. Пусть А (0 есть 2х2-матрич-
нозначная функция, такая, что А = Mt-{-M2, где Afj^Z.1, AM%£ L1*
£~aAf2£Z.* и Л 1 а — • 0 на бесконечности. Покажите, что уравнение

• .. (а\\u(t) =( _

имеет решение, сходящееся к <1, 0> на бесконечности.

98. (а) Пусть / и g—такие функции из С 1 (R), что fg'—gf нигде не обра-
щается в нуль. Допустим, что <ы(*). «'(*)> и <а(х), b (*)> связаны
формулами

и (х) =a(x)f (х) + b(x)g(x), и' (х) = а (х) f (x) +b(x)g' (x).

Пусть задана W (х). Докажите, что дифференциальное уравнение
u"(x)=W (x) и (х) эквивалентно дифференциальному уравнению р' (*) =
= Д (х) р (*), где р (Л:) = <а (л:), b (лг)> и

f(-r+wf)

(b) Докажите теорему XI.67 (с), пользуясь задачей 97е и пунктом (а)>

выбрав

/sini
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99. Докажите (155) и сделайте заключение, что обычные волновые операторы
в кулоновом случае не существуют. [Указание. Сначала докажите, что
(1 — Pac(H)) e'tHe~itH°—»0 слабо. Затем, пользуясь сходимостью
L'D(t)*e~"HPtcW), Докажите, что Рае (Я) eitHe-itlf' — 0 слабо.]

Пусть W (k, t), P (k) — такие веществеинозначные функции, что для каж-
д»го $ и почти всех k

W (k, t + s)— W (k, t) — sP (k),

когда t—>-±oo. Докажите, что
s-limexp (IW (iV, /)) exp (— iW (iV, / + s)) = exp (—isP (i\)).
t->-±°0

[Указание. Воспользуйтесь мажорированной сходимостью.)

Воспользуйтесь методом стационарной фазы, чтобы доказать (159а).
102. Пусть # 0 = — Д; Я = — Д — Х/~ х + Vs\ Я ' = — Д — Хг"1. Пусть ф £ С ~

и < р г 1 вблизи г = 0. Пусть Н = Н0—X ( 1 — ф) г- 1 ; W = — Xr-fy
(a) Докажите, что Qg (Я, На) = Q ± (Я, Я') Q^ (Я', Я о), и заключите,

что для доказательства полноты U Q (Я, Яо) достаточно доказать пол-

ноту Qg (Я', //0) и Q^ (Я, /У').
(b) Предположим, что Vs ( Я о + l ) - « - i обладает следом. Докажите, что

^ ( Я - Ь ^ ) - " 1 - 1 имеет; след, показав, что D (Яо*+1) =£> ( Я т + 1 ) .
(c) Докажите, что U7 (Яо-|- I )-"»- 1 имеет след при достаточно больших т.
(d) Докажите, что (Н+ Е)-*—_(Н'+ Е)~т и (Н + Е)-™ — (Н + Е)-т

обладают следом, если Vs (Н + Е)-1*-1 имеет след при достаточно
большом т.

(й) Докажите, что если V, ( Я о + l)-"»- 1 имеет след, то Q± (Я, Я') суще-
ствуют и полны. Примечание. Q^ (Я', Яо) полны, что видно из
явного разложения по собственным функциям; см. основополагаю-
щую статью Долларда, цитированную в замечаниях к § 9.

103. Убедитесь, что в классическом случае для дальнодействующих сил
( S + \ 2 _ ) U ( 2 _ \ 1 + ) имеет меру нуль и что (167) выполняется для
каждой пары <JC0, рлу в 1±.

104. Воспользуйтесь методом сжимающих отображений такого типа, как в § 2,
чтобы доказать существование решений уравнения (172).

105. Докажите, что для почти всех р-ш, Ь-1П соответствующее дальнодейст-
вующее решение x(f). связанное со (172), удовлетворяет условию

lim | х (t) | = оо. [Указание. Пусть G—отображение </?in, a> в решение,

связанное со (172) в момент / = 0 . Докажите, что G сохраняет меру.]

106. Фиксируем а > 0. Предположим, что sup [ ( l - f -x) a + i p i |£>B (Vn — V) |]—•()
при | р Ч < 2 . Пусть Л/ = [1/а].
(a) Докажите, что функция г^(р, t; Vn) сходится к г#(р, t; V) равно-

мерно по /, когда р принадлежит компактным подмножествам из
R « \ { 0 } .

(b) Докажите, что решения уравнения (172), связанные с V,,, сходятся
при п —* оо к решению, связанному с V.

(c) Докажите, что отображение S, определенное в связи с теоремой XI.73,
сходится при п—<• оо.

(d) Докажите, что если V„ короткодействующий, то S, определенное при
помощи if/, совпадает с частью обычного короткодействующего 5.
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*107. Пользуясь результатами Хёрмандера, относящимися к решениям уравне-
ния Гамильтона—Якоби, исправьте анализ Хербста классического корот-
кодействующего рассеяния с помощью канонических преобразований.
Литература: статья Хёрмандера и вторая из статей Хербста, цитиро-
ванных в замечаниях к § 9.

108. (а) Пусть W (k t) — вещественнозначная функция, такая, что при неко-
тором фиксированном Н имеем eitH ехр (—iW(iy, /))—*-Яд, когда
t —>•—оо. Пусть Ро—проектор на Ran Q j . Докажите, что для любой
другой измеримой функции W(k,t) существуют £.""-функция G(k)
и поднаправленность ta—>-—оо, такие, что

w-lim PDeitH ехр (— iW ( - iv, /„)) = Q + G (— iv).

[Указание. Возьмите в качестве G(k) предельную точку ехр (iW(k,t)~
— iW(b, t)) в топологии o(L°°, L1), т. е. в *-слабой топологии.]

(Ь) Докажите, что если s-lim eitH ехр ( — i # (—t v, /)) = Qo сущест-

вует, то PD&D = ®DG (— t'v).
(с) Если, кроме того, Р о = р а с ( # ) . то |G(£)| = 1 п. в.

109. Пусть V удовлетворяет условию | DaV (х) | < С ( 1 + л : ) ~ | а | ~ е при всех а
с | а | < 3 . Докажите, что V можно представить в виде Vi-\-Vit причем
\V2(x)\<:C(l + x)~1-e и \(DaV1)(x)\<C(l + x)-m(la^, где т(/) =
=/-{-в при / = 0, 1, 2, 3 и т(1)=3+е+2/я(1—3) при /S*3, действуя
следующим образом.
(а) Возьмите it £ СГ (R"; и г|э (дг) = 1 при | х | < 1, i|) (л:) = О при | х | ̂  2

и 0 < ; t | ) ( x ) < l при всех х. Пусть i|)v(;e)=i|j (2~vx)—-ф (21— Vx) и
Vv = Kipv • Докажите, что || Dat|Jv|| «. < C a 2 - v l a I , | (D°h |) v )(•*)<
^ d ( l + | л; |) -I «I , и выведите отсюда, что \ D<*Vv(x) *£
<^С (1 +лг) - I а 1-е, О«=£сс<3.

(Ь) Пусть 6 = 2/3. Пусть X€C5°(Rn), причем jj X (л:) <£е = 1 и

| л: | «X (л:) Лс = 0 при О < | а | < 3. Пусть Xv («/) = 2-e«vx (2-v«y).

Докажите, что
Vv(x-y)-Vv(x)-

с х | < 2

для всех х, у, таких, что х £ supp Vv, у £ supp Xv • Выведите отсюда,
что

| Xv * Vv (x)- Vv (x) | < С (1 +*)-!-«.
(c) Докажите, что D " (Vv * Xv) < С а (1 +л;) -m <l ot I).
(d) Завершите доказательство, взяв Vl = ̂ Vv*%v и K2 = V—Vi-

v
НО. Следуя методу задачи 109, покажите, что V^Vi + V^, где | Vt (x) | <

<С(1+лг)- !-е и |(/ЗаУ 1)(лг)|<С(1+л:)-«(1«|) с m ( l ) + m ( 3 ) > 4 ,
если |D«V (л:) | < С ( 1 + лг)-1«1-в, | а | < М , причем е > 1/2 при М = 1
и г > 1/5 при М = 2 .

Литература к задачам 109 и ПО: статья Хёрмандера, указанная в замеча-
ниях к § 9.
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111. (а) Вычислите дифференциальное сечение классического кулонова рас-
сеяния (резерфордово сечение).

(Ь) Вычислите кулоново сечение в борновском приближении.

* 112. Используя обозначения теоремы XI.75 § 10, покажите, что

(а) <и, v> £ Pac (Ло) <=> Вои £ Я а с (Во) и v£Pac (Bo);

^113. Предполагая, чю георемы Х1.75 и XI.76 остаются верными и в том
случае, когда На и Я] имеют точечный спектр в нуле, восполните
детали доказательства существования волновых операторов при оптиче-
ском рассеянии в неоднородной среде (пример 2 в § 10).

114. Пользуясь методами § 10, постройте теорию рассеяния для волновых
уравнений

ип—Д« = 0, ии — &u + q (х) u=0

при подходящих условиях на q (х).

115. Пусть А и В—ограниченные операторы в гильбертовом пространстве ,̂ f.
(a) Докажите, что а (АВ)\{0) —а (ВЛ)\{0}.
(b) Докажите, перестановочное соотношение (205).

*11Ь. Цель этой задачи — распространить георемы XI.79 и XI.80 на размер-
ности п Ф 3.
(a) С помощью метода, использованного при доказательстве теоремы

XI.21, покажите, что (1 + х * ) - ' ( 1 +р 2 )~3 (1 + * 2 ) - v £ Зр в смысле
операторов в L2(Rn), если р > п/2р, а + у > п/2р, где а или у
могут быть отрицательными. [Указание. Рассмотрите сначала случай
р^2, а затем воспользуйтесь равенством
(1 + **)-«( 1 + Рг) ~

= [(1 + •»=2)~а (1 + Р
с подходящим б.]

(b) Пусть R0=(H0+\)~1, a R—другой оператор. Предположим, что
(1 + * 2 ) * (/? — /?0) (1 + * 2 ) * € %р Д л я Р > п/2 и всех k. Докажите по
индукции, что (1 + * 2 ) * (Rm — /?о*) (1 + * 2 ) * ^ Зр для всех Л\ всех
пг = \, 2, 3, . . . и р > n/2m и, в частности, что /?m — Z??1 £ # , ,
если m > л/2.

(c) Докажите аналоги теорем XI.79 и XI.80 для произвольного п.

117. Будем говорить, что положительные самосопряженные операторы А и В
удовлетворяют условию А < В, тогда и только тогда, когда Q (B)c Q (А)
и (ф, Аср) < (ф, йф) для всех ф ̂  Q (В). Предположим, что А и В имеют
ограниченные обратные. Докажите, что В-1 < Л - 1 . [Укязаиые:
!ф, S - » < ( / l - > , / I B - ^ X ^ - ^ , ф ) 1 7 ^ ^ - ^ , ЛВ-^) 1 2 < ;

^ ( ф , Л-'ф)1 / 2(ф, В-1Ф)1/2.]

* 118. Восполните детали доказательства теоремы XI.8Г.

119. Пусть W — ограниченное замкнутое подмножество в К 2 и Г = {<Л], Х2,Х3У£
£ R3 | or,, x2>€ W, х3 = 0}. Цель этой задачи—доказательство конечности
следа /?$,. N — R"o.
(а) Покажите, что 1еорему XI.80.можно модифицировать так, чтобы ее

утверждение оставалось справедливым при замене сферы S границей
куба С.
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(b) Пусть С—куб, а Г' — часть гиперплоскости, рассекающая С на два
прямоугольных параллелепипеда. Докажите, что R^curU (опера-
тор Лапласа в L2 (С) с граничными условиями Неймана на дС (J Г')
есть оператор Гильберта — Шмидта. {Указание. Сосчитайте собствен-
ные значения /?!|

*(с) Завершите доказательство конечности следа R'f. N — Rg.

120. В случае рассеяния на препятствии с граничными условиями Дирихле
мы доказали существование Q* (AD. АО; / 1 0 ) . Пусть J—оператор умно-
жения (обеих компонент) на функцию <р £ Со", обращающуюся в нуль
в окрестности препятствия. Докажите существование Q ± ( 4 o , /40; У)

121. Докажите единственность представлений, указанных в теоремах XI.82
и XI.83.

122. (а) Пусть dv (б) — трансляционно-инвариантная борелева мера на окруж-
ности. Докажите, что dv = cd6. {Указание. Примените теорему
Фубини к интегралу С / (6 + 6') dx (G) dQ'.\

(b) Пусть dx (x) — фансляционно-инвариантная борелевз мера на R.
Докажите, что d\ (x)—cdx.

^123. Докажите, что операторнозначная функция t(o-\-iy) аналитична по
норме в верхней полуплоскости, используя факт ее слабой аналитич-
ности и привлекая идеи теоремы VI.4.

*124. Используя идеи примера 3 § 11, проверьте выполнение условий тео-
ремы XI.91 для группы, описывающей взаимодействие, из примера 2.

125. При дополнительном условии ц > 1 н теореме XI.98 докажите, что
И ^ Ф Ю - Ф + И М И — - 0 при <— +оо

^126. Докажите, что оператор рассеяния для малых начальных данных, по-
строенный в теореме XI.98, инъективен. [Указание. Обратите доказа-
тельство части теоремы XI.97, касающейся единственности.]

127. (а) Пусть g — положительная интегрируемая функция на R, а / — изме-
римая ограниченная на каждом интервале (— оо, t) функция, удов-
летворяющая неравенству

(

/ (0 *£ с „ + b0 f / (s) g (s) ds для всех t.
— оо

Докажите, что

f(t)eicoexp(bo J g(s)ds) для всех t.

*(b) Пусть а и Р — две эрмитовы 2 х 2-матрицы, удовлетворяющие
условиям

а / Р г -р
Докажите глобальное существование для связанных между собой урав-
нений Клейна— Гордона и Дирака в одномерном пространстве:

д*и

14*
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где g — вещественная константа связи, и (х, t)—вещеетвеннозначная
функция на R2, ф(*,<)—функция на R* со значениями в О X С,
a ty$\jp—скалярное произведение. [Указание. Найдите сохраняющиеся
величины, воспользуйтесь оценкой Соболева || f\ „ < с \\ f || \1л \\ f \\ ^* и
тупо итерируйте.]

Литература: J. Chadam, Global solutions of the Cauchy problem for
the (classical) coupled Maxwell — Dirac equations in one space dimension.—
/. Fund. Anal. 13 (1973), 173—184.

Восполните детали доказательства теоремы XI.100. В частности:
(a) Покажите, что для каждых / и т) отображение Mt равномерно непре-

рывно на {ур £ £ s c a t 11| фII scat < Л} в II || scat-топологии. [Указание.
Сначала покажите, что Mt непрерывно в || • ||-топологии.]

(b) Докажите инъективность Q + .

129. (а) Пусть В^=у—Д + /лг в Z. 2(R 8). Покажите, что существует посто-

янная с, такая, что

|| В-1 sin [(/ — s) В] и3 (s) |L < С (I Bu (s) [1а || и (s) ||^

для каждой M ( S ) ^ D ( B 2 ) C Z . 2 ( R 3 ) .
(b) С помощью полученного неравенства, применяя технику теоремы

XI. 100, постройте волновые операторы для уравнения иц — Ди + т 2 а =
= — и8 в случае п = 3.

130. Докажите существование глобального решения для нелинейного уравне-
ния Шредингера (261) при р з * 1 и X > 0.

Примечание. Задачи 131, 132, 133 требуют некоторого знакомства с квантовой
теорией сложения угловых моментов.

131. Пусть о ( а> и о(Р>—спины Паули в различных узлах гейзенберговой модели.
Введем &ар = (<* < а > + <**)*• Докажите, что собственные значения Aag рав-
ны 0 и8ичтоо< а ) -о 'Р ) = 1, когда ftap = 8, ио<а)-а*Э> = — 3 , когда ftap = 0.

*132. (а) Пусть о 1 0 " , 0(Р>, a w . — т р и спина Паули в различных узлах. Дока-
жите, что (в операторном смысле)

(1 _а<«> -о'»') <£2 (1 — a<«> .a<v>)-f 2 (1 _oO). a<V)).

(b) Пусть все / а р З * 0 и Я = — V ^ a p o < a ) •»<^), причем сумма берется
по конечному множеству узлов, которое нельзя разбить на две не-
взаимодействующие части. Докажите, что наинизшее собственное зна-
чение Н равно —2У«Р> а е г о кратность равна п + 1 , где п—число
узлов. [Указание. С помощью (а) докажите, что каждый собственный
вектор, отвечающий собственному значению — 2 ^ а Р - и м е е т полный

угловой момент S = - g - ^ - a ( a ) с s = n/2.]

*133. а) Пусть а 1 0 ", о'Р'—спины Паули в различных узлах. Пусть р—мат-
рица плотности с Тг (ро< о и •о(Р>)=1. Докажите, что Тг (ро ( а ))=Тг(ро (Р ))-

(Ь) Пусть -ф лежит в пространстве п спинов $%п системы в бесконечном
объеме. Докажите, что

(с) Пусть Л—гамильтониан гейзенберговой модели с бесконечным объ-
емом при нулевой температуре. Пусть il)^55fn и Hty = Q. Докажите,
что (if, a^0"^) не зависит от а, и выведите отсюда, что п = 0.
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4. Проверьте (276).

*135. Пусть Нг(К)—слоение, описанное в конце § 14. Пусть J2(K) и #£0>(К)—
соответствующие слоения У8 и Я ® . Докажите, что ранг, а потому и
след оператора Ht (К) J% (K)—Js (ЛГ) Н<0> (К) конечны. Выведите отсюда,
что ?

136. Докажите, что внутреннее произведение (344) определено корректно, по-
казав, что если v ч w по-разному представимы в виде конечных линей-
ных комбинаций векторов из £>0, то (v, w) не зависит от выбора пред -
ставления.

*137. Проверьте, что операторы h(t)-\-M + \ в доказательстве теоремы XI.104
удовлетворяют условиям теоремы Х.70.

*138. Проверьте часть (е) теоремы XI.104.

*139. Убедитесь, что заряженное скалярное поле массы т удовлетворяет обоб-
щенным очевидным образом аксиомам Гординга — Вайтмана.

. Обобщите доказательство причинности нз § 15, для того чтобы показать,
что |<р(/,О, <P(u,t')*\ = O, когда {<х, l>\x£supp }} пространственио-по-
добно {Ос, OI*€ S U PP#>-

. Восполните следующие детали доказательства теоремы XI. 106.
(a) Завершите доказательство (295).

1 * *.*

(b) Докажите, что (а, + ^ * ) е ' ' ' ^ 1 п = 0
(c) Восполните детали доказательства изометричности S " 1 .

142. Фиксируем короткодействующий потенциал V в R3. Пусть ^—бозонное
фоково пространство, построенное над Z.2(R3), т, е. Jfn равно Ll(R3")—
пространству, состоящему нз симметричных функций /(лгг хп), задан-
ных на R3" и суммируемых с квадратом. Определим И в . ^ , потребовав,
чтобы Н оставлял ff~n инвариантным, V был четным и

Н\¥п i > < + ^V(x{- х,).
• = i Ki

Пусть Qo—фоков вакуум. Определим «полевой оператор», полагая

<f(xtt)=eitHy(x,0)e-itH.

Под регулярным волновым пакетом для свободного уравнения Шредин-
гера будем подразумевать функцию / (лг, t) вида

f(x, О = ( 2 я ) " 3 / 2

с g^Co°(R 3). Имея такую /, определим <р/(*) соотношением

(а) Докажите, что для любых регулярных волновых пакетов fi,..., fn
вектор
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имеет предел при t —• ±00 в топологии нормы, представив q (t) в
виде el<'1e-itH'g с подходящим вектором g и воспользовавшись из-
вестными фактами о нерелятивистском рассеянии.

(b) Докажите (а) методом Хаага — Рюэля. [Указание. УФВ, взятые при
равных временах, очень просты; вычислите их точно!]

(c) Предположим, что Н\^2 обладает связанным состоянием. Введите
подходящие новые «полевые» операторы \р так, чтобы, следуя проце-
дуре (а), можно было получить волновые операторы канала для этого
связанного состояния при применении ее к полям гр и волновые опе-
раторы канала для свободных частиц и этого связанного состояния,
если использовать ф и t|).

Литература: лекции Хеппа и статья Гандаса, упомянутые в замечаниях
к fc !6.

143. Докажите, что УФВ явным образом выражаются через обобщенные функ-
ции Вайтмаиа по формулам

1*1*1.

144. Предположим, что для я = 1 , 2 , ... заданы функции fn (X) иа (0, оо) с
асимптотическими рядами fn (X) ~ 2 ап, т "^т- Определим «усеченные»

m
функции /„_ т (X) по индукции с помощью соотношений

/nW = 2 I V ( | " i ' •••'mk)fm,.r(^)--fmk iW.

где N {nix, ..., тк) — число различных разбиений множества {1,...,п} на
k подмножеств с m-i т.^ элементами (так что Л; =n!/OT,!.../w^!, если
все rrij различны, и меньше, если некоторые /л; совпадают). Под (п, т)-
гргфом будем понимать множество как-то обозначенных п красных точек
и т черных течек, соединенных между собой некоторым числом линий.
Каждому графу Г припишем его величину V (Г), руководствуясь двумя
ограничениями: (i) величина графа не меняется при переобозначении крас-
ных (соответственно черных) точек; (И),величина любого графа Г, рав-
ного объединению связных графов Г 1 г ..., Г*., равна V (Г) = V (Г\) .,. У(Г^).
Предположим, что

Г есть (л, т)-граф

Докажите, что \П: т (X) ~]У] а\ т^-т< г Д е

<т= 2 V W'
Г—связный (л, т)-граф

Примечание. Мы рассмотрели функции /„ (X) одного переменного только
с целью сокращения обозначений. Таким же способом можно рассмот-
реть функции Вайтмана, зависящие от п переменных х1г...,хп, и соот-
ветствующие УФВ. В таком случае аналог сформулированного выше
результата приводит к такому следствию: а теориях, где функции ^ п

заданы «формальными» суммами фейнмановых диаграмм, УФВ задаются
как суммы связных фейнмановых диаграмм. Это означает, что «связная»
S-матрица из § 5 соотносится с полной S-матрицей так же, как УФВ —с
вакуумными средними.



Задачи

*145. Проверьте (314). [Указание. Докажите, что спектр а-Р на {трау± содеп
жит лишь абсолютно непрерывную часть, и примените лемму Римана -_
Лебега. |

. (а) Покажите, что свойство носителей Wn (теорема IX.32) эквивалентно
тому, что носителем ifea служит

[Указание. 2<7^ = 2 <*f-*/+i)( 2«/ )+х» 2«!/-1
1 / V / /

(Ь) Пусть <i ('*,> <( j , . . . . i^> — разбиение множества {1,..., л}, та-

кое, что If <...<ik[. Пусть

Докажите, что носитель S лежит в Sn.

(с) Покажите, что если в (а)_вместо ф>п взять ^ " л > т и_считать выпол-
ненным свойство 9, то —V+ можно заменить на —V + > n .

(d> Пусть <c?i д„> принадлежит носителю 5 ^ „ ( Т (л,-,, ..,, дс,А, х > ....

..., д ; г ) . Докажите, что у < 7 / € — "Й+ m и V ^

147. Докажите георему XI.117 из замечаний, касающихся рассеяния в фор-
мализме С*-алгебр.

14Ь. (,а) В обозначениях теоремы XI. 114 покажите, что

N~l ^>j\F (п)\л —*• ^ I Ц ({•*}) I2 П Р И N —«-со.

(b) Пусть U — унитарный оператор на сепарабельном гильбертовом про-
странстве и {£•;}/=! (М= 1, ..., оо)—его собственные значения, а Я,-—
соответствующие собственные проекторы. Покажите, что для лю-
бых векторов г), i|)

. V - 1

lim /V"1 2 I (*!• &'*}$) | 2 = 2 | (т), Я,-1р) | 2 ,

(c) Предположим что Uq>=q>. Докажите, что

для всех г|, t p £ , ^ тогда и только гогда, когда ф—единственный
собственный вектор U. (Это теорема VII.14 (Ь).)

ос

149. (а) Отобразите Q=X {—1,1} на [0,1] с помощью функции Т: * н - *
« = i

,_^. ^ З " » ( * „ + 1 ) . Пусть |д0 —мера на {—1, 1}, такая, что цо({1}) =

= (iu ({—1}= 1/2, а (1 — мера-произведение на Q. Зададим v на [0, 1]
формулой v ( Л ) = ( 1 ( Г ~ ' 1 (А)). Покажите, что v —канторова мера.
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(b) С помощью (а) покажите, что функция F (*) = \ eixi d\ (х), где v —

канторова мера, пред ставима в виде

F (*) W 2 Д cos (3-»0-
1

(c) Покажите, что F (3N (2п)) не стремится к 0 при N—•», и выведите
отсюда, что F (i) не стремится к 0 при t—»-ое.

(d) Пусть А—оператор умножения на г в L*(Q,\;d\). Покажите, что
U (t) = eitA не сходится слабо к нулю.

«о

(e) Если Q отобразить иа [0, 1] с помощью S: xt-*- 2 2~п~1 (хп -f-1).

то v(-) = \i(S~l (•)) будет мерой Лебега на [0,1]. Почему нельзя
утверждать, что F (2N (2я)) не стремится к нулю?

ао

(f) Докажите, что / - 1 sin<=» J J cos (2-"~xt).
/1=1

150. В рамках формализма Лакса — Филлипса предположим, что нам извест-
но лишь то, что Af имеет только непрерывный спектр. С помощью лем-
мы 3, доказанной перед теоремой XI.8, и теоремы РАГЭ покажите, что
выполняется (219).

161. Пусть V ограничен относительно Но ( = — 1 / 8 Д). Фиксируем такое /, что
1—/£С(Г, j(x)=\ (соответственно 0), если | л с | ^ 1 (соответственно
| х | < 1 /2). Пусть j R (х) = / (x/R). Пусть при z£ а (Но)

h {R, г) =|1 V ( // 0 -г)-» F (| х | & R) Ц,

(a) Докажите, что h (/?, z ) < / i x (R, г) < h (R/2, г), и выведите отсюда,,
что h^L1 (0, оо; dR) тогда и только тогда, когда ft, gZ.1 для того же г.

(b) Используя коммутатор, покажите, что

и что hi^Z- 1 тогда и только тогда, когда h^L1 для того же г.
(c) С помощью первой резольвентной формулы покажите, что условие

h^L1 не зависит от г.
(d) Пусть V коммутирует с каждой функцией /^. Докажите, что h {R,z)

лежит в L1 тогда и только тогда, когда | | F (| x | ^ R) V (На—г)-1!!
лежит в L1.

152. (а) Обобщите формулы (270 п, о, р) иа ток, так чтобы иметь возможность
рассматривать миогокомпоиентные поля {Ma}J=1 и такие V, которые
перепутывают компоненты.

(b) Внутренняя симметрия имеет вид: у=х, s = t, V a есть функция толь-
ко {ир}. Выпишите формулу сохраняющейся величины, отвечающей
такой симметрии.

(c) Пусть X (u) = | u f | 2 — | V" I 2 —G (и). Предположим, что и может при-
нимать комплексные значения, но G зависит только от | и |. Найдите
сохраняющуюся величину Q (обычный «заряд»), соответствующую
внутренней симметрии ut—*-eieu.
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(d) Пусть и есть л-компонентная функция и X (и) =»| ut | а — | Vм I я —G(«).
В случае когда X зависит только от | и |, выпишите сохраняющиеся
величины при условии, что и вещественнозыачна (О (л)-симметрия)
или комплекснознлчна (U (я)-симметрия). Предположим, что к «S? до-
бавлен нарушающий симметрию член —F (а х). Вычислите источники,
входящие теперь в прежде сохранявшиеся токи.

153. (а) Для уравнения u t f = A u — \ u \ P ~ l u пусть &0 задан формулой (270d),
где «*/4 заменено на {1/{р-\-1))\и\Р*1. Найдите источник, отвечаю-
щий нарушенной конформной инвариантности.

(Ь) Покажите, что если р > 3, то S (и) s i 0 при I > 0.
•(с) Докажите аналог теоремы XI.101 при 3 < р < 5.

154. Предположим, что £ (и.) имеет вид 3oBo + V'B с некоторыми локаль-
ными функциями Во, В от «. Покажите, что каждая функция удовлет-
воряет соответствующему уравнению Эйлера—Лагранжа.

155. Найдите остальные девять сохраняющихся величин для (270b), т, е,
шесть зярядов, отвечающих лоренцевым преобразованиям, и три других
конформных заряда.

156. (а) Найдите ток и источник, отвечающие масштабным преобразованиям
уравнения иц — ku — | п\Р~г и, когда x£Rn, / £ R . Выберите закон пре-
образования итак, чтобы6Jf = 0 в ссвободном» случае, когда и ^ = ди„

(Ь) Повторите все это для конформного заряда.
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О комплексные числа
С(Х) Ц91

Со (R") 1641

<ёа, И 107

dT(A) 338», 233 2

3)L«, 77

D (•) (область определения) 274х

® ( R " ) , й?(й) 1671

&>' (R"), й ) ' (й) 1681

.£>« 122

£> {«) 95
0<D' 100
D' * D 102
ЭБМФ 14
<£ ПО
EQ{A) 39

/ (*) 128
f(k, 8) 122
/ (Е, cos 9) 138
/ (А) (функциональное исчисление 2481

непрерывных функций)

f, gf (преобразование Фурье) ц *

f, Of'1 (обратное преобразование ц г
Фурье)

<F (.%*). (Fa (&%)> Wь (3%) (пространства Фока) 58 1, 69 1

f л. (*) 187 '

Р\\ (х) 187

Go (Л:, у; Е) 114, 219
О ( * . У, Е) 113, 114
°Г; D 219

1) Индексы 1, 2 и 4 означают, что это страницы т. ! , 2 и 4 соответственно.
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С Г ; N 219

Ы, 87, 310
h 311
96 S3*
96 п , ЯГ ас. Жмг 256*
^Sfasym 96

ЙГ* 96

9С'-± 232

ЙГ.п 334
out

Жь 301
Я о (свободный гамильтониан) 69'
Н, 96
н 96
"asym

Н® 305
^ А 3 0 2

Н(СС). f7(Ct) 89
tfo 90

231*. 2331. 542, 57

я 47
ID 90
Кег 2081

КЛМН 1903
1Р 85*

84*
5.4*

(пространство L* с весом) 188
(слабое L^-просгранство) 43 а

188*
205*

J ? ( A , К) 85*
в#(В) 34
Р.г(Л), PJ* 260*

р (D) 592

i'cont 355
?Й 336
R вещественные числа
R (класс Рольника) 1932. 110
Ran 208*

i\.i), R\(T) (реаольвента) ' 211*
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Ra,RriD,RriN.RdBUV

supp
S

S, S
S(E)
S(k, k')
if (Rn)
3" (R")
Tr(-)

УФВ
T(k, k')
T(E)
Wm(Q)
xa

Г(Г)
Г (Л)
dT(A)
6i(E)
Д
Д

Q

.a

к(Х)
p(f)
о (Г)
°pp> °cont» **ac> °slng
O"dlsc

a e M

a

daidQ
2 i n , S o ut
2 0

а± (А, в)
Q± (A, B, J)

" a

I! I I ,
1! IL

216

158*. 27»
оператор рассеяния

(пространство Соболева)

(график оператора)

226
135
119
152*
152*
231*
337

118
135
652. 277
12*
2761

3381. 233*
330\ 233*
141

симметрическая разность множеств
лапласиан в R"

(матрицы Паули)
(сечение)
(дифференциальное сечение)

(функции)
(опеоатооы)

288*

288*

129*
211*
211*
2561

2611, 23*
2611

301

26, 122
26, 122
13
19

127

96

УО

14*

28

35

96

841

56'
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0 - 1 *
1 - 1 .
II I I -
D/lle
©

°, int

11-11 s

1
N

( • i

(норма Рольника)
(функции)
(операторы)

(меры)
(гильбертовы пространства)
(функции)
(операторы)

(операторы)

(замыкание)
(внутренность)
(сопряженный оператор)
(сопряженное пространство)
(свертка)
(кластерное разложение)

(абсолютная величина опера-
TODa^

(ортогональное дополнение)
(разность множеств)
(факторизация)
(сужение)
(упорядоченная пара)
(внутреннее произведение)

193»
83»
54»

188*
541, 94*
391

651

1601

3291
90», 100V294*
100
1071

1081

2091

871

162. 17»
102

205^
2191

551.
131
951

141

13»
50»



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ1)

Абелев предел 116
Абсолютная величина оператора 2191

Абсолютно непрерывное пространст-
во 2561

Аарона — Хербста теорема 69
Аксиоматическая квантовая теория

поля 762, 130», 332
Акустическое рассеяние 198
Амплитуда рассеяния 122, 138
— — вперед 128
— — парциальная 139
Аналитическая векторнозначная

функция 2121

— матричнозначная функция 124

Аналитичность S-матрицы (гипотеза)
107, 372

Антисвязанные состояния 156
Аппроксимативная единица 2771, 192

Асимптотическая полнота 15, 22, 30,
336

— — слабая 13
Асимптотически эквивалентные (опе-

раторы) 46
Асимптотический левый обратный 46
Асимптотическое гильбертово прост-

ранство 96
Атомные координаты 88

Банахово пространство 83 1

— сопряженный оператор 2081

Белопольского — Бирмана теорема 47
Бесселя сферические функции 166
— уравнение 166
Бирмана теорема 39
Боголюбова преобразование 330
Больцмана уравнение (линейное) 258
Борна амплитуда 121
— ряд 121
Быстро убывающие функции 152*
Бэрова мера 122\ 1281

— функция 1221

Бэрово множество 1221

Взаимно подчиненные операторы 39
Винера теорема 354
Вложение (каналов) 96
Внешнее поле и рассеяние 308
Внутренняя симметрия 424
Возбуждение (при рассеянии) 87
Волновой пакет регулярный 53
Волновые операторы 19

обобщенные 28
полные 46

— — полуполные 46
Время задержки 25

Гамильтона — }1коби уравнение 196
Гамильтониан 3321, 772, 2492, 388*,

320J

— зависящий от времени ЗЮ2, 70
— кластера (^кластерный гамильто-

ниан) 89
— свободный 69а, 245а, 314
Гейзенбергова картина рассеяния 321
— модель (ферромагнетика) 300
— S матрица 321
Гёльдера неравенство 841, 452, 472

— — для матриц 416*
Генератор инфинигезимальный груп-

пы 2941

полугруппы 2632, 2742

Гильберта — Шмидта оператор 2331,
2451

— — теорема 2261

Гильбертово пространство 501

Гипотеза об аналитичности S-магрицы
107, 372

Гладкая граница 223
Гладкое решение уравнения Клейна —

Гордона 53, 332, 334
График отображения 991, 2761

Грина функция ИЗ, 114
— — задачи Дирихле 219

Неймана 219
— функции свободные 73\ 114. 219

*•) Индексы 1, 2 и 4 означают, что это страницы т. 1, 2 и 4 соответственно
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— — свойства следов 216
Гюйгенса принцип 235

Дайсона разложения 311*
Дальнодействующне потенциалы 181
Действие 303*, 292
Дефекта индексы 1592

Динамический разрез 157
Дирихле задача 2281, 219
— — функция Грнна 219
— лапласиан 288*
Дискретный спектр 261х, 2622, 234

Дисперсионные соотношения 127, 372
— — для рассеяния вперед 129
Дифференциальное сечение (рассея-

ния) 26, 122, 371
Длина рассеяния 148
Лолларда — Фридмана теорема 174
Допустимая функция 40

Задержки время 25
Замкнутая квадратичная форма 3041

Замкнутый оператор 2761

Заряд конформный 288, 299
Заряда оператор 314
Заряженное свободное бозонное поле

314
Захвата процесс 86
Звездное множество 223

Измельчение 100
Измеримость 291, 37 х . 122х

— по Борелю 134х

— сильная 134х

— слабая 134х

— функции со значениями во множест-
ве неограниченных операторов 30,
3084

Инвариантности принцип 41, 59, 361
Интерполяционные теоремы 402—592

Инфиннтезимальный генератор груп-
пы 2941

—: — полугруппы 263''
Инфракрасная проблема 399
Исключительное множество ПО. 112
Источник 294
Йоста граничные условия 148
— решение 151, 177
— — для осцилляторных потенцна

лов 168
— уравнение 148
— функция 152

Канал 95
Канала вложение 96
— волновые операторы 96
— гамильтониан 96
— гильбертово пространство 96
— порог 135
— собственная энергия 95
Каноническая форма компактного опе-

ратора 227х

Канонический эллипс 164
Като — Бирмана теория 34
— Роэенблюма теорема 38
Квадратичная форма 303х

— — замкнутая 304'
— — относительно компактная 398*
— — положительная 3041

— — полуограннченная 3041

— — порождаемая оператором 3041

— — симметрическая 304х

— — строго m-аккретнвная 3081

— — — tti-секториальная 309х

— — фрндрнхсова расширения 200а

Квантовое рассеяние 27
— — в магнитном поле 63, 76
— — в электрическом поле 69

вперед 128, 129
— — дальнодействующими потен-

циалами 181
— — двухчастичное 64

кулоново 183
— — центральными потенциалами 132
— — М-частнчное 85
Квантовополевое рассеяние во внеш-

них полях 308
— — теория Хаага — Рюэля 330
Кинематический разрез 156
Класс операторов со следом 2291

Кластерное разложение 89
— свойство УФВ 337
Кластерные волновые операторы кана-

ла 92
— координаты Якоби 89
— свойства 85
— — S-матрицы 104
— — — редуцированной 107
Кластерный гамильтониан (^гамиль-

тониан кластера) 90
Коммутирующие (неограниченные) опе-

раторы 298J

Компактная резольвента 268*—2854

Компактные операторы 2221

Гильберта — Шмидта 233х

идеалы 229х, 237х, 542—57*
общая теория 2211—229х, 26*'

2854, 3414—363<
определители 3494, 3904—3924

со следом 230х
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Компактный носитель функции 1291

обобщенной 164\ 27*
Кона вариационный принцип 160
— теорема 326*
Конус усеченный 217
Конусное свойство ограниченное 217
Конформная инвариантность 297
Конформное преобразование 298
Конформный заряд 288, 299
Координаты атомные 88
— Якоби 88

кластерные 89
Коиш. направленность 144*
— последовательность 17*
^-система 385
Кука метод 31
Кумулянты 398
Купим — Сандаса теорема 32
К у роды — Бирмана теорема 39

Лакал — Филлипса метод 224
Лапласиан 64*—752

— Дирихле 288*
— Неймана 2884

Левинсона теорема 154
Левый разрез 157
— обратный асимптотический 46
Лежандра полиномы 161
— присоединенные функции 164
— уравнение 162
Лемана эллипс 130
Липпмана —Швингера уравнение НО,

371
— — — модифицированное 112
Ложный полюс 157
Лорениева инверсия 297

Магнитное поле 196а

гамильтониан 196*, 205», 212а,
2142

рассеяние 63, 76
Магнитные спиновые волны (магно-

ны) 300
/Мажорированная сходимость 30х, 381

Массовая щель 333
Масштабная инвариантность нару-

шенная 295
Масштабные преобразования 295, 654,

67*, 203'
— — генератор 179*

группа 295, 203*
ток 295

Межкластерный потенциал 89
Мера 321—401, 1221—135\ 3511, 228
Мероморфная теорема Фредгольма 123*

Монотонная сходимость 301, 37*
направленностей 125*

Наименьшего действия принцип 292
Нарушенная масштабная инвариант-

ность 295
— симметрия 295
Неймана лапласиан 288*
— функция Грнна 219
Нейтронный пучок 257, 259, 260
Нестационарное уравнение Шредин-

гера 70
Нётер теорема 291, 293
Норма 21 х

— оператора 21 1 , 851

Носитель обобщенной функции 1581,
1641, 201х, 272

сингулярный ЮЗ2

— функции 129х

Область определения 141

аналитической функции 2121

неограниченного оператора 2751

формы 3041

Обобщенная функция 167\ 201 х, 24 2

положительно определенная 242

умеренного роста 153х

Обобщенные волновые операторы 26
— потенциалы Юкавы 131
Обратное преобразование Фурье И 2

Ограниченное конусное свойство 217
Ограниченный оператор 21 1

Однопараметрическая унитарная груп-
па 292х

Оператор 13х

— Гильберта — Шмидта 233\ 245х

— гладкий 161*
— компактный 2221

— — каноническая форма 2271

— конечного ранга 222х

— ограниченный 21 1

— относительно бесконечно малый
185*

— — — — в смысле форм 1912

компактный 1304

в смысле форм 398*
ограниченный 185s

— в смысле форм 1912

— положительный 218х

— порождающий форму 309х

— разложимый 134, 3054

—• рассеяния см. Рассеяния оператор
— растяжений (масштабных преоб-

разований) 2034

— с компактной резольвентой 268*
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— самосопряженный 210*, 285*
— сжимающий 1701

— симметрический 2811, 216а

— сопряженный 278*
банахово 2081

— — гильбертово 2091

— сохраняющий положительность 3451-,
210*, 2234

— тензорное произведение 3271

— усиливающий положительность
223*

— Шредингера 94*
— эллиптический 1291, 372*
— энергии (см. Гамильтониан)
— эргодичееккй 741, 2234

— эрмитов (см. Симметрический)
Оптическая теорема 123
Оптическое рассеяние 198, 210
Открытые каналы 135
Относительно компактный оператор

130*
в смысле форм 398*

— ограниченный оператор 1852

— в смысле форм 1912

Парсеааля равенство 601

Парциальная амплитуда рассеяния
139

Парциальные волны 139
— — разложение 140

унитарность 142
— матричные элементы 139
Паули матрицы 301
Переменной фазы уравнение 145
Переноса уравнение см. Больцмана

уравнение
Перестройка при столкновениях 87
Периодический потенциал 303* '
Пирсона контрпример 80
— теорема 35
Планшереля теорема 202

Подканалы 104
Подкритическая пара 263
Подчиненный оператор 39
Полнота волновых операторов 30, 46,

88
— состояний рассеяния асимптоти-

ческая 15, 30
слабая 13, 30

Положительный оператор 2181

Полугруппа гипережимающая 2181

— голоморфная 2802

— ограниченная 2752

— сжимающая 2622

— сильно непрерывная 2622

— /./"-сжимающая 2822

— — непрерывная 2822

Полуограниченная квадратичная фор-
ма 3041

Полуограниченный оператор 1582

Полуполные волновые операторы 46
Полюс ложный 157
— на втором листе 794

— резонансный 156, 674

Поля в нулевой момент времени 315
Поляризационное тождество 79г

Полярное разложение операторов
220\ 325*

Порог канала 135
Потенциал 3234

— дальнодействующий 181
— кулонов 182
— межкластерный 89
— Юкавы 131
— — обобщенный 131
— центральный 132
— — почти 187
Правый разрез 157
Принцип инвариантности 41, 69, 361
— наименьшего (стационарного) дей-

ствия 303а, 292
— равномерной ограниченности 971,

1511

Присоединенные функции Лежандра
164

Приходящее пространство 225
— спектральное представление 232
— трансляционное представление 226
Прицельный параметр 25
Проектор 2101

— ортогональный 2101

Проектор нозначная мера 260*, 2891

Пространственные кластерные свой-
ства 104

Прямая сумма операторов 293*
— — пространства Банаха 941

— — — Гильберта 541

Пэли — Винера теоремы 26а—29V, 1252

Равномерная операторная тополо-
гия 2051

— резольвентная сходимость 3111

Равномерной ограниченности прин-
цип см Принцип равномерной
ограниченности

РАГЭ теорема 353, 355
Разбиение канала 104
— множества 336
Разложение по парциальным волнам

140
— — собственным функциям 108, 367
Разложимый оператор 134, 305*
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Разрез динамический 157
— кинематический 156
— левый 157
— правый 157
— унитарный 156
Распада (развала) процесс 87
Распределение вероятностей 193
Рассеяние II
— акустическое 198
— в магнитном поле
— — электрическом поле 69
— двухчастичное 64
— классических частиц 16
— на дальнодействующих потенциа

лах 181
центральных потенциалах 132

— нейтронов 257
— нелинейных волн 267
— оптическое 198
— спиновых волн 299
— Af-частичное 85
— — с возбуждением 87

— захватом 86
— перестройкой 87

распадом 87
Рассеяния амплитуда см Амплитуда

рассеяния
— длина 148
— оператор см. S-матрица
— — квантовомеханнческнх систем

83, 98
— — во внешних полях 321
Лакса — Фнллипса 234

— преобразование см S-матрица
— теория 11
— угол 25
Регулярная пара 259
Регулярное решение 149
— уравнение 148
Регулярный волновой пакет 53. 332,

Редукционные формулы 398
Редукция S-матрииы (за счет симмет-

рии) 133
Режим генерации 260
— поглощения 260
— чистого рассеяния 260
Резольвента 2111, 2791

— редуцированная I494

Резольвентная формула первая 2I4 1

Резольвентное множество 2111, 2791,
1582

Резонансный полюс 155, 67*
Резонансы и полюсы на втором лиете

794

Ри мана — Лебега теорема 202, 124s

Рисса лемма 571

Рохнберга-Ш пруха оценка 160
Рольннка класс 193s, ПО

Самосопряженный оператор в сущест-
венном 2821

— — неограниченный 2811

— — ограниченный 2101

Свертка обобщенных функций 17*
— функций 162

Свободная функция Грнна 73\ 114, 219
Свободное волновое уравнение 234
Свободный гамильтониан 692. 245 s,

96, 314
— пробег 264
Сеченне рассеяния 26
— — дифференциальное 26, 122

полное 26, 122
Сжимающие отображения 1701, 262а

Сильная измеримость 801, I33 1

— операторная топология 2051

— резольвентная сходимость 311 2 —
320s

Сильно полуограннченное локальное
возмущение 77

Симметрическая квадратичная форма
3041

Симметрический оператор 2811

Симплектнческое преобразование 393
Скручивания прием 256
Слабая асимптотическая полнота 13
— топология 1091, 1291

Слабо аналитическая функция 212*
— измеримая функция 1341

Слабые ЬЯ-неравенства 45а

— ЬЯ-пространства 43 2

Слои (оператора) 134, 305*
Соболева лемма 672

— — обобщение 1302

— неравенство 45 2

— — обобщение 1302

— пространство 642

локальное 652, 2774

Собственные векторы 211 1

— значения 2111, 12*, 3254

— функции непрерывного спектра
108, 367

Соглашение об обозначении векторов
17

Сопряженное банахова пространст-
ва 871

— гильбертова пространства 571

Сопряженный оператор, 2081, 2781

Состояние антисвязанное 156
— рассеяния 12
Сохраняющиеся токи 291, 294
Спектр 211 1, 2791



Предметный указатель 435

— абсолютно непрерывный 2561

— аппроксимативно точечный 198*
— дискретный 2611, 23*. 90*. 94*, Ю14

— непрерывный 2561

— остаточный 2111, 2791

— простой 2571

— сингулярный 256\ 156*, 161 *
— существенный 2611, 122*, 156*. 188*,

2034

— тензорных произведений 197*
— точечный 2111, 2791

— чисто дискретный 3461

— — точечный 2561

Спин вверх 301
— вниз 301
Спиновые волны (магноны) 300
Средняя длина свободного пробега 264
Стационарной фазы метод 48
— — точки 48
Стационарные методы 369
Стоуна теорема 2921

— формула 2631

Существенная область определения
2821

— формы 3051

Существенный носитель (оператора)
413

Сферические функции Бесселя 161

Тензорное произведение гильберто-
вых пространств 651

— — операторов 3271

спектр 1974

Теорема о замкнутом графике 991

Теорема об ограниченном линейном
отображении 221

Ток 294
— источник 294
— сохраняющийся 291, 294
Троттера — Като теорема 3151

— георема 3141

— формула 324\ 2722

Т матрица 118
— на энергетической поверхности 119

Унитарности условие для Г-матрицы
121

Унитарность парциальных волн 142
Унитарный оператор 53 1

— разрез 156
Упругое рассеяние 86
Урселла функции 398
Усеченные функции Вайтмана (УФВ)

337, 398
Усеченный конус 217

Уходящее подпространство 225
— спектральное представление 232
— трансляционное представление 226

Фазовое пространство 70* 342* ifi
2864 '

Фазовые сдвиги 141
Фату теорема 247
Фока пространство 68\ 69\ 232г, 3464

Фон Неймана теорема 2941, 1652 2032,
1374

— — — единственности '602г, 231
Форма см. Квадратичная форма
Фредгольма аналитическая теорема

2241

— мероморфная теорема 1234

Фридрихса уравнение 370
Фридрихсово расширение 2002—205а

Функциональное исчисление 246*
Фурье преобразование 11а

— — обратное 112

— теорема 132

Хаага-Рюэля теорема 334
— — теория 330
Хака теорема 92
Хана — Банаха георема 91 1

Хаусдорфа—Юнга неравенство 21 г , 45а

ХВЖ-теорема 1404

Центрально-симметричная сила 11
— — почти 187
Центральные потенциалы 132—1Ы
— — почти 187
Цепное правило 29

Число частиц (оператор) 314

Шварца неравенство 521

— пространство 152'
Щредингера уравнение 332*
— — интегральное !4й

ЭБМФ S-матрица 14, 358
Эйлера — Лагранжа уравнение 292
Эквивалентность мер 2581, 228
^-пространство с весом >912 1881

LP- неравенства 452

Энергетическое представление 135
Энергии-импульса тензор 295
— поверхность НУ
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Энсса потенциал 346 Юза—Эккарта член 88, 95*
— теорема 347 Юкавы потенциал 131, 326*
Эрмитов оператор см Симметрический — — обобщенный 131

оператор Юнга неравенство 42г, 452

а т р и ц а ( р р
ратор) 13, 14, 24, 83 98. 321, 336
см. также Рассеяния оператор Якоби координаты 88

— гипотеза аналитичности 107, 372 — — кластерные 89
— ЭБМФ 14, 358 Я уха S-матрииа 336, 358
— Яуха 336, 358



ПОДРОБНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ВЫШЕДШИХ В СВЕТ
ЧЕТЫРЕХ ТОМОВ КНИГИ «МЕТОДЫ СОВРЕМЕННОЙ

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ»

Том 1. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ (Л\.: Мир, 1977)

Предисловие к русскому изданию

Предисловие

Введение

Содержание следующих томов

1. Предварительные сведения

1. Множества и функции
2. Метрические и нормированные линейные пространства
Дополнение к § ' . 2. Верхний и нижний пределы
3. Интеграл Лебега
4. Абстрактная теория меры
5. Два приема доказательства сходимости

6. Равностепенная непрерывность

Замечания

Задачи

II. Гильбертовы пространства

1. Геометрия гильбертова пространства
2. Лемма Рисса
3. Ортонормированные базисы
4. Тензорные произведения гильбертовых пространств

5. Эргодическая теория. Введение

Замечания

Задачи

111. Банаховы пространства

1 Определения и примеры
2. Сопряженные и вторые сопряженные пространства
3. Теорема Хана — Банаха
4. Операции над банаховыми пространствами
5. Теорема Бэра о категории и ее следствия
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Замечания

Задачи

IV Топологические пространства

1 Общи** понятия
2. Направленности и схолимоеть
3. Компактность
Дополнение к § IV 3. Георема Стоуна — Вемерштрасса
4. Теория меры ня компактных пространствах
5. Слабые топологии иа банаховых пространствах

"Дополнение к $ IV. 5. Слабая и сильная измеримость

Замечания

Задачи

V. Локально выпуклые пространства

1. Общие свойства
2. Пространства Фреше
3. Быстро убывающие функции и обобщенные функции умеренного роста
Дополнение к § V.3. ^-представление для if и „У"
4. Индуктивные пределы обобщенные функции и слабые решения диффе-

ренциальных уравнений в частных производных
5. Теоремы о неподвижной точке
6. Приложения теорем о неподвижной гочкь

A. Обыкновенные дифференциальные уравнения
B. Мера Хаара на коммутативных компактных группах
C. Уравнения «бутстрапа»
D. Определение фазы амплитуды рассеяния
E. Существование корреляционных функций при низкой плотности

7. Топологии на локально выпуклых пространствах: теория двойствен-
ности и сильная сопряженная топология

Дополнение к § V.7. Поляры и георема Макки — Аренса

Замечания

Задачи

VI Ограниченные операторы

1. Топологии иа множестве ограничрнных операторов
2. Сопряженные
3- Спектр
4. Положительные операторы и полярное разложение

,5 Компактные операторы
6. Операторы со следом и идеал операторов Гильберта — Шмидта

Замечания :

Задачи
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VII. Спектральная теорема

1. Функциональное исчисление непрерывных функций
2. Спектральные меры

1. Операторы с простым спектром
2. Классы мер
3. Операторы однородной кратности
4. Дизъюнктные классы мер
5. Теорема о кратности

3. Спектральные проекторы

4. Снова об эргодической теории. Купманизм

Замечания

Задачи

VIII Неограниченные операторы

1. Области определения, графики, сопряженные операторы и спектр
2. Симметрические и самосопряженные операторы. Основной критерий са-

мосопряженности
3. Спектральная теорема
4. Теорема Стоуна
5. Опасности, таящиеся в формальных манипуляциях. Пример Нельсона
6. Квадратичные формы
7. Сходимость неограниченных операторов
8. Формула Троттера для произведения
9. Полярное разложение замкнутых операторов

10. Тензорные произведения
11 Три математические проблемы квантовой механики

Замечания

Задачи

Список обозначений

Предметный указатель

Том 2. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ. САМОСОПРЯЖЕННОСТЬ (М.: Мир, 1978)

Предисловие

Введение

Содержание других томов

IX. Преобразование Фурье

1 Преобразование Фурье на £f{Ra) и # " ( R " ) . Свертка
2. Область значений преобразования Фурье Классические пространства
3. Область значений преобразования Фурье. Аналитичность
4. Оценки в LP
Дополнение к § IX.4. Абстрактная интерполяция
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5. Фундаментальные решения дифференциальных уравнений в частных
производных с постоянными коэффициентами

6. Эллиптическая регулярность
7. Свободный гамильтониан в нерелятивистской квантовой механике
8. Аксиомы Гординга — Вайтмана
Дополнение к § IX.8. Лоренц-инвариантные меры
9. Сужение на подмногообразия

10. Произведения обобщенных функций, волновые фронты, осциллятор-
ные интегралы

Замечания

Задачи

Указания читателю

X. Самосопряженность и существование динамики

1. Расширения симметрических операторов
Дополнение к § X. I Движение на полупрямой, метод Вейля
2. Возмущения самосопряженных операторов
3. Положительность и самосопряженность I: квадратичные формы
4. Положительность и самосопряженность II: поточечная положитель-

ность
5. Коммутаторная теорема
6 Аналитические векторы
7. Свободные квантованные поля

Дополнение к § Х.7. Соотношения Вейля для свободного поля
8. Полугруппы и их генераторы
9. Гиперсжимающие полугруппы

10. Граф-пределы
11. Формула Фейнмана — Каца
12. Гамильтонианы, зависящие от времени
13. Классические нелинейные волновые уравнения

14 Методы гильбертова пространства в классической механике

Замечания

Задачи

Указания читателю

Список обозначений

Предметный указатель

Том 3. ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ (М.: Мир 1982)

(СМ. НАСТОЯЩИЙ ТОМ)

Том 4. АНАЛИЗ ОПЕРАТОРОВ (М.: Мир, 1982)

Предисловие

Введение

Содержание других томов
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XII. Возмущение точечных спектров
1. Конечномерная теория возмущений
Дополнение к § XII. 1. Алгебраическая и геометрическая кратность собст-

венных конечных матриц
2. Регулярная теория возмущений
3 Асимптотическая теория возмущений
4. Методы суммирования в теории возмущений
5. Концентрация спектра
6. Резонансы и золотое правило Ферми
Замечания

Задачи

XIII Спектральный анализ
1. Принцип минимакса
2. Связанные состояния операторов Шредингера 1: количественные методы
3. Связанные состояния операторов Шредингера 11: качественная теория

A. Конечен или бесконечен О(Ц5С(Я)?
B. Оценки N(V) в центрально-симметричном случае
C. Оценки N(V) в общем двухчастичном случае

4. Местоположение существенного спектра 1: теорема Вейля
5. Местоположение существенного спектра И: Теорема Хунцикера-ван Вин-

тера — Жислина
6. Отсутствие сингулярного спектра 1: общая теория
7. Отсутствие сингулярного спектра II: гладкие возмущения

A. Слабо взаимодействующие квантовые системы
B. Положительные коммутаторы и потенциалы отталкивания
C. Локальная гладкость и волновые операторы для потенциалов оттал-

кивания
8. Отсутствие сингулярного спектра Ш: пространства L2 с весом
9. Спектр тензорных произведений операторов

10. Отсутствие сингулярного спектра FV: потенциалы, аналитические от-
носительно масштабных преобразований

11 Свойства собственных функций
12. Невырожденность основного состояния
Дополнение 1 к § XIII. 12. Критерии Бёрлинга — Дени
Дополнение 2 к $ Х111 12. Формула Леви — Хинчина
13. Отсутствие положительных собственных значений
Дополнение к § XIII. 13. Теоремы об однозначном продолжении решений

уравнений Шредингера
24. Критерии компактности и операторы с компактной резольвентой
15. Асимптотическое распределение собственных значений
16. Операторы Шредингера с периодическими потенциалами
17. Введение в спектральную теорию несамоспряженных операторов
Замечания
Задачи
Список обозначений
Предметный указатель


