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Vorwort. 
Das Gebiet del' Ingenieur-Mathematik auf dem knappen Raum von 

15 Druckbogen in seinem vollen Umfang zur Darstellnng zu bringen, schien 
beim erst en Anblick ein undurchfilhrbares Unternehmen. Umfassen doch 
die wichtigsten Teilgebiete, wie die Differential- und Integralrechnung und die 
darstellende Geometrie, in den gebrauehlichsten Lehrbiiehern allein mindestens 
einen starken Band,meist abel' zwei Bande. Hier soUten nun auch noeh 
die iibrigen Zweige del' Mathema,tik, die algebraisehe Analysis, die analytisehe 
Geometrie, die Trigonometrie und die V ektorenrechnung, sam t den meist 
ganz vernachlassigten numerischen und graphischen Methoden del' praktischen 
Analysis, hinzutreten. Die so sich ergebende DberfiHle an Material lieB sieh 
nul' bewaltigen, wenn von vornherein auf die Vollstandigkeit in den Einzel
heiten und in del' Wiedergabe del' Ableitungen verzichtet wurde. Die Ergebnisse 
muBten zum groBen Teile ohne Begriindung angefilhrt werden und in vielen 
Fallen konnten allein die HaupLgesiehtspunkte hervorgehoben werden. Damit 
wird das Buch zur ersten Einfilhrung ungeeignet, es wird abel' fiir denjenigen 
von. Wert, del' bereits den iiblichen mathematischen Lehrgang durehgemacht 
hat und nun das Gelernte in knapper Zusammenstellung VOl' Augen zu 
haben und nach Bediirfnis in einzelnen Punkten zu erganzen wiinscht. Es 
kann auch neben den Hochschulvorlesungen benutzt werden, damit del' Horer 
eine gedrangte Dbersicht besitzt und eine Weiterfiihrung nach del' und jener 
Richtung zu erlangen vermag. Auf diese Weise wird das kleine Werk, wie 
ieh glaube, Nutzen stiften konnen. 

Dberraschen kann vielleieht die starke Beriicksiehtigung del' elementaren 
Gebiete. Das, was gemeinhin als hohere Analysis bezeiehnet wird und an 
die Einfilhrung del' Infinitesimalbegriffe gekniipft wird, nimmt hier nul' knapp 
die Halfte des gesamten Umfanges ein. Abel' gerade das Zurlickgehen auf 
die Elemente ist von del' gl'oBten Bedeutung, wenn jemand die locker ge
wordene Fiihlung mit dem Geist del' Mathematik wieder zu festigen sucht, 
und daB fill' die praktischen Probleme die elementaren Teile mindestens 
dieselbe Bedeutung haben wie die hoheren Gebiete, braucht nicht besonders 
hervorgehoben zu werden, gehort doch z. B. die ganze darstellende Geometrie, 
so wie sie allgemein behandelt wird, zu diesen elementaren Teilen. Dberall 
habe ieh mieh bemiiht, gerade das starker hervoI'zuheben, was sonst leicht 
zu kurz kommt, und dadurch eine wiinschenswerte Erganzung zu den ge
wohnlichen LehI'biichern zu liefern. Die ganze Darstellung ist in stetigem 
Hinblick auf die Bedii.rfnisse des Ingenieurs gegeben, abel' dttmit kann nicht 
gesagt sein, daB sie von vornherein an die Probleme del' Praxis ankniipft. 
Die Mathematik laBt sich nicht andel'S erobern, als indem sich del' Lernende 
zunachst willig ihr hingibt. Er muB erst die mathematischen Methoden und 
Hilfsmittel an sich beherrschen, ehe er sie £iiI' die Aufgaben seines Faehes 
verwenden kann. Dberall nur mit gebrauchsfertigen Formeln und Vorschriften 
zu arbeiten ist Sache des technischen Hilfsarbeiters, nicht des fiihrenden 
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und selbstandig schafienden Ingenieurs, denn so kommt er nicht dazu, fiir ein 
neues Problem die zweckma13igste Losnng zu finden. Eine Dbe1'schatzung der 
Mathematik in ihrer Bedeutung fiir das technische Entwerfen und Ausfiihren 
braucht damit nicht ausgesp1'ochen zu sein. Selbst wo die mathematischen 
Formeln und Konstruktionen nicht unmittelba1' zur Anwendung kommen, 
kann die erworbene Fahigkeit zum mathematischen Denken und die an del' 
Mathematik erlangte G1'o13en- und Raumanschauung von g1'oBem We1'te sein. 
In diesem Sinne mochte ich den vorliegenden Versuch von dem Ingenieu1' 
ve1'standen und gewertet sehen. 1m iib1'igen wi1'd er genug finden, was un
unmittelbar auf praktische Bediirfnisse zugeschnitten ist. 

Auf Literaturangaben glaubte ich verzichten zu konnen. Eine Auswahl 
lie13 sich nicht ohne Parteilichkeit und Willkiir trefien, und ware Vollstandig
keit erstrebt worden, so hatte sich eine solche Dberfiille ergeben, daB der 
Leser mehr verwirrt als geleitet worden ware. Ich selbst habe bei der Ab
fassung namentlich die Lehrbiicher meines hiesigen Amtsgenossen Robert 
Fricke benutzt, weil ich mich naturgema13 an den Lehrbetrieb der eigenen 
Hochschule hielt. Eine Anzahl Figuren, zum Teil mit den dazugehorigen 
Entwicklungen, sind den Schriften von C. Runge, Graphische Methoden, 
H. V. Sanden, Praktische Analysis, R. Rothe, Darstellende Geometrie des 
Gelandes, und dem Artikel von R. Mehmke iiber nume1'isches Rechnen in 
der Enzyklopiidie del' mathematischen Wissenschaften entlehnt. Die Vektor
analysis am SchluB halt sich an das von mir selbst deutsch herausgegebene 
Lehrbuch del' theoretischen Mechanik von R. Marcolongo. Dem Verlage 
schulde ich den herzlichsten Dank fiir die Sorgfalt bei del' Drucklegung und 
Ausstattung des Buches. 

Braunschweig, im April 1\.122. 
H. E. Tilllerding. 
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Erstes Kapitel. 

Arithmetische und algebraische Elemente. 

1. Das numerische Reclmen. 
Bei den Rechnungen, welche del' Ingenieur auszufiihren hat, ist nul' 

eine bestimmte beschrankte Genauigkeit erforderlich. Aile theoretischen Be
trachtungen, welche als Hilfsmittel fur die zu li:isenden praktischen Aufgaben 
anzustellen sind, mussen daher auf den Grad del' Genauigkeit, mit welcher 
das gewiinschte Ergebnis zu erzielen ist, von vornherein Riicksicht nehmen. 
Die Mathematik des Ingenieurs tragt deshalb einen aU'lgesprochen approxi
mativen Charakter und unterscheidet sich dadurch von dem Forschungsgebiet 
des Mathematikers, auf dem eine bis ins Unbegrenzte zu steigel'llde Ge
nauigkeit die Voraussetzung ist. Das sch1ief3t abel' nicht aus, daB sich del' 
1ngenieur die Betrachtungsweisen und Ergebnisse del' l'einen Mathematik, 
soweit sie fiir ihn in Betracht kommen, nutzbar machen kann, indem er 
die Methoden iiberall seinen Zwecken anzupassen trachtet. 

Das en:te mathematische Hilfsmittel des 1ngenieurs ist die einfache 
numerische Rechnung. die auf den vier Grundrecbnungsarten aufgebaut 
ist. Hierbei sind Addition und Subtraktion in del' gewohniichen schulmaBigen 
Form sofol't brauchbar. Fur die Multipiikation und Division ist immer das 
sogenannte abgekiirzte Verfahren zu verwenden, bei dem nicht mehr Dezimal
stellen errechnet werden, als wirk1ich gebraucht werdcn. 1st z. B. zu mu1ti
p1izieren 3,14 und 7,23, so sieht die Rechnung folgendermaBen aus 

7.23·3,14 

21.M 
72 
29 

22,70 

R iickwarts wiirde die Di vil'lion ergeben: 

22,70: 3,14 = 7,23 
21,H8 
~~----

72 
fi3 

!I 

Cnter Umstiinden itit eine Dezimalstelle mehr mitzunehrnen. urn die Genauig
keit. del' 1etzten Dezimale in dem Ergebllis zu sichern. 

Eille wesentliche Cnterstutzung fur die Ausfiihl'ung von Redmungen 
bietet die Form e1. In del' Forme1 sind die auftretenden ZahlgroDen nur 
ihrer Bedeutung uncl Verwendullgsart nach festgelegt. llicht abcl' ihrem 
konkreten vVert nacho llnd sie werden, um eine 801che Festlegung zu ermog-

Handhibliothek. r. 1. 



2 Arithmetische und algebraische Elemente. 

lichen, durch Buchstaben bezeicbnet. So ergibt sicb z. B. die Regel fiir die 
Multiplikation zweier Summen 

(a+ b)(c+d) =ac+ad + bc+bd, 
die jeder Multiplikation mebrstelliger Zablen zugrunde liegt. 

Die Formel 
(a+b)(a-b)=a2 -b2 

liefert z. B. die Recbnung 102·98 = 1002 - 22 = 9996, ebenso die Formel 

(a + b)2 = a2 + b2 + 2 ab 
die Recbnung 

672 = 3649 
840 

4489 

Die letzte Formel kann auch zur Auflosung del' reinen quadratiscben 
Gleicbung x 2 = a, d. h. zur Ausziehung der Quadratwurzel aus einer positiven 
Zabl a benutzt werden. Um z. B. die Gleichung 

x 2 =7 

aufzulosen, setzt man zunacbst X = 2 + u, dann wird x 2 = 4 + 4u +u2 

und bierbei kann in erster Annaherung u 2 vernachlassigt werden. Dann 
ergibt sich 4u = 3 und bis auf eine Dezimale u = 0,7. Macht man 
nun x=2,7-v, so wird wie vorhin angenahert x 2 =7,29-5,4'1J, also 
5,4 v = 0,29, v = 0,055 und in zweiter Annaherung x = 2,645. Wird 
weiter x = 2,645 + w, also x 2 = 6,996 + 5,290 w gesetzt, so findet man 
w = 0,000756, also 

x=V 7 = 2,645756. 

Dies Ergebnis ist bis auf die letzte Stelle genau. 
Vielfach ist dieselbe Rechnung eine groBere Anzahl Male auszufi.ihren, 

wobei von den in die Rechnung eingehenden GroBen nul' eine sich andert. 
Man ordnet die Rechnung dann zweckmaBig in einer Tab ell e an, in deren 
erste Spalte man die sich bei del' Rechnung veriindernde Zahl, gewohnlich 
der GroBenfolge nach, eim;eizt. Man nennt diese das Ergebnis del' Rechnung, 
den Tafelwert, bestimmende GroBe den Eingang del' Tabelle. 

Handelt es sich z. B. um die Berechnullg des Ausdruckes x 2 . V'1,29=--- -xi; 
fiir verschiedene Werte von x, so legt man die Tabelle folgendermaBen an: 

1-
2 

-I-~ I 4 1_5_---
1 

6 
1 7 --'I ---_ .. _------ -

I 
----

xe . v1,2-iJ-=x' X x· X" ! 1,29 -x" i v'1,29 - x' 

I I 
I 

I 1 1 

Aus den Werten in Spalte 1 entstehen dann, indem man sie mit sich selbst 
multipliziert, die Werte in Spalte 2, durch Multiplikation del' Werte in 
Spalte 1 und 2 die Werte in Spalte 3, durch M ultiplikation del' Werte 'in 
Spalte 2 und 3 die Werte in Spalte 4, durch Subtraktion diesel' Werte von 
1,29 die Werte in Spalte 5, durcb Wurzelausziehen die Werte in Spalte 6, 
und durch Multiplikation diesel' Werte mit denen in Spalte 2 die Werte 
in Spalte 7. 

Liegt eine solche Tabelle bereits vor und man sucht noch den Wert 
des zu berechnenden Ausdruckes fur einzelne Zwiscbenwel'te des Tabellen
eingangs, etwa zu den vVel'ten 100, 101 aucb noch fi.ir den vVert 100,5, so 
braucht man nicht immer den Ausdruck aufs neue zu berechnen, sondern 



Das numerische Rechnen. 3 

kann sich eines Verfahrens bedienen, das man als Interpolation bezeichnet. 
Dabei ist die einfaehste und am haufigsten gemaehte Annahme, daB der Wert 
des zu erreehnenden Ausdrueks, wenn der Eingang x vom einen Werte Xo 

zum folgenden Werte Xl zunimmt, gleiehformig sieh andert, d. h. daB die 
Anderung von y der Anderung von x proportional ist, also das Verhaltnis 
(y - Yo) : (x - xo) einen festen Wert hat, namlieh den Wert (YI - Yo) : (Xl -Xo), 
der erreicht wird, wenn X = Xl' Y = Y1 geworden ist. Es ist also 

und mithin wird 

(1) 

Danaeh ist dann Y leicht zu bereehnen. Diese Bereehnungsart heiBt lineare 
Interpolation. Man kann aueh weitergehen und zur Bereehnung einen 
Ausdruek von der Form 

(2) 

verwenden, derart, daB die nach diesem Ausdruek bereehneten Werte fiir 
drei aufeinander folgende Werte des Tabelleneingangs xO' Xl' x2 mit den 
Tafelwerten iibereinstimmen. Dies ist der Fall, wenn wir setzen: 

(3) Z2 -Zl 
U=--~ 

X2 -X1 

Dieses Verfahren wird als quadratisehe Interpolation bezeiehnet. 
Man kann noeh weitergehen und es so einriehten, daB der fiir die 

Interpolation dienende Ausdruek fUr 4, 5 und mehr Tabelleneingange mit 
den Tafelwerten iibereinstimmt. Man kommt dann zu den allgemeinen Inter
polationsformeln, die aber fiir die Praxis nur in wenigen Fallen zur Geltung 
kommen. 

Neben der iibersiehtliehen Anordnung, wie sie bei der Reehnung in 
Tabellenform z. B. gegeben ist, kommt als wiehtiges Erfordernis jeder Reeh
nung die fortlaufende Kontrolle in Betraeht. Wenn man in Tabellenform 
reehnet, so ist eine solehe Kontrolle, vorausgesetzt, daB die Eingange in 
gleiehen Intervallen zunehmen, dadureh gegeben, daB aueh die bereehneten 
Tabellenwerte eine regelmaBige Zunahme zeigen miissen. Notigenfalls kann 
man von den Differenzen der aufeinanderfolgenden Tabellenwerte noehmals 
die Differenzen bilden usf., bis man sehlieBlieh einen glatten Verlauf der 
Differenzenwerte erkennt. 

1m iibrigen wechseln die Kontrollmethoden von Fall zu Fall. Als letztes 
Hilfsmittel bleibt immer eine Wiederholung der Reehnung mit anderer An
ordnung. Sehr wertvoll ist ein der genauen Bereehnung voraufgehender 
Obersehlag. Dadureh ist ein ganz grober Fehler von vornherein ausgesehaltet. 

Von groBer Bedeutung ist aueh die fortlaufende Oberwaehung der 
Genauigkeit. Man muB sieh iiberzeugt halten, daB die hingesehriebenen 
Dezimalstellen aueh noeh sieher riehtig sind und nieht die letzten durch die 
Haufung von kleinen Ungenauigkeiten im Verlauf der Reehnung bereits un
sieher geworden sind oder es bereits infolge der begrenzten Genauigkeit 
der in die Reehnung eingehenden gegebenen Grol3en sein miissen. 

Wir konnen demnaeh zusammenfassend mogliehste Einfaehheit, Sehnellig
keit, Sieherheit und Genauigkeit als die Erfordernisse jeder praktisehen 
Reehnung bezeiehnen. 

1* 
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2. BeSOlldel'e Rechenhilfsmittel. 
Um die mechanische Arbeit des Rechnens zu erleichtern, sind besondere 

Rechenmaschinen konstruiert worden. Diese Maschinen sind so beschaffen, 
daB sie nach Einstellung der Zahlen durch eine Kurbeldrehung je nach der 
Schaltung eines Hebels eine Addition oder eine Subtraktion ausfiihren. Aus 
der wiederholt en Addition ergibt sich die Multiplikation, aus der wieder
holten Subtraktion die Division, wobei die Anzahl der ausgefiihrten Additionen 
oder Subtraktionen selbsttatig in der Maschine erscheint. Die Addition oder 
Subtraktion des 10-, 100-, 1000 fachen usw. Betrages kann durch eine ein
fache Verschiebung eines beweglichen Teiles der Maschine erreicht werden. 
Als die gangigsten Typen solcher Maschinen konnen wir etwa die Burk
hardtsche (Thomassche) Rechenmaschine und die Trinks-Brunsviga
Maschine anfuhren. 

In der Hand des Ingenieurs sind diese Maschinen noch verhaltnismaBig 
selten. Weit verbreiteter sind die Methoden, die auf der Verwondung der 
Logarithmen beruhen. Zunachst sind die Logarithmen allgemein in der 
Form von Logarithmentafeln benutzt worden. Diese Tafeln enthalten 
zu den verschiedenen Zahlen als Eingang die zugehorigen Logarithmen als 
Tafelwerte. Die Tafelwerte haben die besondere Eigenschaft, daB wenn Yl' Y2 
die zu zwei Zahlen Xl' X 2 gehorigen Logarithmen sind, die Summe Yl + Y2 

als Logarithmus zu del' Zahl Xl· X 2 gehort. Man braucht aIm, um das Pro
dukt Xl· X 2 zu finden, nul' die Logarithmen zu Xl und x 2 aufzuschlagen und 
die Summe dieser Logarithmen wieder in der Tafel zu suchen, del' zugehorige 
Eingang ist dann das verlangte Produkt. Entsprechend verfahrt man bei 
der Division, nur ist dann statt del' Summe die Differenzder Logarithmen 
von Dividend und Divisor zu Buchen, diesel' ist del' Logarithmus des Quo
tienten. Der Logarithmus einer Quadratwurzel ist der halbe Logarithmus 
des Radikanden usw. Die zu einem Logarithmus gehorende Zahl heiBt 
der Numerus. 

Der Logarithmus Igeschr. log) von 1 wird immer o. Die Tafeln ent
halten meist Briggische (dekadische) Logarithmen, bei denen weiter 
log 10 = 1, also log 100 = 2, allgemein log 10" = n (n = 1, 2, 3 ... ) wird, 
ferne I' log 0,1/1 = - n. Zahlen, die sich nur durch die Stellung des Kommas 
unterscheiden, haben deshalb Logarithmen, die sich Uln ganze Zahlen unter
scheiden, also in den Stollen hinter dem Komma (M ant iss e) ii bereinstimmen. 
Diese Stellen werden allein in den Tabellen angegeben, und die fehlenden 
ganzzahligen Bostandteile aus der Stellenzahl des Numerus berechnet. Er it>t 

Logaritl7mll.J 

Fig. 1. 

gleich der um 1 verminderten Zahl der Stellen 'lor 
dem Komma, und wenri erst durch Multiplikation 
mit 10" der Numerus eine (von Null verscbiedene) 
Stelle Val' dem Komma erhalt, ist von dem mit 
0, .. beginnenden Logaritbmus 11. abzuziehen. 

Fur die Bediirfnisse der Technik reichen vierstellige, ja meist sagar 
clreistellige Logarithmen aus. Bei dreistelligen Logarithmen kann statt cler 
Tabelle auch eine logarithmische Skala verwendet werden, hei der die Lange 
von clem Anfangspunkte den Logarithmus mint und an dem Endpunkt der 
Strecke die zugehOrige Zahl angeschrieben ist (Fig. 1). Sind nun zwei 801che 
Skalen vorhanden und langs einander verschiebhar, so kann man den Anfangs
punkt del' zweiten Skala an einen Punkt der ersten Stelle hringen, an dem 
die Zahl a steht, die Zahl b del' zweiten Skala steht dann der Stelle del' 
ersten Skala gegeniiber, hei del" der zugehorige Logarithmus log (I + log b ist, 
dor Numerus also (I·b (Fig. 2). Auf diese Weise Hif3t sich die Multiplikation 
zweier Zahlen a und b unmittelhar ausfiihren, und auf einer solchen Ein-
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richtung beruht del' logarithmische Rechenschieber. Diesel' besteht aus 
einem festen Teil, dem Stab, welcher die orste Skala, und einem in dies em 
beweglichen Teil, del' Zunge, welcher die zweite Skala tragt. Dazu kommt 
zur leichteren Ablesung del' Laufer, del' auf 
dem Stabe entlang gleitet und mit einem in 
eine GIas- odeI' Zelluloidscheibe eingeritzten 
Indexst.rich versehen ist. 

Man benutzt abel' noch, daB Stab und 
Zunge langs zwei Linien aneinander gleiten, 

log a. 

a·a 

log II ill 
! 

Fig. 2. 

und bringt auch an der zweiten Linie ein Paar logarithmischer Skalen an, 
bei welchen abel' der MaBstab doppelt so groB wie an der ersten Linie ge
wahlt ist. Das hat zul' Folge, daB von den in der gleichen Entfernung vom 
Anfangspunkt stehenden Zahlen del' beiden Randel' ;1:, x' die el'ste das Quadrat 
del' zweiten, diese also die Quadratwurzel jener ist. Es wird also x = x'~, 

x' = V;. 
Zieht man die Zunge bis zur Marke a heraus, so stehen an den Randern 

sich Zahlen gegeniiber, deren Verhaltnis a: 1 betragt. FaBt man also den 
SpaIt zwischen Zunge und Stab als Bruchstl'ich zwischen je zwei einander 
gegeniiberstehenden Zahlen auf, so sind die so entstehenden Briiche aIle 
einander gleich. Daraus folgt auch die Regel fiir die Division: Man stellt 
dem Dividenden auf dem Stab den Divisor auf der Zunge gegeniiber, dann 
steht del' 1 auf del' Zunge der Quotient auf dem Stab gegeniiber. Indem 
man von den Zahlen am einen Rand zu denen am anderen Rand ii.bergeht, 
kann man leicht auch Zahlen ins Quadrat erheben, mit anderen Zahlen 
multiplizieren und die Quadratwurzel ausziehen. 

Schiebt man die Zunge umgedreht in den Stab hinein, so daB ihre 
Randel' und die Richtung del' Skalenzahlung vertauscht sind, so hat das 
zur Folge, daB jetzt an demselben Rande del' Zunge sich Zahlen x', y gegen
iiberstehen, die del' Beziehung geniigen, daB x' 2 • Y einen festen Wert hat. 
Vergieicht man dagegen die Za.hlen x, yoder x', y' miteinander, die von 
dem einen Rand des Stabes und dem gegeniiberliegenden Rand del' Zunge 
auf dem Strich des Laufers stehen, so hat fiir cliese das Produkt X· yoder 
x'·y' einen festen Wert. Wie dies verwendet wird, kann am folgenden Bei· 
spiele gezeigt werden. Es handle sich darum, z aus del' Gleichung zu finden: 

z3-7,23z-2,72=O, 

die wir auch 111 die Form bring en k6nnen 

272 
z~--'-=7,23. 

z 

Wir stellen daml eine 1 an die Zahl 2,72 del' unteren Stabskala, weiche 
den verdoppelten MaBstab zeigt. Dann steht irgendeinel' Zahl x' del' unteren 
Stabskala auf del' oberen Stabskala die Zahl x = ,1:'2 gegeniiber. Unmittel
bar an dieI'Jer Zahl steht auf del' Zunge eine Zahl y', welche mit x' das 
konstante Produkt x'· y' = 2,72·1 Iiefert, es wird also 

, 2.72 , 
Y = --'-,-, und wenn man x = z annimmt und ~1: - y' 

x 
bildet, muB 7,23 herauskommen. Durch Probieren kann 
man diese Stelle bestinullen und findet so leicht den 
Wurzelwert 2,86. 

3. Potenzen uml \Vul'zeln. 

Fig. 3. 

Zu den am haufigsten vorkommenden Rechenausclriicken gehol'en die 
Potenzen. Unt-er del' Potenz an versteht man ein Produkt aus einer An-
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zahl n gleicher Faktoren a. Die Anzahl n del' Faktoren heiBt Ex po n e nt, 
del' Faktor a selbst Grundzahl odeI' Basis del' Potenz. Aus diesel' Fest
legung folgen sofort die Gnmdregeln 

(1) am··an=am +n, (a-m)r = a-m·/" 

und 

(2) 
a'" 
-=a;m-n('m 
an n), 

an, 1 
----(m<n) an an- n, 

fur die Multiplikation, Potenzierung und Division von Potenzen mit del'
selben Grundzahl a. ferner die Regeln 

(3) (a. b)" = an . bn, 

fur das Potenzieren von Produkten und Quotienten. 
Fur das Potenzieren einer Summe gilt der sogenannte binomische 

Lehrsatz: 
n n(n-1) 

(a + bl" = a" + - a,,-l b + -'--- a,,-2 b2 
1 1·2 

I n(n-1)(n-2) n-3b:l . b" 
i 1.2.3 a ... +. 

(4) 

Die Zahlfaktoren him·in heiBen Bin 0 m i a I k 0 e ff i z i e n ten und werden auch 

mit (U)l' (n)2 usw. allgemein (U)/I bezeichnet oder auch mit (:). Ihr Bildungs-

gesetz ist dadul'ch gegeben, daB 

(5) . (. u- ft 
(n)"~l= n)u·"+-. . ",u 1 

ist, ferner wird 
(n),11 = (n),,_,I!. 

Fur das Potenzieren einer Differenz ergibt sich die Regel 

(6) (a - b)n = an - (n)l a"- 1 b + (u)~ a,,-2 b2 - (n)3 an- 3 b:l .•. + bn. 

Wird 
Xn=y, 

so heiBt X umgekehrt die nte 'Wurzel aus y, geschrieben 
n-

x=Vy. 

Sie ist immer zu bestimmen, wenn y eine positive Zahl ist, und zwar findet 
sich dann auch immer ein positiveI' Wert X, welcher der Gleichung xn = y 
genugt. Diesel' positive Wert heiBt del' H au p t w e r t del' Wurzel und wird 

n-
vielfach einfach unter dem Zeichen Vy verstanden. Die Bestimmung der 
Wurzel ist zuniichst so gemeint, daB man del' Gleiehung angeniihert durch 
einen Dezimalbruch odeI' allgemeiner eine rationale Zahl (Quotient zwcier 
ganzer Zahlen) zu genugen sueht. Dureh eine solehe Zahl x del' Gleiehung 
x" = y genau zu geniigen, ist nur moglieh, wenn y selbst del' Quotient der 
u ten Potenzen zweier ganzer Zahlen oder insbesondere die ute Potenz einer 
ganzen Zahl ist. 1m letzten Falle ist aueh die n t.e Wurzel eine ganze Zahl. 

Fiir Wurzeln gelten die Reehenregeln: 

(7) 
'iI/.,- n - 1n-n.---
1/ a . Va= Van,].", 

1n --

It! ) 
Va 11111_ 

- =)/0"-""('/11. 
11- ., 

1a 
11.1. n __ 

Va 

r . .'n= r·n-

VVa= Va, 

1 
---('In 

m~l/- ---
vam-It 

n). 
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und weiter 

(9) V~=Va·Vb, 
,,-

rst der Wert der Wurzel Va gefunden, so laBt sieh der Wert der 
n_~·_ 

Wurzel Va + b bereehnen, indem man zunaehst b = a· h setzt. Dann wird 

(10) Va.+b'=Va. V1 +h=Va.{l +.!.h - ~ 12h9 + (n-1)(2n--;-1) h3 ... }. 
. . n 1 . 2 n 1 . 2 . 3 n' 

Es sind in der Reihe soviel Glieder zu nehmen, wie bei der gewiinsehten 
Annaherung erforderlieh sind. Z. B. ergibt sieh so 

3 - 3 - 3 --- ( 1 1 1 1 5 1 1 1 
'\l10=V8·V1 +1=2. <1 +-.---- .-+-.-~, '- ... ' 

-l ~ 3 4 32 42 3 3·i 43 J 
=2·1,077 ... =2,154 ... 

Wahrend die Gleiehung x'fl = a fiir positive Werte von a und gegebenen 
positiven ganzzahligen Wert von n immer eine Lasung zulaBt, ist das, aueh 
wenn a und b positive Werte bedeuten, fUr die Gleiehung 

Ill) a"=b 
nieht der Fall. Da namlieh der Ausdruek aX nur fUr positive ganzzahlige 
Werte von x festgelegt ist, muB, damit die Gleiehung losbar ist, die Zahl b 
aus lauter gleiehen Faktoren a bestehen. Man vereinbart sieh aber dahin, 
unter aX allgemein einen Ausdruek zu verstehen, der den fUr das Reehnen 
mit Potenzen geltenden Reehenregeln geniigt, und zwar reieht es hin, fest
zustellen, daB 
(12) a l = a, aXa x' = aX+x', (ax)" = a":-U 

werden solI. Daraus folgt sofort die Regel aX: aX' = aX-x'. Hieraus ergibt 
sieh fiir x=x' weiter aO=l, und dann naeh del' zweiten Gleiehung (12) 
a. - x . a X = aO, mithin wird 

(13) 
1 a- X --, - aX' 

1 

Aus del' letzten Formel (12) folgt fiir x=~, u=n ferner (a;:)" = a, also 
n 

1 

(14) an =Y~. 
H_ 

Unter Va. solI der positive Wert der n ten Wurzel aus del' positiven Zahl a 
verstanden sein. 

Unter dieser Annahme liiBt sieh die Gleiehung (11) fiir positive Werte 

von a. und b nun immer los en. Setzt man namlieh x = m. so laBt sieh bei 
n' 

gegebenem positiven ganzzabligen n, wenn z. B. a > 1, die ganze Zahl m so 
bestimmen, daB 

wil'd. Es ist also eine beliebige Annaherung an die Zahl x zu erreichen. 
Wird abel' 

ax=b, 
so wil'd 

aX-,-x' = b·b'. 



8 Arithmetische und algebraische Elemente. 

Zu dem Produkt bb' gehart also die Summe x + x'. Dies ist abel' die grund
legende Eigenschaft der Logarithmen. Man kann deshalb die Lasung del' 
Gleichung (11) in del' Form ansetzen 

x=c·logb, 
wo c eine noch zu bestilllmende Konstante ist. Diese wird sofort gefunden, 
wenn wir b = a annehillen. Dann wird x = 1, also erh1ilt man 

1 =c.loga 
und somit 

log b 
(15) x=--· 

loga 
als die Lasung cler Gleichung (11). Vielfach wird von Gleichung aX = b 
iiberhaupt ausgegangen, urn den Begriff des Logarithmus einzufiihren. Doch 
geschieht dies einfacher aus del' geforderten Grundeigenschaft heraus, und 
das ist begreiflicherweise auch die Art, wie der Logarithmus urspriinglich 
gefunclen wurde. 

4. Algebraische Gleichungen. 
Eine Gleichung, in welcher die Unbekannte x nur in ganzzahligen Po

ten zen vorkommt, heiBt eine algebraische Gleichung. Del' Exponent del' 
hachsten vorkolllillenden Potenz von x heiBt die Ordnung odeI' del' Grad 
del' Gleichung. 

1st die Ordnung 1, so heiBt die Gleichung linear. Sic ist dann von 
cler Form 
(1) 

und ihre Losung 

(2) b 
x=--. 

a 
1st die Ordnung 2, so heiBt die Gleichung quadratiseh. Sie ist claIm 

von del' Form 
(3) ax2 +2bx+c=O 
und ihre Lasung 

(4) 

(5 ) 

(6) 

a 
1st zunachst b2 - ac > 0, so hat die Gleiehung zwei Wurzeln 

-b- VbT~ac 
a =------

2 a 

Ist b2 - ac = 0, so ist nul' cine Lasung vorhanden 
b 

X=--. 
((, 

Man zieht dann abel' VOl', zu sagen, die Gleichnng habe zwel zusallllllen
fallende Wurzeln. 

1st b~ - ac < 0, so hat die Gleichung ill Gebiet del' gewahnlichen 
(ree11en) ZaWen keine Lasung. Man gelangt abel' zu einer Lasung, wenn 
man sich entsehlief3t, neue Zahlen (komplexe Zahlen) einzufiihren, die sieh 
aus zwei reellen Zahlcn 11, v zusammensetzen, also zuniiehst gesehricben werden 
kannen: 

x= (u, 'U). 

Man stellt claIlll folgende Rechenregeln auf 

(a) \U, V) + (y.', v') = (u tl', v -f·· V'), - (l~, V) = (- u, - V), 
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woraus 

(b) (u,v) - (u', v') = (u - u', v - v'), 
ferne I' 

(c) 
(d) 

( ) ( ") (' "I " U,v· u,v, = uu -vV,uv ,-VU). 

(u,O)=u, 
woraus, wenn 'I" ree11, 

(e) 1'· (u, v) = (ru, rv), 
und weiter 

(f) 

folgt, also insbesondere fur III = 1, VI = ° 
(g) ~_~ = __ 1_ (tt _ v) 

(u, v) u 2 + v2 .' .' • 

9 

Es laBt sich dann mit den komplexen Zahlen nach diesen Regeln genau 
ebenso rechnen wie mit den einfachen "reellen" Zahlen. 

Da weiter 
(u,v)=(u,O)+(O,v)=u+v(O,l) 

wi I'd, empfiehlt es sich 
(h) (O,l)=i 
zu setzen. Es laBt sich dann schl'eiben 

0) (u,v)=u+iv. 

Ferner zeigt sich noch, daB nach del' Multiplikationsregel fur u = u' = 0, 
v=v'=l 
(k) i 2 = (0,1)2 = (-1,0) =-1 

wil'd. Endlich ist zu beachten, daB (0,0) = ° zu setzen ist. Unter Beriick
sichtigung diesel' Regel i 2 = - 1 laBt sich mit den komplexen Zahlen genan 
so operieren, als ob es sich um wirkliche Summen tt +i v handle. Setzt man 
nun in die quadratische Gleichung 

ax2 + 2bx+ c= 0 

x = tt + i vein, so ergibt sich 

a (u2 - v2 ) + 2 b u + c + 2 i (a u + b) v = O. 
Das bedeutet, daB 

wird, also 

a(u2 _V2) + 2bu + c=O, 
au+b=O 

b 
u = ----'. 

a' 
v = ±V~ c _ b·l • 

a 

Es werden demnach u, v reelle Zahlen, wenn b2 - ac< 0, uncI in diesem 
Falle liefert mithin die quadratische Gleichung die komplexen Wurzeln 

- b + iVac-b2 - b - iV~c -b~ 
(7) a1 = ~---~-a a2 =--~--a----

Liegt nun eine beliebige algebraische Gleichung VOl', die, wenn n ihre 
Ordnung ist, in die Form gebracht werden ka,nn: 

.oS' ) 1! + .n-l + a n-2 I I '3 + -I- C ( . ((oX a l X 2 X T'" T an 2 X an 1 X I (/'" = ), 

wobei clie Koeffizienten ao' a l , ... irgendwelche reelle Zahlen bcdeuten 
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sollen, so gilt del' Fundamentalsatz von GauB, daB diese Gleichung 
Immel' in die Form gebracht werden kann 

(9) ao(x-at)(x-cc2)(x-a3) ... (x-an)=0, 

wo die a reelle odeI' komplexe Zahlen bedeuten. 
Die Gleichung (9) ist erfii11t, wenn x einen del' Werte 001' a2 , ••• , a" an

nimmt. Dies sind also die Wurzeln del' Gleichung. Es konnen abel' unter 
ihnen beliebige zusammenfallen. Die Gleichung hat also keineswegs immer 
n verschiedene Wurzeln. Die Bedingung dafiir, daB mindestens zwei zu
sammenfallende Wurzeln vorhanden sind, ist dadureh gegeben, daB mindestens 
fiir einen Wert x aueh die zweite (abgeleitete) Gleichung erfiillt ist: 

(10) n(to X,,-l + (n-1) at X,,-2 + (n-2) a2 X,,-3 + ... + 2 (/,,-2 X + (t,,-1 = O. 

Durch Elimination von x aus diesel' und del' urspl'iinglichen Gleichung erhalt 
man eine Bedingungsgleiehung 

(11) D=O 
fill' die Koeffizienten (to, al' ... del' gegebenen Gleiehung, deren linke Seite D 
die Diskriminante diesel' Gleichung heiBt. 

Sind die Koeffizienten ao, at, ... ree11 , so ist mit a1 = u + i v auch 
immer ({2 = 11, -i v, die konjugiert komplexe Zahl, Wurzel del' Gleiehung. 
Die beiden Wurzelfaktoren (x - CCt)' (x - C(2 ) vereinigen sich dann zu einem 
ree11en Bestandteil 

(x- <). Ix - ((2) =x2 - 2ux + (u 2 + V 2 ). 

Da so die komplexen \Vurzelfaktoren immer paarweise allftreten, hat jede 
Gleiehllng ungerader Ordnung (mit ree11en Koeffizienten) mindestens eine 
ree11e Wurzel. 

Identifiziert man die linken Seiten von (8) und (9), EO findet man die 
Beziehungen zwischen den Wurzeln und den Koeffizienten: 

((1 + a2 + a3 + ... + an = - ~, ao 

at cc2 + ((1 a3 + ... + a,,-t a" = + (t2, 
ao 

(12) 

Die wirkliche Bereehnung del' Wurzeln kann nur durch Probieren und 
Annahcrn geschehen. Fiir die Gleichungen d1'itter und viertel' Ordnung 
existieren Formeln, welche die Bereehnung del' Wurzeln auf das Ausziehen 
von Quadrat- und Kubikwurzeln (zweiten und dritten Wurzeln) zul'iiekfiihren. 
Doeh sind diese Formeln, von welchen die fiir die Gleichungen dritter Ordnung 
als die Cardanische Formel bezeichnet wird, fUr die praktische Berechnung 
nicht gut zu brauehen. Fiir die Gleiehungen von h6he1'e1' als del' vierten 
Ordnung existiel'en entsprechende Formeln iibel'haupt nieht. 

Zunachst ist anzugeben, wie eine gefundene Niihel'ungslosung x" ve1'
bessert werden kaIll. Setzt man x = Xo + 15 in die Gleiehung ein und be
sehrankt sich auf die Gliedel' erste1' Ordnung in 15, so erhalt man einen 
Ansatz 
(13) 



wobei 

(14) 

und daraus 

(15) 

Algebraische G1eichungen. 

( A =aOx~+al X~-l + ... + a"_l Xo + a", t B = nao X~-l + (n - 1) a l X~-2 + ... + a',,_l' 

B 
~=-

A 

11 

als die nachste Korrektur. Indem man dieses Annaherungsverfahren noch 
einmal wiederholt, findet man eine noch bessere Annaherung und kann so 
fortfahren, bis die Annaherung geniigt. 

Ein anderes Verfahren findet Anwendung, wenn zwei Naherungswerte 
Xl' X~ gefunden sind, fiir welche 

(16) {
aoxf+ a1 xr-1 + ... + an_ 1 Xl + an =Y l , 

aox; + a1 X;-l + ... + an_ 1 x2 + a" =Y2 • 

Dann macht man, urn eine noch bessere Annaherung x zu finden: 

x - Xl 'ILl 
X-X2 Y2' 

also 

(17) 

Diese Formel entspricht der linearen Interpolation. 
Urn iiberhaupt Naherungswerte ztl finden, kann man so verfahren, daB 

man die linke Seite der Gleichung fiir verschiedene Werte von X ausrechnet, 
und zu solchen Werten X zu gelangen sucht, fiir welche die linke Seite deI' 
Gleichung geniigend klein wird. 

Als eine direkte Methode, urn zu Naherungswerten zu gelangen, ist das 
Graeffesche Verfahren zu empfehlen. Dieses besteht darin, daB man zu
nachst aus der Gleichung fUr x eine solche fiir X2 ableitet. 

Vertauscht man in der linken Seite der Gleichung x mit - x, so 
findet man 

ao xn + a1 x n- l + ... + a" = lIo (x - ul ) (x - ( 2) ... (X-IX,.), 

ao x" - a1 X,,-l + ... ± a" = ao (x + 1X1) (.1: + 1X2) ... (x + IX,,) 

und durch Multiplikation 

(18) 

Man erhalt also durch Nullsetzen des auf der linken Seite stehenden, leicht 
zu berechnenden Ausdrucks, wenn man darin x2 = z macht, eine Gleichung, 
welche die Quadrate 1X12, U 22, • •• U,,2 von den 'Vurzeln ul' u2 ' '" IX,. der ur
spriinglichen Gleichung zu Wurzeln hat. 

Wiederholt man denselben ProzeB eine gewisse Anzahl Male, so gelangt 
man schlie13lich zu einer Gleichung fUr die Unbekannte X =x2.,,: 

(19) Ao X n +Al X"-l+ ... +.1,,=0. 

W"ar nun x> 1, so kann man X2.H so groB machen wie man will. 1st abel' 
X sehr groB, so zeigt sich unter Umstanden, daB in dem vorstehenden Aus
druck die Glieder nach den ersten beiden der GroBe nach rasch abnehmen. 
Man kann sich dann auf die ersten beiden Glieder beschrankell und die 
Gleichung ersetzell durch 

( 19 a) Ao X + Al = 0, 
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woraus so fort 

(20) X=_~1 
Ao 

folgt und damit die Wurzel del' urspriinglichen Gleichung 

(20a) 
~U/-A 

a1 =v -AI. 
o 

Die Wurzel, die man so findet, ist die groBte unter den reellen Wurzeln 
der Gleichung. Die linke Seite der gefundenen Gleichung bedeutet namlich 
den Ausdruck 

ag f ' (X - aru ) (X - £Ii·") ... (X - a!.") 

und es wird vorausgesetzt, daB man in allen Wurzelfaktoren bis auf den 
ersten das zweite Glied al-" gegen das erste vernachlassigen kann, was nul' 
der Fall ist, wenn del' ausgewahlte Wert ai·lI sehr viel groBer wie die iibrigen 
Werte £Ii·", ... ist. Dies zeigt sich darin, daB 

04 1 = - Ao (a~fl + ai·lI + ... + a!") angenahert = - Ao £1;,1 
gesetzt werden kann und 

A - 4. ('a 2 "cc 2 " + ) 2--·0,1' 2' ... 

verhaltnismaBig schon klein gegen A1 ist, da ja angeniihert 

..12 = - A1 (aru + ... +a,~''') 
wird. Gleiches gilt fUr die folgenden Gliedel'. 

1st aber die groBte reelle Wurzel z. B. eine Doppelwurzel, also a l = a~, 
so kann das Glied mit A2 nicht vernachliissigt werden. Es kann jedoch an
genahert 04 2 =Ao(a~I')2 angenommen werden. Dann wird angeniihert 

AoX2+Al X +.4.2 = Aci(X -- a~,1l)2, 
also A1 = -- 2..10 a;II und 

(20b) a1 = V=-2Al:' 
Es kann a,ber auch der iiberwiegende Bestandteil in den Ausdriicken 

A!, A2 z. B. von zwei konjugiert komplexen nicht wieder vorkommenden 
Wurzeln herriihren. Sei a1 = u +·i v, a2 = u -·i v und a~,11 = U + iV, 
ai," = U - i V, so ist angeniihert zu setzen 

A1 =- 2Ao U, A2=Ao(U2 + V\ 
und die iibrigen Gliecler konnen vel'llachllissigt werden. Es wird dann 

also 

(20c) ((1 = V -·i1 -+ d l 4.1~~42~- ..112. 
2.40 

Sind die Wurzeln aHe reelI, verschieden und del' GroBe nach geOl'dnet, 
so wird auch ai-" gegen aIle foigenden Werte ((~ 'I, . ,. seht' groB. Man kann 
also angenahert A2 = - A[ £Ii" nehmen uncl findet damit 

(',21) 2V'" ;- A.> 
u2 = -]-:. 

und ebenso 

(22) 
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5. Determinanten. 
Eine Vertauschung von n Elementel1 

a1 a2 a:j a4 •.• a" 

wird als eine Perm u ta tion bezeichl1et. Eine beliebige solche Permutation 
liiBt sich immer erreichen, indem man nacheinander immer nul' zwei neben
einander stehende Elemente vertauscht. Z. B. geht aus 01 a2 03 a4 hervor 

in folgender Weise: 
° 1 a~ a:) Ci 4 ' 

Ci] a:) (/2 (14' 

Cia a 1 02 a4 , 

[/3 a2 01 aI' 

(la 0.) (14 (11' 

Je nachdem nun die Permutation durch cine gerade oder ungerade An
zahl von Vertauschungen nebeneinander stehender Elemente entsteht, nennen 
wir sie selbst gerade oder ungerade. Zwei Permutationen gleicher Art 
ergeben nacheinander angewandt, immer eine gerade, zwei Permutation en 
ungleicher Art eine ungerade Permutation. 

Die Vertauschung irgend zweier Elemente (Transposition) ist immer 
eine ungerade Permutation. Eine gerade Permutation entsteht daher auch 
immer durch eine gerade Anzahl von Transpositionen, eine ungerade Per
lllutation durch eine ungerade Allzahl von Transpositionen. 

Eine Permutation ist ungerade oder gerade, je nachdem durch sie das 
Vorzeichen das Differenzenprodukt 

p = (°1 - [(2)([/1 - (/3) (at -- (/4)'" (a1 - a,,'J 
(a.> - (('j) la.> -- ((4)'" (a.> -- a) 

" . (a:.- ( 4 ) ... (a:: - a::) (1) 

(U,,_l - a,,) 
geandert wird oder nicht. 

Es gibt ebensoviel gerade wie ungerade Permutationen, niimlich ~ n! 
(n!=1·2·3·4 ... n). 

Wir nehmen nun ein System von n 2 beliebigen GroBen (Elementen), die 
wir auf folgende V\T eise bezeichnell und m emem quadratischen Schema 
anordnen: 

all ((.12 a 13 ··• ({In 

a:n a'22 ((.-1.:1"· a2J1 
((.:31 a:)2 a:j ;) •.• (/.;)" 

Wir bilden das Produkt der in der yon Jinks oben nach rechts unten 
gchenden Diagonale (del' Hauptdiagonale) dieses Quadrates stehenden 
Elemente: 

all a'12 a:33 ... a llll • 

Darauf permutieren wir auf alJe moglichen'Veisen die ersten (oder. was auf 
dasselbe hinauskommt, die zweiten) Indizes oder Zeiger in den Faktoren 
c1ieses Produktes und gcben dem entstehenden Produkt das Vorzeichen + 
odeI' -, je nachdem die Permutation del' Indizes eine gerade oder ungerade 
iRt. Alle so entstehenden Werte fligen wir zueinander und schreiben ~den 
herauskommenden Ausdruck einfach 

(2) 
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odeI' auch, indem wir das quadratische Schema der n2 GraBen zwischen 
senkrechte Striche setzen: 

all a 12 a 13 ••• a11l 

i a21 a2'3 a23 ... a"J,n 
(3) A = I a31 a32 aa3 ... a3n 

I an! an2 a.n3 · .. a'IlH 

Diesel' Ausdruck heiBt eine Determinante. 
Die in dem quadratischen Schema nebeneinander stehenden Elemente 

bilden die Zeilen, die untereinander stehenden Elemente die Spalten der 
Determinante. Die Anzahl n del' Elemente in einer Zeile oder Spalte heiBt 
der Grad der Determinante. 

Eine Determinante andert sich nicht, wenn die Zeilen zu Spalten und 
die Spalten zu Zeilen gemacht werden, ohne ihre Reihenfolge zu andel'll. 

Wenn man zwei Zeilen odeI' zwei Spalten del' Determinante vertauscht, 
so andert sie nul' ihr Vorzeichen. 

Wetm man die Zeilen oder Spalten del' Determinante irgendwie per
mutiert, so bleibt sie ungeandert odeI' wechselt nul' ihr Vorzeichen, je nach
dem die Permutation eine gerade odeI' ungerade ist. 

Wenn in zwei Zeilen odeI' in zlVei Spalten die an gleicher Stelle stehen
den GraBen gleich sind oder, kurz gesagt, wenn zwei Zeilen odeI' Spalten in 
del' Determinante iibereinstimmen, so hat diese den Wert Null. 

Eine Determinante wird mit einer Zahl k multipliziert, indem man aIle 
Elemente einer Zeile (oder Spalte) mit diesel' Zahl multipliziert. 

Stimmen zwei Determinanten in allen Zeilen (oderSpalten) bis auf eine 
iiberein, so findet man ihre Sum me als eine neue Deterlllinante, indem man 
die an gleicher Stelle stehenden Elemente del' nicht iibereinstimmenden 
Zeilen (odeI' Spalten) addiert und die iibrigen ungeandert hinsetzt. 

Danach kann auch eine Determinante, in del' die Elemente einer Zeile 
loder Spalte) Sum men von je zwei Gliedern sind, sofort in die Summe zweier 
Determinanten zerlegt werden. 

Eine Determinante andert ihren Wert nicht, \Venn man zu den Elementen 
einer Zeile (odeI' Spalte) die an gleicher Stelle stehenden Elemente einer 
anderen Zeile (odeI' Spalte), mit irgend einem gemeinschaftlichen Faktor k multi
pliziert, addiert. 

(4) 

Das Produkt zweier Deterlllinanten 

al1a12···aln! 

a'21 a 22 ... a'2n i 
i, 

~1l1'a':2" •. ~H:' I 

laBt sich wieder als eine Determinante 

(5) 

C11 Cl2 ••• cln 

C = G'1l c2 ':3 ••• cen 

schreiben. Hierbei wird, \Venn man ~ich fiir i, k del' Reihe nach die Zahlen 
1, 2, 3 ... n eingesetzt denkt, 

(6) 
Wir konllen also sagen: 

Das Produkt zweier Detel'millanten von gleichem Grade ist eine De
tel'minante c1esselben Grades, dGl'en Elemellte man findet, indelll man die 
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Elemente einer Zeile des ersten Faktors mit den entsprechenden Elementen 
einer Spalte des zweiten Faktors multipliziert und die Produkte addiert. 

Da eine Determinante ihren Wert nicht andert, wenn man die Spalten 
zu Zeilen macht, kann man auch sagen: Das Produkt von zwei Determinanten 
von gleichem Grad ist eine Determinante desselben Grades, deren Elemente die 
Summen der Produkte von je zwei entsprechenden Elementen einer Zeile (oder 
Spalte) des ersten Faktors und einer Zeile (oder Spalte) des zweiten Faktors sind. 

Man kann ohne weiteres nach diesen Regeln auch das Produkt von 
Determinanten ungleichen Grades finden, indem man die Determinante von 
niedrigerem Grade zu einer Determinante von demseIben Grade wie die 
andere Determinante erganzt in folgender Weise: 

(7) 

bll b12 ••• hI'" 0 0 ... 0 
b21 b22 ... b2 mOO • .. 0 

b""lbm2 ••• bll"" 00 ... 0 
o 0 0 10 ... 0 
o 0 0 01. .. 0 

o 0 0 00 ... 0 
Dabei wird ihr Wert nicht geandert. 

Die Determinante 
(8), A =.lJ ± au a22 a33 . .. a"" 

enthalt in keinem Gliede zwei Elemente derselben Zeile (oder Spalte). Sie 
entbalt aber in jedem Gliede ein Element jeder Zeile (oder Spalte) und zwar 
immer nur in der ersten Potenz. Man kann deshalb die Determinante als 
Ausdriicke von folgender Form schreiben: 

1 
A = au All + a12 A12 + a13 A 13 + ... + a1" A 1" , 

A = a.1 A"l + ann A •• + a"3 A.3 --I- ... -LI a. A.> , .... ... ;,:j...... oJ, OJ I .. n ""n 

A = a3l ASI + a32 A32 + aS3 AS3 + ... + a3 11 A 3" , 
...................... 
A=a"l A"l +an2 A"2 +a"3 AIl3 + ... +all"A"n. 

(9) 

Die GroBen A ik (i,k=l, 2, 3, ... n) heiBen die (ersten) Unterdeter
m~nanten del' Determinante A. Sie lassen sich als (n - l)-reihige Deter
mmanten darstellen, und zwar entsteht Ai aus der Determinante A indem 
man in dieser die i te Zeile und die k\e Spalte tilgt und den' Faktor 
(_l)i+k hinzufiigt. Die Unterdeterminante Aik heiBt zu dem Element a. 
der Determinante A, bei dem sie in den obigen Gleichungen als Faktor steht 
adjungiert. ' 

Diese Gleichungen lassen sich so formulieren, daB 

(10) ail Akl + ai2 Ak2 + ai3 A"3 + ... + a i " Aktl = A 
wird, wenn i = kist. Erganzend konnen wir hinzufiigen, daB 

(11) ail AI'l + ai2 Ak2 + ai3 Ak3 + ... + ai " Akll = 0 
wird, wenn i =l= kist. 

Daraus ist sofort abzuleiten, daB das System von n linearen 
chungen mit n Unbekannten Xl' X., x 3 ' .•• x ... n 

r all Xl + al2 x 2 + ala Xg + ... + al " XII = II , 
I a21 Xl + a22 X2 + fl23 X3 + ... + a2 " X" = I2 ' 

1 ~3l.XI.~a9.2 ~23! .a3~ x~ ~ ..... ~ a~" .~". .l3: 
(12) 

l anI Xl +a"2 X2 + a llg Xa + ... +a"nXII =l", 

Glei-
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in dem die rechten Seiten 11' l~, ... I nicht aIle verschwinden, dann und 
nul' dann ein Losungssystem e~clliche; Werte :1:1 , X 2 , '" x" liefert, wenn die 
Determinante del' Koeffizienten 

au! 0.'112· •• ann 

von Null verschieden ist, und zwar wird, wenn Aik in del' angegebenen Weise 
die Unterdeterminanten diesel' Determinante bezeichnen: 

( 13) 

( 14) 

r 
=~~l + A211 +.A31 I I +A.'.'.I. I Xl A I A 2 A 3 I . . . An' 

= ~11~ 1 + A~2 I + A 32_1 --+-- + ~n~ I 

(~Ll:+' L::+·:..:+'· .. ··+· L;"' l n A 1 A 2 A 3 ... A n' 

Die Determinante del' Unterdeterminanten hat den Wert 

L"llA I2 ···A IIl 

A~l A2'~ ... A211 

A Il1 A1I2 ••• All,., 

=.L.{n~l, 

und es wird in ihr die zu Aik adjungierte Unterdeterlllinante = aile' An-2. 

Danach ist sofort zu sehen, daB, wenn man die vorstehenden Gleichungen 
nach del' vorher angegebenen Regel rlickwarts nach 11' 12 , 13, ••• til auflost, 
man wieder zu den ursprlinglich gegebenen Gleichungen gelangt. 

(1) 

6. AufWsung linearer Gleichungen. 

Ist ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten gegeben: 

,r all Xl + aI2x2+aI3x:l+'" +a1 ,.xn =II' 

an Xl + a22 X 2 + (/,~3 X3 + ... + a2 " Xn = l~ , i
l 

a~31 ~1 ~ .a~~ X~ ~ a~l:3 ~!l ~.' ',' ~ ~3',' XI,' , l:~, 
all! Xl + a n2 X 2 + ([..118 X3 + ... + a lln Xll = In' 

so kann man zu ihrer wirklichen Auflosung folgeudes Verfahren einschlagen: 

Von den Koeffizienten del' U nbekannten x" muB, damit die U nbekaunte in 
den Gleichungen liberhaupt vorkommt, mindestens einer .VOIl Null verschieden 
sein, Wir nehmen an, an n sei von Null verschieden. Dann addieren wir 

die letzte Gleichung, mit _!!h multipliziert, zu der iten (i = 1, 2, 3, ' , . n -1). 
~n . 

Anf diese Weise verschwinden aus den n - 1 ersten Gleichungen die Glieder 
mit a;,., uncI cIiese Gleichungen gehen, wenn wir 

(2) 
, ailJ 

aik = (/'il.,- ~.- ani;' 
11'/1 

a· 
I;' = Ii - --;;,'" III (i, k = 1, 2, i3, ' , , n - 1) 

nn 



AuflOsung linearer G1eichungen. 17 

setzen, iiber in 

r a{l xl+ a{2 x2+'" +aLn-1 Xn-l=1{, 

I a~l Xl + a~2 X2 + ... + a~. n -1 X" -1 = l~ , 

la~~1,:x:+a~~1'2'X2'+.'" ~'a::-~,,:-~X':-~ . Z;,-'l' 

(3) 

Dieses Gleichungssystem laBt sich nun genau so behandeln wie das ur
spriingliche. Auch hier muE mindestens einer der Koeffizienten von X,,_l 
von Null verschieden sein. Waren sie namlich aIle = 0, so kame X,,_l in 
den Gleichungen iiberhaupt nicht vor, und unter den n-l Gleichungen fiir 
die n - 2 Unbekannten ware entweder mindestens eine iiberzahlig oder es ware 
ein \Viderspruch in ihnen enthalten. In diesen Fallen ware auch entweder von den 
urspriinglichen nGleichungen fiir die n Unbekannten xl' X Q , ... x mindestens eine 
iiberzkihlig oder ein Widerspruch in ihnen enthalten. Beide; abel' solI aus
geschlossen sein. Nehmen wir also an, an-I, II-I sei nicht Null, so werde 

wieder die letzte Gleichung mit - ,ai, ~'---:-...!:...- (i = 1, 2 ... n - 2) multipliziert 
. a",-1,,,-1 

zu den anderen addiert. Dann fallen in allen bis auf die (n - 1) te auch 
die Glieder mit x lI -1 fort und wir erhalten ein System von n -- 2 Gleichungen 
fiir n - 2 Unbekannte: . 

(4) f 
l " + " + +" l" an -'2,1 X l an-2,2 X 2 ... an-~.n-2Xn-:!= 1'1,-2' 

Fahren wir so fort., so gelangen wir EchlieBlich zu einer einzigen Glei
chung mit einer Unbekannten: 

(5) 
. d (n-1) --l- O· B 
III er (/11 I E81n mu . 

Stell en wir dann aile iibrigbleibenden Gleichungen wieder zusammen, so 
sind es folgende: 

(6) 

I ai~-l) Xl = lin-I) , 

(",-2) i (n-2) l(1I-2) 
a21 Xl T a22 X2 = 2 , 

\ . . . . . . . . . . . ... 
I 0;,-1,1 Xl + a;,_l, 2 X2 + ... + a;,-l, '" -1 Xn -l = Z;'-l, 

~ a 111 Xl + a" 2 X 2 + ... + an' ,,-1 X" -1 + (("" X" = Z" . 

Die Determinante J diesel' Gleichungen ist die gleiche wie die del' ur
spl'iinglichen Gleichungen. Es wird jetzt abel': 

(i) 

(n-1) 
((11 o 

a 1l2 

o 

o 

•• . ((,11.11 - 1 

o 

o 
I ('11-1:1 (-n--:!) , 

= all ((22 •.. ((,,-1. 11-1 ann' 

I 

Es ist also gleichzeitig die Ausrechnung der Determinante.d del' ge
gebenen Gleichungen geleistet, und die Berechnung einer Determinante wird 
prakti'sch iiberhaupt diesen Weg gehen, der unmittelbar mit dem 'Veg zur 
Auflosung del' linem'en Gleichungen zllsammenfiillt. 

Handbibliothek. I. 1. 2 
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Wir sehen sofort, daB die Bedingung L1 =l= 0 zusammenfallt mit den gl:'l
machten V oraussetzungen: 

I (n-2) 
an -1, " - 1, . . . a22 , 

(n-1) --L 0 
au T. 

Unter dieser Bedingung allein ist die eindoutige Auflosung der Glei
chungen moglich. 

Die reduzierten Gleichungen sind nun sofort aufzulOsen, indem man 
den Wert von Xl aus der ersten in die zweite einsetzt und aus dieser x2 

berechnet. Dann werden die gefundenen W~rte von Xl' X~ in die dritte 
eingesetzt und aus dieser xa berechnet usw., bis aIle Unbekannten gefunden 
sind. Durch die Anlage eines zweckmaBigen Rechenschemas kann die Arbeit 
von Anfang an badeutend erleichtert werden. 

7. Methode del' kleinsten Quadrate. 
Wenn es sich urn die praktische Bestimmung von ZahlgroBen handelt, 

so kommt es vor, daB diese nicht unmittelbar bestimmt werden konnen, 
sondern sich nur gewisse zahlmaBige Zusammenhange zwischen ihnen fest
legen lassen. Sind also up u2 ' ••• u" die zu bestimm:mden Werte, so ergeben 
sich Gleichungen, die in irgendwelcher Form diese Werte enthalten und die 
wir symbolisch schreiben wollen 
(1) (i=1,2,3 •... m). 

Nun konnen wir aber annehmen, daB naherungsweise die zu ermitte~nden 
Werte irgendwie bekannt sind und die gefuudenen Gleichungen nur dienen, 
diese naherungsweise bekannten Werte noeh zu korrigieren. Wir konnen 
daher setzen: 
(2) 

wobei die C die vermuteten Werte und die x die noch zu bestimmenden 
Korrekturen bedeuten. Diese Korrekturen sind aber verhaltnismaBig klei ne 
Zahlen und man kann deshalb in erster Annaherung setzen 

(3) fi(ul' u2 '·.· u,.) = f;(c l , c2 ,·.· c .. )+ai1x1 +a;2:C2+ ... +a;nx". 

Wir gelangen derart, wenn wir fi(C1, c2' ... C,.) = - Ii machen, wieder zu 
linearen Gleiehungen 
(4) a·1x1 +a.QxQ + ... +a. x =l. 'Z 1... ... . 1n J1 1. (i=1,2,3, ... m). 

Es sind nun drei Falle zu unterscheiden: 
1. m < n. Dann reicht die Zahl der Gle:ehungen zur Bestimmung der 

Korrekturen x nicht aus. 
2. m = n. Dann ist die Anzahl der Gleiehungen, falls sie aIle vonein

ander unabhangig sind und keine Widerspruehe enthalten, gerade ausreiehend 
zur Bestimmung der x. 

3. m > n. Dann ist eine Dberbestimmung vorhanden. Waren die Be
obachtungen absolut genau. so muBte allen Gleiehungen dureh dieselben 
Werte x geniigt werden, man konnte also beliebige m - n der Gleichungen 
ausscheiden und aus den ubrigen die x bereehnen. N un sind aber die Be
obachtungen mit gewissen Fehlern behaftet. Man kann also nicht erwarten. 
daB allen Gleichungen durch dieselben Werte x genii.gt wird. Viehnehr kann 
man nur erreich':ln. daB die Gleichungen naherungsweise erfiillt sind. also 

(5) (i = 1,2, ... m) 

wird, wo "Vi die >Iieh herausstellende Abweichung bedeutet. 



Methode del' kleinsten Quadrate. 19 

Es handelt sich nUll daram, daB die Gleichungen moglichst angenahert 
erfiilIt werden, daB also die Vi moglichst klein werden. Dies erreicht man 
dadurch, daB man die Quadratensumme 

(6) V12 +V22 + '" +v,,;J, 
die man naeh GauB mit [vvJ bezeichnet, mogliehst klein macht (Methode 
der kleinsten Quadrate). 

In dem einfaehsten FaIle, wo nul' eine Unbekannte x vorhanden ist, 
kann man annehmen, daB sieh m Gleichungen 

(7) x=l. , 
ergeben haben. Die 1i bedeuten dann die direkt 
Gleiehungen sind nul' so zu erfiiIlen, daB 

(1:=1,2, ... m) 
beobachteten Werte. Die 

~ x=~+~ 
wird, indem - Vi die (scheinbaren) Beobachtungsfehler bedeuten, und die For
de rung [v v J = Min. ergibt, daB die Summe 

(9) 2;'(x _l;)2 = Min. 

wird. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn 

(10) )~(x -lJ = 0 
wird, also 

(10a) x = II + 12 + ... T 11i! • 
m 

Der giinstigsteWert ist mithin das arithmetisehe Mittel aus den beobach
teten Werten. 

Sind u,. die wahren Fehler, so wird del' Ausclruck 

(11) u = 1 /[itu] 
I Y n 

als del' mittlere Fehler bezeichnet. Er gibt ein MaB fiir die Genauigkeit 
der Bestimmung. Da der mittlere Fehler in diesel' Form nieht festzustellen 
ist, weil ja del' wahre Wert del' zu bestimmenden GroBe nieht bekannt ist, 
ersetzt man ihn dureh seinen wahrscheinliehsten Wert 

(12) _l/~ 
fl-Yn_1' 

In dem Falle, wo die 
dingung [v V J = Min., daB 

Zahl del' Unbekanntell = n ist, ergibt die Be-

(13) 2: (ail Xl + a i2 x 2 -I- ... + a in Xl! - lJ = Min. 
i 

werden muB . Daraus fiieBell die Gleichungen 

odeI' 

(14) 

.2J(a" l Xl +ai2 X 2 + ... +aix" -l .. )ai,,=O (i, k = 1, 2, .. . n) 
i 

ausgereehllet 

I [ail ailJ Xl + [a i2 ail] x2 + ... + [aill Oil] XI! = [liai lJ, 
[ail a"J] Xl + [a i2 a i2 J x2 + ... + [aill (ti2] ,r" = [li ([;2]' 

I [(til aia ] :1-'1 + [a i2 a'i3] X2 + ... + rain ((iJ Xl! = [l .. aiS ] , 

l [~i1'a,:!J ~l + '[ (t;'2 a'; j x 2' + . ' .. '+' [(('i" ~ti ,:] :r'Il • [/i~,.j, 
Dies sind n lineare Gleiehungen fiir die n Unbekannten Xl' :r~, ... XI!' die 
auf die f1'iihe1' angegebene Art aufzulosen sind. 

:2* 



Zweites Kapitel. 

GeOllletrische Elemente. 

1. (ieollletl'isehe Konstruktionen. 
Die geol1wtrische Zeichnung ist das zweite wichtige Hilfsmittel des In

-genieurs und tritt dem ersten Hilfsmittel, dem numerisehen Redmen, dureh
aus ebenbiirtig zur Seite, ja die Zeiehllung hat, da alIe technischen Kon
struktionen die zeichnerische Darstellung zu ihrer Grundlage habell, noch 
eine groBere Bedeutung fiir den konstruierenden lngellieur ,,,ie die analytische 
Methode des rechnerisc~en Vedahrens. Fur die Zeichnung gelten ganz ent
spreehende Grunds~itze wie fiir die Rechnung. Ebenso wie bei del' Rechnung 
kommt es auch hei del' Zeichnullg darauf an, die jeweils vorlielSende Auf
gabe moglichst l'asch und einfach, 11l0glichst sichel' und mit del' erforderlichen 
Genauigkeit zu losen. Eine besondere Bedeutung kommt auch bei del' Zeich
nung del' Kontrolle zu, clurch ,,-elche die Richtigkeit del' Losung bestatigt 
und ihre Genauigkeit festgestellt wird. Die einfachste Kontrolle liegt darin, 
daB ein Punkt nicht als Sclmitt zweier Linien konstruiert wird, sondem 
claB noeh eine dritte Linie gesucht wird, clie dureh ihn hindurchgeht. 1m 
Gegensatz zur Rechnung zeigen die einzelnen Schritte del' geometrischen 
Konstruktion cine groBere tTbersichtlichkeit und Anschauliehkeit, sie lassen 
sieh in ihrer Bedeutung als Schritte auf clem VVege zur Losung unmittel
barer erkennen. Deshalb wire] aueh haufig gesueht, die reehnerisehe Behand
lung clurch die zeiehnerische Konstruktion zu ersetzen, namentlich cla, wo 
die gegebenen GroBen raul11lichen Charakter tragen wie in der Statik. Solehe 
Losungen pfIegt llH1ll als gl'aphische zu bezeichnen. Hierbei ist ein weiterer 
Vorzug, daB clie Genauigkeit~grenze nicht wie bei del' Rechnung beliebig, 
sondeln clurch die mechanischen Einzelheiten der Konstruktion (Strichstarke, 
Zirkeleinsatz usw.) von vOl'l1herein gegeben ist. 1m allgel11einen ist die so 
eneichbare Genauigkeit gerade die fiir die Praxis erforderliehe und daher del' 
N atur del' Aufgabe angepaBt. 

J ede geometrifche Komtluktion erfordert bestil11l11te Hilfsmittel und 
hangt YOll dm Art und Befelcaffenheit diesel' Hilfsmittel abo AuBel' Papier 
und Zeichemtift IBleistift oder ReiBfcder) und der zweekmiiBigen Aufspannung 
cles Papiels auf dElll ReiHbrett kcmmen in Betracht geometrische Madelle 
und geonetrische InstTumente. Ceometrische Modelle sind die Lineale 
als ~10ddle gerader Lillien, die Kmvenlil1cale als Kurvenmodelle und die 
Dre iecke als Winkelmodelle (BOO. 60°, 4[)o, :30°). Das einfachste geometrisehc 
Ins trument is! cler Zirkel ajr-; MeBinstrumcnt Z1ll11 Vergleichen von Ent
fern mg(n tne! ZeichcninstrullWl1t ZUlU Zeidmen yon Kreisen. Komplizier
tere Imtnnmnte wie Ellipsenzirkel. Proportiol1sz irkeJ, Storchschnabel (Panto
grap hi f'incl im nIlgenwiJ.('l1 wcnig in GebnuHh. Man begniigt sich gcwohnlieh 
mit den angdiihr t(11 H ,lf~ll1i tteln, Z1I clenen I1Ul' noch die ReiBschiene als 
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Mittel zur Festlegung cler Grundrichtung und ZUlli Ziehen von gel' aden Lillien 
in diesel' Richtung hinzukommt. 

Es handelt sich dann darum, die vorkommenden Konstruktionen mit 
den vorhandenen Hilfsmitteln praktisch auszufiihren. Eine theoretische 
Beschrankung wie die Forderung, daB aIle Konstruktionen mit clem einfachen 
Lineal und dem Zirkel ausgefiihrt werden sollen, ist fur die Praxis nicht 
berechtigt. So sind die Scbulkonstruktionen fur das Ziehen paralleler Linien, 
das Fallen und Errichten von Loten und das Halbieren von Strecken praktisch 
nicht brauchbaL'. Parallele Linien werden pl'aktisch konstruiert. inclem man 
unter Benutzung des Satzes, daB zwei Linien parallel sind. die mit einer 
dritten gleichsinnig gleiche Winkel bilden, ein Zeichendreieck an clem anderen 
odeI' an del' ReiBschiene entlang gleiten laBt. Lote werden konstuiert, indem 
man clas Zeichendreieck als Modell des rechten Winkels benutzt. Strecken 
werden durch Probieren halbiert. Handelt es sich um clie 
Reduktion einer groBel'en Allzahl von Strecken auf die HaHte, 
so verfahrt man zweckmaBig so, daB man an den gegebenen 
MaBstab den l'eduzierten MaBstab unter 60 ° geneigt ansetzt 
und die Ubertragung durch parallele Linien, die mit dem 
gegebenen MaBstab einen Winkel von :30°, also mit dem redu
zierten MaBstab einen rechten Winkel bilden, bewerkstelligt. 
Allgemein wircl bei del' Reduktion eines MaBstabes mit Nutzen 
del' bekannte Satz ver\\'endet, daB parallele Linien aus zWe! 
gegeneinandel' geneigten Linien proportionnJe Stiicke aus
sehneiden. 

Die Entfernung eines Punktes von einer geraden Linie 
Fig. 4. 

wird ebenfaHs nieht daclurch bestimmt, daB mall erst das Lot aus dem Punkte 
auf die Linie fallt und clessen Lange abmiBt. sonclern dureh unmittelbares 
Probieren, indem man die kiirzeste Entfernung des Punktes von einem Punkte 
del' Linie feststellt. Diese Verfahren konnen als ein geometrisches Experi
mentieren bezeichnet werden, claBo den empirischen Bestimmungen in Ph.YSik 
und Chemie analog ist. 

Gegeniiber del' Sehulgeometrie ist das praktische Verfahren durch eine 
sehr viel sparsamere Vol'wendung des Zirkels gekennzeiclmet. Selbst WO, WLe 

beim Halbicren eines bclicbigen Winkels, del' Zirkel nicht 
ganz zu entbehren iflt, kann die lllogliehste Einsehrankung 
in seinem Gebrauch von Vorteil sein. So kann dervVinkel 
halbiert werden, indem man mit clem Steehzil'kel auf den 
Srhenkeln vom Scheitel A aus clie beliebigen gleiehell 
Stucke A B und A C abtragt und auf Beaus A das Lot 
fallt, was mit den Zeichendreiecken geschehel1 kanll, ohne 
daB die Linie Be selbst gezogen wircl, so daB in del' Zeich

A 
II C . 

Fig. 5. 

nung nm die Halbierullgslinie, abel' keiIle Hilfslinie erseheint. Die Zeichnung 
wird so mit Hilfslinien ll10gliehst wenig helastet. 

Ein Quadrat la13t sich mit Hilfe cles 4:) o-Dreiecks ebenfalls ohne Vel'
wendung des Zirkels konstruieren, ebenso ein gleichseitiges 
Dreieek und ein regelm1iBiges Rechterk. Uberhaupt laBt 
sich die regelmaBige Teilung des Kreises in 3, 4, G, 8, 
12 Teile mit Hilfe del' Dreiecke sofort ausfiihren. rndem 

c 

man dann das <30°- und das 45 0-Dreieek aneinanderlegt. 1If-\--,,--.i.----i!7l8 
kann man aueh vVinkel von 1 5° konstruiel'en. also den 
Kreis in 24 Teile teilen. Die Konstruktion eines clem 
Kreis einbeschriebenen regelmaBigenFunf- und Zehn
eeks erfolgt am einfachsten so: Man geht von zwei zu
einander senkrechten KreiEdurehmessern A B. C'D au". 

o 
Fig. Ii. 
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halbiert den Radius .ill A in E und macht auf ABE F = EO. Dann wird 0 F 
die Seite des Fiinfecks, M F die Seite des Zehnecks. 

Die Konstruktion des regelmaBigen Siebenecks und Neunecks ist 
exakt geometrisch gar nicht lOsbar, wohl aber angenahert in folgender Weise: 

. Man schlagt um einen Punkt A des 

1/ 

Fig. 7. 

E Kreises den durch den Mittelpunkt M 
gehenden Kreis, der den gegebenen 
Kreis in B, 0 schneidet. Ist dann D 

~----:;?-'+-~---:HG der Schnittpunkt von MAund B 0, 

Fig. 8. 

so wird BD der Seite des regelmaBigen 
Siebenecks angenahert gleich.-Um das 
regelmaBige Neuneck zu find en, ver
langert man in der vorigen Figur AM 
bis zum zweiten Schnittpunkt Emit 
dem Kreis und zieht den zu dem Durch

messer AE senkrechten Durchmesser FG. Schneidet dann der urn Emit EG 
als Radius beschriebene Kreis den Kreis um A in I, den Durchmesser A E 
in H, so wird HIder Seite des Neunecks angenahert gleich. 

2. Korbbogen. 
In der Praxis spielen die Zeichnungen eine besondere Rolle, bei welchen aus 

einzelnen Kreisbogen, die beriihrend ineinander iibergehen, krummlinige Gebilde 
zusammengesetzt werden. Solche Gebilde werden als Korbbogen bezeichnet. 

Liegen zwei Kreisbogen Ao Al und Al A2 vor, fiir welche die Tangente 
in Al gemeinsam ist, so fallen auch die auf der Tangente senkrechten Radien, 
die nach dem Punkte Al hingehen, der Lage nach zusammen. - Die Mittel
punkte K l , K2 der Kreise, zu denen die Kreisbogen gehoren, liegen also 
mit Al in einer geraden Linie, und da AoKl =AlKl' A l K 2 =A2 K 2 , folgt 

~--lIz 

i z 
Kz 

Fig. 9. 

f(y 

Fig. 10. Fig. 

sofort Ao Kl + Kl K2 = A2 K 2 • Ferner ergibt sich fiir die Lange des Kreis
bogenzuges Ao Al A2 , wenn El , E2 die zugehorigen Zentl'i winkel, im BogenmaB 
des Einheitskreises gemessen, el' e2 die Radien sind, der Wert el El + e'J E2 • 

Setzen wir diese Betrachtung fort, indem wir einen Korbbogen aus einer 
beliebigen Anzahl von Kreisbogen AoAl' AlA2' A2 Aa," . An_lA" zusammen
setzen und den von den Mittelpunkten Kl' K 2 , K 3 , ••• Kn bestimmten Polygon
zug als den Evolu tenzug des Korbbogens bezeichnen, so wird die Lange 
des Evolutenzuges von Ao bis K" gleich dem letzten Radius e", allgemein 
die Lange des Evolutenzuges 

.'lOK! +K1 K 2 +K2 K 3 +.·· +K"-lK,ll=e,,, 
und fiir die Liinge des Korbbogens folgt del' Wert 

8" = el El + e2 E2 + ea E2 + ... + en ell , 
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wenn 101 , eo, ... e die Zentriwinkel del' zu den einzelnen Kreisbogen gehoren
den Sektoi'en b~~eichnen. Diese Betrachtungen sind zunachst so gefiihrt, 
daB die Radien 1!1' 1!2' 1!3' ..•. als standig zunehmend angesehen sind. Dreht 
man die erste Figur um, indem man von dem 
groBeren Radius ausgeht, so wird Ao Kl - Kl K2 
= A2 K 2 • Del' Evolutenzug Ao Kl K2 kehrt bei 
Kl urn, indem er sich erst von dem Korbbogen 
entfernt und dann ihm wieder nahert (Fig. 11). Eine 
solche Stelle soIl als eine Umkehrstelle be
zeichnet werden. An ihr gehen die Radien von 
Zunahme zu Abnahme iiber odeI' umgekehrt. 

Nehmen wir als Beispiel ein Quadrat 
Kl K2 K3 K 4 , so konnen aIle vier Ecken Um
kehrstellen sein, wenn del' Korbbogen in sich 

Fig. 12. 

zuruckl1iuft, also ein geschlossenes Oval bildet. Del' Verlauf ist dann folgender: 

Mittelpunkte: Kl K2 Ka K4 Kl 
Radien: 1!1 122 1!3 (14 (11 

Zunahme A bnahme Zunahme Abnahme 

Dabei ist 121 = (I:p (12 = 124' f\ < (12' Sind die Ecken aIle keine U mkehr
steIlen, so entsteht eine ganz andere Figur, namlich eine Spirale. Die Kurve 
lanft dann nicht, in sich zuruck. UmfaBt man den Umfang des Quadrates 

Fig. 13. 

" "" /I, \, 
110 /(, fZ" 

/(z'\ 

\" 

.. J." 
kJ 

Fig. 14. 

Jl J 

zum zweitenmal, so whlieBt sich ein neuer Kreisbogenzug an, del' in einem 
dem U mfang des Quadrates gleichen Abstande parallel zu dem ersten Kreis
bogenzuge verl1iuft. 

1st ein Evolutenzug, z. B. AoKI K2 K3K4 K5 A,;> mit einer Umkehrstelle 
(K3 ) gegeben, wobei die Endrichtung del' Anfangsrichtung entgegengesetzt 
sei, so entsteht ein eigentlicher Korbbogen 
(anse de panier), im Beispiel del' Figur 14 
mit 5 Mittelpunkten. 

Es gibt solche Korbbogen schon mit zwei 
Mittelpunkten. Dann konnen abel' del' erste 
und del' letzte Radius nicht in eine geracle 
Linie fallen. Ein solcher Korbbogen kann 

/1, 

1z 

zun1ichst aus zwei ViertelkreiEen AoAl' Al A2 !If,l-, ----'-'-----------i/i', ---8+: --Ip 
zusammengesetzt werden. Die Mittelpunkte c.,.' ----s----~'"-h-' 

K 1 , K2 liegen dann senkrecht iibereinander in Fig. 15. 
dem Abstande K1 K2 = 121 - (h = h. Ist B 
del' FuBpunkt des von A2 auf die Linie Ao Kl gefiilIt.en Lotes, so wird B A" = h 
die Steighohe, AoB die Spannweite oS des ansteigellden Bogens, del' "auch 
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als Schwanenhals bezeichnet wird. Da nun S=(1l +(12' h=(11-(12 wird, 
ist (1l=Hs+h). Legt, man also BC=h an A oB=8 an und halbiert die 
Gesamtstrecke Ao a, so findet man K l • . 

Eine andere Konstruktion fur einen Schwanenhals ist folgende (Fig. 16). 
Man schHigt uber Ao A2 den Halbkreis und schneidet ihn in Al mit dem Mittellot 
von Ao B. Dann enthalt das aus Al auf Ao A2 gefallte Lot Al L die Mittel
punkte K l , K2 (in den Hohen von Ao und A 2 ). Al ist del' Trennungspunkt 
del' beiden Bogen. In del' Tat folgt, wenn M, N die Punkte des Mittellotes 
von Ao B in den Hohen von Ao und A2 sind, aus del' Kongruenz der Drei
ecke AoLKl und A I ]'1 KI AoKI =Al K I , aus der Kongruenz del' Dreiecke 
AlN K2 und A2LK2 Al K2 =A2 K 2 • . 

Fig. 16. Fig. 17. 

Fur die Konstruktion eines Korbbogens mit horizontaler AbschluBlinie 
und drei Mittelpunkten gibt es eine groBe Anzahl von Konstruktionen, von 
denen nul' folgende hel'vorgehoben seien: Sehr einfach und leicht zu be
grunden ist die Konstruktion, bei del' fur die Zentri winkel del' drei Kreis
bogen del' gleiche Wert 60 0 genommen wird. Als gegeben sehen wir an die 
Spannweite AoB und die Pfeilhohe J}Ia. Es wird dann uber AoM = ~AoB 
das gleichseitige Dreieck Ao E.ill. konstruiert und auf dessen Seite ],1 E ab
getragen M F = M a. 1st weiter A] del' Schnittpunkt del' Linie a F mit Ao E, so 
enthiilt die Parallele durch Al zu EM die Mittelpunkte K l , K 2 • Ka liegt dann auf 
Ao B symmetrisch zu KI (AoKl = BK3)' Al und der symmetrisch entsprechende 
PUllkt A2 auf der anderell Seite sind die GrellZptUlkte del' Kreisbogen. 

Dieser Konstruktion in del' iisthetischen Wirlmng vorzuziehen ist eine 
andere, die zunachst folgendermaBen gekennzeichnet werden kann: Man zeichnet 
das Rechteck Ao B D' D mit der Hohe b = Maund konstruiert in dem recht
winkligen Dreieck Ao D a den einbeschriebenen Kreis. Dessen Mittelpunkt 
ist Al und das aus Al auf Ao a gefallte Lot enthiilt die Mittelpunkte K I , K,!. 

Fig. 18. Fig. 19. 

Die Konstruktion kann abel' einfachel' ausgefuhrt werden, wie in ddr Figur 18 
auf del" rechten Seite angegeben ist. Dort ist auf a B abgetragen a H = a - b 
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(Ao B = 2 a, Jf C = b). Dann enthalt das Mittellot von B H die Mittelpull kte 
K 2 , Ka und den Grenzptmkt, A~. 

An diese Konstruktion laBt sieh eine Konstl'uktion des Korbbogens mit 
5 Mittelpunkten anschlieBen. Man laBt dann das Lot von Ao C odeI' A C dureh 
den Eekpunkt D hindurehgehen und dieses die Mittelpunkte K l' K:j ansschneiden. 
Den Mittelpunkt K2 bestimmt man einfaeh daraus, daB Kl K2 +K2 K:3 
= C K3 - A KI wird. Er ist, hierdureh nieht vollstandig bestimmt. Man 
wahle ihn mogliehst so, daB KI K2 : K2 K3 = A KI : C K3 wird, ohne daB diese 
Proportion genau erfiillt zu 8ein braucht. Man teile nul', nachdem man 
AK1 von C aus auf C K3 abgetragen hat, die iibriggebliebene Stl'ecke, die 
=K1K 2 +K2Ka wird, ungefahr in diesem Verbaltnis und beschreibe mit den 
Teilen urn KI lmd K:] die Kreise, die sich dann in K2 sehneiden (Fig. 19). 

B. Gl'uudbeziehullgen ebellel' Figul'en. 
Die Euklidisehe Geometrie geht von del' Kongruenz ebener Figuren 

aus. Zwei Figuren heiBen kongruent, wenn sie in allen Stiicken, Strecken 
(Langen) und Winkeln, iibereinstimmen, also nur in del' Lage verschieden sind 
und deshaJb, wie man sagt, zur Deekung gebracht werden konnen. Als 
Grundfiguren werden ferner die Vielecke mit del' kleinstmoglichen Seitenzahl, 
also die Dl'eiecke gewiihlt und die Bedingungen festgestellt., unter denen 
zwei Dreiecke kongruent sind. Es ergibt sich, daB, wenn zwei Dreiecke in 
drei Stiicken iibereinstimmen, aueh die iibrigen drei Sti.lcke gJeich sind. Aus
geschlossen ist hierbei del' Fall, wo die drei gegebenen Stiicke die drei 
Winkel sind, weil diese von vornherein durch die Beziehung verlmiipft sind, 
daB ihre Summe einen festen "Vert (180°) hat, und ferner del' Fall, wo die 
zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem del' kleineren gegeniiberliegenden 
Winkel iibereinstimmen, weil solche zwei Dreiecke nicht kongrnent zu sein 
brauchen. Danach bestimmen sieh die vier Kongruenzsatze, die del' Eukli
dischen Geometrie zugrunde liegen. Mit Hilfe diesel' Siitze wird dann ein 
groBer Teil del' geometrischen Beweise gefiihrt. 

Auf die Kongruenzlehre wird auch die Ahnlichkeitslehre zuriick
gefiihrt, wobei allerdings die Betl'achtung irrationalel' Liingenvel'hiiltnisse eine 
besondere Schwierigkeit bietet. Ais ahnlich werden zwei Figuren bezeiehnet, 
wenn aIle entspl'echenden Winkel in ihnen gleich sind. Es zeigt sieh daIm, 
daB aIle entsprechenden Strecken in Ihnen verhiiltni8gleich (proportional) 
werden. Wieder werden als Grundfiguren die Dreieeke gewahlt, und den 
vier Kongruenzsatzen werden vier entsprechende Almlichkeitssatze gegeniiber
gesteIlt. 

Einer diesel' Siitze ist dabei eben del', daB die Seiten del' Dreiecke vel'
haltnisgleich sind, wenn die Dreiecke in den Winkeln iibereinstimmen. 
Es ist abel' von Wichtigkeit, auch aus del' Proportionalitat del' Seiten um
gekehl't die Gleichheit del' Winkel abzuleiten, und ebenso zu zeigen, daB aUe 
Winkel in beiden Dreiecken iibereinstimmen, wenn nul' ein Paal' gleicher Winkel 
gefunden wil'd und entweder die einsehlieBenden Seiten vel'haltnisgleich sind, 
odeI' eine dem Winkel anliegende Seite und die ihm gegeniibel'liegende Seite, 
falls diese groBer als jene ist, in beiden Dreiecken dasselbe Verhaltnis habel!. 
Dies sind die vier Ahnliehkeitssatze. Sie bieten ebenfaIls ein wesentliches 
Hilfslllittel flil' die geometl'ische Beweisfiihrung. 

Die L\1ge wird bei den kongruellten Figurell in del' Ellklidisehen Geo
metrie meist gal' nieht beriieksichtigt. Es Bind abel' auch die hierfiir geltenden 
Satze von gl'oBer Bedeutung. Zunaehst hebt sieh eine Lage heraus, bei del' 
aIle Paal'e entspl'echender Strecken beider Figuren parallel sind. In diesem 
FaIle sind alleh aIle Verbindungsstrecken entsprel;hender Ecken pnl'allel lind 
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gleich lang. Die eine Figur geht aus der anderen durch Parallelver
schiebung (Translation) hervor. Die beiden Figuren sind immer gleich
sinnig kongruent.. 

1st kein Paar entsprechender Streeken solcher zwei Figuren parallel, so 
schneiden sich die Mittellote der Verbindungsstrecken entsprechender Ecken 
in einem Punkte 0 und die Winkel, welche die von diesem Punkte nach je 
zwei entsprechenden Ecken hinlaufenden Strahlen bilden, sind aIle gleich. 
Dann geht die eine Figur aus der anderen durch Drehung (Rotation) urn 
den PolO hervor. 

Bei ahnlichen Figuren wird dagegen auch in der Euklidischen Geometrie 
die besondere Lage hervorgehoben, bei der alle Paare entsprechender Strecken 
paralJel sind. Es gehen dann, wenn die Figuren nicht kongruent sind, die 
Verbindungslinien aller Paare entsprechender Ecken durch einen Punkt S. 
Die Figuren heiBen in ahnlicher Lage befindlich und del' Punkt S das 
Ahnli chkei tszentrum. 

Allgemein heiBen nun zwei geradlinige Figuren, die Strecke fur Strecke 
und Punkt fur Punkt eindeutig aufeinander bezogen sind, derart, daB die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte entweder durch einen und denselben 
Punkt gehen oder einander parallel sind, perspektivisch, und zwar im 
ersten FaIle zentralperspektivisch odeI' perspektiv kollinear, im zweiten 
FaIle parallelperspektivisch odeI' perspektiv affin. 

Wir betrachten zuerst den zweiten Fall. Sind g, g' zwei einander ent
sprechende, nicht parallele gerade Linien del' Figur und A, B, 0 drei Punkte 
auf del' einen, A', B', 0' die auBeren drei entsprechenden Punkte auf del' 
anderen, dann wird 

AB 
BO 

A'B' 
B'O' , 

d. h. die Abstandsvel'haltnis~e del' Punkte sind auf beiden Linien dieselben. 

g 

E 

17' 

Fig. 20. Fig. 21. 

Del' Schnittpunkt E beider Linien entspricht sich selbst. 1st nun h, h' 
ein zweites Faar entsprechender Linien und F ihr Schnittpunkt, so muB die 
gerade Linie E F sich selbst entsprechen, ja auch alle ihre Punkte mussen sich 
selbst zugeordnet sein. Diese Linie a heiBt die Affinitatsachse. AlIe Paare 
entsprechender Linien schneiden sich auf del' Affinitatsachse, wenn sie nicht 
zu ihr parallel sind. 

Die gleichgerichteten geraden Linien, welche entsprechende Punkte ver
binden, konnen del' Affinitatsachse parallel sein oder eie schneiden. 1m 
ersten Falle (Fig. 22) seien A,B zwei Punkte, deren Verbindungslinie die Affini
tatsachse in E schneidet. Dann liegen auch die entsprechenden Pjlnkte A',B' 
mit E in einer geraden Linie und man sieht: Die Entfernung A A' ent
sprechender Funkte wird ihrem Abstande von der Affinitatsachse proportional. 
rm z\yciten Falle seien A. A' und B, B' zwei Faarc entsprechender Punkte und 
An' Bo die Schnittpunkte ihrer Verbindungslinien mit del' Affinit.atsachse. 
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Dann wird (Fig. 23), weil A B und A' B' sich in einem Punkte E der Affinitiits
achse schneiden oder ihr parallel sind, 

Fig. 22. 

AAo BBo 
A'A =B'B' o 0 

I 
I 
I 

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

//10 

/ '8' 

';q' 

Fig. 23. 

d. h. die Verbindungsstrecke entsprechender Punkte wird von der Affinitats
achse immer in demselben Verhaltnis geteilt, und zwar entweder immer inn en 
oder immer auBen, so daB die Proportionsgleichung der GroBe und dem 
Sinne nach gilt. 

Es seien g, h zwei parallele Linien, welche die Affinitiitsachse in E, F 
schneid en mogen. A, B seien zwei Punkte auf ihnen, die gleich weit von 
der Affinitatsachse entfernt sind, A', B' die entsprechenden Punkte und 
Ao' Bo die Schnittpunkte von AA', B B' mit cler Affinitatsachse. Dann folgt 
aus AAo =#= BBo auch AE =#= BF und A' A =#= B' B, also wird auch A' E =#= B' F: 
Parallelen Linien entsprechen wieder pa
rallele Linien. 

Sind AA', B B' parallel zur Affini
tiitsachse, so wircl AA' = BB', wenn 
A, B gleichweit von dieser Achse ent· 
fernt sind, weil die Entfernung ent· 
sprechender Punkte ihrem Abstand von 
der Achse proportional ist. Deshalb wer
den die Dreiecke AA' E und B B' F wieder 
kongruent und A' E parallel zu B' F, so A' 
daB der Satz, daB parallelen Linien pa
rallele Linien entsprechen, auch dann gilt. 

o Wird von zwei perspektiv affinen Figuren die 
eine beliebig verschoben, so ist sie zu der anderen 
nicht mehr perspektiv, aber immer noch affin. 
Die affine Beziehung kann dadurch festgelegt 
werden, daB zu den Ecken eines Dreiecks A, B.O 
die Ecken des entsprechenden Dreiecks A', B',O' 

/1 C beliebig angenommen werden. SolI dann zu einem 
beliebigen vierten Punkte P der entsprechende P' 

0' sGfunden werden, so verbinde man l' mit A und B, 

Fig. 25. 

diese Verbindungslinien mogen die gegeniiber-
C' liegenden Seiten BO und A 0 in M und N treffen. 

Weiter teile man die entsprechenden Seiten B' 0' 
und A' 0' in M' und N' so, daB der GroBe und 
dem Sinne nach 

B11f B'M' AN A'N' 
J.lic = Mi(f' NO N'O' 
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wird, Dann wird der Schnittpunkt von A'M' und B' N' der gesuchte 
Punkt P'. 

Wir konnen auch so verfahren, daB wir durch den Punkt P die Paral
lelen PQ und P R zu AB und AG ziehen und so das Parallelogramm A RPQ 
erzeugen. Nehmen wir dann auf A' B' den Punkt Q', auf A'G' den Punkt R' 
so an, daB der GroBe und dem Sinne nach 

AQ A'Q' AR A'R' 
AB= A'B;' AG A'G' 

8 
8' 

{?/------~p 

e' p' 

Il' 
R' C' c 

Fig. 26. 

wird, so schneiden die Parallelen durch Q' und R' zu A'G' und A' E' sich 
in dem gesuchten Punkte P'. ~ 

Sind zwei Figuren zentral perspektiv und S das Perspektivitats
zentrum, durch das die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen, so 
gilt folgender grundlegender Satz: 

Es seien A, B. G, D vier Punkte einer geraden Linie g, A', E',G',D' die 
vier entsprechenden Punkte, die wieder auf einer geraden Linie g' liegen. 
Dann wird der GroBe und dem Sinne nach: 

AE DE A'B' D'E' 
Ad: DC =,A'6' : D'G' . 

Die Doppelverhaltnisse der beiden Punktequadrupel sind 
einander glei ch, 

1st das Doppelverhaltnis gleich - 1, so heiBen die vier Punkte har
monisch. Vier harmonischen Punkt,en entsprechen also immer wieder vier 
harmonische Punkte. 

Die Schnittpunkte entsprechender gerader Linien liegen wieder auf einer 
gel' aden Linie, der Perspektivitatsachse (odeI' Kollineationsachse) B. 

Einer geraden Linie, die dieser parallel ist, entspricht wieder eine parallele 
Linie. 

Das Zentrum S und aUe Punkte del' Perspektivitatsachse 8 entsprechen 
sich selbst. 

Das Doppelverh1iltnis von vier Strahlen, die durch einen Punkt 0 gehen, 
ist gegeben durch das Doppelverhaltnis del' Schnittpunkte diesel' Strahlen 
mit irgend einer nicht durch 0 gehenden geraden Linie. Einem solchen 
Strahlenquadrupel entspricht immer ein Strahlenquadrupel, welches das 
gleiche Doppelverhaltnis hat. 1st das Doppelverhaltnis = ~ 1, so heiBen 
die vier Strahlen harmonisch. Vier harnionischen Strahl en entsprechen also 
immer wieder vier harmonische Strahlen. 

Sind A, A' und B, E' zwei Paare entsprechender Punkte, A"O' En die 
Schnittpunkte von A A' und BE' mit B, so wird del' GroBe und dem 
Sinne nach (Fig. 27) AA EE BS 

o. AS _ 0 . 

A' Ao . A'S - B"En' B'S . 
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Das Doppelverhaltnis, welches die heiden einander entsprechenden Punkte 
mit dem Perspektivitatszentrum und dem Schnittpunkte ihrer Verbindungs
linie mit der Perspektivitatsachse bilden, hat einen 
konstanten Wert k. 

Riickt der Punkt A auf einem Strahle tt, del' 
durch das Perspektivitatszentrum S geht, in un
endliche Entfernung, so liegt del' entsprechende 
Punkt A' auf 1t derart, daB, wenn Ao den Schnitt
punkt von 1t mit der Perspektivit.atsachse bezeichnet, 
der GroBe und dem Sinne nach 

A'S S 
A'Ao =k 

wird. Alle so gewonnenen Punkte A' liegen auf 
einer Parallele zu 8, welche die erste Fluchtlinie Fig. 27. 
heiBt. 

Umgekehrt liegen auch alle Punkte A, die unendlich fernen Punk ten A' 
entsprechen, auf einer Parallelen zu 8, welche die zweite Fluchtlinie heiBt. 
In diesem Falle wird 

~~~=k. 
Die eine Fluchtlinie hat also von dem Perspektivitatszentrum denselben 
Abstand wie clie Perspektivitatsachse von' der anderen Fluchtlinie. 

Eine andere wichtige Beziehung zwischen ebenen Figuren, bei der eben
falls zwei einanc1er zugeordneten Punkte A, A' mit eillem festen Punkte S 
immer in gerader Linie liegen. wird so gefunden, daB zwischen den (gleich
sinnigen) Abstiinclell SA und SA' die Beziehung aufgestellt wird 

SA.SA' =a2 • 

Es entsprechen dann alle Punkte sich selbst, welche von S den Abstand a 
haben, also auf einem Kreis urn den Mittelpunkt S mit dem Radius a liegen. 
Diese Beziehung zwischen den Punkten der Ebene wird als eine Trans
formation durch reziproke Rac1ienvektoren 
(kurzer In version) bezeichnet. 

Den Punkten einer geraden Linie, die nicht durch 
S geht, entsprechen die Punkte eines Kreises, del' 
durch S hinclurchgeht. Hat namlich die gerade Linie 
von S den Abstand p und ist q' der Winkel, um den 

/I 

die Vel'bindungslinie von S mit einem Punkte A der SfL----'-----'b---iG 
geraden Linie gegen das aus S auf sie gefallte Lot 
S G = P gelleigt ist, so wird 

P SA=---, 
cos rp 

also 
a~ 

S A' = - . cos (P . 
P 

Fig. 28. 

Del' A entspl'echencle Punkt A' liegt also auf em em Kreis ii.ber clel' auf SG 
a.'J. 

abgetragenen Strecke SG' = - als Durchmesser. 
p 

Irgendeinem Kreise entspricht wieder ein Kreis. 1st namlich A B del' 
auf einen Strahl c1urch S fallenc1e Durchmesser dieses Kreises, und sind A', B' 
die A, B entsprechenden Punkte, so wird 

SA·SA' =8B·SB' =a·2 • 
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also SA SB' 
SB SA" 

S ist mithin del' eine Almliehkeitspunkt del' tiber A B und B' A' als 
Durehmesser besehriebenen Kreise, und sind Q', P' und P, Q die Sehnittpunkte 
eines Strahls dureh S mit dies en Kreisen, so wird 

SP 
SQ' 
also 

SA 
SB" 

SP'·SQ' =SA'·SB', 

Sp·SP· =SA·SA'=a2 • 

Fallt A mit B', also aueh B mit 
A' zusammen, so falIt del' Kreis tiber 
A B mit seinem entspreehenden Kreis 
zusammen. Dann ist abel' del' Kreis 

Fig. 29. orthogonal zu dem Grundkreis urn S 
mit dem Radius a, weil die aus a 

an ihn gelegten Tangenten die Lange a haben, also in Punkten des Grund
kreises berii.hren. 

Dureh irgendeinen anderen Punkt A kann man zwei diesel' Orthogonalkreise 
legen, deren Tangenten in A gegebene Riehtungen haben. Die Kreise. 
sehneiden sieh zum zweitenmal in dem A entspreehenden Punkt A'. Ihre 
Tangenten in. diesem Punkt bilden demelben Winkel wie die Tangenten in A. 
Die Transformation dureh reziproke Radienvektoren ist also winkeltreu 
odeI' konform. Man kann aueh sagen, sie sei ahnlieh in den kleinsten 
Teilen, weil eine unendlieh kleine Figur dureh sie in eine ahnliehe Figur 
iibergeht. 

4. Grundbegriffe del' Raumgeometrie. 
Die Raumgeometrie wird gewohnlieh so aufgebaut, daB man von den 

an del' Hand del' Zeiehnung gewonnenen Begriffen del' ebenen Geometrie 
ausgeht und diese Begriffe auf den dreidimensionalen Raum tibertragt. Die 
wesentlieh in Betraeht kommenden Begriffe sind die Begriffe des Punktes, 
del' geraden Linie, del' Entferimng und des Winkels und die dazu ge
horenden Begriffe wie del' Begriff des Schneid ens und del' Begriff del' Parallelitat. 

Fur die Raumgeometrie kann man nun den Satz voranstellen, daB, wenn 
zwei gegebene gerade Linien im Raum sieh sehneiden, zwei ~erade Linien, die 
diese beiden gegebenen geraden Linien sehneiden oder die eine sehneiden und 
zu der anderen parallel sind, sieh wieder sehneiden, wenn sie nieht zu ein
ander parallel sind. 

AIle diese geraden Linien gehoren einer Ebene an, welehe dureh die 
beiden gegebenen geraden Linien odeI' aueh dureh zwei diese sehneidende 
Linien bestimmt ist. Eine Ebene ist ebenfalls dnreh eine gerade Linie und 
einen auBerhalb von diesel' gelegenen Punkt odeI' dureh drei Punkte, die nieht 
1!1 einer geraden Linie liegen, bestimmt. 

Zwei Ebenen sehneiden sieh entweder oder sie sind einander parallel. 
Eine gerade Linie sehneidet eine Ebene entweder odeI' sie ist zu ihr 

parallel. 1st sie zu ihr parallel, so liegt sie in einer und nur einer zu del' 
Ebene parallelen Ebene, und liegt sie in einer solehen Parallelebene, so ist 
sie del' anderen Ebene parallel. 

Wenn zwei sieh n i e h t schneidende gerade Linien zueinander parallel 
sind, so kann man unendlieh viele P <tare paralleler Ebenen dureh sie legen. 
Sind sie nieht parallel, d. h. windsehief. so kann man nul' ein Paar paralleler 
Ehenen dureh sie legen. 
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Parallp,le Ebenen werden von jeder dritten Ebene, die nicht zu einer 
von ihnen und damit auch zu del' anderen parallel ist, in parallelen geraden 
Linien geschnitten. 

Auch die Schnittlinien del' beiden parallelen Ebenen mit zwei anderen 
parallelen Ehenen sind aIle einander parallel. 

Schneiden sich zwei gegebene Ebenen, so werden sie von jeder Ebene, 
die ihrer Schnittlinie, abel' keiner der Ebenen selbst parallel ist, in geraden 
Linien geschnitten, die einander und der Schnittlinie del' beiden gegebenen 
Ebenen parallel sind. 

Durch den Schnittpunkt zweier gegebenen geraden Linien geht eine und 
nur eine gerade Linie, welche mit den beiden gegebenen gsraden Linien 
rechte Winkel bildet. Diese gerade Linie bildet daml einen rechten Winkel 
mit jeder geraden Linie, welche durch den Schnittpunkt del' beiden gegebenen 
geraden Linien geht und mit ihnen in einer Ebene liegt, und sie heiBt ein 
Lot dieser Ebene. 

Alle Late einer Ebene sind zueinander parallel. Jedes Lot einer Ebene 
ist auch ein Lot jeder parallelen Ebene. Umgekehrt sind zwei Ebenen 
p'1rallel, die ein gemeinsames Lot besitzen. 

Das Stiick paralleler Linien zwischen zwei parallel en Ebenen hat immer 
dieselbe Lange. Sind die parallelen Linien insbesondere Lote del' beiden 
Ebenen, so heiBt die Lange des Stiickes, das von ihnen zwischen den beiden 
parallelen Ebenen liegt, deren A b stan d. 

Ais den kiirzesten Abstand zweier windschiefer gerader Linien be
zeichnet man den Abstand der beiden durch siegehenden parallel~n Eb:men. 
Der ki.irzeste Abstand ist gleichzeitig die Entfernung zweier Punkte auf den 
geraden Linien, die so lieg3n, daB ihre Verbindungslinie senkrecht zu beiden 
geraden Linien ist. 

Wenn zwei gerade Linien sich schneiden, bilden sie (mit einelll bestilllmten 
Richtungssinn versehen) einen Winkel. Zwei zu ihnen parallele (und gleich
sinnige), sich ebenfalls schneidende gerade Linien bilden dann denselben 
Winkel. . 

Urn den Winkel zwischen zwei sich kreuzenden (ebenfalls mit einem 
bestimmten Richtungssinn versehenen) geraden Linien zu bestimmen, zieht 
man durch einen Punkt der einen zu del' anderen die (gleichsinnige) Parallele. 
Del' Winkel, den diese dann mit der sie schneidenden der gegebenen gel' aden 
Linien einschlieBt, ist der Winkel, unter dem die beiden windschiefen gel' aden 
Linien sich kreuzen. Das Lot einer Ebene kreuzt alle geraden Linien der 
Ebene rechtwinklig (oder schneidet sie rechtwinklig). Eine gerade Linie ist 
Lot einer Ebene, wenn sie zwei nicht parallele Linien del' Ebene recht
winklig kreuzt. 

Um den Winkel zweier Ebenen zu finden, die sich in einer geraden 
Linie sclmeiden, errichtet man in einem Punkte diesel' Schnittlinie auf ihl' 
in beiden Ebenen das Lot. Diese Lote bilden dann immer denselben Winkel, 
wenn man sie jed ~smal in eine bestimmte Halbe bene (d. h. den auf del' einen 
Seite del' Schnittlinie gelegenen Teil der beiden Ebenen) hineinzieht, gleichgiiltig 
wo man den gemeinsamen FuBpunkt del' Lote auf cler Schnittlinie annilllmt. 
Diesel' Winkel wird als del' Winkel clel' beiden Halbebenen bezeichnet. Nimmt 
man statt del' einen Halbebene die sie zur vollen Ebelle erganzende Halb
ebene, so erhalt man den Nebenwinkel des urspriinglichen Winkels. 

1st del' Winkel del' beiden Halbebenen (und damit auch der Neben
winkel) ein recht,~r, so heiBen die beiden Ebenen aufeinander senkl'echt. 
Durch' jeclen Punkt del' Schnittlinis gehen dann zwei gerade Linien, die in 
den beiden Ebenen liegell und aufeinander und a,uf del' Schnittlinie scnk
recht stehen. Sie stehen dann auch jedeslllal auf del' andel'en Ebene senk-
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recht, weil sie auf zwei durch ihren Schnittpunkt mit del' Ebene gehenden 
geraden Linien der Ebene, del' Schnitt.Iinie und dem anderen Late der Schnitt
linie, senkrecht stehen. 

Eine Ebene ist also auf einer anderen senkrecht, wenn sie durch ein 
Lot dieser Ebene hindurchgeht. Sie enthalt dann unendlich viele Late der 
anderen Ebene, und diese umgekehrt unendlieh viele Late del' ersten Ebene. 

Fallt man aus den Punkten einer nicht zu einer Ebene senkrechten 
geradell Linie die Late auf diese Ebene, so erflillen sie eine zu del' gegebenen 
Ebene senkrechte und durch die gegebene gerade Linie hindurchgehende Ebelle. 
Der spitze Winkel, den die Schnittlinie diesel' Ebene mit del' gegehenen 
Ebene und die gegebene gerade Linie miteinander bilden, heiBt del' 
Neigungswinkel del' geraden Linie gegen die Ebene. Er ist das Komple
ment (Erganzung zu 90°) des spitzen Winkels, den die gerade Linie mit einem 
Lot del' Ebene. hildet-o 

Durch jeden Punkt del' Schnittlinie zweier Ebenen laBt sich eine und 
nur eine zu den heiden Ebenen senkrechte Ebene legen. Insbesondere HiBt 
sich durch einen Punkt del' Sehnittlinie zweier zueinandel' senkrechter Ebenen 
eine zu beiden senkrechte dritte Ehene legen. Die Schnittlinie zweier der 
Ebenen ist dann jedesmal auf del' dritten Ebene uncl auf ihren Schnittlinien 
mit den ersten heiden Ebenen senkrecht. 

Durch jeden Pnnkt des Raumes lassen sieh clrei und nul' drei zueinander 
senkrechte gerade Linien (Achsen) ziehen. Die erste diesel' Achsen kann 
dabei beliebig angenommen werden und die zweite irgendwie in einer be
stimlllten (zu del' ersten Aehse senkreehten) Ebene. Die Ebenen, welehe die 
drei Achsen paarweise verbinden, Eind aufeinander senlueeht. 

5. Fliiehen- und Rallmillhalt. 
Die BestimIllung des Flaeheninhalts ebener Figuren geht von der 

Figur des Reehtecks aus. Als Einheit wird der Inhalt eineR Quadrates von 
der Seitenlange 1 (111m, eIll, m, dm usw.) zugmnde gelegt. linter dieser Vor
aussetzung wird der Flaeheninhalt des Reehtecks von den Seitenlangen a, b 
cl mch das Produkt a· b gegeben, indem das FlaehenmaB del' Langeneinheit, 
in denen die Seiten gem essen sind, entspricht. Del' Inhalt des Dreieeks von 
der Gnmdlinie a und der Hohe h wird = ~ a· h, del' Inhalt des Parallel trapezes 
mit den parallelen Seiten a, b und del' Hohe (Abstal1d del' parallelen Seiten) 
h wird = ~ (a + b)· h. 

Die Inhalte ahnlicher Figuren verhalten sich wie die Quadrate ent
sprechender Langenstilcke. Insbesondere verhalten sich die Inhalte zweier 

Kreise wie die Quadrate ihrer Radien. Del' Inhalt 
des Kreises ist de8halh dem Quadrat des Radius r 
prOIJortiollCtl uud wil'cl = m·2 gesetzt. Dahei ist 
n = 3.14159 ... die sag. Ludolfsche Zahl. 

Dm den Flaeheninhalt irgendeiner geschlos
senen Kul've zu berechnen, ersetzt man die<;e durch 
ein Polygon. Schon Hero n hat die VorRchrift ge
gehen, dureh die Kurve eine Aehse zu legen und 
auf diese von einzelnen Punkten del' Kurven die 
Late zu fallen, um die zwischen den Loten und 

Fig. 30. der Achse liegenden Flachenraume aIR Trapeze aus-
zuwerten, als ob an ihrem Encle das KUI'venstiiek 

durch eine gerade Strecke ersetzt sei. 
Nimmt man von vornherein die Flache, die zwi~chen del' Achse, zwei 

Loten auf ihr (Ol'dinaten) llnd del' Kurve liegt, lluLl teilt diese Flaehe durch 
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neue Ordinaten in n gleich breite Streifen, so laBt sich, wenn Yo' Yl' Y2' 
Y:l' ... Y,. del' Reihe nach die auftretenden Ordinaten sind (Fig. 31), fiir die an
gegebene Art del' Flachenberechnung die sogenannte Trapezformel aufstellen: 

(1) F=h·nYO+Yl+Y2+"'+Yn-l+~Yn}' 
wobei F den gesuchten Fliicheninhalt bezeichnet. 

Yo y, ~ Y,J y¥ Ys 
~ 

1L 1L 1L h 1u 1L 

Fig. 31. Fig. 32. 

Statt diesel' Formel kann auch eine andere angewendet werden, von del' 
eine noch bessere Annaherung zu erwarten ist, die Sinipsonsche Regel: 

(2) F=~h·{Yo+4Yl+2Y2+ ... +4Yn_l+Y"}' 
Dabei muB n eine gerade Zahl sein. 

Ein oinfaches graphisches Verfahren del' Flachenbestimmung besteht in 
folgendem: Man teilt die ganze Flache zwischen Anfungs- und Endordinate 
auf irgend eine passend erscheinende Art durch neue Ordinaten in Streifen 
und ersetzt nun jeden Streifen durch ein Rechteck, indem man die Hohe 
diesel' R9chtecke derart bestimmt, daB jedesmal das tiber das Rechteck hinaus
rag en de FHichenstiick dem AugenmaB nach ebenso gl'OB erscheint wie das 
Flachenstiick, um das das Rechteck die Kurve iiberragt. Das laBt sich mit 
recht groBer Genauigkeit erreichen, und man erhalt deshalb den gesuchten 
Flacheninhalt, indem man die Inhalte del' einzelnen Rechtecke zusammenfiigt, 
mit sehr guter Annaherung (vgl. Fig. 32). 

Es gibt auch mechanische Vorrichtungen, um den Flacheninhalt zu be
stimmen. Namentlich ist das viel benutzte Amslersche Polurplanimeter 
zu nennen, bei dem man mit einem Stift nul' die zu bestimmende Flache zu 
umfahren hat, um an einer Skala den Inhalt ablesen zu konnen. 

Zur Bestimmung des Kreisinhaltes kann man ebenfalls die genamlten 
Methoden an wenden. Nur erscheint es bequemer, dafiir ein einfacheres 
Niiherungsverfahren zu finden. Man hat nun zunachst den Zusalllmenhang, 
daB, wenn F den Kreisinhalt, u den Kreisumfang, r den Kreisradius bedeutet: 

(31 F=~u·r 

wird. Dadurch wird die Bestimmung des Inhaltes auf die Bestimmung des 
IT mfanges zuriickgefiihrt und del' U mfang u = 2 n r, wenn del' Inhalt F = n r2 
gesetzt wird. n kann also als das Verhaltnis 
cles Kreisumfanges ZUlll Kreisdurchmesser ge-
deutet werden. 

""i u ,v'"""' __ -\-_-"--___ -, 

r r r 

Fig'. 33. 

Ein sehr altes Naherungsverfam'en, um 
den halben Kreisumfang zu bestimmen, ist 
folgendes: Man tragt auf einer Tangente des 
Kreises vom Beriihrungspunkt aus dl'eimal 
den Radius ab und vel'bindet den Endpunkt 
del' so gewonnenen Strecke mit dem Mittel
punkt. Die Lange diesel' Vel'bindungslinie ist 
ann~ihernd gleich dem halben U mfang. (Dies kommt darauf hinaus, daB Vio 
[tIs Niiherungswel't von n benutzt wird.) Danach kann auch sofort ein Rechteck 

Handhibliothek. I. 1. 
., ., 
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von der Hohe l' und del' Lange ~ u bestimmt werden, das dem Kreise inhalts
gleich ist. 

Das Verfahren hat erst in der Neuzeit durch Kochanski eine wesent
liche, kaum zu iibertreffende Verbesserung erfahren. Danach wird auf der 
Tangente des Kreises erst ein Stiick A B nach der einen Seite vom Beriihrungs
punkt A durch die Verlangerung des Radius abgeschnitten, der um 30° gegen 
den Radius nach dem Beriihrungspunkt geneigt ist, und darauf von dem 
Punkte B aus dreimal del' Radius abgetragen. Der Endpunkt C der so 
gefundenen Strecke wird darauf nicht mit dem Mittelpunkt, sondern mit dem 
A diametral gegeniiberliegenden Kreispunkt D verbunden. Die Lange dieser 
Verbindungsstrecke OD ist dann mit groBer, fiir aile zeichnerischen Zwecke 
ausreichender Genauigkeit gleich dem halben Kreisumfang. 

o Zwischen del' Flache f eines Kreis-

c 
Fig. 34. 

sektors und der Lange s des zugehori
gen Bogens besteht dieselbe Beziehung 

(4) f=~s·r. 

c~ 
Fig. 35. 

wie zwischen Kreisinhalt und Kreisumfang. Man kann also wieder die Be
stimmung der Flache auf die Bestimmung der Bogenlange zuriickfiihren. 

Um die Lange eines nicht zu groBen Bogens (etwa < 45°) annahernd 
zu bestimmen, ist folgende schon aus dem Mittelalter stammende Konstruk
tion sehr zweckmaBig. 1st A B der Bogen, M der zugehorige Mittelpunkt, 
so tragt man die Lange des Radius A M = r iiber M hinaus noch zweimal 
ab bis 0 und verbindet 0 mit B. 1st dann D der Schnittpunkt dieser Ver
bindungslinie mit der Tangente in A, so ist ADder Bogenlange A B an
nahernd gleich. -

Die Bestimmung des Rauminhaltes geht von der Figur eines Quaders 
aus, dessen sechs Seitenfiachen Rechtecke sind. Sind a, b, c die SeitenUi,ngen 
dieser Rechtecke, d. h. die Kantenlangen des Quaders, so wird der Raum
inhalt des Quaders gegeben durch das Produkt a· b . c. Die MaBeinheit ist 
dabei ein Wiirfel von der Kantenlange 1 (mm, em, m, dm usw.), bezeichnet 
als Kubikmillimeter, Kubikzentimeter, Kubikmeter usw. Ein Kubikdezimeter 
ist ein Liter, hundert Liter sind ein Hektoliter. 

Ein Prism a ist ein ebenfiachiger Korper mit parallelen und kon
gruenten Endfiachen, deren Seiten paarweise parallel sind, so daB auch die 
Seitenkanten des Prismas, welche die entsprechenden Ecken der Endfiachen 
paarweise verbinden, einander parallel sind. Sind F die 1nhalte del' End
fiachen, h ihr senkrechter Abstand (Hohe des Prismas), so wird del' Raum
inhalt des Prism as F· h. 

Eine Pyramide entsteht, wenn man die Randpunkte einer ebenen Grund
fiache mit einem auBerhalb von deren Ebene gelegenen Punkte verbindet. 
Hat diesel' von del' genannten Grundebene den senkrechten Abstand h (Hohe 
der Pyramide) und ist F der 1nhalt der Grundfiache, so wird der RauIll
inhal t del' Pyramide = ~ F . h. 

Ein Prisma wird zum Z y 1 in d er, wenn die Endfiachen Kreise werden. 
Sind r deren Radien, so ist der Rauminhalt des Zylinders = 7l r2 h. 
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Eine Pyramide wird zum Ke gel, wenn die Grundflache ein Kreis wird. 
Ist r dessen Radius, so ist der Rauminhalt des Kegels = ~ n r2 h. 

Wird die Spitze einer Pyramide durch eine zur Grund£Uiche parallele 
Schnittebene abgetrennt, so bleibt eine abgestumpfte Pyramide (Pyra
midenstumpf) iibrig. Ist F' der Inhalt der Schnittflache, h' ihr senk
rechter Abstand von der Grundflache, deren Inhalt wieder F sei, so wird der 

Rauminhalt des Pyramidenstumpfes = ~ h' (F + F' + v' F F'). 
Ein Prismatoid entsteht, wenn man die Ecken zweier in paralIeler 

Ebene gelegenen Vielecke derart verbindet, daB ein Polyeder (von ebenen 
Flachen begrenzter Korper) hervorgeht. Sind F, F' die InhaIte der beiden 
Vielecke, h der Abstand ihrer Ebenen (Hohe des Prismatoids) und ]}I der 
Flacheninhalt eines zu den Endflachen parallelen ehenen Schnittes dID'ch das 
Prismatoid, der von beiden Endflachen gleiche Abstande hat (Mittelfigur), so 
wird der Rauminhalt des Prismatoids = ~ h (F + F' + 4 .i}1). 

Aus dem Pyramidenstumpf entsteht ein Kegelstumpf, wenn die End
f1achen Kreise sind. HeiBen 1·, r' deren Radien, so wird der Rauminhalt des 
Kegelstumpfes = ~ nh(r2 + r'2 + rr'). 

Der RauminhaIt einer Kugel ist = ~ n ra, wenn r den Kugelradius be
zeichnet, die Oberflache der Kugel ist = 4nr2. 

Der Rauminhalt einer Kugelzone (Kugelschicht, durch zwei parallele 
Ebenen abgeschnittenen Scheibe) ist, wcnn h der Abstand der die Kugelzone 
begrenzenden parallelen Ebenen, [I, r/ die Radien der Schnittkreise, r der Kugel
radius ist, = ~nh(3[12 + 3[1'2 + h2), die Oberflache der Kugelzone ist = 2nrh. 

Der Rauminhalt eines Kugelabschnittes (Kugelkappe, Kalotte, d. h. 
eines durch eine Ebene von der Kugel abgetrennten Stiickes) entsteht aus 
dem Rauminhalt del' Kugelzone, wenn [I' = 0 gesetzt wird. Es wird aber 
weiter (l = h (2r - h), und deshalb der Rauminhalt des Kugelabschnittes 
=~nh2(3r-h), die Oberflache bleibt =2nrh. 

Filr den Rauminhalt und Oberfiache irgendeines Umdrehungskorpers 
gelten die beiden Guldinschen Regeln: 

Der Rauminhalt eines Korpers, der durch Umdrehung einer ebenen Figur 
urn eine diese Figur nicht schneidende, aber in ihrer Ebene liegende Acbse 
entsteht, ist gleich dem Produkt aus dem Flacheninhalt F der Figur und dem 
Wege, den der Schwerpunkt dieser Figur bei del' Umdrehung zuriicklegt. 
1st also e der Abstand des Schwerpunktes von der Achse, so wird der Raum
inhalt = 2ne·F. 

Die Oberflache des U mdrehungskorpers ist gleich dem Produkt aus der 
Lange s der Begrenzungslinie cler Figur und dem Wege, den der Schwer
punkt der Begrenzungslinie bei der Umdrehung zuriicklegt. 1st also a der 
Abstand dieses Schwerpunktes von der Achse, so wird die Oberflache des 
Umdrehungskorpers = 2na·s. 

Diese Regeln lassen sich so fort auf den Kreisring, der durch Um
drehung eines Kreises (vom Radius r) urn eine ihn nicht schneidende Achse 
entsteht, anwenden. 1st dann e der Abstand des Kreismittelpunktes von del' 
Achse (e > r), so wird cler Rauminhalt des Kreisringes = 2712 e r2 uncl die 
Oberflache = 4n2er. 

In vielen Fallen laBt sich del' Raumillhalt mit Hilfe des Cavalierischen 
Prinzips bestimmen. Dieses lautet: 

Wenn zwei Korper sich zwischen dieselben zwei parallelen Ebenen legen 
lassen und mit jeder zu diesen parallelen Ebene gleiche Schnitte ergeben, 
so haben sie gleichen Rauminhalt. 

(Dasselbe Prinzip gilt auch fiir die Flacheninhalte ebener Figuren, nur 
sind dann die parallelen Ebenen dID'ch parallele Linien und die Inhalte del' 
Schnittflachen durch die Langen del' Schnittstrecken zu ersetzen.) 
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Liegt nun ein beliebiger Karper vor, der zwischen zwei parallelen Ebenen 
enthalten ist, so killln man den Rauminhalt in folgender Weise bestimmen: 
Man t.eile den Abstand der beiden paralleJen Ebenen in eine gerade Zahl 
n gleiche Teile und lege in diesen Teilabstanden die parallelen Zwischenebenen. 
Es seien Fo' F l , F., ... F die Inhalte der so gewonnenen Schnittfiguren. 
Der Karper ist derart in .;:, Schichten von gleicher Dicke zerlegt. Es liegt 
nun nahe, zwei benachbarte dieser Schichten zusammen angenahert als ein 
Prismatoid zu betrachten, von dem dann die Inhalte der EndHachen und der 
Mittelfigur bekannt sind. Del' Rauminhalt eines solchen Prismatoids wird 
dann=~h(F,"_1+4F,,,+FI'+1). Fiigt man die Rauminhalte alIer dieser 
Prismatoide zusammen, so gelangt man zu der Formel fiir den Rauminhalt V 
des Karpers: 
(5) r=~h(Fo+4Fl + 2F2+.··+ 4F"_1+F,,). 
Diese Formel stimmt mit der Simpsonschen Regel (2) iiberein. Man gelangt 
a.lso zu dem Verfahren, zunachst die Flacheninhalte der parallelen, aquidistanten 
Schnitte auszuwerten (etwa mit Hilfe des Planimeters) und dann nach der

S impsonschen Regel den Rauminhalt des Karpers zu bestimmen, als ob 
die Flacheninhalte der Korperquerschnitte die Ordinaten einer ebenen FHiche 
waren und es sich um die Bestimmung des Inhaltes dieser Flache handelte. 

6. Trigonometrie. 
Die Trigonometrie behandelt als Hilfswissenschaft der FeldmeBkunde 

und Astronomie den Zusammenhang zwischen den einzelnen Stiicken (nament
Jich den Seiten und Winkeln) ebener und spharischer Dreiecke. In die Tri

Fig. 36. 

gonolnetrie wird ohne weiteres einbezogen die Berech
nung ebener Vierecke. 

Den Ausgangspunkt bilden die ebenen recht
winkligen Dreiecke. Sind in einem sol chen Dreieck 
G, b die Ka.theten, c die Hypotenuse und a der der 
Kathete a gegeniiber liegende spitze Winkel, so hang en 
die Verhaltnisse der Seiten a, b, c nur von der GroBe 
des Winkels a ab und kannen in Tabellen ein fiir allemal 

zusammengestellt werden. Man fiihrt, um die Abhangigkeit von dem Winkel a 

auszudriicken, fi.ir die Seitenverhaltnisse besondere den Winkel a enthaltende 
Benennungen ein: 

(1) 

r : ~ ,in" (Sinn, a), 4 =, UU'" (Ko'inu, a), 

j: ~ tg a ('fan gen, "), ; ~ ntg a (Kntangena a), 

b- = sec u (Sekans a), a = esc a (Kosekans a'J, 

und bezeichnet diese sechs von c( abhangigen Zahlwerte zusammen als die 
trigonometrischen Funktionen des Winkels ct.. Zwischen ihnen bestehen 
die Beziehungen 

I, sin 2 C( + cos 2 a = 1, 

sin C( cos a 1 
(2) i tg eo; = --, ctg (( = -~. ~ = - , \ cos C( SIn a tg l< 

1 1 l sec a = -cos a ' esc u = . sin IX • 

Die letzten beiden Funktionen werden weniger gebraucht, sondern meist dUl'ch 
cos und sin ersetzt. 
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Die Funktionen sind zunachst nul' fUr spitze Winkel festgelegt. 
setzt abel' erganzend: 

Man 

{
COS 0 0 = 1, woraus sin 0 ° = 0, 

(3) sin900=1, woraus cos900=0, 

mithin tg 0°= 0, ctg 0 0 =00, tg900=00, ctg900=0. 
Ferner fiihrt man die Funktionen stumpfer und iiberstumpfer Winkel 
durch die Beziehungen: !Sin (900+a)= cosa, cos (900+a)=-sina, 

tg (90o+a)=-ctga, ctg (90o+a)=- tga, 
(4) 

sin(180o+a) = - sina, cos (180 0 +a) =-cosa, 
l tg(180o+a)= tga, ctg(180o+a)= ctga. 

Bei negativen Winkeln soll werden 

(5) 

Endlich wird 

(6) 

~ sin (-a) = - sin [(, 

l tg(-a)=-tga, 

cos (- a) = cos a, 

ctg (- a) = - ctg a. 

. sina=cos(900-a), tga=ctg(900-a). 
Sind a, fJ beliebige Winkel, so gelten die Grundformeln 

(7) 

( sin (a ± fJ) = sin a cos fJ ± cos a sin fJ, 
I cos (a ± fJ). cos cc cos fJ ~ sin (( sin fJ, 
) . + fI' tg a ± tg fJ ) tgla_v) = , I ' . 1 ~ tg [( tg jJ 

Il ctg (a ± fJ) = ctg [( ct~fJ_!l. 
ctg fJ ± ctg cc 

eln 

(In den Formeln muG auf beiden Seiten entweder das obere odeI' das untere 
Vorzeichen genommen werden.) 

Aus diesen Formeln laBt sich ableiten 
(sin 2 a=2 sin (( cos a, cos 2((=cos2 a-sin2 a = 1- 2 sin2 a=2 cos2 a -1, 

( 8) { 2 tg a ctg 2 a - 1 . l ta 2 (( = ~---.,-, ctg 2 (( = ------
'" 1 - tg " (( 2 ctg a 

und daraus 

(9) 

r 'in ii ~ Vi _~O,~, cos ~ = "1 / 1 +_cos a tg ~ = Vi! - cos a 
2 V 2 ' 2 1 +cos a' 

a 
2tg-

2 
sina= --

1 - tg2~ 

1 
Ferner wil'd 

(10) 

2 

1 -I- tg2~' 
cos a = -.----... 

, 2 1 + ta2~~ 
'" 2 

. ~. fI 2' a+f3 a-fJ SIn a I sm v = SIn 2--- cos 2- , 

. . fI a--'rfJ . a-fJ sm (( - sm v = 2 cos .. - SIn -.-
2 2' 

a+fJ a-f3 
cos a + cos jJ = 2 cos -- cos - . , 

2 2 

K • " a+p . a-fJ cos v - cos a = :2 t:i1l1.- - - sm --._- . 
2 2 
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In einem beliebigen ebenen Dreieck nennen wir a, b, c die Seiten, 
lX, p, I' die diesen der Reihe nach gegeniiberliegenden Winkel. Dann gilt 
zunachst der grundlegende Satz: Die Seiten verhalten sich wie die 
Sinus der gegeniiberIiegenden Winkel (Sinussatz): 

(11) 
abc 

Der gemeinsame Wert dieser Verhaltnisse ist der Durchmesser des dem 
Dreieck umschriebenen Kreises. 

Ferner gelten folgende Formeln: 

(12) 
woraus 

(13) 

(14 ) 
a --b 

e 

. IX-P 
Sill--

2 

sin IX + p' 
2 

b2 +c2 _a2 

cos IX = 2be (Kosinussatz); 

a-p 
cos---

a+b= ___ 2_ (Moll weidesche Formeln), 
cos a + p c 

2 
woraus 

(15 ) 

(16) 

tg a - p 
a-b 2 
~+b=~P; 

tg-2-
~-~ 

sin--'"-= 1 /(8-b)(8-C), C08--'"-= 1 /8(8-a), tg_a_= 1 /(8=bW-=c) , 
2 V be 2 V be 2 V s(8-a) 

fiir 8=Ha+b+c) (Halbwinkelformeln). 

Natiirlich sind die weiteren Formeln, die durch Vertauschung der Seiten und 
entsprechende Vertauschung der gegeniiberliegenden Winkel entstehen, sofort 
hinzuzufiigen. Aus dies en Formeln lassen sich unter Beriicksichtigung del' 
Beziehung 

IX+ f3 + 1'= 180 0 

die Berechnungen von allen Stiicken a, b, c, a, p, 7' aus dreien unter ihnen, 
ausgenommen die drei Winkel, sofort ausfiihren. Der Dreiecksinhalt Ll wird 
durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel nach der Formel 

(17) Ll =~besinlX 
und aus den drei Seiten nach der Formel 

(18) 
gefunden. 

Bei den Vierecken bieten sich auGer den Aufgaben, die unmittelbar nach 

37. 

den Formeln fiir Dreiecke zu eriedigen sind, zwei fur 
die Praxis wichtige Aufgaben dar: 

1. Die Pothenotsche Aufgabe: Ein Viereck zu be
rechnen aus zwei Seiten a und d, dem einge
schlossenen Winkel a und den Winkeln 1'1' 1'2' in 
die del' gegeniiberliegende Winkel I' clurch die 
eine Diagonale zerlegt wird. 

Man setzt zuniichst 

(19a) 
a sin 7'., ---;-- " = ctg cp 
d Sill 7'1 
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und findet dann fiir die letzten beiden Winkel fJ, 15 des Vierecks 

(19) 
b-fJ a+1' 

tg -2- =tg 2-tg (rp - 45°). 

15 + fJ ° IX+ I' I . h Da . weiter ---- = 180 - -- assen SlC auch'~ und 15 d. h. aIle Winkel 2 2 ' 1-', 

finden und dann auch leicht die fehlenden Seiten. 

2. Die Hansensche Aufgabe: Ein Viereck zu berechnen aus einer 
Seite und den Winkeln 1'1' 1'2' 151' 152, in welche die a nicht au
liegenden WinkelI', 15 durch die Diagonalen zerlegt werden. 

Man setzt zunachst 

(20a) 
sin y sin 151 sin ( 15 + I' '.l) 
--- --- --=ctgrp 
sin b sin 1'1 sin (7' + 152) 

und findet dann 

(20) cc-fJ r+ b 0 
tg --2- = tg --2- tg (rp - 45 ). Fig. 38. 

Da weiter C( + fJ = 180 ° __ 7' + 15, lassen sich auch (( und (3, d. h. aIle Winkel 
2 2 

des Vierecks finden, und dalm sind die fehlenden Seiten leicht nach dem 
Sinussatz zu berechnen. 

Die Berechnung del' spharischen Dreiecke beginnt ebenfalls mit den 
rechtwinkligen Dreiecken. Die Seiten jedes spharischen Dreiecks sind Bogen 
groBter Kreise und die Winkelsumme ist im Gegensatz zu der ebenen Geo
metrie immer groBer als 180°. Den UberschuB der Winkelsumme ii.ber 180 0 

nennt man den spharischen ExzeB c. Nennt man weiter die Kugelober
flache 0, die Flache des Dreiecks L1, so wird 

(21) 
J 
o 

e 
720 0 • 

1m rechtwinkligen Dreieck fei die dem rechten Winkel gegenii.berliegende 
Seite, in GradmaB gemessen, c, die anderen Seiten seien a, b und ee, fJ die 
ihnen gegeniiberliegenden Winkel, so geIten die Formeln 

(22) cos c = cos a· cos b = ctg IX . ctg j3 , 

(23) 
sin a sinb . 

- = sina, -.-=Slnj3, 
SIn c SIn c 

L) (24) 
tg b tg a 
---=C08a, --=C08fJ , 
tg c tg c 

tga tg b a 
(25 ) --= to" (! --;- = tg fJ, Fig. 39. sin b ,,', SIn a 

(26) 
cos C( cos fJ 
---. ~ cORa, - -=cosb. 
sin (3 - sin c( 

Die Formeln fiir schiefwinklige Dreiecke stehen in einer gewissen Analogie 
zu den Formelll cler ebenen Trigonometrie, die sich als Grenzfalle aus jenen 
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ergeben, wenn man die Seiten des spharischen Dreiecks unendlich klein 
werden Hi.Bt. 

Zunachst, findet man, wenn IX, fJ, I' die den (in Gradmal3 ausgedriickten) 
Seiten a, b, c des spharischen Dreiecks gegeniiberliegenden Winkel bezeichnen, 
den Sinusssatz: 

(27) 
sin a sin b sin c 
sin IX = sin fJ = sin I' 

ferner den Kosinussatz: 

(28) cos a = cos b cos c + sin b sin c cos a . 

Diesem steht aber ein zweiter Kosinussatz zur Seite: 

(29) cos a = - cos fJ cos I' + sin fJ sin I' cos a , 

dem kein entsprechender Satz der ebenen Trigonometrie gegeniibergestellt 
werden kann, weil fiir einen unendlich kleinen Bogen a cos a = 1 wird und 
die vorige Formel sich in cos IX = - cos (fJ + 1') als AusfluB der Beziehung 
a = 180 0 - (fJ + 1') verwandelt. 

Weiter ergeben sich, wenn wieder 8 = H a b + c) gesetzt wird, die 
Hal bwinkelformeln: 

r . ~ _ 1 /sin (8 - b)· sin (s - c) 
SIn 2 - V sin b . sin c ' 

30) cos~= 1 /sins.sin(s-a) 
2 V sin b . sin c ' 

t ~ = V~n (8 - b) sin (s - c) 
g2 sins.sin(s-a)· 

Man findet aber auch entsprechende Formeln f iir die hal ben S e i ten: 

r ~ - ySin (fJ -- 0) . sin (I' - 0) 
cos - . fI . , 

2 Slllt-"Slll I' 

(31 ) J . a y. sin o· sin (a= ~) 
,Sin ---= I 2 sin fJ . sin I' ' 

I t !1_= 1 /sinSP-o).sin(l'-o) 
l g 2 V sin o· sin (IX - 0) . 

Dabei ist 0 die Halfte des spharischen Exzesses, also 0 = ~ (a + fJ + I' - 18( 0). 

Fiir diesen Wert ergibt sich noch die Gleichung: 

o 1/ 8 s-a s-b s-c 
(32) tg 2 = V tg"2 tg -2- tg 2- tg -2- . 

Die Moll weideschen Formeln fiir spharische Dreiecke lauten: 

. a+ fJ a-b a+fJ a+b Sln--- cos -- cos--- cos-----
2 2 2 2 

--- ---

cos 1. c " c 
cos sin '- cos 

2 2 2 2 
(33) 

I • CI --- fJ a-b rx-fJ . a+b 

I 
Sln- sin -- - cos--- 81n--

2 2 2 2 
-------- ---~ 

cos "-
c . I' c 

l sin Slll- sin-
2 2 2 2 
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Aus ihnen folgen sofort die Nepe:rschen Analogien: 

r a+,8 a-v a-,8. a-b 
tg -- cos -- tg -~- sm--

1 
___ 2_ 2 2 2 

ctg L cos a t b ' ctg L sin a + b ' 

{ a:b a-,8 a~b. a~,8 
Il Iglg ~ ::~~, IgJ :::~~ fi" 

2 2 2 

(34) 

Nach diesen Formeln ist die Berechnung von dreien del' Eechs Stucke 
eines spharischen Dreiecks aus den ubrigen in allen Fallen sofort zu leisten. 

7. Graphisches Rechnell. 
In vielen Fallen wird die Zeichnung benutzt, um Rechnungen in be

quemer und anschaulicher Weise auszufiihren. Die Genauigkeit ist dabei die 
durch die Zeichnung gegebene. Sie ist im allgemeinen bei genligend groBem 
MaBstabe und sorgfaltiger Ausfuhrung der Zeichnung fur die praktischen 
Zwecke des Ingenieurs ausreichend. 

Die Addition kann zunachst dureh das Aneinanderlegen del' die Zahlen 
darstellenden Strecken auf einer Zahlenachse ersetzt werden. Strecken gleichen 
Sinnes geben dabei Zahlen von gleichen Vorzeichen, Strecken entgegen
gesetzten Sinnes Zahlen von entgegengesetzten Vorzeichen. Die Subtraktion 
ist derart ohne weiteres mit einbezogen. 

Um die Multiplikation auszufuhren, zieht man im Abstal1de OE = 1 
von dem Anfangspunkte 0 die Senkrechte e zu del' Zahlenachse. AuBel' dem 
von 0 aus auf der Zahlenachse abgetragenen einen Faktor a = 0 A triigt 
man dann von der Zahlenachse aus den al1deren Faktor b als Strecke E B 
auf e abo Dann schneidet die gerade Linie 0 B auf dem 
Lote der Zahlenachse in A einen Punkt C ab, del' von A 
die Entfernung an hat (Fig. 40). 

c C 
e, 

e l I I :8 ab iB c 
c a 

0 
I 

0, ,II 

'" 
(L----o>I 

Fig. 40. Fig. 41. 

O~a~fI 
I 
I 

Fig. 42. 

Ebenso wird die D i vis i on ausgeflihrt, il1dem man den Dividenden 0 A = a 
auf der Zahlel1achse abtragt und senkrecht dazu den Divisor AC = c, dann 

schneidet OC das Lot e in einem Punkte B, fur den E B = ~ wird (Fig. 41). 
a 

Um das Quadrat einer Zahl a zu konstruieren, hat man auf e die 
Strecke E B = 0 A = a abzutragen. Dies erreicht man, indem man durch 0 
eine Linie unter 45 0 geneigt gegen die Zahlenachse zieht. Durch deren 
Schnittpunkt D mit dem Late in A zieht man die Parallele zm Zahlenachse 
und deren Schnittpunkt B mit e verbindet man mit O. Dann trifft diese 
Verbindungslinie das in A auf del' Zahlenachse erriehtete Lot in einem 
Punkte C, fiir den AC - a 2 wird (Fig. 42). 
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Um die Quadratwurzel aus einer Zahl a zu konstruieren, triigt man 
auf der Zahlenachse 0 A = a ab und zeichnet Ii ber 0 A den Halbkreis. 
Schneidet dieser das Lot e in B, so wird auf der Zahlenachse OC = 0 B 

gleich der gesuchten Qua
dratwurzel Va· (Fig. 43). 

01'-, --''---tz.--}r---;,R 
Ie ~I 

Fig. 43. 

8 

Fig. 44. 

W ill man der Reihe 
nach die verschiedenen Po
tenzen a2 , a3, a4 usw. kon
struieren, so kann man 
folgendermaBen verfahren: 
Man schliigt um 0 mit 
o A = a als Radius einen 
Kreis, der das Lot e in B 
treffe, ziehe OB, in BI 

schneide diese Linie das in A errichtete Lot der Zahlenachse. Dann sehlage 
man wieder um 0 den Kreis mit dem Radius 0 B I • Dieser schneidet auf der 
Zahlenaehse die Strecke 0 A2 = a2 abo Zieht man das Lot in A2 bis an den 
Punkt B2 auf der geraden Linie 0 B, so wird 0 A3 = 0 B2 = as. Ist Bs ent
spreehend der Schnittpunkt von OB mit dern Lot in A;3' so wird OA! = OBa 
= a4 usw (Fig. 44). 

Einfacher ist noch folgendes Verfahren: Man geht von zwei zueinander 
senkrechten Achsen aus und triigt von ihrem Schnittpunkt 0 aus auf der 
einen die Strecke 0 E = 1, auf der anderen 0 Al = a ab und errichtet in Al 

Fig, 45. Fig. 

das Lot auf E Al ' das die 
andere Achse in A., treffe, 
in A2 das Lot auf Al A 2 , 

das die andere Achse in 
A3 treffe, in A:J das Lot 
auf A2 A,p das die andere 
Achse in A! treffe usw. 
Dann wird 0 A., = a2 , 

OAs =a3, OA! =~,4 usw. 

Urn aus einer Zahl a 
die nte Wurzel auszu-
ziehen, kann man folgen

dermaBen verfahl"en: Man teile den vollen Umfang durch Strahlen, die von 
einern Punkte 0 ausgehen, in eine nieht zu kleine Zahl gleicher Teile. In 
dem ersten Sektor ziehe man vorn einen zum anderen Rande die Strecke E B 
vom Punkte E (OE = 1) aus beliebig. Dann mache man auf der geraden Linie 
OE OA l = OB, indern man urn 0 den Kreis durch B schlagt, und ziehe durch 
Al die Parallele Al B 1 zu E B bis an den oberen Rand des Sektors, mit 
o Bl schlage man um 0 den Kreis, der den unteren Rand dieses Sektors in A 2 , 

den anderen Rand des niichsten Sektors in B' treffe. Durch A~ zieht man 
wieder A2 B2 parallel zu E B bis an den oberen Rand des ersten Sektors und 
schneidet mit dem Kreis um 0, der durch B2 geht, den ersten und den vierten 
der durch 0 gezogenen Strahlen in As und B". Fiihrt man so fort, so er
halt man eine Reihe von Punkten E, B, B', B", ... , die auf einer jetzt 
leicht zu zeichnenden Kurve, einer sogenannten logarithmischen Spirale, 

n_ 
liegen (Fig. 46). Ist diese erst gezeichnet, und solI Va gefunden werden, so 
suche man den Punkt P del' Kurve, der von 0 den Abstand a hat und teile 
den Winkel EO P in n gleiche Teile, dann hat die 0 E am niichsten liegende 

Teillinie die Lange Va (Fig. 47). 



Graphisches Rechnen. 43 

Die ein fiir allemal hergest.ellte Figur der logarithmischen Spirale kann 
aueh benutzt werden, urn die Multiplikation zweier Zahlen a, b graphisch 
auszufiihren. Man zieht zu dem Zweeke die Fahrstrahlen 0 A, 0 B, die 
diesen Zahlen gleich sind, und tragt den Winkel EOA an 
o B der GroBe und dem Sinne naeh an. Die Lange des so 
gewonnenen Fahrstrahls OC ist dann a· b. Es ist sofort zu 
sehen, daB auf diese Weise aueh die Di-
vision ausgefiihrt werden kann, indem man 
nur von den Fahrstrahlen OA, OC ausgeht 
und an OC den Winkel EOA nach der 
entgegengesetzten' Seite abtragt (Fig. 48). 

Das Quadrat einer Zahl a wird gewonnen, 
indem man den Fahrstrahl 0 A = a zieht und 
den Winkel EOA an OA anlegt, also den 
Amplitudenwinkel EOA verdoppelt usw. 

~p 
o 1 E 

Fig. 47. 

(1) 

Wenn es sieh darum handelt, eincn Ausdruek von der Form 

ao + a l Xl + a2 X 2 + a3 X3 + a4 Xl' 

wobei die Zahl der Glieder noch, belie big vermehrt werden kann, zu kon
struieren, so tragt man die Werte U(I' aI' a~, a:3 , U 4 der GroBe und dem 
Sinne naeh als Streeken, von einem Punkte 0 ausgehend, auf einer Achse 
nacheinander ab, als ob es sich urn die Konstl'uktion der Summe 

aO+al +a2+a3 +a4 

handele. Es seien 0, Co' Cl , C2 , C3 , C4 , C.; die so gefundenen Punkte. 
Darauf tragt man ebenso auf einer zu der vorigen in 0 senkrechten Achse 
die Werte Xl' X 2 ' X 3 , X 4 ab und ziehe dul'ch einen im Abstand 1 von 0 auf der 
erst en Achse angenommenen Pol P die Strahl en nach den so gefundenen 
Punkten 1, 2, 3, 4, auBerdem nach einem Punkte 0, fiir den 00= 0 P = 1 
wird. Nun zieht man die Pal'allele ~Ao zu PO bis zu dem Lot in C1 , 

durch Al die Parallele Al A2 ZU PI bis zum Lot in .12 usw., bis man zu 
einem Punkte A" auf dem Lot in Cr, gelangt, dann ist Cr, A5 del' GroBe und 
dem Sinne nach del' Wert des gesuchten Ausdl'uckes, gemessen mit PO als 
MaBeinheit. 

Jedesmal ist eine Strecke ai nach riickwarts abzutragen, wenn ai ne· 
gativ ist. Ebenso ein Wert X nach abwiil'ts, wenn er negativ ist. Ver
andert man P 6, EO verandert "man die MaBeinheit. Dann and ern sich aile 
Lote in dem umgekehrten Verhaltnis. 

Liegen zwei Gleichungen vor 

(2) 

aus denen die Werte Xl' x 2 del' Unbe- 0 t'l t'l /I 

kannten zu ermitteln sind, so kann man jr----.:...:\or-.:..:,t-\7------L.:r-~
folgendermaBen verfahren: Man trage auf 
zwei parallelen (horizontalen) AehEen die 0 Co C. C 

W'erte ao' a p u2 als die Strecken ~Ao, \ \ / 
AoAl' AlA.], und die Werte bo' bl , b2 !-;-----*--l~--,;----
als die Streck en 0' B o' Bo B l , Bl B2 del' 0' 80 8 1 8z 
GroBe nnd dem Sinne nach ab und ver
binde 0 mit 0', Ao mit B o' Al mit Bl' 

Fig. 49. 

A2 mit B 2 • Zieht man dann irgendeine neue horizontale Achse und nennt 
0", Co' Cl , C,] ihre Sehnittpunkte mit 00', AoBI)' AlB l , A 2 B 2 , so wird, wenn 
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gesetzt wird, mit den ersten heiden Gleichungen auch 

Co + Cl Xl + C2 X 2 = O. 

Wird also C 1 C2 = 0, d. h. ist die dritte Achse durch den Schnittpunkt von 

Al B 1 und A2 B2 gelegt, so wird c2 = 0, mithin Xl = - :0. Entsprechend wird 
1 

Cl = 0 und Xo = - co, wenn die dritte Achse durch den Schnittpunkt von 
" c2 

Ao Bo und Al Bl gelegt iat. 
Wiirden also die drei geraden Linien Ao B o' Al Bl' A'l B2 sich in einem 

Punkte schneiden, so wiirde gleichzeitig cl = 0, c2 = 0 werden, mithin Co = 0, 
was ein Widerspruch ist, wenn die GroBe Co nicht = 0, also die zusammen
fallenden Punkte Co, Cl , C2 nicht nach 0" fallen. Dann sind die beiden 
gegebenen Gleichungen nicht gleichzeitig zu erfiillen. Schneiden sich aber 
die vier Linien 0 0', A~ B o' Al Bl' A2 B'J in einem Punkte, so werden 
bo' bl , b2 , bg zu ao' a J , a2 , as proportional, die zweite Gleichung driickt 
also dasselbe aus wie die erste Gleichung, eine der beiden Gleichungen ist 
iiberzahlig, und Xl' x2 sind durch sie nicht vollstandig bestimmt. 

Die angegebene Methode kann sofort auf den Fall ausgedehnt werden, 
wo drei Gleichungen mit drei Dnbekannten Xl' X2 ' Xa 

J aO+alxl +a2x'l +a3xS=0, 
(3) l bo+blxl +b2 x'l +bs xs =0, 

l Co + Cl Xl + C2 X 2 + Ca Xs = 0 

gegeben sind. Man konstruiert dann wie vorhin auf drei horizontalen Achsen 
die Punkte 0, Ao' AI' A 'l , A~, 0', B o' BI' B 2, B,l' 0", Co, C l , C2• C3 • deren 
Abstande der GroBe und dem Sinne nach die Werte der Koeffizienten 

liefern. 0, 0', 0" nimmt man zweckmaBig auf einer vertikalen Geraden 
an. Zieht man dann die Parallelen zu den Achsen durch die Schnittpunkte 
von Ag B2 und A3 Ba und von B2 C 9 und Bg B g, so erhalt man durch die 
Schnittpunkte dieser neuen Achsen mit den Verbindungslinien 00', Ao Bo. 
A1Bl' A2B2 und mit 0'0", BoCo' B1CI' B2C'J die Darstellung von zwei 
Gleichungen 

ao' + a/ Xl + a'l' X 'l = 0, 

die 
das 

(4) 

bo' +b/xl +b2'X2 =0, 

aus den gegebenen Gleichungen durch Elimination von 
Problem ist auf das bereits behandelte zuriickgefiihrt. 
Handelt es sich nun um die Losung einer Gleichung 

aO+al x+a'J x2 +a3x3 +a4 X4 = 0, 

.t:l folgen, und 

wobei wieder die Anzahl der Glieder beliebig vermehrt, also bis zu beliebigen 
Potenzen der Dnbekannten x aufgestiegen werden kann, so kann ma,n der
art verfahren, daB man die Werte des auf der linken Seite stehenden Aus
drucks fiir verschiedene Werte von x ermittelt und sie an den Stellen einer 
Zahlenachse, die diesen Werten von x entsprechen, als Lote der GroBe und 
dem Sinne nach auftragt. Es solI en dann die Stellen ermittelt werden, an 
denen die Lange des Lotes verschwindet. Man kann das en'eichen, indem 
man die Endpunkte der gefundenen Lote durch eine Kurve verbindet und 
die Schnittpunkte dieser Kurve mit der x-Achse bestimmt. 

Es kommt also darauf an, die Werte des Ausdrucks 

ao + a l x + a2 X2 + as X S + a4 X4 
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fiir vel'schiedene Wel'te von x zu bestimmen. Man erreicht das, wenn man 
zunachst wieder ao + al + a2 + as + a4 graphisch bestimmt, indem man auf 
einer im Nullpunkt 0 auf del' x-Achse senkrechten Achse (Fig. 50) die Strecken 

OCl=aO ' C1 C2 =(/1' C2 0 a=a2 , C3 C4 =aa' C4 C5 =a4 

del' GroBe und dem Sinne nach abtragt. Man errichtet dann an den Stell en :I.' 

und 1 der x- Achse ebenfalls die Lote und konstruiert nun die Punkte B l , 

B 2 , B s ' B 4 auf dem Lote im Einheitspunkt und die Punkte P 4' P 3' P 2' P l' Po 
auf dem Lote im Punkte x folgendermaBen: Man zieht C5 B1 parallel zur 
x-Achse; dadurch wird P4 rr 
ausgeschnitten. Durch B1 C4 

"ird P 3 ausgeschnitten. P 3 B2 
wird parallel zur x - Achse ge
zogen, B2 C 3 liefert P 2' P 2 Ba 
ist wieder parallel zur x -
Achse, Ba C2 schneidet dann 
PI aus, endlich wird wieder 
P 1 B4 parallel zur x-Achse, 

o x 1 

Fig. 50. 
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Fig, 51. 

und B 4 0 1 schneidet den Punkt Po aus, dessen Abstand Pox von del' X· Achse 
den Wert des gesuchten Ausdruckes liefert. 

Wir wollen ilOCh ein graphisches Verfahren angeben, durch das man 
die Wurzeln del' kubischen Gleichung 

(5) x:l + px + q=O 

ermitteln kann (Fig. 51). Man tl'agt auf zwei zueinander senkrechten .'lchsen von 
ihl'em Schnittpunkt aus die Werte p und q abo Dies ist zunachst fiir die 
Werte zwischen den Grenzen - 1 und + 1 geschehen. Wenn nun del' Wert 
,-on x gegeben ist, so verbindet man die Punkte auf den .'lchsen, fiir die 

p= __ ,);2 odeI' q= - :r:l 

wird, jedemlal durch eine gel'ade Linie X. Sind dann p und q die Abstande 
eines Punktes diesel' Linie von den Achsen del' GroBe und dem Sinne nach, 
so ist fiir diese Werte von p, q und das zugehol'ige x die Gleichung erfiillt. 
Um die .'lbstande bequem zu bestimmen, sind durch verschiedene Punkte 
del' Achsen jedesmal die Parallelen zu del' anderen Achse gezogen, so daB 
eine quadratische Felderung entsteht. Den erwahnten anderen geraden 
Linien (xl sind die zugehol'igen Werte von x beigeschrieben. 

1st nun die Gleichung (5) del' art gegeben, daB p, q bestimlllte £este Werte 
haben, so sucht man in del' Figur den Punkt P, del' von den Achsen diese 
Abstande p, q hat, und ermittelt die gel'aden Linien (X), die durch ihn hin
dul'cbgehen. Die zu diesen gehorenden Werte x sind' die gesuchten \Vurzeln 
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del' Gleichung. Die Bestimmung ist leicht moglich, indem man sich zu den 
bereits gezogenen Geraden (x), die durch den betreffenden Punkt P gehenden 
Geraden hinzugefiigt denkt, und den zugehorigen Wert x danach schatzungs
weise bestimmt. 

Man sieht, daB in der Tafel die Punkte sich auf zwei Gebiete verteilen. 
Durch die Punkte des einen Gebietes geht nur eine Gerade (x), die Gleichung 
hat fiir die zugehorigen Werte p, q also nul' eine Wurzel x. Durch die 
Punkte des anderen Gebietes gehen drei Gerade (x), fiir die zugehorigen 
Werte p, q sind also drei W urzeln vorhanden. An der Grenze del' Gebiete 
vereinigen sich zwei Ge- 8 

rade (x) in eine Tangente 
der Grenzkurve, von den 7-

Wurzeln del' GleichlUlg fal-
len also dort zwei W urzeln b 

zusammen. Die Grenzkurve 
verlauft auf del' negativen 
Seite del' q-Achse sym-

_1 

-2 

Fig. 52. 
'3 

metrisch beziiglich del' p- -4 

Achse und hat im Schnitt
punkt der Achsen eine 
Spitze. Hier, fiir p = ° , 
q = 0, fallen aIle drei Wur- -6 

zeIn in den Wert x = ° 
zusammen. Fli.r die Punkte -7 

der Grenzkurve besteht_ 8 
zwischen p und q die Be
ziehung: 

(6) 

4 

2 

-1 

-2 

3 

II 

-6 

Fig. 53. 

Eine andere Methode, den Zusaml1lenhang zwischen drei Zahlen x, y, z, 
die durch irgendeine analytische Bezeichnung verkniipft sind, graphisch dar
zustellen, besteht darin, daB man die vel'schiedenen Werte diesel' Zahlen 
auf drei il1l allgemeinen krummlinigen Skalen del'art auftl'agt, daB drei zu
sammengehorige Stellen x, y, z in den Skalen auf einer geraden Linie liegen. 
11 m zu zwei Zahlen x, y die zugehorige Zahl z zu find en, bl'aucht man 
jedesmal nul' die betreffenden Stellen del' x- und y- Skala durch eine gerade 
Linie zu verbinden. Diese sclmeidet dann die z-Skala in del' gesuchten 
Stelle z (Fig. 52). 

Ul1l z. B. die quadratische Gleichung 

(7) z~ + a z --r-- b = 0 
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aufzulosen, triigt man a und b auf zwei parallelen geradlinigen Skalen auf, 
die man derart vertikal annehmen kann, daB die Nullstellen in del' gleiehen 
Hohe lie gen. Es gehen dann die gel' aden Linien, welehe die einer Gleiehung 

(8) u+av+b=O 

geniigenden Stellen der Skalen verbinden, immer durch einen Punkt hin
dureh. Nennen wir y den Abstand dieses Punktes von der die Nullstellen 
del' Skalen verbindenden Achse und x seinen Abstand von der b-Skala, 
c den Abstand der beiden Skalen, so wird 

b-y a-y 
x C-;J; 

oder 
-cy+ax+b(c- x)==O, 

woraus, dureh Vergleieh mit (8) 

(9) 
cv 

x=~-
1+v' 

folgt. Wird also u = Z2, ·V = 2, so folgt 

(10) 
C2 

x---. -1+z' 

Die Punkte, deren A bstande x, y diese Werte haben, erfiillen, wenn 
man z aIle mogliehen Werte durehlaufen laBt, eine Hyperbel. Man zeichnet 
nun die Hyperbel, d. h. tragt die Punkte mit dies en Abstanden x, y ein 
und schreibt ihnen den Parameter z bei, zu dem sie gehoren. Man erhiilt 
so eine hyperbelformig gekriimmte Skala fiir die Punkte z, welche von del' 
b-Skala an del' Nullstelle senkreeht ausHiuft und sich del' a-Skala asympto
tisch niihert. Sucht man nun die Wurzeln einer Gleichung 22 + a2 + b=O, 
so hat man nur die betreffenden Stellen der a- und b- Skala zu verbinden 
und die Werte z an den Stellen del' z- Skala abzulesen, in denen diese Ver
bindungslinie die hyperbelformig gekriimmte Skala schneidet. 

Es ist sofort zu sehen, wie dieses Verfahren auf den Fall, wo die 
Gleichung von del' Form ist 

z,n+azn +b=O, 

ausgedehnt werden kann, also aueh auf den Fall del' kubisehen Gleichung 

z3+ az +b=O. 

Dieses Verfahren, gra phisehe Tafeln zu benutzen, wird als Nom 0 g rap hie 
bezeiehnet. Ein sehr einfaehes Beispiel fiir eine solehe graphisehe Tafel ist 
die Rechentafel von Lalanne (Fig. 55). 

Man denke sieh ein Quadrat und auf dessen Seiten von einer Ecke 1 
aus log a und log b abgetragen. An den Endpunkten diesel' Strecken werden 

, , 
, , , 

'-'J 
---{~-b):,~---

die Zahlen a, b angesehrieben und dureh sie die Paral
le1en zu den Quadratseiten gezogen. Der Sehnittpunkt 
diesel' Parallelen liegt dann, wenn a· b einen. bestimmten 
Wert c hat, also log (t log b = log c ist, immer auf einer a. 
gegen. die Quadratseiten um 45 0 geneigten geraden Linie, 
die man zieht und an del' man den Parameter c anschreibt. 

,'( 
log a. i ", 

l "" Man verzeiehnet derart drei Linienseharen, zwei den 
Quadratseiten und die dritte einer Quadratdiagonale par- 1 log 0 0 

aBel. Drei diesel' Linien, die dureh einen Punkt gehen, Fig. 54. 
gehorell danll immer zu Parametern a, b, c, yon denen 
del' dritte das Produkt del' beiden ersten ist. Langs del' zweiten Diagonale 
des Quadrates, fiir die a = b wird, findet man insbesondere die Werte del' 
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Quadratzahlen a9 • Die zugehorige Diagonallinie der Rechentafel kann des
halb Quadratlinie heiBen. 

Auf einer geraden Linie liegen aber auch z. B. die Punkte (a , b), fiir 
welche die Beziehung gilt a2 = b, 

weil dann 2 log a=log b, 

~ ir-i-'-j~C-~~~"-:~¥-""iiiiiilin:l~';"-~~~ -rr~~'fj',lg-;'"'5i~;~I~~"";'jj~~mml - . .-.. 
4M- 17 ~. 

Fig. 55. 

also das Verhiiltnis der Abstande von den Quadratseiten log b: log a den 
konstanten Wert 2: 1 hat. Die zugehorigen Werte von clangs dieser Ge
raden sind a· b = a3 . Man kann also die dritten Potenzen langs der Geraden 
an den Produktlinien sofort ablesen. 

Haufig ist es von Nutzen, einen Ausdruck von der Form 
illc = a C082 ffJ + 2 b cos ffJ sin ffJ + c sin~ ffJ 

fiiI' die verschiedenen Werte des Winkels ffJ graphisch daI'zustellen. Urn dies 
zu erreichen, formen wir den Ausdruck urn in 

9)( = ~ (0 + c) + ~ (a -- c) cos 2 ffJ + b sin 29 ' · 
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Diesel' Ausdruck kann, wenn 

und 
l' = V ~ (a- ci"' + b" 

~ (a - c) = r cos '2 rpo' 1) = I' sin '2 (Po 

gesetzt wird, geschrieben werden 

9JI = -~ (a + c) + r . cos 2 (rp - rpo! . 
Danach ergibt sich folgende Konstruktion: Man triigt a 

und dem Sinne nach auf einer Achse als OA und OC abo 
Mittelpunkt von A 0, so wird 

0111 = ~ (a + c) , Me = ~ (a - c) . 

und c del' Gro13e 
1st dann M der 

Nun errichtet man in it auf del' gezeichneten Achse ein Lot A B, das man 
gleich b macht. Es wird dann M B = r, Winkel B 111 A = 2 (Po' Man schlage 
welter um M mit r als Radius den Kreis und 
trage an B M den Winkel ~J B Y = (p an. 
r liege auf dem Kreis und Y X sei das aus Y 
auf die zugl'unde gelegte Achse gefallte Lot. 
Dann wird OX del' Wert des gesuchten Aus
druckes. Sind U, V die Schnittpunkte des 
Kreises mit der A chse. so sind f) U und 0 V 
die gro13ten und kleinsten vorkommenden 
Werte des Ausdruckes 9JI, und die zugehorigen 
\Verte von rp sind Ul1l 90 0 verschieden. Es 
wird 

, , 
\ 
\ 
\ 

Fig .. 56. 

OV =~(a+c) + Vf(a-~)2 +IP, o U = ~ la + c) -- V 1 (a -- c? + IJ'] . 

Es sind nun offenbar drei FaIle zu unterscheiden: 
1. 0 liegt au13erhalb des Kreises. Dann ist 0 JJf 2 >. /'~, <1Iso 

1. (a _L d> 1. (,a - C,)2 + /)2 odeI' a c - b2 O. ±, J-. ± 

In diesem FaIle ergeben sich fiir aIle Werte von (p reelle und von 0 ver
schiedene Werte fiir 9)e. (Elliptischer Fall.1 

2. 0 liegt auf dem Kreis. Dann wird a c - /)2 = O. \Yenn (p cc= f{lo + 90° 
'2/) 

odeI' rpo' also tg '2 (p = tg 2 rpo =---, wi I'd ~J( = 0 oder erreicht den 

gro13ten Wert 9)l = 2/' 

= a + c. 9)( wird also flir 
eine Richtung (p gleich 0 

[t-- c 

und HiI' die dazu senk- / 
,.r"' ..... 

rechte Richtung das Maxi- 01"'---------;;--+.-:--
mum. (Parabolischer 
Fall.) 

3. 0 liegt innerhalb 
des Kreises. Dann wird 
a c - b2 <-: O. Fill' z'\\ei Fig. 57. 

j/ 

Fig. 58. 

a+c 
Werte rpl' rp2 von (F wird 9)(=0, niimlich wenn COS2(fp-fPO)=-------· 

21' 
Es wird dann Cpl - (lo =- ((P~ -- 'Po)' also i i(PI + 9)2) = (Po' so daB die zu
gehorigen Richtungen mit den die Maximum- und Minimumwerte liefernden 
Richtungen f/'Il und (Po + BOO gleiche Winkel bilden. Die Richtungen sind 
gegeben durch die ans B nach den Schnittpunkten D, E des Lotes in 0 mit 
clem Kreis hingehenden Stn'lhlen. IHyperbobscher Fall.) 

Hnndhibliuthpk. 1. 1. 



Dri ttes Kapitel. 

Ebene GeometI'ie. 

1. Analytisc,he Geometrie der Ebene. 
Wiihrend die Elemental'geometl'ie die Eigenschaften und Beziehungen 

der geometrischen Figuren unmittelbar an diesen selbst entwickelt, geht die 
analytische Geometrie darauf aus, die geometrischen Pl'obleme in analytische 
zu vel'wandeln und dann l'echnel'isch zu erledigen. Dies wi I'd el'l'eicht, in
dem bei ebenen Problemen jedem Punkte del' Ebene ein Paar von Zahlen, 
die Koordinaten des Pllnktes, zugeordnet wil'd. Als rechtwinklige kar
tesische Koordinaten des Punktes bezeichnet man seine senkl'echtenAbstande 
von zwei zu einander rechtwinkligen Koordinatenachsen, nach der einen 
Seite positiv, nach del' anderen negativ gerechnet. Sind PQ = y und P R =:r 

R ---~--- p 

o x 

, 
: 
y 
I 
I 
I 

.Fig. 59. 

diese Abstiinde, so kann P Rauch orsetzt werden 
durch QO, d. h. den Abstand, den der Fu13punkt Q 
des Lotes PQ vom Schnittpunkt der Achsen, dem 
Koordinatenul'sprung 0, hat. Diesel' Abstand 
hei13t die A b s z iss e, die zugehi:irige Achse die A b
szissenachse (x) und das Lot PQ die Ordinate, 
die Achse der es parallel ist, die Ordinatenachse (y). 
Die Achsen sind mit einem bestimmten Richtungs
sinn vel'sehen, nach dem hin die zugehorigen Koordi
natenwerte zunehmen. Man bezeichnet dies en Sinn 

als den positiven Sinn der Achse, weil er von 0 aus nach den positiven 
Koordinatenwerten hinfiihrt. . 

Setzt man den zunachst immer positiv genommenen Abstand OP = r 
(Radiusvektor oder Fahrstrahl) und nenntl9 (Amplitude) den Winkel 
QOP, ubel' einen vollen Umkreis in dem von der positiven Seite der x-Achse 
zur positiven y-Achse weisenden Sinne positiv gerechnet, so hei13en r, 19 
die Polarkoordinaten des Punktes P. Sie sind mit den kartesischen 
Koordinaten durch die Beziehungen verknupft: 

x=r cos H, y=r sin {J, 

r = + 11 x 2 =til, cos {} = + -",-,x-=-._=-c., sin 1'} = + - -Y_=- . 
v'x'] + y~ v'x2 + y~ 

(1) 

Die Entfernung l zweier Punkte Pl' P ~ mit den Koordinaten xl' Yl 
und x~, y~ wird in kal'tesischen Kool'dinaten 

2, l I ~I'- - . ----;-+ .-- - )0 
= T v ~x~ - :l.'d , (y~ - Yl ". 

Der Punkt P auf del' GeraJen PIP~, dessen Abstande von Pl' P 2 

sich vel'halten wie IUl zu IU"!., wobei ma n diese! Abstancle nach clerselben 
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Seite mit gleichem, nach verschiedenen Seiten mit entgegenge:::etztem Vor
zeichen ansetzt, hat die Koordinaten 

(3) f.11 Xl - !l~ X 2 
x=--~--, 

f.11 - f.1~ 

Insbesondere hat der Mittelpunkt der Strecke PIP 2' fiir den f.11 = - f.12' 
die Koordinaten 

(4) 

(5) 

Aus den Gleichungen (3) fiir X, Y folgt 

x-_x1 = Y-YI 

X2 -X1 Y2-YI 

als Darstellung der geraden Linie P 1 P 2 , d. h. als die Gleichung, der die 
Koordinaten X, Y eines beliebigen Punktes diesel' geraden Linie geniigen. 
Die Gleichung (5) kann umgeformt werden in 

(6) (Y2 - Y1) x - (X2 - xJ Y - (X IY2 - :r2 Y1) = 0 

(Dreipunktegle ich u ng). 
Fiihrt man in (6) die Komponenten 

X =X2-X1, Y =Y2 -YI 

der Strecke PI P 2 ein, die dann als eioe mit der Richtung der Bewegung 
von PI nach P 2 genommene Strecke aufzufassen ist, so kann man die 
Gleichung (6) auch schreiben 

Yx-Xy-(Yxi -XyI)=O. 
1st nun cp der Winkel, den die in dem angegebenen Sinne genommene 

Richtung der Strecke P I P2 mit der positiven Richtung der x-Achse ein
schlieBt, {}1 der gemaB (1) bestimmte Winkel, den der Fahrstrahl 0 PI mit 
der positiven Richtung der x- Achso einschlieBt, so wird 

X = l cos cp, Y = l sin cp, Xl = 1"1 cos {}1' Y1 = 1"1 sin {}1' 

indem wir noch mit l die Lange PI P 2 , mit 1'1 die Lange OP1 bezeichnen. 
Es folgt dann 

Y Xl - XYI = l1\ (sin cp cos HI - cos cp sin {}1) 

= l1'1 sin ((p - HI) = l1"} sin o. 
Hierbei bezeichnet a den Winkel zwischen den Richtungen 0 P 1 und PI P 2 ' 

positiv gerechnet, wenn der Drehsinn, der auf dem kiirzesten Wege von der 
Richtung 0 PI zur Richtung PI P 2 fiihrt, positiv ist, d. h. mit dem Drehsinn 
iibereinstimmt, der ebenso von der positiven Richtung der x-Achse zur posi
tiven Richtung der y-Achse fiihrt, und negativ im entgegengesetzten FaIle. 

Der festgelegte Drehsinn stimmt aber mit dem U mlaufsiIlll 0 PI P 20 
des Dreiecks OPI P 2 iiberein. Je nachdem also diesel'Drehsinn positiv oder 
negativ ist, ist es der vorstehende Ausdruck auch. Dem absoluten Betrag 
nach wird der Ausdruck gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks. Der so 
bestimmte Ausdruck soU das M 0111 e n t Z der Strecke PI P'1 fiir dem Punkt 0 
heiBen. Die Gleichung 

Yx-Xy= Y;t:l -XYI =Z 
sagt dann aus, daB das Moment Z del' Strecke sich nicht andert, wenn man 
sie ohoe Anderung ihrer Lange und ihres Sinnes in ihrer geraden Linie 
versJhiebt, derart, daB der Anfangspunkt der Strecke in einen beliebigen 
Punkt (x, y) diesel' geraden Linie faUt. 

Insbesondere konnen wir fiir den Anfangspunkt die Koordinaten nehmen 

Xc = P cos a. Yo = P sin a, 
4* 
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weIll p die Lange des aus 0 auf die gerade Linie gefallten Lotes 0 Pound 
cc dessen Amplitude bezeiehnet, so. daB del' neue Anfangspunkt del' Strecke 
del' FuBpunkt Po dieses Lotes wird. Es muB dann 

sein. 

:;r +. cc=m-e- (e= _1) or 2' , 

_~ :n 
Danach wird, da jetzt Tl = p, U = e --

2 

e·l·p=Z. 

Es wird dabei l· p immer positiv sein. Del' Sinn del' jetzt zu dem A I'm 
o Po senkrecht.en Strecke 1 bezeichnet demnach, wenn e > 0, also auch Z > 0 
ist, einen positiven Drehsinn um den Punkt 0, und im anderen Falle, wo 
Z negativ ist, einen negativen Drehsilll. Das Moment erscheint so mit einem 
Drehsinn urn den Aufpunkt 0 behaftet, und sein V orzeichen wi I'd nach diesem 
Drehsinn bestimmt. 

Entsprechend wie fUr den Punkt 0 kann das Moment del' Strecke P 1 P 2 

auch fiir jeden Punkt P del' Ebene bestimmt werden. Es sind dann die 
Komponenten xl' Yi del' Strecke OPl in dem Ausdrucke des Momentes 

Z= Ya:l-XYl 

nur zu ersetzen durch elie Komponenten Xl - X, Y 1 - Y del' Strecke P Pl. 
Das Moment wird dann 

J = Ylxl -;1:1- XIYl -yi 
oeler 

J=Z- Y;I:+Xy. 

Setzen wir hierin die Werte 

X=X~-Xl' Y=y~-yl' Z=Xl Y2- X2Y1 

ein, so erhalten wu· 

oder aueh 
J = :t'IY2 -YI x 2 + X2Y-Y~X + XYI -yxl • 

Man kann eliesen Auselruck in Determina,ntenform schreiben 

1

1 x Y ( 
J = 1 Xl Yli. 

(1 x2 Y21 
Seine geometrische Bedeutung ist die, daB er den eloppelt.en Flachen

inhalt des Dreieeks P PI P2 angibt, mit dem positiven oeler negativen Vor
zeiehen, je nachdem die U mkreisung P PIP 2 P einen positiven odeI' negativen 
Drehsinn ergibt. 

Versehwindet LJ, so gelangen wir wieder zu del' Gleichung (6) zurUck. 
Diese Gleie-hung hat die Form 

(7) ax +by+c=O, 

ist also vom ersten Grade (linear) in x, y. Umgekehrt stellt jede solche 
lilleare Gleie-hung auch eine gerade Linie claro Vergleicht man (7) namlich 
mit del' Gleichung 

- Lv+XV+Z=O, 
so hat man nul' 

a=-QY, b=(!X, c=eZ 

zu setzen, wo Q einen Proport.ionalitat.sfaktor bezeichnet, um vollige eber
oi nstimmung zu erzielen. 
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Gibt man del' geraden Linie einen bestimmten Richtungssinn, so kann 
man den Winkel (1', den sie mit del' positiven Richtung del' c1'- Achse bildet, 
eindeutig bestimmen. Es wird dann nach den vorstehenden 'Vert en von a, b, c 

Daraus folgt 
a=-Qlsin(p, b=Qlcosrf, C=+EQ{'P' 

a 
tgm= -

't' b' 
und die Liniengleichung 
(Sa') sin(p'x --COS(P·Y=Ep. 

Das doppelte Vorzeichen auf der rechten Seite verschwindet, voraus
gesetzt, daB die gerade Linie nicht durch den Anfangspunkt 0 geht, wenn 
wir statt des Winkels rp del' geraden Linie selbst den vVinkel a ihrer Nor
malen einfiihren. Es wird cos (( = E sin (I', sin (( = - E cos ff. In jedem 
FaIle ist also die Gleichung del' geraden Linie (erste N ormalfol'mj 

(S) cos ((. x + sin ((. y = p. 

Dabei ist die Normale mit dem Richtungssinne genom men, del' von 0 nach 
dem FuBpunkt Po des aus 0 auf die gerade Linie gefiillten Lotes hinweist 
und p ist die immer positiv genommene Lange des Lotes. 

Bezeichnet man die mit dem entspl'echenden Vorzeichen (d. h. positiv 
auf del' positiven, negativ auf del' negativen Seite del' Koordinatenachse) 
genommenen Achsenabschnitte mit In, n, wobei wieder vorausgesetzt sei, dan 
die Gerade nicht durch den Anfangspunkt 0 geht, so ",il'd 

P 
Ub=--, 

cos (( 
p 

n=-.-, 
sIn (( 

also dio Gleichung del' geraden Linie (zweite Nol'malform) 

(9) 

Auf andere Weise kann man den Doppelsinn aus del' Gleichung (Sa) 
entfemen, indem man die Kool'dinaten a;l' Y1 eines beliebigen Punktes del' 
geraden Linie annimmt. Dann wird auch 

sin rp ''{;l - cos (P Y1 = lOp, 

durch Subtraktion del' beiden Gleichungen folgt also 

odeI' 

(10) 

Del' W'inkel zweier gerader Linien ist nul' dann bestiml1lt, wenn man 
den geraden Linien einen bestimmten Richtungssinn gibt. Raben die geraden 
Linien also die Gleichungen 

ax+by +c=O, a' x+b'y + c' =0, 

so muB in den Ausdriicken fiir den Winkel 9 und den entsprechenden 
Winkel 9:' bei del' anderen Geraden: 

b - a 
cos fP = - ,=~'= , sin rp = --,==----= , 

Va'!.+b'!. Va'!. +b2 

, b' ., -a' 
cos rp = ---- -- . sIn rp = - ,_ ~-= 

V~i'!. : ll'2 Va''!. + b'~ 
ii bel' das Vorzcichen del' W ul'zel jedesmal in bestil1lJl1ter Vi' eise verfiigt 
werden. 
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Dann wird der von der ersten nach der zweiten fiihrende Drehungs
winkel OJ = q/ - cp der GroBe und dem Sinne nach bestimmt durch die 
zwei Gleichungen: 

(11) 

(12) 

aa' + bb' ab' - ba' 
cos OJ = . . , ., SIn OJ = .. _ . . ... _. 

l'a2 + b~ Va'2 + b'2 Va2 + b2 Va'2+ b'2 

Die beiden geraden Linien sind also senkrecht aufeinander, wenn 

aa'+bb'=O. 

. Sie sind zueinander parallel, wenn 
a a' 

(13) ab'-ba'=O oder b=ll' 

Der Abstand der beiden Parallelen wird dann gegeben durch den absoluten 
Wert des Ausdruckes 

(
C' c) a 
O! -~, V~2 + ,p' 

Dreht man das Koordinatensystem um den Drehwinkel OJ, positiv im 
positiven, negativ im negativen Drehsinn genommen, so werden die neuen 
Polalkoordinaten l' und {} - OJ. Die neuen lechtwinkligen kartes:schen Ko· 
ordinaten milssen aber sein 

x' = 1" cos ({) - OJ), y' = 1" sin (/J - OJ), 

woraus 

(14) 
~ x' = x cos UJ + y sin OJ, 

l y' = - x sin OJ + Y cos OJ 

folgt, und umgekehrt wird 
( ' , . J x = x cos OJ - Y SIn OJ, 

1 y = x' sin OJ + y' cos OJ. 
(15) 

Wird das Koordinatensystem parallel verschoben, und zwar in der 
Richtung der x-Achse um a, in der Richtung del' y·Achse urn b, so werden 
die neuen Koordinaten 

umgekehrt also 
x=a+x1 , y=b+Yl' 

Demnach ist die allgemeinste, aus Verschiebung und Drehung not
wendigerweise zusammengesetzte Transformation der Koorc1inaten in ein 
anderes, ebenfnBs rechtwinkliges System gegeben durch 

(16) 
f + ' , . ::r = a x cos OJ - Y SIn OJ, 

1 y = b + x' sin co + y' cos w. 

ABe Punkte x, y, die von einem Punkte x o' Yo den Abstand 1" haben, 
liegen auf einem Kreise mit dem Radius 1" und geniigen del' Kreis
gleichung 
(17) (x - xo)2 + (y - yo)"J = 1"~ 
odeI' 
(18) x'~+y']-2xox-2yoY+s=O, 

"+.") .-) wenn s = X o" Yo - - 1"" • 

AIle Punkte ~r, y, fiir welche die Abstande von zwei festen Punkten 
mit den Koordinaten + a, 0 und - a, 0 ein gegebenes Verhaltnis A. haben, 
miiuen einen geometrischen Ort erfiillen, fiir welchen s:ch die Gleichung 

ergibt (cr - a? + y'] =).2 [(x + a)~ + y~J 
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odeI' andel's geordnet 

. ) ~ + 0 1 + },2 + 0 (19 X" y"-2------,<jax a"=O. 
1-" 

Dirses ist wieder die Gleiehung eines Kreises (Kreis des Apollonius). 
Alle Punkte P (x, y), fiir welehe del' Abstand P F von einem festen 

Punkte F (mit den Koordinaten f, 0) zu dem Abstand P R von einer festen 
Geraden (del' y-Aehse) ein gegebenes Verhaltnis }, hat, erfiillen einen geo
metrisehen Ort, fiir welehen sieh die Gleiehung ergibt 

odeI' 
(x - f)2 + y2 = },2X2 

(20) (1~},2)x2+y2-2fx+r=0. , 
Diese Gleiehung ist wie die Kreisgleiehung vom 

zweiten Grade in x, y . Die durch eine Gleiehung 
2. Grades dargestellten Kurven werden allgemein als 
Kurven zweiter Ordnung bezeichnet. Es l1Wt sieh 
nun zeigen, daB jede reelle, nieht zerfallende (d. h. 
nicht aus zwei geraden Linien bestehende) Kurve 
2. Ordnung, wenn sie nicht ein Kreis ist, auf eine Fig. 60. 
Gleiehung von del' Form (20) zuriiekgefiihrt werden 
kann. Die so dargestellten Kurven werden aueh als Kegelschnitte be
zeiehnet, weil sie sich als ebene Schnitte eines geraden (oder sehiefen) Kreis
kegels gewinnen lassen. 

Setzt man in del' Gleichung (20) 

'+ f X=X 1 +1' 
d. h. versehiebt man, indem man die x-Aehse 

Koordinatens,Ystem die y -Aehse urn die Strecke 

wenn man noeh }, f = p setzt: 

(21) 

ungeandert laBt, von dem 

__ +f_, so wird die Gleiehung, 
1 }, 

Diese Gleiehung heiBt die Scheitelgleichung der Kegelsehnitte, der neue 
Koordinatenursprung A ist ein Seheitel der Kurve. 

Es sind nun drei FaIle zu unterseheiden. 
1. }, = 1: Die Punkte del' Kurven haben von dem festen Punkt, dem 

Brennpunkt, und del' festen Geraden, del' Leitlinie, gleiehe Abstande. 
Die Kurve heiBt Par abe lund ihre Scheitelgleichung lautet, wenn wir an 
del' Abszisse den Akzent fortlassen, 

(22) 

Die y-Aehse ist die Scheiteltangente, die x-Aehse die Aehse der Pa
rabel. p heiI3t del' Parameter. Brennpunkt und Leitlinie sind VOlll 

Scheitel naeh entgegengesetzten Seiten um ~p entfernt. 
b" ~ b2 

2. }, < 1. Dann kann 1 - }.2 = - P = - gesetzt werden und die a2 , a 
Kurvengl1liehung wird 

y2 x' X'2 
--=2--
b2 a a.2 

oder. wenn man jetzt ;r' - a =.r setzt, 

(23) 
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Diese Gleichung ist auf zwei Symmetrieachsen odeI' kurz Achsen del' KUlTe 
bezogen. Die Kurve heiBt Ellipse. 

Man erhalt sie, wenn man in del' Gleichung des Kreises mit dem 
Radius a. 

x~ +y~=a~ 

b 
y durch - y ersetzt, also die auf einen Durchmesser bezogenen Kreisordinaten 

a 
aIle III demselben Verhaltnis verkiirzt. 

'.> b2 b2 

3. A _> 1. Dann kann A- - 1 = a:l ' P = 7;, gesetzt werden, und wenn 

noch x' + a = ,,; gemacht wird, ergibt sich die Kurvengleichung 
x2 y2 

(24) -- --=1 , , a~ b2 • 

Diese Gleichullg ist wiedel'um auf zwei Symmetrieachsen odeI' kurz Achsen 
del' Kurve bezogen_ Die Kurve heiBt Hyperbel. 

Ellipse und Hyperbel haben zwei Brennpunkte und zwei dazugehorige 
Leitlinien. Dies ist aus den Symmetrieverhiiltnissen del' Kurve sofort zu 
sehen. Bei del' Ellipse liegen die Brennpunkte auf del' x·Achse (del' groBen 
Achse odeI' Hauptachse) auf beiden Seiten yom Mittelpunkt (Schnitt-
punkt del' Achsen) urn die Streeke ' 

(25) e=Va2 - b2 

entfernt, bei der Hyperbel ebenfaIlR auf del' x-Achse (del' Hauptachse 
odeI' reellen Achse), vom Mittelpullkt urn 

(26) e = 1/~2 + b2 

entfernt. e heiBt lineare Exzentrizitat, das Verhaltnis e: a numerische 
Exzentrizitat. Die Abstande del' zur y-Achse (N ebenachse) parallelen 

Leitlinien yom Mittelpunkt sind (12: e. Das Verhaltnis ). ist gleich ~ . 
a 

Nennt man F, Fl die Brennpunkte, so werden die Abstande P R und 
P Rl eines Kurvenpunktes von den Leitlinien 

'a a 
P R=- PF, P R1 = -PF1 • 

e e 
2a2 

Bei del' Ellipse wird abel' P R + P Rl = RRI = -. Es folgt also 
e 

PF+PF1 =2a. 

Die Summe del' Abstande alIer Ellipsenpunkte \'on den Brenn
punkten ist konstant gleich del' Lange del' Hauptachse 2a. 

2a2 

Bei der Hyperbel wird P R - P Rl = + R Rl = ± '. Es folgt also 
e 

PF-PF1 =+2a. 

Die Differenz del' Abstande aller Hyperbelpunkte von den Bl'enn
punkten ist konstant gleich del' Lange del' Hauptachse 2((. 

Die Tangente del' Ellipse (23) in dem Punkte a:o' Yo hat die Gleichung 

(27) '<"oX +YoY = 1 
(/2 b~ , 

die Tangente del' Hyperbel (24) die Gleiehung 

(28) 
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die Tangente del' Parabel (22) die Gleichung 

(29) YoY = P (xo +- x). 

Anderseits zeigt sich, daB die Ellipsentangente den Nebenwinkel del' 
Brennstrahlen, die Hyperbeltangente den Winkel del' Brenll!-trahlen selbst 
halbiert. Die Parabcltangente halbiert den Winkel zwischen dem Brt>nnstrahl 
und dem Lot auf del' Leitlinie. 

Fallt man aus den Brennpunkten del' Ellipse odeI' Hyperbel die Lote 
auf die Tangenten, so liegen deren FuBpunkte auf dem Kreis libel' del' 
Hauptachse. Fallt man aus d ~m Brennpullkte del' Parabel die Lote auf die 
Tangenten, so liegen die FuBpunkte auf del' Scheiteltangente. 

Die Gegenpunkte eines Brennpunktes bez. del' Tangenten einer Ellipse 
odeI' Hyper bel (die dureh Spiegelung des Rrennpunktes an del' Tangente 
entstehen) liegen jedesmal auf dem Kreis, den man mit del' Hauptachse als 
Radius urn den andel'en Brennpunkt beschreibt, und gleiehzeitig auf del' 
Verbindungslinie dieses Bl'ennpunktes mit dem Beriihrungspunkt del' Tangente. 
Die Gegenpunkte des Brellnpunktes einer Parabel bez. del' Tangenten liegen 
auf del' Leitlinie, und ihre Verhindungslinie mit dem Beriihrungspunkt del' 
Tangente wird zu del' Leitlinie senkrecht. 

Die Ellipse ist ein ganz im Endlichen verlaufendes Oval, die Para bel 
erstreckt sich ins Ullendliche, indem vom Scheitel ausgehend die Parabel
punkte sich nach beiden S8iten immer weiter von del' Achse entfernen. Die 
Hyperbel besteht aus zwei sich ins Ullendliche erstreckendt>n Ziigen, deren 
Aste sich paarweise immer mehr t>iner von zwei bestimmten geraden Linien, 
den Asymptoten, nahern. Ist die Hyperbel durch die Gleiehung (24) ge
geben, so lauten die Gleichungen del' Asymptoten 

(30',1 ~-.L Y -ox __ ?L.=O. 
a1b--' a b 

Die Asymptotell bilden also mit den Achsen gleiche Winkel, und zwar ist 
die Neigung a gegen die Hauptachse durch die Gleichung gegebeu 

b 
(31) tga=+ -. --- a 

Man muB also in den Endpunkten der Hauptachse auf diesel' nach beiden 
Seiten Lote von del' Lange b t:rrichten. Deren Endpunkte liegen dann auf 
den Asymptoten und gleichzeitig auf einem Kreis mit dem Radius e urn 
den Mittelpunkt. Diesel' Kreis schneidet mithin aus del' Verlangerung del' 
Hauptachse die Brennpullkt.e aus. 

Die Stiicke, die auf irgendeiner Sekallte del' Hyperbel zwischen del' 
Kurve und den benachbartell AsymptotEm liegen, sind gleichlang. Insbe
sondere wi I'd das Stiick einer Hyp3rbeltangente zwischen den Asymptoten 
durch den Beriihrungspunkt del' Tangente halbiert. Gleichzeitig hat das 
durch die Tangents und die Asymptoten begrenzte Dreieck immer denselben 
Inhalt (a . b). Damus folgt weiter auch, daB, wenn man durch einen Hyperbel
punkt Parallele zu den Asymptoten zieht, diese mit den Asymptoten zu
sammen ein Parallelogramm von dem konstanten Flacheninhalt t a· b bilden. 

Sind die Asymptoten aufeinander senkrecht, so heiSt die Hyperbel 
g leich se i t i g. Die zuletzt g::mannten Pamllelogramme werden dann Hecht
ecke, deren Seiten als die auf die Asymptoten bezogenen Koordinaten x, y 
aufgefaBt werden konnen. Die Gleichung del' gleichseitigen Hyperbel, auf 
die Asymptoten bezogen, wird also, da hier a = b ist, 

(32) ;r.y =} a~. 

Parallele Sehnen eines Kegelschnittes werden aIle durch einen D urch
messer des Kegelschnittes halbiel't. Unter clem Durchmesser versteht man 
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bei Ellipse und Hyperbel eine Linie durch den Mittelpunkt, bei der Parabel 
eine Parallele zur Achse. Bei Ellipse und Hyperbel ist auch unter den 
parallel en Sehnen wieder ein Durchmesser enthalten, der zu dem die Sehnen 
halbierenden Durcbmesser konjugiert heiBt. Die Tangenten in den beiden 
Endpunkten eines von zwei konjugierten Durchmessern einer Ellipse sind jedes
mal dem anderen Durchmesser parallel. Diese beiden Tangenten bilden ein 
Parallelogramm, dessen Inhalt konstant (= 4 ab) ist. Nennt man also 2 p, 
2 q die Langen der beiden konjugierten Durchmesser, cp den Winkel zwischen 
ihnen, so wird 

(33) p·q·sincp=a·b. 
Ferner ergibt sich 

(34) 
Wird die Ellipse in der friiher angegebenen Weise erzeugt, indem die auf 
einen Durchmesser bezogenen Ordinaten eines Kreises aIle in demselben Ver
haltnis verkleinert werden, eo gehen zwei konjugierte Durchmesser der 
Ellipse immer aus zwei zueinander eenkrechten Durchmessern des Kreises 
hervor. 

Bei der Hyperbel trifft von zwei konjugierten Durcbmessern immer 
nur der eine die Kurve in zwei reellen Punkten. Man kann aber zu der 
Hyperbel 

die konj ugierte Hyperbel 
x2 y2 
---=-1 
a2 b2 

welche dieselben Asymptoten besitzt, hinzufiigen. Dann stimmen die kon
jugierten Durchmesser fiir beide Hyperbeln der Lage nach iiberein. Nennen 
wir {}, {}' die spitzen Winkel, die sie mit der x-Achse bilden, so wird 

b2 

(35) tg{j.·tg{}'= a 2 • 

In jeder Asymptote fallen zwei konjugierte Durchmesser zusammen. Mit 
den Asymptoten zusammen bilden irgend zwei konjugierte Durchmesser vier 
harmonische Strahlen. Nennen wir 2 p, 2 q die von den Hyperbeln auf 
den konjugierten Durchmessern abgeschnittenen Stiicke, cp den Winkel zwischen 
ihnen, so wird wieder 

(36) p. q . sin cp = a· b , 
ferner 

(37) 
Irgend zwei Tangenten eines Kegelschnittes schneiden sich auf dem die 

Verbindungssehne ihrer BeI'iihI'ungspunkte halbierenden Durchmesser. Bei der 
Parabel wird auBerdem die Verbindungsstrecke der Sehnenmitte und des 
Tangentenschnittpunktes durch die Kurve halbiert. 

Ferner haben die auf zwei festen Tangenten durch irgend zwei andere 
Tangenten der Parabel abgeschnittenen Stiicke immer dasselbe Verhaltnis. 
Sind also auf zwei geraden Linien zwei Reihen aquidistanter Punkte (ahnliche 
Punktreihen) gegeben und verbindet man diese Punkte der Reihe nach, von 
irgendeinem auf jeder der beiden Geraden anfangead, so umhiillen diese Ver
bindungslinien eine Parabel, welche auch die zwei gegebenen geraden Linien 
zu Tangenten hat. -

Wenn man die bei ElliFse und Hyperbel geltende Eigenschaft, daB die 
Summe odeI' Differenz der Abstande aIler Kurvenpurlkte von zwei Brenn-
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punkten denselben Wert haben soIl, ersetzt durch die andere Eigenschaft, 
daB das Produkt dieser Abstande konstant sein soIl, so erhalt man die sog. 
Cassinischen Kurven. 

N ennt man x, y die Koordinaten eines Punktes der Kurve und nimmt 
die Brennpunkte F, FI in den Abstanden + a und - a yom Anfangspunkt 0 
auf der x-Achse an, so wird die Gleichung der Kurve 

V(x_a)2+ y2. V(x + a)2+ y'J=c'J , 

wenn c2 der Wert des konstanten Produktes ist. Rational gemacht nimmt 
die Kurvengleichung die Form an 

(38) 

Sie ist also von der vierten Ordnung und symmetrisch beziiglich der x- und 
y-Achse. Sie schneidet die x-Achse zuniichst in zwei Punkten A, B, die 
immer reell sind, und die Abszisse + V a2 + c2 haben. 1st a2 > c'J, so schneidet 
sie die x-Achse noch in zwei weiteren Punkten mit den Abszissen + V' a2 _ c'J . 
Diese Punkte vereinigen sich im Anfangspunkt 0 zu einem Doppelpunkt, 
wenn a'J= c2 ist. 1st a'J < c2 , so werden die Punkte imaginar. Dann sind 
aber zwei reelle Schnittpunkte 0, D mit der y-Achse vorhanden, fUr die 
y = ± V c'J - a2 • Die Kurve besteht also aus zwei kongruenten Ovalen, 
wenn a2 > c\ sie erhiilt die Form einer Acht, wenn a'J= c2, und wenn 
a'J < c'J, besteht sie nur aus einem Zuge. 

Machen wir in der Kurvengleichung (38) 

c2 V'4aT=- c4 

y=+-, so wird x=+-----. -2a . ~- 2a 

Diese beiden durch diese Werte von y gegebenen Parallelen zur x-Achse sind 
also Doppeltangenten der Kurve. Die Beriihrungspunkte werden aber 
imaginar, wenn c> a V2. Dann ist natiirlich c> a, die Kurve also ein
ziigig. 1m Grenzfalle 0 = a. V2 fallen die Beriihrungspunkte auf der y-Achse 
zusammen, die Kurve hat zwei Undulationstangenten. Die einziigigen 
Kurven, fUr die a < c < a V2, sind an der y-Achse nach der x-Achse zu 
eingebuchtet. Wird c > a V2, so erhalten wir einfache Ovale. 

Fiir die Tangenten der Cassinischen Kurven gilt folgender Satz von 
Steiner: Errichtet man auf den von einem Kurvenpunkt P ausgehenden 
Brennstrahlen P F, P F 1 in F, F 1 die Late, so grenzen diese auf der Tangente 
ein Stiick ab, das durch den Beriih
rungspunkt P halbiert wird. 

Die Cassinische Kurve mit Dop
pelpunkt, die fiir a'J= 02 entsteht und 
somit die Gleichung ha,t: 

(39) (x'J+ y'J)'J=2 a'J(x'J_ y'J), 

heiBt Lemniskate. Man kann sie er
halten, indem man aus dem Punkte 0 
auf aIle Tangenten der gleichseitigen 
Hyperbel 

die Lote fiillt. Die FuBpunkte P dieser 
Fig. 61. 

Lote erfiillen dann die Lemniskate. Die Asymptoten der Hyperbel werden 
die Doppelpunktstangenten der Lemniskate. Diese sind also um 45 0 gegen 
die Achsen geneigt. 
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SchlieBlieh sei noeh eine einfache Kurve 4. Ordnung besprochen, die als 
Kappakurve bezeichnet wird und in Polarkoordinaten die Gleichung 

r = a· ctg& 

hat. Flihren wir durch die Gleichungen 
x 

ctg{}=
y 

kartesische Koordinaten ein, so wird die Kurvengleichung 

y2(X2 + y2) = a2x2, 

woraus sofort zu sehen ist, daB die Kurve von del' vierten Ordnung ist. 
a heiBt del' Parameter del' Kurve. Schlagt man mit a als Radius um den 

Anfangspunkt einen Kreis, so ist 
die Kurve nach del' Polargleiehung 
leieht zu konstruieren. Man zieht 
einen Radius des Kreises und durch 
seinen Endpunkt die Parallele zur 
x-Achse, diese schneidet den zu dem 
Radius senkl'echten Strahl dureh 
den Kreismittelpunkt 0 in einem 
Punkt P del' Kurve. Fallt del' Kreis-

Fig. 62. radius in die y-Aehse, so faUt del' 
Kurvenpunkt in unendliche Ent

fernung. Die Kurve nahert sieh den in den Abstanden a zu del' x-Achse auf 
beiden Seiten gczogenen Parallelen nach links und rechts asymptotisch. 1m 
Mittelpunkt 0 bel'lihrt die Kurve sich selbst und die y-Aehse. Dort sehmiegen 
sich ihr zwei Kreise an, del'en Radien ~ a sind und deren Mittelpunkte auf 
del' x-Achse liegen. ~ 

Die Kurve wird aueh gewonnen, indem man aus 0 an aIle Kreise vom 
Radius a, deren Mittelpunkte auf del' x-Aehse liegen, die Tangenten zieht. 
Deren Berlihl'ungspunkte erflillen dann die Kurve. 

2. Zeichnerische Behandlung ebener Kurveu. 
Bei der zeichnerisehen Behandlung del' ebenen Kurven ist zunachst von 

besonderer praktischer Bedeutung die Aufgabe, eine Ellipse moglichst glatt 
und einfach zu zeichnen. Aus der Eigenschaft der Ellipse, daB sie durch 

proportion ale Verkleinerung del' auf einen Durch
messer bezogenen Ordinaten eines Kreises her
vorgeht, ergibt sich folgende schon im Mittelaltel' 
bekannte Konstruktion: Man Echlagt um den
selben Mittelpunkt M zwei Kreise mit den HaIb
achsen a, b del' Ellipse als Radien. Zieht man 

II B dann von M aus einen beliebigen Strahl und nennt 
P 1 dessen Schnittpunkt mit dem kleineren Kreis, 
P 2 den Schnittpunkt mit dem groBeren Kreis, so 
schneidet die Parallele durch P 1 zur groBen Achse 
die Parallele durch p" zur kleinen Achse in einem 
Ellipsenpunkt P. • 

Fig. 63. Die Konstruktion zeigt, daB die Ellipse auch 
durch proportionale VergroBerung (im Verhaltnis 

a: b) del' auf die kleine Ellipsenachse bezogenen Ordinatell des Kreises libel' 
diesel' Aehse hervorgeht. Daraus ist weiter zu sehen, daB jeder schrage Schnitt 
eines geraden Kreiszylinders eine Ellipse ist. 
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Um die Ellipse in del' Nahe del' Scheitelpunkte (Endpunkte del' groBen 
Achse ..4, B und Endpunkte del' klein en Achse C, D) durch Kl'eise zu ersetzen, 
verfahl't man folgendermaBen: Man zieht durch A, B die Parallelen zur 
kleinen Achse, durch C, D die Parallelen zul' groBen Achse (d. h. die Schei tel
tangenten). Von den Ecken dieses del' Ellipse umschriebenen Rechtecks fiiUt 
man die Lote auf seine Diagonalen. Diese schneiden die Achsen del' Ellipse 
in den Mittelpunkten K 1 , K 2 , K 3 , K4 del' gesuchten Kreise. Die in A, B be
riihrenc1en Scheitelkreise liegen in ihrem weiteren Verlauf ganz innerhalb, 
die in C, D beri.i.hrenden Scheitelkreise ganz auBerhalb del' Ellipse (Fig. 64). 

/fj 

Fig. 64. Fig. 65. 

Um den Kreis zu £lnden, welcher sich in irgendeinem Punkte P der 
Ellipse moglichst nahe anschmiegt, fiigt man zu den Kreisen um lJ!! mit a 
und b als Radien den konzentrischen Kreis mit clem Radius a + b hinzu 
und nennt PO) den Schnittpunkt des den Ellipsenpunkt P liefernden Strahls 
M P ~ mit dieEem dritten Kreise. Dann wird die Verbindungslinie P 3 Peine 
N ortnale del' Ellipse, d. h. sie steht zu del' Ellipsentangente im Punkte P 
senkl'eeht. Auf diesel' Normalen liegt del' Mittelpunkt K des gesuchten 
Schmiegungskreises. Um ihn zu £lnden, verhindet man P mit M und errichtet 
auf del' Normalen in ihrem Schnittpunkt mit del' Verlangcrung del' kleinen 
Achse das Lot. Durch den Schnittpunkt diesel' beiden Linien zieht man die 
Parallele zur graBen Achse. Diese Echneidet den gesuehten Punkt K aus (Fig. 65). 

1m Gegensatz zu den Scheitelkreisen durchclringt del' Schmiegungs
kreis in einem beliebigen Ellipsenpunkte P die Kurve an diesel' Stelle. Die 
samtlichen NOl'lnalen del' Ellipse umhiillen die Evol u te diesel' Kurve und 
del' auf del' Normalen liegende Kriimmungsmittelpunkt K bildet jedes
mal den Beriihrungspunkt del' Nol'malen mit del' Evolute. Diese hat mit 
del' Ellipse dieselben zwei Symmetrieachsen gemein und auf cliesen in den 
Mittelpunkten cler Scheitelkreise vier Riickkehrpunkte odeI' Spitzen. 

Soll eine Ellipse aus zwei konjugierten Durchmessern odeI' Halbmessern 
konstruiel't werden, ein Fall, del' hau£lg vorkommt, so ist es zweck
maBig, zunachst die Achsen del' GroBe und Lage nach zu bestimmen. Hierzu 
dient die folgende, von Fl' e z i e l' herrii.hl'ende Konstruktioll: Seien M P und 
M Q die konjugierten Ha.lbmesser, flO wil'd del' eine, lJr[ Q, um J.11 durch 90° 
gedreht in clie Lage iV! Q'. Um den .Mittelpunkt. 0 del' Strecke P Q' wird 
dalm del' Kreis beschriebpn, der durch lJIl hindurchgeht. U. V seien die 
Schnittpunkto dieses Kl'eises mit del' gel'adcn Linie P Q' . Dallll gehen die 
gesuchten Achsen durch diese Punkte [r. V hinclurch und die Uingell del' 
Halbachsen sind U Q' = V P = a. und V Q' = UP cc.c b (Fig. 66). 

Da die Strecke U V z,vischen den Achsen die konstante Liinge ((. + b 
hat, zeigt sich: Gleitet. eine Stl'ecko U V von konstanter Lange mit den End-
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punkten auf zwei zueinander senkrechten Achsen, so beschreibt ein Punh P 
dieser Strecke, del' von den Endpunkten der Streeke die Abstande V P = a 
und UP = b hat, eine Ellipse, und zwar haben die Halbaehsen del' Ellipse 

die Langen a und b und fallen in die Aehsen, 
auf denen die Endpunkte del'Streeke glitten. 

Aueh ein Punkt P auf der Verlange
rung del' Streeke U V besehreibt eine Ellipse 
und die Langen del' Halbaehsen sind wieder 

I!, V P = a, UP = b, so daB die Streeke U V 
selbst in diesem FaIle die Lange a - b hat. 
Hierauf beruht del' sogenannte Ellipsen
zirkel, ein Instrument, mit dem man nach 
entsprechender Einstellung die Ellipse so fort 
zeichnen kann. 

Statt im erst en FaIle die Strecke U V 
mit den Endpunkten U, V auf den Achsen 

If gleiten zu lassen, kann man aueh den Frezier-
Fig. 66. sehen Kreis, del' U V zu einem Durehmesser 

hat, in einem Kreis urn M, dessen Radius 
= U V = a -f- b ist, rollen lassen. Jeder Punkt im Innern des Kreises be
schreibt dann eine Ellipse mit den Halbaehsen a, b, wenn a, b den granten 
und kleinsten Abstand des Punktes von del' Peripherie des Kreises bedeuten. 
Ein Punkt auf der Peripherie des rollenden Kreises besehreibt einen Dureh
messer des fest en Kreises, in dem del' bewegliche Kreis rollt. Man erhalt 
so eine elnfaehe Ellipsen- und gleiehzeitig eine Geradfiihrung. 

Eine besondere BehamUung verdient noeh der Fall, wo die beiden kon
jugierten Durehmesser gleieh lang sind. Dann sind die Aehsen del' Lage 
nach sofort gegeben, denn sie halbieren die Winkel zwischen den beiden 
konjugierten Durchmessern. 1st 2 p deren Lange, so folgt jetzt aus den 
Gleichung"n (33) und (34) des vorigen Abschnittes: 

(1) 2 p2= aLf- b2, p~ sin rp = a· b. 

Daraus sind die Langen a, b del' Halbaehsen leieht zu konstruieren. Man kon
struiere zuerst Y2. p = Ya 2 --FIJi, indem man an den einen Halbmesser ein 

gleiehsehenklig- reehtwinkliges Dreieck von 
del' Kathetenlange p anlegt und dessen Hy
potenuse abmil3t. Man trage diese dann 
in del' Riehtung des einen Halbmessers 
vom Mittelpunkt aus ab, so schneid en die 
aus dem Endpunkt diesel' Stl'ecke auf die 
Achsenrichtungen gefallten Lote die Aehsen
langen abo 

Man kann eine Ellipse auch dil'ekt aus 
den konjugierten Durchmessel'n konstl'uiel'en. 
Die vol'ziigliehste Konstruktion ist folgende: 
PIP 2' Q1 Q2 seien die konjugierten Dureh
messer. Zieht man dann durch die End-

Fig. 67. punkte jedes von diesen die ParaHelen zu 
dem andel'en, so entsteht ein der Ellipse 

umsehriebenes Pal'allelogtamm Rl R2 R;) R4 , das die Kurve in den Mittelpunkten 
del' Seiten beriihrt. Man zieht nun P 2 Q1 und nennt S einen beliebigen Punkt 
<Luf dieser Linie. Die Pal'allele dureh S zu Q1 Q2 sehneide Rl R2 in U, die 
Linie R2 S sehneide Rl R4 in V. Dann ist U V eine Tangente del' Ellipse 
und del' Beriihrungspunkt T diesel' Tangente liegt auf dem Strahl PIS (Fig. 68). 
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Bei del' Konstruktion del' Hyperbel geht man am besten von den 
Asymptoten aus. 1st die Hyperbel durch die Scheitel A, B und die Brenn
punkte F, Fl gegeben, so findet man die Asymptoten, indem man iiber F, Fl 
als Durchmesser den Kreis beschreibt, diesel' schneidet die (zu del' Achse A B) 

Fig. 68. Fig. 69. 

senkrechten ScheiteItangenten in Punkten 0, 01' D, Dl del' Asymptoten. 
Es ergibt sich dann folgende einfache Punktkonstruktion fiir die Hyberbel: 
Man zieht durch den Scheitel A einen beliebigen Strahl, del' die Asymptoten 
in U, V schneidet. Macht man dann P V = U A, so ist P ein Punkt del' 
Hyperbel. Eine Tangentenkonstruktion fUr die Hyperbel besteht darin, daB 
man durch die Schnittpunkte 0, D del' Asymptoten mit del' einen Scheitel
tangente irgendwie parallele Linien zieht. Sind Q, R deren zweite Schnit1-
punkte mit den Asymptoten, so ist Q Reine Hyperbeltangente und deren 
Beruhrungspunkt P liegt in del' Mitte zwischen Q und R (Fig. 70). 

Ferner HiDt sich fur 
die Konstruktion del' Hy
perbelfolgende Eigenschaft 
beniitzen: Ist das Stiick aD 
del' Scheiteltangente zwi
schen den Asymptoten 
= 2 b, M A = 2 a, so wer- M<r-+r-;;+--f--
den aus dem Stuck S T, 
das von irgendeinem Lot 
del' Achse A B zwischen den 
Asymptoten liegt, die Hy
perbelpunkte P, P 1 aus
geschnitten durch eincn 
Kreis, dessen Mittelpunkt 

Fig. 70. 

M~--~r-+-~-----

T 

Fig. 71. 

auf der Achse A B im Abstande b von dem Lote S T liegt und des sen Radius 
l' = is T ist. 

Die Scheitelkreise der Hyperbel, d. h. die Schmiegungskreise fiir die 
Scheitel A, B, werden gefunden, indem man auf den Asymptoten in ihren 
Schnittpunkten mit den Scheiteltangenten die Lote errichtet. Diese Lote 
schneiden die Mittelpunkte K l , K~ del' gesuchten Kreise aus del' Achse 
A B aus (Fig. 69). 

Von besonderem Interesse ist noch die Konstruktion del' gleichseitigen 
Hyperbel, hei del' die Asymptoten aufeinander senkrecht stehen. Ist 
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a = 1lf. A die Lange del' Halbachse, so lege man das Quadrat mit del' Dia
gonale a zwischen die Asymptoten, indem man zwei Parallele tn, n durch 
den Scheitel A zu den Asymptoten zieht. Urn dann auf irgendeiner Paral-
1elen zu n, d. h. zu del' einen Asymptote, den Hyperbelpunkt zu Hnden, ver
binde ma·n den Punkt R, in dem diese ParalIele die Linie m sehneiclet, mit 
clem Mittelpunkt 11'1. Dureh den Schnittpunkt S dieserVerbindungslinie mit n 
ziehe man die ParaUele zu m, diese schneidet dann den gesuchten Hypel'bel
punkt P aus (Fig. 72). Diese Konstruktion ist ohne wei teres auch auf den Fall 
zu libertragell, wo die Asymptoten und die durch den Scheitel A zu ihnen ge-

n 

M x 

Fig. 72. 

. zogenell ParaJle1en rn, n nicht 

Fig. 73. 

aufeinander senkreeht sind, also 
auf den Fall del' allgemeinen Hy
perbel. 

Die Konstruktion del' P a
ra bel kann sieh unmittelbar an 
die ScheiteIgleichung y~ = 2 p:r 
anschlieBen. Sie verlauft dann 
in folgender Weise: Man geht von 
del' Scheiteltangente und del' 
Achse del' Parabel aus. Del' 
Brennpunkt F liegt im Abstande 
1 p von dem Scheitel A. Del' 

Punkt K auf del' Achse, del' von dem Scheitel A den Abstand p hat, ist del' 
Mittelpunkt des Kreises, del' sich in dem Scheite1 del' Para bel moglichi't eng 
ansehmiegt und durch den die Parabel in del' Nahe des Scheitels ersetzt 
werden kann. Urn weiter den Parabelpunkt zu finden, del' die Ordinate y 
hat, 7ieht man im Abstande y eille ParaUele zur Achse, diese schneide die 
Halbierungslinie des Winkels zwischen Achse und Scheiteltal1gente im Punkte U_ 
Ferner zieht man die Pal'allele im Abstande 2 p zul' Achse, diese werde von 
der dureh U gehenden Parallelen zur Seheiteltangente in Y getroffen, dann 
ist del' Schnittpunkt P von .-1 V mit del' Parallel en zur Achse im Abstande y 
ein Parabelpunkt, lind die Tangellte del' Pambel in P Echneidet die Scheitel
tangente in einem Punkt S, del' die Ordinate ~ y hat. 

SoIl die Parabel aus zwei Tangenten t1 , t2 und ihren Beriihrungspunkten 
P l' P 2 konstl'uiert werden, so halbiert man zuerst die Strecke PIP 2 in M 
und vel'bindet JIll mit dem Schnittpunkt S del' Tangenten. Diese Vel'bin
dungclinie JIll S ist dann del' Achse del' Pal'abel parallel. Zieht man durch 
P l und P.) die Parallelen zu M S und dul'ch S die Senkrechte dazu, HO trifft 

Fig. 74. 

diese die genannten Parallelen in z\Yei Punkten 
Rl' R~, die Geraden, die R I , R2 mit P1 P~ libel' 
Kreuz verbinden, sehneiden sich im Seheitel A del' 
Parabel. Die PamlJele zu M S durch A ist die 
Parabelachse, die Senkrechte clazu in A die Scheitel
tangente. El'richtet lUan auf den Pal'abeltangenten 
t 1 , t2 in ihren Sclmittpunkten L" L~ mit del' Schei
teltangellte die Late, so schneiden diese beide die 
Achse in clem Brennpunkt. F. 

Man findet unmitlelbar eine Tangente del' 
Parabel, wenn man dUTch einen beliebigen Punkt 
U von P 1 P 2 die Para.llelen zu t1' t~ zieht und die 
Punkte, wo diese Parallelen jedesmal die andere 

del' beiden Parabeltallgenten I" t~ treifen, verbindet. Del' Beriihrung~punkt 
del' konstruierten Tangente liegt auf del' dure!! den PlIl1kt U zu JJl 8 ge
zogenen ParaHelen. Insbesondere ist del' Mittelpunkt yon 1118 ein Parabel-
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punkt und die Tangente in ihm geht durch die Mitten von PIS und P ~ S 
hindurch. 

Neben den Kegelschnitten sind von besonderer Wichtigkeit die Roll
kurven. Ais erste dieser Kurven nennen wir die Kreisevolvente, die 
entsteht, wenn eine gerade Linie auf einem Kreis abrollt, etwa indem man 
sich diese Linie als eine Zahnstange denkt und den Kreis als Zahnrad und 
die Zahnstange in die Zahne des Rades 
eingreifend urn dieses herumschwenken 
laBt. Man findet diese Kurve, indem 
man auf der Tangente in jedem Kreis
punkte 0 eine Strecke 0 P abtragt, 
die gleich dem von einem bestimmten 
Anfangspunkt A gerechneten Kreis
bogen 0 A ist, und zwar muB auch del' 
Richtungssinn von 0 nach P mit dem 
Drehsinn von 0 nach A iibereinstimmen. 
Die Kurve besteht aus zwei symmetri
schen, von A senkrecht zum Kreis aus
gehenden Teilen, die sich spiralenformig 
urn den Kreis herumwinden. Die Linie 
o P ist. die N ormale del' K urve im 
Punkte P, und 0 del' Kriimmungs 
mittelpunkt. Der Kreis ist also die 

..--' 
Fig 75. 
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Evolute del' Kurve. Errichtet man auf OP in P das Lot PQ und macht 
dieses gleich dem Radius 0 M = a des Kreises, so beschreibt Q, wenn P die 
Kreisevolvente durchlauft, eine ebenfalls spiralenformige Kurve, welche eine 
archimedische Spirale genannt wird. Es ist der Fahrstrahl MQ=r 
diesel' Kurve gleich OP, also gleich dem Kreisbogen ~A. Wenn man den 
(im BogenmaB auf dem Einheitskreis gemessenen) Winkel, den del' Fahrstrahl 
M Q mit einer zu M A senkrechten Achse bildet, mit {} bezeichnet, so wird 
OA=aH, also 
(2) r=a{} 

die Polargleichnng del' archimedischen Spirale. Man erkennt damus die 
Grundeigenschaft del' Kurve, daB del' Fahrstrahl nm gleiche Strecken zn
nimmt, wenn die zngehorige Amplitude sich um gleiche Stiicke vermehrt. 
Die Kurve bildet am Punkte Meine Schleife, deren Knotenpunkt auf del' 
Verlangerung von MAim A bstande ~ n a von M liegt. Del' Scbmiegungs-
kreis in jvI hat den Radius ~ a. -

Rollt ein Kreis auf einer geraden Linie (J, so beschreibt ein Punkt auf 
seillem Umfang eine Zykloide. Wird del' Kreis in irgendeiner Lage ge
zeichnet, bei del' er die gerade Linie g in 0 beriihrt, so muE del' Bogen
abstand des die Kurve beschreibenden Punktes P von 0 gleich dem gerad
linigen Abstand des Punktes 0 von einer bestimmten Anfangslage A auf 
del' Geraden g sein. Die Normale del' Kurve im Punkte P geht durch 0 
bindurch, die Tangente also durch den 0 diametral gegeniiberliegenden Kreis
punkt Q. Del' Kriimmungsmittelpunkt K liegt auf der N ormalen PO so, 
daB PO = 0 K wird. Damns folgt sofort, daB die von den Normalen um
hii.llte Evolute eine del' Bahnkurve selbst kongruente Zykloide wird, die 
gegen jene um den Durchmesser 2 a des rollenden Kreises nach unten und 
urn die halbe Periode n a, nach del' Seite verschobell ist. In dem Scheitel, 
d. h. dem hochsten Punkt del' Bahn ist daher der Kriimmungsradius = 4 a. 
Diesel' Scheitelkrcis schmiegt sich del' Kurve besonders eng an. 1m Punkte A 
und in dem um die Periode 2 7l a davon entfernten Punkte del' Gel'aden ghat 

Handhibliothek. L 1. 
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die Bahnkurve eine Spitze. Das Stuck zwischen den beiden Spitzen ent
spricht einer voUen Umdrehung des Kreises und wiederholt sieh bei dessen 
weiterer Drehung andauernd aufs neue. 

Fig. 76. 

Man kann aueh die Kurven betraehten, welehe dureh einen Punkt auf 
dem Radius R P des rollenden Kreises oder dureh einen Punkt auf seiner 
VerIangel'ung besehl'ieben werden. 1m ersten Falle el'halt man eine sogenannte 
gestl'eekte Zykloide, im zweiten Fane eine versehlungene Zykloide. 
Die von einem Punkte des Kreisumfanges oder Radkranzes beschriebene 
Kurve wird zul' Unterseheidung eine gespitzte Zykloide genannt. Die 
Konstruktion der aUgemeinen Zykloiden oder, wie sie aueh genannt werden, 
Troehoiden, ist ohne weiteres ersiehtlieh. Die Zykloiden haben aIle ihre 
tiefsten und hoehsten Punkte in denselben Vertikalen. In diesem Seheitel 
wird die Krtimmung ein Ma-g:imum oder Minimum. Die versehlungenen Zy
kloiden bilden Sehleifen, die gestl'eekten Zykloiden sind wellenformige Kurven 
und in der Tat eine Zeitlang als die Form von WasserweUen angesehen 
worden, wobei sie nm umgekehrt betl'aehtet werden mussen, indem die Stenen 
starkster Krummung die Wellenkopfe biIden sollen, doeh hat sieh gezeigt, daB 
sieh keine mogliehe Wellenbewegung ergibt, bei denen das Profil der Wasser
oberflaehe diese Form hat. Urn die Seheitelkreise der Zykloiden allgemein 
zu konstruieren, hat man folgendes Verfahren (Fig. 77): 1st 0 del' Scheitelpunk 

c 

R 
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o 

Fig. 77. 

/ 

Fig. 78. 

R. die zugehol'ige Lage fiir 
den Mittelpunkt des roll en
den Kl'eises, 0 dessen Be
riihrungspunkt mit der Bahn, 
so tragt man auf der Bahn 
die Strecke 00' = 0 R im 
Sinne der Bewegung von R, 
auf der Parallelen dureh 0 zu 
der Bahn die Stl'eeke 00' = 00 
im Sinne del' Drehung von 
R 0 ab, dann sehneidet die 
Linie 0' 0' die Linie 00 in 
dem Mittelpunkt K des ge
suehten Seheitelkreises. 

Rollt ein Kreis auf einem anderen Kreise, so besehreibt ein mit ilun 
fest verbundener Punkt eine gestreekte, gespitzte oder versehlungene Epi
zykloide, je naehdem del' Punkt im Innern, auf dem Umfang oder auBer
halb des rollenden Kl'eises liegt. Das RoUen bedeutet, daB, wenn ein Punkt 
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des rollendell Kreises aus der Anfangslage A, bei der er den Beriihrungs
punkt des rollenden Kreises mit dem festen Kreise bildet, bei der Stellung 
des rollenden Kreises, wo der Beriihrul1gspunkt beider Kreise 0 ist, in die 
Lage P geriickt ist, der Bogen 0 A des festen Kreises gleich dem Bogen 0 P 
des rollenden Kreises wird. 1st also M der Mittelpunkt, r 0 der Radius des 
festen Kreises, R der Mittelpunkt und r der Radius des roUenden Kreises, 
ferner rp der Winkel AM 0, OJ der Winkel PRO, so wird (Fig. 7S) 

(3) ro·rp=r·OJ. 

Die Normale der Epizykloide geht immer durch den momentanen Be
riihrungspunkt O. Auf ihr wird der zugehi:irige Kriimmungsmittelpunkt K 
durch folgende Konstruktion gefunden (Fig. 79): 1st 8 der Kurvenpunkt, so zieht 
man 80 und errichtet darauf in 0 das Lot, das die Linie 8 R in T schneide_ 
Dann trifft T M die 
Normale 80 in dem 
gesuchten Punkt K. 
Die Konstruktion ver- S 

sagt, wenn der Punkt8 
auf der Linie M R liegt 
und ist dann durch 
folgende Konstruktion 
zu ersetzen: Man zieht 
(Fig_ SO) in 0 die 
gemeinsame Tangente 
beider Kreise, und die 
Radien R R', M JJf' in 
beiden Kreisen £enk-
recht zu R M so, daB Fig. 79. 
R'M' durch 0 geht. 
1st dann 0' der Schnittpunkt von 8 R' mit der Tallgellte in 0, so schneidet 
0' M' die Normale 80 in dem gesuchten Kriimmungsmittelpunkt K. Zu 
dem gleichen Ergebnis fiihrt folgende andere Konstruktion: Man trage auf 
dem Lot von M 8 in 8 ab 881 = 80, ziehe den Radius R R1 des rollendell 
Kreises senkrecht zu M R nach del' gleichen Seite, nenne 0 1 den Schnittpunkt 
von M Ri mit del' gemeinsamen Tangente beider Kreise in 0 und verbillde 
8 1 und 0 1 , Diese gerade Linie schlleidet dalln wieder aus .1118 den Kriim
mungsmittelpunkt K aus. 

Die samtlichen Normalen der Epizykloide umhiillell wieder die Evolute 
der Kurve. Der Beriihrungspunkt ist jedesmal der zugeh6rige Kriimmungs~ 
mittelpunkt und die Bogenliinge zwischen zwei Punkten der Evolute ist 
gleich dem Unterschied der zugehorigen Kriimmungsradien. 

Die Evolute einer gespitzten Epizykloide ist eine dieser ahnliche Kurve, 
l' 

die im Verhaltnis ro: (ro + 2 r) verkleinert und durch den Winkel -·lS0 0 um 
ro 

den Mittelpunkt M gegen die urspriingliche Kurve gedreht ist. J ede solche 
Epizykloide kann auch als Perizykloide gewonnen werden, d. h. als die 
Bahn eines Punktes auf einem Kreis, der um einell von ihm umschlossenen 
Kreis rollt, und der Radius des rollenden Kreises wiL'd dabei = r 0 + 1" , 

wahrend der feste Kreis derselbe bleibt. 
RoUt eill Kreis vom Radius r in einem anderen vom Radius r 0 > 2 r, 

so beschreibt ein mit ihm fest verbundener Punkt eine gestreckt9, gespitzte 
oder verschlungene Hypozykloide, je nachdem er innerhalb, auf dem Um
fang oder auBerhalb des rollenden Kreises liegt. Fiir die gespitzte Hypo
zykloide wird die Evolute wieder eine ahnliche Kurve, die im Verhaltnis 

.5* 
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r 0: (ro - 2 r) gegen die urspriingliche Kurve vergroBert ist. Die Hypozykloide 
kann auch auf doppelte Art erzeugt werden, namlich ein zweites Mal durch 
einen Kreis vom Radius 1'0 - r, del' in demselben festen Kreise rollt. 

Es ist bereits bemerkt worden, daB im FaIle r 0 = 2 r die gespitzte 
Hypozykloide in einen Durchmesser des festen Kreises ausartet, wabrend 
die von den Punkten innerhalb und auBerhalb des Kreises beschriebenen 
Kurven Ellipsen werden. Ein anderer bemerkenswerter Fall ist del', wo 
r 0 = 4 r wird. Die gespitzte Hypozykloide hat dann vier Spitzen, die in 
den Endpunkten zweier zueinander senkrechter Durchmesser des festen Kreises 
liegen. Diese beiden Durchmesser hat die Kurve zu Symmetrieach!;en, und 
sie zeigt die Figur eines (vierspitzigen) Sternes, weshalb sie als Astroijde be
zeichnet wird (Fig. 81). Die Tangente del' Astroide in einem Punkte P del' Kurve 
geht durch den Punkt Q, der dem augenblicklicben Beriihrungspunkt 0 auf 
dem rollenden Kreis diametral gegeniiberliegt. Del' Winkel PQO wird bier 
gleich 2 q;, wenn q; wieder den Winkel AM 0 bezeicbnet, wobei A die vor
aufgehende Spitze del' Astroide und M del' Mittelpunkt des fest en Kreises 
ist. Also wird, wenn die Tangente die Achse M A del' Astroide in U und 

Fig. 81. Fig. 82. 

die dazu senkrecbte Achse M B in V schneidet, in dem Dreieck M Q U del' 
Winkel bei U wieder = q;, das Dreieck ist also gleichscbenklig und Q M =Q U. 
Ebenso wird aueh das Dreieck Jlf Q V gleichscbenklig. Es ist abel' ebenfa.lls 
Q 0 = Q M . Die Tangente U V ist also die eine Diagonale eines Recht
eckes M U 0 V, von dem die andere Diagonale del' Radius MOdes festen 
Kreises ist. Man findet deshalb die Tangente, indem man durch den Punkt 0 
die Parallelen zu den Achsen zieht. Diese schneiden die Achsen in zwei 
Punkten U, V del' Tangente, und das Stiick UV del' Tangen1e zwischen den 
Achsen hat die konstante Lange a gleich dem Radius r 0 des festen Kreises. 
Del' Beriihrungspunkt P del' Tangente wird gefunden, indem man aus 0 auf 
sie das Lot fallt. Die auf die Achsen MA (x-Achse) und MB (y.Achse) 
bezogenen Koordinaten des Punktes P werden nach diesel' Konstruktion 

(4) x = a cos3 q; , Y = a sin3 9-' 

und deshalb die Gleichung del' Kurve 

(5) 
Das merkwiirdigste Beispiel einer gespitzten Epizykloide ist die Kar· 

dioide oder Herzkurve (Fig. 82), die entsteht, wenn del' Radius l' des I'ollenden 
Kreises ebenso grol3 ist wie de'I' Radius des festen Kl'eises. Die Kurve bat 
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dann nul' eine Spitze A. Die Tangente in einem Punkte P del' Kurve geht 
dureh den dem augenblieklichen Beriihnmgspunkt 0 diametral gegeniiber
liegenden Punkt Q des rollenden Kreises und sehneidet den umsehlieBenden 
Kreis vom Radius 3 r zum zweitenmal in einem Punkt 8, fiir den del' 
Bogen Q 8 gleich dem Bogen Q B wird, wenn B del' Punkt des umschlieBen
den Kreises ist, fiir den del' Radius M B dem Radius ]}l A des fest en Kreises 
entgegengesetzt gerichtet ist. Die Sehnen Q B und Q 8 bilden mithin gleiehe 
Winkel mitdem Radius M Q des umschlieBenden Kreises. Ein vom Punkt B 
ausgehender Lichtstrahl wird also an dem fest en Kreis so gespiegelt, daB er 
die Kardioide beriihrt, und diese wird die katakaustisehe Kurve del' von 
einem Punkte des spiegelnden Kreises ausgehenden Strahlen. Ziehen wir P A, 
so ist dies parallel zu MO. Wenn ferner W den zweiten Schnittpunkt von 
P A mit dem festen Kreis bezeichnet, so wird die Lange PW = 2r, also 
dieselbe fiir aIle Punkte del' Kurve. Vermehren wir den Winkel AM 0 = cp 
urn 1800 , so erhalten wir wieder einen Kurvenpunkt PI' del' auf die gerade 
Linie P W falIt, und es wird auch PI W = 2 r, also die Strecke P PI = 4 r 
und W ihr Mittelpunkt. Daraus folgt, daB aIle Sehnen del' Kardioide, die 
durch ihre Spitze gehen, die konstante Lange 4 r haben und in dem zweiten 
Sehnittpunkte mit dem festen Kreise halbiert werden. Danaeh sind, wenn del' 
Strahl durch den Punkt A beliebig gezogen wird, die auf dies em Strahlliegenden 
Punkte P. PI del' Kardioide sofort zu konstruieren. Die Tangenten in diesen 
Punkten gehen durch die Endpunkte Q, QI des zu P PI paralIelen Durehmessers 
des umschlieBenden Kreises und schneiden sieh auf diesem Kreise in S, sind also 
zueinander senkrecht. Das Dreieek Q8QI ist dem Dreieck QBQI kongruent. 
N ennen wir 'tp den Winkel MAO, so wird aueh del' Winkel A 0 M, der 
Winkel 0 A P und del' Winkel 0 P A gleieh 'tp. Es ist also 

A 0 = 2 r eostp, A P = 2 A 0 cos 'If = 41" cos2 tp, 

und da ,'" = 90 0 - cP aueh .. 2' 

AP = Arsin~tcp = 2r (1 - eos (p). 
So ergibt sieh die Polargleiehung del' Kardioide. 

An die Rollkurven Ui,Bt sieh die sogenannte Sinuslinie ansehlieBen, 
die in del' analytisehen Darstellnng dureh eine Gleiehung von del' Form 

(6) 

gegeben wil'd und daher ihren Namen fiihrt. h ist die Pel'iode del' Kurve, 
a ihre Amp Ii t u d e. A us diesel' Gleiehung ergibt sieh folgendes Verfahren zur 
zeiehnerisehen Konstruktion del' Kurve: Man teile die Periode in eine gewisse 
Anzahl, etwa 12, gleiehe Teile und 
zeiehne einen Kreis vom Radius a, den 
man in dieselbe Anzahl gleieher Teile 
teilt. Dann sind die Ordinaten del' 
Kurve in den Teilpunkten gleiehzeitig 
die (auf einen Durehmesser bezogenen) 
Ordinaten del' entspreehenden Teil-
punkte auf dem Kreis. Vielfaeh fiihrt Fig. 83. 
man noeh einen Kreis ein, dessen Urn-
fang gleieh der Periode del' Sinuslinie ist, so daB die Teilpunkte auf del' 
x-Aehse unmittelbar aus del' Rektifikation dieses Kreises hervorgehen. Dessen 

h 
Radius hat den Wert r -- 2n' 
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Die Sinuslinie hat in allen Punkten, wo sie die x-Achse schneidet, 
Wendepunkte. Del' N eigungswinkel ± 0: del' Wendetangenten gegen die 
x -Achse bestimmt sich daraus, daB 

(7) 
a 

tg (( =;: 
wird. Zur sicheren Zeichnung del' Kurve benutzt man noch die Krummungs
kreise fUr die hochsten und tiefsten Punkte (Scheitel) der Kurve. Es ergibt 
sich fill' sie der Wert des Krummungsradius . 

(8) 

Wenn man also von den Endpunkten A, A' des in die Richtung del' 
x - Achse fallenden Durchmessers in dem Kreise mit dem Radius r Linien 
zieht nach dem Endpunkte B eines zur x- Achse senkl'echten Radius M B = a 
des anderen Kreises, so sind diese den gesuchten Wendetangenten parallel 
und das Lot in A auf A B schneidet auf del' Verlangerung von B M ein 
Stuck Me = e abo 



Viertes Kapitel. 

Raumgeometrie. 

1. Analytische Geometrie des Raumes. 
1m Raume werden als Koordinaten eines Punktes dessen senkrechte 

Abstande x, y, z von drei zueinander rechtwinkligen Ebenen, nach der einen 
Seite positiv, nach der anderen Seite negativ gerechnet, eingefiihrt. Die drei 
Ebenen heiBen Koordinatenebenen, ihre Schnittlinien Koordinaten
achsen, ihr Schnittpunkt der Koordinatenursprung. 

Verschiebt man die Koordinatenebenen parallel zu sich selbst urn die 
Strecken a, b, c, so daB der neue Koordinatenursprung im alten Koordinaten-
system die Koordinaten a, b, c hat, so werden Z' 

die Koordinaten x', y', z' eines Punktes im neuen 
System durch die Gleichungen bestimmt 

(1) x=x'+a, y=y'+b, z=z'+c. 
Dreht man mit Beibehaltung des Ursprungs 

das Koordinatenkreuz zuerst urn die z -Achse 
durch den Winkel 'If (in dem von der positiven 
x-Achse nach der positiven y-Achse hinweisen

z 

c 

den Sinne), darauf das erhaltene Kreuz urn die o''''''---''''--.,,<:-£....--L..-----=.x 

neue x-Achse durch den Winkel {}, endlich daB Fig. 84. 
so gewonnene Kreuz urn die neue z-Achse durch 

X' 

den Winkel gJ, so finden wir die nell en Koordinaten x', y', z' aus den 
Gleichungen 

(2) 

wobei 

(3) 

r a1 = + COB gJ cos 'IjJ - sin cp sin 'IjJ cos {}, 

I a2 = - sin cp cos '1/1 - cos cp sin 'If cos 1'1 , 
a3 = + sin 'If sin (). ; 

J 
b1 = + cos cp sin 'If + sin cp cos 'IjJ cos .t} , 
b2 = - sin cp sin 'If + cos 'P cos 'I' cos t'f , 
b3 = - cos 'IjJ sin {}; 

c1 = sin cp sin {} , 
c~ = cos cp sin {} , 
COl = cost}. 
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(4) 

Raumgeometrie. 

Daraus ergeben sich sofort die 

r al2 + bl 2 + Cl2 = 1 , 

~ a:l2 + b22 + C2 II = 1 , 

l as 2 + bs 2 + Cs 2 = 1 , 

Beziehungen 

all as + b2 b3 + c2 Cs = 0 , 

as a l + bs bl + Cs cl = 0 , 

al a2 + bl b2 + cl c2 = 0 . 

Die Entfernung des Punktes mit den Koordinaten x, y, z vom Koor
dinatenursprung ist 

r=y' X2 +y2 +Z2, 

die Entfernung del' Punkte (Xl' Yl' Zl) und (X2' Y2' Z2) voneinander 

l=y'(XI-X2)~+(YI-Y2)2+(ZI-Z2)2. 

N ennt man IX, fJ, r die Winkel, welche ein vom Koordinatenanfangs
punkt ausgehender Strahl mit den Koordinatenachsen einschlieBt, so werden 

z die Koordinaten des auf dem Strahl in der Entfer
nung 1 vom Ursprung gelegenen Punktes 

(5) X=COSIX, y=cosfJ, z=cosy 

besteht die Beziehung 

cos2 IX + cos2 fJ + cos2 r = 1 . 

Diese drei Kosinus heW en die Richtungskosinus, 
die Winkel selbst die Richtungswinkel des Strahls. 

Fig. 86. Sind IX', fJ', 1" die Richtungswinkel eines zweiten 
Strahls, so wird der Winkel q; zwischen den beiden 

Strahlen gegeben durch die Gleichung 

(7) cos q; = cos IX cos c! + cos fJ cos fJ' + cos r cos r' . 
Insbesondere sind die beiden Strahlen aufeinander senkrecht, wenn dieser 
Ausdruck verschwindet. 

z 

z 

In den Gleichungen (2) sind (al , bI' CI), (a2 , b2 , c2 ), 

(as, b3 , ca) die Richtungskosinus der gedrehten Kool'di
natenachsen in dem ul'spriinglichen System. Die Gl. (4) 
geben auBer den Beziehungen zwischen den Richtungs
kosinus del' einzelnen Achsen die Bedingungen dafiir, 
daB die Achsen paarweise aufeinander senkrecht stehen. 

Die Projektionen des von dem Koordinatenursprung 
O'''''--=~-~''------:rx uud den Punkten (Xl' Yl' Zl)' (X2' Y2' Z2) gebildeten 

Fig. 85. 
Dreiecks auf die Koordinatenebenen haben die FIachen
inhalte 

~ i Y1 Z2 - Y2 Zl i ' ~ I Zl x2 - Z2 Xl I , ~ I Xl Y2 - X2 Yl I 
und das Dreieck selbst hat den FIacheninhalt 

~ V(YI Z2 - Y2Z1Y + (ZlX~-=-:'-Z2YI? + (Xl Y2 =X~yj2. 
Del' Rauminhalt des von dem Koordinatenursprung mit den drei Punkten 

(Xl' Y1, Zl)' (X2' Y2' Z2!' (Xa , YS' Zs) gebildeten Tatraeders wird gleich dem 
absoluten Werte des Ausdrucks 

odeI' 

I Xl YI Zl 

-~ I X 2 Y2 Z2 

I Xa Ys Zs 
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Analytische Geometric des Raumes. 

Eine beliebige lineare Gleichung zwischen x. y, z: 

ax+by+cz=d 

78 

stellt eine Ebene dar. 
wenn d = ° ist. 

Die Ebene geht durch den Koordinatenurspl'ung, 

Nennt man, wenn d 4= 0, p die Lange des aus dem 
Ursprung auf die Ebene gefallten Lotes und IX, {J, r seine 
Richtungswinkel, so wird 

1 cos IX = m cos {J = n cos r = P 

und deshalb die Ebenengleichung: 

(9) 
(erste N ormaiform del' Ebenengleichung). 

Die GraBen 

z 

Fig. 87. 

~-~-l ~=---'!L=m d P - =n 
a - cos a -, b cos fJ 'c cos r 

werden die Achsenabschnitte del' Ebene. Bei ihrer EinfUhrung wird die 
Gleichung einer nicht durch den Ursprung gehenden Ebene 

(10) 
x y z 
-+-+-=1 
1 m n 

(zweite N ormalform del' Ebenengleichung). 
Fur die durch die Gleichung (8) gegebene Ebene wird die Lange p des 

Lotes aus dem Ursprung gleich dem absoluten Betrage von 
d 

---------

v'a2 +b2 +c~ 

Del' Winkel rp zwischen den Ebenen 

a x -t- by + c z = d, cl x + b' y + c' z = d' 

wird gcgeben durch die Gleichung 
a a' -I- b b' + c c' 

cos ({! = + _ ' ... 
- v'a2 +b2 + c2 • v'a'2 + b'2 + C'2 

(11 ) 

Dem doppelten V orzeichen entsprechen die beiden entstehenden N eben winkel. 
Die Ebenen sind aufeinander senkrecht, wenn 

(12) aa' + bb' +cc' =0, 
S18 sind parallel, wenn 

a : b : c = a' : b' : c' . 

Ist diese Beziehung nicht erfiillt, so schneiden sich die Ebenen in einer 
geraden Linie, die durch die beiden Ebenengleichungen dargestellt werden 
kann. Eliminiel't man aus diesen Gleichungen erst z und dann y, so kann 
man die entstehenden Gleichungen, wenn die gerade Linie nicht zur yz-Ebene 
parallel ist, auf die Form bringen 

(13) 

(Normalgleichungen der geraden Linie). 

Sind (Xl' YI , Zl)' (X2' Y2' Z2) zwei Punkte PI' P 2 del' geraden Linie, 
so folgt fUr die Koordinaten x, y, z des veranderlichen Punktes 

(14) _~-=- Xl_ Y -YI 
X 2 -X1 Y2-Yl 
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Nennen wir unter der Voraussetzung, daB die Entfernung P l P 2 = 1 ist, 
den gemeinsamen Wert dieser Briiche t, so folgt 

(15) x = Xl + t cos a, Y = Y 1 + t cos fJ, Z = Zl + t cos 7', 

wenn a, fJ, r die Richtungswinkel eines durch den Ursprung parallel zu dem 
Strahl P 1 P 2 gezogenen Strahles bedeuten. In der Tat wird dann unter der 
angegebenen Voraussetzung (P l Pi! = 1): 

cosa= xi! -Xl' cosfJ = Y'J- Yl , cos r= Z2- Zl· 

Eliminiert man zuerst aus der ersten und zweiten und dann aus der 
ersten und dritten der Gleichungen (15) den Parameter t und vergleicht die 
entstehenden Gleichungen mit den Gleichungen (13), so ergibt sich die Beziehung 
(16) 1:x:/1-=cosa:cosfJ:cosr. 

Ferner sind in den Gleichungen (13) A, v die Koordinaten des Schnittpunktes 
der Geraden mit der Y z- Ebene. . 

Der Abstand eines beliebigen Punktes Po (xo' Yo' zo) von der Geraden (13) 
wird 

(17) p= V{x v A /1-=t-;yo -=~ZO)2 ;-=tAJ ~_:%_~io)~t-iV+#_XQ--·ZO)2. 
Der kiirzeste Abstand q der Geraden 

Y=XX+A, z=/1-x+ v und y=x'x+J.', z'=,u' x+ ,/ 
wird, wenn sie windschief sind, durch den absoluten Wert des Ausdruckes 
gegeben 

(18) 
(" - x') (v - v') - (A - A') (/1- - /1-') 

V(x /1-' - x' /1-)2+ (/1-- /1-')2 + (x- X')2· 
Es schneiden sich die Geraden, wenn 

(x - x') (11 - v') - (A - A') (ft - /1-') = 0. 
Sie sind parallel, wenn 

und ihr 

(19) 

, 
/1-=/1-, 

Wir gehen nun zu Flachen iiber, die als Flachen zweiter Ordnung 
bezeichnet werden, weil sie durch eine Gleichung zweiten Grades in x, y, z 
dargestellt werden und betrachten zunachst die einzelnen besonderen Formen 
dieser Gleichung entsprechenden Flachen. 

1. Die Kugel mit dem Mittelpunkt (xo,yo,zo) und dem Radius r hat 
die Gleichung 

oder ausgerechnet 
(20) X2+y2 + Z2 - 2xox - 2Yoy-2zoZ+ 8=0, 
wenn 

8=X02 +Yo2 + 202 _r2. 

Insbesondere wird die Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt der 
Koordinatenursprung ist, 

xi! + y2 + Z2 = r2, 

und deren Tangentialebene im Punkte (x,y,z) hat in laufenden Koordinaten 
~, 1,' die Gleichung 

x ~ + y 1 + z , = r2. 

Diese Gleichung zeigt sofort, daB die Tangentialebene auf dem Radius nach 
dem Beriihrungspunkt senkrecht steht. 
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2. Ein Ellipsoid wird dureh eine Gleichung von del' Form gegeben: 

(21) 
x 2 y2 Z2 

a2 + b 2 + c2 = 1 , 

wobei a> b > c angenommen sei. Die Koordinatenaehsen heiDen die Aehsen 
des Ellipsoids, a,b,c die Langen del' Halbaehsen. 

Die Sehnitte diesel' Flaehe mit allen Ebenen, 
die sie sehneiden, sind Ellipsen. Nul' als Sehnitte 
mit den Ebenen 

(22) cVa2 --b2 .x ± a,Vb2---c~·z=d, 
wo d innerhalb gewisser Grenzen beliebig bleibt, 
ergeben sieh Kreise. Das Ellipsoid enthalt deshalb 
zwei Seharen von Kreisen. Fur d = ± a, c V a2 ---":-;;2 
reduziert sieh del' Radius des Kreises auf 0. Diese 
Ebenen beruhren das Ellipsoid in den sogenannten 
Nabelpunkten, deren Koordinaten sind: 

(23) x=±a,,/a: -~, y=O, z=±c,,/b~--~:. V a" - c" V a" - c-

In diesen Punkten wird das Ellipsoid von del' Hyperbel 

(24) 
X':! z'2 

a2 =b2 -b2 _c2 =1, y=O, 

Fig, 88. 

die in del' xz-Ebene liegt, getroffen. Diese Hyperbel geht dureh die Brenn
punkte del' Ellipse 

(25) 

die in del' xy- Ebene liegt, und diese umgekehrt dureh die Brennpunkte del' 
Hyperbel. Die beiden Kegelschnitte hoiDell die Fokalkurven des Ellipsoids, 
weil sie fUr dieses eine in gewisser Weise den Brennpunkten del' Ellipse 
analoge Rolle spielen. 

Fur aIle Ellipsoide von del' Gleiehungsform 
x2 y2 z~ 

(26) a2=2 + 02 _ }, + (;2 =-2 = 1 (2 < c2
) 

sind die Fokalkul'ven dieselben. 

3. Wird b2 > 2 > c2 , so ist 
gestellte Flaehe kein Ellipsoid 

Die Ellipsoide heiBen deshalb konfokal. 
die dureh die vorstehende Gleiehung dar
mehr, sondern die Gleiehung wird von 

del' Form . 

(27) 

wenn a2 - 2, b2 - 2, 2 - c2 , die aile> ° sind, dureh 
a2 • b2 , c2 ersetzt werden. Solehe Flaehen heiBen ei n
sehalige Hyperboloide. 1hre Form ist daraus zu 

b 
erkennen, daB, wenn y dureh -- y ersetzt wird, eine 

a 
Rotationsflache x 2 +y2 Z2 

--- -~=1 
a.'J c'2 

entsteht, die dureh Rotation clel' Hyperbel Fig. 89. 
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in del' x z- Ebene um die z-Achse erzeugt wird. Aus einer solchen Rotations
Hache geht das allgemeine einschalige Hyperboloid durch Verkiirzung del' 
y -Koordinaten im Verhaltnis b: a hervor. 

Bringt man die Flachengleichung (27) auf die Form 

(: +~)(: -~)=(l+t)(l-{-)' 
so erkennt .man sofort, daB die Flache aIle geraden Linien enthalt, die durch 
Gleichungen von folgender Form dargestellt werden: 

(28) ~ + ~ = U ( 1 + t), U (~ - ~) = 1 -t, 
was auch del' Wert von u sei, ferner abel' auch aHe geraden Linien, deren 
Gleichungen von del' Form sind: 

(29) x z ( Y) ~+c=v 1-1)' 

was auch del' Wert von v sei. Die Flache enthalt also zwei Regelscharen, 
d. h. zwei Scharen von geraden Linien odeI' Regelstrahien. Zwei Regel
strahlen derselben Schar sind windschief, zwei Regelstrahlen verschiedener 
Scharen liegen in einer Ebene. 

Wird das Hyperboloid ein Rotationshyperboloid, so gehen die Regel
strahien derselben Schar aus einem unter ihnen durch Rotation um die 
z-Achse hervor. Die Flache wird also auf doppelte Weise durch Rotation 
einer geraden Linie um eine zu ihr windschiefe Achse erzeugt. 

Driickt man aus den Gleichungen (28) und (29) x, y, z durch u, v aus, 
so ergibt sich 

(30) uv+1 
x=a u+v ' 

u -- v 
y=-b-~, u+v 

uv-1 
z=c---. u+v 

4. Wird in der Gleichnng (26) a~ >}, > b2, so kann sie, indem man die 
positiven Werte a2 - I"~ }, - b2 , ),-- c2 dnrch a2 , b2, c2 ersetzt, auf die Form 
gebracht werden: 

(31 ) 
y~ Z2 

b£- c2 = 1. 

Eine solche Flache heiBt em z weischaliges Hyperboloid. Ihre Form ist 

darans zu erkennen, daB, wenn z durch -~ z erseLzt wird, eine RotationsHache 

Fig. 90. 

x'~ y2 + Z2 
-- --=1 

a'~ 62 

entsteht, welche durch Rotation del' Hyperbel 

in del' xz-Ebene um die x-Achse, d. h. um die Haupt
achse del' Hyperbel erzeugt wirel. Aus einer solchen 
zweischaligen Rotationsflache geht das allgemein zwei
schalige Hyperboloid durch Verkiirzung del' z-Koordi
naten illl Verhtiltnis c: 6 hervor. 

Sieht man in del' Gleichung (26) x,y, z als gegeben und X als zu be
stimmen an, so findet man eine Gleichung 3. Grades fiir A. : 

(a2 _ X) W -- A) (c~ - i.) .r~ (b" - - X)(c 2 - I,) - y2 (C2 - A)(a2 - l) 
-- Z2 (a'! - A) (b2 __ A) = O. 
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Diese Gleiehung hat drei reelle Wurzeln 11 ,12 ,13 , und zwar liegen diese in 
folgenden Grenzen: 

a2 > 11 > b2 ::> 12 > c2 > 13 , 

Es folgt also, daB dureh jeden Punkt (x, y, z) des Raumes drei der konfokalen 
Flaehen hindurehgehen, und von diesen eine ein zweisehaliges, eine ein ein
sehaliges Hyperboloid und die dritte ein Ellipsoid ist (Fig. 91). 

Ferner zeigt sieh, daB die Tangentialebene der drei Flaehen in einem 
ihrer Sehnittpunkte aufeinander senkreeht stehen. Die Flaehen bilden des
halb ein orthogonales Flaehensystem, in
dem sie sieh tiberall, wo sie sieh treffen, reeht
winklig durehsehneiden. 

5. Die Flache, die dureh die Gleiehung 
x2 y2 

(32) a2 + b2 =2z 

dargestellt wird, beiBt ein elliptisehes Para
boloid. Sie wird aus dem Rotationspara
boloid 

~ +''J 9." X" y"=~a"z, 

Fig. 91. 

das dureh Rotation der PlLrabel x 2 = 2 ((2 Z in der xz-Ebene urn die y-Aehse 
entsteht, gewonnen, indem man die y-Koordinaten iIll Verhaltnis b: a ver
kleinert. 

6. Die Flaehe, die dureh die Gleiehung 
:<"2 y2 

(33) -- - --;;Iz 
-" (/2 /;2 - ~ 

gegeben i8t, heiBt ein hyperbolisehes Paraboloid. Sie wird von der 
xy-Ebene in zwei geraden Linien dureh den 
Koordinatenursprung: 

x a x a - =+ - und 
y b y b 

gesehnitten, von der xz-Ebene und der yz
Ebene in Parabeln, deren Seheitel del' Drsprung 
ist und von denen die eine auf der positiven, 
die andere auf der negativen Seite der x y
Ebene verl1iuft. 

Die Flaehe enthalt zwei Regelscbaren 

1) : + ~ = 2'11" U (~ -n = z, 

2) 
x y 
--+ - = vz. a b ' v(~ - ?L)=2. 

a b 
Fig. 92_ 

Sind auf zwei windEchiefen geraden Linien zwei Reihen aquidistanter 
Punkte gegeben, die beidemal von dem ersten der Punkte ausgehend 
numeriert seien, so bilden die Verbindungslinien gleiehe Nummern tmgender 
Punkte Regelstrahlen der einen Regelsehar eines hyperbolischen Paraboloids, 
zu dessen anderer Regelschar die beiden gegebellen geraden Linien selbst 
gehoren. Die weiteren Strahlen dieser zweit.en RegeIschar findet man, indem 
lUan die Strahlen del' ersten Regelschat· mit den zu den beiden gegebenen 
geraden Linien parallelen Ebenen schneidet. 



78 Raumgeometrie. 

2. Zeichnel'ische Losung l'Rumgeometrischel' Pl'obleme. 
Die gebrauchlichste Methode, um raumgeometrische Probleme zeichnerisch 

zu lOsen, kniipft unmittelbar an das Verfahren der analytischen Geometrie 
an. Denkell wir uns einen Raumpunkt auf drei zueinander senkrechte 
Koordinatenebenen bezogen, indem von ihm die Lote auf die drei Koordinaten
ebenen gefallt werden, so stellt die analytische Geometrie die mit bestimmten 
Vorzeichen genommenen Langen dieser Lote in die Rechnung ein. Die dar
stellende Geometrie dagegen betrachtet die FuBpunkte dieser Lote, die 
Projektionen des Raumpunktes, und verzeichnet sie in den drei Ebenen, 
indem deren positive Quadranten in eine Ebene auseinandergeklappt werden. 
Es erscheinen dann zwei der Aehsen, etwa die x - und die z - Achse einfach, 
die dritte, die y-Achse, dagegen doppelt, als Verlangerung der x- und der 
z-Achse. In den so auftretenden drei Quadranten zeigt der eine, der Grund
riB, die x- und y-Koordinate als Koordinaten des Projektionspunktes pi, 
der andere, del' AufriB, die x- und z-Koordinate als Koordinaten des 
Projektionspunktes P", del' dritte, der SeitenriB, die y- und z-Koordinate 
als Koordinaten des Projektionspunktes P"'. pi und P" liegen auf einem 
Lot der x - Achse, P', pili auf einer Parallelen dieser Aehse oder Senkreehten 
der z-Aehse. P', pili dagegen sind so verkniipft, daB die FuBpunkte der aus 
pi und pili auf die y-Achse in den beiden Lagen geflillten Lote gleich weit 

pili 
,---y---
I 
iz 
I 

\ 0 
\ 
\ 
\ 

\ , 
" " ---

--X---1 P" 
I 

:z 
I 
I 

I 
I 
[y 
I 
I 

X I ______ .Jp' 

Fig. 93. 

P" 

z 

x 

y 
P' 

Fig. 94. 

von dem Schnittpunkt 0 del' Achsen entfernt sind (Fig. 93). Aufrifi und 
GrundriB geniigen zur Kennzeichnung der drei Koordinaten, also zur Fest
legung der Lage des Punktes im Raume. 

Die x-Achse, in del' Grundl'iB und AufriB aneinandergrenzen, heiBt 
trennende Achse. LaBt man die GrundriBebene fest, so konnen der Auf
riBebene noch unendlich viele verschiedene neue Lagen gegeben werden. Sie 
kann zunachst parallel verschoben werden, dann andert sieh nichts, als daB 
die ganze AufriBzeiehnung auf dem Zeiehenblatt hinauf- odeI' hel'unterriickt. 
Die Aufril3ebene kann abel' ferner iiber del' GrundriBebene (um eine zur 
GrundriBebene senkrechte Achse) gedreht werden. Dann erscheint auch die 
trennende Aehse gedreht. Die GrundriBprojektion P' eines Raumpunktes 
bleibt unverandert, die neue AufriBprojektion P /' ist dadurch bestimmt, daB 
pi und P /' wieder auf einem Lot del' neuen trennenden Achse x' liegen 
miissen und del' Abstand des Punktes P t von x' derselbe ist wie del' Ab
stand z des urspriinglichen AufriBpunktes P" von der alten trennenden 
Achse x. In del' Figur 94 ist die Drehung einfach um die z-Achse ausgefiihrt 
worden. Es kann nun eine abermalige Drehung ausgefiihrt werden, bei 
welcher del' neugewonnene AufriB erhalten bleibt, dagegen ein neuer Grund
riB entsteht. Eine solche Drehung mul3 um eine zu der AufriBebene senk-
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rechte Achse erfolgen, also wenn der Koordinatenanfangspunkt 0 wieder an 
seiner Stelle bleiben solI, um die neue y -Achse, y'. Dann ist del' neue Grund
riBpunkt P l' dadurch bestimmt, daB er mit P /' auf einem Lot del' neuen 
trennenden Achse, x", liegt und sein Abstand von x" gleich dem Abstande y' 

-',- ~ ·1' -
.:r \'. 

, 

Fig. 95. 

des Punktes P' von :/.;' wird. Del' Grundgedanke dieses Verfahrens ist del'
selbe, del' auch zu del' Aufstellung del' analytischen Formeln fi.lr die 
Koordinatentransforrnation fiihrte. Es gelingt auf diese Weise haufig, einen 
Korper, des sen Form aus der urspriinglichen Grund- und AufriBclarstellung 
noch nicht leicht zu erkennen ist, anschaulicher darzustellen, wie das das 
obenstehende Beispiel eines Kragsteins (Fig. 95) p' 

deutlich erkennen laBt. ~ 
1st nun eine Strecke PQ in Grund- und AufriB "'~ ....... .j. . •..•.. ~e· . . ' 

gegebeu, so stellt sie sich im Grund· odeI' AufriB ~ i x 
unverkiirzt dar, wenn sie zu del' betreffenden Pro-
jektionsebene parallel ist, in allen anderen Fallen 

t ' l" verkiirzt. Um dann die wahre Lange derStrecke ,,'r P' ;tJ,' 
zu finden. dreht man sie zuerst um die z-Koordi- , ' 
nate, bis sie del' AufriBebene parallel wird. Dabei \ ' 

" ' bleibe del' eine Endpunkt P, mit seinen Projektionen "" .,/ 
p' und P", an seiner Stelle. Die Projektion Q' bewegt - ~- _ .-.' 
sich um P' auf einem Kreisbogen in eine Lage 

Fig. 96. 

Q/, bei der P'Q/ der x-Achse parallel ist. Q" riickt parallel zur x-Achse in die 
Lage Qt auf dem durch Q1' gehenden Lot del' trennenden Achse x, dann 
wird p" Q/' die gesuchte wahre Lange l. 

Urn die wahre GroBe eines Winkels zu tinden, des sen Schenkel diE' 
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GrundriBebene in zwei Punkten A, B schneiden und dessen Ebene nicht zur 
GrundriBebene senkrecht ist, beachtet man, daB die von dem Scheitel C 
ausgehende Hahe des Dreiecks ABO auch im GrundriB die Hahe 0' D des 
Projektionsdreiecks ABO' wird (Fig. 97). 

Man betrachtet dann das in eine Vertikalebene fallende rechtwinklige 
Dreieck 0 C' D. In diesem wird die vertikale Kathete 0 C' gleich del' Er
hebung z del' AufriBprojektion C" iiber die trennende Achse x. Man kann 
deshalb das Dreieck, in die GrundriBebene umgeklappt, d. h. an die Kathete 
DC' angelegt, sofort zeichnen, und in ihm liefert die Hypotenuse D02 die 
wahre Lange h del' Hahe OD. Zeichnet man diese im GrundriB als DCl im 
Punkte D senkrecht zu AB, so wird ABCl die Umklappung des Drei
ecks ABC in die GrundriBebene, und der Winkel AC1B der GraBe nach 
gleich dem gesuchten Winkel A 0 B (Fig. 97). 

------//' 

Fig. 97. 

, , , , 

,/// 

Fig. 98. 

Gleichzeitig liefert del' Winkel C2 DO' den Neigungswinkel del' Dreiecks
flache gegen die GrundriBebene. Man kann die Konstruktion auch auf eine 
beliebige ebene Flache iibertragen. Z. B. kann man von del' Figur eines 
Rechteckes ausgehen, von dem die Grundseite in die GrundriBebene faIlt. 
Sei ABC D ein solches Rechteck, das im GrundriB als ein Rechteck ABO' D' 
erscheint, im AufriB dagegen im allgemeinen als ein Parallelogramm A" B"C" D", 
wobei A", B" auf die trennende Achse fallen. Wir haben dann die Erhebung Zo 

von Oil iiber die trennende Achse als C'O'" senkrecht zu BC', also parallel 
zu del' Grundlinie A B, abzutragen. Dann wird BOil' gleich del' Seite Be 
des Rechtecks und danach ist die Umklappung A BO l Dl des Rechtecks in 
die GrundriBebene sofort zu zeichnen (Fig. 98). 

1st nun in dem Innern des Rechtecks ein Punkt P gelegen, del' in del' 
Cmklappung als P l gegeben sei, so kann man diesen im GrundriB und Auf
riB konstruieren, indem man durch P l die Parallelen zu dem Rechteckseiten 
zieht. Die zu BC l gezogene Parallele kann dalm sofort in den GrundriB 
hinein fortgefiihrt werden und ist dort alsdie GrundriBprojektion aufzufassen. 
Die AufriBprojektioll del' Parallelen durch P 1 findet man, indem man ihren 
Schnittpunkt mit del' Grundseite A B auf die trennende Achse hinauflotet 
und durch den so gefundenen Punkt die Parallele zu B"O" zieht. Die 
Parallele zu A B findet man im GrundriB, indem man ihren wahren Abstand 
von del' Grundseite, so wie e1' in del' U mklappung erscheint, als B pili auf 
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B 0'" abtragt und durch p", die Parallele zu A B zieht. Die AufriBprojektion 
del' Parallelen wird parallel zur trennenden Achse und hat von ihr denselben 
Abstand wie p", von BO'. Die Schnittpunkte pI, P" der beiden Parallel en im 
GrundriB und AufriB sind dann die gesuchten beiden Projektionen. 

Man sieht, daB man so irgendeine in del' Umklappung des Rechtecks 
gegebene beliebige Figur sofort in die GrundriB- und AufriBprojektion iiber
tragen kann. Die Parallele zu AB heiBt eine Horizontale odeI' Hohen
linie odeI' auch eine Spurparallele, indem man die Grundseite AB als 
die GrundriBspur 8 1 del' Rechtecksflache bezeichnet. Die Parallele zu BO, 
die in Wirklichkeit zu den Horizontalen der Flache senkrecht ist, heiBt eine 
Fallinie, weil ein auf del' Flache herabfallendel' Karpel' eine solche Linie 
beschl'eibt. 

Wenn man die Horizontalen im GrundriB bis an die trennende Achse 
vel'langel't, so sind die Endpunkte als die Schnittpunkte der Linien mit del' 
AufriBebene zu deuten. Lotet man sie jedesmal auf die AufriBprojektion del' 
Horizontalen hinauf, so liegen die so gefundenen Punkte auf einer geraden Linie, 
namlich auf der SchnittIinie del' Ebene des Rechtecks mit der AufriBebene. 
Diese Schnittlinie heiBt die AufriBspur 82 del' Ebene. Sie schneidet die 
GrundriBspur in dem Punkt E der trennenden Achse, durch den auch die 
GrundriBspur A B hindurchgeht. 

Dmch die beiden Spuren kann die Ebene festgelegt werden. In del' 
Praxis ft-eilich kommt del' AufriBspur nur eine geringere Bedeutung zu, da 
die SteHung del' GrundriBebene als horizontale Ebene 1m allgemeinen fest
liegt, dagegen die AufriBebene als vertikale 
Ebene noch verschieden gestellt sein kann, 
und deshalb die AufriBspur und die zu ihr 
parallelen Linien nicht in derselben Weise 
von vornherein ausgezeichnet sind wie die 
Horizontalen einer ebenen Flache. 

Die Festlegung durch die beiden Spuren 
erscheint unmitt.elbar gegeben, wenn man von 
der analytischen Bestimmung der Ebene dul'ch 
die Gleichung 

(1) x=a+by+cz 

ausgeht. Es wil'd dann a die Abszisse des 
Punktes E auf del' x-Achse, in dem beide 
Spuren sich schneiden. Die GrundriBspur in 
del' x y -Ebene hat die Gleichung 
(2) x=a--':--by, 
die AufriBspur in del' xz-Ebene hat die Gleichung 

(3) x=a+cz. 

p' 

Fig. 99. 

Nennt man /3, y die Winkel, welche GrundriB- und AufriBspur mit del' x-Achse 
bilden, so wird 

(4) 
1 

tgy= -. 
c 

Die Projektionen del' Horizontalen, die sich fiir z = Zo ergibt, haben 
die Gleichungen 

(5i x=(a+czo)+by, z=zo-
Diese Gleichungen bedeuten, daB die GrundriBprojektion del' GrundriBspur 
und die AufriBprojektion del' trennenden Achse (x-Achse) parallel ist. Del' 
Schnittpunkt H' del' GrundriBprojektion mit del' x - Achse hat die Abszisse 

Handhihliothek. 1. 1. 6 
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Xo = a + cZo' diese ist also gleich der Abszisse des Punktes der AufriBspur 
H", del' die Ordinate z = 20 hat. Fur den N eigungswinkel E del' Ebene 
gegen die GrundriBebene folgt del' Wert 

tgy Vi' + b2 Zo (6) tge=-=---=-, 
sinfJ c p 

wenn p = V;~ b2 den senkreehten Abstand H' 0 des Punktes H' von del' 

GrundriBspur bezeichnet. Diesel' Formel entsprieht die folgende einfaehe 
Konstruktion: Man £alIe von H' das Lot H' 0 auf die GrundriBspur und 
trage parallel zu diesel' H' H 2 = H' H" ab, dann wird H' G H;) del' gesuchte 
N eigungswinkel. 

Setzen wir in den Gleiehungen fUr die Projektionen del' Horizontale::J. 

y=z, 
so erhalten wir den Schnittpunkt p. del' beiden Projektionslinien und finden 
damit fUr dessen Koordinaten 

(7) x.=a+(b+c)zo' Ye=z.=zO' 
Daraus ist sofort zu sehen, daB, wenn wir Zo verandern, diesel' Schnittpunkt 
sich auf einer geraden Linie e dureh E bewegt. 

Ferner zeigt sieh, daB die Projektionen P', p., eines Punktes auf del' 
Horizontalen mit dem Punkte P e ein Dreieck mit festliegenden Richtungen 
del' Seiten bilden. Die Punkte P', P" entsprechen· einander also in einer 
(perspektivischen) Affinitat, von del' e die Achse ist. 

Die Umklappung PI des Punktes P in die GrundriBebene erhiilt man, 
wenn man auf del' Verlangerung des aus dem Punkte auf die GrundriBspur 
gefalIten Lotes von del' Spur aus die Lange OH2 abtragt. Auch P' und PI 
stehen in einer affinen Beziehung, von welcher die GrundriBspur 8 1 die 
Achse ist und welche die besondere Eigenschaft hat, daB die Verbindungs
linien entsprechender Punkte immer zur Achse senkrecht sind. 

E 

Fig. 100. 

Verschiebt man die Figur des 
Dreiecks G H' H 2 paranel zur Grundl'iB
spur, so kann in del' neuen Lage die 
Linie G H 2 als die Projektion der Ebene 
auf eine neue AufriBebene, die zu del' 
Ebene senkrecht steht und in del' sie 
sich deshalb alseine gerade Linie pro
jiziert ansehen. Man bezeiclmet die 

J hier entstehende Figur als das Profil 
,/ der Ebene. 

'Hz Wie dieses Profil zu beniitzen ist, 
mag folgendes Konstruktionsbeispiel 
zeigen (Fig.lOO): Es sei in der Bbene ein 
DreieckABO gegeben, zunachst in del' 
Umklappung, in del' die wahre Gestalt 
Al BIOI sichtbar wird. Man falIt dann 
auf die Verlangerung von H 0 die Lote 
AlA/, BlB/, °1°1', von denen AI', 
Bl" 01' die FuBpunkt seien. Tragt 

man dann GA"'=GA/, GB"'=GBl ', GO'''=OO/ auf del' Profillinie del' 
Ebene ab, so liegen die GrundriBprojektionen A', B', 0' auf den Spurparal
lelen durch A"', B"', 0'" und gleichzeitig auf den aus AI' B l , 01 auf die 
Spur gefallten Laten und sind danach sofort zu finden. Zur Kontrolle die nt., 
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daB die Linien AIBI und A'B', BICI undB'C',CIAI undC'A'sich jedesmal 
auf der Spur schneiden mussen. Die AufriBprojektionen A", B", C" der 
Dreiecksecken Hegen mit A', B', C' jedesmal auf einem Lot der trennenden 
Achse, und ihre Abstande von diesel' sind gleich den Abstanden del' Punkte 
A"', B Of

" CIf' von G H. A", B", C" konnen auch als die zugehorigen zweiten 
Projektionen zu A', B', C' mit Hilfe del' Horizontalen (Spurparallelen), die durch 
sie hindurchgehen, gefunden werden. 

1st noch der Schnittpunkt einer in Grund- und AufriB gegebenen geraden 
Linie g mit del' Flache des Dreiecks zu find en, so llbertragt man diese Linie 
zunachst in das Profil. Dies geschieht, indem man von irgend zwei Punkten 
P, Q der Linie ausgeht. Die Projektionen P"', Q'" dieser Punkte in dem 
Profil haben diesel ben Abstande von G H wie die AufriBprojektionen P", Q" 
von der trennenden Achse und sie liegen mit den GrundriBprojektionen 
P', Q' jedesmal auf einer Parallelen zur GrundriBspur. Dbertragt man dann 
den im Profil sofort zu erkennenden Schnittpunkt SIll del' Geraden mit der 
Dreiecksflache auf die angegebene Weise in die GrundriBprojektion S' und die 
AufriBprojektion S", so ist die Aufgabe gelost. 

Man kann statt dieses Verfahrens auch das folgende einschlagen: Man 
denke sich durch die Gerade g eine zur GrundriBebene senkrechte (vertikale) 
Ebene gelegt. Die Schnittpunkte U, V diesel' 
Ebene mit zwei Seiten des Dreiecks sind in den 
GrundriBprojektionen U', V' sofol't zu erkennen, 
und man findet die zugehorigen AufriBprojektionen 
U", V" durch einfaches Hinaufloten von U', V' auf 
die entsprechenden Projektionen der Seiten im 
AufriB. Dann aber schneidet die Verbindungs
linie U" V" aus del' AufriBprojektion g" del' Ge
raden unmittelbar die AufriBprojektion S" des ge
such ten Schnittpunktes aus. 

1st g zu der Dreiecksflache senkrecht, so sind 
die Projektionen g', g" zu den entsprechenden 

Fig. 101. 

Spuren der Ebene des Dreiecks senkrecht und die Projektion g'" im Profil 
ist zu der Profillinie del' Ebene senkrecht. Dadurch vereinfacht sich die Kon-
struktion erheb1i0h. 

Zunachst war angenommen, daB die Ebene die trennende Achse in 
einem Punkte E schneidet und zu keiner del' Grundebenen senkrecht ist. 
1st die Ebene parallel zur trennenden Achse, ohne einer der Grundebenen 
parallel zu sein, so sind die Spurlinien del' tl'ennenden Achse ebenfalls parallel, 
und das Profil del' Ebene erscheint im SeitenriB. 

1st die Ebene senkrecht zu einer del' Grundebenen, so liefert diese un
mittelbar das Profil del' Ebene, wahrend die zweite Spurlinie zu del' trennen
den Achse senkrecht ist. 1st die Ebene zu beiden Grundebenen. also zur 
trennenden Achse senkrecht, so kann sie als SeitenriBebene gewahlt und als 
solche behandelt werden. Sie projiziert sich dann in Grund- und AufriB in 
eine b10Be Linie. 

Die Schnittlinie zweier durch ihre Spuren 81 , 8~ und 8 1',82'gegebenen 
Ebenen wird gefunden, indem man von den Schnittpunkten S1' S'] zusammen
gehoriger Spuren ausgeht. 1st dann SI" der FuBpunkt des aus SI und S,/ 
der FuBpunkt des aus S2 auf die trelmende Achse gefallten Lotes, so werden 
SI S/ und SI" S2 die Projektionen del' gesuchten Schnittlinie (Fig. 102). 

Dm auch noch den Winkel beider Ebenen zu bestimmen, hat man eine 
ZUl' Schnittlinie senkrechte Ebene mit den beiden gegebenen Ebenen zum 
Schnitt zu hringen. Zll dem Zwecke fuhrt man eine neue AufriBebene mit 

6* 
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del' Grundlinie Xl ein, die zu del' Schnittlinie del' gegebenen Ebenen parallel 
ist, und stellt die Schnittlinie auch in diesem neuen AufriB dar, etwa indem 
man aus 8 1 auf Xl das Lot 8 1 8t' faUt und auf dem aus 8 2' auf Xl ge
fallten Lote von Xl aus die Strecke 8 2 8 2' bis 8 2'" abtragt. Dann wird 

81'" 8t' die neue AufriBprojektion l'" 
der Schnittlinie. Del' neue AufriB ist 
nun eine Profilebene fur jede zur Schnitt
linie senkrechte Ebene, und eine solche 
wird im Profil durch ein in einem be
liebigen Punkte p", von l'" errichtetes 
Lot dargestellt. 1st Q'" del' Schnitt
punkt dieses Lotes mit Xl' so lege man 
Q'" p'" auf Xl als Q'" P /" um, sodann 
schneide man das Lot von Xl in P t' 

E 

J:'" 1 

Fig. 102. 

.5'.'" mit del' GrundriBprojektion 8 1 8 2' oder l' 
2 der Schnittlinie in P 1 und das in Q'" 

auf Xl errichtete Lot mit den Spuren 8 1 , 

8/ del' beiden gegebenen Ebenen in Q1' 
Q2' so wird Q]P1Q2 del' gesuchte Winkel 
del' beiden Ebenen. 

Urn die Schnittlinie zweier Ebenen zu find en, kann man auch beliebige 
Horizontalschnitte durch beide Ebenen legen. Die GrundriBprojektionen del' 
Schnittlinien (Horizontalen) beider Ebenen schneid en sich dann jedesmal in 
cinem Punkte del' gesuchtell Schnittlinie. Dieses Verfahren laBt sich auch 
in allen Fallen an wenden, wo nicht die Ebenen selbst, sondern nur zwei 
ihnen angehorende Figuren (Dreiecke, Vierecke usw.) gegeben sind. Man 
braucht nul' die Punkte, wo die zur trennenden Achse gezogene Parallele 

im AufriB die Randel' del' beiden eben en Figuren trifft, 
in den GrundriB herunterzuloten, um Punkte des Ran
des im GrundriB zu finden, durch welche die Schnitt
linien beider Ebenen mit del' betreffenden horizontalen 
(zum GrundriB parallelen) Ebene hindurchgehen. So 
erhaIt man diese Schnittlinien selbst und damit auch 
ihren Sclmittpunkt, d. h. einen Punkt del' gesuchten 
Schnittlinie del' beiden ebenen Figuren. 

Man kann abel' auch wieder so verfahren, daB 
man zunachst eine neue AufriBebene senkrecht zu einer 
del' beiden ebenen Flachen wahlt. in del' sich dann 
diese Flache als eine einfache gerade Strecke dar
stellt, so daB del' Schnitt beider Flachen in diesem 
neuen AufriB, wenn auch die zweite Flache in ihn liber· 
tragell wird, sofort zu erkennen ist und daraus wieder 
in den GrundriB und AufriB iibertragen werden kann. 

Wie die Durchdringung zweier ebenflachiger Korper 
praktisch konstruiert wird, kann an dem einfachen Bei
spiel zweier vierseitiger Pyramiden mit quadratischer 
Grundflache gezeigt werden, deren vertikale Achsen zu
sammenfallen und bei denen die Mittellinien del' einen 

Fig. 103. Grundflache mit den Diagonalen del' and ern zusammen-
fallen. Man legt dfLnn vertikale Ebenen durch die 

Achse, die jedesmal die Seitenkanten del' einen Pyramide enthalten, und findet 
so unmittelbar die Schnittpunkte von den Seitenkanten del' Pymmide mit den 
Seitenflachen del' anderen PYnLmido. Sie liegen jedesmal auf den Mittellinien 
dieser Seitenflachen. AuBerdem liegen sie bei den Seitenkanten del' einen 
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oder anderen Pyramide jedesmal in der gleiehen Hohe. 1st der AufriB zwei 
Seitenkanten der einen und zwei Gl'undkanten del' andel'en Pyramide parallel, 
so gelingt danaeh die Konstruktion der Durehdringung besonders einfaeh 
(Fig. 103). 

Sehr hiiufig sind die ebenen Fliiehen, die zum Sehnitt gebraeht werden 
sollen, gegen die GrundriBebene gleieh geneigt. Sehnei
den sieh dann ihre GrundriBspuren, so wird der von 
diesen gebildete Winkel dureh die GrundriBprojektion 
der Sehnittlinie halbiert. Sind die GrundriBspuren 
parallel, so ist die GrundriBprojektion der Schnittlinie 
die Mittellinie der beiden parallelen GrundriBspuren. 
Danach ist zum Beispiel ein Daeh, dessen einzelne 
Flachen gleich geneigt sind, bei gegebenem Rande 
sofort zu konstruieren (Fig. 104). 

Nehmen wir als weiteres Beispiel einen Damm, 
in dessen Planum ein Weg einmiindet, wobei aIle 

/ 

Fig. 104. 

Bosehungsflaehen gleich geneigt sind, so muB die GrundriBspur der Seiten
bosehung des Weges im Auf trag dureh den einen untersten Eekpunkt des 
Weges so gezogen werden, daB die Halbierungslinie des Winkels, den sie mit 
der GrundriBspur der Dammboschung bildet, im GrundriB dureh den Punkt B 
hindurehgeht, wo der Wegrand die Dammboschung trifft. Deshalb muB die 
GrundriBspur der Wegbosehung von diesem Punkte B ebenso weit entfernt 
sein wie die GrundriBspur der Dammboschung. Man braucht also bloB mit 
diesem Abstand einen Kreis urn B zu schlagen, so wird die GrundriBspur der 
Wegboschung eine Tangente an dies en Kreis. Den Punkt C, in dem sie die 
GrundriBspur der Dammboschung trifft, hat man dann mit B zu verbinden. 

, . 

Fig. 105. Fig. 106. 

Auf del' anderen Seite des Weges ergibt sich die symmetrisch entsprechende 
Figur, und auch die fiir den Abtrag sich ergebenden Linien sind sofort zu 
zeiehnen, wenn man bedenkt, daB den einzelnen Linien des Auftrags bezieh
Heh parallel werden (vgl. Fig. 105). 

1st ein Weg schrag an einen Damm herangefiihrt, dessen Planum ent
spreehend in einer Nase DBE ausgebuehtet ist, so kann man die Seiten
bosehung des Weges wie vorhin konstruieren, indem man jetzt. um E und B 
die Kreise mit dem FuB f der Dammboschung im GrundriB sehlagt und 
daran aus den Eeken A, G des Weges die Tangenten zieht. Es kann nun aber 
sein, daB die Wegboschung nieht unmittelbar die GrundriBspur der Seiten
bosehung des Dammrandes selbst, sondern die GrundriBspur der Seiten
boschung der Ausbuchtung DB trifft. Diese GrundriBspur (C F) verlauft zu 
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DB parallel im Abstand { . Hat man die GrundriUspuren gezeichnet, so 
sind in C und F die Winkelhalbierenden zu zeichnen, diese laufen aber nach 

Fig. 107. 

den Punkten B und D hin. Die 
Schnittlinie der Wegboschung und 
der Dammboschung tritt bei dem in 
def Figur 106 behandelten Fall nicht 
in die Erscheinung. Die Projek
tionen der Schnittlinien ailer drei 
Boschungsebenen laufen im iibrigen 
natiirlichdurchdenselben Punkthin
durch, der die Spitze des von ihnen 
gebildeten Dreikants bedeutet. -

Um durch ein beliebiges Viel
flach, etwa eine vierseitige Pyra
mide, einen ebenen Schnitt zu leg en, 
von dem die Grundri13spur und der 
N eigungswinkel gegen die Grundri13-
ebene gegeben sind, konstruiert man 
immer zweckm1if3ig einen neuen Auf
ri13, dessen Ebene auf der GrundriB
spur der Schnittebene senkrecht 
ist, in dem sich also das Profil der 
Schnittebene darstellt. Man kann 
dann die in dies em Aufri13 sofort 
zu erkennenden Schnittpunkte der 
Seitenkanten der Pyramide mit der 
Schnittebene unmittelbar in den 
GrundriB und den urspriinglichen 
Aufri13 iibertragen (Fig. 107). 

Eine gute Kontrolle ist dadureh gegeben, daB die Grundkanten und die 
Sehnittlinien in den Seitenflachen del' Pyramide sieh auf der GrundriBspur 

del' Sehnittebene treffen. -,-_ .. --- - -- ---
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lelen Durchmessers. 1st C'D' del' zu diesem 
so fallen die zugehorigen Aufri13punkte C", D" 

Von besonderer Bedeutung 
sind die ebenen Schnitte 
der geraden Kreiszylin:der 
und Kreisk egel. Derschrage 
Schnitt durch einen geraden 
Kreiszylinder ist immer eine 
E II ips e. Man kann dies 
sofort erktnnen, wenn man 
die Sehnittebene senkrecht 
zur AufriBebene wahlt. Del' 
Schnitt erscheint dann im 
AufriB als eine gerade Strecke 
A" B", im Grundri13, zu dem 
die Zylinderachse senkrecht 
sei, als ein Kreis. Die End
punkteA",B" des Schnittes im 
AufriB erscheinen im Grundril3 
als die Endpunkte A', B' des zu 
der trennenden Aehse paral

senkrechte Kreisdurchmesser, 
mit dem MitteJpunkt M" del' 
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Strecke A" B" zusammen. Der Radius des Grundkreises sei b, dann wird 
die Liinge der Strecke A" B" 

2b 
(8) 2a=--, 

case 

wenn eden Neigungswinkel der Schnittebene gegen die GrundriBebene be
deutet. 

1st nun P ein beliebiger Punkt der Schnittebene, x' der Abstand der 
GrundriBprojektion p' vom Durchmesser C' D', y der Abstand vom Durch
messer A'B', dann wird, weil P' auf dem Kreis mit dem Radius b liegt, 

X'2+ y2=b2. 

Ferner wird, wenn P" die AufriBprojektion von P ist, 

M"P"- _a , -x-bx. 

Daraus folgt 

(9) 

x, y sind aber die in der Umklappung erscheinenden auf die Achsen AlBl , 
C 1 Dl bezogenen Koordinaten der wirklichen Schnittkurve und diese ist da
her eine Ellipse. 

Werden dem Zylinder zwei Kugeln einbeschrieben, die gleichzeitig die 
Schnittebene in zwei Punkten F, F 1 beriihren, so liiBt sich die Brennpunkts
eigenschaft der Ellipse sofort geometrisch ableiten. Man ziehe zu dem Zweck 
durch einen Punkt P der Schnitt
kurve die Mantellinie des Zylinders, 
welche die Beriihrungskreise der 
Kugeln mit dem Zylinder in U, V 
trifft, und verbinde P mit Fund Fl' 
Dann Wil'd 

PF=PU, PF1 =PV, 

weil dies jedesmal zwei von P an die 
Kugeln gehende Tangenten sind. 
Daraus folgt 

(10) PF+PFl=UV=AB, 

denn U V ist gleich del' im AufriB 
unmittelbar erscheinenden Entfer
nung der Kugelmittelpunkte M, Ml 
lUld diese wird, wie leicht zu er
kennen ist, gleich A B. 

Wir zeigen min, daB jeder ebene 
Schnitt eines geraden Kreiskegels, 
del' nicht durch dessen Spitze geht Fig. 109. 
und nicht zur Kegelachse senkrecht 
ist, eine eigentliche Kurve zweiter Ordnung (Ellipse, Parabel oder Hyperbel) 
liefed. Zu diesem Zweck legen wir (Fig. 110) wieder die Scbnittebene senkrecbt 
zur AufriBebene und beschreiben dem Kegel eine Kugel (Dandelinscbe Kugel) 
ein, welcbe die Scbnittebene in einem Punkte F beriihrt, die Ebene des 
Beriihrungskreises treffe die Scbnittebene in einer Geraden g. Es sei nun PQ 
der Abstand eines beliebigen Punktes P der Schnittkurve von dieser Ge
raclen g, ferner sei clurch P die MantelJinie des Kegels gezogen, welche die 
Kugel in U beriihre. Die wahre Liinge P U macben wir im Aufril3 sichtbar, 
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wenn wir durch die Projektionspunkte P", U" die als Parallele zur trennenden 
Achse erscheinenden Kreise des Kegels legen. Dann wird P U = Po U 0' wenn 
Po, Uo die Punkte der Kreise auf einer del' beiden begrenzenden Mantellinien 
sind. Nun wird aber wieder 

PF=PU, 

weil beides Kugeltangenten aus P sind. Sodann wird 

PU 
PQ 

sine 
. , 

sIn a 

wenn e der Neigungswinkel der Schnittebene und a del' Neigungswinkel der 
Mantellinien des Kegels gegen die GrundriBebene ist. Wir finden also 

(11) 
P F sine . 
-- = .... -- = A.. 
PQ sina 

Fig. 110. 

Fur die Punkte der Schnittkurye wird demnach das Verhiiltnis des Ab
standes von einem festen Punkte zu dem Abstande von einer festen Geraden 
konstant. Dies aber ist die Grundeigenschaft del' Kurven zweiter Ordnung. 

Fiir A < 1, also e < C( erhalten wir eine Ellipse, fur A = 1, also E = u 
eine Pambel und fur A> 1, also E> u eine Hyperbel. Der Schnitt der 
Ebene mit dem Kegel wird sonach eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je 
nachdem die Neigung der Schnittebene gegen die Ebene des Grundkreises 
kleiner, ebenso groB oder gr6Ber ist wie die N eigung der Mantellinien, oder 
mit anderen Worten, je nachdem eine zur Schnittebene paraHele Ebene durch 
die Kegelspitze den Kegel nur in der Spitze trifft, ihn in einer Mantellinie 
beruhrt odeI' ihn in zwei Mantellinien schneidet. In diesem letzten FaIle 
sind die beiden so gefundenen Mantellinien zu den Asymptoten del' Hyperbel 
parallel. 

Wir wollen noch zeigen, daB die GrundriBprojektion der Schnittkurve 
eine dieser gleichartige Kurve zweiter Ordnung wird, von der die Pro
jektion der Kegelspitze ein Brennpunkt ist. Wir legen zu dem Zweck clurch 
die Kegelspitze die Parallelebene zur GrundriBebene, welche die Schnittebene 
in einer Geraden h treffe, die im GrundriB als hi sichtbar wird. pi R' sei 
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der Abstand des GrundriBpunktes P' von h'. S', S" seien die Projektionen 
der Kegelspitze. Dann wird P'S' gleieh dem Halbmesser des Kegelkreises, 

m 
der dureh P geht, also = - , wenn m der Abstand der Ebene dieses Kreises 

tga 

von der Kegelspitze ist. Ferner wird P' R' = ~, mithin 
tgE 

P'S' tgE 
(12) P' R' = tgcc· 

Wir finden also aueh hier die Grundeigensehaft der Kurven zWeiter Ordnung 
und der Bruch auf der rechten Seite der Gleiehung (12) ist < 1, = 1, > 1, 
je naehdem die reehte Seite von (11) es ist. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, 
wo a = 90° ist, der Sehnitt also parallel zur 
Kegelaehse. Dann entsteht als Schnittkurve 
natiirlich eine Hyperbel. Wir zeiehnen sie 
am bequemsten, wenn wir die Kegelaehse 
senkreeht zur GrundriBebene und die Sehnitt
ebene parallel zur AufriBebene annehmen; 
b sei ihr Abstand von del' Kegelaehse. Der 
Kegelmantel sei iiber die Spitze S hinaus fort
gesetzt, so daB ein Doppelkegel entsteht. 

Del' Schnitt wird im GrundriB eine zur 
trennenden Achse parallele gerade Linie l. 
P', P" seien die Projektionen eines Punktes 
P del' Sehnittkurve. 1st dann l' del' Radius 
des dureh P gehenden Kegelkreises, so folgt 
aus dem GrundriB sofort, wenn y den Ab
stand P' A' bezeichnet, wobei A' del' FuB
punkt des aus S' auf l gefallten Lotes ist: 

(13) 

T~_y~=b2. 

Ferner ",ird 
a 

T,= y;X, 

wenn x del' vertikale A bstand des Punktes P 
von der Horizontalebene dureh die Kegelspitze 
ist und a, del' vei·tikale Abstand des in A' 

l II' !I P 
Fig. 111. 

sieh projizierenden Punktes A del' Sehnittkurve, der sieh im AufriB als ein 
Scheitel A" del' Hyperbel darstellt. Aus den beiden Gleiehungen folgt sofort 

(14) 

die Gleiehung del' Hyperbel. Diese erseheint, wie &ofort zu sehen ist, im 
AufriB in ihre1' wahren Gestalt, und die begrenzenden Mantellinien des Ke
gels sind ihre Asymptoten. 

Die in diesem Fane zum Ziele fiihrende Konstruktion, die darin besteht, 
daB dureh den Kegel Horizontalsehnitte (parallel zur GrundriBebene) gelegt 
werden, liiBt sieh so fort auf jede Rotationsfliiehe anwenden, deren Aehse ver
tikal (zur GrundriBebene senkrecht) ist. Ein wichtiges Beispiel fiir eine solche 
Fliiche ist del' Kreisring, bei dem die Meridianfigur, dureh deren Umdrehung 
die RotationsfUiche entsteht, ein die Rotationsachse nieht sehneidender Kreis 
(vom Radius r) ist, Die Vertikalschnitte del' Fliiche werden clann sogenannte 
spirische Linien, zu clenen auch die Cassinischen KUl'ven gehoren. Wit' 
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greifen den besonderen Fall heraus, wo die entstehende Kurve eine Lemnis
kate wird. Wir wahlen dann den Mittelpunktsahstand q des Meridiankreises 
von del' Rotationsachse gleich 2 r und legen den zu dieser Achse parallelen 
Schnitt so, daB er den Kehlkreis, der im GrundriB die innere Begrenzung 

---------- .......... 

" 

des Kreisringes bildet, beriihrt. Der 
Schnitt sei ferner wieder der AufriB
ebene parallel, dann erscheint im AufriB 
die wahre Gestalt der Kurve. Der Be
riihrungspunkt D der Schnittebene mit 
dem Kehlkreis ist auch ein Beriihrungs
punkt dieser Ebene mit der Flache und 
liefert einen Doppelpunkt der Schnitt
punktlmrve. Die Punkte A, B, in denen 
die Ebene den groBten auf dem Kreis
ring enthaltenen und im GrundriB als 
auBerer UmriB erscheinenden Kreis trifft, 
werden die beiden Scheitelpunkte der 
Lemniskate. Die Strecken AD und B D 
werden gleich )/s.-;:, und der Radius del' 
in A und B del' Kurve sich anschmiegen
den Scheitelkreise wird gleich ~ A D. 

Fig. 112. Die Schnittkurve beriihrt die heiden den 
Kreisring in einem Kreise beriihrenden 

singularen Tangentialebenen doppelt und die Doppeltangenten der Kurve er
scheinen in dem AufriB umnittelbar als die horizontalen Linien, in die sich 
die beiden singularen Tangentialebenen projizieren. Die Beriihrungspunkte 
werden in del' AufriBprojektion ausgeschnitten durch die inneren gemein
samen Tangenten del' dem AufriB parallel en Meridiankreise, und diese Tan
genten sind um 30° geneigt gegen die trennende Achse und gegen die dieser 
parallele Symmetrieachse del' Lemniskate. Die Beriihrungspunkt,e sind gleich
zeitig .auf dem durch die Mittelpunkte der genannten Meridiankreise gehenden 
Kreis urn D, dessen Radius = 2 r ist, enthalten. 

Del' Nachweis, daB in dies em FaIle eine Lemniskate entsteht, ist leicht 
analytisch zu fiihren. Allgemein wird der Kreisring in einem Koordinaten
system, dessen Anfangspunkt del' MitteJpunkt der Flache und des sen y-Achse 
die Rotationsachse ist, durch folgende Gleichung dargestellt: 

(15) (x2 + y2 + Z2 + q2_r'? = 4q2 (X2 +Z2). 

In dem betrachteten besonderen FaIle ist q = 2 r, und fiir die Schnittkurve 
wird auBerdem z = r. Es ergibt sich also 

odeI' (x2 + y2 + 4 r2)2 = 16 r2 (x2 + r2) 

(16 ) (x2 + y2)2 = 8 r2 (x2 _ y2) 

und dies ist die Gleichung einer Lemniskate. 
Sind x und y sehr klein, so konnen die auf del' linken Seite stehenden 

hoheren Potenzen gegen die zweiten Potenzen auf del' rechten Seite vernach
lassigt werden. Es wird also 

x2 _ y2 = 0 odeI' y = ± x . 

Dies bedeutet, daB die DoppeJpunktstangenten gegen die Arhsen del' Lemnis
kate urn 45 0 geneigt sind. 

Die zeichneriscbe Behalldlung VOIl gekriimmten FBichen wollen wir an 
dem Beispiel del' geradlinigell Flachen oder Kegelfliichen erliiutern. Zu 
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diesen Flachen gehoren aueh die Kegel und Zylinder. Die Darstellung der 
geraden Kreiskegel und Kreiszylinder, deren Achse zur GrundriBebene 
senkrechtsteht, ist so einfach, daB sie keiner Erwahnung bedarf. Es soIl 
nur kurz die Zeichnung eines geraden Kreiskegels, dessen Achse der AufriB
ebene parallel, aber gegen die GrundriBebene irgendwie geneigt ist, angegeben 
werden. 

1m AufriB stent der Kegel sich dann als ein gleiehschenkliges Dreieck 
dar, indem der Grundkreis als eine gerade Strecke erseheint. 1m GrundriB 
erscheint die Achse parallel zur trennenden Achse, der Grundkreis als Ellipse. 
Sollen nun verschiedene Mantellinien des Kegels gezeiehnet werden, so emp
fiehlt es sieh, den Grundkreis um den der AufriBebene parallelen Durch
messer d, der im AufriB als Projektion des Kreises erscheint, so herumzu
klappen, daB der Kreis der AufriBebene parallel wird. Er erscheint dann 
im AufriB als Kreis und die Abstande der Kreispunkte von dem Durch
messer d bedeuten im GrundriB die Abstande der entsprechenden Ellipsen
punkte von der (mit der Projektion der Kegelachse zusammenfallenden) 
kleinen Achse der Ellipse. Danach sind diese Punkte, weil sie lotrecht unter 
den entsprechenden Punkten des Durchmessers d liegen, leicht iu zeichnen, 
und mit ihnen die einzelnen Mantellinien des Kegels. 

Wirwollen nun noch von den geradlinigen 
FIaehen zweiter Ordnung das einscbalige Ro
tationshyperboloid und das 'hyperbolische 
Paraboloid kurz besprechen. 

Das einschalige Rotationshyperboloid 
wird von einer geraden Linie erzeugt, die 
sich um eine zu ihr windschiefe Achse dreht. 

Fig. 113. 

I 

Fig. 114. 

Man kanll daher, urn das Rotationshyperboloid darzu st ellen, von zwei gleich
groBen Kreisen ausgehen, deren Mittelpunkte vertikal iibereinander liegen 
und jeden Punkt des einen Kreises mit dem gegen ihn urn einen bestimmten 
Winkel OJ gedrebten Punkt des anderen Kreises verbinden. Wir wtirden also 
erst die vertikal iibereinander liegenden PUllkte beider Kreise bezei(:hnen und 
dann den oberen Kreis urn die vertikale Verbindungslillie der Kreismittel
punkte durch den Winkel OJ drehen, worauf die Punkte, die VOl' der Drehung 
iibel'einander lagen, durch gerade Linien verbullden werden. 
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1m AufriB wird del' UmriB del' FHiche eine Hyperbel, deren Nebenachse 
als die Drehacbse del' FHicbe erscheint. Del' Punkt, wo die einzelnen Regel
strablen den Rand beriihren, ist del' Punkt, wo sie auf die unsichtbare Halfte 
iibertreten. Er wird also gefunden, indem man den Schnittpunkt del' Grund
riBprojektion des Regelstrahls mit dem zu del' trennenden Achse . parallelen 
Durchmesser I J des Randkreises in den AufriB hinauflotet. Die Hauptachse 
del' Hyperbel ist die AufriBprojektion des Kehlkreises, des sen Radien die 
kiil'zesten Abstande del' Regelstl'ahlen von del' Drehachse bilden und del' im 
GrundriB von den Gl'undriBpl'ojektionen del' Regelstl'ahlen bel'iihrt wird. Die 
Regelstrahlen, die im GrundriB del' trennenden Achse parallel erscheinen, in 
Wirklichkeit also del' AufriBebene parallel sind, liefern die Asymptoten del' 
Hyperbel. 

Die Hyperbel ist die Meridianfigur del' Regelflache. Indem man diese 
Hyperbel um ihre Nebenachse rotieren laBt. erzeugt man die Flache. 

Die Regelflache enthalt noch eine zweite Regelschar, was man sofort 
sieh1, indem man sie an einer Meridianebene spiegelt. Dann geht sie in. sich 
libel', jeder Regelstrahl also wieder in einen Regelstrahl del' Flache, del' abel' 
nicht zu del' zuerst betrachteten Regelschar gehort. Die Regelstrahlen del' zweiten 
Schar schneiden aHe Regelstrahlen del' e1'sten Schar (odeI' sind ihnen parallel). 
Ihre AufriB- und ihre GrundriBprojektionen fallen mit denen der ersten Schar 
zusammen, nul' sind die sichtbaren und die unsichtbaren Teile vertauscht. 

Es seien {', l" die Projektionen eines Regelstrahls i der Flache, P ein 
beliebiger Punkt auf ihm. 1m GrundriB beriihrt i' den Kehlkreis, dessen 

~-------r-----71V" 

l" 
z 

Radius a sei, in einem Punkte T' und e1'
scheint als die Sehne U' V' des Rand
kreises. 1m AufriB erscheinen diese Punkte 
als U", V" in den richtigen Hohen 0 und h. 
Del' zu del' Sehne U'V' gehorige Zentri
winkel U' M' V' sei w, cp sei del' Winkel, um 
den .M'T' gegen die trennende Achse ge
neigt ist. 

N ennen wir nun x, y, z die Koordi-
_-;-+-: ____ J..--__ .l--_--t __ naten von P bezogen auf drei durch den 

Fig. 11.5. 

V' 

Flachenmittelpunkt M gehende, paarweise 
zu den Grundebenen parallele Achsen, so 

wird x cos cp + y sin cp = a , 

(17) a tg 1- OJ 
x sin cp - y cos cp = 1. ~ . z . 

2 

Eliminiert man aus diesen Gleichun
gen cp, indem man sie quadriert und ad
diert, so entsteht die Gleichung del' Flache 

oder 

:l'~ + y~ z~ 
- ---- --= 1 

0.2 c':] , 

~ h c 
wenn man noch c = --- -- setzt. - ist del' Tangens 

tg~ (0 a 
des N eigungswillkels 

erhalt man die Meri-del' Regelstrahlen gegen die GrundriBebene. Fiir y = 0 
diankurve im AufriB 
(19) 
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fUr z = 0 den Kehlkreis 

(20) 

Den Fall des hyperbolischen Paraboloides wollen wir so behandeln, daB 
wir zwei zu der GrundriBebene gleich geneigte Leitlinien annehmen und die 
in gleicber Hohe liegenden Punkte durch gerade Linien verbinden. Wir 
konnen dann die Leitlinien auch im GrundriB und AufriB gleich geneigt 
gegen die trennende Achse zeichnen. Wir ziehen 
im AufriB die Parallelen zur trennenden Achse, loten 
die Schnittpunkte mit den Leitlinien auf die Grund
riBprojektionen herunter und ziehen die Verbindungs
linien auch im GrundriB. Die Regelstrahlen sind 
dann die Hobenlinien der Flache. Sind die Hohen
stufen bei den Hohenlinien gleich genommen, so 
folgen auch die verbundenen Punkte auf den Grund
riBprojektionen der Leitlinien in gleichen Abstanden 
aufeinander. Es ist daraus so fort zu sehen, daB die 
GrundriBprojektionen der Regelstrahlen eine Parabel 
umhiiilen, deren Achse symmetrisch zu den Projek
tionen der beiden Leitlinien liegt. Der Scheitel wird 
gefunden, wenn man den Schnittpunkt der AufriB
projektionen der Leitlinien auf die Parabelachse 
herunterlotet. 

Die Parabel beriihrt nicht bloB die GrundriB
projektionen der Regelstrahlen, sondel'll auch die Leit
linien. Teilt man die Abschnitte der Regelstrahlen 
zwischen den Leitlinien in gleichviel gleiche Teile, so 
werden die Verbindungslinien entsprechender Teil
punkte wieder Tangenten der Parabel. Im AufriB 
gehen diese Linien aile durch den Schnittpunkt der 
Leitlinienprojektionen. Sie bedeuten die zweite Regel
schar der Flache. 

\ \ 

Urn die Flache auch analytisch abzuleiten, fiihren Fig. 116. 
wir wieder ein Koordinatensystem x, y, zein, dessen 
Achsen paarweise zu den Grundebenen parallel sind und dessen Anfangs
punkt 0 im AufriB sich als der Schnittpunkt 0" del' beiden Leitlinien darstellt, 
in Wirklichkeit aber von den mit 0" im AufriB zusammenfa,senden Punkten 
del' beiden Leitlinien gleich weit, sagen wir um die Strecke b, entfernt ist. 
Dann haben die Leitlinien die Gleichungen 

Zl = fl Xl' Y1 = b + Y Xl und Z2 = -,II ;1;~, Y2 = - b - l' x2 . 

Es werden nun die Punkte verbunden. fiir die 

wird. Fiir die GrundriBprojektion del' Verbindungslinie ergibt sich dann die 
Gleichung 

odeI' 

(21) b 1 +1'~ 
X - - y z -0 z" = 0 . 

jU p.-

Fiihrt man einen Winkel {} ein durch die Gleichung 

(22) il 
tg 28 = '-

." 
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und setzt 

(23) Y = cosfJ y+ sinDz, Z =.- sinfJy + cosDz, 

so wird 

(24) 

und damit geht, wenn wir noch X = x setzen, die Fliichengleichung iiber in 
die Form 

Z2_tg2 fJ y2 = c.X, 

wo c eine neue Konstante bedeutet, und dies ist die Gleichung eines hyper
bolischen Paraboloids. 

Neben den besprochenen Regelfiiichen miissen noch die Schrauben
regelfliiehen Erwiihnung finden. Fiillt man von den Punkten einer Sehrauben
linie die Lote auf die Sehraubenachse, so 
erfiillen diese Lote eine Wendelfliiche. 
Die Darstellung dieser Fliiche in Grund
und AufriB ist sofort gegeben (Fig. 117). 
Die Schraubenlinie stellt sieh, wenn die 
Achse zum GrundriB senkrecht angenom
men wird, im AufriB als eine Sinus-

Fig. 117. Fig. 118. 

kurve dar, deren Ordinaten die Regelstrahlen der Wendelfliiche bezeichnen. 
1m GrundriB stellen diese sich noch einfacher als die Radien eines Kreises dar. 

Trifft die gerade Linie, die bei der Schraubenbewegung die Regelfiiiche 
durehliiuft, die Schraubenachse nieht senkrecht, sondern unter einem belie
bigen Winkel, so ergibt sieh eine andere, die schiefe Schraubenflache. 
Wir zeichnen zunachst die Regelstrahlen. die der AufriBebene parallel und 
abwecheelnd nach links und rechts geneigt sind. Der Schnittpunkt zweier so 
aufeinanderfolgender Lagen durchlauft nun bei der Schraubenbewegung eine 
Schraubenlinie, die eine Doppellinie der Flache bildet. Wir zeichnen nur 
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den Teil der Flache, der zwischen der Achse und dieser Doppellinie liegt. 
Die iibrigen Lagen des Regelstrahls sind dann sofort darzustellen. 1m Grund
riB erscheinen sie wieder als Radien eines Kreises, dessen Lange r gleich 
dem Abstand der Punkte der Doppelkurve von der Achse wird. Der UmriB 
der FUi.che im AufriB stellt sich im GrundriB als eine Kappakurve dar und 
ist danach leicht zu zeichnen. Der Schnitt der Flache mit einer zur Grund
riBebene parallelen Ebene wird eine Archimedische Spirale, deren erster 
Doppelpunkt den Abstand r von dem Zentrum hat, deren erzeugender Kreis 

mithin den Radius a = ;- und deren Scheitelkreis also den Radius ~ a = -'"--
-n n 2 

hat. Der Parameter der Kappakurve wird ebenfalls = a. 



Flinftes Rapitel. 

Besondere Probleme del' Raumgeometrie. 

1. Raumkul'veu. 
Eine Kurve im Raum wird als eine Raumkurve bezeichnet. Die Kurve 

kann in einer Ebene enthalten sein, dann laBt sich ihre Behandlung auf 
ein Problem der ebenen Geometrie zuriickfiihren. Dagegen sprechen wir von 
ciner eigentlichen Raumkurve oder Kurve doppelter Kriimmung 
in dem FaIle, wo jede Ebene nur einzelne Punkte der Kurve enthalt. 

Die Koordinaten x, y, z der Punkte einer Raumkurve k6nnen als Funk
tionen eines Parameters t angesetzt werden in del' Form: 

(1) 
Z. B. stell en die 

(2) 

eine Raumkurve 

x = cp (t), Y = X (tl, z='1P(t). 

Gleichungen 

y = asint, 
h 

x=acost, z=-t 
2n 

dar, welehe als Schraubenlinie bezeiehnet wird. 

u 
Fig. 119. 

Eliminieren 
wir auf irgend
eine Weise aus 
den Gleichun-

k gen (1) denPa
rameter t, so er
halten wir die 
Gleichung 

{(x, y, z) =0 

einer Flache, welche die Raumkurve enthalt. Eliminieren 
wir insbesondere aus je zweien der Gleiehungen (1) den Para
meter t, so finden wir die Gleichungen von drei Zylindern, 
deren Mantellinien je einer Koordinatenachse parallel sind 

und welche die Raumkurven en thai ten. Die Grundlinien diesel' Zylinder in 
den einzelnen Koordinatenebenen k6nnen wir als die Projektionen der Raum
kurve auf die Koordinatenebenen ansehen. Sie erscheinen als die GrundriB-, 
AufriB- und SeitenriBdarstellung der Raumkurve. 
Z. B. erhalten wir so aus den Gleichungen (2) 

(3) 2n . 2n(h ) x = a cos --z z = a SIn -,- -:-- + z , 
fl· fl. ,4 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, daB die Kurve auf einem geraden Kreis
zylinder mit dem Radius a enthalten ist und daB ihre GnmdriBprojektion 
ein Kreis ist. Die zweite und dritte Gleichung zeigen, daB die AufriB- und 
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die SeitenriBprojektion eine Sinuslinie wird, und zwar ergeben sich kongruente 
Sinuslinien mit der Periode k (del' Ganghohe der Schraubenlinie), von denen 
die eine gegen die andere urn eine Viertelperiode verschoben ist. 

Wickelt man den Mantel des Zylinders, auf dem die Scbraubenlinie 
liegt, in eine Ebene ab, so werden die Koordinaten eines Punktes auf dem 
Mantel u = at und z, und zwischen dies en Koordinaten besteht die Beziehung 

(4) 

k 
"'enn noch ko = - gesetzt wird. 

2n 

ko 
z===---u. 

a 

Die Schraubenlinie erscheint in del' Ab-

wicklung also als eine gerade Linie. Fiir den Neigungswinkel a dieser Linie 
ergibt sich 
(;j) 

h 
tga=--..9-

a 

und dieses ist auch del' konstante Steigungswinkel del' Schraubenlinie selbst. 
Drehen wir das Koordinatensystem um die x-Achse durch den Winkel q" 

indem wir die neuen Koordinaten einfUhren 

x' = ;1:, y' = - cos (P . Y + sin lP . z, z' = sin rp . y + cos (T . z, 

so wird die Darstellung der Schraubenlinie 

(6) x' = a cost, y' = - a. COS(tsint + ko siu(p' t, Z' = II sin<p sint + hocosrp. t. 
Die ersten beiden diesel' Gleichungen geben die Darstellung del' Kurve. in 
welche sich die Schraubenlinie auf die neue xy - Ebene projiziert. Vergleichen 
wir diese Gleichungen mit den Gleichungen 

:1:1 =1'COst, Y1 = -1'sint+1'ot 
einer Zykloide, d. h. des Weges eines Punktes, der mit einem auf einer 
geradlinigen Bahn rollenden Rade fest verbunden ist, wobei die y -Achse 
del' Weg des Mittelpunktes, ro del' Halbmessel' des Rades und r del' Abstand 
des die Kurve beschreibenclen Punktes vom Mittelpunkt des Rades ist, so 
ergibt sich fiir l' = (t die Beziehung 

x'=xl' y'=Y1cos rp, 

\\"enn ho tg (F = 1'0 genommen wird. Die Projektion del' Schraubenlinie auf 
eine Ebene, welehe gegen die Schraubenachse um den Winkel lP geneigt ist. 
geht also. aus del' Radkurve (Zykloide) durch Verkiirzung del' Dimensionen 
in del' Richtung del' Bahn iin Verh~iJtnis cos (P : 1 hervor. Die Kurve ist 

eine ,'erschlungene Zykloide, wenn 1'> 1'0' also ~- >. tg (f. eine 
o 

::r d . k q" = 2 - (C, un eme gestrec te Z"ldoide, \"enn ,~1' t d h _, = gc/" .. 
~o 

gespitzte 

Zykloide, 

l' 
\Venn -k' ,/ tg cp. So erkliirt sieh del' gewohnliche Anblick einer Schrauben-

o 
linie, etwa einer Feder, welche die Gestalt einer Schl'aubenlinie hat. 

Wenn sich dureh Elimination von taus den Gleiehungen (1) zwei alge
braische Gleichnngen 
( 7) ((z, y, z,l ~~ U, t; ) x, y, z 1 = 0, 

al;;o die Gleiehungen zweier algebraischer Fl1iehen, auf denen die Raulllkurve 
liegt" finden lassen. so heiBt die Raumkurve algebraiseh. 

Die Raumkurve braueht abel' nicht den \'ollstancligen Schnitt del' beiden 
Fl;ichen Zll bilden. Z. B. el'geben sieh dUl'ch Elimination von taus den 
Gleichungen 
(8; 

Halllibibliolhek, I. 1. 

P 
.l: = a. -_. 

1 +t~' 

t 
y=ai+t2 ' 

z=at 
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die Gleichungen 

(H) "+ " 0 x· y- - ax~ , x~ + y2 -yz= O. 

Die el'ste diesel' Gleichungen ist die eines gel'aden Kl'eiszylindel's, del' die 
z-Achse enthalt, die zweite Gleichung die eines schiefen Kreiskegels, del' eben
falls die z-Achse enthalt und von den zu diesel' Aehse senkrechten Ebenen 
in Kreisen geschnitten wird. Die z-Achse bildet abel' nicht einen Teil del' 
durch (8) dargestellten Raumkurve. Von del' Durchdringung del' beiden 
Flachen ist also eine gerade Linie abzusondern, welche die Raumkurve hildet. 

Die Schnittpunkte diesel' Raumkurve mit einer Ebene 

Ax+By-tCz=,D 

ergehen sich aus del' Gleichung dritten Grades 

At2 +Bt+Ctll +t2)= Dil +t2 ). . a 

Die Raumkurve heiBt deshalb eine Raumkurve chitter Ordnung odeI' 
kubische Raumkurve. 

Allgemein heiBt Ordnung einer algebraischen Raumkurve die An7.ahl 
del' Wurzeln einer algehraischen Gleichung, die den samtlichen Schnittpunkten 
del' Kurve mit einer Ebene entsprechen. Eine Raumkurve 11 tel' Ordnung hat. 
also mit einer Ebene nie mehr als 11 reelle Punkte gemein. 

Die Raumkurven dritter Ordnung sind von geringer praktischer Be
deutung. Viel wichtiger sind die Kurven viertel' Ordnung, welche die voll
standige Durchdringung zweier Flachen zweiter Ordn ung bilden. 

Sind nun die Gleichungen (7) von der zweiten Ordnung, so gehort ihre 
Durchdringungskurve auch jeder Fliiche zweiter Ordnung an, deren Gleichung 
von del' Form ist: 

(10) 

wenn X einen willkiirlichen Parameter bezeichnet.. AIle diese Fliichen bilden 
einen Flachenbiischel und die Raumkurve ist desEen Grundkurve. 

In clem Fliichenbiischel konnen auch Kegel und Zylinder enthalten sein. 
FiiI' deren Bestimmung ergibt sich im allgemeinen eine Gleichung vierten Grades 
fiir 2, so daB nie mehr als vier Kegel in dem Flachenbiischel enthalten sinc1-
wenn des sen Grundkurve nicht in bestimmter Weise zerfallt. 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Raumkurve, welche sich al" 
Durchdringung del' geraden Kreiszylinder 

(11) (R -rJ 

ergibt, deren Achsen (die z - und die x -Achse) sich rechtwinklig schneiden. 
Die angeschriebenen Gleichungen stellen auch die Projektionen del' Raulll
kurve auf die xy- und yz-Ebene (GrundriB und SeitenriB) dar. Diese Pro
jektionen sind Kreise odeI' Kreisbogen, und zwar ist hier die eine ein Yoll
kreis, die andere besteht aus zwei kongruenten Kreisbogen. 

Eliminiert man aus den Gleichungen (11). inclem man sie subtrahiprt. 
die Koorclinate y, so el'gibt sieh 

(12 ) ;X'~ - z"2 == a":!, 

wen11 ((., = R"'. r"~ gesetzt wird. Dies ist die Gleichung fill' die Aufri B
projektion del' Durchcll'ingungskurve. Sie stellt eine gleichseitige Hyperbel 
dar, deren Achsen in die x- und z-Achse des zugrunde gelegten Koordinateu
systems fallen. Gleichzeitig stellt die Gleichung einen hyperbolischen Z~'lil1(kl' 
dar, auf clem die Durchdringungskurve liegt. 
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Multipliziert man endlieh die erste Gleichung (11) mit r2, die zweite 
mit R2 und subtrahiert die beiden so gewonnenen Gleichungen, so findet man 

(13) 

Dies ist die Gleichung eines (schiefen) Kreiskegels, der die Durchdringungs
kurve enthalt, dessen Spitze im Koordinatenanfangspunkt liegt und dessen 
Symmetrieachsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. 

Es gehen also durch die Raumkurve drei Zylinder, zwei gerade Kreis
zylinder und ein gleichseitig hyperbolischer Zylinder, und ferner ein Kegel 
hindurch. 

Wenn man die Durchdringung darstellerisch behandelt., so empfiehlt es 
sieh, GrundriB, AufriB und SeitenriB zu benutzen. Die Grundebenen miissen 
nicht wie bei der analytischen Behandlung durch die Achsen der Zylindel' 
gelegt werden, sondern sind so 
parallel zu verschieben, daB die 
Zylinder, soweit sie in Betracht 
kommen, in dem benutzten Quad
rant en des Koordinatensystems er- r 

scheinen. Die Zylinderachsen sind 
beide parallel zu der Aufl'iBebene. l' 

Die Durchdl'ingung ist dann im 
Grund- und SeitenriB sofort gegeben 
und in diesen Projektionen kl'eis
formig. Von del' illl AufriB er
scheinenden gleichseitigen Hyperbel 
fallen die Achsen mit den Zylinder
achsen scheinbar zusammen, und 
wenn. wie angenommen wil'd, del' 
Halbmesser R des zum Grundl'iB 
senkl'echten Zylinders del' groBere 
ist, erhiilt man die Scheitelpunkte 
del' Hyperbel, indem man die 

Fig. 120. 

Schnittpunkte A, B del' vordersten Mantellinie des horizontalen Zylinders 
mit clem vertikalen Zylinder aus dem Grundri13 in den Aufl'iB hinauflotet. 
Die Asymptoten del' Hyperbel sind, da sie durch den Mittelpunkt del' Hyperbel 
(den Schnittpunkt del' Achsen) gehen und gegen beide Achsen um 45 0 geneigt 
sind, sofort zu zeichnen und damus die ganze Hyperbel leicht direkt zu kon
struieren. 

Um einzelne Punkte del' Hyperbel zu. finden, kann man auch folgendel'
maBen verfahren: Man teile den Gl'undkreis des vertikalen Zylindel's etwa 
in zwolf gleiche Teile, zeichne zu den Teilpunkten die zugehol'igen Mantellinien 
im SeitenriB und AufriB und iibertrage die Punkte, in denen die Mantel
linien den horizont~tlen Zylinder schneiden, dureh Pa,rallelen zul' tl'ennenden 
Achse aus dem SeitenriB, in dem sie sofort zu erkennen sind, in den Aufl'iB. 
Ebenso kann man auch den im Seitenl'iB erscheinenden Grundkreis des hori
zontalen Zylinders in zwolf gleiche Teile teilen und die zu den Teilpunkten 
gehorenden Ma.ntelliniell im GrundriB und AllfriB zeiclmen. Dann sind c1eren 
Schnittpunkte mit clem vertikalen Zylinder aus clem GrunclriB, in dem sie 
unmittelba.l' erscheinen, sofort in den AufriD zu i.ibertragen. 

DieseKonstruktion gibt auch die l\1og1ichkeit, die Durchclringungskurve 
in den Abwicklungen del' beiden Z~'linder zu zeichnen. In del' Abwicklllllg 
des groBel'en Zylinders erscheint sie durch zwei kongruente Ovale, in del' 
Abwicklung des kleineren Zylinders clureh zwei symmetrische Wellenlinien 
dargestellt. Die Ovale umsehlieBen, wie sofort zu sehen ist, Kreise vom 

7* 
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Radius ·r. die sich del' Kurve jedesmal im hochsten und tiefsten Punkte 
anschmiegen. Um auch in den andel'en Scheitelpunkten del' Ovale, del'en 
einer dem Punkte A entspl'icht, den Schmiegungskreis zu finden, betrachte 
man die Ordinate in einem von dem Punkte A' des Grundrisses auf dem 
(.}rundkreis des vertikalen Zylinders urn den sehr kleinen Bogen 1) entfernten 

A 

Fig. 121. Fig. 122. 

Punkte P'. Die Vertikale in diesem Punkte ist dann im SeitenriB von dem 
Punkte Alii urn das Stiick I) cos (( entfernt, wenn f( den Winkel bezeichnet. 
den del' durch A' gehende Radius mit del' trennen- den Achse (odeI' del' 
Acme des horizontalen Zylinders) bildet. Ferner sei mit 2 t die von del' 
Vel'tikalen aus dem horizontalen Zylinder (odeI' im SeitenriB aus seinem 
Grundkreis) herausgeschnittene Sehne bezeichnet. Nun gilt in del' SeitenriB-
figur die Beziehung i::'~ i:: 2 

1 s s 
T- -.' 

-- 2 I;' :2 II COS(( 

1st aber (2 del' Radius des gesuchten Schmiegungskl'eises, von dem man all
nehmen kann, daB er die A benachbarten Punkte del' Durchdl'ingungskurve 
in del' Abwicklung enthalt. so wird ebenso 

also ergibt sich 

114) e = r cos ((, 

und man findet e, indem man T auf dem nach A' hinlauferiden Radius M' .-i' 
abtl'agt und auf die Achse des horizontalen Zylinders im GrundriB pl'ojiziert. 

Einfacher noch ist die Bestimmung del' Scheitelkreise fill' die Durch
dringungskurve in del' Abwicklung des horizontalen Zylinders. In den Aus

,f( 

Fig. 123. 

buchtungen ulllschlie13en die vVellenlinien, 
als die sich die Durchdringung darstellt, 
jedesmal einen Kreis vom Radius R, del' 
Bonach den gemeinsamen Scheitelkrcis fiir 
zwei einander gegenuberliegende Scheitel 
del' Durchdringungskurve liefel't. In den 
Einbuchtungen diesel' Kul've. in den en sic 
sich del' Mittellinie am meisten nahel't, 

\Yerden dagegen die Radien del' Scheitelkreise = ({. Diese Ergebnisse sind 
auch aus del' Gleichung del' Kul've ab zuleiten. Diese lautet, wenn wir 

. ~[1I d) 1 1'" 1 ;ij = r 8m -. .Z = l' cos setzen, so ab u· ( ie in (er .~b\n('klullg zu benutzell( e 
r r 

Abszi8Re. x clie zugehorige Ordinate "'it'd: 

1151 
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Aus diesel' Gleichung lassen sich weiter die Wendepunkte der Wellenlil1ie 
bestimmen, die zwischen den Stellen starkster Ausbuchtung und starkster 
Einbuchtung liegen. Es ergibt sich fiir diese Wendepunkte 

( 16) sin ~ = ± VR(I!_~ , 
/" r 

also 

(17) x=±VRa. 

Sie sind danach auch konstruktiv zu finden. 
Handelt es sich um die Durchdringung ZWeIer gerader. Kreiszylinder. 

deren Achsen sich rechtwinklig kreuzen, also nicht schneiden, so legt man 
die AufriBebene wieder zweckmaBig parallel zu den beiden Zylinderachsen, 
die GrundriB- und SeitenriBebene also senkrecht zu der Achse je eines der 
beiden Zylinder. Man kann dann das friihere Verfahren wieder anwenden, 
indem man die im GrundriB und SeitenriB ohne weiteres ersichtliche Durch
dringung einfa.ch in den AufriB iibertragt. Dort erscheint abel' jetzt nicht 
mehr eine Hyperbel, sondern eine Kurve viertel' Ordnung. 

Es sind drei Falle zu unterscheiden. Nennen wir wieder R den Halb
messer des vertikalen (zur GrundriBebene senkrechten) Zylinders, 1" den Halb
messer des horizontalen Zylinders und nehmen R> 1" an, bezeichnen wir 
ferner mit p den kiirzesten Abstand beider Zylinderachsen, so sind diese 
drei FaIle folgende: 

1. R ~ r >- p. Dann durchdringen sich beide Zylinder noch in emer 
zweizugigen Kurve, und zwar sind diese Ziige symmetrisch kongruent. 

2. R ~ r =, p. Dann beriihren sich beide Zylinder. Die. beiden Ziige 
RchlieBen sich zu E'inem zusammen, indem sie sich im Beriihrungspunkt zu 
einem Knotcnpunkt vereinigen. 

3. R ~ r p. Dann ist die Kurve einziigig, ohne Knotenpunkt. 
'Venn wir diesen letz

ten Fall zunachst naher 
betrachten, so ist es wich
tig, die Punkte zu finden, 
wo die Kurve im AufriB 
die begrenzenden Mantel
linien beider Zylinder be
riihrt. Man findet diese 
Punkte, indem man die 
Punkte des Seitenrisses 
oder Grundrisses aufsucht, 
die del' Durchdringungs
kurve, also jedesmal dem 
in dem RiB erscheinenden 
Kreise angeh6ren und 
gleichzeitig scheinbar auf 
die Achse des anderen, als 
Rechteck erscheinenden 
Zylinders fallen. Dagegen 
liefern die Punkte der 
Durchdringung, die in 
diesen Rissen auf eine be-

/ 

Fig. 124. 

grenzende Mantellinie des einen Zylinders fallen, die Seheitelpunkte del" Auf
ri13projektion uncl del' Raumkurve selbst. 
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Es ist noch angebracht, in diesen Punkten die Schmiegungskreise (Scheitel
kreise) zu konstruieren. Benutzt man ein analoges Verfahren wie vorher, so 
ergibt sich z. B. fiir die Punkte A und B, in denen die vorderste Mantel
linie des vertikalen Zylinders den horizontalen Zylinder durehstoBt, del' Wert 
des Kriimmungsradius 

(18) 
R 

0=--, 
~1 tg f(' 

wenn a del' Winkel ist, den del' in dem SeitenriB durch den Punkt A'" ge
zogene Radius des dort erscheinenden Kreises mit del' Achse des vertikalen 
(als Rechteck erscheinenden) Zylinders bildet. Man findet 121 also, indem 
man auf diesel' Achse im SeitenriB das Stuck' zwischen del' Verlangerung 
des genannten Kreisradius und del' Horizontalen durch A'" abmiBt. 

Genau ebenso findet man fur die Krii.mmungsradien 122 an den anderen 
beiden Scheitelpunkten 0", D", die im AufriB scheinbal' auf die Achse des 
horizontalen Zylinders fallen, den Wert 

(19) 

wenn f3 den Winkel bezeichnet, den die durch 0', D' gezogenen Radien des 
im GrundriB erscheinenden Grnndkreises des vertikalen Zylinders mit del' 
Projektion del' Achse des horizontalen Zylinders bilden, und danach ist auch 
die zeichnerische Konstruktion so fort wieder zu ersehen. Wir wollen noch 
b.emerken, daB, wenn die hintel'ste Mantellinie des horizontalen Zylinders 
die Achse des vertikalen Zylinders tl'ifft, del' genannte Kreisl'adius zu del' 
Achsenprojektion des hol'izontalen Zylindel's parallel, also /3 = 0 wird. Die 
Konstruktion versagt mithin, e., wil'd unendlich. Das bedeutet, daB die Kurve 
dann im AufriB die begrenzet;,den Mantellinien des vertikalen Zylinders be
sonders eng (vierpunktig), scheinbar auf del' Achse des horizontalen Zylinders 
beruhrt. 

Wenn wir nun die Durchdringung analytisch verfolgen, so legen wir 
die z-Achse des Koordinatensystems zweckmaBig in die Achse des vertikalen 
Zylinders und die zy-Ebene durch die Achse des horizontalen Zylinders. 
Dann werden die Gleichungen del' beiden Zylinder: 

(20) 

also finden wir durch Elimination von y fii.r die Durchdringullgskurve die 
Gleichung del' AufriBprojektion: 

(21 ) 

Wird R - T = p, beruhren sich also die beiden Zylinder, so nimmt 
diese Gleichullg die Form an 

(22) 

Die Kurve hat in del' Tat einell Kllotellpunkt im Koordinatenanfangspunkt O. 
weil das konstante und die linearen Glieder in del' Gleichung fehlen. Be
tl'achtet man nun die unmittelbare Umgebung des Knotenpunktes 0, so kann 
man die hoheren Potenzen del' Koordinaten x, z, also die linke Seite del' 
vorstehenden Gleichung, vernachlassigen und erhalt einfach 

odeI' 

(23) 

'n;'] - Rz~ = 0 

z V/.l~ 
R' 
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Dies also ist del' Tangens des Winkels y, um den die Doppelpunktstangenten 
gegen die hol'izontale Kool'dinatenachse geneigt sind. Man schl'eibt fill' die 
zeichnerische Konstruktion zweckmaf3ig 

(24) 
I' 

tg Y = ;C:==. 
lrR 

Die Konstruktion ist dann 
ohne wei teres auszufiihren. 

Schneiden oder kl'euzen 
sich die Zylinderachsen 
nicht senkrecht, sondern 
schrag, so bleibt die Durch
dringung artlich die gleiche, 
nur muB das zeichnerische 
Konstruktionsverfahren et
was abgeandert werden. Der 
SeitenriB verliert namlich 
seine konstruktive Bedeu
tung. Man kann abel', \venn 
man die AufriBebene (odeI' 
GrundriBebene) wieder pa
rallel zu den beiden Zylinder
achsen annilllmt, immel' noch 

Fig. 12.5. 

Schnitte parallel zur Aufri13ebene verwenden. Diese Schnittebenen schnei
den namlich aus beiden Zylindern Mantellinien aus. Man benutzt hierbei 
zweckmaBig Umlegungen del' Grundkreise beider Zylinder in eine zur Auf
riHebene parallele Ebene n. Zu jedem Punkte der Umlegung gehort dann 
eine Ma1ltellinie des betreffenden Zylinders, die man findet, indem man 
durch den Punkt die Parallele zur Zylindel'achse in del' Projektion zieht. 
Sind die Mantellinien von del' Ebene n gleichweit entfernt, so liegen die 
zugehol'igen Punkte del' Grundkreise von den Linien P1 , P~, um die sie bei 
del' Umklappung gedreht wurden, gleich weit entfernt, d. h. sie liegen auf 
zwei Parallelen zu Pl' P~, die sich auf del' Halbierung3linie des Winkels 
zwischen den bis zu ihrem Schnittpunkt verHingerten Linien P1 , P~ schneiden. 

Diese Konstruktion ist in del' Figur fiir den Fall durchgefiihrt, wo die 
Achsen del' beiden Zylinder sich schneiden. Es sind dann die Umklappungen 
del' begrenzenden Kreise halb gezeiehnet und in del' 
angegebenen Weise diese umgeklappten Halbkreise 
durch ParalIele zu ihren begrenzenden Durchmessern 
Pl' P~, die von diesen gleich weit entfernt sind, ge
schnitten. Durch die Schnittpunkte zieht man die 
Parallelen zu den Zylinderachsen, diese treffen sich 
dann in den Punkten del' gesuchten Durchdringungs
kurve. Diese wird in del' Projektion wieder eine 
gleichseitige Hyperbel, und zwar halbieren die 
Asymptoten die Winkel zwischen den Achscn. Fiir 
die roeHe Halbachse ((, del' Hybel'bel wird 

(25 ) 
R2_r2 

a'2=- ----
sin cp , 

Fig. 126. 

\venn R, r 
bezcichnet. 

die Halbmesser der Zylindel', rp den Winkel zwischen ihren Achsen 

Es sei noch bemerkt, daB durch die Durchdringung del' beiden Zylinder 
nUl" dann zwei reelle Kegel gehen, wenn die Zylilldel' sich in ciner zwei-
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zuglgen Kurve sehneiden, und zwar liegen die Kegelspitzen auf del' Linie d 
des kiirzesten Abstandes odeI' dem gemeinsamen Lot del' beiden Zylinderachsen. 
Besehreibt man in einer Ebene dureh diese Linie d die Kreise, von denen 
beide Zylinder Durehmesser aussehneiden, so sind die Kegelspitzcn die (dia
metral einander gegeniiberliegenden) Sehnittpunkte del' Linie d mit einem 
Kreis, del' die beiden genannten Kreise reehtwinklig sehneidet. 

Beriihren sieh die beiden Zylinder, so ist del' Beriihrungspunkt die 
Spitze des einzigen Kegels, del' dureh die Durehdringungskurve hindurehgeht. 

Soll nun die Durehdringungskurve zweier gerader Kreiskegel konstruiert 
werden, deren Aehsen sich sehneiden, so wird die AufriBebenc wieder parallel 
zu den Aehsen beider Kegel angenommen. Man muB dann abel' ein an de res 
Verfahren anwenden. um die Durchdringung zu finden. Dieses Verfahren 

beruht auf folgender Uberlegung: Be
scbreibt man um den Sebnittpunkt del" 
Achsen beider Kegel als Mittelpunkt 
Kugeln, so schneiden diese Kugeln 
beide Kegel in Kreisen, und diese 
Kreise projizieren sich im AufriB als 
gerade Streeken. Diese Strecken sind 
sofort zu zeichnen. Sie sind namlich 
die zu den Kegelaebsen senkreehten 

Fig. 127. Sehnen, welche die U mrisse beieler 
Kegel aus dem UmriB der Kugel, del' 

ein graBter Kreis diesel" Kugel ist, ausscbneiden. Diese Sehnen schneiden 
sich also allemal in Punkten del' Projektion del" gesuchten Durchdringung. 
Dieses Kugelsehnittverfahren fiihrt derart unmittelbar zum Ziele. 

Die Durchdringungskurve ste11t sich in del' Projektion wieder als eine 
Hyperbel dar, welehe durch die vier Sehnittpunkte del' begrenzenden Mantel
linien beider Kegel hindul'ehgeht. Sind die Aehsen del' beiden Kegel zu
einander senkrecht, so findet man auch so fort die Acbsen del' Hypel"bel. 
Die genannten Sehnen des UmriBkreises einer del' genannten Kugeln bilden 
namlich jedesmal ein Reehteck, von dem die Achsen del' Hyperbel die 
l\1ittellinien sind. Man findet auch die Lange del' Hauptaehse unmittelbar. 
wenn man dcn UmriBkreis der Kugel so wahlt, daB er die begl'enzenden 
Mantellinien eines del' beiden Kegel beriibrt. Die Beriihrungspunkte liegen 
dann jedesmal auf einer Hyperbelaehse. In einem FalIe enthalt die Aehse 
die zwei ree11en Seheitel del' Hyperbel, und diese werden von den Sehnen 
ausgeschnitten, welche die Schnittpunkte des UmriDkreises mit den begren
zenden Mantellinien des anderen Kegels verbinden. Man muB also hier den 
GmriBkreis wahlen, del' den UmriB des einen Kegels beriihrt und den UmriB 
des anderen Kegels noeh s0bneidet. 

Beriihrt ein U mriBkreis die Umrisse beider Kegel, so schneiden Eich die 
Beriihrungssehncn in dem Punkte, durch den auch die geradcn Linien gehen, 
welche die Schnittpunkte del' Umrisse beider Kegel iiber Kreuz verbinden. 
Diese Linien stellen in diesem Falle die Durchdringung der beiden Kegel 
dar, die jetzt aus zwei ebenen Kegelschnitten besteht. Diese schneiden sieh 
in zwei Punkten, und in dies en beiden Punkten beriiluen sich die beiden 
Kegel. 

In clem FalIe. wo eine 801ehe c10ppelte Beriihrung der beiden Kegel 
nieht eintritt, ist es noeh zweekmaBig, die Asymptoten der als Projektion 
del" Sehnittkurve auftretenden Hyperbel zu konstruieren. Man hat hierfiir 
den Radius der Hilfskugel ins Unbegrenzte waehsen zu lassen. Man llluB 
dabei gleiehzeitig, urn den l'mriDkreis der Kugel noeh zeichnen zu konnen, 
den MaBstab ins Unbegrenzte verkleinern. Dann sieht es in der Zeichnung 
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so aus, als ob die Spitzen del' beiden Kegel zusammenfielen llncl del' UlllI'iB
kreis del' Hilfskugel um diesen Punkt geschlagen ware. Man gelangt derart 
zu folgendem Verfahren: Man zieht durch den vorher bestimillten Mittelpunkt 
del' Hyperbel die Parallelen zu den begrenzenden Mantellinien del' beiden 
Kegel und schIagt Uill den Mittelpnnkt gleichzeitig einen Kreis mit beliebigem 
Radius. Diesel' schneidet die vier durch den Mittelpunkt gehenclen gcra,clen 
Linien in acht Punk ten, die man paarweise durch vier zu je einer Kegelachse 
senkrechte Sehnen verbinden kann. Die Diagonalen des von dies en Sehnen 
gebildeten Parallelogramms oder Rechtecks sind dann den gesuchten Asym
ptoten parallel. 

Man erkennt hieraus noch, daB iill FaIle die Kegelachsen zueinander senk
recht sind, del' Winkel a, um den die Asymptoten del' Hyperbel gegen deren 
eine Achse geneigt ist, sich aus del' Gleichung bestimmt 

cos jJ 
tg~:= - -, 

cos )' 

wenn jJ, ')1 die Achsenwinkel del' beiden Kegel bezeichnen. 
1st die Durchdringung im AufriB gefunden, so kann man sie sofort in 

den GrundriB i'tbertragen, indem man die AufriBpunkte auf die GrundriB
projektionen del' durch die Punkte gehenden Kl'eise des Kegels, des sen Achse 
zu del' GrundriBebene senkrecht ist, herunterlotet. 

Durch die Durchdringungskurve del' beiden Kegel geht auBel' diesen 
selbst und dem hyperbolischen Zylinder, del' zu del' AufriBebene senkrecht 
ist, noch ein Kegel hindurch, dessen Spitze del' Punkt ist, in dem sich die 
zwei weiteren Verbindungslinien del' vier Schnittpunkte beider Kegelumrisse 
im AufriB schneiden. 

Es ist sofort zu sehen, wie das Kugelschnittvel'fahren auf den Fall an
zuwenden ist" wo es sich nicht um die Durch
dringllng zweier Kegel, somlctn Uill die Durch
drmgUllg eines Kege]s mit einem Zylinder 
handelt. Es andert sich dann nichts, als daB bei 
dem Zylinder del' Achsenwinkel verschwindet. 

In dem Fall, wo die Kegelachsen sich 
schrag schneiden, konnen die Achsen del' ent-
::;tehenden Hyperbel erst aus den vorher kon- ?;f. 
strllierten Asymptoten als die Halbierungslinien 
del' von dies en gebildeten Winkel gefllnden ~> 
werden, und anch die Scheitelpllnkte sind erst 
nachtraglich zub estimmen. Man kanil dabei 
benutzen. daB wenn die Asymptoten und ein Fig. 121'. 
Hyperbelpunkt P gefunden sind und man mit ~, 
IJ die Seitenlangen des Parallelogramms bezeichnet, das mit den Asymptoten 
die zu dies en durch P gezogenen Parallelen bestimmen, 

e=:n/~17 
das von del' Scheiteltangente auf den Asymptoten abgeschnittene StUck 
wil'd. 

Es seien nunmehr die DUl'chdringnngen einer Kugel mit einelll gel'aclen 
Kreiskegel oder Kreiszylincler betrachtet. Geht die Achse dieses Karpel'S 
durch den K ugelmittelpunkt, so ergeben sich Kreisschnitte. Dicl3el' Fall kann 
also als erJedigt gelten. Geht die Achse nicht durch den Kugclmittelpunkt, 
,,0 kann die AufriBebene parallel zu del' Verbindungsebenc del' Achse mit dem 
Kugdmittelpunkt nnd die Gl'undril.lebcnc senkrecht zu del' Achse angcnommen 
werden. . 
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Behandeln wir in diesel' Weise zuniicbst die Durchclringung del' Kugel 
mit einem Zylinder, so ist diese Durchdringung im GrundriB sofort zu er
kennen. Man findet die zugehorigen AufriBpunkte, indem man die einzelnen, 
auf den zur GrundriBebene parallelen Kreisen gelegenen Punkte del' Durch
dringung in die richtige Hohe hinauflotet. Sicherer noch zeichnet man die 
Durchdringung im AufriB, wenn man auf den geometrischen Chal'ak~el' del' 
dort erscheinenden Kurven eingeht. Dazu kann die analytische Darstellung 
des Problems dienen. Nennt man den Halbmesser del' Kugel R, den Halb
messer des Zylinders r und den Abstand des Kugell1littelpunktes von del' 
Zylinderachse a, und legt man die x-Achse eines Koordinatensystems in das 
aus dem Kugelmittelpunkt auf die Zylinderachse gefiillte Lot, die z-Achse 
parallel zur Zylinderachse durch den Kugelmittelpunkt, so werden die Glei
chungen del' beiden Karpel' 

(26) X~+y2+ Z2=R2, x2 + y2 _ 2ax=r'l _ a2 

und daraus folgt durch Elimination von y fllr die AufriBprojektion del' 
Durchdringung 
(27) z"-=R"--- r'l+a"- - -2ax, 
odeI' wenn man 

setzt, 

(27 a) 

R"- - r"- + a"- , 
-;1; = X 

2a 

Es ergibt Bieh also eine Parabel mit dem Para
mcter a. Die Achse del' Parabel verliiuft del' trennen
den Achse parallel durch den Kugelmittelpunkt, und 
del' Scheitel del' Parabel hat. von dem Kugelmitt.el
punkt den Abstand 

R"-_1'2+a2 

2a 

also von del' einen Randlinie des Zylinders den Abstand 

_R2 -:- 1~". + .~~ _ l' _ a = I!.2 - (1' + a,!"J zo'} 

2a 2a 2~' 
wenn Zo die in diese Randlinie fallen de Ordinate del' 
Parabel, die in P bis an den Randkl'eis del' Kugel 
reicht, bezeichnet. 'Venn man also 2 a von del' Rand
linie aus nach del' richtigen Seite auf del' Parabel
achse abtriigt und den Endpunkt diesel' Strecke 
mit P verbindet, so geht da~ Lot auf diesel' Ver
bindungslinie in P durch den ScheitEl A. der Parabel. 

Fig. 129. Besonders ausgezeichnet wird del' Fall, \vo del' 
Zylinder die Kugel beriihrt, also R = I' + a ist. Dann 

wird del' BerLihrungspunkt del' Scheitel A del' Pal·abel. Die Durchdringungs
kurve heiBt ein Vivianisehes Fenster. Wir wollen noch die SeitenriB
projektion diesel' Kurve bestimmen. Dureh Elimination von ;r aus den Kurven
gleichungen folgt in diesem Falle 

(28) z! = 4a (rz2- ay2). 
In del' Niihe des Doppelpunktes, del' in den Beriihrungspunkt A £aUt, werden 
y und .z sehr klein. Bei VernachHissigung del' Glieder hoherer Ordnung folgt 
also HiI' die Gleichungen del' Doppelpunkttangentcn 

z V/~ V~,~ 
(29) -- = + -= + - , \ y .. - l' - l' 
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wonach diese selbst leicht zu kon
struieren sind. Fiir die irn SeiteuriB 
den Zylinder begrenzenden Mantellinien 
(y = r) ergeben sich die Ordinatenwerte 

(30) zr= + 1"2 ~; . 
Diese Randlinien sind Doppeltangenten 
del' Kurve. Die Ordinaten del' Schei
telpunkte (y = 0) werden Zo = 2 Va; 
= V' 2 . zr' Halbiert man diese Ordinaten, 
so schneiden in del' Hohe del' Halbie
rungspunkte die Doppelpunktstangenten 
die Randlinien. 

Wenn es sich nun urn die Dureh
dl'ingung von Kugel und Kegel handelt, 
so werden auf das bereits benutzte 
Koordinatensystem bezogen (indem man Fig. 130. 
nur die Zylinderachse durch die Kegel-
achse ersetzt) die Gleichungen del' beiden Karper 

PH) x'3+ y~+ Z'3= H!, (x _. b)2 + y2= tg'3 f( (z - C)2. 
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Dabei ist c die Erhebung del' Kegelspitze libel' den Kugelmittelpunkt, b del' 
Abstand del' Kegelaehse vom Kugelmittelpunkt, c del' Achsenwinkel des 
Kegels. Eliminieren wir y aus diesen Gleichungen, so erhalten wir 

odeI' 

R2 -- c2 tg2 f( + b2 - 2 b :r = -~.,- Z2 ---- 2 C tg2 a z 
COS" (: 

" (R2 ___ c2 sin'3 a -+- b2 ) • ., ., 
2 b C08"((· - - - ---:- --'- -~ X = (z -- C SIll"U)- . 

2b "" 

Dies ist wieder die Gleichung einer Parabel, deren Achse zu del' tl'ennenden 
Achse parallel ist. Liegt die Kege18pitze in del' Hahe des Kugelmittelpunktes, 
so wird c = 0 und die Gleiehung einfacher 

( R 2 +b2 \ 
(32) 2 b COS 2 [( "2& -- x) =Z2. 

Vergleichen WIr dies mit del' friiheren Gleichung 

(27 b) ( R2 _1'2 +a2 ) 2a ---'-- -x =Z2 
2a ' 

so stimmen beide iiberein, wenn wir 

(33) a = & COS2 ((, 1'2= (R2_ &2 cos'3 a) sin2 (( 

setzen. Es geht also clurch die Schnittkurve des Kegels mit del' Kugel auch 
ein gerader Kreiszylindel', dessen Achse del' Kegelachse parallel ist und den 
Abstand a von dem Kugelmittelpunkt hat, w11hl'end der Halbmesser des 
Zylinders den angegebenen Wert l' hat. 

Endlich geht durch die Durehdringungskurve noeh ein zweiter gerader 
Kreiskegel hindurch, dessen Gleichung aus den Gleichungen del' Kugel und 
des ersten geraden Kl'eiskegels 

(34) .,+ "I " RO :r" y" 1- Z"=", 

hel'vol'geht, indem rnan die erste mit R2 -- b2 , die zweite mit H3 lllultipJiziert 
und beide voneinander abzieht. Es ergibt sieh dann: 

(35) 



108 Besondere Probleme der Raumgeometrie. 

Dies ist die GIeichung eines geraden Kreiskegels, dessen Spitze im Ahstande 
R2 
- von dem Kugelmittelpunkt auf der .l:-Achse liegt und dessen Achse del' 
b 

z-Achae parallel ist. Man erhalt die neue Kegelspitze, wenn man den ~im 
AnfriB erscheinenden) Schnitt. durch den Kugeimitteipunkt und die Achse des 

/' ersten Kegels legt. Die in diese Schnitt

/', / // I ' 
" h/. \',1 

~>IC----I---*-- +-1 --

9' j,'\ ", \ 'I . " , " 

Fig. 131. 

ebene fallenden Mantellinien des Kegels 
scbneiden den Schnittkreis der Ebene 
mit der Kugel in vier PunKten, die auf 
andere Weise verbunden zwei durch 
die neue Kegelspitze gehende Linien 
Iiefern. AuBerdem gehen durch diese 
Kegelspitze die Tangenten an den Kreis 
in seinen Schnittpunkten mit der Achse 
des ersten Kegels. 

Fur b = R fallen die Spitzen del' 
beiden Kegel in einem Punkte del' Kugel 

LUsammen. Damit fallen auch die beiden Kegel selbst zusammen. Wir erhalten 
dann wieder das Vivianische Fenster, das also auch durch einen geraden 
Kreiskegel, clessen Spitze auf del' Kugel liegt, ausgeschnitten wird. 

2. Axonometl'ie. 

Das Grund- und AufriBverfahren hat den Vorzug, daB die entschei
denden Abmessungen des darzustellenden Gegenstandes, die bei allen prak
tisch en Konstruktionen fast immer in drei zueinander senkrechte Hauptrich
tungen fallen, wenn man diese Hauptl'ichtungen als R.ichtungen der Achsen 
wahlt, aus der Zeichnung Ullmittelbar zu entnehmen sind. Dagegen hat dieses 
Verfahren den N achteil, daB im einzelnen Bild immer fiir eine diesel' drei 
Richtungen die Abmessungen vCillig verschwinden. Deshalb wird die Dar
stellung vielfach unanschaulich. Es ist schwer, sich eine klare Vorstellung von 
dem dargestellten Gegenstand unmittelbar aus dem Bild heraus zu machen. 

In diesel' Hinsicht verdient eine Da,rstellung den Vorzug. bei del' aIle 
drei Hauptabmessungen wirklich erscheinen. Fur die Zwecke des Ingenieurs 
ist hierbei eine Abbildungsart zu bevorzugen, bei der die drei Hauptrichtungen 
immer noch auch im Bilde hestimmte feste Richtungen haben und die in 
sie fallen den Abmessungen fur jede der Richtungen alle in demselben Ver
haltnis verandert erscheinen. Dies hat zur :b'olge, daB bei der Abbildung 
allgemein parallele Linien, wenn sie sich nicht durch Punkte darstellen, wieder 
als paraUele Linien erscheinen, und umgekehl't ist unter dieser Voraussetzung 

.!1.' 

Z' 

f}' 'l' p' 

~ 
o x' 
!pix 

: Y' 
I 

Fig. 1:32. 

auch immer die Veranderung des MaBstabes fill' alIe 
Strecken derselben Richtung die gleiche. 

Um zu einer solchen Darstellung zu gelangen. 
kann man zunachst die drei Hauptrichtungen im Bilde 
beliebig annehmen und die zugl'unde gelegten Achsen 
durch einen Punkt 0 in diesen Richtungen. ziehen. UIll 

x' dann einen Punkt mit gegebenen Koordinaten x, y, z 
im Bilde zu zeichnen, triigt man in dem beliebig fest
gelegten MaBstab zunachst die Koordinate x als Strecke / 
auf dem Bilde del' ,'V-Achse ab, zieht durch den End-

punkt diesel' Strecke die Parallele zum Bilde del' y-Achse und tragt auf ih1' 
die zweite Koordinate y gleichfalls in einem bestillllllten MaBstabe als Strecke y' 
ab, durch den Endpunkt diesel' Strecke zieht man endlich die Par allele ZUlU 

Bilc1e del' z-Achse und triigt anf ihr in del' gleichen Weise die letzte Ko-
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ordinate z als Streeke z' abo Del' Endpunkt diesel' i-ltreeke ist dann del' ge
suehte Bildpunkt P'. 

Es ist sofol't klar, daE bei diesel' Darstellungsweise unendlieh viele 
Punkte des Raumes im Bilcle auf dieselbe Stelle fallen werden. AHe diese 
PUllkte des Raumes erfiillen jedesmal eine geracle Linie. Bel'eehnet man 
nilmlieh die Langel) des aus dem Punkte pi auf die z-Aehse gefallten 
Lates pi Q', so ergibt sieh, wenn cr', X im Bilde die N eigungen del' y- ullli 
a:-Aehse gegen die z-Achse bezeiehnen (wobei wir von den beiden entstehen
den ~ ebenwinkeln immer den spitzen Winkel wahlen): 

'I) = x' sin X - y' sin q . 

Ferner ergibt sieh fiir die Streeke 0 Q' = ~, die von dem Fu13punkt des 
Lotes pi Q' auf del' z-Aehse im Bilcle abgetrennt wird: 

~ = Z' - - x' cos X -- y' cos q 

Fllhren Wlr noeh III diese Gleichungen ein 

(Ii X'=}.X. y'=,UJ/, 2 ' =1'2, 

indem x, y, 2 die wahren Koordinaten des dargestellten Punktes im Raume, 
i., ,tl, )' die MaEstabanderungen bezeiehnell, so erhalten wir 

(2) ~ = I' Z -- cos X . j, ~: -_. cos If . ,Il Y , II = sin 1..}. x - sin 'T. ,Ll y. 

Sind nun Xl' Yl' Zl die Koardinaten eines Raul1lpunktes. del' denselben 
Bildpunkt (~,II) liefert, so ",ird 

und daraus 

wenn wir 

I·rl 

I' (z ... Zl) = cos 1..}. (x -- ,ej) --I cos 1(' ,ll (y - Yl)' 

sin X·), (a: - Xl) = sin q . ,Ill Y - - y 1 ) 

'l"- ':i 
c " j 

, sin q . sin X . sin 'i' 
IL : fl : )' =}. i l I' 

mac-hen undljJ = ;-r - q --- X setzen. 
Die DoppeIgleiehung (2) bedeutet abel', daS durch denselben Punkt des 

Bilcles aIle mal aUe Punkte einer geraden Linie illl Raume dargestellt werden 
uncl claE aIle die geraden Linien. die wir so erhalten, zueinander parallel 
sind. Diese geraden Linien heiEen Projektionslillien, und weil sie parallel 
sind. wirel die besprochene Abbildung eine parallelperspektivische Dar
,.; t e 11 ung genannt. 

Eine wIehe Projektion kann nun gewonnen werden, indem die Projek
tionslinien mit einer Projektionsebene gesehnitten und jeder Projektiolls
linie ihr f::lchnittpunkt als Bildpunkt in del' Projektionsebene zugewiesen wircl. 
Das Verfahren heiSt eine Parallelprojektion. Es ist nun die Frage, ob 
lI111gekehrt jecle parallelperspektivische DarsteHung als Parallelprojektion er
haIkn werden kann. Auf diese Frage gibt del' Pohlkesche Sah Antwort, 
del' lautet: .Jede pRrallelperspektivische Darstellung kann entweclel" 
lI11mitteIb,u als Parallelprojektion gewonnen werden odeI' ist die 
a h nlich e Vedin de rung ei ner so lchen. 

Diesel' Satz lauft offenbar auf folgencles hinaus: Triigt man auf den 
dl'ei Koordinatenaehsen im Bilcle clie Strecken ;., ,ll, I' ab, so mi.issen sidl 
d meh die Endpunkte L, 111, N diesel' Strecken parallele Linien in den Haulll 
hinein so ziehen lassen, daB auf ihnen drei Punkte LO' Jll(l" ~Yu' die gleieh
weit yon clelll Ausgangspunkt 0 tIer Aclmell entfernt sind. von dl'ei auf
eina.nder senkrechten dUl'eh 0 gehenden Achsen abgesdmitten \Yerden. 
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Dm diese Bedingung analytisch zu fol'muliel'en, seien jetzt mit ~l"lh; 
~'3 ,17~ ; ~:;, '1/3 die Kool'dinaten del' Endpunkte L, M, N auf den Achsen in 
irgendeinem recbtwinkligen Kool'dinatensystem del' Bildebene bezeichnet, 
von dem 0 del' Anfangspunkt ist. 

Fii.hren wir nun zu diesen beiden Achsen eine dazu rechtwinklige Achse, 
die in den Raum hineingeht, ein und nennen Xl' Y l' Zl; X 2 , Y~, z~; X:)' Y:~, Z3 

die Koordinaten del' clrei Punkt,e L(), Mo, No, die auf den dul'ch L, 1\11, N 
gezogenen Pal'allelen liegen, so mi.i.ssen die Beziehungen gel ten 

;:3 = ;:cs + a 23 ' 
{

"-X-L a ? ':::-1- ~ 1: ·"'1 , 

III = Y1 T b Z1' 

indem a, b konstante Wel'te 

( 5) 
1J2= Y2+ b z~ ,11:1=:113 + b Z3' 

bezeichnen, welche die Richtung del' gezogenen 
Parallel en festlegen. 

(tI) 

Die zu el'fiillenden Bedingungen sind nun 

Z1.'2= x~:!·+ Y-:/' + Z2'-]= a;;~'2 

;r1 x 2 Y1Y2+ Z1 Z2=O, 

:1:1 X:1 + '!flY:l + 21 Z:l= 0, 
X 2 X3+ Y2Y:l+ Z~Z:l= O. 

Aus dies en Bedingungen folgen abel' auch die andel'en ihnen gleichwertigen: 

17) 

(8) 

J .:c/ 

l 
.2 1 .• 2_ 2+ 2-L. 2_ ~--j 2 I ~2--k.2 

;(.~ -, :1::1 - Y1 Y2 I Y:l - Zl - Z'3 i ,c:l ---- , 

Y1 Zl + Y2 Z'1 + Y;jZ:l = 0, 
Zl Xl + 2 2 X 2+ Z3 X 3 = 0, 

;(;lY1 + X'lY~+- X:1Y:1 = O. 
Mit Riicksicht auf diese Bedingungen folgt aus (5 i 

und diese Gleichungen reichen zusammen mit 

.1: 12+ X 2 2+ ;:C'12=, k2 

hin zur Bestimmung von .Y1 , :Y.l , ;;:3' U m zu zeigen, daB die Losungen des 
Gleichungssystems immer ree11 werden, deuten wir voriibergehend Xl' ·l:2' X3 

als l'echtwinklige Koordinaten eines Punktes im Raum. Die dritte Gleichung 
stellt dann eine Kugel mit dem Radius k dar, die erste und zweite Glei
chung eine Ebene. Del' Abstand del' erst en Ebene vom Koordina,ten
ursprung wird 

Ie 
-::----- , 

\ 1 + ([2 

ist also < k, d. h. die Ebene schneidet die Kugel in einem reellen Kreis. 
clessen sphii.rischer Radius Q dadurch bestimmt ist, daB 

(,08!! = 
VI-+- a~ 

a 
Sill (! = --- ~--~ 

V 1 C/~ 

wird. Die zweite Ebene geht durch den Mittelpunkt del' Kugel uncl hir 
den Winkel 0, den sie mit clem Lot del' ersten Ebene bildet, ergibt sich 

sin D = ~ -c. f1111 + S.11~± ~:lll:.; a· U 
V~1:!+~~+~1~/'1/11/11~:! JI/ li+-a~.v'l-: 62 
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also 
. b 

sm {} = 8m 0 . --=----'-:.c..::..c- , d. h. sin I} <:::: sin (! . 
~ y! 1 + b2 

Dies bedeutet abel', daB der Hauptkreis, in dem die zweite Ebene die Kugel 
schneidet, den Nebenkreis, den die erste Ebene ausschneidet, in reellen 
Punkten trifft, und da die Koordinaten diesel' Punkte eine Liisung Xl' X 2 , X:3 

hefem, ist eine wiche imlller in reeller Form vorhandell. Ist sie gefunden, 
so folgt aus den Gleichungen (5) sofort, daB in del' Tat aIle Bedingungen (7) 
und damit auch die Bedingungen (6) erfiillt sind, d. h. del' Pohlkesche Satz 
ist bewiesen. 

Fiil' die Richtung del' Projektionslinien ergibt sich del' Neigungswinkel a 
gegell die Bildebene aus del' Gleichung 

1 --
(H) tga=Va~+b2, 

und, wenn k= 1,fur diesen Ausdruck aus den Gleichungen (0) mit Rucksicht auf (8) 
1 4 ----- .-- --------- - -. - ----- ------.-:. 

(10) tg a = Vl (~12 +~2 2 +~3 2) -(17/ + 1722 + 11:12) P + .J-(~l 171 + ~2172 + ~3173)2 . 
Wir wollen nun wiedel' das Koordinatensystelll ~,17 so festlegen, daB die 

~-Achse mit del' z-Achse im Bilde zusammenfiillt, dann ist 
~ I = - 2 cos X, III = 2 sin X, ~ 2 = - ,u cos rp, 112 = - ,It sin 'P, ~:3 = Y, 173 = 0 
und del' vorige Ausdruck nimlllt die Form an 

1 4 - ---- .. --... -. -- -------------- ----------c------

(11) -tgJ = 1/24 + iU' + 1,4 + 2 p2 1,2 cos 2 (I' + :h·J ),2 cos 2% + 222 ft 2 cos 21P, 

wenn wiedel' 1p = 1800 -- cp - X gesetzt wird. 
Besondel's einfach ist die Darstellung, wo ,It = Y = 1, If! = DOo, also 

von den Hauptabmessungen zwei zu in ihrem natii.rlichen MaBstab und senk
recht zueinander auch im Bilde aufgezeichnet werden und die dritte Achse 
unter irgendeinel' N eigung gegen die beiden ersten angenol1lmen wird. Dann 
el'gibt sich aua (11) 

1 _ 
tgb = I,. 

Diese Dal'stellungsal't heiBt Kavalierperspekti ve. 
Solange a 90°, spricht man von einer schragen Pal'allelprojektion. 

Ist r) = 90°, nennt man die Projektion senkrecht oder ol'tho gonal und 
spl'icht von orthogonaler Axonometrie. In diesem FaIle 111uB in (10) 
del' Ausdruck uuter del' vVurzel verschwinden, also einzeln 

sein. Diese beiden Bedingungen sind abel', da ja das Koordinatensystem 
beliebig blieb, also die Beclingung in jedem Koordinatensystem erfii.llt sein 
muB, in Wirkliehkeit gleichbedeutend. Dreht man l1amlieh das Koordil1aten
system um +0°, so werden die neue11 Kool'dinaten 

::'_~i+ ili 
~i --- y' 2 

, _~i_.-_ 11,: 
1'li= -

12 
uml clamit geht die erste Gleichuug iiber in 

Ii = 1, 2, 3) 

'-' '+"' '+ ~, , r ~IllI I;~ ll~ ~:1 '1:3 = J, 

d. h. sie nimmt die Form del' zweiten Bedingungsgleichung an. ~ eunell wir 
nun wI' (I).", (1):1 die vVinkel, welche die Streck en OL = 2, 0111 = ,II, ON = I' 

mit del' beliebig wlihlbal'en Hichtung del' ~-Achse einschlie13en, so wil'd 

E 1 ,= 2 cos (1)1' ill = ;, sin (1)1 usw. 
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und die Gleiehung lautet 

A 2 sin 2 WI + ,u~sin 2 w~ +p2 sin 2 W3 = 0 . 

Wahlt man fur die ~-Aehse wieder die Projektion del' z-Aehse. so wird 
0)1 = X, 0)2 = - IP, (j)a = 0, also 

), 'J sin :2 X -- fl2 sin 2 Ip = ° . 
Entspreehend findet man noeh zwei Gleiehungen und insgesamt die Pro
portion 

(12) A: ILl : jJ = V sin :2 g' : YSi.n ix : l sin :2~ . 

Es sind also die drei Richtungen del' Achsen im Bilde immer noeh 
beliebig wahlbar, dadurch sind aber die MaBstabanderungen 2, ,Ll, l' bis auf 
einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt. 

Wir haben nun drei Fiille zu unterseheiden: 
1. Wenn g) = X = 'i' = 60°, spricht man von einer isometrisehen 

Projektion. Es wird dann aueh A=,U=l' und es ist llloglieh, aHe drei 
Werte = 1 anzunehmen, also die Hauptabmessungen in dem MaBstab der 
Grund - und AufriBprojektion abzutragen. 

2. Wird g' = X, abel' 'I' = HlOo -- 2 IF von (f uncl X versehieden, so nennt 
man die Projektion eine dimetrisehe. Es wird dann 

odeI' 
J. : ,I ( : l' = Y sin 2 ~ : V' sin 2 q: : Y - 2 sin 2 er' CoS~(P , 

),: ,U : l' = 1 : 1 : V'-- 2 cos 21p . 

Besonders hervorzuheben ist hierbei als zweckmaBig und einfach zu kon
struieren die Projektion, bei der Cf' = X = 75 0 ist, dann wird - cos 2 IT = cos 30 0 

= ~ VS , also J _ 

;. : ,Ll : l' = 1 : 1:\/3 . 

Es kOlllmt abel' nur auf eine ungefahre Bestimmung del' \Verte an, da eine 
kleine Vertinderung des MaBstabes wohl eine geringe Abweichung von der 
senkreehten Projektion bedeutet, diose abel' nicht storend bemerkt wird. "Vir 

,';-
kOIlJ1en de8halb angenahert setzen \' 3 = ~, also annehmen 

U ;l) J.. : ,It : jJ ~= 1 : 1 : ~ 

und erhalten dam it eine bequem zu zeiehnende DarsteUung. 
3. Welm 'P, X, V' alIe versehieden sind. so heiBt clie Projektion 

trimetrisch. vVir zeichnen den Fall besonders aus. \VO 

ist, dann wird 
'f' = 60°, 

oder 
},: ,Ll: I' = lsin IlOu: \' sin :30 0 : lsin ~IOIJ 

,j -- -

i.:,u:1'=1/~:Y1:1. 

Da, es aueh hier nul' auf eine ungefahre Bestimlllung ankollllllt, konnen \HI' 

J_ 

hir \ 1 clen '\Vert 1 set zen und annehmen 

(141 A : ,ll : I' = 1 : l'~-: 1 .. 

Wir erhalten so \\'iecler eine besonders einfaeh zu kOI1f;truierencle Darstellung. 
"Vie die drei verschiedenen orthogonal axollometrischen ProjektionHarten 

sich bewahren, kann an clem einfachen Beispiel del' Zeiehllung eines VViirfels e1" 
lautert werden (Fig. 1:33). Die isometrische Projektion ist sehr einfaeh, hat aber 
den Nachteil, daB sic eine starke Aufsicht liefert, und die h~i,ufig storende Be
iOonderheit, daB, wenn del' dargestellte Kor'Per S~'mllletrieeigenschaften besitzt, 
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unter Umstanden eine Reihe von Linien zusammenfallen. Diesel' Dbelstand 
zeigt sich auch bei del' dimetrischen Projektion, die abeT nicht mehr eine 

Fig. 133. 

, .. -!-

gleich starke Aufsicht liefert. AIle Dbelstande versch>1:inden 
bei del' trimetrischen Projektion, die deshalb immerhin die 
anschaulichste und natiirlichste Darstellung liefert. Wie die 
verschieclenen Projektionen fiiI' die Darstellung bautec-h
nischer Einzelheiten Verwen
clung finden konnen, ist in 
den ne benstehenden Figuren 
an drei Beispielen erlautert. 
Fig. 134 zeigt zl1nachst den 
Kampferstein eines scheit
rechten Bogens in isome
trischer Projektion. Aus 
diesel' Projektion tl'itt die 
Form des Steins viel deut
licher hervor wie aus del' 
Grund- und AufriBdaI'stel
lung, in del' del' Stein zu
nachst gegeben ist. Fig. 136 
zeigt eine Balkenverbindung 
in dimetrischer Projektion 
und Fig. 136 die Sohlbank 
eines Fensters in trimetri-

Fig. 134. 

Fig. 135. 

Fig.1illi. 

seher Pl'ojektion. Die ul1mittelbare Anschaulichkeit del' Raumfol'ln III clel' 
axonometl'ischen Darstellung springt auch hier in die Augen. 

Allgemein ist zu beachten, daB die Darstellung streng genommen nUl" flir 
Hanrlhihliolhek. 1. 1. 8 
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einen III unendlich groBer Entfernung befindlichen Betrachter natiirlich 
erscheint, weil, damit der Anblick del' Abbildung mit dem des wirklichen 
Karpel's iibereinstimmt, die Projektionslinien mit den Sehstrahlen zusammen
fallen, d. h. nach dem Auge des Beschauers hinlaufen miissen. Nur welli del' 
Beschauer sehr weit entfernt ist, kOlmen also die Projektionslinien parallel 
angenommen werden. Deshalb paBt die Paralleiperspektive nul' fUr Dar
stellungen von verhaltnismaBig geringer Ausdehnung, bei denen Lange und 
Breite des Bildes gering gegen die Entfernung des Bildes vom Auge sind. 
Man kann etwa annehmen, daB sie hachstens ein Fiinftel von dieser Ent
fernung betragen diirfen. 1st das Bild zu groB, so wirkt die Darstellung 
unnatiirlich, und dies gibt sich in einer merkwiirdigen optischen Tau8chung 
zu erkennen. Die im Bilde gezeichneten parallelen Linien er8cheinen dann 
gar nicht mehr parallel, 80ndern machen den Eindruck, als ob sie nach hinten 
zu auseinander liefen. 

Es ist bis jetzt nicht darauf Riicksicht genom men worden, daB das 
orthogonal axonometrische Bild durch eine wirkliche Projektion gewonnen 
wird, vielmehr ist eine ahnliehe Veranderung, d. h. eine Anderung des ge
samten MaBstabes del' Zeichnung noeh immer als moglieh Ulld erlaubt an
gesehen worden. Man kann nun abel' fragen, linter welcher Bedingung das 
axonometrische Bild die wirkliche senkreehte Projektion des Raumbildes ist. 
Dann sind nicht bloB die Verhaltnisse von ;t, fl' Y, sondern diese selbst be
stimmt. Nennt man a, fl, )' die Neigungswinkel der Koordinatenachsen 1m 
Raum gegen die Norll1ale del' Projektionsebene, so wird 

l = sin [(, fl = sin t3 , Y = sin)' . 

Es sind also ;t, ,t.l, Y imll1er < 1 (del' Fall, wo eille del' drei Achsen zur Bild
ebene parallel ist, scheidet aus, weil dann die drei Achsenrichtungen iill Bilde 
nicht mehr divergieren, sondern zwei Achsenrichtungen zusammenfallen). 

Nun besteht zwischen den drei Kosinus die Beziehung 

also wird 
cos2 (( -t- cos2 fJ + cos2 i' = 1 , 

sin2 a + sin2 fJ + sin 2)' = :2 

und zwischen i., ,U, v besteht die Relation 

(15) 

Es sei zum Schlul3 noch das Beispiel del' Darstellung einer Kugel mit drei 
auf ihr liegenden, zueinander senkrechten graBten Kreisen in dimetrischer 
Projektion behandelt, das eille besonders einfache Losung gestattet und fiir 
die Kennzeiclmung del' axonometrischen Abbildung von Kreisen bedeutungs
voll ist. 

Zunachst ist klar, daB von der Projektion del' Kugel del' Umril3 ein 
Kreis ist, dessen Radius gleich dem Kugell'adius ist, und daB die Projek
tionen del' groBten Kreise auf del' Kugel, die gegen die Projektionsebene 
schrag gestellt sind, Ellipsen werden, die den Ull1rif3krois in den Endpunkten 
eines Durchmessers beriihren. Dieser Durchll1esser ist dann die gl'oBe Achse 
del' Ellipse und die kleine Achse del' Ellipse falIt mit del' Projektion del' 
Achse des Kreises (d. h. des auf del' Kreisebene im Kreismittelpunkte errich
teten Lotes) zusammen. 

Wir wollen nun von den als gegeben angesehenen Achsenprojektionen, 
von denen, weil die Projektion dimetrisch sein solI, zwei, x', y', mit del' 
dritten, z', gleiche Winkel bilden, und dem Radius k der Kugel ausgehen. 
Wir schlagen dann um den Schnittpunkt 0 del' projizierten Achsen den Kreis 
mit dem Radius k und ziehen sofort die zu den Achsenprojektionen senk
l"echten Durchmesser Al E 1 , A,! E~, Aa E;; dieses Kreises. Zeichnen wil' dann 
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das Rechteck, von dem A8 Bs eine Mittellinie ist und die Diagonalen mit 
x', y' zusammenfallen, so sind die beiden Mittellinien dieses Rechtecks AsB3 
und 03Da die Achsen einer hiernach sofort zu konstruierenden Ellipse, welche 
den Schnitt del' Kugel mit del' x y -Ebene darstellt, und die auf x', y' ab
geschnittenen gleich langen Durchmesser LLl und M M 1 sind die Projektionen 
del' in die x- und y-Achse fallenden Kugeldurchmesser. Die Projektion N N 1 

des in die z-Achse fallenden Kugeldurch
messers hat die Lange 2AgT, wenn A3T 
die aus dem Punkte A3 an den Kreis 
iiber 03D;3 gezogene Tangente ist. Zieht 
man an diesen Kreis aus L die Tangente 
L U, so wird deren doppelte Lange gleich 
den kleinen Achsen 01 D l , G2 D2 del' El
lipsen, von denen AlBl • A2B2 die groBen 
Achsen sind und welche die Projektionen 
derSchnitte del' Kugel mit del' xz- und 
yz-Ebene darstellen. Dies iet leicht zu 
beweisen. Setzen wir namlich 

LLl =MMl = 2l, NNl =.~n, 

so wird, weil hier ;,=,u={, v=i ist, 
Fig. 137. 

:2 l2 -I-- n 2 = :2 k 2 • 

Anderseits muB nach dem fiir konjugierte Durchmesser einer Ellipse gelten
den Satz 212 = OA3 2 + 003

2 sein, es wird also 

003 2 = 212 _ P = k2 _ n2, 

und dies zeigt, daB ON = 11. die Lange del' aus As an den Kreis um ° vom 
Radius 003 gezogonen Tangente ist. Fiir die nachste Ellipse wird analog 
l2+ n2=OA l2+00l2, also 00l2=P+n2 -P=OL2_003 2, also 001 
gleich del' an den Kreis iiber 0;1 Ds aus L gezogenen Tangente. 

3. Darstellung des Geliindes. 
Eine FHiche kann man sich analytisch dargestellt denken, indem man 

die dritte Koordinate z ihrer Punkte als Funktion del' beiden anderen 
Koordinaten x, y ansieht und scbreibt 

z=f(x, V)· 
Handelt es sich nun um einen Teil del' Erdoberflache (Gelandeflache odeI' 
topographische Flache), so wahlt man unter del' Voraussetzung, daB die 
Ricbtung del' Schwerluaft in dem betracbteten Teil del' Erdoberflacbe sich 
nicht merklich andert. clie z-Koordinate vertikal, x, y also horizontal. Wenn 
das Gelande nicht etvm mit Hohien odeI' trberhangen durcbsetzt ist, so kann 
man z als eindeutige Funktion von x, y anseben. Um nun die Geliindeflache 
zur graphischen Darstellung zu bringen, geht man von den in gleichen 
Zwischenraumen aufeinander folgenden Werten zo' Zl' Z2 usw. aus und zeichnet 
die Kurven 

f(x, y)=zi' 

welche die Punkte gleicher Hohe verbinden, auf dem Kartenblatt auf. Diese 
Linien heiBen Hohenlinien, Schichtlinien odeI' Isohypsen. Die 
Zwischenraume del' vVerte von z, fill' weiche die Hohenliniell aufgezeichnet 
sind, beiBt die Hohenstufe odeI' Kote. Eine Zeichnung del' genanllten 
Art wird desbalb ein kotierter Plan genannt. 

8* 
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Eine Linie, welche aIle Hohenlinien, die sie trifft, rechtwinklig schneidet, 
gibt in jedem ihrer Punkte die Richtung groBter Neigung gegen die Hori
zontalebene an und wird als Fallinie bezeichnet. Um !:lie zu konstruieren, 
kann man sich des Spiegellineals bedienen. Mit dessen Hilfe errichtet man 
III einem Punkte einer Hohenlinie auf ihr das Lot, in dessen Schnittpunkt 

\00 000000 .•..• 

mit del' nachsten Hohenlinie auf 
diesel' wieder das Lot usw. Diese 
Lote umhiillen dann eine Fall
linie, die sie jedesmal in dem 
Punkte beri'thren, wo sie auf del' 
zugehol'igen Hohenlinie senk
l'echt stehen (Fig. 138). 

Um diese Konstl'uktion aus-
zufiihl'en, ist natiirlich el'forder-

Fig. 138. Fig. 139. lich, daB geniigend Hohenlinien 
aufgezeichllet sind. Ist das nicht 

der Fall, so mlissen neue Hohenlinien eingeschaltet werden. Dies kann mit 
Hilfe von Quel'profilen geschehen, d. h. vel'tika.len Schnitten durch die 
Geliinde£lache, die man um die Grundlinie, iiber del' sie sich el'heben, in die 
Zeichenebene umklappt (Fig. 139). Diese Querprofile hat man an den be
tl'effenden Stellen del' Zeichnung in geniigender Anzahl zu konstruieren und 
aus ihnen die erfordel'lichen Punkte fiir die einzuschaltenden Hohenlinien zu 
entnehmen. 

'Venn die Hohenlinien nurschwach gekl'iimmt sind, so geniigt es, wenn 
man Strecken zwischen ihnen in so viel gleiche Teile teilt, wie man Hohon
linien einschalten will, bei entsprechender gleichel' Teilung del" Hohenstufe. 
Nach diesem Verfahren wiil'de man auch die Hohe eines zwischen zwei Hohen
linien liegenden Punktes P bestimmen. Man zieht durch ihn eine gemde 
LUlie, die von den benachbal'ten Hohenlinien in Pi' P i + 1 getroffen werde. 
Sind dann zi' Zi+ 1 die diesen Hohenlinien entsprechenden Erhebungen, so wi I'd 
die Hohe von P 

PiP .' . Pi+lP.ZiTPiP'Zi+l 
Zi +p~p~~-l Zi + 1 - Zi) = ._--P .p .__. -

I 1 -r- 1 1 '/ -\- 1 

Eine Ebene, welche durch die Tangente einer Hohenlinie geht und die
selbe Neigung hat wie die von dem Beriihrungspunkt diesel' Tangente aus
gehende Fallinie an diesel' Stelle, ist eine Beriihrungsebene del' GeHinde
£lache. Um sie zu konstl'uiel'en, hat man normal lsenkrecht) zu del' Hohen· 
linie an del' betreffenden Stelle ein Querpl'ofil zu legen und damn flil' diese 
Stelle die Tangente zu ziehml. Legt man auf diesel' Tangente die del' Hohen· 
stufe entspreehenden verschiedenen Hohen fest und zieht dul'eh diese Punkte 
die Parallelen zu del' Tangente del' Hohenlinie, von del' man ausging, so 
el'hiilt man die Hohenlinien del' Bel'iihrungsebene. Von diesen wird nul' die 
erste eine genaue Tangente einer Hohenlinie, die benaehbarten aher werden 
aueh noeh a,ngeniihert Tangenten del' zugehorigen Hohenlinien sein. wenn 
diese H6henlinien geniigend dicht aufeinander folgen. 

Die Beriihrungsebene kann mit del' Geliinde£liiehe nur den Beriihrungs
punkt gemein haben. Dann heil3t die Flaehe an del' betr. Stelle elliptiseh 
gekriimmt. Die Beriihl'ungsebene kalln abel' auch die Fliiche in del' Niihe 
des Beriihrungspunktes so dllrchdl'ingen, daB die Sclmittkurve im Beriihrungs· 
punkt sich Relbst dllI'chsetzt (einen Doppelpunkt odeI' Knotenpunkt besitzt). 
Dann heiBt die Fliiche an del' Stelle hyperbolisch gekl'iimmt. Endlich 
kann die Beriihrnngsebene elie Fliiehe aneh so clurehsetzen, daB die Sehnitt
kurve nul' einmal durch den Beriihrnngspullkt hindlll'chgeht., d. h. in cliesem 
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nur eine Tangente hat. Dann heiBt die Fliiche an der Stelle parabolisch 
gekriimmt. 

Bei del' Darstellung der Gelandefiache kann es Punkte geben, die von 
den benachbarten Hohenlinien umschlossen werden uncl um die sieh diese 
Hohenlinien, wenn man neue Hohenstufen einschaltet. engel' und enger zu
sammenziehen. Diese Punkte 
liegen entweder hoher oder tiefer 
wie ihre ganze unmittelbare Um
gebung und heiBen demnaeh ent
wedel' Gipfel- oder Mulden
punkte (Fig.140). 

Es kann aber aueh eine 
Hohenlinie sich selbst einmal 
dnrchsetzen, so daB von einem 
solchen Punkte in del' gleiehen Fig. 140. Fig. 141. 
Hohe nach vier, pam' weise ent-
gegengesetzten Richtungen fortgeschritten werden kann. In zweien der vier 
so entstehenden Winkel, die als Scheitelwinkel erscheinen, liegen dann 
Stellen groBerer Hohe, in den andel'en beiden Winkeln Stellen geringerer 
Hohe. Der Punkt bildet die Scheide zwischen zwei Erhebungen und gleich
zeitig zwischen zwei talformigen Einsenkungen. Ein solcher Punkt ist ein 
.J ochpunkt (Fig. 141). Die Horizontalebene, welche in del' Hohe des Joch
punktes Jiegt und die zngehorige Hohenlinie enthlllt, beriihrt die Gelande
fiache in dem Jochpunkt. 

In del' unmittelbaren Nachbarschaft cines Jochpllnktes habell die Hohen
linien die Gestalt von Hyperbeln mit gemeinsamen Achsen und gemein
s"men Asymptotell, die GelandefHiche hat in del" lUlmittelbaren Nahe des 
.r ochpunktes die Form eines hyperbolischen Paraboloids. Die orthogonalen 
Tmjektorien diesel' Hyperbeln haben ebenfalls hyperbeIahnliche Gestalt und 
niihern sich mehr und mehr den gemeinsamen Achsen der Hyperbeln (W und T). 
Diese Achsen selbst sind auch Fallinien, abel' durch die Eigenscha.ft aus
gezeichnet, daB aIle benaehbarten Fallinien sieh ihnen naeh auBenhin mehr 
lind mehr nahern, so daB ~ie von ihnell eingehii.llt 
erscheinen. Derartige FaBinien heiBen allgemein 
Kammlinien (W), wenn die benachbarten 'Fall
linien sich ihnen in aufsteigelldem Sinne naherll, 
oder Tallinien (T). wenn die benachbarten Fall
linien sich ihnen' il~ absteigendem Sinne nahern. 

Hohenlinien und Fallinien verlaufen immer 
st.etig, konnen ,l,ber Ecken, Knotenpunkte und derlei 
Ansnahmestellen haben. Ecken treten eill. wenn Fig. 142 . 
• las Gelilnde Grate oder R.innen besitzt. 

Eirl6 GeHilldefiache, die iiberaB clieselbe Neigung besitzt. heil3t eine 
Bosch u ngs fI a c h e. Es sind danll die Hohelliinien iiquidistante Parallel
kurven. Solche P,uallelkurven besitzen gemeinsame N onnalen, also sind die 
Fallinien einer Boschungsfla.ehe gerade Linien uncl auf cliesen· werden clnrch 
die aufeinanderfolgellden liquidistanten Hohenlinien gleiche Stiieke abge
schnitten. Eine Boschungsflache kann als die Hiillfiaehc einer Schar yon 
geraclen Krciskegeln mit vertikalen Aehsen angesehen werden. AIle Punkte 
clcrselben gemdlinigen Fallinie haben clie gleiche Beriihrungsebene. Diese 
Bbene ist gleic'hzeitig Beriihrungsebcne cines del' genannten Kegel. Del' 
Kegel bcrUhrt die BoschungsfHiche in cine!' Fallinie. Die Hohonlinien er
,;cheinen in del' Horizolltalprojektion als die Hi.illkurven von Kreisen, und 
diese Kreil';e haben fill' aile Hohelliinien dieselbcn Mittelpunkte (dicse 'lind clio 
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Projektionen der Spitzen jener Boschungskegel). Die Spitzen der Kegel bilden 
den Grat der Boschungsfiache (Fig. 143). 1st der Grat gegeben, so ist die 
Boschungsflache bestimmt, wenn auch noch der Boschungswillkel (Neigullg 
der Fallillie gegen die horizontale Ebene) gegeben ist. Die Boschungsflache 
besteht aus zwei Teilen, die sich von dem Grat aus nach beiden Seiten herab
senken. Die Hohenlinien bilden an dem Grat schade Winkel, und zwal' ist 
die GroBe des Winkels (( bestimmt durch die Gleiehung 

• 1 tg r 
SIn -., IX = - , 

- tg e 

wenn r die Neigung des Grats und eden Boschungswinl-;el bezeichnet. 

Fig. 143. Fig. 144. 

1st der Grat eine gei·ade Linie, so besteht die Boschullgsfliiche aus Z\H'j 

ehenen Fliichen. Die Hohenlinien sind dann geradlinig und aquidistant. 
1st del" Grat eine vertikal gestellte Ellipse mit einer horizontalen Aehse 

(oder im besonderen FaIle ein Kreis), so werden die Hohenlinien die Parallel
kurven einer Ellipse. Diese Ellipse ist die Hohenlinie in derselben Hohe. 
in del' die horizontale Aehse der Gratellipse liegt.. Die Endpunkte del' in 
ihre Ebene fallenden Achse der Gratellipse sind die Brennpunkte diesel" 
elliptischen Hohenkurve. Von der Gratellipse kOll1mt abel" als Grat nur daB 
Stllck in Betracht, dessen Tangenten gegen die Horizontale urn weniger als 
den Boschungswinkel geneigt sind. W 0 also die N eigung del' Tangente gleich 
dem Bosehungswinkel wird, endet del' Grat. In der Projektion sind diese 

Punkte die Mittelpunkte del' Kreise, 
\velehe die Krllmmungskreise del" als 
Hohenlinie auftretenden Ellipse in dell 
Endpunkt der groBen Aehse bilden. Die 
naeh diesen Punk tell hin laufenden und 
in der Ebene del' Gratellipse liegenden 
Fallinien sind solehe Kammlinien, wic 
sic frii.her erwiihnt wurden. In del" 
Figur 144 sind zwei Paar gewohnliche 

Fig. 14!i. Falllinien /; (1 lind eine nicht ellip
tisehe Hohenkurve eingezeiehnet. 

Es sollen nUll noch eia paar besonclere Aufgaben besproehen werden. 
Bei der Losung del' Aufga.be, zwci gegebene Punkte einer Fhichc durch einE" 
Kurve von konstant.er Steigllng (Bosehungslinie) Zl1 vel"binclen, hat. man sich 



Darstellung des Gelandes. 119 

eines geometrischen Naherungsverfahrens zu bedienen (Fig. 145). Man kon
struiert zunachst, von dem einen del' gegebenen Pun~te A ausgehend, eine 
solehe B6sehungslinie, die in der Nahe des anderen gegebenen Punktes B die 
dureh diesen gehende H6henlinie sehneidet. Eine solehe B6sehungslinie findet 
man daraus, daB das von ihr zwischen zwei benaehbarte H6henlinien fallende 
Stii.ek eine bestimmte konstante Lange haben muB. Je naehdem diese Lange 
zu groB oder zu klein gewahlt wird, gelangt man auf der dureh den Punkt B 
gehenden H6henlinie zu einem Punkte auf der einen oder anderen Seite von 
clem Punkte B. Tragt man die b~rlutzten Intervalle in den auf der H6benlinie 
des Punktes B erreiehten Punkten senkreeht zu dieser H6henlinie ab und 
verbindet sie dureh eine Kurve oder, wenn sie geniigend nahe an B liegen, 
dureh eine gerade Linie, so wird das durch diese Linie auf del' Normalen 

Fig. 146. 

del' H6henlinie in B abgeschnittene Stuck 
eine Naherung fii.r das riehtige Intervall 
geben. 

1st die Sehnittlinie einer dureh ihren 
Grat gegebenen B6sebungsflache mit einer 

o 

Fig. 147. 

yorgelegten Gelandeflaehe zu finden, so konstruiert man die H6henlinien diesel' 
B6schungsfHtehe fill' die Hohen, fiir welehe die Hohenlinien del' GeIandeflaehe 
gezeichnet sind. Dann liefern die Sehnittpunkte del" in derselben Hohe 
liegenden Hohenlinien sofort Punkte del' gesuehten Sehnittkurve (Fig. 146). 

Es werde diese Aufgabe insbesondere fiiI" den Fall durehgefiihrt, daB 
die Gelancleflaehe eine Ebene (Abhang) ist und der Grat del' B6sehungsflaehe 
eine ebene Kurve, die aus zwei parallelen geradlinigen Stiicken und einem 
sie verbindenden Halbkreis besteht (Fig. 147). Die~en Grat kann man als ein 
auf Tragern libei' clem Abhang erriehtetes horizontales Geleise deuten, von dem 
au;; Sehlaeken auf den Abhang gekippt werden. Es soll die sich bildende 
I-Ialde konstruiert, werden. Die Hohenlinien diesel' I-Ialde sind parallel zu 
dem Geleise, bestehen also \Vie dieses aus geraden Streeken und Halbkreisen 
und sind danach sofort zu zeiehnen. Die Hohenlinien des Abhanges sind 
~lquidistante pan'tllele Linien. Die Sehnittpunkte entsprechender Hohenlinien 
sind danach festzulegen. Die Sehnittlinien bestehen aus Kegelsehnitten und 
geradlinigen Sti.1eken. Die Kegelsehnitte sind Ellipsen, Para.beln oder I-Iy
perheln, je nachdem die Neigung des ebenen Abhanges kleiner, ebenso groB 
odeI' groBer als clie del' Halde ist. Ihre Haupt.achsen liegen in del" Symmet.rie
ebene des Geleises. 

Es sei noeh folgenc1e einfaehe Aufgahe behandelt: Zwei ebene Ahhiinge 
sehneiden sieh in cineI' geraden Rinne, doron Punkte durch die Schnitte 
entspreehender I-Iohenlinien sofori zu finden sind. Sollen nun zwei in ge-
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rader Linie auf beiden Abhangen liegende Punkte A und B durch einen 
Damm von gegebener Breite und Boschung verbunden werden, so zieht man 
zunachst die zu AB parallel en Randlinien del' Dammkrone und zu diesen in 
den aus del' gegebenen Boschung hervorgehenden Abstanden die Hohenlinien 
del' Dammboschung. Diese schneidet man dann mit den zugehorigen Hohen
linien cler beiden Abhange und findet daraus die gesuchten Schnittlinien . 

. - - --- -- -- -- - - - -- --- . --- - .~ . 

r~ ___ ;;"'c. _______ _ _ 
r( 

---.----- .- --~,l' -----------

.II 

Fig. 148. Fig. 149. 

In del' Richtung 1JI1 N soil noch ein Querprofil (Vertikalschnittl dUl'ch 
die Gelandeanordnung gelegt werden. Man zieht dann horizontaJe parallele 
Linien in den Abstanden, wie sie den Hohen cler Hohenlinien entsprechen, 
und tragt die auf J.11 N sich ergebenclen Horizontalabstiinde fur die einzelnen 
Hohen von einer vertikalen Achse aus auf den horizontalen ParalJelen ab _ 
So ergibt sich sofort das gesuchte Profil. 

-!. Raumtransfol'mationen. 
Die Bewegung eines stan'en Systems UiBt sich ausdeuten als eine kon

gruente Transformation des Raumes, bei del' jeder Punkt in einen andel'en 
iibergeht, llnd hei del' die Entfernungen aller Punkte voneinander ungeandert 
bleiben. Die Entfernung zweier Punkte voneinander heiBt deshalb eine In
variante del' Transformation. Ebenso ist jede Funktion des Winkels zwischen 
zwei Richtungen eine Invariante del' Transformation. 

Diese zweite Art Invarianten bleibt auch bei den Ahnlichkeitstl'ans
for III a t ion e n des Raumes bestehen, wiihrend hierbei die Entfernung allor 
Punkte voneinanc1er in c1emselben Verhiiltnis vel'iindert wi rd. Es wiirc1e also 
das Abstandsverhiiltnis dreior Punkto auf oinet' gerac1en Linie wiedel' eine In
vaJ'iante del' Transforma.tion 'lein. 

Analytisch laBt 8ich jede Transformation des R.aumes festlegen, indem 
man die Koo1'dinaten x, y, z eines Punktes vor del' Transformation und die 
Koonlinaten x', y', z' des transfonnierten Punktes einfilhrt. Danll werden 
x', y', z' Funktionen von x, y, z. 

Del' llachstliegende Fall, del' hiel'bei bct.rachtet werden kann, ist del'. 
\H) .;:', !i' , z' ganze linen,re FUllkt.ionen ,TOll .1' _ y, ,: ;;ind. also von del' Form: 

I x' = ao + (/1'1' + a~ 11 --1- (/:l Z, 

(1) ~ !I' = 60 IJ I ~; T' I)~ Y /):1 ::. 

I:' =c Cn C-1 .r C-~!J -i-- t,) .~. 
Zll den so (htl'ge~telltell Tl'Hnsfonnationen gehoren audl clie Kongl'uenzen 
und die Ahnlichkeitstransformationen. Allgemein \\"ird eine durch die Glei
dmngen (l'i gegebene Transformation als eille affine Transformation ocIer 
kurz aIs A, ff i n i ti-i t be7:eichnet. 
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Diese Affinitaien haben folgende Grundeigensc-haften: 
1. Jedem im Endlichen gelegenen Punkte I.r, y. z') entspl'icht. ein 1lll 

Endlichen gelegener Punkt (x', y', z') und umgekehrt. 
2. Den Punkten einer geraden Linie entsprechen die Punkt.e eineL' ge

raden Linie unel den Punkten einer Ebene ent,sprechen wiedeL' die Punkte 
einer Ebene. 

3. Para-Helen Geraelen und Ebenen entsprechen wieder paraHele Gerade 
und Ebenen. 

4. Das Abstandsverhaltnis dreiel' Punkte einer gemden Linie bleibt bei 
del' Transformation ungeiindert. 

5. Die FHicheninhalte aHer Figuren in einer Ebene iindern "ieh bei del' 
Transformation in demselben Verha.ltnis. 

6. Die Rauminhalte allel' raumlichen Figurell andern sich bei deL' Trans
formation in demselben VeI"llaltnis. 

Es sind nun wei tel' bei den Gleichungen 1,1) folgende Falle zu unter
scheiden: 

Erster Fall. Es gibt einen nnd nul' einen iIll Endlichen gelegenell 
Punkt, del' bei der Transformation ungeiindert bleibt. Diesel' heiBt dann 
das Zentrum del' Transformat.ion, diese selbst zentrale Affinitat.. 

(:Z) 

Diesel' Fall tritt immel' dann ein, wenn die Determinante 

:a1 -l 

1=: hI 
a~ 

l;~ .-_. 

I 
C1 C.~ C:l - 1 

ent.er dieser VOl'ltUssetzung namlich latisen die von N un vel's~hieden ist. 
linearen Gleichungen 

! Xo = no + n 1 Xo + a~ Yo T (t:{ zo' 

l yo=bo +bl:rO+b~Yo+b:l 20 , 

l Zo == Co + C1 ;1:0 + c~ Yo + C:l 20 

eill und mu' ein Losungssystem zu. 
lichen gelegenen Punkt (xo' Yo, zo), 
bleibt-. Zieht man die Gleichungen 
setzt hinterher 

Es gibt also einen eillzigen iIll End
del' bei del' Transformation ungeiindert 
(3) von dE'n Gleichungen 11) a,b und er-

.1/ - x O' /I' -- Yo' z' - Zli durch ,1;', V'. z', 
.1:-;1:0' v-yo' z-zo durch .r, y, z, 

Jegt man also den Anfangspunkt des Koordinatensystems in das Zentrulll, so 
nehmen die Transformationsgleichungen die einfachere Form a,n: 

(.J.J 

I :c' = (/1 .1: .+ (/'2 Y -+- (/'3 Z, 

: y' = hI ,I; --r b~ y -I h:] z, 

I z' = c- 1 .r + c2 Y + c:] Z. 

Zweiter Fall. AIle' Pllnkt.e einer geraden Achse bleiben hei derTrans
formation ungeandert laxiale Affillitat). Die Transfonnationsgleichungen 
k6nnen dann auf die noeh einfachere Form gebracht werden: 

rai 
f .1" === a 1'1' + ((~ y, 
I y' = hl .r _c_ b~ y. 

I ;;' = C I .r -;- C2 !f -f- :; . 
)lan sieht in del' Tat, claB nul' so fiir die PunktE' der z-Achse, al::;o hir 

:r = 0, !f = 0 ;Luch ;>,;' = 0, y' = 0 und z' = z wird. d. h. die Pnnkte der 
z -Achse sieh selbst entsprechen. 
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Dr itt e r FaIL AIle Punkte einer Ebene bleiben bei del' Transformation 
ungeandert (perspektivische Affinitat). Dann lassen sich die Transfor
mationsgleichullgen auf die Form bringen: 

I x'=alx, 

(6) ~y'=bIX+Y, 
l z'=clx+z. 

In del' Tat wird nul' so fill' x = 0 auch x' = 0 und y' = y, z' = z. Man 
sieht sofort, daB 

(x' - x): (y' - y): (z' - z) = (al -1): bl : ci 

wird, d. h. die Verbindungslinien entsprechender Punkte P,P' sind parallel. 
Ferner wird die Entfernung del' beiden Punkte P, P' 

l(xf':":""xt=F--(y' -.:.:.: y)2 + ~i ~ ~)~ = 1i(a1 - If + bl 2+C1 ~.;1;, 
also dem Abstande des Punktes P von del' Affinitatsebene (:1:=0) pro
portional. Man kann diese Eigenschaft, wenn at + 1 ist, auch so fassen: 
Man nenne Po den Schnittpunkt del' Verbindungslinie P P' mit del' Affini
nitatsebene, dann wird das Abstandsverhiiltnis 

P Po: pI Po = konst. 

Viertel' Fall. Kein im Endlichen gelegener Punkt entspricht sich selbst. 
Dann kann man den Transformationsgleichungen die :Form geben: 

f x' =ao +a1x+a~y, 
(7) )y'=bo+blX+b~y, 

l z' = Co -+- c1 X + c2 Y + ,2. 

Man sieht dal'aus, daB nach Absonderung einer Parallelverschiebung 

x'c=a,o+x l , y'=bO+Y I ' z'=CO-t-ZI 

die Transformation auf den z\veiten Fall zuriickgefiihrt wird. 

Wir wollen nun den Fall der zentralen Affinitat naher untersuchen. 
Die durch die GIeichungen (2) dargestellte Transformation zerlegen wir 

in eine Drehung um das Zelltrum 0 (x = 0, y = 0, Z = 0) und eine besonders 
einfache affine Transformation. Um dies zu erreichen, betrachten wir die 
Kugel Sf· mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 1. Zerlegen wir nun die 
Transformation so, daB bei der einen Teiltransformation diese Kugel in sich 
i.ibergeht, so ist dies notwendigerweise eine Drehung. Del1ll aus den Grund
eigenschaften del' Affinitat folgt, da.B wenn auf allen Strahlen' durch 0 del' 
Punkt 0 und del' MaBstab ungeandert bleibt, dies fiir aHe geraden Linien 
des Raumes del' Fall ist, d. h. es bleiben bei del' Transformation aIle Langen 
ungeandert und del' Punkt 0 an seiner Stelle, die Transformation ist also 
eine Drehung um den Punkt O. 

Es gehe nun durch die erste Teiltransformation del' Punkt (a;, y, z) in 
(Xl' Yl' Zl)' durchdiezweiteTeiltransformation (Xl' Y1 - zl'i in (x', y', z')iiber. 
Die zweite Teiltransformatioll transformiert die Kugel Si' in sieh, also muB 

;1:1 ~ + 1/1 ~ + Z1 ~ c_~ x'~ -+- y'~ +- ;;:."2 

werden. Es lllUf.l clahel' 

(8) ;1;1~ + y/ + Z1~-
, L + ""(b +, 'b "'+'( I + ., ta l:l'-, ((,!H ((;)zJ-, IX ~~y-: ~zr cI:r-:-c~y, cazr 

seill. und jede affine Transformation, die dieser Bedingung geniigt., kann fiir 
die erste Teiltl'ansfornHLtion genoll1men werden. 
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Wir wollen jetzt ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem 
Anfangspunkt 0 einfiihren, in dem an die Stelle von Xl' Yl' Zl die Koor
dinaten Xl' Y1 , Zl und an die Stelle von X, y, z die Koordinaten X, Y, Z 
treten. Dann muB 

(9) J X 12+ Y12+Z12::--C:X12+Y12+Z12, 

l X2 + P + Z2 =- x2 + y2 + Z2 

sem. Ferner solI aber 

(10) AX2+BY2+CZ2=(a1 x+a2y+a3z)2+(b1x+ .. .)2 (c1X+ .. .)'3 
werden, oder 

AX2 + B Y 2+ OZ2 --(11 X2+ f22y'3 + f33Z2+ 2f23 yz + 2fn zx + 2f12 xy, 
wenn 

fll = a12 + b12 + C12 , f22 = a22 + b22 + C22 , 

(11) f2 a = fs 2 = a2 as -t- b2 ba + C2 Ca ' 

f3l = f13 =a3 a l + b3 b1 + ba Cl ' 

f12 = f21 = a1 a2 + b1 b2 + C1 C2 

gesetzt wird. 

-I' 2+b 2 I 2 /33=aS S I C3 ' 

Mit den vorstehenden Gleichungen folgt nun auch 
(A-1)X2+(B-1) P+(0-1)Z2 

(12) =--c::(fll-1)X2+(f22-2)y2+(f~3-2)Z2+2f23YZ+2f31ZX+2f12xy, 

was auch der Wert von 2 sei. Da diese Gleichung aber identisch erfiillt 
ist, gilt sie auch, wenn wir statt X, Y, Z neue Werte X', Y', Z' und damit 
statt X, y, z neue Werte x', y', z' nehmen. Gleichzeitig gehoren dann aber 
zu~(X+X'), HY+Y'), HZ+Z') die Werte t(x+x'), ~(y+y'), Hz+z') 
(als die Koordinaten des Mittelpunktes auf del' die beiden Punkte P, P' 
verbindenden Strecke). Bilden wir nun die vorstehende Identitat auch fiir 
diese neue Koordinatenwerte, so konnen wir daraus sofort ableiten: 

(A -l)XX' +(B -1) YY' +(0 - 2)ZZ' 

(f11 - 2) xx' + (f22 -1) yy' + ... + f12 (xy' + yx') 

(13) [(fll-2)x+f12y+f13Z]X' 

+ [f21 X + (f22 - 1)y + f2 S zJ y' 

+ [f,ll X + f~2Y + (fS3 -1) z] z'. 

Nun verschwindet die linke Seite dieser Identitat unabh1ingig von den 
Werten X', Y', Z', wenn X = 0, Y = ° und C = 1 genommen wird. Fiir 
diesen Wert von 2 und die Punkte (x,y,z) der Z-Achse muB also auch die 
rechte Seite der Identit1it unabh1ingig von x', y', z' verschwinden, d. h. 

(14) 

Daraus folgt, daB 

(15) 

rCfll -2)x+f12Y+f1SZ=0, 

{f21X+(f22-2) y+f23 Z =0, 

lfs1X+f32y+U33-2) z=O. 

f11 -1 f12 f13 

f21 f22 - 2 f23 = ° 
f31 (32 f~3-1 

werden muB fiir 1 = C, und ebenso auch fiir 1 = A, 1 = B. In den letzten 
beiden Fallen gelten die Gleichungen (14) fiir die Punkte der X - und der 
Y-Achse. 
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Es sind nun aUe Wurzeln del' Gleichung (15) zunachst, wie leicht zu 
zu zeigen ist, aUe reell. Ferner sind sie aUe von Null verscbieden. Denn 
ware }, = o. so miiBte 

t~ 1 t~ 2 t~ 3 

t~ 1 t~ 2 t~ :3 =0 

(31 t~ ~ (13 
sein. Diese Determinante ist abel' das Quadrat del' Determinant,e 

a l 0'2 as 
!lfi) D= V1 b2 bn I ., , 

I 
C1 c2 COl 

nnd wbire diese = I), so wiil'den aIle Punkte x', y', z', die sich aus den 
Gleichungen (-1) ergeben. einer Ebene angehoren. Es wiirde also lwine wirk
liche Raumtransformation vorhanden sein. 

Es sind abel' auch aIle vVurzeln }, positiv. Denn ware eine \Yurzel, 
etwa X = C negati v, so \\'iil'de fiir X == 0, Y == 0 die linke Seite del' Glei
chung (10) negati y werden. DaB ist abel' unmoglich, da die rechte Seite not
wendig positiv ist. Demnach kann 

(17) A = a'~ , B = b2 . C = c~ 

gesetzt werden. wobei noch Cl ··0, b . .-" 0, C ,/ 0 sei. 

~ ach 110) ist also 
a2 X~ -+ b2 y:! + c:! Z2 = 1 

dio Flache, welche durch die Transformation (4) in eine Kugel yon Radius] 
iibergeht. Daraus ist leicht zu sehen, daB 

_\."'2 1"] Z~ 

(t:! +p. + c'2= 1 

clie Gleichung del' Fhiche wirel, in welche durch die Tramfonnation eine 
Kugel vom Radius 1 iibergeht. Diese Flbiche ist ein Ellipsoid mit den Halb
achsen (t. b. c, das Deforrnationsellipiloid. 

Machen wir nUll 

(18 ) 

so wit'd nach 110) 

11 9) -l'l:!'- r 1:! .:... Z 1" =-. :r' ~ '1-- y"] + z':! , 

und vergleichen \\'1r eliet; mit C~J), so zeigt sich. da.S 

i:W) 

wirel. Die Gleichungen (IS) geben abo in clem neuen Koordina.tensystem 
eine Transformation, die mit einer Drehung ZUSa1llll1en die vorgelegte Tl'am.,
formation ersetzt. 

Die dUl'ch die Gleichungen (18) gegebeneTra,nsformatioll ist aJJer leicht 
Zl1 dEutcn. Sie fJGcleutet namlich, daB nacheinandel' die Abstande a11er Punkto 
\'on elrei zueinander senkrechten Ebenen jedesmal in eillem bestillllllten Ver
h~i.ltnis (a: 1, b: 1. c: 1) ge~il1dert werden. 1st das Verhaltnis" 1, so hallclelt. 
os sieh mll eine Komprossion, ist es ·1, um eine Dilatation. Die \Vertp 
;-1 = ((. -·1, f':! =. Ii - 1, ,c'l = C - 1 gobell cloren MaB. 

\Vir wollen 110ch hervorheben, daB eine reine Deformation, d. h. eine 
Affinitat, hoi del' die Drehllngskompollonte ver~('h\Yindet; durch clie Be-
ziohungen 
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in den Gleichungen (4) gekennzeichnet ist. Nennen wir namlich l1' 'lnp n1 die 
Richtungskosinus einer del' Hauptachsen, lings denen die Kompression odeI' 
Dilatation stattfindet, so wird die entsprechende Vel'anderung del' Koordinaten 
x, y, z, wei I li x + 1111 Y + n 1 z del' Abstand des Punktes von del' zu del' 
Hauptachse senkrechten Ebene wird, deren Punkte in Ruhe bleiben, 

Ll1 x = II ~ <1 X + li 'lni E1 Y + li 111 <1 z, 

~IIY = 'lnill <I:r + 'ln121'1 Y +?n1 n1 1'1 z, 
J I Z = n i l} E1 X + '\ 'lnl c}!J -1- 1~1 ~ co} z. 

Entsprechende Ausdrli.cke ergeben sich fUr die den anderen beiden 
H:wptachsen entsprechenden Dilatationen odeI' Kompressionen. Sind l~, 

'ln2' n2 und l;l' 'Ins' ns die Richtungskosinu~. diesel' Hauptachsen, J 2 x, -"2 Y, 
J~ z und Ll3 x, Ll3 y, .d3 z die zugeh6rigen Anderungen del' Koordinaten, W 
werden die Gesamtanderungen: 

x' - x = ;'1 1 .1" + J 2 X + J,j;t., 
y' - y =.J1 Y + 112 Y + j;l Y, 
z' - z =.J1 Z ./2 Z + J,j z. 

und es folgen die Gleichungen (2), wenn wir setzen: 

l} "2 E 1 + l2 2 c~ l!) "2 1"1 = (/1 - 1 . 

11112 E1 -j-1n22 E'2 -t 111';1 2 E,) = b~ -1, 

nl~ £1 + n,!,"!. f"2 + n:~"!. (-':1 = c:~ --1 . 

1nJ. Jl.1 E1 -t- 11~"2 n 2 /::"2111;) n;) E;j = b:1 = c"2 • 

"111 l1 El -1- n 2 l~ 1::"2 + 11 3 (1 E;j = (/:1 = C1 . 

li 1n1 E1 + l"21n2 E2 + l:ll1~;l E:j ·C.C a~ c= bl , 

also in del' Tat die angegebenen Beziehungen zwischen den Koeffizienten. 

Aus den ersten drei Gleichungen folgt noch 

(20<1) 

Von besonderem Interesse ist nun del' Fall, \Yo die Verschiebung, die 
ein Punkt hei del' Transformation erfahrt. sehr klein ist. In den Glei
chungen (4) sind dann aI' b2 , C;l von 1, die II brigen Koeffizienten von 0 
sehr wenig verschieden. \Vir wollen die Gleichungen schl'eiben, indem wir 

x' = x + () x , Y' = Y + r5 y, ;:;' = .: + r) z 
setzen: 

r r):r = 1~.,. X + u y if u: Z, 

lJ r5 Y = v,.:t: Vy Y + v: z, 

(}z==w",'" wyy-i-w=z. 

Sind nun c\;1', (\ y, 01 z die Koordinatenilnderungen bei der aus den 
Kompressionen oder Dilatationen nach drei zueinander senkrechten Hanpt
achsen resultierenden "reinen Deformation", 0.,:1', (5~y, (\z die All
derungen infolge del' Drehllllg, so wird jetzt einfach " 

(22 ) 

Nennen wir nun 1), q, r die RichtungskosillllS del' Drelmchse, r) (I) den 
seh1' kleil1cn Dreh winkel, so kann del' \Veg del' Pl1nkte a,ls eine gerade, znr 
Verhindungsebene des Punktes mit del' Drehachse senkrechte Strecke VOll 
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del' Lange e l5 w aufgefaBt 
del' Drehachse bezeichnet. 

werden, wenn eden Abstand des Punktes von 
Die Komponenten diesel' Strecke sind 

(23) l5'Jx=(ry-qz)l5w, 

In del' Tat wird dann 

l52 y = (p z - r x) l5 w, ,)2 Z = (q x - p y) d w . 

P d2 X + q d2 Y + r d2 z = 0 , 
X d2 X + Y d2 Y + z d2 Z = 0 , 

also die Strecke senkrecht zu der genannten Ebene und das Quadrat ihre,r 
Lange: 

d2 x2 + d2y'J + ds Z2 = [(x2 +y2 + Z2) - (px + qy + rz)2] d w 2 =e2 d w 2 • 

Es ist nun sofort zu sehen, daB wir zufolge del' Gleichungen (22) zu setzen 
haben: 

(24) P--!(v-w) - 2 ~ y' 

und gleichzeitig erhalten wir fUr die Komponenten del' Verschiebung bei del' 
rein en Deformation 

(25 ) 
f d1 x=u,c.x+·~ (uy + v.,,)'y +~(uz + w"') ·Z, 

~l (51 y = ~ (v.c + Uy)'x + vy'y + ~ (Vz + Wy)'z, 

d1 Z =~(w", +1lz)' X + ~(Wy + vz)'y +Wz·z. 

Vergleichen wir dies mit (4) und beriicksichtigen die Beziehung ( 20 a) , 
so finden wir hier 

(25a) e1 +e2+eS=uX+vy+wz. 

Dieses ist das Verhaltnis, in dem sich das Volumen eines Raumteiles bei 
del' affinen Transformation andert. -

Nach den affinen Transformationen haben wir die kollinearen Trans
formationen zu betrachten, welche folgende Grundeigenschaften haben: 

1. J edem Punkt entspricht nach del' Transformation wieder ein Punkt, 
abel' diesel' Punkt kann auch in unendliche Entfernung riicken oder aus 
unendlicher Entfernung stammen. 

2. Die Punkte, die einer geraden Linie angeh6ren, gehen in die Punkte 
einer geraden Linie libel', und die Punkte einer Ebene in die Punkte einer 
Ebene (die FaIle unendlicher Entfernung eingerechnet). 

3. Sind P l' P 2' P 3' P 4 vier Punkte einer geraden Linie und P /' P 2', 

P 3" P 4' die entsprechenden Punkte, so wird 

PI P 3 • P 2 Pa _ P 1' Ps' . P 2' Ps' 
P~P4' P~P:-P:P4" p~ip/' 

wobei die Strecken je nach ihrem Sinn mit bestimmten Vorzeichen zu ver
sehen sind. Die Doppelverhaltnisse del' beiden Punktquadrupel werden 
einander gleich. 

4. Die Punkte, die nach der Transformation in unendlicher Entfernung 
liegen, geh6ren vor der Transformation einer bestimmten Ebene, del' ersten 
Fluchtebene an. Die Punkte, die VOl' del' Transformation in unendlicher 
Entfernung liegen, liegen nach del' Transformation in einer bestimmten Ebene, 
del' zweiten Fluchtebene. 

5. Parallele Linien laufen nach der Transformation in einem PUllkt del' 
zweiten Fluchtebene zusammen (oder sind einander und del' Fluchtebene 
parallel), und gerade Linien, die in einem Punkte del' ersten Fluchtebene 
zusammenlaufen (oder einander und der Fluchtebene parallel sind), sind nach 
del' Transformation parallel. 
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6. Parallele Ebenen gehen durch die Transformation iiber in Ebenen, 
die sich in einer Geraden der zweiten Fluchtebene schneiden (oder dieser 
parallel sind), und Ebenen, die sich in der ersten Fluchtebene schneiden (oder 
dieser parallel sind), gehen durch die Transformation in parallele Ebenen liber. 

Analytisch wird eine kollineare Transformation dargestellt durch Aus
driicke von der Form 

X , = U1 y' U2 z' U3 

U' =U' =U' o 0 0 

(26) 

wenn Uo' U1 , U2 , U3 ganze lineare Funktionen del' Koordinaten x, y, z eines 
Punktes und x', y', z' die Koordinaten des transformierten Punktes be
zeichnen. 

Liegen entsprechende Punkte immer mit einem fest en Punkte 0 in einer 
geraden Linie, so heiBt die kollineare Transformation zentral perspektiv, 
und 0 das Zentrum. Wahlt man 0 zum Koordinatenanfangspunkt und 
nimmt die z-Achse des Koordinatensystems geeignet an, so kann man die 
perspektive Kollineation, wenn sie keine Affinitat ist, durch Gleichungen 
von folgender Form darstellen, in denen a, c positive Streckenwerte bedeuten 
sollen: 

(27) 
, ax , ay , az 

x=+"-, y--- z --"-- ---
c z -e+z' -c+z· 

Daraus folgt umgekehrt 

(28) 
ex' ey' cz' 

x=--" Y= a:--zi' Z= , . 
a-z a-z 

Es ist sofort zu sehen, daB z = - e und z' = a die Gleichungen der 
beiden Fluchtebenen werden. Ferner folgt z = z' fUr l = a - c. Die Punkte 
dieser Ebene fallen also samtlich mit ihren entsprechenden Punkten zu
sam men. Diese Ebene, welche zwischen den beiden Fluchtebenen parallel 
zu ihnen derart verlauft, daB ihr Abstand von der einen gleich dem Abstand 
des Zentrums von der anderen wird, heiBt die Grundebene oder Zentral
ebene. 

AIle Punkte, fiir die z> a - c, gehen in Punkte iiber, flir die 

a-c<z'<a 

ist. Der gauze Halbraum der auf einen Seite der Grundebene r wird also ab
gebildet auf die Schicht zwischen der Grundebelle " und der einen Flucht
ebene cp. Dabei gehen gerade Linien 
in gerade Linien und ebene Fliichen in 
ebene Flachen liber. Ferner liegt jeder 
Punkt mit seinem Bildpunkt auf einem 
Strahl durch das Zentrum 0, so daB 
fiir ein dort befindliches Auge jeder 
Punkt mit seinem Bildpunkt zusammen
fallen wiirde, das Abbild von dem Ur
bild also nicht zu unterscheiden ware. 
Man bezeichnet diese Art der Abbildung 
eines Halbraumes auf einer Schicht von 
endlicher Dicke hinter der ebenen Grenze 
des Halbraumes als Reliefperspek
t i v e und benutzt diese auBer bei pla

r 
------:.:.:::~ 

- I 
I 
I 
I 
I 

_--- -- i 

o~~~~~f!;~~~=-p' ~;"A.:IP_ i 
_____ -j_-...:-" __ -==::..,J 

I 
Fig. 150. 

stischen Bildwerken u. a. auch bei del' Dal'stellullg auf der Theaterbiihne. 
Die betrachteten Raumtransformationen haben die Bedeutung, daB sich 

eine Kennzeichnung der geometrischen Eigenschaften raumlicher Figuren er-
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moglichen laBt, je nach den Transformationen, bei denen eine solche Eigen
schaft. erhalten bleibt. Die erste Stufe ist dabei die, daB die EigenschaH 
bei allen kongruenten Transformationen erhalten bleibt, dagegen nicht bei 
den affinen und kollinearen Transformationen. Eine solche Eigenschafi be
zeichnet man als eine metrische Eigenschaft. Hierhin gehoren aIle Eigell
schaJten, welche Aussagen enthalten ilber die' Gleichheit von Winkeln und 
die Gleichheit von Streck en, die nicht derselben geraden Linie odeI' parallelen 
Linien angehoren, insbesondere aueh dariiber, daB gerade Linien oder Ebenen 
aufeinander senkreeht stehen. Die zweite Stufe ist die, daB die Eigensehaft 
nieht bloB bei den kongruenten Transformationen erhalten bleibt, sondem 
aueh bei den affinen Transformationen, dagegen nieht bei den kollinearen 
Transformationen. Solehe Eigensehaften sind aIle, welche 'die Parallelitat 
von geraden Linien oder Ebenen oder die Gleiehheit von Strecken auf der
selben odeI' parallelen Linien betreffen, oder die Gleiehheit von Flaehen in 
derselben Ebene oder in parallelen Ebenen, oder die Gleichheit von Raul11-
teilen. Eine solcbe Eigenscbaft beiBt eine affine. Die dritte Stufe ist die, 
daB die Eigonscbaft boi allen Transformationen, kongruenten, affinen und 
kollinearen, erhalten bleibt. Eine solche Eigenschaft heiBt eine pro j ek ti ve. 
Hierzu gehoren aIle Eigenschaften, welche ausdrilcken, daB mehrere Punkte 
auf einer geniden Linie oder in einer Ebene liegen, daB mehrere Linien 
odeI' mehrere Ebenen durch einen Punkt oder mehrere Ebenen durch eine 
gerade Linie gehen. Z. B. ist die Eigenschaft des Rechtecks, daB die Diago
nalen gleich und die Winkel rechte sind, eine metrische,' die Eigenschaft des 
Parallelogl'amms, daB die Gegenseiten gleich und parallel und die Diagonalen 
sich halbieren, eine affine Eigenschaft, und del' Satz, daB, wenn von zwei 
Dreiecken die Seiten sich paarweise auf einer geraden Linie schneiden, die 
Verbindungslinien del' diesen Seitenpaaren gegenilberliegenden Ecken durch 
einen und denselben Punkt gehen (Desarguesschel' Satz), driickt eine projek
tive Eigenschaft del' betreffenden Figur aus. 

vVenn man von einer Raumtransformation spricht, so nimmt man an, 
daB der Raum odereine Figur in ihm verandert wird. Betrachtet man abel' 
die Figuren, die urspriingliche und die verwandelte, gleichzeitig, so tritt an 
die Stelle del' Transformation eine geometrische Verwandtschaft, nallllich 
ein gegenseitiges Entsprechen del' beiden gleichzeitig betrachteten Figuren. 
J edem Punkte del' einen Figur wird ein Punkt del' anderen zugeordnet und 
umgekehrt. Man kann nun abel' nicht bloB Punkte einander zuordnen, son
dern auch Punkte und Ebenen. Solehe Verwandtschaften werden als l'ezi
proke Verwandtschaften bezeichnet. Insbesondere wahlt man diese Zu
ordnung so, daB, wenn drei Punkte in einer geraden Linie liegen, die ent
sprechenden Ebenen durch eine gerade Linie gehen und daB deshalb, wenn 
111ehrere Punkte einer Ebene angehoren, die entsprechenden Ebenen durch 
einen Punkt gehen. Man muB dann als durch eine gerade Linie gehend 
auch solche Ebcnen ansehen, die einander parallel sind, und als durch einen 
Punkt gehend solche Ebenen, deren Schnittlinien parallel sind, so daB man 
auch parallele Linien als durch einen Punkt gehend betrachtet. 

Analytisch wird eine solche Verwandtschaft zwischen den Punkten und 
Ebenen des Raullles dargestellt, wenn man in del' Gleichung einer Ebene ,,: 

(~9) 

die K.oeftizient.en Uo ' U I , U~, U3 als ganze line are Funktionen del' Koorcli
na,ten x, y, ::: eines Punktes P ansetzt. (Einer del' Koeffizienten kann untel' 
Ulllstiinden auch eine Konstante sein.) Del' Punkt P ist dallll del' del' Ebene 
zugeordnete Punkt. 
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Eine besonders einfache Form einer solchen Verwanc1tschaft. ergibt sich, 
wenn man 
(;{O) Uo=-1, U1 =A;1;, U~=Bl!, Vl=CZ 

setzt. Die Gleichung (29) wird dann 

Ax~ 

Man sieht sofort, daB del' Punkt P in del' ilun zugeordneten Ebene 
liegt, wenn 
(32) A x~ + B y'~ ~- C z~ = 1 

ist. 1st mindestens einer der Koeffizienten A, B, C positiv. so ist dies die 
Gleichung einer reellen Mittelpunktsfliiche zweiter Ordnung, welche die Ord
n ungsflache del' Verwandtschaft hei13t. Von diesel' Fliiche ist, wenn del' 
Punkt P auf ihr liegt, die zugeordnete Ebene eine Tangentialebene. Man 
kann fur einen beliebigen Punkt P, durch den reelle Tangentialebenen del' 
Fliiche gehen, die zugeordnete Ebene ;-r finden, indem man durch P die vel'
schiedenell Tangentialebenen an die Fliiche legt. Deren Berii.hrungspullkte 
liegen dann in n. Die Ebene n hei13t von dem Punkt P die Polal'ebene, 
del' Punkt P der Pol del' Ebene n und die ganze Vel'wandtschaft das Polar
system der Ordnungsfliiche. Liegt ein Pnnkt P' in del' Polarebene eines 
Punktes P, so liegt auch P in der Polarebene von P'. Gehen also die Po
lal'ebenen del' Punkte einer Geraden g' durch eine Gerade g, so gehen auch 
die Polal'ebenen del' Punkte von fI' durch g. Zwei solche gel'ade Linien 
hei13en l'ezipl'oke Polal'en in dem Polarsystem. 

Liegen insbesondere mehrel'e Punkte auf einem Durchmesser der Fliiche 
(d. h. einer durch ihren Mittelpunkt 0 gehenden geraden Linie), so sind die 
Polarebenen parallel. Soweit sie die Fhiche schneiden, sind ihl'e Schnitte 
Kegelschnitte, deren Mittelpunkte auf dem Durchmesser liegen. Wenn del' 
Pol auf dem Durchmessel' in unendliche Entfernung riickt, so geht die Polar
ebene durch den Mittelpunkt 0 del' Ordnungsfliiche und heiBt dann die dem 
Durchmesser konjugierte Durchmesserebene. Alle Sehnen del' Ol'dnungs
fliiche, die dem Durchmesser parallel sind, werden von del' konjugiel'ten 
Durchmesserebene halbiert. 

1st die Ordnungsfliiche keine Rotationsfliiche, so werden nur die zu 
Koordinatencbenen gewahlten dl'ei Durchmesserebenen zu den konjugierten 
Durchmessern, den Achsen del' FHiche, senkrecht. 

Ein zweitel' me1'kwiirdiger Fall del' reziproken VerwandtEchaft,en wird 
in del' einfachsten Weise gefunden, wenn wir 

(33) Uo=kz, U1 =y, U~=-x, Ul=~-k 

'letzen. Dann wird die Gleichung del' dem Punkte P zugeOl'dneten Ebene 

(34 ) k('-z)=y~-;r17' 

Man sieht sofol't, da13 diese Gleichung erfiillt ist, wenn ~, 17, ~ mit;;;, y, z 
zusammenfallen. Es liegt also jeder Punkt in del' ihm entsprechenden Ebene. 
Diese Vel'wandtschaft heiBt ein Nullsystem, die einem Punkt zugewiesene 
Ebene seine Null e ben e, del' Punkt umgekeh1't del' Null pun k t del' Ebene. 
(Die Bezeichnung Nullsystem ri.i.hl't daher, daB fii.r aile clurch einen Punkt 
gehenden und in seiner Nullebene gelegenen Achsen das Moment cines Krafte
systems Null wird. Diese Achsen werden als Nullinien des Systems be-
zeichnet.) . 

Die z-Achse hei13t die Zentralachse des Nullsystems. In Beziehung auf 
sie ist die geometrische Verkniipfung del' Punkte mit ih1'en N nllebenon leicht 

Handbibliothek 1. 1. 9 
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zu beschreiben. Zunachst ist namlich zu sehen, daB die Gleichung des Null-
systems erfiillt ist, wenn 

(35) ;~=z, 
~ x 
-

YJ Y 

wird, d. h. die Nullebene enthalt das Lot, das man vom Nullpunkt auf die 
Zentralachse fallt. Ferner beachte man, daB die Richtungskosinus der Nor
malen del' Ebene, deren Gleichung die Form gegeben werden kann: 

Fig. 1.51. 

-y~-+-x17-+-k~=kz, 

proportional zu den Koeffizienten von ~, 17, ~ werden, 
also die Proportion gilt 

(36) cos a: cos fl: cos r = - y::I:: k. 

Es wird also, weil cos2 a-+- cos2 f3 = 1 - cos~ r = sin 2 r, 

(R7) 
r 

Ie' 
wenn r der Abstand des Nullpunktes P von del' Zentral

achse z ist. Daraus sieht man, daB fur die Punkte del' Zentralachse selbst 
die Nullebene zur Zentralachse senkrecht ist, und wenn der Nullpunkt sich 
von del' Zentralachse entfernt, der Tangens des Neigungswinkels der Null
ebene gegen die zur Zentralachse senkrechten Ebenen proportional zu dem 
Abstande des Nullpunktes von del' Zentralachse wiichst. 



Seehstes Kapitel. 

Differentialrechnung'. 

1. Funktionen. 
Eine Zahl, die als ein fester Wert in R.echllung gestellt wird, heiBt eine 

KOllstan teo Eine Zahl dagegen, welche nach und nach verschiedene Werte 
annimmt,heiBt eine Veranderliche oderVariable. Sie heiBt unbeschrankt 
veranderlich, wenn sie jeden moglichen Wert annehmen kann. 1st sie 
dagegen an die Bedillgung gebunden, daB sie nicht kleiller als eine feste 
Zahl a und nicht groBer als eine andere Zahl b werden kann, so heiBt sie 
in dem Interval! von a bis b veranderlich. 

Veranderliche werden im allgemeinen durch die letzten Buchstaben des 
Alphabets, zunachst x, y, bezeichnet. 

Sind zwei Veranderliche x und y derart miteinander verknlipft, duB zu 
jedem moglichen Wert:; von x ein oder m6hrere Werte von y gehoren, so 
heiBt y eine Funktion von X. Die erste Veranderliche x heiBt die unab
h~ingige, elie z\\eite y die R,bhangige Veranderliche. Man nennt auch x 
das Argument und y den Funktionswert. Die Funktion kann eine 
empirische sein, dann ist del' zu x gehorende Wert von y durch die Erfahrung 
gegebcn, odel' eine analytische, dann ist dervVert von y durch den von x 
vermittels einer analytischen Formel bestimmt. Gehort zu jedem Wert von x 
nul' ein Wert von y, so spricht man von einer eindeutigen Funktion, ge
horen dazu mehrere Werte von y, so heiBt die Funktion mehrdeutig. 

Die in del" Praxis vorkommenden Funktionen la8sen sich fast aIle dUlch 
eine Kurve darsteIlen, d. h. faBt man x und y als rechtwinklige Koordinaten 
eines Punktes in einer Ebene auf, so erfiillen die so gefundenen Punkte eine 
Kurve. Handelt es sich UIll eine analytische Kurve, 
so ist die dann vorhandene analytische Beziehung 

(1) y = ((xl 
oder allgemeiner 

(2) F(x, y)=O 

die Gleichung del' Kurve. 
Sieht man in del' Gleichung y = ((X) nicht x, 

sondera y als die unabhangige und x als die ab-

!J 

x 

hangige Veriinderliche an, so wird x eine Funktion Fi!!". 15:2. 

, , 

W 

x 

({' (y) von y, welche die U 111 k eJuu ng oder I n ver-
s ion del' Funktion 1/ = f (x) heiBt. U m R,US del' Kurve mit del' Gleichung 
Y = ((xI die Kurve mit del" Gleichung y = (p (x) abzuleiten, hat man die erstE' 
KUl'\'e an del' Halbierungslinie des von den positiven Riehtungen del' ;1'- und 
.II - AchRe gebildeten Winkels Zll spiegeln. 

9* 
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Eine Funktion von der Form 

(3) 
wobei ao' a1 , a." ... a konstante Koeffizienten bedeuten, heiBt eine ganze 
rationale Fu"i:J.ktio'~ nten Grades. 

Del' Quotient zweier teilerfremden ganzen rationalen Funktionen liefert 
eine gebrochene rationale Funktion. Der Grad dieser Funktion ist der 
Grad derjenigen von den beiden ganzen Funktionen, welcher den hoheren 
Grad hat, oder der Grad beider, wenn sie den gleichen Grad haben. 

1st der Grad = 1, so spricht man von einer linearen Funktion. 
Sind zm Berechnung des Wertes del' Funktion neb en den bei der 

rationalen Funktion allein erforderlichen Grundrechnungsarten noch Wurzel
ziehungen notwendig, so heiBt die Funktion irrational. LiiBt sie sich all
gemeiner dmch Auflosung einer algebraisehen Gleiehung zwischen x und y 
gewinnen, so heiBt die Funktion alge braiseh. 1st dies nicht der Fall, 1'0 

heiBt die Funktion transzendent. 
Die elementaren transzendenten Funktionen sind der Logarithmus 

und seine Umkehrung, die Exponentialfunktion, ferner die trigono
metrischen Funktionen und ihre Umkehrungen, die z:vklometrischen 
Fnnktionen. 

Der Logarithmus mit del' (positiven') Basis a ist durch die Grund
eigenschaften festgelegt: 

(4) log" (x. x') = log" x + log" x', log" a = 1 . 

Ferner wird 8tet;; 

(5) log,/)=-oo, loga1=0, loga x)=+x. 

Als Umkehrung gehort zu dem Logarithmus mit del' Basis a die Exponential
funktion 
(6) y=a X , 

von der a wieder die Basis. das Argument ;r aueh del' Exponent heiBt. 
Es wird 

(7) a '00=0, a()=l, a1 =a, a-'-'YJ=+x 

und es gilt die Grundeigensehaft 

(H) 
Daraus folgt insbesondere 

(!J) 
1 

a- X ='--'. aX 

Ferner ist, wenn 111, n ganze Zahleu bedeuten und a:> 0 ist, 

(10) 
n.

an ='Vam, 

wobei fiir die -Wurzel der eiue immer vorhandene positiye vVerb zu nehmel1 ist. 
Als Argument del' trigonometrischen Funktionen ",ird das auf den 

Kreis mit clem Radius 1 bezogene BogenmaB x eines Winkels angesehen. 
Mit dem Gl'admaB rp ist das BogenmaB dureh, die Beziehullg yel'kniipft 

nrp 
x= 180' 

so daB fiir cp=180 o J:=n und fiir rp=3600 x=2n wird. 
Fiil' die vier trigonometrisehen Funktionen 

(11 ) y = sin :r. y = cos x, y = tg ;r, Y = ctg :r 
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gelten die grundlegenden Formeln (Additionstheoreme) 

(12) 

r sin (x + x') = sin x cos x' + cos x sin x', 

1 
cos (x + x') = cos.x cos x' .- sin x sin x', 

, tg;y +tgx' 
tg (x+x)=--_· ---" 

1-tgxtgx 

I ( " ctg x - ctg ,r' 
ctg x+X)= _. --- -,. l 1 + ctg :t; ctg x 

Die Funktionen sind miteinander durch die Beziehungen verkniipft: 
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( n ) sin x cos x (n') cos X = sin x +::;-, tg x = --, ctg .y = . - , ctg x = tg 2 -;:r, , 
(13) ~ cosx smx 

sin2 x + cos2 X = 1. 
Ferner wird 

(14) sin (x ± 2,;-r)=sinx, cos(;y ± 2n)=cosx, tg(x ± ,;-r)=tgx, 
ctg (x ± n) = ctg x. 

Die trigonometrischen Funktionen heiBen deshalb per i 0 d i'~ c h e Fun k t ion e n 
und 2n diePeriode von sinx und cosx, n diePeriode von tgx und ctgx. 

Endlich wird 

(15 ) sin (x ± n) = - sin x, cos (x ± n) = --- cos x. 

AIle trigonometrischen Funktionen sind eindeutige Funktionen. 
Die zu sin und cos inversen Funktionen, die zy klometris chen 

Funktionen 

(16) y = arc sin x, y = arc cos x 

sind dadurch bestillllllt, daB bei del' ersten x = sin y, bei del' zweiten x = cos y 
wird. Diese Funktionen sind fiir das Intervall von - 1 bis + 1 eindeutig, 
wenn y auf das Intervall 

beschrankt wird. 
Die zu tg und ctg inversen Funktionen 

y = arc tg x, Y = arc ctg x 

sind dadurch bestimmt, daB x = tg Y bzw. x = ctg y wird. Diese Funktionen 
sind wiederulll eindeutig, wenn y auf das Intervall 

n< < n ---- y +-.-. 
2 = = 2 

bzw. 

beschriinkt wird. 
Da 

(17) 
n . 

arc cos ,1: = -2- - arc SIn x, 
,;-r 

arc ctg ;r = 2 - arc tg x 

wird, sind die Funktionen are cos x und arc ctg x entbehrlieh und werden 
deshalb selten benutzt. 

UIll die elementaren transzendenten Funktionen zu berechnen, bedient 
man sich sogenannter Potenzreihen, d. h. ganzer rationaler Funktionen des 
Argumentes. welche den Wert del' gesuchten Funktion angenahert liefern. 

Man findet dann 
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wobei ffin ein Wert ist, der, wenn - 1 < x < -I- 1. mit wachsendem n un
begrenzt abnimmt. Der Wert M" heillt der Modul des Logarithmensystems 
mit der Basis a. 

1st del' Modul = 1, so wird die Basis mit e bezeichnet, so daB Me = 1 
wi rd. Der Logarithmus wird dann als natiirlicher Logarithmus ge
kennzeichnet, geschrieben In (1 + x). Es ergibt sich also 

x x~ x:l x" 
(19) In(l+x)=----+- + __ +m 1 2 3 ... - n ')1" 

und 

(20) 10ga(1+x)=M".ln(1+x). 
Zur Berechnung besser geeignet ist die aus del' Formel (1 ~)) ableitbare Formel 

1 +x (x x3 x" I X· I ) 

(21) In(-=--x=2 1+ 3 +-5 1 -7'''' . 
1 

Setzt man darin x = ----- so folgt 
2m+1' 

(22), In (m + 1) = In m + 2 ( __ 1, _ + ( 1+_ --c-:l- + ... ) . 
2m,l 3 2m 1)' 

Derart ist aus dem Logarithmus einer ganzen Zahl m der Logarithmus del' 
niichstfolgenden ganzen Zahl zu berechnen. 

Da log" x = M a ·In x wird, folgt fiir ;1: = a: 

(23) M = 1 . 
" In a 

Insbesondere wird fiir a = 10: M = 0,4342945. 
Fiir die als Umkehnmg des ~atiirlichen Logarithmus erscheinende Ex

pOllentialfunktion e'" ergibt sich die Reihenentwicklung 
x x2 x:~ X4 Xli 

(24) eX =l+ -+--- + --- +-+ ---1- __ --- +91 
1 1·2 1·2·3 1·2·3·4 "', 1.2 ... n II' 

wobei ffi" 
abnimmt. 

(25) 

£iir aIle endlichen Werte von :I: mit wachsendem n unbegrenzt 
Filr x = 1 folgt 

1 1 1 1 
e= 1 +T+t:2 + 1.2.3 + i~2.3~4 + ... 

oder ausgerechnet e = 2,71828 ... 
Aus der Exponelltialfunktion E'" werden noch die sogenannten h y per

bolischen Funktionell abgeleitet 

(26) 
e'" - e-fl: eX + e-- X 

E>in x=---, (£ofx= - --. 
2 2 

Filr diese folgen sofort die Reihenentwicklungen 

I, ~. X'l x" X· 1 XU 1 I xt-n--c- 1 , 

-::::Jm:l:=x+ 3! +5'+ 7! 'i)!""1 (<In--Li)!+llhn-l, 

~l - . - + x~ 1 X4 I :1."1 + ;t,S 1 + x2n 1 , -
(£of .1, - 1 2!' 4! ,- 6! 8! ' . . . 2 11 !' :lt2 n , 

(27) 

wobei 1·:2·3 ... 11 = n! (gesprochen 11 Fakultiit) gesetzt ist. 
Fiir die trigonometrischen Funktionen sin x uncl cos:r gelten die ganz 

iihnlichen Reihenentwicklungen 

(28) 
f . X,l x" ;t.. ;l.'fl 

SlllX=:l'- 3!+ 5! -7!+ 9i-"" 

1 ~ ~ ~,~ 
COS:l:= 1 - 2! + 4! - 6! --r- S-! - .... 



Grenzwerte. 135 

die 
Filr die zyklometrischen Funktionen arc tg x und are Sill x finden sieh 

Reihenentwieklungen: 

(29) 

mit 

r ,y:1 x" :l;' xH 

J arc tg x = a; - ;3 +5 -7 +9 
), 1 X'l 1 i3 xc, 1 3 5 x' 
l arc Sill x = X + -2- 3- +2 . 4 . [; +2' 4' 6-' 7 + .... 

Fur diese Reihen nahert sich immer, wenn - 1 < x + 1, del' Rest 
wachsender Gliedzahl del' Null. 

F " 1. d . :n ( - () Al 'b' h 111' X = - Wir arc SIn ;r = - 30). so ergi t SIC 
2 6 

J = ~- + {. 3 ~ 2:1 + -~ . :-. 5 ~ 2; + ~-.}. -~ . 7 .127 + .... 
Darans kann :n bereehnet werden. Es foJgt :n = 3,14159 ... 

2. G-renzwerte. 
1st CHle unbegrenzte ZahlenfoIge 

ao' a!, a~, a;l ... 

vol'gelegt und existiert eine endliche Zahl IJ von del' Art, daD fiir m. > n, 
wo n eine bestillll11te Stelle del' Reihe bezeiehnet, der absolute Betrag I g - a", t 

kleiner als eine beliebig vorgegebene Zahl 0 wird, so heiDt die Zahl g del' 
Gl'enzwert odeI' Limes del' Zahlenfolge.' Man sehreibt 

11) IJ = lim a . 
" 

Wird von einer bestimmten Stelle n an, also fii.r jeden Wert m. > 11 del' 
absolute Betrag I all! I w, wo w einen beliebigen vorgegebenen endliehen 
Wert bezeiehnet, so sagt man, die Zahlenfolge habe die Grenze ::xl nnd schreibt 

12) lima,,=::xl. 

Z. B. wird fiir q _____ > 1 lim q" = x, dagegen fill' q 1 limq"=O. 

Del' Grenzwert del' Summe a + b ist gleieh del' Summe del' Grenz-
werte del' Zahlenfolgen a , b : " " 

1/ n 

(3) lim (a + b 'J' = lim a + lim b . 
,It n Ii J/ 

Entspreehendes gilt fiir die Differenz an ~ b". Ferner wird 

\ 4) lim (a" . b") = lim a" . lim bn , 

Setzt man 

a lima 
lim ---"- = ---" 

b lim b . 
1/ II 

(5 ) S,,=ao a3 ... +a", 
so heiDt die Reihe 

kon vergent, wenn 

(61 limS,,=S 

wird, ""0 S einen endliehen Wert bezeiehnet. 1m fLnderen FaUe hei13t die 
Reihe divergent. S hei13t del' Summenwert odeI' del' \Vert del' kon
vergentell Reihe. 

Eine konvel'gente Reihe ist z. B. 

I 1 1,--
1 2 
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eme divergente Reihe 
1 1 1 I 1 

1 + .)+-+ T -+ ... , 
'"' 3 4 I) 

e benso ist die Reihe 
1-1+1-1+1 ... 

divergent, weil die Summe zwischen 0 und 1 hin und her springt und keine 
bestimmte Grenze existiert. 

Fiir jede Reihe mit lauter positiven Gliedern ist entweder lim S" = ex 
oder die Reihe ist konvergent. 

Fiir jede konvergente Reihe gilt 
(7) . lim a" = 0, 

aber nicht jede Reihe, fiir welche diese Bedingung erfiillt ist, ist konvergent. 
Eine Reihe ao + a l + a2 + . .. ist jedenfalls konvergent, wenn die Reihe 

der absoluten Betrage 
I ao I + I al + I a2 . + ... 

konvergiert. Sie heiBt dann absolut konvergent. 
Eine absolut kOllvergente Reihe be halt bei einer beliebigen Neuordnung 

der Glieder denselben SUlllmenwert bei. Eine konvergente, abel' nicht ab
solnt konvergente Reihe kann durch Neuordnung del' Glieder jeden beliebigen 
Sum men wert erhalten. Sie heiBt deshalb bedingt konvergent. 

Eine Reihe an + at + a2 + ... mit lauter positiven Gliedern ist not
wendigerweise konvergent, wenn sich h1lmer eine solche positive Zahl r .:"' 1 
angeben !aBt, daB von einem hestimmten Zeiger m an fill' aIle k > m die 
Bedingung erfiillt ist 

(8) ~-+:2<r. 
a" = 

Ist dagegen diese Bedingung nul' fur ein r > 1 zu erfi.illen, so ist die Reihe 
divergent. 

Eine Reihe, deren Glieder die Form a" ;1''' haben, wo .r eine Verander
liche bedeutet, ist eine Potenzreihe. 

1st eine groBte positive und endliche Zahl g vorhanden, fiil' die ,a Jl I g" 
bei unbegrenzt wachsendem n nicht unendlich wird, also kleiner als eine 
endliche Zahl h bleibt, so konvergiert die Potenzreihe in dem Intervall 
- g < ;r <': + g und ist auBerhalb dieses Intervalls divergent. Das genannte 
Intervall heiBt dann das Konvergenzintervall der Potenzreihe. 

Gilt das Gleiche fUr jedes positive endliche g, so heiBt die Reihe u n
begl'enzt konvergent, weil sie fUr jedes encUiche x konvergent ist. 

Bei einer kon vergenten Potenzreihe wird del' absolute Wert' des Rei h e il
l' est e s R (x). d. h. die Summe aner Glieder nach dem G lied a a/'. fUr ge
niigend g;'oBes n kleinet· als 0, wenn 0 eine beliebig vorgegeb~ne' positiye 
Zahl ist, gleichgultig welches del' Wert von x ist. Die Potenzreilw heil3t 
deshalb in dem Konvergenzintervall gleichmaBig konvel'gent. 

Jede Potenzreihe ist in ihrem Konvergenzintervall eine (gleichmaBig) 
stetige Funktion f"(a:) von x, d. h. es wird i ((x') .. - ((x) i -< r), wenn x' - x l·~. A, 
wobei () eille beliebig kleine und A eine entsprechend bestimmte positive Zahl ist. 

Wie von einem Grenzwert fiil' einen unbegrenzt wachsenden g!tllzzahligen 
Stellenwert n kann auch yon einem Grenzwert fiir eine unbegrenzt wachsende 
stetige Veranderliche .1: gespl'Ochen werden. Man braucht dieser Verander
lichen bloB die ganzzahligen Wede .1: =-,= n oder allgemeiner etwa die Werte 
a + b 11" b /0 zu erteilen, um diesell Fall auf den vorigen zuriickzufiihrell. 
Ebenso kann del' Gl'enzwert fiir .1: = () genoll11l1en werden, indem man etwa 

1 
:1: die Werte clurchlaufen HiBt. 

11 
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Es gelten dann insbesondere die Grenzwel'te: 

lim (1 +- .~.)"'-- e (Basis del' natiil'l. Logarithmen), 
.1:-)-0: x 

(9) lim !~~j- E) = 1 , 
1':----)00 t: 

I. sin E 
lill--=l. 

1:"4-0 E 

B. Differentialquotiellten. 
Ist y = ((x) eine dmeh eine Kurve dargestellte Funktion und wird der 

Funktionswert fur das um ,:/ x geanderte Argument x 

(1) r(x + J x) = y -+- j y 
gesetzt, so heil3t der Quotient 

(2) 
Lly 
Jx 

t(x + I x) - ((x) 
Llx 

em Differenzenquotient der Funktion ((x). Er bedeutet den Tangens 
deR Neigungswinkels gegen die positive Riehtung del' x-Aehse fiir die (mit 
einem bestimmten Riehtungssinn versehene) Sekante, die von dem Punkte 
p (x, y) del' die Funktion y = {(x) darstellenden Kurve naeh dem Punkte 
pi (:t. + J x, y J y) hinweist. 

Die Sekante geht in eine Tangente libel', wenn 
die Punkte P, pi sieh unbegrenzt niihern, also _ f Co 
kleiner und kleiner wird. Gleiehzeitig wird demnach 
del' Wert 
(3) f' (x) = lim .J y = lim [(x + _J x) -J (x) 

. .Ix->-o~f x Ix-~O -';-r 

gleieh dem Tangens des Keigungswinkels a der Tan
gente in dem Punkte P an die Kurve, welehe die 
Funktion 1} = f"lx) darstellt. 

Die so entstehende Funktion 

(4) y' = f' (x) 

!J p. 
I 
I 

W 
I 
I 

L1x I 

Fig. 1.5:3. 

heil3t die abgeleitete Funktion oder Derivierte von ((x). 
Man setzt aueh 

(5) 

x 

indem man mit dx, ely zwei ZahlgroBen bezeichnet, deren Verhiiltnis r' (x) 
liefert. Solehe Zahlgrol3en heiBen D i ff ere n t i a Ie, und del' Wert f' (x) des~ 
halb Differentialquotient. Man denkt sieh, daB 11;-r,,11} Annaherungen 
an solehe Differentiale !iefem, wenn sie hinreiehend klein genommen werden, 
oder aueh, man liiBt J:r eine beliebige Foige 

PO' PI' P~, P:l' P4' '" 
von unbegrenzt abnehmenden Zahlen durehlaufen, clann dnrehlauft. da~ zu
gehorige j y eine ebensolche Folge 

q(l' ql' q"J' q:p q" 
uncl bildet man damus die Zahlenfolge 

go ql q~ q:l g4 

Po' p/ p/ p,/ P4 
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so wirel (' (x) = lim q,l. 
n ..... oo P,1'/, 

Wenn man nun die beiden erst en Folgen als unendlich kleine GroBen d x, d y 
bezeichnet und den Grenzwert der dritten Folge als den Quotienten diesel' 

unendlich kleinen GroBen dl' Y, so wird in del' Tat 
c·x 

('(X)=d y . 
" dx 

VOl' einer anderen Vel'wendung des Wortes "unendlich klein" muG ma,n sich 
abel' huten. 

(6) 

(7) 

(9) 

(HI) 

Ill) 

( 12) 

(13) 

(14 ) 

Die Differentialq uotienten del' elementaren Funktionen sind folgende: 
d (x") 
--=nxn -! (n positive ganze Zahl), 
dx 

d loga x Jl1 a . {lln :r 
-,-.-~-- = -. msbesondere 

dx X dx 
1 

x 

d (LX a'" de x 
insbesondere dx - ]J/(' ---~=ex, 

dx 

dsinx 
dx = cosx, 

d cos:r . 
dx = - sm :1.', 

d tg:r 

d:r 
1 '., 
~ = 1 -j- tg- ;r, 

COS" X 

d ctg :1.' 1 ('" ' 
-- '=---;-~'-=-- 1,ctg"x), 
d x sm" :/:: 

d arc sin x 1 

dx 

d arc tg:r 
dx 

Vl=~'~' 
1 

Ferner wird 
1 =-~ ;t,.!' 

(15) 

(16) 

cl @Jill X 
= ~orx, 

dx 

d ~or x . 
-'d--=®mx. 

x 

Del' Differentialquotient einer Konstanten y = a ist = (). 

Setzt man allgemein 

so ",il'd fiir beliebige 
XV = ep1nx , 

Werte VOll p 

(17) 

(ltl) 

(HI) 

(20) 

d (XV) 
=p:r p - 1 • 

elx 

und f~ (.1' J zwei differenzierbare Funktionen, so wied 

d [f1 (x) ± f~ (x») = d t~ (x) + d t~ (x): 
elx dx ~ d;J; , 

d [(1 IX)' (~(x~ = (, (x) d t~ Ix) -+- t (x') d tJ(,r): 
clx -" dx 1, dx 

fl (x) d ',' 
(~ (xl 
dx 
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Insbesondere wird. wenn a. eine Konstante bedeutet 

d[a.f(x)l df(x) 
(21) -dx - =a.·d-;:-, 
ferner 

1 

:flxJ 
d ((x) 

dx 
dx [t(xW 

1st q;>(x)=lp[f(x)], so wi I'd fiir l(x)=y 

(23) d q;> (x) d-"t'Jt}.r)J d V' (y) 
dx dx dx 

d/p(y) dy 
dy '(r~,' 
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insbesondere q;> (x) = x, so wirdlj' (y) = x, also die Umkehrung del' 
.... f(x) = y, und es ergibt sich 

1 =d'ljJ(yl.dy und 
dy dx 

d 1/' (y) 

dy 
1 

([{(xl' 

dx 

L'echnung del' Formein (6) bis (16) angeht, so lllogen folgende 
.Jniigen . 

.--Jx)n=x"+nxn l,1x+(~(n-l):J:"-:2! ) 1"~ , ,2 T'" "x , 

= (x + J x)" -::r~ = 11 xn 1 + (~L~ --1] x" --2 
~ J x 2 

... ) ,j J' . 

tlan nun J x del' Null zu konvergi0ren, so wird 
dy dxn . .jy 

- = --- = IU11' = 11- X,l1 1 

Ferner wird 
el:.c dx .Jx 

log" (x "'"I J x) = log" x + log" (1 + ~~:) . 
I J:.c '1 a so, wenn . == E gesetzt WH'C, 

x 
Jy 
Jx 

~g-,,(T + __ 1 xL~ log(~ 
Ix 

1 log(( (1 + E) 
-- -- ---

Geht man nun zur Grenze iiber, so wird 

d1L = d 10~ax = lim J y =~ lim log" (1 + !.2 = JJl" . 
d;r dx L<-+OJX x ,-+0 E ;]' 

Die Umkehrung del' Funktion y = log,,;r ist die Funktion x: = ({ Y, foIg
lich wird 

da. Y 1 x ail 
------

ely ~~~gE_~ lVI" JJ1 
" dx 

Also ist. wenn man die Bezeichnungen :r und y wieder \-ertauscht, 

Wir haben we iter 

sin (x 

da.t' aX 

dx 11;] 
" 

J X) - sin x' = 2 cos I,:r + ~ J x) sin ~ J:r. 

alBa, wenn ~ J x = E gesetzt wird, 

Jy 
Ij X 

sin (x -+- J xl -.,- sin x _,') sin E 
-- = cos (;r T E '--, 

J X' 'C: 
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und wlr tinden, wenn wir zur Gl'enztl iibergehen, 

({Y,' clsinx [. sin(x+Jx)-sinx 1',' '+) l' sine -=--- = Ill' -= 1m cos (x 13' 1m - =cosx. 
dx dx ,Ix-+!) J x ,c-~o' ..--+0 C 

Die Vlllkehrung der Funktion Y = sin x ist die Funktion ;;; = arc sm y, 
also wird 

rl arc sin y 

dy 
1 

dsinx 
dx~ 

1 1 

cosx 

uncI, wenn wir die Bezeichnungen x und y wied'll' vertauschen, 

darc sinx 1 

dx V1-x2 

Den Difiercntialquotienten von y = tg x konnen wir aus (U) und (10) 
nach deL' Regel (20) ableiten. Wir haben dann: 

dtgx 

dx 

dsinx . dcosx d sinx 
cosx 

dx 

cos x - - - sm x -:Tx' 
rl x '" 

cos~ .1: sin~ x 

cos~ x' 

cos~ x 

1 ,., 
----, , = 1 -r- tg- x . 
COS" X 

Die e mkehrung der Funktion y = tg x ist die Funktion :r = arc tg y. Also wird 

rl arctg y 1 1 1 
rl y = d tg; = 1 + tg~ x = 1 + y~ , 

cZ:r 

undo wenn Wll' die Bezeichnungen x und y vertauschen, 

darctgx 1 

1 x"!." 

Es ist 

de x 
NUll ist - - e" und nach (23') wird, wenn man y = -.l' setzt. d,'); - • 

rl e ,r 

d;r 

deY rly 
dy . c(;; -- eY c= -- e - .I' 

Also folgt naeh (lH) und (:H) 

und ebenso 

d C£oj x 

d;c 

dSinx 
dx 

( de" 
2 \dx 

de --x' 

- ,- -) = 1 (e - P x) = 13in x: dx 2, -

1 d (e - e x) 
-- = ~ (e-e + e - X) = liof x . 

2 dx 

Die Umkehrung von y = Sinx ist ;y:= ~(r5iny, abo wird 

d~(r3illY 
------

dy 

unci bei Vertamwhullg 

(25) 

1 1 

d Sill:1; lioi x \ 
dx 

1 :Sin";! x , 

der Bezeichnungen ;l; uncl y 

1 d ~(r Sin x 
dx 11 -+ .r'~ 

1 

\ 1 y~ 
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Endlich folgt nach (20) 

(26) 

und fiir die 

(27) 

d '1:g x 
dx 

d§!nx 
~ofx 

dx 
~of~ x - 6in2 x 

(£Of2 x 
1 

~of~x 

Umkehrung dieser Funktion, namlich y = Illr'1:g x, 

dy d 9!r':tg x ., 1 1 
~~ = --' .. - = (£of" y = 2 = -' -"-." 
dx dx . 1 - ':tg y 1- X" 

HI 

Die Begriindung del' Formeln (itl) bis (20) gelingt ebenfalls leicht, indel1l 
man von der Definition des Differentialquotienten ausgeht. Es wird 

Ll [t~ (x) + f2 (xD=fl (x + d x) - fl ex) +b ~,_+ d:/:) - 0 (~= ,=1j~ (,r) + L1 f2(X) 
Llx L1x d:r .:1J: .Jx 

und darans folgt beim Grenziibergang die Formel (18). 
Ferner wird 

und daraus folgt beim Grenzii.bergang die Formel (19). Aus diesel' Formel 
ist (20) eine einfache Folge, wenn man sie in die Form bringt 

{., (x)dl{lktD (,r)J . __ f (x). {, (x). d f2 (x) 
d fl (~) - d:r 1 _-__ ' _ dx 

dx [f2 (xW 
f ( , 

und dalm fllx), f2 (x) durch {l (x), also {l (x) durch 1 :1 ersetzt, 
{2 (x) 

Die Formel (23) ergibt sich durch Grenzii.bergang aus 

d If (XI j 'I' (y) j y 
-j-,(;-=-fry-' J:t:' 

Als Beispiel del' mittelbaren Differentiation sei angefiihrt 

d In {(a;) = d Iny. d {(:r) = 1 . f" (x) ~ {' (x) . 
dx dy dx y . {(x) 

Es zeigt sich derart, daB auch del' Differentialquotient eiher. jeden aus 
den elementaren Funktionen zusammengesetzten Funktion zu bilden ist, und 
auf welche Art. 

Abel' nicht jede stetige Funktion ist differenzierbar, vielmehr bedeutet 
die Differenzierbarkeit eine bewndere Eigenschaft del' Funktion, 

Auch ist die abgeleitete Funktion einer stetigen, durch eine graphische 
Kurve darstellbaren Funktion nicht immer eine stetige Funktion, vielmehr 
kann an einzeinen Stellen x 

(' (x + e) - f' (:t.) > g 

bleiben, \vo g einen bestimrnten endlichen Wert bedeutet, wie klein e auch 
gewahlt ,vird, Del' geometrische Ausdruck hierfiir ist, daB bei dEll" graphischen 
DarsteUung die Kurve an der betreffenden Stelle eine Einknickung erfahrt, 

Sieht man in dem Differenzenquotienten 

.J y (p: -+- L1.r)~ {(x) 
Yl= L1x=~-~: 

"J:I; als konstant an: so wird Y 1 eine Funktion yon :t:. Bildet man von 
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dies er wieder den Differenzenquotieni en, 
renzenquotienten: ' 

so erhiilt man den zweiten Diffe-

A ~Y 
LlYl Ax ~J~y 

Y2~~JX 
1"(x+ 2 Llx) - 2 {(x+ Ax) + {(x) 

--- .-

wobei jx" = (Llxr. 
Ebenso kann man weiter den dritten, vierten usw. Differenzenquotienten 

hilden. Fur den n ten Differenzenquotienten erhiilt man dann den Wert 

\ 2!J) 
lJn y 1 ( (n) 
1 = ,1 U" (x + n lJ x) - 1 {(x + [n - 1 J A ;r) ,: xn / ;l:n l ' , 

Dabei sind 
+ (~) {(x + [n - 2 J Ll x) - ... -I- (- l)n {(X) } . 

(11) 1 =U" (11,) = ~~(n_-- 1) 
2 1.2' 

... (~) = n (10 - 1) .. , (n ---:- k-l-~, 
1· 2 ... k 

die Binomialkoeffizienten. 
Del' Grenzwert des n ten Differenzenquotienten fiil" ,.1 x = 0 ist der It te 

Differentialquotient odeI' die nte Derivierte {In I (x). Es wird also: 

(30) 
11n {(x) t lnl (;r) = lim ' . 

, Jx+O Ll xn 
l\Ian sehreibt aueh 

dn (r ')' 
flnl (x) = -_\~. 

dxn 

Die:;e Schreibweis0 wirel damus verstandlieh, daB 

also 

wircl. 

(33) 

Eli ist demnach 

d fl'x)" , d.:;;- = f (:vI, 

n \ d [<n-l l (x) 
(I I(X)=--clx-' 

~nl(x) =!£ (d lt - 1 ((x)) 
dx" dx dx" 1 

d "( -~) - 1"/1 I , •. )' dx - .v, 
d (' IX) ,,/I, ( ) 
- - - = t x usw. 

dx 

Ist (\;r) = t~ (x) ± f~ (xl, so wird 

rl n ((:r) dn [t~ (x) ± f~ (x)J dn I~ (x) dn {2 (x) ------- =-- ------- = ----:'---- + - -"---. 
d:l'n dx n cla;'1t - dx" 

Ist ((;vI = /1 IX)' t~ la:), so ergibt sich 

1,14..1 (l1I1(x)=/~(.l:lt~nl(.r) (~)t~'(;r)nn 11(.1:1+ .. . 

-I- (~~) r;k) (:r). t~n kl (x) -I- ... -I- tin) I,x) f~ 1;1') • 

Diese Berechnungsweise heiBt die Leibnizsche RegeL 
Sind in del' Umgebung einer Stelle:o die Funktionen {(x), l' (X), ('(;0), .. 

(Inl (.r) stetig, und vel'schwinden die 11 --- 1 ersten Derivierten, wahrend die 
II te DeriviertEl ((nl (.r) + n ist, so ist bei geradem Il ein Maximum odeI' Mi
nimum vorhunclen, je nachdem rill (;r) / 0 odeI' rill) (;1:) >-> 0 ist, d. h. del' Wert 
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Ox) ist groGer oder kleiner als aIle Naehbarwerte. Bei ungeradem n ist 
weder ein Maximum noeh ein Minimum vorhanden. 

Insbesondere ergibt sieh ein Maximum, wenn t(x)=O, f"(X)<:O, und 
ein Minimum, wenn t'(x) = 0, r"(x) >0. In beiden Fallen andert an del' 
betreffenden Stelle r (x) sein Vorzeic:hen, im ersten FaIle geht es von positiven 
zu negativen, im zweiten von negativen zu positiven Werten iiber. 

Aueh wenn (' (x) in unstetiger Form von positiven zu negativen Werten 
iibergeht, erlangt f(;;) an der betreffenden Stelle ein Maximum, und f(x) 
erlangt ein Minimum, wenn f' (x) von negativen zu positiven Werten iibergeht. 

J\immt an einer Stelle x=a die Funktion ((xl den unbestimmterr Wert. 
n ex 
-:- oder-- an, so liiJ3t sieh dies immer darauf zuriiekfiibren, daB, wenn in o ex 
bestimmter vVeise 

gesetzt wird, t~ (x), f2 (x) gleiebzeitig verseh winden. Bilden wir dann die 
Derivierten t~'(x), C'(x), ... und f2'(x), t~"(x), ... , so wird als del' wahre 
"Vert von f(x) an del' betreffenden Stelle der el'ste Quotient 

f;n)(a) 
On) (a) 

bezeiehnet, fiir den n") (a) ,fJn) (a) nieht gleiehzeitig versehwinden. Diesel' Wert 

ist del' GrenzlVert, dem (1 (x): f2 (x) fii.r x -- a zustrebt. 
1 

Hanclelt es sieh um die Stelle x = ex, so setze man x' = -
;1; 

f(x) = l(l (X') 

und untersuche das Verhalten von l(l(x') an der Stelle x'=O. 
Wird n;1;) an einer Stelle x = a unendlieh, so kann es sein, daG fiir ein 

bestiUlmtes ;~ -:;> Odie Funktion 
((xl 

(x-a)-n' 

die fiil" ;1; = a die Form cv annimmt, eirren endliehen wahren Wert erhiilt. 
ex 

Man sagt dfl.llll, ((x) werde fiir x = a zur Ordnung n unelldlieh. 

Z. B. wird tg x fiir ;1; = ~ ullendlich. Bildell wir abor 

:rr 
x-~ 

tgx :2 

(a:- %f1 
und nehmen von Zahler und Nenner den Differentialqnotienten, so ergibt 
8ieh die Funktion 

• 0 ( :rr) SIn" x -- --
, oJ' 
\ -

die flir .r = -... den "Vert () annimmt. 
:2 

:r 
Es wircl deshalb tg x fiir ;); = - zur 

:2 
E'rsten Ordnung unendlich. 

Um das Ycrhalten einer FUllktion ((x) im Unendlichen zu untersuchen, 
bildet man 
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1st der Grenzwel't dieser Funktion fur x = = endlich, sagt man wieder, 
f(x) werde 7:Ul' Ordnung n un endlich, Fiir e" z. B. ergibt sich abel' 

lim (e :,) = ex:; . 
x----).::c X 

Die Exponentialfunktion eX wird also fiir x = (Xl starkel' unendlich als irgend
eine Potenz xn mit endlichem positivem Exponenten n. 

Andererseits' £luden wir, daB das Unendlichwerden von In:r fiir :1" = 0.; 

1 

schwacher ist als das der 
Zahl n wahlen mag. 

Potenz x n , wie groG man auch die positive ganze 

Endlich ergibt sich 
. lnx 

hm- 1 =0. 
n .... O ---

X n 

Das bedeutet: lnx wird fiil: x = 0 schwacher unendlich wie irgendeine Po
l 

tenz x n, wie groB auch n gew1ihlt \Verde. 

4. Beispiele flir Diffel'elltiution('u. 
1. y = log sin:t: . 
Setzt man sin x = Z, so wird 

dy 

dz 

dlog: 
dz 

J.VI M 
z sinx 

wenn M den Modul des Logarithmensystems bezeichnet. Ferner wird 

dz dsinx 
-- ='- =cosx. 
dx dx' 

also wird 
dy dy dz cosx 
-=-~·--=M--. ~=Mctgx. 
d:t: dz dx SlllX 

Daraus ergeben sich mit groBer Annaherung die Intervalle, in denen in del' 
allgemein gebriiuchlichen Tafel fiir log sin x die Tafelwerte fortschreiten. Sind 
diese Intervalle ,1 y und die entsprechenden Intervalle des Eingangs j ,1' 

etwa 1', so wird 
Llx=-- n __ =000029. 

und 
1S0·GO ' 

Ll y = J.11 ctg x .1 x , 

wobei fiir die dekadischen (Briggischen) Logarithmen M=O,4:-3-±2~1. 
Entsprechend wircl fiir 

y = logtgx, 
indem man tg x = z setzt, 

dy M 
tgx' 

dz 
d:.t, 

also 
dz 

dy dy dz JI;J 
d:~ = dz . d-;: = Sill;/.: cos:.t· 

2. Y =(:.t: -l)(x - 2)(;1; - 3). 

1 

cos~ :1.' 

:UrI 
sin 2 ,1" 

N ach del' Regel fur die Differentiation eines Produktes "'ird 

~{= (x - 2) (," -:-3) ('1' -1) (.J; - 31 1 (.1' - 1) lX - 2) 
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ode!: dy 0 I 

d· = 3 XC - 1:2 x --,- 11 . 
x ' 

Rechnet lUan y aus: 
y = x:1 - (j ;r~ + 11 x - 6 , 

so folgt nach del" Regel fiil" die Differentiation eines Aggregates cIas gleiche 
El'gebnis 

d y _ g r~ .. _ 1:2 .r + 11 . dx-' , 

.Man kann auch z = :r -:2 einfi.ihren, dann wird 

y=(z + 11z(z-1) =:::]-z 
und es folgt 

also 

dy 
- -" ~~-1 dz -.,- , 

clz 
... =1. 
dx . 

dll ely dz . 0 • . ., d;; = II;:' ,D. = .')z- - 1 =.'l (x - :2)- - 1 

odeI' ausgerechnet. wieder 
dy 
d- - = ;Lr~ - 1:2 ;r -+- 11 . 

:r 

3. y = In tg (!! + x_) . 
4 :.? 

Man setzt tg (~ -I- ,1') = z , 
4 ' ~ 

dann wird 

dy 

dz 

dlnz 1 

dz z 
7l ~l' . 

Darauf setzt man ._- + = u. dann wird 
..J. ~ , 

dz d tgu 

d~{ d ~t 
1 

cos2 u' 
Endlich erhiilt man 

du 
d - -1- -(n :r) 

4 ' :2 1 
'.-

dx dx :2 
So findet lUan 

dy dy dz du 1 1 1 

Xun ist 

1 

z 

also wird 
dy 

d:t' dz . d u ""riJ.~ =z . cos2 tl' i . 

1 

. (:7 +--;r)' sm - -
4. :2 

cos2 U 

1 

1 

., (n :r) cos- . +--
4 ' :2 .. 

1 

( n -f ;'1:) (.f .r) :2 cos - -- sin ---l-
dx (:7 , ) sin- --;1' 

4:.? 4':2 ~ . 

a;l'+b 
,t. y= --. 

c.r+d 
Handbihliothek I. 1. 

COB,l' 

10 
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Diese Funktion ist nach del' Regel fiir die Differentiation eines Quo
tienten zu diffel'enzieren. Da 

d(ax+bJ=a 
dl: ' 

d(ex+(~=e 
ell: 

wird, el'gibt sich 
ely 

dx 

(ex d)a~(ax+b)e 

(cx+ df 

dy d 1 z 

dz dz 

ad-be 

(ex + (if' 

1 
-.~-=. , 

21 z 
und nach del' vorigen Aufgabe 

dz ad ._. b e 

also 

odeI' 

a.lso 

dx -- (ex +dY' 
dy a d- be Vc x + d 
~{:r = T( e x ~-d? ~~. + b . 

Man kann abel' auch zunachst In y differenzieren, dann wil'd 

d luI' = ~_ (~l~[a :+ b] _ d 1~lc x +_ cD) 
dx 2 dx dx 

1 dy 

y dx 

dy 

dx 

6. Y = a cos~:r .+ :2 b cos:r sin x + e sin ~ x . 
Es wil'd zunachst 

dy dcos~x . d(cosxsinx) , dsin~x 
-- = a - - + 2 b· " + c ' 
dx dx' (Lr ' dx 

unt! nach del' Formel fill' die Differentiation eines Produktes wirel 

d cos2 X 

d1,' 
2 cos.r sin;!; , 

d (cos x sin xl " . ., 
. ,- = cos -;r - SIll - X , 

dx 

Also cl'gibt sich: 

odeI' 

ellJ , 
'- = :2 b l'OS~ ,r - . 2 (a - e I cos:r sin.r - 2 b sin2 ;r 

d:r 

dy 
= ( c (( I si II 2 :r -i-- :2 b cos 2 .r . 

dx 
Man hatte die Anfgahe a,nch so behandeln konnen, daB man zuniiehst 

!I Cl'setzt dmch 
y = ~ ((( + C) + ~ ((/- c) cos 2 .r + b sin 2 .r . 
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Es wird nun, wenn man 2 x = z setzt, 

dcos 2 x 

d,r; 

und entsprechend 

Demnach ergiht sich 

d cosz dz. . ~ 
- . ~ = - sm z . :3 = - 2 sm :. x , 

dz dx 

d sin 2 x 
----~=2cos2x. 

dx 

d Y = l c - a) sin :3 x + 2 b cos 2 x . 
dx . 

Man sieht- hieraus sofort, daB d,!! = 0 wird fill" 
dx 

2b 
t-g2x=---. 

(/,--C 

5. Beispiele fiir Extremwerte. 

147 

1. Aufgabe: Den geraden Kreiszylinder von kleinster Oberflache bei 
gegebenem Volumen zu tinden. 

1st x der Radius des Grundkreises, y die Hohe, so wird das Volumen 
rIes ZylincIers 

und seine Oherflache 

oder, wenn wir [tUS der 

O=2.nx2 +2Jrxy 

vorigen Gleichung den Wert 
V o = 2 :7 ;(;~ + 2 . -. 

Dies soIl ein Minimum werden, 
(lO 

also --.. - = 0 daraus folgt 
dx ' 

V 
·).nx=-
~ x 2 ' !I 

also :3.n x:l = V =:7 x~y, mit
hin 2;(; = y, d. h. del" Durch
messer des Grundkreises muB 
gleich der Hohe sein (Fig.154.) 

2. Aufgabe: Es liegen 

x 

von y einset7:en, 

A 

B 

Fig. 155. 

zwei Punkte A und B auf verschiedenen Seiten einer Geraden g in den Ab
standen a und b von diesel' Geraden (Fig. 155). Die FuBpunkte A', B' del' aus A, 
B auf die Gerade gefallten Lote seien um die Strecke c voneinander entfernt. 
Es bewege sich nun ein Karpel' von A nach B deraIt, daB er in clem Punkte 0, 
\Yo er die Gerade g kreuzt-, seine Geschwindigkeit andert, uncI zwar sei die 

Geschwindigkeit vorher = ~, nachher =1_. Wie muB der Punkt 0 liegen, 
'In n 

damit del' Karpel' zu der Bewegung eine moglichst Imrze Zeit gebraucht? 
Die Zeit wird t C.cc 'In A C .- : .. 11 C B. also. \Venn wir A' 0 mit J: bezeichnen, 

mithin 0 B' mit c - :(; , ' . . . 

t='lnV~;~+a'2+nV(c x)2+b2 . 

dt 
Diesel' A. usdruck fiOIl ein Minimum werden, also -- = 0 odeI' 

dx 

10* 
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mithin, wenn wlr die Winkel A' A C = c und B' B C = tJ einfiihren, 

odeI' 
Tn sin a = n sin fJ 

SIn C( n 

sin tJ rn 

Dies isi das bekannte Snelliussche Brechungsgesetz. 

3. Aufgabe: Man bestil1ll11e auf der Ellipse, c1eren Gleichung lautet 

(al x + bly)"' + (a~;r + b~yf= 1, 

die Punkte. deren Entfernung von dem Mittel
punkt 0 (x = 0, y = 0) ein Maximulll oder Mini
mum ist. 

x Die Ellipsengleiehung kann geschrieben werden 
~~----~------~ 

Fig. 15G. 

A ;{;~ + 2 B ;); y + C y2 = 1 . 

wennA=al~+a~~, B=aIbl+a.~b~, C=bl~+b~'! 
gesetzt wire!. 

Del' Ausdruek. del' einen Extremwert annehmen 
solI, ist 

r~ =;r~+ y~. 

Diffel'enziel'en wir diesen Ausdruek nach ;r; und setzen den DifferentiaJquo
tienten = 0, so ergibt sich (unter Fortlassung des F"ktors 2) 

;r 

"Veiter wird abel' 

A;);+By 

ell} 
Y . =0. 

d :r 

donn del' hier differenzierte Ausdruek ist nach der Ellipsengleichung konstant. 
sein Differentialquotient also NulL Eliminieren wir aus den beiden gefun

ely 
denen Gleichungen nun -l-' so erhalten wir 

[. :r 

A x Y + B y~ --- B :l;~ - C ,1' Y = 0 , 

odeI'. \Venn wir die Polarkoordinaten 

:r=]'cos H, y -= l' sin /1 
einfi.lhron, 

2 cos -{} sin 19 (;2 B 
--,-..,.---~ = tg 2 Ii = ------ - . 
cos~ H -- sin~ t9 A --- C 

Als Losung diesel' Gleichung ergeben sich zwei Werte 19 1 , N~, die lim 
:7 
-- verschieden sind. also zwei zneinander senkrechte H..iehtungen. 
2 

G III die VOrk0Il1111ende gl'oDte und kleinste Entfernung r l' 1'~ fielbst zu 
bereehnen, geht man von del' Gleiehullg aus 

A cos'! 11 + 2 B cos /1 sin 19 . ~ C sin~ H = 1_ 
r'! 

del' man die Form geben kann 

~ (A ~ C) eos 2 19 -+- B sin ~ 0 = ~, 
-' - I r 
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woraus folgt 

~(A +0)+ V±(A. 
oder 

I ._- .-- 1 
I(A I C)+1/1('A+Gf-D2= ~,T I 4.. r'l 

fUr 
D = a1 U2 - a2 VI) 

f'O daB sich In del' Tat reelle Losungswerte von r I , r 2 ergeben. 



Siebentes Kapitel. 

Integralrechnung. 

1. Integrale. 
1st eine Funktion y = ((:1:) durch eine Kurve da1'gestellt, wobei die Ordinate 

fur das Intervall von x =a 'bis x = b (b:> a) nirgends unendlich wird, so 
wird durch die Kurve, die Ordinaten fiir x = a und x = b und die ,r-Achse 
em FIa.che abgegrenzt. Den Inhalt diesel' Flache schreibt man 

b 

(1) J=Jf(;r)d;r 
a 

und nennt ihn das von a bis b genommene In t e g r a I del' Funktion 1'(.l; I . 
Die Funktion ((;r) selbst heiBt del' In tegrand. 

Diese Schreibweise el'klart sich 

!I 

a 
I 

Llx Llx iJx Llx Llx Llx Llx iJx 

folgendermaBen: Um eine Ann~lherung 
an den FIacheninhalt zu finden, teilt 
man das Intel'vall von x = a bis ;:1; = b 
in n gleiche Teile L1 x und errichtet 
in den Teilpunkten die Ordinaten, 
die del' Reihe nach gleich 

((a), r(a j ,r), 
f(a+ 2 j XI, 

((a (n-l) Ix), f(b) 

werden. tIber den Teilstrecken e1'-
1'ichtet man Rechtecke. welche del' 
Reihe nach die Hohe diesel' Ordi-

.... ,""""-------~ b --.: 

nat en , mit Ausnahme del' letzten, 
haben. Dann wird, wenn aIle 01'
clinaten positiv sind, die Summe del' 
Inhalte diesel' Rechtecke 

Fig. 157 

J,,=f'(a)·Jx f(a -;- .l.r).,// ;c -+- ((a + 2 L1 X I·ll x + ... 
, - ((a + (II -1) ,1 xl' J '1' 

die gesuchte Ann~iherung an den dUl'ch die Kurve ahgegrenzten Flachen
inhalt. Man sch1'eibt kiir:t.er 

J - \' t'[ 1'1 A~, , li - L' .,..' LJ. • 

a 

Lbi13t man nun die Gliederzahl II in diesel' Smnme mehl' und mehr wachsen. 
indem manJ x kleiner und kleiner wiihlt, fiihrt man also den Grenziibergang 
n -> cx; aus, so wird 

b 

(2) J = lim J = lim )' (i,t') J ;r = J 1\.1') cl:r 
n--)o-x- II 1/---)0'7_.";-/ ".. , 
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der genaue Wert des gesuchten FHicheninhalts. Das Zeichen Jist als langes 
lateinisches 8 zu deuten, das an Stelle des Summenzeichens 2: eben so gesetzt 
wird wie an Stelle von L1 das kleine lateinische d. 

Aus dieser Bestimmung folgt sofort, daB fiir a g< b 
b g b 

J ((x)d:r=J l(x)dx+ J ((x)d:r 
a a g 

wird. Sind die Ordinaten in dem Interval! a bis b negativ, so wird 
b 

J ((:ri dx 
a 

gleich dem negativen Wert des Flacheninhalts. Wechselt die Funktion 111 

dem Intervall an einer Stelle g das V orzeichen, so wird wieder gesetzt 
b Y b 

J ((x) dx = J f'(xJ d x + J ((x) d:1' . 
a a g 

Del' Flacheninhalt iiber del' x-Achse, del' dem einen Integral auf del' l'echten 
Seite entspricht, wird positiv gerechnet. Das andere Integral wird del' 
negativ gerechnete Flacheninhalt, unter der ;r-Achse. 

1st b·~ a, so wird 
b a 

J ((1') d:1' = - J ((x) d:r 
a lJ 

genoml1l en. 
Nimmt man die obere Grenze b veranderlich und setzt Sle del' Einfach

heit wegen = x, wobei dieses x etwas allderes bedeutet wie das x unter 
clem Integralzeichen, so wird del' vVert des Integrals eine Funktion del' oberen 
Grenze x und wir schreiben 

x 

13) F(x)=J ((x)dx. 
a 

Diese Integralfunktion F(:1:') hat nun die folgenden beiden charak
teristischen Eigenschaften: 

Es wircl 

11.) 

Es ist 

(IL) 

d F (X) .( '. ---=1 xi. dx . 

F{a)=O. 

Die Eigenschaft (I) bedeutet: Die Integral£unktion ist diejenige Funktion, deren 
abgeleitete die gegebene Funktion ((x) ist. Die Operation der Integration er
scheint also als die Umkehl'ung del' Opera':,ion del' Differentiation. 

Sind im Intervall von ({. bis x die Funktionen qJ (x) und (1;1') stetig und 
ist (p (x) daselbst nirgends negativ und nicht iiberall gleich Null, so liiBt sich 
in dem Intervall ein vVert x lll angeben, so daB 

x x 

(III.) J ((x)rp(:1,)dx=((J"",)J 'I (:l:)d:r 
a a 

wird (Mi ttehyertsa tz f iiI' be s ti lUlU to In te gr ale i. 
Nimmt man insbesondere qJ (x) = 1, so folgt 

:r 

(IV.) J ((:r) d:1' = r (:rm)· (:1' - aj . 
" 

Es ergeben sich nun dio folgenden grundlogenden FOl'l1loln fiil' die 
Integration der elementaren Funktionen: 
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(4) 
'" Xn +1 f x"dx=, "--, 

o n+ 1 

wo n eme beliebige Zahl auBer - 1 bezeichnet . 

(5) 

(6) 

17) 

(ti) 

19) 

(10) 

Ill) 

(12) 

(1::3 ) 

(14) 

(15 ) 

x 

.r 

.< 

/
' dx " , 

1- = In \ 1 -+ x) , 
• 1 j x 
[) 

:r 

f eX d J' = eX .-- 1 , 
I) 

f sin x d x = 1-- cos x , 

" 
.r 

f cos x d x = sin x , 

or 

f tg :r cl x = - In cos x , 
o 
X 

f ctg x d x = In sin :" . .. 
~ 

f\/:~ x2 = arc sin.);, 

. r 

fdX 
---;- = In x . 

1 

J V 1~:-~2 cl x = ~ [x V i -- x" + arc Ein x] , 
o 

:1: 

f dx 
--_.- = arc tg r 

, 1 + x:! ~ , 
Ii 

J' d:~ = _1 In 1 -i .l,' 

• 1 _ x" ~ }-:r (---1/ X < +- 1 i 
o 

.r 

(16) fIn (1 x) d x == (1 + .rl[lnI1-+- .1:) 1J --i-1 , 
,0 

x 

117) f arc sinx cl:r = J,' arc sinx V'l-.;;" --1, 
'J 

:r 

118) f arc tg:1: del' =.;; arc t.g.r -} In 11 + .j") , 

.r 

i 1 Hi J Sin;r d.l' = iloi .l'- 1 , 
o 

.r 

120) J iloi;r d.l' ~Silt ,1,'. 

" 
x 

1.21 i J sill~.r rI.l: = t 1:1: -- cin x cos.r) , 



( 22) 

(23) 

.r 

Intcgrale. 

.r 

f COS2 ;r dx ~ ~ (x + sin ,r cos x) , 
u 

f d,!, = Int (:r + ~~) 
• cos x g 4 2' 

° x 

(24) JlnXdX=l-c-;X'+Xlnx. 

1 

153 

Die vorstehenden Formeln sind leicht abzuleiten, indem man die Inte
gralfunktion nach x differenziert und nach weist, daB man so den jedesmaligen 
Integrand erhiilt. 

Z. B. benutzt man fur die Herleitung del' Fonnel (13) die Rechnung: 

d [x VI-=- x~ + arc sin x J .. ------;; 
-= ~ 1-- X" 

dx 
d V1 = x 2 + d arc sin x x ---.... - --_ .. -

dx dx 

1 

Vi _x2 

fill' die Herleitung von (18) 

d[xarctg~;--~ln(1+:t:~)1 darctgx Idln(1+x2 ) 
- .. ~ = arc tg x .. I X - .. 

dx T dx '" dx 

x 
~arcto"x......L --

b I 1 +X2 
x 

---"-0; = arc tg x . 
1 + X'" 

Die zweite Formel (5) gestattet folgende einfache geometrische Aus
deutung. Fiihren wir die Kurve mit del' Gleichung 

1 
Y= 

x 
oder x·y=l 

ein, so ist dies eine gleichseitige Hyperbel, von del' die Koordinatenachsen 
die Asymptoten bilden und deren einer Scheitel A die Koordinaten x = Y = 1 

und die Entfernung V2 yom Koordinaten
anfangspunkt 0 hat. 1st, P del' Punkt mit 
den Koordinaten 0 Q = x, Q P = y, so wird 
der Flacheninhalt zwischen dem Kurvenbogen 
A P, den Ordinaten A B, P Q und dem Stuck 
del' Abszissenachse B Q : 

.t' :r 

f fdX 
yd.r= -=lnx. 

p ,_ x 
1 1 

Auf dieso Weise Im-nn del' natiirliche Logarith
mus geometriseh als FHicheninhalt eingefuhrt 
werden. 

G"m die gleichseitige Hyperbel auf ihre 
Achs6n zu iJeziehen, miiES€,n wir das vorige 
Koordinatensvstem um 45° drehen. Danll werden 
xl' Y1 durch'die Gleichungen bestimmt 

Fig. 1.58. 

die neuen Koorclinaten 
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Die neue Gleichung del' gleichseitigen Hyperbel wird: 

Xl~-Y12=:2 . 

Del' FHicheninhalt des von 
o A, 0 P begrenzten Sektors 

den Kurvenbogen A P und den Fahrstrahlell 
wird nun, da D.OBA=%=~xy=~OQ·QP 
= D. OQP ist, gleich de[;.l I~halt del' FHiche 

Fig. 159. 

"'+ -(),,' , e· Z e·" 
x= -

2 

ABQP, also = In x= In Xl -tYl (Fig.l59). Denkt 
. V2 

man sich die Hyperbel im Verhaltnis 1 : V2 ahnlich 
verkleinert, so werden die neuen Koordinaten 

.'. Xl , Y1 I 
X = -= , Y = -;---=- , del' Flacheninha t 

V2 V2 
des 

Sektors wird im Verhaltnis 1: 2 verkleinert, er 
wird also z' =~ In (x' + y') und da jetzt 

(x' + Y') (x' - y') = 1 , 

wird auch - z' = ~ In (x' - y'). Daraus folgt 

und 

= (£of 2 z', 

e2z'=x'+y' , 

e"2z' __ 

y'= 

e- 2z' = x' - y' 

e- 2z' 

- = (Sin 2 z' . 
2 

Es liefern also die Koordillatell x', y' die hyperbolischen Funktionen 
des doppelten Sektorinhaltes. 

Ahnlich sind die Koordinaten x, y del' Punkte eines Kreises vom 
Radius 1, auf den Mittelpunkt 0 bezogen. 

/ 
o x 

Fig. 160. 

x = cos 2 z , Y = sin 2 z , 

wenn z den Inhalt des zugehorigen Kreissektors 
bezeichnet. 

LaI3t man auf S. 151 die Bedingung (II) weg 
und nur die Eigenschaft (I) bestehen, so· ist die 
Integl'alfunktion nicht vollstandig bestimmt, 13011-

del'll nul' bis auf eine additive Konstante, die sog. 
Integrationskonstante. Es heiBt deshalb das 
so aufgefaI3te Integral ein unbestimmtes Inte
gral, wahl'end das Integral mit festgelegter Ull

terer Grenze, fiir welche die Bedingung (II) gilt, 
als bestimmtes Integral (mit veranderlicher oberer Grenze) bezeichnet wird. 
1st die obere Grenze auch festgelegt, so haben wir ein bestimmtes Integral 
1m engeren Sinne. 

Um nun ein vorgelegtes Integral wirklich berechnen zu konnen, hat man 
eine Reihe von Hilfsmitteln, von denen die wichtigsten clie folgenden sind: 

1. Integration clurch Zerlegung. Es gilt zunachst die Formel: 
~l: :r:r 

(25) J [f~ (x) f2 (x)] d .1' = f (1 (x) d x-"=-f t~ (x) cl x. 
{/ II 

Eine SUlllme oder Diffel'enz wircl integriert, indem man jecles Glied integriert 
und die so entstehenden Funktionen acldiel't odeI' su btrahiert. Ferner wird: 

x x 

(:26) J c r (;1') d .r = c J t ( ;1:) d ,r . 
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Ein konstanter Faktor des Integranden kann VOl' das Integralzeichen gesetzt 
werden. 

2. Substitutionsverfahl'en. Wird x=qJ(z) gesetzt, so ergibt sich 
'" z 

(27 ) J ((x)dx=J t[qJ(~)J (p'(~)dz, 
a, [l 

wobei a = qJ (a) wil'd. 
x 

3. Partielle Integration. 1st lex) = II (x)· t~ (x) und.z;~ (xl = J f~ (x) dx, 
a 

so wird 
r r 

(28) J t~lx)t~(x)dx=t~(x).F~(x)-J F~(x)t~'(x)d;r. 
a a 

Das in diesel' Formel ausgedl'iickte Integrationsverfahl'en wird als part i e 11 e 
Integration bezeichnet, weil es auf del' Integration des einen Faktors (,(x) 
fuili. - . 

Fiihrt man in (27) die kiil'zeren Bezeichnungen ein ((x) = y, n (1' (z)J 
= rp' (~) = w, so heiBt die Formel einfach 

~C v 

(27 a) J ydx=J wdz. 
(t (~ 

Setzt man III (28) entsprechend 

t~(x)=u, F2 (x) =V, 
so lautet die Formel 

l' u. 

(28) Judv=uv-Jvdu, 
o Uo 

wenn fiir x = a u ==~ 110 wird. 
1st allgemeiner fiir x = a v = vo ' fiir die obere Grenze u = 1(1' 

V = VI' so wil'd 
~ ~ 

(28a) J 1~ d V = 111 VI - 7£ 0 Vo - J V el 71 , 

"0 Uo 

was man auch schl'eibt 
10'1 111 

J 1(. dv = [7l V H - Iv elu. 

Die Formeln (2b) bis (28) lassen sich wieder beweisen, indem man die 
linke und die rechte Seite nach x differenziert und nachweist, daB beidemal 
dasselbe herauskol11mt. 

Aus (27) ergiht sich so z. B. nach del' Definition des Integrals 

. . [ .)] , (' d z (ix)=( r/,(z .(!' z)·_-. . '. . d,r 

Es ist abel' (f' (z) =.1', mithin 

~!:. ~ if' (z) dz . 

also folgt in del' Tat 

und 
dz 
dx 

nx) = nrp (z)J. 

1 
ql (z) , 

1st del' Integrand t'i,;1') fiir alle endlichen Werte x __ a eindeutig und 
stetig unll man laBt die obere Integratiollsgrenze sich als stetige Variable 
nach del' positiven odeI' negativen Seite dem Gl'enzwert ex; nahern, flO kann 
sich auch fill' den'Vert des Integrals ein bestimmtel' Grellzwert, el'gehen. 
Ma,ll .9chl'eibt dann 

.1' x· 

(29) lim J ((x') d.l' = J F(x) d.r . 
a--)o'l:. ({. (l 
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Je nachdem die Annaherung an cc nach del' positiven oder negativen Seite 
erfolgt, wircl vor 00 das Vorzeichen + odeI' _.- gesetzt. 

Es kann auch noch unter Umstanden die untere Grenze des Integrals 
einem unencllichen Wert angenahert werden, obne dal3 das Integral,:'\:., wird. 
Man hat dann zu setzen 

+X 00 

J ((x)dx~J f(x)dx- J l(x)dx, 
((. a 

wenn a irgendeinen endIichen Wert bezeichnet. 
Z. B. wird L 00 

Je- x dx=l, 
u 

namlich gleich dem Grenzwert von 1 - e- X fiil' x = cc. 
Ferner wird +:1: 

Jxe- x2 dx=O, 

da 
+:x 
J x e-·;r2 d;c = J x e--·,2 dJ; 
(I 0 

wird. Weiter wird 
XI! 

f dx 
- -- ~-c= arc tg x , 
1 x·~ JI 

o 

also del' Grenzwert fiil" x,,= cc gleich ~ und man hat 
2 

f
' dx 

,. 1+x·2 

() 

:r 

2 

Das Integral 
:t',1 

J,,= J e- X sin ax d:r 
o 

wird, \Venn wir claw gleich das Integral 
:r-n 

J;, = J e-'" cos ax clx 
u 

einfiihren, dureh partielle Integration vHwandelt Il1 

Ebenso wird 

also ergibt sich 
i1 

und 

Ebenso wird 

J ll = - e-l"rl sin ax" + a J;,. 

e-.rn I. cos ax" ---1) -- a J", 

a~) J = - e- "'" (sin ax + a cos a ,y ) 
11 _ 11 11. 

J' e-" sin a::f d ([ = lim J = __ a ---
p. :Cn400 11, 1 + a~ . 
o 

I, e- ,f cos a ,y d x = _,1 ---:;. 
1 .;- ,1;" 

P. i 

o 

a 

Dureh partielle Integration finden wir auch 
.til 

J e-·r.r d.t = - e-Xn.r ill 
II 

" 

X-n 

mJ e-·".t:,ii-1d,-;;, 
o 
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also beim Ubergang zur Grenze (x" -->- 'X) 
~ x 

J e-:r .r'" d:r ='m J e-X.r III-I dx 
() 0 

und damit durch weitel'e Anwendung diesel' FornleL indem m clurch 'm -1 . 
'In' . 2, ... el'setzt wird, schliefllich 

x 

J e-'''.l:mdx=m(m-·1)(m-2'1 ... 2'l~=m~ 
tl 

2. Beispiele rut' Integrationen. 

1. J = J V a + ~~ T ex" . 
Das Integral kann zuniichst vel'wandelt werden in 

V1~J Va+(~~'+a:~ hir 
a 

lC =--, 
c 

b 
/3= 

c 

Macht man dann die Substitution 

::-:0 folgt 
(( f3 x = t" - .. :2 tx, 

und 

=; = n (:2 t - /)) - onst. J :2dt I' t-" k 
x" . :2t+/J 

= In (21/(( + tJx + x·~ (I) + kon~t., 
und wenn man auf das YOl'gelegte Integral zurii.ckgeht, 

f' --_!..: .. '-, = .-~ In (2 Vcfa-+-b;r +~c:!1 -+- b + :2c;r) 
. 'Va + b x + e :r~ V c ' ' . . 

konst. 

Bei del' Benutzung diesel' Formel ist zu beachten, ob die Wurzel aueh reelle 
\-Verte liefert. Es sind dabei folgende FaIle zu untel'scheiden: 

1) Die Wurzel ist Immel' reell, also c (a In.: + c;r~) immel' O. Das 
heim, daB stets 

(b +:2 c:rJ" 

wird. DaJiir ist abel' die notwendige und hinreichende Bedingung 

-lac--b" ,/0. 

2) 1st -l ac -- b2 = - e~, 
;;0 wire1 die gefundene Formel 

also / 0, und setzen wir noeh b + 2c:c = 'U·, 

J
' dx 

'. l a + /).1: c:r" 
konst. 

Es miissen also, damit das Integral in diesel' Form auszuwel't·en ist, die 
beiden Grenzen entweder dem Intervall '/I, <:' e, odor clem Inton-all ,tt ~> e 
angehl->l'en. Ferner iRt c 0 vorauszusotzen. 

Gehoren die Grellzen beide clem Interval! - e < 11 e an. so findet siell 

v - -lc (aT b.r + c.r·2 ) = e'2 - n~. 
~cd.1:=dll 
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und das Integral wird fiir e· v = "U 

f d~_ ~·-f'· dv __ -._-:-l'c=arcsillv+konst. 
V';/. + bx -+ C;2 =-V -- C, Yl'-- v2 - Y-c 

1 b-l-2cx 
= - ---:.cc.::.= . arc sin - -'c -== + konst. 

V -- c Vb" -- -! a c 
Na,tiirlich muB man, urn reeIle Werte zu erhalten, C 0 voraussetzen. 

:v 

~. J=f~'!;" 
, 1 -- x:1 

o 
~fan setze, da 1 -- X'l = (1 - x) (1 + x + x2 ) 

I a b+cx 
1-:0 = 1 ~-x + 1+-;;-+ a;~ 

Dann ergibt sich znr Bestimmung von a, b, c die Identit1it 

a (1 + x + x2 ) + (b + cx) (1 -- .1:) = 1 , 
also wird 

mithin 
a+b=l, a--b+c=O, a-c=O, 

d. h. 

1 l~T~ = ~ C~-~ x + 1 -F :t + aj ) . 

Den zweiten Bruch miissen wir nochmals zerlegen. Der Differentialquotient 
des N enners ist 1 + ~ x, wir setzen den Zahler deshalb in del' Form an 

2 + ,'I: = (( (1 + :2x) -+- (3. 
Man findet dann sofort (( = ~, (3 = ~ und erhiilt so schlieBlich 

x x x x 

f i dX'0c=~Ji~\+~f(~ t':t~,~ +~Ji+~x-+-xi' 
o 0 0 I) 

Es ist nun .r 

1 f dx 1 -. _._- == - -.' In (1 -- :r) 
3, I - x :~ , 

und fiir x + :t:2 = U 
I) 

.1: Ii, 

I j'(1+:2x)dx If du 1. ) 1 . + ") -' - '. -.... = -.- - - = -In (1 -+- u = -:-In ( 1 x + x- . 
() 1 + .1: + .'1:2 Ij 1 + u {j' Ii 
'0' '0 

~ 1 
Das dritte Integral IaBt sich fiil' v ~~c -.,'=- (": + -), woraus 

V:3. :2 
oJ 

1 +v 2 == ~(1 +,r+.1:2 ), dv=-7=d,,; 
3 Y3 

folgt, umfOl'mell wie folgt: 
.t: I) 

-~ Jl:(f,X+ x'i = :3 J 1 tv'! = V\3 ( arc tg v -- arc tg :'i3) 
01' 

~ - 1= [arc tg 1:= ( 1 -+- :2 ;1:) .. - arc tg .. 1-1' 
Y3 y3 \3 

Damit ist der Wert des gesuchten Integrals bestimmt. 
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3. J=Jtgxdx. 
o 

Setzt man t = tg ~ x, so wird 
2t 

tgX=i~t2' 
2dt 

dx=------
1 + t~' 

mit hill 
.r: t z 

ftg;tdX=f~~-=2f-!!~ , • • 1_t4 1-z2 
000 

wenn man weiter t 2 = z macht. Es ist abel' 
z z z 

f dz r dz f dz 2 ~--., = ---, -- + -- = In (1 + z) -In (1 - z) , 
. 1 - Z" • 1 T z • 1 - z 
o 0 0 

also wird 
.r 

f 1+t'~ 1 
tg xdx = In ---:; = In --. 

1-- t" cos x 
o 

4. J = f ~t sin x+dbXcos x + c' 

Man setzt wieder t = tg ~ x, dann wird 

f 
dx f 2dt· 

aSlnx + b-cos.t + c = (c -b)i'.l +2at-+ (c +b)' 
Es sind nun drei FaIle zu unterscheiden: 

1) (l2+b2 >C2 . 

Dann wird 

159 

(c-b)t2 + 2at+(c+b)=(c-b) [t+~+V'(i2+-b2.~=-c21 [t+ a~ vt(l~±bi-=-~~ l 
c-b c-b J 

=(c-b) [t+t1J [t+t 2J, 
WO t1' t2 sofort ersichtliche feste Werte bedeuten, und 

1 f 2 dt 2 t + t'3 I • 

odor 
c~b (t-+ iJ(t + t2 ) = (c=-- b)(t>=-t~) In t+ t1 T konst. 

f dx 1 a-va2+b:i-~c2--(b-c)tg~:t 
. ,--= .' ... .=1n . _ . . ---+konst . 

. aSlllxTb cos+c V' a2 +b2 _c2 a +V'a~ + b~ - c2 -- (b -- c)tg~x 

2) a2+b~<c~. 

Dann wird 

fUr 

. i(' (/,)2 I (;2 - a2 - b2 1 
(c --b)t'~ + 2((t + (c b) = Ie - b) L tT -;;=~ T-(c~ bfJ 

c~ -=- a~ --- b2 

= --~--.-- [z~ + 1 J 
c- b 

(c - b) t +- a c-- b 
z = ___ , also cl z =c ._.. .. d t, 

Vc'3 - - a2 - /)2 Ve'l __ (1,2 _ b2 

Da ----, -;, = arc tg z + konst" foIgt J' dz 

1+z-

f d;r 2 Ic -- b) tg ~;I: + a 
a "j'u -1' - - "('OS ,. -' ~ ,;-:' --"-b" arc tg ~!,:; -"---b'--:-

~ ,~ ., I· J - •• L ; -- I...... t" c~ - a- --- - lJ C"" - -- (l ~ - - -

konst. 
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3) 

Dann wird unter 1) t = t =V~+~ und das 
1 ~ c- i.J 

Integral 

;1' 

:Z J' d t 
~~b. (t-+ tJ! 

f). J = J sin mx cos nxdx. 
o 

Man setze ein 

Ih--c)(t+t:) 
konst. 

sin mx cos nx = H sin(m + nix + sin 1m - n)x} 
so wird 

J sinm:rcosnxdx=~J sin(m+n)xdx+~J sin(m-n)xdx. 

1st m = ± n, so bleibt nUl' eines von diesen Integralen ubrig. 1st 
m =t= ± n, so haben wir im ersten Integral rech ts zu set zen z = (m + n) x. 
Es wird dann dieses Integral 

= 2.. __ 1 __ 1' sin z d z = - ~. __ 1 __ . cos z 
~ m + n, ~ m +-n konst. 

1 1 
=---. -_····cos(m+n)x+ konst. 

:Z m+n 
Entsprechend ist das zweite Integral zu berechnen. Man erhiilt clerart 
x 

f' m 1{ 1 I' 1 . ) t sin mx cos n:rrl x = "-.,-' :> - ---) - - -- cos (11/ Tn):,. -, - --- cos(m- n x I' 
._ 'In- ---- '/!" :Z l m + n' , til - 11 . ) 
o 
Dies Integral wircl abel' auch 

-x U 

= J sin mx cos nxdx = - J sin m.r cos nxdx 
I) -x 

und deshalb i"t stetB 
l' 

J sin mx cos nxdx = (). 
.r -x 

Ii. .] =~ J sin '/II x sin n:rd:r . 
Il 

Man setze ein 
sin 'In:r sin nx =,~ { cos (m -n) x - cos 1m n):1; } 

und verfahre genan wie vorhin. so erhiilt man. wenn 111 \- ± 'II , 

:1.: 

, . _ 1f 1 . 1 .' ) 
SIn 111 x SIn n x d:r = -- ~ -. - - SIll (m - n):1' - -, - Sill (m -t -nl x : . 

• ~lm-JI 1n--;--1I 'J 
o 

Dieses Integral ist die Htilfte des Integr~1,ls 
+;t: 
J sin m:r sin nxdx . 

-;.t 

NiIlllllt man an del' Grenze :r = n. so ver,.;chwinclet del" ausgorechnete 
W crt des Integralf:'. Also ist 

~~.--, 

J sin m.r sin II xi/x = Ii fllrmt ± n. 

I",t m = iI. so tinclet lllan 8tatt des vorigen Integrals das folgende: 

+f~- . ., 1 ',;' sm-n:Td.r=-- 11-eos:2n,rldx=.r-. ) -
" -. 

-.( 

1 . 
- SIll I :2 II .r ' . 
:211 
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also 

Fur m = - n ergibt sich fUr das Integral mit den Grenzen - 77 und + :rr. 
+" - f sin2 nxdx=-:rr.. 
-;r 

Entsprechend wird 
+" (0, wenn m =!= ± 11, f cos mx cos nxdx =) 
_ :r l :rr., wenn m = ± 11. . 

• :r-

7. f sin"'xdx. 
o 

Man wende partielle Integration an, indem man schreibt: 
x x 

f sin1l!xdx= - J sin",-lxdcos;r. 
o u 

Die rechte Seite wird dann, da dsin",-l x =(m-1) sinm - 2 x cos xdx, 

" = - sin,n-1 x cos.'I.· + (m -1) f sin'm-2 x cos 9 xdx, 
(\ 

uncI dam it weiter, da cos 2 X = 1 - sin 2 x, 
x x x 

f sin"'xda;=-sin,n-1xcosa;+(m-1)f sinm - 2 xdx-(m-1),[ sinmxdx. 
000 

Fiigt man nun das letzte Glied rechts zu dem Integral auf del' linken 
Seit,e hinzu und teilt. durch m, so folgt 

x x 

r . d 1. '1 +m- 1 f'" d sln'''x X=--81n"'- xcosa:' -_.- sln,n-eX x. 
.. m m 
o 0 

Mit Hilfe diesel' Rekursionsfol'mel kann man das vorgelegte Integral berechnen. 

Fiir x =!!..- wird 
2 

f · d m-1f' • I • 8ln'" x x =-m- Slnm-"XC x. 

o 0 

Setzt man nun erst m = :2 n, so folgt 
.-r 

~ 2 

fSin~nxdT = :2n-=-~ rSin2(n-l)Xdx 
:2n .~ 

n u 

uncI clurch weitere Anwendung del' Rekursionsformel 

~ 2 f sin ~";t'd.l' = 
211.-1 2/1-<3 ;:J 

.1 f d.-c. ---

:2n 2'11-:2 .J- .) •. ~ . 
" 0 

2n- 1 :2n-3 ;3 1 :rr. 

2n 2n-:2 4 2 2 
Handhibliothek, 1. 1. 11 
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Setzt man sod ann 111 = 2 II, + 1, so ergibt sich ebenso 

2 

sin 2n + 1 :ceLc = --~---- . --- ~- ... ~- .-J' ')/1 2n-2 4 2 

. 2n+1 2n-1 5 3 

2 

weil das zuletzt auftretende Integral f sin xdx = 1 wird. 
o 

Da nun 

~ 2 :2 

f sin 2n - 1 xd;l; > f sinin;l;d.1: > f sin in -i- 1 :r dx 
o 0 0 

wird, so folgt 

2n~-2 2n-J J 2 

2n-=-1' 211=:3'" 5' 3 
2 II, - 1 2 n - il 1 n 2 'n 2 'It -~- 2 2 

-211.- ~. 2n-:-~2'" 2' 2/'21;-+1' 2n.....:-1··· 3' 

also wenn wlr 
~ ~ J 4 

P =.':'. . .':'..-.-
II 1::;;) 5 

2n-J 2n-2 2n-:2 2n 
_______ 0 ___ 0_ 

2n--3 2n-3 2n-1 2n-l 
setzen, 

p_ n __ p 
"./' :2 / " • -2 ;~ + 1- . 

:2n 

:2n 
Da del' Faktor mit wachsendem n sich dem Grenzwert 1 nahert, 

2'/+1 
wire I demnach 

n = lim P . 
~ n,-+oc /I 

Dies ist die Wallissche Formel fill' die Zahl n. 

a. (;auf3sclte. lIctllode zur allgellahertel1 Berecbllung del' llitegrale. 
Nicht immer ist es llloglich, fiir ein vorgelegtes Integral einen einfachen 

,tnalytischen Ausdl'uck zu finden, den man mit nicht zu groBel' Mlihe be
rechnen kann. Man ist deshalb haufig darauf angewiesen, das Integral durch 
mechanische Quadl'atul', d. h. durch ein Nkiherungsverfahren, das auf den 
besonderen analytischen Charakter del' zu integrierenden Funktion nicht 
weiter eingeht, zu £lnden. Die scharfsinnigste und genaueste Methode, die 
hierfiir ersonnen ist, hat GauB angegeben. Sie beruht auf folgendem: 

Liegt ein bestimmtes Integral VOl': 
b 

(1) J=fl(x)d:r, 
" 

das zu berechnen ist, so kann man zunachst eine solche neue Verkinderliche z ein
filhl'en, daB die Grenzen ein fUr allemal bestimmte Wel'te, namlich - 1 und + 1 werden. Man hat zu dem Zweck nul' zu setzen: 

und 

dann wird 111 

(3) 

.r=b-ft z+b+a 
:2 :2' 

IJ-a, 
c/;l;=--dz 

:2 

(b - a ,71 a) 1 
('(,r) = ( z-+- =c---q (z). 

" :2':2 b-a' ~ 

del' Tat cl 

J == if (p (z) dz. 
-1 
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Es wircl jetzt 9' (z) nach clem MacLaurinschen Satz in eine Potenzreihe 
entwickelt: 

(4) <p (z) = a o + a1 z + ([2 z~ + aa Z'l + ... + a2 .. -1 Z21'-1 + R21'(Z), 

dann wird +1 

_ 1 1 1 ! I 1 1 J" 
(5) J - aD +:3 a~ + [; ([4 + 7 a6 I' .. T .~ l~~ 1 (t2 1,-2 +"2 R2., (z) dz. 

-1 

Nun soIl ein Naherungswel't J' fur das Integral gefunden werden, del'
art, daB diesel' Wert in allen Gliedern del' vorstehenden Entwicklung bis 
auf das Restglied mit clem Werte J iibereinstimmt, und dabei soll del' 
Niiherungswert J' von del' Form sein: 

(6) 

indem die I' Koeffizienten Gi und die v Argumentwerte Z; (i = 1, 2, ... v) des 
betrachteten Intel'valls von - 1 bis + 1 so gewahlt werden sollen, daB die 
geforderte Bedingung erfiHlt ist. 

Tragen wir die Werte aus (4) in (6) ein, so ergibt sich 

und wenn dies bis auf die Restgliedel' mit dem Werte (5) von J iiberein
stimmen soll, so muB sein: 

(7) r 
) . 

G1 + G.J + ... + G,. = 1, 

G~z~ + ... +G •. z.,=O, 

IGz 2,'-2 G~2"-2+ +G 2 .. -2_ 1 I 1 1 .~ -.J, . . • ).' Zl' -
21'-1 

lG N2,'-1-t-G 7 2,'-1-1- +G 7 2 .. - 1 =0 1 4<1 'J ..... ~ i' . • I' .... 'V • 

Diese 2 l' Gleichungen hiingen von del' Beschaffenheit cler Funktion <p (z), 
wie man sieht, nicht mehr ab und konnen fur ein bestimmtes I' ein fiir 
allemal gelost werden. 

vVir nehmen 
3 G lieder umfaBt, 

(8) 

beispielsweise I' = 3, so daB del' Summenausdruck 
dann ergeben sich die 6 Gleichungen: 

fG1 +G~ +G3 =1, 

~ 0 1 Zl + 0 ~ z~ + O'l Z'l = 0. ' 

G 1 Z1 2 0 ~ z~ ~ + Ga Z3 ~ = L 
O -:l 0-'1'0 ,J () 

I 0 1 
:\ + O~ :~ 4 T C/;l 4 1 ' III _ 2 ~-:) _ :{ ;~, - ;)' 

l 0 1 z/ + 0 ~ z~ '" + G'l Z:/' = O. 

nul' 

Die Losung dieses Gleichungssystems wird bec1eutend erleichtert, wenn 
man beriieksichtigt, daB die \Yel'te 21 , Z~, Z'l sich symmetrisch um die N ull
stelle gl'uppieren miissen, chI, ja, wenn zi mit - Zi vertauscht wil'd, das Glei
ehungEsystem sieh nicht ~indert. vVir konnen demnach annehmen: 

.22 = 0, ":1 = - Zl und 0'1 = 0 1 , 

Die zweite, vierte und seehste Gleichung sind c1amit ohne weitel'es befriedigt. 
Die dl'ittc uncI fiinfte Gleichung liefern: 

11* 
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also, wenn fur Zl del' negative Wert genommell wird, 

- Zl = Z3 = V'~· = 0,7746, 01 = O:l = ]58 , 

und aus del' ersten Gleiehung folgt noeh 

201 +-02=1, also 02=t, 
Ais Beispiel diene das Integral 

~ 

f dx . . . 
-- --- . = In (1 + 3) - In (1 -i- 1) 
1 +x' .. I. 

1 

=ln~=ln2. 
, 2 

Setzen WIr x = Z + 2, also rp (z) =- ", so wird 
. z+3 

J'=~-~-+~' 2 + 5, 2., 
18 Zl + 3 9 Z2 + 3 18 Z3 + ,j 

und mit Riieksieht auf die bereehneten Werte von z1' z~ .2 

odeI' 

5 [') 0) 1 J 0) 

J' = 18 "3 -~ l/~+ 3 +v~J +g'~' 
J' = ~-~ -j- if =0,69312. 

Del' riehtige Wert auf 5 Stellen ist 0,69315, 

4. Funktionen mehl'el'el' Vel'allderlichell. 
1st 

(1) z=f'(x,y) 

eine Funktion del' zwei unabhiingigen Veriinderliehen x, y, d. h. ist dureh jedes 
Wertepaar x, y ein Wert oder eine bestimmte Anzahl von Wert en del' Vel'
anderliehen z bestimmt, so konnen x, y, z als cartesisehe Koordinaten im 
Raum aufgefaHt werden. Dann erfiillen in den fill' uns hier in Betracht 
kommenden Falllen die so sich ergebenden Punkte immer eine Flache illl 
Raum. Die Ordinaten diesel' Flache stellen die Funktionswerte fill' die ein
zelnen Punkte del' (x, y) -Ebene dar. 

Eine solche Funktion ((x, y) del' Punkte einer Ebene kann wllaehst 
fiir aIle Punkte x, y einer Linie, unter Umstanden mit Ausnahme einzelnel' 
Punkte, dureh Unendlichwerden unstetig sein. Z. B. wird die Funktion 

x - 2y 
Z= x2_ 2x +-:112 

fiir die Punkte des Kreises :l;~'+ y2 - 2 x = 0 (Radius 1, Mittelpunkt: ;r = 1, 
21 = 0) unendlich. 1st abel' gleichzeitig x - 2 Y = 0, dureh >velche. Gleichung 
eine gerade Linie dUl'ch den Koordinatenanfangspunkt dargestellt wird, so 
nimmt die FUllktion die unbestimmte Form ~ an. Fiir die beiden Schnitt
punkte diesel' Geraden mit dem Kreis, d. h, fiil' die Punkte mit den Ko
ordillaten 0. 0 und ~,;, wird die FWlktioll s t eti g - vi elde u tig, d. h. sie 
andert sich stetig, ,,~en~l sich del' Punkt, fiir den sie genom men wird, auf 
einem bestimmten Wege del' betreffenden Stelle nahert. Setzt man namlich 
:/; = r cos 19, Y "= r sin {} und la13t {} fest, so wird z, B, fill' :1.', y = (), d. h. fiiI' r = 0, 

.2 = tg # --- ~. 

Eine Funktion von zwei Veriillderlichell kalln abel' anch in einem iso· 
lierten Punkte ullenc1lich werden. So wird 

1 
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nur im Punkte x = 0, y = 0 unendlich. Von solchen Unstetigkeiten wollen 
wir aber nun absehen. Wir betrachten im folgenden die Funktionen f"(x, y) 
nur fUr solche Wertepaare (x, y), fUr welc~e sie eindeut.ig bestimmte, end
liche Werte haben, die man in stetigem Obergange erreicht, von welcher 
Richtung man sich auch der Stelle (x, y) nahert. 

DiIferenziert man z = f" (x, y) nach der einen Veranderlichen, indem man 
die andel'll als konstant. betrachtet, so spricht man von partiellen Diffe
rentialquotienten und schreibt diese 

~!. = (i f(x, y) = f'~ (x, y'), ()z = 0 f"~x_, y) = f' ('x, y). 
( 2 ) r' X () X ~ \ () Y r' Y Y . 

Es wird dann die Anderung dz von z an der betreffenden Stelle, wenn 
d x, d y die zugehorigen Anderungen von x und y bedeuten, in erster An
naherung 

(3) d _d((X'Y)d +i;;f(x,y)d 
Z-·-- x' --_. y. 

{)x {)y' 

Dieser Ausdruck wird als totales Differential bezeichnet. 
Ist nun eine Funktion y von x implizit durch eine Gleichung 

(4) {lx, y)=O 

gegeben, so hat man z = 0, d z = 0 zu setzen, es wird also 

(J r(x'!lJ dx + 0 r(x, y) dy = 0 
()x oy 

und der Differentialquotient 

(5) 
ely 

dx 

a f"(x, y) 
ox 

Z. B. findet man filr 

- i'f"(x, y)" 
c'y 

x2 y2 
a2 +b9 - 1 =O 

den Differentialquotienten del' so bestimmten Funktion y von x: 

~¥. __ ~2~ 
dx - a2 y' 

Die partiellen Differentialquotienten t~', f/ sind aufs neue Funktionen 
von x, y (im besonderen Fane konnen sie auch fiir x oder y konstant, d. h. 
von del" einen Veranderlichen unabbangig oder im noch spezielleren Fane von 
x und y abhangig, d. h. iiberhaupt eine Konstante sein). Sie konnen wiederum 
nach x oder y differenziert werden. Dabei zeigt sich abel', daB 

al~ {)r~ 
jjy {)x 

(6) 

wird. Man erhalt daher nur drei zweite Differentialquotienten 

(7) 
(12 r ." ,-2 r p2 r ,II p2 t " 
ox2 =t,.,", i)xoy= cy2x=txy, (}y2=lyy 

und entsprechend das zweite totale Differential 

_Q o~ r., {)2 f' 02 f ., 
d"z = -:;-;;elx- T:2 :,~ A d:rely + -" -,; dy". 

f' X· O;J; oy "Y" 

Die zweiten Different.ialquotient.en konnen weiter ihrerseits differenziel't 
werden. Dahei zeigt sich aHgemein, daB das Ergebnis von der Reihenfolge, 
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in der nach den einzelnen Veranderlichen differenziert wird, lmabhangig ist. 
Fiir das nte totale Differential et'halt man die Formel 

(9) 

Damit ein Ausdruek von del' Form 

(10) 
ein tot ales . Differential 

(11) 

t~'(x, y) dx + t~ lx, YJ dy 

ist, mull 

, ?f(x,y) 
t1 =- -~ _., 

,x 
{., = C f'\X, YJ 

• i' Y 

gesetzt werden konnen. Es muLl also 

(12) 
() f~ 
ex 

sein. Diese Bedingung ist abel' nicht nul' notwendig, sondern auch hin
reichend. 

Wird eine Funktion {lx, yJ zuerst als Funktion von y integriert und 
die herauskommende Funktion, die anBer von den Grenzen nul' von x ab
hangt, wieder als Funktion von x, so ergibt sieh ein Doppelilltegral. 
Bei del' ersten Integration (nach y) werden die Grenzen flir gewohnlich nieht 
feste Werte sein, sondern mit x wechseln, also Funktionen von :I.' bedeuten. 
Ist demnaeh dies Integral 

Y2 

(13) Flx)=f {(x, y)dy, 
III 

so werden Yl' y~ Funktionen von x: 

(14) 1h = '1\ (xJ, y'!. = CfJ2 (x). 

Es wu'd dadureh das Integral wirklieh eine Funktion von x allein, und es 
laBt sieh die neue Integration ausfiihren: 

·l'2 

(15) V = J Fix) d:L'. 
·1'1 

Man sehreibt dann: 
.r2 Y2 

(16) F=f[f f(x,y)dy]dx 

odeI' mit Weglassung del' Klammer 

(16 a) 
:1".., y.., 

V =i" rfl;!;, y)dy.cLc. 

Nun ergeben sieh hier abel' eigentiimliehe Sehwierigkoiten. Es konnen 
namlich Yp Y2 die beiden Werte einer einzigen doppeldeutigen Funktion rp 1,;1:) 
von x sein, ja, diese FUllktion kann z, B. aueh derdeutig sein, also vier Werte 
1f l , Y2' Ya' y! Hefern, und es sind daun bei feststehendem vVerte des 11 zwei 
Integrationen, von Y1 bis Y2 und von Y;j bis Y./' auszufLihren. Geometriseh 
gesproehen, bedeutet dann 

Y = 9" Ix) 

eine geschlossene Kun-e und die Integrationen sind iiber die Stt'eekel1 del' 
Pal'allelen im Abstande 11 zur ;l'- Achse zu erstrecken, die in das Innere del' 
von del' Kurve umsehlossenen Flaehe fallen. Die Anzahl del' Schnittpunkte, 
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nur ill Punkte .;;=0, y=O unendlich. Von sol chen Gnstetigkeiten wollen 
wir aber nun absehen. Wir betrachten ill folgenden die Funktionen ((x, y) 
nur fiir solche Wertepaare (x, y), fur welche sie eindeut.ig bestimmte, end
liche Werte haben, die man in stetigem Obm'gange erreicht, von welcher 
Richtung man sich auch der Stelle (x, y) nahert. 

Differenziert man z = f' (x, y) nach der einen Veranderlichen, indem man 
die andern als konstant. betrachtet, so spricht man von partiellen Diffe
rentialq uotienten und schreibt diese 

?z ?f(x,y) ".' 
"'-x= . (JJ; -=tx(x,y), (2) ~~ = 0((1;, y) = f' (x. y). 

oy f:!y y. 

Es wird dann die Anderung dz von z an der betreffenden Stelle, wenn 
d x, dy die zugehorigen Anderungen von ;); und y bedeuten, in erster An
naherung 

(3) 

Dieser Ausdruck wird als totales Differential bezeichnet. 
1st nun eine Funktion y von x implizit durch eine Gleichung 

(4) /(x,y)=O 

gegeben, ;';0 hat man z = 0, dz = 0 zu setzen, es wire! also 

r) f' (x, Y) I. lOt' (x, Y) I 
~.~-- C·;); T ~~- c,y = 0 

ax oy 
und der Differentialquotient 

(5) 
ely 
(1:1; 

i) ((x, y) 
ox 

r' ((x, y) 

Z. B. findet man fiir 
?y 

:);~ y~ 

Q:J+b9-1 =0 

den Differentialquotienten der so bestimmten Funktion y von :);: 
dy b~ x 
dx -((Ty' 

Die partiellen Differentialquotienten t~', f/ sind aufs neue Funktionen 
von x, y (im besonderen Fane konnen sie auch fur x oder y konstant, d. h. 
yon del' einen Veranderlichen unabhangig oder im noch spezielleren Falle von 
x und y abhangig, d. h. uberhaupt eine Konstante srin). Sie konnen wiederum 
nach x odeI' y differenziert werden. Dabei zeigt sich abel', daB 

a r~ a t'~ 
ay ax 

(6) 

wird. ~Ian erhalt daher nur drei zweite Differentialquotienten 

(7) 
(I~ f' ." Ie] r (:~ r ." (!'J t ." 
ox·~=t,x, (!xoy (y(;x·~r,Y, oy~=tyy 

und entsprechend das zweite totale Differential 

., o~ f'., o~ f (j~ f ., 
d"z = -:;-;; d.';- :2;- -~ d.l" dy + -._ -., ely-. 

r x- 0.1.' oy " y-
18) 

Die z\yeiten Differentia,iqnotienten konnen weiter ihrerseits differenziert 
werden. Dabei zeigt sich allgemein, daB dar; Ergebnis von der Reihenfolge, 



168 Integralrechnung. 

dul'ch die Richtung del' del' y-Achse am nachsten benachbal'ten Seite dy 
bestimmt ist und positiv wil'd, wenn dies dy positiv genommen wird. 

Gewohnlich zieht man allerdings vor, mit dx zu beginnen, dann wiirde 
gerade der entgegengesetzte U mlaufssinn als positiv gelten. Nun kann m&n 
aber statt del' Rechteckchen dx dy auch beliebige andere Flachenelemente 
betrachten. Man el'halt solche, wenn man neue Parameter u, 'V dadurch 
einfiihrt, daB man die Punktkoordinaten x, y als Funktionen diesel' neuen 
Veranderlichen ansetzt: 

(19) x=CP(U,v), Y='lp(u,'V). 
Die beiden Kurvenscharen, die sich fiir u = konst. und v = konst. el'geben, 
bedecken die Flache mit einem Netze, dessen Maschen pal'allelogl'ammforrnige 
Flachenstiickchen sind. Die Ecken eines solchen Flachenstiickchens haben 
die Koordinaten 

Die Pl'ojektionen del' Seiten auf die Koordinatenachsen werden also 

(O .. 'x d oy d ox 
- ,U -- U' -dv 
ih~ , OU ' ov ' 

2y 
dv. 

OV 
Del' Flacheninhalt des Flachenstiickchens wird demnach 

(20) 

und damit 

(21) 

dO) = (a~ aX _ ;'y ox) du dv 
ouov ouo'V 

verwandelt sich das Flachenintegral wieder In em Doppelintegral 

F=f.f(~x 0'1{_ oy oX.')d1~d'V. 
• (!UOV ouov , 

Es ist nun sofort zu sehen, daB sich an diesen Betrachtungen nichts 
andert, wenn man sich die Flache mit einem Massenbelag von bestimmter, 
als Funktion des Ortes gegebener Flachendichte versehen denkt und statt 
del' Flache selbst die Gesamtmasse odeI' das Gesamtgewicht des Massenbe
lages del' Flache berechnet. Statt des vorigen Integrals ergibt sich dann, 
wenn f(x, 'If) = lJ> (u, v) die Dichtigkeit des Belages liefert, das Integral 

(2:2) v = lJ> (u, v) .' ~----- - ;::--~;::-- du dv, If . . (ox oy oyax) 
• . 01l0t' GUCV 

das so als Umformung des Integrals 

(23) v=fff(;,;,y)dyelx 

<tuf neue Veranderliche U, 'V erscheint. 
Es ist bei diesel' Betrachtungsweise auch ulllllittelbar einleuchtend, daB 

dics letzte Integral von del' Reihenfolge del' Integl'ationen unabhangig ist, 
daB also 
(24) f [f (,(:1', y) ely] dx = f [f f(x, y) el:rJ dy 

wird. Das eine Mal werden nEimlich nul' die Fliichenelemente d:c ely zuerst 
zu Streifen parallel del' Y -Achse zusammengefaBt und dann diese Streifen 
zu del' ganzen Flache zllsammengefi.igt. Das zweite Mal werden die Flachen
clemente zuerst zu Streifen parallel del' x - Achse zusammengefaBt. Das Er
gebnis ist abel' das gleiche. namlich die Summation iiber die ganze Flache. 
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Wenn man den Funktionswert 
(1) z = f(x, y), 
statt ihn als Fliichendichtigkeit aufzufassen, als Ordinate senkrecht zu del' 
(x, y) -Ebene auftriigt, so erfUllen die Endpunkte diesel' Ordinaten eine Fliiche 
im Raume und das Doppelintegral 

(25) v=f f f(x,y)dydx=f f zdydx 
bedeutet das Volumen des Korpers, del' von dem iiber del' betrachteten 
Fliiche (I) errichteten Zylinder durch die Fliiche z = f(x, y) abgetrennt wird. 

Es ist hierbei zuniichst vorausgesetzt, daB {(x, y) eine iiberall eindeutige 
Funktion von x, y ist, wie es selbstverstiindlich ist, wenn f(x, y) als Dichtig
keit. eines Massenbelags gedeutet wird. Wenn nun abel' x=f(x,y) keine 
eindeutige Funktion ist, so miissen aufs neue ganz a.hnliche Bet.rachtungen 
angestellt werden wie bei del' Auswertung der ebenen Fliichen, und auch 
hier sind diese Betrachtungen von besonderer Bedeutung, da es sich ja ge
wohnlich nicht urn die Volumberechnung fUr solche Zylinderstiimpfe, sondern 
fUr das lnnere von geschlossenen Fliichen handelt. Eine solche geschlossene 
Fliiche wird abel' notwendigerweise, wenn sie analytisch darstellbar ist., durch 
eine mindestens zweiwertige Funktion z = f (x, y) gegeben. Man muB dann 
von den Elementarzylindern, die man iiber den einzelnen Fliichenelementen dm 
errichtet, die Teile nehmen, die ins lnnere del' Fliiche fallen, und ist fill' die 
aufsteigende Ordinate 2'1 eine Eintrittsstelle, Z2 die niichste Austrittsstelle, 
so ist (Z2 - Z1) d OJ del' entsprechende Beitrag zu dem Volumenint.egral. Schreibt 
man nun wieder 

z. 

Z2- Z1 =f dz 
Z1 

und setzt d OJ = d y d x, so erhiilt man statt des friiheren zweifachen Inte
grals ein dreifaches Integral 

(26) v=ffJdzdydx. 
Es ist nur noch klarzulegen, wie Eintritts- und Austrittsstellen zu scheiden 
sind. Wir hatten die einzelnen Fliichenelemente d OJ mit einem bestimmten 
Umlaufssinn versehen, diesel' Umlaufssinn iibertriigt sich sofort auch auf die 
Fliichenelemente, welche del' libel' d OJ errichtete Elementarzylinder aus del' 
Flache z = f(x, y) ausschneidet. Nun kann abel' ein solcher Umlaufssinn 
schon auf del' Flache vorhanden gewesen sein, indem man sich die ]'lache 
selbst in Flachenelemente d (J zerlegt denkt und diesen ebenso wie den 
Flachenelementen d OJ in del' Ebene einen bestimmten Drehsinn zuschreibt, 
del' kontinuierlich beim tJbergang von einem FHichenelement zu den be
nachbarten erhalten bleiben soIl. Die ganze Fliiche ist so mit einem be
stimmten Wirbelsinn behaftet, der die nach dem .AuBeren del' Flache gehenden 
Richtungen positiv oder negativ umkreisen kann und je nachdem positiv 
oder negativ gewertet wird. 1st nun del' Wirbelsinn positiv, so sollen wir 
das positive Volumen, ist 1'1' negativ, das negative Volumen erhalten, und 
das stimmt in der Tat damit iiberein, daB del' U mdrehungssinn des Schnittes 
mit dem Elementarzylinder positiv wird, wenn er mit dem positiven Um
drehungssinn del' Grundflache des Zylinders iibereinstimmt. Es muG nun 
abel' del' angegebene Wirbelsinn del' geschlossenen Flache im Raume auf 
aIle ihre Volume'emente libertragen werden, auf die er natiirlich ebensogut 
angewendet werden kann. Zunachst muB del' WirbeIsinn del' Fliiche mit 
dem \Virbelsinn der Volumelemente an del' Oberfliiche libel'einstimmen, und 
er laGt sich clann weiter und weiter ins Innere hinein von einem Volumen
element auf die benachba.rten iibert.ragen. Nimmt man etwa den Elementar
zylincler libel' del' Grundfliiche d x d y, so wird diesel' in einzelne Schichten 
von del' Hohe d z zerlegt, und in den obm'en (rechteckigen) Begrenzungs-
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fHichen einer solchen Schicht 11mB bei posi
tivem Wirhelsinn del' vorgelegten Flache 
del' Urndrehungssinn dem positiven Dreh
sinn in del' Grundflache entsprechen, und 
in del' unteren Begrenzung llluB er ent
gegengesetzt sein. Danach findet sich wie
der die Scheidung, daB bei den Austritts
stellen del' positive Wirbelsinn dem posi
tiven Drehsinn del' Grundflache entspricht, 
an del' Eintrittsstelle dagegen c1em ent
gegengesetzten Drehsinn. 

Diese Unterscheic1ung wirc1 von be
x sonc1erer Bedeutung, wenn statt x, y, z 

~--------~~--------~~ o neue Veriinc1erliche u, v, w durch drei 

!J 

Fig. 162. Gleichungen 

(27) x = rp (u,v, w), y = 7. (n, v,w), Z =Ip (71, v, w) 

eingefiihrt werden. Den 'Verten u = konst., v = konst., w = lwnst. ellt
sprechell dann drei Flachenscharell, die eine neue Zerlegullg des Raum
teils T in eillzelne Volumenelelllellte d T hervorrufen. Jedes Volumenelement 
bat die Form eines Parallelepipedoll. Die Projektionen von dessen Kanten 
auf die Koordinatcllachsen werden 

C ~J ? z 
-.'"" d 71. - d 11 : 
eu 'f'u ' 

?x ey 
-:;-du, --dv, 
(V (' U 

( Z 
~dv: 
('V 

und sein Volumen, mit del' angcgebenen Vorzeichenbestimmung, durch den 
Determinantenausdruck gegeben 

(i :r ry (z 

( 11 (' 11 t 11 

(28) dT=1 ?:t ('Y ?z 
d 1/, dv dw. 

(V rv I'v 

?x i'y 2z 
('W ('10 rw , 

Diese Determinante heiBt eine Funktionaldetel'lllinante. 
'Veml nun wiederum jedelll Punkte des Raumes ein Zahl wert nx, y, z) 

beigeschrieben, also ",ine (hier zunachst ill1111er als eindeutig vorausgesetzte) 
Funktion des Ortes eingefiihrt wird, so tritt an die Stelle des Volumen-
integrals 

y=JJJeL:dyd:r 
das allgemeine Raumintegral 

(29) W=jjj((J',y,z)dzdyd:r, 

das wieder von del' Reibenfolge del' Integrationen unabhangig wird, und 
werden hier die neuen Veranderlichen u, v, IV eingeflihrt, so ergibt sicb, 
wenn dabei f (:t:, y, z,1 = rp (,-!t, v, w,l wirel, clas transfol"mierte Raumintegral 

1 ('.r r.'y (' Z 
--

r '1/ au au 
(!J ?z I d '11 dvdw. I 

C''o r' 'u 
I 

(30) TV=SSS W(11,V,W): 
i 

,.y (' z 

I ell' (W i' w 
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Werden z. B. Zylinderkoordinaten eingefiillTt durch die Gleichungen 

(31 ') ,. 1 
, X = 12 cos /, , Y = 12 SIn" , z = z , 

so wird, \Venn f (x, y, z) = U angenollllllen wird, 

(32) w=fffuQded},dz, 

und, wenn Kugelkoordinaten durch die Gleichungen 

(33') x = 1" cos Je sin N, y = r sin Je sin {j , z = l' cos N 

eingefiihrt werden, so wird 
(34) w=f f f Ur~ sin HdrdJed/J. 

Die Verwendung von Zylinderkoordinaten ist besonders angebracht, 
wenn es sich um Botationskorper handelt. Wird dann die Botationsachse 
die :-Achse, so haben wir als die Gleichung del' Botationsflache eine Gleichung 
von der Form 

(35) e=(p(z). 

SolI also das Volumen zwischen zwei Breitenkreisen, die zu 2 = 21 und z = z~ 
gehoren, bel'echnet werden, so ergibt sich 

v=fi}'e dQdAd2 
" 0 0 (3ri) 

22 2 _l z~ Z2 

=f f ~ 122 d},dz =f ~ e~2ndz = nf [fp (zW dz. 
ZI 0 21 Zl 

1st z. B. der Karpel' ein Botationspal'aboloid und hat die Gleichung 

e=Y2p2, 
so wird 

(38) 

1st del' Karpel' ein verliingel'tes Botationsellipsoid und hat die Gleichung 

(3H) 

so folgt 

( 40) 
z, 

'Wahlen wir fiir die Grenzen insbesondere 21 = - a, Z2 = + a, so finden 
wlr das Volulllen des ganzen Ellipsoids 

( 40a) 

Sind (} und 2 

T ., n b~ 'j 4 " 
T = n Ir . 2 a --- - " 2 a' = - n a b- . 

3 a'· 3 

als Funktionen eines Parameters t gegehen, so wil'c1 
dz 

dz=-dt 
elt 

und es ist das Integral 
to, 

(41 ) T S-"d2 l =;r 12- d t d t , 
t, 

wenn t 1 , t2 die zu den Grenzen 21 , Z2 geharenden Parameterwerte bezeichnen. 
1st die Meridiankurve. durch deren Botation die Flache el'zeugt wird, 

z. B. eme Zykloide 

( 42) Q = (/' \ 1 - cos II . z =cc a (t - sin t) , 
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so wird dz de d t = a (1 - cos t) d t, 
also 

~ ~ 

(43) V=;rf a3(1-cost)3dt=8:n;a3fsin6~dt. 
4 4 

Werden fUr die Grenzen insbesondere t1 = 0, t2 = :2:n;, wit'd also der 
durch die Umdrehung des ganzen Zykloidenbogens entstehende Rotations
korper genom men, so haben wir 

~rr :t "2 

V = H ;ra3fsin6~ dt = 16;r a3 fsin 6 i dt = 32:n; aSfsin ll udu, 
2 2 -

000 
:r 

2 

t 
wenn u = - gesetzt wird, und daraus folgt, 

2 
d f '6 d 53;r a SIn u u = - . - . -

644 
o 

144) V=5a 3 :n;2. 

Wir geben noch zwei einfache BeispieJe fUr die Berechnung des Volumens 
von Karpern, die keine Rotationskorper sind. 

1. Dber dem in der x y -Ebene liegenden, durch die geraden Linien 

x=o, x=m, y=O, y=n 

begrenzten Rechteck erhebt sich eine viereckige Saule, die oben durch ,ein 
Stiick der Oberflache des elliptischen Paraboloids 

x2 y2 
Z=;Zi+ b2 

begrenzt ist. Dann ergibt sich filr das V olumen dieses Korpers 

m2 n2 

wenn p = -----a -t- -bo die Ordinate in dem Eckpunkte x = m, y = n bezeichnet. a- • 
2. Das Volumen V des Korpers, das von dem elliptischen Paraboloid 

x2 y'.l 
z= a2 + b2 

zwischen den Ebenen z = 0, z = c liegt, wird 

also 

c av' z 

r = -± f f ~ l' ((,~;:: - x2 d x d z 
00 

c 

v=:n;ab·fz dz = ~~ ab c2 • 
:2 

II 
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Es ist auch bei einem mehrfachen Integral unter Umstiinden moglich. 
den Bereich, liber den es erstreckt wird, weiter und weiter auszudehnen. 
ohne daB das Integral selbst aufhort, einen endlichen Wert zu haben. Be
zeichnen wir dann die sich wei tel' und we iter ausdehnenden Bereiche mit B 1 ' 

B 2 , B 3 , ••• , so wird demnach, wenn d w. allgernein das Element des Bereiches 
bei dem mehrfachen Integral bezeichnet, 

(45) lim J ((x,y)dw=J f(x,y)dw 
n->- oc (Bn) (B) 

ein endlicher Wert, und es wird, wenn dieser Grenzwert von del' besonderen 
Wahl der Bereichfolge B 1 , B 2 , B:l , ••• unabhangig ist, der gefundene Wert 
als uneigentl·iches Integral von ((x,y) fiir den nicht endlichen Bereich B 
erkIart. 

\Vir erlautern dies am besten durch das Integral 

f e -(.t'+V·) d OJ, 

(HI 

wo del' Bereich B die ganze Ebene umfassen soIl. 
Wir konnen dann erstlich die Bereiche Bl' B 2 , B:l' ... so wahlen, daB 

sie Quadrate sind, von denen die Koordinatenachsen die Mittellinien sind 
und die Seitellliingen del' Reihe nach = 2 aI' ~ a2 , 2 as, '" werden. Da sich 
das Integral schreiben laBt 

+a,t +an 

f e-:"' Ie-v' dyd;r, 

wird es 
-an 

+au +an 
= f e _,.2 d x· I e _yO d y , 

oder 

wenn 

gesetzt. wird, und es wird das uneigentliche Integral 
+:r. 

I e-(:,,2 T y') d ill = [lim rp (a..)r = [I e- x2 dx y. 
(B) n->-'" + '" 

Andersei ts konnen fill' die Bereiche B l' B2 , Bg , ••• Kreise mit den 
Radien '\, r 2' '1'3' ••• urn den Koordinatenanfangspunkt gewahlt werden. 
Dann muB man mit Hilfe der Gleichungen 

x = r cos 0 , y = 1" sin t9 , x 2 + y2 = r~ 

das Integral auf Polarkoordinaten transformieren. Man findet so 
2:r In 

J• -(x'+y') II -r2 1 d (J r~" • e d(l)= e 1'~,/, u=;r(l-e-n) 
IBnl (I " 

un cl damit 

I -1:T2+y2)t/,., l' I _(X'+y2) I e = nn e ((I)=:!l. 

iB) n->-7:(H,,) 

DaB del' so ermittelte Grcnzwert mit clem frUher 
gefundenen iibereinstimmt, kann man damus erkennen. 
daB bei jedelll der Kreisc ein eillbeschriebenes und 
ein umbeschriebenes Quadrat genOlllll1en werden kann, 
und also clfts ii.ber den Kreis erstreckte Integl·ft] 

/" --------, 

1/ 
! 

'. 
" 

,// 

Fig. Hi3. 

\ 

I 
/ 
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zwischen den fiir die Quadrate gefundenen 1ntegralen liegen muB. Der 
U nterschied dieser Integrale wird aber kleiner und kleiner, je groBer der 
Radins des Kreises und damit die Quadratseiten werden. Man findet damit 

+." J e - "·2 d X = V'; . 

5. Der Taylorsche Lehrsatz. 
1st die Funktion y = f(x) in dem Intervall von x bis x + h mit ihren 

II + 1 erst en Del'ivierten eindeutig und stetig, so kann die Entwicklung an
gesetzt werden: 

(1) ({x h) = f(.1~) + f"' (;I;) l~ + f" (x)~~ + ... + (In) (x) ",-n + R". 
. .' 1! 2! '. n! 

R" wird dabei als das Restglied bezeichnet. Es ist. wenn x fest an
gen0ll1111en wird, eine Funktion von h, die fiil' h = 0 mit ihren n ersten 
Derivierten verschwinclet. Daraus liiBt sich verll1uten, daB R" fiir nicht zu 
groBe h verhiiltnismiiBig klein flein wird, so daB bei Vernachliissigung von RII 
noch eine brauchbal'e Annaherung fiir den vVert von f(x + 71) herauskomll1en 
wird. Dies ist die praktische Bedeutung des in del' vorstehenden Formel 
ausgedriickten Taylorschen Lehrsatzes. 

Fiir R" kann eine der heiden Formen gewiihlt werden: 

.In-Ol) , ",,+1 
R :=:t ' (x+t9h)--- -

" (n+1)! 
(2) (0 

(Lagrangesche Form) odeI' 
711.+1 ( {J'n 

,In+l) . Q I~' 1 - ') 
R =/ (x+vh)- ---

II . . It! (3) 

IC'auchysche Form). 
Del' Mac Laurinsche Lehrsatz entspringt aus dem TaylorEchen, ,,-enn 

0, ;1; fiil' x, h genom men wird. Es el'gibt sich dann 

(4) 

wohei die 

(5 ) 

r ,x'j Tn 

f(;r) = ((0) + (' (0) ~! + t' (0) 2-! T ... + t (O)~! + R", 

Lagrangesche Form des Restes lautet: 
"n+1 

R = t'+11 (f) x) -, '-'~ -0-. 

" '(Ii + i)! 

1st die Funktion y=((x) mit ihren siimtlichen Ableitungen an del' 
betreffenden Stelle eindeutig und stetig, so braucht die Entwicldung nicht 
an einer bestimmten Stelle abgebrochen zu werden. Sie kann elann als un
endliche Reihe geschrieben werden, wenn das R,estglied die Bedingung 

(G) lim R = 0 
" 

erfiillt. 
Z. B. \yerden fiil' ((x) = e" die Ableitungen 

(' (x) = f" (.r) ~ /''' (x) = (1"+1) (.r) = e,e, 

also fiir ,]; = 0 wircl f(:c) mit, allen Ableitungen = 1. Das Restglied del' 
Mac Laurinschen Reihe ",ird 

und 

\:,,+1 
R =e lix _' __ _ 

" (n+1)! 

lim R" = 0 
11 ). x, 
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fiir aIle Werte von .r. Mithin el'gibt sieh 

x x~ x:3 Xl 

(7) e" = 1 +'1 + 2! +"3! + 4! + . " In info 

fiir aIle Werte von X. 

Ebenso wird fi.ir ((x) = (1 + x)'" 

R = ( 'I'll ) (1 I Dx)m-n-lxn+l. 
Jl \n+ 1 I 

1st 'I'll eine positive ganze Zahl, so ist n < 'I'll anzunehmen. Von n = 'I'll 

an verseh winden aIle Derivierten und es ist deshalb kein Restglied mehr 
vorhanden. Fiir n = 'I'll - 1 wird R" = xn+l. Mit diesem Glied brieht die 
Reihe abo 1st 'I'll keine positive ganze Zahl, so wird lim R" = 0, wenn 

-1 1, und damit ergibt sieh die Binomialreihe 

(8) (1 + :r//!= 1 

die, wenn 'In eine positive ganze Zahl ist, mit x'" abbrieht. Die vorstehende 
Formel wird aueh als binomisehel' Lehl'satz hezeiehnet. 

Als Beispiel fiil' die Benutzung einer solehen Reihenentwieklwlg kann 
das Ahsteeken eines Kreishogens im Gelande von del' Tangente aus dienen. 
Es ist dann ein mogliehst bequemer Reehenausdruek fUr die senkl'eehte Ah
weichung y del' Kl'eispunkte von del' Tangente zu findell. 1st x die Ent
fernung der hetreffenden Stelle vom Beri.ihrungspunkt, sind also x, y die auf 
die Tangente und den zu ihr senkreehten Kreisdurchmesser hezogenen Koordi
naten der Kreispunkte, r del' Kreisradiu~, so wird 

Y =1" -- Vr-J--- xi =1" (1-V~-;:) 
uncl ",enn man 1 / ~-=-- x~ in eine Potenzreihe entwiekelt V r-

y =, r (i1:~ + 8~~; ... ) , 

also hei Besehrankung auf die erstell beiden Glieder 

:1::2 I X4 

Y=~l~-r 8TH- Fig. 164. 

Del' Taylorsche Lehrsatz laBt sieh auch auf Funktionen von zwei Ver
anderlichen erweitern. Er nimmt dann die Form an 

((:r +h, y 
" +rr((.r,y) r((x,y) J-k) = f (,;:, y) I ", .,.-. h + -. .."'- . k + .. , 

, L ex ry 
(9) 

-'c- I, I ;!' l~r, Y) hn _c. (n) ~n f(.;:,y) hn - 1 k + ... + t ((x, y) knll R . 
'II!I. ('e;:n .l,ern- 1 r'y ty" T Jl 

Hierbei kann clem Rest R" die Form gegeben "'erden 

R ~, 1., ---c_I;,n+1 l2~j __ Oh, Y+.!!_~~hn71+(n)~r~+ll(a:t{)h, YT,9!) link 
" ( Il, - 1) ! L ( .:e/l ~ 1 1 r ern (J y 

... + ('~~~r (;!;_:~'fh '!L± ,9 k) kn:J (0 < {) 1) , 
ryll+l J 
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Aus (9) ist zu schlie Ben, daB in der unmittelbaren Umgebung einer 
Stelle x, y del' Wert del' Diffel'enz 

(Ix +?t, y + v) - {(:t', y) 

dasselbe Vol'zeichen hat wie del' Ausdruck 

?{(x,y) 
- '-- -'-?t 

dX, 

(1 fix, y) 
-'---v ?y , 

solange diesel' von Null verschieden ist. 1st er abel' = 0, so hat die Diffe
renz dasselbe Vorzeichen wie 

'{P t'lx, y) ~ . ?~nx,y) r,2((x,y) .! 
,- -- 1l + 2 -----.. - -1t V + -.. - v 

(x'3 ?x?y (Iy"!' 
(10) 

solange diese quadratische Form von Null verschieden ist. 
Dies ist in del' Umgebung rings um (x, y) iiberall del' Fall, \Venn 

(11) (_ .. (I~ \)~ _ (2 { . i)2 [ ~ 0 
r:r '{ y (X'!? y2 ' . 

Dann hat die quadratische Form an allen Stellen das gleiche Vorzeiehen, 
(ix, y) in (:e, yl also ein Maximum oder Minimum, und zwar ein Maximum, 

wennr,'! ~: und dalllit auch (2~<: 0, eill Minimum illl entgegengesetzten Falle. 
C x- (' y" 

W il'd z. B. eine Funktion t' (a:, y, Z, t) von vier Ver1inderlichen ein Extremum 
(Maximulll oder Minimum), wobei nnter den vier Veranderlichen zwei Be
ziehungen 

(12) (p(x,y,z,t)=O, lj'vl.:,y,z,t)=O 

bestehen lllogen, so daB nur zwei von ihnen, etwa x, y als unabhangig an
gesehen werden konnen, dalln bildet man die Funktion 

(13) F (x, y, z, fI = (Ix, y, z, t) + Acp (x, y, z, II ,111/' (x, y, z, t) 

und als Bedingungen des Extremum" 

(14) 
(iF iF 

_. =0,----0 
('X ?y- , 

findet man 

iF 
-.-=0, 
(' z 

Au" diesen Gleiehullgen und den Gleiehullgen (I' = 0, If' = 0 sind die 
unbestimmtell Parameter )., ,It zu eliminieren, und man erh1ilt so £lir :r, y, z, t 
yier unabhangige Gleichungen. 



Achtes Kapitel. 

Geometrische Anwendungen del' Differential. 
und Integralrechnung. 

1. Diffel'entialgeometrie del' ebenell KUl'ven. 

Von einer stetigen Kurve, die durch eine im Intervall von a bis b eill
deutige Funktion y = ((x) gegebell ist, wird das Differential der Bogenlange 

(1) 

und die gesamte Bogenlange iiIr das Intervall von 
a bis b b 

(2) s= f 1/ 1 +(~~r ·d;~. 
a 

Fiihrt man Polarkoordinaten r ,19 durch clie Be
ziehungen (Fig. 165) x = t· cos (9. Y = r sin{) 

o 

y 

p 

!J 

.x x 

Fig. 165. 

ein, so wircl die Bogenlange eines zwischen den Punkten mit den Amplituden 
I( uncI (3 liegenden Kurvenstilcks ,: 
(;3) f / -(dr)-~ 

s=. V]"2 + alj ·dB. 

Die Tangente del' Kurve y = ((x) illl Pllnkte (;r, y) hat in laufenden 
Koordinaten ~, I) die Gleichung . 

dy 
( 4 , I) - Y = -- U - a} 

dx 

Die Gleichung del' Nor lllalen, d. h. der auf del' Tangente illl Beriihrungs
punkt senkrechten geraden Linie, wird 

(n) . ,dy.. . 
(~-:r) + d~(I) - yl =0. 

Die Grenzlage des SchniUpunktes del' N ormalen in zwei sich unbegrenzt 
llahernden Punkten del' Kurve heiSt del' Kl'iilllmungsmittelpunkt, das auf 
del' Nol'lllalen VOlll Fu13punkt P bis ZUl1l Krii.mmungsmittelpunkt J{ reichende 
Stii.ck del' Kriimlllungsl'aclills .Q fiir die betreffende Kurvenstelle P. J{ ist 
del' Mittelpunkt, .Q del' Radius des Kriillllllungskreises. Del' umgekehrte 
"Vert 1: Q des Kriil1ll1lungsradius hei13t die Kl'iil1ll1lung der KUlTe an clel' 
betreffenden Stelle. 

HantllJihliothek. I. 1. 12 
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Sind ~ ,I] die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes, so ergibt sich 

fUr '() dy 
f x'=dx' f '" ) = jPy ..-I.- 0 (X dx~ ., 

r ,- __ X' __ f' (x) {1 + f' (x)~.} 1 + l'(x? I; . - (" (;T) ,J) = y +--("(.'C) , 

1 0 _I (1 + f (X)2}~ I' 

"-I (,,(x) . 

(6) 

Wird r" (x) = 0, so wird f2 = =, d. h. die Grenzlage des Schnittpunktes 
zweier benachbarter Normalen reicht in unendliche Entfernung. 

Wechselt an einer Stelle r" (x) das Vorzeichen, indem es durch Null 
hindurchgeht, so hat die Kurve an diesel' Stelle einen Wendepunkt. Die 
Tangente andert namlich beim Durchlaufen del' Kurve an diesel' Stelle ihl'en 
Drehsinn, sie wird dort eine Wendetangente. 

" .' 

- !_._. __ . 

,,-' .,- --------+11 - -- -----~~--" 
~ , , , 

1 
"..-.... ~ . -!-.. .... 

./ I " /--- ---- ' -----<':. 
,-/ I . 

// ! " I __ T-'t-,...._ 

" I 

I 
I 

.............. -.......... ~-- ... --
Fig. 166. 

, , 
, 
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'. 
, , 

, -- ---.- -r-

.' 

.' 

Del' geometrische Ort des Kl'iillllllungsmittelpunktes einer Kurve K heiBt 
deren E v 0 I ute E, die Kurve K selbst von ihrel' Evolute E eine E vol v e n t e. 
Eine Kurve E hat unendlich viel Evolventen, die als Parallelkurven be
zeichnet werden. 

Die Evolute wird von den Nol'malen del' Kurve K beriihrt und del' 
Beriihrungspunkt ist del' auf der betreffenden Normale liegende Kriillullungs
mittelpunkt. 

Wahlen wir als Beispiel die Ellipse (Fig. 166) 

17) 

so wird fill' e~ = a~ - b'~ 

IS) 
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Fur die Evolute ergibt sich also die Gleichung 

(9) 

Die Kurve ist wieder symmetrisch fur die Achsen und hat auf diesell vier 
Spitzen, die Mittelpullkte del' Scheitelkrummungskreise. Die zugehorigell 
Kri'lmpmngsradien sind 

f e1 = ba
2 auf del' groBen Achse (y = 0), 

1 _ a2 l e2 -- b- auf del' kleinen Achse (x = 0). 
(10) 

Die gefundene Kurve ist die Evolut.e auch fiir aIle Parallelkurven del' Ellipse. 
1st die Kurve K derart. gegeben, daD x, y als Funktionen eines Para

meters t dargestellt sind, so lassen sich die Rechnungen unmittelbar an diese 
Darstellung anschlieDen. Wir wahlen als Beispiel die Zykloide, d. h. die 
Kurve, die von einem Punkte eines auf einer Geraden (del' x - Achse) rollenden 
Kreises vom Radius a beschrieben wird. Die Darstellung diesel' Kurve lautet 

(11 ) x = a (t - sin t), y = a (1 - cost), 

also wird 

(12) 
dx . 
-=a(l-cost), 
elt 

ely . 
~- = aSlnt, 
elt 

.f (- dy t t x) = d-- = ctg - , 
x 2 

Die Gleichung del' 

(13) 

Tangente lautet deshalb 
t _ 

I) - Y = ctg - . (~ - x) . 
2 

Die Abszisse fiil' den augenblicklichen Bel'iihrungspunkt des l'ollenden Kreises 
wil'd = at. Fiir diese Abszisse wird die zugehorige Ordinate del' Tangente 

+ t. 
I)o=a-cost actg 2 smt=2a. 

Die Tangente geht. also durch den hochsten Punkt des Kreises hindurch. 
Entsprechend geht die Normale durch den tiefsten Punkt, d. h. den Be
riihrungspunkt des Kreises mit del' Bahnlinie. 

Ferner wird hier 
{" (x) = d=4 = _ ~ ___ 1 __ _ 

- dx- t 
4 a sin'!--

2 
und damit fi'lr den Krummungsmittelpunkt 

(14) ~ = a (t + sin t), 17 = - ail - cost), 

Fi:ihrt man ein 

115) 

so wird 

t 
() = 4 a sin 
~ 2 

( 16) x = a(T- sin T), Y = a (1 - cos T) . 

Daraus sieht man, daB die Evolute eine kongruente Zykloide ist, die gegen 
die urspriingliche urn eine halbe Periode a;r nach del' Seite und um den 
Durchmesser 2 a nach unten verschoben ist. 

Demnach zeigt sich unter Berucksichtigung del' Formel fUr Q. daB der 
Kriimmungsradius gefunden wird, indem man das Shick der Normalen bis 
zur ,r -Achse um sich selbst verlangert. 

12* 
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Insbesondere wird del' Kriimmungsradius fiir den Scheitel (:t:= an, y = 2 a) 
gleich 4 a. Del' Kriimmungsmittelpunkt liegt urn diese Str~cke unter dem 
Scheitel. 

Die Kurve mit der Gleichul)g 
<) .-, ., 

(17) x"+y"=a§ 
ist die schon besprochene Astroide. Sie wird Vall einem PUllkte eines 
Kreises vom Radius :} a beschrieben, del' in einem Kreise vom Radius a roUt. 
Fur den negativ genommenell N eigungswinkel (( del' Tangente folgt 

1 

1/1-ftg2'~=(:)", ( r " ~ 
COS(( = ~() 

und daraus 

(18) • I 1/ _ " x T --- -- a COS( •• 
tg (( 

Dies bedeutet, daB die Lange del' Tangente zwischen den Koordinatenachsen 
kOllstant, nallllich = a wird.-

1st F (x, y) = 0 die Gleichung einer Kurve und 'wird in einelll Punkte 
(x, 1/) gleichzeitig 

(19) 
(iF 
-.. -=0, 
(fx 

(,F 
-=0. 
oy 

so heiBt diesel' Punkt ein singularer Punkt del' Kurve. Fur jede Gerade 

(;:lO) Il-y=/l(~-X), 

die durch diesen Punkt hindurchgeht, fallen dann lllindestens zwei Schnitt
punkte in den singularen Punkt. Fill" die del' Gleichung 

;;" F (2 F", ()~ F 
(21) -- .-L 2 II' - ~ w -C".- = 0 

('x2 '('X (y " i'y~ 

genugenden Werte von ,ll fallen lllindestens drei Schnittpunkte in den singu
laren Punkt. 1st die Gleichung nicht identisch erfullL so hat sie zwel 
(moglicherweise zusamlllenfallende odeI' konjugiert komplexe) Wurzeln. "\-Vir 
haben dann einen zweifachen Punkt. 

1st 

(22) 

so sind zwei 

(2;{ ) 

( ;.! F,)" ()~F, (:,~ F D= .-.- ---.-. /0 ax ay (':t.~ (y'l ~ . 

geracle Linien 

c2F ( (12F 
",--:J (I] - y) +. --:C-' 
oY" ('X cy 

v'i5).(~-x)=o 

vorhanden, welche die Tangenten in dem, singularen Punkt bilden. Diesel" 
heiBt dann ein Doppelpunkt odeI' ein Knotenpnnkt. 

Z. B. wird fiir die Lemniskate F lx, y) = O. wobei 

(24) F (,Z·. 11) = (x~ +112 )2 .. . :3 a2 (x" -y~). 
fill' :r = 0, y = 0 

of . iF 
.. -- =0. -_-= o. 
ex ry 

mithin 

D ~= 16 a.\ 

1,2 F ., 
.'-.' = 4 w. IY-

(2 F 
=0 . c.r ('y 

also hat die KUl've im Anfangspunkt 0 cinen Knotenpunkt ulld die Knoten
punktstangenten haben die Gleichungen 

(26) $TI)=O, 
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d. h. sie sind gegen die Koordinatenachsen (die Symmetrieachsen del' Kurve) 
urn 45 0 geneigt und bilden miteinander einen rechten Winkel. 

Wird D < 0, so werden die Doppelpunktstangenten imaginal'. Die Kurve 
hat dann an der betreffenden Stelle einen isolierten Punkt. 

Fur D = 0 hat die Kurve an del' betreffenden Stelle, wenn dort nicht 
aUe zweiten Derivierten verschwinden, einen Riickkehrpunkt odeI' eine 
Spitze. Die Tangenten in diesem Punkt fallen zusammen. Die Kurve kehrt 
in derselben Rich~ung zurii.ck, in del' sie die Spitze erreicht hat. 

In Polarkoordinaten 1', {} driickt sich 
del' Tangens des Winkels zwischen Fahr
strahl und Tangente durch die Formel aus 

( 27) 
1'd{} 

tg 1} = "cr;: . 
Nimmt man 'j} = konst. an, so ergibt sich 
eine Kurve, welche logarithmische Spi-

rale heiBt, und wenn tglJ=~ gesetzt wird, 
a 

durch die Gleichung 

odeI' 
(28) 

f( 

y 

TO 
Fig. 167. 

x 

gegeben ist. Daraus folgt, daB die fii.r gleiche Zunahme del' Amplitude sich 
ergebenden Werte del' Fahrstrahlen eine geometrische Progression bilden. . 

Die Normale im Punkte (1', H) bildet mit dem unter del' Amplit~lde {} +:!: 
2 

gezogenen Strahl r' denselben WinI,el wie die Tangente mit dem unter del' 
Amplitude 11 gezogenen Strahlr. Die Lange des bis zur Normale reichenden 

F h hI OK ,. d . r d1' ,d) aW+ /I) f" () In a a rstra s =1" WH =--=-=1" a·e =1' e a ur' =-. 
tg 1} dO 0 0 0 a 

Die Normalen umhii.llen also wieder eine logarithmische Spirale, die der ur-

spriinglichen kongruent und nur gegen sie um den Winkel ~ - {}o gedreht ist. 

Bei einer allgemeinen Kurve wird. die Lange del' Tangente PQ vom 
Berii.hrungspunkt P(x, y) bis zur .t-Achse, wenn (( die Neigung del' Tangente 
gegen die ;t-Achse ist, 

(2fJ) Y T=--.-. 
sma 

1st diese Lange nun insbesondere konstant = 1, so folgt fUr die zugehorige 
Kurve die Bedingung: 

(HO) ,_ dy _ __ !I 
tgh- dx - vl=-y2 

und darans, wenn man die Ordinate y im Anfangspunkt = 1, also die 
Tangente zur x-Achse senkrecht annimmt: 

y Y Y 11 

j' .' -ii ely j' ydy JdY J' yely 
(31) x=--, 11- y"-y-=, Vl~-y2--, y- -vi-i./"l(1+V'l-y2) 

I I 1 I .. 

=- V1 .~'y2-lny+ln (1 + ,{C=-y~). 
Diese Kurve heiBt Traktrix oder Zuglinie. Sie ist symmetrisch bez. del' 
y - .-\chse und hat in dem Punkte A, fur den ,,; = O. Y = 1, eine Spitze. 
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Da weiter 

wird, folgt fiir die Koordinaten des Kriirnrnungsmittelpunktes K. del' zu 
dem Punkte P (x, y) del' Traktrix gehort, 

I 

// "",,,/ 
-_/ p'-.,-

----- -~---

a Q 
Fig. 168. 

~=x+ V1_y2, 1) =Y 
1_y2 

Y 
odeI', wenn del' Wert von x eingesetzt wi I'd, 

1 
~ = In (1 --l- )/1 ~ Y'~) - In y, 17 = - , 

Y 
woraus 

e-~=17-V172-1, 
also 

(32) 

Die so dargestellte Kurve ist eine Kettenlinie, d. h. die Kurve, die eine 
frei herabbangende Kette odeI' Schnur bildet. Die Kettenlinie ist also die 
Evolute del' Traktrix und die Traktrix die zur Achse (x = 0) del' Kettenlinie 
syrnrnetrische Evolvente dieser Kurve. 

Urn noch die Gleichung del' Kettenlinie aus ihrer mechanischell Grund
eigenschaft herzuioiten, bezeichnen wir, indernwir die Ordillatell eines Kurven
punktes K jetzt wieder x, y nennen, die N eigullg del' Tangente in K mit C~, 
die dort herrschende Spannung mit S, dann werden die Komponenten del' 
Spannung nach den (hol'izontalen und vertikalen) Koorclinatel1l'ichtungen 

(33) x = S cos ((, Y = S sin IX. 

In einem unendlich nahe benachbarten Punkte K' sind die Spannungskom
ponenten X + d X, Y + d Y . Nun sollen diese beiden Spannungell dem Ge
wicht des Seilstiickes von K bis K', das gleich q d s wird, wenn d s das Bogen
element K K' und q das Gewicht del' Langeneinheit des Fadens bezeichnet, 
das Gleichgewicht halten. Die Komponenten dieses Gewichtes sind abel' 
0, - qds und deshalb llluD 

(X+dX)-X=O, (r+dY)-Y=qels 
sein, also folgt 

dX=O. dY=qds. 

Da sonach X = c ist, wenn c eine Konstante bezeichnet, ergibt sich S cos IX = c 

und Y = c· tg (C = c d y = C y'. Da ferner d 8 = ).!l -+-7~ . d x wird, erhalten wir 
d;r 

aus d Y = qels 

und daraus jI' 

-- X= .- --. g j' ely' 
c • V1 yl2' 

o 
also nach del' Integralformel (12) auf S.152 
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Setzen wir noch _c = m, so erhalten wir aus del' letzten Gleichung 
q 

x 

x 

also 
e-m=Vl + y'2 _y', 

~!i =y' =~ (e;' - e-;',) = ®in (~) 
dx 2 m 
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und, wenn fiir x = ° y = m genummen wird, dUTch erneute Integration die 
Kurvengleichung 

m ( 3'_ - ~) ( x ) 
y = 2 e '" + e '" = m (tof m ' 

die fiir ~ =x , 1} = '!{ in die Form (32) iibergeht. 
m m 

1st cos (( = 1, also (( = 0, so wird X = S. Dies ist demnach im tiefsten 
Punkt .-1, wo die Kurve horizontal verHiuft, die Spannung. Nennen Wlr 
diese H, EO wird c = H und die Spannung in einem beliebigen Punkt 

(34) S = H . 
cos a 

Nun wil'cl 

1 =Vl+tg2l~=1/1+y'~= 1 (e-;;' e--;;')=:-
cosa 2", 

uncI u/, q = H, also ergibt sich einfach 
(35) S=qy. 

Fur die Lange 8 del' Kettenlinie vom tiefsten Punkte, fiir den x = 0, 
y = m wird, finden wir 

oder 

(36) 

wlr 

J:: x x 

8 =J Vi +- y'i dx = J~ dx = J (tof(~)tlx 
o 0 0 

. x 
g= m ®111 

m 

x 
'Vir wollen nun ®in - in eine Potenzreihe entwickeln. Es ist, wenn 

m 
:1: 

= z setzen: 

Z4 Zil r 

3! 4!-5i T "" 
also wird 

8 e2 - e- z Z'l Z·i X 1 X'l 1 :t.;, 

ni,= ®inz=---- :X-=z + 31 + 5! +. "=;n +- 3! m3 + 5! 111"+'" 
""ir setzen noch 

8 -;(; 
3!----=u, 

,(; 
.,=V, 

1JV 

so ergibt sich 

(:-31) 
'V':! v:~ 

u=v+--+-- + ... 
4·5 4·::J·()·/ 
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Es soIl nun umgekehrt v durch u ausgedriickt werden. Nach dem 
Mac Laurinschen Satze ergibt sich 

" :3 

V = (lul= frO) + ~~ f' (0) + ~~ f" (0) +~! f'" (0) + ... 
und es wird 

1 

1 f ". '. dv (u)=-= 
du du 

1 --, , 
u, 

d--, " 
," .... 'u 1t 
t IU)=iu-=- U'3' 

'" " 3 U"2 -- u' ufl! f IU)=----
u''J 

elv 

sonach fiir u = 0, d. h. v = 0, cla clann u' = 1, 'U" 2 u'" 
=~5' 

3,2 

{·5·fi,7 

." .' . 2 1 
t (0) = - 4:5 = - i-(j' ('10)=1, 

4-
t'''' (0) =.- -. 

'" 175 
wircl, 

Daraus folgt 

(38) 
1.-, 2 .. 

V= U--U"+ -- u" 
20 525 

Diese Formel solI jetzt benutzt werden, um den DUI'chhang eines 
Telegraphendrahtes zu berechnen. Die Aufhiingepunkte B,G liegen in 

B la la C' 
~ 2 I 

derselben Horizontalen und sollen den Ab-
stand a haben. Es ist dann x = ~ a zu set zen 
und die Lange des Drahtes l ~ :2 8. Daher 

l--- a 
Fig. 169. wird u = fi '--, uncI fiir den Durchhang, 

a 
.d h. die Senlnmg des DraMes in del' Mitte A, ergibt sich del' Wert 

(39) 
a .-

d = m ~of - -m =c m (liof l' v-I), 2m . , 

oder bei Einfiihrung del' Reihenentwicklung fiir (£of V;-
( v v~ V:3 ) 

d=m'- + .. -t-' , 
. l2! 4! 6! "'j' 

Setzt man fiir v die gefundene Reihe \ 38) ein, vernachlassigt a.ber die Glieder 

yon hoherem als dem dritten Grade in u. und fiihrt noch 'In = ~ em, 
so wird 2 V v 

a /- ( 7 379" 1 
d =4." v 1~ ) 1 + 120'u - 2oT600 u-~. 

l J 

(40) 

In el'ster Annaherung ist 
1 --

d=-V6a(l-a). 4- . (40a) 

Z.E. wil'd fi.il' a=50'1n, l=50.U3Gm del' Durchhang d=O,822m. 

2. ("tuudratul'en um} Relitifikationen ellene]' Kurveu. 
1. Parabel. Die Gleichung del' Parabel lautet 

y~ = 2 px. 

Del' Flacheninhalt des clul'ch eine zur Achse senkrechtc Sehne abgcschnittencn 
Segmelltes wird gegeben durch 

x 
F=:2Jyd:r 

oder 
I) 

;1; 

F=2l2pJ1·.1'dx. 
I) 
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Ausgel'echnet ergibt sich 
F - .~ 1., Cj-p . _~_ l/,.:l 

- - I ~ :j y." 

odel' 
F=+xy. 

Dieses El'gebnis ist leicht geometrisch zu deuten. 
Die Lange des Bogens vom Scheitel bis zu einem Parabelpunkte wird 

oder, da y d x = p dx ist, 

Fiir !L = u erhalten WIl' 
p 

8= JVdx2 +d y2 

y 

8 = f V~-+~:dY. 
o 

/I 

,8 = p J y'1=-+~ u~ d u. 
o 

Um dieses Integral auszu werten, gehen wir aus von del' Funktion 

~£ = @lin v 
und ihl'er U mkehrung 

V= 2(1' @lin u 

(gelesen 91rca ~inu5 u). Die Bezeichnung erklal't sich daraus, daB v als del' 
doppelte Inhalt des Vektors einer gleichseitigen Hyperbel gedeutet werden 
kann. Es wird nul' 

dU=C£ojv, dv 
dv d u 

1 1 
-

(£01 v 
Daraus folgt 

Deshalb wird 
/I 

8 = p J ~, 1 =t- ;;'2 d u = ~ p [u 11 + u~ + 9(r @lin uJ. 
o 

2. Ellipse. Die Ellipse kann durch die Parameterdarstellung 

(1) .l" = a sin q;, y = b cos ({ 
y'(i2:'- b2 

gegeben werden. Fiihren wir die Exzentrizitat k = ein, so wil'd 
a 

b = a Vi-==-k2 . 
Del' Flacheninhalt des Ellipsenquadranten wird 

f y d x = a b J cos q; d sin (I . 

das Integral von (p = 0 bis (f' =:; geno 11111l ell. Das Integral J cos q; d sin q; 

bedentet dann abel' den Inhalt des KL"eisquadranten eines Kreises vom 

Radius 1. wird also :If und del' Flacheninhalt del' EllipRC sonach - -:t' 
F=nab. 

Fiil" das Bogendifferential del' Ellipse finden wir 

ds =~ Vdx2 + dy2 = a 11- k;2 sin~-(p 

und damit fi:ir die Bogenliinge des Ellipsenquadranten: 

(3) 

.-r 
o 

.s=aJV1-T2 Si1l2 (pd(p. 
o 
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Dieses Integral ist ein sogenanntes elliptisches Integral dritter Gattung. 
Wenn man den Integrand in eine Reihe entwickelt, findet man 

/ kO .-0- 1 k·' . ° 1 k4 . ! 1· 3 kG . 6 )1- '-sm"cp=1-- '-sm-rp-- sm rp- ---- sm rp ... , 
2 2·4 2·4·6 

Man kann also fiiI' den Ausdruck 8 die Reihenentwicklung einfiihren: 

(4) 1 I (1)~ (1 )2 (1. 3 )2 ] 8 = - JT a L1 - - k - 3 -. - p -- 5 --- P ... . 
2 2 2·4 2·4·6 

In erster Annaherung wird 

also del' ganze 

(5) 

s=iJT(a+b), 
Ellipsen u mf ang 

U=JT(a+b). 

Diese Formel gilt, wenn die Ellipse nul' sehr wenig von einem Kl'eise 
abweicht. 

3. Lemniskate. Die Lemniskate hat die Gleichung 

(6) (x2 +y2)~ = 2a2 (X2 _y~) 

odeI' in Polarkoordinaten T, H, da x = ]" cos {}, Y = r sin a , x~ - y2 =]"2 cos 2 {}, 
x 2 + y~ =]"2 ·wird, 

( 7) r = y i a Veos :2 B . 

Del' Flacheninhalt eUler del' beiden Schleifen, aUi; denen die Kurve be-
steht, wird 

Fiir die 
ergibt 

also 

den Ausdruck 

.. -L __ _ 
4 ! _ 

= :2 J ~ 1"2 d H = :2 a2 J cos :2 B d H = a2 J cos (J) d OJ = a2 • 

o 0 (I 

Bogenlange finden wir, da fiir das Bogendifferential d 8 sich 

> > > (sin 2 217 ) > r" d /}:. = :2 a" ---.-- I cos:2 19 d ft". 
\ cos 2 /} T . 

Y2a 
ds= ·--=dI9. 

Vcos:2{} , 

8= fv~~~~~dB. 
Fiihren wir noch einen 'Vinkel rp ein durch die Gleiehung 

woraus 

so ergibt sich 

(8) 

. 9 1. 
SIn I = -- - - SIn (p 

)/"2 ' 

1'cos-2 19 = 1/1 :2 sin2 0 = cos (P, 
1 cos (P 

d/}=-=-- - '--. 
1/2 V1 - ~ sin2 ql 

s = aJ 1:i~I{~i~(r· 
Das Integral ist zweimal yon 0 bis ; zu nehmen (da q) yon 0 his i wachst, 

wenn B yon 0 bis ~ gC'ht) , mn dC'n Umfang einer Schleife Zll erhalten. 
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Das Integral 

(9) 

heiBt ein elliptisches Integral erster Gattung. 

insbesondere die Reihenentwicklung 

:n; 
Fiir cp = 2 hat man 

(10) F (k, ~) = ~ [1 + (-~k)~+ (~. 3 k~)2 + (~. 3_.~ ka)2+ " .J ' 
2 2 2 2·4 2·4·6 

also im vorliegenden Falle (k = Vrl 

(11 ) F (V ~ , ~) = ; [ 1 +~ + 2:6 + 2~!8 + .. .J. 
Statt del' hier angewendeten Substitution kann auch die folgende benutzt 

werden: 

Dann wird 

;tlso 

tg /} = sin II'. 

f} ~ cos If' d If'. 
d ~1 I •• , , 

T sm"l!, 

,--'~- V1-'='" tg~ B cos V' 11 cos 2 {} = ., = --=----- , 
1 + tg" 19 Vl + sin2 1J' 

{} '1/' 

( 12) 8=1I2a ~.~ .... --c==V2a ~--'- -. ·,,-==\'2aF(-1,'II'). - r ell} - S d V' ,-
._ Vcos219 V1+sin2 v, ' 
u 0 

Fiir die Lange del' ganzen Schleife folgt dann wieder del' Ausdruck, del' sich 
n 

ergibt, wenn man das Integral zweimal von II' = 0 bis V' = 2' nimmt. 

Setzt man sin 1/' = z, so ergibt sich 

(13) 8 = 1"111 ~:~~-1; = J Vl~Z~' 
u 0 

Dieses Integral heiBt seiner Bedeutung wegen ein lemniskatisches Inte-

gral und X = sin V' = z, als Funktion von 8 betrachtet, lemniskati8che 
,r 

Funktion. 
4. Astroide. Die Astroide hat die Gleichung 

.) ') .) 

(H) x" +y~i = C~1, 

odeI' die ParameterdarRtellung 
(15) ,r = c COS'l t, Y = c sin:; t. 

Die zu berechnende FHiche wird in Polarkoordinaten (:1.' = r' cos ,0, y = r sin 19) 

und him'in ist 
F= J ~ 1"~dB 

tg ,9 = tg:l t, also 
dH ,,, elt 

--'0- = .'3 tg- t -., 
coS" {} cos - t 

oder 1'2 dB = 3 c2 sin 2 t C082 I d t. Folglich wird 

i16,) F= ~ c2 fSin2 I C082 t dl =~e~. r (1 - cos 4(1 dt. \ 2 10 , ' , 
, " 
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Das Integral ist, urn ein Viertel del' 

zu fiuden, von 0 bis n zu nebmen. 
:2 

von del' Astroide umseblossenen Flaehe 

Es ergibt sieh dann dafur del' Wert ~ 
:2 

und fur die Flaehe selbst del' Wert 33,! n c2 , fur die gesamte Astroidenflaehe 

also ~ n c~, d. h. ~ von dem Inhalt des dureh die Spitzen del' Kurve gehenden 

Kreises. 

3. Differentialgeometrie del' Raumkurven. 

Eine Raumkurve stellt sieh (vgl. S. 96) analytiseb dadureh dar, daB 
die Koordinaten x, y, z eines Punktes im Raume als Funktionen 

(1) ;r=(p(t), Y=r.(t), z='ll'it) 

eines Parameters t gegeben sind. Die Tangente del' KUl've im Punkte I.r, y. z) 

wird dureh die Doppelgleiehung gegebeu: 

(2) 
:;-;1' 

Ii' (t) 
I)-Y ~-z 
-, .--:- = -; -.----:- , 
X (t)II! it) 

wenn ~, 17, C lallfende Koordinaten bezeiehnen. 
Das Bogendifferen tial (Linienelement) del' Raumklll've ist dureh den 

Ausdruek dargestellt: 

oder 

(31 d 8 = V r{i' (tf;- r.,' (tF 
Es empfiehlt sieh nun, die Bogenlange 8 als neuen Parameter einzuflihl'en 

und die Koordinaten ;1', y, Z als Funktionen dieses Parameters anzusehen. 
Dann werden nnmittelbar 

I-!) 
d;r . 
-= eos Ie • 
d 8 I 

ely 
i.; = cos lIl' 

dz 
---= cos I' 
d 8 I 

die Riehtungseosinus del' Tangente t, die wir kiirzer mit ,r', y', z' bezeichnen. 
Die Gleiehungen del' Tangente sind dann 

'--x il-Y -z ~ s 
(:)) , -r z' ,r 

Als Tangentialebene del' Kul've wird jede Ebene bezeichnet. welche die 
Tangente (5) enthii.lt, Sehreibt man ihre Gleiehung in del' Form: 

A (~- ;1') + B (11- - y) C(~-Zl=(), 
so lllUg 

A ,r' - B y' -- ~- C z' = 0 
sein. 

Enthiilt die Ebene noeh eine del' ersten unendlieh benaehbarte Tangentt'. 
1'0 wird aueh 

wenn Wl1" 

A ,r" -i-- B y"-- C z" = I), 

JJ;r 
:0" =~ d S'l usw. setzen. Dann ergibt sieh fijI' die Weichung del' Ebenp 

(l1) (Y' z" - z' y") (,~ -- - ;r) ,- (,z' ;e" - ,1" Z") (11 - y) + I;;;' y" - y' .1''' lie· Z I oc_ c I). 

Diese Ebene heil3t die Sehmiegungsebplle del" Raumkurve iIll l'unkte 

1.1', ?I, z I. 
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Ziehen wir in diesem Punkte eine Normale b zu del' Schmiegungsebene, so 
gilt fiir deren Richtungscosinus die Proportion: 

(7) cos AIJ : cos ,It/) : COS)'b = (y' z" - z' y") : (z' x" - x' z") : (r/y" -- y' ;1'''). 

Die so festgelegte gerade Linie heiBt die Binol'male der Raumknrve. 
Legen wir noch eine gerade Linie n durch den Punkt (;1;, y, z), deren 

Richtungscosinus durch die Proportion gegeben sind 

(8) cos An : cos ,ll" : cos J'n = x" : y" : z" , 
so wird, weil x'~ + y'~ + z'~ = 1, also x' x" + y' y" + z' z" = O. 

cos Xl! cos At .. L cos fin cos fit + cos)J" cos Pt = 0, 
cos }'n cos J." cos,un cos ,ub + cos .J'" COS)lv = O. 

Diese neue Linie ist also senkrecht zu del' Tangente und zu del' Binormalen. 
Sie ist mithin in del' Schllliegungsebene enthalten und hei13t die H au pt
normale del' Raumkurve. 

Das von Tangente, Binormale und Haupt
norlllnie gebildete Dreikant hei13t das begleitende 
Dreikant del' Raulllkurve. Unterden drei Ebenen, 

b 

t 
welche die Kanten c1ieses Dreikants paarweise ver
binden, ist die Ebene, welche Tangente und Haupt- n 
normale enthalt, die Schllliegungsebene. Die 
Ebene, welche Binormale und Hauptnormale ve1'
bindet. heiSt die N annale bene. 1hre Gleichung Fig. 170. 
lautet: 

(H) x' (~-x) + Y' (I) - y) +z' (' - z) =0. 

Die Ebene, welche Tangente und Binonnale verbindet, hei13t die rek ti
fizierende Ebene. 1hre Gleichung ist: 

(10) x" (~-x) +y" (I) -Y) ,z" (' -z) = O. 
Bei del' Schl'auhenlinie (S.96, Gl. (2)1 wird 

ds= Va~+h;;.dt, 
h 

fii.r lin = -, also werden die Richtungscosinus del' Tangente 
2:n 

,dx a sin t 
cOS/'t=~ls=- )7;;,-:;-- h~~' 

dy acost 
cos Pt = a:~ = 

dz 

l/a~-={'::ho~ 

7~~ COSl't= = 
d.s l' (/,'2 + 11'[/ 

Die Tangente bildet c1emnach mit del' z-Achse (Schrauhenachse) 
. h h . 

desson COSll1US = - 0 = --, des sen Cotangente also = ~ 1St. 
v{a~+ho2 a 

lllent u dieses Winkels ist die S t ei gu ng del' Schraubenlinie. 
positiv odeI' negativ ist, haben wir eine Rechtsschl'aube 
schl'aube. 

Flit' die Richtungscosinus del' Hauptllmma.le ergibt sieh 

cos )." : cos ,II" : cos 1'" = a cos t : a sin t : 0 
=";:y:O. 

einen Winkel, 

Das KOlllple-

.J 0 nachdem (,: 
odel' Links-

Dal'ans ist sofort zu ;;ehen, daB die Hauptnorma,le <las aus clem Kurvenpunkt 
auf die Schrauhenaehse geHi.llte Lot ist. 
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Die Kriimmung einer Raumkurve kann zunachst wie bei den ebenen 
Kurven dadurch bestimmt werden, daB man den (in BogenmaB gemessenen) 
unendlich kleinen Winkel de zwischen zwei unendlich benachbarten Tangenten 
durch den Abstand ds del' Beriihrungspunkte dividiert, also 

(11) k=de 
ds 

als Kriimmung einfiihrt. Diese Kriimlllung heiSt die Flexi on del' Raulll
kurve, Es ergibt sich fii.r sie del' einfache Ausdruck 

(12) 

Die auf del' Hauptnormalen des Kurvenpunktes von ihrem FuBpunkte aus 
abgetragene Strecke 

(13) 
1 

0= -
" k 

heiSt del' Flexionsradius del' Raumkurve. Del' Endpunkt diesel' Strecke, 
del' Kriimmungslllittelpunkt, kann als del' Schnittpunkt del' Haupt
normalen mit einer unendlich benachbarten Hauptnormale angesehen werden, 
und danach bestimmt sich auch del' Sinn, nach dem del' Flexionsradius auf 
del' Hauptnonnalen abzutragen ist, Beschreibt man in del' Schmiegungsebene 
um den Kriimmungsmittelpunkt mit dem Kriimmungsradius den Kreis, so er
halt man elen Kriimlllungskreis odeI' Schmiegungskreis, 

Bis so weit stimmt die Bestiml1lung del' Kriimmung mit del' Bestimlllung 
del' Kriimmung fLlr ebene Kurven iiberein, Die auftretenden Gebilde fallen 
aIle in die Schmiegungsebene hinein, Nun windet sich abel' die Raumkurve 
im alIgemeinen aus del' Schmiegungsebene heraus, Ein MaB fiir diese Tor
sion 7: erhalten wir, wenn wir den Winkel d1) zwischen den Schllliegungs
ebenen in zwei unendlich benachbarten Punkten durch den Abstand ds clieser 
Punkte dividieren, Wir haben also zu setzen: 

(14) 

Del' Ausdl'Uck fii.r eliese Torsion enthiilt neben den ersten und zweiten 

D 'ff '1 . t hd' d"t D'ff t'l t't ", d3 x I erentla quotlen en auc Ie l'lt en I eren Ia quo len en x = ds3 USVI', 

und lautet 

(15) 
:1::' (y" z", - z" y"') + y' (z" x'" - x" z",) + z' (x" y'" - y" x"') 

T = x" 2 + y"~ + Z"2 . 

Auch hier bestimmt man eine zugehorige Lange 

(16) 
1 

r=- , 
T 

elie man als den Torsionsradius bezeichnet. 
Flexionsradius und Torsionsradius sind mit den Richtungscosinus del' 

Kanten des begleitenden Dreikants durch die Frenetschen Gleichungen 
verkniipft: 

(17) 

! d_c_o_s A" cos A,) _ ~S}'f 
d8 r Q 

d cos ,(/" _ cos PI) cos ,ilt 
I is---r - -12-

l d COS)! n 

ds 
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Die Flexion wi I'd aueh als erste Kriimmung, die Torsion als zweite 
Kriimmung del' Raumkurve und diese selbst, wenn sie nieht einer Ebene 
angehort odeI' aus Teilen besteht, deren jeder in einer Ebene enthalten ist, 
als Kurve doppelter Kriimmung bezeiehnet. 

Fiir die Sehraubenlinie wird 
a2 +h 2 a2+h 2 

o=--~, r=~ 0 
~ a ~ 

Fiir sie ist also die erste und zweite Kriimmung konstant, was ohne weiteres 
damus ersiehtlich ist, daB sie dureh eine bestimmte Sehraubenbewegung III 

sich ii.bergeht. 

4. Diffel'entialgeometrie del' Flachen. 
Eine beliebige FHiche kann durch eine Gleiehung 

(1) z = ((x, y) 
zwischen den Punktkoordinaten x, y, z dargestellt werden. Es wird dann 

cz ?z &2 Z (j"2 z 02 '7 

(2) O;l:;=P, cy=q, ox2=r, oxoy=8, ay~=t 
gesetzt. Wir nehmen an, daB an den untersuchten Stellen diese Differential
quotienten mit z selbst endlich und stetig sind. 

Man kann dann die Flache untersuchen, indem man durch den betrach
teten Punkt P ebene Schnitte legt und die Tangenten und Krii.mmungen 
diesel' ebenen Schnittkurven betrachtet. Dabei zeigt sich zuerst, daB die 
Tangenten aller dieser Kurven in PeineI' bestimmten Ebene angehoren, 
welche die Tangentialebene der Flache heiBt und die Gleichung hat: 

(3) p(~~X)+q(ll-y)=I;-z, 
wenn wieder x, y, z die Koordinaten des Punktes P und ~,17, I; laufende 
Koordinaten bezeichnen. 

Das in P auf der Tangentialebene errichtete Lot heiBt die N ormale 
del' Flache in dem betrachteten Punkte, und seine Richtungscosinus werden 

-P -q 1 
( 4 ) X = , y = --===-c~c:c--===- , Z = ---c--~-__ . ~ _ 

Vl+p2+q2 1/1+p2+q2 Vl+p2+ q2 

Daraus folgt noeh, daB, wenn d u ein ullendlich kleines Flachenelement 
an del' Stelle P und d u= seine Projektion auf die xy-Ebene ist 

([)) d u = vlf- p2 -f qi d u= 
wird. Demnach wird, wenn wir du_=dxdy annehmen, del' Flaeheninhalt 
emes Stii.ckes der Flaehe dureh das -Doppelintegral 

(6) a = J J Vi + p2 + q2 d x d y , 
ii bel' die Projektion clieses Flaehenstiiekes auf die x y -Ebene erstreckt, gegeben. 

Ais Beispiel fill' die Berechnung des Inhaltes einer gekriimmten Flache 
solI die Auswertung des von einem Zylinder mit dem Durchmesser a auf einer 
ihn berii.hrenden Kugel vom Radius a abgegrenzten Bereiches dienen. Kugel 
und Zylinder k6nnen durch die Gleichungen dargestellt werden: 

x 2 + y2 + Z2 = a2 , x2 + y2 = a x . 

Der ganze betrachtete Bereich zerfiUlt in vier symmetrische und deshalb 
inhaltsgleiche Teile, von dem der eine iiber dem ha,lben Zylinderquerschnitt 
y = + Va x --=x:l unci auf der Halbkugel z = + Va2 - x2 _y-:S liegt. Es 
wird dann 

?Z -:1' 
p=;:--= . ~ , 

eX la2 _ x2 _y2 
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also ,------ a, 
)/1+ 2+ ~= ==-=== p q l/a~ _~:!.:::i~y2 

und die zu bestimmende Flache 

a = a'fa (vf'a,x-x
2

• d-: 0 ) d x, 
, Va- - X" - Y" , 

Nun wird o '0 

also 
II 

a = afarc sin 1/ __ x -dx. 
Va+x 

Partielle Integration 
• 0 

befert 

denn es 

x x 

f . Y--;-- . V'-----:-r- 1 - f"'Xd:!.' arc 8111 --- d x = x arc sm -- - - -- -Va --, a+x a+x 2 a-+-,1' . , 
o 0 

wird 
. 1/-x- 1 /- x-

dal'CS111 V a+x=y-----;-d \I (( +x 
1 - -,-

a +<1: 

=~ 1/(/+:!.' .~l/a+x _ad;t~_ 
und sonach 

V a 2 V x (a + :rf 

. V-x-, - 1 - l'x 
;]; dare sm --+'- = -:) -Va -,-. d x . 

a :r ~ a',l 

Das noch vel'bleibende Integral wird gefunden, wenn wir x=au2 • dx=2audu 
setzen. Wir finden dann 

rx ,;; dx '-f1/. u2 dtl, I-f'/(. 'I-Su 
dtl 

----=21'(1 - ,,=21a dll-2va - -,,-
• a +;1: 1 + 1(," 1 +- U" 
o 0 0 0 

= 2)"(( u - 2la al'ct.gu 

Es ist demnach 

[ ,V--- l'- ,--- + 1/;'-] 1" 2 
0=(1. J.'arCSIn --- - Va.r aarctg / -- =" a"::r - a . 

a+x ' a x=a -

Die ganze von dem Zylinder auf del' Kugel abgegl'enzte FHiche wird also 
.:1 a = 2 a2 ll- 4 a:3 , und da die FHiche del' Halbkugel 2 a2 11 ist, bleibt yon 
del' Halbkugel auBerhalb des Zylinders Ubrig die FHiche 4 ((2. -

Wir kehren zur Betrachtung einer allgemeinen Fl1i.che an einer nicht 
ausgezeichneten Stelle P zuriick und legen wiedel' einen ebenen Schnitt II 
dUl'ch die Flache an del' Stelle P und hestimmen an diesel' Stelle den Kriim
mungsradius g,} del' Schnittkurve. Nun ergiht sich, wenn wir a, tJ, )' die 
Richtungscosinus del' Tangente t del' Schnittkurve illl Punkte P nennen, 

(7) pcc+q{J=)' 
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und, wenn H del" Winkel zwischen del' Normalen del' SchnittkUl'\'e (in del" 
Schnittebene) und del' Flachennormalen n in P ist. wird weiter (die Einzel
heiten der Rechnung ilbergehen wir) 

(8) 
cos {} r a~ + 28 lC j3 + t ;3 ~ 

Vi --t. p2 + q2 

Aus diesel" Grundformel folgt, daB, wenn wir durch die Tangente t den 
N ormalschnitt del' FHiche legen, del' die Flachennormale enthalt, die linke 
Seite del' vorstehenden Gleichung, da bier N = 0, also cos {} = 1 ist. 

1 

wird, wenn jetzt f2 den Kriimmungsl'adius del' SchnittkUlTe bezeichllet. Es 
wird alRo 

(9) 
cosB 1 

Hierin Jiegt ausgesprochen del' lVIeusniersche Satz: 
Del' Kriimmungsmittelpunkt il'gendeines durch die gewahlte 

Tangente gehenden Schnittes ist del' Fu13punkt des Lotes, das man 
auf diese Schnittebene aus dem Krllmmungsmittelpunkt des durch 
die Tangente gehenden Norl1lalschnittes del' Flache £illIt. 

Es kann nun sein, daB fUr ane durch P gehenden Nol'malschnitte del' 
Kl'iiml1lungsradius der gleiche wird. Ein solcher Punkt hRiBt ein Nabelpunkt. 

1st dies nicht del' Fall, so gibt es immer zwei zueinander senkrechte 
Norl1lalschnitte, die Hauptschnitte, filr welche del' Krilmmungsradius einen 
groBten und einen kleinsten Wert annimmt. Diese Krilmmungsradien heiBen 
die Hauptkri1l1ll1lungsradien. Sind sie f21 und !.!2' ist ferner rp del' Winkel, 
den ein beliebiger Normalschnitt mit dem ersten HauptschnitL in dem f21 
del' Krllmmungsradius ist, bildet, so wird . 

(10) 1 = cos2 rp + sin2 q . 
(! [21 eO! 

In diesel' Formel ist del' sog. Eulersche Satz ausgedriickt. 
Haben f21 und [2~ entgegengesetzte Vorzeichen (insbesondere kann 

(h = -!h werden), d. h. sind die Hauptschnitte nach entgegengesetzten 
Seiten gekriiml1lt, so heiBt del' Punkt P ein hyperbolischer Punkt,. Dann 
gibt es zwei Normalschnitte, die durch 

VI [2.,-tgq'= ± 1 .. _ 

[21 

festgelegt sind, fiir welche f2 = ex; wird, d. h. fiir welche die Tangenten in P 
Wende tangent en sind. Diese Tangenten hei13en die durch P gehenden Ha upt
tangenten del' Flache. 

. . . 1 cos~rp 
Wll'd [2., unendltch, so wlrd --. cc= 

- f2 Q1 
Dann ist nul' eine Haupt-

tangente vorhanden und rliese faUt in einem Hauptschnitt Ein solcher 
Punkt heiBt ein pal'abolischer Punkt. 

Haben f21 und Q2 gleiche Vorzeichen. so haben die Kri.immungsradien 
aller Normalschnitte dasselbe Vorzeichen. Sie aUe sind nach derselben Seite 
gekri.immt und del' Punkt heiJ3t ein elliptischer Punkt. 

Z. B. sind aUe Punkte auf einem Ellipsoid, einem zweischaligen Hypel'
boloid nnd einem elliptischen Paraboloid elliptische PUllkte, alle Punkte auf 
einem einschaligen H~'perboloid und einem hyperbolischen Paraboloid sind 

Hanrlhibliothek 1. 1 1·, 
,) 
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hyperbolische Punkte, und die Haupttangenten werden die durch den Punkt 
gehenden Regelstl'ahlen del' Flache. Alle Punkte auf einem Zylinder oder 
Kegel (mit Ausnahme der Kegelspitze) sind pal"abolische Punkte und die 
durch den Punkt gehenden Mantellinien stellen die einzigen dann vorhan
denen Haupttangenten dar, wobei nablirlich von einer eigentlichen Tangente 
libe;rhaupt .nicht. die Rede sein kann, da die Linien ganz der Flache angehoren. 

Eine Kurve auf del' Fliiehe, deren samtliche 'i'angenten Haupttahgenten 
del" Flache sind, heiBt eine H au pttangen tenkurve. Eine Kurve' auf del' 
Flache, deren samtliche Tangenten in Hauptschnitte del' Flache fallen, heiBt 
eine Krlimmungslinie der Flache. Die Kriimmungslinien einer Flache 
zweiter Ordnung werden durch die zu ihr konfokalell Flachen ausgeschnitten. 

Eine Kurve auf del' Flache, deren Hauptnormalen mit del' Flachen
normale zusammenfallen, heiBt eine geodatische Linie. Solche Linien sind 
die kiirzesten Linien zwischen zwei genligend nahe benachbarten Punkten 
der Flache, wenn diese Linien keine geraden Lillien werden. die natlirlich 
immer den klirzesten Weg liefern. 

1 1 
Der Ausdruck H = . + - heiBt die mittlere Kriilllmung der F;ache. 

Q1 • e~ 

1st die mittlere Kriimmung i.iherall = 0, so heiBt die FBiehe eine Minimal
l 1 

£lache. Des Ausdruck K =- . heiBt die totale Kriimmung odeI' 
Q1 Q2 

GauBsche Kri.immung del' Flache. Man findet flir diese Werte die Aus
driicke: 

r H=~J2..: q2)-28pq+t(1+p2) 
J )/1+p2+ q2 3 ' 

1 r t -- 82 

l K = (1 +p:l--Fq2)2 . 

(11) 

Flir die totale Kriimmung in den verschiedenen PUllkten einer Flache 
hat GauB eine einfache, del' Definition fiir die Kriimmung ehener Kurven 
unmittelbar nachgebildete geometrische Definition gegeben. Zieht man durch 
den Mittelpunkt einel" Kugel yom R.adius 1 die Parallele zu der Normalen 
der Flache in einem Punkte P. so wird diesem Punkte P del' FHiche ein 
bestimmter Punkt PI del' Kugel zugewiesen, der GauBsche Bildpunkt, 
dessen Koordinaten X, Y, Z aus den Gleichungen (4) hervorgehen (wobei das 
Wurzelzeichen positiv gewahlt sei). Den Punkten eines kleinen FUichen
elementes d a in der Umgebung des Punktes P entspl'echen ferner die Punkte 
eines kleinen Flachenelementes dm auf der GauBschen Bildkugel in del' 
Umgebung des Punktes PI und dann wird das GauBsche KrlimmungsmaB K 
der FHiche einfach gegeben dul'ch 

(12) 



Neuntes Kapitel. 

Differentialgleichungen. 

1. GeWOhllliche Diffel'elltialgleiehllugen. 
Eine Gleichung zwischen ve1'anderlichen Grol3en und deren Diffe1'ential

quotienten heil3t eine DiHerentialgleichung. 
, dy 

Sind nul' zwei Veranderliche .<:, y vo1'handen und setzt man y = - -, 
dx 

" d'!. Y .. 
y = -{---,; , ... , so 1st dte allgemeinste Differentia1g1eichung von del' Form 

( x-

l 1) F lx, y, y', y" , ... I = 0 . 

KOlllmt kein hohere1' <i1s del' n te Differentialquotient in del' Gleichung VOl', 
so heil3t diese eine gewohnliche Differentialgleichung uteI' Ordnung. 

1st die Funktion F eine ganze rationale Funktion ih1'er Argumente, so 
heil3t Grad del' Differentialgleichung del' hochste vorkommende Grad 
eine3 Gliedes del' Differentialgleichung, indem als Grad jedes Gliedes die 
Summe del' in ihm auftretenden Exponenten del' abhiingigen Veranderlichen 
und ihrer Ableitungen bezeichnet wird. Sind die Glieder alIe yom gleichen 
Grade, so heil3t die Differentialgleichung hOlllogen. 

1st del' Grad = 1, so heil3t die Differentialgleichung linear. Eine 
lineal'e Differentialgleichung kann immer auf die Form gebracbt werden 

(2) .-lo(,r)ylnl A1(x)yln-11+ ... +A"_l(X)y'+A,,lx)y=Glx). 

Eine Differentialgleichung integrieren hei13t eine Funktion y = (Ix) 
tin den, die die Differentialgleichung identisch erfiillt. Eine solche Funktion 
heiBt 1 n tegralfunkt i on del' Differentialgleichung. 

Eine Differentialgleichung erster Ordnung 
(3) Flx,y,y')=O 

kann clurch Auflosung nach y' auf die Normalform gebracht werden 
(4) y' = G(x, y). 

Aus del' Gleichung (4) ist unmittelbar die z\\'eite Normalform del' 
Differentialgleichung erster Ordnung abzu~eit8n: 

(5) 'plx,y).d.l'+,/,(,<:,y).dy=U. 

Gelingt es dabei zu erreiehen, daB di e el'ste Funktioll cp nUl' .r, die 
zweite ~p nul' y enthalt, so ist, wie man sagt, die Trennung derVariabelen 
yollzogen. Dann verwandelt sieh dureh Integration del' Glieder dio Diffe
l'entialgleichung Bofort in eine gewohnliehe Gleichung zwischen ;1: und y: 

(HI J'r(X)ri."C J,/'(y}dy=O. 

wobei C eme Konstante becleutet. 
1"* .) 
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1st in (J) G (:I;, y) von del' Form g ('Ii), so ergibt sich nach Einfiihrung 
,x 

y 
del'Veriinderlichen -=Z. weil dy=xdz+zdx, sofart x ' 

(7 i 
da: dz 
-,~,--=O 

:r g(zl-z 

und darans durch Integration 

(8) InJ:J g(z~~ ~ = C, 

als die integrierte GIeichung. 
Eine I ineare D iff~rentialg I eich n ng erster Ordn ung ist von del' Form 

(91 Ao(x).~~ +A 1 (x)·y=G(x) 

und kann auf die 

(10) 

Gestalt gebracht werden: 

dy +P(x)'y +Q(r) =0. 
dx 

Man bestimmt nun zunachst das Integral del' linearen homogenen Diffe-
l'entialgleichung 

(11) 

Dieses ist 
(12 ) 

dz ' 
,--L-P(;1;)·Z=O. dT I , 

Setzt man dann y = z· U, so reduziert sich die urspriingliche Differential
gleichnng auf 

d~l 
z-+Q(x,I=O, (13) 

dx ' 
\voraus 

( 14) 11=0 -J~~;r)dX=C- f Q(:r)efP(x)d.<d:r. 

1st die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung auf die zweite 
Normalform 

(15) rp (x, yl dJ; + V' (:r, y) dy = 0 

gebracht und multipliziert man sie mit einer Fnnktion il (a" yl, so kann man 
diese Funktion immer RO wiihlen, daB die Differentialgleichung die Form 
annimmt 

(16 ) 

indem 

( 171 
, ;/fJrJ:,yl 

U (,rljl . (f) (,r '1/) = ,-----
, . '. ' , ~ . (-': X 

" ' " (qJ (x, y) 
,t( lx, y) "1' I;r, y 1= ---:_:---, " ty 

wit'd. Das Integral del' Differentialgleichung lst danll cP (x, y) = c und ,u (x,YJ 
heiBt deshalb ein integrierender Faktor. Differenziert man die erste 
Gleich ung 11 7) nach y, die zwei te nach ,r, so werden die rechten Seiten gleich 
und es ergibt sich zur Bestillllllung del' Funktion ,I( die Gleichung 

(/l 
I/, i~~ 

(/./ 

q' "'-ry 
( I'll' I',T,' ') " -, -- - (( = () , 
Ix (!I' 

Diese l+leichung heiBt, weil sie partielle Differentialquotienten ellthalt, ellle 
part ie lIe D i ff ere n t.i ldg leic h n n g flir it als Funktion ,on :1' und y. Sie 
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hat immer eine Losung. Es ist also immer ein integrierender Faktor VOl"

handen. Seine Bestimmung ist abel' im allgemeinen schwieriger als die In
tegration del' DifferentiaIgleichung (15) selbst und gelingt auf einfache Weise 
nur in besonderen Fallen. Z. B. liefert die Gleichung 

(x2 y +y+ l)dx + (.t:+:r:l)dy = 0 

fiir /1 die partielle Differentialgleichung 

+ 3 '? u [~+ '] (1 It + ' (x x) ~'-- ~ X" Y Y -+- 1 - 2 x~ It = 0 , , . r;t: I (iy I 

die durch 
(iu (i,u 2 x 1 
-'-=0 
(ly , ;:,-;; = ~ 1 :r2 ,It, also II = 

I 1 +;(;~ 

gelost wird. Es wird dann 
(i iJ> 1 

('x =y+ 1 +x2 ' 

"rf> -.-=.r 
oy 

und daraus foIgt 
qJ = x y + arc tg x , 

Die Differentialgleichung 

(19) 

. d . . . d .. ely I . I' . D' I Wlr mtegrwrt, m em man Rle nllt 2 i' mu tIP Izwrt. Ie inke Seite wil'd 
u,x 

dann del' Differentialquotient von y'2 nach x, und man findet durch Inte
gration del' linken und del' l'echten Seite 

(20 ) ( d y)2 . r el;~ = 2, g (y) dy 

und nach Trennung del' Variabelen und abermaliger Integration 

(21) x=,L-2'-/g~Yrd;' 
wobei bei beiden Integrationen die untere Gl'ellze noch willkiirlich bIeibt. 

Die Iineare homogene DifferentialgIeichung zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten ist von del' Form 

(22) y" + a y' + b y = o. 
Sie tritt auf als Gleichung del' gedampftell Schwingungen. Das zweite Glied 
bedeutet dann die dampfende Kraft, das dritte Glied Iiefert die treibende 
Kraft, y bezeichnet die Elongation, d. h. die Entfernung aus der Ruhelage, 
die unabhangige Veranderliche x die Zeit. Die dampfende Kraft solI also 

del' Geschwindigkeit ~y del" Bewegung proportional sein, die tl'eibende Kraft. 
el ;t: 

der Elongation. 1m FaIle del' gedampften Schwingungen sind die Wel'te 
del' Konstanten a, b an gewisse Grenzen gebunden. Wir wollen abel' die 
Differentialgleichung (22) fiir beliebige Werte von a und b untersuchen. 

1st keine Dampfung vorhanden, so tritt die einfache Rchwingungs
gleichung auf 
(23) y"+by=O. 

Fiir b > 0 ist ein Integral diesel' Gleichung 

(24) Vl = c] sin (,,'b a:). 

denu es wird 
y/'=~Cl·b sin(Vbx)=-bYl' 



198 

Aber es ist auch 
(25) 

Differentialgleichullgen. 

Y2 = c2 cos (Vb x) 

ein Integral der Differentialgleichung. Also wird auch 

(26) Y = YI + Y2 = c1 sin (dj"x) + c2 cos (Vb x) 

ein Integral, und zwar ist dies das allgemeine Integral. 
Setzen wir 

(27) C=lCl~+--C/, c!=c.cos(l'ba), c.,=c.sin(Vba), 

so erhalten WIr 

(28) Y = c· sin { \h (x + a)} . 

Das Integral wil'd also dul'ch eine Sinuskurve dargestellt. c ist die Ampli
tude del' Schwingungen. In der Tat wird inllner 

-c<Y~~+c. 

Die Periode T del' Schwingnngen ent,spricht einer Vermehrung des Sinus
argumentes um 2;r. Es wird also 

2n 
(29) T=---,. 

Vb 
Die Werte a und C bestimmen sich damus, daB flir x = 0 

Y=Yo' y'=vo 

werden solI (d. h. daB fiir den Anfang del' Bewegung Elongation und Ge
schwindigkeit . gegeben sind). Man findet dann 

(30) Yo= c·sin (,:b (~), vo = c· Vb cos (Vb a) 
woraus 

(31 ) 

(32) 

1st b <~ 0, sagen wir b = - fJ2, so werden 

c1 e{il' und c2 e-(i·r 

Integrale del' Differentialgleichung. das allgemeine Integral also 

(33) 

1st endlich b = 0, so haben wir die einfache Differentialgleichung y" = 0 , 
die durch jede lineare Funktion 

(~4) Y=C1 X+C2 

integriert wird. 
Fiir die allgemeine Differentialgleichung (22), in del' a + 0 ist, konnen 

wir nun den Ansatz machen 

(35) y = q> (x) ·l(:!:). 
Es wird dann 

y' = If (X) f' (J:) + (P' (x) {(x), 

y" = (P (x) l" Ix) + 2 9! (a;) f' (.:r) + (P" (xJ f(·lJ). 

'Vir nehmen weiter an, es werde, indem }. eine neue KOllstantE' bezeichnet. 

(361 (I" (x) =). (p (x) 

also auch (P"(X)=Arp'(;r)=}.2q>(:r). Dann ergibt sich fiil' f(x) die Differential
gleichung 

t" (;1;) +- (2 A + a) r' (x) + V.~ + a A + b) f\!:) = O. 
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Wahlen wir nun .4 so, daB 2}, + a = ° ist, nehmen wir also .4 = - ~ a 
und setzen darauf 

.4~ -l- aA. + b= b _ a2 =m, 
I 4 

so gelangen wir zu einer Gleichung 

(37) ," (x) + m ((xl = 0 

zuruck, d&ren Integral wir nach dem bereits erledigten Sonderfall 
konnen. AuBerdem liefert die Differentialgleichung filr !J? (x) 

(381 

(31)) 

!J?(x) = e)"" . 

Wir unterscheiden nun die 3 FaIle gesondert: 
a'2 

1. m> n. d. h. b - "4 > O. 

Wir erhalten dann das Integral 
a 

y=ce-<j1J) .sin{v'~(x+a)}, 

wenn c und a die Integrationskonstanten bedeuten. 
a2 

2. m < 0, d. h. b - '4 .C'" O. 

bestimmen 

Setzen wir m = - ,u2, 80 wil'd das Integral der Differentialgleichung 

(40) 

(H) 

3. m=O, d. h. 

(/ 
- _JO 

Y = e ~ (c1 e·/l ,. + c2 e -." :f.) • 

a2 

b--=O. 
4 

Dann wird das Integral del' Differentialgleichung 
a 

--x 
Y = e 2 (cl X + c~l. 

1m erst en FaIle sind c, te, im zweiten und dritten FaIle cl , c2 die Inte
grationskonstante. 

1m FaIle der gedampften Schwingungen ist a> 0, b> ° vorauszu
setzen, weil die dampfende Kraft del' Richtung der Bewegung entgegenge
setzt gericht.et und die treibende Kraft nach der Ruhelage hin gerichtet 
sein muB. Die Konstanten bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen, 
daB fiir x = 0: 

Y=Yo' 
Wir wollen insbesondere Vo = 0 voraussetzen, so daB zu Anfang Ruhe 

vorhanden ist. Dann sondern sich die drei FaIle folgendermaBen. 
a2 

1. Es wird, wenn b> 4 

Yo = c sin 0' m t:) , 0 = ~. ;;;, cos U m a) - ~ sin (1 m a) . 

Aus del' zweiten Gleichung folgt _. _ 
. - . 1 m 1 / a~ 

1421 sm (\ rna) = -V~+ a;= V 1 - 4b 

und dann aus der erst en Gleichung 

(431 
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Es bleiben eigentliehe Sehwingungen bestehen. Die Gleiehung 
a 

(44) y=ce-~" sin{Vm(x+al} 

zeigt aber, daB der Sinus = ± 1 wird fiir 

v m (x +- a) = (2 n + 1) ~ (n ganze Zahl). 

Diese Zeitpunkte liegen also urn 

(4fi ) 

auseinander, d. h. Ullmer urn dieselbe Zeit. Die zugehorigen Werte von y 
werden 

a J :r-\ ----;= ,(2"+1)., -VIn" I 
Y,,=±ce 2\", -(47) 

uncI es wird 

(48) Yn+l :Y,,=-e 21' 111 • 

Dieses VerhiHtnis ist also konstant. In der Mitte zwisehen den bereehneten 
Zeitpunkten wird del' Sinus = 0, also aueh Y = O. Man erhalt damit das 
eigentliehe Bild der gedampften Sehwingungen, bei dem die Sehwingungen 
noeh isoehron sind, die Amplituden abel' in geometriseher Progression abzu
nehmen seheinen (obwohl diese Besehreibung nieht ganz genau ist, da die 
so bereehneten Amplituden nicht die Stellen del' groBten Elongation bei 
den einzelnen Sehwingungen bezeiehnen). 

( 49) 

a2 . 

2. 1st b <' - so konnen wir setzen '" 4' 

Es wird dann 

(50) 
a /a'~ ~--

A =_+l/_-u. 
'J 2 Y 4 

Da u'> 0 sein soIl. wird "1 /a_.2 ~~ /' <:. es sind also Al und positiv, da / V4 '----2' i"J 

auch <: positiv ist. 
2 

Sollten nun c1 ' c~ aus den Anfangsbedingungen bestimmt 
fill' ;'; = 0 y = Yo> 0, y' = 0 wird, so ergibt sieh 

und daraus 
Yo = c1 +. c2 ' 0 = Al c1 + }'2 c2 

(51) 

wobei 

ergebenden Ausdruek. 

(52 ) 

werden, dal1 

III dem sieh 

daR erste Glied in del' Klammer fiir x > 0 groBel' wie dar; zweite, mithin y 
stets positiv, und nur fUr unendlich waehsendes x strebt y del' Null Zil. Bei 
del' Bewegung nahert sieh also del' betraehtete Punkt del' Nullage asymptotisch. 

(53) 

a2 
B. 1st - = h so wird das Integral -1- ., 

a 
- :r 

11 = e ~ leI·'I: C2 ) , 
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wobei CI und c2 wieder aus den Anfangsbedingungen zu bestinuuen sind. 
Diese liefern 

yo=== c2 , 
. a 
() == - - c., + ci ' 

:2 -

so daD sich del' Ausdl'uck verwandelt in 

(54 ) 

a 
Filr aile x ° ist, da, 2- > 0, auch y > 0 und erst fur ullendlich wachsen-

des :r nahel't sich y wieder del' Kull. Man sieht auch, daD die Geschwin
digkeit .") a 

, a- - -:r 
11 = - '4 Yo e :l :1: 

immer negativ ist, der Punkt also sieh stalldig del' Nullage zu bewegt. 
Wir wollen noeh einen einfachen und besollders wichtigen Fall einer 

nieht linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung betraehten, del' sieh 
beim mathematisehen Pendel darbietet. 1st B del' Ausschlagswinkel aus 
del' Ruhelage, l die Lange des Pendels, g die Besehleunigung del' Sehwere, 
t die Zeit, so bietet sieh hier die Differentialgleiehung dar: 

d2 {} g . 
-' ·=--sml~ 
d t2 l 

(55) 

dB 
Multiplizieren wir diese Gleiehung mit ')-
wird sie ~ d t ' 

:t (~~) 2 = 2 t d c(~: ,.~ 
und daraus folgt dureh Integration 

(56) (d {})2 g 
.. = 2 - cos If _L c 
,d t I I' 

I 

I-Gt 

so 

Fig. 171. 

wo c eine Integrationskonstante bedeutet. Del' Ausdruek auf del' linken 
Seite ist das Quadrat del' Winkelgesehwindigkeit. Damit sich fiir diese ein 
reeller Wert ergibt, muD die reehte Seite positi v sein. Es seheiden sich 
danach drei FaIle: 

1. c>:2 -j, sagen wir = 2 f + 01 02 . Dann laDt sieh del' reehten Seite 

von (5fi) die Form geben 

sie ist also immer positiv, welches aueh del' Wert von/} sei. Das Pendel 
fiihrt dann volle Umdrehungen aus. In del' tiefsten Lage (19 = 0) wird die 
Winkelgeschwindigkeit 

( D 7) WI = V 4 t + W()2 , 

in del' hochsten Lage (H = n) wird die Winkelgesehwindigkeit = (1)0' 

2. c = 2 f, d. h. Wo = O. Dann langt das Pendel in del' hoehsten Lage 

mit del' Geschwindigkeit 0 an. Es ist dart ein kritiseher Punkt. Das 
Pendel kann, dem kleinsten AustoD folgend, die Bewegung naeh val' warts 
odeI' riiekwarts fortsetzen. 
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, ~ 2g 
3. C <, l' Dann treten eigentliche Pendelschwingungen auf. Nennen 

WIr deren Amplitude IX, so ist 

(58) c = - 2 !L cos £1 Z· 

zu setzen und es ergibt sich 

(d {})2 g 
dt = 2 1 (eos H - cos IX) 

oder 

Setzen wir noch 

(59) . B . f( • k . 
SIn ~ = SIn ~ SIll 1,/' = . Sln'" 

2 2 't 

f ·· k . IX . ~ c'; •• , 't9, .,., if if 
ur = sm ~, so folgt sm" ~ - sm" - = k" COS" 11', COS ~ d ~ = k cos 'II' dll', 

2 2 2 2 2 

" 1'f 1 k"'" I COS" 2" = - - SIn" V', a so 

~60) dt=' /gl d'ljJ 
V v'1-Psin21j' 

Die Dauer ~ T einer halben Periode, also einer einfachen Schwingung, findet 

. dab' + hi" 1 n b' + n man, m em man 11 von - a IS (,; ge en ast, a so V' von - 2" IS 2" . 
Denmach wird 

(fil) 

also durch ein vollstandiges eUiptisches Integral erster Gattung ausgedriickt. 
Entwickelt man wieder den Integranden nach dem binomischen Lehrsatz 
und beschrankt sich auf die ersten beiden Glieder, so erhalt man fiir kleine 
Schwingungen angenahert 

T=4 V Lf('l +~k2 sin2 Ij,). dl/', 
g., 2 I 

o 
also 

(62) T = 2 n V I ( 1 + ~ k2 ) , 
g , I 

oder mit genii.gender Annaherung 

(Ii~) T = 2 n -V~ (1 + i~ sin 2 (( ) • 

In del' erst en Annaherung wil'd 

(fi4) 

die Sehwingungen sind dann isoehron, d. h. die Sehwingungsdauer wil'd 
unabhangig von del' Amplitude. Dies ist die bekannte Pendelformel. 
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2. Graphische Ulul numerisehe Losung, von Diffel'entialgleidmngen. 
Liegt effie Differentialgleichung von der' Form 

(11 
dy . 
ax = t(x. y) 

vor, so laDt diese sich geometrisch deuten, indem man sagt, es werde jedem 
Punkte der x y - Ebene eine Fortschreitungsrich tung zugewiesen, deren N eigung 
a gegen die positive :r - :\.chse durch die Beziehung 

dy 
{2) tga=CZx 

gegeben ist. Es sei dabei vorausgesetzt, daD f(x, y) eine eindeutige Funktion 
ist oder daB man sieh, wenn sie mehrdeutig ist, auf einen Zweig der Funktion 
beschrankt. Man erhalt so zu jedem Punkte die durch den Winkel cr. fest
gelegte Richtung, d. h. man findet ein Richtungsfeld, und es bedeutet 
nun die Integration del' Differentiulgleichung das Auffinden von Integral
k u r v en, deren Tangente in jedem Punkte die dul'ch das Richtungsfeld ge
gebene Richtung hat. 

Um solche Kurven zu finden, konstruiert man zuerst die durch die 
Gleichungen 
{3} ((x, YI = konst. 

gegebenen Isoklinen, d. h. die Kurven. fiir deren samtliche Punkte die 
Fortschreitungsrichtung des Richtungsfeldes die gleiche ist. Urn daun eine 
In tegralkurve zu finden, verfahrt man so, daB man eine K urve zeichnet, 
welche die einzelnen Isokl!nen unter del' vorgeschriebenen Richtung durch
setzt. 

Es ist nun mag'ich, ebB an einzelnen Stellen die Integralkurve die Iso
kline nicht schneidet, sondel'll beriihrt. Das setzt voraus, daB die Isokline 
un'der betl'. Stelle selbst eine Tangente hat, die in die dem Punkte zuge
ordnete Richtung fallt, d. h. es muD 

werden. 

(4) 

of' (if -1- - tcr (~ = 0 ox oy to 

r rio r . 
oder , ,-- t (x, YI = 0 

cr oy' 

Es ist aber nach del' vorgegebenen Differentialgleichullg (1) 

d~ y c r 0 f d y '0 f' 0 r . . - - -+ - + t(x yl d x~ - a x a y dx - a~, "0 y . , .' 
d~ 1] 

Also wird an einer solchen Stelle '. =~ U. d. h. die Integralknrve hat dort 
d x'-

einen Wendepunkt. 
Nimmt man nun an, es sei durch graphische Konstruktiol1 eine Kurve 

gefunden, die, von einem gegebenen Punkte Po (xo' Yol ausgehend, zunachst nul' 
annahernd die Forderullg erfiillt, die Isoklinen in den gefol'dei'ten Rich
tungen zu schneiden, dann wli.rde die Gleichung dieser Kurve in del' ftnft
lytischen Darstellung die Form 

(4 I Yl = (Pll;;:) 

haben, wobei Y 1 von del' bei der wirklichen Integralkul've an del' Abszisse 
;l' ftuftretenden Ordinate y etwas vel'schieden vorauszusetzen ist. Man kallli 
jetzt in der Diffel'entialgleichullg (1) auf del' rechten Seite den Naherullgs
wert Y = Yl = (Pl (~r) einsetzen. Dann wird die rechte Seite eine Funktion 
von x allein und y Hint sich durch eine bloDe Quadratur fillden. Aller
dings ist die so gefundene Lasung immer noeh nicht genau, weil ja y auf 
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der rechten Seite nicht den genauen Wert bekommen hat. Wir erhalten 
vielmehr nur cine neue Naherung 

," 
(5) Y2 = Yo + f f(x, CPl (x)) d:r = q~ IX). 

Diese Naherung ist aber schon besser wie die erstc, und wiederholt ilian den
selben Schritt noeh einmal, indem man jetzt 

.t: 

IH) Y:l = Yo + f fix, (P~ (:r)) d:r = cr':l 1::1.') 

aus\vertet, so findet man eine noeh bess ere Annaherung. So kann man be
liebig weit fortschreiten. 

Dabei ist zu bedenken, daB /'Ix, CPl (xl"! = f(x, Y1) = tg a l wird, wenn 
die an der Stelle (x, Yl) vorhandene Richtung mit der x·Achse den Winkel ((1 

einsehlieBt. Hiernach ist diese Ordinate sehr einfach graphisch zu bestimmen 
und darauf die Integration in (5) graphiseh auszufi.ihren. 

Wenn nun die Isoklinen an den Stellen, an denen sie von del' ersten 
genaherten Integralkurve passiert -werden, nahezu senkrecht zul' x-Aehse vel'
laufen, so werden die Naehbarstellen, an denen sie von del' zweiten ge
naherten Integralkurve passiert werden, von den erst en Stellen nul' sehr 
wenig versehiedene Abszissen haben, Damit werden abel' auch die filr die· 
Quadratur aufzutragenden Ordinaten sehr wenig versehieden und die neue 
Annahel'ung wird nur noeh eine sehr geringe Verbesserung liefern, so daB
unter Umstanden schon die vorausgehende als hinreiehend anzusehen ist. 

Es ist deshalb von V orteil, das Koordinatensystem nach dem Auffinden 
del' ersten genaherten Integralkurve so zu verandern, daB man fiir die Rieh
tung der neuen y-Aehse einen Mittelwert del' bei dem Passieren del' Iso
klinen in Betraeht kommenden Riehtungen w1ihlt. Die neue x-Achse ist· 
dann zu diesen Riehtungen mit mogliehster Annaherung senkreeht, und das 
Naherungsverfahren erhii.lt die Form. in del' ('s mogliehst raseh zum Ziele 
fi.lhrt. Eine solehe Veranderung aes Koordinatensystems ist aber ohne wei
teres moglieh, da ja das Integrationsproblem in del' graphisehen Formulierung 
von dem zugrunde gelegten Koordinatensystem ganz unabhangig ist, indem 
nul' den einzelnen Punkten jedesmal eine bestiml11te Riehtung zugewiesen 
wi I'd und diese Riehtungen dureh StrahIen, die von einem Pol P ausgehen 
und den einzelnen Isoklinen zugeordnet werden, ohne weiteres gra.phiseh 
festgelegt werden konnen. 

In del' Fig. 172 ist so die Losung fi.ir die Diffel'entialgleichung 

dy = 1/.r~ I !Jl ~ 
dx T 

gegebell. In diesem Falle sind die Isoklinen einfach konzentl'ische Kreise 
mit dem Mittelpunkt O. VOlll Anfangspullkte Po aus ist dann mit den 
Punkten 81 82 ••• die erste N1iherung '/:1 del' Integralkurve gezeichnet. indem 
del' Reihe nach die Parallelen zu den vom Pole W ausgehenden Strahlen 
gezogen wurden. Diese Strahl en liefern die Richtungen, unter denen die 
gleieh bezeiehneten Isoklinen von der Integralkurve passiert werden sollen. 
Es ist darauf die neue Ordinatenachse II so gewahlt worden, daB sie mog
lichst einen Mittelwert del' Richtungen liefert, welche die Isoklinen an 
den in Betracht kommenden Stellen haben. Zur neuen Abszissenaehse ~ ist 
durch W die Parallele gezogen und auf dieser in ihrem Schnittpunkte V mit 
del' Skala das Lot errichtet. Auf diesem Lot erscheinen dann die Ordinaten, 
die man unter den Punkten 8 1 82 •• , auf del' Achse ~ zu errichten hat, Ulll. 
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die Kurve i 1 zu finden, deren Integration gemiiB der Formel (5) die zweite 
Annaherung 7:2 der Integralkurve liefert. Die Kurve i 1 wird zu dem Zweck 
durch eine Staffelfigur ersetzt, deren einzelne Teile den zugeh6rigen von der 
Kurve i 1 begrenzten Flachenstreifen moglichst gleich sind. Die Hohen dieser 
Staffeln sind auf der 1}-Achse abgetragen und yom Pole P nach den 80 ge
wonnenen Punkten die 
Strahlen gezogen. Die 
Integralkurve 7., wird 
dann als Polygon~ug an
genahert, indem man zu 
jenen Strahl en zwischen 
den begrenzenden Ordi
naten del' Staffeln die 
Parallelen zieht. 

N eben diesem gra
phischen V erfahren kann 
aber auch eine nume
rische Methode zur Lo
sung der Differential
gleichung (1) benutzt 
werden. Man beachte 
zunachst, daB man ja, 
nachdem man einem 
Werte Xo des Argumen
tes den zugehorigen 
Funktionswert Yo belie
big zugewiesen hat, den 
Funktionswert Yo+ k 

5 

3,5 

3 

2,5 

p 

Fig. 1.2. 

fiir einen dem ersten nahe benachbartell ArgumelltW{lrt Xo + h aus del' Diffe-

rentialgleichung selbst findet, illdem man dd Y mit dem Quotienten der Diffe-
x 

renzen ~ gleichsetzt, also naherungsweise fiir Ie den Wert 

(7.) 

nimmt. Diese Annaherung wiirde aber nul' hinreichen, wenn h sehr klein 
genommen wird, also eine groBe Anzahl von einzelnen Schritten erfordern, 
urn den Funktionswert fUr eine nennenswerte Strecke zu erhalten, und da
mit miihsame Rechnungen bedingen. 

Man kann den bei der Berechnung von Ie begangenen Fehler ohne 
weiteres ausdriicken, wenn man die Funktion y = f(x) in del' Nahe der 
Stelle Xo nach dem Taylorschen Lehrsatz entwickelt. Es wird danll 

(8) 

d 1 b .. 1 (d v) " , un ca 61 1St ·"'1= d" =t(a'o' Yol. 
,x I) 

k begangene Fehler 
(9) 

also ist der bei der Bereclmung "OIl 

Die Aufgabe wird nun die sein, k auf andere Weise elm"art zu berechnen, 
daB es mit dem Ergebnis del' Taylorschen Reihenentwicldung in mehr Glie
dern iibereinstimmt. Dann wird del' Fehleransdruck fLir k erst mit h6heren 
Potenzen von h beginnen und damit fLlr kleine Werte von h bedeutend ga
ringer sein. 
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Es ist nun von K u t t a ein VerEahren angegeben worden, das es ermog
licht, den Fehler erst mit del' fiinften Potenz von h beginnen zu lassen, 
das also eine sehr gute Annaherung liefert. Zu dem Zwecke setzt man: 

(10) 

und dabei wird 

(11) 

rk1 =((xO' yo)·h, 

J k~=((xo+~h, YO+~kl)·h, 

1 k:3 = (lxo + ~ h, Yo + ~ k~ ) . h , 

lk4 =f'(xo+h, Yo k:3).h. 

Um cinen MaBstab fiir die Genauigkeit del' so berechncten Werte zu haben, 
muB man die Rechnung zweimal durchfuhren, einmal fur das Intervall h 
und das zweite Mal fur das Intervall 2 h. Del' 16. Teil del' Differenz, die 
sich hierbei fUr die Werte von y ergibt, liefert dann die GroBenordnung des 
begangenen Fehlers. 

3. Partielle Diffel'entialgleiehungen. 
Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen, welche eine 

Funktion von mehreren Veranderlichen durch eine analytische Beziehung 
zwischen den partiellen Differ!'ntialquotienten del' Funktion nach den ein
zelnen Veranderlichen bestimmen. Wir bcschranken uns hier auf Funktionen 'u 
von zwei Veranderlichen x, t, von denen die eine als Lange, die andere als 
Zeit aufgefaBt wird, und wahlen als erstes Beispiel die partielle Differen
tialgleichung der Warmeleitung 

(1) 

in del' ,n~ eine Konstante, 'U die Temperatul' bedeutet. vVir suchen die Losung 
zu erreichen, ind!'m wir u als das Produkt einer Funktion g (x) von :r und 
einer Funktion h (tJ von t ansetzen, indem wir also annehmen 

(21 
Es wird danll 

und damit 

u=glx)·h(t). 

r 'u , l' ( ) 
--=g[x)'/~ t, 

ct 
(~U" ) 
-c--:; = g Ix), h If 
(' X" 

g IX)' h' (I) =,u~' g" [x). h (t) . 

Diese Gleichung ist erfiHlt, welm 

(3) 

., 
"() (/" g x = "glx), 

,lr 

wird, indcm a~ eine neue Konstante bezeichnet. 
Wir finden als Losungen diesel' beiden gewohnlichen Differential-

gleichungen 

(4) 
also 

15) 

" n. Z t 
h(tl~e , 

!!'~.:f ~ {(2 t 
u=c,f( 

Xehmen wlr fiir (/~ eillcn komplexen Wert (1= -u(l--'£), so wird 
a~=c L 2 ((~, also 

[ til 
- (~.I'.-I-. i (:! ((2 t -,',', .r) 

'll=e ,II 
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Den verschiedenen V orzeichen entsprechen zwei Losungen u 1 ' u~, deren halbe 
Summe ~ (u1 + u9 ) wieder €line Losung ist. Da abel' 

1 ( iz+ iZ)' "2 e e = cosz, 
wira 

~(Ul+UO)=e-~xcos(2a2t- a xl, 
~ ,. fl.! 

und da diesel' Ausdruck eine Losung der Differentialgleichung bleibt, wenll 
wir ihn mit einer Konstanten A multiplizieren und noch eine Konstante B 
addieren, konnen wir die Losung ansetzen in der Form 

_--=- /~ (2 Jr t x 1 j---;;) 
(6 a) u = A e .I'" T cos T - ~/~ V '1'- + B . 

Wir haben dabei noch (e = -V~ gemacht. u andert sich nicht, wenn t 

um T vermehrt wird, d. h. es ist T die (zeitliche) Periode der Funktion 'U, 

und wir haben sonach €line periodische Losung der Differentialgleichung (1) 
gefunden. 

( 7) 

Die Losung setzt voraus, daB fur x = () 

2 n t 
uo=A cos--+B T . 

wird. Das hciBt, wenn wir uns die Ebene x = 0 etwa als die horizontal 
angenommene Erdoberflache vorstellen, und voraussetzen, daB die Tem
peratur tt nul' von der Tiefe x unter dem Erdboden abhangt, so soll an del' 
Oberflache selbst eine nach dem Sinusgesetz periodisch mit der Periode T 
schwankende Temperatur vorhanden sein, wie dies in dem Wechsel der 
Tages- und J ahreszeiten annahernd del' Fall ist. 

Ist x sehr groB, so wird del' Faktor von A in dem Ausdrucke vonu 
sehr klein. Man kann dieses Glied also vernachlassigen und findet, daB in 
sehr groBer Tiefe die konstante Temperatur B herrscht. 

Wenn wir nun fur €line bestimmte Tiefe;1: die Zeiten feststellen wollen, 
fur ,velche die Temperatur ihren hochsten oder kleinsten Wert annimmt, so 
mussen wir den Cosinus = 1 machen, also 

(8) 2;'(t -2~ Vr)=n';T, 
wobei n €line ganze Zahl bedeutet. Diese Gleichung zeigt, daB die so sich 
ergebende Zeit urn den Betrag 

t~V! 
von del' Zeit verschieden iat, zu del' del' hochste oder niedrigste Wert an 
del' Oberflache auftritt. Die Warmewelle schreitet also mit del' Ge
schwindigkeit 

(~J) v =- 2 ,n V~ 
nach dem Innerll del' Erde zu fort. 

Gleichzeitig nimmt ihre Amplitude, die an del' Oberflache A betragt. 
ab und wird 

.r. .f 

(10) A·e,,-\f. 

Sie ist demnach III geni.igend groBer Tiefe verschwindend gering. 
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Um einen Anhaltspunkt zur Bestimmung des in del' Differential
gleichung steckenden Zahlwertes ft zu haben, nehme man den Tag als Zeit
einheit und das Meter ais Langeneinbeit an. Die Geschwindigkeit v fiir die 
Fortpflanzung der taglichen Temperaturschwankungen wird dann nabezu 

m 
=1 -, und fiir p folgt, wenn v=l, T=1 gesetzt wird, 

Tag 

(11) 
1 

lit = ~- = 0,28 . 
2Yn 

Bei del' jahrlichell Temperaturscbwankung ist ferner del' Wert v = 0,0464 
festgestellt worden. Daraus ergibt sicb 

(11 a) ,It = 0,0464 .y~65,25 = 0,25 
2Yn 

in hinreichender Ubereinstimmung mit dem vorigen Wert. 
Nimmt man nun abel' an der Erdoberflache keine periodische Schwan

kung, sondel'll ein allmahliches Abklingen einer urspriinglich vorhanclenen 
sehr hohen Temperatur an, wie sie in del' Tat VOl' einer langen Reihe von 
Jahren bestanden haben soIl, so ist die gegebene Lasung del' Differential
gleichung nicht zu brauchen. Es ist vielmehr statt ihrer ein anderer Ansatz 
zu wahlen. \Vir versuehen einen soleben, inclem wir u als Funktion von 

( 12) 

betrnehtcn. Es wircl dann 
r1l du 2z 

r'x dz rx 

x 
Z= ---~ 

V t 

du 1 

dz 'Vt' 
r'u du2z du x 
it -J:;'?t--(i~'2tVt' 

c~u 

?;;~ 

Damit nimmt die DifferE'ntialgleiehung die Form an 
du x d2 u1 ___ ._ -==p2. _,._. 
d z 2 t 1/ t d z" t 

du 
und, wenn Wlr -- = u: setzen, wird 

dz 

also 

dIn w z 
d z 2 ,Il2 ' 

., ,.,-

d~u 1 

dz~' t ' 

22 

Inll'=-
4 i7i' 

'lv=e 4-,,,2 

und 
Z z:.! r -4~;;2 I 

u=." e . cz, .2= (13 ) 
Vt 

Setzen Wlr noch 
o 

z 
also 

x 

~ = 2,uVt --=""' 
2,u 

1 
und fiigen wieder eille multiplikative Konstante A - --' nnd eine aclclitiylc' 

,u l 7[ 

Konstante B hinzu, flO erhalten wir encllieh als Integral del" Differentialgleiehung 
-

(14) U~A:2Je ~2 d:: 
l/::r 

B, 
x 

~ = 2 ,II li i- . 
o 



Wir schreiben noch 

(10 ) 

Dann wird 

(14a) 

Partielle Differentialgleichungel1. 

c 

~ ~ 2 e _ _ . fli.('") = ' J' _~2 (n 
. . V n 

o 

H= A· cP ('- :1:--=) + B 
2,uVt 
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die Losung del' Differentialgleichung. 
negative Werte von (, also auch fii.r 
noch B = 0 voraussetzen, 1L = A. 

Fiir hinreichend groBe positive odeI' 
t = 0, wird cP (') = 1, also, wenn wir 

Es folgt weiter 
c u 2, _ ~2 () ( A 1 _ --"'-"-
- = ----=.Ae '-, -= - --_.-= e 4,«21. 

0;1; Vn 2x ,uVJT Vt 
(16) 

Nilllmt man nun an, daB, als im Verlauf del' allmiihlichen Abkiihlung eine erstarrte 
Erdkruste sich bildete, die Temperatur u an del' ErdoberfHiche A = 4000 0 C. 

t f d B ., d' Ab I . d T' f C u, 1 Grad Jetrug, orner a gegenWal'tlg Ie na 11ne mIt er Ie e - = -- -M -
(:I x 25 eter 

betriigt, so wiirde fiir die seit dem Erstarren del' Erdoberfliiche verflossene 
Zeit t -' wenn in del' vorigen Formel x = 0, ,U = 1 : 2 -V JT gesetzt wird, folgen 

1 8000 

25 ,It 

nnd daraus t = 4 .1010 Tage odeI' rund 100 Millionen Jahre. -
Als z wei t e s Beispiel einer partiellen Differentialgleichung behandeln wir 

die Differentialgleichung 

(17) 

Diese Differentialgleichung ist linear und hOlllogen von del' zweiten 'Ordnnng 
und tritt als Differentialgleichung del' schwingenden Saiten, allgemein als 
Schwingungsgleichung bei nul' einer riinmlichen Dimension x auf. 

Man kann die Differentialgleichnng losen, indem man einen Ansatz 

{ 18) at) 
ma~ht. Dann wird 

y = r(x 

unc1 

folglich 

r y,/(, I ' 
-::-- = tXT at) , 
rX 

;'~y .,,' + ' 
--:-.' = t (,,; at). 
,- :t:- ' , 

(y " I ) 
-c-- = t Ix ,- at· ((. 
d 

"" '"Y .", + ) ., .- - = t IX at· a-
? t"!. \ ' 

c'! Y ., C'!y 
i-'t~ =a-.?~~, 

woraus sieh durch Vergieich mit (17) (l'! = ,u~ , also (l = -+: ,It ergibt, und 
damit kann als allgemeine, Losung del' Differentialgleichung (17) 

(18) y = t~ (x + ,ll t) + h (x - ,u t) 
angesetzt werden, wenn t~, t~ unbestimmte Funktionen bezeichnen. 

Man hestilllmt clie Fnnktionen t~. t~, indem man die Werte von y und 

" !I fiiI' I ~= 0 als gegeben annimmt. Es werden dann 
i) t ~ 

t; (;1') + f~I;l') = 9 IX) . 

(19) ,H [f/(x) - t~'(.r'IJ = lj! (x'), 
Hnlldhibliothck. I. 1. 14 
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wenn cp (x'J, 'I' (xl gegebene Funktionen bezeichnet. Nimmt man fiir t = 0 
oy _ 

insbesondere eine Ruhelage, also ili=O an, d. h.lp(X)=O, so wird t~'(x) 

= f~' (x) und man kann t~ (x) = f~ (x) = {(x) setzen, wobei 

{(x) = ~ cp (x) 
wird, so daB sich 

(20) Y= ~ cp (x + ft t) + ~ (P (x - /d) 

ergibt. Del' Anfangszustand zerlegt sich in zwei gleichgroBe Komponenten, 
die sich nach entgegengesetzten Richtungen mit der Gesch windigkeit ft fort
pflanzen. 

Fiir die praktische Behandlung des Problems der schwingenden Saiten 
geeignetel' ist aber ein Ansatz von der Form 

(211 y=g(x).h(t). 

Dann liefel't die Differentialgleichung die Bedingung 

g (x) h"(t) = llV'(X) h (t), 
die erfiillt ist, wenn 

(22) II' ) (' ) g (x =-ag x" h"(') "h(' t =--((1',- t) 

gesetzt wird. Man fiihl't also auf diese Weise die partielle Differential
gleichung auf zwei gewohnliche Different,ialgleichungen zuriick. 

Die erste diesel' Differentialgleichungen wird gelost durch die Funktion 

(23) g (x) = sin (Ve( x). 
Handelt es sich nun um eine schwingende Saite, so sollen die Enden 

del' Saite in Ruhe bleiben. Es muB also die Funktion y = g (x). h (t) fiir 
aIle Werte von t an den Stellen, wo x = 0 odeI' x = t, wenn l die Seiten· 
Hinge ist, verschwinden. Die Bedingung fur x = 0 ist durch den gewahlten 
Ansatz fiir g(x) von selbst erfiillt. SolI auch die Bedingung fUr x = lerfiillt 
sein, so llluB 

sin (v!~l) = 0 
- - n:n 

'werden, also Vat ein Vielfaches n:n von:n. Daraus folgt Va = lund 

(2±) ( ) . nTrX 
g x =sm--Z-' 

Mit diesem Wert von a wird nun die Differentialgleichung flir h (tl 

~II')_ (n:n,11)9 h () t (t - -- --l t 

und diese Differentialgleichung wird gelost durch die Funktion 

(25') h(t) = c sin (n7[t~ + fJ) . 
Damit wird die Losung del' gegebenen Differentialgleichung 

(26) . (n:nllt +) . nnx y = c sm ~Z~ f3. sm -or . 
Die hiernach flir clie verschiedenen Werte n = 1, 2, ;3, '" dargestellten 

Schwingungsvorgange del' Saite sind leicht zu iibersehen. Die Saite hat in 
jedem Augenblicke die Gestalt einer Sinuslinie, welche die a;-Achse in den 

l I 
Punkten ~ -, ... s:?hneidet. Diese heil3en die Knotenpunkte del' :Schwin-

n n 
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gung. Jeder Punkt x del' Saite schwingt dabei senkrecht zur x-Achse nach 

S . d A I' d . nn:r dem inusgesetze mIt er ,,,,,mp Itu e C SIll- I -. Del' Amlschlag 

. (nnut I fJ) C SIn -- -i- ,---
del' fiJr die Zeit t sich ergebenden Sinuslinie sehwankt sclbst im Laufe del' Zeit 
nach dem Sinusgesetz. So oft diesel' Aussehlag verschwindet, geht die Saite 
durch ihre Ruhelage hindurch. Sie hat ihre groBte Abweiehung von del' 
Ruhelage, wenn del' Sinus = ± 1 wird, also 

(27) nJlpt +fJ ' +) Jl -Z- =(2m 12 

ist, wo m wieder eine ganze Zahl bezeichnet, und zwar ist del' Ausschlag 
dann = ± c. Der Sehwingungsvorgang ist ein periodischer mit del' Periode 

2l 
(28) T=--, 

nft 

fl' ist dabei ellle von der Beschaffenheit del' Saite abhangende Konstante. 

T heiBt die Schwingungsdauer, ~. die Schwingungszahl, d.h. die Zahl 

del' Schwingungen in der Zeiteinheit. 
Fiir n = 1 schlagen alle Punkte del' Saite aus, nul' die Endpunkte treten 

als Knotenpunkte auf. Man bezeichnet die zugehorige Schwingungszahl als 
den Grundton derSaite. Bei den Werten n= 2,3, ... sind 2,3, ... Knoten
punkte auf der Saite vorhanden, die sie in gleiche Teile teilen, und die 
Schwingungszahlen sind das 2, 3, ... fache VOUl Grundton. Dies sind die sog. 
Obertonc. Fiir n = 2 ergibt sich die Oktave, von dieser fiir n = 3 die 
Quinte usw. 

Nun konhen aIle diese Schwingungen gleichzeitig auftreten und tun es 
auch im allgemeinen, man hat also die den verschiedenen Schwingungen ent
sprechenden Losungen del' Differentialgleichung zu yereinigen und ihm all
gemeine L08ung in del" Form anzusetzen 

(29) ) :-1 • (nnut t- ' ) . nnx Y = C sln- '--- - I) . 8m --
..:...J n I /' n Z ' 

wobei die Summe iiber aIle Zahlen von n = 1 bis n = ex- zu erstreeken ist. 
Man kann diesen Ausdruek auch in del' Form sehreiben 

1;30) ~( l1Jlpt . nJl,ut) . l1nx 
Yl = ' a eos---- + b 8111 -- SIn -.-

,n 1 n 1 l' 

wenn lllan (/."=c,,sinfin' b"=c"eo8fJ,, setzt. DeI" gefundene Ausdl'uck 
wird al8 eine Fouriersehe Reihe bezeichnet. 

Die Koeffizienten an' b" in diesel' Reihe sind daraus zu bestimmen, daB 
dy 

zu Anfang, also fiir t = 0, y und 'd" - gegebel1e Funktionen von x sind, daB 
t 

also die Anfangsgestalt del' Saite und die Anfangsge8ehwindigkeiten ihrer 
Punkte gegeben sind. Sind die zugehorigen Funktionen f.fJ (x) und 1[' (x), 
so wird 

('31) \ '"' nJTX 
(,-' I,;r,) = '/ a sin·· Z ' 

..:...J It 

, '/l.;-r I,t • 
weun a" = -/- b" gesetzt wnel. 

) \ ",. nJTJ.' 
"I' i;r = .. a 8111 - .• 

~I It I' 

l-±* 
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Es ist nun ein allgemeiner Satz, daB sich die Werte del' Koeffizienten 
(1. odeI' a I in dies en Ausdriicken aus den fiir das Intervall x = 0 bis x = l 
~illkiirlich' gegebenen Funktionen rp(x) und ~(x) allgemein berechnen lassen. 

1st insbesondere die Saite anfanglich in Ruhe, so wird 1/' (x) = 0 (d. h. diese 
Funktion verschwindet identisch) und damit wird auch a,,' ~~ 0 und folglich 
b" = O. Die Losung lu,t dann die einfachere Form 

(32) 
\' niT ,lit . niTX 

'1/ = ~ an cos -z- 8m - 1 

4. Hal'lllOllische Analyse. 

Eine periodische Funktion f (x) von del' Periode T kann allgemein durch 
emen AU8druck von folgendel' Form angenahert werden: 

( t) rp(x) = 0.0 + 0.1 sin u + a~ sin 2 u + ... + un _lsin In - nu 
+ b1 cos U + b~ cos 2 u + ... + bn cos n'll , 

x 
wobei u = 2iT Hauft man him'in die Anzahl del' Glieder, so kann man 

T 

unter gewissen Bedingungen jeden beliebigen Grad del' Annaherung en'eichen 
{F 0 uriers c her Satz). 

Hat n einen beliebigen Wert, so sind die gLlnstigsten Wel'te del' Koeffi
zienten (Ii und bi dadul'ch bestimmt, daB das Integral 

, 
(2) J{f"{.x)=rp(X)rdx 

o 
ein Minimum werden solI. Damus ergeben sich die Gleichungen: 

, 
J{((X) = rp(x) }d:r = 0, 
II 

J sin F (~~.~) ({(x) - rp(a;)} da; = 0, J cos it c~~;{;) {f'(;r) - - rp(x) }dx = 0 

() en = 1~ :2, ... n -1·) (I I,ll = L 2, ... ·JI). 

Die Losungen diesel' Gleichungen lauten: 

( -! ) 
ao = 1 )fP:)d:r, 

T •. 

< 

2 J (9;"TX) au = ~. sin/I ~~. (lx}d:r, 0) J . (27TX) b" = W cos /1 "-.'. (I:r) d.l' 
T. T 

(I ('1l=1.2, ... n-1) o (,II = 1, 2; ... n). 

FLU: die angenahel'te Bel'echnung konnen nun bei hinlanglich groBem n die 
Integrale dUl'ch Summen el'setzt werden. indem man nimmt 

\
( 1 ~ 1 C\'I~ . 

((. = - - ,. y b = --1/. ( - 1) 
o 2 n .L..J i' "2n ~., ' 

1 1 

151 ~ :!'I/ , "n 

l a,,~~ 1._ )'ysin(H1: iT.), v,,= 1. )1y.COS(lli:l). (,I1.=l,:Z .... ,II--ll. 
, 'n..:..-' . / \' n . ' n..:..J! j n 

1 1 

Yi= ((.rJ, 

wobei die :r i eiller Teilung del' Periode in :Z 11 gleic:he Teile entsprechen. 
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Man kann die Bereehnung graphiseh ausfuhren in folgender Weise. In 
einer erst en Figur trligt man in beliebigem MaBstabe die Werte del' Sinus 
und Kosinus auf einer vertikalen Aehse von del' hol'izontalen Abszissenaehse 
aus abo In del' Figur bedeuten die nieht eingeklammerten Zahlen die Wel'tei 
fur die Sinus, die eingeklammerten Zahlen die Werte i fur die Kosinus. 
n ist gleieh 8 vorausgesetzt. Del' Abstand des Poles P auf del' Abszissen
aehse von del' vel'tikalen Aehse ist = 1 angenommen. P ist darauf mit den 
einzelnen Teilpunkten dureh Strahlen verbunden. In einer zweiten Figur 
werden die Werte Yl' y~, y~, ... auf del' Abszissenaehse nacheinander del' GroBe 
und dem Sinne naeh abge
tragen und in den Teilpunk
ten die Ol'dinaten erriehtet. 
Um dann all zu find en, zieht 
man durch den Anfangspunkt 
die Parallele zu dem naeh dem 
Punkte ft del' erst en Figur 
hinlaufenden Strahl bis zu del' 
ersten Ordinate del' zweiten 
Figur. Dureh den Sehnitt
punkt del' gezogenen Paral
lelen mit diesel' Ordinate zieht 
man weiter die Parallele zu 

o 
p 

q 

~2}6 2(1q) A1 3(15) 

F~)71(13} 

,M B OIIZ 

y, Yz 

Fig. 172. 

dem nach dem Punkte 2,u del' er:3ten Figur hinlaufenden Strahl bis zu del' 
zweiten Ordinate del' zweiten Figur, durch den so auf del' zweiten Ordinate 
gewonnenen Punkt weiter die Parallele zu dem nach dem Teilpunkte 3,u 
hinlaufenden Strahl usw. (In del' Figur 178 ist del' Anfang des Polygonzuges 
fur den Koeffizienten a;~ gezeichnet.) Ebenso verfahrt man zur Bestimmung 
del' Koeffizienten bi' Del' Wert des Koeffizienten selbst wird jedesmal ge
funden, indem man die letzte gefundene Ordinate in n gleiche Teile teilt. 
Nul' del' Koeffizient ao wird gefunden, indem man den Abstand des Anfangs
punktes von dem Endpunkt del' Strecke Y2!l dureh 2 n teilt (oder auch indem 
lllan i.iberall den in del' angegebenen Weise gezogenen Parallelen die Neigung 
45 U gegen die Abszissenachse gibt, so daB auf del' letzten Ordinate eine 
Strecke gleieh clem genannten Abstande abgegrenzt wird). Bei del' Konstruk
tion von "" geht die N eigung del' Parallelen abwechselnd urn 45 0 nach auf
warts und nach abwarts, und am Ende ist durch 2 n zu teilen. 

Die graphische Bestimmung laBt sich sehr einfach auch durch eine 
I'echnerische Auswertung ersetzen. 



Zehntes Kapitel. 

Vektoren. 

1. Heomctl'ische TheOJ'ie del' komplexeu ZahleJl. 
Unter einem Vektor versteht man eine Strecke von gegebener Lange 

und Richtung.Die Lange dieser Strecke nennt man den Modul des Vektors. 
Man kann dann auf Vektoren die Opel'ationen der Addition und Subtraktion 
leicht iibertragen. Es werden ja auch die gewohnlichen Zahlen durch Strecken 
v.on bestimmter Lange und bestimmtem Richtungssinn auf einer gel'aden 
Linie, del' Zahlenachse, dargestellt, und. die Addition zweier Zahlen be
deutet, daB man von den beiden sie dal'stellenden Strecken die eine ohne 
Anderung ihrer Lange und ihl'es Richtungssinnes mit dem Anfangspunkt an 
den Endpunkt del' anderen St,recke legt, dann ist die Strecke, welche von 
dem Anfangspunkt dieser Strecke nach dem Endpunkt der andel'en hinfi'thl't. 
die gesuchte Summe. Entsprechend legt man fest: 

Die Summe zweier Vektoren wird gefunden, indem man den 
einen Vektor ohne Anderung seiner Lange und Richtung mit 
seinem Aufangspunkt an den Endpunkt des anderen Vektors 
legt, dann ist der Vektor, welcher vom Anfaugspunkt diese s 
Vektors nach dem Endpunkt des anderen Vektors hinfiihrt. die 
Summe del' beiden Vektoren. 

Man erkennt daun sofort, daB, wenn fl, b, c drei Vektol'en bedeuten, 
die Beziehungen gelten 

(1) a+b=b+a, ((t b)+c=a+(b+c). 
Um die Differenz zweier Vektoren festzulegen, filhrt man zu einem 

Vektor b den entgegengesetzten Vektor - b ein. Darunter vel'steht 
man den Vektor von gleicher Lange, abel' entgegengesetzter Richtung. Man 
legt dann fest: 
(2) n- b=(t+( ~ b), 

a 
Fig. 174. Fig. 17r). Fig. 17(1. 

d. h. man subtrahiert von einem Vektol' einen ftnderen Vektol', 
indem man den entgegellgesetzten Vektol' addiert. In del' Tat 
erkennt man, daB hei diesel' FeRtlcgllng die fiir die Ruhtraktion kennzeich
nende Beziehung gilt 
(~) (a - . b)+- b = a . 
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Aueh das Verbaltnis zweier Vektoren laBt sieh, wenn man die Betraeh
tung auf die einer Ebene angehorenden Vektoren besebrankt, leieht 
festlegen, indem man bestimmt: Zwei Paare von Vektoren sollen ver
baltnisgleieh sein, wenn die Langen der Vektoren beider Paare 
verhaltnisgleieh sind und sie (det" GroBe und dem Sinne naeh) 
gleiehe Winkel einsehlieBen, also dureh Verbindung iht'er End
punkte zwei gleiehsinnige ahnliehe Dt'eieeke entstehen (Fig. 177). 
Sind die Vektoren parallel, so kann ihr Verhiiltnis als eine einfaehe Zahl 
gedeutet werden. Es folgt sofort, daB zwei aus geraden Streeken bestehende 
Figuren dann und nur dann gleichsinnig ahnlich sind, wenn diese Strecken, 
als Vektoren aufgefaBt, verhiiltnisgleich sind. 

Die Multiplikation zweier Vektoren ist nicht ebenso einfach festzulegen. 
Dagegen ergibt sich sofort eine Vorscbrift fiir die Multiplikation eines Vek-

tors a mit einem Vektol'verbiiltnis d. Durch 
c 

diese Multiplikation entsteht wieder ein Vek
tor b, es wird also 

d 
(t·-=b, 

c 
und dabei ist, b dadurch festgelegt, daf3 

b d 
(t c 

werden solI. Fig. 177. 

Um nun zur Multiplikation zweier Vektoren iiberzugehen, muB man 
einen E i n h e its v e k tor einfiihren. Dies soIl ein Vektor von del' Lange 1 
und zuniichst beliebiger R,iehtung sein. Er werde der Einfaehheit halber 
durch die Zahl 1 bezeichnet. Das hat zur Folge, daB ein Vektor, der dem 
Einheitsvektor parallel ist, dureh eine einfache Zahl dargestellt wird. Nun 
kann aber jeder Vektor a auch als ein VektOl'verhiiltnis ge
deutet werden, wenn man ihn mit dem Einheitsvektor zu
sammennimmt. Es bedeutet dies, daB man 

(4) 

ansetzt. 

(5) 

a 
(1,=--

1 

Dann ergibt sicb sofort 

b 
a·b=((.·--, 

1 

und damit folgende Regel: Um einen Vektor a mit einem E---:1---~ 
anderen Vektor b zu multiplizieren, trage man an Fig. 178. 
ihn der GroBe und dem Sinne nach den Winkel ab, 
den der Einheitsvektor mit dem Vektor b bildet und auf del' so 
gefundenen Richtung das Produkt del' Langen von a und lJ. 

Aus dieser Vorschrift leitet man die.Regeln ab: 

(61 a,b=b·a, (a·b)·c=a·(b·c), a·(b+c)=a·b+a·c. 

Wir fiihren nun einen zweiten, zum Vektor 1 senkreehten (lateralen) 
Einheitsvektor i ein, der ebenfalls die Lange 1 hat. Dann kann jeder Vektor a, 
der nicht einem der Einheitsvektoren parallel ist, aufgefaBt werden als die 
Summe zweier Vektoren (Komponenten), von denen del' eine die Rich
tung des ersten Einheitsvektors 1, del' andere die Richtung des zweiten 
Einheitsvektors i hat. Del' eine wird in del' Form a1 gegeben, der andere 



216 Vektoren 

in der Form ia~, wobei ai' u2 einfache Zahlen bedeuten. Damit erscheint 
abel' der Vektm' a in del' Form 

(7) ,.,,=a1+ia~. 

1st lJ = b1 + i b2 ebenso ein zweitel" VektOL", so folgt sofort 

a + lJ = (ill + b1 ) + i(a2 + b~), rt - b = (al - b1 ) + i(a2 - b2 ). 

Naeh den allgemeinen Regeln fiir die Multiplikation wird ferner 

a·lJ=(al +i({2)·(b1 +ib~)=al(b1 +ib2)+ia.3 (b 1 +ib2 ) 

b+ 'l l ' b"'b =a1 1 ~al}2 ,1'({2' 11~·!a2 2' 

Nun sagt die Vorsehrift liber die Multiplikation, daB, urn i· i zu bilden, man 
an den Vektori wieder den Winkel + 90° anlegen muS, indem man die 
Lange = 1 laBt. Man geJangt so abel' in die entgegengesetzte Riehtlmg zu 
dem Vektol' 1, d. h. man el'halt den Vektor - 1, es ist also i 2 = - 1, und 
so wil'd schlieBlich 

(8) 

Die hier gefundenen Rechenregeln sind aber genau die Regeln fur das 
Rechnen mit komplexen Zahlen, und man gelangt daher zu dem Ergebnis, 
daB sich die komplexen Zahlen geometrisch als Vektoren oder eigentlich als 
Vektorvel'hiiJtnisse in einer. Ebene deuten lassen. 

Del' Modul des Vektors rt=a1 +ia2 wird Va I 2 +Ct22• Diesel' Wert 
\yirel auch als der a b sol ute We r t der komplex en Zahl bezeiehnet. 

Die komplexe Zahl a'=a1 '·ia~ heiBt zu fl=a 1 +ia2 konjugiel't. 
Die zugehorigen Vektoren sind gleieh lang und sehlieBen mit dem Einheits· 
vektor 1 nach vel'sehiedenen Seiten gleiehe Winkel ein. Es wird weiter das 
Produkt 

(9) 

und daraui:) folgt 

also 

(10) 

((.. a' = (a 1 ,l i( 2 ) (° 1 "- i (12) = (/1 2 + Cl 2 2 

a' 
a· ----;;---+-.; = 1 , 

(/1- -(/.2' 

a' 

Diesel" Vektor J wll del' zu a umgekehl'te (inverse) Vektor heiBen. 
a ' 

Man kanll dann die Regel aufstellen: Das Verhiiltnis zweier Vektoren 
a, b wird ge bildet (auf den Einhei tsvektol' bezogen), indem man 

1 
den Zahlervektor 1) mit dem umgekehrten Nennervektor multi· 

a 
pJiziert. Das heiBt, es wil'd 

(11 ) 
b1 · ib2 (a1 ___.i(/.2)(b1 +£b2 ) 

(lJ I i (£2 ((.1 2 + U.J 
2 

Wird die Lange des Vektors ({ = (/1 + ia2 mit r bezeiehnet, und mit (I' 

del' WinkeL den er mit dem Einheitsvektor 1 bildet, so werden die Vektor
komponenten all ({2 

112) . 

Es ergibt ~ich also 

113 ) 

U 1 = r cos (I' , (/2 = r sin (f'. 

a = r (COS rf' + i sin rF"! . 



Geometrische Theorie der komplexen Zah'en. 

Nun ist 

also 
, . . . (icp? (irp)3 (icp)4 

COS(PI'~Sll1rp= 1 +trp+~+~+ -4T+'" 
Es kann deshalb gesetzt werden 
(14) 
und damit wird 
( 15) 

cos rp + i sin (p = e i" , 
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wobei r = Va12 + a/ den absoluten Wert der zugehorigen komplexen Zahl 
bedeutet. 

Hieraus ergibt sich wiederum, wenn 1) = 1/ e i'" ist, das Grundgesetz del' 
Multiplikation 
(16) rei" ·r'ei ,,' = r .r'ei('1 +IP'I. 

Insbesondere wird (reilpf=1'2e'i;!" und allgemein 

Das bedeutet, daB 
(17) (cosrp + i sin rp)n = cos ncp + i sin nrp 

wird. Diese Formel wird als del' Moivresche Satz bezeichnet,. Aus ihl' 
folgt z. B. 

cos 3 (p = COS!l rp -- 3 sin~ cp cos rp, sin 3 rp = 3 sin (p cos" (p - sin'l q' 
odeI' 
( 18 ) cos 3 rp = 4 cos!l rp - 3 cos rp , sin 3 rp = - 4 sin!) (f + 3 sin rp . 

Diese Fonneln geben eine Moglichkeit, die kubische Gleichung 

(lD) x!l + px +q= 0 

in dem FaIle, wo sie drei voneinander verschiedene reelle Wurzeln hat, III 

eincl' auch praktisch brauchbaren Form zu losen. Man setze 

(20) :r = 2 r cos rp , 
dann wird 

,r'l = 21"3 (cos 3 rp -f- 3 cos rp), 

nml fii.hrt man diese Werte in die kubische Gleichung ein, so ergibt sich 

2 r!l cos 3 rp + 2 r (8 1'2 +- p) cos qJ -+- q = O. 

Diese Gleichung ist befriedigt, wenn 

31''' P = 0, 21") cos 3 q' + q = 0 
",ird. Daraus folgt . __ 

1'= l/_p_ 
V 3 ' 

(21) 

Die zweite Gleichung ist mit dem Werte (F auch fiir die 'vVerte (p -t-~' , 
9' +- ~i erfilllt. Es ergeben sich damit in del' Tat c1l'ei reelle Wurzelwerte. 

Die Losung setzt yoraus, daB 

(22) 

linter diesel' Bedingnng sind die drei gefulldenen Wurzeln l'eell. 
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Der Moivresche Satz fiihrt auch sofort zu der Auflosung der Gleichung 

(23) xfl=l. 

Setzt man x. r (cos <p + i sin <p), so wird Xfl = rn (cos n<p + i sin n<p) und die 
Gleichung ist erfiillt, wenn r = 1 , n <p = 2 Jl gemacht wird, da dann 

cos n<p = 1, sin n<p = 0 wird. Es wird also r = 1, <p = 231:, d. h. man erhalt 
n 

n Vektoren von der Lange 1, die von dem Mittelpunkte eines Kreises von 
dem Radius 1 nach den Ecken eines diesem Kreise einbeschriebenen regel
maBigen n-Ecks hinfiihren, wobei einer der Vektoren den Einheitsvektor 
bedeutet. Man bezeichnet deshalb die Gleichung als die Kreisteilungs
gleichung. 

(24) 

Aus cos <p + i sin <p = ei'l folgt auch cos <p - i sin <p = e- i'l' und damit 

e i 'l' -e- i '''' 
sin <p = --2~l-:-' --

Umgekehrt wird 
. e'l +e-'1' 

(25) COStll'=---= (£of<p, 
2 

e'P - e-'1' 
sin i 1/' = i .---- = i @5in II' . 

2 

2. Funktionen ewer lwml)lexell Yeranderlichen. 
LaBt man die fiir die komplexen Zahlen Z=X+1:y sieh ergebenden Vek

toren aHe von dem Anfangspunkt Z = 0, d. h. x = 0, y = 0, ausgehen, so 
kann man einfach die Endpunkte der Vektoren die komplexen Zahlen darstellen 
lassen. Der die Zahl Z = x + iy darstellende Punkt hat dann in einem 
rechtwinkligen KObrdinatensys·tem die Koordinaten x, y. Die x-Achse wird 
als die reelle Achse, die y-Achse als die imaginare Achse bezeichnet, die 
aHe Punkte enthaltende Ebene als die GauBsche Zahlenebene. 

1st nun eine zweite solche Ebene gegeben, in der die komplexen Zahlen 
Z = X + i Y dargestellt werden und wird Z als Funktion von z angesehen, 
so bedeutet dies, daB jedem Punkte der z-Ebene einer odeI' mehrere Punkte 
del' Z-Ebene zugewiesen werden. Es ist also die z-Ebene auf die 'Z-Ebene 
abgebildet, wobei moglicherweise schon ein Teil der z-Ebene auf die 
ganze Z-Ebene odeI' abel' die ganze z-Ebene auf einen Teil der Z-Ebene £'in
od£'r mehrdeutig abgebildet sein kann. 

Es wird aber nicht in jedem Falle eines solchen Entsprechens Z alB 
Funktion von z angesehen, sondern nur, wenn die formal£'n Gesetze del' 
Differentiation hierbei erfiHlt sind. Dies bedingt, daB . 

(1Z dZ?z dZ o(x+iy) dZ 
i'x = ""([; . (i~ = dz ... -"8X-' = dz ' 
?Z dZ 2z dZ o(x+iy) .dZ 
-=_._=-.---. -'''=l-
ry dz (ly dz?y dz 

wird, und weiter 

aZ=?(X+iY)="X +/!. 
(IX ('x ?x (ix' 

?Z a(X +iY) i'X+ .oY --=-- -- ... - =- t-.-. 
(ly (ly i!y rly 

Es wird also 

d. h. 

(1) 
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DifIerenziert man diese Gleichungen, die erste nach x, die zweite nach y, 
und addiert sie, so ergibt sich 

(2) 
(l2X , (l2X 

fly2 T ry2 = o. 
DifIerenziert man die erste Gleichung nach JI, die zweite nach x und sub
trahiert, so folgt 

(3) 
('2 Y (l']Y ---"+--Q =0. rx" oy' 

Die Werte X, Y sind also Losungen der partiellen Differentialgleichung 
r2cp (l2cp 
(;-X~- + (ly'.! = O. 

Die Gleichungen (1) gestatten eine einfache geometrische Deutung. Be
trachtet man in del' z-Ebene das von den vier Punkten (x,y), (x-l-dx,y), 
(x, y + dy), (x + dx, y -I- dy) bestinllnte Rechteck, so entsprechen den drei 
ersten Ecken in del' Z -Ebene die Punkte 

( 
I ('X T ,oY ) 

(X, Y), X T ~ dx,l -I- -~ dx , 
ox tx 

( oX ;,}-) X+ _~ dy,Y+-'--dy. 
\ 'Y ry 

Del' vierten Ecke entspricht del' Punkt, del' die vierte Ecke des durch die 
vorstehenden Punkte bestimmten Parallelogramms bildet. Nennen wir (5, E 

die Langen del' Seiten des Parallelogramms, 'P, -'I' die Winkel, die diese Seiten 
mit del' x -Achse einschlieBen, so wird 

oX ~Y 
(}. cos cp = -- dx. (} . sin 'I' = ~- dx, 

rx rx 
oX 

E' COS II' = ~ dy, 
oy 

. oY d f'Slnlp=- y, 
?y 

ahm 

mithin nach (1) 

() : E = ± dx: dy, 

2 _ i(aX)2 (r Y)2] 2 
E -1- + -- dy 

L 2y 'y , 
?Y rX 

tg'1'= --: -
,.y ty 

1 
tgcp = -- -, 

tg'lj' 

7r 
d. h·'1'-(r= ± -2' 

Es wird also das Parallelogramm ein dem unendlich kleinen Rechteck in 
del' z-Ebene ahnliches Rechteck. Die Abbildung der beiden Ebenen auf
einander ist also ahnlich in den kleinsten Teilen odeI' konform. Zw.ei 
sich schneidenden Linien in del' z- Ebene entsprechen zwei sich unter dem
selben Winkel schneidende Linien in del' Z-Ebene. Man kann die Ah
bildung kennzeichnen, indem man die den Parallel en zu den Koordinaten
achsen del' einen Ebene in del' anderen Ebene entsprechenden Linien auf
sucht. Diese bilden dann ein orthogonales Kurvensystem, d. h. zwei Scharen 
von Kurven, die sich iiberall rechtwinldig durchsetzen, und nimmt man die 
Parallelen in del' ersten Ebene in gleichen Absti.i.nden voneinander, also so 
an, daB sie eine quadratische Felderung del' Ebene erzeugen, so haben auch 
die einzelnen Felder in del' krummlinigen Felderung del" underen Ebene, 
wenn die Kurven nahe genug aneinander genom men werden, quadratische 
Form. 

Die angefiihrten Bedingungen sind ohne weiteres erfiillt, wenn Z als 
ein analytischer Ausdruck von z gegeben ist und nach den angegebenen 
Regeln gerechnet wird. 1st die vorgelegte Funktion z. B. 

(4) Z=lnz, 



220 Vektoren. 

woraus z = eZ , und machen wir x = l' COS cp, Y = r sin (P, so folgt 

r (cos (p + i sin IP) = eX -Li Y = eX (cos Y + i Sill Y), 
mithin 

(5) X=lnr, 

Den Parallelen zur X -Achse in del' Z
Ebene entsprechen also in del' z-Ebelle 
die Strahlen durch den Anfangspunkt 0, 
und den Parallelen zu del' Y - Achse ent
sprechen in del' z - Ebene Kreise urn den 
Anfangspunkt als Mittelpunkt. Einer be
liebigen geraden Linie in del' Z - Ebene 

+-+--=t+-H3~~TH--i,t---t~X entspricht in del' z- Ebene eine logarith
mische Spirale, welche die Strahlen durch 
o aIle unter gleichen Winkeln schneidet. 

Aus Y = IP folgt, daB, wenn Yvon 0 
bis 2 7l wachst, also del' Punkt Z inner
halb eines Streifens von diesel' Breite iiber 
del' X - Achse angenommen wird, bereits 
aile Punkte del' Z - Ebene gewonnen sind_ 

Fig. 179. Der Teil des Streifens ilber del' negativen 
X-Achse entspricht dem Innern des Kreises 

mit dem Radius 1 um 0, del' Rest des Streifens dern AuBeren dieses Kreises. 
Die gallze X-Achse entspricht dem positiven Teil der x-Achse, dem negativell 
Teil dagegen die ParalIele zur X -Achse irn Abstande ;-r. Del' Punkt 0 en!
spricht den nach del' negativen Seite unendlich fern riickenden PUl1kten des 
Streifens in del' Z -Ebene, den nach del' positiven Seite unendlich fern riicken
den Punkten des Streifens entspl'echen auch in del' z-Ebene wieder uncndlich 
ferne Punkte. 

Wir nehmen als wei teres Beispiel die Funktion 

(6) 
Dann wird 

odeI' 

Folglich ist 

(7) 
und da cos~.l: 

(8) 

Z=sinz. 

X+iY==;;in(:r i y) = sin :r cos i y + cos .r si n i y 

x -;- iY = sin x 
eY e Y eY - e - Y 
--'--~ -1-, i cos x . ---~ . 

:2 :2 

x = sin.r tIoi y, Y = cos:r 'dill.'! 

sin'!x = 1, tIoFy 
X~ 

lS:oFy 

-23in ~ y = 1. el'gibt sieh 
y~ 

=1 
Gilt~y , 

X~ y~ 

.--- ---.". = 1. 
sin~x cos-x 

Es ent,sprechen lllithin den Parallelen zul' J: - Achse, fiir clie y = konst .. 
Ellipsen, deren Halbachsen a = tIo( y, b =~din y sind, fill' die also del' Ab
::;tand der Brennpunkte F, Fl auf del' X-Achse \TOlll Mittelpunkt M 
e = y~(i - .ii = YlS:oF.1J din'~y = 1 wird. 

Den Pa.rallelen ZUl" Y -.-\ch::;e, fiir die :1; = konst., entsprechen Hyperbeln, 
fill' die a = sin x, b = cos:r, also del' Mittelpunktsabstancl del' Brennpunkte 
c ~'-l'a~ ,b i eben falls = 1 wil'd. Die Ellipscn und Hypcrbeln haben mithin 
dieselbcn Brennpunkte, sie sind a.lle konfokal, lind konfokale Kegelschnitte 
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schneiden sich in del' Tat', wo sie sich trefi"en, rechtwinklig, bilden also ein 
orthogonales Systcm (Fig. 180). 

Die ganze Z-Ebene ist auf den Streifen del' z-Ebene zwischen den 

Parallelen zu del' y-Achse im Abstande + i und - -i- abgebildet. Den 

Randel'll des Streifens entspricht del' Teil del' X -Achse, fiir den del Abstand 
vom Anfangspunkt 0 dem absoluten Betrag nach > 1 ist, und zwar wird 
X > 0, wenn x >, 0, und X < 0, wenn x < 0 ist. Del' Rest del' X - Achse 

(-1 X 
n n 

1) entspricht clem Shick del' x- Achse von - -- bis + - . 
2 2 

Die Bl'ennpunkte X = ± 1, Y = 0 selbst entsprechen den Punkten x ,= -t ; , 
y=O. 

y 

x 

Fig. 11:10. Fig. 181. 

Ein noch einfachel'es Beispiel £iiI' eine Funktion des komplexen Argu
mentes z =;1: + iy bilclet die Funktion 

1 
Z=--. 

Es ergibt sich dann 
Z = X -i- i Y = __ ~_ = .t: --:- i y 

I x+iy x~..Ly~' 
also 

und einer geraden 
(10) 

X = ., '~'--~; . 
:C- -T- Y-

Linie del' Z - Eben:' 

aX+hY 
entspricht III del' z- Ebene del' Kreis 

1 

(11) :l:~ y~--a:r ;-by=O, 

del' durch den Anfangspunkt 0 hindurchgeht. Insbesondere entsprechen den 
Parallelen zur X - und zur Y -Achse Kreise, welche die x- oder y- Achse im 
Anfangspunkt 0 beriihren. Diese Kreise schneiden sieh in del' Tat rechtwinklig 
(Fig. 181). -
. Als letztes Beispiel flir - die Funktionen eines komplexen Argumentes 

nehmen wir die Funktion 
(121 
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Es wird dann 

also 

(13) 

Vektoren. 

x + i Y = (x2 - y2) + 2 ixy, 

Y = 2 xy. 

Den Parallelen zur X - Achse entsprechen in der z -Ebene gleichseitige Hyper
beln, deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind, und den Parallel en zur 
Y -Achse ebenfalls gleichseitige Hyperbeln, deren .Achsen jetzt die Koordi
natenachsen sind, deren Asymptoten also gegen diese Achsen nach beiden 
Seiten um 45 0 geneigt sind. Diese ZWeI Hyperbelscharen schneid en sich 
in der Tat rechtwinklig (Fig. 182). 

U mgekehd entsprechen den Par· V 
a,llelen zur x- und y-Achse in der 

Fig. 18:2. Fig. 183. 

Z-Ebene konfokale Parabeln, welche die X-Achse zur gemeinsamen Achse 
und den Anfangspunkt 0 zum gemeinsamen Brennpunkt haben. Diese bilden 
wieder ein orthogonales System (Fig. 183). 

Neben dem Differentialquotienten einer Funktion Z des komplexen 
Argumentes z ~ x + iy kann man auch deren Integral 

(14) z; = f Zdz 

betrachten. Bei diesem Integral muD ein bestimmter Integrationsweg in 
del' z -Ebene festgelegt werden, auf dessen Elemente sich das komplexe 
Differential dz = dx + l:dy bezieht. Del' Weg kann geschlossen sein odeI' 
von einer Anfangslage A nach einer Endlage P fiihren. Um die Bedeutung 
des komplexen Integrals festzulegen, ist nul' notig, unter dem Integralzeichen 
formal das Produkt Z dz auszufiihren. Es ergibt sich dann 

(15) Z;=~ +i11= f (X +iY)(dx+idy)=f (Xdx- Ydy)+ if (Ydx+Xdy). 

Es wird also zu setzen sein 

( 16) ~ =~ J (X d,y- Ydy), II=f(Ydx Xdy). 

Bezieht man das Integral JZdz auf einen Integrationsweg, del' von einem 
feHten Anfangspunkt A nach einem veranderlichen Endpunkt P hinfiihrt, so 
konnen !;, 'YJ als Funktionen del' Koordinaten x, y dieses Endpunktes aufgefaHt. 
werden, und es ergibt sich dann 

(17) d!;= Xdx- Ydy, 
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(18 ) 

also 

(19) 
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o~ _ X 
?x - .... ~ --Y, 

(II) 
-=y 

(i a~ , 

(I;; oy' (iy (ix' 

entsprechend den Gleichungen (1). Es wird mithin das Integral· ~ = $ + ill 
eine Funktion des komplexen Argumentes z = x + i'lf. 

Die Funktion ~ ist nur dann eine eindeutige Funktion von z, wenn 
das Integral .r Z dz auf jedem Weg von einer Stelle A zur Stelle P erstreekt 
denselben Wert liefelt. Sind aber zwei solche Wege gegeben und man kehrt 
die Richtung des zweiten Weges urn. so kehrt sich auch das Vorzeichen 
des zugehorigen Integrals urn. Dieses ergibt also, wenn ~ eine eindeutige 
Funktion von z ist, mit dem uber den ersten Weg erstreckten Integral zu
sam men den Wert O. Es muG dernnach das Integral iiber jeden geEchlossenen 
Ringweg erstreekt den Wert 0 liefern. 

Urn ein einfaches Beispiel zu haben, wo dies nicht del' Fall ist, he
trachten wir wieder die Funktion 

(9) Z=~ 
z 

und fiihren die Integration auf einen Kreis mit dem Radius r und dem 
Anfangspunkt z = 0 als Mittelpunkt herum. Dann wird 

f Zdz= f~z = f dlnz 

und, wenn z = re i l! gesetzt wird, 

J Zdz = Jd (In r + irp). 
Bei der Integration bleibt r konstant, es wird also d (In r + i (I') = i d rp, also 
das Integral IP 

und, da (p bei del' Integration um 2 n 
wachst, =2.-ri. 

Fig. 184. 

Der gleiche Wert ergibt sieh, wenn 
die Integration auf irgendeinem den 
Punkt z = 0 einmal umkreisenden Ring
wege gefiihrt wird. In der Tat wirel 
dann von den Bestandteilen des Inte
grals f dIn r = 0, weil In r zu seinem 
Anfangswert zuriickkehrt, und i.r drp wird wieder = 2 ni. 

x 

Wenn demnach zwei Integrationswege, die von einem Anfangspunkte A 
ZUlU Endpunkte P fiihren, zusalUmengenornmen den Punkt z = 0 einsQhlieBen, 
ohne daG einer von Ihnen di13sen Punkt umkreist, so sind die auf diesen 
beiden Wegen im Punkte P erreichten Integralwerte urn 2 m: verschieden. 

SoIl also die Funktion (= f (:z eindeutig werden, so muB eine vom 
, '" 

PUl1kte z = 0 ausgehende Sperrlinie angenommen werden, welche del' Inte-
grationsweg nicht iiberschreiten dad. 

Den Funktionen eines komplexen Argullentes HiBt sich noeh eine be
merkenswerte Deutung gebel1. Sind u, v zwei stetige, eindeutige FUllktionen 
von ;/;, y, so gilt die Formel 

(201 JJG; (I! . . j' ;:--) d.l.: dy = (u cos (( + i' 8m a) ds, 
ell, . 
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wenn das Doppelintegral auf der linken Seite dieser Gleichung iiber das 
Innere und das Linienintegral auf der rechten Seite iiber den Rand eines 
geschlossenen Bereiches erstreckt wird. ds bezeichnet das Linienelement des 
Randes, a den Winkel, den die nach auBen gehende N ormale des Randes 

. mit der positiven x-Achse bildet. Die Bedeutung des Integrals auf der 
rechten Seite ist nun die, daB, wenn u, ·V die Geschwindigkeitskomponenten 
einer Fliissigkeitsbewegung in der Ebene sind, durch das Integral die auf 

die Zeiteinheit verrechnete, durch den Rand tre
tende Fliissigkeitsmenge, in Flacheneinheiten aus-

Y gemessen, fiir das betrachtete Zeitelement ausge
driickt wird. Man Dennt dies den FluB durch 
den Rand. 

1st dieser FluB fiir alle geschlossenen Kurven in 
dem Bereich der Bewegung Null, so ist die Bewegung 
die einer inkompressiblen Fliissigkeit, und die 

'--__ ..J....J. ____ ...:x''_ Bedingung dafiir ist nach der vorstehenden Glei-
Fig. 185. chung erfiHlt. wenn iiberall in dem Bereich 

(:21) 
(iu ?v :-+~ -:--0 ex r'y 

wird. 
Auf die gleiche Weise ergibt sich aber unter denselbell Bedingungen 

auch die Gleichung 

(22) ff(~v. - ?u) dxdy =f(VCOS a - u sin a) ds. 
o. (.:1., ?y 

Die rechte Seite dieser Gleichung bedeutet jetzt den FluB langs der Rand
kurve. Eine Fliissigkeitsbewegung langs einer geschlossenen Kurve heiBt 
aber im landlaufigen Sinne ein Wirbel und die Fliissigkeitsbewegung, wenn 
der FluB langs jeder geschlossenen Kurve in dem betrachteten Bereich ver
schwindet, deshalb wirbelfrei. Die Bewegung ist in diesem Sinne nach 
der vorstehenden Gleichung wirbelfrei, wenn in dem Bewegungsbereich iiberall 

(:UJ) 
tv (U 

f"X ?y 

wird. Dies bedeutet aber, daB u, v die partiellen Differentialquotienten einer 
Funktion cp von x, y sind: 

(24) 
ccp ocp 

U=-, v=-. ox oy 
Eine solche Funktion heiBt GeschwindigkeitspotentiaL Setzt man diese 
Werte von u, v in die Inkompressibilitatsgleichung ein, so wird diese 

(25) 

und danach zeigt sich, daB del' reelle oder imagmare Teil einer Funktion 
des komplexen Argumentes x + iy das Geschwindigkeitspotential fUr eine 
solche wirbelfreie Fliissigkeitsbewegung liefert. Bei der konformen Ab
bildung, die durch die komplexe Funktioll vermittelt wird, bedeuten die 
Kurven, die, wenn X zum Geschwindigkeitspotential gewahlt ist, den Linien 
X =konst. entsprechen, die Niveaukurven des Potentials lmd die dazu 
orthogonalen, den Lillien Y = konst. entsprechenclen Kurven die Strom
lin i en, denen entlang die Bewegung cler Fliissigkeitsteilchen erfolgt. 



Vektoranaiysis. :225 

3. Vektoranalysis. 
Gerichtete GraBen im Raume werden eben so wie gerichtete Strecken in 

der Ebene als Vektoren bezeichnet. Man kann sie wieder darstellen durch 
Strecken von bestimmter Lange und Richtung. Die Regeln fiir die Addition 
und Subtraktion solcher Vektoren lassen sieh dann genau iibereinstimmend 
wie fiir Vektoren in del' Ebene aueh fiir Vektoren im Raume entwickeln. 
Man kann die Additionsregel so fassen: Man legt den zweiten del' zu addie
renden Vektoren mit seinem Anfangspunkt an den Endpunkt des ersten 
Vektors, dann ist del' Vektor, del' von dem Anfangspunkt dieses Vektors 
nach dem Endpunkt des zweiten Vektors hinfiihl't, del' gesuehte Summen
vektor (Dreieeksregel). Genau wie in der Ebene ergibt sieh, wenn wir die 
addierten Vektoren mit a, b bezeiehnen. daB allgemein 

(1) n+b=b+n 
wirc1 (Kommutatives Gesetz del' Addition). 

Die Differenz a - b ist wieder dadurch festgelegt, daB (a - b) + b = a 
werden solI. Daraus ergibt sieh die Regel: Die Differenz zweier von dem
selben Punkt amgehenden Vektoren ist del' Vektor des von dem Endpunkt 
des Bu btrahendenveldors nach dem Endpunkt des Minuendenvektors hiniiihrt. 
Als 0 bezeichnet man eincn Vektor, dessen Endpunkte zusammenfallen. Den 
Vektol', der einem Vektor Ct entgegengesetzt gerichtet ist und die gleiche 
LtLnge hat, bezeichnet man als den elitgegengesetzten Vektor - a. Man 
kann dann sagen: Statt einen Vektor zu subtrahieren, hat man den entgegen
gesetzten Vektor zu addieren. In Zeiehen 

(2) n-b=a+(-b). 
Es ist immer 

(3) ((- a=O, a+(-a)=O. 
Fiir irgencl drei Vektoren a, b, c gilt wieder das assoziative Gesetz 

(+) (a+b)+c=a+(b+r.). 
Man kaHn deshalb einfaeh von del' Summe dreier Vektoren reden und diese 
sehreiben 

n+b+c. 
Das Produkt eines Vektors a mit einer 

reellen Zahl 'm ist ein Vektor von del' mfachen 
Liinge wie ((, del' diesem Vektor gleich odeI' 
ent gegengesetzt gerichtet ist, je nachdem m 
positiv odeI' negativ ist. Danach ist sofol't zu 
erkennen, daB 

(5) 'm(.ct+b)=ma-I 'mb, 
(m+n)a=ma+nn 

wire!. 

Fig. 186. 

Die Lange eines Vektors a wird als dessen Mod ul, geschrieben mod 0, 

bezeichnet. 
Nim mt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Anfangs

punkt 0 an und bezeichnet mit i, j, k drei in dessen Achsen fallende 
Yektoren von del' Liinge 1, so kann jeder Vektor a in del' Form dargestellt 
werden: 
(6) yj zk, 
namlich als die Summe dreier in die Koordinatenachsen fallendel' Vektol'en, 
welche dann die Form xi, yj, zk anllehmen. ":, y, z sind die Koordinaten 
des Enclpunktes A. von (t, wenn man den Anfangspunkt dieses Vektors nach 
o legt, und heiBen die K 0 III P 0 n e n ten des Yektors 0 (Fig. 1 R 7). 

Handbihliothek.1. 1. 
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Nennen wir cc, (3, " die Richtungscosinus del' Strecke 0.4, so wird 

(7) a = moda (cosai + cos (3j + cos f' k). 

Allgemein hat die Projektion a eines Vektors a auf eine Richtung r den Wert 

Fig. 1(":(7. 

1/ (8) a=mod(t·cosCP, 

\venn cp den Winkel bezeichnet, den die Richtung def; 
Vektors mit del' Richtung r bildet. 

Fig. 188. 

Bilden nun die Rich
tungen zweier Vektoren a, 
b den Winkel cp, so bezeich
net man als das innere 
Produkt (skalare Pro
dukt) del' beiden Vektoren 
die z'ahl 

( HI a X b = mod a· mod b . cos cp . 

Wir lesen die linke Seite diesel' Gleichung: a in b. 
Fiir dieses Produkt gelten die Regeln 

(10) axb=uxct, 

Ill) a X (lJ c) =.ax b + aX C, 

(121 m(ctXb)=(ma)xb=ax(mb). 

Die erste Gleichullg bedeutet das kommutative Gasetz, die zweite Gleichung 
das distributive Gesetz del' inneren Produktbildung. 

Das innere Produkt zweier Vektoren verschwindet. wenn einer diesel' 
Vektoren verschwindet (die Linge 0 hat) odeI' beide Vektoren aufeinander 
senk recht stehen. . 

Raben beide Vektoren dieselbe Richtung, so wircl 

a lJ = mod a· mod b. 

lll~besondere ist dies del' Fall, wenn b = rt wird. Danll schl'eibc;n wlr 

113,1 a a = (mod aF = (f~. 

Es ergibt sich c1abei 

il.! ) b. 
genau ebenso wie in del' ge\ovohnlichen Algebra. 

Das auDere Produkt (vektorieJle Produkt) zweier Vekt:n'en (t uncl 
b, clie clurch die Strecken 0 A und 0 B dargestellt werden. ist, wenn diese 

c 

B 
b 

OJ-~a~-"-./ 
!l 

Fig. 189. 

Strecken zuniichst nicht in eine gerac1e Linie fallen, 
ein dritter Vektor c, del' durch eine zu del' EbenE' 
del' beiden ersten Vektoren senkrechte Strecke 0 C 
dargestellt wird. Die Lange diesel' Strecke solI in 
del' zugrunde gelegten MaDeinheit clem Inhalt des 
clurch die Strecken 0 A und 0 B a18 z wei Seiten 
bestimmten Parallelogramms gleich sein, und del' 
Sinn von 00 soli d1Ldul'C'h bestimmt sein. daB die 
drei Strecken 0.4, OB, 00 ein Rec.ht,ss,vstem 
bilden, Das bed,mtet, del' Sinn YOll 00 ist del', 
den del' Daumen del' rechten Rand annehmen 

kann, ,yenn del' Zeigefinger die Richtung von 0 A und del' Mittelfinger die 
Riehtung \'on OB hat IDaumenregel). Wir schl'ciben 

( 1:'j i c = a /\b 
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und lesen dies: 
AOB. so wird 
(16) 

a gegen b. Nennen wir (T den (positiv gerechneten) Winkel 

(17 ) 

( 18) 

(lH) 

Fiir dieses 
mod c = mod a ·mod b· sin (p. 

Prod ukt 1) gelten die Regeln: 

d!\ (a + b)= d !\ a + d !\ b , 

la + b) !\ d = II !\ d + b !\ d , 

m(a!\ b)= (ma)!\b = a!\(mb). 

Dagegen gilt nicht das kommutative, sondern das kontrakommutativ'e 
Gesetz: 
(20) a !\ b = -- b ;\ ({ . 

Der Sinn des Produktvektors kehrt sich um. \Venn man die Fak
toren vertauscht. 

Fallen nun die Vektoren a, b in dieselbo gerade Linie, so wird (F = 0 
odeI' q'=180o, nach (lG) soll also 1l10d(a!\b)=0 sein. es wird demnach 

((;\ b = O. 

Fiihren wir wieder die Einheitsyektoren i, j, k in den Ach~el1 eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems (Rechtsschraubensystems) e:n, so wird 

(2 1) j !\ k = i, Iud = J , i!\j = k 
und nati.irlich 

i!\ i =j t\j = k !\ k = O. 

Danach ergiht sich sofort, daB, wenn 

ist. 
(( = ;1: l + yj + z k, b = x' i y'j +z'k 

( 22) b ( ' '\ . I , , • I , , I a /\ = yz - zy.l t ,- (zx - ,rz .I.J ,- I,Xy - yx) ,,' 
\Vird. 

Ferner wird, weil i >< i =j xj = k' k = 1, clagegen j 
= i xj = 0 wird, das innere Proclukt 

(23) axb=:t;.I:'-1 yy'+zz'. 
Insbesondere ist 
(24) 

k=k><i 

') Naeh einer anderen Auffassung wird das iiu/3ere Pl'odukt nieht ohne weiteres 
eincm Vektol' gleiehgesetzt, EOnclern als eine neuartige Gro/3e betraehtet, die als 
F Iii e h en v e k tor gekennzeichnet wird, weil sie dem gewohnliehen Vektol', dem Lin i en
Y e k tor, wohl analog, abel' nicht yollig gleiehartig ist. So wie del' Linienvektor an 
eine Linienriciltung, ist niimlieh del' Fliichenvektor an eine Ebenenste:lrmg gebunden. 
Wie del' Linienvektol' einen Ri ehtungssinn einschlie/3t, ist del' Fliiehenvektor mit einem 
bestimmten Umdrehungssinn verkni.ipft. Statt der Lange. die an dem Linienvektor 
erscheint, hat man beim Flaehenvektor einenFliieheninhalt. Man sehreibt naeh GraB
mann den Flachem'ektor. del' aus den Leiden Linienvekloren a, b hen'orgeht, in del' 
Form 

und, ebenfalls nach Gra/3mann, heiBt del' oben eingefiihrte Vektor c = (t /\ b die Er
ganZllng dE'S FEi.chem'ektors, gesehrieben 

ct!\b=< [all.. 

Statt del' ctwas umstandliehen Bezeichnung auf del' rechtell Seite ist die Bezl'ichnung 
auf del' linken Seite illl allgemeinen natiirlich yorzuziehen. 

Wohl zu beaehten ist, daJ3 bei del' Zuordllung des Linienvektors zu dem Flii.ehen
vcktol' das Fliichenma13 durch Linienllla13 crsetzt werden muG, was nieht ohne 
'Villkiir llliiglich ist, und da/3 ferner, nachdcm die Linienrichtung als senkrecht zu del' 
Ebenenstellung festgelegt ist. noch auf die eine von zwei llliiglichen Arten willkiirlieh 
clem LJmdrehungssinn ein Richtungssinn zugeordnct werden lllUU, woraus die innerliche 
Verschiedenheit von Linien- und Flachenyektoren unmittelbar hen·OJ"geht. Die Beach
tung diesel' VenPitiedenheit ist fiir die ganze Mechanik und Physik "on groller BE'

deutung. 
15* 
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Bezeichnen wir mit a, b, 0 irgend drei Vektoren, so besteben zwischen 
den au13eren und inneren Produkten diesel' Vektoren die Beziehungen: 

(25) 

(26 ) 

(a;\ b) /\ 0 = (a X c) b - (b >< c) a, 

a/\ (b /\c) = (ax c) b-(a blc, 

Diese Gleichungen zeigen, daD fiir das au13ere Produkt keineswegs das 
assoziative Gesetz gilt, 

AuDerdem kann mit den drei Vektoren noch eine gemischte Produkt-
1:iildung ausgefilhrt werden, indem man von dem auGeren Produkt 7;weier 
von ihnen das inn ere Produkt mit dem dritten Vektor nil1lmt. Man findet 
dann: 
(27) (b /\ C). 

Gibt man diesel' Gleichullg die Form 

(27 a) (a /\ b) X 0 = (b /\ c) a, 

so laGt sich ihl' durch weitere zy klische Vertauschung VOll (l, b, c sofort 
die folgende anreihen: 

(28) b. 

Es k6nnen del11nach bei del' Produktbildung irgend zwei del' drei Faktoren 
a, b, c zu einem au13eren Produkt vereinigt werden. Man schreibt deshalb 
das entstehende Produkt der drei Vektoren auch 

uml dann wird 
(a /\ b) 0 = [ abo ] 

[a b 0] = [b cal = [c (t bj 
= - [ll a oJ = - [a c bJ == - [c b aJ. 

Die geometrische Bedeutung dieses Produktes ist, daB es eine Zahl 
darstellt, deren absoluter Betrag gleich clem Rauminhalt des clurch die clroi 
Vektoren bestinlluten Parallelepipedon ist uncI dessen Vorzeichen dadurch 
gegeben ist, daB es positiv wird. wenn die drei Vektoren in del' gew~ihlten 
Reihenfolge ein Rechtssystem, und negativ, wenn sie ein Linkssystem bilden. 
Das Produkt verschwindet, wenn die c1rei Vektoren einer Ebene parallel 
(komplana,l') sind. 

Setzen wi I' di e drei Vektoren 

a = xi + yj + z k, II = x' 'i + y' j + z' k, 0 = x" i + y" j + z" k , 

so wird ih!' au Beres Pl'odukt durch den Determinatenaufldruck gegeben 

x x z 

la b oj = 
I 

Y 
I _, 

a: "-

a/' y" z " 
Bei VIer Vektoren (l, lJ, (', d ist. noch die Regel zu merken: 

(it /\ b) (c/\d)=(a/.c)(b d)-fa d)(b >< 0). 

Es kann nun eine kontinuierliche Reihe von Vektol'en betrachtet werden. 
Wir konnen dann die Anfangspunkte der Vektoren als eine kontinuierliche 
Kurve erfiillend annehmen. Nennen wir ihre I(oordinaten ;r, y, z, so werdeIl 
:/:, y, z Funktionen eines Parameter,.; 8. Gleichzeitig werden die Kompo
nenten del' Vektoren, die wir jetzt mit X, Y, Z bezeichnen wollen, Fnnktionen 
des Parameters 8. \Vir konnen dann auch den Vektor 8elh8t. 

(31 ) t = Xi -+- Yj + Z k 
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als Funktion des Parameters s ansehen und nach 8 differenzieren. Es wil'd 
dabei 

l~2) 
dt dX. dY. dZ 
--=-~+--·J-L·-k. 
ds ds ds I d.s 

Dieses ist. ein neuer Vektor, del' abgeleitete Vektor. 
Betrachten wir nun eine zweite von den Punkten del' Kurve ausgehende 

Vektorreihe u, so konnen wir aus den Vektoren del' beiden Reihen durch 
Addition, Subtraktion und auBere Produktbildung eine neue Vektorreihe ab
lei ten. Dabei gel ten fiir die Differentiation die Regeln 

(33) 
d(t±u) elt du ----=-+-, 

(ls dB - ds 

(34) d (t 1\ u) = q~ 1\ u + t t, ~ U , 
ds ds ds 

zu denen noch hinzuzufiigen ist 

d(t><u) _ dt +t 
d s - d s XU" ds' . 

du 
(35 ) 

Es liegt nun sehr nahe, wenn die Anfangspunkte del' Vektoren auf 
einer Raumkurve liegen, jedem del' Vektorell die Richtung del' Tangente 
diesel' Raumkurve zu geben und die Lange (den Modul) 1. Dann wird, 
wenn del' Parameter s die von einem bestimmten Punkte del' Raumkurve 
gerechnete BogenIange ist, der Tangentenvektor 

(36) dx_.,dy.+dz~. 
f=--z,,---J " ds ds' ds' 

mit del' Beziehung 

Del' Vektor ist dabei in dem Sinne del' wachsenden Bogenlange genommen. 
Wir schreiben kUrzer t = x' -i + y'j +- z' k, indem wir die Differentiation 
nach s durch Akzente bezeichnen. 

FUr einen unendlich benachbarten Punkt del' Raumkurve wird nun 
del' Tangentenvektor t + d t, wobei 

Setzen wir nun 

80 wird 

dt = (x" i+ y"j +z" k) d.s. 

, dt 
t =-

ds' 

txt'=o, 

d. h. der abgeleitete Vektor t' senkrecht auf dem Tangentenvektor t, weil aus 

sofort 
X'2 +y'2 +Z'2= 1 

,1;' x" -1- y' y" -t- z' z" = ° 
folgt, d. h. aus t~ = 1 t >< t' = O. Setzt man 

t' 
(37) iI == . 

mod t" 
so wird n ein Einheitsvektol', del' die Hau ptnol'male 
del' Raumkurve bezeichnet. Machen wir umgekehrt 

(38) t' =y.n, 

lJ 

Fig. 190_ 
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1 
so ist x = mod t' die Flcxion del' Kurve und del' umgekehrte Wert del' 

Flexion sradi us. 
Del' zu t und n senkrechte Einheitsvektor 

(39) 
ist die Binormale. Dabei sollen t, n, b ein R.echtss,Ystem bilden. Diffe
renziert man b, so folgt aus b >-< t = 0 b' X t + b >< t' = o. Es ist aber 
b X n = 0 und damit auch nach (37) b X t' = 0, also wird 

l/xt=O, 

d. h. b' ist zur Tangente senkrecht. Aus b~ = 1 folgt aber auch b.< b' = 0 . 
mithin ist b' zu t und b senkrecht, also faUt b' in die Hauptnormale n, 
und man kann setzen 
(40) b'='ln. 

Dann wird 'l die Torsion del' R.aumkurve. 
"Vir bilden noch den abgeleiteten VektoJ.' n' von n. Da n = b /\ t, wird 

n' = 7/ /\t + b /',t' = 'l·n/\ t+ x· b /\n 
odeI' 
(41) n' =-'l·b-y.·t. 

Diese Gleichung gibt in recht\\'inklige Koordinaten umgeschrieben clie Frenet
schen Formeln. 

Es sei nun f(:1;, y, z) eine Funktion cler Punktkoorclinaten im R.aume, 
dann lant sich claraus auf einfache Art ein Vektorfeld ableiten. d. h. jedem 
Punkt ein Vektor I,' zuweisen, dessen Komponenten X, Y, Z Funktionen 
del' Koordinaten des Punktes sind. Zu dem Zwecke setzen wir 

( 42) 

Man schreibt dann 
( 43) 

Of. rr. ?f 
V=- I.~--J+-k. 

? x ? y. ? z 

'v = grad f(x, y, z) 
und nennt den Vektor den Gradienten del' Ortsfunktion f'(:v, y, zJ. 

Ist 
f' (x, y, z) = 11. 

die Gleichung del' durch den Punkt P(x, y, z) gehenclen Niveauflache, fiir 
deren samtliche Punkte die Funktion f(x, y, z) dense.lben Wert 1l hat, so 

wird del' Vektor 't' senkrecht zu diesel' Flache, in dem 
Sinne genommen, in dem die Funktion f zllnimmt, und 
die Lange (del' Modul) des Vektors wird, wenn 

Fig. 191. 

( 44) 

{(x, y, z) -~1t+:du-

eine u nendlich benachbarte Ni veaufiache,' und d n ' das 
Stuck del' Normalen zwischen den beiden Niveau-
fiachen ist, 

du 
lllOd '/' = - -.- . 

dn 
Diesel' Wert heil3t die GroDe des Gefalles an cler betreffenden Stelle. 

Eine Kurve, die ii.berall die Niveaufiache senkI"echt durchschneidet, heiDt 
eme Gef iille Ii n i e (Stromlinie, Kraftlinie). Langs einer solchen Linie wird 

(45 ) 

del' Tangentenvektor. 

_grad7/. 
t----~ 

d 1l 

dn 
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Ist insbesondere 
((x, y, z)=rn, 

indel11 r = V(~- ~):l+ (y -I))~ + (z - ~)2 die Entfernung des Punktes P 
(;;;, y, z) von einel11 festen Punkte (Aufpunkt) A (~, 1),~) bezeichnet, so wird 

(46) grad (rn) = n rn- 2 r, 

wennt' den von dem Punkt A nach dem Punkt P hinfiihrenden Vektor 
bezeichnet. 

Sind ferner u, v irgend zwei Ortsfunktionen, m eine konstante Zahl, so 
i"t leicht zu sehen, daB 

r grad (u + v) = grad u + grad v, 

(47) 

t 
grad m u = m grad u, 

grad (u v) = u grad v + v grad u 
wil'd. 

Insbesondere wird 
grad x=i, grad y =j, grad z = It'. 

Setzen Wir 1'=Xi+ Yj+Zk, so folgt aus (42) 

(48) X = ('( , Y - ?f Z = e f 
ex -ey' (lz 

und daraus weitel' 

( 4~l) 
?Z ?Y 
~~ --~_ =0. 
(y C Z ' 

(IX ?Z 
- -- -=0, 
?z ex 

Cy"_(lX=() 
ex () y ~ 

oder in Vektorforl11 geschrieben: 

(4~) al (; Z _ ;Y) i + (0 X _ 0 Z)J + (~ Y _ eX) k = 0 . 
( Y (' ze z ex' (' X C Y 

Dies ist, wenn die Gleichung fiir jede Stelle des Raul11es erfiillt ist, die not
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB der Vektor als Funktion 
des Ortes del' Gradient einer skalaren Funktion f(x, y, z) ist. 

Ist dies nun nicht del' Fall, die Bedingung (49 a) also nicht erfiillt, 
liegt demnach ein allgemeines Vektorfeld vor, so setzen wir 

(?Z ?y). (eX eZ). (oY oX) 
? y - 2z t + 2z - h .J + h - 2Y k = rot I' 

und nennen diesen neuen Vektor die Rotation von 'I~'. Die Gleichung (49a) 
kiinnte dann, wenn f (x, y, z) = u gesetzt wird und sonachl' = grad u, ge
schrieben werden: 

(611 rot grad1l = O. 

Aus del' Gleiehung (50) folgt sofol't, daB, wenn W ellle zweite Vektor
funktion ist: 
I ;:)2 I rot (I' + w) = rot I' + rot W 

\,"ird. 
Bedeutet femer u eine skalare Funktion des Ortes, so wird 

I 6 S) rot (u '1') = 1l rot I' + grad 1L I\I~', 

\Vie sofol't zu sehen ist, wenn man in (50) statt; X, Y, Z einsetzt u X, 'U Y, '/I Z. 
Man kann der Gleichung (50) auch die Form geben: 

I ;) 4 I grad X ;\ i + grad Y 1\) -+- grad Z /\ k = rot I' . 
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Ferner Hif3t sich aus (50) ableiten, wenn man mit 

d r = d xi + d y j + dz k, 15 r = a x i + a y j + 0 2 k 

zwei unendlich kleine Strecken bezeichnet, 

(55) rott' x (d r 1\ 15 1") = d I' X 0 '}' - 0 t' dl' . 

Dabei bedeuten d t', at' die Differentiale des Vektors I', die den Ver
schiebungen dr, 0 '}' des Angriffspunktes entsprechen. Auf diese Weise er
gibt sich del' invariante Charakter del' Rotationsoperation, d. h. ihre 
Unabhiingigkeit von del' Wahl des zugrundegelegten Koordinatensystems. 

Als die Divergenz der Vektorfunktion ," bezeichnet man den Zahl
ausdruck (Skalar): 

. (iX lOY I oZ 
dlVt' = ---- T --:;--- -r -;c--

ox ely elz 
(56) 

Zwischen Divergenz und Rotation besteht die Beziehung, daB. \Venn 

'I,' =1\ 1\ I'~ 
ist, 

(57) di VI~ = di v (1\ I\I'~) =I'~ X rot '\ -I'1X rotl'~ 

wird. Daraus zeigt sich del' invariante Charakter auch diesel' Operation. 
Ferner ergibt sich aus (50) und (56) so£ort, daB 

(58) div rot I' = 0 

ist. Wir konnen entsprechend (54) auch schreiben: 

(59) grad X X i + grad Y xj + gradZ >-..:: It = div I'. 

Es isb unmittelbar zu erkennen, daB 

(60) 

(61 ) 
Endlich wi I'd 

(G2) 

woflir man auch 

(UB) 

div (t. + w) = divI' + div ll~, 

div (u, v) = ~~ div I,' + grad 'U - /'. 

div grad '11. = J ~t. 

Liegt nun irgend eine geschlossene Fliiche ° VOl' lUld sei -c das von 
ihr eingeschlossene Raumstuck, n ein Einheitsvektor, del' zu ° normal und 
nach _ dem AuBern del' Fliiche gerichtet sei, ,t' eine Vektorfunktion, die in 
dem Bereiche von -c und del' Oberfiiiche ° eindeutig, endlich, stebig und 
differenzierbar sei. Dann bezeichnen wi r das Integral 

J (n >< I_')do, 

iiber die Fliiche ° erstre~kt, als den Fl uB des Vektors L' durch diese FliiC'he. 
Fiir diesen FluB gilt nun das Divergenztheorem: 

WJ) Jdivrd-c=]'-"ndo, 

wobei das Integral auf del' linken Seite tiber den Raul11 T, das Integral auf 
del' rechten Seite uber seine Oberfiiiche (J erstreckt sei. 

Die Gleichung wird so bewiesen, daB sie zuniichst fur ein unendlich 
kleines Parallelepipedon, dessen Kanten dx, dy, elz den Koordinat,enachscn 
parallel sind, aufgestellt wird. 1st dann wiedel' 

l' = Xi-+- Y.i+ Z k, 
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so ergibt sich fiir den an die Stelle des Raumintegrals tl'etenden Ausdruck 
:;ofort die Umformung 

(~.'~ + 0, Z + ~ Z\) d x d y d z = - X d y d z + (X + ? ~. d x) d y d z 
(' X (' Y (! Z a x 

( OY) ( iZ ) - Y d z d :1' --1- Y + ~-- d y d z d x - Z d x d y Z +. d Z d.l" d Y , 'oy \ [z . 

wobei del' hier l'echts stehende Ausdl'uck dem Flachenintegral in (64) entspricht. 
Baut man nun den ganzen Raum aus sol chen Pal'allelepipeden auf, so 

zerstoren sich die auf zusammenstoBende Seitenflachen beziiglichen Ausdl'iicke 
wechselseitig. Es bleiben also nur die Ausdriicke an del' Begrenzung tibrig. 
Dort aber kann der Reihe nach 

dy dz = d a cos A, dz dx = da cos fl, dx dy = da cos I' 

angenommen werden, wenn cos X, cos ,ll, cos)J die Richtungscosinus del' nHuh 
auBen gerichteten Normalen von a sind, so daB die Gleichung entsteht 

(G5) J(oX oY rZ) J ~ ~-+ '~.-- + -, d I' = (.\ cos X 
d x (' y (. z 

Y cos ,It + Z cos )J) tl a . 

Diese Gleichung ist aber mit (64) gleichbedeutend. 
Aus (64) lassen sich nun noch zwei andere Formeln ableiten. 8etzt man 

," = u ft, 

wo 'u eine skalare FWlktion und (t einen konsLanj,en Vektor bedeutet, so 
daB div ft = 0 wird, dann geht nach (61) die Gleichung (64) tiber in 

also in 
(t >< J grad tt d I' = n >: J u n d a, 

(6G) J grad 1t d I' = J u n do. 

Diese Formel drlickt das Gradiententheorem aus, 
Ersetzen wir in (64) IJ durch a /'\1', so ergibt sich aus (57), daB 

wird. Ferner ist 
div (a 1\'/') = - (t:< rot /' 

(t/\v >.( n= a >< L' /\ 'It, 
also erhalten wir 

oder 
a <' J rot V d I' = - a J (/' /\ 11.) do 

(67) J rotL' d I' = - J (" /\ 'n) da . 

Diese Formel solI das Rotationstheorem heW en. 
Die Vektorgleichung (66) ist gleichbedeutend mit den drei Zahlgleichungell 

I fiR 'i f~ dT =Ju cos}, da, f01l dT =J:t cos u da. ox oy' . 

J?tt dT =fu cos I' da, oz 
die auch direkt leicht zu erweisen sind. die Vektorgleichung (67) mit den 
drei Zahlgleichungen: 

r f(oZ oY) f , oy - oz dT~~ (Z cos ,II -- Y cos I') da, 

J f'(oX 2Z) f 
I Ii!! I ['J' (;; - C~~) ell' =f(X cos I' --- Z cos XI da, 

.;:--- ,,- dT= (YcOSI.-Xcosn). do . 
• . (x uy' , 

die als unmittelhare Folgo del' Gleichungen (68) erscheinen. 
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Set?:en \VIr nun III (B 1) '/' = grad v, so erhalten wlr 

div (u grad v) = u div grad v + grad u >< grad v, 

wobei 11., v skalare Funktionen des Orte"! von del' oben angegebellon Art 
bedeutoll. Wenden wir jetzt das Divergenztheorem (64) an, so folgt 

(70) J (grad 1l- >/ grad v + u div grad v) d T == J (tt grad v ><n) da, 

und wenn wir u und v vertauschen und die so erhaltene Gleichung von 
der vorstehenden subtrahieren, so ergibt sich 

(71) J (u div grad v - v div gradu) dT = J (1tgrad v -v gra-d u)x:: nda. 

Diese beiden Gleichungen sind einfache Zahlgleichungen und 
als soIche auch unmittelbar geschrieben werden. Zunachst wird 

. ?2 11.. o~ U (]2 U 
dlvgradu=- +_. -+-=J1/. 

ox2 oy~ OZ2 ' 
ferner 

arad v = ~~ ~~ + ;~~ ov + ~~t f'/J 
'" i7xix oyoy ozrz' 

grad 1t. 

endlich haben wir 
ou . ott en 

. n = . cos Ie + - cos l.l + - cos I', 
0.1: o1/'?z . 

gradn 

k6nnen 

odeI' wenn W11' mit dn = )/dx'l + dy2 + dz~ das Linienelement auf del' K 0["

dx 
malen bezeichnen, so daB cos A. = -c~ usw. wird, 

dn 

(72) 

(73) 

gradu 
O·l/. dx 

n=-·- ~ex dn 

Sonach erhalten wir die Formeln 

cu dy I cn dz du 
~ .. - -- I -. -.. --- = -. 
oy dn ('2 dn dn 

f'(cj/. f'v I ?1t?V rtt?v, ) J dv 
.. (!x2-;;T?Y?Y+;'i-? z T uJv dT=. ud;do. 

f(U,'/V-VLh)d7= f(n dV_vdn)dO. 
._ , ,dn dn 

Diese Fot"lllelll heiBen die Greenschen Siit-ze. 
\Vir wollen nun nicht mebr eine geschlossene Fhiche, sondern ellle 

Flache a mit einer Randkurve 8 betrachten, nach wie VOl' soil n den Ein
heitsvektor in del' Nol'malen del' Flache, 'v eine eindeutige, stetige und 
differenzierbare Vektorfunktion bedeuten. Wir fiihren den Tangentenvektor t 
del' Randkurve oin und nehmen ihn mit einem solchen Richtungssinne, daB 
die damit bezeichnete Umkreisung del' Flache 0 in positivem Sinne an 
einer dem Rande geni:igond nahe benachbarten Normale n vOl'beilauft. Wir 
setzen uoch 

td8=ds, 

fi:ihren also das Linienelement del' Randkurve als (infinitesimalen'l Vektol' ein, 
dann el'gibt Rich del' Stokessche Satz: 

17-!1 J'l~' < ds =Jl'ot I.~ >< nda. 

Del' Beweis des S t 0 k e s schen Satzes gelingt leieht wie folgt. Das 
Fliichenintegral lautet in rechtwinkligen Koordinaten, wenn A, ,II," wieder 
die Richtungswinkel del' N ormalen bedeuten, 

fl (!,Z - '?7') cos j, 
'e L ry i}:: / 

("x ?Z) ,((1' f~X) I 
--:- - - -c. -. cos l.t -t- -- - -.- cos "1 da. 
('2 i}:r ' ex?y -
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Dafiir laBt sieh aber sehreiben 

fJ[( :z - oY) dydz + (!'_x.._ ?Z) dzdx + (~! __ PX) dXdy]. 
rJy {lz CZ (Ix ox cy 

Fiihren wir nun die Integrationen einzeln aus, so ergibt sieh z. B. fiir die 
r enthaltenden Glieder 

Ji?Y ?Y] l-dx--dz = Y -Y . ox az 2 l' 

wenn Y2 den Wert am Ende uud Y1 den Wert am Anfang des parallel zur 
x z-Ebene dureh die Flaehe laufenden Integrationsweges bezeiehnen. Die linke 
Seite wird namlieh £iir y = konst. ein vollstaudiges Differential. wei I dz beim 
Durehstreiehen der Fl1iehe negativ zu nehmen ' 
ist. L1iBt man nun den herausgegriffenen, der z 
xz- Ebene parallelen Streifen die ganze FHiehe 
durehziehen, so 11iBt die auf der reehten Seite 
entstehende Integration sieh fassen als eine Inte
gration iiber die ganze Umrandung 8 der Flaehe 
und sehreiben 

So ergibt sieh insgesamt fiir das volle 
reehnende Fl1iehenintegral der Wert 

f(Xdx + Ydy + Zdz) 
8 

und damit die zu erweisende Formel: 

zu be-

o 

(76) J(XdX + Ydy +Zdz'J 
., 

Fig. 192. 

=fl(CZ - (7) eos2 + (~~ - ~Z) cos It + (bY _~x.) eosl,l da. 
oy cZ OZ r'X I ex cy J 

(i 

x 

Indem man die Flaehe a sieh saekformig zusammenziehen liiBt, so daB 
ihre Randkurve 8 kiirzer und kiirzer wird und schlieBlieh versehwindet, womit 
aueh das Linienintegral auf der linken Seite von (74) versehwindet, kann man 
sofort naehweisen, daB filr jede geschlossene Flaehe a die Gleichung besteht 

(771 f rotl: X n d a = O. 

Dies folgt auch sofort aus (64), da nach (58) 

iat. 

(78) 

weil 

ist. 

liH) 

divrot'l.' = 0 

Wir konnen ebenso nach (67) folgern, daB fur jede gesehlossene }'laehe 

f gradu/\ n da = 0, 

rotgradu = 0 

Wi]' zeigen noeh, daB fiirr=v'(x-~):i+(Y-lJr+(z-~-)\ welln "=\= O. 

A 1_=0 
r 

ist. wenn j statt div grad 
Gleichung (46) 

geschrieben wird. Wir finden in der Tat nach 

grad r - 1 = - r - 9 I' , 
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also wird gemaB der Regel (61) bei erneuter Beriicksichtigung von (46) 

d' d 1 1 d' + 3 
IV gra -;:- = -;:3 IV 'I' r:l' 

Nun ist 
'I' = (x - ~) ·i + (y -I))j + (z - C) /.' 

und daraus folgt sofort 

also wird in der Tat 

(X i'y OZ 
divJ"'=-- +-+ -=3 ,,", ... '" '- , ox oy rz 

Jl_ = div grad ~ = O. 
1" r 

Fuhren wir den Laplaceschen Operator .,1 auch fUr ell1e Vektor
funktiont' = Xi + Y j + Z k ein, indem wir 

J t' = .,1 Xi + J Yj + J Z,.. 
setzen, so ergibt sich die Beziehung 
(80) j t' = grad divl.-' - rot rot l'. 
Es wird niimlich 

rot rot /' = 1_" (~Y_ IX_) _ :' (i? - (~Z)] i + ... l ry rx f'y rJz (.'z ('X 

= [(t;~+ r~f~) - (~~?+ ~:J)]i+ ... 
[ (i (i'X ?Y i'Z) (iJ 2 X c2X t'2X):. 

= 2x -f<x+ i'y +-;:z -- (,x"2+-,lyi+ iJii J t+ ... 

_If'div,' ·1 X] .' , -l----yx -~ LT'" 

= grad div t' J ". 
1 

Wir wollen nun die Formel (73) auf den Fall anwellden, wo v= --, 
I" 

also J v = O. Dabei solI der Raumteil, um den es sich handelt, begrenzt 
sein von zwei Kugeln mit dem Mittelpunkt A (c;, 1], C) und den Radien 1"0 

und R. Es wird dann bei der einen Kugel 

bei der anderen Kugel 

und weiter bei der einen 

bei del' anderen Kugel 

dv 1 du du 
dn 

dv 

r 2' 
o 

dn 
Kugel 

1 

dn 

du 
dn 

do = l"o2dw, 

do=R 2 dw, 

du 
dR 

dro ' 

wenn dw die Offnung eines Elementarkegels mit der Spitze A, d. h. das 
von einer Kugel mit dem Mittelpunkt A und d~l:t;l Radius 1 aus diesem 
Kegel ausgeschnittene Flachenstiick, bezeichnet. 

Wir lassen nun den Radius R der einen Kugel ins Unbegrenzte wachsen. 
Danll verschwindet das uber diese Kugel erstreckte Flachenintegral, namlich 

-J'> (u + _du R) riw, 
\ dR 

wenn wir annehmen, daB mit unbegrenzt wachsender Entfernung R n wie 
1 du 1 

also --- wie - abnimmt. 
R" dR R~ 
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Gl8ichzeitig lassen wir den Radius 1'0 del' anderen Kugel unbegrenzt 
abnehmen, dann wird das iiber diese Kugel erstreckte Flachenintegral 

und W11" erhalten, jetzt das Raumintegral iiber den ganzen Haum erstreekt-. 

Set zen w[r also 

J J1~ dT = - <1 :n:~t..1' 

IH11 Ju =- <17T,:!, 

indem Wlf annehmen, daB Q eine bekannte Funktion des Ortes ist. sowird 

(82) SO 
~tA = '- dT. 

r 

das Integra,] libel' den ganzen Raum el'streckt. Dabei muB, cia n im Un

endlichen zu1 proportional genommen werden kalll1. !f n und damit !2 im 

l'nendlichen vel'schwinden. 

Die Diffel'entialgleichung (81) heiSt die Poissonsehe Diffel'ential
gleichung, das Integral (82)das Newtonschc Potential. Der an sieh 
beliebig bleibenc1e Punkt A, fur den in Gleiehung (82) der Wert del' Funktion n 
erscheint, heiBt der Aufpunkt. . . 

Ein Vektorfeld, das ans einer skalaren Funktion des Ortes c1ureh Bildung 
des Gradienten entsteht, ist dac1urch gekennzeichnet, daB die Rotation ver
schwindet. Man kann ein solches Vektorfeld deshalb als rotationsfreies 
Vektorfeld bezeichnen. Entsteht dagegen ein Vektorfeld durch Bildung 
der R,otation aus einem allgemeinen Vektorfeld, so versehwindet die Divergenz 
de.:; so gebildeten Vektorfeldes und wir konnen es ein divergenzfreies 
Vektorfeld nennen. Es ergibt sieh nun die Aufgabe, ein allgemeines 
Vektorfeld aus einem rotationsfreien und einem divergenzfreien 
Vektorfeld zusammenzusetzen. Diese Aufgabe liiBt sieh mit Hilfe del' 
zuletzt anfgestellten Formeln sofol't losen. wenn iiber das Verhalten des 
Vektorfeldes im Unendlichen die angegebenen Voraussetzungen gelten und es 
die Bedingungen der Eindeutigkeit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit erfiillt. 

1st /' del' Vektor an der Stelle A!'; ,)7, ::-i. so setzen wir 

183) 
und llehmen an, es sei 

(84) 

Daraus folgt zuerst 

und es kann him'in 

I' == n + Ii' 
rot u-- O. div U'= O. 

div I.' = div II 

(H5) /I = grad (p 

gesctzt werclen. Demnach wird 

also, wenn wil' 
1 8(;) 

machen, 

eliv /' = div grad (P, 

cliVI' c= ~ 4 7T ':! 

-4:r,:!=if((. 
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Folglich ergibt sich 

(87) f (} f div t' (r= -dr=- ·_·---dT, 
r 4 ::71' 

das Integral libel' den ganzen Raum erstreckt. 
Ferner wird 

rot ,t' = rot ·w . 
Setzen wir hierin 
(88) w = rot]), 

was die zweite del' Gleichungen (84) unmittelbar naeh sieh zieht, so folgt, 
wenn wir noeh 

(89) 
annehmen, aus (80) 

oder, wenn 

(nO) 
ist, 

(91) 

also 

(92) 

divp=O 

rott' = rot rot]) = - . J 1) 

- 4- :rr,lt = L1 V, -4nl,=L1W, 

J' I' W= --;:dr, 

die Integrale wieder ii.ber den ganzen Raum erstreckt. Wir kannen dem
nach set zen 

IH3) 

und es bedeutet dann 
(!l4-) 'l' = grad 'f' + rot}J 

die Lasung del' gestellten Aufgabe, wenn cp und}J dureh die Gleiehungen (,87) 
und (\13) gegeben sind. p wil'd als Vektorpotential bezeiehnet. 
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Kehlkreis eines einschaligen Rotationshypel'-

boloids 92. 
Kcttenlinie 182. 
Knotenpunkte schwingender Saiten 210. 
Kochanskische Konst.ruktion des Kreisum-

fanges 34. 
Koeffizienten 9. 
Kollineare Figuren 26. 
Kollineare Raumtransformationen 126. 
Kommutatives Gesetz der Vektoraddition 

214, 22", der Vektorprodukte in der 
Ebene 21.5, der inneren Produktbildung 
221i. 

Komplanare Vektoren 22:-<. 
Komplexe Zahlen 8, 216. 
KOlllponent.en einer Streeke 51. eines Vek

tors 215, 22.5. 
Kompression 124. 
Konfokale Kegelsehnitte 220, k. Flachen 2. 

Ordnung 75. 
Konforme (winkeltreue:i Ahbildungen 30, 

2Hl. 
Konjugierte Durchmesser bei Ellipse und 

Hyperbel 58. 
Konstallte 131. 
Kontrakollllllutatives Gesetz IJei auLleren 

Vektorprodukten 227. 
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Konvergenz der Reihen 135 f. 
Konvergenzintervall 136. 
Koordinaten in der Ebene 50, im Raume 71. 
Korbbogen 22 ff. 
Kosinussatz fiir ebene Dreiecke 38, fUr 

spharische Dreiecke 48. 
Kote 115. 
Kotierter Plan 115. 
Kreisevolvente 65. 
Kreisinhalt und Kreisumfang 33. 
Kreiskegel (Darstellung) 91, (Gleichung) 107. 
Kreisring 35, 89. 
Kriimmungslinien 194. 
Kriimmungsmittelpunkt, Kriimmungsradius, 

fiir die Ellipse 61, 178f., allgemein 177. 
Kubische Gleichung 5. 45. 
Kugel 74, Projektionsbild 114 f. 
Kugelkoordinaten 171. 
Kugelschnittverfahren 104. 
Kugelzone und Kugelabschnitt 35. 
Kuttasches Verfahren zur numerischen 

Losung gewohnlicher Differentialglei
chungen 206. 

Lagrangesche Form des Restes einer Tay-
lorschen Rellie 174. 

Lalannesche Rechentafel 47 f. 
Laplacescher Operator 236. 
Lateraler Einheitsvektor 215. 
Laufer beim Rechenschieber 5. 
Leibnizsche Regel 142. 
Lemniskate 59, 180, als Schnitt eines Kreis

rings 90, Rektifikation und Quadratur 
186 f. 

Lemniskatisches Integral, lemniskatische 
Funktion 187. 

Lineare Differentialgleichungen 196. 
Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten 

8, mit beJiebig vielen Unbekannten 15 ff. 
Linienelement einer ebenen Kurve 177, einer 

Raumkurve 188. 
Linienvektor 227. 
Logarithmen 4, 132. 
Logarithmentafeln 4. 
Logarithmische Spirale 42, 181. 

Mac Laurinscher Lehrsatz 174. 
Mantisse 4. 
Mechanische Quadratur 33, 162. 
Methode der kleinsten Quadrate (GauB) 19. 
Meusnierscher Satz 193. 
Minirnalflachen 194. 
Mittelwertsatz fUr bestimmte Integrale 151. 
Mittlere Kriimmung einer Flache 194. 
Mittlerer Fehler 19. 
Modu! eines Logarithmensystems 134. 
Modul eines Vektors 225. 
Mollweidesche Formeln 38, fiiI' spharische 

Dreiecke 40. 
Moment einer Strecke 51. 
l\Iuldenpunkte 117. 

Nabelpunkte 75, 193. 
Naherungskonstruktionen 22, fiir Kreisinhalt 

und Kreisumfang 33 f. 
Naherungswerte fiir die Wurzeln algebraischer 

Gleichungen 11. fiir Integrale 33, 163, 
fiir Funktionen 174, fiir die Losung 
von Differentialgleichungen 208 ff. 

Handhibliotlwk. 1. 1. 

Natiirliche Logarithmen 134. 
Nepersche Analogien 41. 
Newtonsches Potential 237. 
Niveauflachen 230. 
Niveaukurven 224. 
Nomographie 47. 
Normale einer ebenen Kurve 177, einer 

Flache 191. 
Normalebene einer Raumkurve 189. 
Normalformen der G!eichung einer geraden 

Linie 53, der Ebenengleichung 73. 
Normalform der Differentialgleichung 1. Ord

nung 194. 
N ormalgleichungen der geraden Linie im 

Raum 73. 
Normalschnitte einer Flache 193. 
Nullsystem (Nullpunkt, Nullebene, Nullinie) 

129. 
Numerische Losung von Differentialgleichun

gen 206f. 
Numerisches Rechnen. 

Obertone 211. 
Ordnung einer algebraischen Gleichung 9, 

einer Differentialgleichung 195. 
Ordnungsflache eines Polarsystems 129. 
Orthogonale Proj ektion 111. 
Orthogonales FJachensystem 77. 
Orthogonales Kurvensystem 221. 

Parabel 55, Konstruktion 64, Quadratur 
und Rektifikation 184 f. 

Parabolischer Punkt einer Flache 193. 
Paraboloide 77, darstelJerisch 93. 
Parallelkurven 178. 
Parallelperspektive, Parallelprojektion 109. 
Parallelverschiebung (Translation) 26. 
Parameter einer Parabel 55. 
Partielle Differentialgleichungen '206 ff. 
Partielle Difierentialquotienten 165. 
Partielle Integration 155. 
Pendel 201. 
Periodische Funktionen 133. 
Perizykloide 67. 
Permutationen 13. 
Perspektive Kollineationen im Raume 126. 
Perspektivische Affinitat 26, 122. 
Perspektivische Figuren 26. 
Perspektivitatszentrum 28. 
Pfeilhohe 24. 
Pohlkescher Satz 109. 
Poissonsche Differentialgleichung 237. 
Pol einer Drehung bei ebenen Figuren 26. 
Polarkoordinaten 51. 
Polarsystem 125. 
Potenzen 5 ff. 
Potenzreihen 133, 136. 
Pothenotsche Aufgabe 38. 
Prisma 34. 
Prismatoid 35. 
Profil einer Ebene 8:l. 
Pyramide 34, abgestumpfte 35. 

QuadeI' 34. 
Quac1ratische G1eichungen 8, graphische Be

handlung 46 f. 
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Quadraturen 32 f., 150, 162, 167, 184 ff., ge-
kriimmter Oberflachen 191 f. 

Querprofil 116. 

Radiusvektor (Fahrstrahl) 50. 
Rationale Funktionen (ganze und gebrochene) 

132. 
Raumgeometrie71 ff. 
Raumkurve (Kurve doppelter Kriimmung) 

96, 188 ff., kubische Raumkurve 98. 
Raumtransformationen ] 20. 
Rechenmaschinen 4. 
Rechenschiebel' 5. 
Rechnen 1 ff. 
Regelflachen (Regelstrahlen, Regelscharen) 

76 f. 
RegelmaBiges Fiinf- und Zehneck 21, Sieben-

und Neuneck 22. 
Rektifikationen 177, 185 ft. 
Rektifizierende Ebene einer Raumkurve 189. 
ReJiefperspektive 127. 
Reziproke Polaren 129. 
Reziproke Verwandtschaften 128. 
Richtungsfeld 203. 
Richtungskosinus, Richtungswinkel 72. 
Rinnen 117. 
Rollkurven 65. 
Rotation einer Vektorfunktion 230. 
Rotationsfreic V ektorfelder 2~7. 
Rotationstheorem 233. 
Riickkehrpunkt (Spitze) 181. 

Scheitel und Scheitelgleichung der Kegel
schnitte 55, 6I. 

Scheiteltangente der Parabel 55, der Ellipse 
61. 

Schmiegungsebene einer Raumkurve 188. 
Schmiegungskreise (Kriimmungskreise) der 

Ellipse 61. 
Schnittlinie zweier Ebenen (darstellerische 

Behandlung) 181. . 
Schnittwinkel zweier Ebenen 83 f. 
Schraubenlinien 96, 189. 
Schra\:!benregelflachen 94. 
Schwanenhals 24. 
Schwingungen, gedampfte 197 ff., des mathe· 

matischen Pendels 201 ff., der Saiten 
209 ff. 

Schwingungsdauer, Schwingungszahl 211. 
SeitenriB 78. 
Singulare Punkte einer Kurve 180. 
Sinuslinie 89, als Projection der Schrauben-

linie 94. 
Sinussatz fiir ebene Dreiecke 38, fiir sph1i-

rische Dreiecke 40. 
Skalare Funktion 23I. 
Skalares Vektorprodukt 226. 
Spannweite 28 f. 
Sphiirische Dreicke 39 fl. 
Spirische Linien 89. 
Spitzen (Riickkehrpunkte) IH. 
Steinerscher Satz fiir die Cassinischen 

Kurven 59. 
Stetige Funktionen 136. 
Stetig vieldeutige Fnnktion 164. 

Stokesscher Satz 234. 
Stromlinien 224. 
Subtraktion der Vektoren 214, 225. 

Tabellen 2. 
Tafelwert 2. 
Tallinie 117. 
Tangente einer ebenen Kurve 177, einer 

Raumkurve 188, einer Flache 191. 
Tangentialebene einer Raumkurve 188, einer 

Fliiche 19l. 
Taylorscher Lehrsatz 174. 
Torsion, Torsionsradius 190, 230. 
Totale Kriimmung einer Flache 194. 
Totales Differential 165. 
Traktrix 181. 
Transpositionen 13. 
Transzendente Funktionen 132. 
Trapezformel 33. 
Trennende Achse 78. 
Trennung der Variablen bei Diflerential-

gleichungen 195 ff. 
Trigonometrie 36 ff. 
Trigonometrische Funktionen 36, 132. 
Trimetrische Projektion 112. 

Umdrehungskarper (Rauminhalt) 35, 171 f. 
Umgekehrter (inverser) Vektor 216. 
Unbegrenzt konvergente Reihen 136. 
Undulationstagente 59. 
Uneigentliches Integral 173. 
Unendlich kleine GraBen 138. 
Unendlichwerden einer Funktion 143. 
Unterdeterminanten 15. 

Variable (veriinderliche GroBe) 13I. 
Vektoranalysis 225 ff. 
Vektoren 214. 
Vektorfeld 230. 
Vektorintegrale 233 ft. 
Vektorpotential 238. 
Vektorprodukt, in der Ebene 215, im Raum 

226 ff. 
Vektorsumme und Vektordifferenz 214, 22.5. 
Vektorverhiiltnis (in der Ebene) 215. 

l\'allissche Formel 162. 
Warmeleitung (Differentialgleichung) 206 fl. 
Wendelfliicben H4. 
Wendepunkt, Wendetangente 178. 
Winkel zweier Ebenen 31, zweier geraden 

Linien im Raum 31, Neigungswinkel 
einer geraden Linie gegen eine Eb,'ne 32. 

Wirbelfreie Fliissigkeitsbewegung 224. 
Wurze.ln 6. 

Zentralachse eines Nullsystems 129. 
Zentrale Affinitiit 121. 
Zentralebene (Grundebene) einer perspek

ti ven Kollineation 127. 
Zentrum einer Affinitiit 121, einer Kolli-

neation 127. 
Zunge beim Rechenschieber .5. 
Zykloide 6il. 
Zyklometrische Funktionen 1:32 f. 
Zylinclerkoordinaten 171. 
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