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Yorwort.

Das Gebiet der Ingenieur-Mathematik auf dem knappen Raum von
15 Druckbogen in seinem vollen Umfang zur Darstellung zu bringen, schien
beim ersten Anblick ein undurchfithrbares Unternehmen. Umfassen doch
die wichtigsten Teilgebiete, wie die Differential- und Integralrechnung und die
darstellende Geometrie, in den gebriiuchlichsten Lehrbiichern allein mindestens
einen starken Band, meist aber zwei Binde. Hier sollten nun auch noch
die iibrigen Zweige der Mathematik, die algebraische Analysis, die analytische
Geometrie, die Trigonometrie und die Vektorenrechnung, samt den meist
ganz vernachldssigten numerischen und graphischen Methoden der praktischen
Analysis, hinzutreten. Die so sich ergebende Uberfiille an Material lieB sich
nur bewiltigen, wenn von vornherein auf die Vollstdndigkeit in den Einzel-
heiten und in der Wiedergabe der Ableitungen verzichtet wurde. Die Ergebnisse
muBten zum groBen Teile ohne Begriindung angefiihrt werden und in vielen
Féllen konnten allein die Hauptgesichtspunkte hervorgehoben werden. Damit
wird das Buch zur ersten Einfiihrung ungeeignet, es wird aber fiir denjenigen
von Wert, der bereits den iiblichen mathematischen Lehrgang durchgemacht
hat und nun das Gelernte in knapper Zusammenstellung vor Augen zu
haben und nach Bediirfnis in einzelnen Punkten zu ergéinzen wiinscht. Es
kann auch neben den Hochschulvorlesungen benutzt werden, damit der Horer
eine gedringte Ubersicht besitzt und eine Weiterfiihrung nach der und jener
Richtung zu erlangen vermag. Auf diese Weise wird das kleine Werk, wie
ich glaube, Nutzen stiften konnen.

Uberraschen kann vielleicht die starke Beriicksichtigung der elementaren
Gebiete. Das, was gemeinhin als héhere Analysis bezeichnet wird und an
die Einfithrung der Infinitesimalbegriffe gekniipft wird, nimmt hier nur knapp
die Hilfte des gesamten Umfanges ein. Aber gerade das Zuriickgehen auf
die Elemente ist von der gréfiten Bedeutung, wenn jemand die locker ge-
wordene Fiithlung mit dem Geist der Mathematik wieder zu festigen sucht,
und daBl fiir die praktischen Probleme die elementaren Teile mindestens
dieselbe Bedeutung haben wie die hoheren Gebiete, braucht nicht besonders
hervorgehoben zu werden, gehort doch z. B. die ganze darstellende Geometrie,
so wie sie allgemein behandelt wird, zu diesen elementaren Teilen. Uberall
habe ich mich bemiiht, gerade das stérker hervorzuheben, was sonst leicht
zu kurz kommt, und dadurch eine wiinschenswerte Ergénzung zu den ge-
wohnlichen Lehrbiichern zu liefern. Die ganze Darstellung ist in stetigem
Hinblick auf die Bediirfnisse des Ingenieurs gegeben, aber damit kann nicht
gesagt sein, daB sie von vornherein an die Probleme der Praxis ankniipft.
Die Mathematik 1Bt sich nicht anders erobern, als indem sich der Lernende
zunéchst willig ihr hingibt. Er muf erst die mathematischen Methoden und
Hilfsmittel an sich beherrschen, ehe er sie fiir die Aufgaben seines Faches
verwenden kann. Uberall nur mit gebrauchsfertigen Formeln und Vorschriften
zu arbeiten ist Sache des technischen Hilfsarbeiters, nicht des fithrenden



VI Vorwort.

und selbstédndig schaffenden Ingenieurs, denn so kommt er nicht dazu, fiir ein
neues Problem die zweckmiBigste Losung zu finden. Eine Uberschiitzung der
Mathematik in ihrer Bedeutung fiir das technische Entwerfen und Ausfiihren
braucht damit nicht ausgesprochen zu sein. Selbst wo die mathematischen
Formeln und Konstruktionen nicht unmittelbar zur Anwendung kommen,
kann die erworbene Fihigkeit zum mathematischen Denken und die an der
Mathematik erlangte GroBen- und Raumanschauung von groem Werte sein.
In diesem Sinne moéchte ich den vorliegenden Versuch von dem Ingenieur
verstanden und gewertet sehen. Im iibrigen wird er genug finden, was un-
unmittelbar auf praktische Bediirfnisse zugeschnitten ist.

Auf Literaturangaben glaubte ich verzichten zu koénnen. Kine Auswahl
lieB sich nicht ohne Parteilichkeit und Willkiir treffen, und wire Vollstdndig-
keit erstrebt worden, so hiitte sich eine solche Uberfiille ergeben, dafl der
Leser mehr verwirrt als geleitet worden wire. Ich selbst habe bei der Ab-
fassung namentlich die Lehrbiicher meines hiesigen Amtsgenossen Robert
Fricke benutzt, weil ich mich naturgemidf3 an den Lehrbetrieb der eigenen
Hochschule hielt. Eine Anzahl Figuren, zum Teil mit den dazugehdrigen
Entwicklungen, sind den Schriften von C. Runge, Graphische Methoden,
H. v. Sanden, Praktische Analysis, R. Rothe, Darstellende Geometrie des
Gelindes, und dem Artikel von R. Mehmke iiber numerisches Rechnen in
der Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften entlehnt. Die Vektor-
analysis am Schlu8 hilt sich an das von mir selbst deutsch herausgegebene
Lehrbuch der theoretischen Mechanik von R. Marcolongo. Dem Verlage
schulde ich den herzlichsten Dank fiir die Sorgfalt bei der Drucklegung und
Ausstattung des Buches.

Braunschweig, im April 1922.

H. E. Timerding.
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Erstes Kapitel.
Arithmetische und algebraische Elemente.

1. Das numerische Rechnen.

Bei den Rechnungen, welche der Ingenieur auszufiihren hat, ist nur
eine bestimmte beschréinkte Genauigkeit erforderlich. Alle theoretischen Be-
trachtungen, welche als Hilfsmittel fiir die zu l6senden praktischen Aufgaben
anzustellen sind, miissen daher auf den Grad der Genauigkeit, mit welcher
das gewiinschte Ergebnis zu erzielen ist, von vornherein Riicksicht nehmen.
Die Mathematik des Ingenieurs trigt deshalb einen ausgesprochen approxi-
mativen Charakter und unterscheidet sich dadurch von dem Forschungsgebiet
des Mathematikers, auf dem eine bis ins Unbegrenzte zu steigernde Ge-
nauigkeit die Voraussetzung ist. Das schlieBt aber nicht aus, dafli sich der
Ingenieur die Betrachtungsweisen und Ergebnisse der reinen Mathematik,
soweit sie fiir ihn in Betracht kommen, nutzbar machen kann, indem er
die Methoden iiberall seinen Zwecken anzupassen trachtet.

Das erste mathematische Hilfsmittel des Ingenieurs ist die einfache
numerische Rechnung, die auf den vier Grundrechnungsarten aufgebaut
ist. Hierbei sind Addition und Subtraktion in der gew6hnlichen schulméfigen
Form sofort brauchbar. Fiir die Multiplikation und Division ist immer das
sogenannte abgekiirzte Verfahren zu verwenden, bei dem nicht mehr Dezimal-
stellen errechnet werden, als wirklich gebraucht werden. Ist z. B. zu multi-
plizieren 3,14 und 7,23, so sieht die Rechnung folgendermaflen aus
7.23.3,14

2169
2
29
22,70
Riickwirts wiirde die Division ergeben:
22,70: 3,14 = 17,23
21,98
B
63
9

Unter Umstdnden ist eine Dezimalstelle mehr mitzunehmen. um die Genauig-
keit der letzten Dezimale in dem Ergebnis zu sichern.

Eine wesentliche Unterstiitzung fiir die Ausfithrung von Rechnungen
bietet die Formel. In der Formel sind die auftretenden Zahlgroflen nur
ihrer Bedeutung und Verwendungsart nach festgelegt. nicht aber ihrem
konkreten Wert nach, und sie werden, um eine solche Festlegung zu ermog-

Handbibliothek. T. 1. 1



2 Arithmetische und algebraische Elemente.

lichen, durch Buchstaben bezeichnet. So ergibt sich z. B. die Regel fiir die
Multiplikation zweier Summen

(a4b)(c +d)=ac—+ad + bc+bd,
die jeder Multiplikation mehrstelliger Zahlen zugrunde liegt.

Die Formel
(¢ +b)(a —b)=10a®—b®
liefert z. B. die Rechnung 102-98 = 1002 — 22=9996, ebenso die Formel
(@a+bP=a*+40b*42ab

67% = 3649
840
4489

Die letzte Formel kann auch zur Auflosung der reinen quadratischen
Gleichung z?=a, d. h. zur Ausziehung der Quadratwurzel aus einer positiven
Zahl a benutzt werden. Um z. B. die Gleichung

="

aufzulésen, setzt man zundchst =24 u, dann wird =4+ 4u | u*
und hierbei kann in erster Anndherung %? vernachlissigt werden. Dann
ergibt sich 4w =3 und bis auf eine Dezimale »=—0,7. Macht man
nun x=2,7— v, so wird wie vorhin angendhert z®=7,29 — 544, also
5,4v=0,29, v=0,055 und in zweiter Anniherung z = 2,645. Wird
weiter x=2,645 - w, also x*=—=6,996 + 5,290 w gesetzt, so findet man
w==0,000756, also

die Rechnung

x=7V 7 =2,645156.

Dies Ergebnis ist bis auf die letzte Stelle genau.

Vielfach ist dieselbe Rechnung eine groflere Anzahl Male auszufiihren,
wobei von den in die Rechnung eingehenden Groflen nur eine sich #andert.
Man ordnet die Rechnung dann zweckméfBig in einer Tabelle an, in deren
erste Spalte man die sich bei der Rechnung veréindernde Zahl, gewd6hnlich
der GroBenfolge nach, einsetzt. Man nennt diese das Ergebnis der Rechnung,
den Tafelwert, bestimmende Gréfe den Eingang der Tabelle.

Handelt es sich z. B. um die Berechnung des Ausdruckes 22V 1,29 — a®
fir verschiedene Werte von z, so legt man die Tabelle folgendermafien an:

7

—— ———
2?29 — o

22 x3 x5 1,29 —a® | V1,29 —a?

| |

Aus den Werten in Spalte 1 entstehen dann, indem man sie mit sich selbst
multipliziert, die Werte in Spalte 2, durch Multiplikation der Werte in
Spalte 1 und 2 die Werte in Spalte 3, durch Multiplikation der Werte ‘in
Spalte 2 und 3 die Werte in Spalte 4, durch Subtraktion dieser Werte von
1,29 die Werte in Spalte 5, durch Wurzelausziehen die Werte in Spalte 6,
und durch Multiplikation dieser Werte mit denen in Spalte 2 die Werte
in Spalte 7.

Liegt eine solche Tabelle bereits vor und man sucht noch den Wert
des zu berechnenden Ausdruckes fiir einzelne Zwischenwerte des Tabellen-
eingangs, etwa zu den Werten 100, 101 auch noch fiir den Wert 100,5, so
braucht man nicht immer den Ausdruck aufs neue zu berechnen, sondern
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kann sich eines Verfahrens bedienen, das man als Interpolation bezeichnet.
Dabei ist die einfachste und am hiufigsten gemachte Annahme, daBl der Wert
des zu errechnenden Ausdrucks, wenn der Eingang x vom einen Werte x,
zum folgenden Werte z, zunimmt, gleichférmig sich &ndert, d.h. da8 die
Anderung von y der Anderung von z proportional ist, also das Verhiltnis
(y—y,): (@ —=,) einen festen Wert hat, namlich den Wert (y, —y,): (z, —=,),
der erreicht wird, wenn z=ux,, y =y, geworden ist. Es ist also /

Y—Y, :?/1—‘?/0

X — &, x, — X,

und mithin wird

ey 1YY *
1 2 ).
(1) Y=Y, 1T @, — 2, (x — )
Danach ist dann y leicht zu berechnen. Diese Berechnungsart heilt lineare

Interpolation. Man kann auch weitergehen und zur Berechnung einen
Ausdruck von der Form

(@) Y=o+ @ —a) Fu(®—2) (x—2,)

verwenden, derart, daB die nach diesem Ausdruck berechneten Werte fiir
drei aufeinander folgende Werte des Tabelleneingangs x,, x,, ¥, mit den
Tafelwerten iibereinstimmen. Dies ist der Fall, wenn wir setzen:

. — — 2, —2
(3) PR St | S | Bt | J Y Sk 3
.’Ll _9"0 Xy —;’Lo Xo —'—fl;l

Dieses Verfahren wird als quadratische Interpolation bezeichnet.

Man kann noch weitergehen und es so einrichten, daf der fiir die
Interpolation dienende Ausdruck fiir 4, 5 und mehr Tabelleneinginge mit
den Tafelwerten iibereinstimmt. Man kommt dann zu den allgemeinen Inter-

olationsformeln, die aber fiir die Praxis nur in wenigen Fiallen zur Geltung
(=]
kommen.

Neben der iibersichtlichen Anordnung, wie sie bei der Rechnung in
Tabellenform z. B. gegeben ist, kommt als wichtiges Erfordernis jeder Rech-
nung die fortlaufende Kontrolle in Betracht. Wenn man in Tabellenform
rechnet, so ist eine solche Kontrolle, vorausgesetzt, dal die Einginge in
gleichen Intervallen zunehmen, dadurch gegeben, daB auch die berechneten
Tabellenwerte eine regelmiBige Zunahme zeigen miissen. Notigenfalls kann
man von den Differenzen der aufeinanderfolgenden Tabellenwerte nochmals
die Differenzen bilden usf., bis man schlieBlich einen glatten Verlauf der
Differenzenwerte erkennt.

Im iibrigen wechseln die Kontrollmethoden von Fall zu Fall. Als letztes
Hilfsmittel bleibt immer eine Wiederholung der Rechnung mit anderer An-
ordnung. Sehr wertvoll ist ein der genauen Berechnung voraufgehender
Uberschlag. Dadurch ist ein ganz grober Fehler von vornherein ausgeschaltet.

Von groBer Bedeutung ist auch die fortlaufende Uberwachung der
Genauigkeit. Man mufl sich iiberzeugt halten, daB die hingeschriebenen
Dezimalstellen auch noch sicher richtig sind und nicht die letzten durch die
Hiufung von kleinen Ungenauigkeiten im Verlauf der Rechnung bereits un-
sicher geworden sind oder es bereits infolge der begrenzten Genauigkeit
der in die Rechnung eingehenden gegebenen Grofen sein miissen.

Wir konnen demnach’ zusammenfassend moglichste Einfachheit, Schnellig-
keit, Sicherheit und Genauigkeit als die Erfordernisse jeder praktischen
Rechnung bezeichnen.

1*



4 Arithmetische und algebraische Elemente.

2. Besondere Rechenhilfsmittel.

Um die mechanische Arbeit des Rechnens zu erleichtern, sind besondere
Rechenmaschinen konstruiert worden. Diese Maschinen sind so beschaffen,
daB sie nach Einstellung der Zahlen durch eine Kurbeldrehung je nach der
Schaltung eines Hebels eine Addition oder eine Subtraktion ausfiihren. Aus
der wiederholten Addition ergibt sich die Multiplikation, aus der wieder-
holten Subtraktion die Division, wobei die Anzahl der ausgefiihrten Additionen
oder Subtraktionen selbsttédtig in der Maschine erscheint. Die Addition oder
Subtraktion des 10-, 100-, 1000 fachen usw. Betrages kann durch eine ein-
fache Verschiebung eines beweglichen Teiles der Maschine erreicht werden.
Als die gidngigsten Typen solcher Maschinen kénnen wir etwa die Burk-
hardtsche (Thomassche) Rechenmaschine und die Trinks-Brunsviga-
Maschine anfiihren.

In der Hand des Ingenieurs sind diese Maschinen noch verhiltnismiBig
selten. Weit verbreiteter sind die Methoden, die auf der Verwendung der
Logarithmen beruhen. Zunichst sind die Logarithmen allgemein in der
Form von Logarithmentafeln benutzt worden. Diese Tafeln enthalten
zu den verschiedenen Zahlen als Eingang die zugehdrigen Logarithmen als
Tafelwerte. Die Tafelwerte haben die besondere Eigenschaft, da wenn y,, y,
die zu zwei Zahlen z,.x, gehorigen Logarithmen sind, die Summe y, + ¥,
als Logarithmus zu der Zahl z,-x, gehért. Man braucht also, um das Pro-
dukt -2, zu finden, nur die Logarithmen zu x, und =z, aufzuschlagen und
die Summe dieser Logarithmen wieder in der Tafel zu suchen, der zugehérige
Eingang ist dann das verlangte Produkt. Entsprechend verfihrt man bei
der Division, nur ist dann statt der Summe die Differenz ‘der Logarithmen
von Dividend und Divisor zu suchen, dieser ist der Logarithmus des Quo-
tienten. Der Logarithmus einer Quadratwurzel ist der halbe Logarithmus
des Radikanden usw. Die zu einem Logarithmus gehorende Zahl heiBt
der Numerus.

Der Logarithmus (geschr. log) von 1 wird immer 0. Die Tafeln ent-
halten meist Briggische (dekadische) Logarithmen, bei denen weiter
log10 =1, also log100 =2, allgemein log10"==n (n==1,2,3...) wird,
ferner log0,1" = —n. Zahlen, die sich nur durch die Stellung des Kommas
unterscheiden, haben deshalb Logarithmen, die sich um ganze Zahlen unter-
scheiden, also in den Stellen hinter dem Komma (Mantisse) iibereinstimmen.
Diese Stellen werden allein in den Tabellen angegeben, und die fehlenden
ganzzahligen Bestandteile aus der Stellenzahl des Numerus berechnet. Er ist

gleich der um 1 verminderten Zahl der Stellen vor

Zow dem Komma, und wenn erst durch Multiplikation
Logarmhmas : mit 10" der Numerus eine (von Null verschiedene)
Fig. 1. Stelle vor dem Komma erhilt, ist von dem mit

0, .. beginnenden Logarithmus n abzuziehen.

Fiir die Bediirfnisse der Technik reichen vierstellige, ja meist sogar
dreistellige Logarithmen aus. Bei dreistelligen Logarithmen kann statt der
Tabelle auch eine logarithmische Skala verwendet werden, bei der die Lénge
von dem Anfangspunkte den Logarithmus miBt und an dem Endpunkt der
Strecke die zugehorige Zahl angeschrieben ist (Fig.1). Sind nun zwei solche
Skalen vorhanden und léngs einander verschiebbar, so kann man den Anfangs-
punkt der zweiten Skala an einen Punkt der ersten Stelle bringen, an dem
die Zahl a steht, die Zahl 6 der zweiten Skala steht dann der Stelle der
ersten Skala gegeniiber, bei der der zugehérige Logarithmus loga --logb ist,
der Numerus also «-b (Fig. 2). Auf diese Weise lift sich die Multiplikation
zweier Zahlen « und b unmittelbar ausfithren, und auf einer solchen Ein-
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richtung beruht der logarithmische Rechenschieber. Dieser besteht aus

einem festen Teil, dem Stab, welcher die orste Skala, und einem in diesem

beweglichen Teil, der Zunge, welcher die zweite Skala trigt. Dazu kommt

zur leichteren Ablesung der Liufer, der auf

dem Stabe entlang gleitet und mit einem in = 20 |

eine Glas- oder Zelluloidscheibe eingeritzten e L o7 5 3 ]

Indexstrich versehen ist. ' ]
Man benutzt aber noch, daB Stab und Fig. 2.

Zunge lings zwei Linien aneinander gleiten,

und bringt auch an der zweiten Linie ein Paar logarithmischer Skalen an,

bei welchen aber der Mafstab doppelt so grol wie an der ersten Linie ge-

wahlt ist. Das hat zur Folge, daB von den in der gleichen Entfernung vom

Anfangspunkt stehenden Zahlen der beiden Rinder x, 2’ die erste das Quadrat

der zweiten, diese also die Quadratwurzel jener ist. Es wird also z=—a'2,

' =Ve. :

Zieht man' die Zunge bis zur Marke ¢ heraus, so stehen an den Rindern
sich Zahlen gegeniiber, deren Verhiltnis a:1 betrigt. FaBt man also den
Spalt zwischen Zunge und Stab als Bruchstrich zwischen je zwei einander
gegeniiberstehenden Zahlen auf, so sind die so entstehenden Briiche alle
einander gleich. Daraus folgt auch die Regel fiir die Division: Man stellt
dem Dividenden auf dem Stab den Divisor auf der Zunge gegeniiber, dann
steht der 1 auf der Zunge der Quotient auf dem Stab gegeniiber. Indem
man von den Zahlen am einen Rand zu denen am anderen Rand iibergeht,
kann man leicht auch Zahlen ins Quadrat erheben, mit anderen Zahlen
multiplizieren und die Quadratwurzel ausziehen.

Schiebt man die Zunge umgedreht in den Stab hinein, so daB ihre
Riénder und die Richtung der Skalenzihlung vertauscht sind, so hat das
zur Folge, daB jetzt an demselben Rande der Zunge sich Zahlen ', y gegen-
iiberstehen, die der Beziehung geniigen, daB 2'%.y einen festen Wert hat.
Vergleicht man dagegen die Zahlen x,y oder 2,y miteinander, die von
dem einen Rand des Stabes und dem gegeniiberliegenden Rand der Zunge
auf dem Strich des Liufers stehen, so hat fiir diese das Produkt 2.y oder
2’y einen festen Wert. Wie dies verwendet wird, kann am folgenden Bei-
spiele gezeigt werden. Es handle sich darum, z aus der Gleichung zu finden:

22 —1,282—272=—0,
die wir auch in die Form bringen kénnen
zg——yi:7,23.

2

Wir stellen dann eine 1 an die Zahl 2,72 der unteren Stabskala, welche
den verdoppelten MaBstab zeigt. Dann steht irgendeiner Zahl 2’ der unteren
Stabskala auf der oberen Stabskala die Zahl a = a’? gegeniiber. Unmittel-
bar an dieser Zahl steht auf der Zunge eine Zahl 3, welche mit o’ das
konstante Produkt -y’ =2,72-1 liefert, es wird also ]
2,72 x

/= -—"5—, und wenn man z’ =2z annimmt und x—1y v
x
bildet, muB3 7,23 herauskommen. Durch Probieren kann ZL
man diese Stelle bestimmen und findet so leicht den |
Wurzelwert 2,86. Fig. 3.

3. Potenzen und Wurzeln.

Zu den am héufigsten vorkommenden Rechenausdriicken gehdren die
Potenzen. Unter der Potenz «" versteht man ein Produkt aus einer An-
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zahl n gleicher Faktoren «. Die Anzahl n der Faktoren heilt Exponent,
der Faktor a selbst Grundzahl oder Basis der Potenz. Aus dieser Fest-
legung folgen sofort die Grundregeln

(1) am.qnh =— g™ T, (am)r — qm7"
und
) am am 1
2 —_— =" > e
(\_‘) pre am—mn (nz = ’IZ), pr an__m ( m < n)

fiir die Multiplikation, Potenzierung und Division von Potenzen mit der-
selben Grundzahl a, ferner die Regeln

) } a n a“
3 -b n R 'n_b'n, <—> __T
fiir das Potenzieren von Produkten und Quotienten.

Fiir das Potenzieren einer Summe gilt der sogenannte binomische
Lehrsatz:

(a,+b'n:an+ an—lb_!_n(n 1)(171—2()2

, n(n—l)(n—z) w373 -
—7——————1.2_3 a b —1—1)

Die Zahlfaktoren hierin heilen Binomialkoeffizienten und werden auch

(4)

mit (n),, (n), usw. allgemein (), bezeichnet oder auch mit (n) Thr Bildungs-
. P
gesetz ist dadurch gegeben, daf
(5) (n), 1 =(n, Je
ist, ferner wird
(‘n‘),u == (n)n—,u .
Fir das Potenzieren einer Differenz ergibt sich die Regel
(6) (a—bm=a*— (n), a1 b (n), a» 252 — (n), an—3b%. ..+ b,
Wird
an=y,

so heiflt x umgekehrt die n'® Wurzel aus y, geschrieben

n —

zx=Vy.
Sie ist immer zu bestimmen, wenn y eine positive Zahl ist, und zwar findet
sich dann auch immer ein positiver Wert x, welcher der Gleichung "=y
gentigt. Dieser positive Wert heiBt der Hauptwert der Wurzel und wird

vielfach einfach unter dem Zeichen {L/y verstanden. Die Bestimmung der
Wurzel ist zunichst so gemeint, daB man der Gleichung angenihert durch
einen Dezimalbruch oder allgemeiner eine rationale Zahl (Quotient zweier
ganzer Zahlen) zu geniigen sucht. Durch eine solche Zahl z der Gleichung
¥ =y genau zu geniigen, ist nur moglich, wenn y selbst der Quotient der
ntet Potenzen zweier ganzer Zahlen oder insbesondere die n'® Potenz einer
ganzen Zahl ist. Im letzten Falle ist auch die nt® Wurzel eine ganze Zahl.
Fiir Wurzeln gelten die Rechenregeln:

men,—— n,— m-n,—— T‘ n TN, —
(7) Va’"—*Va, Ya- Va— Vam+ \ Va= Va,

m,— m,—

Ya mn- , o Va 1 o
_ J— n—1iit (ay <= m — RE— Y -
(8) n_ = Va (m<"m), - = (m > mn).

Va v 7 ‘/a m—n
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und weiter
— n,—

n

(9) Va-b=Va-Vb, ‘/Z— Ve
. Vb

Ist der Wert der Wurzel {7; gefunden, so 1aBt sich der Wert der

Wurzel 1%7—}—5 berechnen, indem man zunichst b=a -k setzt. Dann wird

(10) Vato=Vadita=Vafi+ o 17 e .y

Es sind in der Reihe soviel Glieder zu nehmen, wie bei der gewiinschten
Anndherung erforderlich sind. Z. B. ergibt sich so

3 3
V10 =V8-V1+41=

1 1
a9 a3 4‘;

\_- ——

=2.1,077...=—2,154 ...

Wihrend die Gleichung z" = a fiir positive Werte von a und gegebenen
positiven ganzzahligen Wert von n immer eine Losung zuldBt, ist das, auch
wenn a und b positive Werte bedeuten, fiir die Gleichung

(11) a®—b

nicht der Fall. Da n#mlich der Ausdruck «” nur fiir positive ganzzahlige
Werte von x festgelegt ist, muBl, damit die Gleichung l5sbar ist, die Zahl b
aus lauter gleichen Faktoren a bestehen. Man vereinbart sich aber dahin,
unter a” allgemein einen Ausdruck zu verstehen, der den fiir das Rechnen
mit Potenzen geltenden Rechenregeln geniigt, und zwar reicht es hin, fest-
zustellen, daf3

(}12) a1=a., a’”a":a-"*ﬂ", (az)u:a,:bu

werden soll. Daraus folgt sofort die Regel a?:a% =a?—%. Hieraus ergibt
sich fiir x==a" weiter a’=1, und dann nach der zweiten Gleichung (12)
a—%.a%=q% mithin wird

1

, .. 1 =
Aus der letzten Formel (12) folgt fiir a=—, uw==n ferner (a")"=uqa, also
n

1
(14) an —Va.
n,—
Unter Va soll der positive Wert der nte® Wurzel aus der positiven Zahl a
verstanden sein.

Unter dieser Annahme lifit sich die Gleichung (11) fiir positive Werte
von ¢ und b nun immer 16sen. Setzt man nimlich x:% so 1aBt sich bei

gegebenem positiven ganzzahligen 7, wenn z. B. a > 1, die ganze Zahl m so
bestimmen, daf

m e m—+1

- r- no—
(1"'*“/61,’" b, a n :va,m—i-l/n’.b

wird. Es ist also eine beliebige Anniherung an die Zahl x zu erreichen.
Wird aber

a®*=>o, at =1b’,
so wird
ar* % =b.b.
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Zu dem Produkt bb’ gehort also die Summe z -+ 2’. Dies ist aber die grund-
legende Eigenschaft der Logarithmen. Man kann deshalb die Losung der
Gleichung (11) in der Form ansetzen

x=c-logb,
wo ¢ eine noch zu bestimmende Konstante ist. Diese wird sofort gefunden,
wenn wir b=« annehmen. Dann wird =1, also erhdlt man

1=c-loga
und somit
15 log b
(15) v log a

als die Losung der Gleichung (11). Vielfach wird von Gleichung a®*=1b
iiberhaupt ausgegangen, um den Begriff des Logarithmus einzufiihren. Doch
geschieht dies einfacher aus der geforderten Grundeigenschaft heraus, und
das ist begreiflicherweise auch die Art, wie der Logarithmus urspriinglich
gefunden wurde.

4. Algebraische Gleichungen.

Eine Gleichung, in welcher die Unbekannte x nur in ganzzahligen Po-
tenzen vorkommt, heiflt eine algebraische Gleichung. Der Exponent der
héchsten vorkommenden Potenz von z heifit die Ordnung oder der Grad
der Gleichung. '

Ist die Ordnung 1, so heilt die Gleichung linear. Sie ist dann von
der Form

(1) ax +b=0
und ihre Losung
. b

Ist die Ordnung 2, so heiBit die Gleichung quadratisch. Sie ist dann
von der Form

(3) ax® - 2bx 4-c=0
und ihre Lésung
— /b2

" phEVE s

Ist zundchst b?-—ac >0, so hat die Gleichung zwei Wurzeln
(5) o — 0T V¥ —ac —b— Vb —ac

a a
Ist 6> —ac=0, so ist nur eine Losung vorhanden
. b

(6) r=——.

a

Man zieht dann aber vor, zu sagen, die Gleichung habe zwei zusammen-
fallende Wurzeln.

Ist 0 —ac~<_0, so hat die Gleichung im Gebiet der gewd&hnlichen
(reellen) Zahlen keine Losung. Man gelangt aber zu einer Losung, wenn
man sich entschlieBt, neue Zahlen (komplexe Zahlen) einzufiihren, die sich
aus zwei reellen Zahlen u, v zusammensetzen, also zunéchst geschrieben werden
konnen :

x=(u,v).

Man stellt dann folgende Rechenregeln auf

(a) (W, ) 4 (', 0" = (u -+, v}, — (u,v) = (—u, — v),
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woraus
(b) (u,v) — (W, v") = (u —u',v — ),
ferner
(c) ' (w,v)- (W, ) = (wu' — v, wv’ |- vu'),
(d) (u,0)=mu,
woraus, wenn 7 reell,
(e) r-(u,v) == (ru,rv),

und weiter
. 1
63] (g5 4): (u’”):;{@

folgt, also insbesondere fir u, =1, v, =20
1 1
(&) o) w e

Es 14Bt sich dann mit den komplexen Zahlen nach diesen Regeln genau
ebenso rechnen wie mit den einfachen ,reellen“ Zahlen.

Da weiter
(u,v)=(u,0) 4+ (0,v) =u 4 v(0, 1)
wird, empfiehlt es sich '

(wu, oo, uv, —vu,),

).

(h) (0,1) =1
zu setzen. Es laBt sich dann schreiben
(i) (w,v)=u+1v.

Ferner zeigt sich noch, daB nach der Multiplikationsregel fir w=u'=0,
v—1 —1

(k) ?=(0,1)*=(—1,0)=—1
wird. Endlich ist zu beachten, dal (0,0)==0 zu setzen ist. Unter Beriick-
sichtigung dieser Regel /> = —1 146t sich mit den komplexen Zahlen genau

so operieren, als ob es sich um wirkliche Summen u - ¢v handle. Setzt man
nun in die quadratische Gleichung

ax? -+ 2bx+c=0
x=utv ein, so ergibt sich
a(u?—v*)+2bu—~4c+2i(au+b)v=0.
Das bedeutet, daB
a(u® —v*) 4+ 2bu +c=0,

auw—+b=0
wird, also

b

Y= — —, V=
a

4 Vae—0*,
a
Es werden demnach u,v reelle Zahlen, wenn > — ac¢ <0, und in diesem
Falle liefert mithin die quadratische Gleichung die komplexen Wurzeln
_—bbiVae—B b iVao

(.7,) U =" T a ’ 2 a

Liegt nun eine beliebige algebraische Gleichung vor, die, wenn n ibhre
Ordnung ist, in die Form gebracht werden kann:

(8) ay@" a2t Jra,en a2 @ Fa, @ +a, =0,
wobei die Koeffizienten ag, a,,... irgendwelche reelle Zahlen bedeuten
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sollen, so gilt der Fundamentalsatz von GauB, daB diese Gleichung
immer in die Form gebracht werden kann

(9) ay (2 — ) (x—ay) (@ —eg). .. (® —e,) =0,
wo die « reelle oder komplexe Zahlen bedeuten.
Die Gleichung (9) ist erfiillt, wenn z einen der Werte o, c,, ..., @, an-

nimmt. Dies sind also die Wurzeln der Gleichung. Es konnen aber unter
ihnen beliebige zusammenfallen. Die Gleichung hat also keineswegs immer
n verschiedene Wurzeln. Die Bedingung dafiir, daB mindestens zwei zu-
sammenfallende Wurzeln vorhanden sind, ist dadurch gegeben, daf3 mindestens
fir einen Wert x auch die zweite (abgeleitete) Gleichung erfiillt ist:

(10) naga—!' 4+ (n—1)a,z" 2+ n—2)a a3+ ... +2ay, 22+ a,_1=0.

Durch Elimination von z aus dieser und der urspriinglichen Gleichung erhalt
man eine Bedingungsgleichung

(11) D=0

fiir die Koeffizienten a,,a,, ... der gegebenen Gleichung, deren linke Seite D
die Diskriminante dieser Gleichung heif3t.

Sind die Koeffizienten a,, a,,... reell, so ist mit o, =wu-}¢v auch
immer «,=u —iv, die konJuglert komplexe Zahl, Wurzel der Glelchung.
Die beiden Wurzelfaktoren (®— ), (x — «,) vereinigen sich dann zu einem
reellen Bestandteil

(@—ey) (v — o) =2> — 2ux 4 (u* -+ o).
Da so die komplexen Wurzelfaktoren immer paarweise auftreten, hat jede
Gleichung ungerader Ordnung (mit reellen Koeffizienten) mindestens eine
reelle Wurzel.

Identifiziert man die linken Seiten von (8) und (9), so findet man die
Beziehungen zwischen den Wurzeln und den Koeffizienten:

_a

ottty = — 2,

0

o Gy ey ey .. .—|—oanloc,l=—{—ai.

o

(12) oy o bty o g oy o gty €y =— — %i
0

0yt ..., =t Z—

Die wirkliche Berechnung der Wurzeln kann nur durch Probieren und
Annshern geschehen. Fiir die Gleichungen dritter und vierter Ordnung
existieren Formeln, welche die Berechnung der Wurzeln auf das Ausziehen
von Quadrat- und Kubikwurzeln (zweiten und dritten Wurzeln) zuriickfiihren.
Doch sind diese Formeln, von welchen die fiir die Gleichungen dritter Ordnung
als die Cardanische Formel bezeichnet wird, fiir die praktische Berechnung
nicht gut zu brauchen. Fiir die Gleichungen von hoherer als der vierten
Ordnung existieren entsprechende Formeln iiberhaupt nicht.

Zunéchst ist anzugeben, wie eine gefundene Naherungslésung x, ver-
bessert werden kann. Setzt man x=x,-4 J in die Gleichung ein und be-
schrinkt sich auf die Glieder erster Ordnung in d, so erhdlt man einen
Ansatz

(13) Ao+ B=0,
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‘wobei
(14) rA:aOm(;L—*_a’lxg*l_*—"'+a’n*1‘v0+an’
i B=nayz? ' +n—Naxi*+...+a ,

und daraus
. B
(15) 0=——7
als die nichste Korrektur. Indem man dieses Annidherungsverfahren noch
einmal wiederholt, findet man eine noch bessere Annidherung und kann so
fortfahren, bis die Anndherung geniigt.

Ein anderes Verfahren findet Anwendung, wenn zwei Niaherungswerte
z,,%, gefunden sind, fiir welche

n n—1 | R
(16) ‘[“Oxx a2t e, 2, =y,
n n—1 . —
(B2 +a, i ... +a, _ x,fa =y,
Dann macht man, um eine noch bessere Anndherung z zu finden:

r—%_ Y

b
Ty Y

also

) Y1
(17) . 1+y24y1(1 2)
Diese Formel entspricht der linearen Interpolation.

Um iiberhaupt N#herungswerte zt1 finden, kann man so verfahren, daf}
man die linke Seite der Gleichung fiir verschiedene Werte von x ausrechnet,
und zu solchen Werten z zu gelangen sucht, fiir welche die linke Seite der
Gleichung geniigend klein wird.

Als eine direkte Methode, um zu Naherungswerten zu gelangen, ist das
Graeffesche Verfahren zu empfehlen. Dieses besteht darin, daB man zu-
nichst aus der Gleichung fiir 2 eine solche fiir a* ableitet.

Vertauscht man in der linken Seite der Gleichung x mit —a. so
findet man
Gy - ay et b e, =g (@ — ) (). (5 — ),

agx®—a, e 4+, =ay () (x ). . (@t )
und durch Multiplikation

(18) (aga” +a, 2?1+ ... 4 a,) (a2 —a, 2" 1 ... +a,)

= a,? (@ — e ?) (2® — %) ... (2% — o, ?).

Man erhilt also durch Nullsetzen des auf der linken Seite stehenden, leicht
zu berechnenden Ausdrucks, wenn man darin %=z macht, eine Gleichung,
welche die Quadrate «,?, «,%...«,*> von den Wurzeln «,, «,,...c, der ur-
spriinglichen Gleichung zu Wurzeln hat.

Wiederholt man denselben Prozell eine gewisse Anzahl Male, so gelangt
man schlieBlich zu einer Gleichung fiir die Unbekannte X = a2«

(19) Ay X" -4, X" .. 4, =0.

War nun x >>1, so kann man 22/ so groBl machen wie man will. Ist aber
X sehr groB, so zeigt sich unter Umstédnden, dafl in dem vorstehenden Aus-
druck die Glieder nach den ersten beiden der GroBe nach rasch abnehmen.
Man kann sich dann auf die ersten beiden Glieder beschrinken und die
Gleichung ersetzen durch

(192) A, XA, =0,
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woraus sofort

4
(20) X = — 1 1
A,
folgt und damit die Wurzel der urspriinglichen Gleichung
. 2u _7
(20a) @ = . Al .

0

Die Wurzel, die man so findet, ist die gréfite unter den reellen Wurzeln
der Gleichung. Die linke Seite der gefundenen Gleichung. bedeutet némlich
den Ausdruck o o )

adt (X — ) (X — ") (X —aln)

und es wird vorausgesetzt, daB man in allen Wurzelfaktoren bis auf den
ersten das zweite Glied 2 gegen das erste vernachlissigen kann, was nur
der Fall ist, wenn der ausgewihlte Wert «2« sehr viel groBer wie die iibrigen
Werte ccf-“-,... ist. Dies zeigt sich darin, daB

Ay=—A (¢} + el ... 4 «2) angenihert — — A a2
gesetzt werden kann und
Ay = — Ay« e +...)
verhiltnisméBig schon klein gegen 4, ist, da ja angenihert

Ay=— A, (24 ... F-a21)
wird. Gleiches gilt fiir die folgenden Glieder.
Ist aber die grofite reelle Wurzel z. B. eine Doppelwurzel, also «, =«,,
so kann das Glied mit 4, nicht vernachldssigt werden. Es kann jedoch an-

gendhert A, = A («2¢)? angenommen werden. Dann wird angenihert

A XA X Ay = A (X — 2,
also 4 =--24 «?* und

Y/ 4,
(20D) ul:‘/_ ;221;)_

Es kann aber auch der iiberwiegende Bestandteil in den Ausdriicken
A, A, z. B. von zwei konjugiert komplexen nicht wieder vorkommenden
Wurzeln herrithren.  Sei «, =wu +iv, ¢,—u—iv und B =U 4-iV,
wt=U —1iV, so ist angendhert zu setzen

A, =—24U, 4,=A4,(U+V?),
und die {ibrigen Glieder konnen vernachliissigt werden. Es wird dann

U g Vadod — 2

24, 2.4
also 0 0
2 T .

(20¢) w — /) A iVadyd, A7
‘ ! 24,

Sind die Wurzeln alle reell, verschieden und der GréBe nach geordnet,
so wird auch «}* gegen alle folgenden Werte «t, ... sehr grofl. Man kann
also angenihert Ay=—d «?* nehmen und findet damit
) ) 2n 41
(21) =1/ .

(21) ¢, ‘/ |

1
und ebenso

(22) «, :‘/, j: usf.



Determinanten. 13

5. Determinanten.
Eine Vertauschung von » Elementen

G, Qy050,...0,

wird als eine Permutation bezeichnet. Eine beliebige solche Permutation
1aBt sich immer erreichen, indem man nacheinander immer nur zwei neben-
einander stehende Elemente vertauscht. Z. B. geht aus a, a,a,a, hervor

3@y ay aty
in folgender Weise: ,
a,a,a,d,,
a, aya,a,,
aza,a,a,,
aza,d, a,,
aza,a, d,.

Je nachdem nun die Permutation durch eine gerade oder ungerade An-
zahl von Vertauschungen nebeneinander stehender Elemente entsteht, nennen
wir sie selbst gerade oder ungerade. Zwei Permutationen gleicher Art
ergeben nacheinander angewandt, immer eine gerade, zwei Permutationen
ungleicher Art eine ungerade Permutation.

Die Vertauschung irgend zweier Elemente (Transposition) ist immer
eine ungerade Permutation. Eine gerade Permutation entsteht daher auch
immer durch eine gerade Anzahl von Transpositionen, eine ungerade Per-
mutation durch eine ungerade Anzahl von Transpositionen.

Eine Permutation ist ungerade oder gerade, je nachdem durch sie das
Vorzeichen das Differenzenprodukt

P=(a, —a,)(a; —a;) (e, —a,)...(a, —a,)
’ (ty — ay)(@y ~— ((4) colay—a,)
(\1) (a':i '4 114) v (aﬂ ‘ (.'L"
“’11'1 — Uy,
geandert wird oder nicht.
Es gibt ebensoviel gerade wie ungerade Permutationen, namlich } n!

(n!=1-2-3.4...20).

Wir nehmen nun ein System von 2 beliebigen GroBen (\’Elemenben), die

wir auf folgende Weise bezeichnen und in einem quadratischen Schema
anordnen:

a

Ay

gy

11 (g Gpg. ..

a

ni n2

Wir bilden das Produkt der in der von links oben nach rechts unten
gchenden Diagonale (der Hauptdiagonale) dieses Quadrates stehenden
Elemente: :

(yq GBag Ugg - .. Ay,

Darauf permutieren wir auf alle méglichen Weisen die ersten (oder, was auf
dasselbe hinauskommt, die zweiten) Indizes oder Zeiger in den Faktoren
dieses Produktes und geben dem entstehenden Produkt das Vorzeichen -
oder —, je nachdem die Permutation der Indizes eine gerade oder ungerade
ist. Alle so entstehenden Werte fiigen wir zueinander und schreiben .den
herauskommenden Ausdruck einfach

(2) A=Nxta, a,5a,...q

nn
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oder auch, indem wir das quadratische Schema der n? Grofen zwischen

senkrechte Striche setzen: ‘
| @11 0y2 @z -+ Ay, I

| “a1 a3 Wag - - - Yay ‘
(3) A= ‘ Ugy Ugp Ugy - - Ay, |
‘ anl a’n‘z a-nS a‘n n l

Dieser Ausdruck heiBlt eine Determinante.

Die in dem quadratischen Schema nebeneinander stehenden Elemente
bilden die Zeilen, die untereinander stehenden Elemente die Spalten der
Determinante. Die Anzahl n der Elemente in einer Zeile oder Spalte hei3t
der Grad der Determinante.

Eine Determinante #ndert sich nicht, wenn die Zeilen zu Spalten und
die Spalten zu Zeilen gemacht werden, ohne ihre Reihenfolge zu &ndern.

Wenn man zwei Zeilen oder zwei Spalten der Determinante vertauscht,
so dndert sie nur ihr Vorzeichen.

Wenn man die Zeilen oder Spalten der Determinante irgendwie per-
mutiert, so bleibt sie ungedndert oder wechselt nur ihr Vorzeichen, je nach-
dem die Permutation eine gerade oder ungerade ist.

Wenn in zwei Zeilen oder in zwei Spalten die an gleicher Stelle stehen-
den GroBlen gleich sind oder, kurz gesagt, wenn zwei Zeilen oder Spalten in
der Determinante iibereinstimmen, so hat diese den Wert Null.

Eine Determinante wird mit einer Zahl & multipliziert, indem man alle
Elemente einer Zeile (oder Spalte) mit dieser Zahl multipliziert.

Stimmen zwei Determinanten in allen Zeilen (oder Spalten) bis auf eine
iiberein, so findet man ihre Summe als eine neue Determinante, indem man
die an gleicher Stelle stehenden Elemente der nicht iibereinstimmenden
Zeilen (oder Spalten) addiert und die iibrigen ungedndert hinsetzt.

Danach kann auch eine Determinante, in der die Elemente einer Zeile
(oder Spalte) Summen von je zwei Gliedern sind, sofort in die Summe zweier
Determinanten zerlegt werden.

Eine Determinante dndert ihren Wert nicht, wenn man zu den Elementen
einer Zeile (oder Spalte) die an gleicher Stelle stehenden Elemente einer
anderen Zeile (oder Spalte), mit irgend einem gemeinschaftlichen Faktor £ multi-
pliziert, addiert.

Das Produkt zweier Determinanten

I

!allal‘l"'ahl! \bllbl'l"'blnl

(4) A— “21“22"'“2;:!, B-_:‘b‘.'lb-z-z'--b-gnl
a’nl an'] tt ann 'bul bni et bun I

l cll c1'2 in
() O — | Ce1 Ce2 21
cnl cn‘J T C““

schreiben. Hierbei wird, wenn man sich fir ¢,% der Reihe nach die Zahlen
1,2,3...n eingesetzt denkt,

(6) Cip =iy by @by by g, by
Wir koénnen also sagen:

Das Produkt zweier Determinanten von gleichem Grade ist eine De-
terminante desselben Grades, deren Elemente man findet, indem man die
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Elemente einer Zeile des ersten Faktors mit den entsprechenden Elementen
einer Spalte des zweiten Faktors multipliziert und die Produkte addiert.

Da eine Determinante ihren Wert nicht #indert, wenn man die Spalten
zu Zeilen macht, kann man auch sagen: Das Produkt von zwei Determinanten
von gleichem Grad ist eine Determinante desselben Grades, deren Elemente die
Summen der Produkte von je zwei entsprechenden Elementen einer Zeile (oder
Spalte) des ersten Faktors und einer Zeile (oder Spalte) des zweiten Faktors sind.

Man kann ohne weiteres nach diesen Regeln auch das Produkt von
Determinanten ungleichen Grades finden, indem man die Determinante von
niedrigerem Grade zu einer Determinante von demsélben Grade wie die
andere Determinante erginzt in folgender Weise:

by by -o-byy, 00...0 |
bay bag -+ Dy .0 |
bmlbm‘.’.' bm-mOO O‘
(%) 6 6 ..0"10...0 "
0o O. 0 01 ..O‘
0O 0... 0 00...0]

Dabei wird ihr Wert nicht geéndert.

Die Determinante
(8) 3 4= S i a’11 aii a33 e a’nn
enthilt in keinem Gliede zwei Elemente derselben Zeile (oder Spalte). Sie
enthilt aber in jedem Gliede ein Element jeder Zeile (oder Spalte) und zwar
immer nur in der ersten Potenz. Man kann deshalb die Determinante als
Ausdriicke von folgender Form schreiben:

A=ay Ay +ap Ay, +ag A+ +a, 4y
A=y Ay | Ggg Agy oy Agy + .. . 10y, 4,

2n 20

(9) [ A=ay Ay + a5y A3y g3 Agy + ... F-05, 45,

4= @y1 ‘A‘nl + an? An‘.! + a’ns A‘n3 + M _|_ a’n nAnn ‘

Die GroBen 4, (¢,k=1,2,3,...n) heifen die (ersten) Unterdeter-
minanten der Determinante 4. Sie lassen sich als (n-— 1)-reihige Deter-
minanten darstellen, und zwar entsteht A;, aus der Determinante 4, indem
man in dieser die ite Zeile und die kte Spalte tilgt und den Faktor
(— 1)#t* hinzufiigt. Die Unterdeterminante A4;, heiit zu dem Element a;,
der Determinante 4, bei dem sie in den obigen Gleichungen als Faktor stehltk,
adjungiert.

Diese Gleichungen lassen sich so formulieren, daf

(10) @y Ay + G Ay 3 Ayy 4 0y, Ay, =4
wird, wenn ¢=1F ist. Erginzend konnen wir hinzufiigen, daf
(11) @y Apy O Ay 05 Ay + . F 0, 4, =0

wird, wenn ¢ == k ist.
Daraus ist sofort abzuleiten, daBl das System von »n linearen Glei-
chungen mit » Unbekannten z,, x,, z,,...x,
[ Uyy @y =y Ty Oy .. Fay, 2, =1,
. | anxl—}—a%xg—f—(t%x:;—{—...—i—a,zn.r":l_z,
(12) ’I gy @y =gy Xo = Uy @y += . F- 0y, ¥, =1y,
(

a . | .
anla'l _’_an? :l"l_}—a'ns Ty _’_"' —f_ann'/l‘nvln’
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in dem die rechten Seiten I, [,, ... I, nicht alle verschwinden, dann und

nur dann ein Losungssystem endhcher Werte z,, z,, ...z, liefert, wenn die
Determinante der Koeffizienten

11 al‘.! R al‘n
A — a"l a"J‘.} gy n
a .a a

nl " n2 " Tan

von Null verschieden ist, und zwar wird, wenn A4,, in der angegebenen Weise
die Unterdeterminanten dieser Determinante bezeichnen:

11l + -—f—A_Il -

+ s _}_Ii;‘é ln’

1‘) 0')
(13) v = h

A; ..n A.n Ann
xn_]A 1+ l+‘—;—l3+"'+j{—ln'

Die Determinante der Unterdeterminanten hat den Wert

!‘J11‘41?"'A1u

(14) | P P Aen | =4n—1,
J . . . . . . . J
| Anl‘qn'l cte Ann i

und es wird in ihr die zu A4, adjungierte Unterdeterminante = a,,-A7—2.
Danach ist sofort zu sehen, dal, wenn man die vorstehenden Gleichungen
nach der vorher angegebenen Regel riickwérts nach I, I,, l,,...1 auflost,
man wieder zu den urspriinglich gegebenen Gleichungen gelangt.

6. Auflosung linearer Gleichungen.
Ist ein System von 7 linearen Gleichungen mit n» Unbekannten gegeben:
Uy @y Gy @y = gy @y 4= o 0y, ®, =1,
Aoy By = Ooo Ty - g g . .. @y, @, =1,,
(1) a“z —|—a3,,x,—{—a%x5—}— tay,x,=1,,

a, xl_i—an.‘x _‘_ania’?—i— —+—-a““x —l
so kann man zu ihrer wirklichen Auflosung folgendes Verfahren einschlagen:
Von den Koeffizienten der Unbekannten z, muf}, damit die Unbekannte in

den Gleichungen iiberhaupt vorkommt, mindestens einer.von Null verschieden

sein. Wir nehmen an, «,, sei von Null verschieden. Dann addieren wir

—

die letzte Gleichung, mit — Zin multipliziert, zu der iten (1=1,2,38,...n—1).

Auf diese Weise verschwinden aus den n— 1 ersten Gleichungen die Glieder
mit x,, und diese Gleichungen gehen, wenn wir

1

. a, a, . .
(2) aip==a;— " a_,, l.'=ll.—5”' [, @.k=1,23....n—1)
nn nn
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setzen, iiber in
[ an x4 ‘}_al‘)x’—i— _|_a1 n—lxn———l_ll'
(3) } a”l $1‘J—anmo+ —‘}—-(1) n—1 Cl,n_l—lw,

a’n—l 13’) _I_an—l “1’0—‘_ +a1z—l L—lxﬂ*l—ln—l

Dieses Gleichungssystem 148t sich nun genau so behandeln wie das ur-
spriingliche. Auch hier muB3 mindestens einer der Koeffizienten von z,
von Null verschieden sein. Wiéren sie ndmlich alle =0, so kéme x,_, in
den Gleichungen iiberhaupt nicht vor, und unter den n— 1 Gleichungen fiir
die n — 2 Unbekannten wére entweder mindestens eine iiberzihlig oder es wire
ein Widerspruch in ihnen enthalten. In diesen Fallen wére auch entweder von den
urspriinglichen nGleichungen fiir die n Unbekannten x,, x,, ... x, mindestens eine
iiberzithlig oder ein Widerspruch in ihnen enthalten. Beides aber soll aus-

geschlossen sein. Nehmen wir also an, @y n—1 sei nicht Null, so werde

wieder die letzte Gleichung mit — #"—1 (¢==1, 2... n — 2) multipliziert

. Ay —1,n—1
zu den anderen addiert. Dann fallen in allen bis auf die (n— 1)te auch

die Glieder mit z, _, fort und wir erhalten ein System von n —— 2 Gleichungen
fiir » — 2 Unbekannte: '

”o, ” o, ” _qn
[ a11l1+60129«2+--- +01,n—2~’€n—2—l1-

)

)
]
l —2,1 3«1—}_(1)7,—‘J qx‘)“{”“ “}—un— 2, n—2 T2 ==

Fahren wir so fort, so gelangen wir schliellich zu einer einzigen Glei-
chung mit einer Unbekannten:

(n—1 —1
(5) aff Ve =1"""
. n—1 .
in der «f " 4 0 sein muB.

Stellen wir dann alle iibrigbleibenden Gleichungen wieder zusammen, so
sind es folgende:

(n—1) (n—1)
agy oy =1 >
p— . —2 —_3
ast )xl—}—a_“f Dy =1U""7,

Up—ey, 1@ Qg 2@y 1 Ty =1,
a1|1x1+a112x2+"'_|_an’n—1xn—1+(l'1z7:1‘llzlrl

Die Determinante 4 dieser Gleichungen ist die gleiche wie die der ur-
spriinglichen Gleichungen. Es wird jetzt aber:

LY o ... 0 0 “
LT g 0 0
(7) J = ‘ Y . ‘ _ ;112—1’[1(’)’1 N )) . a')’L-—-l. n—1np -
| 1,10y —1,2++-y—1,n—1 0 ‘
: anl a'u? A a’n,n- 1 a’un i

Es ist also gleichzeitig die Ausrechnung der Determinante . der ge-
gebenen Gleichungen geleistet, und die Berechnung einer Determinante wird
praktisch iiberhaupt diesen Weg gehen, der unmittelbar mit dem Weg zur
Auflésung der linearen Gleichungen zusammenfallt.

Handbibliothek. I. 1. 2
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Wir sehen sofort, daB die Bedingung 4 &= 0 zusammenfillt mit den ge-
machten Voraussetzungen:

’ (n—2) (n—1)
Ay s Ap—1,n—15+ - - A22 s aiy :%:O

Unter dieser Bedingung allein ist die eindoutige Auflésung der Glei-
chungen moglich.

Die reduzierten Gleichungen sind nun sofort aufzulésen, indem man
den Wert von z; aus der ersten in die zweite einsetzt und aus dieser x,
berechnet. Dann werden die gefundenen Werte von z,, z, in die dritte
eingesetzt und aus dieser x,; berechnet usw. bis alle Unbeka,nnben gefunden
sind. Durch die Anlage eines zweckmaﬁlgen Rechenschemas kann die Arbeit
von Anfang an bedeutend erleichtert werden.

7. Methode der kleinsten Quadrate.

Wenn es sich um die praktische Bestimmung von Zahlgré8en handelt,
so kommt es vor, daB diese nicht unmittelbar bestimmt werden koénnen,
sondern sich nur gewisse zahlméBige Zusammenhinge zwischen ihnen fest-
legen lassen. Sind also u,, u,,...u, die zu bestimm>nden Werte, so ergeben
sich Gleichungen, die in irgendwelcher Form diese Werte enthalten und die
wir symbolisch schreiben wollen

(1) fi(uy, uy,y .. w,)=0 (t=1,2,38,...m).

Nun kénnen wir aber annehmen, dal nidherungsweise die zu ermitteinden
Werte irgendwie bekannt sind und die gefundenen Gleichungen nur dienen,
diese ndherungsweise bekannten Werte noch zu korrigieren. Wir kénnen
daher setzen:

(2) u1:cl+x1’ ’CL;‘,”———CQ—}“QI‘;,,...’U/":C”—%—(E",

wobei die ¢ die vermuteten Werte und die 2 die noch zu bestimmenden
Korrekturen bedeuten. Diese Korrekturen sind aber verhdltnismaBig kleine
Zahlen und man kann deshalb in erster Anndherung setzen

(8)  filwy, ugy ) =fi(ers €qs )+ ¥ gy A0y, 3,

Wir gelangen derart, wenn wir f;(c,,c,,...c,)=— I, machen, wieder zu
linearen Gleichungen

(4) @2y QX+ .. a, v, =1 (1=1,2,3,...m).

Es sind nun drei Fille zu unterscheiden:

1. m<"n. Dann reicht die Zahl der Gleichungen zur Bestimmung der
Korrekturen x nicht aus.

2. m=n. Dann ist die Anzahl der Gleichungen, falls sie alle vonein-
ander unabhingig sind und keine Widerspriiche enthalten, gerade ausreichend
zur Bestimmung der =z.

3. m>>n. Dann ist eine Uberbestimmung vorhanden. Wiren die Be-
obachtungen absolut genau, so miite allen Gleichungen durch dieselben
Werte x geniigt werden, man konnte also beliebige m — n der Gleichungen
ausscheiden und aus den iibrigen die x berechnen. Nun sind aber die Be-
obachtungen mit gewissen Fehlern behaftet. Man kann also nicht erwarten,
daBl allen Gleichungen durch dieselben Werte x geniigt wird. Vielmehr kann
man nur erreichen, dafl die Gleichungen niherungsweise erfiillt sind, also

() W %) e+ .. a, e, =1+, (t=1,2,...m)

wird, wo »; die sich herausstellende Abweichung bedeutet.

o
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Es handelt sich nun darum, daB die Gleichungen md&glichst angenihert
erfilllt werden, daB also die v, moglichst klein werden. Dies erreicht man
dadurch, da8 man die Quadratensumme
<6) vle + v‘.’.g_‘— T _}'_ ,Um.]’
die man nach GauB mit [vv] bezeichnet, mdglichst klein macht (Methode
der kleinsten Quadrate).

In dem einfachsten Falle, wo nur eine Unbekannte 2 vorhanden ist,
kann man annehmen, daB sich m Gleichungen
(7) r=1 (i=1,2,...m)
ergeben haben. Die [, bedeuten dann die direkt beobachteten Werte. Die
Gleichungen sind nur so zu erfiillen, daB
(8) r = li —}- v;
wird, indem — v, die (scheinbaren) Beobachtungsfehler bedeuten, und die For-
derung [vv]=Min. ergibt, daB die Summe

(9) (x —1)% = Min.
wird. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn
(10) Dx—1)=0
wird, also

‘ .
(103:) x:llTlﬂ—tr;"+llgg.

Der giinstigste Wert ist mithin das arithmetische Mittel aus den beobach-
teten Werten.

Sind u, die wahren Fehler, so wird der Ausdruck

als der mittlere Fehler bezeichnet. Er gibt ein MaB fiir die Genauigkeit
der Bestimmung. Da der mittlere Fehler in dieser Form nicht festzustellen
ist, weil ja der wahre Wert der zu bestimmenden GréBe nicht bekannt ist,
ersetzt man ihn durch seinen wahrscheinlichsten Wert

a2 o=V

In dem Falle, wo die Zahl der Unbekannten =—n ist, ergibt die Be-
dingung [vv]==Min., daB

(13) D@, %, + a2y .. a;, @, —1)* = Min.
werden mubB. D;ra,us flieBen die Gleichungen
S Fa, 4. e, —1l)a, =0 (i,k=1,2,...n)
oder ausgerechnleb
[a;y @) @, 4 [a;0 054 ] 20 + . .. - [a;, ]z, =
(@1 @] @) [y @] @y 4=+ o A= [ay, a0] v, = [
(14) l (51 @ig) @, [A50 @i @y -« oo - [a;, a;5] @, =1

—

[a‘il a'iuJ ml + [ai‘l ain.] "L‘.’. T e + [ain (tin_‘ 'l'n - [Zl uin] -
Dies sind n lineare Gleichungen fiir die n Unbekannten =z, v,,...z, die
auf die frither angegebene Art aufzuldsen sind.



Zweites Kapitel.
Geometrische Elemente.

1. Geometrische Konstruktionen.

Die geometrische Zeichnung ist das zweite wichtige Hilfsmittel des In-
genieurs und tritt dem ersten Hilfsmittel, dem numerischen Rechnen, durch-
aus ebenbiirtig zur Seite, ja die Zeichnung hat, da alle technischen Kon-
struktionen die zeichnerische Darstellung zu ihrer Grundlage haben, noch
eine grofiere Bedeutung fiir den konstruierenden Ingenieur wie die analytische
Methode des rechnerischen Verfahrens. Fir die Zeichnung gelten ganz ent-
sprechende Grundsétze wie fiir die Rechnung. Ebenso wie bei der Rechnung
kommt es auch bei der Zeichnung darauf an, die jeweils vorliegende Auf-
gabe moglichst rasch und einfach, méglichst sicher und mit der erforderlichen
Genauigkeit zu lésen. Eine besondere Bedeutung kommt auch bei der Zeich-
nung der Kontrolle zu, durch welche die Richtigkeit der Losung bestitigt
und ihre Genauigkeit festgestellt wird. Die einfachste Kontrolle liegt darin,
daB ein Punkt nicht als Schnitt zweier Linien konstruiert wird, sondern
daB noch eine dritte Linie gesucht wird, die durch ihn hindurchgeht. Im
Gegensatz zur Rechnung zeigen die einzelnen Schritte der geometrischen
Konstruktion eine gréflere Ubersichtlichkeit und Anschaulichkeit, sie lassen
sich in ihrer Bedeutung als Schritte auf dem Wege zur Losung unmittel-
barer erkennen. Deshalb wird auch héufig gesucht, die rechnerische Behand-
lung durch die zeichnerische Konstruktion zu ersetzen, namentlich da, wo
die gegebenen Gréflen rdumlichen Charakter tragen wie in der Statik. Solche
Losungen pflegt man als graphische zu bezeichnen. Hierbei ist ein weiterer
Vorzug, daB die Genauigkeitsgrenze nicht wie bei der Rechnung beliebig,
sondern durch die mechanischen Einzelheiten der Konstruktion (Strichstérke,
Zirkeleinsatz usw.] von vornherein gegeben ist. Im allgemeinen ist die so
erreichbare Genauigkeit gerade die fiir die Praxis erforderliche und daher der
N atur der Aufgabe angepallt.

Jede geometiicche Konstiuktion erfordert bestimmte Hilfsmittel und
héangt von der Art und Beschaffenheit dieser Hilfsmittel ab. Aufler Papier
und Zeichenstift (Bleistift oder Reififeder) und der zweckmiBigen Aufspannung
des Papiers auf dem Reiflbrett kemmen in Betracht geometrische Modelle
und geonetrische Instrumente. Ceometrische Modelle sind die Lineale
als Modelle gerader Linien, die Kurvenlineale als Kurvenmodelle und die
Dreiecke als Winkelmodelle (90°. 60°, 45°% 30"). Das einfachste geometrische
Ins trument ist der Zirkel als MeBinstrument zum Vergleichen von Ent-
fern urgcn vnd Zeicheninstrument zum Zeichnen von Kreisen. Komplizier-
tere Instrumente wie Ellipsenzirkel. Proportionszirkel, Storchschnabel (Panto-
graph) sind im allgemeciren wenig in Gebrauch. Man begniigt sich gewo6hnlich
mit den angcfiithiten H.lfsmitteln, zu denen nur noch die Reischiene als



Geometrische Konstruktionen. 21

Mittel zur Festlegung der Grundrichtung und zum Ziehen von geraden Linien
in dieser Richtung hinzukommt.

Es handelt sich dann darum, die vorkommenden Konstruktionen mit
den vorhandenen Hilfsmitteln praktisch auszufiihren. Eine theoretische
Beschrankung wie die Forderung, daB alle Konstruktionen mit dem einfachen
Lineal und dem Zirkel ausgefiihrt werden sollen, ist fiir die Praxis nicht
berechtigt. So sind die Schulkonstruktionen fiir das Ziehen paralleler Linien,
das Fillen und Errichten von Loten und das Halbieren von Strecken praktisch
nicht brauchbar. Parallele Linien werden praktisch konstruiert, indem man
unter Benutzung des Satzes, dafl zwei Linien parallel sind. die mit einer
dritten gleichsinnig gleiche Winkel bilden, ein Zeichendreieck an dem anderen
oder an der ReiBschiene entlang gleiten 14B8t. Lote werden konstuiert, indem
man das Zeichendreieck als Modell des rechten Winkels benutzt. Strecken
werden durch Probieren halbiert. Handelt es sich um die
Reduktion einer groBeren Anzahl von Strecken auf die Hilfte,
so verfihrt man zweckmiBig so, daBl man an den gegebenen
MafBstab den reduzierten Mafstab unter 60° geneigt ansetzt 2
und die Ubertragung durch parallele Linien, die mit dem
gegebenen Maflstab einen Winkel von 309, also mit dem redu- 2
zierten MafBstab einen rechten Winkel bilden, bewerkstelligt.
Allgemein wird bei der Reduktion eines Maflstabes mit Nutzen 7
der bekannte Satz verwendet, dall parallele Linien aus zwei
gegeneinander geneigten Linien proportionale Stiicke aus- 7
schneiden. Fig. 4.

Die Entfernung eines Punktes von einer geraden Linie
wird ebenfalls nicht dadurch bestimmt, daB man erst das Lot aus dem Punkte
auf die Linie fiallt und dessen Liénge abmifBt, sondern durch unmittelbares
Probieren, indem man die kiirzeste Entfernung des Punktes von einem Punkte
der Linie feststellt. Diese Verfahren kénnen als ein geometrisches Experi-
mentieren bezeichnet werden, das den empirischen Bestimmungen in Physik
und Chemie analog ist.

Gegeniiber der Schulgeometrie ist das praktische Verfahren durch eine
sehr viel sparsamere Verwendung des Zirkels gekennzeichnet. Selbst wo, wie
beim Halbieren eines beliebigen Winkels, der Zirkel nicht
ganz zu entbehren ist, kann die moglichste Einschrinkung Z
in seinem Gebrauch von Vorteil sein. So kann der Winkel |
halbiert werden, indem man mit dem Stechzirkel auf den
Schenkeln vom Scheitel 4 aus die beliebigen gleichen \
Stiicke 4B und A4C abtrigt und auf BC aus 4 das Lot 7 oo
fallt, was mit den Zeichendreiecken geschehen kann, ohne Fig. 5.
daf3 die Linie BC selbst gezogen wird, so daB in der Zeich-
nung nur die Halbierungslinie, aber keine Hilfslinie erscheint. Die Zeichnung
wird so mit Hilfslinien moglichst wenig belastet.

Ein Quadrat 1aBt sich mit Hilfe des 45"-Dreiecks ebenfalls ohne Ver-
wendung des Zirkels konstruieren. ebenso ein gleichseitiges
Dreieck und ein regelméfiges Rechteck, Uberhaupt it
sich die regelmifiige Teilung des Kreises in 3. 4, 6, 8,
12 Teile mit Hilfe der Dreiecke sofort ausfiihren. Indem
man dann das 30°- und das 45°- Dreieck aneinanderlegt. 4 7
kann man auch Winkel von 15" konstruieren. also den
Kreis in 24 Teile teilen. Die Konstruktion eines dem
Kreis einbeschriebenen regelméifigen Fiinf- und Zehn-
ecks erfolgt am einfachsten so: Man geht von zwei zu- .
einander senkrechten Kreisdurchmessern 4 B. C'D aus. Fig. 6.

-

C
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halbiert den Radius M A in £ und macht auf ABEF=FEC. Dann wird C F
die Seite des Fiinfecks, M F die Seite des Zehnecks.

Die Konstruktion des regelmifligen Siebenecks und Neunecks ist
exakt geometrisch gar nicht 16sbar, wohl aber angenihert in folgender Weise:
Man - schligt um einen Punkt 4 des
Kreises den durch den Mittelpunkt M
gehenden Kreis, der den gegebenen
Kreis in B, C schneidet. Ist dann D
der Schnittpunkt von M A4 und BC,
so wird BD der Seite des regelmiBigen

(o Siebenecks angendhert gleich. -Um das

regelmifBige Neuneck zu finden, ver-

A . lingert man in der vorigen Figur A M
Fig. 7. Fig. 8.

bis zum zweiten Schnittpunkt B mit
dem Kreis und zieht den zu dem Durch-
messer AE senkrechten Durchmesser F G'. Schneidet dann der um E mit £G
als Radius beschriebene Kreis den Kreis um A4 in I, den Durchmesser 4 ¥
in H, so wird HI der Seite des Neunecks angenéhert gleich.

2. Korbbigen.

In der Praxis spielen die Zeichnungen eine besondere Rolle, bei welchen aus
einzelnen KreisbGgen, die beriihrend ineinander iibergehen, krummlinige Gebilde
zusammengesetzt werden. Solche Gebilde werden als Korbbégen bezeichret.

Liegen zwei Kreisbogen 4,4, und 4, A, vor, fiir welche die Tangente
in 4, gemeinsam ist, so fallen auch die auf der Tangente senkrechten Radien,
die nach dem Punkte A4, hingehen, der Lage nach zusammen. Die Mittel-
punkte K,, K, der Kreise, zu denen die Kreisbogen gehiren, liegen also
mit 4, in einer geraden Linie, und da 4, K, =4, K,, 4, K,=A4,K,, folgt

ur
Fig. 9. Fig. 10. Fig. 11.

U

sofort 4, K, -+ K, K,=4,K,. Ferner ergibt sich fiir die Lénge des Kreis-
bogenzuges 4,4, 4,, wenn ¢, ¢, die zugehorigen Zentriwinkel, im Bogenmal
des Einheitskreises gemessen, g,, o, die Radien sind, der Wert o, &, + 0, ¢,-

Setzen wir diese Betrachtung fort, indem wir einen Korbbogen aus einer
beliebigen Anzahl von Kreisbogen 4,A4,, 4, 4,, 4,4,,...4, A, zusammen-
setzen und den von den Mittelpunkten K, K,, K,, ... K, bestimmten Polygon-
zug als den Evolutenzug des Korbbogens bezeichnen, so wird die Lange
des Evolutenzuges von 4, bis K, gleich dem letzten Radius o,, allgemein
die Lange des Evolutenzuges

A()Kl »*— KIK‘:“{-—K?‘ K.; + B “}"Ky—~lK‘u = Qu>
und fiir die Linge des Korbbogens folgt der Wert

87120161+9282+9362+ e 0,8,

n?
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wenn g,, &, - .. &, die Zentriwinkel der zu den einzelnen Kreisbogen gehoren-
den Sektoren bezeichnen. Diese Betrachtungen sind zunichst so gefiihrt,
daf} die Radien g,, 0,, 03, . - . . als stindig zunehmend angesehen sind. Dreht
man die erste Figur um, indem man von dem
groBeren Radius ausgeht, so wird 4, K, — K, K,
=4, K,. Der Evolutenzug 4, K, K, kehrt bei
K, um, indem er sich erst von dem Korbbogen
entfernt und dann ihm wieder nahert (Fig. 11). Eine
solche Stelle soll als eine Umkehrstelle be-
zeichnet werden. An ihr gehen die Radien von
Zunahme zu Abnahme iiber-oder umgekehrt.
Nehmen wir als Beispiel ein Quadrat
K,K,K,K,, so konnen alle vier Kcken Um- Fig. 12.
kehlstellen sein, wenn der Korbbogen in sich
zuriicklduft, also ein geschlossenes Oval bildet. Der Verlauf ist dann folgender:

Mittelpunkte: K, K, K, K, K,
Radien: 0, 2, 03 0, 04

Zunahme Abnahme Zunahme Abnahme

Dabei ist o, =0;, 03=0,, 0, <.0,- Sind die Ecken alle keine Umkehr-
stellen, so entsteht eine ganz andere Figur, ndmlich eine Spirale. Die Kurve
lduft dann nicht in sich zuriick. Umfafit man den Umfang des Quadrates

Az
@)/k
% A
‘\\. . g
¢ LE
Fig. 13. Fig. 14.

zum zweitenmal, so schlieft sich ein neuer Kreisbogenzug an, der in einem
dem Umfang des Quadrates gleichen Abstande parallel zu dem ersten Kreis-
bogenzuge verlduft.

Ist ein Evolutenzug, z. B. 4 K, K, K, K K 4, mit einer Umkehrstelle
(K,) gegeben, wobei die Endrichtung der Anfangsrichtung entgegengesetzt
sei, so entsteht ein eigentlicher Korbbogen
(anse de panier), im Beispiel der Figur 14
mit 5 Mittelpunkten.

Es gibt solche Korbbdgen schon mit zwei
Mittelpunkten. Dann kénnen aber der erste
und der letzte Radius nicht in eine gerade
Linie fallen. Ein solcher Korbbogen kann
zunichst aus zwei Viertelkreisen 4,4, 4,4,
zusammengesetzt werden. Die Mlttelpunkte
K, K, liegen dann senkrecht iibereinander in Fig. 15.
dem Abstande K, K,=o9,—o90,=h. IstB
der FuBlpunkt des \on A, auf dle Linie 4, K, gefillten Lotes, so wird B A4,=5
die Steighohe, 4, B die Spannwelte s des ansteigenden Bogens, der auch

Sz
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als Schwanenhals bezeichnet wird. Da nun s=p, + g,, # =0, — 0, Wird,
ist o,=3(s+h). Legt man also BC =% an 4, B==s an und halbiert die
Gesamtstrecke 4,0, so findet man K,. '

Eine a,ndere Konstruktion fiir elnen Schwanenhals ist folgende (Fig. 16).
Man schligt iiber 4, 4, den Halbkreis und schneidet ihn in 4, mit dem Mittellot
von A, B. Dann enthilt das aus 4, auf 4, A4, gefillte Lot A, L die Mittel-
punkte K., K, (in den Hohen von A und A ) A, ist der Trennungspunkt
der beiden Bogen In der Tat folgt, *wenn M, N die Punkte des Mittellotes
von 4, B in den Héhen von A, und 4, sind, aus der Kongruenz der Drei-
ecke AOLK1 und 4, M K, AOK1:A1 Kl, aus der Kongruenz der Dreiecke
A NK, und A,LK, A, K,=A,K,. ’

A, £
./
H
N L A, 2, yo
/qa M Hy >3
Fig. 16. Fig. 17.

Fiir die Konstruktion eines Korbbogens mit horizontaler AbschluBllinie
und drei Mittelpunkten gibt es eine grofie Anzahl von Konstruktionen, von
denen nur folgende hervorgehoben seien: Sehr einfach und leicht zu be-
griinden ist die Konstruktion, bei der fiir die Zentriwinkel der drei Kreis-
bogen der gleiche Wert 60° genommen wird. Als gegeben sehen wir an die
Spannweite 4, B und die Pfeilhohe M C. Es wird dann tiber 4) M =34, B
das glelchseltlge Dreieck A, E M konstruiert und auf dessen Selte ME ab-
getragen M F — M C. Ist weltel A, der Schnittpunkt der Linie C F mit 4, K, so
enthilt die Parallele durch 4, zu F M die Mittelpunkte K, K,. K, liegt dann auf
Ay B symmetrisch zu K, (4,K, — BK,). A, und der symmetrisch entsprechende
Punkt 4, auf der anderen Seite sind die Grenzpunkte der Kreisbogen.

Dieser Konstruktion in der #sthetischen Wirkung vorzuziehen ist eine
andere, die zunichst folgendermafien gekennzeichnet werden kann: Man zeichnet
das Rechteck A4, B D' D mit der Hohe b= M C' und konstruiert in dem recht-
winkligen Dreieck 4, DC den einbeschriebenen Kreis. Dessen Mittelpunkt
ist A, und das aus 4, auf 4,C gefillte Lot enthélt die Mittelpunkte K, K,.

g__ Cab Vg s
Ay
H )
) ~
s g
Ao a Ay 7 V-4
2
Fig. 18. Fig. 19.

Die Konstruktion kann aber einfacher ausgefiihrt werden, wie in der Figur 18
auf der rechten Seite angegeben ist. Dort ist auf C B abgetragen CH —a — b
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(dyB=2a, MC=05). Dann enthé’tlt das Mittellot von B H die Mittelpun kte
K,, K, und den Grenzpunkt A

An diese Konstruktion laﬁt sich eine Konstruktion des Korbbogens mit
5 Mittelpunkten anschlieBen. Man 148t dann das Lot von A,C oder 4C durch
den Eckpunkt D hindurchgehen und dieses die Mittelpunkte K, K, ausschneiden.
Den Mittelpunkt K, bestimmt man einfach daraus, daB K K,+ K, K,
=CK;,—AK, wird. Er ist hierdurch nicht vollstindig bestlmmt Man
wiihle ihn moghchst so, daB K, K,:K,K,—=AK, :CK, wird, ohne daf diese
Proportion genau erfiillt zu sein blaucht l\Lm texle nur, nachdem man
AK, von C aus auf C K, abgetragen hat, die libriggebliebene Strecke, die
=K K, -+ K,K, wird, ungefihr in diesem Verhéltnis und beschreibe mit den
Teilen um K, und K, die Kreise, die sich dann in K, schneiden (Fig. 19).

3. Grundbeziehungen ebener Figuren.

Die Euklidische Geometrie geht von der Kongruenz ebener Figuren
aus. Zwei Figuren heilen kongruent, wenn sie in allen Stiicken, Strecken
(Ldangen) und Winkeln, iibereinstimmen, also nur in der Lage verschieden sind
und deshalb, wie man sagt, zur Deckung gebracht werden koénnen. Als
Grundfiguren werden ferner die Vielecke mit der kleinstmdglichen Seitenzahl,
also die Dreiecke gewihlt und die Bedingungen festgestellt, unter denen
zwei Dreiecke kongruent sind. Es ergibt sich, dal, wenn zwei Dreiecke in
drei Stiicken iibereinstimmen, auch die tbrigen drei Stiicke gleich sind. Aus-
geschlossen ist hierbei der Fall, wo die drei gegebenen Stiicke die drei
Winkel sind, weil diese von vornherein durch die Beziehung verkniipft sind,
dal ihre Summe einen festen Wert (180°) hat, und ferner der Fall, wo die
zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem der kleineren gegeniiberliegenden
Winkel iibereinstimmen, weil solche zwei Dreiecke nicht kongruent zu sein
brauchen. Danach bestimmen sich die vier Kongruenzsiitze, die der Kukli-
dischen Geometrie zugrunde liegen. Mit Hilfe dieser Sitze wird dann ein
groBer Teil der geometrischen Beweise gefiihrt.

Auf die Kongruenzlehre wird auch die Ahnlichkeitslehre zuriick-
gefiihrt, wobei allerdings die Betrachtung irrationaler Léingenverhiltnisse eine
besondere Schwierigkeit bietet. Als #hnlich werden zwei Figuren bezeichnet.
wenn alle entsprechenden Winkel in ihnen gleich sind. Es zeigt sich dann,
daB alle entsprechenden Strecken in ihnen verhiltnisgleich (proportional)
werden. Wieder werden als Grundfiguren die Dreiecke gewidhlt, und den
vier Kongruenzsiitzen werden vier entsprechende Ahnlichkeitssitze gegeniiber-
gestellt.

Einer dieser Satze ist dabei eben der, dall die Seiten der Dreiecke ver-
hiltnisgleich sind, wenn die Dreiecke in den Winkeln iibereinstimmen.
Es ist aber von Wichtigkeit, auch aus der Proportionalitit der Seiten um-
gekehrt die Gleichheit der Winkel abzuleiten, und ebenso zu zeigen, daf} alle
Winkel in beiden Dreiecken iibereinstimmen, wenn nur ein Paar gleicher Winkel
gefunden wird und entweder die einschlieBenden Seiten verhiltnisgleich sind,
oder eine dem Winkel anliegende Seite und die ihm gegeniiberliegende Seite,
falls diese groBer als jene ist, in beiden Dreiecken dasselbe Verhiltnis haben.
Dies sind die vier Ahnlichkeitssitze. Sie bieten ebenfalls ein wesentliches
Hilfsmittel fiir die geometrische Beweisfiihrung.

Die Lage wird bei den kongruenten Figuren in der Euklidischen Geo-
metrie meist gar nicht beriicksichtigt. Es sind aber auch die hierfiir geltenden
Sétze von groBer Bedeutung. Zunichst hebt sich eine Lage heraus, bei der
alle Paare entsprechender Strecken beider Figuren parallel sind. In diesem
Falle sind auch alle Verbindungsstrecken entsprechender Ecken paralle]l und
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gleich lang. Die eine Figur geht aus der anderen durch Parallelver-
schiebung (Translation) hervor. Die beiden Figuren sind immer gleich-
sinnig kongruent. .

Ist kein Paar entsprechender Strecken solcher zwei Figuren parallel, so
schneiden sich die Mittellote der Verbindungsstrecken entsprechender Ecken
in einem Punkte O und die Winkel, welche die von diesem Punkte nach je
zwei entsprechenden Ecken hinlaufenden Strahlen bilden, sind alle gleich.
Dann geht die eine Figur aus der anderen durch Drehung (Rotation) um
den Pol O hervor.

Bei #@hnlichen Figuren wird dagegen auch in der Euklidischen Geometrie
die besondere Lage hervorgehoben, bei der alle Paare entsprechender Strecken
parallel sind. Es gehen dann, wenn die Figuren nicht kongruent sind, die
Verbindungslinien aller Paare entsprechender Ecken durch einen Punkt S.
Die Figuren heillen in dhnlicher Lage befindlich und der Punkt S das
Ahnlichkeitszentrum.

Allgemein heilen nun zwei geradlinige Figuren, die Strecke fiir Strecke
und Punkt fiir Punkt eindeutig aufeinander bezogen sind, derart, daB die
Verbindungslinien entsprechender Punkte entweder durch einen und denselben
Punkt gehen oder einander parallel sind, perspektivisch, und zwar im
ersten Falle zentralperspektivisch oder perspektiv kollinear, im zweiten
Falle parallelperspektivisch oder perspektiv affin.

Wir betrachten zuerst den zweiten Fall. Sind g, ¢’ zwei einander ent-
sprechende, nicht parallele gerade Linien der Figur und 4, B, C' drei Punkte
auf der einen, A’, B, C' die #uBeren drei entsprechenden Punkte auf der
anderen, dann wird iB A'B

BCT B
d. h. die Abstandsverhéltnisse der Punkte sind auf beiden Linien dieselben.

Fig. 20. Fig. 21.

Der Schnittpunkt Z beider Linien entspricht sich selbst. Ist nun A, #’
ein zweites Paar entsprechender Linien und F ihr Schnittpunkt, so mufi die
gerade Linie B F sich selbst entsprechen, ja auch alle ihre Punkte miissen sich
selbst zugeordnet sein. Diese Linie a heiflit die Affinititsachse. Alle Paare
entsprechender Linien schneiden sich auf der Affinitdtsachse, wenn sie nicht
zu ihr parallel sind.

Die gleichgerichteten geraden Linien, welche entsprechende Punkte ver-
binden, konnen der Affinitdtsachse parallel sein oder sie schneiden. Im
ersten Falle (Fig. 22) seien 4, B zwei Punkte, deren Verbindungslinie die Affini-
tidtsachse in E schneidet. Dann liegen auch die entsprechenden Punkte A’, B’
mit ¥ in einer geraden Linie und man sieht: Die Entfernung 4 A4’ ent-
sprechender Punkte wird ihrem Abstande von der Affinitdtsachse proportional.
Im zweiten Falle seien 4. 4’ und B, B’ zwei Paare entsprechender Punkte und
4,, B, die Schnittpunkte ihrer Verbindungslinien mit der Affinitétsachse.
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=

Dann wird (Fig. 23), weil 4B und A’ B’ sich in einem Punkte &£ der Affinitiits-
achse schneiden oder ihr parallel sind,

A4, BB,

44, BBy

Fig. 22.

d. h. die Verbindungsstrecke entsprechender Punkte wird von der Affinitiits-
achse immer in demselben Verhiltnis geteilt, und zwar entweder immer innen
oder immer auBen, so daB die Proportionsgleichung der GréBe und dem
Sinne nach gilt.

Es seien g, h zwei parallele Linien, welche die Affinititsachse in E, F
schneiden mogen. A4, B seien zwei Punkte auf ihnen, die gleich weit von
der Affinitdtsachse entfernt sind, A4’, B’ die entsprechenden Punkte und
4,, B, die Schnittpunkte von AA4’, BB mit der Affinititsachse. Dann folgt
aus A4, 4= BB, auch AE 4= BF und 4’4 4 B’ B, also wird auch A'E #4 B'F:
Parallelen Linien entsprechen wieder pa-
rallele Linien.

Sind A4A4’, BB’ parallel zur Affini-
tiatsachse, so wird AA’=— BB', wenn
A, B gleichweit von dieser Achse ent-
fernt sind, weil die Entfernung ent-
sprechender Punkte ihrem Abstand von
der Achse proportional ist. Deshalb wer-
den die Dreiecke A A’ E und BB’ F wieder
kongruent und A’E parallel zu B'F, so
daBl der Satz, daBl parallelen Linien pa-
rallele Linien entsprechen, auch dann gilt.

V) Wird von zwei perspektiv affinen Figuren die
eine beliebig verschoben, so ist sie zu der anderen
nicht mehr perspektiv, aber immer noch affin.
Die affine Beziehung kann dadurch festgelegt
werden, dall zu den Ecken eines Dreiecks 4, B.C
die Ecken des entsprechenden Dreiecks 4’, B',C’
W 4 beliebig angenommen werden. Soll dann zu einem
beliebigen vierten Punkte P der entsprechende P’
& sefunden werden, so verbinde man ¥ mit 4 und B,
M diese Verbindungslinien mégen die gegeniiber-
¢+ liegenden Seiten BC und AC in M und N treffen.
Weiter teile man die entsprechenden Seiten B’'(’
und A'C' in M’ und N’ so, daB der GroBe und

dem Sinne nach

BM BM AN AN
Mc M NC N

A

Fig. 25.
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wird, Dann wird der Schnittpunkt von A4’M’ und B'N’ der gesuchte
Punkt P’

Wir konnen auch so verfahren, daB wir durch den Punkt P die Paral-
lelen PQ und PR zu AB und AC ziehen und so das Parallelogramm 4 RPQ
erzeugen. Nehmen wir dann auf 4’B’ den Punkt @', auf A’C’ den Punkt R’
so an, daB der GroBe und dem Sinne nach

4Q _A¢Q AR AR
AB  A'B’ AC AC
V4
/ ;
P /
g Ql Fl
14‘ ! 1
A 7 z rRoC
Fig. 26.

wird, so schneiden die Parallelen durch @ und R’ zu A’C’ und 4’B’ sich
in dem gesuchten Punkte P’. —

Sind zwei Figuren zentral perspektiv und S das Perspektivitits-
zentrum, durch das die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen, so
gilt folgender grundlegender Satz:

Es seien 4, B,C,D vier Punkte einer geraden Linie g, 4',B'.C’,D’ die
vier entsprechenden Punkte, die wieder auf einer geraden Linie ¢’ liegen.
Dann wird der Grofle und dem Sinne nach:

AB DB A'B DF
40 Do T a0 DO
Die Doppelverhiltnisse der beiden Punktequadrupel sind
einander gleich.
Ist das Doppelverhiltnis gleich — 1, so heiflen die vier Punkte har-

monisch. Vier harmonischen Punkten entsprechen also immer wieder vier
harmonische Punkte.

Die Schnittpunkte entsprechender gerader Linien liegen wieder auf einer
geraden Linie, der Perspektivitétsachse (oder Kollineationsachse) s.
Einer geraden Linie, die dieser parallel ist, entspricht wieder eine parallele
Linie.

Das Zentrum 8 und alle Punkte der Perspektivitdtsachse s entsprechen
sich selbst.

Das Doppelverhaltnis von vier Strahlen, die durch einen Punkt O gehen,
ist gegeben durch das Doppelverhaltnis der Schnittpunkte dieser Strahlen
mit irgend einer nicht durch O gehenden geraden Linie. Einem solchen
Strahlenquadrupel entspricht immer ein Strahlenquadrupel, welches das
gleiche Doppelverhiltnis hat. Ist das Doppelverhéltnis == -—1, so heillen
die vier Strahlen harmonisch. Vier harmonischen Strahlen entsprechen also
immer wieder vier harmonische Strahlen.

Sind A4,A4" und B, B’ zwei Paare entsprechender Punkte, 4, B, die
Schnittpunkte von 44" und BB mit s, so wird der GroBe und dem

Sinne nach (Fig. 27) AA A8 BB BS
0. = S ——— .
A4, 48 BB, BS
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Das Doppelverhéltnis, welches die beiden einander entsprechenden Punkte
mit dem Perspektivititszentrum und dem Schnittpunkte ihrer Verbindungs-
linie mit der Perspektivitatsachse bilden, hat einen
konstanten Wert k.

Riickt der Punkt A auf einem Strahle u, der
durch das Perspektivitdtszentrum S geht, in un-
endliche Entfernung, so liegt der entsprechende
Punkt A4’ auf w derart, dal, wenn 4, den Schnitt-
punkt von « mit der Perspektivitdtsachse bezeichnet,
der GroBe und dem Sinne nach

A'S v

a4, "
wird. Alle so gewonnenen Punkte A4’ liegen auf
einer Parallele zu s, welche die erste Fluchtlinie Fig. 27.
heif3t.

Umgekehrt liegen auch alle Punkte 4, die unendlich fernen Punkten A’
entsprechen, auf einer Parallelen zu s, welche die zweite Fluchtlinie heil3t.
In diesem Falle wird

AA,

e

A8
Die eine Fluchtlinie hat also von dem Perspektivititszentrum denselben
Abstand wie die Perspektivitdtsachse von der anderen Fluchtlinie.

Eine andere wichtige Beziehung zwischen ebenen Figuren, bei der eben-
falls zwei einander zugeordneten Punkte A, A’ mit einem festen Punkte S
immer in gerader Linie liegen. wird so gefunden, daBl zwischen den (gleich-
sinnigen) Abstéinden S4 und S4’ die Beziehung aufgestellt wird

SA4-8A4"=a3.

Es entsprechen dann alle Punkte sich selbst, welche von § den Abstand a
haben, also auf einem Kreis um den Mittelpunkt § mit dem Radius a liegen.
Diese Beziehung zwischen den Punkten der Ebene wird als eine Trans-
formation durch reziproke Radienvektoren
(kurzer Inversion) bezeichnet.

Den Punkten einer geraden Linie, die nicht durch
S geht, entsprechen die Punkte eines Kreises, der
durch § hindurchgeht. Hat n#mlich die gerade Linie
von § den Abstand p und ist ¢¢ der Winkel, um den
die Verbindungslinie von 8§ mit einem Punkte A4 der
geraden Linie gegen das aus § auf sie gefillte Lot
SG = p geneigt ist, so wird

2

2 o
p/p—— , also 84— .cos . Fig. 28.
cOoS ¢ P
Der A4 entsprechende Punkt A4’ liegt also auf einem Kreis iiber der auf SG
2
abgetragenen Strecke SG' = “ als Durchmesser.

p
Irgendeinem Kreise entspricht wieder ein Kreis. Ist nimlich 4 B der
auf einen Strahl durch S fallende Durchmesser dieses Kreises, und sind 4’, B’
die 4, B entsprechenden Punkte, so wird

SA4.84'=8B-SB =da*.
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also S —;4 o S B’
SB 84"
S ist mithin der eine Ahnlichkeitspunkt der iiber 4B und B'A’ als

Durchmesser beschriebenen Kreise, und sind @', P’ und P, Q die Schnittpunkte
eines Strahls durch 8 mit diesen Kreisen, so wird

SP 84 o S
also

SP.-SP'—=84-84'=a*.

Fallt A mit B’, also auch B mit
A’ zusammen, so fillt der Kreis tiber
A B mit seinem entsprechenden Kreis
zusammen. Dann ist aber der Kreis

Fig. 29. orthogonal zu dem Grundkreis um S

mit dem Radius a, weil die aus «

an ihn gelegten Tangenten die Lénge ¢ haben, also in Punkten des Grund-
kreises beriihren.

Durch irgendeinen anderen Punkt 4 kann man zwei dieser Orthogonalkreise
legen, deren Tangenten in A gegebene Richtungen haben. Die Kreise
schneiden sich zum zweitenmal in dem A eutsprechenden Punkt A'. Thre
Tangenten in diesem Punkt bilden denselben Winkel wie die Tangenten in 4.
Die Transformation durch reziproke Radienvektoren ist also winkeltreu
oder konform. Man kann auch sagen, sie sei 4hnlich in den kleinsten
Teilen, weil eine unendlich kleine Figur durch sie in eine &hnliche Figur
tibergeht.

4. Grundbegriffe der Raumgeometrie.

Die Raumgeometrie wird gewohnlich so aufgebaut, dal man von den
an der Hand der Zeichnung gewonnenen Begriffen der ebenen Geometrie
ausgeht und diese Begriffe auf den dreidimensionalen Raum iibertrigt. Die
wesentlich in Betracht kommenden Begriffe sind die Begriffe des Punktes,
der geraden Linie, der Entfernung und des Winkels und die dazu ge-
hérenden Begriffe wie der Begriff des Schneidens und der Begriff der Parallelitét.

Fiir die Raumgeometrie kann man nun den Satz voranstellen, daB, wenn
zwei gegebene gerade Linien im Raum sich schneiden, zwei gerade Linien, die
diese beiden gegebenen geraden Linien schneiden oder die eine schneiden und
zu der anderen parallel sind, sich wieder schneiden, wenn sie nicht zu ein-
ander parallel sind.

Alle diese geraden Linien gehoren einer Ebene an, welche durch die
beiden gegebenen geraden Linien oder auch durch zwei diese schneidende
Linien bestimmt ist. Eine Ebene ist ebenfalls durch eine gerade Linie und
einen auBerhalb von dieser gelegenen Punkt oder durch drei Punkte, die nicht
in einer geraden Linie liegen, bestimmt.

Zwei Ebenen schneiden sich entweder oder sie sind einander parallel.

Eine gerade Linie schneidet eine Ebene entweder oder sie ist zu ihr
parallel. Ist sie zu ihr parallel, so liegt sie in einer und nur einer zu der
Ebene parallelen Ebene, und liegt sie in einer solchen Parallelebene, so ist
sie der anderen Ebene parallel

Wenn zwei sich nicht schneidende gerade Linien zueinander parallel
sind, so kann man unendlich viele Paare paralleler Ebenen durch sie legen.
Sind sie nicht parallel, d. h. windschief. so kann man nur ein Paar paralleler
Ebenen durch sie legen.
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Parallele Ebenen werden von jeder dritten Ebene, die nicht zu einer
von ihnen und damit auch zu der anderen parallel ist, in parallelen geraden
Linien geschnitten.

Auch die Schnittlinien der beiden parallelen Ebenen mit zwei anderen
parallelen Ehenen sind alle einander parallel.

Schneiden sich zwei gegebene Ebenen, so werden sie von jeder Ebene,
die ihrer Schnittlinie, aber keiner der Ebenen selbst parallel ist, in geraden
Linien geschnitten, die einander und der Schnittlinie der beiden gegebenen
Ebenen parallel sind.

Durch den Schnittpunkt zweier gegebenen geraden Linien geht eine und
nur eine gerade Linie, welche mit den beiden gegebenen geraden Linien
rechte Winkel bildet. Diese gerade Linie bildet dann einen rechten Winkel
mit jeder geraden Linie, welche durch den Schnittpunkt der beiden gegebenen
geraden Linien geht und mit ihnen in einer Ebene liegt, und sie heiflt ein
Lot dieser Ebene.

Alle Lote einer Ebene sind zueinander parallel. Jedes Lot einer Ebene
ist auch ein Lot jeder parallelen Ebene. Umgekehrt sind zwei Ebenen
parallel, die ein gemeinsames Lot besitzen.

Das Stiick paralleler Linien zwischen zwei parallelen Ebenen hat immer
dieselbe Lénge. Sind die parallelen Linien insbesondere Lote der beiden
Ebenen, so heit die Linge des Stiickes, das von ihnen zwischen den beiden
parallelen Ebenen liegt, deren Abstand.

Als den kiirzesten Abstand zweier windschiefer gerader Linien be-
zeichnet man den Abstand der beiden durch sie gehenden parallelen Ebznen.
Der kiirzeste Abstand ist gleichzeitig die Entfernung zweier Punkte auf den
geraden Linien, die so liegzn, daB ihre Verbindungslinie senkrecht zu beiden
geraden Linien ist.

Wenn zwei gerade Linien sich schneiden, bilden sie (mit einem bestimmten
Richtungssinn versehen) einen Winkel. Zwei zu ihnen parallele (und gleich-
sinnige), sich ebenfalls schneidende gerade Linien bilden dann denselben
Winkel. '

Um den Winkel zwischen zwei sich kreuzenden (ebenfalls mit einem
bestimmten Richtungssinn versehenen) geraden Linien zu bestimmen, zieht
man durch einen Punkt der einen zu der anderen die (gleichsinnige) Parallele.
Der Winkel, den diese dann mit der sie schneidenden der gegebenen geraden
Linien einschliet, ist der Winkel, unter dem die beiden windschiefen geraden
Linien sich kreuzen. Das Lot einer Ebene kreuzt alle geraden Linien der
Ebene rechtwinklig (oder schneidet sie rechtwinklig). Eine gerade Linie ist
Lot einer Ebene, wenn sie zwei nicht parallele Linien der Ebene recht-
winklig kreuzt.

Um den Winkel zweier Ebenen zu finden, die sich in einer geraden
Linie schneiden, errichtet man in einem Punkte dieser Schnittlinie auf ihr
in beiden Ebenen das Lot. Diese Lote bilden dann immer denselben Winkel,
wenn man sie jed=smal in eine bestimmte Halbebene (d. h. den auf der einen
Seite der Schnittlinie gelegenen Teil der beiden Ebenen) hineinzieht, gleichgiiltig
wo man den gemeinsamen FuBpunkt der Lote auf der Schnittlinie annimmt.
Dieser Winkel wird als der Winkel der beiden Halbebenen bezeichnet. Nimmt
man statt der einen Halbebene die sie zur vollen Ebene ergidnzende Halb-
ebene, so erhdlt man den Nebenwinkel des urspriinglichen Winkels.

Ist der Winkel der beiden Halbebenen (und damit auch der Neben-
winkel) ein rechter, so heiBen die beiden Ebenen aufeinander senkrecht.
Durch jeden Punkt der Schnittlinie gehen dann zwei gerade Linien, die in
den beiden Ebenen liegen und aufeinander und auf der Schnittlinie senk-
recht stehen. Sie stehen dann auch jedesmal auf der anderen Ebene senk-
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recht, weil sie auf zwei durch ihren Schnittpunkt mit der Ebene gehenden
geraden Linien der Ebene, der Schnittlinie und dem anderen Lote der Schnitt-
linie, senkrecht stehen.

Eine Ebene ist also auf einer anderen senkrecht, wenn sie durch ein
Lot dieser Ebene hindurchgeht. Sie enthdlt dann unendlich viele Lote der
anderen Ebene, und diese umgekehrt unendlich viele Lote der ersten Ebene.

Fillt man aus den Punkten einer nicht zu einer Ebene senkrechten
geraden Linie die Lote auf diese Ebene, so erfilllen sie eine zu der gegebenen
Ebene senkrechte und durch die gegebene gerade Linie hindurchgehende Ebene.
Der spitze Winkel, den die Schnittlinie dieser Ebene mit der gegebenen
Ebene und die gegebene gerade Linie miteinander bilden, heifit der
Neigungswinkel der geraden Linie gegen die Ebene. Er ist das Komple-
ment (Erginzung zu 90°) des spitzen Winkels, den die gerade Linie mit einem
Lot der Ebene. bildet.

Durch jeden Punkt der Schnittlinie zweier Ebenen laBt sich eine und
nur eine zu den beiden Ebenen senkrechte Ebene legen. Insbesondere 148t
sich durch einen Punkt der Schnittlinie zweier zueinander senkrechter Ebenen
eine zu beiden senkrechte dritte Ebene legen. Die Schnittlinie zweier der
Ebenen ist dann jedesmal auf der dritten Ebene und auf ihren Schnittlinien
mit den ersten beiden Ebenen senkrecht.

Durch jeden Punkt des Raumes lassen sich drei und nur drei zueinander
senkrechte gerade Linien (Achsen) ziehen. Die erste dieser Achsen kann
dabei beliebig angenommen werden und die zweite irgendwie in einer be-
stimmten (zu der ersten Achse senkrechten) Ebene. Die Ebenen, welche die
drei Achsen paarweise verbinden, sind aufeinander senkrecht.

5. Flichen- und Rauminhalt.

Die Bestimmung des Flacheninhalts ebener Figuren geht von der
Figur des Rechtecks aus. Als Einheit wird der Inhalt eines Quadrates von
der Seitenlinge 1 (mm, cm, m, dm usw.) zugrunde gelegt. Unter dieser Vor-
aussetzung wird der Flicheninhalt des Rechtecks von den Seitenléingen a, b
durch das Produkt a-b gegeben, indem das Flichenmall der Léngeneinheit,
in denen die Seiten gemessen sind, entspricht. Der Inhalt des Dreiecks von
der Grundlinie @ und der Hohe % wird =3 a-#, der Inhalt des Paralleltrapezes
mit den parallelen Seiten @, b und der Hohe (Abstand der parallelen Seiten)
h wird =} (a - b)-h.

Die Inhalte #hnlicher Figuren verhalten sich wie die Quadrate ent-
sprechender Lingenstiicke. Insbesondere verhalten sich die Inhalte zweier

Kreise wie die Quadrate ihrer Radien. Der Inhalt
des Kreises ist deshalb dem Quadrat des Radius r
proportional und wird = nm7? gesetzt. Dabei ist
m==23.14159 ... die sog. Ludolfsche Zahl.

Um den Flécheninhalt irgendeiner geschlos-
senen Kurve zu berechnen, ersetzt man diese durch

V ein Polygon. Schon Heron hat die Vorschrift ge-

geben, durch die Kurve eine Achse zu legen und
auf diese von einzelnen Punkten der Kurven die
Lote zu fallen, um die zwischen den Loten und
Fig. 30. der Achse liegenden Flichenrdume als Trapeze aus-
‘ zuwerten, als ob an ihrem Ende das Kurvenstiick

durch eine gerade Strecke ersetzt sei.
Nimmt man von vornherein die Fliche, die zwischen der Achse, zwei
Loten auf ihr (Ordinaten) und der Kurve liegt, und teilt diese Fliche durch
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neue Ordinaten in n gleich breite Streifen, so laBt sich, wenn y,, ¥,, ¥a,
Ys: - - - Y, der Reihe nach die auftretenden Ordinaten sind (Fig. 31), fir die an-
gegebene Art der Fliachenberechnung die sogenannte Trapezformel aufstellen:

(1) F=hr{lyo+v,+v%+ -+ 1+3y.}

wobei F den gesuchten Flicheninhalt bezeichnet.

//‘
A
7
| % % B #H % 74
K7
2 AR 7 A Y/ )
Fig. 31. Fig. 32.

Statt dieser Formel kann auch eine andere angewendet werden, von der
eine noch bessere Anndherung zu erwarten ist, die Simpsonsche Regel:

(2) F—=3h-{yo+4u+ 29+ ...+ 4y, +v.)
Dabei muBl n eine gerade Zahl sein.

Ein einfaches graphisches Verfahren der Flichenbestimmung besteht in
folgendem: Man teilt die ganze Fliache zwischen Anfangs- und Endordinate
auf irgend eine passend erscheinende Art durch neue Ordinaten in Streifen
und ersetzt nun jeden Streifen durch ein Rechteck, indem man die Hohe
dieser Rechtecke derart bestimmt, dafl jedesmal das iiber das Rechteck hinaus-
ragende Fldchenstiick dem Augenmafl nach ebenso grof erscheint wie das
Flachenstiick, um das das Rechteck die Kurve tiberragt. Das 148t sich mit
recht grofler Genauigkeit erreichen, und man erhélt deshalb den gesuchten
Fliacheninhalt, indem man die Inhalte der einzelnen Rechtecke zusammenfiigt,
mit sehr guter Annéherung (vgl. Fig. 32).

Es gibt auch mechanische Vorrichtungen, um den Fldcheninhalt zu be-
stimmen. Namentlich ist das viel benutzte Amslersche Polarplanimeter
zu nennen, bei dem man mit einem Stift nur die zu bestimmende Fliche zu
umfahren hat, um an einer Skala den Inhalt ablesen zu konnen.

Zur Bestimmung des Kreisinhaltes kann man ebenfalls die genannten
Methoden anwenden. Nur erscheint es bequemer, dafiir ein einfacheres
Néherungsverfahren zu finden. Man hat nun zunichst den Zusammenhang,
daBl, wenn F den Kreisinhalt, » den Kreisumfang, r den Kreisradius bedeutet:
(3) : F=Z%u-r
wird. Dadurch wird die Bestimmung des Inhaltes auf die Bestimmung des
Umfanges zuriickgefithrt und der Umfang v = 27z7, wenn der Inhalt ¥ = 77?2
gesetzt wird. =z kann also als das Verhéltnis
des Kreisumfanges zum Kreisdurchmesser ge-
deutet werden.

Ein sehr altes Naherungsverfahren, um
den halben Kreisumfang zu bestimmen, ist
folgendes: Man trigt auf einer Tangente des
Kreises vom Beriihrungspunkt aus dreimal
den Radius ab und verbindet den Endpunkt
der so gewonnenen Strecke mit dem Mittel-
punkt. Die Liénge dieser Verbindungslinie ist
anniihernd gleich dem halben Umfang. (Dies kommt darauf hinaus, daB V10
als Naherungswert von = benutzt wird.) Danach kann auch sofort ein Rechteck

Handbibliothek. . 1. 3
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von der Hohe » und der Linge 3 u bestimmt werden, das dem Kreise inhalts-
gleich ist.

Das Verfahren hat erst in der Neuzeit durch Kochanski eine wesent-
liche, kaum zu iibertreffende Verbesserung erfahren. Danach wird auf der
Tangente des Kreises erst ein Stiick 4 B nach der einen Seite vom Beriihrungs-
punkt 4 durch die Verlingerung des Radius abgeschnitten, der um 30° gegen
den Radius nach dem Beriihrungspunkt geneigt ist, und darauf von dem
Punkte B aus dreimal der Radius abgetragen. Der Endpunkt C der so
gefundenen Strecke wird darauf nicht mit dem Mittelpunkt, sondern mit dem
A diametral gegeniiberliegenden Kreispunkt D verbunden. Die Linge dieser
Verbindungsstrecke C.D ist dann mit grofler, fiir alle zeichnerischen Zwecke
ausreichender Genauigkeit gleich dem halben Kreisumfang.

Vs Zwischen der Fliche f eines Kreis-
sektors und der Lénge s des zugehori-
gen Bogens besteht dieselbe Beziehung

@9  f=tsr

7
Fig. 84. Fig. 35.

wie zwischen Kreisinhalt und Kreisumfang. Man kann also wieder die Be-
stimmung der Flache auf die Bestimmung der Bogenlinge zuriickfiihren.

Um die Lénge eines nicht zu groBen Bogens (etwa < 45°) anndhernd
zu bestimmen, ist folgende schon aus dem Mittelalter stammende Konstruk-
tion sehr zweckmiBig. Ist 4B der Bogen, M der zugehorige Mittelpunkt,
so trigt man die Linge des Radius 4 M =r iber M hinaus noch zweimal
ab bis C und verbindet C mit B. Ist dann D der Schnittpunkt dieser Ver-
bindungslinie mit der Tangente in 4, so ist 4D der Bogenlinge 4B an-
nahernd gleich. —

Die Bestimmung des Rauminhaltes geht von der Figur eines Quaders
aus, dessen sechs Seitenflichen Rechtecke sind. Sind «a, b, ¢ die Seitenlingen
dieser Rechtecke, d. h. die Kantenlingen des Quaders, so wird der Raum-
inhalt des Quaders gegeben durch das Produkt a-b-c. Die MaBeinheit ist
dabei ein Wiirfel von der Kantenlinge 1 (mm, cm, m, dm usw.), bezeichnet
als Kubikmillimeter, Kubikzentimeter, Kubikmeter usw. Ein Kubikdezimeter
ist ein Liter, hundert Liter sind ein Hektoliter.

Ein Prisma ist ein ebenflichiger Ko6rper mit parallelen und kon-
gruenten Endflichen, deren Seiten paarweise parallel sind, so dafB} auch die
Seitenkanten des Prismas, welche die entsprechenden Ecken der Endflichen
paarweise verbinden, einander parallel sind. Sind F die Inhalte der End-
flichen, h ihr senkrechter Abstand (Hohe des Prismas), so wird der Raum-
inhalt des Prismas F-h.

Eine Pyramide entsteht, wenn man die Randpunkte einer ebenen Grund-
fliche mit einem auflerhalb von deren Ebene gelogenen Punkte verbindet.
Hat dieser von der genannten Grundebene den senkrechten Abstand % (Hohe
der Pyramide) und ist F der Inhalt der Grundfliche, so wird der Raum-
inhalt der Pyramide =% F-h.

Ein Prisma wird zum Zylinder, wenn die Endflichen Kreise werden.
Sind r deren Radien, so ist der Rauminhalt des Zylinders = nr?h.
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Eine Pyramide wird zum Kegel, wenn die Grundfliche ein Kreis wird.
Ist » dessen Radius, so ist der Rauminhalt des Kegels = 3w r?h.

Wird die Spitze einer Pyramide durch eine zur Grundfliche parallele
Schnittebene abgetrennt, so bleibt eine abgestumpfte Pyramide (Pyra-
midenstumpf) iibrig. Ist F’ der Inhalt der Schnittfliche, 2’ ihr senk-
rechter Abstand von der Grundfliche, deren Inhalt wieder F sei, so wird der
Rauminhalt des Pyramidenstumpfes = 14 (F - F’ + VFF').

Ein Prismatoid entsteht, wenn man die Ecken zweier in paralleler
Ebene gelegenen Vielecke derart verbindet, daB ein Polyeder (von ebenen
Fliachen begrenzter Korper) hervorgeht. Sind F, F’ die Inhalte der heiden
Vielecke, & der Abstand ihrer Ebenen (Hohe des Prismatoids) und M der
Fliacheninhalt eines zu den Endfliichen parallelen ehenen Schnittes durch das
Prismatoid, der von beiden Endflichen gleiche Abstinde hat (Mittelfigur), so
wird der Rauminhalt des Prismatoids =%k (F | F 4 4 M).

Aus dem Pyramidenstumpf entsteht ein Kegelstumpf, wenn die End-
flichen Kreise sind. HeiBlen r, ' deren Radien, so wird der Rauminhalt des
Kegelstumpfes =21ah(r? 4 "2 4 7).

Der Rauminhalt einer Kugel ist = £z % wenn » den Kugelradius be-
zeichnet, die Oberfliche der Kugel ist = 4ns2.

Der Rauminhalt einer Kugelzone (Kugelschicht, durch zwei parallele
Ebenen abgeschnittenen Scheibe) ist, wenn % der Abstand der die Kugelzone
begrenzenden parallelen Ebenen, o, o’ die Radien der Schnittkreise, » der Kugel-
radius ist, = t7k (30 4 890’2 4 h?), die Oberfliche der Kugelzone ist = 2zrh.

Der Rauminhalt eines Kugelabschnittes (Kugelkappe, Kalotte, d. h.
eines durch eine Ebene von der Kugel abgetrennten Stiickes) entsteht aus
dem Rauminhalt der Kugelzone, wenn o'=0 gesetzt wird. Es wird aber
weiter o ==h(2r —£h), und deshalb der Rauminhalt des Kugelabschnittes
=1nh?(3r — k), die Oberfliche bleibt = 2nrh.

Fiir den Rauminhalt und Oberfliche irgendeines Umdrehungskorpers
gelten die beiden Guldinschen Regeln:

Der Rauminhalt eines Korpers, der durch Umdrehung einer ebenen Figur
um eine diese Figur nicht schneidende, aber in ihrer Ebene liegende Achse
entsteht, ist gleich dem Produkt aus dem Flicheninhalt F der Figur und dem
Wege, den der Schwerpunkt dieser Figur bei der Umdrehung zuriicklegt.
Ist also o der Abstand des Schwerpunktes von der Achse, so wird der Raum-
inhalt = 2mp- F.

Die Oberfliche des Umdrehungskorpers ist gleich dem Produkt aus der
Linge s der Begrenzungslinie der Figur und dem Wege, den der Schwer-
punkt der Begrenzungslinie bei der Umdrehung zuriicklegt. Ist also ¢ der
Abstand dieses Schwerpunktes von der Achse, so wird die Oberfliche des
Umdrehungskorpers = 2n0-s.

Diese Regeln lassen sich sofort auf den Kreisring, der durch Um-
drehung eines Kreises (vom Radius ) um eine ihn nicht schneidende Achse
entsteht, anwenden. Ist dann ¢ der Abstand des Kreismittelpunktes von der
Achse (o =>r), so wird der Rauminhalt des Kreisringes = 2z%9r* und die
Oberfliche =4 n%pr.

In vielen Fillen 148t sich der Rauminhalt mit Hilfe des Cavalierischen
Prinzips bestimmen. Dieses lautet:

Wenn zwei Kérper sich zwischen dieselben zwei parallelen Ebenen legen
lassen und mit jeder zu diesen parallelen Ebene gleiche Schnitte ergeben,
so haben sie gleichen Rauminhalt.

(Dasselbe Prinzip gilt auch fiir die Fliacheninhalte ebener Figuren, nur
sind dann die parallelen Ebenen durch parallele Linien und die Inhalte der
Schnittflichen durch die Lingen der Schnittstrecken zu ersetzen.)

3%
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Liegt nun ein beliebiger Korper vor, der zwischen zwei parallelen Ebenen
enthalten ist, so kann man den Rauminhalt in folgender Weise bestimmen:
Man teile den Abstand der beiden parallelen Ebenen in eine gerade Zahl
n gleiche Teile und lege in diesen Teilabstdnden die parallelen Zwischenebenen.
Es seien F,, F,, F,,... F, die Inhalte der so gewonnenen Schnittfiguren.
Der Korper ist derart in n Schichten von gleicher Dicke zerlegt. Es liegt
nun nahe, zwei benachbarte dieser Schichten zusammen angendhert als ein
Prismatoid zu betrachten, von dem dann die Inhalte der Endflichen und der
Mittelfigur bekannt sind. Der Rauminhalt eines solchen Prismatoids wird
daon =Z1h(F,_1+ 4F,+ F,11). Fiigt man die Rauminhalte aller dieser
Prismatoide zusammen, so gelangt man zu der Formel fiir den Rauminhalt V
des Korpers:

(5) V:%h(Fo_i—‘lFl—{"2F2+"'+4F11~1+Fn)-

Diese Formel stimmt mit der Simpsonschen Regel (2) iiberein. Man gelangt
-also zu dem Verfahren, zunéchst die Flacheninhalte der parallelen, &quidistanten
Schnitte auszuwerten (etwa mit Hilfe des Planimeters) und dann nach der
Simpsonschen Regel den Rauminhalt des Korpers zu bestimmen, als ob
die Flidcheninhalte der Kérperquerschnitte die Ordinaten einer ebenen Fliche
wiren und es sich um die Bestimmung des Inhaltes dieser Fliche handelte.

6. Trigonometrie.

Die Trigonometrie behandelt als Hilfswissenschaft der FeldmeBkunde
und Astronomie den Zusammenhang zwischen den einzelnen Stiicken (nament-
Jich den Seiten und Winkeln) ebener und sphérischer Dreiecke. In die Tri-

gonometrie wird ohne weiteres einbezogen die Berech-
nung ebener Vierecke.

c Den Ausgangspunkt bilden die ebenen recht-

a2 winkligen Dreiecke. Sind in einem solchen Dreieck

= a, b die Katheten, ¢ die Hypotenuse und « der der
) Kathete a gegeniiber liegende spitze Winkel, so hingen

Fig. 36. die Verhaltnisse der Seiten a, b, ¢ nur von der GroBe

des Winkels ¢ ab und konnen in Tabellen ein fiir allemal
zusammengestellt werden. Man fiihrt, um die Abhiingigkeit von dem Winkel ¢
auszudriicken, fiir die Seitenverhiiltnisse besondere den Winkel « enthaltende
Benennungen ein:

Cc R
—-=sec« (Sekans «),

b

und bezeichnet diese sechs von « abhingigen Zahlwerte zusammen als die
trigonometrischen Funktionen des Winkels « Zwischen ihnen bestehen
die Beziehungen

a . . b .
.= sin e (Sinus «), P cos ¢ (Kosinus «),
a b
1) b= tg « (Tangens «), i ctg« (Kotangens «),
¢
a

= csc oo (Kosekans «),

sin® ¢ 4 cos?u =1,

¢ sin « t cos & 1
‘ g = ctgt =—=-— —= ——
(2) cos ¢’ g sine  tgeo’
1
Sec (¢ = -——, CSCct=— —(——.
oS ¢ sin ¢

Die letzten beiden Funktionen werden weniger gebraucht, sondern meist durch
cos und sin ersetzt.
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Die Funktionen sind zunichst nur fiir spitze Winkel festgelegt. Man
setzt aber erginzend:

cos0%°=1, woraus sin0°=0,
3)

sin 909 =1, woraus cos 90° =0,
mithin tg 0°= 0, ctg 0°=o00, tg90°’=o00, ctg90°=0.
Ferner fiihrt man die Funktionen stumpfer und iiberstumpfer Winkel ein
durch die Beziehungen:

sin (90°+4«)= cos«, cos (90°+«)=——sinc,
tg (90°+«)=—octga, ctg (90°4-«)=— tgu,
) sin (180°+«)==— sin«, cos(180°+«)—=—cos«,
tg(180°+w)=  tge, ctg(180°+«)= ctgw.
Bei negativen Winkeln soll werden
{ sin(— ¢)=—sin«, cos(— «)==—cos «,
®) L tg(—e)=—tgu, otg(— ¢)=—ctga.
Endlich wird
(6) sin ¢ =cos (90° — «), tg«=rctg(90° — «).

Sind «, f beliebige Winkel, so gelten die Grundformeln
[ sin (¢ p)=sin« cos f + cos « sin 8,
cos (« 4= f) =cos« cos f F sin« sin g,
) . tgatt
bg (et f) — BeTBE
: 1xtgatgp
ctgactgf + 1
t Y=o 5f T
leg(“i_ﬂ/ ctg f+ctgu

(In den Formeln mull auf beiden Seiten entweder das obere oder das untere
Vorzeichen genommen werden.)
Aus diesen Formeln liBt sich ableiten

sin 2¢=2sin « cos ¢, cos 2«¢==cos? ¢—sin*«¢=1—2sin*«=2 cos?a —1,

(8 2t g2 — 1
8 tg 2a = _cted ctg 2“:_9,&“
1—tg*c’ 2 ctg «

und daraus

sin u__‘/lh—coswt/ ,,,#‘/1 +cos « /1—cosa
2 2 D V1—|—cosa

o U
9) 1 2tg72 1—tg“~24
sin ¢ = B N ——
o U o
1—§—tg‘§ 1—}—bg‘~24
Ferner wird
sin ¢ - sin # = 2 sin « —iz— P cos ‘ﬁ%ﬁ ,
sin « — sin = 2 cos “—;f sin ‘f_:,-/? ,
(10) -
cos « —+ cos § =2 cosw cos f-(«;ﬁ R
{ —
cos f — cos ¢ =2 sin- +'é sin 5—2--'(2 .
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In einem beliebigen ebenen Dreieck nennen wir a, b, ¢ die Seiten,
o, B, y die diesen der Reihe nach gegeniiberliegenden Winkel. Dann gilt
zunéichst der grundlegende Satz: Die Seiten verhalten sich wie die
Sinus der gegeniiberliegenden Winkel (Sinussatz):

a b c
(1 1) - = — = —; .
sine  sinf  siny

Der gemeinsame Wert dieser Verhiltnisse ist der Durchmesser des dem
Dreieck umschriebenen Kreises.
Ferner gelten folgende Formeln:

(12)

woraus
b2 2 2
(13) cosa:_+;b_c a (Kosinussatz);
a—b sin“;ﬁ a-}b cos a.;iﬂ
(14) P oL o= Py (Mollweidesche Formeln),
sin — cos
2 2
woraus
tg“ —#
a—b 2
(15) R S
a b _alp
tg B

(s—b)( s——c) aﬁ‘/s(s—c;) o« (s—b)(s—c)
(16) sm——‘\/v - , COS o= be tg---2~_ —s(s—-—W’
fir s=4(a+0b—+4¢) (Halbwinkelformeln).

Natiirlich sind die weiteren Formeln, die durch Vertauschung der Seiten und
entsprechende Vertauschung der gegeniiberliegenden Winkel entstehen, sofort
hinzuzufiigen. Aus diesen Formeln lassen sich unter Beriicksichtigung der

Beziehung e 1800
o y=

die Berechnungen von allen Stiicken a, b, ¢, @, f, ¥ aus dreien unter ihnen,
ausgenommen die drei Winkel, sofort ausfiihren. Der Dreiecksinhalt 4 wird
durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel nach der Formel

(17) Ad=1%bcsina

und aus den drei Seiten nach der Formel

(18) . A= Vg(s_—_a)(s ;5) (;—— ¢) (Heronsche Formel)
gefunden.

Bei den Vierecken bieten sich auBler den Aufgaben, die unmittelbar nach
den Formeln fiir Dreiecke zu erledigen sind, zwei fiir
die Praxis wichtige Aufgaben dar:

1. Die Pothenotsche Aufgabe: Ein Viereck zu be-
rechnen aus zwei Seiten a und d, dem einge-
schlossenen Winkel ¢« und den Winkeln y,, y,, in
die der gegeniiberliegende Winkel y durch die
eine Diagonale zerlegt wird.

Fig. 37.

Man setzt zunichst
asin ny,

g \
(198) d sin 7,

==ctg ¢
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und findet dann fiir die letzten beiden Winkel g, 6 des Vierecks

(19) g2 P — g “ T Vg (p —as50).

Da -weiter ~iﬂ =180%— (x—{—y , lassen sich auch @ und 4, d. h. alle Winkel

finden und da.nn auch leicht d1e fehlenden Seiten.

2. Die Hansensche Aufgabe: Ein Viereck zu berechnen aus einer
Seite und den Winkeln y,, »,, 4,, d,, in welche die a nicht an-
liegenden Winkel y, 6 durch die Diagonalen zerlegt werden.

Man setzt zunichst

sin y sin 8, sin (6 - y,)

(204 cin dsin g, sin (4 8,) %7

und findet dann

(20) tg 5‘-;'5- + tg (p — 45°). Fig. 38.

Da weiter -—+ﬂ 1809 — + , lassen sich auch « und 8, d. h. alle Winkel

des Vierecks ﬁnden, und dann sind die fehlenden Seiten leicht nach dem
Sinussatz zu berechnen.

Die Berechnung der sphédrischen Dreiecke beginnt ebenfalls mit den
rechtwinkligen Dreiecken. Die Seiten jedes sphérischen Dreiecks sind Bogen
groBter Kreise und die Winkelsumme ist im Gegensatz zu der ebenen Geo-
metrie immer groBer als 180% Den UberschuB der Winkelsumme iiber 180°
nennt man den sphérischen ExzeB ¢. Nennt man weiter die Kugelober-
fliche O, die Fliche des Dreiecks 4, so wird

4 e
(21) 0 720%
Im rechtwinkligen Dreieck rei die dem rechten Winkel gegeniiberliegende
Seite, in Gradmall gemessen, ¢, die anderen Seiten seien a, b und «, g die
ihnen gegeniiberliegenden Winkel, so gelten die Formeln

(22) cosc==cos a-cos b=ctga-ctgff,
. i . inb .
(23) Sl.n—a=smu, s.m =sin g,
sin¢ sin ¢
. tgb tga ,
(24) B cos «, Ba cos f3, 2 4
: tge tgc 5
. tga tgb .
25 L tge, o=t
(25) sin b g sin a gh Fig. 39
. s os [
(26) By =cosa, 9.—-/?———0056.
‘ sin § sin «

Die Formeln fiir schiefwinklige Dreiecke stehen in einer gewissen Analogie
zu den Formeln der ebenen Trigonometrie, die sich als Grenzfélle aus jenen
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ergeben, wenn man die Seiten des sphérischen Dreiecks unendlich klein
werden laBt.

Zunichst findet man, wenn «, 8, y die den (in GradmaB ausgedriickten)
Seiten a, b, ¢ des sphirischen Dreiecks gegeniiberliegenden Winkel bezeichnen,
den Sinusssatz:

sina sinb sin ¢

2 = _
@) sin « sinf  siny

ferner den Kosinussatz:

(28) cosa ==cosbcosc—sinbsinccose.

Diesem steht aber ein zweiter Kosinussatz zur Seite:

(29) cos ¢ = — cos f§ cosy - sin S siny cosa,

dem kein entsprechender Satz der ebenen Trigonometrie gegeniibergestellt
werden kann, weil fiir einen unendlich kleinen Bogen @ cosa=1 wird und
die vorige Formel sich in cosa==-—cos(f | y) als AusfluB der Beziehung
«=180°— (B + y) verwandelt.

Weiter ergeben sich, wenn wieder s=1%(a 4 b-} c) gesetzt wird, die
Halbwinkelformeln:

o ‘/sm (s —b)-sin(s — ¢)
sin 5= )

sin b sinc¢

30) cos % — sms sin (s—a,)
2 sinb.sin ¢
¢ @ sin (s — b)sin (s —¢)
g2 o sin s-sin (s — a)

Man findet aber auch entsprechende Formeln fiir die halben Seiten:

COS%Z‘/sin(ﬂ——o)-sin(;}—Gv)’

sin /fi sin y

a sin o- sin (¢ — 0)
31 i
(31) sin 2 sin §-sin ¥

. Aa_‘_‘/sm(ﬂ:"o sm(}——o)
LI sino-sin(¢ —a)

Dabei ist ¢ die Hélfte des sphirischen Exzesses, also 6 =1 (¢ + f |y — 1809).
Fir diesen Wert ergibt sich noch die Gleichung:

—b s—c¢
32 t »-~‘/t t —~—t ——t .
(32) g5 g5 t8 g g —5—
Die Mollweideschen Formeln fiir sphirische Dreiecke lauten:
— - 4
sin “v—’;é cos 2 b cos © 4 cos a+b
. 24 4, 2 . 2
cos - N cos < ’ sin © B cos o
(33) 2 2 2 2
/ sin — p sin a -——b cos —~——ﬂ sin —ﬂ
2 2 2
cos Y N sin o’ sin o sin ©
2 2 2 2
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Aus ihnen folgen sofort die Neperschen Analogien:

a B a—>b o—f . a—b
tg g B cos 5 tg — 5 sin 5
- b’ o b’
" ctg % cos a_—;—_~ ctg % sin a_—2}—_
(34 a—+b «—§p e 20 e p
87y %y 879 P
tg g- cos % 3 B tg Ec sin “j;-ﬁ

Nach diesen Formeln ist die Berechnung von dreien der sechs Stiicke
eines sphirischen Dreiecks aus den iibrigen in allen Fillen sofort zu leisten.

7. Graphisches Rechnen.

In vielen Fallen wird die Zeichnung benutzt, um Rechnungen in be-
quemer und anschaulicher Weise auszufithren. Die Genauigkeit ist dabei die
durch die Zeichnung gegebene. Sie ist im allgemeinen bei geniigend groflem
MafBstabe und sorgfiltiger Ausfilhrung der Zeichnung fiir die praktischen
Zwecke des Ingenieurs ausreichend.

Die Addition kann zunichst durch das Aneinanderlegen der die Zahlen
darstellenden Strecken auf einer Zahlenachse ersetzt werden. Strecken gleichen
Sinnes geben dabei Zahlen von gleichen Vorzeichen, Strecken entgegen-
gesetzten Sinnes Zahlen von entgegengesetzten Vorzeichen. Die Subtraktion
ist derart ohne weiteres mit einbezogen.

Um die Multiplikation auszufiihren, zieht man im Abstande OF =1
von dem Anfangspunkte O die Senkrechte e zu der Zahlenachse. AuBler dem
von O aus auf der Zahlenachse abgetragenen einen Faktor a=04 trigt
man dann von der Zahlenachse aus den anderen Faktor b als Strecke EB
auf e ab. Dann schneidet die gerade Linie OB auf dem
Lote der Zahlenachse in .4 einen Punkt C ab, der von 4 el |

die Entfernung ab hat (Fig. 40). | /'g
c :///
By --AD
e: 2! ///T_///
' }5 7/ ,f a?
3 ad ! c S0 aa
0
4
’ 4 0 “ 4 e |
0~ Ea ' 7_E, Ug_ta%é,,"’
| | |
Fig. 40. Fig. 41. Fig. 42.

Ebenso wird die Division ausgefiihrt, indem man den Dividenden O 4A—a
auf der Zahlenachse abtrigt und senkrecht dazu den Divisor 4C =¢, dann

schneidet OC das Lot e in einem Punkte B, fiir den EB—" wird (Fig. 41).
a

Um das Quadrat einer Zahl a¢ zu konstruieren, hat man auf e die
Strecke £ B =04 =—a abzutragen. Dies erreicht man, indem man durch O
eine Linie unter 45° geneigt gegen die Zahlenachse zieht. Durch deren
Schnittpunkt D mit dem Lote in 4 zieht man die Parallele zur Zahlenachse
und deren Schnittpunkt B mit e¢ verbindet man mit O. Dann trifft diese
Verbindungslinie das in 4 auf der Zahlenachse errichtete Lot in einem
Punkte C, fir den AC =a® wird (Fig. 42).
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Um die Quadratwurzel aus einer Zahl ¢ zu konstruieren, trigt man
auf der Zahlenachse O4=—a ab und zeichnet tber 04 den Halbkreis.
Schneidet dieser das Lot ¢ in B, so wird auf der Zahlenachse OC =0RB
gleich der gesuchten Qua-

dratwurzel Va (Fig. 43).
Will man der Reihe

e I\
B E N\ nach die verschiedenen Po-
; \\ tenzen a? o a* usw. kon-
! YRR struieren, so kann man
B ‘a: v folgendermaflen verfahren:
oF—1—1 — —A 07 7% ,4'3 y» Man schligt um O mit

: ' 04 —=a als Radius einen

Fig. 43. Fig. 44. Kreis, der das Lot e in B

treffe, ziehe OB, in B,

schneide diese Linie das in 4 errichtete Lot der Zahlenachse. Dann schlage

man wieder um O den Kreis mit dem Radius O B,. Dieser schneidet auf der

Zahlenachse die Strecke OA,=—a* ab. Zieht man das Lot in 4, bis an den

Punkt B, auf der geraden Linie OB, so wird 04,=0B,=a®. Ist B, ent-

sprechend der Schnittpunkt von OB mit dem Lot in 4,, so wird 04, =0 B,
=a* usw (Fig. 44).

Einfacher ist noch folgendes Verfahren: Man geht von zwei zueinander
senkrechten Achsen aus und tréigt von ihrem Schnittpunkt O aus auf der
einen die Strecke OE —1, auf der anderen 04, =a ab und errichtet in 4,
das Lot auf £ 4, , das die
andere Achse in 4, treffe,
in 4, das Lot auf 4,4,,
das die andere Achse in
4, treffe, in 4, das Lot
auf 4,4,, das die andere
Achse in 4, treffe usw.

Dann wird 04, =a?,

04,=a’ 04,=a' usw.

AN 0 7 EA A A A Um aus einer Zahl a

Fig. 45. Fig. 46. die nte Wurzel auszu-

ziehen, kann man folgen-
dermaBen verfahren: Man teile den vollen Umfang durch Strahlen, die von
einem Punkte O ausgehen, in eine nicht zu kleine Zahl gleicher Teile. In
dem ersten Sektor ziehe man vom einen zum anderen Rande die Strecke E B
vom Punkte & (OE = 1) aus beliebig. Dann mache man auf der geraden Linie
OE 04, =08, indem man um O den Kreis durch B schligt, und ziehe durch
4, die Parallele 4, B, zu EB bis an den oberen Rand des Sektors, mit
O B, schlage man um O den Kreis, der den unteren Rand dieses Sektors in 4 s
den anderen Rand des nichsten Sektors in B’ treffe. Durch A, zieht man
wieder 4, B, parallel zu £ B bis an den oberen Rand des ersten Sektors und
schneidet mit dem Kreis um O, der durch B, geht, den ersten und den vierten
der durch O gezogenen Strahlen in 4, und B”. Fihrt man so fort, so er-
hélt man eine Reihe von Punkten B, B, B’, B”,..., die auf einer jetzt
leicht zu zeichnenden Kurve, einer sogenannten logarithmischen Spirale,

liegen (Fig. 46). Ist diese erst gezeichnet, und soll Wn/; gefunden werden, so
suche man den Punkt P der Kurve, der von O den Abstand « hat und teile
den Winkel EOP in n gleiche Teile, dann hat die OEF am nichsten liegende

Teillinie die Linge Va (Fig. 47).
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Die ein fiir allemal hergestellte Figur der logarithmischen Spirale kann
auch benutzt werden, um die Multiplikation zweier Zahlen a, b graphisch
auszufithren. Man zieht zu dem Zwecke die Fahrstrahlen 04, OB, die
diesen Zahlen gleich sind, und trigt den Winkel £0A4 an
O B der Grofie und dem Sinne nach an. Die Lénge des so c
gewonnenen Fahrstrahls OC ist dann a-b. Es ist sofort zu
sehen, daBl auf diese Weise auch die Di-

vision ausgefiihrt werden kann, indem man P B
nur von den Fahrstrahlen 04, OC ausgeht By
und an OC den Winkel EOA4 nach der 9
entgegengesetzten' Seite abtrigt (Fig. 48). Z

Das Quadrat einer Zahl @ wird gewonnen, / A
indem man den Fahrstrahl 0 4 —=a zieht und /~——# 0
den Winkel #OA an OA anlegt, also den Fig. 47. Fig. 48.

Amplitudenwinkel EOA verdoppelt usw.
Wenn es sich darum handelt, einen Ausdruck von der Form

(1) ag+ @, @, + a0, +ayx; - a, 2,

wobei die Zahl der Glieder noch, beliebig vermehrt werden kann, zu kon-
struieren, so trigt man die Werte a,, a,, a,, a;, a, der GréBe und dem
Sinne nach als Strecken, von einem Punkte O ausgehend, auf einer Achse
nacheinander ab, als ob es sich um die Konstruktion der Summe

ag+a, +a;+a, +a,

handele. Es seien O, C,, C,, C,, C,, C,, C, die so gefundenen Punkte.
Darauf trigt man ebenso auf einer zu der vorigen in O senkrechten Achse
die Werte z,, x,, x,, x, ab und ziehe durch einen im Abstand 1 von O auf der
ersten Achse angenommenen Pol P die Strahlen nach den so gefundenen
Punkten 1, 2, 3, 4, auBlerdem nach einem Punkte O, fir den 00 =O0OP =1
wird. Nun zieht man die Parallele 04, zu PO bis zu dem Lot in C,,
durch 4, die Parallele 4, 4, zu P, bis zum Lot in 4, usw. bis man zu
einem Punkte 4, auf dem Lot in C; gelangt, dann ist C, 4, der GroBe und
dem Sinne nach der Wert des gesuchten Ausdruckes, gemessen mit PO als
MafBeinheit.

Jedesmal ist eine Strecke a; nach riickwirts abzutragen, wenn a; ne-
gativ ist. Ebenso ein Wert z, nach abwirts, wenn er negativ ist. Ver-
indert man PO, so verdndert man die MaBeinheit. Dann #dndern sich alle
Lote in dem umgekehrten Verhaltnis.

Liegen zwei Gleichungen vor

(2) ag+a, 2 +a, 2, =0, b,bx, 4bx,=0,

aus denen die Werte Ty, X der Unbe- , A A, Az
kannten zu ermitteln sind, so kann man

folgendermafen verfahren: Man trage auf

zwei parallelen (horizontalen) Achsen die | ” VoA c,
Werte a,, a,, a, als die Strecken 04, g \ \ /
Ay4,, A, 4,, und die Werte b,, b,, b,

als die Strecken O'B,, B,B,, B, B, der ¢’ & &, A
GroBle und dem Sinne nach ab und ver- Fig. 49.

binde O mit O’, 4, mit B,, 4, mit B,
4, mit B,. Zieht man dann irgendeine neue horizontale Achse und nennt
0", 0C,,C,,C, ihre Schnittpunkte mit 0 0’, 4, B,, 4, B,, 4, B,, so wird, wenn

Ual . I B
0"Cy=c,, CyC,=c,, C,C,=0c,
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gesetzt wird, mit den ersten beiden Gleichungen auch

€0+ € % 16, %, =0.
Wird also ¢, C, =0, d. h. ist die dritte Achse durch den Schnittpunkt von

4, B, und 4, B, gelegt, so wird ¢, = 0, mithin z, = — z-o . Entsprechend wird
1
¢,=0 und z,—— z—o , wenn die dritte Achse durch den Schnittpunkt von

A, B, und A, B, gelegt ist.

Wiirden also die drei geraden Linien 4, B,, 4, B,, 4, B, sich in einem
Punkte schneiden, so wiirde gleichzeitig ¢, =0, ¢, =0 werden, mithin ¢,==0,
was ein Widerspruch ist, wenn die GriBe ¢, nicht =0, also die zusammen-
fallenden Punkte C,, C,, C, nicht nach O” fallen. Dann sind die beiden
gegebenen Gleichungen nicht gleichzeitig zu erfiilllen. Schneiden sich aber
die vier Linien 00', 4 B,, 4, B,, 4,B, in einem Punkte, so werden
bys by, by, by zu ay, @, a,, a, proportional, die zweite Gleichung driickt
also dasselbe aus wie die erste Gleichung, eine der beiden Gleichungen ist
iiberzahlig, und «,, 2, sind durch sie nicht vollstindig bestimmt.

Die angegebene Methode kann sofort auf den Fall ausgedehnt werden,
wo drei Gleichungen mit drei Unbekannten z,, z,, «,

[ Myt @y &) 4 @y 7y +ay 0, =0,
(3) ) bo+blx1—{—bex2—{—bsx3———0,

l Co €1 @) € Ty 4 Cgxy =10
gegeben sind. Man konstruiert dann wie vorhin auf drei horizontalen Achsen
die Punkte O, 4., 4,, 4,, 4,, 0, B,, B,, B,, B;, 0", C,, C,, C,, C,, deren
Abstéinde der Grofle und dem Sinne nach die Werte der Koeffizienten

Gy.oos byoon, co..n

liefern. O, O', 0” nimmt man zweckmiBig auf einer vertikalen Geraden
an. Zieht man dann die Parallelen zu den Achsen durch die Schnittpunkte
von 4, B, und 4, B, und von B,C, und B, B;, so erhdlt man durch die

Schnittpunkte dieser neuen Achsen mit den Verbindungslinien 0 0’, 4, B,,
A, B,, 4,B, und mit 0’0", B,C,, B,C,, B,C, die Darstellung von zwei

ich
Gleichungen o 4 a’ @, 4 a) z, —0,
by + b, @, bz, =0,
die aus den gegebenen Gleichungen durch Elimination von wx, folgen, und

das Problem ist auf das bereits behandelte zuriickgefiihrt.
Handelt es sich nun um die Losung einer Gleichung

(4) ayta,x+ta,2* +a,2° a2t =0,
wobei wieder die Anzahl der Glieder beliebig vermehrt, also bis zu beliebigen
Potenzen der Unbekannten x aufgestiegen werden kann, so kann man der-
art verfahren, dal man die Werte des auf der linken Seite stehenden Aus-
drucks fiir verschiedene Werte von z ermittelt und sie an den Stellen einer
Zahlenachse, die diesen Werten von x entsprechen, als Lote der GroBe und
dem Sinne nach auftrigt. Es sollen dann die Stellen ermittelt werden, an
denen die Linge des Lotes verschwindet. Man kann das erreichen, indem
man die Endpunkte der gefundenen Lote durch eine Kurve verbindet und
die Schnittpunkte dieser Kurve mit der z- Achse bestimmt.

Es kommt also darauf an, die Werte des Ausdrucks

ay - a, x +a, 27 4 a, 2 + a,
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fiir verschiedene Werte von x zu bestimmen. Man erreicht das, wenn man
zunichst wieder a, - a, + @, 4 a; -+ a, graphisch bestimmt, indem man auf
einer im Nullpunkt O auf der x- Achse senkrechten Achse (Fig. 50) die Strecken

00,=gq,, C,C,=a,, C,C;=q,, C;0,=aqa,, C,C;=a,
der GroBe und dem Sinne nach abtrigt. Man errichtet dann an den Stellen a
und 1 der z-Achse ebenfalls die Lote und konstruiert nun die Punkte B,,
B,, B;, B, auf dem Lote im Einheitspunkt und die Punkte P,, P,, P,, P,, P,
auf dem Lote im Punkte z folgendermallen: Man zieht C, B, parallel zur
x-Achse; dadurch wird P, P

al{sgeschmtten. ]?urch B,C, 13-12 -11  -10 -09 -08 -07
wird P, ausgeschnitten. P, B, 10
wird parallel zur x-Achse ge- 08 J-06
zogen, B,C, liefert P,, P, B, /
ist wieder parallel zur z- 4 g)6 . -0,5
Achse, B, O’_Z.schne?idet flann ey e -~ A 04
P, aus, endlich wird wieder = T 03
/ !
P, B, parallel zur z-Achse, 0,” L1 — 02
N, ///4-/—/_’—: 0,1
2—0j/4—0j60)8 10| ,"
% - N f
0.2
\
N Y02 e
04
N 0.6 »
0.5
0.8
I 0.6
NFLO N
1,3 2 11 L0 0,9 0.8 07

Fig. 50. Fig. 51.

und B (| schneidet den Punkt P aus, dessen Abstand P,z von der z- Achse
den Wert des gesuchten Ausdruckes liefert.

Wir wollen noch ein graphisches Verfahren angeben, durch das man
die Wurzeln der kubischen Gleichung

(5) ¥ prtg—0

ermitteln kann (Fig. 51). Man trégt auf zwei zueinander senkrechten Achsen von
ihrem Schnittpunkt aus die Werte p und ¢ ab. Dies ist zuniichst fiir die
Werte zwischen den Grenzen — 1 und -1 geschehen. Wenn nun der Wert
von x gegeben ist, so verbindet man die Punkte auf den Achsen, fiir die

p=—2? oder g=—2a*

wird, jedesmal durch eine gerade Linie . Sind dann p und ¢ die Absténde
.eines Punktes dieser Linie von den Achsen der GréBe und dem Sinne nach,
so ist fiir diese Werte von p, ¢ und das zugehérige » die Gleichung erfiillt.
Um die Abstinde bequem zu bestimmen, sind durch verschiedene Punkte
der Achsen jedesmal die Parallelen zu der anderen Achse gezogen, so daB
eine quadratische Felderung entsteht, Den erwihnten anderen geraden
Linien (¥) sind die zugehdrigen Werte von a beigeschrieben.:

Ist nun die Gleichung (5) derart gegeben, daBl p, ¢ bestimmte feste Werte
haben, so sucht man in der Figur den Punkt P, der von den Achsen diese
Abstdnde p, ¢ hat, und ermittelt die geraden Linien (x), die durch ihn hin-
durchgehen. Die zu diesen gehdrenden Werte a sind die gesuchten Wurzeln
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der Gleichung. Die Bestimmung ist leicht méglich, indem man sich zu den
bereits gezogenen Geraden (z), die durch den betreffenden Punkt P gehenden
Geraden hinzugefiigt denkt, und den zugehorigen Wert # danach schétzungs-
weise bestimmt.

Man sieht, daB in der Tafel die Punkte sich auf zwei Gebiete verteilen.
Durch die Punkte des einen Gebietes geht nur eine Gerade (z), die Gleichung
hat fir die zugehorigen Werte p, ¢ also nur eine Wurzel x. Durch die
Punkte des anderen Gebietes gehen drei Gerade (x), fiir die zugehdrigen
Werte p, g sind also drei Wurzeln vorhanden. An der Grenze der Gebiete
vereinigen sich zwei Ge-

rade (z) in eine Tangente 3 E s
der Grenzkurve, von den , -3 E
Wurzeln der Gleichung fal- 3 3
len also dort zwei Wurzeln © -3 E- 6
zusammen. Die Grenzkurve 3 3
verliuft auf der negativen ° 3 e S
Seite der g¢-Achse sym- _I ;_ .
3 -
,/z‘ g 0 : T :§ v
-1 —E - E— -4
Fig. 52. 2 3 = .
metrisch beziiglich der p- _§ 3 .
Achse und hat im Schnitt- 3 E
punkt der Achsen eine s S
Spitze. Hier, fur p=0, E 3
q==0, fallen alle drei Wur- -¢ —3 £ -6
zeln in den Wert a =0 3 3
zusammen. Fiir die Punkte 7 73 =7
der Grenzkurve besteht , 3 3
. . - —-s
zwischen p und ¢ die Be- i
. ig. 53.
ziehung:
3 2
. P
6 LT Sy,
%) 27 | 4

Eine andere Methode, den Zusammenhang zwischen drei Zahlen z, y, z,
die durch irgendeine analytische Bezeichnung verkniipft sind, graphisch dar-
zustellen, besteht darin, daB man die verschiedenen Werte dieser Zahlen
auf drei im allgemeinen krummlinigen Skalen derart auftrigt, dal drei zu-
sammengehérige Stellen x, y, z in den Skalen auf einer geraden Linie liegen.
Um zu zwei Zahlen x, y die zugehdrige Zahl z zu finden, braucht man
jedesmal nur die betreffenden Stellen der z- und y-Skala durch eine gerade
Linie zu verbinden. Diese schneidet dann die z-Skala in der gesuchten
Stelle = (Fig. 52).

Um z. B. die quadratische Gleichung

(7) Z2-taz+b=0
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aufzuldsen, trigt man o und b auf zwei parallelen geradlinigen Skalen auf,
die man derart vertikal annehmen kann, dafl die Nullstellen in der gleichen
Hohe liegen. Es gehen dann die geraden Linien, welche die einer Gleichung

(8) u+av+4+b=0

geniigenden Stellen der Skalen verbinden, immer durch einen Punkt hin-
durch. Nennen wir y den Abstand dieses Punktes von der die Nullstellen
der Skalen verbindenden Achse und x seinen Abstand von der b&-Skala,
¢ den Abstand der beiden Skalen, so wird

b—y  a—y
x c—=x

—cy+tax+b(c—2)==0,
woraus, durch Vergleich mit (8)

o e =i

, v=z2, so folgt

oder

2

folgt. Wird also u==

] cz az?

=1 —+z’ ¥y=—71 +z°
Die Punkte, deren Abstinde z, y diese Werte haben, erfiillen, wenn
man z alle moglichen Werte durchlaufen 146t, eine Hyperbel. Man zeichnet
nun die Hyperbel, d. h. tragt die Punkte mit diesen Abstinden z, y ein
und schreibt ihnen den Parameter z bei, zu dem sie gehdren. Man erhilt
so eine hyperbelférmig gekriimmte Skala fiir die Punkte z, welche von der
b-Skala an der Nullstelle senkrecht auslduft und sich der a-Skala asympto-
tisch n#hert. Sucht man nun die Wurzeln einer Gleichung 2® +az 4 b==0,
so hat man nur die betreffenden Stellen der «- und b-Skala zu verbinden
und die Werte z an den Stellen der z-Skala abzulesen, in denen diese Ver-
bindungslinie die hyperbelférmig gekriimmte Skala schneidet.

Es ist sofort zu sehen, wie dieses Verfahren auf den Fall, wo die
Gleichung von der Form ist
2 —tazb=0,

ausgedehnt werden kann, also auch auf den Fall der kubischen Gleichung

24az-+b=0.

Dieses Verfahren, graphische Tafeln zu benutzen, wird als Nomographie
bezeichnet. Ein sehr einfaches Beispiel fiir eine solche graphische Tafel ist
die Rechentafel von Lalanne (Fig. 55).

Man denke sich ein Quadrat und auf dessen Seiten von einer Ecke 1
aus log a und log b abgetragen. An den Endpunkten dieser Strecken werden
die Zahlen @, b angeschrieben und durch sie die Paral-
lelen zu den Quadratseiten gezogen. Der Schnittpunkt
dieser Parallelen liegt dann, wenn «-b einen bestimmten
Wert ¢ hat, also log @ - log b =log ¢ ist, immer auf einer
gegen die Quadratseiten um 45° geneigten geraden Linie,
die man zieht und an der man den Parameter ¢ anschreibt.

Man verzeichnet derart drei Linienscharen, zwei den
Quadratseiten und die dritte einer Quadratdiagonale par-
allel. Drei dieser Linien, die durch einen Punkt gehen,
gehoren dann immer zu Parametern a, b, ¢, von denen
der dritte das Produkt der beiden ersten ist. Lings der zweiten Diagonale
des Quadrates, fiir die a =25 wird, findet man insbesondere die Werte der

(10)
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Quadratzahlen a®. Die zugehorige Diagonallinie der Rechentafel kann des-
halb Quadratlinie hei3en.
Auf einer geraden Linie liegen aber auch z. B. die Punkte (a, b), fiir

welche die Beziehung gilt a?=—»b,

weil dann 2 log a=1log b,

' Fig. 55.

also das Verhiltnis der Abstinde von den Quadratseiten log b:log a den
konstanten Wert 2:1 hat. Die zugehorigen Werte von ¢ lings dieser Ge-
raden sind a-b=a®. Man kann also die dritten Potenzen lings der Geraden
an den Produktlinien sofort ablesen.

Héufig ist es von Nutzen, einen Ausdruck von der Form

M=ua cos® g} 2bcospsingp 4 csin® ¢
fiir die verschiedenen Werte des Winkels ¢ glathCh darzustellen. Dm dies
zu erreichen, formen wir den Ausdruck um in

M=z3(a+c)+31(a—c)cos2p +bsin2¢.
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Dieser Ausdruck kann, wenn
r=V%i(a—c*+b*
und 1/ - .
sla—c)=rcos2¢,, b=rsin2¢,
gesetzt wird, geschrieben werden

M=14 (a4 c)Fr-cos2(p—q,).
Danach ergibt sich folgende Konstruktion: Man trigt ¢ und ¢ der GroBe
und dem Sinne nach auf einer Achse als 04 und OC ab. Ist dann M der
Mittelpunkt von AC', so wird

OM=1%(a+tc), MC=3%(a—c).

Nun errichtet man in 4 auf der gezeichneten Achse ein Lot 4B, das man
gleich b macht. Es wird dann M B=r, Winkel BM 4 =2¢,. Man schlage
weiter um M mit » als Radius den Kreis und
trage an BM den Winkel MBY =¢ an.

Y liege auf dem Kreis und Y X sei das aus ¥
auf die zugrunde gelegte Achse gefillte Lot.
Dann wird OX der Wert des gesuchten Aus-
druckes. Sind U, ¥V die Schnittpunkte des o
Kreises mit der Achse. so sind QU und OV
die groten und kleinsten vorkommenden
Werte des Ausdruckes 9, und die zugehdrigen
Werte von ¢ sind um 90° verschieden. Es Fig. 56.
wird

OV=3%(a—c)+ V% (a—c)? 02, OU=— flat+c)— \*’E‘(_aw—jﬂcvfl{t b=
Es sind nun offenbar drei Fille zu unterscheiden:
1. O liegt auBlerhalb des Kreises. Dann ist OM? =2, also
tla-te) >%(a—c+b* oder ac—b2 0.

In diesem Falle ergeben sich fiir alle Werte von ¢ reelle und von 0O ver-
schiedene Werte fiir 9. (Elliptischer Fall

2. O liegt auf dem Kreis. Dann wird ac—5*==0. Wenn ¢ == ¢, + 90°

2b

oder ¢,, also tg2p=tg2¢,— e wird M =0 oder erreicht den
grofiten Wert IM=—2r
=a-}c. M wird also fir
eine Richtung ¢ gleich O
und fir die dazu senk-
rechte Richtung das Maxi-
mum. (Parabolischer
Fall,)

3. O liegt innerhalb
des Kreises. Dann wird
ac—b*< 0. Fir zwei

Fig. 57. Fig. 5%.

a—4c
Bs wird dann ¢, — ¢g==-— (@, — @), also e, + p,)=¢,, so daB die zu-
gehorigen Richtungen mit den die Maximum- und Minimumwerte liefernden
Richtungen ¢, und ¢, -4 90° gleiche Winkel bilden. Die Richtungen sind
gegeben durch die aus B nach den Schnittpunkten D, E des Lotes in O mit
dem Kreis hingehenden Strahlen. (Hyperbolischer Fall)

Werte ¢,, @, von ¢ wird M =0, ndmlich wenn cos2 (p — ¢ )= —

Handbibliothek. I. 1. 4



Drittes Kapitel.

Ebene Geometrie.

1. Analytische Geometrie der Ebene.

Wihrend die Elementargeometrie die Eigenschaften und Beziehungen
der geometrischen Figuren unmittelbar an diesen selbst entwickelt, geht die
analytische Geometrie darauf aus, die geometrischen Probleme in analytische
zu verwandeln und dann rechnerisch zu erledigen. Dies wird erreicht, ia-
dem bei ebenen Problemen jedem Punkte der Ebene ein Paar von Zahlen,
die Koordinaten des Punktes, zugeordnet wird. Als rechtwinklige kar-
tesische Koordinaten des Punktes bezeichnet man seine senkrechten Abstinde
von zwei zu einander rechtwinkligen Koordinatenachsen, nach der einen
Seite positiv, nach der anderen negativ gerechnet. Sind PQ =y und PR =2
diese Abstinde, so kann P R auch ersetzt werden
durch QO, d. h. den Abstand, den der FuBpunkt Q
des Lotes PQ vom Schnittpunkt der Achsen, dem
- M— Lo p Koordinatenursprung O, hat. Dieser Abstand
! heilt die Abszisse, die zugehorige Achse die Ab-
: szissenachse (x) und das Lot PQ die Ordinate,
1S E die Achse der es parallel ist, die Ordinatenachse (y).
4 z v Die Achsen sind mit einem bestimmten Richtungs-

Fig. 59. sinn versehen, nach dem hin die zugehérigen Koordi-
natenwerte zunehmen. Man bezeichnet diesen Sinn
als den positiven Sinn der Achse, weil er von O aus nach den positiven
Koordinatenwerten hinfiihrt.

Setzt man den zunichst immer positiv genommenen Abstand OP — »
(Radlusvektor oder Fahrstrahl) und nennt ¥ (Amplitude) den Winkel
QOP, iiber einen vollen Umkreis in dem von der positiven Seite der - Achse
zur positiven y-Achse weisenden Sinne positiv gerechnet, so heiBlen r,
die Polarkoordinaten des Punktes P. Sie sind mit den kartesischen
Koordinaten durch die Beziehungen verkniipft:

«

x=rcos?d, y=rsin J,
T x
re=-4Va'4y*, cosP=-F-— ——  sind=-4 - T .
’ Vo 4y Va
Die Entfernung [ zweier Punkte P,, P, mit den Koordinaten =z, y,
und x,, y, wird in kartesischen Koordinaten

2) =+ Viw, —2,)+ (g — )

Der Punkt P auf der Geralen P, P,, dessen Abstinde von P, P,
sich verhalten wie u, zu u,. wobei man diese Absténde nach derselben

i

(1)
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Seite mit gleichem, nach verschiedenen Seiten mit entgegengesetztem Vor-
zeichen ansetzt, hat die Koordinaten

(3) x___,#jizﬁﬁ y:ﬁ_‘%:_f}?!g_
2 1 2
Insbesondere hat der Mittelpunkt der Strecke P, P,, fiir den u, —— u,,
die Koordinaten
&z Lo o
(4) o l"zi__;, y:?&;ty_

Aus den Gleichungen (3) fiir z, y folgt
(5) r—x Yy —y,
’ Lo — 2 YUY,
als Darstellung der geraden Linie P, P,, d.h. als die Gleichung, der die

Koordinaten =z, y eines beliebigen Punktes dieser geraden Linie geniigen.
Die Gleichung (5) kann umgeformt werden in

(6) W —y) o — (2 — )y — (2,4, — 2,9,) =0
(Dreipunktegleichung).
Fihrt man in (6) die Komponenten
X=x,—z,, Y=y,—y,

der Strecke P, P, ein, die dann als eine mit der Richtung der Bewegung
von P, nach P genommene Strecke aufzufassen ist, so kann man die
Glelchung (6) auch schreiben

Yo—Xy— (Yo, — Xy,)=0.

Ist nun ¢ der Winkel, den die in dem angegebenen Sinne genommene
Richtung der Strecke P, P, mit der positiven Richtung der z-Achse ein-
schlieBt, J, der gemil (1) “bestimmte Winkel, den der Fahrstrahl OP, mit
der positiven Richtung der xz-Achse e1nschheBt so wird

X=lcos ¢, Y=lIsing, x,=r cosd;, y,=r sind,,
indem wir noch mit ! die Linge P,P,, mit r, die Linge OP, bezeichnen.
Es folgt dann
Ya, — Xy, =1r, (sin ¢ cos ¥, — cos ¢ sin 9,
=Ir, sin (p — &) =1Ir, sin J.

Hierbei bezeichnet 6 den Winkel zwischen den Richtungen OP, und P,P,,
positiv gerechnet, wenn der Drehsinn, der auf dem kiirzesten Wege von der
Richtung OP, zur Richtung P, P, fiihrt, positiv ist, d. h. mit dem Drehsinn
iibereinstimmt, der ebenso von der positiven Richtung der a-Achse zur posi-
tiven Richtung der y-Achse fithrt, und negativ im entgegengesetzten Falle.

Der festgelegte Drehsinn stimmt aber mit dem Umlaufsinn OP,P,0
des Dreiecks OP, P, iiberein. Je nachdem also dieser Drehsinn positiv oder
negativ ist, ist es der vorstehende Ausdruck auch. Dem absoluten Betrag
nach wird der Ausdruck gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks. Der so
bestimmte Ausdruck soll das Moment Z der Strecke P, P, fir dem Punkt O
heien. Die Gleichung

Yr —Xy=Yx, — Xy, =2
sagt dann aus, dal das Moment Z der Strecke sich nicht &ndert, wenn man
sie ohne Anderung ihrer Linge und ihres Sinnes in ihrer geraden Linie
verschiebt, derart, dafl der Anfangspunkt der Strecke in einen beliebigen
Punkt (z,y) dieser geraden Linie fallt.
Insbesondere konnen wir fiir den Anfangspunkt die Koordinaten nehmen

Xy =P COS &, Y,==p sin ¢,
4*
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wenn p die Linge des aus O auf die gerade Linie gefillten Lotes OP, und
« dessen Amplitude bezeichnet, so daB der neue Anfangspunkt der Strecke
der FuBpunkt P, dieses Lotes wird. Es muBl dann

o::qr—eg— (e= 1)

sein. Danach wird, da jetzt r, = p, 6:82»

el-p=~7Z.

Es wird dabei [-p immer positiv sein. Der Sinn der jetzt zu dem Arm
O P, senkrechten Strecke [ bezeichnet demnach, wenn &0, also auch Z >0
ist, einen positiven Drehsinn um den Punkt O, und im anderen Falle, wo
Z negativ ist, einen negativen Drehsinn. Das Moment erscheint so mit einem
Drehsinn um den Aufpunkt O behaftet, und sein Vorzeichen wird nach diesem
Drehsinn bestimmt.

Entsprechend wie fiir den Punkt O kann das Moment der Strecke P, P,
auch fiir jeden Punkt P der Ebene bestimmt werden. Es sind dann die
Komponenten x,, y, der Strecke OP, in dem Ausdrucke des Momentes

Z =Yz, — Xy,
nur zu ersetzen durch die Komponenten x, —x, y, —y der Strecke PP,.
Das Moment wird dann ‘
d=Y@x, —a)— Xy, —y)
oder
Ad=Z —Yax+Xy.
Setzen wir hierin die Werte
X=u,—x, Y=y,—vy,, Z=1u,9— 2,
ein, so erhalten wir

A=y, — 2,9, — (Y —y) 7+ (@, — )y
oder auch
A=y, —y, v, + 2,y —y, 0 vy, —ya,.
Man kann diesen Ausdruck in Determinantenform schreiben
1z y !
d=|1 2 y, l .
RN
Seine geometrische Bedeutung ist die, daBl er den doppelten Flichen-
inhalt des Dreiecks PP, P, angibt, mit dem positiven oder negativen Vor-
zeichen, je nachdem die Umkreisung PP, P,P einen positiven oder negativen
Drehsinn ergibt.
Verschwindet 4, so gelangen wir wieder zu der Gleichung (6) zuriick.
Diese Gleichung hat die Form
() ax 4 by +4-c=0,
ist also vom ersten Grade (linear) in z,y. Umgekehrt stellt jede solche
lineare Gleichung auch eine gerade Linie dar. Vergleicht man (7) ndmlich
mit der Gleichung
—Yu -+ Xy-LZ=0,
so hat man nur
a=—0Y, b=pX, c=pZ

zu setzen, wo o einen Proportionalitidtsfaktor bezeichnet, um vollige Uber-
einstimmung zu erzielen.
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Gibt man der geraden Linie einen bestimmten Richtungssinn, so kann
man den Winkel ¢, den sie mit der positiven Richtung der a- Achse bildet,
eindeutig bestimmen. Es wird dann nach den vorstehenden Werten von a, b. ¢

a=—olsingp, b=plcosq¢, c=-Fcol p.
Daraus folgt 2
top— - &
8P= "3 p‘~a°‘—i—b‘3
und die Liniengleichung
(8a) . sing.x -—-cosg-y=c¢p.

Das doppelte Vorzeichen auf der rechten Seite verschwindet, voraus-
gesetzt, daB die gerade Linie nicht durch den Anfangspunkt O geht, wenn
wir statt des Winkels ¢ der geraden Linie selbst den Winkel « ihrer Nor-
malen einfilhren. Es wird cos ¢ =¢sin ¢, sing¢= —ecos¢. In jedem
Falle ist also die Gleichung der geraden Linie (erste Normalform)

(8) cos ¢-x -sin -y =1p.

Dabei ist die Normale mit dem Richtungssinne genommen, der von O nach
dem FuBpunkt P, des aus O auf die gerade Linie gefillten Lotes hinweist
und p ist die immer positiv genommene Linge des Lotes.

Bezeichnet man die mit dem entsprechenden Vorzeichen (d. h. positiv
auf der positiven, negativ auf der negativen Seite der Koordinatenachse)
genommenen Achsenabschnitte mit m, n, wobei wieder vorausgesetzt sei, daf}
die Gerade nicht durch den Anfangspunkt O geht, so wird

—_ P

m = s =
cos « sin «

also die Gleichung der geraden Linie (zweite Normalform)

N x y
9) ,_|_' o1,
( ‘ m n

Auf andere Weise kann man den Doppelsinn aus der Gleichung (8a)
entfernen, indem man die Koordinaten wx,, y, eines beliebigen Punktes der
geraden Linie annimmt. Dann wird auch

singpx, —cosqy, =¢p,
durch Subtraktion der beiden Gleichungen folgt also

oder sin @ (x — x,) —cos ¢ (y —y,)=0

10) y— 1+t — .
Der Winkel zweier gerader Linien ist nur dann bestimmt, wenn man

den geraden Linien einen bestimmten Richtungssinn gibt. Haben die geraden
Linien also die Gleichungen

ax—+by+c=0, datby-+c =0,
so mufl in den Ausdriicken fiir den Winkel ¢ und den entsprechenden
Winkel ¢’ bei der anderen Geraden:

b . -a
CoS = ——r, Sgp=-—
Va* -+ b? Va* + bh?
v —a
’ . ’
CoOS @ — e s ¢ == - _ T
Va'? b2 Va'? b2

tiber das Vorzeichen der Wurzel jedesmal in bestimmter Weise verfiigh
werden.
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Dann wird der von der ersten nach der zweiten fiihrende Drehungs-
winkel w =¢'— ¢ der GroBe und dem Sinne nach bestimmt durch die
zwei Gleichungen:

aa’ 4+ bd . ab —bad
—_— e, SIN ) =— ——————— —,
Va?—]—b"" Va'2—|—b'2 Va3+b2 Va'2+ [

Die beiden geraden Linien sind also senkrecht aufeinander, wenn

(11) cos o =

(12) aad’ 4 bb'=0.
-Sie sind zueinander parallel, wenn
(13) abl —ba’'=0 oder %:%.

Der Abstand der beiden Parallelen wird dann gegeben durch den absoluten
Wert des Ausdruckes

¢ ¢ a

a  a)yg +? )

Dreht man das Koordinatensystem um den Drehwinkel w, positiv im
positiven, negativ im negativen Drehsinn genommen, so werden die neuen
Polarkoordinaten » und ¥ — w. Die neuen 1echtwinkligen kartesischen Ko-
ordinaten miissen aber sein

2’ =r cos (# —w), y =rsin (¥ — w),
woraus
(2’ ==x cos w -}y sin o,

(14) {

¥ =—xsin w4y cos w
folgt, und umgekehrt wird

(x=2cos w —y sin w,
(15) ’ - ,
lyzx sin w -+ 3’ cos w.

Wird das Koordinatensystem parallel verschoben, und zwar in der
Richtung der z-Achse um q, in der Richtung der y-Achse um b, so werden
die neuen Koordinaten

r,=x—a, y1=./'_b5

v=a-+z, y=>b+y,.
Demnach ist die allgemeinste, aus Verschiebung und Drehung not-
wendigerweise zusammengesetzte Transformation der Koordinaten in ein
anderes, ebenfalls rechtwinkliges System gegeben durch

(16)

umgekehrt also

fr=a -2’ cos w —ysin o,

ly =054 2"sin w4y cos w.
Alle Punkte z,y, die von einem Punkte z,, y, den Abstand r haben,
liegen auf einem Kreise mit dem Radius r und geniigen der Kreis-
gleichung

(17) (@ — @) 4 (y —yp)* =1"
oder
(18) -yt — 2,0 — 2y,y +s=0,

wenn s=x,* | y,* —r’.

Alle Punkte x,y, fiir welche die Abstinde von zwei festen Punkten
mit den Koordinaten - a, 0 und — a, 0 ein gegebenes Verhiltnis 1 haben,
miissen einen geometrischen Ort erfiillen, fiir welchen sich die Gleichung

ergibt (@ —aP +y*=22[(z + a) +y?]
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oder anders geordnet

. 1 2

(19) z? ~}—y‘3—2ij——j§m@+a2=0.

Dieses ist wieder die Gleichung eines Kreises (Kreis des Apollonius).
Alle Punkte P (z,y), fir welche der Abstand PF von einem festen

Punkte F (mit den Koordinaten f, 0) zu dem Abstand PR von einer festen

Geraden (der y-Achse) ein gegebenes Verhiltnis 1 hat, erfiillen einen geo-

metrischen Ort, fiir welchen sich die Gleichung ergibt

oder (@— )P +y* =212
(20) (1—2%)a?+y*—2fcLfF=0.

Diese Gleichung ist wie die Kreisgleichung vom
zweiten Grade in z,y. Die durch eine Gleichung N e ]
2. Grades dargestellten Kurven werden allgemein als 7]
Kurven zweiter Ordnung bezeichnet. Es laft sich
nun zeigen, dafl jede reelle, nicht zerfallende (d. h.
nicht aus zwei geraden Linien bestehende) Kurve
2. Ordnung, wenn sie nicht ein Kreis ist, auf eine Fig. 60.
Gleichung von der Form (20) zuriickgefiihrt werden
kann. Die so dargestellten Kurven werden auch als Kegelschnitte be-
zeichnet, weil sie sich als ebene Schnitte eines geraden (oder schiefen) Kreis-
kegels gewinnen lassen.

Setzt man in der Gleichung (20)

AR EST

d. h. verschiebt man, indem man die z-Achse ungeéndert lift, von dem

R
142
wenn man noch Af=yp setzt:
(21) y*=2pa’ — (1 — %) 2’2
Diese Gleichung heift die Scheitelgleichung der Kegelschnitte, der neue
Koordinatenursprung 4 ist ein Scheitel der Kurve.
Es sind nun drei Fiélle zu unterscheiden.
1. 2=1: Die Punkte der Kurven haben von dem festen Punkt, dem
Brennpunkt, und der festen Geraden, der Leitlinie, gleiche Abstdnde.

Die Kurve heifit Parabel und ihre Scheitelgleichung lautet, wenn wir an
der Abszisse den Akzent fortlassen, )

(22) y:i=2px.

Die y- Achse ist die Scheiteltangente, die z-Achse die Achse der Pa-
rabel. p heilt der Parameter. Brennpunkt und Leitlinie sind vom
Scheitel nach entgegengesetzten Seiten um %p entfernt.

Koordinatensystem die y-Achse um die Strecke so wird die Gleichung,

b? b? .
2. 2<1. Dann kann 1 — 2=, p=-_ gesetzt werden und die
a? ,
Kurvengleichung wird
v ) N
»» Ta a*

oder, wenn man jetzt a’ — a =2a setzt,

* |y
23) S+ ;=1
( ) P b2
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Diese Gleichung ist auf zwei Symmetrieachsen oder kurz Achsen der Kurve
bezogen. Die Kurve heifit Ellipse.
Man erhidlt sie, wenn man in der Gleichung des Kreises mit dem

Radius a 22y =a?

b . . . .
y durch —y ersetzt, also die auf einen Durchmesser bezogenen Kreisordinaten
a

alle in demselben Verhiltnis verkiirzt.
b2 b2

3. 2>1. Dann kann 1> — 1= e p== o gesetzt werden, und wenn
noch a2’ -+ a==x gemacht wird, ergibt sich die Kurvengleichung
22yl
P . —5=1.
(.24) a? b2

Diese Gleichung ist wiederum auf zwei Symmetrieachsen oder kurz Achsen
der Kurve bezogen. Die Kurve heifit Hyperbel.

Ellipse und Hyperbel haben zwei Brennpunkte und zwei dazugehdorige
Leitlinien. Dies ist aus den Symmetrieverhdltnissen der Kurve sofort zu
sehen. -Bei der Ellipse liegen die Brennpunkte auf der x-Achse (der grofien
Achse oder Hauptachse) auf beiden Seiten vom Mittelpunkt (Schnitt-
punkt der Achsen) um die Strecke
(25) e=Va’— b
entfernt, bei der Hyperbel ebenfalls auf der x-Achse (der Hauptachse
oder reellen Achse), vom Mittelpunkt um

(26) e— Va5

entfernt. e heiflit lineare Exzentrizitdt, das Verhdltnis e:a¢ numerische
Exzentrizitdt. Die Abstinde der zur y-Achse (Nebenachse) parallelen

Leitlinien vom Mittelpunkt sind «*:e. Das Verhéltnis 4 ist gleich .
a

Nennt man F, F, die Brennpunkte, so werden die Abstinde PR und
P R, eines Kurvenpunktes von den Leitlinien

PR="PF, PR~ PF,.

e
2 2
Bei der Ellipse wird aber PR 4+~ PR,— RR, — Ta. Es folgt also

PF+PF,—2a.

Die Summe der Abstiande aller Ellipsenpunkte von den Brenn-
punkten ist konstant gleich der Lange der Hauptachse 2a.

Bei der Hyperbel wird PR — PR,— -+ RR, ——+ >
PF—PF,—+2a.

Die Differenz der Abstdnde aller Hyperbelpunkte von den Brenn-
punkten ist konstant gleich der Linge der Hauptachse 2a.
Die Tangente der Ellipse (23) in dem Punkte x,, y, hat die Gleichung

Es folgt also

‘9m Lot | Yol

5 ) J 0 =1 s
(27) a® + b*

die Tangente der Hyperbel (24) die Gleichung
(28) W el g

a? b?
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die Tangente der Parabel (22) die Gleichung

(29) Yoy = P (wy-}- ).

Anderseits zeigt sich, dal die Ellipsentangente den Nebenwinkel der
Brennstrahlen, die Hyperbeltangente den Winkel der Brennstrahlen selbst
halbiert. Die Parabeltangente halbiert den Winkel zwischen dem Brennstrahl
und dem Lot auf der Leitlinie.

Fillt man aus den Brennpunkten der Ellipse oder Hyperbel die Lote
auf die Tangenten, so liegen deren FuBpunkte auf dem Kreis iiber der
Hauptachse. Féllt man aus d=m Brennpunkte der Parabel die Lote auf dié
Tangenten, so liegen die FuBpunkte auf der Scheiteltangente.

Die Gegenpunkte eines Brennpunktes bez. der Tangenten einer Ellipse
oder Hyperbel (die durch Spiegelung des Brennpunktes an der Tangente
entstzhen) liegen jedesmal auf dem Kreis, den man mit der Hauptachse als
Radius um den anderen Brennpunkt beschreibt, und gleichzeitig auf der
Verbindungslinie dieses Brennpunktes mit dem Beriihrungspunkt der Tangente.
Die Gegenpunkte des Brennpunktes einer Parabel bez. der Tangenten liegen
auf der Leitlinie, und ihre Verbindungslinie mit dem Berithrungspunkt der
Tangente wird zu der Leitlinie senkrecht.

Die Ellipse ist ein ganz im Endlichen verlaufendes Oval, die Parabel
erstreckt sich ins Unendliche, indem vom Scheitel ausgehend die Parabel-
punkte sich nach beiden Seiten immer weiter von der Achse entfernen. Die
Hypezrbel besteht aus zwei sich ins Unendliche erstreckenden Ziigen, deren
Aste sich paarweise immer mehr einer von zwei bestimmten geraden Linien,
den Asymptoten, nidhern. Ist die Hyperbel durch die Gleichung (24) ge-
geben, so lauten die Gleichungen der Asymptoten

b a b
Die Asymptoten bilden also mit den Achsen gleiche Winkel, und zwar ist
die Neigung « gegen die Hauptachse durch die Gleichung gegeben

N [/
(31) ’cga:j—i)’.
’ a

(30) T _¥_g

Man muf also in den Endpunkten der Hauptachse auf dieser nach beiden
Seiten Lote von der Lénge b crrichten. Deren Endpunkte liegen dann auf
den Asymptoten und gleichzeitig auf einem Kreis mit dem Radius ¢ um
den Mittelpunkt. Dieser Kreis schneidet mithin aus der Verldngerung der
Hauptachse die Brennpunkte aus.

Die Stiicke, die auf irgendeiner Sekante der Hyperbel zwischen der
Kurve und den benachbarten Asyvmptoten liegen, sind gleichlang. Insbe-
sondere wird das Stiick einer Hyp:rbeltangente zwischen den Asymptoten
durch den Beriithrungspunkt der Tangente halbiert. Gleichzeitig hat das
durch die Tangente und die Asymptoten begrenzte Dreieck immer denselben
Inhalt (@-b). Daraus folgt weiter auch, daB, wenn man durch einen Hyperbel-
punkt Parallele za den Asymptoten zieht, diese mit den Asymptoten zu-
sammen ein Parallelogramm von dem konstanten Flicheninhalt }a-b bilden.

Sind die Asymptoten aufeinander senkrecht, so heiBt die Hyperbel
gleichseitig. Die zuletzt genannten Parallelogramme werden dann Recht-
ecke, deren Seiten als die auf die Asymptoten bezogenen Koordinaten x, y
aufgefaBBt werden konnen. Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel, auf
die Asymptoten bhezogen. wird also, da hier «=»5 ist,

(32) ay=175a*.
Parallele Sehnen eines Kegelschnittes werden alle durch einen Durch-
messer des Kegelschnittes halbiert. Unter dem Durchmesser versteht man
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bei Ellipse und Hyperbel eine Linie durch den Mittelpunkt, bei der Parabel
eine Parallele zur Achse. Bei Ellipse und Hyperbel ist auch unter den
parallelen Sehnen wieder ein Durchmesser enthalten, der zu dem die Sehnen
halbierenden Durchmesser konjugiert heilt. Die Tangenten in den beiden
Endpunkten eines von zwei konjugierten Durchmessern einer Ellipse sind jedes-
mal dem anderen Durchmesser parallel. Diese beiden Tangenten bilden ein
Parallelogramm, dessen Inhalt konstant (=4 ab) ist. Nennt man also 2p,
2 ¢ die Langen der beiden konjugierten Durchmesser, ¢ den Winkel zwischen
ihnen, so wird

(33) p-qg-singp=a-b.
Ferner ergibt sich
(34) P P— a8

Wird die Ellipse in der frither angegebenen Weise erzeugt, indem die auf
einen Durchmesser bezogenen Ordinaten eines Kreises alle in demselben Ver-
héaltnis verkleinert werden, so gehen zwei konjugierte Durchmesser der
Ellipse immer aus zwei zueinander senkrechten Durchmessern des Kreises
hervor.

Bei der Hyperbel triffit von zwei konjugierten Durchmessern immer
nur der eine die Kurve in zwei reellen Punkten. Man kann aber zu der
Hyperbel

w? y2
@ !
die konjugierte Hyperbel
a? oy
P s

welche dieselben Asymptoten besitzt, hinzufiigen. Dann stimmen die kon-
jugierten Durchmesser fiir beide Hyperbeln der Lage nach iiberein. Nennen
wir 9, ¥ die spitzen Winkel, die sie mit der z-Achse bilden, so wird

e

b
(35) tgﬂv-tgﬁv’:?.

In jeder Asymptote fallen zwei konjugierte Durchmesser zusammen. Mit
den Asymptoten zusammen bilden irgend zwei konjugierte Durchmesser vier
harmonische Strahlen. Nennen wir 2 p, 2¢9 die von den Hyperbeln auf
den konjugierten Durchmessern abgeschnittenen Stiicke, ¢ den Winkel zwischen
ihnen, so wird wieder

(36) p-q-sinp=a-b,
ferner '
(37) pP—@*=a%*—b*.

Irgend zwei Tangenten eines Kegelschnittes schneiden sich auf dem die
Verbindungssehne ihrer Beriihrungspunkte halbierenden Durchmesser. Bei der
Parabel wird aufBlerdem die Verbindungsstrecke der Sehnenmitte und des
Tangentenschnittpunktes durch die Kurve halbiert.

Ferner haben die auf zwei festen Tangenten durch irgend zwei andere
Tangenten der Parabel abgeschnittenen Stiicke immer dasselbe Verhiltnis.
Sind also auf zwei geraden Linien zwei Reihen dquidistanter Punkte (dhnliche
Punktreihen) gegeben und verbindet man diese Punkte der Reihe nach, von
irgendeinem auf jeder der beiden Geraden anfangead, so umbhiillen diese Ver-
bindungslinien eine Parabel, welche auch die zwei gegebenen geraden Linien
zu Tangenten hat. —

Wenn man die bei Ellirse und Hyperbel geltende Eigenschaft, daf die
Summe oder Differenz der Abstéinde aller Kurvenpunkte von zwei Brenn-
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punkten denselben Wert haben soll, ersetzt durch die andere Eigenschaft,
daB das Produkt dieser Abstinde konstant sein soll, so erhdlt man die sog.
Cassinischen Kurven.

Nennt man z, y die Koordinaten eines Punktes der Kurve und nimmt
die Brennpunkte F, F, in den Abstinden - a und — @ vom Anfangspunkt O
auf der z-Achse an, so wird die Gleichung der Kurve

V(x— a4-y*- V(w +apfyr=c?,

wenn ¢® der Wert des konstanten Produktes ist. Rational gemacht nimmt
die Kurvengleichung die Form an

(38) (@*+9y*)2—20a%(@®—y?) 4+ a'—c'=0.
Sie ist also von der vierten Ordnung und symmetrisch beziiglich der z- und
y-Achse. Sie schneidet die z-Achse zunidchst in zwei Punkten 4, B, die

immer reell sind, und die Abszisse 1 Va®-- ¢* haben. Ist a®> c?, so schneidet

sie die x-Achse noch in zwei weiteren Punkten mit den Abszissen + Va®— c?.
Diese Punkte vereinigen sich im Anfangspunkt O zu einem Doppelpunkt,
wenn a’= ¢?

® ist. Ist a®<c*, so werden die Punkte imagindr. Dann sind
aber zwei reelle Schnitipunkte C; D mit der y-Achse vorhanden, fir die
y=—-1Vc®—a®. Die Kurve besteht also aus zwei kongruenten Ovalen,
wenn a®>>c¢?, sie erhilt die Form einer Acht, wenn a*=c? und wenn
a*< ¢?, besteht sie nur aus einem Zuge.

Machen wir in der Kurvengleichung (38)

¢ . Vdat—ct
, so wird z=
—2a’ - -

y:

Diese beiden durch diese Werte von y gegebenen Parallelen zur x-Achse sind
also Doppeltangenten der Kurve. Die Beriihrungspunkte werden aber

imaginidr, wenn ¢>>a V2. Dann ist natiirlich ¢>a, die Kurve also ein-

ziigig. Im Grenzfalle c=—a V2 fallen die Beriihrungspunkte auf der y-Achse
zusammen, die Kurve hat zwei Undulationstangenten. Die einziigigen

Kurven, fir die a<"c<“aV?2, sind an der y-Achse nach der a-Achse zu

eingebuchtet. Wird ¢>aV 2, so erhalten wir einfache Ovale.

Fiir die Tangenten der Cassinischen Kurven gilt folgender Satz von
Steiner: Errichtet man auf den von einem Kurvenpunkt P ausgehenden
Brennstrahlen PF, PF, in F, F, die Lote, so grenzen diese auf der Tangente
ein Stiick ab, das durch den Beriih-
rungspunkt P halbiert wird.

Die Cassinische Kurve mit Dop-
pelpunkt, die fiir a®=¢* entsteht und
somit die Gleichung hat:

(39) (2*+y2)2=2a?(x®—y?),
heilt Lemniskate. Man kann sie er-
halten, indem man aus dem Punkte O

auf alle Tangenten der gleichseitigen
Hyperbel

2

—y*=2a’

die Lote féllt. Die FuBpunkte P dieser
Lote erfiillen dann die Lemniskate. Die Asymptoten der Hyperbel werden
die Doppelpunktstangenten der Lemniskate. Diese sind also um 45° gegen
die Achsen geneigt.

Fig. 61.
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SchlieBlich sei noch eine einfache Kurve 4. Ordnung besprochen, die als
Kappakurve bezeichnet wird und in Polarkoordinaten die Gleichung
r = a-ctg ¢
hat. Fiihren wir durch die Gleichungen
r*=ua4y?, ctgﬁ:;i

kartesische Koordinaten ein, so wird die Kurvengleichung

(@ +y°) =a’a?,

woraus sofort zu sehen ist, daB die Kurve von der vierten Ordnung ist.
a heiBt der Parameter der Kurve. Schligt man mit o als Radius um den
Anfangspunkt einen Kreis, so ist
die Kurve nach der Polargleichung
leicht zu konstruieren. Man zieht
einen Radius des Kreises und durch
seinen Endpunkt die Parallele zur
x-Achse, diese schneidet den zu dem
Radius senkrechten Strahl durch
7 den Kreismittelpunkt O in einem
Punkt P der Kurve. Féllt der Kreis-
Fig. 62. radius in die y-Achse, so filit der
Kurvenpunkt in unendliche Ent-
fernung. Die Kurve nihert sich den in den Absténden a zu der z-Achse auf
beiden Seiten gezogenen Parallelen nach links und rechts asymptotisch. Im
Mittelpunkt O beriihrt die Kurve sich selbst und die y-Achse. Dort schmiegen
sich ihr zwei Kreise an, deren Radien }a sind und deren Mittelpunkte auf
der x-Achse liegen.
Die Kurve wird auch gewonnen, indem man aus O an alle Kreise vom
Radius a, deren Mittelpunkte auf der z-Achse liegen, die Tangenten zieht.
Deren Beriithrungspunkte erfiillen dann die Kurve.

p

i+

2. Zeichnerische Behandlung ebener Kurven.

Bei der zeichnerischen Behandlung der ebenen Kurven ist zunéchst von
besonderer praktischer Bedeutung die Aufgabe, eine Ellipse moglichst glatt
und einfach zu zeichnen. Aus der Eigenschaft der Ellipse, dafl sie durch
proportionale Verkleinerung der auf einen Durch-
messer bezogenen Ordinaten eines Kreises her-
vorgeht, ergibt sich folgende schon im Mittelalter
bekannte Konstruktion: Man schligt um den-
b N P selben Mittelpunkt M zwei Kreise mit den Halb-
achsen «, b der Ellipse als Radien. Zieht man
A M a 6 dann von M aus einen beliebigen Strahl und nennt

\ % P, dessen Schnittpunkt mit dem kleineren Kreis,

P, den Schnittpunkt mit dem gréBeren Kreis, so

g ' schneidet die Parallele durch P, zur groBen Achse

\__/ die Parallele durch P, zur kleinen Achse in einem
Ellipsenpunkt P.

Fig. 63. Die Konstruktion zeigt, daB3 die Ellipse auch

‘ durch proportionale Vergrofierung (im Verhaltnis

a:b) der auf die kleine Ellipsenachse bezogenen Ordinaten des Kreises iiber

dieser Achse hervorgeht. Daraus ist weiter zu sehen, daB jeder schrige Schnitt
eines geraden Kreiszylinders eine Ellipse ist.

N
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Um die Ellipse in der Néhe der Scheitelpunkte (Endpunkte der groflen
Achse 4, B und Endpunkte der kleinen Achse C, D) durch Kreise zu ersetzen,
verfihrt man folgendermaBen: Man zieht durch 4, B die Parallelen zur
kleinen Achse, durch C, D die Parallelen zur groBen Achse (d.h. die Scheitel-
tangenten). Von den Ecken dieses der Ellipse umschriebenen Rechtecks fallt
man die Lote auf seine Diagonalen. Diese schneiden die Achsen der Ellipse
in den Mittelpunkten K, K,, K,, K, der gesuchten Kreise. Die in 4, B be-
rithrenden Scheitelkreise liegen in ihrem weiteren Verlauf ganz innerhalb,
die in C, D beriithrenden Scheitelkreise ganz auBerhalb der Ellipse (Fig. 64).

4

V7

5
Fig. 64. Fig. 65.

Um den Kreis zu finden, welcher sich in irgendeinem Punkte P der
Ellipse moglichst nahe anschmiegt, fiigt man zu den Kreisen um M mit «
und b als Radien den konzentrischen Kreis mit dem Radius a4 hinzu
und nennt P, den Schnittpunkt des den Eilipsenpunkt P liefernden Strahls
M P, mit diecem dritten Kreise. Dann wird die Verbindungslinie P,P eine
Normale der Ellipse, d. h. sie steht zu der Ellipsentangente im Punkte P
senkrecht. Auf dieser Normalen liegt der Mittelpunkt K des gesuchten
Schmiegungskreises. Um ihn zu finden, verbindet man P mit M und errichtet
auf der Normalen in ihrem Schnittpunkt mit der Verlingerung der kleinen
Achse das Lot. Durch den Schnittpunkt dieser beiden Linien zieht man die
Parallele zur grolen Achse. Diese schneidet den gesuchten Punkt K aus (Fig. 65).

Im Gegensatz zu den Scheitelkreisen durchdringt der Schmiegungs-
kreis in einem beliebigen Ellipsenpunkte P die Kurve an dieser Stelle. Die
simtlichen Normalen der Ellipse umbhiillen die Evolute dieser Kurve und
der auf der Normalen liegende Krimmungsmittelpunkt K bildet jedes-
mal den Berithrungspunkt der Normalen mit der Evolute. Diese hat mit
der Ellipse dieselben zwei Symmetrieachsen gemein und auf diesen in den
Mittelpunkten der Scheitelkreise vier Rickkehrpunkte oder Spitzen.

Soll eine Ellipse aus zwei konjugierten Durchmessern oder Halbmessern
konstruiert werden, ein Fall, der héufig vorkommt, so ist es zweck-
miBig, zundchst die Achsen der Grofie und Lage nach zu bestimmen. Hierzu
dient die folgende, von Frézier herrithrende Konstruktion: Seien M P und
M @ die konjugierten Halbmesser, so wird der eine, M Q, um M durch 90°
gedreht in die Lage M@ . Um den Mittelpunkt O der Strecke P Q' wird
dann der Kreis beschrieben, der durch M hindurchgeht. U, V' seien die
Schnittpunkte dieses Kreises mit der geraden Linie P@'. Dann gehen die
gesuchten Achsen durch diese Punkte 7. ¥V hindurch und die Lingen der
Halbachsen sind UQ'=VP=qa und V@Q =UP==b (Fig. 66).

Da die Strecke U ¥V zwischen den Achsen die konstante Linge a b
hat, zeigt sich: Gleitet eine Strecke U 17 von konstanter Linge mit den End-
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punkten auf zwei zueinander senkrechten Achsen, so beschreibt ein Punkt P
dieser Strecke, der von den Endpunkten der Strecke die Abstinde VP=a
und U P =1b hat, eine Ellipse, und zwar haben die Halbachsen der Ellipse
die Léngen a und b und fallen in die Achsen,
auf denen die Endpunkte der Strecke glitten.

Auch ein Punkt P auf der Verldnge-
rung der Strecke U V beschreibt eine Ellipse
und die Lingen der Halbachsen sind wieder
VP=a, UP=0, so daf} die Strecke UV
selbst in diesem Falle die Liange a—»b hat.
Hierauf beruht der sogenannte Ellipsen-
zirkel, ein Instrument, mit dem man nach
entsprechender Einstellung die Ellipse sofort
zeichnen kann.

Statt im ersten Falle die Strecke UV
mit den Endpunkten U, V auf den Achsen
: gleiten zu lassen, kann man auch den Frézier-

Fig. 66. schen Kreis, der U ¥ zu einem Durchmesser

hat, in einem Kreis um M, dessen Radius

=UV=a-1b ist, rollen lassen. Jeder Punkt im Innern des Kreises be-

schreibt dann eine Ellipse mit den Halbachsen a, b, wenn a, b den grofiten

und kleinsten Abstand des Punktes von der Peripherie des Kreises bedeuten.

Ein Punkt auf der Peripherie des rollenden Kreises beschreibt einen Durch-

messer des festen Kreises, in dem der bewegliche Kreis rollt. Man erhalt
so eine einfache Ellipsen- und gleichzeitig eine Geradfihrung.

Eine besondere Behandlung verdient noch der Fall, wo die beiden kon-
jugierten Durchmesser gleich lang sind. Dann sind die Achsen der Lage
nach sofort gegeben, denn sie halbieren die Winkel zwischen den beiden
konjugierten Durchmessern. Ist 2 p deren Lénge, so folgt jetzt aus den
Gleichungen (33) und (34) des vorigen Abschnittes:

(1) 2 p*=a?L0?, pPsing=a-b.

Daraus sind die Langen a, b der Halbachsen leicht zu konstruieren. Man kon-

struiere zuerst 1/ 2.p=—Va®--b?, indem man an den einen Halbmesser ein
gleichschenklig- rechtwinkliges Dreieck von

der Kathetenldnge p anlegt und dessen Hy-
potenuse abmiBt. Man trage diese dann
c in der Richtung des einen Halbmessers

-7 vom Mittelpunkt aus ab, so schneiden die
2 R o aus dem Endpunkt dieser Strecke auf die
s P Achsenrichtungen geféllten Lote die Achsen-

4 a M lingen ab.
// P Man kann eine Ellipse auch direkt aus
B t ? den konjugierten Durchmessern konstruieren.
D Die vorziiglichste Konstruktion ist folgende:

P.P,, @,Q, seien die konjugierten Durch-

messer. Zieht man dann durch die End-

Fig. 67. punkte jedes von diesen die Parallelen zu

dem anderen, so entsteht ein der Ellipse

umschriebenes Parallelogramm R, R, R, R,, das die Kurve in den Mittelpunkten
der Seiten beriihrt. Man zieht nun P, @, und nennt § einen beliebigen Punkt
auf dieser Linie. Die Parallele durch S zu @, @, schuneide R, R, in U, die
Linie R,S schneide R, R, in V. Dann ist UV eine Tangente der Ellipse
und der Beriihrungspunkt 7' dieser Tangente liegt auf dem Strahl P, 8 (Fig. 68).
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Bei der Konstruktion der Hyperbel geht man am besten von den
Asymptoten aus. Ist die Hyperbel durch die Scheitel 4, B und die Brenn-
punkte F, F, gegeben, so findet man die Asymptoten, indem man iiber F, F;
als Durchmesser den Kreis beschreibt, dieser schneidet die (zu der Achse A B)

Fig. 68. Fig. 69.

senkrechten Scheiteltangenten in Punkten C, C,, D, D, der Asymptoten.
Es ergibt sich dann folgende einfache Punktkonstruktion fiir die Hyberbel:
Man zieht durch den Scheitel A einen beliebigen Strahl, der die Asymptoten
in U, V schneidet. Macht man dann P V=U 4, so ist P ein Punkt der
Hyperbel. Eine Tangentenkonstruktion fiir die Hyperbel besteht darin, daf
man durch die Schnittpunkte ¢, D der Asymptoten mit der einen Scheitel-
tangente irgendwie parallele Linien zieht. Sind @, R deren zweite Schnitt-
punkte mit den Asymptoten, so ist @ R eine Hyperbeltangente und deren
Beriihrungspunkt P liegt in der Mitte zwischen @ und R (Fig. 70).

Ferner 148t sich fiir
die Konstruktion der Hy-
perbelfolgende Eigenschaft
beniitzen: Ist das Stiick C D
der Scheiteltangente zwi-
schen den Asymptoten
=2b, M A=—2a, so wer-
den aus dem Stiick ST,
das von irgendeinem Lot
der Achse A B zwischen den
Asymptoten liegt, die Hy-
perbelpunkte P, P, aus-
geschnitten durch einen Fig. 70. Fig. 71.

Kreis, dessen Mittelpunkt
auf der Achse 4 B im Abstande b von dem Lote 8 T liegt und dessen Radius
r=38T ist.

Die Scheitelkreise der Hyperbel, d.h. die Schmiegungskreise fiir die
Scheitel 4, B, werden gefunden, indem man auf den Asymptoten in ihren
Schnittpunkten mit den Scheiteltangenten die Lote errichtet. Diese Lote
schneiden die Mittelpunkte K,, K, der gesuchten Kreise aus der Achse
A B aus (Fig. 69).

Von besonderem Interesse ist noch die Konstruktion der gleichseitigen
Hyperbel, bei der die Asymptoten aufeinander senkrecht stehen. Ist
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a==MA die Linge der Halbachse, so lege man das Quadrat mit der Dia-
gonale a¢ zwischen die Asymptoten, indem man zwei Parallele m, n durch
den Scheitel 4 zu den Asymptoten zieht. Um dann auf irgendeiner Paral-
lelen zu =, d. h. zu der einen Asymptote, den Hyperbelpunkt zu finden, ver-
binde man den Punkt R, in dem diese Parallele die Linie m schneidet, mit
dem Mittelpunkt M. Durch den Schnittpunkt § dieser Verbindungslinie mit n
ziehe man die Parallele zu m, diese schneidet dann den gesuchten Hyperbel-
punkt P aus (Fig. 72). Diese Konstruktion ist ohne weiteres auch auf den Fall
zu iibertragen, wo die' Asymptoten und die durch den Scheitel 4 zu ihnen ge-
' zogenen Parallelen m, n nicht
¥ aufeinander senkrecht sind, also
2 auf den Fall der allgemeinen Hy-
| . perbel.
‘ | Die Konstruktion der Pa-
L rabel kann sich unmittelbar an
die Scheitelgleichung y*=2 px
7enf 77— anschlieBen. Sie verliuft dann
in folgender Weise: Man geht von
v = 7 der Scheiteltangente und der
Achse der Parabel aus. Der
Brennpunkt F liegt im Abstande
ip von dem Scheitel 4. Der
Punkt K auf der Achse, der von dem Scheitel 4 den Abstand p hat, ist der
Mittelpunkt des Kreises, der sich in dem Scheitel der Parabel méglichst eng
anschmiegt und durch den die Parabel in der Nihe des Scheitels ersetzt
werden kann. Um weiter den Parabelpunkt zu finden, der die Ordinate ¥
hat, zieht man im Abstande y eine Parallele zur Achse, diese schneide die
Halbierungslinie des Winkels zwischen Achse und Scheiteltangente im Punkte U.
Ferner zieht man die Parallele im Abstande 2 p zur Achse, diese werde von
der durch U gehenden Parallelen zur Scheiteltangente in ¥ getroffen, dann
ist der Schnittpunkt P von .4 V mit der Parallelen zur Achse im Abstande y
ein Parabelpunkt, und die Tangente der Parabel in P schneidet die Scheitel-
tangente in einem Punkt 8, der die Ordinate jy hat.

Soll die Parabel aus zwei Tangenten ¢, ¢, und ihren Beriihrungspunkten
P,. P, konstruiert werden, so halbiert man zuerst die Strecke P P,in M
und verbindet M mit dem Schnittpunkt S der Tangenten. Diese Verbin-
dungslinie M S ist dann der Achse der Parabel parallel. Zieht man durch
P, und P, die Parallelen zu M § und durch S die Senkrechte dazu, so trifft

: diese die genannten Parallelen in zwei Punkten
/?/
7

th
D &

<

Fig. 72. Fig. 73.

"y R,, R,, die Geraden, die R,, R, mit P, P, iiber
Kreuz verbinden, schneiden sich im Scheitel .4 der
Parabel. Die Parallele zu M S durch A ist die
Parabelachse, die Senkrechte dazu in .1 die Scheitel-
tangente. Errichtet man auf den Parabeltangenten
t,, t; in ihren Schnittpunkten L,, L, mit der Schei-
teltangente die Lote, so schneiden diese beide die
Achse in dem Brennpunkt F.
Man findet unmittelbar eine Tangente der
Parabel, wenn man durch einen beliebigen Punkt
Fig. T4 U von P, P, die Parallelen zut,, t, zieht und die
- Punkte, wo diese Parallelen jedesmal die andere
der beiden Parabeltangenten ¢, t, treffen, verbindet. Der Beriihrungspunkt
der konstruierten Tangente liegt auf der durch den Punkt U zu M S ge-
zogenen Parallelen. Insbesondere ist der Mittelpunkt von M 8§ ein Parabel-
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punkt und die Tangente in ihm geht durch die Mitten von P,S und P,S
hindurch.

Neben den Kegelschnitten sind von besonderer Wichtigkeit die Roll-
kurven. Als erste dieser Kurven nennen wir die Kreisevolvente, die
entsteht, wenn eine gerade Linie auf einem Kreis abrollt, etwa indem man
sich diese Linie als eine Zahnstange denkt und den Kreis als Zahnrad und
die Zahnstange in die Zahne des Rades .
eingreifend um dieses herumschwenken OYd
1l4B8t. Man findet diese Kurve, indem
man auf der Tangente in jedem Kreis-
punkte O eine Strecke OP abtrigt, /
die gleich dem von einem bestimmten
Anfangspunkt A gerechneten Kreis- [
bogen OA4 ist, und zwar muf3 auch der |
Richtungssinn von O nach P mit dem \
Drehsinn von O nach A iibereinstimmen.
Die Kurve besteht aus zwei symmetri-
schen, von A senkrecht zum Kreis aus-
gehenden Teilen, die sich spiralenférmig
um den Kreis herumwinden. Die Linie
OP ist die Normale der Kurve im S
Punkte P, und O der Krimmungs Fig 75.
mittelpunkt. Der Kreis ist also die
Evolute der Kurve. Errichtet man auf OP in P das Lot PQ und macht
dieses gleich dem Radius O M=« des Kreises, so beschreibt ¢, wenn P die
Kreisevolvente durchliuft, eine ebenfalls spiralenformige Kurve, welche eine
archimedische Spirale genannt wird. Es ist der Fahrstrahl MQ=r
dieser Kurve gleich OP, also gleich dem Kreisbogen O 4. Wenn man den
(im BogenmaB auf dem Einheitskreis gemessenen) Winkel, den der Fahrstrahl
MQ mit einer zu M A senkrechten Achse bildet, mit ) bezeichnet, so wird
04=a?, also

(2) r=ai

die Polargleichung der archimedischen Spirale. Man erkennt daraus die
Grundeigenschaft der Kurve, dafl der Fahrstrahl um gleiche Strecken zu-
nimmt, wenn die zugehorige Amplitude sich um gleiche Stiicke vermehrt.
Die Kurve bildet am Punkte M eine Schleife, deren Knotenpunkt auf der
Verlingerung von M A im Abstande fnma von M liegt. Der Schmiegungs-

kreis in M hat den Radius }a.

Rollt ein Kreis auf einer geraden Linie g, so beschreibt ein Punkt auf
seinem Umfang eine Zykloide. Wird der Kreis in irgendeiner Lage ge-
zeichnet, bei der er die gerade Linie g in O beriihrt, so mufl der Bogen-
abstand des die Kurve beschreibenden Punktes P von O gleich dem gerad-
linigen Abstand des Punktes O von einer bestimmten Anfangslage 4 auf
der Geraden ¢ sein. Die Normale der Kurve im Punkte P geht durch O
hindurch, die Tangente also durch den O diametral gegeniiberliegenden Kreis-
punkt Q. Der Kriimmungsmittelpunkt K liegt auf der Normalen PO so,
dal PO=O0K wird. Daraus folgt sofort, da die von den Normalen um-
hiillte Evolute eine der Bahnkurve selbst kongruente Zykloide wird, die
gegen jene um den Durchmesser 2 a des rollenden Kreises nach unten und
um die halbe Periode wra nach der Seite verschoben ist. In dem Scheitel,
d. h. dem hochsten Punkt der Bahn ist daher der Kriammungsradius =4 a.
Dieser Scheitelkreis schmiegt sich der Kurve besonders eng an. Im Punkte 4
und in dem um die Periode 2 ma davon entfernten Punkte der Geraden ¢ hat

Handbibliothek. L. 1. h




66 Ebene Geometrie.

die Bahnkurve eine Spitze. Das Stiick zwischen den beiden Spitzen ent-
spricht einer vollen Umdrehung des Kreises und wiederholt sich bei dessen
weiterer Drehung andauernd aufs neue.

BN
N/
\‘1 .

Fig. 76.

Man kann auch die Kurven betrachten, welche durch einen Punkt auf
dem Radius RP des rollenden Kreises oder durch einen Punkt auf seiner
Verlingerung beschrieben werden. Im ersten Falle erhélt man eine sogenannte
gestreckte Zykloide, im zweiten Falle eine verschlungene Zykloide.
Die von einem Punkte des Kreisumfanges oder Radkranzes beschriebene
Kurve wird zur Unterscheidung eine gespitzte Zykloide genannt. Die
Konstruktion der allgemeinen Zykloiden oder, wie sie auch genannt werden,
Trochoiden, ist ohne weiteres ersichtlich. Die Zykloiden haben alle ihre
tiefsten und hochsten Punkte in denselben Vertikalen. In diesem Scheitel
wird die Kriimmung ein Maximum oder Minimum. Die verschlungenen Zy-
kloiden bilden Schleifen, die gestreckten Zykloiden sind wellenférmige Kurven
und in der Tat eine Zeitlang als die Form von Wasserwellen angesehen
worden, wobei sie nur umgekehrt betrachtet werden miissen, indem die Stellen
stirkster Kriimmung die Wellenk6pfe bilden sollen, doch hat sich gezeigt, daf3
sich keine mdgliche Wellenbewegung ergibt, bei denen das Profil der Wasser-
oberfliche diese Form hat. Um die Scheitelkreise der Zykloiden allgemein
zu konstruieren, hat man folgendes Verfahren (Fig. 77): Ist C der Scheitelpunk

c c R. die zugehorige Lage fiir
den Mittelpunkt des rollen-
den Kreises, O dessen Be-
rithrungspunkt mit der Bahn,
so tragt man auf der Bahn
die Strecke 00'=O0OR im
Sinne der Bewegung von R,
auf der Parallelen durch C zu
der Bahn die Strecke CC"=CO
im Sinne der Drehung von
RC ab, dann schneidet die
Linie ' 0" die Linie CO in
dem Mittelpunkt K des ge-
suchten Scheitelkreises.

S
S

K
Fig. 77.

Rollt ein Kreis auf einem anderen Kreise, so beschreibt ein mit ihm
fest verbundener Punkt eine gestreckte, gespitzte oder verschlungene Epi-
zykloide, je nachdem der Punkt im Innern, auf dem Umfang oder auBer-
halb des rollenden Kreises liegt. Das Rollen bedeutet, dal, wenn ein Punkt
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des rollenden Kreises aus der Anfangslage A, bei der er den Beriihrungs-
punkt des rollenden Kreises mit dem festen Kreise bildet, bei der Stellung
des rollenden Kreises, wo der Berithrungspunkt beider Kreise O ist, in die
Lage P geriickt ist, der Bogen O A des festen Kreises gleich dem Bogen OP
des rollenden Kreises wird. Ist also M der Mittelpunkt, r, der Radius des
festen Kreises, B der Mittelpunkt und » der Radius des rollenden Kreises,
ferner ¢ der Winkel A M O, w der Winkel PRO, so wird (Fig. 78)

(3) T p=r-.

Die Normale der Epizykloide geht immer durch den momentanen Be-
rithrungspunkt O. Auf ihr wird der zugehdrige Kriimmungsmittelpunkt K
durch folgende Konstruktion gefunden (Fig.79): Ist § der Kurvenpunkt, so zieht
man SO und errichtet darauf in O das Lot, das die Linie SR in 7' schneide.
Dann triff 7'M die
Normale SO in dem 5y . S
gesuchten Punkt K. 2
Die Konstruktion ver-
sagt, wenn der Punkt.8
auf der Linie M R liegt
und ist dann durch
folgende Konstruktion
zu ersetzen: Man zieht
(Fig. 80) in O die
gemeinsame Tangente
beider Kreise, und die
Radien RR', M M’ in
beiden Kreisen senk-
recht zu R M so, daB Fig. 79. Fig. 80.

R'M’ durch O geht.

Ist dann O’ der Schnittpunkt von S R’ mit der Tangente in O, so schneidet
O' M’ die Normale SO in dem gesuchten Kriimmungsmittelpunkt K. Zu
dem gleichen Ergebms fiihrt folgende andere Konstruktion: Man trage auf
dem Lot von M S in S ab 88,=80, ziehe den Radius RR, des rollenden
Kreises senkrecht zu M R nach der gleichen Seite, nenne O, den Schnittpunkt
von M R, mit der gemeinsamen Tangente beider Kreise in O und verbinde
8, und 0 Diese gerade Linie schneidet dann wieder aus M .S den Kriim-
mungsmlttelpunkt K aus.

Die sédmtlichen Normalen der Epizykloide umbhiillen wieder die Evolute
der Kurve. Der Beriihrungspunkt ist jedesmal der zugehorige Kriimmungs-
mittelpunkt und die Bogenlinge zwischen zwei Punkten der Evolute ist
gleich dem Unterschied der zugehorigen Kriimmungsradien.

Die Evolute einer gespitzten Epizykloide ist eine dieser Eihnliche Kurve,

die im Verhiltnis 7,: (r, 4 27) verkleinert und durch den Winkel —-180° um

den Mittelpunkt M gegen die urspriingliche Kurve gedreht ist. Jede solche
Epizykloide kann auch als Perizykloide gewonnen werden, d. h. als die
Bahn eines Punktes auf einem Kreis, der um einen von ihm umschlossenen
Kreis rollt, und der Radius des rollenden Kureises wird dabei ==r,-7,
wahrend der feste Kreis derselbe bleibt.

Rollt ein Kreis vom Radius 7 in einem anderen vom Radius r, > 27,
so beschreibt ein mit ihm fest verbundener Punkt eine gestreckts, gespitzte
oder verschlungene Hypozykloide, je nachdem er innerhalb, auf dem Um-
fang oder auBlerhalb des rollenden Kreises liegt. Fiir die gespitzte Hypo-
zykloide wird die Evolute wieder eine #hnliche Kurve, die im Verhiltnis

5*
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7:(ry — 27) gegen die urspriingliche Kurve vergroBert ist. Die Hypozykloide
kann auch auf doppelte Art erzeugt werden, nimlich ein zweites Mal durch
einen Kreis vom Radius r,—7, der in demselben festen Kreise rollt.

Es ist bereits bemerkt worden, daff im Falle r,—2r die gespitzte
Hypozykloide in einen Durchmesser des festen Kreises ausartet, wahrend
die von den Punkten innerhalb und auBerhalb des Kreises beschriebenen
Kurven Ellipsen werden. FEin anderer bemerkenswerter Fall ist der, wo
t,=4r wird. Die gespitzte Hypozykloide hat dann vier Spitzen, die in
den Endpunkten zweier zueinander senkrechter Durchmesser des festen Kreises
liegen. Diese beiden Durchmesser hat die Kurve zu Symmetrieachsen, und
sie zeigt die Figur eines (vierspitzigen) Sternes, weshalb sie als Astroilde be-
zeichnet wird (Fig. 81). Die Tangente der Astroide in einem Punkte P der Kurve
geht durch den Punkt @, der dem augenblicklichen Beriihrungspunkt O auf
dem rollenden Kreis diametral gegeniiberliegt. Der Winkel PQO wird hier
gleich 2 ¢, wenn ¢ wieder den Winkel 4 M O bezeichnet, wobei 4 die vor-
aufgehende Spitze der Astroide und M der Mittelpunkt des festen Kreises
ist. Also wird, wenn die Tangente die Achse M A4 der Astroide in U und

Fig. 82.

die dazu senkrechte Achse M B in V schneidet, in dem Dreieck M Q U der
Winkel bei U wieder — ¢, das Dreieck ist also gleichschenklig und Q M =QU.
Ebenso wird auch das Dreieck M QV gleichschenklig. Es ist aber ebenfalls
QO=QM. Die Tangente UV ist also die eine Diagonale eines Recht-
eckes MUOV, von dem die andere Diagonale der Radius M O des festen
Kreises ist. Man findet deshalb die Tangente, indem man durch den Punkt O
die Parallelen zu den Achsen zieht. Diese schneiden die Achsen in zwei
Punkten U,V der Tangente, und das Stiick UV der Tangente zwischen den
Achsen hat die konstante Linge « gleich dem Radius r, des festen Kreises.
Der Berithrungspunkt P der Tangente wird gefunden, indem man aus O auf
sie das Lot fallt. Die auf die Achsen M A (z-Achse) und M B (y-Achse)
bezogenen Koordinaten des Punktes P werden nach dieser Konstruktion

(4) rx=acos®p., y=asin®g

und deshalb die Gleichung der Kurve
2 2
(5) @3 f-yi=as.
Das merkwiirdigste Beispiel einer gespitzten Epizykloide ist die Kar-
dioide oder Herzkurve (Fig.82), die entsteht, wenn der Radius r des rollenden
Kreises ebenso grofB ist wie der Radius des festen Kreises. Die Kurve hat

e
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dann nur eine Spitze A. Die Tangente in einem Punkte P der Kurve geht
durch den dem augenblicklichen Beriihrungspunkt O diametral gegeniiber-
liegenden Punkt @ des rollenden Kreises und schneidet den umschliefenden
Kreis vom Radius 37 zum zweitenmal in einem Punkt S, fiir den der
Bogen @S gleich dem Bogen @ B wird, wenn B der Punkt des umschlieBen-
den Kreises ist, fiir den der Radius M B dem Radius M A des festen Kreises
entgegengesetzt gerichtet ist. Die Sehnen @ B und @S bilden mithin gleiche
Winkel mit dem Radius M@ des umschlieBenden Kreises. Ein vom Punkt B
ausgehender Lichtstrahl wird also an dem festen Kreis so gespiegelt, daB3 er
die Kardioide beriihrt, und diese wird die katakaustische Kurve der von
einem Punkte des spiegelnden Kreises ausgehenden Strahlen. Ziehen wir P A4,
so ist dies parallel zu M O. Wenn ferner W den zweiten Schnittpunkt von
PA mit dem festen Kreis bezeichnet, so wird die Linge PW=2r, also
dieselbe fiir alle Punkte der Kurve. Vermehren wir den Winkel AMO=¢
um 180°%, so erhalten wir wieder einen Kurvenpunkt P,, der auf die gerade
Linie PW fillt, und es wird auch P, W =2r, also die Strecke PP, =—4r
und W ihr Mittelpunkt. Daraus folgt, da alle Sehnen der Kardioide, die
durch ihre Spitze gehen, die konstante Linge 4 haben und in dem zweiten
Schnittpunkte mit dem festen Kreise halbiert werden. Danach sind, wenn der
Strahl durch den Punkt A4 beliebig gezogen wird, die auf diesem Strahl liegenden
Punkte P. P, der Kardioide sofort zu konstruieren. Die Tangenten in diesen
Punkten gehen durch die Endpunkte @, @, des zu P P, parallelen Durchmessers
des umschlieBenden Kreises und schneiden sich auf diesem Kreise in S, sind also
zueinander senkrecht. Das Dreieck @S¢, ist dem Dreieck @ BQ, kongruent.
Nennen wir vy den Winkel M A0, so wird auch der Winkel 40 M, der
Winkel OAP und der Winkel OP 4 gleich . Es ist also

AO=2rcosy, AP=2A4A0cosy=—4rcos?y,

und da -41:900——i§, auch

AP=Arsin®;p=2r (1 — cos ¢).
So ergibt sich die Polargleichung der Kardioide.

An die Rollkurven laBt sich die sogenannte Sinuslinie anschliefen,
die in der analytischen Darstellung durch eine Gleichung von der Form

. x

(6) y=a sm<2nk>
gegeben wird und daher ihren Namen fiithrt. % ist die Periode der Kurve,
a ihre Amplitude. Aus dieser Gleichung ergibt sich folgendes Verfahren zur
zeichnerischen Konstruktion der Kurve: Man teile die Periode in eine gewisse
Anzahl, etwa 12, gleiche Teile und
zeichne einen Kreis vom Radius a, den
man in dieselbe Anzahl gleicher Teile
teilt. Dann sind die Ordinaten der
Kurve in den Teilpunkten gleichzeitig
die (auf einen Durchmesser bezogenen)
Ordinaten der entsprechenden Teil- 3
punkte auf dem Kreis. Vielfach fiihrt Fig. 83.

man noch einen Kreis ein, dessen Um-

fang gleich der Periode der Sinuslinie ist, so dal die Teilpunkte auf der
x- Achse unmittelbar aus der Rektifikation dieses Kreises hervorgehen. Dessen

h
Radius hat den Wert r = 5o

4
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Die Sinuslinie hat in allen Punkten, wo sie die xz-Achse schneidet,
Wendepunkte. Der Neigungswinkel + « der Wendetangenten gegen die
x-Achse bestimmt sich daraus, daB

a
) tg = .
wird. Zur sicheren Zeichnung der Kurve benutzt man noch die Kriimmungs-
kreise fiir die hochsten und tiefsten Punkte (Scheitel) der Kurve. Es ergibt
sich fiir sie der Wert des Krimmungsradius
. r?
(8) o= -

Wenn man also von den Endpunkten A4, A’ des in die Richtung der
z-Achse fallenden Durchmessers in dem Kreise mit dem Radius r Linien
zieht nach dem Endpunkte B eines zur x-Achse senkrechten Radius M B=:a
des anderen Kreises, so sind diese den gesuchten Wendetangenten parallel
und das Lot in 4 auf 4B schneidet auf der Verlingerung von BM ein
Stiick M C = p ab.



Viertes Kapitel.
Raumgeometrie.

1. Analytische Geometrie des Raumes.

Im Raume werden als Koordinaten eines Punktes dessen senkrechte
Abstéinde z, y, z von drei zueinander rechtwinkligen Ebenen, nach der einen
Seite positiv, nach der anderen Seite negativ gerechnet, eingefiihrt. Die drei
Ebenen heilen Koordinatenebenen, ihre Schnittlinien Koordinaten-
achsen, ihr Schnittpunkt der Koordinatenursprung.

Verschiebt man die Koordinatenebenen parallel zu sich selbst um die
Strecken a. b, ¢, so dafl der neue Koordinatenursprung im alten Koordinaten-
system die Koordinaten a, b, ¢ hat, so werden
die Koordinaten 2', y’, 2’ eines Punktes im neuen
System durch die Gleichungen bestimmt

1) xz=2"}ta, y=y +0b, z2=2"+c.

2

Dreht man mit Beibehaltung des Ursprungs o
das Koordinatenkreuz zuerst um die =z-Achse o
durch den Winkel v (in dem von der positiven 2
x-Achse nach der positiven y-Achse hinweisen- 5
den Sinne), darauf das erhaltene Kreuz um die ¢ &L
neue xz-Achse durch den Winkel ¢, endlich das Fig. 84.

so gewonnene Kreuz um die neue z-Achse durch
den Winkel ¢, so finden wir die neuen Koordinaten a’, y’, 2’ aus den
Gleichungen
r=a,2+a,y + a7,
(2) y—bya by b7,
r=c & +c,y +ec7,

wobei
a, = - cos @ cos y — sin ¢ sin y cos ¥,
@, = — sin @ cos y — cos @ sin y cos i,
a, = - sinysin 9;
b, = -~ cos @ siny -} sin @ cos y cos ¥,
(3) b, = — sin @ sin y - cos @ cos y cos ¢,
b, = — cos y sin ¥;
¢, =sin ¢ sin 9,
¢, ==cos @ sin
c,=cos V.
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Daraus ergeben sich sofort die Beziehungen
a’+b°+¢*=1, @, a5+ by by +c,6,=0,
@y +by" - 6" =1, 3@y +by b, +c3¢,=0,
l a’sg_l_bs?—{—csg:l’ “’1“2+b1b2+c162:0'
Die Entfernung des Punktes mit den Koordinaten z, y, z vom Koor-

dinatenursprung ist
r— Ve F A,

die Entfernung der Punkte (x,, y,, z,) und («,, y,, 2,) voneinander

l=V(x, —=,)* + A _y")z + (z bze)

Nennt man «, f, y die Winkel, welche ein vom Koordinatenanfangs-
punkt ausgehender Strahl mit den Koordinatenachsen einschlieBt, so werden
die Koordinaten des auf dem Strahl in der Entfer-
nung 1 vom Ursprung gelegenen Punktes

(4)

(5) x=cose, y=—=cosfB, z==cosy
» und es besteht die Beziehung
2 (6) cos® ¢ - cos? f -+ cos?y =1.

> == Diese drei Kosinus heilen die Richtungskosinus,
*z - die Winkel selbst die Richtungswinkel des Strahls.

Fig. 86. Sind o', f', y die Richtungswinkel eines zweiten
Strahls, so wird der Winkel ¢ zwischen den beiden
Strahlen gegeben durch die Gleichung

(7 cos ¢ = cos & cos & - cos f cos ' - cos y cos y’.

Insbesondere sind die beiden Strahlen aufeinander senkrecht, wenn dieser
Ausdruck verschwindet.

In den Gleichungen (2) sind (a,, b,, ¢,), (@,, by, Cy),

(ag, by, ¢c;) die Richtungskosinus der gedrehten Koordi-

2, natenachsen in dem urspriinglichen System. Die Gl (4)

£ 3 geben auBer den Beziehungen zwischen den Richtungs-

z A

[##] "% kosinus der einzelnen Achsen die Bedingungen dafiir,
2 2 daB die Achsen paarweise aufeinander senkrecht stehen.
2 Die Projektionen des von dem Koordinatenursprung
ol B 2 —— und den Punkten (x,, y,, z,), (%, ¥y, 2,) gebildeten
Fio. 85 Dreiecks auf die Koordinatenebenen haben die Flichen-
18 ©9: inhalte
]2}'9 By y,Zj, ‘12121:”2'—%‘7"1" %‘xly-z_xeyll

und das Dreieck selbst hat den Flicheninhalt
V(y1 y"zl) +(2xs znyx) _’_(‘”1?/0 .1: y1)

Der Raummhalb des von dem Koordinatenursprung mit den drei Punkten
(45 Y,» s (®y, yys 2,), (25, y,, 2,) gebildeten Tatraeders wird gleich dem
absolut-en Werte des Ausdrucks

NERZEN
il |
Glzeyezzl

%3 Y5 2 |

oder
1 . . " .
6 (X1 Yaz T 2,9, L TR Yy 2y Xy Yy 2y T Yy By By Yy 2y)-
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Analytische Geometrie des Raumes.

Eine beliebige lineare Gleichung zwischen z, y, z:

(8) ar—+by-cz=d
stellt eine Ebene dar. Die Ebene geht durch den Koordinatenursprung,
wenn d =0 ist.

Nennt man, wenn d == 0, p die Linge des aus dem
Ursprung auf die Ebene geféllten Lotes und «, 8, y seine
Richtungswinkel, so wird

lcose=mcosff=mcosy=2p

und deshalb die Ebenengleichung:

9) zcose-Fycosftzecosy=1p
(erste Normalform der Ebenengleichung).
Die GroBen ’
d p d P d P
= ==1t, - = - ) — == =N
@  cos« b cosp c cosy

werden die Achsenabschnitte der Ebene. Bei ihrer Einfithrung wird die
Gleichung einer nicht durch den Ursprung gehenden Ebene

w frbeo

(zweite Normalform der Ebenengleichung).

Fiir die durch die Gleichung (8) gegebene Ebene wird die Linge p des
Lotes aus dem Ursprung gleich dem absoluten Betrage von

Der Winkel ¢ zwischen den Ebenen
ax-+by+tcz=d, daxtby-tcz=d
wird gegeben durch die Gleichung
4 ad bt +cd -
TV Va0 —}—6'2.
Dem doppelten Vorzeichen entsprechen die beiden entstehenden Nebenwinkel.
Die Ebenen sind aufeinander senkrecht, wenn

(12) ad 4+ b¥ e =0,

sie sind parallel, wenn

(11) cos @ =

a:bic=a:b:c.

Ist diese Beziehung nicht erfiillt, so schneiden sich die Ebenen in einer
geraden Linie, die durch die beiden Ebenengleichungen dargestellt werden
kann. Eliminiert man aus diesen Gleichungen erst z und dann y, so kann
man die entstehenden Gleichungen, wenn die gerade Linie nicht zur yz-Ebene
parallel ist, auf die Form bringen

(18) y==xx-+1, z=uzx—+v»
(Normalgleichungen der geraden Linie).

Sind (x;, ¥;, 21), (Ta, Yy, 2,) zwei Punkte P,, P, der geraden Linie,
so folgt fiir die Koordinaten xz, y, = des verdnderlichen Punktes

(14) T Y Y R A
o2 YooY ZH—2
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Nennen wir unter der Voraussetzung, daf die Entfernung P, P,=1 ist,
den gemeinsamen Wert dieser Briiche ¢, so folgt
(15) x=uwx,+tcosa, y=y,f+tcospP, z=z --tcosy,
wenn «, 8, y die Richtungswinkel eines durch den Ursprung parallel zu dem
Strahl P, P, gezogenen Strahles bedeuten. In der Tat wird dann unter der
angegebenen Voraussetzung (P, P,=1):

COSU=—=12, —T;, COSPB=1yY,— Y, COSy=2,—2,.

Eliminiert man zuerst aus der ersten und zweiten und dann aus der
ersten und dritten der Gleichungen (15) den Parameter ¢ und vergleicht die
entstehenden Gleichungen mit den Gleichungen (13), so ergibt sich die Beziehung
(16) 1:%:u==cosw:cosf:cosy.

Ferner sind in den Gleichungen (13) 1,» die Koordinaten des Schnittpunktes
der Geraden mit der yz-Ebene.

Der Abstand eines beliebigen Punktes P, (z,,¥,,%,) von der Geraden (13)
wird . o e
(17) z‘/(”ﬂf Ay pyy— % 2) 4 (A F 2@y —yo) + (7 + pzy—2)

g L '

Der kiirzeste Abstand g der Geraden

y=xz-+1, z=px+r und y=x'ax+12, =zt

wird, wenn sie windschief sind, durch den absoluten Wert des Ausdruckes
gegeben
(18) (5 =)o =)= (A= D) (u—p)

' Vil — o uP - (— 1+ o)
Es schneiden sich die Geraden, wenn

(¢ —#)r —v)— (@ —1) (0 — ) =0.

Sie sind parallel, wenn

’ ’
A==, U=MU,

und ihr Abstand wird dann
Y R U A s
1+ 4 u? '
Wir gehen nun zu Flidchen iiber, die als Fldchen zweiter Ordnung
bezeichnet werden, weil sie durch eine Gleichung zweiten Grades in x, y, 2

dargestellt werden und betrachten zunichst die einzelnen besonderen Formen
dieser Gleichung entsprechenden Flichen.

1. Die Kugel mit dem Mittelpunkt (z,,¥,,2,) und dem Radius r hat
die Gleichung
(@ — ) + (Y —yo) + (2 —2,)° =1*
oder ausgerechnet
(20) ¥*4-y? 42 — 2wy — 2y, y — 22,2+ s=0,

wenn
s=ux,"Fy,* 2,2 —1.
Insbesondere wird die Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt der
Koordinatenursprung ist,
a? -y 22 =12,

und deren Tangentialebene im Punkte (z,y,z) hat in laufenden Koordinaten
£, 1, ¢ die Gleichung
eéfyntal=r

Diese Gleichung zeigt sofort, daf die Tangentialebene auf dem Radius nach
dem Beriithrungspunkt senkrecht steht.
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2. Ein Ellipsoid wird durch eine Gleichung von der Form gegeben:
i m‘.’. y‘.'. 22
Lt 1,
(21) Y45
wobei a >>b > ¢ angenommen sei. Die Koordinatenachsen heiflen die Achsen
des Ellipsoids, a@,b,¢ die Léngen der Halbachsen.
Die Schnitte dieser Fliche mit allen Ebenen,

die sie schneiden, sind Ellipsen. Nur als Schnitte
mit den Ebenen

22) oV —btwt+ aVB —z—d,

wo d innerhalb gewisser Grenzen beliebig bleibt,
ergeben sich Kreise. Das Ellipsoid enthilt deshalb
zwei Scharen von Kreisen. Fiir d = + acVa®>—¢?
reduziert sich der Radius des Kreises auf 0. Diese
Ebenen beriihren das Ellipsoid in den sogenannten
Nabelpunkten, deren Koordinaten sind:

g -
(23) z—=+ w‘/g——g @ ¥Y=0 z==% c\/w,2 z Fig. 88,

In diesen Punkten wird das Ellipsoid von der Hyperbel
v x* 2>
s =1, y=C
(24) a® — b2 P 1, ¥y D,
die in der zz-Ebene liegt, getroffen. Diese Hyperbel geht durch die Brenn-
punkte der Ellipse

x2 2
(25) a‘z—c‘3+b"y—c":1’ 2=0,
die in der xzy-Ebene liegt, und diese umgekehrt durch die Brennpunkte der
Hyperbel. Die beiden Kegelschnitte hoilen die Fokalkurven des Ellipsoids,
weil sie fiir dieses eine in gewisser Weise den Brennpunkten der Ellipse
analoge Rolle spielen.
Fir alle Ellipsoide von der Gleichungsform

: F LY L <
(26) ag'—l+b2“l+ce—l 1 (l<6)
sind die Fokalkurven dieselben. Die Ellipsoide heilen deshalb konfokal.

3. Wird b® > 1> ¢? so ist die durch die vorstehende Gleichung dar-
gestellte Fliche kein Ellipsoid mehr, sondern die Gleichung wird von
der Form

9 & |yt 2
( 7) aa+ b‘.’ c‘.’. 1’

wenn a®>— A, b2 — 1, 1— ¢%, die alle > 0 sind, durch
a®. b?, c® ersetzt werden. Solche Flichen heilen ein-
schalige Hyperboloide. Ihre Form ist daraus zu

b
erkennen, dal, wenn y durch —y ersetzt wird, eine
a

Rotationsfliche @y 2

pRE =1
a? c
entsteht, die durch Rotation der Hyperbel Fig. 89.
PR
s =1
a® ¢
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in der zz-Ebene um die z-Achse erzeugt wird. Aus einer solchen Rotations-
fliche geht das allgemeine einschalige Hyperboloid durch Verkiirzung der
y-Koordinaten im Verhiltnis b:a hervor.

Bringt man die Flichengleichung (27) auf die Form

(E+)E—2)=(+2)e—2)

so erkennt man sofort, daB die Fliche alle geraden Linien enthilt, die durch
Gleichungen von folgender Form dargestellt werden:

x 2 y x z y

8 S A g Tt =12

(28) a+c u(1+b>’ u(a c> T—=5%
was auch der Wert von u sei, ferner aber auch alle geraden Linien, deren

Gleichungen von der Form sind:

x oz Y

2 2 =1 Z,

v < c) + b

o Iri=e(i 2 o

was auch der Wert von v sei. Die Fliche enthalt also zwei Regelscharen,
d. h. zwei Scharen von geraden Linien oder Regelstrahlen. Zwei Regel-
strahlen derselben Schar sind windschief, zwei Regelstrahlen verschiedener
Scharen liegen in einer Ebene.

Wird das Hyperboloid ein Rotationshyperboloid, so gehen die Regel-
strahlen derselben Schar aus einem unter ihnen durch Rotation um die
z-Achse hervor. Die Fliche wird also auf doppelte Weise durch Rotation
einer geraden Linie um eine zu ihr windschiefe Achse erzeugt.

Driickt man aus den Gleichungen (28) und (29) z,y, z durch u, v aus,
so ergibt sich

uwv—+1 u— v uv—1
(30) x au»+v’ Yy = bu+v’ z—cu+v.

4. Wird in der Gleichung (26) «® > 1>b? so kann sie, indem man die
positiven Werte a®> — A, A —b% i —¢* durch a? b% ¢* ersetzt, auf die Form
gebracht werden:

(31) R A G

Eine solche Fliche heifit ein zweischaliges Hyperboloid. Ihre Form ist

c . . . ..
daraus zu erkennen, daf3, wenn z durch 0 z ersetzt wird, eine Rotationsfliche

.7.'-2 y‘l _i7 Z'J
@

entsteht, welche durch Rotation der Hyperbel

=1

2 ~2
x “

a® ¢
in der xzz-Ebene um die x-Achse, d. h. um die Haupt-
achse der Hyperbel erzeugt wird. Aus.einer solchen
zweischaligen Rotationsfliche geht das allgemein zwei-
Fig. 90. schalige Hyperboloid durch Verkiirzung der z-Koordi-
naten im Verhiltnis ¢:b hervor.
Sieht man in der Gleichung (26) x,y,z als gegeben und 1 als zu be-
stimmen an, so findet man eine CGleichung 3. Grades fiir 4:
(@ —2) (6> —2)(c* —2)- a2 ib* — A)(c¢*— 2) —y* (¢ — ) (a® — 1)
— 2% (a* — 2)(®* — 1)=0.

w
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Diese Gleichung hat drei reelle Wurzeln 1,, 4,, 4;, und zwar liegen diese in
folgenden Grenzen:

az > >0 >4, >0 >,

Es folgt also, daB8 durch jeden Punkt (z, y, z) des Raumes drei der konfokalen
Flichen hindurchgehen, und von diesen eine ein zweischaliges, eine ein ein-
schaliges Hyperboloid und die dritte ein Ellipsoid ist (Fig. 91).

Ferner zeigt sich, daB die Tangentialebene der drei Flichen in einem
ihrer Schnittpunkte aufeinander senkrecht stehen. Die Flichen bilden des-
halb ein orthogonales Fldachensystem, in-
dem sie sich iiberall, wo sie sich treffen, recht-
winklig durchschneiden.

5. Die Fliche, die durch die Gleichung

)

x>y

dargestellt wird, heit ein elliptisches Para-

boloid. Sie wird aus dem Rotationspara-

boloid ' Fig. 91.
- y*=2a%z,

das durch Rotation der Parabel 2®=—2qa%z in der zz-Ebene um die y-Achse
entsteht, gewonnen, indem man die y-Koordinaten im Verhéltnis b:a ver-
kleinert.

6. Die Fliche, die durch die Gleichung

. a? yi
33 IR A—
(33) a® b
gegeben ist, heilt ein hyperbolisches Paraboloid. Sie wird von der
xy-Ebene in zwei geraden Linien durch den
Koordinatenursprung:
a

x a x
;:—}—Z und ;:——b

geschnitten, von der zz-Ebene und der yz-
Ebene in Parabeln, deren Scheitel der Ursprung
ist und von denen die eine auf der positiven,
die andere auf der negativen Seite der zy-
Ebene verliduft.

Die Fldche enthélt zwei Regelscharen
x Y . x Y

Z L —=2u, A S —

Vo= “( )=

x oy x oy : Fig. 92.
I S "

Sind auf zwei windschiefen geraden Linien zwei Reihen &dquidistanter
Punkte gegeben, die beidemal von dem ersten der Punkte ausgehend
numeriert seien, so bilden die Verbindungslinien gleiche Nummern tragender
Punkte Regelstrahlen der einen Regelschar eines hyperbolischen Paraboloids,
zu dessen anderer Regelschar die beiden gegebenen geraden Linien selbst
gehéren. Die weiteren Strahlen dieser zweiten Regelschar findet man, indem
man die Strahlen der ersten Regelschar mit den zu den beiden gegebenen
geraden Linien parallelen Ebenen schneidet.
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2. Zeichnerische Lésung raumgeometrischer Probleme.

Die gebriuchlichste Methode, um raumgeometrische Probleme zeichnerisch
zu lésen, kniipft unmittelbar an das Verfahren der analytischen Geometrie
an. Denken wir uns einen Raumpunkt auf drei zueinander senkrechte
Koordinatenebenen bezogen, indem von ihm die Lote auf die drei Koordinaten-
ebenen gefillt werden, so stellt die analytische Geometrie die mit bestimmten
Vorzeichen genommenen Lingen dieser Lote in die Rechnung ein. Die dar-
stellende Geometrie dagegen betrachtet die FuBpunkte dieser Lote, die
Projektionen des Raumpunktes, und verzeichnet sie in den drei Ebenen,
indem deren positive Quadranten in eine Ebene auseinandergeklappt werden.
Es erscheinen dann zwei der Achsen, etwa die z- und die z-Achse einfach,
die dritte, die y-Achse, dagegen doppelt, als Verlingerung der z- und der
2-Achse. In den so auftretenden drei Quadranten zeigt der eine, der Grund-
ri, die z- und y-Koordinate als Koordinaten des Projektionspunktes P,
der andere, der AufriB, die z- und z-Koordinate als Koordinaten des
Projektionspunktes P”, der dritte, der SeitenriB, die y- und z-Koordinate
als Koordinaten des Projektionspunktes P”. P’ und P” liegen auf einem
Lot der x-Achse, P, P”" auf einer Parallelen dieser Achse oder Senkrechten
der z-Achse. P’, P” dagegen sind so verkniipft, daB die FuBpunkte der aus
P’ und P” auf die y-Achse in den beiden Lagen gefillten Lote gleich weit

pll

z
e e
12 V4 x
|
|
\ [

\\

\\ W

\\\
S ozl
Fig. 93. Fig. 94.

von dem Schnittpunkt O der Achsen entfernt sind (Fig. 98). Aufrif und
GrundriB geniigen zur Kennzeichnung der drei Koordinaten, also zur Fest-
legung der Lage des Punktes im Raume.

Die z-Achse, in der GrundriB und AufriB aneinandergrenzen, heiBt
trennende Achse. LiBt man die GrundriBebene fest, so kénnen der Auf-
riBebene noch unendlich viele verschiedene neue Lagen gegeben werden. Sie
kann zunichst parallel verschoben werden, dann &ndert sich nichts, als daf
die ganze Aufrizeichnung auf dem Zeichenblatt hinauf- oder herunterriickt.
Die AufriBebene kann aber ferner iiber der GrundriBebene (um eine zur
GrundriBebene senkrechte Achse) gedreht werden. Dann erscheint auch die
trennende Achse gedreht. Die GrundriBprojektion P’ eines Raumpunktes
bleibt unverindert, die neue AufriBprojektion P,” ist dadurch bestimmt, daB
P’ und P,” wieder auf einem Lot der neuen trennenden Achse 2’ liegen
miissen und der Abstand des Punktes P,” von 2’ derselbe ist wie der Ab-
stand z des urspriinglichen AufriBpunktes P” von der alten trennenden
Achse z. In der Figur 94 ist die Drehung einfach um die z-Achse ausgefithrt
worden. Es kann nun eine abermalige Drehung ausgefiihrt werden, bei
welcher der neugewonnene Aufril erhalten bleibt, dagegen ein neuer Grund-
riB entstoht. Eine solche Drehung muB um eine zu der Aufrilebene senk-
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rechte Achse erfolgen, also wenn der Koordinatenanfangspunkt O wieder an
seiner Stelle bleiben soll, um die neue y-Achse, y’. Dann ist der neue Grund-
riBpunkt P,’ dadurch bestimmt, daB er mit P,” auf einem Lot der neuen
trennenden Achse, 2, liegt und sein Abstand von z” gleich dem Abstande Y

Fig. 95.

des Punktes P’ von a’ wird. Der Grundgedanke dieses Verfahrens ist der-
selbe, der auch zu der Aufstellung der analytischen Formeln fiir die
Koordinatentransformation fiihrte. Es gelingt auf diese Weise hiufig, einen
Kérper, dessen Form aus der urspriinglichen Grund- und Aufrifidarstellung
noch nicht leicht zu erkenmen ist, anschaulicher darzustellen, wie das das
obenstehende Beispiel eines Kragsteins (Fig. 95)
deutlich erkennen 14Bt.

Ist nun eine Strecke P in Grund- und Aufril
gegeben, so stellt sie sich im Grund- oder Aufril3
unverkiirzt dar, wenn sie zu der betreffenden Pro-
jektionsebene parallel ist, in allen anderen Féllen
verkiirzt. Um dann die wahre Lénge der Strecke
zu finden. dreht man sie zuerst um die z-Koordi-
nate, bis sie der Aufrilebene parallel wird. Dabei
bleibe der eine Endpunkt P, mit seinen Projektionen
P’ und P”, an seiner Stelle. Die Projektion @ bewegt Fig. 96
sich um P’ auf einem Kreisbogen in eine Lage T
Q,’, bei der P'Q,’ der x-Achse parallel ist. " riickt parallel zur z-Achse in die
Lage @,” auf dem durch @, gehenden Lot der trennenden Achse z, dann
wird P”Q,” die gesuchte wahre Linge (.

Um die wahre GroBe eines Winkels zu finden, dessen Schenkel die
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GrundriBebene in zwei Punkten 4, B schneiden und dessen Ebene nicht zur
Grundrilebene senkrecht ist, beachtet man, daB die von dem Scheitel C
ausgehende Ho6he des Dreiecks ABC auch im Grundrifl die Hohe C' D des
Projektionsdreiecks 4 BC' wird (Fig. 97).

Man betrachtet dann das in eine Vertikalebene fallende rechtwinklige
Dreieck CC'D. In diesem wird die vertikale Kathete CC’ gleich der Er-
hebung 2 der Aufrifiprojektion C” iiber die trennende Achse x. Man kann
deshalb das Dreieck, in die Grundrilebene umgeklappt, d. h. an die Kathete
DC" angelegt, sofort zeichnen, und in ihm liefert die Hypotenuse DC, die
wahre Linge b der Hohe CD. Zeichnet man diese im Grundril als DC, im
Punkte D senkrecht zu AB, so wird 4BC, die Umklappung des Drei-
ecks ABC in die GrundriBebene, und der Winkel AC, B der GriBe nach
gleich dem gesuchten Winkel ACB (Fig. 97).

Fig. 97. Fig. 98.

Gleichzeitig liefert der Winkel C,DC’ den Neigungswinkel der Dreiecks-
fliche gegen die GrundriBebene. Man kann die Konstruktion auch auf eine
beliebige ebene Fliche iibertragen. Z. B. kann man von der Figur eines
Rechteckes ausgehen, von dem die Grundseite in die GrundriBebene fallt.
Sei A BCD ein solches Rechteck, das im GrundriB als ein Rechteck 4 BC'D’
erscheint, im Aufrifl dagegen im allgemeinen als ein Parallelogramm A4” B”"C" D",
wobei A”, B” auf die trennende Achse fallen. Wir haben dann die Erhebung z,
von C” iiber die trennende Achse als ¢"C" senkrecht zu B(’, also parallel
zu der Grundlinie 4 B, abzutragen. Dann wird BC” gleich der Seite BC
des Rechtecks und danach ist die Umklappung 4 BC, D, des Rechtecks in
die GrundriBebene sofort zu zeichnen (Fig. 98).

Ist nun in dem Innern des Rechtecks ein Punkt P gelegen, der in der
Umklappung als P, gegeben sei, so kann man diesen im Grundriff und Auf-
ri konstruieren, indem man durch P, die Parallelen zu dem Rechteckseiten
zieht. Die zu BC, gezogene Parallele kann dann sofort in den GrundriB}
hinein fortgefiihrt werden und ist dort als die Grundrifiprojektion aufzufassen.
Die Aufrifprojektion der Parallelen durch P, findet man, indem man ihren
Schnittpunkt mit der Grundseite 4 B auf die trennende Achse hinauflotet
und durch den so gefundenen Punkt die Parallele zu B”(C” zieht. Die
Parallele zu 4 B findet man im GrundriB, indem man ihren wahren Abstand
von der Grundseite, so wie er in der Umklappung erscheint, als BP"” auf
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B(C" abtrigt und durch P” die Parallele zu 4 B zieht. Die AufriBprojektion
der Parallelen wird parallel zur trennenden Achse und hat von ihr denselben
Abstand wie P” von BC’. Die Schnittpunkte P’, P” der beiden Parallelen im
GrundriB und Aufri sind dann die gesuchten beiden Projektionen.

Man sieht, daB man so irgendeine in der Umklappung des Rechtecks
gegebene beliebige Figur sofort in die GrundriB- und AufriBprojektion iiber-
tragen kann. Die Parallele zu 4B heiflt eine Horizontale oder Héhen-
linie oder auch eine Spurparallele, indem man die Grundseite 4B als
die GrundriBispur s, der Rechtecksfliche bezeichnet. Die Parallele zu BC,
die in Wirklichkeit zu den Horizontalen der Fléche senkrecht ist, heifit eine
Fallinie, weil ein auf der Fliache herabfallender Korper eine solche Linie
beschreibt.

Wenn man die Horizontalen im Grundri8 bis an die trennende Achse
verlingert, so sind die Endpunkte als die Schnittpunkte der Linien mit der
Aufriebene zu deuten. Lotet man sie jedesmal auf die AufriBprojektion der
Horizontalen hinauf, so liegen die so gefundenen Punkte auf einer geraden Linie,
namlich auf der Schnittlinie der Ebene des Rechtecks mit der Aufrilebene.
Diese Schnittlinie heilt die AufriBspur s, der Ebene. Sie schneidet die
Grundrifispur in dem Punkt E der trennenden Achse, durch den auch die
GrundriBspur 4 B hindurchgeht.

Durch die beiden Spuren kann die Ebene festgelegt werden. In der
Praxis freilich kommt der Aufrispur nur eine geringere Bedeutung zu, da
die Stellung der GrundriBebene als horizontale Ebene im allgemeinen fest-
liegt, dagegen die Aufriiebene als vertikale
Ebene noch verschieden gestellt sein kann, e
und deshalb die AufriBlspur und die zu ihr
parallelen Linien nicht in derselben Weise
von vornherein ausgezeichnet sind wie die -
Horizontalen einer ebenen Fliche. \

Die Festlegung durch die beiden Spuren
erscheint unmittelbar gegeben, wenn man von
der analytischen Bestimmung der Ebene durch ‘ P
die Gleichung / /
(1) x=a-F+by-cz
ausgeht. Es wird dann e die Abszisse des H’Q*-"" /
Punktes E auf der x-Achse, in dem beide \/
Spuren sich schneiden. Die Grundrispur in A
der xy-Ebene hat die Gleichung Fig. 99.

(2) x=a-4by,

die AufriBspur in der xz-Ebene hat die Gleichung

(3) r=a-}cz.

Nennt man 3,y die Winkel, welche Grundri3- und AufriBspur mit der z- Achse
bilden, so wird

. 1 1
tg =, =
) gh=7. tgr=_

Die Projektionen der Horizontalen, die sich fiir z=z, ergibt, haben
die Gleichungen
(5) ¥ =(a-cz) +by, 2=z,
Diese Gleichungen bedeuten, daBl die GrundriBprojektion der Grundriispur
und die AufriBprojektion der trennenden Achse (x-Achse) parallel ist. Der
Schnittpunkt H’ der GrundriBprojektion mit der z-Achse hat die Abszisse
Handbibliothek. L 1. 6

DN
o
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Xo=a -} cz,, diese ist also gleich der Abszisse des Punktes der AufriBspur
H”, der die Ordinate z==¢, hat. Firr den Neigungswinkel & der Ebene
gegen die GrundriBlebene folgt der Wert

tgy Vl 1402 2
() %8 ¢= Gin B~ ¢  p’
wenn p= % G des Punktes H’ von der

V1 4+b2
Grundrifispur bezeichnet. Dieser Formel entspricht die folgende einfache
Konstruktion: Man fille von H” das Lot H'G auf die GrundriBspur und
trage parallel zu dieser H'H,= H'H" ab, dann wird H'GH, der gesuchte
Neigungswinkel.

Setzen wir in den Gleichungen fiir die Projektionen der Horizontalen

Yy===,
so erhalten wir den Schnittpunkt P, der beiden Projektionslinien und finden
damit fiir dessen Koordinaten

(7) z,=a+0bF0)z, y, =z =2
Daraus ist sofort zu sehen, dafl, wenn wir z, verindern, dieser Schnittpunkt
sich auf einer geraden Linie e durch E bewegt.

Ferner zeigt sich, daB die Projektionen P’, P’ eines Punktes auf der
Horizontalen mit dem Punkte P, ein Dreieck mit festliegenden Richtungen
der Seiten bilden. Die Punkte P’, P” entsprechen einander also in einer
(perspektivischen) Affinitdt, von der e die Achse ist.

Die Umklappung P, des Punktes P in die Grundrilebene erhdlt man,
wenn man auf der Verlingerung des aus dem Punkte auf die Grundrispur
gefillten Lotes von der Spur aus die Lange G H, abtrigt. Auch P’ und P,
stehen in einer affinen Beziehung, von welcher die Grundriflspur s, die
Achse ist und welche die besondere Eigenschaft hat, daB die Verbindungs-
linien entsprechender Punkte immer zur Achse senkrecht sind.

Verschiebt man die Figur des
Dreiecks GH'H, parallel zur Grundrif3-
spur, so kann in der neuen Lage die
Linie G H, als die Projektion der Ebene
auf eine neue Aufriflebene, die zu der
Ebene senkrecht steht und in der sie
sich deshalb alseine gerade Linie pro-
jiziert ansehen. Man bezeichnet die
hier entstehende Figur als das Profil
der Ebene.

Wie dieses Profil zu beniitzen ist,
mag folgendes Konstruktionsbeispiel
zeigen (Fig.100): Es sei in der Ebene ein
Dreieck 4 BC' gegeben, zunichst in der
Umklappung, in der die wahre Gestalt
A, B, C, sichtbar wird. Man fillt dann
auf die Verlangel ung von H @ die Lote

Q”

Fig. 100. 4,4/, BB/, C,C/, von denen A/
B C die’ Fquunkt seien. Txagt
man dann GA4” =G4/, GB" =GB, GC"" GC/ auf der Profillinie der

Ebene ab, so liegen die Grundrlﬁpro;ektlonen A, B C’' auf den Spurparal-
lelen durch 4", B”, C" und gleichzeitig auf den aus 4,, B,, C, auf die
Spur gefillten Loten und sind danach sofort zu finden. Zur Kontrolle dient,
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daB die Linien 4, B, und A’B’, B,C, und B'C’, C, 4, und C’' 4’ sich jedesmal
auf der Spur schneiden miissen. Die Aufrilprojektionen A”, B”, C” der
Dreiecksecken liegen mit A4’, B’, C" jedesmal auf einem Lot der trennenden
Achse, und ihre Abstinde von dieser sind gleich den Abstinden der Punkte
A", B", 0" von GH. A", B”, C” konnen auch als die zugehorigen zweiten
PrOJektlonen zu A', B', (" mit Hilfe der Horizontalen (Spurparallelen) die durch
sie hindurchgehen, gefunden werden.

Ist noch der Schnittpunkt einer in Grund- und Aufril gegebenen geraden
Linie g mit der Fliche des Dreiecks zu finden, so iibertragt man diese Linie
zunichst in das Profil. Dies geschieht, indem man von irgend zwei Punkten
P,Q der Linie ausgeht. Die Projektionen P, Q"' dieser Punkte in dem
Profil haben dieselben Abstinde von G'H wie die Aufriiprojektionen P”, Q"
von der trennenden Achse und sie liegen mit den GrundriBprojektionen
P',Q jedesmal auf einer Parallelen zur Grundrifispur. Ubertrigt man dann
den im Profil sofort zu erkennenden Schnittpunkt §” der Geraden mit der
Dreiecksfliche auf die angegebene Weise in die GrundriBprojektion 8’ und die
AufriBprojektion S”, so ist die Aufgabe geldst.

Man kann statt dieses Verfahrens auch das folgende einschlagen: Man
denke sich durch die Gerade g eine zur GrundriBBebene senkrechte (vertikale)
Ebene gelegt. Die Schnittpunkte U, V dieser
Ebene mit zwei Seiten des Dreiecks sind in den
Grundrifiprojektionen U’, V' sofort zu erkennen,
und man findet die zugehorigen AufriBprojektionen
U”, V” durch einfaches Hinaufloten von U’, V' auf
die entsprechenden Projektionen der Seiten im
Aufrif. Dann aber schneidet die Verbindungs-
linie U” V" aus der Aufriprojektion ¢” der Ge-
raden unmittelbar die AufriBprojektion §” des ge-
suchten Schnittpunktes aus.

Ist g zu der Dreiecksfliche senkrecht, so sind Fig. 101.
die Projektionen ¢’, g” zu den entsprechenden
Spuren der Ebene des Dreiecks senkrecht und die Projektion g” im Profil
ist zu der Profillinie der Ebene senkrecht. Dadurch vereinfacht sich die Kon-
struktion erheblich.

Zunéchst war angenommen, dall die Ebene die trennende Achse in
einem Punkte E schneidet und zu keiner der Grundebenen senkrecht ist.
Ist die Ebene parallel zur trennenden Achse, ohne einer der Grundebenen
parallel zu sein, so sind die Spurlmlen der trennenden Achse ebenfalls parallel
und das Profil der Ebene erscheint im SeitenriB.

Ist die Ebene senkrecht zu einer der Grundebenen, so liefert diese un-
mittelbar das Profil der Ebene, wihrend die zweite Spurlinie zu der trennen-
den Achse senkrecht ist. Ist die Ebene zu beiden Grundebenen. also zur
trennenden Achse senkrecht, so kann sie als Seitenriebene gewihlt und als
solche behandelt werden. Sie projiziert sich dann in Grund- und Aufrif in
eine blofe Linie.

Die Schnittlinie zweier durch ihre Spuren s,, s, und s,’. s, gegebenen
Ebenen wird gefunden, indem man von den Schnittpunkten S,, S, zusammen-
gehoriger Spuren ausgeht. Ist dann 8,” der FuBpunkt des aus S, und 8,
der FuBpunkt des aus S, auf die trennende Achse gefillten Lotes, so werden
8,8, und 8,”8, die Projektionen der gesuchten Schnittlinie (Fig. 102).

Um auch noch den Winkel beider Ebenen zu bestimmen, hat man eine
zur Schnittlinie senkrechte Ebene mit den beiden gegebenen Ebenen zum
Schnitt zu bringen. Zu dem Zwecke fiihrt man eine neue AufriBebene mit

G*
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der Grundlinie z, ein, die zu der Schnittlinie der gegebenen Ebenen parallel
ist, und stellt die Schnittlinie auch in diesem neuen Aufril dar, etwa indem
man aus 8, auf z, das Lot S, 8, fillt und auf dem aus S, auf x, ge-
fillten Lote von z, aus die Strecke 8,8,” bis 8,” abtrigt. Dann wird
8,””8,” die neue Aufriprojektion "
der Schnittlinie. Der neue AufriB} ist
nun eine Profilebene fiir jede zur Schnitt-
linie senkrechte Ebene, und eine solche
wird im Profil durch ein in einem be-
liebigen Punkte P” von ! errichtetes
Lot dargestellt. Ist Q" der Schnitt-
punkt dieses Lotes mit x,, so lege man
Q"P" auf z, als Q”P,” um, sodann
schneide man das Lot von z, in P,”
it der Grundriprojektion 8, 8,” oder ¥
2" der Schnittlinie in P, und das in @”
auf z, errichtete Lot mit den Spuren s,,
51 s,/ der beiden gegebenen Ebenen in @,,

Fig. 102. Q,, so wird @, P,Q, der gesuchte Winkel

der beiden Ebenen.

Um die Schnittlinie zweier Ebenen zu finden, kann man auch beliebige
Horizontalschnitte durch beide Ebenen legen. Die GrundriBiprojektionen der
Schnittlinien (Horizontalen) beider Ebenen schneiden sich dann jedesmal in
einem Punkte der gesuchten Schnittlinie. Dieses Verfahren 148t sich auch
in allen Fillen anwenden, wo nicht die Ebenen selbst, sondern nur zwei
ihnen angehérende Figuren (Dreiecke, Vierecke usw.) gegeben sind. Man
braucht nur die Punkte, wo die zur trennenden Achse gezogene Parallele
im Aufrif die Rdnder der beiden ebenen Figuren trifft,
in den Grundri3 herunterzuloten, um Punkte des Ran-
des im Grundrifl zu finden, durch welche die Schnitt-
linien beider Ebenen mit der betreffenden horizontalen
(zum Grundrif parallelen) Ebene hindurchgehen. So
erhilt man diese Schnittlinien selbst und damit auch
ihren Schnittpunkt, d. h. einen Punkt der gesuchten
Schnittlinie der beiden ebenen Figuren.

Man kann aber auch wieder so verfahren, daf
man zunéchst eine neue Aufrilebene senkrecht zu einer
der beiden ebenen Flichen wihlt, in der sich dann
diese Fliche als eine einfache gerade Strecke dar-
stellt, so daBl der Schnitt beider Flichen in diesem
neuen Aufril, wenn auch die zweite Fldache in ihn iiber-
tragen wird, sofort zu erkennen ist und daraus wieder
in den Grundri und Aufri} iibertragen werden kann.

Wie die Durchdringung zweier ebenfliachiger Korper
praktisch konstruiert wird, kann an dem einfachen Bei-
spiel zweier vierseitiger Pyramiden mit quadratischer
Grundfliche gezeigt werden, deren vertikale Achsen zu-
sammenfallen und bei denen die Mittellinien der einen

Fig. 103. Grundfliche mit den Diagonalen der andern zusammen-

fallen. Man legt dann vertikale Ebenen durch die

Achse, die jedesmal die Seitenkanten der einen Pyramide enthalten, und findet
so unmittelbar die Schnittpunkte von den Seitenkanten der Pyramide mit den
Seitenflichen der anderen Pyramide. Sie liegen jedesmal auf den Mittellinien
dieser Seitenflichen. AuBerdem liegen sie bei den Seitenkanten der einen

P




Zeichnerische Losung raumgeometrischer Probleme. 85

oder anderen Pyramide jedesmal in der gleichen Hohe. Ist der Aufri3 zwei
Seitenkanten der einen und zwei Grundkanten der anderen Pyramide parallel,
so gelingt danach die Konstruktion der Durchdringung besonders einfach
(Fig. 103).

Sehr hiufig sind die ebenen Flichen, die zum Schnitt gebracht werden
sollen, gegen die Grundriflebene gleich geneigt. Schnei-
den sich dann ihre Grundrispuren, so wird der von
diesen gebildete Winkel durch die Grundriiprojektion
der Schnittlinie halbiert. Sind die GrundriBspuren
parallel, so ist die GrundriBprojektion der Schnittlinie
die Mittellinie der beiden parallelen Grundriispuren.
Danach ist zum Beispiel ein Dach, dessen einzelne
Flachen gleich geneigt sind, bei gegebenem Rande
sofort zu konstruieren (Fig. 104).

Nehmen wir als weiteres Beispiel einen Damm, Fig. 104.
in dessen Planum ein Weg einmiindet, wobei alle
Boéschungsflichen gleich geneigt sind, so mufBl die Grundrifispur der Seiten-
béschung des Weges im Auftrag durch den einen untersten Eckpunkt des
Weges so gezogen werden, daB die Halbierungslinie des Winkels, den sie mit
der Grundrispur der Dammbdoschung bildet, im Grundri durch den Punkt B
hindurchgeht, wo der Wegrand die Dammbéschung trifft. Deshalb muf} die
GrundriBspur der Wegbdschung von diesem Punkte B ebenso weit entfernt
sein wie die Grundrispur der Dammbéschung. Man braucht also blof mit
diesem Abstand einen Kreis um B zu schlagen, so wird die Grundrispur der
Wegboschung eine Tangente an diesen Kreis. Den Punkt C, in dem sie die
GrundriBispur der Dammbéschung trifft, hat man dann mit B zu verbinden.

Fig. 105. Fig. 106.

Auf der anderen Seite des Weges ergibt sich die symmetrisch entsprechende
Figur, und auch die fiir den Abtrag sich ergebenden Linien sind sofort zu
zeichnen, wenn man bedenkt, dafl den einzelnen Linien des Auftrags bezieh-
lich parallel werden (vgl. Fig. 105).

Ist ein Weg schrig an einen Damm herangefiihrt, dessen Planum ent-
sprechend in einer Nase DBE ausgebuchtet ist, so kann man die Seiten-
boschung des Weges wie vorhin konstruieren, indem man jetzt um E und B
die Kreise mit dem FuB} f der Dammbéschung im Grundrif schligt und
daran aus den Ecken 4, G des Weges die Tangenten zieht. Es kann nun aber
sein, daB die Wegboschung nicht unmittelbar die GrundriBspur der Seiten-
boschung des Dammrandes selbst, sondern die GrundriBspur der Seiten-
boschung der Ausbuchtung DB trifft. Diese Grundrifispur (CF) verlauft zu
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DB parallel im Abstand f. Hat man die GrundriBispuren gezeichnet, so
sind in C und F die Winkelhalbierenden zu zeichnen, diese laufen aber nach

den Punkten B und D hin. Die
Schnittlinie der Wegbéschung und
der Dammbéschung tritt bei dem in
der Figur 106 behandelten Fall nicht
in die Erscheinung. Die Projek-
tionen der Schnittlinien aller drei
Boschungsebenen laufen im iibrigen
natiirlichdurch denselben Punkthin-
durch, der die Spitze des von ihnen
gebildeten Dreikants bedeutet. —

Um durch ein beliebiges Viel-
flach, etwa eine vierseitige Pyra-
mide, einen ebenen Schnitt zu legen,
von dem die Grundrispur und der
Neigungswinkel gegen die Grundril3-
ebene gegeben sind, konstruiert man
immer zweckmifBig einen neuen Auf-
rif}, dessen Ebene auf der GrundriB3-
spur der Schnittebene senkrecht
ist, in dem sich also das Profil der
Schnittebene darstellt. Man kann
dann die in diesem Aufril sofort
zu erkennenden Schnittpunkte der
Seitenkanten der Pyramide mit der
Schnittebene unmittelbar in den
Grundri und den urspriinglichen
AufriB tbertragen (Fig. 107).

Eine gute Kontrolle ist dadurch gegeben, daB die Grundkanten und die
Schnittlinien in den Seitenflichen der Pyramide sich auf der GrundriBispur

Fig. 108.

der Schnittebene treffen.

Von besonderer Bedeutung
sind die ebenen Schnitte
der geraden Kreiszylinder
und Kreiskegel. Derschrige
Schnitt durch einen geraden
Kreiszylinder ist immer eine
Ellipse. Man kann dies
sofort erkennen, wenn man
die Schnittebene senkrecht
zur AufriBebene wihlt. Der
Schnitt erscheint dann im
AufriB als eine gerade Strecke
A”B”, im GrundriB, zu dem
die Zylinderachse senkrecht
sei, als ein Kreis. Die End-
punkte A”, B” des Schnittes im
Aufrif erscheinen im Grundrif3
als die Endpunkte 4, B’ des zu
der trennenden Achse paral-

lelen Durchmessers. Ist ¢"D’ der zu diesem senkrechte Kreisdurchmesser,
so fallen die zugehdrigen Aufrifpunkte C”, D” mit dem Mittelpunkt M" der
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Strecke 4” B” zusammen. Der Radius des Grundkreises sei b, dann wird
die Linge der Strecke 4" B”

(®)

wenn ¢ den Neigungswinkel der Schnittebene gegen die Grundrilebene be-
deutet.

Ist nun P ein beliebiger Punkt der Schnittebene, a’ der Abstand der
GrundriB8projektion P’ vom Durchmesser C'D’, y der Abstand vom Durch-
messer A’ B’, dann wird, weil P’ auf dem Kreis mit dem Radius b liegt,

x'? 4y =0
Ferner wird, wenn P” die Aufrifiprojektion von P ist,

2b
a — —,
cose

4 7’ a ’
M'P'—=x=—2.

b
Daraus folgt
AT
(9) P b2 1.

x, y sind aber die in der Umklappung erscheinenden auf die Achsen 4, B,
C,D, bezogenen Koordinaten der wirklichen Schnittkurve und diese ist da-
her eine Ellipse.

Werden dem Zylinder zwei Kugeln einbeschrieben, die gleichzeitig die
Schnittebene in zwei Punkten F,F, beriihren, so liBt sich die Brennpunkts-
eigenschaft der Ellipse sofort geometrisch ableiten. Man ziehe zu dem Zweck
durch einen Punkt P der Schnitt-
kurve die Mantellinie des Zylinders,
welche die Beriihrungskreise der
Kugeln mit dem Zylinder in U, V
trifft, und verbinde P mit F und F,.
Dann wird

PF=PU, PF, =PV,

weil dies jedesmal zwei von P an die
Kugeln gehende Tangenten sind.
Daraus folgt

(10) PF-+PF,—UV—AB,

denn UV ist gleich der im Aufri
unmittelbar erscheinenden Entfer-
nung der Kugelmittelpunkte M, M,
und diese wird, wie leicht zu er-
kennen ist, gleich 4 B.

Wir zeigen nun, daB jeder ebene
Schnitt eines geraden Kreiskegels,
der nicht durch dessen Spitze geht
und nicht zur Kegelachse senkrecht
ist, eine eigentliche Kurve zweiter Ordnung (Ellipse, Parabel oder Hyperbel)
liefert. Zu diesem Zweck legen wir (Fig.110) wieder die Schnittebene senkrecht
zur AufriBlebene und beschreiben dem Kegel eine Kugel (Dandelinsche Kugel)
ein, welche die Schnittebene in einem Punkte F Dberiihrt, die Ebene des
Beriihrungskreises treffe die Schnittebene in einer Geraden g. Es sei nun P@Q
der Abstand eines beliebigen Punktes P der Schnittkurve von dieser Ge-
raden ¢, ferner sei durch P die Mantellinie des Kegels gezogen, welche die
Kugel in U beriihre. Die wahre Linge P U machen wir im Aufri3 sichtbar,
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wenn wir durch die Projektionspunkte P”, U” die als Parallele zur trennenden
Achse erscheinenden Kreise des Kegels legen. Dann wird PU =P U,, wenn
P,, U, die Punkte der Kreise auf einer der beiden begrenzenden Mantellinien
sind. Nun wird aber wieder

PF=PU,
weil beides Kugeltangenten aus P sind. Sodann wird
PU _ P,U, _sine
PQ P'Q’"  sinc«’
wenn & der Neigungswinkel der Schnittebene und « der Neigungswinkel der
Mantellinien des Kegels gegen die GrundriBebene ist. Wir finden also
PF  sine ,
) P@ " sina

Fig. 110.

Fir die Punkte der Schnittkurve wird demnach das Verhdltnis des Ab-
standes von einem festen Punkte zu dem Abstande von einer festen Geraden
konstant. Dies aber ist die Grundeigenschaft der- Kurven zweiter Ordnung.

Far 1<1, also &<« erhalten wir eine Ellipse, fir A—1, also e=«
eine Parabel und fiir A>>1, also ¢ >« eine Hyperbel. Der Schnitt der
Ebene mit dem Kegel wird sonach eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je
nachdem die Neigung der Schnittebene gegen die Ebene des Grundkreises
kleiner, ebenso grofl oder gréBer ist wie die Neigung der Mantellinien, oder
mit anderen Worten, je nachdem eine zur Schnittebene parallele Ebene durch
die Kegelspitze den Kegel nur in der Spitze trifft, ihn in einer Mantellinie
beriithrt oder ihn in zwei Mantellinien schneidet. In diesem letzten Falle
sind die beiden so gefundenen Mantellinien zu den Asymptoten der Hyperbel
parallel.

Wir wollen noch zeigen, dafl die GrundriBprojektion der Schnittkurve
eine dieser gleichartige Kurve zweiter Ordnung wird, von der die Pro-
jektion der Kegelspitze éin Brennpunkt ist. Wir legen zu dem Zweck durch
die Kegelspitze die Parallelebene zur Grundriiebene, welche die Schnittebene
in einer Geraden % treffe, die im Grundrif als A sichtbar wird. P’ R’ sei
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der Abstand des GrundriBpunktes P’ von #'. &8, 8” seien die Projektionen
der Kegelspitze. Dann wird P’§’ gleich dem Halbmesser des Kegelkreises,

der durch P geht, also = m

tga’ wenn m der Abstand der Ebene dieses Kreises

m
von der Kegelspitze ist. Ferner wird P’ R’:At*g:’ mithin

P'S  tge
2 PR e
Wir finden also auch hier die Grundeigenschaft der Kurven zweiter Ordnung
und der Bruch auf der rechten Seite der Gleichung (12) ist <1, =1, >1,

je nachdem die rechte Seite von (11) es ist.
Von besonderem Interesse ist der Fall,
wo e =909 ist, der Schnitt also parallel zur
Kegelachse. Dann entsteht als Schnittkurve
natiirlich eine Hyperbel. Wir zeichnen sie
am bequemsten, wenn wir die Kegelachse
senkrecht zur GrundriBebene und die Schnitt-
ebene parallel zur AufriBebene annehmen;
b sei ihr Abstand von der Kegelachse. Der
Kegelmantel sei iiber die Spitze S hinaus fort-
gesetzt, so daBl ein Doppelkegel entsteht.
Der Schnitt wird im GrundriB eine zur
trennenden Achse parallele gerade Linie I.
P’, P” seien die Projektionen eines Punktes
P der Schnittkurve. Ist dann r der Radius
des durch P gehenden Kegelkreises, so folgt
aus dem Grundrifl sofort, wenn y den Ab-
stand P’ 4’ bezeichnet, wobei 4’ der Fuli-
punkt des aus 8" auf ! gefillten Lotes ist:

72—y =152,
Ferner wird

(13) r==2;

wenn 2 der vertikale Abstand. des Punktes P

von der Horizontalebene durch die Kegelspitze Fig. 111.

ist und a der vertikale Abstand des in 4’

sich projizierenden Punktes 4 der Schnittkurve, der sich im Aufril als ein
Scheitel A” der Hyperbel darstellt. Aus den beiden Gleichungen folgt sofort

x? oy
(14) a2 bg i 1 3
die Gleichung der Hyperbel. Diese erscheint, wie sofort zu sehen ist, im
AufriB in ihrer wahren Gestalt, und die begrenzenden Mantellinien des Ke-
gels sind ihre Asymptoten.

Die in diesem Falle zum Ziele fiihrende Konstruktion, die darin besteht,
daB durch den Kegel Horizontalschnitte (parallel zur GrundriBebene) gelegt
werden, liBt sich sofort auf jede Rotationsfliche anwenden, deren Achse ver-
tikal (zur GrundriBebene senkrecht) ist. Ein wichtiges Beispiel fiir eine solche
Fliche ist der Kreisring, bsi dem die Meridianfigur, durch deren Umdrehung
die Rotationsfliche entsteht, ein die Rotationsachse nicht schneidender Kreis
(vom Radius r) ist. Die Vertikalschnitte der Fliche werden dann sogenannte
spirische Linien, zu denen auch die Cassinischen Kurven gehéren. Wir
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greifen den besonderen Fall heraus, wo die entstehende Kurve eine Lemnis-

kate wird. Wir wiihlen dann den Mittelpunktsabstand ¢ des Meridiankreises

von der Rotationsachse gleich 2+ und legen den zu dieser Achse parallelen

Schnitt so, daB er den Kehlkreis, der im GrundriB die innere Begrenzung

des Kreisringes bildet, beriihrt. Der

Schnitt sei ferner wieder der Aufrifi-

ebene parallel, dann erscheint im Aufrifl

die wahre Gestalt der Kurve. Der Be-

rithrungspunkt D der Schnittebene mit

dem Kehlkreis ist auch ein Beriihrungs-

punkt dieser Ebene mit der Fliche und

liefert einen Doppelpunkt der Schnitt-

punktkurve. Die Punkte 4, B, in denen

die Ebene den groBten auf dem Kreis-

ring enthaltenen und im Grundrill als

duBerer UmriB erscheinenden Kroeis trifft,

werden die beiden Scheitelpunkte der

Lemniskate. Die Strecken 4.D und B.D

werden gleich V8.7, und der Radius der

in 4 und B der Kurve sich anschmiegen-

den Scheitelkreise wird gleich A4 D.

Fig. 112. Die Schnittkurve beriihrt die beiden den

Kreisring in einem Kreise beriihrenden

singuldren Tangentialebenen doppelt und die Doppeltangenten der Kurve er-

scheinen in dem Aufri unmittelbar als die horizontalen Linien, in die sich

die beiden singuliren Tangentialebenen projizieren. Die Beriihrungspunkte

werden in der Aufriprojektion ausgeschnitten durch die inneren gemein-

samen Tangenten der dem Aufril parallelen Meridiankreise, und diese Tan-

genten sind um 30° geneigt gegen die trennende Achse und gegen die dieser

parallele Symmetrieachse der Lemniskate. Die Beriihrungspunkte sind gleich-

zeitig auf dem durch die Mittelpunkte der genannten Meridiankreise gehenden
Kreis um D, dessen Radius = 27 ist, enthalten.

Der Nachweis, dal in diesem Falle eine Lemniskate entsteht, ist leicht
analytisch zu fithren. Allgemein wird der Kreisring in einem Koordinaten-
system, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Fliche und dessen y-Achse
die Rotationsachse ist, durch folgende Gleichung dargestellt:

(15) @ 9 2P =1 @ ).
In dem betrachteten besonderen Falle ist ¢ == 27, und fiir die Schnittkurve
wird auBlerdem z==r. Es ergibt sich also

oder (@ 4 y* 4 4 %) =16 r* (2" - 17)

(16) (CL‘-E + y‘z)‘l — 872 (x‘.! - y‘.&)
und dies ist die Gleichung einer Lemniskate.

Sind @ und y sehr klein, so kénnen die auf der linken Seite stehenden
hoheren Potenzen gegen die zweiten Potenzen auf der rechten Seite vernach-
lassigt werden. Es wird also

z* —y*=0 oder y# +x.
Dies bedeutet, da3 die Doppelpunktstangenten gegen die Achsen der Lemnis-
kate um 45° geneigt sind.

Die zeichnerische Behandlung von gekriimmten Flichen wollen wir an
dem Beispiel der geradlinigen Flichen oder Kegelflichen erliutern. Zu
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diesen Flachen gehoren auch die Kegel und Zylinder. Die Darstellung der
geraden Kreiskegel und Kreiszylinder, deren Achse zur GrundriBebene
senkrecht steht, ist so einfach, dafl sie keiner Erwdhnung bedarf. Es soll
nur kurz die Zeichnung eines geraden Kreiskegels, dessen Achse der AufriB3-
ebene parallel, aber gegen die Grundrilebene irgendwie geneigt ist, angegeben
werden.

Im AufriB stellt der Kegel sich dann als ein gleichschenkliges Dreieck
dar, indem der Grundkreis als eine gerade Strecke erscheint. Im Grundrif3
erscheint die Achse parallel zur trennenden Achse, der Grundkreis als Ellipse.
Sollen nun verschiedene Mantellinien des Kegels gezeichnet werden, so emp-
fiehlt es sich, den Grundkreis um den der AufriBebene parallelen Durch-
messer d, der im Aufrif} als Projektion des Kreises erscheint, so herumzu-
klappen, daB der Kreis der Aufrilebene parallel wird. Er erscheint dann
im Aufri als Kreis und die Abstéinde der Kreispunkte von dem Durch-
messer ¢ bedeuten im Grundril die Absténde der entsprechenden Ellipsen-
punkte von der (mit der Projektion der Kegelachse zusammenfallenden)
kleinen Achse der Ellipse. Danach sind diese Punkte, weil sie lotrecht unter
den entsprechenden Punkten des Durchmessers d liegen, leicht zu zeichnen,
und mit ihnen die einzelnen Mantellinien des Kegels.

Wirwollen nun noch vonden geradlinigen
Fldchen zweiter Ordnung das einschalige Ro-
tationshyperboloid und das ‘hyperbolische
Paraboloid kurz besprechen.

Das einschalige Rotationshyperboloid
wird von einer geraden Linie erzeugt, die
sich um eine zu ihr windschiefe Achse dreht.

Fig. 113.

Man kann daher, um das Rotationshyperboloid darzustellen, von zwei gleich-
groBen Kreisen ausgehen, deren Mittelpunkte vertikal tbereinander liegen
und jeden Punkt des einen Kreises mit dem gegen ihn um einen bestimmten
Winkel o gedrehten Punkt des anderen Kreises verbinden. Wir wiirden also
erst die vertikal iibereinander liegenden Punkte beider Kreise bezeichnen und
dann den oberen Kreis um die vertikale Verbindungslinie der Kreismittel-
punkte durch den Winkel w drehen, worauf die Punkte, die vor der Drehung
libereinander lagen, durch gerade Linien verbunden werden.



92 Raumgeometrie.

Im Aufrif wird der Umri8 der Fliche eine Hyperbel, deren Nebenachse
als die Drehachse der Fliche erscheint. Der Punkt, wo die einzelnen Regel-
strahlen den Rand beriihren, ist der Punkt, wo sie auf die unsichtbare Hilfte
iibertreten. Er wird also gefunden, indem man den Schnittpunkt der Grund-
riiprojektion des Regelstrahls mit dem zu der trennenden Achse parallelen
Durchmesser IJ des Randkreises in den Aufri hinauflotet. Die Hauptachse
der Hyperbel ist die AufriBprojektion des Kehlkreises, dessen Radien die
kiirzesten Abstéinde der Regelstrahlen von der Drehachse bilden und der im
Grundril von den GrundriBprojektionen der Regelstrahlen beriihrt wird. Die
Regelstrahlen, die im Grundri der trennenden Achse parallel erscheinen, in
Wirklichkeit also der Aufrilebene parallel sind, liefern die Asymptoten der
Hyperbel.

Die Hyperbel ist die Meridianfigur der Regelfliche. Indem man diese
Hyperbel um ihre Nébenachse rotieren liBt. erzeugt man die Fliche.

Die Regelfliche enthédlt noch eine zweite Regelschar, was -man sofort
sieht, indem man sie an einer Meridianebene spiegelt. Dann geht sie in sich
iber, jeder Regelstrahl also wieder in einen Regelstrahl der Fliche, der aber
nicht zu der zuerst betrachteten Regelschar gehort. Die Regelstrahlen der zweiten
Schar schneiden alle Regelstrahlen der ersten Schar (oder sind ihnen parallel).
Thre AufriB- und ihre GrundriBprojektionen fallen mit denen der ersten Schar
zusammen, nur sind die sichtbaren und die unsichtbaren Teile vertauscht.

Es seien ¢, I” die Projektionen eines Regelstrahls ! der Fliche, P ein
beliebiger Punkt auf ihm. Im Grundri beriihrt ! den Kehlkreis, dessen

. e Radius « sei, in einem Punkte 7" und er-

o scheint als die Sehne U’ V’ des Rand-

P kreises. Im Aufrif} erscheinen diese Punkte

z als U”, V" in den richtigen Hohen 0 und &.

I Der zu der Sehne U’V’ gehdrige Zentri-

M= winkel U’ M'V’ sei w, ¢ sei der Winkel, um

, den M’'T’ gegen die trennende Achse ge-
77 neigt ist.

Nennen wir nun z, y, z die Koordi-

4 — naten von P bezogen auf drei durch den

Flachenmittelpunkt M gehende, paarweise

zu den Grundebenen parallele Achsen, so

wird xcosp +-ysing=a,
atgtw
a v’ Eliminiert man aus diesen Gleichun-

gen @, indem man sie quadriert und ad-
diert, so entsteht die Gleichung der Fliche

a’tg®low

Ayt =at e
+

(17) :
ZsINE — Y CcoSp —

Fig. 115. oder

(18) vy #
, P 2
1

sh c . . .
wenn man noch c:—t?—’1 — setzt. - ist der Tangens des Neigungswinkels
g5 W a

der Regelstrahlen gegen die GrundriBebene. Fiir y = 0 erhilt man die Meri-
diankurve im Aufrif3

(19)

£

Wl W

z
[

3

=1,
a
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fiir z=0 den Kehlkreis
(20) @+ y? =a’.

Den Fall des hyperbolischen Paraboloides wollen wir so behandeln, daB
wir zwei zu der Grundrifiebene gleich geneigte Leitlinien annehmen und die
in gleicher Hohe liegenden Punkte durch gerade Linien verbinden. Wir
konnen dann die Leitlinien auch im Grundri8 und Aufri gleich geneigt
gegen die trennende Achse zeichnen. Wir ziehen
im Aufril die Parallelen zur trennenden Achse, loten
die Schnittpunkte mit den Leitlinien auf die Grund-
riprojektionen herunter und ziehen die Verbindungs-
linien auch im GrundriB. Die Regelstrahlen sind
dann die Hohenlinien der Fliche. Sind die Hohen-
stufen bei den Hohenlinien gleich genommen, so
folgen auch die verbundenen Punkte auf den Grund-
riBprojektionen der Leitlinien in gleichen Abstédnden
aufeinander. Es ist daraus sofort zu sehen, daf3 die
GrundriBiprojektionen der Regelstrahlen eine Parabel
umhiillen, deren Achse symmetrisch zu den Projek-
tionen der beiden Leitlinien liegt. Der Scheitel wird
gefunden, wenn man den Schnittpunkt der AufriB3-
projektionen der Leitlinien auf die Parabelachse
herunterlotet.

Die Parabel beriihrt nicht bloB die GrundriB-
projektionen der Regelstrahlen, sondern auch die Leit-
linien. Teilt man die Abschnitte der Regelstrahlen
zwischen den Leitlinien in gleichviel gleiche Teile, so
werden die Verbindungslinien entsprechender Teil-
punkte wieder Tangenten der Parabel. Im Aufrifl
gehen diese Linien alle durch den Schnittpunkt der
Leitlinienprojektionen. Sie bedeuten die zweite Regel-
schar der Fliche.

Um die Fliche auch analytisch abzuleiten, fithren Fig. 116.
wir wieder ein Koordinatensystem z, y, z ein, dessen
Achsen paarweise zu den Grundebenen parallel sind und dessen Anfangs-
punkt O im Aufri} sich als der Schnittpunkt O” der beiden Leitlinien darstellt,
in Wirklichkeit aber von den mit O” im Aufri zusammenfassenden Punkten
der beiden Leitlinien gleich weit, sagen wir um die Strecke b, entfernt ist.
Dann haben die Leitlinien die Gleichungen

2, =pu, y,=b"4rx, und z,=—uz,, yYy,=-—b—rz,.
Es werden nun die Punkte verbunden, fiir die

B == Ry =2

wird. Fiir die Grundrifprojektion der Verbindungslinie ergibt sich dann die
Gleichung »

A —Yg)x— (, — )y + @,y —y,2,)=0
oder

1 v
2 br— gzt 2 2—0.
(21) z— Yz /1-22 0

Fithrt man einen Winkel ¥ ein durch die Gleichung

(22) tg2 9 = L
N
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und setzt

(23) Y =cos®y-tsindz, Z=—sindy-} cosdz,
so wird

(24) 2 —tg?9 Y2 — (1 — tg?9) (zz—fv‘—yz),

und damit geht, wenn wir noch X =z setzen, die Flichengleichung iiber in
die Form

Z:—tg?9 Y?=c- X,

wo ¢ eine neue Konstante bedeutet, und dies ist die Gleichung eines hyper-
bolischen Paraboloids.

Neben den besprochenen Regelflichen miissen noch die Schrauben-
regelflichen Erwdhnung finden. Fillt man von den Punkten einer Schrauben-
linie die Lote auf die Schraubenachse, so
erfiillen diese Lote eine Wendelflache.

Die Darstellung dieser Fliche in Grund- ‘
und Aufril ist sofort gegeben (Fig. 117). S
Die Schraubenlinie stellt sich, wenn die

Achse zum Grundril senkrecht angenom- S
men wird, im Aufri als eine Sinus- |

. . 7
' -
-
i -
~
~

>~ >

]

Fig. 117.

kurve dar, deren Ordinaten die Regelstrahlen der Wendelfliche bezeichnen.
Im GrundriB stellen diese sich noch einfacher als die Radien eines Kreises dar.

Trifft die gerade Linie, die bei der Schraubenbewegung die Regelfliche
durchliuft, die Schraubenachse nicht senkrecht, sondern unter einem belie-
bigen Winkel, so ergibt sich eine andere, die schiefe Schraubenflédche.
Wir zeichnen zuniichst die Regelstrahlen, die der AufriBebene parallel und
abwechselnd nach links und rechts geneigt sind. Der Schnittpunkt zweier so
aufeinanderfolgender Lagen durchléauft nun bei der Schraubenbewegung eine
Schraubenlinie, die eine Doppellinie der Fliche bildet. Wir zeichnen nur
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den Teil der Flidche, der zwischen der Achse und dieser Doppellinie liegt.
Die iibrigen Lagen des Regelstrahls sind dann sofort darzustellen. Im Grund-
i} erscheinen sie wieder als Radien eines Kreises, dessen Linge r gleich
dem Abstand der Punkte der Doppelkurve von der Achse wird. Der Umrif3
der Fliche im Aufri stellt sich im Grundrifl als eine Kappakurve dar und
ist danach leicht zu zeichnen. Der Schnitt der Fliche mit einer zur Grund-
riBebene parallelen Ebene wird eine Archimedische Spirale, deren erster
Doppelpunkt den Abstand » von dem Zentrum hat, deren erzeugender Kreis
mithin den Radius a::an und deren Scheitelkreis also den Radius %a:—:?
hat. Der Parameter der Kappakurve wird ebenfalls — q.



Fiinftes Kapitel.
Besondere Probleme der Raumgeometrie.

1. Raumkurven.

Eine Kurve im Raum wird als eine Raumkurve bezeichnet. Die Kurve
kann in einer Ebene enthalten sein, dann 1d8t sich ihre Behandlung auf
ein Problem der ebenen Geometrie zuriickfithren. Dagegen sprechen wir von
einer eigentlichen Raumkurve oder Kurve doppelter Krimmung
in dem Falle, wo jede Ebene nur einzelne Punkte der Kurve enthilt.

Die Koordinaten z, y,z der Punkte einer Raumkurve konnen als Funk-
tionen eines Parameters ¢ angesetzt werden in der Form:

(1) =g {), y=yx@), z=vpl().
Z. B. stellen die Gleichungen

(2) x=acost, y=—asint, zzit
) 27
eine Raumkurve dar, welche als Schraubenlinie bezeichnet wird.
Eliminieren
N wir auf irgend-
i N eine Weise aus
RN den Gleichun-

//y £ % gen (1) den Pa-
| rametert,so er-

1z
z | : halten wir die
w — Gleichung
Flg. 119. f(_QT, Y, Z) __;:O
einer Fliche, welche die Raumkurve enthilt. Eliminieren
wir insbesondere aus je zweien der Gleichungen (1) den Para-
2. meter ¢, so finden wir die Gleichungen von drei Zylindern,

deren Mantellinien je einer Koordinatenachse parallel sind
und welche die Raumkurven enthalten. Die Grundlinien dieser Zylinder in
den einzelnen Koordinatenebenen konnen wir als die Projektionen der Raum-
kurve auf die Koordinatenebenen ansehen. Sie erscheinen als die GrundrifB3-,
AufriB- und SeitenriBdarstellung der Raumkurve.

Z. B. erhalten wir so aus den Gleichungen (2)

2 2 h 2
(3) a*4-y*=a’ x:acos-%z:a,sin—]?<z+z>, y::asin%z.
Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafl die Kurve auf einem geraden Kreis-
zylinder mit dem Radius a enthalten ist und dafB ihre Grundrifiprojektion
ein Kreis ist. Die zweite und dritte Gleichung zeigen, daB die AufriB- und
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die Seitenriprojektion eine Sinuslinie wird, und zwar ergeben sich kongruente
Sinuslinien mit der Periode % (der Ganghdhe der Schraubenlinie), von denen
die eine gegen die andere um eine Viertelperiode verschoben ist.

Wickelt man den Mantel des Zylinders, auf dem die Schraubenlinie
liegt, in eine Ebene ab, so werden die Koordinaten eines Punktes auf dem
Mantel 4 = at und z, und zwischen diesen Koordinaten besteht die Beziehung
(4) 7= ko u
a

wenn noch k0=9— gesetzt wird. Die Schraubenlinie erscheint in der Ab-
7

wicklung also als eine gerade Linie. Fiir den Neigungswinkel «¢ dieser Linie

ergibt sich 3

D "’ _,O,

(d) tg ¢ = u

und dieses ist auch der konstante Steigungswinkel der Schraubenlinie selbst.
Drehen wir das Koordinatensystem um die z-Achse durch den Winkel ¢,

indem wir die neuen Koordinaten einfithren

2 =wx, y'=—cosp-y-|fsinp-z, 2 =sing -y cosq-z,
so wird die Darstellung der Schraubenlinie
(6) z'=acost, y' =—acosgsint—+hysing-¢, z2'==asingsini-+hgcosq-t.
Die ersten beiden dieser Gleichungen geben die Darstellung der Kurve. in

welche sich die Schraubenlinie auf die neue zy-Ebene projiziert. Vergleichen
wir diese Gleichungen mit den Gleichungen

x ==rcost. y, = —rsint-trt
einer Zykloide, d. h. des Weges eines Punktes, der mit einem auf einer
geradlinigen Bahn rollenden Rade fest verbunden ist, wobei die y-Achse
der Weg des Mittelpunktes, », der Halbmesser des Rades und r der Abstand
des die Kurve beschreibenden Punktes vom Mittelpunkt des Rades ist, so
ergibt sich fiir » =« die Beziehung
2 =x, y' =y, cosq,

wenn /i, tg g =r, genommen wird. Die Projektion der Schraubenlinie auf
eine Ebene. welche gegen die Schraubenachse um den Winkel ¢ geneigt ist,
geht also. aus der Radkurve (Zykloide) durch Verkiirzung der Dimensionen
in der Richtung der Bahn im Verhiiltnis cos¢q:1 hervor. Die Kurve ist

eine verschlungene Zykloide, wenn r _-»,. also ; - tgq. eine gespitzte
) A
. . r : . .
Zykloide, wenn h= tgg. d. h (/":T;r— —«, und eine gestreckte Zyvkloide,
0 2
7‘ - < . . .. . . .
wenn - - < tg . So erklirt sich der gewdhnliche Anblick einer Schrauben-

0
linie, etwa einer Feder, welche die Gestalt einer Schraubenlinie hat.
Wenn sich durch Elimination von ¢ aus den Gleichungen (1) zwei alge-
braische Gleichungen

(7) flz,y, z)==0. fila,y.z)=0,
also die Gleichungen zweier algebraischer Flichen. auf denen die Raumkurve
liegt, finden lassen. so heifit die Raumkurve algebraisch.

Die Raumkurve braucht aber nicht den vollstindigen Schnitt der beiden

Flichen zu bilden. Z. B. ergeben sich durch Elimination von ¢ aus den
(ileichungen

(8) T=a 1 5 Y=ai 5. i=at
- 7= ] _[* t-.
Handbibliothek. I, 1, n
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die Gleichungen
(9) 2y —ax=0, 2*+y*—yz=0.

Die erste dieser Gleichungen ist die eines geraden Kreiszylinders, der die

z- Achse enthilt, die zweite Gleichung die eines schiefen Kreiskegels, der eben-

falls die z-Achse enthilt und von den zu dieser Achse senkrechten Ebenen

in Kreisen geschnitten wird. Die z-Achse bildet aber nicht einen Teil der

durch (8) dargestellten Raumkurve. Von der Durchdringung der beiden

Flichen ist also eine gerade Linie abzusondern, welche die Raumkurve bildet.
Die Schnittpunkte dieser Raumkurve mit einer Ebene

Ax -+ By -+ Cz=:D

ergeben sich aus der Gleichung dritten Grades
. D a3
At'z+Bt—'r~Ct(1+t'l)v—:;(1—H‘-).

Die Raumkurve heifit deshalb eine Raumkurve dritter Ordnung oder
kubische Raumkurve.

Allgemein heilt Ordnung einer algebraischen Raumkurve die Anzahl
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung, die den sdmtlichen Schnittpunkten
der Kurve mit einer Ebene entsprechen. Eine Raumkurve nter Ordnung hat
also mit einer Ebene nie mehr als n reelle Punkte gemein.

Die Raumkurven dritter Ordnung sind von geringer praktischer Be-
deutung. Viel wichtiger sind die Kurven vierter Ordnung, welche die voll-
stindige Durchdringung zweier Fldchen zweiter Ordnung bilden.

Sind nun die Gleichungen (7) von der zweiten Ordnung, so gehort ihre
Durchdringungskurve auch jeder Fliche zweiter Ordnung an, deren Gleichung
von der Form ist:

(10) flz, v, 2) + Af, (%, y, 2) = 0.

wenn / einen willkiirlichen Parameter bezeichnet. Alle diese Flachen bilden
einen Fléachenbiischel und die Raumkurve ist dessen Grundkurve.

In dem Flichenbiischel konnen auch Kegel und Zylinder enthalten sein.
Fiir deren Bestimmung ergibt sich im allgemeinen eine Gleichung vierten Grades
fiir 1, so daB nie mehr als vier Kegel in dem Flidchenbiischel enthalten sind.
wenn dessen Grundkurve nicht in bestimmter Weise zerfallt.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Raumkurve, welche sich als
Durchdringung der geraden Kreiszylinder

(1) Wyt =R, =, (R

ergibt, deren Achsen (die z- und die x-Achse) sich rechtwinklig schneiden.
Die angeschriebenen Gleichungen stellen auch die Projektionen der Raum-
kurve auf die xzy- und yz-Ebene (Grundri8 und Seitenrifl) dar. Diese Pro-
jektionen sind Kreise oder Kreisbogen, und zwar ist hier die eine ein Voll-
kreis, die andere besteht aus zwei kongruenten Kreisbogen.

Eliminiert man aus den Gleichungen (11). indem man sie subtrahiert,
die Koordinate y, so ergibt sich
(12) 27— 2 =%,
wenn ¢’ == R?--* gesetzt wird. Dies ist die Gleichung fiir die Aufril3-
projektion der Durchdringungskurve. Sie stellt eine gleichseitige Hyperbel
dar, deren Achsen in die - und z-Achse des zugrunde gelegten Koordinaten-
systems fallen. Gleichzeitig stellt die Gleichung einen hyvperbolischen Zylinder
dar, auf dem die Durchdringungskurve liegt.
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Multipliziert man endlich die erste Gleichung (11) mit 7%, die zweite
mit R? und subtrahiert die beiden so gewonnenen Gleichungen, so findet man

(13) r?x? —a?y? — R?2*=0

Dies ist die Gleichung eines (schiefen) Kreiskegels, der die Durchdringungs-
kurve enthélt, dessen Spitze im Koordinatenanfangspunkt liegt und dessen
Symmetrieachsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen.

Es gehen also durch die Raumkurve drei Zylinder, zwei gerade Kreis-
zylinder und ein gleichseitig hyperbolischer Zylinder, und ferner ein Kegel
hindurch.

Wenn man die Durchdringung darstellerisch behandelt, so empfiehlt es
sich, GrundriB, Aufrif und Seitenri zu benutzen. Die Grundebenen miissen
nicht wie bei der analytischen Behandlung durch die Achsen der Zylinder
gelegt werden, sondern sind so
parallel zu verschieben, daB die
Zylinder, soweit sie in Betracht
kommen, in dem benutzten Quad-
ranten des Koordinatensystems er-
scheinen. Die Zylinderachsen sind
beide parallel zu der Aufrilebene.
Die Durchdringung ist dann im
Grund- und Seitenrif} sofort gegeben
und in diesen Projektionen kreis-
formig. Von der im Aufril er-
scheinenden gleichseitigen Hyperbel
fallen die Achsen mit den Zylinder-
achsen scheinbar zusammen, und
wenn, wie angenommen wird, der
Halbmesser R des zum Grundrif3
senkrechten Zylinders der griéBere
ist, erhdlt man die Scheitelpunkte Fig. 120.
der Hyperbel, indem man die
Schnittpunkte i, B der vordersten Mantellinie des horizontalen Zylinders
mit dem vertikalen Zylinder aus dem Grundril in den Aufri hinauflotet.
Die Asymptoten der vaerbel sind, da sie durch den Mittelpunkt der Hyperbel
(den Schnittpunkt der Achsen) gehen und gegen beide Achsen um 45° geneigt
smd sofort zu zeichnen und daraus die ganze Hyperbel leicht direkt zu kon-
struieren.

Um einzelne Punkte der Hyperbel zu finden, kann man auch folgender-
maBen verfahren: Man teile den Grundkreis des vertikalen Zylinders etwa
in zwdlf gleiche Teile, zeichne zu den Teilpunkten die zugehorigen Mantellinien
im SeitenriB und AufriB und iibertrage die Punkte, in denen die Mantel-
linien den horizontalen Zylinder schneiden, durch Parallelen zur trennenden
Achse aus dem SeitenriB3, in dem sie sofort zu erkennen sind, in den Aufrifi.
Ebenso kann man auch den im Seitenrif3 erscheinenden Grundkreis des hori-
zontalen Zylinders in zwdlf gleiche Teile teilen und die zu den Teilpunkten
gehorenden Mantellinien im Grundrif und Aufrif zeichnen. Dann sind deren
Schnittpunkte mit dem vertikalen Zylinder aus dem GrundriB, in dem sie
unmittelbar erscheinen, sofort in den Aufril zu iibertragen.

Diese Konstruktion gibt auch die Moglichkeit, die Durchdringungskurve
in den Abwicklungen der beiden Zylinder zu zeichnen. In der Abwicklung
des groBeren Zylinders erscheint sie durch zwei kongruente Ovale, in der
Abwicklung des kleineren Zylinders durch zwei symmetrische Wellenlinien
dargestellt. Die Ovale umschliefen, wie sofort zu sehen ist, Kreise vom

T*
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Radius 7. die sich der Kurve jedesmal im hochsten und tiefsten Punkte
anschmiegen. Um auch in den anderen Scheitelpunkten der Ovale, deren
einer dem Punkte A4 entspricht, den Schmiegungskreis zu finden, betrachte
man die Ordinate in einem von dem Punkte A4’ des Grundrisses auf dem
Grundkreis des vertikalen Zylinders um den sehr kleinen Bogen 7 entfernten

Fig. 122.

Punkte P’. Die Vertikale in diesem Punkte ist dann im SeitenriB von dem
Punkte 4" um das Stiick 3 cos « entfernt, wenn « den Winkel bezeichnet,
den der durch .4’ gehende Radius mit der trennen- den Achse (oder der
Achse des horizontalen Zylinders) bildet. Ferner sei mit 2& die von der
Vertikalen aus dem horizontalen Zylinder (oder im SeitenriB aus seinem
Grundkreis) herausgeschnittene Sehne bezeichnet. Nun gilt in der SeitenriB3-
figur die Beziehung

-2 <o 1

ey

£
29’ 2y cose’
Ist aber ¢ der Radius des gesuchten Schmiegungskreises, von dem man an-

nehmen kann, daBl er die A benachbarten Punkte der Durchdringungskurve
in der Abwicklung enthalt. so wird ebenso

29’

]

also ergibt sich
(14) 0 ==1"Cos,

und man findet g, indem man » auf dem nach 4’ hinlaufenden Radius M’ .4’
abtragt und auf die Achse des horizontalen Zylinders im Grundri3 projiziert.
Einfacher noch ist die Bestimmung der Scheitelkreise fiir die Durch-
dringungskurve in der Abwicklung des horizontalen Zylinders. In den Aus-
" buchtungen umschliefen die Wellenlinien,

als die sich die Durchdringung darstellt,
jedesmal einen Kreis vom Radius R, der
sonach den gemeinsamen Scheitelkreis fiir
zwei einander gegeniiberliegende Scheitel
Fig. 123. der Durchdringungskurve liefert. In den
Einbuchtungen dieser Kurve, in denen sie

sich der Mittellinie am meisten néhert,

werden dagegen die Radien der Scheitelkreise =—«. Diese Ergebnisse sind
auch aus der Gleichung der Kurve ab zuleiten. Diese lautet, wenn wir

.ou u . -
Yy ==rsin—. z==ycos - - setzen, so daB « die in der Abwicklung zu benutzende
7 r

Abszisse. x die zugehorige Ordinate wird:

. 3 o s o U
(15) x?= R* —»¥sin® .
”
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Aus dieser Gleichung lassen sich weiter die Wendepunkte der Wellenlinie
bestimmen, die zwischen den Stellen stdrkster Ausbuchtung und stérkster
Einbuchtung liegen. Es ergibt sich fiir diese Wendepunkte

(16) sin —+ |/ EE )
, == .

also

(17) ==V Ra.

Sie sind danach auch konstruktiv zu finden.

Handelt es sich um die Durchdringung zweier gerader Kreiszylinder.
deren Achsen sich rechtwinklig kreuzen, also nicht schneiden, so legt man
die AufriBebene wieder zweckm#Big parallel zu den beiden Zylinderachsen,
die GrundriB- und SeitenriBebene also senkrecht zu der Achse je eines der
beiden Zylinder. Man kann dann das frithere Verfahren wieder anwenden,
indem man die im Grundril und Seitenrill ohne weiteres ersichtliche Durch-
dringung einfach in den Aufri tbertragt. Dort erscheint aber jetzt nicht
mehr eine Hyperbel, sondern eine Kurve vierter Ordnung.

Es sind drei Fille zu unterscheiden. Nennen wir wieder R den Halb-
messer des vertikalen (zur GrundriBebene senkrechten) Zylinders, » den Halb-
messer des horizontalen Zylinders und nehmen R > an, bezeichnen wir
ferner mit p den kiirzesten Abstand beider Zylinderachsen, so sind diese
drei Fille folgende:

.
1. R—7r > p. Dann durchdringen sich beide Zylinder noch in einer
zweiziigigen Kurve, und zwar sind diese Ziige symmetrisch kongruent.

2. R—r==p. Dann beriihren sich beide Zylinder. Die beiden Ziige
schiliefen sich zu einem zusammen, indem sie sich im Beriihrungspunkt zu
einem Knotenpunkt vereinigen.

3. R—r~<_p. Dann ist die Kurve einziigig, ohne Knotenpunkt.

Wenn wir diesen letz-
ten Fall zunéichst n#her
betrachten, so ist es wich-
tig, die Punkte zu finden,
wo die Kurve im Aufril
die begrenzenden Mantel-
linien beider Zylinder be-
rithrt. Man findet diese
Punkte, indem man die
Punkte des Seitenrisses
oder Grundrisses aufsucht,
die der Durchdringungs-
kurve, also jedesmal dem
in dem Rif3 erscheinenden
Kreise angehéren und
gleichzeitig scheinbar auf
die Achse des anderen, als
Rechteck  erscheinenden
Zylinders fallen. Dagegen
liefern die Punkte der
Durchdringung, die in Fig. 124.
diesen Rissen auf eine be-
grenzende Mantellinie des einen Zylinders fallen, die Scheitelpunkte der Auf-
rilprojektion und der Raumkurve selbst.
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Es ist noch angebracht, in diesen Punkten die Schmiegungskreise (Scheitel-
kreise) zu konstruieren. Benutzt man ein analoges Verfahren wie vorher, so
ergibt sich z. B. fir die Punkte 4 und B, in denen die vorderste Mantel-
linie des vertikalen Zylinders den horizontalen Zylinder durchstoBt, der Wert
des Krimmungsradius

R
(18) <5

~tga’

wenn ¢ der Winkel ist, den der in dem Seitenrifl durch den Punkt 4" ge-
zogene Radius des dort erscheinenden Kreises mit der Achse des vertikalen
(als Rechteck erscheinenden) Zylinders bildet. Man findet o, also, indem
man auf dieser Achse im Seitenril das Stiick’ zwischen der Verldngerung
des genannten Kreisradius und der Horizontalen durch 4" abmiBt.

Genau ebenso findet man fiir die Kriimmungsradien ¢, an den anderen
beiden Scheitelpunkten C”, D”, die im Aufri scheinbar auf die Achse des
horizontalen Zylinders fallen, den Wert

r
- tgp’
wenn f den Winkel bezeichnet, den die durch C’, D' gezogenen Radien des
im Grundrif} erscheinenden Grundkreises des vertikalen Zylinders mit der
Projektion der Achse des horizontalen Zylinders bilden, und danach ist auch
die zeichnerische Konstruktion sofort wieder zu ersehen. Wir wollen noch
bemerken, daB, wenn die hinterste Mantellinie des horizontalen Zylinders
die Achse des vertikalen Zylinders trifft, der genannte Kreisradius zu der
Achsenprojektion des horizontalen Zylinders parallel, also =0 wird. Die
Konstruktion versagt mithin, o, wird unendlich. Das bedeutet, daB die Kurve
dann im Aufri} die begrenzenden Mantellinien des vertikalen Zylinders be-
sonders eng (vierpunktig), scheinbar auf der Achse des horizontalen Zylinders
beriihrt. S

Wenn wir nun die Durchdringung analytisch verfolgen, so legen wir
die z-Achse des Koordinatensystems zweckméfBig in die Achse des vertikalen
Zylinders und die zy-Ebene durch die Achse des horizontalen Zylinders.
Dann werden die Gleichungen der beiden Zylinder:

(20) et +y?=R° y - 2py=r®-—p’,

also finden wir durch Elimination von y fiir die Durchdringungskurve die
Gleichung der Aufrilprojektion:

(21)‘ (R"’—7‘2+p2—x?—‘(—z'})2:4p9(R‘3—:v?).

Wird R —r==1p, berithren sich also die beiden Zylinder, so nimmt
diese Gleichung die Form an

(22) (€2 — 2 — 4 (R — r) (ra® — R#).

‘(19) Qq

Die Kurve hat in der Tat einen Knotenpunkt im Koordinatenanfangspunkt O,
weil das konstante und die linearen Glieder in der Gleichung fehlen. Be-
trachtet man nun die unmittelbare Umgebung des Knotenpunktes O, so kann
man die hoheren Potenzen der Koordinaten x,z, also die linke Seite der
vorstehenden Gleichung, vernachldssigen und erhilt einfach

ra? — Rz*>=0
oder

» Iy
2 T=4+1/ .
( 3) x *’VR
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Dies also ist der Tangens des Winkels y, um den die Doppelpunktstangenten
gegen die horizontale Koordinatenachse geneigt sind. Man schreibt fiir die
zeichnerische Konstruktion zweckmiBig
.

VrR
Die Konstruktion ist dann
ohne weiteres auszufithren.

Schneiden oder kreuzen
sich die Zylinderachsen
nicht senkrecht, sondern
schriag, so bleibt die Durch-
dringung artlich die gleiche,
nur mull das zeichnerische
Konstruktionsverfahren et-
was abgedndert werden. Der
Seitenril verliert nédmlich
seine konstruktive Bedeu-
tung. Man kann aber, wenn
man die AufriBebene (oder
GrundriB3ebene) wieder pa-
rallel zu den beiden Zylinder- Fig. 125.
achsen annimmt, immer noch
Schnitte parallel zur AufriBebene verwenden. Diese Schnittebenen schnei-
den namlich aus beiden Zylindern Mantellinien aus. Man benutzt hierbei
zweckmiBig Umlegungen der Grundkreise beider Zylinder in eine zur Auf-
riBebene parallele Ebene n. Zu jedem Punkte der Umlegung gehort dann
eine Mantellinie des betreffenden Zylinders, die man findet, indem man
durch den Punkt die Parallele zur Zylinderachse in der Projektion zieht.
Sind die Mantellinien von der Ebene s gleichweit entfernt, so liegen die
zugehdrigen Punkte der Grundkreise von den Linien p,, p,, um die sie bei
der Umklappung gedreht wurden. gleich weit entfernt, d.h. sie liegen auf
zwei Parallelen zu p,, p,, die sich auf der Halbierungslinie des Winkels
zwischen den bis zu ihrem Schnittpunkt verlingerten Linien p,, p, schneiden.

Diese Konstruktion ist in der Figur fiir den Fall durchgefithrt, wo die
Achsen der beiden Zylinder sich schneiden. Es sind dann die Umklappungen
der begrenzenden Kreise halb gezeichnet und in der
angegebenen Weise diese umgeklappten Halbkreise
durch Parallele zu ihren begrenzenden Durchmessern
P,. P, die von diesen gleich weit entfernt sind, ge-
schnitten. Durch die Schnittpunkte zieht man die
Parallelen zu den Zylinderachsen, diese treffen sich
dann in den Punkten der gesuchten Durchdringungs-
kurve. Diese wird in der Projektion wieder eine
gleichseitige Hyperbel, und zwar halbieren die
Asymptoten die Winkel zwischen den Achsen. Fiir
die reelle Halbachse « der Hyberbel wird

\ 2 R?— Fi 26
(2-3) a = ig. 126.

(24) tgy =

sin ¢
wenn R, r die Halbmesser der Zylinder, ¢ den Winkel zwischen ihren Achsen
bezeichnet.

Es sei noch bemerkt, daB durch die Durchdringung der beiden Zylinder
nur dann zwei reelle Kegel gehen, wenn die Zylinder sich in einer zwei-
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ziigigen Kurve schneiden, und zwar liegen die Kegelspitzen auf der Linie d
des kiirzesten Abstandes oder dem gemeinsamen Lot der beiden Zylinderachsen.
Beschreibt man in einer Ebene durch diese Linie d die Kreise, von denen
beide Zylinder Durchmesser ausschneiden, so sind die Kegelspitzen die (dia-
metral einander gegeniiberliegenden) Schnittpunkte der Linie d mit einem
Kreis, der die beiden genannten Kreise rechtwinklig schneidet.

Berithren sich die beiden Zylinder, so ist der Beriihrungspunkt die
Spitze des einzigen Kegels, der durch die Durchdringungskurve hindurchgeht.

Soll nun die Durchdringungskurve zweier gerader Kreiskegel konstruiert
werden, deren Achsen sich schneiden, so wird die AufriBebene wieder parallel
zu den Achsen beider Kegel angenommen. Man mufl dann aber ein anderes
Verfahren anwenden. um die Durchdringung zu finden. Dieses Verfahren

beruht auf folgender Uberlegung: Be-

schreibt man um den Schnittpunkt dex

Achsen beider Kegel als Mittelpunkt

Kugeln, so schneiden diese Kugeln

beide Kegel in Kreisen, und diese

Kreise projizieren sich im Aufri als

gerade Strecken. Diese Strecken sind

sofort zu zeichnen. Sie sind n#émlich

die zu den Kegelachsen senkrechten

Fig. 127. Sehnen, welche die Umrisse beider

Kegel aus dem Umrill der Kugel. der

ein groBter Kreis dieser Kugel ist, ausschneiden. Diese Sehnen schneiden

sich also allemal in Punkten der Projektion der gesuchten Durchdringung.
Dieses Kugelschnittverfahren fithrt derart unmittelbar zum Ziele.

Die Durchdringungskurve stellt sich in der Projektion wieder als eine
Hyperbel dar, welche durch die vier Schnittpunkte der begrenzenden Mantel-
linien beider Kegel hindurchgeht. Sind die Achsen der beiden Kegel zu-
einander senkrecht, so findet man auch sofort die Achsen der Hyperbel.
Die genannten Sehnen des UmriBlkreises einer der genannten Kugeln bilden
namlich jedesmal ein Rechteck, von dem die Achsen der Hyperbel die
Mittellinien sind. Man findet auch die Lénge der Hauptachse unmittelbar.
wenn man den UmriBkreis der Kugel so wiahlt, dall er die begrenzenden
Mantellinien eines der beiden Kegel berithrt. Die Berithrungspunkte liegen
dann jedesmal auf einer Hyperbelachse. In einem Falle enthdlt die Achse
die zwei reellen Scheitel der Hyperbel, und diese werden von den Sehnen
ausgeschnitten, welche die Schnittpunkte des Umriflkreises mit den begren-
zenden Mantellinien des anderen Kegels verbinden. Man muf3 also hier den
UmriBkreis wihlen, der den UmriB des einen Kegels berithrt und den Umrif3
des anderen Kegels noch schneidet.

Beriihrt ein UmriBkreis die Umrisse beider Kegel, so schneiden sich die
Beriihrungssehnen in dem Punkte, durch den auch die geraden Linien gehen,
welche die Schnittpunkte der Umrisse beider Kegel tiber Kreuz verbinden.
Diese Linien stellen in diesem Falle die Durchdringung der beiden Kegel
dar, die jetzt aus zwei ebenen Kegelschnitten besteht. Diese schneiden sich
in zwei Punkten, und in diesen beiden Punkten beriihren sich die beiden
Kegel.

In dem Falle. wo eine solche doppelte Beriihrung der beiden Kegel
nicht eintritt, ist es noch zweckmiBig, die Asymptoten der als Projektion
der Schnittkurve auftretenden Hyperbel zu konstruieren. Man hat hierfiir
den Radius der Hilfskugel ins Unbegrenzte wachsen zu lassen. Man mul}
dabei gleichzeitig, um den Umrillkreis der Kugel noch zeichnen zu koénnen,
den MaBstab ins Unbegrenzte verkleinern. Dann sieht es in der Zeichnung
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so aus, als ob die Spitzen der beiden Kegel zusammenfielen und der UmriB-
kreis der Hilfskugel um diesen Punkt geschlagen wire. Man gelangt derart
zu folgendem Verfahren: Man zieht durch den vorher bestimmten Mittelpunkt
der Hyperbel die Parallelen zu den begrenzenden Mantellinien der beiden
Kegel und schligt um den Mittelpunkt gleichzeitig einen Kreis mit beliebigem
Radius. Dieser schneidet die vier durch den Mittelpunkt gehenden geraden
Linien in acht Punkten, die man paarweise durch vier zu je einer Kegelachse
senkrechte Sehnen verbinden kann. Die Diagonalen des von diesen Sehnen
gebildeten Parallelogramms oder Rechtecks sind dann den gesuchten Asym-
ptoten parallel.

Man erkennt hieraus noch, daf} im Falle die Kegelachsen zueinander senk-
recht sind, der Winkel «, um den die Asymptoten der Hyperbel gegen deren

eine Achse geneigt ist, sich aus der Gleichung bestimmt
: cos f3
cosy’

tg o=

wenn f3, 'y die Achsenwinkel der beiden Kegel bezeichnen.

Ist die Durchdringung im Aufri gefunden, so kann man sie sofort in
den Grundri3 iibertragen, indem man die AufriBpunkte auf die Grundrif3-
projektionen der durch die Punkte gehenden Kreise des Kegels, dessen Achse
zu der GrundriBebene senkrecht ist, herunterlotet.

Durch die Durchdringungskurve der beiden Kegel geht auBer diesen
selbst und dem hyperbolischen Zylinder, der zu der Aufriebene senkrecht
ist, noch ein Kegel hindurch, dessen Spitze der Punkt ist, in dem sich die
zwei weiteren Verbindungslinien der vier Schnittpunkte beider Kegelumrisse
im Aufri schneiden.

Es ist sofort zu sehen, wie das Kugelschnittverfahren auf den Fall an-
zuwenden ist, wo es sich nicht um die Durch-
dringung zweier Kegel, sondern um die Durch-
dringung eines Kegels mit einem Zylinder
handelt. Es éindert sich dann nichts, als da3 bei
dem Zylinder der Achsenwinkel verschwindet.

In dem Fall, wo die Kegelachsen sich
schriag schneiden, kénnen die Achsen der ent-
stehenden Hyperbel erst aus den vorher kon-
struierten Asymptoten als die Halbierungslinien
der von diesen gebildeten Winkel gefunden
werden, und auch die Scheitelpunkte sind erst
nachtrédglich zub estimmen. Man kann dabei
benutzen. dall wenn die Asymptoten und ein Fig. 125.
Hyperbelpunkt P gefunden sind und man mit &,

n die Seitenlingen des Parallelogramms bezeichnet, das mit den Asymptoten
die zu diesen durch P gezogenen Parallelen bestimmen,

¢==2 V'Eﬁ
das von der Scheiteltangente auf den Asymptoten abgeschnittene Stiick
wird.

Es seien nunmehr die Durchdringungen einer Kugel mit einem geraden
Kreiskegel oder Kreiszylinder betrachtet. Geht die Achse dieses Kérpers
durch den Kugelmittelpunkt, so ergeben sich Kreisschnitte. Dieser Fall kann
also als erledigt gelten. Geht die Achse nicht durch den Kugelmittelpunkt,
so kann die Aufriebene parallel zu der Verbindungsebene der Achse mit dem
Kugelmittelpunkt und die GrundriBiebene senkrecht zu der Achse angenommen
werden. '
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Behandeln wir in dieser Weise zunichst die Durchdringung der Kugel
mit einem Zylinder, so ist diese Durchdringung im Grundri sofort zu er-
kennen. Man findet die zugehérigen AufriBpunkte, indem man die einzelnen,
auf den zur GrundriBebene parallelen Kreisen gelegenen Punkte der Durch-
dringung in die richtige Hohe hinauflotet. Sicherer noch zeichnet man die
Durchdringung im Aufri, wenn man auf den geometrischen Charakter der
dort erscheinenden Kurven eingeht. Dazu kann die analytische Darstellung
des Problems dienen. Nennt man den Halbmesser der Kugel R, den Halb-
messer des Zylinders » und den Abstand des Kugelmittelpunktes von der
Zylinderachse a, und legt man die xz-Achse eines Koordinatensystems in das
aus dem Kugelmittelpunkt auf die Zylinderachse gefdllte Lot, die z-Achse
parallel zur Zylinderachse durch den Kugelmittelpunkt, so werden die Glei-
chungen der beiden Korper

(26) -ty 2= R?, -ty —2ax =1r*—a®

und daraus folgt durch Elimination von y fir die AufriBprojektion der
Durchdringung

(27) P=R—r"+a’--2ax,

oder wenn man

R*— 21 a® ,
—— =
setzt, 2a
(27a) Z==2aa .

Es ergibt sich also eine Parabel mit dem Para-
meter «. Die Achse der Parabel verldauft der trennen-
den Achse parallel durch den Kugelmittelpunkt, und
der Scheitel der Parabel hat von dem Kugelmittel-
punkt den Abstand

R 2 + a’

5

2a
also von der einen Randlinie des Zylinders den Abstand
R2 2 4- a® R (7. - a‘)-z zo-z
- e — = — — = -0,
2a 2a 2a

wenn z, die in diese Randlinie fallende Ordinate der

Parabel, die in P bis an den Randkreis der Kugel

reicht, bezeichnet. Wenn man also 2 a« von der Rand-

linie aus nach der richtigen Seite auf der Parabel-

achse abtriigt und den Endpunkt dieser Strecke

mit P verbindet, so geht das Lot auf dieser Ver-

bindungslinie in P durch den Scheitel A der Parabel.

Fig. 129. Besonders ausgezeichnet wird der Fall, wo der

Zylinder die Kugel beriihrt, also R=1r - a ist. Dann

wird der Berithrungspunkt der Scheitel 4 der Parabel. Die Durchdringungs-

kurve heilt ein Vivianisches Fenster. Wir wollen noch die SeitenriB3-

projektion dieser Kurve bestimmen. Durch Elimination von x aus den Kurven-
gleichungen folgt in diesem Falle

(28) dr=da(rz*—ay?).

In der Nihe des Doppelpunktes, der in den Berithrungspunkt A fillt, werden
y und z sehr klein. Bei Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung folgt
also fiir die Gleichungen der Doppelpunkttangenten

z /a ‘/;[7‘

r
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wonach diese selbst leicht zu kon-
struieren sind. Fir die im SeitenriB
den Zylinder begrenzenden Mantellinien
(y ==r) ergeben sich die Ordinatenwerte

(30) z,=+V2ar.

Diese Randlinien sind Doppeltangenten
der Kurve. Die Ordinaten der Schei-
telpunkte (y =0) werden z,=—2 Var
=V 2.z. Halbiert man diese Ordinaten,
so schneiden in der Ho6he der Halbie-
rungspunkte die Doppelpunktstangenten
die Randlinien.
Wenn es sich nun um die Durch-
dringung von Kugel und Kegel handelt,
so werden auf das bereits benutzte
Koordinatensystem bezogen (indem man Fig. 130.
nur die Zylinderachse durch die Kegel-
achse ersetzt) die Gleichungen der beiden Korper

(31) a?++y? 4 2*= R?, (0 — b))+ =tg?«(z —¢)*.
Dabei ist ¢ die Erhebung der Kegelspitze tiber den Kugelmittelpunkt, b der

Abstand der Kegelachse vom Kugelmittelpunkt, ¢ der Achsenwinkel des
Kegels. Eliminieren wir y aus diesen Gleichungen, so erhalten wir

1
R —ctg?a + P —2bx=-———2"—2ctg’az

cos”

Oc.lel‘ R:‘l ) . R + bﬂ
2bcos?e- < esmeTmo x) — (2 —csin?¢)? .

2b '
Dies ist wieder die Gleichung einer Parvabel, deren Achse zu der trennenden
Achse parallel ist. Liegt die Kegelspitze in der Héhe des Kugelmittelpunktes,
so wird ¢==0 und die Gleichung einfacher

, (R*4-0? ) 2
32 2 (B0, >
(32) 2 bcos’a < 5 x z
Vergleichen wir dies mit der fritheren Gleichung

R?— 2 1 @®
(27h) 2 < — e ) =27,
2a
so stimmen beide liberein, wenn wir
(33) a="bcos>c, 7%= (R*— b* cos? ) sin® ¢t

setzen. Es geht also durch die Schnittkurve des Kegels mit der Kugel auch
ein gerader Kreiszylinder, dessen Achse der Kegelachse parallel ist und den
Abstand ¢ von dem Kugelmittelpunkt hat, wihrend der Halbmesser des
Zylinders den angegebenen Wert » hat.

Endlich geht durch die Durchdringungskurve noch ein zweiter gerader
Kreiskegel hindurch, dessen Gleichung aus den Gleichungen der Kugel und
des ersten geraden Kreiskegels

(34) a? oy 2= R?, (x — by + y?=tgra-2*
hervorgeht, indem man die erste mit R?*-—b*, die zweite mit R* multipliziert
und beide voneinander abzieht. Es ergibt sich dann:

25 -zr., R\ G R .2 ) 2
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Dies ist die Gleichung eines geraden Kreiskegels, dessen Spitze im Abstande

2

von dem Kugelmittelpunkt auf der x-Achse liegt und dessen Achse der

z-Achse parallel ist. Man erhélt die neue Kegelspitze, wenn man den (im
Aufrif erscheinenden) Schnitt durch den Kugelmittelpunkt und die Achse des
ersten Kegels legt. Die in diese Schnitt-
ebene fallenden Mantellinien des Kegels
schneiden den Schnittkreis der Ebene
mit der Kugel in vier Punkten, die auf
andere Weise verbunden zwei durch
die neue Kegelspitze gehende Linien
liefern. AufBlerdem gehen durch diese
Kegelspitze die Tangenten an den Kreis
in seinen Schnittpunkten mit der Achse
des ersten Kegels.
Fig. 131. Fir b= R fallen die Spitzen der
beiden Kegel in einem Punkte der Kugel
zusammen. Damit fallen auch die beiden Kegel selbst zusammen. Wir erhalten
dann wieder das Vivianische Fenster, das also auch durch einen geraden
Kreiskegel, dessen Spitze auf der Kugel liegt, ausgeschnitten wird.

2. Axonometrie.

Das Grund- und Aufrilverfahren hat den Vorzug, daB die entschei-
denden Abmessungen des darzustellenden Gegenstandes, die bei allen prak-
tischen Konstruktionen fast immer in drei zueinander senkrechte Hauptrich-
tungen fallen, wenn man diese Hauptrichtungen als Richtungen der Achsen
wihlt, aus der Zeichnung unmittelbar zu entnehmen sind. Dagegen hat dieses
Verfahren den Nachteil, dal im einzelnen Bild immer fir eine dieser drei
Richtungen die Abmessungen vollig verschwinden. Deshalb wird die Daxr-
stellung vielfach unanschauiich. Es ist schwer, sich eine klare Vorstellung von
dem dargestellten Gegenstand unmittelbar aus dem Bild heraus zu machen.

In dieser Hinsicht verdient eine Darstellung den Vorzug, bei der alle
drei Hauptabmessungen wirklich erscheinen. Fiir die Zwecke des Ingenieurs
ist hierbei eine Abbildungsart zu bevorzugen. bei der die drei Hauptrichtungen
immer noch auch im Bilde bestimmte feste Richtungen haben und die in
sie fallenden Abmessungen fir jede der Richtungen alle in demselben Ver-
hiltnis verdndert erscheinen. Dies hat zur Folge, dal bei der Abbildung
allgemein parallele Linien, wenn sie sich nicht durch Punkte darstellen, wieder
als parallele Linien erscheinen, und umgekehrt ist unter dieser Voraussetzung
auch immer die Verdnderung des MafBstabes fiir alle
Strecken derselben Richtung die gleiche.

Um zu einer solchen Darstellung zu gelangen.
kann man zunéchst die drei Hauptrichtungen im Bilde
beliebig annehmen und die zugrunde gelegten Achsen
durch einen Punkt O in diesen Richtungen. ziehen. Um
dann einen Punkt mit gegebenen Koordinaten z,y. z
im Bilde zu zeichnen, trigt man in dem beliebig fest-

Fie. 132. gelegten Maf3stab zunichst die Koordinate x als Strecke 2’

- auf dem Bilde der x-Achse ab, zieht durch den End-

punkt dieser Strecke die Parallele zum Bilde der y-Achse und triigt auf ihr
die zweite Koordinate y gleichfalls in einem bestimmten MaBstabe als Strecke i’
ab, durch den Endpunkt dieser Strecke zieht man endlich die Parallele zum
Bilde der z-Achse und trigt auf ihr in der gleichen Weise die letzte Ko-
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ordinate z als Strecke 2’ ab. Der Endpunkt dieser Strecke ist dann der ge-
suchte Bildpunkt P’.

Es ist sofort klar, daB bei dieser Darstellungsweise unendlich viele
Punkte des Raumes im Bilde auf dieselbe Stelle fallen werden. Alle diese
Punkte des Raumes erfiillen jedesmal eine gerade Linie. Berechnet man
niimlich die Linge 5 des aus dem Punkte P’ auf die z-Achse gefillten
Lotes P'Q', so ergibt sich, wenn ¢, y im Bilde die Neigungen der y- und
a-Achse gegen die z-Achse bezeichnen (wobei wir von den beiden entstehen-
den Nebenwinkeln immer den spitzen Winkel wiihlen):

n=2a"siny—y sing.

Ferner ergibt sich fiir die Strecke 0Q'=¢&, die von dem FuBpunkt des
Lotes P’ Q' auf der z-Achse im Bilde abgetrennt wird: -

f=z--2"cosy—y cosq .
Fithren wir noch in diese Gleichungen ein
(1) =iz, y=puy, 2=z,
indem 2, y, z die wahren Koordinaten des dargestellten Punktes im Raume.
Zs w, » die MaBstabdnderungen bezeichnen, so erhalten wir
(2)

= PZ—COSY-AX - COSQ-ILY. p==siny-Ax —sing-uy.
7 -y / A /

Sy

Sind nun x,, y,. z, die Koordinaten eines Raumpunktes, der denselben
Bildpunkt (&, ») liefert, so wird
y(z- z)=cosy-A(x—=a)+cosqg-uly -y).
siny-A(x- -x)=sing-uly -y,
und daraus
. | Bew Y=y _z A

« p y

. /
wenn wir
. sing: siny siny
4 aipiy = " Z B
2 It »

machen und yp=—=7— ¢ -~y setzen.

Die Doppelgleichung (2) bedeutet aber, da durch denselben Punkt des
Bildes allemal alle Punkte einer geraden Linie im Raume dargestellt werden
und daB alle die geraden Linien. die wir so erhalten, zueinander parallel
sind. Diese geraden Linien heilen Projektionslinien, und weil sie parallel
sind, wird die besprochene Abbildung eine parallelperspektivische Dar-
stellung genannt.

Eine solche Projektion kann nun gewonnen werden, indem die Projek-
tionslinien mit einer Projektionsebene geschnitten und jeder Projektions-
linie ihr Schnittpunkt als Bildpunkt in der Projektionsebene zugewiesen wird.
Das Verfahren heit eine Parallelprojektion. Es ist nun die Frage, ob
umgekehrt jede parallelperspektivische Darstellung als Parallelprojektion er-
halten werden kann. Auf diese Frage gibt der Pohlkesche Satz Antwort,
der lautet: Jede parallelperspektivische Darstellung kann entweder
unmittelbar als Parallelprojektion gewonnen werden oder ist die
dhnliche Veréinderung einer solchen.

Dieser Satz lduft offenbar auf folgendes hinaus: Trigt man auf den
drei Koordinatenachsen im Bilde die Strecken 4, w, r ab, so miissen sich
durch die Endpunkte L, M, N dieser Strecken parallele Linien in den Raum
hinein so ziehen lassen, dal$ auf ihnen drei Punkte L,. 3,. N,, dic gleich-
weit von dem Ausgangspunkt O der Achsen entfernt sind. von drei auf-
einander senkrechten durch O gehenden Achsen abgeschnitten werden.
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Um diese Bedingung analytisch zu formulieren, seien jetzt mit & , 4, ;
&,1M,: &;,1, die Koordinaten der Endpunkte L. M, N auf den Achsen in
irgendeinem rechtwinkligen Koordinatensystem der Bildebene bezeichnet,
von dem O der Anfangspunkt ist.

Fiithren wir nun zu diesen beiden Achsen eine dazu rechtwinklige Achse,
die in den Raum hineingeht, ein und nennen x,,y,.2,; %,,¥,,2,; s Yss 24
die Koordinaten der drei Punkte L,, M, N,, die auf den durch L M, N
gezogenen Parallelen liegen, so miissen dle Beziehungen gelten
(5) { §i=2x,raz, 2 =3+ az,
o =y, + bz, Ne=Ya1 02, Ny="Yy+ b2y,
indem «, b konstante Werte bezeichnen, welche die Richtung der gezogenen
Parallelen festlegen.

Die zu erfiillenden Bedingungen sind nun

Gyt =y =ty =,
Xy Tyt Y Yy 22,0,
(6) | .
X &y Yyt 22 ==0,
Ta&y + Y2Y3 + BBy = 0-
Aus diesen Bedingungen folgen aber auch die anderen ihnen gleichwertigen:
.L‘f—’— ‘v-zg_;_ :l":;-z: y1.2 + ?/-22+ y:’,.J 212_*_ z-22 ‘iL 232 ==k,
l7) . 11/121—}—“1/22_2—%*—3/323’:07
) 2%+ 2, %y 2,0y =0,
Ty Yy Yot Yy =10
Mit Riicksicht auf diese Bedingungen folgt aus (5)
Slr 4 &, Sy, =k,

l N2yt @y 0,2, =0,

und diese Gleichungen reichen zusammen mit
Ry R &

hin zur Bestlmmung von x,,%,,x,. Um zu zelgen, daf3 die Losungen des
Gleichungssystems immer 1ee11 werden, deuten wir voriibergehend z,,x,,%,
als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im Raum. Die dritte Glelchung
stellt dann eine Kugel mit dem Radius %k dar, die erste und zweite Glei-

chung eine Ebene. Der Abstand der ersten Ebene vom Koordinaten-
ursprung wird -
k* k

V512+‘S-:2+ 532 1 1+ a?
ist also <7 k, d.h. die Ebene schneidet die Kugel in einem: reellen Kreis.
dessen sphirischer Radius ¢ dadurch bestimmt ist, dal

<

(8)

also

\’14 at

wird. Die zweite Ebene geht durch den Mittelpunkt der Kugel und fiir
den Winkel 9, den sie mit dem Lot der ersten Ebene bildet, ergibt sich

a-b

sin ) = - \
1 1 j— - Vl Z»“
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also

sin ¥ =smop-— -, d.h. sin¥<"sinp.

1+b“
Dies bedeutet aber, dall der Hauptkreis, in dem die zweite Ebene die Kugel
schneidet, den Nebenkreis, den die erste Ebene ausschneidet, in reellen
Punkten trifft, und da die Koordinaten dieser Punkte eine Lésung z,, z,, z,
liefern, ist eine solche immer in reeller Form vorhanden. Ist sie gefunden,
so folgt aus den Gleichungen (5) sofort, daf in der Tat alle Bedingungen (7)
und damit auch die Bedingungen (6) erfiillt sind, d.h. der Pohlkesche Satz
ist bewiesen.

Fir die Richtung der Projektionslinien ergibt sich der Neigungswinkel 8
gegen die Bildebene aus der Gleichung

tga*‘/" + b2,

und, wenn k==1, fiir diesen Ausdruck aus den Gleichungen (5) mit Riicksicht auf (8)
1 1, ) 3 ToNT1a | 4/ e ] = 7'—_:'4; o
@ZV{(sl“—!— _LE )_<771 77’ _'l_"]:;‘)]“+4(¢1771+§2772+§3773)_ :
Wir wollen nun wieder das Koordinatensystem &, so festlegen, daf3 die
&-Achse mit der z-Achse im Bilde zusammenfillt, dann ist
& =-—JAcosy, m,=Aisiny, &=-—ucose, n,=-—using, &=v, 1,=0
und der vorige Ausdruck nimmt die Form an

1 4 e —5 5 ERE) 2,2
o = VI o 2 cos 2 - 20 1 cos 27 - 214 cos 2y,
g C

wenn wieder p==180° 7 gesetzt wird.

Besonders einfach ist die Darstellung, wo wu=v»=1, ¢ =909 also
von den Hauptabmessungen zwei zu in ihrem natiirlichen Maflstab und senk-
recht zueinander auch im Bilde aufgezeichnet werden und die dritte Achse
_unter irgendeiner Neigung gegen die beiden ersten angenommen wird. Dann
" ergibt sich aus (11)

(9)

(10)

(11)

1
tg o
Diese Darstellungsart heillt Kavalierperspektive.

Solange 6 <7 909, spricht man von einer schrigen Parallelprojektion.
Ist 6=90° nennt man die Projektion senkrecht oder orthogonal und
spricht von orthogonaler Axonometrie. In diesem Falle muf in (10)
der Ausdruck unter der Wurzel verschwinden, also einzeln

P& =t — =0, &+ 5+ Eu,=0
sein. Diese beiden Bedingungen sind aber, da ja das Koordinatensystem
beliebig blieb, also die Bedingung in jedem Koordinatensystem erfiillt sein
muB, in Wirklichkeit gleichbedeutend. Dreht man n&mlich das Koordinaten-
system um 45°% so werden die neuen Koordinaten
§ = “’"f i n/ = Si i i=1, 2, 3)

V2 V2
und damit geht die erste Gleichung iiber in

8 &+ 53,"73’: 0,
d. h. sie nimmt die Form der zweiten Bedingungsgleichung an. Nennen wir
nun ,, m,, m, die Winkel, welche die Strecken OL=41. OM = u,
mit der beliebig wahlbaren Richtung der &-Achse einschliefen, so wird

=.

f,=Acosm,, i, ==/isinm, usw.
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und die Gleichung lautet
A%sin 2w, - u?sin 2w, 4 »*sin 2w, =0.
Wahlt man fir die &-Achse wieder die Projektion der z-Achse, so wird
w, =y, w,=—@¢, w,=0, also

A*sin 2y — u?sin2¢p =0.
Entsprechend findet man noch zwei Gleichungen und insgesamt die Pro-
portion
(12) Aipw:iv="Vsin2¢:Vsin2y:Vsin 29.

Es sind also die drei Richtungen der Achsen im Bilde immer noch
beliebig wéhlbar, dadurch sind aber die MafBstabénderungen 4, u, » bis auf
einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt.

Wir haben nun drei Félle zu unterscheiden:

1. Wenn @=yx=1=60° spricht man von einer isometrischen
Projektion. Es wird dann auch A==u=v» und es ist moglich, alle drei
Werte = 1 anzunehmen, also die Hauptabmessungen in dem MaBstab der
Grund- und Aufriprojektion abzutragen.

2. Wird ¢ =%, aber yy==180°— 2¢ von ¢ und y verschieden, so nennt
man die Projektion eine dimetrische. Es wird dann

5 /e 5 Ty .~ S
Jigiy="Vsin2¢:Vsin2¢:V—2sin2¢cos2¢,
oder

Jiuiv=1:1:V-—2cos2¢.
Besonders hervorzuheben ist hierbei als zweckméBig und einfach zu kon-
struieren die Projektion, bei der ¢ ==y =759 ist, dann wird — cos 2 ¢ ==cos 30°
=1LV3, also

1
Aruiy=1:1:V3.

Es kommt aber nur auf eine ungefihre Bestimmung der Werte an, da eine
kleine Verinderung des Mafstabes wohl eine geringe Abweichung von der
senkrechten Projektion bedeutet, diese aber nicht stérend bemerkt wird. Wir

4 f ~—
konnen deshalb angendhert setzen V3 ==%, also annehmen
(13) Argry=1:1:%

und erhalten damit eine bequem zu zeichnende Darstellung.
3. Wenn ¢, x, vy alle verschieden sind. so heiit die Projektion
trimetrisch. Wir zeichnen den Fall besonders aus. wo

¢ ==60" =759 y==45"

ist, dann wird B

Arury==71, 'sin 60V } 'sin 300 Ygi_ﬁT()'“

oder
4
Jiurv=V¥3:V5i:1.

Da es auch hier nur auf eine ungefihre Bestimmung ankommt, kénnen wir

4
fir V7 den Wert 1 setzen und annehmen
(14) Arwrv=1:V} :1.
Wir erhalten so wieder eine besonders einfach zu konstruierende Darstellung.
Wie die drei verschiedenen orthogonal axonometrischen Projektionsarten
sich bewdhren, kann an dem einfachen Beispiel der Zeichnung eines Wiirfels er-
liutert werden (Fig. 133). Die isometrische Projektion ist sehr einfach, hat aber
den Nachteil, da sie eine starke Aufsicht liefert, und die hiufig stérende Be-
sonderheit, daBl, wenn der dargestellte Korper Symmetrieeigenschaften besitzt,
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unter Umsténden eine Reihe von Linien zusammenfallen. Dieser Ubelstand
zeigt sich auch bei der dimetrischen Projektion, die aber nicht mehr eine
gleich starke Aufsicht liefert. Alle Ubelstéinde verschwinden
bei der trimetrischen Projektion, die deshalb immerhin die
anschaulichste und natiirlichste Darstellung liefert. Wie die
verschiedenen Projektionen fiir die Darstellung bautech-
nischer Einzelheiten Verwen-
dung finden koénnen, ist in
den nebenstehenden Figuren
an drei Beispielen erlautert.
Fig. 134 zeigt zunédchst den

N
Kiampferstein eines scheit-
, rechten Bogens in isome-
i trischer Projektion.  Aus
| dieser Projektion tritt die
L M Form des Steins viel deut-
N

licher hervor wie aus der

Grund- und AufriBdarstel-
lung, in der der Stein zu-
| nichst gegeben ist. Fig. 135
[ zeigt eine Balkenverbindung
L »» in dimetrischer Projektion
und Fig. 136 die Sohlbank

Fig. 133. eines Fensters in trimetri-

N

Fig. 135.

Fig. 134. Fig. 136.

scher Projektion. Die unmittelbare Anschaulichkeit der Raumform in der
axonometrischen Darstellung springt auch hier in die Augen.
Allgemein ist zu beachten, da die Darstellung streng genommen nur fiir
Handbibliothek. I. 1. 8
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einen in wunendlich groBer Entfernung befindlichen Betrachter natiirlich
erscheint, weil, damit der Anblick der Abbildung mit dem des wirklichen
Korpers iibereinstimmt, die Projektionslinien mit den Sehstrahlen zusammen-
fallen, d.h. nach dem Auge des Beschauers hinlaufen miissen. Nur wenn der
Beschauer sehr weit entfernt ist, kénnen also die Projektionslinien parallel
angenommen werden. Deshalb paflt die Parallelperspektive nur fiir Dar-
stellungen von verhéltnisméBig geringer Ausdehnung, bei denen Linge und
Breite des Bildes gering gegen die Entfernung des Bildes vom Auge sind.
Man kann etwa annehmen, daBl sie hochstens ein Fiinftel von dieser Ent-
fernung betragen diirfen. Ist das Bild zu groB, so wirkt die Darstellung
unnatiirlich, und dies gibt sich in einer merkwiirdigen optischen Tiuschung
zu erkennen. Die im Bilde gezeichneten parallelen Linien erscheinen dann
gar nicht mehr parallel, sondern machen den Eindruck, als ob sie nach hinten
zu auseinander liefen.

Es ist bis jetzt nicht darauf Riicksicht genommen worden, daB3 das
orthogonal axonometrische Bild durch eine wirkliche Projektion gewonnen
wird, vielmehr ist eine dhnliche Verinderung, d. h. eine Anderung des ge-
samten MafBstabes der Zeichnung noch immer als moglich und erlaubt an-
gesehen worden. Man kann nun aber fragen, unter welcher Bedingung das
axonometrische Bild die wirkliche senkrechte Projektion des Raumbildes ist.
Dann sind nicht blo die Verhdltnisse von 4, u, », sondern diese selbst be-
stimmt. Nennt man «, f, y die Neigungswinkel der Koordinatenachsen im
Raum gegen die Normale der Projektionsebene, so wird

A=sina, wu=sinp, »r=siny.

Es sind also 4, u, » immer <1 (der Fall, wo eine der drei Achsen zur Bild-

ebene parallel ist, scheidet aus, weil dann die drei Achsenrichtungen im Bilde

nicht mehr divergieren, sondern zwei Achsenrichtungen zusammenfallen).
Nun besteht zwischen den drei Kosinus die Beziehung

cos? ¢ -} cos?f - cos®’y =1,
sin?«¢ - sin?f | sin?y =2
und zwischen 4, u, » besteht die Relation

(15) Pt ut =2

Es sei zum Schlufl noch das Beispiel der Darstellung einer Kugel mit drei
auf ihr liegenden, zueinander senkrechten groften Kreisen in dimetrischer
Projektion behandelt, das eine besonders einfache Losung gestattet und fiir
die Kennzeichnung der axonometrischen Abbildung von Kreisen bedeutungs-
voll ist.

Zunichst ist klar, daB von der Projektion der Kugel der Umril} ein
Kreis ist, dessen Radius gleich dem Kugelradius ist, und daB die Projek-
tionen der groften Kreise auf der Kugel, die gegen die Projektionsebene
schrag gestellt sind, Ellipsen werden, die den Umrilkreis in den Endpunkten
eines Durchmessers berithren. Dieser Durchmesser ist dann die grofle Achse
der Ellipse und die kleine Achse der Ellipse fallt mit der Projektion der
Achse des Kreises (d.h. des auf der Kreisebene im Kreismittelpunkte errich-
teten Lotes) zusammen.

Wir wollen nun von den als gegeben angesehenen Achsenprojektionen,
von denen, weil die Projektion dimetrisch sein soll, zwei, ', %', mit der
dritten, 2/, gleiche Winkel bilden, und dem Radius ¢ der Kugel ausgehen.
Wir schlagen dann um den Schnittpunkt O der projizierten Achsen den Kreis
mit dem Radius £ und ziehen sofort die zu den Achsenprojektionen senk-
rechten Durchmesser 4, B,, 4,B,, d,B, dieses Kreises. Zeichnen wir dann

also wird
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das Rechteck, von dem A,B; eine Mittellinie ist und die Diagonalen mit
2/, ¥ zusammenfallen, so sind die beiden Mittellinien dieses Rechtecks A, By
und 0,D, die Achsen einer hiernach sofort zu konstruierenden Ellipse, welche
den Schnitt der Kugel mit der xy-Ebene darstellt, und die auf z’, ' ab-
geschnittenen gleich langen Durchmesser LL, und M M, sind die Projektionen
der in die z- und y-Achse fallenden Kugeldurchmesser. Die Projektion NN,
des in die z- Achse fallenden Kugeldurch-
messers hat die Lénge 24,7, wenn 4, T
die aus dem Punkte 4, an den Kreis
iiber C; D, gezogene Tangente ist. Zieht
man an diesen Kreis aus L die Tangente
LU, so wird deren doppelte Linge gleich
den kleinen Achsen C,D,, C,D, der El-
lipsen, von denen 4, B, 4, B, die gro3en
Achsen sind und welche die Projektionen
der Schnitte der Kugel mit der zz- und
yz-Ebene darstellen. Dies ist leicht zu
beweisen. Setzen wir namlich
LL,=—=MM,=2l, NN,=2n,

l n .
’u—7c’ V_—TC 1st,
202 - n? =2k2.

Anderseits mufl nach dem fiir konjugierte Durchmesser einer Ellipse gelten-
den Satz 21?=04,> 4 0C,* sein, es wird also

00;* =21 — k* = k* — n?,
und dies zeigt, daB ON =n die Linge der aus 4, an den Kreis um O vom
Radius OC, gezogenen Tangente ist. Fiir die néchste Ellipse wird analog
I+ n*=047+0C7? also 0C?=1>+n"—k*=0L*— 00,% also OC,
gleich der an den Kreis iiber C, D, aus L gezogenen Tangente.

so wird, weil hier 1=

3. Darstellung des Gelindes.

Eine Fliche kann man sich analytisch dargestellt denken, indem man
die dritte Koordinate z ihrer Punkte als Funktion der beiden anderen
Koordinaten x, y ansieht und schreibt

z=f(x, y).
Handelt es sich nun um einen Teil der Erdoberfliche (Geldndefldche oder
topographische Fliche), so wihlt man unter der Voraussetzung, daB die
Richtung der Schwerkraft in dem betrachteten Teil der Erdoberfliche sich
nicht merklich &ndert. die z-Koordinate vertikal, z, y also horizontal. Wenn
das Gelande nicht etwa mit Hohlen oder Uberhiingen durchsetzt ist, so kann
man z als eindeutige Funktion von z, y ansehen. Um nun die Gelindefliche
zur graphischen Darstellung zu bringen, geht man von den in gleichen
Zwischenrdumen aufeinander folgenden Werten z,, z,, z, usw. aus und zeichnet
die Kurven ) .

f(xa y):zi,
welche die Punkte gleicher Hohe verbinden, auf dem Kartenblatt auf. Diese
Linien heilen Ho6henlinien, Schichtlinien oder Isohypsen. Die
Zwischenrdume der Werte von z, fiir welche die Hohenlinien aufgezeichnet
sind, heit die Hohenstufe oder Kote. Eine Zeichnung der genannten
Art wird deshalb ein kotierter Plan genannt.

Qk
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Eine Linie, welche alle Hohenlinien, die sie trifft, rechtwinklig schneidet,
gibt in jedem ihrer Punkte die Richtung gréBter Neigung gegen die Hori-
zontalebene an und wird als Fallinie bezeichnet. Um sie zu konstruieren,
kann man sich des Spiegellineals bedienen. Mit dessen Hilfe errichtet man
in einem Punkte einer Hoéhenlinie auf ihr das Lot, in dessen Schnittpunkt

mit der nidchsten Hohenlinie auf
dieser wieder das Lot usw. Diese
Lote umhiillen dann eine Fall-
linie, die sie jedesmal in dem
Punkte berithren, wo sie auf der
zugehorigen Hohenlinie senk-

recht stehen (Fig. 138).
Um diese Konstruktion aus-
zufithren, ist natiirlich erforder-
Fig. 138. Fig. 1389, lich, dall geniigend Hohenlinien
aufgezeichnet sind. Ist das nicht
der Fall, so miissen neue Hohenlinien eingeschaltet werden. Dies kann mit
Hilfe von Querprofilen geschehen, d. h. vertikalen Schnitten durch die
Geldndefliche, die man um die Grundlinie, tiber der sie sich erheben, in die
Zeichenebene umklappt (Fig. 139). Diese Querprofile hat man an den be-
treffenden Stellen der Zeichnung in geniigender Anzahl zu konstruieren und
aus ihnen die erforderlichen Punkte fiir die einzuschaltenden Hohenlinien zu

entnehmen.

Wenn die Hoéhenlinien nur schwach gekriimmt sind. so geniigt es, wenn
man Strecken zwischen ihnen in so viel gleiche Teile teilt, wie man Hdohen-
linjen einschalten will, bei entsprechender gleicher Teilung der Hoéhenstufe.
Nach diesem Verfahren wiirde man auch die Hohe eines zwischen zwei Hohen-
linien liegenden Punktes P bestimmen. Man zieht durch ihn eine gerade
Linie, die von den benachbarten Hohenlinien in P;, P, , getroffen werde.
Sind dann z,, z;,, die diesen Hohenlinien entsprechenden Erhebungen, so wird
die Hohe von P

o 2.
B (B = A B

Eine Ebene, welche durch die Tangente einer Héhenlinie geht und die-
selbe Neigung hat wie die von dem Beriihrungspunkt dieser Tangente aus-
gehende Fallinie an dieser Stelle, ist eine Berithrungsebene der Geldnde-
fliche. Um sie zu konstruieren, hat man normal (senkrecht) zu der Hohen-
linie an der betreffenden Stelle ein Querprofil zu legen und daran fiir diese
Stelle die Tangente zu ziehen. Legt man auf dieser Tangente die der Hohen-
stufe entsprechenden verschiedenen Hohen fest und zieht durch diese Punkte
die Parallelen zu der Tangente der Hohenlinie, von der man ausging, so
erhidlt man die Hoéhenlinien der Beriihrungsebene. Von diesen wird nur die
erste eine genaue Tangente einer Hohenlinie, die benachbarten aber werden
auch noch angendhert Tangenten der zugehdrigen Hohenlinien sein. wenn
diese Hohenlinien geniigend dicht aufeinander folgen.

Die Beriihrungsebene kann mit der Geldndefliche nur den Beriihrungs-
punkt gemein haben. Dann heit die Fldche an der betr. Stelle elliptisch
gekrimmt. Die Beriihrungsebene kann aber auch die Fliache in der Néhe
des Beriihrungspunktes so durchdringen, daB die Schnittkurve im Berithrungs-
punkt sich selbst durchsetzt (einen Doppelpunkt oder Knotenpunkt besitzt).
Dann heifit die Fliche an der Stelle hyperbolisch gekriimmt. Endlich
kann die Beriihrungsebene die Flache auch so durchsetzen, dafi die Schnitt-
kurve nur einmal durch den Beriihrungspunkt hindurchgeht, d. h. in diesem
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nur eine Tangente hat. Dann heit die Fliche an der Stelle parabolisch
gekrimmt.

Bei der Darstellung der Gelindefliche kann es Punkte geben, die von
den benachbarten Hohenlinien umschlossen werden und um die sich diese
Héhenlinien, wenn man neue Hohenstufen einschaltet, enger und enger zu-
sammenziehen. Diese Punkte
liegen entweder hoher oder tiefer
wie ihre ganze unmittelbare Um-
gebung und heilen demnach ent-
weder Gipfel- oder Mulden-
punkte (Fig. 140).

Es kann aber auch eine
Hohenlinie sich selbst einmal
durchsetzen, so dafl von einem
solchen Punkte in der gleichen Fig. 140. Fig. 141.

Hohe nach vier, paarweise ent-

gegengesetzten Richtungen fortgeschritten werden kann. In zweien der vier
so entstehenden Winkel, die als Scheitelwinkel erscheinen, liegen dann
Stellen groBerer Hohe, in den anderen beiden Winkeln Stellen geringerer
Hohe. Der Punkt bildet die Scheide zwischen zwei Erhebungen und gleich-
zeitig zwischen zwei talférmigen Einsenkungen. Ein solcher Punkt ist ein
Jochpunkt (Fig. 141). Die Horizontalebene, welche in der Hoéhe des Joch-
punktes liegt und die zugehorige Hohenlinie enthélt, berithrt die Geldnde-
fliche in dem Jochpunkt.

In der unmittelbaren Nachbarschaft cines Jochpunktes haben die Héhen-
linien die Gestalt von Hyperbeln mit gemeinsamen Achsen und gemein-
samen Asymptoten, die Gelindefliche hat in der unmittelbaren Nahe des
Jochpunktes die Form eines hyperbolischen Paraboloids. Die orthogonalen
Trajektorien dieser Hyperbeln haben ebenfalls hyperbelahnliche Gestalt und
nithern sich mehr und mehr den gemeinsamen Achsen der Hyperbeln (W und T').
Diese Achsen selbst sind auch Fallinien, aber durch die Eigenschaft aus-
gezeichnet, dafl alle benachbarten Fallinien sich ihnen nach auflenhin mehr
und mehr nihern, so daB sie von ihnen eingehiillt
erscheinen. Derartige Fallinien heiflen allgemein
Kammlinien (W), wenn die benachbarten Fall-
linien sich ihnen in aufsteigendem Sinne néhern,
oder Tallinien (7'), wenn die benachbarten Fall-
linien sich ihnen in absteigendem Sinne nahern.

Hoéhenlinien und Fallinien verlaufen immer
stetig, kénnen aber Ecken, Knotenpunkte und derlei
Ausnahmestellen haben. FEcken treten ein. wenn Fig. 142.
das Gelinde Grate oder Rinnen besitzt.

Eine Gelidndefliche, die iiberall dieselbe Neigung besitzt. heilit eine
Béschungsfliche. Es sind dann die Hohenlinien #Aquidistante Parallel-
kurven. Solche Parallelkurven besitzen gemeinsame Normalen, also sind die
Fallinien einer Boschungsfliche gerade Linien und auf diesen werden durch
die aufeinanderfolgenden dquidistanten Hdohenlinien gleiche Stiicke abge-
schnitten. Eine Boschungsfliche kann als die Hiillfliche einer Schar von
geraden Kreiskegeln mit vertikalen Achsen angesehen werden. Alle Punkte
derselben geradlinigen Fallinie haben die gleiche Beriihrungsebene. Diese
Ebene ist gleichzeitig Beriihrungsebene eines der genannten Kegel. Der
Kegel beriihrt die Boschungsfliche in einer Fallinie. Die Héhenlinien er-
scheinen in der Horizontalprojektion als die Hiillkurven von Kreisen, und
diese Kreise haben fiir alle Hohenlinien dieselben Mittelpunkte (diese sind die
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Projektionen der Spitzen jener Boschungskegel). Die Spitzen der Kegel bilden
den Grat der Boschungsfliche (Fig. 143). Ist der Grat gegeben, so ist die
Boschungsfliche bestimmt, wenn auch noch der Béschungswinkel (Neigung
der Fallinie gegen die horizontale Ebene) gegeben ist. Die Boschungsfliche
besteht aus zwei Teilen, die sich von dem Grat aus nach beiden Seiten herab-
senken. Die Hohenlinien bilden an dem Grat scharfe Winkel, und zwar ist
die GroBe des Winkels ¢ bestimmt durch die Gleichung

sin —.‘,—oc:ﬁgy,
- tg ¢

wenn y die Neigung des Grats und ¢ den Béschungswinkel bezeichnet.

Fig. 143. Fig. 144.

Ist der Grat eine gerade Linie, so besteht die Boschungsfliche aus zwei
ebenen Flichen. Die Hohenlinien sind dann geradlinig und &#quidistant.
Ist der Girat eine vertikal gestellte Ellipse mit einer horizontalen Achse
(oder im besonderen Falle ein Kreis), so werden die Hohenlinien die Parallel-
kurven einer Ellipse. Diese Ellipse ist die Hohenlinie in derselben Hohe.
in der die horizontale Achse der Gratellipse liegt. Die Endpunkte der in
ihre Ebene fallenden Achse der Gratellipse sind die Brennpunkte dieser
elliptischen Héhenkurve. Von der Gratellipse kommt aber als Grat nur das
Stiick in Betracht, dessen Tangenten gegen die Horizontale um weniger als
den Boschungswinkel geneigt sind. Wo also die Neigung der Tangente gleich
dem Boschungswinkel wird, endet der Grat. In der Projektion sind diese
Punkte die Mittelpunkte der Kreise,
welche die Krimmungskreise der als
Hohenlinie auftretenden Ellipse in den
Endpunkt der grofien Achse bilden. Die
pach diesen Punkten hin laufenden und
in der Ebene der Gratellipse liegenden
Fallinien sind solche Kammlinien. wie
sie friher erwihnt wurden. In der
Figur 144 sind zwei Paar gewohnliche
Fig. 145. Falllinien f, f; und eine nicht ellip-
tische Hohenkurve eingezeichnet.
Es sollen nun noch ein paar besondere Aufgaben besprochen werden.
Bei der Losung der Aufgabe, zwei gegebene Punkte einer Fliche durch eine
Kurve von konstanter Steigung (Boschungslinie) zu verbinden, hat man sich
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eines geometrischen Naherungsverfahrens zu bedienen (Fig. 145). Man kon-
struiert zunéchst, von dem einen der gegebenen Punkte A ausgehend, eine
solche Boschungslinie, die in der Ndhe des anderen gegebenen Punktes B die
durch diesen gehende Hohenlinie schneidet. Eine solche Béschungslinie findet
man daraus, daB das von ihr zwischen zwei benachbarte Hohenlinien fallende
Stiick eine bestimmte konstante Linge haben muf. Je nachdem diese Linge
zu groB oder zu klein gew#hlt wird, gelangt man auf der durch den Punkt B
gehenden Hohenlinie zu einem Punkte auf der einen oder anderen Seite von
dem Punkte B. Trigt man die benutzten Intervalle in den auf der Hohenlinie
des Punktes B erreichten Punkten senkrecht zu dieser Hohenlinie ab und
verbindet sie durch eine Kurve oder, wenn sie geniigend nahe an B liegen,
durch eine gerade Linie, so wird das durch diese Linie auf der Normalen
der Hohenlinie in B abgeschnittene Stiick
eine Naherung fiir das richtige Intervall
geben.

Ist die Schnittlinie einer durch ihren
Grat gegebenen Boschungsfliche mit einer

50
145

Fig. 147.

vorgelegten Geldndefliche zu finden, so konstruiert man die Hohenlinien dieser
Boschungsfliche fiir die Hohen, fiir welche die Hohenlinien der Geldndefliche
gezeichnet sind. Dann liefern die Schnittpunkte der in derselben Hohe
liegenden Hohenlinien sofort Punkte der gesuchten Schnittkurve (Fig. 146).

Es werde diese Aufgabe insbesondere fiir den Fall durchgefiihrt, daf
die Geldndefliche eine Ebene (Abhang) ist und der Girat der Boschungsfliche
eine ebene Kurve, die aus zwei parallelen geradlinigen Stiicken und einem
sie verbindenden Halbkreis besteht (Fig. 147). Diesen Grat kann man als ein
auf Trigern iiber dem Abhang errichtetes horizontales Geleise deuten, von dem
aus Schlacken auf den Abhang gekippt werden. Es soll die sich bildende
Halde konstruiert werden. Die Hohenlinien dieser Halde sind parallel zu
dem Geleise, bestehen also wie dieses aus geraden Strecken und Halbkreisen
und sind danach sofort zu zeichnen. Die Hohenlinien des Abhanges sind
aquidistante parallele Linien. Die Schnittpunkte entsprechender Hohenlinien
sind danach festzulegen. Die Schnittlinien bestehen aus Kegelschnitten und
geradlinigen Stiicken. Die Kegelschnitte sind Ellipsen, Parabeln oder Hy-
perbeln, je nachdem die Neigung des ebenen Abhanges kleiner, ebenso grof3
oder groler als die der Halde ist. Thre Hauptachsen liegen in der Symmetrie-
ebene des Cteleises.

Es sei noch folgende einfache Aufgabe behandelt: Zwei ebene Abhinge
schneiden sich in einer geraden Rinne, deren Punkte durch die Schnitte
entsprechender Héhenlinien sofort zu finden sind. Sollen nun zwei in ge-
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rader Linie auf beiden Abhingen liegende Punkte 4 und B durch einen
Damm von gegebener Breite und Bischung verbunden werden, so zieht man
zunéchst die zu 4B parallelen Randlinien der Dammkrone und zu diesen in
den aus der gegebenen Boschung hervorgehenden Abstdnden die Hohenlinien
der Dammboschung. Diese schneidet man dann mit den zugehérigen Hohen-
linien der beiden Abhidnge und findet daraus die gesuchten Schnittlinien.

Fig. 148. Fig. 149.

In der Richtung M N soll noch ein Querprofil (Vertikalschnitt) durch
die Gelandeanordnung gelegt werden. Man zieht dann horizontale parallele
Linien in den Absténden, wie sie den Hohen der Hohenlinien entsprechen,
und trégt die auf M N sich ergebenden Horizontalabstinde fiir die einzelnen
Hohen von einer vertikalen Achse aus auf den horizontalen Parallelen ab.

So ergibt sich sofort das gesuchte Profil.

4. Raumtransformationen.

Die Bewegung eines starren Systems laBt sich ausdeuten als eine kon-
gruente Transformation des Raumes, bei der jeder Punkt in einen anderen
iibergeht, und bei der die Entfernungen aller Punkte voneinander ungeandert
bleiben. Die Entfernung zweier Punkte voneinander heifit deshalb eine In-
variante der Transformation. Ebenso ist jede Funktion des Winkels zwischen
zwei Richtungen eine Invariante der Transformation.

Diese zweite Art Invarianten bleibt auch bei den Ahnlichkeitstrans-
tormationen des Raumes bestehen, wihrend hierbei die Entfernung aller
Punkte voneinander in demselben Verhiltnis verdindert wird. Es wiirde also
das Abstandsverhiltnis dreier Punkte auf einer geraden Linie wieder eine In-
variante der Transformation sein. '

Analytisch 148t sich jede Transformation des Raumes festlegen, indem
man die Koordinaten z, y, z eines Punktes vor der Transformation und die
Koordinaten a’, 3, 2° des transformierten Punktes einfithrt. Dann werden
a’, ', 2 Funktionen von x, y, z.

Der nichstliegende Fall, der hierbei betrachtet werden kann, ist der.
wo 2', ', ¢’ ganze lineare Funktionen von x. y, z sind. also von der Form:

'-, —_— v -~
[¢=a,+a,x+ay +-ay z,
(1 { y=by-=b x-~byy—-b,z.
’ ! .
[ 2 = e, e v ey ey
Zu den so dargestellten Transformationen gehoren auch die Kongruenzen
und die Ahnlichkeitstransformationen. Allgemein wird eine durch die Glei-

chungen (1) gegebene Transformation als eine affine Transformation oder
kurz als Affinitidt bezeichnet.
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Diese Affinititen haben folgende Grundeigenschaften:

1. Jedem im Endlichen gelegenen Punkte (x, y. z) entspricht ein im
Endlichen gelegener Punkt (', y'. z’) und umgekehrt.

2. Den Punkten einer geraden Linie entsprechen die Punkte einer ge-
raden Linie und den Punkten einer Ebene entsprechen wieder die Punkte
einer Ebene.

3. Parallelen Geraden und Ebenen entsprechen wieder parallele Gerade
und Ebenen.

1. Das Abstandsverhéltnis dreier Punkte einer geraden Linie bleibt bei
der Transformation ungeindert.

5. Die Flicheninhalte aller Figuren in einer Ebene andern sich bhei der
Transformation in demselben Verhéltnis.

6. Die Rauminhalte aller rdumlichen Figuren &ndern sich bei der Trans-
formation in demselben Verhiltnis.

Es sind nun weiter bei den Gleichungen (1) folgende Fille zu unter-
scheiden:

Erster Fall. Es gibt einen und nur einen im Endlichen gelegenen
Punkt, der bei der Transformation ungedndert bleibt. Dieser heilt dann
das Zentrum der Transformation, diese selbst zentrale Affinitét.

Dieser Fall tritt immer dann ein, wenn die Determinante

ay,—1  a, ey

by——-1 Iy

1 2

(2) ="' b

|

von Null verschieden ist. Unter dieser Voraussetzung n#mlich lassen die
linearen Gleichungen

c, ¢, —1

¢ 1 2 B

' ) -
R == thy T~ Uy T~ @y Yo 1 Gy 7,
fo == by by ¥o by Yo+ by 2,
PR » ! | Y
29 == Cp - €4 &y T €y Yo T €4 2,
ein und nur ein Losungssystem zu. Es gibt also einen einzigen im End-
lichen gelegenen Punkt (x,, vy,. z,). der bei der Transformation ungeéndert
bleibt. Zieht man die Gleichungen (3) von den Gleichungen (1) ab und er-
setzt, hinterher

(3)

[

PrEN—

.’ v / a 4 el -/ -
¥ —x,, ¥ 1y, ¥—z, durch ', y. 2,

X —a,, Y —1Yo z—2, durch x, y, z,
legt man also den Anfangspunkt des Koordinatensystems in das Zentrum, so
nehmen die Transformationsgleichungen die einfachere Form an:

" . l -~
[ F=a, -ty —a,z,

(4 VY =bia by by s

lEI::Cl Ly y+c:;

Zweiter Fall. Alle Punkte einer geraden Achse bleiben bei der Trans-

formation ungedndert (axiale Affinitét). Die Transformationsgleichungen
kénnen dann auf die noch einfachere Form gebracht werden:

o~

, ¥ msa - a,y,
i5) |.1/’_ﬁ'l"1‘r l'l)'.‘y-

| ¥ = CLr——c,y -z,
Man sieht in der Tat. daf nur so fiir die Punkte der z-Achse, also fiir
w=0, y=0 auch 2’=0. y =0 und 2=z wird. d. h. die Punkte der
z-Achse sich selbst entsprechen.
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Dritter Fall. Alle Punkte einer Ebene bleiben bei der Transformation
ungeéndert (perspektivische Affinitédt). Dann lassen sich die Transfor-
mationsgleichungen auf die Form bringen:

[ ¥=a,x,
(6) V¥ =b2+y,

l d=c x4 z.
In der Tat wird nur so fiir xt==0 auch 2’=0 und y' =y, 2 ==z2. Man
sieht sofort. daB

@—x): (Y —y): (@ —2)=(a,—1):b,:¢,

wird, d. h. die Verbindungslinien entsprechender Punkte P,P’ sind parallel.
Ferner wird die Entfernung der beiden Punkte P, P’

Ve —aP @ —y)? - — 2 =V(e, — 12+ b2t x,
also dem Abstande des Punktes P von der Affinitdtsebene (r=0) pro-
portional. Man kann diese Eigenschaft, wenn a, == 1 ist, auch so fassen:
Man nenne P, den Schnittpunkt der Verbindungslinie PP’ mit der Affini-
nititsebene, dann wird das Abstandsverhidltnis
PP,: P’ P,= konst.
Vierter Fall. Kein im Endlichen gelegener Punkt entspricht sich selbst.
Dann kann man den Transformationsgleichungen die Form geben:
(¢ =d0a,2+a
(7) 1 y’:bf)+b] v+ b,y,
lz"—co'{_qw_%—ceyjl”z'
Man sieht daraus. daB nach Absonderung einer Parallelverschiebung
oag oy, Y =byty,, F=c,+z
die Transformation auf den zweiten Fall zuriickgefithrt wird.

Wir wollen nun den Fall der zentralen Affinitéit ndher untersuchen.

Die durch die Gleichungen (2) dargestellte Transformation zerlegen wir
in eine Drehung um das Zentrum O(z =0, y =0, z=—0) und eine besonders
einfache affine Transformation. Um dies zu erreichen, betrachten wir die
Kugel § mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 1. Zerlegen wir nun die
Transformation so, daBl bei der einen Teiltransformation diese Kugel in sich
iibergeht, so ist dies notwendigerweise eine Drehung. Denn aus den Grund-
eigenschaften der Affinitit folgt, daB wenn auf allen Strahlen durch O der
Punkt O und der MaBstab ungeindert bleibt, dies fiir alle geraden Linien
des Raumes der Fall ist, d. h. es bleiben bei der Transformation alle Léngen
ungeéindert und der Punkt O an seiner Stelle, die Transformation ist also
eine Drehung um den Punkt O.

Es gehe nun durch die erste Teiltransformation der Punkt (x, y, z) in
(¥, Y, 7). durch die zweite Teiltransformation (@,. y,. 2,0 in (&', 3, 2) iber.
Die zweite Teiltransformation transformiert die Kugel § in sich, also muf

2

c2 g2 EIWE S T
w byt et = Ay

werden. Es mull daher

(8) vyt

co

(a, @ - agy +ay 2+ by e by -+ by (e @ -6y —+ ¢, 2)°

sein. und jede affine Transformation, die dieser Bedingung geniigt, kann fiir
die erste Teiltransformation genommen werden.
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Wir wollen jetzt ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem

Anfangspunkt O einfithren, in dem an die Stelle von x, ¥y, 2, die Koor-

dinaten X, Y,, Z, und an die Stelle von z, y, z die Koordinaten X, Y, Z

treten. Dann muf
(9) ‘X12+ Y12+Z12 = x12+y12+z12’
i X2 4 Y222 ==} y? - 2°

sein. Ferner soll aber
(10) AX*++BY*+0Z°=(a, v+ ayy -+ a,2> 4 (b4 ...) F(c,z...)?
werden, oder
AX+ BY?'+ OZ =1, &+ 20" + fo52° + 2fag y2 4 2f3, 22+ 21, , 2y,
wenn

fl1=a12+b12+612’ f22=a22+b22+022, f33=a32+b32+632’
(11) fos="T30.=0p 0, ‘*‘ba b3—|—c,~,c3,

fou="rfs=0aga; by b, 4 by¢c,,

f12:f21=a1a2+b1b2+clca
gesetzt wird.

Mit den vorstehenden Gleichungen folgt nun auch

(4 — 2) X* - (B— 1) ¥* -+ (0 — 1) 22
(12> E<f11_1)x2+(f22_}")y2+(ﬁas—}‘)z‘z—’_gf‘::syz_'_zfnzx_'_?fmxy’

was auch der Wert von 1 sei. Da diese Gleichung aber identisch erfiillt
ist, gilt sie auch, wenn wir statt X, Y, Z neue Werte X/, Y’, Z' und damit
statt x, y, z neue Werte 2/, 3/, 2’ nehmen. Gleichzeitig gehdren dann aber

zu (X +X), 3(Y+Y'), 3(Z+Z) die Werte }(x+2), L(y+y). L(z+72)
(als die Koordinaten des Mittelpunktes auf der die beiden Punkte P, P’
verbindenden Strecke). Bilden wir nun die vorstehende Identitit auch fiir
diese neue Koordinatenwerte, so kénnen wir daraus sofort ableiten:
A—NXX'+-B—)YY +(C—2)Z2Z

E(fu - l)xz” + (fzz - ]‘)yy’_{" e fl‘z(x?/,_l_yx’)
(13> E[(fu_'{)x_‘_ﬁ‘zy_’_flsz]x’

+[f21x+(f22 — Dy —+ f‘zsz]y

+ [f31x+ fo2y + (ffs‘; '—;‘) 2] 2.

Nun verschwindet die linke Seite dieser Identitit unabhingig von den

Werten X', Y’, Z’, wenn X=0, ¥ =0 und (=21 genommen wird. Fiir

diesen Wert von 1 und die Punkte (x,y,z) der Z-Achse muB also auch die
rechte Seite der Identitét unabhingig von 2/, y', 2/ verschwinden, d. h.

(fis — D2+ fray+fi32=0,
(14) fglx—!—(fgg—l)y—{—f“z:O,
312+ fo0y +(fs5—4) 2=0.

fll—"l f12 f13
(15) fai f“——l fas =0
f31 fae Ty A

werden mul} fir A=C, und ebenso auch fiir =4, 1= B. In den letzten
beiden Fillen gelten die Gleichungen (14) fiir die Punkte der X- und der
Y - Achse.

Daraus folgt, daf3




124 Besondere Probleme der Raumgeometrie.

Es sind nun alle Wurzeln der Gleichung (15) zunichst, wie leicht zu
zu zeigen ist, alle reell. Ferner sind sie alle von Null verschieden. Denn
wire 1==0. so miillte

fiv fio fis
for fae faz |==0
fya oo Fra |

sein. Diese Determinante ist aber das Quadrat der Determinante

a, o, a,
(16) D=|b, b, by
€1 Gy G5!
und wire diese =0, so wiirden alle Punkte 2/, y/, 2/, die sich aus den

Gleichungen (4) ergeben. einer Ebene angehoren. Es wiirde also keine wirk-
liche Raumtransformation vorhanden sein.

Es sind aber auch alle Wurzeln 1 positiv. Denn wire eine Wurzel,
etwa A=C negativ, so wiirde fiir X ==0, Y==0 die linke Seite der Glei-
chung (10) negativ werden. Das ist aber unméglich, da die rechte Seite not-
wendig positiv ist. Demnach kann

(17) d=a*, B=0. C=c"
gesetzt werden. wobei noch a ~0. 6 -0, ¢ =0 sel
Nach (10) ist also

a? X2 - b2 Y2 4+ 272 —
die Fldache, welche durch die Transformation (4) in eine Kugel von Radius 1
tibergeht. Daraus ist leicht zu sehen, daB

Xy oz
}— Z-: _{—

die Gleichung der Fliche wird, in welche durch die Transformation eine
Kugel vom Radius 1 iibergeht. Diese Fliche ist ein Ellipsoid mit den Halb-
achsen «. b. ¢. das Deformationsellipsoid.

-3 - ;=1
- c

Machen wir nun

(18) X, =aX. Y, =0bY. Z =cZ.
so wird nach (10)

(19) NP = Y Z =2l ey 2
und vergleichen wir dies mit (9), so zeigt sich. daB
(20) Wyt e ey T2t

wird. Die Gleichungen (18) geben also in dem neuen Koordinatensystem
eine Transformation, die mit ejner Drehung zusammen die vorgelegte Trans-
formation ersetzt.

Die durch die Gleichungen (18) gegebeneTransformation ist aber leicht
zu deuten. Sie bhedeutet namlich, dafBl nacheinander die Abstinde aller Punkte
von drei zueinander senkrechten Ebenen jedesmal in einem bestimmten Ver-
hialtnis (a:1. b:1. ¢:1) gedndert werden. Ist das Verhiiltnis =7 1, so handelt
es sich um eine Kompression, ist es -1, um eine Dilatation. Die Werte
eg=n—1, e,==:h—1, ¢, ==c—1 gehen deren Maf.

Wir wollen noch hervorheben, dal} eine reine Deformation, d. h. eine
Affinitat, bhei der die Drehungskomponente verschwindet, durch die Be-
zichungen

ty="b, a,=c,. by=c
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in den Glelchungen (4) gekennzeichnet ist. Nennen wir ndmlich I,, m,, n, die
Richtungskosinus einer der Hauptachsen, lings denen die homprebsmn oder
Dilatation stattfindet, so wird die entsprechende Verdnderung der Koordinaten
x, y, z, weil L, e+ m,y - n z der Abstand des Punktes von der zu der
Hauptachse senkrechten Ebene wird, deren Punkte in Ruhe bleiben,

2 e y . ~
die=I1 e a1l mey+inez,
lly—mlllelr—}—m &y myn &z,
diz=mnlie,x+nmey-t+n’ecz.

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die den anderen beiden
Hauptachsen entsprechenden Dilatationen oder Kompressionen. Sind I, ,
My, Ny und I, m,, n, die Rlchtungskosnms dieser Hauptachsen, 1,2, A,y,
A,z und dyx, d,y, Agz die zugehdrigen Anderungen der hoord111ate11 £0
werden die G-esamté’,nderungen.

a—L—J,aﬁ—J X,
l CY =gy,
z'—z:Jlg—‘fAl‘_,z-{—A:}:

2. 172, L] 2. —

ll bl-—l—l.z € T [n €y ——((1—1.
2 . _ 2 1 2. __}

mte -myte, +myle, =b,—1,
2 2 | 2. j—

n,*e +m, T nyt e, =c, — 1.

. } o e b —
My Ty €y My My Ey - My My & == by = c,

lie,+mlye, +nylie, =—a,=c,
| ey

Limge - lymye, +lymge, —a,=b,,
also in der Tat die angegebenen Beziehungen zwischen den Koeffizienten.

Aus den ersten drei Gleichungen folgt noch

(204a) & 46, ey =a, b, +c,—3.

Von besonderem Interesse ist nun der Fall, wo die Verschiebung, die
ein Punkt bei der Transformation erfahrt, sehr klein ist. In den Glei-
chungen (4) sind dann a,, b,, ¢; von 1, die iibrigen Koeffizienten von 0
sehr wenig verschieden. Wir wollen die Gleichungen schreiben, indem wir

¥=x-+dx, y=y-+doy, F=z40=z

[ r);r:u_m—|—uuy+u.:,
(21) | dy=v.x vy vz
l r)z:wma.—{—wyy—ru:&

setzen:

Sind nun o, 2, d,y, 4,z die Koordinateninderungen bei der aus den
Kompressionen oder Dilatationen nach drei zueinander senkrechten Haupt-
achsen resultierenden ,reinen Deformation®, d,x, d,%, 6,z die An-
derungen infolge der Drehung, so wird jetzt einfach
(22) drx=20, x4 0,x, dy=0,y40,y. dz=0,2-0,z.

Nennen wir nun p, ¢q, » die Richtungskosinus der Drehachse, o o den
sehr kleinen Drehwinkel, so kann der Weg der Punkte als eine gerade, zur
Verbindungsebene des Punktes mit der Drehachse senkrechte Strecke von
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der Linge ¢ 6 w aufgefafit werden, wenn ¢ den Abstand des Punktes von
der Drehachse bezeichnet. Die Komponenten dieser Strecke sind

(28) dyx=(ry—q2)dw, d,y=pPz—ra)dw, dz=(zx—py)dm.
In der Tat wird dann

p63x+q62y+7'622=07

20 x4-yd,y +20,2=0,

also die Strecke senkrecht zu der genannten Ebene und das Quadrat ihrer
Lange:

0,2+ 0,97 + 0,2 =[(@" 9>+ 2 —(pr+qy+72?|d w2 =020 w?.

Es ist nun sofort zu sehen, daB wir zufolge der Gleichungen (22) zu setzen
haben:

(24’) p:%(v:—wy)’ q:%(w.u:¥uz‘)’ 7':1;'(“‘1/——”1-)7

und gleichzeitig erhalten wir fiir die Komponenten der Verschiebung bei der
reinen Deformation

[ 61m:uw'x+é(uy_}_v;r).y_'_%(u:_!_u)m).z’
(25) Yy =30 ) ety 04w,
U oz =3, +u) ot 2w, +0)y +w. 2.

Vergleichen wir dies mit (4) und beriicksichtigen die Beziehung (20a),
so finden wir hier

(25&) 671+62+63:ux+vy+105‘
Dieses ist das Verhdltnis, in dem sich das Volumen eines Raumteiles bei
der affinen Transformation andert. —

Nach den affinen Transformationen haben wir die kollinearen Trans-
formationen zu betrachten, welche folgende Grundeigenschaften haben:

1. Jedem Punkt entspricht nach der Transformation wieder ein Punkt,
aber dieser Punkt kann auch in unendliche Entfernung riicken oder aus
unendlicher Entfernung stammen.

2. Die Punkte, die einer geraden Linie angehoren, gehen in die Punkte
einer geraden Linie {iber, und die Punkte einer Ebene in die Punkte einer
Ebene (die Félle unendlicher Entfernung eingerechnet).

3. Sind P,, P,, P,, P, vier Punkte einer geraden Linie und P/, P,’,
P/, P/ die entsprechenden Punkte, so wird

PPy PyPy PPy PyP)
. Pl P4 P'J P-l Pl’ P4’ P‘J’ P-l’ ’
wobei die Strecken je nach ihrem Sinn mit bestimmten Vorzeichen zu ver-
sehen sind. Die Doppelverhidltnisse der beiden Punktquadrupel werden
einander gleich.

4. Die Punkte, die nach der Transformation in unendlicher Entfernung
liegen, gehoren vor der Transformation einer bestimmten Ebene, der ersten
Fluchtebene an. Die Punkte, die vor der Transformation in unendlicher
Entfernung liegen, liegen nach der Transformation in einer bestimmten Ebene,
der zweiten Fluchtebene.

5. Parallele Linien laufen nach der Transformation in einem Punkt der
zweiten Fluchtebene zusammen (oder sind einander und der Fluchtebene
parallel), und gerade Linien, die in einem Punkte der ersten Fluchtebene
zusammenlaufen (oder einander und der Fluchtebene parallel sind), sind nach
der Transformation parallel.
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6. Parallele Ebenen gehen durch die Transformation iiber in Ebenen,
die sich in einer Geraden der zweiten Fluchtebene schneiden (oder dieser
parallel sind), und Ebenen, die sich in der ersten Fluchtebene schneiden (oder
dieser parallel sind), gehen durch die Transformation in parallele Ebenen iiber.

Analytisch wird eine kollineare Transformation dargestellt durch Aus-
driicke von der Form
(26) vty 2D

0 0 0
wenn U,, U,, U,, U, ganze lineare Funktionen der Koordinaten z, y, z eines
Punktes und 2/, y’, 2’ die Koordinaten des transformierten Punktes be-
zeichnen.

Liegen entsprechende Punkte immer mit einem festen Punkte O in einer
geraden Linie, so heiflt die kollineare Transformation zentral perspektiv,
und O das Zentrum. Wihlt man O zum XKoordinatenanfangspunkt und
nimmt die z-Achse des Koordinatensystems geeignet an, so kann man die
perspektive Kollineation, wenn sie keine Affinitét ist, durch Gleichungen
von folgender Form darstellen, in denen a. ¢ positive Streckenwerte bedeuten
sollen:

(27) o ax , ay , az

oy Yo TTole

Daraus folgt umgekehrt

(28) p © 2 L y— ,,f}iﬁ“ cz
) a—z a—z a—z

Es ist sofort zu sehen, dafl z=-—c¢ und ?'=a die Gleichungen der
beiden Fluchtebenen werden. Ferner folgt z==2' fiir 2’==a —c. Die Punkte
dieser Ebene fallen also sémtlich mit ihren entsprechenden Punkten zu-
sammen. Diese Ebene, welche zwischen den beiden Fluchtebenen parallel
zu ihnen derart verlduft, daB ihr Abstand von der einen gleich dem Abstand
des Zentrums von der anderen wird, heilt die Grundebene oder Zentral-
ebene.

Alle Punkte, fiir die z>>a—c, gehen in Punkte iiber, fiir die
a—c<_7Z <a

ist. Der ganze Halbraum der auf einen Seite der Grundebene y wird also ab-
gebildet auf die Schicht zwischen der Grundebene y und der einen Flucht-
ebene @. Dabei gehen gerade Linien
in gerade Linien und ebene Flichen in
ebene Flichen iiber. Ferner liegt jeder
Punkt mit seinem Bildpunkt auf einem
Strahl durch das Zentrum O, so daB
fiir ein dort befindliches Auge jeder
Punkt mit seinem Bildpunkt zusammen-
fallen wiirde, das Abbild von dem Ur-
bild also nicht zu unterscheiden wiére.
Man bezeichnet diese Art der Abbildung
eines Halbraumes auf einer Schicht von
endlicher Dicke hinter der ebenen Grenze
des Halbraumes als Reliefperspek- Fig. 150.
tive und benutzt diese auller bei pla-
stischen Bildwerken u. a. auch bei der Darstellung auf der Theaterbiihne.
Die betrachteten Raumtransformationen haben die Bedeutung, daB sich
eine Kennzeichnung der geometrischen Eigenschaften réaumlicher Figuren er-
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moglichen 14aft, je nach den Transformationen, bei denen eine solche Eigen-
schaft erhalten bleibt. Die erste Stufe ist dabei die, daB die Eigenschaft
bei allen kongruenten Transformationen erhalten bleibt, dagegen nicht bei
den affinen und kollinearen Transformationen. KEine solche Eigenschaft be-
zeichnet man als eine metrische Eigenschaft. Hierhin gehéren alle Eigen-
schaften, welche Aussagen enthalten iiber die Gleichheit von Winkeln und
die Gleichheit von Strecken, die nicht derselben geraden Linie oder parallelen
Linien angehoren, insbesondere auch dariiber, dafl gerade Linien oder Ebenen
aufeinander senkrecht stehen. Die zweite Stufe ist die, daBl die Eigenschaft
nicht blof bei den kongruenten Transformationen erhalten Dbleibt, sondern
auch bei den affinen Transformationen, dagegen nicht bei den kollinearen
Transformationen. Solche Eigenschaften sind alle, welche ‘die Parallelitiit
von geraden Linien oder Ebenen oder die Gleichheit von Strecken auf der-
selben oder parallelen Linien betreffen, oder die Gleichheit von Fliachen in
derselben Ebene oder in parallelen Ebenen, oder die Gleichheit von Raum-
teilen. KEine solche Iigenschaft heilt eine affine. Die dritte Stufe ist die,
dal die Eigenschaft bei allen Transformationen, kongruenten, affinen und
kollinearen, erhalten bleibt. Eine solche Eigenschaft heilt eine projektive.
Hierzu gehoren alle Eigenschaften, welche ausdriicken, daBl mehrere Punkte
auf einer geraden Linie oder in einer Ebene liegen, dall mehrere Linien
oder mehrere Ebenen durch einen Punkt oder mehrere Ebenen durch eine
gerade Linie gehen. Z. B. ist die Eigenschaft des Rechtecks, daff die Diago-
nalen gleich und die Winkel rechte sind, eine metrische, die Eigenschaft des
Parallelogramms, dafl die Gegenseiten gleich und parallel und die Diagonalen
sich halbieren, eine affine Eigenschaft, und der Satz, dall, wenn von zwei
Dreiecken die Seiten sich paarweise auf einer geraden Linie schneiden, die
Verbindungslinien der diesen Seitenpaaren gegeniiberliegenden Ecken durch
einen und denselben Punkt gehen (Desarguesscher Satz), driickt eine projek-
tive Eigenschaft der betreffenden Figur aus.

Wenn man von einer Raumtransformation spricht, so nimmt man an,
dal der Raum oder eine Figur in ihm verdndert wird. Betrachtet man aber
die Figuren, die urspriingliche und die verwandelte, gleichzeitig, so tritt an
die Stelle der Transformation eine geometrische Verwandtschaft, namlich
ein gegenseitiges Entsprechen der beiden gleichzeitig betrachteten Figuren.
Jedem Punkte der einen Figur wird ein Punkt der anderen zugeordnet und
umgekehrt. Man kann nun aber nicht blol Punkte einander zuordnen, son-
dern auch Punkte und Ebenen. Solche Verwandtschaften werden als rezi-
proke Verwandtschaften bezeichnet. Insbesondere w&hlt man diese Zu-
ordnung so, daf}, wenn drei Punkte in einer geraden Linie liegen, die ent-
sprechenden Ebenen durch eine gerade Linie gehen und daf} deshalb, wenn
mehrere Punkte einer Ebene angehoren, die entsprechenden Ebenen durch
einen Punkt gehen. Man mufl dann als durch eine gerade Linie gehend
auch solche Ebenen ansehen, die einander parallel sind, und als durch einen
Punkt gehend solche Ebenen, deren Schnittlinien parallel sind, so daf man
auch parallele Linien als durch einen Punkt gehend betrachtet.

Analytisch wird eine solche Verwandtschaft zwischen den Punkten und
Ebenen des Raumes dargestellt, wenn man in der Gleichung einer Ebene :7:

(29) Uy+U, s+ Uyy+ U, 0=0,

die Koeffizienten U,, U,, U,, U, als ganze lineare Funktionen der Koordi-
naten z, y. z eines Punktes P ansetzt. (Einer der Koeffizienten kann unter
Umstiinden auch eine Konstante sein.) Der Punkt P ist dann der der Ebene
zugeordnete Punlkt.
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R

Eine besonders einfache Form einer solchen Verwandtschaft ergibt sich,
wenn man

(30) LT“=—*1, Ul—:flr, U3:Bl/' LT‘,::O:
setzt. Die Gleichung (29) wird dann
(31) Aaxé+Byn+Czl=1.

Man sieht sofort, daB der Punkt P in der ihm zugeordneten Ebene
liegt, wenn

(32) da> By —C22=1

ist. Ist mindestens einer der Koeffizienten 4, B, C positiv, so ist dies die
Gleichung einer reellen Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung, welche die Ord-
nungsfliche der Verwandtschaft heilt. Von dieser Fldche ist, wenn der
Punkt P auf ihr liegt, die zugeordnete Ebene eine Tangentialebene. Man
kann fiir einen beliebigen Punkt P, durch den reelle Tangentialebenen der
Fliche gehen, die zugeordnete Ebene « finden, indem man durch P die ver-
schiedenen Tangentialebenen an die Fliche legt. Deren Berithrungspunkte
liegen dann in 7. Die Ebene s heilt von dem Punkt P die Polarebene,
der Punkt P der Pol der Ebene # und die ganze Verwandtschaft das Polar-
system der Ordnungsfliche. Liegt ein Punkt P’ in der Polarebene eines
Punktes P, so liegt auch P in der Polarebene von P’. Gehen also die Po-
larebenen der Punkte einer Geraden g’ durch eine Gerade g, so gehen auch
die Polarebenen der Punkte von ¢’ durch ¢g. Zwei solche gerade Linien
heilen reziproke Polaren in dem Polarsystem.

Liegen insbesondere mehrere Punkte auf einem Durchmesser der Fliche
(d. h. einer durch ihren Mittelpunkt O gehenden geraden Linie), so sind die
Polarebenen parallel. Soweit sie die Fliche schneiden, sind ihre Schnitte
Kegelschnitte, deren Mittelpunkte auf dem Durchmesser liegen. Wenn der
Pol auf dem Durchmesser in unendliche Entfernung riickt, so geht die Polar-
ebene durch den Mittelpunkt O der Ordnungsfliche und heit dann die dem
Durchmesser konjugierte Durchmesserebene. Alle Sehnen der Ordnungs-
fliche, die dem Durchmesser parallel sind, werden von der konjugierten
Durchmesserebene halbiert.

Ist die Ordnungsfliche keine Rotationsfliche, so werden nur die zu
Koordinatencbenen gewiihlten drei Durchmesserebenen zu den konjugierten
Durchmessern, den Achsen der Fliche, senkrecht.

Ein zweiter merkwiirdiger Fall der reziproken Verwandtschaften wird
in der einfachsten Weise gefunden, wenn wir

(33) Uy=kz, U=y, U,=—u, U;j=—1k
setzen. Dann wird die Gleichung der dem Punkte P zugeordneten Ebene
(34) E(—z2)=yf—un.

Man sieht sofort, daf} diese Gleichung erfiillt ist, wenn &, 5, { mit », y, z
zusammenfallen. Es liegt also jeder Punkt in der ihm entsprechenden Ebene.
Diese Verwandtschaft heilt ein Nullsystem, die einem Punkt zugewiesene
Ebene seine Nullebene, der Punkt umgekehrt der Nullpunkt der Ebene.
(Die Bezeichnung Nullsystem riihrt daher, daB fir alle durch einen Punkt
gehenden und in seiner Nullebene gelegenen Achsen das Moment eines Kriifte-
systems Null wird. Diese Achsen werden als Nullinien des Svstems be-
zeichnet.)

Die z-Achse heilt die Zentralachse des Nullsystems. In Beziehung auf
sie ist die geometrische Verkniipfung der Punkte mit ihren Nullebenen leicht

Handbibliothek. L. 1. 9
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zu beschreiben. Zunéchst ist nimlich zu sehen, dafl die Gleichung des Null-
systems erfiillt ist, wenn
(35) : S

o TTEZ, =

; ny
wird, d. h. die Nullebene enthilt das Lot, das man vom Nullpunkt auf die
Zentralachse fillt. Ferner beachte man, daB die Richtungskosinus der Nor-
malen der Ebene, deren Gleichung die Form gegeben werden kann:

—yé-tantkli=kz,

z proportional zu den Koeffizienten von &, 1, { werden,
also die Proportion gilt
\ r P hz (36) cosw:cosfiicosy=—y:x:k.

14

Es wird also, weil cos? ¢ cos? f==1-—cos?y =sin®y,

/ cos® « |- cos? fa?y?
6D gyt et Ve
Fig. 151. 4

wenn 7 der Abstand des Nullpunktes P von der Zentral-
achse z ist. Daraus sieht man, daf fir die Punkte der Zentralachse selbst
die Nullebene zur Zentralachse senkrecht ist, und wenn der Nullpunkt sich
von der Zentralachse entfernt, der Tangens des Neigungswinkels der Null-
ebene gegen die zur Zentralachse senkrechten Ebenen proportional zu dem
Abstande des Nullpunktes von der Zentralachse wéchst.



Sechstes Kapitel.
Differentialrechnung.

1. Funktionen.

Eine Zahl, die als ein fester Wert in Rechnung gestellt wird, heiBt eine
Konstante. FEine Zahl dagegen, welche nach und nach verschiedene Werte
annimmt, heit eine Verdnderliche oder Variable. Sie heit unbeschrankt
verdnderlich, wenn sie jeden moglichen Wert annehmen kann. Ist sie
dagegen an die Bedingung gebunden, dafl sie nicht kleiner als eine feste
Zahl @ und nicht groBer als eine andere Zahl b werden kann, so heiBlt sie
in dem Intervall von « bis b verdnderlich.

Verdnderliche werden im allgemeinen durch die letzten Buchstaben des
Alphabets, zundchst «, y, bezeichnet.

Sind zwei Veranderliche 2 und y derart miteinander verkniipft, daf8 zu
jedem moglichen Wertz von x ein oder mehrere Werte von y gehoren, so
heilt y eine Funktion von 2. Die erste Verdnderliche x heilt die unab-
hangige, die zweite y die abhéngige Verdnderliche. Man nennt auch x
das Argument und y den Funktionswert. Die Funktion kann eine
empirische sein, dann ist der zu x gehdérende Wert von y durch die Erfahrung
gegeben, oder eine analytische, dann ist der Wert von y durch den von
vermittels einer analytischen Formel bestimmt. Gehort zu jedem Wert von x
nur ein Wert von y, so spricht man von einer eindeutigen Funktion, ge-
héren dazu mehrere Werte von y, so heiflit die Funktion mehrdeutig.

Die in der Praxis vorkommenden Funktionen lassen sich fast alle durch
eine Kurve darstellen, d. h. faBt man x und y als rechtwinklige Koordinaten
eines Punktes in einer Ebene auf, so erfiillen die so gefundenen Punkte eine
Kurve. Handelt es sich um eine analytische Kurve,

so ist die dann vorhandene analytische Beziehung ¥ 4{(90)
(1) y=r()

oder allgemeiner pd iy
(2) F(x,y)=0 |
die Gleichung der Kurve. = —

Sieht man in der Gleichung y = f(x) nicht z,
sondern y als die unabhingige und z als die ab-
hingige Verdnderliche an, so wird a2 eine Funktion Fig. 152.
¢ (y) von y, welche die Umkehrung oder Inver-
sion der Funktion y=f(z) heiBt. Um aus der Kurve mit der Gleichung
y = f(z) die Kurve mit der Gleichung y = ¢ (#) abzuleiten, hat man die erste
Kurve an der Halbierungslinie des von den positiven Richtungen der »- und
y-Achse gebildeten Winkels zu spiegeln.

g*
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Eine Funktion von der Form

(3) y=a,+a, v+ a, " 4 a;2” + ...+ a, 2"
wobei a,.a,,da,,...a, konstante Koeffizienten bedeuten, heiflt eine ganze
rationale Funktion nten Grades.

Der Quotient zweier teilerfremden ganzen rationalen Funktionen liefert
eine gebrochene rationale Funktion. Der Grad dieser Funktion ist der
Grad derjenigen von den beiden ganzen Funktionen, welcher den hoheren
Grad hat, oder der Grad beider, wenn sie den gleichen Grad haben.

Ist der Grad =1, so spricht man von einer linearen Funktion.

Sind zur Berechnung des Wertes der Funktion neben den bei der
rationalen Funktion allein erforderlichen Grundrechnungsarten noch Wurzel-
ziehungen notwendig, so heilt die Funktion irrational. L&Bt sie sich all-
gemeiner durch Aufldsung einer algebraischen Gleichung zwischen x und y
gewinnen, so heil}t die Funktion algebraisch. Ist dies nicht der Fall, so
heit die Funktion transzendent.

Die elementaren transzendenten Funktionen sind der Logarithmus
und seine Umkehrung, die Exponentialfunktion, ferner die trigono-
metrischen Funktionen und ihre Umkehrungen, die zvklometrischen
Funktionen.

Der Logarithmus mit der (positiven) Basis ¢ ist durch die Grund-
eigenschaften festgelegt:

(4) log, (x-2")=log, x +log, 2/, log,a=1.

Ferner wird stets

(5) log, 0= —oc, log,1=0, log,(-oc)=-cc.

Als Umkehrung gehort zu dem Logarithmus mit der Basis « die Exponential-
funktion '

(6) y=as,

von der a wieder die Basis, das Argument a2 auch der Exponent heiBt.
Es wird ‘

©) a =0, a"=1, a'=aq, a " P=-Fx
und es gilt die Grundeigenschaft
(8) ar =% = q%-a®',

Daraus folgt insbesondere

. 1
(9) a =
o a

Ferner ist, wenn m, n ganze Zahlen bedeuten und a = 0 ist,
m
-
(10) an ="Vam,
wobei fiir die Wurzel der eine immer vorhandene positive Wert zu nehmen ist.

Als Argument der trigonometrischen Funktionen wird das auf den
Kreis mit dem Radius 1 bezogene Bogenmall x eines Winkels angesehen.
Mit dem GradmaB ¢ ist das Bogenmal durch. die Beziehung verkniipft

T @
X=-—,
180
so daB fiir ¢ =180° x==zx und fir ¢=360° v =27 wird.
Fir die vier trigonometrischen Funktionen

(11) y=sina, y==cosz, y=—=tga, y=ctgux
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gelten die grundlegenden Formeln (Additionstheoreme)
[ sin (= + #') = sin z cos &’ -} cos w sin o,
cos (x -} a') = cosx cos &’ - - sin x sin @/,

(12) ‘ tg (r+1r):jg—f tg 2

1—tgatga’
g (- 2') — ctg v — ctg
| e l']'vl—}-ctgmctgw"

Die Funktionen sind miteinander durch die Beziehungen verkniipft:

. 7 sin @ cosz
cosg=sin|\x+ |, tgr=—— otgr=

cosa’ sin 2’
sin? ¥ 4 cos?r=1.

t t (n L)
clg xr=—= — X,
(13) Er—18\o

Ferner wird
(14) sin(x £ 2a)=sinx, cos(x + 2a)=cosx, tg(r Lt a)=tgx,
ctg (¢ + 7)) =ctg .
Die trigonometrischen Funktionen heilen deshalb periodische Funktionen
und 25 die Periode von sinz und cosz, x die Periode von tgx und ctg x.
Endlich wird
(15) sin(x + n)=—sina, cos(x & 7)== cosz.

Alle trigonometrischen Funktionen sind eindeutige Funktionen.
Die zu sin und cos inversen Funktionen, die zyklometrischen
Funktionen

(16) y==arc sin x, y==arc cos &

sind dadurch bestimmt, daf bei der ersten @ =siny, bei der zweiten x = cosy
wird. Diese Funktionen sind fiir das Intervall von — 1 bis -} 1 eindeutig,
wenn y auf das Intervall

Y

"}éyé—f—; bzw. 0y

I

beschrankt wird.
Die zu tg und ctg inversen Funktionen
y==arc tgx, y-=—arcctga

sind dadurch bestimmt, dafl @ =1tgy bzw. xr==ctgy wird. Diese Funktionen
sind wiederum eindeutig, wenn y auf das Intervall

— 7)[ Sy ;( bzw, 0Zy< =
beschrinkt wird. - -
Da

. 7 . T
(17) arc cos x ==-_-—arc sinx, arc ctg v = —arctgx

wird, sind die Funktionen arc cos x und arc ctg x entbehrlich und werden
deshalb selten benutzt.

Um die elementaren transzendenten Funktionen zu berechnen, bedient
man sich sogenannter Potenzreihen, d. h. ganzer rationaler Funktionen des
Argumentes, welche den Wert der gesuchten Funktion angenihert liefern.

Man findet dann

. .2 3 4 L \
(18) loga(l—,L.r):MuG “‘L: +5 =" SR =R )
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wobei R, ein Wert ist, der, wenn — 1< &< -+ 1. mit wachsendem n un-

begrenzt abnimmt. Der Wert M, heilt der Modul des Logarithmensystems
mit der Basis a.

Ist der Modul =1, so wird die Basis mit e bezeichnet, so dafl M, =1
wird. Der Logarithmus wird dann als natiirlicher Logarithmus ge-
kennzeichnet, geschrieben In (1 +4-2z). Es ergibt sxch also

. 2 o]
(19) In (1 +x):iw§_}_‘% + %

1
und
(20) log, (1 -+2)= M, In (1 + )
Zur Berechnung besser geeignet ist die aus der Formel (19) ableitbare Formel

FEREENCIERE AL 1

. 1
Setzt man darin x=_ ~ -, so folgt
2 m T 1

(22) In(m-+1)=Inm -2 < 1

1

2m 7+3(9m—{—17)§ )
Derart ist aus dem Logarithmus einer ganzen Zahl m der Logarithmus der
nichstfolgenden ganzen Zahl zu berechnen.

Da log, 2= M -Inx wird, folgt fir = «:

1

23 M = .
(23) ¢ Ina
Insbesondere wird fiir ¢ =10: M = 0,4342945.

Fiir die als Umkehrung des natiirlichen Logarithmus erscheinende Ex-

ponentialfunktion ¢# ergibt sich die Reihenentwicklung

. x x? x® x* x"
24 ¢ =1 S N 1
S Tyt T e s T e T
wobei 9, fiir alle endlichen Werte von a mit wachsendem n unbegrenzt
abnimmt. Fiir v =1 folgt
) 1 1 1 1
25 —_1 - .
(25) =1t e T2 123
oder ausgerechnet e=—=2,71828...

Aus der Exponentialfunktion ¢ werden noch die sogenannten hyper-
bolischen Funktionen abgeleitet

+...

. P p— ex | ez
(26) Ginz=-—3—, Coja= 7;4*...
Fiir diese folgen sofort die Reihenentwicklungen
29 [ x2n+1 L
T =T — .o — 1oy 1
{)) ! i 3;+5y+ (),+ i (2)1‘—1)! i 2n-—1
27

at a2t e '
lﬁofl—-1+2.T4,—{‘é';+~ T g T Nens
wobei 1-2-3...n=mn! (gesprochen n Fakultit) gesetzt ist.

Fir die tugonometnschen Funktionen sinz und cosa gelten die ganz
ahnlichen Reihenentwicklungen

i x:-l :L"” 1.7 .’E”
[blnmza—si—}-m ’_'+9|

28) , ‘
( I

Q,'- . :
l“”:“—a+a‘mfsﬁ‘
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Fir die zyklometrischen Funktionen arc tgx und arc sin x finden sich
die Reihenentwicklungen:

r xﬁ xé’) m? Z.':)
arc tg r = — - - -~ — — _—
. | e 5T T Ty
(29) ) 12 1 3 2°, 1 3 5 &
| . s 3 z 3 5 x*
re == Sadi i -2
[(esine—rdg oty e g e
Fir diese Reihen ndhert sich immer, wenn — 1 <7 a < -+ 1, der Rest

mit wachsender Gliedzahl der Null.

&

.. 1. . 7T ) . .
Fir = wird arc sin v = r (30°). Also ergibt sich

‘ 1,1 1 13 1 1 35 1
30) A R e ey T
( 6 2 27322 2747522 274 6 7.2

Daraus kann st berechnet werden. Es folgt 7 =3,14159...

2. Grenzwerte.
Ist eine unbegrenzte Zahlenfolge
@y, Qys @y, Gy e
vorgelegt und existiert eine endliche Zahl ¢ von der Art, daBl fiir m > n,
wo n eine bestimmte Stelle der Reihe bezeichnet, der absolute Betrag | g — «,), |
kleiner als eine beliebig vorgegebene Zahl 6 wird, so heifit die Zahl g der
Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge. Man schreibt

(1) g=Ilima,.
n->=x
Wird von einer bestimmten Stelle » an, also fiir jeden Wert m > n der
absolute Betrag |a,| > w, wo w einen beliebigen vorgegebenen endlichen
Wert bezeichnet, so sagt man, die Zahlenfolge habe die Grenze oo und schreibt

(2) lima”::\;.
n-»x
Z. B. wird fiir ¢ -1 lim¢"=oc, dagegen fiir ¢~ 1 limg"=0.
n-—> n-—>=L

Der Grenzwert der Summe a, -0, ist gleich der Summe der Grenz-
werte der Zahlenfolgen a , b, :

(3) lim (e, +b,)=1lima, 4 limb, .

Entsprechendes gilt fiir die Differenz a,—0,. Ferner wird
, - N . . . a, lima,
(4) lim(a,-b,)==1lima, - limb,, lim b T

Setzt man
(5) 8, =a,+a,+a,*a;4...+a,
so heillt die Reihe

ay+a, +a,+a, 4+ ...
konvergent, wenn
(6) lim§, =S8
n->w

wird, wo 8§ einen endlichen Wert bezeichnet. Im anderen Falle heif3t die
Reihe divergent. S heilt der Summenwert oder der Wert der kon-
vergenten Reihe.

Eine konvergente Reihe ist z. B.

—

11
14 s e,
Ty ti1Tg TeT
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eine divergente Reihe
PTEE NVIE SIS
Ty Ty Ty
ebenso ist die Reihe
1—1-+1—1-41...
divergent, weil die Summe zwischen 0 und 1 hin und her springt und keine
bestimmte Grenze existiert.
Fiir jede Reihe mit lauter positiven Gliedern ist entweder lim S, ==o
oder die Reihe ist konvergent.
Fiir jede konvergente Reihe gilt

(7) " lima, =0,
aber nicht jede Reihe, fiir welche diese Bedingung erfiillt ist, ist konvergent.
Eine Reihe a,-}-«, -+ a,--... ist jedenfalls konvergent, wenn die Reihe

der absoluten Betrige
lag | +la, +lay 4.

konvergiert. Sie heift dann absolut konvergent.

Eine absolut konvergente Reihe behilt bei einer beliebigen Neuordnung
der Glieder denselben Summenwert bei. Eine konvergente, aber nicht ab-
solut konvergente Reihe kann durch Neuordnung der Glieder jeden beliebigen
Summenwert erhalten. Sie heiit deshalb bedingt konvergent.

Eine Reihe a, - @, +a, ... mit lauter positiven Gliedern ist not-
wendigerweise konvergent, wenn sich immer eine solche positive Zahl r-= 1
angeben laBt, daB von einem bhestimmten Zeiger m an fiir alle & = m die
Bedingung erfiillt ist
(8) LR <r.

alc
Ist dagegen diese Bedingung nur fiir ein » > 1 zu erfiillen, so ist die Reihe
divergent.

Eine Reihe, deren Glieder die Form a, a" haben, wo x eine Verander-
liche bedeutet, ist eine Potenzreihe.

Ist eine groBte positive und endliche Zahl g vorhanden, fiiv die '@, g
bei unbegrenzt wachsendem n» nicht unendlich wird, also kleiner als eine
endliche Zahl 7% bleibt, so konvergiert die Potenzreihe in dem Intervall
—g< a<" -g und ist auBerbalb dieses Intervalls divergent. Das genannte
Intervall heiBt dann das Konvergenzintervall der Potenzreihe.

Gilt das Gleiche fiir jedes positive endliche g, so heilt die Reihe un-
begrenzt konvergent, weil sie fiir jedes endliche x konvergent ist.

Bei einer konvergenten Potenzreihe wird der absolute Wert des Reihen-
restes R, (x). d.h. die Summe aller Glieder nach dem Glied «, a', far ge-
niigend groBes n kleiner als &, wenn ¢ eine beliebig vorgegebene positive
Zahl ist, gleichgiiltig welches der Wert von x ist. Die Potenzreihe heilit
deshalb in dem Konvergenzintervall gleichm&fig konvergent.

Jede Potenzreihe ist in ihrem Konvergenzintervall eine (gleichmiBig)
stetige Funktion f(2) von w, d. h. es wird | f(&) - - () <7 0, wenn x—x| A
wobei d eine beliebig kleine und /4 eine entsprechend bestimmte positive Zahl ist.

Wie von einem Grenzwert fiir einen unbegrenzt wachsenden ganzzahligen
Stellenwert » kann auch von einem Grenzwert fiir eine unbegrenzt wachsende
stetige Verdnderliche » gesprochen werden. Man braucht dieser Veréinder-
lichen blof die ganzzahligen Werte & ==n oder allgemeiner etwa die Werte
a-bn, b 0 zu erteilen, um diesen Fall auf den vorigen zuriickzu fithren.
Ebenso kann der Grenzwert fiir @ ==0 genommen werden, indem man etwa

"

1
x die Werte durchlaufen laB3t.
»
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Es gelten dann insbesondere die Grenzwerte:

z
lim (1 - i) =¢ (Basis der natiirl. Logarithmen),

£ >
In(1--¢)
lim ——-' =1,
(9) &>»0 €
lim sin e =1.
«>0 €

3. Differentialquotienten.

Ist y— f(x) eine durch eine Kurve dargestellte Funktion und wird der
Funktionswert fiir das um 2 gednderte Argument z

(1) flx+dx)=y -+ Ay
gesetzt, so heifit der Quotient
dy_flzt e rw

dx dx

ein Differenzenquotient der Funktion f(x). Er bedeutet den Tangens
des Neigungswinkels gegen die positive Richtung der a-Achse fiir die (mit
einem bestimmten Richtungssinn versehene) Sekante, die von dem Punkte
P (x,y) der die Funktion y=f(x) darstellenden Kurve nach dem Punkte
P'(x+ dx,y +4 dy) hinweist.

Die Sekante geht in eine Tangente iiber, wenn
die Punkte P, P’ sich unbegrenzt nihern, also Iz
kleiner und kleiner wird. Gleichzeitig wird demnach

der Wert | y y
(3) f’ (’U) = lim =Y lim f(x_i r) _, fﬂ)

dz>0-1% lz->0 A

(2)

gleich dem Tangens des Neigungswinkels ¢ der Tan-
gente in dem Punkte P an die Kurve, welche die
Funktion y= f(z) darstellt. Fig. 153.
Die so entstehende Funktion
14) g
heilt die abgeleitete Funktion oder Derivierte von f(z).
Man setzt auch

, dy df(x)
g r =gl =0
indem man mit dz, dy zwel ZahlgroBen bezeichnet, deren Verhiltnis f’(x)
liefert. Solche ZahlgroBen heiBen Differentiale, und der Wert f’(z) des-
halb Differentialquotient. Man denkt sich, da 4x, .1y Anndherungen
an solche Differentiale liefern, wenn sie hinreichend klein genommen werden,
oder auch, man laBt . eine beliebige Folge

'p(); p15 p27 p:{? l’“ s
von unbegrenzt abnehmenden Zahlen durchlaufen, dann durchliuft das zu-
gehorige Ay eine ebensolche Folge

(Zur (]1» 9o (1:’,s Ga: -+
und bildet man daraus die Zahlenfolge

Y 4 92 95 4

N R N T ‘
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so wird ' (x) = lim 2
n->w Py
Wenn man nun die beiden ersten Folgen als unendlich kleine Grolen dx, dy

bezeichnet und den Grenzwert der dritten Folge als den Quotienten dieser
d
unendlich kleinen Groflen —y, so wird in der Tat

dx
) dy
! Y
f ()= T2
Vor einer anderen Verwendung des Wortes ,unendlich klein® mufl man sich
aber hiiten.

Die Differentialquotienten der elementaren Funktionen sind folgende:

(6) (-1;?{—):_ na®~! (n positive ganze Zahl),

. /1 ; Ina
(7) dlog, = fl&, insbesondere dlna ! ,

: dz x dx x

. da® at de”

3 —_ I S RS —
(8) de M’ insbesondere dx e,
(9) d?2x= cos,

(10) d—zojx:—sin x,

, dtgx 1 ) .

‘L) dx ~oostz LT

o d ctg x 1 .

12) CEEY (1 -lctga),

(12) dux sin® (1 - ctg ).
d s in « 1
(1 3) _Jff;ml = 2l
X v 11—z
darc tgx 1
14 b
(1¢) da 1 a?
Ferner wird . ‘
(15) ! o —Gofa,
. d Cof x
(16) f’d—iﬁz@in x.
Der Differentialquotient einer Konstanten y =« ist=0.
Setzt man allgemein .
P =— e'plnzv,
so wird fiir beliebige Werte von p
. d (x7) ’
(17) (Zt =px?lI.
Sind f, (x) und f, () zwei differenzierbare Funktionen, so wird
. d[f, (@) + 1, ()] fil@)  df,(®)
o) L 2N _ T 2 /.
(18) dx dx * dx
) d[fy () fo(2)] o df () oAty @)

¢ - == €Xr 1 - T CH N
(1‘” dz f:‘(.L) da i f1(l,) da

file) o dfie) o d @)
. d fi (:E) fs (‘L,] dxv fi (1) dz
(20) LA T Y A . o

dx AC
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Insbesondere wird. wenn a eine Konstante bedeutet

(21) d[f;fx(a«) df(fv)’
ferner ., 1 _@_f(l\)
(.).)') ,,.(__) ._d:l
iz [f@P
Ist @ () =y [f(x)], so wird fir f(z)=y
(23) dop@ __dyli@]_dvly) dwly) dy
- dx dx ~ dx = dy dx’

insbesondere ¢ (v)==x, so wird y(y)===, also die Umkehrung der
- f(x)=y, und es ergibt sich

1 v dy odyly) 1
dy d=z dy df(x)
dx
cechnung der Formeln (6) bis (16) angeht, so mogen folgende
aniigen.

n n——l)

Fdxp=xn 4 nxn ‘470—}—(— an ’2+...>¢Iw*.

"o —1)
A —at e (P s Az, .
e dx T 2 b )
aan nun A2 der Null zu konvergieren, so wird
dy daxn

=
- == - = lim y:nx"" t,

dx dx dx

Ou (L -4 1 - IOC(( x + log(l <1 + "_7_.)

Ferner wird

dx .
also, wenn -=¢ gesetzt wird,
@

Ay _ log, o= lx) — Iog(.,. 1 log, (1 +¢)
Ax A x & ’
Geht man nun zur Grenze iiber, so wird

dy _dlog,w Ay Ly, Tog (1-e) M,
dx dx  jesodx T e v £ x
Die Umkehrung der Funktion y =log, x ist die Funktion «==a?, folg-
lich wird
da? 1 x a¥
dy ~ dlog,x M, M,
Cdx
Also ist. wenn man die Bezeichnungen x und y wieder vertauscht,
da* a*
de M,

Wir haben weiter “
sin (x + da) — sinxe=2cos (x4 ) Jax)sin la.
also, wenn | 1ax=¢ gesetzt wird,
Ay  sin(z—-dx)— sina sine

Az~ A —Cos(r—re) e
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und wir finden, wenn wir zur Grenze iibergehen,

. sin(x +dx)—sinx L . sine
lim (& da) — =1limcos (x 4 ¢)-lim ——-==cosx.
: &

dy dsinx
dx dx Az >0 Ax £>0 £>0

Die Umkehrung der Funktion y==sinx ist die Funktion »=—arcsiny,
also wird

dare sin y 1 1 1
dy - dsinlx_‘ ~cosz y :yz
dux
und. wenn wir die Bezeichnungen x und y wieder vertauschen,
darc sinx 1
dx V1—a?

Den Differentialquotienten von y=—=tgaz konnen wir aus (9) und (10)
nach der Regel (20) ableiten. Wir haben dann:

sin x dsinx . dcosx
d™ cos x - —sing —— -
dtg cosx da dx
dax dx cos? x
cos?a - sin® 1 o
= o == =1 - tg 7 x.
cos? o cos® x e

Die Umkehrung der Funktion y = tg x ist die Funktion z = arctgy. Also wird

darctgy 1 1 1
dy  dtgx  1-4tg*x  1-4y*’
da

und, wenn wir die Bezeichnungen x und y vertauschen,

darctgx 1
dx 1+ a*
Es ist
_ et e "
Cojar = ‘t .
. de® .
Nun ist -,  ==e®, und nach (23) wird, wenn man y=— —x setzt,

de < dev dy .
e == A
dx dy dx
Also folgt nach (18) und (21)
dGojx 1 (de de_'-"‘)_’l_(’_r ) f)— G
dze 2 \da | dg )T 2'° e 4)=05inx
und ebenso
deime 1d(er—e *)_ et te )= Gofz.

da 2 da

Die Umkebrung von y — Sinz ist x = ArSiny, also wird

dqAvSiny 11 - 1 - 1
dy  dSimx  Gofr  y 1L Sintx V14 g
dx )

und bei Vertauschung der Bezeichnungen » und y

dx Sinx 1

(25) - —_—— .
: dx V1 a?



Differentialquotienten. 141

Endlich folgt nach (20)

C‘5_'m x
26) d¥Tgx  Cofx (,o] - bm x 1
(2 de  dx Gof?a T Gofa
und fiir die Umkehrung dieser Funktion, némlich y=Tgx,
dy dATg 1 1
.) [ P _
(d7) ‘ dv dx = Cof*y = 1—Ig J T

Die Begriindung der Formeln (18) bis (20) gelingt ebenfalls leicht, indem
man von der Definition des Differentialquotienten ausgeht. Es wird

7{t171)+f3<7’: 1\‘ +Al‘,]‘f1 ) | fz(} _{_'_‘_J‘ﬂ"‘fz(x) ]fl ‘ ) I 1f”‘
Adx

A o Az « A da
und daraus folgt beim Grenziibergang die Formel (18).
Ferner wird
Alfy@)-fo (@) _f, (4 A2)—f, (2) L B ) — @
Az - dae 2 (€ A2) T, (@) Az

und daraus folgt beim Grenziibergang die Formel (19). Aus dieser Formel
ist (20) eine einfache Folge, wenn man sie in die Form bringt

) f o dfy ()
i RO @) f ) !
Tdx T la
und dann f, ()-f, (z) durch £, (2), also f, (z) durch 7’: E%) orsobzt.

Die Formel (23) ergibt sich durch Grenziibergang aus

/J P (1,) /I Y (1/) Ay

dow Ay da’
Als Beispiel der mittelbaren Differentiation sei angefiihrt
- dinf(x) dlny df(x) 1 ) — f ()
(28) de dy de oy T Ty

Es zeigt sich derart, daB auch der Differentialquotient einer.jeden aus
den elementaren Funktionen zusammengesetzten Funktion zu bilden ist, und
auf welche Art. :

Aber nicht jede stetige Funktion ist differenzierbar, vielmehr bedeutet
die Differenzierbarkeit eine besondere Eigenschaft der Funktion.

Auch ist die abgeleitete Funktion einer stetigen, durch eine graphische
Kurve darstellbaren Funktion nicht immer eine stetige Funktion, vielmehr
kann an einzelnen Stellen a

flate)—f(x) -9
bleiben, wo ¢ einen bestimmten endlichen Wert bedeutet, wie klein ¢ auch
gewithlt wird. Der geometrische Ausdruck hierfiir ist, daB bei der graphischen
Darstellung die Kurve an der betreffenden Stelle eine Einknickung erfihrt.
Sieht man in dem Differenzenquotienten
Ay _fbdn @
A dx

“la als konstant an, so wird y, eine Funktion von x. Bildet man von
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dieser wieder den Differenzenquotienten, so erhdlt man den zweiten Diffe-
renzenquotienten:

Ay
45 ,
oAy Aw_ Ny flet2de)—2f(@@4-dx) +f(z)
2 (x Az Az  Azx? >

wobei Jdx? == (dx).
Ebenso kann man weiter den dritten, vierten usw. Differenzenquotienten
bilden. Fiir den nten Differenzenquotienten erhidlt man dann den Wert

(29) ;JZZ = /J;lv" {/(T+ ndx)— <111) flx +[n—1]dx)
+(5) et —2) ) — (1))
Dabei sind '
n\ n\  n(n—1) n\ nn—1)...(n—k-41)
W= =" =

die Binomialkoeffizienten.
Der Grenzwert des nten Differenzenquotienten fiir 4ax=0 ist der u te
Differentialquotient oder die nte Derivierte f™(x). Es wird also:

) f o . dArf(x)
30 ") (x) = lim ‘ .
( ) f ( ’ lz->0 Az
Man schreibt auch
. . . drf(e)
B (n) —_— N/
(31) fm(x) T

Diese Schreibweise wird daraus verstiandlich, daf

arn v

39 () () —
132) fon @) = 1,
also
[n £ () d dn—1
(32a) ‘ii(x):_< f2)
. dan dx \ dxn 1
wird.
Es ist demnach
dfix) . ar'(x ., df'"@) ., .
7-7——]‘ (), “ae ! (x), —dn = =" (x) usw.

33) dnfw) __d*[f,(@) £ fol@)] _d (i) | d*f(®)
A dan dxm dxr — dan

Ist f(x)=f,(x)-f;(x), so ergibt sich
134) £ () == f, (x) £ (x) - <71L> (@) i (@)=

() @ @ e g ).

Diesc Berechnungsweise heifit die Leibnizsche Regel.

Sind in der Umgebung einer Stelle x die Funktionen (), f’(x), " (x)...
f (x) stetig, und verschwinden die n — 1 ersten Derivierten, wihrend die
nte Derivierte f™(x) == O ist, so ist hei geradem = ein Maximum oder Mi-
nimum vorhaanden, je nachdem f®(x)~" 0 oder f®(x) >0 ist, d.h. der Wert
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f(x) ist groBer oder kleiner als alle Nachbarwerte. Bei ungeradem n ist
weder ein Maximum noch ein Minimum vorhanden.

Insbesondere ergibt sich ein Maximum, wenn f’(z)=0, f”(x)< 0, und
ein Minimum, wenn f'(x)=0, {”(x) >0. In beiden Fillen fndert an der
betreffenden Stelle f’ (x) sein Vorzeichen, im ersten Falle geht es von positiven
zu negativen, im zweiten von negativen zu positiven Werten iiber.

Auch wenn f’(z) in unstetiger Form von positiven zu negativen Werten
iibergeht, erlangt f(x) an der betreffenden Stelle ein Maximum, und f(z)
erlangt ein Minimum, wenn f’(z) von negativen zu positiven Werten libergeht.

Nimmt an einer Stelle =« die Funktion f(z) den unbestimmten Wert:
0 o .. . .. o e .
o oder ~— an, so ldBt sich dies immer darauf zurlickfithren, daB, wenn in
o

bestimmter Weise .
fy ()
fo(#)
gesetzt wird, f, (x), f,(v) gleichzeitig verschwinden. Bilden wir dann die
Derivierten f,'(z). f,” (®), . .. und £, (%), f,"(x),..., so wird als der wahre
Wert von f(x) an der betreffenden Stelle der erste Quotient

(@

f™(a)
bezeichnet, fiir den [ (a), f{" («) nicht gleichzeitig verschwinden. Dieser Wert
ist der Grenzwert, dem f,(z):f, (x) fir *— a zustrebt.

fla)=

s

. . 1
Handelt es sich um die Stelle x —=oc, so setze man 2’ =

f@) = @)
und untersuche das Verhalten von ¢ (2') an der Stelle 2’=0.
Wird f(x) an einer Stelle x — a unendlich, so kann es sein, daB fiir ein
bestimmtes n > 0 die Funktion
f (=)
(x—a)— "’
aS]

die fiir x =a die Form annimmt, einen endlichen wahren Wert erhilt.

3,

Man sagt dann, f(x) werde fiir x =a zur Ordnung n unendlich.

Z. B. wird tgx fur l:—f unendlich. Bilden wir aber

tgx 2

a\-1 2\

und nehmen von Zihler und Nenner den Differentialquotienten, so ergibt
sich die Funktion
. .,( 7
sin? (@ -— — ),
\ K

C e T . . . . . T
dic fiir = den Wert O annimmt. Es wird deshalb tga fir x= 5 zar

ersten Ordnung unendlich.

Um das Verhalten einer Funktion f(«) im Unendlichen zu untersuchen,
bildet man

an
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Ist der Grenzwert dieser Funktion fiir v =oc endlich, sagt man wieder,
f(z) werde zur Ordnung = unendlich, Fiir e® z. B. ergibt sich aber

el’
lim (—) =0C,
2>z \ET
Die Exponentialfunktion e* wird also fiir @ ==oc stérker unendlich als irgend-

eine Potenz " mit endlichem positivem Exponenten n.

Andererseits - finden wir, daBl das Unendlichwerden von lna fiir 2 =oc
1

schwiicher ist als das der Potenz z™, wie groB man auch die positive ganze

Zahl n wihlen mag.
Endlich ergibt sich

. Inx

lim — =0.

n>0 ——
x n

Das bedeutet: Inz wird fiig ¥ = 0 schwécher unendlich wie irgendeine Po-

1
tenz x ", wie groB auch n gewiihlt werde.

4. Beispiele fiir Differentiationen.
1. y=logsinx.
Setzt man sinx =z, so wird
dy dlogz M M

dz  dz  z  sinx’

wenn M den Modul des Logarithmensystems bezeichnet. Ferner wird
dz _ dsinx cosz
: de  dx K
also wird

dy dy dz cosx

—_— = - . :M-» M=M tv Lo

dx . dz dzx sinx Ex

Daraus ergeben sich mit groBer Anniherung die Intervalle, in denen in der

allgemein gebriduchlichen Tafel fiir logsina die Tafelwerte fortschreiten. Sind

diese Intervalle 4y und die entsprechenden Intervalle des Eingangs .«

etwa 1’) so wird -
Ax=-—"-— =0,00029,

T =180.60 0029
Ady=Mctgx 4,

wobei fiir die dekadischen (Briggischen) Logarithmen M == (0,43429.
Entsprechend wird fiir

und

y==logtga,
indem man tgz ==z setzt,
dy M dz 1
also dz  tgx dx cos*
dy dydz = M 2M

de  dz dx sinzcosx  sin2a’
2. y==(x—1)(x—2)(x — 3).
Nach der Regel fiir die Differentiation eines Produktes wird
dy

de @—2)@@—3)+(e—1)(r—3)1-+(r — 1) (x — 2)
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oder
d
Y32 122 L 11.
dx '
Rechnet man y aus:
y=a"—6a?+11a—6,

so folgt nach der Regel fiir die Differentiation eines Aggregates das gleiche
Ergebnis

Man kann auch z=ax — 2 einfithren, dann wird

y=@E+1)z(E—1=2"—z
und es folgt

also
dy o dy dz
dx  dz dx

oder ausgerechnet wieder

o

22— 1=3@—2?2—1

d Yy
dx

3. y=lntg<-z -+ l’>

=32 — 122 11.

Man setzt tg (J} - l)) =z, dann wird

dy dlnz 1
dz  dz 5
Darauf setzt man E+ L) ==, dann wird

dz  dtgu 1
du  duw  cosu’
Endlich erhidlt man
Tt Ry
(T
du _d<4 ‘ 2)_ 1
dae dx 2

So findet man
dy dy dz du 1 1 1

de” dz du dx 2z cosPwu 2

T 2
08 | — .
1 ¢ S(; -_>> 1 1

Nun ist

z C(a 2\ cosu e 2
in (7 +3) cos? (7 -3
also wird
(111 1 1 1
dx a A .1') i o T cosa
2cos | 4= )sin( " L e
““”(Jﬁ 2)’"1(4 2 “”l<2 | “)
ax -0
4. y= —.
Y cx -+-d

Handbibliothek I. 1. 10



146 Differentialrechnung.

Diese Funktion ist nach der Regel fiir die Differentiation eines Quo-
tienten zu differenzieren. Da
d(ax-+b) d(ce-+d
=a, ) L=c
dx dx
wird, ergibt sich
dy (cx—+d)ja—(ax—+bjc_ ad—bc

de (cx -+ d)y (cx~}—c?)§'

. axr b
2 yz‘/cx—{-{jd

Man setze + b =z, dann wird
—I— (l )
dy_dve a4t -l 1
dz dz dz 2 2V z
und nach der vorigen Aufgabe
dz ad-—bc

iz oz L
dy  ad-—be ‘/c;c—'{:d
de 2(cx-+dP V ax b’
Man kann aber auch zunichst Iny differenzieren, dann wird

dlny 1 (d Infaz+b] d h}L?Ed:‘ﬂ)

also

dx 2 dx dx
oder
Al,d??/,*_ 1 ( a c )
ydx 2\ax+b cx-+d’
also -
dy 1 ad —bec ‘/a-:c—{—b
dr "~ 2 (ax4b)(ca +d) ¥V cx+-d

_ ad—bec ‘/cm+d
T 2(cat+d? V ax b’

6. y=wacos’x | 2bcoswsinx -+ csin’z.
Es wird zun#chst

dy d cos?x d (cosw sm m) dsin®
=y — 2k c- -
dz dx k dx ‘ dx
und nach der Formel fiir die Differentiation eines Produktes wird
d cos®x . d (cosx sinx)
== - 2¢08x 8N, - — =cos®r — sin*x,
da dax
d Sm @ .
— =—=2ginxcosx.
da?
Also ergibt sich:
dy N . -
i =32bcos*uv~- 2(a —c¢)cosx sinx - — 2bhsin*x
wxr
oder
dy
=(¢c «@)sin2x—2bcos2ux.
dx

Man hitte die Aufgabe auch so behandeln kénnen, dall man zunichst
y ersetzt durch

y=3%la+c)+Lla—c)cos2x +bsin2w.
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Es wird nun, wenn man 2x=—z setzt,
dcos2x dcosz dz

— =" .(T:_sinz-:z:—:?sin?x,
X 2z X
und entsprechend dsin2
73;7: 2cos2x.
Demnach ergibt sich
d . ‘
Jg:(c—a)sm'Bw—}—?,bcoszx.
- :
. . dy . .
Man sieht hieraus sofort, daB de— 0 wird fir
2b
tg2a ————
e = "¢

5. Beispiele fiir Extremwerte.

1. Aufgabe: Den geraden Kreiszylinder von kleinster Oberfliche bei
gegebenem Volumen zu finden.
Ist « der Radius des Grundkreises, y die Hohe, so wird das Volumen

des Zylinders

V=nxay
und seine Oberfliche
O=2na2*+ 272y

oder, wenn wir aus der vorigen Gleichung den Wert von y einsetzen,

Vv
922 9
O=2z2"4|2 e 2

Dies soll ein Minimum werden,

d0 x | x «
also - - =0, daraus folgt !

dx g ! a

2 ——, .[

? k4 | Y A X  O\C-X B
also 2rad="V =72y, mit- | »
hin 2 2=y, d. h. der Durch- , B
messer des Grundkreises mul ! 5

. .. . , . [
gleich der Hé6he sein (Fig.154.) Fig. 154, Fig. 155,

2. Aufgabe: Es liegen
zwei Punkte 4 und B auf verschiedenen Seiten einer Geraden g in den Ab-
stdnden @ und b von dieser Geraden (Fig. 155). Die FuBpunkte 4’, B’ der aus A,
B auf die Gerade gefillten Lote seien um die Strecke ¢ voneinander entfernt.
Es bewege sich nun ein Kérper von A nach B derart, daBl er in dem Punkte ¢ s
wo er die Gerade g kreuzt, seine Geschwindigkeit &ndert, und zwar sei die

. S 1 .
Geschwindigkeit vorher = nachher — )ll Wie mufl der Punkt C liegen,

damit der Korper zu der Bewegung eine méglichst kurze Zeit gebraucht?
Die Zeit wird ¢t===m AC -\-nC B, also, wenn wir A’'C mit 2 bezeichnen,
mithin ¢ B’ mit ¢ — =,
t=mValfa+ny (e~ ;v)gjﬁiﬁbé .
. . .. 1
Dieser Ausdruck soll ein Minimum werden, also EFt:() oder
da
m nic— )
Varta? VZ5;41\3 L p?

H

10*
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mithin, wenn wir die Winkel 4’4AC=¢ und B'BC=/ -einfiihren,

m sin a=mnsin
oder
sine  n
sinff~ m’
Dies ist das bekannte Snelliussche Brechungsgesetz.
3. Aufgabe: Man bestimme auf der Ellipse, deren Gleichung lautet

Y (@, 4 b,y + (a,@ + by =1,
die Punkte. deren Entfernung von dem Mittel-
< punkt O (x =0, y=0) ein Maximum oder Mini-
. / mum ist.
AT x Die Ellipsengleichung kann geschrieben werden
S da*+2Bay-+Cy*=1.
) wenn d=a,*-+a,?, B=a,;b,+a,b,, C=0,>+10,*
/ gesetzt wird.
Der Ausdruck, der einen Extremwert annehmen
e soll, ist
Fig. 156. P2 2 + y2.
Differenzieren wir diesen Ausdruck nach x und setzen den Differentialquo-
tienten =0, so ergibt sich (unter Fortlassung des Faktors 2|
| d Y -
PO =0.
vy da

Weiter wird aber
dy dy
Adx+4By-+Ba .~ +C: =0.
v ¥ ldr—)_ Yda
denn der hier differenzierte Ausdruck ist nach der Ellipsengleichung konstant.
sein Differentialquotient also Null. Eliminieren wir aus den beiden gefun-

. d .
denen Gleichungen nun “Y . so erhalten wir

da’
daxy—+ By —~Ba? -Cry=0,
oder. wenn wir die Polarkoordinaten

x=—rcos ¥, Y =1 sin ¥
einfiihren,
2 cos ¢ sin ¢ o 2 2B
—_— = L LN = ———,
cos? ¥ — sin? 4—C

Als Losung dieser Gleichung ergeben sich zwei Werte 9,, /,, die um

5 verschieden sind. also zwei zueinander senkrechte Richtungen.

Um die vorkommende groBte und kleinste Entfernung i
berechnen, geht man von der Gleichung aus

> y . ! . e g 1
A cos?i 42 Beos ¥ sin ) -—Csin?) = -,
2

"1» T selbst zu

der man die Form geben kann

A0 +4-1(d —C)eos 2 + Bsin2 ) = —,
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woraus folgt

Lid o)t \/ Hdop B =

+

2
oder
- I
) , 1
sat+o+ Vit —p=
fur

D=a,b,—a,b

,1,

so daB sich in der Tat reelle Losungswerte von r,, r, ergeben.



Siebentes Kapitel.
Integralrechnung.

1. Integrale.

Ist eine Funktion y — f(x) durch eine Kurve dargestellt, wobei die Ordinate
fir das Intervall von x=—a bis *=250 (b > «) nirgends unendlich wird, so
wird durch die Kurve, die Ordinaten fiir x=a und z =5 und die x-Achse
ein Flache abgegrenzt. Den Inhalt dieser Fliche schreibt man

b
M J=[fix)da

und nennt ihn das von a bis b genommene Integral der Funktion f(x).
Die Funktion f(x) selbst hei3t der Integrand.

Diese Schreibweise erklirt sich folgendermaflen: Um eine Annéherung
an den Fliacheninhalt zu finden, teilt
man das Intervall vonx=a bis x=15
in n gleiche Teile 4z und errichtet
- in den Teilpunkten die Ordinaten,

die der Reihe nach gleich

fla), fla+ dx),

flat24a),
Y % % & % f(a ~{ (n—1)da), f(b)
Hl werden. Uber den Teilstrecken er-
richtet man Rechtecke. welche der
Reihe nach die Hohe dieser Ordi-
naten, mit Ausnahme der letzten,
haben. Dann wird, wenn alle Or-
dinaten positiv sind, die Summe der
Inhalte dieser Rechtecke

Jy="fla)- dae—+fla+dx) de+t fla+2dx) - da ...
flat+m—1)Ad2)- da
die gesuchte Annidherung an den durch die Kurve abgegrenzten Flichen-
inhalt. Man schreibt kiirzer

-

%
Y Yo

a dx|dx|dx|dx | Ax | Adx|dx|dx
b _ ]
Fig. 157

b

J, = /)—,7/'(;1:5)-/1 a.

«
Laft man nun die Gliederzahl » in dieser Summe mehr und mehr wachsen,
indem man 2 kleiner und kleiner wiihlt, fiihrt man also den Grenziibergang
n->oc aus, so wird
v b
(2) J=1lim J,=1lim Mf(x)dx :f flda

x N> L
n-> e g4 @ "
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der genaue Wert des gesuchten Flacheninhalts. Das Zeichen [ ist als langes
lateinisches s zu deuten, das an Stelle des Summenzeichens 2 ebenso gesetzt
wird wie an Stelle von 4 das kleine lateinische d.

Aus dieser Bestimmung folgt sofort, dafl fiir a<"g~<_b

b g b
S f@yda=[f@ydest [ria)da
a 4 g
wird. Sind die Ordinaten in dem Intervall « bis & negativ, so wird
b
S @) da
a

gleich dem negativen Wert des Fliacheninhalts. Wechselt die Funktion in
dem Intervall an einer Stelle g das Vorzeichen, so wird wieder gesetzt

[,' g b
Jr@de = [ fieide+ [ f(@)da.
[ 7] g

Der Flicheninhalt iiber der z-Achse, der dem einen Integral auf der rechten
Seite entspricht, wird positiv gerechnet. Das andere Integral wird der
negativ gerechnete Flacheninhalt unter der a-Achse.
Ist b< a, so wird
u

b
f fla)yde = — f fle)da

b

genommen.
Nimmt man die obere Grenze b verianderlich und setzt sie der Einfach-
heit wegen =, wobei dieses x etwas anderes bedeutet wie das x unter

dem Integralzeichen, so wird der Wert des Integrals eine Funktion der oberen
Grenze x und wir schreiben

{3) F(x):!f(a,)dm

Diese Integralfunktion F(a) hat nun die folgenden beiden charak-
teristischen Eigenschaften:

Es wird
dF (x) o
Es ist
(IL.) F(a)=0.

Die Eigenschaft (I) bedeutet: Die Integralfunktion ist diejenige Funktion, deren
abgeleitete die gegebene Funktion f(x) ist. Die Operation der Integration er-
scheint also als die Umkehrung der Operation der Differentiation.

Sind im Intervall von « bis » die Funktionen ¢ (2) und f(x) stetig und
ist ¢ (2) daselbst nirgends negativ und nicht iiberall gleich Null, so 14Bt sich
in dem Intervall ein Wert x, angeben, so daB

T @€

(IIL.) Jf@) e @ da=Ff(x,) f g @) dw

wird (Mittelwertsatz fiir bestimmte Integrale).
Nimmt man insbesondere ¢ (¥)=1, so folgt

(IV.) f fl@)da==rf(x,) (x—a).

Es ergeben sich nun die folgenden grundlegenden Formeln fir die
Integration der elementaren Funktionen:
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E4
an +1
4 rdr= 0,
wo n eine beliebige Zahl auBer — 1 bezeichnet.
£ T
“da , . dx
(D) ' e =1In(1 +-2), — =1Inx.
°! [ ]
0 1
x
(6) Jerda=—e— 1,
0
€
(7) fsin:ccla;:] —cos &,
()
£
(8) f(:oswclx:sinm,
o
(9) f’og;vdx:—lncos.t,
’ 0
z
(10) fctg.?:dx:ln sinw .
. * da .
{11) e =arcsine,
7 A
O
€T
(12) f o= Inla4V1-+at),
J Vid-a?
)
g —_— —_—
(13) Iv1 ﬁdz:%[m V1 —x'—’+arc~sinx],
)
di
(14) P arc tgx,
0
T
‘ " da 1. 1+
(15) }-f,:— In. (—1<" a<]-+1i
o J 11— 2 1w ‘
0
xz
(16) [In(i--@)de=—(1+a)(Ini1-Fa)- 1]+1,
o -
(17) f arcsinz da == raresinx - V1-— 2% —1,
0
v,
(18) J arctga da = varctge — JInil 4 a%),
(19) [ cinede =—Goja 1,
)
€
120) f Cojady= S,
o
N
(21 Jsinfrda=1%w —sinacos),

4]
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xX
(22) J costxda—1 (x—+ sinw cosa),
V]
&£ z
) da T x dx @
23) - =Int ( _>’ T g S
( ,fcosar g 4+2 ’ J 1-Fcosx €y
0 0
x
(24) flnxdx=1~.x+xlnx.

1
Die vorstehenden Formeln sind leicht abzuleiten, indem man die Inte-
gralfunktion nach x differenziert und nachweist, da man so den jedesmaligen
Integrand erhilt.

Z. B. benutzt man fiir die Herleitung der Formel (13) die Rechnung:

d|zV1—a* 4 arcsinz| dV1-—2a*  darcsina

da Ay PR R
:‘//"T_ R ,;L‘;A - ];TT
V1-—2? V1i—a®
=2 V1 —a?,

fir die Herleitung von (18)

dfvarctge —§In(1 | %]

X ” ’ 2
'———‘a:rctg:c.Jf_wda’wtgx L dIn(14-a?)

dx 2 dx

dx

—arctge +-— _— -~ —=—=arctgx.
gx - 1Te 14 arc tg x
Die zweite Formel (5) gestattet folgende einfache geometrische Aus-
deutung. Fiihien wir die Kurve mit der Gleichung

1
y=, oder xoy =1

ein, so ist dies eine gleichseitige Hyperbel, von der die Koordinatenachsen
die Asymptoten bilden und deren einer Scheitel .4 die Koordinaten z =y =1
und die Entfernung V2 vom Koordinaten- \

anfangspunkt O hat. Ist P der Punkt mit
den Koordinaten O0Q =z, QP =y, so wird
der Flicheninhalt zwischen dem Kurvenbogen
A P, den Ordinaten 4 B, P und dem Stiick
der Abszissenachse 5 @Q:

£ T

{
fyc{x: f£—£:111x.
e L :E ‘
1 1

Auf diese Weise kann der natiirliche Logarith-
mus geometrisch als Flicheninhalt eingefiihrt o'
werden.

Um die gleichseitige Hyperbel auf ihre
Achsen zu beziehen, miissen wir das vorige
Koordinatensystem um 45° drehen. Dann werden die neuen Koordinaten
x,. y, durch die Gleichungen bestimmt
ST ot O et 7

1°

Ve Ve
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Die neue Gleichung der gleichseitigen Hyperbel wird:
xle — Y 1'3 =2.
Der Flicheninhalt des von den Kurvenbogen 4 P und den Fahrstrahlen

O 4, OP begrenzten Sektors wird nun, da ANOBA=31=1zy=310Q-QP
= A OQP ist, gleich dem Inhalt der Fliche

ABQP,also=Inz=1In ﬁ:/i—_—yl (Fig.159). Denkt
: Ve

man sich die Hyperbel im Verhéltnis 1 : V2 dhnlich
verkleinert, so werden die neuen Koordinaten

4

@ ’———ii-, der Flicheninhalt des

— Oy
ve’ Ve
Sektors wird im Verhiltnis 1:2 verkleinert, er
wird also 2'==1In(a’-}3’) und da jetzt
@4y (@ —y)=1,
wird auch —#Z'=1In(z"—y’). Daraus folgt

22— o7 e_gz'=1/4_7r
Fig. 159. Ty 4
und

CPM Q' -,
e=? e =% . e
&' = _l; - =@0j27, !

Y= -— - =6in27.
Es liefern also die Koordinaten z', y' die hyperbolischen Funktionen
des doppelten Sektorinhaltes.

Ahnlich sind die Koordinaten x, y der Punkte eines Kreises vom
Radius 1, auf den Mittelpunkt O bezogen.

x=cos2z, y=sin2z,

wenn z den Inhalt des zugehorigen Kreissektors
bezeichnet.

LBt man auf S.151 die Bedingung (II) weg
und nur die Eigenschaft (I) bestehen, so ist die
Integralfunktion nicht vollstéindig bestimmt, son-
dern nur bis auf eine additive Konstante, die sog.
Integrationskonstante. Es heilt deshalb das
so aufgefaBite Integral ein unbestimmtes Inte-

Fig. 160. gral, wihrend das Integral mit festgelegter un-

terer Grenze, fiir welche die Bedingung (II) gilt,

als bestimmtes Integral (mit verinderlicher oberer Grenze) bezeichnet wird.

Ist die obere Grenze auch festgelegt, so haben wir ein bestimmtes Integral
im engeren Sinne.

Um nun ein vorgelegtes Integral wirklich berechnen zu kénnen, hat man
eine Reihe von Hilfsmitteln, von denen die wichtigsten die folgenden sind:

1. Integration durch Zerlegung. Es gilt zunichst die Formel:

@ a @
(25) S+ h@de=[ 1@ de [ f@de.
@ « a
Eine Summe oder Differenz wird integriert, indem man jedes Glied integriert
und die so entstehenden Funktionen addiert oder subtrahiert. Ferner wird:
a.

(26) f cflxydae=c f fleyda.

a
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Ein konstanter Faktor des Integranden kann vor das Integralzeichen gesetzt
werden.

2. Substitutionsverfahren. Wird x=—=q(z) gesetzt, so ergibt sich

(27) Jﬂ@dwszW@HW@d%

wobei a = ¢ () wird. ,

3. Partielle Integration. Ist f(x)=7f,(®) f, () und F, (x‘)zfﬁz (x)dx,
so wird ¢

(28) [ @) fy @) de=f,(x) F @) — [ F, @)1 (@) d.

Das in dieser Formel ausgedriickte Integrationsverfahren wird als partielle
Integration bezeichnet, weil es auf der Integration des einen Faktors f, (x)
fullt.

Fihrt man in (27) die kiirzeren Bezeichnungen ein f(z)=y, f[p (2)]
= ¢’ (z) =w, so heilt die Formel einfach

<€r v
(27a) fg/da:szdz.
@ “
Setzt man in (28) entsprechend
@) =u,  Fy@)=v,

so lautet die Formel . u
(28) fud@:u-v—fvdu,

0 Uo

wenn fir a=a u=wu, wird.
Ist allgemeiner fiir a=a wv=v,, fir die obere Grenze u=—u,,
v=uv,, so wird

EN uy
(28a) fudv:ulvl — g, — [ vdu,
9 g

was man auch schreibt . "
fudv: [wv]s — f vdu.
Vo Uo
Die Formeln (25) bis (28) lassen sich wieder beweisen, indem man die
linke und die rechte Seite nach x differenziert und nachweist, dall beidemal
dasselbe herauskommt.
Aus (27) ergibt sich so z. B. nach der Definition des Integrals

o o L dz
fle)=fle=))-¢" @) -
Es ist aber ¢ (z) =2, mithin
da ’ dz 1
i ¢’ (2) und = . (2>

also folgt in der Tat
f(&)="flg ()]

Ist der Integrand f(x) fiir alle endlichen Werte » .- a eindeutig und
stetig und man laBt die obere Integrationsgrenze sich als stetige Variable
nach der positiven oder negativen Seite dem Grenzwert oc ndhern, so kann
sich auch fiir den Wert des Integrals ein bestimmter Grenzwert ergehen.
Man schreibt dann

(2 9) lim f fla)de = f f (J:) dua.
a>7q ’ «
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Je nachdem die Anniherung an oo nach der positiven oder negativen Seite
erfolgt, wird vor co das Vorzeichen - oder -— gesetzt.

Es kann auch noch unter Umstdnden die untere Grenze des Integrals
einem unendlichen Wert angenihert werden, ohne dall das Integral oc wird.
Man hat dann zu setzen

ff'(w)dx:ff(x)dm—ff(m)dw,
_— a a
wenn « irgendeinen endlichen Wert bezeichnet.

Z. B. wird

-]
f e~ *dr=1,
U

nimlich gleich dem Grenzwert von 1-—e~* fiir x =oc.

Ferner wird .
+ =

frce—”2 de=0,
da o

— =

—+ >
fave“"2 dx:fxe“"z da
U [

wird. Weiter wird

. L@
also der Grenzwert fiir x,=oc gleich 5 und man hat

]‘ dax ¢

J 127 2
0

Das Integral

Tn

J, = _fe—-‘sin axdx
0
wird, wenn wir dazu gleich das Integral

Tn

— f e—*cos axrdx
(V]

einfithren, durch partielle Integration verwandelt in

J, = —e¢ tsinax, +aJ).
Ebenso wird
» J) =€ (cosan,—1)—ad,,
also ergibt sich
(1-1-a®) ,]“_—_— — e~ (sin ax, + acosa :L'"> “-a
und ]
x
2]
e~ 'sinaxda=1im J = e
T ase ' 1at
- Tn—> o 2
. 0
Ebenso wird .

[e“"’ cos ax dx = -

0
Durch partielle Integration finden wir auch
. Tn Zn

f e tvdy=—e "y " tm f e vy,
[ 0
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also beim Ubergang zur Grenze (z,->~)
s =’
f e pm di?.' —m J‘ e— Tty —1 d.l
0 0
und damit durch weitere Anwendung dieser Formel. indem m durch m —1.
- -2, ... ersetzt wird, schliefllich

x

f etamde=m(m—1)(m—2)...2.-1=m!
8]
2. Beispiele fiir Integrationen.

fVa+bm—t—c*c-

Das Integral kann zuniichst verwandelt werden in

1 dx . a . b
= ——— fir ¢«=—, p= .
Ve, ch—rﬂx—f—r ¢ ¢
Macht man dann die Substitution
¢ fr=1t*--2ix,
so folgt I
- o« "Tp‘t «
J— s (o =2 - —— " dt
T (21 L pp
und

t Bt «
2t 4 f§

Ve pa 4 al=t—x =
Dadurch ergibt sich
o 2dt
fvu+ﬂz+fr-‘f 20+ -
=In(2 Ve a4 a* -4 22 -4 p) + konst.,
und wenn man auf das vorgelegte Integral zuriickgeht,

[ ilil ——~‘~ln(>\/c - ba +cx?) 4+ b+ 2cx) - konst.

JVa-+bxr4ca® Ve

-=1In (2t -} ) — konst.

Bei der Benutzung dieser Formel ist zu beachten, ob die Wurzel auch reelle
Werte liefert. Es sind dabei folgende Fille zu unterscheiden:
1) Die Wurzel ist immer reell, also ¢(a —+- b2 -} ca?) immer - 0. Das
heiBt, daB stets
(b4 2cx) 4 (dac — b%) =
wird. Dafiir ist aber die notwend1ge und hinreichende Bedingung
dac-—0b>

2) Ist 4ac —b*=—¢* also-" 0, und setzen wir noch b+ 2cw =u.
so wird die gefundene Formel
N
d.z 1 e s .
= In(Vu* - ¢ -+ u) - konst.
\a—!—?n——m Ve

Es miissen also, damit das Integral in dieser Form auszuwerten ist, die
beiden Grenzen entweder dem Intervall « < -— ¢, oder dem Intervall « > —-¢
angehoéren. Ferner ist ¢ .- 0 vorauszusetzen.

Gehoren die Grenzen beide dem Intervall —e<Twu - e an. so findet sich

V— tc (d_-—-:b_.r +eat)y =g - ul
2edr—=du
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und das Integral wird fiir e-v==u

dx 1 *
- v R l dlu == b arc sin v - konst.
V1-—

Va -+ bx + ca? V—oe, V—c
1 2cx

= ———-—arcsin bt2ex

V—c¢ Vb* — tac

Natiirlich muB man, um reelle Werte zu erhalten, ¢ <_ 0 voraussetzen.
T
o J—| 2%
J1-—ad

0
Man setze, da 1 —a® = (1 —a) (1 + 2 | x7)
1 a + b—+cx
1—a* 1—z " 1-badfa?
Dann ergibt sich zur Bestimmung von «, b, ¢ die Identitédt

a(l+azx—42?)F b+ cx)(l —x)=
at+b=1, a—b4c=0, a—c=0,

also wird

mithin ; R .
a=z, b= 3, C=—3,
d. h.

1 < 1 4. 2+w )
1—2% 3 \—a ' 14ax-f2?
Den zweiten Bruch miissen wir nochmals zerlegen. Der Differentialquotient
des Nenners ist 1 -+ 22, wir setzen den Zihler deshalb in der Form an

2t rv=0«(1+22)4p.
Man findet dann sofort «=4, f :% und erhilt so schhethh

[' d“",_if‘f 7+ +2w)dz 1 T dx
Jiw ) 1+z ]
0

0
Es ist nun

1 dx 1 )
3{1_[:_3111(1_'”)
und fir 'v—{—'vf = ’

w

(1+42a)de 1 du 1. 1. . ) >
[1+L+t' 2= =g

2
Das dritte Integral 1ift sich fiir v == ——
/3

1
- (.1'-—{—_—3 , woraus
oA e _
]+v == _(1—1—.171], (Z’U——'ﬁ

folgt. umformen wie folgt:
£ v
1 [ dx 1 dv 1 1
- 5 = = :(arctgv ——arctg ;,-,)
| B

)1+ v3
1

y 3

1| 1
= arctg = (1 + 2x) -~ arctg —=| .
V*[ V3 ) g\":%]

Damit ist der Wert des gesuchten Integrals bestimmt.
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3. J:fngda;.
0

Setzt man t=tglx, so wird

bz 21 d 2dt
= — X = ——- -]
g 1—1¢2’ 1-}1¢2
mithin
z 4 2
4tdt dz
tg vdao— A L
[rsae— [ 22 —a [ 22
0 0
wenn man weiter ¢%=—2z macht. Es ist aber
z 4
2 dz —[ —}— =In(1-+}+2)—In(1—z2)
)1 —2 142 o ’
0
also wird N
t“ 1
ftgwdz:ln + =In .
— cos T
0

1. J:f - _!dt —
asinx 4+ bcosx 4 ¢

Man setzt wieder t=tg3x, dann wird

f 7 da . 2dt
asing 4-beosx ¢ ) (c— b)t? - 2att(c|b)"
Es sind nun drei Fille zu unterscheiden:

1) a4+ 5% .

Dann wird o o
(c*b)t'3+2at+(c+b4):(c—b)[t-lf—a_*—vjdjbbd#c‘][t+ V‘c’j;’ o
=(c—0b) [t4-t,] [t-+¢,]

wo t,. t, sofort ersichtliche feste Werte bedeuten, und

_1 f_ .Zdl 2 t+ konst
c—b (t’{"ti)(tﬁ_tz)_(C”’b)(tlh‘t) t‘i—t _I‘ .
oder
- —V 2__ 2 (h—
f ) Eh = — 1_77 _1n? Va? +b i (® c)tg L—}—konst.
.} asine—-b cos—{-¢ Va?-b*—c®  a+Va> -+ —¢—(b—o)tglw
2) a* - b* <.

Dann wird

r 2 2___ a2 32
(e )2+ 2at (o b)— (c — b) L(H_-‘Cz) W S —~b-1

tar 2= ?c b)¢ j—_a_ , also dz= 4—(;f;b—4 dt.
Ve -—-a?—b? Ve —-a? — b?
Da J l—il: S = are tg z -+ konst., folgt

5 dx 2 c—Dbitgla-ta |
) : , ==—r = .= -Are tg( L_t
Jasine——hbcosx- -0 et g p? Ve ——a®—b?
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3) a® 4 b*=c.
¢+
Dann wird unter 1) tlzt_,=‘/€j_7 und das Integral
2 pa—

-+ konst.

T

2 B ? (gt o
c- be (t-+t)2 " (b- c)(t+t
5. J:fsinm.tcos nxdx.
0

Man setze ein
sin ma cos na = 3 {sin (m - n)x | sin (m —n)2 }
so wird
f sin mx cos naxdx = j f sin (m -+ n) xdx - 3§ f sin (m — n) xdx.

Ist m= + n, so bleibt nur eines von diesen Integralen iibrig. Ist
m -= + n, so haben wir im ersten Integral rechts zu setzen z=—(m —-n)a
Es w1rd dann dieses Integral

.
1

2 m—+n

1 ‘e

1
« ———— c0s z -} konst.

m —,— n
1
= — - cos (m -+ n) a -+ konst.
S oS (e
Entsprechend ist das zweite Integral zu berechnen. Man erhilt derart
€x
‘s' 1 ma cos nada m ! I
sin ma: naedy = —5— —5 — -
. m? — n? 2 1 m—n
0
Dies Integral wird aber auch
— 0
——ISIHMLCOSnLdLZ—fMDm recosnxdr
0 —
und deshalb ist stets

sinzdz=— —

l\'.«‘>—‘

1 )
—cos (m—-n)x - ——cos(m—n)x (.
— N )

-
I sinma cos nadyr =0,
X —z

6. J= f sinma sinnada .

0
Man setze ein
sin ma sin na = 5 { cos (m — n)x — cos(m -+ n)x}
und verfahre genau wie vorhin, so erhélt man, wenn m  + =,
[

( 1
rsin x si ( ! ! sin ( v) ! —sin (m -}-n)x :
sinma sinnedy — —§ ———- sin(m — n)ar — in (m - o
J 2 i m—n N m - n ( s
0
Dieses Integral ist die Hiilfte des Integrals
+ @

J sin ma sin nadx
—2
Nimmt man an der Grenze a==m. so verschwindet der ausgerechnete
Wert des Integrals. Also ist

-7

f sin ma sinnadr =0 fir m 4 +n.
—IT
Ist m-=n. so findet man statt des vorigen Integrals das folgende:
+ -
> ,
sa . 1 .
sin® naday == (1 —cos2nridy=—r— Sosin (2.
: 20

o/ =

— —r
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also e
f sin*naxde =
—_—aT
Fiir m=—n ergibt sich fiir das Integral mit den Grenzen — 7 und =
-+
L)
—-fsm“nxdx = —n.
-
Entsprechend wird
+ 0, wenn m 4 *+ =,
f cos mx cos nady =
g {7, wenn m=*t n.

Py

1. fsin’”xdx.
0

Man wende partielle Integration an, indem man schreibt:

€T x
fsin”":cdx —_J sin™—lxdcosa.
0 0

Die rechte Seite wird dann, da dsin™—1z:

(m — 1) sin™~2 2 cos xdw,

@
= — sin®~1gcosx -+ (m—1) f sin—2g cos?xdw,
0
und damit weiter, da cos®*x=1-—sin’z,

r € €
[ sinmxdx = — sin"™~ 'z cosa - (m— 1) [ sinm—2@da — (m — 1) [ sinmzda.
0 0 0

Fiigt man nun das letzte Glied rechts zu dem Integral auf der linken
Seite hinzu und teilt durch m, so folgt

@ @
. 1 . ) m—1 . ;
sinmxdx = — —sin®~ 1z cos v |- ——~ | sin™*wdx.
¢/ m m
0 0

Mit Hilfe dieser Rekursionsformel kann man das vorgelegte Integral berechnen.

. T

Fiir = wird
a
2

T
8
. m—1 . .
fsmm xdw :A———-fsm"b—zmd;v .
i m
(4]

0

Setzt man nun erst m = 2n, so folgt

— W

- 217 — 1 .o L
sin®?ydr — — gin2t -l ada

- "

0 0

und durch weitere Anwendung der Rekursionsformel

sin*ryday =

.

>

2n—1 2n—3 3 1
2n 2 —2 T4 2

"‘—ﬁ"}‘

29— 1 20— 3 3 1 =
T 2 2n — 2 202

Handbibliothek. I. 1. 11
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Setzt man sodann m = 2n -1, so ergibt sich ebenso

B
2

a
J sin?2? Hlydau =

0

2n 21— 2 4 2
2n-+-1 2n—1"""5 3°
2
weil das zuletzt auftretende Integral fsin rdr =1 wird.
0
Da nun

T T T
] 2 2

J sin‘-’"—i.vd.r")fsin'z"hvd:c>fsinf'”+‘x(lx
0 0 0

wird, so folgt

2n—2 20—+ + 2. 2n—1 2n—3 1 7. 2n 20n—2 2
2n—1 2n—3"""5 37 2n 2n—2"""2 27 2n+1 2n—1"""3’
also wenn wir
p 2 2 4 4 2n—4 2n—2 2n—2 2n

"1 3 3 b T 2n—3 2n—3 2n—1 2n—1
setzen,
LT P 2n
TS
2 . . .
Da der Faktor PRy mit wachsendem 7 sich dem Grenzwert 1 nahert,

zn

wird demnach

n .
S =1limP .
5Y i
= n->wc

Dies ist die Wallissche Formel fiir die Zahl =x.

3. Gauflsche Methode zur angeniiherten Berechnung der Integrale.

Nicht immer ist es moglich, fiir ein vorgelegtes Integral einen einfachen
analytischen Ausdruck zu finden, den man mit nicht zu grofler Miithe be-
rechnen kann. Man ist deshalb héufig darauf angewiesen, das Integral durch
mechanische Quadratur, d. h. durch ein Néherungsverfahren, das auf den
besonderen analytischen Charakter der zu integrierenden Funktion nicht
weiter eingeht, zu finden. Die scharfsinnigste und genaueste Methode, die
hierfiir ersonnen ist, hat Gaull angegeben. Sie beruht auf folgendem:

Liegt ein bestimmtes Integral vor:

b

(1) J:_J flxde,

a
das zu berechnen ist, so kann man zunéchst eine solche neue Verdnderliche z ein-
fithren, daB3 die Grenzen ein fiir allemal bestimmte Werte, nimlich — 1 und
-+ 1 werden. Man hat zu dem Zweck nur zu setzen:
v bh—a b+ a b—a
(2) v=, z 5 da — 5 dz
und

b—a b a 1
=" " T )=,

h—a
dann wird in der Tat

(3) J == ;l,f(p (z)dz.
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Es wird jetzt ¢ (z) nach dem MacLaurinschen Satz in eine Potenzreihe
entwickelt:

(4) (7) =& + @y 2 —}_ by 2° + g 2 + A2y — ~2 vt —“‘f_ R2 ¥ (2) >
dann wird 1

I 1 {
() J—a0+ an+ a4+ g+ ...+ )—V—_ as ,,*2—}——LJ Ry, (z)dz.

-1

Nun soll ein Nahelungswelt J’ fur das Integral gefunden werden, der-

art, daB dieser Wert in allen Gliedern der vorstehenden Entwicklung bis

auf das Restglied mit dem Werte .J iibereinstimmt, und dabei soll der
Niherungswert JJ’ von der Form sein:

(6) T =0, )+ Cypz) . Crp (2,
indem die v Koeffizienten ; und die » Argumentwerte z;(c=1, 2, ...») des
betrachteten Intervalls von — 1 bis -+ 1 so gew#hlt werden sollen, da} die

geforderte Bedingung erfiillt ist.
Tragen wir die Werte aus (4) in (6) ein, so ergibt sich

‘],”']:6'1(:ao+a'121+“2312+ —;'a’»—l’"’~1 Bs, ( 1))

' 4 ! 2 -

Oy (@ 1+ ay 2, -+ ay 2%+ . .. —i‘— s, 12,271 —+— R;, () )
und wenn dies bis auf die Restglieder mit dem Werte (5) von .J iiberein-
stimmen soll, so muf} sein:

Ol+0 ] _*_O :1:
C’121 i dz.‘._%_ +O 2, =0,
(7 C']z12+02z3—1'— +OV~1 =1,
7) ‘
-2 2r—2 2p—2 1
2 +C~.~) +...—+—0,2l, _2):,,{’

Olzl‘—"’“ljl—o_3 =t 40,22 1=0.

Diese 2» Gleichungen hingen von der Beschaffenheit der Funktion ¢ (),
wie man sieht, nicht mehr ab und Lkonnen fiir ein bestimmtes » ein fiir
allemal gelost werden.

Wir nehmen beispiclsweise »=23, so daB der Summenausdruck nur
3 Glieder umfaflt, dann ergeben sich die 6 Gleichungen:

=1,

(8)

Die Lésung dieses Gleichungssystems wird bedeutend erleichtert, wenn
man beluekswhtlgt dall die Werte z,, z,, z, sich symmetrisch um die Null-

stelle gruppieren miissen, da ja, wenn z, mit — z; ‘vertauscht wird, das Glei-
chungssystem sich nicht dndert. Wir kénnen demnach annehmen:

PO e !

2, =0, z,= z, und O,=0,.

Die zweite, vierte und sechste Gleichung sind damit ohne weiteres befriedigt.
Die dritte und fiinfte Gleichung liefern:
201212::_13, 201214:%':
11%
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also, wenn fiir z, der negative Wert genommen wird,
—2 ==y = V'g =0,7746, C,=C,=].
und aus der ersten Gleichung folgt noch
20,4 C,=1, also C,=3%.
Als Beispiel diene das Integral
3

J‘l;ﬂ—.l":ln (143)—In(1-+41)
1
r_lné—-—:-h’l 2.

Setzen wir ¥ =22, also ¢ (2)== , so wird

2
2438
, 5 2 4 2 5 2
_18z1¢§+§'22+3+18'z3+3’

und mit Riicksicht auf die berechneten Werte von 2z

7 5 2 2 4 2
=18 [g__—ygﬁgﬂz]ﬂs-

J' =224 £ =0,69312.

338

Der richtige Wert auf 5 Stellen ist 0,69315.

10 2.3 z

ool |

oder

- 4. Funktionen mehrerer Veranderlichen.
S

(1) z=f(,y)

eine Funktion der zwei unabhéngigen Veréinderlichen z,y. d.h. ist durch jedes
Wertepaar x, y ein Wert oder eine bestimmte Anzahl von Werten der Ver-
anderlichen z bestimmt, so konnen z, y, z als cartesische Koordinaten im
Raum aufgefallit werden. Dann erfiillen in den fiir uns hier in Betracht
kommenden Filllen die so sich ergebenden Punkte immer eine Fliche im
Raum. Die Ordinaten dieser Fliche stellen die Funktionswerte fiir die ein-
zelnen Punkte der (x, y)-Ebene dar.

Eine solche Funktion f(z, y) der Punkte einer Ebene kann zunichst
fir alle Punkte 2, y einer Linie, unter Umstéinden mit Ausnahme einzelner
Punkte, durch Unendlichwerden unstetig sein. Z.B. wird die Funktion

. x — 2y
T 22y
fir die Punkte des Kreises 2* -+ y> — 2 v =0 (Radius 1, Mittelpunkt: o= 1,
yy==0) unendlich. Ist aber gleichzeitig * — 2y =0, durch welche Gleichung
eine gerade Linie durch den Koordinatenanfangspunkt dargestellt wird, so
nimmt die Funktion die unbestimmte Form  an. Fiir die beiden Schnitt-
punkte dieser Geraden mit dem Kreis, d.h. fiir die Punkte mit den Ko-
ordinaten 0, 0 und %, 'J:;, wird die Funktion stetig-vieldeutig, d.h. sie
andert sich stetig, wenn sich der Punkt, fiir den sie genommen wird, auf
einem bestimmten Wege der betreffenden Stelle ndhert. Setzt man nimlich
x =rcos J, y = rsin 9 und 1aBt I fest, so wird z.B. fiir v,y =0, d.h. fiir r =0,
z=tg ¥ —J.

Eine Funktion von zwei Verdnderlichen kann aber auch in einem iso-

lierten Punkte unendlich werden. So wird

1

RS “
-y
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nur im Punkte £ =0, y =0 unendlich. Von solchen Unstetigkeiten wollen
wir aber nun absehen. Wir betrachten im folgenden die Funktionen f(x, y)
nur fiir solche Wertepaare (x,y), fiir welche sie eindeutig bestimmte, end-
liche Werte haben, die man in stetigem Ubergange erreicht, von welcher
Richtung man sich auch der Stelle (z,y) ndhert.

Differenziert man z= f(z, y) nach der einen Verinderlichen, indem man
die andern als konstant betrachtet, so spricht man von partiellen Diffe-
rentialquotienten und schreibt diese

cz Af(x,y) y o 9z  of(@,y) ,
9 = L= x,y), — =— R T, Y).
(2) P b fz (%, y) 7y Py fyl@,y)
Es wird dann die Andel;_ung dz von z an der betreffenden Stelle, wenn
dx, dy die zugehdrigen Anderungen von x und y bedeuten, in erster An-
néherung
. of(x, y)
dz=——"""dx- "
(3) ‘ ox v oy

Dieser Ausdruck wird als totales Differential bezeichnet.

Ist nun eine Funktion ¥ von x implizit durch eine Gleichung
(4) f(%,y)=0

gegeben, so hat man z=0, dz==0 zu setzen, es wird also
‘fx, y) of(x,y)
~dx dy —
pu Ty dy=0

und der Differentialquotient

o1 y)
_. dy ox
2) de = it y)
%
Z. B. findet man fiir . .
Ko Y-
. f B2 1=0
den Differentialquotienten der so bestimmten Funktion y von a:
dy b2
de™  a'y’

Die partiellen Differentialquotienten f,’, f,/ sind aufs neue Funktionen
von z,y (im besonderen Falle kénnen sie auch fiir  oder y konstant, d.h.
von der einen Veridnderlichen unabhingig oder im noch spezielleren Falle von
x und y abhiingig, d.h. tiberhaupt eine Konstante sein). Sie kénnen wiederum
nach x oder y differenziert werden. Dabei zeigt sich aber, dall

ot o1y
(6) e 0l
’ ay ox
wird. Man erhilt daher nur drei zweite Differentialquotienten
- N G n G
(_‘) 5172—1“” Z’-’L’ay—vllja.’l‘—fw. 6?/.3*]‘%1/
und entsprechend das zweite totale Differential
. 7l BN o f >
3 d?z = —da* + 2 - dxdy -+ —, dy*.
(8) aat N '0‘;11(7@/( 4y /‘y'“('?/

Die zweiten Differentialquotienten kénnen weiter ihrerseits differenziert
werden. Dabei zeigt sich allgemein, dall das Ergebnis von der Reihenfolge,
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in der nach den einzelnen Verénderlichen differenziert wird, unabhéngig ist.
Fiir das ntt totale Differential erhiilt man die Formel

: of L . n o f of
(9) d”’z:zgn—d:v' ‘h( )dx" ’10./(1‘171 1(1_/—]~( )8&"“" e sda =2 dy?
b L
+ et i W
Damit ein Ausdruck von der Form

(10) f'l.(x, yydxe 5 (x, y) da
oin totales Differential ist, muf}

. . __(flz, y _f(x,y)
(11) h=-". fo= iy
gesetzt werden konnen. Es mufl also

- if o
(12) aym&x

sein. Diese Bedingung ist aber nicht nur notwendig. sondern auch hin-
reichend.

Wird eine Funktion f(z,y) zuerst als Funktion von y integriert und
die herauskommende Funktion, die auBer von den Grenzen nur von x ab-
hangt, wieder als Funktion von x, so ergibt sich ein Doppelintegral.
Bei der ersten Integration (nach y) werden die Grenzen fiir gewohnlich nicht
feste Werte sein, sondern mit & wechseln, also Funktionen von a bedeuten.
Ist demnach dies Integral

Ya
(13) Fo)=[fla. y)dy,
Y1
so werden y,, ¥, Funktionen von a:
(14) =1 () Yy ==y (@)

Es wird dadurch das Integral wirklich eine Funktion von a allein, und es
146t sich die neue Integration ausfithren:

(15) V= I-F’(L) dz.
Man schreibt dann: -

Xs Yo
(16) ijUf(”c ydylda

Xy
oder mit Weglassung der Klammer

Lo Yo
(164a) sz ff(.:v,y)dy-d.r.

Xy

Nun ergeben sich hier aber eigentiimliche Schwierigkoiten. Es konnen
néamlich Y15 Ya die beiden Werte einer einzigen doppeldeutigen Funktion ¢ ()
von x sein, ja, diese Funktion kann z. B. auch vierdeutig sein, also vier Werte
Yis Yar Yy, y, liefern, und es sind dann bei feststehendem Werte des Yy zwel
Integrationen, von y, bis y, und von y, bis y,, auszufiihren. Geometrisch
gesprochen. bedeutet dann
Yy =q )

eine geschlossene Kurve und die Integrationen sind iiber die Strecken der
Parallelen im Abstande y zur x-Achse zu erstrecken, die in das Innere der
von der Kurve umschlossenen Fliche fallen. Die Anzahl der Schnittpunkte,
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nur im Punkte ¥ =0, y =0 unendlich. Von solchen Unstetigkeiten wollen
wir aber nun absehen. Wir betrachten im folgenden die Funktionen f(z, y)
nur fiir solche Wertepaare (x,y), fiir welche sie eindeutig bestimmte, end-
liche Werte haben, die man in stetigem Ubergange erreicht, von welcher
Richtung man sich auch der Stelle (x,y) nihert.

Differenziert man z=f(z, y) nach der einen Verédnderlichen, indem man
die andern als konstant betrachtet, so spricht man von partiellen Diffe-
rentialquotienten und schreibt diese

rz of(x, s . 0z Of(®,y) .
Es wird dann die Anderung dz von z an der betreffenden Stelle, wenn
dz, dy die zugehdrigen Anderungen von x und y bedeuten, in erster An-
néherung

L@ ) o ef®y)
(3) dz= ry. dx -+ oy dy.

Dieser Ausdruck wird als totales Differential bezeichnet.
Ist nun eine Funktion y von x implizit durch eine Gleichung

(4) f(z,y)=0
gegeben, so hat man z=0, dz=0 zu setzen, es wird also
if@, y) of(x,y)
“dx 9y =
PP x 7y dy=0
und der Differentialquotient

. dy oz
() de " ifiz, y)
Yy
Z. B. findet man fiir .
TV 1
a':‘ ! b9

den Differentialquotienten der so bestimmten Funktion y von z:
dy b%a
o~ aty
Die partiellen Differentialquotienten f/, fy’ sind aufs neue Funktionen
von z,y (im besonderen Falle konnen sie auch fiir # oder y konstant, d.h.
von der einen Verdnderlichen unabhingig oder im noch spezielleren Falle von

x und y abhingig, d.h. iiberhaupt eine Konstante sein). Sie kénnen wiederum
nach z oder y differenziert werden. Dabei zeigt sich aber, daf3

. 1% o1y
o oo
’ oy ox
wird. Man erhdlt daher nur drei zweite Differentialquotienten
- G S G LY S
(_‘) ame_*I.t;t; away_,‘yém*’/.vyr ayg—fyll
und entsprechend das zweite totale Differential
\ ; Pl *f >,
(8) cF,-:——--;—f{;(ln;- -2 f dady +,—{(/y'.
' ¢ x* ooy oy

Die zweiten Differentialquotienten konnen weiter ihrerseits differenziert
werden. Dabei zeigt sich allgemein, dall das Ergebnis von der Reihenfolge,
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durch die Richtung der der y-Achse am néchsten benachbarten Seite dy
bestimmt ist und positiv wird, wenn dies dy positiv genommen wird.

Gewohnlich zieht man allerdings vor, mit da zu beginnen, dann wiirde
gerade der entgegengesetzte Umlaufssinn als positiv gelten. Nun kann man
aber statt der Rechteckchen dxdy auch beliebige andere Flichenelemente
betrachten. Man erhdlt solche, wenn man neue Parameter w, v dadurch
einfithrt, daB man die Punktkoordinaten z, y als Funktionen dieser neuen
Verdnderlichen ansetzt:

(19) =@ (u,v), y=uvyu,v).
Die beiden Kurvenscharen, die sich fiir %= konst. und v = konst. ergeben,
bedecken die Fliche mit einem Netze, dessen Maschen parallelogrammférmige

Flachenstiickchen sind. Die Ecken eines solchen Flachenstiickchens haben

die Koordinaten
z,Y;

oy o oy , .
x—[— —{- —du, x—}—e—,v dv, y+87) dv;
ox oy cy
x4 - d --—cl , “du =
Y vt w0 Y +(’u . _’_P-v dv

Die Projektionen der Seiten auf die Koordinatenachsen werden also

‘x oy ox oy
., dw; —dv, dv.
du “ ou ov v v v
Der Flicheninhalt des Fliachenstiickchens wird demnach
e ox dy 7y 690)
(20) d“"(au(w “ous dudv

und damit verwandelt sich das Fldchenintegral wieder in ein Doppelintegral

o om0y oy 8x>
9 = g du
(21) F jf(duav ou ov dv. .

Es ist nun sofort zu sehen, daB sich an diesen Betrachtungen nichts
andert, wenn man sich die Fliche mit einem Massenbelag von bestimmter,
als Funktion des Ortes gegebener Flachendichte versehen denkt und statt
der Fliche selbst die Gesamtmasse oder das Gesamtgewicht des Massenbe-
lages der Fliache berechnet. Statt des vorigen Integrals ergibt sich dann,
wenn f(x,y)== @D (u, v) die Dichtigkeit des Belages liefert, das Integral

Bx oy oy am)
22 = || @, o) — L ) dudo,
(22) ff (w, 81&80 oucv waw
das so als Umformung des Integrals
(23) V:fff(;v,y)dyclx

auf neue Verianderliche u, v erscheint.

Es ist bei dieser Betrachtungsweise auch unmittelbar einleuchtend, daf
dies letzte Integral von der Reihenfolge der Integrationen unabhéngig ist,
daf3 also
(24) St yyaylde = [ [ [ riz, y)da]dy
wird. Das eine Mal werden namlich nur die Flidchenelemente dwdy zuerst
zu Streifen parallel der y-Achse zusammengefalt und dann diese Streifen
zu der ganzen Fliche zusammengefiigt. Das zweite Mal werden die Flichen-
elemente zuerst zu Streifen parallel der x- Achse zusammengefaflt. Das Er-
gebnis ist aber das gleiche, ndmlich die Summation iiber die ganze Fliche.
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Wenn man den Funktionswert
(1) z=f(x.y),
statt ihn als Flachendichtigkeit aufzufassen, als Ordinate senkrecht zu der
(z, y)-Ebene auftrigt, so erfiillen die Endpunkte dieser Ordinaten eine Fliche
im Raume und das Doppelintegral

(25) V:fff'(x,y)dydx:ffzdydx
bedeutet das Volumen des Korpers, der von dem tiber der betrachteten
Flache « errichteten Zylinder durch die Fliche z= f(x,y) abgetrennt wird.
Es ist hierbei zunichst vorausgesetzt, daB f(x,y) eine iiberall eindeutige
Funktion von z, y ist, wie es selbstverstindlich ist, wenn f(x,y) als Dichtig-
keit, eines Massenbelags gedeutet wird. Wenn nun aber x= f(z,y) keine
eindeutige Funktion ist, so miissen aufs neue ganz &hnliche Betrachtungen
angestellt werden wie bei der Auswertung der ebenen Flichen, und auch
hier sind diese Betrachtungen von besonderer Bedeutung, da es sich ja ge-
wohnlich nicht um die Volumberechnung fiir solche Zylinderstiimpfe, sondern
fiir das Innere von geschlossenen Flichen handelt. Eine solche geschlossene
Flache wird aber notwendigerweise, wenn sie analytisch darstellbar ist, durch
eine mindestens zweiwertige Funktion z==f(x,y) gegeben. Man muf dann
von den Elementarzylindern, die man iiber den einzelnen Flichenelementen d
errichtet, die Teile nehmen, die ins Innere der Fliche fallen, und ist fiir die
aufsteigende Ordinate z eine Eintrittsstelle, z, die néichste Austrittsstelle,
$0 ist (z, — 2,) d w der entsprechende Beitrag zu dem Volumenintegral. Schreibt
man nun wieder

Zg
zg—zlzfdz
21

und setzt d w =dy dxz, so erhidlt man statt des fritheren zweifachen Inte-
grals ein dreifaches Integral

(26) V=[[[dzdy dz.

Es ist nur noch klarzulegen, wie Eintritts- und Austrittsstellen zu scheiden
sind. Wir hatten die einzelnen Fldchenelemente d w mit einem bestimmten
Umlaufssinn versehen, dieser Umlaufssinn iibertrigt sich sofort auch auf die
Fliachenelemente, welche der iiber d w errichtete Elementarzylinder aus der
Fléache z=f(x,y) ausschneidet. Nun kann aber ein solcher Umlaufssinn
schon auf der Fliche vorhanden gewesen sein, indem man sich die Flidche
selbst in Flachenelemente do zerlegt denkt und diesen ebenso wie den
Flachenelementen d w in der Ebene einen bestimmten Drehsinn zuschreibt,
der kontinujerlich beim Ubergang von einem Flichenelement zu den be-
nachbarten erhalten bleiben soll. Die ganze Flidche ist so mit einem be-
stimmten Wirbelsinn behaftet, der die nach dem AuBleren der Fliche gehenden
Richtungen positiv oder negativ umkreisen kann und je nachdem positiv
oder negativ gewertet wird. Ist nun der Wirbelsinn positiv, so sollen wir
das positive Volumen, ist er negativ, das negative Volumen erhalten, und
das stimmt in der Tat damit iiberein, daB der Umdrehungssinn des Schnittes
mit dem Elementarzylinder positiv wird, wenn er mit dem positiven Um-
drehungssinn doer Grundfliche des Zylinders ubereinstimmt. Es muB nun
aber der angegebene Wirbelsinn der geschlossenen Fliche im Raume auf
alle ihre Volume'emente iibertragen werden, auf die er natiirlich ebensogut
angewendet werden kann. Zunédchst mull der Wirbelsinn der Fliche mit
dem Wirbelsinn der Volumelemente an der Oberfliche iibereinstimmen, und
er laflt sich dann weiter und weiter ins Innere hinein von einem Volumen-
element auf die benachbarten iibertragen. Nimmt man etwa den Elementar-
zylinder iiber der Grundfliche da dy, so wird dieser in einzelne Schichten
von der Hohe d=z zerlegt, und in den oberen (rechteckigen) Begrenzungs-
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flichen einer solchen Schicht mufl bei posi-
tivem Wirbelsinn der vorgelegten Fliche
der Umdrehungssinn dem positiven Dreh-
sinn in der Grundfliche entsprechen, und
in der unteren Begrenzung muf} er ent-
gegengesetzt sein. Danach findet sich wie-
der die Scheidung, dafi bei den Austritts-
stellen der positive Wirbelsinn dem posi-
tiven Drehsinn der Grundfliche entspricht,
an der Eintrittsstelle dagegen dem ent-
gegengesetzten Drehsinn.

Diese Unterscheidung wird von be-
sonderer Bedeutung, wenn statt 2, y,
neue Verdnderliche u, ». w durch drei
Gleichungen

(27) r=epWu,v,w), y=yw v,w), z=1pu,v,w)

eingefithrt werden. Den Werten « = konst., v ==konst., w == konst. ent-
sprechen dann drei Flachenscharen, die eine neue Zerlegung des Raum-
teils 7 in einzelne Volumenelemente dr hervorrufen. Jedes Volumenelement
hat die Form eines Parallelepipedon. Die Projektionen von dessen Kanten
auf die Koordinatenachsen werden

‘z fx cy ‘'z cx ) ez
du; ——dw ~dv, —dv: —dw, -;J(lw, —dw
U v ‘v cw faw ‘w

‘x cy
—duw, ->du,
cu cu
und sein Volumen, mit der angegebenen Vorzeichenbestimmung, durch den
Determinantenausdruck gegeben

l ca y 7z
‘ cuw cu cu !
I

cx cz

— dudvdw.

v cv cv

(28) dr= ‘

‘cx  (y

z

cw  cw  Cw |

Diese Determinante heilit eine Funktionaldeterminante.

Wenn nun wiederum jedem Punkte des Raumes ein Zahlwert f(z, y, z)
beigeschrieben, also eine (hier zunichst immer als eindeutig vomu&gese’rzte)
Funktion des Ortes eingefiihrt wird, so tritt an die Stelle des Volumen-

integrals .

V:ffjcl:(lyda'
das allgemeine Raumintegral
(29) I/V::ffffmr,y,z)dzdy dx,
das wieder von der Reihenfolge der Integrationen unabhingig wird, und
werden hier die neuen Verianderlichen w, v, w eingefithrt, so ergibt sich,
wenn dabei f(a,y,z) = @ (u,v,w) wird, das transformierte Raummtegral

| ¢ ¢y cz

lLeuw ou ouw

(30) j” D (uw,v,w) \ ’l (:Iy (l: dudvdaw.

|
|
cvoocv v ‘

cy oz

2
cw cw cw |
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Werden z. B. Zylinderkoordinaten eingefiihrt durch die Gleichungen
(31) xr=pcosl, y==pgsind, z=z,
so wird, wenn f(z,y,z)=U angenommen wird,
(32) W=[[[Uododidz,
und, wenn Kugelkoordinaten durch die Gleichungen
(33) x=rcoslsiny, y=rsindsind, z=rcos
eingefiihrt werden, so wird
(34) W—[[[Ursin0drdidd.
Die Verwendung von Zylinderkoordinaten ist besonders angebracht,
wenn es sich um Rotationskorper handelt. Wird dann die Rotationsachse

die z-Achse, so haben wir als die Gleichung der Rotationsfliche eine Gleichung
von der Form

(35) o=
Soll also das Volumen zwischen zwei Breitenkreisen, die zu z=z, und z=z,
gehoren, berechnet werden, so ergibt sich

2,2mo
szffg(lgd/ldz
700

2227

2 22 . 29
:zf(_jf' 1o*didz —f 1o0’2ndz znzf [¢ )P d=.

Ist z. B. der Korper ein Rotationsparaboloid und hat die Gleichung

(36)

(37) o=V2pz,

so wird
22

(38) V——nf‘_’pzdz:—:rp(ﬂz_f——zle).
21

Ist der Korper ein verldngertes Rotationsellipsoid und hat die Gleichung

(39) o= b‘/1—~ é

7
so folgt
(40) Vznfé)g <1 — Z—i) dz=ab*(z, — z,) — b (2, —z,%).
3 a'.. 2 1 3 a;z 2 1 .
23

Wihlen wir fiir die Grenzen insbesondere z, — — «, z, = -}~ ¢, so finden
wir das Volumen des ganzen Ellipsoids

. 7 b?
40a) Venb*2a— "> —-2a°> = —~mab?.
(404a) T 1 g a2 gaab

Sind ¢ und z als Funktionen eines Parameters ¢ gegeben, so wird

dz
dh:;ljdt

ts
Sdz
.7'(.. Q“d_tdt,

und es ist das Integral

(41) V=
ty
wenn t,,t, die zu den Grenzen z,,z, gehdérenden Parameterwerte bezeichnen.
Ist die Meridiankurve, durch deren Rotation die Fldache erzeugt wird,
z. B. eine Zykloide )

(42) o=a(l —cos{). z==a(t— sint),
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so wird dz
T dt=a(1—-cost)dt,
also
2 to
(43) V= :zfa"(l — cos t)sdt=8na"fs1n"§dt.
£ Py :
Werden fiir die Grenzen insbesondere ¢, =0, ¢,==2xn, wird also der

durch die Umdrehung dos ganzen Zyklmdenbogens entstehende Rotations-
korper genommen, so haben wir

25

T
: Lt ) .o b e
v’:Hna'5f51n"5dt=1ﬁrza3fsm"Edt=32na3fsm"udu,
0 - 0 0

|y

vy

¢ ;
wenn = gesetzt wird, und daraus folgt, da j.sin" udu =
0

T
4

ol o
W] wo

(44) V=>5adx>.

Wir geben noch zwei einfache Beispiele fiir die Berechnung des Volumens
von Koérpern, die keine Rotationskdrper sind.
1. Uber dem in der zy-Ebene liegenden, durch die geraden Linien

r=0, x=m, y=0, y=n

begrenzten Rechteck erhebt sich eine viereckige Siule, die oben durch ein
Stiick der Oberfliche des elliptischen Paraboloids

] <2
x| y?
—5+5
a® ' b
begrenzt ist. Dann ergibt sich fiir das Volumen dieses Korpers

m

O e

0
1 m? n3 1 (m‘ n]> 1
=N =—mn|-—5+55|=—5 m-n-p,
3 a® m 3 a? + b? 3 P
m* | n? . . .
wenn p=—— - 3 die Ordinate in dem Eckpunkte ¥ ==m, y = n bezeichnet.

2. Das Volumen ¥V des Kérpers, das von dem elliptischen Paraboloid
o a? + b?
zwischen den Ebenen z=0, z==c liegt, wird

coayz
o
1':4”—’\/ i —tdadz
a

2
x az . @ Wz ayz
—4- JT 1(0"-—7,“—{—__)-@1'05111 —= dz,
aVzlg=o
also

c
7 T R
':nab-fzdz:-f_;abcz.
0

Z
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Es ist auch bei einem mehrfachen Integral unter Umstédnden mdglich,
den Bereich, iiber den es erstreckt wird, weiter und weiter auszudehnen.
ohne daB das Integral selbst aufhort, einen endlichen Wert zu haben. Be-
zeichnen wir dann die sich weiter und weiter ausdehnenden Bereiche mit B,
B,, B;, ..., so wird demnach, wenn d . allgemein das Element des Bereiches
bei dem mehrfachen Integral bezeichnet,

(45) lim [ flx,y)dw :ff(n:,y)dm

n-> = (By) (B)
ein endlicher Wert, und es wird, wenn dieser Grenzwert von der besonderen
Wahl der Bereichfolge B,, B,, B,, ... unabhingig ist, der gefundene Wert
als uneigentliches Integral von f(z,y) fiir den nicht endlichen Bereich B
erklart.

Wir erldutern dies am besten durch das Integral

—{x2 492
e y)dm,

(B
wo der Bereich B die ganze Ebene umfassen soll.
Wir kénnen dann erstlich die Bereiche B,, B,, B,, ... so wihlen, daf}
sie Quadrate sind, von denen die Koordinatenachsen die Mittellinien sind
und die Seitenlingen der Reihe nach =2a,, 2a,, 2a,, ... werden. Da sich

das Integral schreiben lafBt
+a, +ay,

fe—mzfe—yzdyd.v,

. ‘(ln —(ln
wird es
+a‘llv . +a')l
zfe_l-dapfe_y. dy .
1 —(ln —a”
oder s \
- [q (d”)] :
wenn
+a, Fay,
a? —y?
q (a“)—f(f da **fe dy
—@n )

gesetzt. wird, und es wird das uneigentliche Integral

+ =% .
fe_(ﬂ“jz) do=[lime(a, )]’ = [fe"‘"z dx_l"’.
“+x

(B) n->%
Anderseits konnen fiir die Bereiche B,, B,. B,, ... Kreise mit den
Radien r,, 7,, 75, ... um den Koordinatenanfangspunkt gew#hlt werden.

Dann muB man mit Hilfe der Gleichungen

ax=rcosd, y=rsind, a*f-y*=r?
das Integral auf Polarkoordinaten transformieren. Man findet so
21y

» 222 ) 2.
fe ‘Ly’(lm___ffe “rdrdd =cza(1—c" ")
‘Bn’ 00

und damit N\

—(@2 4y do . — (22 y¥) /
fe PR — lim fr LA pp— ,
(B) n->% (By)

Dall der so ermittelte Grenzwert mit dem friither - /
gefundenen iibereinstimmt, kann man daraus erkennen. '
daB bei jedem der Kreise ein einbeschriebenes und
ein umbeschriebenes Quadrat genommen werden kann,
und also das {iber den Kreis erstreckte Integral Fig. 163.
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zwischen den fiir die Quadrate gofundenen Integralen liegen muf. Der
Unterschied dieser Integrale wird aber kleiner und kleiner, je gréBer der
Radius des Kreises und damit die Quadratseiten werden. Man findet damit

+® . -
fe—'r~ de=Vmx.

5. Der Taylorsche Lehrsatz.

Ist die Funktion y=f(2) in dem Intervall von a bis x -}-% mit ihren

% -} 1 ersten Derivierten eindeutig und stetig, so kann die Entwicklung an-
gesetzt werden:

h? "

(1) fle—+h)=Ff(x)+1 (_iv)'lllj+f" (l‘):z‘i'i—---—i—f( '(2)

nt By
R, wird dabei als das Restglied bezeichnet. Es ist, wenn x fest an-
genommen wird, eine Funktion von %, die fiir #=0 mit ihren = ersten
Derivierten verschwindet. Daraus 18t sich vermuten, daB R, fiir nicht zu
groBe % verhiltnismiBig klein sein wird, so daB bei Vernachléssigung von R,
noch eine brauchbare Anniherung fiir den Wert von f(x - %) herauskommen
wird. Dies ist die praktische Bedeutung des in der vorstehenden Formel
ausgedriickten Taylorschen Lehrsatzes.
Fiir R, kann eine der heiden Formen gewihlt werden:
) ]ln+1 ) )
2 R — An-+1) ¢ 9}L e . 0« 9 —1
(2) A G L Pty (0 <9 1)
(Lagrangesche Form) oder
ey P (1 — 9"
(3) R — f""V x4 9h) A1 —9)

n !

(Cauchysche Form).
Der Mac Laurinsche Lehrsatz entspringt aus dem Taylorschen, wenn
0, x fir x, 2 genommen wird. Es ergibt sich dann

(4 F@)=FO) 4 104 1 O 5+ A O+ R

wobei die Lagrangesche Form des Restes lautet:
ar+1

(n—1)1"

Ist die Funktion y = f(z) mit ihren sé@mtlichen Ableitungen an der
betreffenden Stelle eindeutig und stetig, so braucht die Entwicklung nicht
an einer bestimmten Stelle abgebrochen zu werden. Sie kann dann als un-
endliche Reihe geschrieben werden, wenn das Restglied die Bedingung
(6) lim R, =0

n->=n

(5) R” _ f-(nﬂ) (19 ”L)

erfiillt.
Z.B. werden fiir f(x)==1e* die Ableitungen
)= @) = 1 @)= " () = e,
also fiir =0 wird f(v) mit allen Ableitungen=1. Das Restglied der
Mac Laurinschen Reihe wird

» , pntl
[r— el wo__
" (n—1)!
und ' ’
Iim B, =0

no>x%
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fiir alle Werte von x. Mithin ergibt sich
. ) x 22 22 ozt L.
(7) e":1+1~+2—'+§'—}—§—{— in inf.

fir alle Werte von .
Ebenso wird fiir f(x) = (1 -+ )"

R” — ( '"17' > (1 _1|_ 19 x)m—n——1wn+1 .
\1 1

Ist m eine positive ganze Zahl, so ist » <_m anzunehmen. Von n=—m
an verschwinden alle Derivierten und es ist deshalb kein Restglied mehr

vorhanden. Fir n=m — 1 wird R, =a"+1. Mit diesem Glied bricht die
Reihe ab. Ist m keine positive ganze Zahl, so wird lim R, =0, wenn
n—>rx

— 12~ -1, und damit ergibt sich die Binomialreihe

(8) 1=t (") (0)a 4+ (Tt 4o

die, wenn m eine positive ganze Zahl ist, mit a” abbricht. Die vorstehende
Formel wird auch als binomischer Lehrsatz bezeichnet.

Als Beispiel fiir die Benutzung einer solchen Reihenentwicklung kann
das Abstecken eines Kreisbogens im Gelinde von der Tangente aus dienen.
Es ist dann ein mdglichst bequemer Rechenausdruck fiir die senkrechte Ab-
weichung y der Kreispunkte von der Tangente zu finden. Ist x die Ent-
fernung der betreffenden Stelle vom Beriithrungspunkt, sind also z, y die auf
die Tangente und den zu ihr senkrechten Kreisdurchmesser bezogenen Koordi-
naten der Kreispunkte, r der Kreisradius, so wird

y=r—7Vr:— ‘=;(1—‘/1~—I—i) _7\\\
—s T
und wenn man Vl -—:- in eine Potenzreihe entwickelt \\\\
@ 2 2’.{
vr(g ),
also bei Beschréankung auf die ersten beiden Glieder
et ot
Y=5, T g3 Fig. 164.

Der Taylorsche Lehrsatz 148t sich auch auf Funktionen von zwei Ver-
anderlichen erweitern. Er nimmt dann die Form an

Floth, g k) =, y) +| “ Y) h+f’f(;’fi¥).k}+...

(9) :
N N N /‘(L_s?/) n ,l_< > f(l’ ./ n—1 ' 7('1' ./)
T)L!{ can e 1/ ¢anr— 1(_/] L++ cyr o R
Hierbei kann dem Rest R die Form gegeben werden
R — r ,’:’i“f*_, 9, y+ ‘)k) 1+< ) nH}‘(»L—%l?k y—L—ﬁk) -
n ('IZ o 1)‘ R L” 1 ( L" P y

-n+1 1 L’
e T B Ry A)k"”} 0= 1).

f J)L‘f 1
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Aus (9) ist zu schlieBen, daB in der unmittelbaren Umgebung einer
Stelle z, y der Wert der Differenz
fle—tu, y+o) —flx, y)
dasselbe Vorzeichen hat wie der Ausdruck
“fl@y), | f@y)
éx. by

v,
solange dieser von Null verschieden ist. Ist er aber =0, so hat die Diffe-
renz dasselbe Vorzeichen wie

Ff(@y) o gy, 7
ot W2 Pxy wv+t

2

T g
¢y?

solange diese quadratische Form von Null verschieden ist.
Dies ist in der Umgebung rings um (x,y) iberall der Fall, wenn

/a2 e\ 2 ~2 A2 f
. rxcy cxt Yy

Dann hat die quadratische Form an allen Stellen das gleiche Vorzeichen,
fla,y) in (x, y) also ein Maximum oder Minimum, und zwar ein Maximum,
9

~3 4

wenn

und damit auch i—l -0, ein Minimum im entgegengesetzten Falle.
‘y?

5

Wird z. B. eine Funktion f(x, y, 2, ) von vier Veréinderlichen ein Extremum
(Maximum oder Minimum), wobei unter den vier Veriinderlichen zwei Be-
ziehungen
(12) g, Yy, 2, 8)=0, @&, y,2,t)=0

hestehen mogen, so dafl nur zwei von ihnen, etwa x, y als unabhingig an-
gesehen werden konnen, dann bildet man die Funktion

(13) F@,y,z,t) ={fla,y,z,t)+ Ao, y,z, - uyle,y,z 1)
und als Bedingungen des Extremums findet man

ar N cF ¢ F
L =0, ==0, ——=0, ——:
cx 'y cz ct

°F_,

(14)

Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen ¢=0, y =0 sind die
unbestimmten Parameter 4, ¢ zu eliminieren, und man erhilt so fiir «, y, z, ¢
vier unabhéngige Gleichungen.



Achtes Kapitel.

Geometrische Anwendungen der Differential-
und Integralrechnung.

1. Differentialgeometrie der ebenen Kurven.

Von einer stetigen Kurve, die durch eine im Intervall von « bis & ein-
deutige Funktion y==f(x) gegeben ist. wird das Differential der Bogenlinge

. / ‘ dy>— : 4
(1) (ls——\ 1—}—((1:%—1 -da i
und die gesamte Bogenldnge fiir das Intervall von
« bis b b y

rdy\2 !

(2) s:f‘/I—P(u) de. 3

’ . e z z

o 0

Fithrt man Polarkoordinaten r, ©) durch die Be-

ziehungen (Fig. 165) Fig- 165,

x==rcosd, y==rsind

ein, so wird die Bogenlédnge eines zwischen den Punkten mit den Amplituden
« und f liegenden Kurvenstiicks

4 ) B )
(3) s = f‘/ r* <—Z~z§> a9,

Die Tangente der Kurve y==f(z) im Punkte (v, y) hat in laufenden
Koordinaten &, 5 die Gleichung

: dy .
(4 ;/—g:(}é(; — ).

Die Gleichung der Normalen, d. h. der auf der Tangente im Beriihrungs-
punkt senkrechten geraden Linie, wird

(5) (& —a) -+ Zi (n—y)=0.

Die Grenzlage des Schnittpunktes der Normalen in zwei sich unbegrenzt
nihernden Punkten der Kurve heifit der Kriimmungsmittelpunkt, das auf
der Normalen vom FuBpunkt P bis zum Kriimmungsmittelpunkt K reichende
Stiick der Kriimmungsradius ¢ fir die betreffende Kurvenstelle P. K ist
der Mittelpunkt. o der Radius des Krimmungskreises. Der umgekehrte
Wert 1:0 des Kriimmungsradius heift die Krimmung der Kurve an der
betreffenden Stelle.

Handbibliothek. L. 1. 12
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Sind &, 5 die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes, so ergibt sich

fir f@ =2, @)=Y 40
(. r@{tfer 14 f@?
. s=T — f” (’L) > n=y + “fu?z) >
(6)
{1 ER
o= w7y |
M@

Wird f”(z)=0, so wird g=oc, d.h. die Grenzlage des Schnittpunktes
zweier benachbarter Normalen reicht in unendliche Entfernung.

Wechselt an einer Stelle f”(x) das Vorzeichen, indem es durch Null
hindurchgeht, so hat die Kurve an dieser Stelle einen Wendepunkt. Die
Tangente dndert nimlich beim Durchlaufen der Kurve an dieser Stelle ihren
Drehsinn, sie wird dort eine Wendetangente.

Fig. 166.

Der geometrische Ort des Kriimmungsmittelpunktes einer Kurve K heifit
deren Evolute E, die Kurve K selbst von ihrer Evolute ¥ eine Evolvente.
Eine Kurve E hat unendlich viel Evolventen, die als Parallelkurven be-
zeichnet werden.

Die Evolute wird von den Normalen der Kurve K beriihrt und der
Beriihrungspunkt ist der auf der betreffenden Normale liegende Kriimmungs-
mittelpunkt.

Waihlen wir als Beispiel die Ellipse (Fig. 166)

o =T ys=1

) . af'—*_b- ’
so wird fiir € =a*—70?

3

: 2.3 2.3 1,2 1,237

. . €%y aty? - bizx?)
(8) F=—, ')}:——v_f_{ , Q:'(' LA .

« b ath
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Fiir die Evolute ergibt sich also die Gleichung

©) (“Eﬁ + (b ’7)% — .

Die Kurve ist wieder symmetrisch fiir die Achsen und hat auf diesen vier
Spitzen, die Mittelpunkte der Scheitelkriimmungskreise. Die zugehorigen
Kriimmungsradien sind

auf der groBen Achse (y=0),
(10)

e
S
[
I

v oSS

'

'l 2=, auf der kleinen Achse (x=0).

Die gefundene Kurve ist die Evolute auch fiir alle Parallelkurven der Ellipse.
Ist die Kurve K derart gegeben, dafl =,y als Funktionen eines Para-

meters ¢ dargestellt sind, so lassen sich die Rechnungen unmittelbar an diese

Darstellung anschlieBen. Wir wéhlen als Beispiel die Zykloide, d. h. die

Kurve, die von einem Punkte eines auf einer Geraden (der z-Achse) rollenden

Kreises vom Radius a beschrieben wird. Die Darstellung dieser Kurve lautet

°

(11) rx=a(t —sint), y=a (1 — cost),
also wird
. dx ) dy . , dy ¢

2 g — el AR, — -7 — ctg —
(12) a1 a(1 cost), It asint, ' (x) da ctg 5
Die Gleichung der Tangente lautet deshalb
o t
(13) 1§ — :ctg§-(§——m).

Die Abszisse fiir den augenblicklichen Beriihrungspunkt des rollenden Kreises
wird = af. Fiir diese Abszisse wird die zugehorige Ordinate der Tangente

t .
No==a—cost - actg;sint=2a.

Die Tangente geht also durch den hochsten Punkt des Kreises hindurch.
Entsprechend geht die Normale durch den tiefsten Punkt, d.h. den Be-
rithrungspunkt des Kreises mit der Bahnlinie.

Ferner wird hier

d*y 1
" _vd__ -
(@)= d? Lt
4 @ sin 5
und damit fiir den Kriimmungsmittelpunkt
, . . .t
(14) E=ua(l + sint). n==-—a(l— cost), Q:4a51n§.
Fithrt man ein
(15) X=é¢+4an, Y=n-+2a T=t-+a,
so wird
(16) X=a(T—sinT), Y=a(l—cosT).

Daraus sieht man, daBl die Evolute eine kongruente Zykloide ist, die gegen
die urspriingliche um eine halbe Periode ax nach der Seite und um den
Durchmesser 2« nach unten verschoben ist.

Demnach zeigt sich unter Beriicksichtigung der Formel fiir o, dall der
Kriimmungsradius gefunden wird, indem man das Stiick der Normalen bis
zur x-Achse um sich selbst verldngert.

12%
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Insbesondere wird der Kriimmungsradius fiir den Scheitel (x=an, y=2a)
gleich 4 a. Der Kriimmungsmittelpunkt liegt um diese Strecke unter dem
Scheitel. .

Die Kurve mit der Gleichung

(17) 2yt —d
ist die schon besprochene Astroide. Sie wird von einem Punkte eines

Kreises vom Radius } @ beschrieben, der in einem Kreise vom Radius a rollt.
Fiir den negativ genommenen Neigungswinkel ¢« der Tangente folgt

1 L N
Y y) gy -f'_<£>" ,_(ﬁ !
tg o (a, . V1-tg2a= =) COS (£ = )

@
und daraus
(18) x—}——é’;:acosa.
Dies bedeutet, da die Lénge der Tangente zwischen den Koordinatenachsen
konstant, namlich = a wird. —

Ist F(x, y)=0 die Gleichung einer Kurve und wird in einem Punkte
(z,y) gleichzeitig
(19) =m0, —=

cx oy
so- heillt dieser Punkt ein singuldrer Punkt der Kurve. Fiir jede Gerade
(20) D—y— i (E—),
die durch diesen Punkt hindurchgeht, fallen dann mindestens zwei Schnitt-
punkte in den singuldiren Punkt. Fiir die der Gleichung
FF *F *F

2?5 =0
i i »(11.’(43/—!_1 “yz

21 =3
(21) e
geniigenden Werte von w fallen mindestens drei Schnittpunkte in den singu-
liren Punkt. Ist die Gleichung nicht identisch erfilllt, so hat sie zwei
(moglicherweise zusammenfallende oder konjugiert komplexe) Wurzeln. Wir
haben dann einen zweifachen Punkt.

Ist )

(22)

0.

-~ S
& cy”

o (ZEY_FE P
oxcy =
so sind zwei gerade Linien
(23) e 1)+< oF H”5> (f—2)=0
2: (g — 1 VD ) (§— )= (
, a1 Y Fmay © (s )
vorhanden, welche die Tangenten in dem singuldren Punkt bilden. Dieser
heilt dann ein Doppelpunkt oder ein Knotenpunkt.
Z.B. wird fiir die Lemniskate F(x,y)=0. wobei

(24) Fla g = (2R - 202 (22 — ),
fir t=0, y=20
oF h cF F o R . K
=0, — =0, oy = -—da’ = 4 a”. - =10,
oy crT Y- cxrcy
mithin
(25) D=16 a,

also hat die Kurve im Anfangspunkt O einen Knotenpunkt und die Knoten-
punktstangenten haben die Gleichungen

(26) &+ =0,
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d. h. sie sind gegen die Koordinatenachsen (die Symmetrieachsen der Kurve)
um 45° geneigt und bilden miteinander einen rechten Winkel.

Wird D <0, so werden die Doppelpunktstangenten imaginér. Die Kurve
hat dann an der betreffenden Stelle einen isolierten Punkt.

Fir D=0 hat die Kurve an der betreffenden Stelle, wenn dort nicht
alle zweiten Derivierten verschwinden, einen Riickkehrpunkt oder eine
Spitze. Die Tangenten in diesem Punkt fallen zusammen. Die Kurve kehrt
in derselben Richtung zuriick, in der sie die Spitze erreicht hat.

In Polarkoordinaten r, 9 driickt sich

der Tangens des Winkels zwischen Fahr- Y
strahl und Tangente durch die Formel aus p
(27) ¢ rdd
27 8N = .
X g1 dr 7 o
Nimmt man #=konst. an, so ergibt sich r )
eine Kurve, welche logarithmische Spi- -
. 1 .
rale heit, und wenn tg )= — gesetzt wird, 7] ,;} &
a
Fig. 167.

durch die Gleichung

oder | Inr==Inr,-+4 ad
('28:) =7, ea //

gegeben ist. Daraus folgt, dafl die fiir gleiche Zunahme der Amplitude sich
ergebenden Werte der Fahrstrahlen eine geometrische Progression bilden.

Die Normale im Punkte (r, ©#) bildet mit dem unter der Amplitude —f—;

gezogenen Strahl +* denselben Winkel wie die Tangente mit dem unter der
Amplitude ¢ gezogenen Strahl r. Die Lénge des bis zur Normale reichenden

. ’ lr p Do) e I
Fahrstrahls 0K — 1 wird :?gl_v_y — g=roa-e"’ =rpe T fiir g, — 22,
Die Normalen umhiillen also wieder eine logarithmische Spirale, die der ur-
spriinglichen kongruent und nur gegen sie um den Winkel 771 — 1, gedreht ist.

Bei einer allgemeinen Kurve wird die Linge der Tangente’PQ vom
Beriihrungspunkt P (x, y) bis zur x-Achse, wenn « die Neigung der Tangente
gegen die x-Achse ist,

(29) N
sin «
Ist diese Lénge nun insbesondere konstant =1, so folgt fiir die zugehorige
Kurve die Bedingung:
dy Y

(30) R
s dx V1 — 2
und daraus, wenn man die Ordinate y im Anfangspunkt =1, also die
Tangente zur a-Achse senkrecht annimmt:

4 4 4 H

g yd; ( ydi

(31) @ - -Jn—wf{y:J yey J‘—”—J A _

. y Jvi—yr Jy V1 y2(1 V1 —y?)

1 1 1
= V1 »»—"J'Z —Iny4+In(1+ V1 -— ;1/':’).

Diese Kurve heiflt Traktrix oder Zuglinie. Sie ist symmetrisch bez. der
y-Achse und hat in dem Punkte A, fiir den = 0. y =1, eine Spitze.
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Da weiter

1+(d.;?/>2: ,1 dey:_____l__,._.d;y:,, LA
dx) * 1_y‘.’.a dx? 1/1—?/23 dx (1_y2)2

wird, folgt fiir die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes K., der zu
dem Punkte P (x,y) der Traktrix gehort,

- —— 1— g2
¢=x—}—V1——-y~, 1]=y+ "y

o
oder, wenn der Wert von z eingesetzt wird,
— 1

E=In(1+V1i—y*)—Iny, 1;:-;,

woraus

ef=n+ViF—1, ¢ =n—Vy'—1,

(32) 1;:?'%:@:075.

Die so dargestellte Kurve ist eine Kettenlinie, d.h. die Kurve, die eine
frei herabhéingende Kette oder Schnur bildet. Die Kettenlinie ist also die
Evolute der Traktrix und die Traktrix die zur Achse (x =0) der Kettenlinie
symmetrische Evolvente dieser Kurve.

Um noch die Gleichung der Kettenlinie aus ihrer mechanischen Grund-
eigenschaft . herzuleiten, bezeichnen wir, indem wir die Ordinaten eines Kurven-
punktes K jetzt wieder z,y nennen, die Neigung der Tangente in K mit «,
die dort herrschende Spannung mit §, dann werden die Komponenten der
Spannung nach den (horizontalen und vertikalen) Koordinatenrichtungen

(33) X==8cose¢, Y =Ssina.

In einem unendlich nahe benachbarten Punkte K’ sind die Spannungskom-
ponenten X 4-dX, Y+ dY. Nun sollen diese beiden Spannungen dem Ge-
wicht des Seilstiickes von K bis K’, das gleich ¢ds wird, wenn ds das Bogen-
element K K’ und ¢ das Gewicht der Lingeneinheit des Fadens bezeichnet,
das Gleichgewicht halten. Die Komponenten dieses Gewichtes sind aber
0. — ¢gds und deshalb muB

(X+dX)—X=0, (Y4+dY)—Y=qds
sein, also folgt
dX=0. dY=qds.
Da sonach X == ¢ ist, wenn ¢ eine Konstante bezeichnet, ergibt sich § cos«= ¢
und ¥ =c-tge=c (;—y =cy’. Da ferner ds—V1-4?.dx wird, erhalten wir
dx
aus dY =qd
aus qas . dy i _] e
({.T - 1 J

und daraus v
- I'. Ay

JVIy%

0

also nach der Integralformel (12) auf S. 152

¢ K

wll

Z- v=In(y - V1idty?).
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. c . .
Setzen wir noch rqr:m, so erhalten wir aus der letzten Gleichung

.
en=V1-4y” 4y

z
SR ViTY

dy _ '_1<% _%>=@in<x->
de 4T 2\& ¢ m

und, wenn fiir £ =0 y =m genommen wird, durch erneute Integration die

also

Kurvengleichung
x z
=3 (2]
die fir £=--, #n== in die Form (32) iibergeht.
m m '

Ist cose=1, also «=0, so wird X = 8. Dies ist demnach im tiefsten
Punkt A, wo die Kurve horizontal verlduft, die Spannung. Nennen wir
diese H, so wird ¢c= H und die Spannung in einem beliebigen Punkt
(34) s—

cos «

Nun wird

L ViV = ()=
COs « 2 m
und mg=H , also ergibt sich einfach
(35) S=qy.

Fir die Linge s der Kettenlinie vom tiefsten Punkte, fiir den =0,

y =m wird, finden wir

T x €
Y Y LAY
— de = | doe=|GCof{ Z\dzx
s fV1 + 9y da fm dex fLoi(m)dm
i 0 0
@

(36) s=m &in -.
m

oder

Wir wollen nun &in - in eine Potenzreihe entwickeln. Es ist, wenn
m

.x
wir — =2z setzen:
m

L 2 3 1 o5
=1 L S S
e A TR T O TR TR B TR R
2 3 4 b
2 z 2 2 2
jA— P N R . e ]
e i o T TR AN TRl T ok
also wird
3 e — e ? 22 x 1 2 1 2° '
== Ginz= — — = L N
m 2 +%!+5!% m ' 3!'m? o’m"+
Wir setzen noch R
s—u a?
3! =, S=0
X m?

so ergibt sich

0~ — A’f'“ [_ - R
(37) u*v+4.57 1.576. —+ ...
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Es soll nun umgekehrt v durch u ausgedriickt werden. Nach dem
Mac Laurinschen Satze ergibt sich

» , L, o u L,
v=f(u)==f(0) —}—uf'('Q)—{—éi ' (0)+§i 7 (0) ...
und es wird
it :
f,(u\_dl)_ 1 e 7177 f”{u)———‘, .u'— " f”,[’ - Su’? — o "
’ )—du_@—u/’ T duw W' = u'® ’
dv '
. 2 32
sonach fiir u=—0, d.h. v=0, da dann o' =1, %' ——, ¥ " = "-"—
4.5 4.5-6-7
ird 7(0)=1 (0 2 ! 7(0) !
r =1, _ = — . _— -
e FLoy=1, 1749 15 10 =173
Daraus folgt
. 1 2
(38) 'u=u—%u'3+5;5 wd -

Diese Formel soll jetzt benutzt werden, um den Durchhang eines
Telegraphendrahtes zu berechnen. Die Aufhéngepunkte B.C liegen in
derselben Horizontalen und sollen den Ab-

z z
5 7% i z% g stand @ haben. Es ist dann & = Ja zu setzen
/‘;i und die Lange des Drahtes I=—2s. Daher
Fig. 169. wird % -==6-——, und fiir den Durchhang,
a

.d h. die Senkung des Drahtes in der Mitte A, ergibt sich der Wert
(39) d=m @ofi——m:m(@oﬂ'gm— 1),
N / 2m \ /

oder bei Einfithrung der Reihenentwicklung fir Cof \/17
v

( ,v2 v3 ]
d==m i - - - L.t
, T Tkt S

Setzt man fiir v die gefundene Reihe (38) ein, vernachlissigt aber die Glieder

von hoherem als dem dritten Grade in u. und fithrt noch m— —— ein,
so wird I ] 2V v

oo a - 7 379

4( l=— —_Vull Y V- & O

W0) =1V “1 T 120% " 201 600" [

In erster Anndherung ist
) 1, —
(404) d:IV(Sa(_l—— a).

Z. B. wird fir ¢=50m, = 50.036 m der Durchhang d= 0,822 m.

2. Quadraturen und Rektifikationen ebener Kurven.
1. Parabel. Die Gleichung der Parabel lautet
yr=2pa.

Der Flacheninhalt des durch eine zur Achse senkrechte Sehne abgeschnittenen
Segmentes wird gegeben durch

x
F=2yde
oder N

@ .
F=2Vy2p f\'.vdx.
0
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F=2V2p-3Va?

3

Ausgerechnet ergibt sich

8

oder
F=iay.

Dieses Ergebnis ist leicht geometrisch zu deuten.
Die Lénge des Bogens vom Scheitel bis zu einem Parabelpunkte wird

s—= [Vda*4-dy?

Yy
/T 2
Y
§ = 12 dy.
; ﬁ/ +

.
0

oder, da ydao = pdx ist,

Fiir £ —u erhalten wir

p A
. =pf\/1—}—u'-’du.

0

Um dieses Integral auszuwerten, gehen wir aus von der Funktion

%= Ginw
und ihrer Umkehrung
v="Ar Sinu
(gelesen Area Sinud w). Die Bezeichnung erkliart sich daraus, daB v als der
doppelte Inhalt des Vektors einer gleichseitigen Hyperbel gedeutet werden
kann. Es wird nur
dv 1 1 1

u
. :Q‘D"y’ e - == - _ . = .
dv ] du  Cofv Vi Gintv VI-Fau®

Daraus folgt

d[u V14 u® 4 Ar Ginu) — u? 1 e
- =V 1-Fu-—- - — =2V1 u>.
iu V1wt s T =+

Deshalb wird

l

'S‘ZPJ' V 1:%2iétllt=%p[u1'l+ué+9[1'®i112c].
0

2. Ellipse. Die Ellipse kann durch die Parameterdarstellung

(1) r=asing, y=bcosqg
. Co - Va*— b? . .
gegeben werden. Fiithren wir die Exzentrizitit i — , ein, so wird
1
b—aVi— R

Der Flicheninhalt des Ellipsenquadranten wird
fydx:abfeoszpdsinm

das Integral von ¢ =0 bis (p:—g genommen. Das Integral J'cosgodsingo
bedeutet dann aber den Inhalt des Kreisquadranten eines Kreises vom
Radius 1. wird also = :, und der Flicheninhalt der Ellipse sonach
(2) F=unab.

Fir das Bogendifferential der Ellipse finden wir

ds=Vda? +dy*=aV1— k?sin® ¢

und damit fiir die Bogenlinge des Ellipsenquadranten:

s

)

(3) = a(_J'Vl_; k% sin? edg.
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Dieses Integral ist ein sogenanntes elliptisches Integral dritter Gattung.
Wenn man den Integrand in eine Reihe entwickelt, findet man

—_— 1 . 1-3 ;
Vlhk'zsin'z(pzl——; k'*sin'l(p—ﬂk*sm*(p—g Y Gk“sm"(p...,
Man kann also fiir den Ausdruck s die Reihenentwicklung einfiihren:
| preli—(34) =3 (law) = o (1% )
= -7 — = k? ————F3 ...
(4) s zwaLI 2k 524 516

In erster Annéherung wird

—}nla+0)
also der ganze Ellipsenumfang
(5) U=umn(a—+0b).

Diese Formel gilt, wenn die Ellipse nur sehr wenig von einem Kreise
abweicht.

3. Lemniskate. Die Lemniskate hat die Gleichung
(6) (x3+yﬁ}2-2a‘“’(x'z——y")

oder in Polarkoordinaten », ¥, da x=7rcos ¢, y=rsind, 2*—y>*=r%cos 29,
x? 4 y? =1r? wird,

(7) r==%V2aVcos29.

Der Flidcheninhalt einer der beiden Schleifen, aus denen die Kurve be-
steht, wird

o7

1
‘4
1y d9——2a~ cos)ﬁdz‘):a- (‘O»S(/)d(l)“‘(&‘
57
0

|y

Fir die Bogenlinge finden wir, da fir das Bogendltfewntlal ds sich
ergibt

24
2 rPd 9 =2a’ (sm ; - cos 2 z9> d 92,

cos 2
also Vv
ds— V29 g 9,
Veos 29
den Ausdruck
§ = V ——d.
V cos 29

Fiithren wir noch einen Winkel ¢ ein durch die Gleichung
. 1 .
sin = - -sin ¢,
V2
woraus

Veos 29— V1 - -')sin'-'-z‘):cosw,
1 cos @
dy = *

. V2V1— smzq’f
so ergibt sich

! d g
(8) s==a ( S r___ .
J V11— Ssin? ¢

Das Integral ist zweimal von 0 bis — zu nehmen (da ¢ von O bis - wichst,

SO

.7 . s
wenn @ von O bis 7 geht>, um den Umfang einer Schleife zu erhalten.
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Das Integral v

_ do
9 F
®) (k. @)= Vl k2 sin? (p

heifit ein elliptisches Integral erster Gattung. Fir ¢ =— hat man

| 3

insbesondere die Reihenentwicklung

aor  #(e5) =3[+ (G + GRe)+ Gle) .

also im vorliegenden Falle (k:\@)

(11) (‘/1 N) ) [ + 256+ 7048 }

Statt der hier angewendeten Substitution kann auch die folgende benutzt
werden:

|

tg ) =sin y.
Dann wird & (;/
cos y ql
d=—=——"-"
1 —+ sin?y’
1—tg2d cos
Veos 29 — ‘/ — ,
1 tﬂ'ﬁ Cin2an
also + V1 -4-sin?y
Y
e d 9 — d Y
12) =V2a —“V"a ==Y 2aF(—1,y).
( Vcos 29 Vl — sin? /

Fur die Lénge der ganzen Schlelfe folgt dann wieder der Ausdruck, der sich
ergibt, wenn man das Integral zweimal von vy =0 bis y = 7)’ nimmt.

Setzt man siny =z, so ergibt sich
z
; d dz
(13) s | et | CE
, Vl—}—sm yv V1—2t
0
Dieses Integral heillt seiner Bedeutung wegen ein lemniskatisches Inte-
gral und Y —sin yw==2, als Funktion von s betrachtet, lemniskatische
x

Funktion.
4. Astroide. Die Astroide hat die Gleichung

(14) ot oyt =,
oder die Parameterdarstellung
(15) x=ccos’t, y=csin’¢.

Die zu berechnende Fliche wird in Polarkoordinaten (@ = r cos®, y =7 sin )

F:f;i;r“dvz‘)‘
und hierin ist

tg ) =tg®t, also 9 3tg? d
o] = A als ——— et R A—
& ° cos® ¢ &0 cos?t
oder r*d¥=3c*sin®tcos*tdt. Folglich wird
3 s 2 3
(16) F= ; c? [sm- tcos®tdt #”17‘ [(1 —cos4t)dt.
’ z )
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Das Integral ist, um ein Viertel der von der Astroide umschlossenen Fliche

.7 . . . 7
zu finden, von 0 bis = zu nehmen. Es ergibt sich dann dafir der Wert -

Z

und fiir die Fliche selbst der Wert 3, 7¢?, fiir die gesamte Astroidenfliche
also 27¢%, d. h. 2 von dem Inhalt des durch die Spitzen der Kurve gehenden

Kreises.

3. Differentialgeometrie der Raumkurven.

Eine Raumkurve stellt sich (vgl. S. 96) analytisch dadurch dar, daB
die Koordinaten xz, y, z eines Punktes im Raume als Funktionen

(1) =@ (), y=z(1), z=1p/i)

eines Parameters ¢ gegeben sind. Die Tangente der Kurve im Punkte (v, y. 2)
wird durch die Doppelgleichung gegeben:

— =z

S Rt S S
' (t) ’

(2) g =
’ G (¢) 2 (t)
wenn' &, 57, { laufende Koordinaten bezeichnen.

Das Bogendifferential (Linienelement) der Raumkurve ist durch den
Ausdruck dargestellt: -
ds=Vdz* -+ dy*+ dz*

oder
(3) ds =V (1) -5 (£ ()2 dt.

Es empfiehlt sich nun, die Bogenldnge s als neuen Parameter einzufiihren
und die Koordinaten xz,y,z als Funktionen dieses Parameters anzusehen.
Dann werden unmittelbar
1) dx o8 J dy dz

——=CO0S A,, - -==COSu —~ =cos»
‘ ds ods S ds f
die Richtungscosinus der Tangente ¢, die wir kiirzer mit a/,%’.2 bezeichnen.
Die Gleichungen der Tangente sind dann
S—a  y—1y S —z
(5) R, b O S
& Y z
Als Tangentialebene der Kurve wird jede Ebene hezeichnet, welche die
Tangente (5) enthilt. Schreibt man ihre Gleichung in der Form:
A —a) 4+ By -y)+C(E—z)=0,
so mulB
da— By --C2=0
sein.

Enthélt die Ebene noch eine der ersten unendlich benachbarte Tangente,
so wird auch .
A" - By’ ~C2"=0,
’['2 v
wenn wir ¥ == PR setzen. Dann ergibt sich fiir die Gleichung der Ebene
as”

(b') ‘.y, Z” o Z’ ‘!/”) (;: o .l'r:‘i - (\Z’ 2 — .L', z//v) ( - ,7/) + (IUI yu _ y/ .,UN) (4_ —

Diese Ebene heillit die Schmiegungsebene der Raumkurve im Punkte

(X, Y, Z).
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Ziehen wir in diesem Punkte eine Normale b zu der Schmiegungsebene, so
gilt fiir deren Richtungscosinus die Proportion:

(7) cos A, :cos u, s Cos v, = (y' 2" — 2 y’): (2" — ') (2l y" —y'a).

Die so festgelegte gerade Linie heifit die B1n01male der Raumkuue

Legen wir noch eine gerade Linie n durch den Punkt (x, y,2), deren
Richtungscosmus durch die Proportion gegeben sind

(8) cosl, :cosu cosy, =a":y” 2
U} n
so wird, weil x4 - z"l =1, also «'2" + ¥’y + z’:" =0.
cos 4, cos 4, —— cos 1, ¢os u, 4-cos v, cos y,==0,
cos /'l“_ cos /t,l —- cos ‘u” oS 1, - cos v, cosy, =20.

Diese neue Linie ist also senkrecht zu der Tangente und zu der Binormalen.
Sie ist mithin in der Schmiegungsebene enthalten und heit die Haupt-
normale der Raumkurve.

Das von Tangente, Binormale und Haupt-
normale gebildete Dreikant heift das begleitende
Dreikant der Raumkurve. Unter den drei Ebenen,
welche die Kanten dieses Dreikants paarweise ver-
binden, ist die Ebene, welche Tangente und Haupt-
normale enthélt, die Schmiegungsebene. Die
Ebene, welche Binormale und Hauptnormale ver-
bindet. heiBlt die Normalebene. Ihre Gleichung
lautet:

(9) W (E—2) 4y (1 —y)+7 (2 —0.
Die Ebene, welche Tangente und Binormale verbindet, heilt die rekti-
fizierende Ebene. Ihre Gleichung ist:
10) & (E— @) " () — )+ (E—2) =0,
Bei der Schraubenlinie (S. 96, Gl. (2)) wird
(ls=ch‘+k0'~dt,

fir k,=— =35 also werden die Richtungscosinus der Tangente
B dx asint
COS fy == —
ds Va?--h,?
dy acost
CO8 U, = 7 = e .
as Va* - h ?
dz N
COS ¥, = = el
(& PR 2
s Va* -ty
Die Tangente hildet demnach mit der z- Achse (Schraubenachse) einen Winkel,
. h h '
dessen Cosinus = - 9,:—7, dessen Cotangente also = —2 ist. Das Komple-
2 a

Ve |k
ment « dieses Winkels ist die Steigung der Schraubenlinie. Je nachdem «
positiv oder negativ ist, haben wir eine Rechtsschraube oder Links-
schraube.

Fiir die Richtungscosinus der Hauptnormale ergibt sich
COS 4,1 COS 11, 1 COS 1, =@ cost:asint: ()
=wx:y:0.
Daraus ist sofort zu sehen. dall die Hauptnormale das aus dem Kurvenpunkt
auf die Schraubenachse gefillte Lot ist.
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Die Krimmung einer Raumkurve kann zun#chst wie bei den ebenen
Kurven dadurch bestimmt werden, daBB man den (in Bogenmall gemessenen)
unendlich kleinen Winkel de zwischen zwei unendlich benachbarten Tangenten
durch den Abstand ds der Beriihrungspunkte dividiert, also
__de
T ds
als Kriimmung einfithrt. Diese Kriimmung heilt die Flexion der Raum-
kurve. Es ergibt sich fiir sie der einfache Ausdruck
(‘12) IC*V”L”‘,—'{— /m_l_’uo
Die auf der Hauptnormalen des Kurvenpunktes von ihrem FuBpunkte aus
abgetragene Strecke

(13) 0—

(11)

1

k

heilt der Flexionsradius der Raumkurve. Der Endpunkt dieser Strecke,
der Krimmungsmittelpunkt, kann als der Schnittpunkt der Haupt-
normalen mit einer unendlich benachbarten Hauptnormale angesehen werden,
und danach bestimmt sich auch der Sinn, nach dem der Flexionsradius auf
der Hauptnormalen abzutragen ist. Beschreibt man in der Schmiegungsebene
um den Krimmungsmittelpunkt mit dem Kriimmungsradius den Kreis, so er-
hilt man den Kriimmungskreis oder Schmiegungskreis.

Bis so weit stimmt die Bestimmung der Kriimmung mit der Bestimmung
der Krimmung fiir ebene Kurven iiberein. Die auftretenden Gebilde fallen
alle in die Schmiegungsebene hinein. Nun windet sich aber die Raumkurve
im allgemeinen aus der Schmiegungsebene heraus. Ein MaB fiir diese Tor-
sion t erhalten wir, wenn wir den Winkel d# zwischen den Schmiegungs-
ebenen in zwei unendlich benachbarten Punkten durch den Abstand ds dieser
Punkte dividieren. Wir haben also zu setzen:

. (l?}
14
(14) T ds’
Der Ausdruck fiir diese Torsion enthélt neben den ersten und zweiten
Differentialquotienten auch die dritten Differentialquotienten m"’:;l-—:: usw.
s

und lautet

(15) - — x (yﬂ z”l II ”’ _—|_y ( x ’/ lll) _’_ ( II //I y/l xl/[‘)
A II‘) + JN 2 + z,’ 2 .

Auch hier bestimmt man eine zugehorige Linge

(16) =l

H

die man als den Torsionsradius bezeichnet.

Flexionsradius und Torsionsradius sind mit den Richtungscosinus der
Kanten des begleitenden Dreikants durch die Frenetschen Gleichungen
verkniipft:

dcosd, cosl, cosi,
= - ,
ds r 0
d cos u cos u, cos u
- [T ) it
(17) 1 =,
ds r 0
dcosy, cosy, cosv,

ds r 0
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Die Flexion wird auch als erste Kriimmung, die Torsion als zweite
Krimmung der Raumkurve und diese selbst, wenn sie nicht einer Ebene
angehort oder aus Teilen besteht, deren jeder in einer Ebene enthalten ist,
als Kurve doppelter Krimmung bezeichnet.

Fir die Schraubenlinie wird

a® + hy* a® + hy?
_— = — O
a ’ k,
Fiir sie ist also die erste und zweite Kriimmung konstant, was ohne weiteres

daraus ersichtlich ist, daB sie durch eine bestimmte Schraubenbewegung in
sich {iibergeht.

Q:

4. Differentialgeometrie der Flichen.
Eine beliebige Fliche kann durch eine Gleichung

(‘1} Z:f(x’ 3/)
zwischen den Punktkoordinaten x, y, z dargestellt werden. Es wird dann
- 0z iz 0%z 0%z 9%z
2 —_—n, — — = _— —_— 8, Sy =
2) P oy D ox? cx oy d ay*

gesetzt. Wir nehmen an, dal an den untersuchten Stellen diese Differential-
quotienten mit z selbst endlich und stetig sind.

Man kann dann die Fldche untersuchen, indem man durch den betrach-
teten Punkt P ebene Schnitte legt und die Tangenten und Kriimmungen
dieser ebenen Schnittkurven betrachtet. Dabei zeigt sich zuerst, dafl die
Tangenten aller dieser Kurven in P einer bestimmten Ebene angehoren,
welche die Tangentialebene der Fliche heiit und die Gleichung hat:

(3) Pé—2)fqn—y)=L—z,
wenn wieder z, y, z die Koordinaten des Punktes P und &, #, { laufende
Koordinaten bezeichnen.

Das in P auf der Tangentialebene errichtete Lot heilt die Normale
der Fliche in dem betrachteten Punkte, und seine Richtungscosinus werden

4) X—— P y— . —1¢ z .

Vi+p+¢ Vifp* ¢
Daraus folgt noch, dal, wenn do ein unendlich kleines Flichenelement
an der Stelle P und do, seine Projektion auf die zy-Ebene ist

(5) do=V1-+p’+g*do,
wird. Demnach wird, wenn wir do.—=dady annehmen, der Flicheninhalt
eines Stiickes der Fldche durch das Doppelintegral

(6) o= [[Vi+ P+ Fdudy,

iber die Projektion dieses Flidchenstiickes auf die xy-Ebene erstreckt, gegeben.
Als Beispiel fiir die Berechnung des Inhaltes einer gekriimmten Fléiche

soll die Auswertung des von einem Zylinder mit dem Durchmesser a auf einer

ihn beriihrenden Kugel vom Radius a abgegrenzten Beceiches dienen. Kugel

und Zylinder kénnen durch die Gleichungen dargestellt werden:

224y =a?, ey =ax.
Der ganze betrachtete Bereich zerfillt in vier symmetrische und deshalb
inhaltsgleiche Teile, von dem der eine iiber dem halben Zylinderquerschnitt

y=-+Vaxr—a2a® und auf der Halbkugel z==--Va®—2a® —y* liegt. BEs
wird dann
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also a

1a' @

und die zu bestimmende Fliche

Nun wird

\'t;;— 22

; \;x:;'l - =
. Y : x
= |arc sin -—== = arc sin ‘ .
— :L"‘

Va* a—-x ’

also

r—afalcsm‘/ —}—1(11‘

Partielle Inbeglatlon liefert

. /[ x . [ ‘ vda
arc sin V Y dx—aaresin ‘ S V )
a4 a-tax 2 Joatx
0 0

denn es wird

S P
d arc si ‘/ S i
aresm a—f—L / d‘/u—{—m

‘ a,—|—1

a2 1 a+x adx
::T‘/ a .5“/ v (a2

. x 1 _— Va
x darcsin ‘/ ~=—Va ll—? dx.
a - 2 -

Das noch verbleibende Integral wird gefunden, wenn wir v =au?®. do=2audu
setzen. Wir finden dann

x U . w U
Vade — | wdu A : — du
i / — 9 -2 el
r61+1 2‘“,[1—{—1[“’ ‘a, du Va. 14 w?
0 0 0

=2Vawu—2Vaarc tgu

= - x
=2Vx — 2Vaarc t.g‘ —
a

und sonach

Es ist demnach

/o
o=ua [z &ICSIII‘/——- — Vau -+ a arc tg‘/ ~] =1ug—0a?
a 2

xr=a
Die ganze von dem Zylinder auf der Kugel abgegrenzte Fliche wird also
do0=2a*n—4a*, und da die Fliche der Halbkugel 2 a?s ist, bleibt von
der Halbkugel auBerhalb des Zylinders iibrig die Fliche 4a? —

Wir kehren zur Betrachtung einer allgemeinen Fliiche an einer nicht
ausgezeichneten Stelle P zuriick und legen wieder einen ebenen Schnitt i
durch die Fliche an der Stelle P und bestimmen an dieser Stelle den Kriim-
mungsradius o, der Schnittkurve. Nun ergibt sich, wenn wir «, g, » die
Richtungscosinus der Tangente { der Schnittkurve im Punkte P nennen,

() pe--qp=y
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und, wenn J der Winkel zwischen der Normalen der Schnittkurve (in der
Schnittebene) und der Flichennormalen % in P ist. wird weiter (die Einzel-
heiten der Rechnung iibergehen wir)
) cosy re-2scfftp?
' 2 Vi4p' +¢°
Aus dieser Grundformel folgt, daB, wenn wir durch die Tangente ¢ den

Normalschnitt der Fliche legen, der die Flichennormale enthiilt, die linke
Seite der vorstehenden Gleichung, da hier § =0, also cos® =1 ist.

1

%

wird, wenn jetzt ¢ den Kriimmungsradius der Schnittkurve bezeichnet. Es
wird also

b o801

9y Q

Hierin liegt ausgesprochen der Meusniersche Satz:

Der Krimmungsmittelpunkt irgendeines durch die gewihlte
Tangente gehenden Schnittes ist der FuBpunkt des Lotes, das man
auf diese Schnittebene aus dem Kriimmungsmittelpunkt des durch
die Tangente gehenden Normalschnittes der Fliche fillt.

Es kann nun sein, daB fiir alle durch P gehenden Normalschnitte der
Krimmungsradius der gleiche wird. Ein solcher Punkt heilt ein Nabelpunkt.

Ist dies nicht der Fall, so gibt es immer zwei zueinander senkrechte
Normalschnitte, die Hauptschnitte, fiir welche der Kriimmungsradius einen
grofiten und einen kleinsten Wert annimmt. Diese Kriimmungsradien heiBlen
die Hauptkrimmungsradien. Sind sie 9, und g,, ist ferner ¢¢ der Winkel,
den ein beliebiger Normalschnitt mit dem ersten Hauptschnitt, in dem o,
der Kriimmungsradius ist, bildet, so wird '

1 cos? sin? ¢
(10) =L e
0 Q4 o

In dieser Formel ist der sog. Eulersche Satz ausgedriickt.

Haben o, und g, entgegengesetzte Vorzeichen (insbesondere kann
0,=—p, werden), d. h. sind die Hauptschnitte nach entgegengesetzten
Seiten gekriimmt, so heiBlt der Punkt P ein hyperbolischer Punkt. Dann
gibt es zwei Normalschnitte, die durch
01

tgp = =% ‘/ e

festgelegt sind. fir welche g =oc wird, d. h. fur welche die Tangenten in P
Wendetangenten sind. Diese Tangenten heilen die durch P gehenden Haupt-
tangenten der Fliche.

. . . 1 cos* @ . .

Wird p, unendlich, so wird o= Dann ist nur eine Haupt-
tangente vorhanden und diese fillt in einem Hauptschnitt. Ein solcher
Punkt heifit ein parabolischer Punkt.

Haben o, und g, gleiche Vorzeichen, so haben die Kritmmungsradien
aller Normalschnitte dasselbe Vorzeichen. Sie alle sind nach derselben Seite
gekriimmt und der Punkt heil3t ein elliptischer Punkt.

Z. B. sind alle Punkte auf einem Ellipsoid, einem zweischaligen Hyper-
boloid und einem elliptischen Paraboloid elliptische Punkte, alle Punkte auf
einem einschaligen Hyperboloid und einem hyperbolischen Paraboloid sind

Handbibliothek I. 1. 13
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hyperbolische Punkte, und die Haupttangenten werden die durch den Punkt
gehenden Regelstrahlen der Fliche. Alle Punkte auf einem Zylinder oder
Kegel (mit Ausnahme der Kegelspitze) sind parabolische Punkte und die
durch den Punkt gehenden Mantellinien stellen die einzigen dann vorhan-
denen Haupttangenten dar, wobei natiirlich von einer eigentlichen Tangente
iiberhaupt nicht. die Rede sein kann, da die Linien ganz der Fliche angehoren.

Eine Kurve auf der Fliche, deren simtliche Tangenten Haupttangenten
der Fliche sind, heiBt eine Haupttangentenkurve. Eine Kurve auf der
Fliche, deren sdmtliche Tangenten in Hauptschnitte der Fliche fallen, heif3t
eine Kriimmungslinie der Fliche. Die Kriimmungslinien einer Fliche
zweiter Ordnung werden durch die zu ihr konfokalen Flichen ausgeschnitten.

Eine Kurve auf der Fldche, deren Hauptnormalen mit der Flichen-
normale zusammenfallen, heilt eine geodatische Linie. Solche Linien sind
die kiirzesten Linien zwischen zwei geniigend nahe benachbarten Punkten
der Flache, wenn diese Linien keine geraden Linien werden, die natiirlich
immer den kiirzesten Weg liefern.

1 1
Der Ausdruck H:O —{—Q heiflt die mittlere Krimmung der F.iche.
&1 2
Ist die mittlere Krimmung iiberall = 0, so heit die Fliche eine Minimal-
11
fliche. Des Ausdruck K= ---- heillt die totale Krimmung oder

91 9s
GauBsche Krimmung der Fliche. Man findet fiir diese Werte die Aus-
driicke:

(g _ri+e)—28pg+t(+p)

) ‘/ﬁs )
(11) ] 7.t—‘82+p +q
K = I
1 (1 +p*+ ¢

Fiir die totale Kriimmung in den verschiedenen Punkten einer Fliche
hat GauB eine einfache, der Definition fiir die Kriimmung ebener Kurven
unmittelbar nachgebildete geometrische Definition gegeben. Zieht man durch
den Mittelpunkt einer Kugel vom Radius 1 die Parallele zu der Normalen
der Fliche in einem Punkte P. so wird diesem Punkte P der Fldache ein
bestimmter Punkt P, der Kugel zugewiesen, der Gaufische Bildpunkt,
dessen Koordinaten .X, Y, Z aus den Gleichungen (4) hervorgehen (wobei das
Wourzelzeichen positiv gew#hlt sei). Den Punkten eines kleinen Flichen-
elementes do in der Umgebung des Punktes P entsprechen ferner die Punkte
eines kleinen Flichenelementes dw auf der GauBschen Bildkugel in der
Umgebung des Punktes P, und dann wird das GaufBsche Kriimmungsmafl K
der Fliche einfach gegeben durch

dw

(12) T de’



Neuntes Kapitel.
Differentialgleichungen.
1. Gewohnliche Differentialgleichungen.

Eine Gleichung zwischen verdnderlichen Gréflen und deren Differential-
quotienten heilt eine Differentialgleichung.

d
Sind nur zwei Veridnderliche x, y vorhanden und setzt man yl:&l%’
‘_l/"z-d y, .... so ist die allgemeinste Differentialgleichung von der Form
P
(1) F,y,y,y",...)=0.

Kommt kein hoherer als der = te Differentialquotient in der Gleichung vor,
so heiflt diese eine gewdhnliche Differentialgleichung nter Ordnung.

Ist die Funktion F eine ganze rationale Funktion ihrer Argumente, so
heiBt Grad der Differentialgleichung der hochste vorkommende Grad
eines Gliedes der Differentialgleichung, indem als Grad jedes Gliedes die
Summe der in ihm auftretenden Exponenten der abhingigen Veridnderlichen
und ihrer Ableitungen bezeichnet wird. Sind die Glieder alle vom gleichen
Grade, so heilt die Differentialgleichung homogen.

Ist der Grad =1, so heit die Differentialgleichung linear. Eine
lineare Differentialgleichung kann immer auf die Form gebracht werden
(2) dy@)yy® -t A @)y 44, @)y + A4, (2)y=0GC ().

Eine Differentialgleichung integrieren heilt eine Funktion y = f(x)
finden, die die Differentialgleichung identisch erfiillt. Eine solche Funktion
heilt Integralfunktion der Differentialgleichung.

Eine Differentialgleichung erster Ordnung

(3) F(x,y,y)=0
kann durch Auflésung nach ¢’ auf die Normalform gebracht werden
(4) Yy =G x,y).

Aus der Gleichung (4) ist unmittelbar die zweite Normalform der
Differentialgleichung erster Ordnung abzuleiten:

"

(5) ple,y)-de -y, y) - dy=20.

Gelingt es dabei zu erreichen, dafl die erste Funktion ¢ nur x, die
zweite y nur y enthélt, so ist, wie man sagt, die Trennung der Variabelen
vollzogen. Dann verwandelt sich durch Integration der Glieder die Diffe-
rentialgleichung sofort in eine gewdhnliche Gleichung zwischen a und y:
(6) Jorw@yde = [y @dy=0.

wobei C eine Konstante bedeutet.
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Ist in (4) G (v, y) von der Form g(‘Z ), so ergibt sich nach Einfiihrung
\ o

der Verinderlichen Z =z, weil dy =xdz + zdx, sofort

) da dz
7 — ———— =0
(0 @€ g(‘z) -2
und daraus durch Integration
(8) lna:rr—J—dz =,
' g(z)--2

als die integrierte Gleichung.
Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnungist von der Form

. dy L
(9) AO(\a:)‘dé—I—Al(\x)-y:G(w)
und kann auf die Gestalt gebracht werden:

d
(10) Py Q) =0.

Man bestimmt nun zunéchst das Integral der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung

dz .
11 - Px)z=0.
(11) (l.z+ ()
Dieses ist
(12) 2z = e—/P@)av

Setzt man dann y==z-u, so reduziert sich die urspriingliche Differential-
gleichung auf

o du -
woraus
(14) u==0- J‘Q @) de=0C 7»~J‘Q (x)elP@ardy,

Ist die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung auf die zweite
Normalform

(15) @,y de 4y, y)dy=0
gebracht und multipliziert man sie mit einer Funktion u (x,y). so kann man

diese Funktion immer so wihlen, daB die Differentialgleichung die Form
annimmt

o By
(16) (L) g (P G,
cw Y
indem
' . (2, . L D (2,
(17,) wlx,y) ¢ (.z',y_):l —((t y—). ‘u(.?;,g/)-tp(;r,y]zi—;;—{/*—)
wird. Das Integral der Differentialgleichung ist dann @ (x,y)==c und u(z,y)

heiBt deshalb ein integrierender Faktor. Differenziert man die erste
Gleichung (17) nach y, die zweite nach &, so werden die rechten Seiten gleich
und es ergibt sich zur Bestimmung der Funktion « die Gleichung

\

ru o u A ‘@ )
(18) A <—/ — —L) =0,
[ Yy [ Yy

Diese Gleichung heilit, weil sie partielle Differentialquotienten enthilt, eine
partielle Differentialgleichung fiir « als Funktion von & und y. Sie
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hat immer eine Ldsung. Es ist also immer ein integrierender Faktor vor-
handen. Seine Bestimmung ist aber im allgemeinen schwieriger als die In-
teglatlon der Differentialgleichung (15) selbst und gelingt auf einfache Weise
nur in besonderen Fillen. Z. B. liefert die Gleichung

@y +y—+ 1de (v 2%)dy =0

fiir « die partielle Differentialgleichung
(o429 22— [a?y J+y4—1]”“+2w =0,

die durch .
ou o 2z 1
=0, ———u, also u= .
'y cx 142’ 1+ aF
gelost wird. Es wird dann
o @ D
=y+ 1 o o=
+ x oy

und daraus folgt ®—ay -} arctgz.

Die Differentialgleichung
o d*y
(19) : dar—9W)

wird integriert, indem man sie mit ng multipliziert. Die linke Seite wird

dann der Differentialquotient von %'* nach 2, und man findet durch Inte-
gration der linken und der rechten Seite

(] s o

und nach Trennung der Variabelen und abermaliger Integration
. d
(21) w= |- L A—
Ve gy’
wobei bei beiden Integrationen dle untere Grenze noch willkiirlich bleibt.
Die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten ist von der Form

(22) y' +ay +by=0.

Sie tritt auf als Gleichung der geddmpften Schwingungen. Das zweite Glied
bedeutet dann die dampfende Kraft, das dritte Glied liefert die treibende
Kraft, y bezeichnet die Elongation, d.h. die Entfernung aus der Ruhelage,
die unabhingige Verdnderliche x die Zeit. Die démpfende Kraft soll also
der Geschwindigkeit Z
der Elongation. Im Falle der geddmpften Schwingungen sind die Werte
der Konstanten @, b an gewisse Grenzen gebunden. Wir wollen aber die
Differentialgleichung (22) fiir beliebige Werte von @ und b untersuchen.

Ist keine Dampfung vorhanden, so tritt die einfache Schwingungs-
gleichung auf

der Bewegung proportional sein, dle treibende Kraft

(28) y' by =0.
Fiir b > 0 ist ein Integral dieser Gleichung
(24) y, — ¢, sin (Vo).

denn es wird
y, = ,- b sin | (Vi )_~-—le
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Aber es ist auch
(25) Yy =, c08 (Vo)

ein Integral der Differentialgleichung. Also wird auch

(26) y—1vy, +y,—c, sin (Vbz) ¢, cos (Vbx)

ein Integral, und zwar ist dies das allgemeine Integral.
Setzen wir

(27) c=Vez2-te?, ¢, —c-cos(Vba), c¢,=c-sin(Vba),
so erhalten wir
(28) y:c-sin{wi) (.x—}—uv)}'.

Das Integral wird also durch eine Sinuskurve dargestellt. ¢ ist die Ampli-
tude der Schwingungen. In der Tat wird immer

—c<y: e
Die Periode T' der Schwingungen entspricht einer Vermehrung des Sinus-

argumentes um 2. Es wird also

2n
(29) T'=—.

Vo
Die Werte « und ¢ bestimmen sich daraus, daf fiir @ =0

Y=Y y’:”o'

werden soll (d. h. dafl fiir den Anfang der Bewegung Elongation und Ge-
schwindigkeit gegeben sind). Man findet dann

(30) yo=c-sin(Vbu), vy=c-Vbcos (Vb
woraus -
(31) ¢ — ‘/y (. v
0 b -
Ist b~ 0, sagen wir b= — 5, so werden
(32) c,ef* und cyef¥

Integrale der Differentialgleichung. das allgemeine Integral also
(33) y-=—c, el | cyer.
Ist endlich =0, so haben wir die einfache Differentialgleichung %" =0,
die durch jede lineare Funktion
(34) y=c, x-c,

integriert wird.

Fiir die allgemeine Differentialgleichung (22), in der @ - 0 ist, koénnen
wir nun den Ansatz machen '
(35) y=gq () f(x).

Es wird dann
Y=g @) (@) 4 ¢ @) f(),
y =g ()" (@) 42 ¢ (@) f (@) ¢ (@) f(2).

Wir nehmen weiter an, es werde, indem 2 eine neue Konstante bezeichnet.,
b

(36) ¢ (x) =L ¢ ()
also auch ¢” (z)=1¢ (x)= A% (x). Dann ergibt sich fiir /() die Differential-
gleichung

(@) 22+ a) ()b (A ad-Fb)f(e)=0.
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Waihlen wir nun 1 so, daB 22 + ¢ =0 ist, nehmen wir also l:-—;a
und setzen darauf o
Aﬂ+a1+b=b_‘i —m,

so gelangen wir zu einer Gleichung
(37) 1" ()4 mf(x)=0

zuriick, deren Integral wir nach dem bereits erledigten Sonderfall bestimmen
konnen.  Auflerdem liefert die Differentialgleichung fiir ¢ (x)

(38) @ (x)=¢e**.

Wir unterscheiden nun die 3 Fille gesondert:

)
a?

1. m>0. d. h. b—i_;;-o.

Wir erhalten dann das Integral

. a
(39) y:ce_zz -sin-{v"m (_x—-}~¢x)},

wenn ¢ und « die Integrationskonstanten bedeuten.

2

2. m=_0, d. h. b——-(l < 0.

Setzen wir m = —u*, so wird das Integral der Differentialgleichung

«

(40) y———e"f[(c1 et e,

2

3. m=0, d. h. b—%:o.
Dann wird das Integral der Differentialgleichung

{41) y=—ce 2'v(cl.'a:—§—(,',l).
Im ersten Falle sind ¢, ¢, im zweiten und dritten Falle ¢,, ¢, die Inte-
grationskonstante.

Im Falle der gedimpften Schwingungen ist « >0, b_>0 vorauszu-
setzen, weil die ddmpfende Kraft der Richtung der Bewegung entgegenge-
setzt gerichtet und die treibende Kraft nach der Ruhelage hin gerichtet
sein muB. Die Konstanten bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen,
daBl fir @ =0: ,

Y=Yp Y = Y-

Wir wollen insbesondere v,==0 voraussetzen, so dafl zu Anfang Ruhe

vorhanden ist. Dann sondern sich die drei Fille folgendermaflen.
a?

1. Es wird, wenn 0 i

. - — .
Yo =csin (VYm @), O=\Vmecos(Vma) — 5 sin (Yyme).
Aus der zweiten Gleichung folgt _ B
. — “ym “/ a?
(42) sin (} m ) “/ i ib
m A
und dann aus der ersten Gleichung

(43) c=— Yo
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Es bleiben eigentliche Schwingungen bestehen. Die Gleichung

_% p—
(44) y—ce ? sin{Vm (x4 ccf)}
zeigt aber, dafl der Sinus = +1 wird fiir
(45) Vm(z-+o)=(2n 4 1")5;—' (n ganze Zahl).

Diese Zeitpunkte liegen also um
T

(46) L/ L
. = Vm
auseinander, d.h. immer um dieselbe Zeit. Die zugehdrigen Werte von y

werden “ _
A ~——_|(2n+1);—\rm«}-
(.4() y =-—4ce 2Vm 2

n _—

und es wird
aw:r

(48) Yni1:Yn=—28 Zym .

Dieses Verhiltnis ist also konstant. In der Mitte zwischen den berechneten
Zeitpunkten wird der Sinus =0, also auch y=0. Man erhilt damit das
eigentliche Bild der gedimpften Schwingungen, bei dem die Schwingungen
noch isochron sind, die Amplituden aber in geometrischer Progression abzu-
nehmen scheinen (obwohl diese Beschreibung nicht ganz genau ist, da die
so berechneten Amplituden nicht die Stellen der gréften Elongation bei
den einzelnen Schwingungen bezeichnen).

a” .. .
2. Ist b<—I, so konnen wir setzen

(49) y=c, e»/’,lx+cg e—l2
Es wird dann . I

/g
(50) h=5—V%—b. L=5+V5—0

2

Da b >0 sein soll, wird ‘/-og—b<g, es sind also 1, und Z, positiv, da
a e
auch 3 positiv ist.

Sollten nun ¢,, ¢, aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden, dal
fir 1 =0 y=y, >0, ¥ =0 wird, so ergibt sich

Yo=0 +¢C» O0=12,06+4¢,
43 Yo 7):1 Yo

=, 62-:_

Ay 4 Ay — Ay

und daraus
(51) c, =

wobei 1, — 4, =2 Va' —b>-0. Es ist dann 1, >>1,, also in dem sich

ergebenden Ausdruck -
(52) y=- 729”. - (I‘{n PR - }‘1 e—/'.e_,.z:)

ey — Ay
das erste Glied in der Klammer fiir » >0 groBer wie das zweite, mithin ¥
stets positiv, und nur fiir unendlich wachsendes & strebt y der Null zu. Bei
der Bewegung nithert sich also der betrachtete Punkt der Nullage asymptotisch.

3. Ist %—:b, so wird das Integral

(53) y=e ? (c,x—-¢,),
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wobei ¢, und ¢, wieder aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind.
Diese liefern

. a
Yo==C 0= — 5 6 + ¢

3o daBl sich der Ausdruck verwandelt in

a
a

¢ —;:l? f 2
(54) y=ype * (1T§1)'

: . o i .. .
Fir alle @ -0 ist, da 50, auch y >>0 und erst fir unendlich wachsen-

des x nahert sich y wieder der Null. Man sieht auch, daBl die Geschwin-
digkeit ) B

’ a” —2~:r
V= e

immer negativ ist, der Punkt also sich stdndig der Nullage zu bewegt.

Wir wollen noch einen einfachen und besonders wichtigen Fall einer
nicht linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung betrachten, der sich
beim mathematischen Pendel darbietet. Ist ¥ der Ausschlagswinkel aus
der Ruhelage, ! die Linge des Pendels, g die Beschleunigung der Schwere,
t die Zeit, so bietet sich hier die Differentialgleichung dar:

X

. a9 g
C Y e T sin g
(65) d ] sin .
Multiplizieren wir diese Gleichung mit 2 71— , SO
wird sie . ¢
d (dﬁ)- _ 59 d cos ¥
dt\dt/ "1 dt \,_/
|
und daraus folgt durch Integration
: d9\?
(56) ( ) —2%cos 9L, Fig. 171.
\d t l '

wo ¢ eine Integrationskonstante bedeutet. Der Ausdruck auf der linken
Seite ist das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit. Damit sich fiir diese ein
reeller Wert ergibt, mufl die rechte Seite positiv sein. Es scheiden sich
danach drei Fille: '

1. ¢ > 2‘? sagen wir :2%—% m,*. Dann laBt sich der rechten Seite
von (56) die Form geben
9
4 %cos'2 5 + gy,

sie ist also immer positiv, welches auch der Wert von ¢ sei. Das Pendel
filhrt dann volle Umdrehungen aus. In der tiefsten Lage () =0) wird die
Winkelgeschwindigkeit

(57) W, = ‘/4!—’;{—(»”*,

in der hochsten Lage (¥ =x) wird die Winkelgeschwindigkeit = .

2. 0_2%, d. h. wy=0. Dann langt das Pendel in der hdchsten Lage

mit der Geschwindigkeit 0 an. Es ist dort ein kritischer Punkt. Das
Pendel kann, dem kleinsten Anstof3 folgend, die Bewegung nach vorwirts
oder riickwérts fortsetzen.
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3. c<2lg.

Dann treten eigentliche Pendelschwingungen auf. Nennen
wir deren Amplitude ¢, so ist

(58) c:——2%—cosa

zu setzen und es ergibt sich

(%ﬁ)d =2 % (cos ) — cos «)

dt ,
oder .
9\ *
d— q
29 (sin‘2 Y sin? 2)
dt) 1 2 2/
Setzen wir noch g
(59) sin = — sin - sin y =k sin
2 2
. .o L s s 4 9
fir k= sin -, 0 folgt sin® 5 — sin’ 'E = k* cos® v, cos f} d IE =kcosydy,

) -
cos? 15 =1 — £? sin? ¢, also

v/ 1 d
! 9 V1—Fk®sin? y

Die Dauer {7 einer halben Periode, also einer einfachen Schwingung, findet
man, indem man ¥ von — « bis -} ¢ gehen list, also vy von —g bis -}—721

Demnach wird a
9

9.JV1—Fk®sin® ¢

also durch ein vollstédndiges elliptisches Integral erster Gattung ausgedriickt.
Entwickelt man wieder den Integranden nach dem binomischen Lehrsatz
und beschriankt sich auf die ersten beiden Glieder, so erhilt man fiir kleine
Schwingungen angen#hert

]y

T—=4 lgf(l—%%lﬁ sin? ‘l/))‘(l(/',
0
also _, )
(62) T—2 ‘/Z(1+1k?‘)
oder mit geniigender Annéherung
(63) T—2 7(‘/7; ( 1 116 sin? « ) .

In der ersten Anndherung wird

l
64) T—2x / ,
w V!

die Schwingungen sind dann isochron, d. h. die Schwingungsdauer wird
unabhiéingig von der Amplitude. Dies ist die bekannte Pendelformel.
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2. Graphische und numerische Losung von Differentialgleichungen.

Liegt eine Differentialgleichung von der‘Form

dy

1 T p (2.
(1) dz f(x y)
vor, so laBt diese sich geometrisch deuten, indem man sagt, es werde jedem
Punkte der zy-Ebene eine Fortschreitungsrichtung zugewiesen, deren Neigung
o« gegen die positive a:-Achse durch die Beziehung

(2) tga:gz

gegeben ist. Es sei dabei vorausgesetzt, dafl f(x,y) eine eindeutige Funktion
ist oder daB man sich, wenn sie mehrdeutig ist, auf einen Zweig der Funktion
beschriankt. Man erhilt so zu jedem Punkte die durch den Winkel « fest-
gelegte Richtung, d.h. man findet ein Richtungsfeld, und es bedeutet
nun die Integration der Differentialgleichung das Auffinden von Integral-
kurven, deren Tangente in jedem Punkte die durch das Richtungsfeld ge-
gebene Richtung hat. .

Um solche Kurven zu finden, konstruiert man zuerst die durch die
Gleichungen

(3) f(x, y) = konst.

gegebenen Isoklinen, d. h. die Kurven, fiir deren sidmtliche Punkte die
Fortschreitungsrichtung des Richtungsfeldes die gleiche ist. Um dann eine
Integralkurve zu finden, verfihrt man so, dal man eine Kurve zeichnet,
welche die einzelnen Isoklinen unter der vorgeschriebenen Richtung durch-
setzt.

Es ist nun mog'ich, dafl an einzelnen Stellen die Integralkurve die [so-
kline nicht schneidet, sondern beriihrt. Das setzt voraus, daf die Isokline
an' der betr. Stelle selbst eine Tangente hat, die in die dem Punkte zuge-
ordnete Richtung féllt, d. h. es muB} ‘
of L, af

of , ¢f
A ltge=0 od + L
ox | 0y B¢ oder cx f{)y

fle. y)=20

werden. KEs ist aber nach der vorgegebenen Differentialgleichung (1)

'y __ef 9f‘d?/,_bf+a/.f'('x.y>.

(4) da* gz ' dydx  2x ' oy

Also wird an einer solchen Stelle Z ll{:() d. h. die Integralkurve hat dort
einen Wendepunkt.

Nimmt man nun an, es sei durch graphische Konstruktion eine Kurve
gefunden, die, von einem gegebenen Punkte P, (x,, y,) ausgehend, zundchst nur
anndhernd die Forderung erfiillt, die Isoklinen in den geforderten Rich-
tungen zu schneiden, dann wiirde die Gleichung dieser Kurve in der ana-
lytischen Darstellung die Form

(4) Y1 =1 (2)

haben, wobei y, von der bei der wirklichen Integralkurve an der Abszisse
x auftretenden Ordinate y etwas verschieden vorauszusetzen ist. Man kann
jetzt in der Differentialgleichung (1) auf der rechten Seite den Naherungs-
wert y =y, = ¢, () einsetzen. Dann wird die rechte Seite eine Funktion
von z allein und y ldBt sich durch eine blofe Quadratur finden. Aller-
dings ist die so gefundene Loésung immer noch nicht genau, weil ja vy auf
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der rechten Seite nicht den genauen Wert bekommen hat. Wir erhalten
vielmehr nur eine neue Néherung

Diese Ndherung ist aber schon besser wie die erste, und wiederholt man den-
selben Schritt noch einmal, indem man jetzt

(6) ¥y =Y+ [ (& @y @) de=p, @)
auswertet, so findet man eine noch bessere Anndherung. So kann man be-
liebig weit fortschreiten.

Dabei ist zu bedenken, daB f(z, ¢,@)=f(x, y,)=1tg«, wird, wenn
die an der Stelle (z,y,) vorhandene Richtung mit der z-Achse den Winkel «,
einschlieBt. Hiernach ist diese Ordinate sehr einfach graphisch zu bestimmen
und darauf die Integration in (5) graphisch auszufiihren.

Wenn nun die Isoklinen an den Stellen, an denen sie von der ersten
gendherten Integralkurve passiert werden, nahezu senkrecht zur a-Achse ver-
laufen, so werden die Nachbarstellen, an denen sie von der zweiten ge-
ndherten Integralkurve passiert werden, von den ersten Stellen nur sehr
wenig verschiedene Abszissen haben. Damit werden aber auch die fiir die
Quadratur aufzutragenden Ordinaten sehr wenig verschieden und die neue
Annidherung wird nur noch eine sehr geringe Verbesserung liefern, so daf
unter Umsténden schon die vorausgehende als hinreichend anzusehen ist.

Es ist deshalb von Vorteil, das Koordinatensystem nach dem Auffinden
der ersten gendherten Integralkurve so zu verdndern, dafl man fir die Rich-
tung der neuen y-Achse einen Mittelwert der bei dem Passieren der Iso-
klinen in Betracht kommenden Richtungen wahlt. Die neue x-Achse ist
dann zu diesen Richtungen mit moglichster Anndherung senkrecht, und das
Niaherungsverfahren erhilt die Form, in der es moglichst rasch zum Ziele
fiihrt. Eine solche Verdinderung des Koordinatensystems ist aber ohne wei-
teres moglich, da ja das Integrationsproblem in der graphischen Formulierung
von dem zugrunde gelegten Koordinatensystem ganz unabhingig ist, indem
nur den einzelnen Punkten jedesmal eine bestimmte Richtung zugewiesen
wird und diese Richtungen durch Strahlen, die von einem Pol P ausgehen
und den einzelnen Isoklinen zugeordnet werden, ohne weiteres graphisch
festgelegt werden konnen.

In der Fig. 172 ist so die Loésung fiir die Differentialgleichung

dy R o
d;i‘ =Vt
gegeben. In diesem Falle sind die Isoklinen einfach konzentrische Kreise
mit dem Mittelpunkt O. Vom Anfangspunkte P, aus ist dann mit den
Punkten §, S, ... die erste Naherung 7, der Integralkurve gezeichnet. indem
der Reihe nach die Parallelen zu den vom Pole W ausgehenden Strahlen
gezogen wurden. Diese Strahlen liefern die Richtungen, unter denen die
gleich bezeichneten Isoklinen von der Integralkurve passiert werden sollen.
Es ist darauf die neue Ordinatenachse 1 so gewdhlt worden, daf sie mog-
lichst einen Mittelwert der Richtungen liefert, welche die Isoklinen an
den in Betracht kommenden Stellen haben. Zur neuen Abszissenachse & ist.
durch W die Parallele gezogen und auf dieser in ihrem Schnittpunkte V' mit
der Skala das Lot errichtet. Auf diesem Lot erscheinen dann die Ordinaten.

<

die man unter den Punkten S, S, ... auf der Achse & zu errichten hat, um
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die Kurve i, zu finden, deren Integration gemiB der Formel (5) die zweite
Anndherung 7, der Integralkurve liefert. Die Kurve ¢, wird zu dem Zweck
durch eine Staffelfigur ersetzt, deren einzelne Teile den zugehorigen von der
Kurve i, begrenzten Flichenstreifen moglichst gleich sind. Die Hohen dieser
Staffeln sind auf der 7)-Achse abgetragen und vom Pole P nach den so ge-
wonnenen Punkten die
Strahlen gezogen. Die 45
Integralkurve 7, wird
dann als Polygonzug an-
gendhert, indem man zu

y
35

jenen Strahlen zwischen 5 3
den begrenzenden Ordi- 2,5
naten der Staffeln die y 2
Parallelen zieht. 35 45

Neben diesem gra-
phischenVerfahrenkann
aber auch eine nume-
rische Methode zur Lo6-
sung der Differential-
gleichung (1) benutzt X
werden. Man beachte / 4
zunéchst, daf man ja, ™.
nachdem man einem W U
Werte z, des Argumen-
tes den zugehdrigen
Funktionswert y, belie-
big zugewiesen hat, den Fig. 172.

Funktionswert y,— &
fiir einen dem ersten nahe benachbarten Argumentwert x,- % aus der Diffe-

1 .
rentialgleichung selbst findet, indem man il{ mit dem Quotienten der Difte-

renzen - gleichsetzt, also nidherungsweise fiir & den Wert

3 7
0,

0

(7) ky=1(vy, yo)-h

nimmt. Diese Anndherung wiirde aber nur hinreichen, wenn % sehr klein
genommen wird, also eine groBe Anzahl von einzelnen Schritten erfordern,
um den Funktionswert fiir eine nennenswerte Strecke zu erhalten, und da-
mit miihsame Rechnungen bedingen.

Man kann den bei der Berechnung von k begangenen Fehler ohne
weiteres ausdriicken, wenn man die Funktion y=f(x) in der N&he der
Stelle z, nach dem Taylorschen Lehrsatz entwickelt. Es wird dann
(8) ke=f(xy—h)—fy)=d b 07, B 4.,
und dabei ist 4, = dx = f(x,,y,). also ist der bei der Berechnung von

0
k begangene Fehler
(9 kh—k,=d, R, A%

Die Aufgabe wird nun die sein, & auf andere Weise derart zu berechnen,
dafl es mit dem Ergebnis der Taylorschen Reihenentwicklung in mehr Glie-
dern iibereinstimmt. Dann wird der Fehlerausdruck fiir & erst mit héheren
Potenzen von % beginnen und damit fiir kleine Werte von % bedeutend ge-
ringer sein.
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Es ist nun von Kutta ein Verfahren angegeben worden, das es ermog-
licht, den Fehler erst mit der fiinften Potenz von % beginnen zu lassen,
das also eine sehr gute Anndherung liefert. Zu dem Zwecke setzt man:

(10) b1k, Lky Lk,

und dabei wird

ky=1(xy, Yo)- b,

ky=f(xg+Lh, yo+3k)-h,

ky=f@o+ 5h, yo-+5ky)-h

k—fxn_!—h y()+k3'

Um einen Mafistab fiir die Genauigkeit der so berechneten Werte zu haben,
mull man die Rechnung zweimal durchfihren, einmal fiir das Intervall 2
und das zweite Mal fiir das Intervall 24. Der 16. Teil der Differenz, die

sich hierbei fiir die Werte von y ergibt, liefert dann die GréBenordnung des
begangenen Fehlers.

("
(11) !
l

3. Partielle Differentialgleichungen.

Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen, welche eine
Funktion von mehreren Verdnderlichen durch eine analytische Beziehung
zwischen den partiellen Differentialquotienten der Funktion nach den ein-
zelnen Verinderlichen bestimmen. Wir beschrinken uns hier auf Funktionen u
von zwei Verdnderlichen z, ¢, von denen die eine als Linge, die andere als
Zeit aufgefaBt wird, und wihlen als erstes Beispiel die partielle Differen-
tialgleichung der Warmeleitung

cu Lt
— u?

(1) Y

in der ;. eine Konstante, u die Temperatur bedeutet. Wir suchen die Losung
zu erreichen, indem wir « als das Produkt einer Funktion ¢ (x) von x und
einer Funktion % (¢) von ¢ ansetzen, indem wir also annehmen

(2) w=gx)-k(t).

Es wird dann " u

K "
{7—._.. giz)- (1), — =g (x)- k(1)
p :

/x‘

d dami :
un amit g(@)-K(t)= > g"\@)-h(t).

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn

DR ’ (I: ’ Y
(3) g (.’E):”—eg(.):), B (t)=a*h(t)
wird, indem a*® eine neue Konstante bezeichnet.
Wir finden als Losungen dieser beiden gewdohnlichen Differential-

gleichungen
o

. N £ . a2t
(4) g(a)=e" ", hit)=¢
also
- — a2t
(D) w—ce"
Nehmen wir fiir ¢ einen komplexen Wert a= — «(1-41i), so wird
a?=*+2¢*, also

" 4__() " o )
(b) zt:e_"[l' (202t 71
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Den verschiedenen Vorzeichen entsprechen zwei Losungen u,, u,, deren halbe
Summe } (u, -} u,) wieder eine Losung ist. Da aber

3 (»eiz—{— '?) = cos z,
wird
1 \ 2 - « \
t(u,+tu,)=e w'cos|{2¢t——x),
. mo/
und da dieser Ausdruck eine Losung der Differentialgleichung bleibt, wenn
wir ihn mit einer Konstanten .4 multiplizieren und noch eine Konstante B

addieren, konnen wir die Losung ansetzen in der Form

x I a 2 x 4
(6a) w=A e—lu\/?cos< ;t _fc_‘/;)_‘_B_

2

i

Wir haben dabei noch u#‘/-; gemacht. « #dndert sich nicht, wenn ¢

um 7' vermehrt wird, d. h. es ist T' die (zeitliche) Periode der Funktion wu,
und wir haben sonach eine periodische Lsung der Differentialgleichung (1)
gefunden.

Die Losung setzt voraus, daB fir x =0

2at
(7) u,== - cos —g~ -+ B

wird. Das heiflt, wenn wir uns die Ebene x =0 etwa als die horizontal
angenommene Erdoberfliche vorstellen, und voraussetzen, daf die Tem-
peratur « nur von der Tiefe x unter dem Erdboden abhéngt, so soll an der
Oberfliche selbst eine nach dem Sinusgesetz periodisch mit der Periode 7'
schwankende Temperatur vorhanden sein, wie dies in dem Wechsel der
Tages- und Jahreszeiten annadhernd der Fall ist.

Ist « sehr grof}, so wird der Faktor von A in dem Ausdrucke von u
sehr klein. Man kann dieses Glied also vernachlissigen und findet, dafl in
sehr grofler Tiefe die konstante Temperatur B herrscht.

Wenn wir nun fiir eine bestimmte Tiefe x die Zeiten feststellen wollen,
fiir welche die Temperatur ihren hochsten oder kleinsten Wert annimmt, so
miissen wir den Cosinus = -+ 1 machen, also

(8) 2 ¢ v “/Tb =n
o T 2 u )

wobei 7 eine ganze Zahl bedeutet. Diese Gleichung zeigt, daB die so sich
ergebende Zeit um den Betrag
;Zlu 7/

von der Zeit verschieden ist, zu der der hochste oder niedrigste Wert an
der Oberfliche auftritt. Die Wirmewelle schreitet also mit der Ge-
schwindigkeit “

. T
9 »—2 ‘/ 2
(9) v i 7

nach dem Innern der Erde zu fort.
Gleichzeitig nimmt ihre Amplitude, die an der Oberfliche 4 betriigt.
ab und wird

(10) dee w\r,

Sie ist demnach in geniigend grofer Tiefe verschwindend gering.
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Um einen Anhaltspunkt zur Bestimmung des in der Differential-
gleichung steckenden Zahlwertes u zu haben, nehme man den Tag als Zeit-
einheit und das Meter als Lingeneinheit an. Die Geschwindigkeit v fiir die
Fortpflanzung der tédglichen Temperaturschwankungen wird dann nahezu

=1 %:gr’ und fir u folgt, wenn v=1, 7T=1 gesetzt wird,

. 1
11 uw= - -=0,28.
(11) 2V
Bei der jahrlichen Temperaturschwankung ist ferner der Wert v = 0,0464
festgestellt worden. Daraus ergibt sich

0,0464 -V 365,25
2Vax
in hinreichender Ubereinstimmung mit dem vorigen Wert.

Nimmt man nun aber an der Erdoberfliche keine periodische Schwan-
kung, sondern ein allm#hliches Abklingen einer urspriinglich vorhandenen
sehr hohen Temperatur an, wie sie in der Tat vor einer langen Reihe von
Jahren bestanden haben soll, so ist die gegebene Losung der Differential-
gleichung nicht zu brauchen. Es ist vielmehr statt ihrer ein anderer Ansatz
zu wahlen. Wir versuchen einen solchen, indem wir % als Funktion von

(1 1 a.) "

i

0,25

(12) S

betrachten. Es wird dann Vi
‘. du ¢z du 1 Fu dPu 1
e dz e dzyy’ fx dZ
‘u _du 'z du x
T e T T dE T

Damit nimmt die Differentialgleichung die Form an
du 2z, d'u 1
dz 91v7 M d@ T

Codu .
und, wenn wir —I-—zur setzen, wird

d1Inw 2
dz 2
also
7'1 22
Inw=—— "+ w=e **
4’
und
z
o .
(13) - {e Hidz, B=—u=
. Vi
. 0
Setzen wir noch
z .~ - €T
—— =, also o= —
2 2 Vi

1
und fiigen wieder eine multiplikative Konstante .4 0y — und eine additive
v
Konstante B hinzu, so erhalten wir endlich als Integral der Differentialgleichung

)

(14) u=—A21|e - B, S=- -

-
il o VT
Vo _‘1(1 t
0
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Wir schreiben noch

<

; Y e dl
15 DP)=2|e ~ —.
= © J Va
Dann wird ) \
(143: u:;l.qi —_— B
e (2MW)+

die Losung der Differentialgleichung. Fiir hinreichend groBle positive oder
negative Werte von (, also auch fiir t=0, wird @ ({)==1, also, wenn wir
noch B =0 voraussetzen, u— A4.
Es folgt weiter
du 2 e 8C 4 1 =
o :——:.:16 = e s — e 4u?t,
¢ Va cx uVa Vi
Nimmt man nun an, daB, als im Verlauf der allméhlichen Abkiihlung eine erstarrte
Erdkruste sich bildete, die Temperatur » an der Erdoberfliche 4 = 4000° C.
ou 1 Grad
oz 25 Meter
betrigt, so wiirde fiir die seit dem Erstarren der Erdoberfliche verflossene
Zeit t, wenn in der vorigen Formel x==0, u==1:2Va gesetzt wird, folgen
1 8000
25 Vi
und daraus t==4-10'° Tage oder rund 100 Millionen Jahre. —

Als zweites Beispiel einer partiellen Differentialgleichung behandeln wir
die Differentialgleichung

(16)

betrug, ferner dall gegenwirtig die Abnahme mit der Tiefe

o]
»)

(/,_y Y N2
17 = 0"
(17) ottt U fx

<

&

Diese Differentialgleichung ist linear und homogen von der zweiten Ordnung
und tritt als Differentialgleichung der schwingenden Saiten, allgemein als
Schwingungsgleichung bei nur einer rdumlichen Dimension a auf.

Man kann die Differentialgleichung I6sen, indem man einen Ansatz

(18] y=f(x-+ at)
macht. Dann wird
fﬂy— ! ) Ly__ i .
(m__f(.r,—}—at_), =1 at)-a
und . -
:iyf—wf"(“c—}ﬂat) ,;}‘Z—:f"(z,—{—at) a*,
folglich = "
e
't cat

woraus sich durch Vergleich mit (17) «*==u?, also a=-+u ergibt, und
damit kann als allgemeine Losung der Differentialgleichung (17)

(18) y="f&+ut)+ file—ui
angesetzt werden, wenn f,, f, unbestimmte Funktionen bezeichnen.

Man bestimmt die Funktionen f,. f,, indem man die Werte von y und

Yy L. .
Y fiir 1=0 als gegeben annimmt. Es werden dann

ot L )
fi@) 4= fol2) =¢ (2).
(19) wlfy @) — 1y ()] =w (@),
Handbibliothek. I. 1. 14
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wenn ¢ (&), v (x) gegebene Funktionen bezeichnet. Nimmt man fir t=0
insbesondere eine Ruhelage, also %:O an, d. h. y(x)=0, so wird f,/(x)
=f, () und man kann f, (x)=f,(x)==f(x) setzen, wobei

fl@)= ()
wird, so daB sich
(20) y=sp@tut)+5p@—pnl)
ergibt. Der Anfangszustand zerlegt sich in zwei gleichgrofe Komponenten,
die sich nach entgegengesetzten Richtungen mit der Geschwindigkeit u fort-
pflanzen.

Fiir die praktische Behandlung des Problems der schwingenden Saiten
geeigneter ist aber ein Ansatz von der Form

(21) y=g(@)-h(t).
Dann liefert die Differentialgleichung die Bedingung
g (@) B (1) = w?g" (%) A (1)

die erfiillt ist, wenn
(22) g’ (@)= —ag(x), B'(8) = — a2k (1)
gesetzt wird. Man fiihrt also auf diese Weise die partielle Differential-
gleichung auf zwei gewohnliche Differentialgleichungen zuriick.

Die erste dieser Differentialgleichungen wird gelost durch die Funktion
(23) g(x)=sin(Ve«z).

Handelt es sich nun um eine schwingende Saite, so sollen die Enden
der Saite in Ruhe bleiben. Es muB also die Funktion y=—g¢(z)-k(f) fir
alle Werte von ¢ an den Stellen, wo =0 oder x==1, wenn ! die Seiten-
lange ist, verschwinden. Die Bedingung fiir x =0 ist durch den gewahlten
Ansatz fiir g(z) von selbst erfiillt. Soll auch die Bedingung fiir =1 ‘erfiillt
sein, so mul

sin (Val) =0
~werden, also V«l ein Vielfaches nz von n. Daraus folgt V;:%n, und

.77'11

(24) g (x) =sin
Mit diesem Wert von « wird nun die Differentialgleichung fiir A(t)
o —— (") 40

und diese Differentialgleichung wird gelost durch die Funktion

25) h(t) — osin (nrrut )

Damit wird die Losung der gegebenen Differentialgleichung

4 4)-sin

Die hiernach fiir die verschiedenen Werte n=1, 2, 3, ... dargestellten
Schwingungsvorginge der Saite sind leicht zu tibersehen. Die Saite hat in
jedem Augenblicke die Gestalt einer Sinuslinie, welche die wx-Achse in den

na it nnt

(26) y == c¢sin (

l l . .
Punkten o 2 PEREE schneidet. Diese heiflen die Knotenpunkte der Schwin-
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gung. Jeder Punkt x der Saite schwingt dabei senkrecht zur a-Achse nach

dem Sinusgesetze mit der Amplitude csin » ylrv Der Ausschlag

. [naut
¢ sin <—— T —[—ﬂ>

der fur die Zeit ¢ sich ergebenden Sinuslinie schwankt selbst im Laufe der Zeit
nach dem Sinusgesetz. So oft dieser Ausschlag verschwindet, geht die Saite
durch ihre Ruhelage hindurch. Sie hat ihre grofite Abweichung von der
Ruhelage, wenn der Sinus == 1 wird, also

nu ,ut
(27) +p=(@m41)7
ist, wo m wieder eine ganze Zahl bezeichnet, und zwar ist der Ausschlag
dann ==+¢. Der Schwingungsvorgang ist ein periodischer mit der Periode
21
(28) 7=
nu

u ist dabei eine von der Beschaffenheit der Saite abhingende Konstante.
T heiBt die Schwingungsdauer, ;, die Schwingungszahl, d.h. die Zahl

der Schwingungen in der Zeiteinheit.

Fiir n =1 schlagen alle Punkte der Saite aus, nur die Endpunkte treten
als Knotenpunkte auf. Man bezeichnet die zugehorige Schwingungszahl als
den Grundton der Saite. Bei den Werten n=2, 3,... sind 2, 3,...Knoten-
punkte auf der Saite vorhanden, die sie in gleiche Teile teilen, und die
Schwingungszahlen sind das 2, 3,...fache vom Grundton. Dies sind die sog.
Oberténe. Fir n=2 ergibt sich die Oktave, von dieser fiir n=23 die
Quinte usw.

Nun koénnen alle diese Schwingungen gleichzeitig auftreten und tun es
auch im allgemeinen, man hat also die den verschiedenen Schwingungen ent-
sprechenden Loésungen der Differentialgleichung zu vereinigen und ihre all-
gemeine Losung in der Form anzusetzen

(29) Y= )jc sin (%ﬁf ,]L /) . ) .sin ﬁ?;iz ,

wobei die Summe iiber alle Zahlen von n=1 bis n=0oc zu erstrecken ist.
Man kann diesen Ausdruck auch in der Form schreiben

n n,u naut) . nax
130 y="» a, cos p o i
) y=_, + b, sin == o
- — 3 — 2 " £ 5 a -
wenn man «,=¢c,sinff ., b ==c cosp  setzt. Der gefundene Ausdruck

wird als eine Fouriersche Reihe bezeichnet.
Die Koeifizienten «,, b, in dieser Reihe sind daraus zu bestimmen, daB

n I
zu Anfang, also fir {=0, y und a1 gegebene Funktionen von z sind, daB
also die Anfangsgestalt der Saite und die Anfangsgeschwindigkeiten ihrer

Punkte gegeben sind. Sind die zugehorigen Funktionen ¢ (x) und vy (z),
so wird

. nax noad

. ) — Ny win b wix) = Ma ’'sin -7

(31) ¢ (&)= "N a, sin R pla)= >'a, sin ;
,_ man

wenn a = b, gesetzt wird.

]
14%*
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Es ist nun ein allgemeiner Satz, daB sich die Werte der Koeffizienten
a, oder o/ in diesen Ausdriicken aus den fiir das Intervall x =0 bis x=1
willkiirlich gegebenen Funktionen ¢(x) und y(z) allgemein berechnen lassen.
Ist insbesondere die Saite anfidnglich in Ruhe, so wird vy (x) =0 (d. h. diese
Funktion verschwindet identisch) und damit wird auch a/==0 und folglich

b,=0. Die Losung hat dann die einfachere Form
5 — naut . nax
(32) U:AZ «, coS — sin - ]

4. Harmonische Analyse.

Eine periodische Funktion f (x) von der Periode 7 kann allgemein durch
einen Ausdruck von folgender Form angenidhert werden:

(1) p@)=a,+ a,sinu 4 a,sin2u ... +a,_,sin(n — 1/u
b, cosu - b, cos 2u ... 4 b cosnu,
wobel u=2x7 -. Hiuft man hierin die Anzahl der Glieder, so kann man
T

unter gewissen Bedingungen jeden beliebigen Grad der Annéherung erreichen
(Fourierscher Satz).

Hat n einen beliebigen Wert, so sind die giinstigsten Werte der Koeffi-
zienten «, und b, dadurch bestimmt, daf das Integral

(2) J{f@)—p@)V2da
0

ein Minimum werden soll. Daraus ergeben sich die Gleichungen:

(3) (_,f'{f'(a:)———(p(.:c)}(l:r:(),
2au 2a% .
{sin;.z(—:—?f){f(rc)*(p(.v)}dx:(), [cos,u( ZL>{]"(_9;)— ~p(x)}de =0
B (u=1,2,...n—1) o (e=1,2,...1n).

Die Losungen dieser Gleichungen lauten:

T

1
(4) ty = Tff(m)r{:v,

0

2 . 2 2 2ax\
, = - fsm ! < 7) fla)yde, b, == J‘cos u ( Z,_> fla)de
‘ T, T : T, T
O (u=1.2,...n—1) O (=1, 2;...n).

Fir die angendherte Berechnung konnen nun bei hinlédnglich groBem » die
Integrale durch Summen ersetzt werden. indem man nimmt

( 1 2n 1 25
vy .
=5, > Yo b= g N0 — 1,
1 1
- 9 )
(H) 1 =n P 1 2n .
Uy == - ,\7.1/;5111<'“: ),« b, = /\’y-eos <u£ > (te==1,2....m—-1),
: 7 oon : vn..f ! on !
yi:/‘('l.i)a

wobei die a; einer Teilung der Periode in 2n gleiche Teile entsprechen.
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Man kann die Berechnung graphisch ausfiihren in folgender Weise. In
einer ersten Figur trigt man in beliebigem MaBstabe die Werte der Sinus
und Kosinus auf einer vertikalen Achse von der horizontalen Abszissenachse
aus ab. In der Figur bedeuten die nicht eingeklammerten Zahlen die Werte ¢
fir die Sinus, die eingeklammerten Zahlen die Werte ¢ fiir die Kosinus.
n ist gleich 8 vorausgesetzt. Der Abstand des Poles P auf der Abszissen-
achse von der vertikalen Achse ist = 1 angenommen. P ist darauf mit den
einzelnen Teilpunkten durch Strahlen verbunden. In einer zweiten Figur
werden die Werte y,, y,, ¥,, ... auf der Abszissenachse nacheinander der GrofB3e
und dem Sinne nach abge-
tragen und in den Teilpunk-
ten die Ordinaten errich_tet. ieh ooy
Um dann a, zu finden, zieht
man durch den Anfangspunkt / B 207(13)
die Parallele zu dem nach dem
Punkte u der ersten Figur 3
hinlaufenden Strahl bis zu der

y
(1)55 315

. 8lorz)
o Yy T % Y3

59y 15(70

ersten Ordinate der zweiten a;
Figur. Durch den Schnitt- Dy 74(10)
punkt der gezogenen Paral- (R 73(9)

lelen mit dieser Ordinate zieht o

man weiter die Parallele zu
dem. nach dem Punkte 2 u der ersten Figur hinlaufenden Strahl bis zu der
zweiten Ordinate der zweiten Figur, durch den so auf der zweiten Ordinate
gewonnenen Punkt weiter die Parallele zu dem nach dem Teilpunkte 3 u
hinlaufenden Strahl usw. (In der Figur 178 ist der Anfang des Polygonzuges
fiir den Koeffizienten a, gezeichnet.) Ebenso verfihrt man zur Bestimmung
der Koeffizienten b,. Der Wert des Koeffizienten selbst wird jedesmal ge-
funden, indem man die letzte gefundene Ordinate in % gleiche Teile teilt.
Nur der Koeffizient «, wird gefunden, indem man den Abstand des Anfangs-
punktes von dem Endpunkt der Strecke y,, durch 2n teilt (oder auch indem
man iiberall den in der angegebenen Weise gezogenen Parallelen die Neigung
45Y gegen die Abszissenachse gibt, so dall auf der letzten Ordinate eine
Strecke gleich dem genannten Abstande abgegrenzt wird). Bei der Konstruk-
tion von b geht die Neigung der Parallelen abwechselnd um 45° nach auf-
wirts und nach abwirts, und am Ende ist durch 27 zu teilen.

Die graphische Bestimmung liBt sich sehr einfach auch durch eine
rechnerische Auswertung ersetzen.

Fig. 173.



Zehntes Kapitel.
Vektoren.

1. Geometrische Theorie der komplexen Zahlen.

Unter einem Vektor versteht man eine Strecke von gegebener Linge
und Richtung. Die Lange dieser Strecke nennt man den Modul des Vektors.
Man kann dann auf Vektoren die Operationen der Addition und Subtraktion
leicht tibertragen. Es werden ja auch die gewohnlichen Zahlen durch Strecken
von bestimmter Linge und bestimmtem Richtungssinn auf einer geraden
Linie, der Zahlenachse, dargestellt, und.die Addition zweier Zahlen be-
deutet, dal man von den beiden sie darstellenden Strecken die eine ohne
Anderung ihrer Linge und ihres Richtungssinnes mit dem Anfangspunkt an
den Endpunkt der anderen Strecke legt, dann ist die Strecke, welche von
dem Anfangspunkt dieser Strecke nach dem Endpunkt der anderen hinfiihrt,
die gesuchte Summe. Entsprechend legt man fest:

Die Summe zweier Vektoren wird gefunden, indem man den
einen Vektor ohne Anderung seiner Linge und Richtung mit
seinem Anfangspunkt an den Endpunkt des anderen Vektors
legt, dann ist der Vektor, welcher vom Anfangspunkt dieses
Vektors nach dem Endpunkt des anderen Vektors hinfithrt. die
Summe der beiden Vektoren.

Man erkennt dann sofort, daB, wenn e, 0, ¢ drei Vektoren bedeuten,
die Beziehungen gelten

(1) at+b=0-+Fa, (a0 +c=a-+ b+ c).
Um die Differenz zweier Vektoren festzulegen, fithrt man zu einem
Vektor b den entgegengesetzten Vektor — b ein. Darunter versteht

man den Vektor von gleicher Linge, aber entgegengesetzter Richtung. Man
legt dann fest:

(2) a—b=a-+(—0),

Fig. 174.

Fig. 176.

d. h. man subtrahiert von einem Vektor einen anderen Vektor,
indem man den entgegengesetzten Vektor addiert. In der Tat
erkennt man, dafl bei dieser Festlogung die fiir die Subtraktion kennzeich-
nende Beziehung gilt

(3) (@ b)+b—a.
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Auch das Verhiltnis zweier Vektoren 1i8t sich, wenn man die Betrach-
tung auf die einer Ebene angehdrenden Vektoren beschrinkt, leicht
festlegen, indem man bestimmt: Zwei Paare von Vektoren sollen ver-
haltnisgleich sein, wenn die Lingen der Vektoren beider Paare
verhdltnisgleich sind und sie (der GréBe und dem Sinne nach)
gleiche Winkel einschlieBen, also durch Verbindung ihrer End-
punkte zwei gleichsinnige &hnliche Dreiecke entstehen (Fig. 177).
Sind die Vektoren parallel, so kann ihr Verhiltnis als eine einfache Zahl
gedeutet werden. Es folgt sofort, daBl zwei aus geraden Strecken bestehende
Figuren dann und nur dann gleichsinnig #hnlich sind, wenn diese Strecken,
als Vektoren aufgefalit, verhiltnisgleich sind.

Die Multiplikation zweier Vektoren ist nicht ebenso einfach festzulegen.
Dagegen ergibt sich sofort eine Vorschrift fiir die Multiplikation eines Vek-

tors @ mit einem Vektorverhiltnis d . Durch

C
diese Multiplikation entsteht wieder ein Vek- a
tor &, es wird also

d a
a-—=2=,
¢

und dabei ist & dadurch festgelegt, daf
b d

@ ¢ e
werden soll. Fig. 177.

Um nun zur Multiplikation zweier Vektoren iiberzugehen, muf3 man
einen Einheitsvektor einfilhren. Dies soll ein Vektor von der Linge 1
und zundchst beliebiger Richtung sein. Er werde der Einfachheit halber
durch die Zahl 1 bezeichnet. Das hat zur Folge, daB ein Vektor, der dem
Einheitsvektor parallel ist, durch eine einfache Zahl dargestellt wird. Nun
kann aber jeder Vektor e auch als ein Vektorverhiltnis ge-
deutet werden, wenn man ihn mit dem Einheitsvektor zu-
sammennimmt. Es bedeutet dies, daf man

4) a=-
ansetzt. Dann ergibt sich sofort

und damit folgende Regel: Um einen Vektor @ mit einem 7
anderen Vektor b zu multiplizieren, trage man an  Fig 178
ihn der Gr68e und dem Sinne nach den Winkel ab,

den der Einheitsvektor mit dem Vektor & bildet und auf der so
gefundenen Richtung das Produkt der Lingen von @ und b.

Aus dieser Vorschrift leitet man die-Regeln ab:

6  ab=ba, (@ab-c=a(b-c), abtc)=abta-c.

Wir fiihren nun einen zweiten, zum Vektor 1 senkrechten (lateralen)
Einheitsvektor ¢ ein, der ebenfalls die Linge 1 hat. Dann kann jeder Vektor e,
der nicht einem der Einheitsvektoren parallel ist, aufgefaBt werden als die
Summe zweier Vektoren (Komponenten), von denen der eine die Rich-
tung des ersten Einheitsvektors 1, der andere die Richtung des zweiten
Einheitsvektors ¢ hat. Der eine wird in der Form «, gegeben, der andere
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in der Form %a,, wobei a,, a, einfache Zahlen bedeuten. Damit erscheint
aber der Vektor ¢ in der Form
(7) a=a,+ia,.

Ist b =05, 4 ib, ebenso ein zweiter Vektor, so folgt sofort

a+b=(a,+b)+i(a,+40b,), @—b=(a,—b,)+1i(a,—b,).
Nach den allgemeinen Regeln fiir die Multiplikation wird ferner
a-b=(a, +ia,)-(b, 4+ 1ib,) =@, (b, + ib,) -+ ia,(b, + ib,)
=a,b, +ia b, {ia, b, - m,zb.z.

Nun sagt die Vorschrift iiber die Multiplikation, daB, um 3-7 zu bilden, man
an den Vektor i wieder den Winkel -} 90° anlegen muB, indem man die
Lénge =1 laBt. Man gelangt so aber in die entgegengesetzte Richtung zu

dem Vektor 1, d. h. man erhidlt den Vektor — 1, es ist also ¢2= — 1, und
so wird schliefilich ,
(8) - ==(a,b, — ayb,) -+ i(a, b, + a,b,).

Die hier gefundenen Rechenregeln sind aber genau die Regeln fiir das
Rechnen mit komplexen Zahlen, und man gelangt daher zu dem Ergebnis,
daB sich die komplexen Zahlen geometrisch als Vektoren oder eigentlich als
Vektorverhdltnisse in einer Ebene deuten lassen.

Der Modul des Vektors @ —a, +ia, wird Va,*>+a,>. Dieser Wert
wird auch als der absolute Wert der komplexen Zahl bezeichnet.

Die komplexe Zahl @' —a, —¢a, heit zu «=a, +ia, konjugiert.
Die zugehorigen Vektoren sind glelch lang und schlieBen mit dem Einheits-

vektor 1 nach verschiedenen Seiten gleiche Winkel ein. Es wird weiter das
Produkt

(9) a-a = (a, +ia,)(a, —ia,) = a*+ a,®
und daraus folgt py
a-—; s =1,
a4 a,

also ,

\ a 1
(10) — = -

" = Gy a

1 " .
Dieser Vektor p soll der zu @« umgekehrte (inverse) Vektor heilen.

Man kann dann die Regel aufstellen: Das Verhiiltnis zweier Vektoren
@, b wird gebildet (auf den Einheitsvektor bezogen), indem man

1 .
den Z&hlervektor ) mit dem umgekehrten Nennervektor a multi-
pliziert. Das heiflt, es wird
(11) b, —*_,ljl_)_?*(a‘l __.l:_a'.'l)(bl +Lb3,)

1, - i, a,® 4 a,’

Wird die Lénge des Vektors e ==a, -4a, mit r bezeichnet, und mit ¢
der Winkel, den er mit dem Elnheltsvektm 1 bildet, so werden die Vektor-
komponenten «,,«,

(12) . o, =17Cosq,

Es ergibt sich also

(13) € =1 (cos ¢ -+ isin ).
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Nun ist ; o o
@
cos<p:1 — EA’_J[_E (;_i_ -
PPX] tp5 (’_77
also i

3 tq)}
cos ¢ -—r—zs1nrp~1—f~1,rr+(q?) —}—%’?——}—(71—?—%—

Es kann deshalb gesetzt werden

(14) cos @ i sin p =e?",
und damit wird
(15) a=—=reir,

wobei r = Va +a,' den absoluten Wert der zugehorigen komplexen Zahl
hedeutet.

Hieraus ergibt sich wiederum, wenn & =1"e¢?’ ist, das Grundgesetz der
Multiplikation

(16) retr .p'et =y .y'eils T,

Insbesondere wird (rei?)*=r%e??v und allgemein

U-eirr»)n — R eing
Das bedeutet, daB

(17) (cos@p ¢ sin @) = cos nep i sin g
wird. Diese Formel wird als der Moivresche Satz bezeichnet. Aus ihr
folgt z. B.
cos 3 ¢ = cos® ¢ — 3sin® ¢ cos ¢,
oder
(18) cos3p=4cos’p— 3cosgp, sin3@p=—4sin®¢p - 3sing.

Diese Formeln geben eine Moglichkeit, die kubische Gleichung
(19) 2® 4 pr-Lqg=0

in dem Falle, wo sie drei voneinander verschiedene reelle Wurzeln hat, in
einer auch praktisch brauchbaren Form zu lésen. Man setze

(20) x=2rcos ¢,

dann wird . g
2% =273 (cos 3¢ -} 8 cos ),

und fithrt man diese Werte in die kubische Gleichung ein, so ergibt sich
27r%cos3 @ - 2r (312t pjcos p g =0.
Diese Gleichung ist befriedigt, wenn
31+ p=0, 2rfcos3¢-+qg=0
wird. Daraus folgt —_

(21) r—‘/ —, cosd(p__‘/ Z‘Q

Die zweite Gleichung ist mit dem Werte ¢ auch fur die Werte ¢ J,— -

#,,Z erfiillt. Es ergeben sich damit in der Tat drei reelle VVLuzel\\erte.
Die Losung setzt voraus, daf

(22) _‘)7'—*1—‘4 —

Unter dieser Bedingung sind die drei gefundenen Wurzeln reell.
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Der Moivresche Satz fiihrt auch sofort zu der Auflésung der Gleichung
(23) an=1.

Setzt man x=r(cos ¢ +isin¢), so wird a® = r* (cos np | isinng) und die
Gleichung ist erfiillt, wenn r=1, n@=2x gemacht wird, da dann
cosnp =1, sinng =0 wird. Es wird also r=1, q7=2—n. d. h. man erhélt
n

n Vektoren von der Linge 1, die von dem Mittelpunkte eines Kreises von
dem Radius 1 nach den Ecken eines diesem Kreise einbeschriebenen regel-
mi#Bigen n-Ecks hinfithren, wobei einer der Vektoren den Einheitsvektor
bedeutet. Man bezeichnet deshalb die Gleichung als die Kreisteilungs-
gleichung.

Aus cos @ - tsin g =¢e?" folgt auch cosg —ising=e ** und damit

. R etr — e~ tw
24 cosp=——————, Sinp=—-—_———
(24) ¥ 5 ? %
Umgekehrt wird
I . el e v .. er—e T |
(25) COS 1 ¢ = - =Cofgp, sinig=1-—7Fp— =1Ging.

2 3

2. Funktionen einer komplexen Veranderlichen.

LiBt man die fiir die komplexen Zahlen z = x - 7y sich ergebenden Vek-
toren alle von dem Anfangspunkt z==0, d.h. =0, y = 0, ausgehen, so
kann man einfach die Endpunkte der Vektoren die komplexen Zahlen darstellen
lassen. Der die Zahl z=—==x -} iy darstellende Punkt hat dann in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordinaten z,y. Die x-Achse wird
als die reelle Achse, die y-Achse als die imaginéire Achse bezeichnet, die
alle Punkte enthaltende Ebene als die GauBlsche Zahlenebene.

Ist nun eine zweite solche Ebene gegeben, in der die komplexen Zahlen
Z =X 1Y dargestellt werden und wird Z als Funktion von z angesehen,
so bedeutet dies, daB jedem Punkte der z-Ebene einer oder mehrere Punkte
der Z-Ebene zugewiesen werden. Es ist also die z-Ebene auf die Z-Ebene
abgebildet, wobei mdglicherweise schon ein Teil der z-Ebene auf die
ganze Z-Ebene oder aber die ganze z-Ebene auf einen Teil der Z-Ebene ein-
oder mehrdeutig abgebildet sein kann.

Es wird aber nicht in jedem Falle eines solchen Entsprechens Z als
Funktion von z angesehen, sondern nur, wenn die formalen Gesetze der
Differentiation hierbei erfiillt sind. Dies bedingt, daf3 '

Z  dZ ¢z dZ i(x—+-1y) dZ
x  dz éx  dz 0w dz’
¢Z dZ ¢z dZ o(x—+y)  dZ
iy dz ey dz oy dz

wird, und weiter
vfg*?(X—kiY)*(iX_,rii‘I: ig_?(X+zY)~£&: 0Y

‘x cx fx fx’ 0y ay oy +Za_y
s wi 1
Es wird also i X oY 0X oY
B — P
Yy e y ra cx
d. h. '
. e X Y X Y
(1) T 2z

o cyl oy x
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Differenziert man diese Gleichungen, die erste nach x, die zweite nach y,
und addiert sie, so ergibt sich
: X, 2X
2 oy b > — 0.
(2) i oy

Differenziert man die erste Gleichung nach y. die zweite nach x und sub-
trahiert, so folgt

2Y | PY

3 5 —=0.

(3) . ox? + oy?

Die Werte X, ¥ sind also Losungen der partiellen Differentialgleichung
r""(p P
cxt ooy

Die Gleichungen (1) gestatten eine einfache geometrische Deutung. Be-
trachtet man in der z-Ebene das von den vier Punkten (z,y), (x4 dz,y),
(x,y +dy), (x+dw,y + dy) bestimmte Rechteck, so entsprechen den drei
ersten Ecken in der Z-FEbcene die Punkte

: ¢ X Y oX Y N
4 L e vt aa X 1 dy).
(X,7), <A T e da, Y 4 o (h,>. (\ Ty dy,Y -+ oy (y)

Der vierten Ecke entspricht der Punkt, der die. vierte Ecke des durch die
vorstehenden Punkte bestimmten Parallelogramms bildet. Nennen wir d,¢
die Léngen der Seiten des Paralielogramms, ¢, die Winkel, die diese Seiten
mit der x-Achse einschlieBen, so wird

6'003‘7’:-%; dx. (S-Sinrp-—_{;)gdx, £+ COS 1/1:2; dy, {-:-sin'[/v:%dy_
also
[ X 2 Y 2 OX 2 Y 27
52— <‘ )+<M> Jd 2 2 <7,A> ' <<;> Ay,
‘ ['l C\ex o ) [ﬁ?]+r’yJi
¢ Y oX to o /Y #X
BT = 0x v BTy Gy

mithin nach (1)

4

d:e="+dx:dy, tge= tg” d. h. y q#-_t?‘.
Es wird also das Parallelogramm ein dem unendlich kleinen Rechteck in
der z-Ebene #hnliches Rechteck. Die Abbildung der beiden Ebenen auf-
einander ist also &hnlich in den kleinsten Teilen oder konform. Zwei
sich schneidenden Linien in der z-Ebene entsprechen zwei sich unter dem-
selben Winkel schneidende Linien in der Z-Ebene. Man kann die Ab-
bildung kennzeichnen, indem man die den Parallelen zu den Koordinaten-
achsen der einen Ebene in der anderen Ebene entsprechenden Linien auf-
sucht. Diese bilden dann ein orthogonales Kurvensystem, d. h. zwei Scharen
von Kurven, die sich iiberall rechtwinklig durchsetzen, und nimmt man die
Parallelen in der ersten Ebene in gleichen Absténden voneinander, also so
an, daB sie eine quadratische Felderung der Ebene erzeugen, so haben auch
die einzelnen Felder in der krummlinigen Felderung der anderen Ebene,
wenn die Kurven nahe genug aneinander genommen werden, quadratische
Form.

Die angefiihrten Bedingungen sind ohne weiteres erfiillt. wenn Z als
ein analytischer Ausdruck von z gegeben ist und nach den angegebenen
Regeln gerechnet wird. Ist die vorgelegte Funktion z. B.

(4) Z—=Inz,
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z . .
woraus z=—=¢ , und machen wir x=rcosq, y =rsin¢p, so folgt

7 (cos @ - ising) = XTI X (cosY +esinY),
mithin
(5) X—Inr, Y=—gq.

Den Parallelen zur X-Achse in der Z-
Ebene entsprechen also in der z-Ebene
die Strahlen durch den Anfangspunkt O,
und den Parallelen zu der Y -Achse ent-
sprechen in der z- Ebene Kreise um den
Anfangspunkt als Mittelpunkt. Einer be-
liebigen geraden Linie in der Z-Ebene
entspricht in der z-Ebene eine logarith-
mische Spirale, welche die Strahlen durch
0 alle unter gleichen Winkeln schneidet.
Aus Y = ¢ folgt, daB, wenn Y von O
bis 2 7 wéchst, also der Punkt Z inner-
halb eines Streifens von dieser Breite tiber
der X-Achse angenommen wird, bereits
‘ alle Punkte der z-Ebene gewonnen sind.
Fig. 179. Der Teil des Streifens {iber der negativen
X-Achse entspricht dem Innern des Kreises
mit dem Radius 1 um (), der Rest des Streifens- dem. AuBleren dieses Kreises.
Die ganze X-Achse entspricht dem positiven Teil der x-Achse, dem negativen
Teil dagegen die Parallele zur X-Achse im Abstande 7. Der Punkt O ent-
spricht den nach der negativen Seite unendlich fern riickenden Punkten des
Streifens in der Z-Ebene, den nach der positiven Seite unendlich fern riicken-
den Punkten des Streifens entsprechen auch in der z-FEbene wieder unendlich
ferne Punkte.
Wir nehmen als weiteres Beispiel die Funktion

(6) Z ==sin z.
Dann wird

X ++4Y =sin(e +iy)=sinx cosiy + cosasiniy
oder
e/ e e/ —e ¥

o —+ icosx-

X LY =sinx -

Folglich ist -

(7) X =sinx Cojy, Y ==cosx Siny

und da cos?rv—+sin®z==1, Goj?y - Sin%y==1. ergibt sich
,,,,‘\,2 | re —_

\ Coi%y ' Sinly

(8) I,J - ,J

Vo X2 y? o
sin?x cos?x

Es entsprechen mithin den Parallelen zur ax-Achse, fiir die y = konst.,
Ellipsen, deren Halbachsen == Gojy, b== Siny sind, fiir die also der Abh-
stand der Brennpunkte F,F, auf der X-Achse vom Mittelpunkt 3/
e==Va*- -b*=VCoj%y - Sin*y=1 wird.

Den Parallelen zur y-Achse, fiir die @ = konst., entsprechen Hyperbeln,
fir die @ =sinx, h==cosx, also der Mittelpunktsabstand der Brennpunkte
e ==V} a?-—b* ebenfalls =1 wird. Die Ellipsen und Hyperbeln haben mithin
dieselbcn Brennpunkte. sie sind alle konfokal, und konfokale Kegelschnitte
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schneiden sich in der Tat, wo sie sich treffen, rechtwinklig, bilden also ein
orthogonales System (Fig. 180).
Die ganze Z-Ebene ist auf den Streifen der z-Ebene zwischen den

Parallelen zu der y-Achse im Abstande —{—g— und —% abgebildet. Den

Rindern des Streifens entspricht der Teil der X-Achse, fiir den der Abstand
vom Anfangspunkt O dem absoluten Betrag nach >1 ist, und zwar wird
X >0, wenn >0, und X <70, wenn z<_0 ist. Der Rest der X-Achse

74

N

(—1< X < -} 1) entspricht dem Stiick der z-Achse von ——gé bis- -}

Die Brennpunkte X =+ 1, ¥ ==0 selbst entsprechen den Punkten = -
y=0.

H

o)yt

Fig. 180, Fig. 181.

Ein noch einfacheres Beispiel fiir eine Funktion des komplexen Argu-
mentes z=w -}y bildet die Funktion

. 1
'(HJ 7 = -
Es ergibt sich dann | .
c e X — 1y
Z—Xi¥— =
3 -t iy 2t Ly’
also
. x . -y
X= ey, T= %L
at g at Lyt
und einer geraden Linie der Z-Ebens
(10) aX 4+hY ==1
entspricht in der z-Ebene der Kreis
(11) -y —qa by =0,

der durch den Anfangspunkt O hindurchgeht. Insbesondere entsprechen den
Parallelen zur X- und zur Y -Achse Kreise, welche die x- oder y-Achse im
Anfangspunkt O berithren. Diese Kreise schneiden sich in der Tat rechtwinklig
( Fig. 181). '

" Als letztes Beispiel fiir' die Funktionen eines komplexen Argumentes
nehmen wir die Funktion

(12) : Z =7z
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Es wird d

s wird dann X 0¥ — (& — y¥) -+ 26wy,
also
(13) X=2z*—y?, Y=2uzy.
Den Parallelen zur X-Achse entsprechen in der z-Ebene gleichseitige Hyper-
beln, deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind, und den Parallelen zur
Y -Achse ebenfalls gleichseitige Hyperbeln, deren Achsen jetzt die Koordi-
natenachsen sind, deren Asymptoten also gegen diese Achsen nach beiden
Seiten um 45° geneigt sind. Diese zwei Hyperbelscharen schneiden sich

in der Tat rechtwinklig (Fig. 182).
Umgekehrt entsprechen den Par-
E ; |
F X
— =
7 —
-1 ™~
/ § -

allelen zur z- und y-Achse in der
Fig. 182, Fig. 183.

(X
K

>

@

>
Whﬂgp

4

Z-Ebene konfokale Parabeln, welche die X-Achse zur gemeinsamen Achse
und den Anfangspunkt O zum gemeinsamen Brennpunkt haben. Diese bilden
wieder ein orthogonales System (Fig. 183).

Neben dem Differentialquotienten einer Funktion Z des komplexen
Argumentes z=x -7y kann man auch deren Integral
(14) (= [Zdz
betrachten. Bei diesem Integral muBl ein bestimmter Integrationsweg in
der z-Ebene festgelegt werden, auf dessen Elemente sich das komplexe
Differential dz=dx - idy bezieht. Der Weg kann geschlossen sein oder
von einer Anfangslage 4 nach einer Endlage P fiihren. Um die Bedeutung

des komplexen Integrals festzulegen, ist nur n6tig, unter dem Integralzeichen
formal das Produkt Zdz auszufithren. Es ergibt sich dann

(15) L=é4in=[(X 4+iY)(de+idy)=[ (Xde— Ydy)-+i [ (Yde+ Xdy).
Es wird also zu setzen sein
(16) f=[(Xdae—Ydy), n=[(Yda--Xdy).

Bezieht man das Integral [Zdz auf einen Integrationsweg, der von einem
festen Anfangspunkt 4 nach einem verédnderlichen Endpunkt P hinfithrt, so
konnen &, 9 als Funktionen der Koordinaten 2, y dieses Endpunktes aufgefalt.
werden, und es ergibt sich dann

(17) dé = Xdx —Ydy, dn=Ydx-+ Xdy
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oder .

. a& . & , " 01 .
(18) T=x, =y, J=y, 2'=x,

‘x dy ax ay

also
) : oE M o0& )
(19) .7">:Tl~ ”;:;n]r
) ox ay cy cx

entsprechend den Gleichungen (1). Es wird mithin das Integral {=2£& - iy
eine Funktion des komplexen Argumentes z=ux | 1y.

Die Funktion { ist nur dann eine eindeutige Funktion von z, wenn
das Integral [Zdz auf jedem Weg von einer Stelle 4 zur Stelle P erstreckt
denselben Wert liefert. Sind aber zwei solche Wege gegeben und man kehrt
die Richtung des zweiten Weges um, so kehrt sich auch das Vorzeichen
des zugehorigen Integrals um. Dieses ergibt also, wenn ( eine eindeutige
Funktion von z ist, mit dem iiber den ersten Weg erstreckten Integral zu-
sammen den Wert 0. Es mufl demnach das Integral iiber jeden geschlossenen
Ringweg erstreckt den Wert O liefern.

Um ein einfaches Beispiel zu haben, wo dies nicht der Fall ist, he-

trachten wir wieder die Funktion

(9) z—1
z

und fithren die Integration auf einen Kreis mit dem Radius r und dem
Anfangspunkt z=0 als Mittelpunkt herum. Dann wird

dez :J‘E{E :fd Inz
”

" gesetzt wird,

dez :Jd (Inr +ig).
Bei der Integration bleibt r konstant, es wird also d(Inr -+ i¢)=1idg, also
das Integral

und, wenn z=—re"

=1 f de 2
und, da ¢ bei der Integration um 2=n
wachst, — 2 /\
. 0 p
Der gleiche Wert ergibt sich, wenn Fa
die Integration auf irgendeinem den \/
Punkt z=0 einmal umkreisenden Ring-
wege gefiilhrt wird. In der Tat wird
dann von den Bestandteilen des Inte- Fig. 184.
grals [dInr=0, weil Inr zu seinem
Anfangswert zuriickkehrt, und ¢ [de wird wieder = 2 z¢.

Wenn demnach zwei Integrationswege, die von einem Anfangspunkte A4
zum Endpunkte P fiihren, zusammengenommen den Punkt z =0 einschlie3en,
ohne daB einer von ihnen diesen Punkt umkreist, so sind die auf diesen
beiden Wegen im Punkte P erreichten Integralwerte um 2 z¢ verschieden.

. . - dz . . .
Soll also die Funktion g:[‘— eindeutig werden, so mull eine vom
J z

Punkte z=0 ausgehende Sperrlinie angenommen werden, welche der Inte-
grationsweg nicht iberschreiten daxrf.

Den Funktionen eines komplexen Argumentes laft sich noch eine be-
merkenswerte Deutung geben. Sind u, v zwei stetige, eindeutige Funktionen
von z, ¥, so gilt die Formel

»

(20) ff(iy——{—fkv>d.v(1y:J(ucosu+vsina)ds,
J\ex ooy J
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wenn das Doppelintegral auf der linken Seite dieser Gleichung iiber das
Innere und das Linienintegral auf der rechten Seite iiber den Rand eines
geschlossenen Bereiches erstreckt wird. ds bezeichnet das Linienelement des
Randes, ¢ den Winkel, den die nach auBen gehende Normale des Randes
‘mit der positiven x-Achse bildet. Die Bedeutung des Integrals auf der
rechten Seite ist nun die, dafl, wenn u, v die Geschwindigkeitskomponenten
einer Fluqmgkeltsbewegung in der Ebene sind, durch das Integral die auf
die Zeiteinheit verrechnete, durch den Rand tre-
tende Flussigkeitsmenge, in Flicheneinheiten aus-
gemessen, fiir das betrachtete Zeitelement ausge-
driickt wird. Man nennt dies den Flufl durch
den Rand.

Ist dieser FluB} fiir alle geschlossenen Kurven in
dem Bereich der Bewegung Null, so ist die Bewegung
die einer inkompressiblen Fliissigkeit, und die
Bedingung dafiir ist nach der vorstehenden Glei-
chung erfiillt, wenn iiberall in dem Bereich

‘u ‘v
21 — =0
(‘ ) cx cy
wird.

Auf die gleiche Weise ergibt sich aber unter denselben Bedingungen
auch die Gleichung

. v fu .
(22) ff(—(;l; — @> dxdy —f(v cos«—usine)ds.

Die rechte Seite dieser Gleichung bedeutet jetzt den FluB lings der Rand-
kurve. Eine Fliissigkeitsbewegung lédngs einer geschlossenen Kurve heif3t
aber im landldufigen Sinne ein Wirbel und die Fliissigkeitsbewegung, wenn
der FluB lings jeder geschlossenen Kurve in dem betrachteten Bereich ver-
schwindet, deshalb wirbelfrei. Die Bewegung ist in diesem Sinne nach
der vorstehenden Gleichung wirbelfrei, wenn in dem Bewegungsbereich iiberall
(23) v
cx 0y
wird. Dies bedeutet aber, daB u, v die partiellen Differentialquotienten einer
Funktion ¢ von 2, y sind:
(24:) U == ﬂ , V= "—¢' .

ox oy
Eine solche Funktion heiflt Geschwindigkeitspotential. Setzt man diese
Werte von u, » in die Inkompressibilititsgleichung ein, so wird diese

Py e
20) pat Ty

und danach zeigt sich, dafl der reelle oder imaginire Teil einer Funktion
des komplexen Argumentes z - iy das Geschwindigkeitspotential fiir eine
solche wirbelfreie Flissigkeitsbewegung liefert. Bei der konformen Ab-
bildung, die durch die komplexe Funktion vermittelt wird, bedeuten die
Kurven, die, wenn X zum Geschwindigkeitspotential gew#hlt ist, den Linien
X =konst. entsprechen, die Niveaukurven des Potentials und die dazu
orthogonalen, den Linien Y = konst. entsprechenden Kurven die Strom-
linien, denen entlang die Bewegung der Fliissigkeitsteilchen erfolgt.
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3. Vektoranalysis.

Gerichtete GroBen im Raume werden ebenso wie gerichtete Strecken in
der Ebene als Vektoren bezeichnet. Man kann sie wieder darstellen durch
Strecken von bestimmter Lange und Richtung. Die Regeln fiir die Addition
und Subtraktion solcher Vektoren lassen sich dann genau tibereinstimmend
wie fir Vektoren in der Ebene auch fiir Vektoren im Raume entwickeln.
Man kann die Additionsregel so fassen: Man legt den zweiten der zu addie-
renden Vektoren mit seinem Anfangspunkt an den Endpunkt des ersten
Vektors, dann ist der Vektor, der von dem Anfangspunkt dieses Vektors
nach dem Endpunkt des zweiten Vektors hinfiihrt, der gesuchte Summen-
vektor (Dreiecksregel). Genau wie in der Ebene ergibt sich, wenn wir die
addierten Vektoren mit @, b bezeichnen, daB allgemein
(1) at+b=0+a
wird (Kommutatives Gesetz der Addition).

Dic Differenz @ — b ist wieder dadurch festgelegt, dafl (@ —0)-} b=a
werden soll. Daraus ergibt sich die Regel: Die Differenz zweier von dem-
selben Punkt ausgehenden Vektoren ist der Vektor des von dem Endpunkt
des Subtrahendenvektors nach dem Endpunkt des Minuendenvektors hinfiihrt.
Als O bezeichnet man einen Vektor, dessen Endpunkte zusammenfallen. Den
Vektor, der einem Vektor « entgegengesetzt gerichtet ist und die gleiche
Linge hat, bezeichnet man als den entgegengesetzten Vektor — . Man

kann dann sagen: Statt einen Vektor zu subtrahieren, hat man den entgegen-
gesetzten Vektor zu addieren. In Zeichen

(2) a—b=a-+(—D).
Es ist immer
(3) a—a=0, a-+(—a)=0.
Fir irgend drei Vektoren @, b, ¢ gilt wieder das assoziative Gesetz

(4) (a--0)+c=a-+(b+¢).

Man kann deshalb einfach von der Summe dreier Vektoren reden und diese

schreiben
a-t+b-{c.

Das Produkt eines Vektors @ mit einer
reellen Zahl m ist ein Vektor von der m fachen
Linge wie «, der diesem Vektor gleich oder
entgegengesetzt gerichtet ist, je nachdem m

positiv oder negativ ist. Danach ist sofort zu
erkennen, daf3

(5) m(a -+ b)=ma-mb, Fig. 1%6.
: (m—+na=ma-+na

wird.

Die Linge eines Vektors e wird als dessen Modul, geschrieben mod «,
bezeichnet.

Nimmt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Anfangs-
punkt O an und bezeichnet mit ¢, j, A drei in dessen Achsen fallende

Vektoren von der Lénge 1, so kann jeder Vektor ¢ in der Form dargestellt
werden:

(6) a=zi+yj—+zk,

piamlich als die Summe dreier in die Koordinatenachsen fallender Vektoren,

welche dann die Form x4, 3/, 2/ annehmen. x, y, z sind die Koordinaten

des Endpunktes 4 von @, wenn man den Anfangspunkt dieses Vektors nach

O legt, und heiflen die Komponenten des Vektors a (Fig. 187).
Handbibliothek. I. 1. 15
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S
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Nennen wir «, f8, y die Richtungscosinus der Strecke 0.4, so wird
(7) = mod ¢ (cos « ¢ -~ cos fj | cos y k).
Allgemein hat die Projektion a eines Vektors e auf eine Richtung r den Wert
7 A (8) a=mod ¢-cos ¢,

wenn @ den Winkel bezeichnet, den die Richtung des
Vektors mit der Richtung » bildet.

Bilden nun die Rich-
tungen zweier Vektoren e,
b den Winkel ¢, so bezeich-

zk

k net man als das innere
pas Produkt (skalare Pro-
0 7 x a dukt) der beiden Vektoren
Fig. 187. Fig. 188. die Zahl
(9) a4 ><b=mod ¢&-mod b-cos ¢.

Wir lesen die linke Seite dieser Gleichung: @ in b.
Far dieses Produkt gelten die Regeln

(10) a<b=bx<a,
(11) a><(b+ce)=a><b-+|ax<c,
(12) m(a><b)=(ma)><b=a>(mbd).

Die erste Gleichung bedeutet das kommutative Gesstz, die zweite Gleichung
das distributive Gesetz der inneren Produktbildung.

Das innere Produkt zweier Vektoren verschwindet, wenn einer dieser
Vektoren verschwindet (die Linge O hat) oder beide Vektoren aufeinander
senkrecht stehen.

Haben beide Vektoren dieselbe Richtung, so wird

a < b=moda -modd.

Insbesondere ist dies der Fall, wenn b = wird. Dann schreiben wir
(13) a < = (mod )’ = a*.
Es ergibt sich dabei

(14) (a+0r=a*40*+2a><Db.
genau ebenso wie in der gewdhnlichen Algebra.

Das dullere Produkt (vektorielle Produkt) zweier Vektoren ¢ und
b, die durch die Strecken O4 und OB dargestellt werden, ist, wenn diese
Strecken zunichst nicht in eine gerade Linie fallen,
ein dritter Vektor ¢, der durch eine zu der Ebene
der beiden ersten Vektoren senkrechte Strecke OC
dargestellt wird, Die Lédnge dieser Strecke soll in
der zugrunde gelegten MaBeinheit dem Inhalt des
durch die Strecken 0.4 und OB als zwei Seiten
bestimmten Parallelogramms gleich sein, und der
Sinn von OC soll dadurch bestimmt sein. daB die
drei Strecken 04, OB, OC ein Rechtssvstem
bilden. Das bedsutet, der Sinn von OC ist der,
den der Daumen der rechten Hand annehmen
kann, wenn der Zeigefinger die Richtung von 0.4 und der Mittelfinger die
Richtung von OB hat (Daumenregel). Wir schreiben

Fig. 189.

(15) c=and
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und lesen dies: ¢¢ gegen b. Nennen wir ¢ den (positiv gerechneten) Winkel
AO0B, so wird

(16) mod ¢ = mod ¢ -mod b -sin ¢.
Fiir dieses Produkt') gelten die Regeln:
(17) aAdn(a+4-b)=dANa-+dAD,
(18) (a@a+0)nd=and-tbdrd,
(19) m(@Anb)=(ma)\Nb=aN(mbD).

Dagegen gilt nicht das kommutative, sondern das kontrakommutative
Gesetz:

(20) anb=—0bAna.

Der Sinn des Produktvektors kehrt sich um. wenn man die Fak-
toren vertauscht.

Fallen nun die Vektoren @, b in dieselbc gerade Linie, so wird ¢ =0
oder ¢ =180" nach (16) soll also mod(a Ab)=0 sein, es wird demnach

aNb=0.

Fiihren wir wieder die Einheitsvektoren ¢, j, I in den Achsen eines
rechtwinkligen Koordinatensystems (_Rechtsschraubensystvems) en, so wird
(21) INk=1&, Ini=y, IN]j=1Kk
und natiirlich

iNE—j A= ATe==0.
Danach ergibt sich sofort, daf}, wenn

ist a=uxityj-+zk, b=2i4+yj+2k
(22) aNb=(y2'—zy) {4 (za'—a2) j+ ey —ya') I
wird.

Ferner wird, weil i »<4=j>j= N~ k=1, dagegen j>k=»~k><1
= {><j==0 wird, das innere Produkt :

(28) a><b=uxa"-|-yy' +27.
Insbesondere ist
(24) _ = -y* -2

1y Nach einer anderen Auffassung wird das duflere Produkt nicht ohne weiteres
einem Vektor gleichgesetzt, sondern als eine neuartige GroBe betrachtet, dic als
Flichenvektor gekennzeichnet wird, weil sie dem gewd6hnlichen Vektor, dem Linien-
vektor, wohl analog, aber nicht vdllig gleichartig ist. So wie der Linienvektor an
eine Linienrichtung, ist ndmlich der Flichenvektor an eine Ebenenstellung gebunden.
Wie der Linienvektor einen Richtungssinn einschlieBt, ist der Flichenvektor mit einem
bestimmten Umdrehungssinn verkniipft. Statt der Ldnge, die an dem I.inienvektor
erscheint, hat man beim Flichenvektor einen Fliicheninhalt. Man schreibt nach Graf-

mann den Flichenvektor, der aus den Leiden Linienvektoren ¢, b hervorgeht, in der
For .
m ab;

und, ehenfalls nach GraBmann, heiBt der oben eingefiihrte Vektor ¢ =« A b die Er-
gidnzung des Flichenvektors, geschrieben

aNb=[ab_.
Statt der etwas umstindlichen Bezeichnung auf der rechten Seite ist die Bezeichnung
auf der Jinken Seite im allgemeinen natiirlich vorzuziehen.

Wohl zu beachten ist, daBl bei der Zuordnung des Linienvektors zu dem Flichen-
vektor das FlichenmafB durch Linienmal ersetzt werden muB, was nicht ohne
Willkiir moglich ist, und daB ferner, nachdem die Linienrichtung als senkrecht zu der
Ebenenstellung festgelegt ist, noch auf die eine von zwei mdglichen Arten willkiirlich
dem Umdrehungssinn ein Richtungssinn zugeordnet werden mull, woraus die innerliche
Verschiedenheit von Linien- und Flichenvektoren unmittelbar hervorgeht. Die Beach-
tung dieser Verschiedenheit ist fiir die ganze Mechanik und Physik von grofler Be-
deutung.

15%
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Bezeichnen wir mit e, b, ¢ irgend drei Vektoren, so bestehen zwischen
den &duBeren und inneren Produkten dieser Vektoren die Beziehungen:

(25) (@anb)rnec=(a><c)b— (b~ c)a.

(26) an(bDAC)=(a><c)b—(a > b)c.
Diese Gleichungen zeigen, dal fiir das #uBere Produkt keineswegs das
assoziative Gesetz gilt.

Auflerdem kann mit den drei Vektoren noch eine gemischte Produlkt-
bildung ausgefithrt werden, indem man von dem #HuBeren Produkt zweier
von ihnen das innere Produkt mit dem dritten Vektor nimmt. Man findet
dann:

(27) ([@AD)><c=a = (bAc).

Gibt man dieser Gleichung die Form

(274a) (@anby><c=OAnc)a,

so 1aBt sich ihr durch weitere zyvklische Vertauschung von e, b, ¢ sofort
die folgende anreihen:

(28) (bAae)><a=(cha)~b.

Es konnen demmnach bei der Produktbildung irgend zwei der drei Faktoren
@, b, ¢ zu einem Hulleren Produkt vereinigt werden. Man schreibt deshalb
das entstehende Produkt der drei Vektoren auch

(@anb)<c=[abc]
[abc]=[bc a]=[cab)]
=—[bacl=—[acb]——[cba|.

und dann wird

Die geometrische Bedeutung dieses Produktes ist, dall es eine Zahl
darstellt, deren absoluter Betrag gleich dem Rauminhalt des durch die drei
Vektoren bestimmten Parallelepipedon ist und dessen Vorzeichen dadurch
gegeben ist, dall es positiv wird., wenn die drei Vektoren in der gewihlten
Reihenfolge ein Rechtssystem, und negativ, wenn sie ein Linkssystem bilden.
Das Produkt verschwindet, wenn die drei Vektoren einer Ebene parallel
(komplanar) sind.

Setzen wir die drei Vektoren

a=zxit+tyjtzk, b=di+yjt2k, c=z"i-}y j-+2Fk,

so wird ihr &dulleres Produkt durch den Determinatenausdruck gegeben

(29) [abel="2a" o =2
{2,'” yll Z”

Bei vier Vektoren a. O, ¢, d ist noch die Regel zu merken:
(30) (ND) > (end)=(a ~ ¢)(b~d)—(a - d)b <c).

Es kann nun eine kontinuierliche Reihe von Vektoren betrachtet werden.
Wir koénnen dann die Anfangspunkte der Vektoren als eine kontinuierliche
Kurve erfiillend annehmen. Nennen wir ihre Koordinaten x, y, z, so werden
x. y, z Funktionen eines Parameters s. Gleichzeitig werden die Kompo-
nenten der Vektoren, die wir jetzt mit X, Y, Z bezeichnen wollen, Funktionen
des Parameters s. Wir konnen dann auch den Vektor selbst

(31 t—=Xi-LYj 2k
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als Funktion des Parameters s ansehen und nach s differenzieren. Es wird
dabel it lX d 7
(32) ¢ ? et + ds JLk.

ds ds

Dieses ist ein neuer Vektor, der abgeleitete Vektor.

Betrachten wir nun eine zweite von den Punkten der Kurve ausgehende
Vektorreihe %, so kénnen wir aus den Vektoren der beiden Reihen durch
Addition, Subtraktion und &uBere Produktbildung eine neue Vektorreihe ab-
leiten. Dabei gelten fiir die Differentiation die Regeln

dit+wu) dt  du

(33) T ds “ds * 3 ds’
ditAnw) dt duw
(34) ds g\t TN ds’
zu denen noch hinzuzufiigen ist

o dt>w) d t du
(35) '*m — d + t . :

Es liegt nun sehr nahe, wenn die Anfangspunkte der Vektoren auf
einer Raumkurve liegen, jedem der Vektoren die Richtung der Tangente
dieser Raumkurve zu geben und die Linge (den Modul)1. Dann wird,
wenn der Parameter s die von einem bestimmten Punkte der Raumkurve
gerechnete Bogenldnge ist, der Tangentenvektor

o dx dy .  dz

| .
(36) t= dst ds‘, ds’.'
mit der Beziehung

() + () + G =

Der Vektor ist dabei in dem Sinne der wachsenden Bogenlinge genommen.
Wir schreiben kiirzer ¢ =2a'i¢-| ¢ j-+2 I, indem wir die Differentiation
nach s durch Akzente bezeichnen.

Fir einen unendlich benachbarten Punkt der Raumkurve wird nun
der Tangentenvektor ¢ -|-d¢#, wobei

dt="¢+y"j-}-2"k) ds.
it
ds’
t><t' =0,
d. h. der abgeleitete Vektor ¢' senkrecht auf dem Tangentenvektor ¢, weil aus

r'2 +y'2—f—2'2: 1

Setzen wir nun
U —

so wird

SOfOl'b o 1 o % /
o'y Yy -2 =0
folgt, d. h. aus #* =1 ¢ »<t'=0. Setzt man /]
. t'
37 n =—
(37) mod ¢’ n 7
so wird 7 ein Einheitsvektor, der die Hauptnormale -
der Raumkurve bezeichnet. Machen wir umgekehrt Fig. 190.

(38) t —=xm,
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so ist x=mod# dic Flexion der Kurve und der umgekehrte Wert l der
x

Flexionsradius.
Der zu ¢ und 7 senkrechte Einheitsvektor

(39) b=tArn
ist die Binormale. Dabei sollen ¢, 7, b ein Rechtssystem bilden. Diffe-
renziert man b, so folgt aus O><#=0 b'><t--b><t =0. Es ist aber
b><n =0 und damit auch nach (37) b><# =0, also wird

O ><t=0,
d. h. &' ist zur Tangente senkrecht. Aus §*==1 folgt aber auch b < ' =—0.

mithin ist & zu ¢ und b senkrecht, also fillt & in die Hauptnormale 7,
und man kann setzen

(40) V=r1mn.
Dann wird = die Torsion der Raumkurve.
Wir bilden noch den abgeleiteten Vektor %' von n. Da n=0A¢, wird

N =0ANt+0At=1NAt+%-DAR

oder
(41) Nn=—7-b—x-t.

Diese Gleichung gibt in rechtwinklige Koordinaten umgeschrieben die Frenet -
schen Formeln.

Es sei nun f(x, y, z) eine Funktion der Punktkoordinaten im Raume,
dann laBt sich daraus auf einfache Art ein Vektorfeld ableiten. d. h. jedem
Punkt ein Vektor ¢ zuweisen, dessen Komponenten X, ¥, Z Funktionen
der Koordinaten dés Punktes sind. Zu dem Zwecke setzen wir

of o ifi 0,

(42 v—"li Lyt

(42) ¢ x + c y" 0z

Man schreibt dann

(48) v=grad f(2,y,z)

und nennt den Vektor den Gradienten der Ortsfunktion flx, ¥y, z).
Ist

flx.y,2)=mu
die Gleichung der durch den Punkt P (x, y,z) gehenden Niveaufldche, fiir
deren sidmtliche Punkte die Funktion f(z,y,z) denselben Wert « hat, so
wird der Vektor v senkrecht zu dieser Fliche, in dem

Sinne genommen, in dem die Funktion f zunimmt, und
% die Linge (der Modul) des Vektors wird, wenn

ar i f(l,y,z);u.—{—duw )
eine unendlich benachbarte Niveaufliche, und d#» das

Fie. 191 Stiick der Normalen zwischen den beiden Niveau-
g 29 flichen ist,
) d
(44) mod ¢ = —[EI; .
dn

Dieser Wert heifit die Grolle des Gefidlles an der betreffenden Stelle.

Eine Kurve, die iiberall die Niveaufliche senkrecht durchschneidet, heif3t
eine Gefillelinie (Stromlinie, Kraftlinie). Léngs einer solchen Linie wird
R grad u
45 b
(#5) t du

dn
der Tangentenvektor.
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Ist insbesondere
fle,y,2)=r,
indem r:\/y(_x-—'g_)'z—'{—(y—wj)i'z—{—(z—f;ﬁ die Entfernung des Punktes P
(x,y,z) von einem festen Punkte (Aufpunkt) 4 (&, 5, () bezeichnet, so wird
(46) ' grad (r*) =mnm-27p,
wenn 7 den von dem Punkt 4 nach dem Punkt P hinfiihrenden Vektor
bezeichnet.

Sind ferner u, v irgend zwei Ortsfunktionen, m eine konstante Zahl, so
ist leicht zu sehen, daB

[ grad (u -+ v) = grad u - grad v,
(47) { grad mu = m grad u,
l grad (uv)=wu gradv | vgradu
wird.
Insbesondere wird
grade=1, grady=j, gradz=~K.
Setzen wir =X Yj-Z Ik, so folgt aus (42)

i P 2l
I P T &

48’ X -y R =

(48) ‘x oy 0z

und daraus weiter
‘4 7 % Z % 0

(49) (LY X B XY X,
cy iz ‘z fx ox oy

oder in Vektorform geschrieben:

. °zZ Y) . <8X 8Z> . (9Y 8X>
19 o g &2 M e=o0.
L) <(y o) ST G ) e )

Dies ist, wenn die Gleichung fiir jede Stelle des Raumes erfiillt ist, die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB der Vektor als Funktion
des Ortes der Gradient einer skalaren Funktion f(z, y, z) ist.

Ist dies nun nicht der Fall, die Bedingung (49a) also nicht erfiillt,
liegt demnach ein allgemeines Vektorfeld vor, so setzen wir

. VA FY) . (PX 8Z> . (?)Y 6X>
; A S I SO Y (R + — )R =rot
(50) <ﬂy 72t T\ 7z )7 ox oy rovt

und nennen diesen neuen Vektor die Rotation von #. Die Gleichung (49a)
kénnte dann, wenn f(x, y, 2)=wu gesetzt wird und sonach @ ==gradu, ge-
schrieben werden:

(51) rot grad v —=20.

Aus der Gleichung (50) folgt sofort, dall, wenn w eine zweite Vektor-
funktion ist:
(52) rot (1 - w) =rot ¢ 4 rot w
wird.

Bedeutet ferner u eine skalare Funktion des Ortes, so wird

(53) rot (u ) =wrot v 4+ gradu A v,

wie sofort zu sehen ist, wenn man in (50) statt X, ¥, Z einsetzt w X. u Y, u Z.
Man kann der Gleichung (50) auch die Form geben:

(hd) grad X A i -+ grad Y Aj -+ gradZ Ak =rot v.
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Ferner 14t sich aus (50) ableiten, wenn man mit
dr=dzxt-+dyj-t+dek, or=>d6xt4+dyj+dzk
zwei unendlich kleine Strecken bezeichnet,
(55) rot v ><(drAdr)=de><dor—3dse = dir.

Dabei bedeuten dw', ¢ die Differentiale des Vektors ¢, die den Ver-

schiebungen d#, 7 des Angriffspunktes entsprechen. Auf diese Weise er-

gibt sich der invariante Charakter der Rotationsoperation, d. h. ihre

Unabhingigkeit von der Wahl des zugrundegelegten Koordinatensystems.
Als die Divergenz der Vektorfunktion 7' bezeichnet man den Zahl-

ausdruck (Skalar):

(56) dive—2%

7|DVY|6Z
cx

Ty e

Zwischen Divergenz und Rotation besteht die Beziehung, daB, wenn

U=V, A,
ist,
(57) div e =div (¢, A t',) = ¢, > rot ¢, — v, > rot ¢,

wird. Daraus zeigt sich der invariante Charakter auch dieser Operation.
Ferner ergibt sich aus (50) und (56) sofort, daB

(58) div rot ¢ =0

ist. Wir konnen entsprechend (54) auch schreiben :

(59) grad X >< ¢ grad ¥ >< j + grad Z >< k =div ¢.
Es ist unmittelbar zu erkennen, daf

(60) div (v 4 w) =div ¢ 4 div @,

(61) div (uv) =wudiv ¢ 4 grad w - ¢.

Endlich wird

. . cu | 0Pu , Pu

(62) div grad « = Py e Py -}- e

wofiir man auch schreibt
(63) div grad v = A u.

Liegt nun irgend eine geschlossene Flédche ¢ vor und sei z das von
ihr eingeschlossene Raumstiick, 7 ein Einheitsvektor, der zu ¢ normal und
nach .dem AuBern der Fliche gerichtet sei, 4 eine Vektorfunktion, die in
dem Bereiche von t und der Oberfliche o eindeutig, endlich, stetig und
differenzierbar sei. Dann bezeichnen wir das Integral

. J (< v)do,
iiber die Fliche o erstreckt, als den FluB des Vektors ¢ durch diese Fliche.
Fiir diesen Fluf3 gilt nun das Divergenztheorem:
(64) fdiv v rlr:f'v ndo,

wobei das Integral auf der linken Seite iiber den Raum 7z, das Integral auf
der rechten Seite iiber seine Oberfliche ¢ erstreckt sei.

Die Gleichung wird so bewiesen, dal sie zunichst fiir ein unendlich
kleines Parallelepipedon, dessen Kanten dz, dy, dz den Koordinatenachsen
parallel sind, aufgestellt wird. Ist dann wieder

v=X{itYj L2k,
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so ergibt sich fiir den an die Stelle des Raumintegrals tretenden Ausdruck
sofort die Umformung

0 X Y 07\ X

(ﬁ 4+a_,—»f+f‘»)dxdydz:——Xdy dz—{—(X—{—’a;dx)dydz

, 7z .

oY
oy
wobei der hier rechts stehende Ausdruck dem Flidchenintegral in (64) entspricht.

Baut man nun den ganzen Raum aus solchen Parallelepipeden auf, so
zerstoren sich die auf zusammenstoBende Seitenflichen beziiglichen Ausdriicke
wechselseitig. Es bleiben also nur die Ausdriicke an der Begrenzung iibrig.
Dort aber kann der Reihe nach

7
— Ydzda+ (1’+ dy>dzdx_zclxdy+ (z+’_z (lz>(l.7;(1y,
\ ¢ .

dydz=do cos 1, dzdx==do cos u, drdy=—=docosy

angenommen werden, wenn cos 4, cos u, cos v die Richtungscosinus der nach
auBen gerichteten Normalen von ¢ sind, so daB die Gleichung entsteht

. X  02Y iV ;
(65) f(%; - %yf |- :) dt :J‘(‘X cos 1+ Y cos u—+Z cos v)do.
Diese Gleichung ist aber mit (64) gleichbedeutend.

Aus (64) lassen sich nun noch zwei andere Formeln ableiten. Setzt man

v=ud,
wo u eine skalare Funktion und ¢ einen Lkonstanten Vektor bedeutet, so
daB div ¢ ==0 wird, dann geht nach (61) die Gleichung (64) iiber in
a > fgrad udt=d wf undo,

also in
(66) Jerad wdr— [undo.
Diese Formel driickt das Gradiententheorem aus.

Ersetzen wir in (64) v durch e A, so ergibt sich aus (57), daB

div (@ A1) = — a < rot ¢*

wird. Ferner ist
ANV ><N=@ < UAN,
also erhalten wir
a f rotvdr=—a f(v AN)do
oder
(67) frob ‘vdz—_—:—-f(c'/\n)do.
Diese Formel soll das Rotationstheorem heil3en.
Die Vektorgleichung (66) ist gleichbedeutend mit den drei Zahlgleichungen

(68) falt dT:J‘u cosido, J?jl—l—'drzju cos udo,
ox oy

cu
0z

die auch direkt leicht zu orweisen sind, die Vektorgleichung (67) mit den
drei Zahlgleichungen:

0Z Y
[<—~— — ) ‘T:f(ZCOS/I.l. -~ Ycosv)do,

dtr=|ucosrdo,

ady 0z
X ¢Z
169 [(g— —-€—>(11=[‘(Xcos v —Zcosido,
J \oz ox J o :
oY oX .
f(“:— — l—~> dr:f( Y cos 4 — X cos i) da,
. 4(.’:1/‘ ay \, /

die als unmittelbare Folge der Gleichungen (68) erscheinen.
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Setzen wir nun in (61) @' =gradv, so erhalten wir
div (u grad v) = w div grad v -}- grad u < grad v,

wobei u,v skalare Funktionen des Ortes von der oben angegebenen Art
bedeuten. Wenden wir jetzt das Divergenztheorem (64) an, so folgt

(70) f(grad w >~ grad v - u div grad v)dz_f(u grad v >< n)do,

und wenn wir « und v vertauschen und die so erhaltene Gleichung von
der vorstehenden subtrahieren, so ergibt sich

(71) fu div gtad v — v div grad u) dr:f(ugradv——-vgmd u) < ndo.

Diese beiden Gleichungen sind einfache Zahlgleichungen und kénnen
als solche auch unmittelbar geschrieben werden. Zunéchst wird

2u *u

div grad u = aw_—{———f—{— = du,

ferner

cw ov ‘u 0v cu v
gradu ~gradv=——— — 4 — - " —
ox cx = dyoy 0z Cz
endlich haben wir
P

ou ., ou cu
grad w 9 = _ - €08 A - — cos . - —— cos »,
Jx ay cz

oder wenn wir mit dn=Vdx* - dy> - dz* das Linienelement auf der Nor-

. dx .
malen bhezeichnen, so daB cosl:——[— usw. wird,
dn

rad w9y — ou dx +cu dy + cudz  du
£ Y twdn Ty dn T izdn dn

Sonach erhalten wir die Formeln

(72) <2crv‘ . 'u(U_IL(ff('v o Jv)df—fu dﬁdr;.
J \ew fycy ' iz cz J dn

o dv dn

(73) J‘(u,_l-v—-odu)dTZI qu?iM c_Z_)(z:)dﬁ

Diese Formeln heiflen die Greenschen Sétze.

Wir wollen nun nicht mebr eine geschlossene Fliche, sondern eine
Fliche ¢ mit einer Randkurve s betrachten, nach wie vor soll 7 den Ein-
heitsvektor in der Normalen der Fliche, v eine eindeutige, stetige und
differenzierbare Vektorfunktion bedeuten. Wir fithren den Tangentenvektor ¢
der Randkurve ein und nehmen ihn mit einem solchen Richtungssinne, daf
die damit bezeichnete Umkreisung der Fliche ¢ in positivem Sinne an

einer dem Rande geniigend nahe benachbarten Normale 7 vorbeilduft. Wir
setzen noch
tds—=—ds,

fithren also das Linienelement der Randkurve als (infinitesimalen) Vektor ein,
dann ergibt sich der Stokessche Satz:

(74) fr‘:—-i ds:frot v < ndo.
S “
Der Beweis des Stokesschen Satzes gelingt leicht wie folgt. Das

Fliachenintegral lautet in rechtwinkligen Koordinaten, wenn 4, u, » wieder
die Richtungswinkel der Normalen bedeuten,

[(eZ 7Y 2Z> <,_) FX) 7
(L Gy s cosA+ g ) cos - 5z iy cos | do.
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Dafiir 148t sich aber schreiben

J:f *_dl dy(l¢+<f(::\—-i?7>dz(1x—l—<%{ rrf{X>d.z,dy}

oz 2y

Fiithren wir nun die Integrationen einzeln aus, so ergibt sich z. B. fiir die
1" enthaltenden Glieder

F(Y dx ,,,QX lz}:Y.,—Yl,
L(/ 0z N

wenn ¥, den Wert am Ende und Y, den Wert am Anfang des parallel zur
x z-Ebene durch die Fliche laufenden Integrationsweges bezeichnen. Die linke
Seite wird niamlich fiir y = konst. ein vollstindiges Differential, weil dz beim
Durchstreichen der Fliche negativ zu nehmen
ist. LaBt man nun den herausgegriffenen, der |z
xz-Ebene parallelen Streifen die ganze Fliche
durchziehen, so 1Bt die auf der rechten Seite
entstehende Integration sich fassen als eine Inte-
gration iiber die ganze Umrandung s der Fliche
und schreiben

J¥ay.
s

So ergibt sich insgesamt fiir das volle zu be-
rechnende Flichenintegral der Wert

i
[(Xdz+ Ydy + 2dz) ‘ \/2‘;/

und damit die zu erweisende Formel:

(76) f(Xda:—{—Ydy + Zd-z)
_f = ‘T (_-os}_ -+ (fa‘j — fZ> cos 1 <GI ﬂ:;) cos xv} do.

Indem man die Fliche ¢ sich sackférmig zusammenziehen laft, so daB
ihre Randkurve s kiirzer und kiirzer wird und schlieBlich verschwindet, womit
auch das Linienintegral auf der linken Seite von (74) verschwindet, kann man
sofort nachweisen, daB fiir jede geschlossene Fliche o die Gleichung besteht

(77) [rot ¢ ndo—o0.

Dies folgt auch sofort aus (64), da nach (58)

- divrote¢ =0

Wir konnen ebenso nach (67) folgern, daf3 fiir jede geschlossene Fliche
(78) fgradu/\'ndazo,
weil

rot grad v =0

ist.

Wir zeigen noch. dal fiir » *V(.v-—&‘ ‘JIy— 7?4 (z—E)F, wenn r== 0.
(79) A ! =0

: r

ist. wenn .l statt divgrad geschrieben wird. Wir finden in der Tat nach
Gleichung (46)
‘ gradr 1= —r 3,
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also wird gemaB der Regel (61) bei erneuter Beriicksichtigung von (46)
. 1
div grad % = div » -} 73; .
Nun ist _ . L )
= — 8y — Ok
und daraus folgt sofort
div » = Siv+f‘q+0_z:3

fx oy ooz ’

also wird in der Tat
R L = div grad l: 0.
r r
Fiihren wir den Laplaceschen Operator 4 auch fiir eine Vektor-
funktion ¢ =Xi+ Y j-+Zk ein, indem wir
do=Aa4Xe¢+4 AYj+ AZ K
setzen, so ergibt sich die Beziehung

(80) A = grad div ¢* — rot rot ¢.
Es wird némlich

2 (Y ¢X A (e X cZ\ .
rotrot = | —|— — . —— === i+
Ldy \cx iy dz \ iz ‘X
L 0*Y 02Z> <F"3X 52,‘{)}_ ]
M[(any_%rxrz o Aﬂ?/3+ 0z? b
fo (¢ X Y r"Z> <8“’X X /‘2X>7 .
S Y A NS (i i
_?’x(?‘.’t‘ + cy Sy ot + fy? a 922 ‘_\ i+
[rdive
— — — AX |+ ...
L cx }LT

=graddive  de.
Wir wollen nun die Formel (73) auf den Fall anwenden. wo v:—l—
”
also Adv=0. Dabei soll der Raumteil, um den es sich handelt, begrenzt
sein von zwei Kugeln mit dem Mittelpunkt A (&, »,¢) und den Radien r,
und R. Es wird dann bei der einen Kugel

cl'zi 1 Cﬁl, o du
dn 1>’ dn~  dr,’
bei der anderen Kugel ‘
(}_v 1 du  du
dn~ 2 dn dR

und weiter bei der einen Kugel
do=ry’dw,

do= R*dw,
wenn dw die Offnung eines Elementarkegels mit der Spitze A, d.h. das
von einer Kugel mit dem Mittelpunkt 4 und dem Radius 1 aus diesem
Kegel ausgeschnittene Fliachenstiick, bezeichnet.
Wir lassen nun den Radius R der einen Kugel ins Unbegrenzte wachsen.
Dann verschwindet das iiber diese Kugel erstreckte Flachenintegral, nimlich

‘ (\u - ;11;; R) dw,

wenn wir annehmen, daB mit unbegrenzt wachsender Entfernung R u wie

bei der anderen Kugel

»

du 1
also — - wie —5 abnimmt.
dR

1
R’ R?
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Gleichzeitig lassen wir den Radius 7, der anderen Kugel unbegrenzt
abnehmen, dann wird das iiber diese Kugel erstreckte Fliachenintegral

, du
[<u -+ _d: r0> do=u, 4n
o "o

und wir erhalten, jetzt das Raumintegral iiber den ganzen Raum erstreckt,

du
[7 dr = — dau,.
Setzen wir also i
(81) du=-—4=70,

indem wir annehmen, daf ¢ eine bekannte Funktion des Ortes ist. so ‘wird

) o
(82) u, = =-dr.

das Integral iiber den ganzen Raum erstreckt. Dabei muf}, da % im Un-

<

. 1 . . .
endlichen zu R proportional genommen werden kann. A« und damit o im

Unendlichen verschwinden.

Die Differentialgleichung (81) heilt die Poissonsche Differential-
gleichung, das Integral (82) das Newtonsche Potential. Der an sich
beliebig bleibende Punkt .4, fiir den in Gleichung (82) der Wert der Funktion u
erscheint, heilt der Aufpunkt.

Ein Vektorfeld, das aus einer skalaren Funktion des Ortes durch Bildung
des CGradienten entsteht, ist dadurch gekennzeichnet, daf} die Rotation ver-
schwindet. Man kann ein solches Vektorfeld deshalb als rotationsfreies
Vektorfeld bezeichnen. Entsteht dagegen ein Vektorfeld durch Bildung
der Rotation aus einem allgemeinen Vektorfeld, so verschwindet die Divergenz
des so gebildeten Vektorfeldes und wir kénnen es ein divergenzfreies
Vektorfeld nennen. Es ergibt sich nun die Aufgabe. ein allgemeines
Vektorfeld aus einem rotationsfreien und einem divergenzfreien
Vektorfeld zusammenzusetzen. Diese Aufgabe laft sich mit Hilfe der
zuletzt aufgestellten Formeln sofort losen. wenn iiber das Verhalten des
Vektorfeldes im Unendlichen die angegebenen Voraussetzungen gelten und es
die Bedingungen der Eindeutigkeit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit erfiillt.

Ist ¢ der Vektor an der Stelle A (&, , {). so setzen wir

(83) =1+ w
und nehmen an, es sei
(84) rotw=—=0. dive:=0.

Daraus folgt zuerst

div ¢ = div
und es kann hierin

(85) w =grad ¢
gesetzt werden. Demnach wird
div ¢ =div grad ¢,
also, wenn wir
( 86) dive = —4mo
machen,
—dao=14A¢.
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Folglich ergibt sich

o ) div ¢

87 = Cagr=_—| Yy

das Integral iiber den ganzen Raum erstreckt.
Ferner wird

o rot 1 =rot 2.
Setzen wir hierin

(88) Ww=rotp,

was die zweite der Gleichungen (84) unmittelbar nach sich zieht, so folgt,
wenn wir noch

(89) divp=0

annehmen, aus (80)

rot ¢ =rotrotp = — Ip
oder, wenn
(90) rotv=4n(lt-+uj+rk), p=Ui+Vj+Wk
ist,
(91) —dal=AU, —dau=dV, —dav=4W,
also

(92) c':fidr, I':flfdf, wzjidr,
: J T r r

die Integrale wieder iiber den ganzen Raum erstreckt. Wir konnen dem-
nach setzen
. rot v
93 D = —drT.
(93) 1 J 4ar ’
und es bedeutet dann

(94) = grad ¢ | rot p

die Losung der gestellten Aufgabe, wenn ¢ und p durch die Gleichungen (87)
und (93) gegeben sind. p wird als Vektorpotential bezeichnet.
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| Cauchysche Form des Restes bei der Tay-
} lorschen Reihe 174.
' Cavalierisches Prinzip 85.

Dachausmittelung 85.

Darstellende Geometrie 78.

Deformationen (reine) 124f.

Deformationsellipsoid 124.

Derivierte (abgeleitete Funktion) 137.

Determinanten 14f.

Differentiale 137.

Differentialgeometrie 177 ff.

Diffentialgleichungen 195ff.

Differentialquotient 137.

Differentiationen (Beispiele) 144 ff.

Dilatation 124.

Dimetrische Projektion 112.

Diskriminante 10.

Distributives Gesetz bei Vektorprodukten
215, 226, 227.

Divergenz einer Vektorfunktion 232.

Divergenzfreie Vektorfelder 237.

Divergenztheorem 232.

Doppelintegrale 166 ff.

Doppelpunkte und Doppeltangenten einer
Kurve 59, 180.

Dreipunktegleichung der geraden Linie 51.

Durchdringungen der Flichen 2. Ordnung
98

Durchh.ang eines Telegraphendrahtes 184.
Durchmesser der Kegelschnitte 57f.

Ebene Dreiecke 36 ff.

Ebenen 30.

Ebenengleichung 73.

Ebenenschnittverfahren 103.

Eingang einer Tabelle 2.

Einheitsvektor 215, 227.

Ellipse 56, Konstruktion 60ff., als Zylinder-
schnitt 86f., als Kegelschnitt 88, Qua-
dratur und Rektifikation 185f.

Ellipsenfithrung 62.

Ellipsenzirkel 62.

Ellipsoid 75.

Elliptische Integrale 136f., 202.

Elliptischer Punkt einer Fliche 193.

\ Entgegengesetater (inverser) Vektor 214,

225.

Epizykloide 66.

Eulerscher Satz 193.

Evolute, Evolvente 17x.

Evolute der Ellipse 61.

Evolutenzug eines Korbbogens 22.

Extremwerte (Maxima und Minima) 142f,,
176, Beispiele 147 ff.

Exzentrizitdt der Mittelpunktskegelschnitte
A6,
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Fallinie 31.

Fldachen 191.

Flacheninhalt ebener Figuren 32.

Flachenvektor 227.

Fldchen 2. Ordnung 74.

Flexion, Flexionsradius 190, 230.

Fluchtebene 126.

Fluchtlinie 29.

FluB durch den Rand einer ebenen Fliche
224.

Fokalkurven der Fldchen 2. Ordnung 75.

Formeln 1.

Fouriersche Reihen 211.

Fourierscher Satz 212.

Frenetsche Gleichungen 190, 230.

Fréziersche Konstruktion der Achsen einer |
Ellipse 61.

Fundamentalsatz der Algebra (GauB) 10.

Funktionaldeterminante 170.

Funktionen (eindeutige, mehrdeutige, ana-
lytische, empirische) 131, einer kom-
plexen Verénderlichen 218 ft.

Gaufische (totale) Kriimmung, GaufBische
Abbildung der Flidchen 194.
Gauflsche Methode zur angendherten Be-

rechnung der Integrale 162ff.
(+aullsche Zahlenebene 318.
Gedampfte Schwingungen 197ft. !
Gefélle, Gefillelinie 230. ‘
Gelidndefliche (topographische Fldche) 115.
Geometrische Instrumente und Modelle 20. ‘
Geometrische Konstruktionen 20ff.
Geometrisches Experimentieren 21.
Gerarle Linie, analytische Darstellung, ‘
der Ebene 50ff., im Raume 73f.
Geradfithrung 62. i
Geschwindigkeitspotential 224. i
Gipfelpunkt 117. \
GleichmiBige Konvergenz 136. ‘
Gleichseitige Hyperbel 57.
Grad einer Differentialgleichung 195.
Gradient 230.
Gradiententheorem 233.
Graeffesches Verfahren zur Auflosung alge-
braischer Gleichungen 11f.
Graphische Losung von Differentialgleichun-
gen 203 ff.
Graphisches Rechnen 20, 41ff.
Graphisches Verfahren der
Analyse 215.
Grate 117.
Greensche Satze 234.
Grenzwert (Limes) 135.
Grundrif3 78.
GrundriBspur einer Ebene 81,
Grundton 211,
(uldinsche Regeln 35.

in

harmonischen

Halbwinkelformeln 3R, 40.
Hangensche Aufgabe 39.
Harmonische Analyse 213f.
Hauptachsen einer Deformation 125.
Hauptkrimmungsradius 192. ‘
Hauptnormale einer Raumkurve 189, 229.
Hauptschnitte einer Fliche 193.
Haupttangenten einer Fliche 193.

. Kontrakommutatives

Sachverzeichnis.

Haupttangentenkurve 194.

Heronsche Dreiecksformel 38

Hohenlinie (Horizontale, Spurparalleled) 81,
(Schichtlinie, Isohypse) 115.

Hohenstufe (Kote) 115,

Homogene Differentialgleichungen 195.

Hyperbel 56, Konstruktion 63, als Kegel-
schnitt 838f.

Hyperbolische Funktionen 134, 154.

Hyperbolische Punkte einer Fliche 193.

Hyperboloid, einschaliges 75, zweischaliges
76, Rotationshyperboloid 91.

Hypozykloide 67.

Indizes (Zeiger) 13.

Inkompressible Fliissigkeit 224.

Inneres (skalares) Vektorprodukt 226.

Integral (Integralfunktion) 150ff., bestimm-
tes und unbestimmtes I. 154, I. einer
Differentialgleichung 195.

Integrand 150.

Integration 150ff., Beispiele 157ff., ange-
niherte 162ff., der Differentialgleichun-
gen 195ff.

Integrationskonstante 154.

Integrierender Faktor 196.

Interpolation 3.

Inversion (Umkehrung) einer Funktion 131,

Jochpunkt 117.

| Isochrone Schwingungen 202.

Isoklinen 203.
Isolierter Punkt einer Kurve 181.
Isometrische Projektion 112.

I ammlinie 117.
Kappakurve 60.

¢ Kardioide 68.
! Katakaustische Kurve 69.

Kavalierperspektive 111.

Kegelschnitte, analytisch 55 ff., darstelle-
risch 87 ff.

Kehlkreis eines einschaligen Rotationshyper-
boloids 92.

Kettenlinie 132,

Knotenpunkte schwingender Saiten 210.

Kochanskische Konstruktion des Kreisum-
fanges 34.

Koeffizienten 9.

Kollineare Figuren 26.

Kollineare Raumtransformationen 126.

Kommutatives Gesetz der Vektoraddition
214, 225, der Vektorprodukte in der
Ebene 215, der inneren Produktbildung
226.

Komplanare Vektoren 228.

Komplexe Zahlen 8, 216.

Komponenten einer Strecke 51, eines Vek-
tors 215, 225.

Kompression 124.

Konfokale Kegelschnitte 220, k. Flichen 2.
Ordnung 75.

Konforme (winkeltreue)

Abbildungen 30,
219.

Konjugierte Durchmesser bei Ellipse und

Hyperbel 58.
Konstante 131.
dulleren

Gesetz bei

Vektorprodukten 227.
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Konvergenz der Reihen 135 f.

Konvergenzintervall 136.

Koordinaten in der Ebene 50, im Raume 71.

Korbbbgen 22 ff.

Kosinussatz fiir ebene Dreiecke 38, fiir
sphirische Dreiecke 48.

Kote 115.

Kotierter Plan 115.

Kreisevolvente 65.

Kreisinhalt und Kreisumfang 33.

Kreiskegel (Darstellung) 91, (Gleichung) 107.

Kreisring 35, 89.

Kriimmungslinien 194.

Kriimmungsmittelpunkt, Kriimmungsradius,
fir die Ellipse 61, 1781, allgemein 177.

Kubische Gleichung 5, 45.

Kugel 74, Projektionsbild 114 f.

Kugelkoordinaten 171.

Kugelschnittverfahren 104.

Kugelzone und Kugelabschnitt 35.

Kuttasches Verfahren zur numerischen
Losung gewohnlicher Differentialglei-
chungen 206.

Lagrangesche Form des Restes einer Tay-
lorschen Reihe 174.

Lalannesche Rechentafel 47 f.

Laplacescher Operator 236.

Lateraler Einheitsvektor 215.

Liufer beim Rechenschieber 5.

Leibnizsche Regel 142.

Lemniskate 59, 180, als Schnitt eines Kreis-
ring? 90, Rektifikation und Quadratur
186 f£.

Lemniskatisches Integral,
Funktion 187.

Lineare Difterentialgleichungen 196.

Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten
8, mit beliebig vielen Unbekannten 15 fi.

Linienelement einer ebenen Kurve 177, einer
Raumkurve 188.

Linienvektor 227.

Logarithmen 4, 132.

Logarithmentafeln 4. .

Logarithmische Spirale 42, 181.

lemniskatische

Mac Laurinscher Lehrsatz 174.

Mantisse 4.

Mechanische Quadratur 33, 162.

Methode der kleinsten Quadrate (GauB) 19.

Meusnierscher Satz 193.

Minimalflichen 194.

Mittelwertsatz fiir bestimmte Integrale 151.

Mittlere Kriimmung einer Flache 194.

Mittlerer Fehler 19.

Modul eines Logarithmensystems 134.

Modul eines Vektors 225.

Mollweidesche Formeln 38, fiir sphérische
Dreiecke 40.

Moment einer Strecke 51.

Muldenpunkte 117.

Nabelpunkte 75, 193.

Néherungskonstruktionen 22, fiir Kreisinhalt
und Kreisumfang 33 f.

Niherungswerte fiir dieWurzeln algebraischer
(Rleichungen 11, fiir Integrale 33, 163,
fur Funktionen 174, fiir die Losung
von Differentialgleichungen 203 ft.
Handbibliothek. I. 1.

Natiirliche Logarithmen 134.

Nepersche Analogien 41.

Newtonsches Potential 237.

Niveauflichen 230.

Niveaukurven 224.

Nomographie 47.

Normale einer ebenen Kurve 177,
Flache 191.
Normalebene einer Raumkurve 189,
Normalformen der Gleichung einer geraden
Linie 53, der Ebenengleichung 73.
Normalform der Differentialgleichung 1. Ord-
nung 194.

Normalgleichungen der geraden Linie im
Raum 73.

Normalschnitte einer Flidche 193.

Nullsystem (Nullpunkt, Nullebene, Nullinie)
129.

Numerische Lésung von Differentialgleichun-
gen 206 f.

Numerisches Rechnen.

einer

Obertone 211.

Ordnung einer algebraischen Gleichung 9,
einer Differentialgleichung 195.

Ordnungsfliche eines Polarsystems 129.

Orthogonale Projektion 111.

Orthogonales Flichensystem 77.

Orthogonales Kurvensystem 221.

Parabel 55, Konstruktion 64, Quadratur
und Rektifikation 184 f.

Parabolischer Punkt einer Fliche 193.

Paraboloide 77, darstellerisch 93.

Parallelkurven 178.

Parallelperspektive, Parallelprojektion 109.

Parallelverschiebung (Translation) 26.

Parameter einer Parabel 55.

Partielle Differentialgleichungen 206 ff.

Partielle Differentialquotienten 165.

Partielle Integration 155.

Pendel 201.

Periodische Funktionen 133.

Perizykloide 67.

Permutationen 13.

Perspektive Kollineationen im Raume 126.

Perspektivische Affinitat 26, 122.

Perspektivische Figuren 26.

Perspektivititszentrum 28.

Pfeilhche 24.

Pohlkescher Satz 109.

Poissonsche Differentialgleichung 237.

Pol einer Drehung bei ebenen Figuren 26.

Polarkoordinaten 51.

Polarsystem 125.

Potenzen 5 ff.

Potenzreihen 133, 136.

Pothenotsche Aufgabe 388.

© Prisma 34.

Prismatoid 35.
Profil einer Ebene 22.
Pyramide 34, abgestumpfte 35.

Quader 34. )
Quadratische Gleichungen &, graphische Be-
handlung 46 f.
16
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Quadraturen 32f., 150, 162, 167, 184 ff., ge-
krimmter Oberﬂachen 191 £.
Querprofil 116.

Radiusvektor (Fahrstrahl) 50.

Rationale Funktionen (ganze und gebrochene)
132.

Raumgeometrie ‘71 ff.

Raumkurve (Kurve doppelter Kriimmung)
96, 188 ff., kubische Raumkurve 98.

Raumtransformationen 120.

Rechenmaschinen 4.

Rechenschieber 5.

Rechnen 1 ff.

Regelﬁachen (Regelstrahlen, Regelscharen)
76 f

Regelmaﬂlges Fiinf- und Zehneck 21, Sieben-
und Neuneck 22.

Rektifikationen 177, 185 ff.

Rektifizierende Ebene einer Raumkurve 189.

Reliefperspektive 127.

Reziproke Polaren 129.

Reziproke Verwandtschaften 128.

Richtungsfeld 203.

Richtungskosinus, Richtungswinkel 72.

Rinnen 117.

Rollkurven 65.

Rotation einer Vektorfunktion 230.

Rotationsfreie Vektorfelder 237.

Rotationstheorem 233.

Riickkehrpunkt (Spitze) 181.

Scheitel und Scheitelgleichung der Kegel-
schnitte 55, 61.

Scheiteltangente der Parabel 55, der Ellipse
61

Schmiegungsebene einer Raumkurve 188.

Schmiegungskreise (Kriimmungskreise) der
Ellipse 61.

Schnittlinie zweier Ebenen (darstellerische
Behandlung) 181.

Schnittwinkel zweier Ebenen 83 f.

Schraubenlinien 96, 189.

Schraubenregelflichen 94.

Schwanenhals 24.

Schwingungen, gedimpfte 197 ff., des mathe-
matischen Pendels 201 ff., der Saiten
209 ff.

Schwingungsdauer, Schwingungszahl 211.

Seitenri 78.

Singuldre Punkte einer Kurve 180.

Sinuslinie 89, als Projection der Schrauben-
linie 94.

Sinussatz fir ebene Dreiecke 38, fiir sphé-
rische Dreiecke 40.

Skalare Funktion 231.

Skalares Vektorprodukt 226.

Spannweite 23 f.

Sphérische Dreicke 39 fi.

Spirische Linien 89.

Spitzen (Riickkehrpunkte) 61.

Steinerscher Satz fiir die
Kurven 59.

Stetige Funktionen 136.

Stetig vieldeutige Funktion 164.

Cassinischen

Sachverzeichnis.

Stokesscher Satz 234.
Stromlinien 224.
Subtraktion der Vektoren 214, 225.

Tabellen 2.
Tafelwert 2.
Tallinie 117.

Tangente einer ebenen Kurve 177, einer
Raumkurve 188, einer Fliche 191.
Tangentialebene einer Raumkurve 188, einer

Flache 191.
Taylorscher Lehrsatz 174.
Torsion, Torsionsradius 190, 230.
Totale Kriimmung einer Fliche 194.
Totales Differential 165.
Traktrix 181.
Transpositionen 13.
Transzendente Funktionen 132.
Trapezformel 33.
Trennende Achse 78.
Trennung der Variablen bei Differential-
gleichungen 195 ff.
Trigonometrie 36 fi.
Trigonometrische Funktionen 36, 132.
Trimetrische Projektion 112.

Umdrehungskérper (Rauminhalt) 35, 171 f.
Umgekehrter (inverser) Vektor 216.
Unbegrenzt konvergente Reihen 136.
Undulationstagente 59.

Uneigentliches Integral 173.

Unendlich kleine GroSen 138.
Unendlichwerden einer Funktion 143.
Unterdeterminanten 15.

Variable (verinderliche GroBe) 131.

Vektoranalysis 225 ff.

Vektoren 214.

Vektorfeld 230.

Vektorintegrale 233 ft.

Vektorpotential 288.

! Vektorprodukt, in der Ebene 215, im Raum
226 f.

Vektorsumme und Vektordifferenz 214, 225.

Vektorverhdltnis (in der Ebene) 215.

Wallissche Formel 162.

Wirmeleitung (Differentialgleichung) 206 fi.

Wendelflachen 94.

Wendepunkt, Wendetangente 178.

. Winkel zweier Ebenen 31, zweier geraden
Linien im Raum 31, Neigungswinkel
einer geraden Linie gegen eine Ebene 32.

Wirbelfreie Fliissigkeitshewegung 224.

Wurzeln 6.

Zentralachse eines Nullsystems 129.
Zentrale Affinitat 121.

Zentralebene (Grundebene) einer perspek-
tiven Kollineation 127.
Zentrum einer Affinitat 121,

neation 127.
Zunge beim Rechenschieber 5.
i Zykloide 65.
1 Zyklometrische Funktionen 132 f.
Zylinderkoordinaten 171.

einer Kolli-




Verlag von Julius Springer in Berlin W 9

Ingemeur-Mathematlk. Lehrbuch der hoheren Mathematik fiir die technischen
Berufe. Von Prof. Dr.-Ing. Dr. phil. H. Egerer.
Erster Band: Niedere Algebra und Analysis — Lineare Gebilde der Ebene und
des Raumes in analytischer und vektorieller Behandlung — Kegelschnitte.
Mit 320 Textabbildungen und 575 vollstindig gelosten Beispielen und Auf-
gaben. Berichtigter Neudruck 1921. Gebunden Preis M. 96,—.
Zweiter Band: Differential- und Integralrechnung — Reihen und Gleichungen —
Kurvendiskussion — Elemente der Differentialgleichungen — Elemente der
Theorie der Flichen- und Raumkurven — Maxima und Minima. Mit 477 Text-
abbildungen und iiber 1000 vollstindig gelosten Beispielen und Aufgaben. 1922.
Gebunden Preis M. 450,—.

Dritter Band: Gewdhnliche Differentialgleichungen — Flichen — Raumkurven —
Partielle Differentialgleichungen — Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichsrech-
nung — Fouriersche Reihen. In Vorbereitung.

Die Differentialgleichungen des Ingenieurs. parstellung der fiir die
Ingenieurwissenschaften wichtigsten gewShnlichen und partiellen Differentialgleichungen
sowie der zu ihrer Losung dienenden genauen und angendherten Verfahren ein-
schlieBlich der mechanischen und graphischen Hilfsmittel. Von Diplom-Ingenieur
Dr. phil. W. Hort. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit etwa 90 Text-
figuren. In Vorbereitung.

Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie in

direkter Dal‘stellung. Von D. J. Struik, Rotterdam. Mit 4 Textfiguren.
1922. : Preis M. 345,—.

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. von Dr. W. Ludwig, o. Pro-
fessor an der Technischen Hochschule Dresden.
Erster Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Vielflache, Kreis, Zylinder,

Kugel. Mit 58 Textfiguren. 1919. Preis M. 8,—.
Zweiter Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Kegelschnitte, Durchdringungs-
kurven, Schraubenlinie. Mit 50 Textfiguren. 1922. Preis M. 108,—.

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. in zwei Binden. Von Dr.
Georg Scheffers, o. Professor an der Technischen Hochschule Berlin.
Erster Band: Zweite, durchgesehene Auflage. Mit 404 Textfiguren. Unver-
anderter Neudruck. 1922, Gebunden Preis M. 875,—.
Zweiter Band: Mit 396 Textfiguren. 1920. Preis M. 52,—; gebunden M. 60,—.

Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in
Einzeldarstellungen mit besonderer Beriicksichtigung der

Anwendungsgebiete. Gemeinsam mit Wilhelm Blaschke, Hamburg, Max
Born, Gottingen, und Carl Runge, Gottingen, herausgegeben von R, Courant, Géttingen.
Band I: Vorlesungen iiber Differential-(reometrie und geometrische Grundlagen
von Einsteins Relativitidtstheorie. Von Wilhelm Blaschke, o. Professor der
Mathematik an der Universitit Hamburg. I. Elementare Differential-
Geometrie. Mit 38 Textfiguren. 1921.
Preis M. 270,—; in Ganzleinen gebunden M. 348,— (einschl. Teuerungszuschlag’.
Band II: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. Von Dr. Konrad
Knopp. o. Professor der Mathematik an der Universitit Konigsberg. Mit
12 Textfiguren. 1922. Preis M. 420,—; in Ganzleinen gebunden M. 495,—.
Band III: Vorlesungen iiber allgemeine Funktionentheorie und elliptische
Funktionen. Von Adolf Hurwitz §, weil. o. Professor der Mathematik am
Eidgenossischen Polytechnikum Ziirich. Herausgegeben und erginzt durch
einen Abschnitt iiber geometrische Funktionentheorie von R. Courant, ord.
Professor der Mathematik an der Universitit Gottingen. Mit 122 Textfiguren.
1922. Preis M. 318,—; in Ganzleinen gebunden M. 337,—.
Band IV: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von Dr. E. Madelung,
Professor der theoretischen Physik an der Universitit Frankfurt a. M.
In Vorbereitung.

Hierzu Teuerungszuschlige
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Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung

in der Theorie der Baukonstruktionen. von Dr. Paul Funk, Privat-
dozent an der deutschen Universitit und an der technischen Hochschule in Prag.
Mit 24 Textabbildungen. 1920. Preis M. 10,—,

Repetitorium fitr den Hochbau. Fir den Gebrauch an Technischen Hoch-
schulen und in der Praxis. Von Geheimem Hofrat Prof. Dr.-Ing. E. h. Max Foerster
in Dresden.

1. Heft: Graphostatik und Festigkeitslehre. Mit 146 Textfiguren. 1919.
Preis M. 66,— (einschl. Teuerungszuschlag).

2. Heft: AbriB der Statik der Hochbaukonstruktionem. Mit 157 Textfiguren.

1920. Preis M. 69,— (einschl. Teuerungszuschlag).
3. Heft: Grundziige der Eisenkonstruktionen des Hochbaues. Mit 283 Text-
figuren. 1920. Preis M. 78,— (einschl. Teuerungszuschlag).

Kompendium der Statik der Baukonstruktionen. von Dr.-Ing.
I. Pirlet, Privatdozent an der Technischen Hochschule zu Aachen. In zwei Biinden.
I. Band: Die statisch bestimmten Systeme. II. Band: Die statisch un-
bestimmten Systeme. Zuerst erschien:

1. Band. I. Teil: Die allgemeinen Grundlagen zur Berechnung statisch unbe-
stimmter Systeme, die Untersuchung elastischer Formiinderungen. Die
Elastizitiitsgleichungen und deren Auflosung. Mit 136 Textfiguren. 1921.

Preis M. 40,—; gebunden M. 46,—.

II. Band. II Teil: Anwendungen auf einfachere Aufgaben. Gerade Triiger mit
Endeinspannungen und mehr als zwei Stiitzen. Der beiderseits einge-
spannte Rahmen. Das Gewodlbe. Armierte Balken und dergl. Mit etwa
160 Textfiguren. Erscheint im November 1922.

Statik der Vierendeeltriger. von Dr-Ing. K. Kriso. Mit 185 Textfiguren
und 11 Tabellen. 1922. Preis M. 270,—; gebunden M. 330,—.

Taschenbuech fiir Bauingenieure. Unter Mitwirkung zahireicher Fach-
leute herausgegeben von Dr.-Ing. E. h. Max Foerster, Geh. Hofrat, ord. Professor
fir Bauingenieurwesen an der Technischen Hochschule Dresden. Vierte, verbesserte
und erweiterte Auflage. Mit 3193 Textfiguren. In zwei Teilen. 1921.

Gebunden Preis M. 160,—.

Betriebskosten und Organisation im Baumaschinenwesen.
Ein Beitrag zur Erleichterung der Kostenanschlige fiir Bauingenieure mit zahlreichen
Tabellen der Hauptabmessungen der gangbarsten GroBgerite. Von Dipl.-Ing. Dr.
Georg Garbotz, Privatdozent an der Technischen Hochschule Darmstadt. Mit
23 Textabbildungen. 1922. Preis M. 96,—.

Kalkulation und Zwischenkalkulation im Grofibaubetriebe.
Gedanken iiber die Erfassung des Wertes kalkulativer Arbeit und deren Zusammen-
hinge. Von Rudolf Kundigraber. Mit 4 Abbildungen. 1920. Preis M. 6,40.

Kostenberechnung im Ingenieurbau. von Dr.-Ing. Hugo Ritter. 1922.
Preis M. 81,—; gebunden M. 126,—.

Die Knickfestigkelt Von Dr.-Ing. Rudolf Mayer, Privat-Doz. an der Tech-

nischen Hochschule zu Karlsruhe. Mit 280 Textabbildungen und &7 Tabellen. 1921.
Preis M. 120,—; gebunden M. 130,—.
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