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ПРЕДИСЛОВИЕ К lliECTOMY ИЗдАНИЮ 

Более трети века про1Ш1о со времени выхода в свет первого издания на
стоящей книги. С' тех пор в нашей стране и за ее пределами ВЫIШ1И много
численные учебники по теории вероятностей, заслуживающие самой высокой 
оценки. Отличительная черта подавляющего больiШ!нства этих книг -
стремление дать возможно более строгое в теоретическом плане изложение 
теории и показать силу математической абстракции. Настоящая книга ста
вит перед собой совсем иную цель: восходя от интуитивных представлений 
и рассматривая большое число примеров, подойти хотя бы к некоторым 
исследованиям, активно развивающимся в наши дни. 

Это издание значительно отличается от предшествующего: введен ряд 
параграфов, содержатих изложение некоторых новых результатов, вполне 
доступных читателям настоящей книги; вновь помещена небольшая глава, 
содержащая элементы математической статистики; приведено добавление, 
излагающее довольно подробно период возникновения и развития теории 
вероятностей. Этот очерк базируется на исследованиях последних лет авто
ра и его учеников. Следует сказать, что многие вопросы истории теории 
вероятностей еще ожидают своих исследователей. В частности, в таком 
состоянии находится теория случайных процессов. Однако многое еще 
требует выяснения и в классической теории вероятностей. 

Всем хорошо известно, что абстрактное изложение предмета дает 
возможность быстрее подвести читателя к современному состоянию науки, 
а также выиграть страницы, которые необходимы для изложения материа
ла. Я считаю, что при первоначальном знакомстве с математическими дис
цишшнами, а особенно с теорией вероятностей, необходимо рассмотрение 
большого числа примеров, которые помогли бы развить своеобразную 
теоретико-вероятностную интуицию, способность увязывать абстрактные 
идеи и методы с практическими ситуациями. Это приобретение необходимо 
каждому математику, а особенно подавляющему большинству студентов
математиков, которым предстоит работать в научно-исследовательских 
институтах прикладнаго плана. К тому же в настоящее время с теорией 
вероятностей вынуждены знакомиться многие специалисты, поскольку 
в их nовесдневной работе теоретико-вероятностные концепции крайне 
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необходимы. Им знакомиrься с необходимым разделом науки по абстракт
ным книгам и трудно, и не нужно, поскольку такие книги не создадут так 
необходимого мостика между потребностями практики и математической 
теорией. Впрочем, для этой категории читателей, быть может, нужны совсем 
особые книги, написанные в специальном методическом и психологическом 
ключе. 

Когда книга уже написана, видишь, как много в ней недос1атков, как 
много мест следовало бы в ней переделать. Однако приходится смириться 
и отложить переделки до возможного переиздания. В связи с этим я прошу 
читатеня направлять мне критические з<�мечения и пожелания, к которым 
я отнесусь со всем необходимым вниманием. 

Я счастпив поблагодарить Ю.В. Прохорова, Б.А. Севастьянова и Д.М. Чи
бисова ·ш большое число замеч<tний, которые они мне сделали в результате 
знакомства с рукописью. К сож<tЛению, я не имел возможности в полной 
мере использовать все их пожелания, пос1араюсь это сделать впоследствии. 



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 

Настоящее издание значительно отличается от первоrо. Я постарался 
возможно полнее учесть в нем замечания и пожелания, которые содержа
лись в печатных рецензиях на первое издание книги, а также были сообще
ны мне устно и письменно. Пожалуй, наиболее существенным изменением 
является добавление задач для упражнений в первых девяти rлавах. 

Значитепьные добавления сделаны в rлаве 10: они касаются rлавным об
разом расширения сведений по теории стационарных случайных процессов. 
Большим изменениям подвершась последняя rлава, посвященная матема
тической статистике. В этой rлаве имеются некоторые новые параrрафы. но в 
то же время исключен частично материал, содержавшийся в первом издании. 
Пользуюсь случаем сердечно поблаrодарить товарищей, высказавших откро
венное мнение о недостатках книrи и способствовавших своей критикой их 

исправлению. Особенно я блаrодарен Ю.В. Линнику за ero постоянный 
интерес к настоящей книrе, большое число замечаний к первому изданию 
и за дискуссию по рукописи в тороrо издания. 

ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗдАНИЮ 

Настоящий курс разбивается на две части -- :шементарную (1·лавы 1--6) 
и специальную (rлавы 7-11). Последние нять глав моrу1 служить базой 
для спецкурсов - теории суммирования случайных величин, теории 
стохастических процессов, элеменrов математической статистики. 

Теория вероятностей рассматривается в книrе исюiючительно как 
математическая дисциплиюt, но:ному нонучение конкретных естественно
научных или технических резуньrатов в ней не являе1ся самоцелью. Вес 
нримеры в текс1с книrи имеют ценью только разъяснение общих ншюжс
ний теории и указание на связь этих ноложений с задачами есiесгtю.шания. 
Конечно, одновременно эти примеры дают указdния на возможные обно.tсiи 
приложения общетеоретических результатов, o.t 1акже развиво.tю!' умение 
применять эrи результаты в конкре1ных задачах. Хорошо. CCJIИ I1Jучо.tющий 
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теорию вероятностей имеет перед глазами какие-нибудь явления мате
риального мира для того, чтобы общая математическая схема наполнялась 
определенным смыслом. Такое направление изучения дает возможность 
читателю выработать своеобразную теоретико-вероятностную интуицию, 
которая позволяет предвидеть в общих чертах выводы раньше, чем приме
нен аналитический аппарат. Заметим далее, что без систематического реше
ния задач изучать теорию вероятностей нельзя, в особенности на первых 
порах. 

Первые четыре параграфа главы 1 являются незначительной переработ
кой неопубликованных рукописей А. Н. Колмогорова. 

Я счастлив поблагодарить здесь моих дорогих учителей А.Н. Колмого
рова и А.Я. Хинчина, много помогавших мне своими советами и беседами, 
касавшимися узловых вопросов теории вероятностей. 



ВВЕДЕНИЕ 

Цель настоящей книги состоит в изложении основ теории вероятностей -
математической науки, изучающей закономерности случайных явлений. 

Возникновение теории вероятностей относится к середине XVII всi<а и 
связано с именами Гюйгенса (1629-1695), Паскаля (1623-1662), Фер
ма (1601-1665) и Якоба Бернупли (1654-1705). В переписке Паскаля и 
Ферма, вызванной задачами, поставленными азартными игроками и не 
укладывающимиен в рамки математики того времени, выкристаллизовы
вались постепенно такие важные понятия, как вероятность и математичес
кое ожидание. При этом, конечно, нужно отдавать себе ясный отчет, что 
выдающиеся ученые, занимаясь задачами азартных игроков, предвидели и 
фундаментальную натурфилософскую роль науки, изучающей случайные 
явления. Они были убеждены в том, что на базе массовых случайных собы
тий могут возникать четкие закономерности. И только состояние есте
ствознания привело к тому, что азартные игры еще долго продолжали 
оставаться тем почти единственным конкретным материалом, на базе кото
рого создавзлись понятия и методы теории вероятностей. Это обстоятель
ство накладывало отпечаток и на формально-математический аппарат, 
посредством которого решались возникавшие в теории вероятностей за
дачи: он сводился исключительно к элементарно арифметическим и комби
наторным методам. Последуюшее развитие теории вероятностей, а также 
широкое привлечение ее результатов и методов исследования в естество
знание, и в первую очередь в физику, показали, что классические понятия 
и классические методы не потеряли своего интереса и в настоящее время. 

Серьезные требования со стороны естествознания и общественной прак
тики (теория ошибок наблюдений, задачи теории стрельбы, проблемы 
статистики, в первую очередь статистики народонаселения) привели к необ
ходимости дальнейшего развития теории вероятностей и привлечения более 
развитого аналитического аппарата. Особенно значительную роль в разви
тии аналитических методов теории вероятностей сыграли Муавр (1667-
1754), Лаплас (1749-1827), Гаусс (1777--1855), Пуассон (1781-1840). 
С формально-аналитической стороны к этому же направлению примыкает 
работа творца неевклидовой геометрии Н.И. Лобачевского (1792-1856), 
посвященная теории ошибок при измерениях на сфере и выполненная 



12 Введение 

с целью установления геометрической системы, господствующей во 
вселенной. 

С половины XIX столетия и приблизительно до двадцатых годо в  нашего 
века развитие теории вероятностей связано в значительной мере с именами 
русских ученых - П.Л. Чебышева ( 1 82 1 - 1 894) , А.А. Маркова ( 1 8 5 6-
1 922) ,  А.М . Ляпунова ( 1 857- 1 9 1 8 ) . Этот успех русской науки был под
готовлен деятельностью В.Я. Буняковекого ( 1 804- 1 889) , широко культи
вировавшего в России исследования по применению теории вероятностей 
к статистик е, в особенности к страхово му делу и демографии. Им был на
писан первый в России курс теории вероятностей, ока:Jавший большое 
влияние на развитие интереса к этой области науки. Основное непреходя
щее значение работ Чебышева, Маркова и Ляпунова в области теории вероят
ностей состоит в том, что ими бьmо введено в качестве объекта системати
ческого изучения и широко использовано понятие случайной величины. 
С результатами Чебышева относительно закона больших чисел, с "цепями 
Маркова" и с предельной теоремой Ляпунова мы познако мимся в соответ
ствующих разделах настоящей книги. 

Современное развитие теории вероятностей характеризуется всеобщим 
подъемом интереса к ней, а также расширением круга ее практических 
приложений. В этой напряженной научной работе советская школа теории 
вероятностей продолжает занимать выдающееся положение. Среди представи
телей первого поколения советских ученых прежде всего должны быть на
званы имена С. Н. Бернштейна (I 880-1968), А. Н. Колмогорова ( 1 903-
1 987) и А.Я. Хинчина ( 1 894- 1 95 9). В процессе изложения мы будем 
вынуждены самим существом дела вводить читателя в курс nреобразовав
ших лицо теории вероятностей идей и результатов. Так, уже в первой гла
ве будем говорить о фундаментал ьных работах С.Н. Бернштейна, Р. Мизеса 
( 1 883- 1 95 3 )  и А.Н. Колмогорова по основаниям теории вероятностей. 
В двадцатых годах нашего столетия А.Я. Хинчин. А.Н Колмогоров, 
Е.Е. СлуцкиА (1880 1948) и П. Леви ( 1886-1971) установили тесную 
связь между теорией вероятностей и ме1рической теорией функций. Эта 
связь оказалась весьма плодотворной. На этом пути удалось най1и оконча

тельное решение классических задач, постав ленных еше П.Л. Чебышевым, 

а также значительно расширить содержание теории вероятностей. Полно
стью к советскому периоду относится создание А .Н. Колмогоровым и 
А. Я. Хинчиным в тридцатых годах основ теории стохастических (вероятно
стных, случайных) процессов, которая теперь стала основным направ лением 
исследuнаний в теории в ероятностей. Указанная теория служит прекрасным 
образцом того opr анического синтеза математического и естествен
нонаучного мышления, когда математик, овладев физи•1еским существом 
узловой проблемы естес1вознания, находит дпя нее адекватный математи
ческий язык. Нам важно заметить, что решение классических задuч теории 
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вероятностей оказалось тесно связанным с теорией стохастических процес
сов. Элементы этой важной главы теории вероятностей будут изложены 
нами в главе десятой 

За последние десятилетия неизмеримо выросла роль, к оторую играет 
теория вероятно стей в современном естествознании . После того как моле
кулярные представления о строении вещества получили всеобщее призна
ние, стало неизбежным широкое использование теории вероятностей и в 
физике и в химии . Заметим, что с точки зрения молекулярной физики 
каждое вешество состоит из огромного числа малых частиц, находящихся 
в непрерывном движении и в процессе этого движения воздействуютих 
друг на друга. При этом о природе этих частиц, о сушествующем между 
ними взаимодействии, характере их дВижения и пр. известно мало. В основ
ных чертах эти сведения исчерпываются тем, что частиц, из которых состоит 
вешество , очень мно го и что в однородном теле они близки по своим свой
ствам. Естественно, что при таких условиях обычные для физических 
теорий методы математических исследований становились бессильными. 
Так,  например. аппарат дифференциальных уравнений не мог привести в 
указанной обстановке к серьезным результатам. Действительно, ни строе
ние, ни законы взаимодействия между частицами вешества в достаточной 
мере не изучены, и при таких условиях применение аппарата дифферен
циальных уравнений должно носить злементы грубого произвола. Но 
даже если бы этой трудности не сушествовало, уже одно количество этих 
частиц представляет собой такую трудность в изучении их движения, кото
рую преодолеть с помо шью обычных уравнений механики нет возможности. 

К тому же и методологически такой подход неудовлетворителен. Дей
ствительно, задача, которая здесь возникает, состоит не в изучении инди
видуал ьных движений частиц, а в изучении тех закономерностей, которые 
возникают в совокупностях большого числа движушихся и взаимодействую
тих частиц. Закономерности же, возникающие веледетвин участвуютих 
в их возникновении ингредиентов, имеют свое собственное своеобразие и 
не сводятся к простому суммированию индивидуальных движений. Более 
того. эти закономерности в известных пределах оказываются не зависяти
ми от индивидуальных особенностей участвующих в их порождении час
тиц. Конечно, для изучения этих новых закономерностей должны быть 
найдены и соответствующие новые математические методы иссл едования. 
Какие же требования должны быть в перву ю очередь предъявлены к этим 
методам? Понятно. что в первую очередь они должны учитывать то, что 
изучаемое явление но ею массовый Х(;!рак rep; таким образом, дпя :них 
методов наличие большого числа взаимодейсrвуюших частиц должно пред
ставпять не дополнительную трудность. (;! облеР!а rь изучение возникающих 
закономерностей. Дал ее, недостаточность Jнаниii о природе и строении 
частиц, а так же о характере их взаимодейс rвия 1 а к же не должн(;! ограни-
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чивать эффективности их применения .  Этим требованиям лучше всего удов
летворяют методы теории вероятностей . 

Чтобы сказанное не было понято ошибочно, мы еше раз подчеркнем 
следующее обстоятельство . Гово ря, что аппарат теории вероятностей луч
ше приспособлен для изучения мслекулярных явлений, мы ни в какой 

мере не хотим сказать, что философские предпосылки использо вания тео
рии вероятностей в естествознании лежат в "недостаточности знаний". 
Основной принцип состоит в том, что при изучении "м а с с о в ы  х

" явле
ний возникают своеобразные новые закономерности. При изучении явле
ний, обусловленных действием большого числа молекул, учет свойств 

каждой молекулы не нужен. Действительно, при изучении явлений природы 

необходимо отвлекаться от учета н е с у щ е с т в е н н ы х подробностей. 
Рассмотрение же всех деталей, всех существующих связей, в том числе 
и несушественных для данного явления, приводит лишь к тому, что само 

явление затемняется и овладение им отодвигается ввиду т-акой искусствен
ной усложненной обстановки. 

Насколько удачно произведена схематизация явлений, насколько удачно 
выбран математический аппарат для его изучения, мы можем судить по 
согласию тео рии с опытом, с практикой . Развитие естествознания, в част
ности физики, показывает, что аппарат теории вероятностей оказался 
весьма хорошо приспо собленным к изучению много численных явлений 

природы . 
Указанная связь тео рии вероятностей с по требностями современной физи

ки лучше всего поясняет те причины, в силу которых в по следние десятиле
тия теория вероятностей превратилась в одну из наибо лее быстро развиваю
щихся областей математики . Новые теоретические результаты отк рывают 
новые возможности для естественнонаучного использования метода теории 
вероятностей. Всестороннее изучение явлений природы толкает тео рию ве
роятностей на разыскание новых законо мерностей, порождаемых случаем. 
Теория вероятностей не отмежевывается от запросов других наук, а идет 
в ногу с общим развитием естествознания. Понятно, что сказанное не оз-
начает, что теория вероятностей является лишь вспомогател ьным сред
ством для решения тех или иных практических задач. Наоборот, следует 
подчеркнуть, что за последние три десятилетия тео рия вероятностей 

превратилась в стройную математическую дисциплину с собственными 

пробл емами и методами доказательств. В то же время выяснилось, что 
наиболее существенные проблемы теории вероятностей служат делу реше
ния различных задач естествознания. 

Мы определили в самом начале теорию вероятностей как науку, изучаю
щую случайные явления. Отложив выяснение смысла понятия "случайное 
явление (событие)" до первой главы, мы сейчас ограничимся несколькими 

замечаниями. Если в обыденных представлениях, в житейской практике 
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считается, что случайные события представляют собой нечто крайне редкое, 
идущее вразрез установившем уел порядку вещей, закономерному развитию 
событий, то в тео рии вероятностей мы откажемся от этих представлений. 
Случайные события, как они понимаются в теории вероятностей, обладают 
рядом характерных особенностей: в частности, в се они происходят в мас
совых явлениях. Под массовыми явлениями мы понимаем такие, которые 
имеют место в совокупностях большого числа равноправных или почти 
равноправных объектов и определяются именно этим массовым харак
тером явлений и лишь в незначительной мере зависят от природы состав
ляющих объектов. 

Тео рия вероятно стей, подобно другим разделам мате матики, развилась 
из потребностей практики; в абстрактной форме она отражает закономер
ности, присущие случайным событиям массового характера. Эти законо
мерно сти играют исключительно важную роль в физике и других облас
тях естествознания, военном деле, разнообразнейших технических дис
циплинах, экономике и т .д. В по следнее вре мя в связи с широким разви
тие м  предприятий, производящих массовую продукцию, результаты тео
рии вероятностей используются не только для браковки уже изготовлен
ной продукции, но, что важнее, для организации самого процесса произ
водства (статистический контроль в производстве). Большое значение в 
этом круге идей имеет разработка статистических методо в  управ ления 
качеством продукции в процессе производства. Для всего инженерного 
дела серьезную роль приобрела теория надежности, широ ко использующая 
методы тео рии вероятностей . Здесь уместно заметить, что в свою очередь 
теория надежности выдвинула перед теорией вероятностей ряд новых 
теоретических вопросов .  Связь теории в ероятностей с практическими 
потребно стями, как уже было отмечено. была основной причиной бурного 
развития ее в последние десятилетия. Мно гие ее разделы бьmи развиты 
как раз в связи с ответами на запросы практиков. Здесь кстати вспомнить 
замечательные слова основателя нашей отечественной школы теории вероят
ностей П .Л. Чебышева: "Сближение теории с практикой дает самые благо
творные результаты, и не одна только практика от этого в ыигрывает; сами 
науки развиваются под влиянием ее: она открывает им новые предметы 
для исследования или новые стороны в предметах давно известных ... 
Если теория мно го выигрывает от нов ых приложений с1арой методы или 
от новых развитий ее, то она еще более  приобретает открытием новых 
метод, и в это м случае наука находит себе верного руководителя в прак
тике". 



ГЛАВА 1 

СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ 

§ 1. Интуитивные представления о случайных событиях 

На протяжении длительного времени человечество изучало и использо
вало дпя своей деятельности лишь так называемые детерминистические 
закономерности. Подавляюшан часть сведений , получаемых учащимиен 
в школьных курсах физики, математики,  химии, относится именно к 
этому кругу идей. Приведем примеры. 

Если в основании пирамиды находится квадрат со стороной а и ее высо-
1 

та равна h, то объем пирамиды равен - a2h. 
3 

Если тело свободно падает на земную поверхнос1ь, то пу1Ь, пройденный 

им за t секунд после начала падения ,  равен s = g 12 /2 .  
Если химически чистую воду при атмосферном давлении 760 мм рг. ст. 

нагреть до 100 °(, то вода начнет преврашаться в пар. 
При любых химических реакциях каких угодно веществ без обмена 

с окружающей средой общее количество вещества остается неизменным 
(закон сохранения вещества). 

Число подобных примеров можно увеличивать неограниченно. Однако 
закономерности этого типа не в состоянии описать вес разнообразие ситуа
ций, с кото рыми приходится сталкиваться в научной и практической дея
тельности. Лля примера спросим себя: сколько дорожных происшествий 
произойдет завтра в Москве? Сколько вызовов от бопьных поступит в пунк1 
скорой медицинской помощи ? ('копько лет п роживет только что родивший
ся младенец? Как много времени придется затратить на поиск неисправности 
в определенном сложном техническом устройстве? Все эти вопросы обпа
)щют одной особенностью ·-на них невозможно дать однозначного отве1а, 
поскольку процессы. с которыми они связаны, но самому их существу 
лишены нолной определенности. Действюельно. дорожные происшествия 
зависят от огромного числа причин, которые невозможно предусм01рс1Ь: 
по1 ода. состояние дорожного nокрьпия, освещенность. нсихоло1 ическое 
состояние водитепей и пешеходов. взаимное расnоложение автомобилей на 
дор01 е и множество других. Аналогичные заключения мы можем выски
Jать и относительно остальных предложенных н:tми вонросов. 
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Во всех подобных случаях мы говорим, что интересующее нас событие 
является случайным. 

Поскольку случайные события врываются в нашу жизнь помимо нашего 
желания и постоянно окружают нас и, более  того, поскольку все явления 
природы. согласно современным воззрениям, являются случайными, необ
ходимо научиться их изучать и разработать дпя :.>той цели методы их изу
чения. 

Сейчас уместно подчеркнуть, что со случайными явлениями мы вынуж
дены сталкиваться не время от времени. а постоянно и зачастую именно 
они определяют структуру того или иного интересующего нас процесса. 
Так , при организации работы телефонной станции необходимо учитывать, 
что моменты поступления вызовов от абонентов, так же как и длительнос
ти разговоров между абонентами, случайны. В грузовой морской порт суда 
дальнего плавания поступают не точно по расписанию, а в моменты вре
мени, нередко существенно отличные от запланированных. Точно так же 
длительность погрузо-разгрузочных работ (обработки судна) коренным 
образом зависит не только от погрузочных средств причала, но и от 
устройства трюма, характера и количества прибывших грузов, их упаковки 
и многих других обстоятельств. Таким образом. как при организации ра
боты телефонной станции. так и при организации работы грузового порта, 
мы допжны считаться с, так сказать, двойной случайностью -· случайностью 
поступления требовании (вызовов абонентов. прибытия судов) на обслу
живание и случайностыо днительности их обслуживания. Мы видим. таким 
образом, что случайные события играют большую роль как в научных ис
следованиях. так и в практической деятельности. Более того, нередко 
при проектировании ответственных сооружений (телефонных узлС\в, морс
ких портов и т.д .) мы должны оп ираться на эти случайные явления . Это 
обстоятельство привело к тому ,  что за последние три столетия, и в особен
ности за последние десятилетия, случайные явления были r:одвергнуты сис
тематическому исследованию. Краткий исторический очерк лого процес
са приложен в конце настояшей кню и. 

Прежде чем переходить к изложению основных резул ьтатов теории 
вероятностей. мы ДС\ЛЖНЫ формализовать те понятия. с которыми она 
имеет дело. Пока же поня1ие "случайного" явления имеет лишь чисто 
описательный. интуитивный и весьма расплывчатый облик. Мы увидим. 
что теория вероятностей занимается изучением не любых событий, которые 
в житейской праю ике называются случайными, а только тех из них. кото
рые обладают определенными свойствами. 

llрежде всего, она оrраничивается изучением лишь тех событий, которые 
в принципс могут быть осушествлены неограниченное число раз, притом в 
неизменных условиях. Приведем примеры. Игральная кость может быть 
подброшена в одних и тех же условиях столько раз, сколько заблагорас-



18 Гл. 1. Случайные события и их вероятности 

судится нам, исследователям. Мы можем производить неограниченно боль
шое число наблюдений за числом вызовов абонентов телефонной сети , 
поступающих за четверть часа дневного времени. Выходные дни и ночные 
часы мы при этом исключим из рассмотрения, поскольку могут возник
нуть оnасения , что условия формирования лотока вызовов в зти дни и 
часы будут отличны от будней . 

Далее ,  теория вероятностей занимается лишь теми событиями, которые 
обладают так называемой статистической устойчивостью или ,  иначе, устой
чивостью частот. Это требование к случайным событиям следует рассмот
реть более nодробно . 

Представим себе, что nроизводится nоследовательность исnытаний , 
в каждом из которых может nоявиться, а может и не nоявиться некото
рое событие А. Эти исnытания производятся в одинаковых условиях, и 
результаты одних исnытаний не оказывают влияния на результаты друrих 
(как говорят ,  испытания независимы). Обозначим через fJ. число лоявле
ний события А в каких-то n заранее назначенных номерах исnытаний , 
наnример в n nоследовательных исnытаниях; тогда частота, т.е . отноше
ние fJ. /n nри больших n для статистически устойчивых событий А близка 
к постоянной и лишь слегка изменяется от одной серии в n исnытаний к 
другой. 

Проверка статистической устойчивости nредставляет собой довольно 
сложную задачу, и сейчас мы не станем ею заниматься. Позднее же к этому 
вопросу мы будем возврашаться неоднократно. 

Телерь подчеркнем ту мысль, что теория вероятностей не занимается 
изучением уникальных событий, которые не доnускают nовторений . Так , 
не имеет смысла говорить о том, какова вероятность, что данный студент 
сдаст экзамен по теории вероятностей на ближайшей экзаменационной 
сессии. поскольку здесь речь идет о единичном событии, ловторить которое 
в тех же самых условиях нет возможности. Мы можем об этом событии 
высказывать лишь некоторые субъективные суждения, основанные на нашем 
знакомстве со знаниями этого студента. Теория же вероятностей ставит 
nеред собой задачу изучения объективных закономерностей , которые не 
зависят от субъективных суждений того или иного лица . И как бы ни 
были интересны вопросы, касающиеся единичных. неnовторимых событий, 
теория вероятностей к ним не имеет отношения , если только относительно 
них нет возможности провести длител ьные независимые испытания в оди
наковых условиях. Так ,  все следующие высказывания -

6 августа 1999 г. в Термезе nроизойдет землетрясение силой в 8 баллов; 
к двухтысячному году будут найдены радикальные методы излечения 

всех форм рака; 
в 1989 г. родится поэт. по таланту равный А.С. Пушкину- носят харак 

тер уникал ьности, и ответ на них будет лолучен (nоложительный или отри-
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цательный) в свое в ремя. Пока же эти события носят неопределенный 
характер. И хотя они относятся к категории "может произойти, а может и 
не произойти",  к ним понятия и методы теории вероятностей не имеют 
отношения . 

Теория вероятностей изучает лишь такие случайные события, в отноше
нии которых имеет смысл не только утверждение об их случайности,  но и 
возможна объективная оценка доли случаев их появления. Эта оценка 
может быть выражена предложением вида: 

1. Вероятность того , что при осуществлении определенного комплекса 
условий б произойдет событие А, равна р . *) 

Закономерности такого рода называются стохастическими или вероят
ностными. С ними приходится иметь дело в самых разнообразных ситуа
циях, связанных с изучением как природных, так и общественных явлений , 
а также в самых разнообразных прикладных вопросах. 

Для примера , пусть у нас имеется некоторое техническое устройство , 
скажем ,  электрическая лампочка. Нас интересует вопрос: проработает ли 
она безотказно 1500 часов ?  Заранее мы не можем ответить ни утвердитель
но, ни отрицательно. Для этого у нас нет данных. Но мы можем и должны 
ответить иначе , что доля тех лампочек из большого числа находящихся в 
одинаковых условиях эксплуатации, которые проработают по меньшей 
мере 1500 часов , равна р . Эта величина существенно зависит от того , на 
каком предприятии изготовлена лампочка и , безусловно , от того , в каких 
условиях ей приходится работать (исправность проводки и патрона, разме
ры колебаний напряжения и силы тока и пр.) . 

Конечно , каждая электрическая лампочка индивидуальна по своим ка
чествам ,  но этих лампочек изготовляется очень много и испытать можно 
большое их число , притом изготовленных в одних и тех же производствен
ных условиях . Мы встречаемся , таким образом ,  с повторением испытаний 
двух различных типов: 

а) повторение испытаний для одного и того же объекта изучения (пов
торное извлечение шара из урны, содержащей несколько одинаковых ша
ров; извлечение наудачу карты из полной колоды и т.д.) ; 

б) испытание многих сходных о бъектов. Именно по этому образlцу на 
заводах производится испытание качества изготовленной продукции. 

Формулировка детерминистических закономерностей, к которым все 
мы привыкли со школьных лет, звучит так: 

2. При каждом осушествлении комплекса условий б обязательно проис
ходит событие А. 

В следуюшем параграфе мы увидим, что веро ятность случайного собы
тия измеряется числом, заключенным между О и 1 .  Единице соответству-

*) Мы nо ка не даем оnределения nонятия вероятности и nолагаемел на им еющие
ел у читателей интуитивные nредставления. 
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ют те события , которые обязательно наступают при каждом осуществлении 
комплекса 6. Такие события называются достоверными. Если же событие 
невозможно , то ему соответствует вероятность О. Мы видим, что детерми
нистические закономерности можно рассматривать как частный случай 
стохастических, для которых вероятность р равна О или 1. Таким образом,  
стохастические закономерности являются более широкими, чем детерми
нистические, и позволяют точные, количественные методы применять 
и в тех случаях, когда о классическом детерминизме не может быть и 
речи . 

Каждый исследователь ,  имеющий дело с Применепиями теории вероятно
стей к физике ,  биологии, инженерному делу ,  организации производства или 
любой другой конкретной области знания, исходит в своей работе из убежде
ния , что вероятностные суждения выражают определенные объективные 
свойства реальных явлений . Поэтому утверждение , что при выполнении 
векоторого комплекса условий � событие А имеет вероятность р, имеет 
серьезное познавательное значение . Оно указывает на наr.ичие определен
ной , хотя и своеобразной,  но от этого не менее объективной связи между 
комплексом условий 6 и событием А. Даже только утверждение, что 
вероятность события А при осуществлении комплекса условий е существу
ет (хотя и неизвестна), является содержательным утверждением,  нуждаю
щимся в объективном обосновании и последующей проверке,  если оно 
принято в качестве гипотезы . Философская задача состоит в выяснении 
природы этой связи. Ее решению посвящено большое число исследований , 
но задача до сих пор еще остается не решенной .  Трудность этой проблемы 
привела к тому парадоксальному результату , что даже среди ученых, стоя
щих на материалистических философских позициях , встречается стремле
ние не найти положительное ее решение ,а  снять ее, объявив вероятностные 
суждения имеющими отношение только к состоянию познающего субъекта 
(измеряющими степень его уверенности в наступлении события А и дающими 
основания для приписывания ра�ных вероятностей исходов испытания при 
полном незнании). В последнее время такие субъективистские выводы 
передко делаются по поводу событий , происходящих в условиях неопреде
ленности , как теперь принято говорить. 

§ 2. Поле собыmй. Классическое определение вероятности 

Мы до сих пор не давали формализованного определения ни случайного 
события , ни его вероятности . Теперь приступим к этому , стремясь одно
временно воспитать у читателей теоретико-вероятностную интуицию. Такая 
цель зас1 авняст нас вводить определение вероятности постепенно, как бы 
повторяя исторический путь. Такой подход позволяет избежать формаль
ного восприятия , а отправляясь от простейших представлений , постепенно 
персходить к более сложным и общим. 
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Начнем с так назьmаемого классического определения вероятности. 
При этом мы увидим, что оно в действительности является не определе
нием, а скорее методом вычисления вероятностей во вполне определенных 
и сильно ограниченных условиях . Классическое определение исходит из 
предположения рав новозможности как объективного свойства изучаемых 
явлений, основанного на их реа.r.:ьной симметрии . Понятие равновозмож
ности (равновероятности) является первичным, не nодлежащим формаль
ному определению . Оно лишь поясняется рядом простых и доступных 
примеров . 

При бросании на плоскость геометрически правильного куба, изготов
ленного из однородного материала , любая из шести граней (при подбрасы
вании наудачу) не имеет реальных преимуществ перед другими. Таким 
образом, если перенумеровать грани цифрами от 1 до б, то при бросании 
куба могут произойти шесть равновероятных событий : выпадение гра
ней 1, 2, 3, 4, 5, б. 

При подбрасывании однородного rю плотности правильного двадцати
гранника (икосаедра) выпадение каждой грани в силу симметрии одинако
во возможно . Мы имеем случай, когда возможны двадцать равновероятных 
исходов . Представим себе теперь, что при каждом испытании единственно 
возможны n несовместимых и равновозможных исходов Е 1, Е2, ••• , Е11• 

Слово "несовместимый" было введено в науку английским ученым 
Байесом ( 1702-17 б1) и означает, что если настуnил какой-нибудь исход 
Е1, то ни один из остальных n - 1 исходов в этом испытании наступить уже 
не мог. Так ,  если при бросании игральной кости выпала грань "3 ", то зто 
означает, что при том же бросании не могла появиться грань "5". Каждый 
такой исход станем называть элементарным событием. 

Наряду с элементарными событиями рассматриваются также случайные 
события. Часто представляет интерес наступление при испытании не како
го-то элементарного события, а одного из нескольких оnределенных эле
ментарных событий. Наnример ,  при бросании игральной к ости нас может 
интересоваrь появление граней с числом очков , б6ньших трех, т.е. появле
ние к акого-то из элементарных событий "4", "5", " б". Мы станем говорить 
в этом СЛУЧ'dе, что нас интересует случайное событие - выпадение числа 
очков, больших треХ.. Вообше, если нас интересует появление какого-то 
из определенных элементарных событий, например, одного из событий 
Е; 1 , Е; 1 , • • •  , Е; 111, то мы станем говорить, что нас интересует наступление 

случайного события А, состоящего в выпадении какого-то из т тонько что 
указанных элементарных событий. 

Вероятностью случайного события А назьmается отношение числа несов
местимых равновероятностных элементарных событий, сос1 авл яюших А 
(r.e. числа т), к чисну всех возможных эл ементарных событий (т.е. к 
чисну n). Вероятность случайного собьпия А обозначается символом Р(А). 



22 Гл. 1. Случайные события и их вероятности 

Согласно только что данному определению 

т 
Р(А) = - .  

n 
Например, при однократном бросании игральной кости полная группа 

попарно несовместимых и равновероятных собьпий состоит из собьпий 

Е1 , Е2 , Ез , Е4 , Es , Е6 , 
которые состоят соответственно в вьюадении 1 ,  2, 3 ,  4, 5 . •  6 очков . Собьпие 

С = Е2 + Е4 + Е6 , 
состоящее в вьmадении четного числа очков, подразделяется на три част
ных случая, в ходящих в состав несовместимых и равновероятных событий. 
Поэтому вероятность события С равна 

Р(С) = 3/6 = 1 /2. 

Очевидно также, что в силу принятого определения 

Р (Е; )  = 1 /6, 1 � i �  б ,  
Р(Е1  + Е2 ) = 2/6 = 1 / 3  

и т.д. 
Рассмотрим теперь бросание двух костей.  Если кости правильны, то 

выпадение каждой из 36 возможных комбинаций числа оч�.<ов на первой и 
второй кости можно считать равновероятными. Так , скажем, вероятность 
выпадения в сумме 1 2  очков равна 1 /36.  Вьmадение в сумме 1 1  очков 
возможно двумя способами : на первой кости 5, а на другой 6, на nервой 
кости 6, а на второй 5. Поэтому вероятность в ьmадения в сумме одиннад
цати очков равна 2/36 = 1 / 1 8 .  Читатель легко проверит, что вероятности 
выпадения той или иной суммы очков даются следующей таблицей : 

f а б л и ц а  

Число gчков 2 3 4 ��=с---1 2 3 4 5 6 -
36 36 36 36 36 36 

Вероятность 

ЧИСJIО• очков 8 9 1 0  1 1  с 1 2  

5 4 3 2 l 
Вероятность 

36 36 36 36 36 



§ 2. Поле событий. Классическое оп ределение 23 

Подсчитаем теперь общее число возможных случайных событий, кото
рое можно образовать из n элементарных. Очевидно. что можно образовать 
с:;' событий, каждое из которых будет содержать по т каких то злемен
тарных событий ( 1  .;;;.; т о;;;; п) . При т =  n случайное собьпие в сегда происхо
дит, т .е .  оно является достоверным. Всего, таким образом, образовано 

n 
1:: с:;' = 2n - 1 событий . Добавим теперь ко всем построенным событиям 

m = l 
еще одно, которому не соответствует ни одно злементарное событие , т .е .  
состоящее из пустого множества элементов . Очевидно , что оно никогда 
не может наступить (поскольку ему не соответствует ни одно злементарное 
событие) . Это случайное событие носит название невозможно го события. 
Таким образом, всех случайных событий в рассмотренном нами случае 
будет 2п. 

Ближайшие рассмотрения относятся не только к классическому опреде
лению вероятности , но и ко всем дальнейшим обобщениям. Будем считать 
фиксированным комплекс условий \!- и станем рассматривать некоторую 
систему S событий А, В. С . . . * ) ,  каждое из которых должно при каждом 
осуществлении комплекса � п р о и з о й т и или н е  п р о и з о й т и * * ) . 
Между событиями систе мы S могут  существовать известные соотношения, 
с которыми мы постоянно будем иметь дело и которые позтому прежде 
всего изучим.  1 )  Если при каждом осуществлении комплекса условий е ,  при котором 
происходит событие А , происходит и событие В. то мы будем говорить, 
что А влечет за собой ***) В, и обо значать зто обстоятельство символом С :  

А С В 
или символом :::) : 

В :::) А . 
2) Если А влечет за собой В и в то же время В влечет за собой А ,  т.е .  

если  нри каждой реализации комплекса условий е события А и В оба 
наступают или оба не наступают , то мы будем говорить ,  что события А и В 
равносильны и буде м обозн<tчать зто обстоятельство символом = : 

А = В. 

3) Событие, состоящее в наступлении обоих собьпий А и В, будем на
зывать произведением событий А и В и обозначать АВ. 

* ) Собь1 1 и я в дальнейшем обuзнач..tю J ся тн инск ими прuнисны м и  буква·  

м и А,  В. С. D, Е . . . .  
* * ) Вмсс rо "пр оизuй ш "  гu вuря 1· и t кжс ''пuяви rься", "имс1 ь место" или "на

с J у пить" 
* * * ) Вмесrо "А вле чет за собо й В" говорят также "А явля ется частным случаем В" 
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4) Событие , состоящее в наступлении хотя бы одного из событий А и В, 
будем называть суммой событий А и В и обозначать А + В. 

5) Событие , состоящее в том,  что событие А происходит, а событие В 
не происходИ1 . будем называть разностью событий А и В и обозначать А -В. 

6) Событие , состоящее в том, что событие А не происходит, назьmается 
протвоположным для А и обозначается символом А. 

Пусть, например, комплекс условий 6 состоит в том, что внутри квадра
та , изображенного на рис. 1 , выбирается наудачу точка. Обозначим через А 
событие "выбранная точка лежит внутри левого круга" и через В с�бытие 
"выбранная точка лежит внутри правого круга" . Тогда события А, А, В, В, 

А + В, АВ, А - В, В - А, А - В  состоят в попадании выбранной точки внутрь 
областей,  заштрихованных на соответствующих фигурах рис . 1 .  

Рассмотрим другой при мер .  Допустим, что комплекс условий е состоит 
в том, что на стол бросается (один раз ) игральная кость. Обозначим через А 

А в 

сО 
в А +в АВ 

10 
А - В В -А A=R 

Рис. 1 
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выпадение на верхней грани кости * ) шести очков, через В - в ьmадение 
трех очков , через С - выпадение какого-либо четного числа очков, через 
D - выпадение какого-либо числа очков, кратного трем. Тогда собьrrия 
А, В, С и D связаны следующими соотношениями : 

А С С, A C D. B C D, 

А + В = D, 

Определение суммы и произведения двух собьпий обобщается на любое 
число событий : 

A + B + . . .  + N 

обозначает событие , заключающееся в наступлении хотя бы одного из собы
тий А , В, . . . , N, а 

AB . . . N 
обозначает событие , заключающееся в наступлении всех событий 
А , В, . . . , N.  

7) Событие называется достоверным, если оно с необходимостью 
должно произойти (при каждой реализации комплекса условий � ) . Напри
мер, при бросании двух игральных костей достоверно, что сумма очков 
будет не меньше двух. 

Событие называется невозможным, если оно з<1недомо не может 
произойти (ни при одной реализации комплекса условий � ) .  Например, 
при бросании двух игральных костей невозможно н о  явление суммы очков , 
равной тринадцати. 

Очевидно, что все достоверные события равносильны между собой. 
Позтому законно обозначать все достоверные события одной буквой . 
Мы будем употреблять для этого букву П . Все невозможные события 
тоже равносильны между собой. Мы будем обозначать любое невозможное 
событие знаком ф. 

8) Два события А и А назьшаются протвопол ожными , если для них 
одновременно вьmолняются два соотношения : 

А + А = П, · АА = ф. 
Например, если при бросании одной игральной кости С обозн<�чает выпаде
ние четного числа очков , то 

П - С = С  

есть событие , состоящее в вып<�дении нечетного числа очков . 

* )  В Я п о н и и  И Э I'О I'U В Л Я Ю l  1 е 1 1е р ь  к о с 1 и  Ht' 1 ол ько в А иде к} б о н .  HCI 1 а кже в в иде 
'I<> t <" К Jедр о н  и и к осаt>др о в .  
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8) Два события А и В называются несовместимыми , если их совместное 
появление невозможно, т.е . если 

АВ = ф. 
Если 

А -:: В 1 + В2 + . . .  + Вп 
и события В; попарно несовместимы, т.е .  

B;Bi = ф при i :f=j, 
то говорят ,  что собьпие А подразделяется на частные случаи В 1,  В2 ,  • • •  , В n .  
Например, при бросании игральной кости собьпие С, состоящее в выпаде
нии четного числа очков,  подразделяется на частные случаи Е2 , Е4 , Е6 ,  
состоящие соответственно в в ьmадении 2 ,  4 и 6 очков . 

События В 1 ,  В2 , • • •  , В п образуют полную группу событий , если хотя 
бы одно из них непременно должно произойти (при каждом осуществле
нии комплекса е) , т .е . если 

В1 + В2 + . . . + Вп = П. 
Особенно существенны для нас в дальнейшем будут полные группы попар
но несовместимых событий . Такова, например,  при однократном бросании 
игральной кости система событий 

Е1 ,  Е2 , Е3 , Е4 , Е5 , Е6 ,  
состоящая, соответственно, в появлении 1 ,  2 ,  3 , 4, 5 и 6 очков . 

9) В каждой задаче теории вероятностей приходится иметь дело с 
каким-либо определенным комплексом условий � и с какой-либо опре 
деленной системой S событий, наступающих или не наступающих после 
каждой реализации комплекса условий е .  Относительно этой системы це
лесообразно сделать следующие допущения :  

а) если системе S принадлежат события А и В, то ей  принадлеJЮ2т также 
события АВ. А + В, А - В: 

б) система S содержит достоверное и невозможное события. 
Система событий , удовлетворяющая этим допушениям, называется по

лем событий. 
Заметим еще в заключение , что во всех расемотрениях теории вероят

ностей равносильные между собой события могут заменять друг друга. 
Поэтому мы условимся в дал ьнейшем любые два равносильных события 
считать просто тождественными друг другу. 

Рассмотрим какую-ли бо полную систему G попарно несовместимых рав 
новозможных событий (назовем их элементарными событиями) : 

Е1 , Е2 • . . .  , Еп , 
и рассмотрим систему собьпий S ,  состоящую из не возможного события ф , 
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всех  событий Ek системы G и �сех событий А ,  которые могут быть подраз
делены на частные случаи , входящие в состав системы G. 

Например ,  если система G состоит из трех элементарных собьпий Е 1 ,  Е2 , 
и Е3 , то в систему S входят собьпия ф , Е1 ,  Е2, Ез , Et + Е2 , Е2 + Ез. Et + Ез, 
П = Е1  + Е2 + Ез .  

Легко установить, что система S есть поле собьпий . В самом деле, оче 
видно, что сумма, разность и произведение событий из S входят в S ;  
невозможное событие ф входит в S по определению, а достоверное собьпие 
n входит в S так как оно представляется в виде 

П = Е1 + Е2 + . . .  + Еп . 
В соответствии с приведеиным определением каждому собьпию А , 

принадлежащему к построенному сейчас полю собьпий S , nриписьmается 
вполне определенная вероятность 

Р(А ) = тfn,  

где т есть число тех событий Е; исходной группы G, которые являются 
частными случаями события А. Таким образом, вероятность Р(А)  можно 
рассматривать как функцию от события А, определенную на поле 
событий S . 

Функция эта обладает следующими свойствами : 
! . Для каждого собы1UЯ А поля S 

Р(А ) ;;;;,. О . 
2 . Для достоверного собы1UЯ n 
Р(Щ = 1 .  

3 .  Если собыrnе А подразделяется на частные случаи В и С и все три со
быmя А, В и С принадлежат полю S, то 

Р(А ) = Р(В) + Р(С) .  
Это свойство называется т е о р е м о й с л о ж е н и я в е р о я т н о с т е й .  

Свойство 1 очевидно, так как дробь m/n не может быть отрицательной. 
Свойство 2 не менее очевидно, так как достоверному собьпию n благо
nриятствуют все n возможных результатов испьпания, и поэтому 

P (Щ = n/n = 1 .  

Докажем свойство 3 .  Пусть событию В благоприятствуют т' ,  а собьпию С - т" событий Е; системы G . Так как собьпия В и С по допущению несов
местимы, то события Е; ,  благоприятствующие одному из них, отличны от 
событий Е; , благоприятствующих другому . Всего, таким образом, имеется т' + т" событий Е; , благоприятствующих появлению одного из событий В 
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или С, т .е .  благоприятствующих собьпию В + С = А. Следовательно,  

т' + т" т т " 
Р(А ) = -- = - + - = Р(В) + Р (С) , 

n n n 

что и требовалось доказать. 
Мы ограничимся здесь у�азанием еще нескольких свойств вероятности. 
4. Вероятность собыruя А, проruвоположного событию А, равна 

Р (А)  = 1 - Р (А) . 
Действительно , так как 

А + А = П 
то , согласно уже доказанному свойству 2 ,  

Р(А + А) = 1 , 

а так как события А и А не совместимы, то по свойству 3 

Р (А + А) =  Р (А)  + Р (А). 
Два последних равенства доказьmают наше преДJiожение. 

5. Вероя тность невозможного события равна нулю. 
В самом деле , события n и ф несовместимы, nоэтому 

Р(Щ + Р (ф) = Р (Щ, 
откуда следует, что 

Р (ф) = О .  
б. Если собыruе А влечет за собой собыruе В, w 
Р (А)  � Р (В) . 

Действите�но, событие В может быть nредставлено как сумма двух 
событий А и АВ. Отсюда в силу свойств 3 и 1 nолучаем :  

Р (В) = Р (А + АВ) =  Р (А ) + Р (АВ) ;;;. Р (А ). 
7. Вероятность любого события заключена между нулем и единицей. 
Из того , что для любого события А имеют место соотношения 

ф С А + ф = А  = А П С  П, 
следует в силу предыдущего свойства, что име ют место неравенства 

О = Р(ф) � Р(А ) � Р (Щ = 1 .  
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§ 3. При меры 

Мы рассмотрим теперь несколько примеров вычисления вероятностей 
событий, пользуясь классическим определением вероятности. Приводи
мые нами примеры носят исключительно иллюстративный характер и не 
претендуют на то , чтобы сообщить читателю все основные методы 
расчета вероятностей .  

П р  и м е р  1 . Б росаются три игральные кости . Что вероятнее : получить 
в сумме выпавших очков 1 1  или 1 2? 

Эта задача, как это видно из исторического дополнения, бьmа одной из 
первичных, на которой формпровались понятия и методы теории вероят
ностей. Утверждают, что с ней связана и следующая легенда : однажны к 
Галилею (а кто говорит, что к Гюйгенсу) за консультацией обратился 
ландскнехт .  Его интересовал именно предложенный нам вопрос. Ланд
скнехт оказался мыслящим человеком, склонным к теоретическому и 
экспериментальному мышлению. Он заявил Галилею, что согласно логике 
обе эти суммы должны появляться одинаково часто , но опыт учит другому, 
а именно, что сумма 1 1  появляется чаще, чем 1 2 . В чем здесь дело? 

Обоснование ландскнехта на первый взгляд звучит убедительно : числа 
1 1  и 1 2  оба могут быть разложены на сумму трех положительных слагае
мых лишь шестью различными способами, а именно, 

1 1 = 1 + 5 + 5 = 1 + 4 + 6 = 2 + 3 + 6 = 2 + 4 + 5 = 

= 3 + 3 + 5 = 3 + 4 + 4 ;  

1 2 = 1 + 5 + 6 = 2 + 4 + 6 = 2 + 5 + 5 = 3 + 4 + 5 =  

= 3 + 3 + 6 = 4 + 4 + 4 ;  
отсюда по его мнению вытекает равновозможность о боих интересующих 
нас событий. 

Однако Галилей возразил ему .  сказав , что каждое из этих разложений 
следует снабдить еще определенным весом и пояснил свою мысль таким 
рассуждением. Назовем кости "первой", "второй" и "третьей":  тогда 
разложение 1 + 5 + 5 на самом деле может произойти не одним, а т р е м я 
различными способами : 

1 + 5 + 5 = 5 + 1 + 5 = 5 + 5 + 1 , 

т.е .  единица может в ьmасть на первой, второй или третьей кости. Точно 
также разложение 1 + 4 + 6 может произойти следующими ш е с т ь ю раз
личными способами : 

1 + 4 + 6  = 1 + 6 + 4 = 4 + 1 + 6 = 4 + 6 + 1 = 
= 6 + 1 + 4 = 6 + 4 + 1 .  

Таким образом, 1 1  в сумме может появиться не шестью, а 27 различ
ными равновозможными способами. Сумма же 1 2 , оказывается, разлагает-
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ся лишь 25 различными способами . Здесь все дело в том, чrо разложение 
4 + 4 + 4 осуществимо лишь одним способом. 

Теперь заметим, чrо общее число всех возможных равновероятных 
вьшадений трех игральных костей равно 63 = 2 1 6 . Это бьио правильно 
подсчитано еще в XII веке . 

Обозначим через А и В случайные события, состоящие в в ьшадении соот
ветственно 1 1  и 1 2  очков в сумме . Тогда согласно данному нами класси
ческому определению вероятности, 

Р(А) = 27/2 1 6  и Р(В) = 25/ 1 26 . 

В математической статистике показывается, что для уверенного разделе
ния двух вероятностей, отличающихся менее чем на одну сотую, нужно 
произвести много тысяч испытаний. 

П р  и м е р 2 . Из колоды карт (36  карт) наудачу вынимаются три карты. 
Найти вероятность того, что среди них окажется точно один туз .  

Р е ш е н и е . Полная группа равновероятных и несовместимы\ событий 
в нашей задаче состоит из в севозможных комбинаций по три карты, их чис
ло равно С �  6 .  Число благоприятствующих событий можно подсчитать 
следующим способом. Один туз мы можем выбрать С l различными спосо
бами ,  а две другие карты (не тузы) можно в ыбрать С 3 2  различными 
способами. Так как для каждого определенного туза две остальные карты 
могут быть выбраны С3 2 способами, то всего благоприятствующих случаев 
будет С l · С3 2 • Искомая вероятность, таким образо м, равна 

р = = 

4 32 . 3 1  

1 1 . 2 

36 . 35 . 34  

1 . 2 . 3 

т.е . немного больше 0 ,25 . 

3 1  . 1 6  496 
= ---- = -- � 0 2778 

35 . 3 . 1 7  1 78 5  
' ' 

П р  и м е р  3. Из колоды карт (36  карт) наудачу вьnrnмаются три карты. 
Найти вероятность того, чrо среди них окажется хотя бы один туз .  

Р е ш е н и е .  Обозначим интересующее нас событие буквой А :  оно 
может быть представлено в виде суммы трех следующих несовместимых 
событий : А 1  - появление одного туза, А2 - появления двух тузов , А з  -
появления трех тузов . 

Рассуждениями, аналогичными тем. которые мы привели при решении 
предыдущей задачи, легко установить, что число случаев, благоприят
ствующих 

событию А 1 равно Cl · С3 2 • " А 2 С� · С � 2 ' 
А з C � · c g 2 · 
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Так как число всевозможных случаев равно С � 6 , то 

c l · с� 2 1 6 . 3 1  
Р(А 1 ) = 

с� 6  
� 0 ,2778 ,  

3 . 35 . 1 7  

3 . 1 6  CiC � l  
Р(А 2 ) = 

С 3 6 3 . 35 . 1 7  
� 0 ,0269 , 

с � · c g 2  1 
Р(А 3 )  = = --- � 0,0006. 

С 3 6 3 · 35 · 1 7 

В силу теоремы сложения 

1 09 
Р (А) = Р (А 1 ) + Р (А2 ) + Р (А 3 ) = --- � 0,3053 .  

3 . 1 1 9 
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Этот nример можно решить и иным методом. Событие А, nротивоnолож
ное А,  состоит в том, что среди вынутых карт не окажется ни одного туза. 
Очевидно, что три нетуза можно вынуть из колоды карт С 3 2  различными 
сnособами и ,  следовательно , 

- С 5 2  3 2 · 3 1  · 30 
Р (А ) = -- = ----: с � 6  36 · 35 · 34 

Искомая вероятность равна 

Р(А) = 1 - Р (А) � 0 ,3053 .  

3 1  . 8 --- � 0,6947 .  
3 . 1 7 . 7 

П р н м е ч а н  и е . В обоих nримерах выражение "наудачу" означало,  что 
всевозможные комбинации по три карты равновероятны. 

П р и м е р 4 . Рассмотри м теnерь nри мер, который широко исnользуется 
nри nроверке качества nринимаемой nродукции . В математическом отно
шении он близок к nримеру 2. 

В урне находится N одинаковых по размеру и внешнему виду шаров : 
среди них М белых и N - М черных. Наудачу вынимаются n шаров (без 
возврашения в урну ) . Че му равна вероятность того,  что среди них окажется 
т белых? 

Из условия задачи ясно , что мы nредnолагаем выполнение неравенств 
т ..;;; n и т ..;;; м, а также 11  - т ..;;; N - М. " 

Обшее число всех равновероятных случаев , как легко -понять, равно С� .  
Число благоnриятствующих случаев nодсчитаем следующим nутем :  различт 
ных способов извлечь т бел ых шаров имеется См , а n - т черных п - т С.тv _ м . Таким образом общее число бnагоnриятных равновозможных 
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Т а б л и ц а  2 

Номер Число Число 1 Но мер 1 Число Число 
-г 1 

испыта- к расны х  красны х  благо пр. Час rота i 
ний к арт 

благопр . , Частота 
слу чаев 

ис�ыта- � 
нии кар т сл учаев -+-

8 о 
2 9 1 

3 1 1  1 

4 9 2 

5 1 1  2 

6 8 2 

7 1 1  2 

8 9 3 

9 8 3 

1 0  7 3 

1 1  1 2  3 

1 2  1 0  3 

1 3  9 4 

1 4  1 3  4 

1 5  1 2  4 

16 8 4 

1 7  i l  4 

1 8  10 4 

19 8 4 

2 0  1 1  4 

2 1  1 2  4 

2 2  1 0  4 

2 3  1 0  4 

24 9 5 

2 5  9 6 

0.00 5 1  9 1 3  

0. 5 0  5 2  8 1 3  

0, 3 3  5 3  7 1 3  

0 . 5 0  54 9 14 

0,40 55  7 14 

0. 3 3  5 6  9 1 5  

0 . 2 9  5 7  9 16 

0, 3 7  5 8  1 1  1 6  

0. 3 3  5 9  8 1 6  

0 . 3 0  6 0  8 1 6  

0 . 2 7  6 1  8 1 6  

0 . 2 5  6 2  1 0  16 

0 . 3 1 6 3  1 2  16 

0. 2 9  6 4  9 1 7  

0, 2 7  6 5  1 1  1 7  

0. 2 5  6 6  1 2  1 7  

0. 2 3  6 7  1 1  1 7  

0. 2 2  6 8  !! 17 

0 . 2 1 6 9  1 0  1 7  

0 . 2 0  7 0 8 1 7  

0. 1 9  7 1  7 1 7  

0. 1 !!  7 2  9 1 !!  

0. 1 7  7 3  10 1 8  

0 . 2 1 74 8 1 8  
0,24 75  1 1 1 8  --------- -- - - - - - ------ - ----

т 11 - m  
случаев равно С м · С N _ м .  Отсюда искомая вероятность 

р =  
c m .  с п - т М N - M  

с м 
N 

0, 2 5  

0. 2 5  

0, 2 5  

0. 26 

0,26 

0, 2 7  

0, 2 8  

0. 2 8  

0. 2 7  

0, 2 7  

0. 26 

0. 26 

0. 25 

0 . 2 7  

0. 26 

0. 26 

0 .26 

0. 2 5  

0 . 2 5  

0 . 2 5  

0 .24 

0. 2 5  

0. 2 5  

0 , 2 4  

0. 24 

П р и м е р  5. Колоду карт, состоящую из 36 карт, наудачу разделяют на 
две равные части . Чему равна вероятность , что в обеих частях окажется 
/1 0 р а в н о м у ч и с л у красных и черных карт .  

Выражение "наудачу " означ-dет, •по всевозможные разделения колоды 
на две равные части равновероятны. 

Р е ш е н и е .  Нам нужно найти вероятность того, что среди наудачу вы-
нутых из колоды 1 8  карт 9 будут красными и 9 - черными. Согласно при· 
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Номер Число Число Номер Число Число 
испыта- к расных блаrопр . Частота испыта- красных благо пр. Частота 

ний карт сл учаев ний карт случаев - -
26 1 4  6 0, 2 3  7 6  8 1 8  0. 24 

27 9 7 0. 2 6  77  9 1 9  0, 2 5  

Z8 1 0  7 0, 2 5  7 8  9 20 0,26 

2 9  1 0  7 0. 24 79 5 2 0  0 , 2 6  

3 0  7 7 0 , 2 3  80 8 2 0  0, 2 5  

3 1 10 7 0 . 2 2  8 1 7 2 0  0 , 2 5  

3 2  7 7 0 . 2 2  8 2 1 0  2 0  0,24 

3 3  8 7 0 . 2 1 83 9 2 1 0, 2 5  

3 4  1 0  7 0. 2 1  84 6 2 1  0 ,24 

3 5 9 8 0, 2 3  8 5  1 0  2 1  0, 2 5  

3 6  9 9 0. 2 5  86 1 0  2 1  0, 24 

3 7  1 0  9 0, 24 87 9 2 2  0, 2 5  

3 8  1 0" 9 0. 24 88 7 2 2  0 , 2 5  

39  8 9 0, 2 3  8 9  7 2 2  0, 2 5  

40 7 9 0. 2 2  90 1 0 2 2  0 , 2 4  

4 1  9 1 0  0. 24 9 1 8 2 2  0 , 2 4  

4 2  1 0  1 0 0 . 2 4  92 8 2 2  0 , 24 

43 1 0 1 0  0. 2 3  9 3  1 0  2 2  0 .24 

44 9 1 1  0 , 2 5  94 8 2 2  0, 2 3  

4 5  8 1 1  0 . 2 4  9 5  1 1  2 2  0 , 23 

46 7 1 1  0 , 2 4  96 9 2 3  0, 24 

4 7 1 2  1 1 0 . 2 3  9 7  9 24 0, 2 5  

4 8  9 1 2  0 , 2 5  98  1 0  24 0 . 2 5  

4 9  6 1 2  0 , 2 5  99 7 24 0, 24 

5 0  7 1 2  0 , 2 4  1 00 7 24 0 , 2 4  

меру 4 искомая вероятность равна, следовательно , 

с �  s · с � н 
р = 

c1 s 3 6 
{ 1 8 ! )4 

36 ! (9 ! )4 

Чтобы составить себе представление о величине этой вероятносrи и при 
этом не производить уто мительных вычислений, мы воспол ьзуемся форм} -
лой Стирлинга, согласно которой имее1 место следующее асимптотическое 
равенство :  

n !  - Vfiiii п " e - n .  
2 .  Б.В. Гнеденко 
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Таким образом, имеем : 

1 8 !  - 1 8 1 8 е- 1 8 �' 
9 !  ""' 99 е- 9 ..;z:тr:9, 
36 ! ....., 363 6 . е- 3 6v2rr . 36, 

и значит, 

(v2rr . 1 8 . 1 8 1 8 . е- 1 8 )4 
р � �;=���--��==��--.� v2rr · 36 363 6  • e- 3 6 (v2rr · 9 · 99 . е - 9 )4 

После несложных преобразований находим, что 

2 4 
р � � - � 0 ,26 .  

у'i87Т 1 5 

Естественно возникает вопрос : какое отношение имеют найденные ве
роятности к реальным явлениям? Чтобы наглядно это ошутить, на одной 
из лекций был проведен такой эксперимент : студенты принесли несколько 
колод карт по 36 карт каждая и затем сто раз бьmо произведено разделе
ние колод наудачу на две рав ные части . В таблице 2 приведены результаты 
этого эксперимента . В первом столбце указан номер испьпания, во вто

ром - число появившихся в одной и з  п олуколод красных карт, в третьем 
число случаев деления красных и черных карт пополам среди уже произве
денных испытаний и. наконец, в четвертом стол бце даны значения частот . 

Приводимый на рис. 2 график наглядно представляет изменение частоты pfn в зависимости от чи сл а  испытаний . Вначале , когда число опьпов невели
ко, ломаная линия порой значительно уклоняется от прямой у = р � 0,26 . 

1!:. п 
0, 5 

о, ц 

0, 1 

о !О 20 JO цо 50 бП 
Рис. 2 

70 во 90 100 п 



§ 3 . Примеры зs 

Затем с увеличением числа опытов ломаная в общем все бЛиже и ближе 

ПОДХОДИТ К ЭТОЙ ПрЯМОЙ.  
П р и м е р б . Имеются n частиц, каждая из которых может находиться 

1 
с одной и той же вероятностью - в каждой из N(N > n)  ячеек . Найти 

N 
вероятность того , что : 1) в определенных n ячейках окажется по одной 
частице , 2) в каких-то n ячейках окажется по одной частице . 

Р е ш е н и е . Эта задача играет важную роль в современной статисти
ческой физике , и в зависимости от того ,  как образуется полная группа 
равновероятных собьпий, приходят к той или иной физической ста
тистике : Больцмана, Бозе-Эйнцпейна, Ферми-Дирака . 

В статистике Больцмана равновероятными считаются любые мыслимые 
размещения, отличающиеся не только число м, но и индивидуальностью 
частиц : в каждой ячейке может помещаться любое число частиц от О до n . 

Общее число возможных размещений мы подсчитае м следующим спо
собом : каждая частица может находиться в каждой из N ячеек, следователь
но , n частиц можно разметить по ячейкам Nn различными способами. 

В первом вопросе число благоприятствующих случаев будет, очевидно, 
п !  и, значит, вероятность того , что в определенные n ячеек попадет по од
ной частице , равна 

n ! 
P l  = N n . 

n 
Во втором вопросе число блаrоприятствующих случаев будет в С N раз 

больше и, значит, вероятность того ,  что в какие-то n ячеек попадет  по 
одной частице , равна 

C� · n ! Р2 = N! 

N" N n(N - n) !  
В статистике Бозе-Эйнштнейна считаются тождественными случаи, ког

да частицы меняются местами между ячейками (важно только , сколько 
частиц попало в ячейку, но не индивидуальность попавших частиц) , и пол
ная группа равновероятных событий состоит из всевозможных размещений 
n частиц по N ячейкам, причем за одно размещение принимается целый 
класс больцмановских размещений, отличающихся не числами содержа
щихся в определенных ячейках частиц, а только самими частицами. Для 
наглядного представления о различии статистик Больцмана и Базе-Эйн
штейна рассмотрим частный нриме р :  N = 4, n = 2. Всевозможные размеще
ния в этом примере можно записать в виде следующей таблицы, в которой а 
и Ь - наименования частиц. В статистике Больцмана в се 1 6  возможностей 
представляют собой различные рав новероятные собьпия, в статистике же 

2* 
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Безе-Эйнштейна случаи 5 и 1 1 , 6 и 1 2 , 7 и 1 3 , 8 и 14, 9 и 1 5 , 10 и 1 6  попарно 
отождествляются и мы имеем группу из 1 О равновероятных событий. 

Т а б л и ц а 3 
1 1 2 i з  1 7 ' 8  1 1 2  j 1 3  Слу чаи 4 5 6 9 1 о 1 1 1  1 4  1 5  1 6  

аЬ а а а l ь  ь ь 
аЬ ь а 1 а а ь ь 

Ячейки 
аЬ ь ь а а а ь 

аЬ b i  ь ь а а а 

Вычислим теперь общее число равновероятных случаев в статистике 
Бозе-ЭйЮIIтейна. С этой целью заметим, что всевозможные размещения 
частиц по ячейкам мы можем получить следующим путем :  расположим 
ячейки на прямой вплотную друг к другу, расположим далее рядом одну 
возле другой на той же прямой наши частицы. Рассмотрим теперь всевоз
можные перестановки частиц и перегородок между ячейками . Таким о б
разом, как легко сообразить, будут учтены в севозможные заполнения 
ячеек ,  отличающихся как порядком расположения частиц в ячейках, 
так и порядком расположения переrородок . 

Число этих перестановек равно (N + n - 1 )  ! . Среди этих перестановек 
имеются и тождественные : каждое распределение по ячейкам считается 
(N - 1 )  ! раз , так как мы различали, какие перегородки бьmи между 
ячейками, а кроме того, каждое распределение по ячейкам мы снова счита
ли по n !  раз, так как мы учитывали не только число частиц в ячейке , но и 
то , какие это частицы и в каком порядке они расположены. Таким обра
зом, каждое распределение по ячейкам мы считали п !  (N - 1 ) ! раз, отсюда 
число различных в смысле Безе-Эйнштейна размещений частиц по ячейкам 
равно 

(n + N - 1 ) ! 

n ! (N - 1 ) ! 

Таким образом, число равновероятных собьпий в полной системе собьпий 
нами найдено .  Теперь мы легко можем ответить на вопросы нашей задачи. 
В статистике Безе -Эйнштейна вероятности р 1 и р2 равны 

1 n ! (N - 1 ) !  
P t  = = (n + N - 1 ) !  (n + N - 1 ) !  

' 

n ! (N - 1 ) !  
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сп N N!(N - 1 ) !  
Р2 = = 

(n + N - 1 ) !  (N - n) ! (N + n - 1 ) !  

n ! (N - 1 ) !  

Рассмотрим, наконец, статистику Ферми-Дирака. Согласно этой ста
тистике в ячейке может  находиться либо одна частица либо не находится 
ни одной : индивидуальность частиц уничтожается. 

Общее число различных размещений частиц по ячейкам в статистике 
Ферми-Дирака подсчитать легко : первая частица может быть расположе
на N различными способами, вторая - только N - 1 ,  третья - (N - 2) и, 
наконец, п-я - (N - n + 1)  различными способами. Таким образом, n 
частиц по N ячейкам могут быть расположены 

N !  
N(N - 1 )  . . .  (N - n + 1 )  = 

(N - n) ! 

различными равновероятными способами.  
Легко сообразить, что в статистике Ферми-Дирака искомые вероят

ности равны 
(N - п) !  

р , = 
N! 

P z  = 1 . 

Рассмотренный пример показывает, насколько важно точно определять, 
какие события считаются в задаче равновероятными. 

П р и м е р 7.  У театральной кассы стоят в очереди 2n человек. Среди них n человек имеют монеты только рублевого достоинства, а остальные -
только монеты по 50 копеек . Билет стоит 50 копеек. Каждый покупатель 
приобретает по одному билету . В начальный момент в кассе нет денег. 
Чему равна вероятность того , что ни один покупатель не будет ждать 
сдачу? 

Эта задача является переформулировкой вопроса, который возник при 
изучении проблем управления качеством продукции в процессе произ
водства.  

Всевозможные расстановки покупателей равновероятны. Таким образом n 
имеется С2 11 всех возможных равновероятных снучаев . Для разыскания 
числа благоприятствующих случаев при бегнем к следующему геометри
ческому приему . Рассмотрим плоскость хОу и донус1 им, что покупатели 
в порядке очередности располагаются в точках оси абсцисс с координатами 
1 ,  2, . . . , 2п .  В начане координат распо rюжена касса. Припишем каждому 
лицу , имеющему рубли, значение + 1 , а имеющему полтинники - значе
ние - 1 . Б удем теперь суммирова1ь последовательно эти значения слева 
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направо и в каждой целочисленной точке отмечать в виде ординаты полу
ченную сумму (рис. 3) . Припишем началу координат ординату , равную О .  
Соединим концы ординат ломаной и назовем ее траекторией.  Ясно, что она 
на концах отрезка (0, 2п) ' имеет ординаты, равные О . 

Каждой траектории поставлено в соответствие определенное располо
жение лиц с рублями и полтинниками. Интересующе му нас собьпию благо
приятствуют те и только те траектории, которые не поднимаются над осью 
абсцисс. 

Вычислим теперь общее число траекторий, достигающих или иереее
кающих хотя бы раз прямую у = 1 .  Эти и только эти траектории благо
приятствуют противоположному собьпию, когда хотя бы одному лицу 

у 

Рис. 3 

придется ожидать сдачу . Для этой цели построим новую, фиктивную траек
торию . До первого достижения прямой у = 1 она совпадает со старой, а от 
точки достижения этой прямой она является зеркальным отображение м 
старой траектории относительно прямой у = 1 (на рис .  3 - пунктирная 
ломаная) . Каждая новая траектория начинается в точке (0, О) и заканчи
вается в точке (2n , 2) . Отсюда вытекает, что единичных подъемов она 
имеет больше , чем спусков (именно : n + 1 подъем и n - 1 спуск ) . Отсюда � С 11 - 1  з 

б 
� 

следует, что всех новых траектории будет 2 11 • начит число со ьпии 
11 11 - 1  

благоприятствующих событию нашей задачи, будет C2 n - С2 11 и тем 
самым искомая вероятность равна 

р = 1 
11 - 1 С2 п 

11 с 2 11 
ll 

= 1 - -
n + 1 n + 1 

§ 4. Гео метрические вероятносm 

Еше в самом начале развития теории вероятностей бьmа замечена не
достаточность "классического" определения вероятности, основанного на 
рассмотрении конечной группы равновероятных собьпий. Уже тогда част
ные при меры привели к некоюрому видоизменению этого определения и 
построению понятия вероятности также для случаев ,  когда мыслимо беско-
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нечное wюжество исходов . При этом по-прежнему о сновную роль играло 
понятие "равновероятности" некоторых событий.  

Общая задача, которая ставилась и привела к распространению понятия 

вероятности , может быть сформулирована следующим способом. 
Пусть имеется, например, на плоскости пекоторая область G и в ней со

держится другая область g с квадрируемой границей. В область G наудачу 
бросается точка и спрашивается, чему равна вероятность того, что точка 
попадет в область g .  При этом выражению "точка бросается наудачу в 
область G" придается следующий смысл : брошенная точка может попасть 
в любую точку области G, вероятность попасть в какую-либо часть области 
G пропорциональна мере этой части (длине , площади и т .д.) и не зависит от 
ее расположения и формы. 

Таким образом ,  по определению, вероятность попадания в область g 
при бросании наудачу точки в область G равна 

mes g 
р = 

mes G 
Рассмотрим несколько примеров . 
П р и м е р 1 . 3 а д а ч а о в с т р е  ч е .  Два лица А и В уеловились 

встретиться в определенном месте между 1 2  часами и часом. Пришедший 
первым ждет другого в течение 20 минут, после чего уходит. Чему равна 
вероятность в стречи лиц А и В, если приход каждого из них в течение 
указанного часа может произойти наудачу и моменты прихода неза
висимы *) . 

Р е ш е н и е . Обозначим моменты прихода лица А через х и лица В 
через у . Для того чтобы встреча произошла, необходимо и достаточно, 
чтобы 

1 х - у 1 .;;;; 20. 
Станем изображать х и у как декартовы координаты на плоскости ; в ка
честве единицы масштаба выберем минуту. Всевозможные исходы изобра
зятся точками квадрата со сторонами 60; благоприятствующие встрече 
расположатся в заштрихованной области (рис. 4) . 

Искомая вероятность равна * * ) отношению площади заштрихованной 
фигуры к площади всего квадрата :  

р = 
602 - 402 5 = 

602 9 

*) То есть момент прихода одного л и ца не влияет на момент прихода другого. 
Понятис независимости событий будет подробно рассмотрено в § 9. 

* *) В § 9 мы у види м ,  что в силу независимости моментов пр ихода лиц А и В ве
роятность того, что JШЦо А придет в промежуток от х до х + h, а л ицо В - в промежу-

h s 
ток от У до У +  s , равна 6Q · 60 ,  т.е . пропорционалы;а площади нрямоугольника 

со сторонами h и s.  
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Некоторые инженеры-исследователи применяли задачу о встрече к ре
шению следующей проблеме орrанизации производства. Рабочий обслужи
вает несколько однотипных станков , каждый из которых в случайные 
моменты времени может потребовать внимания рабочего .  Может случиться, 
что в то время, когда рабочий занят у одного станка, потребовалось его 
вмешательство у других станков . Требуется найти вероятность этого собы
тия, т .е . , иными словами, среднюю длительность ожидания станком рабо
чего (иначе говоря, простой станка) . Заметим, однако,  что схема задачи о 

у 
q 

(U, 1) 1---------, (1' 1) 

бО :r: (U,O 
Рис. 4 Рис. S 

встрече мало пригодна для решения этого производственного вопроса, 
так как никакого условленного времени, в течение которого станки обяза
тельно требуют к себе внимания рабочего, не существует, а длительности 
операции рабочего у станка не постоянны. Помимо этой основной причины, 
нужно указать на сложность вычислений в задаче о встрече для случая боль
шого числа лиц (станков) . А эту задачу передко нужно решать для боль
шого числа станков (в текстильном производстве , например, некоторые 
ткачихи брали на обслуживание по несколько десятков станков) . 

П р и м е р 2. Коэффициенты р и q квадратного уравнения 

х 2 + рх + q  = О  

выбираются наудачу в промежутке (0, 1 ) . Спрашивается, чему равна ве
роятность того, что корни будут действительными числами? 

Чтобы корни квадратного уравнения бьши действительными числами, 
необходимо и достаточно вьmолнение неравенства р 2 ;;;;;, 4q. В прямоуголь
ных декартовых координатах (рис .  5) множество в сех возможных пар 
чисел (р, q) задается точками квадрата с верiШiнами (0 , 0) ,  (0 , 1 ) ,  ( 1 , 1 ) ,  
( 1 , О )  . Точки же, благоприятствующие нашему событию, лежат под пара-

1 
болой q · = "4 р 2 • Таким образом, согласно определению , искомая 
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вероятность равна 
1 р 2 
J - dp 
о 4 1 

1 2  

4 1  

Задачи, подобные только что рассмотренной, напmи интересные приме
некия в теории чисел и в ряде научных и технических применений . 

П р и м е р 3 .  П а р а д о к с Б е р т р а н а .  Теория геометрических ве
роятностей неоднократно подвергалась критике за произвольность опреде
ления вероятности событий. При этом авторы приходили к убеждению, 
что для бесконечного числа исходов нельзя дать объективного , на завися
щего от способа расчета, определения вероятности. В качестве особенно 
яркого выразителя этого скептицизма можно привести французского ма
тематика проiШiого века Жозефа Бертрана. В своем курсе теории веро
ятностей он привел ряд задач на геометрические вероятности, в которых 
результат зависел от метода решения . В качестве примера приведем одну 
из задач, рассмотренных Бертраном. 

Наудачу берется хорда в круге . Чему равна вероятность того , что ее 
длина иревосходит длину стороны вписанного равностороннего треу
гольника? 

Р е  ш е н и е 1 .  По соображениям симметрии можно заранее задать 
направление хорды. Проведем диаметр, перпендикулярный к этому нап
равлению. Очевидно, что только хорды, пересекаюlЦИе диаметр в про
межутке от четверти до трех четвертей его длины, будут иревосходить 
стороны правильного треугольника. Таким образом, искомая вероят
ность равна 1 / 2 .  

Р е ш е н и е 2 . По соображениям симметрии можно заранее закрепить 
один из концов хорды на окружности. Касательная к окружности в этой 
точке и две стороны правильного треугольника с вершиной в этой точке 
образуют три угла по 60° . Условию задачи благоприятствуют только хор
ды, попадаюlЦИе в средний угол . Таким образом, при этом способе вычис
ления искомая вероятность оказывается равной 1 / 3 .  

Р е ш  е н и е 3 .  Чтобы определить положение хорды, достаточно задать 
ее середину. Чтобы хорда удовлетворяла условию задачи, необходимо 
чтобы ее середина находилась внутри круга, концентрического данному, 
но половинного радиуса . Площадь этого круга равна одной четверти пло
щади данного ; таким образом, искомая вероятность равна 1 /4 .  

Мы должны теперь выяснить , в чем причина неоднозначности решения 
нашей задачи. Лежит ли причина в принципиальной невозможности опре
делить вероятность для случаев бесконечного числа возможных исходов 
или же причина лежит в том, что мы приняли в процессе решения какие
либо недопустимые предпосьmки. 
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Дело , как легко усмотреть, заключается в том, что за решение одной 
и той же задачи, пользуясь тем, что в условии задачи не определено по
нятие проведения хорды наудачу, выдаются решения трех различных за
дач.  В самом деле , в первом решении вдоль одного из диаметров застав
ляют катиться круглый цилиндрический стержень (рис. б а )  . Множество 
всех возможных мест остановки этого стержня есть множество точек 
отрезка АВ длины, равной диаметру. РавновероятныМи считаются собы
тия, состоящие в том,  что остановка произойдет в интервале длины h ,  
где бы внутри диаметра ни  бьm расположен этот отрезок.  Во  втором ре
шении стержень, закрепленный на шарнире , расположенном в одной из 

точек окружности, заставляют совершать колебания размером не более 

180° (рис . б б) .  При этом предполагается , что остановка стержня внутри 
дуги окружности длины h зависит только от дпины дуги, но не от ее поло

жения . Таким образом, равновероятными событиями считаются остановки 

стержня в любых дугах окружности одинаковой длины. Несогласован

ность определений вероятности в первом и во втором решениях становится 

совершенно очевидной после такого простого расчета. Вероятность того, 

что стержень остановится в промежутке от А до х ,  согласно первому реше-
х 

нию равна - .  Вероятность того , что проекция точки пересечения стержня 
D 

с окружностью во втором решении попадает в тот же интервал, как 

а >  ff) 
Рис. 6 

показывают элементарно геометрические подсчеты,  равна 

и 

1 2х - D 1 - - arccos --- при х ;;;;. D/2 
1Т D 

D - 2х 
- arccos - -- при х � D/2 . 
1Т D 

{})  
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Наконец. в третьем решении мы бросаем наудачу точку внутрь круга и 
спрашиваем себя о вероятности попадания внутрь некоторого меньшего 
концентрического круга (рис. 6 в) . 

Различие постановок задач во всех трех случаях совершенно очевидно . 
П р  и м е р  4. 3 а д а ч а Б ю ф ф о н  а. Плоскость разграфлена парал

лельными прямыми, отстоящими друг от друга на расстоянии 2а . На плос
кость наудачу *) бросается игла длины 2/ (/ < а) . Найти вероятность того, 
что игла пересечет какую-нибудь прямую. 

х 
а �---------------------

2а 

Рис. 7 о 
Рис. В 

Р е ш  е н и е .  Обозначим через х расстояние от центра до ближайшей 
параллели и через �Р-угол, составленный иглой с этой параллелью. Вели
чины х и 'Р полностью определяют положение иглы. Всевозможные поло
жения иглы определяются точками прямоугольника со сторонами а и n. 
Из рис. 7 видно, что для пересечения иглы с параллелью необходимо и 
достаточно , чтобы 

х ..;; l sin 'Р· 
Искомая вероятность в силу сделанных предположений равна отношению 
площади заштрихованной на рис. 8 области к площади прямоугольника 

1 1r 2 1  
р = - J l sin �Pd'P = - . 

a n  о a n  
Заметим, что задача Бюффона является исходным пунктом для реше

ния некоторых проблем теории стрельбы, учитывающих размеры снаряда. 
П р и м е р 5 . На горизонтальную плоскость, разграфленную парал

лельными прямыми,  отстоящими друг от друга на расстоянии 2а, нау-

*) Под словом "наудачу" здесь подразумевается следующее : во-первых, центр 
иглы наудачу падает на отрезок длины 2а, перпендикулярный к проведеиным пря
мым, во-вторых, вероятность того, что угол 1{), составленный иглой и проведеиными 
прямыми, будет заключаться между .р 1 и .р 1 + дl{) пропорционалъна д<Р и, в-третьих, 
величины х и <Р независимы (см. § 7) .  
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дачу * ) брошен вьmуклый контур , диаметр которого меньше 2а. Найти 
вероятность того , что контур пересечет одну из параллельных прямых. 

Р е ш е н и е. Положим сначала, что вьmуклый контур является много
угольником с n  сторонами.Пустьего стороны пронумерованы от номера 1 
до номера n .  Если многоугольник пересекается с какой-либо параллель
ной прямой, то это пересечение должно произойти по каким-либо двум 
сторонам. Обозначим через Pii = Pii  вероятность того , что пересечение 
произойдет по i-й и j-й сторонам. Очевидно, что событие А , состоящее в 
том, что брошенный многоугольник пересечет одну из параллельных пря
мых, может быть представлено в виде следующей суммы попарно несов
местимых событий : 

А = (А 1 2 + А t з  + . . .  + А t п ) + 

+ (Аz з  + А2 4  + · · · + А2п )  + · · · + (Ап - 2 , п - 1 + Ап - 2 , п )  + An - l , n • 

где через A ;i (i < j ,  i = 1 ,  2, . . .  ; j = 1 ,  2, . . .  ) обозначено событие, сос
тоящее в пересечении с параллельной прямой i-й и j-й сторон. По теореме 
сложения вероятностей 

р = Р (А) =  [P(A t z ) + P(A t з ) + . . .  + P(A t п)J + 

+ [Р (Аz з )  + . . .  + Р (А 2п)J  + . . .  + Р(Ап - t , п )  = 

= (р1 2 + Рt з  + . . .  + Р t п ) + (рz з  + pz 4 + . . .  + Р2п ) + . . .  + Рп - 1 , п ·  

Пользуясь равенством Pii = Pi i •  м ы  может записать вероятность р иным 
способом: 

1 
Р = - [(p t z  + Р t з + · · · + Р 1 п)  + (pz t + Pz з + · · · + Р2п)  + · · · 

2 

· · . + (pn 1 + Pn 2  + . . .  + Рп, п - 1 )] . 

n 
Но сумма 'Е' Pii •  где положено Pii = О, представляет собой не что иное, 

j= 1 

как ts�:ршнность пересечения Z:.й стороны многоугольника с uдной из парал
лельных прямых. Если длину i-й стороны обозначить через 2 /; , то из за
дачи Бюффона находим, что 

n ,  2 1; 
'Е Pii = - , 

i= 1 тrа 
*) В этом примере "наудачу" значит, что мы берем какой-либо 01резок, жестко 

связанный с контуром, и бросаем его "наудачу" в смысле предыдущего примера. 
Нетрудно показать, что таким образом определенное понятие не зависит от выбора 
указанного отрезка. 
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и, следовательно, 

n 
� 2 1; 

i = 1 
р =  

21ra 

Если обозначить через 2s периметр многоугольника, то мы найдем, 
что 

s 
р = - . 

1rQ 

Мы видим, таким образом, что вероятность р не зависит ни от числа 
сторон, ни от величины сторон многоугольника. Отсюда мы заключаем, 
что найденная формула верна и для любого выпуклого контура, так как 
мы всегда можем рассматривать этот последний как предел вьшуклых 
многоугольников с безгранично возрастающим числом сторон. 

§ 5 .  О статистической оценке неизвестной вероятности 
Классическое определение вероятности при переходе от простейших 

примеров к рассмотрению сложных задач, в особенности же задач естест
веннонаучного или технического характера, наталкивается на непреодо
лимые трудности прИiщипиального порядка. Прежде всего, в большинстве 
случаев возникает вопрос о возможности нахождения разумного спосо
ба выделения "равновозможных случаев". Так, например, из соображений 
симметрии, на которых основаны наши суждения о равновероятности со
бытий, вывести вероятность распада атома радиоактивного вещества за оп
ределенный промежуток времени, или же определить вероятность того, 
что родившийся ребенок окажется мальчиком, представляется невозмож
ным. В этих случаях еще на заре возникновения теории вероятностей 
бьm замечен иной способ приближенной оценки неизвестной вероятнос
ти случайного события. 

Длительные наблюдения над появлением или непоявлением события А 
при большом числе независимых испытаний, производимых при одном и 
том же комплексе условий е , в ряде случаев показьmают, что число появ
лений события А подчиняется устойчивым закономерностям. А именно, 
если мы через J.l. обозначим число появлений события А при n независи
МЬIХ испытаниях, то оказывается, что отношение J.J.!n (частота события 
А) при достаточно больших n для большинства таких серий наблюдений 
сохраняет почти постоянную величину. причем большие отклонения наб
людаются тем реже , чем многочисленнее произведенные испытания. Бо
лее того , оказывается, что для тех случаев , к которым применимо класси-
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ческое определение вероятносm, это колебание частоты нроисходит 
около вероятности собыmя р. Мы увидим впоследствии, что этот эмпи
рический факт имеет глубокие основания в теореме Бернулли. То, что при 
большом числе испытаний частота собыmя остается почти постоянной, 
дает нам возможность расширить круг явлений, для которых мы будем 
говорить об их вероятносm. 

Представим себе , что относительно события А принципиально возмож
но проведение леограниченной последовательности независимых друг 
от друга испьпаний в неизменных условиях 15. Если в результате доста
точно многочисленных наблюдений замечено , что частота собьпия А ведет 
себя достаточно правильно и почти всегда колеблется около некоторой, 
вообще говоря, неизвестной, постоянной, то мы скажем, что это собьпие 
имеет вероятность. 

За численное значение этой вероятности может быть приближенно при 
большом числе n независимых испытаний, производяшихся в неизменных 
условиях 15 ,  припята частота собыmя А. 

Однако испытания позволяют нам делать заключения и иного харак
тера. Представим себе, что некоторые соображения дают нам основание 
считать, что вероятность векоторого собыmя А равна р. Пусть, далее, 
при проведении нескольких серий независимых испытаний оказалось, 
что частоты в подавляющем числе серий значительно отклоняются от ве
личины р. Это обстоятельство дает нам основание высказать сомнение 
относительно правильиости наших аnриорных суждений и предпринять 
более детальное исследование тех предпосьmок, из которых мы исходили 

х 0,5 х х х х х �Ч825 F-�-------x--�xr-�----��----�--x-
х 

� Ц 4--1L-�2�J��Ч �5�67-�7�8��9�Ю7-1�1�12:
Рис. 9 

в своих априорных выводах. Так , наnример, в отношении пекоторой Иl 
ральноИ кости мы делаем предположения о ее геометрической правиль
иости и однородности материала, из которого она изготовлена. Из этих 
предварительных предлосьток мы вправе сделать вьmод, что при броса
нии кости вероятность выпадения пекоторой грани, наnример, грани с 
номером 5 , должна быть равна 1 /6 .  Если леоднократные серии достаточно 
многочисленных испытаний (бросаний) в нашем примере систематически 
показьmают, что частота появления этой грани значительно отличается 
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Т а б л и ц а  4 

Месяц 2 3 4 s 6 7 

Всех 7280 6957 7883 7884 7892 7669 7585 
Мальчиков 3743 3 5 5 0  40 1 7  4 1 7 3  4 1 1 7  3 944 3 964 
Девочек 3537 3407 3 866 3 7 1 1  3775 3665 3 6 2 1  
Частота рождения 
девочек 0,486 0,489 0,490 0,47 1 0,478 0,482 0,462 

Месяц 8 9 1 0  1 1  1 2  За год 

Всех 7393 7 203 6903 6 5 5 2  7 1 32 88 273 
Мальчиков 3797 37 1 2  35 1 2  3 392 376 1 45 682 
Девочек 3 5 96 349 1 3 3 9 1  3 160 3 3 7 1  42 5 9 1  
Частота рождения 
девочек 0,484 0,485 0,4 9 1  0,482 0,47 3 0,4825 

от 1 /6 , то мы усомнимся не в сущеС'IВовании определенной вероятности вы
падения этой грани, а в наших предпосьmках о правильиости кости или 
в правильиости организации процесса наших испытаний (бросаний) . 

В качестве иллюстрации почти постоянства частот при бо.rnьших числах 
испытаний рассмотрим ра.спределеmrе новорож;:s;енных по полу по меся
цам. Данные заимС'IВованы из книг и Г. Крамера ''Математические методы 
статистики" и представляют собой официальные данные шведской ста
тистики за 1 935 г.  

На рис. 9 показано уклонение частоты рождений девочек по месяцам 
от частоты рождений девочек за год. 

Заметим, что в случае статистического определения снова имеют место 
такие свойства вероятности : 

1 )  вероятность достоверного собьпия равна единице ; 2) вероятность невозможного события равна нулю; 
3) если случайвое событие С являетси суммой конечного числа несов

местимых событий А 1 , А2 ,  • • • , А" ,  имеющих вероятность, то его вероят
ность существует и равна сумме вероятностей слагаемых 

Р (С) = P (A t )  + Р (А2 ) + . . .  + Р (А п). 
В заключении мы дщ1жны остановиться на весьма распространенной, в 

особенности среди естествоиспытателей. концепции вероятности, данной 
Р. Мизесом . Согласно Мизесу раз частота по мере увеличения числа опытов 
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все меньше и меньше уклоняется от вероятности р, то в пределе должно 
быть 

р =  lirn !::_ 
n -> 00  n 

Это равенство Мизес предлагает считать определением понятия вероят
ности. По его мнению, любое априорное определение обречено на неудачу 
и лишь данное им эмпирическое определение способно обеспечить интере
сы естествознания , математики и философии, причем раз классическое 
определение имеет лишь весьма ограниченное применение, а статистичес
кое определение применимо ко всем имеющим научный интерес случаям, 
то классическое определение через равновозможность, основанную на сим
метрии, Мизес предлагает вовсе отбросить. Б олее того, Мизес считает 
вообще ненужным выяснение структуры явлений, для которых вероят
ность является объективной числовой характеристикой, для него достаточ
но наличия эмпирической устойчивости частоты. 

Мы не будем останавливаться на деталях теории Мизеса, в частности, 
на тех ограничениях и условиях, которые он дополнительно накладьmает 
на последовательность испытаний. За подробностями теории мы отошлем 
читателя к его книге "Вероятность и статистика". В то же время его поло
жения не бьmи безоговорочно приняты наукой. Критические замечания в 
развернутом виде изложены в статье А .Я . Хинчина *) .  

В к01щепции Мизеса вероятность теряет свой характер объективной 
числовой характеристики некоторых реальных явлений. Действительно, 
до производства бесконечного числа · испьпаний нельзя даже говорить про 
вероятность того или иного собьпия, а поскольку этого нельзя осущест
вить, то и вообще мы лишены возможности в каких-либо условиях исполь
зовать теорию вероятности. Следует заметить при этом, что , требуя от час
тот сходимости к нероятносте, Мизес выставляет такое требование , ка
кого не предъsrвляют ни в одной области естествознания. Ведь в самом де
ле. никто из нас не откажется от понятия температуры только потому, 
что мы не можем произвести бесконечного числа измерений и не можем 
проверить, будут ли результаты этих измерений стремиться к пределу, 
если бы мы их все же стали производить. Или не станем же мы говорить, 
что какой-либо предмет не имеет размеров только потому, что последова
тельность наших измерений не стремится к пределу. Более того, следуя 
за Мизесом, мы вообще не можем говорить о температуре тела ипи о су
ществовании размеров предмета до тех пор,  пока не появится мысля
щий субъект, не начнет производить измерения и не убедится в том, что 
их результаты стремятся к пределу. 

*) Частоmая теория Р. Миэеса и современные идеи теории вероятностей//Вопро
сы философии. - 1 9 6 1 . - Вып. 1 . - С. 9 1 - 1 02;  Вып. 2. - С. 77-89. 
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В историческом очерке, помещенном в ко}Ще книги, отмечено , что как 
классическое определение вероятности, так и статистическое были впер
вые четко сформулированы Я. Бернулли . 

. § 6. Аксиоматическое посrроение теории вероятносrей 

До недавнего времени теория вероятностей представляла собой еще 
не сложивщуюся математическую науку, в которой основные понятия 
бьmи недостаточно четко определены. Эта нечеткость приводила вередко 
к парадоксальным выводам (вспомним парадоксы Бертрана) . Естествен
но , что приложении теории вероятностей к изучению явлений природы 
бЬDiи слабо обоснованы и встречали порой резкую и обоснованную кри
тику. Нужно сказать, что эти обстоятельства мало смущали естествоис
пытателей и их наивный теоретикавероятностный подход в различных 
областях науки приводил к крупным успехам. Развитие естествознания 
в начале текущего столетия предъявило к теории вероятностей повы
шенные требования. Возникла необходимость в систематическом изучении 
основных понятий теории вероятностей и выяснении тех условий, при 
которых возможно использование ее результатов . Вот почему особенно 
важное значение приобрело формально-логическое обоснование теории 
вероятностей , ее аксиоматическое построение. При этом в основу теории 
вероятностей как математической науки должны быть положены неко
торые предпосьmки, являющиеся обобщением многовекового челове
ческого опьпа. Дальнейшее же ее развитие должно строиться посредством 
дедукции из зтих основных положений без обращения к наглядным пред
ставлениям, к вьmодам "согласно здравому смыслу". Иными словами, 
теория вероятностей должна строиться из аксиом так же, как любая сфор
мировавшаяся математическая наука - геометрия, теоретическая ме
ханика, абстрактная теория групп и т.д. 

Впервые такая точка зрения бьmа высказана и развита в 1 9 1 7  г. совет
ским математиком С .Н. Бернштейном. При зтом С .Н. Б ернштейн исходил 
из качественного сравнения случайных событий по их большей или мень
шей нероятности . 

Имеется иной подход, предложенный А.Н. Колмогоровым. Этот подход 
тесно связьтает теорию вероятностей с современной метрической теорией 
функций, а также теорией множеств . Настоящая книга следует пути, пред
ложенному Колмогоровым. 

Мы vвидим. что аксиоматическое построение основ теории вероятнос
тей отправляется от основных свойств вероятности, подмеченных на приме
рах классического и статистического определений. Аксиоматическое оп
ределение вероятности,  таким образом, как частные случаи включает в 
себя и классическое и статистическое определения и преодолевает недоста
точность каждого из них. На этой базе удалось построить логически со-
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вершеиное здание современной теории вероятностей и в то же время удов
леmорить nовышенные требования к ней современного естествознания .  

Отравным nунктом аксиоматики Колмогорова является множесmо 
Q , злементы которого называются элементарными событиями. Наряду 
с Q рассматривается множесmо � nодмножесm злементарных событий .  
Множесmо � называется алгеброй множеств, если вьmолнены следую
щие требования : 

1 )  Q Е � , ф Е � (Ф - nустое множество) ;  
2) из того , что А Е � следует, что так же А Е � ; 
3) из того , что А Е В: и В Е � следует, что 

А U B E � , А n в Е В:  
Если доnолнительно к nеречисленным вьmолняется еще следуюшее 
требование 

4) из того , что An Е �  (nри n = 1 ,  2 , . . .  ) вытекает, что 

U A n Е (} , n Ап Е � 
n n 

то миожесmо (У называется а-алгеброй. Элементы В: назьmаются слу
чайными событиями. 

Под оnерациями над случайными событиями nонимаются оnерации 
над сооmетсmующими множесmами. В результате можно составить сло
варь nереводов с языка теории множеств на язык теории вероятностей, 
nриводимый нами в табл. 5 

ОбоэиаченИJI 

А, В 
A + B =A uB 

АВ = А n B  

А 
А\В 

ф 
АВ = А n В = ф-

А = В  
А с в  

Т а б л и ц а  5 

Термины 
теории множеств 

Множество ,  пространство 

Элемент множества 
Подмножество А, В 
Объединение (сумма) мн�r 
жеств А и В  
Пересечение множеств А и В 
Дополнение множества А 
Разность множеств А и В 
Пустое множество 
Множества А и В не пересекают
ся (не имеют общих элементов) 
МFожества А и В равны 
А есть подмножество В 

теории веропиостей 

Пространство элементарных 
событий, достоверное событие 

Элементарное событие 
СлучаЙllое событие А , В 
Сумма случайных событий А и В 

Произведение событий А и В 

Собыrие, противоположное для А 
Разность собьrrий А и В 
Невозможное событие 
События А и В несовместимы 

События А и В равносильны 
Собьrrие А влечет событие В 
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Теперь мы можем перейти к формулировке аксиом, определяющих 
вероятность . 

А к с и о м а 1 .  Каждому случайному событию А поставлено в соот
ветствие неотрицательное число Р (А) , называемое его вероятностью. 

А к с и о м а 2 . Р (Q ) = 1 .  
А к с и о м а 3 (а к с и о м а с л о ж е н и я) . Если события А 1 , А 2 , • • •  . . . , An попарно несовмести.мы, то 

Р (А 1  + А 2 + . . .  + Ап) = Р (А 1 )  + Р (А2 ) + . . .  + Р (А п) . 
Для классического определения вероятности свойства, выраженные 

аксиомами 2 и 3, не нужно бьmо постулировать, так как эти свойства 
вероятности бьmи нами доказаны. 

Из сформулированных аксиом мы в ьmедем несколько важных злемен
тарных следствий . 

Прежде в сего ,  из очевидного равенства 

Q = ф + Q 
и аксиомы 3 мы з аключаем, что 

P (Q} = Р (Ф) + P(Q) . 
Таким образом, 
1 . Вероятность невозможно го события равна нулю. 
2. Для любого события А 
Р(А) = 1 - Р(А) .  *) 

3. Каково бы ни бьmо случайное событие А ,  
О " Р(А) .;;;; 1 .  

4. Если событие А влечет за собой событие В, то 

Р(А ) .;;;; Р(В). 
5 . Пусть А и В - два произвольных события. Поскольку в суммах 

А + В = А + (В - АВ) и В = АВ + (В - АВ) слагаемые являются несов
местимыми событиями, то в соответствии с аксиомой 3 

Р(А + В) =  Р(А ) + Р(В - АВ) ; Р(В) = Р(АВ) + Р(В - АВ) . 
Отсюда в ытекает теорема сложения )Jllя произвольных событий А и В 

Р(А + В) :::: Р(А )  + Р(В) - Р(АВ) . 
В силу неотрицательности Р (АВ) отсюда закл ючаем, что 

Р(А + В) .;;;; Р(А)  + Р(В) . 

*) Формулировка этого предложения имеется в тракта1 с Я .  Бсрнулли. 
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По индукции теперь в ьmодим, что если А1 , А2 , • • •  , An - произвольвые 
события, то имеет место неравенство 

Система аксиом Колмогорова непротиворечива, так как существуют 
реальные объекты, которые всем этим аксиомам удовлетворяют. Напри
мер, если за П принять произвольвое конечное множество с конечным 
числом элементов П = { а 1 , а2 , • • •  , an } , за � - совокупность всех под
множеств { Щ1 , Щ 2 , • • •  , а;8 } , О .,;;; i 1 .,;;; i2 .,;;; • • •  .,;;; is .,;;; п , О  .,;;; . s  .,;;; п, то по
ложив Р (а 1 ) = р 1 , Р (а2 ) = Р2 ,  • . .  Р (ап) = Pn, где р1 , р2 , • • •  , Pn - про
извольные неотрицательные чиtла, удовлетворяющие равенству р1 + р2 + . . .  
. . .  + Pn  = 1 , а Р (а; �Щ , . . . , а; ) = Pi + . . . + Pi , мы удовлетворим всем 1 2 s 1 s � 
аксиомам Колмогорова . 

Система аксиом Колмогорова неполна: даже дпя одного и того же 
множества П вероятности в множестве � мы можем выбирать различ
ными способами . 

Так, в рассмотренном нами примере с игральной костью мы можем 
положить или 

или 

Р(Е1 ) = Р(Е2 ) = Р(Е3 ) = 1 /4, 

Р(Е4 ) = Р(Е5 ) = Р(Е6 ) = 1 / 1 2  

и т .д. 

( 1 )  

(2) 

Неполнота системы аксиом теории вероятностей не является свиде
тельством их неудачиого выбора или недостаточной работы мысли при 
их создании, а вызвана существом дела:  в различных задачах могут встре
титься явления, при изучении которых требуется рассматривать одина
ковые множества случайных событий, но с различными вероятностями. 
Например, могут встретиться игральные кости, из которых одна правиль
ная (точный куб с одинаковой плотностью в каждой точке) , другая не
правильная. В первом случае система вероятностей будет задана системой 
равенств ( 1 ) , а во втором, скажем, системой (2) . 

Дальнейшее развитие теории нуждается в дополнительном предполо
жении, которое носит название расширенной аксиомы сложения. Необ
ходимость введения новой аксиомы объясняется тем, что в теории ве
роятностей постоянно приходится рассматривать события, подразделяю
щиеся на бесконечное число частных случаев . 

Р а с ш и р е н н а я а к с и о м а с л о ж е н и я. Если сtJбытие А рав- '  

носильно наступлению хотя бы одного из попарно несовместимых событий 
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А 1 , А 2 , . . . , An, . . . , то 

Р(А) = Р(А 1 ) + Р(А 2 ) + . . .  + P(A,J  + . . .  

53 

Замеmм, что расширешшя аксиома сложеШiя может быть заменена 
равносильной ей аксиомой непрерывности. 

А к с и о м а н е п р е р ы в н о с т и. Если последовательность собы
тий В1 , В2 , . . . • Bn. . . . такова, что каждое последующее влечет за собой 
предыдущее и произведение всех событий Bn есть невозможное событие, то 

Р(Вп )  � О при п � оо . 
Докажем эквивалентность только что сформулированных предложеШIЙ. 
1 . Из расширенной аксиомы сложеШiя следует аксиома непрерьmносm. 

Действительно , пусть собыmя В1 , В2 , • • •  , Вт . . .  таковы, что 

В1 :> В2 :> . . .  :> Bn :> . . .  

и при любом п � 1 

П Bk = ф . 
k ;;> n 

Очевидно , что 

Вп = � BkB k + t + П Bk · 
k = n k = n 

(3) 

Так как собыmя, стоящие в этой сумме , попарно несовмесmмы, то сог
ласно расширенной аксиоме сложеШiя 00 

Р(Вп)  = � P(BkBk + l ) + Р (  П Bk ) · 
k = n k = n 

Но в силу условия (3) 

поэтому 

т.е . Р (Вп) есть остаток сходящегося ряда 

Поэтому Р (Вп) � о при п � оо . 
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2 . Из аксиомы непрерьmности следует расширенная аксиома сложения. 
Пусть события А 1 , А 2 ,  • • •  , А по • • •  попарно несовместимы и 

А = А 1 + А 2 + . . .  + А п +  . . . 

Положим 

Ясно , что Bn+ l С Bn. Если событие Bn наступило, то наступило какое
нибудь из событий A;(i � n ) и ,  значит, в силу попарной песовместимости 
со бытий Ak , события Ai + 1 , А ;+ 2 , . . . уже не наступили . Таким образом 
события В; + 1 , Bi+ 2 • • • невозможны, и ,  следовательно, невозможно собы-

тие П Bk . По аксиоме непрерывности Р (Вп ) � о  при n � оо . Так как 
k = n  

А = А 1 + А 2  + . . .  + А п  + Bn + l • 
то по обычной аксиоме сложения 

n 
= lim � P(Ak) = � P(A k) · 

n -+ oo k = l  k = l  

Мы видим из сказанного, что аксиоматика Колмогорова позволяет 
строить теорию вероятностей как часть теории меры, а вероятность рас
матривать как неотрицательную нормированную аддитивную функцию 
множесmа. 

Вероятносmым пространство.м принято назьmать тройку символов (il , tr , Р) ,  где il - множество элементарных событий , � - а-алгебра 
подмножесm Q , называемых случайными событиями и Р (А) - вероят
ность, определенная на а-алгебра tr 

§ 7 .  У словвак вероятность 

и простейumе основные формулы 

Мы уже говорили, что в основе определения вероятности события лежит 
пекоторая совокупность условий е .  Если никаких ограничений , кроме 
условий е , при вычислении вероятности Р (А) не налагается , то такие 
вероятности назьmаются безусловными. 

Однако в ряде случаев приходится рассматривать вероятности событий 
при дополнительном условии, что произошло некоторое событие В. Такие ве 
роятности мы будем называть условными и обозначать символом Р (А IB) : 
это означает вероятность события А при условии, что событие В произошло . 
Строго говоря, безусловные вероятности также являются условными, так 



§ 7 . Условная вероятность и основные формулы 55 

как исходным моментом построенной теории бьmо предположение о 
существовании некоторого неизменного комплекса условий 1:5 

П р и м е р 1 . Брошены две игральные кости .  Чему равна вероятность 
того , что сумма в ьmавших на них очков равна 8 (событие А) ,  если из
вестно , '<'ТО эта сумма есть четное число (событие В) ? 

Т а б л и ц а б 

( 1 , 1)  {2 , 1 )  ( 3 , 1 )  (4, 1 )  ( 5 , 1 )  1 {6 , 1 )  1 
( 1 .2)  (2 ,2)  ( 3 , 2) (4 ,2)  (5 ,2 )  {6 ,2)  

( 1 ,3)  (2 ,3)  {3 , 3 )  (4, 3 )  {5 ,3)  1 (6 ,3 ) 

1 ( 1 .4) ( 2 ,4 ) (3 ,4) (4.4) (5,4) (6 ,4) 

( 1 ,5)  {2 ,5)  (3 ,5 ) {4,5 ) (5 ,5 )  (6,5 ) 

i ( 1 ,6 ) (2 .6 ) ( 3 ,6)  (4,6)  {5 ,6)  (6 ,6)  

Все во зможные случаи, которые могут представиться при бросании 
двух костей , мы запишем в табл . 6, каждая клетка которой содержит 
запись возможного события : на первом месте в скобках указывается 
число очков , в ыпавших на первой кости, на втором месте - число очков , 
в ьmавших на в торой кости . 

Общее число возможных случаев - 36 ,  благоприятствующих собы
тию А - 5 .  Таким образом,  безусловная вероятность Р (А) = 5/36 .  
Если событие В произоrшю ,  то осуществилась одна из 1 8  ( а не 36) возмож
ностей и ,  следов,ательно , условная вероятность равна Р (А ! В) = 5/ 1 8 .  

П р и м е р 2 . Из колоды карт последовательно вынуты дв е  карты. 
tfu.йти а) безусловную вероятность того , что вторая карта окажется тузом 
(неизвестно , какая карта бьmа вынута вначале) и б) условную вероят
ность, что в торая карта будет тузом, если первоначально бьm вынут туз . 

Обозначим через А событие , состоящее в появлении туза ша втором 
месте, а через В - событие ,  состоящее в появлении туза на первом месте . 
Ясно , что имеет место равенство 

А =АВ + АВ .  

В силу несовместимо сm событий АВ и АВ имеем: 

Р (А)  = р (АВ) + Р (АВ ) . 
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При вынимании двух карт из колоды в 36 карт могут произойти 
36 · 35 (учитьmая порядок !)  случаев . Из них благоприятствующих собы-

тию АВ - 4 · 3 случаев , а событию АВ - 32 · 4 случая. Таким образом, 

4 . 3 32 . 4 1 
р (А ) = 

36 · 35 
+ 

36 · 35  
= 9 . 

Если первая карта есть туз, то в колоде осталось 35 карт и среди них 
только три туза . Следовательно, 

Р(А I B) = 3/3 5 .  

Общее решение задачи нахождения условной вероятности дл я  клас
сического определения вероятности не представляет труда. В самом деле ,  
пусть из  n единственно возможных, несовместимых и равновероятных 
событий А 1 , А 2 , . . . . , An 

событию А благоприятствует т событий, 
" в k 

АВ r 
(понятно, что r � k, r � т) .  Если событие В пpoизoiiDio, то это означает, 
что наступило одно из событий Ai , благоприятствующих В. При этом ус
ловии событию А благоприятствуют r и только r событий Аi , благоприят
ствующих АВ. Таким образом, 

r rjn Р (АВ) 
Р(А I B) = - = - = -- . ( 1 )  k kjn Р (В) 

Понятие независимости событий играет значительную роль в теории 
вероятностей и в ее приложениях. В частности, большая часть результатов, 
изложенных в настоящей книге ,  получена в предположении независимости 
тех или иных рассматриваемых событий . 

В практических вопросах для определения независимости данных 
событий редко обращаются к проверке выполнения для них равенств 
(3) и ( 4) . Обычно для этого пользуются интуитивными соображениями, 
основанными на опыте . 

Так, например, ясно, что выпадение герба на одной монете не изменяет 
вероятности появления герба (решки) на другой монете, если только 
эти монеты во время бросания не связаны между собой (например, жестко 
не скреплены) . Точно так же рождение мальчика у одной матери не из
меняет вероятности появления мальчика (девочки) у другой матери . 
Это события независимые . 

Для независимых событий теорема умножения принимает особенно 
простой вид, а именно, е с л и с о б ы  т и я А и В н е з а  в и с и м ы, 
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т о  
Р (АВ) = Р (А)  · Р(В) . 

Точно так же , если Р(А) > О, то 

Р (АВ) 
Р (В 1 А) = . 

Р (А) 
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( 1  ') 

Понятно, что если В (соответственно, А) есть невозможное событие, 
то равенство (1) (соответственно ( 1 1 ) )  теряет смысл . 

Заметим, что рассуждения, проведеиные нами в примерах 1 и 2 , не 
являются доказательствами, а представляют только мотивировки опреде
лений, данных равенствами (1) и ( 1 ' ) .  

При р (А) Р (В) > О каждое из равенств ( 1 ) , ( 1 ' ) эквивалентно так 
называемой т е о р е м е у м н о ж е н и я, согласно которой 

Р (АВ) = Р (А) Р (В 1 А )  = Р (В) Р (А 1 В) , (2) 

т.е . вероятность произведения двух событий равна произведению вероят
ности одного из этих событий на условную вероятность другого при ус
ловии, что первое произошло. 

Теорема умножения применима и в том случае , когда одно из событий 
А или В есть невозможное событие , так как в этом случае вместе с 
Р(А) = О имеют место равенства Р (А IB) = О и Р (АВ) = О .  

Говорят, что со бытие А независи.мо от события В, если имеет место равен
ство 

Р (А  I B) = Р (А) .  (3) 

т .е .  если настуrтение события В не изменяет вероятности события А *) 
Если событие А независимо от В, то в силу (2) имеет место равенство 

Р (А) Р (В 1 А) = Р (В) Р (А) . 

Отсюда находим, что 

Р (В I A ) = Р(В) , (4) 

т.е .  что событие В также независимо от А.  Таким образом, при сделанном 
предположении свойство независимости событий взаимно . 

Если независимость событий А и В определить посредством равенства 

Р (АВ) = Р (А) Р (В) , 

то это определение верно в сегда, в том числе и тогда, когда Р (А) = О или 
Р(В) = О. 

*) Понятия условной вероятности и независимости , а также формулировка теоре
мы умножения даны А.Муавром в 1 7 1 8 г. 
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Мы обобщим теперь понятие независимости двух событий на совокуп-
ность нескольких событий . 

· 
События В1 , В2 ,  • • •  , Bs называются независимы.ми в совокупности, 

если для любого события ВР из их числа и произвольных В; , ,  Bi 2 , • • •  , 
. . . , Bi (iп i= р) из их же числа события Вр и В; В; . . .  В1• взаимно r 1 2 r 
не зависимы. 

В силу предыдущего это определение эквивалентно следующему : при 
любых 1 ..;; i 1  < i2 < . . . < ir ..;; s и r ( 1 ..;; r ..;; s )  

Р(Вi, Bi 2 • • •  Bi) = P(Bi, ) P (Bi2 ) • • •  P(Bir) .  
Заметим, что для независимости в совокупности нескольких собы

тий недостаточно их попарной независимости . В этом можно убедиться 
на следующем простом примере . Представим себе , что грани тетраэдра 
окрашены : 1 -я в - красный цвет (А) ,  2-я - в зеленый (В) , 3-я - в  си
ний (С) и 4-я - во в се эти три цвета (АВС) . Легко видеть , что вероятность 
грани, на которую упадет тетраэдр при бросании, в своей окраске иметь 
красный цвет равна 1 /2 : граней четыре и две из них имеют в окраске 
красный цвет. Таким образом, 

Р(А) = 1 /2 . 
Точно так же можно подсчитать, что 

Р(В) = Р(С) = Р(А 1 В) =  P(B I С) =  P(C I A ) = 

= P (B I A ) = Р (С I B) = Р(А 1 С) =  1 /2 ,  

события А, В, С, таким образом, попарно независимы. 
Однако если нам известно, что осуществились события В и С, то заве

домо о существилось и событие А ,  т .е .  

Р (А i BC) = 1 .  

Таким о бразом, события А ,  В, С в совокупности зависимы. 
Формула ( 1 ' ) , которая в случае классического определения бьта нами 

вьmедена из определения условной вероятности, в случае аксиоматичес
кого определения вероятности будет взята нами в качестве определения. 
Таким образом, в о б щ е м с л у ч а е  при Р (А) > О  п о  о п р е д е л е н и ю 

Р (АВ) 
Р (В I A ) = . 

Р (А) 
(В случае Р (А) = О условная вероятность P (B I A )  остается неопределен
ной .) Это позволяет нам перенести автоматически на общее понятие ве
роятности все определения и результаты настоящего параграфа.  

Предположим теперь, что событие В может осуществиться с одним 
и только с одним из n несовместимых событий А 1 , А 2 ,  • • •  , An . Иными 
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словами, положим, что 
n 

В -;;: � BA i , (5) i = 1 
rде события BAi и BAi с разными индексами i и j несовместимы. По 
теореме сложения вероятностей имеем: 

n 
Р (В) -;:;: � Р (ВА ;) . 

i = 1 
Использовав теорему умножения, находим, что 

n 
Р (В) = � Р(А;) Р (В i A;) . i = 1 

Это равенсmо носит название ф о р м у л ы п о  л н о й в е р о я т н о с т и*) 
и играет о сновную роль во всей дальнейшей теории . 

В качесmе иллюстрации рассмотрим два примера . 
П р и м е р  1 .  Имеется пять урн : 
2 урны состава А 1 - по два белых шара и одному черному, 
1 урна состава А 2 - по 1 0  черных шаров , 
2 урны состава А 3 - по 3 белых шара и одному черному. 
Наудачу выбирается урна и из нее наудачу вынимается шар . 
Чему равна вероятность, что вынутый шар белый (событие В) ?  
Р е ш е н и е .  Так как вынутый шар может быть только из урны 1 -го, 

2-го или 3-го состава, то 

В -;:;: А 1 В + A zB + А 3В. 
По формуле полной вероятности находим, что 

Р(В) -;;: Р (А 1 ) Р(В I A 1 ) + P(A z ) P(B I A 2 ) + P (A 3 ) P(B i A 3 ) . 

Но ясно , что 

Р(А 1 ) = 2/5 ,  Р (А 2 ) = 1 /5 ,  Р (А з ) -;:;: 2/5 ,  

Р(В I A 1 ) = 2/3 , Р (В I A 2 ) = 0 , Р (В I A 3 ) = 3/4. 

Таким образом, 

Р(В) = 2/5 · 2{3 + 1 /5 · О + 2/5 · 3/4 = 1 7/30 . 

П р  и м е р  2 .  Известно, что вероятность поступления k вызовов на 
телефонную стащию за промежуток времени t равна Pr(k) (k = О , 1 ,  2, . . .  ) . 

*) Формула полной вероятности широко использовалась математиками начапа 
XV III века, но впервые была сформулирована к ак основное предложение теории 
вероятносте й  П. Лапласом лишь в конце XVIII века. 



60 Гл . 1 .  Случайные собыrия и их вероятности 

Считая, что появления какого-либо числа вызовов за два соседних про
межутка времени являются событиями независимыми найти вероятность 
поступления s вызовов за промежуток времени длительности 2 t .  

Р е ш  е н и е .  Обозначим через Ak  + событие, состояшее в поступ-а ,  а т 
лении: k вызовов за время от а до а +  т . Очевидно, что мы имеем следующее 
равенство : 

А�, и = A�, tA �, 2 t + . . . + A�, t A�, 2 t >  
которое означает, что событие A� ,2 t можно рассматривать как сумму 
s + 1 несовместимых событий, состоящих в том, что за первый промежу
ток времени длительности t поступает i вызовов , а за следующий проме
жуток той же продолжительности поступает s - i вызовов (i = О, 1 , 2, . . . , s ) . 
По теореме сложения вероятностей 

По теореме умножения вероятностей для независимых событий 

P (A� ,t A�,2i) = P (A� , t ) Р(А:.2 �  ) . 
Таким образом, если положить 

Pu(s) = Р (А� ,и) ,  
то 

s 
Pu(s) = � Pr(i) · Pr (s - i ) . i = о 

(6) 

Впоследствии мы увидим, что при некоторых весьма общих условиях 
(k = О , 1 , 2 . . .  ) 

1at)k 
р (k) = -"-t k !  

-a t е , 

где а - пекоторая константа . 
Из формулы ( 6) мы находим, что 

s (atfe- 2a t s 1 
р (s) = � = (at)s e-2a t  � ___ _ 2 t i = o i ! (s - i) !  i = O i ! (s - i) !  

Но 

s 1 }.; ---
i =O  i ! (s - i) !  

s s !  1 28 
- - � = - ( 1 + 1 У = - . 

s ! i = о i !  (s - i) ! s ! s ! 

(7) 
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Поэтому 

(2at"fe -2 a t 
P2 t (s) = ---

s !  (s = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

6 1  

Таким образом, если для промежутка времени длительности t имеет место 
формула (7) , то для промежутков времени, в два раза больiiiИх, и, как 
легко убедиться, для любых кратных t промежутков времени характер 
формулы для вероятности сохраняется. 

Мы в состоянии теперь вьmести важные формулы Байеса или, как иног
да говорят, вероятности гипотез .  Пусть попрежнему имеет место равенство 
(5) . Требуется найти вероятность события А; , если известно, что В пpo
изoiiDio . Слогласно теореме умножения имеем: 

Р (А;В) = Р (В) P(A; IB) = Р(А ; )  P(B iA ;) . 

Отсюда 

Р(А ;) Р (В I A ;) 
Р (А; 1 В) = --

Р
-
(В

_
) 

__ , 

используя формулу полной вероятности, находим, что 

Р (А ;) Р (В I A ;) 
Р(А ; I B) = ------

n 
� P(Aj) Р (В I Ai) 

j = 1 
Полученные нами формулы носят название формул Байеса*) . Общая 

схема применении этих формул к решению практических задач такова. 
Пусть собьпие В может протекать в различных условиях, относительно 
характера которых может быть сделано n гипотез : А 1 , А 2 , • • • , A n . По 
тем или иным причинам нам известны вероятности Р (А ;) этих гипотез 
до испытания. Известно также, что гипотеза А; сообщает событию В ве
роятность P (B I A; ) .  Произведен опыт, в котором событие В наступило . 
Это должно вызвать переоценку вероятностей гипотез А; - формулы Байеса 
количественно решают этот вопрос. 

В артиллерийской практике производится так назьmаемая пристрел
ка, имеющая своей целью уточнить нaiiiИ знания относительно условий 
стрельбы (например, правильиость прицела) .  В теории пристрелки I.I.1Иро
ко используется формула Байеса. Мы ограничимся приведением чисто 
схематического примера исключительно ради иллюстрации характера 
задач, решаемых этой формулой . 

*) Т. Байес nриведеиных формул не выв одил, он ограничился записью формулы 
( 1 ) настоящего параграфа. Приведеиные формулы быпи в ыnисаны ниШЪ П. Лаппасом 
в конце XV III века. 
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П р  и м е р  1 .  Имеются пять урн следующего состава :  
2 урны (состава А 1 ) по 2 белых и 3 черных щара, 
2 урны (состава А2 )  по 1 белому и 4 черных шара, 
1 урна (со став А 3 ) - 4 белых и 1 черный шар . 
Из одной наудачу выбранной урны взят щар.  Он оказался белым (со· 

бытие В) . Чему равна по сле оnыта вероятность (апостериорная вероят
ность) того , что шар вынут из урны третьего состава? 

Р е ш е н и е. Согласно предположению 

Р(А 1 ) = 2/5 , Р (А 2 ) = 2/5 , Р (А 3 ) = 1 /5 ; 

Р (В I A 1 ) = 2/5 , P (B I A 2 )  = 1 /5 , P (B I A 3 )  = 4/5 . 

Согласно формуле Байеса имеем:  

Р (А з ) P (B I A 3 )  
Р(А 3 1 В) = --------------

Р (А 1 )  P (B I A 1 )  + Р (А 2 ) P (B I A 2 )  + Р (А 3 )  P (B I A 3 )  

2 2 

5 5 

1 4 

5 5 

1 2 1 4 
+ - . - + - . -

5 5 5 5 

Точно так же находим: 

4 - --
1 0  

Р {А 1 1 В) = 2/5 , Р (А 2 1 В) =  1 /5 . 

.§ 8. Примеры . 

2 - -
5 

= 

Мы приведем несколько более сложных примеров на использование 
изложенной теории . 

П р  и м е р  1 *) . Два игрока А и В продолжают некоторую игру до пол
ного разорения одного из них. Капитал nервого равняется а руб. ,  капитал 
второго - Ь руб . Вероятность в ьm:грыща каждой партии для игрока А 
равна р, а для игрока В равна q ; р + q = 1 (ничьи отсутствуют) . В каждой 
партии выигрыш одного игрока (и,  значит, проигрыш другого) равняется 

*) Мы сохраняем для этой задачи "о разорении игрока" ее классическую форму
лировку,  но возможны и иные формулировки, например :  материальная час rица на

ходится на прямой в точке О и каждую секунду подвергается сл учайному толчку , 
в результате которого передвигается на 1 см вправо с вероятностью р или на 1 см 
влево с вероятностыо q = 1 - р. Чему рав н� вероятность того, что материальная 
частица окажется правее точк и с координатой Ь (Ь > 0) , прежде чем она попадет в 
положение, расположенное левее точки с координатой а (а < О, а и Ь - цепыс числа) ?  

Задача о разорении игрока быпа предложсна и впервые изучена Х. Гюйгенсом . 
Мы предлолагаем,  что вероятность события "разорение игрока" существует. 
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1 рублю. Найти вероятность разорения каждого из игроков (результаты 
отдельных партий предполагаются независимыми) . 

Р е ш  е н и е. Обозначим через Pn вероятность разорения игрока А , когда 
он имеет n руб. Очевидно, что искомая вероятность есть Ра и что 

Ра + Ь : Q , Ро = 1 , ( 1 ) 

поскольку в первом случае игрок А уже сосредоточил в своих руках весь 
капитал , а во втором он уже ничего не имеет. 

Если игрок А имел n руб.  перед пекоторой партией , то его разорение 
может осуществиться двумя различными способами: или он очередную 
партию выиграет, а в сю игру проиграет, или он проиграет и партию и игру. 
По формуле полной вероятно сти позтому 

Pn "' Р · Pn + 1 + q · Pn - 1 · 
Относительно Pn мы получили уравнение в конечных разностях; легко 

видеть, что его можно записать в следующем виде : 

(2) 

Рассмотрим сначала решение этого уравнения при р = q = 1 /2 .  При этом 
допущении 

Pn+ 1  - Pn = рп - Pn - 1  = · · . = р 1 - Ро = с , 

где с - постоянная . Отсюда находим, что 

Pn = ро + nc. 

Поскольку Ро = 1 и Ра + Ь = О,  то 
n 

р = 1 - -- ·  n а + Ь 

Таким образом, вероятность разорения игрока А равняется 

а Ь 
р = 1 - -- = -- · а 

а + Ь а + Ь 

Подобным же путем найдем, что в случае р = 1 /2 вероятность разорения 
игрока В равна 

а 
q = -- . ь а + Ь 

В общем случае при р i= q из (2) находим, что 
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После сокращений и учета соотношений ( 1 ) находим, что 

Pn+ 1 - Pn = (qfp)n ( P l - 1 )  · 
Рассмотрим разность Ра + ь - Pn ; очевидно , что 

а+Ь - 1 а + Ь - 1 
Ра+ Ь - Рп - � ( pk+ 1 - Pk) = � (qfp)k( P l - 1 )  = 

k = n  k =n 

(qjp )n _ (qjp )
а + Ь 

= ( p l - 1 ) ------------
1 - q/p 

Поскольку Ра+ Ь = О , то 

(qjp)n _ (qjp)a+b  
р = ( 1 - P l ) • n 

1 - qfp 
а так как р0 = 1 ,  то 

(qfp) o _ (qfp)a+ b  
1 = ( 1 - р 1 )  ---------'----'---

1 - qfp 
Исключив из двух последних равенств величину р 1 , находим, что 

(qfp)a+ b  _ (qjp)n 

Pn = 
(q/p)a+ b  - 1 

Отсюда вероятность разорения иrрока А 

q a+b  _ q aq b 1 _ ( pfq)b 

1 - ( pjq)a + b 

Подобным же путем находим , что вероятность разорения игрока В 
при р =1= q равна 

1 - (qjp)a 
Qь = 

1 - (qfp) a+b  

Из этих формул мы можем сделать следующие выводы : если капитал 
одного из игроков,  например В ,  несравненно больше капитала игрока А , 
так что практически Ь можно считать бесконечно большим по сравнению 
с а, а игроки одинаково искусны , то разорение В практически невозможно . 
Вывод будет совсем иной, если А играет лучше , чем В ,  и, значит , р > q . 
Считая Ь - оо , находим, что 

Q ь - 1 - (qfp)a 

и 

Ра
- (qjp)a · 
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Отсюда мы �елаем тот вывод, что умелый игрок даже с малым капиталом 
может иметь меньше шансов на разорение,  чем игрок с большим капита
лом . но менее умелый . 

К задаче о разорении игрока сводится решение некоторых задач физики 
и техники . 

П р и м е р  2 .  Найти вероятность того,  что станок , работающий в мо
мент t 0 ,  не остановится до момента t 0 + t , если известно , что 1 ) эта ве
роятность зависит только от величины промежутка времени (t 0 ,  t 0 + t ) , 
2) вероятность того , что станок остановится за промежуток времени t н  
пропорциональна D. t  с точностью до бесконечно малых высших поряд

ков *) относительно D. t .  
Р е ш  е н и е .  Обозначим вероятность через p (t ) . Вероятность того ,  что 

станок остановится за промежуток времени .l t равна 

1 - 1"' ( .1 t) = at:. t + o (D. t) , 
где с - !4'екс•торая постоянная . 

Опр.:::";;.,им вероятность того , что станок , работавший в момент t 0 , 
не о�тановится ;:�:о момента t 0 + t + D. t .  Для осуществления этого события 
необходю.ю . чтобы .:тапок не остановился за периоды времени длины t и 
D. t : в силу теоремы умножения , таким образом , 

p (t +. Ы) = p (t) · p (D. t) = p (t) ( 1 - at:. t - � (D. t) ) .  

Отсюда 

p (t + D. t) - p ( t) ----- = --ap (t) - о ( 1 ) .  l1t 
(3) 

Перейдем r енерь к пре;::�,елу , положив D. t  -+ О ;  из того ,  что существует 
предел правой части равенства (3) , вытекает , что существует также предел 
левой части . В результате находим, что 

dp (l ) -- = - ap (t) . 
dt 

Решение этого уравнения есть функция 

p (t) = ce-a t
, 

где С - постоянная . Эта постоянная находится из того очевидного условия , 
что р (О) = 1 .  Таким образом , 

p (t) = e - a t . 

* ) В д<�льнейшем для записи того факта , что некоторая величина а бесконечно 
мала сравнительно с величиной (3 , мы будем пользоваться записью а = о ((3 ) . Если же 
отн ошение а/iЗ ограничено по абсолютной величине, то мы будем писать а = О ((3 ) .  
3. F; В Г неде н><о 
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Первое условие задачи налагает на режим работы станка большие огра
ничения, однако существуют производства, rде оно вьiполняется с боль
шой степенью точности. В качестве примера можно привести работу авто
матического ткацкого станка. Заметим , что к рассмотренной задаче сво
дится много других вопросов , например , вопрос о распределении вероят
ностей длины свободного пути молекулы в кинетической теории газов . 

П р  и м е р  3 . При составлении таблиц смертности часто исходят из таких 
допущений : 1 )  вероятность того , что некоторое лицо умрет в возрасте от t 
до t + A t равна 

p(t, t + A t) = a (t) A t  + o (A t) , 

где а (t) - неотрицательная , непрерывная функция . 
2) считается , что смерть данного лица (или его выживание) за рассмат

риваемый промежуток (t 1 , t 2 ) возраста не зависит от того,  что было до 
момента t 1 , 3) вероятность смерти в момент рождения равна нулю . 

Исходя из высказанных предположений, найти вероятность смерти 
лица А до того, как оно достигнет возраста t . 

Р е ш  е н и е . Обозначим через 1r (t) вероятность того , что лицо А до
живет до возраста t ,  и вычислим 1Т (t + At ) . Очевидно, что из допущений, 
принятых в задаче, вытекает равенство 

1r(t + A t) = 1r(t)1r(t + At ;  t) , 
где 1r (t + At ; t )  обозначает вероятность дожить до возраста t + At , если 
лицо А уже дожило до возраста t . В соответствии с первым и вторым до
пущениями 

1r(t + A t; t) = 1 - p (t, t + At) = 1 - a (t) A t - o (A t) ; 

поэтому 

1r(t + A t) = 1r(t) [l - a (t)A t - o (A t)) . 

Отсюда находим, что 1Т (t) удовлетворяет следующему дифференциаль
ному уравнению : 

d7Т(t) 
-- = -a (t)1Т(t) . 

dt 

Решением этого уравнения при учете третьего условия задачи будет 
функция 

t -f a (z )dz 
1r(t) = е  • 
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Вероятность умереть прежде,  чем будет достигнут возраст t , таким 
образом, равна 

t 
-J a (z )dz 

1 - 1r(t) = 1 - е • 

При составлении таблиц смертности для взрослого населения передко 
пользуются формулой Макегама, согласно которой 

a (t) = а + (3е'У 1 , 

постоянные а, {3 ,  "У - положительны *) . При выводе этой формулы исхо
дили из допущения , что взрослый человек может умереть от причин ,  не за
висящих от возраста, и причин, зависящих от возраста, причем вероятность 
смерти растет с увеличением возраста в геометрической прогрессии. При 
таком дополнительном предположении 

-a t-1!._ (е 'Y t - 1 ) 
1r(t) = е 'У 

П р и м е р 4 .  В современной ядерной физике для измерения интенсив
ности источника частиц используются счетчики Гейгера. Частица, попавшая 
в счетчик, вызывает в нем разряд, длящийся время т , в протяжение которо
го счетчик не регистрирует частицы , попадающие в счетчик . Найти вероят
ность того , что счетчик сосчитает все частиць1 , попавlllИе в него за время t , 
если выполняются следующие условия : 1 )  вероятность того , что за проме
жуток времени t в счетчик попадут k частиц, не зависит от того , сколько 
частиц попало в счетчик до начала этого промежутка ;  2) вероятность того, 
что за промежуток в ремени от t 0 до t 0 + t в счетчик попадет k частиц, за
дается формулой **) 

(at)k e- a t 

pk(t0 ,  to + t) = ' 
k !  

где а - положительная постоянная ; 3) т - постоянная величина. 
Р е ш е н и е .  Обозначим через А (t )  - событие , состоящее в том , что 

все попавшие за время t в счетчик частицы бьmи сосчитаны ; через Bk (t ) -
событие , состоящее  в том , что за время t в счетчик попало k частиц. 

* ) Их значение определяется условиями, в которых находится группа лиц, подле
жащих изученшо, и прежде всего социальными условиями. * *) Позднее мы выясним ,  почему в этом примере и в примере 2 предыдущего па
раграфа мы считали, что 

(at) ke-at 

k!  
3* 
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В силу первого условия задачи при t � т 

P {A (t + Llt) } = P{A (t)} P {B0 (L1 t) } + 

+ P{A (t - т) } Р {В0 (т)} Р{В1 (Ll t) } + o(L1 t) , 

а при О � t �  т 
P{A(t + � t)}  = P{A (t)} P {B0 (L1 t) } + P{B0 (t) }  + Р {В1 (L1t)} + о (М) . 

Обозначим для краткости записи 1Т (t )  = Р{А  (t) } ; тогда на основании 
второго и третьего условий задачи при О � t � т 

1Т(t + Llt) = 1Т(t)е - а L Н  + e- a L НaL1 te- a t + o (Ll t) 

и при t � т  
1Т(t + Ll t) = 1Т(t)e- a A t  + 1Т(t - т)e- a A taL1 te-aт  + o (Ll t) . 

Путем перехода к пределу при Ll t � О  находим , что при О �  t � т имеет 
место равенство 

d1Т(t) -- = -а?Т(t) + ae-a t  
dt 

, 

а при t � т - равенство 

d1Т(t) -- = -а[1Т(t) - 1Т(t - т)е-ат ] .  
dt 

Из уравнений (4) находим ,  что при О �  t � т 
1Т(t) = e-a t(c + at) . 

Из условия 

1r (O) = 1 

определяем постоянную с. Окончательно при О � t � т 
r. (t) = e- a t( l + at) . 

При т �  t � 2т вероятность 1Т(t) определяется из уравнения 

d1Т(t) 
-- = -а [1Т (t) - 1Т(t - т)е-ат ]  = 

dt 
= -а [1Т(t) - e-a ( t- т )( I + a (t - т)) е-ат ] = 
= -а [1Т(t) - e-a t( 1  + a (t - т))] .  

Решение этого уравнения дает нам :  

( a2 (t - т) 2) 
1Т(t) = e-a t с 1 + at + 

2 1  
· 

(4) 

(5) 

(б) 



Упражнения 

Постоянное с 1 может быть найдено из того, что согласно {б) 

1r (т) = е-ат( 1 + ат) . 

Таким образом, с 1 = 1 и для т �  t � 2т [ а2 (t - т) 2 ] 
1l'(t) = e-a t l + at + -� · 
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Методом полной индукции можно доказать , что для (n - l ) т  � t � пт 
имеет место равенство 

n 
1r(t) = e-a t � k = O  

ak [ t - (k - l )т] k 

k !  

Упражнения 
А , В, С - случайные события. 
1 .  Каков смысл равенств 
а) АВС = А ;  
б) А + В +  С = А? 
2. Упростить выражения 
а) (А + В) (В + С) ; 
б) (А + В) (А + В) ; 
в) (А + В) (А + В) (А + В) . 
3. Доказать равенства 

а) АВ = А + В ; 
б) А + В = АВ ;  
в) А 1 + А2 + . . .  + An = А1 А2 • • •  An : 
г) А 1 А 2 • • • Ап - А1 + А2 + . . .  + An . 
4. Четырехтомное сочинение расположено н.:: ноnке в c;Iyч.riiн.�,-· _:Jps,. - _ -i"ыу 

равна вероятность того, что тома стоят в должном порядке спр<IВ:t !Ш'I�t'" '·• -•• ..; , ; � Б а  
направо? 

S. Числа 1, 2 , 3, 4 , 5 написаны на пяти карточках . Наудачу нu.:ледователъно вы
нимаются три карточки, и вынутые таким образом цифры ставят(я слева направо. 
Чему равна вероятность того, что полученное таким образом трехзначное число ока
жется четным? 

6 . В партии, состоящей из N изделий, имеются М бракованных. Неудачу выбира
ются n изделий из зтой партии (n < N) . Чему равна вероятность того, что среди них 
окажутся т бракованных (т .;; М) ? 

7. Технический контроль проверяет изделия в партии, состоящей из т изделий 
первого сорта и n изделий второго сорта. Проверка первых Ь изделий, выбранных 
из партии наудачу, показала, что все они второго сорта (Ь < т) . Чему равна вероят
ность того, что среди следующих двух науд!lчу выбранных из среды непроверснных 
изделий по меньшей мере одно окажется также второго сорта? 

8. Полъзуясъ теоретико-вероятностными соображениями, показатъ тождество 

А - а (А - а) (А - а  - 1 )  (А - а) . - - 2 · 1 А 1 + -- + + . . . + А - 1 (А - 1) (А - 2) (А - 1) . . .  (а + l ) a  а 
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У к а з  а н и е .  Из урны , содержащей А шаров и среди них а белых , наудачу вы
нимаются шары без возвращения. Найти вероятность того, что рано или поздно на
толкнутся на белый шар. 

9. Из ящика, содержащего т белых и n черных шаров (т > n) , вынимают наудачу 
один шар за другим . Чему равна вероятность того , что наступит момент, когда число 
вынутых черных шаров будет равно числу вынутых белых ? 

10.  Некто написал n адресатам письма, в каждый конверт вложил по одному пись
му и затем наудачу написал на каждом конверте один из n адресов. Чему равна ве
роятность того, что хотя бы одно письмо попало по назначению ? 

1 1 . В урне имеется n билетов с номерами от 1 до n. Билеты вынимаются наудачу 
по одному (без в озвращения) . Чему равна вероятность того , что хотя бы при одном 
вынимании номер вынутого билета совпадает с номером произведенного испытания? 

1 2. Из урны, содержащей n белых и n черных шаров , наудачу вынимается четное 
число шар ов (все различные способы вынуть четное число шаров,  независимо от их 
числа, считаются равновероятными) . Найти вероятность того, что среди вынутых 
шар ов окажется одинаковое число черных и белых. 

1 3 .  3 а д а ч а к а в а л е р  а д е М е р  е. Что вероятнее : при бросании четырех 
игральных костей хотя бы на одной получить 1 или при 24 бросаниях двух костей 
хотя бы раз получить две единицы? 

14 .  На отрезок (0, а) наудачу брошены три точки. Найти вероятность того, что 
из отр езков , равных расстояниям от точки О до точек падения , можно составить 
треугольник. 

15 . Стержень длины 1 разломан в двух наудачу выбранных точках . Чему равна 
вероятность того, что из полученных отрезков можно составить треугольник? 

16 . На отрезок АВ длины а наудачу бросается точка. На отрезок ВС длины Ь также 
наудачу бросается точка. Чему равна вероятность rого, что из отрезков : 1 )  от точки А 
до первой брошенной точки, 2) между двумя брошенными точками,  3 )  от второй 
брошенной точки до точки С можно составить треугольник? 

17. В сфере радиуса R случайно и независимо друг от друга разбросано N точек. 
а) Чему равна вероятность того, что расстояние от центра до ближайшей точки 

будет не менее r ?  N 
б) К чему стремится вероятность, найденная в вопросе а) , если R � оо и R э � 
4 � - тrЛ? 3 
П р  и м е ч а н и е. Задача заимствована из звездной астр ономии : в окрестности 

Солнца Л "" 0,006 3 ,  если R измерено в парсеках. 
1 8 . События А " А 2 ,  • • •  , А п независимы ; P (A k) = pk. Найти вероятность 
а) появления хотя бы одного из этих событий, 
б)  непоявления всех этих событий, 
в )  появления точно одного (безразлично какого) события. 
19 .  Доказать , что если события А и В несовместимы, Р (А) > О и Р (В) > О, то со

бытия А и В зависимы .  
20. Пусть А , ,  А 2 ,  • • •  , An - случайные события .  Доказать формулу 

Р { :f A k } = :f Р (А;) - 1: P (A iAj) + 
k = l i= l  l .;;. i<;.;;. п 

+ 1: P (A iA;A k) ± . • •  ± Р (А 1 А 2  • • •  Ап) .  
l .;;. i<i<. k.;;. n 

Посредством этой формулы решить задачи 1 0  и 1 1 . 



Упражнения 7 1  

2 1 .  Вероятность того, что молекула, испытавшая в момент t = О столкновение 
с другой молекулой и не имевшая других столкновений до момента t, испытывает 
столкновение в промежуток времени между t и t + t:. t ,  равна Л t:. t  + o (t:. t ) . Найти 
вер оятность того, что время свободного пробега (т.е. время между двумя сосед
ними сто11кновениями) будет больше t .  

2 2 .  СЧитая , что при размножении ба«терий делением (на две бактериц) вероят
ность бактерии разделиться за промежуток времени t:.t равна a t:. t  + о (t:. t )  и не за
висит от числа предшествующих делений, а также от числа имеющихся бактерий, 
найти вер оятность того, что если в момент О была 1 бактерия , то в момент t ока
жется i бактерий. 



Г Л А В А  2 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ НЕЗАВИСИМЫХ ИСПЫТАНИЙ 

§ 9 . Вводные замечания 

Проведение различного рода испытаний и экспериментов является 
непременным условием развития науки и прогресса прикладных областей 
деятельности. Прежде чем внести в регистр новый сорт пшеницы , необхо
димо произвести многочисленные испытания , которые должны дать убе
дительные данные о тех или иных преимуществах нового сорта по срав
нению с прежними : повышенная урожайность , устойчивость к погодным 
условиям, более короткие сроки вегетации, устойчивость к заболеваниям 
и пр. Перед тем как ввести в массовое производство новый тип телевизора 
(вычислительной машины , станка, самолета и т .д .) производятся предста
вительные испытания на его безотказность в работе, простоту наладки, 
приспособленность к ремонту , долговечность . Новые методы преподава
ния и измененное содержание обучения также требуют длительных и пред
ставительных наблюдений и экспериментов, которые могли бы продемон
стрировать их преимущества. То же самое можно сказать и о проблемах 
медицины, экономики, организации производства, социальных исследо
ваний. Все новое , прежде чем стать достоянием практики,  должно быть 
предварительно тщательно проверено и подтверждено испытаниями , экспе
риментами и наблюдениями . 

Приходится сталкиваться и с другой ситуащt�й . когда производятся 
систематические наблюдения за явлениями, происходящими независимо 
от исследователя . Так , для примера, метеорологи производят наблюдения 
за числом облачных дней, температурой воздуха в определенные часы 
суток, его влажностью и пр. Точно также организатор производства наблю
дает за производительностью труда при различных формах его организации. 

В научной и практической деятельности постоянно приходится прово
дИть многократно повторяющиеся испытания в сходных условиях . Как 
правило , при этом результаты предшествующих испытаний никак не ска
зываются на последующих .  Очень важен простейший тип таких испыта
ний , когда в каждом из испытаний некоторое событие А может появиться 
с одной и той же вероятностью р и эта вероятность остается одной и той 
же , независимо от результатов предшествующих или последующих испы
таний . Этот тип испытаний был впервые исследован знаменитым швейцар
ским ученым Якобом Бернулли ( 1 654- 1 705) в произведении "Ars соп-
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j ectandi" (Искусство предположений) ,  изданном после смерти автора в 
1 7 1 3  г . ,  и потому получил наименование схемы Бернулли. Подробное 
исследование таких последовательностей испытаний заслуживает вни
мания как в силу исключительного их значения в теории вероятностей 
и в приложениях , так и в силу выявившейся в процессе развития теории 
вероятностей возможности обобщения тех закономерностей, которые 
впервые были открыты при изучении схемы последовательных независи
мых испытаний. Многие факты , подмеченные на схеме Бернулли, впослед
ствии служили путеводной нитью при изучении более сложных схем. Сде
ланное замечание относится как к прошлому , так и современному разви
тию теории вероятностей. Мы убедимся в этом на примерах закона боль
ших чисел и теоремы Муавра - Лапласа. 

Рассмотрим теперь следующий вопрос : что следует понимать в схеме 
Бернулли под элементарным событием? Очевидно , что это последователь
ность наступлений и ненаступлений интересующего нас события А в после
довательных испытаниях . Отнесем наступлению события А единицу, а не
наступлению - нуль . Тогда элементарным событием для n испытаний 
будет по.:ледовательность из n нулей и единиц. Например , если n = 3 ,  то 
все возможные элементарные события записываются следующими трой
ками названных нами символов : (0 ,0 ,0) , (0,0 , 1 ) , (0 , 1 ,0) , ( 1 ,0,0) , (0 , 1 , 1 ) , 
( 1 , 1 ,0) , ( 1 ,0, 1 ) , ( 1 , 1 , 1 ) . Смысл каждой из написанных троек чисел О и 1 
ясен. Первая из перечисленных троек означает , что во всех трех испыта
ниях событие А не наступи.iю. Вторая тройка означает , что в первых двух 
испытаниях событие А не наступило , а в третьем - произошло. Легко по
нять , что множество всех элементарных событий при n испытаниях состоит 
из 2 n элементов 

Теперь мы должны ввести вероятностную меру на множестве элементар
ных событий.  Это делается однозначно . Действительно , вероятность насту
пления ..:обыrия А в испытании с номером k равна р , а его ненаступления 
q = 1 - р .  Настуrшение или ненаступление события А в испытаниях с раз 
ными номерами для схемы Б ернулли независимы Значит , в силу теоремы 
умножения вероятностей,  вероятность того , что событие А наступит в т 
определенных испытаниях (например , в испытаниях с номерами s 1 , s2 • • • •  
. . . • S111 ) ,  а при остальных n - т  не наступит , равна p 111 q n - m . Эта вероят
ность не зависит от того, как расположены номера s 1 , s2 , • . •  , s111 • 

Простейшая задача , относящаяся к схеме Бернулли, состоит в опреде
лении вероятности Р n (т) того , что в n испытаниях событие А произой;J:еr 
т раз (О .;;;; т .;;;; n ) . 

Мы только что нашли,  что вероятность того. что событие А наступит 
в испыrаниях с определенными т номерами , а в остальных не наступит 

равна p m q n - m. По теореме сложения искомая вероятность равна CYJ1.1'v1e 
только что вычисленных вероятностей для всех различных способов раз-
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мещения т появлений события А и п - т непоявлений среди п испъпа
ний. Число таких способов известно из теории сочетаний, оно равно 

п !  
с� = и ,  следовательно , 

т ! (п - т) !  
Рп (т) = С�р т q п - т (т = О , 1 , 2 , . . . , п ) . ( 1 )  
Полученная формула носит наименование формулы Бернулли. Легко 

заметить , что вероятность Р n (т) равна коэффициенту при х т в разло
жении бинома (q + px) n по степеням х . В силу этого свойства совокуп
ность в ероятностей Р n (т) называют биномиальным законом распределения 
вероятностей. 

Лишь немного изменив проведеиные рассуждения легко обобщить по
лученный результат . А именно, если в каждом испытании может произойти 
одно и только одно из k событий А 1 ,  А 2 ,  . • •  , A k , испытания независимы 
и в к аждом из них событие А k происходит с вероятностью р k• то вероят
ность того, что в п независимых испытаниях появятся т 1 событий А 1 , т 2 
событий А 2 , • . •  , тk событий А k, равна 

п !  
( ) m 1  т ,  т k Рп т t , т2 , · · · · тk = P t  Р2 - . . .  pk · 

т l !т2 ! . . .  тk ! 
( 1 ') 

Легко также убедиться в том, что эта вероятность является коэффициен-
т , т.2 т k ( том при х 1 х2 • • •  x k в разложении полинома р 1 х 1 + р2х2 + . . .  

. . . + pkxk) n по степеням х 1 ,  х2 , . . . , xk . Естественно ,  что вероятности ( 1 ' )  
называются полиномиальным распределением. Полиномиальные распреде
ления находят применения в естествознании , экономических задачах , ин
женерном деле . 

Так как все возможные несовместимьrе между собой исходы испыта
ний состоят в появлении события А О раз ,  1 раз , 2 раза ,  . . . , п раз , то 
ясно,  что 

n 
� Рп (т) = 1 . 

т = О 

Это соотношение может быть выведено и без учета теоретико-в ероятно
стных соображений, поскольку по формуле бинома Ньютона 

n 
� Р n (т) = ( Р + q )n = 1 n = 1 . 

т = О 

Имея в виду постановку общих задач , относящихся к схеме независи
мых испытаниЦ, рассмотрим теперь числовые примеры . Встречаюшиеся 
в них расчеты мы не станем доводить до окончательного числового резуль
тата, поскольку эти подсчеты лучше оставить до того момента , коr -' ' · '  uудут 
подготовлены удобные и достаточно точные методы для их осушес iвпсния . 
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П р и м е р 1 . Вероятность изделию векоторого производства оказаться 
бракованным равна 0,005 . Чему равна вероятность того, что из 1 0  000 

наудачу взятых изделий бракованных изделий окажется а) равно 40, б) не 
более 7 0? 

В нашем примере n = 1 0  000, р = 0 ,005 , поэтому по формуле ( 1 ) на
ходим : 

а) pl 0 0 0 0 (40) = са о о о (0 ,995 )9 9 6
0

(0 ,005)4
0

. 

Вероятность того, что число бракованных изделий окажется не боль
шим 70, равна сумме вероятностей числу бракованных изделий оказаться 
равным О, l ,  2 , . . . , 7 0. Таким образом 

7 0  7 0 

б) Р{ �-! � 70 } = � Р;, (т) = � С�п0 0 0 0 0 ,995 1 00 0 0 - 111 0 ,005 т .  m = O т = О 
П р и м е р 1. Имеются два сосуда А и В ,  каждый объемом в 1 дм3 • 

В каждом из них содержится по 2 ,7 · 1 02 2  молекул газа. Эти сосуды при
ведсны в соприкосновение так , что между ними происходит свободный 
обмен молекулами , но нет общения с внешней средой .  Чему равна вероят
ность того , что но истечению векоторого времени в одном из сосудов 
число молекун будет отличаться от числа молекул в другом по меньшей 
мере на одну десятимиллиардную часть? 

Для каждой молекулы вероятность оказаться в опредепенном сосуде 
равна половине .  Таким образом , как бы производится 5 ,4 · 1 02 2  испыта
ний, для каждого из которых вероятность попасть в сосуд А равна 0,5 . 

Пусть 1-1 - число молекул , попавших в сосуд А ,  и ,  следовательно 
5 ,4 · l 02 2 --1-1 есть число молекул , попавншх в сосуд В .  Нам нужно опреде
лить вероятность того , что 

I P  

Иначе говоря , нужно найти вероятность 

Согласно теореме спожения р = � Р" (т ) ,  где сумма распространен<� на те 
значения т , для которых l m  2 ,7 · 1 02 2 1 ;;;. 2 ,7 · 1 0 1 2 .  

Рассмотренные примеры н оказывают , что при решении реальных задач 
постоянно возникают задачи , требующие приближенного вычисления 

t 
сум!"' � P11 (m) для заданных и t нри достаточно больших 11 . Точно также 

m =s 
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необходимы приближенные формулы для вычисления вероятностей Р n (т) 
при больших значениях т и п или же при малых т ,  но больших п .  Эти за
дачи будут решены нами в ближайших параграфах . Сейчас же мы обра
тимся к установлению некоторых элементарных фактов , относящихся 
к изучению поведения Рп (т )  как функции т .  Для О �  т <  п, как легко 
подсчитать , 

Рп (т) 

п - т р 

т +  1 q 

Отсюда следует , что 

Рп (т + 1 ) > Рп (т) ,  

если (п - т)р > (т +  1 )q ,  т . е .  если пр - q > т ; 

если т = пр - q и ,  наконец , 

Рп (т + 1 ) < Рп (т) 

если т > пр - q. 
Мы видим , что вероятность Р n (т ) с увеличением т сначала возрастает , 

затем достигает максимума и при дальнейшем росте т убывает . При этом 
если пр - q является целым числом , то максимальное значение вероят
ность Рп (т) принимает для двух значений т, именно для т0 = пр -- q и 
т � = пр - q + 1 = пр + р .  Если же пр - q не является целым числом , то 
максимального значения вероятность Р n (т )  достигает при т = т 0 , равном 
наименьшему целому числу , большему т0 .  Число m0 называют вероятней
ш и м  значением Jl .  Мы видели, что если пр - q есть целое число.  то имеет 
два вероятнейтих значения : т0 и т� = т0 + 1 . 

Т а б л и ц а  7 

т_I �-�';(п��I����-1-=��(��--г- �;- - 1 ��п!�i-L�-.. � _L =��(�)- -= 
< 5  0,0000 1 1  0 . 0 2 8 7  1 8  O . i O ! IO 25 0.005 9 

5 0,000 1 1 2  0.04 7 0  1 9  0.09 1 () 26 0 .0028 
6 0, 0004 1 3  0 , 06 7 9  2 0  0.07 04 17  0,00 1 2 

7 0 ,00 1 2 1 4  0, 0 8 7 9  2 1  0 . 0 5 03 2 8  0,0005 

8 0,0033 15 0, 1 0 7 7  2 2  0.03 3 2  2 9  0.0002 

9 0,007 7 16  о, 1 1 7 8  1 3  0,()202 3 0  0. 000 1 

1 0  0 ,0 1 5 7 1 7  0 , 1 1 7 8 24 0,0 1 " 3  /, 3 ()  0.000() 
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Отметим, что если пр - q < О ,  то 

Рп (О) > Рп ( J ) >  . . .  > Рп (п) , 

а если пр - q = О , то 

Рп (О) = Рп ( I ) > Рп (2) > . . .  > Рп (п) . 

7 7  

В .:rальнейшем мы увидим , что при больших значениях п все вероятности 
Рп (т) ,;:тановятся близкими к нулю , но только для т .  близких к вероят
нейшему значению т0 ,  вероятности Р n (т) сколько-нибудь заметно отли
чаются от нуля . Этот факт впоследствии будет доказан нами . а сейчас 
проиллюстрируем сказанное числовым примером. 

П р  и м е р  3 . Пусть п = 50, р = 1 / 3 .  
Вероятнейших значений два :  т0 = пр - q = 1 6  и т 0  + 1 = 1 7 .  Значения 

вероятностей Р n (т) с точностью до четвертого десятичного знака пред
ставлены в табл. 7 . 

§ 10 .  Локальная пр едельная теор ема 

При рассмотрении числовых примеров предыдущего параграфа было за
мечено ,  что при больших значениях п и т вычисление вероятностей Р n (т ) 
превращается в технически сложную задачу . Это обстоятельство было от
мечено в ряде работ математиков начала XVIJI в ека . посвященных демо
графическим проблемам . Возникла необходv.мость в асимшотических 

ь 
форму :1ах как для Р n (т ) .  так и для L Р n (т) . Эта за;::rача была исчер-

т =а 
пывающе решеН СI Абрахамом ;:re Муавром ( 1 667- 1 7 '54) , французским 
математиком. всю жизнь прожившим в Анг.:1ии . Позднее неоднократно 
две замечательные ei о теоре:мы , к форм� .шровке и zrоказательству кото
рых мы и перейдем . находили нрименения и широкие обобщения. Первая 
из них получила наименование локальной пре;з;ельной теоремы. 

Л о к а л '- н а я т е о р е м а М у а в р а .  Ec. lu вероя тность наступления 
некоторогu < ,;бытия в n н езависимых испытаниях постоянна и равна р 
(О < р < J j ,  то в ероя тн ость Рп (т) того, что в этих испытаниях событие А 
наступит ровне "1 раз, удовлетворяет при п -+ оо соотношению 

_ _ _  1 - t х • , · npq P,7 ( m l · -==- t' --+ 1 . .., _  ., -
равно.и еvно д. i.'l ,�сех m д. /.'1 ко1'ирых 

111  - / 1 1" 
.У = Х т п  = --==

'\ ' npq 
находится в каком -. /Uбо кон ечно.ч ин терва. t е. 

( 1 ) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Приводимое нами доказательство опирается 
на известную из курса математического анализа формулу �тирлинга (одно
временно открытую и Муавром) 

s ! = ..j2iiS sse-s/ s 
в которой остаточный показатель 8 s удовлетворяет неравенству 

1 \ 8 s \ � - . 1 2 s 
Заметим , что равенство (2) может быть записано в виде 

т = пр + x ynpq. 
Отсюда следует,  что 

п - т = пq - х ..Jiiji{j. 

(2')  

Последние равенства показывают , что если х остается в каком-либо огра
ниченном отрезке , то числа т и п - т возрастают до бесконечности в ме
сте с п. После этого замечания мы можем использовать формулу Стир
линга . Ее применение дает нам 

где 

1 ;=п- ( п ) т ( п ) n - т  - 0  -- е - р -- q y'2ii т (п - т )  т п - т ' 

8 = 8 - 8 -- 8 < -�- (� + -� + -1 --) . n т п - т 1 2  п т п - т 

Отсюда мы видим , что ,  каков бы ни был отрезок а �  х � Ь ,  веничина () 
равномерно относителыю х в этом отрезке стремится к ну ню нри п � оо .  

Следовательно , множитель е - о  при том же условии равномерно стремится 
к единице. 

Рассмотрим теперь величину 

ln А n = ln ( � Р) т ( п : т 
q) n -

т 

= - (пр + х v"1iPQ )  ln ( 1 + х �) - (пq - х v"1iPQ )ln ( 1 - х !!;) 
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В условиях теоремы величины Р и Ц при достаточно боль-
пр пq 

ших n могут быть сделаны как угодно малыми , поэтому можно восполь
зоваться разложением логарифма в степенной ряд . Ограничившись двумя 
первыми членами , находим,  

ln {1 + xft) = xft - .!_ qx2 + О (-1 ) • 
� пр пр 2 пр п З/2  

ln {1 - xJE)  = -x ft - .!_ рх2 + О (-1 \ · � пq пq 2 пq п 3 f2) 
Несложные подсчеты показывают, что InAn = - �2 + О ( �) и 

равномерно относительно п в любо м  конечном отрезке х 
х • 2 -+ 1 (п -+ оо) .  

Далее, vnpq · J п 
т (п - т) 

-+ 1 равномерно в каждом конечном 

отрезке х . 
Приведеиные подсчеты доказывают теорему . 
По сушеству теми же подсчетами можно доказать аналогичную локаль

ную теорему и для полиномиального распределения . 
Л о к а л ь н а я т е о р е  м а . Если вероятности р 1 ,  р2 , • • •  , Pk появле-

ния соответственно событий А �s>, A �s) , . . .  , A�s) в s-м испытании не зави
сят от номера испытания и отличны от О и от 1 (О < р; < 1 , i = 1 , 2, . . . . k ) , 
то вероятность Pn (т 1 , т 2 , . . . , тk)  того, что при п независимых испыта-
ниях события A/s) (i = 1 , 2, . . .  , k )  появятся т; раз (т 1 + т 2 + . . .  + mk = п) . 
удовлетворяет соотношению 

( 27r) 
(п -+ оо) 

1 � 2 - - � q ; X · 
е 2 i = 1 1 

k -- 1  
2 

-+ 1  

т; - пр; 
равномерно для всех т; (i = 1 . 2, . . . •  k ) для которых х1 = ------

упр; q ; 
находятся в произвольных конечных интервалах а; :;;;;;; х; :;;;;;; Ь; . 
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Из равенства 
k 
� т1 = n вытекает соотношение 

i = l 

Гл. 2. Схема Ьернулли 

k 
� Xi ynp,qi = О, i= l  

которое позволяет одно из х1 выразить через о.;тал ьные. Заметим вдобавок . 
k 

что � р1 = 1 .  П ри k = :: из этой теоремы . как частный случай , получается 
i = J  

теорема Муэв ра . 
11 р и м е р  1 .  В примере 2 П�" .,.::.щтillero : ·1?аrрафа нам нужно бьыо 

оп ре 'lелить Рп (т ) при n = 1 0  000. ; ; 1  = 4С , р -= u,005 . По только Ч"'"" д:о 
каз::tнной теореме имеем · 

1 (m - п р \ 2  
р (т) - __ 1 _ _ _  е -2 -...;nРЧ-} n vf2irnpq 

Для нашего примера 

упрq = VJQOOO · 0 .005 · 0 .99 5 = ../49.75 - 7 .05 . 
т - пр --- - - 1 41 
ynpq . � .  

Следовате:�ьно . 

---- е 
7 ,05 v'2ii 

Функция 

х •  
2 

1 , 42 2 
2 

табулирована : краткая таблица значе ний этой функции приведсна в конце 
книги . Пс этой таб:IИце находим ,  что 

0 . 1 45 6  
Pn (т) - -- = 0 .00206 

7 .05 
Точные подсчеты беJ использования тео ремы Муав ра -Лап;, а с:а :хают нам 

Pn (т) - 0 ,00 1 97 

Для иллюстрапии характера приближений,  ;:�,аваемых теоремой Муавра
Лапл аса, а также для геометрического  пояснения проделанн ы х  н ри е е  
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n = 4 

т о 

Pn (m) 0 ,4096 
х - t .OO 
".'riji(.ipn (m) 0 . 3 277 

of \ Х ) 0 .:!.:!.20 

/" -= ' " 

т ' х Р11 (т) j -/npq Pn (т) : 
-+-----г-

о 1 .5 0 ,0037 0 ,0075 
1 - 2 ,0 0 ,0236 0 ,047 2 
2 - 1 .5 0 .0708 0 , 1 4 1 7 
3 - 1 ,0 0 , 1 35 8  0 .27 1 5  
4 - 0 ,5 0 , 1 867 0.37 34 
5 fi .O 0 , 1 960 0 .3920 
6 n .s с . 1 6 3 3  0 .3267  
7 : ,о 0 . 1 1 0 8  0 .22 1 7  -- ----·--- · -

n = 1 00 

т ' х Р11 (т) i --;--
!{ - 3 ,00 G .ti006 0 .0023 
9 - 2 ,75  (. ,UQ 1 5  0 ,005 9 
1 0  - 2 .50 0 .0034 0 ,0 1 34 
11 - 2 ,25 0 ,0069 0 ,0275 
12 - 2 ,00 () .01 27 0 ,05 1 0  
1 3  - 1 ,75 !' ,02 1 6  0 ,0863 
14 - 1 ,5fl  о ,u З З5 () , 1 34 1 
1 5  -- 1 ,25 J .u48 1 0, 1 923 
16  - 1 ,(\() 0 ,06 3 8  rt .255 3 
1 7  - G ,7 5  0 ,0788  0,3 1 5 4 
1 8  - 0 .5 0  0 ,0909 0 .3636 
19  - 0 ,25 0 ,09 81 (1 3 9 2 3  
20 -0 ,00 0 ,0993 U ,397 2 

8 1  

Т а б л и ц а 8 

2 3 4 

0,4096 0,1 5 36 0 ,025 6 0 ,00 1 6  

0 ,25 1 ,5 0 2 ,75  4,00 

0,3277 0 , 1 229 0 ,0205 0 ,00 1 3  

0 ,3867 0 , 1 295 0 ,0091  0 ,0001 

Т а б л и ц а  9 

х Pn (т) 1 ....ГпРQ Pn (т) .р (х) 1 
0 ,0 1 7 5 8 1 ,5 0,06 2 3  0 ,1 247 0 , 1 295 
0 ,05 40 9 2 ,0 0 ,0294 0 ,05 8 9  0 ,05 40 
0 , 1 295 1 0  2 ,5 0,01 1 8  0 ,02 36 0,0 1 75 
0 ,2420 1 1  3 ,0 0 .0040 0 ,0080 0 ,0044 
0 ,3521  1 2  3 ,5 0 ,00 1 2  0 ,0023 0 ,0009 
0,3989 1 3  4 ,0 0 ,0003 0 ,0006 0 ,000 1 
0 ,3521  1 4  4 ,5 0 ,0000 0,0000 0 ,0000 
0 ,2420 > 1 4 >4,5 0 ,0000 0 ,0000 0 ,0000 

Т а б л и ц а 1 0  

0 ,0044 2 1  0 ,25 0 ,0946 0 ,3783  0,3867 
0 ,009 1 22 0 ,5 0 0,0849 0 ,3 396 0 ,35 21  
0 ,01 75  2 3  0 ,75 0 ,07 20 0 ,2879 0 ,30 1 1 
0 ,0 31 7  24 1 ,00 0 ,05 7 7  0 ,2309 0 ,2420 
0 ,05 40 25 1 ,25 0 ,0439 0 , 1 755  0 , 1 826 
0 ,0862 26 1 ,5 0  0,03 1 6 0 , 1 266 0 , 1 295 
0 , 1 295 27 1 ,75 0 ,02 1 7  0 ,0867 0 ,0862 
0 , 1 826 28 2 ,00 0 ,0 1 4 1 0 ,0565 0 ,0540 
0 ,2420 29 2 ,25 0 ,0088 0 ,03 5 1 0 ,0 3 1 7  
0 ,30 1 1  30 2 ,50 0 ,005 2  0 ,0 208 0 ,0 1 7 5  
0 ,35 2 1  3 1  2 ,75  0 ,0029  0 ,0 1 1 7  0 ,0091 
0 ,3 867 32 3 ,00 0,00 1 6  0 ,0063 0 ,0044 
0 ,3989 
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n = 400 

т 

5 6  - 3 ,000 
5 7  - 2 ,875 
58 - 2 ,7 5 0  
5 9  - 2 ,625 
60 - 2 ,5 00 
6 1  - 2 ,375  
62  - 2 ,25 0 
6 3  - 2 ,1 25 
64 - 2 ,000 
65 - 1 ,875 
66 - 1 ,750 
67 - 1 ,625 
68 - 1 ,500 
6 9 - 1 ,375  
70  - 1 ,250 
71 - 1 , 1 25 
7 2  - 1 ,000 
73 - 0 ,87 5 
7 4  - 0 ,7 5 0  
7 5  -0 ,625 
7 6  - 0 ,500 
7 7  - 0 ,375  
7 8  -0 ,25 0 
7 9  - 0 ,1 25 
80 - 0 ,000 

0 ,0004 
0 ,0006 
0 ,0009 
0 ,00 1 4  
0 ,00 1 9  
0 ,0027 
0 ,0037 
0 ,0050 
0 ,0066 
0 ,0089 
0 ,0 1 0 8  
0 ,0 1 34 
0 ,01 64 
O ,Ql  98 
0 ,0234 
0 ,027 1 
0 ,03 1 0  
0 ,0349 
0 ,0385 
0 ,041 9 
0 ,044 7 
0 ,047 1 
0,0487 
0,0497 
0 ,0498 

0 ,0034 
0 ,005 1 
0 ,007 6 
0 ,0 1 04 
0 ,0 1 5 6  
0 ,02 1 8  
0 ,0298 
0 ,0399  
0 ,05 25 
0 ,0679  
0 ,0862 
0 , 1 075 
0 ,1 3 1 6  
0 ,1 5 83 
0 ,1 87 1 
0 ,21 75  
0 ,2483 
0 ,2789 
0 ,308 1 
0 , 3 3 1 7  
0 ,3580 
0 ,3766 
0 ,39 1 9  
0 ,3973 
0 ,3985 

0 ,0044 8 1  
0 ,0064 8 2  
0 ,0091 8 3  
0 ,0 1 27 84 
0 ,0 1 7 5  85 
0 ,0 2 3 8  86 
0 ,0 3 1 7  87 
0 ,04 1 7  88 
0 ,0540 89 
0 ,0684 90 
0 ,0862 9 1  
0,1 065 92 
0 , 1 295 93  
0 , 1 5 5 0  94 
0 ,1 827 95 
0 ,21 1 9  96 
0 ,2420 97 
0 ,27 21 98 
0 ,30 1 1 99  
0 ,3282 1 00 
0 , 3 5 2 1  1 0 1  
0 ,37 1 9  1 02 
0 ,3867 1 0 3  
0 ,395 7 1 04 
0 ,3989  

0 , 1 25 
0 ,25 0 
0 ,375 
0 ,5 00 
0 ,625 
0 ,750  
0 ,875 
1 ,000 
1 ,1 25 
1 ,250 
1 ,375 
1 ,500 
1 ,625 
1 ,7 5 0  
1 ,875 
2 ,000 
2 , 1 25 
2 ,250 
2 ,375 
2 ,5 00 
2 ,625 
2 ,7 5 0  
2 ,875 
3 ,000 

0,0492 
0 ,0478 
0 ,045 8 
0 ,0432 
0 ,0402 
0 ,0368 
0 ,0 3 3 2  
0 ,0295 
0 ,0259 
0,0223 
0 ,0 1 90 
0 ,0 1 60 
0 ,01 32  
0,0 1 0 8  
0 ,0087 
0 ,0069 
0,0054 
0 ,0042 
0,00 3 2  
0 ,0024 
0 ,00 1 8  
0,00 1 3 

0 ,0009 
0 ,0008 
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Т а б л и ц а  1 1  

0 ,3956 
0,3828 
0 ,3666 
0 ,345 9 
0 ,3 2 1 5  
0 ,2944 
0 ,2656 
0,2362 
0 ,2070 
0, 1 7 8 8  

0 , 1 5 2 3  
0 ,1 27 9 
0 , 1 0 5 9  
0 ,0865 
0 ,0696 
0 ,05 5 3  
0 ,0433 
0 ,0 3 35 
0 ,0255 
O ,Ql  92 
O ,Q 1 42 
0 ,0 1 05 
0 ,0075 
0 ,0054 

'Р (х) 

0,395 7  
0 ,386 7 
0 ,37 1 9  
0 ,35 21 
0 ,3 282 
0,301 1 
0 ,27 2 1  
0 ,2420 
0 ,2 1 1 9  
0 ,1 8 26 
0 , 1 5 5 0  
0 , 1 2 95 
0 , 1 065 
0 ,0862 
0 ,0684 
0 ,0540 
0 ,041 7 
0 ,0 3 1 7  
0 ,0238 
0 ,0 1 75 
0 ,0 1 27 
0 ,0091 
0 ,0064 
0 ,0044 

доказательстве аналитических преобразований,  мы рассмотрим численный 
пример .  

Пусть вероятность р равна 0,2 .  В табл .  8-1 1 собраны значения т,  
т - пр х = , вероятностей Pn (т ) , величин vГrЦXi Pn (т) , а также функ-VпiХf 

х2 
1 

ции .,о(х) = -- е  2 с точностью до четвертого десятичного знака cooт-..jfn 
ветственно для числа испытаний n = 4,2 5 ,  1 00, 400. На рис .  1 Оа ординаты 
изображают значения вероятностей Pn (т) п ри различных целочисленных 
значениях абсциссы т. По рисунку видно , что с увеличением n величины 
Рп (т) равномерно убывают .  Для того чтобы на рисунке точки [т , Рп (т) ] 
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O,JO П = 4 

0,20 •• 
• 

х. П = 2J 
0,10 

• 

о 

- J  

- J  

• .. . . . . 
·. ..� = 10;· •• 

..... · ... 10 20 

-2 - 1  

JO 
Рис. 10 

(jl (X) Yn <m> 
0,4. 

(jl(X) Yn(m) 

а) 

n = 400 
. . , • ••• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •r • 
бJ 7J 85 BJ т 

о> 

J х 

8> 

J х 

Рис. 1 О (продолжение) 

83 
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уже ддя рассматриваемых значений п не слились с осью абсцисс, мы выбе
рем резко различные масштабы по осям координат. т - пр 

Рассмотрение вместо абсцисс т и ординат Pn (т) абсцисс Xn = -----..;npq 
и ординат Уп (т) = Vпjiq Pn (т) означает 1 )  перенос начала координат 
в точку (пр ,  О) ,  находящуюся вблизи от максимальной ординаты Pn (т) , 
2) увеличение единицы масштаба по оси абсuисс в .../iiiXi раз (иными 
словами , сжатие графика по оси абсцисс в � раз) ,  3 )  уменьшение 
единицы масштаба по оси ординат в Vпjiq раз (иными словами . растя
жение графика по оси о рдинат в VniXi раз) . 

На рис . 1 Об, в, г изображены кривая у = '{)  (х) и преобразованные только 
что описанным способом точки [т , Рп (т) ] ,  т.е . точки [ хп .  Уп (т) ] . Мы 
видим, что уже при п = 25 точки [хп , Уп (т) ] с.тшваются на графике с 
соответствующими точками кривой у = IP (x) . Это совпадение становится 
еще лучше при больших чем 25 значениях п. 

Чтобы получить наглядное представление о том ,  в какой мере можно 
пользоваться асимптотической формулой Муавра-Лапласа при конечных 
п*) . т .е . заменять биномиальный закон п ри вычислении вероятностей 
Pn (т) функцией у = �Р (Х) ,  приведем пример. Для простоты рассмотрим 

Т а б л и ц а  12 

n Pn Qп Рп ·-Qп Рп fQп 

25 0,09742 0,09679 0,0006 3 1,0065 

100 0,04847 0,04839 0,0000 8 1 ,0030 

400 0,024207 0,0241 94 0,00001 3  1,0004 

1 1 5 6 0.0 1 42 3 6  0,01 4234 0,000002 1,0001 

случай р = q = l / 2  и во зьмем лишь те п ,  ддя которых возможно значение 
Хпт = 1 ;  такими мо гут быть, например, п = 2 5 ,  1 00, 400 . 1 1 5 6 .  Именно 
ддя НИХ Xnm = 1 при т =  1 5 ,  5 5 ,  2 10,  5 9 5 .  

п р ( ) р 1 - х  h m /2 _ Q аложим ддя краткости n т = n и __ е - 11 при 
..Jiтrпрц p = q = l / 2  И Хпт = 1 . 

Согласно локал ьной теореме Муав ра --Лапласа отношение Рп. С!� :к::жно 
�rремиться к единице , когда п � оо . Вычисление при названных в ы; ::-: .>на
чениях n ::ще1 

� )  Очень 1 u чн ыl' uн� н к и  о.: J'аточного члена даны в работе С.Н.  Берн ш ! ейна ''Воз
врат к в опросу о J очноr rи предельной формулы Лапласа " (Изв .  АН СССР. - 1 94 3  
т 7 ) 
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§ 1 1 .  Интегральная предельная теорема 

Только что выведенную локальную предельную теорему мы используем 
для вывода другого предельного соотношения теории вероятностей -

интегральной предельной теоремы. Изложение начнем с простейшего част
ного случая этой теоремы -- интегра.Тiьной теоремы Муавра-Лапласа . 

И н т е г р а л ь н а я т е о р е м а  М у а в р а -Л а п л а с а . Если J1 есть число 
наступлений события в п независимых испытаниях, в каждом из которых 
вероятность этого события равна р, причем О <  р < 1 ,  то равномерно о тно
сител ьно а и Ь (-оо <, а <, Ь  <, +оо)  при п -" ""  имеет место соотношение 

Р { а <, J.1 - пр
< Ь } � -1- J е

- � dz. -Jnii{j V'I1i а 

Д о к а з а  т е л ь  с т в о .  Введем для краткости письма обозначение 

Р n (а, Ь) = Р { а <,  � < Ь } . 
Эта вероятность ,  очевидно , равна сумме "1; Рп (т) , распространенной на 
те значения т , цля которых а <, xm < Ь, где попрежнему обозначено Xm 

т - пр = ---
y'nji(j . 
Определим теперь функцию у = Пп  (х) следуюшим образом : 

1 о У = Пп (Х) = О 

1 -..;npq Рп (т) 

пр 
для х < х0 = · - --- и 

v'nPQ 
1 1 + п q 

дЛя х ;;;;. хп + - ·-- = ---..;npq ynpq , 

ДЛЯ Хт <, x < xm + t  (m = O . 1 . . . .  , n). 

Очевидно , что вероятность Рп (т) равна площади , ограниченной кривой 
у =  П п (х) . осью ОХ и ординатами в точках х = xm и х =  Xm -+ ! ,  т .е . 

X m + l  
Рп (т) = ..,fnji{jPп (m) (xm + I  - Хт ) = f Пп (х) dx. 

xm 
Отсюла следует , что искомая вероятность Рп (а, Ь) равна площади, зак

люченной :-.1ежду кривой у = Пп (х) . осью ОХ и ординатами в точках х !!' 
и "\: ,:п . где "! и f1J.. определяются посредством не равенств 

l 1 
a � x"1 <, :;z + . г.::::-:: ' Ь <, хт < Ь + --- . - у пр q 

..;np;j 
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Таким образом,  

х;п 
Рп (а, Ь) = f Пп (х) dх =  

xm 

ь х т  
= f Пп (х) dx + f Пп (х) dx - f Пп (х) dx. а ь а 

Так как максимальное значение вероятности Рп (т) приходится на зна
чение т0 = [ (п + l )p ) , то максимальное значение Пп (х) приходится на 
интервал 

т0 - пр т0 + 1 - пр 2 
о �  � х <  � ---ynp;j упр q  ..fiijiq . 

В этом интервале действует локальная теорема Муавра-Лапласа , и мы 
можем поэтому заключить , что при всех достаточно больших значениях п 

l ' { 2 --
max llп (x) < 2 -- max e - x = v2/rr. V2if 
Отсюда мы прежде в сего вьmодим, что 

x m X m Xiiz 
I Pn 1 = 1 f Пп (х) dх - J l lп (x) dx l � f mах Пп (х) dх + 

Ь а Ь 

x m ff г-т-
+ f max Пп (x) dx < v'  - (- Ь + хт + хт - а) � 2 у' -=---

а rr rrпp q 

и что , следовательно 

lim Pn = О. 
n ---> oo 

Таким образом,  Рп (а, Ь) только на величину бесконечно малую отлича
ь 

ется от f Пп (х) dx. 
а 

М ы  предположим сначала, что а и Ь - конечные числа. При этом пред
положении согласно локальной теореме при а �Xm < Ь  

l 2 
П (х ) = -- e - x m f 2 [ I + а (х )] n m y'2if n m •  

где an (хт ) -+ О  при п -+ оо равномерно относительно Xm . Очевидно, что и 
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при промежуточных значениях аргумента 
1 . ,  Пп (х) = ...(2i e-x 2 [ 1 + ап (х)] ,  
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причем lim lim ап (х) = О . Действительно , при любом т в интервале n-+oo а .-;х < Ь 
Xm �х < X m + I имеем:  

rде 

C:Xn (х) = е  2 

Так как 
х2 - х � max ( 1  а l ,  1 Ь 1 ) 

� 1 Х 1 · 1 Х - Xm 1 < . г.::=-:: , 
2 y npq  

т о  ясно , что 
lim max а (х) = О . n -+ oo a .-; x < b 

Собрав вместе найденные оценки,  получаем, что 

1 ь 2 Pn (а, Ь) = -- f е - х 12 dx + Rn , ..,;т;г а 
где 

1 Ь - х •/2 Rn = . г;:;-:: f e aп (x) dx + pn .  
у 2 тr  а 

Так как 

1 ь 2 
i Rп l � max l aп (x) l ·  - r:г=тr af e - x f2 dx + pn , 

а .-; х < Ь у .<. л  
то и з  сказанного ясно , что 

lim Rn = О. 
п -+ оо 

В сделанном нами по ходу доказательства частном предположении тео
рема доказана . Нам остается освободиться от этого ограничения .  
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С этой целью прежде всего заметим, что 
1 2 -- f e - z 12 dz = 1 . Vf1f 

Гл. 2. Схема Бернупли 

Поэтому для любого е >  О можно выбрать столь большое А ,  что 

1 А 2 € 
f e - z 1 2 dz > 1 - - , 

V2 1Г  - А 4 

1 А 2 1 ао 2 € -- f e - z f2 dz = ---=- f e - z f 2 dz < - . ..J'[i _ оо  V2 1Г А 8 

Выберем далее . в соответствии с доказанным,  столь большое n ,  что при 
- А �а � Ь  < А  будет : 

1 1 ь 
1 

__ - z 2/2 � 1 Pn (а, Ь) - .-- f е dz < . 
1 v 2 1Г а 4 

Тогда очевидно , что 

Рп (-А,  А) >  1 - е/2 . 

Р (- оо , - А ) + Р (А , + оо) = 1 - Р (- А, А ) < е/2 . 

Теперь докажем . что при любых а и Ь ( - 00 �а � Ь  � + оо) будет : 

чем.  очевидно . и закончится доказательство теоремы Лапласа .  
Для этого надо разобрать отдельно различные случаи расположения 

на прямой точек а и Ь относительно интервала (-А,  А) . Разберем, напри
мер, случай а � - А ,  Ь ;;;. А (остальные предоставим читателю) . 

В этом случае 

1 Ь 2 1 - А  А Ь 2 -- f e - z  f 2 dz =  --= ( J + f + f e - z f 2 dz) , ...j2ii <1 -../2 7Г а - А  А 

Рп (а, Ь) = Рп (а, - А ) + Рп (- А ,  А) + Рп (А, Ь) . 
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Поэтому 

\ Pn (а, Ь) - � f e - z 2 /2 dz 1� \ Рп (а, - А ) - � -� e - z '/ 2 dz \ + 

+ kп (- А, А) - �
-
� е - = 212 dz l + kп (А, Ь) -

1 Ь 2 1 1 - А 2 - -- f e - z  1 2 dz � Pn (- 00, - А ) + -- f e - z 1 2 dz + y'2ii А , .J2; - оо 

1 
1 А 2 1 

+ Рп (- А, А) - _ r;:;-:: J e - z f2 dz + Рп (А , + оо) +  
v 2 7Т -А 

1 00 , е е е е 
+ ---= J e - z / 2 dz < - + - + - + - = е . 

у2 7Т А 2 4 8 8 
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Мы перейдем теперь к формулировке интегральной предельной теоре
мы в общем случае схемы последовательности независимых испытаний. 
Пусть попрежнему 11 i (i = 1 ,  2, . . . , k) означает число по явлений событий 
A;tsJ (s = 1 ,  2, . . . , n) в n последовательных испытаниях. В зависимости 
от случая f.l.t могут принимать лишь значения О , 1 .  2 ,  . . . .  п ,  причем так 
как в каждом испытании возможны k исходов и эти исходы несовместимы, 
то должно иметь место равенство 

111 + 112 + . . .  + 11k = n. ( 1 )  

Станем теперь на величины 11 1 , 11 2 , • • • , 11 k  смотреть как на прямоуголь
ные координаты точки в k-мерном евклидовом пространстве .  

При этом результаты n испытаний изобразятся точкой с целочисленными 
координатами, не меньшими нуля и не большими n ; будем в дальнейшем 
называть такие точки ц е л  о ч и с л е н- н3 (О,О, J) н ы м и. Равенство ( 1 )  показывает , 
что результаты испытаний изобразятся 
не произвольными целочисленными точ
ками в гиперкубе О � 11i  � n (i = 1 ,  
2,  . . . .  k) , а лишь теми из них, которые 
находятся в гиперплоскосrи ( 1 ) . На 
рис. 1 1  изображено положение В Q З 
можных результатов испытаний в ги
перплоскости ( 1 )  для случая n = 3 ,  k = 3 . 

Произведем преобразования коорди- Рис. 1 1  



90 

наты по формулам 

lli - пр; 
х · =  ' упр; q; 

Гл. 2. Схема Бернупли 

(i = 1 ' 2 ,  . . .  ' k ; Q; = 1 - рд. 

Уравнение гиперплоскости ( 1 )  в новых координатах перепишется в еле· 
дующем виде : 

k 
� Х; упр;Q; = 0 .  (2) 

i= 1 
Точки гиперплоскости (2) ,  в которые перешли целочисленные точки 
гиперплоскости ( 1 ) , у с л о в и м с я также назьmать "ц е л  о ч и с л е Н· 
н ы м и". 

Обозначим через Рп (G) вероятность того , что в результате п испыта
ний числа IJ.i (i = 1 ,  2 , . . . , k) появлений каждого из возможных исходов 

ll; - пр; 
окажутся такими, что точка с координатами Х; = . г.::::-::- попадет внутрь 

y np; Q; 
области G. 

Тогда имеет место следующая 
Т е о р е м а . Если в схеме последовательности независи.мых испыта

ний в каждом из испытаний возможны k исходов, причем вероятность каж
дого из исходов не зависит  от номера испытания и отлична от О и от 1 ,  
то какова бы ни была область G гиперплоскости (2) , для которой (k - 1) · 
мерный объем ее границы равен нулю, равномерно относительно G при 
п � оо, имеет место соотношение 

где dv означает элемент объема области G и интеграл распространяется 
на область G. 

Доказательство и по идее и по осуществлению является почти полной 
копией рассуждений, проведеиных при доказательстве интегральной тео
ремы Муавра-Лапласа . 

3 а м е ч а н и е .  Только что сформулированной теореме мы придали 
форму, в которой все переменные х 1 , х 2 , . • •  , х n играют одинаковую роль. 

В интегральной теореме Муавра-Лапласа мы, однако , предnочли про· 
водить рассуждения, 'нарушив однородность переменных х 1 и х2 , только 
с переменным х = х 1 • Геометрически это означало , что мы рассматриваем 
не сами результаты испытаний (целочисленные точt<и на прямой х 1 + х2 = 
= О) , а их проекции на ось ОХ. Подобным же образом мы можем, на· 
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pyrшm однородность и в общем случае , рассмотреть интегрирование не по 
области G, а по ее проекции G '  на какую-либо координатную гиперплос
кость, скажем ,  на плоскость xk = О . Элемент объема dv ' в гиперплоскости 
xk = О связан с элементом объема dv гиперплоскости (2) соотношением 

dv ' = dv cos \{), 
где \fJ - угол между указанными гиперплоскостями. Легко подсчитать, 
что 

COS \{J = 
..J'L Pi qi 

В координатной гиперплоскости элемент объема dv ' = dx 1 dx2 • • •  dxk- 1 , 
поэтому имеет место равенство 

В подинтегральной функции мы должны произвести замену х k на его 
выражение через х 1 ,  х2 , . . • , х k - 1 : 

1 k - 1 
xk = - --- L VfiiZii xi . VPk qk i= 1 

В результате этой замены мы имеем:  

k k - 1  ( Р ·  )L ..Jpi qi pj qj . L qi x i = . L qi l + _:_ xj + 2 L xixi t = t t = l  Pk l <. i < i <. k- 1 Pk 

= Q (X t , X2 , . . .  , Xk - l )· 
Интегральная предельная теорема может быть, таким образом, сформу
лирована иначе, а именно : 

В условиях интегральной предел ьной теоремы при n -+ =  

( 1 4) 

l lонятно , что интегральная теорема Муавра-Лапласа является частным 
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случаем только что доказанной теоремы : она легко может быть полу
чена из формулы ( 1 4) . 

Для этого достаточно заметить, что в схеме Б ернупли k = 2 ,  р = р 1 , 
q = р2 = 1 - р. 

При k = 3 формула ( 1 4) принимает следующий вид: 

где 

Рз = 1 - P I - р2 , 

( Р 1 ) 2 ( Р2 ) VP 1 q l pz qz Q (x 1 , х2 )  = q 1 1 + -;;; х 1 + q2 1 + Рз 
х � + 2 ---

Р
-
з
-- х1 х2 = 

Простой подсчет показывает,  что 

Рз = 1 - p l - pz = q 1 q2 - P I Pz ,  
поэтому 

Q (x 1 , x2 ) = 1 (x 1 + x � + 2 �x1xz) . 
1 _ Р 1?2 q 1 qz 

q l q'l. 

§ 1 2. Примененил интегральной теоремы Муавра-Лапласа 

В качестве первого припоженил интегральной теоремы Муавра-Лап
ласа мы оценим вероятность неравенства 

где е >  О - постоянное . 
Имеем 
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и, значит, в силу интегральной теоремы Муавра-Лапласа 

f l' 11 1 } 1 - � lim Р t - - р < е = . г:;:- J е 2 dz = 1 . 
п -+ =  , l1 . у 2 7Т 
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Итак , каково бы ни было постоянное е >  О, вероятность неравенства 

\ !:!:__ _ Р \ < е стремится к единице . 
n , 

Обнаруженный нами факт бьm впервые найден Я .  Бернулли; он носит 
название закона болыиих чисел или теоремы Бернулли. Теорема Бернул
ли и ее многочисленные обобщения являются одними из важнейших тео
рем теории вероятностей.  Через них именно теория соприкасается с прак
тикой, именно в них заложен фундамент · успехов применения теории 
вероятностей к различным проблемам естествознания и техники. Об это 
будет подробнее сказано в главе , посвященной закону больших чисел ; 
там же мы дадим доказательство теоремы Б ернупли более простым мето
дом. отличным. как от только что изложенного , так и от употребленного 
Я .  Бернулли . 

Мы рассмотрим теперь типичные задачи , приводящие к теореме Муав
ра-Лапласа. 

Производится n независимых испытаний, при каждом из которых ве
роятность наступления события А равна р :  

1 .  Спрашивается , чему равна вероятность того , что частота наступления 
события А отклонится от вероятности р не более чем на а? Эта вероятность 
равна 

Р {. '1 1!_ - Р j .;;;; а \ = Р � - aF.,;:;; J1 - пр .,;:;; а JI-1(1 � 
n i J l pq .jiipq pq 

1 
aJfi 

- -- J е 
уТi - а:д: 

2 2 dx = --y'2n 
p q  

а � p q  J е 
о 

х ' 
2 dx. 

II .  Какое наименьшее число испытаний нужно произвести для того, 
чтобы с вероятностью , не меньшей (3. частота отклонялась от вероятности 
не больше чем на а. Нам нужно определить n из неравенства 

р ll l l!_  - р 1 .,;:;; ск Jl � (3.  
1 n ! 

Вероятность, фигурирующую в левой части неравенства, мы заменяем 
приближенно по теореме Муавра - Лапласа интегралом. Для определе-
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ния n в результате получается не равенство 

а� pq 
f е 
о 

х 2 

2 dx ;;;:. �. 

Гл. 2 .  Схема Бернупли 

III . При данной вероятности � и числе испытаний n требуется опреде-

лить границу возможных изменений 1 � р 1 · Иными словами, зная � 

и n ,  нужно найти а , для которого 

Применение интегральной теоремы Лапласа дает нам для определения 
а уравнение 

а� pq J e - x 2
/ 2 dx = �. 

о 
Численное решение всех рассмотренных нами задач требует умения вы
числять значения интеграла 

1 х 2 
Ф (х) = -- J e - z 1 2 dz V21f о ( 1 )  

при любых значениях х и решать обратную задачу - п о  величине интег
рала Ф (х) вычислять соответствующее значение аргумента х. Для этих 
расчетов требуются специальные таблицы, так как интеграл ( 1 )  при О < 
< х < оо в конечном виде через элементарные функции не выражается 
Такие таблицы составлены и имеются в конце настоящей книги . 

Рис.  1 2  дает наглядное представлениt о функции Ф (х) . При помощи 
таблицы значений функции Ф (х) можно вычислять по формуле .! (а, Ь) = 
= Ф (Ь) - Ф (а) также значение интеграла 

1 ь 2 
.! (а, Ь) = . r;C J e - z 12 dz. 

у 2 7Т  а 
Таблица функции Ф (х) составлена только для положительных х ; для от
рицательных х функция Ф (х) определяется из равенства 

Ф (- х) = - Ф (х). 

Мы теперь в состоянии довести до конца решение примера 2 § 9 .  
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П р и м е р 1 .  В примере 2 § 9 нам нужно бьmо найти вероятность 

р = � Р { � = т } , 
где сумма распространена на те значения т, для которых 

l m - 2 ,7 · 1 02 2 1 ;;.. 2 ,7 · 1 0 1 2 ,  
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при условии.  что общее число испытаний п = 5 ,4 · 1 02 2 и р = 1 /2 .  Так как 

1 1 � - пр 1 2 ,7 · 1 0 1 2 ] { 1 � - пр 1 } р = р - г.::=-: ;;;;. 

J ""' р . r.:;:;:-;: ;;;;. 2 ,33 . 1 0  ' 
v пpq 5 4 · 1 02 2 . .!_ у прq ' 4 

в силу теоремы Лапласа 

2 00 2 
р - -- f е - х f2 dx . ...tГi 2 ,3 3 · l о 

Так как 

то 

00 2 1 00 ., 1 . , f е -х f 2 dx < - f х е - х 2 dx = - e -z  2 , 
z z z z 

1 р < е - 2 , 1  · t oo < 1 0 - 1 оо .  
у2тr  · 1 05 

О том, как мала эта вероятность, можно судить по следующему сравне
нию. Предположим, что шар радиуса 6000 км наполнен белым песком, 
в который попала одна черная песчинка. Размер песчинки равен 1 мм3 • 

у у = �  

Рис. 1 2  
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Наудачу из всей этой массы песчинок берется одна; чему равна вероятность 
того , что она будет черного цвета? 

Легко подсчитать, что объем шара радиуса 6000 км немнагим меньше 
1 0j 0 мм3 и, следовательно , вероятность извлечь черную песчинку немна
гим больше 1 0- 3 0 • 

П р и м е р 2 .  В примере 1 § 9 нам нужно было найти вероятность 
того , что число бракованных изделий окажется не больше семидесяти, 
если вероятность для каждого изделия быть бракованным равна р = 0,005 
и число изделий равно 1 О 000 . По только что доказанной теореме эта ве
роятность равна 

1 50  1J. - пр 
P { JJ. � 70 } = P , - --- � 

t .../49 ,75 ..;npq 
{ JJ. - пp } 1 

= Р -7 ,о9 � ...;;:;pq � 2 ,84 - ФТГ 

20 1 -
� 

v49 ,7s J -
2 , 8 4 
f е 2 dz = 

- 7 , 0 9  

= Ф (2 ,84 ) - Ф ( --7 ,09) = Ф (2 ,84) + Ф  (7 .09) = 0 .9У75 . 

Значения функции Ф (х) при х = 7 ,09 в таблицах нет, мы заменили его 
половиной , совершив при этом ошибку, меньшую 1 0 - 1 0 • 

Естественно , что в примерах настоящего и предьщущего параграфов , 
равно как и в любых других задачах, относящихся к определению вероят
ностей Pn (т) при каких-либо конечных значениях 111 и п по асимптоти
ческим формулам Муавра-Лапласа требуется оценка совершаемой при 
такой замене ошибки . В течение очень долгого времени теоремы Муавра
Лапласа при\.lенялись к решению подобного рода задач без сколько-нибудь 
удовлетворительной оценки остаточного члена . Создалась чисто эмпири
ческая уверенность. что при п порядка нескольких сотен или еще большем. 
а также при р. lie слишком близких к О или 1 ,  употребление теорем Муав 
ра-Лапласа приводит к удовлетворительным результатам . В настоящее 
время существуют достаточно хорошие оценки погрешностей , совер· 
шаемых при пользовании асимптотической формулой Муавра-Лап
ласа*). 

Мы остановимся еще на обобщении тео ремы Бернупн и на случай общей 
схемы последовательности независимых испытаний . Пусть в каждом ис· 
пытании возможны k исходов . вероятность каждого из них соответственно 
равна Р 1 • Р2 • . . . •  Pk и JJ. 1 • IJ.2 , • . • •  IJ.k - числа появлений каждого исхода 

• )  См. , наnример ,  цитированную на стр 84 работу С.Н.  Бернштейна. 
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в последовательности n независимых испытаний . Определим вероятность 

одновременного осуществления неравенств 

1 :1 - P t  1 < E t , 1 � - Р2 1 < €2 , . . .  , i ll: - Pk 1 < ek . (2) 

т.е . неравенств 

l x t l < et � .  
P 1 Q 1 

Последнее из этих неравенств , собственно , является следствием предыду
щих. так как согласно (2) § 1 3 первые k - 1 из неравенств (2) дают оценку 

1 k - 1 rp;q;- l k - 1 fiii7ii i xk i =  - I: ..;�--' -'- х; ..;; I: ..;�--- е; . 
i = 1 Pk Qk i = 1 Pk Qk (3) 

Согласно ( 1 6) § 1 3  вероятность первых k - 1 не равенств (2) [а следо
вательно . также не равенства (3) ]  имеет своим пределом при n � оо интеграл 

1 �q1 q2 · · · qk - 1 -2 Q (x , , . . .  , xk ) 
k 1 f . . .  J e dx 1 dx2 . • • dxk _ 1 = 1 .  

(21Т) - Pk 
§ 1 3 . Теорема Пуассона 

Мы видели при доказате:�ьстве локальной теоремы Муавра-Лапласа, 
что асимптотическое представление вероятности Pn (т) посредством функ-1 - х2 / 2  
ции --- е действует тем хуже, чем больше вероятность р отли-$ 
чается от половины. т.е . чем меньшие значения р или q приходится рас
сматривать, и это представление отказывается служить при р = О, q = 1 . 
а также при р = 1 , q = О . Однако значительный круг задач связан с необхо
димостью вычисления вероятностей Рп (т) именно при малых значениях р*> . Для того чтобы в этом случае теорема Муавра-Лапласа дала результат 
с незначительной О111Ибкой,  необходимо , чтобы число n испытаний было 
очень велико . Возникает. таким образом.  задача разыскания асимптоти
ческой формулы. специально приспособленной дня случая малых р. Такая 
формула бьша найдена Пуассоном .  

• )  Или также при мапых значениях q · но очевидно, что задачи разыскания асимпто
I ИЧеских формул для Pn (т) при малых значениях р или q сводятся одна к другой 

4 .  Б .В . Гнсдснко 
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Рассмотрим последовательность се рий 

Е1 1 . 

Е2 1 , Еи .  

Е3 1 ,  Е3 2 ,  Ез з 

в которой события одной серии в заимно незав исимы между собой и имеют 

каждое вероятность Рп ,  зав исящую только от номера серии. Через Jlп 
обозначается число фактически появившихся со бытий п-й серии. 

Т е о р е м а П у а с с о н а . Если Рп 4 О при n "-* оо, то 

а т P (Jlп = т) - � е - ап 4 О , т !  
где 

Оп = прп . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно , что 

= n !  ( Оп )т ( ап ) п -т 
т ! (п - т) !  ---; 1 - --;; = 

= _!!:J' ( 1 - �)п т !  n 
( 1 - � ) ( t - � )  ( 1 - �) 

( 1 _ а; )т 

( 1 ) 

(2) 

Пусть т фиксировано . Выбе рем произвольно е > О. Тогда можно в ы б
рать А = А (е) столь бол ьшим ,  ч1 обы при а ;;;;. А бьшо 

а т 
-- е 
т '  

1 - - а 2 € 
2 
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Рассмотрим сначала те номера n , для которых an ;;:;;, А. Для этих n , 
по неравенству 1 - х < е - х, О �  х � 1 : 

п - т а
:;' - -- ап е n � т !  

€ 
< - ·  

2 

Поэтому для указанных n 

€ 
при n ;;:;;, 2m 

2 

I Рп (т) - � е 
-ап ! < � + � €. 

Рассмотрим теперь те номера n , для которых an � А. Так как 

1im f ( 1 - an ) n - е -ап l = О при an � А и при постоянном т 
п - � l n J 

lim 
п - � 

( � - f;) ( j - ; )  ( � - -�) 

( � - : ) т 
то в силу формулы (2) при n ;;:;;, n0 (€) 

1 Pn (т) - :� e ·-an J < € ,  

что и требовалось доказать .  

1 '  

Заметим, что теорема Пуассона имеет место и в том случае , когда ве
роятность события А в каждом испытании равна нулю .  В этом случае 
an = О . 

Обозначим 

а т 
P (m) = -- е - а .  т !  
Полученное распределение вероятноией носит на:.ш а ни с закона Пуассона. 
Легко подсчитать , что величины P (m )  удовле,шоряют равенству 

� P(m) = 1 .  Изучим поведение P(m )  как функции т. С ЭJОЙ uсл ью рас-
т 
4* 
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смотрим отношение 
Р (т) а 

= - . 
Р (т - 1 ) т 

Гл. 2. Схема Бернупли 

Мы видим, что если т >  а,  то Р (т) < Р (т - 1 ) , если же т <  а, то 
Р(т) > Р (т - 1 ) , если, наконец, т = а, то Р (т) = Р (т - 1 ) .  Отсюда мы 
выводим, что величина Р (т) возрастает при увеличении т от О до т0 = [а] ,  
и при дальнейшем увеличении т убывает .  Если а - целое число . то Р (т) 
имеет два максимальных значения : при т0 = а и при т� = а - 1 .  Приведем 
примеры. 

П р и м е р 1 .  Вероятность попадания в цель при каждом в ыстреле 
равна 0 ,00 1 . Найти вероятность попадания в цель двумя и более пулями, 
если число выстрелов равно 5000*) . 

Считая каждый в ыстрел за испытание и попадание в цель - за событие , 
мы можем для вычисления вероятности Р (fJ.п � 2) воспользоваться теоре
мой Пу�ссона . В рассматриваемо м  примере 

Оп = пр = 0 ,00 1 · 5000 = 5 .  
Искомая вероятность равна 

P { JJ.n � 2 } = � Рп (т) = 1 - Рп (О) - Рп ( 1 ) . m =2  
По теореме Пуассона 

Рп (О) � е -5 ,  Рп ( 1 )  � 5 е -5 • 

Поэтому 
Р < t-tn � 2 }  � 1 - бе- 5  � 0 ,9596 .  

Максимальное значение вероятность Pn (т) принимает при т = 4 и т = 5 . 
Эти вероятности равны с точностью до четвертого десятичного знака 

Р (4) = Р (5)  � 0, 1 75 1 . 
Вычисления по точной формуле дают с точностью до _четвертого знака 
Р5 000 (0) = 0 ,007 1 , Р5 000 ( 1 ) = 0 ,035 4 и , следовательно , 

Р { JJ.п � 2 }  = 0 ,95 7 5 . 
•) В Великой О1ечественной войне реальное осуществление условий нашей задачи 

имело место при обстреливании самолета из пехотного оружия. Пулей самолет может 
быть подбит лишь при попадании в немногие уязвимые места - мотор, летчик ,  бензо
баки и пр. Вероятность попадания в эти уязвимые места отдельным выетрепом весьма 
мала,  но, как правило,  по самолету вело огонь целое подразделение, и общее коли
чество выстрелов, выпущенных по самолету, было значкrельным . В результате ве
роятность попадания хотя бы одной или двумя пулями имела заметную величину . 
Jто обстоятельство было подмечено и чисто nрактически. 
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Ошибка от использования асимптотической формулы меньше 0,25 % 
вычисляемой величины. 

П р  и м е р  2 . На прядильной фабрике работница обслуживает по не
сколько сотен веретен , каждое из которых прядет свой моток пряжи. 
При вращении веретена пряжа из-за неравномерности натяжения, неровноты 
и других причин в моменты в ремени , зависящие от случая , рвется . Для 
производства важно знать , как часто могут происходить обрьшы при тех 
или иных условиях работы (сорт пряжи,  скорость веретен и т .д .) . 

Считая, что работница обслуживает 800 веретен и вероятность обрыва 
пряжи на каждом из веретен в течение некоторого промежутка времени т 
равна 0 ,005 , найти наиболее вероятное число обрывов и вероятность того , 
что в течение промежутка времени т произойдет не более 1 0  обрывов . 

Так как 

an = пр = 0 ,005 · 800 = 4 , 
то наиболее вероятных чисел обрывов за промежуток времени т будет два :  
3 и 4. Их вероятности 

Рв о о (3) = Рв о о {4) = С� о о  · 0,005 4 · 0 ,995 7 9 6 •  
По формуле Пуассона имеем :  

43 32  
Рв 0 0 {3) = Рв о о (4) � - е -4 = е -4 = 0 , 1 954.  

3 ! 3 
Точное значение Р800 {3) = Р800 {4) = 0, 1 945 . Вероятность того , что число 
обрывов за промежуток времени t будет не более 1 0  равна 

1 .0 
P {J.�n ..;; 1 Q } =  � Рв о о (т) = 1 - � Рв о о (т) .  

т = о m = t t  
В силу теоремы Пуассона 

4m 
Рв о о (т) � -- е -4 (т = О ,  1 ,  2 ,  . . .  ) ,  

т !  
поэтому 

Но 

P { J.!n ,.;; 1 Q } = l -
4m 

� -- е -4 .  
m = t t  т !  

4m ( 4 1 1 4 1 2 4 1 3 ) 
� -- е -4 > -- +  -- + -- е -4 = m = l t т !  1 1 ! 1 2 !  1 3 ! 
4 1 2  . 1 4 

= е -4 
1 1  ! 3 9  

0 ,00276 .  
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С другой стороны , 

m = l l 

4m 4 1 1 4 1 2 -- е -4 < -- е -4 + -- е -4 + 
т !  1 1 ! 1 2 ! 

Гл. 2. Схема Б ернуnли 

+ е -4 �[ 1 + � + (�)2 + . . . ] =  41 2 
" 24 

е -4 = 0 ,00284 . 
" 1 3 !  1 4 1 4 1 1 ! 35 

Таким образом, 

0,997 1 6 ..,;; Р { J.Lп ..,;; 1 0 }  ..,;; 0 ,99724. 

Подобно тому , как и при использовании теоремы Муавра-Лапласа. 
возникает вопрос об оценке совершаемой ошибки при замене точной 
формулы для вычисления Рп (т) на асимптотическую формулу Пуассона *) . 

. Из равенства 

( а ) п п ln(l - ап\
} 

Рп (О) = 1 - --;- = е п = 
= ехр { - n 

� -1 (!!.!!_ ) k } = е ·- ап ( 1 - Rп ) , 
k = l  k n 

где 

Rп = 1 - ехр { - n ;: _!_ (!!!!____) k } , 
k =2 k n 

мы легко можем найти эту оценку для случая т = О .  В самом деле ,  так 
как при любом положительном х О < 1 - е - х < х, то каковы бы ни были 
О п и n 

О < Rп < n ;: _2_ (!!.!!._ ) k k = 2 k n 

Так как оо 1 ( Оп ) k � - -k =2 k n 
+ �- ;: (�) k = 

3 k = З  n 
З п - Оп а� 

< -----
n - Оп 2n  (n - Оп ) 

•) Эта задача подробно исследована в статье Ю.В . Прохорона "Асимптuтичсскос· 
поведение биномиального распределения " (УМН . - 1953. - Т. 8. - С. 135- 142 ) 
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то 

а� 
О < Rп < ----'--

2 (n - an ) 

1 03 

Из того , что Rn неотрицательно , M->I заключаем ,  что при замене Pn (О) на 
е -ап мы несколько увеличиваем Бероятность Pn (О) . 

§ 1 4. Иллюстрация схемы независимых испьпаний 

В качестве иллюстрации использования предыдущих результатов для 
целей естествознания мы рассмотрим весьма схематически проблему 
случайных блужданий частицы на прямой линии. Эта задача может рас
сматриваться как прообраз реальных физических задач теории диффузии, 
броуновского движения и пр.  

Представим себе , что в определенные моменты в ремени частица, нахо
дящаяся в начальный момент в положении х = О,  испытывает случайные 
толчки , в результате которых она получает смещение вправо или влево 
на единицу масштаба . Таким образом,  в каждый из этих моментов частица 
с вероятностью 1 / 2  смещаете� единицу вправо или с такой же вероят
ностью - на единицу влево .  В результате n толчков частица переместител 
на расстояние JJ.. Ясно , что в этой задаче мы имеем дело со схемой Бернулли 
в чистом виде . Отсюда слецует ,  что при каждых n и т  мы можем вычислить 
вероятность того , ЧТО JJ. = т ;  а именно m + n 

( С� ( .!_)n . если - п .;;;; т :s;;; п ,  
P { JL = т} = 2 

О , если 1 т 1 > n . 
При больших значениях n ,  как это следует из локальной теоремы Муавра
Лапласа , 

1 
P { JJ. = т } �  -- е .Ji1in 

т • 2 n ( 1 )  

На полученную формулу мы сможем смотреть следующим образом.  Пусть 
в начальный момент имелось большое число частиц, имеющих координату 
х = О . Все эти частицы независимо друг от друга начинают перемещаться 
по прямой под влиянием случайных толчков . Тогда после n толчков доля 
частиц, переместившихся на расстояние т ,  дается формулой ( 1 ) . 

Понятно , что мы рассматриваем и д е а л и з и р о в  а н н ы е условия 
движения частиц и реальные молекулы движутся nри гораздо более слож
ных условиях, однако полученный результат )l;at>т праВimьную к а ч е с т
в е н н у ю картину явления . 
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В физике приходится рассматривать более сложные примеры случайных 
блужданий . Мы ограничимся столь же схематическим рассмотрением 
влияния 1 ) отражающей стенки, 2) поглощающей частицы стенки. 

Представим себе , что на расстоянии s единиц вправо от точки х = О 
имеется отражающая стенка ;  так что частица, попавшая в какой-либо 
момент времени на эту стенку, при следующем толчке с вероятностью 
единица в ыбивается в том же направлении, откуда она пришла.  

Для наглядности станем изображать положение частицы на плоскости 
(х, t) . Путь частицы изобразится при этом в виде ломаной линии . При 
каждом толчке частица передвигается на единицу "вверх" и на единицу 
вправо или влево (каждый раз ,  когда х < s ,  с вероятностью половина) . 
Если же х = s ,  то при очередном толчке частица сдвигается на единицу 
влево .  

Для подсчета вероятности Р { J.1- ::: т }  поступим следующим образом:  
мысленно откинем стенку и разрешим частице двигаться свободно , как 
если бы не было стенки. На рис . 1 3 показавы такие идеализированные 
пути , приводящие в точки А и А ', симметрично расположенные относи
тельно стенки . Ясно , что для того , чтобы реальная частица, двигаясь с 
отражениями . достигла точки А ,  необхо�о и достаточно , чтобы частица, 
двигающаяся в идеализированной обстановке (без отражающей стенки) , 
достигла либо точки А , либо точки А '. Но вероятность попасть в точку А 
в идеализированной обстановке ,  очевидно , равна 

Точно так же вероятность попасть в точку А ' равна (абсцисса точки А ' рав
на 2s - т) 

Искомая вероятность ,  следовательно , равна 

Pn (т ; s) ::: Р { J.I- = т } + Р { J.1- = 2 s - т} . 

Если воспользоваться локальной предельной теоремой Муавра-Лапласа, 
то находим, что 

т ' 
р (т S) �---1-- { е-

z;;- + е n ' ..;21m 
( 2 s - т ) 2 

} 2 n  
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Это известная формула из теории броуновского движения . Она приобретает 
более симметричный вид, если начало координат поместить в точке х = s 
и, следовательно , перейти к новой координате z по формуле z = х - s .  
В результате этой замены получим, что 

Мы перейдем теперь к рассмотрению третьей схематической задачи, когда 

t 

I V 
v 

/ v 
\. / 
f' 

о 

А А '  �'\.л n'l/' 
� � ;'� 
� � 

v v 
lll 

т 8 J: 
Рис. 1 3  
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8 

Рис. 1 4 
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А '  / / 

на пути частицы поставлена в точке х = s поглощающая перегородка.  Части
ца , попавшая на перегородку, в дальнейшем движении участия уже не 
принимает .  Очевидно , что в :этом примере вероятность попасть в точку 
х = т (т < s) после n толчков будет меньше , чем Рп (т) (т .е . меньше ве
роятности попадания в эту точку , без поглощающей стенки) ; обозначим 

искомую вероятность символом Pn (т ; s ) . 
Для подсчета вероятности Рп(т ; s ) снова мысленно уберем поглощаю

щую стенку и предоставим тем самым частице свободно двигаться по пря
мой . Частица, попавшая в некоторый момент времени в положение х = s, 
оказьmается в последующие моменты времени справа и слева от прямой 
х = s с одной и той же вероятностью. Точно так же после попадания на 
прямую х = s частица с одной и той же вероятностью может попасть как 
в точку А (т, n) , так и в точку А 1 (2s - т, n) . Но в точку А 1 частица может 
попасть , только попав предварительно в положение х = s ,  поэтому для 
всякого пути, ведущего в точку А 1, имеется путь, симметричный относи
тельно прямой х = s и ведущий в точку А : точно так же дпя всякого зап ре
щенного в действительном движении пути, приводящем в точку А , сущест
вует симметричный относительно прямой х = s путь, приводящий в rоч
ку А 1 (рис. 1 4) . При этом заметим, что мы рассматриваем симметрию 
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путей,  только начиная с момента попадания на прямую х = s . Проведеиные 
рассуждения показывают нам,  что из путей ,  приводящих в точку А в идеа
лизированном движении, мы должны отбросить при подсчете числа благо
приятствующих случаев в реальном движении ровно столько , сколько 
путей ведет в точку А '. Отсюда, очевидно , следует, что 

Pn (m, s) = P { JL = m } - P { JL = 2 s - m} . 

В силу локальной теоремы Муавра-Лапласа имеем : 

- 1 
Pп(m, s) � { е 

� 
Упражнения 

т 2 
2n е 

(2s- m ) 2  
2 n } 

1 .  Рабочий о бслуживает 1 2  одно1 ипныл станков.  Вероятность того, что станок 
потребует к себе внимания рабочего в течение промежутка времени длительности т 
равна 1 /3 .  Чему равна вероятность того, что 

а) за время т 4 станка потребуют к себе внимания рабочего ; 
б) число требований к рабочему 90 стороны станков за время т будет между 

3 и 6 (включая границы) ?  
2- В не котором семействе имеется 1 О детей.  Считая вероятности рождений мальчи-

ка и девочки равными 1 /2, найти вероятность того, что в семействе 
а) 5 мальчиков и 5 девочек ; 
б) число мальчиков заключается между 3 и 8.  
3 .  В обществе,  состоящим из 4 человек,  дни рождений трех приходятел на один 

месяц, а четвертого - на один из остальных одиннадцати. Считая вероятность рожде
ния в течение каждого из меснцl'В д.1я каждого л ица равной 1 / 1 2, найти вероятность 
того , что 

а) указанные три лица родились в январе, а четвертое лицо в октябре ; 
б) три лица родились в каком- I о  одном месяце ,  а четвертое в каком-то из осталь

ных одиннадцати. 
4. При 14 400 бросаниях мон�1 ы 1 ·срб выпал 7428 раз . Как вероятно столь большое 

или большее уклонение числа в ыпадений герба от пр, если монета симметрична (т.с .  
вероятность выпадения герба в кажцом испьrrании равна 1 / 2) '! 

5 .  К электросети подключено п приборов . каждый мощностью а киловатт и пот
ребляет в данный момент энергию с вероятностью р. Найти вероятность того, что 
потребляемая в данный момент мощность 

а) окажется меньше чем map ; 
б) превзойдет rnap (r > 0) при у словии. что пр велико .  
6 - В одном из учебных заведений обучаются 7 3 0  студентов. Ве роятность того ,  

что день рождения наудачу взя1 ого по списку студент:1 приходится на определенный 
день года , равна 1 /3 6 5  для каждого из 365 дней.  Найти 

а) наиболее вероятное число студентов, родившихся 1 января. 
б)  вероятность того ,  что найдутся три сту дснта. имеющие один и тот же день рож

дения. 
7. Известно , что вероятность выпуска сверла повышенной хрупкости (брак)  

равна 0 ,02 .  Сверла укладываются в коробки но 1 00 штук .  Чему равна вероятное 1 1 , 
T()J О, ЧТО 
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а) в коробке не окажется бракованных сверл ; 
б) число бракованных сверл окажется не более 3 ;  
в )  сколько нужно класть в коробку сверл, чтобы с вероятностью, н е  м еньшей 0,9,  

в ней было не менее 1 00 исправных? 
У к а з а н и е .  Воспользоваться распределением Пуассона. 
8. В страховом обшестве застраховано 1 0000 лиц одного возраста и одной со

u"l!альной: группы. Вероятность смерти в течение года для каждого л ица равна 0,006. 
Каждый застрахованный вносит 1 января 1 2  руб.  страховых и в случае смерти его 
родственники получают от общества 1 000 руб. Чему равна вероятность того, что 

а) общество по1 ерпит убыrки ;  
б )  получит прибыль, н е  меньшую 40000, 60 000, 80 000 ру б:?  
9. Доказать rеорему : если Р и Р'  - вероятности наиболее вероятного числа появ

лений события А в n и n + 1 независимых испытаниях (в каждом из испьпаний 
Р (А )  = р) , то Р' .;;; Р; равенство исключается, если (п + 1) р - не целое число.  

10 .  В схеме Бернулли р = 1 / 2. Доказать, что :  

1 1 
а) -- .;;; Р2п (п ) .;;; 

2 ...Гп .j2 n + 1 

б) lim 
P, n (n ± h) = е 

- z '  
n-+oo Р, п (n ) 

если z = hf  .Jn (0 .;;; z < + ... ) . 
1 1 .  Доказать, что при npq ;;. 25 

z'  

Pn (т) = 1 - -; [ (q - p) (z 3 - Зz) ·l -=== е 1 + + А , 
.j2 npq 6 .;npQ J 

где 

т - пр z =  ___ , 
.Jпpq 

0 , 1 5 + 0 ,25 1 р - q ! 1 А 1 < l z l e  
.j(npq) ' 

3 
2 .,;,;pq 

1 2 .  Произведено n независимых исnы rаний. Вероятность появления собьпия А 
и i-м испытании равна р; ; Рп (т) - вероятность т-кратного появления события А в n 
испыпшиях. Доказать, что 

Pn ( 1 )  Pn ( 2) Pn (n) 
а) --- ;;. ---- ;;. . . .  ;;. -=-......,.:с.:..._---,-

Рп (О) Рп О )  Рп (n - 1 ) 

б) Рп (т) сначала возрастает, а зате м убыв ает (если только Рп (О) или Рп (п) сами 
не явпяются максимальным и) . 

1 3 .  Доказа rь ,  что при х > О функция f е 
2 dz удов летворяет перавенетвам 

х 

х --- е 1 + х' 

1 2 - - _'/( 2 .;;; f е 
х 

_ ...!_ z' 
2 1 dz .;;; - е  

х 
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1 4 .  3 а д а ч а Б а н а х  а. Некий математик носит с собой две коробки спичек. 
Каждый раз, когда он хочет достать спичку,  он выбирает наугад одну из коробок. 
Найти вероятность того , что когда математик вынет пустую коробку, в другой короб
ке окажется r спичек (r = О, J ,  2, . . . , n ;  n - число спичек, бьmших первоначально 
в каждой из коробок) . 

1 5 .  К л инии электропередачи подключено n механизмов.  Вероятность того, что 
механизм ,  потребляющий энергию в момент времени t прекратит ее потребление 
до момента t + l!J. t ,  равна cx l!J.t + o (l!J.t). Если в момент t механизм не потребляет 
энергии, то вероятность того, что он станет ее потреблять до момента t + l!J.t равна 
(3 l!J.t + v (l!J.t )  независимо от работы других механизмов . Составить дифференциальные 
уравнения, которым удовлетворяют вероятности P, (t ) того, что в момент t энергию 
потребляют r механизмов . 

П р и м е ч а н и е. Легко указать конкретные осуществления условий этой задачи: 
движение трамваев,  ::шектросварка, потребление энергии станками с автоматическим 
выключением и пр. 

1 6 .  Один рабочий обслуживает n однотипных станков-автоматов.  Если в момент t 
стано к работает, то вероятность того, что он потребует обслуживания до момента 
t + l!J.t равна cx l!J.  t + o (l!J.t). Если в момент t рабочий обслуживает какой-нибудь станок, 
то вероятность того , что он закончит обслуживание до момента t + l!J. t ,  равна 
(3 l!J. t  + o (l!J.t) .  Составить дифференциальные уравнения, которым удовлетворяют 
вероятности Р, (t ) того, что в момент t работают n - r станков, один обслуживается 
и r - 1 ожидают очереди на обслуживание {Р0 (t ) - вероятность того, что в се станки 
работают) . 

П р и м е ч а н и е. Нетруцно аналогичным путем составить дифференциальные урав
нения для более сложной задачи, когда N станков обслуживает бригада из k рабочих.  
Для практических целей важно сравнить экономичность той и другой системы органи
зации труда. С этой целью следует изучить установившийся режим, т.е. рассмотреть 
вероятности Р, (t ) при t -> оо . 

Оказывается, работа бригады, обслуживающей kn станков выгоднее как в смысле 
лучшего использования рабочего времени станка, так и рабочего времени рабочего , 
че м обслуживание одним рабочим n станков . 
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ЦЕПИ МАРКОВА 

§ 1 5 .  Определение цепи Маркова 

Непосредственным обобщением схемы независимых испытаний являет
ся схема так называемых ц е п е й М а р к о в а ,  впервые систематически 
изученная известным русским математиком А.А. Марковым. Мы ограни
чимся изложением элементов его теории . 

Представим себе , что производится последовательность испытаний , в 
каждом из которых может осуществиться oДJJo и только одно из k не
совместимых событий A 1(s) , A2(s ) , . . .  , A�s ) (верхний ин"екс, как и 
в предыдущей главе ,  обозначает номер испытания) . Мы скажем, что после
довательность испытаний образует цепь Маркова, точнее , простую цепь 
Маркова, если условная вероятность в s + 1 -м испытании (s = 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  ) 

осуществиться событию A/s + i ) (i = 1 ,  2 ,  . . .  , k) зависит только от того, 
какое собьиuе произошло при s -м испытании и не изменяется. от добавоч
ных сведений о том, какие события. происходили в более ранних испы
таниях. 

Часто при изложении теории цепей Маркова придерживаются иной тер
минологии и говорят о некоторой физической системе S , которая в каждый 
момент времени может находиться в одном из состояний А 1 ,  А 2 ,  • • .  , А"  
и меняет свое состояние только в моменты t 1 , t 2 , • • •  , t n , . • . Дпя цепей 
Маркова вероятность перейти в какое-либо состояние А; (i = 1 ,  2, . . .  , k) 
в момент t8 зависит тоЛько от Ai и того, в каком состоянии 
система находилась в момент t ( t s _ 1 < t < t s ) , и не изменяется от того , 
что становятся известными ее состояния в более ранние моменты. 

Дпя иллюстрации рассмотрим два схематических примера . 
П р и м е р 1 .  Представим себе,  что частица , находящаяся на прямой, 

движется по этой прямой под влиянием случайных толчков , происходящих 
в моменты t 1 , t 2 , t 3 ,  • . • Частица может находиться в точках с целочислен
ными координатами а, а + 1 , а + 2, . . .  , Ь :  в точках а и Ь находятся отра
жающие стенки . Каждый толчок персмещает частицу вправо с вероятно
стью р и влево с вероятностью q = 1 - р. если только частица не находится у 
стенки. Если же частица находится у стенки, то любой толчок переводит ее 
на единицу внутрь промежутка между стенками. Мы видим, что проведен
ный пример блуждания частицы представпят собой типичную цепь Марко-
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ва. Точно также можно бы было рассмотреть случай , когда частица прили
паст к одной из стенок или к обеим из них.  

П р и м е р 2 .  В модели Бора атома водорода электрон может находить
ся на одной из допустимых орбит . Обозначим через А; событие . состоящее 
в том ,  •по электрон находится на i-й орбите . Предположим далее, что из
менение состояния атома может наступать только в моменты t 1 , t 2 , t 3 ,  • • •  
(в действительности эти моменты представляют собой случайные величины) . Вероятность перехода с i-й орбиты на j-ю в момент t s зависит только 
от i и j (разность j - i зависит от количества энергии, на которую изменил
ся заряд атома в момент t8 ) и не зависит от того , на каких орбитах нахо
дился электрон в прощлом. 

Последний пример представляет собой цепь Маркова с бесконечным (правда, только в принципе ) числом состояний : этот пример бьm бы не
сравненно ближе к реальной обстановке ,  если бы моменты перехода нашей 
системы в новое состояние могли мею�ться непрерывно . 

§ 1 6. Матрица перехода 
Мы ограничимся далее изложением простейших фактов для однородных 

цепей Маркова, в которых условия вероятность появлени!' события A1(s+ 1 } 
в (s + 1 ) -м испытании при условии , что в s -м испытании осуществилось 
событие A/s } , не зависит от номера испытания . Мы назовем эту вероят-

ность вероятностью перехода и обозначим буквой P;i; в этом обозначении 

первый индекс всегда будет обозначать результат предшествующего испы
тания, а второй индекс указывает,  в какое состояние перейдет система в 
последующий момент времени . 

Полная вероятностная картина возможных изменений , осуществляющих
ся при переходе от одного испытания к непосредственно следующему, 
задается матрицей 

(P 1 I Р 1 2  
1Т 1 = �2- 1 .  �2-2 . 

Pk i Pk 2 

P I A ) 

:: : . 
составленной из вероятностей псрехода . ко юрую мы будем называть 
матрицей перехода. 

Отметим , каким условиям должны удовлетворять элементы этой мат
рицы. Прежде всего они, как всроятнос rи , должны быть неотрицательными 
числами, т .е . при всех i и j  

О ":;;; P ii ":;;; 1 . 
Далее из того , что при персходе из состояния A ;(s } в s -м испытании систе-
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ма обязательно переходит в одно и только в одно из состояний A}s + l ) , в 
(s + 1 )  -м испытании в ытекает равенство 

k 
� Pii = 1 (i = 1 , 2 , . . .  , k) .  j � 1 

Таким образом, сумма эле ментов к аждой строки матрицы перехода равна 
единице . 

Наша первая задача в теории цепей Маркова состоит в определении 
вероятности перехода из состояния A;( s )  в s -м испытании в состояние 
А? + 11  > через n испытаний . Обозначим эту в е роятность знаком Pij (n) . 

Рассмотрим какое-нибудь промежуточное испьпание с номе ром s + 1 1 1 . 
В это м испытании осуществится какое-то одно из возможных со бытий 
Ar(s + m )  ( 1  � r � k) .  Вероятность такого перехода , согласно с :rол ько что 
введенными обозначениями, равна P; r (т) . Вероятность же перехода из 
состояния A;s +m ) в состояние А? + п ) равна Prj (n - т) . По формуле 
полной в ероятности 

k 
P;j(n) = � Р;r(т) · Prj (n - т). r = 1 ( 1 )  

Обозначим че рез 1r n матрицу перехода че рез n испытаний 

Согласно ( 1 )  между матрицами тr8 с различными индек сами суще с 1 В}' •� т 
соотношение 

(О < т <  n) .  
В частности . п ри n = 2 находим,  что 

при n = 3 

1r 3 = 1r 1 • 1Т 2 = 1Т 2 • 1Т 1 = 1Т� : 
и вообще п ри л юбом 11 

1Тп = n'f . 
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Отметим частный случай формулы ( 1) : при т = 1 
n 

В качестве упражнения прецлr.гается читателю написать матрицу перехо
да для первого примера предыдущего параграфа. 

§ 1 7. Теорема о предельных вероятностях 

Т е о р е м а. Если при некогором s > О все элементы матрицы перехода 
rr s положительны, то существуют такие постоянные числа Pi (j = 1 ,  2 ,  . . .  , k) , 
что независимо от индекса i имеют место равенства 

lim Р;j(п) = Pi ·  
п -> оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Идея доказательств этой теоремы весьма прос
та : сначала устанавливается , что наибольшая из вероятностей Р;j (п) с рос
том п не может возрастать , а наименьшая не может убывать ; далее пока
зывается , что максимум разности Pij(п) -P1j (п) (i ,  l =  l , 2, . . . , k) стре-
мится к нулю, когда п --+ 00 • Этим доказательство теоремы, очевидно , за
вершается . Действительно , в силу известной теоремы о пределе монотон
ной последовательности мы заключаем из первых двух указанных свойств 
вероятностей Р;j (п) , что существуют 

и 

lim min Pij(п) = Pi 
п � оо 1 :<; i� k 

lim 
n -> оо 

max 
1 ";;, ;";;, k 

А так как в силу третьего из указанных свойств 

то 

lim max 1 Р;j (п) - Р1j(п) 1 = О, 
n -+ oo  1 � i, l �k  

Pi = Pi = Pi· 
Мы перейдем теперь к осуществлению намеченного плана . Заметим преж

де всего , что при п > 1 имеет место неравенство 
k 

Pij (п) = � PuP1j (п -- l ) ;;;. min '"' 1 1 ";;, [ ";;, k 

min Р1i (п - 1 ) . 
1 ";;, [";;, k 

k 
Р1j (п - 1 )  � Ра 

/ =  1 
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Это неравенство имеет место при каждом i ,  в частности при том, при ко
тором 

P;; (n) = шin Plj(n). 
1 � /� k 

Таким образом, 

шin P;;(n) ;;;;. шin P;; (n - 1 ). 
1 � i� k 1 � i� k  

Подобным же путем легко обнаружить, что 

шах P; {n) ..;;:; шах P; ·(n - 1 ). 
1 � i�k  1 1 � i� k  1 

Мы можем считать , что n > s , и поэтому имеем право записать по форму
ле ( 1 ) , что 

k 
P;; (n) = � P;r(s) · Pr; (n - s). 

r = 1 

Рассмотрим разность 

k k 
P;;(n) - Pl; (n) = � P;r(s) Pr; (n - s) - � Plr(s) · Pr;(n - s) = 

r= 1 r = 1 

k 
= � [P;r(s) - Pl;(s) ] Pr;(n - s). r = 1 

Обозначим положительные разности P; r (s) -P1r (s) символом f3;�r) ,  а неио
ложительные разности через - f3 ;}r> . Так как 

то 

k k 
� P;r (s) = � Plr (s) = 1 ,  

r= 1 r= 1 

k 
� [ P;r (s) - Plr (s)] = � f3;}r) - � {3 ;1(r) = О . r= 1 (r) (r) 

Из этого равенства заключаем, что 

hu = � {j�r) = � {j�(r) 
(r) 1/ (r) 1/ • 

(2) 

Так как по предположению при всех i и r (i , r = 1 , 2 ,  3 ,  . . .  , k)  P;r (s ) > О, то 
k 

� [j (r) < � Pu (s) = 1 .  
(r} 1 1 r = l  
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Таким образом,  

О � hп < 1 .  

Пусть 

h = max hu . 
1 � i. l� k 

Так как число возможных исходов конечно , то наряду с величинами hu ве
личина h удовлетворяет неравенствам 

O � h < 1 .  

Из ( 1 ) находим, что при любых i и l (i ,  l = 1 ,  2 ,  . . .  , k) 
I P;; (n) - Pt;(n) l = 1 � rз t>Pr; (n - s) - � f3;;(r)Pr; (n - s) l � (r) (r) 
� 1 max Pr; (n - s) � f3;�r) - min Pr;(n - s) � rз;�r) 1 � 

I � r� k (r) 1 � r� k (r)  

� h  1 max Pr; (n - s) - min Pr; (n - s) 1 � 1 � r � k  1 � r.., k  

� h  max 1 P;; (n - s) - P1;(n - s )  1 
1 � i. l� k  

и ,  следовательно , также 

Применив это неравенство [ � ]  раз , найдем,  что 

max I Pi; (n) - P1; (n ) l � h [� ]  max I P;; ( п - l !!__ ] s ) -1 � i, l � k 1 � i, l � k l s о 

Так как всегда 1 Pi; (m ) Р1; (т ) 1 � 1 . то ясно , что 
' n l max 1 Р;; (n)  - P1;(n ) 1 � /1 [ 8 J • 

1 � i. l  ... k 

{ 3 ) 
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При n � оо также [ � l � оо • поэтому в силу (3) отсюда следует, что 

lim max 1 P;j (n) - P11 (n) 1 = О . 
п-ню l � i, l� k 

Из дока занного заключаем также , что 
k 
� Pi = 1 . j � 1 

Действительно , 
k 

lim � P;i(n ) = n--+oo  j � l  l im 1 = 1 .  
п -.., оо 

Таким образом, на величины Pi можно смотреть как на вероятности по
явления исхода A/n ) при п-м испытании , когда n велико . 

Физический смысл доказанной теоремы ясен : вероятность системе на
ходиться в состоянии А i практически не зависит от того , в каком состоя
нии она находилась в далеком прошлом. 

Только что обнаруженная теорема была впервые доказана творцом тео
рии цепных зависимостей А.А. Марковым: она явилась первым строго до
казанным резулы атом среди так называемых эргодических теорем, играю
щих важную роль в современной физике и инженерном деле .  

Упражнения 
1 .  Всроя шос1 и перt•х uд<� д<lются м<�тр иuсй 

1 1 / 2 
1Т ,  = ( 1 / 2 

, 1 /2 

1 /3 
1 /3 
1 /3 

1 /6) 
1 /6 . 
l /6 / 

Чему p<!BHU ЧИСJ IО  СОС I ОЯНИЙ'? 1 \<iЙТИ ВерОЯТНОСТИ IICpt ..: ОД<! ИЗ СОСТОЯНИЯ В СОС I ОЯНИС 
За ДВ<I ШdГ<! 

2. ЭПСК I'\)UН М ОЖСТ Н<!ХОДИ I'ЬСЯ На ОДНОЙ И З  СЧСТIЮ I'О MIIOЖCCTBd Орб И Т  В З<IВИСИ
М ОС I'И 01 наличной энергии П t•рt·х од с i-й орб иты на ftu пр о исхuди 1 з<1 одн у секунду с 

Bep OЯ J'HOCl biO Cj e -a l i - 1 1 . 
1 \ а Й J И ;  d )  BepOЯ I I I OC I И  ПСр<'Х ОДа J<i ДВе l C K Y I IДЬI, б) П<JСТОЯННЫС с ;  
3 . Вероятности пер ех од<� !.\diO J CЯ м а 1-р и нсй 

n ,  - (�/2 �/2 : ;�) · 
1 / 2 1 / 2 о 

I lp им eii i !Ч<I  ли н да 1 ш о м  с н у ч <t е  :.�р t одичссю!я 'l cupcмd М<�ркuва'? Если м. J'O на й rи 
нрсдспы . t  . .  с вероя нюс ш. 



Г Л А В А  4 

СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 
И ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

§ 18 .  Основные свойства функций распределения 

Одним из основных понятий теории вероятностей является понятие слу
чайной величины. Прежде чем переходить к формальному его определению, 
мы остановимся на рассмотрении примеров . 

Число космических частиц, попадающих на определенный участок зем
ной поверхности в течение промежутка времени определенной длины, 
подвержено значительным колебаниям в зависимости от многих случай
ных обстоятельств . 

Число вызовов , поступивших от абонентов на телефонную станцию в 
течение определенного промежутка времени ,  не остается постоянным, а 
подвержено значительным случайным колебаниям. 

Размер уклонения точки падения снаряда от центра цели определяется 
большим количеством разнообразных причин, носящих случайный харак
тер .  В результате в теории стрельбы вынуждены считаться с явлением рас
сеивания снарядов около центра цели как со случайным явлением и рас
сматривать указанные уклонения как "случайные величины. 

Скорость молекулы газа не остается неизменной,  а меняется в зависи
мости от столкновений с другими молекулами .  Этих стщжновений очень 
много даже в течение короткого промежутка времени. Зная скорость моле
кулы в данный момент, нельзя с полной определенностью указать ее значе
ние , скажем, через 0 ,0 1  или 0 ,00 1 секунды. Изменение скорости молекулы 
носит случайный характер. 

Приведеиные примеры показывают с достаточной определенностью, 
что со случайными величинами приходится иметь дело в самых разнооб
разных областях науки и техники. Возникает естественная и притом весьма 
важная задача создания методов изучения случайных величин. 

Несмотря на всю разнородность конкретного содержания приведеиных 
нами примеров , все они с точки зрения математики представляют одну и 
ту же картину. А именно , в каждом примере мы имеем дело с величиной , 
так или иначе характеризующей исследуемое явление . Каждая из этих ве
личин под влиянием случайных обстоятельств способна принимать различ
ные значения. Заранее предсказать , какое значение примет эта величина , 
нельзя, так как оно меняется случайным образом от испытания к испы
танию. 
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Таким образом, для того чтобы знать случайную величину, прежде 
всего необходимо знать те значения, которые она может принимать .  Одна
ко одного перечия значений случайной величины еще недостаточно , чтобы 
по ним можно бьmо делать какие-либо существенные выводы. Действи
тельно , если в третьем примере рассмотреть газ при разных температурах, 
то возможные значения скоростей молекул останутся теми же самыми, 
тогда как состояния газа будут различны. Таким образом, для задания слу
чайной величины необходимо знать не только ,  какие значения может она 
принимать, но и как часто , т .е .  с какой вероятностью она принимает зти 
значения. 

Разнообразие случайных величин весьма велико .  Число принимаемых 
ими значений может быть конечным, счетным или несчетным; значения 
могут быть расположены дискретно или заполнять интервалы сплошь или 
же не запоЛнять интервалы,  но располагаться всюду плотно . Для того чтобы 
задавать вероятности значений случайных величин ,  столь различных по 
своей природе , и притом задавать и х  о,'Т,Ним и тем же способом, в теории 
вероятностей вводят понятие ф у н к ц и и р а с п р е д е л е н и я с л у
ч а й н о й в е л и ч и н ы. 

Пусть � - случайная величина и х - Произвольное действительное число .  
Вероятность того , что � примет значение , меньшее чем х , называется функ
цией распределения вероятностей случайной величины � : 

F(x) = Р {� < х} . 

Условимся в дальнейшем, как правило ,  случайные величины обозначать 
г р е ч е с к и м и буквами, а принимаемые ими значения -- с т р о ч н ы -
м и л а т и н с к и м и .  

Резюмируем сказанное : случайной величиной называется величина , 
значения которой зависят от случая и для которой определена функция 
распределения вероятностей*) . 

Рассмотрим примеры функций распределения . 
П р и м е р 1 .  Обозначим через 11 число появлений события А в после

довательности n независимых испытаний , в каждом из которых вероят
ность его появления постоянна и равна р. В зависимости от случая J.1 может 
принимать все целочисленные значения от О до n включительно . Согласно 
результатам главы 2 

Рп (т) = P { !l = m } = Cnmpm qn - m . 
Само собой разумеется , что этими словами мы не дали математическо

го определения новому понятию, а только описали то общее представление , 
которое складывается у человека , знакомящегося с реальными примера
ми случайных величин. 

* ) На с. 1 1 9  дано формализованное определ ение случайной величины. 
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Функция распределения величины J1 определяется следующим способом :  

о 

F(x) =  

для x .r;;;; o ,  

для О < х .r;;;; п ,  

дпя х > n. 
Функция распредепения представляет собой ступенчатую линию со скачка
ми в точках х = О , 1 ,  2, . . .  , n ;  скачок в точке х = k равен Pn (k) . 

Рассмотренный пример показывает , что так назьmаемая схема Бернул
ни может быть включена в общую теорию случайных величин. 

П р  и м е р 2 .  Пусть случайная величина � принимает значения О , 1 ,  2 ,  . . .  
с вероятностями 

Л п е - Л  
Pn = Р Н = n } = --- (n = О , 1 , 2 ,  . . .  ) , 

п !  
где Л > О - постоянная . Функция распределения величины � представляет 
собой как бы лестницу с бесконечным числом ступенек , со ска•Iками во 
всех неотрицательных целочисленных точках. Величина скачка в точке 
х = n равна Pn : при х ..;; о имеем F (x) = О . Про случайную величину , рас
смотренную в настоящем примере , говорят, что она распределсна по за
кону Пуассона. П р и м е р  3 .  Мы скажем,  что случайная величина нормально распреде
лена, если ее функция распределения имеет вид 

х ��2 
Ф(х) = С f е- 2 а • dz, 

где С > О ,  а > О ,  а - постоянные . Впоследствии мы установим связь между 
постоянными а и С и выясним теоретико-вероятностный смысЛ параметров 
а и а. Нормально распределенные случайные величины играют особо важ
ную роль в теории вероятностей и ее приложениях, в далj>нейшем у нас бу
дет много поводов убедиться в этом. 

Заметим, что если в двух первых рассмотренных нами примерах случай
ные величины могли принимать только конечное или счетное множество зна
чений (дискретные величины) , то случайные величины, распределенные по 
нормальному закону могут принимать значения из любого интервала. 
Действительно ,  как мы увидим ниже , вероятность нормально распределен
ной случайной величине принять значение , заключающееся в интервале 
Х 1  ,.;;;; � < х2 , равна 

х ,  ( z  - а ) 2 
Ф(х2 ) - Ф(х 1 ) = С f с 2 а 2  

-"' t  
dz 

и , следовательно , при любых х 1 и х2 (х 1 :F х2 ) положительна . 
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После сделанных нами замечаний интуитивного характера можно перейти 
и к изложению принятого теперь строго формального определения случай
ной величины. 

В соответствии с общим аксиоматическим понятием случайного собы
тия, мы будем исходить из множества элементарных событий Q . Каждому 
элементарному событию w поставим в соответствие некоторое число 

� = f(w). 

Мы скажем, что � е с т ь с л у ч а й  н а я в е л и ч и н  а,  е с л и ф у  н к
ц и я f ( w ) и з м е р и м а о т н о с и ( е л ь н о в в е д е н н о й в р а с 
с м а г р и в а е м о м м н о ж е с т в е Q в е р о я т н о с т и .  Иначе говоря , 
мы rребуем, чтобы для каждого измеримого по Борелю множества А { зна
че ний � множество Aw тех w, для которых f (w) С А { принадлежало мно
жес rву Р случайных событий и, следовательно , для него была бы определе
на вероятность 

Р Н С А { }  = P { A w } . 
В частности, если множество А { совпадает с полупрямой � < х ,  то вероят
ность Р { A w} есть функция перемениого х 

Р {�1 < х } = P { A w } = F(x) . 

которую мы назвали функцией распределения случайной величины � .  
П р и м е р 4 .  Рассмотрим последовательность n независимых испыта

ний , в каждом из которых вероятность появления события А постоянна и 
равна р . В этом примере элементарные события состоят из последователь
ностей по явлений и непоявлений события А в n испытаниях . Так , одним 
из элементарных событий будет появление события А в каждом из испыта
ний . Всего , как ветрудно подсчитать , будет 211 элементарных событий . 

Определим функцию J.1 = f (w) от элементарного события w так : она 
равна числу появлений события А в элементарНО\ !  событии w. Согласно ре
зультатам главы 2 

Измеримость функции f.1 = ( (  w )  в п ол е  в е р< < н  I I I O CTeй 1 1 с 1юсредственно оче
видна . Отсюда , согш1сно определению,  з а к . 1 ю • ш с м .  • 1 ю i1 есть случайная 
величина. 

П р и м е р 5 .  Произведены 1 ри наблюдения за положением молекулы,  
двигающейся по прямой линии. М ножество элементарных событий состоит 
из точек трехмерного евклидова пространства R 3 •  Множество случайных 
событий F состоит из всевозможных бореленских множеств простран
ства R 3 •  
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Для каждого случайного события А определим вероятность Р { А  } по
средством равенства 

1 1 
Р { А } = J f f e- 2a•  ( (х , - а ) ' + (х , - a )' + (x , - a ) ' l dx 1 dx2 dXз . 

(a V21f)3 А 
Рассмотрим теперь функцию � = f( u;) элементарного события , опреде

ленную посредством равенства 

Эта функция измерима относительно введенной нами вероятности, поэ
тому � является случайной величиной . Для нее функция распределения 
равна 

F(x ) = Р Н < х } = 

з 
1 - � (x k - а ) 2 

J J J е 2 а '  k = 1 Х 
(a .J27i-)з х 1  +х , +х ,  < Зх 

х _ З {z - а)2 
J е 2 а '  dz. 

С только что развитой точки зрения действия над случайными величи
нами сводятся к известным операциям над функциями. Так , если � 1 
и � 2 являются случайными величинами, т .е . измеримыми относительно 
введенной вероятности функциями 

то любая борелевекая функция от них также является случайной вели
чиной. Для примера 

t = � 1 + � 2 
измерима относительно введенной вероятности и потому является слу 
чайной величиной .  

Позднее мы разовьем только что сделанное замечание и получим ряд 
важных для применений результатов . В частности, мы выведем форму
лы для функции распределения суммы и частного двух случайных ве
личин по распределению слагаемых. 

При помощи функции распределения случайной величины � можно 
определить вероятность неравенства х 1 .;;;; � < х2 при любых х 1 и х2 • 
В самом деле, если через А обозначить событие , состоящее в том, 
что � примет значение , меньшее чем х2 ,  через В - событие, состоящее 
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в том, что � < х 1 ,  и ,  наконец, через С - событие х 1 :s;;;;; � < х2 , то , очевид· 
но, имеет место следующее равенство : 

А =  В + С 

Так как события В и С несовместимы, то 

Но 

Р (А)  = Р (В) + Р (С) . 

Р (А)  = F(x2 ) , Р(В) = F(x 1 ) ,  Р (С) 

поэтому 

Р{х 1 :s;;;;; � < x2} = F(x2 ) - F(x 1 ) .  ( 1 )  

Так как , по определению вероятность есть неотрицаfельное число,  то 
из равенства ( 1 )  следует, что при любых х 1 и х2 (х2 >: х 1 )  имеет место 
неравенство 

F(x2 ) � F(x 1 ) , 

т .е .  что функция распределения любой случайной величины есть неубываю
щая функция. 

Очевидно , далее ,  что функция распределения F (х) при любом х удовлет
воряет неравенству 

О :s;;;;; F(x) :s;;;;; 1 .  (2) 

Мы скажем,  что функция распределения F (х) имеет при х = х0 скачок, 
если 

F(x0 + О) - F(x0 - О) = С0 > О .  

Функция распределения может иметь не  более чем счетное множество 
скачков. В самом деле, скачков размера, большего 1 /2 ,  функция распре
деления может иметь не более одного ; скачков размера от одной четвертой 
до половины ( 1 /4 < С0 :s;;;;; 1 /2) - не более трех. Вообще скачков размером 
от 1 /2 n до 1 /2 n - l  может быть не более чем 2n - 1 .  Совершенно ясно, 
что мы можем пронумеровать все скачки,  расположив их по величине , 
начиная с больших значений и повторяя равные значения столько раз, 
сколько скачков этой величины имеет функция F (х) . 

Установим еще несколько общих свойств функций распределения . 
Определим F(-- oo) и F(+ oo) равенствами 

F(- oo) = lim F(- п) ,  F(+ oo) = l irn F(+ n) 
n -+ + оо 

и докажем,  что 

F(- oo) = O, F(+ oo) = 1 . 



1 22 Гл . 4. Случайные величины 

Действительно, так как неравенство � < + 00 достоверно , то 

Р{� < + оо } = 1 . 

Обозначим через Qk событие , состоящее в том, что k - 1 � � < k. Так 
как событие � < + оо эквивалентно сумме событий Qk , то на основании 
расщиренной аксиомы сложения 00 

Р { �  < + оо } = L k :::: - 00 
Следовательно, при n -+ оо 

n n 
L L k = 1 - n k = 1 - 11 [F(k) - F(k - 1 ) ]  = F(n) - F(-n) -+ 1 .  

Отсюда, принимая в о  внимание не равенства (2) , заключаем, что при п -+ оо 
F(-n) -+ О ,  F(+ п) -+ 1 . 

Функция распределения непрерывна слева. 
Выберем какую-нибудь возрастающую последовательность х0 < х 1 < 

< X z  < . . . < Xn < . . . , сходящуюся к Х . 
Обозначим через An событие { xn � � < х} . Тогда ясно, что Ai С Ai , 

при i > j ,  и произведение всех событий An есть невозможное событие . 
По аксиоме непрерывности должно быть 

lim Р (А11) = lim { F(x) - F(xп ) } = 
n -+ oo  п � оо  

= F(x) - lim F(x11 ) = F(x) - F(x - 0) О , 
n -+ oo  

что и требовалось доказать . 
Точно так же можно доказать , что 

РЦ � х }  = F(x + О) .  

Мы видим, таким образом, что каждая функция распределения являет
ся неубывающей, непрерывной слева и удовлетворяющей условиям 
F (- оо) = О и F ( + оо )  = 1 функцией. Верно и обратное : каждая функция, 
удовлетворяющая перечисленным условиям, может рассматриваться как 
функция распределения некоторой случайной величины. 

Заметим, что в то время как каждая случайная величина однозначно 
определяет свою функцию распределения, существует сколько угодно 
различных случайных величин, имеющих одну и ту же функцию распре
деления . Так , если � принимает два значения - 1 и + 1 ,  каждое с вероятно
стью 1 /2 и 17 = -� , то ясно, что всеr·да � отлична от 17· Тем не менее обе эти 
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случайные величины имеют одну и ту же функцию распределения 

при х � - 1 , 
при -1  < х � 1 , 

при х > 1 .  

§ 19. Непрерьшные и дискретные распределения 
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Иногда поведение случайной величины характеризуют не заданием 
ее функции распределения1 а каким-либо иным способом.  Всякая такая 
характеристика носит название закона распределения случайной величины, 
если только по определенным правилам можно получить из нее функцию 
распределения. Так , законом распределения будет функция интервала 
Р{ х 1 , х 2 } , представляющая собой вероятность не равенства х 1 � � < х 2 • 
Действительно,  зная Р{х 1 , х2 } , мы можем найти функцию распределения 
по формуле 

F(x) = Р { - оо ,  х } .  

Мы уже знаем, что и п о  F (x) можно найти для любых х 1  и х 2  функцию 
Р{х 1 , х2 } :  Р{х 1 , х2 } = F (x2 ) - F (x 1 ) . 

Часто в качестве закона распрецеления полезно брать функцию мно
жества Р{Е} ,  определенную для всех борелевских множеств и представ
ляющую собой вероятность того , что случайная величина � примет значе 
ние , принадлежащее множеству Е. Вероятность Р{Е} ,  в силу расширенной 
аксиомы сложения, есть вполне аддитивная функция множества,  т .е . для 
любого множества Е, представляющего собой сумму конечного или счет
ного числа непересекающихся множеств Е k : 

Р{Е } = '1; P{Ek} .  
Из в севозможных случайных величин мы выделим прежде всего те , ко

торые могут принимать только конечное или счетное множество значений . 
Такие величины мы будем называть дискретыми. Для полной вероятност
ной харак теристики диск ретной снучайной величин ы � ,  нринима ющей с по

ложител ьными в ероя rно с г я ми значения х 1 , х2 , х 3 , . . .  , цос rаточно знать ве
роятности Pk = Р Н = ХА }  ' ) . Очевидно , что по совокуп но сти вероятностей 
Pk можно о пределить функцию распределения F (х) по средством равен ства 

F(x) = '1; pk , 
в котором суммирование распространяется на все те индексы, для кото
рых хk < х. 

Функция распределения любой дискретной величины разрывна , воз
растает скачками при тех значениях х, которые являются возможными 

* > Эти и только эти · значен ия Xn мы назовем возможными значениями дискретной 
случайной величины � .  
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значениями �- Величина скачков функции F(x) в точке х ,  как мы выяснили 
ранее ,  равна разности F (х + О) - F (х) . 

Если два возможных значения величины � разделены интервалом, в 
котором друrих возможных значений � нет, то в этом интервале функция 
распределения F (х) постоянна . Если возможных значений � конечное 
число, например п, то функция распределения F (х) представляет собой 
ступенчатую кривую с п + 1 интервалом постоянства.  Если же возможных 
значений � имеется счетное множество , то это последнее может быть и 
всюду плотным, так что интервалов постоянства у функции распределения 
дискретной случайной величины может и не быть. Пусть для примера 
возможными значенияtvm � будут все рациональные числа и только они. 
Пусть эти числа занумерованы каким-нибудь способом: r1 r2 , • • •  и вероят
ности Р { �  = r k } = pk определены посредством равенства pk = 1/2

k
. В нашем 

примере все рациональные точки являются точками разрыва функции 
распределения. 

В качестве дpyroro важноrо класса случайных величин мы выделим 
те из них, для которых существует не отрицательная функция р (х) ,  удов
летворяющая при любых х равенству 

х 
F(x) = J p (z)dz. 

Случайные величины, обладающие этим свойством, называются непрерыв· 
ными ;  функция р (х) называется плотностью распределения вероятностей, 

Отметим, что плотность распределения вероятностей обладает следую
щими свойствами : 

1 . р (х) � О. 
2 . При любых х 1  и х2 удовлетворяет равенству 

х , 
Р{х 1 .,;;;;; � < х2 } = J p (x)dx. 

x l 
В частности, если р (х) непрерывна в точке х , то с точностью до беско

нечно малых высших порядков Р {� .,;;;;; � < х + dx} = p (x)dx. 

3 .  f p (x)dx = 1 .  

Величины,  распределенные по нормальному или равномерному закону*), 
дают нам примеры непрерывных случайных величин. 

П р и м е р .  Рассмотрим ближе нормальный закон распределения. Для 
неrо плотность распределения вероятностей равна 

(х - а ) 2 

р (х) = С ·  е 2 а 2  

*)  Так называется закон с функцией распределения, линейно изменяющейся от 
О до 1 в пекотором интервале (а, Ь) и равной нулю левее точки а и единице правее Ь 
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Постоянное С определяется, исходя из свойства 3. Действительно, 

(х - а ) 2  

C f e 2 а 2 dx = 1 .  

х - а 
Заменой п�ременных --а 

Ca f e - z 2 f2dz = 1 . 

z это равенство приводится к виду 
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Интеграл, стоящий в правой части этого равенства, известен под именем 
интеграла Пуассона, причем 

J e - z • t 2dz = ..J21i. 
Таким образом, находим, что 

С = 

и ,  значит, для нормального распределения 

1 
р (х) = е a ..J21i  

(х - а ) 2 
2 а 2 

Функция р (х) достигает максимума при х = а, имеет точки перегиба 
при х = а ± а; ось абсцисс служит для нее асимптотой при х -+ ± оо . Для 
иллюстрации влияния параметра а на форму графика плотности нор
мального распределения мы приводим на рис. 1 5  графики р (х) при 
а = О и 1) а 2 = 1 /4, 2) а2 = 1, 3) а 2 = 4. Мы видим, что чем меньше 
значение а, тем кривая р (х) имеет большее значение максимума и падает 

р(Х) 
D,B 

Рис. 1 5  
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круче . Это означает ,  в частности , что вероятность попасть в интервал (- а: , а:) больше для той случайной величины, распрепс . I С Н IЮЙ  по нормаль
ному закону (с параметром а = О) , для которой ве . в1 чина и меньше . Мы, 
следовательно,  можем считать а характеристикой р� зброса нности значе 
ний величины � - При а =F О кривые плотностей имею 1  I )  же форму, но 
сдвинуты вправо (а > О) или влево (а < О) в зависимости от знака пара
метра а. 

Помимо дискретных и непрерывных случайных величин сушествуют, 
разумеется, и другие случайные величины. Кроме величин, которые ведут 
себя в одних интервалах как непрерывные, а в других как дискрет
ные, имеются величины, не являюшиеся ни в одиом интервале ни дис
кретными, ни непрерывными. К таким случайным величинам от
носятся, например, все те, функции распределения которых непрерывны, 
но при этом возрастают только на множестве лебеговской меры нуль .  
В качестве примера такой случайной величины приведем величину, имею
шую функцией распределения известную кривую Кантора . Напомним 
построение этой кривой . Величина � принимает только значения между 
нулем и единицей . Следовательно, ее функция распределения удовлетво
ряет равенствам 

F(x) = О при х � О, F(x) = 1 при х > 1 . 

Внутри интервала (0, 1 )  � принимает значения только в первой и послед
ней его третях, в каждой с вероятностью 1 /2 . Таким образом, 

F(x) = 1 /2 при 1 /3 < х � 2/3 . 

В интервалах (0 ,  1 /3 )  и (2/3 , 1 )  � снова может принимать значения только 
в первой и последней трети каждого из них, в каждой с вероятностью 1 /4. 
Этим определяются значе!fия F (х) еще в двух интервалах : 

F (x) = 1 /4 при 1 /9 < х � 2/9, 

F (х) = 3/4 при 7/9 < х � 8/9 . 

Далее в каждом из оставшихся интервалов повторяется то же построение 
и этот процесс продолжается до бесконечности . В результате функция 
F (х) оказывается определенной на счетном множестве интервалов , являю
щихся интервалами смежности некотор9го нигде не плотного совершенно
го множества меры нуль .  На этом множестве доопределяем функцию 
F (х) по непрерывности . Величина � с таким образом определенной функ 
цией распределения не дискретна ,  так как ее функция распределения не 
прерывна , но в то же время � не непрерывна ,  так как ее функция ра с
пределения не является интегралом от своей п роизводной . 
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Все введенные нами определения переносятся легко на случай услов 
ных вероятностей . Так, например, функцию F (x iB) = Р {� < x i B } мы 
будем называть условной функцией распределения случайной величины � 
при условии В. Очевидно , что F(x iB) обладает всеми свойствами обыч
ной функции распределения. 

§ 20. Многомерные функции распределения 

Для дальнейшего нам необходимо не только понятие случайной величи
ны, но и понятие случайного вектора или, как часто говорят, многомер
ной случайной величины. 

Рассмотрим вероятностное пространство { Q , � , Р } , на котором опре 
делены n случайных величин 

� 1 = f1 (w) , �2 = f2 (w), · · · ,  �n = fп (w) 

(функции [; (u;) измеримы) . Вектор (� 1 ,  � 2 , • • •  , � п ) называется случай
ным вектором илй п-мерной случайной величиной. Пусть ( � 1 , � 2 , . . • , � n ) 
случайный вектор. Обозначим через { � 1 < х 1 ,  � 2 < х2 , . • .  , �n < Xn } мно
жество тех элементарных событий u;, для которых одновременно выпол 
няются в се неравенства 

f1 (u;) < х . , f2 (w) < Х2 , . . . , fп (w) < Xn · 

Поскольку это событие является произведением событий { fk ( u;) < х k }  
( 1 ,.;;;; k ,.;;;; п) , оно принадлежит множеству � , т .е . 

Таким образом, при любом наборе чисел х 1 , х2 , • • •  , Xn определена 
вероятностьF (х 1 ,х2 , . . .  ,Хп) = Р { � 1  < х 1 , � 2 < х2 , • • •  , � п < Хп} . Эта функ
ция п аргументов называется п-мерной функцией распределения случай
ного вектора (� 1 ,  � 2 , . . .  , � п ) . 

В дальнейшем мы прибегнем к геометрической иллюстрации и станем 
рассматривать величины � 1 ,  � 2 , • . . , � n как координаты точек п-мерного 
евклидона пространства . Очевидно , что положение точки (� 1 ,  � 2 ,  • • •  , � п )  
зависит о т  случая и что функция F (xJ ,  . . . , Хп ) при такой интерпретации 
дает вероятность попадания точки (� 1 ,  . . •  , � п ) в п -мерный параллеле
пипед � 1 < Х 1 , � 2 < х2 , . . .  , � n < Xn с ребрами, параллельными осям 
координат. 

С помощью функции распределения легко вычислить вероятность того , 
что точка (� 1 , � 2 , . . •  , � n )  окажется внутри па раллелепипеда 

а; ,.;;;; �i < bi (i = 1 ,  2, . . .  , п) , 
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где а; и Ь; - произвольные постоянные . Нетрудно подсчитать, что 

Р{а 1 :s:;;; �1 < Ь 1 ,  az :s:;;; �2 < bz , . . . , an :s:;;; �n < bn } = 
n 

= F(b 1 ,  bz ,  . . .  , Ьп )  - � Р; + � Pti + . · · + 
i = 1 i < j 

+ (-1 )
п

F(а 1 ,  a z ,  . . .  , ап ) , ( 1 ) 

где через Pii . . .  k обозначено значение функции F (с 1 , с2 , • • •  , сп) при 
с; = а;, ci =- ai, . . . , ck = ak и при остальных с8 , равных Ь8 •  Мы предостав-
ляем доказательство этой формулы читателю. Заметим, в частности, что 
F (x t , . . .  , xk- 1 , + 00, xk + 1 , . • . , Хп) дает нам вероятность того, что будет 
вьmолнена следующая система неравенств : 

� 1  < Х 1 , �2 < Xz , · · · . �k - 1 < xk - 1 •  �k + 1  < xk + l • . · · . �n < Хп · 

Так как по рас1Ш1ренной аксиоме сложения вероятностей 

P{� l  < Х 1 , · · · . �k - 1  < Xk- 1 •  �k + 1  < Xk + l •  · · · . �n < Хп } 

00 
� P{ � l  < x l , . . .  , �k- 1 < xk - 1 • s :s:;;; �k < s + l , �k + 1  < 

s = -00 

< Xk + 1 ,  · · • , �п < Хп } = F(x t , · · -· , Xk - 1 ,  00 , Xk + 1 •  • • • , Хп ) ,  

то F (х 1 ,  • • • , xk_ 1 , оо,  xk + 1 , . . .  , Хп ) является функцией распределения 
(п - ! ) -мерной случайной величины (� 1 , • . •  , � k- 1 , � k + 1 ,  . . . , �п ) · Про
должив этот процесс далее, мы можем определить k-мерные функции рас
пределения любой группы из k величин �; , , �;. , . . .  , �ik по формуле 

Fk (X; 1 , X;2 , . . .  , x;k) = Р {�;, < X;1 , . . .  , �;k < X;k } = 
= F(c 1 , Cz , • • •  , Сп ) , 

где с8 = Х8 , если s = ir (1 :s;;;; r :s:;;; k) и с8 = + 00 в иных случаях. В частности, 
функция распределения случайной величины � k равна 

Fk (x) = F(c 1 ,  с2 , • • •  , Сп ) ,  

где все с; (i =F k) равны + оо ,  а ck = х. 
Подобно тому как поведение одномерной случайной величины можно 

характеризовать не только посредством функции распределения, но и 
другими способами, многомерные случайные величины могут быть опре
делены ,  скажем, посредством неотрицательной вполне аддитивной функ
ции множества Ф{Е} ,  определенной для любых борелевских множеств 
п-мерного пространства. Эту функцию мы определим как вероятность 
попадания точки (� 1 ,  • • .  , �n ) на множество Е. Этот способ вероятностной 
характеристики п-мерной случайной величины следует признать наиболее 
естественным и с точки зрения теоретической наиболее удачным. 
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Рассмотрим примеры. 
П р и м е р  1 . Случайный вектор (� 1 , . • . , �n ) называется равномерно 

распределенным в параллелепипеде а1 � � i < Ь; (1 � i � n) , если вероят
ность попадания точки (� 1 , � 2 , • • • , �n) в любую внутреннюю область 
указанного параллелепипеда пропорциональна ее объему и вероятность 
попадания внутрь параллелепипеда является достоверным событием. 

Функция распределения искомой величины имеет вид 

если х1 � а1 хотя бы при одном i, 

F(x 1 , . . . , Хп ) = 1 0, n С · - а · п _1 __ 1 '  где с1 = х1, если а; � х1 � bt , 

и с1 = Ь1, если х1 > Ь;. i = 1 bt - ai 

П р и м е р 2 . Двумерная случайная величина (� 1 ,  � 2 ) распределена 
нормально, если для нее функция распределения равна 

х . 
f e - Q (x, Y)dx dy, 

где Q (х, у) - положительно определенная квадратичная форма. 
Известно, что положительно определенная квадратичная форма от х и у 

может быть записана в виде 

(х - а)2 (х - а) ( у - Ь) ( у - Ь)2 
Q(x у) = - r + ' 

2А 2 АВ 2В2 ' 

где А и В - положительные числа, а r ,  а и Ь - вещественные числа, при
чем r подчиняется условию - 1 < r < + 1 .  

Легко видеть, что при r 2 =/= 1 каждая из случайных величин � 1 и � 2 
подчинена одномерному нормальному закону. Дейсmительно, 

x t 
Ft (X t ) = Р{ �1 < X t }  = F(X t , + 00 ) = С f f e - Q (x, y)dx dy = 

Так как 

(х - а ) 2 1 [ у - Ь r (x - a )  ] 2 

е
- ---z::42 (1 - r• ) 

f e- 2 -в- - А dy.  

fe 
1 [ у - Ь х - а ] 2 
2 -в- - r -А- dy = В .;-2i, 

5 . Б.В.  Гнеденко 
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то 

x l 
F1 (x 1 )  = BC V2if f е 

(х - а ) 2 _:_----;;-'- ( 1 - r 2 ) 
2А • 

dx. (2) 

Постоянное С может быть выражено через А, В и r. Эту зависимость можно 
найти из условия F1 (+ 00) = 1 .  Имеем : 

(х - а ) • • АВС . '2:=1Т ---- ( 1 - r ) y <. 7r 
= ВС .jТ; f е 2А 2 dx = f е 

� 
2АВС1Т 

� 
Отсюда 

� С = ---2 1ТАВ 
Если r 2 i= 1 , то мы положим 

А = а 1 � , В = а2 � · 

2 dz 

В этих новых обозначениях двумерный нормальный закон принимает 

такой вид : 

х , х . 
х f f е 

1 [ <х - а ) 2 2 ( 1 - r 2 ) а �  
(х - а ) (у - Ь ) (у - Ь ) 2 ] - 2 r + 2 а 1 а 2 а 2 dx dy. 

, 

Теоретико -вероятностный смысл входящих в эту формулу параметров 
будет выяснен в следующей главе . 

Подобно тому как это было сделано в одномерном случае , для много
мерных функций распределения можно установить ряд свойств . Мы при
ведем их формулировки, предоставив читателю их доказательства .  Функ
ция распределения 

1 )  есть неубывающая функция по каждому аргументу, 
2 )  непрерывна слева по каждому аргументу, 
3) удовлетворяет соотношениям 

F(+ oo , + oo, . . .  , + oo) = 1 , 
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lim F(x 1 , х2 , • • •  , Х11 ) = О 
X k -+ - oo 

-
( 1  .;;;;; k .;;;;; п) 

при произвольных значениях остальных аргументов . 

1 3 1  

В одномерном случае м ы  видели, что перечисленные свойства необходи
мы и достаточны, чтобы функция F (х) была функцией распределения 
некоторой случайной величины. В многомерном случае , оказывается, 
этих свойств уже недостаточно . Для того чтобы функция F (x 1 , • • • , х11 ) 
была функцией распределения, помимо перечисленных трех свойств , нужно 
добавить еще следующее : 

4) при любых ai и bi (i = 1 ,  2 , . . .  , п) выражение ( 1 )  не отрицательно . 
Что это требование может быть не выполнено, несмотря на наличие у 

функции F (x 1 ,  • • • , х11 ) свойств 1 - 3 ,  показывает следующщi пример. 
Пусть 

( О , если х .;;;;; О, или х + у  .;;;;; 1 ,  или у .;;;;; О, 
F(x, y) = l 

1 в остальной части плоскости. 

Эта функция удовлетворяет требованиям 1 - 3, но для нее 

F( l ,  1 ) - F( 1 , 1 /2) - F( l /2 ,  1 ) + F( l /2 , 1 /2 ) = -1 , 

и, следовательно , четвертое требование не выполнено . 

(3) 

Функция F (х, у) не может быть функцией распределения, так как 
разность (3)  согласно соотношению ( 1 )  равна вероятности попадания 
точки (� 1 . � 2 )  в прямоугольник 1 /2 .;;;;; � 1 < 1 , 1 /2 .;;;;; � 2 < 1 . 

Если суще ствуе т такая фунiО.Iия р (х 1 , х2 , . • .  , х11) , что при любых 
х 1 , х2 , • • •  , Х11 имеет место равенство 

x l  х 2  Xn 
F (x t , X2 , . . . , X11 ) = f f . . . f p (z 1 , z2 · · · · · zп ) dz11  • • •  dz2 dZ 1 , 

то эта фунiО.Iия назыв ается плотностью распределения вероятностей случай
ного вектора ( � 1 • �2 • • • . , �n ) .  Легко видеть , что плотность распределения 
обладает  следующими свойствами :  

1 ) р (х 1 , х2 , • • •  , Х11 ) � 0 . 
2 )  Вероятность попадания точки ( � 1 , �2 , • . .  , �11 ) в какую-нибудь 

область G равна 

f . . .  f р (х 1 , • • •  , X11 ) dx11 • • •  dx 1 •  
G 

В частности , если функция (Х 1  , х2 , • • •  , х11 ) непрерывна в точке {х 1  , . . .  ,х11) , 
то вероятность попадания точки ( � 1 • �2 , . . . • �11 ) в параллелепипед 
xk .;;;; �k < xk + dxk (k = 1 , 2, . . . , п l с точностью до бесконечно малых вые-

5 *  
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ших порядков равна 

р (х1 , Х2 , . . .  , Xп ) dx 1 dx2 . . .  dxn . 

П р и м е р 3 .  В качестве примера п-мерной случайной величины,имеющей 
Шiотность, приведем величину, равномерно распределенную в п-мерной 
области G. Если через V обозначим п-мерный объем области G, то ШIОТ· 
ность распределения будет равна 

( 0 , если (х 1 , х2 , • • •  , Хп) Е  G,  
р (х 1 , Х2 , . . .  , Хп) = 

1 /V, если (х1 , х2 , • • •  , Хп )  Е G. 

П р и м е р 4. Плотность двумерного нормального закона дается фор-
мул ой 

р (х, у) 
1 _ __ 1 _ [<х - а)2  _ 2 ,  (х- а)(у- Ь ) + ( у- Ь )� ] � е 2 ( 1 - r2 ) а� а 1 а2 а�  

21ra1 а2 
Заметим, что Шiотность нормального распределения сохраняет постоян-

ное значение на эллипсах 

(x-ai (х - а) (у - Ь) (у - bi 2 - 2r 
+ -22 

= Л  , 
ai а 1 а2 а? 

(4) 

где Л - постоянное ; на этом основании эллипсы (4) носят название эллип
сов равных вероятностей . 

Найдем вероятность попадания точки (� 1 , �2 ) внутрь эллипса ( 4) . По 
определению Шiотности 

P(Л) = J J p (x, y) dx dy, 
G (Л) 

(5 )  

где через G ( Л) обозначена область, ограниченная эллипсом ( 4) . Для вычис
ления этого интеграла введем полярные координаты 

х - а = р cos 8 ,  у - Ь = р sin 8 .  

Интеграл (5 ) при этом принимает вид 

1 2 7r 71.{s � - .в:_  s• 
Р( Л) = f f е 2 p dp d8 , 

21ra1 a2 � о о 
где для краткости обозначено 

s 2 =-
1
-

[ cos2 8 _ 
lr 

cos 8 sin 8 + sin: 8 ] . 
1 - r2 а� а 1 а2 а2 
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Интегрирование по р дает : 
л• 

1 - e- 2 ( 1 - r2 ) 2 1r d() 

Р(Л) - 21ra1 o2 � � s2 • 

1 33 

Интегрирование по () можно выполнить по правилам интегрирования 
тригонометрических функций, но в этом нет необходимости , так как оно 
ав томатически производится с помощью вероятностных соображений . 
Действительно ,  

1 2 1r d() 
Р(+ оо) = 1 = J 2 • 

21ra 1 a2 � о s 

Отсюда 
2 1r d() 
J -2 = 2 1ra 1 a2 � о s 

и ,  стало быть, 
л • 

Р(Л) = 1 - е
- 2 ( 1 - r2 ) . 

Нормальное распределение играет исключительно большую роль в различ
ных прикладных вопросах .  Распределение многих практически в ажных 
случайных величин оказывается подчиненным нормальному закону р�спре
деления . Так, например, огромная ирактика артиллерийских стрельб, произ
веденная в различных условиях,  показала, что рассеивание снарядов на 
rтоскости при стрельбе из одного орудия на определенном прицепе подчи
няется нормальному закону . В главе 8 мы увидим,  что эта "универсаль
ность" нормального закона объясняется тем ,  что в сякая случайная величи
на, являющаяся суммой очень большого числа независимых случайных 
величин, каждая из которых оказыв ает лишь незначительное влияние на 
сумму, распределена почти по нормальному закону. 

Важнейшее понятие теории в ероятностей - независимо сть событий -
сохраняет свое значение и для случайных величин. В соответствии с опреде
лением независимости событий мы скажем, что случайные величины 
� 1 , �2 , . • • , �n н езав исим ы ,  если для любой  группы �; , �; , . . .  , �;k этих 1 2 
величин имеет  место равенство 

р Н;, < Х;1 ' �;. < Х;, ' . . . ' �ik < X;k} = 

= Р { " .  < х; } Р Н; < х; } . . .  Р { �; < x;k } .. , ,  1 2 2 k 

при произвольных х; , , Х;2 , • • • • x;k и любом k(1  � k � n) . В частности,  для 
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произвольных х 1 ,  х2 , . • .  , Xn выполняется р авенсmо 

р Ht < X t ' �2 < х2 ' . . .  ' �n < Xn} = 

= Р { � 1 < х 1} Р { � 2 < х2 } . . .  Р Нп < хп }  

или в терминах функций распределения 

F(x 1 ,  Х2 , . . .  , Хп ) = F1 (x 1 ) F2 (X2 ) . . . Fп ( Хп ) , 
rде Fk(xk ) означает функцию распределения величины �k · 

Легко в идеть , что верно и обратное предложение : е сли функция распре
деления F(x 1 ,  х2 , . . .  , Хп) системы случайных величин � 1 , �2 , . . . .  �n 
имеет вид 

F(x 1 ,  Х2 , . . .  , Хп ) = F t (Xt )F2 (X2 ) . . .  Fп (Хп ) , 
где функции Fk (xk) удовлетворяют соотношениям 

Fk(+ oo) = 1 (k = 1 , 2 , . . .  , n ) ,  
то в еличины � 1 , �2 , . . .  , �n независимы и функции F 1 (х 1 ) , F 2 {х 2 ) , 
. . . , Fn (Хп ) являются их функциями распределения . 

Проверку этоrо предложения мы предоставляе м  читателю. 
П р и м е р 5 .  Рассмотрим п-мерную случайную величину, компоненты 

которой � 1 , �2 , . . . , �n являются взаимно независимыми случайными 
величинами , р-аспределенными по нормальным з аконам 

1 ( z- a k ) 2  
Xk - ---

Fk(Xk )  = f е 2 ak dz . 
ak Vfir  - СО  

В рас сматриваемом примере функция распределения равна 
n ( z - ak ) 2 n х k - ----':-

F(х 1 , Х2 , . . .  , Хп ) = (2 1Т) 2 П а;;1 f е 2 а � dz . k = 1 
Если независимые случайные величины � 1 • �2 , . . .  , �n имеют плотности 

распределения р 1 (х) , р2 {х ) , . . .  , рп (Хп) , то п-мерная величина {� I , �2 • . 
. . . , �n ) имеет плотность распределения, рав ную 

p (X t , Х2 , . . .  , Хп ) = P t (X t ) Р2 (Х2 )  . . . Рп (Хп ) · 
П р  и м е р  б . Если величины � � , �2 , . . .  , �n независимы и имеют ruют -

ности распределения 
(x - ak ) 2 

2 а� ( l <. k <. n) ,  
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то п-мерная ruютность распределения величины (� 1 , � 2 , . . .  , � п )  равна 

n 
(27Т) - 2 

р (х 1 , х2 , . . •  , хп ) = е · а 1 а2 . . •  an 
При n = 2 эта формула принимает вид 

(х 1 - а ,  ) 2 (х 2 - а 2  ) 2 

--- е 
21ra 1 а2 
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(б) 

Срав нение этой функции с плотностью двумерного нормального закона 
( пример 4) показыв ает, что для независимых случайных величин � 1 и � 2 
параметр r равен  О .  

При n = 3 формула (б ) может быть истолкована как плотность распреде
ления вероятностей компонент � 1 , �2 ,  � 3 скорости молекулы по осям 
координат (распределение Максвелла) , если только предположить, что 

1 
а21 = а22 = а2 - -з - hm ' 

где т - масса молекулы, а h - константа. 
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Сведения , полученные нами о функциях распределения , позволяют нам 
приступить к решению следующей задачи : по функции распределения 
F (х 1 ,  х2 ,  . • • , х п > совокупности случайных величин � 1 , �2 , . . . , �n опре
делить функцию распределения Ф (у 1 , у2 , . • . , Yk) величин 111 = !1 (� 1 , �2 , . . .  
· · · , � n ) , 172 = f2 ( � 1 , · · · , � n ) ,  · · · , 17 k = f k ( � 1 ' · · · ' � n ) · 

Общее решение этой задачи весьма просто , но требует расширения поня
тия интеграла.  Чтобы не отвлекаться в сторону чисто аналитических вопро
сов ,  мы ограничимся рассмотрением в ажнейших частных случаев : дискрет
ных и непрерывных случайных величин . В следующем параграфе будут 
изложены определение и основные свойства  интеграла  Стилтьеса; там мы 
дадим обшую запись в ажнейши х результатов настоящего параграфа . 

Рассмотрим сначала случай , когда п-мерный вектор (� 1 ,  . . . , � п) имее т 
плотность распределения вероятностей р ( Х 1 ,  х2 ,  • • • , Х п) .  Из предыдущего 
видно , что иском ая функция распределения определяется рав енством 

Ф(у i , У2 · ·  . . , yk ) = J  . . . fp (x 1 , x2 , . . .  Xп ) dx 1 dx2 . . .  dxn , 
D 

причем область интегриров ания D определяется перавенетв ами 

[; (Х 1 , Х2 , · · · • Хп ) < у; ( i = l , 2 , . . . , k ) .  
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В случае дискретных случайных величин решение, очевидно, дается 
с помощью п-мерной суммы ,  также распространенной на область д 

Мы применим теперь только что сделанное нами общее замечание относи
тельно решения поставленной нами общей задачи к нескольким важным 
частным случаям . 

Ф у  н к ц и я р а с п  р е  д е л е н и я с у м м ы . Пусть требуется найти 
функцию распределения суммы 

Т/ = � 1 + �2 + · · · + �n • 
если р (х 1 , х 2 ,  . . • , х п) � плотность распределения вероятностей вектора 
(� 1 , �2 , . . . , �п ) .  Искомая функция равна вероятности попадания точки 
(� 1 , �2 , . . .  , �n ) в полупространство �1 + �2 + . . . + �n < х и, следовательно, 

Ф(х) = f . . .  f р (х 1 .  Х2 , . . . , Хп) dx 1 dx2 . . . dxn . I:xk < х  
Рассмотрим подробнее случай n = 2 . Предыдущая формула принимает 

в этом случае такой вид: 

Ф(х) = f f 
х - х 2 

р(х 1 , Х2 ) dx 1 dx2 = J f р (х 1 , Х2 ) dx 1 dx2 . ( 1 ) 
х 1  + х 2 < х  

• 
Если величины � 1 и � 2 независимы, то р (х 1 , х2 ) = р1 (xl) р2 (х2 ) и равенст-
во ( 1 )  может быть записано в таком виде : 

х - х 2  х 
Ф(x) = fdx 1 f P l (x l )P2 (x2 ) dx2 = jdx1 f P 1 (X1 )P2 (z - x 1 ) dz = 

х 
= f dz { f p l (x 1 ) P2 (z - x 1 ) dx 1 }  

В об� ем случае формула ( 1 ) дает : 

х 
Ф(х) = f dx 1 J p (z, х 1 - z) dz . 

(2) 

( 3) 

Последние равенства доказывают, что если многомерное распределение 
слагаемых имеет плотность распределения вероятностей , то их сумма 
также имеет плотность распределения .  Эта плотность в случае независимых 
слагаемых может быть записана в виде 

р (х) = f р 1 (х - z)p2 (z) dz . (4) 
Рассмотрим примеры . 
П р  и м е р 1 .  Пусть � 1 и �2 независимы и равномерно распределены 

в интерв ал е (а, Ь )  . Найти плотность распределения суммы Т/ = � 1 + �2 • 
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Плотности распределения вероятност.ей � 1 и � 2 равны 

если х <;. а  или х > Ь, f 0' 1 
P t (x) = p2 (x) = l --, если а < х <;. Ь . 

Ь - а 

По формуле ( 4) находим, чrо 

ь 1 ь 
р11(х) = fP t (z) p2 (x - z) dz = - fP2 (x - z) dz . 

а Ь - а а 

Из тоrо , что при х < 2а 

х - z < 2а - z < а, 

а при х >  2Ь 

х - z > 2Ь - z > Ь, 

заключаем, что при х < 2а и х > 2Ь 

р11(х) = О . 
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Пусть теперь 2а < х < 2Ь .  Подинтегральная функция отлична от  нуля толь
ко при тех значениях z , которые удовлеmоряют неравенсmам 

a < x - z < b 
или, что то же самое , неравенсmам 

х - Ъ <  z < х - а. 

Так как х >  2а, то х - а > а. Очевидно ,  что х - а <;. Ь при х <;. а + Ь . Следова
тельно, если 2а < х <;. а + Ь ,  то 

х - а  
р11(х) = f 

а 

dz 
(Ь - ai 

= х - 2а 

(Ь - а)2 • 
Точно так же при а + Ь < х <;. 2Ь  

2Ь - х  

(Ь - ai ' 
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Собрав в ме сrе полученные результаты, находим, что 
о при х �  2а и х >  2 Ь ,  
х - 2а 

(Ь - а)2 
при 2а < х � а + Ь ,  (5 )  

рТ/(х) = 
2Ь - х 

(Ь - а)2 
при а + Ь < х � 2Ь . 

Функция рТ/(х) носит название закона распределения Симпсона . 
Вычисления в рассмотренном примере значительно упрощаются, если 

воспользов аться геометрическими соображениями . Изо бразим, как о бычно , 
� 1 и � 2 как прямоугольные координаты на плоско сти .  Тогда вероятность 
неравенств а �1 + �2 < х при 2а < х  � а +  Ь равна вероятности попадания 
в дв ажды защтрихов анный прямоугольный треугольник (рис .  1 6) .  Эта 
в ероятность, как легко подсчитать , рав на 

(х - 2ai F (х) = ...:.______:._ 
Т/ 2 (а - bi · 

При а +  Ь < х � 2 Ь  вероятность неравенств а � 1  + �2 < х равна вероятности 
попадания во всю заwтрихов анную фигуру . Эта вероятность рав на 

(2Ь - х)2 
FТ/ (х) = 1 - ---2 . 2 (Ь - а) 

Дифференцирование по х приводит нас к формуле (5 ) .  
В связи с рассмотренным примеро м  интересно заметить следующее . 
Общие в опросы геометрии привели Н .И. Лобачев ского к необходимости 

рещения следующей задачи : имеется группа из n взаимно независимых 
случайных величин � 1 , �2 , • . •  , �п о найти распределение вероятностей их 

среднего арифметического . 
� 2 Эта задача бьmа им реще-

ь 

а 

Рис. 1 6  

н а  только для случая, когда 
все ощибки р а в н о м е р н о 
распределены в интервале 
(- 1 ,  1 ) . При этом оказа
лось, что вероятность ощибке 
среднего арифметического за
ключаться в пределах от -х 
до х равна 

1 
Р (х) =  -- Х n 2n - 1 

[n - nx - 2r] r х � (- 1 ) ' ----
(r ! )2 (n - r) ! ' 
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где суммирование распространяется на все целые r от r = О до 

r = [ n � nx]. 
П р  и м е р  2 .  Двумерная случайная величина (� 1 , �2 ) расnределена по 

нормальному з акону 
1 

р (х, у) = � Х 27Та1 а2 y l - r-
1 1 { (х - а)2 (х - а) (у -- Ь)  (у - Ь )2 ) \ 

Х ехр l - 2 ( 1 - rz ) \-;;г- - 2 r---��- + - --
а� - J .  

Найти функцию распределения суммы 1'/ = � 1 + �2 •  
Согласно формуле ( 3 )  

р.,.,(х) = lv'l=? f ехр { - _ _!_ _ _  (��х 2 1ra1 a2 1 - r2 t 2 ( 1 - r2 ) ai 

_ 2/� =-��� - z - Ь) 
+ (х - z � bi ) } dz . 

а 1 а2 а2 
Обозначим .п.пя краткости х - а - Ь через v и z - а через и ;  тогда 

1 
Р.,.,(х) = ,/'--::! Х 21ra1 a2 I - r  

{ 1 ( и2 и (v - и) (v - и)2 ) \ 
Х f exp - - ·--- - - 2 r --- + - -

а22
- J dи .  

2 ( 1 - r 2 ) ai а 1 а2 
Так как 

и2 и (v - и) (v -- и)2 2 ai + 2 ra 1 a2 + a� a 1 + r a2 v 2 
- 2 r ---- + --2- = и ----22--- - 2 и v  --2- +-- =  

at а1 а2 а2 а 1 а2 а1 а2 а2 

+ и: (I _ --/а 1_ + ra2 i 2\= [ и 
Jai + 2 ra1 а2 + а� 

а2 а1 + 2 ra1 а2 + а27 а 1 а2 

v a1 + ra2 ] 2  v2 ( 1 - r 2 ) 

- ;;; vat + 2 ra i a2 + а� + oi + 2rai a2 + � 
' 
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то ,  вв едя обозначение 

мы приведем выражение для р11(х)  к виду 

ехр { - 2 
v 2 

2 } r• 2 (а1 + 2ra1 а2 + а2 ) 
р.,., (х) = - ---- -------- -- f e  2 dt . . , �. --- - -- --- - - ---2 7Т  � ai + 2ra1 а2 + а� 

Так как t' 
v = x - a - b и j e 2 dt = ..;r:i, 

·то 

(х-а-Ь )2 

Гл. 4. Случайные величины 

е
-

2 ( a : + 2 ra, a2 + a� )  

В частности , е сли случайные в еличины � 1 и �2 независимы, то r = О и фор
мула для р11(х) принимает вид 

1 
р11(х) = у21Т (а1 + � ) 

е 
(х - а- Ь )2 
2(а� + а� )  

Нами получен , таким образом ,  следующий результат : сумма нормшz ьно 
распределенных случайных величин распределена по нормшzьному закону. 

Интересно заметить , что когда слагаемые независимы, имеет место и 
обратное предложение (т е о р е  м а Г. К р а м  е р  а) : если сумма двух 
независимых случайных величин распределена по нормшzьному закону, 
то каждое слагаемое также распредел ено по нормшzьному закону. Мы не 
останавлив аемся на доказательстве этого предложения,  так как оно требует 
более сложного математического аппарата . 

П р и м е р 3 .  Р а с п р е д е л е н и е х2 • Пусть � 1 , �2 , . • .  , �n - независи
мые случай ные в еличины , распределенные по одному и тому же нормально
му закону с параметрами а и а. 

Функция распределения величины 

1 n 
Х 2 = - � (�k - а)2 

а2 k � 1 
носит назв ание х 2-распределения. 
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Это распределеЮt:е играет важную роль в различных вопросах статистики . 
Мы вычислим сейчас функцию распределеЮt:я величины t = xf.jn. Она 

окажется независимой от  а и а. . 
Очевидно, что для отрицательных значеЮt:й аргумента функция распреде

леЮt:я Ф(у) величины � равна О ; для положительных значеЮt:й у функция 
Ф (у) равна вероятности попадаЮt:я точки ( � 1 , • • • , �п )  в нутрь шара 

п 
:Е (xk - а)2 = У2 . n . а2 . 

k = 1 

Таким образом, 

( t  
J
п _ � :.L 

Ф(y) = f . . . f : м=  е i = 1 2 dx1 dx2 . . .  dxп . I; xj < у' п у 2тr 
Перейдем для вычисления этого интеграла  к сферическим координам, т.е .  
сделаем замену 

х1 = р cos 8 1  cos8 2 . . . cos Оп - 1 , 
х2 = р cos 8 1 cos 8 2 • • •  sin 8 п _ 1 , 
Хп = р sin (J 1 .  

В результате этой замены 

п/2  п / 2  y.Jri 
Ф(у) = J J f 

- п/2 - п/2 О 

y..j7i - р • /2 
X dp d(Jп - 1 . . .  d8 1 = Сп J е рп - 1  dp , 

где постоянная 

1 П/2 П /2  

о 

Сп = --- J . . . J D ((J l  . . .  8 п - 1) d8п - 1  · · . d8 1  
(v'Iir)

п - п/2  - п/ 2  
зависит только от  n .  

Эту постоянную легко вычислить, пользуясь равенством 
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Отсюда находим, что 
1 y.Jn - p 2 f 2 Ф(у) - J p n - l e dp . 

- 2 n f2�Г(n/2) 0 
Плотность распределения случайной величины t при у � О равна 

...[I.n (y yn)n - 1 - n y •  / 2 

�Р
(
У

) 
= Г (п/2) -�- е · ( 6 ) 

Отсюда, в частности, nри n = 1 мы получим , естественно , плотность распре
деления , равную удвоенной плотности исходного нормального закона 

�P(y) = V2{iГ e - Y 2 f 2 ( у � О) .  
При n "' 3 мы получаем известный закон М аксвелла 

з уб  2 �Р(у) = ..,fiГ у2 е - зу 1 2 . 

Из формулы ( 6) легко вывести плотность распределения величины х2 • 
Эта плотность равна О при х .;;;;; О, а при х > О 

x n / 2 - 1 е - х /2  

Рп(х) - 2n f 2Г (n /2) 

Расnределения величин , тесно связанных с х2 и часто используемых на 
nрактике ,  сведем в следующую таблицу : 

1 
х• = 

а> 

В еличина 

1 1 n -- Х2 = -- � (tk · - a)2  
n na2  k = 1 

х = )_1__ 
а• 

Т а б л и ц а l З 

Плот ость р ас пр еделен ия пр и х > О 

x nf 2- 1 e -x/2 

2nf2 г(n/2)  

(n/2)nf 2 n j 2- 1 -nxf2 --- х е 
Г(n/2 )  

.J2n (
:.._.Jri_

\n - 1  
e- nx • / 2  

Г (n/2)  .ji J 
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П р и м е р 4 0  Ф у  н к ц и я р а с п р е д е л е н и я ч а с  т н о г о .  Пусть 
плотность распределения вероятностей величины ( � , 77) равна р(х , у) о Тре
буется найти функцию распределения частного � = � / 77  о 

Со гласно определению 

Fr (x ) = Р Ц/77  < х} . 

Если � и 77 изображают координаты точки на плоскости , то Fr (х) равна 
вероятность того , что точка (� , 77) попадает в область , !_<Оординаты точек 

1J 

о 

Рис. 1 7 

которой удовлетворяют неравенству � /77  < х. На рис . 1 7  эта область за
штрихована. 

Согласно о бщей формуле искомая вероятность равна 
z x о 

Fr (x ) = f f р (у, z ) dy dz + f f р (у, z) dy dz. 
о Z X 

(7) 
Отсюда вытекает , что е сли � и 77 независимы, а р1 (х) и р2 (х) - их плотно
сти распределения , то 

о 
Fr (x ) = f F1 (xz)p2 (z ) dz + J ( 1 - F1 (xz )) p2 (z ) dz. 

о 
Продифференцировав (7) , находим , что 

о 
Pt (x )  = J zp (zx , z ) dz - J zp (zx , z )dz. 

о 

(7 ' ) 

(8) 
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В частности , если � и 11 независимы, то 

о 
Pr (x ) =  f �P J (zx ) p2 (z ) dz - f zp1 (zx ) p2 (z ) dz. 

о 
(8 

1 ) 

П р и м е р 5 .  Случайная величина ( � , 11) распределена по нормальному 
закону 

р (х, у) = ·----- ехр {- 1 [-х-
2 - 2 r -x_y - + -у-2 ] } 

2 na 1 a2 � 2 ( 1 - r2 ) а�  а1 а 2  а� · 

Найти функцию распределения частного t = � 1 11· 
По формуле (8) 

Произведем под интегралом замену, положив 

z 2 а�х2 - 2 r a 1  а2х + ai и = ---
2 ( 1  - r2 ) а� а � 

Выражение для Pt (х) при этом принимает такой вид:  

а 1 а2 � а1 а2 � . Pr (x ) = 2 2 . 2 ) 
f e- udu = 2 2 2 ) ; 1r (a 2x -2 ra 1 а2х + а 1  0 n (a 2x -2 ra 1 a2x  + а 1  

если, в частности, величины � и 11 независимы, то 
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Плотность распределения величины � называется законом Коши. 
П р и м е р 6 . Р а с п  р е д е л е н и е С т ь ю д е н т а . Найти функцию 

распределения частного � = �/1/ , где � и 11 - независимые величины, причем 
� распределено по нормальному закону 

n x 2 
Pt (x) = � е 

- т , 

а 11 = х /  ..Jn (см. пример 3) , 

ffn (y ...;n ) n - 1  - �· 
Р.,., (х ) = Г(n/2 ) ...(2 

е 2 

Согласно формуле (8 ' ) 

Pr(x ) = f z v -- e 2 -- -- е 2 dz 
оо Гil _ nz 2 x 2 ffn (z ...;n) n - 1  - �  

0 2 п Г(п/2) ...(2 
1 оо (z ...;n) п - 1 - � (х 2 + 1 ) = ----- J -- е 2 nz dz . 

..;-:i Г(n/2) о v'2 
Сделав замену 

nz 2 
и = 2 (х2 + 1 ), 

находим, что 

(х2 + I ) _ _  п ;_1 оо п - 1 r(n : l ) п + 1 
Pr(x ) = ----- f u 2 e -"du = (x2 + 1 )- -2-

..;-:i Г(n / 2 )  о ..;-i Г(n/ 2) 
Плотность распределения вероятностей 

г ( п +
2

,
1) n i- 1 

Pr (x ) = ---- (1  + х� )- -· 2-

...[1i Г( п / 2 )  
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носит название з а к о н а С т ь ю д е н т а (Стьюдент - псевдоним англий
ского статистика Го ссета , впервые нашедше го этот закон эмпирическим 
путе м) . 

При n = 1 закон Стьюдента превращается в закон Коши. 
П р и м е р 7 .  П о в о р о т о с е й к о о р д и н а т .  По функции рас

пределения двумерной случайной величины (� , 77) найти функцию рас
пределения величин 

� � 
= � cos а + 77 sin а ,  (9) 

77 '  = - � sin а + 77 cos а . 

Обозначим через F (x, у) и Ф (х, у) функции распределения в еличин (� , 77) и ( ( ,  71 1 ) . Если мы станем изображать ( � , 77) и ( � ' , 'f/ 1 ) как пря
моугольные координаты точки на плоскости ,  то легко видеть ,  что система 
осей � ' О 77 '  получается из системы � О 77 путем поворота последней на 
угол а . Мы о граничимся случаем О < а <  тr /2, предоставив читателю вывод 
аналогичных формул для остальных значений а .  

Обозначим через р (х, у) плотность распределения вектора ( � , 77) и 
через тr (х, у) - вектора (( . 77') . Из (9) находим, что 

�· = � cos а - 77 sin а, 

77 ' = � sin а + 77 cos а 

и, следовательно , 

тr(х, у) = р(х cos а - у sin а, х sin а + у cos а) . ( 1 0) 

Это равенство дает возможность получить формулу, связывающую 
функции распределения векторов (� , 77) и (� ' ,  77 ' ) . При разыскании фор
мулы следует учитывать геометрическую картину . 

П р и м е р 8 .  Двумерная случайная величина ( � .  77) распределена по 
нормальному закону 

1 r 1 l x �  ху у 2 ] '  
р (х, у) = --- - ехр - ----; - -2 -- 2 r --- + -2 \ .  

2 тr а t а2 .;т=?  \ 2 ( 1 -r - )  a t  a t a 2  а 2 J 
Найти плотность распределения случайных величин 

� � = � cos а + 77 siп а ,  
71 1 

= -� sin а + 77 cos а . 
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Согласно равенству ( 1 0) 

1r (x ', у ' ) = р (х ' cos а - у '  sin а, х ' sin а + у ' cos а) = 

1 { 1 12 в 1 1 с 1 2 ] l  = ------ - ехр - 2 [ Ах - 2  х у  + у / • 2 1ra 1 a2 � 2 ( 1 -r ) 

где обо значено 

cos2 a cos а sin а 
А = 

в = 

a i 2 r ----- + 

cos а sin а 
а � 

sin2 а - cos2 а - r -------- -a1 G 2  
sin2 a cos а sin а cos2 a 

C = -- + 2 r  + a i а 1 а2 а � 

cos а sin а 
а � 
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Из nолученной формулы мы заключаем,  что поворот о сей переводит нор
мальное распределение в нормальное . 

Заметим, что если угол а выбран так, что 

2 r a 1 a2 tg 2 а = a i  - а � ' 
то В = О и  

А х , ' _!!у_ " 
1r (x ', у ' ) = ------ е - 2(t=;r) - 2 ( 1--=7) 

2 1Т а t а2 � 
Это равенство означает , что любая нормально распределенная двумерная 
случайная величина путем nоворота о сей координат может быть nриведена 
к системе двух нормально расnределенных н е з а в и с и м ы х случайных 
величин . Этот результат может быть nеренесен на п-мерные случайные 
величины .  

Можно доказать более сильное предложение , исчерnывающе характери
зующее нормальное расnределение вероятностей . Пусть на nлоскости имеет
ся н е в ы р о ж д е н н о е (т .е . не сосредоточенное на одной nрямой) рас
nределение вероятнос t ей . Для того чтобы зто расnределение бьио нормаль
ным, необходимо и достаточно , чтобы дВумя различными сnособами 
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можно бьmо на плоскости выбрать оси координат � 1 О �  2 и 11 1  О 112 такие, 
что координаты � 1 и � 2 , так же как 11 1 и 112 ,  рассматриваемые как слу
чайные величины с заданным распределением вероятностей , бьmи бы 
независимы. 

§ 22. Интеграл Стиmьеса 

Дальнейшее изложение существенно использует поняmе интеграла 
Стилтьеса. Для облегчения изучения последующих параграфов мы приво
дим здесь опред�ление и основные свойст\lа интеграла Стилтьеса, не оста
навливаясь при Этом на доказательствах.  

Предположим, что в интервале (а , Ь) определены функцИя f (x) и 
неубывающая функция F (x) с о граниченной вариацией . При этом мы для 
определенности будем предполагать, что функция F (х) непрерывна слева.  
Если а и Ь конечны, то разделим интервал (а ,  Ь ) точками а = х0 < х1 < 

< х2 < . . . < xn = Ь на конечное число частичных интервалов (х; , х;+ 1 ) и 
образуем сумму 

n 

i = 1 
где Х'; - Произвольное число , выбранное в сегменте (х;_ 1 ,  Х; ) . Станем 
теперь увеличивать число точек подразделения, одновременно приближая 
длину максимального из частичных интервалов к нулю . Если при этом 
написанная выше сумма стремится к определенному пределу 

n 
J = lim L ( f (x; ) [F(x;) - F(x;_ 1 )] ,  ( 1 )  

n --? oo  i = l 
то этот предел называется интегралом Стилтьеса от функции f (х) с интег
рирующей функцией F(?.:) и обозначается символом 

ь 
J =  f f (x )dF (x ). (2) 

а 
Несобетвенный интеграл Стилтьеса , когда промежуток интегрирования 

бесконечен, определяется обычным путем : рассматривается интеграл по 

произвольному конечному интервалу (а, Ь) ; вел�чины а и Ь произволь
ным образом заставляют стремиться к -оо и + оо : если при этом сущест
вует предел 

ь 
!im f f ( x ) dF (x ) , 

а -4- - оо а ь -+ оо 
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то этот предел называется интегралом Стилтьеса от функции f (x) по функ
ции F ( х) в промежутке (- оо , оо ) и обозначается 

f f (x ) dF (x ) .  

Можно доказать , что если функция f(x) непрерьmна и ограничена, то 
предел суммы ( 1 )  существует,  как в случае конечных, так и в случае бес
конечных пределов интегрирования . 

В некоторых случаях интеграл Стилтьеса существует и для неограничен
ных функций f (x) . Для теории верояuюстей рассмотрение таких интегра
лов представляет значительный интерес (математическое ожидание , диспер
сия, моменты и пр.) . 

Заметим, что всюду в дальнейшем .мы считаем, что интеграл от непрерыв
ной функции f(x) существует тогда и только тогда, когда существует 
интеграл от 1 f(x) 1 с той же интегрирующей функцией F (х) . 

Для целей теории вероятностей в ажно распространить определение 
интеграла Стилтьеса на тот случай, когда функция f(x) может иметь ко
нечное или счетное множество точек разрыва. Можно доказать (см. В .И. Гли
венко, Интеграл Стилтьеса , стр .  1 1 6) ,  что всякая ограниченная функция, 
имеющая конечное или счетное множество точек разрыва,  в частности, 
всякая функция ограниченной вариации , интегрируема при любой интегри
рующей функции о граниченной вариации. При этом требуется несколько 
видоизменить само определение интеграла Стилтьеса, именно , при образова
нии предела ( 1 ) надо рассматривать только такие последовательности под
разделений интервала интегрирования на части , что каждая точка разры
ва f (x) в ходит в число точек деления всех подразделений, за исключением,  
быть может, конечного числа их. 

Заметим, что при установлении пределов интегрирования важно указы
вать, включается в промежуток интегрирования или нет тот или иной его 
конец . Действительно , из определения интеграла Стилтьеса мы получаем 
следующее равенство (символ а'- О означае1 , что а включено в промежу
ток интегрирования , а символ а + О - что а исключено из него) : 

Ь n 
f f (x)dF (x) = lim � / ( x;) [F(x;) - F(x;_ 1 )] = 

а - О п --+ оо i - 1 
n 

lim 

ь 
- F(x0 )] = f f (x)dF(x) + f (a) [F(a + О) - F(a)] . 

а + О 
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Таким о бразом, если [ ( а ) * О  и функция F (х) имеет скачок nри х = а , то 
ь ь 
f f (x) dF(x) - J f (x) dF(x) = f (a) [F(a + О) - F(a - О)] . 

а - О а + О 

Это обстоятельство указьm ает на ro , что интеграл Стилтьеса, расnространен· 
ный на nромежуток ,  сводящийся к одной точке , может давать отличный от 
нуля результат. Мы условимся в дальнейшем,  если не будет сделано особой 
оговорки, nравый I<онец nромежутка исключать , а левый включать в интер· 
вал интегрирования . Это условие nозволяет наnисать следующее равенство : 

ь 
J dF(x )  = F( b ) - F( a ). 

а 

В самом деле ,  no оnределению , 
Ь n 

J dF(x )  = lim � [F(x;) - F(x;_ 1 )] = 
а n .... .. i = l 

= lim [F(хп ) - F(x0 )] = F( b ) - F( a ) 

(напомним, что F(x), no оnределению, неnрерывна слева и для нее ,  следова· 
тельно, F( b )  = lim F(b - е )) .  

s .... о 
В частности ,  если F(x) есть функция расnределения случайной величи· 

ны � . то 
ь 
f dF(x )  = F( b ) - F(a ) = Р { а � � < Ь} , 

а 

ь 

J dF(x )  = F ( b ) = Р Н  < Ь } .  
_ .. 

Если F(x) имеет производную и является интегралом от нее,  то из того , 
что по формуле конечных приращений 
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где Х; _ 1  < Х; < Х; ,  следует равенство 

ь n -
f f (x) dF(x} = lim � f ( x; ) [F(x;} - F(x;- t ) ]  = 

а n --+ oo i = l 

n Ь = lim � t (х; ) р (х; ) (хг х;_ 1 ) = f f (x ) p (x ) dx. 
n -+ oo j = l а 

1 5 1 

Мы видим, чт.о в этом случае интеграл Стилтьеса сводится к обыкновенному 
интегралу . 

Если F (х) имеет скачок в точке х = с , то , выбрав подразделения так , 
что при некоторых значениях индекса xk < с < xk+ 1 , имеем : 

ь k 
f f (x)dF(x) = lim � t (x; ) [ F(x;) - F(x; - t )] + 

а n -+ oo  i = l 
n 

+ f (c ) [F(xk+ l ) - F(xk)] + lim � f ( x; ) [F(x;) - F(x;_ 1 )] = 
n -> oo j = k + 2 

с ь = f f (x) dF(x} + f f(x}dF(x) + f(c ) [F(c + O) - F(c - 0)] . 
а с + О 

В частности , если изменение функции F (х) происходит только в точках 
C J , С2 ,  . . . , Сп , . . .  , ТО 

ь 
f f (x) dF(x) = � f (сп ) [F(сп + О) - F(сп - О)] 

а n = 1 

и интеграл Стилтьеса сводится к ряду . 
Перечислим основные свойств а интеграла Стилтьеса, которые нам потре

буются в дальнейшем .  Доказательства зтих свойств легко могут быть про
ведены читателем, исходя из определения интеграла Стилтьеса и пользуясь 
рассуждениями, используемыми в теории обычного интеграла . 

1 . При а < с 1 < с'2 < . . . < сn < Ь 

Ь n C'i+ l 
f f (x) dF(x) = I: f f ( x ) dF (x ) 

а i = О с ; 
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2 .  Постоянный множитель выносится за знак интеграла 

ь ь 
f c f (x ) dF(x ) = с  f f (x ) dF(x ). 

а а 
3 .  Интеграл от суммы функций равен сумме их интегралов 

Ь n n 
f � [;(x ) dF(x ) = � 

а i = 1 i = 1 а 
4 .  Если f (x) ;а. О и Ь > а, то 

ь 
f f (x )dF(x ) ;а. О. 

а 

ь 
f [; (x ) dF(x ). 

5 .  Если F 1 (х) и F 2 (х) - монотонные функции с ограниченным измене
нием,  а с 1 и с2 - произвольные постоянные, то 

ь ь ь 
f f(x)d [c 1 F1 (x) + c2F2(x)] = с 1  J f(x)dF1(x) + с2 J [(x) dF2(x). 

а а а 
х 

б . Если F (x) = f g (u)dG (u) , где с - постоянное, g (u) - непрерывная 
с 

функция и G (и) - неубывающая функция с ограниченным изменением, то 

ь ь 
f f (x ) dF (x ) = f f (x ) g (x ) dG ( x ). 

а а 
Использовав понятие интеграла Стилтьеса, мы можем написать общие 

формулы для функции распределения суммы 

F(x) = f F1 (x - z) dF2 ( z ) = f F2 (x - z )dF1 ( z ) 

� 1 
двух независимых слагаемых, а также частного -

�2 

о 
F(x ) = f F1 (xz ) dF2 ( z ) + f [ I - F1 (xz )] dF2 (z ) 

о 
независимых случайных величин � 1 и � 2 в предположении, что 

Р { � 2 = О } = 0 . 
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УпражненШt 

1 . Доказать, что если F (х) - функция распределения, то при любом 
h * О функции 

x + h x + h 
1 

Ф (х )  = - f F(x )dx, h 'lt (x )  l h f F(x )dx 
x - h  х 

также являются функциями распределения. 
2. Случайная величина t имеет F (х) своей функцией распределения (р (х) - плот

ность распределения) .  Найти функцию распределения (плотность распределения) 
случайной величины : 

а) 11 = а � + Ь, а и Ь - вещественные числа; 
б) 11 = � - ·  (P{ t = O } = O ;  
в) 11 = tg t ;  
г )  11 = cos t ;  
д) 11 = f ( O ,  где f (x) - непрерывная монотонная функция без промежутков 

постоянства. 
3.  Из точки (0, а ) проведена прямая под углом '11 к оси Оу. 
Найти функцию распределения абсциссы точки пересечения этой прямой с осыо 

Ох, если 
а) угол '{1 равномерно распределен в промежутке (0, п/2) , 
б) угол '11 равномерно распределен в промежутке (- п/2,  п/2) . 
4. На окружность радиуса R с центром в начале координат наудачу брошена точка 

[иными словами, полярный угол точки попадания равномерно распределен в проме
жутке (-п,  п) ) .  Найти плотность распределения 

а) абсциссы точки попадания, 
б) длины хорды, соединяющей точку попадания с точкой ( - R , О) . 
5. На отрезок оси ордИнат между точками (0, 0) и (0, R) наудачу брошена точка 

[ т.е. ордината этой точки равномерно распределена в промежутке (0, R) ) .  Через точ
ку попадания проведена хорда окружности х2 + у2 = R 2 ,  перпендикулярная к оси О у. 
Найти распределение длины этой хорды. . 

6. Диаметр круга измерен приближенно. Считая, что его величина равномерно рас
пределена в отрезке (а, Ь ) ,  найти распределение площади круга. 

7. Плотность распределения случайной величины t дана равенством 

а 
р ( х ) 

Найти : 
а) постоянную а ;  
б) вероятность того, что в двух неэависимых наблюдениях � примет значения, 

меньшие 1 . 
8. Функция распределения случайного вектора ( � , 11) имеет вид : 

а) F(x, у) = F, (х ) F2 (у ) + F� ( х  ) ; 

б) F(x, y) = F, (x ) F2 (y ) + F3 (x ) + F4 (y ). 
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Могут ли функции F 3 (х) и F 4 (х) быть произв олъными'? З ависимы или независим ы  
компоненты вектора ( � , 11) ?  

9. На отрезок (0, а )  наудачу брошены две точки [ т .е .  их абсциссы равномерно рас
пределены в отрезке (0. а) ) . Найти функцию р асnределения расстояния между ними. 

10. На отрезок (0, а )  брошено n точек. Считая, что точки разбросаны случайно 
[ т .е. каждая из них гасnолож ена независимо от других и расnределена равномерно 
в (0, а ) ) ,  найти : 

а) nлотность расnределения аб сциссы k-й слева точки ;  
б)  совм естную Плотность расnределения абсцисс k-й и т-й точек слева ( k  < т ) .  
1 1 . Над случайной величиной � с непрерывной функцией расnределения nроизве

дено n независимых исnытаний, в результате которых были наблюдены следуюшие 
значения велич ины � : х1 , X:r , . . . , х11 • Найти ф ункции р аспределения случайных величин : 

а) 11 n = max (х 1 , х, , . . .  , х11 ) ; 
б) !;11 = min (х 1 , х, , . . .  , х11 ) ; 
в )  k-го по величине р езультата наблюдения : 
г) совместного распределения k-го и т-го по величине р езультатов наблюдения . 
12 .  Функция расnределения случайного вектора (� 1 ,  � 2 ,  . . .  , � 11) рав на F (xl ' х2 , . . .  

х11 ) . В результате исnытания компоненты вектор а получили з начения 
(z 1 ,  z 2 ,  . . .  , z 11) . Найти ф ункцию распределения случайной в еличины : 

а) 11 11 = max ( z 1 , z 2 , • • •  , z11 ) ; 
б )  !;11 = min (Z 1 , z 2 ,  . . .  , z11 ) .  

1 3. Случайная величина � имеет неnрерывную функцию распределения F (х) . 
Как р аспр еделена случай ная величина 7J = F ( � ) ? 

14. Случайные в еличины � и 7J независимы;  их nлотности распределения оnреде
ляются р авенствами 

р �(х) = р71(х) = О при х .;; О , 

р�(х) = с 1 х01е -!Зх , р71(х) = с 2 х'Уе -{Зх при х > О. 

Найти : 
а) постоянные с 1 и с 2 ;  
б)  плотность расnределения суммы � + 1) .  
15 .  Найти функцию распредел ения суммы н езав исим ых случай ных величин � и 

7J ,  nер вая из которых равномерно распреnелсна в сегменТ<' ( - lz , h ) .  а вторая имеет 
фу нкцию распр еделения F (х ) .  

16 .  Ппотность распределения случайного в ектор а ( � , 7J, !; ) равна 

пр и х > О , у > О , z > О , 
р (х, ) ' , z )  

в остальныл случаях. 

Найти распределение величины � + 7J + !; . 
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1 7. Найти расnределение суммы независим ых случай ных величин t 1 и � 2 ,  если И'\ 
распределения заданы условиями :  

1 1 
a) F1 (x ) = F2 (x ) = 2 + П arctg x ;  

б )  равномерно р асnределены соответственно в интервалах ( - 5 ,  1 ) ;  ( 1 , 5 ) ; 

1 
в ) р, (х ) = р 2 (х )  = 2;; е 

\ х \ 
С< 

18. Плотность расnределения независи мых случайных величин � и 7J равна :  

- ( о nри х .. о , 
а) Р!; (Х ) = р 71 (х ) 

- t а е -ах при х > О ( а > О );  

_ 1 0  nри х .. О , х > а . 
б) р � (х ) р71(х ) 

- t 1 /а при О < х .;; а . 

Найти п лотность р аспределения величины r = �/ 7J .  
19.  Най 1 и функцию р аспр<·дсле н ия прои зведения незав и сим ы" сомножюел ей � и 7J 

no и" ф у нкция м распр еделе ния F ,  (х )  и F 2 (х ) .  
20. Сл } чайныс величины � и 11 незав и симы и распр еделены : 
а) рав ном ерно в интервале ( -а ,  а ) ;  
б )  норм ал ьно с nарам е тр ами а = О. а = 1 

Най ш  фу нкцию распр еделения их прои зведсния . 
2 1 .  С rороны � и 11 1 р еу гольника пр едставляют соб ой не зависимые случ айные в ели

чины . По и" ф у н кциям р ас nр еделения F� (х ) и F11 (x) найти функци ю распределения 
тр е1 ьсй с rор оны. сели }Тол м ежду сторонами � и 11 равен nостоянном } числу а. 

22 .  Доказать, ч rо есл и  в еличины t и 11 не зависим ы и их п л о1 ность распределени я 
равна 

( о  при х .. О , 
р � (х )  = р 71 ( х )  l e - '"  nри х > О , 

1 0  в еличины � + 7J и � / 11  I d кжс незав и си м ы .  

23 .  Доказать, ч rо е сл и  в ел ичин ы � и 7J н е з а ви с имы и нор мальн о р аспределены с п а
рам е rрами а 1 = а 2  = О . а 1  = а , = а, 1 0  в е л и ч и н ы  

r = � 2  + 1)2 , ь = t 1 11 

также незав и сим ы  
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24. Доказать, что если в еличины � и 7J независимы и распредел ены по закону х2 
с параметрами т и n ,  то величины 6 = � /7J и r = � + 7J независимы. 

25. Случайные в еличины � ,  , � 2 ,  • • •  , � n не зависимы и имеют одну и ту же плотность 
распределения 

(х - а)2 

р ( х )  2 а 2 
--- е 
а � 

Найти двумерную плотность распределения величин 7J 
( т < n ) . 

n 
� � k и r 

k = 1 

т 
� � k 

k = l  

26 . Доказать, что л юбая ф ункция распределения обладает следУющими свойствами,  

о 1 Jim х f - dF(z )  = О, z х --. оо х 

х 
lim х 1 

f z dF(z ) = О ,  
х _,. - оо 

00 о 1 
ltm х f - dF(z )  = О , z х -+ + О х 

Jim х 
х -+  - 0  

х 
1 

f -z dF(z ) о . 

27. Над случайной в еличиной � .  им еющей непрерывную функцию распределения 
F (х) , проведены две серии независимых испытаний, в результате которых � приняла 
значения, расположенные в порядке возрастания в каждой серии : 

х , < х. < 0 0 0  < хм .  У ,  < Y z  < ... < YN . 
Чему равна вероятность нсравенств 

где т и р. заданные числа (0 < т < М, О < р. < N )? 
28. Случайная величина � имеет непрерывную функцию распределения F (х) . 

В результате 11 независим ых наблюдений над � получены слецующие значения 
х, < х2 < . . . < Xn · упорядоченные  по величине . Найти плотность рас пределения 
велич ины 

7J = 
F(хп)  - F(x , ) 

29. Случай ные величины � и 7J независимы и одИнаково распределены с плотностью 
расПрj:деЛеНИЯ 

с 
1 + х •  

Найти постоянную С и доказа1 ь, что величина � / 7J  распределена п о  закону Коши. 
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30. Случайные величины t и ТJ независимы,  их плотности распределения соотв ет
ств енно р ав ны 

1 
р � (х ) = ( 1 х 1 < l ) ;  

11' �  
при х о;;; О 

РТJ(х ) = 

при х > О. 

Доказать, что в еличина � ТJ нормально распределена. 
3 1 .  Пусть �  и t независимы и имеют плотности распределения 

при х о;;; О ,  

р� (х ) = Pt(X ) 
при х > О.  

� 
Доказать, что отноше ние ТJ = -- распределено равномерно на отрезке (0, 1 ) . 

� +  ТJ 
32. Случайные в еличины � и ТJ независим ы и равномерно распределсны на отрез

ке ( - l ,  1 )  _ Вычислить вероятность того, что корни уравнения х2 + � х + ТJ = О ве
шественны. 

(Задачи 29-32)  сооб шены мне М .И. Ядренко.)  



Г Л А В А  5 

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СЛУЧАЙНЬ� В ЕЛИЧИН 

В предыдущей главе мы видели , что наиболее полная характеристика 
случайной величины дается ее функцией распределения . Действительно , 
функция распределения одновременно указьmает на то , какие значения мо
жет принимать случайная величина и с какими вероятностями. Однако в ря
де случаев о случайной величине требуется знать гораздо меньше , требуется 
по;rучить о ней лишь некоторое суммарное представление. ДЛя теории 
вероятностей и ее приложений большую роль играют некоторые постоянные 
числа ,  получаемые по определенным правилам из функций распределения 
случайных величин . Среди этих постоянных, служащих для получения 
общей количественной характеристики случайных величин , особенно 
важны математическое ожидание , дисперсия и моменты различных по
рядков . 

§ 23 . Математическое ожидание 

Начнем изложение с рассмотрения следующего схематического примера : 
предположим, что при стрельбе из некоторого орудия для поражения иско
торой цели требуется один снаряд с вероятностью р1 , два снаряда - с ве
роятностью р2 , три снаряда - с вероятностью р3 и т.д. Кроме того , извест
но , что n снарядов заведомо достаточно для поражения этой цели .  Таким 
образом , известно,  что 

Р 1 + Р2 + . . . + Рп = 1 . 
Спрашивается , сколько в среднем потребуется снарядов для по ражения 
указанной цели .  

ДЛя ответа на поставленный вопрос будем рассуждать так . Предполо
жим , что производится очень большое число стрельб в указанных выше 
условиях . То гда на о сновании теоремы Бернулли мы можем утверждать, 
что относительное число стрельб ,  в которых для поражения цели потребо
вался только один снаряд,  приблизительно равно р 1 • Точно так же два сна
ряда потребовалось приблизител ьно в 1 00 р2 % стрельб и т .д . Таки м  обра-
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зом , "в среднем" на поражение одной цели потребуется приблизительно 

1 · P t + 2 · Р2 + . . .  + n · Рп 
снарядов . 
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Аналогичные задачи по подсчету среднего значения случайной величины 
возникают в самых разнообразных задачах. Вот почему в теории вероятно
стей вводят в рассмотрение о собое постоянное , носящее название м а т е 
м а т и ч е с к о г о о ж и д а н и я .  Мы сначала дадим определенirе для 
дискретных случайных величин, отправляясь от только что рассмотренного 
примера.  

Пусть 

обозначают возможные значения дискретной случайной в еличины � , а 

- соответствующие им вероятности .  

Если ряд � Xn Pn сходится а б с о л ю т н о ,  то  его сумма наз ьmается 
n = l 

математическим ожиданием случайной величины � и обозначается М � .  
Для непрерывных случайных величин естественным будет следующее 

определение : если случайная в еличина � непрерывна и р (х) - ее плотность 
распределения , то математическим ожиданием величины � назьmается 
интеграл 

м � = f xp (x ) dx ( 1 )  

в тех случаях, когда существует интеграл 

f i x l p (x ) dx . 

Для произвольной случайной величины � с функцией распределения 
F (х) математическим ожиданием назьmается интеграл 

М � = f xdF(x ) . (2) 
Пользуясь определением интеграла Стилтьеса , мы можем дать простое 

геометрическое истолкование понятию математического ожидания : мате
матическое ожидание равно разности площадей , заключенных между осью 
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ординат, nрямой у = 1 и кривой у =  F(x) в интервале (0, + оо) и между 
осью абсцисс, кривой у = F (х) и осью ординат в nромежутке ( -оо ,  О) .  
На рис. 1 8  соответствующие nлощади заiШрихованы й указано с каким 
знаком следует взять в сумме каждую из nлощадей . Заметим кстати, что 
геометрическая иллюстрация nозволяет математическое ожидание заnисать 
в таком виде : 

о 
М � = - J F(x )dx + J ( 1  - F(x ))dx. (3) 

о 

Сделанное замечание nозволяет во мноrих случаях находить математи
ческое ожидание nочти без вычислений . Так , для случайной величины, 

у 

о 
Рис. 18  

у = 1 

у = F(J:) 

расnределенной по закону, указанному в конце § 1 9, математическое ожи
дание равно nоловине . 

Заметим, что среди рассмотренных нами ранее случайных величин, слу
чайная величина, расnределенная по закону Коши (nример 5 § 2 1) , не име
ет математического ожидания. 

Перейдем к рассмотрению nримеров .  
П р и м е р 1 .  Найти математическое ожидание случайной величины � , 

расnределенной по нормальному закону 

р
(х ) = 1 

ехр 
(- (х - :)2 ) .  

a ...[21i 2 а 
По формуле (2) находим, что 

М � = J х 
1 

ехр 
(- (х - :)2 ) 

dx. 
a ..[2ir 2 а 
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х - а 
Заменой z = --- мы nриводим вычисляемый интеграл к виду а 

М � = -1- f (az + a ) e - z 2 f2dz = 
...j2-ff 

Так как 

и 

то 

м � = а . 
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Мы nолучили важный результат , вскрьmающий вероятностный смысл 
одного из nараметров ,  оnределяющих нормальный закон :  параметр а в нор
мальном законе распределения равен математическому ожиданию. 

П р и м е р 2 .  Найти математическое ожидание случайной величины � , 
равномерно расnределенной в интервале (а, Ь) .  

Имеем : 

ь dx 
M� = Jx 

а Ь - а 2 (Ь - а) 2 
Мы видим, что математическое ожидание совпадает с серединой интервала 
возможных значений случайной величины . 

П р и м е р 3 .  Найти математическое ожидание случайной величины � , 
распределенной по закону Пуассона 

р � =  k 
k !  

Имеем : 

� ake- a 
М� = � k ·  

k = O k !  

� a k 
= ае-а � а. 

k = O  k !  

б .  Б .В. Гнеденко 

(k = O , 1 , 2 , . . .  ) . 

� a ke- a � a k - 1 
� k ·  = ае-а � = 

k = l  k!  k = l  (k - 1 ) ! 
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Если F (х 1 В ) есть условная функция распределения для случайной вели
чины � ,  то интеграл 

М (� IB) = fx dF(x IB) (4) 
мы назовем условным математическим ожиданием случайной величины � 
относительно события В. 

Пусть В 1 , В 2 ,  . . . , Bn - полная группа несовместимых событий и 
F (х 1 В 1 ) , F (х 1 В 2 ) , . • •  , F (х 1 В n ) - соответствующие этим событиям 
условные функции распределения величины � .  Обозначим через F (х) 
безусловную функцию распределения величины � ; по формуле полной 
вероятности находим, что 

n 
F(x)'"= � P (Bk)F(x IBk) . 

k = l 
Это равенство совместно с (4) позволяет нам получить следующую фор
мулу : 

n 
М� = � P (Bk)M (� IBk) , k = l 

которая ,  очевидно , может быть записана и иначе : 

М� = М M (� IBk) . (5) 

Только что найденная формула во многих случаях значительно упроща
ет вычисление математических ожиданий . 

П р и м е р 4. Рабочий обслуживает n однотипных станков , расположен-
ных прямолинейно на расстоянии а друг от друга (рис . 1 9) .  Считая , что 

1 2 h n 
w о о о о о _! � l = (n -na �� 

Рис. 1 9  

рабочий обслуживает станки, подходя к ним в порядке очередности , найти 
средний переход (математическое ожидание величины перехода) между 
станками. 

Пронумеруем станки слева направо от 1 -го до п-го и обозначим через В k 
событие , состоящее в том , что рабочий находится у станка с номером k. 
Так как все станки по условию задачи однотипны , то вероятность P/k) 
того, что следующим станком, потребующим внимания рабочего ,  будет 
станок с номером i ,  равна 1 /n (1 � i � n) . Величина перехода Л в этом 
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случае равна 

f (k - i)a при k � i, л(k> = 1 l (i - k )а при k < i. 
По определению 

1 k n M (Л IBk) = - ( � (k - i) a + � (i - k) a) 
n i= l i =k+ l  

а 
[2 k2 - 2 (n + 1 )k + n (n + 1 )] . 

2п  
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Вероятность рабочему находиться у k-го станка равна 1 /n ,  поэтому по 
формуле (5) находим,  что 

n а МЛ = � - [ 2k2 - 2 (n + 1 )k + n (n + 1 )] . 
k = 1 2n2 

Известно , что 

n n (n + 1 ) (2 n + 1 )  � k2 = ------
k = l 6 

поэтому 

МЛ = 
a (n2 - 1) 

= 
� ( 

1 + 
_!_ ) ' 

3 n  3 n 

где 1 = (n - 1 )а оз�ачает расстояние между крайними станками. 
Математическим ожиданием п -м е р н о й с л у ч а й н о й в е л и ч и н ы 

(� 1 , � 2 , • . .  , �n ) называется совокупность n интегралов 

ak = ff . . . JxkdF(x 1 • . . . •  xk ,  . . .  , Хп ) = fxdFk (х) = M�k • 
где F k (х) - функция распределения величины � k *) . 

*) Мы не даем формального оnределения п-мерного интеграла Стилтъеса, во-nер
вых , nотому что фактически будем рассматривать только дискретные и н еnрерывные 
случайные в еличины и, в о-вторых , nотому что, по существу,  для теории вероятностей 
нужна не общая теория интегралов Стилтъеса, а теория абстрактного интеграла Лебега 
(см . об этом nодробнее в гл. 1 монографии Гнеденко и Колмогорова "Предельные 

расnределения для сумм независимых случайных величин", 1 94 9 г.) . 

6* 
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П р и м е р 5 . Плотность распределения двумерной случайной величины 

(� 1 , � 2 ) задана формулой (двумерное нормальное распределение) 

1 { 1 [ (х 1 - ai 
р (х 1 ,  х 2 ) = ехр - 2 2 -

21Та1 а2� 2 (1 - r ) U 1 
_ 2r(x 1 - а) (х2 - Ь) + (х2 � bi ] }; 

U 1 U2 U2 
найти ее математическое ожидание . 

По определению 

а1 = Jfx 1p (x 1 , X2 )dx 1dx2 = Jx 1P 1 (x 1 )dx1 
и 

а2 = Jfx2p (x 1 , X2 )dx 1dx2 = Jx2P2 (x2 )dx2 . 
В примере 2 § 22 мы видели , что 

P 1 (x t ) = __ I __ ехр' {- (x i -
2
а)2 }

· 
a 1V2if 2а1 
1 { (х2 - bi } 

Р2 (х2 ) = -- ехр - , 

a2v'2/i 2а� 
поэтому согласно результатам примера 1 настоящего параграфа нахо
дим , что 

а 1 = а, а2 = Ь. 

Нам удалось выяснить вероятностный смысл параметров а и Ь также и для 
двумерного нормального распределения. 

§ 24. Дисперсия 

Дисперсией случайной величины � называется математическое ожида
ние квадрата уклонения � от М� . Мы условимся дисперсию обозначать 
символом D� . Таким образом , по определению 

Щ = М (� - М�)2 = jxdF11 (x) , ( 1 ) 
о 

где через F 11 (х) обозначена функция распределения случайной величины 

Т/ = (� - М�) 2 • Найдем связь между функцией F 11 (х) и функцией распре
деления F � (х) величины � . Имеем :  

F11 (х) = О при х .;;;; О, 



§ 24. Дисперсия 

а при х > О  F� (x) = Р{1/ < х } =  Р{ (� - М�)2 < х } = 
= Р {-у'Х < � - М� < Vx }  = Р{М� -ух < � < М� +ух} =  
= F� (M� +ух) - F�(M� - Vx  + 0) .  

Формула ( 1 ) переписывается так : 

Щ = fdx [F�(M� +Vx) - F�(M� -JX + О)) = 
о 

= j xdF�(M� + vX) - j xdF�(M� -vX + О) . 
о о 
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В первом интеграле произведем замену z = М� + .JX, а во втором - за
мену z = м� - ух, в результате 

fxdF�(M� +vx ) = j (z - M�)2 dF�(z ) , 
о м �  � м �  
fxdF�(M� -ух + О) = f (z - M�)2 dF�(z ) . 
о 

Таким образом ,  

Щ = f(z - M�)2 dF�(z ) .  
Так как 

(z - М�)2 = z 2 - 2zM� + (М�)2 и м� = IzdF�(z ) ' 
то формула (2) может быть записана иначе 

Щ = fz2 dF�(z) - ( JzdF�(z ))2 = М�2 - (М�)2 . 

(2) 

(3) 

Так как дисперсия является неотрицательной величиной, то из послед
него соотношения мы выводим, что 

fz2 dF�(z ) ;:. ( fzdF�(z ))2 . 
Это неравенство представляет собой частный случай известного неравен
ства Буняковекого ...,. Коши . 

Подобно математическому ожиданию дисперсия сушествует не для 
всех случайных величин . Так , рассмотренный нами ранее (пример 5 § 2 1 )  
закон Коши не имеет конечной дисперсии . 

Рассмотрим примеры вычисления дисперсии .  
П р и м е р 1 .  Найти дисперсию случайной ве.1ичины � .  равномерно 

рас пре:rеленной в интерва:-rе (а, Ь ) . 
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В нашем примере 
ь х2 Ь3 - а3 Ь2 + аЬ + а2 

fx2dF�(x) = f -- dx = = 
3 о Ь - а З (Ь - а) 

В предыдущем параграфе бьmо найдено 

а + Ь 
М� = - . 

2 
Таким образом, 

щ 
= 

а2 + ;ь + Ь2 
-
( а; ь ) 2 

= 
(Ь - ai 

1 2  
Мы видим, что дисперсия зависит только от длины интервала (а, Ь) 

и является возрастающей функцией длины . Чем больше интервал зна
чений, примимаемых случайной величиной , т .е .  чем больше рассеяны ее 
значения , тем больше дисперсия. Дцсперсия , таким образом, играет роль 
м е р ы р а с с е я н и я (разбросанности) значений случайной величины 
около математического ожидания. 

П р  и м е р 2. Найти дисперсию случайной величины � , распределенной 
по нормальному закону 

1 ( (х - а)2 ) р (х) = ехр - J . a ..Jiii 2а2 

Мы знаем,  что М� = а , позтому 1 (х - а ) 2  
Щ = f(x - a)2p (x) dx = --- f(x - ai e  - 2иг- dx. 

a ..[fi 
Произведем под интегралом замену переменных, положив 

х - а 
z = ---

а 

при этом 
а2 • Щ = -- fz 2 e- z / 2dz . ..Jiii 

Интегрированием по частям находим, что 

fz2 e- z • / 2dz = j - ze-z • / 2 + fe- z • / 2dz = V2i 
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Таким образом, окончательно 

D� = а2 • 
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Мы выяснили , таким образом , вероятностный смысл второго параметра, 
определяющего нормальный закон. Мы видим, что нормальный закон рас
пределения полностью определен математическим ожиданием и дисперсией. 
Это обстоятельство широко используется в теоретических изысканиях . 

Заметим, что и в случае нормально распределенной случайной величины , 
дисперсия позволяет судить о рассеянии ее значений . Хотя при любых по
ложительных значениях дисперсии нормально распределенные случайные 
величины могут принимать в с е вещественные значения , все же рассеяние 
значений случайной величины будет тем меньше ,  чем меньше дисперсия ; 
при этом вероятности значений , близких к математическому ожиданию , 
будут больше . Это обстоятельство было отмечено нами в предыдущей главе 
при первоначальном знакомстве с нормальным законом . 

П р и м е р 3 .  Найти дисперсию случайной величины Л ,  рассмотренной 
в примере 4 § 23 .  

Сохранив обозначения примера 4 , находим, что 

1 k n 
М(Л2 1Вk) = - ( � (k - iia2 + � (i - k)2 a2 ) = 

а2 
п i = l i = k+ l  

= [ (k - 1 )  · k (2 k - 1 )  + (п - k) (п - k + 1 ) (2п - 2 k  + 1 )] = 
6n  

а2 
= - [6 k2 - 6 {п + 1 )k + {2п + 1 ) {п + 1 )] 

6 
и, следовательно ,  

1 n 
М (Л2 ) = - � М ( Л2 1Вk) = 

п k = l 

а2 а2 
= - [п (п + 1 ) {2 п  + 1 ) - 3 (n + 1 )2 п + п (п + 1 ) (2п + 1 )] = - (п2 - 1 ) .  

6 п  6 

Отсюда следует , что 
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Д и с п е р с и е й п-м е р н о й с л у ч а й н о й в е л и ч и н ы 

(� 1 , � 2 , . • . , � n ) называется совокупность n2 постоянных , определяемых 
формулой 

bik =
· JJ . . . f (xj -- M�j) (xk -- M�k ) dF(x 1 , x2 • . . .  , хп ) 

(l o;;;;; k o;;;;; п , 1 o;;;;; j o;;;;; n ) . (4) 
Так как при любых вещественных ti ( l o;;;;; j .;;;;; n) 

n n n 
f . . . f { L ti(xi - Mxj)} 2 dF(x 1 , х2 , . . . , Хп ) = L L bik tj fk -;;;. О,  

j= l  j = l  k = l  
то, как известно из теории квадратичных форм,  величины bik удовлетво
ряют неравенствам 

Ь 1 1 Ъ 1 2 b 1 k 
ь2 1 ь2 2  . . .  b2 k 

bk l bk2 . . . bkk 
Очевидно , что 

bkk = Щk .  

-;;;. О при k = 1 , 2 ,  . . .  , n.  

Величины bik при k =1= j называются смешанными центральными момен
тами 2-го порядка величин �i и � k ; очевидно , что bik = bki ·  

Следующая функция от моментов второго порядка 

b;j 
';i = 

.../b;; bjj 
носит название коэффициента корреля ции между величинами � � и �i . 
Коэффициент корреляции является мерой силы связи (линейной связи) 
между величинами � ; и � - Величина коэффициента корреляции , как это 
следует из неравенства Ь уняковского , заключена в пределах ( - 1 , + 1 ) . 

ЗначенИя ± 1  достигаются только в случае , когда � и 11 связаны линей
ной зависимостью. 
' ·

В дальнейшем мы увидим, что для н е з а  в и с и м ы  х величин коэффи
циент корреляции равен нулю . 

П р и м е р 4 .  Найти дисперсию двумерной случайной величины ( � 1 , � 2 ) , 
распределенной по невырожденному нормальному закону 

р (х .  у) = 

Х ехр {-
х 

21ra 1 a2� 
1 [ (х - а)2 

2 ( 1 - r2 ) ai 
- 2 1' 

�""( - а) ( у - Ь) (Y - bi ] . + , a l а 2  G :i  
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Согласно формуле (4) и результатам примера 2 настоящего параграфа 
и примера 1 § 23 , находим,  что 

Щ 1 = ai , · Щ2 = а� . 

Далее , 

Ь 1 2 = Ь2 1 = Jf (x - а) ( у - b) p (?c, y) dx dy = 

= 
( у - Ь ) ' ------_-_-_- f е

-
----:rог dy Х 

21ra 1 a2 v' 1 - r2 

Х f (x - а) ( у - Ь) ехр { - 1 ( х - а у - Ь ) 2 } -- - r--- dx 2 ( 1 - r2 ) а 1 а2 · 
Заменой 

z = { х - а 
_ ,

У - Ь )
· у ]  _ ,2 \ а 1  а2 

t 2 z 2 
X fte

- 2 dtfze 2 dz = ra 1 a2 • 
Отсюда находим,  что 

Jf(x - а) ( у - Ь) р (х, y) dx dy r = 

у - Ь t = --
a2 

M (� t  - M� t ) (�2 - М�2 ) 

v'Щt Щ2 
Мы видим, что двумерный нормальный закон (так же , как и одномерный) полностью определяется заданием математического ожидания и дис

персии ,  т . е .  определяется заданием пяти величин М�1 , М�2 , D� 1 , D�2 и r . 

§ 25 . Теоремы о математическом ожидании и дисперсии 

Т е о р е м а 1 .  Математическое ожидание постоянной равно этой по
стоянной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Постоянную С мы можем рассматривать как 
. (искретную случайную величину , которая может принимать только одно 
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значение С с вероятностью единица ; поэтому 

М С = С · 1  = С. 

Т е о р е м  а 2 .  Математическое ожидание суммы случайных величин 
равно сумме их .математических ожиданий : 

М (� + 11) = М� + М17 . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала случай дискретных случай
ных величин � и 11 · Пусть а1 ,  а2 ,  • • •  , an , . . .  - возможные значения величи
ны � и P t .  Р2 • • • •  , Pn • . . . - их вероятности; Ь 1 , Ь2 , . • • , bk , . . .  - возмож
ные значения величины 11 и q 1 , q2 , • • • , qk , . . .  - вероятности этих значе
ний. Возможные значения величины � + 11 имеют вид an + bk (k, n = 1 ,  2 , . . . ) . 
Обозначим через Pnk вероятность того , что � примет значение an , а 11 -
значение bk . По определению математического ожидания � � � 

М (� +  11) = � (ап + bk)Pn k = � � (ап + bk)Pn k = 
n , k = l  n = l  k = l  

� � � � 
= � an ( � Pn k) + � bk ( � Pn k ) · 

n = l  k = l  k = l  n = l  

Так как по теореме о полной вероятности 

то 

и 

� � � � ап � Pn k = � ап Рп = М� 
n = l  k = l n = l  

� � � bk ( � Pnk) = � bk qk = М17 . 
k = 1  n = l  k = l  

Доказательство теоремы для случая дискретных слагаемых завершено. 
Точно так же в случае , когда существует двумерная плотность распре-

деления р (х, у) случайной величины (� . 17) , по формуле (3) § 23 находим :  

М� = М (� +  11) = fxdFr (x) = fx (fp (z , х - z) dz) dx = 

= ffxp (z ,  х - z) dz dx = ff(z + y)p (z, y) dz dy = 

= ffzp (z, y) dz dy + ffyp (z, y) dz dy = fzp�(z) dz + fyp11 ( y)dy = М� + М17 . 

В общем случае теорема 2 будет доказана нами в дополнении 1 . 
С л е д с т в и е 1 .  Математическое ожидание су.м.мы конечного числа 

случайных величин равно су.м.ме их .математических ожиданий. 

М (� 1 + �2 + . . .  + �n ) = М� 1 + М�2 + . . .  + M�n · 
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Действительно , в силу только что доказанной теоремы 

M (� t + �2 + . . .  + �п ) = M�t + М (�2 + �2 + . . . + �п) = 
= M� t + М�2 + М (�з + . . . + �п ) = . . .  = M� t + М�2 + . . . + М�п .  
С л е д с т в и е 2 . Математическое ожидание суммы 
�IL = � t + �2 + . . . + �IL ' 
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где р. - случайная величина, принимающая лишь целочисленные значения , 
случайные величины � 1 , � 2 , • • •  не зависят от р. , математическое ожида
ние р. конечно и ряд 

� M l �k i P { p. ;;;. k } 
k = l 

сходится, существует и равно � 
M�IL = .� M�/{p. ;;;. j }. 

] = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, условное математическое ожи
дание , при условии, что р. = k, равно 

M{��t i p. = k } = M� t + М�2 + . . .  + M�k . 
Безусловное математическое ожидание � � k 

М� = �  М{� l p. = k } · P{p. = k } =  � P{p. = k } � М� - = IL k = l  IL k = l  j = l  J 

= � М�; � P{p. = k } = � M�; P{p. ;;;. j } .  
j = l k =j j = l 

Если слагаемые � 1 , � 2 , � 3 , . • • одинаково распределены,  т .е .  если 
РН 1 < х } = Р { � 2 < х } = . . .  = F (х) , то 

M�IL = М�1 • Мр.. 
Действительно , � k � 
M�IL = � Р {р. = k} � М�; = М�1 � kP{p. = k} = М�1 • Мр.. 

k = l  j = l k = l  

П р и м е р 1 .  Число космических частиц , попадающих на данную пло
щадку, есть случайная величина р., подчиненная закону Пуассона с пара
метром а, каждая из частиц несет энергию � , зависящую от случая . Найти 
среднюю энергию 8. ,  получаемую площадкой в единицу времени. 

Согласно следствию 2 имеем : 

м& = м� · Мр. = ам�. 
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П р  и м е р  2. По искоторой цели стрельба ведется до п-го попадания . 
Считая , что выстрелы производятся независимо дру г от друга и вероят 
ность попадания при каждом выстреле равна р ,  найти математическое ожи
дание расхода снарядов . 

Обозначим через � k число снарядов , потраченных от (k -- I ) -го до k-го 
попадания. Очевидно, что расход снарядов на n попаданий равен 

� = � 1 + �2 + · · · + �n 

и, следовательно , 

Но 

и 

следовательно, 

м� = nfp . 

Т е о р е м а 3 .  Математическое ожидание произведения независи
мых случайных величин � и fJ равно произведению их математических 
ожиданий. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если величины � и Т/ дискретны ; а 1 , а2 , • • , 
. . .  , ak , . . .  - возможные значения � и р 1 , р2 , • • .  , pk , . . .  - вероятности 
этих значений ; Ь 1 , Ь2 , • • • , bn , . . .  - возможные значения Т/ и q 1 , q2 , . • •  
. . . , qn ,  . . .  - вероятности этих значений , то вероятность того ,  что � примет 
значение ak , а Т/ - значение bn , paвнa pkqn . По определению математическо
го ожидания 

� � 
= ( 1: akPk ) ( 1: bn qn ) = М�МТ/ . k = l  n = l  

Лишь немнагим сложнее доказательство для случая непрерывных величин , 
провести его мы предоставляем читателю . 

С л е д с т в и е 1 .  Постоя н н ый м н ожитель :.t ожн о в ы н осить за знак ма
тема ти ческого ожидан ия 

м с� = см�. 
Это утверждение очевидно ,  так как , каково бы ни было � .  постоянное < 

и величину � можно рассматривать как независимые величины . 
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Т е о р е м а 4. Дисперсия постоянного равна нулю. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Согласно теореме 1 ,  

DC = M (C - M Ci = М (С - С)2 = МО = О. 

Т е о р е м а 5 .  Если с - постоянное, то 
Dс� = с2 Щ.  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  В силу следствия из теоремы 3 
Dc� = М [с� - Мс�]2 = М [с� - сМ�]2 = 
= Мс2 [� - М�]2 = с2 М[� - М�]2 = с2 Щ.  
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Т е о р е м  а б. Дисперсия суммы независимых случайных величин � и 11 
равна сумме их дисперсий 

D (� + Т/) = Щ + DТ/. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Действительно , 

D (� + 71) = М[� + Т/ - М (� + 17)]2 = М[(� - М�) + (17 - М17)]2 = 
= Щ + DТ/ + 2М (� - МЮ (Т/ - М17) . 

Величины � и 11 независимы , поэтому независимы также величины 
� - М� и 11 - М17 ; отсюда 

М (� - М�) (17 - М17) = М (� - MI0 · М (17 - М17) = О . 
С л е д с т в и е 1 . Если � 1 • � 2 , • • •  , �n - случайные величины , каждая 

из которых независи.ма от суммы предыдущих, то 
D (� 1 + �2 + . . . + �n ) = Щ 1  + Щ2 + . . . + Щn . 
С л е д с т в и е 2 .  Дисперсия суммы конечного числа попарно незави

си.мых случайных величин � 1 , � 2 , • • .  , � n равна сумме их дисперсий. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно n 
D (� 1 + �2 + · · · + �п ) = М ( � (�k - M�k )i = 

k = 1  
n n n n 

= М ;�t k � 1 (�k - M�k) (�; -- М�;) = 
k 
�

1 i�l 
M (�k - M�k )  (�; - М�;) = 

n 
= � Щk + � M (�k -- M�k ) (�; - М�;) . k = 1 k *i 

Из независимости любой пары величин � k и �; (k =f. j ) вытекает , что при 
k =f. j 

M (�k - M�k ) (�i - М�;) = О . 
Этим, очевидно, доказательство завершено . 
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П р и м е р 1 .  Нормированным 
� - М� 

называется отношение 

Доказать, что 

у'щ 
( � - М� ) 

D = 1 .  
VDf 

уклонением случайной величины � 

Действительно, � и м� ' рассматриваемые-как случайные величины, 
независимы , поэтому в силу теорем 5 и 6 

и 

о ( � - М� ) = 
Щ + D (-М�)

= 
Щ 

= 1 . 
v�щ щ щ 

П р и м е р 2 . Если � и 11 - независимые случайные величины, то 

D (� - Т/) = Щ + Df/ .  
Действительно , в силу теорем 5 и 7 

D (-11) = (-1 )2 D 11 = D 11 

D(� - 11) = D� + Df/. 

П р  и м е р 3 .  Теоремы 2 и 6 позволяют весьма просто вычислять мате
матическое ожидание и дисперсию числа J.1. наступлений события А при n 
независимых испьпаниях . 

Пусть pk есть вероятность появления события А при k-м испытании . 
Обозначим через J.l.k число появлений события А при k-м испытании . Оче

видно, что J.l.k есть случайная величина , примимающая значения О и 1 с ве
роятностями qk = 1 - pk и pk соответственно. 

Величина J.l. ,  таким образом , может быть представлена в виде суммы 

J.l. = J.l. 1 + J.l.z + · · · + /J.n · 
Так как 

MJ.l.k = О · qk + 1 · Pk = Pk 
и 

то доказанные теоремы позволяют заключить , что 

M[J. = p . + pz + • • .  + pn 
и 
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Для случая схемы Бернулли Pk = р и, следовательно , 

мм = пр и Dм = npq. 

Заметим, что отсюда 

м 
м - = р ; 

n 
D !!_ = pq 

n n 

§ 26. Моменты 
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Моментом k-го порядка случайной величины � называется математи
ческое ожидание величины (� - a) k : 

vk (a) = M (� - a) k . ( 1 )  

Если а = О, т о  момент называется начальным. Легко видеть , что началь
ный момент первого порядка есть математическое ожидание величины � .  

Если а = М � ,  то момент называется цен тральным .  Легко видеть , что 
центральный момент первого порядка равен нулю , а центральный момент 
второго порядка есть не что иное, как дисперсия. 

Начальные моменты мы станем обозначать буквой v k ,  а центральные -
буквой Mk • указывая в обоих случаях нижним индексом порядок момента .  

Между центральными и начальными моментами существует простая 
связь . Действительно , 

n n 
Мп = М (� - М�)п = � c: (-M�)n - kм�k = � c: (-M�)n - kvk . (2) 

k =O k = O  
Так как vl = м� .  ТО 

n 
Мп = � (- 1 )n - kc:vk vf - k + (-l )n - l (n - 1 ) (v1 )n . 

k = 2  

Выпишем эту связь между моментами для первых четырех значений n :  

Мо = 1 , 
М1 = 0 , 

(3) 

Mz = Vz - vi , (3 ') 
Мэ = vэ - 3 vz v l + 2 vi ,  

М4 = v4 - 4vэ v 1 + 6 v2 vi - 3 v1 . 

Эти первые моменты играют особо важную роль в статистике .  
Величина 

mk = M i � - a l k (4). 
носит название абсолютного момента k-eo порядка. 
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Согласно определению математического ожидания М (� - а) k должно 
вычисляться по формуле 

vk (a) = fxdG (x), ( 1  ') 

где С (х) обозначает функцию распределения величины (� - а) k . Однако 
при действительных расчетах предпочитают пользоваться другой формулой :  

vk(a) = f(x - a)kdF(x) , (5) 

где F (х) - функция распределения величины � .  Для того чтобы формулы 
( 1  ') и (5)  не противоречили друг другу , необходимо , чтобы имели место 
равенства 

fxdG (x) = f (x - a)kdF(x) . 
Докажем, что это действительно так . 
Если k - нечетное число , то (� - a) k - неубывающая функция �  и по

этому k 
G(x) = Р { (� - a) k < х } = Р { � - а < V'x} = 

k k 
= Р{� < а + Vx }  = F(a + "Тх). 

При нечетнам k , таким образом, 
k 

М (� - a) k = fxdF(a + vx ) .  
k 

Нетрудно подсчитать , что заменой z = а + Гх мы приводим этот интеграл 
к виду (5) . 

Если же k - четное , то (� - a) k есть неотрицательная в еличина и ,  следо
вательно , G (x) = О при х �  О . При х > О 

k k 
G (x) = P {(� - a)k < х } = Р {а - Vx < � < а + V'x}= 

k k 
= F(a + Vx) - F(a - Vx + 0) . 

Таким образом , при четном k � k � k 
М (� - a)k = f xdF(a + V'.X) - f xdF(a - :.Д +  0). 

о о 
k k 

Заменами z = а + Гх в первом интеграле и z = а - ::..(Х - во втором 
мы приводим М (� - a) k к виду (5) . 

Мы доказали частный случай следующей теоремы. 
Т е о р е м а 1 .  Если F (x) - функция распреоеления величтtы � , f (x) -

непрерывная функция, то 

М[Ш = ff(x) dF(x) .  



§ 26.  Моменты 1 77 

Так как мы уеловились считать , что случайная величина � имеет мате
матическое ожидание только в том случае , когда изображающий его ин
теграл абсолютно сходится, то ясно, что момент k-го порядка у величины � существует тогда и только тогда , когда сходится интеграл 

f 1 х l kdF� (x) . 
Из этого замечания следует, что если случайная величина � имеет момент 
k-го порядка ,  то она имеет также моменты всех положительных поряд
ков , меньших чем k. В самом деле , так как при r < k 1 х 1 k > 1 х l r , если l x l > 1 , то 

f l x l rdF�(x) = f l x l rdF�(x) +  f l x l rdF�(x) :s;;; l x l � l  l x l > l  
:s;;; f l x l r dF�(x) + f l x l kdFt(x) . l x l � l l x l > l 
Первый интеграл в правой части неравенства конечен в силу конеч

ности пределов интегрирования и ограниченности подинтегральной функ
ции , второй интеграл сходится в силу предположения . 

П р и м е р .  Найти центральные и центральные абсолютные моменты 
случайной величины , распределенной по нормальному закону 

(х - ai 1 
2а2 f . р (х) = ехр {-a VfiГ  

Имеем : 

P.k = f (x - a)kexp {- (х - ai } dx = __.:!:__ Jx ke- ;• dx. 
а .JFi 2а2 у'21Г 

При k нечетном , в силу нечетмости подинтегральной функции , 
P.k = О . 

При k четном 
r::- х •  1 2 � - -

P.k = mk = v - a k fx ke 2 dx. 7Т о 
Подстановкой х2 = 2z мы приводим этот интеграл к виду 

') - 1  --J- k k - 1 

P.k = mk = .:. a k 2_2_ jz 2 e- =dz = 7Т () 
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Моменты функций распределения не могут быть произвольными ве
личинами . Действительно,  к:ак:овы бы ни были постоянные t 0 ,  t 1 , • • .  , t n , 
квадратичная форма 

n n n 
lп = f ( L tk (x - a)k)2 dF(x) = L L Vk+; (a) tkt/� 0  

k = O j= 1 k = 1 

неотрицательна ;  поэтому первые v; (а) должны удовлетворять следую
щим неравенствам : 

v0 (a) v1 (a) 
v1 (a) v2 (a) 

v2 k (a) 
� о (k = 1 , 2 , . . .  , п) . 

Аналогичным неравенствам подчинены и абсолютные моменты . 
Относительно абсолютных моментов мы докажем еще следующую 

теорему . 
Т е о р е м а 2 . Если случайная величина � имеет абсолютный момент 

порядка k, то при любых t и т (О < t < т < k) 

t т k 
;;т; � Гт; � :.:;т;, 

где обозначено 
m, = M I � - a l 1, 

а - любое вещественное число. 
Д о к: а з  а т е л ь  с т в о . Докажем сначала теорему для того случая , 

когда t , т и k - рациональные числа. Пусть для определенности 

t = pjq, т = sjq, k = иjq , 

причем по предположению теоремы 

р < s <  и .  
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Пусть теперь r - какое-нибудь целое положительное число , меньшее чем и .  
Рассмотрим неотрицательную квадратичную форму 

r- 1 r+ 1 

m r_ 1 И 2 
+ 2m...! u v  + m r+ 1 v2 = J [ u  lx l 211 + v l x l 2"11 ] 2 dF(x) .  

q q q 
Условие ее неотрицательности состоит , как известно , в том, что 

т; :ЕО;; m r _ 1 · m r+ 1 · - -- --q q q 
Это неравенство ,  очевидно , может быть записано и в таком виде : 

Если придать r последовательно значения от 1 до r ,  то мы получим 
последовательность неравенств 

т; :ЕО;; m 0 m 2 , 
2 •2 � 2 2 2 r  

m 2 ...,. т 1 т з •  . . .  m r :ЕО;; m;_ 1 m �+ l . - -q q q - - -
q q q -- --q q 

Заметив , что всегда m0 = 1 , перемножив выписанные неравенства и произ

ведя сокращения , мы приходим к неравенству 

m
r+ 1 :ЕО;; r 
r т.'::!:_!_ q q 

1 

т б r � r+ 1  аким о разом ,  т.!. ..... mr+ ! , 

g_ q 
или же т ; :ЕО;; т ;:t 

q q q q 
Это неравенство доказывает , очевидно , теорему, 

циональных . 
в случае t ,  т и k ра-

Так как функция т, непрерывна относительно аргумента t в области 
О :ЕО;; t :ЕО;; k, то предельным переходом мы убеж;:щемся в правильиости тео
ремы при любых t ,  т и k . 

Заметим, что в только что доказанной теореме содержится следующее 
важное свойство моментов : 

-- 2 -- 3 -- -- k -- k+ 1 --
m l ' m 2 ' т3 ' . .  · ' m k ' m k + 1 ' . . .  

В примерах предьщущих параграфов два первых момента случайной 
величины полностью определяли ее функцию распределения , если только 
заранее известен вид этой функции (так это имело место для распределе
ний нормального ,  Пуассона , равномерного и др .) . В математической ста
тистике играют значительную роль законы распределения , зависящие от 
больше1 о чем два числа параметров . Если заранее известно, что случайная 
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величина подчинена закону вполне определенного вида, но неизвестны 
лишь значения параметров , то эти неизвестные параметры в важнейших 
случаях определяются через первые моменты . Если же нам неизвестно, 
к . какому виду принадлежит функция распределения ,  то . вообще говоря , 
не только знание одних первых , но и знание всех целочисленных моментов 
не дает возможности определить неизвестную функцию распределения . 
Оказывается, можно построить примеры различных функций распределе
ния с одинаковыми моментами всех целочисленных порядков . В связи 
с этим возникает вопрос (п р о б л е м а м о м е н т о в) :  дана последо
вательность постоянных чисел 

с0 = l , с 1 ,  с2 , с3 ,  . . • ; 
1 )  при каких условиях существует такая функция распределения F (х) , 

для которой при всех n имеют место равенства 

Сп = fx ndF(x) , 

2) когда эта функция единственна? 
В настоящее время эта задача получила полное решение , мы не останав 

ливаемся на нем , так как оно стоит в стороне от назначения нашей книги . 
Среди прочих числовых характеристик наиболее существенную роль 

играют так называемые с е м и и н в а р и а н т ы; их определение мы отло
жим до главы 7 ,  сейчас же отметим только следующее .  При сложении неза
висимых случайных величин момент суммы , вообще говоря , не равен сум
ме моментов слагаемых . Для момента суммы независимых слагаемых � 
и rz имеет место равенство 

n 
М (� + Тl)

п = l: C�M� k мrz n - k . 
k = O 

Семиинварианты различных порядков обладают тем свойством, что при 
сложении независимых слагаемых семиинвариант суммы равен сумме 
семиинвариантов слагаемых того же порядка . Оказывается , что семииы:
вариант любого порядка k есть рациональная функция моментов поряд
ков , меньших или равных k. 

Упражнения 

1 . Сл учайная величина � принимает целые нсотрицатсльные значения с всроят-
ностями 

a k 
а) Р{ � = k } = ----- , а > О - постоянная;  это р<tепрсделснис носи r назва( 1 + a) k + l 

нис распределения Паскаля:  
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( .01.Л ) k ( 1  + OJ.) • • •  ( 1  + (k - 1 ) 01.) 
б) = Р{•  = k } = --- 1 р0 при всех k > О, где 

Pk < 1 + 01. Л k. 
01. > о, л >  О и р0 = P( t = О  = ( 1  + 01.Л ) - ' . Э·1 о распределение носит название распреде-
ленил Пойа. 

Найти Mt и D � . 
2. Пусть IJ. - ч1. :по появлений события А в п независимых испытаниях , в каждом 

113 которых Р(А ) = р. ���йти 

б) М I IJ. - пр 1 . 
3. Вер uятн ос1 ь появления события А в k-м испы rании равна Pk· Пусть IJ. - число 

пuявлсний событиs. А в п первых независимых испытаниях. Найти 

n 
в) M ( IJ. - � Р;)3 • 

i = l 

n 
г) M ( IJ. - � Р;)4 . 

i = l 

4. Доказа п., что в условиях п редьщущей задачи максимум Dj.i достигается для 
1 n 

дан но го значения а = �- � Р; при условии 

р, =·р, = . . . = рп = а . 
5 .  Пусть IJ. -- чис;ю появлен ий события А в п независимых испытаниях, в каждом 

из которых Р(А)  = р. Пусть, далее, величина 71 равна О или 1 в зависимости от того, 
оказалось IJ. четным или нечетным. Найти М 71 .  

6. Плотнос l'ь распреденсния случайно й величинь.I t равна 

р (х) = -- е  2о: 
(распределение Лапласа) . Найти Mt и D t . 

7. Плопюс 1 ь  распределения абсолютн ой веничины скорости мопек улы дается 
распределением Максвелла 

х ' 
4х 2 а' р (х) = -- е a •.,J;" при х > О  

и р (х) = О при х .;; О, 01. > О - постоянная. Найти среднюю ск орость молекулы, ее 
дисперсию, среднюю кинс rичсскую энергию (масса молекулы равна m) и дисперсию 
кине rичсской энергии.  

8. Пло тность вероятностей молекуле, находящейся в броуновском движении, 
u1c roя rь IH t р<rсстоянии х от отг.tлкивающей стенки в момент t, если в момент t0 
она о п: 10 яла на рае�:тоянии х11 , щtе rся формулой 

{ (х + х 0 }2 (х - х0 )2 } 1 1 t е 4Dt + е 4Dt 

Р (х) � ?_.j;ijt 
l 

при х ;;.  О, 

о при х < 0. 

Най r и  математическое ожид<rние и дисперсию величины персмещения молекулы з .t 
время о 1 t0 до t (D - постоянная) . 
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9. Доказать, что для произвольной случайной величины t, в озможные значения 
которой находятся в промежутке (а, Ь) ,  выполняю rся следующие нсравенства 

а .;;; t .;;; Ь, Щ .;;; (Ь - а)2 /4. 
10. Пусть х 1 , х, , . . . , Xn - возмож�:ые значения случайной величины t . Доказать, 

что при n -+ оо 
n + 1 / n а) Mt М� -+ max х;, 

i 
б) nJм?i-+ max х;. i 

1 1 . Пусть F (x) - функция распределения t. Доказать, что если Mt существует, то 

Mt = f [ 1 - F(x) + F(- x) ] dx 
о 

и для существования Mt необходимо и достаточно, чтобы 

lim xF(x) = lim x [ l  - F(x) ] = О. 
х -+ -оо х __.,. 00 
1 2. На отрезок (0, 1 )  наудачу брошены две точки. Найти математическое ожидание, 

дисперсию и математическое ожидание п-й степени расстояния между ними. 
1 3. Случайная величина t распределена логарифмически нор.маль/Ю, т.е .  при х > О 

плотность распределения t равна 

р (х) = 1 - -1- (ln х - а)2 ___ е 2а2 
ха $ 

(р (х) = О  при х < 0) . Найти Mt и D t . 
14.  Случайная величина t нормально распределена с параметрами а и а. Найти 

М 1 t - а 1 .  i 
15 .  В ящике содержится 2 n билетов;  номер i (i = О, 1 ,  2, . . .  , п) обозначен на Сп из 

них. Наудачу вынимаются т билетов, s - сумма их номеров ; найти Ms и D s .  
16. Случайные величины t 1 ,  t 2 ,  • • •  , t n + т ( n  > т) независимы, одинаково распре

делены и имеют конечную дисnерсию. Найти коэффициент корреляции между 
су м мами 

s = t 1 +' t, + . . .  + tn и a = tт + l + tm +2 + . . .  + tm + n· 

1 7. Случайные величины t и 11 независимы и нормапьно распределсны с одними и 
теми же nараметрами а и а. Найти к оэффициент корреляции между a t  + Р Т/ и et t - РТJ,  
а также их совместное расnределение (et и р - постоянные) . 

18. Случайный вектор ( t ,  Т/) нормально расnределен; Mt = а, М11 = Ь, D t = а � ,  
D 11 = а � .  R - коэффициент корреляции между t и Т/ .  Доказать, что R = cos q 1r, где 
q = Р { (t - a) (t - Ь) < О } . 

19. Пусть х 1 И х2 - результаты дв ух независимых наблюдений над нормально 
распределенной величиной t. Доказать, что М max (x1 , х, ) = а +  а/..;;: где а = M t ,  
а 2 = Dt. · 

20. Случайный вектор ( t , Т/) нормально распрсдспен; М� = М11 = О, D t = D 11 = 1 ,  
M t11 = R. Доказать, что 

М max (t, Т/) = � . 1r 



Упражнения 

2 1 . Неравнотой пряжи по длине волокна называется величина 

а " - а ' Л = --- , а 
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где а есть математическое ожидание длины волокна, а" - математиче ское ожидание 
длины тех в олокон, к оторые больше а, а' -- · математическое ожидание длины тех в о
лок он, которые м еньше а. Найти связь между величинами (если � распределено нор
мально) 

а) Л, а, М 1 � - а  1 ,  б) Л, а, а. 
22. Случайные величины � 1 ,  t 2 , • • •  , � n • • •  независимы и равномерно распределе

ны в (0, 1 ) . Пусть 11 - случайная величина, равная тому k, при котором впервые 
сумма 

sk = �� + �. + . . . + �k 

иревосходит 1. Доказать, что Mv = е. 
23. Пусть � - случайная величина с плотностыо распределения 

1 1 Pt(x) = -; · 1 + х• . 
Найти М min ( l  � 1, 1 ) . 

(Задачи 2 2  и 2 3  сообщены мне М.И. Ядренко.) 
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ЗАКОН БОЛЬIIIИХ ЧИСЕЛ 

§ 27. Массовые явления и закон больiШiх чисел 

Огромный опыт, накопленный человечеством, учит 1 1 . 1 .  • 1 ro явления, 
имеющие вероятность, весьма близкую к единице , п о ч 1 1 1 обязательно 
происходят. Точно так же собt.IТИя, вероятность наступления которых очень 
мала (иными словами,  очень близка к нулю) , наступают очень редко. Это 
обстоятельство играет основную роль для всех практических вьmодов из 
теории вероятностей,  так как указанный о п ы т н ы й ф а к т дает 
право в практической деятельности считать мало вероятные собьпия 
п р а к т и ч е с к и н е в о з м о ж н ы м и, а события, происходящие с 
вероятностями, весьма близкими к единице , п р а к т и ч е с к и д о с т о
в е р н ы м и.  При этом на вполне естественный вопрос, какова должна 
быть вероятность, чтобы мы могли событие считать практически невозмож
ным (практически достоверным) , однозначного ответа дать нельзя. И это 
понятно, так как в практической деятельности необходимо учитывать 
важность тех событий с которыми приходится иметь дело . Так ,  например, 
если бы при измерении расстояния между двумя селениями оказа
лось, что оно равf!О 5340 м и ошибка этого измерения с вероятностью 
0,02 равна или больше 20 м , то мы можем пренебречь возможностью такой 
о11пtбки и считать, что расстояние действительно равно 5340 м . Таким обра
зом, в нашем примере мы считаем собьпие с вероятностью 0,02 практи
чески несущественным и в своей практической деятельности его не учиты
ваем .  В то же время в других случаях пренебрегать вероятностями 0 ,02 
и даже еще меньiШiми нельзя. Так , если при строительстве большой гидро
электростанции, требующей огромных материальных затрат и человеческо
го труда, выяснилось , что вероятность катастрофического паводка в рас
сматриваемых условиях равна 0,02 , то эта вероятность будет сочтена боль
шой и при проектировании стаиции она должна бьпь учтена, а не отброшена, 
как это бьmо сделано в предыдущем примере . Таким образом, только 
требования практики могут нам подсказать критерии, согласно которым 
мы будем считать те или иные события практически невозможными или 
практически достоверными. 

В то же время необходимо заметить, что любое собьпие , имеющее поло
жительную вероятность, как бы мала ни бьmа эта вероятность , может 
произойти,  и если число испьпаний, в каждом из которых оно может 
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произойти с одной и той же вероятностью, очень велико, то вероятность 
хотя бы однократного его появления может стать сколь угодно близкой к 
единице . Это обстоятельство постоянно следует иметь в виду. Однако если 
вероятность некоторого события очень мала, то чрезвычайно трудно ожи
дать его появления в каком-либо з а р а н е е о п р е д е л е н н о м испы
тании. Так , если некто утверждает, что при первой же раздаче карт между 
четырьмя партнерами каждый получит карты только одной масти , то естест
венно заподозрить, что при раздаче руководствовались каким-то определен
ным соображением, например ,  расположили карты в определенном, извест
ном сдающему,  порядке . Эта наша уверенность основьmается на том, что 
вероятность такой раскладки при хорошей тасовке равна (9 !) 4 4!/36!  < 
< 1 , 1  · 10- 1 8 , т .е .  чрезвычайно мала. Тем не менее однажды факт такой 
раскладки карт бьm зарегистрирован. Этот пример достаточно хорошо 
иллюстрирует р,азличие между понятиями практической невозможности и 
невозможности, так сказать, категорической. 

Из сказанного понятно, что в практической деятельности, да и в обще
теоретических задачах, большое значение имеют события с вероятностями, 
близкими к единице или нулю. Отсюда становится ясным, что одной из ос
новных задач теории вероятностей должно быть установление закономер
ностей, происходящих с вероятностями близкими к единице : при этом 
особую роль должны играть закономерности, возникающие в результате 
наложения большого числа независимых или слабо зависимых случайных 
факторов . Закон больших чисел является одним из таких предложений 
теории вероятностей и при том важнейшим. 

Под законом больших чисел теперь бьmо бы естественно понимать всю 
совокупность предложеmiй , утверждающих с вероятностью, сколь угодно 
близкой к единице , что наступит некоторое событие, зависящее от неогра
ниченно увеличивающегося числа случайных событий, каждое из которых 
оказывает на него лишь незначительное влияние . Это общее представление 
о теоремах типа ·3акона больших чисел можно сформулировать и несколько 
определеннее : пус1 ь дана последовательность случайных величин 

� 1 · �2 • . . .  , �n • . . . ( 1 )  

Рассмотрим случайные величины �11 ,  являющиеся некоторыми задан
ными симметрическими функциями от первых n величин последова
тельности ( 1 ) :  

�n = fп (� ! .  �2 • • • .  , �п ) .  

Если существует такая последовательность постоянных а 1 , а2 , • • •  , an , . . .  , 
что при любом е > О 

lim P { l rп - aп l < e } = l ,  
n -+ oo  (2) 
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то последовательность ( 1 ) подчиняется закону больщих чисел с заданными 
функциями /� о 

Обычно, однако,  в понятие закона больщих чисел вкладьmается гораздо 
более определенное содержание . А именно, ограничиваются тем случаем, 
когда f n есть с р е д н е е а р Р.: ф м е т и ч е с к о е величин � 1 ,  � 2 ,  • • • , � n . 

Если в соотношении (2) все величины an равны одной и той же величи
не а, то говорят, что случайные величины � n сходятся по вероятности 
к а. В этих терминах соотношение (2) означает, что � n - an сходится по 
вероятности к нулю. 

Наблюдая единичные явления, мы наблюдаем их вместе со всеми их 
индивидуальными особенностями, затемняющими проявление тех законо
мерностей, которые имеют место при наблюдении большого числа ана
логичных явлений . То , что факторы, не связанные с существом всего 
процесса в целом, а проявляющиеся только в единичных его осущест
влениях, при рассмотрении среднего из большого числа наблюдений вза
имно погашаются, бьmо замечено еще давно. 

Позднее этот эмпирический результат отмечался все чаще и чаще и 
притом, как правило , без попытки найти его теоретическое объяснение . 
Впрочем, такое объяснение многим авторам и не требовалось, так как 
наличие закономерностей как в явлениях природы, так и в обществен
ных явлениях для них бьmо не чем иным, как проявлением правил божест
венного порядка. 

Некоторые авторы до сих пор обедняют содержание закона больпrnх 
чисел и даже искажают его методологическое значение , сводя его по
просту к наблюдающейся на опыте закономерности. На самом же деле 
непреходящая научная ценность исследований ЧебьШiева, Маркова и дру
гих исследователей в области закона больщих чисел состоит не в том, 
что они подметили эмпирическую устойчивость средних, а в том, что они 
наiШiи те общие условия, в ьmолнение которых обязательно влечет за 
собой статистическую устойчивость средних. 

Для иллюстрации действия закона больщих чисел приведем следующий 
схематический пример.  По современным физическим воззрениям любой 
газ состоит из огромного количества отдельных частиц, находящихся в 
непрестанном хаотическом движении. Про каждую отдельную молекулу 
нельзя предсказать , с какой· скоростью она будет двигаться и в каком месте 
она будет находиться в каждый данный момент времени. Однако мы 
можем рассчитать при определенных условиях, в которых находится газ, 
долю тех молекул , которые будут двигаться с заданной скоростью, или 
долю тех из них, которые будут находиться в заданном объеме . Но, собст
венно , именно это и нужно знать физику, так как основные характе
ристики газа - давление , температура, вязкость и пр. - определяются не 
замысловатым поведением одной молекулы, а их совокупным действием. 
Так , давление газа равно суммарному воздействию молекул , ударившихся 
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о пластинку площади единица за единицу времени. Число ударов и скорости 
ударившихся молекул меняются в зависимости от случая, однако в силу 
закона больших чисел (в форме Чебышева) давление должно бьпь почти 
постоянным. Это "уравнивающее" влияние закона больших чисел в физи
ческих явлениях обнаруживается с исключительной точностью. Достаточно 
вспомнить, что , скажем, в обычных условиях даже очень точные измерения 
с трудом позволяют отметить уклонения от закона Паскаля о давлении 
жидкости. Противникам молекулярного строения материи это чрезмерно 
хорошее совпадение результатов теории с опьпом даже служило своеоб
разным аргументом : если бы материя имела молекулярное строение , то 
наблюдались бы и уклонения от закона Паскаля. Эти уклонения, так назы
ваемые флюктуации давления, действительно удалось наблюдать , когда 
научились изолировать сравнительно небольшие количества молекул, в 
результате чего влияние отдельных молекул еще не полностью нивелиро
валось и оставалось еще достаточно сильным. 

§ 28. Закон больших qисел в форме Чебышева 

Мы перейдем теперь к формулировке и доказательству теорем ЧебьШiе
ва, Маркова и др. ;  употребляемый при этом метод принадлежит ЧебьШiеву. 

Н е р  а в е н с т в о Ч е б ы  ш е в а .  Для любой случайной величины � .  
имеющей конечную дисперсию, при каждом е > О имеет место неравенство 

щ 
Р { 1 � - м� 1 � е } � -2- • ( 1 )  

€ 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если F(x) обозначает функцию распределения 

случайной величины � ,  то ясно, что 

P { l � - М� 1 � е } =  f dF(x) . 
l x - M t i :> e  

Так как в области интегрирования 1 х - М� 1 /е � 1 , то 

1 
f dF(x) � 2- f (x - M02 dF(x). 

l x - M � i :> e  € l x - M t i :> e  

Мы только усилим это неравенство,  распространяя интегрирование на все 
значения х 

1 щ 
f dF(x) � --:;:  f (x - M�i dF(x) = -2 • 

l x - M t i :> e  Е - € 
Неравенство ЧебьШiева доказано . 

Т е о р е м а  Ч е б ы ш е в а.  Если � 1 . � 2 , . . .  , � n . . . . - последователь
ность попарно независимых случайных величин, имеющих конечные диспер-
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сии, ограниченные одной и той же постоянной 
Щl ,.;;; С, Щ2 ,.;;; С, . . .  , Щп ,.;;; С, . . . , 

то, каково бы ни было постоянное е > О , ' { 1 1 n 1 n 

1 lim Р - � �k - - � M�k 
n � oo  п k = 1  п k = 1  

< eJ = 1 .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы знаем, что в условиях теоремы 

( 1 n ) 1 D - � �k = -
п k = 1 п2 

и, следовательно , 

D (_!._ � �k) ,.;;; 
С 

. 
п k = 1  п 

Согласно неравенству Чебышева 

D( _!._ � �k ) { 1 1 n 1 n 

1 ) 
п k = 1 Р - � �k - - � M�k < е  · �  1 - ------ � 

п k = 1 п k = 1 J е2 

с � 1 - -- . 
пе2 

Переходя к пределу при п --+- оо, получаем, что 

lim Р { 1 _!._ � �k - _!._ � M�k 
1 < е} � 1 . 

n � oo  п k = 1  п k = 1  

(2) 

А так как вероятность не может быть больше единицы, то отсюда и сле
дует утверждение теоремы. 

Мы отметим некоторые важные частные случаи теоремы Чебышева. 
1 .  Т е о р е  м а Б е р н у л л и. Пусть J1. - число наступлений события А 

в п независи.мых испытаниях и р есть вероятность наступления события А 
в каждом из испытаний. Тогда, каково бы ни было е > О , 

(3) 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, введя случайные величины Ji.k , 

равные числу наступлений события А при k-м испытании, имеем : 

J1. = J1.1 + J1.2 + · · · + JJ.n • 
А так как 

MJJ.k = р, Dp.k = pq ,.;;; 1 /4, 
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то теорема Бернулли является простейum:м частным случаем теоремы 
Чебышева. 

Так как на практике часто неизвестные вероятности приходится прибли
женно определять из опыта, то для Проверки соrласия теоремы Бернупли 
с опытом было проведено большое число опытов. При этом рассматрива
ЛhСЬ события, вероятности которых можно считать по тем или иным сооб
ражениям известными, относительно которых легко проводить испытания 
и обеспечить независимость испытаний, а также постоянство вероятностей 
в каждом из испытаний. Все подробные опыты дали прекрасное совпаде
ние с теорией. Мы приведем результаты нескольких таких легко воспроиз
водимых экспериментов . 

В примере 5 § 3 мы рассмотрели результаты 1 00 разделений колоды 
карт на две равные части. Интересующее нас событие состояло в том, что 
в каждую полуколоду попадет одинаковое число красных и черных карт. 
В рассмотренном случае получилось довольно значительное окончательное 
(при п = 1 00) уклонение частоты от вероятности (приблизительно рав
ное 0,02) . По теореме Лапласа вероятность получить такое уклонение или 
еще большее равна 

P { j : - p i � o.o2 } = P { j :;; 1 � о.о2;: }� 1 - 2Ф (о ,о2�) = 

= 1 - 2Ф ( 0,02 J 1 00 ) = 1 - 2Ф(О,455) � 0,65 . 0 ,26 . 0,74 
Таким образом, если повторить указанный эксперимент большое число 
раэ, то приблизительно в двух третях случаев получится уклонение, не 
меньшее, чем полученное в нашем опыте . 

Французский естествоиспытатель XVIII века Б юффон бросил монету 
4040 раз ,  герб выпал при этом 2048 раз . Частота появления герба в опьпе 
Бюффона приближенно равна 0,507 . 

Английский статистик К. Пирсон бросил монету 1 2 000 раз и при этом 
наблюдал 60 1 9 в ыпадений герба. Частота выпадения герба в этом опыте 
Пиреона равна 0,50 1 6 .  

В другой раз о н  бросил монету 24 000 раз, и герб при этом выпал 1 2 0 1 2 раз: частота выпадения герба при этом оказалась равной 0,5005 . 
Во всех приведеиных опытах частоты лишь немного уклонялись от 
вероятности - 0,5 . 

2 .  Т е о р е  м а П у а с с о н а. Если в последовательности независимых 
испы таний вероятность появления события А в k-м испытании равна pk , то 

lim p { l !: _ _  Р 1 + р2 + . . .  + рп _ , < е } = 1 , 
n -+ oo  n n 
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где, как обычно, через J.L обозначено число появлений события А в пер
вых n испытаниях 

Введя в рассмотрение случайные величины Jlk , равные числу появле-
ний события А в k-м испытании, и заметив ,  что 

MJ.Lk = Pk • DJ.Lk = pk qk � 1 /4, 
мы убеждаемся, что теорема Пуассона является частным случаем теоремы 
Чебышева. 

3 . Если последовательность попарно независимых случайных величин 
� 1 , �2 , . . .  , �n , • . • такова, что 

и 
М� 1 = М�2 = . . . = М�п = . . . = а  

щ1 � С, щ2 � с . . . .  , щп � с . . . .  , 

то, каково бы ни было постоянное е > О, 
lim P { l :_ � �k - a l < e } = l .  

n -+ oo  n k = l  

Этот частный случай теоремы Чебышева дает основание правилу среднего 
арифметического , постоянно употребляющемуся в теории измерений. 
Предположим, что производится измерение некоторой физической величи
ны а. Повторив измерения n раз в одинаковых условиях, наблюдатель 
получит не вполне совпадающие результаты х 1 , х2 , • • •  , Xn . В качестве 
приближенного значения а принято брать среднее арифметическое из 
результатов наблюдений 

х 1  + х2 + . . . + Xn а "'  
n 

Еели измерения лишены систематической ошибки, т.е . если 

Мх 1  = Мх2 = . . . = Мхп = а, 
и если сами наблюденные значения не обладают неопределенностью, то 
согласно закону больших чисел при достаточно больших зюtчениях n с ве
роятностью , сколь угодно близкой к единице , мы указанным путем можем 
получить значение , сколь угодно близкое к искомой величине а. Сказанное 
мы должны пояснить следующим . если измерительный прибор устроен 
так , что он не может давать точности отсчета большей, чем некоторая ве
личина о, например ,  из-за того , что ширина деления шкалы, по которой 
производится отсчет, равна Б, то, понятно, нельзя и рассчитывать получить 
точность измерения, большую, чем ± Б .  Каждое измерение в этом случае 
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дает результат с неоnределенностью о ;  но ясно, что nри этом и среднее 
арифметическое будет обладать той же неоnределенностью, как и каждое 
измерение . Это замечание учит нас, что если nриборы дают нам результаты 
измерений с векоторой неоnределенностью о ,  то стремиться nосредством 
закона больших чисел nолучить значение а с большей стеnенью точности 
является заблуждением, а сами nроизведенные nри этом вычисления 
nревращаются в арифметическую забаву. 

Мы ограничимся формулировкой теоремы Маркова ; ее доказательство 
является очевидным следствием не равенства ЧебьШiева. 

Т е о р е м а М а р к о в а. Если последовательность случайных величин 
� 1 .  � 2 • • . • , �т • • •  такова, что при п �оо 

1 n 

- D ( � �k) � O, п2 k = l 
то, каково бы ни было положительное постоянное е, 

lim Р { \ -� � �k - __!_  i M�k \ < e } = 1 . 
n -+ oo  n k = l n k = l  

(4) 

Если случайные величины � 1 , � 2 , • • •  , � n ,  . . . nопарно независимы, то 
условие Маркова nринимает вид: nри n � оо 

1 n - � щk � о . n2 k = 1  
Отсюда видно, что теорема ЧебьШiева является частным случаем теоремы 
Маркова. 

§ 29. Необходимое и достаточное условие 
для закона больших чисел 
Мы уже указьmали, что закон больших чисел является одним из основ

ных nредложений теории вероятностей . Отсюда становится nонятным, 
nочему так много усилий бьmо nоложено на то , чтобы установить 
наиболее широкие условия, которым должны удовлетворять величины � 1 ,  �2 , . • •  , � n • • . .  , чтобы для них имел место закон больших чисел . 

История воnроса такова. В конце XVII - начале XVIII века Яков Бернул
ли нашел nредложение, nолучившее его имя. Теорема Бернулли была вnер
вые оnубликована в 1 7 1 3  г. , после смерти автора, в трактате "Ars Conjectaпdi" (Искусство nредnоложений) . Затем в начале XIX века Пуас
сон доказал аналогичную теорему в более широких условиях. До середины 
XIX века не бьmо достигнуто каких-либо новых усnехов. В 1 866 г .  великий 
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русский математик П.Л. Чебышев нашел метод, изложенный нами в преды
дущем параграфе . Позднее А.А. Марков заметил , что рассуждения Чебьnпе
ва позволяют получить более общий результат (см. § 27) . 

Дальнейшие усилия долго не приносили прющипиальных успехов , и 
лишь в 1 926 г . А.Н.  Колмогоров получил условия, необходимые и доста
точные для того, чтобы последовательность взаимно независимых случай
ных величин � 1 , � 2 , • . •  , � n , . . . подчинялась закону больших чисел . 
В 1 923  г . А .Я . Хинчин показал, что если случайные величины � n не только 
независимы, но и одинаково распределены, то существование математи
ческого ожидания М� n является достаточным условием для применн
мости закона больших чисел . 

В последние годы много работ бьmо посвящено определению условий, 
которые следует наложить на з а в и с и м ы е величины, чтобы для них 
выполнился закон больших чисел. Теорема Маркова принадлежит к предло
жениям этого рода. 

Используя метод Чебышева, легко получить условие, аналогичное усло
вию Маркова, но уже не только достаточное, но и необходимое для приме
нимости закона больших чисел к последовательности произвольных случай
ных величин. 

Т е о р е м а. Для того чтобы для rюследовательности 
� � . �2 . �з . . . .  

(как угодно зависимых) случайных величин при любом положительном е 
выrюлнялось соотношение 

f l 1 11 1 n 1 ) 
lim Р l - � �n - - � M�k < е J = 1 ,  n -> oo  n k = l n k = l 

необходимо и достаточно ,  чтобы при n -+  оо 
n 

( � (�k - M�k ))2 k = 1 
м -+ 0. n 

n2 + ( � (�k - M�k )i k = 1 

( 1 )  

(2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что (2) вьmолнено, и 
покажем, что в этом случае выполнено также ( 1 ) . Обозначим через Фп(х) 
функцию распределения величины 

n 
11n = -- � (�k - M�k ). n k = 1 



§ 29.  Необходимое и достаточное условие 

Легко проверить следующую цепочку соотношений : 

( 1 1 n 
1 1 P l  -�-

k
�

l (�k - M�k ) ;;;:. е ( Р { I Т/п l ;;;:. е } =  ' 

Это неравенство доказывает достаточность условия теоремы. 
Покажем теперь, что условие (2) необходимо. Легко видеть, что 

х2 
Р{ I Т/п l ;;;:. e } =  f dФп (х) ;;;:. f 2 dФп (х) =  

\ х \ ;;> е  \ х \ ;;> е  1 + х 

х2 х 2 
= J 2 dФп (Х) - f --2 dФп (х) ;;;:. 1 + х \ x l < e 1 + x 

х 2 Т/� 
;;;:. J 2 dФп (х) - е2 = М  €2 • 1 + х 1 + Т/� 
Таким образом, 

2 1-Ln  2 -----:2:- ЕО; € + P{ l 1-Ln 1 ;;;:. € } . 
1 + J.ln 
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(3) 

Выбирая сначала е сколь угодио малым, а затем n достаточно большим, 
мы можем сделать правую часть последиего неравенства сколь угодно 
малой . 

Отметим, что все теоремы, доказанные в предыдущем параграфе, легко 
вытекают из только что доказанного общего предложения. Действительно, 
так как при любом n и любых �k имеет место неравенство 

Т/� Е0; Т/ � = [ 2_ � (�k - M�k ] 2  1 + 11 �  n k = 1 
то в случае существования дисперсий отсюда вытекает неравенство 

Т/2 1 n 
М _...:;n:..._2_ ЕО; -2- D � �k • 1 + 1/ n  n k = l  

* ) Последнее равенство мы пишем на основании формулы 

M f(t) = f J"(x) dFt (x) 
(см. теорему 1 § 22) . 

7 . Б.В. ГнедеНJ<о 
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Таким образом, если условие Маркова в ьmолнено, то в ьmолнено также 
условие (2) и, следовательно ,  nоследовательность � 1 , �2 , • • •  , �n • • • • nод
чиняется закону больiШt.х чисел. 

Все же мы должны заметить, что в более сложных случаях, когда у вели
чин �k не nредnолагается конечных дисnерсий, доказанная теорема для фак
тической Проверки nрименимости закона больiШt.х чисел весьма мало 
nригодна, так как условие (2) относится не к отдельным слагаемым, а к 
их суммам. Однако рассчитывать на то, что , не сделав никаких nредложе
ний о величинах �k и о существующей между ними связи,  удастся найти 
необходимые и достаточные условия, к тому же удобные для nриложений, 
nо -видимому , нельзя . 

Если nредnоложить, что величины � 1 , � 2 , � 2 , • • • взаимно независимы, то 
можно nоказать , что условие (2) эквивалентно следующему : nри n -7 "" 

n r2 � м k -7 Q , k = 1 n2 + r� 
где обозначено 

rk = �k - м�k ·  
Практическое исnользование только что доказанных теорем встречает 

одно nрющипиальное затруднение : можем ли мы считать, что изучаемQ.е 
нами явление или nроизводственный nроцесс nротекают nод воздействием 
независимых nричин? Не nротиворечит ли само nонятие независимости 
HaiШt. M основным Представлениям о взаимосвязи явлений внellll:leгo мира? 
При математическом изучении тех или иных явлений природы, технических 
nроцессов или тех или иных общественных явлений мы nреЖде всего долж
ны выводить наiШt. основные nредnосылки, оnираясь на глубокое изучение 
существа самого явления, качественных его особенностей. Мы должны 
учитывать изменение внellll:!Иx условий, в которых протекает изучаемое 
нами явление и изменять математический аnпарат и предnосьmки , лежащие 
в основе его nрименения, как только обнаружится, что условия осущест
вления явления изменились . 

Отбрасывая несущественные связи между nричинами, под влиянием 
которых развивается изучаемое явление, мы nриходим к возможности в 
качестве рабочего апnарата пользоваться независимыми случайными вели
чинами . Насколько удачно мы произвели схематизацию явления, насколько 
удачно выбран нами математический апnарат для его изучения, мы можем 
судить по  согласию созданной нами теории с nрактикой. Если наiШt. теоре
тические результаты существенно расходятся с опьпом, то мы должны 
nересмотреть предnосьmки, в частности, если идет речь о применимости 
закона больших чисел , то быть может придется отказаться от nредnоложе
ния о полной независимости действующих nричин и перейти к предnоложе
нию об их зависимости , быть может и слабой. 
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Мы уже говорили, что накоiUiенный опыт и спользования теорем о законе 
больших чисел показывает, что условие независимости удовлетворительно 
во многих важных задачах естествознания и техники . 

§ 30. Усиленный �акон больших чисел 
Нередко из теоремы Бернулли делают совершенно необоснованный 

вьmод, что частота события А при безграничном увеличении числа испыта
ний стремится к вероятности события А .  На самом же деле теорема Бернул
ли устанавливает только тот факт, что для достаточно большого числа 
испьпаний п вероятность одного единственного неравенства :  

может бьпь сделана больше чем 1 - Т/ при произвольном Т/ > О . В 1 909 г. 
французский математик Э . Борель обнаружил более глубокое предложение , 
согласно которому при любых е > О и Т/ > О можно указать такое п0 , что ,  
каково бы ни  бьmо s ,  вероятность одновременного выполнения неравенств 

для всех  п, удовлетворяющих перавенетвам п0 :s:;;; п :s:;;; п0 + s больше 
чем 1 - f/ . 

Эту теорему мы вьmедем из теоремы Колмогорова об  усиленном законе 
больших чисел . 

Н е р а в е н с т в о К о л м о г о р о в а. Если взаимно независи.мые 
случайные величины � 1 , � 2 ,  • • •  , � n имеют конечные дисперсии, то ве
роятность совместного осуществления неравенств 

k 1 � (�8 - М�8 ) 1 < е (k = 1 , 2 , . . . , n) 
s = l 

не .меньше, че.м 

1 n 

\ 

1 - - � Щk . е2 k = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в o .k Введем обозначения 

Тlk = �k - м�k .  sk = � Тlj · j = l  
Пусть, далее, Ek обозначает событие, состояшее в том, что 

1 si 1 < е для i :s:;;; k - 1 и 1 sk 1 ;;;.. е ;  
Е0 означает событие , состоящее в том, что 1 Si 1 < е для j :s:;;; n. 

'i *  



1 96 Гл.  6 . Закон больших чисел 

Так как событие , состоящее в том, что хотя бы при одном 
k ( 1 � k � n) будет в ьmолнсно неравенство 

1 sk 1 ;;;. е (k = 1 , 2 ,  . . . , п) 
n 

(иными словами, что max 1 Sk 1 ;;;. е) равносильно событию � Ek , то 
1 .;; k .;; n k = 1  

в силу несовместимости событий Ek 
n 

Р { max I Sk l ;;a. e } = � P (Ek). 
1 .o;; k .;; n k = 1  

Согласно равенству ( (5 )  § 23) 
n n 

DSn = � P(Ek) · M (S �  1 Ek ) ;;;. � Р (Ь'k ) · M (S �  1 Ek )· 
k = О  k = 1 

Очевидно, далее , что 

M (S� I Ek ) = M { S � + 2  � Sk Т/1- + � f/7 + 2  � Т/ -Т/h i Ek } ;;;. 
j > k j > k 1 j > h > k 1 

;;a. м { S i + 2  � Sk f/. + 2 � Т/ -Т/h i Ek } . 
i > k 1 j > h > k 1 

Так как осуществление события Ek налагает ограничение только на значе
ния первых k из величин �; ,  а последующие остаются при этом условии 
не зависимыми друг от друга и от S k , то 

и 

M (SkТ/i 1 Ek ) = M (Sk 1 Ek) · М (Т/i 1 Ek ) = О  

М (Т/iТ/h 1 Ek) = O (h =l=j, h > k, i > k ;;a. l ) . 

Кроме того , согласно ( 1)  имеет место неравенство 

M (Si 1 Ek ) ;;;. е 2 (k ;;;. 1 ) . 
Мы можем написать поэтому, что 

n 
DSn ;;;. €2 � Р { Ь'k } .  

k = 1 
Отсюда 

n 1 � P{ Ek } = Р {  max 1 Sk l ;;a. e } � -
2
- DSn . 

k = 1  1 .o;; k .;; n € 
Неравенство Колмогорова доказано . 

Мы скажем, что последовательность случайных величин 

� � .  �2 .  �з .  · · · 
подчиняется усиленному закону больших чисел , если, каковы бы ни бьmи 
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е > О и Т/ >  О , можно указать такое п0 , что ДJIЯ любого s и всех п ,  удовлет
воряющих не равенствам п0 ..;; п ..;; п0 + s, вероятность неравенства 

max 1 --� � �k - _!._ � M�k 1 < е n0 .;; n .;; n0 + �· п k = t п k = 1 
больше, чем 1 - Т/ . 

Т е о р е м а К о л м о г о р о в а. Если последователыюсть взаимно 
независимых случайных величин � 1 , � 2 ,  . • • удовлетворяет условию 

оо 
Щп � -- < + оо  n = 1 п2 ' 

то она подчиняется усиленному закону больших чисел. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 

n 
�n = �n - М�п . Sn = � �k •  k = 1 

Рассмотрим вероятность 

Pm = P { max l vn l ;;;:. e ,  2т ..;; п < 2 т + 1 } .  
Так как 

Pm ..;; P { max 1 Vn 1 ;;;:. € , 
то согласно неравенству Колмогорова 

1 
Pm ..;; � Щj . (2

m Е )2 + 1 j < 2 m 

Так как,  далее , 00 
Р { max 1 Un 1 ;;;:. е ДJIЯ п > v } ..;; � Р т , т = р 

где р определяется из не равенств 2 Р ..;; v < 2 Р + 1 , то ясно , что 

1 00 
P {max l vn l ;;;:. e дпя n > v } ..;; -2- � 2 m � Щj е m = p  2 i < 2 m + 1 

После перемены порядка суммирования в правой части последнего не
равенства получи м: 

00 1 00 ( 1 ) 
� � � Щi = .� Щj �i 2'm  , 

т = р  2 . < 2 m + \  J = l  2 - - 1 
где сумма �i распространена на те значения т ;;;:. р, ДJIЯ которых 2 т + 1 > j. 
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При j � 2 р+ 1 коэффициент при Щ; равен 

1 · 3  � - = --
т ;;. р 4 m 4 Р - 1 ' 

а при 2m o + 1  > j ;;;;;. 2 m o ;;;;;. 2 Р + 1 этот коэффициент равен 

3 . 1 6  3 . 1 6  
� � ---

2 2 (m u + 1 ) j z · 

Таким образом : 

ас 1 3 2 р+ 1 оо 
� 2 2  т � Щ; � 

4 р - 1 � Щ; + 3 . 1 6  � m = p i < 2 m+ 1 j = 1  j = 2 p+ 1 + 1 

3 Р 2 р + 1 D�j ас Щ; 
� -=т � Щ; + 3 · 4 � z ( + 1 ) + 3 · 1 6  � -.2- � 

4 р j = 1 j = р + 1 2 р . р+ 1 1 1 = 2 + 1 
3 Р z P+ l Щ· ас Щ; 

� -- � Щ· + 3 · 4 � --1 + 3 · 1 6 � 
4р - 1 . 1 . 1 . 2 1 !' 1 = 1 1 = р + 1 j = 2 р+ + 1 

Щп 
В силу сход;имости ряда � -2- : n 
1 ° . Две последние суммы в написанном выше неравенстве могут быть 

сделаны сколь угодно малыми при р достаточно большом. 
2° . Существует такая постоянная С, что D �n < Cn2 , откуда следует, что 

3 Р 3 · Ср3 

4р+ 1 j �1 Щ; � 
4Р - 1 

т.е . и первая сумма может быть сделана сколь угодно малой при достаточ
но большом р. 

Из всего сказанного следует, что при п0 достаточно большом 

P { max 1 Vn 1 ;;;;;. е для п > v }  
может быть сделана сколь угодно малой , что и требовалось доказать . 

С л е д с т в и е . Если дисперсии случайных величин �k ограничены од
ной и той же постоянной С, то последовательность взаимно независимых 
случайных величин � 1 , � 2 ,  � 3 , • • •  подчиняется усиленному закону боль
ишх чисел. 

Од;ин окончательный результат, относящийся к у силенному закону 
больших чисел, бьm nолучен также А.Н.  Колмогоровым Д!IЯ случая 
о д и н а к о в о р а с n р е  д е л е н н ы х независимых слагаемых. 
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Т е о р е м а. Существование математического ожидания является не
обходимым и достаточным условием для применимости усиленного закона 
больших чисел к последовательности одинаково распределенных и взаимно 
независимых случайных величин. 

Эту теорему мы можем вьmесrи из уже доказанной нами теоремы Кол
могорова. 

Действительно , из существования математического ожидания следует 
конечность интеграла J 1 х 1 dF (х) , где F (х) - функция распределения 
случайных величин � n . 

Поэтому 00 00 � P { l � 1 > п } = � � P{k < 1 � 1 ...;;; k + 1 }  = 
п = 1 n = 1 k ;;, n  

= f k P{k < l � l ..;;; k + 1 } ..;;; � f l x l dF(x) < 
n = 1 k = О  k < lx 1 .;;; k + 1 

< f l  х 1 dF(x) < оо. ( 1 ) 
Введем в рассмотрение случайные величины 

f �n при 1 �n 1 ...;;; п,  �· -n - t О при 1 �n 1 > п. 
Тогда получим : 

и 

+ n n 

щ� ..;;; м�: 2 = f x 2 dF(x) ..;;; � (k + l )2 P{k < l � l ..;;; k + 1 } 
- n  k = O 

оо Щ� оо n � - ...;;; � � 
n = 1 п2 n = 1 k = О 

(k + 1 )2 P { k < l � l ..;;; k + 1 } ..;;; 

...;;; f P{k < l � l ..;;; k + l } (k + 1 )2 f . 
k = O n ;;, k  п 2 

Так как 

00 1 1 1 2 � - <- +-< -
n ;;,  k п2 k 2 k k ' 

то в силу ( 1 )  находим, что 

щ * i __ п_ < оо 
n = 1 п2 ' 
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т.е . �� удовлетворяют усиленному закону больiiШх чисел . Далее 

Р { �п * �� при каком-либо n ?:: N } <. � Р { �п * �� } = 

€ 
= � P { l �n 1 > n } < -

n ;э, N  4 · 
при N ?:: N0 (e).  

п ;э, н 

Выберем v0 столь больiiШм, чтобы при v ?:: v0 (e, 17) 

· ! 

· !  

No 
� (�k - M �k ) 

k = 1 
v 

н. � (� * - м � · ) 
k = 1 k k 

v 

" ) ' 
?;: - <. -

3 4 

" ) ' 
-;;:. 3 ..;. 4 . 

(2) 

(3) 

(4) 

Наконец, так как �� удовлетворяет  усиленному закону больiiШх чисел, то 

P {max l u� 1 ?:: � ;  n ?:: v } <. � при v ?:: v1 (e , 17) ,  (5) 

1 n 
где u� = - � (� � - М �� ). 

n k = 1  
Из (2) , (3) , ( 4) и (5) выводим 

P {max 1 Vn 1 ?:: 17 ;  n ?:: v }  <. е  

при v ?:: max (v 0 , v 1 ,  N0 ) , т.е . и � n удовлетворяют усиленному закону 
бОЛЬIШIХ ЧИсеЛ . 

Принципиальная роль усиленного закона больiiШх чисел в теории вероят
ностей и в ее Приложениях весьма велика. Действительно, предположим 
на минуту, что,  скажем, в случае одинаково распределенных слагаемых, 
имеющих конечное математическое ожидание, усиленный закон не имеет 
места . Тогда с вероятностью, сколь угодно близкой к единице, можно ут
верждать, что будут повторяться моменты, когда средняя арифметическая 
результатов наблюдений будет далека от математического ожидания.  И это 
бы случилось даже в тех случаях, когда наблюдения прои.зводятся без 
систематической оiiШбки и с полной определенностью (величина Б ,  о кото
рой бьmа речь в § 28 , равна О) .  Можно ли бьmо бы в таких условиях счи
тать, что среднее арифметическое из резул'ьтатов наблюдений сближается 
с измеряемой величиной, могли ли бы мы в этих условиях считать, что 
среднее арифметическое можно считать за . приближенное значение измеряе
мой величины? Сомнительно. 
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§ 31. Теорема В.И. Гливенко 

Мы перей дем теперь к доказательству теоремы Гливенко, которая 
вскоре после ее обнаружения получила в математической литературе назва
ние основной теоремы математической ста тистики. Речь и дет об оценке 
неизвестной функ ции распределения сл учайной величины � на основе ре
зультатов независи мых испытаний . Пусть функция расп ределе ния случай
ной величины равна F(x) а результаты последовательных незави симых 
испытаний в неизменны х условиях будут 

( 1 )  

Последовательность результатов испытаний мы расположим в возрастаю
щем поря дке.  Обозначив k-e по величине наблюденное значе ние через х; 
мы можем последовательность ( 1 )  записать в сле дую щем ви де: 

Эта последовательность, т .е . последовательность наблюде нных значе ний 
иссле дуемой с лучай ной величины, расположенны х в возрастаю щем поряд
ке , носит название вариационного ряда. 

Эмпирической функцией распределения F п(х) мы назовем функцию, 
определенную следующими равенствами : 

при 

при 

при 

х.;;;;х�, х; <х .;;;;x;+l, х>х�. 
Ясно, что эмпирическая функция расп ределе ния монотонна, непре рывна 

слева и имеет точки разрьmа только при значения х ар гумента, равн ых 
членам вариа ционно го ряда . Величины ска чков в точка х разр ьmа являются 
целыми кратными от 1 /n. Для даль нейше го подчеркнем то обстоятельство,  

что при каждо м значении х ор дината F п(х) является случайной величиной, 
возможные значе ния которо й будут О, 1 /n, . .. , (n- 1 ) /n, n/n = 1. Вероят
ность раве нства  Fn (х) = k/n, как ле гко вид еть, равна 

Р{z;п(х)= � }=c:{F(x)}k{l-F(x)}n-k. 

В простейшем частном случае , ко гда случайная величина � мож ет прини 
мать ли шь  конеч ное число знач ений а1, а2, . . •  , as члена ми вариа цион но го 
ряда обязательно будут только числа этой последовательности . Согласно 
закону бол ьши х чисел , если m1, m2, • • •  , ms (m1 + m2 + . . . + ms = n) 
бу дут обозначать соо тветственно ч исла исп ытаний , при кото ры х � = а1, 
� = а2 , • • • , � = as, то при достаточно большом значении n частоты буду т 
пр едс тав пять приб лиженные значе ния неизвестны х нам вероят носте й 
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Р1 = РН = а1}, Р2 = РН = a2J, . . . , Ps = Р{� = а9}. Более то го ,  в нашем 
случае и меет место и усиленный закон больших чисел . 

Прежде чем переходить к формулировке и доказательству теоремы, 
составляю щей содержание настоя ще го пара графа, мы установим несколь
ко вспомо гательных предложений. 

Рассмотрим некоторую посл едовательность случайных велич ин � 1 , 

� 2' • • • , � n' • • • 
Событие , заключаю щееся в том, что эта последовательность сходится к 

пекоторой случайной вели чине �, имеет в силу припятых нами аксиом, 
как мы увидим при доказательстве ле ммы 1, определенную вероятность . 

Если эта вероятность равна единице , то мы скажем, что последователь
ность { � n} сходится к � почти наверное *) . 

В дру гой форме утверждение о сходимости почти наверное можно выра
зить так : последовательность случайных величин 

�1, �2 , • • • , �n • • • • 

сходится почти наверное к случайной вели чине �, если с вероятностью еди
ница для каждо го цело го положительно го числа r найдется такое число п, 
что при всех k >О будут иметь место неравенства 

1 �n+k- � 1 < 1 /r. 

Очевидно , что равенство 

Р Hn � �} = 1 

мы можем записать и в иной форме : 

PHn -h- Н=О. 

(1 ) 

(2) 

Это выражение озна чает , что вероятност ь того, что най дет ся т акое число r, 

что при всех п и хотя бы при одном значении k имеет место неравенство 

l�n+k - �1>1/r, 

равна нулю. 
Л е м м а 1 .  Если при любом целом положительном r 

� P{l�п-�1;;;.1/r}< + oo, (3) n=1 

то имеет место (1 ) или, что то же самое, (2). 

*) Это nонятие в точности соответствует nонятию сходимости nочти всюду в теории 
функuий. 
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д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через Е� событие , состоящее в том, 
что выполняется неравенство 

1 �n - � 1 ;;;:;, 1 /r. 

Положим, далее , 

Из того, что 

P{S�}� � P{E�+k} =  k= l  � Р { 1 ��- �1;;;. 1 /r}, l=n+l 
мы в силу (3) выводим равенство 

lim Р { S�} = О . n-><>o 
Пусть теперь 

sr = s� S{ s� 

(4) 

Из того , что событие sr влечет за собой любое из событий S�, в силу (4) 
получаем : 

Положим, наконец, 

S=S1 + S2 +S3 + 

(5) 

Как нетрудно установить, это событие означает, что найдется такое r, что 
для каждо го п (п = 1, 2 , 3, . . .  ) хотя бы при одном k [k = k(п)] будут 
выполняться неравенства 

1 �n+k - � 1;;;. 1/r. 

Так как 

P{S} � � P{S'}, r= 1 

то в силу (5) 
P{S } = О, 

что и требов алось доказать. 
Л е м м а 2 (т е о р е м а  Бо р е л я). Пусть !l - число насrуплений собы

тия А при п независимых испытаниях, в каждом из которых событие А 
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может появиться с вероятностью р. Тогда при п -+оо 

Заметим , что теорема Бореля _является простейшим частным случаем 
теоремы А.Н . Колмогорова об усиленном за коне больших чисел ; здесь 
же дана толь ко иная формулировка это го част нqго случая , отличная от 
об щей формулировки теоремы § 30. 

Д о к а з  а т е л ъ с т в о . События : - р -+О и (: - р )
4 
-+О, очевид

но , э квивалентны. Введем , как это мы уже неоднократно делали , вспомо
гательные величины /J.i, равные числу появлений события А при i-м испыта 
нии . Нахсrдим , что 

1 n n n n 
1: 1: 1: 1: M(IJ.i- р)( /J.j- Р) (IJ.k- P)(IJ.t- Р) · п4 i= 1 i = 1 k = 1 t= 1 

Элементарный подсчет показывает ,  что м(l!.. -р)
4 

= pq [п(рз +q3)+3pq(п2 -п)] < _1_ 
п � �2 

Со гласно лемме Чебышева 

)4 r 

-р < 
-2 . 4п 

Отсюда мы заключаем о сходимости ряда 

i р{ (1!.. - р ) 
4 

;;;;. .!Jf. n=1 п r 

Применение предыду щей леммы до ка зывает наше утверждение . 
Л е м м а 3. Если событие Е эквивалентно совместному осуществле

нию бесконечного числа событий Е 1, Е2 , • • •  
Е=Е\Е2 • • •  

и каждое последующее событие En+l влечет за собой предыдущее En, то 
Р{Е}= lim Р{Еп} п�оо 
Д о к а з  а т е ль с т в о .  Действительно , событие Е1 м ожно двумя сле

дующими способами представить в виде су �мы несовм естимых событий: 

Е1 = Е 1 Е2 + E2ffэ + ... + Еп-tЁп + Еп 



§ 31. Теорема В.И. Гливенко 

и 

Et =E1Ez + ЕzЕз + ... + Еп-tЕп + ЕпЁп+t + ... + Е. 

Отсю да 

Р{Е1} = P{E1Ez} + Р{ЕzЕз} + ... + Р{Еп-tЕп} + Р{Еп} 

и 
Р { Е1} = P{E1Ez} + Р{ЕzЕз} + ... + Р{Еп-tЕп} + 

+ Р{ ЕпЕп+t} + ... + Р{Е}. 

Сравнение после дних двух равенств приводит нас к соотношению 
ао 

Р { Е}= Р {Еп}- � P{EkEk+t}· 
k=n 

Так как вычитаемое в правой части есть остаток сходя щегося ря да, то 

Р{Е}= lim Р{Еп}. 
п-+ао 
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Л е м м а 4. Если каждое из событий конечной или бесконечной после
довательности Е1, Е2, • • •  , En, . . .  имеет вероятность, равную единице, то 
вероятность их совместного осуществления также равна единице. 

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Рассмотрим снача ла два соб ытия Е1 и Е2, дпя 
которых 

Р { Е 1} = Р { Е2} = 1 . 

Так как 

Р{Е1 +Ez} = Р{Е1} + P {Ez}- Р{Е1Е2} 

и Р{ Е1 +Е2} = 1 , то 

P{EtE2} = 1 .  

Отсю да зак лючаем по инду кции, что дл я  любы х n событий , для которых 

P{Et}= Р {Е2} = . . . = Р{Еп} = 1 , 
выпо лняется та кж е рав енство 

Р {Е 1 Е2 . . . Еп } = l. 
Пуст ь теперь имеется б есконе чная п ос ледовате льност ь событий Е1, Е2, • • •  , 
Е n , . . . , для кот оры х 

Р{Ь'1 } = Р{Е2} = . . .  = Р{Е"} = . . .  = 1. 
Так как о чев идно , что 
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и каждый последующий множитель в правой части равенства влечет за со
бой предьщущий, то согласно предыдущей лемме 

Р{ Е1Е2Ез . . .  } = lim Р { Е1Е2 ... Еп}. n->oo 
Это равенство док азьmает лемму. 

Т е о р е м а Г л .  и в е н к о . Пусть F (х) -функция распределения слу
чайной величины� и'F n (х) - эмпирическал функция распределения резуль
татов п неэависимых наблюдений над величиной�. Тогда при п �со 

Р { sup 1Fп(x)-F(x)i�0}=1. _оо<Х<оо 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Обозначим через Xr,k наименьшее х, удовлет

воряющее веравенетвам 

k 
F(x -О) = F(x) � - � F(x +О) (k = 1, 2, . .. , r). 

r 

Пусть А означает событие , состоящее в том, что � < Xr,k . Ясно, что 

Р{А }= F(xr,k). 
Так как частота появления события А равна F n (xr,k), то по теореме Боре
ля (лемма 2) 

n->oo 
Пусть теперь E'k есть событие , состоящее в том, что при п �оо 

Fп(Xr,k) � F(xr,k) (k=1,2, ... , r) 
и 

Er =Д Е{ . . .  Е;. 

Я сно, что событие Er равносильно тому, что при п �со 

Так к ак согласно (6) 

Р{Е[}= Р{Е{} = ... =Р{Е;>= 1, 

то в силу леммы 4 
· Р{Е7 }=1. 

Пусть далее 

Е= Е1Е 2Е3 • • • 

(6) 



Уnражнения 

Со гласно лемме 4 

Р{Е } =  1 .  

Обозначим,  наконец, через S событие , состоящее в том, что при n �оо 
sup 1 Fп (х) -F(x) 1 �О. -оо<Х<оо 
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Для любо го х, заключенно го между Xr,k и Xr,k+l• в ьmолняются не
равенства 

и 

Fп(х, k + 0) :s;;; Fп(х) :s;;; Fn(xr k+l) ' ' 
F(xr,k + О) :s;;; F(x) :s;;;F(xr,k+l), 

причем 

О :s;;; F(xr,k+l) -F(xr,k + О) :s;;; 1/r . 

Отсюда мы заключаем ,  что 

Fп (Xr,k + О) - F(xr,k+l) :s;;;Fп(x)-F(x) :s;;; 

=s;;;Fп (Xr,k+l)-F(xr,k + 0), 

т.е .  что 

1 Fп(х)-F(x) 1 :s;;; max 1 Fп(Xr k)-F(xr k) 1 + 1 /r 1 <:.k<:.r ' ' 
и что , следовател ьно , 

Поскольку r произвольно , то из последне го неравенства вытекает, что 
Е CS. Этим, очевидно , доказано , что 

Р{ sup IFп(x)-F(x)l �о} = 1 . -оо<ао<со 
Упражнения 

1. Доказать, что если случайная величина� такова, что Меа� существует (а >О
постоянная) , то 

Меа� 
P{t;;. е}<; -- . 

еае 

2. Пусть f (х) > О - не убывающая функuия. Доказать, что если существует 
M f{l � - мш, ТО 

р { Ц _ Mtl ;;. е } <; Mf(l t - Mtl) 
[(е) 
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3. Последовательность независимых и одинаково распределенных случайных вели
чин {Е i} оnределена равенствами 

а) Р{�п = 2k-lnk-21nln k}= �k (k = 1, 2, 3 ,  . . .  ) , 

б) Р{tп = k} = 
k2 ln2 k 

с 

Доказать, что к указанным nоследовательностям закон больших чисел применим. 
4. Доказать, что к nоследовательности независимых случайных величин { tп } та

ких, что 

Р { tп = па}= Р { tп = -па}= 1/2, 
закон больших чисел nрименим тогда и только тогда, когда а < 0,5 .  

5. Доказать, что если независимые случайные величины { � п} таковы, что 

max f 1 х 1 dFk(x) -+ О, когда А -+ оо. 
t<;;k<;;п lxl;;. А 

то к nоследовательности { t п } применим закон больших чисел. 
6. Исnользуя результат предыдущей задачи, доказать, что если для nоследователь

ности независимых случайных величин { t п} существуют такие числа а > 1 и {З, что 
М 1 � 1 а 

.;; {З, то к nоследовательности { t k} применим закон больших чисел (теоремы 
Маркова). 

7. Дана nоследовательность случайных величин { t k} , для которых D t п .;; С, 
R;j -+ О при 1 i - j 1 -+ оо (R;j- коэффициент корреляции между t; и tj) . Доказать, 
что к данной nоследовательности nрименим закон больших чисел (теорема С. Н. Берн
штейна). 



Г ЛА ВА 7 

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Мы видели в предыдущих главах, что в теории вероятностей широко 
используются методы и аналитический аппарат различных отделов матема
тического анализа. Простое решение весьма многих задач теории вероят
ностей, особенно rex из них, которые связаны с суммированием незави
симых случайных величин, удается получить с помощью х а р а к т е р и с
т и ч е с к и х ф у н к ц и й, теория которых развита в анализе и известна 
под именем п р е о б р а з о в а н и й Ф у р ь е. Настоящая глава посвящена 
изложению основных свойств характеристических функций. 

§ 32. Определение и простейшие свойства 
характеристических функций 

Характеристической функцией случайной величины � называется мате
матическое ожидание случайной величины eitt *) . Если F(x) есть фуНI<ция 
распределения величины � то характеристическая функция равна по теоре 
ме 1 § 22 

f(t) = f eitxdF(x). ( 1 )  

Мы условимся обозначать в дальнейшем характеристическую функцию и 
соответствующую ей функцию распределения одними и теми же буквами, 
но только соответственно малой и большой. 

Из того , что 1 е ; txl = 1 при всех вещественных t,  следует существование 
интеграла ( 1 )  для всех функций распределения; следовательно , характе
ристическая функция может быть определена для каждой случайной ве
личины 

Т е о р е м а 1. Характеристическая функция равномерно непрерывна 
на всей прямой и удовлетворяет следующим соотношениям :  

[(О) = 1, 1/(t)l�l (-00 < t < oo). (2) 

*) t - действительный параметр. Математическое ожидание для комплексной слу
чайной величины !; + i IJ определяем как М!; + iM 11· Легко проверить, что теоремы 1,2 и 
3 § 22 справедливы и в этом случае. 
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Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Соотношени я (2) немедленно вытекают из 
определения характеристической функции. Действительно , по (1) 

[(О)= f1 -dF(x) = 1 
и 

l f(t)l=if eitxdF(x)lo;;;;f ieitxidF(x) = f dF(x) = 1 . 

Нам остается доказать равномерную непрерывность функции f (t) . 
С зтой целью рассмотрим разность 

f(t + h)- f(t) = f eitx (eixh - 1) dF(x) 
и оценим ее по модулю . Имеем : 

1 f(t + h)- f(t) 1,;;;; f 1 eixh- 11 dF(x). 
Пусть Е >О произвольно ; выберем столь большое А,  чтобы 

Е 
f dF(x)<-, 

lxi>A 4 
и подберем столь малое h , чтобы для 1 х 1 < А 

1 eixh -ll < Е/2. 

То rда 
А 

l f(t + h)- f(t)l,;;;; f lixh_1ldF(x) + 2 f dF(x)o;;;;E, 
-А lxi;;.A 

Это неравенство доказывает теорему . 
Т е о р е м  а 2. Если 11 = а � + Ь, где а и Ь- постоянные, то 

fn(t) = fe(at) eiЬt, 
где fn(t) и f�(t) означают характеристические функции величин 7'/U �. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно , 

fn(t) = м eitn =м eit(a�+b) = eitьмeita� = eitb f�(at). 
Т е о р е м а 3. Характеристическая функция суммы двух независимых 

случайных величин равна произведению их характеристических функций. 
Д о к а з а  т е л ь с т в о . Пус ть � и 17- независимые случайные величины 

и t = � + 11· Тоrда очевидно , что вместе с � и 7'/ независимы также слу чай 
ные величины eit� и eitn . Отсюда вытекае т, что 

М ещ· = Meit(�+n) =М (ещ eit'rl) = М eit� Meit11. 

Это доказывает тео рему. 
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С л е д с т в и е . Если 
� = � 1 + � 2 + · · · + �n ' 
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причем каждое слагаемое незавщ:ttмо от суммы предыдущих, то характе
ристическая функция величиньt�� равна произведению характеристических 
функций слагаемых. ' ' 

Применеине характеристических функций в значительно й степени опи
рается на свойство ,  сформулированное в теореме 3. С ложение независи
мых случа йных величин, как мы видели в § 21, приво дит к весьма слож
ной операции - композиции функций распределения сл агаемых. Для ха
рактеристических функций эта сложная операция заменяется весьма про
стой - простым умножением характеристичес ких функций. 

Т е о р е м а 4. Если случайная величина � имеет абсолютный момент 
п-го порядка, то характеристическая функция величины � дифференцируе
ма п раз и при k ",;;; п 

fk> (o) = ikм � k . (3) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Действительно , k -кратное (k ";;;п) ф ормальное 
дифференцирование характеристической функции приводит к равенству 

f(k)(t) = ik JxkeitxdF(x) . (4) 
Но 

1 f xkeitxdF(x) 1 ",;;; f 1 х 1 k dF(x) 
и, следовательно , в силу предположения теоремы ограничен. Отсюда сле
дуют существование интеграла ( 4) и законность дифференцирования. 
Положив в ( 4) t = О , находим, что 

f(k) (O) = ik fxk dF(x) .  

Математическое ожидание и дисперсия весьма просто выражаются при 
помощи производных от логарифма хара ктеристической функции. В самом 
деле,  положим 

t/l(t) = ln f (t) . 
Тогда 

и 

t/l'(t) 
!'(t) 
f(t) 

f"(t) . f (t) - 1 f '(t) 12 t/1 'tt) = 
! 2 (t) 
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Приняв во внимание , что f (О) = 1 
и равенство (3), на ходим, что 

t/J '(О) =['(О) = i М� 
и 

Отсюда 
1 

1 ! и 

м�= i t/J {О) 

D � = -1/J"(O). 

(5) 

Производна н k -го порядка логари фма характер истической функции в 
точке О, умноженная на ;k, называется семиинвариантом k-го порядка 
случайной величины . 

Как это непосредственно следует из теоремы 3, при сложении независи
мы х случайны х величин и х  семиинварианты складываются . 

Мы только что видели , что первыми двумя семиинвариантами являют
ся математическое ожидание и д испе рсия, т .е .  момент первого порядка и 
векоторая рациональная функция моментов перво 1·о и второго порядков . 
Путем вычислений легко убедиться, что семиинвариант любого порядка k 
есть (целая) рациональная функция первы х k мо ментов . Для примера при
ведем явные выражения семиинвариантов тре тьего и четвертого порядков : 

i3t/J"'(O)=-{мe-3м�2 -М�+2[М�)3}, 
i41/J1v(O)=M�4 -4МеМ�-3 [М�2)2 + l2M�2[M�)2 -6[М�)4• 
Рассмотрим теперь несколько примеров характеристически х функций . 
П р и м е р 1. Случай ная величина � распределена по нормальному за

ко ну с математическим ожиданием а и дисперсией а2 • Характеристическая 
фу нкция вели чины � равна 

1 itx - (х-а)2 
�P(t) = f е 

а� 
По дста новкой 

х-а z = --- -ita а 
IP(t) п риводитс я к виду 

!p(t) = ia t - о 2 t2 /2 l 
е ---

v2if 

2а• dx. 

со -ita 
f e-z•/2 dz. - со - ita 



§ 32. Определение и простейшие свойства 

Известно , что при любом вещественном а 
00- ia. 

f e-z'f2 dz = ..[21(, 
-00-jQ 

следовательно , 
. 2 2/2 cp(t) = e'at -а t . 
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Пользуясь теоремой 4, мы мо жем без труда вычислить центральные 
моменты для нормального распре деления и тем самым другим путем по-
лучить результат примера , рассмотренного в § 26. . 

П р и м е р 2. Найти характеристическую функцию случайной величи
ны �, распределенной по закону Пуассона . 

Согласно предполо жению величина � принимает только целочисленные 
значения , причем 

Лkе-л 
P{�= k}= -

k! 
(k = О, 1, 2, ... ), 

r де Л > О - постоянная. 
Характеристическая функция величины � равна 

. � "k 00 • k лk ' 
f(t) = М е' 1 • = � е1 t Р Н= k} = � е11 - е-" = 

k=O k=O k! 

it it е-Л+Ле = еА<е - 1 ) 

Согласно (5) отсю да на ходим , что 

1 
М� = -1/1 '(0) = Л; D� = -1/1"(0) = Л. i 

Эти равен .::тва были нами ранее ( § 23, пример 3) получены непосре дственно . 
Пр и м е р  3 .  Случайная величина � равномерно распре делена в интерва

ле (-а, а) . Характеристическая функция равн а 
а . dx sin at 

f(t) = f e'tx - = -- . 
-а 2а at 

П р и м е р  4. Найти характеристическую функцию величины 11, равной 
числу появлений события А в n независимы х испытания х ,  в ка ждом из ко
то ры х  вероятность появления события А равна р. 

Величина 11 мо жет быть пре дставлена как сумма 

11 = 111 + 112 + · · · + 11n 
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n независимы х величин , каждая из которы х принимает лишь два значения О 
и 1 , соответственно с вероятностями q = 1 - р и р. Величина IJ.k принимает 
значение 1 ,  если событие А проис ходит в k-м испытании , и значение О, если 
событие А в k-м испытании не проис ходит . 

Характеристическая функция величины iJ.k равна 

fk(t) = М eit!.tk = it· Oq + eit· •р = q + peit. 
Согласно теореме 3 характеристическая функция величины 1J. равна 

n 

м-пр 
Найдем е ще характеристическую функцию величины Т/ = . По тео -

.Jпрq 
реме 2 она равна 

. fiL Jri'P i _t __ 
[Т/ (t) = е 

-lt --;;-
f 
(-t- ) 

=е 
-it -;;- (q +ре 

.,;;;pq )n = 
. Vri[iq 

-it� it� 
= (qe nq + ре пр )n . 

П р и м е р 5 .  Характеристические функции удовлетворяют равенству 
[( -t) = f(t). 

Действительно , 

f(-t) = f e - itxdF(x) = f eitxdF(x) = f(t). 

§ 33. Формула обращения и теорема единственности 

Мы видели , что по функции распределения величины � всегда можно 
найти ее ха рактеристическую функцию; для нас важно , что имеет место 
также обратное предложение : по характеристической функции функция 
распределения определяется однозначно . 

Т е о р е м а 1. Пусть f(t) и F(x) - характеристическал функция и 

функция распределения случайной величины �. Если х1 и х2 - точки не
прерывности функции F(x) ,  то 

1 с e-itx1 _ e-itx2 
F(x2 ) - F(x1) = - lim f f(t) dt. 21Т с --+ .. -с it 

( 1 )  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения характеристической функции 
следует, что интеграл 

1 с e-itx, _ e-itx2 
lc =-- J 

2тr -с 

равен 

it 
f(t) dt 

1 
J = с 

2тr 
J J-1- [it(z-x, > � eit(z-x2)] dF(z) dt. 

-с it 

В последнем интеграле можно изменить порядок интегрирования, так как 
по z интеграл абсолютно сходится, а по t пределы интегрирования конечны. 
Таким образом, 

1 [с eit(z-x,>�eit(z-x2) 
lc = - J J ---.---

2тr -с zt 
dt ] dF(z) = 

1 [ с eit(z-x1)�e-it(z-x1)�eit(z-x2)+e-it(z-x2) l 
-J J dt dF(z)= 
2тr о ft 

sin t(z -х2 ) 
t 

Из анализа известно, что при с �оо 

с sin a:t 
J -- dt� 1 1/2, 

1Т о t - 1/2, 

если а:> О, 

если а: < О, 

] dtdF(z) . 

(2) 

и эта сходимость равномерна относительно а: в каждой области а: > 5 > О 
( соответственно а: < -5) , и при 1 а: 1 ",;;; 5, при всех с 1 1 с sin a:t 1 - J - dt < 1. 

: 1Т о t ' 
(3) 

Положим для определенности, что х2 > х1 , и представим интеграл lc в 
виде следующей суммы: 

х,+6 х2-6 х2 +6 .+ J + J + J + J 
х,-о х,+6 х2 -6 х2 +6 
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где для краткости обозначено 

. 1 c { sin t(z - x1 ) 
1/J(c, z; х 1 , х2 )  = - f тr о t 

sin t (z - х2 ) } 
- dt 

t 

и 6 >О п одобрано так , что х1  + 6 < х2 -6. 
В области -00 < z < х 1 -6 имеют место 1-!:еравенства z - х 1 < -6 и 

z - х2 < -6. Поэтому мы на основании (2) заключаем, что при с -+оо 

х1-6 
f 1/J(c, z; Х1, х2 ) dF(z) -+ О. 

Ан алогично при х2 + 6 < z < + оо и при с -+ оо 
00 
f 1/J(c, z; x 1 , x2 ) dF(z)-+O. 

х2+6 
Далее , так как в области х1 + 6 < z < х2 - 6 имеют место неравенс тва 
z - х1 > 6 и z - х2 < 6, то согласно (2) при с -+оо 

х, -6 
f 

х1+6 

х , -6 
1/J(c, z; х1, х2 )  dF(z) -+ f 

х, +6 
dF(z) = F(x2 - 6) - F(x 1  + 6) . 

Наконец, в силу (3) мы можем воспользоваться оценками 

и 

х , +6 
1/J(c, z; x 1 , x2 ) dF(z)i< 2  f dF(z) = 2[F(x 1 +6)-F(x 1 - 6)] 

х1-6 

х2+6 х2+6 
1 f 1/J(c, z; x 1 , x2) dP(z)i< 2 f 

х2-6 х2-6 
dF(z) = 2 [F(x2 + 6) - F(x2 -6)] . 

Таким образом, находим, что при любом 6 > О 

lim lc = F(x2 - 6) - F(x1 + 6) + R 1  (6, х 1 , х2) с-. оо 
и 

где 

IR ;(6, xt.x2)1< 2{F(x1 +6) -F(x 1 -6)+F(x2 +6) - F(x2 -6)} 

(i = 1 , 2). 
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Пусть теперь Б -+ О. При этом из того , что х 1  и х2 являются точками не
прерывности функции F(x) , следуют равенства 

и 

lim F(x 1 +Б) lim F(x1 - Б) = F(x 1 )  
ь-о ь-о 

lim F(x2 +Б) lim F(x2 - Б)' == F(x2 ) . 
ь-о ь-о 

А так как lc не зависит от Б, то 

с-оо 
Равенство (1 ) носит название фо р м у л ы о б р а  щ е н и я. Мы ис

пользуем эту формулу для вывода следующего важного предложения 
(т е о р е м  а е д и н с т в е н н о с т и) . 

Т е о р е  м а 2. Функция распределения однозначно определяется своей 
характеристической функцией. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Действительно из теоремы 1 непосредственно 
следует, что в каждой точке непрерывности функции F (х) применима 
формула 

1 +с e-ity _ e-itx 
F(x) = - lim lim f f(t) dt, 

21Т у4-оо с-оо -с it 
где предел по у берется по множеству точек у, являющихся точками не
прерывности функции F(x) . 

В качестве приложения последней теоремы мы докажем следующие 
предложения. 

П р и м е р 1. Если независимые случайные величины � 1 и � 2 распреде
лены нормально , то их сумма �== � 1 + � 2  также распределена нормально . 

Действительно , если 

М � 1  ==а1 ,  Щ1 = ai; М �2 =а2 , Щ2 = а�, 

то характеристические функции величин � 1 и � 2 равны 
1 2 2 ia 1 t- -а 1 t 

/1 (t) = е 2 

. 1 2 2 1а2 t- - а 2 t 
f2 (t) = е 2 

По теореме 3 § 32 характеристическая функцияf(t) суммы равна 
. . 1 2 ' 2 2 1t(a1 +а2 ) -- (а1 +а2 )t 

f(t) = /1 (t) · /2 (t) = е 2 

Это -характеристическая функция нормального закона с математическим 
ожиданием а = а 1 + а2 и дисперсией cl = ai: + а; . На основании теоремы 
единственности заключаем, что функция распределения величины � нор
мальна. 



218 Гл. 7. Характеристические функпни 

П р и м е р 2. Независимые случайные величины � 1 и � 2 распределены 
по закону Пуассона, причем 

-,.k -Л1 1\ t e 
Р{� . = k}= --

k! 
Докажем,  что случайная величина � = � 1 + � 2  распределена по закону 
Пуассона с параметром Л = Л1 + Л2 •  

Действительно , в примере 2 предыдущего параграфа мы нашли, что 
характеристические функции случайных величин � 1 и �2 равны 

it it 
ft(t) = ел, (е - 1 ), f2 (t) = еЛ2 (е - 1 ) .  

В силу теоремы 3 предыдущего параграфа характеристическая функция 
суммы � = � 1 + �2 равна 

it f(t) = ft (t) · !2 (t) = е<Л, н. )(е -1 ), 
т.е .  является характеристической функцией некотороrо закона Пуассо
на. Согласно теореме единственности единственное распределение , имею
щее f (t) своей характеристической функцией, есть закон Пуассона , для 
которой 

(Л + Л  )k 
е-(Л1 +Л•) 

P{� = k } = -1--2----
k! 

(k;;;:r.O). 

Д.А. Райков доказал обратное более глубокое предложение : если сум
ма двух независимых случайных величин распределена по закону Пуас
сона, то каждое слагаемое также распределено по закону Пуассона. 

П р и м е р  3. Характеристическая функция вещественна тогда и толь
ко тогда, когда соответствующая ей функция распределения симметрична, 
т.е. когда nри любых х функция распределения удовлетворяет равенству 

F(x) = 1 - F(-x + О). 
Если функция распределения симметрична, то ее характеристическая 

функция вещественна. Это доказьmается несложным подсчетом: 

f(t) = J eitx dF(x) = 

= J e-itx dF (-х + О) + J eitx dF(x) - F(+O) - F(-0) = 
о о 

= J (e-itx + eitx ) dF(x) - F(+O) - F(-0) = 
о 

= 2 f cos tx dF (x) - F(+O) - F (-0) = f cos tx dF(x) . 
о 
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(Напомним здесь, что мы уеловились включать нижний предел в интер
вал интегрирования и не включать верхний ). 

Д ля доказательства обратного предложения рассмотрим сл учайную ве
личину Т/= -� • Функция распределения величины Т/ равна 

G(x) = Р {Т/<х } = Р {�>- х } = 1 -F(-x+O). 

Характеристические функции величин � и Т/ связаны соотношением 

g (t) = М eitТl = М е-Щ = М ещ = f (t). 
Так как по условию f (t) вещественна, то f (t) = f(t) и, значит, 

g (t) = f (t ). 
Из теоремы единственности мы теперь заключаем ,  что функции распределе
ния величин � и Т/ совпадают, т .е . что 

F(x) = 1 - F(-x + 0), 

что и требовалось доказать . 

§ 34. Теоремы Хелли 

В дальнейшем нам потребуются две теоремы чисто аналитического ха
рактера - первая и вторая теоремы Хелли . 

У словимея говорить, что последовательно сть неубывающих функций 

F1(x), F2 (x), . . . , Fп(х), . . .  
сходится в основном к неубывающей функции F (х) , если при n -+- оо она 
с ходится к этой последней в каждой ее точке непрерывности. 

Впоследствии мы всегда будем считать, что функции F n (х) удовлетво-
ряют условию 

· 
Fп(-оо) = О, 

и не станем далее оговаривать этого . 
Отметим сраз у же, что для сходимости в с.сновном достаточно , чтобы 

по следовате льность функций сходилась к функции F (х) на каком -нибудь 
в сюду плотном множестве D. Действительно , пусть х - любая точка и х' и 
х" - какие -ниб удь две точки множества D, такие , что х' .;:;;; х .;:;;; х" . При 
этом т акже 

Fп(х' ).;:;;; Fп(Х).;:;; Fп(х"). 
Следовательно, 

lim Fп(х').;:;;; lim Fп(Х) .;:;;; lim Fп(Х).;:;;; lim Fп(х''} п-но n--+oo n--+oo п--+оо 
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А так как по предположению 

lim Fп (х') = F(x') и lim Fп (х") = F(x") , n-+oo 
то и 

F(x') ...; lim Fп (х)...; lim Fп (Х),..; F(x"). n-+oo 
Но с редние члены в этих неравенствах не зависят от х' и х", поэтому 

п �оо n-+oo 
Если функция F (х) в то чке х непрерывна, то 

F(x- О)= F(x) = F(x + О). 

Следовательно , в то чка х непрерывности функции F (х) 

lim Fп (х) = F(x) . n-+oo 
П е р  в а я т е о р е м  а Х е л л  и. Всякая последовательность ограни-

ченных в совокупноет неубывающих функций 
F1 (х), F2(x), .. .  , Fп (х) , .. . ( 1 )  

содержит по крайней м.ере одну подпоследовательность 
Fп ,(х), Fп ,(х) , . . .  , Fп k(x) , . . .  , 

сходящуюся в основном. к некоторой неубывающей функции F (х) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть D - какое-нибудь счетное всюду плот

ное множество точек х� , х� , ... , х�, . . . Возьмем значения функций по
следовательности ( 1 ) в точке х; 

F1(x{) , F2(x{) , . . . , Fп (х{), . . .  
Так как мно жество этих значений , по предположению, ограничено , то 
оно содержит по меньшей мере одну последовательность 

Ftt(x/), F12(xt') , ... , F1п (х1') , • • • , (2) 

с ходящуюся к некоторому предельному значению, которое мы обозна
чим через G (х �) . Рассмотрим теперь множество чисел 

Ftt(xz') , Ft2(xz') , ... . , F1п (х2'), .. . 

Так как и это множество о граничено , то существует в нем последова 
тельность, сходящаяся к неко l'uрому предельному значению G (х;) . Та
ким образом, из последовательности (2) мы можем выделить подпосле-
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д евате льность 

F21(x), F2 2 (x), . . .  , F2п (х) , . . . ' (3) 

для которой од новременно lim F2п(х/) = G(x/) и lim F2 п(х2') = G(x2') . n-+oo n-+oo 
Продо лжим такое выде ление подпос ледовате льностей 

Fk l (x), Fk2(x), . . .  , Fkп (x), . . .  , 
для которых одновременно име ли бы место равенства 

(4 ) 

lim Fkп(X�) = n-+ .. 
= G(x;) при всех r .;;;; k. Составим теперь диагона льную последовате льность 

F11 (х), F2 2(x), . . . , Fпп(х), . . . (5) 

Вся она в конечном счете вь ще лена из пос ледовате льности ( 1 ) ,  поэтому для 
нее lim F n n (х'1) = G (х !) . Да лее , так как вся диагона льная пос ледова-п-+оо 
те льность, за иск лючением лишь первого члена, выде лена из пос ледовате ль

н ости (2), то lim F nn (х; ) = G (х;) .  Вообще вся диагона льная пос ледова-n-+oo 
те льнось, за иск лючением первых ее k - 1 членов , вь ще лена из пос ледова
те льности ( 4 ); поэтому для нее также lim F nn (х�) = G (х�) при каж-n-+oo 
дом k. По лученный резу льтат можно сформу лировать так : пос ледовате ль
ность ( 1 )  содержит по крайней мере одну подпос ледовате льность, которая 
во всех точках xk множества D сходится к пекоторой функции G (х), опре
де ленной на множестве D. При этом, так как функции F nn (х) не убывают 
и равномерно ограничены, то , очевидно, и функ �р�я G (х) будет неубываю
щей и ограниченной . 

Теперь ясно , что функцию G (х) , опреде ленную на множес тве D, можно 
продо лжить так , что она будет опреде лена на всей прямой -00 < х < 00, 

оставаясь неубывающей и ограниченной. 
Пос ледовате льность (5 ) сходится к этой функции на всюду п лотном 

множестве D; с ледовате льно, она схо дится к ней в основном, что и требова
лось доказать . Заметим, что функция, по лученная продо лжением функции 
G, может оказаться не непрерывной с лева. Но мы можем изменить ее зна
чения в то чках разрыва так , чтобы восстановить этой свойство.  Подпос ле
довате льность F nn будет сходиться в основном и к таким образом "поправ
ленной" функции. 

В т о р а я  т е о р е м  а Х е л л  и .  Пусть f (х) - непрерывная функция 
и пусть последовательность неубывающих, ограниченных в совокупности 
функций 

F1(x), F2(x), . . .  , Fп (х), . . .  
сходится в основном к функции F (х) на некотором конечном интервале 
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а .;;;;х .;;;; Ь, где а и Ь -точки непрерывности функции F (х) ; тогда 

ь ь 
lim f f(x) dFп(X) = f f(x)dF(x). n---+-oo а а 

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Из непрерывности функции f(x) вытекает, 
что как бы мало ни было положительное постоянное е, найдется под
разделение интервала а .;;;; х .;;;; Ь точками х0 = а, х1 , • • •  , xN = Ь на 
частичные интервалы xk .;;;; х .;;;; Xk +1 такое , что в каждом интервале 
(xk, xk+ 1 ) будет выполняться неравенство 1 f (х) - j"(xk) 1 < е. Поль
зуясь этим обстоятельством, мы можем ввести вспомогательную функ ци ю  
f е (х) , пр имимающую только конечное число значений , определив ее посред 
ством равенств 

fe(x) = f(xk) при xk.;;;;x<xk+l· 
Очевидно, что для всех х в интервале а .;;;; х .;;;; Ь в ьmолняется не равенство 

lf(x)-fe(X)i< Е. 

При этом мы можем заранее выбрать то чки деления х1, х2, • • •  , xN-l 
так, чтобы они бьmи то чками непрерывности функции F (х) . В силу 
схо димости функ ций F 1 (х), F 2 (х), F 3 (х) , . . . к функции F (х) , при 
достаточно больших n во всех то чках деления будут выполняться нера
венства 

где М - максимум модуля f (х) в интервале а .;;;; х .;;;; Ь. 
Без объяснений ясно, что 

11 f(x)dF(x) -1 f(x)dFп(x) l .;;;; 11 f(x)dF(x)- 1 fe(x)dF(x) / + 

+ / ! fe (x)dF(x) -1 fe (x)dFn (х) 1 + /1 fe (x)dFn (х)-

(6) 

Нетрудно подсчитать, что первое слагаемое правой части не превосходит 
e[F (b) - F (a)], а третье не превосходит е[Fп(Ь) - Fп(а)]. Что же ка-
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сается второ го сла гаемо го ,  то оно равно 

1:�
1

0[
(xk)[F(xk+1)-F(xk)] - :�:f(xk)[Fп(Xk+1)-Fп(xk)]l = 

= 1 :�: f(xk)[F(xk+ 1)-Fп(Xk+ 1)] - :�: f(xk)[F(xk)-Fп(xk)] 1 
и ,  следовательно , при доста точно боль ших n не иревосходи т 2е, как это 
вытекает из не р авенства (6). В сил у о граниченности ф ункций F" (х) в 
совок упности , с у мма 

e[F(b) -F(a)] + е[Fп(Ь) -Fп(а)] + 2е 

может быть сделана сколь у годно малой в месте с е. 
О б о б щ е н н а я в т о р а я т е о р е м а Х е л л и. Если функция 

f(x) непрерывна и ограничена на всей прямой - оо < х < оо, последова
тельность ограниченных в совокупности неубывающих функций 
Ft(X),F2(x), ... ,Fп(х), ... 

сходится в основном к функции F (х) и 

то 

lim Fп( -оо) = F(-oo), lim Fп(+оо) = F(+oo), n -+oo n -+ oo  

lim ff(x)dFп(x) = ff(x)dF(x). п-..оо 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  П усть А <  О и В >  О ;  положим 

J1 = 1 j: f(x)dF(x) - j: f(x)dFп(x),, 

J2 = 1 f f(x)dF(x) -! f(x)dFп(x)/, 

Jз = 1 � .. f(x)dF(x) -� .. f(x)dFп(x)/· 
Очевидно , что 

1 ff(x)dF(x) - ff(x)dFп(x)l ...; J1 +J2 +Jз . 
Величины J 1 и J 3 можно сделать сколь у годно малы ми, если выбрать 

А и В достаточно большими по абсолютной величин е и притом такими, 
чтобы точки А и В б ъти то чками непрерывности ф ункции F (х), а п 
выбрать достаточно большим. В самом деле , п у сть М - верхняя грань 
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lf(x)l при -оо < х < оо ; тогда 

J1 .;;;; M[F(A) + Fп (А)], 
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Jз.;;;; M[F(+00)-F(B)] +М[Fп(+00)-Fп(В)]. 

Но 

lim F(A) = О , lim F(B) = F(+oo). 
А -+ -оо В -+ оо 

А так как ,  по предположению, 

lim Fп(А) = F(A), lim Fп(В) = F(B), 
n-+oo n-+oo 

то наше утверждение об J 1 и J 3 доказано . Величина J 2 при достаточно 
большом п может быть сделана сколь угодно малой в силу теоремы Хел
ли для конечного интервала. 

Теорема доказана. 

§ 35. Предельные теоремы для характеристических функций 

Важнейшими с точки зрения приложекий характеристических функций 
к выводу асимптотических формул теории вероятностей являются две 
предельные теоремы - прямая и обратная. Эти теоремы устанавливают, 
что соответствие, существующее между функциями распределения и ха
рактеристическими функциями, не только взаимно однозначно, но и не
прерывно. 

П р я м а я п р е д е л ь н а я т е о р е м а. Если последовательность 
функцИй распределения 

F1(x),F2(x), ... ,Fп(х) , .. . 
сходится в основном к функции распределения F (х), то последователь
ность характеристических функций 

[, (t), fz (t), ... , fп(t), ... 
сходится к характеристической функции f(t). Эта сходимость равномерна 
в каждом конечном интервале t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 

fп(t) = f eitxdFп(x), f(t) = J eitxdF(x) 

и функция itx непрерьшна и ограничена на всей прямой - оо < t < оо , 
то согласно обобщенной второй теореме Хелли при n -+ оо 

fп(t) -+ f(t). 
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Утверждение , что эта сходимость равномерна в каждом конечном интер
вале t ,  проверяется буквально теми же рассуждениями, какие мы провели 
при доказательстве второй теоремы Хелли. 

О б р а т н а я п р е д е л ь н а я т е о р е м а . Если последовательность 
характеристических функций 

/1 (t) , f2 (t) , . . .  , fп(t), . . .  ( 1 )  

сходится к непрерывной функции f (t ) ,  то последовательность функций 
распределения 

F1 (х), F2(x) , . . .  , Fп(х) , . . . (2) 

сходится в основном к некоторой функции распределения F (х) (в силу 
прямой предельной теоремы f (t) = f eitxd F(x) ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании первой теоремы Хелли заклю
чаем, что последовательность (2) непременно содержит подпоследователь
ность 

(3) 

сходящуюся в основном к пекоторой неубьшающей функции F (х) . При 
этом· понятно, что функцию F (x) мы можем считать непрерывной слева: 

lim F(x ' ) = F(x) . х'-+х-0 
Вообще говоря, функция F (x) может и не быть функцией распределения, 
так как для этого должны удовлетворяться еще условия F (- оо) = О и 
F ( + оо) = 1 .  Действительно, для последовательности функций (о при х .;;;; -п ,  

Fп(х) = 1 /2 при -п < х .;;;; п ,  
1 при х > п, 

предельная функция F (х) = 1 / 2  и, следовательно , F (- оо) и F ( + оо) также 
равны 1 /2 .  Однако в условиях нашей теоремы, как будет сейчас показано, 
обязательно будет F(-оо) = О  и F(+oo) = 1 .  

В самом деле, если бы это бьmо не так, то , приняв во внимание , что для 
предельной функции F (х) должно qыть F (- оо) � О и F ( + оо) .;;;; 1, мы 
имели бы: 

б = F(+oo) - F(-oo) < 1 .  

Возьмем теперь какое-нибудь положительное число е, меньшее 1 - о. 
Так как по условию теоремы последовательность характеристических 
функций (1) сходится к функции f (t), то / (О) = 1 .  А так как, сверх тоrо, 
функция f (t) непрерывна, то можно выбрать достаточно малое положи-

8 . Б.В. Гнеденко 
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тельное число т такое, что будет иметь место неравенство 

-1 1 f f (t)dt 1 > 1 - е/2 > lJ + е/2. 
2т -т 

(4) 

Но в то же время можно выбрать Х > 4/те и настолько большое К, чтобы 
при k> К бьто 

lik = Fпk(X)-Fпk (-X) < li + е/4. 
Так как fп" (t ) есть характеристическая функция, то 

т т 
f fпit)dt = 1 [ f eitx dt] dFпk (x). -т -т 

Интеграл, стоящий в правой части этого равенства, можно оценить следую
щим способом. С одной стороны, так как 1 eitx 1 = 1 , то  1 L eitxdt 1 � 2т. 

С другой стороны, 

т . 2 J e1txdt = - sin тх, 
-т Х 

и так как 1 sin тх 1 � 1 ,  то при 1 х 1 > Х 

1 f eitx dt 1 < � . 
-т Х 

Отсюда, примелив первую оценку при 1 х 1 � Х и вторую при 1 х 1 > Х, 
получаем: 

1 f fпk (t)dt l � 1 J ( f eitxdt ) dFnk(x)l + 
-т lx 1 .;;;; Х -т 

+ 1 f ( f eitxdt ) dFпk (x) l < 2тlik + 2 
lx 1 > Х -т Х 

и, следовательно, 

-1 1 f [711k (t)dt 1 < li + _:_ 
2т -т 2 

Это неравенство сохраняется и в пределе 

2 т ll f (t)dt 1 � lJ + 
� ' 

что , очевидно, противоречит неравенсrву ( 4). 
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Таким образом, функция F (х), к которой сходится в основном после
довательность Fпk (х), есть функция распределения; согласно прямой пре
дельной теореме ее характеристическая функция равна f (t ) . Чтобы за
кончить доказательство теоремы, нам остается доказать, что и вся после
довательность (2) сходится в основном к функции F (х) . Предположим, 
что это не так . Тогда найдется подпоследовательность функций 

Fп•(х) ,  Fп•(х) , ... ,Fпk' (х), . . . , (5 ) 1 2 

сходящаяся в основном к некоторой функции F* (х), отличной от F (х) 
по крайней мере в одной из точек непрерывности. По уже доказанному 
F*(x) должна быть функцией распределения с характеристической функ
цией f (t ) . По теореме единственности должно быть 

F*(x) = F(x). 

Это противоречит сделанному предположению. 
Заметим, что условия теоремы в ьmолнены в каждом из двух следующих 

случаев: 
1 )  Последовательность характеристических функций fп (t ) сходится 

к некоторой функции f (t ) равномерно в каждом конечном интервале t. 
2) Последовательность характеристических функций fп (t ) сходится 

к характеристической функции f (t ) .  
П р и м е р.  В качестве примера использования предельных теорем 

рассмотрим доказательство интегральной теоремы Муавра-Лапласа . 
В примере 4 § 32 мы наliИи характеристическую функцию случайной 

р.-пр 
величины 11 = 

..Jnpq 

- it д- it J .!!__ 
fп (t) = ( qe пq + ре пр ) п . 

Воспользовавшись разложением в ряд Маклорена, находим, что 

·р 'q 
-it J- it J- t2 

qe  пq + ре пр = 1 - "2,; (1 + Rп) , 

где 
"" 1 ( it ) k- 2 pqk + q ( -р ) k Rп=2 � - --k=3 k! Vn J(pq)k 

Так как при n � оо 
Rп � О, 

В* 
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то 

fп (t) = [ 1 - �: (1 + Rп) Г � е -t'f2 . 

В силу о б р а т н о й п р е д е л ь н о й т е о р е м ы отсюда вытекает. 
что при любом х 

{ fJ.- пр } р < х 
ynpq 

1 х 2 
� -- f e·-z /2 dz, 

v'2iТ - =  
когда n � оо. , 

Из непрерьmности предельной функции легко вьmести. что эта сходи
мость будет равномерна по х. 

§ 36. Положительно определенные функции 

Цель настоящего параграфа - дать исчерпьmающее описание класса 
характеристических функций . Приводимая нами ниже основная теорема 
бьmа одновременно найдена А.Я . Хинчиным и С. Бахиером и опубликована 
впервые С .  Бохнером. 

Для формупировки и доказательства этой теоремы нам нужно ввести 
новое понятие . Мы скажем. что непрерывная функция f (t) вещественного 
аргумента t положительно определена в интервале -00 < t < 00, если ка
ковы бы ни бьmи вещественные числа t 1• t 2 • • • • • tn. комплексные числа 
� 1 • � 2 • • • • •  � n и целое число п 

n n 

!: !: f(t;- tkH; �k ;;;;: О .  k=l j=l (1 ) 

Перечислим несколько простейших свойств положительно определенных 
функций. 

1. f (О) ;;;;: О. В самом деле. положим п = 1, t 1 = О . � 1 = 1; тогда из усло
вия положительной определенности функции f (t) находим. что 

n n 

!: !: f(tk - t;Hk "f; = f{O);;;;: О. k=lj=l 
2. При любых вещественных t 

f(-t) = f(t). 



§ 36. Положительно определенные функпни 229 

Для доказательства положим в (1) п = 2, t1 = О, t2 = t, � 1 , � 2 произ
вольны .  Имеем по предположению 

2 2 -

о� � � f(tk - tiHk -� = f(O- он ��� + f(O- tH1�2 + 
k = 1 j= 1 

+ f(t- OH2f1 + f(t- tH2�2 = 

= f(O) ( I �� 12 + 1 �2 12) + f(-tH1�2 + f(t) f1�2• 
поэтому величина 

tC-tH1f2 + f(t)ft�2 

(2) 

должна быть вещественной. Таким образом, если положить f (-t ) =а1 + i{31, 
f (t) = а2 + i{32, � 1 f2 ='У + i о, -� 1 �2 = 'У -- io, то должно быть 

а1о +{31r-a2o +{32-у=О. 

Так как � 1 и � 2, а следовательно, 'У и о произвольны, то должно быть 

а1 - а2 =О, f3t + fЗ2 =О. 

Отсюда следует наше утверждение. 
3. При любых вещественных t 
i f(t) 1 � f(O). 

Положим в не равенстве (2) � 1 = f (t), � 2 = -' f (t) 1 ; тоrда согласно пре
дыдущему 

2/(0) lf(t) 12-1 f(t) 121 f(t) 1-1 f(t) 12: f(t) 1;;;;. о. 
Отсюда при 1 f (t) 1 -:/=О получаем: 

f(O);;;;.If(t)l. 

Если же 1 f (t) 1 =О, то опять-таки в силу свойства 1 

f (О) ;;;;. 1 f (t) 1 . 
Из доказанного следует, между прочим, что если положительно определен
ная функция такова, что f(O) =О, то f(t ) =О. 

Т е о р е м а Б о х н  е р а - Х и н ч и н а. Для того чтобы непрерывная 
функция f (t), удовлетворяющая условию j' (О) = 1, была характеристи
ческой, необходимо и достаточно, чтобы она была положительно опреде
ленной. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  В одном направлении теорема тривиальна. 
Действительно, если 

f (t) = f eixr dF (х) , 
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где F(x) - пекоторая функция распределения, то при любом целом n , 
произвольных вещественных t 1 • t 2 • • • •  , t n и комплексных числах 
� 1. � 2 • • • .  , � n имеем : 

n n - n n ix(tk-t·) -
� � f(tk-tiHk�i= � � {fe 1 dF(x)Hk�i = 
k=1 j=l k=1 j=l 

n . 
= J 1 � e'tkx �k 12 dF (х);;;. О. k=1 

Доказательство достаточности условий теоремы требует более сложных 
рассуждений. 

Рассмотрим последовательность чисел f 
( �). зависящую от цело

численного параметра n. В силу положительной определенности функции 
f(x) мы имеем при любом N: 

r;p�n) (х) = - � � f __ -_ e·-i(�·-i)x ;;;. О. 
I N-1N-1 (k j) 

N k=o j=o n 

Легко подсчитать, что в этой сумме имеется N - 1 r 1 слагаемых. для 
которых разность k - j равна r .  Далее очевидно, что число r может изме
няться от -N + 1 до N - l. Таким образом, имеет место равенство 

fp<;> (х) = � ( 1 - J.!J_) f (!_) е -irx. 
r=-N N n 

Умножим обе части полученного равенства на eisx и проинтегрируем по х 
в пределах от -rr до rr: 

f eisx:-}�n)(x)dx= � (r- �) f (!'_) f e-irx eisx dx, 
-1Т r=-N N n -1Т 

Известно, что 
1Т 

J е- i(r -s)x dx = 
-1Т 

{ О для r-=1= s. 

2rr для r = s.. 



§ 36 .  Положительно определенные функции 

Поэтому 

где 

j f?<;)) (х) e isx dx ::: J e isx dFt") (x) , 
21Т -'/( - '/(  

'/( 

F1n ) (х) ::: - f f?�n\x) dx 21Т -'/( 

есть неубывающая функция с полным изменением, равным 

1 '/( 
Ft" ) (1r) ::: - J f?t") (x) dx ::: f (0) ::: 1 , 2 1Т  -'/( 

т .е. является функцией распределения. 

23 1 

На основании первой теоремы Хелли мы можем найти последователь
ность Nk � оо при k -)о "" •  для которой функции F1n) (х) (п фиксировано ! ) 
сходятся к предельной ; обозначим ее через p (n) (х) . Функция p (n ) (х) 
снова является функцией распределения, так как при любых N и произ
вольном е >  О F<;)) (-1Т - е) ::: О ,  F�n) (1r + е) ::: 1 И, значит, при произ
вольном е > О также 

Согласно второй теореме Хелли 

lim 
k -->oo 

'/( 

f e isx dFt"2 (х) ::: 

-'/( 

Таким образом *) • t (�) ::: j eisx dF(п ) (x) n -п 

'/( 

J e isx dF (n ) (х) . 
-'/( 

при всех целочисленных s (s ::: О, ± 1 , ±2 , . . .  ) . 

•) Заметим, что nоnутно нами доказана следующая т е о р е м  а Г е р  г л о т ц а. 
Если последовательность чисел сп (п = О , ± 1 ,  . . .  ) обладает тем свойством, что при лю
бом выборе комплексных чисел � 1 , � 2 ,  • • •  , tN и произвол ьном N 

N N 
k� � Ck ·-J· �k-�]-;- ;;. 0 ,  = l j = l 

то поt-ледовательность Сп может быть запи саНJl в форме 
'/( о Сп = f e mx d a  (х) , __", 

где а (х) - неубывающал функция с ограниченной вар:.ацией. 
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Рассмотрим теперь последовательность характеристических функций 
f n (t) , определенных посредством равенства 

1rn 
fп (t) = f eitx dFn (х) , 

-1rn 

где 

Fn (х) = F(n ) ( : ) · 
Легко проверить, что при в сех целочисленных k 

fп ( : ) = t ( : ) · (3) 

Но каково бы ни бьmо t, мы можем подобрать такую последовательность 
k = k (n, t)*> , что 

k 1 
o .s;;; r - -- < - · 

n n 

Из непрерывности функций f(t)  следует, что 

f(t) = lim t (}!__) = lim !n (�) -
n -+aa n п -+ао n 

Если мы докажем, что при всех вещественных t 

f (t) = lim fп (t) , n-+ao 

(4) 

(5) 

то доказательство теоремы будет завершено , так как f (t)  - непрерывная 
функция и поэтому, в силу обратной предельной теоремы для характе
ристических функций , будет характеристической функцией . 

С этой целью заметим, что из (3) и (4)  следует равенство 

= f(t) + �i�ao [ fп (t) - fп ( ; ) ] · (б) 

*) Всюду дальше под k мы понимаем числа k (n, t ) . 
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k 
Обозначим О ==  t --. Согласно выбору величин k имеем О.:;;; О < 1 /n. 

n 
По определению функции fп (t ) 

l tп (t) - fп (-: )  1 = 1 1 - ' ; х ( е" х - l ) dFn (х) 1 " 
пn 

.:;;; J 1 e iO x - 1 1 dFn (х). -пn 
Воспользовавшись перавенетвам Буняковского, находим, что 

jn l e iO x - 1 l dFn (х) .:;;; ГJ l eiOx - 1 ! 2 dFп (x) == 
-пn -пn 

= j--.rrj 2(; =-cos O x) dFп (x) = y 2 ( I - Rfп (O )) , -пn 

(7) 

(8) 

где символ R f n (8) означает вещественную часть f n (О) . Так как 
cosz .:;;; cosaz при О .:;;; а <  1 и -тr .:;;; z < тr ,  то 

пn 1r 

1 - Rfn (О ) = f ( 1 - cosOx) dFn (х) = f ( 1 - cos O · nz ) dFп (zп) .:;;; -пn 
1r 

.:;;; f ( 1 - cos z) dFn (zn). 
- ?r 

-?r 

А так как 

то 

Fn (zn) = p(n ) (z) , 

1r п 
1 - R fп (O ) .:;;; f ( I - cosz) dF(n ) (z) = 1 - R  f eiz dp (n ) (z) .  - п 
Отсюда в силу (3) находим, что 

1 - Rfп (O ) .:;;; l - Rt (�-) · 
-п 

Собрав вместе не равенства (7) ,  (8 )  и (9) , находим, что 

�-- - - - --· 
j tп (t) - tп ( : ) l .:;;; y 2 ( 1 - Rt ( ±)) · 

(9) 
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Из непрерывности функции f (t )  отсюда следует . что 

n�� [ fп (t) - fп ( : ) ] ; О. 

Соотношение (5) , как это видно теперь из (б) , доказано . 

§ 37 .  ХарактериС1Ические функции 
многомерных -случайных величии 

В настоящем параграфе мы излагаем без доказательств основные све
дения о характерис.тических функциях многомерных случайных величин . 

ХарактеристиЧеской функцией п-мерной случайной величины 
(� 1 • � 2 • • • •  , �п) называется математическое ожидание величины 
i( r 1  � 1 + t 2 �2 + . . • + tn �п )  е , где t 1 , t2 , . . .  , tn - вещественные переменвые 

n 
f (t 1 , t2 ,  . . .  , tп ) ; M exp ( i � tk �k ) . 

k = l  
( 1) 

Если F (х 1 • х2 , • • •  , Хп) есть функция распределения величины 
(� 1 • � 2 • • • . •  �п) . то , как мы знаем из предьщущего *> . 

n 
f (t 1 , t2 , . . .  , tп ) ; f . . .  f (exp i � tk xk) dF (x 1 , . . .  , xп) . 

k = l  
(2) 

Подобно тому как и в одномерном случае , характеристическая функция 
п-мерной случайной величины равномерно непрерывна во всем простран
стве (-00 < ti < +оо , 1 ..;; j ..;; n) и удовлетворяет следующим соотноше
ниям : 

[(О, О, . . .  , 0) ; 1 , 

1 f {t 1 , fz , . . .  , tп) ! ".;; 1 (-оо < tk < +00, k ; 1 ,  2, . . .  ) , 

f (- ! 1 , - t2 , . . .  , - tn ) ; f (t 1 , t2 , . . .  , tn) · 
По характеристической функции f (t 1 •  t2 ,  • • •  , t п) случайной величины 

(� 1 • � 2 • • • •  �п) легко найти характеристическую функцию любой k-мерной 
(!с < n) величины (� j1 , � i2 • • • • • �ik ) ,  компонентами которой являются 
величины �s ( 1  ..;; s ..;; n) . Для этого в формуле (2) нужно положить рав
ными нулю все аргументы t 8 при s =1= j, ( 1 ..;; r ..;; k) . Так , например. харак 
теристическая функция величины � 1 равна 

!1 (t t ) ; [ (t 1 ,  О , . . .  , 0). 

*) Ср. теорему l § 24 и замечание о многомерных интсгранах С rилтьеса в § 23. 
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Из определения вытекает, что если компоненты величины (� 1 , � 2 ; • • •  , � п) 
являются н е з а  в и с и м ы  м и случайными величинами, то ее- характе
ристическая функция равна произведению характеристических функций 
компонент 

Так же как и в одномерном случае, многомерные характеристические 
функции позволяют легко находить моменты различных порядков . 

Так ,  например, 

M ,}{ 1 �k 2 � kп _ Jf J k 1 k 2 kп dF ( ) -1; 1  и . .  · '>n - . . . Х 1  Х2 . . .  Xn X l , X2 , . . .  , Xп -
n 
Lk [ ak , + k . + . . .  + kп f ( 

) ] . 1 i t 1 , t2 , . . .  , tn = (l) а k , а k 2 а kп t 1  t2 . . .  tn t 1 = t 2 = . . .  = tn = O  
Для вычисления характеристических функций полезно знать следующую 

теорему, доказательство которой без труда проведет читатель .  
Т е  о ре м а 1. Если характеристическая функция величины (� 1 ,  � 2 , • • •  , � ")  

равна f (t 1 ,  t 2 , • • •  , t п) ,  то характеристическая функция величины (а 1 � 1 + а  1 ,  
а2 � 2 + а2 , . . .  , an � n + ап) ,  где а; и а; ( 1 .;;;;; j.;;;; n) - вещественные постоян
ные, равна 

n 
exp ( i  � ak tk ) · f (a1 t 1 , a2 t2 , · · · · an tп ) .  

n = 1  

П р и м е р 1 . Вычислим характеристическую функцию двумерной 
случайной величины, распределенной по нормальному закону : 

Р (х, у) = 21Т ( 1 -- r2 ) 
ехр { - ·--1--

2 ( 1 - r2 ) 

По формуле (2) 
f(t t ) 

1 Jf ei(t , x +t . y) р (x, y) dx dy. 1 ' � = 21Т ( 1 - r2 ) 
Заменой переменных мы можем привести f(t 1 , t2 ) к виду 

1 2 2 - - (t , + 2 rt 1 t 2 + t 2 ) 
= е 2 

(3) 
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П р  и м е р  2. Применяя теорему 1, мы найдем характеристическую 
функцию величины (17 1 , 172 ) ,  распределенной по нормальному закону : 

1 
р (х, у) = 2 Х 

21Т а1 a2 ( l - r ) 
{ 1 [ (х - а)2 (х - а) ( у

- Ь) ( у - Ь)2 ] } 
Х ехр - - - 2 r  + · (4) 2 ( 1 - r2 ) а� а1 а1 а22 
Если мы положим 171 = а1 � 1 + а, 172 = а2 � 2 + Ь , то величина � 1 ,  � 2 ) 

будет распределена по закону (3) . Согласно теореме 1 характеристическая 
функция величины ( 17 1 , 112 )  равна 

IP (t 1 , t2 ) = ехр [ iat 1 + iat2 - � ( ai t1 + 2 а 1 a2 rt 1 t2 + а1 t� ) ] . 
Из определения характеристической функции вытекает следующая 
Т е о р е м  а 2. Если f(t 1 , t2 , . . . , tп) есть характеристическая функция 

величины (� 1 ,  � 2 , • • •  , � п) , то характеристическаЯ функция сум.мы 
� 1 + � 2 + . . . + � п равна 

f(t) :::: f(t, t, . . .  ' t) . 
П р и м е ч а н и е. Заметим, что 

f(t) = f (tt J .  tt2 , . . .  , ttп )  
есть характеристическая функция суммы t 1 � 1 + t2 �2 + . . .  + tn �n . 

П р  и м е р  3 .  Применим теорему 2 к определению функции распреде-
ления суммы 17 1 + 172 , если (17 1 , 172 )  распределена по закону ( 4) . 

Согласно теореме 2 характеристическая функция ·суммы 17 1 + 172 равна 

f(t) = exp [ it (a + b) - � (af + 2ra1 a2 + а1) ] . 
Мы знаем (пример 1 § 32) , что это - характеристическая функция 

нормального закона с математическим ожиданием, равным а + Ь ,  и дис
персией , равной ai + 2ra1 а2 t а� .  Этот резул ьтат был нами получен ранее 
непосредс1 венно ( § 2 1 ,  пример 2) . 

Важно заметить , что в многомерном случае сохраняется следующая 
теорема .  

Т е о р е м а 3 .  Функция распределения F (х 1 , х2 , • • •  , Хп ) однознач1Ю 
определяется своей характеристической функцией. 

Доказательс1 во этого предложения основ ывается на ф о р м у :1 е о б
р а щ е н и я . 

Т е о р е  м а 4. Если f (t 1 , t 2 ,  • • .  , t п) - характеристческая функция, 
а Р (х 1 , х2 ,  • • •  , х,д - функция распределения случайной величины 
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(� 1 • � 2. • • . • � п) , ТО 

P { ak ,.;;; �k < bk . k = 1 , 2 , . . . .  п } = 

= 
1 lim -т- но  (2тr )n 

т т eitka k _ e itkь k 
f f . . . ---- х 

- т - т itk 
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где ak и bk - любые вещественные числа, удовлетворяющие единственному 
требованию : вероятность попадания на поверхность пароллелепипеда 
ak ,.;;; � k  < bk (k = 1 ,  2 , . . .  , п) равна нулю. 

Точно так же , !(ак и в одномерном случае , имеют место прямая и обрат
ная предельные теоремы дliЯ характеристических функций .  Мы не будем 
на этом останавливаться . 

П р и м е р 3 . Говорят, что п-мерная случайная величина � 1• � 2, • • • • � п) 
имеет невырожденное (собственное) п-мерное нормальное распределение, 
если ее плотность распределения имеет вид 

1 
- - Q (x 1  ,х 2 , • • • ,х п ) Р (х1 , х 2, . . . , Хп ) = Се 2 , 

где 

Q (х1 , х 2, . . .  , Хп ) = -� bt; (xi - at) (х ;-а;) 
l, J 

- положительно определенная квадратичная форма, С. а; и bii - действи
тельные постоянные . 

Несложные подсчеты показывают*) 
• что 

где 

b l l  b l 2 b l n 

D =  ь 2 1 ь 22 Ъ2п 

Ъn l bn 2  . . .  Ъпп 

•) Обычный прием при подобного рода подсчетах заключается в том, что заменой 
переменных прив одят форму Q к сумме квадратов и все вычисления производят 
в новых переменных. 
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Обозначим через Dii минор D, соответствующий элементу b;j. тогда 

Dн 
м �1 = щ ,  aj = D �1 = D ( i = 1 , 2 , . . . , п) ,  

м (�; - а;) (�j - щ) _ __!!д_ r;1 = = (i, j = 1 , 2  . . . . , п ) . 
а; Gj vD;;Djj 

Определитель D и главные миноры его положительны . 
Обычными подсчетами легко проверить , что характеристическая функ

ция величины (� 1 ,  � 2 , • • • , �п) равна 

[ (t 1 , t2 , . . .  , tп ) = е 

n 1 n n 
i 1: а · t ·- - - 1: .1: ajak r1·k t1·tk j= 1 1 1 2 k = 1 1= 1 

Таким образом, п-.мерное нормальное распределение вполне определяется 
заданием .математического ожидания и дисперсии. 

Из выражения для характеристической функции п-мерной нормально 
распределенной случайной величины мы видим, что распределение вели
чины 

(�; , , �; 2 , . . . • �;k ) 
при любых 1 � i 1 < i,_ < . . .  < ik � п будет k-мерным нормальным рас
пределением. 

§ 38 . Преобраэование Лапласа - Стилтъеса 

Для случайных величин, которые принимают только неотрицательные 
значения, во многих случаях предпочтительнее ,  чем характеристическими 
функциями, пользоваться преобразованиями Лапласа - Стилтьеса. Пусть 
случайная величина � - неотрицательная и F (х) - ее функция распре
деления. Преобразование.м Лапласа - Стилтьеса для F (х) назьmается 
интеграл 

f(s) = J e- sxdF(x). 
- 0 ( 1 ) 

Преобразование ЛaiUiaca - Стилтьеса обладает рядом полезных 
свойств , в значительной мере повторяющих свойства характеристических 
функций . 

1 .  Преобразование Лапласа - Стилтьеса является аналитической функцией 
в правой полуплоскости ; для него нечетные производные отрицательны, 
а четные - положительны; 

2 . [ (0) = 1 , 
3 . Функция распределения однозначно определяется по своему иреоб

разованию Лапласа - Стилтьеса; 
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4 . Чтобы последовательность функций распределения сходилась в каж
дой точке непрерьmности, необходимо и достаточно чтобы последователь
ность их иреобразований Лапласа - Стилтьеса сходилась равномерно в каж
дом конечном отрезке аргумента ; 

5 . Преобразование Лапласа - Стилтьеса суммы независимых случайных 
величин равно произведению иреобразований Лапласа - Стилтьеса сла
гаемых; 

б . f(n ) (O) = (- l )n f xndF (x) . 
- 0 

Приведем иреобразования Лапласа - Стилтьеса )Jllя некоторых рас-
пределений . 

1 . Единичное распределение : F(x) = О при х .;;;;; а и F(x) = 1 при х > а ; 

f (t) = e-as . 

2 .  Лаказательное распределение: F (х) = 1 - e-!l.x  при х � О; 
л 

f (s) = -- . 
Л + s 

3 .  Гамма-распределение: F' (х) = 
ные постоянные ; 

� сх 
f (s) = ( � +s)" 

{f'xcx- l 

Г ( а) 
е-fЗх, а и � - положитель-

лk е- !1. 
4. Распределение Пуассона: Pk = --- , k = 0,1 ,2 , . . . 

k !  

f (s) = e-11. ( 1 - e - s ) . 

5 .  Геометрическое распределение: Pk = Р { � = k } = qpk , k = 0,1 , . . . 
q 

f (s) = , q ;" 1 - р. 
1 - pe- s 

Проиллюстрируем использование теории иреобразований Лапласа -
Стилтьеса на примере одной технической задачи. 

Мы начнем изложение с одной прикладной задачи. Она позволит нам 
понять важность развития теории суммирования случайного числа сла
гаемых )Jllя прикладных областей знания, а ,  следовательно, и )Jllя теоре
тической науки . 
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В современном инженерном деле одним из важнейших свойств техни
ческих систем принято считать их высокую надежность, т .е .  способность 
длительное время в ьmолнять без ущерба для дела положенные рабочие 
функции. Для увеличения надежности технических устройств использует
ся широкий спектр мер , в том числе так назьmаемое резервирование с 
восстановлением. 

Предположим, что А1 представляет собой или техническую систему 
в целом или какой-нибудь ее элемент. Для увеличения ее надежности 
мы подключаем точно такое же устройство А 2 , которое принимает на 
себя рабочие функции в момент, когда А 1 исчерпьmает свой рабочий 
ресурс (отказ элемента А 1 ) . В момент отказа А 1  немедленно 1 )А 1  от
правляется на ремонт (восстановление рабочих функций) и 2) подклю
чается в работу элемент А 2 , который и берет на себя в сю рабочую нагруз
ку. Спрашивается, какой эффект дает резервирование (введение допол
нительного элемента А 2 )  и восстановление отказавших элементов , если 
после ремонта восстановленный элемент немедленно передается в резерв? 
Для решения этой задачи нам придется сделать некоторые предположения. 
А именно м ы  предположим, что 

1 ) длительность безотказной работы представляет собой случайную 
величину с функцией распределения F (х) ; 

2) оба злемента А 1 и А 2  обладают одинаковыми техническими данными 
и после ремонта J:юлностью восстанавливают свои рабочие свойства :  

3 )  длительность восстановления 11 является случайной величиной с 
распределением G (х) ; 

4 )  отказавший злемент после отказа немедленно начинает ремонти
роваться; после восстановления элемент немедленно переходит в резерв . 

Обозначим через � длительность безотказной работы пары злементов 
А 1 и А 2 и через Ф (х) ее функцию распределения. Заметим, что под безот
казной работой пары элементов мы понимаем период от начала работы 
до момента, когда оба элемента окажутся в состоянии отказа. Наша бли
жайшая задача состоит в том, чтобы вьmести уравнения для неизвестной 
функции Ф (х) . Нам будет удобно искать не функцию Ф (х) , а функцию 

Ф (х) = 1 - Ф (х) . И вообще для функции распределения F� (х) введем 

обозначение F� (х) = 1 - F � (х) = Р { � ;;,;;. х }  . 
Событие � ;;;;:: х может наступить двумя принципиально различными 

способами :  во-первых, может случиться, что злемент А 1  сам проработает 
время большее ,  чем х, а, во-в торых, А 1  может отказать до момента х, 
но система, состоящая из А 1  (направленного на ремонт) и А 2  (взявшего 
на себя нагрузку) , проработает безотказно оставшееся до момента х время.  \ 
Обозначим через w (и) вероятность того , что только что описанная систе
ма проработает безотказно время, большее и. Собрав все вместе, мы 
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получаем СТiедующее равенство : 
х 

Ф (х) = F (x) + f w(x - z) dF(z) . (2) 
о 

Полученного равенства для рещеiШя стоящей перед нами задачи недо
статочно, поскольку при его составлеiШи мы ввели дополiШтельную неиз
вестную вероятность w . Для ее определеiШя сО<:тавим новое уравнеiШе . 

Найдем w (х) . Здесь также может СТiучиться, что интересующее нас событие 
может наступить двумя различными путями: описанная нами система 
проработает больше, чем время х, поскольку элемент А2 проработает 
время большее х; элемент А 2 откажет до момента х, но до этого момента 
будет восстановлен элемент А 1 и система, состоящая из отказавшего 
элемента А 2  и вступившего в работу отремонтированного элемента А1, 
проработает по меньшей мере до момента х. Сказанное приводит нас к ра
венству 

х 

w(x) = F (x) + f w(x - z) G (z) dF (z) . о (3) 

Для решеiШя полученных уравнеiШЙ мы воспользуемсяпреобразоваiШя
ми Лапласа - Стилтьеса. С этой целью введем в рассмотрение преобразо-
ваiШя 

1,0(s) = f e ·- sx dФ (x), f (s) = f e- sx dF(x) , 
о о 

ZJ(s)= J e- sx dw (x) ,  g(s) = J e-sx G (x) dF(x) . 
о о 

В терминах этих преобразований уравнеiШя (2) и (3) приiШмают 
СТiедующий вид :  

I,O(S) = f(s) w(s), w(s) = f(s) - g(s) + ZJ(s)g(s) 

Из IШ Х  находим 

IP(s) = f(s) 
f(s) - g(s) 
1 - g(s) {4) 

Формально задача решена, поскольку мы нашли преобразоваiШе Лап
ласа - Стилтьеса распределеiШя Ф (х) и, значит, по формуле обращеiШя 
можем найти и саму функцию Ф (х) . Однако полученный результат поз
воляет получить многочисленные следствия, на которых мы остановимся . 
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Мы сейчас ограничимся определением средней длительности безот-
казной работы системы с резервом. Из формулы ( 4) находим 

cp'(s) f'(s) f'(s) -g '(s) g '(s) -- = -- + + -- . 
cp(s) f(s) f(s) -g(s) 1 -g(s) 

Отсюда, положив s = О, приходим к равенству 

ср '(О) = -[ '(О) (1 + 1 ) 
1 -g(O) . 

Но мы знаем, что 

Т = М � = - ср '(О), а = f xdF(x) = -['(0) о 
и что 

a = 1 - g(O) = J G (x) dF (x) о 
есть ни что иное как вероятность того , что длительность восстановления 
окажется больше , чем длительность безотказной работы элемента . Та
ким образом, 

(5) 

Из этой формулы мы · видим, что среднюю длительность безотказной 
работы дублированной системы можно повысить двумя различными пу
тями : 

1 ) увеличивать среднюю длительность безотказной работы элементов , 
2) уменьшать продолжительность ремонта . 
Как правило , первый способ достается большой ценой, тогда как вто

рой - нуждается только в хорошей организации работ . К rому же он прино
сит, как это видно из формулы, более ощутимые результаты; о собенно , 
если а � О, т.е . если длительность восстановления оказывается, как пра
вило , меньше длительности безотказной работы элемента. 

Предположим теперь, что мы совершенствуем процесс восстановления 
и на п-й стадии достигаем функции распределения Gп(х) такой, что a:n -+ О, 
не обращаясь при этом в О . 

Докажем, что если математическое ожидание длительности безотказной 
работы конечно и равно а, а a:n -+ О, то имеет место следующее предельное 
соотношение : 

Р { �: > х } -+ е- х  при х � О (n -+  оо) . 
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Иными словами мы докажем, что асимnтотически длительность безотказ
ной работы рассматриваемой системы двух элементов имеет показательное 
расnределение. 

Согласно сформулированным нами свойствам иреобразований Лаn
пасса - Стилтьеса нам следует nоказать, что иреобразование Лаnласа -�n 1 Стилтьеса для величины -- стремится к --- . С  этой целью преоб-Тп 1 + S 
разуем выражение ( 
•· ( ;. ) = r (-t) r (Т. ) � •. +. ) 

1 - gп ( т: ) 
следующим образом :  

�п ( �n_ ) = t ( ;n ) --�1 --S --
1 - f (-f;,) 1 + 

Но очевидно , что 

1 - t ( � ) t ( ;n ) - f (O) 
----- "'* - f '(O) = a (n -+ оо). 

Ясно , что 
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Теперь 

r(;n ) -g (;n ) 1 - ------- --- sx 

J (1 - е Tn )( l - Gп(x)) dF(x) .  о 
Оценим интеграл , стоящий в правой части последнего соотношения. 

С этой целью разобьем его на два слагаемых: 

( 
sx � 

J )(1 - е т n )( 1 - Gп (х)) dF(x) . 
.JТn 

В первом слагаемом воспользуемся неравенством 1 - е-х ..;;; х, а во 
в тором - неравенством 1 - е- х ..;;; 1 .  В результате получим, что 

Гтп sx 

J ( 1 - е Tn ) ( 1 - Gп(x)) dF(x) ..;;; о 

s VТr, .,.;;; __ _ J (1 - Gп(x)) dF(x) = o (rxп),  о 

sx 
J ( 1 - е т n )( 1 - Gп (х)) dF(x) ..;;; J ( 1 - Gп (х)) dF(x) = о (ап) -

..JТп ..JТn 
Собрав все оценки вместе, окончательно получаем 

<Р (___!___ ) = -1 - ( 1 + о (1 )) 11 Tn 1 + S 
' 

что и требовалось доказать . 

Упражнения 
1 . Доказать, что функции 

гл t [1 (t) = � ak co sk t  [2 (t) = � ak e 
k 

k = O  k = O  

� 
где ak -;. О, � ak = 1 ,  являются характеристическими .  Определить соответ-

k = о 
ствующие распределения вероятностей. 
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2. Найти характеристические функции для следующих плотностей веро

ятностей :  

а )  р (х) = ; e -a ix i
; 

а 
б) р (х) = ----

п (а 2  + х2 ) 

в )  р (х) = 1 :- l x l  

а •  

при ix i ;;.a, 

при i x i < a; 

2 sin2 � 
г) р (х)  = ___ 2 __ 

п ах2 

3 а м е ч а н  и е . Внимательный читатель заметит, что примеры а) и б) , а также 
в) и г) являются, так сказать, обратными. 

3. Доказать, что функции 

1 1 
'{J1 (t) = -- , '{J2 (t) = -- • 'Рз (t) = ch t sh t ch2 t 

являются характеристическими соответственно для плотностей распределения 

р ,  (х) = 
11' 

---- ' р, (х) = ----
2 ch 

пх 
2 4 ch2 

пх 

2 

х 
P3 (x) - ----

2 sh � 
2 

4. Найти распределения вероятностей случайных величин, характеристические 
функции которых равны 

а) cos t , б) cos2 t , 
а 

в ) --а + it ' 
sin at 

г) -
аt 

5. Доказать, что функция, определяемая равенствами 

f(t)  = [(- t) , f (t + 2а) = f(t) ,  
а - t 

f (t) = --- при О <;  t <; а, а 

является характеристической .  
3 а м е ч а н и е . Характеристические функции примеров 2г и 5 обладают 

следующим замечательным свойством : 

r. (t) = fs (t) 

r. (t) * fs lt) 

при 

при 

l t  1 <;  а , 

i t i > a  и t -4= ± 2 a ,  . . .  
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Таким образом, существуют характеристические функции, значения которых 
совпадают в сколь угодно большом сегменте ( - а, а) и не равные 
тождественно. Первый пример таких дв ух характеристических функций был 
указан Б . В .  Гнеденко ; затем М.Г . Крейн указал необходимые и достаточные ус
словил, при которых из равенства двух характеристических функций в каком-либо 
сегменте ( - а, а) следует их тождественное равенство.  

6. Доказать, что можно найти такие независимые случайные величины � 1 , � 
2

, 
� 3 , что распределения � 2 и t 3 различны, а функции распределения сумм � 1 + t 2 
и t 1 + t 3 одинаковы.  

У к а з  а н и е .  Воспользоваться результатами примеров 2а  и 5 .  
7 .  Доказать, что если f (t ) является характеристической функцией, то функция 

{ f(t) 
f (t) = 

f(t + 2а )  

при 

при 

также является характеристической. 

l t l .;; a, 

У к а з  а н и е: Воспользоваться теоремой Бохнера - Хинчина . 
8. Доказать, что если f (t ) является характеристической функцией, то функция 

.p (t) = е f (t) - 1 
также является характеристической . 

9. Доказать, что если функция f (t )  является характеристической, то функция 

1 t 
.p (t) = - f f (t) dt 

t о 
также является характеристической . 

10 .  Доказать, что для любой вещественной характеристической функции f (t ) 
имеет место неравенство 

1 - {(2 t )  .. 4(1  - f(t)) , 

а, значит, для любой характеристической функции - нераве нство 

1 - l f(2 t )  1 2  .. 4 ( 1  - l f (t) l 2 ) . 

1 1. Доказать, что для любой вещественной характеристической функции 
имеет место неравенство 

1 + f (2 t ) ;;. 2 [  f (t) ] 2 •  

1 2. Доказать, что если F (х) - функция распределения, а f (t ) - ее характерис
тическая функция, то при любом значении х верно равенство 

1 т "t lim -- f f (t) e -z x dt = F (x + O) - F (x - 0) . Т-+оо 2 Т  - Т  
1 3 . Доказать, что есть F (x) - функция распределения, а f (t )  - ее характерис

тическая функция и xk - абсциссы скачков F(x) , то 

1 т lim - f l f(t) l 2 dt =  � (F(xk + O) - F (xk - 0) ] . Т-+ оо 2 Т _ т k 



Упражнения 247 
14. Доказать, что если случайная величина имеет плотность распределения, то 

ее характеристическая функция при t --> оо стремится к О. 
1 5 .  Снучайная величина � распределена по закону Пуассона; М � = Л . Доказать, 

� - Л 
что при л --> оо распределение величины стремится к нормальному с пара-

метрами а = О  и а2 = 1 .  
1 6 . Случайная величина � имеет плотность распределения 

р (х) =  ( (30а х а -1 е-(3х 
Г(а) 

при � ..: О , 

при х > О . 

Доказать, что при а .... оо распределение величины 

ному с параметрами а =  О, а2 =1 .  

сходится к нормаль-

З а  м е ч  а н и е .  Результаты упр . 1 5 и 1 6  позволяют при вычислении вероят
ностей Р { а ..: � < Ь } дпя больших значений Л соответственно ct) использовать 
таблицы нормального распределения. В частности, оказывается, что дпя распре
деления .,( уже при n ;;. 30 указанное предельное распределение дает пре
красную точность. Это последнее замечание постоянно используется в статистике . 

1 7 .  Доказать, что если 'Р (t ) - характеристическая функция и ф ункция 1/1 (t ) та
кова, что дпя пекоторой последовательности { h n } (h n --> оо при n --> оо )  произ
ведения f n (t ) = '{J (t ) 1/1 (h n t )  также являются характеристическими функциями, 
то функция 1/J (t ) - харак'fеристическая. 
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КЛАССИЧЕСКАЯ ПРЕдЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 

г 
§ 39 .  Посrановка задачи 

Инrегральная предельная теорема Муавра-Лаrтаса, доказанная нами в 
главе 2, послужила источником большого цикла исследов аний, имеющих 
фундаментальное значение как для самой теории вероятностей, так и для ее 
многочисленных приложекий в естествознании, технических и экономиче
ских науках .  Для того , чтобы составить себе представление о направле
нии этих исследований, мы придадим теореме Муавра-Лаrтаса несколько 
иную форму. А именно , если, как это мы неоднократно делали, через P.k 
обозначшь число появлений события А в k-м испытании, то число появле-

n 
ний события А в n последовательных испытаниях равно � P.k · Далее , 

k = 1 
n n 

в примере 3 § 25 мы подсчитали ,  что М � P.k = пр и D � P.k = npq. k = 1 k = 1 
Поэтому теорема Муавра-Лаrтаса может быть записана в таком виде : 
при п  � оо 

р 
j a .;;;;; k � /P.k - Mp.k) 

< ь j � -1- j e - z 2 
/ 2 dz 

J n V2ir a  � Dp.k k = 1 

( 1 ) 

и словами сформулирована так : вероятность того , что сумма уклонений 
независимых случайных величин, принимающих два значения О и 1 с в ероят
ностями, соответственно равными q и р = 1 - q (О <р < 1 ) , от их матема
тических ожиданий, деленная на квадратный корень из суммы дисперсий 
слагаемых, будет заключаться в пределах от а до Ь, при увеличении числа 
слагаемых до бесконечности , равномерно относительно а и Ь стремится 

1 ь 
2 

к инrегралу . FC f e - z 
1 2 dz . 

y 27r а 
Естественно возникает вопрос : насколько тесно связано соотношение (] ) 

со специальным выбором слагаемых P.k • не будет ли оно иметь место и при 
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более слабых ограничениях, наложенных на функции распределения слагае
мых? Постановка этой задачи , а также ее решение являются в основном 
делом П .Л .  Чебышева  и его учеников А.А. Маркова и А.М. Ляпунова. Их 
исследов ания показали, что на слагаемые следует наложить лишь самые 
общие ограничения , смысл которых состоит в том , что отдельные слагае
мые должны оказывать незначительное влияние на сумму . В следующем па
раrрафе мы дадим точную формулировку этого условия .  Причины, в силу 
которых эти результаты приобрели огромное значение в приложениях ,  
лежат в самом существе массовых явлений , изучение закономерностей 
которых, как мы говорили ранее , и составляет предмет теории вероят
ностей .  

Одной из в ажнейших схем , по  которой идет использование результатов 
теории вероятностей в естествознании и технике, состоит в следующем . 
Считают, что процесс протекает под влиянием большого числа независимо 
действующих случайных факторов , каждый из которых лишь ничтожно 
мало изменяет течение явления или процесса. Исследов атель ,  интересую
щийся изучением процесса в целом, а не действием отдельных факторов , 
наблюдает лишь суммарное действие этих факторов . Приведем два типич
ных примера. 

П р  и м е р 1 .  Пусть производится некоторое измерение . На результат 
неизбежно действует большое количество факторов, порождающих ошибки 
в измерении . Сюда относятся ошибки ,  вызванные состоянием измеритель
ного прибора, которое может нечув ствительно изменяться под влиянием 
различных атмосферных или механических причин .  Сюда относятся личные 
ошибки наблюдателя , вызв анные особенностями его зрения или слуха и 
также могущие незначительно изменяться в зависимости от психического 
или физического состояния наблюдателя ,  и т .д. Каждый из этих факторов 
породил бы ничтожную ошибку. Но на измерении сказываются сразу все 
эти ошибки ,  наблюдается "суммарная ошибка". Иначе говоря ,  фактически 
наблюдаемая ошибка измерения будет случайной величиной,  являющейся 
суммой огромного числа ничтожных по в еличине и независимых между 
собой случайных в еличин. И хотя эти посЛедние неизвестны, так же как 
нeн зв �:r_lfJ1I их функции распределения, их влияние на результаты измере
ний заметно и поэтому должно быть подвергнуто изучению. 

П р и м е р 2 .  В процессе массового производства, существующего 
во многих отраслях промьшиенности, изготовляются большие партии 
ошшаковых предметов . Обратим внимание на какую-нибудь числовую 
\ арактеристику интересующего нас продукта. Поскольку это изделие 
находится в соответствии с техническими нормами, существует пекоторая 
нормальная величина избранной нами харак'!еристики . В действительности 
же всегда наблюдается некоторое отклонение от этой нормальной величины . 
При правильно поставленном процессе производства такие отклонения 
могут вызываться лишь случайными причинами, каждая из которых произ-
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водит лишъ незаметный эффект .  Суммарное же их действие производит 
заметное уклонение от нормы . 

Подобных примеров можно привести сколько угодно. 
Таким образом,  возникает задача изучения закономерностей , свойствен

ных суммам большого числа независимых случайных величин , каждая из 
которых оказьmает лишь малое влияние на сумму. Этому последнему 
требованию мы придадим позднее более точный смысл .  Вместо того чтобы 
изучать суммы очень большого , но конечного числа слагаемых, мы будем 
рассматривать последовательность сумм со в се большим и большим числом 
слагаемых и считать , что решения интересующих нас задач даются предель
ными функциями распределения для последовательности функций распре
деления сумм . Такого рода переход от конечной постановки задачи к 
предельной является обычным как для современной математики , так и 
для многих отделов естествознания. 

Итак, мы пришли к рассмотрению следуюшей задачи : дана последова
тельность взаимно независимых случайных величин 

� 1 , �2 , · • • , �n , · · · , 
о которых мы предположим, что они имеют конечные математические 
ожидания и дисперсии . В дальнейшем мы станем придерживаться следую
щих обозначений : 

ь� = �� . 
n n 

В� = � Ъi = D � �k . k = l k = l  

Спрашивается, какие . условия нужно наложить на величины �k • чтобы 
функции распределения сумм 

1 n 
- � (�k - 0k ) 
Bn k = 1 (2) 

сходились к нормальному закону распределения? В следующем параграфе 
мы увидим, что для этого достаточно выполнения условия Линдеберга: 
при любом т > О 

1 n 
lim - � f (х - ak i dFk (x) = О, 

п _. оо  В� k = l lx - a k i > тВ п 

где Fk (x) обозначает функцию распределения величины �k ·  
Выясним смысл этого условия . 
Обозначим через A k событие , состоящее в том, что 
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и оценим вероятность 

Р { max 1 �k - ak 1 > тВп } . 
1 .;; k .;; n 

Так как 

и 

Р { max l �k - ak i > тBп } = P { A t + A2 + . . .  + An } 
1 .;; k .;; n 

n 
P {A l + А2 + . . .  + Ап } :s;;;; � P { A k } , 

k = 1 
то , заметив , что 

1 
P { Ak }  = J dFk(x) ,s;;;;__ f (х - aki dFk(x) 

l x - ak 1 > тВ п (тВп i l x - a k l > тВп 

находим неравенство 

25 1  

В силу условия Линдеберга, каково бы ни  бьmо постоянное т >  О, послед
няя сумма при п --*  оо стремится к нулю .  Таким образом, условие Линдебер
га представляет собой своеобразное требование равномерной малости 

1 
слагаемых -- (�k - ak ) в сумме (2 ) .  Bn 

Отметим еще раз , что смысл условий, достаточных для сходимости 
функции распределения сумм (2) к нормальному закону, бьm в полне 
выяснен уже исследованиями А.А. Маркова и А.М. Ляпунова. 

§ 40. Теорема Линдеберга 

Мы начнем с доказательства достаточности условия Линдеберга. 
Т е о р е м а. Если последовательность взаимно независимых случайных 

величин � 1 ,  �2 , • • •  , �n • • при любом постоянном т >  О удовлетворяет 
условию Jlиндеберга 

1 n 
lim - � f (x - ak)2 dF,Jx) = O , ( 1 ) 

п � оо В� k = l l x - a k l > тB п  
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то при n � оо равномерно относительно х 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Для краткости введем обозначения 

Очевидно , что 

и, следовательно , 
n 1: Щпk = 1 . 

k = 1 
(2 ' ) 

Леrко убедиться , что условие Линдеберга в этих обозначениях принимает 
следующий вид : 

n 
lim 1: J x2 dFпk (x) = О .  

n -? oo k = l  ! х ! > т 

Характеристическая функция суммы 

1 n n - 1: (�k - 0k ) = 1: �n k 
Bn k = 1 k = 1 

равна 
n 

opnCt) = П fпk (t) . k = l  
Нам нужно доказать , что 

lim 'Pn (t) = e- t• t 2 • 
n-> oo  

( 1 ' ) 

С этой целью мы установим прежде всеrо , что множители fп k (t) при 
n � оо равномерно относительно k( 1 ,;;;;; k ,;;;;; n )  стремятся к 1 .  Действительно, 
принимая во внимание равенство М �nk = О, находим, что 

fпk(t) - 1 = f (eitx - 1 - itx) dFпk (x) . 
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Так как при любом вещественном а"') 

1 eia - 1 - ia 1 <. ix? /2 , 
ТО 
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(3) 

Пусть е - произвольвое положительное число ; тогда очевидно , что 

f x2dFn k(x) = f X2dFпk (x) + f X2dFп k(:x) <. е2 + f X2dFn k(x) .  
l x l " e  l x l > e  l x l > e 

Последнее слагаемое может бы rь, согласно ( 1 ') ,  при достаточно больших n 
сделано меньше , чем е2 . Таким образом, для всех достаточно больших n 
равномерно относительно k(l  <. k  <. n) и t в любом конечном интервале 
1 t 1 " т  

l fп k (t) - 1 1 <. е2 Т 2 • 

Отсюда мы заключаем, что равномерно относительно k ( l  <. k <. n) 

lim fпk(t) = 1 
n -+  со (4) 

и что дl!Я всех достаточно больших n при t ,  лежащих в произвольком 
конечном интервале 1 t 1 <. Т, выполняется перавеяство 

l fп k (t) - 1 1 < 1 /2 . (5) 
Мы можем, следовательно , в интервале 1 t 1 <. Т написать разложение 

*) Эru неравенство и целую серию ем у подобных можно выве сти х отя бы следую
щим путем .  Из ТОГО, ЧТО 

ia а · 1 е - 1 1 = 1 f e zx dx 1 .,. а 
о 

вытекает неравенство 

· а · а2 
1 е 1а - 1 -- ia 1 = 1 f (е 1х - 1 ) dx 1 ,;;; - .  2 

И з  последнего неравенств а далее следует,  чrо 

(а > О) 

ia . а• 
а ix а ix а х• а • 

l e  - 1 - z a + - i = l f (e - 1 - ix) dx l " f l e  - 1 - ix l dx " f - dx = - ,  2 о о 2 6 
( 3 ') 

и т.д. 
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( ln обозначает г л а в н о е  з н а ч е н и е  логарифма) . 
n n 

ln 'Pn(t) = L 1п fпk(t) = L 1п [ 1 + Un k(t) - 1 )] = 

n 
k = 1  k = 1  

= L Uпk(t) - 1 )  + Rn , k = 1 
где 

n оо (- l )s - 1 
Rn = L L Uп k(t) - 1У .  k = 1 s = 2 s 

в силу ( 5 ) 

1 n 
L 

2 k = 1 
1 tпk (t) - 1 1 2 
1 - 1 fпk(t) - 1 1 

n 
.;;;; L 1 fп k (t) - 1 1 2 • k = 1 

Так как 

то 

i l fп k (t) - 1 1  = i j f (e itx - 1 - itx) dFпk (x) j .;;;; k = 1  k = 1  

t 2 
I Rn l .;;;; - шах l fп k (t) - 1 1 . 2 1 <;; k < n 

(б) 

Из (4) вытекает ,  что равномерно относительно t в произвольнам конечном 
интервале 1 t 1 .;;;; Т, при n -+  оо 

Но 
n t 2 
L Uпk(t) - 1 ) = - - + Pn , k = 1 2 

где 

t 2 n 
Pn = -2- + L f (e itx - 1 - itx) dFпk (x) .  

k = 1 

(7) 

(8 ) 



§ 4 0. Теорема Линдеберга 

Пусть е >  О произвольно ; тогда в силу (2 ' ) 
п 

� .  
( itxi) 

Pn = L f e 1 tx - 1 - itx - -- dFпk (x) + 
k = l l x l � e  2 

+ 
� 

J (t2 x2 
+ e itx - 1 - itx) dFп k(x) .  

k = l l x l > e 2 , 

Неравенства ( 3) и (3 ' ) позволяют получить следующую оценку : 

1 t 13 n n 
I Pn l .,.;;; -- L f l x l �dFпk(x) + t2 L J ·x2 dFп k (x) ..;;; 

б k = l l x l � e  k = l l x l > e  

1 t 1 3 ( 1 t 1 ) n 
= -- · e + t2 1 - - e  � J x2dFnk(x) . 

б б k = l l x l > e 
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Согласно условию ( 1 ) в торое слагаемое при любом е >  О может быть 
сделано меньше любого 'Т/ >  О, лишь бы п бьто достаточно большим. А так 
как € > О произволь но , то мы можем его выбрать настолько малым, чтобы, 
каковы бы ни бьmи 'Т/ >  О и Т, для всех t , заключенных в интервале 1 t 1 ...;;; Т, 
выполнялось неравенство 

1 Pn 1 < 2 17 · (п � п 0 (€ , 'Т/ , Т ) ) .  

Это неравенство показыв ает , что равномерно в каждом конечном интервале 
значений t 

lim Pn = О . (9 ) 
n --> оо 

Собрав вместе соотношения (б) ,  ( 7) , (8)  и (9 ) ,  мы получаем окончатель
но , что равномерно в каждом конечном интервале t 

lim ln Ч'n (t) = - t2 /2 . 
n --> оо 

Теорема доказана .  
С л е д с т в и е .  Если независимые случайные величины � 1 , �2 , • . .  , �n , . . .  

одинаково распределены и им еют конечную отличную от  нуля дисперсию, 
то при п -+  оо равномерно по х 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Нам достаточно проверить , что при сделанных 
предположениях выполнено условие Линдеберга. С этой целью заметим, что 
в нашем случае 

Вп = ь...;n, 
где Ь обозначает дисперсию отдельного слагаемого . Положив M�k = а, мы 
можем написать следующие очевидные равенств а :  

n 1 .l: -- f (х - a)2 dFk(x) = k = 1 В� \ х - а \ > тВ п  

1 2 1 
= -2 п f (х - а) dF1 (x) = 2 f (x - ai dF1 (x) .  

пЬ \ х - а ! > тВ п  Ь \ х - а ! > тВ п  

В силу предположения о конечности дисперсии и е е  положительности 
заключаем,  что интеграл , стоящий в правой части последнего равенств а, 
стремится к нулю ,  когда п -+ 00• 

Т е о р е м  а Л я п у н о в а .  Если для. последовательноет взаимно неза
виси.мых случайных величин � 1 , �2 ,  • • •  , �n • . . . .можно подобрать такое 
положительное число о > О, что при п -+  00 

1 n 
2 + б  -- � М 1 � - ak 1 -+ О ( 1  О) в�+ б k = 1 

k ' 

то при п -+  оо равномерно по х 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Нам снова достаточно проверить, что условие 
Ляпунова (условие ( 1 О) )  влечет за собой выполнение условия Линдеберг а .  
Но это ясно из следующей цепочки неравенств : 

1 n 
- 1; f (х - aki dFk(x) � 
В� k = 1 \ x - ak \  > тВ п 

fl 

� f 1 х - ak l 2 + 6dFk(x) k = 1 
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§ 41. Локальная предельная теорема 

Мы приведем теперь достаточные условия для применения другой клас
сической предельной теоремы - локальной теоремы. При этом мы ограни
чимся рассмотрением только случая взаимно независимых слагаемых , 
имеющих одно и то же распределение вероятностей . 

У СJiuвимся говорить , что дискретная случайная величина � имеет решет
чатое распределение, если существуют такие числа а и h > О, что в се воз
можные значения � могут быть представлены в виде а + kh , где параметр k 
может принимать любые целые значения t- оо < k < оо) . 

К решетчатым относятся , например, распределения Пуассона, Бернупли 
и др . 

Выразим теперь условие решетчатости распределения случайной величи
ны � в терминах характеристических функций . С этой целью докажем 
следуюшую лемму. 

J1 е м м а . Для  того чтобы случайная величина � имела решетчатое распре
деление, необходимо и достаточно, чтобы при неко тором t =1= О модуль ее 
характеристичес:кой функции был равен единице. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Действительно , если � распределена решетчато и 
Pk есть вероятность равенств а � = а +  kh , то характеристическая функция 
величины � равна 

f(t) = � Pk e it (a +
k h ) = e ia t  � Pk e itk h

. 
k = - � k = - �  

Отсюда находим, что 
а а 

f _ с е h � Pk e 2 п ik = е h (2п) 2 п i - 2 п i -

h k = - 00 

Мы видим, таким образом, что для каждого решетчатого распределения 

\ t(:п ) 1 = 1 . 

Предположим теперь, что при не котором t 1 =1= О 

1 f(tl ) 1 = 1 ' 

и докажем, что при этом � имеет решетчатое распределение . Последнее 
равенство означает, что при некотором 6 

[(t 1 ) = e iiJ . 

Таким образом, 

f e it , х dF(x) = e iiJ 

1 9 . Б.В. Гнеденко 
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и ,  следовательно , 

fei( t, x- O )dF(x)= 1 .  

Отсюда вытекает, что 
f cos (t1 x - 8 ) dF(x) = 1 .  

Для rого чтобы эrо равенство бьmо возможно, необходимо , чтобы 
функция F(x) могла расти только при тех значениях х, при которых 

cos (t1 x - 8) =  1 .  

Это означает, что возможНJ>Iе значения � должны бьпь вида 
8 21Т 

x= - + k- , 
t l t l 

что и требовалось доказать .  
Число h мы будем назьmать шагом. распределения . 
IIIaг расПределения h максимален, если ни при каких Ь (- со < Ь < со) и 

h 1 > h нельзя представить в се в озможные значения � в виде Ь + kh 1 •  
Для юшюстрации различия между понятиями шага распределения и 

максимального шага распределения рассмотрим такой nример .  Пусть � 
может nринимать в качестве своих значений в се нечетные числа. Очевидно, 
чrо в се значения � могут быть заnисаны в виде а + kh, где а = О, h = 1 .  IIIaг 
h , однако, не будет максимаЛьным, так как все возможные значения � 
можем з аnисать также в виде Ь + kh 1 ,  где Ь = 1 ,  h 1 = 2 .  

У словил максимальности шага распределения МОХ<."Но выразить и в 
. других терминах . 

В о-п е р в ы х ,  шаг распределения будет максимальным rогда и rолько 
тогда, когда обший наибольший делитель попарных разностей возможных 
значений величины � , поделенных на h , равен едиюще . 

В о-в т о р ы х, шаг расnределения h максимален rогда и только тогда, 
когда модуль характеристической функции в промужетке О <  1 t 1 < 21Т/h 
меньше едиющы и при t = 2ir/h равен 'единице .  

Последнее утверждение немедленно вытекает из только что доказанной 
леммы . В самом деле ,  если при О <  t 1 < 21Т/h 

l f(t. ) 1 = 1 ,  
то согласно доказанному величина 21Т/t 1  должна быть шагом распределе
ния, а так как h < 21Т/t1 , то шаг h не может быть максимальным. 

Отсюда мы можем сделать такой вывод :  если h - максимальный шаг 
распределения, то для каждого е > О найдется такое число с0 > О, что при 
всех t в интервале е .;;;:; 1 t 1 .;;;:; 21Т/h - е имеет место неравенство 

1 f(t) 1 .;;;:; е - с о . ( 1 ) 
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Пусть теперь случайные величины � 1 ,  �2 , • • • , �n , . . . взаимно незав и си
мы , решетчато распределены и имеют одну и ту же функцию распределе 
ния F(x) . Рассмотрим сумму 

�n = � 1 + �2 + · · · + �п -

Очевидно , что она также является реше тчатой случайной величиной и воз
можные ее значения могут быть записаны в виде па + kh . Обо значим через 
Р п(k) веро ятно сть рав енсш а 

�n = па + kh ; 

в частно сти , P1 (k) = Р Н 1  = а + kh } = pk . 
Обо значим далее 

ап + kh - Ап 
Znk ;. __ _ 

Bn 
rде А п = М �п , В� = D �п = п D � 1 · 

Мы можем теперь доказать сле дующее предr1ожение , очевиднь�м обр азом 
о бобщающее локальную предельную теорему Муав ра-Лапл аса. 

Т е о р е м а. Пусть незf18иси.мые решетчсrrые случайные величины 

� 1 ' �2 ' • • • • �n • • · • 
им еют одну и 7J' же фун кцию распределения F(x ) и их .мсrrе.маmческие 
ожидания и дисперсии конечны. Тогда для того чтобы рf18но.мерно относи
тельно k (- oo < k  < оо) при п � оо имело .место соотношение 

необходимо и достсrrо чно,  чтобы шаг распределения h был .максимальным. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Необх одимость условия теоремы почти очевид

на. Действительно ,  если шаг h не максимален , то возможные значения 
n 

суммы �n = � � k будут содержать систематические пропуски :  р азность k = 1 
между ближайшими возможными значениями суммы не может быть мень-
ше dh,  где d есть общий наибольший делитель р азностей возможных значе
ний �n ' деленных на h .  Если h - не максимальный шаг, то d > 1 при в сех 
значениях n .  

Доказательство достаточности условия теоремы требует несколько более 
сложных р ассуждений . 

9* 
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Характеристиче ская функция величины �k(k = 1 ,  2 , 3, . . .  ) равна 

00 .. 
f(t) = k Pk e ia t+ itkh = e ia t k P k e itkh ,  

k = - 00 k = - oo  
а х арактеристическая функция суммы �n есть .. 

fn (t) = e ia n t k Pп(k) e itkh . 
k = - oo 

Умножив последнее равенство на e- ian t- itk h и проинтегрировав ero 
в пределах от - rr/h до rr/h, находим , что 

2rr п fh 
- Рп (k) =  J fn (t) e - ia n t- itkh dt. 
h - 1Т/h 

З аметив , что 

hk = Bn Zn k + An - an 
(вместо Zn k  мы будем дальше писать z ) ,  можем налисать 

rде обозначено 

itA n 
f* (t) = е n f(t) . 

Положив , нак онец, х = tB п о находим окончательно ;  

2rrBп 
Рп(k) = пj п lh e - izx f* п(

В
х
п 
)dx.  

h - пВ п fh 
Леrко подсчитать,  что 

1 • t 2 1 . 2 __ e - z  = - f e - 1zx - x  1 2  dx . 
� 2rr 

Представим разность [Bn 1 • 1 2 ] R = 2rr - Р (k) --- e - z n h n ..j2ii 



g 4 1 .  Локальная пр-едельная теорема 

в виде суммы четырех интегралов 

Rn = J 1 + J 2 + J з + J 4 ,  

где 

J2 = - J e - izx - x 2 f 2 dx, \ Х \ > А 

Jз = 
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где А > О - достаточно большое ,  а е >  О - достаточно малое постоянные 
числа,  более точные значения которых будут выбраны нами позднее . 

В силу следствия из теоремы,  доказанной в предыдущем параграфе, 
в любом конечном интерв але значений t р авномерно относительно t выпол
няется соотношением 

Но отсюда следует, что каково бы ни бьmо постоянное А ,  

J1 -+ О (n -+ oo) . 

Интеграл J2 оценив ается посредством неравенства 

2 f 2 2 00 2 / 2 2 - А 2 / 2 I J2 I .;;; J е - х dx .;;; - J хе- х  dx = - е . 
\ х ! > А А А А 

Выбрав достаточно большое А ,  мы можем сделать .Т2 сколь угодно малым 
Согласно  неравенству ( 1 )  имеем 
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Отсюда ясно, что при n -+ оо 

Jэ -+ О. 
Гл. 8. Классическая nредельная теорема 

Для оценки интеграла J4 мы заметим, что существование дисперсии 
влечет за собой существование в торой производной у функции f* (t) .  Мы 
можем , следовательно, в окрестности точки t = О воспользоваться согласно 
(3) § 32 разложением 

(]2 t2 
f* (t) = 1 - -2- + o (t2 ), 

• ...... 1 
и при 1 t 1 ..., е, если е дсJстаточно мало, получим : 

а2 t2 
a2 t2 - --

1 f* (t) 1 < 1 - - < е 4 
4 

Тогда при 1 х 1 .:;;;; еВп 

Поэтому 
t ' 
4 dt <  2 f е 

А 
4 dt. 

Выбором достаточно большого А мы можем добиться , чтобы интеграл J4 
бът сколь угодно мал . Теорема доказана. 

Имеется еще другой случай , когда естественно ставить вопрос о локаль
ном поведении функций распределения сумм. Это - случай непрерывных 

. распределений. 
Здесь ставится вопро с  о том ,  когда плотности распределения нормиро

в анных сумм сходятся к плотности нормального распределения, если 
соответствующие функции распределения сходятся к нормальной . 

Оказывается, что для случая одинаково распределенных независимых 
слагаемых с конечной дисперсией достаточным является условие интегри
руемости плотносrn слагаемых в какой-либо степени S > 1 .  

Если отказаться от этого условия, то легко указать примеры случайных 
величин, имеющих плотности распределения вероятностей и примимающих 
значения только в ограниченном интервале, но для которых локальная 
теорема не имеет места (см . монографию Б .В . Гнеденко и А.Н. Колмого
рова) .  



Упражнения 

Упражнения 

1 .  Доказать, что при n -+  со 
l +tj! n _1 - J (�) n  J n z2-l e 

г (i) 
2 о 

t _ .!.z •  
J е 2 dz . 

У к а з а н и е. Применитъ :хеорему Ляпунова к распределению х' . 
2. Случайные величины 

�n = 
{ -п а с вероятностыо 0,5 , 
+па с вероятностыо 0,5 · 

независимы. Доказать, что при а > -0,5 к ним применима теорема Ляпунова. 
3.  Доказать , что при n - со 
-n n n k 1 

е L -- -+ - ·  
k=o k ! 2 
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У к а з  а н и е .  Применитъ теорему Ляпунова к сумме случайных величин с пара
метром Л = 1 .  

4 .  Вероятн ость появления события А в i -м  испытании равна ·р; , JS - число появ
лений события А в n независимых испытаниях . Доказать, что 

1 х - f ..д; -со 

тогда и только тогда, когда 1; р .q . = со . i= l 1 1 

5. Доказать, что в условиях предыдущей задачи требование � P;Q; = со достаточi= l 
н о  не только для интегральной ,  н о  и для локальной теоремы . 



Г Л А В А  9 
ТЕОРИЯ БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМЫХ 
ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Долгое время центральной задачей теории вероятностей считали отыска
ние наиболее общих условий , при выполнении которых функции распреде
ления сумм независимых случайных величин сходятся к нормальному за
кону . Весьма общие условия , достаточные для этой сходимости , были най
дены , как мы говорили об этом в главе 8, А.М . Ляпуновым .  

Попытки расщирить условия Ляпунова увенчались успехом лишь в трид
цатые годы ,  когда были найдены условия , являющиеся не только достаточ
ными , но и, при в есьма естественных ограничениях , необходимыми . 

Параллельно с завершением классической проблематики возникло 
и развилось новое направление в теории предельных теорем для сумм 
независимых случайных величин , тесно связанное с возникновением и раз
витием теории стохастических (случайных) процессов . В первую очередь 
возник вопрос о том , какие законы , помимо нормального закона, могут 
быть предельными для сумм независимых случайных величин . 

Оказалось , что класс предельных законов далеко не исчерпывается 
нормальным законом. Затем возник вопрос об определении условий , ко
торые следует наложить на  слагаемые , чтобы функции распределения сумм 
сходились к тому или иному предельному закону . 

В настоящей главе мы ставим своей целью изложение некоторых иссле
дований , поевяшеиных предельным теоремам для сумм независимых 
случайных величин . При этом мы ограничиваемся случаем , когда слагае
мые имеют конечные дисперсии. Рассмотрение задачи без этого ограниче
ния требует более громоздких вычислений ; для ознакомления с ее реше
нием мы отсылаем читателя к упоминавшейся монографии Гнеденко и 
Колмогорова.  В качеств е простого следствия излагаемых нами общих 
теорем мы получим упомянутое нами необходимое и достаточное условие 
сходимости функций распределения сумм к нормальному закону . 

Последний параграф главы посвящен новому направлению исследова
ний - предельным теоремам для сумм случайного числа случайных сла
гаемых . 
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§ 42.  Б езгранично делимые законы и их основные свойства 

Закон Ф (х) называется безграни чно делимым ,  если при любом п его ха
рактеристическая функция является п -й степенью некоторой другой харак 
теристической функции. 

Исследования последних лет показали , что безгранично делимые законы 
играют значительную роль в различных вопрqсах теории вероятностей .  
В частности ,  оказалось , что класс предельных законов для сумм независи
мых случайных величин совпадает с классом безгранично делимых законов . 

Мы перейдем теперь к изложению необходимых нам для дальнейшего 
свойств безгранично-делимых законов . Это изложение мы начнем с дока
зательства того, что законы нормальный и Пуассона безгранично делимы . 
Действительно ,  характеристическая функция нормального закона ,  имею
щего математическое ожидание а и дисперсию а2 , равна 

ia t- .!. a2t2 
<P(t) = е 2 

При любом n корень п -й степени из <Р (t ) есть снова характеристическая 
функция нормального закона ,  только с математическим ожиданием ajn 
и дисперсией а2 jn. 

Мы несколько обобщим встречавшееся ранее понятие закона Пуассона 
и скажем, что случайная в еличина � распределена по закону Пуассона, 
если она может принимать только значения ak + Ь, где а и Ь - веществен
ные постоянные ,  а k = О ,  1 ,  2, . . . и 

е- Л.л.k 
Р { � = ak + Ь } = --

k !  ( 1 ) 
где Л - положительное постоянное .  Характеристическая функll'Ия для 
закона ( 1 ) , как легко пqдсчитать , дается формулой 

<Р ( t ) = е 'л.( е ia t- 1 ) + i ь·t . 
Мы видим , что при любом n корень п -й степени из <Р (t ) есть снова ха
рактеристическая функция закона Пуассона . но с другими параметрами : л 1 
а, - и  - Ь. 

n n 
Т е о р е м а 1 . Характеристическая фун кция безгранично делимого 

закона не обращается в нуль .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть Ф (х)  - безгранично делимый закон 

и <Р (t )  - его характеристическая функция . Тогда ,  по определению , при 
любом n мы имеем равенство 

'/)(t) = { <Pп (t)} n , (2) 
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где 'Pn (t ) - пекоторая характеристическая функция . В силу неnрерыв
ности функции 1,0 (t ) существует область значений аргумента 1 t l ..;;; а , в ко
торой 1,0 (t )  i= О ; nонятно , что в этой же области 'Рп (t ) i= О . ПрИ достаточно 

n �__,....,,..., 
большом п мы можем величину I �Pn (t) l = :.J l 1,0 (t ) l сделать сколь угод-
но близкой к единице равномерно no t ( 1 t 1 ..;;; а) . 

Возьмем теперь _  две взаимно независимые случайные величины 71 1 и 712 , 
распределенные по пекоторому закону F (х) , и рассмотрим их разность 
11 = 71 1 - 712 •  Характеристическая функция в еличины 11 равна 

[ * (t) = M eit(ТI , -Тi . )  = I _Me it11 ' 1 2 = 1 f(t) 1 2 • 

Мы видим, таким образом , что квадрат модуля любой характеристической 
функции является характеристической функцией . 

Далее ,  так как вещественная характеристическая функция имеет вид 

f(t) = f cos xtdF(x) , 

то , следовательно, мы можем написать неравенство 

1 - [(2 t) = J( 1 - cos2xt) dF(x) = 2f sin2xt dF(x) = 
= 2] (1 - cosxt) ( l + cos xt) dF(x) ..;;; 4f( 1  - cosxt) dF(x)  = 4( 1 - f(t) ) .  
Из сказанного мы видим , что функция 1 1Pn (t ) l 2 удовлетворяет не

равенству 

1 - I �Pn (2 t) l 2 ".;; 4 (1 - I �Pn (t) l 2 ) . 
Из этого неравенства следует , что если п столь велико,  что 1 - I 'Pn (t )  1 < 

< € при 1 t l ..;;; а , то в той же области 

1 - I �Pn (2 t) j ".;; 1 - I �Pn (2 t) l 2 ".;; 4 ( 1 - I �Pn (t) l 2 ) � 8 ( 1 - I �Pn (t) i ) < 8€ . 
Итак , в области 1 t j ..;; 2а 

1 - I �Pn (t) l < 8€ . 

Таким образом, при достаточно больших п в области 1 t l ..;;; 2а, 'Рп (t ) , 
а вместе с тем и 1,0 (t ) в нуль не обращаются .  

Подобным ж е  способом мы докажем , что 1f? ( t }  i= О в области 1 t l < 4а , 
и т .д .  

Это доказьm ает нашу теорему . 
Т е о р е м а 2 . Функция распределения суммы независимых случайных 

величин, имеющих безгранично делимые функции распределения, также 
безгран.иrшо делима. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Очевидно , что для доказательства теоремы 
достаточно ограничиться случаем двух слагаемых. Если 1,0 (t) и 1/; (t )  -
характеристические функции слагаемых, то по условию тео ремы 
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при любом n имеем : 

.p(t) = { Y'n (t)}n , 1/l(t) = { 1/lп(t)}n ,  
где <Рп (t )  и 1/lп (t ) - характеристические функции . Поэтому характеристи
ческая функция суммы при любом n удовлетворяет равенству 

x(t) = .p(t) 1/l(t) = { .Pn(t) . 1/lп(t) }
n

. 

Т е о р е м  а 3 .  Функция распределения , предельная (в смысле сходи
мости в основном ) для последовательности безгранично делимых функ
ций распределения, сама является безгранично делtшой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность Ф (k) (х) безгранично 
делимых функций распределения сходится в основном к функции рас 
пределения Ф (х) . Тогда 

lim .p <k> (t) = .p(t) (3 ) 
k-->oo 

равномерно в каждом конечном интервале t .  По условию теоремы при лю
п 

бом п функции (под v понимается его главное значение) 

y?�k)(t) = J.p<k>(t) (4) 
являются характеристическими функциями . Из (3 )  заключаем , что при 
каждом п 

lim .p�k)(t) = <Pn (t) . (5 )  
k-""" 

Из непрерьшности .p�k) (t )  следует непрерьшность .Рп (t ) . В силу предель
ной теоремы для характеристических функций, .Рп(t) есть характеристи
ческая функция .  Из (3) , ( 4) и (5) находим, что при каждом n имеет место 
равенство 

.p(t) = { .Pn (t)}n , 

что и требовалось доказать . 

§ 43. Каноническое представление 
безгранично делимых законов 

В дальнейшем мы ограничимся изучением безгранично делимых законов 
с к о н е ч н о й д и с п е р с и е й. Целью настоящего параграфа является 
доказательство следующей теоремы , найденной в 1 93 2 г. А.Н. Колмогоро
вым и дающей полную характеристику интересующего нас класса законов 
распределения . 

Т е о р е м  а 4 . Для того чтобы функция распределения Ф (х) с конеч
ной дисперсией была безгранично делимой, необходимо и достаточно, что-
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бы логарифм ее характеристи ческой фун кции имел вио 

. 1 
In .p (t) = i-y t + f { e ' tx - 1 - itx } -

2 
dG (x) ,  

х 
( 1 )  

где 'У - вещественная постоянная, а G (х)  - неубывающая фун кция огра
НUIIеююй вариации. При х = О подынтегральная фун кция считается рав 
ной - t 2  /2 .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Предположим сначала ,  что Ф (х)  - безгранично 
делимый закон и .p (t ) - его характеристическая функция . Тогда при лю
бом п 

.p(t)  = { <Pn (t)} n , 

где <Рп (t ) - искоторая характеристическая функция . Так как .p (t ) i= О ,  
то это  равенство 1квивалентно следующему *) : 

In .p( t ) = п in .pп(t) = п in [ l + .рп (t) -- 1 )] .  

Каково бы ни было Т, при п -700 равномерно в интервале 1 t 1 < Т 

<Pn (t) -7 1 , 

поэтому в любом конечном интервале значений t величина 1 <Pn (t ) - 1 1 
может быть сделана меньше любого , наперед заданного числа , лишь бы п 
было достю очно в елико . Мы можем,  следовательно , воспользоваться 
равенством 

ln [ l + (<Рп (t) 1 ]  = (<Рп (t) - 1 ) ( 1 + о ( 1 ) ) ,  

которое дает : 

in .p(t ) = l i ш  п (.рп (t) \ ) =  l i ш  n f (e i tx -- I ) dФп (х ) , 
n ' "" 11 -)' 00 

(2) 

rде Фп (х ) - функция распределения , имеющая <Pn (t ) своей характеристи
ческой функцией . Из определения математического ожидания и связи меж
ду функциями Фn (х) и Ф (х) следует , что 

nfxdФп (x ) = fxdФ (x) .  

Обозначим эту величину через -у:  тогда равенство (2) мы можем переписать 
в следующем виде : 

in .p (t) = i-y t + l iш n f { e i tx -- 1 - itx} dФп (x).  

Положим теперь 
х 

Gп (х) = п  f и 2 dФп (u ) .  

* ) Логарифм здсt:ь понимается в смыепе главного значения . 
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Очевидно , что функции G11 (x) не убыв ают с возрастанием аргумента и 
G11 (- = )  = О. Кроме того , функции G11 (x) ограничены в совокупности.  
Последнее утв ерждение вытекает из свойств дисперсии и связи между 
функциями Ф (х) и Ф11 (х ) . Действительно , 

Gп (+ =) = п fи 2dФ11 (и) = 
= n [ fи 2 dФ11 (и) - ( fиdФ11 (и ))2 ] + n ( f иdФ11 (и ))2 = о2 + 

где о2 - дисперсия закона Ф (х) . 
1 2 - 'У ' 
n 

В новых обозначениях (см . свойство 6 интеграла Стилтьеса в § 22) 
. 1 

Ig .,o(t) = i-y t +  1irn f (e ltx - 1 - itx) -2 dG11(?c) . п -ню х 

(3 ) 

Согласно первой теореме Хелли ,  из последовательности функций G n (.,'С) 
можно выбрать подпоследовательность , сходящуюся к некоторой пре
дельной функции G (х) .  Если А < О и В > О являются точк ами непрерыв
ности функций G (х ) , то в силу второй теоремы Хенли при k -+ оо 

в . 1 в . 1 
J (e 1 tx - 1 -- itx) -2 dG11 (х) -+ J (e 1 tx - 1 - itx) -2 dG(x) . (4) 
А Х k А Х 

Мы знаем ,  что 

1 e itx -· 1 - itx 1 � 1 e itx · - 1 1 + 1 tx 1 � 1 tx 1 + 1 tx 1 = 2 1  t 1 • l x 1 , 

поэтому 
А � 1 

1 J + J (e itx - 1  - itx) -2 dGn (x) i � - 00  в х k 
А 

� J 
1 eitx - 1 - itx 1 

+ f 2 dGn (х) � 
в х k 
А 

� 2 l t 1 ( J � 1 2 1 t l  А 
+ f - dGn (х)) � - ( f + J dGn (х )) � 

в 1 х 1 k г -ОО в k 

2 1 t l � - max fdGn (х) , Г l < k < oo .  k 
где Г = min (1 А 1 ,  В) .  Так как вариации функций G nk (и ) равномерно 

ограничены, 10, каково бы ни бьuю е > О, мы можем, выбирая А и В 
достаточно б ольшими , добиться выполнения неравенства 

1 
А � 1 

1 € J + J (e itx - l - itx) -2 dG11 (х) < -
-оо В 

Х k 2 
(5) 

для в сех t ,  заключенных в к аком-либо конечном интерв але ,  и для всех k. 
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Из (4) и (5 } следует , что , каково бы ни было е > О, для всех t ,  заклю
ченных в произвольном конечном интервале,  при достаточно больших n 
имеет место неравенство 

1 "t 1 . 1 
f(e ' х - 1 - itx) -2 dGn/X) - f(e ' 1x - 1 - itx) -2 dG (x) 1 < е, 

х х 
т.е . ,  иными словами, 

. 1 . 1 
lim rf (e 1 1x - 1 - itx) - dGn (х) = f (енх - 1  - itx) -2- dG (x) . 

k -н о  х
2 

k х 
Мы доказали, таким образом, что логарифм характеристической функ
ции любого безгранично делимого закона может быть записан в виде ( 1 ) . 
Нам предстоит теперь доказать обратное предложение, что всякая функ
ция , логарифм которой представим по формуле ( l ) , является характе
ристической функцией некоторого безгранично делимого закона. 

Для любого е (О < е < 1 ) интеграл 
l 

-е . 1 
f (е ' 1х - 1 - itx) - dG (x) 
е 

х 2  

по определению интеграла Стилтьеса является пределом сумм 
n . - 1 
� (e 1 1 x 9 - 1 - it xs) --:;; (G (xs+ I ) - G (x9) ) ,  s= 1  Х 9  

(6} 

где х 1 = е , Xn + t  = 1 /е ,  х9 ,;;;; Х9 ,;;;; Х9 + 1 , и max (xs + t  - х9 )  � о . Каждое 
слагаемое этой суммы является логарифмом характеристической функ
ции векоторого закона Нуассона. Согласно теоремам 2 и 3 интеграл (6) 
является логарифмом характеристической функции некоторого безгра
нично делимого закона . Переходя к пределу при е � О, мы убеждаемся , 
что то же самое имеет ммо для интеграла 

. 1 
f (e z tx - 1 - itx) -2- dG (x) . 

х > О Х 
Подобным же образом доказываем , что интеграл 

. 1 
f (енх - 1 - itx) -2 dG(x) 

х < О  Х 

(7) 

(8 ) 

есть логарифм характеристической функции векоторого безгранично 
делимого закона . Интеграл, стоящий в правой часш формулы ( 1 ) , равен 
сумме интегралов (7) и (8) и величины 

1 2 
i-y t - - t (G (+O) - G (-0} } .  

2 



§ 4 3 . Каноническое представление 2 7 1  

Последнее сшн аемое есть логарифм характеристической функции нор
мального закона. Из теоремы 2 следует , что функция <.{! (t ) , представимая 
формулой ( 1 )  , является характеристической функцией некоторого без -
гранично делимого закона *) .  Нам остается теперь убедиться , что представ 
ление ln <.P (t )  формулой ( 1 )  единственно , т .е .  что функция G (x)  и постоян
ное r однозначно определяются з а д а н и е м <.{! ( t ) . 

Путем дифференцирования формулы ( 1 )  находим,  что 

d2 . 
- ln <.P(t) = -· fe 1 txdG (x) . (9) 
dt2 

Из теории характеристических функций мы знаем , что функция G (х)  
d2 

в этой формуле однозначно определяется через -2 ln <.{! (t ) .  В процесс е 
dt 

доказательства теоремы мы видели , что постоянное r является математи
ческим ожиданием и, значит , так же однозначно определяется посредством 
функции <.{! (t ) .  

Отметим , наконец , в ероятностный смысл полной вариации функции 
G (х) .  Мы знаем , что если случайная в еличина � распределена по закону 
Ф (х) , то (см . (б) § 33) 

Щ = - l.!!.__ ln <.P (t) ] 
dt2 , t = O  

из (9) , следовательно, в ытекает , что 

Щ = f dG (х) = G ( + "'?) . 
В качестве примеров мы приведем к аноническое представление норм3ль

ного закона и закона Пуассона . 
Для нормального закона с дисперсией а2 и математическим ожида

нием а 

r = a и G (x) = 
для х < О , 

для х > О .  

* ) Мы только что доказали ,  что всякий безграничн о делимый закон является либ о  
композицией конечного числа законов Пуассона и нормального закона, либ о  преде
лом равномерно сх одящейся последовательности таких законов. Таким образом , мы 
видим , что законы нормальный и Пуассона являются теми основными элементам и.  
из которых составлен каждый безграничн о делимый закон . 
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Действительно,  эта функция и постоянное r приводят к данному закону , 
так как 

1 
f{ e itx -- 1 - itx } -- dG (x) = 

х 2 

= lim 
u -+ 0 

[G (+O) - G (-0)]  = - 2 '  
а в силу единственности канонического представления другие функции 
G (х) не могут дать нормального з акона . 

Подобным же способом леп<о убедиться , что закону Пуассона с харак 
теристической функцией 

..p(t) = е Л(eita - 1  )+  ib t 
соответствует функция G (х ) с единственным скачком в точке  а :  

при х < а, 
G (x) = {

0

2 а Л при х > а  

и r = Ь + а Л. 

§ 44. Предельная теорема для безгранично делимых законов 

Мы уже знаем , что если последовательность безгранично делимых зако
нов распределения сходится к предельному закону распределения , то этот 
предельный закон сам является безгранично делимым.  Теперь мы ука
жем условия , при выполнении которых данная IIОследовательность без
гранично делимых функций распределения будет сходиться к предельной .  

Т е о р е м а 5 .  Для того чтобы последовательность { Ф11 (х) }  безгранич
но де. шм ых фун кций распределения сходилась при п ,... оо к некоторой 
функции распреде.-1 ения Ф (х) и дисперсии их сходились к дисперсии пре
де.lьного закона ,  необходимо и достаточно, чтобы существовали такие 
постоянное r и фун кция G (х) .  д.1я которых при п .,. оо 

1 )  Gп (х )  сходится в основно:w к G (х ) (- оо .;;;;;; х .;;;;;; + оо) , 
2) G11 (oo) .,. G (oo) , 

3 )  'Yn _. 'У, 
где 'Yn и Gп (х) определяются формулой ( 1 ) § 43 для закона Ф11 (х) , а по
стоянное r и фун кция G (х) определяют по той же формуле преде.'lьный 
закон Ф (х) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность условий теоремы является не
посредственным следствием второй теоремы Хелли . Действительно,  из 
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условий теоремы и формулы ( 1 ) § 43 следует , что при 11 -+ оо 
ln .p11 (t) -+ ln.p(t) 

равномерно в каждом конечном интервале t .  
В предыдущем параграфе мы видели, что интегралы 

fdG11 (t1 ) И fdG (и )  

273 

равны дисперсиям законов Фп (х ) и Ф (х) ;  поэтому второе условие тео
ремы есть не  что иное ,  как требование сходимости дисперсий .  

Пусть теперь нам известно,  что при n -+ оо 

Ф11 (Х) -+ Ф (х) ( 1 )  
и дисперсии законов Ф11 (х) сходятся к дисперсии предельного закона 
Ф (х) .  Мы докажем ,  что эти требования влекут за собой выполнение усло
вий теоремы . В отношении условия 2, как мы только что заметили , это 
не требует дополнительных рассуждений .  Отсюда следует , что полные ва
риации функций G11 (и ) ограничены в совокупности . Мы можем , следова
тельно ,  воспользоваться первой теоремой Хелли и из последовательности 
функций G11 (и ) в ыбрать подпоследовательность Gnk (и ) , сходящуюся при 
k -+ оо к пекоторой предельной функции Goo (и ) . Наша цель состоит в том, 
чтобы доказать равенство 

Gоо (и )  = G (и ) . 

Для этого установим сначала,  что 

(2) 

при k -+ 00 • Пусть А < О и В > О - точки непрерывности функций G"" (и ) ; 
тогда по второй теореме Хелли при k -+  оо 

в . 1 в . 1 
J { e ' tu - 1 - itu }-2 dG11k (и ) -+  J { е ии - 1 - itu }- dGoo (и ) . (3 ) А и А и

2 

С другой стороны, из неравенства 

1 e itx - 1 - itx 1 .;;;; 2 1  tx 1 
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МЫ ВИДИМ, ЧТО 
А � 1 

Lk = 1 f + f { e itu - 1 - itu } -2 dGпk(u) l :,.;;;; -� в и 
А � 1 

:,.;;;; 2 1 t 1 1  f + f - dGпk(и) l :,.;;;; -� в lи l  

2 1 t l А � 2 l t l 
:,.;;;; - ( f + f dGпk(u)) :,.;;;; -- fdGпk(u) ,  

2 -� в г 
rде Г = min (-A ,  В) . В силу ограниченности вариаций функций Gn (u) 
в совокуmюсти для любого е > О можно подобрать столь большие по 
абсолютной в еличине А и В, что 

(4) 

Точно так же при любом е > О для достаточно больших по абсолютной 
величине А и В имеет место неравенство 

А � . 1 
1 f + f { e ' tu - 1 - itu} -2 dG� (и) l < е . 
-� в и 

(5) 

Из соотношений (3) ,  (4) и (5)  выводим , что , каково бы ни было е >  О ,  
при достаточно больших значениях k 

1 1k - 1� 1 < 3e .  
Соотношение (2) , таким образом, доказано . Из ( 1 ) видим , что 

. 1 
lim !n .pп (t) = lim Ci'rп t + f { e ' tu - 1  - itu } -2 dGп (и)) = 

n �oo n -+ oo и 

. 1 
= ln .,o(t) = ir t + f { e ' tu - 1 - itu}-2 dG(u ) ,  

и 
или 

. 1 
lim ( i'Yпk + f {e ' tu - 1 - itu } -2 dGпk(u)) = п �� tu 

. 1 
= ir + f { e ' tu - 1  - itu } -2 dG (u ) . 

tu 
Из неравенства 

1 ei tu - 1 - itu 1 :,.;;; t2и 2 /2 

(6) 

и ограниченности в совокупности полных вариаций функций Gn k ( и ) 
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заключаем,  что при t � О 
1 . 1 1 1 f (e itu - 1 - itu ) - dGn (и) 1 .;;;; 1 tf (e ' tu - 1 - itu) 22 dG(u) � О  
tu 2 k t и 

равномерно по n .  Поэтому при t � о  (6) дает : 

а, с другой стороны, по (2) и (7) 
. 1 

ln �P(t) = ir t + f { e 1u t - 1 - iut }-
2 

dG .. (и ) . 
и 

(7 )  

В силу единственности представления безгранично делимых законов фор
мулой ( 1 ) § 43 мы заключаем , что G .. (и ) = G (и) . Итак , любая сходя
щаяся подпоследовательность функций G nk (и) сходится к функции G (и-) 
и одновременно постоянные 'Ynk сходятся к 'У· Теперь легко доказать , что 
вся последовательность Gп (и) также сходится к G (и) и, значит , одновре
менно lim 'Yn = 'У· Если бы это было не так , то нашлась бы точка непре-

п-.оо 
рывности функций G (и) , назовем ее с ,  и подпоследовательность функций 
Gnk (и) , которая в точке и = с при k � оо сходится к числу , отличному от 
G (c) . По первой теореме Хелли мы можем из этой подпоследовательности 
выбрать сходящуюся подпоследовательность Gnkr (и) . 

Из предыдущего следует , что во всех точках непрерывности функ
ции G (и) 

lim Gn k/и) = G (и) . 
r->"" 

Это противоречит сделанному нами допущению. Таким образом, во всех 
точках непрерывности функции G (и) 

lim Gп (u) = G(и) ; 

как мы видели , отсюда немедленно следует , что 

Теорема доказана. 



276 Гл. 9 Теория безгранично делимых законов 

§ 45 . Постановка задачи о предельных теоремах для сумм 

Дана последовательнnсrь серий 

� 1 1 ' � 1 2 • . . • ' � . k 1 ' 
�2 1 ' �2 2 ' . • • ' �2 k 2 ' 

�n l '  �n 2 • · · · '  �nkп • 
( 1 ) 

независимых в каждой серии случайных величин . Спрашивается , к каким 
предельным функциям распределения могут сходиться функции распре
деления сумм 

�n = �n l + �n 2  + . . .  + �n kп 
при n -+оо и каковы условия этой сходимости? 

В дальнейшем мы ограничимся изучением элементарных систем , т .е .  
последовательностей серий ( 1 ) , для которых выполнены следующие ус
ловия : 

1 ) величины � nk имеют конечные дисперсии, 
2) дисперсии сумм � n ограничены не зависящей от n константой С, 
3) {311 = max D�nk -+ О при п -+оо . 

l .;; k o;; k71 
Последнее требование означает , что влияние отдельных слагаемых на сумму 
становится все меньше и меньше с возрастанием n .  

Рассмотренные нами ранее предельные теоремы для сумм , очевидно , 
укладываются в эту общую схему . Так . в теоремах Муавра-Лапласа и 
Липунова мы имели следующую последовательность серий :  

�n 1 ' �n 2 '  · · · ' �n n ' 
где 

�n k  = -;::::;===-J i щk k = l  

( 1  ..;;; k ..;;; n ;  n = 1 , 2 ,  . . . ) . 

В теоремах Бернулли, Чебышева и Маркова о законе больших чисел мы 
также имели дело с последовательностью серий , в которых в качестве �nk 
взяты в еличины 

�k - M�k 
�n k = ---

n 
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§ 46 . Предельные теоремы для сумм 

Пусть имеется элементарная система ; обозначим через F nk (х) функ
цию распределения случайной в еличины �nk и через Fn k(?c) - функцию 
распределения в еличины fпk = �nk - M�11k ; очевидно , что 

}�k (x) = Рп k (х + M�n k ) · 
Т е о р е м а 6 .  Для того чтобы функции распределения сумм 

�n = �n l  + �n 2 +  . . .  + �n k11 ( 1 )  

при п -+ оо сходились к предельной функции распределения , необходимо 
и достаточно, чтобы к предельному закону сходились безгранично делимые 
законы,  логарифм ы характеристических функций которых определяются 
формулой 

> 
kп 

1/111 (! ) = � { itM�n k + f (e itx l )dFп k (x) }  * ) . k � l  
Предельные законы д.zя обеих последовательностей совпадают. 

(2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Характеристическая функция суммы ( 1 )  равна kп  kп i t � M �n k k11 
fп (t) = П fп k (t) = е k = 1 П l" k (t) ,  (3) k � l  k = \  

где f'пk (t ) - характеристическая функция случайной в еличины �nk • а 

lnk (t ) - характеристическая функция величины "fпk · 
Мы знаем, что для сходимости функций распределения сумм ( 1 )  к пре

дельной Ф (х ) необходимо и достаточно, чтобы при n -+ оо 
/11 (1) -+ ..p(t ) ,  

где ..р (t ) - непрерывная функция : ..р (t ) при этом оказывается характе
ристической функцией закона Ф (х ) . 

*) l· CJ IИ ВВСС1 И обОЗНаЧ!!НИЯ 

" п  1 1  (;11 ( u ) = L J \' 2 dP11k(X ) k � l  -
и 1амс1 ить , ч rо f JCd!·�1k ( х )  = О . 1 о фун к ци и  w11 (1 ) м огут бьпъ записаны в виде 

y 11 ( t ) = i-y11 t + f{ e itu  itu } 1 ,  d(;11 (u ) .  
/ 1  

Как мы ЗЮiсм . это о·ш ач а�l . •по \f;11 (t ) является л огар ифм ом х араю еристичсс к ой 
фун кции неко 1 оро 1 о безгранично цел имого закона 

Отм етим , ч го дисп�р с и и  1> 11 и бt'З l 'ранично делимых законов ( 2 )  совпадают 
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Положим 

lXn k = l"k(t) - 1 .  

Для величин � nk равномерно в каждом конечном интервале t 
lXn = max l cxnk i � O. 1 ,..; k..; kп 

Действительно,  

lXn k = f(e itx - 1 ) dFп k (x) = J (e itx - 1 - itx) dFп k(x) , 
так как 

Mfnk = fxdFп k(x) = O . 
Мы знаем, что при всех вещественных сх 

l e ia - 1 - icx l ..;; сх2 /2 ;  

поэтому 

Из (5) и третьего условия элементарности системы следует (4) . 

(4) 

(5) 

Из (4) мы прежде всего выводим , что при любом Т мы можем считать , 
что для достаточно больших n и 1 t 1 .;;;;; Т 

1 lXn k 1 < 1 /2 .  (6) 

В силу этого мы можем воспользоваться разложением логарифма в ряд 

Очевидно,  что 
kп kп 

Rn = I In fп (t) - � (i + M�n k + lXп k)  1 = 1 � (ln f"k(t) - lXп k) 1 .;;;;; n = l  n = l  

(7) k = l  n = l  
Формулы (5) и (6) приводят к неравенству 
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В силу (4) мы заключаем , что равномерно в каждом конечном интерва
ле t при n -+ оо 

(8) 

Таким образом, м ы  установили , что в каждой элементарной системе 
функции распределения сумм � n и безгранично делимые функции распре
деления, определяемые формулой (2) , неогранuченно сближаются при 
п -+ оо ,  чем собственно теорема 6 и доказана . 

Доказанная теорема позволяет заменять исследование сумм ( 1 )  слу
чайных величин с функциями распределения , вообще говоря, произволь
ными исследованием безгранично делимых законов .  Последнее , как МЫ 
увидим , во  многих случаях оказыв ается весьма простым .  

Т е о р е м  а 7 .  Всякий закон распределения, предельный для функ
ций распределения сумм элементарной системы, является безгранично 
делимым с конечной дисперсией и, обратно, каждый безгранично дели
мый закон с конечной дисперсией является предельным для функций 
распределения сумм некоторой элементарной системы. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Из предыдущей теоремы мы знаем,  что пре
дельный закон для функций распределения сумм ( 1 )  является предель
ным для безгранично делимых законов и , значит , по теореме 3 является 
безгранично делимым;  его дисперсия конечна , так как дисперсии сумм 
по второму условию элементарности системы ограничены в совокупности . 
Обратное предложение , что каждый безгранично делимый закон с конеч
ной дисперсией является предельным для сумм , немедленно вытекает из 
определения безгранично делимых законов . 

Т е о р е м  а 8 .  Для того чтобы функции распределения сумм ( 1 )  при 
п -+ оо сходились к какой-нибудь предельной функции распределения и их 
дисперсии сходились к дисперсии предельного закона, необходимо и доста
точно, чтобы существовали такие функция G (и ) и постоянное 'У, что при 
п -+ оо 

kп и 

1 ) L f x2dFп k(x) -+ G (и) k = l  - 00  
в точках непрерывности функций G (и)  

kп • 
2) L fx2 dFп k(x) -+ G (+ 00) ,  

k = l  
kп 

3) L fxdFп k(x) -+  'У ·  
k = t  

Логарифм характеристической функции предельного закона определя 
ется формулой ( 1 ) § 43 с только что определенными функцией G (и) и 
постоянной 'У· 
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и 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Если ввести обозначения 
kп и 

Gп (u) = � f x 2dFпk (x) 
k = I - оо 

kп 
'Yn = � fxdFп k (x) , 

k = I 

то мы придем к условиям теоремы 5 .  Теорема этим доказана .  
Несколько видоизменив формулировку последней теоремы , мы мо

жем получить не только условия существования предельного закона,  но 
также и условия сходимости к каждому данному предельному закону . 

Т е о р е м  а 9. Для того чтобы фун кции распределения сумм ( 1 )  при 
п � оо сходились к данной функции распределения Ф (х) и дисперсии сумм 
сходились к дисперсии предельного закона, необходи.чо и достаточно, что
бы при п � оо  выполнялись следующие условия : 

kп и 
1 )  � J x2 dFп k (x) � G (u)  k = I - оо  

в точках непрерывности функции G (u)  
kп 

2) � fx2 dFп k (x) � G (oo) , , 
k = I  
kп 

3) � fxdFп k (x) � 'У ,  k = l 
где фун кции G (и ) и постоянное 'У определяются формулой ( 1 ) § 43 для 
фун кции Ф (х) . 

§ 47. Условия сходимости к законам 
нормальному и Пуассона 

Мы применим результаты предыдущего параграфа к выводу условий 
сходимости функций распределения сумм к законам нормальному и Пу
ассона. 

Т е о р е м  а 1 0 . Пусть дана элементарная система независимых случай
ных величин. Для того ч тобы функции распределения сумм 

�n = �n i + �n 2 + . . .  + �n k 11 

при п � оо  сходились к закону 

1 х 2 
Ф (х) = -- f е - х 1 2 dx ,  

..ji; -оо 

( 1 ) 
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необходимо и достаточно, чтобы при п -+ оо были выполнены условия 
kп 

1 )  k fxdFп k(x) -+  О ,  
k = l  

kп 
2) k f x2 dFnk (x) -+ O ,  k = l  l x l >- т  

kп 
3) k f х2 dFп k (x )  -+ 1 .  

k = l l x l < т 

где т - любая положительная постоянная. 
Д о к: а з  а т е л ь  с т в о . Из теоремы 9 следует , что искомые условия 

состоят в выполн�нии при п -+ оо соотношений 
kп 
k fxdFп k(x) -+ О , 

k = l  
kп и 

{ 
0

1 
k f X2 dFп k (x) -+ k = l · -00 
kп 
k fx2 dFп k (x) -+ 1 .  k = l  

для и < о, 
для и >  о , 

Первое из них совпадает с первым условием теоремы , равносильность 
двух остальных второму и третьему условиям теоремы очевидна . 

Особенно простую форму эта теорема принимает , если элементарная 
система ,  рассматриваемая нами , нормирована заранее условиями 

kп 
k fx2 dFпk (x) = 1 ,  k = l  

fxdFп k (x) = O ( 1  � k � kп ; п = 1 , 2 , . . .  ) . (2) 
Т е о р е м а 1 1 . Если элементарная система нормирована соотноше

ниями (2) , то для сходимости функций распределения сумм ( 1 )  к нор
мальному закону необходимо и достаточно, чтобы для всех ,т > О при п -+ 00 

kп 
k f X2 dFn k (x) -+ О. k = l  l x l > т 

Д о к: а з  а т е л ь  с т в о теоремы очевидно.  

(3) 

Требование (3) носит название условия Линдеберг а ,  так: как: им в 1 923 r .  
была доказана e r o  достаточность для сходимости функций распределения 
сумм к: нормальному закону . В 1 935  r .  В. Феллером была доказана необ-
ходимость этоrо условия . 
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В качестве другого примера использования общих теорем предыдущего 
параграфа мы рассмотрим сходимость функций распределения элементар
ных систем к закону Пуассона ! о для х � о, 

Лk 
Р(х) = � е-л _ для х > о. о ..;  k<x k !  

(4) 

Если � - случайная величина,  распределенная по закону (4) , то , как мы 
знаем М� = Щ = Л. 

Мы ограничимся элементарными системами , для которых 

k�l M�n k � Л , ] 
kп (5) 
� D�n k � л. k = l 

Т е о р е м а 1 2 . Пусть дана элементарная система, подчиненная усло
виям (5) . Функции распределения су.м.м 

tn = �n l  + �n 2  + . . .  + �n k n 
тогда и только тогда сходятся к закону (4) , когда при любом т > О 

kп 
� J x2dFпk(x + M�n k) � O k = l  l x - l l >т 

(п � оо) . 

Доказательство этой теоремы мы предоставляем читателю . 
В § 1 3  нами бьmа доказана теорема Пуассона. Легко убедиться , что 

при прп = Л она является частным случаем только что доказанного пред
ложения . Действительно , пусть �nk ( 1  � k � п) есть случайная величина , 
принимающая значения О или 1 в зависимости от того , появится или не по
явится при k-м испытании п-й серии наблюдаемое нами событие А . При этом 

л л 
Р { �  = 1 } = - и Р{ � = 0 } = 1 - - · nk 

п 
n k п 

Очевидно ,  что сумма 

P.n = �n l + �n 2  + · · . + �nn 
представляет собой число появлений события А в п-й серии испытаний. 

Согласно теореме Пуассона функции распределения величин р. n при 
п � оо сходятся к закону Пуассона (4) . Этот результат следует и из только 
что сформулированной теоремы , так как все ее требования в данном слу
чае выполнены. 
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Общие теоремы о сближении функций распределения сумм ( 1 )  с некото
рыми безгранично-делимыми функциями распределения ,  доказанные в 
более широких, чем у нас , предположениях , позволяют также получить 
необходимое и достаточное условие для закона больших чисел (в случае 
независимых слагаемых) . См. об этом уже упоминавшуюся монографию 
Б .В .  Гнеденко и А.Н. Колмогорова. 

§ 48. Суммирование иеэависимых случайиых величии 
в случайном числе 

В разнообразных задачах практики приходится сталкиваться с задачей 
суммирования случайных величин не в заранее заданном, а в случайном 
числе. Приведем примеры .  

За смену в магазин приходит случайное число покупателей и сумма, 
на которую каждый из них делает покупки, также :::лучайна. Выручка 
магазина за смену является суммой случайного числа случайных слагаемых. 
Заметим, что число по купателей и суммы, которые они оставляют в мага
зине, представляют собой независимые случайные величины. 

Возвратимся к задаче , рассмотренной в § 38 .  Там речь шла о длитель
ности безотказной работы дУблированной системы с восстановлением . 
Внимательно разберемся в структуре величины � - длительности безотказ
ной работы резервированной системы. Заметим, что � в зависимости от 
случая может принимать различные значения, а именно : 

� = � 1 + � 2 - сумма времен безотказной работы основного и резервного 
элементов , если 171 > � 2 (восстановление основного элемента nродолжа
лось дольше, чем проработал резервный элемент) ; 

� = � 1 + � 2  + � 3 , если 171 < � 2 , но 112 > � 3 , т.е . восстановленный основ
ной элемент проработал меньше , чем длился ремонт резервного элемента ; 

вообще при n � 2 будет � = � 1 + � 2 + . . .  + �n  с вероятностью a:n-2 ( 1 -а:) 
(первые n - 2 раз элемент восстанавливался прежде, чем работающий эле
мент отказывал , в последний же раз ремонт занял больше времени, чем 
проработал вступивший в работу элемент) . 

Мы вновь видим, что длительность безотказной работы дУблированной 
системы с восстановлением представляет собой сумму независимых случай
ных величин в случайном числе . Число сл_агаемых не зависит от значений, 
принимаемых слагаемыми и распределено по геометрическому закону. 

Теорема о сходимости к показательному распределению после только 
что сделанного замечания должна нами восприниматься как предельная 
теорема о сходимости функции распределения последовательных сумм 
случайного числа случайных слагаемых. Вот какую формулировку ей 
слецует придать . 

Т е о р е м а. Пусть случайные величины последовательнос7U Нп}  
независимы, одинаково распределены с функцией распределения F (х) 
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и математическим ожиданием а > О. Пусть , далее, { vп } - последователь
ность целочиС!lенных случайных величин , причем v n имеет геометри-

ческое распределение с параметром an : P { vn  = k }  = ( 1 - ап ) а�-1 . 
Если an � 1 ,  то функции распределения сумм 

Sn = � 1 + �2 + · · · + �v n 

сходя тся к по казательному распределению. 
Рассмотрим следующую задачу : счетчик Гейгера (см . задачу 4, § 8) начи

нает свою работу в момент времени О . Найти время его работы до первого 
пропуска частицы. Мы сейчас несколько обобщим условия задачи по срав
нению с тем как она бьmа поставлена в гл . 1 .  Предположим, что промежут
ки времени � k между поступлениями последовательных частиц в счетчик 
независимы и имеют распределение F (х) . ДЛительность разряда, вызы
ваемого зарегистрированной частицей является случайной величиной 17k 
с распределением G (х) . Все рассматриваемые и только что упомянутые 
величины независимы между собой . 

Обозначим через s n длительность искомого промежутка времени . Легко 
подсчитать , что s n = � 1 + � 2 + . . . + � v , где v - случайная величина, не зави
симая от � k и распределенная геометрически . 

Рассмотрим теперь последовательность { �nk } независимых и одинаково 
распределенных при каждом n случайных величин. Введем обозначения 

F n ( Х ) = Р { �n k < Х} , 

Рассмотрим далее неограниченно возрастающую последовательность це
лых положительных чисел { kп} и последовательность { v n } целочисленных 
положительных случайных величин, которые обладают тем свойством, что 
при каждом n величины v n независимы от �nk , 1 :( k < оо .  

Наша цель состоит в выяснении условий, при которых сходимость 
функций распределения сумм (при п � оо )  

влечет з а  собой сходимость функций распределения сумм (п � оо )  
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Предложение , которое сейчас будет доказано , носит название теоремы 
переноса. 

Т е о р е м  а п е р е н о с а . Если при п -+ оо  

и 

kп 
А) Р { � �n k < х } -+ Ф( х )  

k = l  

Б)  P {!:._r:._ < х \ -+ А(х ) 
kп 1 

(причем. будем. считать, что А (+ О) = О .) ,  то 

В) Р { �  �п k < х } -+ Ф ( х ) . 
k = 1 

Функция распределения Ф (х) определяется через свою характеристическую 
функцию 1/J(t)  посредством формулы 

1/1 ( t )  = J '(Jz ( t )  А ( Z ) , 
о 

где .р ( t) - характеристическая функция для Ф (х) . ' 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Характеристическая функция суммы � � kn 

равна 

1/lп ( t )  = � Pпj C fп ( t )) i , 
j = O  

rде Pnj = Р {vп = j} . 
Положим An (х) = Р { v n < х} ; тоrда очевидно , что 

1/lп ( t )  = f f � ( t ) dA n (X ) . 
о 

Пусть теперь 

k = l  
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тогда 

1/ln ( t ) 
.. kп z -

= f [ fп ( t )] dAп (z ). 
о 
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В математическом анализе известна теорема * ) , согласно которой, если 
последовательно сть равностепенно ограниченных непрерывных функций 
fп (х) сходится к функции /(х) во всех точках прямой, а монотонные огра
ниченные функции An.( х) при в сех х сходятся к функции А (х) ,  то 
при n �оо 

f fп(х ) dАп (х ) � f f (x )dA ( x ). 
о о 

В силу этой теоремы и условий А) и В) теоремы переноса при n � оо 

1/lп ( t )  .� 1/l( t )  = J !pz ( t ) dA ( z ). 
о 

Теорема доказана. 
Укажем теперь некоторые следствия из теоремы переноса . 
С л е д с т в и е 1 .  Пусть функция Ф(х ) - безгранично делима и 1,0 ( t )  -

ее характеристическая функция ; тогда функция 

1 
1/1 ( t )  :::; 

1 - ln 1,0( t )  

является также характеристической (и, как позднее будет показано , также 
безгранично делимой )  . 

Действительно , мы знаем, что для любой безгранично делимой функции 
Ф (х) можно найти такую последовательность { kп } и независимых величин 

�nk , что выполняется условие А) теоремы переноса . Выберем теперь такие 
vn , чтобы А (х) = 1 - е - х. Это можно сделать многими способами, напри
мер, выбрав v n распределенными геометрически с соответственным значе
нием параметра . Этим самым выполнено и условие Б) теоремы переноса . 

* )  С'м . Д у б р о в  с к и й  В.М.  О некотор ых свойствах в полне аrщитив ных функ
ций м ножества и их пр едельном пер сходе под знаком и нтеграла // Изв. АН С'С'С'Р. 
Серия мат. - 1 945.  - Т. 9 . - С. 3 1 1 - 320;  1 947 . - Т. 1 1 . - С. 1 0 1  - 1 04.  



§ 4 8. ('уммированиr в случайном числе 

Тогда мы знаем, что , в силу В) , функция 

� � 1 
1/l ( t ) = J [.p ( t )] zdA (z ) = J г - z { l - ln <p ( t ))dz = ---

0 о 1 - ln .p ( t ) 

является характеристической . 

287 

В частности, если функция Ф (х) является нормальной (.p ( t )  = e - t ' f 2) ,  

то 1/1( t )  = , -2- . Соответствующая ей функция распределения Ф (х) опре-
2 + t 2 

деляется формулой 

при х .;;;;; О ,  
Ф ( х ) = 

1 - 0,s e - x ../2 при х � О . 

Обычно распределение Лапласа определяют , указывая его плотность распре

деления. В нашем случае она равна р (х) = е- 1 х 1 .../2 . 
Позднее мы увидим, что при А (х) = 1 - е - х распределение Лапласа при 

суммировании до случайного индекса играет такую же роль ,  как и нор
мальное распределение в классической постановке предельных теорем для 
сумм одинаково распределенных независимых слагаемых. 

С л е д с т в и е 2. УС!Iовия , при которых функции распределения су.м.м 

Sn = �n l + �n 2 + · . . + �n kп 

одинаково распределенных независи.мых слагаемых сходятся к предельно
му распределению Ф (х) достаточны для того , чтобы функции распределе
ния су.м.м 

сходились к распределению Ф (х) . 
Следствие непосредственно вытекает из теоремы переноса. 
С л е д с т в и е 3 .  Пусть { � n } - последовательность одинаково распре-

� k - а 
деленных независи.мых случайных величин и �nk = , где действи-

Вп 

тельные постоянные а и В n > О таковы ,  что функции распределения су.м.м 
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kп 
s ,, = :!: ( � k - а )  сходя тся к Ф (х) . Пусть , далее, выполнено усло

k = 1 

вие Б) теоремы переноса. Тогда при сделанном выборе постоянных а и В11 
Vn , 

функции распределения сумм s J) n :!: ( � k - а )  также сходятся 
k = 1 

к предельной Ф(х) .  
Следствие непосредств енно вытекает  из теоремы переноса. 
Заслуживает внимания то обстоятельство ,  что при всех возможных пре

дельных распределениях А (х) нормирующие множители В 11 и центрирую
щие коэффициенты а могут быть в ыбраны раз и навсегда одинаковыми. 

3 а м е ч а н и е В .  Ф е л л е р а. На с .  642 второго тома замечательной 

книги В . Феллера "Введение в теорию в ероятностей и ее приложения" 
(М . :  Мир, 1 984) имеется такое замечание : если в формуле ( 1 ) функция 
А (х) безгранично делима, то и функция Ф (х) безгранично делима . 

Доказательство этого факта вытекает из того факта , что если случайная 
величина v с функцией распределения А (х) представима в виде суммы 
v = v 1 + v 2 независимых случайных величин v 1 и v 2 , то 1/J ( t ) = 1/11 ( t) I/J2 ( t) 
из определения безграничной делимости . 

Упражнения 

1. Доказать, что распр еделения 
а )  Паскаля (упр .  1 а к гл. 5 ) ,  

б )  Полиа (упр. 1 б к гл. 5 ) , 

в) Коши (прим ер 5 § 24)  
безгранично делим ы. 

2. Доказать, что случайная величина с плотностью распределения 

р ( х ) = 1 о 
rз"' а- 1  -(Зх -- х е Г ( а ) 

при х ,.;;; О , 

при х > О . 

где а > О, (3 > О  - постоянные, безгранично делим а. 
П р и м е ч а н и е .  Отсюда, в частности, следует, что безгранично делим ы распреде

ления Максвелла и распределение х 2 (при любом значении n ) . 
3. Доказать, что каковы бы ни были постоянные "' > О и (3 > О, 

( 
t 2 )-"' 

�( t ) = 1 + �' 
является безгранично делимой характеристической функцией .  
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П р и м е ч а н и е. Отсюда, в частности, следует, что распр еделение Лапласа 
(упр . 6 к гл. 5 ) безгранично делимо. 

4. Найти функцию G (х) и параметр 'У в формуле Колмогорова для логарифма 
безгранично делимой характеристической функции для распределений :  

а) примера 2 ,  
б )  Лапласа. 
S. Доказать, что если сумма двух независимых безгранично делимых случайных 

величин р аспределена : 
а) по закону Пуассона, 
б) по нормальному закону, 

то каждое слагаемое распределено в случае : 
а) по закону Пуассона, 
б) по нормальному закону . 
6. Найти условия сходимости функций распределения сумм случайных величин, 

со ставляющих элементарную систему, к распр еделению :  
а) примера 2 ,  
б )  Лапласа. 

1 0 . Б.В. Гнсденко 
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ТЕОРИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

§ 49. Вводные замечания 

Совершенствование физической статистики , а также ряда отраслей техни
ки, поставило перед теорией вероятностей большое число новых, не уЮiа
дывающихся в рамки классической теории,  задач.  В то время как физика и 
техника интересовало изучение п р  о ц е с с а ,  т .  е. явления, протекающего 
во времени, теория вероятностей не имела ни общих приемов ,  ни разрабо
танных частных схем для решения задач , возникающих при изучении таких 
явлений . Появилась настоятельная необходимость в разработке общей 
теории случайных процессов , т. е. теории, которая изучала бы случайные 
величины, зависящие от одного или нескольких непрерывно изменяющихся 
параметров . 

Персчислим несколько задач, иллюстрирующих необходимо сть по
строения теории случайных процессов . 

Представим себе , что мы задались целью проследить за движением 
какой-либо молекулы газа или жидкости . Эта молекула в случайные мо
менты времени сталкивается с другими молекулами и меняет при этом 
свои скорость и положение . Состояние молекулы, таким образом, подвер
жено случайным изменениям в каждый момент времени . Многие физи
ческие явления требуют для своего изучения умения вычислять вероят
ности того , что определенное число молекул успеет за тот или иной проме
жуток времени персместиться на то или иное расстояние . Так , например, 
если приведены в соприкосновение два газа или две жидкости , то начинает
ся взаимное проникновение молекул одной жидкости в другую : происхо
дит диффузия.  Как быстро протекает процесс диффузии, по каким зако
нам, когда образующаяся смесь становится практически однородной? 
На все эти и многие другие вопросы дает ответ статистическая теория диф
фузии , в основе которой лежит теория случайных процессов ,  или, как при
нято теперь говорить, т е о р и я с т о х  а с т и ч е с  к и х п р  о ц е с с о в .  
Очевидно , что подобная же задача возникает в химии , когда изучают про
цесс химической реакции . Какая часть молекул уже вступила в реакцию, 
как реакция протекает во времени , когда практически реакция уже закон
чилась ? 

Весьма важный кру1· явлений протекает по принципу радиоактивного 
распада . Это явление со стоит в том, что атомы радио активного вещества 
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распадаются, иревращаясь в атомы другого элемента. Распад каждого атома 
происходит мгновенно , подобно в зрыву , с в ыделением некоторого коли
чества энергии. Многочисленные наблюдения показывают, что распад раз
личных атомов для наблюдателя происходит в случайно в зятые моменты 
времени . При этом расположение этих моментов в ремени независимо друг 
от друга в смысле теории вероятностей . Для изучения процесса радиоактив
ного распада существенно определить, какова вероятность того , что за 
определенный промежуток в ремени распадется то или иное количество 
атомов? Формально , если задаваться только выяснение м математической 
к артины явлений , точно так же протекают и другие явления : число вызо
вов, поступающих на телефонную станцию за определенный промежуток 
времени (загрузка телефонной станции) , о брывность нитей на ватере 
(ватер - прядильная машина) или изменение числа частиц, находящихся 
в броуновском движении, о казавшихся в к акой-либо момент времени 
в заданной о бласти пространств а .  Мы дадим в этой главе простое решение 
тех математических задач, к которым приводят указанные явления . 

К тому, с чем мы только что познако мились , добавим следующее : пер
вые задачи физического харак тера ,  являющиеся одновременно задачами 
теории случайных процессов , бьmи рассмотрены в ьщающимися физиками 
начала нашего века. Изложим сейчас в кратце , как, исходя из рассмотрения 
весьма схематической проблемы блуждания по прямой , Максо м Планком и 
Фоккером бьшо получено дифференциальное уравнение теории диффузии. 
Пусть частица, находящаяся в мо мент времени t = О в точке х = О, в момен
ты kт (k = 1 , 2, . . .  ) испытывает случайные толчки , в результате которых 
она к аждый раз перемешается с вероятностью р на в еличину h в право и 
с вероятностью q = 1 - р также на величину h влево . Обо значим через 
f (x, t ) вероятность то го ,  что частица в результате n толчков окажется 
в момент t ( t = п т) в положении х (ясно,  что при четном числе толчков 
величина х может равняться только четному числу шагов h ,  а при n нечет
но м - только нечетлому числу шагов h ) . Если через т о бо значить число 
шагов , сделанных частицей вправ о  (соответственно n - т есть число ша
гов,  к оторые частица совершила влево) , то согласно формуле Бернулли 

f (x, t ) = c;:p m  q n - m . 
Ясно , что величины т ,  n, х и h связаны равенством 

т - (n - т ) = x j h . 

Легко убедиться непосредственным подсчето м, что функция f (x, t) 
удовлетворяет раз ностному уравнению 

f (x, t + т ) = p f (x - h, t) + q (x + h, t ) (1 ) 

1 0* ' 



292 Гл. 10. Теория стохастических проuессов 

и начальным условиям 

[ (0, 0) = 1 , f (x , O ) = О при х "4= О . 

Посмотрим, во что превраmтся написанное разностное уравнение, если 
заставить стремиться к О как h ,  так и т . Физическая природа заставит, 
оказывается , наложить на h и т некоторые ограничения. Точно также вели
чины р и q не могут быть взяты произвольно.  Несоблюдение условий, о ко
торых пойдет речь, может привести к тому, что за конечный промежуток 
времени частица с вероятностью единица уйдет в бесконечность. Для того 
чтобы избежать такую возможность , наложим следующие требования : 
при h -+ оо 

х = nh , t = пт , 
p - q с 

-+ 2 D, -- -+  
т h D '  (2) 

где с и D - некоторые постоянные. Величина с носит наименование ско
рости течения , а D - коэффициента диффузии. 

Отнимем от  обеих частей равенства ( 1 )  величину f ( х, t) . В результате 
получаем 

f (x, t + т) - f (x, t) = р [ f (x - h, t) - f (x, t)] + 

+ q [ f (x + h, t )  - f (x, t)] . (3)  

Предположим, что f (x, t) дифференцируема по t и дважды дифферен
цируема по х. Тогда 

а [ (х, t) 
f (x, t + т) - f (x, t) = т + о ( т ), 

a t  

-f(x, t) + f (x - h, t ) h а[(х, t) 1 
h2 а2[(х, t) 2 = - + -2 2 + о (h ) , 

ах ах 

f(x + h, t) - f (x, t )  = 
а[(х, t) 1 2 а2[(х, t) 

2 h + -2 h 2 + о (h ). ах ах 
После подстаковки этих равенств в (3) получаем 

а[(х, t) а[(х, t) h 2 а2[(х, t) т + o (т ) = - (p -q) h + - + o (h2 ) . a t - -- - ах  2 ах2 
Отсюда, в силу соотношений (2) , находим, что в пределе 

а f (x, t) а [ (х, t) а2[ (х, t) --- = - 2 с  + D ----
a t ах a t2 
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Мы получили уравнение, носящее в теории диффузии наименование 

уравнения Фоккера - Планка. 
Интересно отметить, что при довольно искусственной постановке задачи 

получен физически осмысленный результат , хорошо отражающий истинную 
картину процесса диффузии. Позднее мы дадим вьшод общих уравнений, 
которым подчиняются распределения для случайных процессов при весьма 
общих предположениях об  их протекании . 

Начало о бщей теории стохастических процессов бьmо положено фунда
ментальными работами советских математиков А.Н.  Колмогорова и 
А. Я. Хинчина в начале тридцатых годов.  В статье А.Н.  Колмогорова "Об ана
литических методах в теории вероятностей" бьmо дано систематическое и 
строгое построение основ теории с т о х а с т и ч е с к и х п р о ц е с с о в 
б е з п о с л е д е й с т в и я или,  как часто говорят, п р о ц е с с о в м а р
к о в с к о г о т и п а. В ряде работ А.Я .  Хинчина бьmа создана теория так 
называемых с т а ц и о н а р н ы х п р о ц е с с о в .  

Заметим, что прежде чем подвергнуть математическому изучению те или 
иные явления природы или технические процессы, нужно их схематизиро
вать. Причина этой необходимости лежит в том, что математический анализ 
применим к исследованию процесса изменения пекоторой системы только 
в том случае , если предположено, что каждое возможное состояние этой 
системы вполне определено посредством некоторого определенного мате
матического аппарата. Понятно , что такая математически определимая 
система не есть сама действительность, но лишь схема, пригодная для ее 
описания. С такой картиной мы встречаемся, скажем, в механике ,  коrда 
предполагаем, что реальные движения систем материальных точек полно
стью могут быть описаны для любого момента времени указанием этого 
момента времени и ее состояния в любой предыдущий момент времени t0 • 
Иными словами, схема, которая принимается в теоретической механике 
для описания движения , со�тоит в следующем: принимается, что для любо
го момента времени t состояние системы у полностью определяется ее 
состоянием х в любой предьщущий момент времени t0 • При этом под 
состоянием системы в механике понимается задание положения точек мате
риальной системы и их скоростей . 

Вне классической механики, собственно, во  всей современной физике, 
приходится иметь дело с более сложным положением, когда знание состоя
ния системы в какой-либо момент времени t0 уже не определяет однознач
но состояния системы в последующие моменты времени, а лишь определяет 
вероятность того , что система будет находиться в одном из состояний пеко
торого множества состояний системы. Если через х обозначить состояние 
системы в момент t 0 , а через Е - некоторое множество состояний системы, 
то для только что описанных процессов определена вероятность 

P { t0 ,  х; t, Е} 
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системе, находящейся в момент t 0 в состоянии х , в момент t перейти 
в одно из состояний множества Е. 

Если дополнительное знание состояний системы в моменты t < t 0 не из
меняет этой вероятности, то естественно назвать вьщеленный нами класс 
случайных процессов п р о ц е с с а м и б е з п о с л е д е й с т в и я или 
за их аналогию с цепями Маркова - п р о ц е с с а м и м а р к о в с к о г о 
т и п  а .  

Общее понятие случайного процесса, базирующееся на изложенной ранее 
аксиоматике теории вероятностей , может быть введено следующим обра
зом. Пусть П - множество элементарных событий и t - непрерывный пара
метр. Случайным процессо.м назьmается функция двух аргументов 

((А) Е П ). 
Для каждого значения параметра t функция r.p ( (,)1 t) является функцией 

только (А) и , следовательно , представляет собой случайную величину. 
Для каждого фиксированного значения (А) (т . е .  для каждого заданного эле
ментарного события) r.p ( (А), t) зависит только от t и является , таким обра
зом, обычной функцией одного вещественного аргумента . Каждая такая 
функция назьmается реализацией случайного процесса � ( t ) . На случайный 
процесс можно смотреть либо как на совокуiПiость случайных величин 
� ( t ) , зависящих от параметра t , либо как на совокупность реализаций про
цесса � ( t) . Естественно , что при зтом Для определения случайного процесса 
необходимо задать вероятностную меру в пространстве реализаций 
процесса. 

Почти вся настоящая глава будет посвящена изучению процессов без 
последействия и только в последнем параграфе мы дадим представление 
о стационарных процессах. 

§ 50. Процесс Пуассона 

Мы начнем краткое знакомство с некоторыми фактами теории случай
ных процессов с рассмотрения одного важного примера процесса без после
действия, играющего большую роль в ряде вопросов физики , теории связи, 
теории надежности . По-видимому, впервые этот процесс бьm подвергнут 
исследованию в начале нашего столетия физиками А. Эйнштейном и 
М .  Смолуховским в связи с задачами броуновского движения . 

Предположим, что в случайные моменты времени происходит некоторое 
событие . Нас интересует число появлений этого события в промежуток вре· 
мени от О до t. Обозначим это число через � ( t ) . Относительно процесса 
появления события мы предположим, что он:  1 ) стационарен, 2) без после
действия и 3) ординарен . В перечисленные предположения вкладывается 
следующий смысл . 



� 5 0. Проuесс Пуассона 295 

1 .  С т а ц и о н а р н о с т ь означает , что для любой группы из конечного 
числа непересекающихся промежутков времени вероятность наступления 
определенного числа событий на протяжении каждого из них зависит 
только от зтих чисел и от длительности про межутков времени , но не изме
няется от сдвига в сех отрезков вр�мени на одну и ту же величину . В част
ности , вероятность появления k событий в течение про межутка времени 
от 7 до 7 + t не зависит от 7 и является функцией только k и t . 

2 .  О т с у т с т в и е п о с л е д е й с т в и я означает , что вероятнuсть 
наступления k собьrrий в течение промежутка времени ( 7 ,  7 + t )  не зависит 
от того , сколько раз и как появлялись события ранее . Это предположение 
означает, что условная вероятность появления со бытий за промежуток вре
мени ( 7 ,  7 + t) при любом предположении о наступлении событий до мо
мента 7 совпадает с безусловной вероятностью . В частности ,  отсутствие 
последействия означает взаимную независимость появления то го или иного 
числа собыmй в непересекающие ся промежутки времени . 

3 . О р д  и н а р  н о с т ь выражает собой требование практической невоз
можносm появления двух или нескольких со бытий за малый промежуток 
времени д t. Обозначим через Р> 1 ( д t )  веро ятность появления более чем 
одного события за промежуток времени д t. Тогда условие ординарности 
в точном его выражении состоит в следующем :  

Наша ближайшая задача состоит в определении вероятностей Р k ( t ) 
то го ,  что за промежуток длительности t произойдут k со бытий . В силу сде
J i анных предположений зти в ероятности не зависят от того ,  где расположен 
этот отрезок времени . С этой целью обнаружим, что при малых д t имеет 
место равенство 

где Л - постоянное . 
Действительно , рассмотрим промежуток времени длительности 1 и обо

значим через р вероятность того , что за этот срок не наступит ни одно собы
тие . Разобьем наш промежуток на n равных непересекающихся частей . 
В силу первого и второго предположений имеет место равенство 
р = [Р0 ( 1 /п) ] " , откуда Р0 ( 1 /n) = р1 1" . Отсюда при любом целом k 

Po (k/n ) = p k f n . 

Пусть теперь t - некоторое неотрицательное чvсло . При любом n можно 
найти такое k , что (k - 1 ) /n .;;;; t < kfn . Так как вероятность Р0 ( t )  есть 
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убывающая функция в ремени, то 

Таким образом, Р0 ( t) удовлетворяет перавенетвам 

p <k- l ) fn ;;;. Po ( t ) ;;;. p kf n .  

Пусть теперь k и n стремятся к бесконечности так , чтобы 

k 
lim = t. 

п -+ оо n 

Из предыдущего ясно ,  что при любом t 
Po ( t ) = P t . 

Так как Р 0 ( t ) ,  как вероятность, удовлетворяет перавенетвам 
О � Р0 (t) � 1 ,  то могут представиться три следующих случая : 1) р = О, 
2) р = 1 ,  3) О < р < 1 .  Первые два случая малоинтересны. В первом из них 
при любом t имеет место равенство Р0 ( t) = О и, значит , вероятность за 
промежуток времени любой длительности произойти хотя бы одному собы
тию равна единице . Другими словами, с вероятностью единица за промежу
ток времени любой длительности происходит бесконечно много событий . 
Во втором случае Р0 ( t) = 1 и, следовательно, события не наступают. 
Интерес представляет лишь третий случай, в которо м  положим р = е - л  , 
где Л - некоторое положительное число ( Л = - ln р) . 

Итак, из предположений стационарности и отсутствия последействия мы 
вывели, что при любом t > О 

( 1 )  

Понятно , что при любом t имеет место равенство 

Из ( 1 )  вытек·ает, что при малых t 
P0 ( t ) = 1 - Л t  + o ( t ) .  

Следовательно, в силу условия ординарности, 

P1( t )  = Л t + o ( t ) . (2 ) 
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Теперь мы можем перейти к выводу формул для вероятностей Pk ( t) 
при k ;а. 1 .  С этой целью определим вероятность того , что за время t + д  t 
событие наступит ровно k раз . Это может осуществиться k + 1 различными 
способами, а именно ; 

1 )  за промежуток времени длительности t произойдут все k событий , 
а за время д t - ни одного ; 

2) за в ремя t произойдут k - 1 событие ,  а за время дt  - одно ; . . .  
k + 1 )  за время t событие не  наступит ни  раза, а за  время дt  произой

дет k раз . 
По формуле полной вероятности 

k 
Pk( t  + д t ) = � Pi ( t ) Pk -i (д t ) 

j = о 
(при этом принято во внимание как условие стационарности, так и условие 
отсутствия последействия) . Положим 

k - 2 
R k  = � Pj ( t ) Pk - j (д t) . 

j = O  
Очевидно, что 

k - 2  k 
R k ",;;;; � Pk - j (д t ) = � Ps (д t) .;;;;; 

j = O s = 2 

",;;;; � Р8 ( д  t )  = Р> 1 ( д  t ) = О ( д  t ) , 
s = 2 

со гласно условию ординарности. 
Таким образом, 

Далее, согласно (2) 

Р0 (д t) = е - Л .6. t = 1 - Л. д t + о (д t ) ,  Р1 ( д t ) = Л д t + о ( д t) ,  

поэтому 

Pk(t + д t) = ( 1 - Л. дt ) Pk ( t ) + Л.д tPk_ 1 ( t ) + о (дt ) . 

Отсюда 
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Поскольку при l!. t  � О  предел правой части равенства существует, сущест
вует и предел левой части . В результате получаем уравнение 

dPk ( t )  
_:..:....:.......:_ = �Л.Pk ( t )  + Л. Рk_ 1 ( t ) (3) 

dt 
для определения Р k ( t )  . Начальные условия мы выберем такие : 

Р0 (0 )  = 1 , Pk (O ) = О при k � 1 . (4) 

Решение системы уравнений (3) проще всего осуществить посредством 
замены 

(5) 

где vk ( t )  - новая искомая функция . Заметим, что, в силу ( 1 ) ,  v 0 ( t )  = 1 .  
Соотношения (4) привdдят нас к таким начальным условиям: 

v0 (0) = 1 и vk(O) = О при k � 1 .  

Подстановка (5) в (3) приводит нас к уравнению 

dvk( t )  
___:::....:._..:_ = A Vk - 1 ( t ) .  

dt 
В частности, 

(6) 

(7) 

(7 ' ) 

Последовательное решение уравнений (7 ' ) и (7) приводит нас при учете 
начальных условий к равенствам : 

( Л t  )2 ( Л t  )3 
v 1 ( t )  = Л. t , v2 (t ) = -- ,  v3 ( t )  = --

2 3 !  

и вообше 

Таким образом, окончательно 

( Л t )k 
р ( ) - - ll. t 
k t - -- е 

k !  

при любом k � О .  Задача, стоявшая перед нами, решена. 

(8) 
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Высказанные нами в начале параграфа условия с большой точностью вы
полняются в многочисленных естественнонаучных явлениях и технических 
процессах. Для примера укажем на число спонтанно распавшихся атомов 
радиоактивного вещества за тот или иной промежуток времени (когда этого 
вещества не слишком мало и не слишком много) ; на число космических 
частиц, попавших на определенную площадку за промежуток времени t. 
Если мы имеем дело с какой-нибудь сложной радиотехнической системой, 
состоящей из большого числа элементов , каждый из которых лишь с малой 
вероятностью может отказать в работе за единицу времени независимо от 
состояния других элементов , то число элементов , отказавших за промежу
ток времени (0 ,  t) , представляет собой случайный процесс . Этот процесс 
во многих случаях будет хорошо описываться только что рассмотренным 
процессом Пуассона. Число подобных примеров можно увеличивать без 
в сяких затруднений . 

Промежуток времени, протекший между появлениями двух последова
тельных появлений интересующих нас событий , представляет собой случай
ную -величину, которую мы обозначим через т .  Найдем распределение 
вероятностей т .  Так как очевидно , что собьпие т > t эквивалентно тому, что 
за промежуток времени t событие не появится ни разу, то 

Р { т  > t } = е - л t _ 

Искомая функция распределения, таким образом, задается формулой 

Р { т < t} = 1 - е - Лt . (9) 

Полученный результат мы можем физически трактовать многими спосо
бами. Например , мы можем смотреть на него как на распределение времени 
свободного пробега молекулы или как на распределение времени, протек
шее между двумя отказами элементов в сложной радиотехнической схеме . 

Заметим, что теория, развитая в настоящем параграфе , может бьпь при
менена не только в предположении, что параметр t играет роль времени. 
С этой целью рассмотрим дополнительный пример . 

П r и м е р . В пространстве разбросаны точки с соблюдением следующих 
требований : 

1 ) вероятность k точкам оказаться в области G зависит только от  объема 
v этой области , но не зависит ни от  ее формы, ни от ее положения в прост· 
ранстве ; эту вероятность обозначим Pk ( t) ;  

' 

2) числа точек , попавших в неперекрывающиеся области, являются не за
висимыми случайными величинами; 

3) � Pk ( д v )  = о ( д v ) . 
k = 2 
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Наложенные условия являются ничем иным, как условиями стационар
ности , отсутствия последействия и ординарности. Отсюда 

Если в жидкости взвешены мельчайшие частицы какого-либо вещества; 
то под влиянием ударов окружающих молекул эти частицы находятся в 
непрерьmном хаотическом движении (броуновское движение) . В резуль
тате в каждый момент времени мы имеем случайное распределение частиц 
в пространстве, о чем только что бьmа речь.  Согласно теории настоящего 
примера следует считать, что р::tспределение частиц, попадающих в некоторую 
определенную область, будет подчинено закону Пуассона. 

В таблице 14 сравниваются результаты опьпа с частицами золота, взве
шенными в воде ,  заимствованные нами из статьи Смолуховского, и резуль
таты вычислений по закону Пуассона. 

Т а б л и ц а  14 

Число наблюдав-
Частота Л nе- Л 

Вычисленное 
Число частиц т 

шихся случаев -- --- число случаев 5 1 8  n !  

о 1 1 2  0, 2 1 6  0. 2 1 3  1 1 0 
1 168  0, 325  0 ,328  1 7 3  
2 1 30 0 ,25 1 0,25 3 1 3 1  
3 6 9 0, 1 3 3  0, 1 3 0  67  
4 32 0,062 0,050 26 
5 5 0,0 10  0,0 1 6  8 
6 0,002 0,004 2 
7 0,002 0,00 1 1 

Постоянное Х = av, которым определяется закон Пуассона, выбрано 
равным среднему арифметическому из наблюдавшегося числа частиц, т .е .  

0. 1 1 2 + 1 . 1 68 + 2 . 1 30 + 3 .69 + 4.32 + 5 .5 + 6. 1 + 7 .1 

5 1 8  

§ 5 1 .  Процессы гибели и размножения 

� 1 ,54. 

В начале текущего столетия в связи с задачами биологии и телефонной 
связи возникла простая, но весьма полезная схема, получившая наименова
ние процессов гибели и размножения. В качестве весьма частного случая 
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она включает в себя задачу предшествующего параграфа о процессе Пуассо
на. Несмотря на узость исходных предположений процессов гибели и раз
множения, они находят широкое применение в ряде прикладных задач, 
позволяя получить не только схематическое представление о происходящих 
изменениях системы, но и расчетные формулы. 

Представим себе , что интересующая нас система может находиться в од
ном из состояний Е0, Е1 , Е2 , • • •  , множество которых конечно или счетно. 
Со временем состояния системы изменяются , причем за промежуток дли
тельности h система из состояния En переходит в состояние En + J с ве
роятностью Лпh  + o (h) и в состояние En - l с вероятностью vпh + o(h) . 
Вероятности того, что за промежуток (t, t + h) система перейдет в состояние 
En ±k с k > 1 ,  бесконечно малы по сравнению с h. Отсюда следует, что 
вероятность остаться в том же состоянии En за промежуток времени h рав
на 1 - Лп h - vпh + o (h) . Постоянные Лп и /J.n  мы предполагаем зависящими 
от n ,  но не зависящими от t и от того , каким путем система припmа в это 
состояние. Последнее обстоятельство означает, что рассматриваемый 
процесс является марковским. Теория, которая будет здесь изложена, мо
жет быть распространена и на тот случай, когда Лп и Vn зависят так же и от t. 

Случайный процесс, о котором только что niлa речь, носит название 
процесса гибели и размножения. Если под En понимать событие, состоящее 
в том, что численность популяции равна n , то переходЕп -+  En + l означает, 
что численность популяции увеличивается на единицу. Точно так же на пе
реход Е n -+ Е n _ 1 следует смотреть как на гибель одного члена популяции. 

Если при любом n ;;;;. 1 имеют место равенство Vn = О, т .е .  если возможны 
только переходы Е n -+ Е n или Е n -+ Е n + 1 в момент изменения состояния, 
то процесс назьmается процессом размножения (иногда говорят о 
процесс е чистого размножения ; именно таким является процесс Пуассона) . 
Если же все Лп = О, то говорят, что имеет место процесс гибели. 

Обозначим через pk (t ) вероятность того, что изучаемая нами система в 
момент t находится в состоянии Ek . Рассуждениями, подобными тем, 
которые мы провели в предыдущем параграфе,  мы придем к системе 
уравнений, управляющей процессом гибели и размножения 

Р� (t) = - AoPo (t) + V t P t (t) ( 1 ) 
и при k ;;;;. 1 

p� (t) = - (Лk + vk) Pk (t) + Лk- IPk- ! (t) + vk+ 1Pk + 1 (t) . (2) 
Наши обозначения несколько неполны, поскольку мы не указьmаем, 

из какого состояния Е; начала изменяться система. Исчерпьшающим бьmо 
бы такое обозначение : P;; (t) - вероятность того , что система окажется в 
момент t в состоянии Ej, если в момент О она находилась в состоянии Е; . 
В задаче о процессе Пуассона мы предположили, что в начальный момент О 
система находилась в состоянии Е0 • 
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Уравнения ( 1 ) и (2) принимают особенно простой вид для процессов 
�Шстой гибели и чистого размножения. Во втором случае , проведя последо
вательное интегрирование , получим (формулы написаны в предположе
нии, что все Лn различны) 

Po (t) = e- "ho t , 
Ло 

P l (t) = [e- "ho t _ e- "h l t] , 
л\ - Ло 

P2 (t) = Ло Лt [ -�-- (е- л., t - e- "h2 t ) + --� -- (e- "h l t - e- "h, t) l . 
Л1 - Ло Л2 - Ло Л2 - Л 1 

Мы предположили при этом, что при t = О система находится в состоянии Ео . 
Без труда можно выписать и общее решение , убедившись при этом, что 
функции pk (t ) неотрицательны при всех k и t. Однако , если Лk растут слиш-00 
ком быстро при возрастании k ,  может случиться, что � р k (t) < 1 .  

k = O  
Т е о р е  м а В .  Ф е л л е р  а. Для того чтобы при всех значениях t реше

ния pk (t) уравнений чистого размножения удовлетворяли соотношению 
00 
� pk (t) = 1 , k = О  (3) 

необходимо и достаточно расходимости ряда 
00 
� ' Лi / . (4) k = О  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим частичную сумму ряда (3) 

Sn (t) = Po (t) + Р 1  (t) + . . .  + Рп(t) . (5) 

Из уравнений размножения вытекает, что 

s� (t) = - АпРп (t) . 

Отсюда находим, что 

t 1 - sп (t) = Лп fР (t) dt О n (6) 

(если вместо начального условия р0 (0) = 1 взять другое, а именно Р; (О) = 1 ,  
то равенство (6) имеет место при n ;;.. i) . 

Так как все члены суммы (5) неотрицательны, то при каждом фиксиро
ванном значении t сумма s п(t) с возрастанием n не убывает. Следователь
но существует предел 

lim [ 1  - sп(t) ] = IJ.(t) . (7) n _,. oo  
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t 
В силу (б) мы заключаем, что Лп  fp (t ) dt ;;;;. Jl ( t ) . Отсюда ясно, что О n 

1 ( 1 1 
f s п (z ) dz ;;;;. Jl ( f )  - + -о Л0 Л 1 

+ . . . + -1- ) Так как при любых t и n 
Л п 

. 

имеет место неравенство sn (t) � 1 ,  то ( 1 1 1 ) 
t ;;;;. Jl(t) - + -_ - + . . .  + -- . 

Ло л!  Лп 
Если ряд ( 4) расходится, то из последнего неравенства вытекает, что 

при всех t -должно быть J1 ( t)  = О .  Из (7) теперь следует, что расходимость 
ряда ( 4) приводит к (3) . 

t 

Из (б) ясно, что Лп fp (t ) dt � 1 и, следовательно, О n 
1 

+ - + + - В пределе при n -+ оо получаем 

00 
� L л� � . 

n = О  

t 1 
f s п (z ) dz � -- + о Ло 

t 
J [ 1 - JL ( z )  ] dz � о 

Если J1 ( t ) = О при всех t, то левая часть неравенства равна t, а посколь
ку t произвольно, ряд, стоящий в правой части, расходится. Теорема до
казана. 

В предыдущем параграфе мы имели Лп = Л. Следовательно,  ряд ( 4) 00 
расходится и при всех t имеет место равенство L р n (t) = 1 .  

n = О  00 
На сумму L р (t) можно смотреть как на вероятноСiь того, что за 

n = O  n 
время t произойдет лишь конечное число изменений состояний системы. 00 
Таким образом разность 1 - L р n (t)  следует интерпретировать как 

n = O  
вероятность бесконечного числа изменений состояний системы за время t. 
В явлениях радиоактивного распада такая возможность означает лавинный 
распад. 

П р и м е р 1 .  Р е з е р в и р о в а н и е б е з в о с с т а н о в л е н и я. 
Представим себе техническую систему, состоящую из одного основного 
элемента и n таких же резервных. Основной прибор за промежуток време
ни (t, t + h) отказьmает с вероятностью Лh + o(h) , а каждый из резервных 
приборов - с вероятностью Л 'h + o (h) . На смену отказавшему прибору 
немедленно ставится прибор из резерва, отказавший же прибор дальнейше
го участия в работе системы не принимает. Система в целом отказывает 
в момент, когда все элементы - основной и резервные - окажутся в 
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состоянии отказа. Найти вероятности того , что в момент t в системе име
ется k отказавiШiх элементов (событие Ek) . 

и 

Мы имеем дело со случаем чистого размножения. При этом 

� = Л + (n - k)  Л '  при О ..;;; k ..;;; n ,  

Лп + k = О,  k ;;;: 1 .  

Несложные вычисления приводят к равенствам 

. л.о лl · · · лk - 1 
pk (t) = __ k_!_Л-, k-

- "hk t( I - "h ' t )k 
е -- е , o ..;; k < n, 

( ) = 
Ло Л 1 · · · Лn - 1 Л 

Jt - "hz { l - - "h'z )nd р + 1 t , е е z. n п !Л n О 
В частности, если Л ' = О (резерв называется ненагруженным. или холодным. ; 
элементы в таком резерве не отказьmают) , то имеют место равенства 

n ( Лt)k 
р (t) = 1 - � -- e- "" t . n + 1 k = O k !  

При Л '  = Л (нагруженный или горячий резерв ; в таком резерве все элемен
ты находятся в том же состоянии, что и основной) 

pk (t) = с: + 1 e- (n + 1 - k}"h t { l - e- "h t)k . 

Обозначим через �k длительность жизни k-го элемента в период работы. 
Для пенагруженного резервирования длительность жизни системы равна 
�о + � 1 + . . . + � n . Так как средний срок службы одного прибора равен 

j e- "h t dt = 1 /Л, то средний срок службы системы при холодном резервио 
ровании равен (n + 1 ) /Л, т .е .  пропорционален общему числу элементов 
системы. 

Среднюю продолжительность безотказной работы резервированной 
системы при нагруженном резервировании вычислим следующим спосо
бом :  отметим моменты последовательных отказов элементов - t1 , t2 , • • •  
• • . , tn+ 1 и введем обозначения т1 · = t1 , т2 = t2 - t1 ,  т3 = tз - t2 , . . .  , Tn+ 1  = 
= tn н - tn . Поскольку в первом отрезке времени работают все приборы, 
вероятность того , что за время t не откажет ни один из них, равна 

е- ( n + 1 )  "h t ;  вероятность того , что во втором интервале не откажет ни один 

из работоспособных эле ментов , равна e-"hп r .  Наконец, вероятность того, 
что за время t не будет отказов в последнем интервале, равна e- "ht .  Теперь 
легко подсчитать, что время работы резервированной системы до отказа 
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равно 

n + 1 1 ( 1 1 ) 
� Мт k 

= - 1 + - + . . .  + -- . 
k = l Л 2 n 

Если n велико, то 

1 1 
1 + - + . . . + - - 1n n + с, 

2 n 

где с - постоянная Эйлера, с =  0,5772 1 5  . . .  
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П р и м е р 2 .  С и с т е м а о б с л у ж и в а н и я с п о т е р я м и. Мы 
рассмотрим теперь одну из задач новой прикладной математической 
дисциплины, получившей название теории массового обслуживания. Пер
вые ее задачи бьmи рассмотрены датским ученым Эрлангом - долголет
ним сотрудником Лаборатории Копенгагенской телефонной компании. 

Предположим, что на телефонную станцию поступают вызовы от абонен
тов . Если в момент поступления вызова аппарат вызьшаемого абонента 
свободен, то происходит мгновенное соединение и начинается разговор, 
который продолжается столько,  сколько необходимо для его завершения. 
Если же вызьшаемый абонент занят , то вызьшающий абонент получает 
отказ . 

Нам важно подчеркнуть две особенности, с которыми необходимо 
считаться при рассмотрении возникающих здесь вопросов . Во-первых, 
вызовы на станцию поступают в случайные моменты времени, и предска
зать заранее ,  когда поступит очередной вызов , нет возможности. Во-вто
рых, длительность разговора не постоянна, а меняется в зависимости от 
случая. 

Мы предположим, что имеется n равноправных линий связи у каждого из 
абонентов и если хотя бы одна из них свободна, то соединение наступает 
мгновенно . Каждая линия доступна для любого требования, каждое требо
вание обслуживается лишь одной из линий. Вероятность того, что в ызов 
от какого-то абонента поступит в промежуток времени от t до t + h равна 
Лh + o (h) . Если в момент t заняты k линий, то вероятность того, что к мо
менту t + h освободится одна из них, равна kvh + o (h) . 

Мы находимся в условиях теории процессов гибели и размножения. В на
ше м  случае Лk = Л , vk = kv при 1 <:.k  <:.n и vk = О при k > n .  Система обслу
живания может находиться лишь в состояниях Е0, Е1 , Е2 , • • •  , En .  

Уравнения ( 1 )  и (2) для нашей задачи записьшаются в следующем виде : 

p� (t) = - Лро (t) + vp 1  (t) ,  (8) 
при 1 <:.k <:. n 

р� (t) = - (Л + kv) pk (t) + Лрk - ! (t) + (k + 1 ) vpk + ! (t) (9) 
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и при k = n 

Р� (t) = Лрn _ 1 (t) - nvpn(t) . 
К этим уравнениям мы должны добавить еще одно 

n 
� pk (t) = 1 ,  k =О 

( 10) 

смысл которого прост : в любой момент времени возможны только собы
тия Ео, Е1 , . . .  , Еп .  

Обычно интересуются изучеiШем установившегася процесса, т .е .  рассмат
ривают решеiШе при t -+ оо . Как мы увидим позднее , в условиях нашей зада
чи существуют пределы 

pk = lim P/t) k -+  00 
и эти предельные вероятности удовлетворяют следующей системе алгебраи
ческих уравнеiШй, получающихся из (8) - ( 1 0) путем замены функций 
pk (t) на постоянные pk , а производных р� (t) на нули : 

- Лр0 + vp 1 = О, 

Лpk - l  - (Л + kv) pk + (k + 1 ) vpk + l  = 0,  1 <. k < n, 

Лр n - 1 - nvp n = О' n 
� pk = 1 . k = O  ( 1 1 )  

ОбозначеiШем z k = Лpk - l  - kvpk мы приводим систему наших алгебраи
ческих уравнеiШй к следующей : 

при 1 <. k < n, Zn = О 

откуда находим, что 

. kvpk _ 1 = Лpk _ 1 k = 1, 2 ,  . . .  , n.  
Простые преобразоваiШя приводят нас к равенствам 

p
k 

pk = J:! Po (k � 1 , р = Л/v). 

Теперь ( 1 1 )  позволяет  найти нормирующий множитель р0 : 

Ро = [ f .i:___]- 1 
k = О k !  . 

Окончательно : 

P
k [ n p

k ]- 1 
pk = k! k� O k! ' 
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Эти формулы бьmи найдены Эрлангом и носят название формул Эрлан
га; они находят IШiрокое применевне в задачах телефонии. При k = n мы 
получаем вероятность того , что все линии заняты и, следовательно, вероят
ность того, что вновь прибьmшее требование будет потеряно . Таким 
образом, вероятность получить отказ равна 

р = !!'... [ i ..!k l - 1 
n n ! k =- о  k !  · 

Для иллюстра 1 �1 1 11 быстроты потерь с увеличением р (загрузка, приходя-

щаяся на одну линию равна �) приведем небольiШiе таблички. При этом 
nv 

мы ограничимся случаями n = 2 и n = 4 и такими значениями р, при кото
рых в соответствующих колонках приходится одинаковые загрузки на 
при бор. 

n = 2  

р 0 , 1  0 ,3  

0,0045 0,03 3 5  

n = 4  

р 0,2 0,6 

Pn 0,0001  0,0030 

0,5 

0,076 9 

1 ,0 

0,0 1 5 4  

Т а б л и ц а  1 5  

1 ,0 2 ,0 3,0 

0 ,2000 0,4 000 0,5 294 

4 ,0 

0,6054 

2 ,0  4 ,0 6,0 • 8,0 

0,095 2 0,3 1 07 0,4696 0,5 746 

Из табличек замечаем, что при малых загрузках увеличение числа прибо
ров существенно уменьшает вероятность потерь. Например,  при n = 2 и 
р = 1 ,О вероятность потери равна 0,20 , а при n = 4 и р = 2 соответствующая 
вероятность будет только 0,09 .  По мере же возрастания загрузки на один 
прибор вероятности потерь постепенно выравниваются и, например, при 
р = 4 и n = 2 вероятность потери равна 0,605 4, а при n = 4 и р = 8 эта ве
роятность равна уже 0 ,5 746, т .е .  различие наступает только во втором 
знаке. 

Вернемся к некоторым общим результатам теории процессов гибели и 
размножения, но изложим их без доказательств. В случае процесса чистого 
размножения система уравнений ( 1 ) - (2) разрешалась очень просто путем 
последовательного интегрирования, поскольку дифференциальные 
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уравнения имели вид простых рекуррентных соотношений. Общие уравне

ния имеют иную структуру и последовательное определение функций р k ( t )  
уже невозможно . В настоящее время условия существования и единствен·
ности решений этой системы хороЧJо изучены в работах Феллера, Рейтера, 
Карлина и Мак-Грегора. Оказалось, что равенство 

имеет место при всех t, если расходится ряд 

00 k /) ·  

� п -1 • ( 1 2) 
k = 1 i = 1 Л.; 
Если вдобавок сходится ряд 

00 k л . 1 :Е п _, __ , ( 1 3) 
k = 1 i = 1 V; 

то при всех t существуют пределы 

pk = lim pk (t ) . ( 1 4) 
t --'>  00 

Это условие , в частности, выполнено во всех случаях, когда, начиная 
с некоторого k0 , в ьmолняется не равенство 

Л.k fvk + l  ..;;; а < 1 . 

Интуитивно это условие ясно : оно означает, что скорость поступления 
требований в систему не должна превышать скорости их обслуживания. 

Для в ычисления пределов ( 1 3) действует слецующее простое правило : 
нужно составить и решить систему алгебраических уравнений, получающую
ел из системы ( 1 )  - (2) путем замены pk (t ) на pk и подстановки О вместо 
р� (t) .  Эта система, следовательно , имеет следующий вид: 

- ЛоРо + V 1P 1 = О ,  

- (Л.k + vk) Pk + Л.k- lPk - 1 + vk + t Pk + t  = О 
Обозначения 

zk = - Л.k pk + vk + 1 pk+ 1 '  k = O, I , 2 , . . . 

(k � 1 ) . 

обращают записанную алгебраическую систему в следующую : 

zo = O , zk - 1 - zk = O  (при k � l ) .  

Из нее вытекает, что при всех k 

Zk = О . 
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Следовательно , 

лk - 1 k Л;- 1 
р = -- Р = П -- ро . k vk k - 1 i = 1 v; 00 

Постоянное р0 определяется из условия нормировки k pk = 1 : 
k = O  

Ро = r 1 +:� �- ll Л;_ 1 1 ·  L k = 1 i = 1 V; 
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( 1 5 )  

( 1 6) 
Очевидно, что в полученных формулах содержатся найденные нами ранее 

формулы Эрланга. 
П р и м е р 3 . О б с л у ж и в а н и е с о ч е р е  д ь ю. На n одинаковых 

приборов поступает пуассоновский поток требований с параметром (ин1 
тенсивностью) Л .  Требование , поступившее на какой-либо прибор, тре
бует для всего обслуживания случайного времени с распределением ве

роятностей Н(х) = 1 - e- vx .  Если в момент поступления требования име
ется хотя бы один свободный прибор, оно начинает обслуживаться не
медленно . Если же все приборы заняты, то вновь поступаюшие требова
ния становятся в очередь. Если имеется очередь,  то после окончания 
обслуживания прибор немедленно переключается на о бслуживания оче
редного требования из очереди. Требуется найти вероятности пребывания 
в системе того или иного числа требований. 

Мы находимся в условиях теории процессов гибели и размножения. 
Для нашей задачи Лk = Л при всех k, vk = kv при k �n и vk = nv при k ;;а. n . 

Согласно формулам ( 1 5) и ( 1 6) ,  стационарные решения для нашей 
задачи имеют такой вид : при k � n 

p k 
Pk = k!- Ро 

и при k ;;а. n 

p k 
pk = 

n ! nk - n Ро ,  
где р = Л/v. Постоянное р0 определяется равенством l n p k pn 00 ( Р  )k- n l - 1 

Ро = k - + - k -
. k = O  k! n !  k = n + 1  n 

Если p < n ,  то [ n pk 
Ро = 1 + k -- - + k = 1 k! 

Pn + 1  ] - 1 
n ! (n - р) !  
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Если же р ;;;;;. n, то ряд, стоящий в скобке , расходится и р0 = О. Из только 
что написанных формул мы заключаем, что Pk = О при всех k. Этот резуль
тат очень важен ; словами его можно сформулировать так : если р ;;;;;. n, 
то очередь на обслуживание неограниченно растет со временем. 

П р и м е р  4. О б с л у ж и в а н и е  с т а н к о в  б р и г а д о й  р а б о ч и х. 
Бригада из r рабочих обслуживает n однотипных станков .  Каждый из этих 
станков в случайные моменты времени может потребовать к себе внима
ния рабочего . Станки выходят из рабочего состояния независимо друг от 
друга;  вероятность выхода из рабочего состояния за промежуток времени 
(t, t + h) равна Лh + o (h) .  Вероятность того, что за время (t, t + h) будет 
завершено восстановление рабочего состояния станка равна vh + o (h) . 
Каждый рабочий одновременно может восстанавливать только один ста
нок ; каждый станок восстанавливается только одним рабочим. Найти 
вероятность того , что в установившемел процессе обслуживания в данный 
момент будет простаивать заданное число станков . 

Обозначим через Ek событие , состоящее в том, что в данный момент 
неисправны k станков . Очевидно , что наша система может находиться толь
ко в состояниях Е0 , Е1 , • • •  , En . Легко понять, что мы имеем дело с процес
сом гибели и размножения, для которого Ak = (п - k)Л при О <;, k  < n, 
А,. = О при k ;;;;;. n ;  vk = kv при t <;, k <;,r и vk = r v  при k ;;;;;. r .  Формулы ( 1 5) и 
( 1 6) приводят к равенствам : при 1 <;, k <;, r (р = Л/v) 

n !  
Р - P

k
Po , k -

k !(n - k) !  

при r <;, k  <;, n  

и 

Ро = � Pk + � 
[ r n !  n ____ п_! ___ pk ] - 1 

k = O k ! (n - k)! k = r+ 1  r n - k r ! (n - k) !  

В частности, при r = 1 
n !  k 

pk = (п - k) !  р Ро , 

Ро = [ � n !  p k l - 1 
k = O (n - k) ! 

Проиллюстрируем полученные формулы простым числовым расчетом. 
Пусть о бслуживание 8 станков поручено двум рабочим. Как рациональнее 
организовать работу : поручить ли все станки бригаде из двух рабочих или 
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же каждому из рабочих поручить по четыре определенных станка? Вычисле
ния проведены в предположении р :::: 0,2. Результаты собраны в таблице . 

Т а б л и ц  а 1 6  

n = 8 , r = 2  

Число неработающих Число станков , Число свободных 
станков ожидающих р абочих 

о бслуживаЮIЯ 

о о 2 0 .2048 
1 о 1 0, 3 2 7 7  
2 о о 0, 2294 
3 1 о 0. 14 1 7  
4 2 о 0, 0687 
5 3 о 0,025 5 
6 4 о 0, 0083 
7 5 о 0,00 1 7  
8 6 о 0. 0002 

Среднее число станков , простаивающих по той причине, что рабочие 
заняты восстановлением других станк9в ,  равно 

8 
� (k - 2)pk :::: 0,3045 . 

k = 2 

Среднее время простоя станков (восстановление и ожидание начала 
обслуживания) равно 

8 
� kpk :::: 1 ,6875 . 

k = 2  

Средняя длительность свободного времени рабочих равна 

2 .0,2048 + 1 .0 ,3277 :::: 07373 . 

Иными словами каждый рабочий свободен от работы в течение 0,3686 
доли рабочего дня. 

Среднее время непроизводительных простоев станков (ожидание начала 
восстановления) 

1 .0 , 1 9 1 4  + 2.0,0760 + 3 .0 ,0 1 5 3 :::: 0 ,3893 .  

Вся группа из восьми станков потеряет при этой в торой системе организа
ции работы 0 ,7886 рабочих дня,  т .е .  потеря в ремени на ожидание ремонта 
возрастут более чем вдвое (в первой системе она равна 0,3045 рабочих 
дня) . ·Общая потеря времени 4 станками на ожидание и ремонт равна 

1 .0 ,3 189  + 2 .0 , 1 9 1 4  + 3 .0,0760 + 4.0 ,0 1 5 3 :::: 0 ,9909 . 
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n = 4, r = 1 

Число неработающих Число станков, 
станков ожидающих 

о 
1 
2 
3 
4 

обслуживания 

о 
о 
1 
2 
3 

Гл. 10 .  Теория стохастических проnессов 

Число свободных 
рабочих 

1 
о 
о 
о 
о 

Т а б л и ц а  1 7  

0, 3984 
0, 3 1 89  
0, 1 9 1 4  
0,076 0 
0, 0 1 5 3  

В се  восемь станков теряют, таким образом, 1 ,98 1 8  рабочих дня (против 
1 ,6875 при первой системе организации работы) . Несмотря на то, что стан
ки простаивают при второй системе организации труда больше, рабочий в 
среднем свободен от работы больше, а именно 0,3984 доли рабочего дня 
(бьmо 0,3686 доли рабочего дня) . 

Приведеиные примеры показывают, что развитая теория позволяет про
водить полезньrе предварительные расчеты и выбирать более разумные 
приемы работы. 

§ 52.  Условные функции распределения и формула Байеса 

Для дальнейших выводов нам необходимо обобщить понятие условной 
вероятности, введенное в первой главе,  на случай бесконечного множества 
возможных условий. В частности, нам нужно ввести понятие условной 
функции распределения относительно случайной величины. 

Рассмотрим некоторое собьпие В и случайную величину � с функцией 
распределения F(x) . Обозначим через АО<(З собьпие, состоящее в том, что 

х - а: � � < х + {3. 
В силу определений первой главы 

Р(ВАй<rз} = Р{Ай<rз} · Р(В 1 АО<rз } = [F(x + {3) - F(x - а:)) Р{В 1 Ай<rз} , 
откуда 

( } Р { ВАО<rз} Р В 1 АО<rз = ___ .....:..:.:.... __ _ F(x + Ю - F(x - а:) 

Предел 

1im 
Р{ВАй<rз} 

0< ,  rз .... о F(x + {3) - F(x - а:) 
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если он существует * ) , называется условной вероятностью события В при 
условии, .что � = х, и обозначается символом Р{В 1 х} . Очевидно, что при х 
фиксированном Р{В 1 х} будет конечно-аддитивной функцией события В, 
определенной на векотором поле событий. 

При некоторых условиях, которые практически всегда оказьmаются 
выполненными, Р{В 1 х } будет обладать всеми свойствами обычной вероят
ности, удовлетворяющей аксиомам 1 - 3 § 8 .  

Если 11 - случайная величина и В означает событие 17 < у , то функция 
Ф (у 1 х) = Р{17 < у 1 х } , которая, как легко видеть, будет функцией распре
деления, называется условной функцией распределения величины 17 при 
условии, что � = х. 

Очевидно, что если F(x, у) есть функция распределения пары случайных 
величин � и 11 ,  то 

Ф(у 1 х) = lim 
а , {З � о  F(x + {З, оо) - F(x - а, оо) ' 

F(x + {З, у) - F(x - а, у) 

если только этот предел существует .  
Если функция Р{В 1 х} интегрируема относительно F(x) , то имеет место 

формула полной вероятности 
Р { В }  = f Р{В 1 х } dP(x ) .  

Для доказательства этой формулы мы разделим промежуток изменения 
величины � точками x; (i = О , ± 1 ,  ± 2, . . . ) на интервалы Х; <; � < xi + l · 

Обозначим через А; событие х; <; � < xi + l · В силу расширенной аксиомы 
сложения имеем :  

Р { В } = � Р {В 1 Ai} [F(xi+ 1 ) - F(x;)] .  
i = - оо  i =  - 00  

Станем теперь подразделять интервалы (х; , xi + l ) на более мелкие таким 
образом, чтобы максимальная длина Получившихея интервалов стремилась 
к нулю. В силу определения условной вероятности и интеграла Стилтьеса 
отсюда получаем : 

Р{В } = f P {B 1 х } dP(x). 

В частности, 

Ф(у) = Р { 17 < у} = f Ф (у 1 x) dF(x) . ( 1 )  
Если существует плотность распределения вероятностей величины 17 , то 

Ч'(y) = f Ч'CY i x) dP(x) , ( 1 ') 

где Ч'(У 1 х) - условная плотность распределения величины 17 .  

* ) Этот предел существ ус г для почти всех значений х в смысле меры , определяе
мой функцией Р(х) .  
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П р и м е р. В качестве примера использования формулы ( 1 )  рассмот
рим следующую задачу теории стрельбы. При стрельбе по некоторой цели 
возможны ошибки двоякого рода : l ) в  определении положения цели и 
2) ошибки выстрела, происходящие от большого tШсла различных причин 
(колебания в величине заряда в снаряде, неправильности обточки стакана 
снаряда, ошибки в наводке, незначительные колебания атмосферных ус
ловий и т .д.) . Ошибки второго рода носят название технического рас
сеивания. 

Производится n независимых выстрелов по одному определению поло
жения цели. Требуется определить вероятность хотя бы одного попадания 
в цель .  

Ради простоты мы ограничимся рассмотрением одномерной цели размера 
2а , а снаряд будем считать точкой.  Обозначим через j' (х) плотность вероят
ностей положения цели и через Ч'; (х) плотность вероятностей для точек 
попадания i-го снаряда. 

Если центр цели находится в точке z ,  то вероятность попадания в цель 
при i -м выстреле равна вероятности попадания в интервал (z - а, z + а) , 

т.е . равна * ) 
z + "'  

f Ч'i (x)dx. 
Z - 0<  

Условная вероятность промаха при i -м выстреле при условии, что центр це
ли находится в точке z ,  равна 

z + a  
1 - f .pi (x) dx .  

Z - 0<  

Условная вероятность промаха при всех n выстрелах (при том же условии) 
равна 

n z + а  
П ( 1 - f <P/x) dx) . 

i = l  Z - 0<  

Отсюда заключаем, что вероятность хотя бы одного попадания, при усло
вии, что центр цели находится в точке z ,  равна 

n z + a:  
1 - П ( 1 - f <P;(x) dx). 

i = l Z - 0<  

Безусловная вероятность хотя бы одного попадания в цель (по формуле 
( 1 ) ) ,  таким образом, равна 

n 
Р = f [(z) [ 1 - П ( 1  -

i = 1 

z + o  
f .p . (x) dx)] dz. l Z - 0<  

* )  Мы н ш J а га с м  нр и этом.  ч1 u uнрсдснснис полuжсния цен и  и J с хн и чсскос рассси· 
н ание нсэависи м ы. 
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Если условия стрельбы не изменяются от выстрела к выстрелу, то '-Р; (х) = 

= <.р(х) (i = 1 , 2 ,  . . .  , n) и, следовательно, 
z + a 

P = ff(z) [ 1 - ( 1 - f <.p(x) dx)n ] dz. 
z - а 

Пусть попрежнему А ; обозначает событие х; � �  < Xi + l ·  Согласно класси
ческой теореме Байеса 

Р{А;} Р {В 1 А ; }  
Р{А ;  1 В }  = Р{В}  

Если F(x) = Р{ � < х} и Р Н  < х 1 В}  имеют непрерывные производные по х, 
то, пользуясь теоремой Лагранжа, получаем :  

_ F'(xi) Р{В 1 А ; } P {A ; I B } = pt (x; I B) (x;+ l - х;) = 
Р{В} (x;+ l - x;), 

где х; < х; < х; +  1 , х; < х;' < Xi + l · В пределе , когда х; -+ х, xi+ 1  -+ х, полу
чаем 

р (х) Р {В 1 х } 
р� (х 1 В) = 

Р {В } 
или 

р (х) Р {В 1 х} 
р� (х l В) = -f -P {_B_I_x-}p-(x_)_d_x 

Это равенство естественно назвать формулой Байеса. 

(2) 

Пусть теперь событие В состоит в том, что пекоторая случайная величи
на Т/ принимает значение между у - а и у + {3 и условная функция распреде
ления Ф (у  1 х) величины Т/ имеет при каждом х непрерьmную плотность 

1 
р (у 1 х) . Тогда, как это следует из равенства (2) . если -- Р { В 1 х } при " {3 + а  
а и {3-, стремящихся к нулю, равномерно относительно х стремится к 
р11(у 1 х) ,  то имеет место равенство 

Р (х 1 у) = 
р (х) рп(у 1 х) 

t fp (y l x) p (x) dx " 
Эта формула будет нами широко использована в следующей главе . 



3 1 6  Гл. 1 0 .  Теория стохастических пропессов 

§ 53. Обобщенное уравнение Маркова 

Мы перейдем теперь к изучеiШю случайных процессов без последействия, 
ограничиваясь при этом лишь простейшими задачами. В частности мы будем 
предполагать, что множество возможных состояний системы есть множест
во действительных чисел. Таким образом, для нас случайным процессом 
будет совокупность случайных величин Ht) , зависящих от одного дейст
вительного параметра t. Мы будем назьmать параметр t временем и го
ворить о состоянии системы в тот или иной момент времеiШ. 

Полную вероятностную характеристику процесса без последействия 
мы получим, задав функцию F(t, х; т, у) , равную вероятности того, что 
в момент т случайная величина Нт) примет значеiШе , меньшее у, если 
известно, что в момент t (t < т) имело место равенство � ( t) = х. Допол
IШтельное знание состояiШЙ системы в более ранние чем t моменты в ре
.меiШ для процессов без последействия не изменяет функцию F(t, х; т, у) . 

Отметим теперь некоторые условия, которым должна удовлетворять 
функция F(t, х; т, у) . Прежде всего для нее , как для функции распреде
ления, должны быть при любых х, t и т выполнены равенства :  

1 )  lim F(t, x ; т, y) = O ,  lim F(t, x ; т, y) = 1 ; y --'Jo- -oo у -4- + оо 
2) функция F(t, х ;  т, у) непрерьmна слева относительно аргумента у. 
Предположим теперь, что функция F(t, х ;  т, у) непрерьmна по t, т и по х. 
Рассмотрим моменты времеiШ t, s, т (t < s < т) .  Так как из состояния х 

в момент t система переходит в момент s в одно из состояний интервала 
(z, z + dz) с вероятностью dz F(t, х ;  s, z) , а из состояiШя z в момент s пе
реходит в состояние , меньшее у, в момент т с вероятностью F(s , z ;  т, у) , 
то согласно формуле ( 1 )  предьщущего параграфа находим, что 

P(t, х ;  т, у) = f F(s, z ;  т, y) dz P(t, х ;  s, z) . 
Полученное равенство естественно назвать обобщенным уравнением 
Маркова, так как оно представляет собой распространение равенства ( 1 ) , 
§ 1 7  теории цепей Маркова на теорию случайных процессов и в  этой теории 
играет столь же важную роль ,  как упомянутое тождество в теории цепей 
Маркова .  

Вероятность F(t, х ;  т, у) определена пока только для т > t. ДополiШм 
это определеiШе , приняв 

{ о  для у � х. 
lim F(t, х ;  т, у) = lim F(t, х ;  т, у) = Е(х, у) = т ....,. t + О  t --> r - 0  1 дл я  у > х. 

Если существует плотность 
а 

f(t, х; т, у) = - F(t, х ;  т, у), 
ау 
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то для нее выполняются следующие очевидные равенства :  
у 
J f(t, х ;  т, z) dz = F(t, х ;  т, у) , 

Jf(t, x ; т, z) dz = 1 . 

3 1 7  

Дл я  этого случая обобщенное уравнение Маркова ДОЛЖНО быть записано 
в таком виде : 

f(t, х ;  т, у) = J j{t ', z ; т, y)f(t, х ; t ', z) dz. 

§ 54. Непрерывный случайный процесс. 
Уравнения Колмогорова 

Мы скажем, что случайный процесс Ht)  непрерывен, если за малые про
межутки времени лишь с малой вероятностью Ht) может получить замет
ные по величине приращения. Более точно, случайный процесс Ht)  непре
рывен, если, каково бы ни бьmо постоянное о (о > О) ,  имеет место соот
ношение 

1 lim - J dF(t - fl t, х ;  t, у) = О .  
A t -+ O Ь.t l y - x l ;;> o  

( 1 )  

Наша ближайшая задача состоит в вьmоде дифференциальных уравнений, 
которым при выполнении некоторых условий удовлетворяет функция 
F(t, х ; т, у), управляющая непрерывным случайным процессом без последей
ствия . Эти уравнения впервые строго бьmи доказаны А.Н. Колмогоровым 
(хотя второе из них и встречалось до этого в работах физиков) и носят 
название уравнений Колмогорова. 

Мы предположим, что 
1 )  частные производные 

дF(t, х ;  т, у) 

дх 
и 

д2 F(t, х ;  т, у) 

дхz 

существуют и непрерьmны при любых значениях t, х и т >  t ;  
2) каково бы ни бьmо о > О, существуют предел * ) 

1 lim - J (y - x) dyF(t - flt, x ; t, y) = a (t, x) 
A t -> 0  Ь.t  l y - x l < li  

(2) 

* ) При некоторых достаточно общих предположениях А. Н. Колмо горов доказал 
сущестование пределов а (t, х) и Ь (t, х).  

Наглядный смысл функций а и Ь мы выясним в конце параграфа. 
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и предел 

. 1 ' 2 • -
lim - J (у - х) dyF(t - дt, х , t, у) - b (t, х) , 

A t -+ O !J.t l y - x l < 6 -

и эта сходимость равномерна относительно х. 

(3) 

Левые части равенств (2) и (3) зависят от Б .  Эта зависимость, 

однако , в силу определения непрерьmности процесса (т .е . в силу ( 1 ) )  

является лишь :кажущейся . 
П е р в о е у р а в н е н и е К о л м о г о р о в а. Если только что сфор

мулированные условия 1 )  и 2) выполнены, то функция F (t , х ; т ,  у) 

удовл етворяет уравнению. 

aF(t, х; т, у) aF(t, х; т, у) ---- = - a (t, x) 
at ах 

b(t, х) 
2 

а2 F(t, х; т, у) ----=-2- . (4) 
ах 

Д о :к а з  а т е л ь  с т в о .  Согласно о бобщенному уравнению Маркова 

F(t - дt , х ; т , у) = f F(t, z; т, у) dz F(t - дt, х; t, z) . 

Кроме того , в силу свойств функции распределения, 

F(t, х; т, у) = f F(t, х; т, у) d::. F(t - дt, х; t, z) . 

Из этих равенств заключаем ,  что 

F(t - дt, х; т, у) - F(t, х; т, у) 

д t  

1 

= 

= -- f [F(t, z; т, у) - F(t, х; т , у) ] dz F(t - д t, х; t, z) . 
д t  

По формуле Тейлора при сделанных нами предположениях имеет 

место равенство 

aF(t, х; т ,  у) 
F(t, z; т , у) = F(t, х; т , у) + (z - х) + 

' ах 

1 2 a2F(t, x; т, y) 
+ - (z - х) + o ((z - х)2 ) .  

2 ах2 
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Последующие аналитические преобразования не требуют пояснений : 

F(t - fl t, х; т, у) - F(t, х; т, у) 

1 1 

fl t  

- -- 'f [F(t, z; т, у) - F(t, х; т, у)] dzF(t - fl t, х; t, z) + 
fl t l z - x l ;;;. б 

1 
+ -- J [F(t, z; т, у) - F(t, х; т , у)] dz F (t - fl t, х; t, z) = 

fl t l z - x l < б 
1 - -- f [F(t, z; т, у) - F(t, z; т, у) ] dz F(t - д t, х; t, z) + 
fl t  l z - x l ;;;. o 

дF(t, х; т, у) 
+ -----

дх 
f (z - x) dz F(t - fl t, x; t, z) + 

fl t  l z - x l< б 

1 д2 F(t, х; т, у) 
+ -

2 дх2 

Х dz F(t - fl t, х; t, z) .  

f [(z - x)2 + o (z - x)2 ] Х 
fl t  lz -- x l< б 
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(5) 

Перейдем теперь к пределу, положив fl t -+ О. Первое слагаемое пра
вой части в силу ( 1 )  имеет своим пределом О. Второе  слагаемое,  соглас-

дF 
но (2) ,  в пределе равно а (t , х) - . Наконец, третье слагаемое 

дх  
1 д 2F 

может отличаться от - b (t ,  х) --2- только на слагаемое,  стремящееся 
2 дх 

к нулю при Б -+ О. Но так как левая часть последчего равенства от Б не 
зависит и только что указанные предельные значения от Б не зависят, то 
предел правой части существует и равен 

дF(t, х; т, у) 1 д2 F(t, х; т, у) 
a (t, x) + - b (t, x) 2 дх 2 дх 

Отсюда мы заключаем о существовании предела :  

F(t - fl t, х; т, у) - F(t, х; т, у) дF(t, х; т, у) lim = 
A t __,. О fl t дt 
Равенство (5) приво)Д{т нас к уравнению ( 4) . 
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Если предположить, что существует плотность распределения 

а 
f (t, х; т, у) = -F(t, х; т, у ) ,  

ау , 

то простое дифференцирование (4) показьmает, что плотность f (t , x; т ,y) 
удовлетворяет уравнению 

af(t, Х," Т ,  у) af(t, Х; Т, у) 
+ a (t, x) + 

a t ах 

1 а2 f(t, х; т, у) 
+ - b (t, x) 2 -= 0 .  

2 ах 
(4') 

Мы перейдем теперь к в ьmоду второго уравнения Колмогорова. При 
этом мы не станем стремиться к наибольшей возможной общности и 
сделаем допущения, не вызываемые существом дела. Помимо уже 
сделанных предположений , мы наложим на функцию F (t, х; т, у) еще 
такие ограничения 

3) существует плотность распределения вероятностей 

aF(t, х; т, у) 
f(t, х; т, у) -= ---ау 

_ _ _ _ _  ; 

4) существуют непрерьmные производвые 

at(t, х; т, у) а а2 
, - [а (т, y) f(t, х; т, у)] ,  -2 [b (т , y) f(t, х; т, у)] . 

ат ау ау 

В т о р о е у р а в н е н и е К о л м о г о р о в а *) . Если выполнены ус
условия l )  - 4) , то для непрерывного случайного процесса без последей
ствия плотность f (t , х; т,  у) удовлетворяет уравнению 

at(t, x; т, y) а 1 а 2 . 
-= - - [a (т, y) f(t, х; т . у)] t - --2 [Ь (т, y) f (t, х; т,у)] . 

а т ау 2 ау 
(б) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а и Ь (а < Ь) - некоторые числа и R (у) 
неотрицательная непрерьmная функция, имеющая непрерьmные про
изводные до второго порядка включительно . Кроме того , мы потребуем, 
чтобы 

R (у) =  О при у < а и у > Ь. 

*) Второе урав нение Колмогорова было получено раньше физиками Фоккер ом 
и Планком в связи с развитием теории диффузии . 
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Из условия непрерьmности функции R (у) и е е  производньiх заключаем, 
что 

R (a) = R (b) = R  '(а) = R  '(Ь) = R  "(а) = R "(b) =0 . 
Заметим прежде всего , что 

ь дf(t, х; т, у) а ь 
f R (y ) dy = - f f(t, x; т, y ) R (y) dy =  а ат ат а 

= lim А т -+  О 

f !(t, х; т + А т, у) -f(t, x; т, y) 
Ат 

R (y) dy. 

Согласно обобщенному уравнению Маркова 

f(t, х; т +  А т, у) = f !(t, х; т, z) f(т, z; т +  А т, у) dz, 
поэтому 

f
ь дf ( t, x; т, у) ---- R ( y) dy =  

а ат 

1 
= lim - [ f f f(t, х; т, z) f(т, z; т +  Ат, у) R (y) dz dy -А т -+  о Ат 

- f f(t, x; т, y)R (y) dy] = 
1 

= lim - [ J  f(t, x, т, z) f f(т, z; т + Aт, y) R (y) dy dz -A т -+  о А т 

- ff(t, х; т, y) R (y) dy] = 

1 
= lim - f f(t, x; т , y) [ f f(т, y; т + Aт, z) R (z) dz - R (y)] dy. A t -+ O  Ат 

(7) 

Произведенные иреобразования очевидны : первый раз мы поменяли 
порядок интегрирования, а второй раз изменили обозначения перемен
ных интегрирования (у на z ,  а z на у) . 

По формуле Тейлора 

R (z) = R  (у) + (z - y)R '(у) + (z - у)2 R "(y) + o [(z - у)2 ] .  
Так как в силу ограниченности функции R (z) и условия ( 1 )  

f f(т, y; т + Aт, z) R (z) dz = o (Aт) 
l y- z 1 ;;;> 6 

l l . Б .B. Гнеденко 
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f !(т, у ; т +  д т, z) dz -= 1 + о (дт) , 
l y - z ! .;;; б 

ff(т, у ; т +  дт, z) R (z) dz - R (y) -= 

-= R '(у)  f (z - у) f(т, у; т + д т, z) dz + 
l y - z l < б 

1 
+ - R "(y) f [(z - у)2 + о (z - у)2 ] f(т, у; т + дт, z) dz + о (дт) . 

2 l y - z l < б 

Таким образом, 

ь 3/(t, х; т, у) 
f R (y) dy -= 

а 3т 

-= lim f f(t, x; т, y) { R '(y) f (z - y) f(т, y; т + дт, z) dz + А т -+ 0 l y - z l< б  

1 
+ - R "(y) f [(z - y)2 + o (z - y)2 ] Х 

2 l y - z l < б 

Х f(т, ут + дт, z) dz + о ( дт) } ау. 
Перейдем к пределу, положив дт --)> О .  В силу предположения о равно· 
мерной сходимости к пределам в (2) и (3) , заключаем, что преды· 
дущее равенство может быть записано в виде 

ь 3/(t, х; т, у) 
f R (y) dy -= 

а 3т 

• [ 1 1 " ] -= f f(t, х; т, у) а (т , у) R (у) + l Ь (т, у) R (у) dy. 

Так как R ' (у) = R" (у) = О  для у <.а  и у ;;;:. Ь ,  то 

ь 3/(t х · т у) 
f 

' ' ' 
R (у) dy -= 

а 3т 
ь [ 1 1 " ] -= J f(t, x; т, y) а (т, у) R (у) + --;Ь (т, у) R (у )

. 
dy. (8) 

ВоспользовавiШiсь формулой интегрирования по частям и равенст· 
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вами (7) , находим,  что 

ь ь а { f(t, x; т, y) a (т, y) R '(y ) dy = - / R (y) 
ау 

[а (т, у) f(t, х; т, у)] dy, 

ь ь а2 / f(t, x; т, y) b (т, y) R "(y) dy = / R (y) 
ау

2 [Ь (т, у) f(t, х; т, у)] dy. 

323 

В результате подстановки полученных выражений в (8) получаем:  

j at(t, х; т ,  у) 
R (у) dy = 

а ат 

= J - - [а (т, у) f(t, х; т, у)] + 
ь { а 

а ау 

1 а2 

} 
+ - --2 [Ь (т, у) f (t, х; т, у)] R (y) dy. 

2 ау 
Это равенство может быть записано , очевидно , в таком виде : 

ь { at(t, х; т, у) а 
J + - [а (т, у) f (t, х; т, у)] -

а ат ау 

1 а2 

} 
- - --2- [Ь (т, у) f(t, х; т, у)] R (y) dy = O . 

2 ау 
(9) 

Так как функция R (у) произвольна, то из последнего тождества 
вытекает (6) .  Действительно , предположим, что это не так . Тогда сущест· 
вует такая четверка чисел (t, х; т, у) ,  при которой выражение, стоящее 
в (9) в фигурных скобках, отлично от нуля. В силу сделан· 
ных предположений это в ыражение представляет собой непреръmную 
функцию; следовательно , найдется интервал а < у < {3, где оно сох· 
раняет знак . Если а � а и ,ь ;;;t {3, то мы полагаем R (у) = О при 
у � а и у ;;;t {3 и R (y) > О  при а < у < {3. При таком выборе R (у) 
интеграл, стоящий в левой части равенства (9) должен быть отличен от 
нуля. Мы пpиiiDiи к противоречию. Таким образом, сделанное нами 
предположение ошибочно и, следовательно , из (9) вытекает (6) .  

Естественно ,  что основная задача, которую приходится решать, сос
тоит не в проверке того ,  что данная функция f(t , х; т, у) удовлет· 
воряет уравнениям Колмогорова, а в разыскании неизвестной функции 
f (t, х; т , у) по этим уравнениям, в которых коэффициенты а (t , х) 
и Ь (t, х) предполагаются известными. При этом, конечно, разыски
вается не какое-нибудь решение уравнений Колмогорова, а лишь те из 

1 1* 
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них, ·которые удовлетворяют следующим требованиям : 

1 . /(t, х; т , у) = О при всех t, х, т, у. 
2 .  f f(t, x; т, y) dy = 1 l 

и при любом Б > О 
f(t, х; т, у) dу = О .  J 

( 1 0) 
3 .  lim f 

т _,.  t l y - x l ;;.  б 

Мы не будем останавливаться на выяснении тех условий, которые 
нужно наложить на функции а (t, х) и Ь (t , х) , чтобы существовало ре
шение уравнений Колмогорова, удовлетворяющее перечисленным тре
бованиям и бьmо бы при этом единственным. 

Мы несколько усилим требование непрерьmности с тем, чтобы выяс
нить физический смысл коэффициентов a (t , х) и Ь (t , х) . Именно, пред
положим вместо ( 1 ) , что при любо м  Б >  О имеет место соотношение 

1 
lim - f (у -xi dyF(t - At, х; t, у) = О .  (1 ') <11 t _,. о At 1 у - х  1 > б 

Легко видеть, что из (1 1 )  следует ( 1 ) . Требования 2 и 3 могут бьпь 
теперь записаны иначе, а именно , 

и 

1 lim - f (y - x) dy F (t - At, x; t, y) = a (t, x) <11 t _,. о At 
(2') 

1 1im - f (у - x)2dyF(t - At, х; t, y) = b (t, х) . (3 ') .1 t -+  о At 

Остальные требования , а также окончательные вьmоды от замены 
( 1 )  на ( 1 ') не изменяются. Так как 

f (у - х) dyF(t - At, х; t, у) = М [Ht) - Ht - At)] 
является математическим ожиданием изменения � (t ) за время At ,  а 

f (y - x)2 dyF(t - At, х; t, у) = М [Ht) - Ht - At)] 2 

есть математическое ожидание квадрата изменения � (t )  и, следова
тельно , пропорционально кинетической энергии (в предположении, что 
� (t) есть координата движущейся под влиянием случайных воздей
ствий точки) , то из (2') и (3 ') ясно , что a (t ,  х) есть средняя скорость 
изменения � (t) , а Ь (t, х) пропорционально средней кинетической . энер
гии изучаемой нами системы. 

Мы заключим этот параграф рассмотрением частного случая урав
нений Колмогорова, когда функция f (t , х; т, у) зависит от t, т и 
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у - х, но не от самих х и у. Физически это означает, что процесс 
протекает однородно в пространств е :  вероятность получить прира
щение д = у - х не зависит от того ,  в каком положении х нахо
дилась система в момент времени t . Очевидно , что в этом случае функ
ции a (t, х) и b (t , х) не зависят от х, а являются функциями 
только одного аргумента t : 

a (t) = a(t, х) ; b (t) = Ь (t, х) . 
Уравнения Колмогорова в рассматриваемом нами случае переписьmают
ся в таком виде : 

д f  дf 1 д2! ы = - a (t) 
ах 

- Т ь (t) 
ах2 ' 

дf дf 1 д2f - = - а (т) - + - Ь (т) - . ) дт ду 2 ду2 

(1 1 )  

Рассмотрим сначала частный случай, когда а (t) = О и Ь (t) = 1 .  
Уравнения ( 1 1 )  при этом иревращаются в уравнение теплопроводности 

дf 1 д2f 
3т - 2 ау2 

и ему сопряженное 

дf 1 32/ 
at - - 2  ах2 • 

( 1 2) 

Из общей теории уравнения теплопроводности известно , что един
ственное решение этих уравнений, удовлетворяющее условиям ( 1 0) ,  
даетсЯ функцией 

1 
f(t, х; т, у) = ---;.;::::::;:=:;:::

V 21Г (т - t) 

Заменой переменных 
t 

(у - х ) '  
е 2 (-r - t) 

7" 
х' -= х - f a (z) dz, у ' = у - f b (z) dz, а 

t 
t ' = f b (z) dz, а 

а 
7" 

т' = f b (z) dz а 
уравнения ( 1 1 )  сводятся к уравнениям ( 1 2) . Это дает возможность 
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искомое решение уравнений ( 1 1 ) записать в виде 

1 (у - х - А ) 2  

f(t, х; т, у) = --- е 

a ..,ffiТ 
2 а 2 

где обозначено 
т 

А :::: f a (z) dz, t 
т 

а2 :::: f b (z) dz. t 
§ 55 . Чисто раэрывный процесс. 
Уравнения Колмоrорова-Феллера 

В современном естествознании большую роль играют процессы, в кото
рых изменение системы происходит не непрерывно , а скачками. Примеры 
такого рода задач приведены во вводном к настоящей главе параграфе . 

Мы будем говорить, что случайный процесс Ht) чисто разрьmен, если в 
течение любого промежутка времени (t , t + д t) величина � (t )  остается не
изменной и равной х с вероятностью 1 - р ( t ,  х) д t + о (д t) и лишь с ве
роятностью р (t , х) д t + о (д t) может претерпеть изменение (при этом 
мы считаем, что вероятность более чем одного изменения � {t) за промежу
ток времени дt есть о (дt) ) . Естественно , что поскольку мы ограничиваем
ся рассмотрением процессов без последействия, функция распределения 
дальнейших после скачка изменений � (t) уже не зависит от того , какое 
значение имело � (t) в моменты, предшествующие скачку. 

Обозначим через P(t, х, у) условную функцию распределения � (t )  при 
условии, что в момент t произошел скачок и непосредственно до скачка 
Ht) бьmо равно х (т.е . Ht - О) = х) . 

Функция распределения F ( t ,  х ; т, у) легко может быть выражена через 
функции р (t, х) и P(t, х, у) , а именно 

F(t, х; т, у) = [1 - p(t, х) (т - t)] Е(х, у) + 

+ (т - t) p(t, x) P(t, х, у) + о( т - t) . ( 1 ) 

По смыслу определения функций p (t, х) и P(t, х, у) они неотрицатель
ны, причем для P(t ,  х, у) , как для функции распределения, вьmолн�Ъны 
равенства 

P(t, х, -- оо)= О, P(t, х, + оо ) -= 1 . 

Кроме того , мы предположим, что p (t ,  х) ограничена, обе функции 
p (t ,  х) и P(t, х, у) непрерьmны относительно t и х  (достаточно , на самом 
деле, предположить, что они измеримы по Борелю относительно х) . 
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В отношении функции F (t , х ; т , у) мы не станем делать никаких пред
положений и лишь сохраним ее определение при t = т : 

lim F(t, х ; т , у) = lim F(t, х ; т, у) = 
т -+ t + О  t -+ т - 0  

f О при у �х, = Е(х, у) = t 1 при у > х. 

Одна из задач настоящего параграфа состоит в доказательстве следую
щей теоремы. 

Т е о р е  м а. Функция распределения F (t, х; т, у) чисто разрывного 
процесса без последействия удовлетворяет двум следующим интегро
дифференциальным уравнениям : 

3F(t, х ; т, у) 
----2..:.........:_:_:_.:... = p(t, х) [F(t, х ; т, у) 

ar 

- f F(t, z ; т, y)dz:P (t, х, z)] , 

3F(t, х ; т, у) у 

= - J p(t, z) dzF(t, х ; т, у) + 
а т 

+ fp(т, z) P(т, z, y) dzF(t, x ; т, z) . 

(2) 

(3) 

Уравнение (2) бьmо получено А.Н. Колмогоровым в 1 9 3 1  г . ;  в сделан
ных нами предположениях оба уравнения (2) и (3) бьmи получены В. Фел
лером в 1 937 г . Это обстоятельство приводит нас к естественному наимено
ванию уравнений (2) и (3) уравнениями Коломогорова-Феллера. 

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  В силу обобщенного уравнения тvtаркова 

F(t, х ; т, у) = f F(t + дt, z; т, у) dzF(t, х ; t + дt, z) .  

Подставив сюда значение F(t, х ; t + дt, z) по формуле ( 1 )  , находим, что 

F(t, х ; т, у) = f F(t + дt, z ;  т, у) dz [ l - p(t, х) д (t)  + 

+ о(дt) ] Е(х, z) + J F(t + дt, z ;  т, у) dz [ p(t, х)дt + о(дt)] P(t, х, z ) . 

Так как 

ТО 
f F(t + дt, z ;  т, у) dzE{X, z) = F(t + дt, х ; т, у), 

F(t, х ; т, у) = [1 - p(t, х) дt] F(t + дt, х ; т, у) + 

+ дtp (t, x) J F(t + д t, z ; т, y) dzP(t, x, z) + o(дt) . 
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Отсюда 

F(t + At, х ; т, у) - F(t, х ;  т, у) ____ __;_ _ __;_ ___ = p(t, x) F(t + A t, х ;  т, у) +  At 
+ p(t, х) J F(t + At, z ;  т, у) dzP(t, х, z) + o( l ). 

Переход к пределу приводит нас к (2) . 
Уравнение Маркова и ( 1 ) , а также определение функции Е (х, z ) позво-

ляют написать следующую цепочку равенств : 

F(t, х ; т + Ат, у) = f F(т, z ;  т +  Ат, у) dzF(t, х ; т, z) = 
= f { [ 1 - р(т, z) Ат ] E(z, у) + Атр(т, z) Р(т, z, у) + 
+ о(Ат) } dzF(t, x ;  т, z) = 

у у 
= J dzF(t, х ; т, z) -Ат J р(т, z) dzF(t, х ; т, z) + 

+ А t J р(т, z) Р(т, z, у) dzF(t, х ;  т, z) + о(Ат) . 
aF 

Обычным путем отсюда следует существование производной - и равен
от 

ство (3) . 
Мы решим еще одну важную для приложений задачу : с какой вероят

ностью в течение промежутка времени от t до т (т > t) система может 
изменить свое состояние то или иное число n раз (n = О, 1 ,  2, . . . ) ? 

Обозначим через Pn (t, х, т) вероятность того , что отправляясь от состоя
ния х в момент t, система n раз изменит свое состояние до момента т .  Ре
шение задачи начнем со случая n = О .  

С этой целью запишем следующее равенство : 

p0 (t, х, т) = p0 (t, х, т + Ат) + Po (t, х, т) [ 1 - р0 (т, х, т +  Ат)] , (4) 

которое означает, что отсутствие изменений состояния системы в промежу
ток времени (t ,  т)  может произойти двумя несовместимыми путями : 
1 )  система не изменила состояния за больший промежуток времени 
(t , т + А т) , 2) система не меняла состояния до момента т , но ' в промежу
ток времени (т , т + Ат)  состояние ее изменилось. Так как по определению 
чисто разрывного процесса 

р0 (т, х, т + Ат) = 1 - р (т, х) Ат + о(Ат), 
то уравнение ( 4) может быть записано иначе : 

p0 (t,, x, т + Ат) - p0 (t, х, т) ---'"'-------- = -p0 (t, х, т) р (т, х) + o( l ) . А т 



§ 5 5 .  Чисто разрывный проuесс 329 

op0 (t, x, т) 
Отсюда, положив !1т � о. находим, что существует производпая ---'--

от 
и что 

opo (t, х, т) 
= -p0 (t, х, т) р(т, х) . от 

Проинтегрировав это уравнение, находим 
т 

- f p (u ,  х )  du 

p0 (t, х, т) = Се t 

Так как 
р0 (т, х, т) = 1 , 

то С = 1 и  
т 

- f p (u ,  x )du 

p0 (t, х, т) = е t (5) 

Теперь мы увидим, что , зная р0 (t, х, т ) , а также функцию P(t, х, у) , 
определенную раньше, мы можем подсчитать любую вероятность Pn (t , х, т ) . 
В самом деле, п-кратное изменение состояния происходит следующим обра
зом :  1 ) до момента s (t < s < т )  система не меняет состояния (вероят
ность этого события равна р0 (t, х, s) ) , 2) в промежуток (s , s + !1s) систе
ма меняет состояние (�ероятность этого равна р 1  (s ,  х, s + !1s)  = p (s,  x) .:is  + 
+ o (!1s ) ) , 3) вероят�сть того , что новое состояние , в котором окажется 
система, будет заключать,ся между у и у + !1у, равна P(s, х, у + !1у) -
- P(s,  х, у) = !1 yP (s, х, у) , 4) наконец, за время (s + !1s , т ) система изме
нит свое состояние n - 1 раз (вероятность этого события равна 
Pn - l (s + !1 s, y, т ) ) .  

Вероятность того , что произойдут все четыре перечисленных события, 
в силу теоремы умножения, равна 

p0 (t, х, s) [p (s, х) + o( l )] !1s · 11yP(s, х, у) · Pn - l (s + !1s, у, т) . 
Так как s и у могут быть произвольными (t < s < т и -оо < у < оо) , то, в 
силу формулы полной вероятности, 

т 

Рп(t, х, т) = f f Po (t, х, s) p (s, х) Pn - l (s, у, т) dyP(s, х, у) ds = 
t 

т 

= f Po (t, x, s) p (s, x) fP п - l (s, y, т) dyP(s, x, y) ds. t . (6) 
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Отсюда, в частности, 
т 

Р 1 (t, х, т) = f Po (t, x, s) p(s, x) fp0 (s, y, т) dyP(s, x, y) ds. 
t 

(7) 

Процесс оnределения Рп (t , х, т) очевиден : по формуле (5) находим 
р0 (t , х, т) , по формуле (7) вычисляем р1 (t, х, т) и затем nоследовательно 
Р2 (t , х, т) , Рз (t , х, т) и, наконец, Рп (t , х, т) . 

П р и м е р  1 .  Пусть интересующая нас величина � (t) есть число изме
нений состояния за время от О до t .  В nредnоложении р (t ,  х) = а, где а > 

> О - nостоянное ,  найти Pn ( t , х, т) . 
Возможными состояниями системы будут в нашем случае все неотри

цательные целые числа (х = О , 1 , 2, . . . ) и только они. Так как nри каждом 
изменении состояния величина � ( t) увеличивается ровно на 1 ,  то 

_ { О nри у Е:;;х, 
P (t , x, y) - 1 nри у > х. 
По формуле (5) имеем :  

Po (t, х, т) = е- а (т - t) . 

Согласно (7) 

т 
P l (t, x, т) = f p0 (t, x, s) p(s, x) p0 (s, х + 1 , т) ds = 

t 

т 
= а J e- (s - t) a  е- (т - � а  ds = а(т - t) е- а (т - t) . 

t 

По формуле (7) 

т 
р2 (t, х, т) = J Po (t, x, s) p (s, x) p 1 (s, x + 1 , т) ds = 

t 

= [а (т - t)j 2 
е- а ( т - t) .  

2 !  

Предnоложим теnерь, что 

[а( т - t)] n- l 
Pn- l (t, Х, т) = е -а (т - t} .  

(п -1) ! 
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По формуле (7) 
т 

Рп (t, х,. т) = f Po (t, x, s) p (s, X) Pп - 1 (s, x + 1 , т) ds = t 
= / a [a(т - s)] n - 1 е- а (т- t) ds = [a(т - t)] n е- а (т- t) _ 

t (п - 1 ) ! n !  

Этим доказано, что при любом целом n � О 
[a(т - t)] n - а (т- t) Pn (t, х, т) = е . 

п ! 
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Решением нашей задачи является, таким образом, закон Пуассона . В част
ности, 

- (а т)п - ат Рп (О , О , т) - -- е . 
n ! 

Легко сообразить, что функция 
при у � О, 

F(t, х ; т, у) = ( : [а( т _ t)] n "' ---- е- а (т - t)при у > О п <у п ! 

является решенИем интегродифференциальных уравнений (2) и (3) .  
П р  и м е р  2 .  В момент t = О имеется N радиоактивных атомов . Вероят

ность распада атома в промежуток времени (t , t + д t) равна aN (t) д t + 
+ о (д t) , где а >  О - постоянное, a N  (t) - число атомов , не распавшихся до 
момента t . Найти вероятность того , что за время от t до т произойдет n 
распадов*) . 

Мы имеем типичный чисто разрьmный случайный процесс. Величина 
� (t) , понятно, может принимать только значения О, 1 ,  2, . . . , N (t) . 

а 

По условию задачи 

p(t, х) = { 
0 
a(N - х) 

при х � О и x � N. 

при O < x �N ,  

{0 ПрИ у � Х, 
P(t, х, у)= 

1 при у >  х. 

*) Мы преДIIолаrаем при этом, что продукты распада атома сами уже не распадают
ся и во всяком случае не воздействуют на еще нераспавшиеся атомы. 
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Оценим прежде всего вероятность того , что за время от О до t произой
дет n распадов . 

По формуле (5 )  
т 

- f p (t, O )d t 
Ро (О, О , т) = е о = е -аNт _ 

Точно так же 
Po (t, k т) = e-a (N - k) (т - t) _ 

Далее , по формуле (7) 
т 

Р 1 (0, О, т) = f р0 (0 , О, s) p(s, О) Ро 
(s, 1 , т) ds = о 

т 
= J e-aNs aNe- a (N- l ) (т- s) ds = 

о 
т 

= Ne - aNт J аеа (т- s) ds = Nе- аNт [�т - 1 ] .  (8) о 
По формуле (7) легко последовательно найти р2 (0, О, т) ,  р3 (0, О ,  т) и 

т.д. и доказать, что 

·Рп (О , 0, т) = с; е- аNт [еат - 1 ] n . (9) 

Это мы предоставляем читателю. 
Очевидно, что при О ..;;;; п ..;;;;N - k имеет место равенство 

Pn(t, k, т) = C/J_ k e-a (N- k)(т- t) [еа (т- t) _ 1 ] п . (9 ' )  

Теперь мы можем перейти к определению интересующей нас вероят-
ности, которую мы обозначим через Pn (t , т) . По формуле полной веро
ятности, используя затем (9) и (9 ) , находим, что 

N- n 
Pn (t. т) = � Pk(O, О, t) · Рп (t, k, т) = 

N- n  
= � 

k = O  

k = O  

N- n 
е- аNт [еа (т- t) _ 1 ] n � 

k=O 

Так как 
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и 
N-n 

� C�-n [еа (т - t) (еат _ 1 )] k = [ 1  + еа(2 т- t) _ �(т-t) ] N- n
, k= O 

то окончательно 

Pn(t, т) = с; [e-a t _ е-ат] n [е-ат + еа (т-t) _ e-a t ] N- n
. 

Легко понять, что функция 

F(t, х ; т , у) = 1 °  � Рп(t, х, т) 
п <у 
1 

при у о;;;; х, 
при y < N - x, 

при y > N - x 

является решением интегродифференциальных уравнений (2) и (3) . 

§ S6. Однородные сnучайные процессы 
с независимыми прJgJащениями 

333 

Мы рассмотрим теперь важный класс случайных процессов , полная ха
рактеристика которых будет дана в терминах характеристических функций. 

Под однородным случайным процессом с независимыми приращения
ми понимается совокупность случайных величин � (t) , зависящих от одно
го действительного параметра t и удовлетворяющих двум следующим 
условиям : 

1 ) функция распределения величины � (t + t 0 ) - � (t 0 ) не зависит от t 0 

(однородность процесса по времени) ; 
2) для любых неперекрывающихся промежутков (а, Ь) параметра t 

приращения величины � (t) , т .е .  разности � (Ь) - � (а) взаимно независимы 
(независимость приращений) . 

Прежде чем переходить к получению конкретных результатов ,  мы 
рассмотрим несколько примеров . В этих примерах условия, о которых 
только что шла речь, могут быть приняты в качестве рабочей гипотезы. 
Естественно, что их допустимость оправдывается только согласием вы
водов с опытом. 

П р  и м е р  1 . Д и ф ф у з и я  г а з  о в .  Рассмотрим молекулу некото
рого газа, движущуюся среди других молекул того же газа при условиях 
постоянных температуры и плотности . Введем в пространстве декартовы 
координаты и станем следить , как изменяется с течением времени одна из 
координат избранной молекулы, скажем, координата х .  

Вследствие случайных столкновений данной молекулы с другими моле
кулами эта координата будет изменяться во времени, получая случайные 
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приращения. Требование постоянства условий, в которых находится газ, 
очевидно, означает собой однородность изучаемого процесса во времени. 
Ввиду большого числа движущихся молекул и слабой зависимости их дви
жения процесс оказьmается с независимыми приращениями. 

П р и м е р 2 .  С к о р о с т и м о л е к у л .  Рассмотрим снова молеку
лу векоторого газа, движущуюся в объеме, наполненном молекулами 
того или иного газа постоянной плотности и температуры. Отнесем снова 
все пространство к декартовым осям координат и будем следить, как из
меняется со временем компонента скорости по одной из осей координат. 
В своем движении молекула будет подвергаться случайным столкновениям 
с другими молекулами. Вследствие этих столкновений компонента скорос
ти будет получать случайные приращения. Мы снова имеем однородный слу
чайный процесс с независимыми приращениями. 

П р и м е р 3 .  Р а д  и о а к т и в н ы й р а с п а д. Известно , что радио
активность вещества состоит в том, что его атомы иревращаются в атомы 
другого вещества, выделяя при этом значительное количество энергии. 
Наблюдения над сравнительно большими массами радиоактивного вещества 
показывают, что распад различных атомов происходит независимо друг от 
друга, так что числа распадов атомов в неперекрьmающиеся промежутки 
времени независимы между собой. Кроме того , вероятности того , что за 
промежуток времени определенной длины произойдет некоторое число рас
падов , зависят от длины этого промежутка и практически не зависят от 
тоrо , где во времени он расположен. В действительности, конечно, по мере 
уменьшения массы вещества его радиоактивность постепенно убывает. 
Однако для сравнительно небольших промежутков времени (и не слишком 
больших количеств вещества) это изменение настолько незначительно , 
что им вполне можно пренебрегать .  

Легко привести большое число других примеров , где интересующее нас 
явление nрироды или технический процесс может р�ссматриваться как 
однородный процесс с независимыми приращениями. Укажем дополни
тельно на такие примеры : космическое излучение (число космических 
частиц, попавших за определенный промежуток времени на определенную 
плошадку) , обрьmность пряжи на ватере , загрузка телефонистки (число 
вызовов абонентов , поступающих за определенный промежуток време
ни) и пр .  

Перейдем теnерь к выяснению характеристического свойства однород
ных случайных процессов с независимыми приращениями . 

Обозначим функцию распределения приращения величины � (t) за про
межуток времени т через F (х, т) . Тогда, если промежутки времени т 1 и т 2 
не пересекаются , то 

F(x ; т 1  + т2 ) = J FQ: - у ; т 1 ) dyF(y, т2 ) . ( 1 )  
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Если !(z, т) - характеристическая функция, т .е .  если 
f(z, т) = f e izxdxF(x ; т) ,  
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то равеwнство ( 1 )  в терминах характеристических функций принимает сле
дующии вид : 

f(z; T t  + т2 ) = f(z, T t) · f(z, т2 ) . 

Вообще, если интервалы време� т 1 , т2 ,  • • •  , т n не пересекаются, то 
n n 

f(z; � тk) = k = 1 
n 

В частности , если т1 = т2 . . . .  = Tn и � Tk = т, то 
k= l  

f(z, т) = [ f(z; тjn )] n . 

( 1 ') 

Таким образом, функция распределения любого однородного случайно
го процесса с неэависимыми приращениями безгранично делима. 

Нужно отметить,  что к рассмотрению безгранично делимых законов 
распределения в теории вероятностей пришли блатодаря изучению одно
родных процессов с независимыми приращениями. Мы видели , что теория 
безгранично делимых законов распределения оказала решающее влияние 
на развитие классических задач теории вероятностей по суммированию 
случайных величин. Если раньше , как мы указывали ,  интересы исследова
телей были сосредоточены на определении наиболее широких условий, при 
которых имеют место закон больших чисел и сходимость нормированных 
сумм к нормальному закону ,  то после тоrо как А.Н. Колмогоровым бьm 
полностью охарактеризован класс законов , управляющих однородными 
случайными процессами без последействия,  естественно возникли те обшие 
задачи, которые бьmи рассмотрены в предьщущей rлаве .  Оказалось при 
этом, что основные законы распределения, которые раньше получались как 
асимптотические , в теории случайных процессов и1·рают роль точных реше
ний соответствуюших функциональных уравнений. Более тоrо , эта новая 
точка зрения позволила выяснить причины, в силу которых в классической 
теории вероятностей рассматривались только две предельные функции 
распределения - нормальный закон и закон Пуассона . 

Поскольку при произвольмом т > О для однородных процессов с неза
висимыми приращениями 

f(z, т) = [ f(z, 1 )  ] '�' , 

то они полностью определяются заданием характеристической функции 
величины � ( 1 )  -� (О) . В § 43 мы видели , что для безграничноделимых за-
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конов с конечной дисперсией 
. 1 

ln ;p(z, 1 ) = i'YZ + { { ez zи  - 1 - izи } - dG(и) , 
и2 (2) 

где 'У - действительное постоянное , а G (и) - неубывающая функция 
с ограниченным изменением. Мы ограничимся рассмотрением этого част
ного случая однородных процессов . 

Введем в формуле (2) такие обозначения : 
и 1 

М(и) = f -2 dG(x) для и <  О, - � х 

� 1 
N(и) = f -2 dG (x) для и >  О ,  

и х 

а2 = G (+O) - G ( -0) ; 
тогда она примет следующий вид :  

a
2
z2 о 

ln ;p(z, 1 )  = i'YZ - -- + J { eizи  - 1 - izи } dМ(и) + 
2 - �  

+ J {eiz и  - 1  - izи }  dN(и) . о (2 ') 

Выясним теперь теоретико-вероятностный смысл функций М (и) и N (и) . 
В § 43 при вьmоде формулы канонического представления безгранично 

делимых законом мы ввели функцию 
и 

Gп (и) = n f х2 dФп (Х) . 

Положим 

и 
� 1 

Nп(и) = f -2 dGп(x) = n [ I - Фп(и)] для и >  О. 
и х 

Из того , что при n � оо в точках непрерывности функции G (и) 

Gп(и) � G(и) 

мы по второй теореме Хелли делаем вывод, что в точках непрерывности 



\ 
§ 56.  Проuессы с независимыми приращениями 337 

функции М(и) 
Мп( и) = п Фп(и) -+ М(и) . 

С точки зрения случайных процессов , Фп (х) (х < О) есть вероятность 

того , что величина � (т) за промежуток (� , � ) изменения парамет-
п n · 

ра т получит отрицательное приращение по абсолютной величине , большее , 
чем х .  Таким образом, Мп (х) есть сумма по всем k от О до n - 1 вероятно
стей того , что величина � (t) получит отрицательное приращение скачками 

по абсолютной величине , большими,  чем х, за промежутки 
( � 

, 
k : 1 ) 

изменения параметра т .  Поскольку М(и) и N (и) являются пределами при 
n -+ оо соответственно функций Мп (и) и Nn (и) , то они получили название 
функций скачков . 

Если М(и) = О (для и < О) и N(и) = О (для и > О) , т .е . функции скач
ков отсутствуют , то из формулы (2 ') видно , что в этом случае стохасти
ческий процесс управляется нормальным законом. Мьr видим, что случай
ный процесс , управляемый нормальным законом, является непрерывным 
в смысле теории вероятностей . Мы докажем теперь более сильное утвер
ждение . 

Т е о р е  м а . Для того чтобы однородный случайный процесс с независи
.мы.ми приращения.ми и конечной дисперсией*) управлялся нормальным 
законом**) , необходимо и достаточно, чтобы при произвол ьно.м Е > О 
вероятность того, что .максимальное значение абсолютной величины npupa-( k - 1 k ) 
щений � (т) за промежутки --n - , -;; (k = 1 , 2, . . . , n) превзойдет Е,  

стремилась к нулю вместе с 1 /n * * * ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы только что видели, что однородный случай

ный процесс с независимыми приращениями управляется нормальным З!J.
коном тогда � только тогда, когда при х > О 

М(-х) = N(x) = О .  (3) 

Так как 

М(и) = 1im Мп (и) и N(и) lim Nп (и) ,  п�� п� �  

*) Теорема верна и без допущения конечности дисперсии. 
* * )  В частности, нормальным законом с днеперисей О,  т.е. законом вида F (х) = О 

при х .;;. а, F (х) = 1 при х > а. 

* * *) Таким образом, процессы, управляемые нормальным законом, и толь
ко они, явл�ются "равномерно непрерывными" в смысле теории вероятностей. 
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то условие (3) равносильно следующему :  

lim п Фп (-и) = lim n [ 1 - Фп(и) ] = О . 
n-+oo (k - 1  k ) 

Обозначим приращение Н т) в интервале -
n

- , -;; 
Pnk = Фп (-х) + 1 - Фп (Х + О) = P { l �nk ! > х } .  

Очевидно , что соотношения ( 4) эквивалентны такому : 
n 

lim � Pn k = О . 
n-+oo k = 1  

Из неравенств 
n n 

1 - � Pnk ";;;; П ( 1  - Pnk ) ";;;; е 
k= 1 k= 1 

n 
- 1: Pn k 
k= 1 ";;;; 1 ,  

через �n k ; тогда 

мы видим, что соотношения ( 4) равносильны утверждению, что 
n 

lim П ( 1 - Рп k) = 1 , 
n-+oo k = 1  

(4) 

которое означает , что вероятность осуществления не равенств 1 � n k 1 < е 
при всех k ( 1  .;;;; k .;;;; n) при n -+ со  стремится к единице . Иначе говоря, мы 
доказали, что соотношения (3) имеют место тогда и только тогда, когда 
при п -+ со  

Р {  max l �nk l  � е } -+ 0,  
1 .;;; k <;; n 

что и требовалось доказать .  

§ 57. Понятие стационарного случайного процесса. 
Теорема Хинчина о корреляционной функции 

Процессы марковекого типа или ,  иначе , процессы без последействия, 
изученные нами в предыдущих nараграфах, ни в какой мере не исчерпы· 
вают всех запросов естествознания к теории вероятностей .  В самом деле , 
во многих случаях прошлые состояния системы оказьmают весьма силь
ное влияние на вероятности ее будущих состояний, и пренебрегать этим 
воздействием прошлого нельзя даже при приближенной трактовке вопро
са. Принципиально положение может бьпь исправлено изменением поня
тия состояния системы путем введения новых параметров . Так , например, 
если бы изменение положения частицы в явлениях диффузии или броу
новского движения мы стали рассматривать как процесс без последействия , 
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то зто означало бы, что мы nри этом не nринимаем в расчет инерцию час
тицы, которая, само собой разумеется, в этих явлениях играет существен
ную роль .  Введение в nонятие состояния nомимо координат частицы ее 
скорости в nриведеином nримере исnравило бы nоложение . Однако сущест
вуют случаи , когда такое исnравление никакого облегчения nри решении 
nоставлеНflых задач не дает . В nервую очередь здесь следует указать на ста
тистическую механику, в которой указание на nоложение точки в той или 
иной ячейке фазового nространства дает только вероятностное суждение о 
будущем ее состоянии. При этом ознакомление с nредыдущими nоложения
ми точки существенно меняет наши суждения относительно ее будущего . 
В связи с этим А.Я .  Хинчин вьщелил важный класс случайных nроцессов 
с nоследействием, так назьmаемые с т а ц и о н а р н ы е n р о ц е с с ы ,  
однородно ведущие себя во  времени . 

Стохастический nроцесс � (t) назьmается стационарным, если расnреде
ления вероятностей для двух конечных груnп nеременных Ht 1 ) ,  � (t 2 ) ,  . . .  
. . . •  � (tп ) и � (t l + и) , Нt 2 + и) ,  . . . •  � (tn + и) совnадают и , значит , не 
зависят от и. Числа n и и , а также моменты времени t1 , t2 , • • •  , tn могут быть 
nри этом выбраны совершенно nроизвольно . 

· К стационарным процессам nриводит, наnример, изучение ряда акусти
ческих явлений , в том числе встречающихся в радиотехнике (случайные 
шумы) , а также разыскание скрьпых nериодичностей, интересующее 
астрономов , геофизиков и метеорологов . 

Часто в установившемен технологическом процессе легко nодметить 
явления, nротекающие по схеме стационарных nроцессов . Ддя nримера 
рассмотрим процесс nрядения. Значительная неоднородность свойств nря
дильных материалов (длина волокон, их креnость, величина nоnеречного 
сечения и пр.) , колебания в скорости и равномерности nодачи nродукта на 
машинах в различные этапы nроцесса nрядения и многие другие nричины 
nриводят к тому, что свойства nряжи меняются от одного сечения к друго 
му . При этом оказьmается , что знание того ИiШ иного свойства пряжи 
в какой-либо одной части мотка не дает нам nолного знания ее свойств в 
другой его части . Но nоскольку nроцесс nрядения можно считать устано
вившимся , nостольку вероятностные характеристики качества nряжи nред
ставляют собой стационарный nроцесс . 

Понятно , что любая числовая характеристика стационарного nроцесса 
Ht) не зависит от момента t и, наnример,  если � (t)  имеет конечную дис
nерсию, то , очевидно , имеют место следующие раьенства :  

М�(t + и) = M�(t) = M �(O) = a, 
D�(t + и) = D�(t) = D �(O) = а

2
, 

М {�(t  + и) �(t) } = М { �(и) �(О) } . 

Это обстоятельство позволяет без ограничения общности дальнейших ре-
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зулыатов считать а = О и а = 1 (для этого, очевидно, достаточно вместо 
Ht) - а ) � ( t) рассматривать отношение 

а 
. 

Мы ограни·IИмся здесь только изучением важнейшей числовой характе
ристики � (t )  - ее корреляциоююй функции , т .е . коэффициента корреля
ции между величинами � ( t) и � ( t + и) 

M [Ht + и) - M �{t + и)] [�{t) - M�(t)] 
R�) = . 

V D �(t) · Щ (t + и) 

В силу сделанного предположения о том, что а = О и а = 1 , выражение 
для R (и) принимает более простой вид ' 

R(и) = М Н(иН(О) } . 

Мы назовем стационарный процесс н е п р е  р ы в н ы м,  если 
lim R(и) = 1 . 

u -> 0  

В случае непрерывного стационарного процесса R (и) есть непрерывная 
функция от и . Действительно, 

I R (и + ди) - R(и) I = I М { Ни + диН(О) } - М{НиН(О) } I = 

= 1 М { НО) [ �(и + ди) - �(и)] } l . 
Но в силу неравенства Коши-Буняковекого 

1 М Н(О) [�(и + ди) - �(и)] }  1 � J,..-
м
-

�
-2-(0

-
) 

-
. M

-
[
-
�(

-
u ·+--

ди
-
)
-
-
-
�(и)] 2 • 

А так как 
м е (о) = 1 

и 
M[ �(u + ди) - �(и)] 2 = 2 [ 1 - R(дu)] ,  

то окончательно 

I R(u + дu) - R(и) l  � �R(дu) ) .  

Это неравенство доказывает наше утверждение . 
В теореме, которая сейчас будет доказана, стационарность процесса 

� ( t ) можно понимать в следующем более широком смысле : процесс � ( t ) 
стационарен в широком смысле, если математическое ожидание и диспер
сия Н t ) не зависят от t . а коэффициент корреляции между Н t 1 ) и � (t 2 ) 
является функцией только 1 t 2 - t 1 1 • 

Т е о р е  м а Х и н ч и н  а. Для того чтобы функция R (и) представляла 
корреляционную функцию некоторого непрерывного стационарного про-
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цесса, необходимо и достаточно, чтобы ее можно было представить в виде 

R(u) = f cos их dF(x) , ( 1 )  

где F (х) - не  которая функция. распределения.. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Условие теоремы необходимо . В самом деле, 

если R (и) есть корреляционная функция непрерывного стационарного 
процесса , то она непрерьmна и ограничена . Докажем, кроме того, что она 
положительно-определенна . Действительно , каковы бы ни бьmи действи
тельные числа и 1 , и2 , . . • , ип , комплексные числа 17 1 , 11 2  , • • •  , 11 n и целое 
число п, имеет место следующее соотношение : 

n 
= � 

j= l 

n ' 

n 
� R(щ - Иj) 11 ;  fii· i= 1 

n n 

В силу теоремы Бохнера-Хинчина ( § 36) отсюда следует ,  что R (и) может 
быть представлена в виде 

R(u) = f eiu x dF(x) . 

где F (х) - неубывающая функция с ограниченным изменением. В силу 
вещественности функции R (и) отсюда получаем :  

R(и) = f cos их dF(x) . 
Наконец, приняв во внимание условие непрерывности процесса : 

R(+O) = 1 , 

находим, что F (+ oo) - F (-oo) = 1 , т .е .  что F (x) есть некоторая функция 
распределения . 

Условие достаточно . Нам дано , что R (и) есть функция вида ( 1 ) . Требует
ся доказать , что существует стационарный процесс � (t ) , имеющий своей 
корреляционной функцией функцию R (и) . С этой целью для каждого це
лого п и каждой группы действительных чисел t 1 , t 2 , . • . , t n рассматри
ваем п-мерный вектор � (t 1 ) , Н t 2 ) , • • • , � (t п ) , распределенный нормаль
но и обладающий свойствами 

M�(t 1 )  = M �(t2 ) = . . . = М�( tп )  = О , 

D Щ1 ) = Щ(t2 ) = . . .  = D �(tп )  = 1 , 
при любых i и j коэффициент корреляции между � ( t 1 )  и � ( ti ) равен 
R (t1 - ti) , т .е .  

M�(t1H(tj) = R(t1 - ti) . 
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Вид функции R (и) обеспечивает положительную определенность квадратич
ной формы, стоящей в показателе п-мерного нормального закона . Опре
деленный таким образом н о р м а л ь н ы й случайный проЦесс стациона
рен и в узком и в широком смысле слова .  

Доказанная теорема играет основную роль в теории стационарных про
цессов и в ее физических приложениях. За поДробностями отсьmаем к спе
циальной литературе ,  для начала к литературе , приведеиной в конце книги. 

П р и м е р 1 .  Пусть 

Ht) = � cos Лt + 11 sin Лt ,  

где � и 11 - некоррелированные *) случайные величины, для которых М� = 
= Mn = О , D� = Dn = 1 ,  а Л - постоянное .  Так как 

R (и) = MHt + и) Ht) = 
= М [� cos Л(t + и) + 77 , 1 1 1  Л(t  + и)] · [� cos Л t  + 11 sin Л t] = 

= M [�2 cos  Лt cos Л. (t + и) +  �17(sin Л (t + и) cos Л.t + 
+ cos Л.(t + и) sin Л t) + 172 sin Лt  sin Л(t + и) =  

= cos Л..t cos Л(t + и) +  sin Лt  sin Л(t + и) =  cos Ли ,  

то процесс Ht) стационарен в широком смысле .  Для неrо в формуле (3) 
мы должны положить ( О  при х ,.;;; _ Л, 

F(x) = 0,5 при - Л < х ..;;; л, 
1 при х >  Л. 

П р и м е р 2 .  Пусть 
n 

Ht) = � ьk �k (t) , k = l  
n 

гдe �k(t) = �k cos Лk t + 17k sin Лk t, Лk - постоянные , � Ь� = 1 , случайные k = 1 
величины �k и 11k удовлеmоряют следуюшим условиям : 

M�k = M11k = 0 , Щk = D17k = 1 , ( 1 ..;;; k ..;;; п), 
М�; �i = M77;17i = О при i =1= j ,  
M�i'Т/j = О при i, j = 1 ,  2 ,  . . .  , n .  

* )  Случайны е величины � и 11 назыв аются не коррелированными, если М�11 = М� · МТJ.  
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Легко подсчитать, что корреляционная функция для Ht) равна 
n 

R (и) = � Ь� cos Лk и 
k = 1  

343 

и что , следовательно , процесс является стационарным в широком смысле . 
Функция F(x)  в формуле (3) растет только в точках и имеет в них скачки 
размера 0 ,5 ь� .  

Случайные процессы, для которых F(x) растет только скачками , назы
в аются процессами с дискретным спектром. 

Легко видеть, что всякий процесс вида 

.. 
Ht) = � ьk �k(t) k = 1 

(4) 

где f Ъi < оо и �k(t) сохраняют смысл , приданный им в примере 2 ,  
k = 1  

является стационарным в широком смысле и имеет дискретный спектр . 
Важно отметить , что Е .Е .  Слуцкий обнаружил глубокое обратное предложе
ние : всякий стационарны й процесс с дискретным спектром представим 
в виде (4) . Обобщение этой теоремы Слуцкого на случай произвольнаго 
спектра будет сформулировано в следующем параrрафе . 

Параллельна с развитием теории стационарных процессов развивалась 
теория стационарных последов ательностей. Последовательность случайных 
величин 

· · · • �- 2 .  �- 1 , �о ,  � 1 , �2 , · · · 
назьmается стационарной в широком смысл е, если для в сех членов после
довательности математические ожидания и дисперсии являются постоянны
ми числами, не зависящими от места в последовательности 

. . .  = М�_ 2  = М�- 1  = М�о = М�1  = М�2 = . . .  = а , 
. . . = D�- 2 = D �_ 1 = D�0 = D� 1 = D�2 = . . . = а2 , 

а коэффициент корреляции между � · и � - является функцией только 
j i - j j . 1 1 

В качестве упражнения мы предлагаем читателю 
1 )  вывести , используя результаты § 36, о бщий вид корреляционной 

функции для стационарной последовательности ; 
2)  доказать теорему - если для стационарной последовательности 
lim R (s) = О, 

s--+ .s. 
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где R (s) - коэффициент корреляции между �i и �i + s• то для нее имеет 
место закон больiiШх чисел , т .е .  при n � оо 

р 
{ 1 � k � 1 �k - а 1 < е } � 1

' 

каково бы ни бьmо постоянное е > О . 

§ 58. Понятие сrохасrического интеграла. 
Спектральное разложение сrационарных процессов 

Для дальнейшего нам необходимо ввести понятие стохастического инте г
рала. Пусть в сегменте а �  t � Ь заданы случайный процесс � (t ) и числовая 
функция f(t) . Разобьем сегмент [а, Ь ]  точками а =  t0 < t 1 < . . . < tn = Ь 
И раССМОТР.ИМ сумму 

n 
ln = � f(t;)Hti) (ti - ti- 1 ) .  

i = 1 
Если при тах (ti - ti _ 1 ) � О эта сумма стремится к векоторому 

1 .;; i .;; n пределу (представляюшему собой, вообше говоря, случайную величину) , 
то этот предел называется интегралом от случайного процесса Ht) и обозна
чается символом 

ь 
J = J f(t)Ht) dt. 

а 
Несобетвенный интеграл (при а = - 00 ,  Ь = +оо) определяется обычным 
путем как предел собственных интегралов при а � - оо Ь � 00•  

Сходимость интегральных сумм ln мы будем понимать в следуюшем 
смысле : существует случайная величина J такая ,  что при n � оо 

М (lп - 1)2 � О . ( 1 )  

Опираясь на известные теоремы теории функций действительного пере
мениого легко доказать, что последовательность случайных величин J n 
сходится к пределу J в смысле ( 1 )  тогда и только тогда, когда при 
min (m, п) � оо 

M (Jm - lп)2 � о. (2) 

На доказательстве этого факта мы останавливаться не станем. 
Т е о р е м а 1 .  Для существования интеграла 

ь 
J = J f(t H(t) dt 

а 
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достаrочно, чтобы существовал интеграл 
ь ь 

А = f f R (t - s )f(t)f(s) ds dt .  а а 
При этом 

ь 
А = M [ ff(t)Ht) dtP . 

а 

345 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Действительно , для доказательства первой поло
вины теоремы достаточно обнаружить ,  что если существует интеграл А ,  то 
имеет место соотношение (2 ) .  Имеем 

n 
М(Jп - Jт)2 = М [ � f(tt)Ht;) ЫtP -. i = 1 

n т т 
- 2 М :l: � f(t1)f(si)Ht;)Hsi)At1 Asi + M [  :l: f(si)Hsi) Asi ] 2 = 

i = l j = l  j = l  
n n 

= :l: � f(t;)[(тk ) R(t; - тk )At; Aтk -i = l k = l  
n т 

- 2 � :l: f(t;) f(sj)R (t; - si) At; Asi + 
i = l j = l 

т т 
+ � � f(sj)[(ak )R(sj - ak) dsi A ak . 

j = l k = !  

Здесь численные значения t; и т; ,  si и ai совпадают. 
В силу nредположения о сушествовании интеграла А ,  

n n 
А = lim � � f(tk )f(т;)R(tk - т;)Аt;Атk = k = l i = l 

n т 

= lim � � f(t;)[(si)R(t; - sj) At; Asi = i = l j = l  
т т = lim � :l: f(si)f(ak )R(sг ak) Asi Aak , 

j = ! k = l  

если только max ( At; , Asi) -+ О. Таким образом , при min(m, п) -+ оо 
М(Jт - lп )2 -+ О .  
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Для доказательства второй части теоремы заметим, что 
n n n 

М[ � f(t;H(t;) At; ] 2 = М � � f(t;)f(т1)Ht;) Hт1) A t; Aтi = 
i = l  / = 1 i = 1 

n n 
= � � f(tдf(т1) R (t; - Tj)At; Aт1 ; 

j = l i = 1 

при max At; � О последняя часть равенств стремится к А . 
Наряду с только что введенным понятием стохастического интеграла 

можно рассматривать также стохастческий интеграл Стилтьеса, который 
мы оnределим как предел сумм 

n 
� f(tk ) [Htk) - Htk - 1 )] (3 )  

k = 1  

при max(t; - t; _ 1 )� 0 . Здесь по-прежнему a = t0 < t 1 < . . . < tn = Ь и 
предел понимается в смысле ( 1 ) .  Если предел сумм (3) существует, то мы 
станем обозначать его символом 

ь 
Jf(t) d�(t) . 

а 

В коiЩе предыдущего параграфа мы сформулировали теорему Слуцко
го, выясняющую связь между стационарными процессами с дискретным 
спектром и рядами Фурье со случайными некоррелированными коэффи
циентами . Можно доказать , что для каждого стационарного в широком 
смысле процесса имеет место следующее свойство : каковы бы ни бьmи 
е >  О и (сколь угодно большое) Т, существуют такие попарно некоррели
рованные случайные величины �k , 17k ( 1 .;;;; k .;;;; n) и такие в ещественные 
числа Лk (1 .;;;; k .;;;; n )*), что при любом t из сегмента - Т .;;;; t .;;;; Т выполняется 
неравенство 

n 
м [Ht) - � (�k cos лk t + 11k sin лk t)] 2 < е. k = 1 

Отсюда, в частности , следует , что в указанных условиях 
n 

Р { 1 Ht) - � (�k cos Лkt + ч "  sin Лk t) > 11 } .;;;; е/172 
k = 1 

где 17 - наперед заданное положительное число . 

* )  Числа n и "!l.k , а т акже величины �k и flk не зави сят от е и Т. 
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Приведем без доказательства следующую в ажную теорему .  
Т е о р е м  а 2 .  Вся кий стационарный в широ ком смысле случайный 

процесс представим в виде 

о о 
(4) 

где случайные процессы Z 1 (Л) и Z2 ( Л) обладают  следующими свойствами: 

а) М [Z;( ЛI + дЛ1 ) - Z;( Л1 )] · [Zj ( Лj + дЛ2 ) - Zj( Л2 )] = О, 

i,j = 1 ,  2. 

если i -=/= j и для неперекрываю щихся отрезков (Л 1  , Л 1  + L1Л 1), ( Лz , Лz + дЛz ) 
также при i = j :  

· б) М [Z 1 (Л + дЛ) - Z1 ( Л) ] 2  = М �Z2 ( Л + дЛ) - Z2 ( Л)] 2 • 

Формулу ( 4) естественно назыв ать С1Jектраа ьным разложением процесса 
Ht> .  

Случайные процессы Z 1 (Л ) и Z2 (Л) формулы (4 ) могут быть определе-
ны посредством равенств 

и 

1 т -- sin Л t 
Z1 (Л) = lim - f Ht) dt т-"'"' 2тr _ т t 

1 т 1 - cos Л t 
Z2 ( Л) = lim - f ---- Ht) dt . Т-4 ос 2тr _ т  t 
Легко доказать , что оба указанных интеграла существуют ;  можно также 

показать , что 

F(Л + дЛ) - F(Л) = М [Z 1 (Л + дЛ) - Z 1 (Л) ] 2 , 

где Р(Л) определена теоремой Хинчина. 
Возможность разложения (4) дliЯ произвольноr о стационарного в широ

ком смысле случайного процесса бьmа указ ана в 1 940 г .  А.Н. Колмогоро
вым .  Этот результат им формулировался в терминах геометрии гильбертов
ских пространств и доказьmался посредством спектральной теории операто 
ров .  Теоретико-вероятностному истолкованию и выводу этого разложения 
бьmи посвящены впоследствии работы многих авторов - Г. Крамера , 
К .  Карунена, М .  Лоэв а, Бланк-Лапьера и др . 
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\ 
§ 59 . Эргодическая теорема Биркгофа - Хинчина 

В 1 9 3 1  г .  американский математик Георг Биркгоф доказал одну общую 
теорему механики , которая, как показал через три года А.Я . Хинчин ,  
допускает щирокое теоретико-вероятностное обобщение . Эта теорема 
состоит в следующем : если непрерывный стационарный процесс Ht) имеет 
конечное математическое ожидание, то с вероя тностью единица существует 
предел 

1 т li ш - f Ht) dt. 
т - оо т о 
Стационарность процесса предположена здесь в узком, а не в щироком 

смысле этого слов а. 
Так как это предложение представляет собой своеобразную форму 

усиленного закона больщих чцсел , то мы докажем ее с целью непосредст
венного продолжения формулировок главы б не для процессов, а для 
стационарных последовательностей. 

Т е о р е  м а . Для стационарной последовательности случайных величин 

· · · , �- I ·• �о , � � , · .  · ,  
для которых M�i конечно, последовательность средних арифметических 

1 n - � � -
п i = 1 1 

с вероятностью единица сходится к пределу. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение 

_ �a + �a + l + . . .  + �ь hаь - · 
Ь - а 

Нам требуется показать , что с вероятностью единица величины hо ь при 
Ь -+  оо стремятся к пределу . Обозначим случайное событие, состоящее в 
сущесmовании этого предела, буквой К. Нам нужно доказать ,  что Р (К)  = 1 
или , что то же самое , Р (К )  = О .  

Предположим обратное , что событие К ( т .е .  что величины h0ь  при Ь -+ оо  
не сходятся к пределу) имеет положительную вероятность и по кажем, что 
это предположение приводит к противоречию. 

С этой целью рассмотрим в се сегменты (cxn , f3п) с рациональными конца
ми cxn < f3п . Множесmо всех таких сегментов счетно. Если lim hо

ь 
не 

Ь -+ оо 
существует, то найдется такой сегмент (схп , f3п ) ,  для которого lim sup hоь > ь -+ .. 
> f3п и lim sup hоь  < CXn ( событие Кп ) . Таким образом , событие К распада-ь - .. 
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ется на счетное множесmо несовмесrnмых случаев Kn . Так как по предпо
ложению Р (К ) > О, то найдется такое n ,  что Р (Кп) > О .  

Таким образом доказано , что если Р {К ) > О, то сущесmуют два  числа а 
и {З { а < {З) , для которых одновременно выполняются неравенсm а 

lim sup hо ь > {З, ) 
lim inf h0 ь < а . 1 ( 1 ) 

Предположим теперь, что все �; приняли- какие-то определенные значе 
ния . Если сегмент (а, Ь )  таков , что hа ь > {З, но при всех Ь ' , для которых 
а < Ь' < Ь, hа ь '  ",;;; {З, то этот сегмент назовем особым (относительно {З) . 

Легко обнаружить, что два особых сегмента не перекрыв аются .  Действи
тельно , если два особых сегмента (а, Ь) и {а 1 , Ь 1 ) таковы, что а < а 1 < 
< Ь < Ь 1 , то из равенства 

(а 1 - а) ha a  + (Ь - а1 ) ha ь 
h - 1 1 

аЬ -
Ь - а 

и неравенства hа ь > {З вытекает, что или h00 1  > {З или h0 1 ь > {З. 
первое из зтих неравенств невозможно, так как сегмент (а, Ь )  
а второе неравенство так же невозможно, поскольку сегмент 
особый. 

Однако 
особый, 
(а 1 .  Ь 1 ) 

Разность Ь - а назовем рангом сегмента (а, Ь) . Если сегмент (а ,  Ь) 
является особым, имеет ранг на превышающий s и не заключен ни в одном 
сегменте ранга, не превышаюшего s ,  то такой сегмент назовем s -особым. 

Так как среди особых сегментов, заключающих в себе произвольный 
сегмент (а, {З)  ранга, не превышающего s ,  и имеющих также ранг не больший 
s ,  должен найrnсь хотя бы один наибольшей длины . Если бы таких сегмен
тов нашлось два, то они перекрывзлись бы, что по ранее доказанному 
невозможно. Таким образом, каждый особый сегмент ранга не большего s ,  
может находиться внутри только одного s -особого (или же совпадать 
с ним) . Из определения следует, что два  s -особых сегмента могут лежать 
только один вне другого . 

Обозначим через К3 событие , состоящее в том, что выполнены неравен
ства ( 1 )  и, кроме того, существует такое t ",;;; s ,  что h 0 t > {З. Так как К 
является пределом для собыrnй К3 , то 

Р (К ) = l im Р(1(3 ) • 
s -+ oo  

Отсюда следует, что для всех достаточно больших s имеет место перавенет
во Р (К3) > О. Далее мы ограничиваемся рассмотрением только таких значе 
ний s .  



350 Гл. \ 0. Теор ия стохастических процсссов 

Пусть событие Ks имеет место . Тогда среди тех t � s ,  для которых h o t > (3, 
существует наименьшее t ' . Сегмент ( 0 ,  t ' ) - особый. Следовательно он 
заключен в пекотором s -особом сегменте (а, Ь) (или же сам является 
таковым) , для которого а �  О < Ь .  Верно и обратное : если существует 
s -особый сегмент (а, Ь) , для которого а �  О <  Ь ,  то существует такое 
t � s, что ho t > (3 . Для а = О это очевидно : достаточно положить t = Ь. Если 
же а <  О,  то из равенсmа 

ahao + Ьhо ь 
Ь - а  

и неравенств hа ь > {3, hao � (3 вытекает h о ь > (3. Таким образом, и в этом 
случае можно положить t = Ь .  

Обозначим - а  через р, Ь - а через q .  Так как s -особый сегмент 
( -р, - р + q) может сущесmовать только один , то событие Ks разбивается 
на несовместимые случаи Kpq • сооmетствующие наличию s -особых сегмен
тов (-р, - р + q) : 

Ks =  'E, Kp q (q = 1 , 2 , . . . , s, p = O , I ,  . . .  , q - 1 ) . p , q 

Замена нумерации последовательности i ' = i + р переводит случай Ko q 
в случай Kp q ·  Поэтому в силу стационарности*) P (Kpq )  = P(Ko q )  и 
М (�о 1 Kp q) = M (�o i Ko q ) . Так как . 

P{Ks) M (�o I Ks) = 'Е, P {Kpq) M (�o I Kpq )  = p , q 

= 'Е,  P {Ko q )  'Е, М (�Р I K  oq )  = 'Е, P (Ko q ) M (ho q  I Ko q ) , 
q р q 

то, приняв во  внимание , что в случае Koq имеет место неравенство h0 q > (3, 
находим 

P(Ks) М (�о I K9) > 'Е, P (Ko q) (3 = (3 'Е, Р (К pq)  = (3Р (К9) . q 

Отсюда, так как по предположению P (Ks) =1= О, то 

* )  Обр атим внимание, что только в :лом пункте мы испол ьзовали предположение 

о стационар ности. 
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Так как К8 � К, то 

М (�о I K) � {3. 
Подобным же способом (если бы рассматривали особые сегменты 

относительно а) можно доказать, что 

М(�о I K )  � а. 
Мы iipиiШiи к противоречию. Отсюда вытекает , что Р (К) = О , что и 

требовалось доказать. 
Исследование того,  чему равен предел , к которому стремятся величины 

hоп  при п � 00, требует предварительных рассуждений. Мы ограничимся 
здесь доказательством одного преддожения на эту тему. 

Т е о р е м а .  Если случайные величины �k стационарны, имеют конечную 
дисперсию и корреляционная фун кция R (k) � О при k � oo, то 

lim Р { hоп � а} = 1 (а = M�k) . 
n -+ oo  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Рассмотрим дисперсию величины hоп . В силу 
стационарности имеем 

D ho п = М [-пl k �- 1 
(�k - а)] 2 

- D

п
�n [п + 2 � R(j - i)] . 

1 .;; i< j .;; п 

Очевидно , что 
n - 1 

� R( j - i) = � (п - k)R(k) . 
l .;; i < j .;; п k = 1 

Рассмотрим столь большое т ,  что при k > т имеет место неравенсmо 

I R (k) 1 � е (е > О) .  

Отсюда следует ,  что 

D�n т n - 1  
D ho n � -2 [ п + 2 � (п - k) R (k) + 2 е  � (п - k)] . 

п k = I  m + I 
Это неравенсmо, очевидно, усиливается следуюшим образом :  

щп 
D ho n � -2 [п + 2т (п - 1 ) + е(п - т - l)(п - т)] . 

п 

Отсюда ясно, что если п достаточно велико , то правая часть этого неравен
ства может быть сделана меньше ,  чем З е . Таким образом, при п � оо вели
чины h о п  по вероятности сходЯтся к а, а так как hоп сходЯтся при п � 00 

с вероятностью единица, то отсюда следует уmерждение теоремы . 
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Доказанная теорема nредставляет не только значительный теоретический 
интерес, но и находит широкие применении в статистической физике и 
непосредственной технической nрактике . Причина этого состоит в том, что 
для оnределения таких важных характеристик явления, какими являются 
MHt) ,  DHt) , R (u) в случае стационарных процессов не нужно знать расnре
деления вероятностей возможных значений и вычислять эти величины по 
соответствующим формулам .  Определение этих , как говорят в физике , 
пространствеиных средних требует от исследователя сведений, которых 
у него зачастую нет . И во в сяком случае практическая оценка этих величин 
посредством эксперимента требует многократного осуществления испыта
ний для процесса Ht) . Эргодическая теорема Биркгофа - Хинчина показы
вает, что с вероятностью единица можно при этом ограничиться единствен
ной реализацией процесса Ht) . 
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ЭЛЕМЕНТЫ СТАТИСТИКИ 

§ 60. Основные задачи мпемпической criП'IIC'ПIIOI 
В теории вероятностей выводятся правила, которые позво.i'IЯЮТ по 

вероятностям одних случайных событий вычислять вероятности других, с 
ними связанных; по числовым характеристикам и функциям распределения 
одних случайных величин подсчитывать функции распределения и числовые 
характеристики других .  Но естественно возникает вопрос :  как найти эти 
исходные в ероятности , функции распределения и числовые характеристи
ки? Как оценить хотя бы приближенные их значения? Это является предме
том исследования другой науки о массовых случайных явлениях, которая 
получила наименование математической статистики .  Как наука с оформив
шейся тематикой и методами исследования математическая статистика 
возникла, в сущности , только в нашем двадцатом веке. Однако отдельные 
задачи возникали и рассматривались задолго до нашего времени - и в 
девятнадцатом, и в восемнадцатом и даже в семнадцатом веках .  

Термин статистика происходит от латинского слова "статус" ( status) -
состояние. Первоначально, в XVIII веке , когда статистика начала офор
мляться в научную дисциплину, термин статистика связьiВался с системой 
описания фактов , характеризующих состояние государства. При этом даже 
не предполаrалось , что ведению статистики подлежат только явления 
массового порядка. В настоящее время статистика включает в себя и 
большее и в то же время более определенное содержание . А именно, можно 
сказать, что статистика состоит из следующих трех разделов : 

1 )  с б о р  с т а т и с т и ч е с к и х  с в е д е н и й, т .е .  сведений , 
характеризующих отдельные единицы каких-либо массовых совокупностей; 

2) с т а т и с т и ч е с к о е и с с л е д о в а н и е п о л у ч е н н ы х д а н

н ы х, заключающееся в выяснении тех закономерностей ,  которые могут 
быть установлены на основе данных массового наблюдения ;  

3 )  р а з р а б о т к а п р и е м о в с т а т и с т и ч е с к о г о н а б л ю ц е

н и я и а н а л а з а  с т а т и с т и ч е с к и х  д а н н ы х . Последний раздел , 
собственно , и составляет содержание математической статистки. 

Сбор статистических сведений , касающихся гл авным образом н асел е ния , 

производился уже давно : имеются сведения, что в 2238 г .  до нашей эры 
в Китае при императоре Яо бьmа произведена перепись населения ; произво
дились переписи населения и в древнем Египте , древнем Иране , Римской 
1 2 .  Б .В . Гнеденко 
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империи; изв естны переписи населения в России в 1 245 , 1 2 59 , 1 273 ,  1 287 r r .  

и более поздние . Нужно, правда, отметить ,  что зти переписи были чрезвы
чайно примитивны и в Китае , например, в течение 200 лет население учиты
валось путем копировки списков предыдущих переписей . Однако даже 
такие неполные и песовершеиные переписи давали возможность намечать 
важные государственные мероприятия . Практическое значение статистики 
в наше время велико . 

Большим мастером использования статистических методов бьm 
В .И .  Ленин. Желая иметь дело не с отдельными фактами, не с отдельными 
событиями, а со в сей совокупностью фактов ,  желая путем анализа массо
вых явлений вскрыть качественное их своеобразие , В .И. Ленин системати
чески обращался к статистике .  В качестве образца конкретного статистиче
ского исследования можно привести работу В .И. Ленина "Развитие капита
лизма в России". Имеются несколько страниц, к сожалению незаконченной, 
работы В .И. Ленина "Статистика и социология" ("Ленинский сборник", 
т .  ХХХ, с .  302) , в которой, по-видимому, предполагалось развить общие 
принципы статистического анализа социальных явлений . В.И. Ленин высоко 
ценил статистику как орудие познания реального мира. Его слова, что соци
ально-экономическая статистика - одно из самых могушественных орудий 
социального познания, в неменьшей мере относятся и к математической 
статистике, широко используемой не только в естествознании, но и в 
экономике, социологии, инженерном деле . Роль математической стати
стики не ограничивается вопросами обработки экспериментальных данных, 
а распространяется и на управление технологическими процессами , а также 
на большую проблему проверки соответствия теории того или иного явле
ния э�спериментальным данным. 

Исходным материалом для статистического исследования реального 
явления служит набор результатов наблюдений над ним или же результатов 
специально поставленных испытаний. Вопросов, которые при этом возни
кают, очень много . Укажем теперь некоторые из них. 

1 . О ц е н к а з н а ч е н и я н е и э в е с т н о й в е р о я т н о с т и с л у
ч а й н о г о с о б ы т и я . 

2 .  О п р е д е л е н  и е н е и з  в е с т н о й  ф у н к ц и и  р а с п р е  д е л е
н и я .  З адача ставится так : в результате n независимых испытаний над 
случайной величиной � получены следующие ее значения : 

Требуется определить, хотя бы и приближенно, неизвестную функцию 
распределения F (х) величины � .  

3 . 0 п р е д е л е н и е  н е и з в е с т н ы х п а р а м е т р о в  р а с п р е д е
л е н и я .  Часто обшетеоретические соображения позволяют сделать доста
точно определенные заключения о типе функции распределения интересую
щей нас случайной величины . Так, например, теорема Ляпунова дает воз-
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можность считать , что в определенных случаях функция распределения 
должна быть нормальной . При этом определение неизв естной функции 
распределения сводится к определению по результатам наблюдений только 
неизвестных значений параметров а и а. 

Общая задача ставится так : случайная величина � имеет функцию распре
деления определенного вида, зависящую от k параметров ,  значения кото
рых неизвестны . На основании последов ательных наблюдений величины � 
нужно найти значения этих параметров . 

Очевидно ,  что определение неизвестной вероятности р события А являет
ся частным случаем только что сформулированной задачи, так как мы 
можем рассматривать случайную величину � .  принимающую значение 1 ,  
если событие А появляется , и значение О, если событие А не появляется . 
Функция распределения � зависит от единственного параметра р .  

В § 50 мы рассмотрели результаты наблюдений над числом частиц золота, 
взвешенных в воде . Предполагалось, что это число должно подчиняться 
закону Пуассона и требовалось оценить параметр распределения Л. Рассмат
рив аемая нами задача как раз включает приведенный пример. 

Решение только что поставленной задачи будет нами дано лишь для 
нормального распределения 

1 
f (х ia, а)= _ п;; е 

а v 21Т 

(х - а) 2  

2;;2 

В этом случае вторая задача, очевидно, может быть разбита на 3 частных 
вопроса : 

1 )  величина а предполагается известной , требуется оценить неизвестно е 
значение а ;  

2) величина а предполагается известной , требуется оценить неизвестное 
значение а; 

3) оба параметра а и а неизвестны, требуется оценить их значения. 
Более точно эти вопросы могут быть поставлены следующим образом: 

в результате n независимых испытаний величина � приняла следующие 
значения : 

Требуется указать такие функции 7i = a (x t  • . . .  ' Хп ) и а = a(X t ,  . . . ' Хп ) 
(в первой задаче а может быть также функцией а, а во второй задаче и 
может быть функцией а) , которые бьmо бы рационально принять за при
ближенные значения оцениваемых величин а и а. Помимо этого нужно 
также оценить среднюю точность этих приближенных формул. 

Иногда предпочтительнее искать не приближенные значения неизвестных 
параметров а и а в виде функций 7i и а, а такие функции а ', а " (а '  и а ") 
от результатов испытаний и известных величин, чтобы с достаточной прак-

1 2* 
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тической надежностью можно бьmо утверждать , что 

а ' < а < а " 

и, соответственно, 

а ' < а < а" .  

Функции а ' , а " (а ' , а ") называютс;я доверительными границами для а (а) . 
Впоследствии мы изложим два подхода к решению этих задач. 

4. П р о в е р к а с т а т и с т и ч е с к и х г и n о  т е з .  Задача, которую 
мы здесь рассмотрим, ставится так : на основании некоторых соображений 
можно считать, что функция распределения случайной величины � есть F(x) ;  
спрашивается , совместимы ли  ваблюденные значения с гипотезой , что � 
действительно имеет распределение F (х) ? 

В частности, если вид функции распределения не вызьmает сомнений 
и в nроверке нуждаются только значения некоторых параметров , характе 
ризуюших это распределение , то в задаче сnрашивается : не опровергают 
ли результаты наблюдений ту гипотезу, что параметры распределения имеют 
предположенные значения? Это - задача n р о в е р к и n р о с т о й г и n о
т е з ы .  Если провернемая гипотеза состоит в том, что параметры принима
ют не точно оnределенные значения , а какие -то из некоторых определенных 
множеств (например, в случае биномиального распределения, гипотеза 
р < р0 ) , то гипотеза называется с л о ж н о й .  

В качестве второго примера статистической гипотезы приведем проверку 
однородности статистического материала. Частым случаем этой задачи 
является следуюший : имеются две последовательности независимых наблю
дений над случайной в еличиной � с функцией распределения F1 (х) 

X l ,  Xz , • • . ' Xn 
и над случайной величиной 11 с функцией распределения F 2 (х) 

Y l . Y2 · · · · · Ym ·  
Функции распределения F1 (x) и F2 (х) неизвестны ; требуется оценить прав
доподобность гиnотезы F 1 (х) =F 2 (х) . 

5 .  О ц е н к а  з а  в и с и м о с т и .  Производится последовательность 
наблюдений сразу двух случай�rх величин � и 11· Результаты наблюдений 
даны следуюшими nарами значений : х 1 , у 1 , х2 ,  У2 • . . • , Хп , Уп · Выяснить 
наличие функциональной или корреляционной связи между � и 11 • 

6 .  У n р а в л е н и е n р  о ц е с а м и .  Пусть имеется случайный процесс 
от дискретного или непрерьmного времени Ht) . Процесс под влиянием 
тех или иных причин может нарушить свое нормальное протекание и стать 
иным, скажем � 1 ( t) . Это нарушение нормального течения может привести 
к вежелательным последствия:м и нам нужно своевременно заметить 
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момент "разладки" и оказать управляющее воздействие с целью восстанов
ления нормального хода процесса. 

В качестве примера мы можем указать на действие технологической 
линии, которая вырабатьmает определенную продукцию. Время от времени 
в сиnу различных причин процесс выходит из нормального состояния . 
Этими причинами могут быть затупление инструмента, нарушение теплово
го или электромагнитного режима. Они приводят к ухудшению качества 
продукции . По наблюдениям нужно уловить момент разладки и восстано
вить ход процесса. 

Заметим, что перечисленными задачами далеко не исчерпываются основ
ные проблемы математической статистики. Совершенно новые задачи пе
ред математической статистикой ставит промышленная и научная прак
тика. В частности , само планирование испьланий является одной из основ
ных задач математической статистики . 

§ 61 . Классичес1р1й метод определения 
параметров распределения 

Классический метод определения неизвестных параметров функции 
распределения случайной величины � состоит в том , что до наблюдения 
эти подлежащие оценке величины считаются случайными величинами, 
подчиненными пекоторому "априорному" (доопытному) закону распре
деления вероятностей. Предполагая этот априорный закон распределения 
известным , можно вычислить , пользуясь теоремой Байеса, "апостериор
ный" (послеопытный) закон распределения параметров при условии, что 
результаты наблюдений над � оказались равными х 1 , х 2 , • • •  , х n . 

Как мы уже говорили раньше , все последующее изложение будет отно
ситься к определению неизвестных параметров а и а нормального закона 
распределения 

1 
p (x la, a) =  е 

a ..JliТ  
которому подчинена наблюдаемая случайная величина � .  

Плотность распределения вероятностей того, что в результате n неза
висимых наблюдений над величиной � будут получены значения х 1 ,  х 2 ,  • • •  . • . , Xn при условии, что неизвестные параметры имеют значения а и а, 

равна 

где 
n 

s2 = � (х k - а )2 . k = l 

s • 
----- е

- 2<i' 
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Если ввести обозначения 
1 n 

х = - � xk, 
n k = l  

2 1 n - 2 s 1 = - � (xk - х ) , 
n k = t 

то простой подсчет показывает , что 

1 - � [ s : + ( .X -a ) 2 1 
f(x t  • . . .  , Xn l a, а) =  ---- е 2 0  

(a ../fi)n 

Напомним, что в § 60 были п�ставлены следующие три задачи :  
1 )  а известно , требуется определить а ; · 
2) а известно, требуется определить а ; 
3)  а и а неизвестны , требуется их определить . 

( 1 )  

Если предположить , что а известно и ..р 1 (а) означает априорную плот
ность распределения величины а, то для условной плотности распределе
ния вероятностей величины а при заданном а и найденных значениях 
х 1 , х2 , • • •  , Xn получим такое выражение : 

f(x t , Xz ,  . . .  , xn la, а)..р1 (а) 
..p1 (a lx 1 , Xz ,  . . .  , Xn ; a) =  

ff(x t , Xz ,  . .  , xn l a, a)..p ! (a)da 

После подстановки вместо функции f ее значения по формуле ( 1 )  и по
следующих очевидных сокращений находим ,  что 

и 

n (a - x )
2 

е 2 о 2 • ..Pt (а) 
п (а -х )2 

f e 2 о 2 · ..Pt (a) da 
Во второй и третьей задачах соответствующие формулы имеют вид : 

f(x t , Х2 , • • .  , Xn la ,  а)..р2 (а) 

f(x t . X2 ,  . . . •  xn la ,  а)..Рэ (а, а) 
..р3 (а, a lx 1 , x 2 ,  . . .  , Хп ) =  ff f(x ! , X z , . . . • Xn la ,  а)..рэ (а, a) da da 

(2) 

где сЬункции ..P z (a) и ..Р э (а, а) обозначают априорные плотности распре
деления вероятнос1 ей величины а и пары (а, а) . 
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После подстановки в эти формулы значения f по формуле ( 1 ) и по
следующих простых сокращений находим, что 

и 

s• 

s •  

j a-ne
- 2 0 2 lfJz (a) da 

о 
- � (s �  + {а - х ) 2 ) 

a-ne 2 о lfJз (a, а) 

(3) 

(4) 

Полученные формулы неприrодны для практическоrо использования 
не только в силу их сложности , но главным образом потому, что входя
щие в них априорные вероятности , как правило , нам бывают неизвестны. 
Часто , не зная априорных плотностей , делают о них более или менее про
извольные допущения и на их основе получают обозримые для практи
ческоrо применении формулы . Мы пойдем по иному пути : сделаем совер
шенно общие допущения о характере априорных распределений и из этих 
допущений - выведем предельные закономерности (при n � оо) для апосте
риорных вероятностей. 

Т е о р е м а 1 .  Если априорнал плотность распределения I{J 1 (a) имеет 
ограниченную первую производную и 

lfJ1 (x) =F O , 

то равномерно относительно о: 

где 
Гп 

о: = -- (а - х )  , (6) 
а 

а 1/11 (о: 1 х 1 ,  х 2 , • • •  , Xn ; о) обозначает апостериорную плотность распреде
ления величины о:. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Действительно ,  из (6) находим, что 

о: а 
а = х +  ---

Гп 
(7) 
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и, значит *) , 

а 

-- IP1 (a /x 1 , x2 ,  • • •  , Xn ; a) = 
Гп 

По формуле конечных приращений 

1Р1 х +  -- = IPl (x) + -- IP; (z) ,  
( аа ) а а  

Гп Гп 
а а 

где z = x + (J -- и О < fJ < 1 .  
Гп 

По условию теоремы 

I IP; (z) / � С < + оо, 
поэтому 

где 

r = n 

Легко сообразить , что 

e-a • t 2 [ IPl (x) + 7.- IP; (z) ] 
� [IPl (x) + rп ]  

*) Заметим, что nлотность расnределения величины а равна 

(8) 
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Несложные иреобразования nриводят нас к равенству 

1 • [ а 

. r .  ( 1 • ) - -- е-еж / 2 1 + --'l' l  а х 1 , х2 ,  . . .  , Xn , a - г.: ..[fi v n Гп ] a!p'(z) - -а- rп 
�Р(Х) + rп 

Полученное равенство вместе с (8) доказывает теорему. 
Т е о р е м а 2 .  В условиях предыдущей теоремы 

M (a \x 1 , x2 ,  . . .  , xn ; a) = x + 0 ( :
2 ) • 1 

М [(а - х)2 \Х 1 , Х 2 ,  • • •  , Xn ; a] = :
2 [ 1 + 0 ( � ) ] ·  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Действительно , из (7) находим ,  что 
а 

М (а \В) = х + - М(а \В) 
Гп 

и 

где В означает некоторое событие . Следовательно , 
а 

M (a lx 1 ,  х2 ,  . • •  , Xn ; а) = х + -- Jat/1 1 (а\х 1 ,  • . .  , Xn ; a) da 

и 
Гп 

а2 
M [(a - xi \x 1 , x2 , • • •  , xn ; a] = - f a2 1/1 1 (a \x 1 , . . .  , xn ; a) da. 

n 

(5 ') 

Подстановка в эти равенства вместо функции t/11 ее значения по (5) и nо
следующие несложные nодсчеты доказывают теорему . 

Доказанная теорема позволяет наnисать следующее приближенное 
равенство : 

а - х , 

средняя квадратическая ошибка которого приближенно равна а2 jn. 
Теорема 1 nозволяет получить вероятность того , что а заключается в 

определенных границах при условии , что величины а
, х 1 ,  х 2 , • • •  , Xn при

няли определенные значения . Действительно , 

Р { \ а - х \ < ; \ x 1 ,  . . .  , xn ; a } = P { I a i < z lx 1 , . . . , xn ; a } 
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и, следовательно , в силу (5) 

P { l a - x l  < ..!!!___ l x 1 , . . .  , xn ; a } = -2- je- t2 f 2dt + O ( -a-) · 
.;n .л; о vГn 

Пренебрегая величиной O (afvlii) (что можно сделать , вообще говоря ,  
rолько тогда, когда или а мало или п достаточно велико) , мы можем 
считать , что 

\ 
а } - -2 z _ ,2 1 2 Р l a - .X I < -- z !x1 , X2 ,  . . . , xn ; a  - -- f e  dt. 

Vn .j2i о 
Т е о р е м  а 3 .  Если априорная плотность распределения .р2 (а) имеет 

ограниченную первую производную и .р2 (s) =1= О , то равномерно относи
тельно z 

1/12 (z !x 1 , x2 ,  . . . , xn ; a) =  .Jп e- z • [ 1 + 0 ( � ) { l + lzl) ] . 
где 1/12 - апостериорная плотность распределения веЛичины 

a - s 
(3 = -- vп s 

и s = s/ v'n. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Действительно , из {9) находим, что 

и что 

По формуле конечных приращений 

'Р2 s + -- = .P2 (s) + -- 1Р2 (и ) , ( zs  ) z s 1 

Гп Гп 

(9) 
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z s 

где и = s + () -- , а О < () < 1 .  
Гп 

Согласно условию теоремы 
I �P� (u) l ..;; С <  + оо, 

поэтому 

Ф 2 (z lx 1 , Х2 , . . .  , Xn ; а) = 
n 

( 1 + � ) - n
e 

= ------------------------�n�-------------------- = 

Но 

и 

'Р2 (s) f 1 + -- е 
� ( . (j ) - n 

--Гп Vn 
n 

( Z ) - п 1 + Vn 
е 

iJ 2 

2 { 1 + - ) [ ( 1 ) \ Гп ) d(j 1 + о  Гп ] 

n 

( iJ 
)

' (j - n 2 1 +  -j ( 1 + -=-) е , -Гп d(j 
-..Jп .Jп 

n 

(1 0} 

(1 1 ) 

J =  f 1 + - е � ( (j ) -n 2( 1 +  _iJ _ У _ !!, + 1 n - 3 � n - 3  ...Гп d(j = n  2 2 2 f z _2 __ e-zdz = 
- Гп  ф, 

- - + 1 --- n -n n - 3  ( 1 ) = n 2 2 2 Г -- · 
2 

о 
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По формуле Стирлинга 

( n - 1 ) j n - 3 ( n - 3 )
n;: 3 

- _n - 3 

Г -- = 21Т -- -- е 2 [ 1 + o ( l )] , 
2 2 2 

следовательно , )!!. -1 n - 3 
n n 3 

J = y'i1Т
( n

�
3 2 2 _2_ n _ 2 + 1 e- 2+ 2 [ 1 + o ( 1 )] = 

= vп( 1 - � ) � е - � + f [ 1 + о ( 1 )] = ..ji(e - �  [ 1 + o ( l )] . 

Равенства ( 1 0) ,  ( 1 1 ) и ( 1 2) доказывают теорему. 
Из теоремы 3 , очевидно ,  следует такой результат : 

( 1 2) 

Т е о р е м а 4. В условиях теоремы 3 имеют место следующие соот-
ношения : 

и 

Эта теорема позволяет нам заключить , что при больших n имеет место 
приближенное равенство 

a -J  !_ i (xk - а)2 , 
n k = l  

средняя квадратическая ошибка которого приближенно равна s2 /(2n) . 
Теорема 3 может быть использована также для определения вероят

ности того , что а будет находиться в заданных границах . Так , пренебрегая 
величинами порядка 1 /Vn, мы можем утверждать , что при заданных 
х 1 ,  х2 , • • •  , Xn и а с вероятностью 

2 z 2 
-- f e- t dt 
..;; о 

а находится в границах 

В отношении третьей поставленной нами задачи мы ограничимся 1олько 
формулировкой результатов , так как их получение ничем не отличается 
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от доказательства теоремы 3 .  Введем обозначения 

rдe s1 = s 1 � • 
п - 1  

365 

Т е о р е м  а 5. Если априорная плотность распределения I{J э (a, а) имеет 
огранИченные первые производные по а и а и I{J з (x, s1 )  * О, то равномер
но относительно а1  и {3 1  

t/Jэ (at , f3t iX t , Xz , . . . , Хп ) = 

= •VТ е - ��
---� ( � + о { �  ) [ 1 + l a , 1 + lM) .  

где 1/Jэ означает апостериорную плотность распределения пары (а1 , {3 1 ) . 
Из теоремы 5 вытекает такой результат . 
Т е о р е м а 6 .  В условиях теоремы 5 

M (a lx 1 , x2 • . . .  , хп ) = х + о(�) · 

_ 2 
_ 812 [ ( 1 

) ] M [(a - x ) lx t , Xz , . . .  , xп J - -;;- 1 + 0 Гп ' 

M [a l x t . x2 • . . . •  xn J = s� [ 1 + о (;) ]  • 

Как и теоремы 1 и 3 , теорема 5 может быть использована для опреде
ления вероятностей тоrо , что а и а будут находиться в заданных границах 
при условии, что ваблюденные значения оказались равными х 1 , х 2 , • • .  , Xn . 

Практическое значение теорем 1 ,  3 , 5 неодинаково. По теореме 1 точ
ность приближенных формул (5) и (5 ') увеличивается не только с увели
чением п, но и с уменьшением а. Поэтому для определения а при известном 
а имеется основание пользоваться формулами (5) J1 (5 ') даже при ма
льiХ п , если только мало а. В случае же теорем 3 и 5 остаточные члены полу
ченных формул убывают только с возрастанием п, и поэтому при малых 
значениях п они не дают ничеrо .  

Только что доказанные теоремы являются в векотором смысле обраше
ниями следующих элементарных предложений . Если случайная величина � 
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нормально распределена, параметры а и а известны , х 1 ,  х2 , • • •  , Xn явля
ются результатамин независимых наблюдений � ,  то 

1 .  Плотность распределения величины 

Гп 
Q =  -- ( х - а) 

а 

равна 
1 2 

1/l (x i a, а) = -- е - х 1 2  

..д;-
2 . M (.X I a, а) = а  и D (.X I a, а) = a2 /n. 
3 .  Плотность распределения величины 

s - а 
(3 =  -- V2n 

а 

асимптотически равна 
1 2 

1/12 (х l a, а) = -- е - х 1 2 • 
...(2ir 

а2 
4 . M (s l a, а) = а { 1 + 0 (1 /n)} ;  D (s l a, а) = - [ 1 + 0 (1 /n)] . 

2п 
5 . Величины Q и (3 независимы , и плотность распределения величины 

(Q, (3) асимптотически равна 

1 х . + у •  
1/13 (x, y l a, а) = - е

- -2 -
2n 

6 .  M (.X I a, а) = а ; D(.X i a, а) = - ,  
n 

M (s i a, а) � а ;  D (s l a, а) � 
2n 

Предложения 1 и 2 не требуют доказательства. 
Докажем 3. В § 20 мы нашли, что плотность распределения величины s 

равна 

IP( y) = 

2 

ffn ( YFn ) n - 1 _ nY 2 
__ е 2 а 

аГ(n/2) а .j2/ 
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Легко проверить , что плотность распределения (3 есть 

а ' ах ) 
1#2 (x i a, а) = -- '-Р (-- + а . 

Гп Гп 
Несложные преобразования приводят нас к равенству 

1 2 / 
Ц/2 (х i а, а) = -- е-х  2 • 

ffn 
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Для доказательства 4 заметим, что злементарные подсчеты приводят 
нас к равенствам 

мs = Ji n 
г (�) 

Г(n/2) 
Отсюда 

и 

Ms � а ( 1 - 4� ) 
Ds = !t_ ( 1 - -1 ) · 

2п  8n  

1 

а � е- 4n а · ' 

Независимость х и s будет нами доказана r:озднее . После того , кат� это 
будет сделано, остальные утверждения , содержащиеся в S и 6, становятся 
очевидными. 

§ 62. Исчерпывающие статистики 

Английским статистиком Фишером было введено весьма важное по
нятие , которое мы поясним сначала на частном примере. Предположим, 
что нами решается задача определения параметра а при известном а по n 
наблюдениям над нормально распределенной случайной величиной. Если 
априорная плотность распределения параметра а существует и равна IP 1 (а) , 
то полученная нами в предыдущем параграфе формула (2) показывает , 
что условная плотность распределения IP 1 (a l x 1 , х2 , • • • , Xn ; а) полностью 
определяется знанием IP 1 (а) , а и средним арифметическим результатов 
наблюдений х 1 , х2 , • • • , Хп · Таким образом, каково бы ни было априорное 
распределение вероятностей параметра а , все то новое (в случае известной 
дисперсии) , что вносят в оценку а наблюдения , заключено в одной един
ственной величине х. Говорят поэтому, что х является и с ч е р п ы в а ю -
щ е й  с т а т и с т и к о й  д л я  п а р а м е т р а  а . 



368 Гл. 1 1 . Элементы статистики 

Точно так же при известных а и 1,02 (а) все то новое , что вносят резуль
таты наблюдений в определение параметра а, заключено в одной величине 

s =J!_ i (xk - � ) 2 [см . (3) § 6 1 ] .  В задаче определения а при из-
п k= l  

вестном а ,  таким образом, исчерпьmающей статистикой будет величина S. 
Общее определение исчерпьmающей статистики мы дадим , следуя 

А.Н .  Колмогорову. 
Пусть наблюдаемая случайная величина имеет функцию распределения, 

зависящую от k параметров О 1 , О 2 , • • .  , О k , значения которых нам неиз
вестны. Л ю б у ю  ф у н к ц и ю х (х 1 ,  х2 ,  • . .  , Хп )  о т р е з у л ь т а 
т о в н а б л ю д е н и й и о т п а р  а м е т р о в , з н а ч е н и я к о т о -
р ы х и з в е с т н ы , н а з ы в а ю т с т а т и с т и к о й .  

Определение исчерпывающей статистики получает следующее естествен
ное обобщение : система функций 

Хi (х 1 , х2 , . . .  , Хп ) (i = 1 , 2 ,  . . .  , s) 
называется исчерпывающей системой статистик для системы параметров 
О 1 , О 2 , • . •  , О k, если условное k-мерное распределение для этих параметров 
при известных х 1 ,  х2 , • • •  , Xn полностью определяется априорным распре· 
делением параметров О 1 , О 2 , • . • , О k и значениями статистик х 1 , Х 2 , • • •  , Xs . 

Из формулы (4) § 6 1  мы заключаем ,  что для параметров а и а исчер
пывающей системой статистик являются функции х 1 = х и х2 = s 1 . По
нятно , что для каждого параметра а и а в отдельности система статистик 
х 1 и х 2 также является исчерпывающей. 

Без большого труда читатель может самостоятельно убедиться в том , что 
если случайная величина � подчинена закону Пуассона 

a
ke-a 

P { � = k } = -- (k = 0 , 1 , 2 , . . .  ) 
k !  

с неизвестным параметром а,  то  исчерпывающей статистикой для а будет 
х - среднее арифметическое результатов наблюдений. 

Точно так же ,  если двумерная случайная величина (� , 17) распределена 
нормально, но параметры а, Ь ,  а 1 , а2 и r неизвестны , то исчерпывающей си
стемой статистик для указанной системы параметров будут следующие 
пять функций : 

11 
Х2 ( У 1 . У2 • · · · · Уп ) = � Yk = y; 

n k = I  
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= j !._ i ( Yk - У)2 = s2 , 
n k = 1  

1 n 

Xs (x , ,  . . .  , xn , у , ,  . . . , Уп ) = - I: (xk - x) ( yk - Y) = Г. 
n k = 1  

Здесь (х 1 ,  у 1 ) , (х2 , у2 ) , • • • , (х11 , Уп )  - результаты наблюдений . 
В качестве упражнения рекомендуем читателю самостоятельно опре

делить исчерпывающие системы статистик для параметра 1 )  а, 2) Ь, 3) а1 ,  
4) а2 ,  5 )  r . 

§ 63. Доверительные границы и доверительные вероятности 

Во вводном параграфе к настоящей главе мы указали , что задача опре
деления неизвестных параметров иногда ставится следующим образом : 
требуется определить такие две функции е '  (х 1 , х2 , . . .  , Х11 ) и е"(х 1 , х2 ,  . . . 
. . . , х11 ) от результатов наблюдений, чтобы была практическая уверенность 
в том,  что неизвестный параметр е находится в пределах между е' и е" . 
Функции е ' и е " называются д о в е р и т е л ь н ы м и г р а н и ц а м и 
д л я п а р а м е т р а е .  Для того чтобы доверительные границы для е бы
ли удовлетворительны , нужно , очевидно, потребовать , чтобы условная 
вероятность 

р{е ' ,;;;;; е <  е" ! х , , х 2 , . . .  , Х11 } 
параметру е находиться в промежутке от е' и е" при заданных х 1 , х2 , • • •  
. . . , Xn бьmа достаточно близка к единице . Степень близости при этом опре
деляется той практической задачей , с которой связано определение неиз
вестного параметра е .  Если известна априорная плотность распределения 
для параметра е , то для определения доверительных границ е ' (х 1 , х 2 , . . . 
. . . , х11 ) и е " (х 1 , х 2 ,  . • •  , х11) естественно выбрать те е ' и е " , при кото
рых для заданного w, близкого к единице , выполняется равенство 

е "  
f [(х , , х2 ,  . . . , X11 I e )'P(e ) de О '  w = P{e ' �  е <  e" l x , , x2 , . . . , Х11 } =-------------
f [(х , , х2 , . . .  , X11 I e)'P(e) de 

и при этом разность е " -е '  будет минимальна. 
Задача определения доверительных границ в такой постановке сложна 

не только потому , что она приводит к сложным аналитическим операциям, 
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но в первую очередь потому , что априорная IШотность IP (8 ) для парамет
ра 8 нам обычно бывает неизвестна. Мы видели, что задача получает ос
мысленное и простое решение не зависящее от априорного распределения 
для параметров , если число наблюдений n настолько велико , что имеется 
возможность пользоваться предельными теоремами . 

Можно, правда , идти по другому пути , а именно искать правила такого 
рода : каковы бы ни были результаты наблюдений х 1 ,  х2 , • • • , Xn ,  требуется 

8 ' ( ) 8 " (  . 
указать такие доверительные границы х 1 , х2 ,  • • • , .Xn и х 1 ,  х2 ,  • • •  
. . . , Хп ) , чtобы с заданной уверенностью (вероятностью) можно было 
считать , что 

8 ' (х 1 , х2 , . . . , хп ) � 8 < 8" (х 1 , х2 , . . . , хп ) · 
Так как заранее неизвестно ,  каковы будут результаты наблюдений , то 
при решении вопроса о том , следует рекомендовать это правило или нет ,  
нужно обращаться не  к рассмотрению условных вероятностей 

Р{ 8 ' � 8 < 8" l x 1 ,  х2 , • • •  , Xn} , 

а к рассмотрению безусловной вероятности 

Р{ 8 ' �  8 < 8" } ( 1 )  

того, что при применении правила не произойдет ошибки . 
При заданном виде функций 8 ' (х 1 , х2 , . . .  , Хп )  и 8" (х 1 , х2 , • • •  , Хп )  

вероятность ( 1 )  зависит , конечно, от функции распределения величин 
х 1 , х2 , • • •  , Хп · Если это последнее распределение зависит от k параметров 
8 1 , 8 2 , • • •  , 8 k и безусловная IШотность распределения этих параметров 
дается функцией �.Р(8 1 , • • •  , 8 k ) , то 

Р{8 ' � 8 � 8" } = 
= f . . .  f Р{ 8 ,  � 8 < 8" 1 8 1 , 8 2 , • • •  , 8 k } 1Р ( 8 1 , . . • , 8 k )d8 1 , • • •  , d8 k . 

Особенно важным на практике является тот случай , когда условная ве
роятность 

Р{8 ' � 8 �  8" l 8 1 , 8 2 , . . . , 8 k } (2) 
при любых значеuиях 8 1 ,  8 2 , . •  , 8 k остается неизменной, равной пекото
рому числу w. В этом случае также 

Р{8 ' � 8 �  8" } = w, 
т .е .  безусловная вероятность ( 1 )  не зависит от априорного безусловного 
распределения параметров 8 1 , 8 2 , • . •  , 8 k .  

Сама гипотеза о существовании априорного распределения параметров 
не всегда осмысленна. В самом деле, как можно говорить о распределении 
параметра а в законе Пуассона для любой задачи , в которой характеризую
щая эту задачу случайная величина распределена по закону Пуассона? Од-
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нако, если условная вероятность (2) не зависит от значений параметров и 
равна одному и тому же значению w ,  то естественно считать безусловную 
вероятность ( 1 )  существующей и равной w даже в тех случаях , когда су
ществование априорного распределения параметров не предполагается. 

Условимся говорить , что предлагаемое п р  а в и л о и м е е т д о в е 
р и т е л ь н у ю в е р о я т н о с т ь w ,  если при всех возможных значениях 
параметров условная вероятность (2) равна w .  

Обратимся теперь к рассмотренным в § 60 задачам. 
В случае первой и:з рассмотренных там задач положим 

а' = х + а ; а " = х + а . 

Каковы бы ни были значения параметров а и а , мы имеем, очевидно : 

, " } { z2 a  z 1 a  1 } Р{а ,..;; а <  а 1 а, а = Р а - Гп ,..;; х ,..;; а - Гп а, а = 

Отсюда мы заключаем ,  что доверительная вероятность правила 

z 1 a  z2 a  х + ,.;; a < x + ---

равна 
Vn Гп 

В частности, имеем, следовательно , равенство 

P { l a - x l ,.;; _
z
_ а } = -2- /e- t 2 1 2dt. 

Гп ...п:; о 

Во второй задаче мы считаем известным параметр а , тогда как пара
метр а подлежит оценке . Положим 

где 

s 
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Легко видеть, что 

Р { а ' � а <  а "  l a, а} = Р {аt2 / Гп < s < t 1 a/ v' n l a, а } . 
В § 2 1 (распределение х2 ) мы наnти плотность распределения величи

ны s при условии, что а и а заданы. Именно 

- - у ' п 
y 2n ( у  у n) n - l - � 

IP (Y 1 а, а) = аГ(n/2 )  av'2 
е 

Отсюда мы находим, что 
- у ' п u t2 / .J n _ /- n - 1  - --

..[2n ( y y n ) 2 и ' 
P {a ' � a < a " l a, a } = f ---= е dy = 

аГ(n/ 2 )  г- av'2  ut2 / v n 

= 
n - 2 

2 
2 Г(n/ 2 )  

t, 

Мы видим, что условная вероятность неравенств 

а '  � а < а "  
при условии, что параметры а и а известны, не зависит от значений этих 
параметров . Следовательно , по предыдущему, доверительнаЯ вероятность 
правила 

равна 

1 t l 
f zn - l e -z ' f 2 dz. w = ------n - 2 

r.  

2 2 Г(n / 2 )  
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Перейдем, наконец,  к рассмотрению последней задачи, когда оба пара

метра а и а неизвестны. Положим 

где 

При условии, что а и а заданы, мы имеем : 

и 

{ а
- х  } Р{а ;  � а  < а ;'  1 а, а } = Р с 1  � --- < Cz 1 а, а 

S t Гп 

Нам нужно найти теперь условные плотности распределения для 

S t Vn 
при условии, что а и а известны. Так как 

а 
n 

х - а  

n 

- r  
х 

а - х 
и 

s l ...;п 

1 _ , 1 "" 1 ( 1 где xk = xk - а и х = - ...., xk величины xk независимы и распределены 
n k = 1 

нормально с математическим ожиданием О и дисперсией а2 ) . 
Введем теперь в п-мерном пространстве ( х ; , х� , . . .  , х� )  новую ортого-

нальную систему координат (Y t ,  у2 ,  • • • , Уп) так , чтобы у 1 = Гпх/. 
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При этом 

n n n n 

n s ! = � (х � - х ' )2 = � х;?- - пх ' 2 = � y� - y l = � Y i  
k = l  k = l  k = 1 k = 2  

и, следовательно , 

х - а 

Так как 

n 

Yk � a:k; x ; , 
i =  1 

где величины a:k; удовлетворяют соотношениям 

;; a:q G:jk = ( 
j = 1 о 

при i = k, 

при i =f=. k 

и величины х; нормально распределены, то величины у k также нормально 
распределены . Далее Myk = О (k = 1 ,  2, . . . , n) . Наконец, из того , что 

n n J а2 при i = k, 
My; yk = � а:;; а:;k м х? = а 2 � a:;; a:;k = l 

i = 1 i = 1 О при i =f=. k, 

мы заключаем о независимости величин Yk (k = С 2 ,  . . . , n) и о том ,  что 
Dyk = a2 (k = 1 , 2 , . . . , n) . 

Так как далее 

У 1 ; v-п=т 

j �  ""' Y i J i Y i ) f ( n - 1 )  
k = 2  k = 2  

и в этой дроби числитель и знаменатель независимы, причем плотность рас-
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пределения числителя равна 

x z 

уп=-т - 2 az ( n - l ) 
--- е 

375 

а плотность распределения знаменателя (со гласно § 2 1 распределение х 2 ) 
равна 

то согласно § 21 (распределение Стьюдента) плотность распределения 

У ! 
частного равна 

� 
k = 2 

Плотность распределения величины 
У !  ----- , как в этом легко убе-
n 
� Y i 

k= 2 
диться, равна 

...;п r(n/2 )  
'Р(Х 1 а, а ) = ----- ( 1 + nx2 ) - n f2

' ( ii - 1) ...;;: г -
2

-

следовательно , 

{ 
а - х } Р c l  � -·-- < с2 

s 1 Гп 
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Эта вероятность не зависит от значений, которые примимают параметры а 
и а. Мы можем позтому сказать, что в третьей задаче д о в е р и т  е л ь  н а я 
в е р о я т н о с т ь п р а в и л а  

с 1 s 1 Гп .;;;; а - х < Cz S 1 Гп 
равна 

Vn Г(n / 2 ) с 2 
си = J ( 1 + nx2 ) - n f2dx. 

( 
n - 1 ) v'1Тг -
2
- с , 

Нам остается найти доверительную вероятность правила, устанавливаю
щего границы для а. Использовав произведенные нами преобразования, 
находим, что 

Отсюда, в силу результатов § 2 1 (распределение х2 ) 

� 
J2 (n - 1 ) J ( y

y'n=l
)
n-2

e Р { а 1' .;;;; а < а2' / а, а } = -----
аг(-п -�-1 ) t2 o  а VТ 

t ,  
J zn - 2 e 

n - 3 t2 2-2 г( п � 1 ) 

.J n- 1 

2 dz . 

dy = 

Снова эта вероятность не зависит от значений параметров а и а. Следова
тельно, п р а в и л о 
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и м е е т д о в е р и т е л ь н у ю в е р о я т н о с т ь, равную 

1 2 
U) = -------- dt. 

n - 3 
2 

2 

Заметим в заключение, что из того , что при любых 8 1 , 8 2 , . . .  , 8 k  имеет 
место равенство / 

Р { 8 ' .;;; 8 < 8 " ! 8 1 ,  8 2 ,  . . .. , 8 k } = UJ 

и из него вытекает равенство 

Р { 8 ' .;;; 8 < 8 " }  = UJ , 

еще не следует, что 

UJ = Р { 8 ' (х1 , х2 , . . . , xn ) .;;; 

:о;;; 8 < 8 11 (Х 1 , Х2 ,  • • •  , Хп ) i Х 1 , Х2 , · · • • Хп } .  

§ 64. Проверка стаmстических гипотез 

Предположим, что нам известна функциональная форма распределения 
случайной величины � , но неизвестны значения параметров 8 1 , 8 2 , • • • , 8 k , 
от которых оно зависит . Имеются основания считать , что параметры имеют 
некоторые определенные значения 8 1 = 8 � , 8 2 = 8� , . . .  , 8 k = 8� (простая 
гипотеза) или же принадлежат пекоторому множеству (сложная гипотеза) . 
Требуется выяснить, подтверждают или не подтверждают эту гипотезу ре
зультаты наблюдений над величиной � . 

Для того чтобы подчеркнуть практическую важность задачи, рассмотрим 
примеры. 

П р и м е р 1 . Имеется большая партия продукции некоторого произ
водства . Каждая единица этого продукта относится к одной из двух катего
рий : годная, бракованная . Вся партия считается пригодной к сдаче, если 
относительное число р бракованных единиц продукта невелико, скажем, 
не больше ,  чем некоторое число р0 (О < р0 < 1 )  . Число р нам неизвестно; 
его нужно найти путем исследования сравнительно небольтого (по отноше
нию ко всему объему партии) числа изделий . Рассмотрим случайную вели
чину � , равную О , если взятое наудачу изделие окажется пригодным, и рав
ную 1 , если взятое наудачу изделие окажется бракованным. Функция рас-
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nределения � равна 

" 1 о nри х <;; о , 

F( x )  1 - р nри О < х <; 1 ,  

1 nри х > 1 . 

Параметр р,  от которого заВисит расnределение , неизвестен. Наша задача 
состоит в том, чтобы nроверить гиnотезу р <; р0 • 

П р и м е р 2 .  Случайная величина � расnределена нормально 

(х - а ) 2 - -т;;г 
---- е р (х ) 

1 

nараметры а и а неизвестны. Требуется nроверить гиnотезу , что 

1 а - а0 1 <;; о: и а < а0 , 

где а 0 , а0 и о: - некоторые известные числа. Эта и аналогичные задачи 
nостоянно возникают в теории измерений, а также в естественно научных 
и nроизводственных задачах. 

Обозначим через n число наблюдений, на о сновании которых необходимо 
сделать заключение о nодтверждении или оnромржении сделанной гиnоте
зы. Пусть 

{ 1 ) 

результаты этих наблюде�ий . Процесс nроверки, ведущий к nодтверждению 
или оnровержению гиnотезы, есть некоторое nравило , согласно которому 
множество всех возможных результатов n наблюдений разбивается на две 
неnересекающиеся части R n 1 и Rn2 • При этом nринадлежиость чисел { 1 )  
к множеству R n 1 будем считать подтверждением nроверяемой гиnотезы, 
а nринадлежиость их к множеству Rn 2 - отрицанием nроверяемой гиnоте
зы. Если мы станем изображать числа ( 1 )  как координаты п-мерного 
евклидова nространства Rn ,  то , очевидно, каждый nроцесс проверки озна
чает разбиение nространства Rn на части R n 1 и Rn2 • При этом, если точка 
(х1 ,  X:l ,  . . .  , Хп )  оказывается в части Rn 1 , то гиnотеза nри�:имается ,  а если 
(х1 ,  Xz , . . . , Хп) оказывается в части R n2 , то гиnотеза отбрасывается . 
Множество R n2 носит название к р и т и ч е с к о й о б л а с т и. Выбор 
nравила проверки, таким образом, эквивалентен выбору критической 
области . 

Для иллюстрации вернемся к nримеру 1 . Множество R n в этом сл�чае 
состоит из всевозможных совокуnностей n чисел , каждое из которых мо-
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жет принимать лишь значения О и 1 .  Критическая область Rn2 состоит из 
тех злементов Rn , для которых 

1 

п <х l + х2 + . . .  + Хп ) > Ро · 

Мы перейдем теперь к следующей частной задаче Проверки гипотез , для 
которой имеется исчерпывающее решение : имеются две простые гипотезы 
Н 1 и Н 2 . Гипотеза Н 1 состоит в том, что О; = о ;  (i = 1 ,  2 , . . . , k) , гипоте
за Н2 - в том, что О;  = о ;' (i = 1 ,  2, . . . , k) . Эти гипотезы конкурируют 
друг с другом и на основании произведенных наблюдений требуется одной 
из них отдать предпочтение . 

Заметим , что при подтверждении или отрицании гипотезы Н 1 мы можем 
совершить ошибки двух видов .  Ошибку первого рода мы совершаем тогда, 
когда отвергаем Н 1 в то время, когда в действительnости она верна. 
Иными словами , ошибки первого рода имеют место тогда, когда точка 
(х1 , х2 ,  • • •  , Хп) попадает в область Rn2 в то время, когда верна гипоте
за Н 1 . Ошибку второго рода мы совершаем, если принимаем Н 1 в то вре
мя, когда она неверна. Если критическая область выбрана, то вероятности 
ошибок первого и второго рода можно рассчитать ; обозначим их для дан
ных n и Rn2 соответственно буквами сх1 и al . 

Понятно, что чем меньше для данной критической области числа сх1 и 
сх2 , тем удачнее выбрана критическая область . Однако при данном числе 
испытаний n невозможно ни при каком выборе критической области одно
временно сделать как угодно малыми оба числа сх1 и сх2 . В то же время 
изменением критической области мы можем добиться произвольной 
малости ошибок первого или второго рода в отдельности. Так, если поло
жить Rn2 = Rn ,  то ясно , что в этом случае сх2 = О; если же положить 
Rn 1 = Rn , то сх1 = О . Отсюда вытекает следующий рациональный принцип 
выбора критической области : при заданных значениях сх 1 и n нужно выби
рать ту область Rn2 , для которой сх2 достигает минимума. При этом, конеч
но, чем меньшее значение сх1 мы выбираем,  тем большее значение получает
ся для минимума сх2 . Заранее нельзя сказать ,  какое сх1 нужно выбрать, 
чтобы метод проверки гипотезы был самым выгодным, так как основную 
роль при этом играет практическая сторона дела. 

Пусть для примера отбрасьшание или прием гипотезы Н 1 связаны с ма
териальными затратами . Если прием гипотезы Н 1 , в то время как она 
неверна, приводит к большим затратам (скажем, к необходимости ручной 
подгонки некоторых деталей , поступающих для сборки на некоторое пред
приятие) , тогда как отбрасывание гипотезы Н 1 ,  в то время как она верна, 
приводит к сравнительно небольшим потерям, то ясно, что необходимо 
выбрать возможно меньшее сх2 и при этом можно помириться со сравни
тельно большими значениями сх1 • 
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Предположим, что практические соображения приняты в расчет и вели
чина а1 выбрана; тогда имеет место следующее предложение , которое мы 
сформулируем лишь для того случая, когда величина � имеет конечную 
плотность распределения вероятностей , как при гипотезе Н 1 , так и при 
гипотезе Н 2 . 

Т е о р е м а .  Среди всевозможных критических областей , для. которых 
вероя тность ошибок первого рода равна а1 , вероятность ошибок второго 

рода принимает наименьшее значение для. критической области R:2 , со· 
стоящей из всех тех точек ( х1 , � ,  • • • , Хп ) , для. которых 

n n 
*) П f (xk I H2 ) � с П f (xk I H1 ) . k = l k = l  

Число с определя ется из условия. 

l/l ( c ) = Р { (х 1 , х2 , . • •  , Хп )  С R: 2 1 H1 }  = а1 .  

(2) 

(3) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Так как (в случае независимых испытаний) 
вероятность точке (х 1 , Xz ,  . . . , Xn) находиться в какой-нибудь области S 
равна 

n 
P {S 1 Н1 }  = f . . .  f П f (xk I H1 )dx1 dx2 . . .  dxn 

s k = l  
при условии, что верна гипотеза Н1 и 

n 
P {S 1 Н2 } = f . . . f П f (xk 1 H2 ) dx 1 dx2 . . .  dxn 

s k = 1 

при условии, что верна гипотеза Н2 , то согласно предположению, 

P {R: 2  1 Hl } = а1 
и для любой другой рассматриваемой нами области Rn 2 также 

P{ Rп2 I H1 } = а1 . 
Согласно аксиоме сложения вероятностей 

*) Таким образом ,  R�2 является наив ЬП'однейшей кр итической о бластью. 
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и 

т. е .  

Согласно определению R�2 и последнему равенству 

{ * * } { * * } Р Rn 2 - Rп2Rп2 1 Н2 � с Р Rп 2 - Rп 2Rп2 1 Н1 = 

= с P {Rn 2  - Rп 2R� 2 1 Н1 } . 
Но для любой точки (х1 ,  х2 , • • • , Хп ) , не принадлежащей R;2 , 

n n 

k = 1 k = 1 

381 

(4) 

и , следовательно , поскольку область Rn2 - Rn 2R� 2 находится целиком вне 
R;2 , должно быть 

c P {Rn 2 - Rп 2R�2 1 Hl } > Р { Rп 2 - Rп 2R� 2  1 Н2 } . 

Это неравенство вместе с ( 4) приводит нас к неравенству 

P {R: 2 - Rп2R: 2 1 Н2 } > P {Rn2 - Rп2R: 2 1 Н2} . 
Прибавив к обеим частям последнего неравенства P{Rn 2R; 2 1 H2 } , находим, 
что 

А так как 

P{R: t 1 Н2 } < P {Rп t I H2 } .  
Так как P {Rn 1 1 Н2 } и P{R; 1 1 Н2} представляют собой ошибки второ

го рода для критических областей Rn 2  и соответственно R;2 , то теорема 
доказана . 
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Нам остается подтвердить , что выбор постоянной с дейсmительно можно 
произвести по правилу (3) . С этой целью заметим, что функция 

ф ( с ) :;:: P {R� 2 1 Ht } 

с ростом с может только убьmать (так как неравенству (2) будет удовлет-
ворять все более и более "тощее" множесmо точек (х1 , Х2 , . . . , Хп) ) . Кроме 
того, ясно , что 1/1{0) :;:: 1 (так как для каждой точки (х1 ,  Xz , . . .  , Хп) 

n 
П f (xk 1 Н2 ) � О. 

k = 1  
Далее из (2) следует , что 

P{R,;'2 1 Н2} � с P {R�2 1 Н1 } • 
Заменив левую часть неравенства единицей и вспомнив определение 1/1{ с)  , 
находим неравенство 

1 � с ф (с ) . 

Итак , 

О ..;;; ф ( с ) ..;;; 1 / с. 

Таким образом,  1/1{ с) � О при с � оо • Так как функция 1/1{ с)  не возрастает, 
то при любом о:1 (О < о:1 < 1) найдется такое с , что 

ф (с - О ) � о:1 � ф (с + 0). 

Если в точке с функция 1/l{c ) непрерывна, то выбор постоянной с согласно 
правилу (3) оправдан; если же в точке с функция ф(с )  имеет разрьm , то 
положение несколько усложняется и требуется незначительно изменить 

* 
определение множества Rn2 , исключив из него часть точек (х1 , х2 , . . . , Хп) , 
для которых 

n n 

k = 1  k = 1 
* 

и присоединив их к множеству Rn1 , так чтобы вероятность ошибок перво-
го рода бьmа равна о:1 • · 

Рассмотрим пример. Пусть известно , что � распределено нормально с из
вестной дисперсией а2 • Относительно математического ожидания а имеют
ся две гипотезы, состоящие в том, что а = а 1 (гипотеза Н 1 ) и а = а2 (гипо'
теза Н 2 ) . Требуется найти выгоднейшую критическую область . 
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В нашем примере соотношение (2) может быть записано в следующем 
виде : 

е 

n 
- -2 � [ (X k - а 2 ) 2 - ( Xk - а 1  ) 2 1 2 о k = 1 

;;;. с. 

Это неравенсmо, как легко подсчитать , эквивалентно следующему (в пред
положении, что а 2 > а 1 )  : 

n а 2 1n с n 

1; xk ;;;;. + 2 (а 1  + а2 ) 
k = 1 а2 - а 1  

или, что то же самое, неравенству 

Полученное неравенство определяет выгоднейшую критическую об
ласть R:2 • 

Так как величина 

1 

а Гп k =  1 
распределена нормально , с математическим ожиданием О и дисперсией 1 ,  
если только гипотеза Н 1 имеет место , то по таблицам нормального распре
деления и заданному о:1 легко определить k 1 (и тем самым с) . Пусть для 
определенности о:1 = 0 ,05 .  Тогда k1 = 1 ,645 и, следовательно , наивыгодней
шая критическая область при о:1 = 0 ,05 определяется неравенством 

n 

1; (xk - а 1 ) ;;;;. 1 ,645 a V"n. 
k = 1 
Интересно отметить, что критическая область в нашем примере не зави

сит от конкурирующего значения а 2 • 
Область R:1 определяется неравенсmом 
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которое , очевидно , может быть записано в таком виде : 

1 n Гп 
-- � (xk - az ) < k1 - -- (az - а 1 ) . 
а Гп k = t а 

Величина, стоящая в левой части неравенства, в предположении, что имеет 
место гипотеза Н 2 , распределена нормально с математическим ожида
нием О и дисперсией 1 . Отсюда следует, что вероятность ошибки второго 
рода равна 

Гп ( Vn ) 
1 

k � - -o (a 2 - a l )  
Ф k1 - - (az - а1 )  = -- f е 

а уТ; 
2 

dz .  

Если заданы величины а:1 и а:2 , то возникает задача определения мини
мального числа n = n (а:1 , а:2 ) необходимых испытаний для того , чтобы 
ошибочные заключения могли быть сделаны с вероятностями, не больши
ми, чем 0:1 и O:z . 

С ростом n величина a:2n = а:2 ( а: 1 , n) не возрастает и, вообще говоря, 
стремится к нулю . Очевидно , что n (а:1 , а:2 ) есть наименьшее из тех n ,  
для которых a:z ( а:1 , n) � O:z . 

В только что рассмотренном примере число n по заданным значениям 
а:1 и а:2 найти очень просто . В самом деле, из того , что 

и 

мы получаем два уравнения : 

k 1 = 1Р ( 1 - а:1 ) 

и 

где IP - функция, обратная для Ф (х) . Отсюда 
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то 

Приведем небольшой числовой пример . Пусть 

а 1 = 1 35 , а2 = 1 50, а = 25 , а 1  = 0,0 1 , � = 0 ,03 .  

Поскольку 

1/1 {0,99) = 2,33 , 1/1 {0,03) = - 1 ,88 , 

25 2 
2 25 

n = - [ 2 33 + 1 88 ] :-:: - . 4,2 1 2 - 49 . 
1 5 2 ' ' 9 
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Таким образом,  минимальное число наблюдений, которое необходимо про
вести для выбора между гипотезами Н 1 и Н 2 в случае нормального распре
деления и только что указанных данных, должно быть 49. Только при та
ком числе испытаний мы можем быть уверены в том, что если верна гипо
теза Н 1 ,  то мы отбросить ее можем с вероятностью , не большей одной со
той, а если верна гипотеза Н 2 , то ее отбросить мы можем с вероятностью, 
не иревосходяшей 0,03 .  

13. Б .В .  Гнеденко 



Д О П О Л Н Е Н И Е 

ОЧЕРК ИСТОРИИ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕй 

Г Л А В А  1 

ПРЕДЫСГОРИЯ П ОНЯТИЯ ВЕРОЯТНОСГИ 
И СЛУЧАйНОГО СОБЫТИЯ 

§ 1 . Первые даииЬ1е 

Сейчас уже трудно установить, кто впервые поставил вопрос, пусть и в песовершен
ной форм е, о возможности количественного измерения возможности появления слу
чайного события. Ясно одно, что мало-мальски удовлетв орительный ответ на этот воп
рос потребовал длительного врем ени и значительных усилий ряда поколений выдаю
щихся исследователей . В течение долгого периода исследователи ограничивались рас
смотрением разного р ода игр, особенно игр в кости, поскольку их изучение позволяет 
ограничиваться простыми и прозрачными математическими моделями. Однако следует 
заметить, что многие отлично понимали то, что позднее было прекрасно сформулиро
вано Христианам Гюйгенсом :  " ... я полагаю, что при внимательном изучении предмета 
читатель заметит, что имеет дело не только с игрой, но что здесь ззкладьmаются осно
вы очень интер есной и глубокой теории ". 

Мы увидим , что при дальнейшем прогрессе теории вероятностей глубокие сообра
жения как естественнонаучного, так и общефилософского хар актера играли большую 
роль . Эта тенденция продолжается и в наши дни : мы постоянно наблюдаем,  как воп
росы практики - научной, производственной, оборонной - выдвигают перед теорией 
вероятностей новы е  проблемы и прив одят к необходимости расщирения арсенала ее 
идей, понятий и методов исследования . 

На первом этаnе изучения случайных явлений в нимание ученых было сосредоточено 
на трех задачах : 1) подсчет числа различных в озможных исходов при бросании не
скольких костей ; 2) раздел ставки между игроками, когда игра nрекрашена где-то 
посередине ; 3) определение числа бросаний двух или нескольких костей, при котором 
число случаев, благоприятствующих выпадению на в сех костях одинаковых граней 
{например , "шестерок") хотя бы при одном бросании было большим, чем число слу

чаев, когда это событие не nоявится ни разу. 
Число различных исходов при бросании трех игральных костей было определено 

в 960 г. епископом Виболдом из города Камбрэ. Он считал, что таких исходов 56 
{он не nринимал во  вним ание те обстоятельство,  что данное число очков может 

появиться на любой из трех костей) . Бросанию трех костей Виб олд придал религиоз
ную трактовку - с появ лением каждого набора трех чисел он связал одну из 56 добро
детелей. Описание правильных подсчетов было дано в XI веке летописцем Балдерику
сом , а появилось оно в печати лишь в 1 6 1 5  г.  

Поnытка подсчитать число исходо в при бросании трех игральных костей, включая 
и nер естановки, имеется в nоэме Ричарда де Форниваль { 1 2 00 - 1 250) " De vetula " , 
написанной в промежутке от 1 220 до 1 250 г. В части поэмы, посвященной играм и 
спорту, имеются следующие рассуждения : "Одинаковое число очков на трех костях 
можно получиrь шестью способами . Если число очков на двух костях совпадает, 
а на третьей от него отлично, то мы имеем 30 способов, п оскольку одна пара может 
быть выбрана 6 способами, а тр етье число лишь пятью. Если очки на всех костях раз
личнъi , то мы имеем 20 способов, потому что 30 раз по 4 равно 1 20, но каждая воз
можность появляется 6 способами .  Таким образом существ ует всего 56 возмож-
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ностей . Одинаковые числа очков на в сех костях м ожно получить только единствен
НЬIМ способом; одинаковые числа очков на двух костях , а тр етье отличное от них -
тремя способами ". 

Хотя в тексте явно указано лишь число случаев по Виб олдУ (56) , но фактически 
Ричард де Форниваль полностыо подготовил подсчет обшего числа равновероятных 
случаев при бро сании трех костей , а именно 6 · 1  + 30 · 3  + 20 · 6 = 2 1 6 .  

Далее Форниваль привел таблицу, в котор ой в ычислены числа способов, которыми 
может быть получена данная сум ма очков на в сех трех костях. Мы прив едем эту 
таблИцу в укороченном виде. В первых двух столб цах прив едены суммы очков на тр ех 

3 
4 
5 

Сумма 

1 8  
1 7  
1 6  

Число 
способо в 

1 
3 
6 

6 
7 
8 

Сумма 

1 5  
14  
1 3  

Число 
сnособов 

1 0  
15  
2 1  

9 
10  

Т а б л и ц а  1 8  

,Сумма 

1 2  
1 1  

Число 
способов 

25 
27  

костях, а в третьем столбце - число различных случаев, п р и  которых р еализуется 
эта сумма. В се подсчеты выполнены б ез ошибок, да и рассуждения, проведеиные авто
ром , вполне логичны и даже м ожно сказать совр ем енны в н ашем смысле слова. 
Эr о  обстоятельство заслуживает быть отмеченным, поскольку эти же с амые подсчеты 
чер ез дв ести с лишним лет были выполнены неправильно. А именно в 1 4 77 г. 
Бенв енуто д ' имола издал в Венеции "Божественную комедию" Данте , снабдив ее 
комм ентар иями. В ком ментарии к VI части "Чистилиша", в которой говорится об 
игроке в кости, д ' Имола произв ел подсчеты шансов. Согласно его рассуждения м  
сумма очков п р и  бросании трех костей, равная 3 , 4 ,  1 7 и 1 8, м ож ет получаться одним 
единственным способом .  Ошибка Б. д' Имола очевидна и ее нет нужды комменти
ровать. 

З аслужив ает специального упоминания одна из первых м атем атических книг начала 
эпохи итальянского В озр ождения , написанная Лукой Пачоли (ок. 1 44 5 - ок. 1 5 1 4) и 
носившая наименование "Сумма знаний по арифметике, геометрии, отношениям и 
пропорциональности". Наnисана эта книга бьmа в 1 4 87 г. , но издана лишь чер ез 
семь лет в Венеции. Поскольку задачи Луки Пачоли сыграли оnределенную роль 
в формировании интер еса к теории в ероятностей, мы приведем их формулировку. 
В разделе "необычных задач" в уnомянутой книге были пом ешены две следуюши е :  

1 . Компания играет в мяч д о  6 0  очков и делает ставку в 2 2  дуката. В связи с неко
торыми обстоятельствами игр а прекрашена до ее окончания причем одна сторона 
в этот момент имеет 50, Щ>Угая - 30 оч ков . Спрашив ается. какую часть обшей ставки 
долж на получить каждая сторона ? 

2. Трое соревнуются в стрельбе из арбалета. Кто первым достигнет 6 лучших попа
даний, тот в ыигрывает. Ставка 10 дукатов . Когда первый получил 4 лучших попада
ния, в тор ой 3 , а третий 2, они не хотят продолжать и р ешают разделить пр из справед
лив о. Спрашивается, какой должна быть доля каждого ? 

Пачоли предложил р ешение, которое позднее многократно осnаривалось, посколь
ку оно было признано ошибочным . А именно , он предложил делить ставку пр опорцио-
1 3* 
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нально числу в ыигранных партий . Таким образом в перв ой задаче р ешение Пачоли 
таков о :  пер вый должен получить 5/8 ставки, т.е .  1 3 , 75  дуката, а второй 3/8 ставки, 
т.е .  8 , 2 5  дуката. Во второй же задаче, согласно Пачоли, первый должен полу
чить 4 и 4/9 дукат'l, в торой 3 и 3/9 дуката и тр етий 2 и 2/9 дуката. 

§ 2 .  Исследования Дж. Кардано и Н. Тарталья 

Несом ненно, что существенное продвижение в р ешении первичных задач теории 
вероятностей св язано с именами итальянских ученых Дж. Кардано ( 1 5 0 1 - 1 5 7 5 )  и 
Н. Тартапья (ок . 1 499- 1 5 5 7 ) . В рукопи си "Книга об игр е в кости", датир ованной 
самим Кардано 15 26 г. ,  но изданной лишь в 1 5 6 3  г., бьmи р ешены многие задачи, св я
занные с бросанием игральных костей и выпадением на них того или иного числа оч
ков . Он правильно подсчитал числа р азличных случаев ,  которые могут произойти при 
бросании двух и трех косте й .  Словесные форм улировки при этом достаточно спожны. 
Вот, для примера, что он писал в гпаве Xl "О бросании двух костей " :  "При бросании 
двух костей в о зм ожны 6- снучаев по дв а одинаковых числа и 1 5  случаев выпадения 
разного числа очков , т. е . ,  считая и дв ойные, 3 0 . Следовательно,  всего в о зм ожно 
36 случаев ". Под двойными выпадения ми он поним ает в ыпадение на двух костях 
очков, попучаемых перестанов кой .  Например , двойным к случаю выпадения на первой 
кости 2 очков, а на в торой 5 будет выпадение 5 очков на первой кости и 2 на второй. 

Кардано указал далее чиспо в озможных случаев паявпения хотя б ы  на одной кости 
определенного числа очков.  Таких случаев оказалось 1 1 . Заслуживают упо минания 
снова Кардано : "число это м еньше, чем числ о  случаев отсутствия данного числа очков . 
По отношению к общему числу случаев при бр осании дв ух костей о но составпяет боль
ше одной ше стой и м еньше одной ч етверти". З десь у Кардано ошибка: нужно бьmо 
сказать м еньше одной тр ети, поскольку 1 1 /36 не меньше, а б ольше 1/4.  

Это ме сто заслуживает пристального в нимания, поскольку Кардано дважды пред
ложил р ассм атривать отношение, которое теперь мы называем классическим опредепе
нием в ер оятност11. А им енно. l /6 - это в ер оятность появления заданного числа очков 
при бросании одной кости, а 1 1 /36 - вероятность п олучить хотя бы на одной кости 
грань с заданным числом очков . Означает ли это , что Кардано р ешил рассматрИвать 
вместо чисел благоприятствующих шансов вер оятно сти случайных событий. т.е. вв ел 
в рассмотр ение классическое опр еделение вер оятности? Судя по в сему,  это бьmо 
озар ение только для данного прим ер а. Повидимому, Кардано хотел в ыяснить в опрос : 
что чаще происходит - при бросании одной кости в ыпадение заданного числа очков 
или ж е при бросании двух костей в ыпадение этого числа очков хотя б ы  на одной 
кости? Ответ был найден и на этом Кардано успокоился. Единичное наблюдение он не 
сделал основой для общего закпючения. В результате он не заметил, что стоял на поро
ге введения важного п онятия для в се го дальнейшего развития большой главы матема
тики, да и в сего количе ственного е стеств ознания. 

Этот в ывод подкр епляется тем, что в следующей главе, в которой рассматрив ается 
бр осание трех костей , Кардано уже не обр ащается к отношению числа благоприятст
в ующих шансов к числу в сех возможных . В се усилия Кардано затратил на подсчет 
числа возможных случаев.  

В тринадцатой главе "0 сложных числах,  как до шести, так и свыше и как для 
дв ух, так и дпя трех костей", Кардано в нов ь в озвратился к рассмотр ению о тношений 
числа благоприятствующих случаев к числу в сех в озможных случаев . Однако и здесь 
Кардано не заметил, что он находился на грани введения важного для н ауки понятия . 
Вот его подлинные слов а :  "Десять очков (в сумме - Б.Г. ) может п олучиться из двух 
пятер ок и из шестерки и четверки. Последнее сочетание в озможно при этом в двух ви
дах .  Таким же образом девять очков м ожет попучиться из пятерки и четверки и из 
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шестерки и тройки, так что эrо состав ляет 1/9 в сей сер ии * ) и две девятых ее по лови
ны. В осемь же оч ков получается из двух четверок, из 3 и 5 и из б и 2. В сего же 5 в оз
можных случаев составляет приблизительно 1/7  часть из в сей сер ии . . . 7 очков состав
ляется из б и 1 ,  из 5 и 2, из 4 и 3 .  В сего , стало быть, имеется б возможных случае в ,  
составляюших 1/б в сей с ер и и .  А б получается по таком у же расчету, к а к  и 8 ;  5 -
как 9 ;  4 - как 1 0 ;  3 - как 1 1  и 2 - как 1 2 ". 

Вновь Кардано оперирует фактически классическим понятием веро ятности, но не 
замечает его значения для изучаемых им задач. Рассматриваемые им отношения в ос
принимаются им скор ее чисто арифметически, как доля случаев ,  чем как характе
ристика в о зможности появления случайного события при испытании . 

В главе XI имеется одно пр едлож ение, которое р ядом автором трактуется в е сьма 
широко, хотя, как мы сейчас увидим , его формулировка достаточно неопр еделенная. 
Вот эти слова Кардано : "Целая серия игр не дает отклонения, х отя в одной игр е  это 
может случиться . . .  при бол ьшом числе игр оказывается, что действительность в е сьма 
приближается к этом у  предположению". Ссылаясь на это место , В .В.  Бобынин * *) 
сделал далеко идуший в ыв од :  "этот закон (больших чисел - Б.Г.) уже с достаточной 
ясностыо был в ыражен в XV I столетии Карданом в er'o статье "De 1udo а1еае ". Позд
нее О.  Оре* * *) в книге, посвященной Кардана , писал, что этот последний формулиро
вал и использовал закон больших чисел в рудиментарной форме.  Вполне возможно, что 
мнение Upe имеет некоторые основания, не следует заметить. что формулировка 
Кардано весьма неопр еделенна. 

В той же книге Кардано приблизился к о пр еделению безобид->юй игры,  что видно из 
следующего пр едложения, заимств ованного из эrой книги : " Итак, имеется одно общее 
правило для расчета: необходимо уч есть общее число в озможных выпадений и пи�ло 
спо собов , которыми могут появ иться данные в ьmадения, а затем найти О'iНОШ�'>''!� 
последнего ч исла к числу о став шихся в о зможных выпадений, приблизителыю в 1i1i�vй 
же пр опор ции опр еделяются относительные размеры ставок для того, чтоб ы игра шла 
на рав ных условиях ". Однако м нение ряда авторов относительно того, что в эт{)М 
месте Кардано приблизился к классическому определению по нятия вер оятности, мне 
пр едставляется ошибочным. 

З адача Пачоли о разделе ставки до окончания игры июересован:t rа кже и Кардано. 
В книге "Практика обшей арифметики", изданной в 1 5 39 г . . Кар;:;,ано привел ряд 
критических замечаний в связи с р ешением Пачоли. Ои указан на то, ч'о f!а•юли, 
предлагая делить ставк у  про порциональн о чиспу уже выигранных Шlртий , ни�ак 
не учитывает, как много партий еще нужно в ыиграть каждом у из игроков.  Согласно 
м нению Кардано , е спи s - чи сло партий, которое следует выиграть, а р и q - чиспа 
фактически выигранных партий первым и вторым игроками, то ставка должна делить
ся м ежду игр оками в отношении 

[ 1 + 2 + . . . + (s - q )] : [ 1 + 2 + . . .  + ( s - р )] . 

Как мы увидим по зднее, р ешение, Предпоженное Карданом ,  в общем случае оши
бочно и лишь в некоторых весьм а частных случаях оно прив одит к правильному р е
зультату. 

* ) Под серией Кардано пр иним ал в се в озможные исходы , т.е. 3б при бросании дв ух 
костей и 2 1б при бросании трех костей . 

* *) Б о б ы н и н В . В.  Яков 1 Бернупли и теория вероятно стей // Мат. образова
ние. - 1 9 1 4 .  NQ 4 .  

* * *) О r е О .  Cardano . The gambling scholer . - Princeton , 1 95 3 .  
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К задаче о разделе ставки вновь вернулся Н. Тарталья в книге "Обший трактат о 
мере и числе", которая была опубликована в 1556  году . Его подход изложен 
в § 20 книги, озаглавленном "Ошиб ка брата Луки из Борго". Критические замечания 
Тарталья верны и имеют под собой серьезный здравый смысл. Вот его слова :  
"Это его правило мне н е  кажется н и  красив ым, н и  хорошим, потому что если бы одна 
из зтих сторон имела 10 ,  а другая во обше не имела никакого очка, то действуя по та
кому правилу, получилось бы, что одна сторона, имеющая указанные 10 очков, 
должна была бы взять все, а другая не получила бы ничего, что было бы совершенно 
лишено смысла." 

Для первой задачи Пачоли (с-измененным условием) Тарталья предложил следую
щее р ешение : пер�ый- иГрок, набравший 10 очков, должен получить, во-первых, поло
вину всей ставки и, во-вторых, (1 О - О) /60  всей ставки, или 2 2 / 6  дуката, т. е. всего 
14 и 2 / 3  дуката, а второй 7 и 1 / 3  дуката. 

Мы увидим, что решение, предложенное Тарталья, также ошибочно. Но следует 
согласиться с тем, что тр удно было бы требовать от него самого и его предшественни
ков правильного р ешения, поскольку в науке для этого еще не было выработано необ
ходимых понятий - понятия вероятности и математического ожидания. Следующее 
замечание Тарталья убедительно показывает, что он и сам не доверял своем у р ешению. 
Вот зти слова :  "Разрешение такого вопроса является скорее делом юриспруде!Щии, 
чем разума, так что при любом способе решения этой задачи найдутся поводы для 
споров, но тем не менее наим енее спорным, как мне кажется , будет следующее . . . ". 
Далее он предложил делить ставку по такому правилу :  отклонение выигрыща от по
ловины ставки должно быть пропорционально разности выигранных партий.  В только 
что пр иведенном пример е, в котором игра шла до шестидесяти очков и ставка равня
лась 2 2  дукатам, первый игрок выиграл 10 партий, а второй - О, доли игроков 
согласно предложению Тарталья таковы : 

1 4  и 2/3 = 1 1  + ( 1 0 - 0)/60 · 22 и 1 1  + (О - 10 )  /60  · 22 = 7 и 1 / 3 .  

В 1 5 5 8  г. была опубликована книга Г.Ф. Певероне "Два коротких и легких тракта
та по началам арифметики и основам геометрии". В этой книге без указания пред
шественников была рассмотрена задача о разделе ставки. Формулировка задачи 
такова :  два лица А и В играют в мяч до выигрыша одним из них 10 партий. В тот мо
мент, когда игрок А выиграл 7 партий , а игрок В - 9, они решили прекратить игру. 
Как следует разделить ставку м ежду игроками? 

Певероне предложил разделить ставку в отношении 1 к 6, т. е .  игроку А отдать 
1 /7 ставки, а игроку В - 6/7 ставки.  Это решение неправильно. Легко подсчитать, 
что А должен получить 1 /8, а игрок В - 7/8  ставки. В то же время он дал правильное 
решение в двух случаях, когда игроки А и В выиграли по 9 партий ,  а также в случае , 
когда игрок А выиграл 8 партий, а игрок В - 9 партий. 

§ 3 . Исследования Галилео Галилеи 

Мы видим , что уже в XV I веке возникли задачи чисто вероятностного характера и 
упорно разыскивались подходы к их решению. Это неизбежно приводило к необходи
мости развития, с одной стороны, комбинаторных методов , а с другой стороны -
к поиску тех понятий, в терминах которых было бы можно оnисывать во зникающие 
ситуации. Ошибки, допущенные одними исследователями, подмечались другими. 
Эти другие предлагали свои способы решения , которые в свою очередь подвергались 
критическому анализу. Пqстепенно вырабатывались подходы, которые позднее стано
вились основой новой теории и, во всяком случае, позволяли решать отдельные 
задачи. 
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Заслуживает в нимания вклад в этот прогресс известного естествоиспытателя, 
ученого широких интересов и взглядов - Галилео Галилея ( 1 564- 1 64 2) . Его работа 
"0 выходе очков при игре в кости", увидевшая свет только в 1 7 1 8  г. , была посвящена 
подсчету числа возможных случаев при бро сании трех костей. Число всех возможных 
случаев Галилей подсчитал самым простым и естественным путем - он возвел 6 (чис
ло различных возможностей при бросании одной кости) в третью степень и полу
чил 63 = 2 16 ,  что неоднократно непоср едственным подсчетом получалось и р анее . 

Далее Галилей подсчитал число различных способов , которыми может быть получе
но то или другое значение суммы выпав ших на костях очков .  Ясно , что эта сумма 
может принимать любое значение от 3 до 18 .  При подсчете Галилей пользовался полез
ной идеей - кости нумеровались (первая, вторая , третья) и возможные исходы 
записьmались в виде троек чисел, причем на соответствующем м есте стояло число оч
ков , выпавшее на ко сти с данным номером.  Эта простая мысль для своего времени 
была весьма полезной. Приведем теперь подлинные слова

' 
Галилея : " . . .  хотя 9 и 

1 2  получаются в результате стольких же комбинаций, как 10 и 1 1 , и в следствие этого 
должны были бы признаваться равноценными, мы видим, тем не менее, что в р езульта
те продолжительных наблюдений игроки в се же считают б олее выигрышными 10 и 1 1 , 
чем 9 и 1 2. Совершенно очевидно, что 9 и 1 О (мы говорим о них, имея в виду также 1 2  
и 1 1 ) получаются и з  того же числа ком бинаций : 9 и з  1 ,  2,6 - 1 , 3 , 5  - 1 ,4,4 - 2 , 2,5 -
2 ,3 ,4 - 3 , 3 , 3 ,  т.е .  из шести троек, а 1 0  из 1 ,3 ,6 - 1 ,4 ,5 - 2,2 ,6 - 2,3 ,5 - 2,4,4 - 3 ,3 ,4 и 
ни при каких других сочетаниях, кроме этих шести" ( G . Galilei, Opera, t . XIV, р .  293 ,  
Fiorentina, 1 85 5 ) .  

Возникает естеств енный вопрос, почему ж е  в се-таки сумма 1 0  о казьmается более 
предпочтительной, чем 9 ?  Ответ з аключается в следующем : " 1 .  Тройки, или другими 
словами, числа, получающиеся при выпадении трех костей с тремя одинаковыми 
очками, не могут получиться иначе, как о дним способом;  2 .  Тройки, образ ующиеся 
из двух одинаковых и тр етьего отличн ого от них, могут получаться тремя способами;  
3. Те же,  которые получаются из  тр ех р азличных очков , могут получаться шестыо 
способами. Из этих положений мы легко выводим, какими способами или, лучше 
сказать, при каких выходах тр ех костей могут получаться в се числа" (там же. с. 295) . 

В завершающей части работы Галилей привел следующую таблицу. 
В верхней строке указаны значения суммы чисел выпавших очков . Первые три 

цифры в каждой клетке указывают как может получиться сумм а  в соответствующем 

Т а б л и ц а  1 9  

1 0  9 8 7 6 5 4 3 

6 3 1  6 62 1 6 6 1 1  3 5 1 1  3 4 1 1 3 3 1 1  3 2 1 1  3 1 1 1  
622  3 5 3 1  6 5 2 1  6 42 1 6 3 2 1  6 2 2 1  3 
5 4 1  6 5 2 2  3 43 1 6 3 3 1  3 2 2 2  1 
5 3 2  6 44 1 3 422 3 3 2 2  3 
442 3 432  6 3 32 3 
433  3 333  

2 7  2 5 2 1  1 5  1 0  6 3 
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столбце, четвертая цифра - число возможных различных случаев.  Например ,  против 
тройки 6 3 1  указано 6 случаев ; вот они : 6 3 1  - 1 36 - 3 1 6 - 6 1 3 - 1 6 3 - 3 6 1 .  Комбина
ция 36 1 ,  для примера, о значает, что на первой кости выпали 3 очка, на второй - 6 и 
на тр етьей - 1 .  

В таблице приведены р езультаты лишь для половины в сех возможных сумм. Вто
рая половина вычисляется в точности таким же образом. В рез ультате оказьmается, 
что сумме 1 1  благоприятствует 27 различных возможностей, 1 2 - 25 , 1 3 - 2 1 ,  14 - 1 5 ,  
1 5  - 1 0, 1 6 - 6,  1 7 - 3 и 1 8 - 1 .  С учетом этого сумма всех в озможных вариантов 
выпадения трех костей равна 2 (1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 2 1  + 25 + 27)  = 2 16 .  

Заметим, что Галилей, в сущности, повторил р езультаты, полученные значительно 
раньше рядом предшественников - епископо м Виболдом, Ричардом де Форнивалем 
и рядом других. Однако эта, теперь такая простая для студента второго курса универ
ситета задача, в ту пору была серьезным испытанием и для мыслителя столь высокого 
ранга как Галилей .  Вот что он сам писал по этому поводу : "Чтобы выполнить данное 
мне поручение, стоившее м не таких трудов, изложу мои соображения в надежде 
не только р азрешить указанное недоразумение, но и указать путь к точнейшему изло
жению основания, которые позволят осветить все особенности игры " (там же, с. 293) .  

Заметим , что и у Галилея, как и у его предшественников, рассуждения ведутся 

не над вероятностями случайных событий, а над числами шансов , которые им бла-
гоприятств уют . , 

Для теории вероятностей и математической статистики большее значение, чем 
только что рассмотренная работа, имеют его соображения по поводу теории ошибок 
наблюдений . До него никто этим не занимался. Таким образом, все, что он написал 
на эту тему,  ново для его времени и важно даже в наши дни. Свои мысли и выводы 
он достаточно подробно изложил в одном из основных своих произведений "Диалог 
о дВУХ главнейших системах мира птоломеевой и коперников ой " (М. - Л.,  1 948) . 

Согласно Галилею, ошибки наблюдений являются неизбежными спутниками каж

дого измерения,  каждого экспериментального исследования. "В каждой комбинации 

наблюдений будет какая-нибудь ошибка; я думаю, что это неизбежно . . .  " 

("Диалог . . . ", с.  2 14) . При этом ошибки могут быть дВух типов : систематические, 

связанные прочно со способом измерений и с используемыми инструментами, и слу

чайные, которые меняются непредсказуемым образом от одного измерения к дру

гому. Эта классификация сохранилась до нашего времени и широко используется 

во всех руков одствах по теории ошибок измерений. 
Случайные ошибки измерений обладают некоторыми характерными особеннос

тями. Их Галилей старательно выделил и проанализировал. Во-первых, малые ошиб
ки встречаются чаще, чем большие, поэтому, как правило, в результаты измерений 
следует вносить лишь небольшие поправки. Далее, положительные ошибки встре
чаются так же часто , как и отрицательные. "Можно одинаково легко ошибаться как 
тем, так и другим образом" (там же , с.  1 25 ) . Далее Галилей отметил, что около 
истинного результата должно группироваться наибольшее число измерений. "Среди 
возможных мест истинное местонахождение,  надо думать, будет то ,  вокруг кото
рого группируется наибольшее число расстояний" (там же, с .  2 1 6 ) . 

Эти исследования Галилея имеют принципиальное значение, поскольку они 

положили начало новой научной дисциплине - теории ошибок наблюдений. 

Эта теория, несомненно,  сыграла важную роль в формировании теории вероят

ностей, но еще большее значение она имела для развития математической статисти
ки . Это тем более так, что теория случайных ошибок наблюдений в настоящее время 
рассматривается в качестве естественной задачи математической статистики. 
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§ 4. Вклад Б. Паскали и П. Ферма 
в развитие теории вероитиостей 
Обычно считают, что теория вероятностей зародилась в переписке дв ух великих 

ученых - Б. Паскаля ( 1 6 2 3  - 1 66 2) и П. Ферма ( 1 6 0 1  - 1 6 6 5 ) . От зтой переписки 
сохранилось лишь 

'
три-письма Паскаля (от 29  июля, 24 августа и 27 октября 1 6 54 г. ) 

и четыре письма П .Ферма (одно письмо без даты и письма от 9 августа, 29 августа, 
25 сентября 1654 г . )  Самое первое письмо Б .  Паскаля утрачено и о его содержании 
можно судить лишь по ответу Ферма. 

В 1 950  - 1 95 1  г. , в связи с приближавшимся тогда 1 50-летним юбилеем 
М.В.  Остроградского ( 1 80 1  - 1 86 2) , мне было поручено изучить архивы зтого уче
ного, хранящиеся в Государствениой публичной библиотеке УССР. Среди рукопи
сей нашелся фрагмент (лист 904) , явно относившийся к вводной лекции по тео
рии вероятностей .  Из литературных источников известно,  что в 1 8 5 8  г. Остроград
ский прочитал в Михайловском артиллерийском училище двадцать лекций по тео
рии вероятностей с целью развития кругозора слушателей и их научной инициативы. 
Более того , три из них цаже были изданы. Однако ни одной из них мне не уда
лось найти. Тем интереснее было nознакомиться с обнар ужGнным фрагментом, ко
торый я считаю полезным привести здесь полностью. 

''Теорию вероятностей должно отнести к наукам нового времени, ибо настоящее 
ее начало не восходит дальше nоловины XVII столетия. Правда, некоторые nредме
ты, отиосящисся .к этой науке, бьmи известны во времена в есьма отдаленные и пос
тояюю делали сь расчеты, основанные на продолжительности средней жизни, извест
ны бъmи морские страхования, знали число случайностей в азартных играх . но толь
ко в самых простых, найдены были величины став ок или закладов , безобидных для 
игроков . но подобные выв оды не были подчинены никаким правилам. Однако же 
теорию вероятностей считnют наукой нов ого времени и ее начало относят к первой 
половине XV II столетия, ибо прежде этой эпохи вопросы о вероятностях не были 
подчинены математическому анализу и не имелось никаких точных общих правил 
для решения их.  

Паскаль, а за ним Ферма. геометры XV II столетия, по справедливости считаются 
основ ателями науки о вероятностях. Первый воnрос, относящийся к зтой науке , 
и довольно сложный. решен Паскалем.  Вопрос, о котором говорим , был предло
жен Паскалю кавалером де Мере и состоял в следующем условии. Два игрока на
чали игру,  состоящую из данного числа партий, положим 30-ти. розыгрыш каждой 
партии непременно в ьшгрывается одним из игроков , и тот из них ,  кто выиграл бы 
прежде другого тридцать партий, считался ок ончательно выигравшим и вязл бы 
обе ставки, внесенные в начале игры. Но игроки согласились прекратить игру, 
не окончив ее ,  т .е.  одному не хватало до выигрыша тридцати партий векоторого числа, 
например . трех партий, а другому, положим , nятнадцати партий. Внесенные ставки 
для безобидности, конечно,  должны быть разделены между игроками так, чтобы 
тот, ком у  недостает до выигрыша большего числа партий, получил бы меньшую сум
му, а противник его большую, именно безобидный раздел требует, чтобы каждый 
игрок получил часть внесенной суммы, пропорциональную вероятности своего выиг
рыша. Итак , нужно найти эту вероятность. Паскаль нашел ее, а потом вопрос де Мере 
предложил Ферма.  Последний немедленно нашел решение и даже для случая более 
сл ожного, когда игра происходит не между двумя только . а между произвольным 
числом игроков . 

Замечательно,  что имя кавалера де Мере , человека светского и не имевшего ни
какого преусnевания на поприще математических наук. остается навсегда в истории 
этих наук · · .  

Мы в идим теперь, что оценка . данная роли Паскаля и Ферма Остроградским. нес
колько завышена.  Впрочем . такой же точк и зрения придерживаются многочисленные 
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историки науки. Однако в переписке Паскаля с Ферма еще отсутств ует понятие ве
роятности, и оба они ограничиваются рассмотрением числа благоприятствующих со
бытию шансов . Конечно ,  у этих авторов впервые в истории имеется правильное ре
шение задачи о разделе ставки, которая, как мы знаем.  отняла много усилий у исследова
телей в течение длительного времени . Оба они исходили из одной и той же идеи:  раздела 
ставки в отношении, пропорционалъном, как мы теперь сказали бы, вероятностям 
окончательного выигрыша каждого игрока. В предложенных ими решениях можно 
увидеть зачатки использования математического ожидания и в весьма несовершен
ной форме теорем о сложении и умножении вероятностей. Точнее сказать не вероят
ностей, а шансов , благоприятств ующих тому или иному событию. Это был серьез
ный шаг в создании предпосылок и интересов к задачам теоретико-вероятностного 
характера. Второй шаг был сделан также Паскалем,  когда он существенно продви
нул развитие комбинаторики и указал на ее значение для зарождающейся теории 
вероятностей . 

Толчком к появлению интересов Паскаля к задачам , приведшим к теории ве
роятностей, послужили встречи и беседы с одним из придворных французкого ко
ролевского двора - шевалье де Мере ( 1 6 07 - 1648) . Де Мере интересовался фило
софией, литературой и одновременно был страстным игроком. В этой страсти были 
истоки тех задач, которые он предложил Паскалю. Вот эти вопросы : 

1 .  Сколько раз надо подбросить две кости, чтобы число случаев, благоприятствую
щих в ыпадению хотя бы раз сразу дв ух шестерок, было больше, чем число случаев, 
когда ни при одном бросании не появляются две шестерки одновременно? 

2 . Как нужно разделить ставку между игроками, когда они прекратили игру,  
не набрав необходимого для выигрыша числа очков ? 

Де Мере претендовал ,  что первую задачу он решил. Однако при ближайшем рас
смотрении в его рассуждениях легко обнар ужить ошибку . А именно, в одном из 
писем де Мере Паскалю содержится такая фраза :  "Если в одном случае есть один 
шанс из N0 в единственной попытке и в другом случае один шанс из N1 , то отношение 
соответствующих чисел есть N0 : N1 • Таким образо м ,  п0 : N0 =п 1 :  N1 " .  

Обозначения и смысл этой фразы треб уют пояснения . В приведеином письме речь 
идет о следующем : при бросании одной кости имеется N0 = 6 различных исходов и 
выпадению шестерки благоприятствует один из них. При бросании двух костей сразу 
выпадению шестерки на двух костях благоприятствует лишь один исход из N1 = 36 
в озможных.  При бросании одной кости п0 (= 4) раз число благоприятствующих 
исходов для выпадения шестерки первосходит число благоприятств ующих случаев 
ее невыпадения. Символом п 1 обозначим число бросаний двух костей, при котором 
число благоприятствующих случаев выпадения одновременно дв ух шестерок прев
зойдет число благоприятств ующих случаев для их невыпадения ни раз у .  Из нра
вила де Мере вытекает. ч1 о уже при 24 бросаниях двух костей наступает интересую
щее н ас событие . 

В действительности правило де Мере ошибочно ,  поскольку вероятность rого , 
что при четырех бро саниях одной кости ни разу не появится шестерка, равна (5 /6)  4 = = 6 2 5 / 1 296 и. значит, искомая вероятность равна 1 - 6 2 5 / 1 296 = 6 7 1 / 1 296 . В этом 
пункте де Мере оказался прав . но при 24 бросаниях двух костей вероятность ни разу 
не выбросить сразу две шестерки равна (35 /36) 2 4 = 0.509, а искомая вероятность 
хотя бы раз выбросить две шестерки сразу есть 1 - (35/36)2 4 = 0.49 1 .  Ле1·ко понять. 
что двадцати четыре '\ бросаний еще нсдос rаточно .  а нужно по меньшей мере двад
цать пять бросаний дву х  костей,  чтобы вероятность выпаде ния сразу дв ух шес1 ерок 
превосходила 0 ,5 .  

П р и  изложении м ы  восполъзовались современным языком и уnотребляли поня
тие вероятнос1и. Подход де Мере бьш обычным для того времени и ограничивалея 
лишь nодсчетом числа благоnриятствующих тому или ином у событию шансов . 
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Основное содержан i1е писем Паскаля и Ферма посвящено разделу став ки.  Реше ние . 
предложенное Паскалем , в подробностях изложено в письме от 29 июля : 

"Вот примерно,  что я делаю для определения стоимости каждой партии, когда 
два игрока игр ают, например , на три партии и каждым вложено по 3 2  пистоля. 

Предположим,  что один выиграл две партии, а другой одну . Они иtрают еще одну 
партию,  и если выигрывает первый, то он получает всю сумму в 64 пистоля , вложен
ную в игру ; если же эту партию выигрывает второй, то каждый игрок будет иметь 
по 2 выигранных партии, и. следовательно, если они намерены произвести раздел , 
каждый должен получить обратно св ой вклад в 3 2  пистоля . 

Примите же во в нимание , монсеньер,  что если первый выиграет, то ему причи
тается 6 4 :  если он проиграет, то ему причитается 3 2 .  Если же игроки не намерены 
рисковать на эту партию и хотят произвеёти раздел, то первый ·должен сказать : "Я 
имею 3 2  пистоля верных, ибо в случае проигрыща я их также пол учил бы, но осталь
ные 3 2  пистоля могут быть получены либо мной , либо Вами, случайности равны. 
Разделим же эти 3 2 пистоля пополам , и дайте мне,  кроме того.  бесспорную сумму 
в 3 2  пистоля ". 

Далее Паскаль рассм отрел др угой случай , когда первый игрок выиграл две пар
тии, а второй ни одной и третий , когда, первый игрок выиграл одну партию , а вто
рой ни одной . В обоих сл учаях р ассуждения при решении подобны тем ,  которые 
уже были проведены. Ответы же. предложенные Паскалем , таковы : в первом случае 
один игрок должен пол учить 5 6 ,  а второй - 8 пистолей ;  во втором же - 44 и 20.  

Решение , к оторое для задачи Паскаля предложил Ферма,  дошло до нас только 
по изложению , которое содержится в письме Паскаля от 24 августа. Письмо же Ферма 
с оригинальным тек стом не сохранилось. П усть до выигрыша игроку А недостает 
дв ух партий , а игрок у В - трех партий . Тогда для завершения игры достаточно сыг
рать еще максимум четыре партии . Их возм ожные исходы представлены в виде сле
дующей таблицы : 

Та б л и ц  а 20 

Партии Возможные исходы партий 

1 А А А А  А В А А  А В В А  В В В А 
2 А А А В В А А В  В А В А  В В А В  
3 А А В А В А А А  В В А А В А В В  
4 А А В В А В А В А В В В  

в в в в  

игра выиг- А после А после А после В после 
рана игроком двух партий четырех трех трех или четы-

партий партий рех партий 

В этой таблице символом А обозначен выигрыш соответств ующей партии игроком 
А ,  символом В - игроком В. Номера партий идут по стр окам. В первых одиннад
цати исходах выигрывает игрок А, в последних пяти - игрок В. Таким образом став
ка между игроками А и В должна быть разделена в отношении 1 1  к S . Иными словами 
игрок А получит 1 1 / 1 6 ,  а игрок В - 5 / 1 6  ставки.  Совершенно очевидно,  что Ферма, 
rакже �ак и Паскаль. делит ставк у  пропорционально вероятностям выигрыша каж
дым из игроков всей игры . Но этого понятия в их руках еще нет и они вынуждены 
искать иные способы выражения своих идей.  В результате они сами не замечают. 
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что их исходные позиции одинаковы . Это отчетливо видно из письма Паскаля от 
27 октября , в котором он nисал : "("ударь, я очень доволен Вашим последним пись
мом, я любуюсь методом в отношении партий, тем более , что я его хорошо понимаю, 
он полностью Ваш, н ичего обшего не имеет с моим и легко приводит к той же самой 
цели ' ' .  

В письме о т  24 ав густа Паскаль вь}сказал сомнение в том , что метод Ферма можно 
распространить на число игроков , большее дв ух.  Однако Ферма покаJал,  что теми 
же рассуждениями м ожно решить задачу о разделе!Пщ ставки и для случая трех иг
роков . Это решение им было использов�но в задаче о трt>х игроках, когда до окон
чания игры игроку А недостает одной выигранной партии , а l!грокам В и С - по две . 
Это решение вновь сопровождается таблицей,  смысл которой пояснять уже нет не
обходимости : 

А А А А А А А А А В В В С С С В С 
А А А В В В С С С А А А А А А С В  
А В С А В С А В С А В С А В С А А  

А А А А А А А А А А А А А А А А А 

А В В В С 
в в в с в 
В А С В В 

в в в в в 

Т а б л и ц  а 2 1  

с с с с в 
с с с в с 
С А В С С 

с с с с с 

В своем nисьме Паскаль отметил, что Роберваль ( 1 604 - 1 6 75 )  спросил его зачем 
рассматривать продолжение игры до четырех nартий в тех случаях,  когда уже ясно 
какой из игроков в ыигрывает игр у ?  Паскаль явно понимал, что это необходимо для 
сохранения равновозможности всех nеречисляемых случаев . Так в первых четырех 
исходах первой таблицы игрок А выигрывает всю игру уже после дву х  партий. Точно 
также в перв ых девяти исходах второй таблицы игрок А выигрывает игру после 
первой партии.  Тем не менее Ферма дов одит таблицу до конца и рассматривает все 
возможные случаи исхода четырех партий . Этим самым Паскаль и Ферма избежали 
ошибки , к оторую допустил в следующем столетии Даламбер , когда подсчитывал 
число равновероятных случаев при бросании дв ух монет. 

При р ассмотрении второй таблицы Паскаль допустиr1 неточиость в рассуждеi!иях. 
А именн о он считал , что из 27 возможных исходов бесспорно благоnриятств уют 
игроку А лишь 1 3 ,  а исходы 5 ,  1 1 ,  19 столбцов , также как 9, 1 5  и 24 благоnриятст
в уют сразу и игроку А и у гроку В (как А ,  так и С) ,  поэтому их следует брать с поло
винным весом . В результате Паскаль предлагал делить ставку в отношении 16 . 5 .  
5 · 5 ,  5 .  Ошибка Паскаля нам теперь очевидна. 

Паскаль одновременно с размышлениями над nrобilемам и ,  систавившими содер
жание его переписки с Ферма, разрабатывал в опросы комбинаторики. Результатом 
этого явился "Трактат об арифметическом треугольнике "' ,  опубликованный в 1 6 6 5  г.  
и внесший серьезный вклад в развитие комбинаторики.  В этом трактате имее1ся па
рагр аф, в к отором изложены nравила использования комбинаторных результатов 
в задаче о разделе ставки.  Правило. предложенное Паскалем .  состоит в следующе м :  
пусть игроку д о  выигрыша в сей игры н е  хв атает т партий, а игрок} В n партий , 
тогда ставка должна делиться между игроками в таком опюше нии · 

1 1  - l . L: с •  · 
i = O •n + n - l · 

m - 1  . � с '  = о  т + n - 1  · 
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§ S. Работа Х. Гюйгенса 

Несомненно, что на развитие теории вероятностей значительное влияние оказала 
работа Х.  Гюйгенса ( 1 6 2 9  - 1695 ) .  Интерес Гюйгенса к этим в опросам был вызван 
его поездкой в Париж в 1 6 5 5  г. , где он познакомился с рядом в идных ученых и ус
лышал от них сведения относительно задач о разделе ставки в азартных играх ,  ко
торые р азрабатывались Паскалем и Ферма. П онидимому, ему стал и известны и идеи, 
которыми они руководств овались при решении . Задачи Гюйгенса заинтересовали 
и он самостоятельно занялся размышлениями над подобными же вопросами . По
скольку,  к ак он позднее писал в трактате "О расчетах в азартных играх ", ни 
Паскаль , ни Ферма не опубликовали разработанных ими методов, ему пришлось 
самому искать пути решения. Результатом явилась работа Гюйгенса, опубликован
ная в 1 656 г.  в виде дополнения к книге его учителя Ф. в ан Схоутена "Математи
ческие этюды ". Схоутен настолько высоко оценил эту работу Гюйгенса, что 
сам перевел ее на латинский язык . 

Работа Гюйгенса состоит из небольшоrо введения и 1 4  предложений. Эти пред
ложения весьма различны по св оему содержанию. Первые три являются теми прин
ципами, на о снове которых Гюйгенс основывал последующие решения.  Предло
жения 4 - 9 посвящены решению задач, связанных с безобидным делением ставки.  
Предложения 10  - 1 4  содержат различные задачи, связанные с бросанием костей. В 
конце мемуара помещены 5 задач без решений.  к оторые Гюйгенс предложил чита
телям для самостоятельных размышлений. Их решения были им даны лишь в 
1 6 6 5  г.  

Несомненно, что первые три предложения составляют идейную основу в сего со
чинения Гюйгенса и поэтом у приведем их полностыо . 

П р е д л о ж е н и е 1 .  Если я имею равные шансы получить а или Ь ,  то это мне 
стоит (а + Ь )  /2 . 

П р е д л о ж е н и е 2. Если я имею равные шансы на получение а, Ь, или с, то это 
мне стоит столько же, как если бы я имел (а + Ь + с) / 3 .  

П р е д л о ж е н и е 3 .  Если число с_лучаев , в которых получается сумма а ,  равно р, 
а число случаев, в которых получается сумма Ь, равно q, то стоимость моего ожида
ния равна (ap + bq) / ( p + q) .  

Для нас ясно, что этими предложениями Гюйгенс ввел понятие математического 
ожидания для случайной величины, принимающей два или три значения. Если исполь
зовать современные представления, то в первых двух предложениях значения, при
нимаемые случайными величинами, равновероятны, а в третьем предложении ве
роятность значения а равна р / ( р + q) и вероятность значения Ь равна q / ( р + q) . 
У Гюйгенса еще понятие вероятности не выделено, и он в се время оперирует с числа
ми шансов,  благоприятствующих том у  или другому событию. Гюйгенс предпочел, 
так сказать, коммерческую терминологию и говорил о стоимости, за которую он 
готов у ступить свое право на получение выигрыша. Термин ' 'ожидание" был введен 
в уnотребление учителем Гюйгенса - Схоутеном - при переводе. 

Предложения 1 и 2 представляют собой ничто иное как версию задачи о разделе 
став ки. Мы приведем текст Гюйгенса с тем , чтобы читателJ:I убедились насколько 
близки его рассуждения к рассуждениям Паскаля. 

"Предположим , что я играю против другого лица на то, кто первым выиграет 
3 партии, и что я уже выиграл 2 партии, а он - 1 .  Я хочу знать какая часть ставки 
причитается м не ,  когда мы хотим прерв а rь игру и справедливо разделить став ки 
Нужно заметить сначала, что достаточно принять во внимание число партий недостаю
щих той и другой стороне. Так как верно, что если бы мы играли на то, кто выиграет 
20 партий, и еспи бы я выиграл 19 партий, а мой противник 1 8, то я имел бы такое 
же самое прсимущество. как и в изложенном случае, где при трех партиях я выиграл 
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две, а он только одну, а это потому, что в обоих случаях мне недостает только одной 
партии, а ему двух *) . Затем, чтобы вычислить часть причитающуюся каждому из нас, 
нужно обратить внимание на то , что произошло бы, если бы мы продолжали игру. 
Верно и то, что выиграв партию, я получил бы полностью сумму ставки, которую 
обозначу а. Но если первую партию выиграет мой противник, то наши шансы станут 
равными, принимаю во внимание, что каждому из нас будет недоставать по одной 
партии ;  значит, каждый из нас имел бы право на aj2, что согласно первому предложе
нию, эквивалентно сумме половин, т.е. (3/4) а, так что моему сопернику остает
ся ( 1 /4 ) а ". 

Разделение ставки между тремя игроками Гюйгенс рассмотрел в предложе
нии VIII, когда первому игроку недостает до выигрыша в сей игры одной партии, 
а второму и третьему - по две партии. В предложении IX он рассмотрел вопрос о 
разделе ставки между тремя игроками, но при произвольном состоянии игроков. 
Общего выражения для решения этой задачи им дано не было и он изложил только 
принцилы сведения общей задачи к частным случаям. 

Формулировки предложений 10 - 1 4  следует признать недостаточно четкими. 
Их содержание полностью проясняется лишь при рассмотрении предложенных 
Гюйгенсом вопросов.  Приведем некоторые из них. 

П р е д л о ж е н и е 1 О. Определить при скольких бросаниях можно обязаться 
выбросить одной костью шесть очков?  

Конечно, задача сформулирована весьма неопределенно. Нам ясно, ч rо автору нуж
но понятие вероятности для точной формулировки е го вопроса, а этого понятия 
еше нет. Речь же идет о вероятности 1 ого, что при n бросаниях (n = 1 ,  2, . . .  ) хотя бы 
раз появится на кости шестерка. 

Решение Гюйгенса состоит в следующем : при бросании имеется один шанс выки
нуть 6 очков и 5 шансов получить другие грани. Если разыгрывается сумма а, то шанс 
получить эту сумму, согласно nредложению 3 , будет стоить ( 1  · а +  5 · 0)/6 = а/6 . 

"Тому, кто nредложил ему бросить кости, остается 5а/6 . Значит, тот, кто играет 
партию в одно бросание, может ставить только l nротив 5 ." 

При двух бросаниях кости вычисления стоимости игры Гюйгенс проводит следую
щим путе м .  "Если 6 очков nолучается при первом бросании, ro бросающий нолучает а, 
но на это у него имеется 1 шанс, и имеется 5 шансов, что это не произоАдет. Но тогда 
имеется еще второе бросание, которое стоит ему, согласно предшествующему вы-

числению а/6 . Отсюда следует. что игра должна стоить и грающему(! · а  + � а) /6 = 
= l la/36 .  Аналогичн ы м  путем Гюйген с попучас 1 для грекратного бросания кости сто
имоеrь игры. сос1 о ящсй в том, что хотя бы раз выпадс 1· грань с числом очков 6 ,  рав
ную 9 1а/ 2 1 6 .  Далее о н  вычислил стоимость подоб ной и гры при четырехкратном, пяти 
и шестикратном бр осании кости. Резу льтаты нолу чились такими: 67 1a/ l 296, 
465 la/7776 ,  3 1 03  la/466 56 . 

В предложении 1 1  Гюйге н с  рассматривает такую задачу · " Най 1 и  во сконько броса
ний можно обязаться выброси rь две шестерки?" Для нас эта формунировка неопре
деленна. Она донжна быть сформулирована 1 ак :  если ври бросан и и  двух кос 1·сй игрок 

*) Заметим, что это место выглядит убедительно пишь в предпопожении равно
сильности игроков. Однако если из двух партий .обе выиграл игрок А, то это на
водит на мысль о том, что он играет лучше. чем игро к В. Если же А выиграл 20 nар
тий, а В - 1 8. то nредставление об их рав н осильности становится более убедительным. 

Позднее неоднократно рассматривались многочисленные задачи с у•1етом неравно
сильности игроков. Такие задачи затем получали интерпретацию на языке физики и 
инженерного дела. 
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выигрывает сумму а, то какую ставку он должен внести для участия в игре (при 
безобидной игре) ? Легко подсчитать, что цена игры при одном бросании должна 
стоить а/36 ,  при двух бросаниях ? la/ 1 296 и так далее . Далее Гюйгенс еделап такое 
замечание : "Я нахожу , что тот, кто играет при 24 бросаниях, имеет еще легкую невы
году и что можно принимать с выгодою партию, и грая только минимально при 25 
бросаниях ."  

Мы приведем теперь формулировки остальных тре х предложений работы Гюйгенса. 
П р е  д л о ж е н и е 1 2. Найти такое число костей, при котором можно обязатель

но выбросить две шестерки при первом бросании? 
П р с д л о ж е н и е 1 3 .  Найти причитающуюся каждому из нас час rь общей суммы 

при предположении. что я бросил две кости один раз с тем условием, что если выпадет 
7 очков, то в ыигрываю я, и что выигрывает мой противник, если выпадает 1 О очков.  
А если выпадает дру гое число очков, то м ы  делим общую сумму поровну. 

П р е д л о ж е н и е 1 4. Другой игрок и я поочередно бросаем две к ости при усло
вии, что я в ыигрываю, как только я выброшу 7 очков, и он выигрывает, как только 
выбросит 6 очков , и я предоставляю ему бросить первому. Требуется найти отношение 
моих шансов и его. " 

Интересно отметить, что в письма к Каркави от 6 июля 1 6 5 6  г. Гюйгенс писал, что 
предложение 14 его трактата соответствует одной из шести задач Ферма, к оторые 
последний сообщил Каркави. 

Для полноты картины мы сформулируем все пять задач, предложенных Гюйгенсом 
читателям для самостоятельного решения. Их решение он опубликовал лишь 
в 1665  г. l . A и В играют двумя костями на следующих условиях : А выигрывает, если он 
выбросит 6 очков, В выигрывает, если в ыбросит 7 очков. Первым бросает А один раз, 
затем В бросает дважды, затем А бросает два раза и т.д., пока кто -нибудь не в ыиграет. 
В каком отношении шансы А относятся к шансам В? Ответ : как 1 035 5  к 1 2276 .  

2 .  Трое игроков берут 12  фишек, из которых 4 белых и 8 черных, и и граю·1 на та
ких условиях : первый в ытянувший белую фишку побеждает. А тянет первы!У., В -
в 1·орым, а затем С, потом опять А и т.д. В каком отношении находятся шансы оi}ного 
против других? 

3 . А держит пари против В, что из 40 к•IР [ (по 1 fJ один аковой маеt а) он ныС.\:рет 
такие , что каждая будет р азличной масти 

Здесь величина шансов А против В опред� .. А �  1 .-п ка�< 1 000 к 8 1 39 .  
4. Имеем , как во второй задаче , 1 2  фише 1: ,  И1 !ю !орых 4 б"·н ы' и 8 черных ; А JL•::J

жит пари против В, что в выборе 7 фишек вслепую он будет иметь 3 беных .  Спр.;ши
вается, в каком отношении стоят шансы А против В? Если Гюйгенс имел в виду. ''ТО 
б удут вынуты точно 3 белых фишки, то результат 35 : 64;  если же по меньшей мере 3 ,  
то 42 : 57 .  

5 .  А и В ,  каждый имеющий п о  1 2  монет, играют тремя «остями ua условиях : если А 
выбросит 1 1  очков , то он должеu дать В одну монету. но если он выбросит 14 , тогда В 
должен дать одну монету А .  Тот игрок выигрывает, который первым получит все 
монеты.  Здесь шансы А относятся к шансам В как 244 140 625 к 2 8 2  429 5 3 6  48 1. 

Последняя задача является ничем иным как разновидностью задачи о разорении 
игрока. 

Спустя десять лет после кончиuы известного философа Б. Спиuозы ( 1 6 3 2 - 1 6 7 7 ) , 
в Гааге была опубликована анонимная работа, состоящая из двух частей, далеких 
друг от друга по содержанию. "Исследование о радуге" и "Заме'П<И о математической 
вероятности" .  Провсденные исследования подтверждают предположение о том, что 
эти сочинения были написаны Спинозой. Во второй части работы содержалось решение 
первой з адачи Гюйгенса и были приведены формулировки остальных четырех. Нас 
должно заинтересовать то обстоятельство, что в названии работы уже говорится о 
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матем атической веро ю н ости, но хотя в самой работе вероятность не определяется 
и рассуждения ведут ся над числом благоприятствующих собьrrию случаев. 

Дл я дал ьнейшего нам полезно сделать следуюшее замечание. В 1692 г. Д. Арбутн01  
( 1667 - 1 7 3 5 )  предпринял издание английского перевода книги Гюйгенса и к этом} 
переводу он доба в ил ряд новых задач, в том числе задачу иной природы. Формулиров
ка это й  з адачи такова : на плоскость наудачу бросается прямоугольный параллелепипед 
с ребрами. находяшимися в отношении а :  Ь :  с. Най·1 и отношение шансов в ыпадения 
параллелепипеда гранями аЬ, Ьс и са . 

К концу XV II век а заверша.Jся д.'!итсп ьный период н ак опления первичн ы х  с веде
ний о .случайных событиях .  1 о ч 1 ю  IIOl l <Ltысн ны х задач и подходов к их решению. Мно
гие в ыдаюшиеся умы зан и м <!П и с ь  эт и м и  вопросами и с разных п озиций подходили к 
количественной оценке возм ожнuс1 и наетуппения случайного собьrrия. Ферма факти
чески пользовался I ю н я 1 и е м  'vta1 c M <L t ичccкo i 'o ожидаltИЯ, использование к оторого для 
решения разнообразных зад<Lч было широко развито Гюйгенсом ;  Паскаль. Ферма 
и Гюйгенс испо.'!ьзовали представления о 1 соремах сложения и у множения вероят
ностей и п одошли вплотную к поня1 ию вероятности. однако е го они не ввепи. Каза
лось б ы, что этот шаг - переход o r  р <L с с м отрсJ ш я  числа возможных и сходов. благо
приятству ющих наступлению события, к расt:мuтрению отношения этого числа к чис:Iу 
всех возможньгх исходов - б ыл естеt:твенен Однако ник rо этого шага не сделал. 
Рассуждения, благодаря з 1 ому, были слuжны и формулировки задач не очень rочны. 
И если бы исследователи того в ремени задали себе в опрос, что возможнее при четырех
кратном бросании кости хотя бы раз в ыбросить шестерку или при двадцатипятикрат
ном бросании двух к остей хотя бы раз выбросить на обеих костях шестерки? -- они 
были бы вынуждены в вес rи классическ ое понятие веро ятн оt:ти и далее его использо
вать. Однако этого в ХV П веке не произошло и введение в науку кпассического поня
тия вероятностей принадлежит лишь ХVIПстолетию. Однак о оно б ыло исследованиями 
XV II века хорошо подгото влено. Период предыстории завершалея и начинался период 
собственно истории теории вероятностей. Для этого уже б ыл создан достаточно проч
ный фундамент. 

§ 6. О первых исследованних по демоrрафии 

В следуюшей главе мы узнаем. что одним из толчков для развития основных поня
тий те ории вероятностей сыграли исследования Джана Граунта ( 1 6 20- 167 5) и В илья
ма Петти ( 1 6 2 3 - 1 687 )  по демографии или. как тогда говорили, по политической 
арифметике Их работы наглядно продемонстрировали каким мощным орудием мо
гут служi"ть для изучения массовых явлений статистические наблюдения. если их 
соответствующлм образом обработать. Их книги по лучили бо:1ьшое распространение, 
старательно изучалисъ учеными самых разнообразны:-. направлений  де ятельности, 
в том числе и мат::матик.1ми. 

Первой работой, с которой начинается история статистики как области научного 
знания, следует назвать книгу Д. Граунта, опубликованну ю в 1 6 6 2  1 под названием 
"Естественные и политические наблюдения, перечисленные в прялагаемом оглавлении 
и сделанные над бюллетеням и  смертности. По отношению к у правлению, религии, 
торговле, росту . воздуху, болезням и разным изменения м означенно1 ·о города" Нам 
нет нужды давать описание всего содержания этой книги, но о rтенить отдельные мо
менты , необходимые для дальнейшего, следует. 

Основная задача, которая заинтересовала Граунтu. ·:остояла в указании метода. 
который позволял бы установить с достаточной точно.: rыо во зрастной состав на.:сле
ния города в результате наблюдений за возрастом } Мерших. С' эт ой целью им были 
проанализированы результаты 229250 регистраций с мертей в Лондоне пронешедших 
за 20 лет. Среди этих смертей было отмечено 7 1 1 24 .:мерти детей от О до 6 ле1 Прич и-
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ны смерти были тщательно перечислены Граунтом.  Он специально отметил, что отно
шение числа смертей детей от О до 6 лет к общему числу смертей за тот же период 
времени, равное 7 1 1 24 / 229250,  приблизительно равняется 1 / 3 . Иными словами 
Граунт ввел представление о частоте события. Для развития теории вероятностей это 
обстоятельство сыграло огромную роль, как, впрочем, и его замечание : " . . .  мы хоте
ли бы отметить, что некоторые из случайностей имеют постоянное отношение к числу 
всех похорон" (цитированная книга, с. 3 2) . Здесь Граунт вплотную подошел к пред
ставлению о статистической устойчивости средних. 

Он установил, что для Лондона число рождений мальчиков к числу рождений дево
чек относится как 14 : l З, что в среднем на каждые 1 1  семейств ежегодно умирают 
3 их члена, что одна из 2000 женщин умирает от родов, что в среднем на каждые 
6 3  покойника приходится 5 2  новорожденных. Тем самым численность населения Лон
дона пополняется сие r.:мат!"чески за счет провинции. Он установил на основании 
таблиц смертности, что в Лондоне на каждые 100 мужчин 34 имеюr возраст от 1 6  
до 56 лет. Так что по .:гu данным в т у  пору и з  1 99 1 1 2 жителей мужского пола 6 7 6 94 
имели возраст от 1 6  до 56 л е г. 

Им была составлена первdя таблица смертности, к оторую мы теперь приведе м .  из 
кажды х  1 00 новорожд�ю1ыл доживает до 

6 лет 64 36 лет  1 6  
1 6  лет 40 46 лет 1 0  
2 6  ш•т 2 5  56 лет 6 

66 лет 
76 лет 
86 лет 

3 
1 
о. 

В этой таблиuс пор ажает огромная детская и юношеская смертность: только 64 % 
В ТУ ПОру дОЖИВd.1И ДО 6 ."ICT И ТОЛЪКО 40 o/r - ДО 1 6  ЛеТ. 

Грdу нт прекрасно щч1 и :.ыл. что 1 оч ностъ его выводов тем бол ьше, чем больше 
наблюдений имеется дли ,,бр;�бо1 ки . Именно в связи с этим он отметил, что недоста
rочш:.. о rраничива1 ъся .>бр..tботкой f5юллетеней  смертности только за одну неделю 
для пuлучения полноцсш1ых выводов о составе населения. 

П онятие час ru 1ы ок:!Jалось полезным и его сразу подхватили другие авторы. 
Так в н.:бол ьшой кни н· В '!lетти "Два о черка по политической ар ифметике, относя
щисся к , 1юдя м .  щанюrм . ;;оп ьницам в Лон доне , Пар и-А<е .. , вышедшей в 1 6 8 2  г. в Лон
доне . а через два года в о  фр:шцу зеком переводе - в Пар иже . бьыа даны сравнительные 

данные о смt'ртности в юспи rалях шарите * ) Парижа и Лондона. Так в одном из 
госпи1ансй шари н :  Пари'К а в 1·ечение года из 264 7 больных скончались 3 3 8, а в двух 
госпи rапя" Лондона из 3 � ' Н боп ьн ых ушли и з  жизни 46 1 .  Частоты госпитальной 
см ер·1 ноС1 и дл я Париж:� и Лондона оказы ваются соот ветств �нно равными О, 1 3 6 и 0, 140. 
Петти не испол ьзо вал д� с ч rи ч н ы х  дробей и обе часто1 ы ..:читал прибл изительно равны
ми 1 .17 .  1 щ�.; б u ГJ ьш ий пр оцсю смертности u ю1зался в париж еко м rоспи-rале " Б ожий 
дом "  (L ' lюtel  d ie tl) ,  !1 и м с 1 ш< 1  в нем из 2 1 5 9 1  бол ьных с к ончdл u с ь  5 3 60 Таким образом 
для ЭTO i l' r o иш i .iJIЯ 'l.J (: J o i a оконча 1 с л ьнurо исцспения o r  в сех бол езней и печалей 
оказаласъ р!!Вttuй 5 36 0/ 2 1 49 1  "' 0 . 2 6 2  П с 1 t и  нринимал се за 1 /4 

В э rой Жt: кни ге Пет 1 и  y c J ,L l f l\ I НШ .  •н о в Лондон� в средне м у мирает однн житель 
из 30.  !1 в се.1 ьскuй мсс. н ш: I и  один нз 3 7  Среди ж.: членuв парламсита одна с мерть 
приходится на 5 0  челов .:к Он J аю к<· у !'всрждан. что о численности населения города 
можно судить по бюллс 1 ..:ням см.:р 1 н uс 1·и. Та к .  для нр и м l." р а .  в Ло щюнс было заре
гистрировано 2 23 3 1  смеtэ r.:й 3начИ I .  lю скшi ьку коэффицш:ш смср1 носrи для Ло ндс>
на равен 1 /30,  -1исло жит.: н с й  в :нu м l 'upoд..: i �Ш1жно быть близко к 669 9 3 0  

* ) La  charite - милut·ердие Гак н азывались больницы, организованные церковью 
;:щя бедня ко в . 
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Несомненно,  что раб оты Граунта, Петти и ряда их последоватслей прсдс rавляют со
бой ни что иное как первые шаги в области м атематической статистики. 

Непосредственны м продолжателем исследо ваний. начатых Гр аунтом и Петти , бьm 
зн аменитый английский астроном Эдмунт Галлей ( 1656 - 1 742) . В 1 69 3  г. Галлей 
оnублик овал в и здани ях Лондон ск ого к ороле вско го о бщества две статьи "О ценка 
степеней смертности человечества, в ыведенная на основании любоn ытных таблиц 
рождений и погребекий города Бреславля. с попыткой у станов ить цену пожизнен
ных рент " и " Не сколько дальнейших замечаний по поводу Бре славльских бюллете
ней смертности " . В осно ву этих статей были положены данные о движении населения 
Бреславля за 1 6 8 7 - 1 6 9 1  гг. , пр иелаиные по просьбе секретаря общества Генриха Жюс
телля nастором Касnаром Нейманом . Более Галлей к этим воnросам не возвращался. 

Одна из nричин инте реса Галл е я  к таб лицам смертности состоит в rо м .  что сами 
fраунт и Пстти сознавали недостаточную обосн ованнос·1 ь своих в ыводов , п ос кольк у 
у них о1 сутствовал и численнос 1 ь  населения и в озраст у м ерших (зачастую) .  Кроме 
того. в J'Ородах, к отор ые они и зу ч ал и  - Лондон и Дублин - был большой прИ1 ок на
селения извне.  Это обстоятел ы:тво делае1 указанные города "неnодходящими в к ачест
ве стандарта для это й  цели, к оторая треб ует. е с л и  это возможно , чтобы насел ение, 
с которым и меют дело, было совершенно закрьп ым. 1 .е .  таки м . где вес ум ирают 

там ,  где о ни родились. где нет никаких эм играю о в  и и м м и грантов " ( Галпей, п ер вый 
мем у ар) . По спова м Галлея , б рсславн ьскис ман :риал ы не и ме ю·1 у каз.tн ных дсфею ов. 

На осн ов ании и ме в шихся у него данных Галлей состав ил 1 абн ицу смертн ости, 
ко1 ор ую он рассматривал одновременно и как таблицу доживающих н о  в о зрас rу 
лиц, так и как расnределен ие насел ения но во зрасту . Он в вел в нау к у нонятие о 
вер оятной г.родолжИ1·ельности жизн и .  как о в о зрасте , к о 1 оро го одина ков о м ожно 
до <.-тигнуть и не до стигнуть. На современном я з ы ке э ю  медиана дли1 е л ьн о <.·ти ж и з н и .  
Сам Галл е й  не в водил н и  тер м ина медиана, ни те р м и н а  в е ро я r ная п р одолж ите л ьность 
жизни . В вычисления х Гешлея можно заметить использование им принциnов,  нежа
щих в основе теорем сложения и у мн ожения вероятНОl'1 ей, а также рассу ждения, 
близк ис к фор м улировке за кона б ол ьш и х  чисел. 

Ра боты Галлея имели очень б ольшое значе н и е  для раз в и rия н а у к и  и при менекий 

статистических и сследований о народонаселении к воnросам <.'1·раховани я  

Г Л А В А  2 
ПЕРИОД ФОРМИРОВАНИЯ ОСНОВ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

§ 7. Возникновение классического определения вероятности 

Об раз ова н ие о с н о в н ы х  м а1 с м а1 и чс с к и х  нон я 1 ий нpcдl.."l dBJ!ЯC'J в ажные этаны в nро
цессс мате м атиче с к о г о  р<�зв ити я. Мы в идел и, что до к о н ца XV I I  века нuу ка 1 ак и не 
подошла к в в еде нию классического оnреде лен ия вероя 1 нос J·и, а нродон жа;ш о нериро
в а r ь  только с числом шансо в ,  благоnриятс 1·в ующи х  1 о м у  ипи ин ом у  интересующе м у  
исснсдоватслсй событи ю .  Отдел ьные по п ы r ки , к отор ые н а м и  б ы л и  о rмс•Iс ны у Карда
но и у п о зднt•йши х и с сж:до ватсле й ,  Ш! н р и в е н и к ясном у  пониманию значен ия это го 
нововведе ни я 11 оста н и с ь  и н о р одным 1 C J I O M  11 завершенных работа х .  Uднак<J ,  11 тридца-
1 ЫХ годё!'< XV II I С I ОJ Jети я к л ас сичс сi< Оt' ноня1 ие 11срояпюс-1 и снJю обще у н о1 ребител 1т 
НЫ М  И 1\ И К 1 0  ИЗ у ЧСН Ы Х  :;П И Х  Л С'l I I C  М О Г  бы <Н'раНИ'IИ1 ЬС 11  I OJ i bK O  1 11./ДСЧС ГО М  'IИCJ ! a  бла
ГО!Iр ИII rст в у ю щих соб ьп ию Шёi.Нсов . К1 о же в 11 е н  это Jююпис и насто н ьк о  ясно ноюнал 
его н е об х одим ост ь, ч rо б ы  в дал ьнейше м  уже не возниюю сомнения в c i 'O цснс сообра1-
н ос-1 и ДЛ Я раЗВИ I'И Я Н ёl. у к и? М ы  ДUJ I Ж H bl заме I ИТЬ, Ч ГО В IIСдСНИС Kllёi.CCИЧC.CK O I'O Ollpcдe
JICH ИЯ в с роя rности нртоошло не в рсзуп ы а1е однок ра J но го дс йс 1 в ия. а заняло д1 1 и -
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тел ьный промежуток времени, на протяжении которого происходило непрерывное 
сов ершенствование формулировки,  перех од от частных задач к общему случаю. 

Внимательное изучение, показьшает, что еще в к ниге Х. Гюйгенса "О расчетах 
в азартных и грах" ( 1 65 7 )  нет понятия вероятности как числа, заключенного между О 
и 1 и равного отношению числа благоприятствующих событию шансов к числу всех 
возможных. А в rрактате Я. Б ернупли "Искусство предположений" * ) ( 1 7 1 3 ) поня
тие это в ведено, хотя и в дале ко весовершенной форме, но, что особенно важно, ши
роко используется. Что же произошло за те полстолетия, к оторое прошло между 
публи кациям и  этих книг? Что заставило Я. Бернупли ввести в научный обиход 
классическое понятие вероятности? 

Несомненно. что формулировка закона больших чисел, осуществленная Я.  Бсрн ул
ли, сама по себе является достаточным для этого основанием.  Однако имеется и дру
гое соображение, к оторое. несомненно, оказало сильное влияние на ход м ыслей ряда 
исследоватеп<>й, в том числе и Я. Бернулли.  Речь идет о работах Граунта и Петти. о 
которых было сказано в предыдущем параграфе. Эти произведения решающим обра
зом воздействовали на лучшие у м ы  того времени и не было ни одного мало-мальски 
крупного математика, к оторый не изучал бы их  и не находил ся под их воздействием.  
Этого влияния не и збежал и Я. Бернулли. Произведения Граунта и Петти убедительно 
показали преим ущества понятия частоты перед понятием численности.  Именно поня
тие частоты, т.е. отношение числа н аблюдений, в которых появляется определенное 
свойство.  к числу всех наблюдений. позволяет получить серьезные практические выво
ды. тогда как рассмотрение численностей оставляет исследователя в состоянии неопре
деленности. Отсюда оставался лишь один шаг до введенИя понятия классической 
вероятности .  Заметим,  что выводы Граунта и Петти отнnсительно у стойчивости часто
ты некоторых событий подготовили почву и к формулировке закона б ольших чисел. 

В весьма несовершенной форме к лассическое определение вероятности у Я. Бер
нупли появилось в первой главе четвертой части "Иску сства предположений".  Там он 
сказал следующие слова: "Вероятность есть степень  достоверности и отличается от нее, 
как часть от целого".  Далее б ьшо пояснение сказанного на примере, к оторый отчет
ливо показывает, что Я. Бернупли в данную им формулировку фактически вк лады
вал тот же самый смысл , к акой мы вкладываем в классическое определение вероят
ности . Вот э 1·о пояснение : "Именно :  если  полная и безусловная достоверноС1 Ь, обозна
чаемая нами буквой а или единицей l ,  будет, для примера, предположена состояшей 
из пяти вероятностей, как бы частей,  и з  которых три благоприятствуют существо
ванию или осуществлению какого-либо события, остальные же неблагоприятствуют, 

3 3 
то будет сказано,  что это событие и меет - а или - достоверности". 

5 5 
При форм улировке главного предложения в пятой главе четвертой ча<.'ТИ Я. Бер

нупли вновь писал об отношении числа благоприятст в ующих случаев к числу в се х  
возможных. Н о  при этом он не оговаривал, а предполагал с а м о  собой разумеющимся. 
что эти случаи должны б ьrrь равновероятными. Наряду с этим отношением, которое 
вошло в науку , Бернупли предлагал и другое - число благоприятств ующих к числу 
неблагоприя rС'l·вующих . В науке привилось только первое из эти х  отношений, второе 
же не привилось, быrь м ожет по той причине, что оно изменяется от О до бесконеч
ности, а м ожет быть по причине не аддитивности этих отношений. 

Интересны рассуждения четвертой главы четвертой части сочинения Я. Бернулли. 
Он задал вопрос : как определить вероятность случайного события. есл и  у нас нет 

*) Часть четвертая этой книги перевецена на ру сский язык и с содержательными 
комментариями издана недавно : Я. Бернулли . "О законе больших чисел", изд. Наука, 
\ 9 8 6 ,  редактор Ю.В. Прохоров. 
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возможности подсчигdТЬ числа всех возможных и благоприятствующих ему шансов? 
Ответ им был сформ улирован следу ющим образом:  "Но здесь нам открывается дру
гая дорога для достижения искомого. и то, что не дано вывести а priori ,  1 0 , по край
ней мере, м ожно получить � posteriori, т.е. из  многократного наблюдения ре зультатов 
в подобных примерах. . . Ибо, е сли,  например , при наблюдениях, сделанн ых некогда 
над тремя сотнями людей того же возраста и сложения, в каких находится теперь Тит, 
было замечено, что из них двести до истечения десяти лет умерли, а остальные остались 
в живых и далыпе. то можно заключить с достаточным основанием,  что имеется вдвое 
болыпе случаев Титу умереть в течение ближайшего десятилетия,  чем остаться в жи
вых по истечении этого срока . . . Этот опытный способ определения числа случаев 
по наблюдениям не нов и не необычен. " 

Нам важно теперь подчеркнуть, что в высказанных отрывках достаточно четко 
nрослеживае1 ся м ысль о статистическом определении вероятнос rи. Наверняка при 
этом Я. Бернупли основывался и на работах Граунта и ПеТl и. 

Таким образом в rрактатс Я .  Бернупли присутствуют обе концепции вероятности -
классическая и статистическая. Обе они изложены не очень че i'КО ,  но существенно то. 
что они уже введены в расt·мотрение и использованы. Этим б ьm сделан принципиаль
ный шаг в науке о случае - введено в рассмотрение понятие вероятности случайного 
события как числа, заключенного между О и 1. Достоверному событию при этом 
приписывается максимал ьно возможное значение вероятности единица, а невозможно
му - м инимальное - ноль. Кроме того было я сно сказано, что зто число может быть 
определено двумя различными способами :  n утем подсчета числа равновозможных слу
чаев ,  к·оторые благоприятствуют событию, и всех возможных случаев и вычисления 
их отношения или же путе м  проведения болыпого числа нсзависимых испытаний и 
вычисления частоты события . Можно считать, что теория вероJrтностей с этого м омею а 
начала свою историю. До этого же б ыла предыстория, ко 1 орая подготовляла почву 
для формирования основных понятий и задач теории вероятностей.  

Я .  Бернупли обдум ывал свое "Искусt.'ТВО предnоложений" допгис годы, по его 
словам. по меньшей мере двадцать лет. Но све1 оно увидело лишь в 1 7 1 3  г.,  восемь 
лет спустя после смерти автора. Однако содержание этого произведения м ногие годы 
до его публикации уже бьmо известно научной общественности по рук описи, к оторая 
стала доступна многим.  Об этом говорится, в частности. в публикациях Фонтенеля 
и Сорена, посвященных заслугам покойного и в ышедшим в све·1 соответственно в 
1 705  и 1 7 0 6  годах.  На эти публикации позднее есылался П. М оимор ( 1 687 - 1 7 1 9) 
в своей книге "Обзор анализа азартных и гр "  ( 1 -е  изд. - 1 706 г. ; 2-е изд. - 1 7 1 3  г. ) �  
а также сделал подробный анализ содержания "Искусства предnоложений". Гаким 
образом трактат Я .  Бернупли оказывал влияние на развитие r еории вероятностей 
задолго до его опублик ования. Об этом позднее мы скажем е ще по другому поводу. 

Моимор в уnомянутой книге использовал понятие вероятности и применил е го 
к решению достаточно сложных задач. В чае1 ности, Моимор рассмотрел и прав ильно 
решил следующую задачу : имеется n предметов,  пронумерованных числами 0 1  1 до n. 
С'прашивае1 ся ,  чем у  равна вероятность того. что при послсдова 1ельном вынимании 
зтих предметов наудачу (без возвращения) хотя бы один предмет будет в ынут так. 
что номер в ынимания совпадет с присвоеи ным ему номером. Эта веро ятнос rь о ю!за

лась равной 1 - 1 /2 ! + 1 / 3 ! - . . .  + ( - 1 )  n-l  /n ! .  Мы знаем, что этой задаче теперь при
даются различные формулировки. 

А .  Муавр воспринял классическое определение всроЯl ности, даннос Бернулли, 
и в е р о ятн оL'ТЬ t'обытия определил IJОЧ1 И в точности так, KdK это делаем мы н :перь. 
Он писал : "С'ледова 1 ельно мы строим дробь, числитель ко1 орой будет чис1ю случаев 
появления события, а знамена гел ь  - чиепо всех случаев ,  п р и  кото р ы х  оно м ожет 
появиться ипи не появи1ься , такая др обь будет в ыража rъ действительную вероят
ность е го появления . "  П осл е  зто го определения Муавр привел в точнос rи нример, о 
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к отором мы } nом инал и при рассказе о вкладе Бернулли , а именн о :  "если какое-то 
событие и меет 3 благоприятст в у ю щих ш анса. 2 небла гоприятств ующих , дробное в ы
р<m<ение 3/5 будет rо чно говорить о верою ности его появления и может рассм а гри
в а i  ься юtк ее мера" ( "Доктрина ш ансов ") . Обратим внимание на т о .  ч т о  Му авр , как 
и Я. Бернупли , не о п енял то о б стоятельство . что шансы должны быть равновер оятны
ми. Это замечание впервые было введено в определение классической вероятнос ги 
лишь П. Лапла сом в е го "Анdлиn1ческой теории вероятнос гей" .  Ла гранж об это м 
с щt: не заду м ыв ал ея и д ав аJ! определ ение в ероятное ! И  в точности по Муавру .  По-ви
димому,  на Л апласа новлияна диск у с си я ,  начюая Д'Аламбером, который ври ре ше
нии 1адачи о вероЯ1 ности в ыпадения (nри бро сании двух монс r) герба на одной из 
монс 1 и решк и на дру гой, о пределил ее равной 1 /3 .  Э ю  он м отивировал тем ,  что 
и мею 1·ся л и ш ь  �" Р И  в оз м ожности : 1 )  на обоих м о нетах в ыпадает гер б ;  2) на обоих мо
не i а х  в ыпадас г ре ш ка : 3)  ю1 одной M OHl' l·e в ыпадает гер б ,  а на дру гой � решка . 

§ 8 . О формировании понятия геометрической вероятности 

Уже в пе р в о й  nоловине XV 1 1 1 в е кd в ыяснипось. что классичеrкое n онятие вероят
н о е ги и м еет огран и ченн у ю  облас 1 ь п р именени й и в озникают ситуации. к о гда оно не 
дсйс t в уеl . d по 1 о м у  нсоб \ оди м о к а к ос - го с с ге с 1· вснное его рdсширение. Обычно 
счи rаю 1 . что 1 а. к и м  rон ч к u м  н о сл у ж и л и  р <�бо i ы ф ранцу зского сс rсствоиспытателя 
Ж. Б юф фон <! { 1 707 � 1 7 88) , н ко rор ы--; он сфо р м у л иров аJI зн<1ме н и rую зм<�чу о 
брос<�нии и i ·ны Hd разграфленную nло ск ост ь и вредножил се ре ше ние . Это у тверждение 
гре буст ноправ к и. носкальку и с 1 ор ичес к и  оно не вер но . Дело в том. что з<1долrо до 

р ожде ни я Б юффl'На появилась р<Iбо ra. в ко гор ой фа к 1 ичс с к и  у же б ыл п оставлен 

в онрос о нахожде н и и  I'сомс i рической в сро ятн ос rи . Пр<! вда. в 1·у пору е ще не было и 
определения нер оя 1 HOl'I И 

В 1 69 2  г. в Л о нцонс б ыл о п убл и к о ван ан гл ийск ий пере в од книги Х. Гюйгенса 
"О ра. счсп х  н аз<tр ш ы х  и гра х " ,  в ьшолненный Д. А р бутно ruм ( \  667 � 1 7 35) . В к он це 
п е р в о й  части перс в одчи к доба в ил несколько задач , среди ко rорых б ыл<� сфор мули

р ована з<�дач& со всем и н о й нрир оды . но сравне н и ю с 1·е м и, к оторые б ыли рассмотрс ны 

веник и м  а в торо м .  О н  на·ша;I э 1 у  задачу трудной и поместил ее в дополнени и  "для 
того, ч 1 об ы  она б ынd решен<� те м и. к го счю ас1 та к т а рода нр облемы достойными 
вн и м ан и я "  3 dдача, н рс)]ложсн ная А р б у  I IIOTO M ,  с о с  н;ит в сл еду ющем :  на пло с к о сть 
н а у начу бро сас 1 ся пр я м о у 1 ·он ьны й нараллслепипед с ре брами , равным и  а, Ь, с. Спр а
шивас 1 с я, к а к  ЧdС 1 о l l dралн ен епипед б у де r в ышtца rь гран ыо аЬ ? 

Сам Арбутно1 н е  cцcJ I Ш I  д<Iже н о нытк и решения п риn,у манной им з адачи .  Это б ы л о  
о с у ще п  вне н о  значи 1 е о 1ыю I I O'JдHec Т. Симнеоном ( 1 7 1  (1 � 1 76 1 ) в к н иге "Пр ирода и 
з а к о н ы  сл уча я " ( 1 740) . где ·1 адача б ыла нривсдена нод н омером XXVJI.  

Идея ре шен и я . нрсдножс н н а я  Сим н сон ом . с о с r о ю  в следуюше м : оn ише м около 
ШtрЭЛJ i сненинедd сферу и с н р оск r и р у с м  и з  цс н rр а  на п о в с р х н ос 1 ь Cl' в се ребр а, б о к о 
в ы е  грани и осно вани я В ре 11'  J I I, J  а Ie  l l < > В е р хность сферы рюобье1 ся на шесть непсре

сс к<Iющи --; ся обнас i сй ,  .:оо·J вс �<. l н ую щ и х  гра н я м  п ар шш с н е п и псда. Далее Си мнеон 
H3 1 1ИCJ I J  " Не 1 р удн о З :! М С 'I И  1 1,, ч 1 о oнpc!\l' J i l'HHaя часть сфер иче с к ой пове рхности. о гра
ШIЧСIШая rрас· кторис й .  они са н н ой 1 а к и м  обрюом рад и у сом . буде 1 н а х одиться в так ом 
Жt· С О О I Н О ШС Н И И  К об щей Ш I О !ЩЩИ I I О В Ср '\ Н О С Г И .  Kd K ВерОЯ Т Н О СТ Ь  I I О Я В Л е Н И Я  Н С К О I О
р о й  гр:ши к единице" 

13 l OM , ЧНJ б ыло I ЩI ЬК О  Ч ГО C K <J Jat l " .  В ПОЛНОЙ м е р е  J <I К Л Ю ЧС Н Ы  I lрИНЦИП Ы р<!ЗЫСКа
НИЯ 1 t 'о М с !'ричс ск и х  вероЯl нос1сй · IPIOIIИ 1 с я м е ра м н ожсс 1  в а. б пагонр и я r с r в у ющи--; 
соб ы ш ю  слу чае в и бсре t с я  с е  о пю ш с н и с  к мере множс с rв а всех воз м ожн ы ' случаев. 
13 НJш с м  с1 1 у час I юн юtя мера с в о ди 1 ся к ш ю щ<�ди по в ер,но с rи ш ара.  З а мс 1 и м .  ч rо 
( и -." нс'lНi н и  с н о в J  не с к а 'ы Н  о ф и з и ч е с к о й  ин 1·ерп рст:щи и р е ше н и я .  13едh для rого. ч rо
бы п :.t p a н н c J i l' I I ИI I e д  у пал IH I влоск ост ь овредсн снно й 1 ·ранью. н е о б х оди м о ,  ч i Uб ы е го 
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центр тяжести находился над ее проекцией на плоскость падения. Однако в решении 
Симлеона это требование соблюдено. 

Введем для дальнейшего обозначения: R 2 = а• + Ь
2 + с 2 , Ра ь. Рьс. Рса - вероят

ности выnадения на какую-то оnределенную грань соответственно а Ь, Ьс, са. Вероят
ности выnадения на какую-то из граней а Ь  ( соответственно Ьс и са) должны быть уве
личены вдвое. Формулы, о которых идет речь , должны быть таковы : 

1 аЬ Раь = - arctg -- , 
w cR 

1 Ьс Рьс = - arctg -- , 
w aR 

1 ас Рса = - arctg - . 
w ЬR 

Бюффон дважды nубликовал работы. nо евяшеиные геометрическим вероя1 но стям . 
Первая его nубликация на эту тему относится к 1 7 3 3  г. , когда он едепал в Париж екой 
академии наук доклад, наnечатанный nод называнием "Ме муар об игре франк-карро " 
( Мемуар об игре nр ям о в клетку) . Позднее . в 1 7 7 7  г. это1 мемуар был целиком вклю
чен в "Оnыт нравственной арифметики", являв шейся доrюлнением к тому IV его 
" Е сте ственной истории" . 

Цель, ко1 орую став ил nеред собой Бюффон , с остояла в 1 ом .  чтобы наказать, ч rо 
"геометрия может быть исnользована в качее rве анали rического инстру мента в об
ласти те ории вероятносте й " ,  в то время как до тех пор " геоме трия казал ось мало 
nригодной для этих целе й " ,  nо скольку дл я них исn ользовалась rолько арифметика. 

Игра франк-карро состоит в следу ю ше м :  n ол раз графлен на одина ковые фигуры. 
На nол бросается м онета, с е  диаметр 2r меньше каждой из аорон и моне rа цел иком 
у кладывае rся внутрь фиrур ы. Че м у  рав на в с р о Я 1 Н О <-'ТЬ 1 о го. что брошенная научачу 
монета лерессчс •· одну или две с тороны фигуры'! 

Для определенности рассмотр и м  покры rие плоскос •·и прямоу гольниками со сторо
нами а и Ь, Ь > 2r, а > 2r. Легко n одсчита 1ъ , ч 1 о  шющадь попо с ы ме жду основным 
прямоугольником со сторонами, nараллельным и с шронам основного н:� расстоя
нии r от каждой из его сторон и целиком расположенного в нутри основного, равна 
2r (а + Ь - 2r ) .  Л е г к о  п о н я ть, что центр м онеты , п опав вну 1 ·рь мшюго н р я м о у • ·ольни
ка, н е  тольк о  н е  псресечет, н о  даже не к осне н : я  сторон основн о го .  Значи 1 ,  в ер о я 1 нос1 ь 
того . что м оне 1 а  пересечет по м е н ЬIПсй м ере одну из с 1 орон основного прямоу гол ьни-

а + Ь - 2r 
ка равна 2r ---аЬ 

Вторая задача. сфор м упированная и решенная Б юффоном . состо и 1  в следующе м :  
шюскос 1 ь  ра зграфнема рав1юо н·тонщими параллсльными нрям ыми Н а  шюс кос 1 ь  
наудачу бросас1 ся игла.  Один И 11ЮК у 1 верждас 1 ,  что и гла псрсссчс l одну и з  nарал
лельн ы "  н р н м ы х ,  дру гой - ч1 о не в е р е сечет Оnред\.'ЛИ I Ь  в е р о ятн ость в ы и грыша каж
дого и з  и гр о ко в .  Ре шение этой з адачи "< ор о шо И'JВ� с •·но, и нет необходи м о стИ � •риво
дить е го зд� сь. Менее и з всс 1 н а  зdда ча Б ю ффона об и гре. к о гда и гла бросасн-я н а  
nлоскос rь,  разграфленную н а  к в.щр а 1 ы. В р с ш.: н и и  з 1 ой з:�цачи Б юффон доп у t·тил 
ошиб к у .  по зднее и с п р а ВЛl' Н Н у ю  Лапласом.  И м е н н о :  Бюффон счи 1 ал . чтu искоман ве-

а - r  2a - r p OЯ I HOC i b  раВНа 2r ---2- ,  'I ОГДа K:IK В де ЙСl В И I'С Л ЬНО.: I И  О Н а  pa!!l l <l 41" ---2 - • 
1fQ 1ТО 

П осле Б юффона задачи на l 'l'омс i ричс скис вср оятно с ш  \.'1 iiJ I И  систе м аl и чссi<И 
В К JI ЮЧа \ЪСЯ В 'I ра ктаты И учебНИКИ П О  l е uрИИ В СрОНТНОСТ\." Й .  Так ,  В З IШ М С Н И I У Ю  К IШ I ')' 
Лапнаса "Аналитическая теория всрояпюс 1 е й "  б ьши в кнюче н ы  и щщробн о  р а ссмо"l 
рены вес задачи Б юффона. Но Лаплас 1 1 с  счел н у жным O I MC I И i b. о 1 к у да они б ьш и  
заи м ст в о в а н ы  и кто J B l op : ни ...: з адач 

Снсдус 1 uтмс rи rь, что гср м и н ологин Л а шыса даЛL' К а  0 1  сов�.·ршс н сr в а .  Та к .  для 
примсра. он 1 1Иса н .  ч1 р "8r равняс 1 с я  сумм� вес ...: сн у Ч<t с в .  в ко юры'l. И I 'Jia нср�.·сс юiс"l 
одну и л и  д р у гу ю  нJрапнспьн ые л инии" и ч 1 u  2ап р а в н о  "числу нсс х возможны...: комби-
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наций" . Здесь 2r означает длину иглы, а а - расС'I ояние между параллельным и  

прямыми. 
В о  второй задаче, рассм отренной Лапласом,  плоскоС'I Ь разграфлена двумя систе

мам и  параллельных прямых, представляющих ничто ино� как систе му координатных 

линий на плоскости. Расстояние между линиями пер вой систе мы равно а, второй 

систем ы  - Ь . На плоскость бросается игла длины 2r (2r < а, 2r < Ь) . Чему равна 

вероятность того, что и гла пересечет хотя бы одну л инию? Решение, предложенное 

Лапласом, предполагает, чrо дело идет о �, истсмах взаимно перпендикулярных 

прямых. Это Лапласом не оговорено.  В рсзулы ате вычисления - числа благоприят

ств ующих и "числа всех в озможных с;уучае в "  Лаплас определил, что вероятность 

а + Ь - r 
пересечения одной из линий брошенной и глой р авна 4r --,--

тrah 
В прекрасном для своего врr мен и учебнике "Основания математическ ой теории 

вероятносте й "  ( 1 846) В.Я. Буня ковекого ( 1 804 - 1 8 89) и меется довольно большой 
раздел, посвященный геометриtiеской вер оятности. В него в ключена задача Б юффона 
о бросании иглы и частный случай и гры франк-карро, когда плоскость разбита на рав
нобедренные треугольники. С современных позиций терминология Буняковекого дале
ка от

· 
совершенства. Пример так ого словоупотребления м ы  сейчас и приведе м :  

" . . .  иногда встречаю rся такие ситуациИ", в котор ых число благоприятств уюших ста
точностей,  а равно и всех возможных бывает бесконечное.  Искомая вероятность 
определится то гда о11юшением эти х двух бес конечных чисел . . .  ". Она будет "числом 
конечным и совершенно определенным". 

Сер ьезный шаг в развИ1 ИИ гсо ме1 рических вероятн остей связан с именами Ламе 
( 1 7 95 - 1 8 70) , Барб ье ,  д. СилLве<.:тра ( 1 8 1 4 - 1 8 97) , М. Крофтона, к оторые не  только 
поставили н овые задачи, н о  и привлекли к их решению понятие меры множества 
(пусть еще и на инту и 1·ивном уровне) . На базе их расемотрений позднее в озникла но
вая ветвь геометрии, получив шая наимен ование интегральной геометрии. 

В 1 860 г. Ламе на факуп ътете наук Парижекой нормал ьной школы прочитал курс 
лекций по геометрии.  В этом курсе о н  рассмотрел задачу Б юф фона о бросании ю·лы и 
применил ее к тому случаю, когда центр иглы бросается наудачу в центр эллипса или 
правильного многоуголышка. Среди слу шателей был Барбье, обобщивший рассужде
ния Ламе на случай любого выпуклого контура. В сушиости Барбье не в нес н ичего 
нового в сам метод. Он только заметил, ч1 о рассуждения Ламе не связаны жестко 
ни с рассм отрением эллипса, ни с правильными многоугольниками, а легко обобща
ются на любой в ыпуклый контур .  

Сильвестр первым после Б юффона расширил тематику задач на  геометрические 
вероятности. Им б ыла предложена задача о четырех точках или задача Сильвестра. Ее 
формулировка такова :  четыре точки в зяты наудачу внутри выпуклой области. Чему 
равна вероятно<.-'ТЬ того, что, в зяв эти точки в качеl'ТВе вершин, м ожно со ставить вы
пуклый че1 ырсху гольник? 

Сильвестр предложил снедующее решение : обозначим через А площадь выпуклой 
обласr·и. Броси м в нашу область сначала три точки и построим по этим точкам тре
угольник . Пусть е го средняя площадь равна М. Бросим теперь наудачу четвертую точ
ку. Если она попадет внутрь треугольника, то по этим четырем точкам выпукло го 
четырехугольника составить нельзя. Но четвер rую точку мы можем выбирать четырь
мя различными способами, следовательно, при бросании четыре х точек вероятность 
получить невыпуклый четыреху гольник равна р = 4М/А. Отсюда заключаем ,  что 
вер оятность получения при этом выпуклого четырехугольника равна 1 - 4М/А. 
Среднее значение М зависит от обласr и, в которую бросают точки. Для некоторых 
выпуклых фигур значение М вычислено.  М. Крофтон в статье "В ероятность", опубли
кованной в Британской экциклопедии (9-е издание, т .  1 9, стр. 7 86 , Эдинбург, 1 8 8 5 ) . 
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привел таблицу, сославшись на работу Вольхауза, из которой лerno получить значе
ния М для соответствующих выпуклых областей. 

вероятность треугольник пар аллелограмм 

р 1/ 3 = 0 , 3 3 3 3  . . .  1 1 /3 6  == 0,305 6 

nравильный 
б -угольник 

2 89/97 2 "' 
... 0,2 97 1  

Т а б л и ц а 2 2  

окружность 

35 /(1 2п2 ) = 
= 0,295 5  

Сильвестр отчетливо понимал,  что при вычислении геометрических вероятностей 
приходится брать отношение площадей или объемов (общее мер) те х област ей, кото
рые благоприятств уют событщо и в которых помещаются в севозможные события. 
Фактически так поступали и раньше . Но при этом произносили другие слова, которые 
или не имели определенного смысла или же не соответствовапи производимым дейст
виям. Сравнив результаты вычислений для различных областей, Сильвестр предложил 
найти те области, для которых вероятность получения выпукло го четырехугольника 
достигает максимума и минимума. Первые результаты принадлежат Крофтону и 
опубликованы в ранее у казанной статье. Он доказал, что минимум достигается для 
круга. Там же оч высказал предположение. что минимум достигается и для эллипса. 
Это предложение было доказано лишь В. Блашке (Vorlesuпgeп iiber d it"fereпt ial 
Geometrie - Berlia, 1 9 2 3 ) . Дельтейль показал, что максимальная вероятность форми
рования в ыпуклого четырехугольника достигается для треугольной области. 

В учебной литературе широко известна задача о встрече . Спрашивается, когда она 
появилась и кто был ее автором? При изучении многочисленной литератур ы моей уче
нице М.  Т. Лоринъо Перес удалось найти ответ на этот вопрос. В книге Уайтнорта "Вы
бор и шанс" (Choice and chance - London, 1 8 8 6 ,  chap Ш, р. 242 - 2 4 3) была рассмотрена 
следующая задача. Лица А и В независимо один от другого отправляются на прием 
в парке . Лицо А прибывает на прием в наудачу выбранный момент между 3 и 5 часами 
пополудни, а В - между 4 и 7 часами пополудни. Каждый из них остается на приеме 
в течение часа. Чем у равна вероятность того, что они окажутся на приеме одновремен
но хотя бы одно мгновение? 

Задача была решена Уайтвортом обычным путем.  какой используется и в настоя
щее время. Лerno подсчитать, что искомая вероятность равна 1/3 .  Позднее эта задача 
перекочевывала из книги в книгу в качестве иллюстративного примера, а также 
находила применении в задачах организации производства. 

Несомненно. что в XIX веке на развитие проблематики геометрических вероят
ностей особое влияние оказал Крофтон. Он начал изучать пересечение случайными 
прямыми заданных выпуклых контуров. Мы не станем излагать его результаты, 
поскольку они вошли в курсы интегральной геометрии и монографии по геометри
ческим вероятностям, а потому лerno доступны. 

На необлодимость совершенствования понятия геометрической вероятности несом
ненное влияние оказала книга Ж. Бертрана ( 1 8 2 2 - 1 9 00) (Calcul de probabilite'. - Paris, 
1 899) ,  в которой на хорошо подобранных примерах было показано, что логически 
понятие геометрическ ой вероятности н �  выnерживает критики. Играя н'а нсопреде
ленности терминологии, казалось бы для одной и той же задачи, ему удалось получить 
несколько различных ответов. В качестве основной мишени им была избрана извест
ная задача о проведении наудачу хорды внутри круга. Само собой разумеет<;я, что 
критика Бертрана привлекла внимание математиков к общим вопросам логического 
обоснования теории вероятностей. 
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В ХХ веке интерес к геометрическим вероятностям не ослабел, а вырос, посколь
ку, помимо чисто математического интереса, они приобрели и серьезное Прикладное 
значение в физике , биологии, медицине, инженерном деле и др. Этот аспект геометри
ческих вероятностей заслуживает специального рассмотрения. 

§ 9. Основные теоремы теории вероятностей 

Мы обратимся теперь к следующему естественному вопросу : когда и кто выделил 
в теории вероятностей основные ее теоремы - сложения и у множения и полной ве
роятности? В конечном счете на этих простых результатах покоится вся теория вероят
ностей и ее м ногочисленные применения. Именно лозтому представляет интерес выяс
нение процесса их формирования. В книге Л . Е. Майетрона "Теория вероятностей", 
исторический очерк, 1 967 (с. 6 5 )  утверждается, что в XVII веке уже "были известны 
теоремы сложения и умножения вероятностей, которые широко применялись при ре
шении задач". Однако, нам не удалось заметить ни в переписке Ферма с Паскалем, ни 
в трактате Гюйгенса ни формулировки, этих теорем , ни мало-мальски осознанного их 
использования. Однако зачатки этих теорем можно проследить буквально с первых 
шагов теории вероятностей как математической науки. 

Так в работах Паскаля можно усмотреть. что он отчетливо понимал как следует 
подсчитывать число благоприятствующих шансов для события А. е сли нам известны 
шансы для несовместимых событий Aj. составляютих собыrие А. Это, конечно, еше 

не теорема сложения, но важный шаг на пути ее формулировки. При решении задачи 
о разделе ставки Паскаль рассуждал следующим образом : пусть игроку А для выиг
рыша игры недостает трех партий, а игроку В - четырех. Тогда для завершения игры 
достаточно шести партий. Игрок А выигрывает, если из этих шести партий он выиграет 
вес шесть, пять или четыре, или три партии . Таким образом, число благоприятствую
щих шансов для выигрыша А игры оказывается равным 

с: + с.• ... с,; + с; = 1 + 6 + 15 + 20 = 42 .  

Это рассуждение Паскаль предложил и в обшем случае ,  когда для окончания игры иг
року А недостает т партий. а игроку В - n партий. 

В работах Я. Бернупли и Н.  Бернупли дается отчетливая формулировка правила 
вычисления вероятности противоположного события, если известна вероятность пря
мого события. 

При выводе формул, получивших наименование формул Бернулли, Я. Бернупли 
сознательно испол ьзовал правила сложения и умножения вероятностей, но самих пра
вил он не сформулировал. Они в его рассуждениях присутствуют как бы неявно. 

Одно замечание Я.  Бернупли показывает, что он отчетливо понимал особенности 
теорем ы  сложения для совместимых событий. Вот это замечание : "Если два человека, 
достойные смертной казни, принуждаются бросить кости при у словии, что тот, кто 
выбросит меньшее число очков ,  nопесет свое наказание. а другой. который выбросит 
большее число очков, сохранит свою жизнь, и что оба они сохранят жизнь, если выбро
сят одинаковое число очков, то мы найдем для ожидания одного 7/ 1 2  . . . Но из этого 
нельзя заключить. что ожидание другого равно 5 / 1 2  жизни. так как очевидно , что обе 
участи одинаковы Другой также будет ожидать 7 / 1 2 , что дает для обоих 7 /6 жизни, 
т е .  больше целой жизни. Причиной этого является то, что нет ни одного случая, в ко
rором хотя бы один не останется живым .  а имеется нескольк о  случаев, когда они оба 
могут остаться в живых." Нет нужды добавлять к словам Я.  Бернулли. что он нахо
дился рядом с предложением, которое мы теперь заnисываем в следуютем виде . 

Р{А + В } =  Р{А } + Р { В } - Р{АВ} .  
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Впрочем ,  если с современных позиций рассматривать работу Кардано " Книга об 
игре в кости",  то в главе XIV "О соединении очков " можно в частном примере 
усмотреть этот же результат, но не для вероятностей ,  а для числа шансов.  Он рассмат
р ивал число случаев в ыпадения при бросании двух костей хотя б ы  на одной кости од
ного очка. Это число равно 1 1 , поскольку шестью различными способами м ожет 
ПОЯВИТЬСЯ 1 На ПерВОЙ !<ОСТИ ( l ,  1 ) , ( 1 , 2) , ( 1 ,  3 )  ( 1 , 4) , ( 1 ,  5 ) , ( l , 6) И L'ТОЛЬКИМИ 
же на второй. Но случай ( l ,  1) при этом мы указывае м  дважды Так что различных 
случаев будет не 1 2 ,  а лишь 1 1  

Однако, как ни важны приведеиные наблюдения.  мы не должны приписывать ни 
Кардана. ни Паскалю и Ферма, ни Я. Бернупли формулировку теорем ы  сложения 
вероятностей. как важнейшего положения теории вероятностей. 

Первая четкая и окончательная формулиров ка теоремы сложения вероятностей 
находится в работе Т. Б айеса ( 1 702- 1 76 1 ) ,  носяшей длинное название - "Опыт ре
шения задач по теории вероятностей покойного достопочтенного м истера Байеса, члена 
Королевского обшества. Сообщено мистером Прайсом в письме Джону Кентону , 
магистру искусств, члену королевского общества" . Работа Байеса была зачитана на 
заседании Лондонского к оролевского общества 27 де кабря 1 7 6 3  г., спустя два года 
после смерти автора. В определении 1 работы содержится определение несовместимых 
событий. Байес употребляет дру гой термин "неплотные события" ( inconsistent). Coглac
нo Байесу , "несколько событий являются неплотными, если наступление одного из 
них исключает наступление других".  Формулировка же теоремы сложения дается 
Байесом в предложении 1 ,  которое состоит в следу ющем:  " Если несколько событий 
являются неплотными. то вероятность того , что наступит какое-то из них, 
равно сумме вероятностей каждого из них". В этом предложении мы видим 
четкую форм улировку теоремы сложения в ероятностей во вполне современ
ной форме.  

Точно так же теорема у множения вероятностей длительный период формирова

лась на рассмотрении частных примеров и на подсчете числа шансов,  благоприят

ствующих наступлению произведения двух или нескольких событий .  Такого рода 

подсчеты встречаются практически у всех  предше ственников Я. Бернупли Я. Бернул

ли широко использует эти правила при выводе своих знаменитых формул. Широко 

использовал правила сложения и умножения вероятностеЙ Монмор. Однако формули

ровки теорем ы  у множения ни у кого из них не В L'Тречае гся. Четкое выделение теоре

мы умножения было осуществлено лишь Муав ром.  Во введении к "доктрине шансов" 

в § 8 он определил важное понятие независимости случайных событий . А именно, 

он формулирует следующее положен ие .  "Мы скаже м ,  что два события независимы, 

когда каждое из них не имеет никакого о гношения к другому,  а появление одного из 

них не оказывает никакого влияния на появление другого ."  Еще более определенно 

им дано определение зависимых событий.  А именно , ' 'два события зависимы, когда 

О'НИ связаны друг с другом и когда вероятность появления одного из них изменяется 

при появлении другого " 
Эти определения М уавр снабдил простевьким примсром . Пусть имеются две кучки 

кар1 одной масти, в каждой кучке от двойки до туза. Тогда вероятность того, что из 
каждой кучки наудачу удается в ынуть по тузу будет равна 1/ 1 3  · 1 / 1 3  = 1 / 1 69 . Мы 
имеем дело с двумя независимыми событиями. Если же м ы  вынимаем две карты из 
одной кучки и спрашиваем о вероятности того, что при первом вынимании извлечем 
туз, а при втором - двойку, то здесь вероятность первого события равна 1/ 1 3 , а 
второго 1 / 1 2 . Таким образом в ероятность интересующего нас события равна уже 
1/ 1 3 . 1 / 1 2  = 1/ 1 5 6 .  

Нам о собенно важно привести сейчас следующую формулировку Муавра: " . . .  ве
роятность появления двух зависимых событий равна произведению вероятнос"'И 
появления одного из них на вероятность того, что другое должно rюявиться, если 
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первое из них уже появилось. Это правило может быть обобщено на случай несколь
ких событий". 

Мы видим, таким образом. что формулировку теоремы умножения вероятностей и 
введение понятия условной вероятности удалось осуществить только Муавру . Это им 
было сделано уже в 1 7 1 8  г. в первом издании его "Доктрины шансов". 

О вероятности совместного наступления нескольких событий Муавр писал сле
дующее : " . . .  надо обозначить одно из них как первое, другое как второе и т.д. Тогда 
вероятность появления первого должна рассматриваться как независимая от осталь
ных ;  вторая - в предположении , что первое произошло, третье - в предположении 
наступления первого и второго и т.д. Следовательно, вероятность наступления всех 
событий равна произведению всех только что указанных вероятностей". Далее Муавр 
отметил, что разыскание условных вероятностей, как правило, представляет собой 
сложное занятие. 

Общее положение Муавр продемонстрировал на решении ряда задач. Вот одна из 
них. Пусть события А , В и С независимы в совокупности и х, у, z означают вероят
ности их наступления. Тогда xyz есть вероятность наступления всех трех событий, а 1 -
- ( 1  - х) · ( 1  - у) · ( 1 - z )  - вероятность наступления хотя бы одного из событий А ,  
в, с. 

В упомянутой ранее работе Байеса содержится формулировка теоремы умножения 
вероятностей (предложение 3) : "Вероятность того, что наступят оба взаимосвязанные 
события, есть соотношение, получающееся от перемножения вероятности первого 
события на вероятность наступления второго в предположении, что первое наступило". 
Мы уже видели, что это предложение было четко сформулировано М уавром и, пос
кольку произведение Муавра было широко известно, Б айес, несомненно, заимствовал 
его у своего знаменитого предшественника. Единственно, в чем Байес пошел дальше 
Муавра - это в формулЩ>овке следствия о вычислении вероятности Р {Bi A} по 
вероятностям Р { АВ} и Р {А } .  Это предложение дало основание приписывать Б айесу 
формулы, носящие его имя. В действительности у него их нет, поскольку он не знал 
формулы полной вероятности. 

Результат, приписываемый Байесу, по-видимому, впервые получил современную 
формулировку у Лапласа в его "Опыте философии теории вероятностей". В главе 
"Общие принцилы теории вероятностей" он сформулировал принцип VI, который 
относится к вероятности гипотез или, как писал Лаплас, вероятности причин. Пусть 
некоторое событие А может произойти с одним из n несовместимых событий В, , 
В2 , • • •  , Bn и только с ними;  эти собьrrия Лаплас называет причинами. Спрашивается, 
если известно, что событие наступило , чему равна вероятность того , что осущест
вилась и причина В;? Вот формулировка ответа, данного Лапласом : "вероятность 
существования какого-либо из этих причин равна, следовательно, дроби, числитель 
которой есть вероятность события, вьrrекающая из этой причины, а знаменатель есть 
сумма подобных вероятностей, отНосящихся ко всем причинам : если эти различные 
ПрИЧИНЫ, рассматриваемые а priori, Не ОДИНаКОВО верОЯТНЫ, ТО ВМеСТО верОЯТНОСТИ 
события, вытекающей из каждой причины, следует взять произведение этой вероят
ности на вероятность самой причины". Легко понять, что Лаплас словесно сформу
лировал известное "правило Байеса" 

n 
P {B; IA}  = Р { В; }  · P {A IB;} /p; Р { В; }  · P {A IB; } ) .  

j = l 

Более того, этот nринцип Лаnласа содержит и формулу полной вероятности, ко
торой с начала XVIII века широко пользовались в своих работах многочисленные 
маrематики, работавшие в области теории вероятностей. Они понимали как исполь
зовать принцип, заложенный в формуле полной вероятности, но его не формулиро
вали. 
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Мы видим, таким образом, что основные принцилы действия с вероятностями 
вычленялись длительным путем. Их многократно использовали при решении отдель
ных задач и использовали правильно, но не формулировали их в качестве особых 
предложений. И потребовалось почти целое столетие, чтобы после введения в науку 
понятия вероятности сформулировать для этого понятия систему правил действия 
с ним. Как постоянно происходит в истории науки, такие правила широко исполь
зовались фактически, но потребности в их формулировании не отущали. Попутно 
при этом вводились и дополнительные понятия, которые позволяли глубже вникать 
в природу вещей. В нашем случае этими понятиям являются понятия несовмести
мости и независимости случайных событий. 

§ 10. Задача о разорении игрока 

Несомненно, что задача о разорении игрока в развитии теории вероятностей иг
рала серьезную роль - она позволяла отrачивать методы решения сложных вопро
сов и в какой-то мере является исходным пунктом для развития теории случайных 
процессов. Действительно именно в этой задаче впервые начали изучать состояние 
системы в зависимости от времени. Точнее - положение игроков после заданного 
числа партий. Задача о разорении игрока была впервые сформулирована Гюйгенсом 
в книге "О расчетах в азартных играх" (см. § 5 первой главы настоящего очерка, 
задача 5) . Этой задачей занимались многие выдающиеся математики прошлого -
Я. Б ернулли, Н. Б ернулли, Муавр, Лаплас и др. Интересно отметить, что Я. Б ернупли 
критиковал Гюйгенса за то, что тот решал и предлагал трудные задачи, но не в бук
венной форме, а в числовом виде и тем самым ограничивал возможности выявле
ния общих закономерностей .  

Первые подходы к решению задачи о разорении игрока почти одновременно были 
предложены тремя математиками - П. Моимором ( 1687 - 1 7 1 9) ,  А. Муавром и Н. Б ер
нупли (1687- 1759) . Их результаты относились к 1 7 1 0- 1 7 1 1  г. Задачи Гюйгенса в 
их формулировке слегка преобразилась и приобрела привычный для нас вид: игроки 
А и В имеют соответственно а и Ь франков и при каждой партии некоторой игры один 
из них выигрывает у другого 1 франк. Вероятность выигрыша игрока А для каждой 
партии равна р, для игрока В вероятность выигрыша равна q = 1 - р. Спрашивается, 
чему равны вероятности Ра и РЬ того, что игрок А выиграет (соответственно иг
рок В) игру (т.е. игрок А выиграет все деньги В раНьше, чем В выиграет их у А) . 

Муавр опубликовал свои результаты в журнале Philosophicol Transactions за 1 7 1 1  г. 
Он нашел, что 

(q/p)a - 1 Ра = (q/p)a+b _ 1 ' 
(p/q) b - 1 

Рь = (p/q) a + b _ 1 
и что математическое ожидание числа N необходимых для завершения игры партий 
равно 

Ьра - арь MN = -::.......-:... p - q 

Ему же удалось найти вероятности Pa,n и р ь,п того, что игрок А выиграет игру за n 
партий (соответственно выиграет игру за n партий игрок В) . В современных обоз
начениях искомая формула имеет следующий вид: 

Ра n = :E{ p ts-b q ts :E c i (p n - b - 2ts - i q i _ q n - s - 2ts - ip i ) } _ ' t i n 
_ :E { p ts - i q ts+ i  :E c i (p n - b - 2 ts - 2a - i q i _ q n - b - 2ts - 2a - ip i) } .  

t i n 
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Здесь введено обозначение s = а  + Ь ;  суммирование распространяется н а  т е  значе

ния t, при которых все показатели неотрицательны. 
Вдобавок им бьm подробно рассмотрен случай, когда а = оо .  
В 1 7 10  г. формулы для Pa, n • Pb, n в случае р = q нашел Монмор. Свои соображения 

он переслал Иоганну Бернулли, который передал письмо своему племяннику Нико
лаю. Ответное письмо Николая Бернупли от 26 февраля 1 7 1 1  г. содержало решение 
и для случая р i= q. Это письмо Моимор опубликовал в 1 7 1 3  г. в трактате "Опыт ана
лиза азартных игр" (Р. Monmort , Essa i d'analyse jeux asard) . 

Я. Б ернупли также рассматривал задачу о разорении игрока, как в частных слу
чаях (для а = Ь = 2) , так и в общем случае. При ее решении он следовал методу Гюй
генса и получил довольно далеко идущие результаты (для вероятностей Ра и Рь) . 

Рассмотрение решений, предложенных Я .  Б ернулли, Н. Б ернулли, Моимором и 
Муавром, ясно показывают, что все они владели приемами оперирования с вероятнос
тями сложных событий . Практически они безукоризненно точно • использовали тео
ремы сложения и умножения вероятностей, а также формулу полной вероятности, 
хотя в ту пору они еще не получили четкой формулировки. Происходило накопление 
опыта и выделение тех правил, которые постоянно необходимы при подсчете вероят
ностей сложных событий . 

§ 1 1 . Возникновение предельных теорем теории вероятностей 

На последующее развитие теории вероятностей огромное воздействие оказала 
идея, впервые высказанная и осуществленная Я. Бернупли - рассматривать не толь
ко точные решения задач теории вероятностей, но и их асимптотические постановки 
при неограниченном увеличении некоторого параметра Конечно, в первую очередь 
следует указать в этом плане на закон больших чисел в форме Я. Бернулли. Именно 
он послужил источнико м для различного рода уточнений как в XVIII, так и в после
дующие столетия. 

Сам Я. Бернупли дал формулировку своей теоремы в отличном от принятого те
перь виде. Мы приведем его формулировку несколько позднее . Сейчас же отметим, 
что и принятая им терминология отлична от современной и связана с демографией. 
Так, Я. Бернупли использовал для обозначения испытаний, при которых интересую
щее нас событие происходит, слова "плодовитый", "фертильный", а для nротивоnо
ложных исходов - слово ' "стерильный" . Теnерь мы можем перейти к оригинальной 
формулировке теоремы Я. Бернулли, которую он ценил и в ынашивал по его словам 
свыше двадцати лет. 

"Пусть число фертильных случаев к числу стерильных случаев относится точно или 
r r 

приближенно как - или же это число относится к числу всех случаев как -- или же 
s r + s 

r r - 1  r + l 
как - *) . Последнее отнuшенис находится, следовательно, между --- и -- . 

t t t 

Нужно доказать, что можно nроизвести столь большое число оnытов, что число поя-

*) Я. Бернупли счел излишним го во рить, что t = r + s. Заметим также, что r ,  s и t 

не фиксированы, а могут принимать любые значения, лишь бы отношение !.. имело 
t 

1 
заданное значение . Отсюда спедует, что - может бьпь сделано как угодно малым. 

t 
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r - 1 
вившихся фертильных наблюдений к числу в сех опытов будет больше, чем --- , и 

t 
r + 1 

меньше, чем -- . " 
t 

Ясно, что эта формулировка лишь словесно отличается от принятой теперь. 
Мы уже говорили, что книга "Искусство предположений" Я. Б ернупли была ши

роко известна многим математикам задолго до ее публикации. В частности, она была 
тшательно изучена его племянником Н. Бернулли, который в 1 709 г. защитил дис
сертацию для получения ученой степени лиценциата прав под названием "О примене
нии искусства предположений в вопросах прав" .  Во второй главе "О способе уста
новления вероятности человеческой жизни", исходя из таблиц Граунта, он изучал 
вопрос о вероятности дожития до определенного возраста. Нам сейчас интересно от
метить, что он отметил факт, подмеченный из изучения долголетних регистраций 
рождений, что мальчиков рождается больше, чем девочек. При этом отношение числа 
рождений мальчиков к числу рождения девочек оказывается, как он считал, равным 
1 8 : 1 7 . Подробное изучение содержания этой главы показывает, что Н. Бернулли 
принимал вероятность рождения мальчика равной Рм = 18 : 35 "" 0.5 14 и соответствен
но вероятность рождения девочки равной Рд = 1 7  : 35 "' 0,4 86 .  

Далее Н .  Бернупли рассмотрел пример, когда имеется 14000 рождений. Тогда, 
согласно формулам Я. Бернулли, имеет место равенство (J.t означает фактическое 
число рождений мальчиков) 

P { I J.t - 7 200 1 < 1 6 3 } = P { 7 037 < J.t < 7 36 3 } 
7362 i i 1 40 0 0 - i  :Е с. p q i = 70 3 8  1 40 0 0  

Фактическое число рождений мальчиков зависит от случая. Приведеиная формула 
позволяет вычислять вероятносrь того,  что число рождений мальчиков будет заклю
чено в указанных границах. Однако вычисления, которые при этом необходимо про
извести, сложны. 

Интересно, что в точности этот пример рассмотрен Лапласом в "Аналитической 
теории вероятностей" ( 1 -е изд., с. 2 8 1 ) . В качестве искомого значения вероятности 
неравенства 7037 < J.l < 7 3 6 3  Лаплас указал величину 0,994303 .  

В двух последних изданиях книги Муавра "Доктрина шансов" бьm помещен пере
вод его статьи 1 7 3 3  г. "Approximation ad summum terminonum Binomii (а + b) n in serien
expansis". Coглacнo словам самого автора "Я помещаю здесь перевод моей работы, 
написанной 12 ноября 1 7 3 3  года и сообшенной некоторым дру зьям, но никогда не 
публиковавшейся" ("Доктрина шансов", 1 756 ,  с. 242) . В кратком введении Муавр 
отметил. что для решения ряда задач теории вероятностей необходимо подсчиты-

k 
вать суммы :Е Рп (т) членов биномиального распределения и что вычисления стано-

т = /  
вятся громоздкими при больших значениях числа испытаний n. В результате перед 
Муавром возник вопрос о разыскании асимmотической формулы. Эта задача им бьmа 
блаl}'получно решена. Основная трудность, которая при этом возникла, состояла 
в оценке факториала т !  при больших значениях т. М уавру удалось доказать, что име
ет место асимптотическое равенство т !  "" в Гте -т т т ,  где В - постоянное. При 
этом оказалось, что 

ln B = 1 - 1 / 1 2 + 1 / 360 - 1 / 1 260 + 1 / 1 680 - . . .  

Муавр нашел, что приблизительно В "' 2,5074,  однако это его не удовлетворило и ему 
хотелось связать эту константу с ранее введенными в математику. Он обратился 
со своей проблемой к Д. Стирлингу ( 1 6 92 - 1 7 70) . Стирлинг с успехом разрешил воп-
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рос и показал, что В = .J21r "' 2 ,506628 . . . В связи с о  сказанным хотелось бы отме
тить, что известную формулу Стирлинга для приближенного вычисления фактор иала 
в случае больших чисел следовало бы называть точнее формулой Муавра и.•и самое 
меньшее - формулой Муавра - Стирлинга. Заметим дополнительно, что 1\Iуавр впер
вые вычислил и опубликовал таблицу функции lnn ! для значений n от 1 0  до 900. 

Использовав найденную им формулу "Стирлинга", Муавр первоначально выяс
нил, что в случае р = q = 0,5 средний член бинома ( 1 / 2  + 1 /2) n асимптотически равен 1/.J2n rrpq, а затем доказал локальную теорему, носящую теперь его имя ("Доктри
на шансов", с. 243 - 244) . То, что Муавр начал со случая р = q = 0,5 вполне естественно, 
поскольку именно этот снучай играет значительную роль в простейших задачах демо
графии. Далее Муавр получил локальную теорему для р * 0,5 фактически в приил
том теперь виде. 

Имея в руках локальную теорему, Муавр без затруднений сформулировал и ин-
тегральную теорему, правда, только для симметричных границ. Впрочем, интеграль
ная теорема, доказанная для симметричных границ, без труда распространяется и на 
общий случай. Он оценил важность выражения v/iii(j для теории и предложил для не
го специальное наименование - модуль. 

Использовав метод приближенного интегрирования Ньютона - Кот са, Муавр вы
числил для случая р = q = 0,5 вероятность 

p [!_ n - Vn < J.L < !_ п + Гп1. l 2 2 ) 
Согласно его подсчетам , она оказалась равной 0,95428.  Теперь, используя таблицы, 
несложно проверить его расчеты и убедиться в том, что допущенная им ошибка не
велика, только в четвертой значащей цифре (табличное значение равно 0,95450) . 
Точно так же он подсчитал вероятность 

( 1  3 1 3 ' 

P ·l2 n - 2Vn < J.L < 2 n + 2-Jnf · 
Его результат - 0,99874. Табличное значение с таким же числом значащих цифр -
0,997 3 1 .  

Муавр отметил, что интегральную теорему можно использовать и для оценки 
неизвестной вероятности р, т.е. для решения обратной задачи - задачи математичес
кой статистики. 

§ 1 2. Контроль качества продукции 

В связи с переходом промышленности на массовое изготовление изделий, за пос
ледние пятьдесят - шестьдесят лет резко увеличился интерес к вопросам проверки 
качества изделий, входящих в примимаемую партию. Появилась глубокая по содер
жанию и значительная по своим практическим применениям теория статистических 
методов приемочного контроля, основанная на широком использовании теории ве
роятностей. 

Первым шагом, относящимся к этому кругу идей, по-видимому, следует считать 
одну из задач, рассмотренных Т. Симпсоном в книге "Природа и законы случая" 
(1 740) . Вот формулировка этой задачи : имеется данное число вещей различного сор
та - n 1  вещей первого n2 - второго, . . .  Наудачу берутся т вещей. Найти вероятность 
того, что при этом будет взято m, вещей первого сорта, m 2 вещей второго и т.д. 
В настоящее время эта задача не представляет труда для студентов, приступающих 
к изучению основ теории вероятностей. В ту пору она бьmа предметом серьезного 
научного трактата. 



4 f 6  Гл. 2 .  Период формирования основ 

Спустя сто с неболъшим лет, к этой задаче вновь вернулся М.В .  Остроградский 
( 1 8 0 1 - 1 862) в работе "Об одном вопросе, касающемся вероятностей" ( 1 846) . В ма

тематическом отнощении это произведение Остроградского не представляет болъ
щого интереса, но глубокое понимание самой практической задачи заслуживает на
щего внимания. По-видимому. в этом отнощении он имеет приоритет перед всеми 
исследователями. Во всяком случае Симпсон практических следствий из своих под
счетов не делал, а Остроградский вычислил и необходимые для практических при
менений таблицы. Приведем подлинные слова Остро градского .  

"В сосуде имеются белые и черные шары, общее количество которых нам извест
но, но мы не знаем, сколько из них какого цвета. Мы извлекаем некоторое количест
во шаров, подсчитав, сколько из них белых и сколько черных, снова кладем в сосуд. 
Требуется определить вероятность того ,  что общее число белых не выходит из наперед 
заданных пределов. Или, лучше сказать, мы ищем зависимость между этой вероят
ностью и пределами, о которых идет речь. 

Чтобы понять важность этого вопроса, представим себя на месте того, кто должен 
получить большое число предметов ,  причем должны выполняться некоторые условия, 
и кто, чтобы проверить эти условия, должен на каждый предмет потратить некоторое 
время. Перед армейскими поставщиками часто стоят такого рода задачи. Для них ша
ры, содержащиеся в сосуде, представляют получаемые предметы, белые, например -
предметы приемлемые, как удовлетворяющие определенным условиям, а черные -
неприемлемые. 

Таким образом, если б ы  вопрос, который мы перед собой поставили, был решен, 
поставщик мог бы воспользоваться этим, чтобы свести приблизительно к двадцатой 
доле часто очень утомительную механическую работу, как, например, проверку боль
шого количества мешков муки или штук сукна". 

Общее число шаров в урне известно, но неиэвестен ее состав . Его и следует оценить 
по выборке, взятой из урны наудачу . Для этой цели Остроградский использует форму
лы Байеса. Однако его рассуждения базируются на одном предположении, которое 
вызывает серьезные возражения, поскольку в реальной ирактике не может встретить
ся. Именно, он предположил, что если n - общее число шаров в урне, то одинаково 
вероятны в се гипотезы о распределении среди них белых и черных шаров, т.е. что 
одинаково вероятны все следующие n + 1 предположения о числе белых шаров : О, 
1 ,  2, . . .  , n. В действительности ближе к истине предположение, которое использу
ется теперь в задачах приемочного статистического контроля качества.  Предполага
ется, что имеется причина, в силу которой каждое изделие может оказаться бракован
ным с вероятностью р. Для хорошо организованного производства р должно быть 
малым и практически неизменным. Если же технологический процесс налажен плохо, 
то вероятность р зависит от времени и может достигать большой величины. Но оче
видно, что в этом случае статистический контроль не может принести пользы. Если 
же р мало и постоянно, то вероятность среди n изделий в стретить т бракованных 
задается формулой Бернупли 

Pn (т) = CJi' p m q n - m .  

Статистические методы приемочного контроля получили особенно бурное разви
тие в годы Второй мировой войны, поскольку бьmо необходимо принимать огромные 
партии однородной продукции, а проверять ее сплошь не бьmо возможностей по ряду 
причин, из которых укажем лишь на следующие : для некоторых видов продукции 
Проверка равносильна уничтожению рабочих свойств изделия (фотобумага, взрыва
тели и т.д.) ; для сплошной Проверки требовалось такое количество рабочей силы 
и рабочего времени, что ни то , ни другое не могло бьrrь обеспечено в условиях воен
ного времени. Нет возможности здесь перечислить даже основные этапы развития 
теории статистических методов приемочного контроля. Большое число исследова-
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телей работали над различными проблемами этой тематики и внесли в ее развитие 
крупный вклад. Из отечественных ученых заслуживают быть отмеченными А.Н.  Кол
могоров , В .И.  Ррмановский ( 1 87 9- 1 954) , С.Х. Сираждинов (р. 1 9 2 1 ) , Ю.К. Беллев 
(р . 1 9 32)  и др. 

В период Великой Отечественной войны 1 94 1 - 1 945 г. огромное внимание было 
уделено разработке методов управления качеством продукции в процессе производ
ства. Это весьма важное направление работы, поскольку оно должно не просто раз
браковывать изготовленную продукцию, но своевременно вмешиваться в производ
ств�ннъm процесс и не допускать изготовления некачественной продукции. Именно к 
J I < >MY  и должно стремиться любое производство.  Итак, для управления качеством 
н у жно разработать методы, которые позволяли бы поймать тот момент, когда бра
кованная продукция еще не производится, но возникает повышенная вероятность нача
ла ее производства. 

Идея статистического метода управления качеством в процессе производства сос
тоит в том, чтобы время от времени проверять небольшие партии продукции (5 - 1 0  
штук) , только что сошедших со станка. П о  результатам таких проверок судят о ка
честве нападки. Эти Проверки осуществляются не слишком часто, чтобы не лихора
дить переналадками оборудования производственнъm процесс, и не слишком редко, 
чтобы не пропустить момент его разладки. Далее результаты наблюдений наносятел 
на так называемые контрольные карты. которые позволяют судить, что следует пред
принимать после каждой серии таких наблюдений - прекращатъ работу для пере
наладки оборудования или же продолжить производственный процесс. 

Если на ряде производств первичное произведение замеров параметров, опреде
ляющих качество продукции, допустимо и теперь оценивать вручную, то на других 
производствах оно уже требует заметного усовершенствования и перехода к автомати
зации замеров и обработки результатов измерений. Дело в том, что во многих случаях 
приходител иметь дело с огромной скоростью технологических операций. Скорость 
настолько велика, что пока оператор производит измерение параметров отобранных 
изделий, автомат успевает изготовить сотни других изделий, а прокатный стан -
прокатать сотни метров продукции. В результате при ручном измерении оказывает
ся, что запаздывает информация о наладке процесса, а вместе с ней и управляющее 
воздействие. Вот почему теперь предложены автоматы, которые замеряют необходи
мые параметры и сами выполняют математические операции, необходимые для управ
ления качеством. 

Методы приемочного контроля и статистические методы управления качеством 
оказались весьма эффективным средством упорядочения производства и экономии · станочного времени, материалов, рабочей силы. Экономический эффект от использо
вания этих методов исчисляется миллиардами рублей (долларов, марок и т.д.) . По
настоящему история статистических методов контроля и управления еще недостаточ
но изучена и нуждается в энтузиастах .  

IIIиpoтa применении теории вероятностей в начале двадцатого века настойчиво 
требовала глубокого осмысления самих основ этой науки. Наивные представления 
о случайном событии и его вероятности уже перестали удовлетворять запросы нау
ки. Вот почему ряд ученых - Э. Б орель, С.Н.  Бернштейн, Р.  Мизес и другие пред
nриняли сер ьезные у силия в пересмотре основ теории вероятностей. В тексте книги 
мы познакомилисъ с широко распространенным подходом к этой проблеме, пред
ложенным А.Н.  Колмогоровым в статье 1 9 27 г. и нашедшем завершение в его моно
графии "Основные понятия теории вероятностей" ( 1 933) . 

1 4. Б.В. Гнеденко 
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Г Л А В А З  
К ИСГОРИИ ФОРМИРОВАНИЯ ПОНЯТИЯ 
СЛУЧАйНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

§ 1 3. Развитие теории ошибок наблюдений 

Гл. 3 . Понятие случайной величины 

Мы уже упоминали в первой главе о том , что Галилео Галилей заложил основы 
теории о шибок измерений и ввел в рассмотрение ряд в ажных понятий, которые 
сохранили значение и в наши дни. 

Позднее под влиянием в первую очередь астрономических и геодезических наблю
дений интерес к ошиб кам измерений заметно в озрос. Знаменитый астроном-наблюда
тель Тихо Браге ( 1 546 - 1 6 0 1 )  обратил в нимание на то , что каж дое отдельное измере
ние несет в себе в озможную ошибку и точность изм ерений значительно повышается, 
е сли произвести несколько измерений и в зять из них среднее арифметическое .  В про
чем рекомендация пользоваться средним арифметическим для уточнения размеров 
бьm а  дана з адолго до Тихо Браге. Так, согласно литературным данным , в одном 
древнеиндийском матем атическом трактате рекомендовалось при подсчете объема 
земляных работ делать измерения в нескольких м естах и затем опериров ать со сред
ними арифметическими ( см .  Л. Е. Майетрав " Развитие понятия вероятности ", 
с. 74 ) .  

Казалось бы от И. Кеплера ( 1 5 7 1 - 1 6 30) , сделавшего так много для формиров ания 
законов движения пл анет, следовало ожидать повышенного внимания к м етодам 
обработки результатов наблюдений. Но эти вопросы фактически о стались в стороне 
от его интересо в и он з аметил только то , что хороший наблюдатель произв одит измере
ния с ошибками ограниченной величины . В этом пл ане интересны его слова, о тносящие
си к Тихо Браге "благость божья дал а нам в лице Тихо столь точного наблюдателя, 
что ошибка в восемь минут невозможна, поблагодарим бога и в оспользуем ся этой 
выгодой. Эти в осемь м инут, которыми пренебречь нельзя, дадут средство иреобразо
в ать в сю астрономию". 

Первые попытки построить математическую теорию ошибок и змерений принадле
жат Р. Котсу ( 1 68 2 - 1  7 1 6 ) , Т. Симпсону ( 1 7 1 0 - 1 76 1 )  и Д. Бернупли ( 1 700 -1 7 8 2 ) . 

Предположения, которые бьmи высказаны указанными авторами о закономерно
стях распределения о шибок измерения ,  были весьма различны. Коте считал , что о шиб
ки рав номерно распределены в некотором отрезке ( - а, а) . Симпсон исходил из  
предположения, что м алые ошибки допускаются чаще , чем большие и также ограниче
ны по абсолютной величине некоторым числом а. Сим псон считал, что ошибки подчи
нены треугольном у р аспределению, плотность которого равна О в отрезках от - оо 
до - а и от а до + оо; в отрезке ( - а, О) ее уравнение будет х - 2а2 у =- а и, наконец, 
в .отрезке (0 ,  а) имеет уравнение х + 2а2 у =а. Следует заметить, что как Коте, так и 
Симпсон не р ассм атрив али в сущности плотности распределения, поскольку они счита
ли , что ошиб ки укл адьm аются в арифметическую прогреесию с очень малой разностью 
и неспределеиным числом возможных значений. 

Симпсон для избранного им распределения доказал , что среднее арифметическое 
дает лучшую точность, чем каждое отдельное и змерение . Этому рез ультату он прида
вал большое значение и о публиковал его в работе ' 'О преим уществе выбора среднего 
из некоторого числа наблюдений в пра ктической астрономии " ( Philos T r a пs . 
1 7 5 5 ) .  • . , ' 

Значительный интерес представляет работа Д. Бернупли ( 1 700 -1 782)  "Наиболее 
вероятное о пределение по нескольки м  расходящимся между собо й наблюдениям и 
у станавлив ае мое отсюда наиболее правдеподобное заключение ", опубликов анн <�я 
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в 1 778  г .  в изданиях Петербургской Академии наук. Эта работа интересна те м , что 
в ней в первые был высказан и использов ан для оценки неизве стного параметра прин 
цип максим ального правдоподобия .  Д. Бернупли начал свой мемуар с сомнений о 
целесообразности применения всеобще принятого принцила среднего арифметического . 
В качестве плотности расnределения он принял функцию , определенную равенств ом 
у = .,fR2 - (х - х)2 , в котором параметр R изве стен, а х должно быть оnределено по 
результатам наблюдений. Заслуживает внимания то , что Д. Бернупли не обратил 
внимания на следующее обстоятельство :  интеграл от принятой им nлотности расnреде-

тг 
ления р авен - R2 и, следовательно, только при одном значении R может быть nлотно -

2 
стью р аспределения вероятносте й. 

К этой работе Д. Бернупли бьт написан ком ментарий Л.  Эйлером ( 1 707-1 7 8 3 ) , 
в котором ,  в о-первых, критиковался метод максимального правдаnодобия ( конечно,  
тогда этого термина еще не бьто и в nомине) и ,  в о-вторых , предлагалось отбрасывать 
наблюдения, далекие от истинного значения nараметра, поскольку они м ало вероятны .  

Следует отметить работы И .  Л ам берта ( 1 7 2 8 - 1 7 77) , который в статьях 1 76 0  и 
1 765 г. изложил цели теории ошибок измерений (кстати , ему nринадлежит и сам этот 
термин) , свойств а ошибок, оценку точности наблюдений и правила подбора кривых 
по наблюденным точкам, содержащим случайные ошиб ки .  По зднее появилась р абота 
Ж. Лагранжа ( 1 7 3 6 -1 81 3) ,  посвященная выяснению роли среднего арифм етического 
nри оценке истинного значения измеряемой величины. 

Для П. Лаnласа ( 1 749 - 1 827)  теория вероятностей был а не столько матем атической, 
сколько есте ственно-научной дисциnлиной. В связи с его занятиями астрономией , он 
неизбежно должен бьm nрийти к в оnросам теории о шибок наблюдений и вместе с тем 
заинтересов аться теорией в ероятносте й .  Лаnл ас nолучил ряд в ажных результатов в 
теории о шибо к наблюдений, которы е ' в ошли в nрактику о бработки данных наблюде
ний. Мы не станем здесь в дав аться в подробности его исследов аний, nоскольку для нас 
оnисание теории ошибок измерений не является сам оцелью . Нас интересует ее связи 
с развитием теории в ероятностей .  В этом nлане особый интерес представляют две 
идеи П. Л аnл аса. Перв ая из них в ызв ала к ж изни значительное увеличение интереса 
к пределъным теорем ам для сумм независимых случайных величин. Именно, согл асно 
Лаnласу, наблюденны е  о шибки измерений являются результатом суммирования очень 
большого числа элементарных ошибо к. Если эти ошибки равномерно м ал ы ,  то Лаnлас 
предположил , что р асnределение их суммы должно быть близко к нормальному. 

Вторая идея касается оценки измеряемо й  величины по результатам х " х 2 , • • • , Xn 
измерений. В качестве оценки неи звестного значения а измеряемой величины Лаnлас 

предложил брать то значения fl = а (х1 ,  • • •  , Хп) , при котором обращается в минимум 
n л 

сумма :Е 1 xk - а 1 .  Оказывается, что а при этом равняется эмnирической медиане, 
k = l 

т. е.  тому значению х, сле ва и справ а от которого расположено одинаковое число 
наблюденных значений. Этот прием не получил в ту пору распространения, поскольку 
вскоре бьт предложен другой метод, приводящий к более простым результатам. 
Разработка этого нового метода связана с именами Гаусса ( 1 7 7 7 - 1 855 ) ,  Лежаядра 
( 1 75 2 -1 8 3 3 )  и ам ериканского м атем атика Р. Эдрейна ( 1 7 75 -1 843) . Их работы 
составили в теории ошибок наблюдений настоящую эпоху. Гауссом и Лежаядром был 
предложен и разработан м етод наименьших кв адратов.  Гаусс предложил его второй 
книге болЫllого трактата "Теория движения небесных тел , в ращающихся вокруг 
солнца по коническим сечениям" ( 1 809) .  Лежандр же и зложил свои идеи в работе 
"Новые м етоды для определения орбит комет" ( 1 806) , к которой бьmо сделано спе
циальное дополнение ' 'О методе наименьших кв адр атов ". Сам Гаусс неоднократно 

14* 
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ID:Icaл ,  что он пользовался этим методом , начиная с 1 795 г. Гауссом и Здрейном бьm о 
показано, что при некоторых весьма !IШроких условиях rmотность О!IШбок измерений 

h 
имеет вид .,о ( д) = - ехр (- h2 д2 ) • 

.,_r; 
Нео бходимо сказать, что влияние Гаусса, Леж андра и Здрейна на развитие науки 

о казалось весьма различным . Статья Здрейна, о публикованная в мало распространен
ном американском ж урнале, пpouma практически незамеченой. Работы же Гаусса 
и Лежаядра почти мгновенно стали и звестны научному миру. Ученые в осприняли 
предложенный ими метод и начали систематически использов ать его в св оей практи
ческой работе .  

Большой в кл ад в дальнейшее развитие этой теории в н е с  С .  Пуассон ( 1 7 8 1 - 1 840) . 
В частности, Пуассон задалея в опросо м :  всегда ли среднее арифметическое дает луч
ший р езультат по срав нению с о тдельным наблюдением? Ответ о казался отрицатель
ным .  Именно : ему удалось указать распределе ние, для которого этого правило оши-

бочио . Плотность этого распределения равна р (х) 
1 ---- , - оо < х < оо. 

1r ( 1  + х• )  
Пуассон обнаружил , что сумма двух независимых случайных величин с только что 

указанной rmотностью распределения имеет с точностью до масштаба такое же распре
деление . Далее он обнаружил , что ср еднее арифметическое из независимых наблюде
ний над такой случайной величиной имеет в точности такое же распределение . Через 
двадцать лет (в 1 85 3  г.) О.  Ко !IШ ( 1 789 - 1 85 7) повторил эти результаты, после чего 
указанное распределение получило наименование распределения Ко!IШ .  Пуассон же,  
первооткрыв атель этих результатов , бьm забыт. 

Позднее теория о!IШбо к  измерений привле кала в нимание практически всех видных 
специалистов в обл асти теории вероятностей. П.Л.Чебышев и А. А. Марков ( 1 85 6 - 1 922 ) 
и многие другие уделяли в ним ание как методу наимень!IШх кв адратов, так и другим 
в опросам теории о!IШбо к .  Теория о!IШбок о казала серьезное влияние на постановки 
задач и разработку м етодов математической статистики. Те перь теория ошибок в клю 
чается в качестве е стественной части в мате матическую статистику . 

§ 14 . Формирование понятия случайной величины 

Мы неоднократно говорили о том, что формирование научных понятий проходит 
длительный и сложный путь, прежде чем войти во всеобщее употребление . Как пра
вило , необходимое понятие еще не введено в научный обиход, а фактически им уже 
пользуются как при решении практических задач, так и при выводе обшетеорети
ческих закономерностей. Этот путь характерен и для случайной величины - основ
ного понятия теории вероятностей и современного естествознания. Введение этого 
понятия связано с именами многих ученых, которые хотя и не использовали этого 
термина, но фактически исследовали отдельные его свойства. 

Действительно , мы уже знаем, что , начнная с Котса, Симлеона и Д. Бернулли, в 
XVIII веке начала р азвиваться теория ошибок наблюдений, возникшая в первую 
очередь под влиянием астрономии. Ошибка измерения в зависимости от случая мо
жет принимать различные значения. Эта nозиция была высказана Галилеем задол
го до работ только что упомянутых ученых. Он же ввел в обиход термин "случайная "  
и "систематическая ошибка" измерения. Вторая тесно связана с качеством изготов
ления прибора, мастерством наблюдателя , условиями наблюдений. Первая же зави
сит от многочисленных причин, влияние которых невозможно учесть и которые из
меняются от наблюдения к наблюдению, от измерения к измерению. Теперь мы ясно 
в идим, что ошибка измерения представляет собой случайную величину с каким-то 
неизвестным нам распределением вероятностей.  
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Но с понятием случайной величины в стречались уже Я. Бернулли, Н. Бернулли, 

Монмор , Муавр. В самом деле, Я. Бернупли рассмотрел ч и с л о  появлений интересующе

го его события А в n независимых испытаниях . Для нас теперь зто случайная величина, 

способная nринимать значения О, 1 ,  2, . . .  , n с вероятностями, задаваемыми форму

лами Бернулли. Н.  Бернулли, Моимор и Муавр,  исследуя задачу о разорении игрока, 

также }!Мели дело со случайной величиной - числом партий, которые необходимы 

для разорения. Муавр пошел еще дальше - он ввел в рассмотрение нормальное рас

пределение вероятностей. Однако никто из nеречисленных ученых не заметил, что 

в науку властно постучалась необходимость введения нового понятия - случайной 

величины. Первый из них оставался на уровне схемы последовательности случайных 

событий, остальные же ограничилисъ той частной задачей,  которая перед ними стояла. 

Для Муавра нормальное распределение было лишь аппроксимирующей функцией, 

дающей хорошее приближение к точному значению искомых вероятностей. 
Мы говорили, что первоначально считалосъ, что возможные значения ошибок 

измерений составляют арифметическ ую прогреесию с неопределенной, но очень малой 

разностью. Затем постепенно от этого предположения отказалисЪ и стали представ

пять себе,  что возможные значения, примимаемые ошибками наблюдений, заполняют 

целый отрезок, вероятности возможных значений определялисъ посредством плот
ности распределения . И если Д. Бернупли в отношении плотности распределения 
вероятностей допускал еще определенные в ольности, то у Лапласа, Гаусса, Лежаидра 
с плотностью распределения было уже все в порядке . Это была .неотрицательная 
функция, интеграл от которой по в сей прямой равен единице, а вероятность попада
ния в тот или иной отрезок равнялся интегралу от плотности, в зятому по этому от
резку. Лапласу уже была известна формула для разыскания плотности распреде
ления суммы по плотностям распределения слагаемых. В знаменитой книге "Анали
тическая теория вероятностей" Лаплас умело оперирует с плотноетими распределе
ния, ставит и решает ряд интересных задач, но нигде не вводит понятия случайной 
величины. Он либо использует язык теории ошибок измерений, либо язык матема
тического анализа и не ощущает потребности в новом понятии теории вероятностей . 

Первая половина XIX века принесла новые задачи, которые нуждаются в понятии 
случайной величины. Прежде всего - это исследования бельгийского естествоиспы
тателя А. Кетле ( 1 7 96 - 1 874) , заметившего , что размеры органов животных оnре
деленного возраста подчиняются нормальному распределению. Изучение уклонений 
снаряда от цели явилось предметом исследования мноmх ученых ; они также при
вели к выводу о нормальном распределении этой величины. С середины XIX века 
началисъ замечательные работы Д.К. Максвелла ( 1 83 1  - 1 87 9 )  и ряда других ученых 
по математической теории молекулярной физики газов . И здесь снова нормальное 
распределение завоевало почетное место. 

Заслуживает внимания постановка  еще одной задачи Гауссом. Он сформулиро
вал ее 25 октября 1 800 г. (именно за этот день в его дневнеке под N2 1 1 3  сделана 
соответств ующая запись) . Через двенадцать лет он сформулировал ее в письме к 
Лапласу от 30 января 1 8 1 2  г. Эта задача относится к интересному ,  начавшему раз
виваться лишь в нашем веке разделу математики - метрической теории чисел ; од
новременно она имеет самое непосредственное отношение к изучению равномерно 
распределенных случайных величин. В постановке задачи предоставим слово само
му Гауссу. В упомянутом письме к Лапласу он писал : " . . .  я вспоминаю любопыт
ную задачу, которой я занимался уже 1 2  лет назад, но для которой я не нашел тогда 
удовлетворяющего меня решения. 

Быть может, Вы соблаговолите заняться ею несколько минут : в этом случае . 
я убежден, Вы найдете более полное решение. Вот она . Пусть М - неизвестная вели
чина, заключенная между пределами О и 1, для которой все значения или одинаково 
в�роятны или же более или менее следуют данному закону : предположено, что она 
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разложена � непрерывную дробi. М =  1 /  а ( l ) + l /a (2) + . . . . Чему равна вероятность 
того, что, отбросив в разложении конечное число членов до а (п) ,  следующая дробь 

1 /а (n) + 1 /а (n+ l) + . . . будет заключена в пределах от О до х? Я обозначаю ее через 

P (n, х) и предполагаю, что для М все значения одинаково вероятны : Р (О, х) = х. "  
Гипотеза Гаусса состояла в том, что 

lim P(n, х) = ln (l + x)/ln 2 .  

n -> oo  
Он писал далее ,  что при решении этой задачи "усилия, которые я делал, . . .  ока

зались бесплодными ". Решение этой задачи появилось лишь в 1 9 28 г., его дал 
Р.О . Кузьмин ( 1 8 9 1  - 1 949) . Через год П. Леви ( 1 886 - 1 97 1 )  дал для этой задачи 
чисто вероятностное решение , получив для быстроты сходимости к пределу лучшую, 
чем у Кузьмина, оценку. Позднее было доказано, что результат сохраняется для 
любой случайной величины М, для которой Р (О,  х) имеет ограниченную производ
ную. Это замечание делает более ясными неопределеиные слова Гаусса о том ,  что 
для величины М "все значения или одинаков о вероятны или же более или менее сле
дуют данному закону ". 

Заслуживает упоминания то обстоятельство ,  что функция Р (О, х) ,  также как 
и Р (n, х) ,  представляет собой функцию распределения. 

Мы видим , что многочисленные исследования многих крупных математиков 
подготовили почв у для введения понятия случайной величины. По-видимому, пер
вый шаг был сделан Пуассоном в мемуаре 1 83 2  г. "О вероятности средних результа
тов наблюдений". Этот факт мне сообщил О.Б .  lilейнин. Термина случайная величина 
у Пуассона еще нет, но он пишет о "некоторой вещи", которая способна принять зна
чения а 1 , а2 , • • • , а 71. соответственно с вероятностями р1 ,  р2 ,  • • • , Р71.· Он рассмотрел 

также непрерывные случайные величины и их плотности распределения. 
Итак, Пуассоном был сделан важный шаг в науке - он ввел в научный обиход 

новое понятие - случайную величину . Его первоначальный термин "вещь" не при
вился и скоро перестал употребляться. Чебышев в своих мемуарах по теории вероят
ностей уже использует термин ''величина" и автоматически считает все случайные 
величины, с которыми имеет дело, независимыми. В работах же Ляпунова по теории 
вероятностей систематически используется термин "случайная величина " и всюду, 
где это необходимо, оговаривается, что автор имеет дело с независимыми случай
ными величинами . 

Отметим еще одно обстоятельство .  В самом начале § 4 работы "Об одном пред
ложении теории вероятностей" Ляпунов определил функцию распределения точно 
также, как мы делаем это теперь. Он привел в этой работе широко используемую 
формулу 

Р {а ..;; � ..;; Ь } = F (b) - F(a) . 

Полезно заметить, что в трактатах по теории вероятностей А. Пуанкаре (1 854 - 1 9 1 2) 
"Исчисление вероятностей", Э. Бертрана "Исчисление вероятностей ", Чубера ' 'Теория 
вероятностей и математическая статистика" понятие функции распределения не вводи
лось (книm, изданные до 1 9 1 2  г.) 

Оnределение случайной величины, данное Пуассоном, теnерь уже не может счи
таться математическим . Это скорее оnисание реального объекта изучения, обращение 
к интуиции, nолученной в результате житейского и научного оnыта. Это описание 
широко используется и в наши дни на начальных ступенях педагогического nроцесса, 
связанного с изложением основ теории вероятностей. Даже несложный логический 
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анализ этого определения показывает, что из него совсем не следует правила для действий над случайными величинами - сложения, вычитания, умножения и пр. Для того, чтобы случайная величина приобрела статус полноценного математического понятия, ей необходимо дать строго формализованное опредеhение . Это было сделано в конце двадцатых годов А.Н.  Колмогоровым в небольшой статье, посвященной 
аксиоматике теории вероятностей, а затем в подробностих изложено в его знамени
той книге "Основные понятия теории вероятностей". Подход Колмогорова стал 
теперь общепринятым, поскольку он полноценно включил теорию вероятностей в 
общий стиль современного изложения, принятый в математике. 

§ 15. Закон больших чисел 

Знаменитая теорема Я .  Бернупли о сближении при увеличении числа наблюде
ний вероятности события А с частотой его появления получила перв ое обобщение 
лишь в 1 83 7  г. в работе С. Пуассона "Исследования о вероятностях в решении судеб
ных дел уголовных и гражданских ". Именно в этом мемуаре он ввел сам термин 
"закон больших чисел ". 

Пуассон рассмотрел последовательность n независимых испытаний, в каждом из 
которых может появиться событие А, но с вероятностыо Pk• зависящей от номера 
испытания. Если через 1J. n обозначить число появлений события А в n последователь
ных испытаниях, то при любом Е > О имеет место соотношение : при n -+ оо 

р - - -------f 1 /J.n Pt + Р2 + · · · + Pn 
l n n 

По поводу этой теоремы Пуассона в небольшой заметке 1 843 г. Чебышев писал : 
" . .  как ни остроумен способ,  уnотребленный знаменитым геометром, он не достав
ляет предела погрешности, которую пускает этот приближенный анализ, и вследствие 
такой неизвестности величины погрешности доказательство не имеет надлежащей 
строгости " ( Чебышев П .Л. ,  Собр . соч. - АН СССР, 1 947 - Т. II . - С. 14) . Оценку 
числа n, для которого при заданных Е и 11 имеет место неравенство 

1 < Е } > 1 - 1j ,  

Чебышев указал в этой заметке. 
Как ни интересны эти результаты, они не в несли в теорию вероятностей существен

ного nporpecca, поскольку в идейном плане они не выходили за пределы концепции 
Я. Бернулли. Существенный сдвиг в этом направлении связан с работой П.Л. Чебы
шева "О средних величинах " ( 1 86 7 ) , оnубликованной одновременно на русском 
и французском языках. В этой работе он перешел от рассмотрения случайных собы
тий к случайным величинам и тем самым перенес центр тяжести интересов теории 
вероятностей к изучению случайных величин. Нужно заметить, что Чебышев не упо
минал, что он интересуется только независимыми случайными величинами, а, соглас
но традициям того времени, считал, что других величин не рассматривают. Тео
рема Чебышева теперь излагается во всех учебниках теории вероятностей. Она не
однократно позднее служила источником обобщений. 

В 1 90 9  г. Э .  Б орель для р = 0,5 показал, что в случае схемы Бернупли имеет бо
лее сильное предложение, чем закон больших чисел. Именно, он доказал, а в 1 9 1 7  г. 
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это предложение на произвольное р распространил итальянский математик Кантелли,  

что { • j.Ln l Р I1m -- = p J  = 1 . п � оо n 
Это предложение получило наименование усиленного закона больших чисел. 
lllиpoкoe обобщение усиленного закона больших чисел было дано А.Н. Колмо

горовым в работе 1 930 г. , а также в 1 934 г. в его монографии "Основные поцятия 
теории вероятностей " ( 1 9 3 2  г. ) . 

Необходимые и достаточные условия для усиленного закона больших чисел были 
найдены в ряде работ Ю. В .  Прохорова 1 95 8  - 1 95 9  г. (см. "Об усиленном законе 
болЫllих чисел ", Изв . АН СССР, сер. матем. 14 ,  6. 1 95 8 ;  "Несколько замечаний к 
усиленному закону больших чисел", Теория вероятностей и ее применения, т. IV , 
вып. 2, 2 1 5 -220. 1 95 9) . 

В 1 9 3 5  г. А.Я. Хинчин ввел новое понятие относительной устойчивости сумм, 
которое должно было дать максимально общую форму закона больших чисел для по
ложительных случайных величин. Пусть � 1 , � 2 ,  • • • - последовательность неотри
цательных случайных величин. Про суммы S n = � 1 + � 2 + . . . + � n говорят, что они 

относительно устойчивы, если можно найти такие положительные константы A n > О, 
что при любом е > О и n -+ оо выполняется соотношение 

В случае одинаково распределенных величин � n Хинчину удалось найти необходи
мое и достаточное условие для относительной устойчивости сумм S п · Ученик А.Я.  Хин
чина А.А. Бобров (р . 1 9 1 2) распространил этот результат на случай разнораспреде
ленных слагаемых. 

Закон больших чисел рассматривался вплоть до 1 93 9  г. как особая предельная 
теорема и рассматривался обособленно от остальных предельных теорем для сумм 
независимых случайных величин. В работе Б .В .  Гнеденко, о которой речь пойдет в 
§ 1 7 ,  закон больших чисел был включен в общую теорию предельных теорем, ког
да предельное распределение имеет единственную точку роста в нуле . Точно также 
теоремы об относительной устойчивости сумм являются предельными для того 
случая, когда предельное распределение имеет единственную точку роста при 
х = 1 .  

Существенное расширение проблематики, связанной с законом больших чисел, 
было осуществлено В .И.  Гливенко в работах, относящихся к 1 929 - 1 93 3  гг. , когда 
он начал рассматривать предельные теоремы для случайных величин со значениями 
в функциональных пространствах . Пожалуй, вершиной его результатов является за
мечательная теорема о сходимости эмпирических распределений к истинной функции 
распределения наблюдаемой случайной величины. Теорема Гливенко, сразу же после 
ее опубликования, была названа Кантепли основной теоремой математической ста
тистики. 

Теорема Гливенко неоднократно обобща.лась. В этом направлении работало боль
шое число исследователей, среди которых отметим лишь фразцузских ученых Р. Форте 
(р . 1 9 1 2 ) и Э. Мурье . 
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§ 16. Центральнан предельная теорема 

Теорема Муавра о сходимости распределений центрированного и нормированного 
числа появлений события А в n независимых испытаниях, в каждом из которых со
бытие А может наступить с одной и той же вероятностью р, к нормальному распре
делению долгое время служила образцом для последующих обобщений. Пожалуй, 
первое обобщение принадлежит Лапласу и уже формулируется как предель
ная теорема для сумм не зависимых случайных величин � "' каждая из кото
рых равномерно распределена на отрезке ( - h , h ) . Это было сделано в работе 
"Memoire  sur les approximation des formules qui sont fonctions de tr�s grands 
nombres et sur leur application aux probabilites" ( 1 809) . Лаплас в нем рассмат
ривал дискретные случайные величины с увеличивiноЩимся числом возможных значе
ний. Этим самым давалась аппроксимация непрерывного распределения дискретным. 
Лаплас доказал, что для каждого s имеет месте- такой результат : 

lim 
n -> oo 

или 

{ Sn Р - s .,;; __ .,;; 
Гп 

} 2 .../3 s -s - f е 
h ...{'2; о 

а2 = h 2 / 3 .  

х• 
2а2 dx, 

Заслуживает в нимания тот факт, что Лаплас при доказательстве зтого результа
та использовал метод характеристических функций, который, естественно, так тогда 
еще не назывался . 

Существенное продвижение исследований по предельной теореме связано с име
нем Пуассона В знаменитом мемуаре 1 83 7 г. "Recherches sur la probab ilit� des 
j ujements . . .  "он рассмотрел схему последовательности независимых испытаний 
с разными вероятностями появления события А в каждом из испытаний. Пусть ве
роятность наступления А при k-м испытании равна Р�с · Пуассон доказал для этого 

случая локальную теорему :  Если ряд � 
k = l  

Р�с (1 - pk) расходится, то вероятность 

того . что в n испытаниях событие появится т раз равна 

где 

P { m пр - б  с у'п } = __ l _ е -о • 
с .J;Ii 

1 n 
Р = I: Pk • с• = 2 I: Р�сП - Pk ) ,  

n k = 1 

4 11 . n 
1: (2pk - 1 ) Pk(1 - Pk) . 

k = 1 

В то й же книге Пуассон дал ошибочное о бобщение зтой теоремы на суммы произ
вольных нез ависимых сл учайных в еличин, имеющих конечные дисперсии , при условии 
их цен-rрирования сумм ами математических ожиданий и нормиров ания корнем кв ад 
р атным из сумм ы дисперсий слагаемых. 
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Справедливости ради следует сказать, что в частном случае один аковой распреде
лениости слагаемых эта теорема верна, однако строгое ее доказательств о пришло 
значительно позднее и связано с именами наших современников - Линдеберга, Феллера 
и Хинчина. 

З ам етим , что как работы Лапласа, так и работы Пуассона и в сех последующих 
исследователей,  занимавшихся центральной предельной теоремо й, бьmи непосредст
в енно связаны с теорией ошибо к измерений. И во в сех работах гов орилось не о сложе
нии абстракrnых случайных величин, а о сложении о шибо к. По-видимому, впервые 
от этой традиции отошел Чебышев.  ./ 

Интерес к нор�альному р аспределению в начале XIX века во зрос в связи с появле
нием знаменитых исследов аний Лежандра и Гаусса по формулиров ке и обосн ов анию 
метода наименьших квадратов . Ф.В .  Бессель еще в 1 8 1 8  г. в работе "Fundamenta 
Astronomiae pro anno 1 7 5 5  deducta ех observationibus viri incomportabllis James Brad1ey 
in specula Grenovicensi pro annis 1 7 5 0 - 1 76 2  institutis" заметил, что наблюдения гринви
ческого астронома Брэдли прекрасно укладыв аются в схему нормального распределе
ния. Объяснение , которо е  он предложил этом у  факту , совпадает с идеей ,  которую 
перед эrnм в течение тридцати лет вынашив ал Лаплас :  результирующая большого 
числа случайных воздействий, каждое из которых оказыв ается м алым по сравнению 
с суммой о стальных, подчиняется общему закону и этот общий закон должен быть 
нормальным . Эту мысль в совершенно отчетливой форме повторил Бессель  также 
в работе 1 838  г. (Untersuchungen iiber die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfebler/ / Astr. 
Nachr . - 1 838 .  - С. 2 3 1 ) . Справедливости ради следует сказать, что Бе ссель о братил 
винманне на то , что это правило не является в сеобщим и могут у о шибо к наблюдений 
в стречаться другие , отличные от нормального распределения. Так, если при измер ении 
углов один источник ошибок прев алирует над в семи о стальными , то плотность распре-

1 
деления результирующей ошибки может быть f(t) = � .  п уа 2  - х2 

Та же концепция обо снования нормального закона, как закона распределения 
ошибок, дважды в стречается в изве стном учебнике А. Пуанкаре "Calcul des probablli
tes" (Paris, 1 9 1 2) . Первый раз в конце § 140 он писал, что "ошибка, связанная с инстру
ментом , есть р езультирующая очень большого числа независимых одна от цруго й 
о шибо к, таких, что каждая из них приносит лишь слабую долю в результат; р езульти
рующая о шибка следует закону Гаусса". Затем в самом начале § 1 44 бьm подведен 
следующий ито г :  

"Ре зюмируя, предположим ,  что о кончательная ошибка будет результирующей 
очень большого числа частых погрешностей, независимых друг от друга, и что нет 
ошибо к систем атических; предположим также,  что эти ошибки будут иметь прибли
зителъно один и тот же порядок величины,  внося каждая в о бщий результат лишь 
незначительную долю. В этом случае результирующая ошибка следует приблизительно 
закону Гаусса. 

Такой,  мне кажется, л уч ший довод, который можно дать в пол ьзу закона Гаусса." 
Следует сказать, что в се эти идеи носят  лишь качественный характер и нуждаются 

в математическом о формлении и последующем доказательстве строгих теорем. 
Второй толчок, который вызв ал  дополнительный интерес к предельным теоремам 

теории вероятностей,  был а статистическая физика, начал а которой бьmи построены 
в середине XIX века. Первый общий результат в этом направлении был сформулиро
ван в 1 887 г в работе "О двух теоремах относительно вероятностей" П.Л.  Чебышева 
Сформулированная Чебышевым теорема звучит следующим образом : 

Если математические ожидания величин и 1 ,  и 2 , • • •  рав ны О, а математические 
о жи д ания всех их степеней и меют числовую величину ниже какого-либо предела.  
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вероятность того , что сумма и 1 + и 2 + . . .  + ип , деленная на кв адратный корень и з  
удвоенной суммы математически х  ожиданий их кв адратов,  заключается между двумя 
какими-нибудь nр еделами t и t '  с возр астание м п до оо им еет nределом интеграл 

1 t' 2 - J e -z dz . 
..J; t 

Для доказательств а этого предложения Чебышевым бьm разработан весьма силь
НЪiй метод, получивший наименов ание метода мом ентов и являющийся одним из 
крупнейших достижений науки то го  времени . Однако в формулировке теоремы и в 
ее доказательстве был долушеи ряд промахов, которые сразу же в зялся исnравить 
уче ник П.Л. Чебышева А. А. Марков . Критика мемуара Чебышев а содержится в пись
мах М ар кова к профессору Казанского УНJ!Верситета А.В .  В асильеву ,  который счел 
необходимым опубликовать ее в 1 898 г. ( "З акон больших чисел и метод н аименьших 
квадратов ") . В этих письмах Марковым был а совершенно строго доказана несколько 
исправленная теорема Чебышева: 

Если Sп - последов ательность сумм и 1 + и  2 + . . .  + ип  и Фп (х) - их функции рас
пределения, то из nредположения , что при любо м целом положительном k имеют 
место соотношения 

в ытекает, что nри любых а и Ь имеет ме сто р авенство 

{ Sп } 1 Ь 2 /'2 Р а < -- < Ь -+ -- f е -х dz. 
D Sп .J'Iir а 

Метод моментов,  которым работал Чебышев,  торжествовал победу. БЪIЛа доказана 
сильная и, казалось бы , окончательная теорема. Некоторую неудовлетворенность 
nриносило только то , что для простого результата требовалось выполнение счетного 
множества условий. Неожиданно в нескольких публикациях А. М. Ляпунов а  на протя
жении 1 900 и 1 90 1 гг. бЪIЛо о бнаруж ено,  что о кончательный результат имеет м есто 
при выполнении только одного очень простого условия, которое, вдобав о к, выясняло 
смысл тех предположений, которые должны приводить к сходимости расnределений 
нормированных и центриров анных сумм к нормальному расnределению. 

Сначала Ляпунов по казал, что е сли величины имеют конечные третьи моменТЪI 
п п 

ck = М 1 �k - ak 1 3 ,  Сп = :Е ck ,  В� = :Е D �k и соотно ше ние Сп /В� nри n -+ оо cтpe-
k = l  k = l  

мится к нулю,  то имеет место сходимость функций расnределения сумм Sп к нор
мальному расnр еделению . 

На следующий год Ляпунов же о бнаружил , что для о кончательного результата не 
о бязательно требов ать сушествов ания третьих моментов сл агаемых . Достаточно, если 
сушествуют моменты некоторого порядка 2 + б , где б >  О .  Ляпунов показ ал .  что для 
сходимости нормированных корнем из дисперсии сумм независимых сл агаемых к 
нормальном у расnределению достаточно выполнения следующего условия : пу сть 

2 + б  
n 2 + б  ck = M I �k - a .k l  , Сп = � ck ; отношение Сп /В п должно с ростом n стреми-

k = l  
ться к о .  
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Ляnунов сделал несколько. большее : он оценил скорость сходимости к nредельно
му р асnределению функций расnределения сум м .  Порядок это й оценки о каз ался 
равным n - 1/2  1n n .  

Точно также в уnомянуто й статье Чебышева, nомимо nредложения о сходимо сти 
к нормальному расnределению , было дано асимnтотиче ское разл ожение по стеnеням 
R .  

Общно сть результатов Ляnуно ва nрои звел а о громное в nечатле ние на совр еменни
ков .  По-видимо му, именно в ту пору и nоявился термин "централ ьная nредельная 
теорема" для обо значения условий сходимо сти функций расnределения нормиров ан
ных и центриров анных математическими ожиданиями сумм к нормальном у расnреде
лению . Марков nодошел к результатам Ляnунова с дале ко иных nо зиций. В связи с 
этим nолезно nривести nодлинные сл ов а Мар ков а:  "Общность в ыводов в nо следней 
работе Ляnунова далеко nревзошла ту , которая был а достигнута методом математи
ческих ожиданий. Достигнуть столь общих выводов м етодом математических ожида
ний казалось даже невозможным , ибо он основан на рассмотрении таких математиче
ских ожиданий в неограниченном числе ,  существование которых в случаях Ляnунова 
не nредnолагается . 

Для восстановления nоколебленного таким образом значения метода м атемати
ческих ожиданий необходимо был о  в ыяснить, что вышеуnомянутыми работам и он не 
исчерnан до ко нца". М ар ков в 1 908 г. выстуnил с замечательной идеей - ур езания 
случайных величин. Эrот nрием дал во зможность доказать nредельную теорему в 
у словиях Ляnунов а методом мо ментов или , как говорил Мар ков , методом м атемати
ческих ожиданий .  Идея урезания прочно вошла в жизнь теории вероятностей.  

Дальнейш ая судьба центральной nредельной теоремы таков а :  в 1 922  г.  финском у 
математику Линде бергу удало сь nо йти дал ьше Ляnунов а и отказаться от nредnоло
жения существ ов ания даже каких-либо моментов,  кром е вто рых. А именн о ,  он 
доказал, что е сли nри любом т > О имеет место сооnюшение 

1 n 
lim I: f (x- ak)2 dFk(x) = О, 

n -.. оо Bn k = 1 l x-ak i > тВп 
то функция расnределения сумм центрированных математическими ожиданиями и 
нор мир ов анных корнем кв адратным и з  суммы дисnерсий слагае мых сходЯтся к 
стандартному норм альному расnределению. 

Чере з 1 2  лет В .  Феллер nо казал , что условие Линде берга является и нео бходимым 
в nредnоложении, что слагаемые рав но мерно малы. 

Ясно , что из теоремы Линдеберга в качестве следствия nолучается дав но о жидав 
шийся результат : если случайные величины независнмы,  одинаково расnределены 
и имеют конечную дисnерсию , отличную от О, то к су ммам таких величин nрименя
ма це нтральная nредельная те орема теории вероятностей.  

В работе 1 927 г.  С. Н. Бернштейн р ассмотрел несколько боле е  общую задачу : 
имеется nоследовательность независимых случайных величин � 1 ,  � 2 , • • •  , �n , . . . , 
относительно которых не nр едnолагается ни существования дисnерсий, ни существо
вания м атематических ожиданий. Сnрашивается : когда можно nодыскать такие 

Sп - An 
nостоянные Bn > О и An, что функции р асnр еделения сумм --- сходятся к нор

Вп . 
мальному р асnределению? 

Достаточные условия для этой задачи бьши найдены Бе рнште йном в той же работе 
1 92 7  г . ;  через восемь лет Феллер по казал, что эти условия не тоJIЬко достаточны, но и 
необходимы в nредположении, что слагае мые равном ерно малы в смысле теории 
вероятностей. 
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В том же 1 9 35 г. независимо один от цр угого А. Я.  Хинчин и П . Л еви в постановке 

С. Н. Бернште йна нашли необходим ое и достаточное условие сходимо сти к нормально

му р асnределению функций р аспределения сумм независимых,  одинаково р аспреде

\Хенвых случайных величин. 
Еще в 1 926 г. в специальном курсе по предельным теоремам А. Я. Хинчин задал 

следующий вопро с :  имеется ли связь м ежду з аконом больших чисел и централ ьной 

предельной теорем ой? Ответ был найден Д.А. Райковым и А. А. Бобр овым , которые 

доказали следующую теорем у :  чтобы функции р аспределения сумм 

� � + . . .  + �п - Ап 

Вп 

при надлежащем выборе действительных постоянных Вп > О и Ап сходилисъ к нор
м альном у р асnределению , необходимо и достаточно чтобы суммы 

<� 1 - а1 )2 + (�2 - а 2 )2 + . . . + (�п - ап ) 2  
li 

были относительно устойчивы, ап = f x dFп(x), е >  О - nроизв ольн о. 
- е  

И сследование воnро сов сходимости фун кций р аспределения к норм альному закону 
не окончилисъ и в наши дни, но теперь и сследуются др угие вопросы : быстрота сходн
мости к предельному р аспределению , сходимо сть случайного числа случайных слагае
мых , суммирование неравномерно малых случаЙНЪIХ величин.  

§ 17 . Общие предельные распределения для сумм 

Есте ственвый в оnрос о том, какие распределения в ообще возможны в качестве 
nредельных для сумм независимых сл учайных в еличин при условии, что они nримерно 
одинаковы по величине, в озник только в двадцатые--тридцатые годы нашего столетия. 
Раньше в о  всей общности этот в оnрос не в озникал , хотя частные ре зультаты по этом у 
поводу и появлялисъ. В этом отношении заслуживает упоминания мемуар С. Пуассона 
"О вероятности средних резул ьтатов наблюдений", в котором , полъзуясъ аппаратом 
хар актеристических функций, он вывел распределение суммы бо льшого числа незави
симых ошибок наблюдений и р ассмотрел р асnределение, которое получило в по следст
вии название расnределения Ко ши .  Для зrого расnределения Пуассон нашел пл отность 

1 
f(t) = ---

11' (1 + х2 ) 

и доказал, что о но обл адает двумя следующими сво йств ами : 
l )  среднее арифметическое ошибо к наблюдений, р асnр еделенных по закону Коши ,  

им еет т о  же р асnределение, что и каждое сл агаемое ;  
2) для зrого р асnределения точность н е  повышается о т  того,  что берется среднее 

арифметическое ре зультатов нескольких наблюдений . 
Этот мемуар был оnубликован в 1 8 32 г. 
На тридцать лет позднее, в 1 85 3  г. в мемуаре "О средних р езультатах наблюдений 

то й же nрироды и о результатах наиболее вероятных" О. Ко ши получил характеристи
ческую функцию для в сех тех расnределений, для которых фун кция распредел ения 
суммы только на множитель nри аргументе (ко эффициент р астяжения) отличается 
от расnределения отдельных слагаемых . Ко ши нашел , что в се такие функции имеют 
вид f(x) = ехр (- t j.l) , где j.l - положительное число. П озднее выя снилосъ, что f(t) тогда 
11 1 ();J ько тогда является х арактеристической функцией, когда О <  j.l ..;; 2 .  
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П. Леви в книге "Calcul des probabilit�" ( 1 925)  в главе VI "ЭкспонеJЩиапьные 
распределения" построил первую те ор ию  устойчив ых р аспределений. Эта теория , 
е стественно продоткапа исследования О. Koum:, уйдя от них дале ко в перед. Пусть 
F(x) - функция распределения и f(t) - ее характеристическая функция. Распределе
ние F(x) назыв ается устойчивым, если при любых положительных постоянных а1 и а2 
найдется такое положительное постоянное а, что выполняется р авенств о  

f(a 1 t) · f(p2 t) = f(at) . 

В терминах случайных величин рассмотренный класс распределений обладает 
следующим хар актеристическим свойством : е сли � � и t2 - независимые случайные 
величины с одним и тем же распределением вероятностей,  а 1 и а2 - произв ольные 
положительные числа, то для каждой пары а1 и а2 найдется такое положительное 
число а, что сумма а1 � � + а2 �2 имеет такое же р аспределение как а�1 •  

П. Леви указал, что для устойчивых распределений функция f( t) имеет вид 

t 
ехр [ - с ( 1  + i(j- ) 1 t 1 а ] ,  где О <  а .;;; 2 . П. Леви также ввел понятие o бllacтu притя-1 t 1 
женил устойчивого закона: множеств о в сех тех р аспределений F(x) , для которых 
функции распределения независимых и распределенных по этом у закону случайных 
величин при соответств ующем нормировании сходятся к данному устойчивому 
распределению. 

В 1 935 г. А.Я. Хинчин пополнил понятие у стойчивого распределения, введенного 
П. Леви, а именно : он предложил назыв ать устойчив ым и те р аспределения, для кото
рых лине йная форма а1 � � + а2 �. пр и произвольных положительных постоянных а1 и 
а2 имеет такое же распределение, как al; 1 + Ь, где а - некоторое положительное, а Ь -
вещественное постоянное . Класс устойчивых в смысле Хинчина распределений оказал
ся несколько um:pe класса П. Леви . 

В 1 93 9  г. независимо цруг от цр уга Б.В .  Гнеденко и В .  Деблин нШШiи обл асти 
притяжения у сто йчивых распределений. Условия принадлежности обл асти притяжения 
устойчивого закона очень просты и сводятся к поведению "хв остов" распределений 
поведению исходного р аспределения при болъum:х значениях аргумента. 

О сновной результат, принадлежащий П. Леви и А. Я.  Хинчину , можно сформулиро
в ать так : если � 1 ,  � 2 ,  • • •  - по следовательность одинаково распределенных независи :  
мых случайных величин , то суммы 

1;, + · · · + �n - Ап 
Sп = -------

Bn 
( 1 ) 

nри надлежащем выборе постоянных Bn > О  и вещественных An могут сходиться 
только к устойчивым законам расnределения. Каждый устойчивый закон является 
предельным для функций распределения сумм ( 1 ) . 

В заметке 1 936 г. П. Леви и А.Я. Хинчин дали о кончательное nредставление устой
чивых распределений через л огарифмы характеристической функции. Чтобы функция 
.p (t) бьm а  характеристической функцией у сто йчив ого расnределения, необходимо и 
дотаточно следующее ее nредставле ни е :  

ln .p (t) = i'Y t - с 1 t l a { 1 + i(j _t_ w (t, a) J) , 
1 t 1 
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где 01, (j, 'У. с - веще ственные постоянные ( - 1  .;;; (j .;;; 1 , с :> О, О < 01 .;;; 2) и 1 tg � 01, 

w (t, 01) = 2 2 
- In 1 t \ ,  
1r 

если 01 * 1 ,  

если 01 = 1 .  
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Этот ре зультат полно стью заверiШiл исследов ания , кото рые были н ачаты Пу ассо
ном и KoiШI .  

Естественный в опрос о кл ассе предельных расnр еделений для сумм ( 1 ) , когда 
слагаемые могут быть р аспр еделены не одинаково ,  был поставлен А.Я.  Хинчиным 
в nисьме к П. Леви. В скоре ответ был найден П.  Леви. По предложению А.Я. Хинчина 
зтот класс распределе ний получил наименов ание класса L. На слагаемые сумм ы  
�k/Bn при зтом естественно наложить требование : к аждое из  сл агаемых оказыв ает 
на сумму незначительное влияние . Это требование можно представить так : в еличины 
�k/Bn предельно постоянны , т.е . для них можно найти такую последов ательность 
постоянных тпk• что равномерно относительно k (l .;; k .;;; n )  для любого е >  О выпол
няется соотношение 

Р { \:: - mпk l > e} - o  при n -+ �. 
Хар актеристическое свойств о законов кл асса L ,  найденное П . Л еви,  состоит в 

следующем : чтобы функция op (t) бьm а  х арактеристической функцией закона кл асса L ,  
необходимо и достаточно в ыполнение следующего условия : пр и каждом 01 (0 < 01 .;; 1 ) 
имеет место равенств о op(t) = op (01t) [01(t) , где f01(t) - пекоторая характеристическая 
функция. 

На этом история в опр оса не з аверiШiл ась, поскольку для nолного завершения 
Проблематики о ставалось ответить еще на один в опрос, поставленный Б.В .  Гнеденко. 
Каковы классы в о зможных предельных распр еделе •и1й.  если случайные величины 
�� , �2 , • • •  , �n '  . . .  могут б ы ть  р аспределены только но k (1  .;; k < �) р з ·•;шчным 1ако
нам р аспределения F1 (х), F2 (х), . . . , Fk(X) � Пom• r : , • е .пс ние это i\ J ад а•п: был о дано 
в 1 9 7 1  г. А. А. Зингер о м .  

В р ассмотренном круге в о просов бьm а  и зучrн а еще одна зад>ча:  а что будет, еr:ш 
рассм атрив ать суммы ( 1 ) одинаков о распределенны х незав исимых сл агаемых не ло 
в сем значениям п, а только по пекоторой подпоследовател ьности? Какие предел ып,Jr 
распределения при этом могут встретиться? Этот вопрос был nоставлен А.Я. Хин-m
ным ; он же дал на него ответ: кл асс возможных пр едельных распределений в только 
что ук азанном смысле сов падает с кл ассом безгранично делимых расnределений, в 
1 9 3 0  г. в веденным итальян ским м атем атиком Бр уно де Фин�тти и подробно и сследо
в анным А. Н. Колмогоровым , П. Леви и А. Я. Хинчиным . Случайная величина назыв ает
ся безгранично делимой, если для любого целого числа n ее м ожно nредставить в виде 
сум мы n незав исимых одинаково распределенных слагаемых. Отсюда и назв ание 
этих в еличин. 

В 1 9 33 г. А. Н. Колмогоров вы сказал гипотезу,  что е сл и  суммируются примерно 
равноnравные независимые случайные в еличины, то при ув еличении числа сл агаемых 
из р асnределения б удут приближаться к безгранично делимым законам и, следователь
но, если р асnределения последов ательных сумм будут сх�диться к nредельному,то зтот 
предельный закон обязательно должен быть безгранично делимым. В предположении, 
что слагаемые имеют конечные дисперсии , а ди сперсии последовательных сумм огра
ничены эту гипоте зу доказал ученик А. Н .  Колмогорова Г . М. Б авли ( 1 908-1 941 ) в 
1 9 34 г. В полном объеме эта гипотеза был а  доказана А. Я. Хинчиным с привле чением 



432 Гл. 3 . Понятие случайной величины 

довольно громоздких аналитических средств через три года. Отправ ляясь от это й 
работы , Б .В .  Гнеденко построил теорию суммирования независимых сл учайных 
величин, основанную на срав нительно легко доказыв аемом факте : если суммируются 
предельно постоянные независимые слагаемые и функции распределения соответст
В уiОIЩIХ центрированных сумм сходЯтся к некоторому предельному, то можно пост
роить последов ательность безгранично делимых случайных величин, функции распре
деления которых сближаются с функциями распределения сумм. Эти безгранично 
делимые величины получили назв ание сопров ождаюlЩiх. Из этого предложения в 
качестве частных случаев получалясь те оремы Б авли и Хинчина. Кроме того, этот 
подход дав ал в озможность совершенно прозрачно найти условия существ ов ания 
предельных распределений и условия сходимо сти функций распределения сумм к 
любо м у  в озможному предельному распределению. В частности, были найдены необхо
димые и достаточные условия для закона боЛЬIЩIХ чисел , для сходимости к нормаль
ному распределению, распределению Пуассона, устойчивым распределениям. Ве сь 
круг этих вопросов нашел отражение в монографии Б .В .  Гнеденко и А. Н. Колмогорова 

"Предельные распределения для сумм независи мых случайных величин" ( 1 949) . 
В последние годы большое число и сследователей приступило к изучению предель

ного поведения сумм независимых сл учайных слагаемых в сл учайном числе. Первона
чально усилия бьm и  со средоточены только на условиях сходимости к нормальному 
распределению и выполнимости закона боЛЬIЩIХ чисел. По зднее были поставлены 
в опросы о классе предельных р аспределений и об условиях существования предельно
го распределения . Эту задачу удалось решить в условиях одинаковой распределенио
сти и независим ости слагаемых, а также независимости индекса суммирования от 
слагаемых. З аметим также , что к самой постановке этих задач привели в опросы 
те ории надежности и физики . О сновная теорем а, относящаяся к назв анной проблем а
тике ,  получила наим енов ание теоремы переноса. 

§ 18. Закон повторного логарифма 

От закона больших чисел взяла начало новая предельная закономерность, полу
чившая наименование закона повторного логарифма. Эта теорема не ставит перед 
собой цели разыскания предельного распределения, но зато переводит задачу рас
смотрения последовательных сумм совсем в новую область, а именно изучает пове
дение этих сумм всех вместе . Мы вначале рассмотрим эту задачу для простейшего 
случая - для схемы Бернулли. Это вполне естественно ;  тем более,  что это соответ
ствует историческому ходу исследований . 

Обозначим через 1-1 n число появлений события А в n не зависимых испытаниях и 
рассмотрим разности S n = 1-l n - пр. В 1 909 г. Э. Борель дал обобщенную формулиров
ку закона больших чисел, показав , что имеет более сильное утверждение , а именно 

Р { Sn /n � О }  = 1 .  

Чере з четыре года Ф .  Хаусдорф ( 1 86 8  - 1 942 )  доказал, что имеет место еще более 
сильное утверждение , а именно,  что при любом е > О  

P { Sn / �  � О } =  1 .  

Год спустя, Г .  Харди ( 1 87 7  - 1 947 )  и Дж. Литвуд ( 1 8 85 - 1 977 )  обнаружили еще 
более сильное предложение, согласно которому с вероятностью единица отношение 1 Sn 1 / ГпТrИi остается ограниченным. В 1 922 г. А.Я. Хинчин да!! д.J!Я рост� сумм S п  

оценку S n = О (.jn 1п lп n). Через два года А.Я.  Хинчин нашел окончательный рсзуль rат 
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Оказалось, что 

{ 
I Sn l  Р lim sup ----;=====-

n --+ оо ..) 2 npq !n ln n = 1 }  = 1 .  
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В 1 926 r. А.Я. Хинчину удалось расnространить этот результат на случай схемы 
Пуассона, т.е . на случай последовательных испытаний с переменной вероятностыо 
nоявления события А .  

Работа А .Н . Колмогорова 1 9 2 9  г .  значительно nерекрывала результаты А. Я .  Хин
чина, которые являлисъ для нее nростыми следствиями. Этими словами мы не хотим 
иреуменьшить значения работ А.Я. Хинчина, поскольку открыть нов ую закономер
ность даже на nросто м случае заслуживает самой высокой оценки. 

Пусть имеется последовательность � 1 , � 2 ,  • • • взаиМН!> независимых случайных 
величин. имеющих математические ожидания ak = М t k и дисперсии bk = D t k ; 

n n 

в = n � (t k - ak) . Если последовательность t k удовлетворяет k = l 

еще двум условиям : при n .... оо 1 )  Bn --+ оо ,  2) 1 t n 1 < тп = o(J Bn ) , то она 
ln ln Bn 

удовлетворяет закону повторного л огарифма, т . е .  для нее выполняется соотношение 

( I Sn 1 Р \ lim sup --:;:;o:::;:=::;:::::;:::::;:::::::-l n --+ оо ..) 2 Bn ln ln Bn 

Иными словами было высказано следующее утверждение : в высказанных пред
nоложениях при любых положительных е и б можно указать столь болыпое целое 
число N, что 

1) вероятность того, что хотя бы nри одном n > N выnолнится неравенство 

I Sn 1 > (1 + б ) .J 2 Bn !n ln Bп 

меньше е и 
2) вероятность того, что хотя бы для одного n > N будет выполнено неравенство 

I Sn l > ( 1 - б ) ..) 2 Bn ln ln Bn 

больше 1 - е .  
Позднее задачей nовторного логарифма занимались многочисленные исследо

ватели - П. Леви , В. Феллер, Зигмунд и Марцинкевич, Хартман, Т.А. Сарымсаков, 
В.В .  Петров, Б .В .  Гнеденко и др . Среди многих nрекрасных результатов мы выделим 
лишь один : если случайные величины � k одинаково распределены и имеют конечную 
дисnерсию (конечно,  отличную от нуля) , то это условие достаточно для выnолнения 
закона повторного логарифма. Как nоказал А.И. Мартикайнен, этот результат до
nускает обращение •) . 

*) Обращение закона nовторного логарифма для случайного блуждания f /Теория 
вероятностей и ее применения. - 1 9 80 . - Т. 25 , вып. 2. - С. 364 - 366 . 



434 Гл. 3. Понятие случайной величины 

Аналогичная задача была nоставлена для устойчивых расnределений, отличных 
от нормального. При этом выяснилось (Б .В.  Гнеденко) , что для любой не убы
вающей функции и (n) и для любого устойчивого закона с nоказателем et (0 < а <  2) 

I Sп l 
с вероятностью единица отношение lim sup --- равно О или бесконечности. 

n -> co  u (n )  

§ 1 9. Формирование nонитий математического ожидания 
и днеnерсии 

Понятие математического ожидания в самых начальных его элементах было 
введено в теорию вероятностей очень рано : вnервые оно nоявилось в известной nере
nиске Паскаля с Ферма. В более явной форме оно было введено Гюйгенсом. Именно , 
nервые три nредложения являются ничем иным как оnределением математического 
ожидания для случайных величин, сnособных nринимать два или три значения . Как 
мы уже говорили в nервой главе сам термин ожидание был nредложен Схоутеном -
·учителем Гюйгенса . Этот термин nрижился и сохранился до нашего времени . Но 
в ту пору этому термину nридавался смысл ожидания той средней цены, которую 
можно дать за nриобретение случайной величины , дающей выигрыш х, с вероятностыо 
р1 , выигрыш х2 с вероятностью р2 ,  • • •  , выигрыш Xn с вероятностыо Pn . 

Эта мысль красной строкой nроходит и в книге Н. Бернупли "О nрименении ис
кусства nредnоложений в в оnросах nрава". Он nисал там, что "nравило это (вычис
ления ожидания - Б.Г. ) тождественно с тем,  с nомощью которого обыкновенно 
отыскиваются среднее арифметическое нескольких данных величин, а также и с 
тем nравилом смешения, на которое счел уместным сослаться мой дядя". Далее 
он рассмотрел nример, заимствованный из рукоnиси книги Я .Бернулли "Искусство 
nредnоложений" :  "Если три кружки nива ценой по 1 3  смешиваются с 2 кружками 
ценой по 8, то nосле перемножения 3 на 1 3  и 2 на 8 nолучится общая цена всех кру
жек - 5 5 ,  что дает nутем деления на число всех кружек, т.е . 5, среднюю цену одной 
кружки смеси, равную 1 1 .  Такова же должна быть, согласно nравилу ,  и оценка ве
личины ожидания чего-либо,  что будет иметь 3 случая по 1 3  и 2 случая по 8". Заметим , 
что сказанное является ничем иным как nовторением nравил Гюйгенса. Заслуживает 
внимания не только то, что Н.  Бернупли рассмотрел ожидан11е для случайных вели
чин, принимающих не только два или три значения,  но и большее число значений, 
но и нечто совсем новое, а именно сравнение формулы для вычисления математичес
кого ожидания с правилом вычисления координат центра тяжести системы материаль
ных точек. Вот подлинные слова Н. Бернулли, из той же книги. 

"Еще более заслуживает быть отмеченным особое и исключительное совnадение , 
наблюдающееся между этим nравилом и тем ,  которое рекомендуется для нахож
дения центра тяжести нескольких грузов ; действительно ,  ведь сумма моментов , 
т.е. сумма nроизведений весов на соответствующие расстояния от какой-либо данной 
точки, деленная на сумму весов , nоказывает расстояние от центра тяжести, т.е.  той 
точки, по отношению к которой подвешенные грузы находятся в равновесии, точно 
также и та средняя, которая nолучается согласно настоящему правилу, является, 
так сказать, центром тяжести в сех вероятностей, который их так уравновешивает, 
что ни та, ни другая из них, отклоняясь в ту или другую сторону от средней, не nе
ревешив ают друг друга. В целях соблюдения такого же равновесия в сомнительных 
и темных делах наши юристы nридерживаются обычно середины. "  

Для XV III века обращение к математическому ожиданию было не характерным. 
Все внимание привлекало nонятие вероятности случайного события. В энциклопе
дИи науки о вероятностях - знаменитой книге П. Лапласа "Аналитическая теория 
вероятностей " - нет оnределения математического ожидания и тем более nравил 
действий с ним. Возможно , это связано с тем ,  что Лаплас не рассматривал и nонятия 
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случайной величины, вместо этого он изучал ошибки наблюдений, плотности их рас

пределений и даже вывел и использовал формулу для плотности суммы двух не

зависимых ошибок. Правда, при этом он не говорил о том, что рассматривались неза
висимые , поскольку друmе и не изучались. 

Казалось бы создание и развитие теории ошибок наблюдений должно было сти
мулировать развитие числовых характеристик случiйных величин (которые в ту 
пору еще пазывались ошибками измерений) . Однако этого не случилось. Впрочем, 
для нормального распределения бьmи введены понятия истинного значения и точности 
наблюдений ; было известно как их вычислять по плотности распределения. Таким 
образом для этого частного случая уже была известна формула для вычисления мате
матического ожидания и дисперсии. 

Обратим внимание на то, что в начале XIX века нормальное распределение затми
ло собой все остальные, поскольку с ним столкнулись в теории ошибок наблюдений 
и, казалось, доказали в работах Гаусса и Лежандра, что распределение ошибок наблю
дений должно быть нормальным. С ним же столкнулись в теории стрельбы. Бельгий
ский биолог Кетле давал многочисленные свидетельства того, что и в биологии нор
мальное распределение играет центральную роль. Остальные распределения потеряли 
интерес, о них попросту не думали. Несомненно, в связи с этим никто и не помыш
лял о доказательстве теорем относительно математических ожиданий и дисперсий, 
поскольку для нормального распределения все уже было известно . В связи со ска
занным интересно заметить, что в книге П.Л. Чебышева "Опыт элементарного анализа 
а-еории вер оятносте й "  (М . ,  1 845)  понятия случайной величины, математического 
ожидания и дисперсии даже не упоминаются . Однако в курсе лекций по теории ве
роятностей, который систематически он читал в Петербургском университете , Че
шев гов орит о величинах (имея в виду случайные величины) , их математическом 
ожидании и дисперсии. Более того , в этих лекциях (записанных А.М .  Ляпуновым, 
переписанных у него � .Н.  Крыловым и изданных в 1 936 г. в издательст�е АН СССР) 
было сказано , что "оно (понятие математического ожидания) имеет большее значе
ние на практике, чем сама вероятность, потому что на основании ее у нас составляется 
суждение о том, что мы можем ожидать перед появлением известного события " 
(с. 1 5 9) . Само это утверждение не очень понятно, но, несомненно, Чебышев имел 

в виду какое-то определенное замечательное св ойство математического ожидания. 
По-видимому , св ою роль сыграла и формулировка закона больших чисел в форме 
Чебышева. 

Заслуживает пристального внимания то обстоятельств о,  что в этих записках лек
ций имеется доказательство и формулировка теорем о математическом ожидании 
и дисперсии суммы случайных величин. Там же он привел и вывод своего знамени
того неравенства. При этом он предполагал как нечто самоочевидное , что речь идет 
о независимых величинах. Следует отметить, что сам факт о том, что дисперсия сум
мы равна сумме дисперсий, имеется и использован Чебышевым в статье "О средних 
величинах". Там же-впервые встречается и неравенство Чебышева. Следует отметить, 
что в распространенных учебниках (А. Пуанкаре и Ж. Бертрана) конца прошлого 
века и начала текущего столетия вообще нет теорем о математическом ожидании 
и дисперсии. 

Естественно спросить себя : когда же. стал известен факт, что математическое 
ожидание суммы равно сумме математических ожиданий в сегда, а не только при 
независимых слагаемых? Пока на это можно лишь ответить, что в учебнике Чубера 
( 1908)  и переиздании книги А. Пуанкаре ( 1 9 1 2) такой теоремы нет, а в знаменитом 

для своего времени учебнике "Исчисление вероятностей " (1 9 1 3 ,  1 9 24)  строго до
казываются и теорема о математическом ожидании произведения и о математичес
ком ожидании суммы со специальным упоминанием о том , что она верна не только 
для независимых величин.  
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В заключение мы должны сказать, что история понятий математического ожида
ния и дисперсии изучена совершенно недостаточно . Мы видим, что основы понятия 
математического ожидания возникли одновременно с понятием вероятности. но вы
делены основные его с11 ойства были очень поздно - только во второй половине nрош
лого - начале нашего столетия. Неясно,  в какой мере на nонятие дисперсии влияло 
уже существовавшее nонятие момента инерции . Впрочем, заслуЖивает внимания 
и исследование истории становления и развития теории случайных величин. То, что 
изложено в настоящей главе может считаться лишь nервым приближением к исто
рии этого важного раздела научных знаний. 

Г Л А В А  4 

К ИСТОРИИ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

§ 20. Общие представления 

Понятие случайного процесса принадлежит нашему столетию и связано с именами 
А.Н. Колмогорова, А.Я. Хинчина, Е.Е.  Слуцкого ,  Н. Винера ( 1 8 94 - 1 9 65 ) . Это понятие 
в наши дни является одним из центральных не только в теории в ероятностей , но также 
в естество знании, инженерном деле, экономике, организации производства, теории 
связи. Теория случайных процессов принадлежит к категории наиболее быстро разви
ВаiОUUIХСЯ математических дисциплин. Несомненно , что это о бстоятельство в значи
тельной мере определяется ее глубокими связями с практикой . 

ХХ век не мог удовлетвориться тем идейным наследием, которое было получено 
им от прошло го .  Действительно , в то время как физика, биолога, инженера интересо
вал процесс, т.е .  изменение изучаемого явления во времени, теория вероятностей 
предлагала им в качестве математического аппарата лишь средства, изучавшие стацио
нарные состояния. Для исследования изменения В9 времени теория вероятностей конца 
прошлого - начала нашего в ека не имела ни разработанных частных схем, ни тем бо
лее oбllUix приемов . А необходимость их создания буквально стучала в о кна и двери 
математической науки .  Изучение броунов ского движения в физике подвело матема
тику к порагу создания теории случайных процессов . В исследованиях датского 
ученого А.К. Эрланга бьmа начата новая важная о бласть поисков , связанных с изуче
нием загрузки телефонных сетей. Число абонентов изменяется во времени случайно , 
а длительность каждого разговора о бладает большой индивидуальностью. И вот в этих
то условиях двойной случайности следует производить расчет пропускной спосо б
ности телефонных сетей , коммутационной аппаратуры и управляющих связью систем. 
Несомненно , что работы Эрланга оказали значительное влияние не только на решение 
чисто телефонных задач, но и на формирование элементов теории случайных процес
сов , в частности , процессов mбели и размножения. 

Во втором десятилетии ХХ в ека начались исследования динамики биолоmческих 
популяций . Итальянский математик Вито Вольтерра раэработал математическую 
теорию этого процесса на базе чисто детерминистских соо бражений . По зднее ряд 
биологов и математиков развивали его идеи уже на основе стохастических представ
лений . Первоначально и в этой теории применялись исключительно идеи процессов и 
гибели и размножения. Со бственно именно от задач биологии и пошло наименование 
лого очень частного типа случайных процессов . 
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Представим себе, 
'
что мы задались целью nроследить за движением какой-нибудь 

молекулы газа или жидкости . Эта молекула в случайные моменты сталкивается с 
другими молекулами и меняет nри этом наnравление движения и скоро сть. Состояние 
молекулы , таким о бразом,  подв ержено случайным изменениям и nредставляет со бой 
ничто иное,  как случайный nроцесс. Это nроцесс оnределяется шестью nараметрами -
тремя координатами и тремя компонентами скоро сти . Многие физические явления 
для своего изучения требуют умения вычислять вероятности того ,  что оnределенная 
доля молекул усnеет за заданный nромежуток времени nерейти из одной области nро
странства в другую. Наnример, если nриведсны в соnрикосновение две жидкости, то 
начинается в заимное nроникиовение молекул одной жидкости в другую. Происходит 
диффузия. Как быстро nроисходит nроцесс диффузии, по каким законам и когда 
о бразуюшаяся смесь становится nрактически однородной? На эти и многие другие 
воnросы дает отв ет статистическая теория диффузии, базирующаяся на исnользовании 
теории случайных nроцессов . Очевидно , что nодо бные же задачи возникают в химии , 
когда nристуnают к изучению nроцессов химических реакций. Какая часть молекул 
уже встуnила в реакцию, какая о со бенность nротекания реакции со временем, когда 
реакция nрактически уже закончилась? 

Весьма важный круг явлений nротекает по nринцилу радиоактивного расnада. Суть 
его состоит в том,  что атомы радиоактивного вещества рэсnадаются, иревращаясь в 
атомы другого элемента. Расnад каждого атома ПJХ>Исходит мгновенно , nодобно 
в зрыву ,  с вьщеленнем некоторого количества энергии . Многочисленные наблюдения 
показывают, что расnад отдельных атомов nроисходит в случайно в зятые моменты 
времени и расположение этих моментов , если количество расnадающегося в ещества 
не ирево сходит некоторо го  оnределенного критического nредела, не зависят друг от 
друга. Для изучения nроцесса радиоактивного расnада весьма важно оnределить 
в ероятность того , что за оnределенный nромежуток в ремени расnадается то или иное 
число атомов . Формально , если задаться целью в ыяснения только математической 
стороны явления, аналогично nроисходят многие другие nроцессы : обрывы нитей в 
nрядильной машине, число бро унов ских частиц, о казавшихся в данный момент в оn
ределенной области nространства, в ызовы от абонентов , постуnающие на телефонную 
станцию и т .д. 

Теория броунов ского движения, исходящая из теоретико-вероятностных nредnо
сьmо-к , бьmа разработана в 1 9 05 г. двумя известными физиками М. Смолухов 
ским ( 1 8 72 - 1 9 1 7) и А. Эйнштейном ( 1 8 79 - 1 95 5 ) . Позднее высказанные ими идеи 
исnользов али сь неодно кратно как nри изучении физических явлений , так и в различ
ных инженерных задачах. В частности , именно с их работ, как, в nрочем, и с работ 
Эрланга, начался широ кий интерес к nроцессу Пуассона. Вnрочем, сам Пуассон ввел 
в рассмотрение только распределение Пуассона и о процессе Пуассона даже не мечтал, 
но он заслужил того , чтобы его имя произно силось и при рассмотрении случайных 
процессов,  связанных с его распределением. Это не единственный случай, когда в честь 
того или другого исследователя новым понятиям nрисваиваются их имена, хотя до этих 
понятий они и не доходили. Теnерь широко расnространены гауссовскис случайные 
nроцессы , хотя сам Гаусс о них не имел никакого nредставления, да и само исходное 
расnределение задолго до его рождения бьmо nолучено Муав ром,  Лаnласо м  и др. В 
тео рии же ошибок измерений однов ременно с Гауссом к нему nришел также 
Лежандр. 

Поnытка изучения средствами теории вероятностей явления диффузии бьmа nред
nринята в 1 9 1 4  г. дв умя известными физиками - М. Планком ( 185 8 - 1 947) и 
Фоккеро м.  

Н.  Винер в середине двадцатых годов nри изучении броунов ского движения ввел 
в рассмотрение nроцессы, удовлетворяющие следующим условиям : 
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1) функция распределения разности � (t 0 + t) - Ht0 ) не зависит от начального 
момента t 0 (однородность во времени) ; 

2) приращения процесса Ht) за непересекающиеся промежутки времени (s j ,  ti ) в 
конечном числе  взаимно независимы (независимость приращений) ; 

3) в еличины Ht 0 + t) - t (t 0 )  нормально распределены со средним значением рав
ным О и дисперсией о2 t. 

Мы должны упомянуть еще о двух важных группах исследований , начатых в разное 
время и по разным поводам. Во-первых, это работы А.А. Маркова ( 1 85 6 -1 9 22) по 
изучению цепных зависимостей . Во�торых, работах Е.Е. Слуцкого ( 1880-1 948) по 
теории случайных функций . Оба эти направления играпи очень существенную роль в 
формировании о бщей теории случайных процессов . Для этой цели уже был накоплен 
значительный ·исходный материал и необходимость построения теории как бы носилась 
в воздухе. Оставалось осуществить глубо кий анализ имеющихся работ, высказанных 
в них идей и результатов и на его базе осуществить необходимый синтез. 

В 1 9 3 1  г. была опубликована большая статья А. Н. Колмогорова "Об аналитических 
методах в теории в ероятностей ", а через три года работа А.Я. Хинчина "Теория корре
ляции стационарных стохастических процессов",  которые следует считать началом 
постро ения о бщей теории случайных процессов . В первой из этих работ были заложе
ны основы теории марков ских процессов , а во второй - основы стационарных процес
сов . Они были источником огро много числа последУющих исследований, среди кото 
рых следУет отметить статью В .  Феллера "К тео рии стохастических процессов " ( 19 36) , 
дав шую интегро-дифференциальные уравнения для скачкоо бразных марков ских 
процессов . 

Обе только что упомянутые основополагающие работы содержат не только мате
матические результаты, но и глубокий фило софский анализ причин, послуживших 
исходным пунктом для построения о снов тео рии случайных процессов . Приведем с 
целью ознакомления с этим аспектом исследований довольно большой отрывок из  
введения к работе А.Н. Колмогорова. 

"Желая подвергнуть математической о бработке явления природы или социальной 
жизни, нео бходимо предв арительно эти явленкя схематизиров ать; дело в том, что к 
исследованию процесса изменения пекоторой системы математический анализ приме
ним лишь в том случае, если предполо жить, что каждое возможное состояние этой сис
темы может быть вполне определено с помощью изв естного математическо го аппара
та, например, при помощи значений, принимаемых известным числом параметров ; 
такая математически определимая система есть не сама действительность, но лишь 
схема, пригодная для описания действительности . 

Классическая механика пользуется лишь такими схемами, при которых состояние 
у системы для момента в ремени t однозначным о бразом определяется ее состоянием 
х в любой предшеств ующий момент t0 ; математически это выражается форму
лой у = f ()с '  t о ' t ) .  

Если такая однозначная функция существ ует,  как это в сегда предполагается в 
классической механике, то мы говорим, что наша схема есть схема вполне детерми· 
пированного процесса . К числу в полне детерминированных процессов можно бьmо 
отнести и те, в которых со стояние у не в полне определяется заданием со стояния х 
для единственного момента времени t ,  существ енным образом зависит еще от харак
тера изменения этого со стояния перед мо ментом t . Однако обычно предпочитают 
избегать такой зависимо сти от предшествующего пов едения системы, для Ч<>ГО рас
ширяют само понятие со стояния системы в момент времени t и соотв етственно 
этому вводят новые параметры *) . 

*) Хоро шо изв естный пример применении этого метода мы имеем при описании 
состояния пекото рой механической системы не только координатами ее точек, но 
также и компонентами их скоро стей. 



§ 20. Общие представления 439 

Вне области классической механики, наряду со схемами вполне детерминированных 
процессов , часто рассматриваются и такие схемы, где состояние х системы в некото
рый момент времени t 0 обуславливает лишь известную вероятность для наступления 
возможного состояния у в некоторый последующий момент t > t0 • Если для любых 
заданных t0 , t > t0 и х существ ует определенная функция распределения в ероятно стей 
для со стояния у, мы говорим, что наша схема есть схема стохастически определенного 
процесса. В о бщем случае эта функция распределения представляется в виде 
P (t0 , х, t, А) , nричем А о бозначает некоторое множество состояний , а Р есть вероят
ность того ,  что в момент t окажется реализованным одно из состояний А , принадле
жащих этому множеству". 

Но не о бщефилософское содержание является о сновным достоинством этой рабо
ты А.Н. Колмогорова. В ней были заложены о сновы теории случайных процессов без 
nоследействия и nолучены дифференциальные уРавнения (nрямые и обратные) , кото
рые уnравляют в ероятностями перехода. В этой же работе бьm дан набросок теории 
скачкоо бразных nроцессов без nоследействия, подробное развитие которой nозднее 
было дано В .  Феллером и В .М .  Дубров ским. 

В настоящее время теория марков ских nроцессов nрев ратилась в большую и раз
ветвленную главу математической науки, которая nолучила огромное число различ
ных применеНИЙ в физике, инженерно м деле, геофизике, химии и ряде других облас
тей знания. 

Постро ение о снов другого класса случайных nроцессов на базе физических задач 
бьmо осуществлено А.Я. Хинчиным в упомянутой нами р11боте. Он ввел понятие 
стационарного процесса в широком и узком смысле и получил знаменитую формулу 
для коэффициента автокорреляций . Эта работа послужила основанием для последую
щих исследований Г. Крамера, Г. Вальца, А.Н.  Колмо горов а и многих других ученых. 

В процессе развития теории случайных nроцессов произошло разделение близких 
понятий . Е..::ли случайная величина t (t ) или вектор (t 1 (t) , . . .  , tn(t) )  со значениями 
на числовой прямой зависит от одного в еществ енного параметра t, то принято гово
рить о случайном nроцессе Ht) . При этом, как правило , параметр t носит назв ание 
в ремени . Если в ремя принимает дискретную последов ательность значеНИЙ t 1 ,  t 2, • • •  то 
гово рят не о случайном nроцессе, а о случайной nоследовательности . Если же случай
ная в еличина t (или вектор) зависит не от одного , а от нескольких nараметров , то ее 
называют случайным полем. 

Со случайными nолями столкнулись раньше в сего в биологии и гео физике, а за
тем о казалось, что nрактически все о бласти знания nриводят к необходимости рас
смотрения наряду со случайными процессами и случайных полей . Рассмотрим nримеры. 

О бозначим через p(t, х, у ,  z )  плотность воцы в океане. Эта в еличина изменяется 
от одной точки к другой и от одного момента в ремени к другому. Как показывают 
многочисленные наблюдения, р можно рассматривать как случайное nоле .  

Рассмотрим изменение силы и наnравления в етра. Для каждого момента времени 
и каждой точки пространства сила ветра f (t , х, у, z )  является скалярной величиной,  
а наnравление ветра t (t ,  х ,  у ,  z ) , 11 (t , х, у , z ) , r (t ,  x , y , z )  - случайным вектором. Это 
типичный пример скалярного и векторного nолей . 

Число nримеров случайных nолей , относящихся к различным о бластям знания, 
можно nродолжать nрактически неограниченно . 

В истории каждой науки постоянно приходится сталкиваться с такими ситуациями, 
когда эта наука еще не создана, а исследователи рассматривают отдельные задачи, 
которые относятся к ее компетенции. Так было с арифметикой и геометрией , алгеб
рой и теорией чисел. С таким же положением мы сталкиваемся и в теории случайных 
nроцессов . Этой теории еще не бьmо , не было и свойств енных ей nонятий, не было 
даже идеи рассмотрения изменения случайной в еличины во времени, а отдельные 
задачи в этом направлении уже изучались. Для примера еще Н. Б ернулли, Моимор и 
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Муавр занимались задачей о разорении игрока и состоянии игроков после n партий . 
Это типичная: задача теории случайных процессов , в которой число сыгранных партий 
играет роль в ремени. Такая: же ситуация: складьmается: и с задачей Лапласа перекла
дывания: шаров из урны в урну и подсчета содержания: урны по сле n перекладываний .  
Всегда новое ро ждается: в недрах старого и со временем вырастает и з  становя:!Щiхся: 
тесными рамок уже установившихся: представлений и поня:тий . В результате появля
ется: нео бходимо сть выделения: специальной о бласти научных исследований . Перво
начально же отдельные новые задачи решаются: в рамках старых представлений , как 
правило специальными приемами, создаваемыми для: каждой задачи. Но время: еще не 
созрело для: выделения: соотв етствующей новой ветви научного знания:. Требуется: 
иногда длительный срок, чтобы первоначальные идеи и отдельные задачи сформирова
лись и дали начало новой теории со своими постанов ками проблем и методами иссле
дования:, позволя:ю!Щiми продвинуться: по пути познания: явлений окружающего нас 
мира. 

Теория: вероятностей имеет богатую и поучительную историю. Она наглядно показы
вает как возникали ее основные понятия: и развивались методы из задач, с которыми 
стал кивался общественный прогресс. История теории вероятностей еще далека от совер
шенства и требуется систематическая работа для того, чтобы восстановить пройденный 
путь и воздать должное ее создателям. При этом мы увидим как человечество переходи
ло от первичных догадок к более полному и совершенному знанию, как создание теории 
в ероятностей позволяло переходить от строгих детерминистических представлений 
к более широким стохастическим концепциям, тем самым открывая новые возмож
ности для глубоких заключений о природе вещей . 

Теория вероятностей продолжает бурно развиваться, в ней появляются новые 
направления исследований - оптимальное управление случайными процессами , теория 
мартингалов , теория: просачив ания, случайные операторы, в ероятностные закономер
ности на алгебраических и тополо гических структурах. Эти направления представля
ют значительный о бщетеоретический и прикладной интерес. Практически исторический 
очерк ограничивается: во времени соро ковыми годами нашего столетия: и только 
отдельные замечания относятся к более позднему времени. Я надеюсь на то , что воп
ро сы истории теории вероятностей заинтересуют некоторых читателей и им удастся: 
существенно дополнить настоящий очерк в ряде направлений . 
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Таблица значений функции .р(х) = � е 

2 
2тr 

х о 1 
1 

2 1 3 1 4 1 5 6 7 1 8 9. 

0,0 0 ,3989 3989 3 9 89 3988  3 9 86 3 9 84 3982  3 980 3 97 7  3973  
0 , 1  3970 3 965 3961  3 956  3 95 1  3945 3 939  3932  3 925 3 9 1 8 
0 ,2  3910 3 902 3 8 94 3 885 3 876  3 867  3 857 3 847  3 836  3 825 
0,3 3 8 1 4  3 802  3 7 90 3 7 7 8  3765  375 2 3 7 3 9  3 7 26 37 1 2  3697 
0 ,4 3683  3668 3653 3637 3 6 2 1  3605 3 5 89 3 5 7 2  3 5 5 5  3 5 3 8  
0,5 3 5 2 1  3503 3485 3467 3448 3429 3410 3 3 9 1  3 3 7 2  3 3 5 2  
0 ,6 3 3 3 2  3 3 1 2  3 292 3 2 7 1  325 1 3 23 0  3 209 3 1 87 3 1 66 3 144 
0,7 3 1 23 3 1 0 1  3079 3056  3034  30 1 1  2989 2966 2943 2920 
0,8 2897 2874 2850 2827 2 803 2 7 80 2756 27 3 2  2709 2685 
0,9 266 1 2637  26 1 3  25 89 2565 254 1 25 16  2492 246 8 2444 

1 ,0 0 ,2420 2396 237 1 2347 2323  2299 2 27 5  225 1 2227 2203 
1 , 1  2 1 7 9  2 1 5 5  2 1 3 1  2 1 07 2083 205 9 2036 20 1 2  1 989 1 965  
1 , 2 1 942  1 9 1 9  1 895 1 87 2  1 849 1 826 1804 1 7 8 1  1 7 5 8  1 7 36  
1 ,3 1 7 1 4  169 1  1 669 1 647 1 6 26 1 604 1 5 82 1 5 6 1  1 5 3 9  1 5 1 8  
1 ,4 1497 1476 1456  1435  1 4 1 5  1 394 1 374 1 354  1 3 34 1 3 1 5  
1 ,5 1 295 1 27 6  1 257 1 23 8  1 2 1 9  1 200 1 1 82 1 16 3  1 145 1 1 27 
1 ,6 1 1 09 1 092  1 074 1057  1 040 1023  1 006 0989  0973  0957  
1 ,7 0940 0925 0909 0893 0 87 8  0863 0848 0833  0 8 1 8 0 804 
1 , 8  07 90 077 5 07 6 1  0748 07 34 07 21  0707 0694 06 8 1  0669 
1 ,9 0656 0644 06 3 2  0620 0608 0596 05 84 0573  0562 055 1 

2,0 0,0540 0529 05 1 9  0508 0498 048 8  047 8  0468 045 9  044 9 
2 ,1  0440 043 1 0422  041 3 0404 0 3 96 03 87 0379  03:7 1 0363  
2 , 2 0355  0347 0339  0 3 3 2  0 3 25 03 1 7  0 3 1 0  0303 0 297 0290 
2.3 - 0283 0277 0270 0 264 0258  0 25 2  0246 0 24 1  0235  0229 
2,4 0224 0 2 1 9  0 2 1 3  0208 0203 0 1 98 0 1 94 0 1 89 0 1 84 0 1 80 
2 ,5 0 1 75 0 1 7 1 0 1 67 0 1 6 3  0 1 5 8  0 1 5 4  0 1 5 1  0 1 47 0 1 43 0 1 3 9  
2 ,6 0 1 36 0 1 3 2  0 1 29 0 1 26 0 1 22 0 1 1 9  01 16  0 1 1 3  0 1 1 0  0 1 07 
2 ,7  0 104 0 1 0 1  0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081  
2 ,8  007 9 0077 0075 0073 007 1 0069 0067 0065 0063 006 1 
2 . 9  0060 005 8 0056 0055 0053 005 1 0050 004 8 0047 0046 
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(Окончоние) 

х о 1 1 2 1 3 4 5 1 6 7 8 1 9 

3,0 0 ,0044 0043 0042 0040 0039 003 8 0037 0036 0035 0034 
3 , 1  0033 003 2 00 3 1  0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 
3 ,2  0024 0023  0022  0022  0021 0020 0020 00 1 9  00 1 8  00 1 8  
3 ,3 00 1 7  00 1 7  0016  0 0 1 6  00 1 5  00 1 5  00 1 4  00 1 4  00 1 3  00 1 3  
3 ,4 00 1 2  00 1 2  00 1 2  001 1 00 1 1  00 1 0  00 1 0  00 1 0  0009 0009 
3 ,5 000 9 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006 
3 ,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 
3 ,7  0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 
3 ,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 
3 ,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 000 2 000 1 000 1 

z• 
1 х 2 

Таблица значений функции Ф (х) = -- f е dz 
...rr; о -

х 
1 

о 2 3 4 

1 
5 

1 
6 

1 
7 

l 
8 

1 
9 

0,0 0,0000 0040 0080 0 1 2 0  0 1 5 9  0 1 9 9  0239 0279 03 1 9  0359 
0,1  0398 043 8  04 7 8  05 1 7  055 7  05 96 06 36 06 75 07 14 0753 
0,2 0793 0832 087 1  0909 094 8  098 7  1 026 1 1 03 1 064 1 14 1  
0, 3 1 1 7 9  1 2 1 7  1255  1 29 3  1 3 3 1  1 36 8  1406 1443 1480 1 5 1 7  
0,4 1 5 5 4  1 5 9 1  1 6 2 8  1664 1 700 1 73 6  1 7 72 1 808 1 844 1 879 
0,5 1 9 1 5  1 950  1 9 85 20 1 9  2054 2088 2 1 2 3  2 157 2 1 90 2 224 
0,6 2257  229 1 23 24 2 3 56 23 89 242 1  2454 24 86 25 1 7  2549 
0,7 2 5 80 26 1 1 2642 2673  2703 2734 2764 2793 2823 2852 
0,8 2881  2910  2939 296 7 2995 3023  3051  3078  3 1 06 3 1 33  
0,9 3 1 59 3 1 86 3 2 1 2  3 23 8  3264 3289 3 3 1 5  3 340 3365  3389 
1 ,0 34 1 3  343 7  346 1 34 85 3508 3 5 3 1 3554 3 5 77 3599 3621  
1 , 1  3643 3665  3686 3708  3728  3749  3770  3 7 90 3 8 1 0  3 830 
1 ,2 3 849 3869 3888· 3 906 3925 3 943  3962 3 9 80 3997 4015 
1 , 3  4032 4049 4066 4082 4099 4 1 1 5  4 1 3 1  4 1 47 4 1 6 2  4 1 77 
1 ,4 4 192  4207  4222  4236  425 1  4265 4279 4292 4306 43 1 9  
1 ,5 4332  4345  4357  4370 43 82 4394 4406 44 1 8  4429 444 1 
1 ,6 445 2 4463 4474 4484 4495 4505 45 1 5  4525 4535 4 5 4 5  



Таб лиuы 443 
(Окончание) 

х 
! 

о 
1 

2 
1 

3 
! 

4 s 6 
! 

7 
1 

8 
1 

9 

1 ,7 4554 4564 4573 4582 4591  4599  46 08 4 6 1 6  4625 4633 
1 ,8 464 1 4648 4656 4664 467 1 46 7 8  46 86 4692 4699 4706 
1 ,9 4 7 1 3  47 1 9  4726 4732  4738  4744 4750 4 7 56 476 1 4767 
2 ,0 4772 477 8 4783 4 7 88 4793 4798 4803 4808 4 8 1 2  4 8 1 7  
2 , 1  4 8 2 1  4 826 4 83 0  4 834 4 8 3 8  4842 4846 4850 4854 4857  
2,2 . 

486 1  4864 4868 4 87 1  4874 487 8 4881  4 884 4887  4 890 
2 ,3  4893 4896 4898 490 1 4904 4906 4909 4 9 1 1  4 9 1 3  4 9 1 6  
2,4 49 1 8  4920 4922 4924 4927 4929 4930 4932 4934 4936 
2,5 4938  4940 494 1 494 3 494 5 4946 494 8  4949 495 1 4952 
2 ,6  495 3 4955 4956 4957 4958 4960 496 1 4962 4963 4 964 

2,7 4965 4966 4967 496 8 4969 4970 497 1 4972  4973  4974 
2,8 4974 497 5 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981  
2,9 498 1 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4 9 85 4986 4986 

3 ,0 0,49 86 3 , 1  4990 3 ,2 499 3 1  3 ,3 49952 3 ,4 49966 
3 ,5  4998  3 ,6  4998 3 ,7 49989 3 , 8 49993 3 ,9  49995 
4,0 49996 8 
4 ,5 499997 
5 ,0  49999997 

ake -а 
Таблица значений функции Pk;(a) = --k !  � 0 , 1  [ - 0,2 0 ,3 0,4 0, 5 0,6 

о 0 ,904837  0,8 1 87 3 1 0,7 40 8 1 8  0,670320 0,6065 3 1  0, 5488 1 2  
1 0,090484 0, 1 63 7 46 0, 2 22245 0 ,26 8 1 2 8  0, 303265 0, 329287  
2 0,0045 24 0,0 1 6 375 0,03 3 3 3 7  0,05 3626 0,0 7 5 8 1 6  0,098786 
3 0,000 1 5 1  0,00 109 1 0,003 3 34 0,007 150 0,0 12636  0,0 1 9 7 5 7  
4 0,000004 0,000055 0,000250 0,0007 1 5  0,0 0 1 5 80 0,002964 
5 0,000002 0,0000 1 5  0,000057 0,000 1 5 8  0,000356 
6 0,000001  0,000004 0,0000 1 3  0,000035 
7 0,00000 1 0,000003 
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(Продолжение) 

�1 0 ,7 0 , 8  0,9 1 ,0 2 , 0  3 , 0  

о 0,496585 0,449 329 0,406570 0, 367879 0, 1 35 3 35 0,049 787 
1 0,3476 1 0  0,359463 0, 365 9 1 3  0, 367879 0 ,27067 1 0, 149 36 1 
2 0, 1 2 1 66 3  0, 143785 0, 1 64661  0, 1 83940 0,27067 1 0,224042 
3 0,0 28388  0,038343 0,049398  0,06 1 3 1 3 0, 1 80447 0,2 24042 
4 0,004968 0,007669 0,0 1 1 1 1 5 0,0 15 3 2 8  0,090224 0, 1 6 803 1 
5 0,000695 0,00 1 227 0,002001  0,003066 0,036089 �190 8 19 
6 0,0000 8 1  0,000 1 6 4  0,000300 0,0005 1 1  0,0 1 2030 0,050409 
7 0,000008 0,0000 1 9  0,000039 0,000073 0,003437 0,0 2 1604 
8 0,000002 0,000004 0,000009 0,000859 0,00 8 1 0 1  
9 0,00000 1 0,000 1 9 1  0,00270 1 

10  0,00003 8  0,000 8 1 0  
1 1  0,000007 0,00022 1 
1 2  0,00000 1 0,00005 5 
1 3  0,0000 1 3  
14 0,000003 
15  0,00000 1 

'\:1 4,0 5 ,0 6 , 0  7 ,0 8,0 9 , 0  

о 0,0 1 83 1 6 0,0067 3 8  0,002479 0,0009 12  0,00033 5  0,000 1 2 3  
1 0,073263  0,03 3690 0,0 14873 0,006 3 83 0,002684 0,00 1 1 1 1  
2 0, 1 465 25 0,084224 0,0446 1 8  0,02234 1 0,0 1 0735  0,004998 
3 0, 1 95 367 0, 1 40374 0,089 235 0,0 52 1 29 0,0 28626 0,0 14994 
4 0, 1 95 3 6 7  0, 1 75467 0, 1 3 3 8 5 3  0,09 1 2 26 0,057252  0,0 33737  
5 0, 1 56 29 3  0, 175467 0, 1606 2 3  0, 1 2 7 7 1 7  0,091 604 0,060727 
6 0, 1 0 4 1 94 0, 146 223 0, 1 606 23  0, 1 49003 0, 1 221 38 0,09 1 090 
7 0,059540 0 , 1 04445 0, 1 37677 0, 1 49003 0 , 1 39587 0, 1 1 7 1 16 
8 0,029770 0,065278  0, 103258  0, 1 30377 0, 1 39587 0, 1 3 1 756 
9 0,0 1 3 2 3 1  0,036 266 0,068838  0, 1 0 1 405 0, 1 24077 0, 1 3 1 756 

10 0,00 5 29 2  0,0 1 8 1 3 3  0,041 303  0,070983 0,099262 0, 1 1 8580 
1 1 0,00 1925 0,008242 0,022529 0,045 1 7 1  0,07 2 1 90 0,097020 
1 2  0,000642 0,003434 0,0 1 1 26 2  0,026 350 0,04 8 1 2 7  0,07 2 765 
1 3  0,000 197  0,00 1 3 2 1  0,005 199 0,0 14 1 8 8  0,0 296 1 6  0,050376 
14  0,000056 0,00047 2 0,002228  0,007094 0,0 16924 0,0 32384 
1 5  0,0000 1 5  0,000 1 5 7  0,00089 1 0,003 3 1 1  0,009026 0,0 1943 1 
1 6  0,000004 0,000049 0,0003 34  0,001 448 0,004 5 1 3  0,0 10930 



l аблиuы 445 
(Окончание) 

� 4,0 5 ,0 6 ,0 7 ,0 8,0 9 ,0 

1 7  0,00000 1 0 .0000 1 4  0,000 1 1 8  0,000596 0,0021 24 0,005 7 86 
1 8  0,000004 0,000039 0,0002 3 2  0,000944 0,00289 3 
1 9  0,0000 0 1  0,0000 1 2  0,000085 0,000397 0,00 1 370 
20 0,000004 0,000030 0,000 159 0,0006 1 7  
2 1  0,000001  0,000010  0,00006 1 0,000264 
22 0,000003 0,000022 0,000 108 
23 0,00000 1 0,000008 0,000042 
24 0,000003 0,0000 16  
25 0,000001 0,000006 
26 0,000002 
27 0,00000 1 

k 
ame -a 

Таблица значений функции L 
m = O  m !  

Sj 0 , 1  0 , 2  0 ,3 0,4 0,5  0,6 

о 0,904837 0, 8 1 873 1 0 ,7408 1 8  0,6703 20 0,606531  0 ,5488 1 2  
1 0,995 3 2 1  0,9 82477 0,963063 0, 9 3 8448 0,909796 0 ,878099 
2 0 ,999845 0 ,998852 0 ,996390 0,9 9 2074 0,9856 1 2  0,9 7 7 8 85 
3 0,999996 0,999943 0, 9997 24 0, 9 9 9 224 0,99 8248 0,997642 
4 1 ,000000 0,99999 8 0 ,999974 0,999939  0,999 828 0,999606 
5 1 ,000000 . 1 ,000000 . 0 ,999999 0,999996 0,999986 0,99996 2  
6 1 ,000000 1 ,000000 1 ,000000 1 ,000000 0,999999 0 ,999997 
7 1 ,000000 1 ,000000 1 ,000000 1 ,000000 1 ,000000 1 ,000000 

'SJ 0 ,7  0 ,8  0 ,9 1 ,0 1 ' ·'_/� 
о 0,4965 85 0,4493 29 0,4065 70 0 ,367879 0, 1 35 3 35 0,049 787 
1 0, 844 195 0 ,808792 0,7 72483 0 ,7 35759 0,406006 0, 1 99 148  
2 0,965 858  0,95 25 7 7  0,9 3 7 144 0 ,9 1 9699 0 ,676677 0,423 190 
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(Окончание) 

�1 0,7 0,8 0 ,9 1 ,0 2,0 3,0 

3 0,994246 0,990920 0,988542 0,9 8 1 0 1 2  0, 85 7 1 24 0,647 2 32 
4 0,9992 1 4  0,998589 0,997657  0,996340 0,947 348 0,8 1 5 263  
5 0,999909 0,9998 16 0 ,99965 8 0,999406 0,9 83437 0,9 1 6082 
6 0,999990 0,999980 0,99995 8 0,99991 7 0 ,995467 0,966491 
7 0, 999998 0,999999 0, 999997 0,999990 0,99 8904 0,98 8095 
8 1 ,000000 1 ,000000 1 , 000000 0,999999 0,99976'3 0,996 196 
9 1 ,000000 0,999954 0,998897 

10  0,999992 0,999707 
1 1  0,999999 0,999928 
1 2  1 ,000000 0,999983 
13 0,999996 
14 0,999999 
1 5  0, 1 00000 
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