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П р е д и с л о в и е 

Корректность - одно из основных понятий в теории дифферен
циальных уравнений. В курсах математической физики приводятся 
примеры некорректных краевых задач и доказывается корректность 
постановок ряда краевых задач для уравнений трех основных типов. 
Настоящее учебное пособие не является систематическим изложени
ем вопроса, а задумано как дополнение к основному курсу и пред
ставляет собой набор примеров, иллюстрирующих общее понятие кор
ректности. 

При подборе материала использовались различные источники: в 
разделе 3 - известная работа П.Лакса, а в разделе 7 - статья 
К.Йоргенса. Большое влияние на выбор материала оказала очень со
держательная книга Р.Куранта "Уравнения с частными производными" 

Привлекаемый аппарат прост: не предполагается никаких допол
нительных знаний, выходящих за рамки известных учебников (И.Г.Пет
ровского, С.Л.Соболева, С.К.Годунова, А.Н.Тихонова и А.А.Самар
ского). Ссылки на литературу делаются по ходу изложения. 

Нумерация формул своя в каждом разделе. Если используется фор
мула из другого раздела, то это специально оговаривается. 

Е.В.Мамонтов 
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I . Понятие корректности. Некоторые примеры 

Как известно, краевая задача называется корректно постав
ленной, или корректной, если ее решение 

1) существует, 
2) единственно, 
3) непрерывно зависит от данных задачи. 

Здесь, однако, нужны некоторые уточнения. Если смысл пунктов 
I) и 2) более или менее понятен, то понятие непрерывной зависи
мости требует разъяснений. Обычно, когда речь идет о линейных 
задачах, решение ищется из некоторого линейного пространства 
Ej , а данные задачи принадлежат некоторому пространству 
Е г . Пусть нормы в пространствах Е а и £ г есть соот
ветственно II II.,, , !! IIг . Тогда говорят, что решение и 
задачи непрерывно зависит от данных Ф , если при малых изме
нениях 1 ФИ^мало меняется lluilj, . Ясно5 как сформулировать соот
ветствующее определение на б76 -языке. 

Даже если задача возникает из приложений, необходимо дока
зывать корректность ее постановки. Ссылки на го, что решение 
должно существовать из физических соображений, представляются 
неправомерными, поскольку не ясно, является ли "хорошей" 
рассматриваемая математическая модель явления. Адамар был 
первым, кто четко сформулировал понятие корректности а привел 
примеры некорректно поставленных задач. В этом параграфе 
мы разберем некоторые примеры, иллюстрирующие все три пункта 
в понятии корректности. 

Пример I . (Г.Дева) 
Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение первого 

порядка: 
3"". ; Э « г + 2 ( д х . ^ 3 u r = f a ) ( I ) - + 1 -

Функция иг(х,у, +) = от (ас,y,t)+ ±иГг(x,y,ij- комплекснозначная 
функция от трех вещественных переменных x,y,t , ~f(t) - ве
щественная функция вещественного переменного i . Разумееется, 
уравнение (I) может быть записано как система двух веществен
ных уравнений для двух вещественных функций Ш иг. . Имеет 
место 
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ТЕОРЕМА. Если функция 1(4:) не аналитическая, то уравнение 
( I ) не имеет решений. 

Это замечательный факт , так как речь идет не о какой-либо 
з а д а ч е , а просто о нахождении какого-нибудь решения уравнения. 
Таких решений не существует, если даже функция f(- t j бесконечно 
дифференцируемая, но не аналитическая, например f (-t) = e f '*• . 

Прежде чем доказывать георему, заметим, что система Коши-
Римана , 

ди _ ду 
дж. ду ~ ' 
да BlT 
ди дх, 

может быть записана в следующем виде : 
( J L + i U )иг= 0 & иг= V + i гг. 

Напомним, что функция W(ai-t-'i.y) = W(£) , имеющая непрерывные 
первые производные dj£, дат является аналитической функцией 
Е тогда и только тогда , когда удовлетворяются уравнения 

Коши-Римана. 
Приступим к доказательству теоремы. Мы будем доказывать, 

что если уравнение ( I ) имеет решение иг(х,уА) , то функция 
{({) - аналитическая. В плоскости (х, у) введем полярные коор 

динаты: .полярный угол в и p = |z i = oc 2+z/ , так что z=jc+iu-
= V o ' g 1 « Рассмотрим функцию 

<T(f,l) - J °iur(f, e,i)d6. 
Нетрудно проверить, что функция Т имеет непрерывные первые 
производные. Имеем 

r_A_ + -х±л Ш^А iii) ii£+(ll+iiL) IE = 

SuT/ i iQ \ , „ ,r- 16 ч dur dur/ l i« \ , , „ , / - ib \ aw 
дв \VP У 'до 

д /- е _\ о 



гаккак—5~-и—*— = г и > е — — н — = - р е 
Поэтому Э ж dV ^ ^ Эх ay X f 

2? 2« 
L l i = i S a a s d e = 5 <-1л~у) ̂ d6= 

о 2i? о - i i №-(«гл^)р 
v ' 2. J V doc 5y / 

Преобразуем второе слагаемое 

- i \ ( L i a WdG-

2 5 66 \ Vp J Эр J Г 

Тем самым функция гГ удовлетворяет уравнению 

эр W 
Запишем уравнение 12) несколько иначе: 

ф'-я-Н'*" ffex*l-°- t
 l3> 

Равенство (3) показывает, что функция ЦЧ 5П \ f(r)dr 
аналитическая функция от с, i . Вели р= О , °то ег= о , и, 
значит, функция \ f(t)dt - аналитическая функция от i 
Но тогда fC"t) - аналитическая функция от t , и теорема 
доказана. 

При нахождении решений тех или иных задач в виде рядов 
необходима осторожность, гак как такого решения может и не быть, 
хотя гладкое решение существует. 

Пример 2 (С.В.Ковалевская) 
Рассмотрим следующую задачу Коши для уравнения теплопровод

ности: 

д± бес 
hi = . i iL , i > о, - оо < JC < ~о , 

1! (<Х, 0 ) - Ф ( Ж ) = % J - = « < -Ж < =-о 



Гладкое решение этой задачи существует и может быть построено, 
например, по формуле Пуассона. Попробуем найти решение в виде 
степенного ряда 

учитывая, что 

Имеем . о . 

' j - i ' 

EJi = S i ( i - i ) U i . ^
i _ 2 - t J =£ ( i + 2 K b i ) u U 2 i ^ . 

fix2 i=o </ i , j = o '<f 
1 = 2 ° 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получаем равен
ство 

( j + i ) U i , j + l = ( i + 2 ) ( i + i ) U i + 2 , | • (4) 
Кроме того, 

t i . - K ^ 1 = 2 5 ' (5) 
10 1 0 , i = 2 s + i , 

гак как «Л 
U (л, 0) = 2-- U. jcX = I- <Х + JC + . . , . 

Из (4) и (5) получаем 

"гв+17к = 0, Uz = — - _ — ( _ 1 } 
( 2 S + 2 K ) ! к + 5 

" 2 б ' к ( 2 5 ) ! к ! 
Тем самым 

Решение в виде ряда найдено, однако ряд (6) расходится. Дей
ствительно, оо . 

• . . ,, хт (2к) к, к 

а этот ряд расходится при всех t > 0 . 
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Известная теорема Коши-Ковалевской здесь неприменима. 
Заметим, что прямая i = o является характеристикой. 

Этим обстоятельством объясняется и то, что решение задачи^ 
Коши для уравнения теплопроводности не единственно. 

Пример 3 
Рассмотрим следующую задачу: 

Эц _ 9 и ^ i>0, - о « > < л < с о ; 
Н дх-г ' U(iC,Oj = 0. 

Очевидно, что и= 0 - решение задачи. Мы построим другое, 
ненулевое решение. Будем искать решение в виде ряда 

г/(а,г) = £а л (т) , зе 2 п 

л=о 7 

где ап с+) - некоторые гладкие функции, такие, что ап(0) = 0 . 
Имеем 

ОТ п = 0 ' 

д и л 2п-2. 
= A, 2nC2n-i) а/л * 

21 = 0 

0JC3 j ^ r t 

откуда 
о'„ ^(2n+2)l<2n^i)ani.i 

или 
(2n+2J(2n + i) 

Пусть а0(±)=Щ) , тогда 

Итак, если мы подберем функцию TCt) такую, что все ее 
производные при t = 0 обращаются в нуль, а ряд (7) сходится, 
то требуемое решение будет построено. 

Рассмотрим для о о о следующую функцию: ± 



._,. .__ =0,п=1Д,.... Оценим, как растут производные i Ч+)« 
Продолжим функцию f(-t) в комплексную плоскость: $(.ъ)=ё./*°с, 
2 = i + i » . Согласно теореме Ковш, 

в качестве контура Г может быть взят любое замкнутый контур, 
не содержащий внутри себя особую точку 2=0 . Мы выберем в 
качестве контура Г окружность с центром в точке i=i радиуса 
с{ , С< I • Производные f 4.-1) могут быть вычислены следую
щим образом: 

°ТСВДа IXC") , | , п! 2гс*' , г . , 
2.V (c4) n + i Г 

л 1 
max. 

(Ci ) n Г 
Осталось оценить тпа,х If(2)1 . Имеем 

"foe - E e ^ - i ^ m ^ l - ^ ~ г Л 1 - I -Se&-iJtn'&Le::R*T« " (9) 

Покажем, что существует постоянная С , 0< с < i , такая, 
что К е ( - — ) ^ - -ррг ЙРИ lz—I I ^ • Возьмем сначала 
-t=i . Тогда нужно показать, что 

•*e(n-if>)* " £ 
Левая часть неравенства (Ю) - непрерывная функция Р , равная 
-1 при Р = 0 . Значит, " S e ^ L a ^ - j ; Для |2-/( = 

-=\с\4 С с некоторой постоянной с . Общий случай сводится к 
рассмотренному введением £=-§- • Как только что доказано, су
ществует постоянная С такая, что - S e - 4 - 4~— П - Р и 

\£-1I«С 
Но тогда 

* 2 

-*'M«*i прй l*"i|"c 

(т) 
Используя полученную оценку и равенство (9), можем написать, 
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i 
что тазе l i c z j U e ^ > откуда j _ г _iumw^"'-f-*«> L 
с <^(i}=-£ n е2*1* « Функция ^ (£) имеет максимум в точке i = 
' ( ^ У 3 * Р а в н ы й ( 2 л )sr(oce_)"3' , поэтому при всех t 

I rC*1) , i ! - л <*. ТГ I I I ) 

1 f (-t)U л! с Сосе; (2л)^ . 
В салу оценки (I I ) ряд для решения 2, — — ^ Ь ! — х мажо
рируется рядом „л"*0 п ' 2 п ' ' 

S п! с 'Уе^сглГ 2„ (К) 
^ - - , —__—,—,—_____ ^ 

2 I о 1 
По признаку Даламбера ряд (12) сходится, если jc<K~&m У ' 
Вычислим указанный предел: 

«л+< 

= dm 
г"+< " - ~ (2п) ! - ^ Сл+ d ) ! с - л - л

( с С е ; п + ^ . (2л+ 2 ) П + ^ 
= ^777 2с«-°Ч2л<-2/~= ' . 
71—>- ОО 

Если мы возьмем d > 1 , ю S = ~ , и , значит, мажорантный 
ряд (12) сходится при всех .х . Тем более сходится при всех а. 
ряд (7) . Итак, ряд х , -р*. >(п) 

ст \ 6. / 2.л 
; ОС 

л=о ( 2 л ) ! 
при любом oi>i сходится при всех «к , и его сумма может слу
жить примером ненулевого решения задачи Коши с нулевыми началь
ными данными, 

Классическим является следующий пример. 
Пример 4 (Ж.Адамар) 
Рассмотрим задачу Коши для системы уравнений Коши-Римана 

^Г + -JV-0, (13) 
ди- 8и 

U(JC, 0 ) = U„(3C) , «"(„Г, 0 ) = L^ Сое) > 
Ц,(ос), IT CJC) - заданные гладкие функции. Система уравнений 
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(13) имеет частные решения вида u-Ue ' , (А= Ve J 

с постоянными <* , fl , связанными соотношением /Э=±дос . 
Постоянные V , у таковы, что V= iU • Если взять ос-п , 
й = - in , то указанное семейство решений есть 

1 П З Ы - Л Ч , г 1 Л Л С + П Ч ( т , \ 

^ n (« ,y ; = (7ne V ^ i U ^ e ? (14) 
Так как система уравнений (13) имеет вещественные коэффициенты, 
то вещественные части функций (14) также удовлетворяют системе 
уравнений Коши-Римана. Итак, система уравнений Коши-Римана имеет 
однопараметрическое семейство решений (мы выбираем U n = e _ v n ) 

ип = е е соьп<с7 г г = - е е sin пас (15) 
с начальными данными при Ц~0 

tin(-x.,0)=e cos пас 7 7^(a:90)=~e Sinnac. К1Ь) 

Если n-t-oe, то функции (16) вместе со всеми своими производны
ми равномерно стремятся к нулю. В то же время i/n(o,W-e "e Г 
1Л„(0, <у.) = о , и, следовательно, норма решения в простран

стве непрерывных функций стремится к бесконечности. Приведен
ный пример указывает на отсутствие непрерывной зависимости решения 
от данных Коши для системы уравнений Коши-Римана, если рассмот
рение ведется в пространствах непрерывных функций. 

После того, как Адамар привел свой пример, были построены 
примеры "типа примера Адамара" я в других задачах. В таких 
случаях удобно просто говорить о "примерах Адамара". В 
дальнейшем мы будем излагать такие примеры, а сейчас остано
вимся еще на одном. 

Пример 5 
При -fc < 0 ищется решение уравнения теплопроводности 

ди д и (ТГ)\ 

такое, что К(а:,о) = и0(х)- гладкая функция. Покажем, что сформу
лированная задача некорректна. Уравнение (17) имеет решения 
вида v (X, t ) = е - Л / " е ~ л cosnx, с начальными данными 

ип(зс>0) = е. соьпос. (18) 
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L 
функции (18) равномерно стремятся к нулю вместе со всеми своими 
производными. В то же время функции ^ п ( ° > ^ ) = е л е ~ п 

стремятся к бесконечности, если п стремится к бесконечности, а 
t < 0 • Как и в примере 4, отсюда следует, что в пространствах 

непрерывных функций задача Коши для уравнения теплопроводности 
в сторону отрицательных значений -£ является некорректной. 
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2. Связь между условиями, входящими в понятие корректности 

Здесь мв покажем, что в некоторых случаях из однозначное 
разрешимости задачи при любых ее данных следует непрерывная 
зависимость решения от данных задачи. Ш самом деле такая ситуация 
является обшей, но мы ограничимся рассмотрением задачи Коши 
для одного линейного дифференциального уравнения. 

Итак, пусть L - линейный дифференциальный оператор порядка 
тп : 

°с Э |оС| 

L = 2J ObWS)-, £>и-гы д - з г ' 
Idcum Зх ' . . . Эжл" 

Рассмотрим задачу Коши с данными на плоскости лп - о : 

u1 a-'-'ti 
^л=0 V ° ' - ' да.™-< 

(I) 
o c n = o = ^ - f 

Пусть все коэффициенты о^Сх) и функции g0,,,,7 ^7T1_leC , 
являются бесконечно дифференцируемыми функциями своих аргументов. 
Мы считаем также, что данные Коши заданы на всей плоскости 
х л = 0 . Предположим, что задача (I) имеет и притом единствен
ное решение из С°° при любых начальных данных из С°° .Тогда 

. I) имеется конечная область зависимости, 
2) верна априорная оценка, из которой следует непрерывная 

зависимость решения от начальных данных. 
Тем самым верно, что (существование решения) + (единственность 
решения)=$> (непрерывная зависимость). 

Поясним понятие конечной области зависимости. Говорят, что 
имеется конечная область зависимости, если для любого компактного 
множества А существует компактное подмиожество К в плоскости 
<х-п = 0 такое, что для данных Коши, равных нулю на к , реше
ние равно нулю на А . в частности, множество Л может 
состоять аз одной точки. 

Доказательство утверждений I ) , 2) будет опираться на теоре
му о замкнутом графике для метрических пространств. Мы не будем 
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доказывать эту георему, а приведем только ее формулировку и 
необходимые определения. Доказательство теоремы можно прочитать, 
например,, в книге У.Рудина "Функциональный анализ^-Чм. ,Мир, 
1975). 

Пусть X - линейное метрическое пространство с метрикой 
c*(p1 .P2)^Pt»P26^ * К а к обычно, предполагается, что алгебраи

ческие операции непрерывны. 
О п р е д е л е н и е . Полное линейное метрическое простран

ство X называется Т - пространством, если метрика инва
риантна, т . е . ^Ср 1 +р 3 , р г +.р}) = <4(рц р 2 ) д л я л в б ы х Р*> 
р2> р 5 из X . 

Пусть _X,Y - два J? - пространства с метриками dt,ds 
соответственно. Пусть далее Г - линейный оператор, дей
ствующий из X в V . Графином оператора Г называется 
множество пар (.р,Т(р)), реХ, TYjj)fc4 . Ясно, что в 
множестве пар может быть введена метрика 

О п р е д е л е н и е. Оператор Т 
если его график замкнут. Или оператор Т замкнут, если из усло
вий pj,-^- p , Т(р л ) -^с^ следует, что р принадлежит области 
определения Т и T ( p j = < ^ . 

Имеет место следующая теорема. 
ТЕОРЕМА О ЗАМКНУТОМ ГРАФИКЕ. Линейный замкнутый оператор 

Г , действующий из одного F - пространства X в другое 
F - пространство Y , определенный на всем X , неп

рерывен на I . 
Вернемся к задаче ( I ) . Рассмотрим множество С - решений 

уравнения Lv = 0 . Это линейное пространство. Метрику зада
дим следующим образом: d(ut, Ц, ) = |и - ч 2 I с 

, , у у VT i h^-.ij (K,U) 

называется замкнутым, 

mi "к=о j=o ^ , . . . 4 = 1 K . ' J ! i + j 4 i v . . i A K , U J 
(2) 

1 - .' -4":-3 
где i , к - целые неотрицательные числа, а 

aau 
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Для i = о 
u(K,ii) = ma* \u\. 
1 ж,*+... +деп * к 4 

Ряд (2) , очевидно, сходится для любой функция и , так как 
он мажорируется сходящимся рядом £ 2L —т -^- • 

Рассмотрим гакясе линейное пространство" С°°- наборов 
9 = С^о?'" J 9 m - i ] • Метрику в этом линейном пространстве 
определим равенством d(q\ o~ ) = \ai-ci'\ . г д е 

(3) 

^ g g . J 
И; ; it,q)=maoo .max, Z ± _ i 

Ряд (З) сходится для любого g . Очевидно, что оба метрических 
пространства являются полными. 

Пусть Г - оператор, переводящий набор [^ь*- •• > ^m-il 
в решение и уравнения 1 ц = 0 . Оператор Т определен, гак 
как решение единственно. Кроме того, Г 

1) определен на всем пространстве наборов <j , 
2) линеен, 
3) замкнут. 

Первое справедливо, поскольку предполагается существование 
решения задачи при любых начальных данных; линейность и зам
кнутость очевидны. Мы можем воспользоваться теоремой о зам
кнутом графике, так как оба введенных пространства, очевидно, 
являются F - пространствами. Оператор Т - непрерывен, в 
частности Т непрерывен в нуле. Тем самым для любого 
£ > 0 существует S> О такое, что как только \<}{<<5 , 
го 1Ш<£ . Выведем отсюда справедливость следующего утвержде
ния. 

Для произвольного целого неотрицательного числа к най
дутся целые положительные числа 1 , J со следующими свойствами: 
для любого б> о существует д> О такое, что как только 
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L 3 n-i 
Z Z Z . Mi QAt,<})<6, 
1=0 1 = 0 1. l - = i I l \ J ' ' 

TO • 

/U(K, TJ) < d . 
Зададимся некоторым £•„ > 0 . Существует S0> о такое, что 

как только 1С^ 0 , . . . ,^тп-Л1 < S° * т о Г*Ск,«^<£в« 
В самом деле, непрерывность оператора Т позволяет по заданному 
£* найти такое 6„ , что | Щ < £ * , если 
\L%,^.,<}m-{l\<Sc- Возьмем &* = к , ^ Д & о ) , тогда найденное 
с>0 будет искомым. Найдутся такие числа °1(6 0 ) , J(c)t)),4'lf0 

Если потребовать, чтобы 
H.6.) ?(«.) n- i u • n 
V? V7 У f H i - 1 ? „ _£^ 

будет выполняться неравенство |^|<(J0, и, значит, M(K,.uj<do. 

LC50) J(<5o) n - i л 

Г Г Г - V "̂'"-'< < 
е=о j=o ir..i.=i e! /I 4+/%.>л. 

e=0 j-o i £ - 1
j = i ' v " j ' 

I Г Г A *<£-*, 
то M ( K , U ) < 6 0 « Пусть теперь 6 произвольно и £ = Я£0 , 
тогда в качестве с" можно взять S~A<50 . так как W ( K , U I И 
Iй i . i С^9) зависят от ^ н и линейно. 

Итак, | ч ( к , и ; < 6 , если 
Z Z L щ и, . (б ,а)< 6 
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что Ж * ? Un)j > Рассмотрим последовательности 

причем числа -L, J зависят только от к . Отсюда стандартным 
путем (от противного) выводится справедливость неравенства 

J, J n-l 

с некоторой постоянной С>0 . Действительно, если такой постоян
ной не найдется, то существуют последовательности Q , ип такие, 

^ i n = _ < £ , 5 =-.— 2̂ .Тогда 

2. ( Ч п ) = ^ —*- О при п—«-«= . В то же время 
(Ц(х,Ьт,\= м ^ к - м д ) >< , и, например, для £ = ~ б ие 

найдется. П Г ( Г ) 2 

Неравенство (4) представляет собой априорную оценку решения 
в С - норме через начальные данные в некоторой С - норме. 
Эта оценка гарантирует непрерывную зависимость решения от на
чальных данных в указанных нормах. 

Точно так ке можно было бы показать справедливость априор
ной оценки, в левой частя которой стоит любая величина 
м̂  j,(K,uj. Иначе говоря, имеет место непрерывная зависимость 
производных любого порядка решения от начальных данных. Теперь 
становится понятен смысл примеров Адамара: отсутствие непрерыв
ной зависимости в любых С3- нормах позволяет утверждать, 
что либо решения задачи не существует при каких-то С - на
чальных данных, либо оно не единственно. Так, задача Коши для 
уравнения Лапласа имеет решение для аналитических начальных 
данных, но не разрешима, вообще говоря, для начальных данных 

Покажем теперь, что из неравенства (4) следует наличие 
конечной области зависимости. Компакт А лежит в некотором 

2 2 2 
шаре л: +,,.+ жл 4 к . Если начальные данные равны нулю 
в шаре радиуса 1 , то правая часть неравенства (4) равна 
нулю и W(K,U) = 0 . Тем самым и = о в шаре jcf-t-... + л ^ < кг 

и, значит, на компакте А . В качестве компакта к может 
быть, следовательно, выбран шар jct+... + •x.rf 4 X 
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3. Асимптотические решения систем уравнение первого 
порядка и корректность задачи Коши 

Волновое уравнение 2 
дги г./ди dv \ . 

имеет решения вида <? 

при условии, что постоянные of, в г удовлетворяют соотношению 
о ? 2 2 ' w * 

j =Лос + й ; с » Указанные решения - плоские волны - исполь
зуются при анализе различных краевых задач. Рассмотрим задачу 
Коши для волнового уравнения с данными на плоскости 6 , опре
деляемой уравнением -t = K,x+&u : 

э "Is"*," - !гИ-
Здесь --Н. означает производную по нормали. Можно считать, что 
на плоскости о задана функция и все ее первые производные, 
так как первое из данных Коши можно дифференцировать по направ
лениям, лежащим в плоскости 5 . Найдем значения плоской вол
ны и ее производных на плоскости S : 

I да I | 
(Ъи\ = YU\ 

иЬ = 
= оси г 

Полагаем 
cc-t JK ~ i / i n , 

Л е 

s 

п - целое положительное, ЯМ- вещественные. Тогда г опре-

(3) 
делится из уравнения. 4-2 у = ос + /3 , или 

Г Л. _ к
2 - £ г ) у2+ г^я [Як+ju t ] J + ( Яг

+ f / j л 2 « 0. 

Предположим, что К + ^ ^ р - г » Г- е* ч т о плоскость 5 не харак
теристическая. Уравнение (3) будет иметь корни с ненулевой ве
щественной частью, если выполняется неравенство 
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или 

Если cf 
кг^г>{г ^ 

всегда можно подобрать такие Я, « , чтобы последнее неравен
ство удовлетворялось. 
В этом случае говорят, что плоскость 5 не является плоскостью 
пространственного типа. Если выполняется противоположное неравен
ство кг + I < ~ 2 , то плоскость й называется плоскостью 
пространственного типа. Итак, если 5 не является плоскоотью 
пространственного типа, то волновое уравнение имеет набор, ре 
шений (полагаем _A = e - A / " ) 

с | " , определяемым из уравнения (3) . Вещественная часть у 
отлична от нуля и, как нетрудно видеть, линейно зависит от л . 
Поэтому когда л-*-°<> , ±Ф- О , то | ^ п 1 — * " "^ i в то время 
как на плоскости >S функции Уп стремятся к нулю вместе со 
всеми своими производными. Тем самым мы построили еще один 
пример Адамара и показали, что задача Коши для волнового урав
нения с данными на плоскости не пространственного типа поставлена 
не корректно. Для плоскости 6 пространственного типа построе
ние примера Адамара не проходит, так как корни уравнения (3) 
в этом случае чисто мнимые. В разделе 4 будет доказана коррек
тность постановки задачи Коши с данными на поверхности про
странственного типа. 

Волновое уравнение может быть заменено системой уравнений 
первого порядка для функций иг = щ, ^ У ^ , Щ=11ч ' 

JL °^t <^р, ди, 

„<Н , дх. 
ou, _ Ъил_ _ Q 

Нетрудно также переписать данные Коши задачи (2) как данные 
Коши для системы (5) . Пример Адамара, построенный для волнового 
уравнения, дает пример Адамара для системы (5) . Нужная последо-
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вате ль нос ть решение: системы (5) получается дифференцированием 
последовательности Un . 

Указанное построение примеров Адамара не проходит, если 
коэффициенты уравнений переменны, так как решение в виде 
плоских волн у таких уравнений не существует. Мы обсудим ниже 
построение решений, заменяющих, в некотором смысле, плоские 
волны, и построим примеры Адамара для систем уравнений с 
переменными коэффициентами. 

Пусть М - линейный матричный дифференциальный оператор 
первого порядка 

г1 i dxj 
действующий на вектор-функции V с т компонентами; А - , 
О. - тхтп- матрицыЛ являющиеся функциями от л^= ( а ^ , , , , , ^ ) 
и t . Вместо суммы Т[А — будем писать просто SA-U • 
Тогда Я ' £ / - j=5 ' I 

Ми=и. + % AiUr + Qa. (б1) 
h* J *l 

Мы хотим построить формальные решения 

уравнения М ч = 0 . Здесь L - скаляр, х^-вектор-функции, 
£ - вещественный параметр. Подставим (7) в (6 ) , получим 

Коэффициент при ^ есть л 

ie^VI^ViK (8) 

( I - единичная матрица), а при £ n
 ? n > 0 

Потребуем, чтобы эти величины обращались в нуль, ^ля выраже
ния (8) это требование означает, что матрица б^+jj&tAзану-
ляет вектор Щ . Если %^ О , то это может быть, если 
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п 
только матрица й^+ ^» ьа̂ А- вырождена. п 

Предположим, что в каждой точке л, -t матрица.^ J^ Ai имеет 
Л1 различных собственных значений для всех вещественных 

значений параметров р- . Собственные значения A^(x.Ti,n ,..,p«), 
V=i,...,Tn , зависят аналитически от элементов матрицы _> п 

2 p i , поэтому они - аналитические функции от п ж имеют 
^=i '3 3 , • . г 

ту же гладкость во я , 1 : , что и матрицы п Aj. 
Условие вырожденности матрицы ^ • I + £ ^ - A j означает, 

что -£.£ - собственное значение матрицы3=1.jj tx-A' и приво
дит к следующему дифференциальному уравнению_для фазовой функ
ции I : 

^ + Я ( « , * , ' ^ , . . . , 4 я ^ = о ^ (Ю) 
где Л - одна из тп функций Яу . 

Пусть Лу - вещественнозначны и дважды непрерывно дифферен
цируемы, тогда при достаточно малых t можно построить реше
ние уравнения (Ю) с заданными значениями на плоскости += с . 
Если матрицы Aj. дважды непрерывно дифференцируемы по *c,-t , 
то и Лу дважды непрерывно дифференцируемы по jc,t . От осталь
ных своих аргументов они зависят аналитически. Напомним, как 
можно решить задачу Кэши 

4 + Л ( а ; > 1 , Р 1 , . . . , р л ) = о, ' (Ю1) 

Продифференцируем уравнение (10*) по «х-
d 

Но 
поэтому 

0л- daij. K=i Эрк <Эх= 

(5л.- dt д-i. ' QXj 6JCJ 0 ж к <Эаок 

a p L + c r ^ i
J ^ _ = _ _ ^ _ . ' ' ' ( i i ) 

Введем кривые, задаваемые уравнениями -^- = р̂— , тогда 
левая часть (ц ) представляет собой производную ^11 вдоль 
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этих кривых, и равенство ( I I ) может быть переписано следующим 
образом: 

ёи _ дл . 
d-t = дэс- ' 

о 
Введенные кривые называются характеристиками уравнения (Ю) и 
бихарактеристиками для оператора М . Из определения следует, 
что функция Я однородна первой степени по переменным р , 
гак что справедливо тождество Эйлера Я = р-Яр. Вычислим -— 

Сл'ё. 
вдоль бихарактеристик: 

Мы получаем, следовательно, что фазовая функция £ постоянна 
вдоль бихарактеристик. Теперь ясно, как решить задачу Кошм, 
Нужно провести бихарактерисгическую кривую x-x,Qi) через каждую 
точку ( х,£) . Если эта кривая пересекает плоскость "fc = 0 в 
точке л , 0 , то нужно положить E(^,i) = d0 (JCC) • Нахождение 
бихарактеристики, проходящей через точку (хо,0) » сводится к 
решению задачи Кэши для канонической системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

d-e др. <Ji Sx- о ' " ' 7 > 
с начальными данными 

-co; = c-J r P^-pJ-f ' 
*j JC=JC„ 

Вели Л - комплекснозначная функция, то существование ре
шения уравнения (Ю) следует из теоремы Коши-Ковалевской. В 
этом случае нужно считать, что матрицы А • зависят от *х-,-Ь 
аналитически. 

Обозначим через 

правый собственный вектор матрицы JZV'A-> отвечающий собствен
ному значению / 1 ^ . В качестве I <^=возьмём какое-нибудь реше
ние уравнения (ДО) и подставим в (8) и (9) . Заметим, что для 
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(14) 

обращения (8) в нуль должно быть . 
V-0-6R, (13) 

где 6 = б(ж,-Ь) . Чтобы (9) для л = 0 равнялось нулю, t^ и 
1ГС должны удовлетворять условию 

Уравнение (14) - линейное уравнение для тГ± с вырожденной мат
рицей и, значит, имеет решение тогда и только тогда, когда 
i.Mv0 ортогонально левому нуль-вектору L матрицы С^1+ 

*iK)X.Aj (вектору, удовлетворяющему равенсту L ( 6 t I + £ &x А; ) • 

' * " * ' 1*4=0, >"* ' 3 

или в силу (13) п л 

Нормируем L и 5. так, что LR={ , и положим LA--~R=a-t 
LM[K] = f> . Тогда последнее соотношение может быть переписано 

п как 
б^Еа-б^. + ёб-О, ( I5) 

т.е. как уравнение первого порядка. 
Направление дифференцирования в (15) - бихарактеристичес-

кое. В самом деле, дифференцируя тождество 
(£ р.АЛЯ=ЯК 

по р., , получаем J= " ' 

Умножив это соотношение на вектор L , получим соотношение 

Из полученного равенства и (12) следует справедливость нашего 
утверждения. 

Мы будем выделять случай, когда величины Л, 6, Л, 1 
вещественны. Это будет, когда плоскость t = 0 - дространственно-
го типа. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ.Плоскость i~o называется пространственно-
подобной (простраиственного типа) для оператора М , если 
собственные значения /W, v = i,2,...,rn, матрицы 2JpA- веще
ственны для всех вещественных JJ- j = 1 ' " 

В этом случае мы можем построить решение б" уравнения (15) 
с заданными начальными условиями при 1= о методом характеристик. 

Если плоскость i = o не является пространственноподобной, 
то нужно привлекать теорему Коши-Ковалевской, считая начальные 
данные аналитическими. 

Функция \Г0 найдена, так как найден множитель 6 . Для 
определения V. заметим, что 

с Lj , определяемым однозначно из (14). Чтобы найти di , 
нужно привлечь уравнение для тГг , получающееся приравнива
нием нулю выражения (9) при п = { , и провести предыдущие рассу
ждения. Множитель 6± будет удовлетворять дифференциальному 
уравнению, аналогичному (15), и- так далее. Мы должны предпо
лагать при этом нужную гладкость у матриц А ; • 

Конечный отрезок 

построенного формального ряда удовлетворяет равенству 
. . i\-iMvN (16) 

поэтому ряд * 
е^ (^ + -^+ •-- } 

называют асимптотическим решением уравнения Ми —О . Мы не 
будем останавливаться на приближенном решении задачи Коши 
с псмощыо таких рядов, а используем их для построения примеров 
Адамара. 

ТЕОРЕМА. Пусть .М - линейный оператор первого порядка 

коэффициенты А - , Q которого - аналитические функции х,-£ . 
Если плоскость "t=0 не пространственного типа для М , то 
задача Коши с данными на плоскости 1=0 поставлена некорректно. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Матрица А предполагается такой, что 
ЁрА- имеет т различных собственных значений Av(jc,i,pIr 

|Г?, р л ) . v>=/, 2 , , , , , m • Существует точка ( х0 , о ) 
такая,что для некоторого набора p i ; . . . , рп вещественных чисел 
среди собственных значений Л у имеется невещественное. Обоз
начим его Л ( x , t , р,,-,.,, р п ) . Мнимая часть ^ не равна нулю 
для х=,х0 и -t достаточно малого. Пусть 6(.x,-fcJ -реше
ние уравнения (10) с начальными данными 

&(х, о) =2, р-эс; 
ri4 

(17) 

Ясно, что 3ml - мнимая часть 6 - не равна нулю для х=оса 
и -t достаточно малого. Пусть G - любая ограниченная 
область в 'x,i - пространстве, содержащая точку ( xOJ О ) , 
Ю - ее пересечение с плоскостью t= О , и пусть о = 

= max Jin £ (jc,-tj. Так как мнимая часть 6 меняет знак при -£ = с 
(JC,-t)tG f то )̂> 0 . 

Рассмотрим отрезок UN формального ряда длины N 

Обозначим Мил = 1ь. ил (ос,0)=срь • При любом к > 0 С - нор
мы этих величин в областях G и i© соответственно ведут 
себя при ^ч-»о следующим образом: 

Чк=°(е?У")> %к-°Ф, (18) 

где символ О означает, что левые части равенств не превосхо
дят правых, умноженных на некоторые постоянные. Пусть максимум 
р достигается в точке р* , тогда 

и ^ ( р ^ = е ? ^ ( Р * ) [ ^ 0 ( ^ ) ] . (19) 
Для достаточно малых t функция V не обращается в нуль. Это 
видно из проделанных выше построений. Выберем Н> к и вместо 
и рассмотрим u=Q~ f^*, 0 < O C < J N - X . Тогда, с 
понятными обозначениями, из (18) 

( Tg l^ 

itf?iiK=o(^+oC), i«peiK-o<e-Vrf;, " ' 
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а из (19) 
U ^ C P * ) = f i r o ( P * ) [ i + 0 ( f 1 ) ] . ( I 9I) 

Равенства (I81) , (I9-1-) показывают, что при -̂̂ -<=о Ц-f | -> о » 
IW&4K—*~ О , но u^(p*r)-^-oo. Тем самым некорректность задачи 
Коши в этом случае установлена. Легко убедиться, что сформулиро
ванное определение плоскости пространственного типа дает плос
кость i = Kx.+ Ьц - пространственного типа для системы 
(5), если и только если к£+-6 < —— . Чтобы убедиться в этом, 
нужно сделать замену переменных: с 

t ' = - t - x a t - 6 y , я'-х, у ' = у , 
переводящую нашу плоскость в плоскость £ = О . 
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4. Задачи Коши и I^pca для волнового уравнения 

Мы рассмотрим здесь волновое уравнение с тремя простран
ственными переменными 

дги 2/ дги дги д'а г, Вги дги дга \ t , i (D 
Э 2̂ V ах* dif2- дъ'< 

и решим задачу Коши с данными на поверхности 5 > задаваемой 
уравнением -t~PiQx:M,i). В разделе 3 был построен пример Адамара 
(очевидным образом обобщавдийся на случай трех пространственных 
переменных), доказывающий некорректность задачи Коши для ана
литической поверхности 5 непространственного типа. 

Прежде всего поверхность 5 не должна быть характеристи
ческой. Вообще поверхность Ф(а:,utI i:) = 0- характеристическая, 
если Ф / ^ С Ф ^ с + Ф у + Ф г ) в силу' Ф = 0 . Особую роль 
среди всех характеристических поверхностей играет характеристи
ческий конус c\i-ic )^(x.-x0) -Су-</о)- ( 2 - г 0 ) 2 = о с вер
шиной в точке ( JC„ , y c i ioi f c j . Так, решение задачи Коши 
с данными 

и(л.у,г,р;««Ч«,у,*);~(л,у.г»0}-У(а:,у,г; (2 ) 

зависит от начальных данных f и qJ и их производных до не
которого порядка только на пересечениии характеристического 
конуса с плоскостью i= о , а в случае двух пространственных 
переменных х, у - и от значений функций q>, Ч' внутри области, 
ограниченной указанной кривой. Решение задачи ( l ) , (2 ) дается 
явными формулами, которые показывают, что решение существует, 
если {t ц) дважды, а Ц> триады непрерывно дифференцируемы. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Поверхность 6 , задаваемая уравнением 
t=X(x,47i), называется поверхностью пространственного типа 
(просгранственноподобной) для волнового уравнения, если выпол
няется неравенство 

•у2 „ г ^ , А ( 3 > 
л V * с 2 
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Так, плоскость t = 0 - пространственного типа. 
Будем считать нашу поверхность 5 пространственноподобной, 

лежащей выше плоскости -fc = 0 ( Я- > 0 ) , и займемся реше
нием задачи Коши для уравнения (I) в области ±> X (х-,ЧЛ)с 
данными 

Функции <f, Ф и ЯС считаем достаточно гладкими. В процессе 
решения задачи требования гладкости будут уточнены. 

Решение задачи (1),(4) получается в результате решения 
двух вспомогательных задач. 

Задача I. Ищется такая функция и , что 
- ^ =с ( — ? + — г + — - ) + т(л, v. г , 4 ) , 

э-i2 ч Эхг Эу2 Эг2 / к ' J ' '' 

Функция | не задается заранее. Это любая функция, такая, что 
на 6 разность {-{ обращается в нуль вместе со своими 
первыми и вторыми производными. _ 

Если функция 0 будет найдена, то и « ц + ?/ , где V -
решение задачи 2 . 

Задача 2. 

*1* 
Решим сначала задачу I. Введем новую переменную 5 ="t- X. (а, у, я. 
Тогда г;(х? у, г,£) = £/(ж,у, г, 5+*(л,у, г^= tf(jc, у, г, sj, 
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Поэтому функция T удовлетворяет уравнению 

или - -

Кроме того, должны удовлетворяться начальные данные 

vL.o-tfO'Y'*;» tr
3J5=o=y(dc-V'2;- (6) 

п„ ЭК1Г| 7' 3 K f 
Обозначим iC=—a-vL „, т . Подберем коэф-

фициентн iT-x так, чтобы функция 
* к 

решала задачу I , т . е . удовлетворяла соотношениям ( 5 ) , ( 6 ) . Из 
(6) получаем 

Гл(л, у, «>«?, ^ = ^ . 

Продифференцируем уравнение (5) к раз по 5 и положим 5=0 
Тогда 

Полагая здесь К= 0, 1, 2. , получаем 

L0[irzl + L 1 [ u ; l + L a [ u 0 l = i , 

Потребуем теперь, чтобы _ г _ 2п 

(7) 
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Из соотношений (7) величины Vz , V^ 1 V4 определяются. Тогда 

J f l . E E L 2 u "4-24 
дважды непрерывно дифференцируема и разность i - f обращается 
в нуль на поверхности 6 вместе со своими первыми и вторыми 
производными. = 

Перейдем к решению задачи 2. Определим функцию I равен
ством 

= [{-{ 
* - 1 л \ о 

при 

при 

т>#(а : , у , i) 

и решим задачу Коши 

Это можно сделать, так как 1 двакды непрерывно дифференцируе
ма. Функция v будет решением задачи 2, если выполняются ра
венства __ 

ul 5 = o, u , | 5 = o . 

Чтобы доказать их справедливость, возьмем точку (•£„, у«> i-оЛо) 
на поверхности 6 и рассмотрим половину характеристического 
конуса с вершиной в этой точке, соответствующую значениям 
О ^ i 4 -t . Тем самым речь идет о куске поверхности 

Точки ( Л , у, г, 4 ) , лежащие в замыкании области, ограниченной 
этим куском поверхности и плоскостью -£=0 , характеризуются 
неравенствами 

I/O-«„А(у-у„Л(2-*„)**С(t„_-fc) , 04i4to . 
Все эти точки лежат под поверхностью S , т .е. i. £7С(х7у,£). 
В самом деле, 
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i 

Но . 
I (л- ос0) Хж+ (у- у.) * v + C j i j , )*jl < , 

4Ty(a2-jc0)24-(V-Vo)2-b(4-£0)a, 
так как а: + яС„ + Х^<\ . Тем самым ;*.--£ < о . Поскольку 
решение задачи Коши для волнового уравнения с данными на 
плоскости i - o единственно, то нужные равенства имеют место 
и построение решения закончено. 

Легко видеть, что нужно накладывать следующие требования 
гладкости рассматриваемых функций: <̂ еС , <i/ e С ,7С, fe С 

Задача Гурса для многомерного волнового уравнения аналогична 
следующей задаче для волнового уравнения в одномерном случае: 

(здесь и ниже мы будем считать С = 1 , что не ограничивает 
общности). Решение последней легко построить, используя пред
ставление 

Функции Т и о определяются так, чтобы удовлетворить краевым 
условиям. 

В многомерном случае задача Гурса ставится так: 
требуется найти решение уравнения 

такое, что u J K = f L , где f (аа,и, £,-t; - заданная достаточно 
гладкая функция, а к обозначает характеристический конус 

t - J t - 4 ~ 2 = 0 . 
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Мы разберем здесь тог случаи, когда f .- полином. Для про
извольной гладкой функции •£' решение задачи можно получить, 
приближая т полиномами. На общем случае мы останавливаться 
не будем, так как его рассмотрение требует привлечения теорем 
вложения. Ясно, что достаточно решить поставленную задачу для 
однородных полиномов -? , поскольку любой полином есть 
сумма однородных. 

Остановимся на некоторых свойствах вещественных однородных 
полиномов. Пусть P=P A (a : ,y , i , - fc ) и Q= Qx ( л , у , г Д ) -Два 
однородных полинома степени М . Совокупность всех таких 
полиномов образует линейное пространство Е(А) . Составим 
выражение 

ЛЕИЙА I . < P , Q > - скалярное произведение. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нужно проверить справедливость следующих 

аксиом: 

I) < P , Q > = < Q , P > , 

3) <Р П Р > > 0 и, если < р , Р> = о , то Р = 0 . 

Справедливость равенства 2) очевидна. Следовательно, мы можем 
проверять i ) и 3) для одночленов, а в этом случае проверка не 
представляет трудностей. 

Пусть 1 ( J C , ^ , i , - t ) = - t - j c - ^ - г .Через ^ (гс, у, г Д ; 
мы будем обозначать такие однородные полиномы степени W , 

ve«i ey sz at У ^л V. at2 е.хг а^2 аг г Д^ 
Полиномы^ образуют в Е (-N) линейное подпространство Е(Л) . 
Возникает вопрос, из каких полиномов состоит ортогональное (в 
смысле введенного скалярного произведения) дополнение этого 
пространства. Ответ дается следующей леммой. 
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ЛЕММ 2. Ортогональное дополнение подпространства ~Е{М) 
состоит из всех полиномов вида (-t2- счг- иг- г2} Р л . г 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Удобно доказывать, что ортогональное до
полнение подпространства полиномов вида (-fc- J C 2 - 4 £ - 2 2 J ? N - 2 C O C _ 

гоит из полиномов Фл . Ясно, что любой поляком фы принад
лежит ортогональному дополнению. Пусть 

« Н - Jr-bj2--/) J V a , Q> = 0 , QeE(jM) , для любого 

полинома Рм-г • Тогда 
, , ,г 2 г 2 -р, /- а з 2 Э2 дг \ 

/ 1 3 Г d Э < * а \f lv Л 

Ввиду произвольности PjH-г мн получаем, что 

(JL-Jl J l _ELWO 
V at2 Qx.z дц1 е г г / 

и лемма доказана. 
СЛЕДСТВИЕ. Имеет место однозначное разложение 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно лемме 2 единственным образом 

Рл (*,ц, z.-fej =<э& + С±- л
г - / - * * ; Р Л . 2 . 

Затем применяем лемму к полиному Рл-2 и т .д . 
Решение задачи Гурса может быть осуществлено теперь следую

щим образом. Разлагаем полиномов сумму рассмотренного вида: 

1= % + (l'- J- /- г2; ̂  + C-t"- **- у2- г2 A w • • • • 
Тогда, как легко видеть, полином ^гы - решение задачи. 

Отметим, что этим путем можно решить задачу и с данными 
на гиперболоиде -£г- jca- и2- 2 г= с = сот? si.Решением будет полином 
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Однако здесь нет априорных оценок, и переход к общему случаю 
осуществить нельзя. 

Единственность решений разобранных задач Коши ж Гурса, а 
также непрерывная зависимость их решений от данных задачи могут 
быть доказаны методом интегралов энергии. Мы не будем останав
ливаться на этих вопросах. 

Похожей на задачу Гурса является следующая задача. Ищется 
функция v (л,ч, £ , t ) такая, что 

u « = u * , c + U
v V ; *>Q7 0<+<ас , (8) 

« l t - o = ЧЧ« ,у ) , u | t , a
e 0 . (9) 

Аналогичная одномерная задача 

UU=0 = 'PC*) , U|-t»ac =0 
легко решается. Решение дается формулой U= cpccc--tj (функция 
VP(a:) удовлетворяет условию согласования f Со; = о ) . Однако 
задача (8),(9) поставлена не корректно. Приведем соответствую
щий пример Адамара, построенный А.Ф.Филипповым. Пусть <f(x, TJJ = 

=C(^(otj соьру , С - постоянная, р ' - вещественный 
параметр. Будем искать решение задачи (8),(9) вида w-
= Cvfa-L] со sри . Для функции ir получаем 

Функция ^Xjc,-fe) = i/"-<^(jc-ij является решением задачи 
ufe = игж - p V - p2y (х-4), 

Легко проверить, что решение задачи 

"TL_ =0, ИГ1. - 0 
дается формулой f f * 

где ИСХ-,^) - прямоугольник RCoc' ) o < | - T < j c - t 
jc-i < ft + т < j c + i . Значит, «/"(осесть решение 
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интегрального уравнения 
2. 

г а ' г s ^ ) 
с Ь р . 1 (̂я.-1) и может быть получено как предел последователь
ных приближений: 

Пусть <^(xj » О , ^(xj&CT" { 0<ос<^> ) , 
^(л:) = «х при O«o;^}i , < (̂а:; = 0 при X>2.h 
Тогда f » c , ,Д^»0 , 04Щ4 иГг4... . Оценим к^ снизу. Пока
жем по индукции, что при 0« .x-i «li 

Длят1={ имеем uft- uro=A-$=A(pZ(xA))=^t(x.-±f т.е. наше 
утверждение справедливо. Пусть оно верно для некоторого п>{ . 
Вычисляя A(2i(x-i) " ) с псмощью определения -Af и замены 
переменных ^ - r = i ) , £ ^ т = ̂  , получаем, что в R.(ac,-tj 

Интегрируя в пределах 0 < ^ < x + - t , oc-i <.̂  < дс+-Ь . полу
чаем 2 л + 2 

Значит, наше неравенство верно для всех л . Из этого неравен
ства следует, что при Q4x--L< Ь дяя ur= dm W 

л - Д ч ; C2n^i L a \ KlX) 

Пусть <§> о - мало, m>yQ- любое, pi-1 , и функция Ц>(<эс) 
такова, что max. max, I Ф^-Ьс^М. Рассмотрим данные вида 

OiKim OiX.^ SV(x) 
«к*, v) - — p я, M

 c° 5 яу • 
Все частные производные от ср(эс-у!ло порядка m по модулю 
не больше S . Решение задачи (8),(9) имеет вид 
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Если y = 0 , c U > 5 c - - t « b » "£><=i i *& - двйое поло
жительное, то в силу неравенства ( I I ) 

ц > ° Q c h - n - - i . 

Правая часть последнего неравенства стремится к бесконечности, 
когда р-»-0"» . В то же время функция ц?(&.~У) стремится равно
мерно к нулю вместе со всеми своими производными до порядка 
т-1 . Тем самым пример Адамара построен. 
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5. Задача Кош для симметрических гиперболических 
систем и теорема Коши-Ковалевской 

В этом разделе мы обсудим связь между двумя проблемами: 
существованием гладкого решения симметрической гиперболической 
системы и теоремой Коши-Ковалевской, утверждающей сушествование 
аналитического решения у аналитических систем произвольного типа. 

Рассмотрим систему т линейных дифференциальных уравнений 
- g - J U - ^ + Q u + f, (I) 

где и (•*,-£) = и(«с„..., « „ , * ) » \Ът), ^\£т)}А,,Ц-
вещесгвенные тхт ~ матрицы, элементы которых представляют 
собой гладкие функции л:,^ . Вектор f - достаточно глад
кая функция х Д . Зададим на плоскости i~0 данные Коши 

«(a ,o)=.fC«; (2) 
и будем искать гладкое, т.е. один раз непрерывно дифференцируе
мое, решение задачи (1),(2). 

Теорема Коши-Ковалевской утверждает, что существует решение 
задачи ( l ) , (2) , представляющее собой сходящийся степенной ряд 
в некоторой окрестности каждой точки, где данные аналктичны, 
если Aj , Q , £ аналитически зависят от * , t . 

Если отказаться от требования аналитичности системы (i) или 
начальных данных, то решения задачи Коши, вообще говоря, не 
существует. Простым примером может служить система уравнений 
Коши-Римана. В этом случае на систему (I) нужно накладывать 
ограничения, сводящиеся по существу к требованию ее гиперболич
ности. Одним из классов уравнений, для которого можно доказать 
разрешимость задачи Коши при произвольных достаточно гладких 
начальных данных, является кпасс симметрических гиперболических 
систем. 

Система уравнений (I) называется симметрической гиперболи
ческой , если матрицы А; симметричны. Мы не будем доказывать 
теорему существования решения в этом случае. Доказательство 
можно прочитать, например, в учебнике С.К.Годунова. Напомним 
только логику рассуждений. Ключевым моментом доказательства 
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является получение априорных оценок решений, т . е . оценок всех 
возможных решений. Предположение о симметрии матриц А: , & 
позволяет такие оценки установить. Единственность решения 
отсюда следует сразу же, его существование может быть получено 
различными путями. Можно приближать коэффициенты системы (I) и 
начальные данные (2) аналитическими функциями. У возникающих 
приближенных задач по геореме Коши-Ковалевской решения существу
ют. Априорные оценки позволяют утверждать, что эти решения схо
дятся к некоторой гладкой функции, являющейся решением исходной 
задачи. Можно действовать иначе, доказывая, например, существо
вание решения методом конечных разностей, опираясь на априорные 
оценки для разностных задач. 

Тем самым существование решения задачи (1),(2) можно дока
зать, и не опираясь на теорему Коши-Ковалевской. Мы покажем 
сейчас, что справедливость этой теоремы вытекает из следующего 
факта: задача Коши для системы ( I ) , продолженной на комплексные 
значения переменных л1,...1хп, сводится к задаче Коши для симме
трической гиперболической системы. 

Итак, пусть начальные данные (2) - аналитичны по <x.i,..,,x„, 
матрицы Aj , Q и вектор f зависят от<х,-6 аналитически. 
Пусть li{x.v.. ,jcn,fj- некоторое аналитическое решение задачи 
(1 ) , (2 ) . Переменное t мы оставим вещественным, а переменные 
х, , , , , х л заменим комплексными переменными г^=о:г+ \ut , 
Za = jc2+ i ^ „ . . , £ n y ^ i u „ .!Еак как и - аналитическая функция, 

то определены частные производные 
ди i ( _дЦ _ ; Ьи \ ._ . 
Ж~~\*ъ ay,- J' Г1""'"' 

Кроме того, выполнены л уравнений Коши-Римана 

±L= J _ ( i l + i JH_\-o. (з) 
dlj 2. \ axj ви} ) 

В комплексных переменных ii,„, ,^n система уравнений (I) прини
мает следующий вид: п » 

ди yr . си , п г 

Система (4) может быть записана и в вещественном виде, если 
мним. 
ди 

отделить вещественные и мнимые части, а производные-^- выра-ди да , °*з зить через производные - j — - , =, . Аналогично, условие 
J 
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(2) продолжается в комплексную область 
1/(2,0) = <(?(£). (5) 

Заметим, что (3),(4) - переопределенная система тп + т комп
лексных уравнение для тп комплексных функций И,, . . . , i / ,n * 
Попытаемся найти комбинации этих соотношений, которые сводятся 
к определенной симметрической гиперболической системе. Пусть 
А: ^ - транспонированная матраца J - . Умножив уравнеиия(З) 
на -А-; и сложив с (4 ) , получим 

JH-.S ^ + ^J ^ , VAi~Ai ^ . , G ,f (6) 
St i=i 2 Эос, jt5 2i ЗУ,-

о Д-ЗА*О А -А.- • 
Коэффициенты системы (6) ^ a ^ i - , _£li__2i_ - эрмитовы 
матрицы, поэтому вещественные и мнимые части функции и удов
летворяют системе уравнений с симметрическими матрицами. Такого 
отделения вещественных и мнимых частей можно и не делать, поско
льку теория сасгем с комплексными эрмитовыми матрицами полностью 
аналогична теории симметрических гиперболических систем. Тео
ремы существования и единственности гладкого решения верны 
и в этом случае. 

Теперь моано забыть о том, как получалась система (6) и 
решать для нее задачу Коши с гладкими начальными данными (5 ) . 
Гладкое решение этой задачи существует, если даже отказаться 
от аналитичности начальных данных и коэффициентов. Но если 
аналитичность имеет место, то, как будет доказано, указанное 
решение аналитично и, значит, рассматриваемое при веществен
ных л 1 , . . . , осп решает задачу ( l ) , ( 2 ) . Это решение анали
тично по х 1 7 . . . ,осп . На этом пути мы устанавливаем георему 
Копи-Ковалевской, причем аналитичности коэффициентов системы 
(I) по переменной i не предполагается. Докажем следующую 
теорему. 

ТЕОРЕМА. Если матрицы Д • , Q , вектор f и вектор-
функция i((Z) - аналитические функции от if,~--i^n . то 
решение u(ii,...,^ni-t') задачи (6) ,(5) аналитично по 2 1 Г . . . , 2 „ . 

даКАЗАТРЛЪСГОО. Введем величины 



и получим для них систему гпп уравнений первого порядка. Эта 
система получается применением дифференциальных операторов —•=; 
к (в). Так как А- , Gt , -f предполагаются аналитическими, 
,0 JHL„»SL-JL-O, i,K.i,«,...,n. 
Поэтому уравнение для иг^еегь 

at j - i £ dxj j=i 2i a ^ j = 1 die 

Начальные данные для uf^i нулевые: 

так как -г=- = 0 в силу аналитичности <£> и выполнения условий 
Коши-Римана. Совокупность уравнений (7) для t-Jt, £, , . . , п пред
ставляет собой систему линейных уравнений с эрмитовыми матри
цами в качестве коэффициентов. Как уже было сказано, для та
ких систем верна теорема единственности решения задачи Коши. 
Так как правые части полученной системы - нулевые, то решение 
задачи - нулевое. Тем самым 

се.) ди 
и, значит, ii аналитичио по переменным 2 l f\. . ,zn . По переменной 
t функция г/ является гладкой. 

Интересно рассмотреть область зависимости полученного реше
ния. Даже если точка находится в вещественной области, область 
зависимости будет комплексной.Область зависимости получается 
вещественной, если в системе (6) коэффициент —3 ~ J равня
ется нулю. Это будет, когда А* =-4; , т.е. когда исходная 
система (I) - симметрическая. 

В приведенных рассуждениях использовалось аналитическое 
продолжение начальных данных (2) в комплексную область. Аналити
ческое продолжение - некорректный процесс, так как малые воз
мущения заданной функции при вещественных х, дают большие изме
нения при комплексных г • Отсутствие устойчивости в процессе 
аналитического продолжения и является причиной некорректности 
задачи Коши для систем (I) произвольного типа. 
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6. Решение смешанной задачи для волнового уравнения 

.,2 
3 и 

Рассмотрим смешанную задачу 

t > 0, х?>0, - °о < у <• агц а2и (D 
д£г дх^ Si^ 

Функции щ , ц> , X предполагаются достаточно гладкими, 
удовлетворяющими условиям согласования на прямой t = 0 , х=с. 
Здесь будут получены формулы, дающие решение поставленной 
задачи. Существование решения доказываться не будет, хотя эго 
доказательство можно было бы получить, анализируя выведенные 
формулы. 

Докажем сначала единственность решения. Пусть К - характе
ристический конус волнового уравнения с вершиной в точке 

(«Ко, У»До ) . ^ о > 0 • Рассмотрим 
половину этого конуса 
(-t-te)2-(*-^,}2-(y-V-A°» " ^ 0 7 
обращенную назад. Характеристи
ческий конус вырезает на плоскости 
t = 0 круг. Если t0>x , то на 
плоскости л = й он вырезает для 
t > 0 некоторую область 2J . Рис. I 
Если i0<X0, то У отсутствует. 
Мы будем рассматривать область Q. , изображенную на рис. I . 
Область Q ограничена частью круга, расположенной в полу
плоскости -6=0 , <ос> 0 , частью конуса К , куском £ 
плоскости JC= о и сечением конуса плоскостью -fc = T < " t 0 . Умно
жим уравнение (I) на 2.Щ , подучим 

д г. г г д , д (ъ) 
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Проинтегрируем тождество (3) по области 3. и воспользуемся 
теоремой Гаусса-Остроградского. Тогда 

где оС, £>, J - компоненты единичной нормали к^К , направленной 
во внешность области^ Q . Величины of, a, j связаны соотноше
нием оС = р + j , причем о£> о , поэтому 

= i [ jeSi* +- fu^Ju^ + A J - 2ocfiutiix-2.acyUiUy] = 

* i [0 u - r oCUxf+ Cr%- ^ v ) ] -
Тем самым форма под знаком интеграла по к неотрицательна, и, 
значит, 

<t=T)nQ (4)' 

ct=o)nu ' Г 
Пусть Х\± и i/г - два решения задачи (I) ,(2) .Тогда разность 
й^и,- иР - решение задачи с нулевыми краевыми условиями. 
Неравенство (4) дает, что п Q ( 2 + + UJC+ 2 ц ) d«clu = o 
Отсюда, ввиду произвольности т » u = cons-fc , а так как 
й = 0 при -t = 0 , го и = 0 . Единственность решения доказана. 

Отметим, что решение и зависит от значений функций Ц> , 
ц? , уС в ограниченных областях. Мы можем считать поэтому 

все эти функции финитными, т . е . обращающимися в нуль вне 
ограниченной области. Само решение будет финитным по перемен
ным х, у при каждом i .Ясно также, что в точках (»хо; tj0^0) 
с tB < -Хо решение определяется только начальными данными f, Ц> . 

Будем считать пока данные Коши нулевыми. Получим формулу, 
дающую решение и уравнения (I) с краевыми условиями: 
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Функция ЯС(У,̂ - гладкая и удовлетворяет условиям согласования. 
Пусть U - преобразование Фурье функции u(x,y,i)no и 

Л 
Тогда и - решение следующей задачи: 

" « - " * * + Г * " = 0 > Л (5) 
uk=o'=°, a U = o = ° , fiU-0-*-/*<*)• 

Если U найдено, то и дается формулой обращения 

Ч^^)^\^^Л;Г)^у-
Задачу (5) решим, использовав гак называемый принцип Дюа-

меля. Рассуждения, приведенные ниже, будут не очень строгими: 
мы не будем обосновывать законность перестановки интегралов, 
аккуратно изучать распространение встречающихся разрывов и 
т.д. Тем не менее все наши рассуждения можно сделать строгими. 
Кроме того, можно рассматривать их как наводящие соображения, 
служащие для получения формул, а полученные формулы обосно
вать непосредственно. 

Введем функцию U(x,±) как решение задачи 
Я ь - У а м с + ^ и - О , х > 0 , t>0, ( 6 ) 

U ( « , 0 ) - U . t ( « , o ) = 0, U(o, t ) = i . 
Функция 17 не будет непрерывной. Действительно, V= О , 
если jc>i и, в го же время, U^ О , если х < £ 
Вдоль характеристики x-i функция U разрывна, так как 
в начале координат разрывны краевые условия. Во всех осталь
ных точках функция U - гладкая. Это можно показать, изучая 
подробно распространение разрывов функции U . Вообще 
аккуратное определение функции U требует привлечения 
обобщенных функций. Чтобы обойтись без них, поступим следую
щим образом. Введем функции Un («,"£), n=i,2.,,, , как решения 
задач 2 

и„и-ипм + гип-о, *>о, t>o, W 
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Функции Un - гладкие, если п большое. Например, функция 
l)z непрерывна и имеет всюду непрерывные первые производные. 
Ее вторые производные - кусочно-гладкие и разрывны вдоль пря
ной x=-t . Решение U задачи (6) будем понимать так: 

"(«•*)- ' У • (» 
ТЕОРЕМА (принцип Дюамеля). Решение задачи-(5) дается 

формулой -t 

-t о 
или 

о ' 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Второе равенство получается из первого 
интегрированием по частям, поскольку Шс) = С . Формула (8) 
а интегрирование по частям позволяют получить тождество 

о , и 
Мы считаем выполненными условия согласования «(о; = «(oj=/4(oj=o, 
поэтому _(. ^ 

0 ° i i 
Отсвда видно, что уравнение удовлетворяется при x>t и x < t . Проверим выполнение граничного условия: 

*t -t 
-A. jU(o ;,-t-t)^ct)dx|x=o=jUC^-t-t) f. /(T)clT|=_ /uc-fc) . 

Теорема доказана. ° 
Найдем выражение для V (x,-t) , решив краевую задачу: 

1 
--* ' (9) 
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Пусть \Г(л)})- преобразование Лапласа функции IL 

е U (a;,-fc)d-t; ; * = б + 1 т . Г(ос 
(Ю) 

Можно показать (методом интегралов энергии), что U^ растет 
по t не быстрее экспоненты, так что интеграл (10) имеет 
смысл при достаточно больших 6 , Умножим уравнение для LL 
на е - ^ и проинтегрируем по i от нуля до бесконечности. 
Имеем о«, , 

~ - я 4 Т 7 ,, Л r I - a t T ,, S i r T - ^ + 5 , i 

поэтому 

1Г 

Л* 
о 

гг - решение задачи 

,* = ° , <х> О 

<ж= о 

Отсюда 
( /(ж ; Л) =—- е 

• Т # ^ 

причем ветвь корня такова, что ~\/±-+{ . Функцию Ui можно 
найти по формуле обращения 

^ 2J7i J 
J-t 

^ 4 CU; ( I I ) 

где интеграл берется по вертикальной прямой б = 5 е Я = const>0. 
Вычислим интеграл ( I I ) . Сделаем замену переменной Л-iycosf, 

q> = oc+i(3 • Тогда d^ = - i r s in (pd( f , T/V+r2=pin<j>, и 
i ^cos<f -^5 in^ Sin tf 

coa^f 
•d(jp ;ю 

Кривая L изображена на рис. 2 . Имеем 

•д. 
(?) 

- * « t 

M 

-T о fUS- °(1\ 

® 

Рис. 2 Рис. З 
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Вещественная часть показателя у SinoC[tsli(5-<bcbra] в 
области о< оС < Т , р> о стремится » - « > при й-»-0 0 , 
если -t<ac , поэтому интеграл (12) равен нулю, если i < х. . 
Чтобы убедиться, в этом, достаточно рассмотреть замкнутый 
контур, состоящий из куска кривой L и отрезка р = ^>0 
Интеграл по этому контуру равен нулю при любом р0 , а, значит, 
и в пределе при р 0 - ^ ° о . 

Пусть теперь txx, . Когда -5Г<ос < о , р> 0 , то 
yainoc[-t ahft- jcchja]-*- — ° ° при 13-*°° ."Следовательно, 
значение интеграла (12) не изменится, если интегрировать по 
кривой L" , изображенной на рис. 3 . Контур интегрирования 
можно деформировать так, чтобы он не проходил через особые 
точки подынтегральной функции. Значит, можно интегрировать 
по контуру, изображенному на рис. 4. Но подынтегральная |ункция 
периодична по =с , поэтому 

?V ' 2TY> J СС&4Ф 
•п • ж 1Г 

(точки JL- , — — надо обходить , деформируя контур). 
Введем функцию 

*<**-& I ц-icosq- flttdin cp dcp 
v 4 J C054(f 

тогда 

Функция £(•*,-£) обращается в нуль при -t = jc вместе со своими 
производными до третьего порядка. В самом деле, введем перемен
ную 2=е1С^, тогда 

Интегрирование ведется по единичной окружности Г , слегка 
деформированной, так, чтобы обойти точки z,= ± i . Подынтеграль
ная функция не имеет особенностей внутри Г , поэтому {(ххх)=0. 
Аналогично доказывается обращение в нуль производных. Имеем 

d f / f iy-icosy-yjcsin^ (13) L С &if ico s (f-fx. si nip 
Э+4 
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Интеграл (13) может быть выражен через функцию Бесселя П0 . 
Напомним, что функции Бесселя Jn(x), n = o , 1,2,,..,- это регуляр
ные решения уравнения Бесселя: 

х у +• ecu + ( дс - п )У = 0. 
Такие решения представляются рядами, могущими служить определе
нием бесселевых функций: ч 2 к т 

J n (ОС) = 2 - Г— 
к=0 КГ. ( п + * ) ' • 

В частности, ^ xrsc\2-x 

3D с*? = 2 С-О Кг} 
*=о ( к ! ) 

Нам потребуются следующие соотношения ( о, , $> веществен
ные числа): 

j - g6 in4>+ioco5^ ""^ / т / г 7 а \ /* (т«5) 

О 1 0 ; t>><3/ . 
( О функциях Бесселя можно прочитать, например, в учебнике 
Тихонова и Самарского. Все перечисленные равенства выведены 
в книге: Ватсон Г.Н. Теория бесселевых функций.-М:ИЛ,1949). 
Формула (15) показывает, что 

e4-f JoiJl/t^). 
И4 

Интегрируем это равенство по I с учетом обращения в- нуль 1 , 
ft - 4-t • ^ i i при i = x • Т о г д а 

t , 

^ * 
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и, значит, t 
д l и><л'*>=--к тг ict-r/j^r^7^)^. ex 5! 

X 
Отсвда (при t > * ) , -t 

d'U, _ д 
dV дх. 

х Окончательно, 
t , 

[ - -±- ( Jc (Г Vzl~^ ) cl? при i > * , 
1 дх. i 

U . ( * , t ) - | X (I?) 
I 0 при -t < Л . 

Теперь можно вычислить -t 
и (* ,*>« \U(,x,i-T)ft'cT)dt. 

Ясно, что х/ = 0 при i: < а: °, все вычисления ведем для г-> JC 
Выражение (17) дает -к-т , 

О 
v при t - г < х 

Поэтому 

I \ 8x a t J f ( f x 4 i Urw-F)d6)f*ir)dr. 
J .-V 1 

=r(i~aij"l jzu.(M±-'tf-x'i)/u(T)dT-
+ - * ° 

4 ^.(гки^)^*-Эх 
о 
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яшшт 

Итак, решение задачи (5) дается формулой 

О при i<sc, 
(18) 

И ^ЛЛ= { _ j _ f j (j y(±-Tf-x
Z)l(T)cJr при -t > л . 

Функция 1/(я,ч,-£} восстанавливается с помощью формулы обра
щения °о . 

Ее ля -fc < ас , то ii = 0 ~°? Пусть £ > «. , тогда 
•fc-лс 

•k-ж _ 

- o o 0 

V - « о 

S-tr 
— o o G 

_L JL 
Е'|Г д * - ~ о 

сто "fc** "3C-

I & 

ir Зл , 
Используем формулу (16), получим 

\ЗА1(Ш-фх1)™5((\Тг1№Х 

Отсюда при t > x' 

О ' при | ^ 1 > р & - г £ д * \ 

при | XJ- ij| <V(i-Tf-a? 

'г ; т ex ) J ^_^,yc^r)
a-^-(r^f 

0 • у-Ус*-я-* 
cQ 



Рассмотрим в пространстве ( § , \ , т ) конус | Г 
( T - - t ) a - ( | - j c ) - ( I l - y ) 2 ^ o 

с вершиной в точке (•£, \Л) (рис.5). 
Он пересекает плоскость ^ - О 
по гиперболе С i - т )2- л.2- ( \- и ) = 0 . 
Эта кривая вместе с отрезком прямой т= о 
ограничивает в плоскости ^ = О область 
£ (Л:, \Л) • (сравните с рис.1, где £ = 

VY_ n +.\ Точка Р имеет координаты ъ= ц 
>£Г»'Ъ«С ?. т/ТТГ „ „„„„„ J . 1 

f=- t - jc . Координаты 
точки jj£?t=o, ^и-ТФ^-л4) а точки рг-.т = о, ц_= ц^lAz-ct-
Нетрудно убедиться, что равенство (19) может бить переписано 
так: 

и(зс,уД)=_ 
7Г И Х(^,т; 

-vz-^~cri) 
Решение смешанной задачи с нулевыми начальными данными получено. 

Если данные Коши не нулевые, то можно действовать следующим 
образом. Представим решение и в виде суммы двух функций: 

Функция xit - решение задачи с нулевыми начальными данными и с 
заданным граничным условием при х= с . Эта задача нами ре
шена. Функция t/, ~ решение смешанной задачи с нулевым гранич -
ным условием при д:=0 и с заданными условиями на плоскости 

t = с . Эту задачу можно решить, продолжая данные Коши 
на отрицательные значения переменной л нечетным образом и 
пользуясь затем формулой, дающей решение задачи Коши. 
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7. Задача Коши для нелинейных волновых уравнений 

Нелинейными волновыми уравнениями называют следующие 
уравнения: 

Мы разберем здесь случай P ( y ) = ± u n . n - целое положитель
ное, большее единицы. Будем считать, также, что имеется только 
одно пространственное переменное х. . Тем самым мы будем 
иметь дело с уравнениями вида 

дги дги . п (I) 

На прямой т = 0 зададим начальные условия 

и будем искать в области -t>o , - ~ < Л < о о решение поставлен
ной задачи Коши. Нетрудно показать, что при достаточно малых 
значениях времени t дважды непрерывно дифференцируемое 
решение задачи Коши существует, если if(x)zCz, ф(,зс;еС*. 
Возникает вопрос о существовании решения при всех значениях 
переменной т . Как будет показано ниже, ответ будет разный, 
в зависимости от четности ала нечетности л . в последнем 
случае важен еще и знак в правой части уравнения ( I ) . 

Прежде чем доказывать соответствующие теоремы, напомним, 
что решение задачи 

д и д и г, , . . 
-ттт г -т-т («•,*)» (з) 
diz 8зсг 

ди 
и О , о) = <£>(*); -QT^^COC) 

дается формулой Даламбера х+± + x+t-т 
и&Л)-'"*-^*1**.-^ \VWFi\*\ %Vt (4) 

и докажем следующую теорему единственности. 
ТВЭРША Решение задачи 

A__^L-F(u), (5) 

&t2 ах г 
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U(x,0) = <fO), -|Н. = 4>(Л; } 
(6) 

J-O^ P(U)feC1 , однозначно определяется в области 0<-L< 
a,+t<oc<£-~£ начальными данными, заданными на отрезке" 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть задача (5) ,(6) имеет два решения 
ы<(хЛ) » Uz(<xA) • ш Разность и = vt- иг является 

решением задачи 

• I / ( J C , O ) = 

дга 
дх.' ду 

сЛ 
(JC,OJ = 0 , 

Но F ( u t ) - F ( u i ) = F ( t i ) ( u 1 - u a ) для некоторого и , и поэтому 
функция и является решением линейного уравнения 

Ъги дги ^Ai 

с А = А(ос,±) = Т-'(й) . Умножим уравнение (7) на 2.и± 

(7) 

Так как 
2u+(U^-u^)-2Autu. 

di <«*+"*.)—ST^"*) 
то имеет место тождество 

Проинтегрируем тождество (8) по 
области Ю , изображенной на 
рис. 6. Область Ю ограничена сни
зу отрезком прямой t = o , сверху 
отрезком прямой t = T<—-тт , 

слева и справа характеристиками 
jc-i = Q/ И « + -1 = & . 

Тогда 

(!>щих) = 2Ащ.и. (8) 

^=« 

Рис.6 

И ( I - K ^ l - I K ».ц**-«{р«.» --* • 
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Левая часть равенства может быть преобразована по формуле 
Грина следующая образом: 

cn-T | i : _ 1 a №«6-ot J 
откуда £ 

a+T о- Й) 
с некотором постоянной С> 0 такой, что IAI-^С . Так как 
начальные данные нулевые, то первое слагаемое в правой части 
обратятся в нуль. Второе слагаемое справа преобразуем, записав 
интеграл как повторный и воспользовавшись неравенством 
гМиНи+^яЛи* . Тогда 

(3) »-т т € ч 2 а 

a + T О Q + 4. 
Заметам еще, что 

Т т 2
 т 

lt(x, Т)= (ц(яД)еН:, u V j H (ii4(Jc,-t)cH:)4Tf^(^;-t)cH: 

и <-* ° «-т т 2 

a + T x g-T a+T о «г g-T ^ I ( J ) 

_A о a + T g- i d - a + T 
Обозначим [ 2 2 2 

I ( t ) = \ (.Щ+ил+и ) d s c ; 
a+-t 

тогда наличие неравенств (9) и (Ю) позволяет утверждать, что 
справедливо следующее неравенство: 

из которого, ввиду произвольности Т , следует, что l ( t ) s O . 
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Чтобы убедиться в этом, перепишем неравенство (II) так: 
I(T)-£> jl(-t)d-t4 0, 

о 
где в качестве постоянной S) мокеттбыть выбрана величина 
С+ g , и обозначим S(T)= f l ( ^ d i . Тогда 1СТ) = 5'(Т) 

s 

К-£Ж(Г)<0. (12) 
, ч -ЮГ 

Умножим неравенство (12) на е , получим 
-£DT , _ -£)Т 

е К ( т ) - 2 ) е К ( Г ) « 0 , 
или 

d T L S T Огсвда е BCT)«S(oj = 0 , и, значит, 

5СТ) = о, i(-t) = o. 
Выражение под знаком интеграла должно обращаться в нуль во 
всей рассматриваемой области, следовательно, и = 0 всвду в 
этой области, и теорема доказана. 

Доказанная теорема имеет два очевидных, но важных след
ствия: 

1) значение решения v(x,i)B точке (JC0 ,tB) определяется 
значениями начальных данных только на отрезке л0-10^х4дсо-*-±о 

2) если начальные данные отличны от нуля только на отрезке 
а^^с ^ё , то при каждом "Ь решение обращается в 

нуль вне отрезка a.—t^ cc^e + i. 
Следствие I позволяет ограничиваться финитными, т.е. рав

ными нулю вне конечного отрезка, данными Коши, а следствие 
2 позволяет утверждать, что в этом случае при каждом -fc 
решение будет финитным. 

Вернемся к рассмотрению уравнения ( I ) . В случае четного 
п мы будем выбирать знак плюс в правой части. Этого всегда 

можно добиться заменой и на - V . В случае нечетного п 
решения уравнения (I) ведут себя по-разному, в зависимости от 
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знака в правой части. Докажем следующую теорему. 
ТВОРША. Для каждого целого положительного п > 2 можно 

подобрать такие финитные бесконечно дифференцируемые функции 
if (х.) # <^(.х; , что гладкое решение задачи Кожи 

п 
w«-w***w (13) 

u(£c,o) = q?(oc;, u+(.x,cj = ^ O D ( I 4 ) 

не существует при всех положительных значениях Ъ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть U(x,i)~ решение уравнения (13) с 

финитными данными (14). Это решение финитно при каждом ~Ь 
Умножим уравнение (13) на lu± , тогда 

или 

Проинтегрируем это тождество по прямоугольнику 0 < •£ < Т , 
- О/ < х. < О/ с большим положительным а/ и воспользуем

ся формулой Грина. Интегралы по боковым сторонам прямоуголь
ника обратятся в нуль, и мы получим равенство 

л-И 

Все интегралы имеют смысл, так как на самом деле берутся по 
конечным отрезкам. Иначе говоря, энергия 

С а г ч n+-i \ 

постоянна и от времени не зависит. 
Покажем, что для некоторых финитных данных Коши величина 

L(-t)=- \ i i2(x,- t) doc обращается в бесконечность для конечного 
t ~Г°Зтого не может быть если решение существует при любых 
t > о , гак как оно финитно, и, значит, интеграл на самом 
деле берется по конечному промежутку. 
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Пусть ы.> о и данные f , ц) таковы, что 

б) ~й 1[1а)Г*1и=0
4° п Р и в с е х * » ° • 

Тогда за конечное время [1 t-t)]~cCобратится в нуль. Действитель
но, 

откуда 

[м«ГМчо>Г*-Я[ицГ%..-*, (и> 
а выражение в правой части неравенства (15) обращается в нуль 
при некотором конечном положительном значении -t . Условие 
а) будет выполнено, если функции <£ , qj выбрать одного 
знака, поскольку 

^ ( [ b W f ^ l L s - Z o c j U b ) ] " * j ( f («)qj (a:)dat . '' 

Попытаемся удовлетворить условие б ) . Имеем 

{[Ш)] }=-<*L~ -L, 
^ - п / / - ос- 2. , 2. - < * - i /f 

Г [ Ш ) ] }=*(<* + £) L L ' - c c L L = 

= - o c L ^ a [ L " L - ( o c , i ) L ' 2 J ; 

и так как L(- t)>0 , ю достаточно показать справедливость 
при всех t неравенства 

Но 
с о о о 
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так что ~ «> « 2 
L " L - U + l ) L ' = 4 ( O C + I ) { ( [u 2 cfcc) ( ] U ^ d a : ) - ( j u u ^ a c ) J + 

f °° ° ° 2 T 
+ 2 l ( - t ) l | t i U t t d o c - ( £ o c + l ) iu t clocV . 

Первый член в правой части неотрицателен в силу неравенства 
Буняковского, поэтому нужно обеспечить только выполнение нера
венства _ 

^uU^clac-C^oc+i) j u ^ d o c > 0 . (16) 
— о«э — о с 

Левая часть неравенства (16) кожет быть преобразована с ис
пользованием уравнения (13) следующим образом: 

( UU d o c - ( 2 o c + i ) f U^clx. = f U dce4-

ста оч© л 

П41 , T 2 
= \ u doe - I u ^ d x - C ^ o c + l ) l u ^ d s c 

Как было показано, энергия 
E(t)- j(«^We ~t

 v )<** • 
от -t не зависит, £(Ч)=£(о), поэтому, выбрав Z«^l=—p—, 
получим 

•oo 

.doc 

~>o 

n + i „ , . n-L I 2. E( c)+-^ ^ c f a . 
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Значит, неравенство (16) удовлетворяется, если 
_ Т г ,2 2 2 n+ii 
•E(0)=_iL<p +У ~~ТПТ~<£ [d«.<0. 

Этого всегда можно добиться умножением функции с(С^)>0 (ц>(х.)фО 
на положительную постоянную, так как л+* > 2. .Мы берем 
функцию ф ( х ) > 0 так, чтобы выполнялось условие а ) . Теорема 
доказана. 

Рассмотрим теперь случай нечетного л , выбирая знак 
минус в правой части уравнения ( I ) : 

д Ц _ д и ___ и
п

 п - нечетно. (17) 
at2 вх2 

Будем искать решение уравнения (17) с начальными данными (2) . 
Функции tf , SH можно считать финитными. При каждом i 
решение также будет финитным, докажем следующую лемму. 

ЛЕММА. Пусть U(JC, i) - дважды непрерывно дифференцируемое 
решение уравнения (17), тогда энергия 

от i не зависит 2 о n + i 

Кроме того, | u ( x , - t ) U U с постоянной U , зависящей только 
от Е ( о ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножим уравнение (17) на 1Щ , получим 

д f 2 2 2 л+*ч Э , , . „ (18) 

Проинтегрируем гождесгво (18) по прямоугольнику - о- <<л < «х , 
О <• i. < Т , где си > О - велико, и воспользуемся форму
лой Грина. Интегралы по боковым сторонам прямоугольника обра
тятся в нуль, и мы получим равенство E ( T ) = £ ( o J , Докажем 
вторую часть теоремы. Пусть С > 0 - некоторая постоянная, а 

М - множество всех тех х , где \и(х.)\ 4 С • Мера до
полнения М множества М , очевидно, не превышает 
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£ l i . J l £ ) . ЕСЛИ т . г б М , то 4/ 

uc*a,t)-uC«,,*)\= | f ^ x d * | « p 4 i ^ * 7 ( \uic/«) « 

4. 
т / ^ Е(о) ' т/Г—1 ~ , . / л + * \Уг 

Значит, для любого х. 
\4{x,i)UC+Elo)\/^ *п+< (19) 

2 С " I " ?/л+/ <?/Ц 
Правая часть неравенства (19) имеет минимум при С=1(Щ-) Т-Е(о)] , 
поэтому мы можем написать, что ^ 

luC^^ECf'K-f) ЧТ") 
и лемма доказана. £ 

ТЕОРЕМА, Пусть ф£ С , Ч ; £ С _ финитные функции. Тогда 
существует единственное решение уравнения (17) с этими 
начальными данными на прямой t = 0 . Указанное решение су
ществует при всех -fc• > О 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Уравнение 117) с начальными данными (2 ) , 
очевидно, эквивалентно интегральному уравнению 

U ( « , - t ) = — + _ 2 Г 3 ^ C § ) c / f - ^20) 
•fc x+-i-t X--t 

г i зс-Д-И: 0 x- ± + 1 
Любое решение уравнения (I?) с начальными данными (2) является 
решением интегрального уравнения (20),и, наоборот, любое 
непрерывное решение уравнения (20) дважды непрерывно дифферен
цируемо и решает рассматриваемую задачу Коши. Уравнение (20) 
получается с помощью формулы Даламбера (4 ) . Единственность ре
шения была доказана ранее. Будем решать уравнение (20) итера
циями. Полагаем и = о & 

<^(л--£)+ q>(^+^) -j f 
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По лемме|4>(JC.)[SUC постоянной, зависящей только от Е(о) 
Докажем по индукции, что | u I ̂  2 U , к = 0 , 1 , 2 . . . , . 
Это верио для к = 0 . Далее, если | ч к _ 4 \ < 2.U , то 

Поэтому | u K (oe , - t )H 2.XJг&° для 0 < 1 < Т 

T = m i П l a E C o ) ' 2 ^ . U ^ J 
Докажем по индукции, что гк 

к 
'«ки-^^^^К"1] • ̂  • (21) 

Для к=0 неравенство справедливо: \ц - и0\ = [Щ{ ^ 2.U 
Пусть * 2к- 2. 

Тогда 

0 ОС—t-t-T 

n-i-,K -t 
-'W[42U) ] C2x)! 

Оценка (21) показывает, что ряд 

и последовательность u K сходятся равномерно при 04Л 4 Т . 
Предел - непрерывная функция и , удовлетворяющая интеграль
ному уравнению. Следовательно, функция и решает поставленную 
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задачу Коши. Функция и определена при 0 « t 4 T , 
причем ширина полосы Т зависит только от Е ( о ) . Мы мояем 
снова решить задачу Коши для уравнения (17) с заданными 
и г а , Т) . и ^ С ^ Т ) . Решение будет существовать в полосе 
T « i 4 2,-t , так как Е ( Т ) = Е(о) , и т .д . Полученное решение 

определяется, таким образом, при всех t > о , и теорема до
казана. 

З а м е ч а н и е . Чрезвычайно важным обстоятельством, 
'позволившим доказать теорему, является наличие оценки |ц(л,-£)|.$.1/, 
установленной в лемме. Указанная оценка представляет собой 
одномерную теорему вложения. Переход к случаю многих простран
ственных переменных требует привлечения многомерных теорем вло
жения. 
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