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Allgemeine physikalische Konstanten 
(Juli 1926) 1). 

a) Mechanische Konstanten. 
Gravitationskonstante . . . 6,65' 10-8 dyn. cm2 • g-2 
Normale Schwerebescbleunigung 980,665 cm . sec - 2 

Schwerebeschleunigung bei 45 0 Breite 980,616 em. sec- 2 

1 Meterkilogramm (mkg) 0,980665 . 108 erg 
Normale Atmospha.re (atm) . . . . . 1,01325' 106 dyn· cm- 2 

Teehnisehe Atmosphare . . 0,980665.106 dyn· cm- 2 

Maximale Diehte des TNassers bei 1 atm 0,999973 g' cm- 3 

Normales spezifisehes Gewicht des Queeksilbers 13,5955 

b) Thermische Konstanten. 
Absolute Temperatur des Eispunktes . . . . . 
Normales spezifisehes Gewicht des Sauerstoffes 
Normales Molvolumen idealer Gase ..... 

Gaskonstante fUr ein Mol . . . . . 

Energieaquivalent der 15°-Kalorie (cal). . . 

. 273,20 " 

• 1,4290. 10- 3 

. 22,41'1' 103 ema 

1 0,82045 . 102 ema-atm • grad -1 

0.8313 2 ' 108 erg' grad- 1 

0,83090 . 101 int joule· grad -1 

1,9858 cal· grad- 1 

14,1842 int joule 
1,1623' 10- 6 int k-watt-st 
4,1863 ' 107 erg 
4,2688 ' 10- 1 mkg 

c) Elektrische Konstanten. 
1 internationales Ampere (int amp) 1,00000 abs amp 
1 internationales Ohm (int ohm) . . . . . 1,00050 abs ohm 
Elektrochemisehes Aquivalent des Silbers . 1,11800' 10- 3 g' int coul- 1 

Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 0.9649 •. 105 int eoul 
Ionisier.-Energie/lonisier.-Spannung 0,9649 •. 105 int joule. int volt- 1 

d) Atom- und Elektronenkonstanten. 

Atomgewicht des Sauerstoffs . 16,000 
Atomgewicht des Silbers 107,88 
LoscHMIDTsche Zahl 6.061 ' 1023 mol- 1 

BOLTZMANNsehe Konstante k 1,372 ' 10- 16 erg' grad- 1 

1/16 der Masse des Sauerstoffatoms 1,650 ' 10- 24 g 

{ 1.592' 10- 19 int coul 
Elektrisches Elementarquantum e 4,77.' 10-10 dyn'!2' em 

Spezifisehe Ladung des ruhenden Elektrons elm 1,766 ' 108 int eoul . g-l 
Masse des ruhenden Elektrons m. . . . 9.02 ' 10- 28 g 
Gesehwindigkeit von 1-Volt-Elektronen. . 5,95.107 em. see- 1 

Atomgewieht des Elektrons . . . . . . 5,46. 10- 4 

e) Optisehe und Strahlungskonstanten. 
Liehtgesehwindigkeit (im Vakuum) . . . . . . . 2,9985 ' 1010 em . sec 1 

V.'ellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 15 0 C) • 6438,4700 ' 10- 8 em 
RYDBERGsehe Konstante fiir uncnd!. Kernmasse. 109737,1 em- 1 

SOMMERFELDsehe Konstante der Feinstruktur . . 0,729' 10 - 2 

{ 5,75 ' 10- 12 int watt· cm- 2 • grad- 4 
STEFAN-BoLTZMANNsehe Strahlungskonstante (J • 1,374 • 10- 12 cal· em - 2 • sec - 1 • grad - 4 

Konstante des WIENschen Vcrsehiebungsgesetzes . 0,288 em . grad 
\VIEN-PLANcKsche Strahlungskonstante c2 •.•• 1,43 em . grad 

f) Quantenkonstanten. 
PLANCKsches Wirkungsquantum h . . . . . . 
Quantenkonstante fur Frequenzen fJ = lzjk 
Dureh 1-Volt-Elektronen angeregte \Vellenlange 
Radius cler Normalbahn des H-Elektrons 

6,55' 10- 27 erg· sec 
4.78 . 10 - 11 sec . grad 
1,233.10- 4 em 
0,529.10- 8 em. 

') Erlauterungen und Begrundl1ngen s. ds. Handb. Bd. II. Artikel HENNING-JAEGER. 



Kapitel 1. 

Klassische Thermodynamik. 
Von 

K. F. HERZFELD, Miinchen. 

Mit 14 Abbildungen. 

I. Einleitung. 
1. Leistungsfahigkeit der Thermodynamik. Die Thermodynamik spielt 

in all denjenigen Gebieten der Physik eine Rolle, in denen irgendwe1che Ver­
anderungen mit Warmeerscheinungen verkniipft sind. 

Sie geht von zwei sehr allgemeinen Erfahrungssatzen, den beiden Haupt­
satzen, aus, we1che die Unmoglichkeit zweier analoger Vorgange, namlich der 
Betatigung eines Perpetuum mobile erster oder zweiter Art, behaupten. 

Ausgehend von diesen Erfahrungssatzen, allerdings unter Zuhilfenahme 
weiterer Erfahrungen, die im taglichen Leben so gelaufig sind, daB sie gewohn­
lich nicht eigens ausgesprochenwerden, gibt die Thermodynamik einen Rahmen 
von Vorschriften iiber die Warmeerscheinungen derart, daB irgendeine Ver­
letzung einer so1chen V orschrift in der N atur sofort die Konstruktion eines 
Perpetuum mobile (erster oder zweiter Art) ermoglichen wiirde. 

Die Methode, die bei der Ableitung dieser Vorschriften verfolgt wird, ist 
streng logisch, mathematisch verhaltnismaBig einfach und praktisch hypothesen­
frei, so daB in den Resultaten tatsachlich nur die Grundaxiome vorausgesetzt sind. 

Allerdings sind, was haufig nicht geniigend beachtet wird, diese Vorschriften 
allein ziemlich inhaltsarm, eben nur ein Rahnem, der fast nichts iiber die Eigen­
schaften der Materie aussagt, sondern nur Eigenschaften miteinander verkniipft. 
Nutzbar werden die Folgerungen erst, wenn man sie auf die wirklichen Eigen­
schaften der Stoffe anwendet, wie sie sich in der Zustandsgleichung im allgemein­
sten Sinn ausdriicken. Diese Zustandsgleichung muB die Thermodynamik von 
auBen her, sozusagen als Material, bekommen, sei es aus dem Experiment, sei 
es aus einer Molekulartheorie, die Annahmen iiber den Bau des untersuchten 
Stoffes macht. 

Die klassische Thermodynamik selbst kann iiber die Zustandsgleichung nichts 
sagen, jede Zustandsgleichung ist mit ihr vertraglich (vgl. Ziff. 8). 

Infolge der geschilderten Verhiiltnisse hat die reine Thermodynamik einen 
besonders klaren, formal axiomatischen und logisch befriedigenden, aber auch 
etwas langweiligen Charakter, weil von der wirklichen Substanz in ihr wenig 
zu spiiren ist. 

Das hier besprochene Verhiiltnis zwischen einer Gruppe von Gesetzen, in 
we1chem formale Gesichtspunkte vorwalten, und einem Gebiet, wo die wirk­
lichen Eigenschaften der Materie eine Rolle spielen, kommt auch in der iibrigen 

~1, Handbuch der Physik. IX. 



2 Kap.1. K. F. HERZFELD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 2. 

Physik VOL SO entspricht in der Elektrizitatslehre dieser reinen Thermodynamik 
die Theorie der MAXWELLschen Gleichungen im Vakuum, wahrend die Eigen­
schaften der Materie, wie sie in der Zustandsgleichung sich auBern, sich dort in 
der Beziehung zwischen 'I) und Cl: (dielektrische Eigenschaften), ~ und Sj (magne­
tische Eigenschaften), s: und Cl: (Leitung) ausdriicken. In beiden Gebieten werden 
ganz verschiedene Arbeitsmethoden benutzt. Auch die Entwicklung der Theorie 
der MAXWELLschen Gleichungen im Vakuum geschieht praktisch hypothesenfrei 
wie bei der reinen Thermodynamik, wenn auch in der Grundlage, den MAXWELL­
schen Gleichungen, scheinbar speziellere Aussagen gemacht werden als in den 
beiden Hauptsatzen. 

Die Eigenschaften der Materie hingegen, die in der Elektrizitatslehre eine 
Rolle spieien, miissen eben so wie die Zustandsgleichung der Thermodynamik ent­
weder den Messungen oder einer Molekulartheorie mit ihren vielen speziellen 
Voraussetzungen entnommen werden. 

Zu den beiden Hauptsatzen kommt nun das NERNsTsche Warmetheorem, 
das auch dritter Hauptsatz der Thermodynamik genannt wird. Dieses ist zwar 
in seiner Formulierung ebenso axiomatisch, einfach und grundlegend wie die 
beiden ersten, unterscheidet sich von ihnen aber darin, daB es eine allgemeine 
Aussage iiber die Zustandsgleichung macht. 

2. Mathematische Methoden. Die mathematischen Methoden der Thermo­
dynamik unterscheiden sich in sehr charakteristischer Weise von denen der 
iibrigen theoretischen Physik. Die Unterschiede auBern sich bei mehreren 
Grundgedanken: Der erste driickt die Vorstellung aus, daB irgendein zu be­
schreibendes Objekt (Masse, Impuls, Energie) in einem Volumelement nur durch 
"Stromung" verandert wird (Erhaltungssatze, Kontinuitatsgleichung). Er fiihrt 
zu Vektorgleichungen fUr die Stromung. Dieser Gedankengang spielt in der 
Thermodynamik keine wesentliche Rolle, da die hier maBgebenden GraBen wie 
inn ere Energie, Entropie usw. in einem Volumelement auch ohne direkten Zu­
transport von auBen vermehrt werden konnen. Nur in der Warmeleitung 
hat diese Uberlegung ihr Analogon. Ein wesentlicher Unterschied tritt aber 
auch hier dadurch auf, daB in der iibrigen Physik das Interesse zwar auch 
auf Skalare (z. B. die Dichte), wesentlich mehr aber auf gerichtete GraBen, 
Vektoren, wie Impulse, Feldstarken gelenkt ist. Sogar ein Teil der schein­
bar skalaren GraBen, die Energie z. B., wird in der Relativitatstheorie als 
Komponente eines allgemeineren Gebildes, des Impuls-Energietensors, an­
gesehen. 

Dagegen treten in der Thermodynamik fast nur skalare GraBen auf, wie 
Dichte, Temperatur, Potentiale. Auch bei der Energie interessiert ihre oben­
erwahnte Eigenschaft als Tensorkomponente nicht. Vektor- bzw. Tensor­
gleichungen kommen nur auf dem Gebiet der thermoclastischen Eigenschaften 
vor - wo sie durch den Zusammenhang mit der Elastizitatslehre auftreten -
und bei der \Varmeleitung. Aber das Hauptinteresse liegt nicht bei diE' sen 
Transporterscheinungen. 

Der Grund hierfiir liegt teilweise darin, daB die Thermodynamik im wesent­
lichen Gleichgewichtsfragen behandelt. 

Der zweite groBe Cnterschied im Grundgedanken besteht in der ZE'it­
abhangigkeit. In allen iibrigen Gebieten der Physik treten Differentialgleichungen 
auf, die in der Zeit von der zweiten Ordnung sind. Das hat seinen physikalischen 
Grund in der bE'stimmendcn :'Iitwirkung der Tragheit, auBert sich im Auftreten 
von Schwingungen (komplexe Wurzel cler Sakulargleichung) und hat die Folge, 
daB man +t mit -t vertauschen kann (Umkehrbarkeit dE'r Zeitfolge). 1m 
Gegcnsatz hierzu ist in denjenigen thermoclynamisehcn Erscheinungen, in clenen 



Ziff. 3. ZustandsgriiBen. 3 

die Zeit iiberhaupt eine Rolle spielt, nicht die Tragheit, sondern die Reibung 
od. dg1. maBgebend, d. h. es tritt nur der erste Differentialquotient nach der Zeit 
auf, die Zeitfolge ist nicht umkehrbar. 

Dieser Unterschied liegt aber nicht nur in der Abhangigkeit von der Zeit 
vor, sondern (abgesehen von der Warmeleitung) auch bei den anderen unab­
hangigen Variablen. In der Elastizitatstheorie oder in der Theorie der Elek­
trizitat etwa treten als unabhangige Variable die Koordinaten auf, we1che 
Vektorcharakter haben. In der Thermodynamik dagegen haben wir nicht 
nur abhangige, sondern auch unabhangige Skalare. Bei diesen - und 
dieser Punkt ist jetzt von Bedeutung - geht die Reihe der moglichen Werte 
haufig von einem Nullpunkt nach einer einzigen Seite (es gibt keine negativen 
Volumina oder Temperaturen), wahrend die Koordinaten nach beiden Seiten 
unbegrenzt sind. Das ist wohl der Grund, warum in den ersterwahnten Ge­
bieten die Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind, wahrend in der Thermo­
dynamik die grundlegenden Gleichungen meist der ersten' Ordnung angehoren. 

Infolgedessen· spielt der ganze Apparat von Eigenfunktionen und Eigen­
werten und den Entwicklungen nach ihnen (Fourierreihen, Kugel- und Zylinder­
funktionen u. dgl.), der die iibrige mathematische Physik, die Feldphysik, so 
weitgehend beherrscht, in der Thermodynamik (abgesehen von der Warmeleitung) 
keine Rolle, man kommt mit partiellen Differentiationen und Quadraturen aus. 

Endlich kommt der in Ziff.9 zu erwahnende Umstand hinzu, daB Weg­
integrale einer bestimmten Gattung hier eine wesentliche Rolle spielen. Auch in 
der sonstigen Physik tritt diese Frage auf. Dort unterscheidet man die Falle, 
wo das Wegintegral vom Weg unabhangig ist und wo es das nicht ist. Die ersteren 
fiihren zu Potentialfunktionen, die letzteren zu "Wirbelfunktionen". Auch in 
der Thermodynamik spielt die entsprechende Rechnung eine wesentliche Rolle, 
nur sind hier die unabhangigen Variablen nicht gleichberechtigt, es tritt nicht 
die mit dem Vektorcharakter der Raumkoordinaten zusammenhangende Dreh­
gruppe und die sich aus ihr ergebende Vereinfachung auf. Man kann ein 
Koordinatensystem in der x-y-Ebene drehen; dem entspricht die Einfiihrung 
des Vektors rot. Dagegen kann man in einer p - T - Ebene das Koordinatensystem 
nicht drehen. 

3. ZustandsgroBen. Es sei ein beliebiges System gegeben, das in eine 
feste Hiille eingeschlossen sei. Von dieser Hiille wollen wir voraussetzen, daB 
sie fiir Materie undurchlassig sei. Wir wollen aber weiter voraussetzen, daB sie 
auch warmeundurchlassig sei; damit solI gesagt sein, daB sich der Zustand des 
Systems in der Hiille nicht merklich andert, was wir auch fiir andere Systeme 
von auBen an die Hiille heranbringen, solange wir die geometrische Gestalt der 
Hiille nicht andern. ErfahrungsgemaB laBt sich das nahe realisieren (Erfah­
rungssatz I). Warum wir diese Hiille "warmeundurchlassig" nennen, wird erst 
spater klar werden (Ziff. 7). Es zeigt sich dann, daB das System nach geniigend 
langer Zeit, wenn wir es sich selbst iiberlassen, in einen Zustand kommt, der 
sich nicht mehr andert und den wir den Gleichgewichtszustand nennen wollen. 

Urn den Zustand des Systems zu charakterisieren, miissen wir natiirlich 
zuerst die Masse und den inneren Zustand des Stoffes kennen. Hierzu ist die 
Kenntnis der Bruttozusammensetzung notig, die sich stets exakt bestimmen laBt. 
Sie reicht aber haufig nicht aus, namlich dann, wenn nicht in jeder Beziehung 
inneres Gleichgewicht herrscht (s. Ziff.51). 

Wenn wir z. B. ein Gas von der Bruttozusammensetzung 12 g C + 24 g O2 

haben, so reicht diese Angabe nicht zur Kenntnis des inneren Zustandes. Die 
Wege, auf denen die Chemiker diese Kenntnis erwerben, setzen das Folgende 
zum Teil schon voraus. 

1* 



4 Kap.1. K. F. HERZFELD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 4. 

Wenn wir aus einer "Gasanalyse" auf 14 g CO und 22 g CO2 schlieBen, 
miissen wir aus anderen Messungen schon wissen, daB" das nicht etwa im ge­
mischten Zustand 28 g CO und 8 g O2 waren, die sich beim Trcnnen umgesetzt 
haben. Wir charakterisieren im allgemeinen ein soIches Gemisch durch seine 
optischen Eigenschaften, z. B. durch die Molekularrefraktion oder das Absorp­
tionsspektrum; die sich prinzipiell ohne Veranderung des Systems bestimmen 
lassen. 1m obigen Beispiel bietet zwar das chemische Verhalten Sicherheit gegen 
Umsetzungen, aber diese Behauptung ~etzt eben Anwendung vieler erst im 
folgenden beschriebenen Gesetze voraus. 

Wir unterscheiden dann, ob das System homogen oder inhomogen ist, d. h. 
ob das Verhalten aller Teile gleich ist oder nicht, wobei nur die Teile nicht zu 
klein gewahlt werden diirfen. Wie klein man sie wahlen darf, laBt sich nicht 
genau festlegen. Man muB die linearen Dimensionen der Teilchen bei festen 
Stoffen im allgemeinen etwa >10- 6 em wahlen, wobei fest sich hier auf 
mangelnde Fluiditat bezieht, bei fluiden Stoffen kann man sie noch kleiner 
wahlen, wenn man beachtet, daB bei immer feinerer Beobachtung der Zustand 
immer weniger konstant wird; dann wollen wir als fUr den Zustand charak­
teristisch den Zeitmittelwert der entsprechenden GraBe verstehen. Je kleiner 
das Teilgebiet, desto langer ist die zur Mittelwertbildung notige Zeit. 

1st der Stoff inhomogen, so kann man ihn im allgemeinen aus einer end­
lichen Zahl in sich homogener Teile zusammensetzen (Ausnahme s. Ziff. 49). 
Der "innere" Zustand des Systems ist dann charakterisiert durch den "inneren" 
Zustand der einzelnen in sich homogenen Teile und der Angabe, wie sich die 
Gesamtmenge des Systems auf die einzelnen Teile verteilt. 

Es zeigt sich nun, daB es haufig vorkommt, daB sich der "innere" Zustand 
eines Systems, den wir z. B. durch seinc optischen Eigenschaften charakteri­
sieren, nicht oder sehr wenig andert, wenn wir Volumanderungen oder die in 
der nachsten Ziffer besprochenen Temperaturanderungen vornchmen (Erfah­
rungssatz II). In diesem Fall, den wir als einfachsten ansehen, sagt man, daB 
keine "chemischen" A.nderungen vor sich gehen. Abcr dicse Aussage laBt sich 
nicht scharf definieren (so verliert z. B. festcs Brom bei Abkiihlung bis 80 0 abs. 
seine Farbe), sondern enthalt noch cine ::\lenge von Einzelerfahrungen. 

Abgeschen davon, kanncn wir in mechanischer Beziehung bei gegebenem 
inneren Zustand das System durch sein Volumen und durch den Druck charaktcri­
sieren, den cs auf die vVande ausiibt. vVenn wir von Druck schlechtweg reden, 
setzen wir voraus, daB wir entweder nur fluide Karper haben, in denen das Gesetz 
des nach allen Seiten gleichfarmigen Druckes gilt, oder feste Karper so von 
fluiden umgeben, daB von der auHcren Biille der Druck auf die festen Anteile 
gleichmaBig durch die fluiden iibertragen wird, oder endlieh amorphe Karper 
oder Kristallpulver, auf weIche von auBen ein allseitig gleichmaBiger Druck 
ausgeiibt wird. 

Wenn nun bei dem eben beschriebenen System das Volumen durch mecha­
nische A.nderung der Biille verandert wird, so zeigt sich, daB sich der Druck, 
bzw. bei inhomogenen Systemen die l\Iassenverteilung, andert. 

4. Volum- und Oberflacheneigenschaften. vVenn wir cin System haben, 
das in sieh im Gleiehgewieht ist, so zeigt die Vntersuchung, daB das System im 
Gleiehgewieht bleibt, wenn wir cine (unendlieh diinne) Trennungswand ein­
schieben (Erfahrungssatz III). Da diese Trennungswand keine Wirkung durch­
laBt, so ist es aueh maglieh, den einen abgetrennten Teil yollstandig zu ent­
fernen, ohne daB "jeh im zuri.iekbleibenden irgend et\va~ andert. 

Daraus folgt, daB dl'f "Znstand" an irgendeiner Stelle nur dureh den Zu­
stand in der unmittdbarcn Cmgclmng, nieht aber c1ureh wcit cntferntc Teile 
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wesentlich beeinfluBt wird. Das hat seinen molekulartheoretischen Grund in 
der geringen Reichweite der Molekularkrafte; bei elektrischen Erscheinungen 
ist das anders; die Verteilung der Ladungen uber eine Kugeloberflache andert 
sich, wenn man die Kugel auseinanderschneidet. 

Andererseits ist der Erfahrungssatz nicht streng richtig (namlich nur bis 
. Reichweite der Krafte . .. 

auf Glieder deren Antell "'" .... 1st). Ware er ganz genau 
, GefaBdlmenslOnen 

gultig, so ware der Zustand des Stoffes, d. h. sein innerer Zustand, femer der 
ausgeubte Druck sowie einige erst spater (Ziff. 12, 35) zu definierende GraBen, 
wie Energie und Entropie, bei gegebener Menge (und Temperatur, Ziff. 5) nur 
vom Volumen abhangig, nicht aber von der Form des Korpers bzw. des GefiiBes. 
In Wirklichkeit besteht aber eine solche Abhangigkeit. 

Man kann namlich allgemein Reihenentwicklungen ansetzen, die bei gegebener 
Gesamtmenge (und Temperatur) folgendermaBen entstehen: 

X = XvV + XoO + XkK + ... 
Hier ist X irgendeine GroBe wie Energie oder Entropie, V das-.Volumen, 0 die 
Oberflache, K die Kantenlange oder ein MaB flir die Krummung u. dgl. 1m 
allgemeinen ist 

XoO XkK Reichweite der Molekularkrafte 10- 7 cm 
XvV (Xl XoO '" GefaBdimension .", GefaBdimension' 

Xv kann als die GroBe X fur die Volumeinheit, Xo als die GroBe X flir die Ober­
flacheneinheit usw. angesprochen werden. 

1m allgemeinen, wenn es sich urn GefaBe von Zentimeterabmessungen oder 
mehr handelt, begniigt man sich mit der Betrachtung des ersten Gliedes der 
Reihenentwicklung, der auf das Volum beziiglichen GroBe, wenn diese nicht 
absichtlich konstant gehalten und die Aufmerksamkeit auf die OberflachengroBe 
gelenkt wird. Das Hineinschieben der Trennungswand, von dem wir vorher 
sprachen, erfordert in Wirklichkeit Arbeit, die proportional der hineingescho­
benen Hache ist und der freien Energie der neuen Oberflache entspricht. 

Wir haben im vorhergehenden gesehen, daB durch die Trennung in zwei 
Teile der Zustand nicht verandert wird, wenn wir jetzt von den Oberflachen­
wirkungen wieder absehen. Es ist also z. B. del' Druck in den getrennten Teilen 
der gleiche wie fruher im ganzen System. Daraus folgt, daB es nicht das Gesamt­
volumen ist, das den Druck bestimmt. Wenn wir ein homogenes System vom 
Volumen V und der Masse C haben, so ist die Dichte, d. h. die in der Volum­
einheit enthaltene Stoffmenge, uberall die gleiche, wobei uber die untere Grenze 
dieser Einheit das fruher Gesagte (Ziff. 3) gilt. Das, was bei der Trennung 
erhalten geblieben ist, ist offenbar diese Dichte oder ihr Reziprokes, das spezifische 
Volumen viC 1). Der Druck hangt demnach nicht vom Volumen ab, sondem 

1) In diesem Artikel gelten folgende Bezeichnungen: 
Sf Kraft; iii Weg; p Druck; R allgemeine Gaskonstante = R'M; 
V Volumen der Masseneinheit; n Zahl der Mole; 
v Volumen einer vorgegebenen Menge; n {Konzentration (Zahl der Mole 
V Volumen von 1 Mol (Molvolumen); C = v in 1 cm3); 

G Masse einer vorgegebenen Menge; 
M Molmasse (Molekulargewicht); 
R' Gaskonstante (bezogen auf 1 g); 
Y. beliebige verallgemeinerte Koordinate 
Y. zugehiirige verallgemeinerte Kraft; 

x, = ~ Molenbruch; 
In j 
j 

(z. B. durchgegangeneElektrizitatsmenge), 

A oder ~A vombetrachteten System geleistete auBere Arbeit; 
() Q oderQ yom betrachteten System aufgenommene \Varmemenge bei beliebigen Vorgangen; 
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vom spezifischen Volumen; ebenso hangen die GraBe X o , z. B. die Oberflachen­
energie pro Quadratzentimeter, zwar vom spezifischen Volumen, nicht aber vom 
Gesamtvolumen bzw. der Gesamtmenge ab, wenigstens in erster Naherung. 

Die GruBen, mit denen wir zu tun haben, zerfallen nun in zwei Arten: 
Die eine Art sind so1che GraBen, die sich bei der Trennung eines Systems 

in mehrere Teile (oder bei der Vereinigung so1cher miteinander in jeder Be­
ziehung im Gleichgewicht befindlicher Teile, d. h. so1cher, die auch durch Tren­
nung eines Gesamtsystems hergestellt werden kannten) iiberhaupt nicht andern, 
wie Druck, Temperatur, Dichte. Man nennt sie intensive GraBen. 

Die andere Art sind so1che GraBen, die in den Teilen verschieden sein kannen, 
die sich aber fUr das Gesamtsystem durch Addition aus den TeilgraBen zusammen­
setzen (wenigstens in erster Ordnung), wie das Volumen, die Energie, die Entropie. 
Man nennt sie extensive GraBen. Aus ihnen lassen sich bei homogenen Systemen 
durch Division mit der Menge (gemessen in Gramm oder Mol) "spezifische" 
GraBen herstellen, die intensive GraBen sind. Die Existenz von "spezifischen" 
GraBen ist an die geringe Reichweite der Krafte gekniipft. 

5. Temperatur. 1m folgenden werden wir bis auf weiteres homogene und 
inhomogene Systeme gemeinsam behandeln. Die Erfahrung zeigt nun, daB beim 
Vergleich mehrerer Systeme von genau gleicher geometrischer Gestalt, gleichem 
Masseninhalt und gleicher chemischer Bruttozusammensetzung sowie anscheinend 
gleichem inneren Zustand, doch die Drucke nicht stets dieselbe Funktion des 
Volumens sind (Erfahrungssatz IV). Zur Festlegung des Zustandes ist also offenbar 
noch eine Variable natig, die wir vorderhand Temperatur nennen wollen. Wenn wir 
zwei auBerlich gleiche Systeme haben, die verschiedenen Druck zeigen, wollen wir 
sagen, sie haben verschiedene Temperatur; haben sie gleichen Druck, so nennen 
wir sie temperaturgleich. Bisher, wo wir nur "warmeundurchlassige" Hiillen an­
genommen haben, ware die EinfUhrung dieser neuen unabhangigen Variablen 
iiberfliissig, wir kannen ebensogut neben dem Volumen noch den Druck als 
unabhangige Variable stehenlassen. 

flQ oder Q- yom betrachteten System aufgenommene Warmemenge bei reversiblen 
Vorgangen; 

E, oder E oder Ev innere Energie des Systems pro Mol (in anderen Artikeln ds. 
Handb. wird die innere Energie mit U, u bezeichnet); 

e, oder e oder ev inn ere Energie des Systems fur vorgegebene Mengen; 
Ep = Ev + p V \Varmeinhalt oder Enthalpie oder \Varmefunktion bei konstantem 

Druck pro Mol; 
ep = ev + p v \Varmeinhalt oder Enthalpie oder \Yarmefunktion bei konstantem 

Druck fur vorgegebene Mengen; 
5 Entropie pro Mol; 
s Entropie fur vorgegebene Mengen, doch wird s auch als Index fiir feste Phasen und 

als laufende Nummer verwandt; 
Cp , Cv Molwarme bei konstantem Druck (konstantem Volumen); 
cp ' Cv \Varmekapazitaten beliebiger Systeme; 
jyv freie Energie bei konstantem Volum pro Mol; 
fv freie Energie bei konstantem Volum fur beliebige l\Iengen (in anderen Artikeln ds. 

Handb. wird diese GroBe kurz freie Energie genannt und mit F bezeichnet) ; 
jyp = jyv + p V freie Energie bei konstantem Druck pro 1101 (II. thermodynamisches 

Potential von GIBBS); 
fp = fv + P v freie Energie bei konstantem Druck fur beliebige Mengen (in anderen 

Artikeln ds. Handb. wird diese GraGe thermodynamisches Potential genannt und mit G 
bezeichnet) ; 

fl = (~l),-) "chemisches Potential" auf :'1101 bezogen; 
en p, T 

U..l---+e,v = £2 ~ E1 \\'armet6nung, die ohne Arbeitsleistung (d. h. meist irre\'ersibel) 
beim ebergang aus dem Zustand 1 in den Zustand 2 verbraucht wird; 

U 1 ---+ 2." ~c 1:21, ~ Ell' dasselbe unter konstantem Druck (technische Arbeit 0). 
Indizcs: s fest, I fliissig, g oder ]) gasfOrmig, R rein, L Losung. 
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Diese neue Variable wird aber notwendig, wenn wir jetzt zu Hiillen uber­
gehen, die fUr Materie (und elektrische und magnetische Krafte) undurchlassig 
sind, aber doch eine Beeinflussung des Zustandes des eingeschlossenen Korpers, 
wie er sich im Druck auBert, bei unverandertem inneren Zustand und unver­
andertem Volumen dadurch zulassen, daB man einen anderen Korper mit der 
Hillle in Beriihrung bringt. Wir wollen also jetzt in die Hiille ein so1ches "warme­
leitendes" Stuck einbauen, das aber nach Belieben abgeschlossen werden kann. 

Wir betrachten dann zwei Systeme, die in bezug auf inneren Zustand~ 
Masse und Volumen gleich, in bezug auf Druck (bzw. bei inhomogenen Systemen 
auch in bezug auf Massenverteilung; das wird im folgenden nicht eigens wieder­
holt) ungleich sind, und bringen ihre warmeleitenden Stellen in Beruhrung, 
lassen aber die Volumina ungeandert. Es tritt dann eine Veranderung der 
Drucke in der Weise ein, daB der niedrigere steigt, der hohere sinkt. Diese Ver­
anderung dauert mit. abnehmender Geschwindigkeit so lange, bis die Drucke 
gleich geworden sind (Erfahrungssatz V). ;Nach der obigen Definition haben 
sich dann die Temperaturen ausgeglichen. 

Aber noch immer brauchen wir den Temperaturbegriff nicht, sondern 
konnten mit Druck und Volumen auskommen. Das andert sich, wenn wir zwei 
Systeme in leitende Verbindung bringen, die zwar gleiche Masse und innere 
Zusammensetzung, aber verschiedene Volumina haben. Es zeigt sich auch 
jetzt, daB sich infolge der Beruhrung die Drucke beider Systeme andern und mit 
abnehmender Geschwindigkeit Grenzwerten nahern (Erfahrungssatz Va), die 
aber nicht gleich sind; es konnen sogar die Anfangsdrucke gleich gewesen 
sein, die Enddrucke aber verschieden. Zur Beschreibung dieser Verhaltnisse 
brauchen wir eine neue Variable. 

Wir setzen jetzt konventionell fest, daB wir die neue unabhangige Variable, 
Temperatur genannt, so wahlen wollen, daB zwei Systeme, in Beruhrung ge­
bracht, sich dann nicht andern, wenn sie gleiche Temperatur haben (Fest­
setzung a). Diese Festsetzung ist deshalb widerspruchsfrei, weil man findet, 
daB sie unabhangig von der Art der warmeleitenden Beruhrung der Hillle ist 
(Erfahrungssatz VI), die nur die Geschwindigkeit derAnderung beeinfluBt. 

Es ist also jetzt fUr ein bestimmtes System 

p = t(v, 1) 

die "Zustandsgleichung", wobei vorderhan:d die Funktion t noch von der Art 
des Systems, seiner Masse usw. abhangen kann. 

Nun haben wir aber in Ziff. 4 gesehen, daB das Einschieben einer Trennungs­
wand den Zustand eines Systems nicht andert. Wenn wir daher ein GefaB in 
zwei gleiche Teile teilen, haben diese gleichen Druck, gleiche Masse und gleiches 
Volumen, folglich gleiche Temperatur, so daB sich auch nichts andert, wenn.wir 
die undurchlassige Trennungswand durch eine warmeleitende ersetzen. War 
nun das urspriingliche GefaB mit einem anderen gleich groBen im Warmegleich­
gewicht, so andert sich daran nichts durch das Einschieben der Trennungswand 
(Erfahrungssatz III). Wir werden daher auch jetzt von gleicher Temperatur 
sprechen und haben erkannt, daB wir jetzt unabhangig von der Masse fUr den 
gegebenen Stoff 

p = t(~, T) (1) 

schreiben konnen. Damit ist die Gleichheit der Temperatur fUr gleiche Stoffe 
definiert. (Aus Erfahrungssatz VI folgt weiter, daB wenn zwei Systeme mit 
einem dritten gleiche Temperatur haben, sie auch untereinander gleiche Tem­
peratur haben.) 
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1m allgemeinen ist die Beziehung (1) eindeutig (Erfahrungssatz VII). Es 
kommt zwar auch Mehrdeutigkeit vor (z. B. bei Wasser gleicher Dichte bei zwei 
verschiedenen Temperaturen iiber und unter 4°), das macht aber keine prin­
zipiellen Schwierigkeiten (da keine unendliche Vieldeutigkeit auftritt). Wenn 
wir jetzt noch eine Temperaturskala fUr den gegebenen Stoff festsetzen wollen, 
so miissen und konnen wir das vollkommen willkiirlich machen, z. B. indem 
wir (1) nach vlG auflosen, v 

G = f{J(P, T), 

einen bestimmten Druck Po herausgreifen und nun festsetzen, es solI 
v 
G = f{J(Po' T) (3) 

eine (vollkommen frei wahlbare) Funktion von T sein, z. B. AT. Dann bringen 
wir eine beliebige Menge unseres Stoffes unter den Druck Po und untersuchen, 
welches spezifische Volumen vlG er ha,ben muB, wenn er, mit dem zu unter­
suchenden System (gleicher Stoff, aber evtl. anderer Druck und andere Menge) 
in Beriihrung gebracht, unverandert bleiben solI. Damit ist das TemperaturmaB 
und die Temperaturmessung fUr diesen Stoff festgelegt (Festsetzung b). 

Statt den Druck festzulegen und das spezifische Volumen als MaB zu benutzen, 
kann man ebensogut das spezifische Volumen festlegen und den Druck als MaB 
benutzen, erhalt dann aber natiirlich eine andere Temperaturskala. 

Urn nun noch die Skalen verschiedener Stoffe gegeneinander abzugleichen, 
hat man die Erfahrung hinzuzunehmen, daB sich auch dann, wenn ungleichartige 
Stoffe in warmeleitende Verbindung gebracht werden, haufig die Drucke trotz 
konstant gehaltenen Volumens andern und mit abnehmender Geschwindigkeit 
einem (fUr die beiden Systeme evtl. verschiedenen) Endwert zustreben (Erfah­
rungssatz Vb), der unabhangig von der Art der Beriihrung ist, so daB auch 
hier das Gleichgewicht zweier Systeme mit einem dritten das Gleichgewicht der 
beiden untereinander bedingt. Wir wollen nun die verschiedenen willkiirlichen 
Funktionen in (3) so wahlen, daB wir auch bei verschiedenen Stoffen sagen 
konnen, sie seien im Gleichgewicht, wenn ihre Temperatur gleich ist (Fest­
setzung c). Das heiBt, wir miissen jetzt noch einen Stoff als thermometrische 
Substanz wahlen (Festsetzung d), bei dem wir z. B. den thermometrischen Druck 
und die willkiirliche Funktion in Festsetzung b gewahlt haben. Dann konnen 
wir fiir alle anderen Stoffe die Gleichung (1), die Zustandsgleichung, experimentell 
bestimmen. 

6. Ideale Gase, Molekulargewicht. In der vorigen Ziffer ist dargelegt 
worden, daB wir einen beliebigen Stoff als thermometrische Substanz wahlen 
konnen. Nun zeigt die Erfahrung, daB es eine ganze Gruppe von Stoffen gibt, 
die 'sich in sofort zu besprechender Weise gleich verhalten, namlich die Gase. 
Untersucht man diese, besonders die Edelgase, Wasserstoff, Stickstoff, Sauer­
stoff, so zeigt sich, daB fiir eine bestimmte Menge die Gleichung 

pV=konst. fiir T=konst., d.h. pV=/(T) (1) 

desto genauer gilt, je groBer V ist (BOYLE-MARIOTTEsches Gesetz). ~fan kann 
eines von ihnen als thermometrische Substanz ausgewahlt denken, z. B. Helium, 
und dementsprechend also die Temperatur durch die Gleichung 

pV = R'1 (2) 

definieren. Die GroBe R' ist dabei so gewahlt, daB die Temperaturdifferenz 
zwischen zwei willkiirlich festgesetzten Fixpunkten gleich 100 a wird; die 
Einheit der Temperatur nennt man Grad und schreibt sie o. Als oberen 
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Fixpunkt nimmt man die Temperatur, bei welcher der Dampfdruck von 
reinem Wasser gleich 1 Atmosphare (= 1,0132 . 106 g cm- 1 sec-2) ist, als 
unteren denjenigen, bei welchem reines Wasser mit reinem Eis (und zwar der 
unter diesen Bedingungen stabilen Form) bei 1 Atmosphare Druck im Gleich-

. ht . t M h t d (PV) Siedep. - (PV) Gefrierp. 1 F·· H 1· ·bt geWlc IS. an a ann R' = 00. ur e mm gt 

die Messung R'He = 2,079'107 GErgd ; dieser Wert hangt von den speziellen 
. ra 

Eigenschaften des Wassers und des Heliums abo (1m folgenden wird sich zeigen. 
daB das letztere nur in eingeschranktem MaBe gilt.) 

Es sei hier ausdriicklich nochmals betont, daB im Gegensatz zu anderen 
GroBen die Festlegung der Einheit (100 0 = Abstand zwischen Gefrier- und Siede­
punkt) hier noch keine Vorschrift uber die Skala gibt. Wenn z. B. bei Langen­
messungen die Einheit 1 cm festgesetzt ist, erfordert es keine weitere Festlegung, 
was unter 2 cm zu verstehen ist. Hier aber ist zur Festlegung der Temperatur 200 <> 

noch die Konvention notig, daB wir die Temperatur proportional (pV)He setzen. 
Mit dieser Festlegung finden wir weiter den Gefrierpunkt des Wassers, wie 

er oben definiert wurde, zu 273,2 0 (s. ds. Band Kap.8). 
Untersuchen wir die einzelnen in (1) auftretenden Funktionen t bei anderen 

Gasen,so zeigt sich folgendes. Sei 1 g eines Gases X gegeben, das in warme­
leitende Verbindung mit 1 g Helium gebracht werden kann, und sei in einem 
bestimmten Zustand (PV)., = a (PV) He . (3} 

Bringen wir jetzt beide Gase auf eine andere gemeinsame Temperatur, so zeigt 
sich experimentell, daB (3) mit derselben Konstanten a erhalten bleibt (GAY­
LUSsAcsches Gesetz), d. h. wir k6nnen fUr alle Gase setzen 

PV=R~T. (4} 

wo R' fUr jedes Gas eine individuelle Konstante ist. 
Statt die Menge jedes Gases in derselben Einheit, 1 g, anzugeben, wodurch 

wir fur jedes Gas ein anderes R' erhalten, konnen wir nun festsetzen, daB wir 
die Massen aller Gase nicht in Gramm, sondern fUr jedes Gas eine individuelle 
Masseneinheit angeben wollen, die wir "ein Mol" des Gases nennen. 1 Mol 
solI M Gramm sein. M wird folgendermaBen definiert. N ach Ziff. 4 ist fiir 
gegebenen Druck und gegebene Temperatur das Volumen proportional der 
Masse, die z. B. y sei. Es gilt also 

pV,I = R~ yT. 

Man wahlt nun M = y so, daB R~ y vom Gas unabhangig ist. Hierzu setzt man 
willkurlich fur Sauerstoff O2 M o, = 32, also 

R' R 8 7 Erg cal L· A 32· 0, = = ,317·10 Grad = 1,98 Grad = 0,08201 Iter- tm. 

und nennt diese GroBe die allgemeine Gaskonstante. Fiir andere Gase wahlt man 
R 

M., = R~ , (5) 

so daB jetzt die allgemeine Gasgleichung gilt 

PV = RT fUr limY = 00, (6) 

wenn Vdas Volumen von 1 Mol, das Molekularvolumen oder besser Molvolumen 
ist. Fiir Helium ist M = 4,000. Man nennt M das Molekular gewicht; die Be­
zeichnung "Molmasse" ware besser. 
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Die Erfahrung zeigt nun, daB bei chemischen Reaktionen zwischen Gasen, 
die (praktisch) vollstandig ablaufen, die Massenverhaltnisse der reagierenden 
Gase mit dem Verhaltnis der Gewichte eines Mois der betreffenden Gase, dem 
Molekulargewicht, in einfachem rationalen Verhaltnis stehen; d. h. wenn bei 
einer chemischen Reaktion a Mol eines Gases 1 verschwunden oder entstanden 

sind, wobei a belie big ist, so sind von den anderen Gasen n~ a Mol verschwunden 
n2 

oder entstanden, wo n2, n; kleine ganze Zahlen . sind. Die Chemie deutet das 
bekanntlich durch die Annahme von Atomen, die sich zu Molekiilen vereinigen. 
Man kann den Stoff chemisch dadurch beschreiben, daB man ihn (das chemische 
Molekiil) ganzzahlig aus Individuen (den Atomen) zusammensetzt. Die chemische 
Reaktion besteht dann darin, daB diese Atome sich zu anderen Gruppen zu­
sammenlagern, z. B. A2 + B2 --->- 2AB (Gesetz der multiplen Proportionen). In 
dem eben hingeschriebenen Fall wiirde dem Verschwinden von a Mol des Gases A2 
ein Verschwinden von a Mol B2 und Entstehen von 2 a Mol AB entsprechen. 

Man kann die Tatsachen am einfachsten formulieren, wenn man die chemi­
schen Molekiile so wahlt, daB ihre Masse derjenigen der oben mit Hilfe der Zu­
standsgleichung definierten Mole proportional ist. Die kinetische Theorie faBt 
·die chemischen Molekiile als unabhangig bewegliche Individuen auf und driickt 
die Tatsachen durch den Satz aus: 

Gleich viel Molekiile eines Gases geben unabhangig von seiner Natur bei 
gegebenem Volumen und gegebener Temperatur denselben Druck (Satz von 
AVOGADRO). Diese einfache Formulierung ist erst durch die Unterscheidung 
von Atom und Molekiil maglich geworden. Die Zahl der Molekiile, die auf ein 
Mol kommen, nennt man die LOSCHMIDTsche Zahl. 

Wir wollen im folgenden, wenn das Gegenteil nicht ausdrucklich erwahnt 
ist, aIle GraBen auf ein Mol beziehen. Bei einheitlichen, nicht chemisch ver­
anderlichen Gasen ist klar, was damit gemeint ist, bei Fliissigkeiten oder festen 
Stoffen soIl ein Mol diejenige Substanzmenge bedeuten, we1che durch die che­
mische Formel angegeben wird. Diese Festlegung hat den Vorteil, daB man 
bei chemischen Umsetzungen nicht die irrationalen Zahlen, we1che die Gewichts­
verhaltnisse der miteinander reagierenden Stoffe darstellen, sondern nur kleine 
ganze Zahlen in den thermodynamischen Gleichungen zu schreiben hat, daB 
man bei Rechnungen mit Gasen die notwendigen Zahlen leicht auswendig behalt, 
wahrend man in der Technik, die mit kg rechnet, fUr jeden Stoff eine eigene 
Zahl braucht, daB endlich im allgemeinen bei spezifischen Warmen, Dichten 
u. dgl. das GesetzmaBige viel starker hervortritt. 

7. Warmemenge. Wir haben in Ziff. 5 die Temperatur definiert und in 
Ziff. 6 festgelegt, wie wir sie zahlenmaBig messen wollen. In der Definition war 
die Festlegung wesentlich, daB zwei Systeme verschiedener Temperatur, in 
warmeleitende Verbindung gebracht, die Anfangstemperaturen TI und T2 ver­
andern, bis eine gemeinsame Temperatur T12 erreicht ist. Das Problem, das 
jetzt vorliegt, ist die Bestimmung dieser Endtemperatur aus den Anfangs­
temperaturen und der Natur der Stoffe. 

Die Erfahrung ergibt hier ein sehr einfaches Resultat. Wahlt man als 
Versuchsstoffe Edelgase, laBt den Ausgleich bei konstantem Volumen vor sich 
gehen und beschrankt sich auf nicht allzu extreme Temperaturgebiete, so gilt 
eine "Mischungsregel" fUr die Temperaturen 

nl ClvTI + n2 C2v T 2 = (nl CIV + n2 C2V) Tl2 . (1) 
Hier bedeuten nv n 2 die angewandten Molmengen, CIV, C2V Materialkonstante, 
die man "spezifische Warme pro Mol bei konstantem Volumen" oder "Mol-



Ziff. 7. Warmemenge. 11 

warme bei konstantem Volumen" nennt. Wir wollen auch hier im folgenden 
den Zusatz "pro Mol" stets weglassen und die GroBe nur dann nicht auf ein 
Mol beziehen, wenn wir es ausdrucklich erwahnen (s. Ziff. 6). 

Diese einfache Mischungsregel gilt mit sofort erkennbarer Form auch fUr 
beliebig viele Stoffe. Sie gilt in Annaherung auch fur fast alle anderen Sub­
stanzen bei normaler Temperatur. 

Die Existenz der Mischungsregel (1) im Zusammenhang mit einem gewissen 
formalen Bediirfnis des menschlichen Geistes legt es nahe, die Tatsachen des 
Warmeaustausches dadurch zu deuten, daB man eine GroBe "Warmemenge" 
definiert derart, daB diese GroBe beim Vorgang der Warmeleitung unverandert 
bleibt. Was der eine Korper an Warmemenge abgibt, niCIV (TI - T I;), nimmt 
der andere auf, namlich n2C2V (T12 - T;). Diesem Bild paBt sich die Darstel­
lung der Warmemenge durch ein Produkt besonders gut an, indem CIV als 
spezifische Warmekapazitat einer bestimmten Einheitsmenge, eines Mols, des 
Korpers, nl C1 v also als Warmekapazitat des vorliegenden Korpers, die Temperatur 
als eine Art Hohe der Fullung erscheint, und sich das Warmegleichgewicht (1) 
nach denselben formalen Gesetzen darstellt, wie etwa die Flussigkeitshohe h12 
in zwei kommunizierenden GefaBen vom Querschnitt nlCIV und n2C2V und dem 
ursprunglichen Wasserstand hI> h2• Tatsachlich war der Begriff Warmemenge 
auch historisch mit der Vorstellung eines Warmestoffes verbunden. 

1m allgemeinen zeigt sich aber Gleichung (1) nicht streng erfullt. Sie gilt 
aber desto genauer, je kleiner die Temperaturdifferenzen sind (die unmittel­
barste Umgebung des absoluten Nullpunktes ausgenommen), d. h. es gilt 

lim nl Clv(To + LI T I) + n2 C2.(To + LIT;) = (nl CIV + n2 C2V) (To + LI T12) (2) 
LlT=O 

Fur verschiedene Temperaturen To ergeben sich dann fUr dieselben Stoffe ver­
schiedene Konstanten C, d. h. die spezifischen Warmen hangen auBer von der 
Natur des Stoffes (und seinem sonstigen Zustand, z. B. auch V) von der Tem­
peratur abo FUr endliche Temperaturdifferenzen kann man dann schreiben 

T, T, T" 

nl f ClV d T + n2 ( C2 • dT = ( (nl ClI> + n2 C2V) dT , (3) 
To i'. To 

wo To irgendeine Zahl ist, von der das Resultat nicht abhangt. (3) la8t sich 
auch in die Form T12 T. 

nl f ClvdT = n2 f C2v dT (3') 
T, T" 

bringen. In der Giiltigkeit von (3) liegt eine uber (2) hinausgehcnde Erfahrung, 
die die Vorstellung der konstanten Warmemenge erst sinnvoll erscheinen laBt; 
es ist der Satz, daB hier eine Integration erlaubt ist, daB es also eine aus Teilen 
zusammensetzbare GroBe "Warmemenge" gibt. 

Es sei dabei noch ausdrucklich auf die Bedeutung der Tatsache, daB im 
Gebiet des normalen Experimentierens mit groben Mitteln (1) gilt, fUr die Bil­
dung des Begriffes der Warmemenge hingewiesen. Hatten die ersten Experimen­
tatoren in einem Gebiet arbeiten mussen, in dem C sehr stark und sehr individuell 
von der Temperatur abhangt, wie es bei tiefen Temperaturen tatsachlich der 
Fall ist, so ware die Erkenntnis der Gesetze und die zweckmaBige Begriffsbildung 
sehr erschwert gewesen. 

Nun ist noch eine Einheit fUr die Warmemenge festzulegen. Als so1che wahlt 
man die Warmemenge, die 1 g Wasser. unter 1 at Druck bei der Abkuhlung von 
15,5 0 auf 14,5 0 C abgeben kann (konstanterDruck statt konstantesVolumen!) und 
nennt sie eine Grammkalorie, das Tausendfache eine groBe oder Kilogrammkalorie. 
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Wir konnen dann mittels Wasser oder irgendeinem Stoff, dessen spezifische 
Warme wirmit Wasser geeichthaben (einem "Kalorimeter"), Warmemengen messen. 

Z. B. laBt sich die Warmemenge (3'), die ein Korper bei der Abkiihlung 
von TI auf To abgeben kann, so bestimmen, daB man ihn in warmeleitende 
Verbindung mit einer "geeichten Substanz" bringt und den Ausgleich abwartet. 
Gedanklich ist es am einfachsten, wenn sehr viel kalorimetrische Substanz vor­
handen ist (no Mol) und diese anfangs die Temperatur To hat. Dann ist nach 
dem Ausgleich die Temperatur To + ,1T 

T, 

noCo(To + ,11) - no Co To = nI ! CIdT, (4) 
To+,JT 

(4') 

Wenn ni/nO klein genug ist, wird auch <,I T klein, man kann den zweiten 
Summanden in der Klammer streichen und kann sich, wie wir es gleich hin­
geschrieben haben, mit der Kenntnis der spezifischen Warme Co(To) der Eich­
substanz bei der einzigen Temperatur To begniigen. Sonst tritt auch auf der 
linken Seite von (4) ein Integral auf. Experimentell ist es dagegen giinstig, 
wenn ,1 T nicht zu klein ist, sonst bildet die genaue Bestimmung Schwierig­
keiten. Demgegeniiber nimmt man die rechnerischen und Eichschwierigkeiten in 
Kauf; die letzteren werden mit Hilfe des ersten Hauptsatzes - Eichung durch 
elektrische Heizung - umgangen. 

Da nach (3) die zu- oder abgefiihrte Warmemenge eine GroBe ist, die sich 
aus Teilen zusammensetzen laBt, so kann man die Messung bzw. allgemein die 
Zu- oder Ableitung auch durch mehrere Systeme mit verschiedener Temperatur 
in beliebiger Reihenfolge vornehmen, ohne das Resultat zu andern. 

AuBer den bisher besprochenen Vorgangen, bei denen das Volumen konstant 
bleibt, kann man aber das betrachtete System beliebigen Prozessen unterziehen, 
wahrend es mit einem Warmevorrat (Warmebad; wenn es zum Mes'sen dient, 
Kalorimeter genannt; wenn es sehr groB oder auf andere Weise auf nahe kon­
stante Temperatur gehalten wird und stets Angleichung der Temperatur ab­
gewartet wird, Thermostat genannt) in warmeleitender Verbindung steht. Dann 
wird das WarmevorratsgeIaB im allgemeinen seine Temperatur andern. Auch 
jetzt sagen wir, das WarmevorratsgefaB habe eine Warmemenge abgegeben, die 

To+JT 

durch no f CodT gegeben ist, und das betrachtete System habe die gleiche 
To 

Warmemenge aufgenommen. 
8. Die Zustandsgleichung im allgemeinen I ). Wir haben in Ziff. 6 die 

Zustandsgleichung eines idealen Gases behandelt. So wie fiir dieses laBt sich 
fiir jedes homogene System eine Zustandsgleichung aufstellen, d. h. eine Glei­
chung, welche die ZustandsgroBen miteinander verkniipft. Man kann diese 
Gleichung nach einer der ZustandsgroBen auflosen; am haufigsten geschieht 
das nach dem Druck. 1m einfachsten Fall ist dieser durch das Molvolumen 

(oder dessen Reziprokes, die Molkonzentration : =~-- = c) und die Temperatur 

allein bestimmt 

P=f(V,T)=fC ,T). (1 ) 

1) Fur die Frage nach der Existenz einer Zustandsgleichung s. A. BYK, Ann. d. Phys. 
Bd. 19, S.441. 1906. 
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Wenn Gleichung (1) gilt, kann man von einem chemisch einheitlichen Korper 
sprechen, derselbe ist niimlich durch eine einzige chemische Formel charakteri­
siert. Dabei kann er immer noch aus verschiedenen chemischen Molekiilen 
bestehen, wenn sich nur das Gleichgewicht geniigend rasch einstellt und es 
durch Volumen und Temperatur allein bestimmt ist. (Beispiel NH4CI-Dampf, der 
teilweise in NHs und HCI zerfallen ist, mit Katalysator; oder fliissiges Wasser, 
das ein Gemenge von Molekiilen verschiedener Komplexitiit darstellt.) Andern­
falls kommen noch andere Bestimmungsstiicke vor, etwa die Anteile verschie­
dener chemischer Stoffe, die man entweder alle als Molkonzentrationen C1 , C2 , ••• , 

geben kann oder als Molenbriiche 

nr 
Xr = = 1 - Xl - X2 - ••. Xr - 1 nl +n2 + ···n, 

neben dem spezifischen Volum V 

p = I(cl , c2 ••. , cr,T) = F(V, Xl' X2 .•• , Xr -I' T) . (2) 

Das einzige, was 
kann, ist 

die reine Thermodynamik iiber die 

op 
Gestalt von (2) aussagen 

av <0. 

Sonst wiire der Zustand nicht stabil. 
Alles andere iiber die Zustandsgleichung muB der Erfahrung [fUr (1) Aus­

messung eines zweidimensionalen V - T-Zustandsgebietes!] oder einer Molekular­
theorie entnommen werden. Erst der NERNsTsche Wiirmesatz (vgl. Kap. 2 ds. 
Bds.) macht eine Aussage iiber das Verhalten der Zustandsgleichung bei tiefen 
Temperaturen und unterscheidet sich damit grundsiitzlich von der iibrigen 
Thermodynamik. Er macht damit, ebenso wie es Molekulartheorien tun, eme 
wenn auch sehr allgemeine Aussage iiber die Eigenschaften der Materie. 

Daraus, daB iiberhaupt eine Zustandsgleichung (1) existiert, liiBt sich 
folgende Beziehung ableiten: Es ist 

(4) 

wo die Indizes in bekannter Weise die bei der partiellen Integration konstant 
zu haltenden GroBen angeben. Hiingt der Druck noch von anderen Variablen 
ab [z. B. Gleichung (2), zweite Form], so sind auch diese konstant zu halten. 

Man kann in der V, T-Ebene beliebige Kurven, d. h. Beziehungen zwischen V 
und T, vorgeben und das Verhalten des Druckes auf ihnen untersuchen. Die 
wichtigsten sind 

a) Die Isotherme, dT = 0 . , 

Der Druck iindert sich nach (;~) T. Den negativen reziproken Wert, divi-

diert durch das Volum Vo eines bestimmten Bezugszustandes, nennt man die 

"Kompressibilitiit" X = _ _ ~(a~v) . 
Vo op '1' 

Sie ist unabhiingig von der gewiihlten Menge (g, Mol) und hat die Dimension p-l. 
Sie gibt die relative Volumiinderung bei einer Anderung des Druckes urn eine 
(sehr kleine) Einheit. 
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b) Die Isochore, dV = 0 . ( 2P) 
Der Druck ande~t sich nach iJT T' 

Die GroBe ;0 (~i)v heiBt der Spannungskoeffizient, gibt die relative 

Druckanderung bei Temperaturerhohung an und ist nur von den Temperatur­
einheiten abhangig. 

c) Die Isopieste oder Isobare ist durch konstanten Druck oder dp = 0 
definiert. Man erhalt fUr sie aus (1) 

( av) = _ (~i)v 
aT p (~)' 

av T 

(5) 

eX = ;0 (:~t heiBt der "Ausdehnungskoeffizient", der die relative Volum­

anderung bei Temperaturerhohung unter konstantem Druck angibt und von 
den Dimensionen T-l ist. Es gilt also 

- ~ ~ -~(~) (6) 
Po X - Po iJ Tv' 

Die links stehenden GroBen sind im allgemeinen leichter zu messen und konnen 
daher zur Bestimmung des Spannungskoeffizienten dienen. 

Fiir nicht zu groBe Temperaturdifferenzen kann man (mit Ausnahme der Um­
gebung des absoluten Nullpunktes, s. Kap. 2 ds. Bds.) Reihenentwicklungen an-

set zen (iW ') 1 (a 2 V) 
V - V = ~- (T - T) + - -- (T - T )2 + .. ' o aT 0,., a T2 0 

To,p ~. To, p 

( ap ) 1 (2 2P ) P-Po= aT (T-To)+2 uP (T-To)2+ ... , 
TOJ v To, V 

bzw. 

wo der Index 0 einen beliebig gewahlten Normalzustand andeutet. Da diese 
Reihen fiir nicht zu groBe (T - To) im allgemeinen (mit Ausnahme gewisser 
singularer Punkte) gut konvergieren, kann man jede beliebige Substanz mit 
dem gleichen Erfolg wie ein Edelgas als thermometrische Substanz benutzen, 
insoweit und so genau die Reihe durch ihr erstes Glied zu ersetzen ist, das eine 
line are Zunahme des Volumens (Druck) mit der Temperatur ergibt. 

In einer homogenen, chemisch einheitlichen Substanz ist bei Abwesenheit 
auBerer Krafte der Druck durch Volumen und Temperatur bestimmt. Wir konnen 

. . . Volum- Temperatur 
keme Kurve fmden, auf der bel T anderung Druck und V I kon-

emperatur- 0 umen 
stant bleiben. Bei homogenen, chemisch uneinheitlichen Korpern hangt der Druck 
auch noch von der Zusammensetzung ab; solange wir diese aber nicht andern, also 
nicht Stoff zufiigen oder wegnehmen, verhalt sich das System wie ein einheitliches. 

Anders bei nichthomogenen Systemen; hier geht in die Gleichung fiir den 
Druck auBer dem Gesamtvolumen und der Temperatur noch das Mengenver-

haltnis der verschiedenen Phasen ein (z. B. ::.). Also z. B. bei zwei Phasen 

P = f ( . n ,V, T) 
1 - n 

(7) 

(V Gesamtvolumen dividiert durch die gesamte Molzahl; n ist die Zahl der 
Mole in einer Phase dividiert durch die Gesamtzahl der :\1 ole) . 



Ziff. 9. Arbeit und Warmemenge. 

Jetzt ist es moglich, p und T festzuhalten und doch V zu andern, wobei sich _n_ 
1-n 

andert. (Naheres s. ds. Handb. X.) Wenn n = ° oder 1 wird, treten Diskon­
tinuitiiten auf. 

Neben die "thermische Zustandsgleichung" (1) tritt nun noch eine "kalo­
rische Zustandsgleichung" [in der Bezeichnung von v AN DER WAALS und KAMER­
LINGH ONNES!)], die angibt, wieviel Warme Qv ein Korper durch Abkiihlung 
bei konstantem Volumen abgeben kann. Diese Warmemenge hangt noch von 
der GroBe des Molvolumens abo 

T 

Qv(V, T) = jCv(V, ndT. (8) 
To 

9. GroBen, die nicht allein yom Zustand abhiingen. Arbeit. Zur graphi­
schen Beschreibung der Zustande eines homogenen, chemisch einheitlichen 
Korpers k6nnen wir eine V, T-Ebene oder eine p, T-Eben.e oder eine p, V-Ebene 
wahlen, bei weiteren unabhangigen Veranderlichen muB man zu Gebilden von 
mehr Dimensionen greifen. 

Bei der Darstellung in der V, T-Ebene gehort dann zu jedem Punkt der 
Ebene ein bestimmter Wert von p, von Cv usw. Das sind alles GroBen, die wir 
in Ziff. 3 ZustandsgroBen genannt haben, die gegeben sind, wenn der Zustand 
gegeben ist, ohne Riicksicht auf die Vorgeschichte. 

In der Warmelehre spielen aber auch noch andere GroBen eine charakte­
ristische Rolle, die als Wegintegrale definiert sind. SoIche Wegintegrale hangen 
sowohl vom Anfangs- und Endzustand als auch im allgemeinen vom Wege abo 

Eine der wichtigsten von diesen Gr6Ben ist die mechanische oder auBere 
Arbeit. In einem System, auf das keine "Fernkrafte" oder "Volumkrafte" wie 
elektrische oder Gravitationskrafte wirken, kann Arbeit nur vom Druck geleistet 
werden, und zwar wollen wir uns nach Ziff. 3 auf fluide Stoffe mit allseitig 
gleichem Druck beschranken. Dann ist die Kraft auf den Stempel mit der 
Oberflache ° 

srn = pO, 

die von der Substanz geleistete Arbeit bei einer Verschiebung des Stempels 
um· d £l nach auBen 

dA = srd£l = pO\d£i\ = Pdv, 
daher allgemein 

v, 

A l _ 2 =jPdv. ( 1) 
v, 

Bei der Darstellung im p - v-Diagramm ist das Integral in bekannter 
Weise durch die Flache zwischen der Abszissenachse, den Ordinaten v = VI 

und v = v2 und der Kurve p = p (v) gegebeu. 
Wenn man nun etwa versuchen wiirde, im p- V-Diagramm, so wie jedem 

Punkt ein bestimmtes T zugehort, auch ein bestimmtes A zuzuordnen, so konnte 
man natiirlich den Anfangspunkt des Integrals allgemein festlegen, etwa durch 
p = 0, V = 0. Aber das Integral ware nur dann festgelegt, wenn es bloB einen 
einzigen Weg gabe, auf dem man von diesem Anfangspunkt p = 0, V = ° zu 
dem gewiinschten Punkt gelangen k6nnte. In Wirklichkeit gibt es aber unend­
lich viele Wege und daher unendlich viele Werte des Integrals (1) (auBer es 
hinge p nur von V ab). Es ist demnach nicht moglich, einem bestimmten Zu­
stand einen bestimmten Wert der auBeren Arbeit zuzuordnen, auBer man schreibt 

1) Siehe Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, 1. Teil, S.636. Leipzig 1912. 
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einen bestimmten Weg in jedem einzelnen Fall willkiirlich vor, z. B. eine Gerade, 
dann wird das Integral pV/2, oder eine Isotherme od. dgl. (Hiingt p nur von v 
ab, wie oben erwiihnt, so gibt es eben nur einen bestimmten Weg.) 

Ahnlich steht es mit der Wiirmemenge Q, wenn wir nicht, wie wir das bisher 
getan haben, die Wiirmeleitung bei konstantem Volumen vor sich gehen lassen, 
sondern gleichzeitig auch dieses veriindern. Das Integral 

T, 

Q = jCdT (2) 
T, 

hiingt ebenfalls vom Weg ab, aber in noch komplizierterer Weise, weil C'sogar 
noch von der Neigung des Weges in der graphischen Darstellung abhiingt 
(so Ziff. 16). 

10. Direkt umkehrbare und nicht direkt umkehrbare Vorgange. In den 
vorangehenden Ziffern hatten wir vom Druck, der Temperatur, der spezifischen 
Wiirme eines K6rpers gesprochen; dabei war stillschweigend an einen K6rper 
in zeitlich unveriinderlichem Zustand gedacht, dessen Eigenschaften durch die 
vorhandenen iiuBeren Koordinaten (das iiuBere Volumen) bedingt sind. In 
Ziff.9 waren wir aber zur Betrachtung der Arbeit iibergegangen, die eine Ver­
iinderung voraussetzt. We1chen Sinn hat nun das Integral f p d V? K6nnen 
wir auf dem Weg auch hier jedem Punkt den Druck zuschreiben, der ihm beim 
gleichen Wert des Volumens und der Temperatur zukiime, wenn diese zeitlich 
unveranderlich ware? 1m allgemeinen nicht. Alle abhangigen Zustandsgr6Ben 
(z. B. der Druck) werden im allgemeinen nicht nur von den augenblicklichen 
Wert en der unabhangigen Variablen, sondern auch von deren samtlichen zeit­
lichen Differentialquotienten abhangen. Es wird z. B. der Druck auf einen 
Stempel, der eine bestimmte Gasmenge (zur Vereinfachung sei konstante Tem­
peratur vorausgesetzt) abschlieBt, nicht nur von der augenblicklichen Lage des 
Stempels (dem Volumen), sondern auch von seiner Geschwindigkeit, Beschleuni­
gung usw., d. h. von der ganzen Art der Bewegung abhangen. Evtl. wird es 
sogar eine eigene Untersuchung erfordern, was hier als Druck zu definieren ist. 

Wir wollen die Temperatur wie im vorhergehenden konstant lassen oder 
annehmen, daB ihre Differentialquotienten nach der Zeit nicht explizit vor­
kommen, doch ist das eine leicht fortzuschaffende Vereinfachung. Dann heiBt 
nun die verallgemeinerte Zustandsgleichung 

( dV d2 V ) 
P = F \ T, V, -dt ' dt2' .... (1 ) 

1m Ruhezustand wird daraus die "gewohnliche" Zustandsglcichung 

p = F(T, V, 0, 0, . 00) = f(V, T). Ziff. 8 (1) (2) 

Es ist klar, daB jetzt GraBen wie die mechanische Arbeit nicht nur vom Weg 
abhangen. 

Unter den Voraussetzungen von Ziff. 9 ist die Arbeit, die gewonnen wird, 
wenn man vom Zustand 1 zum Zustand 2 iibergeht und dann den ProzeB 
auf demselben Weg riicklaufig macht, gleich Null, denn sie ist 

2 1 

A = j p (V. T) dV + f p (V, T) dV = 0. 0) 
1 2 

J etzt aber ist 0 

A =(p (V, T, 
1 

elV) 1 ( dV) ... dV + .. /p .V, T, ... dV. 
elt 2 dt I 
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Wir konnen es nun so einrichten; daB auf dem Riickweg die Geschwindigkeiten 
gleich groB und entgegengesetzt gerichtet sind wie auf dem entsprechenden 
Punkt (d. h. bei gleichem V und T) des Hinweges. Dann dauern beide gleich 
lang, etwa to sec, aile Variablen hangen nur von der Zeit ab, die seit dem Beginn 
des (Hin- oder Riick-)Weges vergangen ist. Dann ist, wenn t' die Zeit nach Be­
ginn des Riickweges bedeutet, V(t') = V(to - t'). Also wird 

A = Jtop (V T dV ... ) dV dt + Jtop (V T - dV .. . )' (- dV). dt' I 
' 'dt dt "dt' dt' 

o 0 (4) 

=JtO[p(v T dV ... ) _ p(V T _ dV ... )] dV dt 
, 'dt "dt dt' 

o 
Man sieht ohne weiteres, daB (3) deshalb im ailgemeinen nicht verschwindet, 

weil im Argument der Funktion im zweiten Integral - ~: steht. 

Wie spater gezeigt werden wird, ist das Integral (4) stets negativ, es wird 
Arbeit verbraucht. Zugleich sehen wir aber, wie wir tS anfangen miissen, urn das 

V h · db' W . V' dV d V- d2V Integral zum ersc wm en zu rmgen. enn Wlr = d set zen un = Cf2 
nicht zugroB wahlen, konnen wir (1) stets entwickeln t t 

p = F(V, T, 0, 0·.·) + ~~V ... = t(V, T) +(a~) V ... 
oV av v=o (5) 

Der erste Summand allein, der den frtiher erwahnten Voraussetzungen von 
Ziff. 9 und der Formel (3) dieser Ziffer entspricht, hebt sich heraus, und es 
bleiben nur die folgenden Glieder stehen 

to 

A = j[{P(V, T) + (::)v=oV + ... } - {P(V, T) - (::)v=oV" .}]Vdt 
o 

~ J(::)t}'dt~ j(::).,.TTdVo 
(6) 

o 0 

DaB, wie vorher erwilint, diese GroBe stets negativ ist, bedeutet, daB a ~ < ° av 
ist, d. h. der Druck ist bei der Expansion stets kleiner wie bei der Kompression, 
was mechanisch leicht erklarbar ist und bewirkt, daB die Expansion weniger 
Arbeit leistet, als die Kompression verbraucht. 

Unsere Formeln zeigen nun, wie man vorzugehen hat, wenn man wiinscht, 
daB der Rtickweg ein moglichst genaues Abbild des Hinweges sei. Die beiden 
Drucke sind a p . 

p+ = P(V, T) + -. V . .. 

und 
av 
ap. 

p- = P(V, T) - -.-V ... av 
und werden mit abnehmender Geschwindigkeit asymptotisch einander gleich 
und gleich dem Druck, der bei demselben Volumen und derselben Temperatur in 
zeitlich unveranderlichem Zustand herrscht. Ebenso verschwindet die beim, 

Handbuch der Physik, IX. 2 
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vollen Hin- und Hergang geleistete Arbeit proportional V (6). Die auf dem 
Einzelweg geleistete Arbeit hingegen 

v, v, 

A± = ± jP(V, T)dV + j :: (V)dV 

VI VI 

nahert sich asymptotisch dem Grenzwert (1) Ziff. 9. Zwar verschwindet natiir­
lich die in einer bestimmten Zeit LI t geleistete Arbeit mit abnehmendem V, 
aber die gesamte, zur Zurucklegung eines bestimmten Stiickes LlV gebrauchte 
Zeit to nimmt umgekehrt proportional jr zu, so daB das Produkt 

. LlV 
pVdt.-.-

Vdt 
konstant bleibt. 

In dem oben besprochenen Sinn eines Grenziiberganges kann man nun 
sagen, daB man einen Vorgang unendlich langsam verlaufen HiBt und daB ein 
so1cher durch lauter Gleichgewichtszustande hindurchfiihrt. Denn alle seine 
Zustandsvariablen nahern sich den Werten, die sie im zeitlich unveranderlichen 
Fall des Gleichgewichts hatten. 

Gleichzeitig ist jeder solche Vorgang und im allgemeinen nur ein solcher 
Vorgang direkt umkehrbar. Denn das bedeutet, daB man V durch - V ersetzen 
kann, ohne daB sich die ZustandsgraBen merklich andern, und gerade das er-
reichen wir dadurch, daB wir V klein genug wahlen, urn ihm seinen EinfluB 
auf die Zustandsgleichung iiberhaupt zu nehmen. 

Experimentell heiBt dies: Es sei der Stempel, der das Gas abschlieBt, bei 
einer bestimmten Belastung im Gleichgewicht. Eine im Grenzfall unendlich 
kleine Zu- oder Abnahme der Belastung bewirkt dann eine unendlich langsame 
Kompression oder Expansion; andert sich hierdurch der Gasdruck, so wird die 
Belastung immer entsprechend verandert. 

Genau in derselben Weise kann bei anderen Veranderungen vorgegangen 
werden. So kann umkehrbar Warme mittels eines Behhlters zugefiihrt werden, 
dessen Temperatur stets unmerklich haher als die des aufnehmenden Karpers 
gehalten wird. 

II. Der erste Hauptsatz. 
11. Energieformen. Wenn man die Gleichungen der Mechanik systematisch 

integriert, so zerfallen die "ersten Integrale" in zwei Gruppen: Die eine Gruppe 
hat Vektorcharakter, die zweite (sie enthhlt nur ein einziges Integral) ist ein 
Skalar. Alle "ersten Integrale" driicken aus, daB man bestimmte GraBen de­
finieren kann, die sich wahrend der Bewegung nicht andern. Die vektoriellen 
GraBen, die sich nicht andern, nennt man die drei geradlinigen Impulse und die 
drei Drehimpulse; die skalare GraBe, die wahrend der Bewegung konstant bleibt, 
nennt man die mechanische Energie. Wenn man auf das betrachtete System (1) 
ein fremdes (2) mit der "Kraft" ~ einwirken laBt, so ergibt die Integration der 
gestarten Bewegungsgleichungen, daB sich jetzt der Zahlenwert des Ausdrucks, 
den wir im ungestorten Fall Energie nann ten und der damals konstant war, 
nach dem Gesetz andert 

LlE1 = f~dfS, (1 ) 

wo i3 der Weg des Angriffspunktes der Kraft ist. 
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Das Integral nennt man die vom au/3eren System geleistete Arbeit (s. Ziff. 9). 
Wenn man die gedankliche Unterscheidung von System (1) und (2) aufhebt und 
diese beiden als ein neues System (12) zusammenfaBt, so ist jetzt in dem ganzen 
System wahrend der Bewegung, die wir soeben als durch (2) gestorte Bewegung 
des Systems (1) beschrieben hatten, eine andere GroBe konstant, die wir konse­
quent als die mechanische Energie des Systems (12) definieren werden 

E12=E1 +E2 , 

E2=Eg- fst:d5, 

(2) 

(3) 
wo E~ eine beliebige Konstante ist. ]etzt ist namlich ilEa = ilE1 + ilE2 = 0 
nach (3) mit (1) identisch. 

In einem abgeschlossenen System von elektrischen Feldern finden sich ganz 
entsprechende Integrale. Auch hier ist wieder eines von ihnen skalar, und zwar 
quadratisch in den FeldgroBen. Wir nennen es die "elektromagnetische Energie". 

Raben wir ein abgeschlossenes System, in we1chem auBer den mechanischen 
Bewegungsgleichungen noch elektrische Gleichungen mitberiicksichtigt werden 
miissen, so findet man, daB nicht derselbe Ausdruck als erstes Integral Ver­
wendung finden kann, der bei alleiniger Anwesenheit mechanischer Gleichungen 
konstant war und den wir mechanische Energie nann ten, ebensowenig ist die 
elektromagnetische Energie allein konstant, sondern die Summe der beiden 
Ausdriicke, die wir die Gesamtenergie des Systems nennen. Wir konnen also 
in einem so1chen gemischten System eine GroBe als Energie einfiihren, die bei 
inneren Veranderungen konstant bleibt und sich additiv aus m~chanischer und 
elektromagnetischer Energie zusammensetzt; daB diese letzteren nicht fiir sich 
allein konstant sind, kann man als teilweise Verwandlung der einen "Energie­
form" in die andere wahrend des Prozesses beschreiben. 

Man kann demnach in einem so1chen System auBere Arbeit nur auf Kosten 
schon vorhandener mechanischer oder elektromagnetischer Energie erzeugen. 

Will man fiir diese einen Zahlwert angeben, so muB man meist untersuchen, 
we1che Energie man mit Null zu bezeichnen hat. Das ist die Energie desjenigen 
Zustandes, bei der man keine weitere Arbeit entnehmen kann, also das Minimum 
der Energie. Bei der kinetischen Energie, die durch einen in den Geschwindig­
keiten quadratischen Ausdruck dargestellt wird, und bei der elektromagnetischen, 
die in den Feldern quadratisch ist, ist es die Energie des Zustands, dessen Ge­
schwindigkeit bzw. dessen Feld verschwindet. 

Bei der potentiellen Energie hingegen ist die Lage des Nullpunktes nicht 
stets von der N atur vorgeschrieben; man kann willkiirlich den Nullpunkt irgendwo 
festsetzen und nimmt damit in Kauf, gegebenenfalls mit negativen Energien zu 
rechnen. Da es nur auf Energiedifferenzen ankommt, ist das ohne physikalische 
Bedeutung. Man kann eben zu einem Integral eine Konstante addieren, ohne die 
Bedeutung der Ableitung des Integrals (namlich der Kraft) zu andern. 

12. Erhaltung der Energie im abgeschlossenen System, innere Energie. 
Wir versuchen nun die Ergebnisse der vorigen Ziffer auf den Fall zu erweitern, 
daB auch Warmeerscheinungen mit den betrachteten Vorgangen verkniipft 
sind. Formal ist dabei das Vorgehen etwas anders, weil wir nicht wie bei der 
iiblichen Behandlung von Mechanik und Elektrizitat axiomatisch Differential­
gleichungen an die Spitze stellen. 

Es sei wieder ein abgeschlossenes - d. h. von auBeren Einwirkungen freies, 
warmeisoliertes - System gegeben, das durch die Koordination und Geschwindig­
keiten seiner Bestandteile (zu denen wir auch Stempel u. dgl. rechnen), deren 
Temperaturen, die chemische Zusammensetzung im Sinn von Zif£' 3 us£. 
charakterisiert sei. 

2* 
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Verfolgt man die Bewegung des Systems, so zeigt sich, daB jetzt im all­
gemeinen die (makroskopisch gemessene) Summe von mechanischer und elektro­
magnetischer Energie nicht konstant ist; gleiehzeitig mit dieser Summe andern 
sieh wahrend der Bewegung natiirlieh die Koordinaten, Temperaturen usw. 

Urn nun formal ein Erhaltungsgesetz aufstellen zu konnen, definieren wir 
eine GroBe E" die wir "innere Energie" des Systems nennen wollen, so, daB gilt: 

Emech + Eel + E, = knnst. (1) 

Die Summe nennen wir wieder die Gesamtenergie des Systems, in Anlehnung 
an die entsprechende GroBe von Ziff. 11. Hierbei ergibt sieh, wie in Ziff. 4 
schon besproehen, daB sowohl E, als aueh die Gesamtenergie bei geniigend groBen 
Stoffmengen im wesentliehen proportional dieser Stoffmenge sind. 

Die innere Energie ist vorderhand nur bis auf eine Konstante bestimmt, 
die von der Natur des Vorganges und seinen Anfangsbedingungen abhangt. 
Sie ist eine Funktion der Koordinaten (Volumen), des evtl. ebenfalls wahrend 
der Bewegung veranderliehen ehemisehen Zustands, der Temperatur und der 
Gesehwindigkeiten. Die Erfahrung zeigt aber, daB bei nieht allzu heftigen 
Bewegungen die Geschwindigkeiten in E, nieht explizit auftreten, sondern daB 
ihr expliziter EinfluB auf die linke Seite von (1) vollstandig in der meehanischen 
(kinetisehen) Energie enthalten ist, die sieh aus den makroskopisehen Ge­
sehwindigkeiten bereehnet (Erfahrungssatz VIII). 

Es HiBt sich demnach eine Zustandsfunktion E, (V, T, ehemisehe Zusammen­
setzung) so definieren, das die Summe (1) wahrend des Vorgangs konstant 
bleibt. 

Die Mogliehkeit, diesen Ansatz zu machen, setzt die folgenden Tatsachen 
voraus: 

1. Wenn das betrachtete System wieder dieselben Koordinaten, dieselbe Tem­
peratur usw. annimmt, ist aueh die mechanisehe und elektrisehe Energie dieselbe. 
(Die Umkehrung dieses Satzes braueht nicht zu gelten, weil zum selben Wert 
der inneren Energie E, verschiedene zusammengehorige Variablenwerte gehoren 
konnen.) (Erfahrungssatz IX.) 

2. Einem endlichen Unterschied der inneren Energie E, entsprieht aueh 
ein endlieher Untersehied der Variablen, andernfalls ware die Formel inhaltslos. 
Man konnte, aueh wenn kein Erhaltungssatz gelten wiirde und z. B. die meeha­
nisehe Energie unbesehrankt ohne Anderung der "thermisehen Variabeln" des 
betraehteten Systems waehsen wiirde, doeh (1) formal hinsehreiben, nur wiirde 
einer endliehen Abnahme von E, kein endlieher Variabelnuntersehied entspreehen 
(Erfahrungssa tz X). 

Es gibt nun rein meehanisehe Systeme ohne innere Energie (z. B. Gewiehte 
mit undehnbaren Faden, ideale Federn). Es zeigt sieh, daB die Hinzufiigung 
eines solchen Systems (gestriehenes System) zu dem zuerst betraehteten System 
(ungestriehenes System, z. B. einem GasgefaI3 mit Stempel, Sehiebewanden u. dgl.) 
die innere Energie des letzteren nieht andert, sondern daB jetzt bei Bewegung 
die Summe aus allen "Teilenergien" konstant bleibt, wie wir es ahnlieh in Ziff. 11 
gefunden haben 

Emech + Eel + E, + E:nech = konst. (2) 

Das bedeutet, daB man die innere Energie als nur dureh das betraehtete System 
und seinen Zustand bedingt ansehen kann (Erfahrungssatz XI). 

\Vir konnen es nun dureh Zufiigung weiterer meehaniseher Systeme erreiehen, 
daI3 unscr betraehtetes System mit beliebiger Annaherung aIle vorkommenden 
Zustande innerhalb cines bestimmten Variablenbereiehes durehlauft und wir so 
E, als Funktion der Zustandsvariabeln bestimmen konnen, bis auf eine Konstantc, 
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die nur mehr yom System selbst abhangt und tiber die wir willktirlich verftigen 
konnen, die aberauch keine physikalische Bedeutung hat. Sie legt nur das 
Niveau fest, von dem aus die Energie gezahlt werden solI. 

Die Relativitatstheorie gibt der Konstanten eine absolute Bedeutung durch 
die Beziehung zwischen Gesamtenergie E, Masse Mund Lichtgeschwindigkeit c*. 

E=Mc*2. 

Das bedeutet, daB diese Theorie wenigstens gedanklich einen Mechanismus in 
das System einbezieht, welcher eine Verwandlung der Materie in strahlende 
Energie ermoglicht. Diese so entstandene strahlende Energie hat die gleiche 
trage Masse M wie die verschwundene Materie und die Energie (3), die sich bei 
Strahlung absolut (ohne Konstante) messen laBt, weil nach Ziff. 11 einem 
strahlungslosen Raum die Energie Null zugeschrieben. werden kann. 

In einem abgeschlossenen System ist so die Gesamtenergie als ein Integral 
der Bewegungsgleichungen (und zwar yom skalaren Typus) erhalten worden. 
Man kann daher das Gesetz von der Erhaltung der Energie aussprechen: 

Es laBt sich eine nichtvektorielle Funktion definieren, die man Energie 
nennt und die sich additiv aus Energieformen, der mechanischen, der elektrischen 
usw., zusammensetzen laBt, welche ffir abgeschlossene Systeme konstant bleibt. 

Die Allgemeinheit, mit der sich dieses Gesetz bewahrt, hat dazu geflihrt, 
daB man die Energie sozusagen substanzialisiert und ihre Konstanz auch dort 
erwartet, wo gar keine Differentialgleichungen der Bewegung, die ein Integral 
haben konnten, vorliegen, wie in der Quantentheorie l ). 

13. Formulierung des ersten Hauptsatzes.. Warmemenge und Energie. 
Ein wei teres wichtiges Erfahrungsresultat besagt: Hat man ftir zwei Systeme 1 
und 2 getrennt die Funktionen E, bestimmt und vereinigt dieselben nun durch 
warmeleitende Verbindung, so g~lt flir das vereinigte System als innere Energie 
die Summe der beiden getrennten Teile 

E'12=E'1 +E'2 

bis auf kleine GroBen, die man als Oberflachenenergie deuten kann (Erfahrungs­
satz XII). 

Wir betrachten nun ein spezielles System, das aus zwei Teilen besteht; 
es solI zwischen beiden Teilen keine auBere Arbeit geleistet werden, sondern 
nur Warmetibergang zwischen diesen beiden Teilen moglich sein. Nach dem er­
wahnten Erfahrungssatz ist auch hier wie im allgemeineren Fall beliebiger Arbeits­
leistungen zwischen den Teilen die Summe der inneren Energien konstant 

ECl + E'2 = E. = konst. 
oder 

(jE' 1 + (jE' 2 = O. 

Andererseits ergibt die Definition der Warmemenge Ziff.7 

(jQI + (jQ2 = O. 

(1) 

(2) 

Wenn das ganze System nicht warmeisoliert ist, zeigt es sich, daB durch das 
Heranbringen fremder Korper von anderer Temperatur beide Gleichungen (1) 
und (2) verletzt werden (Erfahrungssatz XIII). Das gleichzeitige Bestehen 
dieser Gleichungen bedeutet daher 

(jEn + (jE'2 + 2((jQI + (jQ~ = 0, 

1) S. dagegen N. BOHR, H. C. KRAMERS U. J. SLATER, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924; 
N. BOHR, ebenda Bd. 34, S.142. 1925. Dagegen 'V. BOTHE U. H. GEIGER, ebenda Bd. 32, 
S. 639. 1925. 
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wo 2 eine noch unbekannte Konstante ist. Nimmt man an, daB die ZufUhrung 
von Warme zum System 1 nur die Energie von 1 andert, unabhangig von der 
Art des Systems 2, was sich bewahrt (Erfahrungssatz XIV), so gilt 

~Etl + HQl = 0 (3) 
bei verschwindender auBerer Arbeit. Hierbei ist A. fUr beide Teilsysteme identisch. 
Da man beliebige Teilsysteme (auch bei beliebig verschiedener Temperatur) 
zusammensetzen kann, muB A. universell und zwar nach XIII =f. 0 sein. 

Man kann nun das MaBsystem von Q so wahlen, daB die Konstante 2, das 
mechanische Warmeaquivalent, eins wird. Dann miBt man die Warme im gleichen 
EnergiemaB wie E. Umgekehrt kann man natiirlich auch E in Kalorien messen. 

Wenn keine Warmeleitung vorliegt, so gilt nach der Definition der inneren 
Energie Zif£. 12 fUr ein~icht abgeschlossenes System, wenn man von Strahlung 
und materiellem Transport absieht, 

~Et = -~A - ~Emech - ~Eel, 

wo ~A die geleistete auBere Arbeit bedeutet. 
Liegt auch noch Warmeleitung vor, so folgt aus der Definition der Warme­

menge in diesem Fall (Ziff. 7, Ende) auf die gleiche Art, auf der wir zu (3) ge-
langt sind ~Et = ~Q - ~A - ~Emech - ~Eei. (4) 

Der Inhalt des Energiesatzes fUr nicht abgeschlossene Systeme, den man als 
I. Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet, ist daher: 

Die innere Energie eines Korpers kann nur dadurch urn einen bestimmten 
Betrag gesteigert werden, daB man entweder Warme zufUhrt, oder auBere Arbeit 
leistet, oder mechanische bzw. elektrische Energie sich in innere umwandeln 
laBt (oder endlich Strahlung auffallen laBt). Die hierzu notigen Mengen der 
betreffenden GroBen hangen nur von der verlangten Energieanderung ab und 
sind ihr bei geeigneter Wahl des MaBsystems gleich. 

Mit PLANCK kann man auch eine kiirzere Fassung wahlen, we1che die 
praktische Bedeutung besser hervortreten laBt. 

Wir bezeichnen mit periodischer Maschine irgendein System, das immer 
wieder (ob in gleichen Zeitraumen und auf demselben Weg, spielt keine Rolle) 
zu bestimmten Werten aller Zustandsvariablen (Kolbenstellung, Temperatur, 
chemische Zusammensetzung) zuriickkehrt und damit wieder dieselbe innere 
Energie annimmt. Wenn dann auBer der periodischen Maschine nur noch ein 
System vorhanden ist, das Warme oder Arbeit aufnehmen kann, so lautet der 
erste Hauptsatz: 

Es ist unmoglich, mittels einer periodischen Maschine dauernd Arbeit zu 
leisten (Unmoglichkeit des Perpetuum mobile "erster Art") oder zu verbrauchen. 
Es ist unmoglich, mittels einer periodischen Maschine dauernd Warme zu ent­
wickeln oder aufzunehmen. Der Ausdruck "Perpetuum mobile erster Art" 
stammt von OSTWALD, der groBe Verdienste urn die Klarstellung der Begriffe hat. 

14. Abhiingigkeit der Wiirmemenge und der Arbeit vom Weg. Wenn 
keine mechanische und elektrische Energie vorkommt bzw. die Teile, in welchen 
sie vorkommt, nicht zum System gerechnet werden, reduziert sich (4), Ziff. 13, auf 

~E, = (jQ - ~A. (1) 

Das heiBt, daB man die innere Energie entweder durch ZufUhrung von Warme ~Q 
oder durch ZufUhrung von Arbeit -- ~A andern kann. Bedingt der ProzeB eine 
endliche Anderung des Zustandes, so wird (1) 

2 2 2 

(~E=/~Q-/M. 
iii 

( 1') 
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Die linke Seite laBt sich nun unabhangig vom Weg ausfiihren, auf dem man vom 
Zusta]J.d (1) zumZustand (2) iibergeht, undergibtE,(V2 , T 2 .. ·) - E,(V1 , T 1 .. • ), 

da die Energie im Zustand (2) eine GroBe ist, die nur von den Variabeln abhangt, 
die diesen Zustand charakterisieren, aber nicht von dem Weg, auf dem man 
zu diesem Zustand gelangt. Infolgedessen kann man von E, auch ein "voll­
standiges" Differential bilden. Wir werden statt bE, also schreiben 

(dE,) (8E,) dT 
dE, = av T dV + aT v ' (2) 

d. h. wir konnen jede Veranderung der Energie so darstellen, daB wir zuerst 
nur das Volumen andern und die Temperatur konstant lassen und dann die 
Temperatur auf den gewiinschten Wert bringen, wobei wir den erreichten Volum­
wert beibehalten. Die Reihenfolge laBt sich aber ohne Anderung des Resultates 
auch umkehren. Es gilt entsprechend 

/r( ~i) = adv (~i ) . (3) 

Anders bei fbQ und fbA. Ihre Summe hangt natiirlich nur vom Anfangs- und 
Endpunkt des Weges ab; wie sich diese Summe auf die beiden Summanden ver­
teilt, ist dagegen durchaus von der Form des Weges abhangig. Wenn wir z. B. 
ein ide ales Gas von der Temperatur TI auf die Temperatur T2 bei konstantem 
Volumen bringen wollen, so konnen wir es erst ens direkt bei konstantem Volumen 
erhitzen. Dann ist 

T, 

bA = o. E(T2) - E(TI) = IbQ= I CvdT = CV (T2 - T I), (4a) 
T. 

wenn Cv von T unabhangig ist. Wir konnen es aber auch adiabatisch, d. h. ohne 
T 

Warmezufuhr, durch Kompression auf den neuen Druck P2 = PI T bringen 
und haben dabei die Arbeit (s. Ziff. 18) (7) 1 

R 

- I bA = CV (T2 - T I), T2 = T J (~:)CV+R 
zu leisten. Hierbei wird auch gleichzeitig die Temperatur T 2' erreicht. Nun hat 
man noch zur Erwarmung bei konstantem Druck die Warme 

T, 

IbQ = Cp (T2 - T2) = CV (T2 - T2) + R(T2 - T2) (Ziff. 18) 
T; 

zuzufiihren und gewinnt die Arbeit R(T2 - T2)' Es ist demnach jetzt sowohl 
die Gesamtarbeit als auch die gesamte zugefiihrte Warme 

- I bA = Cv(T2 - T I) - R(T2 - T2) } (4b) 

I bQ = CV(T2 - T2) + R(T2 - T2) 

verschieden von den entsprechenden GraBen 4 a, wahrend die Summe nach dem 
1. Hauptsatz in beiden Fallen dieselbe ist. Wir werden daher die GraBen bQ 
und bA nicht als Differentiale von bestimmten Funktionen der Zustands­
variablen ansehen diirfen. Die GraBen 

bA 
bV 

die z. B. das Verhaltnis der entwickelten Warmemenge bei einem bestimmten 
ProzeB mit konstanter Temperatur zur entstandenen Volumanderung bedeuten, 
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haben eine gewisse Analogie zu partiellen Differentialquotienten, da analog (2) 
bei beliebigen Prozessen gilt 

~Q = (~~ )TdV + (~i )vdT, (5) 

dagegen ist im Gegensatz zu (3) 

OOT (~~)T=F o~ (~i )v' 
15. Die zugefiihrte Warme bei verschiedenen Zustandsanderungen. Wir 

konnen Gleichung (1), Ziff. 14, fiir den Fall, daB nur Volumarbeit zu leisten ist, 
in der Form schreiben 

~Q = dE + pdV, (1) 

~Q = :: dT + ((~~)T + P)dV. (1') 

Diese letztere Gleichung bedeutet; daB man sich die Warmezufuhr erst so vor­
genommen denkt, daB die zugefiihrte Warme nur zur Erhohung der Temperatur 
ohne Volumanderung dient. Dann muB noch Warme zugefiihrt werden, die teil­
weise die Energieanderung deckt, die zur gewiinschten Volumanderung gehort, 

wenn sich die Temperatur nicht andern soIl (~~)T dV, teilweise zur Leistung 

der auBeren Arbeit pdV dient. Es ist also 

(~~)T = (°:V)T + p 

(~i)v=(:~)v' 

(2) 

(2') 

Man kann auch andere Variable einfiihren, z. B. T und p. Zu diesem Zwecke addiert 
man zu (1') 0 = d(PV) - pdV - Vdp, 

~Q = d(E + pV) - Vdp = (B(E + PV») dT + (O(E:t- PV) - V) dP. (3) 
iJT p op T 

E + p V = Ep nennt man nach GIBBS und PLANCK die Warmefunktion bei 
konstantem Druck oder Enthalpie; in der Technik nennt man diese GroBe den 
"Warmeinhalt" und bezeichnet ihn mit]. Ep spielt bei den praktisch sehr wich­
tigen Prozessen, die unter konstantem Druck ablaufen, eine bedeutende Rolle. 

PV2 - pV1 ist namlich die Arbeit, die von dem konstanten Druck der 
auBeren Atmosphare geleistet wird. Man zahlt p V als eine Art potentielle Energie 
des Stempels, auf dem der konstante Druck lastet, zur inneren Energie E, des 
Systems und hat diesen Anteil dann nicht unter der auBeren Arbeit mitzurechnen 
[das ist nur bei konstantem Druck moglich, denn nur dann verhalt sich diese Arbeit 
wie eine von potentieller Energie geleistete, p dV = d (P V)] . Den Rest der Arbeit 

2 

A' = j pdV - (PV)2 - (PV)l = jVdP nennt man allgemein "technische Arbeit"l). 
1 

Bei den jetzt genannten Variabeln besteht der erste Teil des Prozesses in einer 
Warmezufuhr zwecks Ternperaturerhohung bei konstantem Druck. Das ist 
ein anderer ProzeB und fiihrt zu einem anderen Zwischenzustand als vorher die 
Temperaturerhohung bei konstantem Volumen, denn zum gleichen Druck gehcJrt 

1) G. ZERKOWITZ. Thermodynamik der Turbomaschinen. 1912. 
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bei der erh5hten Temperatur ein anderes Volumen. Jetzt muB weiter Warme 
zugefiihrt werden, urn den Druck bei ungeanderter Temperatur auf den ge­
wiinschten Wert zu bringen, undzwar teilweise zur Deckung von E + P V, 

namlich (iJ(E :/V))TdP , teilweise zur Deckung des noch nicht in d(PV) inbe­

griffenen Arbeitsbetrages - V d p. Nun gilt also 

( bQ) =(B(E:t"PV)) 
bp T up T' 

(4) 

( b Q) = (0 (E -:-El) . 
b T p aT p 

(4') 

Endlich kann man auch p, V als unabhangige Variabeln wahlen und erhalt 

bQ = (_ali) dp + ['(OE) + PJdV. ap v av p 
(5) 

(aE) .. 
Hier bedeutet z. B. a V p' daB man bei einer Anderung von V gleichzeitig T 

so zu andern hat, daB der Druck konstant bleibt. 
16. Die verschiedenen spezifischen Warmen. 1m allgemeinen hangt nach 

Gleichung (1'), Zif£. 15, die zuzufiihrende Warme von dem Verhaltnis dT: dV abo 
Benutzen wir zur Darstellung eine V, T-Ebene, in der der Verlauf des Prozesses 
als Kurve erscheint, so hangt oQ an jedem Punkt von der Neigung dieser Kurve abo 

Wir k5nnen allgemein das Verhaltnis der zugefiihrten Warme zur bewirkten 
Temperaturerh5hung als die spezifische Warme (fUr ein Mol als die Molwarme) 
in der betreffenden Richtung bezeichnen 

( bQ) (BE) (OE ) ('dV) 
Cx = bT x= at v + av + P T dT x· (1 ) 

Hierbei bedeutet der zweite Summand, daB je nach dem gewahlten Vorgang 

zu einer bestimmten Temperaturerh5hung eine durch (~~')x bestimmte Volum­

anderung geh6rt, die wieder eine Warmemenge zur Deckung der verbrauchten 

inneren Energie (~~)T ~~ und der auBeren Arbeit fordert. 

Die wichtigsten Spezialfalle sind: dV 
a) Spezifische Warme bei konstantem Volum d T = 0 . 

[s. (2'), Zif£. 15]. (2) 

Statt direkt die Temperaturanderung zu betrachten, kann man als Zwischen­
variable den Druck einfiihren. Man weiB, daB bei konstantem Volumen eine Druck-

anderung urn dP eine Energieanderung um (~ ~)v dp bedingt. Andererseits be­

deutet eine Temperaturanderung dT bei konstantem Volum eine Druckanderung 

(ap) 
BT, v dT. Daher wird auch 

(a E) (0 E ' ( B P) 
CV = aT v = ap)v aT v' (2') 

was auch formal aus (5), Zif£. 15, folgt (dV = 0, dP=(~:)vdT). 
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b) Spezifische Warme bei konstantem Druck p = konst., ~t = o. Hierbei 

ist fur ~~ die im Ausdehnungskoeffizient bei konstantem Druck auftretende 

GroBe (~~)p (Zif£. 8) zu benutzen. Es wird also 

I( "E) ') ("V) Cp=CV+(~VT+P ~Tp· 
Die Bedeutung des zweiten Summanden wurde schon besprochen. Die 

relative GroBe der beiden Glieder in der Klammer ist fUr verschiedene Stoffe 

sehr verschieden. Fur ideale Gase ist (:~)T = 0 (Zift. 8), hier unterscheidet 

sich die spezifische Warme bei konstantem Druck von der bei konstantem Volumen 
nur um den Betrag, der zur Leistung der Arbeit gegen den auBeren Druck notig 

oE 
ist. Bei festen Korpern hingegen ist oV viel groBer als p (wenn nicht der Druck 

viele hundert Atmospharen betragt). Infolge des kleinen Ausdehnungskoeffizien­
ten ist im allgemeinen die Druckarbeit (mit der eben erwahnten Einschrankung) 
vernachlassigbar klein, und nur infolge der starken Abhangigkeit der inneren 
Energie vom Volumen ist ein merklicher Unterschied zwischen Cp und Cv vor-

handen. (:~)T ist namlich zum groBen Teil (bei T = 0 allein) fUr die elastische 

Energie verantwortlich. 
Statt von (1 '), Ziff.15, kannman auch von (3) ausgehen underhalt [(4'), Ziff.15J 

C = (OE) + (~~ty)) = (OE) + P (~.~) . 
P oT1} oT ,p oTp oTp 

(4) 

(3) und (4) sind identisch, da 

(~~)p = (~~)v + (~~)1'(~~t· 
Fiir den Sinn dieser Gleichung bcachte man die entsprechenden Bemerkungen zu (1). 
1m allgemcinen ist dE 

~V- + p> o. (5) 
o 

Endlich kann man noch die Form (5), Zift. 15, benutzcn und 

Cp = ((:~t+ p) (~~)p (6) 

schrcibcn. Verglcich von (4) und (6) liefcrt 

(iJE) (OE) (OV) 
2i p = 2'v p irf p. 

(6') 

Hier wird die Aufmerksamkeit auf die Zwischenvariable V gelcnkt. Der zweite 
Faktor gibt an, we1chen \Vert man ihr bei Temperaturerhohung erteilen muB, 
um den Druck konstant zu halten, die erste, we1che Energieanderung einer 
Volumanderung bei konstantcm Druck entspricht. Aus (4) und Zif£. 15 folgt 
ferncr 

(iEp) 
Cp = 'aT p. (4') 



Ziff.16. Die spezifischen Wlirmen. 27 

c) Spezifische Warme auf beliebigen Zustandskurven. Die allgemeine 
Formel (1) zeigt, daB die spezifische Warme je nach dem willkurlich vorgeschriebe­
nen Zusammenhang zwischen V und T alle denkbaren Werte annehmen kann. 
Urn uns ein einfaches Bild yom Zustandekommen dieser Zustandskurve zu 
machen, denken wir uns den untersuchten Stoff in ein mit Stempel versehenes 
GefaB eingeschlossen und dieses in ein Warmebad gebracht. Die Vorrichtung, 
welche die Heizung und damit die Temperatur des Warmebades reguliert, solI 
nun durch einen belie big einstellbaren Mechanismus mit dem Stempel verbunden 
sein, so daB man willkurlich vorschreiben kann, welche Stempelstellung sich zu 
einer gegebenen Temperatur automatisch einstellt. So kann man die Kurve V(T) 
in der V, T-Ebene willkiirlich regulieren. Wenn man von einem bestimmten 
Zustand, d. h. einem bestimmten Wert von V, T ausgeht, so hangt es von der 

Wegrichtung, von ~~ ab, welche Warmemenge man 

zufuhren muB, also welches Cx man nach (1) erhiilt. p 

. . dV (OE) C steIgt mIt dT' wenn oV p + P > O. Besonders 

wichtige Richtungen sind: 
a) Diejenige, in der C = 0 ist, d. h. in der eine 

Veranderung des Volumens und der Temper-atur er­
folgt, ohne daB Warme zugefiihrt werden muB, weil 
die geleistete Arbeit gerade die Energieanderung 
deckt. Man nennt eine solche Anderung adiabatisch, 
die Kurve Adiabate. Ihre Richtung ist gegeben durch 

o = (:~)v + ((~~)p + p )(:~td 
(oVl Cv 
orJad = - (OE) P 

oV p+ . 

oder 
(7) 

o 

L---------------~v 

Abb. 1. Die verschiedenen 
spezifischen Wlirmen in Ab­

hlingigkeit vom Wege. 

(3) Diejenige, in de:r C = 00 ist. Hier tritt trotz Warmezufuhr (bQ '* 0) 
keine Temperaturanderung ein ("T = 0), weil die ganze Warmezufuhr teilweise 
von der auBeren Arbeit verbraucht wird und der Rest zur Deckung derjenigen 
Energieanderung dienen muB, die durch Volumanderung bei konstanter Tempe­
ratur bedingt ist (Isotherme). Die Gleichung dieser Kurve ist T = konst., 

~Q = ((~~)p + p )~V. 
1') Zwischen der vertikalen Isotherme und der Adiabate mit ihrer negativen 

[wenn (5) gilt] Neigung liegt die Horizontale V = konst., die Isochore. Fur sie 
ist C = Cf}' ferner'die Isobare C = Cp • 

~) Fur Kurven, deren Neigung starker negativ ist, als es der Adiabate (7) 
entspricht, ist C negativ. Das bedeutet folgendes: Hier ist die mit einer Tempe­
raturerhohung verknupfte Volumverkleinerung so groB, daB die hierzu notige 
Arbeit nicht nur imstande ist, die Energieanderung zu decken, sondern auch 
noch Warme abgefiihrt werden muB, urn die Temperatur nicht uber das gewunschte 
MaB steigen zu lassen. Hierbei ist bezuglich der Energieanderung noch zu be­
achten, daB zwar die Temperaturerhohung eine Energieerhohung verlangt, die 
gleichzeitig vorgeschriebene Raumverkleinerung aber haufig Energie liefert 

[(0 E)' (fJ E) . ] oT v dT + oV pdV, dV negatlv! . 
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In der aligemeinen Formel kann man noch folgende bequemere Schreibart 
anwenden. N ach (3) ist 

(OE) Cp - C" (OT) ( } av T + p = (av) = (Cp - Gv) av p' 8 

oT p 

Hier bedeutet (~~)p dV die Temperaturanderung, die man anbringen muB. 

urn bei einer VolumvergroBerung urn dV den Druck konstant zu halten. Damit 

kann man schreiben _ _(aT) (dV) 
Cx - C" + (Cp - Cv) BV p -dT x' (1') 

und fUr die Adiabate 
(BV) C" (BV) 
BT ad = - Cp - C" BT p' 

(7') 

Statt der Darstellung in der V, T-Ebene kann man auch eine Darstellung 
in der p, V-Ebene wahlen (Abb.1). Sehr haufig werden Zustandskurven in dieser 
Form angegeben. Urn (1) auf diese Form umzurechnen, schreibt man 

dT = (~~t dV + (~~)v dp 

oder nach Division durch dV, Benutzung von (5), Ziff. 8, und Umrechnung 

dV 1 1 

dT = (BT) (BV) dP' 
aVp1- apTdV 

(9) 

Das ergibt, III (1') eingesetzt 

Cx~ C.+ 1- (&) (~) 
ap T dV X 

(10) 

(~;)T ist stets negativ (Ziff. 8). Daher nimmt Cx mit steigendem :t stets ab, 

wenn, wie spater (Ziff. 40) bewiesen wird, Cp - Cv > O. Die Adiabate heiBt 
jetzt 

(11 ) 

C 
Sie verlauft stets mit negativer Neigung. Fiir C benutzt man haufig die Ab-
kiirzung x. Also " 

(11 ') 

Da x wegen Cp - Cv > 0 (Ziff. 40) stets groBer ist als 1, verlauft die Adiabate 
stets steiler als die Isotherme. In der p, V-Ebene haben diejenigen Zustands-

anderungen negatives C, deren :t positiver ist, als es der Adiabate entspricht, 

bis zur Isotherme (! t) T' wo der Bruch von - CXl zu + 00 umspringt. 

17. Die innere Energie als Funktion der Zustandsvariablen. Wir wollen 
nun iiberlegen, wie man prinzipiell E(V, T) am zweckmaBigsten bestimmt. Wir 
wahlen willkiirlich irgendeinen Zustand Yo, To als Ausgangspunkt und nennen 
seine Energie E(Vo, To) = Eo· 
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Die Energie bei anderen Temperaturen, aber dem gleichen Volum, bestimmt 
man nun am einfachsten kalorimetrisch (Ziff. 13) 

T 

E(Vo, T) = E(Vo' To) + (CvdT. (1) 
To 

Nun kann man naturlich, von jedem anderen VQlumen und derselben Temperatur 
.ausgehend, wieder kalorimetrisch die mit einer Temperaturanderung verknupften 
Energieanderungen bestimmen 

T 

E(Vl' T) -E(Vl' To) = jCv(V1)dT, (2) 
To 

.aber es fehlt noch die Bestimmung der Funktion E(V, To), d. h. die Volum­

.abhangigkeit der Energie bei fester Temperatur. Man kann sich durch eine 

.andere Messungsart diese Kenntnis gleichzeitig mit der in (2) ausgedruckten 
erwerben, und zwar sind hierfUr prinzipiell zwei Methoden moglich: 

Erstens kann man die (reversiblen) Adiabaten untersuchen; dann erhalt man 
;CZiff. 6, (7)J 

(~~) + p = _ (a'Z) (0 E)" . av T OVad aT v 

(aT) . Wenn man fUr alle V, T-Werte p und oV ad als FunktlOnen von V und T 

kennt, ist das eine partielle Differentialgleichung von E (V, T), in deren Losung 
die noch willkurliche Funktion durch (1) festgelegt wird. 

Zweitens kann man die Veranderungen untersuchen, die ohne Ab- oder 
ZufUhrung von Warme und ohne auBere Arbeit ablaufen. Solche Vorgange 
verlaufen im allgemeinen von selbst und sind nicht direkt umkehrbar; sie 
kommen meistens dadurch zustande, daB man dem betreffenden System einen 
:groBeren luftleeren Raum zur VerfUgung stellt, wobei die VolumvergroBerung 
.arbeitslos, d. h. unter dem Druck 0 erfolgt. Man bewerkstelligt dies durch Weg­
ziehen einer Schiebewand oder Offnen eines Hahnes. 

Bei solchen Vorgangen ist E (V, T) konstant (bQ = bA = 0). Meist ist 
allerdings wahrend des Vorgangs die innere Energie nicht konstant, sondern 
anfangs verwandelt sich ein Teil der inneren Energie in mechanisch-kine­
tische (Stromung von Gasen, Schwingungen bei festen Korpern). Nach einiger 

.Zeit geht aber diese wieder in innere Energie uber, so daB nach Einstellung des 
'Gleichgewichtes wieder nur mehr innere Energie vorhanden ist, die somit den 
gleichen Zahlwert hat wie vor Beginn des Prozesses. Man erhalt so die Kurven 

E (V, T) = konst., 

·d. h. zur selben Energie gehorige Wertsysteme T, V. Die Konstante selbst erhalt 
man so natfulich nicht (d. h. Beziehungen zwischen den verschiedenen Kurven 
E = konst.), diese findet man aber aus der einen kalorimetrischen MeBreihe (1). 

18. Der Versuch von GAy-LusSAC. Das ide ale Gas und sein adiabatisches 
Verhalten. Die zuletzt beschriebene Methode hat zuerst GAy-LuSSAc fUr Gase 
1809 angewandt. Das Gas befand sich in einem GefaB A vom Volum VI' das 
von einem anderen, evakuierten GefaB B durch einen Hahn abgesperrt war. 
Beim Offnen des Hahnes sank zuerst die Temperatur vom Wert Tl ab, weil 

·ein Teil der inneren Energie in kinetische Stromungsenergie umgewandelt wurde. 
Diese letztere wurde aber im zweiten GefaB nach einiger Zeit infolge der Reibung 
'wieder in Warme verwandelt, so daB das Gas, als Ganzes ruhend, das ganze 
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Volumen V 2 gleichmaBig ausfUllte. Da weder Warmeleitung nach auBen noch 
irgendeine mechanische Arbeitsleistung stattfand, muB sein 

E(VI,TJ=E(V2,T~. 

Das Experiment zeigte nun TI = T2 oder 

E(VI' T1) = E(V2' T J. ( 1) 

In Wirklichkeit hat GAy-LuSSAC die Einstellung des Gleichgewichtes nicht 
abgewartet, sondern das Resultat aus den gemessenen Temperaturanderungen 
berechnet. 

Genauere Messungen zeigen aber bei wirklichen Gasen Abweichungen von (1), 
die mit abnehmendem Druck kleiner werden. Daraus folgt, daB beim idealen 
Gas fUr konstante Temperatur und groBes Volumen die innere Energie nicht 
vom Volumen abhangt 

(1') 

Differenziert man (1') nach T, so sieht man, daB dadurch auch Cv vom Volumen 
unabhangig wird. 

Fur die Anwendung der im vorigen abgeleiteten Formeln auf das ideale Gas 
ergibt sich [(3) Ziff. 16] Cp = Cv + R. (2) 

Bei konstantem Druck ist auBer der zur reinen Temperaturerhohung notigen 
Warme CvdT also nur noch die zur Leistung der auBeren Arbeit pdV=d(pV) 
= d (RT) = RdT notige zuzufuhren, wahrend die Ausdehnung an sich keine 
Energieanderung bedingt. Diese Uberlegung hat R. MAYER 1842 zur ersten 
Berechnung des mechanischen Warmeaquivalents benutzt, da Cp - Cv in ka­
lorischem, R in mechanischem MaB bekannt war. 

Die Gleichung der Adiabate lautet nach Ziff. 16, (11') fUr ein ide ales Gas, da 

(~t)T=-~~=-t, (3) 

dP p 
dV = -" V . (4) 

Bier ist im allgemeinen aber " nicht unabhangig von V, denn auf der Adiabate 
andert sich mit V auch die Temperatur. Wir stellen die allgemeine Formel zu­
ruck und nehmen zuerst an, daB Cv und damit 

Cv+R R ,,=----=1+->1 Cv Cv 

von T unabhangig ist. Dann folgt 

pVx = PoViJ 
oder 

1-" I-x 

Tp " = ToPo " ; 

R 
,,-1=C' 

v 

1-" R 
-,,-=-c~' 

Die zu einer adiabatischen Kompression notige Arbeit wird 

(5) 

(6) 

(6') 

(6") 
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Urn ebensoviel nimmt die innere Energie ab (~Q = O!). V1/V2 nennt man 
den Kompressionsgrad, P2/PI das Druckverhaltnis. 

1m allgemeinen Fall i)C'~ of 0 geht man zweckmaBiger von (7'), Ziff.16. 
aus, die nun lautet 0 

(S} 

(Diese Gleichung hatte man direkt aus dem Ansatz ableiten konnen, daB die 
zur Temperaturerhohung notige Energie CvdT von der auBeren Arbeit 

_ pdV = - R:_ dV geliefert wird.) 

Daraus folgt fiir die Adiabate 

(9) 

was fiir Cv = konst. mit (6') ubereinstimmt; fiir Cv = C~ + <X T ergibt sich z. B. 
IXT 

V"o-lTe~ = konst. 

19. Isotherme und Poly trope beim idealen Gas. AuBer der eben bespro­
chenen Adiabate sind noch andere Zustandsfolgen fur das ideale Gas von Be­
deutung. Wir setzen dabei im folgenden voraus, daB der Vorgang direkt 
umkehrbar, der Druck also stets der Gleichgewichtsdruck ist. Auf der Isothermen 
wird bei der Ausdehnung eine Arbeit vom Betrag 

v, V 
A = !pdV= RTlnV = RTln-PI 

V, I P2 
(1) 

geleistet. Hierbei gilt die Gleichung P V = PI VI· 
Da die Temperatur konstant bleibt, andert sich die innere Energie nicht 

Demnach muB ebensoviel Warme zugefiihrt werden, als Arbeit geleistet wird, 

V2 o = Q - A, Q = RT In 17. 
I 

Beim Vergleich von (1), Ziff.19, und (7), Ziff.1S, ergibt sich, daB die isotherme 
Kompression vom Volum VI auf das Volum V2 bei der Temperatur TI weniger 
Arbeit erfordert als die adiabatische, weil infolge der Nichtableitung der Warme 
in letzterem Fall der Druck schneller ansteigt [groBere Steilheit der Adiabate (11). 
Ziff.17]. Dagegen wiirde eine isothermische Kompression bei derTemperatur T 2 , 

der adiabatischen Endtemperatur, mehr Arbeit erfordern als die adiabatische. 
In der Technik betrachtet man haufig Zustandsanderungen, die zwischen dem 
isothermen und adiabatischen Fall liegen, sog. Polytropen 

pvn = PoV~ (2) 

mit beliebigem n. Fur sie folgt 

Tvn-l = TOV~-l 
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und da nach (1'), Ziff. 15, und (1'), Ziff. 18, fUr das ideale Gas gilt 

RT 
bQ = CvdT + -ydV, 

so ist 

( Cv 1) ( Cv) dV bQ = R If - n -1 dT = RT 1 - (n - 1) If V· 

Fur n = u wird daraus die Adiabate bQ = 0, fUr n = 1 die Isotherme; 
fUr 1 < n < u ist bQ bei Temperaturerhohung negativ, es liegt der in (16d) 
besprochene Fall vor, daD man bei Kompression infolge zu starker Druck- und 
Temperatursteigerung Warme abfUhrt; bei n > u ist bQ positiv, man muD 
Warme zufUhren und dadurch die Temperatur uber das MaD, das durch adiaba­
tische Kompression erreicht wurde, hinaus erhohen, urn einen der Gleichung (2) 
entsprechenden, genugend starken Druckanstieg zu erreichen. Aus (3) folgt, 
daD die spezifische Warme auf der Poly trope 

j!{=R(~ ___ 1 ). 
bT R n-1 

konstant ist, wenn Cv nicht vom T abhangt. Es gilt auch die Umkehrung hiervon. 
20. Einige Differentialbeziehungen. AuDer den Formeln (2'), Ziff. 16, und 

(6), Ziff. 16, von denen sich die letzte in kleiner Erweiterung 

( 1) 

schreiben laBt, kann man leicht noch folgende Formeln ableiten 

(bQ) (bQ) (OV) 
bp T = bV T ap T' 

[(2) Ziff. 15, (3), Ziff. 16] 

(bQ) (OT) bp T = (Cp - Cv) op v' 

(bQ ) = C (aT) 
bV 1) P av p' 

[(1), Ziff. 20J 

(~) - C (()-~) bp v - v 2p v· 
[(2'), Ziff. 16J 

Alle diese Formeln sind dadurch bedingt, daB E als eine Funktion von je 
zwei Zustandsvariabeln v und T oder v und p oder p und T geschrieben werden 
kann, und diese drei durch die Zustandsgleichung p = t(V, T) verbunden sind. 
Sie sind also Formeln fUr Anderungen der unabhangigen Variabeln. 

Das gilt jedoch nicht fUr eine Beziehung, die folgendermaDen erhalten wird: 

Man lOst (1) nach (_~EV) auf und differenziert nach p, ferner lost man (2'), Ziff. 16, 

(CE) 0 l' o2E 
nach -a-·· auf, differenziert nach v und setzt die beiden Ausdrucke fUr ;Cv 0---p.v C rp 
gleich. Es \Vird 
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In dieser Gleichung kommen nur beobachtbare GroBen vor. Wiirde sie sich 
irgend einmal verletzt zeigen, so wiirde das bedeuten, daB es keine ein­
deutige Funktion des Zustandes E gibt, welche der Bedingung geniigt, daB 
J~E = J~Q + JpdV ist. Dann wiirde man also entweder schlieBen, daB das 
Energieprinzip verletzt ist, man demnach eine periodische Maschine bauen kann, 
die eine der zwei in Ziff. 13 verboterien Leistungen vollbringt, oder aber, daB bei 
dem ProzeB auBer den beriicksichtigten noch eine weitere Energieart (Arbeits­
leistung) ins Spiel kommt. 

21. Der CARNoTsche KreisprozeB mit einem idealen Gas. Eine wichtige 
Gruppe von technischen Maschinen arbeitet dadurch, daB sie Wiirme in mecha­
nische Arbeit verwandelt. Da man dabei endliche Abmessungen einhalten muB, 
baut man die eigentliche Kraft-
maschine so, daB sie periodisch p 
arbeitet, d. h. daB der Kolben 
immer wieder in dieselbe Lage 
zuriickkommt. Eine Maschine, 
in deren Arbeitsvorgang unend-
lich groBe Volumina auftreten 
miiBten, bei der also ein Stempel 

v 

v" in unendlich groBe Entfernung 
gedriickt wiirde, ist unbrauch­
bar. Urn einen moglichst voll­
kommen durchrechenbaren Pro­ Abb. 2 a. CARNoTScher KreisprozeB im p, v-Diagramm. 
zeB zU haben, hat S. CARNOT im 
Jahre 1824 den nachihm benann- T 

ten KreisprozeB untersucht, in 
welchem als Arbeitsvorrichtung 
ein GefiiB, mit einemArbeitsstoff 
gefiillt und mit einem Stempel 
versehen, dient. Wir wollen als 
Arbeitsstoff hier ein ideales Gas 
mit temperaturunabhiingigem 
Cv benutzen. Die Bezeichnung 
KreisprozeB riihrt daher, daB 
nach Ablauf eines bestimmten 
Arbeitsvorganges das GasgefiiB 

Abb. 2 b. CARNoTscher KreisprozeB im T, v-Diagramm. 

stets wieder in denselben Zustand (Volumen, Temperatur) zuriickkehrt. AuBerdem 
gehoren zu der Maschine zwei groBe Wiirmereservoire 1 und 2 von den Tempera­
turen Tl und T2 (T2 > T J; sie sollen so groB sein, daB Wiirmeentnahme ihre 
Temperatur nicht merklich iindert, bzw. sie sollen immer wieder auf die Tem­
peraturen Tl und T2 aufgeheizt werden. Die beiden Behii.lter kehren nach 
Beendigung des "Kreis"prozesses nicht wieder in ihren friiheren Zustand zuriick, 
sondern erleiden dauernde Anderungen. 

Der CARNoTsche KreisprozeB besteht nun aus vier aufeinanderfolgenden 
Einzelvorgiingen, die in Abb. 2a und 2b sowohl im p, v- als im T, v-Diagramm 
dargestellt sind. 

Der erste Teil (I) des Prozesses besteht darin, daB das Arbeitsgas, das sich 
in Wiirmeausgleich mit dem Behiilter 2 befindet und daher selbst die Tem­
peratur T2 hat, isotherm (und unendlich langsam, Ziff.10) yom Volumen v auf 
das Volumen v' ausgedehnt wird. Hierbei bleibt es in Beriihrung mit dem Be­
hii.lter 2 und nimmt daher umkehrbar (im Gleichgewicht, Ziff.10) au!> ihm die 
Wiirmemenge + QI auf, die notig ist, urn die geleistete Ausdehnungsarbeit Ax 

Handbuch der Physik. IX. 3 
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zu liefern, da sich die innere Energie E nieht andert (Ziff. 18). 
leistete Arbeit ist 

und ebenso groB die zugefiihrte Warme: 
v' 

QI = + RT2ln-. 
v 

Ziff. 21. 

Die ge-

( 1) 

(1 ') 

Am Ende des Teilprozesses I wird die warmeleitende Verbindung mit dem 
Behalter ge16st und das System vor Warmezu- oder -abfuhr gesehiitzt. ProzeB II 
besteht nun in einer weiteren, jetzt adiabatiseh vorgenommenen umkehrbaren 
Expansion bis zur Temperatur T 1 • Das Volumen, bis zu dem expandiert werden 
muB, bereehnet sieh naeh (6'), Ziff. 18, zu 

1 

,,_ , (T2) ,,-1 
V - v T . 

1 

Die gewonnene Arbeit ist [(7), Ziff. 18] 

An=CV (T2-Tl)' 
die Warmezufuhr 

Qn = O. 

(2) 

(3) , 

(3') 

Nun bei der Temperatur Tl angelangt, wird die warmeleitende Verbindung mit 
dem Behalter 1 hergestellt; es besteht Gleiehgewieht. 

Als TeilprozeB III beginnt man nun isotherm umkehrbar zu komprimieren, 
wobei die Kompressionswarme Qm yom Behalter 1 umkehrbar aufgenommen 
wird. Die Kompression wird bis zu einem Volum v'" vorgenommen, das man 
naeh folgender Formel wahlt: 1 

",_ (T2)"-1 V -v - . 
Tl 

(4) 

Es ist also nach (2) und (4) 
v"' v" 
V = -J-. (5) 

Die bei der Kompression yom Gas geleistete Arbeit ist negativ, namlich 

v'" v 
+Am = RT1ln-,-, = RTlln-, . 

v v 

Die ihr aquivalente Warmemenge - QlIl wird an den Behalter 2 abgegeben 

v' 
-QUI = -AlII = +R T1ln-. (5') 

v 

Das Kompressionsverhaltnis v"lv'" ist gleich dem Expansionsverha1tnis v'lv 
beim Tei1vorgang I [nach (5)]. Trotzdem ist die Arbeit, die jetzt ge1eistet werden 

B kl · 1 d· b· I AI T2 ·1 d· T t· mu, elner a s Ie eI gewonnene, - -A-- = -T-' weI Ie empera ur In 
III 1 

diesem Verhaltnis hoher ist. Dadurch ist bei entsprechenden Vo1umwerten der 
Druck beim TeilprozeB I im Verhaltnis T21Tl groBer, und daher stehen auch die 
Arbeiten in diesem Verhaltnis. Endlich wird nach Erreichung des Volumens v'" 
die Verbindung mit dem Behalter 1 ge16st und das Gas jetzt weiter adiabatisch 
bis zum Volumen 1) komprimiert. Dabei ist das Volumen v'" gerade so gewahlt 
worden, daB die Kompressionsendtemperatur nach (5) wieder den Wert T z 
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erreicht, demnach der KreisprozeB geschlossen ist. Die zur Kompression notige 
Arbeit -AIV ist also [(7), Ziff.1S] 

QIV= o. (6) 

Die Arbeiten bei den beiden adiabatischen Prozessen heben sich gerade 
gegenseitig auf, An + A IV = o. Ferner ist QIl + QIV= 0, da diese beiden 
einzeln verschwinden. Es bleiben noch die Prozesse I und III. Fur sie erhalt 
man durch Summation 

(7) 

Der erste Hauptsatz ist naturlicherfullt. Es ist im ganzen also dem Behalter der 
Temperatur T2 die Warmemenge QI entnommen und dem kalteren Behalter die 
Warmemenge -Qm zugefUhrt worden, wahrend der Rest QI + Qm in Arbeit 
des Kreisprozesses 

, v' 
Ao = AI + An + Am + AIv = R(T2 - T1)ln- (S) 

v 

verwandelt worden ist. Der Vergleich von (1') und (8) lehrt danri: Es ist der 

Bruchteil T2 - T~ derbei T2 aufgenommenen WarmemengeinArbeit verwandelt, 
T2 

(9) 

T 
wahrend der Bruchteil Qm = -QI / an den kalteren Behalter wieder ab-

. d T 2 - T 1 2d W· k d" d K . gegeben Wir , T nennt man en " Ir ungsgra es relsprozesses. 
2 

22. Modifizierter KreisprozeB von CLAPEYRON. Man kann noch einen anderen 

KreisprozeB ausfUhren, bei dem die 
(Abb·3)· 

acv 
Voraussetzung aT = 0 nicht notig ist 

Hierzu beginnt man mit dem gleichen Vorgang I 
wie unter Ziff. 21. Dann setzt man aber nicht mit I 

T Tz iYl liT einer adiabatischen Expansion als zweiten Vorgang T1 .J.._---:=-_...J 
1lI 

fort (An> 0, Qn = 0), sondern kuhlt bei konstantem 

Volumen ab (An = 0, -Qn -lev d T). Um daszu 

ermoglichen, braucht man einen Warmebehitlter 3 mit v 

variabler Temperatur, also am zweckmaBigsten ein Abb.3. CLAPEYRONScher 
gasgefUlltes GefaB mit umkehrbar veranderlichem KreisprozeJ3. 
Volumen. Diesem erteilt man die Temperatur T2 und 
bringt es mit dem ArbeitsgefaB in warmeleitende Verbindung. Dann ver­
groBert man langsam das Volumen von 3, wobei sich 3 und das ArbeitsgefaB bis 
zur Temperatur Tl abkuhlen. Die Differentialgleichung fUr 3 ist 

(1 ) 

Um stets Gleichgewicht zu haben, kann man etwa die Belastung des Stempels 
von 3 nicht direkt durch ein Gewicht, sondern durch ein an einer Schnur hangendes 
Gewicht vornehmen, das nicht frei hangt, sondern auf einer Flache von so1cher 

3* 
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Form gleitet, daB die Kraft stets proportional dem sich aus der Losung 

von (1) berechnenden Druck p = ~T ist. 
3 

Mit dieser Anordnung wird also dem Arbeitsgas die Warme Qn entzogen 
und in potentielle Schwereenergie verwand~lt. Nach Erreichung von Tl wird die 
warmeleitende Verbindung zwischen dem Arbeitsgas und Behalter (3) gelost, 
zwischen dem Arbeitsgas und Behiilter 1 hergestellt, wiihrend 3 nun unbeeinfluBt 
bleibt. Als ProzeB III folgt nun die isotherme Kompression des Arbeitsgases 
bei der Temperatur Tl vom Volum V' auf das Volum V in Beruhrung mit dem 
Behalter 1. Hierbei wird die Arbeit Am [(5'), Ziff. 21)J verbraucht und die aqui­
valente Warme -Qm an den Behalter 1 abgegeben. 

Nach Erreichung des Volumens V wird die warmeleitende Verbindung mit 
dem Behalter 1 gelost und mit dem variablen Behalter 3, der unverandert auf 
der Temperatur Tl geblieben war, wieder hergestellt. Nun folgt als Vorgang IV 
eine umkehrbare Kompression des Behalters 3, die dem mit ihm dauernd auf 
gleicher Temperatur befindlichen Arbeitsgas Warme zufUhrt, wobei die Tem­
peratur des Behalters 3 und des Arbeitsgases steigen. Da die spezifische Warme des 
Arbeitsgases vom Volumen unabhangig, also beim Volumen V (ProzeB IV) gleich 
ist der beimVolumen V' (ProzeB II), so ist die zur Erwarmung des Arbeitsgases 
von Tl auf T2 notige Warmemenge QIV (entgegengesetzt) gleich der bei der Ab­
kuhlung abgegebenen Qn. 

T, 

QIV = f CvdT = -Qn, A lv = O. 
T, 

Demnach ist am Ende des Prozesses IV, der den KreisprozeB schlieBt, auch der 
variable Behalter 3 in seinen ursprunglichen Zustand, sowohl was die Tem­
peratur als auch was das Volumen, d. h. die potentielle Energie des den Druck 
regulierenden Gewichtes betrifft, zuruckgekehrt und darf daher bei Aufstellung 
der Bilanz auBer Betracht bleiben. Fur die Arbeit des ganzen Kreisprozesses 
erhiilt man daher auch hier, da wieder Qn + QIV = 0, An + AIV = 0 ist, die­
selben Formeln Ziff. 21, (8) und (9). 

Es sei nochmals kurz hervorgehoben, was fUr Voraussetzungen in Formel (9), 
Ziff. 21 enthalten sind: 1. die Gesetze des Temperaturausgleichs Ziff. 5 und der 
Moglichkeit direkt umkehrbarer Prozesse Ziff. 10; 2. der erste Hauptsatz Ziff. 12, 
13, in der Form, daB bei isothermen Prozessen mit idealen Gasen Q + A = 0 
ist; 3. die Behauptung, daB bei idealen Gasen, bei denen pV = RT ist, C. 
von V nicht abhiingt. 

Naturlich kann man beide Kreisprozesse auch umgekehrt durchlaufen, wobei 
aus dem kalteren Behiilter die Wiirme IQm I entnommen wird, Arbeit IAol ver­
braucht wird und dafUr die Wiirmemenge I Qm I + I Ao I = I Qr I an den wiirmeren 
Behalter abgegeben wird. 

23. Kreisprozesse mit unendlich kleiner Temperaturdifferenz. LaSt man 
die Temperaturen T2 und Tl einander sehr nahe rucken, so liiBt sich Formel (9), 
Ziff.21 wesentlich einfacher schreiben. 

Die rechte Seite wird Qr J; . 
Auf der linken Seite steht Ar + Am. 
Nun setzen wir statt AlII die GroBe - Am' . Hier wiire Am' die Arbeit, die 

man gewinnen konnte, wenn man den ProzeB III statt von rechts nach links, 
von links nach rechts verlaufen lieBe, in derselben Richtung, wie I verliiuft. 
Dieser neue ProzeB III' ist aber (besonders einfach beim KreisprozeB vonZiff. 22) 
nichts anderes als der ProzeB I, nur bei der Temperatur Tl = T2 --- J T statt 
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bei der Temperatur T2 vorgenommen. Entsprechend ist die Arbeit Am' einfach 
die Arbeit AI bei tieferer Temperatur, also 

Am' = AI - (dAI) LfT + ... 
dT T, 

Ao = AI - AlII = AI - (AI - ~i Lf T + ... ) 
oder im Grenzwert 

lim Ao = ddATI dT. 
JT=O 

Nun kann man den Index I weglassen und erhalt fUr den unendlich kleinen 
KreisprozeB dA Q 

dT =+ Y-· (1 ) 

Es sei nochmals ausdrucklich auf die Bedeutung der Buchstaben in (1) im Gegen­
satz zu (9) Ziff. 21 hingewiesen: 

In (1) ist Q die bei einem einseitigen, d. h. von einem Zustand zu einem 
davon verschiedenen verlaufenden, isothermen reversiblen Vorgang aufgenom­
mene Warmemenge. A ist die bei demselben einseitigen Vorgang geleistete Arbeit. 
LaBt man denselben Vorgang, statt bei T, bei der Temperatur T + dT gehen, 

so ist die Arbeit urn ~~- dT gr6Ber. Das ist die Bedeutung von ~~ , nicht aber 

etwa die Arbeit, die bei einer Erwarmung geleistet wird. Die ganze Gleichung 
bezieht sich auf einen einzigen isothermen Vorgang; der KreisprozeB ist nur 
bei der Ableitung benutzt worden. 

1m Gegensatz dazu bezieht sich (9) Ziff. 21 auf einen KreisprozeB; zwar Q1 
ist die bei einem isothermen Vorgang (und zwar dem bei der h6heren Temperatur) 
aufgenommene Warmemenge wie im vorigen Fall, dagegen ist Ao die Arbeit des 
ganzen Kreisprozesses selbst. 1m Fall unendlich kleiner Temperaturunterschiede 

ist Ao = ~~ (T2 - T 1) • 

24. Der CLAPEYRONSche KreisprozeB mit dem Idealstoff. CARNoTsche 
Temperaturskala. Wir hatten bisher die Kreisprozesse in Ziff. 21, 22 und 23 
mit idealen Gasen ausgefUhrt. Dabei muBten wir aber das Erfahrungsresultat 

von Ziff. 18 mit benutzen, daB gleichzeitig PV = RT und (::)T = 0 gilt. 

Betrachten wir das als reines Messungsergebnis, so k6nnen wir nie sicher sein, 
daB diese beiden Beziehungen gleichzeitig gemlu gelten, bzw. es k6nnte ein Wider­
spruch sein, daB sie gleichzeitig genau gelten. Nun werden wir allerdings spater 
als Folge aus dem zweiten Hauptsatz ableiten, daB die beiden Beziehungen 
aneinandergeknupft sind und daher gleichzeitig gelten mussen, wenn eine der 
Beziehungen gilt. Es ist aber logisch unbefriedigend, eine Tatsache, die Folge 
des zweiten Hauptsatzes ist, als Erfahrungsresultat vorwegzunehmen und beim 
Beweis des zweiten Hauptsatzes mit zu benutzen. Darum wollen wir nun auf die 
Verwendung eines idealen Gases als Arbeitsstoff im KreisprozeB verzichten und 
uns einen "Idealstoff" vorstellen, von dem wir lediglich voraussetzen, daB 

(::)T = o. 

(a~)v> 0 

( 1) 

(2) 
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fiir ihn gilt, ohne daB wir gleichzeitig eine bestimmte Zustandsgleichung an­
nehmen. In dieser Voraussetzung kann wohl kein innerer Widerspruch stecken. 

Nun fUhren wir mit diesem Idealstoff zwischen zwei fest vorgegebenen (Mol-) 
Volumwerten V' und V" einen CLAPEYRONSchen KreisprozeB aus, in dessen erstem 
Teilvorgang dem Warmebehalter 2 die Warmemenge Qr entzogen und dabei die 
Arbeit Ar geleistet wird. Dann wird als zweiter Vorgang bei konstantem Volumen 
V" der Arbeitsstoff mittels der Hilfsapparatur, bei der ein ideales Gas benutzt 
werden kann, iiber die wir aber nichts voraussetzen miissen, umkehrbar die 

T, 

Warmemenge -Qn = + fCviiT entzogen. In III wird jetzt unter Aufwendung 
T. 

der Arbeit -Am der Idealstoff auf V' komprimiert, wobei die Warme Qm an 
den Behhlter 1 abgegeben wird, zum SchluB wird mit der Hilfsapparatur wieder 

T, 

die Warme QIV = fCvdT = -QIl bei konstantem Volumen V' zugefUhrt, wobei 
T, 

die Temperatur T2 wieder erreicht wird und auch die Hilfsapparatur in den 
Ausgangszustand zuriickkehrt. 

Es gilt 
Ql + Qm = + (Ar + Am) . 

Der Wirkungsgrad ist 

1} = + AI + ~ = Qr + Qm . 
Qr Qr 

Die GraBen A und Q hangen von der Natur des Idealstoffes [es konnte ja von 
vornherein mehrere Idealstoffe mit verschiedener Zustandsgleichung geben, die 
(1) geniigen], von dem Molvolumen im Ausgangs- und Endzustand V' und V" 
und den Temperaturen T2 und Tl in unbekannter Weise ab und sind den Mengen 
des arbeitenden Idealstoffes proportional. 1J ist also von dieser Menge unabhangig. 

Wir wollen nun willkiirlich einen bestimmten Idealstoff wahlen und ebenso 
willkiirlich V' und V" > V' festsetzen. Dann ist 1J nur von Tl und T2 abhangig, 
wahrend wir bei gegebenen Temperaturen den Einzelwert von QI bzw. von 
Ao = AI + AlII durch Wahl der Menge des Arbeitsstoffes willkiirlich bestimmen 
konnen. 

Wie 1J von T2 und Tl abhangt, wissen wir nicht. 
Wir gehen nun von der auf die idealen Gase aufgebauten Temperaturskala, 

die wir seit Ziff. 6 festgehalten hatten, ab und wahlen eine neue Temperatur­
skala, die wir "CARNoTsche Temperaturskala" nennen wollen. Wenn wir zwei 
Warmebehalter haben, zwischen denen der gewahlte Idealstoff auf einem CLAPEY­
RONschen KreisprozeB zwischen V' und V" den Wirkungsgrad 1J gibt, so wollen 
wir die Temperaturskala so wahlen, daB diesen Behaltern die Tl'mperaturen T2 
und Tl zukommen, die durch 

T2 - Tl T] 
---'"----'" = 1 - _.c = 'I} 

T2 T2 
(4) 

definiert sind. Diese Temperaturskala kann allerdings vorderhand noch von 
der ein fUr allemal willkiirlich getroffenen Wahl des Idealstoffes und von V' 
und V" abhangl'n. Die vollstandige Bestimmung der Skala erfordert feruer die 
Festlegung der Einheit, die wieder durch Bestimmung des Abstandes zwischen 
normalem Schmclz- und Siedepunkt des Wassers gleich 100 0 erfolgt. 

Nun ist noch zu zeigen, daB die Festlegung (4) nicht zu Widerspriichen 
fiihrt. DaB sil' in sich widerspruchsfrei ist, erkennt man, wenn man denselben 



Ziff. 25. CARNOTsche Temperaturskala. Warmetonungen. 39 

Arbeitsstoff einmal direkt zwischen den Temperaturen Ta und Tl arbeiten HiBt 
und aus dem gemessenen 'Y/la Ta bestimmt, dann zwischen Tl und T 2 , hierbei T2 
aus 'Y/12 nach (4) entnimmt und schlieBlich T3 aus 'Y/23 berechnet. Man tiberzeugt 
sich leicht, daB man zu demselben Wert kommt. 

DaB ferner die nach (4) bestimmte Temperaturskala mit den allgemeinen 
Eigenschaften des Temperaturbegriffs nicht im Widerspruch steht,erforderte 
erstens, daB Korper gleicher "gewohnlicher" Temperatur auch gleiche CARNoTsche 
Temperatur haben. Das ist erftillt, da, wie oben erwahnt, 'Y/ eindeutig von den 
gewohnlichen Temperaturen abhangt. Es erfordert zweitens, daB der hoheren 
"gewohnlichen" Temperatur auch die hohere CARNoTsche entspricht, d. h. 
daB bei gegebenem Tl 'Y/ mit steigender gewohnlicher Temperatur steigt. Das 
bedeutet aber wieder, da nach (3) 

~= Qm ~AI 
Q~ dT 

ist, daB AI oder der Druck des Idealstoffes mit steigender Temperatur monoton 
steigt, wie wir in (2) vorausgesetzt haben. Der zweite Hauptsatz wird auch das 
beweisen. 

Da tibrigens fUr ideale Gase (1) wenigstens annahernd erfilllt ist und demnach 
nach Ziff. 21 (4) annahernd auch fUr die gastheoretische Skala gilt, werden wir 
erwarten, daD die CARNoTsche Skala und die auf den idealen Gasen beruhende 
nicht sehr verschieden sind. 

25. Kalorimetrische Messung von Energieunterschieden. N ach dem erst en 
Hauptsatz ist bei jedem beliebigen ProzeD 

Q-A=E2 -E1 • (1) 

Wie sich aber dieser Energieunterschied auf die beiden Summanden, die zu­
gefUhrte Warme Q und die hineingesteckte Arbeit - A verteilt, hangt von der 
Art ab, wie der ProzeB geleitet wird. 

In vie1en Fallen, wo man es nicht ausdrticklich auf die Gewinnung der 
Arbeit anlegt, z. B. bei chemischen Umsetzungen, bei denen es auf die Gewinnung 
des Endproduktes, nicht auf die der frei werdenden Energie ankommt, verlauft 
der Vorgang so, daB keine oder fast keine Arbeit geleistet wird. Ebenso ist es 
zur Bestimmung von Energiedifferenzen zwischen zwei Zustanden oder chemischen 
Systemen, die ineinander umgewandelt werden konnen, bequem, diesen Weg 
zu wahlen, weil Warmemengen vielleichter gemessen werden konnen als mecha­
nische Arbeiten, und weil es meist unmoglich ist, einen Vorgang so zu fUhren, 
daD die ganze Energie in Arbeit verwandelt wird, so daB man im allgem~inen 
neben der Arbeitsmessung auDerdem noch eine Warmemessung machen mtiBte. 

Wenn man einen ProzeB ohne Arbeitsleistung oder -verbrauch zu fiihren 
wtinscht, so gentigt meistens, daB man ihn bei konstantem Volumen verlaufen 
laDt, so daB f P dV = 0 ist. Experimentell hat man diesen Fall bei allen Re­
aktionen im abgeschlossenen GefaB (kalorimetrische Bombe), ferner praktisch 
auch bei Reaktionen, bei welchen keine Gase beteiligt sind, in offenenGefaBen 
(s. spater). 

In besonderen Fallen, wo noch andere, z. B. elektrische Arbeit, durch die 
Anordnung frei wird, z. B. in galvanischen Elementen, sorgt man dafUr, daB 
auch diese in Warme verwandelt wird, z. B. durch KurzschlieBen des Stroms 
tiber einen metallischen Widetstand (J OULEsche Warme, die man mitmiDt). 
Man nennt die Warmemenge, die hierbei entwickelt wird und die gleich dem 
UberschuB der Energie des Anfangszustandes tiber die des Endzustandes ist, die 
"Warmetonung" des Vorganges bei konstantem Volumen. Bezogen auf so viel 
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Mole, wie sie in der stochiometrischen Formel stehen, nennen wir diese GroBe 
Uw und rechnen sie positiv, wenn Warme entwickelt wird, d. h. wenn der Aus­
gangszustand energiereicher ist, 

Uv = ~El - ~E2' (2) 
In dieser Formel bezieht sich der Index 1 auf den Anfangs-, der Index 2 auf 
den Endzustand, die Summation ist uber aIle im System vorhandenen Stoffe zu 
erstrecken. 

Reaktionen mit positiver Warmetonung nennt man exotherm, so1che 
mit negativer endotherm. Die gleichen Namen wendet man auch auf die­
entstandenen Produkte an. 

In speziellen Fallen sind fUr die Warmetonung eigene Bezeichnungen ge­
brauchlich; z. B. nennt man die Warme, die verbraucht wird, wenn ein Mol 
Kristall schmilzt, die Schmelzwarme (bier bei konstantem Volumen). Es ist 
ublich, hierbei das Vorzeichen gegen die obenerwahnte allgemeine Regel umzu­
kehren und die verbrauchte Warme positiv zu rechnen; das gleiche gilt fUr 
Verdampfungs- und Sublimationswarme. Noch haufiger aber als bei konstantem 
Volumen arbeitet man unter konstantem Druck. Dann ist die gewonnene Arbeit 
nicht 0, sondern 

(3) 

Wenn man jedoch keine andere als die eben genannte Arbeit leisten laBt, so nennt 
man die entwickelte Warme die" Warmetonung bei konstantem Druck". Man sagt 
dann auch, daB keine "Nutzarbeit" geleistet wird (Ziff. 15). Denn die Arbeit, 
die zum Wegschieben der auBeren Atmosphare dient, kann nicht benutzt werden, 
bzw. die Arbeit, die bei Volumverkleinerung von der herabsinkenden Atmosphare 
geleistet wird, braucht nicht erst kiinstlich, sozusagen auf menschliche Kosten, 
geliefert zu werden. 

Ohne Nutzarbeit gehen alle gewohnlichen Prozesse in offenen GefaBen, offene 
Verbrennungen, offene Verdampfungen usw. vor sich. Bei galvanischen Elementen 
ist wieder eine evtl. geleistete elektrische "Nutzarbeit" in ]OuLEsche Warme 
zu verwandeln. Fur die "Warmetonung bei konstantem Druck" Up, bezogen 
auf die Mengen der stochiometrischen Gleichung, erhalt man dann aus (1) und (3) 

Up = ~El - ~E2 + P~Vl - LV2) } 

= ~(EI + P VI) - ~(E2 + PV2) = ~EIP - LE2P ' 
(4) 

d. h. ebenso wie man Uv aus den Energien E erhalt, erhalt man Up aus den 
"Warmeinhalten" oder "Warmefunktionen bei konstantem Druck" Ep. Man 
kann, wie schon erwahnt, p V als eine zu E hinzukommende potentielle Energie 
des druckerzeugenden Stem pels auffassen (Ziff. 15). 

Es gilt nach (1) und (4) 

Up = Uv + P~VI - LV2), (5) 
Die Warmetonung bei konstantem Druck ist groBer als die bei konstantem 
Volumen, wenn das gesamte Anfangsvolumen groBer ist als das gesamte End­
volumen (fUr p > 0). Es wird eben dann auch die Schwereenergie, die beim 
Herabsinken der Atmosphare frei wird, in Warme verwandelt. 

Wenn keine Gase an dem Vorgang beteiligt sind, ist im allgemeinen 
P(~VI -=LV2) klein gegen Uv (fUr nicht zu hohe P), so daB dann Up~ Uv ' 

1st LVI = ~ V 2' beteiligen sich z. B. nur Gase an der Reaktion und sind vor 
und nach der Reaktion Temperatur und Molzahl gleich, so ist genau Up = Uv ' 

Fur spezielle Up gilt das gleiche, was fUr spezielle Uv gesagt wurde (Schmelz­
warme bei konstantem Druck oder Schmelzwarme schlechthin usw.). 
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Es ist z. B. die Schmelzwiirme [beachte das gegen (5) verkehrte Vorzeichen] 

U.--+-l,p = U.--+-l,v + P(VI - V.), 

die Verdampfungswarme 

Ul--+-g,p = Ul--+-g,v + P(Vg - VI), 
die Sublimationswiirme 

U.--+-g,p = U.--+-g,v + p(Vg - V,), 

(6) 

(7) 

(8) 

also Ul--+-g,p> Ul --+- g,,,; U.--+-g,p> U.--+- g,,,, da bei der Kondensation, wobei diese 
Wiirme entwickelt wird, Absinken der Atmosphiire erfolgt. Ist der Dampf 
so verdiinnt oder so heiB, daB er als ideales Gas behandelt werden kann, so gilt 
dabei 

U.--+-g,p = U.--+- g,,, + RT - P V., 

wobei meist RT>PVI, PV •. 
26. Temperaturabhangkeit der Reaktionswarme (KIRCHHOFF). 

rentiiert man (2) Ziff.25 nach T, so erhiilt man mit Ziff. 16 

(aa~)" = 1:C"l -1:C"2' 

(7') 

(8') 

Diffe-

(1) 

Ebenso, wenn man (5) Ziff. 25 unter Riicksicht auf (4') Ziff. 16 bei konstantem 
Druck differentiiert. 

(2) 

Das heiBt: man bekommt die Zunahme der Wiirmetonung mit der Temperatur, 
indem man die spezifischen Wiirmen der Stoffe im Ausgangszustand (natiirlich 
mit der Zahl der vorhandenen Mole multipliziert) addiert und davon die Summe 
der spezifischen Wiirmen im Endzustand subtrahiert. Je nachdem man die 
spezifischen Wiirmen bei konstantem Volumen oder bei konstanter Temperatur 
wiihlt, gilt das fUr die entsprechende Wiirmetanung. 

Setzt man in (2) Ziff. 25 die Gleichung (2) Ziff. 16 bzw. in (5) Ziff.25 die 
Gleichung (4') Ziff. 16 ein, oder integriert man (1) und (2), so wird 

T 

U,,(1) = U,,(T~ + Ja;CV1 - ~Cf}2)dT, 
To 

T 

Up(1) = Up (To) + J a;Cpl -1:Cp2)dT. 
T. 

(3) 

(4) 

Diese Gleichung kann man auch mittels der trbedegung ableiten, daB dieselbe 
Wiirmemenge U(1) entwickelt wird, wenn man entweder die Reaktion bei der 
Temperatur T vor sich gehen liiBt oder zuerst die Ausgangsstoffe auf die 

T 

Temperatur To abkiihlt, wobei die Wiirmemenge J 1: C1 dT frei wird, dann die 
T. 

Reaktion mit der Wiirmetanung U (To) vornimmt und jetzt die erhaltenen Stoffe 
T 

zurTemperatur T aufheizen muB, was dieZufiihrungderWiirmemenge J 1:C2dT 
T. 

erfordert. Ebenso kann man sich die Gleichungen (1) rind (2) klarmachen, die 
aussagen, daB mehr Warme bei haherer Temperatur frei wird, wenn die Aus­
gangsstoffe hahere spezifische Wiirme als die Endstoffe haben. Dann ist niimlich 
in den Ausgangsstoffen ein mit steigender Temperatur immer graBerer trber­
schuB an Energie der Wiirmebewegung J C dT enthalten. 
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27. Thermochemische Gleichungen. Urn kurz solche Warmetonungen nebst 
der Reaktion, zu der sie gehoren, anschreiben zu konnen, benutzt man die thermo­
chemischen Gleichungen. In diesen wird wie bei stochiometrischen Formeln ein 
Mol eines Stoffes durch das betreffende chemische Symbol ausgedriickt. Nur 
muB man jetzt die Aggregatzustande unterscheiden; das geschieht dadurch, daB 
feste (kristallisierte) Stoffe in eckige, fliissige in run de Klammern gesetzt werden, 
wahrend dampfformige ohne eigenes Zeichen bleiben. Es bedeutet daher [H20J, 
(H20), H 20 der Reihe nach 18,016 g Eis, fliissiges Wasser, Wasserdampf. Bei 
genaueren Angaben miiBte man noch die Kristallform hinzusetzen, ferner muB 
man noch die Temperatur angeben, urn den energetischen Zustand festzulegen. 
Wenn nichts weiter gesagt wird, meint man Atmospharendruck, doch ist im 
allgemeinen der Druck gleichgiiltig. Die Angaben beziehen sich auf Reaktionen 
bei konstan tern Druck. 

Bei Gemischen kann man ebenfalls stochiometrische Formeln schreiben, 
z. B. bei einer Losung von 1 Mol N aCl in 100 Mol Wasser (N aCl) + 100 (H20). 
Wenn man es aber mit sehr verdiinnten wasserigen Losungen zu tun hat und 
Reaktionen betrachtet, an denen das Wasser nicht stochiometrisch beteiligt ist, 
schreibt man z. B. NaCl aqu., weil in diesem Fall die Menge des Wassers keinen 
EinfluB auf die Warmet5nung hat (Ziff.63). 

Man schreibt nun die st5chiometrische Gleichung mit den Bezeichnungen 
des Aggregatzustandes hin und schreibt rechts die Warmet5nung dazu, die zu 
der Reaktion gehort, bei der die links vom Gleichheitszeichen stehenden Stoffe 
in die rechts vom Gleichheitszeichen stehenden verwandelt werden; dabei wird 
das positive Vorzeichen angewandt, wenn Warme entwickelt wird, das negative, 
wenn Warme verbraucht wird. Einige Beispiele folgen: 

bedeutet, daB bei der Verbrennung von Wasserstoff und Sauerstoff und nach­
traglicher Abkiihlung der entstandenen 36 g fliissigen Wassers auf die Tem­
peratur der Ausgangsstoffe 136,76 kcal entwickelt wird. 

[H20J = (H20) - 1,43 kcal 

bedeutet, daB beim Schmelz en von 18 g Eis 1,43 kcal verbraucht werden. 
Diese Gleichungen gelten fUr bestimmte Temperaturen. Die Temperatur­

abhangigkeit ist nach Ziff. 26 zu berechnen. 
28. Berechnung von Warmetonungen auf Umwegen (mittels isothermer 

Kreisprozesse). Viele Warmet5nungen sind nicht direkt bestimmbar. Man kann 
sie aber indirekt bestimmen, wenn man beachtet, daB die Warmetonung, wie sie 
hier definiert wurde, nur durch die Differenz der Energien E bzw. der "Warme­
inhalte" E1' = E + pV von Anfangs- und Endzustand bestimmt ist und daher 
auch additiv aus Teilstiicken zusammengesetzt werden kann. "Venn z. B. gilt 

U1 --+ 2,1' = E 1,1' - E 2,1'; 

so ist 
U 1 --+ 2, l' = U 1 .-~ 3, P + U 3--+ 2, P • 

Es ist z. B. nicht leicht, die Sublimationswarme [so (8) Ziff. 28J direkt zu be­
stimmen. Statt den untersuchten Korper direkt zu sublimieren, kann man ihn 
nun leicht schmelzen und dabei die Schmelzwarme bestimmen (Us --+ I, p) und 
dann die Fliissigkeit verdampfen. Hierbei wird die Verdampfungswarme U l --+ g,p 

verbraucht, evtl. bei einer anderen Temperatur als die Schmelzwarme, doch kann 
man hierauf leicht nach Ziff. 26 umrcchnen. Da Anfangs- und Endzustand 
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ffir beide Wege gleich sind, muB auch die auf dem direkten Weg erhaltene Warme­
tonung gleich der Summe der anderen Warmetonungen sein, also 

Sublimationswarme + Verdampfungswarme = Schmelzwarme. 

Man kann das auch graphisch in Form eines geschlossenen Prozesses dar­
stellen (s. Abb. 4) : 
Der eigentliche KreisprozeB ware [H20] -+ (H20) -+ H 20 -+ [H20], doch ist der 
letzte Pfeil umgekehrt, urn anzudeuten, worauf es 
ankommt. 

Aus dem bisher Besprochenen folgt, daB man 
die in Ziff. 27 auseinandergesetzten thermochemischen 
Gleichungen wie gewahnliche Gleichungen addieren 
und subtrahieren kann, z. B. 

[H20] = (H20) - 1 400 cal 
(H20) = H 20 - 8 600 cal 
[H20] = H20 - 10000 cal . 

U,-+. 

Abb. 4. Kreisproze13 des 
Wassers durch verschiedene 

Aggregatzustande. 

1m folgenden seien einige wichtige Beispiele besprochen: 
a) Berechnung von Bildungswarmen auf Umwegen. Man kann die Bildungs­

warme von LiH aus den Elementen nicht dire~t bestimmen. Statt dessen be­
stimmt man die Warmetonung, die bei der Zersetzung dieses Stoffes mit sehr 
viel Wasser in Wasserstoff und gelastes Lithiumhydroxyd auftritt und bestimmt 
die bei der direkten Wasserzersetzung durch Lithiummetall auftretende Warme­
tanung 

2 [LiH] + 2 (H20) = 2 (LiOH)aqu + 2 H2 + 63,2 kcal 
2 [Li] + 2 (H20) = 2 (LiOH)aqu + H2 + 106,4 kcal 
2 [Li] + H2 = 2 [LiH] + 43,2 kcal. 

b) Bestimmung von Bildungswarmen organischer Verbindungen. Die 
Bildungswarmen der meisten organischen Verbindungen aus den Elementen 
lassen sich nicht direkt bestimmen. Man kann sie aber dadurch berechnen, 
daB man die Verbrennungswarmen der Verbindung und der unverbundenen 
Elemente miBt und diese GraBen voneinander abzieht 

[C] + O2 = CO2 + 96,96 kcal 
2 H2 + O2 = 2 (H20) + 136,76 kcal 
CH4 + 2 O2 = CO2 + 2 (H20) + 214,7 kcal 

[C] + 2 H2 = CH4 + 19 kcal. 

Daher hat die Bestimmung der Verbrennungswarmen in der organischen Chemie 
eine groBe Bedeutung. Es hat sich bei der systematischen Untersuchung heraus­
gestellt, daB man jeder Bindung, die durch einen "Valenzstrich" dargestellt ist, 
in erster Naherung einen bestimmten kalorischen Wert zuschreiben kann, der 
nur von dem Charakter dieser Bindung, nicht aber davon abhangt, was ffir 
Gruppen sich weiter anschlieBen. 

Es ist z. B. die Verbrennungswarme 

von Athan H3C - CH3 
" Propan HaC - CH2 - CHa 
" Butan H3C - CH2 - CH2 - CHa 
" Pent an H3C - CH2 - CH2 - CH2-CHa 
" Athylalkohol CHa - CH20H 

Prophylalkohol CH3 - CH2 --;- CH20H 
" Butylalkohol CHa - CH2 - CH2 - CH20H 

370.41158,8 
529,2 1580 
687,2 152'3 
839,5 ' 
340,5 } 1407 
481,2 ' 
639,4 } 158,2 
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Es ergibt sich demnach fiir jede hinzukommende CH2-Gruppe ein Ansteigen 
der Verbrennungswarme urn ""'150 kcal. (Diese Konstanz der Differenzen ist 
natiirlich keine Folge des ersten Hauptsatzes.) 

FAJANSl) hat diese Dberlegungen zur Berechnung der Energien benutzt, 
die zur Trennung bestimmter Bindungen erforderlich sind. Er findet an­
genahert 

C-C 71 kcal; C=C 115 kcal; C_C 160kcal; C-H 83 kcal. 

Die Auflosung der zweiten Bindung in der Doppelbindung C=C-C-C 
erfordert daher weniger Energie (115 - 71) als die Auflosung der einfachen Bin­
dung. Die oben angefiihrte Bindungsfestigkeit C-,-C in aliphatischen Kohlen­
stoffverbindungen ist sehr nahe gleich der Bindungsfestigkeit des C-Atoms im 
Diamant. Fiir aromatische Kohlenwasserstoffe ist der Energiebedarf .zur Losung 
einer C-C-Bindung 96 kcal, was nach STEIGER2) mit der Bindungsenergie 
im Graphit zusammenhangt. 

FAJANS3) hat auch den oben vernachlassigten EinfluB der weiter entfernten 
chemischen Gruppen auf die Festigkeit der C-C-Bindung aus den Verbrennungs­
warmen ermittelt. 

29. Der BORN-HABER-FAJANssche KreisprozeB. Nach den Resultaten der 
Kristallgitteruntersuchung sind' eine groBe Anzahl von Kristallen aus Ionen auf­
gebaut. Nach der zuerst von KOSSEL 4) aufgestellten und fiir feste Korper von 
BORN ausgearbeiteten Theorie (s. ds. Handb. XXII) sind diese Ionen im Kristall 
im wesentIichen unverandert eingebaut, der Kristall wird hauptsachlich durch die 
von der Gesamtladung der Ionen herriihrenden COULoMBschen Krafte zusammen­
gehalten. Eine fiir diese Theorie sehr wichtige GroBe ist die sog. Gitterenergie. 
Darunter versteht man nach BORN diejenige Energie, die frei wird, wenn aus 
freier, anfangs unendlich weit voneinander entfernten, ruhenden (d. h. bei T = 0 
befindlichen) Ionen 1 Mol des betreffenden Stoffes bei T = 0 gebildet wird. Aber 
ganz unabhangig von jeder Ansicht iiber den Aufbau des betreffenden Stoffes, 
unabhangig von der Realisierbarkeit dieses Vorgangs laBt sich diese GroBe rein 
thermochemisch berechnen5). (N atiirlich kann man die letztere Rechnung auch fiir 
hohere Temperaturen ausfiihren.) Wir besprechen als Beispiel die Berechnung der 
Gitterenergie von Steinsalz. Der direkte Weg ist der oben geschilderte ProzeB 
Na+ + Cl- = [NaCl] mit der Warmet5nung (Gitternergie) UG • Indirekt ent­
reiBen wir zuerst den Chlorionen ein Elektron unter Verbrauch der Elektronen­
affinitat U. = 88 kcal. Dann vereinigen wir dieses Elektron mit den gasformigen 
Natriumionen zu gasformigen Natriumatomen, wobei die Ionisationswarme 
UJ = 118 kcal frei wird. Nun kondensieren wir die Natriumatome zu festem 
metallischen Natrium und gewinnen die Sublimationswarme Ug -+ 8 = 26 kcal. 
Ferner vereinigen wir die Chloratome zu einem halben Mol gasformigen, gewohn­
lichen Chlors unter Ableitung der (auf ein halbes Mol bezogenen) Dissoziations­
warme ! U A-+M = 27 kcal. Endlich erfolgt die Bildung von festem NaCl 
aus fest em Natriummetall und gasformigem Chlor mit der Warmetonung 

1) K. FA]ANS, Chern. Ber. Bd.53, S.643. 1920; Bd.55, S.2826. 1922; A. v. WEIN­
BERG, ebenda Bd.53, S. 1347, 1353, 1519. 1920; W. HUCKEL, ebenda Bd. 55, S. 2839. 
1922. . 

2) A. V. STEIGER, Chern. Ber. Bd. 53, S. 666, 1766. 1920. 
3) K. FAJANS, ZS. f. phys. Chern. Bd.99, S.395. 1921, 
4) W. KOSSEL, Ann. d. Phys. Bd.49, S. 229. 1916; Valenzkrafte und R6ntgenstrahlen, 

2. Auf I. Berlin: Julius Springer 1924 . 
. 5) :VI. BORN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. ;l1, S. 13, 679. 1919; K. FAJANS, cbenda S. 539, 

714; F. HABER, ebenda S. 750. 
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UE -+ S = 99· Aus der Summe folgt die Gitterenergie UG zu 182 kcal. Das 
heiBt in Gleichungen und graphisch dargestellt (Abb. 5): 

Cl- = Cl + El - 88 kcal 
Na+ + El = Na + 118 kcal 
Na = [Na] + 26 kcal 
Cl i Cl2 + 27 kcal 
[Na] + iCl2 = [NaCl] + 99 kcal 

Na + + Cl- = [NaCl] + 182 kcal 

UG = -Ue + UJ + UU-+ 8 + iUA -+ M + UE -+ S ' (1 ) 

Diesen ProzeB hat FAJANS durch das Heranziehen vollkommen dissoziierter 
Losungen erweitert (Abb. 6). Beim Auskristallisieren eines vollkommen dissoziierten 
Salzes aus der Losung findet namlich eine Bildung dieses Salzes aus freien Ionen 
statt, nur sind diese nicht 
gasfOrmig, sondern gelost. 
Hierbei wird· die Losungs­
warme (UL ) frei, die man 
allerdings nur bei hoherer 
Temperatur kennt und im 
allgemeinen nicht auf T = 0 
umrechnen kann, so daB man 
hier die Rechnung bei hOhe­
rer Temperatur durchfUhren 
muB. Die Losungswarme 
kann leicht direkt gemessen 
werden. 

Wir konnen uns aber 
auch die Ionen zuerst aus 

[Na], t Clz 

I u,_ •• 

Na,tC1zi 
t 
I UJ 

I-
Na + + El + 1 C12 

U E -+ S [NaCl] , 
t 

~Ue 

Na ++-~-.--- -- -Na + ,·Cl -

El 
Cl 

Abb. 5. BORN-HABERscher KreisprozeB fUr Chlornatrium. 

der Losung entfernt und in unendlicher Entfernung voneinander zur Ruhe ge­
bracht denken. Die dazu notige Energie nennt FAJANSl) die "Hydratationswarme" 
bzw. bei anderen Losungsmitteln allgemein die "Solvatationswarme". Bei geniigend 
verdiinnten Losungen setzt sie sich additiv aus einer Hydratationswarme des 
Kations U + und einer Hydratationswarme des Anions U _ zusammen (bzw. aus 
mehreren solchen Teilen, wenn mehr als zwei Ionen auftreten). Die unendlich 
weit entfemten gasformigen Ionen kann man nun wieder unter Entwicklung der 
Warmetonung U G (Gitterenergie) das feste Salz bilden lassen. Es gilt also 

Aus (1) und (2) kann man aus lauter 
meBbaren GroBen die Summe der Hydrata­
tionswarmen von Kation und Anion bilden. 
So findet man fUr das obengenannte Beispiel 

aqu +[NaCl] Na+,Cl-aqu- 1,2kcal 
Na+ + Cl- [NaCl] + 181 kcal 

Na++Cl- +aq=Na+,Cl-,aqu+180 kcal 

Man kann also den friiheren Kreisproze/3 noch 
durch ein Dreieck erweitern. Bei der Kombination 

(2) 

[NaCl] UL Na+,Cl-,aqu 
t------+ ;r 

Na+,Cl-

Abb. 6. Erweiterung des BORN­
HABERschen Kreisprozesses mich 

FAJANS. 

1) S. auch noch K. FAJANS, Naturwissensch. Bd. 9, S. 729. 1921. 
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von Gleichungen der Art (2) fiir verschiedene Salze erhalt man stets entweder die 
Summen ~ U + +~ U _ ffir im ganzen gleich viel positive und negative Ladung, 
oderDifferenzen~U + - ~'U + bzw. ~U_ -~'U _ fiirgleich vielpositive bzw. 
negative Ladung (z. B. bei Reaktionen zwischen positiven lonen allein), weil bei 
allem Austauschen von lonen die Losung im ganzen elektrisch neutral bleiben muB. 

III. Der zweite Hauptsatz. 
30. Formulierung des zweiten Hauptsatzes. Der erste Hanptsatz sagt aus, 

daB es unmoglich sei, mechanische Arbeit dauernd zu leisten, ohne daB dabei 
andere Anderungen vor sich gehen. Bei Abwesenheit von mechanischer oder 
elektrischer Energie kann nach ihm Arbeit nur auf Kosten der inneren Energie 
oder zugefiihrter Warme erzeugt werden. Wenn dieser letztere ProzeB der Auf­
zehrung innerer Energie aber unbeschrankt moglich ware, so ware das technisch 
ebenso niitzlich, da praktisch unbeschrankte Mengen von innerer Energie (Warme) 
zur Verfiigung stehen; auBerdem erzeugt man gleiehzeitig Kiilte. Nun konnte 
man von einer dauernden Abkiihlung scl:ladliche Folgen befiirchten. Doch diese 
dauernde Abkiihlung wiirde nicht eintreten, da nach einiger Zeit die erzeugte 
mechanische Arbeit (durch Reibung u. dgl.) doch wieder in Warme verwandelt 
wird. Eine Vorriehtung, die dauernd innere Energie in mechanische Arbeit 
verwandelt, nennt man nach OSTWALD Perpetuum mobile zweiter Art. Der 
zweite Hauptsatz faBt nun die Erfahrungen zusammen, die aussagen, daB auch 
diese Moglichkeit nicht vorhanden ist. 

Man kann ihn mit PLANCK folgendermaBen aussprechen: Es gibt keine 
periodisch funktionierende Maschine von der Art, daB infolge ihrer Tatigkeit 
dauernd mechanische Arbeit erzeugt und dafiir ein Warmebehalter abgekiihlt 
wird, sich sonst aber nichts andert. 

Gabe es eine solche Maschine, so ware sie ein Pepetuum mobile zweiter Art. 
Wenn wir irgendwo auf eine Tatsache stieBen, die irgendeiner Folgerung aus 
dem zweiten Hauptsatz widerspricht, so lieBe sich diese Tatsache zur Konstruk­
tion eines Pepetuum mobile zweiter Art benutzen. Die Formulierung dieses 
Satzes ist· genau zu beachten. Er verbietet z. B. nicht: 1. Die Existenz einer 
entsprechenden nicht periodischen Maschine. Ein Gas, das sich unter Arbeits­
leistung umkehrbar adiabatisch ausdehnt, liefert Arbeit, wobei es sich dauernd 
abkiihlt und sonst niehts geschieht. Aber damit dieser ProzeB dauernd (unend­
lich viel) Arbeit lei stet, muB man zu unendlich groBem Volumen bzw. unendlich 
kleinem Druck iibergehen, und die Herstellung dieser Moglichkeit erfordert selbst 
wieder unendlich groBe Arbeit. Anderenfalls bekommt man nur einen bestimmten 
Arbeitsbetrag, am Ende des Prozesses befindet sich die "Maschine", d. h. das Gas, 
in anderem Zustand wie am Anfang, wodurch sieh eine Fortsetzung verbietet. 
2.Verbietet er nicht einen KreisprozeB wie den CARNoTschen, in welchem eine 
periodisch funktionierende Maschine einen Warmebehalter abkiihlt und dauernd 
Arbeit erzeugt, denn das ist nicht das einzige, was geschieht; die Maschine nimmt 
hier (Ziff. 21u. 22) mehr Warme aus dem abzukiihlenden Behalter auf, als sie in 
Arbeit umwandeln kann, und gibt den Rest an einen kiilteren Behalter wieder abo 
AuBer der Arbeitserzeugung auf Kosten der Abkiihlung des heiBeren Behalters 
findet demnach ein mit diesem ProzeB unabtrennbar verkniipfter statt, namlich ein 
Dbergang von Warme aus dem heiBeren in den kalteren Behiilter. In beiden Fallen 
bleiben also dauernde Anderungen zuriick. In Ziff. 33 werden wir aus dem zweiten 
Hauptsatz Folgerungen ableiten. Jede derselben kann als selbstandige gleich­
berechtigte Formulierung des II. Hauptsatzes gelten, die, an die Spitze gesetzt, 
die Ableitung der anderen und auch der hier gewahlten Formulierung gestattet. 
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31. Kreisprozesse mit beliebigen Stoffen. Als erste Folgerung aus dem 
II. Hauptsatz ziehen wir einen SchluB iiber den Nutzeffekt eines CARNOTschen 
(oder CLAPEYRONSchen) Kreisprozesses eines beliebigen Systems, das beJiebig 
chemisch zusammengesetzt sein und beliebig viele Phasen haben kann. Dieser 
ProzeB bestehe darin, daB zuerst das System isotherm bei der Temperatur T'/. 
eine Arbeit Ai leiste und dabei die Warme Qi aus dem Behalter 1 aufnehme; 
dann adiabatisch bis zur Abkiihlung auf die Temperatur Tl ausgedehnt 
(Arbeit Ail, Qil = 0), dann isotherm bei Tl komprimiert werde (III), und zwar 
so weit, daB es im vierten ProzeB der adiabatischen Kompression bis zum Ausgangs­
punkt zuriickkommt. Die entsprechenden Arbeiten sind Ain, Aiv, die an (1) 
abgegebene Warme - Qin, wahrend. Qiv = 0 ist. Die Arbeit des Kreis­
prozesses ist 

A~ = At + Ail + Ain + Aiv, 

ferner ist nach dem ersten Hauptsatz 

Qt + Qin = A~. 

Wir behaupten nun, daB es kein System geben darf, das 

liefert. 

A * Q* T2 - Tl 0> 1---
T2 

(1) 

Angenommen, es gebe einen Stoff, der Gleichung (1) erfiillt. Dann nimmt 
man eine CLAPEYRONSche Apparatur mit einem Idealstoff nach Ziff. 24 und wahlt 
die Menge des Idealstoffes so, daB flir die Idealapparatur Qm = Qiu wird. Nun 
laBt man folgende periodische Maschine arbeiten. 

Zuerst macht das "Sternsystem" einen KreisprozeB durch. Hierbei ist die 

Arbeit A~ = Qt 1] geleistet worden, wo der Wirkungsgrad 1] > T 2 -;. T 1 ist; 
2. 

aus dem warmeren Behalter ist die Warmemenge Qt aufgenommen und in den 
kalteren Behalter -Qin = Qi - A~ = Qt (1 - 1]) abgegeben worden. Nun laBt 
man die Apparatur mit dem Idealstoff den KreisprozeB umgekehrt vollziehen. 
Hierbei nimmt sie zuerst aus dem kalteren Behalter - Qm = - Qin wieder auf, 
verbraucht wahrend des ganzen Kreisprozesses nach Ziff. 24 die Arbeit 

T2-Tl 
Ao = -Qm--­

Tl 

und gibt an den oberen Behalter QI = -Qm + Ao = - Qm ~2 abo Am 
1 

Ende dieser Periode ist folgendes Resultat erreicht: Sternsystem und Ideal-
apparatur sind in ihren Anfangszustanden. Der kaltere Behalter ist ebenfalls 
unverandert, da ihm der RiickprozeB wieder entzogen hat, was ihm anfangs 
durch das "Sternsystem" zugefiihrt wurde. Es ist im ganzen die Arbeit 

A' A* A - Q* Q T2 - Tl 'Q* (1] T2 - Tl) 0= 0- 0- 11]- I = III ---
T2 1 - 1] T 1 , 

geleistet worden und dafiir ist dem heiBeren Behalter die aquivalente Warme­
menge 

Q' Q* Q Q* 1 Q T 2 Q* (1] T 2 - T 1 ) = I - 1=- IU-- + m- = - III -- - --=---=_::.-
1 - 1} Tl 1 - r; Tl 
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entzogen worden.Das ware aber gerade das, was der II. Hauptsatz nach Ziff. 30 
verbietet. Nur wenn die Klammern in obigem Ausdruck verschwinden, also 

Tz - Tl 
1} = --;y;-' (2) 

ist A~ und Q' gleich Null. 
AuBerdem konnte aber der Klammerausdruck auch negativ sein, d. h. 

Tz - Tl 
r;< T2 

Denn dann wird Arbeit verbraucht und.daflir Warme erzeugt; das ist auch z. B. 
durch Reibung ohne weiteres moglich. Aber auch hier tritt eine Einschrankung 
ein. Wir behaupten namlich weiter, daB in einem System, dessen Arbeitsgang 

direkt umkehrbar ist, der Wirkungsgrad nicht kleiner als Tz ~ T) sein kann. 
z 

Angenommen, das Sternsystem sei ein solches. Dann nehmen wir folgenden 
KreisprozeB vor. Die im vorhergehenden benutzte Idealapparatur durchlaufe 
zuerst einen CLAPEYRONSchen KreisprozeB. Dann durchlauft das "Sternsystem" 
den umgekehrten KreisprozeB. Hierbei entnimmt es dem kalteren Behiilter die 
Warmemenge -QIu = -Qm. d. h. die Warmemenge, die eben das Idealsystem 
an diesen Behiilter abgegeben hat und verbraucht im ganzen die Arbeit 

A * Q* Q* 'fj "h d Q* -QIn d Bh"lt 2 o = I r; = - III ---, wa ren es I = ~-- an en e a er 
1-1} 1-1} 

abgibt. 1m ganzen ist daher die Arbeit 

A' * (Tz - Tl o = Ao - Ao = - Qm T 
1 

geleistet und die aquivalente Warmemenge aus dem Behalter 2 verbraucht 
worden, was mit dem II. Hauptsatz in Widerspruch steht. Es folgt also: Jede 
periodische, zwischen zwei Warmebehiiltern mit den Temperaturen Tz und Tl 
arbeitende Maschine hat einen Wirkungsgrad 

Tz - Tl 
1}< T ' 

z 

wobei das Gleichheitszeichen flir umkehrbar arbeitende, also insbesondere alle 
mit Gleichgewichtsdruck arbeitenden Maschinen gilt. 

r; = 1 - ~l istdesto groBer, je groBer das Verhiiltnis ~2 ist. Es wird gleich 
z 1 

eins flir Tl = 0, wenn sich also der kaltere Behalter am absoluten Nullpunkt 
befindet. 

Was hier von Maschinen gesagt wurde, die mit Druck und Volumen arbeiten, 
gilt naturlich ebenso flir elektrische u. dgl. 

32. Reversible und irreversible Vorgange. Wir hatten in Ziff. 10 die Vorgange 
in solche unterschieden, deren Richtung man direkt umkehren, und solche, die 
man nicht direkt umkehren kann. 

Wir wollen jetzt eine andere Unterscheidung einflihren, in welcher die Ein­
schrankung "direkt" fehlt, und unter einem umkehrbaren oder reversiblen Vor­
gang einen solchen verstehen, bei dem man durch irgendein Mittel, es sei so 
kompliziert wie nur irgend erwunscht, nach Ablauf desbetrachteten Vorganges 
alle Korper, die an dem Vorgang oder dieser Ruckflihrung beteiligt sind, in ihren 
Ausgangszustand zuruckbringen kann. 
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Ein nicht umkehrbarer oder irreversibler Vorgang ist dann ein solcher, 
bei dem in ,den Teilen des Systems, die notwendig waren, urn das Gesamt­
system in seinen Ausgangszustand zuriickzufiihren, Anderungen zuriickbleiben. 

Als Beispiel eines umkehrbaren Vorgangs diene der nur durch Gleichgewichte 
(Ziff. 10) gehende, also direkt umkehrbare CARNoTsche KreisprozeB, nach dessen 
Ablauf der heiBere Warmebehalter die Warmemenge QI verloren hat, wahrend 
durch die Arbeit Ao etwa ein Gewicht gehoben wurde. LaBt man den Kreis­
prozeB nun direkt umgekehrt vor sich gehen, so ist zum SchluB das Gewicht in 
seine Anfangslage zuriickgekommen, und auch der Behalter 2 hat die Warme­
menge QI (bei derselben Temperatur) zuriickerhalten. 

Es ist demnach jeder direkt umkehrbare Vorgang, insbesondere jeder, 
der nur durch Gleichgewichtszustande im Sinne der Ziff. 10 fiihrt, auch in 

. dem ;hier gemeinten Sinn reversibel. Dagegen ist nicht gesagt; daB jeder nicht 
direkt umkehrbare Vorgang auch irreversibel, d. h. durch keine anderen Hilfs­
mittel wieder vollstandig riickgangig zu machen ist. Natiirlich muB ein irre­
versibler Vorgang auch "nicht direkt umkehrbar" sein, das liegt in der De­
finition. 

Nach den Untersuchungen der vorigen Ziffer k6nnen wir sofort sagen, 
wann ein CarnotkreisprozeB reversibel ist. Dabei verstehen wir unter einem 
CARNoTschen ProzeB einen Vorgang, bei dem eine Arbeitsmaschine aus einem 
Behalter der Temperatur T2 Warme QI aufnimmt, an einen Behalter der Tem­
peratur TI Warme abgibt und Arbeit Ao lei stet. Hierbei soIl zum SchluB 
die Arbeitsmaschine selbst wieder in den Ausgangszustand zuriickkehren. 
Ein CARNoTscher KreisprozeB ist dann reversibel, wenn der Wirkungsgrad 

Ao T2 - Tl . 'b 1 d T2 - TI . 
f} = QI- = ------y;- 1rreverSl e ann, wenn 1) < ~- 1st. 

Natiirlich ist bei einer wirklichen Maschine strenge Reversibilitat nie vor­

handen (d. h. fJ stets kleiner als T2 TTl) , aber je naher die Gleichung erfiillt 
2 . 

ist, desto kleiner ist die Zusatzarbeit, die man, urn den ProzeB riickgangig zu 
machen noch hineinstecken und als Warme in den Behalter (Qi - Qr, Ziff.31) 
iibergehen lassen muB. 

33. Beispiele irreversibler Prozesse. a) Die Ausdehnung eines Gases ohne 
Arbeitsleistung (Versuch von GAy-LUSSAC) (VI' To--+ V 2, To) ist ein irreversibler 
ProzeB. Gabe es namlich ein Verfahren, diesen riickgangig zu machen, so wiirde dieses 
das folgende leisten: Es wiirde ein Gas von bestimmtem Volumen und bestimmter 
Temperatur (V2' To) auf ein kleineres Volumen bei derselben Temperatur (VI' To) 
bringen, ohne daB sonst irgendwo Anderungen (Verschwinden von mechanischer 
Energie und Erzeugung von Warme) 'am Ende dieser Riickfiihrung vorhanden 
sind. Dann konnte man aber sofort ein Pepetuum mobile zweiter Art bauen, 
indem man ein Gas isotherm umkehrbar sich bei To yom Volumen VI auf das 

Volumen V 2 ausdehnen laBt, wobei es die Arbeit A = RTo In ~2leistet und aus 
I 

einem Behalter die Warmemenge Q = A aufnimmt. Da aber der erreichte End-
zustand sich in keiner Weise von dem bei der Ausdehnung ohne Arbeits­
leistung unterscheidet, k6nnte man das oben hypothetisch vorausgesetzte 
Riickfiihrungsverfahren auch jetzt . anwenden und hatte so eine periodische 
Maschine, die bei jedem Arbeitsgang die Arbeit A leistet und dabei aus einem 
Behalter der Temperatur To die aquivalente Warmemenge entnimmt, ohne 
daB sonst Anderungen zurUckbleiben. Das widerspricht aber dem zweiten 
Hauptsatz. 

Handbuch der Physik. IX. 4 
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1m Gegensatz hierzu kann die Ausdehnung einer idealen Feder ohne Arbeits­
leistung vollstandig wieder ruckgangig gemacht werden. Bei unendlich lang-
samer Ausdehnung ist erhaltene Arbeit A = E2 - E1 , Q = 0, wahrend beim 
Gas E2 - El = 0, Q = A war. Auch bei plotzlicher Ausdehnung ist hier alles 
reversibel. Bei der idealen Feder wird namlich dann die potentielle Energie 
ganz in kinetische verwandelt. Diese wird aber nicht durch Reibung in Warme 
ubergefUhrt (5. Ziff. 18), sondern verwandelt sich wahrend der Schwingung 
periodisch wieder in potentielle. Durch Einschieben eines Sperriegels im Augen~ 
blick des einen der beiden Minimalausschlage ist der Vorgang vollstandig ruck­
gangig gemacht. 

Ein weiteres Beispiel irreversibler Vorgange istder Obergang von Warme 
durch Leitung zwischen zwei Orten verschiedener Temperatur. Konnte man 
namlich diesen Vorgang ohne sonstige Anderungen ruckgangig machen, so muBte 
es mit den gleichen Hilfsmitteln moglich sein, die Warmemenge Qm aus dem 
kalteren Behalter des CARNoTschen KreisprozeBes in den warmeren zuruck­
zuschaffen, ohne daB sonst irgendwo Anderungen zuruckbleiben. Dann wurde 
aber die CARNoTsche Apparatur in Verbindung mit diesem Hilfsmittel einen 
KreisprozeB mit rJ = 1 liefern. 

Ebenso ist die Erzeugung von Warme aus mechanischer Arbeit durch 
Reibung irreversibel, da.eine Umkehrung dieses Vorganges eine Methode erfordern 
wurde, die es ermoglicht, Arbeit zu erzeugen unter Abkuhlung eines Warme­
behaIters (namlich des Korpers, in welchem die Reibungswarme erzeugt wurde), 
wobei am Ende dieses Prozesses die Vorrichtung, die das vollzieht, wieder in 
der Ausgangsstellung sein muB, also eine periodische Maschine darstellt, im Wider­
spruch mit dem II. Hauptsatz. 

34. Umkehrbare Kreisprozesse beliebiger Form. Wir wollen nun versuchen, 
eine GroBe anzugeben, an deren Verhalten man erkennen kann, ob ein Vorgang 
umkehrbar ist oder nicht. Fur CARNOTsche Kreisprozesse wurde der Wirkungs­
grad YJ hinreichen, fUr allgemeine Vorgange ist er aber nicht geeignet. 

Fur den CARNoTschen KreisprozeB gilt, wenn er umkehrbar geleitet wird: 

~ + gm = o. 
T2 Tl 

(1 ) 

Die Gleichung ist mit dem Ansatz rJ = T2 ~ Tl gleichwertig, wie der Ersatz von 
2 

Qm durch A - Ql zeigt. (1) lautet mit einer etwas anderen Bezeichnungsweise 

Hierbei ist, wie bisher stets, die aufgenommene Warmemenge positiv gerechnet. 
Nun sei ein beliebiger, umkehrbar durchlaufener KreisprozeB gegeben. 

Wir zeichnen die Kurve, die die Aufeinanderfolge der Zustande versinnbildlicht, 
in der p, V-Ebene auf; da es sich urn einen KreisprozeB handelt, ist die Kurve 
naturlich geschlossen. Jedem Punkt der p, V- Ebene entspricht cine bestimmte 
Temperatur; ferner wird bei der Zurucklegung eines Kurvenstiickes irgend­
eine bestimmte Warmemenge bQ zugefiihrt werden miisscn; diese Warme­
menge muB, damit die Zufuhr umkehrbar erfolgt, aus einem Behalter von 
der Temperatur kommcn, die dcr betreffendcn Stelle entspricht. Es sind 
also im allgemcinen vVarmczufuhren bci uncndlich vielcn verschiedenen Tem­
peraturen notig. 
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Wir werden die Warmezufuhr mittels einer "Zwischenapparatur" vornehmen, 
die Carnotprozesse beschreiben kann. Wir teilen die Kurve, die den Verlauf 
des Kreisprozesses darstellt, in Stucke AB, Be. .. Durch jeden Punkt A, B, e 
legen wir die Isotherme Aa, Bb usw. und die Adiabate Ab, Be usw. und ersetzen 
den urspriinglichen KreisprozeB durch einen anderen umkehrbaren KreisprozeB 
Ab Be e ... , der aus lauter kleinen Stiicken von Adiabaten und Isothermen 
zusammengesetzt ist. Es sei die Warmemenge, die aufgenommen wird, wenn man 
auf dem Stiick der Isotherme von b nach B geht, Qb_ B. 

Wir fiihren nun den KreisprozeB folgendermaBen P 
durch: Wir beginnen z. B. in A und gehen auf der 
Adiabate nach b. Wir wollen nun auf der Isotherme 
von b nach B und miissen dabei die Warmemenge Qb_B 
bei der Temperatur T B zufiihren. Das tun wir, indem 
wir die Zwischenapparatur einen CARNoTschen Kreis­
prozeB ausfiihren lassen, bei welchem sie die Warme-

B[)Za. 
r: b 

c . 

v menge Qf einem groBen festen Warmebehiilter der 
Temperatur n entnimmt und dann mit T B als der 
unteren Temperatur des Carnotprozesses Qb_B an 
das untersuchte System abgibt, wahrend dieses die 
Zustandsanderung b - B durchmacht. Wir miissen 

Abb.7. Annaherung eines 
beliebigen Kreisprozesses 
durch Stucke von Adia-

baten und Isothermen. 

demnach die Lange des Carnotprozesses des Zwischensystems so wahlen, daB 

Qf = Qb~B ~ ist. 1st das untersuchte System in B angelangt, so folgt 

die Adiabate nach e und darauf wieder Isotherme bis e, wobei die Warmemenge 
Qc~o durch einen neuerlichen CarnotprozeB des Zwischensystems zwischen 
den Temperaturen n und To erfolgt, wobei dem Behalter Q die Warmemenge 

Qo Q n ·d I = c _ 0 To entzogen wlr . 

Nach Beendigung des Kreisprozesses ist sowohl das betrachtete System als 
auch das Zwischensystem in seiner Ausgangslage, beide haben daher wieder ihre 
urspriingliche Energie. 

Dem Behalter 0 hingegen ist die Warmemenge 

~QI = n (Qb_B + Qc_o + ... Qz~z + Qa_A) 
TB To Tz TA 

(2) 

entzogen worden. Die aquivalente Arbeit muB entstanden sein. Nun zeigt man 
aber leicht, daB bei immer feiner werdender Zerlegung Qb~B bis auf GroBen 
zweiter Ordnung gleich der Warmemenge ~QA~B ist, die auf der Kurve des 
Kreisprozesses von A nach B aufgenommen wird. Man betrachte namlich den 
kleinen umkehrbaren KreisprozeB, der durch das Dreieck AbB dargestellt ist. 
Die zugefiihrten Warmemengen sind: -~QAB und Qb~B' die dritte Seite Ab 
ist ja eine Adiabate. Da nach dem KreisprozeB die Energie die gleiche ist, ist 
die zugefiihrte Warme gleich der geleisteten Arbeit 

-~QAB + Qb_B = g) PdV. (3) 

Das rechte Integral ist aber gleich der Flache des Dreiecks AbB (Ziff.9) und wird 
daher mit abnehmendem Abstand AB quadratisch klein, wahrend lJQ und Qb_B 
nur von der ersten Ordnung klein werden und daher einander gleich sein mussen. 

Demnach wird der Grenzwert aus der Summe (2) 

QI = nf~i. (4) 

4* 
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Wenn dieser Grenzwert positiv ware, so ware durch den KreisprozeB die 
Warmemenge QI in Arbeit verwandelt, ohne daB irgendwo sonst Veranderungen 
entstanden waren, was dem II. Hauptsatz widerspricht. 

Foiglich muB 

sein. 1st der KreisprozeB umkehrbar, so hat man fiir die Umkehrung 

f ~i' :> 0, da ~Q' = -~Q. 

(5) 

Das >-Zeichen widerspricht nach dem oben Gesagten dem zweiten Hauptsatz, 
folglich muB fiir umkehrbare Kreisprozesse 

f~! =0 (6) 

gelten, wahrend fUr nicht umkehrbare 

f~i <0 (6') 

gelten kann. Wir haben noch zu zeigen, daB fiir nicht umkehrbare (6') gelten 
muB, d. h., daB man umgekehrt aus der Giiltigkeit von (6) auf die Umkehrbarkeit 
des betreffenden Prozesses schlieBen kann. 

Das liegt aber schon in der Definition des Wortes "umkehrbar" (Ziff.32). 
Denn am Ende eines Kreisprozesses, in we1chem (6) gilt, sind aile beteiligten 
Systeme, das eigentlich untersuchte, die Hilfsapparatur und der WarmebehaIter 
im Ausgangszustand, der letztere deshalb, weil aus (6) nach (4) QI = 0 folgt. 
DaB dagegen der ProzeB direkt umkehrbar ist, ist nicht notig. 

35. Die Entropie. Wir wollen nun irgendeinen Zustand (vo, To) willkiirlich 
als Bezugszustand wahlen. Dann ist in der vorigen Ziffer folgendes bewiesen 
worden: Wenn wir auf irgendeinem umkehrbaren Weg vom Bezugszustand in 
einen anderen Zustand (v, T) iibergehen, so ist das Integral 

T 

f~J 
T. 

unabhangig vom Weg, denn wenn wir diesen Weg und einen anderen direkt 
umkehrbaren (der sich z. B. stets aus Stiicken von Adiabaten und Isothermen 
konstruieren laBt) zu einem KreisprozeB vereinigen, so heben sich die beiden 

T To 

Integrale fund f gerade auf. Wir konnen daher eine Funktion definieren 
To T 

und die Entropie s nennen, die nur vom Zustand (v, T) abhangt und gegeben ist 
durch 

~Q 
ds=-, 

T 
(1 ) 

wo (jQ die auf irgendeinem reversiblen Weg zugefiihrte Warme ist. Natiirlich ist die 
Entropie, eben so wie die Energie, nur bis auf eine additive Konstante definiert. Wir 
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haben der Klirze halber unsere Definition flir den Fall ausgesprochen, daB das 
System durch V und T bestimmt ist, sie gilt aber allgemein ebenso. Wie s wirklich 
zu berechnen ist, wird spater besprochen (Zif£. 61 u. 65). 

Geht man auf irreversiblem Weg von vo, To nach v, T, so hat s - So natiirlich 
den gleichen Wert, die Entropieanderung hangt ja nur von Anfangs- und Endzustand 
ab (laut Definition derselben mit Berlicksichtigung des II. Hauptsatzes), dagegen 
ist die jeweils bei der Temperatur T aufgenommene Warme (jQ geringer als die 
bei derselben Temperatur beim reversiblen Vorgang aufgenommene (jQ. Man 
kann namlich den irreversiblen Weg mit einem direkt umkehrbaren reversiblen 
zu einem irreversiblen KreisprozeB zusammenschlieBen, flir den (6') Zif£. 34 
Geltung hat. Es ist also flir irreversible Vorgange 

T 

s -so> I!¥. ( 1') 

To 

Flir adiabatische irreversible Prozesse ((jQ = 0) nimmt demnach die Entropie 
stets zu. 

Flir so1che Systeme, in denen nur V und T als Veranderliche auftreten, 
kann man 

(jQ = dE + pdV 

schreiben (wobei alles auf ein Mol bezogen ist). Dann ist 

V,T 

5 - So = I dE i p dV , (2) 

Vo,To 

dS = dE + P dV . (2') 
T 

Flir ein System, bei dem statt der Volumarbeit elektrische Arbeit auftritt 
(Spannung [EJ, Ladung [eJ), wlirde statt (2') zu schreiben sein 

ds = de + [EJd[eJ . (2") 
T 

Manchmal wird (2) flir allgemeiner gehalten als (1), weil (2) allgemein gelte, 
wahrend (1) auf reversible Dberflihrung beschrankt sei bzw. zu (jQ die Ein­
schrankung zu setzen ist, daB es dem System auf reversiblem Weg zuzuleiten 
ist. Hingegen sei in (2), (2') keine so1che erganzende Bemerkung notig. 

Aber diese Unterscheidung ist ein Irrtum. Es gilt namlich fiir ein System, 
das z. B. nur Volumarbeit leisten kann, allgemein fUr reversible und irreversible 
Vorgange 

(jQ = dE + pdV, 

wo p der bei dem betreffenden Vorgang eben am Stempel herrschende Druck ist. 
Die vorhin erwahnte Meinung setzt nun stillschweigend fiir p den aus der gewohn­
lichen Zustandsgleichung bekannten Druck, d. h. den Gleichgewichtsdruck, ein 
und macht hiermit stillschweigend dieselbe Einschrankung (sogar auf die "direkte 
Umkehrbarkeit"). In Gleichung (2) mliBten wir also eigentlich p schreiben. 
Trotzdem werden wir das nicht tun, verabreden aber hiermit ausdrlicklich, daB 
in den Gleichungen (2),(2'), (2") stets derGleichgewichtsdruck, das Gleichgewichts­
potential usw. gemeint ist. 
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Die Richtigkeit vorstehender trberlegungen erkennt man besonders deutlich 
bei Betrachtung galvanischer Ketten, fUr die (2") gilt und in denen bei An­
wesenheit irreversibler Prozesse das gemessene [E] tatsachlich unter dem Gleich-
gewichtswert [£] liegt (Polarisation). 

36. Entropie zusammengesetzter und abgeschlossener Systeme. Wir haben 
in Ziff.35 nur von der Entropie des einen arbeitenden Systems gesprochen, 
das in sich natiirlich in jedem Augenblick eine einheitliche Temperatur hat. 
Wir konnen jetzt aber eine Reihe von Teilsystemen A, B, C ... , die gleiche oder 
verschiedene Temperaturen haben mogen und die untereinander in warme­
leitender Verbindung stehen oder auch voneinander isoliert sein konnen, als ein 
System auffassen. 

Sind sie voneinander isoliert, so hat 

SA - SOA =f!5QA , 
TA 

SB - SoB =f !5QB 
TB 

denselben Wert, den es ohne die Zusammenfassung zu einem Gesamtsystem 
hat; man kann hier ohne weiteres einen neuen Zustand des vereinigten Gesamt­
systems so herstellen, daB man die Teilsysteme (auch in Gedanken) getrennt 
in den neuen Zustand bringt. Man wird dann die Anderung der Gesamtentropie 
definieren als 

d d d deA + PAdvA deB+ pBdvB 
S = SA + SB + ... = + + ... 

TA TB 
(1 ) 

Sind die Systeme warmeleitend verbunden und im Gleichgewicht, wozu nach 
Ziff.3 die Gleichheit der Temperatur gehort, so kann man zum Ubergang in den 
neuen Zustand die Teilsysteme zuerst trennen, dann einzeln den trbergang ausfUhren 
lassen und dann wieder vereinigen. Mit der Trennung und Wiedervereinigung 
ist nur eine Energieanderung, die der Oberflache proportional ist und im all­
gemeinen vernachlassigt werden kann (Ziff. 4), verbunden, nach der Vereinigung 
findet infolge der Gleichheit der Temperatur kein Warmeaustausch statt. Man 
kann also hier setzen 

ds = dSA + dSB = ~A"} !5Q!I_ = deA + deB + P;dVA + PBdvB. (2) 

Endlich ist noch die Entropie eines Systems zu definieren, dessen Teile zwar warme­
leitend verbunden, aber nicht von gleicher Temperatur, also nicht im Gleich­
gewicht sind. Hier kann man sich denken, daB man von irgendeinem Gleich­
gewichtszustand (iiberall gleiche Temperatur To) ausgeht, die Teilsysteme von­
einander thermisch isoliert, einzeln in den gewiinschten Zustand bringt und 
dann die warmeleitende Verbindung herstellt. Der Zustand vor dieser Verbindung 
ist reversibel erreichbar, daher seine Entropie nach (1) definierbar 

Man definiert nun, daB unmittelbar nach Herstellung der warmeleitenden Ver­
bindung, solange die ZustandsgroBen (VA, T A .•• ) keine merkliche Veranderung 
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erfahren haben, auch die Entropie dieses Systems noch den Wert (3) hat, evtl. 
wieder bis auf OberflachengroBen (Ziff.4), die von der Verbindung abhangen 
konnten. 

Noch etwas schwieriger liegen die Verhaltnisse im lnnern von Gemischen, 
deren Bestandteile miteinander reagieren konnen. Es ist die Frage, ob man 
hier vor Erreichen des chemischen Gleichgewichts (aber bei konstanter Temperatur 
innerhalb der ganzen Phase) eine Entropie definieren kann. Hierzu ist ein Ver­
fahren erforderlich, das die umkehrbare Herstellung der Mischung in so ·kurzer 
Zeit gestattet, daB noch keine merkliche Reaktion eingetreten ist (s. auch Ziff. 66). 
Wenn man dann formal die Entropie dieser Mischung durch dieselbe Funktion 
von Temperatur, Druck und augenblicklicher Zusammensetzung definiert, die 
gelten wiirde, wenn iiberhaupt keine Reaktion moglich ware, so hat diese Funktion 
alle Eigenschaften, die der Entropie zuzuschreiben sind, wie HOENENl) gezeigt 

hat. Es ist namlich bei allen Anderungen im Gleichgewicht bs = bi ' bei allen 
- bQ Anderungen auBerhalb des Gleichgewichts bs> T' 

Nach diesen Definitionen gilt fUr solche Veranderungen, die durch inneren 
Warmeaustausch innerhalb eines Gesamtsystems hervorgerufen werden, die 
Gleichung 

d = ~bQ, 
s ..:;;..; T ' , , 

(4) 

sobald nur die Anderungen, die mit den Warmeabgaben oder -aufnahmen eines Teil­
systems verkniipft sind, in diesem Teilsystem reversibel sind. Der Warmeaustausch 
der Teilsysteme unter sich braucht aber nicht reversibel zu sein. Man konnte 
namlich die Teilsysteme voneinander isolieren und jede Warmeaufnahme oder 
-abgabe von auBen her durch einen eigenen Warmebehalter der richtigen Tem­
peratur reversibel erfolgen lassen, wobei sich (4) definitionsgemaB ergeben wiirde. 

1st im speziellen auch der Warmeiibergang zwischen den Teilsystemen 
reversibel, T2 = Tl und das System nach auBen abgeschlossen, also L bQ, = 0, 
so wird ds = 0. 

In einem nach auBen abgeschlossenen System bleibt also bei allen umkehr­
baren Vorgangen die Entropie konstant. 

1st der Warrneleitvorgang nicht reversibel, soist im einfachsten Fall zweier 
Teilsysteme fiir bQA = -bQB > ° TA < TB, also 

ds = bQA + bQB = bQA (1 _ TA) > 1. 
TA TB TA TB 

1m abgeschlossenen System nimmt bei irreversiblen Warmeleitvorgangen die 
Entropie zu. 

DaB sie im abgeschlossenen System auch bei Abwesenheit von irreversiblen 
Warmeleitvorgangen, aber Vorhandensein anderer irreversibler Vorgange zu­
nimmt, wurde zu (1') Ziff.35 bemerkt. 

1m abgeschlossenen System nimmt demnach bei allen irreversiblen Vorgangen 
die Entropie zu. 

Fande man in einem abgeschlossenen System entweder irgendeinen Vorgang, 
bei dem die Entropie abnimmt, oder einen irreversiblen Vorgang, bei dem sie 
konstant bleibt, so lieBe sich hierrnit sofort ein Perpetuum mobile zweiter Art 
bauen. Glaubt man einen solchen Vorgang gefunden zu haben, so wird man 

1) P. H. ]. HOENEN, ZS. f. phys. Chern. Bd.82, S.695. 1913. 
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daher, urn nicht den II. Hauptsatz aufgeben zu miissen, ~e ErkHirung darin 
suchen, daB das betrachtete System nicht geniigend abgeschlossen war und daher 
auBer der vorgefundenen Entropieanderung noch in einem in Wirklichkeit zum 
System gehorigen Teil eine Entropiezunahme stattgefunden hat. 

37. Freie Energie. Die Entropie ist in der vorherigen Ziffer einwandfrei 
definiert worden. Namen und Definition haben aber den Nachteil der Unanschau­
lichkeit, soweit man nicht statistische Vorstellungen zu Hilfe nimmt. In diesem 
Punkt sind zwei andere Funktionen iiberlegen. Man kann namlich aus gegebenen 
Zustandsfunktionen durch endliche (z. B. algebraische) Formeln beliebige neue 
Zustandsfunktionen machen. Hierbei sind folgende besonders niitzIich: 

t,,=e-Ts, (1) 

genannt die "freie Energie bei konstantem Volumen"; 

tp = e - Ts + pv, (2) 

genannt die "freie Energie bei konstantem Druck" (EUCKEN) oder das "zweite 
thermodynamische Potential" (GIBBS). 

In den Anwendungen leistet dasselbe wie tp die PLANcKsche Funktion 

qJ-_iL 
- T' (3) 

die Formeln schreiben sich mit dieser sogar einfacher, doch fehlt ihr der einprag­
same Name und die mit ihm verbundene Gedankenassoziation, so daB wie lieber tp 

benutzen werden. 
38. Arbeitsleistung bei verschiedenen Vorgangen. a) Bei adiabatischen 

Vorgangen ist ~Q = O. Daher ist de = -~A. Wie groB aber de ist, mit anderen 
Worten, welcher Zustand bei dem adiabatischen Vorgang erreicht wird (z. B. 
bei einem Gas: welche Endtemperatur einer bestimmten Ausdehnung entspricht), 
hangt von der groBeren oder kleineren Irreversibilitat abo 1st der Vorgang 
irreversibel und leistet die Arbeit A, so kann man an ihn einen reversiblen 
adiabatischen ProzeB anschlieBen, der Arbeit -A' = +1 verbraucht und zum 
Ausgangsvolumen, aber einer anderen Temperatur, zuriickfiihrt. Dann schlieBt 
man den KreisprozeB durch Warmezufuhr bei konstantem Volumen Q = A - A; 
nach dem zweiten Hauptsatz muB Q negativ sein, folglich ist A < 1; man kann 
die Reihenfolge des adiabatischen und isochoren Prozesses auch vertauschen. 
D. h. die irreversible adiabatische Ausdehnung leistet weniger Arbeit und fiihrt 
zu geringerer Abkiihlung als die reversible zwischen denselben Volumwerten. 

b) Bei isothermen Vorgangen ist 

~TA=-~e+~Q. (1) 

Findet em isothermer reversibler Vorgang statt, so ist ~Q = Tds, also 

oder nach (1) Ziff.37 
~TA = - ~T e + T d s 

~TA = -~Ttv' 

(2) 

0) 
D. h.: bei einem isothermen reversiblen Vorgang ist die yom System geleistete 
Arbeit gleich der Abnahme der freien Energie. Dieser Tatsache verdankt letztere 
GroBe ihren Namen und ihre anschauliche Bedeutung. Man kann namlich 
die Energie eines Systems aus zwei Teilen zusammensetzen: der freien Energie t 
und der "gebundenen Energie" (e - I). Bei einer isothermen reversiblen Zu­
standsanderung liefert eine Abnahme der freien Energie Arbeit, eine Abnahme 
der gebundenen Energie Warme. 
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Es sei hierzu noch folgende Bemerkung eingeschaltet: Die eben erwahnte 
anschauliche Beziehung druckt den wirklichen Tatbestand noch viel genauer 
aus, als wir es hier zeigen kannen. Sie setzt namlich voraus, daB die freie Energie 
ein Teil der Gesamtenergie ist, also kleiner als diese, oder 8 immer positiv. Das 
ergibt sich nun tatsachlich aus dem III. Hauptsatz (s. ds. Band Kap. 2) fUr alle 
festen und flussigen Stoffe, und wenn die Entartungstheorie der Gase recht hat, 
auch fUr diese. Allerdings gilt dies nur fiir die freie Energie und Gesamtenergie 
selbst. Die Anderungen, die diese GroBen bei irgendeinem Vorgang erleiden 
kannen, kannen verschiedenes Vorzeichen haben, es kann ~ e = 0 und ~ t sehr 
groB sein usw. 

Betrachtet man einen isothermen Vorgang bei konstantem Druck, so ist die 
jetzt maBgebende "technische Arbeit", z. B. die elektrische Arbeit einer gal­
vanischen Kette, unter konstamtem Druck 

(4) 

Sie steht in denselben Beziehungen zur "freien Energie bei konstantem Druck" 
wie die gewahnliche Arbeit zur freien Energie bei konstantem Volumen. 

Fur isotherme reversible Kreisprozesse ist Ao = 0, Aop = o. 
Gehen die Prozesse irreversibel, so ist die geleistete Arbeit kleiner als bei 

den entsprechenden reversibeln Vorgangen 

~TA<-~fv, ~TAp<-~tp· (5) 

Denn sonst kannte man sofort einen irreversiblen CARNoTschen KreisprozeB 
zusammenstellen, der denselben Wirkungsgrad hatte wie ein reversibler. 1m 
Gegensatz zu adiabatischen irreversiblen Kreisprozessen ist der Endzustand 
und daher auch die Energie hier im allgemeinen dieselbe wie beim reversiblen 
ProzeB, dafUr ist ~Q kleiner. 

Fur nichtisotherme umkehrbare Prozesse gilt keine so einfache Beziehung 
zwischen geleisteter Arbeit und Anderung der freien Energie (erstere ist kein 
vollstandiges Differential!). 

Es ist 
~A=-de + biJ = -de + Tds I 

= -dtv - sdT = -dlv - (:~) dT 
[so (4) Ziff. 39J (6) 

bzw. ~Ap = -dip - (~7)p dT. [So (4') Ziff. 39J (7) 

39. Differentialbeziehungen, Beziehungen zwischen den thermodyna­
mischen Funktionen. Es sei ein beliebiges System gegeben, das auBer durch die 
Temperatur und das Volumen noch durch eine Reihe von anderen Variabeln YI" . 
charakterisiert sei (z. B. ein galvanisches Element durch die Strommenge [eJ, die 
man ihm entnimmt). Hierbei seien die Y so gewahlt, daB eine Anderung von Tbei 
konstanten v, Yv ... y, .. . k keine Arbeitsleistung hervorruft (die Y haben also den 
Charakter von v und nicht von P). Es sind demnach e, 8, I ... Funktionen all 
dieser GraBen. Nun definiert man weitere GraBen Y, dadurch, daB bei einer 
Anderung der KoordinateIi die geleistete Arbeit durch 

~A = Pdv + Y 1 dYI + Y 2dY2 + ... (1) 

gegeben sei. Die Y, sind also "verallgemeinerte KrMte". Fur einen idealen elasti­
schen Karper sind sie Z. B. durch 

Y=-~ , oy, 
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gegeben. Wir wollen weiter voraussetzen, daJ3 alle Veranderungen reversibel 
("im Gleichgewicht") vorgenommen werden, so daJ3 neben (1) Ziff.38 auch 
(1) Ziff. 35 gilt. Dann ist 

de = Tds - pdv - LY,dy,. (2) 
Daraus folgt 

dl = d(e - Ts) = -sd T - Pdv - LY,dy, 
oder 

(~) dT + (~f) dv + L (~ I) dy, = - sdT - pdv - LY,dy, (3) oT v,Y, ev T,y, oy, T,v'Yj 

oder 1) 

(:nV'Y'= -s, (4) (0/ ) =_p (5) (2/) _-V 
OV T,y,' oy, T,v'Yj - ,. 

(6) 

Man kann unser System auch statt durch v und die y, durch p und Y, 
(z. B. die elektromotorische Kraft) beschreiben, also T, p, Y, als unabhangige 
Variable wahlen. Dann bildet man zweckmaJ3ig eine Funktion 

Ipy = Iv + pv + LY,y, = Ip + LY,y,. (7) 

In ihr sind die V,)I" T durch p, Y" T ausgedriickt gedacht. Vollstandige Diffe­
rentiation und Einsetzen von (3) liefert 

dlp,Y = - sdT - pdv - LY,dy, + pdv + vdp + LY,dy, + Ly,dY, 
oder 

(~~~/t.Y= -s, (4') (0~pY)1"Y' = v, (5') (O£t;)T,P,Y
j 
= )I,. (6') 

Man beachte, daJ3 die Differentiation z. B. in (4') einen ganz anderen Sinn hat als 
in (4). In (4') sind der Druck und die Krafte konstant zu halten, zu diesem Zweck 
miissen bei Temperaturanderung das Volumen und die Koordinaten geandert 
werden. Hingegen bleiben in (4) diese letzteren GroJ3en konstant, darum bewirkt 
die Anderung von T eine so1che des Druckes und im allgemeinen auch der anderen 
Krafte. 

Der Ubergang von den unabhangigen Variablen v, y, zu p, Y, wie er sich 
im Unterschied der gestrichenen und der ungestrichenen Gleichungen ausdriickt, 
ist eine allgemeine mathematische Methode, die "LEGENDRESche Transfor­
mation". Sie tritt in genau analoger Weise in der hoheren Mechanik auf, wobei man 
statt der Geschwindigkeiten die Impulse als unabhangige Veranderliche wahlt und 
dann die (7) entsprechende Anderung in der "Wirkungsfunktion" vornehmen muJ3. 

Man kann den Ubergang auch teilweise vornehmen, z. B. statt v,)", die 
Variabeln p, y, wahlen. Dann benutzt man Ip , und es gilt 

( iJlp) = -s (OIl!) = v (Olp) = _ y 
oT p,Y, ' ap T,y,' oy, T,p'Y j ,. 

In Wirklichkeit war schon der Ubergang von (4), (5), (6) zu (4'), (5'), (6') 
nur ein teilweiser, denn wir haben dabei T als un~bhangige Variable beibehalten. 
Nach (3) ist die GraGe, die den verallgemeinerten Kraften Y, fur die Variable T 
entspricht, gerade s. Wunscht man daher als unabhangige Variable statt T, v, y, 
das System s, v, y, zu haben, so hat man den (7) e'ntsprechenden Ubergang zu 
machen, dessen Resultat man in (2) schon vorfindet. Hieraus folgt 

(~~) =T, (4") (~~) =-p, (5") (~e) =-Y" (6") 
cs V,Y t CV S,Y{ (ij'( S'V'Yj 

1) Der Index, bedeutet Konstanz samtlicher )I" i clagegen mit Ausnahme des einen 
y" das in der betreffenden Gleichung yorkommt. 
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Hierbei ist e als Funktion von T, v, y, gedacht. Ferner gehort zu dem System 
s, p, Y, die Funktion 

mit 
epY = e + pv + LY,y, = ep + LY,y, 

(a:py) =T, (4''') 
os . P,y 

(oep y ) = v (5 "') 
op ',y , 

(oep y ) 
~- =y,. 
(lY, 8, p,Yj (6"') 

Endlich kann man e , v, y, als unabhangige Variable einfiihren. Dann ist nach (2) 

1 P ~Y, 
ds = T de + T d v + ~ T d y" (8) 

also 

( OS) 1 (4"") 
oe v,y, = T ' (!:)e,y, = ~, (5"") (6"") 

Entsprechende Formeln fur die Variabeln e, p, Y, sind leicht hin zu schreiben. 
40. Weitere Differentialbeziehungen, insbesondere fur die spezifischen 

Wiirmen. Die Gleichung (8) Ziff. 39 kann man jetzt umschreiben, indem man 
T, v, y, als unabhangige Variable einfiihrt. Es ist 

( os) (OS) ~(os) 1 (6e) ~ dT + -- dv + - dy - - ~ dT 
aT V,y, ov T,y, oy, T,v'Yj ,- T aT V,Y, 

1 [(0 e) ] ~ [( 0 e ) ] + - - + P dv + - + Y dy T OV T,y, oy, T,v'Yj , , 

oder mit (1) Ziff. 16 

( os) Cv 

aT V,Y, = T' (1) 

(2) 

(~) = ~ [(~) + y,] 
oy, T,v'Yj Toy, T,v'Yj • 

Der Sinn dieser Gleich ungen ist klar ; es ist die En tropieanderung, die einer Tem-

.. d h" /3 A b' l' . h (a s) dT dQv cvdT peraturan erungo neau ere r eltselstungentspnc t, aT V,Y, =y=------y-. 
Entsprechend ist die Warmemenge, die man zufiihren mu/3, urn bei konstanter Tem-

. dQ [(a e) ] peratur z. B. das Volumen zu vergro/3ern, nach (2) Zlff.15 dvbV= ov T,y,+ P dv; 

sie wird zur Vermehrung der inneren Energie und zur Leistung au/3erer Arbeit 
benutzt. Es berechnet sich dann1) 

( os) 1 dQ 
ov T,y = T bV· 

1) Den Index t lassen wir von jetzt ab weg, wenn aIle t darunter verstanden sein 
sollen. 
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Bildet man sowohl aus (1) [in der Form :; = ~ :~] als auch aus (2) 0~2;T 
02 S. 82 S 

bzw. aus (1) und (3) ~T ~ ,endllch aus (3) -"~-'l-, so findet man 
v o~ d~v~ 

(~) - T ( 0 P) - P (4) oV T,V- oTv,v ' 

(~) _ T(oY,) _ Y 
oy, T,v,vj - aT v,y " 

(5) 

(::')T,V,Vj = (oO~')T'Y' (6) 

(Oy,) _ (OYI) 1) 
,OYl T,v,v"vj - oy, T,v,Vp'lj • 

(7) 

Aus (2) und (4) bzw. (3) und (5) folgt 

(~;)T'V = (~:tv' (8) 

(OS) (Oy,) 
oy, T,v,Vj = aT v,v· 

(9) 

Endlich ergibt (1) nach v, (8) nach T differentiiert [bzw. (1) nach y" (9) nach T 

differentiiert] (oeV'Y) = T (C2P) , 
ov T,V OI2 V,V (10) 

~ev,v = T ~ (~) (~2Y) 
o y, T,v,Vj OT2 v,v· 

(11) 

Ganz entsprechende Gleichungen lassen sich auch unter Benutzung qer Variablen 
T, p, Y ableiten; sie lauten 

(as) (0 ep Y) ep Y 
o T p, Y = aT p, Y = T' ( 1') 

(as) =~[(oepy) _v]=~[(oe) (~) ~y(iJy,) -v] 2 ap T,Y T op T,Y T op T,Y + P op T,Y + L. ' op T,p,Y , ( ') 

(3') 

av (depy) (oe) (dV) L (d Y,) T c?i + v = - c/p T, Y = - a p 1', Y - P apT, Y - Y, ffP 1', Y , (4') 

T (cy,) = _ (oe}Jx) _ y 
aT T,p,Y ay, 1',p'Yj " 

(5 ') 

(is) (ov) 
2p T,Y = - aT P,y' 

(8') 

1) i bedeutet hier alle Indices auBer , und l, , nur das y, der Gleichung. 
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(as) (oy,) 
oY, T,p'Yj = - aT p,Y , (9') 

aCpy = _T(~2V) ., 
ap ,oT2 p,Y (10') 

(aCpy') =' -T (a2y,) • 
ay, aT2 p,Y (11 ') 

Natiirlich kann man auch "gemischte" Ausdriicke bilden, z. B. 

o cp, y = _ T ( 02 v) . ( 11 ") 
ap ap P,y 

Die vorstehenden Gleichungen beruhen aile auf der Tatsache, daB seine 
Zustandsfunktion ist. Wiirde z. B. bei einem ganz einfachen System, das durch 

T und V beschrieben wird, ~~ of T ~~ gefunden werde~, so hieBe das, daB 

man nicht zum selben Wert von fd 5 = fdE +TP dV kommt, wenn man einer­

seits zuerst V vergroBert und dann T, und andererseits zuerst T und dann V. 

Denn (10) ist nur eine andere Form von a~ ~; = -:T ~~, und diese Gleichung 

driickt gerade die Unabhangigkeit vom Weg aus. 1st diese aber nicht vorhanden, 
so kann man sofort einen kleinen KreisprozeB nach CLAPEYRON (Ziff.22) kon­
struieren, der mit einem gleichen KreisprozeB, ausgefiihrt mit idealem Gas, kom­
biniert werden kann und ein Perpetuum mobile zweiter Art ergabe. 

Aus Gleichung (4) Ziff.40 und (3) Ziff. 16 erhiilt man eine Formel, die 
zur bequemeren Berechnung der Differenz der spezifischen Warmen bei kon­
stantem Druck und konstantem Volumen dient. Es ist 

C - C - T(~) (~) - -T(~) (OV)2 (13) 
PI! vy - aT Y,y aT P,y - av T,y oT p 

[unter Beriicksichtigung von (5) Ziff.8]. av 
Da aus Stabilitatsgriinden (Ziff. 8) 0 P < 0 ist, ist stets Cp ::> CV • Hierbei 

gilt das Gleichheitszeichen nur bei :~ = 0, d. h. an Temperaturpunkten, bei 

denen das Volumen ein Maximum oder Minimum ist. 
Von der Tatsache Cp - Cv > 0 ist schon in der Diskussion (Ziff.16) Ge-

brauch gemacht worden. Dort wurde benutzt, daB (:;) T + P stets dasselbe 

(und zwar im allgemeinen das positive) Vorzeichen hat wie (:~t, weil die 

erstere GroBe nach (4) gleich T (:~)v ist. 

AuBer der Gleichung (13), die Cp und Cv , beide bei konstantemygenommem, 
verkniipft, kann man noch Cp bei konstanten Kriiften Y und C. bei konstanten y 
vergleichen (bei Systemen ohne weitere Zustandsvariabeln y gibt das natiirlich 
nichts Neues). Es folgt mit (5) 

C - C T(~) (~) T~(ay) (Oy) p,Y - V,y + aT Y,y- aT p,Y + ~ oT Y,y aT p,l' 

= C - T(~) (~) (~) + T~(ay) (!L) V,y av T,y . aT P,y aT p,Y ~ aT Y,y aT p,y. 
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1m folgenden seien ohne weitere ErkHi.rung einige Formeln angefiihrt, 
we1che spezifisehe Warme, Ausdehnungs- und Spannungskoeffizient fUr einheit­
liehe Stoffe aus F. und Fp bereehnen. Sie sind aus den Formeln der Ziff. 39 und 
dieser Ziffer dureh geeignete Differentiation erhalten. Die ersten der hier an­
gefUhrten Formeln unterseheiden sich von (4), (4') Ziff. 39 und (1), (1') Ziff.40 
dadureh, daB dort C" dureh F", Cp dureh Fp ausgedriiekt, hier aber umgekehit 
C" aus Fp, Cp aus F" bereehnet wird: 

[(02 F ) a2 F (0 P) ] 
Co = - T aT: p + oTap aT v ' 

41. Die MAXwELLsehen Relationen. Wir lei ten nun eine Reihe von 
Gleiehungen ab, die zur Berechnung der Warmet6nung dienen, we1che bei ver­
sehiedenen Vorgangen entwickelt wird. Man nennt diese Gleichungen die MAX­
wELLschen Relationen. Bei der Ableitung wird stets benutzt, daB 

ds=~ 
T 

(1 ) 

ist. Die Gruppe der Relationen erhalt man durch Einsetzen von (1) in die Glei­
chungen (8), (9), (10), (8'), (9') der Ziff.40. Man findet 

( c)Q) = T('OP) 
c)VT,y iJTv,y' 

(2) ( c)Q) (6Y,) c)y~ T,v,W = T 7ft V,y' 

(4) ( c)~) (a~) 
C)Y, T,p,Yj = - T iJ T p,y' 

(5) 

Der Sinn der auftretenden Symbole ist klar. Z. B. ist in (3) c)Q die Warme­
menge, die (reversibel) aufgenommen wird, wenn man )i, andert (z. B. in einem 
galvanischen Element die Strommenge (~[e] durchschickt), wobei die Temperatur, 
das Volumen usw. konstant bleiben sollen. Auf der rechten Seite gibt iJY,j6T 
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den Temperaturkoeffizienten der entsprechenden "verallgemeinerten Kraft" 
(z. B. der elektromotorischen Kraft des galvanischen Elements) bei konstantem 
Volumen und konstanten y (d. h. z. B. bei offenem Stromkreis und ungeanderten 
Konzentrationen). Hierbei kann man (2), (3), (4), (5) auch mit "gemischten" 
aber natiirlich auf beiden Seiten gleichen, Indizes schreiben, z. B. 

(2') oder (j!{) = - T (~) a Y, T,v,Yj aT V,y' 
(5 ') 

Ubrigens erhalt man die obigen Gleichungen auch, wenn man (4) Ziff. 40 in (2), (4) 
Zif£. 15 einsetzt usw. 

Die zweite Gruppe von Relationen bekommt man dadurch, daB man in (4") 
Zif£. 39 nach v, in (5") ebenda nach s differentiiert und nun (1) beriicksichtigt. 
Entsprechend geht man mit (4") und (6") VOL Ferner differentiiert man (4"') 
nach p bzw. Y" (5''') und (6"') nach s. So findet man 

(_aT) = _ T (~) a v s, y b Q v, y , 
(6) (aT) __ T(bY,) 

OYt S'V'YJ - oQ V,Y 
(7) 

(aT') _ T (~) a p S,Y - b Q p, Y , 
(8) (aT) _ + T (bY,) 

ay, s,v'Yj - bQ p,Y 
(9) 

Auch hier kann man ohne weiteres die Indizes auf beiden Seiten andern [natiirlich 
nur diejenigen, die sich auf zusammengehorige, nichtbeteiligte Koordinaten be­
ziehen, d. h. z. B. in (6) nicht die Indizes s, v]. Also gilt z. B. auch 

(aT) -T(~) a p 8, Y - b Q p, y • 

Um diese Gleichungen zu verstehen, sei zuerst die Bedeutung des auch in 
Zif£. 39 (5"), (6"), (5"'), (6''') vorkommenden Index s erortert. Die Gleichung 
s = konst., ds = 0 stellt bei zwei Variabeln (v, T oder p, T oder p, v) eine Kurve, 
sonst eine Flache dar, die man die "Isentrope" nennt. Aus (1) folgt auf ihr c)Q = o. 
Eine isentropische Zustandsanderung bedeutet daher dasselbe wie eine adiabatisch 
reversible, wahrend es natiirlich daneben noch unendlich viele verschiedene 
adiabatisch-irreversible Vorgange gibt, bei denen die Entropie zunimmt. Der 
Index s bedeutet also eine adiabatisch umkehrbare Anderung. 

In (6) ist demnach (~T) d v die Tempera turanderung, die bei einer adiabatisch 
vv S,Y 

reversiblen Volumvermehrung dv eintritt, wahrend man die y, konstant laBt. 

(1-&) c)Q bedeutet die Druckanderung, die erfolgt, wenn m~n bei ungeandertem 

Volumen und ungeanderten y-Werten die Warmemenge c)Q reversibel zufiihrt. 
Man kann danach leicht (11) Ziff. 16 ableiten. Analog kann man schreiben 

(aY,) (aY,) Cy AB 

ay: s,A, B = ay, T, A, B' Cy,~A:B • 

Hier bedeutet A entweder die Yj , j of i oder die Yj (evtl. auch gemischt), B 
entweder p oder v. Diese Formel gibt z. B. das Verhaltnis der adiabatischen 
Polarisierbarkeit Y = rE], y = [e] eines galvanischen Elements zur isothermen an. 
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42. Die GIBBS-HELMHOLTzsche Gleichung. DefinitionsgemaB ist nach (1) 
Ziff. 37 

Iv = e - Ts. 
Hierzu (4) Ziff. 39 gibt 

(a tv) 
tv = e + T aT v,y' (1) 

Wenn e (V, T) bekannt ist, ergibt das eine partielle Differentialgleichung fUr lv, 
aus der man die Temperaturabhangigkeit dieser GroBe ermitteln kann. Es wird 
namlich nach leichter Umformung 

T,. T' 

Iv (V, T 2) _ Iv (V, T I) = -Ie (V, T) dT 
T2 TI P' 

(2) 

T.,T' 

Statt dieser prazisen Form kann man auch als unbestimmtes Integral mit einer 
unbestimmten Funktion ip(V) schreiben 

tv(V, T) = - ~re(~ T) dT + Tip(V). (2') 

Ebenso erMlt man mit (2) Ziff. 37 und (4') Ziff. 39 

und daraus 

(4) 

bzw. 

(4') 

Man nennt (1) die GIBBS-HELMHOLTzsche Gleichung, in ihr ist erster und zweiter 
Hauptsatz zusammengefaBt. (3) hat R. LORENZ abgeleitetl). 

In (1) steckt direkt die Formel fUr den unendlich kleinen KreisprozeB, die 
nach (1) Ziff. 23 dA Q 

dT= +T (5) 

lautet. A ist namlich die Arbeit bei einer isothermen reversiblen Anderung, also 
-A=Fv(V2,F) -Fv(Vl>T). FerneristQ=E(V2,T) -E(Vl>T) -F(V2,T) -F(Vl>T). 
Setzt man das in (5) ein, so erhalt man dasselbe Resultat, wie wenn man (1) 
zuerst fiir V 2, dann fUr VI hinschreibt und diese beiden Gleichungen voneinander 
abzieht. 

43. Die Gleichgewichtsbedingungen. Ein System ist dann im Gleichgewicht, 
wenn ohne Leistung auBerer Arbeit bzw. Zufuhr von \Varme keine Anderungen 
auftreten konnen. 

Wir hatten in Ziff. 10 besprochen, daB alle abhangigen ZustandsgroBen 
(z. B. e, s, I, dann der Druck p und die Y bei Wahl der y und V sowie T als un­
abhangige Veranderliche) bei Veranderungen nicht nur von den unabhangigen 
Veranderlichen selbst, sondern auch von ihren zeitlichen Differentialquotienten 
abhangen. Vorausgesetzt, daB diese Abhangigkeit stetig ist, nahert sich aber 
der Wert der untersuchten GroBe bei abnehmender Geschwindigkeit des Vor­
ganges dem \Vert im Gleichgewicht, unabhangig von der Richtung des Vorganges. 

") R. LORENZ u. "'1. KATAYA~IA, ZS. f. phys. Chern. TId. 62, S. 119· 1908. 
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Daraus hatten wir geschlossen, daB jede unendlich kleine Abweichung der 
auBeren Krafte und anderen Bedingungen yom Gleichgewicht einen unendlich lang~ 
samen Vorgang hervorruft, wobei eine Richtungsumkehrung der erwahnten Abwei­
chung auch den Vorgang umkehrt. Es sei z. B. ein GefaB mit Gas gegeben, das 
durch einen Stempel abgeschlossen ist, der mit Gewicht belastet ist. Bei unendlich 
kleiner Vermehrung des Gewichtes erfolgt unendlich langsame Kompression, 
bei Verminderung Ausdehnung. Die Gleichgewichtsbedingung muB also aus­
driicken, daB jede unendlich kleine Anderung des Zustandes einen umkehrbaren 
ProzeB hervorruft. Die Umkehrung dieses Satzes beweisen wir am Ende dieser 
Ziffer und besprechen zuerst die je nach den auBeren Bedingungen verschiedene 
Form der Bedingung, die die Umkehrbarkeit jedes moglichen Prozesses ausdriickt. 

Es muB namlich allgemein 

sein oder 

1m besonderen ist 

~s = ~g (d. h. ~Q = ~Q) 
T 

.\ _ ~e + ~A 
uS - T . ( 1) 

a) bei nach auBen adiabatisch abgeschlossenen Systemen (bQ = 0) die 
Bedingung, daB bei allen moglichen Anderungen gilt 

~S = 0; 

b) bei kiinstlich isotherm gehaltenen Systemen ist 

-~t =~A. 

(2) 

Wenn man den (rein mechanischen oder rein elektrischen) Apparat, der die 
Arbeit aufnimmt, mit zum System rechnet und die an ihm geleistete Arbeit ~A 
gleich der Zunahme seiner Energie ~e* (bzw. seiner freien Energie /*, da nicht­
thermische Systeme, wie Gewichte, elektrische Kondensatoren oder Elektro­
motoren, keine Entropie haben) setzt, so gilt flir das Gesamtsystem 

~(f + /*) = o. (3') 

c) 1st nur ein isothermer Vorgang moglich und wird auBerdem der Druck 
konstant gehalten, so ist es zweckmaBig, die Arbeit in den gegen den konstanten 
Druck geleisteten Teil + p ~v und die technische Arbeit ~AT zu teilen bzw. den 
Stempel mit Gewicht, der den Druck konstant halt, mit seiner potentiellen Energie, 
die gleich p"v ist, mit zum System zu rechnen 

(4) 

Rechnen wir auch den Rest der Arbeit aufnehmenden Apparatur zum 
System, so gilt wie friiher 

~(fp + bt;) = o. (4') 

Nur zahlt jetzt eben der Stempel nicht zum Sternsystem. 1st nur Volum­
arbeit (keine elektrische Arbeit u. dgl.) zu leisten, so ist 

t5 tp = o. (4") 

Wenn die Bedingungen (2) bzw. (3') oder (4') erfiillt sind, so folgt, daB die 
betrachtete Funktion S bzw. t oder tp (den Summanden +1* begreifen wir mit 
ein) gegeniiber allen vorkommenden Anderungen ein Maximum, Minimum oder 
einen Wendepunkt hat .. 

Handbuch der Physik. IX. 5 
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Hat s bzw. -If) oder -Ip ein Minimum t52 s bzw. -1521 oder -t52 /p> 0, so 
heiBt das, daB eine kleine Abweichung zwar umkehrbar ist, jede groBere Ab­
weichung aber zu Vorgangen fiihrt, beidenen die Entropie zu- bzw. die freie 
Energie abnimmt, die also nicht umkehrbar sind. Solche Zustande sind also 
labil. Derartiges haben wir z. B. in Ziff. 8 ausgeschlossen. Es ist namlich 
nach (5) Ziff. 39 z. B. 

1st die Funktions bzw. - loder -Ipein Maximum, t5 2s bzw. - t5 2! oder -t52 fp <0, 
so bewirkt zwar eine unendlich klein gedachte (virtuelle) Zustandsanderung 
nur eine Anderung zweiter Ordnung in s (bzw. f oder fp), jede endliche Anderung 
des Zustandes wiirde aber eine Abnahme nach sich ziehen. Eine solche kann aber 
nicht eintreten, ohne daB Warme zugefiihrt (bzw. von auBen her Arbeit gegen 
das betrachtete System geleistet) wurde, ist also bei den vorausgesetzten Be­
dingungen (der adiabatischen Abgeschlossenheit z. B.) iiberhaupt unmoglich. 
Daher gibt diese Bedingung ein stabiles Gleichgewicht. Hiermit ist zugleich 
der zu Anfang dieser Ziffer noch .aufgeschobene Beweis nachgeholt, daB die 
Gleichungen (2) bzw. (3'), (4') nicht nur notwendige, sondern auch hinreichende 
Gleichgewichtsbedingungen sind (wenn auBerdem ein Maximum vorliegt). End­
lich konnte der betrachtete Zustand noch einem Wendepunkt entsprechen, in 
welchem Fall der Zustand wieder labil ware. 

44. Spezielle Form der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung. Es sei ein 
System gegeben, das aus einer Anzahl von chemischen Stoffen besteht, die wir 
durch untere 1ndizes unterscheiden wollen. Hierbei liegt es vollkommen in unserer 
Willkiir, wie wir die chemischen Stoffe gegeneinander abgrenzen wollen. Wir 
konnen jede Molekiilart als chemischen Stoff bezeichnen und dabei z. B. S2 und S4' 
die beide im Schwefeldampf vorkommen, als verschiedene Stoffe auffassen. Wir 
konnen sogar zwei Moleki.ile S2' die in verschiedenen inneren "Quan tenzustanden" 
sind, als verschiedene chemische Stoffe ansehen1). Wir konnen andererseits als 
einheitlichen Stoff auch jede Substanz der gleichen Bruttozusammensetzung 
betrachten, z. B. jede, die nur aus Schwefelatomen besteht. 

Die Art der Definition hat nur EinfluB auf die Form der Funktion f, mit 
der wir gleich zu tun haben werden, und die natiirlich anders aussieht, wenn wir 
die Zusammensetzung durch die Gesamtzahl n der Grammatome Schwefel 
charakterisieren, als wenn wir dies durch die Molzahl n2 von S2' n4 von S4 
usw. tun. 

Die Zusammensetzung solI, wie schon erwahnt, in Molen angege.ben werden, 
wobei wir in Fallen, wo das Molekulargewicht nicht eindeutig festzulegen ist, 
als solches das Atom- bzw. Formelgewicht wahlen, z. B. bei fliissigem Schwefel 
S = 32. Wir treffen diese Wahl statt der gedanklich einfacheren des Gramm als 
Einheit, urn un sere Formeln nur mit ganzen Zahlen statt mit Irrationalzahlen 
(den Atomgewichten) zu schreiben (Ziff. 6). Das System moge aus verschiedenen 
Phasen bestehen, die wir durch obere Striche unterscheiden. 

Wir set zen die GroBen des Gesamtsystems additiv aus denen der einzelnen 
Phasen auf Grund der Dberlegungen von Ziff. 4 zusammen, d. h. wir ver­
nachlassigen die OberflachengroBen. Es ist also 

v = v' + v" + ... , 
e = e' + e" + . . . , 
/=1'+1"+ .... (Index v oder Pl. 

1) A. EINSTEIN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S.820. 1914. 
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Zur Angabe der Eigenschaften einer Phase gehort V' (oder P), T, dann n~ ... 
n;, d. h. ihre chemische Zusammensetzung. Diese GroBen bestimmen ihre Energie 
e', ihre freie Energie t' usw. In welcher \Veise die wirkliche Berechnung vor­
genommen wird, wird im Abschn. IV Ziff. 55 ff. erortert werden, vorderhand geniigt 
es, zu wissen, daB die Eigenschaften einer Phase nur durch ihre eigenen Zustands­
groBen V', T, n~, ... n~ bestimmt sind, nicht durch die Anwesenheit anderer 
Phasen. Diese letzteren wirken nur insoweit ein, als sie die freie Wahlbarkeit 
der Zahlenwerte der Zustandsvariabeln v', T, n1 ... einschranken. Das Gleich­
gewicht ist nun nach Ziff. 43 dadurch charakterisiert, daB gegeniiber allen mog­
lichen unendlich kleinen materiellen Anderungen, die bei konstanter Temperatur 
und ohne auBere Volumarbeit bzw. bei konstantem Druck erfolgen 

bTlv = 0 bzw. bTlp = 0 

ist. Alle moglichen materiellen Anderungen konnen wir folgendermaf3en erhalten 
(wobei wir bei den Differentiationen den Index T \veglassen und nach Belieben 
den Index v oder p anfiigen konnen). .. 

Wir entnehmen einer Phase (x) die Substanzmenge bnr des rten Stoffes 
und bringen sie in die Phase (I). Der Stoffumsatz betragt hierbei bn~:-) = -bn~). Die 
gesamte Anderung der freien Energie setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 
erstens der Abnahme der freien Energie, die die Phase x durch die Entfernung 

iJ I(x) 

der Substanzmenge erleidet und die gleich -lin(x) bn~.") ist; zweitens der Zu-
r 

nahme derfreien Energie, we1che die Phase I durch die Zufiigungvon bn~~) = - bn~") 

erfahrt und we1che gleich bn~.t) :f~t:) ist. Wenn die Gesamtanderung der freien 
r 

Energie bei diesem virtuellen Umsatz verschwinden soIl, so muB gelten 

Das gilt allgemein fUr aIle t, x, r. 
Die GroBe 

iJ I(x) 

on.(x) • 
r 

U I(x) 
._~ ... _ = /lex) 
on(x) I r ' 

. r 

(1 ) 

(2) 

bezeichnet man nach GIBBS als das "chemische Potential des rten Stoffes in der 
~den Phase". Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Phasen untereinander lautet 
also. Das chemische Potential jedes einzelnen Stoffes hat in ~llen Phasen, in 
denen er vorkommt, den gleichen Zahlenwert (nicht etwa die gleiche Funktions-

form) oder f-l\~) = f-l~.t) . (2') 

Eine so1che Gleichung ist, wie eben erwahnt, eine Bestimmungsgleichung fiir die 
in fl auftretenden Variabeln nix) ... n!:-) als Funktion von Vex) oder p, T und 
ni') ... n~.'). So1cher Gleichungen gibt es m (Anzahl der Phasen) - 1 un­
abhangige fiir jeden Stoff. 

Daneben sind noch materielle Umsetzungen innerhalb einer Phase moglich. 
Es sei z. B. eine chemische Reaktionsgleichung in der I-ten Phase 

wobei die aCt) ganze Zahlen und die A chemische Symbole sind. LaBt man einen 
kleinen Umsatz gemaB dieser Gleichung erfolgen und driickt wieder aus, daB 
dadurch keine Anderung der gesamten freien Energie erfolgen solI, so lautet die 

Bedingung ai') flit) + a~') fl~') = a~t) fl~t) + a~') fli' ) . (4) 

5* 
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Kann derselbe stochiometrische Umsatz auch in der :den Phase erfolgen (z. B. 
2 S2 -+ S4 im Gaszustand und in der Schmelze), so _ bringt die hierfiir geltende 
Gleichung 

aix, lAx, + a~x' f.lJ:' = a~'" ft~x' + a~x) f.l~x) 
nichts Neues, wie der Vergleich von (2') und (4) zeigt, weil aix) = ai') ist, 
da es sich urn dieselbe Reaktion handelt. D. h. z. B., wenn das Gleichgewicht 
zwischen S2 und S4 im Gaszustand hergestellt ist, ferner das Gleichgewicht von S2 
zwischen Schmelze und Gaszustand und das Gleichgewicht von S4 zwischen 
Schmelze und Gaszustand, so ist auch das Gleichgewicht zwischen S2 und S4 
in der Schmelze vorhanden. Das letzte Resultat bedeutet nur die eindeutige 
Definition des Gleichgewichtes unabhangig von der Art etwa noch hinzugefiigter 
anderer Systeme, die mit dem urspriinglichen auch im Gleiehgewieht stehen 
(z. B. Gasphase), ahnlieh wie bei dem Temperaturgleiehgewieht (Ziff. 5). 

Wir konnen demnaeh un sere Gleiehgewiehtsbedingung unter Zusammen­
fassung von (2') und (4') so ausdriieken. 

Es gehe irgendein materieller Umsatz (natiirlieh naeh stoehiometrischen 
Gleichungen) vor sieh. Die Menge des rten Stoffes, die aus der xten Phase ver­
sehwindet, sei a~x)t5n, wo a~~) ganzzahlig ist und positiv bei Verschwinden, negativ 
bei Entstehen gerechnet wird. Dann lautet die Gleichgewiehtsbedingung 

fW (jf = -t5n ~ ~a;")--· = 0 
..:;.; ..:;.; iJ n" 
"r r 

oder 
(5) 

Fiir jede im System irgend mogliehe Umsetzung gilt eine soIche Gleiehung. 
Hierin sind die f.l als bekannte Funktionen von T, p und der Zusammensetzung 
aufzufassen. Gleiehung (5) ist dann eine Gleiehupg zur Bereehnung der Zu­
sammensetzung (bzw. des Druekes). 

Urn eine etwas konkretere Vorstellung von der Bedeutung der chemisehen 
Potentiale ft zu bekommen, nehmen wir voraus, daB bei gegebener Temperatur 
es besonders in einem reinen idealen Gas moglieh ist, aIle moglichen Werte von f.l 
unterhalb einer gewissen Grenze dureh Veranderung der Diehte herzustellen 
(s. Ziff. 61). Wenn wir jetzt in Gedanken ft~."), das ehemische Potential des rten 
Stoffes in der xten Phase, messen wollen, gehen wir so vor (s. aueh Ziff. 66): 
wir denken uns einen Raum, gehillt mit dem rten Stoff in Gasform. Dieser 
Raum ist auf der einen Seite mit einem regulierbaren Stempel versehen, auf 
der anderen Seite mit einer Wand, die folgende Eigensehaft haben soIl: Sie la13t 
die Molekiile r widerstandslos dureh, d. h. so, da13 es keine Arbeit erfordert, ein 
Molekiil r von der einen Seite der Wand auf die andere zu bringen. Andere 
Molekiile 1a13t sie aber nieht durch. Genauer gesagt, soIl die Geschwindigkeit, 
mit der sich das Gleiehgewicht auf der inneren Seitc der vVand herstellt, vie! 
schneller sein, wenn man das besehriebene Gefaf3 in einen mit dem Dampf r 
gefiillten groBen Raum bringt, als wenn es sich urn einen anderen Stoff handelt. 
Eine soIche Wand nennt man semipermeabel oder halbdurchlassig. Man kennt 
eine Reihc von Fallen, in denen die Semipermeabilitat gut realisiert ist, und es 
ist kein Grund vorhanden, einen vViderspruch der erhaltcncn Resultate mit der 
Erfahrung zu fiirchten, wenn man sich die Existenz scmipcrmcabler \Yiindc 
auch fiir andere Stoffe vorstcllt und mit ihnen Gedankencxpcrimentc macht. 
A1s Beispie1c sci en angcfUhrt: Erhitztes Palladium ist fast nur fiir vVasscrstoff 
clurchlassig. Eine Schicht von Kupfcrferrozyaniir ist fiir geloste Salzionen, 
aber nicht fUr Zuckerm01ekule durchlassig. 
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Den oben beschriebenen Probekasten (Sternsystem) lassen wir mit unserer 
xten Phase ins Gleichgewicht treten. In dem neuen System: Phase x, halb­
durchHi.ssige Wand, Kasteninneres stellt sich Gleichgewicht in bezug auf rein. 
ft<;) = ft;· Das Potential im Innern des Kastens ist aber eindeutig durch die 
Dichte der Gase gegeben. 

Den Inhalt von Formel (2') kann man dann so ausdrucken, daB Phasen, 
die in bezug auf den Stoff r miteinander im Gleichgewicht sind, denselben Dampf­
druck im Probekasten erzeugen. Die Angabe dieses Gleichgewichtsdampfdruckes 
an Stelle des chemischen Potentials, mit dem er bei gegebener Temperatur in 
eindeutiger Beziehung steht, ist wegen seiner Anschaulichkeit in der physikalischen 
Chemie sehr beliebt. 

Wir hatten in Gleichung (2) keinen Index v oder p angebracht. Wir tragen den 

Beweis nach, daB ( B /(X») ( a /(X») 
(x) _ 0 - P (6 

fty - an-;;- - B n(x) • ) 
Es ist namlich r v, T r p, T 

(B/p) (o/v) (dV) (B/v) (B/v) (dv) . (dv) on p,T= on p,T + P dn p,T= Tn v,T+ .Tv n,T dn p,T + P dn p,T' 

Daraus folgt (6) mit (5) Ziff. 39. Entsprechendes gilt naturlich bei Vorhandensein 
weiterer Koordinaten. 

45. Die Abhangigkeit des Gleichgewichts von Druck und Temperatur. 
In der vorigen Ziffer hatten wir unter (5) die allgemeine Gleichgewichtsbedingung 
hingeschrieben. In dieser kann man eine Beziehung sehen, die bei gegebenem 
Volumen oder Druck und bei gegebener Temperatur die Beziehungen zwischen 
den verschiedenen Konzentrationen oder Molenbriichen herstellt und so diese 
bestimmt. Wir untersuchen jetzt, wie bei Anderung der auBeren Bedingungen, 
d. h. Druck (bzw. Volumen) .und Temperatur, sich die Zusammensetzung andert. 
Die Zusammensetzung kann sich dadurch andern, daB gemaB (3) Ziff.44 ein 
Umsatz erfolgt. Und zwar wollen wir sagen, es sei der Umsatz (jn erfolgt, wenn 
von der Substanz 1 a~ (jn = (jn~ Mol verschwinden usw., von der Substanz 3 
a~ (jn = (jn~ Mol entstehen usw. Da die Form von Gleichung (5) auch unter 
den geanderten Bedingungen erhalten bleibt, so muB das vollstandige Differential 
der linken Seite verschwinden, d. h. 

02 iJ~ iJ 2 ) dT - a(X) /1(") + dp -- a(X) II(X) + dn(1) -_ a(X) u(X) 
iJT ,,', ap. ,,', 1 BnilJ ,,', 

. a 
+ ... dn(e) -- ~ a(x) u(") = 0 

I' ~ (m) ~ , ,', • () nr 

(1) 

(AIle ft~x) hangen von allen nj ab!) 

Diese Gleichung laBt sich noch etwas umschreiben, es ist namlich nach (4), (4') 

Ziff. 39 (~~). = -s bzw. (~jft = - s und infolgedessen der Ausdruck 

.~ ~ a(x) ft(x) = _ ~ a(x) ~ . 
aT ~" ~ , an7' 

(j(j 0 s 1 (j(j 
ersetzt man nun ds durch -1'-, ;---,; durch T J>n(x)' so wird die erste Summe 
in (1) un, u , 

(2) 



70 Kap.1. K. F. HERZFELD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 45. 

Diese GroBe U ist die Warmemenge, die man zufUhren muB, wenn der Umsatz 
von soviel Mol, als es die stochiometrische Gleichung ausdruckt, erfolgt, d. h. 
von <5n = 1. Z. B. ist bei der Verdampfung, wo die stochiometrische Gleichung 
das Verschwinden von einem Mol der flussigen Phase und das Auftreten von 
einem Mol Dampf anzeigt, (2) gleich der Verdampfungswarme von einem Mol, 
und zwar je nach der Wahl von I in den weiteren Summanden bei konstantem 
Volumen oder konstantem Druck. Wenn wir die zweite Summe zuerst fUr den 
Fall konstanten Druckes umformen wollen, so beachten wir (5') Ziff. 39 und 
finden nach einer ahnlichen Diskussion, wie oben, daB 

~- "'" a(><) f-l(><) = "'" a(><) ~ = L1 v a p ~, , ~'an~><) , 
wobei L1V die Volumvermehrung ist, die eintritt, wenn bei konstantem Druck 
und bei konstanter Temperatur der der stochiometrischen Gleichung, und zwar 
bei Ablauf der Reaktion von links nach rechts, entsprechende Umsatz erfolgt 
(<5n = 1). Wir finden so folgenden Ausdruck fUr die Abhangigkeit der Zusammen­
setzung von auBeren Umstanden 

- Up dT + dp L1v + ~2:dnY')2: a~><)( a~~) = o. (3) 
T (!.) ; an; p 

Entsprechend gilt bei konstantem Volumen folgende Gleichung 

Uv ~ ~d (,\) "'-, (an~) - -- dT - dv L1 P + .:::...:::.. n; .:::.. a~ -w = 0, 
T (!.) ; a f-li v 

(4) 

wobei L1 P = 2: a~(-a;-) die Druckanderung bedeutet, die eintreten wurde, 
vn~ V,71 

wenn man den besprochenen Umsatz bei konstantem Volumen und konstanter 
Temperatur vor sich gehen lieBe, also z. B. bei Betrachtung eines Losungsgleich­
gewichtes die Druckanderung, die erfolgen wurde, wenn man ein Mol des festen 
Stoffes aufl6st, ohne eine Anderung des Gesamtvolumens zuzulassen. 

Wir k6nnen die erwahnten Formeln in leicht verstandlicher Weise verall­
gemeinern, wenn wir auBer dem Volumen noch andere unabhangige Variabeln 
zulassen. Dann ist nach Ziff. 39 (6) und (6') die Gleichung (3) durch 

+2'dY,L1y, (5) 
die Gleichung (4) durch 

- Ldy,L1Y, (6) 

zu erganzen. Hierin bedeutet ganz entsprechend L1 y, = ~ a~")(oiJJ~») die An-
r,x r Y,T 

derung der Koordinate y" die eintritt, wenn man den betrachteten Umsatz 
bei konstant gehaltener Temperatur, konstantem Druck und konstanten 
Kraften Y vor sich gehen laBt, z. B. bei einem galvanischen Element die 
Anzahl Coulomb, die hindurchgehen miiBten, wenn die gewunschte chemische 
Reaktion erfolgen solI, wobei der Vorgang isotherm bei unverandertem Druck 
und unveranderter elektromotoriscber Kraft Y vor sich geht. Entsprechend 

b d A ~ (,,)(8Y,) ." . . e eutet LJ Y, = .:::.. ar ' (>< ,dIe Anderung der Krafte, dIe emtreten wurde, 
1',% nr y,T 

wenn trotz des Umsatzes sich die Koordinaten y nicht andern durften. Z. B. 
ware LlY <5n die Andcrung der Spannung, die cintrcten wurde, wenn sich I'm 
Molionen abschcidcn, ohne daB Strom flieBt, d. h. bei offencm Stromkreis. 



Ziff. 46. BRAUN-LE CHATELlERsches Prinzip. 71 

Wenn die Erganzung (5) zu (3) hinzugefiigt wird, so ist natiirlich zu be­
achten, daB die f-t jetzt eine andere Bedeutung haben (s. Ziff. 39), namlich 

a:~") (Ip + ~YY). 
Wenn nur eine einzige Reaktion moglich ist und die Anderungen in der Zu­
sammensetzung nur durch diesen Umsatz erfolgen, so muB gelten 

(7) 

wobei d n durch (7) definiert ist und das AusmaB der Reaktion bestimmt. 
Dann wird (3) 

Up dT + A dp + d ~~ (><) (l) o2/p _ 
---T-- LJV n~~a, aj (><)a (.<)-0. 

,It l,i an, nj 

(8) 

Nun ist aber 

(9) 

also wird 

U (0 21 ) ---PdT+ Llvdp+dn "r:. =0 
T on2 p,7' 

(10) 

bzw. 

_YVdT _ Llpdv + dn(02Iv) = o. 
T 8n2 .,T 

(11) 

1m allgemeinen Fall, in dem mehrere Reaktionen unabhangig voneinander ab­
laufen konnen, an denen derselbe Stoff beteiligt ist, kann man die einfache 
Bedingung (7) und daher auch die Formen (10) und (11) nicht benutzen. Wenn 
wir z. B. den Fall betrachten, in dem Sauerstoff, Wasserstoff, Wasserdampf 
gasformig iiber fliissigem Wasser mit gelOstem Sauer- und Wasserstoff im Gleich­
gewicht sind, so bewirkt eine Temperaturerhohung nicht nur explizite eine Ver­
schiebung des Gleichgewichtes zwischen gasfOrmigem und gelostem Sauerstoff 
und dadurch eine Vermehrung des gasformigen, sondern auch das Gleichgewicht 
zwischen gasformigem O2 , H2 und Wasserdampf wird zugunsten einer Vermehrung 
von O2 verschoben, was wieder Sauerstoff in vermehrtem MaB in Losung 
bringt. In einem solchen Fall muB man also fiir jede Reaktion die allge­
meine Form (3), (4) benutzen. 

46. Das BRAUN-LE CHATELlERsche Prinzip. Wir wollen Formel (10), (11) 
Ziff.45 zuerst auf den Fall spezialisieren, daB nur die Temperatur geandert wird 
und das Volumen bzw. der Druck konstant bleibt (dP = 0 bzw. dv = 0). Dann 
lautet die Gleichung (10), (11) 

Up 1 (dn) + -r (fJ2 Ir:) = dT p (1) 

.on2 

bzw. 

Uo 1 (dn) 
+ T (82 Iv) = dT •. 

8n2 

(1 ') 

N . 11 . (}2/0 '1 . b'I GI' h . h d' f . E . un 1st a gemem a n2 > 0, weI 1m sta 1 en elC geWlc t Ie re1e nergle 

ein Minimum gegeniiber allen moglichen Reaktionen ist (Zif£' 43). Daraus folgt, 
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daBdnJdTdas Vorzeichen von U hat. D. h. aber: EsseidTpositiv,es finde also eine 
Temperaturerhohung statt. 1st U positiv, so wird Warme verbraucht, wenn der 
Umsatz von links nach rechts geht (Ziff. 45 "n = 1). Die TemperaturerhOhung 
bewirkt dann, daB d n positiv ist, d. h., daB das Gleichgewicht sich weiter von 
links nach rechts, oder in dem Sinn verschiebt, daB Warme verbraucht wird. 

Setzen wir andererseits dT = 0, halten also die Temperatur konstant, 
so gilt 

(2) 

bzw. 

t1p (dn) 
+ (02tv) = dV p' 

on2 V,P 

Wir nehmen also jetzt z. B. eine Druckerhahung vor, dp > 0; dann ist dn positiv, 
der Umsatz geht von links nach rechts, wenn t1V negativ ist. DaB t1V negativ 
ist, bedeutet aber das Eintreten einer Volumverminderung, wenn der Umsatz 
von links nach rechts geht. 

Demnach tritt bei Druckerhahung ein chemischer Umsatz in einem solchen 
Sinn ein, daB durch diesen Umsatz das Volumen vermindert wird. Entsprechend 
folgt aus (3), daB bei Volumvermehrung der Umsatz eintritt, welcher eine Druck­
steigerung bewirkt. 

Wenn auch noch andere Koordinaten [(5) und (6) von Ziff.45J vorhanden 
sind, gelten entsprechend die Gleichungen 

(4) 

t1y, ( dn ) 

( iJ2 / v )-- = dy, v,'l',YJ' 

on2 v,'l',Y 

(5) 

47. Formales iiber die Abhiingigkeit der charakteristischen Funktionen 
von Zusammensetzung und Menge der Substanz. Urn die Zusammensetzung 
einer homogenen Phase anzugeben, kann man verschiedene Variablen wahlen. 
Man kann erstens fUr aIle Stoffe die Volumkonzentrationen wahlen, d. h. die 
GraBen 

n, 
C,=-. 

v 
(1) 

Das gibt bei r Stoffen r GraBen, welche iiber die Zusammensetzung und das 
spezifisehe Volumen AufsehluB geben. Gibt man auBerdem noeh das Gesamt­
volumen der Phase an, so ist damit aueh die absolute Menge festgelegt. Zweitens 
kann man auch den sog. Molenbrueh angeben. Darunter versteht man das Ver­
haltnis der Molzahl eines Stoffes zur Summe aller vorhandenen Molzahlen (wobei 
man sieh bei Stoffen, deren Molekularzustand nieht ohne wei teres festgelegt 
werden kann, auf das Formelgewieht beziehen mag). Der Molenbrueh ist also 

nl 
Xl = -- -- ------- ---------, 

n l + n2 + ... + nr 
n, 

X, =- --- - -- - ------. 
nl + n 2 + ... + nr 

(2) 
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Daraus folgt ..... 
Xl + X2 + ... + X, = ~ X, = 1 , (3) 

so daB von den r GroBen X, nur r - 1 unabhangig sind. AuBer der Angabe der 
Molenbruche braucht man dann zur vollstandigen Festlegung noch entweder 
die gesamte Molmenge 1: n, und die Dichte oder das Gesamtvolumen und die 
Dichte. Endlich kann man statt des Molenbruches auch das Molverhaltnis 
nehmen 

n 2 nr -, ... -
nl n l 

indem man einen bestimmten Stoff auszeichnet (z. B. als Losungsmittel). Fruher 
war auch die Angabe von Gewichtsverhaltnissen ublich. Die Umrechnung in 
Molverhiiltnis erfolgt dann einfach nach der Formel 

n2 Ml g2 
n1 = M2 gl' 

Gibt man statt des Gewichtsverhaltnisses die Gewichtsprozente 100..f:t ,die 
~g, 

dem Molenbruch entsprechen, an, so lautet die Umrechnung in die hier gewahlten 
Einheiten 

(4) 

Nach dem, was wir in Ziff. 4 gesagt haben, ist fUr genugend groBe Mengen 
v, e, s, t proportional der Menge bei gegebener Zusammensetzung. d. h. bei fest­
gehaltenen Molenbruchen. Das bedeutet, daB diese GroBen homogene Funktionen 
ersten Grades der Molzahlen ni sind. Dann gilt nach dem EULERschen Satz 

t = 2n, ~t = 2 n'/1,' vn, 
(5) 

Die GroBen /1, dagegen sind jetzt nicht mehr von den absoluten Mengen, sondern 
nur von den Verhaltnissen und dem spezifischen Volumen, d. h. von den Mol­
bruchen und der Dichte bzw. den Volumkonzentrationen abhangig. Sie sind 
demnach "spezifische" GroBen. Bei reinen Stoffen ist nun 

tp = nFp 
oder Fp = /1. (6) 

D. h. bei reinen Stoffen ist das 
pro Mol. 

chemische Potential gleich der freien Energie 

Dasselbe gilt fur Gemische 
zentrationen ausdruckt 

idealer Gase, wenn man alles durch die Kon-

/1, = F p ,' (7) 

Aus der Definition der chemischen Potentiale folgt ferner 

a /1, a /1j 
--=--an} an, ' (8) 

sei es bei konstantem p oder V. Statt dessen kann man auch schreiben 

(8') 
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(im allgemeinen wird eine Vertauschung mit dem Index p nicht viel andern). 
Fur mehr als zwei Stoffe heiBt (8) in den x 

~ft, _ ~ ap, Xx = ap} _ ~ ap; X" 

ax; -+" ax,,' ox, -+ ax" 
j<r, 

bzw. 1'-1 1'-1 " 
~ ap. all1' ~(}Il1' 

- ~ ax"x" = ax, - ~ ax:x". 
1 1 

(9') 

In dem speziellen Fall, daB nur zwei Stoffe vorhanden sind, man also die 
. n 

Zusammensetzung durch den einen Molenbruch Xl = X = __ 1_, x2 = 1 - x 
charakterisieren kann, wird daraus n1 + n2 

(9) 

d. h. also, wenn man die Abhangigkeit des chemischen Potentials ftl der einen 
Komponente in dem Gemisch von der Zusammensetzung kennt, kann man ohne 
wei teres auch die Abhangigkeit der anderen ft2 berechnen. Das liegt daran, 
daB man die relative Menge des Stoffes (1) im Gemisch dadurch vermehren kann, 

daB man entweder Stoff 1 dazugibt oder im Verhiiltnis 1 - x vom Stoff 2 . x 
wegnimmt. 

48. Die verschiedenen Methoden zur Berechnung der Gleichgewichte. Es 
sind derzeit im wesentlichen 3 Methoden zur Berechnung von Gleichgewichten 
ublich, die aber, wie gezeigt werden solI, nur formal verschieden sind. Die erste 
Methode, welche wir hier verfolgen wollen, nennt man auch nach GIBBS die 
Methode des thermodynamischen Potentials oder, wie wir lieber sagen wollen, 
der freien Energie. Sie besteht darin, daB man ein fUr allemal fUr die verschiedenen 
reinen Stoffe und fUr die Gemische die GraBen I bzw. ft als Funktionen der 
Temperatur, des Volumens oder Druckes und der Zusammensetzung zu berechnen 
sucht. Kennt man diese GraBen, dann kann man irgendein beliebiges Gleich­
gewicht einfach durch formales Einsetzen dieser Funktionen in die Gleich­
gewichtsbedingung (5) Ziff.44 berechnen. 

Nur auBerlich unterscheidet sich hiervon die zweite Methode durch Benutzung 
der Entropiestatt der freien Energie. Auch sie berechnet diese GraBe fUr alle 
vorkommenden Systeme ein fUr allemal. Wahrend aber die erste· Methode etwa 
das Sublimationsgleichgewicht zwischen Dampf und fester Phase in der Form 
hinschreibt, daB sie die spezifischen freien Energien dieser beiden einander 
gleichsetzt, druckt die zweite Methode das so aus, daB sie die bei der Verdampfung 
von 1 Mol eintretende Entropiezunahme, also die Differenz der Entropie von 
1 Mol Dampf beim Gleichgewichtsdruck und von 1 Mol festen Stoffes gleich der 
durch die zugefUhrte Warme, niimlich die Verdampfungswarme, hervorgerufenen 
Entropieanderung setzt, also 

(1 ) 

Tatsachlich ist dicsc Form von der in der ersten Methode gebrauchlichcn nur 
auBerlich verschiedcn. Es ist namlich die Verdampfungswarme z. B. bei kon­
stantem Druck gleich der Differenz der Warmeinhalte der beiden Phasen oder 

5 5 _ EpD - Ep8 
n- s---T 
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Dies kann man aber leicht in die Form 

EpD - T5D = Ep~ - T5. oder FpD = F p, (2) 

umschreiben, die mit dem erstbesprochenen Ansatz iibereinstimmt. 
Etwas graBer ist der Unterschied gegen die dritte Methode, die Methode 

der, Kreisprozesse. Man kann diese dadurch charakterisieren, daB die Grund­
iiberlegungen, die zur Bildung des Begriffes der freien Energie und zur Gleichung (5) 
Ziff. 44 gefiihrt haben, hier fiir jeden Gleichgewichtszustand von neuem durch­
gefiihrt werden. Die Methode verwendet hierzu zwei Prozesse: Erstens isotherme 
Kreisprozesse, bei denen die in Summe geleistete Arbeit Null ist. Zweitens kleine 
CARNoTsche oder CLAPEYRONSche Kreisprozesse, bei denen Formel (2) Ziff. 31 
angewandt wird. Urn z. B. die Dampfdruckerniedrigung eines Lasungsmittels 
durch ein ge16stes Salz zu berechnen. geht man so vor, daB man das Lasungs­
mittel aus der Lasung beim Gleichgewichtsdruck p' verdampft, es nun isotherm 
unter Zufiihrung der Arbeit 

RTlnfo 
p' 

auf den Gleichgewichtsdruck Po des reinen Lasungsmittels komprimiert, dann 
ohne Leistung von technischer Arbeit zu reinem Lasungsmittel kondensiert und 
nun dieses auf umkehrbarem Wege mit Hilfe einer halbdurchHissigen (d. h. 
nur fiir das Lasungsmittel, nicht fiir das Salz durchHissigen) Wand wieder in die 
Lasung schafft, wobei die Arbeit PL V (V Volumvermehrung der Lasung bei 
Zugabe von 1 Mol Lasungsmittel) vom osmotischen Druck PL der Lasung 
geleistet wird. Setzt man die Gesamtarbeit Null (isothermer KreisprozeB I), so 
ergibt sich demnach 

(4) 

Die Methode der freien Energie hingegen hatte ein fiir allemal die Potential­
differenz des Lasungsmittels in der Lasung und des reinen Lasungsmittels zu 

(5) 

bestimmt und wiirde diese gleiche Formel dann auch zur Berechnung der Gefrier­
punktserniedrigung und anderer Gleichgewichte anwenden. Sie hatte anderer­
seits die Abhangigkeit des Potentials des Dampfes vom Druck ein fiir allemal 
(Ziff. 61) zu 

(6) 

bestimmt und wiirde diese Formel fiir ,aIle Gleichgewichte benutzen, bei denen 
der Dampf irgendeine Rolle spielt. Das Gleichsetzen der beiden Ausdriicke (5) 
und (6) liefert natiirlich ebenfalls (4). 

Ais Beispiel fiir die Anwendung CLAPEYRON scher Kreisprozesse diene die 
Ableitung der sog. CLAUSIUS-CLAPEYRONSchen Dampfdruckformel (s. Ziff.78). 
Die Methode des Kreisprozesses wiirde dabei folgendermaBen verfahren. Man 
verdampft isotherm ein Mol des Stoffes bei der Temperatur T und gewinnt dabei 
die Arbeit P (V D - VI)' P bedeutet hierbei den Dampfdruck bei der Temperatur T. 
Hierbei ist die Verdampfungswarme bei konstantem Druck UI~D,P aus dem 
warmeren Behalter zuzufiihren. Nun kiihlt man ohne Volumanderung, also ohne 
Arbeitsleistung, urn dT ab, wobei sich erstens ein wenig Dampf kondensiert und 

zweitens der Dampfdruck auf den Wert P - ~i dT sinkt. Dann komprimiert 
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man bei der tieferen Temperatur T - dT auf das Anfangsvolumen, wobei sich 
im allgemeinen der graBte Teil des Dampfes wieder kondensiert. Hierbei ist die 

Arbeit (p - :: dT) (V D - Vl) zu leisten. Es sei bemerkt, daB auch hier V D 

bzw. V l die Molekularvolumina von Dampf und Fliissigkeit bei der Temperatur T 
und dem zugehorigen Druck p bedeuten, wahrend die Differenz des Moiekuiar­
volumens von Dampf und Fliissigkeit bei der Temperatur T - dT und bei dem 
zugeharigen Dampfdruck graBer ist, so daB sich am Ende der Kompression im 
allgemeinen noch nicht aller Dampf wieder kondensiert hat. Nur bei der oben 
gewahlten Festlegung bekommt man einen CLAPEYRONSchen ProzeB, bei welchem 
die nun folgende Erwarmung urn dT ohne Arbeitsleistung, d. h. bei konstantem 
Volumen, in den Ausgangszustand zuriickfiihrt. 

Die Arbeit, die der ganze KreisprozeB liefert, ist demnach 
dp 

Ao = dTdT(VD - Vl). (7) 

Wendet man nun die Formel (2) Ziff. 31 fiir den Wirkungsgrad bei umkehrbaren 
Kreisprozessen an, so ergibt sich die gesuchte Formel zu . 

dp 
dT 

(8) 

Die Methode der freien Energie wiirde statt dessen so verfahren, daB sie allgemein 
die Potentiale von Dampf und Fliissigkeit bzw. hier, wo es sich urn reine Stoffe 
handelt, die auf das Mol bezogenen freien Energien (bei konstantem Druck) 
einander gleichsetzt und mittels der allgemeinen Formeln (4') und (5') der 
Ziff. 39 den Zusammenhang zwischen Temperatur und Druckanderung angibt. 
Man gelangt direkt hierzu durch Spezialisierung der in dieser Weise abgeleiteten 
allgemeinen Formel (10) Ziff. 45, in der man (infolge der konstanten Zusammen­
setzung) dn = 0 zu setzen hat. Beriicksichtigt man, daB hier AV = VD - V l 

ist, so findet man direkt (8). 
Der Vergleich zwischen der Methode des Kreisprozesses und der Methode 

der freien Energie zeigt somit, daB im Grunde beide Methoden auf das gleiche 
hinauslaufen. Die Methode des Kreisprozesses beginnt jedesmal ab ovo und hat 
damit den Vorteil, daB sie jedesmal die Voraussetzungen, von denen man aus­
geht, ausdriicklich wieder ins BewuBtsein zuriickbringt. Man erkennt jedesmal 
ohne wei teres, wie ein Widerspruch zwischen dem richtig abgeleiteten Resultat 
und der Erfahrung die Konstruktion eines Perpefuum mobile zweiter Art er­
moglichen wiirde. Die Operationen, von denen sie Gebrauch macht, sind alle 
sehr anschaulich. Sie hat andererseits den Nachteil, daB ihre Ableitungen ziem­
lich lang sind, und daB man leichter irgendeinen TeilprozeB iibersieht. 

Ihr gegeniiber hat die Methode der freien Energie den Vorteil groBer Kiirze. 
Wenn man einmal die Berechnung der Potentiale als Funktionen von Druck, 
Temperatur und Zusammensetzung ausgefiihrt hat, so erfordert alles weitere 
nurmehr einfachste Rechenoperationert, bei denen ein Irrtum kaum moglich 
ist. Der Nachteil besteht in der Unanschaulichkeit dieser Operationen und darin, 
daB man nicht jedesmal dazu gezwungen ist, zu kontrollieren, ob die Annahmen 
iiber das System, die man bei der Bestimmung der freien Energien gemacht hat, 
auch in diesem speziellen Fall erfiUlt sind bzw. ob tatsachlich die angesetzten 
Gleichgewichte vorliegen. 

49. Gleichgewichte bei Anwesenheit auBerer Krafte. Wir haben bisher bei 
Besprcchung der Gleichgewichtsbedingungen seit Ziff. 43 stillschweigend auDere 
Kraftc ausgeschlossen. \Vir nehmen nun an, daB so1che vorhanden sind, die 



Ziff.49. Gleichgewicht bei auBeren Kraften. 77 

eine potentielle Energie E*haben. Damit sollfolgendes gemeintsein: Nehmen wir 
an, daB wir das System in seinem gegenwartigen Zustande, d. h. in seiner Tem­
peraturverteilung, Dichteverteilung und chemischen Zusammensetzung fixieren 
konnten. Wenn wir nun dn. Mol der ,ten Substanz von der betrachteten Stelle 
entfernen und ins Unendliche bringen, wo keine auBeren Krafte herrschen, und 
sie dort einem System von sonst gleicher Beschaffenheit wie das Ursprungs­
system wieder zufiihren, so wurde dabei eine bestimmte Arbeit geliefert werden. 

aE* . 
Diese Arbeit ist nun gleich + ~ dn,. Das benutzen wir als Definition der 

. un, 
potentiellen Energie. Urn Beispiele zu geben: Bei einem Gas im Schwerefeld ist 
die GroI3e a E* 

- = Mgz (1) an, 
(M Molekulargewicht, g Schwerebeschleunigung, z Rohe), 

weil eine Verschiebung von einem Mol Gas im Schwerefeld in eine gleich be­
schaffene Umgebung, die in anderer Rohe Zo liegt, die Arbeit +Mg(z - zo) 
liefert. 1m elektrischen Feld ist aus entsprechenden Grunden die potentielle 
Energie [e] [V], weil eine Verschiebung in diesem Feld eine Arbeit [e] ([V] - [Yo]) 
liefert, wenn [V] - [Vol die elektrische Potentialdifferenz ist und die verschobene 
Substanz wieder in eine gleich beschaffene Umgebung kommt, so daB keine 
Arbeit infolge der Veranderung der Umgebung zu leisten ist, wie es z. B. bei 
einem Dbergang aus Flussigkeit in Dampf der Fall ware. 

Dann nehmen wir das Feld, welches die auI3eren Krafte erzeugt, als "Stern­
system" zu dem untersuchten System hinzu. Wir wollen nun voraussetzen, 
daB die potentielle Energie E* nicht explizit von der Temperatur abhangig ist, 
sondern nur moglicherweise implizit, insofern als die Dichte und chemische 
Zusammensetzung sich mit der Temperatur andert. Dann ist bei festgehaltener 
Dichte und Zusammensetzung des Systems bei Temperaturerhohung keine Warme 
dem Sternsystem zuzufiihren, ebenso wird keine Arbeit geleistet, und wir konnen 
demnach die freie Energie desselben als explizit von der Temperatur unabhangig 
ansehen. Bei isothermen A.nderungen hingegen ist ihre Abnahme durch die 
geleistete Arbeit gegeben. Wir konnen demnach ansetzen 

F* = E*, (2) 
wie wir dies in einfacheren Fallen schon in Ziff. 43 getan haben. Das Gleichgewicht 
gegenuber isothermen A.nderungen ist dann durch das Minimum der gesamten 
freien Energie t + F* gegeben. Die Gleichgewichtsbedingung (5) Ziff. 44 nimmt 
somit die Form an :2 ( aE*) 

a(") ftC") + -" - = 0 • (3) 
r r onC,,) 

/' 

Rieraus konnen wir sofort einige Schlusse ziehen. Die Gleichgewichtsbedingung 
einer chemischen Umsetzung wird durch die Schwerkraft nicht explizit verschoben, 
denn bei einer chemischen Umsetzung an einer bestimmten Stelle andert sich die 
Gesamtmasse nicht, d. h. es ist Z'a~")Mr = O. Dagegen kann eine indirekte 
Beeinflussung dadurch stattfinden, daB die Konzentration des einen Stoffes 
an der betreffenden Stelle vermindert wird, weil dieser Stoff anderswohin ge­
schafft wird.· Ebenso andert sich die Form der Gleichgewichtsbedingung eines 
chemischen Umsatzes durch die Anwesenheit elektrischer Krafte nicht direkt, 
weil auch hier die algebraische Summe von entstehenden und verschwindenden 
Ladungen Z'a~") [e,] Null ist. Aber auch hier kann eine indirekte Beeinflussung 
der Gleichgewichtskonzentrationen durch Verschiebung der geladenen Teil­
nehmer stattfinden. 
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50. Beispiele. a) Das Gas im Schwerefeld. Wie wir in Ziff.61 zeigen 
werden, ist bei gegebener Temperatur das Potential eines Gases durch die Formel 
bestimmt 

fl(P) = fl(po) + RTln ta . (1 ) 

Die Gleichgewichtsbedingung im Schwerefeld heiBt demnach 

fl(P) + Mgz = konst. = fl(Po) , (2) 

wenn sich der Index Null auf den Boden (z = 0) bezieht. Daraus folgt sofort 
die sog. Barometerformel 

Mg% 

Y"--. = e- RT 
Po . (3 ) 

Man kann diese natiirlich auch direkt ableiten, indem man ansetzt, daB das Ge­
wicht einer Schicht von der Dicke dz den Betrag Mg IV hat und von der Druck­

differenz dp zwischen Ober- und Unterseite der Schicht 
r--,.... 

-=....-' ___ L 

g 

l 

Abb. 8. Gas im Schwerc­
feld. 

getragen werden. Man kann das schreiben 

-Mgdz= Vdp. (4) 

Diese Gleichung ist aber mit unserem aus den freien 
Energien abgeleiteten Ansatz identisch. Wir erkennen 
das, wenn wir (2) nach z differenzieren und beachten, daB 
fJ fl . 
a;dz die technische Arbeit VdP bedeutet, die bei der 

umkehrbaren isothermen Verschiebung geleistet wird. 
Unseren Ansatz fUr die freie Energie hatten wir gerade 
daraus abgeleitet, daB bei isothermen umkehrbaren 
Anderungen die Anderung der freien Energie gleich der 
Arbeit (die bei einem idealen Gas und konstanter Tem­
peratur mit der technischen Arbeit zusammenfallt) ist 

(dTFvh=(dFpho=PdTV=d(PVh- VdP =d(RT),p- Vdp. 

Es ist noch lehrreich, dieses Gleichgewicht mit Hilfe eines Kreisprozesses abzu­
leiten. Hierzu denken wir uns (Abb. 8) eine seitlich begrenzte Gassaule im 
Schwerefeld. Wir konnen auBen an diese Gassaule ein GefaB anschlieBen, dessen 
Volumen regulierbar ist und das ein Mol Gas enthiilt. AuBerhalb der Gassaule 
sei vollkommenes Vakuum, so daB unser GefiiB keinen Auftrieb erleidet. Zuerst 
ist das GefaB am Boden angeschlossen und mit Gas vom Druck Po, wie er am 
Boden herrscht, gefUllt. Dann wird die Verbindung· getrennt und das GefaB 
bei konstantem Volumen in die Hohe z gehoben, wobei die Arbeit Mgz geleistet 
werden muB. Wiirde man jetzt die Verbindung mit der Gassaule wiederherstellen, 
so Hinde ein nicht umkehrbares Ausstromen des Gases aus dem Gefa13 in die 
Saule infolge des an dieser Stelle in der Saule herrschenden niedrigeren Druckes p 
statt. Man mu13 daher das Gas umkehrbar isotherm auf den Druck p sich aus­
dehnen lassen, der in der betreffenden Hohe in der Saule herrscht. Hierbei gr-

winnt man die Arbeit RTln ~. Bei diesem isothermen KreisprozeB darf keinc 

Arbeit gewonnen werden. demnach muB gel ten : 

RTlnPO-Mgz=O. 
P 
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b) Verschiebung von Gleichgewichten durch elektrische Krafte. 
Es sei ein Gleichgewicht zwischen Molekillen M, positiven und negativen Ionen 
gegeben nach der stochiometrischen Gleichung 

a+ (+) + a_ (-) = aM(M). 

Wir wollen voraussetzen, daB eine verdiinnte Losung in dem Sinne vorhanden 
ist, daB das chemische Potential der unzersetzten Molekille an einem bestimmten 
Ort nur von der Konzentration dieser Molekille CM selbst, nicht aber von der 
daneben vorhandenen Konzentration der Ionen abhangt (s. Ziff. 65). Ohne 
elektrisches Feld heiBt dann die Gleichgewichtsbedingung 

(5) 

Nun wollen wir ein elektrisches Feld anlegen. Wir haben nun zuerst die Gleich­
gewichtsbedingung der einzelnen Komponenten fUr sich im Feld anzusetzen. 
Da die Molekiile elektrisch neutral sind, wird ihr Potential von der Anwesenheit 
des elektrischen Feldes iiberhaupt nicht beeinfluBt, d. h. die Gleichgewichts­
bedingung der unzersetzten Molekille an verschiedenen Stellen untereinander 
lautet flM = konst., oder die Konzentration der unzersetzten Molekiile ist iiberall 
gleich. Andererseits erfordert das Gleichgewicht der positiven Ionen unter­
einander bzw. der negativen Ionen untereinander 

fl~) + (e+J[V l ] = IU~) + [e+J[V2]' 

II<!:) + [e_J[V 1] = ft<.2) + [L][V2]' 

d. h. die Konzentration sowohl der positiven als der negativen Ionen andert sich 
von Stelle zu Stelle, und zwar in entgegengesetztem Sinn (entgegengesetztes 
Vorzeichen der e). Trotzdem, und zwar gerade deshalb, wei 1 diese Anderung 
im entgegengesetzten Sinn erfolgt, ist die Bedingung des chemischen Gleich­
gewichts nicht im Widerspruch mit der Konstanz der Konzentration der un­
zersetzten Molekille, wie die Gleichung 

a+ ft~) + a_ fl<!:) = a+ ft<'!.) + a_ fl<'!.) = aM flM 

zeigt. Wir konnen ein so1ches System als aus unendlich vielen Phasen bestehend 
auffassen (s. Ziff. 76). 

51. Teilweises Gleichgewicht. Es kommen sehr haufig Falle vor, in denen 
eine der oben angefUhrten Gleichungen gegeniiber manchen Anderungen erfiillt 
sind, gegen andere nicht. Wir wollen z. B. von der Gleichung (4') Ziff. 43 sprechen, 
doch gilt das hieriiber zu Sagende auch fiir (2) und (3'). 

Als Beispiel diene etwa ein GefaB, gefUllt mit fhissigem Wasser, Wasser­
dampf, gasformigem Sauerstoff und Wasserstoff. Die Temperatur sei gegeben, 
ebenso der Druck. Dann sind noch folgende weitere Veranderliche vorhanden. 
Das Gesamtvolumen v, die Konzentrationen von H 20, O2, H2 in der Dampf­
phase (cl , c2, Ca), die Konzentrationen des geli:isten Sauerstoffs und Wasserstoffs 
(c2', Ca'). Es ist die freie Energie Funktion der 8 Variabeln 

/p (P, T, V, c1> C2, ca, c2', ca') . 

Die Gleichgewichtsbedingung (4') verlangt 

(~;)P'T = 0, 
(1 ) 

ferner gilt eine Gleichung, die die Wasserdampfkonzentration iiber dem fliissigen 
Wasser bestimmt, I (2) 

ftl = fll 
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eine, die das Gleichgewicht von Sauerstoff im Gasraum und in gelostem Zustand 
angibt, 

(3) 
eine ebenso1che fUr Wasserstoff , 

Pa = fl'a (4) 

und endlich eine fiir das chemische Gleichgewicht von Wasserstoff, Sauerstoff 
und Wasserdampf in der Gasphase (s. auch Ziff.44) 

(5) 

Nun kbmmt es haufig vor, daB bei der kiinstlichen Herstellung des Systems 
diese Gleichungen verletzt sind. Dann treten im allgemeinen irreversible Vor­
gange auf, durch die tp abnimmt und die zur Herstellung des Gleichgewichtes 
fiihren. Es kann aber sein, daB die Geschwindigkeit, mit der sich das Gleichgewicht 
gegeniiber verschiedenen gedachten Anderungen herstellt, sehr verschieden ist. 
Z. B. stellt sich die Giiltigkeit von (1) bis (4) sehr viel schneller ein als die von (5). 
Das soIl z. B. heiBen, daB sich nach (2) cl richtig einstellt und weiter nicht mehr 
andert. (5) ist nicht erfiillt, d. h. Ca und C2 andern sich sehr 1angsam in dem 
Sinne, daB P2 + 2Pa immer naher gleich 2 PI wird. Dagegen gilt (3) und (4) 
mit den augenblick1ich herrschenden Werten von C2 und Ca' nach denen sich c2' 

und ca' einstellt. Trotzdem also in einer Beziehung kein Maximum der freien 
Energie vorhanden ist, stelleri sich die schneller verlaufenden Veranderungen 
auf einen Zustand ein, als ob der andere Vorgang, der noch nicht zum Gleich­
gewicht gefiihrt hat, iiberhaupt nicht vorhanden ware. 

Der Grund hierfiir liegt offenbar in folgendem, eigentlich nicht in das Er­
scheinungsge biet der Thermodynamik gehorigen Umstand: 

Die Geschwindigkeit, mit der sich irgendein bestimmter Vorgang einstellt. 
z. B. das Gleichgewicht Wasserdampf-fliissiges Wasser, hangt im allgemeinen 
von allen ZustandsgroBen ab (T. V. c1, C2• ca. c2', ca'), ferner aber auch von deren 

Anderungsgeschwindigkeiten, z. B. (d;t2 ••• ~~3). Man kann aber bei kleinen 

Anderungsgeschwindigkeiten der anderen Vorgange nach diesen entwickeln. 
und wenn irgendeiner derselben besonders langsam vor sich geht (z. B. die Ein­
stellung des Gleichgewichts Wasserstoff-Sauerstoff-Wasserdampf), so verlaufen 
die anderen Vorgange (z. B. die Einstellung Wasserdampf-Wasser) so, als ob 
der langsame Vorgang die Anderungsgeschwindigkeit Null batte, d. h. iiberhaupt 
nicht vorhanden ware. 

Demnach ist auch das teilweise Gleichgewicht, zu dem die schnell ver-
1aufenden Vorgange fiihren, so, als ob die langsamen Prozesse iiberhaupt nicht 
vorhanden waren. Es gilt demnach z. B. die Gleichung fiir das Gleichgewicht 
gasformiger-gelOster Sauerstoff (3) in derselben Form, aber natiirlich mit anderen 
Zahlwerten, wie wenn es iiberhaupt keine Verbindungsmoglichkeit zwischen 
Wasserstoff und Sauerstoff gabe. Die langsame Reaktion zwischen diesen beiden 
bewirkt, daB sich die Zahlenwerte von C2 in (3), ca in (4) 1angsam andern, und 
damit auch die dadurch bestimmten Werte c2' und c3'. Die Form der Gleichungen 
(2). (3), (4) bleibt aber, wie erwahnt, bestehen bis auf G1ieder von der GroBen-

d langsame R k' h . d' k . or nung -h-11 ea tlOnsgesc wm 19 elt. 
sc ne e 

Der Beweis fUr die obige Behauptung kann natiirlich nur der Lehre von der 
Reaktionsgeschwindigkeit (kinetische Theorie) odcr der Erfahrllng entnommen 
werden. 
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Es sei aber noch darauf hingewiesen, daB die Richtigkeit dieser Satze Vor­
bedingung dafiir ist, daB wir iiberhaupt von einer Thermodynamik reden konnen, 
denn wir haben es genau genommen immer mit solchen teilweisen Gleichgewichten 
zu tun. 

Wenn wir z. B. ein Gas in ein GefaB einschlieBen und fiir dieses Gas die 
Zustandsgleichung, etwa die Abhangigkeit des Druckes yom Volumen, durch 
Hineinschieben eines Stempels bestimmen wollen, so ist dieses Gas im Innern 
des GefaBes mit der auBeren Umgebung des GefaBes nicht im Gleichgewicht; 
das letztere ist nur bei gleicher Dichte des untersuchten Gases innen und auBen 
vorhanden. Da nun prinzipiell Gase auch durch feste Hiillen diffundieren konnen, 
tritt, wenn auch mit unmeBbarer Langsamkeit, das abgeschlossene Gas durch 
die Hiille nach auBen aus. Trotzdem gelingt eine "statische" Druckmessung, 
ohne Riicksicht auf diesen Umstand und die Unvollstandigkeit des Gleich­
gewichts, weil die Geschwindigkeit der Druckeinstellung sehr schnell gegen die 
der Diffusion ist. Je poroser das GefaB ist, desto mehr weicht der gemessene 
Druck von dem statischen, d. h. sehr langsam veranderlichen Druck abo 

So wie hier geschildert, liegen die Verhaltnisse aber allgemein, denn voll­
standiges Gleichgewicht "'iirde die Gleichheit der Temperatur und die Unmoglich­
keit jedes von selbst verlaufenden chemischen Vorgangs im Universum bedeuten. 

52. Metastabile Zustande. AuBer den in Ziff. 51 angefiihrten Fallen, in 
welchen eine Gleichgewichtsbedingung infolge zu langsamer Einstellung nicht 
erfiillt ist, man aber die iibrigen Gleichungsbedingungen unverandert anwenden 
kann, sind noch andere ahnliche Falle wichtig. Hierher gehoren unterkiihlte 
Fliissigkeiten oder Dampfe, iiberhitzte Fliissigkeiten und feste Phasen, welche 
iiber einen Umwandlungspunkt hinaus erhitzt oder unterkiihlt sind (Naheres 
iiber diese Begriffe sehe man unter Ziff. 77). Diese Beispiele unterscheiden sich 
von den in Ziff. 51 besprochenen dadurch, daB dort ein dauernder, wenn auch 
bei konstant gehaltener Temperatur sehr langsamer Vorgang statthat, welcher 
die Zusammensetzung in solchem Sinne andert, daB der bisher nicht erfiillten 
Gleichgewichtsbedingung allmahlich immer genauer geniigt wird. 1m Gegensatz 
dazu findet bei den jetzt angefiihrten Abweichungen 'von einer Gleichgewichts­
bedingung kein allmahlicher, sondern nur ein, sei es durch auBere, sei es durch 
innere Anlasse (die letzteren miissen in den von der Molekulartheorie geforderten 
Schwankungen ihren Grund haben), hervorgerufener plOtzlicher Obergang in 
den von der letzten Bedingung verlangten Gleichgewichtszustand statt. Hierbei 
ist nicht etwa wie bei Explosionen die durch den Vorgang selbst hervorgerufene 
Temperatursteigerung wesentlich beteiligt, dieselbe wiirde im Gegenteil nach 
dem BRAUN-LE-CHATELIERschen Prinzip, Ziff.46, haufig den Vorgang hemmen. 

Wenn wir nun eine solche metastabile Phase vor uns haben, so sind alle 
anderen Gleichgewichtsbedingungen vollkommen erfiillt. Auch ihre Eigenschaften 
schlieBen ganz kontinuierlich an die Eigenschaften im stabilen Zustand an. Wenn 
wir Z. B. Wasser, ausgehend von einer Temperatur iiber dem Schmelzpunkt, 
unterkiihlen, so andern sich samtliche Eigenschaften, Volumen, Brechungsindex 
und damit Farbe, spezifische Warme und damit Energieinhalt, Entropie, Aus­
dehnungskoeffizient, Kompressibilitat usw. vollkommen kontinuierlich. Tragt 
man irgendeine dieser Eigenschaften als Funktion der Temperatur auf, so hebt 
sich in dieser Kurve der Schmelzpunkt, d. h. der Punkt, von dem ab der meta­
stabile Zustand, die Nichterfiillung der einen Gleichgewichtsbedingung, beginnt, 
in keiner Weise abo Wir benutzen also auch fiir solche metastabile Zustande 
ohne weiteres alle die Gleichgewichtsbedingungen in unveranderter Form mit 
Ausnahme derjenigen, deren Verletzung eben den metastabilen Zustand be­
dingt. Z. B. konnen wir bei unterkiihltem Wasser die Gleichgewichtsbedingung 

Handbueh der Physik. IX. 6 
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zwischen diesem unterkiihlten fliissigen Wasser und Wasserdampf ganz eben so 
ansetzen wie zwischen· Wasser tiber dem Schmelzpunkt und Wasserdamp£. 
Verlctzt ist nur die Gleichgewichtsbedingung zwischen Wasser und Eis. 

Warum wir die Kurven der Eigenschaften (Kompressibilitat, Brechungs­
index usw.) fUr das fliissige Wasser ohne weiteres in das unterkiihlte Gebiet fort­
setzen konnen, dafUr kann die reine Thermodynamik prinzipiell keine vollkom­
men zwingenden Griinde geben. Sie kann nur sagen, daB der Gleichgewichts­
zustand eben nur durch die Gleichheit der chemischen Potentiale beider Phasen 
gegeben ist (s. Ziff. 76). Der Schmelzpunkt ist nur dadurch charakterisiert, daB 
an ihm die chemischen Potentiale von Wasser und Eis den gleichen Zahlenwert 
haben. Fiir die fliissige Phase Wasser allein aber ist dieser bestimmte Zahlen­
wert in keiner Weise ausgezeichnet, sondern er ist nur durch beide Phasen 
charakterisiert, und wenn die eine, das Eis, fehlt, merkt das Wasser sozusagen 
gar nicht, daB es den Schmelzpunkt wahrend der Abkiihlung unterschreitet. 

Gibt man das eben Gesagte zu, dann folgt allerdings aus ganz ahnlichen 
Dberlegungen, wie in Zif£' 44, die Giiltigkeit der gewohnlichen Gleichgewichts­
bedingungen fUr alle anderen moglichen Umsetzungen, denn man kann mit dem 
unterkiihlten Wasser, solange man nur seine Umwandlung in Eis verhiitet, genau 
so wie mit einem vollkommen im Gleichgewichte befindlichen Stoff reversible 
Kreisprozesse durchfUhren. Fiir das isotherme Gleichgewicht erhalt man demnach 
wieder das Maximum der freien Energie gegeniiber allen isothermen Anderungen 
mit Ausnahme der einen verbotenen. 

53. Die falschen Gleichgewichte. rm Gegensatz zu der hier geschilderten 
Auffassung steht die besonders von DUHEMl) vertretene Annahme der Existenz 
wirklicher "falscher Gleichgewichte" (Faux equilibres) .. 

rm vorhergehenden war die Auffassung vertreten worden, daB bei homogenen 
Reaktionen mit fallender Temperatur eine vollkommen kontinuierliche, wenn 
auch teilweise sehr schnelle Abnahme der Reaktionsgeschwindigkeit mit der 
Temperatur eintritt. Was wir eben iiber die Reaktionsgeschwindigkeit von 
homogenen Gleichgewichten gesagt haben, gilt in entsprechender Weise auch 
fUr nichthomogene, wenn die miteinander reagierenden Phasen beide vorhanden 
sind. Bei Uberhitzungs- bzw. Unterkiihlungserscheinungen, bei welchen nur 
eine Phase (z. B. unterkiihltes Wasser ohne Eis) da ist, sollte die plOtzliche 
zufallige Einstellung des Gleichgewichtes nach einer Zeit eintreten, die im Mittel 
von den Bedingungen abhangt und bei geniigender Unterkiihlung enorm groB 
werden kann, aber diese Zeit sollte durchaus kontinuierlich mit der Temperatur 
sich andern. 

Die Meinung DUHEMs hingegen ist in graben Umrissen, daB die Einstellung 
des Gleichgewichts, wie es von der Thermodynamik gefordert wird, nur oberhalb 
einer bestimmten unteren Temperaturgrenze, wenn auch bei fallender Temperatur 
mit abnehmender Geschwindigkeit, erfolgt. Unterhalb dieser Grenze, des 
"Reaktionspunktes", gibt es ein Gebiet der "falschen Gleichgewichte", in 
we1chem die von der gewohnlichen Thermodynamik erforderte Gleichgewichts­
einstellung nicht erfolgt. Er drlickt dies mit MOUTIER2) so aus, daB er sagt: 
es findet nie eine Veranderung statt, die die Thermodynamik verbietet, aber es 
finden manchmal Veranderungen nicht statt, we1che die Thermodynamik erlaubt. 

Urn nun zu Einzelheiten liberzugehen, liegen nach DUHEM die Verhaltnisse 
bei den obenerwahnten einphasigen Verzogerungserscheinungen folgendermaBen. 

") P. DUHEM, ZS. f. phys. Chern. Bd. 29, S. 711. 1899; Arch. Neerland. (II) Bd. 6, 
S. 93. 1901, ausfiihrlich mit Beispiclen in dern Buch "Therrnodynarnique et chirnic", 2. Auf I., 
S. 431ff. Paris 1910; s. auch G. TA~!~!ANN, Kristallisieren und Schrnelzen, 2. Auf I. , Leipzig. 

2) J. }\lOUTIER, Bull. Soc. Philornat. (7) Bd. 4, S. 86. 1880. 
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Wenn wir etwa das p-T-Diagramrn, in we1chem jeder Punkt einen Zustand 
des Systems darstellt, benutzen, so zerfallt etwa fiir das System Kalzit-Aragonit 
die Zustandsebene nach der gewohnlichen Thermodynamik in zwei Teile, in 
deren einem der Kalzit, in deren anderem der Aragonit stabil ist. Diese beiden 
Teile werden durch die Gleichgewichtskurve AB getrennt. Bei den zusammen­
gehorigen pT-Werten, die auf ihr liegen, sind Kalzit und Aragonit nebeneinander 
im Gleichgewicht (Naheres dariiber s. Ziff. 77 u. fl.). Nach 
DUHEM hingegen ist diese Beschreibung nur fiir das Stiick 
BC richtig; statt der Fortsetzung nach A gabelt sich die 
Kurve in die beiden Stiicke CD und CE, die in der an- 0 
gegebenen Weise auseinandergehen. Nur im Gebiet ober­
halb der Kurve DC B ist bloB Aragonit bestandig, so daB 
sich Kalzit, in diesen Zustand gebracht, in Aragonit ver-
wandeln wiirde. Ebenso ist rechts von B C E nur Kalzit be- A E 

8 

standig, so daB sich Aragonit in diesem Zustand sogleich 
in Kalzit verwandeln wiirde. Das Gebiet zwischen DC E 
und A hingegen ist das der falschen Gleichgewichte, in 
we1chen die beiden Zustande nebeneinander stabil sind. 

Abb. 9. vVahres und 
falsches Gleichgewicht 
zwischen Kalzit und 

Aragonit. 

Entsprechendes wiirde naeh ihm aueh fiir die homogenen Gleiehgewichte 
gelten: Bei geniigend hoher Temperatur Einstellung des Gleiehgewiehtes, z. B. 
fiir ein Wasserstoff-Sauerstoff-Gemiseh oberhalb 180°, bei tieferer Temperatur 
ein immer breiteres Konzentrationsgebiet, innerhalb dessen keine Reaktion ein­
tritt. 

Fiir diese Auffassung sprieht, daB tatsaehlieh bei manehen heterogenen 
Reaktionen ein Anhalten der Reaktion lange vor ihrem Ende gefunden wurde 1), 

obgleieh vorher die Reaktion mit merklieher Gesehwindigkeit vor sich ging und 
nach der iiblichen Lehre von den Reaktionsgesehwindigkeiten die Abnahme der 
Gesehwindigkeit, die infolge der' Annaherung an das Gleiehgewicht eintreten 
muB, noch nicht sehr groB hatte sein diirfen (die Temperatur wird konstant 
gehalten). Wenn man yom iiblichen Standpunkt diese Erscheinung erklaren 
will, kann man die Bildung einer reaktionshemmenden, storenden Schicht an 
der Grenzflaehe der beiden Phasen annehmen, die mit der Reaktion selbst niehts 
zu tun hat. Hierfiir spricht, daB BODENSTEIN 2) bei geniigend groBer Oberflaehe 
der festen Phase die Erscheinung nicht gefunden hat. Allerdings hat BAUR3) 

auch in homogener flussiger Phase einen nur einseitig erreiehbaren Endzustand 
konstatiert. Gegen die allgemeine DUHEMsche Auffassung ist einzuwenden, 
daB, wie schon erwahnt, die Untersuehung der Reaktionsgeschwindigkeiten in 
zahlreichen Fallen von homogenen Reaktionen, ferner bei einer Reihe von Ver­
zogerungserseheinungen 4) eine vollkommen kontinuierliche Abnahme der Reak­
tionsgeschwindigkeit mit der Temperatur ergeben hat von der Art, daB die 
Extrapolation zu den hier interessierenden Temperaturen die Nichtbeobacht" 
barkeit einer Reaktion vollkommen erklart. OSTWALD5) hatte anfangs eine ahnliche 

1) .R. PELABON, Mern. de la Soc. d. Sc. phys. et nat. Bordeaux (5) Bd. 3, S. 141, 232, 
257. 1878; R. MARC U. W. WENK, ZS. f. phys. chern. Bd. 68, S. 104. 1910. 

2) M. BODENSTEIN, ZS. f. phys. Chern. Bd.29, S. 315, 429. 1899. 
3) E. BAUR, ZS. f. phys. Chern. Bd. 112, S. 199. 1924. 
4) L. PFAUNDLER, Wiener Ber. Bd.72, S.61. 1875; Bd.73, S.707. 1876; L. C. DE 

COPPET, Ann. de chirn. et phys. (5) Bd. 6, S. 275.1875; (8) Bd. 10, S. 457.1907; N. STUCKER, 
Wiener Ber. (2a) Bd. 114, S.1389. 1905; P.OTHMER, ZS. f. anorg. Chern. Bd.91, S.209. 
1915; G. KORNFELD, Wiener Monatsh. Bd. 37, S. 609. 1916. Theor. Ansatze: M. v. SMOLU­
CHOWSKI, Ann. d. Phys. Bd.25, S.205. 1908; W. J. JONES U. J. R. PARTINGTON, ZS. f. 
phys. Chern. Bd.88, S.291. 1913. 

5) W. OSTWALD, Lehrb. d. phys. Chernie, 2. Aufl., Bd. II, 2, S. 349, 432. Leipzig 1902. 

6* 
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Begriffsbildung wie DUHEM versueht und fiir solche yom Gleichgewicht ab­
weiehende, seheinbar stationare Zustiinde den Namen "metastabile Zustiinde" 
im Gegensatz zu "labilen" vorgesehlagen. 

54. Verhaltnis von erstem und zweitem Hauptsatz bei Festlegung der Vor­
gange. In dieser Ziffer soll klargestellt werden, daB sich erstens der zweite Haupt­
satz nieht aus dem ersten ableiten liiBt, zweitens wie das Verhalten der Wiirme­
erseheinungen zu den meehanisehen in bezug auf die Bestimmung des Gleieh­
gewiehtes ist. 

Hierzu sei zuerst darauf hingewiesen, daB aueh in der Meehanik der erste 
Hauptsatz, d. h. der Energiesatz, bloB dann zur vollkommenen Bestimmung 
der Bewegung, d. h. zur Zuriiekfiihrung der Bewegungsgleiehungen auf eine 
Quadratur ausreieht, wenn nur eine einzige Variable vorliegt. 

Diese Voraussetzung trifft aber bei Wiirmeerseheinungen, wo stets neben 
der Temperatur noeh eine Koordinate vorhanden ist, nie zu. In allen anderen 
Fiillen aber geniigt in der Meehanik zwar die Kenntnis der Form der Energie­
funktion (HAMILToNsehen Funktion) zur Aufstellung der Bewegungsgleiehungen, 
aber dieselben miissen noeh integriert werden, und bei dieser Integration treten 
bei mehr als einer Unbekannten stets noeh andere Konstante auBer der Energie­
konstanten auf. Gehen wir nun zu Einzelheiten iiber, so betraehten wir erstens 
den Fall der Ruhe. Hier ist in der Meehanik das Gleiehgewieht gegeben dureh 
das Minimum der potentiellen Energie. Diese Bedingung HiBt sieh als hinreichend 
aus dem Energiesatz ableiten. 

1m Fall der Wiirmeerseheinungen ist entspreehend das Gleiehgewieht (bei 
gegebener Temperatur) dureh das Minimum der freien Energie gegeben. DaB 
hier nicht die Energie auf tritt, liegt daran, daB das Gleiehgewicht nur makro­
skopiseh der "Ruhelage" des meehanisehen Falles entsprieht, wiihrend mikro­
skopiseh noeh kinetisehe Energie vorhanden ist. Deren EinfluB veriindert die 
Gleiehgewiehtsbedingung. Versehwindet diese kinetisehe Energie am absoluten 
Nullpunkt, so wird die freie Energie mit der potentiellen Energie identiseh 
(Ziff. 37), es stimmen aueh die thermodynamisehe und die meehanisehe Gleieh­
gewiehtsbedingung iiberein. 

Ein neues Prinzip, das bei haherer Temperatur zur F estlegung des thermodyna­
misehen Gleichgewiehtszustandes erforderlieh ist und das eben im zweiten Haupt­
satz enthalten ist, liegt darin, daB erst angegeben werden muB, welche mikro­
skopisehen Verhiiltnisse makroskopiseh als Gleichgewicht erseheinen. 

Fiir niehtstationiire Bewegungen ist die Ahnliehkeit weniger groB. Die Prin­
zipien, die die Bewegung festlegen, sind nieht dureh das Energieprinzip allein ge­
geben, sondern dureh Differentialgleiehungen oder dureh mit ihnen gleiehwertige 
Minimalbedingungen, aber nieht von Funktionen, sondern von Bahnintegralen. 
Diese legen im Verein mit Integrationskonstanten die Bewegung aueh in ihrem 
zeitliehen Ablauf fest. 

Anders in der Thermodynamik. Hier wird bloB die Riehtung festgelegt, 
in welcher sieh ein System, ausgehend von einem Niehtgleichgewiehtszustand, 
veriindert, iiber den zeitliehen Ablauf kann gar niehts gesagt werden. Man 
hat zwar Versuehe gemaeht, aueh die Gesehwindigkeit von Veriinderungen dureh 
solche GraBen allein zu bestimmen, die thermodynamisehe Bedeutung haben, 
doeh hat dieser Versueh noeh keine allgemeinen Resultate ergebenl). 

1) J. D. VAN DER WAALS, Vers!. Akad. Amsterdam Bd. 3. S.205. 1895; PH. KOHN­
STAMM, ebenda Bd. 19. S. 864. 1911; PH. KOHNSTAMM U. F. E. C. SCHEFFER, ebenda Bd. 19. 
S.878. 1911; VAN DER \VAALS-KoHNSTAMM. Lehrb. d. Thermodynamik, Leipzig. Bd. I, S. 155. 
1908; Ed. II 1912. S.103; R. MARCELLIN. C. R. Ed. 151. S.1052. 1910; Bd. 158. S.116. 
1914; Jouro. chim. phys. Bd. 9. S. 399.1911; A. MARCH, Phys. ZS. Bd. 18. S. 53.1917. 
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IV. Homogenes System. 
Eine einzige Phase. 

a) Einheitliches System. 
55. Die kanonische Zustandsgleichung. Wir wollen in diesem Abschnitt 

voraussetzen, daB das betrachtete System chemisch einheitlich sei, d. h. daB 
wir es durch seine Temperatur und sein Volumen oder seinen Druck vollstandig 
festlegen kannen. Hierbei ist durchaus maglich, daB sich bei Anderungen dieser 
GraBen im Inneren des Systems chemische Umsetzungen vollziehen, z. B. kann 
sich in Schwefeldampf das Gleichgewicht zwischen Molekulen S2 und S4 ver­
schieben. Vorausgesetzt wird nur, daB wir die chemische Zusammensetzung 
nicht willkurlich andem kannen und sich die Einstellung des Gleichgewichtes 
genugend schnell vollzieht, so daB zu gegebenen Werten von V und T eindeutige 
Werte der Energie, der Entropie usw. geharen. Diese GraBen magen als Funk­
tionen von V und T bzw. p und T bekannt sein. 

Wir gehen nun daran, den Sinn einiger Differentialbeziehungen, die wir 
in den Ziff. 39 und 40 rein formal und ohne weitere Diskussion abgeleitet haben, 
uns klarzumachen. Wir beginnen mit 5 bzw. 5' von Ziff. 39 

(1 ) (O;p) = V. 
op T 

(2) 

In diesen Gleichungen ist Fv als Funktion von V und T bekannt, ebenso naturlich 
auch Fp als Funktion von p und T. Die Gleichung (1) gibt daher an, wie sich 
der Druck p aus Volumen und Temperatur berechnet, d. h. sie ist die Zustands­
gleichung, und zwar die sogenannte "thermische" Zustandsgleichung. Ebenso 
ist (2) dieselbe thermische Zustandsgleichung, nur nach V statt nach p aufge16st. 

Vergleicht man femer (4) Ziff. 39 und (1) Ziff. 40 bzw. (4') Ziff. 39 und (1') 
Ziff. 40, so erhalt man 

(4) 

Die Kenntnis von Fv als Funktion von V und T bzw. von Fp als Funktion 
von p und T liefert demnach nicht nur die thermische Zustandsgleichung, d. h. 
den Zusammenhang zwischen Druck, Volumen und Temperatur, sondem auch die 
sogenannte "kalorische" Zustandsgleichung, d. h. die spezifische Warme als Funk­
tion von Temperatur und Volumen bzw. Druck. Ebenso kann man auch die 
Energie selbst aus 

E = F _ T(OFv ) 
v aT v' 

(5) (6) 

bestimmen. 
Die Angabe der fur die gewunschten unabhangigen Variabeln geeignetsten 

Funktion reicht demnach allein aus, urn das Verhalten des Stoffes in jeder 
Beziehung festzulegen. Nach MASSIEU (1869) nennt man daher die betreffenden 
Funktionen "charakteristische Funktionen". Diese Funktion ist fUr die Wahl 
von Vund T: Fv' Darausfolgt die thermischeZutsandsgleichung (1), diekalorische 
Zustandsgleichung (3) bzw. (5). Fur p und T als unabhangige Variable: Fp; daraus 
thermische Zustandsgleichung (2), kalorische (4) bzw. (6). Fur die unabhangigen 
Variabeln V und Energie E statt der Temperatur T: die Entropie S. Man er­
halt dann die thermische Zustandsgleichung durch Elimination von E aus (4'"') 
und (5'"') der Ziff. 39, wahrend die kalorische Zustandsgleichung, d. h. der Zu­
sammenhang zwischen der Energie, dem Volumen und der Temperatur in (4"") 
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selbst vorliegt. Wiihlt man als unabhiingige Variable statt des Volumens den 
Druck und wieder statt der Temperatur die Energie, so benutzt man als charak­
teristische Funktion abermals die Entropie, jetzt ausgedruckt in den Variabeln p 
und E. Die Zustandsgleichungen haben dann die am SchluB von Ziff.39 an­
gedeutete Gestalt. Endiich kann man noch als unabhiingige Variable das Volu­
men V und statt der Temperatur die Entropie 5 nehmen. Dann ist die geeignete 
charakteristische Funktion die Energie ausgedriickt durch 5 und V. Die Zu­
standsgleichungen sind dann folgendermaBen zu finden: Die thermischen, in­
dem man zwischen (4") und (5") von Ziff. 39 die Entropie eliminiert und so 
eine Beziehung zwischen p, V und T findet; die kalorische, indem man die 
Entropie aus (4") und dem AusdruckE = E (5, 11) eliminiert und so T durch E und V 
dargestellt erhiilt. Wiihlt man zum SchluB statt V und 5 die Variabeln p und 5 
als BestimmungsgroBen, so tritt als charakteristische Funktion der "Wiirme­
inhalt" Ep auf. Die Zustandsgleichungen erhiilt man dann aus (4''') und (5"') 
Ziff. 39 in ganz analoger Weise, wie es eben fur den Fall V, 5 beschrieben wurde. 
Den Ersatz der beiden getrennten Zustandsgleichungen, der kalorischen und der 
thermischen, durch den einen Ausdruck der charakteristischen Funktion in Ab­
hangigkeit von den zugehorigen unabhangigen Gri:iBen verdankt man PLANCK, 
der hierfiir den Namen "kanonische Zustandsgleichung" eingefuhrt hat. Je 
nach der Wahl der unabhangigen Variablen gibt es demnach verschiedene, unter­
einander naturlich vollkommen gleichwertige kanonische Zustandsgleichungen. 
Wir haben im vorhergehenden deren 6 aufgezahlt. Praktisch am wichtigsten 
sind 

06. Der zweite Hauptsatz als Verkniipfung von kalorischen und ther­
mischen Zustandsgrol3en. Aus den Uberlegungen der vorigen Ziffer konnen 
wir einen neuen Einblick in die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes und sein 
Verhaltnis zum ersten Hauptsatz bekommen. Wir haben in Ziff. 1,8 sehr stark 
betont, daB die Form der thermischen Zustandsgleichung, welche wir dort 
einfach als die Zustandsgleichung bezeichneten, durch die Thermodynamik in 
keiner Weise vorgeschrieben ist (bis auf die sehr geringe Einschrankung der 
Stabilitatsbedingung). Es ist demnach die Abhiingigkeit des Druckes von Volu­
men und Temperatur weitgehend freigestellt und von spezifischen Eigenschaften 
der Korper abhangig. \Vir haben andererseits die kalorische Zustandsgleichung, 
d. h. im wesentlichen die Angabe der spezifischen Warme Cv als Funktion von 
Temperatur und Volumen mit der einzigen Einschrankung, da~ sie positiv 
sein muB. Nehmen wir nun nur den ersten Hauptsatz dazu, so bleibt die Mi:iglich­
keit bestehen, sich Stoffe zu denken, fUr die man willkurlich sowohl die thermische 
Zustandsgleichung als auch Cv (V, T) vorschreiben kann. Der erste Haupt­
satz ermi:iglicht nur, mit diesen Angaben dann eine Funktion von V und T zu 
bestimmen, die wir innere Energie genannt haben. Er ermi:iglicht weiter, mit 
dieser Funktion die spezifische Warme bei anderen Zustandsanderungen, als 
es Temperaturerhi:ihungen bei konstantem Volumen sind, zu berechnen, z. B. 
auch Cpo 

Hier greift nun der zweite Hauptsatz einschrankend ein. Indem er gestattet, 
aus derselben charakteristischen Funktion die kalorische und die thermische 
Zustandsgleichung abzuleiten, stellt er eine Verknupfung zwischen der Abhangig­
keit des Druckes von Volumen und Temperatur und der Abhangigkeit der spe­
zifischen Warme von Volumen und Temperatur her. Dieselbe druckt sich z. B. 
in der Gleichung (10) oder (10') Ziff.40 aus. Zwar ist es nicht so, daB etwa 
aus der thermischen Zustandsgleichung p = p (V, T) sich die Abhangigkeit der 
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spezifischen Warrne von Volrirnen und Temperatur restlos berechnen lieBe. 
erkennt aus der eben angefiihrten Gleichung (10) Zif£' 40, daB 

f 02p , 
Cv = T oT2 dV + C (T) , 

87 

Man 

(1 ) 

wobei C' noch eine willkiirliche Funktion von T sein kann, aber diese muB von 
V unabhangig sein. 

Aus (4) Ziff. 40 folgt, 'daB bei einer Zustandsgleichung, in welcher p bei 
konstantem V proportional T ist, d. h. die von der Form ist 

prp(V) = T, (2) 

die Energie (und damit die spezifische Warme Cv) nicht vom Volurnen abhangt. 

Ebenso gilt die Umkehrung, insofern als (2) aus :~ = 0 folgt. DaB der GAY­

LUSsAcsche Versuch Ziff. 18 keine Temperaturanderung ergeben kann, ist dern­
nach eine strenge Folge der Gasgleichung und des zweiten Hauptsatzes. Anderer­
seits kann man aus dem GAy-LusSAcschen Versuch auf eirie Zustandsgleichung 
der Form (2) schlieBen. Wenn bei realen Gasen der GAy-LusSAcsche Versuch 
eine Temperaturanderung ergibt, so k6nnen daraus SchHisse auf die Zustands­
gleichung gezogen werden (Ziff. 58). 

1st nicht (:~)T = 0 ,sondernnur ( ~~v)T = 0, d. h. E(V, T) = E(V, 0) + lCvdT, 

so gilt nach (4) Ziff.40 
prp(V) = T + <P (V) . (2') 

Aus dem eben Gesagten folgt, daB die bis Ziff. 24 festgehaltene Temperatur­
skala der idealen Gase mit der von dort an beniitzten thermodynarriischen uber­
einstimmt. 

Ware die durch die erwahnte Gleichung verlangte Abhangigkeit zwischen C 
und der Zustandsgleichung verletzt, so war.e es ohne weiteres m6glich, ein Per­
petuum mobile zweiter Art zu k9nstruieren. Es sei etwa ein Stoff gegeben, der 
der Zustandsgleichung der idealen Gase p V = R T genugt, wahrend seine spe­
zifische Warrne mit wachsendem Volurnen abnimmt, wobei wir sie der Einfach­
heit halber als von T unabhangig annehmen. Dann kann man sich sofort einen 
umkehrbaren CLAPEYRONSchen ~reisprozeB (Ziff. 22) konstruiert denken, dessen 

'Witkungsgrad 'YJ t T2:; Tl ist. Es findet zuerst bei der Temperatur T2 
2 

eine V olumenausdehnung vom Volumen V' bis zum Volumen V" statt. Hierbei 
V" V" 

wird die Arbeit AI = RT2 In vi- geleistet und die Warme QI = RT2 In V' 

+ (Cv" - Cv') T2 aus dem Warmebehalter 2 aufgenommen. Nun findet mit 
Hilfe des in Ziff. 22 besprochenen Hilfsbehalters die Abkuhlung auf Tl bei kon­
stantern Volumen statt. Hierauf die Kompression auf V', wobei die Arbeit 

V" V" 
AlII = - RT1lnV geleistet unddie Warrne -Qm = RT1lnV' + (Cv" - Cv') Tl 

an den kalteren Behalter abgegeben wird. Endlich wird mittels des Hilfs­
behalters wieder bei konstantem Volumen V' zur Temperatur T2 erhitzt. 
Bei diesern Teilvorgang IV hat der Hilfsbehalter eine andere Warme zuzu­
fuhren, als beim Vorgang II abgefiihrt wurde, namlich Cv,(T2 - T 1) gegen 
CV,,(T2 - T 1). Wahrend des Vorganges II hat die Hilfsapparatur dauernd kleine 
umkehrbare Kreisprozesse voUfiihrt. Sie hat, urn dem untersuchten System bei der 
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AbkiihIung von T auf T - dT die Warmemenge C."dT zu entziehen, einen um­
kehrbaren, arbeitverbrauehenden CarnotprozeB ausgefiihrt, bei dem an den Be-

haIter 2 die Warmemenge ~2Cv"dT abgegeben und die Arbeit T2; T Cv"dT 

verbraueht wurde. Bei der entspreehenden Erwarmung wahrend des TeiI­
vorgangs IV nimmt das Hilfssystem aus dem Behalter 2 die Warmemenge 

i Cf),dT auf und Ieistet die Arbeit ~T T Cv,dT. 1m ganzen wird wahrend 

der Vorgange II und IV dem BehaIter 2 die Warmemenge T2(CV' - CV") In ~2 
. T2 1 

entzogen und die Arbeit T2 (Cv' - C.,,) In T' - (C •• - CV") (T2 - T 1) geleistet. 
Es ist daher 1 

V" (T2 ) +QI=RTzIn V' + T 2 (CV'-Cv") In Tl -1 , 

T1(CV' - Cv")ln~2 
1 

+QI 
was sofort die Konstruktion eines Perpetuum mobile II. Art ermagliehen wiirde. 

57. Der GRONl!ISl!NSche Satz. GRUNEISEN 1) hat molekulartheoretiseh ge­
zeigt, daB fiir Kristalle folgende Beziehung nahezu gilt: Es ist der thermisehe 
Ausdehnungskoeffizient als Funktion derTemperatur proportional Cpo Aueh bei 
einatomigen ideaIen Gasen gilt das gleiehe (hier sind beide GraBen temperatur­
unabhangig). . 

Allgemein untersueht MACHE2), fiir we1che Zustandsgleiehungen man in ahn-
lieher Weise (oP) _ 

aT - Cf) cp(V) (1) 
v 

setzen kann. 
Gleichung 

Nach GRUNEISEN hatte man die analoge, aber nicht identisehe 

(~~)p = CpCPl(P) (2) 

zu schreiben, die wir anschlieBend behandeln. 
Differentiert man (1) nach Division durch cP nach V und beniitzt (10) Ziff. 40. 

so erMlt man folgende Differentialgleichung fUr P 
02 P 02p 

aT oV cp(V) = T ap . (3) 

Die allgemeine Integration dieser Gleichung gibt 

P = -Eo(V) + cp(V). T. tP[Tef'l'dV]. 

Hierin ist tP eine willkiirliche Funktion des in Klammern geschriebenen Argu­
ments. Fi.ir Co bzw. Ev erhalt man: 

a 
Cv = at (TtP) , (4) 

Eo (V) in (3) ist dEo (V) 
dV 

') E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd.26, S.393. 1908; Bd. 39, S.257. 1912. 
2) H. MACHE, ZS. f. Phys. Bd. 5, S.363. 1921. 

(5) 
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Die Isentrope eines solchen Korpers ist durch Tef'PdV = konst. oder C" = konst. 
gegeben. In ganz analoger Weise fiihrt (2) zu 

V = dE;p(P) + 9?l(p)T4>[Te-f'P,dp], (6) 

(7) Ep (P, T) = Eop (P) + T4>. (8) 

Zur Ableitung von (5) und (8) sind die Gleichungen (1) und (4') von Ziff. 16 
benutzt. 

58. Der GAy-LuSSACsche Versuch und dieZustandsgleichung. Wir hatten 
in Ziff. 18 den Versuch von GAy-LUSSAC beschrieben, der zeigen sollte, daB bei 
idealen Gasen die innere Energie E nur von der Temperatur, nicht aber dem 
Volumen abhangig sei. Wir hatten im Vorhergehenden gesehen, daB dieses 
Resultat eine Folgerung des zweiten Hauptsatzes ist. Man kann daher umgekehrt 
aus den Abweichungen des Versuches von den Verhaltnissen bei idealen Gasen, 
d. h. aus der bei der irreversiblen Ausdehnung erfolgenden Temperaturabnahme, 
auf die Abweichungen der Zustandsgleichung von der Gasgleichung P V = RT 
schlieBen. 

Die Gleichung, die wahrend des Versuches erfullt sein muB, lautet 

LlE = 0, ( 1) 

da weder Warme zugefiihrt noch Arbeit geleistet wird. Mit (2') Ziff.35 erhalt 
man daher (LlV klein vorausgesetzt) 

TLl5 - pLlV = 0, (2) 

wo nach den Bemerkungen von Ziff.35 der Druck P den Wert haben muB, 
den er hat, wenn man vom Anfangs- in den Endzustand auf umkehrbarem 
Weg ubergeht. Hierfur kann man schreiben 

(3) 

Das ergibt mit (1) und (8) Ziff. 40 

T(OP) _ P 
-LlT= aT" LlV. 

C" 
(4) 

Es ist demnach die Temperaturerniedrigung Ll T bei einer gegebenen Volum­

vermehrung Ll V proportional der GroBe T (::)" - P, welche als MaB der Ab­

weichung des Stoffes vom idealen Gaszustand angesehen werden kann und mit 
dieser verschwindet. Zwar ist auch der Nenner C" fur einen nicht idealen Stoff 
nicht mehr vom Volumen unabhangig, aber wenn wir C" = Cvo + (Cv - Cvo) 
schreiben, wo C"o die Molwarme des idealen Gases ist, so ist nur die Differenz 
C" - C"o der Abweichung vom idealen Gaszustand proportional und, wenn 
diese klein ist, selbst klein gegen Cvo , 

Die genauere Auswertung dieser Formel wollen wir aber nicht vornehmen, 
sondern verweisen auf den im folgenden behandelten analogen Fall, bei dem sich 
die Messung genauer durchfuhren laBt. . 
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59. Der jouLE-THOMsoNsche Versuch 1). Zu ahnlichen Ergebnissen wie der 
GAy-LusSAcsche . Versuch fiihrt eine Anordnung von JOULE und THOMSON. 
Sie ist aber genauer, weil sie statt mit einer beschrankten Gasmasse, die nur 
einmal expandiert wird, mit einem kontinuierlichen Gasstrom arbeitet. Sche­
matisch besteht die Anordnung aus einem Rohr, das in der Mitte einen porosen 
Propfen enthalt. PreBt man nun von der einen Seite langsam einen Gasstrom 
hindurch, so erfordert die tJberwindung der Reibung dieses Pfropfens einen ge­
wissen Druckabfall, so daB der Druck des auf der anderen Seite langsam aus­
stromenden Gases geringer ist. Es sei das Rohr mit dem Pfropfen ohne warme­
leitende Verbindungen nach auBen, so daB nach Erreichung des stationaren 
Zustandes dem Gas keine Warme zugefiihrt wird. Dagegen wird auf das stromende 
Gas Arbeit ausgeiibt. Es leistet namlich die Maschine, we1che den Druck auf 
der Einstromseite erzeugt, pro Mol des Gases die Arbeit P1V1 , auf der Ausstrom­
seite muB das Gas, sei es gegen die Atmosphare, sei es bei geschlossenem Kreis­
lauf gegen die Maschine die Arbeit P2V2leisten. Dagegen ist jetzt die technische 
Arbeit (d. h. die Arbeit abziiglich der eben genannten Betrage) gleich Null. Die 
GroBe, die jetzt wahrend des Prozesses konstant ist; ist nicht die Energie, sondern 
der Warmeinhalt oder die Warmefunktion bei konstantem Druck Ep = E + P V 

( 1) 

Wenden wir jetzt die Formeln (1'), (8') Ziff.40 an, so erhiilt man die Temperatur­
anderung des stromenden Gases bei einer gegebenen Druckdifferenz L1 p. Bei 
einer Rechnung analog zu der in Ziff. 58 ist demnach 

"T~ T(~~, - V"P. 
p 

(2) 

Auch hier gilt wieder, was wir in Ziff. 58 gesagt haben, daB der Zahler im wesent­
lichen als MaB fiir die Abweichung vom Gesetz der idealen Gase angesehen werden 
kann. Urn diese Formel zur Berechnung der Zustandsgleichung zu beniitzen, 
fiihren wir als Abkiirzung die GroBe 

T(8V) _ V 
](T,P) = ~; = a~: 

ein, die demnach aus den Versuchen als Funktion von Druck und Temperatur 
gegeben sein muB. Multiplizieren wir in (3) Cp auf die andere Seite, differenzieren 

1) Neuere theoretische Arbeiten: M. JACOB, Mitt. lib. Forschungsarb. d. Ver. D. lug. 
Nr.202, Berlin 1914; Ann. d. Phys. Bd. 55, S.531. 1918; Phys. ZS. Bd.22, S.65. 1921; 
J. SCHAMES, Ann. d. Phys. Bd. 57, S. 321. 1918; R. PLANCK, Phys. ZS. Bd. 21, S. 150.1920; 
- Zusammenfassende Darstellung von Theorie, experimenteller Methode und Versuchs­
ergebnissen bei F. POLLITZER, in MULLER-POUILLET, Lehrb. d. Phys., 11. Aufl., Bd. III. 
1. Braunschweig 1926. - Neuere experimentelle Arbeiten: E. VOGEL, Mitt. lib. Forschungs­
arb. d. Ver. D. lng. Nr. 108/109, Berlin 1910; F. NOELL, ebenda Nr. 184. 1916; H. HAUSEN. 
·ebenda Nr. 274. 1925; J. P. DALTON, Comm. Leiden Nr. 109. 1909; W. A. D. RUDGE, Phil. 

Mag. (6) Bd. 18, S. 159. 1909; "V. P. BRADLEY u. F. C. HALE, Phys. Rev. (1) Bd. 29, S. 258. 
1909; L. G. HOXTON, ebenda (2) Bd. 13, S.438. 1919 (ausflihrliche Literaturangaben); 
H. M. TRUEBLOOD, Proc. Amer. Acad. Bd. 52, S. 733. 1917; Vi'. MEISSNER, ZS. f. Phys. 
Bd. 18, S.12. 1923; E. S. BURNETT, Joum. Amer. Chern. Soc. Bd.43, S. 590. 1923; 
\V. H. RODEBUSH, J. \V. ANDREWS u. J. B. TAYLOR. ebenda Bd. 47, S. 313. 1925; 
O. KNOBLAUCH u. H. HAUSEN, Phys. ZS. Bd. 24, S. 473. 1923. 
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nach T und beniitzen (10') Ziff. 40, so erhalten wir folgende Differentialgleichung 
fUr die spezifische Warme bei konstantem Druck. 

(OCp) (OCp) (°1) op p+l(T,P) oT p +Cp oTp=o. (5) 

Eine ganz entsprechende Differentialgleichung fUr Cv wiirden wir in Ziff. 58 
zur Auswertung der Messungen beim GAy-LUSSAcschen Versuch erhalten ki:innen. 
Hat man Gleichung (5) integriert, so folgt dann die Zustandsgleichung, da nach (3) 

C (V) T2 af T p = ](T, P)Cp (6) 

ist, zu 

~ = f 1(~~ P) Cp dT + ifJ(P) [r]J(P) willkiirliche Funktion von p alleinJ. (7) 

Man kann (5) allgemein integrieren fUr den Fall, daS sich I als Produkt zweier 
Funktionen darstellen laSt, deren eine nur vom Druck, deren andere nur von 
der Temperatur abhangt. (8) 

Die Messungsergebnisse von THOMSON und JOULE lassen sich durch einen Spezial 

fall dieses Ansatzes darstellen, namlich durch I = konst. ;2. Man erhalt als 
allgemeine Li:isung von (5), falls (8) gilt 

1 
Cp = 12(T) <P(I1 - 12), (9) 

wo <p eine beliebige Funktion des Argumentes II - 12 und 

II = jl1 dP, 12 = ! ;2 dT (10) 

bedeuten. Hieraus folgt als Zustandsgleichung 

V f tiT T = II (P) <P(I1 - 12) T2 + r]J(P) , (11) 

wo r]J(P) eine weitere willkiirliche Funktion des Druckes allein ist. 
1m speziellen Fan, der v AN DER W AALsschen Zustandsgleichung ergibt sich fUr 

den Joule-Thomsoneffek~T = 2a(V _ b)2 _ RTbV2 V LIp 

RTV3_2a(V-b)2 Cp ' 

weIche Formel fUr groSe Volumina und hohe Temperaturen, d. h. bei kleinen 
Abweichungen vom idealen Gaszustand, in 

( 12) 

iibergeht. Der Sinn dieser letzteren Formel ist besonders einfach. Urn die Ab­
kiihlung hintanzuhalten, hatte man dem Gas die Warmemenge Cp • LI T zu­
fUhren miissen. Diese dient zu zwei Zwecken. Erstens zur Deckung der Zu­
nahme der inneren Energie, welche bei der Volumvermehrung eintritt und an-

genahert ;2L1V C'V - RaT LIp ausmacht. Zweitens muS sie die auSere Arbeit 

P2V2 - P1Vl decken, weIche im Fall eines idealen Gases bei konstanter Tem­

peratur verschwindet (RT - RT), hier aber C:T - b) LIp betragt. 



92 Kap.1. K. F. HERZFELD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 60, 61. 

Fiir das Auftreten eines Joule-Thomsoneffekts, welcher bei Druckverminderung 
Temperaturerhohung gibt, ist wesentlich: .Das gegeniiber dem idealen Gas end­
liche wahre Volumen der Molekiile, das in b steckt, bedingt Erhohung des Druckes. 
Infolge dieser starkeren Zunahme des Druckes mit dem Volumen ist die von der 
Maschine gelieferte Arbeit PIVI - P2V2 so groB, daB sie nicht nur die innere 
Arbeit gegen die Anziehungskrafte deckt, sondem auch noch zur Temperatur­
erhohung reicht. 1m umgekehrten Fall sind gerade die Anziehungskrafte maB­
gebend, und zwar in zweierlei Weise [Faktor 2 in Formel (12)]. Erstens muB 
direkt gegen sie im Innem des Gases Arbeit geleistet werden (Vermehrung 
der inneren Energie), zweitens vermindem sie aber auch die auBere Arbeit, 
welche bei gegebener Druckdifferenz die Maschine in das Gas hineinsteckt. 

60. Der Inversionspunkt. Der Joule-Thomsoneffekt hat dasselbe Vor-

zeichen wie die GroBe T (~~ t -V. Verschwindet sie, so verschwindet auch 

der Joule Thomsoneffekt. Wenn wir die Zustandsgleichung in der Form 
V = V (P, T) schreiben, so verschwindet der Joule Thomsoneffekt fiir solche 
zusammengehorige Werte von P und T, welche der Gleichung geniigen 

(~~t=~. (1) 

1m allgemeinen gibt es fiir jeden Druck einen solchen Wert. Man nennt die 
betreffende Temperatur die Inversionstemperatur bei dem betreffenden Druck, 
weil der Ausdruck (BV) . 

T- -v aT p 

und damit auch der Joule Thomsoneffekt beim Durchgang durch Null im 
allgemeinen auch sein Zeichen wechselt. Fiir den speziellen Fall der VAN DER 
WAALsschen Zustandsgleichung liegt bei geringen Abweichungen vom Gesetz 
der idealen Gase der Inversionspunkt fUr aIle nicht zu hohen Drucke bei einem 
bestimmten Gas an derselben Stelle, namlich nach (12) Ziff. 59 bei 

. 2a 
Tinv = Rb . 

Hier ist, wie Formel (12) Ziff. 59 zeigt, bei Temperaturen iiber dem Inversions­
punkt T inv der Klammerausdruck negativ, d. h. einer Ausdehnung (Druckab­
nahme) entspricht, eine Erwarmung. Dieser Fallliegt bei Wasserstoff, der seinen 
Inversionspunkt bei - 56 0 Chat, vor. Unterhalb des Inversionspunktes da­
gegen ist der Klammerausdruck positiv, so daB einer Entspannung Abkiihlung 
entspricht. Diese Tatsache ist in der Konstruktion der LINDEschen Luftver­
fliissigungsmaschine verwendet. In ihr kann man die meisten Gase mit Ausnahme 
von Wasserstoff ohne weiteres arbeiten lassen, da ihr Inversionspunkt uber der 
Zimmertemperatur liegt, Wasserstoff muB erst von auBen her abgekiihlt werden. 

61. Berechnung der freien Energien fUr reine Stoffe. a) Ideale Gase. Fur 
ide ale Gase ist die Energie T 

E = E(To) + ICvdT (1) 
To 

nach Ziff. 18 und 56 vom Volumen unabhangig. Die Entropiedifferenz zwischen 
zwei Zustanden gleichen Volumens bei verschiedener Temperatur ist demnach 
ebenfalls vom Volumen unabhangig, gleich 

T T 

S(Vo, T) - S(Vo, To) = r~i:,,- = (Cv;T . (2) 

to to 
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Wenn wir einen beliebigen Zustand Yo, To ais Bezugszustand festsetzen, so ist 
demnach die freie Energie aller Zustande des gieichen Volumens Vo gegeben 
durch 

Fv(Vo, T) = E(Vo, T) - TS(Vo, T) 
T T 

= Fv (VO, To) - (T - To) 5 (vo, To) + fCv dT - T f ~ dT 

To To (3 ) 
T T 

= Fv(Vo, To) - T I~ fCvdT - (T - To)S(Vo, To)· 

To To 

Die Abhangigkeit der freien Energie bei gegebener Temperatur vom Volumen 
kann man nun berechnen, wenn man berucksichtigt, daB bei isothermen umkehr­
baren Anderungen die Abnahme der freien Energie gieich der geleisteten Arbeit 
ist (Ziff. 37). Das ergibt 

V 
Fv(V, T) - Fv(Vo, T) = -RTIn V - (4) 

o 

und demnach ais SchluBformel 
T T f ·C V 

F,. (V, T) = Fv (VO, To) - (T - To) 5 (vo, To) ~ CvdT - TJ i dT - RT In Vo' (5) 

To To 

1st im speziellen Cv auch von der Temperatur unabhangig, so wird daraus 

T V 
F,,(V,T) = Fv(Vo, To) - (T - To)S~o,To)+Cv(T -.To) -CvTIny -RTlnV 

o 0 (5') 
= Cv T - CvTlnT - RlnV + T(Cv In To + RlnVo) + Fv(Vo, To) 

- CvTo - (T - To)S(Vo, To). 

Hierin muB der Ausdruck 

von der speziellen Wahl von Yo, To unabhangig und von der Form AT + B 
sein, wo A und B nur mehr von der Natur des Gases abhangen. Geht man mit 
Hilfe der Gleichung 

Fp = Fv + pV = Fv + RT, (6) 

ferner der Gasgleichung pV = RT und der Gleichung (2) Ziff. 18 zu konstantem 
Druck uber, so findet man 

T T 

Fp(P,T) = Fp(po, To) - (T - To)S(po, To) + fCpdT - T 17 dT + RTln :0 (7) 

~w. ~ ~ 

Fp (P, T) = CpT - CpTln T + RT lnp + T(Cp In To - R In Po) + Fp (Po,To) } (7') 

- (T - To) 5 (Po, To) - Cp To. 

Diese Gleichung hatte man natiirlich auch direkt ableiten k6nnen, so wie wir 
im Obigen die Gieichung fUr Fv abgeleitet haben. Es sei hierbei hervorgehoben, 
wie sich der trbergang von Cv zu Cp = Cv + R automatisch dadurch vollzieht, 
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daB in dem Ausdruck - RTln V die Einsetzung der Gasgleichung zu RTlnp 
- RT In R - RT In T fiihrt. Wahrend RT In R und RT In Vo sich bei der 

T 

Differenzbildung herausheb~n, ergibt RTln Jo zusammen mit T f? dT den in (7) 

auftretenden Ausdruck T f i: dT, ebenso ist der Summa:t RT in (6) mit 

T T To 

ICv dT in (5) zu I Cp dT in (7) zusammenzufassen. Es tritt in (7) auBer GraBen 
To To 
wie Cpnoch der AusdruckFp(po, To) - (T - To)S(Po, To) = Ep(Po, To) - TS(po, To), 
d. h. auBer der Energie der mit T multiplizierte Absolutwert der Entropie 
im Bezugszustande auf. 

b) Kondensierte reine Stoffe. Dnter kondensierten Stoffen sollen 
feste und fliissige zusammengefaBt werden. "Rein" soU bedeuten, daB durch 
Druck und Temperatur bzw. spezifisches Volumen und Temperatur der Zustand 
voUkommen festgelegt ist, soU aber keine Aussage dariiber sein, ob nur eine 
Molekiilgattung vorhanden ist. Dann gilt entsprechend wie unter a) 

T T 

Fv(Vo,T) = Ev(Vo, To) - TS(Vo, To) - Tf~:jCv(Vo)dT. (8) 

To ']10 

Die Abhangigkeit der freien Energie yom Volumen ist dann durch die Formel 
gegeben 

V.T 

Fv(V, T) = Fv(Vo, T) - !pdV. (9) 
Vo,:P 

Infolge der geringen Kompressibilitat ist das Integral bei nicht zu hohen Drucken 
im allgemeinen klein. 

Entsprechend heiBen die fiir konstanten Druck giiltigen Formeln 

T 7' p,T 

Fp(P, T) = Ep(po, To) - TS(Po, To) - Tjd~jCp(Po)dT+ jV(T)dP . (10) 

'1'0 To Po, T 

Infolge des kleinen Molvolumens pflegt auch das letztere Integral klein 
zu sein, aUerdings graBer als das Integral in (9), denn es ist 

p v p 

J~dP = pV - PoVo - jPdV = pV - PoVo -jP(~~tdP. (11) 

~ ~ ~ 

Bei Hg und einer Druckerhahung urn 100 at ist dabei mit V'" 15 cm 3 

pv - PoVo '" 1,5 . 109 Erg ex; 36 g cal, IVdp:"-C 3 . 105 Erg C'V 0,007 cal. 

Natiirlich kann man in (10) cbensogut schreiben 

l' l' p.1'o 

Fp(P, T) = Ep(Po, To) - TS(po, To) - T I~~ ICp(p)dT + (V(To)dP, (10') 

'1'0 To Po~To 
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indem man die Reihenfolge der Operationen Po, To ~ Po, T ~ p, T in die Reihen­
folge Po, To ~ p, To ~ p, T abiindert. DaB dasselbe herauskommt, ist eine Folge 
des zweiten Hauptsatzes, der verlangt, daB 

ist, was die Beziehungen (10') Ziff.40 bedingt, welche die Identitiit von (10) 
uild (10') ergeben. 

Ebenso bedingen die Gleichungen (13) Ziff.40, daB (8) und (10) mit 

Fp=Fv+PV 
vereinbar ist. 

Die Erfahrung zeigt, daB bei allen kondensierten Korpern die spezifischen 
Wiirmen, und zwar sowohl Cv als Cp fUr T = 0 verschwinden (s. Kap. 7); dann 
konvergiert (10) bzw. (8) fUr T = 0, und man kann schreiben 

T T V,T 

Fv(V, T) = Ev(Vo, T = 0) - TS(Vo, T = 0) - Tj~~j~v(Vo) dT - fPdV (8') 

o 0 V"T 
bzw. 

T T p,T 

Fp(P, T) = Ep(po, T= 0) - TS(po, T= 0) - Tf~:Jcp (Po) dT + fVdP. (10") 

o 0 Po> T 

Insbesondere kann man bei vielen festen Korpern C" oft in der Form darstellen 

(12) 

WO 1J die Eigenschwingungszahl der Teilchen und fJ eine KOJ;lstante 
(4,77, 10- 11 secGrad) ist. Dann wird (8') 

( P") V,T 
Fv(V, T) = E,,(Vo, T = 0) - TS(Vo, T = 0) + CvT In 1 - e -T - !pdV (8") 

V"T 

fUr hohe Temperaturen kann man Cvln (1 - e - P; ) (X) Cv In fJ; setzen. Fiir tiefe 
Temperaturen stimmt 

Cv = a' ya (12') 

besser. Dann ist T T 

( dTfc dT= ~ya = Cv. 
T2 v 12 12 

o 0 

Urn (12) und (12') in (10") beniitzen zu konnen, muB man noch Cp - Cv 

kennen, das allerdings bei festen Korpern und nicht zu hoher Temperatur klein 
gegen Cv selbst ist. Verwendet man Formel (13) Ziff. 40, sowie den GRUNEISEN­
schen empirischen Satz Ziff. 57, vernachliissigt man ferner in diesem Korrektur­
glied die Temperaturabhiingigkeit der Kompressibilitiit, so wird mit einer yom 
Druck und dem betrachteten Korper abhiingigen GroBe a" 

Cp-Cv= a" TC; (X) a" TC;, 
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Dann wird im Giiltigkeitsbereich von (12') 
T T 

fdTJ' a" a'2 
.; T2 (Cp - Cv)dT = ~T'7, 
o 0 

fUr hohe Temperaturen, wo Cv konstant wird, wird das Integral ~' C~ T. Beide 

Formeln fUr die freie Energie (5') bzw. (7'), sowohl wie (8') bzw. (10"), enthalten 
eine mit T multiplizierte Konstante So. Diese spielt im Verhalten des betreffenden 
Stoffes a1lein, d. h. in seiner Zustandsgleichung, keine Rolle, sondern nur bei 
einer Umwandlung, sei es in eine andere Phase, sei es bei einer chemischen Um­
wandlung. Sie kann auch nur aus der experimentellen Untersuchung einer 
solchen oder auch aus einer molekular-theoretischen Vorstellung gewonnen 
werden. 

b) Gemische. 
62. Definition der GraBen, die zur Beschreibung der Eigenschaften eines 

Stoffes in einer Mischung geeignet sind. Wir betrachten nun Gemische; deren 
Zustand ist durch Druck, Temperatur und Zusammensetzung gegeben, wobei 
wir die Zusammensetzung, wie in Ziff.47 besprochen, in verschiedener Weise 
angeben konnen. Wir werden von einem Mol des Gemisches sprechen, wenn 
die Summe der Molzahlen aller Komponenten gleich 1 ist. Dementsprechend 
konnen wir das Molvolumen des Gemisches definieren, die Molarwarme, Energie­
inhalt pro Mol usw. Haufig ist es von Interesse zu wissen, wieviel eine der Kom­
ponenten zu der betreffenden GroBe des Gemisches beitragt, z. B. welchen 
Anteil des Molvolumens einer Losung wir dem Losungsmittel, welchen Anteil 
wir der gelOsten Substanz zuschreiben wollen. Die geeigneten Begriffe definieren 
wir nach LEWISl) folgenderinaBen: Wenn v das totale Volumen einer Mischung 
ist, in welcher n l Mol des Stoffes 1 ... , n, Mol des Stoffes l enthalten sind, so 
nennen wir "partielles Molarvolum" des Stoffes t (partial-molal-volume) V, 
folgende GroBe 

cv 
V, = -,-. 

en" 
(1 ) 

Das ist also die Abnahme des Volumens der Mischung bei Entfernung von 1 Mol 
des Stoffes /. Ebenso definieren wir als partielle Molarwarme C, den Ausdruck 

ec 
C, = -,-, 

en, 
(2) 

also die Abnahme der spezifischen vVarme der Yl:ischung bei Entfernung von 1 Molt. 
Entsprechende Definitionen lassen sich fUr die anderen partiellen MolargroBen 
(Energie, Warmeinhalt, Entropie usw.) aufstellen. Wir bemerken, daB die partielle 

molare freie Energie gleich dem chemischen Potential ist (s. Ziff. 44) II, = -ti. 
c n, 

Es ist klar, daB man die auftretenden Differentiationen nach n, in der Reihen­
folge mit anderen Differentiationen vertauschen kann, es ist z. B. 

a (ov) (; (ov) av, an, iFf =01' an, = ai' 

") G, N. LEWIS u. :\1, RAXDALL, Thermodynamics and The Free Energy of chemical 
Substances, London u. New York 1923. 
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d. h. es ist der partielle Koeffizient der Volumausdehnung gleich dem Temperatur­
koeffizienten des partiellen Molvolumens. Verschieden yom partiellen Molvolumen 
ist das manchmal gebrauchte scheinbare Molvolumen V. Hat man etwa eine 
Lasung von n2 Mol gelaster Substanz und n1 Mol Lasungsmittel und ist das Mol­
volumen des reinen Lasungsmittels l1, so ist da.s scheinbare Molvolumen des 

- v-n0,l 
gelOsten Stoffes bei der gegebenen Konzentration V2 = 1 1, wahrend das 

v n V n2 
partielle Molarvolumen V2 = - 1 1 ist. Wie wir es schon bei den chemischen 

n2 

Potentialen in Ziff. 47 gesagt haben, sind auch die anderen partiellen Molar­
graBen nicht von der Gesamtmenge des Systems, sondern nur von der Zusammen­
setzung abhangig, wahrend das Volumen, die spezifische Warme, die Energie 
usw. homogene Funktionen erster Ordnung der Molmengen n, sind. Daher 
gilt, wenn g irgendeine der genannten GraBen bedeutet 

g = ::£ n,G,. (3) 

Es folgt dann ahnlich wie in Ziff. 47 flir die Abhangigkeit der partiellen Molar­
graBen von der Zusammensetzung, also bei konstantem Druck und konstanter 
Temperatur oG, oG, 

an, (4) 

und im speziellen Fall von nur zwei Teilnehmern wie in (9) Ziff. 47 

DGI oG2 n l 
x-o'x + (1 - x)~x = 0, x = (5) 

v n1 + n2 

63. Methoden zur Bestimmung der partiellen MolargroBen. Wir wollen 
im folgenden stets yom Molvolumen reden, doch bezieht sich alles in dieser 
Nummer Gesagte in gleicher Weise auch auf die anderen GraBen. 

Am einfachsten ist die Berechnung der partiellen MolargraBen, wenn das 
Gesamtvolumen explizit durch eine Formel als Funktion der Molzahlen gegeben 
ist. Dann hat man nur partiell zu differentieren. (Bei festgehaltener Menge 
der andern Komponenten, nicht bei festgehaltener Zusammensetzung.) Liegt 
keine Formel vor, so tragt man das Volumen der Lasung bei festgehaltener 
Menge der andern Komponenten als Funktion von n, auf und bestimmt gra­
phisch die Neigung. Sind im ganzen m Komponenten vorhanden, so reicht es, 
dieses Verfahren flir m - 1 Komponenten vorzunehmen, da nach Ziff.62 das 
mte partielle Molvolumen hiermit festgelegt ist. 

1st bei einer Mischung von nur zwei Komponenten das scheinbare Mol-
volumen VB der einen (2) gegeben, so tragt man dieses gegen In n2 auf. Man er­
halt nach leichter Rechnung 

- oV2 
VB - V2 = ~l . (1) 

v nn2 

v 
Es sei endlich das gesamte Molvolumen = x VI + (1 - x) V 2 als 

n1 + n2 

Funktion des Molbruches aufgetragen. Dann zieht man an der Stelle x', fiir die 
man die beiden partiellen Molvolumina erhalten will, die Tangente an die Kurve 
und verlangert sie bis zum Schnittpunkt mit den beiden Vertikalen x = ° (nl = 1, 
n2 = 0) und x = 1 (nl = 0, n2 = 1). Diese Schnittpunkte geben VI und VB' Es 
ist namlich die Gleichung der Tangente 

d 
y - [x'V~ + (1 - x') V~] = dx [XVI + (1 - x) V 2][x-x']. (2) 

Handbuch der Physik. IX. 7 
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Beachtet man (3) und (5) Ziff. 62, so wird hieraus 

y - x' V~ - (1 - x') V~ = (V~ - V~) (x - x') . (3) 

Daraus folgt sofort das gewiinschte Resultat. 
64. Die verschiedenen Arten von Losungs- und Verdiinnungswarmen 1). 

Eine besonders wichtige Anwendung der im vorigen besprochenen Definitionen er­
gibt sich bei dei Messung der Wfumetonungen, die beim Mischen auftreten. Dieses 
Mischen erfolgt stets nichtumkehrbar und ohne Leistung auBerer Arbeit (bei 
konstantem Volumen) oder ohne Leistung von technischer Arbeit (bei konstantem 
Druck). Die Warmetonung ist demnach nach Ziff. 25 gleich der Differenz der 
Gesamtenergien bzw. der Warmeinhalte. Hierbei hat man nun verschiedene 
GroBen zu unterscheiden, weil im allgemeinen die Warmetonungen von der 
Konzentration der Mischung abhangen. Die element are GroBe ist die "differen­
tiale intermediare Losungswarme", welche beim Auflosen von ein Mol der Sub­
stanz in sehr viel Losung einer bestimmten Konzentration entwickelt wird. 
Sie ist gleich der Energie E,R (bzw. dem Warmeinhalt) von 1 Mol des reinen 
Stoffes " der gelost wird, weniger der Zunahme der Energie der Losung beim 
ZufUgen von 1 Mol des Stoffes t. Sie ist also gleich 

( 1) 

eeL 
wenn eL die Energie bzw. den Warmeinhalt der Losung, demnach E, = -!l-

un, 
die partielle molare Energie des Stoffes t in der Losung, E R die Energie von 
1 Mol des reinen Stoffes t bedeutet. Die intermediare Losungswarme hangt im 
allgemeinen von der Konzentration abo Sie kann positiv oder negativ sein und 
kann auch bei Anderung der Konzentration von positiven zu negativen Werten 
ubergehen. Extremwerte der intermediaren Losungswarme sind: 

1. Die erste Losungswarme UB, die entwickelt wird, wenn die Konzentration 
sehr klein, im Grenzfall Null ist. Sie tritt auf bei der Auflosung von 1 Mol ge­
lost en Stoffes in sehr viel reinem Losungsmittel. 1st genugend Losungsmittel 
vorhanden, so ist diese erste Losungswarme von der Menge des Losungsmittels 
unabhangig. Hierbei ist vorausgesetzt, daB die intermediare Losungswarme UJ 
eine stetige Funktion der Konzentration ist, so daB fur sehr kleine Konzen­
trationen UJ gleich dem Grenzwert UJ! fUr c, = 0 gesetzt werden kann. 

2. Den anderen Grenzfall bildet die sog.letzte Losungswarme UL, auch "theo­
retische" oder "fiktive" Losungswarme genannt. Sie wird frei, wenn man ein 
Mol des gelOsten Stoffes in sehr viel fast gesattigter Losung auflost bzw. wird 
verbraucht, wenn man aus sehr viel ganz wenig ubersattigter Losung 1 Mol 
Gelostes Z. B. auskristallisieren laBt. Die experimentelle Bestimmung dieser GroBe 
ist nicht ganz einfach, weil die vollstandige Herstellung des Gleichgewichtes 
bei einer fast gesattigten Losung sehr langsam vor sich geht. Genau genommen 
konnte man die Kurve der intermediaren Losungswarme in Abhangigkeit von 
der Konzentration noch tiber die gesattigte Losung, d. h. uber die letzte Losungs­
warme hinaus fortsetzen; nattirlich nicht durch weitere Auflosung, wohl aber 
dadurch, daB man eine ubersattigte Losung mit der Konzentration c groBer als 
die Sattigungskonzentration herstellt und dann durch Erschtitterung oder Impfen 
mit einem sehr kleinen Kristall die Kristallisation auslOst. Allerdings kristallisiert 
dann aller tiber die Sattigung hinaus noch gelOste Stoff aus, so daB man nicht 

1) H. W. 13. ROOZEBOOM, Die heterogencn Gleichgcwichte, II/l, S.288, Braunschweig 
1904; H. W. B. ROOZEBOOM, Rec. tray. chirn. Bd. 5, S.335. 1886, Bd. 8, S.121. 1889; 
CR. M. VAN DEVENTER U. H. J. VAN DE STADT, ZS. f. phys. Chern. Bd. 9, S.43. 1892. 
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die oben angefiihrte differentiale intermediare Losungswarme miBt, sondern die 
gleich zu besprechende GroBe. Doch laBt sich die gesuchte Zahl nach Gleichung (2) 
durch Differentiation daraus bestimmen. So1che Messungen scheinen aber noch 
nicht vorzuliegen. 

3. Praktisch nimmt man die Messungen natiirlich nicht mit unendlich viel 
Losung vor, so daB jedes Auflosen von weiterer Substanz eine Konzentrations­
anderung bedingt. Sind in n1 Mol Losungsmittel n~ Mol GeWstes enthalten 
und fiigt man n:; Mol des gelosten Stoffes zu, so nennt man die dabei auftretende 
Warmetonung "intermediare Losungswarme" schlechthin. Wir konnen sie mit 
~'un,' bezeichnen. Sie berechnet sich aus der differentialen intermediaren 
Losungswarme durch 

(2) 

Als "mittlere intermediare Losungswarme" in dem Molenbruchintervall 

! ! + II 1 _ n2 __ bI.S n2 n2 n ,- " '" . kann man 'Vn, = - n, un, bezelchnen. 
n1 + n~ n 1 + n; + n'{ n, n'{ n, 

(3) 

1st die Anfangskonzentration, von der man ausgeht, Null, also ~ gleich 
Null, d. h. lOst man in n1 Mol reinem Wasser n:j Mol geWsten Stoff, so nennt 
man die dabei pro Mol Gelostes entwickelte Warmemenge die integrale Losungs-
warme 

(4) 

nil 
Falls die entstehende Losung gerade gesattigt ist, so daB 2 II den Molen-

n1 + n2 

bruch der gesattigten Losung darstellt, so heiBt die freiwerdende Warmemenge, 
auf 1 Mol Salz, gerechnet, die "ganze Losungswarme". 

Man ~ann die Konzentration der Losung aber auch dadurch andern, daB 
man zu ihr Losungsmittel hinzufiigt. Die betreffende Warmetonung nennt man 
dann die Verdiinnungswamre. Der differentialen intermediaren Losungswarme 
entspricht die differentiale Verdiinnungswarme V', die frei wird, wenn man 

zu einer sehr groBen Menge der Losung mit dem Molenbruch n2 

n1 + n2 

1 Mol Losungsmittel hinzufiigt, so daB praktisch keine Konzentrationsanderung 
eintritt. Sie ist gleich 

(5) 

wo El der partielle mol are Warmeinhalt des Losungsmittels ist. Nach (3) Zif£' 62 
besteht in einer Losung, die nur einen einzigen geWsten Stoff enthiilt, die Be­
ziehung 

Beriicksichtigt man, daB n1E1R + n2E2R - eL = n~un2 ist, so folgt mit (1) und (5) 

V+ v, On, n2 2 n1 = n,U • (6) 

Entsprechend der intermediiiren Losungswarme schlechthin spricht man von 
jer Verdiinnungswarme ~:,unl" schlechthin, die frei wird, wenn man zu einer 

7* 



100 Kap.1. K. F. HERZFELD: Klassische Thermodynamik. ZHf. 65. 

Losung, die n~ Mol L6sungsmittel und n2 Mol gelOsten Stoff enthaIt, n'{ Mol 
Losungsmittel hinzusetzt. Es gilt 

ftl'+n/' 

~:,unl" = f U'(n1 ~ nJdnl • (7) 

nt' 

Nach dem ersten Hauptsatz bestehen folgende einfachen Beziehungen l ) 

(8) 

d. h. man erhalt die integrale Losungswarme einer Lpsung von der Zusammen­
setzung nl , n2 + n;{, indem man zUerst die Losung nv n2 herstellt und dann weiter 
noch n;{ Mol Gelostes hinzufiigt. Entsprechend gilt 

(9) 

Was die Berechnung der einzelnen GroBen aus den experimentellen Bestimmungen 
betrifft, gilt folgendes 2): Man kann erstens eine Reihe integraler Losungswarmen 
bestimmen, indem man in einer gegebenen Menge reinen Losungsmittels der 
Reihe nach verschiedene Mengen Salz auflost. Tragt man diese integralen Lo­
sungswarmen als Funktion der Molmenge des gelOsten Stoffes auf, so erhalt 
man durch Differentiation die differentiale intermediare Losungswarme. Aus 
ihr kann man mit Hilfe von (6) die differentiale Verdiinnungswarme finden. 
Zweitens kann man in ein und dieselbe Menge Losungsmittel allmahlich immer 
mehr geloste Substanz bringen, dann erhalt man die intermediare Losungswarme, 
die man auf Mol des mittleren Molbruches in dem betreffenden Konzentrations­
intervall umrechnet und daraus durch ein Naherungsverfahren die differentialen 
Losungswarmen bestimmt. Drittens kann man die erste Methode umkehren, 
indem man eine integrale Losungswarme miBt und von ihr ausgehend inter­
mediare Verdiinnungswarmen. Aus letzteren gewinnt man durch Differentiation 
die differentialen Verdiinnungswarmen und aus den letzteren und der einen 
integralen Losungswarme nach (5) die differentialen Losungswarmen. 

65. Berechnung des Potentials von Mischungen, insbesondere. von ver­
diinnten Losungen. Die freie Energie von Mischungen kann man entweder, 
ganz ahnlich wie das fUr alle Stoffe geschieht, aus Messungen entnehmen oder 
mit Hilfe einer statistischen Dberlegung berechnen. Man kann aber auch einen 
formalen Ansatz machen, der zwar nicht fUr sich allein ausreicht, aber einen 
gewissen Fingerzeig gibt. Hierzu gehen wir mit PLANCK und VAN DER WAALS 3) 

folgendermaBen vor. Wir denken uns die Mischung der gewiinschten Zu­
sammensetzung und der gewiinschten Temperatur zuerst auf ein so groBes 
Volumen gebracht, daB alle Teilnehmer, vollstandig verdampft, als ide ales Gas 
vorliegen. Das ist immer moglich. Zwar werden, wenn sich chemische Um­
setzungenzwischen den Teilnehmern abspielen konnen, diese vom Volumen 
abhangen, so daB es tatsachlich nicht moglich ist, die Mischung in der Zusammen­
setzung, in der man sie spater untersuchen will, unverandert in den Gaszustand 
zu bringen. Wir machen aber hier von den Dberlegungen der Ziff. 66 Gebrauch 
und denken uns, daB es durch irgendeinen Kunstgriff moglich ware, die chemische 

1) J. N. BRONSTED, ZS. f. phys. Chern. Bd. 56, S.660. 1906. 
2) S. z. B. J. WUST U. E. LANGE, ZS. f. phys. Chern. Bd. 116, S. 161. 1924; E. LANGE, 

Dissert. Dresden 1924. 
3) M. PLANCK, Wied. Ann. Bd. 32, S.462. 1887; ZS. f. phys. Chern. Bd. 1, S. 577. 1887; 

Ed. 2, S. 405. 1888; VAN DER \VAALS-KoHNSTAMM, Lehrb. d. Thermodynamik, Bd. 2. 
Leipzig 1912. 
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Veranderung w1ihrend der VolumvergroBerung zu unterbinden. Wir setzen dabei 
voraus, daB dieser gedachte Kunstgriff auf die sonstigen thermodynamischen 
Eigenschaften der Mischung keinen EinfluB hat. 

Nun ist es moglich, die freie Energie einer Mischung von idealen Gasen 
additiv aus den freien Energien der einzelnen Bestandteile der Mischung zu 
setzen, d. h. es ist nach (7) Ziff. 61 und Ziff. 68 

wo 

tg = ~n,Fp" = ~n,[Fp,,(P, = 1, 1) + RT lnp.] } 

= ~n, [Fp, , (1, T} + RTlnPG + RTlnx,] , 

p, = c,RT = x,PG 

der Partialdrucke des t ten Gases im Gemisch ist. 

( 1) 

(2) 

Verkleinert man nun isotherm umkehrbar das Volumen, d. h. erhoht man 
den Druck, so gelangt man zu der zu untersuchenden homogenen Mischung. 
Die dabei aufgewendete technische Arbeit ist gleich der Differenz der freien 
Energien der zu untersuchenden Mischung (L) und des idealen Gasgemenges. 
Denn es ist 

!L - tG = eL - eg - T (s: - sG) + (pvh - (pv}G L I 
= eL - eG - T I de +TPdv + (pvh - (pv}G = IVd P. (3) 

G G 

Nun liege eine verdiinnte Losung vor, d. h. ein Gemenge, in welchem eine Sub­
stanz, das Losungsmittel, weitaus iiberwiegt. Bezeichnen wir diese mit dem 
Index Null, so ist also no sehr groB gegen die Molzahlen n i ... der gelOsten Stoffe. 
Es habe nun die Losung das Volumen v. Wir bilden die GroBe v/no• Wir nehmen 
an, daB wir diese GroBe nach den kleinen GroBen ni/nO ' ••• entwickeln konnen. Es 
wird dann 

v 'V ~(ov) n, 1 ~ 02V n, n, 
-= 0+"::" - -+-..::..----+ .... 
no ,;;::;1 on, n=O no 2 ',r on,on, no no 

(4) 

Hierin ist Vo das Molekularvolumen des reinen Losuhgsmittels, wie man er-

( 0 ' 
kennt, wenn man die n, ... gleich Null setzt. Die GroBe -:-) ,hangt mit 

un, n=O 

dem in Ziff. 62 eingefiihrten partiellen Molarvolumen V, = : v folgendermaBen 
zusammen n, 

V, = (~) + ~~(~) n, + (02~) n, + ... , 
on, n=O 2 r=J=' on,on, 0 no on, 0 no 

d. h. (~ v ) ist das partielle Molekularvolumen des t ten Stoffes bei so kleinen 
un, n=O 

n" daB man die hoheren Glieder in (4) vernachliissigen kann, also in sehr ver­
diinnter Losung. Wir wollen nun annehmen, die Losung sei so verdiinnt, daB 
wir uns in (4) mit den linearen Gliedern begniigen konnen. Wie groB die Ver­
diinnung dazu getrieben werden muB, kann entweder nur die Erfahrung oder 
eine kinetische Theorie lehren. 

Wir setzen demnach 
(5) 
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Hierbei hangen aIle V von p und Tab, auBerdem Vo nur von der Natur 
des Losungsmittels, V,(t;;:::: 1) von der Natur des Losungsmittels und des tten 
Stoffes allein. Setzt man das in dem Ausdruck ffir die technische Arbeit ein, 
so wird diese L PL PL 

I vdp = nol Vodp + ~n,1 V,dp, 
G Po L>O Po 

(6) 

d. h. auch sie setzt sich additiv aus GroBen zusammen, die sich nur auf die ein­
zelnen Stoffe beziehen. Man erhiilt demnach als freie Energie der Mischung 

PL 

h = to + ~n, I V,dp = ~n, [Fp(1, T) + RTlnpa + I V, dp + RT In x.] (7) 
, Po 

und als chemisch~s Potential des t ten Stoffes in der Mischung 
PL 

ft, = ft:(1, T) + RTlnx" fl' = Fp(1, T) + RTlnpa + I V,dp (8) 
Po 

wobei man bei den gelOsten Komponenten oft schreiben kann: 

x, = C,. V"",c,Vo. (V- v ) 
nO+n1+··· 

66. Methode zur reversiblen Durchffihrung von Mischungen oder che­
mischen Reaktionen im homogen System. Urn Stoffe, die chemisch mitein­
ander reagieren konnen, auf umkehrbarem Weg voneinander zu trennen, dient 
der sog. Gleichgewichtskasten (VAN 'T HOFF-HABER-PLANCK), der im allgemeinen 
allerdings technisch nicht realisierbar ist. Er beruht darauf, daB man sich sog. 
halbdurchHi.ssige oder semipermeable Wande denken und fUr manche Falle auch 
nahezu realisieren kann, d. h. Wande, die fUr alle Stoffe eines Gemisches bis auf 
einen undurchlassig sind, wahrend sie dem Durchtritt dieses einen Stoffes kein 
Hindernis bieten. Wir besprechen diesen Kasten im einfachsten Fall der Reaktion 

A +B=D+G. 
Es herrsche zwischen den vier Stoffen ein homogenes Gleichgewicht, bei welchem 
die Konzentrationen CA, CB, CD, Co betragen. Wir haben getrennt ein Mol A 
und ein Mol B und mochten diese beiden in reversibler Weise zu je einem Mol D 

PD -10 

B 

A 

(J 

und G umsetzen. Wir wollen zuerst 
voraussetzen, daB aIle vier Stoffe ideale 
Gase sind. Wir bringen zuerst A und B 
durch reversible Ausdehnung oder Kom­
pression auf die Konzentrationen CA 

und CB. Nun denken wir uns folgenden 
Apparat: Es sei ein kleiner Kasten ge­
geben, der Reaktionskasten; von dessen 
Wanden seien vier ABDG halbdurch­
lassige Wande, und zwar so, daB die 

- Wand A bloB fUr den Stoff A, die Wand B 
t nur fUr den Stoff B usw. durchlassig sei. 

PG An diese Wande schlieBen dann zylindri-
Abb.lO. Gleichgewichtskastenzur reversiblen . sche, mit Stempel versehene GefaBe an, 
isothermen Durchfuhrung einer Reaktion. die mit den entsprechenden Gasen A, B 

usw. in den Gleichgewichtskonzentra­
tionen CA, CB· .. und den entsprechenden Drucken PA, PB . .. gefUllt seien. 
Dann treten die Gase in den mittleren Reaktionsraum fiber. Da sie in den Gleich­
gewichtskonzentrationen sind, herrscht auch in diesem Raume Gleichgewicht. 
Der Austritt aus den Ansatzstficken A, B . .. in den Reaktionsraum erfolgt 
allerdings durch irreversible Diffusion. Wenn man aber den Reaktionsraum 
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geniigend klein wiihlt, kann man die eingetretene Gasmenge und damit auch 
die eintretende Abnahme der freien Energie beliebig klein machenl ). 1st durch 
diesen 'Obertritt kleiner Gasmengen im Reaktionsraum das Gleichgewicht her­
gestellt, so kann man weiter beliebig groBe Mengen von A + B auf reversiblem 
Weg in D + G iiberfiihren. Zu diesem Zweck schiebt man unendlich langsam 
die abschlieBenden Stempel der GefiiBe A und B hinein und zieht die abschlieBen­
den Stempel der GefiiBe D und G heraus. Man muB dabei das Verhiiltnis der 
Geschwindigkeit so wiihlen, daB in gleichen Zeiten gleiche Molmengen· aIler 
dieser Gase ein- bzw. austreten; da die Gleichgewichtskonzentrationen ver­
schieden sind, haben diese Gase natiirlich verschiedene Volumina. Dieser ProzeB 
ist vollkommen umkehrbar, denn das Gas A im Ansatz A steht durch die halb­
durchliissige Wand A hindurch dauernd im Gleichgewicht mit den im Reaktions­
kasten befindlichen Gas gleicher Konzentration. dieses aber hat eine solche 
Konzentration, daB es stets mit den anderen Reaktionsteilnehmern im Reaktions­
kasten im· Gleichgewicht ist. Bei diesem ProzeB wird die technische Arbeit 
Null geleistet, da alles, was an auBerer Arbeit geleistet wird, gleich ~ p, V, ist. 
Dem Verschwinden der technischen Arbeit entspricht die Gleichgewichtsbedin­
gung, nach welcher bei dem ProzeB die Summe der freien Energien bei konstantem 
Druck ~a,Fp" = ~a'f1' gleich Null sein muB. Auf mehr als vier Teilnehmer 
laBt sich dieser Vorgang in leicht verstiindlicher Weise erweitern. Auf den Fall 
einer Dissoziation, A + B = A B, ist diese Apparatur nicht ohne weiteres 
anwendbar, weil zwar die Gase A und B sich nur im Reaktionskasten vereinigen 
konnen, das Gas A Baber in dem Ansatz, der nur dieses Gas enthalten sollte, 
zerfallen kann. Man muB daher den Fall so wahlen, daB AB nur unter Mithilfe 
eines Katalysators zerfallt. Dann bringt man diesen Katalysator nur in den 
Reaktionsraum; in dem fiir AB bestimmten Ansatz des GefaBes findet kein Zer­
fall statt. Dasselbe gilt im Fall einer isomeren Umlagerung A = B . 

Wenn wir kein gasformiges System haben, so konnen wir die Apparatur 
trotzdem ohne weiteres iibertragen. Urn z. B. reversibel eine Losung von Kohlen­
saure in Wasser herzustellen, nehmen wir einen Reaktionskasten, der folgende 
halbdurchliissige Wande enthiilt: Eine Wand A, die nur gasformige Kohlensaure 
durchHiBt, eine Wand B, die nur reines Wasser durchliiBt, endlich eine Wand C, 
die nur die Losung durchlaBt; diese letzte Einschriinkung hat keine Bedeutung, 
im allgemeinen wird sich das auch nicht realisieren lassen; als Wand C kann 
eine einfache Tonplatte dienen. Nun preBt man durch die Wand A Kohlen­
saure unter einem Druck ein, der dem Dampfdruck der Kohlensiiure iiber der 
Losung entspricht. Durch die Wand B preBt man reines Wasser unter dem 
entsprechenden Gleichgewichtsdruck ein, aus der Tonplatte C stromt dann die 
Losung der gewiinschten Zusammensetzung abo Der genannte Fall unterscheidet 
sich von dem Fall der idealen Gase nur dadurch, daB die Gleichgewichtskonzen­
tration der einzelnen Stoffe in den Ansatzen im allgemeinen nicht gleich der 
Gleichgewichtskonzentration der betreffenden Stoffe im Reaktionskasten ist. 

67. Chemische Umsetzungen in Gemischen. Es liege ein homogenes Ge­
misch vor, innerhalb dessen sich ein chemischer Umsatz nach der Formel 
al Al + ... = a1 Ai + . .. vollziehen kann. Dann heiBt die Gleichgewichts­
bedingung nach (5) Ziff.44 

~a'fl' = ~a:fl:' (1) 

Diese Gleichung gibt bei vorgegebenem Druck und vorgegebener Temperatur 
die Beziehung zwischen den Molenbriichen der einzelnen Reaktionsteilnehmer. 

1) Der irreversible Ubertritt geschieht also nur, urn die Reaktion einzuleiten, und 
spielt weiterhin keine Rolle. 
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Urn ihre Anwendung in einem bestimmten Fall zu zeigen, wollen wir sie auf 
die in der Ziff. 65 behandelten verdlinnten Lasungen anwenden, in weIchen 

11-, = fl, (1, T) + RT Inc, (2) 

gilt. Aus Gleichung (1) wird dann 

oder 

Das ist das sog. Massenwirkungsgesetz von GULDBERG und WAAGE (1867). In 
ihm stehen links im Zahler die Produkte der Konzentrationen derjenigen Stoffe, 
die verschwinden, jede zu einer Potenz erhoben, die gleich der Zahl der in der 
stachiometrischen Gleichung des Umsatzes auftretenden Molekiile des betreffenden 
Stoffes ist. 1m Nenner stehen die entsprechenden GraBen fUr die entstehenden 

~a, 1-', (1, T) - ~a>:' (1, T) 

Molekiile. Den rechtsstehenden Ausdruck K = e RT , der 
zwar noch von Temperatur, Druck und der Natur der teilnehmenden Stoffe, 
nicht aber von den Konzentrationen abhangt, nennt man Gleichgewichtskonstante. 
Man sieht aus der Formel, daB eine HinzufUgung der Endprodukte, d. h. eine 
VergraBerung des Nenners, eine VergraBerung des Zahlers zur Folge hat, d. h. 
eine Erhahung der Konzentration der Ausgangsstoffe bedingt; mit anderen 
Worten: durch Zusatz der Endprodukte wird die Reaktion zurlickgedrangt. 
Wenn z. B. in einer Lasung das Gleichgewicht NH3 + HP = NHt + OH- be­
steht (d. h. also ein Gleichgewicht zwischen in Wasser gelastem Ammoniak einer­
seits und den Dissoziationsprodukten Ammoniumion und Hydroxylion anderer­
seits), und wenn man dann Hydroxylion hinzusetzt, etwa durch HinzufUgung von 
Natronlauge NaOH, so wird die Dissoziation des Ammoniumhydroxyds zurlick­
gedrangt und die Menge des freien Ammoniaks vermehrt, was man am Steigen 
des Dampfdruckes des Ammoniaks liber der Lasung erkennen kann. Auf weitere 
Einzelheiten, insbesondere auf die Bedeutung des Massenwirkungsgesetzes fUr 
die Chemie, kann hier nicht eingegangen werden. 

Die Abhangigkeit der Gleichgewichtskonstante von der Temperatur er­
halt man ohne weiteres durch Differentiation von (3) und Beriicksichtigung 
von (2) Ziff. 45 oder dirckt aus (4) Ziff. 45 und (2) 

oInK 
---aT 

U 
RP' (4) 

Hier ist U die Warmet6nung, die bei einem der stachiometrischen Gleichung 
entsprechenden Umsatz von rechts nach links frei wird. Erhahung der Temperatur 
begiinstigt daher die Konzentrationen derjenigen Stoffe, deren Bildung Warme 
verbraucht (endotherme Stoffel. Darum steigen auch alle Dissoziationen bei 
steigender Temperatur. Ais Dissoziationen bezeichnet man bekanntlich Vor­
gange, bei denen ein Molekiil in mehrere selbstandige Teile zerfallt. Nun sind nur 
soIche komplizierter gebautcn Molekiile bei mittlerer Temperatur bestandig, 
we1che einen geringeren Energieinhalt haben als ihre Bestandteile, was aller­
dings erst aus den Formeln des NERNsTschen Warmetheorems folgP). Infolge­
dessen ist eine meBbare Dissoziation stets ein Vorgang, der \V~irme verbraucht. 

') S. z. D. K. F. HERZFELD, Phys. ZS. Bd.23, S.95. 1922. 
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Auch Druckveranderung 
namlich nach Ziff. 45 

beeinfluBt die GleichgewichtskOlistante. 

i)InK AV 
---ap- = - RT' 
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Es ist 

(5) 

wo AV die bei ,dem oben gekennzeichneten Umsatz eintretende Volumanderung 
gibt. Der Umsatz, der bei einer Druckerhohung eintritt, erfolgt daher in einer 
so1chen Richtung, daB durch diesen Umsatz, wenn er bei konstantem Druck 
erfolgen wiirde, das Volumen abnahme (Satze von MOUTIER und ROBIN, s. Ziff. 46). 
1m allgemeinen andert sich bei chemischen Umsetzungen in verdiinnten Lo­
sungen das Volumen sehr wenig, d. h. AV ist sehr klein und demnach das 
Gleichgewicht sehr unempfindlich gegen Druckanderung. 

Bei hoheren Konzentrationen gilt die Formel (2) im allgemeinen nicht mehr. 
Infolge ihrer bequemen Form hat es sich aber insbesondere nach dem Vorgang 
von LEWISl) eingebiirgert, eine GroBe "Aktivitat" a folgendermaBen zu de­
finieren: Es soil fiir aile Konzentrationen 

~ = ~(1, T) + RTlna (6) 

sein, wo ~(1, T) von der Konzentration nicht abhangt und dadurch definiert 
ist, daB fiir sehr verdiinnte Losungen Gleichung (2) gilt. Die Aktivitat a, ist 
dann eine Funktion der Konzentration, der Temperatur und im ailgemeinen 
auch der Konzentrationen der anderen Stoffe, geht aber fiir verdiinnte Losungen 
in c, iiber. Dann kann man das chemische Gleichgewicht wieder in der Form (3') 

(3') 

schreiben. Wenn wir im vorhergehenden von verdiinnten Losungen gesprochen 
haben, so haben wir dabei die stillschweigende Voraussetzung gemacht, daB 
sich das Losungsmittel nicht an der Reaktion beteiligt, denn wenn wir das Losungs­
mittel mit einbeziehen, so konnen wir nicht mehr von einer verdiinnten Losung 
in bezug auf aIle Reaktionsteilnehmer sprechen. Beteiligt sich aber das Losungs­
mittel an der Reaktion, dann kann man mit der Genauigkeit, auf die wir uns 
hier beschranken, sein chemisches Potential als von der Anwesenheit der anderen 
Reaktionsteilnehmer unbeeinfluBt (und daher nur von Temperatur, Druck und 
seiner eigenen NatJlr abhangig) ansehen und es somit auf die rechte Seite von 
Gleichung (3) ziehen. Die Beteiligung des Losungsmittels macht sich dann nicht 
in der Form des Massenwirkungsgesetzes, d. h. in der Abhangigkeit des Gleich­
gewichts von den Konzentrationen, sondern nur im Zahlenwert der Konstanten 
bemerkbar und ware infolgedessen nur dann daraus zu erkennen, wenn eine 
theoretische Vorausberechnung der Konstanten moglich ware. Wieweit man 
aus den bei hoheren Konzentrationen auftretenden Abweichungen von Formel (3) 
auf eine so1che Mitbeteiligung des Losungsmittels schlie Ben kann2), ist dadurch 
bedingt, wieweit man die Abhangigkeit der Aktivitat von der KonzentratioD 
abgesehen von dieser Beteiligung vorausberechnen kann 3,4). 

Bringt man Stoffe, die miteinander reagieren konnen, in Konzentrationen, 
die von, den Gleichgewichtskonzentrationen abweichen, zusammen, so geht im 
allgemeinen die Reaktion irreversibel unter Abnahme der freien Energie bis 
zum Erreichen des Gleichgewichts vor sich. Unter bestimmten Bedingungen 

1) G. N. LEWIS. ZS. f. phys. Chern. Bd.61. S. 129. 1908. 
2) S. z. B. N. BJERRUM. ZS. f. anorg. Chern. Bd. 109. S.275. 1920. 
3) S. z. B. E. Htl"CKEL. Fortschr. d. exakt. Naturwiss. III. S. 199. Berlin 1924; Phys. 

ZS. Bd.26. S.93. 1925. 
4) S. z. B. W. HEITLER. Diss. Miinchen 1926. 
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kann man aber aueh den Ablauf umkehrbar erfolgen lassen, z. B. dadureh, 
daB man ein geeignetes galvanisehes Element zusammenstellt, oder aueh mit 
HiIfe des PLANCKsehen Gleiehgewichtskastens (s. Ziff. 66). Als Beispiel fiir ein 
solches galvanisehes Element diene die Kombination 

Silberelektrode I AgNOa Konz. C1 I KCI Konz. c2 mit festem AgCl als Boden-
korper I Silberelektrode. 

Wenn hier ein FARADAysehes .Aquivalent = 96490 Coulomb durehstromt, so 
wird dabei ein Mol festes Silberehlorid aus Silberionen der Konzentration c1 

und Chlorionen der Konzentration C2 gebildet. Wir konnen daher in diesem Ele­
ment denselben Vorgang umkehrbar leiten, der beim direkten Zusammensehiitten 
von 1 Mol AgNOa und 1 Mol KCI solcher Konzentration, daB im ersten Augen­
bliek naeh dem Misehen die Konzentrationen C1 und C2 bestiinden, in irreversibler 
Weise eintreten wiirde. Die Arbeit, die wir dabei bekommen und die gleieh ist dem 
Produkt der elektromotorisehen Kraft des Elements mal 96490 Coulomb, betragt 

A = ,ul(C1) + ,u2(C2) - ,ul(C~) - ,u2(dd) = RTlnc~c~ = RTlnc1 c2 - RTlnK. 
C1 C2 

D~r Index 0 bezieht sieh auf das Gleiehgewieht. Die entspreehende Formel 
gilt allgemein: 

cal CQ2 

A = RTln ,:. ~a':' - RTlnK. (7) 
C1 1 2 2 ••• 

68. Gasgleichgewichte. Ganz .Ahnliehes wie bei verdiinnten Losungen gilt 
aueh bei Gasgemisehen (Bd. X). Hier ist naeh dem GIBBssehen Paradoxon die 
freie Energie des Gemisehes gleieh der Summe der freien Energien, welche die 
einzelnen Komponenten des Gemisehes hatten, wenn sie in der betreffenden 
Konzentration allein da waren. Man kann daher sehreiben 

,u(C) = ,u(1, T) + RTlnc 

und als Gleiehgewiehtsformel 

- RTlnKv = L a,,u,(1, T) - L a;,u:(1, T) . 

Fiihrt man an Stelle der Konzentrationen die Partialdrueke ein 

p, = c,RT, 
so wird daraus 

P~lP22 . . . 
p~al' p~ a2' .. . (4) 

(1 ) 

(2) 

(3 ) 

(5) 

Wenn bei der Reaktion keine .Anderung der Molekiilzahl eintritt La, = La;, 
ist demnaeh Kv = Kp. Fiihrt man den Molenbruch ein, so heiDt die Gleich­
gewich tsformel 

(6) 

Wird demnach die Molzahl durch den Umsatz nicht geandert, so ist die Zusammen­
setzung des Gemisches vom Druck unabhangig, sonst findet bei Drucksteigerung 
cine Verschiebung des Gleichgewichts nach derjenigen Seite statt, welcher weniger 
Molekiilc entsprechen (z. B. eine Verminderung der Dissoziation). 

Diese Formeln sind natiirlich nur eine Spezialausfiihrung zu Formel (5) 

Ziff.67, indem bei Gasgemischen -fJV = RT GE,a; - La,) ist. Ebenso gilt 
entsprechend (4) Zif£' 67. P 
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v. Heterogene Systeme. 
a) Die Phasenregel. 
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69. Allgemeine Formulierung der Phasenregel bei Abwesenheit chemi­
scher Umsetzungen. Die Phasenregel ist eine formale Regel, welche den Grad 
der Bestimmtheit eines Systems aus der Zahl der Gleichgewichtsbedingungen 
und der unabhangigen Variablen ableitet. Sie ist zuerst von GIBBS aufgestellt, 
hat aber t;rst durch die Untersuchungen von BAKHUIS ROOZEBOOM ihre Frucht­
barkeit gezeigt. Unser System bestehe aus m Phasen und r Stoffen. Wahrend 
wir den Begriff Phase erst spater (Ziff. 71) scharf definieren, wollen wir von den 
Stoffen voraussetzen, daB vorderhand keine chemischen Umsetzungen im System 
stattfinden kannen, sondern nur Dbergang der Stoffe aus einer Phase in die 
andere. Zur Beschreibung des 'inneren Zustandes des Systems sind dann 
folgende GraBen notig: die Temperatur T und der Druck p, die dem ganzen 
System gemeinsam sind. Ferner in jeder Phase r - 1 Molenbruche der r Kom­
ponenten, we1che die Zusammensetzung angeben. (Da die Summe der Molen­
bruche in jeder Phase 1 ergibt, reichen r - 1 Molenbruche.) Das sind im ganzen 
2 + m(r - 1) unabhangige Veranderliche. Die Gleichgewichtsbedingungen 
drucken aus, daB fiir jeden Stoff in allen Phasen das chemische Potential gleich ist. 

fAl ) = flr) = ... = fl~m), I 
fl~1) = fl~) = ... = ~m) , 

fl~~) = fl;) = ... = fl":) • 

(1 ) 

Jede dieser r Zeilen, die sich auf einen Stoff bezieht, reprasentiert m - 1 Glei­
chungen, so daB zwischen den 2 + mr - m Unbekannten rm - r Gleichungen 
bestehen, d. h. daB man von den Unbekannten noch 2 + rm - m - (mr - r) 
= 2 + r - m willkurlich wahlen kann. Die ubrigen sind dann fest bestimmt. 
Man nennt die Anzahl der Unbekannten, die man willkurlich wahlen kann, 
die Zahl der Freiheitsgrade des Systems. Dieser Begriff hat hier demnach einen 
anderen Sinn als in der kinetischen Theorie (s. ds. Bd. Kap. 6). Die Phasen­
regel sagt also aus: Die Zahl der Freiheitsgrade eines Systems ist um 2 graBer 
als der DberschuB der Komponenten uber die Phasen. 

We1che Bestimmungsstucke man willkurlich wahlt, ist dabei im allgemeinen 
freigestellt. Wahlt man zur Beschreibung der Zusammensetzung des Systems 
statt der Molenbruche die Volumkonzentrationen, so hat man pro Phase (auBer 
Druck und Temperatur) nicht r - 1, sondern r Bestimmungsstiicke, I\amlich 
die Konzentrationen, we1che auBer der Zusammensetzung noch die Dichte an­
geben, aber neben diesem neuen Bestimmungsstiick kommt fUr jede Phase 
auch eine neue Bestimmungsgleichung, namlich die Zustandsgleichung dieser 
Phase, hinzu, we1che den Zusammenhang zwischen der Dichte bzw. dem Mole­
kularvolumen dieser Phase und Druck, Temperatur und Zusammensetzung an­
gibt, so daB die Vermehrung der Variablen durch eine gleich groBe Vermehrung 
der Gleichungen gerade kompensiert wird und die Zahl der frei verfugbaren 
GraBen unverandert bleibt. 

70. Einige Beispiele zur Phasenregel. Am einfachsten liegen die Verhaltnisse 
beim Vorhandensein nur eines Stoffes, r = 1. Hier sind folgende Fane maglich: 

IX) Eine Phase, m = 1, daher 2 Freiheitsgrade. Bei einer Phase sind so­
wohl Druck als Temperatur willkiirlich innerhalb weiter Grenzen wahlbar. 

f3) Zwei Phasen, m = 2, daher 1 Freiheitsgrad. Bei 2 Phasen, z. B. Gleich­
gewicht zwischen Eis und flussigem Wasser oder flussigem Wasser und Wasser-
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dampf, kann man innerhalb gewisser Grenzen die Temperatur willkiirlich wahlen, 
dann ist der Gleichgewichtsdruck bestimmt (der Schmelzdruck bzw. Dampf­
druck), oder man wiihlt den Druck; dann ist dadurch die Temperatur festgelegt, 
z. B. fiir eine Atmosphare der Siedepunkt. 

y) Drei Phasen, m = 3, daher die Zahl der Freiheitsgrade 2 + 1 - 3 = O. 
Das bedeutet, daB 3 Phasen nur an einem bestimmten Punkt,d. h. bei einer 
einzigen Temperatur und einem einzigen Druck im Gleichgewicht sein konnen. 
Man nennt diesen Punkt den Tripelpunkt. Es gibt also nur eine Temperatur, 
bei welcher Eis, fliissiges Wasser und Dampf gleichzeitig bestehen konnen oder, 
anders gesagt, bei welchem der Dampfdruck von Wasser und Eis gleich werden. 
Mehr als 3 Phasen konnen im allgemeinen bei einem einzigen Stoff iiberhaupt 
nicht im Gleichgewicht sein, da es im allgemeinen unmoglich ist, mit bloB 2 Un­
bekannten, p, T die 3 Gleichungen 

f-tl = f-t2' f-t2 = f-ta, f-ta = f-t 4 (1 ) 
zu erfiillen. Allerdings ware es moglich, daB es zufiillig infolge des speziellen 
Charakters der 4 Funktionen f-tl(P, T), f-t2(P, T), f-t3(P, T), f-t4(P, T) bestimmte 
Werte T und P gibt, bei denen eine solche Relation (n erfiillt ist. Das liegt aber 
dann an dieser speziellen Form bzw. an einer Verkniipfung der in den chemischen 
Potentialen steckenden Zustandsgleichungen der 3 Phasen l , 2). 

Ais nachst einfachen Fall wollen wir den zweier Stoffe behandeln, r = 2. 
Hier sind bei einer einzigen Phase 3 Freiheitsgrade vorhanden. Man kann z. B. 
Druck, Temperatur und Zusammensetzung frei wahlen. Als Beispiel diene 
etwa ein gasformiges Gemenge von Stickstoff und \Vasserdampf. 

IX) Bei 2 Phasen, m = 2, hat man jetzt 2 Freiheitsgrade. Wenn wir etwa 
eine fliissige nnd eine dampfformige Phase des Systems Stickstoff-Wasser be­
trachten, so konnen wir etwa die Temperatur unddie Zusammensetzung der 
Gasphase frei wahlen, dann ist die Zusammensetzung der fliissigen Phase und 
der Druck festgelegt. Wir konnen auch die Zusammensetzung beider Phasen 
vorschreiben; diese Vorschrift ist nur bei einer einzigen Temperatur und einem 
einzigen Druck erfiillbar. Das ebengenannte Beispiel ist deshalb wichtig, weil 
es einen Einwand widerlegt, der bei oberfHichlicher Betrachtung gegen die 
Phasenregel erhoben werden konnte. Man konnte namlich auf den Augenschein 
hinweisen, der beweist, daB Wasser bei beliebiger Temperatur und fest vor­
gegebenem Druck (dem Atmospharendruck) im Gleichgewicht mit einer Gas­
phase bestehen kann. Hier handelt es sich aber eben um ein System von 2 Be­
standteilen, namlich dem Wasser und dem fremden Gas, welches zur Einstellung 
des Gesamtdruckes (z. B. des Atmospharendruckes) dient. Bei diesem System 
aber kann man tatsachlich Temperatur und Druck frei vorgeben, es ist dann 
die Zusammensetzung in beiden Phasen bestimmt. Hierbei kann es sein, daB 
der eine Stoff, z. B. das neutrale Gas, in der einen, z. B. der fliissigen, Phase 
so wenig lOslich ist, daB man ihn iiberhaupt nicht chemisch nachweisen kann. 
Trotzdem konnen wir auch dann noch unsere 0berlegung anwenden, denn wie 
in Ziff. 67 gezeigt wurde, hat sein Potential in dieser Phase dann die Form 

f-tl = f-t~ (1, T) + RTlnxl' 
wobei sich die Schwerloslichkeit in einem sehr groBen Wert von f-t~ ausdriickt 
(Ziff.87). Urn sein chemisches Potential auf den verhaltnismaf3ig niedrigen Wert 
zu driicken, den es in der anderen Phase hat, muS Xl sehr niedrig gewahlt werden. 

1) J. W. GIBBS. Thermodynamische Studien. herausgeg. von W. OSTWALD. Leipzig 1892. 
2) R. WEGSCHEIDER. ZS. f. phys. Chern. I3d.43. S.93. 1903; Bd.45. S.697. 1903; 

Bd.47. S. 740. 1904; Bd.50. S.357· 1905; Bd.52. S. 171. 1905; A. BYK, ebenda Bd.45. 
S.465. 1903; Bd.47. S.223. 1904; Bd.49. S.233. 1904. 
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Wenn es aber sehr niedrig ist, dann kann man durch eine absolut genommen 
sehr kleine Anderung von Xl dem Potential beliebige Werte erteilen und damit 
das Gleichgewicht des Stoffes 1 in beiden Phasen herstellen. Dieser Fall, in 
welchem scheinbar einer (oder mehrere) Stoffe in einer (oder mehreren) Phasen 
nicht enthalten ist, bedeutet also fUr die Phasenregel keinerlei Schwierigkeit. 

Statt einer fliissigen und einer gasformigen Phase konnen natiirlich auch 
eine feste und eine fliissige Phase, zwei feste oder eine feste und eine gasformige 
im Gleichgewicht sein. Es ist sogar moglich, daB zwei fliissige Phasen verschiedener 
Zusammensetzung im Gleichgewicht stehen, z. B. bei Gemengen von Wasser 
und Ather eine wasserreiche und eine iitherreiche Phase. 

fJ) Bei 3 Phasen hat man jetzt noch einen Freiheitsgrad, man kann etwa die 
Zusammensetzung der Gasphase eines Wasserdampf- und Stickstoffgemisches 
festlegen, dann sind fUr das Gleichgewicht mit fliissiger und fester Phase gleich­
zeitig Temperatur, Druck und der Stickstoffgehalt im Wasser und Eis festgelegt. 
Man kann aber auch den Gesamtdruck vorgeben, dann bestimmt sich aus diesem 
die Zusammensetzung der Gasphase und alles andere. 

y) Erst bei 4 Phasen, z. B.. festem Stickstoff, fliissigem Stickstoff, festem 
Eis und einem Gasgemisch aus Wasserdampf und Stickstoff sind keine Freiheits­
grade vorhanden, d. h. Druck, Temperatur und alle Zusammensetzungen be­
stimmt (Quadrupelpunkt). 

71. Genaue Definition der Phase. Wir holen nun die scharfe Definition 
der Phase nacho Hierbei wollen wir zuerst die Abwesenheit iiuBerer Kriifte an­
nehmen (s. Ziff.76). Aus dem Vorhergehenden ist klar, in welchem Sinn das 
Wort Phase in der Phasenregel gebraucht wird. Mit jeder neuen Phase tritt 
fiir jeden Stoff eine neue Bedingungsgleichung auf. Daraus folgt: 2 Teile des 
Systems geh6ren dann. zur selben Phase, wenn bestimmten Zahlenwerten der 
chemischen Potentiale in dem einen Systemteil von selbst, d. h. nicht etwa nach 
Vereinigung zu einem Gesamtsystem, die gleichen Zahlenwerte der chemischen 
Potentiale in dem andern Systemteil entsprechen, sobald der Druck und die 
Temperatur dieselben sind I). In diesem Fall bedeutet das Hinzufiigen des zweiten 
Teiles des Systems zum ersten unter dem gleichen Druck und der gleichen Tem­
peratur keine neue Bedingung, welcher die unabhiingigen Variabeln geniigen 
miissen, denn die Gleichheit der chemischen Potentiale ist von selbst erfiillt. 
Andernfalls, wenn also bei Gleichheit des iiuBeren Druckes und der Temperatur 
nicht bei allen Zustiinden die chemischen Potentiale gleich sind, sondern Z. B. 
nur bei bestimmten p-T-Kombinationen, bedingt das Hinzukommen des zweiten 
Teiles des Systems zum ersten eirte neue Gleichung, die nur bei bestimmten Werten 
der unabhiingigen Variabeln erfiillt ist. 

Demnach sind alle zusammenhiingenden Teile ein,es homogenen Gebildes 
als eine Phase aufzufassen, da sie alle ihrer inneren Beschaffenheit nach gleich 
sind (homogenes Gebilde!) und demnach bei einheitlichem Druck und einheit­
licher Temperatur von selbst die gleiche freie Energie besitzen (sowohl der Funk­
tionsform als dem Zahlwert nach). Ebenso sind als eine Phase verschiedene 
riiumlich getrennte, aber ihrer inneren Natur nach (chemische Zusammensetzung, 
Aggregatzustand bzw. Kristallgitter und Modifikation) gleiche Stiicke anzusehen, 
da auch hier diese Stiicke identische freie Energien, bezogen auf gleiche Menge, 
haben. Das ist genau richtig, wenn die Stiicke geometrisch gleich sind; sind sie 
verschieden groB, oder haben sie verschiedene Oberfliichengestalt, so ist es nur 
richtig, wenn man von den verschiedenen freien Energien der Oberfliiche absieht. 
Tatsiichlich sind auch genau genommen zwei verschieden groBe Stiicke desselben 

1) Das heiJ3t also, daJ3 beide Systemteile identisch die gleiche Zustandsgleichung (ther­
misch und kalorisch) haben. 
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Kristalls in einer Lasung bei gegebener Temperatur und gegebenem Druck 
nicht miteinander im Gleichgewicht, man hat also tatsachlich nicht zwei Frei­
heitsgrade, wie es zwei Stoffen (Losungsmittel und Salz) bei nur zwei Phasen 
entsprechen wiirde. Man muB demgemaB hier mit drei Phasen rechnen. 1m 
allgemeinen aber kann man diese von der Oberflache herriihrenden Unterschiede 
vernachlassigen, also die beiden ungleich groBen Salzstiicke als im Gleichgewicht 
ansehen und demnach alle Teile gleicher innerer Beschaffenheit als eine Phase 
auffassen. Als verschiedene Phasen sind dagegen zu betrachten: Teile verschie­
dener chemischer Zusammensetzung, allgemeiner verschiedener chemischer N atur 
(s. Ziff. 3); ferner Teile, die sich in verschiedenem Aggregatzustand befinden. 
Wir wissen namlich, daB z. B. fUr Dampf und Fliissigkeit gleicher Temperatur 
und gleichen Druckes die freien Energien im allgemeinen verschieden sind und 
nur bei bestimmt gewahlten Werten der Variabeln identisch werden. 

Verschiedene Kristallgitter desselben Stoffes werden im allgemeinen eine 
verschiedene Abhangigkeit ihrer freien Energien yom Druck und Temperatur 
zeigen bzw. verschiedene Absolutwerte derselben haben und daher als verschiedene 
Phasen zu betrachten sein. Der einzige Fall, in welchem trotz verschiedener 
Kristallgitter die freie Energie bei gleichem Druck und bei gleicher Temperatur 
dieselbe ist, ist derjenige zweier spiegelbildlich isomerer Formen (optische Anti­
poden), bei welchen die Isomerie eben auf der spiegelbildlichen Anordnung des 
Gitters beruht. Das ist z. B. bei Natriumchlorat der Fall. Rier haben die beiden 
Formen natiirlich identische freie Energie und sind daher als eine Phase anzu­
sehen. In dies em Fall gibt es auch keine Mischkristallbildung zwischen den beiden 
Formen; die Losung des Salzes ist optisch inaktiv. Anders ware das bei solchen 
Stoffen, bei welchen die optische Aktivitat auch im Dampf bzw. in der isotropen 
Fliissigkeit erhalten bleibt und daher nicht der Kristallgitteranordnung, sondern 
dem Molekiil zuzuschreiben ist. Rier haben wir es nicht mit einem, sondern 
mit zwei Stoffen zu tun und dementsprechend auch mit zwei verschiedenen 
festen Phasen; obgleich auch hier in diesen beiden festen Phasen die freie Energie 
identisch ist, wenn Druck und Temperatur gleich sind, so bezieht sie sich auf 
zwei verschiedene Stoffe. 

Endlich ist noch das Auftreten sog. kritischer Phasen zu behandeln. In 
kritischen Phasen kommen als Bedingung des kritischen Zustandes auBer der 
Gleichung, welche die Gleichheit des Potentials dieser Phase mit den andern 
Phasen ausdriickt, noch zwei Gleichungen als Bedingung des kritischen Zustandes 
hinzu. Demnach ist eine kritische Phase so zu zahlen, wie drei andere Phasen. 
Man kann dies mit VAN DER WAALSl) auch so ausdriicken, daB man sagt: 1m 
kritischen Zustand werden zwei aneinandergrenzende stabile und die zwischen 
ihnen liegende im allgemeinen nicht realisierbare labile Phase identisch. 

72. Phasenregel in System en mit chemischen Umsetzungen. Wir wollen 
nun die Einschrankung fallen lassen, daB zwischen den Stoffen des Systems 
keine chemische Umsetzung m6glich sein solI. Dann k6nnen wir aus den vor­
handenen Molekiilarten r herausgreifen, die wir als unabhangige Bestandteile 
oder Komponenten bezeichnen wollen. Diese sollen dadurch definiert sein, daB 
durch die Angabe ihrer Menge in jeder Phase die chemische Bruttozusammen­
setzung angegeben ist. Wenn wir z. B. ein Gemenge von 4 g Wasserstoff, 18 g 
Wasser und 16 g Sauerstoff haben, brauchen wir zwei unabhangige Bestandteile, 
urn die Gesamtzusammensetzung zu beschreiben. Was wir als unabhangige 
Bestandteile wahlen, ist willkiirlich. Wir k6nnen z. B. folgenderma13en be­
schreiben: das System enthalt 3 Mol R2 und 1 Mol O2, oder das System enthalt 

1) VAN DER \VAALS-KoHNSTA~!M, Lehrb. u. Thermouynamik Dll. II, S. 37. Leipzig j<)12. 
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1 Mol H2 und 2 Mol H20, oder das System enthiilt 3 Mol H 20 und - 1/2 Mol 02. 
Jede dieser Angaben reicht zur Kenntnis der Zusammensetzung; sie sind unter­
einander aquivalent. 

r mage also die Zahl derjenigen unabhangigen Bestandteile sein, die zur 
Beschreibung der Zusammensetzung des Systems natig sind. Fur sie gilt dann 
als Bedingung des Gleichgewichts zwischen den verschiedenen Phasen das System 
der Gleichungen (1) Ziff. 69. Hierbei sind als chemische Potentiale die wirklichen 
chemischen Potentiale dieser Stoffe in jeder Phase einzusetzea. Wenn wir etwa 
im obigen Beispiel als unabhangige Bestandteile H2 und O2 wahlen, so sind als 
chemische Potentiale diejenigen des elementaren H2 bzw. O2 in der Mischung 
zu wahlen. Nun ist aber die Zusammensetzung nicht vollstandig beschrieben, 
wenn nurdie Molenbruche der unabhangigen Bestandteile als solche angegeben 
werden. Es mussen auch noch die Molenbruche der aus ihnen (durch Addition 
oder Subtraktion) zu bildenden abhangigen Bestandteile (wir wollen kurz sagen 
der Verbindungen) angegeben werden. Wir zeigen aber jetzt, daB zu jeder 
dadurch neu auftretenden Unbekannten gerade eine Gleichung dazu kommt, 
so daB die Differenz zwischen der Zahl der Unbekannten und der Zahl der Glei­
chungen, d. h. die Zahl der Freiheitsgrade, richtig herauskommt, wenn man 
nur auf die unabhiingigen Bestandteile Rucksicht nimmt. Hierzu berucksichtigen 
wir das chemische Gleichgewicht zwischen den unabhangigen Bestandteilen und 
der Verbindung in jeder Phase. Das gibt fur die in jeder Phase neu auftretende 
Unbekannte, namlich den Molenbruch der Verbindung in dieser Phase, eine 
Gleichung (5) Ziff. 44. Wenn aber die unabhiingigen Bestandteile in allen Phasen 
im Gleichgewicht sind, und die Verbindung in jeder Phase mit den unabhangigen 
Bestandteilen derselben Phase im Gleichgewicht ist, so ist nach Ziff. 44 auch das 
Gleichgewicht dieser Verbindung in den verschiedenen Phasen untereinander 
von selbst vorhanden. Es kommen also keine neuen Gleichungen hinzu, die 
ausdrucken muBten, daB die verschiedenen Phasen untereinander in bezug auf 
die Verbindungen im Gleichgewicht sind. 

Die Phasenregel in der Formulierung von Ziff. 69 gilt also auch bei Vor­
handensein von chemischen Umsetzungen, wenn man als Zahl der Stoffe die 
Zahl der unabhangigen Bestandteile einsetzt. 

Allerdings ist die vorhin gegebene Definition der unabhangigen Bestand­
teile nur dann richtig, wenn fUr alle "Verbindungen" Gleichgewicht mit diesen 
unabhiingigen Bestandteilen herrscht, d. h. wenn der Molenbruch der Verbindung 
mittels einer Gleichung (5) ZifL 44 durch die Molenbruche der unabhiingigen 
Bestandteile festgelegt ist. Wenn sich aber dieses Gleichgewicht so langsam 
einstellt, daB wir bei Experimenten von beschrankter Zeitdauer auf diese Gleich­
gewichtsbedingung nicht Rucksicht zu nehmen brauchen, so ist der Molenbruch 
einer Verbindung nicht durch die Molenbruche der unabhangigen Bestandteile 
festgelegt (Temperatur und Druck sind selbstverstandlich als gegeben voraus­
gesetzt). Man kann daher auch den Molenbruch dieser Verbindung in der Phase 
als frei wiihlbare Variable auffassen (abgesehen von der Gleichgewichtsbedingung 
mit anderen Phasen) und bekommt daher eine neue unabhangige Variable, der 
keine neue Bestimmungsgleichung entspricht. In diesem Fall ist auch diese 
Verbindung als unabhangiger Bestandteil zu ziihlen. Wann das der Fall ist, 
hiingt von den Bedingungen ab, die die Reaktionsgeschwindigkeit bestimmen. 
So wird in dem vorhin genannten Beispiel eines Gemenges von H2, O2 und H 20 
bei normaler Temperatur und ohne besondere Hilfsmittel die Zahl der unab­
hangigen Bestanteile 3 sein, wei! die Verbindung von H2 und O2 zu Wasser 
unmeBbar langsam vor sich geht und man daher bei gegebener Wasserstoff- und 
Sauerstoffkonzentration noch immer willkurlich die Konzentration des Wasser-
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dampfes in einer abgeschlossenen Gasphase andern kann. Dagegen werden beim 
Zufiigen eines Katalysators oder bei hoherer Temperatur nur mehr zwei unab­
hangige Bestandteile zu zahlen sein, weil sich hier infolge der groBen Reaktions­
geschwindigkeit zu einer gegebenen Wasserstoff- und Sauerstoffkonzentration 
stets bei gegebenem Druck und gegebener Temperatur nur eine bestimmte 
Wasserdampfkonzentration als Gleichgewichtskonzentration herstellen laBt. 1st 
die Reaktionsgeschwindigkeit aber weder sehr groB noch sehr klein, so ist die 
Phasenregel nicht anwendbar, weil man das System dann nicht als im Gleich­
gewicht betrachten darf. 

73. Abhangigkeit des Gleichgewichtes von Volumanderungen und Warme­
zufuhr. Wir haben bisher als unabhangige Veranderliche Druck und Temperatur 
angenommen. B~i gegebenem Druck, bei gegebener Temperatur und gegebener 
Zusammensetzung ist natiirlich das spezifische bzw. Molekularvolumen jeder 
einzelnen Phase festgelegt. Dagegen ist das Gesamtvolumen des Systems nicht 
festgelegt, denn dieses hangt noch davon ab, wie sich die gesamte Masse des 
Systems auf die verschiedenen Phasen verteiIt. Bezeichnen wir die gesamte 
Molmenge einer Phase mit n(m) , wobei sie als die Summe der Molmengen aller 
in ihr enthaItenen Stoffe zu berechnen ist, und ihr Molvolumen mit V(m) , so 
erhaIt man fiir das Gesamtvolumen des Systems 

(1 ) 

Die Gleichgewichtsbedingungen (1) Ziff. 69 legen nur die innere Besehaffenheit 
der Phasen fest, sagen aber nichts iiber die absoluten Mengen der Phasen aus. 
1m allgemeinen sind die Mengen der Phasen auch nicht dureh deren innere Zu­
sammensetzung, die im ganzen vorhandenen Mengen der einzelnen Stoffe und 
das Gesamtvolumen bestimmt. 1st die im ganzen vorhandene Menge des 
rten Stoffes nr, so geIten folgende Bestimmungsgleichungen 

nil) . xiii + n l21 Xi21 + n l31 X~I + ... = iiI I 
~:1: : ~kl.1 .~ .~I~I ~i: .~ ~(::I ~~1: .~ ....... ~. ~.2 (2) 

Es gibt r solcher Gleichungen, fUr jeden Stoff eine, femer die Gleiehung (1), dem­
nach im ganzen r + 1 Gleiehungen. Dagegen sind m Unbekannte n{1n) vorhanden. 
Man sieht, daB die Gesamtmenge jeder Phase nur bei solchen Systemen dureh 
die Gesamtmenge der Stoffe und das Gesamtvolumen festgelegt ist, bei welchen 
m = r + 1 ist, also bei Systemen mit einem Freiheitsgrad. Bei Systemen 
ohne Freiheitsgrad reieht die Volumangabe nieht aus (wir kommen auf diesen 
Fall gleieh noeh naher zu spreehen), bei Systemen mit mehr Freiheitsgraden 
laBt sich bei willkiirlieher Wahl der unabhangigen Variablen fiir diese Freiheits­
grade, Z. B. bei Festlegung von Druck, Temperatur und der willkiirIich wahl­
baren Konzentrationen bei gegebenen Gesamtmengen der Bestandteile nieht 
jedes Volumen herstellen. Wenn wir den oben erwahnten Fall eines Systems 
von zwei Stoffen und zwei Phasen, also von zwei Freiheitsgraden betraehten, 
in welchen Stiekstoff und Wasser in fliissiger und Gasphase auftreten, so konnen 
wir als Freiheitsgrade die Temperatur und die Zusammensetzung der Gasphase 
wahlen. Dann ist dadureh aueh die Zusammensetzung der Fliissigkeitsphase 
gegeben, d. h. die im Wasser ge16ste Stiekstoffkonzentration. Bei gegebenen 
Gesamtmengen von H 20 und N2 ist dann aber aueh das Gesamtvolumen fest 
vorgegeben. Wir erkennen daher, daB im allgemeinen bei Systemen mit mehr 
als einem Freiheitsgrad jeder Volumanderung bei konstanter Temperatur aueh 
eine Druekanderung entspreehen wircl. Als einfaehstes Beispiel hierfiir dient 
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eine einzige Phase beliebiger aber fester Zusammensetzung. Bei mehr als zwei 
Freiheitsgraden und freier Wahl der unabhangigen Variabeln lassen sich im all­
gemeinen nicht mehr aIle 11, frei wahlen. 

Dagegen zeichnen sich Systeme von einem Freiheitsgrad dadurch aus, daB 
man bei festgehaItener Temperatur, welche als der willkiirlich zu bestimmende 
Freiheitsgrad gewahlt sei, das Volumen andem kann, ohne daB sich die Zusammen­
setzung der Phasen oder der Druck andert. Es verschiebt sich nur gemaB den 
Gleichungen (1) und (2) das GesamtmengenverhaItnis der einzelnen Phasen. 
Diese Tatsache, welche ROOZEBOOM experimentell gefunden hatte, war es be­
sonders, welche die Aufmerksamkeit auf die Phasenregel lenkte. Die Druck­
konstanz bleibt solange bestehen, als sich die Zahl der Freiheitsgrade, d. h. 
die Zahl der vorhandenen Phasen nicht andert. Es seien einige einfache Bei­
spiele besprochen. 

Beim Verdampfungsgleichgewicht eines Stoffes haben wir zwei Phasen, die 
Dampfphase und die Fltissigkeitsphase. Wenn wir das Volumen isotherm ver­
mindem, kondensiert sich der Dampf, ohne daB' sich der Dampfdruck andert, 
solange, bis der Dampf vollkommen kondensiert ist und eine weitere Volum­
verminderung eine Kompression der Fltissigkeit ergeben wiirde, die Ansteigen 
:les Druckes erfordert. Ein weiteres Beispiel liefert das KaIkbrennen nach 
:ler Gleichung CaCOa = CaO + CO2, Hier haben wir zwei unabhangige Be.stand­
teile, z. B. CaO und CO2, und drei Phasen CaCOa, CaO, beide fest, und CO2, 

:;asformig. Solange alle drei Phasen vorhanden sind,"ist bei gegebener Temperatur 
:ler Kohlensauredruck konstant, Volumverminderung bedingt einfach Verschwin­
:len der Kohlensaure und Bildung von CaCOs. SobaId aber eine der Phasen ver­
;chwindet, andert sich das. 1st z. B. Kohlensaure im DberschuB vorhanden 
llnd hat man das Volumen soweit vermindert, daB alles CaO in CaCOs verwandelt 
.st, so steigert eine weitere Volumverkleinerung den Druck, da der Vorgang 
letzt im wesentlichen auf ein Zusammendrticken des noch vorhandenen gas­
rormigen CO2 hinausHiuft. Hat man umgekehrt das Volumen soweit vergroBert, 
:laB alles CaCOa in CaO und CO2 zerfallen ist, so sinkt bei weiterer Volumver­
~roBerung der Druck, da es nun im wesentlichen auf eine Ausdehnung der gas­
:ormigen Kohlensaure ankommt. Es ist klar, daB bei einer Volumverkleinerung 
liejenigen Phasen entstehen, welche das kleinere spezifische Volumen haben. 
[m Falle so weniger Phasen wie in den besprochenen Beispielen ist die Ent­
;cheidung einfach, in komplizierteren Fallen aber kann die Rechnung schwieriger 
;ein, denn es handelt sich darum, daB aus mehreren Phasen mehrere andere 
Lufgebaut werden. Auch hier gilt nattirlich wieder die allgemeine Formel (3) 
?:iff.46. 

Das gleiche, was hier tiber Volumanderung gesagt wurde, kann man auch 
iber arbeitslose Warmezufuhr sagen, indem man die Gleichung (1) durch die ent-
;prechende Gleichung e = n(l) E(I) + n(2) E(2) +. . . (3) 

!rsetzt. Auch hier ist nur bei Systemen mit einem Freiheitsgrade eine Warme­
~ufuhr bei konstanter Temperatur moglich, welche den Druck unverandert laBt 
:das Volumen andert sich hierbei natiirlich). Als Beispiel kann wieder die Ver­
lampfung dienen. Bei Warmezufuhr entsteht die Phase mit dem hoheren mole­
mlaren EnergieinhaIt E bzw. WarmeinhaIt Ep. 

Gehen wir endlich zu Systemen ohne Freiheitsgrad tiber, z. B. zu dem Gleich­
~ewicht von Eis, fltissigem Wasser und Wasserdampf beim Tripelpunkt, so sahen 
!Vir, daB hier die Mengen der einzelnen Phasen erst bei der Vorgabe einer weiteren 
:iroBe des Gesamtsystems festgelegt sind, etwa bei Vorgabe der Gesamtenergie (3). 
\ian sieht das leicht ein. Seien etwa unter den gegebenen Bedingungen die 

Handbuch der Physik. IX. 8 



114 Kap. 1. K. F. HERZFELD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 74, 75. 

spezifisehen Volumina von Eis, fliissigem Wasser und Wasserdampf VCl), V(2), 
V(3), so ist die Reihenfolge dieser GroBen hier bekanntlieh V(3), VCI), V(2). 
Eine Verwandlung von n Mol Eis in Wasserdampf bedingt daher eine Volum­
vermehrung n· (VC3) - VCl») , eine Verwandlung von n' Mol Eis in Wasser be­
dingt eine Volumverminderung n' (VCl) - V(2»). Wenn man daher gleiehzeitig 
n Mol Eis in Wasserdampf und n' Mol Eis in fliissiges Wasser verwandelt, und 
diese Mengen so wahlt, daB 

n (VC3) - V(1») = n' (VCl) - V(2») (4) 

ist, so bleibt das Gesamtvolumen unverandert. Aber es wird dabei eine Warme­
menge verbraueht von der GroBe n(E~) - E(~) + n'(E;/ - E~)). Daraus folgt, 
daB eine Volumanderung nieht eindeutig die Anderung der Mengen jeder Phase 
bestimmt. Erst wenn man aueh die Warmezufuhr vorsehreibt, ist die Anderung 
vollstandig bestimmt. Wir kommen in Ziff. 83 noeh einmal auf diesen Punkt zuriick. 

74. Anderer Beweis des Satzes tiber Systeme mit einem Freiheitsgrad. 
Es ist bemerkenswert, daB man nach VAN DER WAALS die Tatsache, daB bei 
bestimmten Systemen eine Volumanderung keine Druckanderung bedingt, ohne 
Beniitzung der Gleiehgewichtsbedingungen der Thermodynamik beweisen kann. 
Man muB nur voraussetzen, daB es ein System gibt, in we1chem das Gleiehgewieht 
der Phasen untereinander nur von deren innerer Zusammensetzung, nicht von 
ihren Absolutmengen abhangt. Die Zusammensetzung der einzelnen Phasen 
wird als bekannt vorausgesetzt. Dann entnimmt man m - 1 wiIlkiirlich ge­
wahlten Phasen des Systems so1che Molmengen II nCI), ... ,1 nem -1), daB man 
aus ihnen gerade ein Gemenge von dcr Zusammensetzung der mtcn Phase und 
der Molzahl !I nCm) herstellen kann. Das Gemenge hat die Molzahl 

(1 ) 
Man muB die den einzelnen Phasen zu entnehmenden Mengen in so1chem Ver­
Mltnis wahlen, daB gilt 

~ ~~(:1.~\:1. ~~ . . /.' ~C~).~ll~l. ~~.'.'.'. ~ ~~~'.-.1~ ~.<)}: ~ ~~ ~. ~~~)}.').~I.C~': If 

Lliill1x;ll + IJiiC21x;21 ... + IJiiCm-llx;m-11 = :JnCm)x;~). 
(2) 

Die letzte dieser Gleichungen laBt sich aber aus den r -1 anderen ableiten. 
:Man kann demnach r - 1 enbekannte hirraus ausrechnen, die Volumanderung 
ist dann gegeben durch 

LlV = VCm).dn(m) - {V(llL1n(l) + ... VCm-1)lIn(m-l)}. ()) 

Schreibt man auch die Volumanclerung noeh vor, so sind r von den m - 1 GroBen 
II n bestimmt. Bci einem System von m ,~, r + 1 Phasen ist demnach alles 
bestimmt, fiir m = r + 2 Phascn bleibt eine GroBe unbestimmt, fiir weniger 
als r Phasen clagegen ist es nicht mehr mijglich, eine Phase aus den anderen auf­
zubauen und dabei das Volumcn in bcstimmter vYcise zu andern, ohne daB die 
innere Beschaffenheit del' Phasen geandcrt wird. 

75. Bespreehung seheinbarer Einsehrankungen der PhasenregeP). Wir 
hatten im vorigen gezeigt, daB nur Systeme mit einem oder gar keinem Freiheits­
grad eine Volumanderung zulassen, ohne daB sich dabei der Druck oder irgend­
eine andere die innere N atur del' einzdnen Phase bestimmendc GrijHe andcrt. 
Scheinbar gibt cs hiergegen abel' Widerspriichc. Betrachten wir ctwa ein System, 
bestehend aus einer festen Phase von Salmiak NH4Cl und dariibcr ciner Gasphasc 

1) 1<. \\iEGSCHEIDER, ZS. f. ph1's. Chern. BlL 43, S. S9, 376. 1903; Bel. 45, s. +9(). 19U3; 
Bel. +9, S.229· 190+; \Y. NERXST, cbenela Bel. "3, S. '113. 1<)()3; ]31\. ·1'), S.232. 1904; J. J. 
VA:-I LAA1!, {'benda BlL +3, S. 7-+1. 19()3;I~d. +7, S 220. 1')114. 
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bestehend aus einem Gemisch von Ammoniak NHs und Salzsaure HCI, wobei 
in diesem Gemisch auch NH4Cl-Dampfmolekiile vorhanden sein werden, so hat 
dieses System zwei Phasen und zwei unabhangige Bestandteile, z. B. NHs und 
HCI, demnach zwei Freiheitsgrade. Es kann die Temperatur und z. B. das Ver­
haItnis von NH3 zu HCl in der Gasphase wiIlkiirlich gewahlt werden. Verkleinert 
man das Volumen bei konstanter Temperatur, so kondensiert sich NH[I; dadurch 
wird das Verhaltnis von NHa und HCI in der Gasphase geandert und der Druck 
andert sich, weil den vorhandenen verschiedenen Mengen NHa und HCI gleiche 
Mengen fiir Bildung von NH4Cl entnommen werden. Das System verhaIt sich 
also so, wie wir erwartet haben. 1st dagegen von vornherein gleichviel NHa 
und HCI vorhanden, so bleibt bei Volumverkleinerung der Druck konstant, 
denn auch nach der Kondensation sind die noch vorhandenen Mengen der beiden 
unabhangigen Bestandteile gleich. Das System verhalt sich so, als ob ein einheit­
licher Dampf von der Formel 1/2 NH4Cl kondensiert wiirde, also wie ein System 
von bloJ3 einem Freiheitsgrad. Tatsachlich hat das System auch nur einen Frei­
heitsgrad, namlich etwa die Temperatur; denn iiber den anderen Freiheitsgrad, 
die Zusammensetzung der Gasphase, ist in ganz spezieIler Weise verfiigt worden, 
indem man aquivalente Mengen von Ammoniak und Salzsaure voraussetzte. 
Formal kann man ein solches System mit Wegscheider in die friihere Termi­
nologie von Ziff. 73 einordnen, indem man es als System mit einem einzigen 
unabhangigen Bestandteil NH4Cl auffaJ3t. Diese Angabe reicht ja bei Vor­
handensein aquivalenter Mengen von Ammoniak und Salzsaure zur Beschreibung 
der chemischen Bruttozusammensetzung. 

Es gibt aber andere FaIle, in denen man mit dieser Definition der unabhan­
gigen Bestandteile nicht auskommt. Man kann namlich die Zahl der Freiheits­
grade eines Systems in viel aIlgemeinerer Weise urn r' herabsetzen, indem man 
dem System r' weitere Bedingungen auferlegt, denn dadurch sind dem System 
eben r' weitere Gleichungen vorgeschrieben, die r' weitere Unbekannte bestimmen. 
Wenn sich diese r' Vorschriften auf die Zusammensetzung des Systems beziehen, 
so reicht das aber nicht hin, urn den Kunstgriff anzuwenden, den wir mit Weg­
scheider in dem oben genannten Beispiel beniitzt haben. Dieser Kunstgriff 
bestand darin, daJ3 wir einen Korper der vorgegebenen Zusammensetzung als 
neuen chemischen Stoff auffassen, welcher aIlein als unabhangiger Bestandteil 
dient. Nur wenn das moglich ware, konnten wir unyerandert die Terminologie 
von Zif£. 73 beibehalten. Wir geben ein Beispiel, an dem man erkennt, daJ3 es 
nicht allgemein moglich ist. Es sei ein Gemenge von gleichen Gesamtmengen 
Wasser und Alkohol in fliissiger und gasformiger Phase gegeben. Hier konnen 
wir nicht das Gebilde H 20 - C2H 50H als unabhangigen Bestandteil auffassen, 
weil der Molenbruch in beiden Phasen· verschieden und zwar in der einen groJ3er 
als 1, in der andern kleiner als 1 ist. Wir erkennen demnach ohne weiteres, wann 
eine solche Vorschrift aquivalenter oder aIlgemeiner in ganzzahligen VerhaItnissen 
stehender Zusammensetzung eine Beschreibung durch einen einzigen unabhangigen 
Bestanteil gestattet: namlich dann, wenn die Zusammensetzung aIler Phasen 
bis auf eine von Natur aus unveranderlich durch dieses VerhaItnis gegeben ist. 
Wenn wir also in unserem Beispiel statt der fliissigen Phase etwa eine feste 
Komplexverbindung von der Formel H 20. C2H50H hatten, dann wiirde auch die 
Zusammensetzung der einen Phase, welche ihrer Natur nach beliebige Zusammen­
setzung haben kann, z. B. der Gasphase, dauernd den vorgeschriebenen Wert 
haben. In dem erstangefiihrten Beispiel hat die feste Phase praktisch die unver­
anderliche Zusammensetzung NH4CI, und wenn die Gesamtzusammensetzung 
ebenfalls NH4Cl ist, muJ3 auch die Zusammensetzung der Gasphase NH4Cl sein, 
wie auch das Mengenverhaltnis zwischen Gasphase und fester Phase sein mag. 

8* 
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Falls die eben besprochene Moglichkeit der Formulierung nicht vorliegt, 
muB man daher sagen: Nach der Phasenregel ist die Zahl der Freiheitsgrade 
urn 2 groBer als die Zahl der unabhangigen Bestandteile weniger der Zahl der 
Phasen weniger der Zahl der sonstigen Einschrankungen. 

Als solche Einschrankungen kann z. B. die Vorschrift gleicher Dichten 
der beiden Phasen dienen. Es werde etwa ein System betrachtet, das als un­
abhangige Bestandteile zwei Metalle und als Phasen einen festen Mischkristall 
der beiden und eine geschmolzene Legierung enthaIt. Bei gleicher Zusammen­
setzung wird im allgemeinen die feste Phase dichter sein, bei gleicher Dichte der 
beiden Phasen muB daher die Schmelze mehr von dem schwereren Metall enthalten. 

76. Phasenregel bei Vorhandensein auBerer Krafte. Aus der Besprechung 
der Phasenregel konnen wir folgendes erkennen: Wenn unser System nur aus 
einer endlichen Anzahl unabhiingiger Bestandteile zusammengesetzt ist, so 
kann es im Gleichgewicht nur aus einer endlichen Anzahl in sich homogener 
Teile bestehen, wobei wir von den Oberflachenschichten standig abstrahiert 
haben. Das wird anders, sobald wir auBere Krafte zulassen. Ein einheitliches 
Gas bildet ohne auBere Krafte eine einzige Phase, in der im Mittel aIle Stellen 
gleiche Beschaffenheit haben. 1m Fall auBerer Krafte dagegen, z. B. im Schwere­
feld, variieren die Eigenschaften des Gases kontinuierlich von Stelle zu Stelle. 
Wir konnten uns die Gassaule in eine unendliche Anzahl sehr diinner in sich 
homogener Schichten zerlegt denken undderen jede als einzelne Phase auffassen. 
Von solchen Phasen wiirde daher im Gegensatz zu dem friiher Gesagten eine 
unendliche Anzahl auftreten. Das ist aber kein Widerspruch gegen die Grund­
lage, aus der die Phasenregel abgeleitet ist, denn dabei war bei der Abzahlung 
der Unbekannten nur von einem einheitlichen Druck die Rede, wahrend wir 
jetzt ebensoviel verschiedene Drucke zu unterscheiden haben als Phasen, namlich 
in jeder Rohe einen. Die Zahl der Freiheitsgrade ist daher die gleiche, wie wenn 
man das Gas als eine Phase zahlen wiirde, d. h. wie wenn die auBeren Krafte 
nicht vorhanden waren. 

Wir hatten eben davon gesprochen, daB in diesem Beispiel der Druck variiert 
und daB daher mehr Unbekannte vorhanden sind. Von diesem Fall ist ein anderer 
zu unterscheiden. Es ist moglich, daB zwei Phasen des Systems unter zwei ver­
schiedenen Drucken stehen. Wenn wir z. B. eine fliissige und eine Gasphase 
eines einheitlichen Stoffes haben, dann kann man dieselben durch eine Ton­
platte trennen, die nur den Dampf, nicht die Fliissigkeit durchlaBt. Belastet 
man diese Tonplatte mit dem Zusatzdruck Po, so ist der Druck auf die Fliissig­
keit ein anderer als auf den Dampf. Dann andert sich zwar die Form der Gleich­
gewichtsbedingungen (Zif£. 84), aber als Unbekannte tritt nur ein Druck auf, 
etwa der Druck des Dampfes P; der Druck der Fliissigkeit P + Po ist durch 
diesen vollkommen festgelegt. Dagegen ist in dem oben genannten Fall der 
Gassaule im Schwerfeld der Druck an einer Stelle durch den Druck an einer 
anderen Stelle erst dann bestimmt, wenn man weiB, wie die innere Natur der 
Phasen beschaffen ist, d. h. wieviel Gas zwischen den beiden Stellen liegt. 

b) Inhomogenes System aus einer einzigen Komponente. 
(Einstoffsystem. ) 

77. Allgemeines iiber die Gleichgewichtsverhiiltnisse von Einstoffsystemen. 
Wir wollen hier wie schon friiher unter einem reinen System oder einem 
Einstoffsystem ein so1ches verstehen, dessen chemische Zusammensetzung (als 
Brutto-Zusammensetzung, nicht aber als Angabe der Molekiilarten gedacht) 
fest vorgegeben und in allen Teilen gleich ist. 
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Dieses System kann in verschiedenen Agregatzustanden bzw. Phasen be­
stehen. Wenn wir eine dieser Phasen fUr sich betrachten und ihre Zustands­
gleichung und ihre spezifische Warme (die ja teilweise nach Ziff. 56 verkniipft 
sind) kennen, kann man fUr jeden Zustand der Phase die freie Energie berechnen. 
Den Zustand konnen wir entweder durch die Angabe von V und T oder von 
P und T oder von V und P charakterisieren, da ja zwei dieser GroBen mit der 
dritten durch die Zustandsgleichung eindeutig verkniipft sind. Wir wollen im 
folgenden die Darstellung in der PT Ebene wahlen, wobei T im Prinzip alle 
Werte von 0 bis 00 (abgesehen von bei hoheren Temperaturen eintretenden 
Zersetzungen) durchlaufen kann. P kann jedenfalls Werte zwischen 0 und 00 

annehmen, bei fliissigen und festen Phasen auch noch negative Werte bis zu 
einer GroBe, bei welcher der Korper zerreiBt. Wir werden im folgenden von einem 
Zustand mit gegebenem P und T als einem Punkt in der Zustandsebene sprechen, 
von einer Reihe von ZusUinden, welche durch unabhangige kontiniuerliche 
Anderung von p und T ineinander iibergehen, als von einem Gebiet in der Zu­
standsebene. Wenn wir, wie erwahnt, fUr jeden Punkt der Zustandsebene bei 
einer bestimmten Phase die freie Energie angeben wollen, so zeigt es sich, daB 
dies fUr jede Phase nur in einem beschrankten Gebiet, nicht in der ganzen Ebene 
moglich ist. In dem Gebiet, in dem es moglich ist, ist aber die freie Energie 
eine stetige Funktion von p und T, weil sowohl Zustandsgleichung als auch 
spezifische Warme stetige Funktionen sind. Diese letztere Behauptung ist 
allerdings nur Erfahrungstatsache (Ziff. 52). Man kann die Sachlage auch so 
auffassen, daB man jede Unstetigkeit als Auftreten einer neuen Phase definiert, 
die nicht ins metastabile Gebiet fortgesetzt werden kann. Fiihrt man die 
erwahnte Untersuchung fUr alle moglichen Phasen durch, so zeigt sich, daB 
in bestimmten Gebieten die Zustandsebene von den Existenzbereichen mehrerer 
Phasen iiberdeckt wird. Dieselben haben dann in dem gleichen Punkt p, T 
im allgemeinen verschiedene freie Energien. Es ist nicht moglich, daB in 
endlichen zweidimensionalen Gebieten der Phasenebene die freien Energien ver­
schiedener Phasen den gleichen Wert haben, da dieselben im allgemeinen ver­
schiedene Funktionen von Druck und Temperatur sind. Wohl aber ist es moglich, 
daB an bestimmten Punkten der Zahlenwert fUr die freie Energie zweier ver­
schiedener Phasen gleich wird. 1st das an einem bestimmten Punkt Po To der 
Fall, dann geht im allgemeinen, von ganz singularen Fallen abgesehen, durch 
diesen Punkt auch eine ganze Kurve, auf welcher die Zahlenwerte der beiden 
freien Energien gleich sind, aber eben nur eine eindimensionale Kurve. Das 
ist leicht zu beweisen; denn wenn gilt 

(1 ) 

so kann man stets die Kurvenrichtung dP/dT so bestimmen, daB auch an dem 
Punkt Po + dp, To + dT die freien Energien gleich sind. Es muB namlich dann 
sein a (FA - F B) 

oder 
dp aT 
d T = - a (FA - F B) . 

(2) 

ap 
Abgesehen von diesen Kurven gleicher freier Energien aber wird im allgemeinen 
unter den in endlicher Zahl vorausgesetzten Phasen, die in einem bestimmten 
Zustandsbereich existenzfahig sind, eine sein, die die kleinste freie Energie hat. 
Es wird daher die freie Energie abnehmen, wenn sich die anderen in diese Phase 
bei konstanter Temperatur verwandeln. Diese Umwandlung ist infolgedessen 
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(Ziff.43) ein freiwillig verlaufender Vorgang. Nur die Phase kleinster freier 
Energie ist ineinem bestimmten Zustand stabil, alle anderen sind "metastabil" 
oder "labil" {Ziff. 52). 

DaB demnach eine Phase in einem bestimmten Zustand metastabil oder 
labil ist, merkt man nieht an den Eigenschaften der Phase selbst, an ihrer freien 
Energie, der Zustandsgleichung oder ihrer spezifischen Warme, sondern nur 
beim Vergleieh ihrer freien Energie mit den entsprechenden GroBen der andern 
Phasen. Sie ist sozusagen nicht in sieh labil, sondern nur im Vergleieh mit einer 
bestimmten anderen Phase. Es kann z. B. sein, daB an und fiir sich in einem 
bestimmten Zustand sowohl iibersiittigter Dampf als unterkiihlte Fliissigkeit, 
als auch Kristalle existenzfiihig waren. Dann wiirde im Vergleich mit dem 
Dampf die unterkiihlte Fliissigkeit als stabil erscheinen und nur im Vergleich 
mit dem Kristall, der eine noch kleinere freie Energie hat, ist sie labil. Die Unter­
scheidung zwischen Labilitiit und Metastabilitat, die von OSTWALD herriihrt 
(s. Ziff. 53), sollte andeuten, daB d~r Dbergang aus labilen Zustanden in die 
stabileren von se1bst erfolgt, der Dbergang aus dem metastabilen nicht; doch 
scheint in Wirkliehkeit der Unterschied nur eiil gradueller Geschwindigkeits­
unterschied zu sein. 

Es moge nun ein Zustandsbereich betrachtet werden, in weIchem zwei ver­
schiedene Phasen A und B existenzfahig sind. A moge an der betrachteten 
Stelle die kleinere freie Energie haben, also stabil sein. Gehen wir nun zu anderen 
Werten von P und T iiber, so kann es sein, daB die freie Energie von B im ganzen 
Zustandsgebiet iiber derjenigen von A bleibt. In diesem Fall ist die Phase B 
nirgends stabil. Sie kann nur aus von A verschiedenen Zustanden gewonnen 
werden. SoIche Fiille sind nur bei kristallisierten Modifikationen bekannt. Man 
nennt sie nach O. LEHMANN "monotrope Zustande", weil nur in einer Richtung, 
namlich von B nach A, eine Umwandlung moglich ist. Als Beispiel hierfiir diene 
Benzophenon. 

Es kann aber auch sein, daB man an eine Stelle Po und To kommt, an welcher 
die freien Energien von A und B gleich werden. Durch diese Stelle geht dann 
im allgemeinen eine Kurve, auf deren ganzer Lange dies der Fall ist. Man nennt 
sie die Gleichgewichtskurve, weil auf ihr die Gleichgewichtsbedingung 

/1 A = /1B, . hier speziell FA = F B (3 

(Ziff. 44) erfiillt ist. Bei den zusammengehorigen Werten von p und T sind 
demnach die beiden Phasen im Gleichgewicht, da eine Umwandlung der einen 
in die andere keine Anderung der gesamten freien Energie des Systems bewirkt. 
In diesem Fall nennt man B enantiotrop, da sowohl der Dbergang A 4- B als 
der B 4- A moglich ist. Dieses Gleichgewicht ist, solange man die Oberflachen­
spannung (Ziff. 4) vernachlassigen kann, unabhangig von den Mengen der 
beiden Phasen. Dberschreitet man die Gleichgewichtskurve, so kehrt sich im 
allgemeinen das Vorzeichen der Differenz Ffj - FA um. Vor der Gleichgewichts­
kurve war diese GroBe positiv, auf der Gleichgewichtskurve geht sie durch Null 
und hat daher im allgemeinen auf der andern Seite der Gleichgewichtskurve 
ein negatives Vorzeichen. Wann hiervon Ausnahmen eintreten konnen, ist in 
ds. Handb. Bd. X Artikel KOHNSTAMM naher diskutiert. Jenseits der Gleichge­
wichtskurve ist demnach die Phase B die stabilere. Geht man nun in demjenigen 
Bereich, in welchem die Phase B stabil ist, weiter, so kann dreierlei passicrcn. Ent­
weder man gelangt ohne weiteres Dberschreiten einer Gleichgewichtskurve ins Un­
endliche, das ist z. B. der Fall, wenn man bei nicht zu hohen Druckf'n im Bereich 
des Dampfes zu immer hoheren Temperaturen iibergeht. In diescm ganzen 
Bereich ist demnach die freie Energie der Phase B die kleinstc unter allen mog-
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lichen. Zweitens ist es moglich, daB man auf die Gleichgewichtskurve mit einer 
dritten Phase C stoBt, d. h. auf eine Kurve, auf welcher die freie Energie von 
B gleich ist der freien Energie von C, wahrend die freie Energie von A groBer 
ist. Beim Oberschreiten dieser Kurve kommt man dann in den Stabilitats­
bereich von C. (Beispiel: Bei Atmospharendruck illmahliche Erhohung der 
Temperatur; Phase A Eis, Phase B fliissiges Wasser, Phase C Wasserdampf.) 
Drittens ist es moglich, daB man beim Fortschreiten im Stabilitatsbereich der 
Phase B wieder auf die Gleichgewichtskurve A stoBt, d. h. an einen Punkt kornrnt, 
in welchem nochmals die freie Energie von A gleich der von B wird. Beim weiteren 
Fortschreiten kommt man dann wieder in den Stabilitatsbereich von A zuriick1). 

Es ist dernnach moglich, daB der Stabilitatsbereich von B wie eine Insel 
vollkommen vom Stabilitatsbereich von A umschlossen ist. 

TAMMANN2) vertritt die Meinung, daB der Zustandsbereich der fliissigen iso­
tropen Phase stets ein geschlossener ist. 

Man kann haufig dennoch fUr eine bestimmte Phase in den Bereich iiber 
die Gleichgewichtskurve hinaus gelangen, aber diese Phase ist dann nicht rnehr 
stabil, wenn man, wie schon erwahnt, diese Tatsache auch an ihren Eigenschaften 
nicht merkt. Manchmal ist es moglich, den metastabilen Geltungsbereich einer 
Phase A sehr weit hinaus zu verfolgen. Hierbei kann man eine neue Gleich­
gewichtskurve bekomrnen. Urn beirn vorigen Beispiel zu bleiben, ist es z. B. 
moglich, in dernjenigen Gebiet, in welchem das Wasser unterkiihlt ist, also 
seine freie Energie groBcr als die des festen Eises ist, seinen Dampfdruck zu 
messen, d. h. das Gleichgewicht mit Wasserdampf. Dieser Wasserdampf hat 
natiirlich dann ebenfalls eine hoherc freie Energie als das hier allein stabile 
Eis. Man verfolgt also die freie Energie von B und C in ein Gebiet, wo nur 
A stabil ist, berechnet das gegenseitige Verhalten von B und C, ohne sich 
darum zu kiimmern, daB eine Phase A moglich ist, die kleinere freie Energie 
hat. (Gestrichelte Kurve im Gebiet s der Abb. 12.) 

78. Umwandlungen allotroper Modifikationen. Es seien zwei kristallisierte 
Phasen A und B moglich. Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung 

FAP=FBp • (1) 

Fiir gegebenen Druck ist das eine Bestimmungsgleichung fUr die Umwandlungs­
temperatur T. Urn diese Gleichung zu diskutieren, wollen wir mit B die Phase 
mit dem kleineren Energieinhalt bezeichnen. Nach dem BERTHELOTschen Prinzip 
ware sie bei allen Temperaturen allein bestandig. Da aber in Wirklichkeit nicht 
die Gesamtenergie, sondern die freie Energie maBgebend ist, kommt es darauf 
an, daB TSB kleiner ist als TSA, so daB das groBere TSA das groBere EA kompen­
sierend die freie Energie von A auf denselben Wert herunterbringt, den die Diffe­
renz der beiden kleineren Glieder EB und TSB hat. 

Da sowohl SB als SA mit steigender Temperatur zunehmen, ferner natiirlich' 
TSB und TSA fiir T = 0 gleich sind, ist demnach eine notwendige und hin­
reichende Bedingung dafiir, daB ·es eine Gleichgewichtstemperatur bei gegebenem 
Druck gibt, die, daB TSB - TSA < 0, und daB die Differenz mit steigender 
Temperatur geniigend hohe Werte annimmt. 

In diesem Fall gilt bei tiefer Temperatur das BERTHELOTsche Prinzip, es 
ist die Phase mit dem kleinsten Energieinhalt bestandig, mit steigender Tempera­
tur weicht die freie Energie irnrner mehr von der Gesamtenergie ab und iiber 
dem Umwandlungspunkt hat die Phase groBeren Energieinhalts die kleinere 
freie Energie und ist daher die stabile. 

1) Naheres s. bei G. TAMMANN, Aggregatzustande. Leipzig u. Hamburg 1923. 
2) G. TAMMANN, Kristallisieren und Schmelzen. Leipzig u. Hamburg 1903. 
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Setzt man fiir F im speziellen die Ausdriicke (10') Ziff. 61 ein und versteht 
unter U7.'o = EAp(Po, To) - EBp(Po, To) die Warmemenge, die frei wird, wenn 
ein Mol der Phase A in die Phase B beim Druck Po und der Temperatur To iiber­
geht, so erMlt man bei der Gleichgewichtstemperatur T 

P P p 

Upo = T !d~ j(CPOA - CpoB)dT +!(VB- VA)dP - T[SB (Po ,To) - SA(Po,To)]' (2) 

Po Po Po 

Kann man To = 0 setzen (s. Ziff. 61), und arbeitet man beim Druck Po, so wird 
hieraus . 

P P 

Uo = T !~: j(CPOA - CpoB)dT - T[SB(PO'O)- SA(PO'O)]. (3) 
o 0 

Wir wollen zwei spezielle Temperaturgebiete behandeln. Erstens das Gebiet 
tiefer Temperaturen, in welchem nach DEBYE annahernd gilt Cp = aT3. Dann 
lautet die Gleichgewichtsformel 

T4 
Uo = (aA - aB)i2 - T[SB(PO' 0) - SA (Po, 0)], 

d. h. wenn, wie das NERNsTsche Warmetheorem (ds. Band Kapitel 2) verlangt, 
SB(PO' 0) = SA (Po, 0) ist, gibt es bei tiefen Temperaturen kein Gleichgewicht 
zwischen allotropen Modifikationen mit merklich verschiedener Energie, es gilt das 
BERTHoLoTsche Prinzip. Fiir hohe Temperaturen kann man erfahrungsgemaB 
Cp als von der Temperatur unabhangig und fUr beide Modifikationen Cv als gleich 
ansehen, dann wird nach Ziff.61 

P P 

(dTj(CPA - CpB) dT = Cv In ~ + T (aA C~A - a'B C~B) , 
J~2 ~ 2 
o ° 

und die Gleichgewichtsformel lautet nun 

Uo = T{Cvln~ - SB(PO' 0) + SA (Po, 0) + T (aAC~A - a'BCPB)}' 
VA 2 

Bei Giiltigkeit des NERNsTschen Theorems ist nur dann zwischen zwei Modi­
fikationen ein Gleichgewicht erreichbar, wenn die Modifikation mit dem groBeren 
Energieinhalt auch (bei tiefen Temperaturen) die hohere spezifische Warme 
hat, da 1/v ebenfalls mit steigender spezifischer Warme zunimmt und der letzte 
Ausdruck klein bleibt. Praktisch ist der Bereich, in welchem die Umwandlungs­
warme U variiert, nicht sehr groB. Nach dem NERNSTschen Theorem ist dies 
leicht erklarlich, da dann, wenn man fiir die spezifischen Warmen die theoretisch 

begriindeten Formeln einsetzt, die rechte Seite die Gestalt TCv In VB hat. Hierin 
VA 

bedeuten die V die Schwingungszahlen der Teilchen in der Substanz. Die Differenz 
zwischen dem Wert von Cv In V fiir verschiedene Modifikationen desselben Stoffes 
pflegt nicht groBer als wenige kleine Kalorien pro Grad zu sein. Da namlich 
die Teilchen der beiden Modifikationen die gleiche Masse haben, ist das Verhaltnis 
der Schwingungszahlen gleich dem Verhaltnis der Wurzel aus den Direktions-

kraften. Selbst wenn diese im Verhaltnis 1: 4 variieren, hat R In l'Ji erst den 
'VA 
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Wert 1,4 cal/Grad. lnnerhalb des leicht zuganglichen Temperaturintervalls z. B. 
unter 1000° abs. kann es daher Gleichgewichte nur zwischen solchen Modifi­
kationen· geben, deren Umwandlungswarme nicht groBer ist als etwa 1,5 kcal. 
Modifikationen, deren Energie um mehr als diesen Betrag hoher liegt als die der 
stabilsten Modifikation, konnen unter normalem Druck nicht auf umkehr­
barem Weg erreicht werden, sondern hochstens als Zwischenstadien z. B. aus 
Dampf entstehen. 

Wir haben bisher den EinfluB des Druckes nicht beriicksichtigt. Urn diesen 
zu diskutieren, machen wir als erste Vereinfachung die Annahme, daB der Korper 
inkompressibel ist, d. h. daB weder Enoch Cv yom Druck abhangen, und daB 
sein Ausdehnungskoeffizient verschwindet, d. h. daB auch Cp yom Druck un­
abhangig ist. Dann besteht der EinfluB des Druckes einfach darin, daB er die 
Werte von Ep = E + pV verandert. Besitzt die Modifikation mit dem kleineren 
Energieinhalt das groBere Volumen, so wird, wenn man bei gegebener Tempe­
ratur den Druck steigert, ihr p V gegeniiber dem p V der anderen starker an­
steigen und dieses Ansteigen wird die Differenz der Ev kompensieren und iiber­
kompensieren konnen. Fiir einen Druck, bei welchem 

ist, herrscht demnach auch fiir T = 0 Gleichgewicht zwischen den beiden Modi­
fikationen. Hier ist es der auBere Druck, welcher die zur Umwandlung notige 
Arbeit leistet. Bei steigender Temperatur wird, falls 5 B - SA negtiv ist und 
mit steigender Temperatur geniigend stark ansteigt, so daB auch fUr verschwinden­
den Druck bei geniigend hoher Temperatur Gleichgewicht erreicht wiirde, bei 
hoherem Druck dieses Gleichgewicht schon friiher erreicht werden. Es kann 
aber durch die Drucksteigerung das Gleichgewicht auch dann erzwungen werden, 
wenn es bei verschwindendem Druck kein Gleichgewicht gibt. Dann ist es 
die Arbeit des auBeren Druckes, welcher die Differenz der freien Energien 
FvA - FVB liefert. 

Hat dagegen die Modifikation mit dem kleineren Energieinhalt auch noch 
das kleinere Volumen, so wird sie bei gesteigertem Druck noch mehr begiinstigt, 
und es kann bei geniigend hohem Druck die Modifikation mit dem groBeren 
Energieinhalt im ganzen Temperaturbereich unstabil werden. 

Lassen wir die Voraussetzung der Unzusammendriickbarkeit und des ver­
schwindenden Ausdehnungskoeffizienten fallen, so bleiben im Prinzip die Ver­
haltnisse ahnlich, nur beeinfluBt der Druck jetzt noch explizit Ev und Cp • 

1m allgemeinen ist die Kurve, die die Abhangigkeit des Gleichgewichts­
druckes von der Gleichgewichtstemperatur darstellt, ziemlich steil, es ist eine 
sehr hohe Drucksteigerung notig, urn eine merkliche Temperaturanderung zu 
erla.ngen. Wenn VB - VA = 10 cm3 ist, was schon recht viel ist, so ist mit 
p = 100 at P(VB - VA) etwa 30 cal. Die genaue Form der Abhangigkeit wird 
durch die CLAUSIUS - CLAPEYRONSche Gleichung geliefert, die wir in Ziff. 48 
abgeleitet hatten und die lautet (U positiv bei Verbrauch im Gegensatz zu 2 
und 3): dp 

dT 

Hierin bezieht sich UA -+ B auf die Beobachtungstemperatur. Aus ihr kann 
man alles Gesagte ohne weiteres ablesen. Man erkennt, daB ein Temperatur­
maximum oder -minimum der Umwandlungspunkte dann vorliegt, wenn VA = VB 
wird. Ein Druckmaximum bzw. -minimum, oberhalb bzw. unterhalb dessen eine 
Umwandlung nicht mehr vor sich gehen kann, tritt dann auf, wenn U = 0 wird. 
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Die Gleichungen fur den Schmelzvorgang sind im allgemeinen vollkommen 
analog, sie unterscheiden sich von den hier beschriebenen nur dadurch, daB man 
flir die spezifische Wiirme der Schmelze im allgemeinen keine so einfache Formel 
angeben kann. AuBerdem weicht auch die spezifische Warme der festen Phase 
unmittelbar unterhalb des Schmelzpunktes nach oben von dem nach der 
Formel (12) Ziff.61 zu erwartenden Werte abo 

79. Verdampfungsvorgang. 1m Prinzip liegen die GleichgewichtsverhaIt­
nisse zwischen der Gasphase und der flussigen Phase genau so, wie wir es im 
vorigen beschrieben haben. Es HiBt sich hier nur Genaueres aussagen, denn 
bei einem einheitlichen Stoff ist stets unterhalb des kritischen Punktes die Ver": 
dampfungswarme positiv und gleichzeitig die Dichte des Gases kleiner a]s die 
der flussigen Phase. In der CLAUSIUS-CLAPEYRONSchen Gleichung (4), Zif£' 78, 
die auch hier gilt und jetzt die Abhangigkeit· des Dampfdruckes von der Tem­
peratur darstellt, sind daher sowohl Zahler als Nenner positiv, d. h. der Dampf­
druck nimmt stets mit steigender Temperatur zu. Ferner verschwindet beim abso­
luten Nullpunkt der Temperatur der Dampfdruck immer. Die Begriindung hierfiir 
folgt in Ziff. 81. Die Dampfdruckkurve, welche das Gleichgewicht zwischen Dampf 
und fliissiger Phase darstellt, beginnt daher stets im Nullpunkt des p, T-Dia­
gramms, vorausgesetzt, daB man die Fliissigkeit so weit unterkiihlen kann, was 

s 

Abb. 11. Sublima­
tionskurve. S Gebiet 
der festen Phase, D 
Gebiet des Dampfes. 

aber nur eine praktische Frage ist. Dann steigt die Dampf­
druckkurve dauernd nach rechts oben hin, sie endet im 
kritischen Punkt. Das eben Gesagte gilt auch fur die 
Sublimation, das Gleichgewicht zwischen Kristallphase und 
Dampf, nur endet diese Kurve wahrscheinlich nicht in einem 
kritischen Punkt, sondern in einem Tripelpunkt (vgl. Ziff. 83), 
da sich ein Kristall nicht uberhitzen HiBt. 

Das Gebiet der Dampfphase liegt dann rechts von der 
Gleichgewichtskurve (bei gegebenem Druck hahere Tempera­
turen als die betreffende Siedetemperatur), das Gebiet der 
kondensierten Phase links davon (das Gebiet kleinerer Tem­

peraturen als die Siedetemperatur bei gegebenem Druck). Wenn der Dampf als 
ideales Gas angesehen werden kann, kann man in der CLAUSIUS-CLAPEYRONSchen 

RT 
Gleichung Vn = T seizen. Vernachlassigt man auBerdem das Molekular-

volumen der kondensierten Phase neben dem Molekularvolumen des Dampfes 
beim betreffenden Druck und der gegebenen Temperatur, so kann man die 
Gleichung in die Form bringen 

dlnp U 
dT RP' 

(1 ) 

Urn zu sehen, wieweit dies erlaubt ist, bedenke man, daB bei einer Atmosph"are 
und Zimmertemperatur das Molekularvolumen eines idealen Gases etwa 24000 cm 3 

betragt, wahrend das von fliissigem Wasser 18 cm 3 ausmacht. Wenn bei einer 
gegebenen Temperatur und dem entsprechenden Dampfdruck ein Dampf ein 
ideales Gas ist,so gilt das erst recht bei allen tieferen Temperaturen, nicht etwa, 
wie man zuerst vermuten sollte, bei allen haheren. Allerdings wird ein Gas 
bei gegebener Dichte desto mehr einem idealen Gas ahnlich, je haher die Tem­
peratur ist. Bei einem Dampf aber, der mit seinem Kondensat im Gleichgewicht 
steht, nimmt mit fallender Tcmpcratur der Dampfdruck und damit die Dichte 
so stark ab, daB diese Abnahme der Dichte den expliziten EinfluB der abnehmenden 
Temperatur weitaus iiberkompcnsiert, so daB die Abweichungen yom idealen 
Gaszustand abnehmen. 
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80. Spezifische Wiirme des gesiittigten Dampfes. Temperaturabhangigkeit 
der Verdampfungswiirme. Wir hatten in Ziff. 16 besprochen, daB die spezifische 
Warme, d. h. die zugefUhrte Warmemenge dividiert durch die Temperatur­
erhohung, ganz davon abhangt, wie sich die andern Variabeln dabei andern. 
Wir wollen nun nach der sog. "spezifischen Warme des gesattigten Dampfes" 

fragen, d. h. nach der GroBe CgesD = (~~tes' wenn wir gleichzeitig mit der 

Temperatur den Druck so andern, daB der Dampf gesattigt bleibt, d. h. so, 

daB (::tes durch die CLAUSIUS-CLAPEYRONSche Gleichung bestimmtist. 

Es ist allgemein 

bQ = dE + p d V = dEl' - V d P = ( ~7) pdT + ( ~!! - V) d P . (1) 

Also nach Ziff. 40 (4') und 4 Ziff. 78. 

(2) 

Diesc Forme! gilt sowohl fUr den Dampf wie fUr das Kondensat, nur ist bei 

letzterem (~;t im allgemeinen so klein, daB sich Cges kaum von Cp unter­

scheidet. Dagegen ist fUr den Dampf der Unterschied sehr merklich; es kann 
sogar Cges negativ werden; dann ist die Kompressionswarme, die beim Zusammen­
pressen auf den notigen hoheren Dampfdruck frei wird, so groB, daB sie nicht 
nur die ganze zum Erhitzen notige Warme liefert, sondern auch noch ein Teil 
abgefUhrt werden muB. Es ist hier iibrigens charakteristisch in bezug auf unsere 
Behauptung, die Sattigung sei nur in bezug auf eine bestimmte andere Phase 
zu definieren, daB in dem Ausdruck fiir Cges des Dampfes auch Bestimmungs­
stiicke der andern Phase auftreten. 

Fiir ein ideales Gas und bei Vernachlassigung des Volums der kondensierten 
Phase VI gegen das Molvolum des Gases V2 wird Gleichung (2) 

C C Ul-+2 
ges 2 = 1'2 - --T--- (2') 

Die GroBe Cges bestimmt auch, was geschieht, wenn man eine Phase, z. B. 
Dampf, die in bezug auf eine andere, z. B. Fliissigkeit, gerade gesattigt ist, von 
dieser andern Phase trennt und adiabatisch zusammendriickt. Wir wollen der 
Einfachheit halber von Dampf reden, doch gilt das fiir aIle andern Phasen ebenso. 
Die adiabatische Kompression bewirkt zweierlei: Erstens steigert sie den Druck, 
hierdurch wiirde der Dampf. iibersattigt werden, wenn die Drucksteigerung der 
einzige Effekt ware. Zweitens steigert sie die Temperatur, hierdurch wiirde 
der Dampf iiberhitzt werden, wenn sonst nichts eintriite. Die Wirkung von 

Druck- und Temperatursteigerung hangt vom Verhaltnis (::ld ab. Graphisch 

sieht man das folgendermaBen: Man geht von einem Punkt der Gleichge­
wichtskurve bei gleichzeitiger Temperatur- und Drucksteigerung nach rechts 
oben. Will man in das Gebiet der Gasphase (ungesattigter Dampf) kommen, 
so muB man weniger steil aufsteigen, als es der Dampfdruckkurve entspricht. 
Will man nach links in das Gebiet kommen, wo die Fliissigkeit stabil ist, so 
muB die Adiabate steiler sein als die Dampfdruckkurve. 
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Die Adiabate, die nach Ziff. 16 durch Cad = 0 gekennzeichnet ist, gehorcht 
nun der analog zu (2) abgeleiteten Glcichung 

Man hat demnach 

oder 
(4) 

Es findet daher bei adiabatisch reversibler Kompression dann Ubersattigung 
statt, wenn Cges positiv ist. 1st Cges = 0, so bleibt man bei adiabatischer 
Kompression auf der Gleichgewichtskurve. FUr Wasserdampf von 100 0 C 
ist Cges = -18,72 cal/Grad. 

Will man die Temperaturabhangigkeit der Verdampfungswarme U 1-+ 2 

untersuchen, so konnte man in Analogie zu den in Ziff. 26 behandelten Fallen 
meinen, es sei 

Das ist aber nicht richtig, da die Verdampfung bei den Temperaturen T und 
T + d T weder beim selben Druck noch mit ungeandertem Vol umen vor sich geht. 
Es ist vielmehr 

Hier steht Ep , weil der Verdampfungsvorgang bei bestimmter Temperatur unter 
konstantem Druck erfolgt. Daher ist, wie man nach (1) erkennt 

6U1 -+ 2 a(Ep2 - EpI ) (d P) 
aT = ~~aT·-- = eges2 - eges1 + (V2 - VI) iT ges 

oder mit (2) 

~rzl-+2 = C ,,- C I + [V - V - T(~V2 .... ~.Vl) l(~P) aT p~ p 2 I cT p dT ges 

= C " - C 1+ [1 - T(~ln(V..2_ - VI)) 1. U 1 -+ 2 
p~ p aT pT' I (5) 

Ftir ein ideales Gas und unter Vernachlassigung von VI gegen V 2 wird daraus 

(5 ') 

81. Die Form der Dampfdruckkurve. Wenn wir voraussetzen, daB sich 
der Dampf als ideales Gas verhalt, so geht die allgemeine Gleichgewichtsbedingung 

Fs= FD (1 ) 

in die spezielle Form tiber [(7') und (10") Ziff. 61)J 
'I' T 

lnp = -- .Uo + ~'p(l12 InT _t_/~i1' /"C'PIJ - - e)JOD -- e,ls dT -1- 7' 
RT R TZ R . 

o '0 

( 2) 
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Hier ist Uo die Sublimationswarme fiir T = 0, von der spezifischen Warme 
des Dampfes ist der Anteil CpOD fiir T = 0 abgetrennt, urn das Integral iiber 
den Rest CpD - CpOD auch fiir T = 0 konvergent zumachen, endlich ist i folgende 
Konstante: 

i = - CiD - i.i~ ~ [CpoDln T - SD (Po, T)] + In Po - ~ S. (Po, T = 0). 

Man nennt sie die wahre chemische Konstante des Dampfes in bezug auf den 
Bodenkorper. Wir haben das hier fiir die Sublimation hingeschrieben, weil die 
spezifische Warme der festen Phase besser bekannt ist, doch gilt diese Formel 
ebensogut fiir die Verdampfung. Bevor wir die Gleichung eingehender disku­
tieren, wollen wir eine allgemeine Bemerkung iiber die aus dem zweiten Haupt­
satz folgenden Gleichgewichtsbedingungen einschalten, die hier besonders deut­
lich wird. Wir betrachten das Sublimationsgleichgewicht eines Stoffes mit 
hoher Verdampfungswarme, z. B. das Dampfdruckgleichgewicht von festem 
Silber und Silberdampf bei nicht zu hoher Temperatur. Der Energieinhalt des 
Silberdampfes ist stets sehr viel groBer als der des £esten Silbers, solange man 
nicht in die Nahe eines etwa vorhandenen kritischen Punktes kommt. Wenn, 
wie es das BERTHELOTsche Prinzip (Ziff. 78) will, die Energien maBgebend waren, 
so konnte nie Silberdampf mit festem Silber im Gleichgewicht sein. Stets ware 
das feste Silber die stabilere Phase. Ein Gleichgewicht ist nur dadurch moglich, 
daB hierfiir die Gleichheit der freien Energien maBgebend ist. Der Silberdampf hat 
nun die Moglichkeit, trotz seiner hohen Energie seine freie Energie F D = ED - TSD 
auf den niedrigen Wert der freien Energie des festen Silbers dadurch zu bringen, daB 
er bei konstanter Temperatur seine Entropie vergroBert. Dies ist dadurch moglich, 
daB er sein Molvolumen sehr groB macht. Wenn wir die Gleichgewichtsbedingung in 
der Form schreiben E E 

~-SD=--.!-S 
T T" 

so sehen wir, daB mit fallender Temperatur der EinfluB der groBen Energie­
differenz U = ED - Es immer groBer wird, wahrend die explizite Temperatur­
abhangigkeit der beiden Entropien verhiiltnismaBig wenig ausmacht. Urn diesen 
mit fallender Temperatur immer mehr die kondensierte Phase begiinstigenden 
EinfluB der Energiedifferenz auszugleichen, muB mit fallender Temperatur die 
Entropie des Dampfes sehr stark zunehmen, d. h. das Molvolumen des Dampfes 
im gesattigten Zustand muB mit fallender Temperatur sehr stark ansteigen, 
und zwar deshalb so stark, weil die Entropie nur logarithmisch yom Molvolumen 
bzw. dem Druck des Dampfes abhangt. Bei dieser Dberlegung ist davon Ge­
brauch gemacht, daB bei niederen Drucken der Zustand der £esten Phase (sowohl 
E als S) sehr wenig yom Druck beeinfluBt wird. Die kinetische Theorie lehrt, 
daB die hier besprochenen Verhiiltnisse tatsachlich genau erfiillt sind, insofern auch 
die Anderung der Entropie mit der Temperatur sich durch eine Volumanderung 
und zwar im "Phasenraum" darstellen laBt, so daB man allgemein sagen kann: 
hatten die kondensierte und die dampfformige Phase gleiches mittleres Volumen 
im "Phasenraum", so ware nur die kondensierte Phase infolge ihres kleineren 
Energieinhalts stabil. Die gasformige Phase kompensiert den EinfluB ihres 
hoheren Energieinhalts durch ihre geringere Dichte im Phasenraum so, daB 
sich das Verhiiltnis der mittleren Dichten im Phasenraum durch die Formel dar-

u, 
stellt e - RT, wo Uo die Verdampfungswiirme beim absoluten Nullpunkt istl). Je 
tiefer die Temperatur, desto verschiedener miissen die Dichten im Phasenraum sein. 

1) s. z. B. K. F. HERZFELD, Kinetische Theorie der Warme. Braunschweig 1925. 
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Der starke quantitative Unterschied zwischen einem Dampfdruckgleich­
gewicht und einem Schmelzgleichgewicht oder einer allotropen Umwandlung 
besteht nun darin, daB der Dampf durch sehr starke Volumanderungen ohne 
A.nderung seiner Energie seine Entropie in weitgehendem MaBe andern kann, und 
zwar kann er sie beliebig dadurch vergroBern, daB der Druck entsprechend 
klein wird. Dagegen kann eine kondensierte Phase ihre Entropie bei gegebener 
Temperatur durch Verkleinern des auBeren Druckes vom Wert einer Atmosphare 
auf kleinere Werte nur wenig andern. Es hat daher die Phase mit dem groBeren 
Energieinhalt nicht die Moglichkeit, durch VolumvergroBerung den Energie­
unterschied zu kompensieren. Wenn man Gleichgewicht bei beliebig gegebener 
Temperatur erreichen will, dann muB man im allgemeinen kunstlich hohe al1Bere 
Drucke anwenden; diese Druckanderung wirkt im allgemeinen nicht so sehr 
auf die Entropiedifferenz, als auf die Umwandlungswarme bei konstantem 
Druck, d. h. auf die Differenz der Warmeinhalte ein. 

Die Auswertung der Formel (2) ergibt bei Temperaturen, bei we1chen sowohl 
das Gas als auch der feste Korper im Gebiet konstanter spezifischer Warme C~oo) 
sind, nach Ziff. 61 

U C(oo) C(oo) 'C2 
lnp = - __ 0 + pD - VB In T _ ~~ + j' 

RT R 2R' (3) 

wo j' eme Konstante ist, die den Wert hat 

1 
'I' T I 

., . l' fdTfCPD - CpOD C~~] - CpoD T C(OO) I R () 
1 = 1 + Tl~ 0 1'20 ---R--- dT - - -R------- ln + VB n 111'. 4 

Fur so tiefe Temperaturen, daB sich der feste Korper im T3-Gebiet befindet 
und CpD - CpOD verschwindet, lautet die Dampfdruckformel 

U C a' a" a'2 
lnp= __ 0_ + poD In T - - ya ----T7 + l' 

RT R 12 56 . (5) 

Es sei bei dieser Gelegenheit nochmals betont, daB sich ein gesattigter 
Dampf vor einem Dampf in anderen Zustanden nicht durch irgendwe1che inneren 
Eigenschaften auszeichnet. Wenn man ihn in Abwcsenheit der kondensierten 
Phase unterkuhlt, laBt sich an Messungen, die an dem Dampf vorgcnommen 
werden, nirgends der Sattigungspunkt feststellen. Der Zustand der Sattigung 
ist nur durch das Gleichgewicht mit der Phase festgelegt, in bezug auf we1che der 
Dampf gesattigt ist. 

82. Einheitliche Zustandsgleichung. Eine besondere Beziehung tritt noch 
auf, wenn zwei Phasen eine fUr beide geltende gemeinsame Zustandsgleichung 
besitzen. So umfaBt die verallgemeincrte Zustandsgleichung von VAN DER WAALS 
die gasformige und die flussige Phase. Sic beherrscht daher auch das Gleich­
gewicht zwischen ihnen. Zwischen den beiden Phasen liegt nach VAN DER WAALS 

cine labile Phase, die sich nicht realisieren laBt, weil bei ihr ~~ > 0 ist, deren 

Isotherme aber einen kontinuierlichen Ubergang zwischen den Isothermen dcr 
gasformigen und flussigen Phase bildet. In der V -T-Ebene trennt das Gebiet 
der labilen Phase die beiden Gebiete von Dampf und Flussigkeit untcrhalb des 
kritischen Punktes (s. ds. Handb. Bd. X). Die Fragc ist nun, wc1che Werte 
des Molekularvolumens zurKoexistenzder beidcnPhascn bci ciner gegcbenen Tem­
peratur gehorcn. 
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Zwar liefert die Zustandsgleichung zu gegebenen Druck- und Temperatur­
werten in diesem Bereich 3 Molvolumenwerte, die zum Gas, der Flussigkeit 
und der labilen Phase gehoren, aber man weiB nicht, welcher Druckwert im 
Gleichgewicht zu einer gegebenen Temperatur gehort. Man ~ann nun so vor­
gehen. Man denke sich ein Mol der Flussigkeit yom Molvolumen VI einma! 
durch isotherme reversible Verdampfung unter dem Gleichgewichtsdruck Pges 
in Dampf yom Molvolumen V 2 ubergefiihrt, wobei die Arbeit Pges(V2 - VI) zu 
leisten ist, die sich nach der Zustandsgleichung als Funktion von Pges und T 
berechnen HiBt. Dann denke man sich dasselbe so ausgefUhrt, daB man nicht 
uber das Zweiphasengleichgewicht, sondern langs der kontinuierlichen, wenn 
auch nicht realisierbaren Zustandskurve, d. h. uber die labile Form geht; hierbei 

v. 
bleibt der Druck nicht konstant, die Arbeit i~t f PdV. Infolge der reversibel-
isothermen Durchfuhrung muB gelten v. 

v. 
pges(V2 - VI) = f pdV (1 ) 

v. 
(MAxwELLsche Regel), wobei beide Seiten bekannte Funktionen von T und 
Pges sind; daher kann (1) zur Berechnung von pges dienen. 

83. Der Tripelpunkt. N ach Ziff. 70 y ist ein Tripelpunkt ein Punkt, an welchem 
drei Phasen im Gleichgewicht sind, an welchem also zwischen Temperatur und 
Druck die Gleichungen 

ftl(P, T) = 1'2(P, T) , 
gelten. 

In dem p, T-Diagramm stellt sich das so dar, 
daB sich zwei Gleichgewichtskurven dort schneiden 
(Abb. 12). Wenn sich bei dem Zahlenwert PoTn die 
beiden Gleichgewichtskurven 

und 
ftl(P, T) = ft2(P, T) 
fi2(P, T) = ft3(P, T) 

treffen, so muB dort auch gelten 

,ul(Po, To) = fta(Po, To) , 

(1 ) 

(2) 

d. h. es muB durch denselben Punkt eine dritte Gleich­
gewichtskurve ftl(P, T) = ft3(P, T) (3) 

p 
1 

z 

T 

Abb. 12. Dreiphasengleichge­
wicht. 8 Gebiet der festen, 
l der fliissigen, D der gas-

formigen Phase. 

gehen. Wenn die Phasen 1, 2, 3 der Reihe nach eine feste, eine flussige und 
eine gasformige Phase bedeuten, demnach die Kurve (1) die Schmelzpunktskurve, 
die Kurve (2) die Verdampfungskurve ist, so geht durch denselben Punkt auch 
die Sublimationskurve (3). Es ist dann das mit s bezeichnete Gebiet dasjenige, 
in welchem die feste Phase stabil ist. Das mit l bezeichnete ist das Gebiet der 
flussigen, das mit D bezeichnete das der gasformigen Phase. Wie schon in Ziff. 77 
erwahnt, kann man aber wenigstens einen Teil der Grenzkurven fortsetzen; 
also z. B. die Siedepunktskurve in das Gebiet s, in dem man die Flussigkeit 
unterkiihlt, wobei ihr Zustand in ein Gebiet ruckt, in welchem l instabiler ist, 
als die feste Phase. Ebenso ist auf dieser metastabilen Verlangerung von (2) 
der Dampf in bezug auf die feste Phase ubersattigt. 

Was die gegenseitige Lage der drei Kurven betrifft, so ist ihre Steilheit 
durch die CLAUSIUS-CLAPEYRONSche Gleichung gegeben. Sowohl die Sublimation 
als das Verdampfen geht stets unter Warmeverbrauch und VolumvergroBerung vor 
sich, daher ist sowohl fur die Sublimation wie fUr die Verdampfungskurve dpfdT 
stets positiv. Darum liegt das Gebiet D stets rechts unten, wie wir es gezeichnet 
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haben. Ferner ist im allgemeinen die Volumanderung bei der Verdampfung sehr 

. 1 "B 1 d' b' S h 1 dB' II UI~n' 'US~I' VIe gro er a s le elm c me zen, so a melstens V D _ v;-I < i VI _ Vs I 
ist, wenn nicht die Verdampfungswarme abnorm groB gegen die Schmelzwarme 
ist. Dann verlauft also die Schmelzkurve steiler als die Verdampfungskurve. 
Ob sie nach rechts oder nach links hin ansteigt, hangt dagegen von dem Vor­
zeichen der Volumanderung und auch von der Schmelzwarme ab. Diese selbst 
ist bei normalen Drucken stets positiv, wird aber nach TAMMANN fur hohe Drucke 
und tiefeTemperaturenNull und negativ. Wenn derTripelpunkt bei nicht zu hohen 
Drucken liegt, so ist demnach an ihm die beim Schmelzen verbrauchte Warme 
positiv. Darum schmilzt der Korper bei Temperaturerhohung; das Flussigkeits­
gebiet liegt, wie wir gezeichnet haben, rechts yom Gebiet der festen Phase. Ebenso 
ist nach Ziff. 28 die Verdampfungswarme kleiner als die Sublimationswarme und 
da sich bei nicht zu hohen Drucken und nicht zu tiefen Temperaturen die Volum­
anderungen beim Sublimieren und beim Verdampfen relativ wenig unterscheiden, 
so verlauft die Verdampfungskurve weniger steil als die Sublimationskurve. 

Bei gegebener Temperatur steigt die freie Energie der Gasphase mit dem 
Gasdruck, darum hat die instabile Form stets den hoheren Dampfdruck, also 
z. B. die unterkuhlte Flussigkeit einen hi:iheren als der Kristall. Da sich die 
Kurven im Tripelpunkt schneiden und in ihm die Dampfdruckkurve des in­
stabilen Zustandes bei Temperaturerhohung ins stabile Gebiet ubergeht, muB 
sie das kleinere dpfdT haben. 

Gibt es mehrere feste Modifikationen, so be sit zen nicht mehr aIle Phasen 
gegenseitig direkte stabile Grenzkurven. Wohl aber kann man infolge der lang­
samen Umwandlungsgeschwindigkeit oft die Phasen in metastabiles Gebiet 
bringen und so zu metastabilen Schmelzkurven und Tripelpunkten gelangen. 
So kann man metastabiles Schmelzen von rhombischem Schwefel erzielen. 1m 
zugehorigen metastabilen Tripelpunkt sind rhombischer, flussiger und dampf-

formiger Schwefel gegenseitig stabil, dagegen in 
/E bezug auf monoklinen instabil. 

// 0 Bei monotropen Stoffen liegt die Dampf-
/ // F druckkurve der metastabilen Form dauernd 

0/ .. / uber der der stabilen festen und flussigen und 
/,//' weiter links. Daraus folgt, daB der Tripelpunkt 

0;"<::- '0 instabile Form, fHissige und gasfOrmige Phase 
c_..:-/.....---- (Punkt 0' Abb. 13) tiefer liegen muB als der B: Tripelpunkt 0 bei der stabilen Form. Er ist 

'---'-'-------------T infolge geringer Umwandlungsgeschwindigkeit 
A bb. 13. Glcichgewichtskurvcn bci 
monotropen Stoffen. AOlYIE Subli­
mationskurve der stabilen Phase, 
BO'lI1D Sublimationskurve der in­
stabilen Phase, CO'OF Dampf­
druckkurve der flussigen Phase, 
o stabiler, 0' instabilerTripelpunkt. 

oft erreichbar. OSTWALD und SCHAUM nehmen 
an, daB die Dampfdruckkurve der instabilen 
Form den metastabilen Teil der Dampfdruck­
kurve der stabilen Form oberhalb der Kurve der 
Schmelze schncidet, so daB der Umwandlungs­
punkt infolge vorher eintretenden Schmclzens 
unerreichbar ist. 

Wir fragen nun, wie sich ein System im Tripelpunkt bei Warmezufuhr 
bei konstantem Volumen oder bei Volumanderung ohne Warmezufuhr verhalt. 
Prinzipi~ll ist "die Antwort hierauf durch die Formeln von Ziff. 73 gegeben. Wir 
konnen Jede Anderung dadurch darsteIlen, daB wir n21 .Mol aus del' Phase 2 in 
die Phase 1 und n23 Mol aus der Phase 2 in die Phase 3 ubergehen lassen, wobei 
diese Zah1cn auch negativ sein konnen. Die Volumanderung ist dann 

dV = U21 (VI - V 2) !- n 2:l (V;j - V2)' 



Ziff. 84. Gleichgewicht zweier Phasen unter verschiedenem Druck. 

Die zugefiihrte Warme wird 

Qp = n21(Ep, - Ep,} + n23(Ep, - Ep,}. 

n21 = (VI - V JU2-+ 3 - (V3 - V2}U2-+ 1 ' 

U 2-+ILlV - Qp'(V1 - V J 
n23 = -(VI - VJ U2-+ 3 + (V~ - VJU2 -+ I • 

Aus der Abb. 12 kann man das folgendermaBen ablesen: 

129 

(2) 

a) Bei Warmezufuhr und konstantem Volumen: eine der drei Phasen hat 
. T' I k . T t maximum S· . db' W" entzug d 1m npe pun t em empera ur . . . Ie Wlr el arme f h aus en mInImUm zu u r 
beiden anderen entstehen, bezw. beim entgegengesetzten ProzeB sich in sie ver­
wandeln. 

b) Bei Volumanderung: Hier liegen die Verhiiltnisse analog, nur gibt es 
bei Vorhandensein der Gasphase keine Phase mit Druckmaximum (wenn der 
obenerwahnte Fall ausgeschlossen wird, daB die Verdampfungswarme sehr groB 
ist). Die Phase mit Druckminimum wandelt sich bei VolumenvergroBerung 
in die beiden anderen um. 

Diese beiden Prozesse lassen sich bis zur vollstandigen Aufzehrung der einen 
Phase durchfiihren. Sind nur mehr zwei Phasen da, so geht man bei adiabatischem 
Arbeiten auf der entsprechenden Grenzkurve weiter, bis eine Phase verbraucht 
ist, wahrend man beim isothermen ProzeB bei den Werten des Tripelpunktes 
bleibt, bis nur mehr eine Phase iibrigbleibt. 

84. Gleichgewicht zwischen zwei Phasen unter verschiedenem Druck. 
Wir hatten schon in Ziff. 76 die Moglichkeit erwahnt, daB zwei Phasen, die mit­
einander im Gleichgewicht ~ind, unter verschiedenem Druck stehen konnen. Man 
kann z. B. bei Vorhandensein einer festen und einer fliissigen Phase die feste mit 
Hilfe eines Stempels pressen, welcher die fliissige Phase widerstandslos durchlaBt. 
Allerdings wird es dabei im allgemeinen nicht ohne wei teres gelingen, den Druck 
von allen Seiten gleichmaBig zu gestalten. Leichter ist es, bei einem Gleichgewicht 
zwiscl;len fliissiger und gasfOrmiger Phase die kondensierte Phase durch EinschluB 
in ein GefaB unter Druck zu setzen, dessen Wande fiir den Dampf durchlassig 
sind. Der Druck kann auch negativ sein (Zug). Einen positiven Druck kann man 
auch dadurch ausiiben, daB man in die Gasphase ein fremdes Gas bringt, welches 
sich in der kondensierten Phase nicht merklich lOst und dessen Partialdruck 
steigert. Solange das zugesetzte Gas noch als ideal behandelt werden kann, 
hat seine Anwesenheit auf das chemische Potential des untersuchten Dampfes 
bei gegebener Temperatur und gegebenem Partialdruck desselben keinen Ein­
fluB. Allerdings ist dann das System ein Zweistoffsystem (vgl. Ziff. 70), doch 
andert das niehts fiir die folgenden Rechnungen. 

Es seien also die beiden Phasen 1 und 2 bei dem gemeinsamen Druck P 
und der Temperatur T im Gleichgewicht 

(1 ) 

Nun erhOhen wir den Druck iiber der Phase 1 um L1 Pl' Hierdurch wird die freie 
Enetgie der Phase 1. geandert. Zur Berechnung dieser Anderung wollen wir 
eine Entwieklung nach L1 PI vornehmen, wollen aber voraussetzen, daB L1 PI 

Handbuob der Pbysik. IX. 9 
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klein genug ist, urn mit dem linearen Glied abbrechen zu konnen. Es nimrht 
demnach infolge der Druckerhohung die freie Energie der Phase 1 urn den Wert 

iJF(l) 
LlF~) = LlPI 0; = LfPIVI (2) 

zu. Damit wieder Gleichgewicht herrscht, muB man auch die freie Energie 
der zweiten Phase urn ebensoviel andern wie die freie Energie der ersten, d. h. 
man muB auch den Druck iiber der zweiten Phase andern. Eine Druckanderung 
der zweiten Phase urn LI P2 erzeugt eine. Anderung ihrer freien Energie urn 

OP2) 
LlF:) = LlP2 a;- = LlP2V2' (2') 

Es herrscht daher wieder Gleichgewicht, wenn gilt 

Lf PI V2 

Lf P~ = VI' 

Die Druckanderungen sind fiir beide Phasen verschieden. Wiirde man namlich 
den Druck fiir beide Phasen urn denselben Betrag erhohen, wahrend man die 
Temperatur festhalt, so wiirde man die Gleichgewichtskurve verlassen. Nur 
in dem Fall, daB die Molvolumina der beiden Phasen gleich sind, VI = V2 , 

sind die beiden Druckerhohungen gleich; dann ist namlich die Volumanderung 
des ganzen Systems bei der Umwandlung von 1 Mol aus der einen Phase in die 
andere V 2 - VI = 0 und daher nach Ziff.46 das Gleichgewicht druckunab-
hiingig. RT 

1st die eine Phase ein ideales Gas, so gilt fiir sie VI = _._, und man erhalt 
PI 

die Dampfdruckzunahme bei einer Erhohung des Druckes iiber der kondensierten 
Phase zu L1 PI 

RT -- = V2L1P2' (4) 
PI 

Geht man in der Entwicklung bis zu quadratischen Gliedern, so wird aus Formel (2) 

iI PI VI +~ Xl VdLl PI) 2, 

aus (3) 

wo die GroBen X die Kompressibilitat bedeuten. 
Will man den Druck der zweiten Phase konstant lassen, so muG man, urn 

wieder Gleichgewicht zu bekommen, die Temperatur andern. Das hat deshalb 
Erfolg, weil die Temperaturabhangigkeit der freien Energie in beiden Phasen 
verschieden groG ist. Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun 

i' P') (j Fill (; F(2) 

~~ <1 PI + '1~- ,1 T = -'-1?- ,1T up u d 

oder LIT 
VI d P = - U 1--+ 2, P T' 

wo U 1-.. 2,1) die Warmemenge ist, die man zuftihren muG, urn reversibel, isotherm 
und bei konstantem Druck ein Mol aus der Phase 1 in die Phase 2 zu bringen. 
Dicse Forme! gibt also z. B. die Siedepunktsanderung bei Erhohung des Druckes 
iiber der fliissigen Phase allein oder die Verschiebung des .Umwandlungspunktes 
1wi Erhiihnng des Druckes iihrr nur .riner cler hriden .frstcn Phasen. 



Ziff. 85. 86. Dampfdruck nnd Oberflachenspannnng. 

85. Abhangigkeit des Dampfdrucks von der Oberflachenspannung. Wir 
wollen nun den Fall untersuchen. daB man die freie Energie der OberfHi.che 
nicht mehr gegen die gesamte freie Energie vernachHi.ssigen darf. Es seien wieder 
zwei Phasen gegeben. welche die auf ein Mol bezogenen freien Energien F~). F~) 
haben. Die freie Energie fiir 1 cm2 der gemeinsamen Oberflache sei T. dann 
muB im Gleichgewicht die Anderung der gesamten freieri Energie beim tTber­
gang von dn Mol aus der einen (.1) in die andere (2) verschwinden. Hierbei 
mage sich die Oberflache urn dO andern. Es ist also 

oder 
(F;)(P.1) -F~)(P. T))dn + IdO = 0 

P<2) ( 1) F(1) ( 1) -- -I dO 
p P. - p P. - - dn· 

(1 ) 

(2) 

Wenn die eine Phase in Form kleiner Kugeln (Radiusr) vorliegt. soist ddO = _ 2~ 
n re 

(e Dichte). Das Gleichgewicht liegt jetzt bei einem anderen Druck pals im 
FaIle kleiner Gesamtoberflache. in welchem gilt 

F~2) (Po 1) - F~) (Po T) = 0 . (3) 

Fiir die Druckdifferenz A p = P - Po erhalt man demnach 

Ap c/Jp [Fj~)(P. T) - F~) (P, T)] = -1~~. (4) 

bzw. mit Ziff. 39 (5') -dO 
AP(V2 - VI) = - 1 dn . (5) 

Diese Formel gibt die Dampfdruckerhahung bei kleinen Teilchen. Diese tritt 
auch dann schon ein, wenn die innere Beschaffenheit des kleinen Tei1chens sich 
nicht merklich von der massiver Stiicke unterscheidet. 

Wenn bei ganz kleinen Teilchen, die nur mehr wenige Molekiile enthalten, 
auch Abweichungen in der inneren Natur der Teilchen merklich werden, z. B. 
der Molekiilabstand ein anderer ist als in groBen Stiicken, so kann man auch 
den EinfluB dieser Anderung. formal als Oberflachenspannung ansetzen. 

c) Mehrstoffsysteme. 
86. Mehrere Phasen unveranderlicher Zusammensetzung. Am einfachsten 

liegen die Verhiiltnisse, wenn nur Phasen konstanter Zusammensetzung auf­
treten. Dann ist die freie Energie einer solchen Phase pro Mol gleichzeitig ihr 
chemisches Potential. 1st auBerdem die Zahl der Phasen urn 1 graBer als die 
der unabhangigen Bestandteile, so hat das System einen einzigen Freiheitsgrad, 
als welchen man die Temperatur wahlen kann, we1che den Druck bestimmt; 
die Zusammensetzungen sind ja ohnedies als unveranderlich angenommen. Ais 
Beispiel hierfiir. diene das schon in Ziff. 70 bespr.ochene Kalkbrennen, CaCOs 
= CaO + CO2, mit den beiden unabhangigen Bestandteilen CaO und CO2 und 
den drei Phasen festes CaCOs, festes CaO und gasfarmiges CO2 • DaB es sich 
hierbei urn zwei feste Phasen handelt, ist ein Ausdruck dafiir, daB in dem System 
eine wohldefinierte Grenzflache zwischen dem ungebrannten CaCOs und dem 
CaO existiert und daB der ProzeB nur an dieser Grenzflache vor sich geht. Beim 
Fortschreiten des Prozesses verschiebt sich diese Grenzflache. Wiirde die Kohlen­
saureentwicklung auch im Inneren der Kalziumkarbonatmasse auftreten, und 
wiirden dadurch im Inneren molekular verstreut CaO-Teilchen entstehen, so 

9* 
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muBte man von einer festen Phase reden, und zwar von einer festenLasung 
(Mischkristall) von CaO in CaCOa. Unser System hatte dann zwei Freiheitsgrade, 
namlich auBer T den Gehalt der festen Lasung an CaO. Der Kohlensaure­
druck ware bei gegebener Temperatur nicht mehr fest vorgegeben, sondern 
wurde sich mit steigendem CaO-Gehalt andern (und zwar abnehmen). Die Gleich­
gewichtsbedingung lautet: 

Fcaco, = FCao + Fco,. 

Diese GraBen sind nach den Formeln von Ziff. 61 ohne weiteres einzusetzen 
und ergeben gegenuber dem Sublimationsgleichgewicht von Ziff. 81 nichts 
prinzipiell Neues. In ds. Handb. Bd. X werden sie ausfUhrlich besprochen. 
Fur die Temperaturabhangigkeit des Gleichgewichts gilt wieder die CLAUSIUS-

CLAPYERONSche Gleichung ~~ = A::' T . Inihrbedeutet AV die Volumzunahme, 

die beim Umsatz von 1 Mol eintritt und U die Warmemenge, die bei diesem 
Umsatz zuzufUhren ist. 

87. Gleichgewicht zwischen festern Salz und Lasung. Hier haben wir 
zwei Phasen, das feste Salz und die Lasung, und zwei unabhangige Bestandteile, 
namlich das Salz (1) und das Lasungsmittel (2). Wir haben demnach ein System 
von zwei Freiheitsgraden, als welche wir die Temperatur und den Druck wahlen 
kannen. Dann ist alles andere festgelegt. Andern wir den Druck nicht, so ver­
halt sich unser System wie ein solches mit bloB einem Freiheitsgrad (eine ein­
schrankende Bedingung nach Ziff. 75). Wenn das Lasungsmittel im festen 
Salz nicht in merkbarer Weise aufgenommen wird, so kannen wir in bezug auf 
das Potential des festen Salzes dieses als von konstanter Zusammensetzung 
annehmen (vgl. Ziff.70). Die Gleichgewichtsbedingung enthalt dann nur die 
Aussage glekhen chemischen Potentials des Salzes im festen Bodenkarper und 
in der Lasung 

.u~S) = .uiL ) . (1 ) 

Urn die Abhangigkeit der Laslichkeit von der Temperatur zu untersuchen, 
schreibt man die Bedingung (1) fUr eine urn dT erhahte Temperatur hin, was 
nur bei gleichzeitiger Veranderung des Molenbruchs x in der Lasung maglich 
ist, und erhalt 

Mit Beriicksichtigung von (2) Ziff. 45 wird daraus 

ax U 
aT = _. af/L)' 

L~_ 
ax 

(2) 

wobei U die Warmemenge ist, die zugefuhrt werden muB, weun man bei den 
gegebenen Druck- und Temperaturbedingungen 1 Mol des Salzes in der fast 
gesattigten Lasung auflast, also die letzte Lasungswarme (Ziff. 64). Bei einer 
verdiinnten Lasung, bei welcher man nach Ziff.65 angenahert schreiben kann 

(3) 

wird daraus 
d l,nx (,~ d Inc) = .f! 
dT dT RP' 

(4) 
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Die Loslichkeit nimmt demnach mit steigender Temperatur zu, wenn die Losungs­
warme - U negativ ist. Ahnlich bekommt man fUr die Druckabhangigkeit 
der Loslichkeit ax LlV 

ap (5) 

worin Ll V die beim Losen von 1 Mol Salz auftretende Zunahme des gesamten 
Volumens ist. Diese beiden Formeln sind nur Spezialfalle der allgemeinen Formeln 
von Ziff.45. 

1st bei einer gegebenen Temperatur T und gegebenem Druck p die Losung 
mit dem festen Salz im Gleichgewicht und will man nun Druck und Tem,peratur 
gleichzeitig so andern, daB dabei die Konzentration der gesattigten Losung 
ungeandert bleibt, so erhalt man einfach wieder die CLAUSIUS-CLAPYERONSche 
Gleichung 

(OP) U 
aT x = LlV· T' 

wie man beim Vergleich der Formeln (2) und (5) oder auch direkt aus Formel (10) 
Ziff.45 ersehen kann, wenn man dort dn = ° setzt. 

88. Gefrierpunktserniedrigung des Losungsmittels. 1st als feste Phase nicht 
das Salz, sondern das Losungsmittel gegeben, so ist das kein prinzipieller Unter­
schied. Es gelten jetzt nur die Gleichgewichtsbedingungen, die sich fruher auf 
das Salz bezogen haben, fUr das Losungsmittel 

fl~S) = fl~L)(x, T) . (1) 

Wenn bei dem gegebenen Druck der Gefrierpunkt des remen Losungsmittels 
(Index R) T R ist, so gilt demnach die Gleichung 

(2) 

Das Gleichgewicht zwischen dem festen Losungsmittel (Eis) und dem Losungs­
mittel in der Losung kann nicht mehr bei derselben Temperatur und demselben 
Druck stattfinden, weil das chemische Potential des Losungsmittels in der Losung 
kleiner ist. Urn trotzdem Gleichgewicht zu haben, muB man die Temperatur 
herabsetzen, weil sich hierbei das chemische Potential des, Losungsmittels in 
der Losung starker andert als das des festen Losungsmittels, wenigstens solange 
heim Dbergang von Losungsmittel aus dem festen Zustand in die Losung Warme 
verbraucht wird. Es ergibt sich demnach fUr die Gefrierpunktserniedrigung 

fl~')(T) - fl~8)(TR) = fl~L)(x, T) - fl~L)(O, T R) 

= fl~L) (x, T) - fl~L)(X, T R) + it~L) (xT R) - fl~L) (0, T R) 

oder 

wobei U 2 die Warmemenge ist, die verbraucht wird, wenn ein Mol Losungs­
mittel aus dem festen Zustand in die Losung gebracht wird. Man kann sich 
diesen Vorgang nun in zwei Stufen durchgefUhrt denken: Erstens Schmelzen 
des reinen Losungsmittels, zweitens Verbringen des geschmolzenen reinen Losungs­
mittels in die Losung. Daraus folgt, daB U die' Differenz der Schmelzwarme 
des reinen Losungsmittels und der differentialen Verdunnungswarme der Losung 
(Ziff. 64) ist. 



T 
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Die Formel fUr den Fall, daB die Lasung unter anderem Druck steht als 
der Bodenkarper, sind nach den Entwicklungen von Ziff. 84leicht hinzuschreiben. 

Fiir verdiinnte Lasungen geht Formel (3) iiber in 

A U2 ) n 1 +LJT - = RTln(1- x "" -RT-. 
T n2 

(4) 

1m allgemeinen kann man als streng giiltige Differentialgleichung schreiben 

dT 
dx 

analog (2) Ziff. 87. 

T afl~L) 

TI;ax- (5) 

89. Anwesenheit der fest en Phase des Losungsmittels und des gel osten 
Stoffes. 1st das· Salz und die feste Phase des Lasungsmittels neben der Lasung 
vorhanden, so haben wir drei Phasen mit zwei festen Stoffen, demnach einen 
Freiheitsgrad, und wenn wir den Druck nicht andern wollen, keinen Freiheits­
grad, d. h. einen Tripelpunkt, den man in diesem Fall den eutektischen Punkt 
nennt. Bier liegen die Verhaltnisse ganz entsprechend wie bei einem Tripel­
punkt in Einstoffsystemen; bei Warmeentzug friert die Lasung, ohne daB sich 
die Zusammensetzung der fliissigen Lasung oder die Temperatur andert, indem 
sich die beiden festen Phasen in demselben Mengenverhaltnis bilden, in dem die 
beiden Stoffe in der Lasung vorhanden sind, wahrend in Abwesenheit der festen 
Phase des Lasungsmittels sich bei Abkiihlung nur der ge16ste Stoff abscheidet, 
wobei Temperatur und Zusammensetzung der Lasung sich gemaB (7) Ziff.87 
dauernd andert. Ebenso scheidet sich in Abwesenheit des festen Salzes nur 
Lasungsmittel aus (Ziff. 88). Man hat wegen der konstanten Zusammensetzung am 
eutektischen Punkt anfangs gemeint, es handle sich hier urn Verbindungen. 
Tatsachlich scheiden sich aber die beiden Phasen getrennt aus, wenn auch in 
feiner schichtenweisen Anordnung. Auch hangt die Zusammensetzung yom 

Losung 

Stoff Stoff 
A B 

Eutektikum 

Zusammensetzung B 

o\bb. 14. GJeichgewicht 
zwischen Lasting, festcm 
Salz tlnd festem Lastlngs-

mittel. 

auBeren Druck ab. Die Lage des eutektischen Punktes 
ist durch die Gleichungen gegeben 

!liS) = !llL) , } 
fl~8) = I),~L) . (1) 

Man kann sagen, daJ3 er dart liegt, wo sich die 
Gefrierpunktskurve des Lasungsmittels (A) mit der 
Sattigungskurve des Salzes (B) schneidet (Abb. 14). 
1st das Salz schwer 16slich und betragt seine Laslich­
keit beim Gefrierpunkt To des reinen Lasungs­
mittcls xo, so daB gilt [(4) Ziff. 87J 

U1 
L1 x = Xo 7.ft2 ,1 T , 

u 

so findet man nach Formcl (4) von Ziff. 88 fiir das 
Eutektikum die Temperatur 

RP 
To + IT = To - U 2 Xo 

und die Zusammensetzung 
. U ) 

Xo (1 -U: Xo , 

wobei U 2 die Scbmclzw:irme de,; 
Salzes ist. 

L0sungsmittels, - ['1 die Losungswarme des 
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90. Der osmotische Druck. Wir untersuchen nun das Gleichgewicht 
zwischen einer Losung und dem reinen Losungsmittel. Das chemische Potential 
des Losungsmittels in der Losung ist kleiner als das des reinen Losungsmittels 
bei der gleichen Temperatur mit dem gleichen Druck, wie wir schon in Zif£' 88 
erwahnt hatten. Wir miissen daher, da die Temperatur gleichbleiben muB, den 
Druck iiber der Losung soweit erhohen, daB das chemische Potential des Losungs­
mittels in der Losung gleich dem des reinen Losungsmittels wird. Es sei also 
die Losung in einem GefaB eingeschlossen, das wenigstens teilweise durch eine 
halbdurchlassige Wand begrenzt ist, die fUr den gelosten Stoff undurchlassig, 
fUr das Losungsmittel widerstandslos durchlassig ist. "Widerstandslos" solI 
dabei bedeuten: Wenn wir auf einer Seite reines Losungsmittel unter einem 
bestimmten Druck haben, stellt sich in reinem Losungsmittel auf der andern 
Seite in nicht zu langer Zeit der gleiche Druck ein. Dann lautet die Gleichgewichts­
bedingung 

ft2(P + Posm, x} = ft2(P, x = o} 

oder 
(1) 

Hierin bedeutet V 2 die Volumvermehrung von sehr viel Losung der gegebenen 
Konzentration beim Druck P + posm, wenn ihr ein Mol reines Losungsmittel 
zugefiigt wird, also das Partialmolvolumen des Losungsmittels in der Losung 
(Ziff. 62) 

Fiir hohe Konzentrationen ist (1) als Differentialgleichung aufzufassen 

o Posm 1 i) Il2 -ax - V 2 7fX. (2) 

Fiir verdiinnte Losungen hat !l2 (x) - !l2 (0) den Wert RT In (1 - x) und die 
Formel fiir den osmotischen Druck lautet dann 

RT RT 
Posm = X -V "" n1 - , 

2 V 

da man hier angenahert (nl + n~ V 2 = v, dem Gesamtvolumen der Losung, 
setzen kann. iJ ( 

Da sowohl V 2 als auch ;:2 vom Gesamtdruck abhangen das letztere 

nach der Formel OOp Tx2 = iJOx r; = ~:2), so ist auch der osmotische Druck 

vom Gesamtdruck abhangig. Man kann natiirlich auch den Druck iiber der 
Losung unverandert lassen, muB aber dann auf das reine Losungsmittel einen 
Zug (negativen posm) ausiiben. 

91. Dampfdruckerniedrigung und Siedepunktserhohung. Wenn die zweite 
Phase, welche nur das Losungsmittel enthalt, die Dampfphase ist, so sind die 
Rechnungen besonders einfach, wenn wir den Dampf als ideales Gas ansehen. 
Es gelten dann bei gegebener Temperatur folgende Gleichungen: Fiir das reine 
Losungsmittel 

(1 ) 
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Fiir das. Losungsmittel in der Losung 

ft~L)(P,X) = pf(P) = ftf(po) + RTln to' ( 1') 

Das ergibt fUr die Dampfdruckiinderung des Losungsmittels in der Losung die 
Gleichung 

aft2 RT 
V2 dp + ax dx = pdP 

oder 
dP(RT _ v) = at2 • 

dx P 2 dx 
(2) 

Vernachliissigt man das Volumen des Losungsmittels V 2 gegen das Dampfvolumen R:, oder setzt man in (1) (1') 

so wird daraus 

RT In to = ft2 (x) - ft2 (0) . 

1st die Losung verdiinnt, so hat wieder ft2(X) - ft2(0) 
und die Gleichung (3) wird 

P... = 1 _ x = n2 oder Po - P 
Po n1 + n2 Po 

(3) 

den Wert RTln (1 - x) 

(4) 

(RAOULTsches Gesetz). Hierbei ist n2 so zu berechnen, daB das Molekulargewicht 
des Losungsmittels im Dampfzustand eingesetzt wird, wie aus der Beniitzung 
der Gleichung (1') folgt, die sich auf 1 Mol dampfformiges Losungsmittel bezieht. 
Man kann daher aus der Dampfdruckiinderung nicht auf das Molekulargewicht 
des Losungsmittels im fliissigen Zustand schlieBen. Die GroBe n1 gibt die Zahl 
der Mole der gel osten Substanz an·, das Molekulargewicht derselben aber nur 
indirekt als den Quotienten der eingewogenen Menge durch die Zahl der Mole. 
Die Reehnung kann daher niehts dariiber aussagen, ob sieh etwa Losungsmittel 
an den gelasten Stoff angelagert hat, solange die Lasung verdiinnt ist. 

Will man die Temperatur soweit erhohen, daB der Dampfdruek iiber der 
Losung wieder denselben Wert annimmt, den er iiber dem reinen Losungsmittel 
bei der tieferen Temperatur hatte, will man also die Siedepunktserhohung be­
stimmen, so hat man die Gleiehungen zu beniitzen 

oder 

ft~L) (To, x = 0) = ftf(To) , 

ft~L) (T, x) = ftf(T) 

T Cl (L) 

T - To = _ - v fJ2 X. 
U2 ax 

Fiir grofJere x ist dies als Differcntialgleiehung aufzufassen 

U2 dT 0fJ2 
-Ydx =ax' 

(5) 

(6) 

in ihr bedcutet U 2 die Verdampfungswiirme des Losungsmittels aus der Losung, 
die gleich der Verdampfungswarme des reinen Losungsmittels + der differentialen 
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Verdiinnungswarme bei der gegebenen Konzentration ist. Fiir kleine Konzen­
trationen, wenn wieder der Ansatz fi2(X) - fi2(O) = RTln(1 - x) gilt, folgt 
daraus 

(7) 

die vollkommen der Gefrierpunktserniedrigung (4) Ziff. 88 entspricht, nur daB 
jetzt U die Verdampfungswarme, nicht die Schmelzwarme ist. Hier ist eine 
Temperaturerhohung statt einer Erniedrigung vorhanden, weil jetzt die Phase 
mit dem kleineren Energieinhalt den gelOsten Stoff enthalt, bei der Gefrier­
punktserniedrigung dagegen die Phase mit dem hoheren Energieinhalt. Wiirde 
man U nicht so festlegen, daB es die bei der Umwandlung aus der energiearmeren 
in die energiereichere Phase verbrauchte Warme angibt, sondern so, daB es die 
bei der Umwandlung von 1 Mol Losungsmittel aus der Lasung in die reine Phase 
verbrauchte Warme betrifft, so hatte U in den beiden Fallen das entgegengesetzte 
Vorzeichen. Man kann auch (6) aus (2) mit Hilfe der CLAUSIUS-CLAPEYRONSchen 
Gleichung ableiten. 

92. Zusammenhang zwischen osmotischem Druck, Gefrierpunktserniedri­
gung und Dampfdruckerniedrigung. Diejenige GroBe, we1che aIle drei in 
der Uberschrift genannten Erscheinungen beherrscht, ist die Anderung des 
chemischen Potentials des Losungsmittels durch die Auflosung des gelOsten 
Stoffes. 

Man hat fUr den osmotischen Druck 

_ V dPosm = 0 fi2 
2 dx ax 

fiir die Gefrierpunktserniedrigung 

und fUr die Dampfdruckerniedrigung 

d P (RT _ V ) = 0 !2 . 
dx P 2 Ox 

Aus diesen Gleichungen kann man 0 fi2/0X eliminieren und somit jede der drei 
GroBen osmotischen Druck, Gefrierpunktserniedrigung oder Dampfdruckernie­
drigung aus einer anderen eindeutig thermodynamisch berechnen. Ebenso kann 
man, wenn eine dieser GroBen experiment ell als Funktion des Molenbruches x be­
stimmt wird, daraus d fi2/dX als Funktion des Molenbruches berechnen. Da nach 
Ziff. 62 gilt 

x (; fil + (1 _ x) 0 fi2 = 0 , 
ox ox 

so findet man auch die Abhangigkeit des Potentials des gelosten Stoffes von der 
Konzentration hieraus gemaB der Formel 

JI'1 - x 0/12d 
fII = - -- --- x. 

x ox 
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Allerdings fehlt hierin noch eine Integrationskonstante, welche z. B. die Loslich­
keit bestimmt. ttl (x = 1) ist das Potential des reinen Stoffes 1. Fiir tte ist diese 
Integrationskonstante bekannt, da P2 (x = 0) das Potential des reinen Losungs­
mittels ist. 

98. Zwei Phasen variabler Zusammensetzung. Der Fall, daB beide Phasen 
variable Zusammensetzung haben, liegt z. B. vor: beim Gleichgewicht einer 
Losung mit ihrem Dampf, wenn beide Stoffe merklichen Dampfdruck haben; 
ferner beim Gleichgewicht zweier fliissiger Phasen, beim Gleichgewicht einer 
fliissigen Losung und einer festen Phase, die eine feste Losung (Mischkristall) 
der beiden Komponenten darstellt. Wir haben nun fiir jeden derbeiden Stoffe 
die Gleichgewichtsbedingung anzusetzen 

ttil)(x(1») = pi2)(XI2»), I 
tt~\) (x(1») = tt~) (x(2») . 

( 1) 

Wendet man hierauf die allgemeinen Gleichungen der Ziff.45 an, so erhalt 
man v 0 (\) 0 (2) 

__ 1 dT + [vrl) _ V(l)JdP _ ttl dXIl) + ttl dX(2) = 0 T 1 1ax(1) OX(2) , 
(2) 

v a (1) a (2) 

- ---"'dT + [V(2) - V(l)JdP - tt2 dx !1l + ~2~ dXI~1 = 0 T 2 2 ax(l) ax~21 . (3) 

Hierin bedeutet VI die Warmemenge, die zugefiihrt werden muB, wenn 1 Mol 
des erst en Stoffes aus der erst en in die zweite Phase iibergefiihrt wird, V 2 ist 
dieselbe GroBe fiir den zweiten Stoff. V?) - Vill bedeutet die Volumzunahme 
des Systems, wenn 1 Mol des ersten Stoffes aus der erst en in die zweite Phase 
iibergefiihrt wird. Sie ist gleich der Differenz der Partialmolvolumina des ersten 
Stoffes in der zweiten und ersten Phase. Hierbei besteht zwischen den GroBen ttl 
und tt2 folgende Beziehung 

(4) 

so daB wir auch schreiben konncn 

V II) "(/1 -I~I 0 I~I 

2 dT [VIti VillJd x UP'l d (II X °ftl (~I ---.~ + ,- p+_._ .. x ---~-dx =0 
T 2 2 1 - x(l) a X(ll 1 - XI~1 iJ xltl . 

(3 ') 

Wir crhaltcn dcmnach folgende beiden Gleichungcn 

1 (II { dT 
-dX(l1 = ~~ - x . [V (1 - XW) + V X(2IJ - . a (ll 2 1 T 

[X(21 _ x(1)] ~f-tl_ 
OXill (5) 

- [(Vk21 - V~I))(1 - X(~I) + (vi~1 - Vill)X(~IJtlP}, 

(6) 
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Halten wir den Druck konstant, dp = 0, so geben die beiden entstehenden 
Gleichungen 

.. (1) _ 1 - x(1) 1 [U ( I~») U Iti] dT 
-ax - X (2) _ x(l) a,AI) 2 1 - x + IX! T' (7) 

axIl) 

-dxlt) = 1 - Xl~) 1 [U (1 XU») + U .JI)] dT 
x lt) _ x(1) aftf)- 2 - lk T (8) 

oxl2) 

die Anderung der Zusammensetzung der beiden Phasen mit der Gleichgewichts­
temperatur an. Sie geben also z. B. die Anderung der Siedetemperatur bei 
konstantem Druck als Funktion der Zusammensetzung der einen Phase und 
damit weiter auch die Anderung der Zusammensetzung der anderen Phase. 
Division der beiden Gleichungen ftihrt dann zu 

°ft\2) 
dx(l) 1 - XII) axl2! U2(1 - X (2») + UIXI~) 
dX(2) 1 - X(2) aftiu U2(1 - x(i)) + U1Xll) , 

(J xlO 

ergibt somit 

U (1) x lt) 

B 2" d'Abl 'h x d au er wenn -U negatlv 1st un sem so utwcrt ZW1SC en ~---(1j un 
liegt. 1 1 - x 1 - X (2) 

Daraus folgt, daB sich die Konzentration X(l) und X(2) beim Dampfdruckgleich­
gewicht in beiden Phasen im selben Sinn andert, weil die rechte Seite stets positiv 
ist (falls U2 und U1 dasselbe Zeichen haben). 

Aus (5) folgen die frtiher abgeleiteten Formeln und zwar die Gefrierpunkts­
erniedrigung, indem man als Phase 2 die Losung, als Phase 1 das Eis setzt (X(l) = 0) 
und von (4) Gebrauch macht, 

Man erh1iIt 

d ,I~) = . .!_ . U dT 
x Cl (2) ~ T ' 

Ufl2 

(J xl21 

die mit (5) Ziff. 88 genau tibereinstimmt. 

(9) 

Wenn der Stoff 1 auch in die andere Phase geht, wird die nach (9) berechnete 
Gefrierpunktserniedrigung mit dem Faktor 

X (2) - XII) U2 

X(2) U2 + XU)(U1- U2) 

muItipliziert, der meist < 1 ist. Wenn daher die feste Phase ein Mischkristall 
ist, ist im allgemeinen die Gefrierpunktserniedrigung kleiner als bei reinem Eis. 
Ahnlich kann man auch die andern Erscheinungen (Zif£. 88 bis 91) durchdisku­
tieren. Wenn der geloste Stoff fltichtig ist, wird die gemessene Siedepunkts­
erhohung kleiner und kann sogar in eine Erniedrigung umschlagen. Endlich 
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findet man den Satz von KONOWALOW: Wenn beide Phasen gleiche Zusammen­
setzung haben 

so ist 
dT =0. 

Bei gegebenem Druck hat dann die Temperatur einen Extremwert; auBerdem ver­
dampft die Substanz mit konstanter Zusammensetzung. DaB man es hier nicht 
mit einer Verbindung zu tun hat, erkennt man nur an der Abhangigkeit dieser 
Zusammensetzung vom Druck. 

Ebenso gilt: Wenn man den Druck als Funktion der Zusammensetzung 
(z. B. X(l») studiert, und man findet ein Maximum des Druckes, so haben dort 
beide Phasen gleiche Zusammensetzung, X(l) = X(2) • 



Kapitel 2. 

Der NERNSTSche Warmesatz. 
Von 

K. BENNEWITZ, Berlin. 

I. Einleitung. 
a) Begriff und Definition der Affinitat. 

1. Erweiterung der klassischen Thermodynamik. Mit der Aufstellung der 
eiden Hauptsatze (s. ds. Band Kap. 1) scheinen die Beziehungen zwischen den 
hermodynamischen Gro13en, soweit sie nicht Fragen der Zustandsgleichung 
etreffen, im wesentlichen festgelegt zu sein. Die Gesamtenergie U, die Entropie 5 
nd die freie Energie F sind zwar noch mit einer additiven Konstanten behaftet, 
ber die die Hauptsatze nichts auszusagen vermogen; aber da es sich bei Messungen 
nmer urn Differenzen handelt, fallen sie fUr aIle praktischen Zwecke heraus 
nd sind iiberhaupt unkontrollierbar. 

Indessen tritt bei der freien Energie F = U - TS noch ein zweites will­
iirliches Glied auf, namlich die mit der Temperatur multiplizierte Entropie­
onstante. Dieses Glied hebt sich nun bei gewissen Messungen nicht ohne weiteres 
eraus, so da13 die Entropiekonstante von Bedeutung und experimentell priifbar 
rird. Da die klassische Thermodynamik iiber ihre Gro13e nichts aussagen kann, 
) bedarf es einer neuen Erkenntnis, die iiber die beiden Hauptsatze hinausgeht. 
las lei stet der von NERNST1) (1906) aufgestellte neue Warmesatz, dessen Dar­
tellung dieser Abschnitt gewidmet ist. 

Seine Darstellung wiirde sich am kiirzesten gestalten, wenn man, sich auf 
ie Ergebnisse der Quantentheorie stiitzend, sofort zu der von PLANCK gegebenen 
'orm des Satzes iiberginge. Indessen trate damit weder die allgemeine Giiltig­
eit im Sinne der Thermodynamik in Evidenz, noch zeigte sich seine vielseitige 
iedeutung. Gerade die geschichtliche Entwicklung der Erkenntnis wirkt hier 
larend und ihr wollen wir uns anschlie13en. 

Den Ausgangspunkt bildete die Frage nach einer quantitativen Formulierung 
er chemischen Verwandtschaft oder der "Affinitat" einer Reaktion, also des 
iestrebens gewisser Stoffe, Verbindungen einzugehen. Eine derartige Frage­
:ellung ist von vornherein nicht eindeutig; ja nicht einmal die "Dimension" 
es Begriffes ist damit irgendwie gekennzeichnet. Es ware durchaus nicht so 
'idersinnig, etwa die Reaktionsgeschwindigkeit als Ma13 zu benutzen, woran 
ie Erfahrungstatsache, da13 diese Gro13e durch die Gegenwart von Katalysatoren 
ngeheuer beeinflu13bar ist, nichts im geringsten andern wiirde. Man verstande 
ann eben unter der Affinitat eine Gro13e, die nicht nur vom reagierenden System, 

') 'Y. NERNST, Gottinger Nachr. 1906, Heft 1. 
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sondem auch noch von anderen Bedingungen abhangig ware. Eine solche Auf­
fassung scheint sogar heute berechtigter als je, seitdem wir wissen, daB das 
Reaktionsergebnis in manchen Fiillen direkt von der Wahl des Katalysators 
abhangig ist. Trotzdem ist das so gestellte Problem auch jetzt noch viel zu 
undurchsichtig, als daB es eine geeignete Grundlage abgeben konnte. 

In zweiter Linie konnte man versuchen, durch Aufzwingung auBerer Be­
dingungen, etwa geeigneter Krafte, die Reaktion zum Stillstand zu bringen. 
Hier ist die Katalysatorenwirkung ausgeschaltet; und es konnten diese Zusatz­
krafte als MaB der Affinitat dienen. Die DurchfUhrung dieses Gedankens 
ware durchaus sinnvoll, ist aber praktisch nur in seltenen Fallen zu verwirk­
lichen. 

So lag es denn naher, zuerst einmal experimentellieicht und eindeutig fest­
stellbare Begleiterscheinungen der Reaktion auf ihre Verwendbarkeit als Affinitats­
maB zu priifen. J. THOMSEN (1854) und M. BERTHELOT (1868) glaubten die Losung 
darin gefunden zu haben, daB sie die Warmetonung des ohne Volumenveranderung 
verlaufenden Prozesses als MaB der Affinitat ansprachen. Der Umstand, daB die 
groBe Mehrzahl der Reaktionen mit positiver Warmetonung, also exotherm vor 
sich gehen, schien diese Auffassung zu stiitzen; aber die nachweisliche Existenz 
auch endothermer Prozesse war hiermit nicht in Einklang zu bringen. So 
konnte diese Losung nicht befriedigen. Formal betrachtet lag der MiBerfolg 
daran, daB als MaB eine GroBe, eben die Warmetonung, benutzt wurde, die nicht 
den Charakter eines thermodynamischen Potentials besitzt, wie es der energetisch 
aufgefaBte Begriff der Affinitat anscheinend verlangt. 

Der Schritt VAN T' HOFFS (1883), als er an Stelle der Warmetonung die Ab­
nahme der freien Energie als eines thermodynamischen Potentials oder die damit 
aquivalente, bei einem reversibel und isotherm geleitetenProzesse gewinnbare 
maximale Arbeit vorschlug, war somit nur folgerichtig. Nur bedurfte es noch 
gewisser Festsetzungen hinsichtlich der spontan geleisteten Arbeit, urn ein in 
jeder Hinsicht befriedigendes MaB der Affinitat zu erhalten. War die Warme­
tonung auch schon deshalb ungeeignet, weil sie im FaIle des Gleichgewichts 
keineswegs zu verschwinden brauchte, wie es von einer AffinitatsgroBe zu fordem 
war, so war andererseits die Abnahme der freien Energie ohne wei teres auch nur 
fUr Prozesse konstanten Volumens verwendbar. Die Ausdehnung auf Vorgange 
konstanten Druckes erforderte also eine Erweiterung. 

Von diesen Fragen soIl zuerst die Rede sein. 
2. Die freie Energie. Die beiden Hauptsatze der Thermodynamik fUhren 

zu einem allgemeinen Ausdruck fUr die von irgendeinem thermodynamischen 
ProzeB nach auBen geleistete differentielle Arbeit dA. Es seien dU und dS die 
hierbei auftretenden Zuwiichse der Energie bzw. der Entropie des Systems. 
Dann ist 

dA-:::;; TdS - dUo ( 1) 

Dabei gilt das Gleichheitszeichen dann, wenn der ProzeB in allen seinen Teilen 
reversibel verlauft. Von besonderer Bedeutung sind nun Vorgange, die ohne 
Anderung der Temperatur, also isotherm, verlaufen. Dann laI3t sich (1) schreiben 

dA;;; d(TS - U), (2) 

und die Gleichung wird integrierbar. Geht das System dabei von dem Zustand 1 
in den endlich verschiedenen 2 iiber, so erhiilt man fUr die endliche, yom System 
gclcistcte Arbeit 
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Wir fiihren nun folgende Bezeichnungen ein 

U - TS =F; 

U2 - U1 = ilU; 
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(4) 

Es bedeuten also die iI Zunahmen der betreffenden ZustandsgroBen, die an 
sich positiv oder negativ sein konnen; U1 - U2 = -ilU usw. ware also als 
Abnahme zu bezeichnen, gleichgiiltig, ob sie zahlenmaBig positiv oder negativ 
ist; die Festlegung dieser Ausdriicke ist zur Vermeidung von Mi13verstandnissen 
notig. Damit folgt aus (3) 

(5 ) 

also: die yom ProzeB geleistete Arbeit ist kleiner, im reversiblen Fane gleich der 
Abnahme der Funktion F. Damit ist die Arbeit eines isothermen Vorganges 
dargestellt durch Funktionen, die sich ausschlieBlich auf den Anfangs- bzw. 
Endzustand des Systems beziehen. Die GroBe F hat somit den Charakter eines 
Potentials hinsichtlich der auBeren Arbeit, analog zu der Gesamtenergie U, die 
ein Potential hinsichtlich der Summe von auBerer Arbeit und auBerer Warme 
darstellt. Aus diesem Grunde bezeichnet man nach HELMHOLTZ die GroBe F 
als freie Energie. 

Fiir die freie Energie F gilt also nach (4) 

F= U - TS. (6) 

Urn die GroBe S zu eliminieren, verfahren wir folgendermaBen. Aus (6) 

folgt:dF= dU - TdS - SdT;wegenderallgemeinenBeziehung: dS =~~tP~~ 
wird also 

dF=-pdv-SdT. 

Da aber allgemein gilt: 

dF = (at) dv + (OF) dT, 
uv T iJT" 

so ergibt cler Vergleich cler beiden letzten Gleichungen 

(7a) 

uncl 
(7h) 

Aus (6) und (7a) folgt nun 

F=U+T(~F) . 
aT" 

(R) 

Bei einem Ubergange yom Zustand 1 in den Zustand 2 betriigt somit die Zunahme 
cler freien Energie 

oder mit (4) 

(8a) 
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Hieraus ergibt sich, daB F ebenso wie AF, mit Vorteil als eine Funktion der 
ZustandsgroBen v und T dargestellt wird und insbesondere dann direkt verwend­
bar ist, wenn die Reaktion unter konstantem Volumen verHi.uft. Will man aber 
auch Reaktionen unter konstantem Druck betrachten, so erweist sich eine andere 
Funktion als geeigneter. 

Wir fnhren als neue ZustandsgroBen ein 

G=F+ pv, 

(G "thermodynamisches Potentialtl) und 

w= U+pv 

(W "Warmefunktiontl
); dann wird aus (6) 

G=W-TS. 

Nun verfahren wir wie oben. Aus (11) und (10) folgt 

dG = dU + pdv + vdp - TdS - SdT, 
oder dG=+vdp-SdT. 
Allgemein gilt 

dG = (~~)TdP + (:~t dT. 

Durch Vergleich der beiden letzten Gleichungen folgt 

S = - (:~)p 
und 

(0 G) v- -- up '1,' 

Damit wird (11) 

G = W + T(:~t. 

(9) 

(10) 

(11) 

(12a) 

(12b) 

(13) 

Wieder auf zwei Zustande angewandt, ergibt sich mit (4) fUr die Zunahme von G 

AG = AW + TC1ATG)t. (13a) 

G wie AGist also vorteilhaft als G (P, T) darstellbar und fUr Prozesse bei 
konstantem Druck geeigneter als F. Fiihren wir nun Gleichung (9) in der Diffe­
renzenform AG = AF + p Av in Gleichung (5) ein, so erhalten wir 

A - pAv~- AG. (14) 

3. Affinitat und freie Energie. Die beiden Funktionen Fund G sollen nun 
darauf untersucht werden, ob sie die an den Begriff der "Affinitat tl zu stellenden 
Forderungen erfiillen. Erstens soll die Affinitat vorzeichenmaBig die Richtung 
des Vorganges festlegen und zweitens soIl sie verschwinden, wenn das System 
im Gleichgewicht ist. 

Da nun nach (1) fUr jede tatsachlich eintretende Anderung des Systems gilt 

dA<TdS-dU, (15) 

so muB Gleichgewicht immer dann bestehen, wenn fUr jede mit den auBeren Be­
dingungen vertragliche, virtuelle Zustandsanderung gilt 

JA =--' TbS - bU. ( 16) 
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Da aber im Falle chemischer und physikalisch-chemischer Reaktionen im 
allgemeinen eine Rucklaufigkeit der Zustandsanderung moglich ist, d. h. bei 
vorgeschriebenen Bedingungen je zwei einander entgegengesetzte virtuelle 
Anderungen mit Ihnen vertraglich sind, so konnte man in (16) statt der d auch - d 
einfUhren. Dann wurde aber nach (15) fUr das Ungleichheitszeichen eine tat­
sachliche Anderung eintreten mussen, und das Gleichgewicht ware nicht erreicht. 
Daraus folgt, daB nur die Bedingung 

dA = ToS - OU (17) 
ein Gleichgewicht verburgt. 

Bisweilen scheint (17) nicht einmal notwendig zu sein, namlich dann, wenn 
ein labiles Gleichgewicht besteht. SoIche durch eine Art passiven Reaktions­
widerstandes hervorgerufenen Pseudogleichgewichte, wie sie z. B. Knallgas, 
explosible Substanzen, ubersattigte Dampfe darstellen, sollen, da sie durch kata­
lytische Mittel aufgehoben werden konnen, von der Betrachtung ausgeschlossen 
bleiben. 

Fur einen isothermen Vorgang lautet also die Gleichgewichtsbedingung 

dA=d(TS-U), 
oder mit (4); 

-dF= dA. 

1st die auBere Arbeitsleistung Null, laBt man also den Vorgang bei konstantem 
Volumen erfolgen, so wird daraus 

dF=O. (18) 

Der Gleichgewichtszustand bei einem isotherm-isochoren Vorgang ist also dann 
erreicht, wenn die freie Energie ein Minimum ist. 

Erfolgt der ProzeB unter Konstanthaltung des Druckes an Stelle des 
Volumens, so ist die virtuelle Arbeit gleich d (pv) und es folgt 

d(F + pv) = dG = o. (19) 

Der Gleichgewichtszustand bei einem isothermen-isobaren Vorgang ist· also 
dann erreicht, wenn die Funktion G ein Minimum ist. 

Aus (18) und (19) folgt nun sofort, daB jeder tatsachlich eintretende Vorgang 
mit einer Verminderung der GroBe F bzw. G verknupft ist, und weiter, daB 11F 
bzw. 11 G im Gleichgewicht verschwinden. Das sind aber die Forderungen, die 
an den Begriff der Affinitat gestellt wurden. 1m Falle eines isotherm-isochoren 
oder isotherm-isobaren Vorganges ist also die Affinitat durch - 11 F bzw. - 11 G 
eindeutig gekennzeichnet. Die Minuszeichen sind deshalb gewahlt, weil 11 F 
wie 11 G bei jedem tatsachlichen Vorgange wesentlich negative GroBen sind, 
wahrend die Affinitat begriffsmaBig als positiv zu setzen ist. 

Der Umstand, daB wir scheinbar zu zwei Losungen gelangt sind, darf nicht 
uberraschen; tatsachlich sagen beide dasselbe aus, nur sind sie formal auf zwei 
verschieden geartete Fille zugeschnitten. Bei einem reversiblen Prozesse sind 
namlich nach (5) und (14) die fraglichen GroBen 

- 11 F = Am (v) fUr isochore, 

-11G = Am(p) - p!Jv = Am(v) fUr isobare Vorgiinge 

(20 a) 

(20b) 

durch die maximalen Arbeiten Am unter Abzug der im ganzen aufgetretenen 
Volumarbeit, die im ersten Falle gleich Null ist, dargestellt. Die oft diskutierte 
Frage, weIche Funktion denn nun allgemein die Affinitat darstellt, ist somit 
eindeutig beantwortet; es ist die GroBe Am bei konstantem Volumen, die bei 
Vorgangen unter konstantem Volumen mit - !JF, bei soIchen unter konstantem 

Handbuch der Physik. IX. 10 
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Druck mit -.,1 G identisch ist. Der allgemeine Fall, daB sich Volumen und Druck 
zugleich andern, ware dargestellt durch 

v, 
Am - J pdv = Am(v)' 

Das Resultat unserer Betrachtungen kann nun in der von VAN T' HOFF!) 

gegebenen Form ausgesprochen werden: 
"Die bei einer Reaktion maximal zu gewinnende Arbeit (Am), abziiglich 

der bei etwaiger Volumanderung nach auBen geleisteten Arbeit (p.,1v) solI als 
MaB fiir die Affinitat genommen werden." 

Vielleicht ist folgende Fassung noch anschaulicher: 
"Die Affinitat ist die auf dem Wege iiber Gleichgewichte gewinnbare 

maximale Arbeit, vermindert urn die bei dem tatsachlichen Vorgang auftretende 
Volumarbeit." 

Wir wollen auch formelmaBig die Vereinigung der beiden Losungen sowie 
der Gleichungen (8a) und (13a) vollziehen, indem wir statt - .,1F, bzw. - .,1G 
schlechthin die Affinitat A, statt der Energieabnahme -.,1 U die "Warme­
tonung" bei konstantem Volumen, + U', statt - .,1W diejenige bei konstantem 
Druck, + W', einfiihren. Wir erhalten dann 

A - U' = T(OA) (21 a) aT v 

und 
(21 b) 

Da Gleichung (20b) Gleichung (20a) mit umfaBt, insofern, als fiir .,1 v = 0 
und beliebiges p beide identisch werden, solI weiterhin meistens mit der Gleichung 
(21 b) gerechnet werden, was fiir die Mehrzahl der FaIle angemessener ist. 

b) Direkte Bestimmung der Affinitat. 
In gewissen Fillen ist die GroBe A einer direkten Messung zuganglich, und 

diese sollen zuerst betrachtet werden. Immer kommt es darauf an, fUr die 
Reaktion einen reversiblen Weg aufzusuchen, der in allen seinen Teilen bestimm­
bar ist. 

4. Umwandlung zweier festen Modifikationen tiber die Gas- oder Losungs­
phase. Ein Stoff existiere unterhalb der Temperatur T' stabil in der Modifikation I, 
oberhalb von T' in derjenigen II. Gefragt wird nach der Affinitat der Umwand­
lung II --->- I bei T < T', oder I --->- II bei T> T'. Dabei ist vorausgesetzt, 
daB II unterhalb T' iiberhaupt existenzfahig, aber labil ist und vice versa. Wir 
verdampfen etwa ein Mol II vom Volumen VII bei der Temperatur T unter seinem 
Dampfdruck JrIl, bringen durch isotherme Volumanderung JrIl auf JrI und VII 

auf VI und kondensieren unter JrI, dem Dampfdruck von I, zum Volumen VI' 

Damit haben wir ein Mol II auf reversiblem und isothermem Wege in ein Mol I 
verwandelt. Die dabei erhaltene (also maximale) Arbeit betragt 

JrIl 
Am = JrIl(VIl - VII) + RTln---- - JrI(VI - VI)' 

JrZ 

Unter der Annahme, daB die Dampfe sich wie ideale Gase verhalten, ist 
JrIl VII = RT = JrI VI' Es folgt 

JrIl 
All! - (JrIVI - JrIIVn) = RTln---. 

JrI 

1) J. H. VAN 'T HOFF, Etudes de Dynamique chimique, S. 177ff. 1883. 
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Auf der linken Seite steht aber nichts anderes als die oben festgelegte Affinitat. 
Es ist also 

:JlII A II _ 1 = RTln-. 
:JlI 

Der hier betrachtete ProzeB II ->- I verlauft freiwillig nur dann, wenn 
ist. Da nun A positiv sein muB, gilt 

:JlII>:JlI (fill T < T') , 

(22) 

T< T' 

oder in Worten: Die wegen T < T' instabile Modifikation hat einen groBeren 
Dampfdruck als die stabile. Allgemein ist die stabile Form immer durch den 
kleinsten Dampfdruck gekennzeichnet. 

Fiir den umgekehrten ProzeB I ->- II, der freiwillig nur bei einer Temperatur 
groBer als T' verlauft, gilt 

:JlI 
AI->-II = RTln-. (22a) 

:JlII 

Wegen des positiven A ist :JlI hier groBer als :JlII' 1m Falle:JlI = :Jln wird A = 0, 
d. h. das System befindet sich im Gleichgewicht und die Affinitat ist verschwunden. 

Das Glied (:JlIVI - :JlIIVn) ist bei Umwandlungen fester oder fliissiger Stoffe 
im allgemeinen so klein, daB es neben Am keine Rolle spielt. In so1chen Fallen 
sind die GroBen AF und A G nahezu gleich. Es ist aber zu bemerken, daB Glei­
chung (22) streng gilt; es ist ein Irrtum, der haufig begangen wird, wenn man das 
Am der vorhergehenden Gleichung als Affinitat anspricht, das Glied (:Jll V[- :JlnVn) 

als klein streicht und nun (22) als nur angenahert giiltig betrachtet. Man 
sieht, daB auch in so1chen Fallen die Rechnung iiber die Funktion G sach­
gemaBer ist. 

Wenn die Dampfdrucke ihrer geringen Differenz wegen nicht geniigend exakt 
bestimmt werden konnen, bietet sich ein anderer Weg der isotherm-reversiblen 
Umwandlung in der Verwendung der Loslichkeiten der beiden Modifikationen 
in irgendeinem Losungsmittel dar. Diese seien ausgedriickt durch die Sattigungs­
konzentrationen CI und Cn. Indem wir also ein Mol von II gesattigt in Losung 
gehen lassen, die erhaltene Konzentration CII auf CI bringen und nun in Form 
von I wieder auskristallisieren, konnen wir die Rechnung genau wie oben fUhren, 
wobei die den Gasgesetzen analogenGesetze des osmotischen Druckes auftreten. 
Wir erhalten 

CII 
An->-I = RTln - usw. 

CI 
(23) 

Da nun die Affinitat der Reaktion nicht von dem verwandten Losungsmittel 
abhangen kann, so folgt, daB das Verhaltnis cn/cI fill verschiedene Mittel konstant 
j;ein muB, eine Folgerung, die sich in der Tat als richtig erwiesen haP) (wenigstens 
solange die osmotischen Drucke das ideale Gasgesetz befolgen). 

5. Elektromotorische Krafte. LaBt sich der chemische Vorgang zur Her­
stellung eines reversibel arbeitenden galvanischen Elements verwenden, so gibt 
die - leicht bestimmbare - elektromotorische Kraft E desselben sofort seine 
Affinitat. 

Die Umkehrbarkeit des Prozesses ist dann gewahrleistet, wenn die von dem 
Element geleistete Stromarbeit gerade geniigt, urn die wwrend des Strom­
lieferungsprozesses eingetretene Reaktion wieder riickgangig zu machen. LaBt 
man ein Mol eines n-wertigen Stoffes sich umsetzen, so ist die erhaltene elektrische 
Energie 96540 

A = nF· E (Volt-Coulomb) = -8-· nE(cal). 
4,1 7 

1) J. N. BRONSTED, ZS. f. phys. Chern. Bd.55, S.371. 1906. 

(24) 

10* 
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Hier bedeutet F die Coulombzahl des Grammaquivalents. 1m Faile des Gleich­
gewichts verschwindet E. 

Diese Methode der direkten Affinitatsbestimmung ist wohl die· genaueste. 
Treten bei der Reaktion gasformige Komponenten auf, so andert das nichts 
an der Betrachtung. Man ersieht aber an diesem Beispiel besonders klar, daB die 
zugleich geleistete Volumenarbeit der entstandenen Gase gar nicht in die GroBe 
der Mfinitat eingeht, die auch hier ausschlieBlich durch die elektromotorische 
Kraft gegeben ist. Es liegt eben ein Fall vor, bei dem nur die Funktion G ver­
wendet werden kann. 

6. Gasreaktionen. Die Behandlung von Gasreaktionen unterscheidet sich 
von derjenigen kondensierter Stoffe im wesentlichen dadurch, daB es zur 
Charakterisierung der Ausgangs- und Endprodukte nicht geniigt, neben der fest­
gelegten Temperatur die am Umsatz beteiligten Massen anzugeben, sondern daB 
auch noch ihre Dichten (Konzentrationen oder Partialdrucke) von Bedeutung 
sind. Das wirkt sich fiir den chemischen Umsatz dahin aus, daB hier nicht ein 
einfacher Umwandlungspunkt vorhanden ist, sondern ein durch die Verander­
lichkeit der Partialdrucke bedingter Gleichgewichtsbereich, dessen Verhalten 
durch das Massenwirkungsgesetz geregelt ist. Wir wollen die Dinge hier nur 
insoweit betrachten, wie sie fiir die Frage der Affinitat von Bedeutung sind. 

Wir nehmen an, zwei Gase A und B reagieren miteinander und erzeugen 
dabei wieder zwei Gase C und D; und zwar moge der ProzeB nach der Reaktions­
gleichung verlaufen 

aA + bB = cC + dD (a, b . .. Molzahlen, bei Gasen allgemein'll bezeichnet). 

Wir bringen nun beliebige, aber groBe Mengen von A; B, C und D in einen gemein­
samen Raum und warten bei der konstant gehaltenen Temperatur T das Ende 
der Reaktion abo Die nun vorhandenen Partialdrucke der vier Stoffe, deren 
keiner vollkommen verschwunden ist, betragen PA, P'n, Po und P'n. Ein solches 
System nennen wir einen Gleichgewichtsraum, mit dessen Hilfe wir nun einen 
durch die Reaktionsgleichung molmaBig festgelegten ProzeB reversibel und iso­
therm durchfiihren wollen. Urn die Ausgangsprodukte (a Mole der Art A und 
b Mole der Art B), die getrennt in Behaltern enthalten seien, reversibel in unseren 
Gleichgewichtsraum hineinbringen zu konnen, miissen wir etwa mittels eines 
Kolbens ihre willkiirlichen Anfangsdrucke PA und PB zuerst auf die Drucke PA 
und P'n bringen. Hierbei gewinnen wir die Arbeiten 

aRTln PA 
PA 

und 

Nun konnen wir die Gase vermittels Kolbens durch semipermeable Wande 
in den Gleichgewichtsraum iiberfiihren. Die beim Entstehen eines Mois Gas yom 
System geleistete Arbeit bei konstantem Druck betragt RT; hier verschwinden 
nun a + b Mole; die insgesamt yom System geleistete Arbeit ist also gleich 
-(a + b)RT. 

Der Gleichgewichtsraum ist als so groB anzunehmen, daB die Hinzufiigung 
der Mengen aA und bB die Drucke im Innern nicht merklich andert. Trotzdem 
ist das Gleichgewicht als differentiell gestort zu betrachten, so daB nunmehr die 
Reaktion nach dem obigen Schema vor sich geht. Da sie ohne Volumenanderung 
verlauft, leistet sie keine Arbeit. Gleichzeitig lassen wir durch entsprechende 
semipermeable Wande die Gasmengen c C und dD unter ihren Drucken Po 
und P'n in zwei mit Kolben versehene Zylinder treten. Die gewonnene Arbeit 
betragt hier +(c + d)RT. Nach Trennung def Zylinder yom Gleichgewichts-
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raum bringen wir die Drueke Po und PD auf zwei andere, in unser Belieben ge­
stellte Drueke Pc und PD' Wir gewinnen die Arbeiten 

cRTln Pc 
Pc 

und P'n dRTln---. 
PD 

Die bei dem gesamten ProzeB aA + bE = cC + dD gewonnene Arbeit ist nun 

( P~ p~ P'l P'l \ 
Am = RT In--d - In--d ) + (-a - b + c + d)RT. 

P~PD . P'JP'n 

Die GraBe (-a - b + c + d) = - .~> stellt den UbersehuB der Molzahlen 
naeh Beendigung des Prozesses gegeniiber den anfangliehen dar; .der ganze 
letzte Ausdruek ist also niehts anderes als die Arbeit, die der PrazeB leisten wiirde, 
wenn man ihn direkt, d. h. ohne Umweg in einem GeHiB sieh abspielen lieBe, 
wobei man lediglieh das Volumen so regulierte, daB die Anfangs- und End­
partialdrueke den oben benutzten gleieh werden. Naeh unseren allgemeinen 
Betraehtungen haben wir diese GraBe von der reversibel gewonnenen Arbeit 
abzuziehen, urn die Affinitat A zu erhalten. Also bleibt in vereinfaehter Sehreib­
weise iibrig 

A = RT(~>'lnpv - Lylnp'v). (25) 

Die urspriingliehen Mengen im Gleiehgewiehtsraum waren nun ganz will­
kiirlieh, und es hindert niehts, den Versueh mit einer anderen Fiillung, der die 
Gleiehgewiehtspartialdrueke P'A, P'B, Pc und P'D cntspreehen, zu wiederholen. 
\Vir erhielten dann wieder die obige Gleiehung, in der die P'v dureh P;: ersetzt 
waren. Da aber die Affinitat A des Vorganges ganz unabhangig von dem 
ZwisehengefaB sein muB, solange der Vorgang nur reversibel erfolgt, ist das nur 
maglieh, wenn 

konstant ist, wo Kp also die Bedeutung hat 

K - (P~P~) 
p - ,P~ p~ im Gleicbgewichtsraum 

(26) 

und als Massenwirkungskonstante bezeiehnet wird. Wir sehreiben daher (25) 

(27) 

Nun wollen wir uns dureh eine Konvention noeh von den willkiirliehen 
GraBen PA PB usw. befreien. Genau so, wie wir als Masseneinheit immer das Mol 
verwenden, wollen wir als Anfangs- und Endpartialdruek die Druekeinheit 
(etwa 1 at) einfiihren. Die GraBen PAPB' .. werden dann 1, und das erste Glied 
der Klammer in (27) versehwindet. Unter der "Normalaffinitat" einer Gas­
reaktion (Anorm) verstehen wir zur Unterseheidung von der Affinitat sehleehthin 
[naeh (27)J immer den so reduzierten Ausdruek 

Anorm = -RTlnKp. (28) 

Diese ist somit dureh die Gleiehgewiehtskonstante vollstandig bestimmt. 
Die ganzen Betraehtungen lassen sieh ohne wei teres auf Reaktionen in ver­

diinnten Lasungen iibertragen. An Stelle von Partialdrueken sprieht man dann 
lieber von Konzentrationen c A CB ••. und fiihrt statt Kp die Konstante Kc ein. 
Aueh hier maeht man konventionell die Anfangs- und Endkonzentrationen zu 
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1 (etwa 1 Mol pro Liter) und erhalt dann eine (28) analoge Gleichung. Zwischen 
Kp und Ko besteht die Beziehung 1) 

Kp = Ko(R1)1:v. 

Es sei hier betont, daB die Formeln fUr Gase und Losungen die -Annahme der 
Gi.i1tigkeit der Gasgesetze und der Gesetze des osmotischen Drucks enthalten. 

7. Heterogene Reaktionen. Einige von den soeben betrachteten Gasen, 
etwa die Stoffe A und C, seien gesattigte Dampfe, die mit ihrem Kondensat im 
Gleichgewicht stehen. Es gelingt nun nicht, die betreffenden Dampfdrucke 
(n,4 und no), solange noch "Bodenkorper" vorhande'n ist, auf die zufii.llig im Gleich­
gewichtsraum herrschenden Gasdrucke PA und Pc durch Volumenanderung zu 
bringen. Man kann aber unter den zahllosen Gleichgewichtseinstellungen im 
Gleichgewichtsraum durch Massenanderung der Komponenten eine soIche heraus­
suchen, bei der P'..t. = n,4 und P'a = no ist; man macht das so, daB man auch in 
den Gleichgewichtsraum Bodenkorper derjenigen Stoffe bringt, die in den Aus­
gangs- oder Endkomponenten solche enthalten. Dadurch gelingt die reversible 
'Oberfiihrung auch gesattigter Dampfe in den Reaktionsraum. Nunmehr ist in 
der Gleichung (25) P'..t. = PA und Po = Po geworden, und die GroBen heben sich 
heraus. Die Affinitat wird nun 

A = RT(ln :i - lnKp). (29) 

Allgemein fallen bei derartigen Reaktionen die Drucke der Stoffe heraus, die 
zugleich in kondensierter Phase vorhanden sind. Die Gleichung (27) gilt also 
auchhier, wennman unter ~v In p" die nur gasformigen Komponenten zusammen­
faBt. Das gilt indessen nur so lange, als das benotigte Gemisch im Gleichgewichts­
raum nach der Phasenregel noch moglich ist. Waren z. B. Bodenkorper aller 
Komponenten vorhanden, so miiBte nach der Vorschrift die Affinitat in (29) 
verschwinden; das ist auch der Fall, jedoch nur fUr eine ganz bestimmte Tem­
peratur, denn nur in einem singularen Punkte ist phasentheoretisch eine derartige 
Gleichgewichtsmischung moglich. 

8. Beziehung zwischen der Normalaffinitat einer Gasreaktion und der 
Affinitat im gleichen kondensierten System. Eine fUr das Spatere wichtige Be­
ziehung erhalt man, wenn man ein System einmal iiber die Kondensate, ein ander­
mal iiber die Gasphase reagieren laBt. Die Affinitat in ersterem Falle sei A cond • 

Fiir den zweiten Fall verdampfen wir die Ausgangsprodukte unter ihren Dampf­
drucken nA nB ... , lassen nun die Reaktion in dem nur Gase geringeren Druckes 
enthaltenden Gleichgewichtsraum reagieren und kondensieren die Endprodukte 
unter ihren Dampfdrucken no nD ... wieder. Bei den Verdampfungs- bzw. 
Kondensationsprozessen haben wir es offenbar mit Reaktionen unter konstantem 
Druck zu tun, bei denen die Affinita.t durch - LIe auszudriicken ist. Da sich nun 
die Funktion e hierbei nicht andert, LlG also gleich Null ist, tragen diese Prozesse 
nichts zur Affinita.t bei. 

Fiir die Reaktion der gesattigten Da.mpfe gilt aber nach (27) 

Agas = RT(1: v In n" - In Kp). (30) 

Wegen des zweiten Hauptsatzes muB nun Acond = Agas sein, also 

-RTlnKp = Anorm = Acond - RT 1:vlnn,,, 

1) Bezuglich der Umrechnung von Konzentrationen usw. siehe z. B.: F. POLLITZER, 
Die Berechnung chemischer Affinitaten nach dem NERNsTschen "Tarmetheorem, S. 157. 
Stuttgart 1912. 
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Die Normalaffinitat der Gasreaktion oder auch die Gleichgewichtskonstante ist 
damit auf die Affinitat im kondensierten System und die Dampfdrucke der 
Reaktionsteilnehmer zuriickgefiihrt. 

9. Abhangigkeit der Affinitat von derTemperatur. Die bisher betrachteten 
Methoden der direkten Affinitatsbestimmung aus Dampfdrucken, Losungs­
tensionen, elektromotorischen Kraften und Gasgleichgewichten liefem jedesmal 
nur den A-Wert fur die Temperatur, bei der die Bestimmungsstucke erhalten 
sind. Urn die ganze Skala der A-Werte uber ein groBeres Temperaturintervall 
zu gewinnen, hatte man also diese Messungen in dem ganzen Bereich aus­
zufUhren. Anstatt diesen, namentlich fur Gasgleichgewichte, muhsamen Weg 
zu gehen, lehrt die Thermodynamik der ersten beiden Hauptsatze ein anderes 
Verfahren. 

Hierzu gehen wir auf die Gleichung (21 b) Coder auch (21 a)] 

A - W'= T oA 
oT (21 b) 

zuruck. Wir konnen (21 b) zwischen den Temperaturen TI und T integrieren, 
wobei TI die Temperatur sei, bei der nach einer der obigen Methoden Al bestimmt 
wurde. Wir erhaIten 

und nach Integration 

oA 
T---A oT o(~) W' 

iT 

Die GroBe W', die Warmet6nung der Reaktion bei konstantem Druck, ist mit 
den Molekularwarmen der Ausgangsstoffe (Cp,) und denen der Endstoffe (Cp,) 

durch den KIRCHHOFFschen Satz folgendermaBen verknupft 

T T 

W' = Wo + I(~'J!ICpI - ~1'2Cp2)dT = Wo + I L,l'CpdT, (33) 
o 0 

worin 'J! die Molzahlen der betreffenden Cp darstellen, nach denen sie sich gemaB 
der Reaktionsgleichung umsetzen. Bei Benutzung von (21 a) erhielte man uberall 
U' an Stelle von W' und die C. an Stelle der Cp • 

Die vorerst unbekannte GroBe Wo ist als gegeben zu betrachten, wenn man 
ein einziges W' bei der Temperatur T und den gesamten Verlauf aller beteiligten 
spezifischen Warmen von 0 bis T kennt. Damit ist dann nach (33) W' und 
weiter nach Gleichung (32) A fUr das ganze Temperaturgebiet von 0 bis T 
berechen bar. 

Wahrend nun die experimentelle Bestimmung von W'- und Cp- bzw. U'­
und C.-GroBen als immer moglich betrachtet zu werden pflegt, ist die Fest­
legung des Al in (32) mit den oben besprochenen direkten Methoden haufig 
unausfuhrbar, und es entsteht die Frage, ob nicht die Elimination von Al in (32) 
durchfiihrbar ist. Hierzu bedi.irfen wir jedoch einer neuen Erkenntnis, die v~n 
den beiden Hauptsatzen der Thermodynamik nicht geliefert wird, und die den 
Inhalt des NERNsTschen Theorems ausmacht. 
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II. Aufstellung des NERNsTschen Theorems. 
a) Kondensierte Systeme. 

10. Integration der HELMHOLTzschen Gleichung. Die zu .16sende Aufgabe 
ist die Darstellung der Affinitat lediglich durch soIche Gr6Ben, die durch rein 
thermische Messungen ermittelt werden k6nnen. Den Ausgangspunkt bilden 
wieder die Gleichungen (21 a) und (21 b) 

A - U' = T(aA) (21 a) aT v 

und 

A - W' = T(:~t. (21b) 

Wegen des v6llig symmetrischen Baues beider ki:innen wir uns der Einfachheit 
halber auf die Betrachtung einer derselben, etwa der ersteren beschranken. Die 
Ergebni.sse k6nnen dann ohne weiteres auf die andere Form ubertragen werden. 
Fur die praktische Anwendung ist der Unterschied beider Formen wohl zu be­
achten. 

Man pflegt diese Gleichungen unbestimmt zu integrieren, wobei dann eine 
unbestimmte Konstante auftritt; durch nachtragliche Festlegung der Grenzen 
erhalt diese dann einen ganz bestimmten Wert. Wir wollen den anschaulicheren 
Weg gehen und sogleich zwischen den Grenzen 0 und T integrieren, wobei wir U' 
zerlegen in U6 + (U' - U6), urn Konvergenz des Integrals zu erreichen. Es 
folgt dann 

oder 

oder 

bzw. 

T T 

[~_]T = -fU6 dT _ (U' -- U~ dT 
T 0 T2 oJ T2 

o 0 

T 

jf'U' _ U' (A - UI) ;[ = Uo/- T ----od1'+ --~ . 1" . T2 To' 
o 

T 

A = W' - T jfWI -_ W~ dT + (~-=!~) l' 
o • 1'2 ,T o· 

o 

(34a) 

(34b) 

Die Integrationskonstanten, die wir Iv und 11' nennen wollen, haben also die 
Bedeutung 

(35 a) 

und 

(35 b) 
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Fiir das Spatere konnen die Indizes v und p wieder unterdruckt werden. Die 
Bestimmung des Wertes dieser Konstanten ist auf Grund der zwei Hauptsatze 
nicht moglich. 

NERNST erkannte, daB man, urn hier weiterzukommen, sich vorerst auf 
gewisse Spezialfaile beschranken musse. Der bei Ausdehnung idealer Gase und 

Vermis chung verdunnter Losungen auftretende Fall U' = 0, also : = :~, 
hat zur Folge, daB (~~t unendlich wird, wenn man der Erfahrung gemaB A o. 

einen endlichen Wert beilegt. Dies Resultat ist vollig unbefriedigend, weil es 
fUr endliche Temperaturen gemaB (34a) zu einem unendlichen Werte von A 
fUhrt. Der zweite Fall A = U' gibt fUr T > ° sofort eine eindeutige Losung 

(~AT) = 0. Dieser Fail ist nun immer realisiert, wenn es sich urn Systeme mit 
o T>O 

temperaturunabhangigen Kraftefunktionen handelt, mit einer gewissen An­
naherung aber auch bei so1chen chemischen und elektrochemischen Vorgangen, 
bei denen nur reine feste oder flussige Komponenten mitwirken. Als besonders 
auffailig erschien es, daB diese Gleichheit von A und U' sich urn so besser erfilllt 
zeigte, bei je tieferen Temperaturen diese GroBen bestimmt wurden. Als Beispiel 
hierfUr sei das DANIELLSche Element erwahnt, bei dem A und U' schon bei 
Zimmertemperatur so nahe einander gleich werden, daB sie fur die Berechnung 
der elektromotorischen Kraft ohne wei teres durcheinander ersetzt werden 
konnten. 

Wenn auch der fUr aIle Temperaturen als streng aufgefaBte Ansatz A = U', 
den THOMSEN und BERTHELOT vertreten hatten, sicher unrichtig 1st, so hatte er 
allem Anschein nach urn so mehr Berechtigung, je mehr man sich dem Nullpunkt 
der Temperatur naherte, so daB der SchluB: Ao = Uo fUr kondensierte Systeme -
und nur von so1chen soIl zunachst die Rede sein - strenge Geltung haben konnte. 

Diese Gleichsetzung besagt indessen fUr die GroBe J = (~~)O nur, daB sie endlich 

(einschlieBlich Null) oder unendlich von kleinerer Ordnung als 1fT sein muB. 
Aber es laBt sich ein anderer SchluB daraus ziehen. Wenn namlich ge-

setzt wird 
Ao = U6, (36) 

dann wird (:~t = (A -:; U')o = ~, und dieser unbestimmte Wert ergibt nach 

bekannten Method,": (~1 ~}~') oder 

\ aT 0 

(aA) 'aA) (oU') oTo=(aTo- aT o' 
(37) 

NERNST macht nun entsprechend dem Befunde, daB die annahernde Gleich­
heit von A und U' auch noch bei hoheren Temperaturen besteht, die weiter­
gehende Annahme, daB sich die betreffenden Kurven im Nullpunkt nicht nur 
schneiden, sondern sogar tangieren. Die Forderung lautet also 

(38) 
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Mit (37) folgt dann sofort 

(39) 

und mit (35) 
J=o. 

Also: Die Integrationskonstante J verschwindet fur kondensierte Reaktionen, 
eine Behauptung, deren Folgerungen sich prufen lassen. 

11. Zur Axiomatik des NERNsTschen Theorems. Die eigenartige Ver­
knupfung der GraBen A und U' rechtfertigt eine kurze axiomatische Untersuchung 
der Sachlage, die wir hier geben wollen. 

Die ursprungliche (heuristische) Fassung des Theorems durch NERNST 1) um­
faBte die zwei notwendigen und hinreichenden Aussagen (36) und (38). Erst 
danach wurde sie durch die einfache Aussage (39) ersetzt, die tatsachlich den ge­
samten Inhalt des Theorems wiedergibt. 

Man kannte geneigt sein, aus der Gleichung (37) zu schlie Ben 

(40) 

(aA) indessen ist das nur erlaubt, wenn aT endlich oder Null ist, andernfalls kannte 

(~~)o =- 00 - 00, also in Anbetracht de~~renzuberganges vor (37) unbestimmt sein. 

Weiter kann man (36) ersetzen durch: Ao ist endlich (einschlieBlich Null) 
oder durch: Uo ist endlich (einschlieBlich Null), was hier nicht bewiesen werden 
solI. SchlieBlich kann man das Theorem noch in einer anderen Form aussprechen, 
die wir hier ableiten wollen. Wir wollen namlich set zen 

. (CA) 1. (au') 
hm iT = - -b hm 'T ' 
T=O C T=O ( 

(41) 

worin b eine unbestimmte positive Konstante ist. Hier bedeutet der Ausdruck 
limes, daB die Gleichung noch in unmittelbarer N achbarschaft des absoluten 
Nullpunktes gelten solI. [In Gleichung (38) braucht das nicht dcr Fall zu sein!J 
Durch Differentiation von (21 a) erhalten wir 

au' a2A 
aT =-T aT2 · (42) 

In der Umgebung von T = 0 durfen wir (42) in (41) einfuhren 

und integriert 

. [aA "b] hm -;;-1' = Konst .. 1 
T=O ( 

oder 

1) ,Yo NERNST, lCber die Bercchnung chemischer Gleichgc'Nichte aus thermischen 
C'llessungen. Gottingcr l'<achr. 1906, S. 1; Berl. Ber. 1906, S. 933. 
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Damit ist bewiesen, daB (41) mit (39) identisch ist. Wiirde man in (41) das Minus­
zeichen durch ein Pluszeichen ersetzen, so folgte auf gleichem Wege 

(:~t = (Ko;:tt = 00. 

Gleichung (41) spricht aus, daB die A- und U'-Kurven den Nullpunkt auf ver­
schiedenen Seiten der Horizontalen verlassen; der entgegengesetzte Fall wiirde 
gerade zu der falschen L6sung VAN 'T HOFFS ftihren. Die ubliche Schreibweise 

des Theorems: lim(~~) = lim(~~') ist also nicht korrekt; faBt man den limes 

in dem oben erwahnten Sinne auf, so ist sie sogar falsch; soIl sie indessen nur den 
Inhalt der Gleichung (38) geben, so ist sie zwar richtig, aber unvollstandig, inso­
fern als daneben noch Gleichung (36) bestehen muB, urn den Inhalt des Theorems 
zu ersch6pfen. 

Der NERNsTsche Satz laBt sich also in mehrfacher Form aussprechen. Urn 
die Ubersicht zu erleichtern, geben wir ein Schema. In jede horizontale Reihe 
von (43) sind Ausdrucke aufgenommen, die v6llig gleiche Aussagen enthalten 
und beliebig durcheinander ersetzbar sind. Die Aussagen der ersten Reihe sind 
inhaltlich die engsten; die der zweiten Reihe sind inhaltlich weitergehend und 
haben die der ersten zur Folge. Die Gleichung der dritten Reihe ergibt in Kom­
bination mit einer solchen der ersten oder a fortiori mit einer der zweiten Reihe 
den vollstandigen Inhalt des Theorems. Die vierte Reihe endlich enthalt Aus­
sagen, deren jede fur sich das Theorem ausspricht. 

I. Ao = Uo; Ao ist endlich; UiJ ist endlich, 

II. (OU') oT 0=0; (:~t ist endlich (einschl. 0) . 

III. (OA) (BU') oT 0= iJT 0' (43) 

IV. (:~t=o; (A -;, Ul = 0; r (OA) 1 r (oU') 1m - =--lm -,-
T=O oT b dT 

(wo b eine nicht bestimmte positive 
Konstante ist.) 

Das NERNsTsche Theorem (39) oder (41) wird in der Thermodynamik ebenso 
dogmatisch eingeftihrt, wie es mit den beiden ersten Hauptsatzen geschieht. 
Seine Rechtfertigung erhalt es erst durch die Bestatigung seiner Folgerungen, 
und diese lauten in allen bisher untersuchten Fallen positiv. Es hat deshalb 
mit vollem Recht die Bezeichnung eines dritten Hauptsatzes erhalten, auch 
wenn es sich in seiner urspriinglichen Form nui auf reine kondensierte Stoffe 
bezieht. 

12. Die Affinitat kondensierter Systeme. Indem wir das Theorem auf 
Gleichung (34) anwenden, erhalten wir 

T 

A = Uo - T(U' - UjdT (44) r T2 
o 

(fiir reine kondensierte Stoffe giiltig), wobei U' und Un wieder durch W' und Wb 
ersetzt werden k6nnen, was bei kondensierten Systemen praktisch dasselbe ist. 
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Damit ist die Affinitiit A auf rein thermische (kalorische) GraBen zuruckgefuhrt. 
Man kann hierin noch ersetzen: 

T T 

U' - Uo = r~ncvndT und W' - Wo = /Lncp"dT, 
o o 

indem die Molzahlen kondensierter Stoffe durch n ausgedruckt werden. Gleichung 
(44) kann noch in andere Formen gebracht werden, die hiiufig benutzt werden 
und bisweilen von Vorteil sind. Durch partielle Integration erhiilt man 

T T 

A = U' _ Tji (au') dT = U' _ T fA LncVn dT 
T aT v T 

o 0 
T T oder auch (45) 

A = W' - Tf~ (OW') dT = U' - Tj·Lncpn dF' 
. T aT p . T ' 
o 0 

eineForm, die direkt die spezifischen Wiirmen enthiilt. Weiter ergibt sich aus 
dem Umstande, daB das Integral in (44) an der unteren Grenze verschwindet. 
die Maglichkeit, einfach seine untere Grenze zu streichen. Die Integration fiihrt 
dann sofort zu 

T T 

JU' fW' A = - T T2 dT = - T T2 dT , (46) 

worin also formal nur die obere Grenze einzusetzen ist und nicht etwa Null als 
untere. Uberblickt man den hier gegebenen Ubergang von (44) zu (46), so scheint 
mir die Frage1) nach dem wahren Wert der unteren Grenze in (46) keinen phy­
sikalischen Sinn zu haben. 

Die Ermittlung der Affinitat reiner kondensierter Reaktionen ist somit 
zuruckgefiihrt auf die Bestimmung der Molekularwarme aller reagierenden Sub­
stanzen von T bis zum absoluten Nullpunkt herab sowie einer Warmetanung 
der Reaktion zwischen Null und T. Die erstere Forderung scheint unerfiillbar 
zu sein; indessen ermaglicht die Entwicklung der Quantentheorie kondensierter 
Stoffe, insbesondere das DEBYESche T3-Gesetz, die Bestimmung der spezifischen 
Warmen bereits in gut erreichbaren Gebieten abzubrechen und· durch Extra­
polation zu vervollstandigen. Diese Dinge, ebenso wie die zahlreichen Be­
statigungen des Satzes, werden an anderer Stelle 2) behandelt. 

b) Die AfIinWit der Systeme mit Gasphasen. 
13. Die Reaktionsisochore der Gasreaktionen. Der Versuch, die Affinitat 

einer Gasreaktion, A norm , in gleicher Weise wie bei kondensierten Systemen 
auf ausschlieBlich thermische Daten zuruckzufiihren, gestaltet sich wesentlich 
schwieriger und fiihrt zu Uberlegungen ganz anderer Art. Zwar kann man 
Gleichung (21 b) auch hier ohne wei teres verwenden und fur A die Affinitat 
einer Gasreaktion entweder in der allgemeinen Form (27) oder der speziellen (28) 

einfuhren. [Man hat bei Benutzung von (27) fur Bildung des Ausdruckes ('~A). 
oT p 

zu beachten, daB die GraBen PAPB . .. bei dem Ubergang von der Temperatur T 

1) A. BVK, Phys. ZS. Bd.20, S. 505. 1919. 
2) S. Artikel SIMON ds. Bandb. Bd. X. 
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zu T + dT als Konstante zu behandeln sind.] In beiden Fallen erhalt man iiber­
einstimmend die wichtige Beziehung 

dlnKp 
W'gas = RP --;rr- , (47) 

die nach NERNsT als Reaktionsisochore bezeichnet wird. Ersetzt man W'gas 
durch WOgas + (W'gas - WOgas) , so ergibt die Integration zwischen den Grenzen 
Null und T 

'1' 

1 K = _ WOgas + ~- f'W~as - Wogas dT + K t n p R T R T2 ons . , 
.' 

(47a) 

o 

und die Erweiterung mit - RT fiihrt unter Beriicksichtigung von (28) zu 

p 

A RTI K W' T( W~as - Wogas dT J T norm = - n p = Ogas - T2 + gas , (48) 

o 
eine Gleichung, die bis auf das letzte Glied vollstandig analog der fiir kondensierte 
Reaktionen giiltigen (44 b) ist. Aber gerade dieses letztere Glied bildet eine 
wesentliche Schwierigkeit. Zwar ist gemaB der allgemein giiltigen Beziehung (35) 

auch hier Jgas = (~~)o; aber iiber die wahre GroBe von (~~)o konnen wir bei 

Gasen auch heute noch nichts Sicheres aussagen; insbesondere wissen wir nicht, 

(VA) Db das NERNsTsche Theorem auf Gase anwendbar ist, ob also etwa iJT 0 = 0 

auch hier gilt. Das hieriiber entscheidende Experiment steht zur Zeit noch aus. 
Die Frage, warum sich die Ausfiihrungen der letzten Ziffern nicht ohne 

weiteres auch auf solche Reaktionen ausdehnen lassen, bei denen Gase im Spiele 
sind, laBt sich erst beantworten, wenn wir den Ubergang zu den Gasen wirklich 
vollzogen haben. So viel aber konnen wir aus dem Bisherigen entnehmen, daB 
es mit dem Umstand zusammenhangt, daB der Begriff der Affinitat bei Gasen 
vieldeutig ist, insofern die Anfangs- und Enddrucke noch willkiirlich festgesetzt 
werden konnen. Dieser Umstand fiihrte uns auf den Begriff der "Normalaffinitat". 
Wiirde man an Stelle dieser den Begriff einer "Sattigungs"affinitat der Gas­
reaktion einfiihren, bei der also die Anfangs- und Enddrucke gleich den Sattigungs­
drucken der betreffenden Bodenkorper sind, so ware diese gleich der Affinitat der 
kondensierten Reaktion, und die Frage ware gelost. Aber damit ist praktisch 
wenig erreicht, da wir ohne Kenntnis der Dampfdrucke noch nichts, z. B. iiber 
die Lage des Gleichgewichts, aussagen konnen. Erst die Einbeziehung der Dampf­
drucke in die Affinitat lOst die praktisch vorliegende Aufgabe, und gerade die 
innige Verschmelzung dieser Dinge fiihrt zu iiberraschenden Erkenntnissen. 

14. Die CLAUSIUS-CLAPEYRONSche Gleichung. Wir greifen auf das in Ziff. 4 
angestellte Gedankenexperiment zuriick, bei dem wir ein kondensiertes System 
=inmal direkt reagieren lieBen, ein andermal zuerst verdampften und die Reaktion 
in den Gasraum verlegten. Fiir die Affinitatsbilanz fallen die Verdampfungs­
bzw. Kondensationsprozesse fort, weil die LlG derselben Null sind, und zwar 
einzeln, nicht etwa nur in Summa. Hierin liegt etwas Befremdendes, da doch 
ein so durchgreifender ProzeB wie eine Aggregatanderung sich in irgendeiner 
Weise in der Rechnung bemerkbar machen miiBte. Tatsachlich ist dies auch 
der Fall, wie nun gezeigt werden solI. 
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Betraehten wir die Verdampfung als Reaktion und wenden wir die Grund-

. (OdG) . formeln (13a) dG = LlW + T oT- p auf den VerdampfungsprozeB emer 

Komponente an, so ist also LlG = 0 zu setzen. Es bleibt, wenn wir hier LlW 
als die Verdampfungswarme A. bezeiehnen: 

( OdG) 
LlW = A. = - T aT p' (49) 

Allgemein gilt fUr diesen Vorgang wegen LlG = 0 unabhangig von T 

(OLlG) (OLlG) d(LlG) = aT pdT + 7iP TdP = 0 

oder 
(OLlG) (OLlG) (OP) 
,aT p= - 7iPT' oT,w' (50) 

Die GroBe (:~tG bedeutet nun als Anderung des Druckes auf der Sattigungs­

kurve niehts anderes als dnJdT, die tot ale Anderung des Dampfdrueks mit der 
Temperatur. Also wird (50) unter Berucksichtigung von (12b) 

(aLI G) dn 
aT p = - (V2 - VI) dT 

und mit (49): 
(51) 

Wir haben damit die CLAUSIUS-CLAPEYRONSche Gleichung erhalten, und das ist 
fUr das Verstandnis der oben aufgeworfenen Frage bedeutungsvoll. Die Behand­
lung des Verdampfungsvorganges nach Art einer Reaktion fUhrt zwar nicht zu 
einem Beitrag der Affinitat, wohl aber zu einer Aussage uber die Dampfdrucke, 
d. h. zur Kenntnis gerade derjenigen GraBen, die gemaB (30) und (31) die Brucke 
zwischen der Affinitat A kond in der kondensierten Phase und der Normal­
affinitat Anorm bilden. Ganz Entsprechendes gilt fiir die Kondensationsvorgange. 

Urn die Dampfdrucke n zu erhalten, hat man (51) zu integrieren. Da man 
jedoch die GroBe (V2 - VI) als Temperaturfunktion in Strenge nieht kennen wird, 
ist hier eine Vernachlassigung schwer vermeidbar. Wir wollen die Dampfdrucke 
als so klein betrachten, daB wir erstens das Volumen VI des Kondensats neben 
dem V 2 des Gases vernachlassigen und zweitens auf V2 das Gesetz der idealen 
Gase anwenden diirfen. Ubrigens ist eine Beriicksichtigung weitergehender 
Zustandsgleichungen durchaus moglichI). Es folgt aus (51): 

dIn Jl A. 

dT RP' 
(52) 

Die wie oben ausgefiihrte Integration ergibt 

(53) 

1) S. z. B. 'V. NERKST, Grundlagen des neuen ",'armesatzes, S. 108, Halle 1924; F. SI~lOX, 
ZS. f. Phys. Bd.1), S.310. 1923; _-\. EVCKEX. E. KARWAT U. F. FRIED, cbenda Bd.2<), 
S.4. 1924. 
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wobei alle konstante.n Glieder in die Integrationskonstante i einbezogen sind. 
An Stelle 1 - 10 kann man auch setzen 

T 

1 -Ao = f (Cp, - cp,)dT . (53 a) 
o 

15. Die Normalaffinitat der Gasreaktionen. Nunmehr konnen wir die Bilanz 
ziehen. Die Reaktion iiber die Gasphase liefert nach (30) 

Agas = RT 2''Vln.n" - RTlnKp. 

Das erste Glied ist durch (53), das zweite durch (48) gegeben. Setzen wir 

und 
a~A + b~B - c~a - d~D = 2''V~'' } 
a~A + b~B - c~a - d~D = 2''V~", 

so folgt 
T 

Agas = WOgas - 2' 'VAo. - T ! d~ [(W~as - 2' 'V A,,) - (WOgas - 2' l' Ao,,)J 
o 

+ T(Jgas+ R2''Vi,,). 

Da weiter nach dem ersten Hauptsatz gilt 

W~as - 1: 'V A" = Wkond , 
so wird 

T 

I !WkOIld - W~kond . Agos = WOcond - T T2 dT + T(Jgas + R 2''V~,,) . 
o 

Dagegen liefert der Reaktionsweg iiber die kondensierte Phase nach (44) 
T 

A - W' Tj'Wlwnd - W~kond dT· cond - Ocond - T2 ' 
o 

da wegen des zweiten Hauptsatzes Agas = Akond sein muB, folgt 

(54) 

(54 a) 

Jgas = - R 2' 'V 1·" , (56) 

d. h. die Integrationskonstante der Normalaffinitat oder auch die GroBe (~~t 
einer Gasreaktion unter Normalbedingungen ist gleich dem aus den Dampfdruck­
konstanten gebildeten Ausdruck - R 2' 'V i" . 

Damit wird (48) unter gleichzeitiger Einfiihrung der Molwarmen 
T T 

Anorm = WOgas - T f ~ f ;£y Cp" dT - RT 2'Yi., (57) 

o 0 

und die Normalaffinitat bei Gasen ist auf thermische GroBen der Gasphase und. 
Dampfdruckkonstanten zuriickgefiihrt. 

Der Reaktionsweg iiber die kondensierte Phase ist nun unabhangig davon, 
ob man ihn iiber feste oder fliissige Komponenten leitet. Von dem Gaswege muB 
dasselbe gelten; ob also die GroBen i" herriihren von einem Ubergange fest ~ Gas 
oder fliissig~Gas, muB fUr sie belanglossein. D. h. aber, daB Sublimation und Ver­
dampfung einer Komponente durch die gleiche Konstante i" gekennzeichnet sind. 
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Weiter erkennt man, daB auch die Modifikation des Stoffes keine Rolle 
spielt. Eliminiert man aus der Gieichung (22) fiir die UmwandlungsaffinWit 
zweier Modifikationen die Dampfdrucke n mit Hilfe von (53) und seien i und i' 
die diesen Modifikationen entsprechenden Dampfdruckkonstanten, so ergibt 
eine kurze, der obigen Rechnung ahnliche Oberlegung, daB als Konstante nun­
mehr i - i' auftritt. Da die Reaktion aber auch im kondensierten System ver­
Iaufend gedacht werden kann, wobei sie nach dem Theorem eine Konstante 0 
erhiilt, so folgt sofort: i = i'. 

Da somit die i den Komponenten Iediglich in chemischer, nicht in physikalischer 
Beziehung zugeordnet sind, werden sie nach NERNST "Chemische Konstanten" 
genannt. 

Es sei anHiBlich neuerdings aufgetauchter Bedenken1) noch folgendes hinzu­
gefUgt. Sollte das NERNsTsche Theorem fUr kondensierte Stoffe nicht vollig zu 
Recht bestehen, so hiitte man (55) mit (34b) zu vergieichen und erhielte statt (56) 

Jgas = /kond - R1:yi~, (56a) 

eine Beziehung die nui die beiden ersten Hauptsatze voraussetzt. Auf diese 
Dinge wird an anderem Ort 2) eingegangen. Wir wollen bis zur Klarung der Frage 
an (56) festhalten. 

16. Die Affinitat heterogener Reaktionen. Gieichung (57) bezieht sich auf 
reine Gasreaktionen, bei denen Bodenkorper nicht vorhanden sind. Verlauft 
jedoch die Reaktion heterogen, so fiihrt eine einfache Oberlegung zu der Form 

T T 

Abeterogen = W~beterogen - T r~~ ~1:YCp, + 2 ncpn)dT - RT1:yiv, (57a) 
~ .; 
o 0 

worin sich die Summationen 1: v auf die nur als Gase vorhandenen Teil­
nehmer, 1: n auf die zugleich ais Kondensate auftretenden bezieht, wahrend 
Wo beterogen die Warmefunktion im heterogenen System bedeutet. 

Sind alle Teilnehmer als Bodenkorper zugegen, so verschwinden die 1: 'II, und 
es resultiert die fUr kondensierte Systeme gultige Gleichung (44b). Insbesondere 
sei bemerkt, daB eine chemische Konstante immer nur bei reinen Gaskomponenten 
auftritt. 

c) Die chemische Konstante. 
17. Die experimentelle Ermittlung der chemischen Konstanten. Es 

handelt sich nun darum, die GroBen i wirklich zu ermitteln. Hierzu wollen wir 
(53) in der ausfUhrlicheren Form schreiben 

T T 

Inn = -~ + ~fdTf(Cp - cp)dT + i. 
RT R T (58) 

o 0 

Die Gleichung ist aus (52) durch bestimmte Integration entstanden; die GroBe i 

ist somit nichts anderes als (Inn + ~t)o' einAusdruck, der nach derklassischen 

Auffassung gleich -00 + 00, also unbestimmt wird. 
Aber auch bei endlichen Temperaturen ist die GroBe i nicht angebbar, 

und zwar aus folgenden Grunden. Wahrend die Molekularwarme des Konden­
sates, cP ' bei T = 0 erfahrungsgemaB und in Ubereinstimmung mit der Quanten-

1) A. EUCKEN u. F. FRIED, ZS. f. Phys. Bd.29, S.36. 192-1-. 
2) S. hierzu Artikel SIMON d~. Handb. Bd. X. 
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theorie fester K5rper in so1chem Grade gegen Null konvergiert, daB ihr Beitrag 
lm Integral der Gleichung (58) verschwindet, ist eine so1che Konvergenz fiir die 
Molekularwarme eines Gases, Cp , bisher weder experimentell feststellbar, noch 
auch quantentheoretisch unbedingt erforderlich, hochstens moglich. 

Man kann nun zwei Wege zur Losung dieser Schwierigkeit gehen; entweder 
man stutzt sich lediglich auf die vorliegenden Erfahrungen und erhiilt so ein­
deutig verwertbare Resultate, deren theoretische Interpretation indessen nur in 
gewissem MaBe moglich ist; oder man ist zu einer neuen Hypothese, der sog. 
Gasentartung, gezwungen, die zwar ein viel homogeneres Bild liefert, jedoch 
sich bisher der experimentellen Bestatigung hartnackig entzogen hat. 

Wir betrachten zunachst die erste Losung. Der Versuch lehrt, daB die Mol­
warme der einatomigen Gase sich mit sinkendem T hinlanglich genau dem 
Werte ~- R nahert. Nimmt man diesen Wert als den wahren Endwert an, so 
kann man setzen 

Cp = Cpo + C~ = + R + C~. (zunachst fiir einatomige Gase) , (59) 

worin also C· den von der Temperatur abhangigen Bestandteil bedeutet. Von 
letzterem soli weiter angenommen werden, daB er - wie bei Kondensaten - hin­
langlich schnell gegen 0 konvergiert, so daB sein Beitrag fur die untere Grenze 
des Integrals in (58) verschwindet. Fur Temperaturen, bei denen weder q. 
noch cp merklich sind, laBt sich dann (58) schreiben 

I ~ 5 IT" nn = - RT + 2" n + 2 

(fUr einatomige Gase bei tiefen Temperaturen) 

(60) 

Die Konstante i' unterscheidet sich (schon wegen des Gliedes tInT) von der 
GroBe i, aber sie ist jetzt zweifellos endlich und bestimmbar, wie der Einsatz 
einer endlichen Temperatur erkennen laBt. Auch die GroBe ~ hat durch (59) 
nach dem ersten Hauptsatz eine ganz bestimmte GroBe erhalten, namlich 

T 

~ = A - t RT - f (C~, - cp) dT . (61) 
o 

Fur hohere Temperaturen gilt dann 
T T 

Inn = - :; + { InT + ~f~~f(C~ - cp ) dT + i'. (62) 
o 0 

Bei zweiatomigen Gasen mit starren Molekeln ist der klassische Grenzwert 
der Molwarme Cpo gleich t R. Also gilt fUr diese, entsprechend (59), (61) und (62) 

T 

;.;; = l - t RT - f (C'T - cp) dT , 
o 

(63) 

(64) 

und T T 

I A~ 7 1 T 1 fdT j"(CII ) dT'" (65) nn = - RT + 2" n + R T2~ T - cp + 2 • 

o 0 

Nun wissen wir aber, daB bei tiefen Temperaturen dieser erste klassische 
Grenzwert von t R durch Verlust der Rotationsenergie, also zweier Freiheits­
grade, unterschritten wird und ein neuer Grenzwert von "~ R auftritt; mit anderen 
Worten: jedes zweiatomige Gas verhiilt sich bei hinreichend tiefen Temperaturen 
wie ein einatomiges. Nennt man die dieser Rotationsenergie entsprechende 

Handbuch der Physik. IX. 11 
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spezifische Rotationswarme pro Mol CR , so ist in diesem Temperaturgebiet statt 
(63) zu setzen Cp = -§-R + (CR + C'FJ. (63 a) 

Das ist aber vollstandig analog der Gleichung (59), wenn wir C~ durch (CR + C'T) 
ersetzen. Fiihren wir diese Substitution auch in (61) und (62) durch, so ergibt 
sich T 

10 = 1- It RT - f (CR + C'T - cp) dT (64 a) 
o 

und T T 

Inn = - ~ + ~ln T + _~fdZj"(CR + C'T' - c) dT + i' RT 2 R P p. (65 a) 

o 0 

Nimmt man nun eine so hohe Temperatur {} an, daB der klassische Grenzwert 
t R vorhanden ist, so miissen (64) und (64a) bzw. (65) und (65 a) gleich werden. 
Aus dieser Gleichsetzung foIgt: 

{} 

10' = 10 + fCRdT - R{} (66) 
o {} {} 

und 
i" = i' - 1 -In{} + ;{}f CRdT + ~f ~! dT. (67) 

o 0 

Es zeigt sich also, daB je nach der Wahl des unteren Grenzwertes Cpo' die in 
gewissem Sinne in unser Belieben gestellt ist, verschiedene Werte nicht nur fiir i, 
sondern auch fUr 10 erscheinen. Die fiir (57) benatigte GraBe i ist also nicht 
eindeutig definiert, solange nicht eine Angabe iiber die zugrunde geIegte Form 
der Molwarme gemacht wird. Man unterscheidet so chemische Konstanten, 
bezogen auf den einatomigen (i') und den zweiatomigen (i") Zustand. Auch auf 
mehratomige MoiekiiIe IaBt sich dies Verfahren verallgemeinern. 

Die Mehrdeutigkeit verschwindet aber fUr Gieichung (57) sofort, wenn 
1. die GraBen i, 
2. die GraBen Cp , T 

3· Wogas , ermitteIt aus Wogas - jL,YCpydT, 
o 

samtlich nach demselben Ansatz, etwa (59), (63) oder (63a) bestimmt werden. 
Die Wahl ist indessen nur insoweit freigestellt, ais der gewahite Ansatz Cp an 
der Stelle der Bestimmungstemperatur noch richtig wiedergibt, was flir (59) 
oder (63 a) in allen bekannten Fallen zutrifft, fiir (63) jedoch unter Umstanden 
nicht. Das hier verfoigte Verfahren beruht also im wesentIichen darauf, daB man 
die Umgebung des Nulipunktes flir die Berechnung gewissermaBen ausschaItet. 
Man kann nunmehr (57) allgemein die Form geben: 

T T 

Anorm = WOgas - L,yCpo TIn T - T f~~ f L,yC'pdT - RT L,yi;" 

o 0 

wobei zur Bestimmung der i' zu benutzen ist: 
T T 

A~ Cpo 1 fdTf(C' ) dT '1 Inn = - RT + -R- 1n T + R. T2 T - cp + ~ , 
o 0 

zur Bestimmung von WOgas: T 

W~gas = W'gas - L,yCpo - (:::>C'r,. dT. 
o 

(68) 

(69) 

(70) 
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Die Bestimmung von i' aus (69) erfordert neben der Kenntnis des gesamten 
Verlimfs von C!r und cp die Messung mindestens zweier Dampfdrucke (zur 
Elimination von A~). AuBerdem ist W~s bei einer beliebigen Temperatur 
zu bestimmen. Damit ist Anorm oder auch Kp vollstandig festgelegt. Trotz 
der Benutzung fiktiver Werte fiir Cpo ist (68) absolut streng (bis auf die Benutzung 
der Gasgesetze). 

18. Die theoretische Bedeutung der chemischen Konstanten. Die Abhangig­
keit der GroBe i' von der Wahl des Cp-Ansatzes laBt erkennen, daB sie nicht 
durch rein thermodynamische Betrachtungen gewonnen werden kann, daB also 
trotz der Beziehung (56) ein Analogon zum NERNSTschen Theorem hond = 0 
bei Gasen nicht ohne weiteres existiert. 

Urn so bedeutungsvoller erscheint es, daB eine Klarung der Frage auf ganz 
anderem Wege, namlich unter Hinzuziehung kinetisch-statistischer Betrachtungen 
gelungen ist. Als einer der ersten kam O. STERN!) zu einer brauchbaren Losung, 
indem er an Hand eines molekularmechanischen Modells fiir ein Verdampfungs­
gleichgewicht eine auf der klassisch-kinetischen Theorie beruhende Dampfdruck­
formel aufstellt und nachtraglich das Kondensat nach den Vorschriften der 
Quantentheorie behandelt. Er erhalt auf diesem Wege fiir die Konstante, die 
gewohnlich als "theoretische chemische Konstante" t bezeichnet wird, bei ein-
atomigen Gasen: 3 5 3 5 

'=1 (271m)2 k2=1 (271)2k'[ l.-l M 
t n h3 n N h3 + 2 n. (71) 

(m Masse des Molekiils, M Molekulargewicht, k BOLTZMANNsche Konstante, 
h PLANcKsches Wirkungsquantum). 

Die Erfahrung lehrt, daB dieses t' mit dem aus (69) ermittelten i' (fiir 
Cpo = t R) tatsachlich in einer Zahl von Fallen praktisch identisch ist; ein Be­
weis, daB wenigstens in diesen Fallen das zugrunde gelegte Modell wesentlich 
zutrifft. 

Die Eigenart der STERNschen Ableitung liegt darin, daB das Gas seIber nicht 
nach quantentheoretischen Ansatzen behandelt wird, sondern erst bei so hoher 
Temperatur eingefiihrt wird, daB eine klassische Behandlung als berechtigt er­
scheint. 1m Gegensatz dazu haben schon friiher und auch spaterhin mehrere 
Autoren2) den Versuch gemacht, das Gas seIber zu "quanteln". Beziiglich der 
Einzelheiten dieser Untersuchungen wird auf die Artikel SCHRODINGER und 
SMEKAL dieses Handbuchs Bd. X und IX verwiesen. 

Fast alle diese Autoren erhalten fiir t' (einatomig) den Wert (71), trotzdem 
die eingeschlagenen Wege recht verschieden sind; durch ein konstantes Glied 

unterscheidet sich das Ergebnis von NERNST (In ~~ ), was jedoch heute als be­

langlos anzusehen ist. Somit ist der Wert (71) als gut gesichert zu betrachten. 
Des weiteren haben STERN sowie EHRENFEST und TRKAL entsprechende Werte 
fiir mehratomige Molekiile auf statistischer Basis abgeleitet und erhalten 

til = t' + In(/X]) 

til' = t' + tln(/X]) 

fiir zweiatomige Gase, } 

fiir dreiatomige Gase, 

1) O. STERN, Phys. ZS. Bd.14, S.629. 1913. 

(72) 

2) H. TETRODE, Ann. d. Phys. Bd. 38, S. 434; Bd. 39, S. 255. 1912; O. SACKUR, Nernst­
Festschrift 1912, S.405; Ann. d. Phys. Bd. 40, S. 67. 1913; P. SCHERRER, Gottinger Ber. 
1916, S. 154; W. NERNST, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 18, S. 83. 1916; M. PLANCK, Berl. Ber. 
1916, S.653; E. BRODY, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 79. 1921; P. EHRENFEST U. V. TRKAL, Ann. 
d. Phys. Bd.65, S.609. 1921; K. F. HERZFELD, Phys. ZS. Bd.22, S. 186. 1921; A. EINSTEIN, 
Berl. Ber. 1924, S. 261; 1925, S.3, 18; M. PLANCK, ebenda 1925, S.49. 

11* 
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worin J das mittlere Tragheitsmoment der Molekel ist und IX = 8~:k (oder 

wenigstens angenahert nach STERN' EUCKEN), IX = Ii Tl_k (nach EHREN FEST 
h2 a 

und TRKAL; a Symmetriezahl). Wegen der nicht ganz eindeutigen Festlegung 
dieser Werte 1) ist eine experimentelle Priifung zur Zeit erschwert; immerhin 
scheinen sie von der Wahrheit nicht allzu weit entfernt zu liegen. 

Betreffs der einatomigen Gase sei noch folgendes bemerkt. Die Anwendung 
der Quantenregeln auf diese kann heute noch nicht mit Bestimmtheit formuliert 
werden; infolgedessen glaubte man, die STERNsche Betrachtungsweise als denen 
der anderen Autoren iiberlegen hinstellen zu sollen. Wenn man aber beachtet, 
daB die Entropiekonstante des STERNschen Gases die GraBe h enthalt, so sieht 
man, daB es sich auch hier urn das Residuum eines "Quantengases" handelt. 
Die bei Quantelung der Gase durch die anderen Autoren unvermeidliche und 
nicht nachpriifbare Willkiir ist bei STERN einfach in das Verdampfungsmodell 
verschoben worden. 

Nun haben neuerliche Berechnungen von F. SIMON 2) , K. WOHL3) und 
anderen gezeigt, daB der Wert / sich in einigen Fallen mit den aus (69) ermittelten 
if einwandfrei nicht deckt. Da nun (69) wenigstens bei kleinen Drucken als streng 
giiltig zu betrachten ist, kann (71) nur den Charakter einer - bisweilen recht 
genauen - Naherung haben. Beziiglich der Einzelheiten dieser Fragen sei auf 
den Artikel SIMON ds. Handb. X verwiesen. 

Die Betrachtungen der Zif£' 17 haben ergeben, daB die GraBen i und }'o 
von dem Ansatze fiir Cp abhangig sind. Ob die zugrunde gelegten Grenzwerte 
reell sind oder nur fiktiv, spielt dann keine Rolle, wenn es sich lediglich urn die 
Aufstellung einer exakten Dampfdruckformel handelt. Fiir eine rationelle 
Lasung hatte man indessen statt eines willkiirlichen Ansatzes fiir Cp den wahren 
Verlauf der Molwarme des Gases bis zum Nullpunkt herab einzusetzen. Da aber 
iiber dies en experimentell nichts bekannt ist, so ist man auf Erwagungen all­
gemeiner Art angewiesen. 

III. Erweiterung des Theorems und Folgerungen. 
a) Die Gasentartung. 

19. Erweiterung des Theorems auf Gase. Das ~ERNsTsche Theorem ist 
bisher nur fiir kondensierte Stoffe als giiltig postuliert worden; ob es sich auch 
auf Gasreaktionen direkt anwenden laBt, dariiber sagt das Vorangegangene gar 
nichts aus. Fiir die Integrationskonstante der HEDIHOLTzschen Gleichung gilt 
zwar nach (56) die Beziehung: ] gas = - R '2 l' il'; da aber die i ,. nur fiktive 
GraBen sind und vom Ansatz fiir Cp abhangen, ist damit iiber den wahren Wert 
von ] gas noch nichts gesagt. 

\Venn das NERNsTsche Theorem aber den Anspruch auf ein Naturprinzip 
im Sinne der Hauptsatze erhebt, so sollte es auch bei Gasen nicht versagen. 
Schon der Umstand, daB eine Fliissigkeit mit Umgehung des kritischen Punktes 
kontinuierlich in ein Gas iiberfiihrbar ist, laJ3t die Frage auftauchen, wo denn bei 
diesem Ubergange die Grenze fUr die Giiltigkeit des Theorems anzusetzen ist. 
Zwingender indessen sind Uberlegungen aus der Quantentheorie heraus, nach 
denen die fUr sie charakteristischen Impulsandcrungcn der ~Iolekiile auch bei 

') s. z. n. A. ELCCKEX. Ergebn. c!. exakt. :\"aturwiss. Bd. I, S. 155. 192:'. 
2) F. SDIOX, ZS. f. phys. Chern. BC!. 110, S. 572. 1924. 
3) K. WOHL, ZS. f. phys. Chern. BC!. 110, S. 166. 1924. 
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zwischen \Vanden eingeschlossenen Gasen auftreten und jedenfalls keinen wesent­
lichen Unterschied zwischen kondensierten und Gassystemen aufzustellen er­
lauben. So wird man denn unmittelbar zur Folgerung gefuhrt, den Gultigkeits­
bereich des Theorems nunmehr auch auf Gase auszudehnen. Es handelt sich dann 
darum, die aus dieser Verallgemeinerung herzuleitenden Folgerungen zu ziehen. 

\Vir postulieren also mit NERNST: Auch fUr Gasreaktionen solI gelten 

(a1) = 0 ,aT ogas .. 

Da nun nach (35) (~A)' = Jgas ist, so ergibt (56) sofort 
(; T 0 

Lyiv=O. 

(73) 

Da aber die i" vollig unabhangig voneinander sind (einzelne i" konnen z, B. durch 
Kondensation zum Verschwinden gebracht werden), folgt, daB sie einzeln Null 
\verden mussen. Also (74) 

\Veiter gilt nach (49) fUr jede Kbmponente 

, (aLl G) oA 
I.=--T cT p=ToT ' 

Daraus folgt bei T = 0 

, (OA) 
1'0 = T 0 T 0 = O. (75) 

SchlieBlich folgt wegen W~as - W]wnd = 2 Y A" 

Wo gas = Wi> kond • (76) 

Damit geht die Gleichung der Gasreaktion (48) vollstandig in die der konden­
sierten (44) uber, nur daB in ersterer die Molwarmen der Gase zu benutzen sind. 
Formal ist dadurch vollige Homogenitat erreicht, und die chemischen Konstanten 
sind verschwunden (74). Da indessen nun die wahren Cp zu benutzen sind, 
uber diese aber nichts bekannt ist, so ist ein praktischer Gewinn damit nicht 
erzielt. 

Gleichwohl bedeutet dieser von NERNST getane Schritt eine erhebliche 
Vertiefung unserer Naturauffassung. Da namlich mit der Annahme (73) nicht 
jeder beliebige Verlauf von Cp vereinbar ist, so enthalt sie einige Aussagen uber 
die Eigenschaften der Gase, die man nach NERNST unter der Bezeichnung "Gas-
entartung" zusammenfaBt. , " . . (CIA 

Der Umstand, daB bel der blshengen Betrachtungswelse aT)o fUr Gas-

reaktionen nicht verschwindet, sondern sogar wegen des Gliedes LyCpTlnT 
in Gleichung (68) unendlich wird, ist darauf zuruckzufuhren, daB das Gesetz 
der idealen Gase als bis zum Nullpunkt herab gultig apgenommen wurde. Be­
trachtet man etwa die isotherme Ausdehnung eines einzelnen Gases, so erhalt 
man unter Benutzung des Gasgesetzes fUr die maximale Arbeit 

v, 

A = +fPdV = RTln~ 
VI 

oder 

eine GroBe, die fUr T = 0 keineswegs verschwindet. Die Forderung, daB das 
NERNsTsche Theorem unmittelbar auf Gase anwendbar sei, bedingt also die Not­
wendigkeit einer Revision der Gesetze idealer Gase. 
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Hierzu bieten sich zwei Wege dar. Einmal kann man versuchen, die Er­
fahrungskomplexe, die am kondensierten System mit Hilfe der Quantenvor­
stellungen gewonnen wurden und insbesondere das Verschwinden der spe­
zifischen Warmen betreffen, auf die Gase zu iibertragen, d. h. sie zu quanteln. 
Auf diesem Wege ist ein groBer Teil der obengenannten Forscher l ) vorgegangen. 
Da jedoch diese Gedankengange der Thermodynamik an sich fern liegen, sei hier 
von einer Wiedergabe der einzelnen Theorien abgesehen und auf den Artikel 
SMEKAL ds. Handb. verwiesen. Insbesondere aber ist eine experimentelle Ent­
scheidung zwischen den so erhaltenen, voneinander abweichenden Resultaten 
heute noch nicht moglich und iiberhaupt unwahrscheinlich. 

20. Thermodynamik der Gasentartung. An Stelle des sen wahlen wir einen 
anderen Weg2), der zwar nicht zu expliziten Ausdriicken fUhrt, dagegen alle die 
charakteristischen Merkmale vereinigt, zu denen die speziellen Behandlungs­
weisen fUhren. Die so erhaltenen Ergebnisse gehen nur so weit, als sie experimentell 
priifbar sind. 

Die Fragestellung lautet: We1che Gestalt muB die Zustandsgleichung idealer 
Gase annehmen, damit sie mit den drei Hauptsatzen der Thermodynamik nicht 
in Konflikt gerat? Wir denken speziell an einatomige Gase; da aber nach unseren 
Erfahrungen bei hinreichend tiefen Temperaturen alle Gase sich thermisch ein­
atomig verhalten, liegt darin keine Beschrankung. 

Als einziger der Thermodynamik fremder Ansatz wird eine Beziehung be­
notigt, die zwischen rein mechanischen ZustandsgroBen des Gases besteht, 
unabhangig yom Gleichgewichtszustand und insbesondere yom MAXWELLschen 
Verteilungsgesetz ist und die die Temperatur explizite nicht enthalt. Hier erweist 
sich als geeignet die aus dem Virialtheorem folgende Gleichung 

pv = gU. (77) 
(v Molvolumendes Gases, U kinetische Energie=Gesamtenergie.) Diese Beziehung 
solI also auch im Entartungszustand immer streng erfiillt sein. Es sei hier ein­
gefiigt, daB in allen speziellen, auch den neuesten quantentheoretischen Behand­
lungen der Gase sich diese Beziehung als tatsachlich erfiillt erwiesen hat, wie z. B. 
EINSTEIN 3) hervorhebt. 

Wir zerlegen (77) in die zwei Gleichungen (cp Funktion) 

U=}Rcp(T,v) und pv=Rcp(T,v). (77 a) 

Betrachtet wird eine isotherme Ausdehnung von Vl auf v2 • Es ist 

v, V , 

also 
(~A)' = R ('(~~) . ~~ 
\8T v • eT v v 

und T~' T~ U 3 R ~ l' 
Lj =«")1- 2=2 ~.rp-.J:2' 

Es muB nun gelten (wegen des ersten und zweiten Hauptsatzes) 

A - U' = T(8A) 
aT;v 

oder ~ ~ 

I'f{' ,3 r') , /"'(CfP) dv R -dv-t--~R:r>JI=RT, ,.~ -'. 
• v 2 . .dT, v v 
VI '1.'1 

1) S. FuLl note Ziff. 1 S. 
2) K. DE););EWITZ, ZS. f. phys. Chcm. Del. 110, S. 725. 192+. 
3) A. Er"STEI);, Berl. Bel'. 1 ')24, S. 264. 
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Differentiation nach der oberen Grenze Iiefert 

3 oq; aq; 
q; + -iva; = T aT: 

Die Losung dieser Iinearen Differentiaigieichung ist 

q; = T· ljJ (T~i ) , (78) 

worin C eine Konstante, ljJ eine willkiirliche Funktion bedeutet. Fiir ljJ liefert 
der dritte Hauptsatz die Bedingung 

oder 

(VI + T:~)T=O= o. (79) 

Durch Einsetzen von (78) in (77 a) wird erhalten: 

u = l RTljJ (~-) 
2 Tv. 

und (80) 

ais Energie- und Zustandsgieichung eines idealen Gases, das den drei Haupt­
satzen geniigt, wobei die Bedingung (79) erfiillt sein muB. 

Die Funktion ljJ sowie die Konstante C kann explizite nur durch spezielle 
quantentheoretische Ansatze gewonnen werden. In diesem Punkte weichen die 
einzeinen obenerwahnten Theorien voneinander ab; in der Form (80) und (79) 
stimmen sie samtlich iiberein. Damit ist ·nun das ganze Verhalten des Gases 
hinreichend festgeIegt, urn einen allgemeinen SchluB zu gestatten. Man erhalt 
zunachst fiir die chernische Konstante i' [entsprechend (62)] 

o 

i' = [lnRtp(O) - 2InC - 2- + _i_JInx dCv dX], 
2 2 RljJ(O) dx 

wo 
C 

x = Tv! . (81) 
00 

Sie stellt sich im wesentlichen dar als ein Integral der spezifischen Warme, das 
indessen schon bei tiefsten Ternperaturen praktisch konstant wird, so daB ein 
Beitrag zu seinem Inhalt nur in diesem Temperaturgebiet merklich ist. 

Weiter ersieht man aus (80), daB die Funktion ljJ in Bereichen, in denen die 
Gase sich klassisch verhalten, also bei groBem T oder v, den Wert 1 erhalt oder 
anders ausgedriickt: mit verschwindendem Argument nahert sich ljJ der 1. Ein 
iiberhaupt nicht entartendes Gas ware also durch das Argument 0 fiir alle T 
oder v, also durch C = 0, gekennzeichnet. Tragen wir dies in (81) ein, so wiirde 
fUr ein so1ches Gas, da das erste und dritte Glied endlich ist, das vierte wegen 
Cv = Konst. verschwindet, folgen: i' = 00. Damit wiirde aber der Dampfdruck 
bei beliebigen endlichen Ternperaturen unendlich werden. Diesem unmoglichen 
Resultat entgeht man nur, wenn man der Konstanten C einen endlichen Wert 
beiIegt, also eine durch (79) und (80) gekennzeichnete Entartung fordert. 

Die Endlichkeit des Dampfdruckes bedingt notwendig die Entartung der 
Gase; unter diesen UrnsHinden ist das NERNsTsche Theorem aber auch unmittel­
bar auf Gase anwendbar, es gilt somit ganz allgemein. 
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21. ·Folgerung aus der Gasentartung. Uber den Mechanismus der Ent­
artung ist damit jedoch noch wenig gewonnen; nur das eine steht fest, daB sie 
ihre Wurzel in der Quantentheorie hat. Man kann nun zwei Gesichtspunkte 
vertreten. Einmal betrachtet man ein kraftefreies, also wirklich ideales Gas, 
des sen MolekUle bei den SWBen untereinander oder an Wande sprungweise 
Impulsanderungen erleiden. AIle diese Ansatze fUhren zur Gleichung (71), die 
als Parameter nur das Molekulargewicht enthalt, wie leicht verstandlich ist. 
Berucksichtigt man andererseits aber auch die zwischen den Teilchen wirksamen 
VAN DER WAALsschen Krafte, so muB Gleichung (71) eine Erweiterung erfahren, 
insofern jetzt mehr Parameter auftreten, als welche z. B. Verdampfungswarmen 
oder andere mit diesen Kraften verknupfte GroBen in Betracht kommen konnen. 
Das steht aber ganz in Ubereinstimmung mit dem empirischen Befunde 1), der be­
sagt, daB zwischen den Abweichungen der chemischen Konstanten von ihrem 
theoretischen Wert, also der GroBe i' - t' und den Verdampfungswarmen, ein 
gewisser Parallelismus vorhanden zu sein scheint. 

Gleichung (81) zeigt, daB eine Anderung der Temperaturfunktion von Co 
auf den Wert von i' von Bedeutung ist. Eine wirkliche Berechnung wurde in­
dessen erst dann moglich sein, wenn die oben fUr ideale Gase angestellten Be­
trachtungen auf reale ausgedehnt wurden, was zur Zeit noch aussteht. 

b) NERNsT-PLANcKsches Theorem. 
22. Erweiterung des Theorems durch PLANCK. Das NERNsTsche Theorem, 

als gewonnen aus Affinitatsbetrachtungen an Reaktionen, handelt ursprung­
lich nur von Differenzen gewisser ZustandsgroBen in zwei Zustanden. M. PLANCK 2) 

ging nun einen Schritt weiter, indem er die Gleichung (39) 

(~~)o= [2(~1tF2~L= [a(G~~ G~L= 0 

in je zwel Gleichungen 

und 

zerlegt. Beachtet man, daB - (~FT) eben so wie - (~ TG) die Entropie darstellt, 
d v 0 p 

so lautet die neue Forderung: 
So = o. (82) 

Der NERNST-PLANcKsche Warmesatz lautet also: Beim Nullpunkt besitzt 
die Entropie eines jeden chemisch reinen, homogenen festen oder flussigen Korpers 

den Wert. O. (2S) C" 
Damlt folgt sofart aus aT v= Y: 

'1' 

S = /"Cv dT 
.T 

o 

und analog (83) 

vVenn aber die Entropie fUr endliche Temperaturen endliche vVerte behalten 
soil, dann mussen die spezifischen Warmen am Nullpunkt in hinreichend hoher 
Ordnung mit T verschwinden. Wahrend die NER~STschc Fassung verlangte, 
daB die gesamte \Varmekapazitat des Systems bei einer Reaktion am NUllpunkt 

") F. SIl>ION, ZS. f. phys. Chem. Bel. 110, S. 572. 1924. 
2) ::'II. PLANCK, Thcrmodynamik, S. 2(,9. Leipzig 1911. 



Ziff. 23. Folgerungen aus dem Theorem. 169 

sich nicht andert, daB also die KOPpsche Regel von der Additivitat der Atom­
warmen fUr T = 0 streng erfiillt sei, wird hier gewissermaBen eine Begriindung 
dieses Verhaltens geben. In thermodynamischer Denkweise konnte man vielleicht 
das Zutreffen der NERNsTschen Forderung, daB namlich die Warmekapazitaten 
der verschwindenden und entstehenden Stoffe gleich werden, ungezwungen nur 
so deuten, daB sie gleich 0 werden. Die historische Entwicklung zeigt aber, daB 
eine solche SchluBweise anfanglich durchaus nicht nahe lag. Reute sind diese 
Fragen entschieden, nachdem die theoretische und experimentelle Ausbeute 
der Quantentheorie eindeutig die engere PLANcKsche Fassung und somit a fortiori 
die weitere NERNsTsche als zu Recht bestehend erwiesen hat. 

Die Form (41) des NERNsTschen Theorems HiBt sich ebenfalls auf die PLANCK­
sche Erweiterung iibertragen. Da A = FI - F2 = GI - G2 und U' = U1 - O2 

= WI - W2 ist, folgt aus (41) 

lim - =--hm-. (OF) 1. (aU) 
T=O aT" bT=o aT v 

und lim (~G) __ ~ lim (OW) . 
T=O aT p - b T=O aT, p , 

oder 
lim Sv = b1 lim Cv 
T=O T=O 

und limSp = b1 lim cp • 
T=O T=O 

(84 a) 

Auch diese Form ist ein eindeutiger Ausdruck des NERNST-PLANcKschen Theorems 
und gleichbedeutend mit (82). Die positive Konstante b bleibt thermodynamisch 
unbestimmt. Die DEBYEsche Theorie der festen Korper lehrt, daB fiir diese 
b = 3 wird. 

Es entsteht nun die Frage, ob die an sich einleuchtende PLANcKsche Fassung 
auch experimentell bestatigt ist. Was die spezifischen Warmen betrifft, so ist es 
unzweifelhaft der Fall. Affinitatsbestimmungen sind offenbar nicht dazu geeignet, 
zwischen beiden Fassungen zu entscheiden; wohl aber hat man geglaubt, aus 
gewissen Eigenschaften des Einzelkorpers Entscheidungen hieriiber treffen zu 
konnen l ). Indessen zeigt eine nahere Betrachtung, daB hier die NERNsTsche 
Aussage vollig geniigt. Wir wollen dies in folgendem zeigen. 

c) Folgerungen aus den beiden Fassungen des Theorems. 
23. Spannungskoeffizient und Ausdehnungskoeffizient. Wir betrachten 

zuerst den Spannungskoeffizienten; die beiden ersten Hauptsatze geben fiir ihn: 

(OP) (as) 
aT v = a v T' 

Hierauf wenden wir zuerst die PLANcKsche Aussage (83) an und erhalten: 

(OP) fT1 (oc,,) 1(02p) (a p) (OP) 
aT v = T Tv T dT =J I ora. v dT = aT v - aT v(T=O) 

o 0 

oder 
(OP) _ 
'T - O. () v(T=O) 

(85) 

Also: der Spannungskoeffizient verschwindet beim Nullpunkt. 

1) Z. B.: CL. SCHAEFER, Theoret. Physik Bd. II, S. 317. Berlin 1921. 
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In ganz analoger Weise folgern wir fUr den Ausdehnungskoeffizienten aus 

(av) J!1 (acp) t(a2 v) (av) (av) aT p = - T ap T dT = +.J ' aT2- v dT = aT p - aT, p(T=O) 

o 0 

oder (a v) - -0 aT p(T=O) - • 
(86) 

Also: der kubische Ausdehnungskoeffizient verschwindet beim Nullpunkt. 
Die Ergebnisse (85) und (86) sind nun durch die Erfahrung in weitem MaBe 

bestatigt worden, insbesondere wurde das Verschwinden des Ausdehnungs­
koeffizienten von GRUNEISEN bereits vor Aufstellung der Beziehung (82) ex­
perimentell gefunden. Sie sind eine Folge davon, daB die Integrationskonstante 
in (83), So, verschwindet. Tatsachlich ist diese Forderung aber gar nicht notig, 
es genugt, daB So eine absolute Konstante ist, urn zu (85) und (86) zu gelangen; 
aber gerade das ist der Inhalt der NERNsTschen Form, im Gegensatz zu dem 
Resultat der beiden erst en Hauptsatze, nach denen So noch Funktionen von v 
oder P sein konnen. 

Urn das zu zeigen, werde eine isotherme Ausdehnung eines homogenen 
v, 

Korpers betrachtet. Die maximale Arbeit ist gegeben durch A = J pdv. Die 
v, 

Anderung von A, die eintritt, wenn derselbe ProzeB zwischen den gleichen 
Grenzen bei einer urn dT hoheren Temperatur verHiuft, ist 

(!sA) j'~(' OP) aT v = aT .a v . 
V, 

Fur den absoluten Nullpunkt soIl das nach NERNST Null werden. Das konnte 

nun so sein, daB (:~)v als Funktion von v neben positiven auch negative Werte 

annimmt. Da aber die Grcnzen VI und V2 ganz beliebige sind, so ist sein Ver­
schwinden nur moglich, wenn 

( 2P) aT v(T=O) = 0 (85 a) 

ist. 
Etwas umstandlicher ist der Nachweis, daB auch der Ausdehnungskoeffizient 

in der NERNsTschen Fassung verschwindet. Die Ausgangsgleichung ist die gleiche 
p, 

in partie11 integrierter Form: A = [pvJi - J~dP. Fur den Ubergang zur benach-
P, 

barten Temperatur werden jetzt die Anfangs- und Enddruckc als Konstanten 

behandelt. Zur Bildung von (~":)p hat man also gemaB Gleichung (20) nicht von 

A = PI - P 2, sondern von A = (PI + PI VI) - (F2 + P2 v2) "c GI - G2 aus­
zugehen, und erhiiJt dann: 

(vA) =, (~(~I -::-: 5>'2) \ = _ j"(D~) d P 
iTp (-1')1' . iTp . 

P, 
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Durch den gleichen SchluB wie oben folgt nunmehr: 

(:;t(T=O) = o. (86 a) 

Man kann tibrigens auch anders verfahren, indem man die Gleichungen 

(~~)T= T(:t)v - p und (~~)T = V - T(~ft tiber v bzw. p integriert und 

(21 a) bzw. (21 b) einfiihrt; man gelangt dann ohne weiteres auf den oben be­
schrittenen \Veg. 

Somit sind die Beziehungen (85) und (86) als Folgen bereits der NERNSTschen 
Fassung nachgewiesen und konnen nicht als Stiitze der PLANcKschen Form dienen. 

24. Verallgemeinerte Folgerungen aus dem Theorem. Man kann die 
letzten Betrachtungen verallgemeinern, indem man sie auf so1che Vorgange 
ausdehnt, bei denen Arbeiten nicht nur durch Volumenanderung geleistet werden. 
1st ein Vorgang auBer vom Volumen noch von anderen Parametern abhangig, 
so kann man ansetzen 

(87) 

(87a) 

das NERNsTsche 

und 
(88) 

wird. Statt v in (87) konnte man auch pals Parameter wahlen. 
Wird die Oberflache eines Korpers urn dW 1 = dO vergroBert, so ist der zu­

gehOrige Faktor Kl gleich der Oberflachenspannung tX. Aus (88) folgt sofort, 

daB (:it = 0 wird. Der Faktor kl ist die beim Verschwinden der Oberflachen­

einheit ohne Arbeitsleistung auftretende Warmeenergie; diese wird nach (87a) 
und (88) beim Nullpunkt gleich der Oberflachenspannung. 

FlieBt durch die Kontaktstelle zweier Metalle mit der thermoelektrischen 
Potentialdifferenz e die Elektrizitatsmenge dE, so ist Kdw = edE die geleistete 

Arbeit, T (;;) dE die dabei auftretende Peltierwarme. Wegen (88) gilt (:;t = O. 

Erzeugt ein magnetisches Feld der Starke H = 1 in einem Korper ein 
magnetisches Moment M, so ist die durch Wachsen des Feldes urn dH geleistete 

Arbeit K dw = M dH; wieder gilt (~M) = 0 oder auch: die Suszeptibilitat wird 
oT 0 

bei tiefer Temperatur von dieser unabhangig. 
Alle diese Satze vom Verschwinden der Temperaturkoeffizienten gewisser 

1ntensitatsgroBen beim Nullpunkt als direkte Folgen des Theorems sind durch 
die Erfahrungl) gut bestatigt. Sie lassen sich beliebig vermehren, und zwar immer 

1) G. WI ETZEL, Ann. d. Phys. Bd. 43, S. 605. 1913; \V. H. KEESOM, Phys. ZS. Bd. 14, 
S.674. 1913; E.OOSTERHUIS, ebenda Bd. 14, S.862. 1913. 
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dann, wenn es sich urn grundsatzlich reversible Vorgange mit thermischen Be­
gleiterscheinungen handelt. 

Nun gibt es in der Natur noch Arbeitsvorgange, die anscheinend frei von 
solchen thermischen Wirkungen sind, etwa die AuBerungen der Gravitations­
krafte, der COULoMBschen Krafte usw. Man kann diese mit NERNST1) in der 
Weise dem obigen Schema einordnen, daB man ihre "charakteristische Tem­
peratur", namlich diejenige, bei der V' und A merklich verschieden werden, als 
so hoch ansieht, daB bei allen experiment ell erreichbaren Temperaturen immer 

noch (~~) = 0 erfiillt ist. Der damit gegebene neue Gesichtspunkt ist von 

hohem theoretischen Interesse, solI aber hier mangels experimenteller Beweise 
. nicht naher besprochen werden. 

d) Prinzip von der Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes. 
25. Aufstellung des Prinzips und seine Aquivalenz mit dem NERNST-PLANCK­

schen Theorem. Die Einreihung des Theorems in die thermodynamischen Haupt­
satze laBt es wiinschenswert erscheinen, seine Form derjenigen der anderen Haupt­
satze anzupassen. In diesem Bestreben wurde NERNST 2) zur Formulierung des 
Prinzips von der Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes gefiihrt. Es lautet: 

"Es darf keinen in endlichen Dimensionen verlaufenden ProzeB geben, mit 
Hilfe dessen ein Korper bis zum absoluten N ullpunkte abgekiihlt werden kann." 

Hieran kniipft sich ein ganzer Komplex von Fragen, der eine langere Dis­
kussion verschiedener Autoren3) zur Folge gehabt hat. Urn diese etwas verwickel­
ten Dinge zu iibersehen, wollen wir folgende drei Fragestellungen scharf von­
einander trennen: 

a) 1st das Prinzip der Unerreichbarkeit des Nullpunktes (UP.) ohne weiteres 
zuriickfiihrbar auf den zweiten Hauptsatz (II. HS.), oder bedarf es dazu noch 
weiterer Annahmen? 

b) 1st das NERNSTsche Theorem (Th.) ohne weiteres zuriickfiihrbar auf das 
UP. oder bedarf es hierzu noch weiterer Annahmen? 

c) 1st das Th. zuriickfiihrbar auf den II. HS. unter Zuhilfenahme der Er­
fahrungstatsache des Verschwindens der spezifischen Warm en (C-Forderung)? 

Zu a) Der NERNsTsche Beweis benutzt einen CARNoTschen KreisprozeB, 
dessen obere Isotherme bei der kleinen, aber endlichen Temperatur T und dessen 
untere Isotherme bei T = 0 verlauft. Da nun ein Warmeiibergang weder auf 
den Adiabaten noch auf der Isotherme T = 0 stattfinden kann (letzteres wegen 
der zwar einschrankenden, aber kaum bestrittenen Aussage: Ao - Vo = Q = 0), 
so wiirde bei diesem Prozesse die ganze aus dem Reservoir T entnommene Warme 
in Arbeit verwandelt, was dem II. HS. widersprechen solI. Daraus wird ge­
schlossen, daB ein solcher KreisprozeB unmoglich ist, daB vielmehr der Nullpunkt 
durch cine Adiabate nicht erreicht werden kann, also iiberhaupt unerreichbar ist. 

Dieser SchluB erscheint mir nicht zwingend. Der II. HS. behauptet, daB die 

b .. C h K' B . 1 . b A b . A Q Tl - To CI emem ARNOTSC en relsproze maXIma gewmn are ",r elt = 1 ------y--, 
1 

wobei Ql die von dem warmeren Reservoir Tl abgegebenc Warmemenge bedeutet. 
Setzt man T2 = 0, so wird A = Ql; d. h. aber, daB die ganze Warme aus dem 
Reservoir Tl in Arbeit verwandelt wird. Dieses Resultat kann nicht im Wider-

') \V. NER:\ST, Grundlagcn d. n. \Varmesatzes, S. 181. Halle 191 S. 
2) \\". XERNST, Ber!. Ber. 1912, S. 134. 
3) H. A. LORE:\TZ, Chem. \\"cekblad 1')13, S. 621: P. CZUKOR, Verh. d. D. Phys. Ces. 

Bel. 16, S. 486.1914; M. POLA:'o!YI, ebenda Be!. 16, S. 333.1914; Bel. 17, S. 35(J. 1915; A. EIN­

STEIN, Solvay-KongrcJ3 1911. 
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spruch zum II. HS. stehen, da es ausschlieBlich aus ihm gewonnen wurde. Damit 
fant aber auch die Folgerung der Unmoglichkeit eines solchen Prozesses fort. 

Urn nun zu untersuchen, in welcher Aussage das Unerreichbarkeitsprinzip 
tiber den Inhalt des II. Hauptsatzes hinausgeht, wollen wir es zuerst fiir den 
Fall der adiabatischen Ausdehnung eines festen Korpers streng formulieren. 

Aus der allgemeinen Beziehung ds = (:~)v dv + ; dT folgt bei einem adiaba­

tischen ProzeB (ds = 0) fUr die einer VolumenvergroBerung .1v entsprechende 
Temperaturerniedrigung -.1 T: 

-.1T=--.1v. T (OP) 
Cv aT v 

(89) 

Die Unerreichbarkeit des Nullpunktes ist dann gewahrleistet, wenn -.1T(T=O) = 0 

fUr jedes beliebige positive oder negative .1v ist, d. h. also, wenn [T (~P)] _ 
Ct' aT v T-O 

verschwindet. Wir entwickeln die Energie U an der Stelle T = 0 nach T: 

u= Uo+ (:~tT+ ;J~~)oT2+ '" = Uo+ (~~)oT+bT2+Cya .... (90) 

Dann folgt durch Integration von (8) nach Art von (34a): 

F = Uo - (~~)o T(lnT - InTo) + (:;)0 T - b T2 - ~ P ... 

und weiter 

a (ou) a [(au) (OF) ] ab 3 2(6c) = (In T - In To) - -, + - -, - - + 2 T -;:- + - T --;:- ... 
ov aT 0 ov dT 0 aT 0 cv 2 dv 

Endlich ist 
_ au _ (BU) 2 

Cv - iJ T - iJ T 0 + 2 b T + 3 cT . .. 

Also wird 
T (BP) c;; aT v 

a (iJ~ a [(au) (OF)] ab 3 (oc) T(ln T - In To) - -" + T - - - - + 2 T2 -;:- + - T3 --;:- ... 
av oT 0 av aT 0 aT 0 ov 2 ov 

(au) 2 aT 0+ 2 b T + 3 cT ... 
(91) 

Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen dies fUr T = 0 verschwindet. 
Zuerst konnen wir das Glied mit (In T - In To) als identisch verschwindend 

streichen. 1st nunmehr (:~o endlich, so verschwindet der ganze Ausdruck (91). 

Dieser Fall entspricht der klassischen Anschauung, nach der Cv am Nullpunkt 
endlich bleibt; hierftir ist also das Unerreichbarkeitsprinzip erfiillt. Lassen wir 
indessen ein Verschwinden der spez. Warme zu, so wird der Ausdruck fUr T = 0: 

6 [(au) (OF) ] av lff 0 - aT 0 

2b 
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Da nun b nieht unendlieh ist, U und Faber sehr wohl von v abhangen werden. 
kann das nur versehwinden, wenn 

(aU) __ (OF) 
aT 0 - \oT 0 

(92} 

ist. 
Diese Gleichung stellt also die allgemeine Bedingung fiir die Giiltigkeit 

des Unerreiehbarkeitsprinzips dar. Sie ist notwendig, aber aueh hinreiehend; 
sollten namlieh iiberdies aueh die b, c ... Null sein, so iiberzeugt man sich leicht, 
daB das Versehwinden des Ausdrucks dadurch nicht in Frage gestellt wird. 

Ganz entsprechend verlauft die Rechnung, wenn wir an Stelle einer adiaba­
tischen Ausdehnung einen andern geeigneten Vorgang, etwa eine Sublimation 
oder eine chemische Reaktion, betraehtet hatten. Das Unerreichbarkeitsprinzip 
laBt sich also aus dem II. Hauptsatz herleiten nur unter der dariiber hinaus-

gehenden Bedingung (~~)o = (:;)0' Diese stellt aber bereits einen Teil des 

NERNsTschen Theorems dar (Tangierungsforderung). 
Zu b). Nunmehr lassen sieh die Fragen unter b) und e) ohne weiteres be­

antworten. Das NERNsTsehe Theorem geht insofern iiber die Aussage des Un­
erreiehbarkeitsprinzips hinaus, als es iiberdies verlangt 

Wir erhalten also das Schema: 

II. Hauptsatz + Tangierungsforderung (92) 

Unerreichbarkeitsprinzip + C-Forderung (93) 

NERNSTsehes Theorem. 

(93) 

Zu c). Daraus folgt sofort, daB - entgegen der Ansieht maneher Autoren -
das NERNSTsche Theorem sieh nicht aus dem II. Hauptsatz unter Hinzunahme 
des Verschwindens der spez. Warmen herleiten laBt., 1m iibrigen verweisen wir 
auf Ziff. 11 [Gleichung (43)J, deren Resultate mit dem hier gewonnenen Stand-

punkt in Ubereinstimmung stehen. Die Zerlegung der Aussage (~~)o = 0 in 

zwei Teile findet eine natiirliehe Deutung dureh die Zwisehensehaltung des 
Unerreiehbarkeitsprinzips, das somit eine eigenartige Mittelstellung zwischen 
dem II. und III. Hauptsatz einnimmt. (c ) 

Aueh die verseharfte Forderung 1), daB ;. T~o = 0 sein solI, vermag die 

Tangierungsforderung nieht zu ersetzen, wie man sofort aus Gleichung (91) 
erkennt. Ebenso sind Erorterungen iiber die Niehteinstellung des Gleichgewichts 
zwar von gewisser Bedeutung, haben aber niehts mit den hier behandelten 
Fragen zu tun. Die Tangierungsforderung laBt sich indessen auf quantentheo­
retisehem Wege begriinden, worauf hier nieht eingegangen werden solI. 

Wenn man trotzdem das Unerreichbarkeitsprinzip als ein Aquivalent des 
III. Hauptsatzes betraehten will, so laBt sieh das nur damit reehtfertigen, daB 
man das Versehwinden der spez. Warmen als eine dureh Experiment und Theorie 
bewiesene Tatsaehe voraussetzt. In diesem Sinne laBt sich dann der III. Haupt­
satz ausspreehen: 

"Es ist unmoglieh, eine Vorriehtung zu ersinnen, dureh die ein Korper vollig 
der Warme beraubt, d. h. bis zum absoluten Nullpunkt abgekiihlt werden kann." 

') :VI. POLANYI, Verh. d. D. Phys. Ges. Ed. 16, S.333. 1914; Ed. 17, S. 350. 1915. 



Kapitel 3. 

Statistische und molekulare Theorie 
derWarme. 

Von 

ADOLF SMEKAL, Wien. 

I. Einleitung. 
1. Aufgaben einer molekularen Theorie der Warme. Die mangelnde Ko­

J.asion des Gaszustandes, die zahlreichen von der Thermodynamik unbenutzt 
~elassenen makroskopischen Zustandsdaten etwa der festen Korper und nieht 
mletzt die Vorgange bei der "warmeleitenden Beriihrung" verschieden tem­
perierter Systeme hatten aueh dann die Idee eines den Warmeerscheinungen 
mgrundeliegenden "verborgenen" Meehanismus entstehen lassen miissen, wenn 
:lie Hypothese einer molekularen Konstitution der Materie nieht schon von 
lIters her ganz bestimmte Bilder zur Deutung jener Erseheinungen bereit­
sehaIten hatte. Die beispiellosen Erfolge der theoretisehen und experimentellen 
'\tomistik dieses Jahrhunderts haben die Bereehtigung und Niitzlichkeit jener 
Bilder iiber jeden Zweifel erhoben und damit auch direkte empirische Unter­
agen fiir eine molekulare Theorie der Warme geliefert. Die Aufgabe einer solchen 
fheorie muB es daher sein, die makroskopisehen GesetzmaBigkeiten mit den 
)isher erkannten molekularen zu verkniipfen und diese Weehselseitigkeit dureh 
'\uswertung immer neuer Erfahrungstatsaehen des makroskopisehen und des 
nolekularen Gebietes zu vertiefen. 

Als Ausgangspunkt fiir eine Bearbeitung dieses Programms konnen ent­
Neder makroskopiseh-thermisehe oder molekulare Erkenntnisse gewahlt werden. 
Der erstere Weg entsprieht sowohl der historisehen Entwieklung als aueh den 
)esonderen Zweeken der vorliegenden Darstellung mehr als der letztere. Er 
mnn die Frage naeh der N atur des Meehanismus der Warmeerseheinungen 
mnachst ganz unvoreingenommen verfolgen, indem er die verschiedensten 
VIodellvorstellungen fiir warme Korper hinsichtlich ihrer Eignung priift und 
mter ihnen eine engere Wahl zu treffen sueht. Urn die Tragweite der allgemeinen 
:hermodynamisehen Satze klarzustelIen, wird es dabei notwendig sein, in einem 
~rsten Stadium der Theorie von der Beriieksichtigung aller qualitativen und 
luantitativen Materialeigenschaften der wirkliehen Korper abzusehen und deren 
iTerwertung einer tiefergehenden Analyse vorzubehaIten, welche den Sitz eben 
iieser Materialeigensehaften zu ermitteln haben wird. Wie sich zeigt, gelangt 
nan auf diesem Wege ganz zwanglaufig zur Molekulartheorie, so daB es keine 
,ehwierigkeiten bieten wird, auch deren unabhangig von der Thermodynamik 
~efundenen Erkenntnisse mit der molekularen Theorie der Warme zu verbinden. 
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2. Die makroskopischen ZustandsgroBen. Die makroskopische oder klas­
sische Thermodynamik benutzt nahezu ausschliel3lich phanomenologische Be­
griffe und SchluBweisen. Sie betrachtet die warmen Korper im allgemeinen 
als einheitliche Systeme, deren nahere Konstitution fur sie bis auf die Unter­
scheidung von Aggregatzustanden ohne Interesse ist. Das Verhalten der warmen 
Korper wird von ihr meist nur fUr den Zustand vo1liger makroskopischer 
Unveranderlichkeit gekennzeichnet. Die Beschreibung dieses thermodyna­
mischen Gleichgewichtszustandes erfolgt daher mittels zeitunabhangiger 
phanomenologischer ZustandsgroBen, unter gewohnlichen Bedingungen drei an 
der Zahl, welche durch die indi vid uelle "Zustandsgleichung" des warmen 
Korpers miteinander verknupft sind. Wie sich zeigen wird, ist es fUr die Aus­
fuhrungen des vorliegenden Abschnittes vorteilhaft, neben dem Volumen V 
und der absoluten Temperatur T an Stelle des gewohnlich bevorzugten auBeren 
Druckes p den Energieinhalt E des warmen Korpers als ZustandsgroBe zu be­
nutzen. Befindet sich der Korper in irgendwelchen unveranderlichen auBeren 
Kraftfeldern, so werden zu den genannten noch weitere zeitunabhangige Zu­
standsgroBen hinzutreten, fur welche etwa die makroskopischen (elektrischen, 
magnetischen, ... ) Feldstarken gewahlt werden konnen. Der EinfluB derartiger 
auBerer Kraftfelder auf den Korper ist von ganz ahnlicher Beschaffenheit wie 
der jener auBeren Wirkungen, durch welche man sich eine spontane Volumen­
anderung des Korpers verhindert zu denken hat; es empfiehlt sich darum, Volumen 
und auBere Feldstarken unter der gemeinsamen Bezeichnung: makroskopische 
auBere Parameter a* zusammenzufassen und damit aIle auBeren makroskopischen 
Wirkungen einer einheitlichen Behandlung zuganglich zu machen. - Die Be­
einflussung warmer Korper durch zeitlich veranderliche makroskopische Para­
meter beliebiger Beschaffenheit fallt auBerhalb des Rahmens der gewohnlichen 
Warmelehre; eine Sonderstellung von allerdings grundlegender Bedeutung kommt 
nur "umkehrbar" und "unendlich langsam" veranderlich erfolgenden auBeren 
Beeinflussungen zu, wahrend welcher der Korper zu jedem Zeitpunkte als prak­
tisch im Warmegleichgewicht befindlich angesehen werden kann. 

3. Die Aussagen der heiden Hauptsatze. Die Thermodynamik sieht es 
als zumindest prinzipiell moglich an, jeden warmen Korper von seiner makrosko­
pischen Umgebung energetisch beliebig weitgehend zu isolieren. Die Annahme 
dieser Vereinfachung berechtigt vor allem zu einer vorlaufigen Vernachlassigung 
der Strahlungswirkungen, auf die erst in Abschnitt 6, Zif£' 69ff. naher eingegangen 
werden wird; weiterhin ermoglicht sie es, die in einem makroskopischen, ab­
geschlossenen, materiefreien Volumen befindliche Strahlung in thermodynamischer 
Hinsicht einem warmen Korper gleichzustellen und wie einen solchen zu behandeln 
(Abschnitt 6, Ziff. 67f£.). Der erste Hauptsatz der Warmetheorie besagt dann, 
daB der Energieinhalt E eines isolierten warmen Korpers dauernd unveranderlich 
ist und gleiches auch von der Energiesumme mehrerer warmer Korper gilt, 
unabhangig davon, ob irgendwelche Energieaustausch ermoglichende Beruhrungen 
beliebiger Art zwischen ihnen hergestellt bzw. unterbrochen werden, oder che­
mische Umsetzungen unter ihnen stattfinden. Die Gnveranderlichkeit dieser 
Energieinhalte ermoglicht es, die bereits in Ziff. 2 bevorzugte Aufnahme von E 
unter die makroskopischen Zustandsveranderlichen zu rechtfertigen. 

Die Aussagen des zweiten Hauptsatzes betreffen Veranderungen an dem 
Zustand der warm en Korper und sind besonders mit der Unterscheidung von 
reversiblen und irreversiblen Prozessen verknupft. Die Integrabilitat des Diffe­
rentialausdruckes der reversi bel zugefiihrten Warme mittels der absoluten 
Temperatur Tals integrierendem Nenner liefert in der Entropie 5 eine makrosko­
pische Z ustandsfunktion, welche sich "adiabatisch" -reycrsiblen, "unendlich lang-
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samen" Verschiebungen der auBeren makroskopischen Parameter a* gegeniiber 
in varian t verhalt. Die lrreversibilitat aller mit endlichen Geschwindig­
keiten vor sich gehender thermischer Prozesse, insbesondere des Warmeaus­
gleiches zwischen urspriinglich verschieden temperierten Korpern ist demgegen­
iiber durch einseitige Zunahme der mittels reversibler Prozesse definierten 
makroskopischen Entropiefunktion gekennzeichnet. Die prinzipielle Umkehr­
barkeit aller iibrigen Vorgange der klassischen Physik laBt diese Folgerung 
bereits an sich als besonders fundamental erscheinen; sie wird es erst recht 
fiir eine molekulare Theorie der Warme, weIche an ihre Aufgabe ja gar nicht 
anders herantreten kann, als unter Berufung auf klassisch-umkehrbare Modell­
vorstellungen1) • 

II. Mechanisch-deterministische Modelle 
warmer Korper. 

4. Bewegungsgleichungen mechanischer Modelle. Erster Hauptsatz; Mit 
Riicksicht auf die dauernde Energiekonstanz isolierter warmer Korper (Ziff. 3) 
kommen fiir diese nur soIche Modelle in Betracht, deren Bewegungsgleich~ngen 
eine eindeutige und von der Zeit explizit unabhangige Invariante von der Di­
mension eines Energiebetrages besitzen. Der Bequemlichkeit halber mogen 
soIche Modelle als "mechanisch" oder "quasimechanisch" bezeichnet werden, 
weil die gewohnlichen mechanischen Systeme der genannten Forderung in zwar 
spezieller, aber anschaulicher Weise zu entsprechen vermogen und praldisch 
ohnehin allein fiir sie in Frage kommen. 1m folgenden sollen zunachst die 
mechanischen Modelle behandelt werden, wahrend den quasimechanischen 
(mechanisch-statistischen) Modellen die spateren Abschnitte gewidmet sind. 

Die Anzahl der Freiheitsgrade des mechanischen Modells sei s; ein beliebiges 
System von zueinander kanonisch konjugierten Koordinaten und Impulsen des 
Modells (s. ds. Handb. V) moge mit qk und Pk (k = 1,2, ... s), die Zeit mit t 
bezeichnet werden. Dann lauten seine Bewegungsgleichungen in der HAMILTON­

schen kanonischen Form 
dqk iJE 
Tt = iJPk' (k = 1,2 ... s) (1 ) 

Da das Modell im Sinne der Thermodynamik durch Verschiebung auBerer makro­
skopischer Parameter a* umkehrbar und unendlich langsam beeinfluBbar sein 
soIl (Ziff. 2), muB die in (1) auftretende Funktion E auBer von den "Phasen" qk 
und Pit. auch noch von den a* abhangig sein; damit E iiberdies mit der Energie 
des Modells identisch werden kann, darf die.Zeit t darin explizit nicht vorkommen. 
Aus den Gleichungen (1) folgt dann in der Tat fiir jede beliebige Wahl der 
Koordinaten qk des Modells bei konstant gehaltenen Parametern a* 

dE 
Tt=O, 

1) Ais zusammenfassende Darstellungen der statistischen und molekularen Theorie der 
Warme, auf welche bezuglich der meisten Literaturangaben und vieler Einzelheiten hier 
ein fur allemal verwiesen sei, kommen in Betracht: P. u. T. EHRENFEST, Begriffliche Grund­
lagen der statistischen Auffassung in der Mechanik. Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. IV, Heft 32, 
Leipzig: Teubner 1912; P. HERTZ, Statistische Mechanik, in WEBER-GANS, Repert. d. Phys. 
Bd. I, Teil 2, Leipzig: Teubner 1916; K. F. HERZFELD, Kinetische Theorie der Warme, aus 
Mtl'LLER-POUILLET, Lehrb. d. Phys., 11. Aufi., Bd. III, 2. Halfte, Braunschweig: Vieweg 1925; 
A. SMEKAL, Allgemeine Grundlagen der Quantenstatistik und Quantentheorie. Sonderabdr. 
a. d. Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V, Nr. 28, Leipzig: Teubner 1926. 

Handbuch der Physik. IX. 12 
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so daB die Energiefunktion E gemaB 

E(qk' Pk, a*) = E (2) 
dem konstanten Energieinhalt E des isolierten warmen K6rpers gleichgesetzt 
werden kann. Fiir die Giiltigkeit von (2) ist es natiirlich ganzlich belanglos, 
ob die Gleichungen (1) die Bewegung etwa eines Systems von Massenpunkten 
oder die eines beliebigen andersbeschaffenen Gebildes zur Darstellung bringen 
und ob die inneren Krafte des Modelles im speziellen Sinne des Wortes "mecha­
nische" sind. Von gewissen Spezialfallen abgesehen, setzt die Beschreibbarkeit 
eines Bewegungsvorganges mittels der Gleichungen (1) iiberhaupt nur voraus, 
daB die Bewegungsgleichungen aus einem Variationsprinzip abgeleitet werden 
k6nnen. Bei gew6hnlichen mechanischen Systemen ist die Energiefunktion stets 
eindeutig und gestattet im FaIle konservativer Krafte eine Zerlegung m die 
kinetische Energie Ep und die potentielle Eneigie Eq von der Form 

E (qk, Pic> a*) = Ep (qk, h,) + Eq (qk, a*), (3) 
wobei Ep bei AusschluB relativitatstheoretischer Betrachtungen eine quadratische 
Funktion der Pk darsteUt. 

Wenn sich ein vorgelegtes mechanisches System als Modell eines warmen 
K6rpers brauchbar erweisen sollte, so wiirde (2) offenbar nichts anderes dar­
stellen als das Analogon zu der Aussage des ersten Hauptsatzes; die Wiedergabe 
der Materialeigenschaften des K6rpers wiirde durch die individuelle Abhangigkeit 
der Energiefunktion (2) bzw. (3) von den qlc> Pic und den a* gekennzeichnet sein. 

5. Das Integrationsergebnis der Bewegungsgleichungen. Die vollstandige 
Integration der Bewegungsgleichungen (1) erfolgt am einfachsten mittels der 
HAMILTON-JACoBIschen partiellen Differentialgleichung. Man erhalt diese Diffe­
rentialgleichung, indem man in (2) an Stelle der Impulsgr6Ben h durch die 
s Gleichungen 

(k = 1, 2, ... s) (4) 

die Differentialquotienten einer Funktion W einfiihrt 

( oW oW *)_ E ql' ... , q .. -,-, ... , -.-, a - E. 
. dql dqs 

(5) 

Wenn nun W (ql' ... , qs, iX I , ... , iX". a*) + Konst. (6) 

eine vollstandige L6sung von (5) ist, worin iX l = E, sowie iX 2, ••• , iX, willkiirliche 
Konstanten bedeuten, so stellen die Gleichungen 

oW oW 
OiX

l 
= t + PI ; OiXi = Pi (i = 2, 3, ... s) (7) 

zusammen mit den Gleichungen (4) die allgemeine L6sung der Bewegungsglei­
chungen (1) dar; Pl> "', Ps sind ebenfalls willkiirliche Konstanten, t bedeutet 
wiederum die Zeit. Die Gleichungen (4) und (7) gestatten einerseits die "Phasen" 
qk> Pk als Funktionen der iXi, Pi, a* und der Zeit auszudriicken 

(k = 1, 2, ... s), 
ql.; = qk (IXl> ... , IX" t + fil' P2' ... , fiB' a*) 

(8) 

oder umgekehrt die voneinander unabhangige "Integrale" Ai, H;(i = 1, 2, ... , s) 
als Funktionen der qk> Pk, a* darzustellen 

E = E (qlco Pk> a*) ~ Al (qk' h a*) = IXI ; 

(i = 2, 3, ... , s) Ai (qk, h a*) = IXi ; 

BI (qb h a*) = t + PI' } 
B, (qk> h a*) = fJ,. (9) 
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Wie man sieht, tritt die Zeit t nur in einem einzigen dieser Integrale auf, die 
iibrigen 2s - 1 Integrale sind zeitfrei. AuBer der Energie (2) des Systems 
gibt es daher noeh 2s - 2 voneinander unabhangige Funktionen der gemaB 
(1) und (8) mit der Zeit dauernd veranderliehen Phasen qk und h, welche 
bei Konstantbleiben der auBeren Parameter a* ihre Werte ungeandert bei­
behalten. Wahlt man an Stelle der qk, Pk neue kanonisehe Variable qr, P'k, 
fUr welche die Bewegungsgleiehungen wieder von der allgemeinen Form (1) 
sind, so bleibt die Eigensehaft der entspreehend transformierten 2s-Funk­
tionen Ai, B; in (9). Integrale der Bewegungsgleiehungen darzustellen, er­
halten; die willkiirliehen Konstantwerte (Xi, fli dieser Integrale besitzen dem­
naeh eine von der an sieh wilIkiirliehen Koordinatenwahl vollig unabhangige 
Bedeutung. 

6. Darstellung der Bewegung des Modells im Phasenraume. Wenn man 
die 2s-"Phasen" qk, Pk des Modells als CARTEsIsehe Koordinaten in einem 
ebenen 2s-dimensionalen "Phasenraum" auffaBt, kann den Integrationsergeb­
nissen (8) und (9) eine ansehauliehe geometrisehe Deutung gegeben werden, 
auf welche im folgenden ofter bezug genommen wird. Fiir jede bestimmte Wahl 
der 2s - 1 willkiirliehen Integrationskonstanten lXI"", lX" fl2"'" fl, stellen 
die Beziehungen (8) im Phasenraum offensiehtlieh eine 2s-dimensionale Raum­
kurve dar, deren einzelne Punkte durch bestimmte \Verte von t + fll gekenn­
zeiehnet sind; wird der Beginn der Zeitzahlung durch Verfiigung iiber fll fest­
gelegt, so durchlauft jeder beliebige "Phasenpunkt" fUr - CXl < t < + CXl die 
gesamte "Bahnkurve" oder "Phasenkurve" des Systems. Jedes der 2s-Integrale 
(9) bedeutet dann eine eindimensionale Schar von (2s - 1)-dimensionalen 
"Hyperflachen"; durch Festlegung von (Xl" • " lX., t + fll' fl2' ... , fl. erhalt man 
aus (9) 2s individuelle derartige Hyperflachen, deren gemeinsame "Schnitt­
linie" eine Phasenkurve ergibt. Die der Energiegleichung (2) zugeordneten 
(2s - 1)-dimensionalen Hyperflaehen werden insbesondere'die "Energieflachen" 
des mechanisehen Modells genannt. 

Wie man erkennt, ist die geometrisehe Abbildung der Modellbewegung im 
Phasenraum abhangig von der besonderen Wahl der ihr zugrunde liegenden 
kanonischen Veranderlichen qb Pk' Aus der oben hervorgehobenen Unabhangig­
keit der GroBen (Xl ••• (X., t + flI> fl2 •.. fl. von dieser Wahl folgt jedoch, daB 
die Mannigfaltigkeit der Bahnkurven des Modells hiervon unbeeinfluBt bleibt; 
da es physikaliseh allein auf die letzteren ankommt, ist dieser Umstand demnaeh 
fUr alle weiteren Sehliisse belanglos. 

Wahrend hier der Phasenraum des Modelles fUr den einhei tlichen warmen 
Korper in Betraeht gezogen worden ist, wird es sich yom folgenden Absehnitt 
an als notwendig erweisen, aueh die Bewegung der Bausteine eines Atoms oder 
Molekiils in einem Phasenraume darzustellen, Von der bevorzugten Behandlung 
gasformiger Systeme her ist es iiblich, den hier benutzten Phasenraum dem 
spater einzufUhrenden ,u-Raum (Molekiilphasenraum, Ziff.25) als r-Raum 
(Gasphasenraum) gegen iiberzustellen. 

7. Stabilitat der Modellbewegung. Wiederkehrsatz und Periodizitats­
eigenschaften. Die Endlichkeit des dreidimensionalen Volumens der warmen 
Korper bringt es mit sieh, daB die Koordinaten qk ihrer Modelle fUr alle Zeiten 
nur zwischen endliehen festen, wenn auch parameterabhangigen Gren­
?;en veranderlich sein diirfen. Wenn die kinetisehe Energie Ep der Modelle als 
(definite) quadratisehe Form der Impulse Pk angesehen werden darf (Ziff. 4), 
[olgt aus (2) mit Riicksieht auf den endliehen Energieinhalt E aueh eine ahnliche 
Besehrankung fUr die ImpulsgroBen. Es kommen also von vornherein nur 
"stabile" mechanische Modelle oder "stabile" Losungen (8) der Bewegungs-

12* 
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gleiehungen (1) in Betraeht, welche aueh fUr unbesehrankt abnehmende oder 
waehsende Werte von t + PI durch 

qk(l) < qdtXI' .. , (X8' t+PI' P2' ... , p" a*) < qi2)} 
(k=1,2, ... s) 

Pk(l) <Pk((Xl' .. '(X8' t+PI' P2' ... , P" a*) <Pk(2) 
gekennzeiehnet sind. 

(10) 

1m Phasenraum betraehtet, besagen die Bedingungen (10), daB der gesamte 
unendliehe VerIauf der "stabilen" Bahnkurven auf ein endliches, 2s-dimensio­
nales parallelepipedisehes Gebiet besehrankt bleiben muB. Der POINCARE­
CARATHEODORYSehe Wiederkehrsatz1) verseharft diese triviale Feststellung zu 
der aus (10) und den Bewegungsgleichungen (1) abJeitbaren Folgerung, daB 
jede im obigen Sinne "stabile" Bahnkurve im Phasenraum einen bestimmten 
endlichen "Wiederkehrbereieh" iiberall dieht erfiillt, d. h. jedem seiner Punkte 
(bis auf eine "Nullmenge" von Punkten) immer wieder beliebig nahekommt. 
Die Bedingungen (10) haben also eine gewisse "Quasiperiodizitat" der Modell­
bewegung zur Folge, indem jede Koordinaten- und Impulskonfiguration des 
Systems naeh weehselnden, aber stets endliehen Zeitdauern "praktiseh" immer 
von neuem wiederkehrt. - Da jede Bahnkurve auf einer (2s - 1)~dimen­
sionalen Energieflaehe des Systems verlaufen muB, kann die Dimensionszahl 
des Wiederkehrbereiches h6ehstens 2s - 1 betragen; ihre genauere Festlegung 
hangt von der individuellen Beschaffenheit des Modelles ab und steht in engem 
Zusammenhang mit seinen analytisehen (strengen) Periodizitatseigenschaften. 

Wenn die HAMILTON-JAcoBIsehe partielle Differentialgleichung (5) des 
Systems fiir irgendwelche kanonisehe Veranderliehe qk, h dureh "Separation 
der Variablen" vollstandig integrierbar ist 2), d. h. wenn die Funktion W (6) 
in der besonderen Form 

W(q~, (Xi. a*) = W1(ql' (Xi, a*) + ... + W,(q" IX., a*) (11) 

erhalten werden kann und iiberdies die Bedingungen (10) erfiillt sind, so k6nnen 
die q" und Pk stets dargestellt werden als mehrfaeh periodische Funktionen 
der Zeit3). Derartige Systeme heiBen "bedingt periodisch" (Zif£. 14), weil man 
sie dureh Gleichsetzung oder Kommensurabelmaehen ihrer Perioden zu ge­
w6hnliehen, einfaeh periodisehen Systemen (Ziff. 13, 14) "entarten" lassen 
kann; ihre "stabilen" L6sungen ergeben sieh aus (8), wenn man die willkiirIichen 
Integrationskonstanten tX I , ... , (X, in (11) auf bestimmte, individuelle Werte­
bereiche beschrankt, welche in jedem Einzelfalle rechnerisch ermittelt werden 
,konnen. Die Wiederkehreigenschaft der Bahnkurven solcher Systeme kann 
,umnit,telbar aus ihren Periodizitatseigenschaften ersehlossen werden; die Di­
mensionszahl ihres Wiederkehrbereiches ist gleich der Anzahl der untereinander 
inkommensurablen Perioden oder d"em "Periodizitatsgrad" des Systems, welcher 
hoehstens s betragen kann. 

Bei niehtseparierbaren meehanischen Systemen sind die besonderen Ver­
haltnisse, welche die Bedingungen (10) mit sieh bringen, wesentlieh davon ab­
hangig, ob der Wiederkehrbereich in seinem Inneren oder unter den Punkten 
seiner Begrenzung Singularitaten der Bewegungsgleichungen (1) enthalt, welchen 
die Bahnkurven immer wieder beliebig nahekommen. Wenn dies nieht zutrifft, 

1) C. CARATHEODORY, Berl. Ber. 1919, S.580. 
2) Die Bedingungen hierfiir hat T. LEVI-CIVITA, Math. Ann. Bd. 59, S. 363. 1904, auf­

gestellt und fUr s = 2 vollstandig diskutiert; fUr s = 3 vgl. man F. A. DALL'AcguA, Math. 
Ann. Bd. 66, S. 398. 1909. 

3) P. STACKEL, Habilitationsschr. Halle 1891, S. 16; C. R. Bd. 116, S. 485. 1893; Bd. 121, 
S. 489. 1895; C. L. CHARLIER, Die Mechanik des Himmels, Bd. I, Leipzig 1902. 



Ziff. 8, 9. Mechanische ZustandsgroBen. 181 

so verhalt sich das System wie ein bedingt periodisches 1), dessen Periodizitats­
grad wiederum die Dimensionszahl des Wiederkehrbereiches angibt, hier aber 
notwendig stets kleiner als s sein muB2). Das Auftreten von Singularitaten 
der erwahnten Beschaffenheit bewirkt jedoch eine vollige Abanderung dieser 
einfachen Verhaltnisse; wie sich gezeigt hat, kann der Wiederkehrbereich in 
diesem Falle sogar (2s - 1)-dimensional werden, wobei die Bahnkurven wesent­
lich unperiodisch sind 3). Bei mehrdeutigen oder von der Zeit abhangigen Energie­
integralen gibt es wiederum beliebig vielfach periodische Bahnkurven, welche 
dann aber jedem Punkte eines 2s-dimensionalen Phasenraumgebietes beliebig 
nahekommen k6nnen 4). 

8. "Mechanische ZustandsgroBen". Urn die Anzahl jener "Zustandsgr6Ben" 
angeben zu konnen, welche das Verhalten des gewahlten Modelles unabhangig 
yom zeit lichen Ablauf seiner Bewegung eindeu tig festlegen, ist es notwendig, 
zu untersuchen, welche von den Integralen (9), abgesehen yom Zeit integral 
Bl (qk> Pk, a*), bei Hinzunahme der Nebenbedingungen (10) eindeu tige Funk­
tionen der qk, h und a* sind, vorausgesetzt, daB das Energieintegral (2) bereits 
von vornherein als eindeutige Funktion der qk, h, a* gewahlt worden war. 
Das Ergebnis einer solchen Untersuchung ist abhangig von der individuellen 
Beschaffenheit der Energiefunktion (2), so daB bereits an dieserStelle eine 
nahere Auswahl unter den vorliegenden M6glichkeiten getroffen werden muB, 
falls die Anzahl a der voneinander unabhangigen eindeutigen Integrale (9) in 
bestimmter Weise vorgeschrieben wird. 

Bei separierbaren Systemen (Ziff. 7) stimmt diese Anzahl mit dem Perio­
dizitatsgrad iiberein, so daB hier a <::: s wird. Bei nichtseparierbaren Systemen 
mit singularitatenfreiem Wiederkehrbereich (Zif£' 7) ist die Anzahl der unter 
den Bedingungen (10) eindeutigen, voneinander unabhangigen Integrale jedoch 
gleich der Differenz zwischen doppelter Anzahl der Freiheitsgrade und Perio­
dizitatsgrad 5) , so daB a >s + 1. Vom Energieintegral sowie den Flachen­
una. Schwerpunktssatzen abgesehen, haben diese Integrale aber die fiir das 
Folgende (Ziff. 10) wichtige, von jenen der separierbaren Systeme verschiedene 
Eigenschaft, daB sie keine Entwicklung nach zunehmenden Potenzen belie­
biger kleiner konstanter Parameterverschiebungen ~a* zulassen 6). Bei nicht­
separierbaren Systemen mit Singularitaten enthaltendem oder von Singularitaten 
begrenztem Wiederkehrbereich (Ziff. 7) endlich kann das Energieintegral sogar 
das einzige eindeutige Integral darstellen. Bis auf diesen Fall ist die Anzahl 
der voneinander unabhangigen eindeutigen Integrale demnach wesentlich von 
jener der Freiheitsgrade des gewahlten Modelles abhangig. 

9. Makroskopische GroBen und Zeitmittelwerte. Da es von vornherein 
keineswegs sichersteht, ob die soeben betrachteten "mechanischen Zustands­
groBen" in der speziellen durch die Integration der Bewegungsgleichungen 
(Ziff.5) gelieferten Form makroskopisch beobachtbaren ZustandsgroBen 
entsprechen, miissen auch alle beliebigen (eindeutigen) Funktionen von ein­
deutigen Integralen und makroskopischen Parametern a* auf ihre Eignung 
hin gepriift werden, derartige Zustandsgr6Ben darzustellen. Zu diesen Funktionen 
kommt man ganz allgemein, wenn man die Modellbewegung im makroskopischen 

1) T. M. CHERRY, Trans. Cambro Phil. Soc. Bd.23, S.43. 1924. 
2) Nach einem Satz von G. HERGLOTZ konnen fiir jedes derartige System mit dem 

Periodizitatsgrad s Separationsvariable gefunden werden. 
3) E. ARTIN, Abh. Math. Sem. Hamburg Bd. 3, S. 170. 1924. 
4) G. WATAGHIN, Ann. d. Phys. Bd. 76, S.41. 1925. 
5) T. M. CHERRY, Trans. Cambro Phil. Soc. Bd.23, S.43. 1924. 
6) H. POINCARE, Les methodes nouvelles de la mecanique celeste, Paris 1892, Bd. I, 

Kap. V; T. M. CHERRY, Proc. Cambro Phil. Soc. Bd.22, S.287. 1924. 
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Sinne als "verborgen" erkHirt und bloB tiber die Beobachtungsdauern gebildete 
Mittelwerte gewisser "Phasen"funktionen als makroskopisch wahrnehmbar 
ansieht. 

Die innerhalb der MeBfehlergrenzen gefundene Unabhangigkeit der makro­
skopischen Beobachtungsergebnisse von den MeBdauern erfordert, daB die durch­
schnittlichen Wiederkehrzeiten der Modelle (Ziff. 7) klein sind gegentiber den 
ktirzesten makroskopischen Beobachtungsdauern. Unter dieser Voraussetzung 
folgt aus dem Wiederkehrsatz, daB jeder tiber eine so1che endliche Beobachtungs­
dauer t2 - tl erstreckte Mittelwert einer zeitlich veranderlichen Phasenfunktion 
cp (q", p", a*) bis auf vernachlassigbare Betrage mit dem von t = - 00 bis 
t = + 00 erstreckten Zeitmittelwert rp von cp tibereinstimmt 

1 t2 • 1 ;2 _ 
t -t {cp(q",p",a*)'dt "'" hm t=tJcp(q",p",a*)'dt = cpo (12) 

2 1· t,= -= 2 1 
t1 t2 = +00 tl 

Urn diese Integrale auszuwerten, hat man die Ausdrticke (8) an Stelle vonq" 
und PIc einzusetzen, so daB das Integral linker Hand eine Funktion von tl + fh, 
t2 + fJl sowie iX1, ... , iX., fJ2' •.. , fJ., a* ergeben wtirde. Da die Integration 
von t = - 00 bis t = + 00 einer Mittelbildung tiber die gesamte unendliche 
Lange einer Bahnkurve entspricht (Ziff. 6), we1che ihrerseits ihren endlichen 
mehrdimensionalen Wiederkehrbereich tiberall dicht tiberdeckt (Ziff. 7), so hat 
man vermutet, daB das Limes-Integral in (12) in allen Fallen konvergiert und 
die zeitliche Mittelung durch Integration tiber den endlichen mehrdimensionalen 
Inhalt des Wiederkehrbereiches ersetzt werden kann, was einer Mittelbildung 
tiber samtliche mehrdeutigen unter den Integralen (9) gleichkommen wtirde. 
Ftir alle Systeme von bedingt periodischem Typus (Ziff. 7,14) ist diese Vermutung 
erweisbar1), so daB man allgemein 

rp=rp(jl' ... , fa, a*) (13) 
erhalt, wo fl' ... , fa die eindeutigen unter den Integralen (9) bedeuten. Bei 
Systemen mit wesentlich unperiodischen stabilen Bahnkurven ist die allgemeine 
Konvergenz des Limes-Integrals in (12) jedoch zweifelhaft und mit Rticksicht 
auf die Rolle .ihrer Singularitaten (Ziff. 7) sogar unwahrscheinlich; sie ist indessen 
hypothetisch eingeftihrt worden fUr Systeme, deren Energieintegral ihr einziges 
eindeutiges Integral darstellt (Quasiergodenhypothese), und wtirde ergeben 

rp=rp(E,a*). (14) 

Derartige Systeme heiDen "quasiergodisch", von ihren Bahnkurven wird vor­
ausgesetzt, daD sie jedem Punkte ihrer tiberdies als endlich und geschlossen 
angenommenen Energieflache immer wieder beliebig nahekommen. 

10. Mechanische Wirkungen unendlich langsamer, umkehrbarer Para­
meter-Verschiebungen. Parameterinvarianten. Die in Ziff. 3 formulierte Aus­
sage des zweiten Hauptsatzes miDt den unendlich langsam und umkehrbar 
ausgeftihrten makroskopischen Parameterverschiebungen eine ausgezeichnete 
Rolle bei, we1che die Untersuchung der Wirkungen so1cher Prozesse auch an 
den mechanischen Modellen erforderlich macht. Eine unendlich langsame 
Parameterverschiebung oa* erweist sich vor aHem stets dann als umkehrbar, 
wenn nach der Beendigung dieses Vorganges aus der ursprtinglichen "stabilen" 
Modellbewegung eine neue, ebenso1che Bewegung hervorgegangen ist, deren 
Wiederkehr bereich (Ziff. 7) im Phasenraum in einer durch die GroDenordnung 

") J.}I. BURGERS, Ann. d. Phys. Bd. 52, S. 193.1917; \'ersl. Akad. Amsterdam Bd. 25, 
:i S49, 918. 1916. 
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von IcSa*1 gekennzeichneten "Umgebung" des Wiederkenrbereiches der friiheren 
Bewegung gelegen ist. Bei separierbaren Systemen (Ziff.7) ist diese Bedingung 
ebenso wie bei den hypothetischen "quasiergodischen" Modellen (Ziff.9) fiir 
alle vorkommenden Parameter von selbst erfiillt, bei nichtseparierbaren Systemen 
wegen des besonderen Verhaltens ihrer eindeutigen Integrale (Ziff. 8) jedocli 
bloB fiir ausgewahlte Parameter a*.. . 

Zur Berechnung des Einflusses umkehrbarer, unendlich langsamer Para­
meteranderungen cSa* auf die "mechanischen ZustandsgroBen" (Ziff.8) oder 
auf beliebige Zeitmittelwerte (Zif£' 9) geniigt es, bloB die ersteren zu betrachten, 
da die letzteren von diesen nach Zif£. 9 allein abhangig sind. Wenn die Para~ 
meterverschiebung durch die viele Wiederkehrzeiten umfassende Dauer ts - tl 

hindurch mit naherungsweise konstanter Geschwindigkeit ~a* ausgefiihrt wird, 
so hat man t 

J'd~* • dt = da*. (t2 - tJ = cSa* (15) 

t, 

und fiir die Anderung eines beliebigen der Integrale (9), z. B. von A" bei Be­
nutzung der Gleichsetzung (12) 

t, 

cSiXi = _1_J·OAdqkJ h, a*) . da* • dt. (ts _ tl ) (Xl oAdqk, pkJ a*) • cSa*. (16) 
t2 - tl oa* dt oa* 

t, 

Die Anderungen samtlicher willkiirlicher Integrationskonstanten iX l , •.. iX8 , 

PI' ... P8 der Bewegung bei einer Verschiebung des Parameters a* konnen 
mittels der Funktion (6) bzw. (11) nach vorangegangener Substitution der Aus­
driicke (8) fiir die qk in der Form erhalten werden 

(i=1,2, •.. s) (17) 

Die Integrale dieses nicht-HAMILToNschen Differentialgleichungssystems stellen 
offenbar Funktionen der iXi, p, dar, welche die Eigenschaft besitzen, den Ver­
schiebungen cSa* des benutzten Parameters a* gegeniiber dauemd unverandert 
zu bleiben. Um die eindeutigen unter diesen "Parameterinvarianten" oder 
"adiabatischen Invarianten" aufzufinden, hat man zu bedenken, daB die rechten 
Seiten der Gleichungen (17) gemaB (13) oder (14) nur von eindeutigen Integralen 
abhangen, so daB man sich auf die Integration jener von den Beziehungen (17) 
zu beschranken hat, welche die Anderungen der willkiirlichen Konstanten ein­
deutiger Integrale angeben. Da die so ermittelten eindeutigen Parameterinvari­
anten Funktionen der (J voneinander unabhangigen eindeutigen Integrale der 
Bewegungsgleichungen (und damit selbst solche Integrale) darstellen, so kann 
es fiir jeden einzelnen Parameter a* hochstens (J voneinander unabhangige 
eindeutige Parameterinvarianten geben. 

Das Auftreten der partiellen Differentialquotienten von W nach a* in (17) 
zeigt, daB man fiir verschiedene Parameter im allgemeinen verschiedene Systeme 
von Parameterinvarianten erhalten muB. Eine hinreichende Bedingung fiir das 
Zusammenfallen dieser Systeme ist offenbar 

oW "* = 0; (18) oa 
wenn es gelingt, die Integration der HAMILTON-JACOBIschen partiellen Diffe­
rentialgleichung (5) in solchen kanonischen Veranderlichen qk, Pk durchzufiihren, 
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fiir welche die Funktion W von samtlichen an dem Modell auftretenden 
Parametern a* unabhangig gewahlt werden kann, so stimmen die Parameter­
invarianten fUr aile beliebigen umkehrbaren, unendlich langsamen Parameter­
verschiebungen miteinander uberein. 

11. Die Integrabilitiit des mechanischen Differentialausdruckes fiir die 
reversibel "zugefiihrte Wiirme". Wird der Energieinhalt E des betrachteten 
ModeIles urn ~ E geandert und gleichzeitig durch unendlich langsame und um­
kehrbare Verschiebung ~a* alier auBeren Parameter Arbeit geleistet, so betragt 
der thermodynamische Ausdruck fUr die reversibel "zugefUhrte Warme" 

~Q = ~E + ~A*· ~a*. (19) 
u* 

Den makroskopischen auBeren Kraften A * entsprechen hier offenbar Zeit mittel­
werte (Ziff. 9), we1che fur die Momentanwerte det durch die Verschiebungen ~a* 
hervorgerufenen "mechanischen" Krafte zu bilden sind. Indem man die mecha­
nischen Bewegungsgleichungen auf die Parameter a* als "langsam veranderliche 
Koordinaten" anwendet, bekommt man so 

A * = _ fJE(qk> Pk> a*) 
2a* ' 

(20) 

wo der Zeitmittelwert auf der rechten Seite gemal3 (13) oder (14) blol3 von ein­
deutigen Integralen der Bewegungsgleichungen abhangen kann. Wenn man 
die Energie Emit dem ersten eindeutigen Integral II identifiziert, wird der Aus­
druck fUr ~Q nach (13) allgemein von der Form 

~Q = ~11 + ~ A* (fl' 12' ... la, a*)· oa*. (21) 
u* 

Eine allgemeine Integrabilitat dieses Differentialausdruckes ist offensichtlich 
unmoglich; die Integration kann blol3 fUr den Fall gelingen, dal3 die Energie 
das einzige eindeutige Integral der Bewegungsgleichungen darstellt, wodurch 
(J = 1 wird. 

Urn einzusehen, dal3 die Existenz einer einzigen eindeutigen, fur die ver­
schiedenen Parameter a* gemeinsamen Parameterinvariante I in dies em FaIle 
zur Integration von (21) hinreicht, kann man oQ zunachst unter der Voraus­
setzung des Vorhandenseins mehrerer solcher Invarianten Ir (r = 1, 2, ... Q) 
ausdrucken. Wenn die Energie (2) dann die Form 

E (I" a*) = E (22) 

besitzt, ergibt sich fUr A * an Stelle von (20) einfach 

A* = _ aE ~r> a*) 
oa* 

und daher fiir die "zugefiihrte Warme" 

oQ = 2 aE ~~' a*) • Hr. 
7=1 7 

(23) 

(24) 

Dal3 bei einem "adiabatisch-reversiblen" Prozel3, d. h. bei alleiniger Verschiebung 
von Parametern, keine Warmezufuhr stattfindet, also oQ = 0 wird, erscheint 
hier unmittelbar durch die Parameterinvarianz oder "adiabatische Invarianz" 
der "mechanischen" Grol3en Ir ausgedriickt. Falls fUr mindestens zwei von den 
IT allgemein 8E(I" a*) 

--- =!= 0 (25) aI, 
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wird, so ist (24) wiederum nicht integrabel. Setzt man daher e = 1, so wird 
E von 1(= 11) allein abhangig, und man bekommt tatsachlich einen vollstandigen 
Differentialausdruck ~Q 

aE(i---:a*f = M (26) 

01 
Da die Differentialbedingung ~Q = 0 mit Rucksicht auf (19) im Falle der Inte­
grabilitat von (21) die Existenz einer fiir samtliche Parameter gemeinsamen ein­
deutigen Parameterinvariante definiert, so ist das Vorhandensein einer ein­
zigen solchen Invariante auch notwendig fUr die Integrabilitat von ~Q. 

12. Mechanische Analoga fur Entropie und Temperatur. Die vorangehen­
den Betrachtungen ergeben in 'Obereinstimmung mit den analytischen Eigen­
tumlichkeiten der makroskopischen Warmetheorie, daB die Alleinexistenz eines 
mit dem Energieinhalt identischen eindeutigen Integrals der Bewegungsglei­
chungen (1) fUr die Integrabilitat von ~Q notwendig ist. Das hierfur uberdies 
hinreichend notwendige Vorhandensein einer eindeutigen, fUr alle umkehrbar 
verschieblichen Parameter a* gemeinsamen mechanischen Parameterinvariante 
entspricht offenbar der durch den zweiten Hauptsatz sichergestellten Existenz 
der gleichbeschaffenen thermodynamischen Parameterinvariante, welche von 
der makroskopischen Entropie dargestellt wird (Ziff. 3). Die Erfullung der ge­
nannten mechanischen Bedingungen bringt sehr weitgehende Beschrankungen 
bezuglich der freien Wahlbarkeit brauchbarer mechanischer Modelle fUr warme 
Korper mit sich, welche bloB durch gesonderte Untersuchungen einzelner Typen 
von mechanischen Systemen ermittelt werden konnen (Ziff. 13, 14, 15). 

Zur Bestimmung des mechanischen Entropieanalogons ist es der Thermo­
dynamik gemaB erforderlich, jenen integrierenden Nenner von ~Q ausfindig 
zu machen, welcher nach Koppelung zweier gleichbeschaffener Systeme und 
eingetretenem Warmeaustausch die Eigenschaften einer "empirischen Tem­
peratur"groBe aufweist und zufolge 

~Q = ~S (27) 
T 

als mechanisches Analogon der absoluten Temperatur T eingefuhrt werden 
kann. Bei der einstweiligen Beschrankung auf die Untersuchung von Modellen 
isolierter warmer Korper kann vorlaufig bloB gefordert werden, daB das mecha­
nische Temperaturanalogon von der Dimension eines Energiebetrages wird, wie 
das fur die gewohnlich allerdings in thermischen Graden gemessene absolute 
Temperatur zutrifft. Wenn k eine ihrem Zahlenwerte nach zunachst unbestimmt 
bleibende MaBkonstante von der Dimension: Energie pro Grad bezeichnet, so 
hat man in mechanischem MaB 

lJQ 1 
kT = Ii . ~S • (28) 

Der Vergleich mit (26) ergibt, daB 

kT = oE(I, a*) . 1p(I) 
01 

(29) 

wird, wo die Dimension [1p] der einstweilen noch un bestimmten F unktion 1p(I) 
jetzt offenbar durch [1p(I)] = [I] (30) 

gegeben sein muB. Fur das mechanische Entropieanalogon erhalt man dann 
nach (28) und (29) f M 

S = k 1p(I) . (31) 
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13. Periodische und monozyklische Systeme von einem Freiheitsgrade. 
Die Bedingung der alleinigen Existenz eines eindeutigen Energieintegrals der 
Bewegungsgleichungen (Ziff.11, 12) ist fUr s = 1 von selbst erfiillt, da auBer 
dem Energiesatz hier iiberhaupt kein weiteres zeitfreies Integral vorhanden 
ist. In der HAMILTON-JACoBIschen Differentialgleichung (5) kommt dann nur 
eine einzige Variable q vor, so daB (6) und (11) miteinander identisch werden 
und die nun stets mogliche Integration von (5) als eine Degeneration der Variablen­
separation (Ziff.7) aufgefaBt werden kann. Bei Hinzunahme der Beschran-

kungen (10) wird die Bewegung einfach periodisch mit der Periode P = i 
w 

Ersetzt man die Phasen q, P durch neue kanonische Veranderliche w, 1, wobei 

w=wt+y, 

so erg eben die Bewegungsgleichungen (1) 

dw oE d1 
Tt = w = 01 ' dt 

es ist demnach 
1 = konst. 

und E(1, a*) = E. 

oE 
- ow = 0; 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Wenn das System von vornherein in kanonischen Variablen w, 1 vorgelegen 
hat, so heiBt es "monozyklisch", weil win (35) nicht auftritt und die Bewegung 
daher als eine "verborgene", in sich zuriicklaufende, angesehen werden kann. 
Da (34) nach (35) dem Energieintegral und (32) dem Zeit integral mit der will-

kiirlichen Integrationskonstante fJ = L. aquivalent wird, kann die Funktion W (6) 
gemaB (4) in der Form w 

W = 1 . w + konst. (36) 

geschrieben werden, in welcher keiner der verschiedenen Parameter a* des 
Systems explizite auftritt. Aus (18) und (17) folgt daher der zuerst von BOLTZ­
MANN bewiesene Satz, daB 1 (34) eine fiir alle beliebigen a* gemeinsame Para­
meterinvariante der betrachteten Systeme darstellt. Die Periodizitat der Be­
wegung macht w zu einer WinkelgroBe, so daB 1 gemi:iB (33) von der Dimension 
einer WirkungsgroBe ist. Wie man auf Grund von (26) und (33) leicht finden 
kann, ist 1 darstellbar durch das doppelte Zeit mittel der kinetischen Energie Ep 
des Systems dividiert mit seiner "Grundschwingungszahl" w, oder durch ein 
iiber eine volle Periode erstrecktes "Phasenintegral" 

2·E ffi 1 = --p = ~ p . dq. 
w 

Die vorstehenden Ergebnisse zeigen, daB monozyklische oder periodische 
Systeme von einem Freiheitsgrade allen in Ziff. 12 formulierten mechanischen 
Bedingungen geniigen, so daB die formale Konstruktion mechanischer Entropie­
und Temperaturanaloga bei ihnen keinerlei Schwierigkeiten begegnet. Da jedoch 
bereits die Vielfaltigkeit der makroskopischen Eigenschaften warmer Korper 
dem Vorhandensein cines einzigen Freiheitsgrades widerspricht, k6nnen derartige 
Systeme als Modelle thermischer Vorgange nicht in Betracht gezogen werden. 

14. Separierbare Systeme belie big zahlreicher Freiheitsgrade. Die prak­
tische AusfUhrung einer Integration der Bewegungsgleichungen (1) fUr Systeme 
belie big vicler Freiheitsgrade ist bisher auf den Fall von Systemen beschrankt, 
deren HA:\'IILTOX-JAcoBIsche Differentialgleichung (5) durch Separation der 
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Variablen behandelt werden kann. Die Periodizitatseigenschaften der "stabilen" 
Bewegungen solcher Systeme (Ziff. 7) ermaglichen hier die Einfiihrung zyklischer 
Koordinanten WT ahnlich wie bei Systemen von einem Freiheitsgrade. Wenn der 
Periodizitatsgrad u des Systems seine Maximalzahl s erreicht, wobei die s Perioden 

PT = ~ untereinander samtlich inkommensurabel sind, so kann man mittels 
WT 

der Ansatze 

(r = 1, 2, . " u) Wr=WTt+J'T (38) 

von den urspriinglichen kanonischen Phasenvariablen qk, Pk (k = 1, 2, .,. s) 
eindeutig zu ·den neuen kanonischen Veranderlichen 1£'" IT (r = 1,2, ... u[ = sJ) 
iibergehen, fiir welche auf Grund ahnlicher Gleichungen wie (33) 

IT = konst. 
und 

E(IT' a*) = E 

(39) 

(40) 

wird; Systeme mit einem Energieintegral von der Form (40) heiBen "polyzyklisch" , 
weil ihre "Koordinaten" Wr in (40) nicht auftreten und daher als "verborgen" 
angesehen werden kannen. Die GraBen WT, IT enthalten nach (38) und (39) 2s 
voneinander unabhangige willkiirliche Konstanten, welche den O(,i, fJi in (9) 
aquivalent sind, so daB man aus ihnen analog (36) die Integrationsfunktion W (11) 
in der speziellen Separationsform 

u 
W = J: I,· Wr + konst. (41 ) 

T=l 

bilden kann, welche explizite von allen an dem System auftretenden Parametern a* 
unabhangig ist. Die Beziehungen (18) und (17) gestatten dann unmittelbar 
die von BURGERS gefundene Tatsache zu begriinden, daB samtliche GraBen Ir (39) 
voneinander unabhangige eindeutige Parameterinvarianten des Systems in bezug 
auf seine samtlichen Parameter a* darstellen. Da die qk, h in den 1£', (38) perio­
disch mit der Periode 1 sind, kann man sich durch Vergleich von (11) und (41) 
leicht iiberzeugen, daB die I, ebenso wie I in (37) durch "Phasenintegrale" 
dargestellt werden kannen, welche fiir je eine volle Periode eines der s Freiheits­
grade gebildet sind: 

(r= 1, 2 .... u) Ir = cp Pr . dq, ; (42) 

aus den Bewegungsgleichungen (1) kann unmittelbar abgelesen werden, daB 
die IT ebenso wie I in Ziff. 13 von der Dimension einer WirkungsgraBe sind. 

Die Anzahl u = s der voneinander unabhangigen eindeutigen Integrale (39) 
ist nach der iiber die Freiheitsgrade eingefiihrten Voraussetzung graBer als 1, 
so daB die Bedingungen von Ziff. 11 und 12 unerfiillbar sind. Urn diese An­
zahl bei gleichbleibender Zahl s der Freiheitsgrade zu vermindern, kann man 
mehrere von den Perioden PT des "nichtentarteten" "bedingt periodischen" 
Systems (Ziff. 7) kommensurabel machen, wodurch der Periodizitatsgrad u ab­
nimmt und das System "entartet" wird. Durch Einfiihrung geeigneter kanoni­
scher Veranderlicher q" Pr (r = 1, 2, ... u) ist es dann immer maglich, das 
System formal auf ein solches von u Freiheitsgraden zu transformieren, fiir 
welches ahnlich wie beim "nichtentarteten" System kanonische Variable Wr, Ir 
mit den Eigenschaften (38) bis (42) gefunden werden kannen. Da die Anzahl u 
der Ir des "entarteten" Systems jetzt kleiner als s ist, kann man die Entartung 
bis zu dem gewiinschten Ergebnisse u = 1 fortsetzen, wofiir das System von 



188 Kap. 3. A. SMEKAL: Statistische und molekulare Theorie der Warme. Ziff. 15. 16. 

s Freiheitsgraden einfach periodisch wird und die Beziehungen (38) bis (42) 
in (32), (34) bis (37) von Zift. 13 iibergehen. Die in Ziff. 12 formulierten mecha­
nischen Bedingungen fUr brauchbare Modelle warmer Korper sind demnach 
fUr einfach periodische Systeme von beliebig vielen Freiheitsgraden erfiillbar. 

15. Schwierigkeiten einfach periodischer Modelle von belie big zahl­
reich en Freiheitsgraden. Die vorangehenden Feststellungen iiber separierbare 
Systeme geben in mehrfacher Hinsicht AnlaB zu besonderer Beachtung: 

IX) Wenn das System nicht von vornherein einfach periodisch, sondern 
"bedingt periodisch" war und durch "Entartung" einfach periodisch gemacht 
worden ist, so kann dieser Obergang stets durch Bedingungen von der Form 

oE 
(j=1,2, ... ,s-1) Wj= 01.=0; wj=konst.; 1j =konst. (43) 

) . 
ausgedriickt werden, welche mit Riicksicht auf (26) fUr die Integrabilitat von 
{)Q in (24) auch tatsachlich erforderlich sind. Wenn s sehr groB gewahlt ist 
(>11), konnen die 2s - 2 willkiirlichen Konstanten in (43) keineswegs samt­
lich makroskopische Aquivalente (Schwerpunktskoordinaten und -geschwindig­
keiten, raumliche Orientierung des warmen Korpers) besitzen; man muB sie 
daher fiir unbeobachtbar und eventuell durch Materialeigenschaften festgelegt 
erklaren. 

fJ) Jede Warmezufuhr l5Q hat nach (26) eine Anderung von 1 und damit 
gemaB (29) eine Temperaturanderung zur Folge; aus (33) ergibt sich, daB dann 
auch eine Periodenanderung eintritt. Wenn die Warmeerscheinungen in vielen 
oder allen Fallen auf einfach periodische Vorgange zuriickfUhrbar waren, miiBte 
die Temperaturabhangigkeit der gegen makroskopische Beobachtungszeiten 
allerdings kurzen Periodendauern (= Wiederkehrzeiten, Zift. 9) zu einer Reihe 
charakteristischer optischer und elektrischer Effekte AnlaB geben, welche nieht 
beobachtet werden. 

() Aus der Gittertheorie der kristallisierten Festkorper (Ziff. 57) folgt in 
Verbindung mit ihren elastischen Eigensehaften weitgehend voraussetzungslos, 
daB die Bausteine des fest en Aggregatzustandes "bedingt periodische" Be­
wegungen ausfUhren, welche bei nicht allzu hohen Energieinhalten E formal 
auf unabhangige Schwingungsvorgange je eines von den s Freiheitsgraden zuriiek-

gefUhrt werden konnen, wobei die s Perioden Pr = ~ untereinander ver-
W T 

schieden und voneinander unabhangig sind (Ziff. 57). Es gibt hier also s ein­
deutige, voneinander unabhangige Parameterinvarianten (37), und lJQ ist naeh 
(24) nicht integrabel, was der makro~kopischen Thermodynamik widerspricht. 

Die angefiihrten Schwierigkeiten IX und fJ zeigen, daB auch einfach perio­
dische Systeme von beliebig vielen Freiheitsgraden aus allgemeinen Grunden 
fUr Modelle warmer Rorper unbrauchbar sind. 

16. Nichtseparierbare und quasiergodische Systeme beliebig zahlreicher 
Freiheitsgrade. Fur nichtseparierbare Systeme mit singularitatenfreien Wieder­
kehrbereichen gilt naeh Ziff. 7 ganz Ahnliehes wie fiir "bedingt periodische" 
Systeme, so daB die ablehnenden Betrachtungen von Zif£' 14 und 15 uber der­
artige Systeme hier unverandert iibernommen werden konnen. Bei Systemen 
mit Wiederkehrbereichen, welche in ihrem Inneren oder an ihren Begrenzungen 
Singularitaten aufweisen (Ziff. 7), erheben sich Bedenken bereits gegen die 
Existenz stetiger Zeitmittelwerte (Ziff. 9), wogegen die Schwierigkeit der makro­
skopisch, optisch oder elektrisch unbeobaehtbaren Wirkungen jener Singulari­
taten allenfalls durch geeignete Annahmen uber ihre Anzahl und raumliche 
Verteilung gemildert werden kann. 
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Die zweifelhafte Hypothese der Existenz "quasiergodischer" Systeme 
(Ziff. 9) leugnet jene Schwierigkeiten; sieist gemaB (14) von vornherein so ein­
gerichtet, daB die Energiegleichung (2) das einzige eindeutige Integral der Be­
wegungsgleichungen darstellt. Das von der endlichen, geschlossenen (2s - 1)­
dimensionalen Energieflache (Ziff.9) begrenzte 2s-dimensionale Gebiet des 
"Phasenraumes" 

E(qk, Pk, a')=E 

V(2.) (E, a*) = f. . (2 s) .. J dql ... dq •• dPl ... dps (44) 
E (qk, Pk, a')=O 

wird hier als "Phasenvolumen" bezeichnet und erweist sich nach P. HERTZ 
als einzige eindeutige und fUr alle a* gemeinsame Parameterinvariante 1), wo­
durch die Integrabilitat von (jQ fUr "quasiergodische" Systeme gesichert ist; 
wie z. B. der Vergleich mit (37) lehrt, ist diese Invariante im Gegensatz zu den 
friiheren von der Dimension der sten. Potenz einer WirkungsgroBe. - Sofern 
"quasiergodische" Systeme iiberhaupt existenzfahig sind, waren sie also die 
einzigen mechanischen Systeme, welche den bisherigen allgemeinen, von be­
sonderen Materialeigentiimlichkeiten unabhangigen Bedingungen fUr Modelle 
thermischer Gebilde geniigen. Die Frage nach ihrer Anpassungsfahigkeit an 
die Materialeigenschaften konkreter warmer Korper kann jedoch erst auf Grund 
einer Bestimmung ihres mechanischen Temperaturanalogons entschieden werden, 
welche die Temperaturabhangigkeit jener Eigenschaften zu diskutieren er-
moglicht. . 

17. Mechanische Umkehrbarkeit und makroskopische Irreversibilitat. 
Wahrend es bisher ausreichend war, die modellmaBige Wiedergabe der allge­
meinen thermisch-reversiblen GesetzmaBigkeiten isolierter warmer Korper zu 
beanspruchen, bedarf es zur EinfUhrung des Temperaturbegriffes einer Unter­
suchung des dem Warmegleichgewicht vorangehenden Warmeausgleiches zwisc:hen 
mehreren miteinander in Kontakt gebrachten thermischen Systemen. Die makro­
skopische Irreversibilitat dieses Vorganges (Ziff. 3) bietet jedoch zwei fundamen­
tale Schwierigkeiten fUr alle bisher betrachteten mechanischen Modelle: A. weil 
die Modellbewegung eine "Wiederkehrbewegung" ist (Ziff.7) und durch Um­
kehrung des Zeitsinnes aus ihr eine ebenfalls mogliche und zulassige Bewegung 
entsteht; B. weil die mittleren Wiederkehrzeiten mit Riicksicht auf eine ein­
deutige Bestimmbarkeit der Zeitmittelwerte als klein gegeniiber den kiirzesten 
makroskopischen Beobachtungszeiten vorausgesetzt werden muBten (Ziff.9). 
Die Schwierigkeit A ist offenbar prinzipiell und daher iiberhaupt nicht zu be­
seitigen; ihre Milderung bis zur makroskopischen Unbeobachtbarkeit ist jedoch 
moglich, wenn man B vermeidet und Wiederkehrzeiten einfUhrt, deren mittlere 
Dauer jede makroskopisch meBbare Zeitdauer urn viele GroBenordnungen 
iibertrifft, so daB irreversible und reversible makroskopische Vorgange be­
reits innerhalb von Bruchteilen einer einzigen Wiederkehrzeit gedeutet werden 
konnen. Dieser Ausweg ist nur dadurch realisierbar, daB man der un beD bach t­
bar langsamen "Quasiperiodizitat" der Wiederkehrbewegung eine neue, 
makroskopisch unbeobachtbar haufige "Quasiperiodizitat" iiberlagert, 
welche die eindeutige Berechenbarkeit der Zeitmittelwerte sicherstellt. 

Zur Verwirklichung dieser beiden Extreme sind Voraussetzungen iiber die 
besondere Struktur der Energiefunktion (2) notwendig, welche zwar auf beliebige 
Systeme von zahlreichen Freiheitsgraden anwendbar sind, abgesehen von den 
bereits als unbrauchbar erkannten mehrfach periodischen Systemen (Ziff.14), 

1) P. HERTZ, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 225, 537, § 11. 1910; "Statistische Mechanik" in 
"'EBER-GANS, Repert. d. Phys. Bd. I, 2, Nr.270. Leipzig 1916. 
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hier aber nur fUr "quasiergodische" Modelle zu dem gewtinschten Ergebnisse 
fUhren - was einer weiteren Bestatigung der Ungeeignetheit einfach periodischer 
Systeme (Ziff. 15) gleichkommt. Diese Voraussetzungen sind: a) die Anzahl s 
der Freiheitsgrade des ModeUs ist auBerord'entlich groB; b) sie zerfallt in t ver­
schiedene Gruppen von si(i = 1, 2, ... t) praktisch gleichbeschaffenen 
Freihei tsgraden, so daB die Energiefunktion (2) von den zugehi:irigen Phasen­
variablen qki, Pki (k = 1, 2, ... Si) praktisch in derselben Weise abhangt; c) die 
Si sind von der gleichen Gri:iBenordnung wie s. Die beni:itigte "schnelle" Quasi­
periodizitat der Bewegung ist nun durch jene mittlere Zeitdauer gekennzeichnet, 
weIche verflieBen muB, bis die augenblicklichen qki-' Pki-Werte irgendeines 
Paares von Freiheitsgraden der gleichen Sorte ihre Trager praktisch zum erst en 
Male miteinander vertauscht haben. Die mittlere Wiederkehrzeit der 
Bewegung ist demgegentiber durch die praktisch eingetretene, gleichzeitige 
Rtickkehr samtlicher Freiheitsgrade zu irgendweIchen individuellen qki-, 
Pki-Ausgangswerten gegeben und wachst mit der Gesamtzahl S der Freiheits­
grade (Annahme a) tiber alle Grenzen. Allerdings vermag der Wiederkehrsatz 
(Ziff.7) dieses Ergebnis bloB fUr eine mittlere Wiederkehrzeit zu folgern; be­
liebig kurzdauernde Wiederkehrzeiten werden bei groBem S zwar unwahr­
scheinlich (Ziff.41), bleiben jedoch prinzipiell stets mi:iglich. 

18. Zerlegung des Gesamtsystems in sehr zahlreiche gleichbeschaffene 
Teilsysteme. Die Annahmen a) bis c) der vorangehenden Ziffer laufen offen­
sichtlich auf eine Zerlegung des Modelles in eine nicht alIzu groBe Anzahl ver­
schiedener Gruppen von sehr zahlreichen gleichbeschaffenen Teil­
systemen hinaus, weIche schwache, aber doch grundsatzlich vorhandene 
Wechselwirkungen aufeinander austiben. Da das Gesamtsystem "quasiergodisch" 
sein muB (Ziff. 16, 17), hat man die gleiche Eigenschaft auch fUr die Teilsysteme 
und ihre gegenseitigen Wechselwirkungen zu folgern. Anzahl und nahere Be­
schaffenheit der verschiedenen Arten von Teilsystemen konnen im tibrigen 
als Materialeigenschaften betrachtet werden, so daB es naheliegt, z. B. fUr 
chemisch homo gene Korper nur eine einzige Art von Teilsystemen voraus­
zusetzen. 

Das Bild, weIches man von der Struktur der warmen Korper durch ihre 
Zerlegung in zahlreiche gleichartige Teilsysteme erhalt, tragt bereits grund­
legende Ztige der Molekulartheorie, jedoch ohne diese einstweilen explizite voraus­
setzen zu mtissen. Die weitgehende makroskopische Teilbarkeit der materiellen 
Korper, weIche von keinem erkennbaren EinfluB auf die thermischen Eigen­
schaften ist, erlaubt eine derartige Zerlegung tatsachlich noch ganz phanomeno­
logisch zu rechtfertigen, so daB eine Berufung auf die Molekulartheorie hier 
vollig entbehrlich bleibt. Die Beziehung zwischen den makroskopischen Irre­
versibilitatsforderungen einerseits und der quantitativen Bedeutungslosigkeit 
der Wechselwirkungen zwischen den Teilsystemen gegentiber ihren inneren 
Bewegungen anderseits laBt daher auch eine befriedigende Deutung der Vor­
gange bei der "warmeleitenden Bertihrung" thermischer Systeme mittels soIcher 
vVechselwirkungen zu, weIche formal von der Molekulartheorie unabhangig ist. 

19. Das mechanische Temperaturanalogon "quasiergodischer" Systeme. 
Die vorangehende Klarstellung der Irreversibilitatsfragen (Ziff. 18, 19) hat 
eine mechanische Deutung der zum vVarmegleichgewicht zweier Korper fiihrenden 
Vorgange als durchfUhrbar gezeigt, so daB nun auch deren mechanisches Tem­
peraturanalogon der Ermittlung zuganglich geworden ist. Seine Bestimmung 
ist unter wesentlicher Bezugnahme auf die Teilsysteme (Ziff. 19) hir die hier 
aJlein in Bctracht kommenden "quasiergodischcn" Systeme mittels s t a ti s ti scher 
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Betrachtungen (Zift. 30ft.) von P. HERTZl) ausgefiihrt worden; als "mechanische 
ZustandsgroBen" (Ziff. 8, 9) mit den Kennzeichen einer fiir die beiden im Gleich­
gewichte befindlichen Korper iibereinstimmenden "empirischen" Temperatur 
erhalt man beliebige Funktionen der GroBe 

V(28) (E, a*) 
t = aV(28) (E, a*) , (45) 

aE 
worin V(28) das "Phasenvolumen" (44) darstellt. Wegen der Parameterinvarianz 
von V(2s) (Zif£' 16) bekommt man fiir 1= V(2B) aus (29) 

und 

1jJ(I) = V(2B) 

t= kT, 

(46) 

(47) 

so daB also (45) einfach proportional der absoluten Temperatur wird. Aus (31) 
und (46) ergibt sich schlieBlich auch das mechanische Entropieanalogon "quasi-
ergodischer" Systeme: 5 = k . log V(2B). (48) 

Die Beziehung (45) stellt ersichtlich die nach der absoluten Temperatur (47) 
aufgeloste Zustandsgleichung von "quasiergodischen" Modellen warmer 
Korper dar. 

20. Spezifische Warme und Gleichverteilungssatz "quasiergodischer" 
Systeme. Zur Priifung der Anpassungsfahigkeit der hypothetischen "quasi­
ergodischen" Modelle an die Materialeigenschaften konkreter warmer Korper 
ware es am einfachsten, die Temperaturabhangigkeit ihres Energieinhaltes E 
zu bestimmen, welche bei vorgegebener Energiefunktion (2) mittels (44) und (45) 
gefunden werden kann. Ohne spezielle Voraussetzungen iiber (2) lassen sich 
hingegen bloB die EnergiefHichenmittelwerte gewisser ausgewahlter Phasen­
funktionen g;(qk> Pr.:, a*) berechnen, welche nach der "Quasiergodenhypothese" 
(Zif£. 9) und (14) dann auch als Zeitmittelwerte aufzufassell sind. Fiir die Mittel-

werte der Funktionen qr.:' ~E und Pr.:' ~E erhalt man so unabhangig von der 
vqr.: vPk 

spezifischen Beschaffenheit des kten Freiheitsgrades 

(k = 1,2, ... s) (49) 

worin t mit (45) iibereinstimmt. Aus der homogen-quadratischen Abhangigkeit 
der ki~etischen Energie Ep von den Pr.: folgt 

- *' (jE 
2 Ep = ~ Pk' -';--p = S • 1, 

k~l () k 

(50) 

was der Aussage des sog. "Gleichverteilungssatzes der (mittleren) kinetischen' 
Energie iiber aIle Freiheitsgrade" entspricht. Nach (47) ist demnach das Zeit­
mittel der kinetischen Energie j edes belie bigen "quasiergodischen" Mo­
delles der absoluten Temperatur proportional: 

kT 
Ep = S • "2' (51) 

1) P. HERTZ, "Statistische Mechanik" in WEBER-GANS, Repert. d. Phys. Bd. I, 2. 
Leipzig 1916. 



192 Kap. 3· A. SMEKAL: Statistische und molekulare Theorie der Warme. Ziff. 21. 

Nimmt man mit Riicksicht auf die mangelnde Kohasion des Gaszustandes 
an, daB hier von der Beriicksichtigung einer merklichen potentiellen Energie 
abgesehen werden kann, so sollte (51) zugleich die Temperaturabhangigkeit 
des gesamten .Energieinhaltes E beliebiger Gase angeben: 

k 
(E)Gas = S • 2" . T (52) 

und daher zu der temperaturunabhangigen spezifischen Warme 

k 
(Cy)Gas = S • - (53) 

2 

Veranlassung geben. Bezeichnet man mit R die "ideale" Gaskonstante pro 
Mol, so lehrt die Erfahrung in der Tat, daB die Gase nahezu konstante spezifische 
Warmen besitzen: a) im Grenzfall extrem tiefer Temperaturen, wo 
Cy = t R ist; b) im Grenzfall hoher Temperaturen, wo man am haufigsten 
annahernd dieWerte Cy = tR, -tR, 2R, tR pro Mol vorfindet. Bis auf jene 
Gase, fUr welche auch bei hohen Temperaturen Cv = tR ist, steigt die spezifische 
Warme dagegen im mittleren Temperaturgebiete mono ton mit der Tem­
peratur an. Eine solche Temperaturabhangigkeit vermogen "quasiergodische" 
Gasmodelle nach (53) jedoch nicht wiederzugeben, so daB sie allgemein jedenfalls 
nich t geeignet sein konp.en, die Materialeigenschaften beliebiger Gase wieder­
zugeben. 

Eine weitere Priifung "quasiergodischer" Modelle kann fUr kristallisierte 
Festkorper vorgenommen werden, wenn deren potentielle Energie Eq naherungs­
weise als quadratische Funktion der Koordinaten q" angesehen wird, wie es 
aus ihren makroskopisch-elastischen Eigenschaften gefolgert werden muLt Durch 
Summation samtlicher 2s-Gleichungen (49) erhalt man fUr den Energieinhalt 
des "quasiergodischen" Festkorpermodells 

(E)Fest == S • k • T, (54) 

was neuerlich eine temperaturunabhangige spezifische Warme bedingt 

(CY)Fest = s· k. (55) 

Die Erfahrung besagt demgegeniiber,. daB die spezifische Warme der Festkorper 
im Grenzfalle hoher Temperaturen praktisch konstant wird und pro Mol 
Cv = 3 R ist, bei tiefen Temperaturen jedoch absinkt und dem Werte Null 
zustrebt. Auch die "quasiergodischen" Festkorpermodelle sind also nich t ge­
eignet, eine Anpassung an die Materialeigenschaften wirklicher warmer Korpel" 
zuzulassen. 

21. Riickblick auf den MiBerfolg der mechanischen Modelle. Die in Ziff. 20 
vorgenommene Priifung der "quasiergodischen" Modelle an der Erfahrung lehrt, 
daB derartige Gebilde die thermischen Eigenschaften wirklicher Korper nur fUr 
die Grenzfalle tiefer und hoher Temperatur qualitativ wiederzugeben vermogen. 
'In quantitativer Hinsicht ist jedenfalls bemerkenswert und befriedigend, daB 
sie fUr die Anzahl der auf das Mol entfallenden Freiheitsgrade bei Festkorpern 
hoher Temperatur den gleichen Betrag 

R 
s=-

k 
(56) 

ergeben wie fUr Gase tiefster Temperatur. Die zumindest scheinbare Anderung 
dieser Anzahl innerhalb alJer iibrigen Temperaturbereiche, insbesondere ihr Null­
werden bei tiefsten Festkorpertemperaturen, widerspricht aber auf das scharfste 
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der ganz trivialen Temperaturunabhangigkeit von s, welche fUr jedes rein mecha­
nische Modell mit Notwendigkeit gefolgert werden muB. Die rein mechanischen 
Modelle miissen also an einem prinzipiellen Mangelleiden, der nur durch vollige 
Abkehr von ihnen beseitigt werden kann. Dieser Verzicht kann allerdings kaum 
mehr als besonders schwerwiegend angesehen werden, nachdem die Betrachtungen 
der Ziff. 13 bis 16 bereits friiher zum AusschluB aller stabilen, von Singularitaten 
freien Bewegungsarten gefUhrt haben, die analytische Widerspruchslosigkeit 
der verbliebenen "quasiergodischen" Bewegungen (Ziff. 9, 16) hingegen iiber­
haupt zweifelhaft ist. Ein Umstand, der das Verlassen rein mechanischer Modelle 
sogar besonders wiinschenswert macht, liegt namentlich in dem Widerspruch, 
welcher bei der Behandlung des Irreversibilitatsproblems fiihlbar geworden ist: 
der strenge Determinismus der mechanischen Bewegungsgesetze mit seinen Wie­
derkehr- und Umkehrfolgerungen (Ziff.17) laBt jedes Verstandnis einer ein­
seitig gerichteten Entwicklungstendenz prinzipiell als unmoglich erkennen. 

III. Allgemeine Theorie quasimechanisch­
statistischer Modelle warmer K6rper. 

22. Quasimechanische Modelle. Das Hauptproblem jedes beliebigen Modelles 
warmer Korper gegeniiber den thermodynamisch-reversiblen GesetzmaBig­
keiten entsteht aus der Notwendigkeit, seine Energie E als einzige makroskopisch 
wahrnehmbare Bewegungsinvariante darzustellen (Ziff. 11). Der bei rein mecha­
nischen Systemen hierzu allein in Betracht kommende Ausweg, aIle weiteren 
Integrale der Bewegungsgleichungen (1) als mehrdeutig anzunehmen und 
deswegen fUr makroskopisch unbeobachtbar zu erklaren, hat indessen versagt 
(Abschnitt II), so daB nach einer Moglichkeit gesucht werden muB, eindeutige 
Bewegungsinvarianten von makroskopisch un beobachtbarer Beschaffenheit auf­
zufinden. Da die makroskopisch beobachtbaren Zeitmittelwerte nach (13) zu­
gleich mit den willkiirlichen Konstantwerten der eindeutigen Integrale verander­
lich sind, kommen hierfUr nur mehr die folgenden beiden Moglichkeiten in Be­
tracht: a) Die im mechanischen Sinne willkiirlichen Integrationskonstanten 
der eindeutigen Integrale sind bis auf das Energieintegral (sowie die Schwer­
punkts- und Drehbewegungsintegrale des Modells) durch individuelle Material­
konstanten festgelegt, so daB die Zeitmittelwerte allein mit E (und den a*) 
verandert werden konnen. b) Die Werte dieser Integrationskonstanten andern 
sich wahrend des zeitlichen Ablaufes der Bewegung immer wieder von neuem 
unstetig und durchlaufen gewisse, fiirdas Modell kennzeichnende Wertemengen, 
iiber welche bei der Bildung der Zeitmittelwerte ebenfalls gemittelt werden muB, 
so daB die Zeitmittelwerte schlieBlich wiederum nur mehr von E (und den auBeren 
Parametern a*) abhangen; die zeitliche Haufigkeit der "Spriinge" ist durch 
ein Wahrscheinlich~eitsgesetz bestimmt und makroskopisch unbeobachtbar 
groB. - Beide Modelltypen sind offenbar unmechanisch; da sie aber mechanische 
Bewegungsvorgange in besonderem AusmaBe verwerten, so mogen sie als "quasi­
mechanisch" bezeichnet werden. 

Wenn man die Materialkonstanten, wie billig, als individuelle GroBen definiert, 
welche allen auBeren Einfliissen gegeniiber unverandert bleiben, so ist der Fall a) 
jedenfalls nur an mechanischen Modellen realisierbar, welche eindeutige, fiir alle 
auBeren Parameter a* gemeinsame Parameterinvarianten (Ziff.10) besitzen. 
Wie aus (24) hervorgeht, diirfen dann allerdings nicht samtliche derartigen Para­
meterinvarianten durch Materialkonstanten festgelegt werden, so daB einfach 
periodische (Ziff. 13, 14) und "quasiergodische" (Ziff. 16) Systeme von vornherein 
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auszuscheiden sind, damit das Modell iiberhaupt einer "Warmeenergie" fahig 
sein kann. Falls die Energie des Gesamtsystems sich aus den Energien von Teil­
systemen in Strenge oder wenigstens praktisch additiv zusammensetzt, sind 
aus demselben Grunde ferner aIle jene (gleichbeschaffenen oder ungleichbe­
schaffenen) Teilsysteme auszuschlieBen, deren Bewegung eine einzige, ihrer 
Energie aquivalente Parameterinvariante besitzt. Da letztere Einschrankung 
das bereits in Ziff. 15 unter y) angedeutete, gut begriindete Festki:irpermodell 
mit ausschlieBt, kann von der Mi:iglichkeit einer allgemeinen Brauchbarkeit des 
Modelltypus a) jedenfalls nicht die Rede sein. 

Was demgegeniiber die Verwendbarkeit des allgemeineren Modelltypus b) 
anbetrifft, welcher a) iibrigens als Spezialfall in sich schlieBt, so wird die nach­
folgende Darstellung zu zeigen haben, daB er im weitestgehenden MaBe dazu 
geeignet ist, das Verhalten warmer Ki:irper wiederzugeben. Mit Riicksicht auf 
die Erfordernisse thermodynamisch-irreversibler Prozesse wird eben so wie 
bei den rein mechanischen Modellen (Ziff. 17, 18) die Zerlegbarkeit des Gesamt­
systems in sehr zahlreiche, gleichbeschaffene Teilsysteme zu folgern sein, zwischen 
welchen nur geringfiigige Wechselwirkungen auftreten. Die letztere Eigenschaft 
legt es in besonderem MaBe nahe, den intermittierenden Charakter der Modell­
bewegung mit jenen Wechselwirkungen zu verkniipfen. Sieht man das Zustande­
kommen der verschiedenen Bewegungsunstetigkeiten demgemaB als einzige, 
praktisch in Betracht kommende Folge jener Wechselwirkungen an, so werden 
die Bewegungen der einzelnen Teilsysteme voneinander unabhangig sein, bis 
auf die geringfiigigen Zeitdauern jener Unstetigkeiten. Da die eindeutigen 
Integrale der Modellbewegung dann durch aIle eindeutigen Integrale der von­
einander unabhangigen Teilsystembewegungen gegeben sind, wird jede der 
Bewegungsunstetigkeiten durch pli:itzliche Anderungen gewisser "mechanischer 
Zustandsgri:iBen" (Ziff. 8) der Bewegung bestimmter Teilsysteme gekennzeichnet 
werden ki:innen. Vielzahl, Gleichartigkeit und gegenseitige Unabhangigkeit der 
Teilsysteme lassen dann eine statistische Behandlung der Modellbewegung 
ftir angezeigt erscheinen, gegentiber welcher die mechanischen Vorgange an den 
Teilsystemen mehrfach in den Hintergrund treten. 

23. Quasimechanische Eigenschaften der Teilsysteme. Wenn das Gesamt­
system aus einer sehr groBen Anzahl N von Teilsystemen besteht, so reicht es 
zunachst hin, physikalisch und chemisch einheitliche Ki:irper mit lauter gleich­
beschaffenen Teilsystemen zu betrachten (Ziff. 18); die Behandlung physik ali scher 
(Ziff. 52,57) und chemischer (Abschnitt 7, Ziff. 72f£') Gemische kann spateren 
Verallgemeinerungen vorbehalten bleiben. Den phanomenologischen Verhalt­
nissen gemaB (Ziff. 18) werden einige oder samtliche Raumdimensionen der 
Teilsysteme als makroskopisch unerkennbar zu gelten haben; Annahmen tiber 
ihre molekular-theoretische Bedeutung hingegen sind fiir die allgemeine Theorie 
belanglos und brauchen erst bei den verschiedenen Anwendungen ihrer Ergebnisse 
(Abschnitte IV ff.) eingefiihrt zu werden. Die Teilsysteme ki:innen einzelne Atome 
oder Molektile, aber auch Eigenschwingnngen (Ziff. 57,67) oder thermische Schwan­
kungsbereiche (s. ds. Handb. Kapitel 6) der warmen Ki:irper darstellen. 

Die (innere) mechanische Bewegnng der einzelnen Teilsysteme kann man, 
eben so wie im vorigen Abschnitt die Rewegung des Gesamtsystems, als gegeben 
ansehen durch HAMILTO)1sche kanonische Bewegungsgleichungen (1); die Be­
zeichnung s der Freiheitsgradeanzahl in (1) mage daher kiinftighin auch fiir die 
Teilsysteme benntzt werden. Die Integration der Bewegnngsgleichunge n (1) 
erfolgt dann in derselben Art und mit dem gleichen Ergebnisse wie dies in Ziff. 5 
dargestellt worden ist. Da die obige vorhiufige Beschrankung auf gleichbe­
schaffene Teilsystcmc dcrcn Stabilitat gegcni.iber allen quasimechanischen Vor-
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gangen mit einschlieBt, werden die naheren Folgerungen von Ziff. 7, 8 und 9 
uber die Besonderheiten "stabiler" Bewegungsformen auch fUr die innere 
Bewegung der Teilsysteme einschlieBlich allfalliger Rotationsbewegungen maB­
gebend sein. 

Die in einigen Fallen, namentlich bei Gasmolekulen. wesentliche Schwer­
punktsbewegung der Teilsysteme erfordert demgegenuber eine besondere Be­
handlung. Da die Teilsysteme bis auf ihre unmechanischen Wechselwirkungen 
voneinander ganzlich unabhangig sein soIlen, so kann diese Bewegung nur gerad­
linig und gleichformig vor sich gehen; Verallgemeinerungen, welche auch mecha­
pische Wechselwirkungen zwischen den Teilsystemen zu berucksichtigen suchen, 
sind prinzipiell zwar ebenfalls moglich, bisher jedoch auf die kinetische Gas­
theorie (s. ds. Handb. Kapitel 6) beschrankt. Von einer potentiellen Energie 
der Schwerpunktsbewegung kann demnach im folgenden abgesehen werden; 
die kinetische Energie der Fortbewegung Ef ist dann allein abhangig von der 
Masse M des Teilsystems und seinen rechtwinkligen Impulskomponenten Px, 
Py ,Pz in bezug auf ein im Schwerpunkt des Gesamtsystems ruhendes cartesIsches, 
Koordina ten system 

(57), 

Die Zahlung der Translationsfreiheitsgrade moge unabhangig von jener der 
s "inneren" Freiheitsgrade vorgenommen werden. so daB die Gesamtenergie 
cines Teilsystems im FaIle von Translationsbewegungen durch 

E (ql> ... qs, PI> ... Ps, a*) + Ef (Px. PY ' pz) (S8) 
gegeben ist. 

24. Mechanische Einwirkungeri unendlich langsamer, umkehrbarer makro­
skopischer Parameterverschiebungen auf die Teilsysteme. Die Auflosung 
des Gesamtsystems in lauter fast stets voneinander unabhangige Teilsysteme 
bringt es mit sieh. daB die Wirkungen auBerer makroskopiseher Parameter­
anderungen an jedem einzelnen niehtmakroskopisehen Teilsystem gesondert 
"angreifen" mussen. Die Untersuehung solcher Wirkungen auf die inneren 
Teilsystembewegungen bei unendlieh langsam und umkehrbar vorgenommenen 
Versehiebungen ba* wird demnaeh wiederum in derselben Art wie in Ziff. 10 
zu erfolgen haben und dieselben Ergebnisse hervorbringen. welche in Ziff. 13, 
14 und 16 fUr die versehiedenen .stabilen" Bewegungstypen angegeben werden 
konnten. Ais prinzipieller Untersehied gegeniiber den fruher untersuchtcn 
Gesam tsystemen ist jetzt aber hervorzuheben. daB die Integrabilitat des formal 
gebildeten Differentialausdruekes bQ fUr die reversibel zugefUhrte Warme (Ziff. 11) 
von den Teilsystemen nieh t gefordert werdenmuB, da diesen einzeln keinerlei 
makroskopische Bedeutung zukommt. Die Forderung der Integrabilitat von 
bQ ist vielmehr nur fUr die Gesamtheit aller Teilsysteme von Belang 
(Ziff.38). so daB den Teilsystemen daraus zunachst keinerlei einsehrankende 
Bedingungen hinsiehtlich ihrer speziellen Bewegungsformen erwachsen. Da die 
Anzahl der Teilsystem-Freiheitsgrade uberdies beliebig gering sein kann. kommen 
fur das Folgende samtliehe in den Ziff. 13. 14 und 16 untersuehten ein- oder 
mehrfaeh periodisehen Bewegungstypen in Betraeht. wogegen zu der fragwurdig 
hypothetisehen EinfUhrung "quasiergodiseher" Teilsysteme (Ziff. 9. 16. 18. 20) 
keinerlei Veranlassung mehr vorliegt. 

Ais nieht"stabile" Bewegungsart nimmt die etwaige Translationsbewegung 
der Teilsysteme den makroskopisehen Parameterverschiebungen gegenuber eine 
gesonderte Stellung ein. Die Wirkung einer beliebigen Parameteranderung b a* auf 
die Translation eines einzelnen Teilsystems ist formal nieht umkehrbar, so daB 

13* 
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hier keine Parameterinvarianten (Ziff.10) bestehen konnen. Fur die thermo­
dynamischen Anwendungen bedeutet dies aber keine Schwierigkeit, wenn durch 
auBere Wirkungen, wie feste Wande oder andere abstoBende Kraftfelder, dafUr 
gesorgt ist, daB den Teilsystemen nur endliche Volumina zu Gebote stehen, wo­
durch auch ihre Schwerpunktsbewegungen d~n Charakter von reversibel beein­
fluBbaren quasi periodischen Bewegungsvorgangen erhalten. 

25. Darstellung der Bewegungen der Teilsysteme im (1- - Phasenraum. 
Wenn x, y, z die Schwerpunktskoordinaten eines beliebigen Teilsystems be­
deuten, deren Werte auf das Innere des makroskopisch-raumlichen Volumens V 
beschrankt sein mogen, so treten zu den 2s-Phasen qk> Pk der inneren Bewegung 
noch weitere 6 von der Translation herruhrende kanonische Phasenveranderliche' 
x, y, z, Px, PY ' pz hinzu. FaBt man die Gesamtheit dieser 2s + 6-Variablen als 
Koordinaten eines ebenen (2s + 6)-dimensionalen ",u-Phasenraumes" auf, so 
laBt die Teilsystembewegung in ihm eine ahnliche geometrische Darstellung zu, 
wie sie fUr die Bewegung des Gesamtsystems im "T'-Phasenraum" (Ziff. 6) 
moglich war. Projiziert man diesen ",u-Raum" auf einen 6-dimensionalen "Trans­
lations-/~-Raum" und einen 2s-dimensionalen ",u-Raum der inne~en Bewegung", 
so werden die Phasenkurven der Teilsysteme in beiden Projektionen ein ganz 
andersartiges Verhalten aufweisen: der Translations-,u-Raum enthalt lauter 
Gerade, we1che zu seinen Px-, Pll-' pz-Achsen parallel verlaufen und durch die 
konstanten Px-, Py-, pz-Werte einer individuellen Bewegung gekennzeichnet 
sind; im ,u-Raum der inneren Bewegung hingegen treten Raumkurven mit be­
stimmten mehrdimensionalen Wiederkehrbereichen (Ziff. 7) auf, deren Lage und 
GroBe durch die willkurlichen Konstantwerte aller eindeutigen Integrale der 
Bewegungsgleichungen (1) (Ziff. 7, 8) festgelegt sind. . 

Die wirkliche Bewegung der verschiedenen Teilsysteme wird den ganzen 
unendlichen Verlauf dieser Bahnkurven allerdings niemals zu vollenden ver­
mogen: die fUr quasimechanische Systeme charakteristische Voraussetzung 
sich immer wieder erneuernder Bewegungsunstetigkeiten (Ziff. 22, b) bewirkt, 
daB ein bestimmtes Teilsystem jeweils nur ein endliches Stuck einer beliebigen 
seiner Bahnkurven durchlaufen kann, dann auf eine neue Bahnkurve iibergeht, 
auch diese verHiBt, und dieses Spiel immer von neuem wiederholt. Das AusmaB 
jedes dieser Ubergange wird offenbar gekennzeichnet sein durch die Anderungen, 
welche die Gr()Ben Px, Pv' pz sowie die Konstanten der eindeutigen Integrale 
] 1> .•. ] a dabei mitmachen. Fur das geometrische Abbild der wirklichen Teil­
systembewegung im ll-Raum erhalt man demnach eine stets zunehmende Menge 
von Bahnkurvenstucken endlicher Langen, welche in einer fur individuelle Teil­
systeme charakteristischen \Veise uber den p-Raum verstreut anzunehmen sind 
(Ziff.26). 

Da die Translationsbewegung der Teilsysteme uber die Begrenzungen des 
makroskopischen Volumens TT hinaus nicht fortgesetzt werden kann, mussen 
ihre Bahnkurven auch aus diesem Grunde gelegentlich abbrechen. Die dadurch 
erforderlichen tTbergange der Teilsysteme in andere Bahnkurven brauchen 
jedoch fUr das Folgende zunachst keineswegs als reelle unmechanische Bewegungs­
stetigkeiten aufgefaf3t zu werden; durch EinfUhrung einer lokalen, bei der Annahe­
rung rasch ansteigenden potentiellen Energie der "Wandwirkung" wird die 
erforderliche Richtungsanderung der Bewegung auch ohne jede wirkliche Un­
stctigkeit herbeizufUhren sein. 

26. Materialeigenschaften der Teilsysteme. Wahrend die bisherigen An­
nahmen und Betrachtungen uber das ~Verhalten der Teilsysteme vollig unab­
hangig geblicbcn sind ,'on den spezifischen 1Iaterialeigenschaftcn dcr warmen 
KCirper, \yird cine Verfiigung clariiber unwrmeicllich, sobald man auch das 
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unmechanische Verhalten der quasimechanischen Modelle einer exakten Analyse 
zuganglich machen will. HierfUr sind zweierlei Arten von Haufigkeitseigen­
schaften a priori festzulegen: a) phasenraumliche, welche die Realisierung be­
stimmter Bewegungszustande der Teilsysteme an sich betreffen (Ziff. 28); b) zeit­
liche, welche auf die Haufigkeit von Dbergangen zwischen je einem Paar be­
stimmter solcher Bewegungszustande Bezug haben (Ziff. 29). Eine konkrete 
Verfiigung iiber diese Eigenschaften erscheint von vornherein unzulassig, wenn 
man fUr sie eine Abhangigkeit von dem zunachst unbekannten Mechanismus 
der Teilsysteme erwartet, d. h. von der speziellen analytischen Beschaffenheit 
der Energiefunktion (58). Es ist daher notwendig, fUr diese Haufigkeitseigen­
schaften gewisse unbestimmt bleibende Ansa tze einzufUhren und zuzusehen, 
ob dies nicht etwa schon dazu hinreicht, die allgemeinen makroskopisch­
thermodynamischen GesetzmaBigkeiten modellmaBig wit;derzugeben. Wie sich 
zeigen wird, ist das nicht bloB wirklich der Fall (Ziff. 37ff.), sondern es 
gelingt iiberdies, jene Ansatze fUr individuelle warme K6rper hinterher auf 
Grund empirischer, makroskopisch-thermischer Daten naher zu bestimmen 
(Ziff.60ff). 

27. A priori gleichhaufige Bewegungszustande der Teilsysteme. Urn zu 
einem brauchbaren Ansatz fUr die phasenraumlichen a priori-Haufigkeitseigen­
schaften der Teilsysteme zu gelangen, bedarf es zunachst der Feststellung, welche 
ihrer Bewegungszustande yon vornherein als g lei c h h a u fi g angesehen werden 
miissen. AIle Punkte einer individuellen Bahnkurve im ,u-Raum (Ziff.25) 
bilden Bewegungszustande der Teilsysteme ab, welche verm6ge der kanonischen 
Differentialgleichungen (1) miteinander eindeutig verkniipft sind; da aIle 
diese Zustande durch den zeitlichen Ablauf der mechanischen Bewegung aus­
einander hervorgehen k6nnen, mussen sie jedenfalls als a priori gleichhaufig 
betrachtet werden. Man iiberzeugt sich leicht, daB die model.lgemaB bloB stiick­
weise Benutzung der Bahnkurven durch die Teilsystembewegungen (Ziff.25) 
an dieser fUr jede individuelle Bahnkurve gesondert geltenden Feststellung 
nichts abzuandern vermag, wenn das Eintreten der unmechanischen Bewegungs­
stetigkeiten der Teilsysteme (Ziff. 22) zeitlich regellos erfolgt. Der unmecha­
nische Charakter dieser Unstetigkeiten schlieBt es aber aus, auf ahnlichem Wege 
Aussagen iiber die Relativhaufigkeiten der Bewegungszustande verschie­
dener Teilsystembahnkurven abzuleiten, so daB iiber solche Relativhaufigkeiten 
a priori keinerlei Kenntnisse vorliegen. 

Wie in Ziff. 10 gezeigt worden ist, kann der EinfluB unendlich langsamer, 
umkehrbarer makroskopischer Parameterverschiebungen auf die mechanische 
Bewegung der Teilsysteme (Zifi. 24) mittels der mechanischen Bewegungs-· 
gleichungen (1) bestimmt werden, so daB solche Parameterverschiebungen gleich­
falls Bewegungsvorgange darstellen, welche a priori gleichhaufige Bewegungs­
zustande der Teilsysteme ineinander iiberfiihren. Da weitere mechanische Be­
einflussungsm6glichkeiten der Teilsysteme nicht vorhanden sind, erhalt man als 
geometrische Orter aller gleichhaufigen Bewegungszustande eines Teilsystems 
im ,u-Phasenraume die Gesamtheiten aller jener Bahnkurven, welche vermittels 
der genannten Parameterverschiebungen in eine einzige, individuelle Bahnkurve 
iibergefUhrt werden k6nnen. Wenn die inn ere Bewegung der Teilsysteme e ein­
deutige Parameterinvarianten II' ... , 10 besitzt, welche fUr samtliche auBere 
makroskopische Parameter miteinander' iibereinstimmen (Ziff. 10), so wird ein 
beliebiges derartiges "Bahnkurvenbiindel" durch individuelle Konstantwerte der 
II' ... , II! gekennzeichnet sein. 

Da eine etwaige Translationsbewegung der Teilsysteme nach Ziff. 24 keine 
umkehrbare Beeinflussung durch auBere Parameterverschiebungen zulaBt, 
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kann die Frage nach den a priori-gleichhaufigen Translationsbewegungszustanden 
hier nur auf Grund einer besonderen Untersuchung beantwortet werden; sie ist 
dank dem einfachen Charakter der Bewegung ausfUhrbar und ergibt, daB aIle be­
liebigen Translationsbewegungszustande untereinander a priori gleichhaufig 
sind. Dieses Erge bnis gilt allerdings nur so lange, als die V crnachlassigung me c h a­
nischer Wechselwirkungen zwischen den Teilsystemen (Ziff. 23) gerechtfertigt 
erscheint; andernfalls ist die Moglichkeit einer Existenz von Parameterinvarianten 
auch bei der Schwerpunktsbewegung gegeben, was dann zu ahnlichen Verhaltnissen 
wie bei der inneren Bewegung der Teilsysteme fiihrt. 

28. Phasenraumliche a priori-Haufigkeitsansatze fUr die innere Bewegung 
der Teilsysteme. Die vorstehende Abgrenzung der a priori gleichhaufigen Be­
wegungszustande von beliebigen Teilsystemen quasimechanischer Modelle laBt 
erkennen, daB fUr samtliche Bewegungszustande einer individuellen Bahnkurve 
der Teilsysteme eine ihr eigentumliche "a priori-Haufigkeit" definiert werden 
kann, welche die "Vorliebe" der Teilsysteme flir diese Bahnkurve miBt und sich 
unendlich langsamen, umkehrbaren auBeren Parameterverschiebungen gegenliber 
in varian t verhalt. Da es sich vorstehend als unmoglich erwiesen hat, die Rela­
tivhaufigkeiten zweier verschiedener Bahnkurvenmechanisch zu bestimmen, 
ist es erforderlich, hierflir einen mathematischen Ansa tz einzuflihren, welcher 
an sich zunachst unbestimmt bleiben kann (Ziff.26). Hierzu ordnet man jeder 
Bahnkurve die Werte einer vorlaufig beliebigen, dimensionslosen "Gewich ts­
funktion" G (qb h, a*) zu, welche ersichtlich bloB von den eindeutigen Para­
meterinvarianten der Teilsysteme abhangen darf 

(59) 

Da Relativhaufigkeiten nur bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt 
sein konnen, muB, (59) einen willklirlichen "Gewichtsfaktor" g enthalten, dessen 
explizite Berlicksichtigung flir die chemische Thermodynamik (Abschnitt 7. 
Ziff. 73 f£,) von Bedeutung ist. G kann im librigen einen ganz beliebigen Verlauf 
haben, stetig oder unstetig sein, flir bestimmte Wertekombinationen oder Werte­
intervalle der Iv ... , Ia verschwinden us£. Flir den moglichen Spezialfall der 
Gleichhaufigkeit samtlicher denkbaren Bewegungszustande der Teilsysteme 
wird 

G = const. (60) 

Nach den Ausflihrungen am Ende der vorigen Ziffer ist (60) fUr eine etwa vor­
handene Schwerpunktsbewegung der Teilsysteme aus mechanischen Grlinden 
weitestgehend erflillt, so daB der allgemeine Ansatz (59) dann wesentlich bloB 
fUr die innere Bewegung der Teilsysteme von Belang bleibt. 

29. Zeitliche a priori-Haufigkeitsansatze fur das unmechanische Ver­
halten der Teilsysteme. Die angenommene zeitliche Regellosigkeit der unmecha­
nischen Dbergange zwischen verschiedenen Bahnkurven (Ziff.22, 27), welche 
die Teilsysteme nach jeweiliger Zurlicklegung endlicher Bahnkurvenstlicke 
(Ziff. 25) ausfUhren, kann durch Benutzung einer zweiten Haufigkeitsfunktion 
prazisiert werden, we1che ebenso wie die Gewichtsfunktion (59) die Bedeutung 
eines zunachst unspezialisiert bleibenden An sat z e s besitzt. Als einfachstes 
Vorbild hierflir kann der StoBzahlansatz der klassischen kinetischen Gastheorie 
(s. ds. Band. Kapitel 6) genannt werden, welche sich an Stelle allgemeinerer 
unmechanischer Dbergange auf die gewohnlichen MoleklilzusammenstoBe be­
schrankt. "Yenn ein Teilsystem sich in Bewegungszustanden einer Bahnkurve 
mit dem Index n' befindet und innerhalb vernachlassigbar kurzer Zeit (Zif£' 27) 
zu BewegungszusUinden einer Bahnkurve mit dem Index n" libergeht, so 
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mage die a priori-Haufigkeit. eines solchen Uberganges wahrend der Zeit­
strecke dt durch 

(n' - nil) C~:' • dt (61 a) 

gegeben sein, fUr den inversen Vorgang hingegen durch 

(nil _ n') C~:, . dt. (61 b) 

Wie man unmittelbar ·erkennt, kannen die "Ubergangswahrscheinlichkeiten" C 
von den Werten Gn, und Gn" der Gewichtsfunktion (59) fUr das betrachtete 
Bahnkurvenpaar nicht unabhangig sein; man hat in der Tat 

(62) 

Da das Eintreten der Ubergange auf die Wechselwirkungen zwischen den Teil­
systemen zuriickzufUhren ist (Ziff. 22), sind nahere Angaben iiber die Beschaffen­
heit der Ubergangskoeffizienten D in (62) nur auf Grund spezieller Annahmen 
iiber die Natur der Dbergangsprozesse maglich. Beispiele hierzu fUr Zusammen­
staBe und Reaktionsvorgange finden sich in Abschnitt 7, Ziff. 73 ff., fiir Strahlungs­
vorgange in Abschnitt 6, Ziff. 70. 

30. Statistische Methodik. - a) Zellenstruktur des p-Phasenraumes. 
Urn den Momentanzustand der betrachteten quasimechanischen Modelle warmer 
Karper zu kennzeichnen, ware es erforderlich, die augenblicklichen Koordinaten­
und Impulswerte jedes einzelnen Teilsystems anzugeben. Die iiberaus groBe 
Anzahl der Teilsysteme (Ziff. 18, 22) macht ein solches Verfahren praktisch 
unausfUhrbar, legt aber zugleich die Anwendung mehr summarisch vorgehender 
statistischer Methoden nahe. Ebenso wie sich der Versicherungsstatistiker 
damit begniigt, das Geburtsjahr und nicht den genauen Zeitpunkt der Geburt 
seiner menschlichen Zahlobjekte zu ermitteln, kann der statistisch arbeitende 
Physiker auf eine exakte Wiedergabe momentaner Phasenwerte der Teilsysteme 
verzichten, falls er Anzahlen von Teilsystemen innerhalb gewisser endlicher 
Zustandsbereiche im ,u-Phasenraum verwertet, Bereiche, deren Bedeutung offen­
sichtlich jener der Jahreslange in der Lebensalterstatistik zu entsprechen hat. 
Man gelangt so zu der methodisch begriindeten Notwendigkeit einer Zellen­
einteilung des ,u~Raumes, welche so beschaffen sein muB, daB alle Teilsysteme, 
deren Phasenpunkte sich in derselben Phasenraumzelle vorfinden, als einander 
gleichwertig, daher ununterscheidbar und miteinander vertauschbar angesehen 
werden kannen. 

Aus dieser Folgerung ergibt sich zunachst, daB in den Inhalt einer Zelle 
bloB solche Phasenpunkte aufgenommen werden diirfen, welche zu Bahnkurven 
mit gleichen oder nur wenig abweichenden phasenraumlichen a priori-Haufig­
keiten (Ziff. 28) geharen. Fiir den allenfalls vorhandenen Translationsanteil 
der Teilsystembewegungen ist diese Vorbedingung wegen (60) stets erfiillt, so 
daB die Zelleneinteilung des "Translations-,u-Raumes" (Ziff. 25) val1ig will­
kiirlich vorgenommen werden kann. Da die innere Bewegung der Teilsysteme 
eine Wiederkehrbewegung mit endlichen Wiederkehrbereichen (Ziff.7, 23) dar­
stellt, wird die Zelleneinteilung des ",u-Raumes der inneren Bewegung" (Ziff. 25) 
vorteilhaft so gewahlt werden, daB jede Zelle einander benachbarte Bahn­
kurven in ihrer ganzen unendlichen Erstreckung einschlieBt. Wenn man die 
Zelleneinteilung so vornimmt, daB die (! Flachenscharen 

I,(q", p"" a*) = I~O) , IT = I~l) , IT = I~.2), ... , I~= I~nr), ... } (63) 
(r - 1, 2, ... !!) 
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miteinander zum Schnitt gebracht, die verschi~denen ,u-Zellen liefem, so wird 
durch die Parameterinvarianz der Ir (Ziff. 10ff., 24) gesichert, daB die oben 
an die Zelleneinteilung gestellten Bedingungen auch im Verlaufe jeder umkehr­
bar unendlich langsamen Verschiebung der auBeren makroskopischen Para­
meter a* erfiillt bleiben - wie das fUr die thermodynamischen Anforderungen 
(Ziff.3, 24) unerlaBlich ist. Dber die Werte der e Konstantenfolgen I~O), I~l), 
I~2), 0 0 0, I~fIr), 0 0 0 (1' = 1, 2, . 0 0 e) in (63) braucht einstweilen niehts weiter 
vorausgesetzt werden, als daB sie mit dem oberen Index nr monoton ansteigen 
und die durch (63) bestimmte Zelleneinteilung dann den ganzen von den Teil­
systemen physikalisch realisierbaren Bereich des ,u-Raumes uberdeckt; ihre 
genauere Festlegung kann ebenso wie jene der Zellenvolumina offenbleiben, 
wobei letzterebloB als hinreiehend klein gegenuber der feinsten makroskopischen 
Unterscheidbarkeit zu wahlen sind. 

Wie die nahere Priifung etwa fur bedingt periodische Teilsysteme (Ziff. 14) 
lehrt, ist eine Zelleneinteilung von der Art (63), welche samtliche voneinander 
unabhangigen eindeutigen Parameterinvarianten der Teilsysteme benutzt, die 
einzige, welche den erwahnten Anforderungen genugt. Unabhangig von der 
GroBe der Phasenraumzellen ist dadurch eine bestimmte S t r u k t u r des ,u-Phasen­
raumes festgelegt. Wenn man in (63) die besondere norinierte Form (42) dieser 
Parameterinvarianten anwendet, so laBt sieh das Zellenvolumen fUr "nicht­
entartete" Systeme (e = u = S, Ziff. 14) in der Form 

• 
Q n = Qn"n" ... n. = II (I~nr) - I~nr-l») (64) 

r= 1 

darstelleri und nur wenig abweichend auch fur "entartete" Systeme (e = u < S, 

Ziff. 14). Jede Zelle kann gemaB der in (64) benutzten Schreibweise durch eine 
Indexkombination n1 , n2 , • 0 ., n. oder kurzer durch einen einzigen Index n 
gekennzeiehnet werden. 

Da aIle Teilsysteme, deren Phasenpunkte in die gleiche Zelle n fallen, sta­
tistisch als ununterscheidbar zu gelten haben, wird man ihnen allen den gleichen 
(mittleren) Energiewert En, den gleichen (mittleren) Wert ihrer Gewichts­
funktion (59) Gn (Ziff. 28) und ebenso gleiche (mittlere) Werte aller ubrigen 
Phasenfunktionen zuzuschreiben haben. Die Zahlwerte En, Gn , ... sind somit 
fur die n-te ,u-Zelle charakteristisch. Betrachtet man unmechanische Dbergange 
der Teilsysteme zwischen verschiedenen Bahnkurven (Ziff. 29), so kommen fUr 
die vorzunehmenden statistischen Anwendungen offensichtlich nur Dbergange 
zwischen solchen Bahnkurven in Frage, welche zu verschiedenen ,u-Zellen gehoren, 
wodurch eine Ubertragung der Definitionen (61 a), (61 b) fUr die" Ubergangswahr­
scheinlichkeiten" auf "Dbergange zwischen verschiedenen ,u-Zellen" moglich 
und erforderlich wird. 

Aus der Unabhangigkeit der Konstantwerte I;nr) der (zeitfreien) Integrale Ir 
(63) der Teilsystem-Bewegungsgleichungen von der besonderen Wahl der kano­
nischen Veranderlichen qk, Pk (Ziff. 5) ergibt sich, daB auch die durch (63) gegen­
einander abgegrenzten Bereiche von Teilsystem-Bewegungszustanden 
von dieser Wahl unabhangig sind. Dasselbe gilt von den Zellenwerten fUr 
Energie, Gewichtsfunktion und Ubergangswahrscheinlichkeiten, weil alle diese 
GroBen ebenfalls durch (zeitfreie) Integrale der Teilsystem-Bewegung bestimmt 
werden. Das physikalisch belanglose geometrische Bild der Zelleneinteilung 
des !I-Raumes dagegen ist von der willkurlichen Wahl der kanonischen Variablen 
qk> Pk abhangig, weil der Phasenraum sowie die geometrischen Abbilder der 
Teilsystem-Bahnkurven in ihm uberhaupt erst auf Grund einer solchen Wahl 
angebbar sind (Ziff. 6). \Vie man sieht, ist es also physikalisch belanglos, wenn 
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im Vorstehenden und ebenso bei den nachfolgenden statistischen Betrachtungen 
der Bequemlichkeit halber auf einen beliebig gewahlten Phasenraum und seine 
Zelienstruktur Bezug genommen wird. 

31. Statistische Methodik. - b) Zustandsverteilungen und statistische 
Mittelwerte. Denkt man sich alle Jl-Zelien mittels eines Index I etwa im Sinne 
zunehmender Zellen-Energiewerte El numeriert, so mogen sieh zu einem be­
stimmten Zeitpunkte NL,l' NL, 2' ••. , NL,I, ... Teilsystemphasenpunkte in den 
Zelien befinden. Die Zahlenfolge N L,1' N L,2"'" NL,I,'" heiBt die Zustands­
verteilung ZL, we1che das Gesamtmodell zu dem betrachteten Zeitpunkt be­
sitzt. Wenn N die Gesamtzahl aller Teilsysteme und E die gegebene Gesamt­
energie des warmen Korpers bedeutet, so ist offenbar 

00 

2:,NL ,l = N (65) 
l= I 

und 00 

1;El ·NL ,l=E; (66} 
l= I 

weiteren Beschrankungen unterliegen die Anzahlen N L, 1 im allgemeinen nieht. 
Die Gleichbeschaffenheit alier Teilsysteme (Ziff. 18, 22) sowie die definitions­

gemaBe Ununterscheidbarkeit aller Insassen der gleichen Jl-Zelle (Ziff.30) lassen 
erkennen, daB die Zustandsverteilung ZL durch sehr zahlreiehe Arten indi­
vi dueller Anordnungen der N Teilsysteme wiedergegeben werden kann. Wenn 
man bedenkt, daB die relative Haufigkeit fiir das gleichzeitige Vorkommen von 
NL,1 Teilsystemen in der I-ten Zelle vom "Gewieht" Gl durch 

[GzJNL.! 

gemessen wird, berechnet sieh die Anzahl R (Z L) der Realisierungsmoglichkeiten 
von ZL nach den Regeln der Kombinatorik zu 

R(ZL) = N 'N ~! N , . [G1JNL.l [G:JNL., ... [GlJNL,!, ••• (67) 
L,1' L,2· .. · L,l·· .. 

Bezeichnen 'PI' 'P2' ... , crl, ... die Zellenwerte einer beliebigen Phasen­
funktion 'P (qk, Pk, a*) der Teilsysteme oder, falls 'P von der Zeit abhangig ist, 
ihres Zeitmittelwertes cP (12), (13). dann stellt 

(68) 

ersiehtlich den statistischen Mittelwert von 'P fUr das einzelne Teilsystem dar, 

(69) 

hingegen das makroskopische Aquivalent dieses Mittels von 'P fUr die Zustands­
verteilung ZL' Da die GroBe der Anzahlen NL.l bei vorgegebenem N und E 
von den VolumengroBen der gewahlten ,u-Zellen" (Ziff. 30) abhangt, werden die 
Mittelwerte (68), (69) nur dann von den Zelleninhalten merklich unabhangig 
ausfallen, wenn die iibergroBe Mehrzahl der besetzten Zellen sehr viele Teil­
systemphasenpunkte enthalt. Dieser Umstand ist von besonderem Interesse 
fUr den oft benutzten Kunstgriff einer stetigen Approximation von Mittelwert­
summen (68) durch iiber den ,u-Raum erstreckte Integralausdriicke, we1che 
dem Grenziibergang zu beliebig abnehmenden Zellendimensionen gleichkommt; 
die AusfUhrung des letzteren muB dann durch eine fiktive unbegrenzte Zunahme 
von N gerechtfertigt werden, welche die GroBenordnung der N L , 1 trotz abnehmen­
der Zellvolumina aufrechterhalt, in Anbetracht des molekularen AusmaBe~ 
von Naber meist als unbedenklich angesehen werden darf. 
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32. Die Zeitgesamtheit quasimechanisch-statistischer Modelle. Statistische 
Zeitmittelwerte. N ach Einfiihrung des Begriffes einer Zustandsverteilung hat 
es keine Schwierigkeit, nun auch den zeit lichen Ablauf der Bewegung des 
Gesamtmodells einer statistischen Behandlung zuganglich zu machen. Geht 
man von der zum Zeitpunkt to herrschenden Zustandsverteilung Z (to) aus, so 
wird nach Ablauf einer geeignet gewahlten Zeitdauer dt zumindest eine un­
mechanische Bewegungsunstetigkeit des Modells eingetreten sein, welcher ein 
Zellenwechsel von einigen Teilsystemen (Ziff. 30) entspricht. Dies bedeutet, 
daB zum Zeitpunkt tl eine neue, im allgemeinen von Z (to) verschiedene Zustands­
verteilung Z(tl) vorhanden ist. Nach Ablauf weiterer Zeitstrecken dt mogen 
aus Z (tl) weitere Zustandsverteilungen Z (t2), Z (ta), ... , Z (tm) , ••. hervorgehen. 
Die Aufeinanderfolge aller dieser Zustandsverteilungen heiBt die Zeitgesamt­
hei t des Modelles. Betrachtet man eine sehr graBe Anzahl m von solchen zeit­
lich aufeinandergefolgten Zustandsverteilungen, so werden sich bestimmte Zu­
standsverteilungen ZL darin immer von neuem wiederholen, einige after, andere 
seltener. Wenn ZL gerade TL-mal aufgetreten ist, so hat man, summiert uber 
alle L * uberhaupt denkbaren, mit (65) und (66) vertraglichen Zustandsver­
teilungen 

L* 

~ T L • dt = tm - to . 
L=l 

Fur den Zei tm i t tel wert des in der vorigen Ziffer betrachteten momentanen 
oder phasenraumlichen Mittelwertes [tpJL (68) einer Teilsystem-Phasenfunktion 
cp (qk, Pk, a*), genommen uber die Zeitstrecke tm - to, erhalt man dann 

L* L* 00 

tp = __ 1 _ "" TL' dt. [tpJL = ~ -~- "" "" TL' NL,I' tpl' dt. t -t":::'" Nt -t":::"''':::''' 
m 0L=l m 0L=l Z=1 

Durch Vertauschung der beiden Summationen ergibt sich 

(70) 

L* 

N z = __ 1 ___ 2: TL' NL,z' dt 
tin - to L=l 

worm 
(71) 

die mittlere, wahrend tm - to in der l-ten Zelle des ,u-Raumes vorhandene 
Anzahl von Teilsystem-Phasenpunkten bedeutet. Die Nl sind im allgemeinen 
keine ganzen Zahlen mehr, so daB die Zahlenfolge Nt> N 2 , ••• , N l , ••• keine 
Zustandsverteilung darstellt, sondern bloB den zeitlich mittleren Verteilungs­
zustand der Teilsysteme kennzeichnet. Bei hinreichender Kleinheit von dt und 
entsprechender GroBe der "Beobachtungsdauer" tm - to werden die Zeitmittel­
werte (70) und (71) offen bar merklich unabhangig von diesen beiden Zeit maBen 
ausfallen. Cp ist nach (70) fur jede beliebige Phasenfunktion ({' berechenbar, 
falls die mittleren Teilsystemanzahlen (71) als bekannt angesehen werden duden. 

33. Statistische Aquivalenz von Zeitgesamtheit und Raumgesamtheit. 
Aus dem zufallsgesetzlichen Charakter der unmechanischen Ubergangsprazesse 
(Ziff. 22, 29), welche die Anderung einer Zustandsverteilung fruher oder spater 
herbeifiihren, ergibt sich zwanglaufig, dan die Vorausberechnung eines kon­
kreten Zeitablaufes der Modellvorgange grundsatzlich unausfiihrbar ist. Be­
trachtet man jedoch eine sehr grane Anzahl mi)glicher zeitlicher Aufeinander­
folgen von Zustandsverteilungen, so gelingt es auf Grund der bisherigen Hanfig­
keitsansatze (Ziff. 28, 29,')0), wenigstens das wahrscheinliche zeitgemitte1te 



Ziff. 33. Zeitgesamtheit und Raumgesamtheit. 203 

Verhalten des Modells, also die wahrscheinlichen mittleren Teilsystem­
anzahlen (71) a bzulei ten. Indem man wieder von einer belie bigen, a ber bestimm ten 
Anfangsverteilung Zo ausgeht, kann man namlich die Frage stellen, mit welcher 
relativen Haufigkeit das Auftreten einer bestimmten, beliebigen anderen Zu­
standsverteilung Zl als Folge beliebiger unmechanischer Ubergangsprozesse nach 
Ablauf von dt zu erwarten ist, wobei nattirlich an den Bedingungen (65) und (66) 
von Ziff. 31 festgehalten werden muS. Diese Relativhaufigkeit ist eben so berechen­
bar wie jene dafUr, daS nach Ablauf von m Zeitstrecken dt gerade die m Zu­
standsverteilungen Zl' Z2' ... , Zm aufeinandergefolgt sind. In dieser Reihe 
von Zustandsverteilungen wird etwa die l-te Zelle des ,u-Raumes eine ganz be­
stimmte Anzahl von Malen die Anzahl NP' 2, ... ,m) von Teilsystem-Phasen­
punkten enthalten haben. Man kann nun weiterfragen nach der Relativhaufig­
keit, mit der N}l,2,,..,m) Teilsysteme in der l-ten Zelle wahrend einer Auf­
einanderfolge von m mit (65) und (66) vertraglichen, im tibrigen aber ganz be­
lie bigen Zustandsverteilungen, welche aus Zo hervorgegangen sind, vorkommen 
konnen. Auch diese Relativhaufigkeit ist ermittelbar und Mngt verstandlicher­
weise von Nil. 2,.,., In) , N, E, Zo und m, ferner den Zellenwerten fUr Energie 
und "Gewicht" der Teilsysteme sowie von den "Ubergangswahrscheinlichkeiten" 
(61 a), (61 b) (Zif£. 30) abo Ftir sehr groSe Werte von N, E und m besitzt 
sie an einer im allgemeinen unganzzahligen Stelle N}1, 2, ... , m) = N z ein be­
liebig steil zu erhaltendes Maximum, von des sen Umgebung dann mit be­
liebig weitgehender Genauigkeit abgesehen werden kann. N z wird in der Grenze 
von Z 0 und den "Ubergangswahrscheinlichkeiten" una b han gig und en tsprich t 
offenbar der gesuchten wahrscheinlichen zeitgemittelten Teilsystemanzahl 
fUr die l-te Phasenraumzelle. 

Die Unabhangigkeit der N z von den "Ubergangswahrscheinlichkeiten" lehrt, 
daS man diese Verteilungszahlen auch auf wesentlich einfacherem Wege be­
stimmen konnen muS. Wie Rechnung und Uberlegung zeigen, kann man hierzu 
die sog. R a u in g e sam the i t benutzen. Sie wird erhalten, wenn man eine sehr 
groSe Anzahl M voneinander unabhangiger Modelle von der gleichen Beschaffen­
heit und der gleichen Teilsystemanzahl N zugrunde legt und die Folge der Zu­
standsverteilungen betrachtet, weIche an ihnen wahrend des gleichen, an sich 
aber beliebigen Zeitpunktes auftreten. Mittelt man die Anzahl der Teilsystem­
Phasenprinkte fUr die l-te ,u-Zelle tiber diese Folge von Zustandsverteilungen, so 
wird der wahrscheinliche Mittelwert fUr sehr groBe M identisch mit Nl und 
ist gegeben durch L* 

2: R(ZL)' NL,I 
N - L~1 (72) 
1- L* 

2: R (ZL) 
L=1 

hierin bedeutet R (Z L) die Gesamtzahl (67) der Realisierungsmoglichkeiten von 
ZL und zugleich die Relativhaufigkeit, mit der ZL fUr sehr groBe M in der Raum­
gesamtheit vorkommt, L * hingegen wie in Ziff. 32 die Anzahl aller jener Zu­
standsverteilungen ZL, weIche den Bedingungen (65) und (66) fUr die Unver­
anderlichkeit von Gesamtzahl und Energiesumme der Teilsysteme gentigen. 
Ftir das wahrscheinliche zeitgemittelte Verhalten des quasimechanischen 
Modells wird der "Ra ummittelwert" (72) demnach mit dem fUr sehr groSe m 
genommenen Zeitmittelwert (71) identisch; fUr Zeitstrecken, weIche sehr zahl­
reiche "schnelle" Quasiperioden der Modellbewegung (Ziff. 17) umfassen, liefert 
dies TL = const· R(ZL) , 
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eine Beziehung, welche die Proportionalitat der wahrscheinlichen mittleren 
Realisierungs d au e r einer beliebigen Zustandsverteilung Z L mit der Anzahl (67) 
(Ziff. 31) ihrer Realisierungsmoglichkeiten ausspricht und damit den einfachsten 
formelmaBigen Ausdruck flir die hier benutzte statistische Aquivalenz von Zeit­
und Raumgesamtheit angibt. Eine weitere allgemeine Beziehung dieser Art 
findet man, wenn man die gegenseitige statistische Unabhangigkeit der Teil­
systeme in Riicksicht zieht, deren Verwertung erst die oben geschilderte Unter­
suchung des wahrscheinlichen mittleren zeitlichen Verhaltens der quasi­
mechanischen Modelle moglich gemacht hat. Auf Grund dieser gegenseitigen 
statistischen Gleichwertigkeit der Teilsysteme ist es offenbar sinnvoll, die all­
gemeine phasenraumlich-zeitliche Mittelwertformel (70), angewendet auf das 
wahrscheinliche mittlere Verhalten des warmen Korpers, als eine iiber die 
Bewegung eines einzigen von seinen Teilsystemen ausgeflihrte zei tliche 
Mittelbildung aufzufassen. Bezeichnet man die wahrscheinliche mittlere 
Aufenthaltsda uer eines Teilsystems wahrend der Zeiteinheit in der I-ten Zelle 
seines Phasenraumes mit tl , so ergibt sich an Stelle von (70) 

und man erkennt, daB 

(1 = 1,2, ... ) 

(70 a) 

(72a) 

wird. Die von der Raumgesamthelt gelieferte mittlere Teilsystemanzahl (72) 
flir die l-te Phasenraumzelle ist also der wahrscheinlichen mittleren Aufenthalts­
dauer des einzelnen Teilsystems in dieser Zelle proportional. 

Wie man durch Dbertragung der vorstehenden Betrachtungen auf das 
geometrische Abbild des untersuchten quasimechanischen Modells im r-Phasen­
raum (Ziff. 6) zeigen kann, entspricht die hier benutzte Aquivalenz von Zeit­
gesamtheit und Raumgesamtheit der bei den quasiergodischen mechanischen 
Modellen (Ziff. 9, 16ff.) postulierten Ersetzbarkeit der Zeitmittelwerte durch 
(phasenraumliche) EnergiefHichenmittelwerte; wahrend aber letztere als exakt 
vorausgesetzt werden muBte, findet erstere bloB asymptotisch flir groBe Werte 
von N und E statt. Durch beide Verfahren wird erreicht, alle in Betracht kommen­
den makroskopisch beobachtbaren Mittelwerte [(14) bzw. (70)J als bloBe Funk­
tionen von E und den a* zu erhalten, wie es nach Ziff. 11und 22 flir die makrosko­
pische Warmelehre unerHiBlich ist. 

34. BOLTzMANNsche Verteilung. Methode der Verteilungsfunktionen. Die 
Folge N I , N 2 , ••• , N l , ••• der durch (72) bestimmten wahrscheinlichen Werte 
der zeitgemittelten Teilsystemanzahlen pro ,u-Raumzelle wird im folgenden als 
BOLTZMANNsche Verteilung der quasimechanischen Modelle benannt. Sie 
kennzeichnet einen mittleren quasistationaren Modellzustand, welchem als 
makroskopisches Aquivalent offensichtlich der thermodynamische Gleichgewichts­
zustand warmer Karper zuzuordnen ist. Der genauere Nachweis hierfiir 
(Ziff. 37ff.) erfordert die Auswertung von (72), welche durch Benutzung gewisser 
mathematischer Kunstgriffe sehr erleichtert werden kann. Ais Verteilungs­
funktion der Teilsysteme wird im folgenden die mittels der Zellenwerte 
flir Energie und Gewicht (Ziff. 30) definierte, von der Willktirlichkeit der dem 
Phasenraum zugrundeliegenden Koordinatenwahl unabhangige Funktion 

00 

f(~)=L.GI·?;El (73) 
1~1 

der komplexen Veranderlichen ~ bezeichnet, deren Konvergenz voraus­
gesetzt werden darf (Ziff. 66); femer als V e r t e i I u n g s fun k t ion des 
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war men K 0 r per s das Produkt der Verteilungsfunktion alier seiner Teil­

systeme: F(C) = [f(C)]N. (74) 

Da die Ez im Gegensatz zu den Gz (Ziff. 28) gemaB (22) bzw. (58) mit den 
makroskopischen Parametern a* verand~rlich sind, hangen die Verteilungs­
funktionen ebenfalls von den a* ab, was im Bedarfsfalle (Ziff. 38ff.) durch die 
Schreibweise t(C,a*) bzw. F(C, a*) zumAusdruck gebracht werden soll. Denkt 
man sich die Folge der Zellenenergiewerte Ev E 2 , ••• , E z, ... durch rationale 
Zahlen beliebig weitgehend approximiert, so ist leicht einzusehen, daB der 
Koeffizient von C E in der Potenzentwicklung von (74) wegen der Energie­
bedingung (66) gleich der im Nenner von (72) auftretenden Summe 

L* 

R* = ~R(ZL) 
L=1 

ist. Die CAUCHYSchen Integralformeln ergeben daher 
r 

R* = _1_) ~ [f(r)]N 
21li CE+l <, , 

r 

(76) 

wobei die Integration in der komplexen Zahlenebene langs eines Kreises vom 
Radius I y I < 1 erfolgt. Durch Vermittlung der Doppelsumme 

L* 

R*' E = ~R(ZL)' 2":,NL,z' Ez, (66a) 
L=1 1=1 

welche ersichtlich mit dem Koeffizienten von CE in 

C ~ [f(C)]N 
dC 

iibereinstimmt, ergibt sich auf dem gleichen Wege 

R*' E = -1-.f~ C ~ [f(C)J"". 
21l~ CE+l dC (77) 

l' 

Fiir die BOLTZMANNsche Verteilung endlich erhalt man auf Grund von (72) 
als Koeffizienten von CE-El in der Potenzentwicklung von 

N· [f(C)JN - 1 

den Integralausdruck 

R* . Nz = N _1_. (_ dJ_ Gl • CEI. [f(C)]N -1. (78) 
21l~. CHI 

r 

Integrale von der Form (76), (77), (78) lassen im Falle sehr groBer N und E 
asymptotische Entwicklungen zu, die eine Zuruckfiihrung v<'m (77) und (78) 
auf (76) ermoglichen. Die SchluBweise ist dabei etwa die folgende 1): Die Inte­
granden aller dieser Integrale werden auf der reellen positiven Halbachse fUr 
C = 0 und C = 1 unendlich und besitzen an einer einzigen dazwischenliegenden 
Stelle C = {} eip. Minimum. Fiihrt man den Kreis r gerade durch C = {} hin­
durch, so findet man, daB unter allen Werten dieser Integranden langs des Um­
fanges von r jene, welche dem auf der positiven reellen Halbachse liegenden Punkte 
entsprechen, desto steilere Maxima sind, je groBer N und E gewahlt werden. 

1) C. G. DARWIN U. R. H. FOWLER, Phil. Mag. Bd.44, S. 450. 1922; A. SMEKAL, All­
gemeine Grundlagen der Quantenstatistik und Quantentheorie, Nr. Sa, Anm.95. Leipzig: 
Teubner 1926. 
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Man kann also die Integrale durch die Werte ihrer Integranden an der reellen 
Stelle C = I). ersetzen und zur Bestimmung von I). von jenen Faktoren absehen, 
welche keine durch die GroBe von N und E bedingten steilen Maxima besitzen. 
Von solchen Faktoren abgesehen, lautet die gemeinsame Minimumbedingung 
der Integranden in (76), (77), (78) 

Wenn lJ 
und (77) 

d 
dC (C-E[t(C)]N) = o. (79) 

also ihre einzige reelle Losung bedeutet (0 < {} < 1), ergeben (79) 
iibereinstimmend 

E = N .1). dlogt(l).) = lJ dlogF(I).) 
dl). dl).· (80) 

Aus (78) folgt jetzt fUr die BOLTZMANNsche Verteilung 

GllJEI GII).EI 
Nl = N -oo~-- = N t(#) , 

2:, GllJEI 

(81) 

1=1 

wodurch gleichzeitig nach (70) auch aIle Mittelwerte von Teilsystem-Phasen­
funktionen q; bestimmt sind. Setzt man fUr q; die Teilsystemenergie E (qk, Pk, a*), 
so wird in Ubereinstimmung mit (80) 

35. BOLTZMANNsche Verteilung und wahrscheinlichste Zustandsverteilung. 
Die Unabhangigkeit der BOLTZMANNschen Verteilung von den "Ubergangswahr­
scheinlichkeiten" (Ziff.33) ist nur verstandlich, wenn praktisch die Relativ­
haufigkeit einer einzigen Zustandsverteilung 2MB - "MAXWELL-BoLTZMANN­
sche Zustandsverteilung" - fiir sie maBgebend ist, indem sie sowohl in der 
Zeitgesamtheit als auch in der Raumgesamtheit die Relativhaufigkeiten aller 
iibrigen Zustandsverteilungen fUr groBe N und E urn GroBenordnungen iiber­
trifft. In diesem FaIle wird aus (75) 

R* ex: R(ZMB) , (82) 

und man erkennt nach (72), daB die "wahrscheinlichste" Zustandsverteilung 2MB 
mit der BOLTZMANNschen Verteilung praktisch iibereinstimmen muB. Der da­
mit gekennzeichnete Weg zur Aufsuchung der BOLTZMANNschen Verteilung ent­
behrt naturgemaB der Strenge, ist aber von besonderer Anschaulichkeit und 
Einfachheit. 

Urn jene Zustandsverteilung aufzufinden, welche R (ZL) (67) mit Beriick­
sichtigung der Nebenbedingungen (65) und (66) 

00 

ZNL,I=N, ~NL.l·El=E 
1=1 1=1 

zu einem Maximum macht, bildet man mittels zweier willkiirlicher LAGRANGEscher 
Multiplikatoren Q und - I'll den Ausdruck 

logR(ZL) + Q·N - I'll· E 

und hat nun dessen Anderungen fiir beliebige Anderungen der NL,1 gleich ~ull 

zu setzen: b[logR(ZL)+Q·N-l'll·E]=O. (83) 
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Die allerdings bloB fUr sehr groBe N L, I legitim anwendbare, asymptotisch geltende 
STIRLINGSche Formel 

(84) 
ergibt fUr (67) 

00 G 
10gR(ZL) = N ·logN - N + 2:(NL,I·log N I + NL'I); 

1=1 L, I 

fUhrt man dies und die beiden Nebenbedingungen in (83) ein, so erhalt man 

GI·e·{},El 
N J1B,1 = N-=-----, 

2: Gl • e-·J,El 
l=l 

(85) 

wobei der Lagrangefaktor -01 durch die Energie-Nebenbedingung bestimmt ist. 
Wie der Vergleich mit der BOLTZMANNschen Verteilung (81) dartut, hat man 
tatsachlich volle Ubereinstimmung. sob aId man die neueingefUhrten GraBen{} 
und 01 durch 

(86) 
aufeinander bezogen hat. 

36. Stationaritatsbedingung und Ubergangswahrscheinlichkeiten. Da die 
BOLTZMA~~sche Verteilung durch Zeitmittelwerte von Teilsystemanzahlen ge­
kennzeichnet ist, mussen die mittleren zeitlichen Anderungen dieser Mittelwerte 
verschwinden. N ach der Definition der "Ubergangswahrscheinlichkeiten" 
(Ziff. 29) ergibt dies etwa fUr die Zelle n' 

"" (-n" =n' ) .::.. N n' C n' - N n" C n" • d t = 0, (n' = 1, 2, ... ) (87) 
n" 

worin die GraBen C die Mittelwerte (70) der "Ubergangswahrscheinlichkeiten" 
(61 a), (61 b) darstellen. 

Die Frage, inwieweit die Stationaritatsbedingungen (87) auf einfachere 
Beziehungen zuruckzufuhren sind, ist auf rein statistischem Wege unbeantwort­
bar und kann nur aus besonderen Eigenschaften der Teilsysteme heraus ent­
schieden werden. Wie sowohl die modernen Molekulartheorien (Quantentheorie) 
als auch die Erfahrung gelehrt haben, kann bei echtem Warmegleichgewicht 
fUr jedes beliebige Zellenpaar n', nil gesondert eine "elementare" Stationaritats­
bedingung in der Form 

=n." :-:-:::-n' 
N", . Cn, = lvn ,,· Cn" (88) 

geschrieben werden. Mit Benutzung der BOLTZMANNschen Verteilung (81) fUhrt 
dies zu der allgemeinen Beziehung 

=n" =n' Gn" Cn, : Cn" = -. OE""-E,,, , 
Gn, 

(89) 

welcher das Mittelwertverhaltnis solcher Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr jeden 
elementaren UbergangsprozeB und GegenprozeB zu genugen hat. - Ein zweiter 
Typus von "elementaren" Stationaritatsbedingungen verknupft mindestens 
drei verschiedene Il-Zelleninhalte untereinander zyklisch und ist von der all­
gemeinen Gestalt 

(90) 

soviel bekannt, ist er ausschlieBlich fur stationare thermische N ich tgleich­
gewichtszustande von Bedeutung. 
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37. Erster Hauptsatz. Thermodynamisches Gleichgewicht und empirische 
Temperatur. Die bisherigen Betrachtungen tiber die BOLTZMANNsche Verteilung 
leiden formal noch unter dem Mangel, daB der warme Korper als gegen seine 
Umgebung energetisch vollig isoliert angesehen worden ist, was sich nur mit 
einer gewissen Annaherung (Ziff. 3) verwirklichen laBt. Zur Beseitigung dieser 
Einschrankung moge im folgenden die energetische Wechselwirkung einer will­
ktirlichen Anzahl thermischer Systeme, materieller Korper in beliebigen Aggregat­
zusHinden und Hohlraumstrahlung (Ziff. 3, Abschnitt VI), vertreten durch ihre 
quasimechanischen Modelle A, B, C, ... untersucht werden. Nach EinfUhrung 
der fUr die Wechselwirkungen verschieden beschaffener Teilsysteme erforderlichen 
"Ubergangswahrscheinlichkeiten" (Ziff. 29) erkennt man leicht, daB alle zur 
Begrtindung und Auswertung der BOLTZMANNschen Verteilung notwendigen 
Schritte auch jetzt noch in der gleichen Weise wie beim isolierten Einzelmodell 
ausfUhrbar sind. Als einziger Unterschied kommt in Betracht, daB die Ver­
teilungsfunktion F (~) des isolierten warmen Korpers nunmehr durch das Pro­
dukt fl der Verteilungsfunktionen aller bett'iligten warm en Korper zu ersetzen ist: 

(91) 

was zugleich auch einer sinngemaBen Verallgemeinerung des Zusammenhanges (74) 
zwischen den Verteilungsfunktionen von Teilsystem und Gesamtmodell auf 
ein umfassenderes System mit verschiedenartigen Teilsystemen entspricht. 
Ftir die zu (75) analoge Summe R* der Realisierungsmoglichkeiten samtlicher 
Zustandsverteilungen, weIche die betrachtete Korpermenge bei vorgegebener 
Energiesumme E anzunehmen vermag, ergibt (76) 

R* = ~1 :J~-~ . fl(,) . 
2 Jl t ,E + 1 

(92) 

y 

MaBgebend fUr die asymptotische Entwicklung dieses und aller ahnlich gebauten 
komplexen Integrale (Ziff.34) ist die einzige Wurzel ,= fJ (0 < fJ < 1) der 
Bedingungsgleichung 

:,C,-E.fl(m = :,C,-E'FLdn. FB(,)·FC<,) ... J =0. 
Die Gesamtenergie E des Korpergebildes wird dadurch ausgedrtickt in der Form 

E = 11 d log JIJ(9) = 19 4 log FA (D) + {jd log F B (D) + .{} d log Fcj{j) + ... 
d1? d{j dfJ· d{j ,(93) 

eine Beziehung, deren naher Zusammenhang mit (80) unmittelbar kenntlich 
ist. Die einzelnen Summanden dieses Ausdruckes gehoren ersichtlich bloB je 
einem von den energieaustauschenden warmen Karpern an, und jeder Summand 
entspricht dem zeitlichen Mittelwert EA , EB , Ec , ... des auf den betreffenden 
Karper entfallenden Energieinhaltes 

EA ={} dlogFt~(19) EB = Oti,logFB(N) 
dfJ' d{j' 

Ec = {} dlog~c (N) .• , 
dO ' , (94) 

wovon man sich auch direkt durch Auswertung eines zu (77) und (92) analog 
gebauten komplexen Integrales tiberzeugen kann. Die Beziehung (93) bedeutet 
daher nichts anderes als die statistische Form des ersten Hauptsatzes der Thermo­
dynamik 

E = EA + En + Ec + ''', (95) 

wobci sic, allerdings von der makroskopischcn Theorie abweichend, die Kon­
stanz der Summe aller mittleren Energieinhalte der beteiligten warmen Karper 
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ausspricht. Fiir die BOLTZMANNsche Verteilung jedes einzelnen Teilnehmers 
erhalt man mittels ahnlich gebauter Integrale wie (78) und (92) in leicht ver­
standlicher Bezeichnungsweise 

(A) E~AJ 
Nf~) = N(A) Gil • {) 1 

fA ({)) 
N I1B) = .... , ' 

was mit (81) (Ziff. 34) vollig iibereinstimmt. 

N(C)-
i, - ... ; (96) 

Ober den ersten Hauptsatz in der Form (95) hinausgehend, besagt (93) 
weiterhin, daB der als BOLTZMANNsche Verteilung bezeichnete mittlere Verteilungs­
zustand durch eine einzige, jetzt allen am "Warmeaustausch" beteiligten 
warmen Korpern gemeinsame GroBe {) bestimmt ist. {} besitzt somit die 
Eigenschaften einer ZustandsgroBe, welche man in der makroskopischen Thermo­
dynamik als empirische Temperatur zu bezeichnen hatte. Mit dem Nachweis 
der Existenz einer solchen statistischen ZustandsgroBe ist sichergestellt, daB 
die zugrunde liegenden quasimechanischen Modelle warmer Korper tatsachlich 
also solche brauchbar sind und daB der BOLTZMANNsche Verteilungszustand 
als Zustand thermodynamischen Gleichgewichtes angesprochen werden 
dad. Wie aus (80) zu ersehen ist, hangt die statistisch definierte empirische 
Temperatur {} des isolierten warmen Korpers von seinem gesamten Energie­
inhalt E, ferner durch Vermittlung der Teilsystem-Energiewerte El in den Ver­
teilungsfunktionen (73) auch von den makroskopischen Parametern a* ab; 
{} ist demnach genau wie jede analoge ZustandsgroBe in der makroskopischen 
Thermodynamik eine Funktion seiner inneren Energie E und, falls man von der 
Mitwirkung weiterer ParameteF absehen kann, seines Volumens V. 

38. Statistische Form des zweiten Hauptsatzes fiir reversible Prozesse. 
Absolute Temperatur. Die Klarstellung der sta:tistischen Bedeutung des Tem­
peraturbegriffes kann erst als abgeschlossen gelten, wenn gezeigt wird, daB 
einer ganz bestimmten Funktion der statistischen empirischen Temperatur {) 
Eigenschaften zukommen, wie sie in der makroskopischen Thermodynamik die 
absolute Temperatur T als integrierender Nenner des Differentialausdruckes {)Q 
der reversibel "zugefiihrten Warme" (Ziff.3, 12) besitzt. Zur Untersuchung 
der Integrabilitat dieses Ausdruckes (Ziff. 11) hat man zunachst die den auBeren 
makroskopischen Kraften A * entsprechenden Zeitmittelwerte flir quasimechani­
sche Modelle zu ermitteln. Wendet man (22) und (23) auf die Teilsysteme an, so 
ergibt die allgemeine Mittelwertformel (70) zusammen mit der BOLTZMANNschen 
Verteilung (81) fiir das Gesamtmodell 

~G iJEI {)E 
..::.. l~' I 

A*=N. 1=1 iJa* 
f({)) 

Fiir die Vereinfachung dieses Ausdruckes wie fiir die zu erweisende Integrabilitat 
von (jQ ist es von wesentlicher Bedeutung, daB die "Gewichte" G1 nach (59) 
parameterinvariant sind und daB somit notwendig 

aGI 
'(1 = 1, 2, ... ) da* =0 

ist; bei Beriicksichtigung dieses Umstandes Hi.Bt sich A * offenbar in der all­
gemeinen Form 

A * = _1_ . iJ 10gF({}, a*) 
1 Ca* 

log-
{} 

(97) 

Handbuch der Physik. IX. 14 
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schreiben, wo die hier maBgebende, durch (22) vermittelte Abhangigkeit der 
Verteilungsfunktionen von den Parametern a* explizite zum Ausdruck ge­
bracht ist. In der gleichen Bezeichnungsweise crhalt man nach (80) fUr den 
Energieinhal t 

E = ,0 a 10gF(if, a*) 
'U i)if . (98) 

Durch Einfiihrung von (97) und (98) in den Ausdruck (19) fiir c5Q und ent­
sprechende Vereinfachung ergibt sich 

sQ 1 a[l F(-O *) I 1 f} a logF(D, a*)] u = --. og U' a + og - . • --=-::-'::-
I 1 ' {} fJD' 
og {} 

og iff} ist also ein integrierender Faktor von c5Q, und zwar offenbar der einzige, 
der von 0 allein abhangig ist. Man findet daher 

1 1 
log {} . c5Q = a [logF(f}, a*) + log if . E] . (99) 

Der Vergleich mit (27) lehrt, daB die Einfiihrung einer statistisch definierten 
"absoluten" Temperatur T tatsachlich m6gHch ist und 

1 
--=k·T· 

1 ' 
log if 

(100) 

gesetzt werden muB, wo k eine erst spater (Ziff. 48) zu ermittelnde universelle 
Konstante bedeutet. Aus (27) und (100) sowie (98) folgt weiterhin, daB die 
Entropie 5 des warmen K6rpers durch 

E 
5 = k .10gF(T, a*) + T + 50 (101) 

gegeben ist; wegen (100) erscheinen die Verteilungsfunktionen (73), (74) hierbei 
in der Form E! 

I(T, a*) = ~ C/· e-"T ; 
/=1 

F(T, a*) = U(T, a*)]N. (102) 

Da die Gewichtswerte C/ samtlich einem willkiirlichen Gewichtsfaktor g (Zif£' 28) 
proportional sind, muB auch I (T, a*) diesen Faktor enthalten; neben der will­
kiirlichen Integrationskonstante 50 wird so mit in dem allgemeinen statistischen 
Entropieausdruck (101) ein wei teres willkiirliches Glied von der Form N . log g 
auftreten, welches auf thermodynamisch-statistischem Wege ebensowenig be­
stimmt werden kann wie 50' 

39. Statistische Zustandsfunktionen. Die vorstehenden Ergebnisse lehren, 
daB auBere Kraft (97), Energieinhalt (98) und Entropie (101) fUr beliebige quasi­
mechanische Modelle warmer K6rper auf statistischem Wege definiert werden 
k6nnen und in einfacher Weise mit den Verteilungsfunktionen (102) zusammen­
hangen. Bezeichnet man die PLANCKsche charakteristische Funktion der 
Zustandsveranderlichen T und a* mit '1'(T, a*), so liefert die makroskopische 
Thermodynamik fUr jene Zustandsfunktionen die Beziehungen 

alP .J a'1' iJ'1' 
A* = T· iJa*' E = T-· cl~' 5 = '1'+ T· rt , (103) 

wobei IJI mit der freieri Energie F durch 

F=-T·'1' (103 a) 
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verkniipft ist. Mit Riicksicht auf (100) ergibt der Vergleich von (97), (98) und 
(101) mit (103), daB die charakteristische Funktion bis auf den konstanten 
Faktor k und die willkiirliche additive Entropiekonstante So mit dem natiirlichen 
Logarithmus der Verteilungsfunktion des quasimechanischen Modelles iiberein-

stimmt: 'F(T,a*)=k-logF(T,a*) +50 , (104) 

Da jede beliebige thermodynamische GroBe auf Grund von 'F(T, a*) oder (103a) 
berechenbar ist, erscheinen die makroskopischen und die statistischen Zustands­
funktionen durch die Beziehung (104) in besonders einfacher und allgemeiner 
\Veise aufeinander zuriickgefiihrt. 

Alle diese Beziehungen bleiben ersichtlich in Geltung, wenn man an Stelle 
eines isolierten warmen Korpers eine beliebige Anzahl solcher Korper betrachtet, 
welche sich untereinander im Warmeaustausch befinden. Ersetzt man F (T, a*) 
gemaB Ziff.38 durch das Produkt II (T, a*) ihrer Verteilungsfunktionen, so 
erhalt man fiir die charakteristische Funktion des Korpersystems statt (104) 

'FA, B, C, ... (T, a*) = k .logll (T, a*) + 'FJA, B, c, ... ). 

Substitution von (91) ergibt 

'P'A, B, C, ' .. = 'FA + 'FB + 'Fe + ... , (105) 

wo jeder einzelne Summand von der Form (104) ist. Durch die Beziehung (105) 
wird die fiir das thermodynamische Gleichgewicht charakteristische Additivitat 
aller Zustandsfunktionen auch auf statistischem Wege sichergestellt. 

40, BOLTZMANNsches Prinzip, Wahrend die bisherigen statistischen Be­
trachtungen zum zweiten Hauptsatz (Ziff. 38) ausschlie13lich auf die Benutzung 
der Verteilungsfunktionen (Ziff. 34) gegriindet waren, ist eine weniger strenge, 
aber iibersichtliche Behandlung auch im AnschluB an die "wahrscheinlichste" 
MAXWELL-BoLTZMANNsche Zustandsverteilung 2MB der warmen Korper (Ziff. 35) 
moglich. Wendet man die allgemeine Beziehung (83), welcher die Zustands­
verteilung Z M B maximaler Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten R (Z L) (67) 
geniigt, auf solche Anderungen bN L, I an, welche einer infinitesimalen Energie­
anderung dE und einer umkehrbaren, unendlich langsam ausgefiihrten Arbeits­
leistung l,'A*· da* entsprechen, so erhalt man 

dlogR(ZMB) = d(-Q' Nl + {Jl' E), 

wofiir die MAXWELL-BoLTZMANNsche Zustandsverteilung (85) bei Riicksicht­
nahme auf (19), (65) und (66) nach kurzer Zwischenrechnung 

dlogR(Z.llB) = {}l' bQ (106) 

liefert. {}l oder logl/{J (86) erweist sich demnach auch auf diesem Wege als 
integrierender Faktor des Differentialausdruckes fiir die reversibel "zugefiihrte 
Warme" bQ, so daB man nach (27) und (100) durch Integration fiir die Entropie 5 
den mit (101) gleichwertigen Ausdruck bekommt 

5 = k ' logR (Z.lI B) + Sir. 
Bezeichnet man W=R(Z) 

(107) 

(67a) 

mit PLANCK als "thermodynamische Wahrscheinlichkeit" der Zustandsver­
teilung Z, so kann man das sog. Boltzmannsche Prinzip 

5 = k, logW (107a) 

in der einfachen Form aussprechen, daB die Entropie eines beliebigen statistischen 
Gebildes, abgesehen von der hier unterdriickten willkiirlichen additiven Kon-

14* 
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stante, dem natiirlichen Logarithmus der (thermodynamischen) Wahrscheinlich­
keit seines (MAXWELL-BoLTZMANNschen) Verteilungszustandes proportional ist. 

Obgleich die Gestalt (107) oder (107a) des BOLTZMANNschen Prinzips durch 
ahnliche Einfachheit ausgezeichnet ist wie jene der charakteristischen Funktion 
(104), erscheint sie von geringerer praktischer Bedeutung wegen ihrer expliziten 
Beziehungslosigkeit zum absoluten Temperaturanalogon der Statistik (100). 
Allerdings ist dieser U mstand zeitweilig auch als besonderer V orzug angesehen 
und zur Grundlage einer Ableitung von (107a) mittels der formalen, a priori 
jedoch unbeweisbaren Forderung 

5 = f(W) 
gemacht worden. Wie man sich leicht iiberzeugt, fUhrt dieser Ansatz dann 
und nur dann zu (107a), wenn man die Additivitat der Teilentropien eines Korper­
systems (Zif£. 39) voraussetzt und W wie eine echte, dem Multiplikations­
theorem geniigende WahrscheinlichkeitsgroBe behandelt; dann ergibt sich nam­
lich die Funktionalgleichung 

f(WI ) + f(W2) = f(WI • W 2) 

fUr 5, deren Lasung tatsachlich von der Form (107a) ist. Wenngleich auch 
R(Z) (67a) einem Multiplikationstheorem geniigt, so ist R(ZMB) doch keine 
echte Wahrscheinlichkeit, womit das angedeutete Verfahren seine Beweiskraft 
verliert. Ein anderer Mangel desselben liegt darin, daB es fUr beliebige statistische 
Systeme mit der Definition eines Entropieausdruckes beginnt, ohne deren thermo­
dynamische Eignung vorher durch Nachweis der Existenz statistischer Tem­
peraturanaloga gesichert zu habenl). 

Der oben eingeschlagene Weg zur Ableitung des dem BOLTZMANNschen 
Prinzip zugrunde liegenden Zusammenhanges (107) bietet sich gewissermaBen 
von selbst dar, geniigt aber ebensowenig wie die Betrachtungen der Ziff. 35 
den Anforderungen der strengen Theorie der BOLTZMANNschen Verteilung (Zif£.34). 
Urn von dieser aus zu einer Ableitung von (107) zu gelangen, mage zunachst 
das komplexe Integral (76) (Ziff. 34) fUr die Gesamtzahl R* (75) der Realisierungs­
maglichkeiten aller mit den auBeren Bedingungen vertraglichen Zustandsver-
teilungen in der Form Jd C 

R* = ~ -. e !og[f(~)F - E .!og<:" (76a) 
2n~ 1; 

l' 

geschrieben werden. Wie der Vergleich der Exponentialfunktion im Integranden 
von (76a) mit dem allgemeinen Entropieausdruck (101) (Ziff. 38) des warmen 
Karpers zeigt, kann an Stelle von (76a) auch 

1 j'dC s-s, 
R* = --. -.e k 

2n~ 1; 
r 

gesetzt werden, wenn unter 5 - 50 jetzt die Funktion 

log U(C)]N - E • log 1; 

(76b) 

der komplexen Veranderlichen C verstanden wird. Macht man jetzt 1; = {}, 
so folgt bei asymptotischer Entwicklung von (76b) nach der Bedeutung von {} 

(Ziff·34) uud wegen (~C = ?ni 

.' i; ~ , 
l' 

1) Vgl. dazu 1\1. PLANCK, \Yarmestrahlung, §§ 119. 120; A. S"'IEKAL, Allgemeine Grund­
Iagen der Quantenstatistik und Quantentheorie, Xr. 8b, 2i. Leipzig 1926. 
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daB 5 - 50 asymptotisch durch 

5 - 50 = klogR* (107b) 

bestimmt ist,was mit Rucksicht auf (82) (Ziff. 35) der Beziehung (107), wiederum 
asymptotisch, gleichwertig ist. 

41. Zufallsgesetzliche Umkehrbarkeit und makroskopische Irreversibilitat. 
Wenn fUr eine Anzahl von "elementaren" Dbergangsprozessen der Teilsysteme 
n' -- n" auch die zugehorigen Gegenprozesse n" -- n' moglich sind (Ziff. 29, 36), 
wird in der Zeitgesamtheit quasimechanischer Modelle (Ziff. 32) jede Aufeinander­
folge ZIt Z2 eines Paares von Zustandsverteilungen prinzipiell ebenso realisiert 
werden konnen wie die umgekehrte Aufeinanderfolge Z2' Zl. Die quasi­
mechanischen Modelle sind demnach eben so umkehrbar wie die mechanischen 
(Ziff.17). Wahrend aber jeder Bewegungszustand eines mechanischen Modelles 
innerhalb vorausberechenbarer Zeitdauern mit eindeutiger Bestimmtheit wieder­
kehrt, ist eine solche Wiederkehr beim quasimechanischen Modell bloB moglich 
und wahrscheinlich; ebenso wie sie, selbst innerhalb beliebig groBer Zeit­
raume nicht wirklich einzutreffen braucht, kann sie aber auch innerhalb sehr 
zahlreich aufeinanderfolgender, kurzester Zeitstrecken immer wieder von neuem 
eintreten. 

Wie aus der Ableitung (Zif£. 33) der dem thermischen Gleichgewichtszustand 
(Ziff.37) entsprechenden BOLTZMANNschen Verteilung hervorgegangen ist, 
handelt es sich dabei bloB um eine Bestimmung des wahrscheinlichen zeit­
gemittelten Modellverhaltens, nicht um eine exakte Vorausberechnung eines 
tatsachlichen Bewegungsablaufs (Ziff.32). Die hervorgehobene Umkehrbarkeit 
der Modellbewegung wird demnach fUr die makroskopische Wahrnehmung im 
allgemeinen belanglos sein, wenn die mit tIe r e Realisierungszei t j eder von der zeit­
lich haufigsten MAXWELL-BoLTZMANNschen Zustandsverteilung 2MB (Ziff. 35, 40) 
merklich abweichenden Zustandsverteilung klein gegen makroskopische Be­
obachtungszeiten ausfallt, wie das nach den vorangegangenen Betrachtungen 
(Zif£' 32f£') auch tatsachlich zutrifft. Was damit fUr die Mittel werte aus­
gesagt ist, braucht jedoch keineswegs auch fUr den konkreten Einzelfall Geltung 
zu haben. Da beliebig lange Realisierungsdauern "abweichender" Zustands­
verteilungen nach Vorstehendem grundsatzlich moglich - wenn auch bei 
sehr groBer Teilsystemanzahl N auBerst unwahrscheinlich - sind, muB man 
bei der Benutzung quasimechanischer Modelle die Folgerung in Kauf nehmen, 
daB bei isolierten warmen Korpern spontane makroskopisch beobachtbare Ab­
weichungen vom thermodynamischen Gleichgewichtszustande moglich sind. 
Derartige Abweichungen geringen Grades sind fur die thermischen Schwankungs­
erscheinungen (Ziff. 42, s. auch ds. Band, Kapitel 6) maBgebend und konnen 
durch sie als bestatigt gelten, wahrend "grobe" Abweichungen vom Warme­
gleichgewicht bisher nicht beobachtet worden sind, wie es eben ihrer wahr­
schein lichen Seltenheit entspricht. 

Ebenso wie der Zustand des Warmegleichgewichtes durch die BOLTZMANNsche 
Verteilung ist auch der spontane irreversible, mit einseitiger Entropiezu­
nahme verbundene Dbergang eines warmen Korpers aus einem beliebigen 
makroskopischen Nichtgleichgewichtszustand in den Zustand thermodyna­
mischen Gleichgewichts auf quasimechanisch-statistischem Wege grundsatzlich 
nur unter Zuhilfenahme wahrscheinlicher MittelwertgroBen darstellbar. Geht 
man wie in Ziff.33 von einer bestimmten, jetzt dem makroskopischen Nicht­
gleichgewichtszustand entsprechenden Anfangs-Zustandsverteilung Zo aus, so 
kann man den dort geschilderten Rechenvorgang zunachst auf begrenzte Zeit­
strecken anwenden und den makroskopischen DbergangsprozeB dadurch wieder-
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zugeben trachten, wobei die Wahl von Zo und die verschiedenen "Ubergangs­
wahrscheinlichkeiten" der Teilsysteme (Ziff. 29) von bestimmendem EinfluD 
auf das Ergebnis sind. DaD man fUr hinreichend lange Zeitdauern zu der von 
Zo und den "Ubergangswahrscheinlichkeiten" ganzlich unabhangigen BOLTZ­
MANNschen Verteilung gelangt (Ziff.33), entspricht jetzt dem Auslaufen jedes 
beliebigen makroskopischen irreversiblen Prozesses in den Zustand thermodyna­
mischen Gleichgewichtes. Die damit verbundene makroskopische Entropie­
vermehrung wird auf Grund des BOLTZMANNschen Prinzipes (107) unmittelbar 
anschaulich, wenn man die statistische Entropiedefinition (107) auch fUr den 
makroskopischen Nichtgleichgewichtszustand mit der Zustandsverteilung Zo' 
sowie fUr alle ubrigen Zwischenzustande des irreversiblen Prozesses aufrecht­
erhalt; da offenbar R(Zo) ~ R(ZMB) ist, ergibt (107) in der Tat 

S(Zo) <S(ZMB), (108) 

wie es von der makroskopischen Thermodynamik gefolgert wird. 
Urn mit dem statistischen Nachweis der Entropievermehrung bei irrever­

siblen Prozessen auch jenen des dabei eintretenden Temperaturausgleiches ver­
binden zu konnen, hat man die Entropiedefinition (101) anzuwenden und ebenfalls 
fUr Nichtgleichgewicht festzuhalten. Zwei isolierte, fur sich im Warmegleich­
gewicht befindliche Korper A und E, deren Entropie, Energie und Temperatur­
maD durch SA, EA, {JA bzw. SB, EB, {JB gegeben sein sollen, mogen miteinander 
in Warmeaustausch ermoglichende "Beriihrung" gebracht werden; nach Ablauf 
des irreversiblen Warmeausgleiches solI der Zustand thermischen Gleichgewichts 
von A + E durch die GroDen S A+B' EA+B = EA + EB, {J A+B gekennzeichnet 
sein. Betrachtet man die in (101) bzw. (99) auftretende Entropiefunktion 

10gF(i;) - E . log i; 

und sucht jenen Wert von i;, fur weIchen sie bei vorgegebenem Energieinhalt E 
ihr (einziges) Minimum erreicht, so ergibt sich fur i; die Bestimmungsgleichung 

E = r a 10gF(i;) 
<, c i; 

oder, wie der Vergleich mit (98) zeigt, i; = {j; die statistische Entropiefunktion 
erreicht demnach fur den dem Warmegleichgewicht entsprechenden Wert des 
TemperaturmaDes {j ihr Minimum l ). Man hat daher 

~ (SA - SO,A) = 10gF A ({j A) - EA . logO A "-".logF A (~~A+B) - EA' 10gH MB, 

1 k (SB - SO,B) = 10gFE('{}B) - EJi .10gOB_logFlI (/9 A+B) - EB .10g~~A+JJ 

ferner nach (101) und Ziff. 39 

;< (SA+B - SO,MB) = 10gF.dDA+B) + 10gFBW1+A) - (EA + Ell) -lOgDA+Ji' 

worans In Dbereinstimmung mit der makroskopischen Thcrmodynamik folgt 

(109) 

1) Diese Eigenschaft der Entropicfunktion licgt natiirlich bcrcits der asymptotischcn 
Aw;wertung des komplexen Integrals (76) (Ziff. 34) bzw. (76a) (Zifi. 40) zugrunde, wie aus 
dcsscn Form (76 b) (Ziff.4()) und der iVIinimul11bcdingung (70) (Ziff. 3+) cntnommen werden 
kann. Inncrhalb der makroskopischen Thermodynamik ist dicsc Eigcnschaft gC'rac1czu 
triYial, ,,·ie man aus den bciclen lctzten Beziehungen (1u3) (Ziff.3')) erkennt. so daB cler 
obigc DC'wcis fUr den Tcmpcraturausglcicll kcine eigentlich statistischell :\loll1cutl' bcinilaitl't. 
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wie man sich iiberdies leicht iiberzeugt, ist entweder {} A <:: {} A+B <:: {}B oder 
{} A >- 1'1 A+B >- 1'1B , was dem gleichzeitig mit dem Warmeausgleich eingetretenen 
Temperaturausgleich gleichkommt. 

42. Statistische Schwankungsvorgange. Kanonische Verteilung. Die 
grundsatzliche Umkehrbarkeit auch der quasimechanischen Modelle (Ziff. 41) 
bewirkt Schwankungsvorgange urn den Mittelzustand der BOLTZMANNschen Ver­
teilung, deren wahrscheinliche Zeitmittelwerte nach der gleichen Methode aus­
gewertet werden konnen wie die BOLTZMANNsche Verteilung selbst (Ziff.34). 

Betrachtet man zunachst einen isolierten warmen Korper mit vorgegebenem 
konstanten Energieinhalt E, so kann man nach dem mittleren Schwankungs­
quadrat 

seiner Molekiilphasenpunkte NL,1 pro p-Raumzelle urn ~en zugeh6rigen BOLTZ­
MANKschen Verteilungswert Nl (81) fragen. Die Berechnung von Ntz erfolgt 
auf Grund eines zu (78) analogen komplexen Integrals fUr R* . N'i,z und liefert 
nach asymptotischer Entwicklung einschlieBlich der Glieder zweiter Ordnung 

(110) 

Zur Ermittlung der Energieschwankungen eines warmen Korpers A, der 
sich mit anderen warmen Korpern B, C, ... im Warmegleichgewicht befindet 
(Ziff.37, 39), hat man das Quadratmittel der Abweichungen der momentanen 
Energiesummen seiner Teilsysteme EA,L vom Zeitmittelwerte EA (94) seines 
Energieinhaltes zu untersuchen. Wenn E wie in (95) die unverandert bleibende 
Gesamtenergie des warmeaustauschenden Korpersystems bedeutet, findet man, 
wiederum einschlieBlich von Entwicklungsgliedern zweiter Ordnung: 

(111) 

Wahrend die eingehende Untersuchung lehrt, daB die Glieder zweiter Ordnung 
in den asymptotischen Entwicklungen der komplexen Integrale (76), (77), (78) 
ohne Belang sind l ), kommt ihnen in den Schwankungsformeln (110), (111) er­
sichtlich nicht bloB zahlenmaBige, sondern auch grundsatzliche Bedeutung zu. 
Ihre Vernachlassigung ist nur fUr sehr groBe Werte von N und E statthaft und 
fUhrt dann zu Naherungsformeln, welche von Nl bzw. vom Korper A allein 
abhangen. Nach Substitution der absoluten Temperatur (100) erhalt man so 
insbesondere fUr den wichtigen Fall der Energieschwankungen (Abschnitt VI, 
Ziff. 69) die Beziehung 

(112) 

fiir ihre Anwendung ist von Wichtigkeit, daB die zur Ableitung von (111) fUhrende 
statistische Betrachtung die dauernde Unveranderlichkeit der auBeren makrosko­
pischen Parameter a* (Volumen, auBere Kraftfelder, Ziff. 2) zur stillschweigenden 

1) C. G. DARWIN U. R. H. FOWLER, Phil. Mag. Ed. 44, S.450. 1922. 
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Voraussetzung hat, was ohne entsprechende Verallgemeinerung1) bloB fUr Gase 
und inkompressible kondensierte Korper gerechtfertigt erscheint. 

Fur den besonderen Fall, daB die mit dem Korper A in Warmeaustausch 
stehenden Korper B, C, ... sehr zahlreich und samtlich von der gleichen Be­
schaffenheit und Teilsystemanzahl wie A sind, ist es auf Grund der bisherigen 
Betrachtungen ohne Schwierigkeit moglich, auch die zeitliche Relativhaufigkeit 
dafUr anzugeben, daB der dauernd schwankende Energieinhalt des Korpers A 
einen bestimmten Energiebetrag E A,L besitzt. Hierzu ist bloB erforderlich, 
die Gesamtheit der Korper A, B, C, ... als ein einheitliches quasimechanisches 
Modell mit lauter gleichbeschaffenen Teilsystemen anzusehen und alle im vor­
liegenden Abschnitt enthaltenen statistischen Betrachtungen auf dasselbe anzu­
wenden. An Stelle der ,u-Raum-Zelleneinteilung fUr die Teilsysteme von A 
(Ziff. 30) tritt jetzt eine entsprechende r-Raum- (Ziff. 6) -Zelleneinteilung fur 
die gleichbeschaffenen warmen Korper A und die Aufsuchung ihres wahrscheinlich 
mittleren BOLTZMANNschen Verteilungszustandes liefert wiederum (81), wenn 
auch mit entsprechend geanderterBedeutung. Wie nach (72 a) (Ziff. 33) aus (81) 
durch Vertauschung von El mit EA,L und Benutzung von (100) hervorgeht, wird 
die zeitliche Relativhaufigkeit eines Energieinhaltes EA,L von A proportional 

EA,L 

GA,L' e -Ff-. (113) 

Der durch (113) gekennzeichnete mittlere Verteilungszustand stellt wegen der 
statistischen A.quivalenz von Zeitgesamtheit und Raumgesamtheit (Ziff.33) 
auch ein MaB der wahrscheinlichen mittleren Anzahl von warmen Korpern A 
der betrachteten Korpermenge dar, welche zum gleichen Zeitpunkt den Energie­
inhalt EA,L besitzen. Nach GIBBS, welcher (113) in der letzteren Bedeutung 
als Ansatz einer systematischen Behandlung der statistischen Thermodynamik 
zugrunde gelegt hat2), bezeichnet man (113) als die kanonische Verteilung 
der warmen Korper A. 

43. Ruckblick auf die Erfolge der quasimechanischen Modelle. Wie die 
Entwicklungen des vorstehenden Abschnittes gezeigt haben, ist es auf statistischem 
Wege moglich, die allgemeinen Satze der makroskopischen Thermodynamik 
fUr quasimechanische Modelle warmer Korper (Ziff. 22) ohne jede Einschrankung 
abzuleiten. Dieser Erfolg ist urn so hoher einzuschatzen, als es hierbei an keiner 
Stelle der Betrachtungen erforderlich war, die Thermodynamik zu irgendwelchen 
Hilfeleistungen heranzuziehen. In der Tat ergibt sich in der Statistik sogar der 
empirische Temperaturbegriff (Ziff. 37) und seine Bedeutung fur die Integrabilitat 
des Differentialausdruckes (jQ der "zugefiihrten Warme" (Ziff. 38) ganz selb­
standig. Zur Erlangung der absoluten Temperaturdefinition (100) wird eine 
Berufung auf den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik allerdings unerlaBlich, 
weil die absolute Temperatur als ein Begriff klassisch-thermodynamischer Her­
kunft nur durch Bezugnahme auf die statistischen Analoga der in das Entropie­
differential eingehenden thermodynamischen Funktionen mit einer rein statisti­
schen GroBe identifiziert werden kann. Diese logische Notwendigkeit erscheint 
aber sachlich vollig belanglos, da die schlie13lich nach (100) zur absoluten 

Temperatur erklarte GroBe !. log; in die Verteilungsfunktionen (73), (74), 

(102) der warmen Korper von vornherein als universelle, von der individuellen 
Natur jener Korper unabhangige Veranderliche eingeht. 

') Siehe etwa R. FURTH, Schwankungserschcinungen in der Physik. Braunschweig: 
\'ieweg 1920. 

2) J. \V. GIBBS, Elementary Principles in Statistical :.vlcchanics 1902, deutsch von 
E. ZERMELO. Leipzig 1905. 
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Der universelle Charakter der Verteilungsfunktionen schein t auf den ersten 
Blick eine besondere, weitgehende Beschrankung jener Allgemeinheit darzustellen, 
durch we1che die klassisch-thermodynamischen Ansatze fUr die Zustands­
funktionen der warmen Korper ausgezeichnet sind. Wie die nahere Prtifung zeigt, 
wird eine so1che Allgemeinheit jedoch in vielfacher Hinsicht bloB vorgetauscht 
durch den phanomenologischen Charakter der Grundlagen aller klassisch-warme­
theoretischen Betrachtungen - Grundlagen, we1che die statistische Thermo­
dynamik vollig zu entbehren vermag, indem sie von der Hypothese der Existenz 
quasimechanischer Teilsystemgesamtheiten ihren Ausgang nimmt. Man wird 
darum sachgemaBer schlieBen, wenn man die statistische Warmelehre als eine 
sehr allgemeine, vielleicht sogar die allgemeinst-mogliche Vertiefung der phano­
menologischen Thermodynamik ansieht und die Frage stellt, we1che Aussagen 
tiber den Bau der warmen Korper - und damit tiber den Bau der Materie tiber­
haupt - sie zu liefern imstande ist. 

Was zunachst die Folgerung eines allgemeinen Aufbaues der Materie aus 
Teilsystemvielheiten anbetrifft, so hat die Molekulartheorie hierauf eine er­
schopfend-bestatigende Antwort gegeben, deren verschiedene Stufen in den 
nachsten beiden Abschnitten zur Darstellung gelangen sollen. Der vorausgesetzte 
quasimechanische Charakter der Teilsysteme und ihrer Wechselwirkungen zeigt 
sich nach ihr gerade in jedem AusmaBe verwirklicht (Ziff.64), in we1chem er 
fUr die statistischen Betrachtungen zur Verwertung gekommen ist. Hinsichtlich 
aller besonderen Teilsystemeigenschaften aber laBt die Statistik volle Freiheit 
und Anpassungsfahigkeit. Sie verlangt die Moglichkeit physikalisch sinnvoller 
,u-Raum-Zelleneinteilungen mit Existenz von Zellenwerten der Teilsysteme 
fUr "Gewicht", Energie, Parameterwirkungen und "Ubergangswahrscheinlich­
keiten" (Ziff. 30); jede konkrete Festlegung dieser GroBen und damit der Material­
eigenschaften der warmen Korper, jede Verftigung tiber die absoluten oder rela­
tivenAbmessungen von ,u-Raumzellen bleiben ihr ebenso fremd wie tiefer gehende 
Forderungen hinsichtlich der physikalischen Natur. der Teilsysteme. Die theo­
retische wie die experimentelle Quantenlehre haben nicht nur die Notwendigkeit 
dieses allgemeinen Rahmens dargetan, sondern auch gezeigt, wie er mit konkreten 
Bildern von Teilsystemen zu erfUllen ist. 

IV. Statistische Thermodynamik quasistarrer 
Atome und Molekille. 

44. Quasistarre Molekiile. Bevor die neuere Molekulartheorie auf experi­
mentellem und theoretischem Wege genauere Anhaltspunkte tiber den Bau der 
Atomsysteme geliefert hat (Ziff.64f£'), war es naheliegend, diese Gebilde ent­
weder als Massenpunkte oder als starre, vollkommen elastische Tei1chen von 
endlicher Raumbeanspruchung zu idealisieren, zwischen we1chen dem jeweiligen 
Aggregatzustand angepaBte Wechselwirkungskrafte vorauszusetzen waren. Beide 
Annahmen sind auch gegenwartig noch berechtigt, wenn man sie als erste An­
naherungen an die tatsachliche Atom- oder Molekularstruktur auffaBt. Der von 
den chemischen Grundtatsachen geforderten Unveranderlichkeit aller letzten 
Materiebausteine wird damit im wortlichen Sinne Gentige geleistet. 

N ach den AusfUhrungen des vorangehenden Abschnittes wird eine statistische 
Behandlung des Zusammenwirkens einer sehr groBen Anzahl von Molekti.len 
zu einem warm en Korper ausfUhrbar sein, wenn letzterer als ein quasimechanisches 
Gebilde dargestellt werden kann, das aus sehr zahlreichen gleichbeschaffenen 
Teilsystemen zusammengesetzt ist. Wie in den nachfolgenden Unterabschnitten 
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gezeigt werden solI, ist dies sowohl fur den gasformigen als auch den festen 
Aggregatzustand durchfuhrbar. Obwohl allgemeine thermodynamisch-sta­
tistische Erwagungen (Zif£' 43) sehr zugunsten auch einer ahnlichen Behandel­
barkeit der Flussigkeiten sprechen, ist es bisher nicht moglich gewesen, eine 
solche vorzunehmen (s. ds. Handb. X, Kapitel 5, Abschnitt d). 

Da die Kenntnis der statistischen Verteilungsfunktion eines warmen Korpers 
(Ziff.34) nach Ziff. 39 fur die Beherrschung seiner samtlichen makroskopisch­
thermodynamischen Eigenschaften allein maBgebend ist, bildet ihre Ermittlung 
fur jeden einzelnen zur Betrachtung gelangenden konkreten Fall das ausschlieB­
liche Ziel der nachfolgenden AusfUhrungen. Zur Prufung der dabei gewonnenen 
Ergebnisse an der experimentellen Erfahrung kommt in den meisten Fallen 
bloB GroBe und Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme bei konstantem 
Volumen in Frage, wofur in jedem Falle auf ds. Handb. X, Kapitel 5, verwiesen 
werden muB. Die Unabhangigkeit der Betrachtungen von jeder besonderen 
Annahme tiber den Aufbau der Atomsysteme bewirkt, daB alle Resultate inner­
halb gewisser Grenzen fUr warme Korper von beliebiger chemischer Beschaffen­
heit zutreffen mussen; die Erfahrung bestatigt dies, indem sie fur jeden Aggregat­
zustand charakteristische Gesetze "tibereinstimmender Zustande" liefert, was 
mit der theoretischen Erwartung gleichbedeutend ist. 

45. "Klassische Statistik" und "Quantenstatistik". Die Molekulartheorie 
ermoglicht nach dem Vorstehenden die Teilsysteme ausfindig zu machen, auf 
welche die statistische Behandlung der gasfOrmigen und der festen warmen 
Korper zuruckgefUhrt werden kann. Was die phasenraumlichen (Ziff.28) und 
zeitlichen (Ziff. 29) a priori-Haufigkeitseigenschaften der Teilsysteme anbetrifft, 
so vermag sie diese jedoch nicht ohne ausdruckliche Berufung auf die Erfahrung 
(Abschnitt V, Ziff. 60f£.) anzugeben. Nun ist zwar die Kenntnis der "Ubergangs­
wahrscheinlichkeiten" fUr die Thermodynamik reversibler Prozesse belanglos 
(Ziff. 33,35,41), nicht aber jene der Gewichtsfunktionen der Teilsysteme (Ziff. 28), 
deren Zellenwerte Gl in den .Yerteilungsfunktionen (73), (74), (102) eine wesent­
liche Rolle spielen. Die vorlaufige Annahme quasistarrer Molekule (Zif£. 44) 
wird daher noch durch ebenso schematische "Gewichts"annahmen zu erganzen 
sein, fur welche die beiden folgenden Extremfalle von besonderem Interesse 
sind: 

£x) In der sog. "klassischen Statistik" wird vorausgesetzt, daB die Gewichts­
funktion bei Bezugnahme auf einen beliebigen qk, Pk-Phasenraum eine Konstan te 
ist oder, anders ausgedruckt, daB alle denkbaren Bewegungszustande der Teil­
systeme a priori gleich haufig (Ziff.27) sind. Die N otwendigkei t einer solchen 
Festlegung besteht nach (60) Ziff. 28 jedoch nur bei der Translation isolierter 
kraftefreier Gasmolekule. Fur die innere Bewegung klassisch-mechanischer 
Teilsysteme kann bloB die Existenz einer stetigen, von Null verschiedenen, 
beliebigen parameterinvarianten Gewichtsfunktion gefolgert werden; die Zu­
satzforderung ihrer Konstanz ist statistisch der Annahme eines quasiergo­
dischen Charakters der Bewegung des Gesamtmodelles (Ziff. 7, 16) gleichwertig, 
ohne im ubrigen mit ihr identisch zu sein. Die statistischen Eigenschaften 
quasiergodischer mechanischer Systeme (Ziff.19, 20) und quasimechanischer 
Modelle mit konstanter Gewichtsfunktion stimmen daher miteinander uberein 
(Ziff·33)· 

fJ) In der "Quantenstatistik" wird angenommen, daB die Gewichtsfunktion 
einen prinzipiell diskontinuierlichen Verlauf besitzt und bloB fUr eine dis­
krete, abzahlbar unendliche Menge von Bewegungszustanden der Teilsysteme 
von Null verschieden ist. Den von der Quantentheorie hir allein moglich er­
klarten Bewegungsvorgangen an den Teilsystemen kommen daher diskrete 
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Energiewerte E1> E 2 , ••• En, ... zu, die Bewegungen selbst sind im klassischen 
Sinne unmechanisch. Von der Folge G1> G2 , ••• Gn , ... der "Quantengewichte" 
wird in der Quantentheorie gezeigt, da13 sie bis auf einen geeigneten willkiirlichen 
Gewichtsfaktor gals ganzzahlig angesehen werden dar£. 

Die a priori-Gleichhaufigkeit des gesamten Kontinuums mechanisch mog­
licher Bewegungsvorgange der Teilsysteme in der klassischen Statistik erfordert, 
da13 jede methodisch zulassige ,u-Raum-Zelleneinteilung (Ziff. 30) lauter Zellen 
gleichen Rauminhaltes Q besitzt, so da13 die Anzahl und Gro13e der Sum men­
glieder ihrer Verteilungsfunktionen (102) 

( 114) 

von der willkiirlich gewahlten Zellengro13e abhangig sein wird. Verkleinert man 
die Gro13e der Zellenvolumina Q, so wird die Gliederzahl in (114) offenbar zu­
nehmen, bis (114) fUr lim Q ~ 0 in das iiber den ganzen ,u-Phasenraum erstreckte 
Integral 

1 /'. _ Ez 
f(T, a*) = -. e kl'. d Q 

gn./ 
( 115) 

iibergcht, welches ebenso wie die Summenform (114) der Verteilungsfunktionen 
eine von dem benutzten Phasenraum (und der ihm zugrunde liegenden Koordi­
natenwahl, Ziff. 30) unabhangige Bedeutung besitzt. Hierbei ist 

dQ 
g=­

gn 
( 116) 

gesetzt, wo die willkiirliche Konstante ga, urn g in (116) dimensionslos (Ziff. 28) 
zu machen, fUr Teilsysteme von s Freih"itsgraden von der Dimension der s ten 
Potenz einer Wirkungsgro13e gewahlt werden muB. Das "Zustandsintegral" (115) 
ist ersichtlich von jeder beliebigen Zelleneinteilung des ,u-Raumes unabhangig 
und blo13 fUr die klassisch-mechanischen Teilsysteme kennzeichnend. Die Aus­
fUhrung des Grenziiberganges limQ ~ 0 bedeutet im iibrigen eine, hier durch 
die besonderen Gewichtsverhaltnisse auch physikalisch geforderte, stetige 
Approximation aller mit (114) zusammenhangenden statistischen Mittelwerte, 
deren diskontinuierlicher Charakter ebenso wie jener von (114) gegeniiber (115) 
durch die methodisch unvermeidliche Endlichkeit der ,u-Zellenvolumina 
(Ziff.30, 31) bedingt wird. Wie bereits am Ende von Ziff. 31 hervorgehoben 
worden ist, erfordert eine statistische Rechtfertigung von lim Q~ 0 formal 
iiberdies noch die AusfUhrung eines zwei ten Grenzuberganges lim N ~ ce, 
welcher mit dem erst en durch eine Bedingung von der Form Q·N = konst. ver­
knupft sein mu13. 

1m Gegensatz zur "klassischen Statistik" erhalt man in der Quanten­
statistik stets dann schon einen von der \Villkiir der ,u-Zelleneinteilungen un­
abhangigen Ausdruck fUr die Verteilungsfunktionen (102), wenn man die Zellen­
gro13en nach oben hin derart beschrankt, daB keine Zelle mehr als einen zu­
lassigen "Quantenzustand" enthalten kann. Fur das Maximalvolumen Q rn 

der ,u-Zellen liefert die Quantentheorie bei beliebigen "nicht entarteten" (Zif£. 14) 
Systemen von s Freiheitsgraden entweder mittels der Quantenbedingungen oder 
auf Grund des BOHRschen Korrespondenzprinzips im Anschlu13 an (64) (Ziff. 30) 

( 117) 
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wobei h das PLANCKsche Wirkungsquantum bedeutet. Die Verteilungsfunktionen 
(102) sind dann durch die "Zustandssummen" 

co En 

1(1', a*) =g.1:;.Gn e- kT (118) 
n=l 

bestimmt, wobei die Summation uber samtliche "QuantenzusUinde" der Teil­
systeme zu erstrecken ist. Der Summencharakter von (118) ist demnach hier 
gegenuber (115) physikalisch ausschlie13lich durch den diskontinuierlichen 
Charakter der Quantenstufen fUr Energie (En) und Gewicht (Gn) der Teil­
systeme bedingt. 

a) Einatomige Gase. 
46. Verteilungsfunktion des idealen einatomigen Gases. A. Klassische 

Theorie. Das Gas bestehe wie nach der kinetischen Gastheorie (s. ds. Band, 
Kapitel 6) aus einer sehr groBen Anzahl N von Punktmolekiilen der Masse M, 
we1che innerhalb des Volumens V voneinander unabhangige gleichformig-gerad­
linige Bewegungen ausfUhren. Wenn zwei Molekiile einander raumlich nahe 
kommen, solI diese Begegnung ein (elastischer) "ZusammenstoB" genannt werden 
und mit der Moglichkeit des praktisch zeitlosen Eintretens von Geschwindig­
keits- und Richtungsanderungen ausgestattet sein, deren AusmaB durch die 
Bedingungen des Energie- und Linearimpulssatzes festgelegt ist. Die Recht­
fertigung dieser Annahme fUr raumbeanspruchende, kugelsymmetrische Mole­
kiile, deren Durchmesser gegen den mittleren Molekulabstand (genauer: gegen die 
"mittlere freie Weglange" , ds. Handb. Kapitel 6) vernachlassigt werden kann, 
liegt unmittelbar auf der Hand, falls hinterher auch noch das Molekiilvolumen 
vernachlassigt wird. Einer naheren Begrundung bedarf es hingegen fUr die weitere 
Voraussetzung zufallsgesetzlicher Bedingtheit von individuellen Zusammen­
stoBen, we1che dem eindeutigen Deter-minismus der mechanischen Bewegungs­
vorgange zu widersprechen scheint. Auch diese Schwierigkeit lost sich zunachst 
wiederum fUr raumbeanspruchende Molekule, wenn man bedenkt, daB "unendlich 
kleine" Abweichungen yom zentralen Aufeinanderlosfliegen der Molekule endlich 
groBe mechanische Bewegungsunterschiede nach dem "ZusammenstoB" zur 
Folge haben konnen; in der Umgebung des mechanisch-singularen ZentralstoBes 
setzt somit eine mechanische Unbestimmtheit der Bewegungsvorgange ein, 
we1che ohne jeden VerstoB gegen die Mechanik durch EinfUhrung eines un­
mechanischen Haufigkeitsansatzes (Ziff. 29) uberbruckt werden kann. Von einer 
Berucksichtigung zwischenmolekularer Wechselwirkungskrafte (Ziff. 23, 51) wird 
beim idealen Gase abgesehen. 

Die angefUhrten Voraussetzungen und deren Rechtfertigung zeigen, daB 
fUr ideale einatomige Gase ein quasimechanisches Modell angegeben werden 
kann, dessen Teilsysteme in seinen Einzelmolekiilen mit ihren Translations­
bewegungen zu suchen sind. Die Gewichtsfunktion (Ziff. 28) dieser Bewegungen 
ist nach (60) fUr beliebige Translationsenergien E/ (57) konstant und die Zellen­
einteilung ihres ,a-Raumes kann vollig willkurlich vorgenommen werden (Ziff. 30). 
\Venn E/,1' E/,2' ... , Z/,l, ... die Zellenwerte der Translationsenergie E/ fUr eine 
so1che Einteilung bedeuten und g den willklirlichen konstanten Gewichtsfaktor 
darstellt (Ziff.28), so crhalt man fUr die Vertcilungsfunktion (73) des Einzel­
moleklils die tiber den ganzen ,a-Phasenraum erstreckte Summe 

j (iJ, a*) =c g . :f,t9H(, I ; 

{-I 
( 119) 
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sie konvergiert in jedem FaIle, weil nach Ziff. 34 stets 0 < {J < 1 sein muB. 
Da nach der klassischen Mechanik von einem Molekiil jeder beliebige 
Translationsenergiewert E j angenommen werden kann, darf die Zelleneinteilung 
des ,a-Raumes beliebig fein gemacht werden (Ziff.45), ohne die statistische 
Brauchbarkeit von (119) (Ziff.31, 34) anzutasten, ferner muB die Einteilung 
so gewahlt werden, daB allen ,a-Zellen das gleiche Phasenraumvolumen 

Zellbegrenzungen 

Q = I Iff f f dx . dy . dz' dpx . dpy . dpz 
tiber die 

zukommt (Ziff.45). Setzt man nach (116) 

g = dQ = dx· dy· dz· dpx' dPy . dpz , 
gg gg (120) 

worin gg um g dimensionslos zu machen, von der Dimension der dritten Potenz 
einer WirkungsgroBe sein muB, so kann man (119) fUr limQ -- 0 durch das 
tiber den ganzen p-Phasenraum erstreckte Integral 

gg. (121) 
t({}, a*) = ~ ({JE(,I. dQ I 

1 ((' . "/"( t .M(p'+ '+ .) = gg ... ) dx· dy . dz J. {J' x Py P: • dpx' dPy . dPz 

approximieren (Ziff.45). Zur Ausrechnung von (121) hat man zu berticksich­
tigen, daB den Koordinaten x, y, z der Punktmolekiile das gesamte Volumen V 
freisteht, was die Integrationsgrenzen des ersten Integralfaktors von (121) be­
stimmt; jene des zweiten sind streng genommen durch den vorgegebenen ge­
samten Energieinhalt E des Gases festgelegt, konnen aber in Anbetracht seiner 
GroBe durch unendliche Grenzen (- 00 <:: Px, Py. P. <:: + (0) angenahert werden. 
Da auBer V keine weiteren makroskopischen Parameter a* auftreh~n, kann 
das Endergebnis in der Form geschrieben werden 

t({J, V) = £'l271Ml~' gg 1 1 og-
{J 

(122) 

47. Verteilungsfunktion des idealen einatomigen Gases. B. Quantentheorie 
der Gasentartung. Die theoretischen und experimentellen Erfolge des NERNST­

schen Warmesatzes (ds. Band, Kapitel 2) legen die Folgerung einer "Gasent­
artung" bei tiefsten Temperaturen nahe, welche einer Anwendung der Quanten­
lehre auf die Translationsbewegung der Gasmolekiile gleichkommt. Die Frage, 
inwieweit Erscheinungen dieser Art von der Erfahrung gefordert werden (s. auch 
ds. Handb. X, Kapitel 5, Abschnitt 6), kann hier ebenso unberticksichtigt bleiben, 
wie jene prinzipielle nach der quantentheoretischen Behandelbarkeit der Trans­
lation tiberhaupt. 

Wahrend die klassische Mechanik (Ziff. 46) jede beliebige Geschwindigkeits­
groBe und -richtung der Gasmolekiile zulaBt und damit eine grundsatzlich kon­
tin uierliche Mannigfaltigkeit von Bewegungserscheinungen fordert, zeichnet 
die Quantentheorie diskontinuierlich bestimmte Bewegungsvorgange aus, 
welche prinzipiell in bloB abzahlbarer Menge moglich sind. Die dadurch bedingte 
Auszeichnung bestimmter diskreter Geschwindigkeitsstufen und -richtungen er­
fordert dieWirksamkeit von Molekiil"zusammenstoBen" solcher Art, daB die 
StoBteilnehmer auch nach dem StoBe quantenhaft zugelassene Bewegungen 
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ausfUhren. Da die Quantenbewegungen der Molekiile schon an sich unmechanisch 
bzw. quasimechanisch sind, bedarf es hier zur EinfUhrung bestimmter unmecha­
nischer "Ubergangswahrscheinlichkeiten" (Zif£. 29) fUr individuelle Quanten­
zusammenst6Be keiner besonderen Rechtfertigung. Das entartete Gas erscheint 
damit ebenso wie das nichtentartete (Ziff.46) als quasimechanisches Gebilde 
darstellbar und seine Teilsysteme sind durch die Einzelmolekiile mit ihren Quan­
ten bewegungen gekennzeichnet. 

In welcher besonderen Art die Molekiiltranslation quantenhaft zu be­
schreiben ist, hat bisher noch keine einheitliche Beurteilung gefunden, vor allem 
deshalb, weil die Quantenvorschriften bisher nur auf mehrfach periodische 
Bewegungsvorgange (Ziff. 7) anwendbar sind. Vielfach hat man darum ver­
sucht, von den "Zusammenst6Ben" iiberhaupt abzusehen und entweder die 
zwischen den makroskopischen GefaBwanden hin- und hergehende Bewegung 
des Einzelmolekiils als bedingt periodischen (Zif£. 7, 14) Teilvorgang der Warme­
bewegung des Gases anzusehen, oder letztere in ihrer Gesamtheit durch Schwin­
gungsvorgange von der Art der Kristallgitterschwingungen (Ziff. 57) anzunahern. 
Durch die Nichtberucksichtigung der Zusammenst6Be lassen beide Verfahren 
die Frage nach der Natur der fUr die statistische Behandlung unerlaBlichen 
unmechanischen Ubergangsprozesse nicht bloB offen und unbeantwortbar, 
sondern entfernen sich auch so weit von den Tatsachen, daB ihnen kaum tiefere 
Bedeutung zugeschrieben werden kann. Eine b(:~friedigendere, wenn auch not­
wendigerweise noch immer sehr schematische Behandlungsweise riihrt von 
SCHRODINGER her und idealisiert die Bewegung des Einzelmolekuls als raum­
festen geradlinig-gleichformigen periodischen Hin- und Hergang zwischen zwei 
Zusammenst6Ben; die tatsachliche Molekiilbewegung kann dann aufgefaBt werden 
als mehrfacher Hin- und Hergang (allen falls mit jedesmaligem Wechsel der 
Quantengeschwindigkeit) langs einer freien Weglange A, Ubergang auf eine 
zweite, dritte Weglange usw., wobei wegen der groBen Zahl der Molekiile und 
ihrer freien Wege eine Bezugnahme auf mittlere freie Weglangen }, (s. ds. 
Band, Kapitel 6) hinreicht. 

Bedeutet p = M· v den Linearimpuls des Molekiils und q seine in der Richtung 
von 1 gezahlte Koordinate, so liefert die allgemeine Quantenbedingung fiir ein 
einfach periodisches (Ziff. 13) System das iiber die ganze Periode erstreckte 
"Phasenin tegral" 
(n=1,2, ... ) n·h=l=cpp·dq=2Mv·I, (123) 

welches die Quantenstufen cler Geschwindigkeit v und Energie EJ der fort­
schreitenclen Bewegung des Molekiils mittels cles PLANCKschen Wirkungs­
quantums h zu 
(n=1,2, ... ) 

h h2 
E = n 2 .---=-

J,n 8A[.},2 
(124) V n ::=:::: n·--_-, 

2iV1 }, 

bestimmt. Zur quantentheoretischen Festlegung einer Richtungsabhangigkeit 
von vn erscheint es konsequent, festzusetzen, daB fiir Vn i m Mitt e I groBen­
ordnungsmaBig so viele verschiedene diskrete Richtungen kn zu unterscheiden 
sein sollen, als einer Vektordifferenz benachbarter Richtungen von der Grof3en-
ordming It 

'L'l = vn - 'On 1 = --- --
2A1·}, 

cntspricht; kn crhalt daclurch die Gr6f3enordnung 
4 ., 

I? - - -~-~'-n- vi = 4;-z;·n2 , ( 129) 
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woraus befriedigenderweise hervorgeht, daB die Anzahl der zuHi.ssigen Quanten­
richtungen mit n 2 anwachst und die Molekularbewegung desto ungeordneter 
werden muB, je hohere Molekulargeschwindigkeiten auftreten. 

Angesichts der scharfen Energiestufen (124) der Translationsbewegung ist 
es klar, daB jede Zelleneinteilung des ,u-Phasenraumes (Ziff. 30) fiir den Fall 
der Gasentartung brauchbar sein wird, deren Zellen hochstens je eine zulassige 
Quantenbewegung enthalten (Ziff. 45). Da die Quantenbedingung (123) pro 
Freiheitsgrad fiir zwei aufeinanderfolgende Quantenbewegungen die Differenz h 
liefert, erhalt man wegen der drei Freiheitsgrade der Translation fiir das zu­
lassige Maximalvolumen der ,u-Zellen (Ziff.45) 

(126) 

Fiir das Volumen, welches einer individuellen Quantenbewegung des Einzel­
molekiils im dreidimensionalen physikalischen Raum zur Verfiigung steht, er-

gibt sich dann nach (123) (2~:)3 = si3; es gibt demnach ~ solche Raum-
S,P 

bereiche im Gasvolumen V. Die phasenraumliche a priori-Haufigkeit (Ziff. 2S) 
einer Molekiilbewegung mit der "Quantenzahl" n wird damit zu 

G = .knV 
n g S23 

(127) 

gefunden, worin kn durch (120) bestimmt ist und g den willkiirlichen Gewichts­
faktor bedeutet. Die Verteilungsfunktion (73) des Einzelmolekiils lautet dann 

00 h' 
:n:V :E n'~-_ 

f({}, V) = g. --=- n 2 • {} 8M I.' • 
Sl3 ' 

n=l 

(12S) 

ihre Konvergenz ist durch die statistische Gleichgewichtsbedingung 0 < {} < 1 
h' 

(Ziff. 34) allgemein gesichert. Wenn {}8MI.' numerisch klein ist, kann die 
"Zustandssumme" (12S) rechnerisch durch ein Integral nach dn approximiert 
werden und ergibt den von der mittleren freien Weglange 2 unabhangigen 
Ausdruck 

V[2n~! f({}, V) = g h3 --1 . 
log-

{} 

(129) 

Fiir den betrachteten Grenzfall stimmt demnach die Verteilungsfunktion der 
Molekiile des entarteten Gases mit der Verteilungsfunktion (122) der Molekiile 
nichtentarteter Gase iiberein; der Umrechnungsfaktor 

h3 

gg=g (130) 

wird ersichtlich durch das Maximalvolumen (126) der ,u-Zellen bestimmt. Da 
die MaximalgroBe (126) nach Ziff. 45 (117) fiir ganz belie bige Quan ten bewegungen 
von drei Freiheitsgraden maBgebend ist, stimmen hinsichtlich des betrachteten 
Grenzfalles auch alle von der vorliegenden Darstellung abweichenden statistischen 
Behandlungen der Gasentartung mit (129) iiberein. Die quantentheoretische 
Universalitat von (126) hat auch zu Versuchen gefiihrt, die Quantenstatistik 
der Gasentartung allein auf (126) zu stiitzen und damit von einer Entscheidung 
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iiber die konkrete Beschaffenheit der quantenhaften Molekiilbewegungen unab­
hangig zu machen 1); eine voll befriedigende Rechtfertigung dieser Versuche 
steht jedoch noch aus. 

48. Zustandsgleichung, Energieinhalt, Gasthermometrische Temperatur­
Skala. Urn den Zusammenhang der empirischen Temperaturgr6Be {} (Ziff.37) 
mit der gasthermometrischen Temperaturskala aufzuzeigen, ist es erforderlich, 
die Zustandsgleichung des idealen einatomigen Gases abzuleiten. Wie bereits 
in Ziff.39 hervorgehoben wurde, ist eine derartige Aufgabe nach Ermittlung 
der Verteilungsfunktion eines warmen K6rpers stets im Wege gelaufiger makro­
skopisch-thermodynamischer Zustandsbeziehungen beantwortbar. Indem man 
(97) (Ziff. 38) fUr den Volumenparameter a* _ V des idealen Gases zur An­
wendung bringt, ergibt die Verteilungsfunktion (122) fUr den Druck P des nicht 
entarteten Gases 1 N 

P = --1 ·V' (131) 
log '/? 

was gleichzeitig mit dessen Zustandsgleichung iibereinstimmen muB. Das Gas-
gesetz liefert demgegeniiber . N 

P=kT· V ' (132) 

worin N die Molekiilzahl, k die sog. BOLTZMANN-PLANcKsche Konstante 

k = 1,372.10- 16 Erg/Grad (133) 

und T die gasthermometrische Temperatur bedeutet. 
(100) (Ziff.38) hat man demnach 

k 
T=--

1 ' 
log­

'/? 

1 

{}=e- kT 

In Dbereinstimmung mit 

(134) 

worin k jetzt aber als bekannt und durch (133) bestimmt anzusehen ist. 
Fiir den thermischen Energieinhalt des nicht entarteten idealen einatomigen 

Gases ergibt die "klassische" Verteilungsfunktion (122) nach (98) (Ziff.38) 
und (134) k. T 

E = 3N· -2; (135) 

auf jeden der 3N Freiheitsgrade des Gases enWillt somit der gleiche mittlere 
Energiebetrag tk T, was den Inhalt des "Gleichverteilungssatzes der mittleren 
(kinetischen) Energie" ausmacht. Dieses Ergebnis ist von der gleichen Form 
wie die allgemeine Aussage (52) (Ziff. 20) iiber den Energieinhalt beliebiger 
quasiergodischer Gasmodelle; setzt man fiir die Anzahl der Freiheitsgrade eines 
solchen s = 3N, wie das dem idealen einatomigen (und nur dem einatomigen) 
Gase entspricht, so stimmen (52) und (135) v6llig miteinander iiberein, wie be­
reits aus allgemeinen Griinden (Ziff. 45, IX) vorauszusehen war. Fiir die spezifische 
Warme Cv des Gases ergibt (13 S) 

aE 3 
cV=aT=2 Nk , (136) 

was pro Mol~- R liefert, einen Betrag, welcher in der Tat auch von keinem 
realen Gase unterschritten wird (Ziff. 20, ds. Handb. X, Kapitel 5, Abschnitt b). 

1) M. PLANCK, Berl. Ber. 1925, S. 49. Die Theorie von A. EINSTEIN, Berl. Ber. 192+, 
s. 261 u. 1925, S.3, 18, leugnet iiberdies die Zulassigkeit einer statistischen "Cnabhangigkeit 
der MolekiHe, indem sie die in Zift. 30 als grundlegend eingefiihrte statistische Fnabhangig­
keit der Teilsysteme durch eine soIche der Zustands\'erteilungen (Zift. 31) ersetzt. 
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Die Ausdehnung der vorstehenden Betrachtungen iiber Druck und ther­
mischen Energieinhalt der nicht entarteten ideal-einatomigen Gase auf entartete 
Gase begegnet keinerlei Schwierigkeiten. Setzt man 

h2 e = ---- , (137) 
8Ml2k 

so bekommt die Verteilungsfunktion (128) des entarteten Gases bei Riicksicht­
nahme auf (134) die einfache Form 

:nV <Xl -n'~ 
t(T,v) = g. -=- .J;n2 • CT. (128a) 

813 n~l 

Da man fUr die "charakteristische Temperatur" e der Gasentartung mittels 
(133) bei Normalbedingungen etwa 10- 4 Grad errechnet, ist die Approximation 
von (128) durch den Integralausdruck (129) praktisch fUr alle Temperaturen 
gerechtfertigt. Die Abweichungen des entarteten Gases yom Verhalten eines 
nichtentarteten bleiben daher auf die nachste Umgebung des absoluten Null.­
punktes beschrankt (s. ds. Handb. X, Kapitel 5 und 7). 

49. MAXWELLsches Geschwindigkeitsverteilungsgesetz. Wie der allge­
meinen Statistik zu entnehmen war, ist mit der Kenntnis der Verteilungsfunk­
tionen zugleich auch jene der BOLTZMA-NNschen Verteilung (81) (Ziff. 34) gegeben, 
welche den Zustand thermodynamischen Gleichgewichts bestimmt (Ziff.37). 
Fiir das nichtentartete, ideal-einatomige Gas (Zif£. 46) ergibt zunachst (119) 
nach (81) und (134) E,.I 

c - kT 

Nl = N· ---- (138a) 
00 E,.l' 

2'c-rr 
1~1 

worin E"l wiederum die Translationsenergie (57) jener Molekiile bedeutet, deren 
Phasenpunkte in die l-te ,u-Phasenraumzelle fallen und Nl die mittlere Anzahl 
dieser Molekille bei Warmegleichgewicht. Durch AusfUhrung des an den Ansatz 
(120) ankniipfenden Grenziiberganges fUr unbegrenzt abnehmende Zellenvolumina 
Q erhalt man fUr die mittlere Anzahl N* aller jener Molekiile, deren Koordinaten­
und Impulswerte zwischen den infinitesimalen Grenzen x, x + dx; y, y + dy; 
z, z -t. dz; pZJ> p", + dP",; PII ' PII + dplI ; Pz, pz + dpz gelegen sind 

p!+p;+p~ 

C 2MkT 
N* = N· -------:- dx . dy . dz' dp", . dP' dpz. 

V(2:nMkT)"~- 11 

(138b) 

Integriert man hier noch nach den Koordinaten iiber das Gasvolumen V und 
substituiert an Stelle der ImpulsgroBen die Molekillgeschwindigkeit 

_ 1 (P2 2 P2)l-v - M x + Py +. z - , 

:so erhalt man fUr die GesamtzalU aller Molekille des Gases, deren Geschwindig­
keitswerte zwischen v und v + dv gelegen sind 

- 4N [ M Jil' -v· . ..!!.. 
N = ~ 2 k T - • C 2 kT • v2 • d v . (139) 

Die Beziehung (139) stimmt in allen Einzelheiten mit dem von der kineti­
schen Gastheorie (ds. Band, Kapitel 6) auf vollig anderem Wege abgeleiteten 

Handbuch der Physik. IX. 15 
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MAXWELLschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz iiberein und hat sich auch einer 
direkten experimentellen Bestatigung fahig erwiesen. Die Abweichungen von 
diesem Gesetze, we1che sich infolge der Gasentartung (Ziff. 47) bei sehr tiefen 
Temperaturen einstellen sollten, konnen auf ahnlichem Wege wie (139), jedoch 
unter Zugrundelegung der Verteilungsfunktion (128), bzw. (128a) fUr das ent­
artete Gas, ermittelt werden; aus der in Ziff. 48 genannten GroBenordnung, 
we1che die "charakteristische Temperatur" (137) der Gasentartung annimmt, 
folgt jedoch, daB diese Abweichungen praktisch unmerklich sein miissen. 

50. Statistische Entropie des idealen einatomigen Gases. Wendet man 
die "klassische" Verteilungsfunktion (122) bzw. (129) des idealen einatomigen 
Gases zur Berechnung seines statistischen Entropiebetrages an, so ergeben die 
Beziehungen (101) (Ziff.38) und (135) (Ziff.48) 

3 [(2:JlMek)*] 5 - 50 = -NklogT + NklogV + Nklog ----- . 
2 gil 

(140) 

Wahrend die bisher diskutierten thermischen Zustandsfunktionen von willkiir­
lichen Gewichtsfaktoren g wie (120) oder (130) unabhangig waren, tritt gQ 
jetzt in einer additiven Konstante - N k log gQ auf, we1che statistisch aber 
ebenso unbestimmbar ist, wie die Integrationskonstante 50 (Zif£. 38). Da die 
Gesamtzahl der Molekiile N des Gases fUr (140) als eine unveranderliche GroBe 
angesehen werden muB, kann 50 von N abhangen. 

Die Form (140) des statistischen Entropieausdruckes besitzt die Eigen­
tiimlichkeit, daB sie fUr die doppelte Gasmenge im doppelten Volumen keines­
wegs den doppelten 'Betrag (140) ergibt. Die in der makroskopischen Thermo­
dynamik bevorzugte Schreibweise der Gasentropie 

3 V 
5 = 2, NklogT + Nklog N + konst. (140a) 

geniigt hingegen dieser formalen Erwartung; man iiberzeugt sich aber leicht, 
daB der Unterschied ohne jede thermodynamische Bedeutung ist. Setzt 
man namlich 50 = 56 - klogN! (141) 

und wertet den Logarithmus unter Zuhilfenahme der STIRLINGSchen Formel (84) 
aus, deren Anwendung hier legitim erfolgt, so erhalt man an Stelle von (140) 

I V [(2:JlMk)~.e~] 
5 - 50 = NklogT + Nklog N + Nklog --g--;-- , (142) 

was mit (140a) gleichbedeutend ist. 
Die EinfUhrung der "Vertauschungszahl" N! in den statistischen Entropie­

ausdruck des idealen einatomigen Gases ist offenbar von Belang, wenn man 
durch geeignete Verfiigung iiber die Integrationskonstante 50 oder 5~ "absolute" 
statistische Entropiebetrage zu definieren sucht. Wahlt man etwa 

5~ = 0 
urn <;lie erwahnte thermodynamisch-formale Eigenschaft von (140a) auch in 
die Statistik heriibernehmen zu konnen, so bedeutet diese K 0 n v e n t ion, daB 
man fUr das BOLTZMANNsche Prinzip (107) (Zif£. 40) beim idealen einatomigen Gas 

5 = k 10 R (ZMB) (143) 
g N! 

anzusetzen hat. Was die statistische Deutbarkeit der Vertauschungszahl 
anbetrifft, so wird sich bei der statistischen Behandlung der Festk6rper (Ziff. 58) 
herausstellen, daB man den Betrag 

k ·logN! + konst. (144} 
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als Nullpunktsentropie von N kondensierten Moleki.ilen auffassen darf. Die 
danach auf den Gaszustand allein bezughabenden Entropieausdriicke (142) 
und (143) k6nnen dann angesehen werden als Differenzbetrag zwischen der 
Gesamtentropie von N frei beweglichen Moleki.ilen und der Nullpunkts­
entropie (144) ihrer kondensierten Modifikation; daB dieser Betrag der Moleki.il­
anzahl proportional ?ein muB, ist thermodynamisch unmittelbar evident. 

51. Nichtideale einatomige Gase. 1m Gegensatz zum idealen Gas (Zif£' 46) 
ist es bei den wirklichen Gasen nicht mehr gestattet, Raumbeanspruchung und 
Wechselwirkungskrafte der Molekiile zu vernachlassigen. Die systematische 
Beriicksichtigung dieser Korrektionen ist Gegenstand der VAN DER W AALsschen 
Theorie (s. ds. Handb. X, Kap. 3). Ohne auf ihre Einzelheiten eingehen zu 
miissen, kann man leicht iiberblicken, von welcher Art die Abanderungen sein 
werden, welche sie an der Zustandsgleichung (132) (Ziff.48) der idealen Gase 
hervor bringt. 

1X) Die Beriicksichtigung des Eigenvolumens der Moleki.ile bewirkt, daB 
der Gesamtraum, welcher dem Schwerpunkt eines Moleki.ils zur Verfiigung steht, 
kleiner sein muB als das Gasvolumen V. Nennt man das bei dichtester Lagerung 
von den Moleki.ilen eingenommene Volumen b, so kann die Integration nach 
den Koordinatendifferentialen im "Zustandsintegral" (121) (Ziff.46) nicht mehr 
iiber das Gesamtvolumen V, sondern bloB iiber das "freie" Volumen V - b 
erstreckt werden. Die Verteilungsfunktion (122) wird daher in jene des nicht­
idealen einatomigen Gases iibergehen, wenn man V darin durch V - b ersetzt. 
Die gleiche Abanderung der Beziehung (131) fUr den Gasdruck p liefert dann 
eme Zustandsgleichung von der Form 

p·(V - b) = N· kT. (145) 

P) Wahrend die Beriicksichtigung der Moleki.ilvolumina die Verteilungs­
funktion (114) des Gases formal ungeandert laBt und bloB ihre Gliederanzahl 
beschrankt, verursacht die EinfUhrung der zwischenmolekularen Wechsel­
wirkungskrafte eine formale Abanderung der Verteilungsfunktion. AuBer der 
Translationsenergie Ef jedes Moleki.ils tritt jetzt auch noch ein Energieanteil 
potentieller Natur Ew auf, welcher von den Wechselwirkungen herriihrt und 
daher von den Koordinaten all e r Moleki.ile abhangt. Wie die genauere Ober­
legung und Rechnung lehrt, besteht der EinfluB hiervon bei iiberwiegend an­
ziehenden Wechselwirkungskraften in einer Verkleinerung des Gasdruckes, 
welche in erster Annaherung als eine reine Volumenfunktion l{J (V) aufgefaBt 
werden darf. Mit (145) vereinigt, ergibt dies 

[P + l{J(V)] • (V - b) = N· kT , (146) 

was bis auf eine nahere Ermittlung von l{J (V) der VAN DER W AALsschen Zustands­
gleichung (s. ds. Handb. X, Kap. 3) entspricht. 

52. Gasgemische. N(l) Moleki.ile mit den MassenMl eines idealen einatomigen 
Gases 1, N(2) Moleki.ile mit den Massen M 2 eines idealen einatomigen Gases 2, 
. . . sollen im gleichen Volumen V vereinigt sein, ohne irgendwelche chemische 
Umsetzungen (Abschnitt VII) miteinander eingehen zu k6nnen. Ihre Verteilungs­
funktionen sind dann gemaB (122) und (134) . 

. V ;t 
/l(T, V) = W· (2:nMlkT)2, 

gQ 

woraus die Verteilungsfunktion des Gemisches nach Ziff. 37 leicht zu 

IJ(T, V) = [fdT, V)]N(l). [/2(T, V)]N(2) ... 

15* 



228 Kap. 3. A. SMEKAL: Statistische und molekulare Theorie der Warme. Ziff. 53. 

gefunden wird. Wenn E die Gesamtenergie des Gemisches bedeutet, so ist seine 
absolute Temperatur T durch die Beziehung (93) bzw. (103) und (104) 

E = k T2 a l~g II = 1 (N(l) + N(2) + ... ) . k T 
oT 2 

bestimmt, wahrend der Gesamtdruck p nach (103) 

p = k T a logii = (N(1) + N(2) + ... ) . kT 
av V 

betragt. Wie der Vergleich mit den analogen Beziehungen (132) und (135) 
fUr das chemisch-einheitliche ideale Gas lehrt, verhalt sich das Gemisch in thermo­
dynamisch-statistischer Hinsicht bis auf den Unterschied der Molekiilanzahlen 
ganz eben so wie das einheitliche Gas. Wendet man (132) auf jede einzelne Kom­
ponente des Gemisches an, so sieht man unmittelbar, daB der Gesamtdruck 
gleich der Partialdrucksumme aller Komponenten ist. Dem Umstand, daB jede 
Gemischkomponente sich thermisch so verhalt, als ware sie im Volumen V 
allein anwesend, entspricht statistisch die form ale Dbereinstimmung aller Kom­
ponenten-Verteilungsfunktionen und ihre multiplikative Zusammensetzung zur 
Verteilungsfunktion ihrer Mischung. 

b) Mehratomige Gase. 
53. Allgemeine Form derVerteilungsfunktionen mehratomiger Gase. Die 

einatomigen Gase sind dadurch ausgezeichnet, daB ihre MolekUle mit weitgehender 
Annaherung als punktformige oder starre, kugelsymmetrische Gebilde angesehen 
werden diirfen, deren Bewegungen rein translatorischen Charakters sind (Ziff. 46). 
Bei mehratomigen Molekiilen ist eine so weitgehende Schematisierung bloB fiir 
die allertiefsten Temperaturen zulassig; im gesamten iibrigen Temperaturgebiet 
wird es erforderlich, den EinfluB des zusammengesetzten Baues der Molekiile 
zu beriicksichtigen, welcher Abweichungen sowohl von der Kugelsymmetrie als 
auch von der Starrheit bedingt. Die ersteren geben AnlaB zu Drehbewegungen 
der Molekiile (Ziff. 54,55), die letzteren zum Auftreten von gegenseitigen Schwin­
gungen der Atome, welche die Molekiile zusammensetzen (Ziff. 56). FaBt man 
beide Arten von Bewegungsvorgangen als "innere" Bewegungen (Ziff. 23) der 
MolekUle zusammen, so kann deren Energie E (qk, Pk> a*) als unabhangig von 
der Translationsenergie Ef (57) der Molekiile gelten. 

Auf ahnlichem Wege, wie dies in Ziff. 46 und 47 fiir ideale einatomige Gase 
gezeigt worden ist, iiberzeugt man sich, daB auch bei mehratomigen idealen 
Gasen die MolekUle direkt als statistische Teilsysteme des Gases aufzufassen 
sind. Als einzige notwendige Zusatzvoraussetzung zu den dortigen Betrachtungen 
findet man, daB die "ZusammenstoBe" der Molekiile untereinander neb en dem 
Austausch von Translationsenergie auch einen solchen von "innerer" Molekiil­
energie bewirken miissen, wobei die zeitliche Haufigkeit auch von Vorgangen 
dieser Beschaffenheit wiederum durch einen zufalIsgesetzlichen Ansatz (Ziff. 29) 
beschrieben werden kann. Da die Gesamtenergie des Teilsystems jetzt durch 
die Summe (58) der "inneren" und der Translationsenergie eines Molekiils ge­
geben ist, wird die allgemeine Verteilungsfunktion (102) fUr das mehratomige 
Gas von der Form 

co (EI+Fr.') 

t(T,a*) =~Gl·e-~ 
1=1 

(147) 

Die gegenseitige Unabhangigkeit von "innerer" und fortschreitender !\lo1ekiil­
bewegung bewirkt, daJ3 die Zelleneinteilung des "Ii-Raumes der inneren Be-
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wegung" mit dem Zellenindex 11 unabhangig von jener des "Translations-,u­
Raumes" mit dem Zellenindex 12 vorgenomm~n werden kann (Ziff.25). Jeder 
beliebige Bewegungszustand eines Molekiils ist hier seiner Zugeh6rigkeit zu den 
,u-Zellen nach also durch ein Indexpaar (11,12) gezeichnet, wobei 11 von 12 v6l1ig 
unabhangig ist. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Verteilungsfunktion (147) 
der mehratomigen Gasmolekiile dann durch das Produkt zweier formal gleich­
gebauter Summenausdriicke darstellbar wird, von welchen der eine bloB mit 
der fortschreitenden Bewegung, der andere bloB mit der "inneren" Bewegung 
der Molekiile zusammenhangt: 

t(T, a*) =[~ Gj,ll e _i~l] . [~Gz, e - :~] = t(I)(T, a*). t(2)(T, a*). (148) 

Der erste Faktor dieses Ausdruckes stimmt offenbar mit der Verteilungsfunktion 
eines einatomigen Gases (Ziff. 46, 47,51) iiberein; nach (122) bzw. (129) und (134} 
ist er bei vernachlassigbarer Raumbeanspruchung der Molekiile praktisch fUr 
aIle Temperaturen durch 

t(1)(T, V) = ~ (2.71M kT)~ (149) 
gQ 

bestimmt, wozu bei Molekiilen von endlichen Abmessungen noch die Beriick­
sichtigung der in Ziff. 51 besprochenen VAN DER WAALsschen Korrekturen er­
forderlich wird. 

Fiir die Verteilungsfunktion F(T, a*) des aus N Molekiilen bestehenden 
mehratomigen Gases liefert (102) nach (148) 

F(T,a*) = [t(1) (T,v)]N. [t(2)(T,a*)]N. (150) 

Die Form dieser Beziehung stimmt ersichtlich mit jener des allgemeinen Aus­
drucks (91) (Ziff. 37) fUr die Verteilungsfunktion eines statistischen Gebildes 
iiberein, welches aus mehreren in thermischer Wechselwirkung befindlichen 
warmen K6rpern zusammengesetzt ist. Daraus geht hervor, daB ein mehr­
atomiges Gas fUr die statistische Thermodynamik einem Gemische zweier Gase 
(Ziff. 52) von iibereinstimmender MolekiilanzahlN und gleich groBen Molekiilmassen 
M aquivalent ist, dessen eine Komponente einem gew6hnlichen einatomigen 
Gase im Volumen V entspricht, wahrend die Molekiile der zweiten Kompo­
nente raumfeste, willkiirlich iiber V verteilte Schwerpunkte besitzen und bloB 
"innerer" Bewegungsvorgange fahig sind. Beziiglich .der Molekiiltranslation ver­
halten sich mehratomige Gase demnach ebenso wie einatomige, insbesondere 
gilt auch fUr mehratomige Mole~iile bei Warmegleichgewicht das MAXWELLsche 
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz (Ziff.49). Da auch alle iibrigen statistisch 
bemerkenswerten Eigenschaften der einatomigen Gase bereits im AnschluB an 
die Ableitung ihrer Verteilungsfunktion (149) besprochen worden sind, ist fUr 
die statistische Behandlung der mehratomigen Gase im folgenden bloB eine 
nahere Priifung des allein von den "inneren" Molekiilbewegungen abhangigen 
Faktors (2) (T, a*) der allgemeinen Verteilungsfunktion (148) erforderlich: 

~ Et, 
t(2)(T, a*) = ...:;.; Gz,' e - kT • (151) 

Z,=1 

Solange es gerechtfertigt werden kann, die Drehbewegung eines Molekiils 
als unabhangig von seinen inneren Atomschwingungen zu betrachten, zerfallt 
die "innere" Energie E des mehratomigen Molekiils in zwei voneinander unab­
hangige Summanden, seine Rotationsenergie Er und seine Schwingungsenergie E •. 
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Der ,u-Raum seiner "inneren" Bewegung (Ziff.25) kann dann gespalten werden 
in einen ,u-Raum seiner Rotation~bewegung und in einen ft-Raum seiner Atom­
schwingungen, so daB beide Raume als Projektion des einheitlichen ,u-Raumes 
der "inneren" Bewegung aufzufassen sind und unabhangig voneinander in 
,u-Zellen eingeteilt werden konnen (Ziff.30). Auf dem gleichen Wege, auf welchem 
oben die Auflosung dereinheitlichen Verteilungsfunktion (147) in das Produkt (148) 
der beiden Faktoren (149) und (151) gefolgert worden ist, kann jetzt gezeigt 
werden, daB auch (151) als Produkt zweier Faktoren 

1(2)(T, a*) = I,(T, a*) • Is (T, a*) (152) 

dargestellt werden kann, von welchen der eine bloB auf die Molektildrehung, 
der andere bloB auf die Atomschwingungen Bezug hat. Beide Faktoren sind 
formal von der gleichen Bauart wie die Verteilungsfunktion (102) und sollen 
daher im folgenden als "Verteilungsfunktion der Molekiilrotation" 

OQ Er,l 

Ir(T, a*) = .2: Gr,l· e - kT (153) 
1=1 

sowie als "Verteilungsfunktion der Molekiilschwingungen" 

00 E., I 

Is (T, a*) = .2: Gs,l . e - 0,,* (154) 
1=1 

unabhangig voneinander besprochen werden. 
54. Verteilungsfunktion der Molekiilrotation. a) Klassische Theorie. 

Wenn die Einzelatome, welche das Molekiil zusammensetzen, wie beim idealen 
einatomigen Gas (Ziff.46) als punktformig angenommen werden, so ist es fiir 
die Drehbewegung quasistarrer Molekiile (Ziff. 44) wesentlich, ob sie zwei- oder 
mehratomig sind. Beim zweiatomigen starren "Hantelmolekiil" ist das Trag­
heitsmoment urn die Verbindungslinie der beiden Atome mit den Massen M1 
und M2 Null, senkreeht zu dieser Riehtung 

J = M I ' M 2 • d 2 (155) 
(M1 + M 2 ) , 

wo d den unveranderliehen Atomabstand bedeutet. Bei drei- und mehratomigen 
Molekiilen hingegen sind alle drei Haupttragheitsmomente von Null versehieden. 
\Vahrend die Rotation eines zweiatomigen Molekiils demnaeh blo13 urn zwei 
aufeinander und zum Atomabstand senkreehte Aehsenriehtungen dureh den 
Sehwerpunkt erfolgen kann, kommt bei mehratomigen Gebilden noeh die dritte 
mogliehe Rotationsaehse hinzu. 

Zur Festlegung der willkiirliehen raumlichen Orientierung der Hantelachse 
des zweiatomigen Molekiils mogen Polarkoordinaten 0, rp benutzt werden, 
mittels welcher die Rotationsenergie Er in der Form 

( P" ) Er = ~. 2 + .;;,-2J P,? sin2 0 (156) 

ausgedriiekt werden kann, worin PI1, P'I die zu den Koordinaten 1~, rp kanoniseh 
konjugierten Impulsgro13en (Ziff. 4) darstellen. Wahlt man jetzt fUr die Gewichts­
werte Gr,l in (153) gema13 der "klassisehen Statistik" (Ziff. 45, C\) cine willkiirliehe 
Konstante g(r) und approximiert die Verteilungsfunktion (153) mittels des An­
sa tzes (116) 

(r) _ d ,? . drp . dPil . dp" g - 0 ___ 0_;,(/)0 ___ _ 

b!J 
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durch ein "Zustandsintegral", so erhalt man 

!,(T, J) = g:r)JnJ-t;.~-2:~T' df}· dP{}.r l~'-J·":;ii." .. d~. dp., 
!2 .' ~ o -00 () -00 

oder 1 
!,(T, J) = g(r) • 8,n2 J kT. 

!2 

( 157) 

Die Gegentiberstellung dieses fUr die zwei Rotationsfreiheitsgrade des zwei­
atomigen Molektils geltenden Ausdruckes mit der "klassischen" Verteilungs­
funktion (149) fur die drei Freiheitsgrade der fortschreitenden Bewegung 

V .. 
jCll(T, V) = W (2,nMkT), (149') 

g!2 

laBt erkennen, daB jeder einzelne Molektilfreiheitsgrad nach der klassischen 
Statistik ohne Rticksichtnahme auf seine physikalische Bedeutung zu der Ver­
teilungsfunktion einen Temperatur£aktor yliT beisteuert. Dieses Ergebnis 
findet sich auch bei drei- und mehratomigen Molektilen wieder, wo wegen der 
Ungleichheit der drei Haupttragheitsmomente J, K, L ein dri t ter Rotations­
freiheitsgrad hinzukommt. Auf ahnlichem Wege wie fUr das zweiatomige Molekiil 
ermittelt man hier 

fr(T,J, K, L) = -):':)' 8,n2(2,nkT)~ {r~k. L. (158) 
g[] 

Die Gleichartigkeit des Temperaturfaktors y kT pro Freiheitsgrad in den 
"klassischen" Verteilungsfunktionen fUhrt bei der Molekiilrotation eben so wie 
bei der fortschreitenden Bewegung (Ziff. 48) zum klassischen "Gleichverteilungs­
satz der mittleren kinetischen Energie tiber die Freiheitsgrade", entsprechend 
der bereits unter Ziff.45, x) vorausgesehenen Ubereinstimmung mit der all­
gemeinen Aussage (52) (Ziff. 20) tiber den mittleren Energieinhalt beliebiger 
quasiergodischer Gasmodelle. Die Erfahrung (Ziff. 20; s. ds. Handb. X, Kapite15) 
vermag dieses Ergebnis an der spezifischen Rotationswarme zwei- und mehr­
atomiger Gase jedoch bloB fUr den Grenzfall hoher Temperaturen zu bestioitigen. 
Wahrend dieser Umstand fUr quasiergodische Gasmodelle als verhangnisvoll 
erkannt werden muBte (Ziff.21), ist er im Rahmen der quasimechanischen 
Molekularstatistik einfach dadurch zu beseitigen, daB man die willktirliche 
Gewichtskonstanz der klassischen Statistik durch eine andersartige - quanten­
statistische - Gewichtswahl ersetzt. 

55. Verteilungsfunktion der Molekiilrotation. b) Quantentheorie. Nach der 
Quantentheorie kann die Drehbewegung der Molektile nur mit bestimmten 
diskreten Rotationsgeschwindigkeiten v, stattfinden, welche durch die Vor­
schrift festgelegt sind, daB der Gesamtdrehimpuls P, des Molekiils ein ganz­
zahliges Vielfaches von h12,n sein muB, wo h das PLANcKsche Wirkungsquantum 
bedeutet. Der Einfachheit halber mogen bloB zweiatomige Molektile in Betracht 
gezogen werden, deren Rotation urn eine senkrecht zum Atomabstand stehende 
Achse vor sich geht, fUr welche das Tragheitsmoment J des Molektils wiederum 
durch (155) gegeben ist. Dann liefert die genannte Quantenbedingung 

h 
Pr = Vr ' J = nr • 2; , (159) 

worin die "Rotationsquantenzahl" nr aIle moglichen ganzzahligen Betrage an­
nehmen kann; rechnet man die Winkelgeschwindigkeit Vr je nach dem Um-
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drehungssinn positiv oder negativ, so kann man auch n, positive und negative 
Werte zuschreiben. FUr die Quantenstufen der Rotationsenergie E, folgt jetzt 
aus (159) 

(n,=0,±1,±2, ... ) 
1 ~ h2 9 E --v- .]---.n" T,n, - 2 ',11, - 8:n:2] r (160) 

und damit bei Hinzunahme der "Quantengewichte" g,' G"n, (Ziff.45) nach 
(118) und (153) flir die quantenstatistische Verteilungsfunktion der Molektll­
rotation 

00 h'n~ 

! (T ]) - g . ~G . e - 8::r'JkT 
r , - r ~ T,nr • (161) 

l1,~O 

Nennt man 
(162) 

die "charakteristische Temperatur" [vgl. (137), Ziff.48] der Molekiilrotation, 
so kann an Stelle von (161) geschrieben werden 

00 2 e 
!,(T, 8) = g, ':2G" 11, • e -n,.'1', (163) 

n,~O 

woraus man entnimmt, daB die quantenstatistische Verteilungsfunktion der 
Molekii1rotation sich flir verschiedene Molekiilarten nur durch die jeweiligen 
Zahlenwerte des Parameters 8 unterscheidet, falls die Folge der Quantengewichte 
Gr, n, flir diese Molektilarten dieselbe ist. Die letztere Bedingung erscheint tri­
vial, da ja hier flir aIle zweiatomigen Molekiile das gleiche "Hantelmodell" 
zlj.grunde gelegt worden ist; sie braucht es jedoch keineswegs zu sein, wenn 
mall den Vergleich der aus (163) abgeleiteten statistisch-thermodynamischen 
Eigenschaften mit jenen von wirklichen Molekiilen in Betracht zu ziehen 
haben wird (Abschnitt V, Ziff.63). 

Da die Gewichtsfunktion flir die innere Bewegung der statistischen Teil­
systeme nach Ziff. 28 bloB von den eindeutigen Parameterinvarianten I der 
inneren Bewegung (Ziff.10) abhangen darf, kann man diese Bedingung heran­
ziehell, urn naheren AufschluB tiber die Abhangigkeit der bisher unbestimmt 
gebliebenen Quantengewichte G"n, zu erhalten. Die Drehbewegung des "Hantel­
modells" besitzt zwei Freiheitsgrade (Ziff. 54) und ist bedingt periodisch (5 = 2) 
(Ziff. 14), muB aber als "entartet" (u < 5) (Ziff. 14) bezeichnet werden, da sie 
- wie im vorstehenden - formal als einfach periodische Bewegung urn eine 
raumfeste Achse aufgefaBt werden kann, was einem einzigen Freiheitsgrade 
(u = 1) entspricht. Die einzige Parameterinvariante I eines einfach periodischen 
Systems ist durch (37) (Ziff.13) bestimmt und im Falle der Molektilrotation 
durch den Drehwinkel q, und den Drehimpuls p, in der Form 

I=c.pP,·dq,=2:n:.p, (164) 

darstellbar. Wenn die Quantentheorie gemaB (159) und (164) 

(n, = 0, 1,-2, ... ) In, = n,' h (165) 

setzt, so wird durch die Parameterinvarianz von I die naheliegende Bedingung 
erfiillt, daB die Quantenvorschriften der Molektilbewegung keinen zusatzlichen 
unmechanischen Zwang auferlegen sollen, wenn die Bewegung durch Parameter­
verschiebungen umkehrbar unendlich langsam abgeandert werden wtirde (was 
im vorliegenden FaIle allerdings nur durch eine Veranderung des Tragheits­
momentes realisiert werden konnte); ware namlich die Parameterinvarianz 
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nicht vorhanden, so miiBte sich die linke Seite von (165) bei einer derartigen 
Beeinflussung der Bewegung dauernd verandern, was der Konstanz der rechten 
Seite von (165) widerspricht. - Aus (165) ist zu entnehmen, daB die Quanten­
gewichte Gr,nr der Molekiilrotation bei alleiniger Abhangigkeit von der Parameter­
invariante (164) nur durch die Rotationsquantenzahl nr bestimmt sein konnen. 
We1che Funktion T(n,) von nr fUr die G"nr zu wahlen ist, kann nach der Quan­
tentheorie sehr wesentlich vom feineren Aufbau der Molekiile abhangen, so daB 
man nicht hoffen darf, mit dem von ihr fUr das grobschematische "Hantelmodell" 
gelieferten Ausdruck 

Gr,nr = 2n, + 1 (166) 

rnehr als einen qualitativ befriedigenden AnschluB der Verteilungsfunktion (163) 
an die Erfahrungstatsachen zu erzielen; in der Tat ist sogar dies, wie die Rechnung 
lehrt, erst dann zutreffend, wenn man die Einschrankung 

n, * 0 (166 a) 

zu (166) hinzunimrnt (5. ds. Handb. X, Kapitel 5, Ziff. 8). Es erscheint daher 
vorteilhafter, die nahere Bestimmung der Quantengewichte T(nr ) einstweilen 
offenzulassen und erst hinterher (Ziff. 63) an Hand der Erfahrung vorzunehmen. 
Vnabhangig von einer genauen Kenntnis der Funktion T(n,) ist jedenfalls klar, 
daB die Willkiirlichkeit der raurnlichen Orientierung der molekularen Rotations­
achsen, welche der Ableitung von (166) zugrunde liegt (Ziff.65), auf sie von 
mitbestimmendem EinfluB sein muB, wie auch der expliziten Beriicksichtigung 
dieses Einflusses in der klassischen Statistik (Ziff. 56) bei der Ausrechnung des 
Zustandsintegrals (157) eine maBgebliche Rolle zugekommen ist. 

56. Verteilungsfunktion cler Molekiilschwingungen nach cler klassischen 
uncl nach cler Quantentheorie. Urn die inneren Schwingungen eines Molekiils 
beriicksichtigen zu konnen, mu/3 die bisher vorausgesetzte Starrheit der inner­
molekularen Atombindungen aufgegeben werden. Der Einfachheit halber 
mogen auch im folgenden blo/3 zweiatomige Molekiile betrachtet werden; der 
Schwingungsvorgang besteht dann in einer periodischen Veranderung des Atom­
abstandes, welche jedenfalls fiir nicht allzu groBe Amplituden als harmonisch 
angesehen werden darf, hier aber ganz allgemein als solche gelten 5011. Wird 
dieser Bewegungsvorgang von einem Freiheitsgrade mittels der "N ormalkoordi­
nate" qs und dem dazu kanonisch konjugierten Impuls Ps beschrieben, so lautet 
seine Energie Es bei einer Schwingungsfrequenz v 

Es = -~P; + 2n2 ,,2 q;. (167) 

Wenn man fUr die Gewichtswerte Ga,l der "Verteilungsfunktion der Molekiil­
schwingungen" (154) gemaB der "klassischen Statistik" (Ziff. 45, IX) eine willkiir­
liche Konstante g(8) wahlt und die Verteilungsfunktion auf Grund des Ansatzes (116) 

0(8) _ dqs . dp .• 
b - gW 

durch em "Zustandsintegral" approxirniert, bekommt man 

+00 p; +00 2."'l2v2q; 

. (T) 1 (- 2 k'L' ( - -k-T 1 k T t v = - e '. d P e • d q = -- --. s ,. g~) s S gW v . 
-~ oJ oJ --

(168) 

-00 

Ebenso wie in (157) (Ziff. 54) steuert hier jedes der beiden Integrale einen Tern­
peraturfaktor V k T zur Verteilungsfunktion (168) bei, wegen des Vorhanden­
seins einer potentiellen Energie in (167) entfallt aber jetzt (V'kT? auf den 
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einen vorhandenen Freiheitsgrad, so daB zwar auch hier der klassische "Gleich­
verteilungssatz der mittleren kinetischen Energie" gilt (Ziff.45, 54), ffir die­
gesamte mittlere Schwingungsenergie aber der doppelte Gleichverteilungs­
werqk T pro Freiheitsgrad [vgl. (135), Ziff. 48) herauskommt. Wie die Erfahrung 
lehrt, kann (168) nur fiir den Grenzfall hoher Temperaturen als brauchbar an­
gesehen werden (s. ds. Handb. X, Kapitel5, Ziff. 5), so daB bei der Statistik 
der Molekiilschwingungen ebenso wie bei iener der Molekiilrotation allgemeinere 
Gewichtsannahmen erforderlich sind. 

Wendet man die Quantentheorie auf das Problem harmonischer Molekiil­
schwingungen an, so liefert die zu (165) analoge Quantenbedingung 

(n, = 0,1,2, ... ) 1= cp Ps· d q, = n.· h (169) 

die Aussage, daB quantentheoretisch nur so1che Schwingungsamplituden der 
Atome vorkommen k6nnen, fUr we1che 

(n. = 0, 1,2, ... ) 
E. 

I = ~ = n.·h , v (169') 

gilt, d. h. fUr we1che die Energie der Molekiilschwingungen durch die Stufenfolge 

(n. = 0,1,2, ... ) E.,n. = n,· hv (170) 
bestimmt ist. Zur Aufstellung der quantenstatistischen Verteilungsfunktion der 
Molekiilschwingungen (154) bedarf es dann noch einer Kenntnis der den ein­
zelnen Energiestufen (170) zugeh6rigen Gewichtsstufen g •. G.,n.. Ahnlich wie 
in Ziff. 55 kann zunachst geschlossen werden, daB die Quantengewichte G.,ns 
wegen Ziff. 28 und der Parameterinvarianz der Quantenbedingung (169) allein 
Funktionen der "Schwingungsquantenzahl" n. sein k6nnen. Die Quanten­
theorie liefert 'insbesondere 
(n.=0,1,2,~ .. ) G.,n8=1, (171) 
so daB die gesuchte quantenstatistische Verteilungsfunktion 

ex> hv 
~ -ns~ g 

1.(T,v) = g •• .::::.,; e kT = __ 8----,;;; (172) 
n.=O 1 _ e-kT 

wird. Fiihrt man durch 
(173) 

eine "charakteristische Temperatur" [vgl. (137), Ziff.48; (162), Ziff. 55J der 
Molekiilschwingungen ein, so nimmt (172) die universelle Form 

g8 I.(T, B) = --=-----oc-e 
1 - e 7' 

( 174) 

an, we1che sich bisher der Erfahrung gegeniiber zu bewahren scheint (s. ds. 
Handb. X, Kapitel 5, Ziff. 5). Fiir hohe Temperaturen wird BIT so klein, daB 
der Nenner von (174) durch BIT ersetzt werden kann. Dies 1iefert 

(1' T ) ( ) g8 kT 
1m ~ 00 18 T, V = h . ----;- , (168') 

was mit der "klassischen" Vertei1ungsfunktion (168) iibereinstimmt, wenn m 
1etzterer It 

g(8) = __ 
gs 

(168a) 

angenommen wird, wie es auch in Anbetracht der Wirkungsdimension der PLANCK­
schen Konstante h der Dimensionslosigkeit des Gewichtsfaktors g8 entspricht. 
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c) Festkorper. 
57. Eigenschwlngungen und Verteilungsfunktion der Festkorper. Urn 

den festen Korper ahnlich wie die Gase auf statistisch-thermodynamischem Wege 
untersuchen zu konnen, ist nach den allgemeinen Ausfiihrungen tiber die Grund­
lagen der Statistik (Abschnitt III) der Nachweis erforderlich, daB er als quasi­
mechanisches Gebilde dargestellt werden kaim. Hierzu bedarf es eines genaueren 
Einblickes in die Warmebewegung der Festkorperbausteine, wofiir neben der 
Moglichkeit molekularer Ortsveranderungen vor allem jene Vorgange zu bertick­
sichtigen sind, welche durch das Wechselspiel der hier alles dominierenden 
Kohasionskrafte bedingt werden. Die Festkorperbausteine selbst, Atome, Mole­
kiile, lonen, mogen wie im idealen Gaszustand (Ziff. 46) durch punktformige 
oder starre, kugelsymmetrische Gebilde idealisiert werden. Die Geringfiigigkeit 
der Warmeausdehnung fester Korper lehrt, daB die zwischen ihren Molekiilen 
tatigen Wechselwirkungskrafte zumindest im Gebiete tiefer und mittlerer Tem­
peraturen annahernd als line are Funktionen der jeweiligen Abstande der Molekiile 
von ihren mittleren Nullpunktsruhelagen angesehen werden konnen. Durch 
Einfiihrung geeigneter "Normalkoordinaten" und -impulse qk, PI< (k = 1, 2, ... 3 N) 
ist es dann stets moglich, die Warmebewegung von N Festkorpermolekiilen 
auf ihie praktisch in der Anzahl 3 N vorhandenen und voneinander unabhangigen 
harmonischen Eigenschwingungen zurtickzufiihren (s. ds. Handb. XXIV, Kap. 5). 
Die Energiegleichung etwa der k-ten von diesen Eigenschwingungen mit der 
Frequenz 1'k besitzt die mit (167) (Ziff. 56) tibereinstimmende Form 

E(1'k) = iPi + 2n21'~q~. (175) 
Da jede Eigenschwingung mechanisch ein abgeschlossenes System von einem 
Freiheitsgrade mit unveranderlichem Energieinhalt E bedeutet, ware die Her­
stellung thermodynamischen Gleichgewichtes in Festkorpern, oder anders aus­
gedrUckt, die Realisierung einer gewissen zeitlich-mitt~eren Energieverteilung 
(namlich der BOLTZMANNschen Verteilung, Ziff. 34) tiber seine Eigenschwingungen 
undenkbar, wenn es keinen zusatzlichen unmechanischen Mechanismus gabe, 
welcher einen zeitweiligen, kurzdauernden Energieaustausch unter den Eigen­
schwingungen ermoglicht. Die ausdrtickliche Voraussetzung derartiger un­
mechanischer Wechselwirkungsvorgange zwischen den Eigenschwingungen der 
Festkorper (mit zufallsgesetzlich bestimmter zeitlicher Haufigkeit, s. Ziff. 29) 
gehort also ebenso notwendig zum molekulartheoretischen Festkorpermodell, 
wie jene der gaskinetischen MolekiilzusammenstoBe zu dem Bilde, welches die 
Molekulartheorie fUr den Gaszustand entwirft. Ihre Notwendigkeit beweist, 
daB auch der Festkorper als quasimechanisches Gebilde (Zif£. 22) angesehen 
werden muB und daB als seine Teilsysteme die einzelnen Eigenschwingungen 
zu gelten haben. 

Da die statistische Behandlung einer sehr groBen Anzahl ungleicher Teil­
systeme, wie es die Festkorpereigenschwingungen im allgemeinen sind, nach der 
Statistik nur ausfiihrbar ist, wenn sie auf jene von einzelnen Komponenten mit 
lauter gleichartigen Teilsystemen zurtickgefiihrt werden kann, ist es vorerst 
notwendig, die Gesamtheit aller Festkorpereigenschwingungen in Gruppen 
gleicher Beschaffenheit, also gleicher Schwingungsfrequenz l' aufzuteilen und 
das Zusammenwirken dieser Gruppen statistisch hinterher auf ahnlichem Wege 
zu berticksichtigen, wie dies bereits fiir den Fall physikalischer Gasgemische 
(Ziff. 52) angegeben worden ist. FaBt man als zu je einer "Gemischkomponente" 
gleichbeschaffener Eigenschwingungen gehorig, alle jene Eigenschwingungen zu­
sammen, deren Frequenzen in den infinitesimalen Frequenzbereich zwischen l' 

und l' + d1' fallen, so liefert die DEBYE-BoRN-KA.RMA.Nsche Theorie der Kristall-
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gitterschwingungen (s. ds. Handb. XXIV, Kapitel 5) fiir ihre Anzahl N(v)·dll 
im Volumen V den Ausdruck 

N(v).dv= 12,nv2 ·dll ·V, (176) 
v3 

in dem v eine gewisse mittlere Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Festkorper 
fiir longitudinale und transversale Wellen bedeutet. Da die Gesamtzahl 3 N 
aller Eigenfrequenzen endlich ist, besteht das "elastische" Spektrum der Fest­
korper aus einer gedrangten, aber diskreten "Linien"folge, welche nur fiir sehr 
groBe N gemaB (176) als quasikontinuierlich gelten kann und sich auch dann 
nur bis zu einer endlichen oberen Grenze lID' der DEBYESchen Grenzfrequenz, 
erstreckt. Nach der BORN-KARMANschen Theorie kann zu diesem quasikonti­
nuierlichen "elastischen" Spektrum noch ein "optisches", aus einzelnen dis­
kreten Frequenzen bestehendes Linienspektrum hinzukommen, dessen Glieder 
statistisch dann gesondert neben den vom Verteilungsgesetz (176) erfaBten 
Eigenschwingungen zu beriicksichtigen sind (s. ds. Handb. X, Kapitel 5, Ziff. 21). 

Wenn t (T, 11) die Verteilungsfunktion einer einzelnen Festkorpereigen­
schwingung von der Frequenz 11 bezeichnet, ergibt (102) fiir die Verteilungs­
funktion aller in das Frequenzintervall v bis 11 + d 11 fallender Eigenschwingungen 

[f (T, v)]N( •. ). dp, 

worin der Exponent durch (176) bestimmt ist. Behandelt man die verschiedenen 
Eigenschwingungsgruppen benachbarter Frequenz ahnlich wie die Komponenten 
des physikalischen Gasgemisches (Zif£' 52), so findet man fiir die Verteilungs­
funktion F(T, V) samtlicher Eigenschwingungen eines festen Korpers vom 
Volumen V das bis zur DEBYESchen Grenzfrequenz VD erstreckte Produkt 

PD 

F(T,v) = n[f(T,v)]N(p).dp, 
p=o 

welches nach Einfiihrung der Verteilungsformel (176) und Dbergang zur Integral­
schreibweise die Form annimmt 

"D 

12:lVJ" ----;;s p'logf(T,p)· dp 
F(T, V) = e 0 (177) 

Da das Volumen V der Anzahl N der Festkorpermolekiile proportional ist, ent­
nimmt man aus (177), daB die Verteilungsfunktion der Festkorpereigenschwin­
gungen unter allen Umstanden von der Gestalt 

F(T, N) = [Fl(T)]N (178) 

sein wird, worin Fl fiir hinreichend groBe N von N praktisch unabhangig ist. 
Wie bereits zu Beginn der vorliegenden Ziffer angedeutet worden ist, kommt 

beim festen Korper neben den bisher behandelten Warmeschwingungen orts­
fester Molekiile auch noch die Moglichkeit molekularer Ortsveranderungen in 
Betracht, welche bisher nicht in Riicksicht gezogen worden ist, so daB (177) 
bzw. (178) noch nicht als die vollstandige Verteilungsfunktion des fest en Korpers 
gelten kann. 'Venn sich der feste Karper mit seinem eigenen Dampf im Warme­
gleichgewicht befindet (Abschnitt VII, Ziff. 77), so findet an seinen auBeren und 
inneren Oberflachen ein fortwahrender Molekiilaustausch mit der Gasphase 
statt, welcher bewirkt, daB die individuelle Verteilung der kondensierten 
:Molektile tiber das Volumen V des Korpers dauernd geandert wird. Da prin­
zipiell jedes kondensierte Molekiil durch teilweise Verdampfung und ander­
weitige Kondensation seiner molekularen Nachbarschaft zu einem Oberflachen-
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molekiil werden und damit selbst zur Verdampfung gelangen kann, ist im Wege 
so1cher V organge die Realisierung einer ortsfesten Molekiilanordnung iin 
Volumen V prinzipiell auf ebensoviele Arten moglich, als die Anzahl individueller 
Verteilungen von N Molekiilen iiber N ortsfeste Platze, namlich N! betragt. 
Diesem "auBeren" Molekiilaustauseh gegeniiber sind nach neueren Anschauungen 
Platzweehselvorgange zwischen benachbarten Molekiilen im Inneren ideal­
regelmaBiger Kristallgitterbereiche unmoglieh, so daB die angegebene "Ver­
tausehungszahl" N! dureh "inneren" Molekiilaustausch keine Herabsetzung er­
fahrtl). Weil die Verteilungsfunktion (177) bzw. (178) der F estkorpereigen­
sehwingungen offenbar fiir jede einzelne individuelle Molekiilanordnung im 
Korper gilt, erhalt man fiir die vollstandige Verteilungsfunktion des Festkorpers 
mit Benutzung von (178) N!. [Fl(T)JN. (179) 

58. Verteilungsfunktion der Festkorpereigenschwingungen nach der klas­
sischen und nach der Quantentheorie. Nullpunktsentropie des kondensierten 
Zustandes. Die vorangehenden Betraehtungen zur Verteilungsfunktion der Fest­
korper haben die Existenz einer bestimmten Verteilungsfunktion t(T,v) jeder 
einzelnen Eigensehwingung von der Frequenz v vorausgesetzt, ohne auf deren 
naheren Aufbau eingehen zu miissen. Wegen der mechanisehen Gleichartigkeit 
einer' Festkorpereigensehwingung mit der Eigensehwingung eines zweiatomigen 
Molekiils (Ziff. 56) und in Anbetraeht der volligen Dbereinstimmung des Energie­
ausdrucks (175) (Ziff. 57) der ersteren mit der analogen Funktion (167) (Ziff. 56) 
fiir die letztere ist unmittelbar evident, daB die in Ziff. 56 besproehenen Eigen­
sehaften der Verteilungsfunktion von Molekiilsehwingungen mit jenen der Ver­
teilungsfunktion von Festkorpereigenschwingungen iibereinstimmen miissen. 
Danach ergibt die "klassische" Statistik fiir eine Eigenschwingung von der 
Frequenz v 1 k T 

t(T, v) = - --, (168A) 
gQ v 

ferner die Quantenstatistik 
t(T, v) = -....:::.g--;-hv ' (172A) 

1 - e kT 

worin den Gewichtsfaktoren gQ bzw. g die gleiehe Bedeutung zukommt, wie 
den entspreehenden GroBen g~~), gs in (168) und (172). Vnter der keineswegs 
selbstverstandlichen Annahme der Gleichheit dieser Gewichtsfaktoren fiir samt­
liehe Eigensehwingungen, we1che indes von der Erfahrung gerechtfertigt zu 
werden scheint, ist es dann moglieh, die Ausdriicke (168A) und (172A) in die 
allgemeine Darstellung (177) der Verteilungsfunktion samtlicher Festkorper­
eigenschwingungen einzufiihren und bei Beriicksiehtigung des "Vertauschungs­
faktors" N! in (179) die vollstandige Verteilungsfunktion des Festkorpers naeh 
der klassischen und nach der Quantenstatistik auszureehnen. Mit Benutzung 
der in Anlehnung an das Verteilungsgesetz (176) der Eigenschwingungen nahe­
liegenden DEBYESchen Abschatzung der Grenzfrequenz 'I'D des "elastischen" 
Spektrums Vn 

12.nVf --- v2 ·dv = 3N v3 • 

o 
1) Nach A. SMEKAL [Phys. ZS. Ed. 26. S. 707. 1925; Verh. d. D. Phys. Ges. (3) Ed. 6. 

S. 50. 52. 1925] findet namlich Selbstdiffusion und elektrolytische Stromleitung in Kristallen 
nur langs der "inneren" 0 b e r f lli. c hen submikroskopischer Poren und anderer Gitter­
stOrungszonen statt. was unabhangig mittels des lichtelektrischen Effektes oder der Festig­
keitseigenschaften der Kristalle belegt werden kann. 
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findet man so etwa fUr die "klassische" Verteilungsfunktion des Festkorpers 

N! [kT ~]3N. (180) 
gQ 'I'D 

Die Proportionalitat dieses Ausdrucks mit (kT)3N setzt den Umstand in Evidenz, 
daB jedem einzelnen Festkorperfreiheitsgrad bei hohen Temperaturen - dem 
Giiltigkeitsbereich der "klassischen" Verteilungsfunktion (168A) - der doppelte 
"Gleichverteilungsbetrag" an mittlerem Energiebesitz zukommt, wie beim 
idealen Gas [Ziff.48, Gleichung (135)J, wo hierfiir der Faktor fkT pro Frei­
heitsgrad zu stehen kommt (s. Ziff. 56, wo dieser Unterschied bereits fUr die 
Einzelschwingung besprochen wird). Urn das fUr eine nachfolgende Feststellung 
wichtige Verhalten der quantenstatistischen Festkorper-Verteilungsfunktion beim 
absoluten Nullpunkt iiberblicken zu konnen, ist es am einfachsten, anzuwenden, 
daB der Ausdruck (177) seiner Ableitung gemaB, als Produkt der Verteilungs­
funktionen f(T, 1') samtlicher 3N einzelnen Eigenschwingungen aufgefaBt werden 
kann 1). Die quantenstatistische Verteilungsfunktion (172A) der Einzelschwingung 
liefert dann 3N 

N!gN II('-~)' 
&=1 1 _ e - kT 

(181 ) 

was fUr T ->- 0 
(181 ') 

ergibt. - Beziiglich aller weiteren Eigenschaften der Festkorper-Verteilungs­
funktionen muB eben so wie hinsichtlich der spezifischen Warme der Festkorper 
und des Vergleiches mit der Erfahrung auf Band X, Kapitel 5 dieses Handbuches 
verwiesen werden. 

Das Auftreten des fUr aIle thermischen Gleichgewichtszustande konstanten 
Faktors N! in den Verteilungsfunktionen (179), (180), (181) ist auf die meisten 
statistisch-thermodynamischen Funktionen der festen Korper ohne EinfluB, da 
sie nach Ziff. 39 allgemein durch irgendwelche Differentialquotienten des natiir­
lichen Logarithmus der Verteilungsfunktionen bestimmt sind, bei welchen jener 
Faktor fortfallt. Nach (103) und (104) (Ziff. 39) tritt er aber jedenfalls im sta­
tistischen Entropieausdruck des Festkorpers auf, zu welchem er den konstanten 
Beitrag k -logN! (182) 

leistet. Nach (181') ist dies nichtsanderes als die statistische Nullpunktsentropie 

k.logN! + kN .logg (182') 

des Festkorpers, wenn man die wiIlkiirlichen Gewichtsfaktoren g zur Einheit 
normiert. Damit ist zugleich auch jener Entropiesummand (144) wiedergefunden, 
der sich in Ziff. 50 im Zusammenhang mit der statistischen Entropie der idealen 
Gase ergeben hat und dort unter Hinweis auf den kondensierten Zustand gedeutet 
worden ist. 

59. Anharmonische Festkorperschwingungen bei hohen Temperaturen. 
Wie bereits zu Eingang von Ziff. 57 angedeutet worden ist, kann die Annahme 
harmonischer Festkorpereigenschwingungen nur als eine fUr tiefe und mittlere 
Temperaturen brauchbare Annaherung angesehen werden. \Varmeausdehnung, 
Kompressibilitat (s. ds. Handb. X, Kapite11) und vor allem der Schmelzvorgang 
weisen dar auf hin, daB die \Varmeschwingungen anharmonisch und nur endlicher 

1) In Verbindung mit dieser Form der Vertcilungsfunktion ist auch unmittelbar er­
sichtlich, in welcher Art die etwa vorhandcnen Frequcnzen des "optischen" Fcstkorper­
spcktrums (Ziff. 57) mitberiicksichtigt werden konnten, auf welche im Textc nicht weiter 
Bczug gcnommcll worden ist. 
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Maximalenergieinhalte fahig sein konnen. Die potentielle Energie des Systems 
gekoppelter Massenpunkte, als welches der Korper im molekulartheoretischen 
Sinne nach wie vor zu gelten hat, enthalt dann auch hohere als quadratische 
Potenzen der Koordinaten, welche die Ermittlung von "Normalkoordinaten" 
und Auflosung der Warmebewegung in voneinander unabhangige Teilschwin­
gungen nicht mehr zulassen. Eine rationelle Behandlung dieses Falles ist nur 
ausfiihrbar, wenn man die Abweichungen von dem quadratischen Anteil der 
potentiellen Energie als kleine StorungsgroBen ansehen darf, was fUr die "storungs­
freie" Bewegung wiederum zu den Normalkoordinaten zuriickfUhrt und eine 
Ermittlung der "gestorten" Bewegung durch sukzessive Annaherungen ermoglicht. 
Auch jetzt noch konnen die einzelnen Teilschwingungen der Warmebewegung 
als Teilsysteme des warmen Korpers im statistischen Sinne betrachtet werden 
- aber diese Teilsysteme sind nicht mehr vollig unabhangig voneinander, sondern 
iiben schwache, aber doch merkliche mechanische Wechselwirkungen aufein­
ander aus, welchen sich die unmechanischen, durch den "quasimechanischen" 
Charakter des Festkorpers (Zlff. 57) bedingten zufallsgesetzlichen Wechsel­
wirkungen der anharmonisch gewordenen Eigenschwingungen iiberlagern. Das 
Problem der Warmebewegung der Festkorper bei hoheren Temperaturen tritt 
dadurch in Analogie zur VAN DER WAALsschen Wechselwirkung der Gasmole­
kiile bei nichtidealen Gasen (Ziff. 51) und entzieht sich ebenso wie letztere einer 
unmittelbaren Behandlung auf Grund der allgemeinen ,u-Raumstatistik (Ab­
schnitt III). Urn hier dennoch eine statistische Behandlung zu ermoglichen, muB 
man den festen Korper als Riesenmolekiil betrachten, das sich entweder mit 
einer sehr groBen Anzahl gleichgeschaffener Gebilde, oder aber mit einem aus 
beliebigen Korpern bestehenden, sehr energiereichen Warmereservoir in Energie­
austausch befindet. Dies fUhrt zur Anwendung der kanonischen V erteil ung 
(Ziff.42) auf den Festkorper und liefert die Abweichungen seiner thermischen 
Eigenschaften von jenen, welche durch die "klassische" Verteilungsfunktion (180) 
des harmonisch schwingenden Festkorpers bestimmt sindl). 

Die bisherigen Betrachtungen iiber harmonische und anharmonische Fest­
korperschwingungen haben stillschweigend vorausgesetzt, daB samtliche Molekiile 
des Korpers an ihnen vollig gleichberechtigten Anteil haben. Dies ist nun offen­
sichtlich unzutreffend fUr die Molekiile, welche die auBeren und inneren2) Ober­
flachen des Korpers zusammensetzen, wegen der geringen Anzahl der "Ober­
flachenmolekiile" gegeniiber den "Volumenmolekiilen" aber auch belanglos ffir 
alle Temperaturen, die nicht in allzu groBer Nahe des Schmelzpunktes gelegen 
sind. In der Nahe des Schmelzpunktes jedoch ist zu erwarten, daB die locker 
gebundenen Oberflachenmolekiile erheblich mehr Energie aufzunehmen ver­
mogen als die im Inneren gelegenen Festkorperbausteine, so daB der Korper 
in diesem Bereiche auch eine Dberschreitung desjenigen thermischen Energie­
inhaltes aufweisen sollte, den man auf Grund seiner anharmonischen Warme­
bewegung errechnet. Anomalien dieser Art sind in einigen Fallen auch tatsachlich 
experimentell sichergestellt3) und scheinen mit solchen parallel zulaufen, bei welchen 
eine Mitwirkung der Oberflachenmolekiile in hohem Grade wahrscheinlich ist4). 

l} E. SCHRODINGER, ZS. f. Phys. Bd.11, S.170, 396. 1922; M. BORN U. E. BRODY. 
ebenda Bd. 6, S. 132. 1921; s. auch ds. Handb. X, Kap.5, Ziff.24. 

2) Siehe die FuBnote zu Ziff. 57. 
3) E. SCHRODINGER, Phys. ZS. Bd. 20. S. 420.450,474, 497, 523. 1919, Tabelle V (H20, 

ZnSO,' 7 H 20); R. LADENBURG U. R. MINKOWSKI, ZS. f. Phys. Bd.8. S. 137. 1922, Fig. 1 
(Na), s. ferner ds.· Handb. X, Kap. 5. Ziff. 24. 

') Man denke etwa an den mehrfach beobachteten exponentiellen Temperaturanstieg 
(positiver Exponent!) der elektrolytischen Leitfahigkeit in der Nahe des Schmelzpunktes 
(z. B. bei NaCl) und vergleiche hierzu die FuBnote zu Ziff. 57. 
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v. Statistische Thermodynamik realer Molekiile. 
a) Theoretische Verwertung makroskopischer Ergebnisse. 

60. Anwendung des FOURIERschen Umkehrtheorems. Die auf (102) 
(Ziff. 38) gestiitzte universelle Struktur der statistischen Verteilungsfunktionen 
und deren erschopfende Bedeutung fiir die statistisch-thermodynamischen Zu­
standsgroBen (Ziff. 39) sind im vorangehenden Abschnitte dazu benutzt worden, 
die Grundlagen fUr eine Behandlung des gasformigen und des festen Aggregat­
zustandes unter Zuhilfenahme moglichst einfacher molekulartheoretischer Bilder 
zu geben. Fiir die damit erzielbaren Erfolge muBte auf den anderwarts durch­
gefiihrten Vergleich mit der Erfahrung (s. ds. Handb. X, Kapitel 5) verwiesen 
werden; sie sprechen in groBen Ziigen zugunsten der benutzten Bilder, falls 
man fUr geniigend hohe Temperaturen die Ergebnisse der "klassischen" Statistik 
(Ziff. 45, 1X), fUr mittlere und tiefe Temperaturen hingegen die Aussagen der 
Quantenstatistik (Ziff. 45, {J) anwendet. In der Unterscheidung und Beschrankung 
auf diese beiden Extremfalle von Annahmen iiber das Verhalten der statistischen 
Gewichtsfunktionen (Ziff. 45) liegt indessen ein Umstand, welcher auf dem Boden 
def Statistik im Vorangehenden noch keine Begriindung gefunden hat. In Ver­
bindung damit ist bisher auch die Frage unbeachtet geblieben, inwieweit zwischen 
einem bestimmten Ansatz iiber das Verhalten der Gewichtsfunktion und den 
makroskopischen Eigenschaften des betrachteten warmen Korpers eine ein­
deutige Verkniipfung besteht. Eine Klarung dieser Punkte ist offenbar nur 
dann herbeizufiihren, wenn als Ausgangspunkt der Betrachtung eine direkte 
rechnerische Verwertung makroskopischer Erfahrungstatsachen herangezogen 
wird. Dies bringt es mit sich, daB die nachfolgenden Ergebnisse nicht mehr auf 
so weitgehend idealisierte Bilder bezug haben konnen, wie sie im Vorangehenden 
benutzt wurden, sondern der tatsachlichen Molekularstruktur der Materie zu­
zuschreiben sind. 

Der eingangs erwahnte Zusammenhang zwischen den makroskopischen 
ZustandsgroBen warmer Korper und ihren Verteilungsfunktionen ermoglicht es 
wenigstens prinzipiell, die letzteren auf Grund empirischer Daten zu ermitteln. 
Aus den thermodynamischen Beziehungen der Zift.39 geht hervor, daB die 
PLANcKsche Warmefunktion lJf(T, a*) bis auf ihre willkiirliche additive Kon­
stante So auf rein thermodynamischem Wege bestimmbar ist, worauf die Be­
ziehung (104) fiir die gesuchte Verteilungsfunktion des warmen Korpers F(T,a*) 
den Ausdruck liefert 

lJF(T, a*) - SO 

F(T, a*) = e-"-- ( 183) 

Fiir die weitere Verwertung dieses Ergebnisses ist es 'von grundsatzlicher Be­
deutung, unterscheiden zu konnen, ob der betrachtete warme Korper aus lauter 
gleichartigen Teilsystemen aufgebaut ist und in welcher Anzahl diese Teil­
systeme vorhanden sind. Die orientierenden Betrachtungen des vorangehenden 
Abschnittes gestatten es, die notwendigen Angaben fUr den gasformigen und den 
fest en Aggregatzustand ohne wesentliche Unsicherheit namhaft zu machen und 
die Reduktion von (183) auf die Verteilungsfunktionen t (T, a*) der einzelnen 
Teilsysteme vorzunehmen. Fiir den fliissigen Aggregatzustand sind die erforder­
lichen Daten unbekannt; selbst ihr Ersatz durch probeweise Einfiihrung be­
stimmter Hypothesen ist noch nicht vorgenommen worden. - Der Fall der 
Koexistenz ungleichartiger Teilsysteme im warmen Korper (Gasgemische, Fest­
korpereigenschwingungen) moge der Einfachheit halber zunachst beiseite­
gelassen werden. Bei gleichartigen Teilsystemen von der Gesamtanzahl N folgt 
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dann aus der Beziehung (102) (Ziff. 38) fUr den Zusammenhang zwischenF(T,a*) 
und I(T, a*) F(T,a*)-S. 

I(T,a*) = e~- (184) 

die Verteilungsfunktion des Einzel-Teilsystems kann dadurch in ihrer Abhangig­
keit von der absoluten Temperatur auf makroskopisch-experimentellem Wege 
wenigstens prinzipiell mit beliebig weitgehender Genauigkeit bestimmt werden. 

1st nun dieserart die Verteilungsfunktion der Teilsysteme empirisch er 
mittelt, so kann man sie der universellen Funktionsform (102) (Ziff. 38) gegen­
iiberstellen und den in der letzteren enthaltenen Zusammenhang zwischen Teil­
systemenergie E und zugehorigem "Gewicht" G zu ermitteln suchen. Urn dabei 
neben stetigen Gewichtsfunktionen ["Zustandsintegrale" I(T, a*), Zif£' 45, ~) 
auch unstetige ["Zustandssummen" I (T, a*), Ziff. 45, fJJ beriicksichtigen zu 
konnen, moge I (T, a*) als STiELTJEssches Integral 

00 

I(T,a*) =fe-k~.dG' (102a) 
o 

geschrieben werden; hier tritt d G' an Stelle der bisherigen Gewichte Gl , so daB 
die a priori-Haufigkeit dafiir, daB die Energie E eines Teilsystems zwischen 
El und E 2 (>E1) gelegen sei, jetzt durch G'(E2) - G'(E1) gemessen wird. Nach 
EinfUhrung der neuen Veranderlichen 

und bei Nichtbeachtung der Pararneterabhangigkeiten hat man 

I(r) = f e-,E . dG' . 
o 

(185) 

(186) 

Das auf STiELTJEssche Integrale passend .erweiterte FOURIERsche Integral­
theorem liefert dann mit 

a+ioo 

1 Jf' dr G'(E) = -. I(r) e,·E .-
2:n ~ 7: 

(187) 

a-ioo 

den Zusammenhang zwischen dem "Integralgewicht" G' und der zugeordneten 
Teilsystemenergie E, wobei a eine beliebige positive reelle Zahl bedeutet, die 
einen gewissen Grenzwert nicht unterschreiten darfl). Bei vorgegebener Ver­
teilungsfunktion 1(7:) ist die gegenseitige Abhlingigkeit von E und G' demnach 
eindeutig bestimmt. Aus (187) entnimmt man, daB 1(7:) als komplexe Funktion 
ihres Argumentes gegeben sein muB, was im allgemeinen nur annaherungsweise 
der Fall sein wird, wenn I (7:) auf Grund experimenteller, stets mit Ungenauig­
keiten und Fehlern behafteter MeBergebnisse durch eine ausgleichende Formel 
dargestellt werden konnte; doch laBt sich diese Schwierigkeit - wenn erforder­
lich - auch vermeiden und G' als Funktion von Emit Benutzung bloB reeller 
Tabellenwerte fiir 1(7:) bestimmen2). 

1) Das erweiterte Umkehrtheorem findet sich im wesentlichen bereits 1859 bei B. RIE­
MANN, Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 149 und ist in neuerer Zeit namentlich von R. H. 
FOWLER, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.99, S.462. 1921 diskutiert worden. 

2) R. H. FOWLER, a. a. 0.; C. G. DARWIN U. R. H. FOWLER, Phil. Mag. Bd. 44, 
S.823. 1922 

Handbuch der Physik. IX. 16 
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61. Energie- und Gewichtsstufen der Hohlraumstrahlung. Die praktische 
Anwendung der vorstehenden, in prinzipieller Hinsicht sehr weittragenden 
Methode ist durch den Mangel eines hierzu geeignet zahlreichen Beobachtungs­
materials bedauerlicherweise noch sehr beschrankt. Am gunstigsten liegt1n die 
Verhaltnisse bezuglich der Energieverteilung im Normalspektrum der Hohl­
raumstrahlung, also eines nichtmateriellen Systems, welches hier zunachst, dem Ab­
schnitt VI vorgreifend, als besonders lehrreiches Beispiel eingeschaltet werden mage. 

Die letzten zur Prufung des PLANcKschen Strahlungsgesetzes angestellten 
Messungen von RUBENS und MICHELI) haben ergeben, daB der PLANcKsche 
Ausdruck fUr die Strahlungsdichte monochromatischen Lichtes von der Fre-
quenz y, 871h y 3 1 

e(y,T) = --3- • ~- (188) c _ 
ekT -1 

die beobachteten GraBen innerhalb der 1 % betragenden MeBgenauigkeit voll­
kommen wiedergibt. Sowohl die klassische Elektrodynamik (Ziff. 67) L als auch 
die Lichtquantentheorie (Ziff.68) fUhren zu der Anschauung, daB man die 
einfarbige Vakuumstrahlung statistisch ahnlich wie einen warmen Karper be­
handeln durfe, welcher auf die Volumeneinheit bezogen, aus 

(189) 

gleichartigen Teilsystemen besteht, worin c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. 
(188) und (189) ergeben fUr den mittleren Energieinhalt £(y, T) eines Strahlungs­
teilsystems von der Frequenz y 

hy 
£(y, T) = -h-,,--' (190) 

ekT - 1 

und nach den grundlegenden Beziehungen (103) und (104) von Ziff.39 muB 

k T2 . ~~~~( T,~l . aT 
dies mit 

identisch sein. Fur die zunachst gesuchte Verteilungsfunktion f(T, y) der 
Strahlungsteilsysteme folgt daraus 

f ( T, y) = _C-,-( Y-,--) CO-h v ' (191 ) 
1 - e kT 

worin C(y) eine willkurliche, allenfalls von Y abhangige Integrationskonstante 
darstellt. Durch Anwendung der in der vorigen Ziffer geschildcrten allgemcinen 
Methode ergibt sich dann, daB fur jeden ganzzahligen \Vert von n 

(n = 0,1,2, ... =) 

nh:V~+!7 

I dG' 
lim -·dE = C 

'I--+IJ, dE 
nh~!·-IJ 

(192) 

ist, wobci E die Energic und G' das "Integralgewicht" eines Strahlungsteil­
systems bedcuten und die Konstante Cry) willkurlich bleibt. Hierhir kann auch 
einfacher geschric ben werden 

(n =c 0, 1,2, ... =) 
G = C = konst. fur En = n . hI' , 
G =c 0 hir E 4- En . 

(193) 

1) H. EUBENS 11, C;, :'II1CHEL, BerL BeL 1921, S. 590; Phys, ZS, BeL 22, S, 569, 1921. 
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Die Notwendigkeit dieses Ergebnisses ist auch auf elementarem Wege unmittel­
bar einzusehen, wenn man die Verteilungsfunktion in die Reihe 

00 n.hv 

!(T, Y) = C(y) • ~ e -kT (191 a) 
n=O 

entwickelt und mit dem allgemeinen Ausdruck (102) (Ziff. 38) einer beliebigen 
Verteilungsfunktion fur ein Teilsystem vergleicht [so auch (172), Zif£' 56]. Die 
WillkurIichkeit von C(y) entspricht offenbar der WillkurIichkeit des in allen 
Verteilungsfunktionen auftretenden multiplikativen "Gewichtsfaktors"; da die Ge­
wichte parameterinvariant sein mussen (Ziff. 27) kann man hinterher noch schlieJ3en, 
daJ3 C von y unabhangig und daher eine willkurIiche Zahlenkonstante sein muJ3. 

1m vorstehenden ist angenommen worden, daJ3 die PLANcKsche Strahlungs­
formel den exakten Ausdruck fUr die Energieverteilung der schwarzen Strahlung 
angibt. Unter dieser Voraussetzung besagt (193), daJ3 die Gewichtsfunktion 
der Hohlraumstrahlung unstetig ist und nur isolierte, von Null verschiedene 
Werte annimmt, ferner, daJ3 jedes von den statistischen Teilsystemen der Strah­
lung entweder uberhaupt keine Energie besitzt oder einen Energiebetrag, welcher 
einem ganzzahligen Vielfachen von hy entspricht; das diese Quantengr6J3e be­
stimmende PLANcKsche Wirkungsquantum h wird aus den direkt bestimmten 
Konstanten der PLANcKschen Strahlungsgleichung (188) zu 6,52· 10 -27 Erg· sec 
berechnet. AIle ubrigen denkbaren Energiewerte E der Strahlungs-Teilsysteme 
haben das Gewicht Null, k6nnen also uberhaupt nicht auftreten. 

Wie man sieht, entscheidet die Erfahrung in der Form von (188) fur die 
Strahlung eindeutig zugunsten der Quantenstatistik (Zif£. 45, fJ) und tatsachlich 
ist auch der wesentliche Inhalt der eben ausgesprochenen Ergebnisse in Gestalt 
besonderer, selbstandiger Hypothesen der erst en PLANcKschen Quantentheorie 
des Strahlungsgesetzes ausdriicklich zugrunde gelegt worden. Die auJ3erordent­
liche Tragweite dieser Grundlagen laJ3t es wiinschenswert erscheinen, festzustellen, 
inwieweit sie geringfUgigen Abweichungen von der Strahlungsformel (188) gegen­
iiber unempfindlich sind. Nimmt man etwa an, daJ3 an Stelle von (188) 

Q(Y, T) = 8::y
3 h~ [1 + ex (;)] (188a) 

ekT - 1 
mit lim ex(x) = 0, 

x_o 
lim ex (x) = 0 (188a') 

gilt, so ergibt die Methode von Ziff. 60 anstatt (193) die Aussagen 

G _ C = konst. fUr Eo = 0, E1 = h}" '] 
G - 0 ,,0 < E < E1 , 
G belie big E > E1> 
limG - C limEjkT -~ 0 . 

(193 a) 

Die Existenz des isolierten Nullwertes von E sowie einer quantenhaften Energie­
"schwelle" bei E1 = h y kann auch in diesem FaIle nicht umgangen werden; 
ebenso ware eine beliebige, wenn auch jetzt bloJ3 endliche Anzahl der Quanten­
stufen En = n·hy in (193) mit (193a) wohlvertraglich. Die Notwendigkeit 
der singularen Stellung von E1 kommt erst in Fortfall, wenn man den exponen­
tiellen Abfall der Nennerfunktion des Strahlungsgesetzes fUr ungesichert er­
klaren wollte; die Isolierung des N ullwertes Eo schlie13lich ist fUr j ede Strahlungs­
formel verbindlich, welche der erfahrungsmaJ3igen Endlichkeit der Gesamt-

strahlung f Q (v, T) . dy geniigt. 
o 

16* 
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62. Energie- und Gewichtsstufen materieller Festkorper. Ganz ahnliche 
Betrachtungen, wie sie in der vorigen Ziffer fUr die Hohlraumstrahlung aus­
gefUhrt worden sind, lassen sich auch bezuglich der thermischen Eigenschaften 
fester K6rper vomehmen. Da sie hier im wesentlichen auf cine Umkehrung 
der in den Ziff. 57 und 58 besprochenen SchluBweisen hinauslau£en, m6gen 
sie nur kurz angedeutet werden. 

Das Erfahrungsresultat, von welchem man bei den festen K6rpem auszu­
gehen hat, ist die Temperaturabhangigkeit ihrer spezifischen Warme bei kon­
stantem Volumen cv, welche sich fUr etwa zwanzig, meist regular kristallisierende, 
chemisch verhaltnismaBig einfach gebaute Stoffe bis zu den tiefsten Temperaturen 
durch das folgende "Gesetz ubereinstimmender Zustande" darstellen laBt: 

[ 
~ . e 1 

T3T~3 3 T 
cv= 3kN. 12(-) {-; -d~ - j, 

(9 e--1. e 
o eT -1 

(194) 

in welchem (9 eine individuelle "charakteristische Temperatur" des Festk6rpers 
und N seine Moleklil- (bzw. Atom-)Zahl bedeutet. Die vorzugliche Dberein­
stimmung dieser aus der DEBYESchen Theorie erflieBenden Formel mit der Er­
fahrung wird in ds. Handb. X, Kapitel 5 (Abb.4), eingehender belegt. In 
einer weiteren, recht betrachtlichen Anzahl von Fallen treten neben Gliedem 
der Form (194) ("Debyefunktionen") und damit additiv verbunden, so1che von 
der Gestalt 

('(9)2 ~-
----.! e T 
T 

kN· ((~l -)2 
e T -1 

(195) 

auf ("Einsteinfunktionen"). Nach den allgemeinen qualitativen Betrachtungen 
von Ziff. 57 zur Theorie der harmonischen Festk6rperschwingungen kann nicht 
zweifelhaft sein, daB man es hier mit einer Vielheit von mehrfach untereinander 
verschiedenen Teilsystemen zu tun hat und daB die "charakteristische Tem­
peratur" (9 mit der DEBYESchen Grenzfrequenz 'I'D gemaB 

(9= hVD 

k 
(194a) 

zusammenhangen muB. Durch Benutzung des Verteilungsgesetzes (176) fUr die 
Festkorpereigenschwingungen und Integration von Cr nach T bekommt man 
fUr den Energieinhalt E des festen Korpers 

V D 

E = (N(l') [E(1'. T) + EO(V)J • dl' , 
iJ 

(196) 

wozu im FaIle des Auftretens von (195) in Verbindung mit dem "optischen" 
Festkorperspektrum (Ziff. 57) noch Glieder der Form 

N· [«VI. T) + <IN''l)] 
hinzutreten; dabei zeigt sich. daB 

(196a) 

sein muB und E (v. T) die in der vorigen Ziffer analysierte PL\:-;cKsche Funktion 
(190) darstellt. wahrend Eo (,.) , ffl,) (1'1) willkurliche Integration~konstanten sind. 
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welche von v bzw. V 1 keineswegs in universeller Art abhangen mussen. Mit (196) 
und (196a) ist es offenbar gelungen, die Reduktion der Beobachtungen bis zum 
Ausdruck 

(197) 

fUr die zeitlich-mittlere Energie des einzelnen Festkorper-Teilsystems, namlich 
einer Eigenschwingung von der Frequenz v, fortzufUhren. Auf ahnlichem Wege 
wie in der vorigen Ziffer gewinnt man aus (197) fUr die Verteilungsfunktion 
t (T, v) des Teilsystems 

,,(v) 
C. e-71F ~ ,,(v)+nhv 

!(T,v) = hy=C'..::::..,e- kT , 

1 - e-kT n=O 

(198) 

worin neben der unbekannten "Nullpunktsenergie" Co (v) noch eine zweite will­
kurliche Integrationskonstante C auftritt. Wie der naheren Untersuchung dieser 
Funktion oder direkt aus ihrer Reihenentwicklung (198) entnommen werden 
kann, gilt fUr die Gewichts- und Energiestufen der Festkorpereigenschwingungen 
mit Notwendigkeit 

(n = 0,1,2, ... 00) 
G = C = konst. 
G=O 

fUr En = Co (v) + n ·kv 
fUr E -'c En . 

(199) 

Der Unterschied gegenuber den Teilsystemen der Hohlraumstrahlung und gegen­
uber den in den Ziff. 56 und 58 benutzten spezielleren quantentheoretischen 
Ansatzen fUr E liegt in dem Auftreten der willkurlich gebliebenen "Nullpunkts­
energie" Eo(Y) der Schwingungen, uber welche nur auf Grund direkter experi­
men teller Daten u ber den thermischen Energieinhalt E (196) der F estkorper 
nahere Aussagen moglich sind (s. ds. Band, Kapitel 5). 1m ubrigen entscheidet 
die Erfahrung in der Form von (194) auch hier eindeutig zugunsten der Quanten­
statistik und bekraftigt, daB den Schwingungsenergien En in (199) station are 
Quantenzustande der Festk6rpereigenschwingungen entsprechen mussen, wahrend 
alle ubrigen denkbaren Bewegungszustande entweder uberhaupt ausgeschlossen 
oder aber nichtstationar sind in dem Sinne, daB ihre Realisierung nur fUr 
unmerkbar kurze Zeitdauern moglich ist. LaBt man, den Ungenauigkeiten 
der Messungsergebnisse gemaB, von (194) gewisse Abweichungen zu, so gelangt 
man zu ganz ahnlichen Schlussen, wie sie vorstehend fUr die Hohlraumstrahlung 
gezogen worden sind. Das fUr aIle Festkorper bei tiefsten Temperaturen bisher 
ausnahmslos bestatigte DEBYESche T3-Gesetz der spezifischen Warme Cv (s. ds. 
Handb. X, Kapitel 5, Zif£' 17, 23) beruht auf einer ahnlichen Sonderstellung 
des Nullpunktswertes Eo = co(v) fUr ganz beliebige Festkorper, wie sie in (193 a) 
(Ziff. 61) fUr Eo = 0 bei der Hohlraumstrahlung hervorgehoben worden ist. Die 
bereits fruher betonte Brauchbarkeit der "klassischen Statistik" beim Fest­
k6rper fUr hohe Temperaturen (Ziff. 58) entspricht dem DULONG-PETlTSChen 
Grenzgesetz fUr Cv in diesem Temperaturgebiet und ist mit (199) im Einklang, 
wenn man bedenkt, daB die Energiestufen En bei hohen Temperaturen, oder 
anders ausgedruckt, bei hohem mittleren Energieinhalt E meist ;;ehr groBen 
Anzahlen n zugehoren mussen, fUr welche sie prozentisch so nahe zusammen­
rucken, daB asymptotisch 

lim G --? C = konst. fUr limn ~ 00 bzw. lim T --? 00 (200) 

wird, wahrend die klassische Statistik (Ziff. 45, ex) fUr alle Temperaturen 

G = konst. (200a) 
verlangen wurde. 
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63. Energie- und Gewichtsstufen der Gasmolekiile. Zur Anwendung ahn­
Hcher SchluBweisen, wie in den beiden vorangehenden Ziffern, ware es bei den 
Gasen vor aHem notwendig, ausschlieBlich Messungen im hinreichend idealen, 
verdiinnten Zustande heranzuziehen, damit eine gegenseitige Wechselwirkung 
der Molekiile (Ziff. 51) als weitgehend ausgeschaltet gelten konnte. Der Umstand, 
daB bei mittleren Temperaturen fUr die Molekiilrotation der meisten Gase bereits 
die Domane der klassischen Statistik beginnt, fUr welche bloB eine asymptotische 
Gewichtsbestimmung erwartet werden kann, macht eine halbwegs scharfe Bt;­
stimmbarkeit der Energie- und Gewichtsstufen der Molekiilrotation ziemlich 
aussichtslos. Beim Wasserstoff, dem Gase, bei welchem die Verhaltnisse wegen 
seines kleinstmoglichen Molekiiltragheitsmomentes am giinstigsten liegen, ist die 
spezifische Warme Cy zwar mehrfach gemessen worden und zeigt qualitativ 
einen ahnlichen Verlauf mit der Temperatur wie bei den Festkorpern; doch 
reicht die Genauigkeit der Beobachtungen1) einstweilen noch nicht aus, urn 
die Temperaturabhangigkeit fUr die nach Ziff.60 anzusteHenden Rechnungen 
mit der erforderlichen Sicherheit festzulegen. .Ahnliche Griinde sind es, welche 
vorlaufig auch eine Anwendung dieser Methoden auf den Anteil der Molekiil­
schwingungen an der spezifischen Warme Cy der Gase unausfUhrbar gemacht haben. 

Angesichts dieser Sachlage kann es nur als ein voriibergehender Notbehelf 
gewertet werden, wenn man versucht hat, auf Grund quantentheoretischer Er­
wagungen bestimmte Annahmen iiber die Energiestufen der Molekiilrotation 
einzufiihren (Ziff. 55; ds. Handb. X, Kapitel 5, Ziff. 8, 9) und aus den Beobach­
tungsergebnissen auf die 'zugehorigen Gewichtsstufen quantitativ zuriickzu­
schlieBen. Da nach Ziff. 60 die Energie- und die Gewichtsstufen der Teilsysteme 
zugleich eindeutig durch die empirisch ermittelte Verteilungsfunktion oder 
eine ihr gleichwertige thermodynamische GroBe festgelegt sind, konnen diese 
Versuche2) erst dann zu einwandfreien Ergebnissen fUhren, wenn die zugrunde­
gelegten Energiestufen bereits anderweitig als zutreffend nachgewiesen werden 
konnten. Eine Moglichkeit hierfiir liefern die Bandenspektren (Ziff. 65), von 
deren restloser Deutung man aber gerade beim Wasserstoff noch weit entfernt 
zu sein scheint. - Wenn somit hinsichtlich einer quantitativen Bestimmung 
von Energie- und Gewichtsstufen der Gasmolekiile auf Grund makroskopischer 
Daten einstweilen keinerlei Erfolge verzeichnet werden konnen, so ist es ander­
seits doch nicht vollig ausgeschlossen, hier wenigstens zu einigen qualitativen 
FeststeHungen vorzudringen. DaB die Gewichtsfunktion der Molekiilrotation 
keine Konstante sein kann, folgt zunachst ganz allgemein aus dem Versagen 
der klassischen Statistik bei tiefen Temperaturen (Zif£' 54); dariiber hinaus 
kann selbst bei bloB groBenordnungsmaBiger Brauchbarkeit ·der einfachsten 
quantentheoretischen Energiestufen (160) (Ziff.55) aus dem monotonen 
Temperaturanstieg der Rotationswarme geschlossen werden, daB ein rotations­
loser Molekiilzustand nicht vorkommen kann, daB also 

G = 0 fUr Er = 0 

ist. Dieses wichtige Resultat spricht zugunsten einer quantenstatistischen Ge­
wichtsfunktion und wird auch durch die quantentheoretischen Deutungen von 

1) A. EUCKEN, Berl. Ber. 1912, S. 141; K. SCHEEL U. W. HEUSE, ebenda 1913, S.44; 
Ann. d. Phys. Bd. 40, S. 484. 1913; M. TRAUTZ U. K. HEBBEL, Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 285. 
1924; J. H. BRINKWORTH, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 107, S. 510. 1925; F. A. GIACO­
MINI, Phil. Mag. Bd.50, S. 146. 1925. 

2) F. REICHE, Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 657. 1919; D. ENSKOG, ebenda Bd. 72, S. 321. 
1923; E. SCHRODINGER, ZS. f. Phys. Bd.30, S.341. 1924; H. LESSHEIM, ebenda Bd. 35, 
S. 831. 1926. Siehe ferner die Zusammenstellung von A. EUCKEN, ZS. f. techno Phys. Bd. 7, 
S. 180, 216. 1926, welche von der glcichen Grnndlage ansgeht. 
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Bandenspektren bestatigt. Ebenfalls auf Grund bloJ3 qualitativer Richtigkeit 
von (160) kann nachgewiesen werden, daJ3 die unbekannten Quantengewichte 
fUr MolekUlrotationszustande sehr hoher Rotationsquantenzahlen nr asymptotisch 
wie 2nr unendlich werden mussen, damit die edahrungsmaJ3ige Brauchbarkeit 
der klassischen Statistik fUr hohe Temperaturen (Ziff. 54) zustande kommen kann. 
Endlich sei noch erwahnt, daJ3 das Verhaltnis der Gewichtsfaktoren von gas­
formiger und fester Phase eines Stoffes aus seiner Dampfdruckformel, also wieder­
urn auf Grund makroskopischer Daten, berechnet werden kann, falls man in 
irgendeiner Weise uber das Gewicht des "untersten" Rotationsquantenzu­
standes seiner freien Molekule verfUgt (Ziff.77, ferner ds. Band, Kapitel 5). 

b) Theoretische Voraussagen auf Grund molekular­
physikalischer Ergebnisse. 

64. Kinetische und spektroskopische Bestimmung molekularer Energie­
und Gewichtsstufen. Unmechanische Wechselwirkungsprozesse und ihre Uber­
gangswahrscheinlichkeiten. Ganz unvergleichlich ertragreicher als die makro­
skopisch-thermodynamischen Erfahrungsdaten sind die experiment ellen Methoderi 
der modernen Molekularphysik zur Ermittlung der die Statistik interessierenden 
Atom- und Molekulareigenschaften. Hier sind es die einzelnen Teilsysteme 
selbst, an we1chen die Elementarprozesse angreifen, so daJ3 keine wesentlichen 
Reduktionen der Beobachtungsergebnisse erforderlich sind, urn ihre wahre 
molekulartheoretische Bedeutung anzugeben. Den prinzipiell allgemeinsten 
Weg zur Erforschung der molekularen Energieverhaltnisse bietet die Anregung 
der Gasmolekule durch willkurlich geleitete StoJ3prozesse (s. ds. Handb. XXIII). 
Die Ergebnisse der diesbezuglichen Methoden decken unmittelbar, wenn auch 
nicht mit besonderer numerischer Schade, samtliche moglichen Energiestufen 
der Atome und MolekUle auf und lassen erkennen, daJ3 die diskreten Folgen 
dieser Stufen bei end Ii c hen Energie betragen liegende H auf u n g sst e 11 e n be­
sitzen, an we1chen ein teilweiser Abbau der gestoJ3enen Gebilde durch Ionisation 
oder Dissoziation stattfindet. Eine bis ins einzelne gehende Vedeinerung dieser 
Resultate zu ganz unerhorter quantitativer Schade vermag die Termanalyse 
der Linien- und Bandenspektren zu liefern (s. ds. Handb. XXI), gestutzt auf 
den Edahrungssatz, daJ3 der Differenzbetrag zweier Energiestufen E1> E2 eines 
molekularen Gebildes gemaJ3 der BOHRschen Frequenzbedingung 

E2 - El = hy (201) 
die Frequenz l' einer seiner Spektrallinien bestimmt, falls das Gebilde uberhaupt 
durch Absorption oder Emission von Strahlung aus der einen dieser Stufen 
unmittelbar in die andere uberzugehen vermag. Bei den MolekUlspektren gelingt 
es auf diesem Wege insbesondere, die Energiestufen der Molekulrotation und 
der MolekUlschwingungen von den ubrigen Anregungsstufen der MolekUle zu 
trennen, wahrend bei den Atomen nur Energiestufen der letzteren Art gefunden 
werden. Da die Anregung dieser letzterwahnten Stufen sowohl bei Atomen 
als auch bei MolekUlen erhebliche Energiebetrage edordert, we1che die Warme­
bewegung im Warmegleichgewicht erst bei sehr betrachtlichen Temperaturen 
aufzubringen vermag, erscheint es durch die Edahrung hinterher vollig gerecht­
fertigt, wenn im vorangehenden Abschnitt einatomige GasmolekUle durch punkt­
formige oder starre kugelsymmetrische Gebilde, mehratomige MolekUle hin­
gegen als starre nichtkugelformige Tei1chen angenahert wurden. Ahnliche 
Grunde sind es auch, we1che die Beschrankung der bisherigen statistischen Be­
trachtungen fUr Gase auf unveranderliche, chemisch trage MolekUle rechtfertigen 
- eine Beschrankung, we1che erst im Abschnitt VII fallengelassen werden wird. 
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Gegentiber den vorstehend erwahnten M6glichkeiten zur prazisen Bestimmung 
molekularer Energiestufen befinden sich Methoden zur experimentellen Ermitt­
lung der zugeh6rigen Gewichtsstufen erst am Beginne ihrer Entwicklung; quan­
titativ vielversprechende Ansatze hierzu bietet vor allem die Intensitatstheorie 
der Komplexstrukturen in den Serien- und Bandenspektren. 

Das unmechanische Verhalten der Gasmoleklile hinsichtlich ihres nur in 
diskreten Quantenstufen m6glichen Besitzes an innerer Energie zieht mit Not­
wendigkeit auch die Existenz unmechanischer Wechselwirkungsvorgange der 
Moleklile wahrend ihrer gegenseitigen Zusammenst6Be nach sich. Der experi­
mentelle Nachweis eines Austausches von innerer und Translationsenergie bei 
StoBprozessen (St6Be "erster" und "zweiter Art") rechtfertigt so unmittelbar 
den frtiher behaupteten (Ziff. 46, 53) quasimechanischen Charakter (Ziff. 22) 
der Warmebewegung im Gaszustand und belegt auch die Umkehrbarkeit der 
Einzelvorgange (Ziff. 36). Bestimmungen der mittleren "Lebensdauer" mole­
kularer Gebilde, weIche h6here Energiestufen innehaben, sowie Schatzungen 
der Zeitdauern von StoBprozessen und spontanen Energieausstrahlungsvor­
gangen bestatigen iiberdies, daB die letzteren gegeniiber den ersteren zu vernach­
lassigen sind (Ziff. 22). Was endlich den vorausgesetzten zufallsgesetzlichen 
Charakter der unmechanischen Wechselwirkungsvorgange zwischen molekularen 
Gebilden (Ziff. 22, 29,46,53) anbetrifft, so wird er auBer durch den experiment ellen 
Nachweis von halbmakroskopischen Schwankungserscheinungen (z. B. BRowNsche 
Bewegung, ds. Band, Kapitel 6) in gewissem Sinne auch durch das Zerfallsgesetz 
der radioaktiven Elementarvorgange bestatigt, weIche nach der Auffassung 
der Quantentheorie als eine besondere Form ausgearteter StoBprozesse zu gelten 
haben. Das AusmaB der "Ubergangswahrscheinlichkeiten" (Ziff. 29. 36) hat 
sich in einigen Fallen, wenn auch nicht v6llig unabhangig von der fraglichen 
Gr6Be der Quantengewichte, auf experiment ell em Wege bestimmen lassen; da 
die "Ubergangswahrscheinlichkeiten" fUr das statistische Warmegleichgewicht 
nicht von Belang sind (Ziff. 33), braucht jedoch auf diesen Umstand hier nicht 
naher eingegangen zu werden. 

Zusammenfassend kann gesagt werden. daB die neuere experimentelle 
Atomistik zumindest bei den Gasen in allen wesentlichen Punkten jene Voraus­
setzungen nachzuweisen vermocht hat, auf weIch en die erfolgreiche Statistik 
quasimechanischer Modelle warmer Korper aufgebaut ist. Dariiber hinaus liefert 
sie prinzipiell samtliche, abzahlbar unendlich zahlreichen Energiestufen der 
Atome und Moleklile - praktisch allerdings nur eine endliche, wenn auch zu­
weilen sehr groBe Anzahl davon. Wenn es gelange, bestimmte experimentelle 
oder theoretische Anhaltspunkte hinsichtlich der dazugehOrigen Gewichtsstufen 
aufzufinden, so hat es den Anschein, als waren damit samtliche molekularen 
Eigenschaften bekannt, weIche erforderlich sind, urn die Verteilungsfunktionen 
(118) (Ziff.45) und damit die makroskopisch-thermischen ZustandsgroBen aller 
Gase im hinreichend verdiinnten Zustand (Ziff. 63), aber fUr beliebig tiefe oder 
hohe Temperaturen vorauszuberechnen. Die einzige, derartigen Versuchen 
dann noch entgegenstehende Schwierigkeit, verursacht durch die formale Di ver­
genz der Verteilungsfunktionen realer Molekule, wird in Ziff.66 geklart. 

65. RUTHERFORD-BoHRsche Atom- und Molekulmodelle und ihre quanten­
theoretischen Gewichtsstufen. Nach den experiment ellen Ergebnissen tiber die 
Zerstreuung der Alpha- und Betastrahlen beim Durchgang durch die Materie 
bestehen die Atome aller Elemente aus einem zentralen, massetragenden, positiv 
geladenen Atomkern und einer konzentrischen "Hulle". einzelner Elektronen, 
durch deren "Oberflache" das Atomvolumen mehr oder minder scharf abgegrenzt 
ist. "Venn die BOHRsche Quantentheorie des Atombaues die vorstehend be-
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sprochenen Energiestufen der Atome auf gewisse quantentheoretisch ausgezeich­
nete diskrete Folgen von Elektronenbewegungen zuriickgeflihrt hat, so geht 
sie dabei von dem gleichen Versuch wie die allgemeine Statistik (Abschnitt III) 
aus, die Atome bzw. Teilsysteme als "mechanische" Gebilde aufzufassen, we1che. 
wenigstens mit einer gewissen Annaherung, HAMILToNschen Bewegungsglei­
chungen (1) (Ziff.4) Geniige leisten. Diese im Rahmen der Statistik fiir die 
Einflihrung der a priori-Gewichtsfunktion (Ziff. 22, 28) wichtige, wenn auch 
nicht unumgangliche Forderung kann demnach durch die auBerordentlichen 
Erfolge der BOHRschen Theorie im gleichen AusmaB als gerechtfertigt angesehen 
werden, in we1chem sie sich bei den Atombauproblemen bisher bewahrt hat 
(s. ds. Handb. XXIII). DieserUmstand ist jedenfalls bemerkenswert, obgleich 
es sich hierbei urn keinen vitalen Punkt in den Grundlagen der Statistik handelt. 
In der Tat stellt sich die Annahme "mechanisch" deutbarer Teilsysteme flir die 
Statistik (und primar ebenso flir die Quantentheorie) ja nur als naheliegend 
dar im Zusammenhang mit den Gesetzen der klassischen Physik. Wie bereits 
in Ziff. 43 hervorgehoben worden ist, bedarf die Statistik zu ihrer Durchflihrbar­
keit neben der bereits belegten Existenz von "Ubergangswahrscheinlichkeiten" 
unmechanischer Wechselwirkungsprozesse (Ziff. 64)im Grunde nur des bloBen 
Vorhandenseins der in den Verteilungsfunktionen auftretenden, prinzipiell be­
obachtbaren Energie- und Gewichtsstufen der Teilsysteme; we1che Bilder man 
zur gegenseitigen Verkniipfung dieser QuantengroBen bevorzugen mag, ist fUr 
sie vollig gleichgiiltig. Eine so1che Auffassung ist es auch naturgemaB, we1che 
den in den Ziff. 60 bis 63 besprochenen Methoden der Ermittlung von Energie­
und Gewichtsstufen aus makroskopischen Beobachtungsergebnissen zugrunde liegt. 

Die Deutung der molekularen Energiestufen durch gesetzmaBige Folgen 
diskreter Bewegungszustande ermoglicht es, die Eigenschaften angeregter Atome 
und Molekiile unter den gleichen Gesichtspunkt einzuordnen wie die der Molekiil­
rotation zugeschriebenen Energiestufen, bei we1chen mit Riicksicht auf die 
asymptotische Giiltigkeit der klassischen Statistik (Ziff. 54, 63) an der Berechti­
gung eines so1chen Bildes kaum gezweifelt werden kann. Danach miiBte er­
wartet werden, daB bei zunehmender Anregung eines molekularen Gebildes 
der mittlere Abstand des "Leuchtelektrons" yom Atom- bzw. Molekiilrumpf 
im allgemeinen groBer wird, was einer VergroBerung des Atom- bzw. Mol~kiil­
volumens gleichkommt. Diese fiir das Folgende wesentliche Eigenschaft ist 
durch die experimentelle Verfolgung geeigneter StoBvorgange auch tatsachlich 
bestatigt worden!); ebenso scheint aus den bisher analysierten Bandenspektren 
mit Sicherheit hervorzugehen, daB angeregte bzw. angeregt schwingende Mole­
kiile im allgemeinen groBere Tragheitsmomente besitzen als unangeregte, was 
der erwarteten VergroBerung der Molekiilvolumina gleichkommt (s. ds. Hand­
buch XXII, Kapitel 5, Zif£' 62). 

Nach der BOHRschen Quantentheorie des Atombaues kommen der Elek­
tronenbewegung in beliebigen Atomen und Molekiilen quantenhaft festgelegte 
Drehimpulswerte zu, we1chen bei den Molekiilen noch die nach GroBe (und 
allenfalls auch nach Richtung) davon abweichenden Drehimpulsstufen der 
Molekiilrotation (Ziff. 55) iiberlagert sind (s. ds. Handb. X, Kapitel 5, Ziff. 9; 
ds. Handb. XXIII). In jedem Falle ist also eine bestimmte Drehimpulsachse 
vorhanden, deren raumliche Orientierung willkiirlich ist, auBer wenn auBere 
(elektrische oder magnetische) Kraftfelder die molekularen Gebilde zu quanten­
haft festgelegter Richtungseinstellung notigen. Sofern die innere Bewegung 
der Atome und Molekiile quasi bedingt periodischen Charakter hat, ist sie bei 

1) Siehe etwa die kiirzlich gegebene Ubersicht von J. FRANCK, Naturwissensch. Bd. 14, 
S.211. 1926. 
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willkurlicher Orientierung der Impulsachse offenbar als "entartet", bei quanten­
maBiger Richtungseinstellung hingegen als "nicht entartet" (Ziff. 14) anzu­
sprechen, falls keine weiteren "Entartungs"merkmale vorliegen. Da die Quanten­
theorie allen zulassigen, "nicht entarteten" Quantenzustanden das gleiche 
Quantengewicht zuerteilt, kann man das Quantengewicht eines "entarteten" 
Zustandes bestimmen, indem man abzahlt, wie viele "nicht entartete" Zustande 
bei Aufhebung des auBeren Feldes in dem "entarteten" Zustande zusammen­
laufen. Nun hangt die Anzahl der quantenmaBigen Richtungseinstellungen 
gegen ein auBeres Kraftfeld von der GroBe der vorhandenen Drehimpulsstufe 
ab, welche mit wachsender Anregung zunimmt; man kann demnach voraus­
sehen, daB den angeregten Quantenzustanden groBere Quantengewichte zu­
kommen mussen als dem "untersten" oder Normalzustand der molekularen 
Gebilde. Wenn der Drehimpuls D seinem absoluten Betrage nach etwa durch 
eine Quantenbedingung von der Form 

U= 1, 2, ... oder t,~, ... ) 2n·IDI = III =j.h, (202) 

festgelegt ist, wie sie die Termanalyse der Spektren hefert, wenn ferner keine 
weitere Entartung der inneren Bewegung vorliegt, findet man fUr das zu einer 
beliebigen Energiestufe En gehorige Quantengewicht 

Gn = I~(f) = 2j + 1, (203) 

worin j die (ganzzahlige oder halbzahlige) Drehimpulsquantenzahl des n ten Quan­
tenzustandes bedeutet. Sind noch weitere Entartungsgrade der inneren Be­
wegung vorhanden, so mussen die Quantengewichte Gn besonders ermittelt 
werden. - Bat man es mit einem molekularen Gebilde zu tun, dessen quasi 
bedingt periodischen Quantenzustande mittels der u "Phasenintegrale" IT (42) 
(Ziff. 14) durch die u Quantenbedingungen 

(r=1,2, ... u; nr =1,2, ... oo) Ir=cf;Pr·dqr=nr·h (204) 

festgelegt sind, so findet man in allen Fallen, daB seine Quantengewichte alleinige 
Funktionen einiger oder samtlicher Quantenzahlen nr sind 

G = T(nl' n 2, •.. , nu), (205) 

wahrend seine serienanalytisch-empirisch (Ziff. 64) oder rechnerisch nach (40) 
(Ziff. 14) ermittelten Energiestufen von der Form 

E = E(nl> n 2 , •.• , n", a*) (206) 

sind. Die Parameterinvarianz der Funktionen Ir (Ziff. 14) in (204) bewirkt 
dabei von selbst, daB auch die Quantengewichte (205) im Sinne der gewohnlichen 
Mechanik parameterinvariant sind (vgl. hierzu die strengere Formulierung des 
EHRENFEsTschen Adiabatenprinzips, s. ds. Bandb. XXIII, Kapitel 1), wie es 
die allgemeine Statistik verlangt (Zif£' 28, 38) und wie es in Ziff. 55 bereits fur 
einen Spezialfall naher besprochen worden ist. 

66. Konvergenz der Verteilungsfunktionen realer Molekule. Wenn man 
es versucht, die Verteilungsfunktionen realer Molekule mittels der empirisch 
bestimmbaren Energiestufen (Ziff. 64) und der quantentheoretisch gefolgerten 
Gewichtsstufen (Ziff. 65) vorauszuberechnen, indem man sie formal gemaB (118) 
(Zif£' 45) aufbaut, zeigt sich, daB diese Exponentialfunktionenreihen in allen 
Fallen divergent sind. Der Grund dafUr liegt in der bereits frliher (Zif£. 64) 
erwahnten Eigentumlichkeit realer Atome und MolekUle, daB ihre Energie­
stufcn bei endlichen Bctragen liegende Haufungsstellen besitzen, von welchcn 
jeweils cine aile librigen Stufcn an GroBe libertrifft. DaB diese Schwierigkeit 
sich bei den qualitativ-orienticrenclcn Betrachtungen quantenstatistischer Natur 
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im Abschnitt IV (Ziff. 55,56,58) nicht fiihlbar gemacht hat, hangt mit den dort 
vorsatzlich benutzten Idealisierungen starrer Atome und Molekiile sowie streng 
harmonischer Schwingungsbewegungen zusammen. Bei Voraussetzung un­
starrer, deformierbarer Atom- und Molekiilmodelle (Ziff. 65) ist sofort verstand­
lich, daB die Atomschwingungen der Molekiile bei zunehmenden Amplituden 
ebensowenig harmonisch bleiben konnen wie die Warmeschwingungen der Fest­
korper (Ziff. 59), und daB auch nur auf diese Art die Endlichkeit der Dissoziations­
und Schmelzwarmen begriindet werden kann; die Drehbewegung der Molekiile 
kann gleichfalls nicht bei beliebig hohen Rotationsenergien moglich sein, wenn 
man die defor.mierende und schlieBlich zerstorende Wirkung der Fliehkrafte 
auf unstarre rotierende Gebilde in Riicksicht zieht. Uberdies ist klar, daB unter 
solchen Umstanden auch von einer beliebig weitgehenden gegenseitigen Unab­
hangigkeit der Rotations- und Schwingungsbewegungen, wie sie in Ziff. 53 an­
genommen wurde, nicht mehr die Rede sein kann. Was schlieBlich die Anregungs­
stufen der Elektronenbewegung in den molekularen Gebilden anbetrifft, so ist 
die Endlichkeit der Abtrennungsarbeiten einzelner Elektronen hier eine unmittel­
bare Folge des elektrostatischen Charakters der inneratomaren Krafte. 

Zur Dberwindung der eingangs erwahnten Schwierigkeiten ist die bereits 
friiher gemachte Feststellung (Ziff. 65) von entscheidender Bedeutung, daB das 
Volumen der Atome und Molekiile mit wachsender Anregung zunimmt. Ordnet 
man den Energie- und Gewichtsstufen En, Gn der molekularen Gebilde nun auch 
noch eine Folge diskreter Eigenvolumina Vn zu, so muB man nach den Betrach­
tungen der vorigen Ziffer 

lim En = konst. , lim Gn = 00, lim Vn = 00 (207) 
n-* 00 

erwarten, falls die Energiestufen En im Sinne wachsender Einzelwerte geordnet 
sind [was im allgemeinen zugleich auch einer Ordnung der Quantenzustande 
nach nicht abnehmenden Quantenzahlen nr in (204) entspricht]. Wenn man be­
denkt, daB den Molekiilen eines Gases stets nur ein endliches Volumen V zu Gebote 
steht, so ist klar, daB die Realisierung beliebig hoher Quantenstufen n schon aus 
bloBem Raummangel unterbleiben miiBte - ganz abgesehen von dem Spiel 
der VAN DER WAALsschen Wechselwirkungskrafte (Ziff. 51), welches im gleichen 
Sinne tatig sein muB. Der primitivste Versuch einer Beriicksichtigung dieser 
Umstande, die Verteilungsfunktion realer Molekiile nach einer endliyhen Glieder­
zahl ohne weitere Modifikation der beibehaltenen Terme abzubrechen, fiihrt 
jedoch, wie man leicht nachrechnet, zu Widerspriichen mit dem monotonen 
Temperaturanstieg der spezifischen Warme Cv (Ziff.63). 

Der Ausweg, welcher sich hier von selbst darbietet, ist in der systematischen 
Beriicksichtigung des nach (207) prinzipiell nicht idealen Charakters der realen 
Gase zu erblicken. Wahrend aber die "klassische" VAN DER W AALssche Theorie 
(Ziff. 51) samtliche Molekiile als gleichbeschaffen und mit dem gleichen Eigen­
volumen ausgestattet ansieht, ist hier die Ungleichheit der Molekularvolumina 
verschiedener Anregungsstufen von besonderer Tragweite. Man gelangt jedoch 
zur einfachen VAN DER 'W AALsschen Theorie zuriick, wenn man das reale Gas 
als Gemisch (Ziff. 52) unbeschrankt vieler VAN DER WAALsscher Gase betrachtet, 
dessen einzelne Komponenten bloB von Molekiilen der gleichen Energiestufe 
gebildet werden. Bedeutet N n die vorlaufig noch unbekannte Anzahl der bei 
Warmegleichgewicht im n ten Quantenzustande vorhandenen Molekiile mit dem 
Eigenvolumen V n' femer N die gesamte Molekiilzahl 

(208) 



252 Kap. 3. A. SMEKAL: Statistische und molekulare Theorie der Warme. Ziff. 66. 

so findet man in Anlehnung an die VAN DER W AALssche Theorie (s. ds. Handb. X, 
Kapite13, Ziff. 9) fUr die Volumskorrektur b der vereinfachten VAN DER WAALS­
schen Zustandsgleichung (145) (Ziff. 51.) 

b =!N· fNnfNn,[YVn+ yvnr (209) 
n=l n'=l 

Setzt man dies in die Zustandsgleichung (145) (Ziff. 51) ein und berechnet daraus 
auf ahnlichem Wege wie in Ziff. 50 die Entropie 5 des Gases, so kann man dessen 
freie Energie F = E - T· 5 ermitteln, wenn man noch hinzunimmt, daB sein 
Energieinhalt E sich additiv aus dem Translationsbetrage (135) (Ziff.48) und 
seiner inneren Energie zusammensetzt 

kT = 
E=3 N ·T+.l;NnEn . 

n=l 

Fur b ~ V bekoinmt man so 

(210) 

kT = r 3 b = N n l 
F=3 N ·-2-+ ~NnEn-NkTl210gT+IogV- V-~ NIOgNnj' (211) 

worin die N n noch sozu bestimmen sind, daB zwischen den Einzelkomponenten 
Warmegleichgewicht herrscht. Dies kann entweder statistisch (Abschnitt VII) oder 
- einfacher - rein thermodynamisch (s. ds. Band Kapitel 1) geschehen, indem 
man F als Funktion der N n zu einem Minimum macht. Mit Rucksicht auf die 
Nebenbedingung (208) erhalt man dann an Stelle der gewohnlichen BOLTZMANN­
schen Verteilung (Ziff. 34) 

(n = 1,2, ... ) 

En ..LV ib 
G e-J.:l'-VZN~ 

N = N . _._n ______ _ 
n (X) En LV vb 2: G" e - 1.:1' - T; c's-;' 

n=l 

(212) 

ab 
Da nach (209) von den Molekiilanzahlen N n abhangig ist, waren die 

aNn 
Beziehungen (212) streng genommen erst nach den einzelnen N n aufzulosen; 
bei Rucksichtnahme auf die vorkommenden GroBenordnungen wird dies jedoch 
meist entbeJ;1rlich sein. Vor allem wird man den Kleinstwert VI der Molekiil­
volumina gegen die iibrigen Vn vielfach vernachlassigen diirfen und fiir nicht 

[b 
allzu extreme Temperaturen N 2 , N~, ... in -~ gegeniiber NI C'-O N fortlassen 
konnen. Dann wird ( n 

(n=1,2, ... ) 

und die gesuchte endliche Verteilungsfunktion hat die Form 

00 En N j' 

f( T V) = .2.-' G - 1.'1'" T' n .' g "e , 
n=l 

deren formelle Konvergenz wegen (207) unmittelbar ersichtlich ist. 
s· ~Yn 

(21 3) 

(214) 

Die fiir die Konvergenz entscheidenden Faktoren e l', weIche die 
Verteilungsfnnktion (214) von allen bisherigl'n Verteilungsfunktionen unter­
scheiden, konnen offenbar als durcll die l'ndurchdringlichkeit der Molckiile 
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bedingte Zusatzgewichte zu den Quantengewichten G,. gedeutet werden. Der 
a priori-Charakter der letzteren wird dadurch in keiner Weise beriihrt, da die 
Gn ihrer Definition und statistischen Benutzung nach nur auf einzelne, von­
einander beliebig weit entfernte Molekiile Bezug haben, an welchen sie als prin­
zipiell durch Beobachtung feststellbar gelten miissen. Von den Zusatzgewichten 
aber kann leicht gezeigt werden, daB auch sie auf a priori-Gewichtsansatze 
zuriickfiihrbar sind, we1che die verschiedensten raumlichen Konfigurationen von 
Molekiilschwerpunkten mit Riicksicht auf die Undurchdringlichkeit der Molekiile 
betreffen und einer nachtraglichen Mittelbildung iiber samtliche Molekiile unter­
worfen sind; diese Mittelbildung ist es auch, we1che zusammen mit der bloB 
angenaherten Giiltigkeit von (212) bzw. (214) verursacht, daB die Zusatzgewichte 
im Gegensatz zu den urspriinglichen Gewichtsansatzen keinerlei Parameter­
invarianzeigenschaften (Ziff. 28) mehr aufweisen k6nnen. - Wie man aus (209) 
und (214) entnehmen kann, muB die VAN DER WAALssche Volums"konstante" b 
bei realen Molekiilen im allgemeinen eine Temperaturfunktion sein, was die 
Erfahrung bestatigt (s. ds. Handb. X, Kapitel 3, Ziff. 15, z. B. Tabelle 8; ds. 
Handb. XXII, Kapitel 5, Ziff.12). 

Mit den vorstehenden Betrachtungen ist zum mindesten prinzipiell gezeigt, 
wie man die Verteilungsfunktionen von realen Atomen und Molekiilen und 
damit nach Ziff. 39 auch die statistisch-thermodynamischen Zustandsgr6Ben 
der von ihnen gebildeten Gas'e im voraus berechnen kann. Es liegt auf der Hand, 
daB sie gegebenenfalls noch einer Erganzung bedtirfen, welche den EinfluB der 
VAN DER WAALsschen Wechselwirkungskrafte zwischen den Molekiilen (Zift. 51) 
beriicksichtigt. 1m iibrigen zeigen die Ergebnisse (212) bzw. (214) mit groBer 
Deutlichkeit die Begrenztheit der in den Zift. 60 bis 63 besprochenen Methode 
zur empirischen Bestimm~ng von Energie- und Gewichtsstufen auf Grund 
makroskopisch-thermodynamischer Erfahrungsdaten - Einschrankungen, von 
welchen allein die Hohlraumstrahlung (Ziff. 61) als nicht-materielles System unab-

hangig ist, was erhebliche prinzipielle Tragweite besitzt. Wenn a~ in (212) einen 
n 

merklichen Temperaturgang besitzt, so muB diese Methode bei bloB maBig 
verdiinnten Gasen (Zif£' 63) molekulare Energiestufen liefern, welche mit zu­
nehmenden Energiebetragen systematisch wachsende Abweichungen von den 

wahren Stufengr6Ben aufweisen; wenn die Funktionen [)~n hingegen merklich 

temperaturunabhangig sind, sollten sich Abweichungen in erster Linie bei den 
Gewichtsstufen einstellen, wo sie den volumenabhangigen Zusatzgewichten in 
(214) entsprechen mtiBten. 

VI. Statistische Thermodynamik der 
Warmestrahlung. 

Die nachstehende Ubersicht iiber die statistische Theorie der Warmestrahlung 
beabsichtigt zu zeigen, in welchem Sinne die Strahlung als ein "warmer K6rper" 
aufgefaBt und nach den allgemeinen Ansatzen des Abschnittes III behandelt werden 
kann. Beziiglich der allgemeinen elektrodynamischen und quantentheoretischen 
Zusammenhange sowie aller Einzelheiten der Strahlungsfragen muB auf die ein­
schlagigen Kapitel in ds. Handb. XII, XX und XXIII verwiesen werden. 

67. Wellentheorie. Urn die Strahlung als energetisch abgeschlossenen 
warmen K6rper betrachten zu k6nnen, muB man sie als "Hohlraumstrahlung" 
ins Auge fassen, welche ein abgeschlossenes, evakuiertes und von vollkommen 
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(regular oder diffus) reflektierenden Wanden begrenztes Volumen V erfUllt. 
Nach der wellentheoretischen Auffassung der klassischen Elektrodynamik mussen 
sich in einem derartigen Hohlraum stehende Schwingungen ausbilden, welchen 
die "Eigenschwingungen des Hohlraums" zugrunde liegen. Durch EinfUhrung 
geeigneter "Normalkoordinaten" q,. und der zugehorigen kanonisch konjugierten 
Impulse p,. ist es namlich nach JEANS moglich, den stehenden Schwingungs­
vorgang in lauter voneinander unabhangige, linear polarisierte harmonische 
Einzelschwingungen zu zerlegen, deren jede eine Energiegleichung von der 
gleichen Form (175) besitzt wie eine Festkorpereigenschwingung mit der Fre­
quenz v,. (Ziff. 57). Die Unabhangigkeit der Eigenschwingungen ermoglicht es, 
sie (ahnlich wie beim Festkorper) als "Teilsysteme" der Strahlung aufzufassen. 
1m Gegensatz zum Festkorper ist jedoch das Spektrum der Hohlraumstrahlung 
prinzipiell kontinuierlich und unbegrenzt; die Anzahl ihrer Teilsysteme ist 
demnach unendlich, doch kommt nach JEANS auf jeden endlichen Frequenz­
bereich von v bis v + dl' die endliche, zu (176) (Ziff. 57) analoge Anzahl 

N(v). dv = 817:')123" dv V, 
c 

(215) 

wobei c die Vakuumlichtgeschwindigkeit bezeichnet. Ahnlich wie den Fest­
korper (Ziff. 57) wird man also auch die Hohlraumstrahlung statistisch wie ein 
Gemisch (Ziff. 52) von Einzelkomponenten aus je N(v) "dv gleichbeschaffenen 
Teilsystemen zu behandeln haben. 

Wenn es so mit keinerlei Schwierigkeiten bietet, die wellentheoretische Hohl­
raumstrahlung in einzelne voneinander unabhangige Teilsysteme zu zerlegen, so 
bleibt doch noch die weitere, fUr die Anwendbarkeit der Statistik wesentliche 
Frage nach der Existenz unmechanischer Wechselwir~ungsprozesse zwischen den 
Teilsystemen offen. Diese Frage kann von der Wellentheorie zweifellos nur 
dahin beantwortet werden, daB es derartige Wechselwirkungsprozesse zwischen 
einander durchkreuzenden stehenden Wellen nicht gibt - eine Aussage, 
welche auch als befriedigend gelten muB, da die experimentelle Verfolgung von 
Strahlungsvorgangen im Vakuum ohne Zuhilfenahme materieller Korper prin­
zipiell ausgeschlossen ist. Die ideale wellen theoretische Hohlraum­
strahlung stellt also keinen quasimechanischen "warmen Korper" 
dar - im Gegensatz zu allen materiellen warmen Korpern, bei welchen diese 
Bedingung im vorangehenden stets verwirklicht gefunden worden ist. Die Hohl­
raumstrahlung ist aber auch keine "wirkliche" Strahlung, deren Quellen und 
Sen ken materielle Korper sind. Die Abstraktion vollkommen reflektierender 
Hohlraumwande kommt unmateriellen Grenzbedingungen des Strahlungsfeldes 
gleich und kann daher nur beibehalten werden, wenn man zugleich mit der 
Strahlung auch einen (beliebig klein zu wahlenden) materiellen Korper in den 
Hohlraum einschlieBt, der prinzipiell mit sam tlichen Hohlraumeigenschwin­
gungen in Wechselwirkung treten kann. Die Benutzung dieses "absolut 
schwarzen" Korpers - des PLANcKschen Kohlestaubchens - bedingt zwar 
eine neue, nichtrealisierbare Abstraktion, da die diskreten Energiestufen der 
wirklichen Materie (Ziff. 62,64) zusammen mit der BOHRschen Frequenzbedingung 
(201) (Ziff. 64) den Bestand absolut schwarzer K6rper prinzipiell ausschlieBen; 
doch ist ohne weiteres ersichtlich, daB der EinfluB realer Wandsubstanz von 
beliebiger Zusammensetzung und beliebiger Menge jedenfalls durch den des 
idealen Kohlenstaubchens ersetzt werden kann. Wenn man uberdies annehmen 
darf, daB die Wechselwirkung zwischen der eingebrachten Materie und den 
Hohlraumeigenschwingungen zufallsgesetzlichen Charakter besitzt, so wird auf 
diese Weise eine wenigstens indirekte Wechselwirkung der Hohlraumeigen-
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schwingungen untereinander herbeigeflihrt, welche den sonst unentbehrlichen 
direkten unmechanischen Wechselwirkungsprozessen zwischen den Teilsystemen 
in ihrer Wirkung gleichkommt, falls der mittlere Energieinhalt des Kohle­
staubchens gegen die Gesamtenergie der Strahlung vernachlassigt werden darf. 
Nur bei dauernder Wechselwirkung mit realer Materie kann die 
Hohlraumstrahlung als quasimechanischer warmer Korper an­
gesehen werden. 

Die formale Ermittlung der Verteilungsfunktion F(T, V) der Hohlraum­
strahlung kann nun auf dem gleichen Wege erfolgen wie beim Festkorper (Ziff. 57). 
Bedeutet t(T,'/I) die Verteilungsfunktion einer einzelnen Eigenschwingung von 
der Frequenz '/I, so findet man bei Beriicksichtigung des Verteilungsgesetzes (215) 
analog zu ( 177) 00 

s:rVj -r;.- ~'·logt(T.~). d~ 

F(T, V) = e 0 (216) 

Dieser Ausdruck kann nur endlich sein, wenn das Integral 
00 r v2 .logt(T, '/I) • d'/l (216a) 

o 
konvergiert, was offenbar nur flir bestimmte Verteilungsfunktionen t (T, '/I) 
moglich ist. Nach (102) (Ziff. 38) und (169') (Ziff. 56) ist t(T,'/I) flir harmonische 
Schwingungen von der allgemeinen Form 

00 I,· v 

t(T, '/I) == g .~Gle -"""iT = t(;), 
1=1 

woraus geschlossen werden kann, daB die Begriindung des WIENschen Ver­
schiebungsgesetzes [und im Falle der Konvergenz von (216a) auch die des STEFAN­
BOLTZMANNschen Gesetzes flir die GesamtstrahlungJ auf statistischem Wege 
ganz unabhangig von speziellen "Gewichts"annahmen moglich ist. Die "klas­
sische" Statistik liefert flir die Verteilungsfunktion harmonischer Schwingungen 
den bereits in Zif£' 56 berechneten Ausdruck(168) 

1 kT 
f(T, '/I) = -. ~, (168B) 

gQ '/I 
flir welchen das Integral (216a) divergiert: Nach der Quantenstatistik hingegen 
hat man gemaB (172) (Zif£. 56) 

t(T, '/I) = --=::.g-----,-h~ , 

1 - e -kT 

woflir das Integral (216a) endlich wird. 

(172B} 

Die quantenstatistische Verteilungsfunktion (172B) einer Hohlraumeigen­
schwingung von der Frequenz '/I stimmt in allen Punkten mit der Verteilungs­
funktion (191) iiberein, welche in Ziff. 61 bereits aus der empirischen Bewahrung 
des PLANcKschen Strahlungsgesetzes (188) sowie des Verteilungsgesetzes (215} 
bzw. (189) gefolgert worden ist. Nach der wellentheoretischen Auffassung der 
klassischen Elektrodynamik kann eine mit der Erfahrung iibereinstimmende 
statistische Behandlung der Hohlraumstrahlung demnach nur gegeben werden, 
wenn man die einzelne Hohlraumeigenschwingung den in (193) (Ziff.61) zu­
sammengefaBten Quantengesetzen unterwirft. Diese besagen, daB eine linear 
polarisierte Hohlraumschwingung von der Frequenz '/I bloB die Energiestufen 
(n = 0, 1, 2, ... ) En = n . h'/l (217) 
annehmen kann. 
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68. Lichtquantentheorie. Die von EINSTEIN begriindete Korpuskulartheorie 
der Hohlraumstrahlung nimmt an, daB einfarbiges Licht von der Frequenz J' 

aus einzelnen geradlinig bewegten "Lichtquanten" besteht, welche samtlich die 
gleiche Energie hy und den - ihrer Fortpflanzungsgeschwindigkeit e entsprechen­
den - Linearimpuls hyle besitzen. Weitere Eigenschaften der Lichtquanten 
sind ungewiB. Die Duplizitat der zu einer bestimmten Strahlrichtung gehorigen 
linearen oder zirkularen Polarisation laBt zwar wegen der Doppeldeutigkeit 
des Drehungssinnes das Vorhandensein eines universellen Drehimpulses, etwa 
von der GroBe h121l, vermuten, doch ist eine so1che Deutung ebensowenig ge­
siehert wie die Zuordnung einer bestimmten Phase zu jedem Lichtquant, obwohl 
auch dies fUr eine Korpuskulartheorie der Strahlung unentbehrlich zu sein 
scheint. 

Denkt man sieh den Strahlungshohlraum zunachst bloB mit Lichtquanten einer 
einzigen, ganz bestimmten Frequenz y angefUllt, we1che zwischen seinen Wanden 
elastisch hin und her reflektiert werden, so ist leieht einzusehen, daB diese Licht­
quanten keineswegs als statistische Teilsysteme einer monochromatischen Hohl­
raumstrahlung in Betracht kommen konnen, wie man bei oberflachlicher Be­
trachtung sonst auf Grund scheinbarer Analogie mit einem idealen Gase (Ziff. 46, 
47) vermuten wiirde. Da aIle Lichtquanten gleiche Energien und gleiche Ge­
schwindigkeiten besitzen, sind sie ja energetisch einander vollig gleichwertig, 
wahrend die statistischen Teilsysteme verschiedener Energieinhalte fahig sein 
miissen, iiber we1che ein vorgegebener Energiebetrag, also im vorliegenden FaIle 
eine bestimmte Anzahl von Lichtquanten, auf die mannigfachsten Arten zu 
verteilen ist. Damit aber wird klar, daB jedes der gesuchten Teilsysteme unter 
Umstanden dazu fahig sein muB, mehr als ein einziges Lichtquant zugeordnet 
zu erhalten, was die Vorstellung statistisch voneinander ganzlich unabhangiger 
Lichtquanten zumindest bedingungsweise ausschlieBt. 

Welches sind nun die Unterscheidungsmerkmale voneinander unabhan­
giger Lichtquanten? Wegen der energetischen Gleichwertigkeit kommen hierfiir 
oftenbar bloB Geschwindigkeitsriehtung und raumliche Lokalisation innerhalb 
des Volumens V in Betracht. Zur Bestimmung der Anzahl aIler denkbaren, 
im quantenstatistischen Sinne unterscheidbaren Bewegungen voneinander un­
abhangiger Lichtquanten in V kann man ahnlich wie zur Gewichtsbestimmung 
des entarteten Idealgases (Zift.47) von einer Zelleneinteilung des ,a-Raumes 
ausgehen, indem man, den drei Schwerpunktsfreiheitsgraden des Lichtquants 
entsprechend, fur das zulassige Maximalvolumen (Ziff. 45) der p-ZeIlen hier 
wie dort das QuantenmaB 

(218) 
benutzt. Da der Linearimpuls 

----- hl' 
P = ip; + p~ + p~ = -- e 

des Lichtquants seinem absoluten Betrag nach allen Richtungsanderungen gegen­
iiber erhalten bleibt, entspricht der Strahlung des Frequenzintervalles zwischen 
v und y + dl' im dreidimensionalen Pxpvpz-Raum eine Kugelschale yom In­
halt 41lp2. dP. Betrachtet man jetzt die vielfarbige Hohlraumstrahlung und 
greift aus ihr ein beliebiges Frequenzintervall von der Breite dl' heraus, so liefert 
der sechsdimensionale p-Raum der Lichtquanten hierfiir den Rauminhalt 
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welcher durch (218) geteilt, als Anzahl der im quantenstatistischen Sinne unter­
scheidbaren Bewegungen voneinander unabha:ngiger Lichtquanten nach BOSE 
das Verteilungsgesetz 4nv2 • dv 

N*(v) . dv = c3 • V (219) 

liefert. I Urn den ·Polarisationseigenschaften des naturlichen Lichtes Rechnung 
zu tragen, muB man, wie bereits eingangs angedeutet, den Lichtquanten ent­
sprechende Eigenschaften zuschreiben, so daB man durch Verdopplung von (219) 
fUr die Gesamtzahl der "inkoharenten", linear polarisierten "Quantenbundel" 
deF Hohlraumstrahlung des Frequenzbereiches dv im Volumen V 

N() d 8nv2 • dv V 
'1'·1'= c3 • (220) 

erhalt. Wie der Vergleich dieses Ausdrucks mit dem analogen Verteilungsgesetze 
(215) in Ziff. 67 lehrt, stimmt die Anzahl der wellentheoretischen "Hohlraum­
eigenschwingungen" von der Frequenz v mit jener der lichtquantentheoretischen 
"Quantenbundel" tiberein. Der bereits oben gezogene SchluB, daB nicht die 
einzelnen Lichtquanten, sondern die verschiedenen, voneinander unterscheid­
baren Bewegungsmi.iglichkeiten der Lichtquanten als statistische Teilsysteme 
der Lichtquantenstrahlung zu gelten haben, erfahrt durch die eben festgestellte 
Aquivalenz von "Hohlraumeigenschwingungen" und "Quantenbundeln" volle 
Bestatigung. 

Mit der Einsicht, daB die "Quantenbtindel" (220) die Teilsysteme der Licht­
quanten-Hohlraumstrahlung darstellen, erhebt sich sogleich wieder die Frage 
nach der Mi.iglichkeit unmechanischer Wechselwirkungsprozesse zwischen den 
Teilsystemen. Hier gelten alle diesbeztiglichen Ergebnisse der wellentheoretischen 
Betrachtungen von Ziff.67 unverandert und besagen, daB direkte Prozesse 
dieser Art nicht mi.iglich sind, indirekte Vorgange geeigneter Wirksamkeit 
aber nur durch Einbringung des idealen PLANcKschen Kohlenstaubchens oder 
realer Materie in den Hohlraum herbeigefUhrt werden ki.innenl). Die allenfalls 
naheliegende Idee, direkte Wechselwirkungsprozesse derverlangten Art durch "Zu­
sammensti.iBe" von Lichtquanten ausgefUhrt zu denken, scheidet angesichts 
der Notwendigkeit aus, daB bloB die Wechselwirkung zwischen Strahlungund 
Materie prinzipiell beobachtbar ist, so daB die hypothetischen "Lichtquanten­
zusammensti.iBe" unwirksam unddaher tiberflussig waren. 

Zur Aufstellung der Verteilungsfunktion f (T, v) eines einzelnen linear 
polarisierten Quantenbundels hat man mit Rucksicht auf die Unteilbarkeit 
der Lichtquanten zu bedenken, daB das Biindel nur eine ganze Anzahl von 
Lichtquanten erhalten kann, daB seine "Energiestufen" daher durch 

(n = 0, 1, 2, ... ) En = n' hv (221) 

bestimmt sein mussen, was mit dem Ergebnis (193) der allgemeinen statistischen 
Analyse des empirischen PLANcKschen Strahlungsgesetzes (188) in Ziff.61 und 

1) 1m Zusammenhang mit diesem Umstand ist es besonders befriedigend, daB es kiirz­
lich gelungen ist (A. SMEKAL, ZS. f. Phys. Bd. 37. S. 319, 1926), die Begriindung desVerteilungs­
gesetzes (219) ausschlieBlich auf die elementaren Wechselwirkungsprozesse zwischen Strah­
lung und realer Materie aufzubauen. Hierzu muB (218) als Volumen der Phasenraumzellen 
fiir die Translationsbewegung (Ziff. 47) realer absorbierender und emittierender Molekiile 
(Ziff. 70, 71) betrachtet und gefordert werden, daB jeder prinzipiell beobachtbare elementare 
Absorptions- oder Emissionsakt eines Molekiils von einem durch den elementaren Linear­
impuls-Umsatz kvje veranlaBten Wechsel seiner augenblicklichen Translations-Quantenzelle 
begleitet ist. (219) ergibt sich dann als Anzahl der voneinander prinzipiell unterscheidbaren 
Strahlrichtungen, welche dem Molekiil innerhalb des Volumens V fiir seine elementaren 
Wechselwirkungsvorgange mit der Strahlung zu Gebote stehen. (Zusatz b. d. Korrektur.) 

Handbuch der Physik. IX. 17 
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seiner wellentheoretischen Form (217) (Ziff. 67) iibereinstimmt. Die Verteilungs­
funktion f (T, v) lautet daher . 

n·hv 
~-- g 

f(T, v) = g' ~ e kT = ---,;;: , (172C) 
n=O 1 - e -k'l' 

ganz eben so wie nach (172B) der wellentheoretischen Auffassung. 
Das Ergebnis (221), wonach ein Quantenbiindel entweder "leer" ist oder 

eine ganze Zahl von einzelnen Lichtquanten auf sich vereinigt, erscheint bloB 
deswegen unanschaulicher als die Quantelung der "Hohlraumeigenschwingungen", 
weil man letztere auf einen mechanisch vQrstellbaren Bewegungsvorgang abzu­
bilden vermag; gegeniiber der Lichtquantenvorstellung hat sie aber den empfind­
lichen Nachteil, die Ausbreitungsgeschwindigkeit und den gerichteten Charakter 
der Strahlung vollig auBer Acht lassen zu miissen. Der Umstand, daB mehrere 
auf dem gleichen Biindel befindliche Lichtquanten statistisch wie ein einheit­
liches Ganzes wirksam sind, ist verschiedentlich als Assoziation oder als Inter­
ferenz1) einzelner Lichtquanten gedeutet worden. Auch hat man gemeint, ihn . 
iiberhaupt verwerfen und daher die Anwendbarkeit der bisherigen Statistik 
auf die Lichtquantenstrahlung ablehnen zu sollen; die hierzu ersonnene neue 
Strahlungsstatistik2) beruht indessen auf Ansatzen, welche (221) vollig gleich­
wertig sind, so daB bisher kein zwingender Grund dafiir bekannt geworden ist, 
von einer Darstellungsmogli~hkeit, wie der oben gegebenen, abzugehen3). 

69. Strahlungsschwankungen. Nachdem gezeigt ist, daB die Hohlraum­
strahlung als quasimechanischer warmer Korper angesehen werden kann, wenn 
sie sich in Wechselwirkung mit wirklicher Materie befindet, kann man auch 
die Energieschwankungen berechnen, die sie im Warmegleichgewicht mit, be­
liebigen materiellen Korpern ausfiihrt. Fiir die allgemeine statistische Theorie 
dieses Gleichgewichtszustandes sind die Betrachtungen von Ziff. 37 in vollig 
unveranderter Weise anwendbar, wenn man unter einem von den dort voraus­
gesetzten warmen Korpern A, B, C, ... die Hohlraumstrahlung versteht und 
ihre Verteilungsfunktion (216) (Ziff. 67) benutzt. Die Energieschwankungen der 
Strahlung sind dann ebenso wie die eines beliebigen materiellen Korpers durch 
die allgemeinen Schwankungsformeln (111) bzw. (112) von Ziff. 42 bestimmt. 
Wendet man (112) auf die Strahlung an, deren mittlerer Energieinhalt fiir die 
Volumeneinheit durch das PLANCKsche Strahlungsgesetz (188) (Ziff. 61) gegeben 
ist, so findet man fUr das mittlere Energieschwankungsquadrat der Volumen­
einheit 

(222) 

Das zweite Glied auf der rechten Seite von (222) ist mit Riicksicht auf das Ver­
teilungsgesetz (215) (Ziff. 67) bzw. (220) (Ziff. 68) von der Form 

[e(v, T) • dvJ2 
1'1('1') • dv 

(223) 

und stellt die sog. "Interferenzschwankungen" der Strahlung dar. Wie H. A. 
LOl<DlTZ gezeigt hat, kann man namlich (223) auf wellenthcorctischem Wege 

I) A. LANDE. ZS. f. Phys. Bd.33, S. 571. 1925. 
2) S. N. BOSE, ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 17S. 1924; A. EIXSTEIX, Bcrl. Ber. 1924, S. 261; 

1925, S. 3. 
3) \'gl. hierzu ji.\ngst auch E. SCHRODIXGER, Phys. ZS. Bd.27, S.95. 1926. (Zusatz 

b. d. Korrektur.) 
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erhalten, wenn man die Energieschwankungen von stehenden Hohlraumschwin­
gungen (Ziff. 67) ganz willkiirlicher Spektralverteilung berechnet und dabei die 
Mitwirkung realer absorbierender und emittierender Materie ausschlieBt. N ach 
Ziff. 67 folgt daraus, daB an dem Zustandekommen der wellentheoretischen 
Interferenzschwankungen (223) unmechanische Wechselwirkungsprozesse zwischen 
Hohlraumeigenschwingungen verschiedener raumlicher Orientierung unter Um­
standen ganz unbeteiligt bleiben konnen. Die Mitwirkung derartiger Prozesse 
muB es demnach sein, welche das Auftreten des ersten Gliedes auf der rechten 
Seite von (223) hervorruft; auf die Strahlungsdichte als Einheit bezogen, ent­
spricht es dem Energiebetrag 

(224) 

was mit der Differenz je zweier aufcinanderfolgender Energiestufen (217) (Ziff. 67) 
bzw. (221) (Ziff. 68) der Teilsysteme der Hohlraumstrahlung iibereinstimmt. 
Dieser Umstand bestatigt unmittelbar die Folgerung von EINSTEIN, daB (224) 
nichts anderes als den Energieumsatz darstellt, welcher beim ElementarprozeB 
der Emission oder Absorption von Strahlung durch reale Materie auftritt; er 
beweist ferner, daB jeder solcher ElementarprozeB als Wechselwirkung des 
materiellen Korpers mit einem einzigen von den der Frequenz v zugeordneten 
Teilsystemen der Strahlung (Hohlraumeigenschwingung oder Quantenbiindel) 
aufzufassen ist. Offenbar ist der Energiebetrag der Lichtquanten (Ziff. 68) 
diesem ganz allgemeinen Ergebnisse angepaBt, wahrend die BOHRsche Frequenz­
bedingung (201) (Ziff.64) bloB einen Spezialfall von (224) darstelltl). 

70. Allgemeine Mittelwertgesetze fUr die Wechselwirkung zwischen Strah­
lung und Materie bei Warmegleichgewicht. Nach dem Endergebnis der vorigen 
Ziffer befindet sich ein materieller Karper wahrend der monochromatischen 
Elementarprozesse seiner Wechselwirkungen mit dem Strahlungsfelde jeweils 
in Verbindung mit einem einzigen Teilsystem der Hohlraumstrahlung. Da 
letzteres dabei eine beliebige von den Energiestufen (217) (Ziff.67) bzw. (221) 
(Ziff. 68) annehmen kann, werden die "Ubergangswahrscheinlichkeiten" (Ziff. 29) 
der Elementarprozesse jedenfalls von den augenblicklichen Stufenhohen ab­
hangen. Sei also C~-l(V) . dt die a priori-Haufigkeit dafiir, daB das auf seiner 
n-ten Energiestufe befindliche Teilsystem der Strahlung (Hohlraumeigenschwin­
gung oder Quantenbiindel) von der Frequenz v mit dem Korper wahrend der 
Zeit dt in Wechselwirkung tritt und gemaB (224) den Energiebetrag hv an ihn 
abgibt, femer C:_ 1(v) ·dt die analoge GraBe fiir die Aufnahme des vom Karper 
gelieferten Energiequants hv durch das auf der (n - 1)-ten Stufe befindliche 
Strahlungs-Teilsystem. Betrachtet man nun den Fall des Warmegleichgewichts, 
so muB der pro Zeiteinheit von dem Strahlungs-Teilsystem an den Karper ge­
lieferte Energiebetrag im Z ei tmi ttel gleich sein dem vom Korper auf das 
Teilsystem iibergegangenen Energiebetrag. Die mittlere Realisierungsdauer pro 
Zeiteinheit fiir einen von den Zustanden des Karpers, in welchen er zur Absorp­
tion von Strahlung der Frequenz v befahigt ware, mage mit tf, diejenige von 
dem dazu korrespondierenden unter den Zustanden, in welchen er Strahlung 
von der Frequenz v emittieren kannte, mit tIl bezeichnet werden; da die Energien 

1) Die im Texte offen gebliebene Frage nach der quantenstatistischen Bedeutung 
der "Interferenzschwankungen" ist von L. S. ORNSTEIN und F. ZERNIKE, Versl. Akad. 
Amsterd. Ed. 28, S. 280. 1919/20, sowie vom Verfasser lim Zusammenhang mit der in 
Anm. 1 auf S. 83 erwahnten Eegriindung von (219)J beantwortet worden. Auch dies bedarf 
der Eezugnahme auf die elementaren Wechselwirkungsprozesse des Strahlungsfeldes mit real e r 
Materie (Ziff. 70, 71). Es zeigt sich, daB die "Interferenzschwankungen" hauptsachlich durch 
die "negativen Einstrahlungsvorgange" an der Materie (Ziff. 70) hervorgerufen werden, 
wahrend das erste ("lichtquantentheoretische") Glied in der Schwankungsformel (222) durch 
die "spontanen Ausstrahlungsprozesse" (Ziff. 70) bedingt wird. (Zusatz ·b. d. Korrektur.) 

17* 
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der erwahnten Zustande sich voneinander paarweise urn den Betrag h l' unter­
scheiden mussen 

(224a) 

liefert die BOLTZMANNsche Verteilung (Zif£. 34, 42) bei gleichem a priori-Gewichts­
verhaltnis GIIGn ohne Rucksicht auf Anzahl und Verschiedenheit dieser Zu­
stande nach (72 a) (Ziff. 33) 

tl G1 Eu- E [ G1 ~ 
- = -.e kT = _.e kT 
tIl GIl GIl' 

(225) 

Fur die mittlere Realisierungsdauer der n-ten Energiestufe des betrachteten 
Teilsystems der Strahlung hingegen ergibt die BOLTZMANNsche Verteilung bei 
Riicksichtnahme auf die Verteilungsfunktion (191) (Ziff. 61) bzw. (172B), (172C) 
(Ziff. 67, 68) dieser Teilsysteme, bezogen auf die Zeiteinheit 

(n=0,1,2, ... ) 
h,· [ hl'l 

-n· kT 1 -B', e • - e . (226) 

Die erwahnte zeitgemittelte Energiebilanz hat dann die Form der (zeitlichen) 
Stationaritatsbedingung (Zif£' 36) 

(227) 

Durch Anwendung von (225) findet man zunachst aus (227) 

(n=O,1,2, ... ) (228) 

woraus allgemein zu entnehmen ist, daB auch zwischen dem Karper und jedem 
einzelnen Paar aufeinanderfolgender Energiestufen des Strahlungs-Teilsystems 
Gleichgewicht herrschen muB (Zif£. 36). Da es nun keine anderen als die'betrach­
teten Wechselwirkungsprozesse mit materiellen Karpern gibt, vermage welcher 
ein Wechsel der Energiestufen des Strahlungs-Teilsystems im Spiegelhohlraum ein­
treten kann (Zif£' 67, 68), ist nach dem Energiesatz unmittelbar evident, daB das 
Teilsystem seinen Zustand stets bloB zwischen zwei benachbarten Energiestufen 
verandern kannte, wenn der Karper nicht auch noch ge1egentlich mit anderen 
Teilsystemen in Wechselwirkung treten wiirde und fahig ware, hierbei aufgenom­
mene Energie"quanten" h1' durch "spontane Ausstrahlung" zuweilen auch an das 
betrachtete Strahlungs-Teilsystem abzugeben. Der zufallsgesetzliche Charakter 
dieser "spontanen" Elementarprozesse bedingt, daB der von ihnen pro Zeitein­
heit im Mittel gelieferte Energiebetrag temperaturabhangig und dem Energie­
"quant" h1' proportional sein muB. \\'enn S~l(V)' dt ihre "Obergangswahr­
scheinlichkeiten" sind, lautet dieser Energiebetrag 

= (11-1)·",· ( "") hl'::E 5;; _ 1 (J') • e - ,. AT .• 1 - e - /,1' 

)1-=1 
(229) 

G1 .1\.(1'}- IzJ' ,=G 1.1-:(/.) ·IzJ' .2."!e ("l)~:. (1 ~- e <';) 
/I I 
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wobei K (v) eine fUr den materiellen Karper kennzeichnende Intensitatsfunktion 
darstellt; bei Rucksichtnahme auf die rechte Seite von (227) findet man fUr sie 
aus (229) 

(n=0,1,2, ... ) GJK(v) = C6(v) = 5;:_1(V). (230) 

Mit den Abkurzungen 

) n-1 () G[ C~-l(V) _ Dn () _ C;:_l(V) 
(n=0,1,2, ... Dn v =-G ·-1~-'--- n-I V - 1 

II Co (v) Co (v) 
(231) 

kann man auf Grund von (228) und (230) jetzt der Stationaritatsbedingung (227) 
die Form geben 00 nhv ' hV') 1 

t[.IWGIlK(v)~D~-1(v).e-kT'(1-e-kT ) 

n~l {OO nl'" ( hV)} (227a) 
= tIl' hvG[K(v). 1 + ~[D;:+l(v) - 1]. e --7:1'. \1 - e -,,7' ; 

die Koeffizienten D::-l(v) erscheinen darin als "normierte Dbergangswahrschein­
lichkeiten" der Elementarprozesse einer "positiven Einstrahlung" in den ma­
teriellen Karper von seiten des Strahlungs-Teilsystems, die GraBen D~+1 (1') - 1 
hingegen als solche einer vom Teilsystem verursachten "negativen Einstrahlung". 
Die Duplizitat der Einstrahlungs-Elementarprozesse ist offenbar dadurch be­
dingt, daB das Teilsystem der Strahlung in jeder von Null verschiedenen Energie­
stufe den Strahlungsenergiebetrag hv abzugeben oder aufzunehmen vermag, 
wahrend der materielle Karper sich entweder in einem Zustande (I) befindet, 
in welchem hI' bloB aufgenommen, oder in einem Zustande (II), in welchem hv 
bloB abgegeben werden kann. Wenn man aus diesem Grunde annimmt, daB 
Aufnahme oder Abgabe von hv durch das Strahlungs-Teilsystem a priori-gleich­
ha ufige Elementarvorgange sind, so befindet man sich damit in valliger 
Dbereinstimmung sowohl mit den wellentheoretischen Folgerungen der klassischen 
Elektrodynamik als auch mit dem quantentheoretischen Korrespondenzprinzip 
von BOHR (Band XXIII); insbesondere nach der wellentheoretischen Auffassung 
ist unmittelbar anschaulich, daB die von der auBeren Strahlung am Karper be­
wirkte "Einstrahlung" je nach ihret:" Phase a priori-gleichhaufig "positiv" oder 
"negativ" ausfallen muB. Dies bedeutet 

(n = 1,2, ... ) D~-l (v) = D~+l (v) - 1 

und wegen DA = 1 , 

(n=1,2, ... ) (232) 

womit die energetische Gleichgewichtsbedingung (227a) bei EinfUhrung der mitt­
leren Energie e(v, T) (190) (Ziff.61) des Strahlungsteilsystems auf die Form 

t[.GII K(v)e(1" T) = tIl· G[K(v). [hl' + e(v, T)] (227b) 

gebracht werden kann, welche durch (225) offensichtlich identisch befriedigt 
wird. Aus (227b) geht hervor, daB die zeitgemittelten Dbergangswahr­
scheinlichkeiten (pro Zeiteinheit) fur die "positive" und die "negative Einstrah-
lung" durch K(v) K(v) 

GU - h --.e(v,T), G[~I~·f(v,T) (233) 
v ~v 

gegeben und dem mittleren thermischen Energieinhalt des Strahlungs-Teil­
systems proportional sind; fUr die "spontane Ausstrahlung" des materiellen 
Karpers hingegen bekommt man die vom Karper allein abhangige GraBe 

G[K(v) . (234) 
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Die vorstehenden Betrachtungen zeigen, daB neb en den "Gewichten" G], GIl 
fUr die Wechselwirkung eines beliebigen materiellen Korpers (Atome, Molekiile, 
Festkorper) mit dem Strahlungsfelde eine einzige Korperfunktion K (y) maB­
gebend ist. Wenn man fUr die "positive" und "negative Einstrahlung", sowie 
fUr die "spontane Ausstrahlung" des Korpers auf makroskopischem Wege be­
stimmbare, gemittelte Ubergangswahrscheinlichkeiten erhalten will, muB man 
die Funktionen (233) und (234) noch mit der Anzahl (215) bzw. (220) (Ziff. 67, 68) 
aller Teilsysteme der Strahlung multiplizieren, da zwischen den letzteren makro­
skopisch im allgemeinen - Interferenzerscheinungen ausgenommen - nicht 
unterschieden werden kann. Bei EinfUhrung der durch das PLANcKsche 
Strahlungsgesetz (188) (Ziff. 61) ausgedruckten mittleren Strahlungsdichte e(y, T) 
bekommt man so die GroBen 

und 

Ell ( K(y) 
I • e Y, T) = GIl --;;;-. (}(v, T); 

871y2 
Air = GI · K(V)-3-' 

C 

(235) 

(236) 

welche mit den von EINSTEIN seiner Theorie des Strahlungsgleichgewichtes auf 
axiomatischem Wege zugrunde gelegten "Ubergangswahrscheinlichkeiten" der 
vorerwahnten Elementarprozesse 1) identisch sind (Band XX, XXIII); wie man 
so fort sieht, genugen sie in der Tat den von EINSTEIN abgeleiteten Beziehungen 

(235 a) 
und 

Air 871h y 3 

131; = c3 
(236a) 

welche im wesentlichen mit (235) und (236) gleichbedeutend sind. 
71. Energie- und Impulsgleichgewicht zwischen Gasmolekiilen und Hohl­

raumstrahlung. Die vorstehende Ableitung der EINSTEINschen Ubergangswahr­
scheinlichkeiten fUr die elementaren Wechselwirkungsprozesse zwischen Strahlung 
und Materie geht von der Forderung aus, daB der mittlere Energieumsatz zwischen 
den beiden thermischen Systemen bei Warmegleichgewicht verschwinden solI. 
Diese Bedingung ist jedenfalls notwendig, doch laBt sich von vornherein keines­
wegs ubersehen, ob sie fUr das Bestehen des Gleichgewichtszustandes auch hin­
reicht. Handelt es sich bei dem Strahlungsgleichgewicht urn einen Festkorper 
nicht allzu kleiner Masse, so wird es zweifellos gerechtfertigt sein, die Druck­
wirkungen der Strahlung auf ihn annaherungsweise zu vernachlassigen; bei 
einzelnen Gebilden von molekularer GroBenordnung ist dies aber sicherlich nicht 
mehr zulassig, so daB eine Untersuchung der Wechselwirkung zwischen schwarzer 
Strahlung und thermisch bewegten Gasmolekulen auch auf die Notwendigkeit 
des Impulsgleichgewichtes ausgedehnt werden muB. 

Ef, GI und Ell, Gn (En> E l ) mogen Paare zusammengehoriger Energie­
und Gewichtsstufen der "inneren" Bewegung der Gasmolekule sein, ferner 
E/,I und E/,n Energiewerte ihrer fortschreitenden Bewegung, welche den in­
finitesimalen, gleich groBen Bereichen dT[ und dTn ihres Translationsphasen­
raumes zugehoren. Bezeichnet man die mittleren Anzahlen der Molekule, welche 
bei Warmegleichgewicht in den Bewegungszustanden I, II vorhanden sind, 

') A. EIXSTEIX, Ycrh. d. D. l'hys. Gcs. Bd. 1S, S. 318. 1916; Phys. ZS. Bd. 1S 
S.121. 1917. 
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mit N[, NIl, so liefert die BOLTZMANNsche Verteilung (Zif£. 34, 49) fiir das 
Verhaltnis dieser Zahlen 

E/+Er,/ Ell + Er,1l 

N[ : NIl = G[. e -~ : GIl' e kT (237) 

Was zunachst die Frage des Energiegleichgewichts zwischen der Strahlung und 
den Gasmolekiilen anbetrifft, so laBt sie sich sofort beantworten, wenn man die 
allgemeine (zeitlich-raumliche) Stationaritatsbedingung (88) (Ziff. 36) auf die 
EINSTEINSchen Wechselwirkungsprozesse anwendet. Wenn man hinschreibt, 
daB die mittlere Anzahl der N[ Molekiile, welche den Ubergang I -->- II in der 
Zeiteinheit durch "positive Einstrahlung" ausfiihren, jener von den NIl Mole­
kiilen gleich sein soll, welche den Ubergang II -->- I unterdessen im Wege "spon­
taner Ausstrahlung" und "negativer Einstrahlung" bewerkstelligt haben, so be­
deutet dies bei Multiplikation mit [Ell + E/, II - E[ - E/,[J auch Gleich­
setzung der beiderseitigen Energiebilanzen und liefert mit (235) und (236) 

N[· BVe(v, T) = NIl' [AJ[ + BJ[e(v, T)]. (238) 

Durch Einsetzen von (237) und (235 a) ergibt sich fiir die mittlere Strahlungs­
dichte e(v, T) zunachst allgemein 

BJ[ 
e(v, T) = -=El-[-c-+-O;E,-,/-/·---O;E[--""""'E"""r,-/-- (239) 

e kT -1 

ein Ausdruck, der bereits die Temperaturabhangigkeit des PLANcKschen Gesetzes 
(188) (Ziff. 61) aufweist. Mit (236a) und 

(240) 

bekommt man die PLANcKsche Strahlungsformel selbst; da der Beweis fiir jedes 
beliebige Paar I, II molekularer Bewegungszustande ungeandert bleibt, ist 
damit allgemein bestatigt, daB das Energiegleichgewicht zwischen Strahlung 
und Gasmolekiilen durch die EINSTEINschen Wechselwirkungsprozesse nicht auf­
gehoben werden kann, wie es nach Ziff. 70 auch nicht mehr anders zu erwarten 
war. Die Beziehung (240) entspricht offensichtlich einer einfachen Erweiterung 
der BOHRschen Frequenzbedingung (201) (Zif£. 64), welche die Mitwirkung der 
molekularen Fortbewegungsenergien an den Strahlungsvorgangen in Rechming 
stellt. 

Zur Beriicksichtigung des Impulsaustausches zwischen den Molekiilen und 
der Strahlung ist es erforderlich, das Schicksal eines einzelnen Molekiils wahrend 
seiner Bewegung im Strahlungsfelde genauer zu verfolgen. Der Einfachheit 
halber sei angenommen, daB die Bewegung bloB in einer bestimmten Richtung 
erfolgt, eine belanglose Einschrankung, auf welche die reale Zickzackbewegung 
der Gasmolekiile leicht zuriickgefiihrt werden kann. Wenn M die Masse und t' 

die Momentangeschwindigkeit. des Molekiils bedeuten, so kann man nach EIN­
STEIN zweierlei Anderungen unterscheiden, welche der Linearimpuls M· v des 
Molekiils wahrend einer kurzen Zeit t infolge der Anwesenheit des Strahlungs­
feldes erfahrt: 

lX) Der Strahlungsdruck verursacht eine Widerstandskraft, welche die Be­
wegung zu hemmen sucht und in erster Annaherung proportional der Ge­
schwindigkeit v wird; die dadurch wahrend der Zeit t bewirkte Impulsanderung 
betrage - D . v • t . 

fJ) Die UnregelmaBigkeiten des Strahlungsfeldes iibertragen auf das Molekiil 
einen nach GroBe und Vorzeichen stets wechselnden Impuls LI, der innerhalb 
des gleichen Annaherungsgrades wie bei lX) als von v unabhangig gelten dar£. 
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Bei Vernachlassigung der Strahlungswirkungen betragt die mittlere kine­
tische Energie des Molekiils in der Bewegungsrichtung nach dem "Gleichver­
teilungssatz" (Zif£. 48) bei Warmegleichgewicht 

!Mv2 = !kT, (241) 

wodurch das mittlere Impulsquadrat M2 . v2 des Molekiils zu M k T festgelegt 
erscheint. Wenn durch die Wechselwirkung des Molekiils mit dem Strahlungs­
felde wahrend der Zeit t keine Anderung dieses Betrages hervorgerufen werden 
soIl, wenn also Impulsgleichgewicht gefordert wird, muB 

(M . V)2 = (M. v - D . v . t + LJ)2 
und wegen 

bis auf das zu vernachlassigende Glied mit t2 nach (241) 

sein. 

,12 -
- = 2DMv2 = 2DkT 
t 

(242) 

IX) Zur Bestimmung von D kommen offenbar allein die yom Strahlungs­
felde ausgehenden Wirkungen der "positiven" und "negativen" "Einstrahlungs"­
vorgange in Betracht, deren Dbergangswahrscheinlichkeiten (255) die mittlere 
Strahlungsdichte e (v, T) als Faktor enthalten; dies macht es erforderlich, die 
letztere vorerst auf ein mit der Relativgeschwindigkeit v gegen die Begrenzungen 
des Strahlungsfeldes bewegtes Bezugssystem zu transformieren, da das Strahlungs­
feld nur fUr ein relativ zu diesen Begrenzungen ruhendes Molekiil im Mittel 
als isotrop angesehen werden diirfte. Fiir eine Strahlrichtung, welche mit der 
Bewegungsrichtung im bewegten Bezugssystem den Winkel q/ bildet, liefern 
die relativistischen Transformationsformeln 

'(' , T) [(') v, , i e (v', T)] ( v ') e v, T , = e v. + C v . cos ({I. a v' .. 1 - 3 c cos T . 

Fiir das Folgende reicht es eben so wie beim Energiegleichgewicht wieder hin, 
bloB zwei verschiedene Bewegungszustande I, II des Molekiils ins Auge zu fassen. 
Dann folgt aus der BOLTZMANNschen Verteilung (237) mit Riicksicht auf die 
in Ziff. 33 erwiesene statistische Aquivalenz von Raum- und Zeitgesamtheit, 
daB die mittleren Aufenthaltsdauern tI und tIl des Molekiils in diesen Zustanden 
gemaB (72a), bezogen auf die Zeiteinheit, den mittleren Molekiilanzahlen N I , 

NIl im Gase bei Warmegleichgewicht proportional sind, so daB 

(243) 

Der bei jedem ElementarprozeB der Wechselwirkung des Molekiils und der Strah­
lung zugleich mit dem Energiebetrag (240) iibermittelte Impulsbetrag mage 
zunachst allgemein mit I (v) bezeichnet werden; jeder "positive" Einstrahlungs­
vorgang aus der Richtung T' wird dann dem Molekiil in der Bewegungsrichtung 
die Impulskomponente +I(l·). costp'. jeder "negative" EinstrahlungsprozeB die 
Komponente -I(v). cosq.,' mitteilen. Der yom Molekiil auf diese Weise pro 
Zeiteinheit empfangene Gesamtimpuls in der Bewegungsrichtung ist nach IX) gleich 
- D . v und betragt 

I() ( BII BI) /. , (' , T) , do/ v • t I · I - tIl· II • (! V. ({I • cos({l -. 
. . 4n 

wobei die Integration nach dem Raumwinkel do/ iiber alle Richtungen zu er­
strecken ist. Durch Einfiihrung des angegebenen Ausdruckes fiir die transfor-
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mierte Strahlungsdichte und Auswertung des Integrals gewinnt man, wenn 
nachtraglich noch l' anstatt v' geschrieben wird, 

I( ) II I [ )1 ce(v, T)] v -D·v=- )' . (tl·E] -tII·Ell)· o(v,T)--~-.,-·- .-, (244) 
" 3 cv c 

womit die Bestimmung von D beendet ist. 
fJ) Fiir die Berechnung des Quadratmittels c:J2 der unsystematischen 

"Schuttelwirkung" des Strahlungsfeldes kommen offenbar sowohl die "Ein­
strahlungs"vorgange als auch die "spontanen Ausstrahlungs"vorgange in Be­
tracht. Da die Einzelprozesse voneinander vollig unabhangig erfolgen, wird ,J2 
gleich dem Quadratmittel der in die Bewegungsrichtung des Molekuls fallenden 
Impulskomponente 

multipliziert mit der Anzahl samtlicher drei Axten von Einzelprozessen in der 
Zeiteinheit, welche nach (238) und (243) 

2 tI" E}I. g (I', T) 

betragt. ~Ian findet daher 

,1 2 2 2 II -i- = T I ()') . tIEl· g(v, T). (245) 

Auf Grund der Ergebnisse (244) und (245) ist es nun ohne weiteres moglich, 
die allgemeine Geltung der Impuls - Gleichgewichtsbedingung (242) einer Prufung 
zu unterwerfen. Durch EinfUhrung der erhaltenen Ausdrucke in (242) ergibt sich 

was mit Rucksicht auf das PLANcKsche Strahlungsgesetz (188) (Zif£' 61) und 
die Beziehungen (235 a) (Ziff, 71), (237), (240) und (242) in 

hv 
I(v) =-

c 
(246) 

ubergeht. Der beim ElementarprozeB der Wechselwirkung zwischen Strahlung 
und Molekul umgesetzte Linearimpuls ist demnach von der gleichen GroBe, 
wie ihn die Lichtquantentheorie (Ziff. 68) voraussetzen muB, urn zum Verteilungs­
gesetz (220) der "Quantenbundel" und damit zum PLANcKschen Strahlungs­
gesetz (188) zu gelangen. Damit ist gezeigt, daB die EINSTEINschen Ubergangs­
prozesse (235) und (236) auch auf die Forderung molekularen Impulsgleich­
gewichtes angewendet, die Aufrechterhaltung des statistisch-thermodynamischen 
Gleichgewichtszustandes im Gase sicherstellen. 

Die vorstehenden Darlegungen gehen mit Rucksicht auf die verallgemeinerte 
BOHRsche Frequenzbedingung (240) von der Voraussetzung aus, daB zunachst 
nur solche Frequenzen v des Strahlungsfeldes in Betracht zu ziehen sind, welche 
die Spektralfrequenzen der MolekUle, einschlie13lich ihrer thermokinetischen Ver­
breiterung anzuregen vermogen. Strahlung anderer Frequenzen wird von den 
MolekUlen bloB zerstreut, so daB es den Anschein hat, als muBte eine Unter­
suchung der diesbezuglichen Wechselbeziehungen zwischen Gas und Hohlraum­
strahlung von ganzlich andersartigen statistischen Grundlagen aus vorgenommen 
werden, Wie jedoch durch Verallgemeinerung der COMPTON-DEBYESchen Theorie 
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des Comptoneffektes (s. ds. Handb. XX, XXIII) erkannt werden konnteI ), 

sind bloB geringfti.gige Erweiterungen der vorangehenden Betrachtungen er­
forderlich, um auch die Behandlung der Zerstreuung des Lichtes durch die Mole­
kiile und den damit verbundenen EinfluB auf das Energie- und Impulsgleich­
gewicht in sie einbeziehen zu konnen. Die Elementarvorgange der Zerstreuung 
sind hierbei dadurch gekennzeichnet, daB das Molekiil praktisch gleichzeitig 
mit zwei verschiedenen Teilsystemen der Strahlung von verschiedener Fre­
quenz in Wechselwirkung stehL Je nachdem, ob dabei bloB die Translationsenergie 
der Molektile in Mitleidenschaft gezogen wird oder auch ein Dbergang zwischen 
zwei beliebigen Energiestufen E[, Ell der inneren Bewegung des Molekiils be­
teiligt ist, kann man dann zwischen "normaler" und ,,<!nomaler" Zerstreuung 
unterscheiden. Die Energiebilanz derartiger Elementarvorgange ist aIlgemein 
durch die Beziehung 

± h'l'I + E[ + E/,[ = ± h'l'2 + Ell + Ej,lI (247) 

gekennzeichnet, welche eine neue Erweiterung der BOHRschen Frequenzbedin­
gung (201) (Ziff. 64) vorstellt; eine ahnliche, jedoch vektorieIle Beziehung gilt 
dann auch fUr die zugehorige Impulsbilanz, welche (246) sowohl fUr 1'1 als auch '1'2 
zu berticksichtigen haJ und die Bewegungsrichtungen des Molektils vor und nach 
dem ElementarprozeB mit dem Winkel zwischen den Strahlrichtungen von 
'1'1 und '1'2 verkntipft. Wenn man die Wechselwirkung zwischen dem Molekiil 
und jedem von den beiden Strahlungs-Teilsystemen je nach dem positiven oder 
dem negativen Vorzeichen in (247) als absorptionsahnliche oder emissionsahnliche 
monochromatische Teilprozesse des Zerstreuungsvorganges de~tet, kann man 
jedem von ihnen aIle drei Arten von gewohnlichen EINSTEINschen Dbergangs­
prozessen mit den zugehorigen Dbergangswahrscheinlichkeiten (235), (236) 
(Ziff. 70) zuordnen. Die Dbergangswahrscheinlichkeiten der Zerstreuungs­
Elementarvorgange sind dann von der Form 

bzw. 

Bf (VI) • (! ('1'1> T) . [A;[ ('1'2) + B;t('I'2) • (! ('1'2' T)], ) 

[A;[ ('1'1) + B;[ ('1'1) • e ('1'1' T)] . Bf ('1'2) • (! ('1'2' T) 

[A;[('I'I) + B;[('I'I)' e('I'v T)]. [A;[('I'2) + B;[(1'2)' e('I'2' T)],) 

Bf ('1'1) • (! ('1'1> T) . Bf ('1'2) • (! ('1'2' T) ; 

(248 a) 

(248b) 

die Beibehaltung der oberen und unteren Indizes I, II soIl andeuten, welche 
von den einzelnen Teilprozessen auf "positive" oder "negative Einstrahlung" 
sowie auf "spontane Ausstrahlung" zurtickzufUhren sind, ferner soIl sie unab­
hangig von der Reihenfolge zum Ausdruck bringen, daB das Molektil wahrend 
des Streuprozesses einen von den beiden Ubergangen I:;:: II zwischen zwei 
Quantenstufen seiner inneren Bewegung ausftihren kann, je nachdem, welche 
Vorzeichen und GroBenverhaltnisse den '1'1' '1'2 in (247) zukommen. Wie man 
ohne genauere Rechnung einsehen kann, ist die Wiederholung samtlicher im 
vorangehenden ausgefUhrten Uberlegungen auch auf Grund der "Ubergangs­
wahrscheinlichkeiten" (248) mit unveranderten Ergebnissen aushihrbar; das 
Energie- und Impulsgleichgewicht zwischen Gasmolektilen und schwarzer Strah­
lung bleibt demnach auch gegentiber den Elementarprozessen der Zerstreuung 
des Lichtes dauernd erhalten. 

') A. SMEKAL. :;\aturwisscnsch. Bd. 11. S. 873. 1923; ZS. f. Phys. Bel. 32, S. 241. 1925: 
Bd.34, S. 81. 1925; H. A. KRA~1ERS II. \Y. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S.681. 1925· 
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VII. Statistische Theorie des chemisch-thermo­
dynamischen Gleichgewichtes. 

72. Veranderliche Teilsystemanzahlen. Die bisherige Darstellung der 
allgemeinen Statistik (Abschnitt III) hat von den quasimechanischen Modellen 
warmer Korper vorausgesetzt, daB sie aus einer sehr groBen Menge vollig gleich­
beschaffener Teilsysteme von unveranderlicher Anzahl aufgebaut sind. Wie 
die statistische Behandlung der Gasgemische (Ziff. 52), der Festkorper (Ziff. 57) 
und der Hohlraumstrahlung (Ziff. 67) gezeigt hat, bietet es keinerlei Schwierig­
keiten, die Annahme lauter gleichbeschaffener Teilsysteme zugunsten ungleich­
artiger Teilsysteme fallen zu lassen, da es in diesen Fallen immer moglich ist, 
die letzteren zu mehr oder minder zahlreichen Gruppen von gleichbeschaffenen 
Teilsystemen zusammenzufassen; auch da ist es aber fur die statistisch-thermo­
dynamischen Folgerungen wesentlich, daB die Anzahlen aller untereinander 
gleichbeschaffenen Teilsysteme als unveranderlich angesehen werden konnen. 
Die Notwendigkeit, von dieser Unveranderlichkeitsbedingung gelegentlich ab­
sehen zu konnen, wird durch die mannigfachsten Arten von Gleichgewichten 
gefordert, welche zwischen chemisch homogenen und heterogenen Phasen be­
stehen konnen und durch temperaturabhangige Teilsystemanzahlen gekenn­
zeichnet sind,. Obwohl die hier in Betracht kommenden Teilsysteme fast stets 
molekulare Gebilde sind, welche entweder in verschiedenen Aggregatzustanden 
auftreten oder chemische Verbindungen miteinander eingehen, solI die allgemeine 
statistische Theorie dieser "chemischen Gemische" wiederum zuerst fUr warme 
Korper mit beliebigen Teilsystemen durchgefUhrt werden, urn anzudeuten, daB 
die nachfolgend genauer besprochenen Gas- und Verdampfungsgleichgewichte 
ihr als Sonderfalle einzuordnen sind. 

Wie die allgemeine Statistik und auch die Behandlung der "physikalischen 
Gemische" ergeben haben, kann die Verteilungsfunktion eines warmen Korpers 
aufgefaBt werden als das Produkt der Verteilungsfunktion aller seiner Teil­
systeme, unabhangig davon, ob diese gleichartig sind oder nicht. Da fUr die 
makroskopisch-thermodynamischen Eigenschaften nach Ziff.39 ausschlieBlich 
die Korper-Verteilungsfunktionen maBgebend sind, ware es naheliegend, den 
genannten Satz auf "chemische Gemische" einfach zu ubertragen und die Gleich­
gewichtsbedingungen fUr die Teilsystemanzahlen der einzelnen Gemischkom­
ponenten erst hinterher mittels der Reaktionsbeziehungen zwischen den ver­
schiedenen Teilsystemaiten zu bestimmen. Wie man sich leicht uberzeugt, 
wiirde ein solches Verfahren, welches die Existenz eines statistischen Gleich­
gewichtszustandes gewissermaBen vorwegnimmt, in allem Wesentlichen jenem der 
makroskopischen Thermodynamik entsprechen. Die nachfolgende Behandlung 
der Gleichgewichtsfragen ist demgegenuber von Anbeginn.darauf gerichtet, zu­
gleich mit den Gleichgewichtsbedingungen auch die Existenz des statistischen 
Gleichgewichtszustandes auf rein statistischem Wege zu begriinden. 

73. Formale Statistik "chemischer Gemische". Zur Ven;infachung der 
Formelbilder mogen die folgenden Darlegungen auf die Wechselwirkung dreier 
Komponenten (verschiedene Aggregatzustande desselben Stoffes, chemisch ver­
schiedene Stoffe) beschrankt bleiben, von welchen jede aus lauter gleichbeschaf­
fenen Teilsystemen A bzw. B, C besteht; zwischen den Teilsystemen (molekulare 
Gebilde, Eigenschwingungen usw.) solI eine "Reaktion" von der Form 

a·A + b ·B-:"c·C (249) 

moglich sein, wo a, b und c ganzzahlig sind. Wie aus dem Folgenden von selbst 
hervorgehen wird, bedeutet dies keine Einschrankung prinzipieller Natur, so 
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daB die Erweiterung auf beliebig zahlreiche Komponenten mit beliebig zahl­
reichen, linear-ganzzahligen Reaktionsbeziehungen ohne weiteres ausfiihrbar ist. 
- Die ,u-Phasenraume der Teilsysteme A, B, C magen in ,u-Zellen eingeteilt 
und mit den zugeharigen Zellenwerten Et, Ef" ER bzw. G~, Gf., G~ fUr 
Energie und "Gewicht" der Teilsysteme versehen werden (Ziff. 30). Mit Rtick­
sicht auf den EinfluB der "Elementarreaktionen" (249) ist dabei erforderlich, 
diese GraBen im gleichen MaBsystem zu messen, was bei den Teilsystemenergien 
auf Zahlung von einem gemeinsamen Energie-Nullniveau aus hinauslauft. Bei 
den Gewichtswerten ist ein ahnliches Verfahren erst maglich, wenn tiber den 
Mechanismus der "Reaktion" (249) volle Klarheit herrscht; da dies gegenwartig 
nicht einmal fUr die einfachsten Gasreaktionen zutrifft, mage das Gewicht der 
"untersten" ,u-Zelle jeweils der Einheit gleichgesetzt werden: 

Gf = Gf = Gf = 1 , (250) 

und die Unbestimmtheit der Gewichtsverhaltnisse zwischen A, B und C durch 
Mitftihrung unbestimmt bleibender "Gewichtsfaktoren" gA, gB, gc (Ziff. 28, 45) 
Berucksichtigung finden. Die bis vor kurzem allein in Betracht gezogene An­
nahme 

(250a) 

ist an sich unbegrundet und kann auch den Beobachtungsergebnissen gegenuber 
schwerlich als ausreichend angesehen werden. - Da je c Teilsysteme C nach 
(249) entweder durch direkten Aufbau oder durch spezifische gegenseitige Wechsel­
wirkung aus a Teilsystemen A und b Teilsystemen B hervorgehen, wird man 
anzunehmen haben, daJ3 die Sum men aller "freien" und in den C "gebundenen" 
Teilsysteme A bzw. B von vornherein teste Anzahlen XA, XB besitzen, falls das 
betrachtete "chemische Gemisch" nach auJ3en hin abgeschlossen ist; der ebenfalls 
unveranderliche thermische Energieinhalt des Gemisches sei E. 

Wenn man voraussetzt, daJ3 mit den ,u-Zelleneinteilungen der Teilsysteme A, 
B und C zugleich auch die zugeharigen "Ubergangswahrscheinlichkeiten" (Ziff. 29) 
der Teilsysteme bestimmt werden, wenn uberdies auch fUr die "Elementar­
reaktion" (249) gewisse "Ubergangswahrscheinlichkeiten" bekannt sind, lassen 
sich samtliche Schlusse wiederholen, welche zur Feststellung der statistischen 
Aquivalenz von Zeitgesamtheit und Raumgesamtheit gefUhrt haben (Ziff.33) 
und zur Erkenntnis, daJ3 ein von den Ubergangswahrscheinlichkeiten unab­
hangiger statistischer Gleichgewichtszustand wirklich erreicht und durch die 
BOLTZMANNsche Verteilung (Ziff. 34) gemaJ3 (72) (Ziff. 33) gekennzeichnet wird. 
Urn (72) fur das "chemische Gemisch" auszuwerten, muJ3 zunachst die Anzahl 
R(Z~;jjC) der Realisierungsmaglichkeiten einer beliebigen Zustandsverteilung ztBC 

(Ziff. 31) fUr das Gemisch bekannt sein. \Venn zu einem bestimrnten Zeitpunkt 
gerade die Zustandsverteilung ZiBC vorhanden ist, magen die Anzahlen der 
Teilsysteme A, B, C, welche gerade auf die ll-te bzw. l2-te, l3-te Zelle ihres,u-Phasen­
raurnes kommen, N~;.!" N1./" Nj./, betragen. Setzt man 

(251) 

so gilt wegen (249) offen bar 

eN]: + aN~ = eXA, (252) 

und uberdies hat man fur die Gcsamtenergic 

'" 
E = YNj'./, . E~ + ::::. Nji", E{; + 2'N1J,' E;;. (253 ) 

I, '- I I, ~ 1 l,~ I 
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Die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten von ZiBC laf3t sich nach BOLTZ­
MANN und EHRENFEST aus zwei Faktoren von grundsatzlich verschiedener Be­
deutung ermitteln. Betrachtet man vorerst alle mit (251) vertraglichen Reali­
sierungen von ZiBC, bei welchen die Teilsysteme bloB innerhalb der Einzel­
komponenten des Gemisches samtliche wechselseitigen Vertauschungsmoglich­
keiten ausniitzen, so erhalt man fiir jede Komponente einen Beitrag von der 
Form (67) (Ziff. 31), fiir alle drei Komponenten zusammengenommen daher als 
erst en gesuchten Faktor von R(ZiBC) 

VA yB yC 
·4 .B ,crr [GAl" L,l t [GBl'L,I, [GCl'L,I, 

NA! NB! NCI.g"i.g"L.g"L It. I, .~.3~._ 
L' L' L' ABC NA! Nil! NC!' 

11[2l3 L,ll 1.,12 L,lj 

(254) 

Vertauscht man jetzt auch noch alle in Teilsystemen C "gebundenen" Teil­
systeme A und E mit den "freien" Teilsystemen A, E, so bekommt man fiir 
den zweiten gesuchten Faktor von R (ZiBC) 

(255) 

(256) 

Urn die m (72) (Ziff.3}) 1m Nenner auftretende Gesamtzahl 
L* 

R* = 2: R(ZtliC) (257) 
L=l 

der Realisierungsmoglichkeiten samtlicher mit den Bedingungen (251), (252) 
und (253) vertraglicher Zustandsverteilungen zu berechnen, erweist es sich 
ebenso wie in Ziff.34 als niitzlich, die Verteilungsfunktionen der Teilsysteme 
A, E, C einzufiihren 

tAU;) = gA' iGt Z;E;:; 
/,=1 

Bildet man jetzt die Potenzreihenentwicklung des Exponentialausdruckes 

XA! XB! . ei;UAC:')H~fB(~)H~~~fc(O, (259) 

worin ~1' ~2' Z; als komplexe Veranderliche betrachtet werden, so iiberzeugt 
man sich leicht, daB (257) mit dem Koeffizienten jenes Potenzreihengliedes 
von (259) identisch wird, welches die Variablen ~1' ~2' Z; in der Verbindung 

~(?A • ~; x B • Z;E 

enthalt. Die CAUCHYSchen Integralformeln ergeben daher in entsprechender 
Verallgemeinerung von (76) (Ziff.34) 

R* = XA! ~B! { ({ d~l . d~2' dZ; . iiJA(:)HgfB(';-)H~ ~~fc(;) (260) 

(2;0)3 JJJ ~~XA+1. ~;XB+l. Z;Hl 

Mit Beriicksichtigung von Identitaten der Form 

'R* 
R*. N A = GA. C 

I, I, eGA 
I, 

und 
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hat es keine Schwierigkeiten, ahnliche Integralausdriicke auch fiir die BOLTZ­
MANNsche Verteilung Nt, Nf., Nf. der Teilsysteme A, B, C, sowie fUr die 
mittleren Energieinhalte EA, EB , Ec der drei Komponenten des "chemischen 
Gemisches" bei Warmegleichgewicht hinzuschreiben, welche den entsprechenden 
komplexen Integralen (77) und (78) in Ziff. 34 vallig analog sind. Die asym­
ptotischeEntwicklung dieser Integrale erfolgt auf dem gleichen Wege wie inZiff. 34; 
fiir sehr groBe Werte von XA, XB und E ergibt sich so ein einziges, positiv-reelles 
Wertetripel ~l = Xl' ~2 = X 2 , 1; = {} , 
fiir welches man an Stelle aller dieser Integrale mit sehr weitgehender Annaherung 
deren Integranden setzen kann. Aus (260) findet man dann die Beziehungen 

cxi' IA({}) + ax'fx~' Ic({}) = CXA} 
CX~'IB(fJ) + bx'fx~'lc({}) = CXB (261) 

xc.{} dIA({}) + xc .{} dIB({}) + xaxb.{} dlc ({}) = E (262) 
I d{} 2 dfJ I 2 dfJ ' 

und 

durch weIche die GraBen xl> X 2 und {} auf Grund der vorgegebenen Anzahlen XA, 
XB, sowie des vorgegebenen Gesamtenergieinhaltes E bestimmt sind. Weiters 
ergibt sich fUr die BOLTZMANNsche Verteilung 

N A - xCg . GLQ.Et· N B - xCg . GB_ORB. NC - xaxbg . GC_ORC (263) 
II - 1 A it 'U' 1, 12 - 2 B 12 'U- 12 , • Is - 1 ~ C ls 'U- 1s , 

woraus man durch Summation iiber die verschiedenen Zellenindizes nach (25i) 
die mittlere Anzahlen N A, N B, N c gewinnt, weIche bei Warmegleichgewicht 
auf die drei Gemischkomponenten entfallen 

NA = xi·IA({}) , NB=X~'IB({})' Nc=xtx~·lc(fJ); (264) 

auf ahnlichem Wege bekommt man fUr die mittleren Energieinhalte EA, EB , Ec 
der Komponenten 

C dIA ({}) 
EA = Xl' I} d~ , E _ c.,Q.dIB({}) 

B - X 2 v d{} , 
b dlc(fJ') 

Ec = xtx2 • fJ dlJ~' (265) 

womit zugleich ersichtlich wird, daB (262) nichts anderes als den Energiesatz 
in der Form 

EA + EB + Ec = E (262 a) 

darstellt. Eliminiert man aus (264) die HilfsgraBen Xl und x2, so erhalt man 
als Bedingung fUr das Bestehen des "chemischen Gleichgewichts" die symmetrisch 

gebaute Beziehung [N] [N] [N ]b 
Ic(~) c = IA(~) a. IB(~) , (266) 

wobei {} nach (262) und (264) durch 

E = N A fJd loglA (fJ) + N BfJ d 10giB (D) + N c79d logic (fJ) 
dfJ d{} dfJ 

(262b) 

_ d log{[t A (fJ)]NA. [fB (1J)]NB. [fe (O)]Nc} 
E-O dD 

oder 
(262c) 

bestimmt ist. Da jede von den Verteilungsfunktionen (258) einen allgemein 
nicht naher bestimmbaren Gewichtsfaktor g besitzt, erkennt man, daB dies 

(( 'I 
das Auftreten eines Faktors g~~ll in der Gleichgewichtsformel (266) be­

gc 
dingen wird, welcher auf clas Gleichgewicht bestimmenclcn EinfluB nimmt. 
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Durch Division der einander entsprechenden Gleichungen (263) und (264) er­
geben sich auch fUr die BOLTZMANNsche Verteilung der Teilsysteme A, B und C 
Ausdriicke, welche von den Hilfsgr6Ben Xl und X 2 unabhangig sind 

(267) 

Aus ihrer vollstandigen Ubereinstimmung mit dem Ausdruck (81) (Ziff. 34) fiir 
die BOLTZMANNsche Verteilung eines warmen K6rpers mit einer einzigen Sorte 
von gleichbeschaffenen Teilsystemen geht hervor, daB sich jede Gemischkompo­
nente im Falle statistischen Gleichgewichtes genau so verhalt, als ware sie un­
abhangig von den iibrigen Komponenten vorhanden und bloB die Anzahl ihrer 
Teilsysteme durch den aus den Bedingungen (261), (264) und (266) folgenden 
Gleichgewichtswert bestimmt. 

74. Statistische Thermodynamik chemischer Gleichgewichte. Wie den 
eben gemachten Feststellungen, insbesondere aber dem direkten Vergleich 
zwischen den Beziehungen (80) (Ziff. 34) und (262c) (Ziff.73) zu entnehmen 
ist, kann man das betrachtete "chemische Gemisch" im Gleichgewichtszustande 
wie einen chemisch unveranderlichen warmen K6rper behandeln mit der kom­
plexen Verteilungsfunktion 

II ({), a*) = [f A(l~ , a*)YA. [fBW, a*)JNB • [fc({), a*)]"\'o ; (268) 

dabei ist gegeniiber den Bezeichnungen (258) fUr die Verteilungsfunktionen der 
Teilsysteme jetzt ihre explizite Abhangigkeit von den in die Teilsystemenergien E 
eingehenden makroskopischen Parametern a* kenntlich gemacht, welche fUr 
die nachfolgenden statistisch-thermodynamischen Uberlegungen von Wichtig­
keit ist. LaBt man den durch die Verteilungsfunktion (268) gekennzeichneten 
warmen K6rper mit anderen warmen K6rpern in Energieaustausch treten, so 
sind die Betrachtungen von Ziff. 37 auch auf ihn anwendbar und beweisen, 
daB {} auch hier alle Eigenschaften einer empirischen Temperaturgr6Be be­
sitzt, wie es mit Riicksicht auf die universelle Abhangigkeit aller Teilsystem­
Verteilungsfunktionen von {} auch vorauszusehen war. Da die in Ziff. 38 vor­
genommene Berechnung des Differentialausdruckes ~Q fiir die reversibel "zu­
gefUhrte Warme" ebenfalls bloB das Vorhandensein einer K6rper-Verteilungs­
funktion von der allgemeinen Struktur (268) zur Voraussetzung hat, kann man 
fUr konstant gehaltene N A, N B, No aus (99) (Ziff. 38) unmittelbar ablesen, daB 

~Q = _1-1 . d [log11({}, a*) + log ! . E] 
log # 

(269) 

ist. Fiir veranderliche Verteilungszahlen N A, N B, N a kann man das vollstandige 
Differential auf der rechten Seite von (269) auch in diesem Sinne gelten lassen, 
muB dann aber den Ausdruck 

1 [a log 11 a log 11 a log 11 ] 
~NQ=---· --odNA+-,,--·dN +--odNa (270) 

I 1 iJNA oNB B aNa 
og {} 

zu (269) addieren, da bei der Bildung von ~Q gemaB (19) (Ziff. 11) nur die Ab­
hangigkeit der Energieanderung dE von den Verteilungszahlen, also iene des 
zweiten Klammergliedes in (269) allein, in Rechnung zu stellen ist. Wegen der 
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zwischen den Verteilungszahlen nach 
analogen Beziehungen 

(261) und (264) bestehenden, zu (252) 

cNA + aNa = CXA, (261 a) 

ist es vorteilhaft, die Anderungen der N A, N R, N c durch jene von N c auszu­
driicken und der Gemisch-Verteilungsfunktion (268) hierzu die Form 

ll({},a*) = [fA (#,a*)JXA ° [fR(#,a*)JXBoj tc~,a*) ~lJS(' (268a) 

[fA (&, a*)Jc ° [fRW, a*)J" 

zu geben. Dann wird die eckige Klammer auf der rechten Seite von (270) gleich 
dem natiirlichen Logarithmus des Inhalts der geschweiften Klammer in (268a), 
multipliziert mit dNa; nach der Gleichgewichtsbedingung (266) ist der Inhalt 

dieser geschweiften Klammer aber nichts anderes als ~s._ womit man N(J;!." ° N~(' , 
man bei Riicksichtnahme auf (261 a) 

1 
ONQ = --, [logNA ° dNA + logNB ° dNB + logNe ° dNe] 

1 
log -& 

(270a) 

bekommt. Da cler hier auftretende Klammerinhalt ein vollsUindiges Differential 
darstellt, erhalt man bei Vereinigung von (269) und (270a) 

log ~~. 0 0 Q = d [log II W, a*) + log 1~ ° E I 
1 H271) 

- {N A" (log N A - 1) + N R ° (log N R - 1) + Nco (log N c - 1)} J • j 
Ebenso wie in Ziff. 38 zeigt sich also allgemein, da/3 log1/# ein integrierender 
Faktor von 0 Q ist und zwar wiederum der einzige, der von der empirischen 
Temperaturgro/3e i} allein abhangig ist. Fiir den Zusammenhang zwischen 1'1 
und der absoluten Temperatur T ergibt sich daher wie schon nach (100) 
(Ziff. 38) 

1 
--=k·T 

1 ' 
log-

N 

{j = e kT (272) 

Die Integration von (271) liefert fUr die Entropie, abziiglich einer willkiirlichen 
Integrationskonstante 50 den Ausdruck 

5 - 50 = klog ll(T, a*) + ~ - klogNA! - klogNR! - kloglVc'!, (273) 

wobei zur Umformung der von den Teilsystemanzahlen abhangigen Glieder in 
(271) von der (hier legitim anwendbaren) STIRLI;o.;Gschen Formcl (84) (Ziff. 35) 
Gebrauch gemacht ist. Rei Riicksichtnahme auf (262a) (Ziff. 73) und Ein­
fiihrung der Gemisch-Verteilungsfunktion (268) in den Entropieausdruck (273) 
erkennt man, da/3 die Entropiedifferenz 5 - 50 sich aus gleichartigen Teil­
gra/3en additiv aufbauen laJ3t, welche auf jede einzelne Gemischkomponente 
gesondert bezug haben und die Form be sit zen 

. E4 
~S.I - 5 A,0 = k logrfA (T, a*)}' 1 + i - k logXA!' ... (274) 
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Wie der Vergleich mit dem in Ziff.38 gefundenen allgemeinen statistischen 
Entropieausdruck (101) fUr einen chemisch indifferent en warmen Korper zeigt, 
sind die TeilgroBen (274) von (273) als zugehOrige Entropiedifferenzen der 
einzelnen Gemischkomponenten anzusprechen; sie unterscheiden sich von (101) 
durch das Auftreten der "VertauschungsgIieder" von der Form klogN!, deren 
Vorhandensein offenbar fUr die Additivitat der Teilentropiedifferenzen der 
Komponenten maBgebend ist, wie sich dies unter verwandten Bedingungen 
auch schon bei der statistischen Entropie des Idealgases (Ziff. 50) herausgestellt 
hat. Nach (103) (Zif£' 39) ist die PLANCKsche Warmefunktion lJf der Gemisch­
komponenten von der Form 

. ITr (T *) = kl U .. .dT, a*)JNA + 5 
r A , a og N , A,O , 

A· 
(275) 

so daB, vom EinfluB der "Vertauschungszahlen" N! abgesehen, aIle in Ziff.39 
hervorgehobenen Zusammenhange zwischen den makroskopischen und den 
statistischen thermodynamischen Zustandsfunktionen bei chemischen Gleich­
gewichten unverandert Geltung haben, wie es auch von der makroskopischen 
Thermodynamik gefordert wird. Bei Rticksichtnahme auf diese Zusammen­
hange ist es daher auch unschwer moglich, den Nachweis zu fUhren, daB die in 
Ziff. 73 gefundene allgemeine Gleichgewichtsbedingung (266) mit den diesbeztig­
lichen Folgerungen der phanomenologischen Thermodynamik tibereinstimmt. 

Wie in Zif£' 41 gezeigt wurde, ist die Irreversibilitat des Warmeausgleiches 
zwischen zwei zur gegenseitigen thermischen "Beriihrung" gebrachten warmen 
Korpern im Rahmen der Statistik dadurch nachweisbar, daB man von der Eigen­
schaft der Entropiefunktion Gebrauch macht, im FaIle des Warmegleich­

.gewichtes ihr (einziges) Minimum anzunehmen. Die gleiche Beweismoglich­
keit liegt auch bei den chemischen Gleichgewichten vor, wie man sofort ein­
sieht, wenn man den Entropieausdruck (273) des "chemischen Gemisches" 
mittels der in Ziff. 73 eingefUhrten Hilfsveranderlichen Xl und X2 ausdriickt. 
Hierbei bekommt man 

5 - So = k xf . I A ({), a*) + k X~ • IB ({), a*) + kxf x~ 'Ie ({), a*) - k E log{}}, (276) 
- k· XA .logxi - k· XB .logx~ ; 

die F orderungen 

iJ(5 - So) = 0 ?J5a-x So) = 0, 
iJ Xl ' 2 

0(5 - So} 
--~=O, 

liefem dann offensichtlich genau die fUr das Gleichgewicht maBgebenden Be­
dingungen (261) und (262) von Ziff.73, so daB die behauptete Minimaleigen­
schaft des Warmegleichgewichtszustandes tatsachlich vorhanden ist. [Der 
innere Grund hierfiir liegt wiederum (Ziff.40) darin, daB die komplexe Integral­
darstellung (260) der Realisierungsmoglichkeiten-Gesamtzahl R* {257}aller zu­
lassigen Zustandsverteilungen von der Form 

R - -.-.-.e k 
* _ XA! XB!~~rd~1 d~2 dl; s~so 

(2:ni)3 ~l ~ 2 I; , 

ist [(vgl. (76 b) (Ziff. 40)], deren asymptotische Auswertung gerade auf Anwendung 
der obigen Minimumbedingungen beruht.] 

75. Dissoziationsgleichgewicht. Der denkbar einfachste SpeziaIfaII, auf 
weIchen die vorstehenden allgemeinen Betrachtungen tiber chemische Gleich­
gewichte anwendbar sind, ist die thermische Dissoziation der Molekiile eines 
zweiatomigen Gases in seine Atome, entsprechend der Reaktionsgleichung 

A + A ~ B . (277) 

Handbuch der Physik. IX. 18 



274 Kap. 3. A. SMEKAL: Statistische und molekulare Theorie der WlIrme. Ziff. 75. 

Aus der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung (266) (Ziff. 73) folgt hierfiir das 
)[assenwirkungsgesetz 

NB IB(T, a*) 
N~= [/A(T,a*)]2' 

(278) 

worin N A, NB und IA(T, a*), IB(T, a*) die mittleren Anzahlen bei Warmegleich. 
gewicht, sowie die Verteilungsfunktionen der Atome A und der )[olekiile B 
bedeuten sollen, welche die )[assen MA bzw. MB besitzen und sich in einem 
gemeinsamen Volumen von der GroBe V befinden mogen. Bezeichnet man die 
Verteilungsfunktionen der inneren Bewegungen von A und B gemaB (148) 
(Zif£. 53) mit 1r.i)(T, a*), 1<Ji(T, a*), und setzt fUr die Verteilungsfunktionen 
der Atom- bzw. )[olekiiltranslation die entsprechenden quantenstatistischen 
Werte (129) 

1 V 3 V" 1'1 (T, V) = gA --,;i3 (2nMAkT)' , l}}(T, V) = gB h3 (2nMBkT)'I 

an, so liefert die Gleichgewichtsbedingung (278) 

NB = gB h3 . (MB)f. T-t 1<jJ(T, a*) 
N2.& ~ V. (2nk)t ~ [f~(T, a*)]2' 

(279) 

welche fiir ganz beliebige Temperaturen Giiltigkeit besitzt. Wenn die )[olekiil­
volumina hinreichend klein sind, so daB man das Gleichgewicht wie ein ideales 
Gas behandeln kann, ist seine Zustandsgleichung durch das einfache Gasgesetz 
(132) (Ziff.48) gegeben, welches hier die Form 

p. V = (NA + NB)· kT (280) 

besitzt. Bei. Einfiihrung der Molekiilkonzentrationen 

NA NB 
NA+NB =CA, NA+NB =cB (281) 

kann man (279) dann auch die Form geben 

C B = gB __ l1. '. . T - f B , a h3 (M)" 1(2) (T *) 
c~ g~ (2n)~k~· M:' p [f~'(T,a*)]2' (279 a) 

Zur genaueren Diskussion der gefundenen Gleichgewichtsbeziehung ist es 
erforderlich, ihr Verhalten innerhalb charakteristischer Temperaturbereiche einer 
naheren Priifung zu unterziehen. Bei tiefen und mittleren Temperaturen be­
findet sich die Elektronenbewegung sowohl bei den Atomen als auch bei den 
)[olekiilen praktisch ausschlieBlich im "uritersten" Quantenzustand; das Gleiche 
gilt fUr die Molekiilschwingungen, wahrend die Molekiilrotation bloB bei den 
tiefsten Temperaturen "abstirbt". Man kann demnach die folgenden Extrem­
falle herausheben: 

eX) Bei den tiefsten Temperaturen sind samtliche "inneren" Freiheitsgrade 
der Atome und Molekiile "eingefroren". Die Verteilungsfunktionen ihrer 
"inneren" Bewegung reduzieren sich dann auf ihre Anfangsglieder, so daB mit 
Riicksicht auf die Festsetzung (250) 

(282) 

wird, wobei die "untersten" Energiestufen Ef und Ef gemaB Zif£. 73 vom 
gleichen Energienullniveau aus zu zahlen sind. Setzt man 

2Ef - Ef = Q (283) 
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und bezeichnet diese GroBe als "molekulare Dissoziationsenergie beim absoluten 
Nullpunkt", so liefert (279a) 

log CB - 2 log CA = log P - ~ log T + k~ + iB,o - 2iA,o, (284) 

wobei gesetzt ist 

. [ (2JlMA)~ kf] 
~A,O = log gA ------p.-- , (285) 

{J) Bei mittleren Temperaturen sind die Freiheitsgrade der Elektronen­
bewegungen, sowie der Molekiilschwingungen praktisch noch immer "unerregt", 
die Rotationsfreiheitsgrade hingegen "voll erregt", so daB man fiir t'3i. (T, a*) 
und t~) (T, a*) noch immer (282) zu benutzen hat, fiir t~) (T, a*) jedoch mit 
der fiir solche Temperaturen asymptotisch giiltige "klassische" Verteilungs­
funktion der Molekiilrotation (Ziff. 55) multiplizieren muB. Mit Riicksicht auf 
die Zweiatomigkeit der Molekiile hat man (157) (Ziff. 54) anzuwenden und fiir 
den dort eingehenden Gewichtsfaktor gQ gem~i.B (116) und (117) (Ziff.45) den 
quantenstatistischen Ausdruck g/h2 einzufUhren; dies liefert 

E B* 
t(2)(T *) c--o 8n21BkT. -k; 

B ,a gB h2 e , (286) 

womit (279a) iibergeht in 
7 Q*. 

logcB - 2logcA = logp - 2 logT + kT + ZB,oo - 2iA,o' (287) 

(287) ist also auBerlich von der gleichen Form wie (284), doch ist der (mit der 
spezifischen Warme bei konstantem Druck cp identische) Koeffizient des 10gT­
Gliedes ein anderer und auBerdem tritt an Stelle der "Nullpunktskonstante" iB,o 
die "klassische Konstante" 

. -1 [ 8Jl2ln(2nMB/Ek~] 
~B,oo - og gB h5 (288) 

auf, in welcher neben der Molekiilmasse MB auch noch das molekulare Tragheits­
moment ] B vorkommt. 

r) Bei sehr hohen Temperaturen werden auch die Freiheitsgrade der Molekiil­
schwingungen sowie der atomaren und molekularen Elektronenbewegungen "er­
regt". Eine einfache GesetzmaBigkeit von der Gestalt (284) oder (287) ist dann 
ebensowenig wie fUr die Temperaturzwischengebiete der bisher diskutierten 
Fane angebbar; erst wenn der Energieinhalt des Gasgemisches soweit gesteigert 
ist, daB eine merkliche Ionisation (Ziff. 76) seiner Bestandteile eintritt, kann 
eine neuerliche nennenswerte Vereinfachung der thermischen Verhaltnisse zu­
standekommen. 

Wie der Vergleich der vorstehend diskutierten statistischen Folgerungen 
aus dem Massenwirkungsgesetz (278) mit den entsprechenden Aussagen der 
makroskopischen Thermodynamik iiber Gasgleichgewichte (s. ds. Band Kapitel1) 
ergibt, herrscht hier, - wie auch nicht anders zu erwarten - vollstandige Uber­
einstimmung. Der von Temperatur, sowie Volumen bzw. Druck unabhangige, 
konstante Faktor auf der rechten Seite der Beziehung (279) bzw. (279a) bleibt aller­
dings ohne Zuhilfenahme des NERNsTschen Warmetheorems (ds. Band, Kapitel2) 
in der klassischen Warmelehre unbestimmbar; wie aus der Unbestimmtheit 
der Gewichtsfaktoren gA, gB der Reaktionsteilnehmer geschlossen werden muB, 
ist das in gewissem Sinne auch hier der Fall, doch vermag die Statistik (sei es 
in ihrer' "klassischen" Form oder der hier bevorzugten quantenstatistischen) 

18* 
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wenigstens die Bedeutung des konstanten Faktors aufzuklaren. Urn seinen 
Zahlenwert angeben zu konnen, bedarf es also auch hier einer Zusatzannahme; 
sic hat das Verhaltnis der in das Gleiehgewicht eingehenden Gewichtsfaktoren 
gB/g~ festzulegen, braucht im iibrigen. mit dem NERNsTschen Theorem aber 
keineswegs gleichbedeutend zu sein. Wenn man sieh zunachst auf den im Ab­
schnitt V unter a) gewahlten Standpunkt der statistischen Verwertung makrosko­
pisch-empirischer Ergebnisse stellt, so ist das Verhaltnis gB/~ mittels (279) 
oder (279a) jedenfalls grundsatzlich empmsch bestimmbar. Dieser Standprinkt 
scheint fUr die Statistik unausweichlich zu sein, solange die Molekularkonstitution 
als unbekannt oder als noch zu wenig erforscht angesehen werden muB und eine 
a priori-Bestimmung von gB/~ auf Grund des Reaktionsmechanismus von 
(277) daher nicht ausfUhrbar ist. 

Die einzige, von solcher genauerer Kenntnis unabhangige Aussage iiber 
gB/g~ wird durch den besonderen Umstand ermoglicht, daB es sieh im vorstehen­
den urn die Dissoziation von Molekiilen in je zwei gleichartige Atome handelt. 
Wenn man die formale Statistik eines derartigen Sonderfalles an Hand der Ent­
wieklungen von Ziff. 73 nochmals durchgeht, so zeigt sieh, daB bei der Berechnung 
des Faktors (255) fiir die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten einer beliebigen 
Zustandsverteilung die Molekiilsymmetrie in bezug auf die beiden Atome A 
von vornherein Beriicksiehtigung finden kann, indem man (255) und daher auch 

B 

(256) mit einem Zusatzfaktor 1/0;L versieht, in welchem 0B = 2 die "Sym-
metriezahl" der Molekiile B beziiglich der Atome A bedeutet. Da dieser Zusatz­

B 

faktor aber mit [gBt L zu [gB]Nf _ [ 'JNB - - gB L 
°B 

vereinigt werden kann, worin g~ ebenso wie gB weiterhin unbestimmt bleibt, 
ist damit zwar ein prinzipieller EinfluB von "Symmetriezahlen" auf das Gleieh­
gewicht erkannt, doch reicht er zur Bestimmung von g~/g~ nieht aus. Gleiehes 
gilt offenbar auch von dem EinfluB der Gewichte der untersten Quantenzustande 
aller Reaktionsteilnehmer auf dieses Verhaltnis, welcher durch die an sieh will­
kiirliche Gewichts"normierung" (250) (Ziff. 73) bedingt wird. Erst wenn es ander­
weitig gelungen ist, das AusmaB dieser Quantengewichte sowie die in Betracht 
kommenden Symmetriezahlen zu bestimmen, ist eine gesieherte Ermittlung des 
von diesen Einfliissen befreiten Gewichtsfaktorenverhaltnisses auf Grund empiri­
iicher Daten iiber Gasgleichgewichte in den Bereich der Moglichkeit geriickt. 

Wie leicht zu sehen ist, konnen aIle im vorangehenden gezogenen Schliisse 
auf Gasgleiehgewichte von beliebiger Zusammensetzung ansgedehnt werden, so 
daB die Behandlung weiterer derartiger FaIle keine neuen Gesichtspunkte liefert. 
1m FaIle der Giiltigkeit des NERNSTschen Warmetheorems (s. ds. Band Kapite12) 
sind die mittels (285) bzw. (288) eingefUhrten "klassischen" bzw. "Nullpunkts­
konstanten" der einzelnen Reaktionsteilnehmer mit den aus dem Verdampfungs­
gleichgewicht (Ziff. 77) folgenden "chemischen Konstanten" identisch. Da in 
den Gasgleichgewichten, wie bereits hervorgehoben, bloB Verhaltniszahlen 
der Gewichtsfaktoren eine bestimmende Rolle spielen, sind die i-Konstanten immer 
nur bis auf gewisse willkiirlich bleibende additive Konstantwerte i' bestimmt, 
welche durch die Gleichgewichtsbedingungen miteinander linear verkniipft 
sind; fUr den vorstehend behandelten Sonderfall hat man so 

2iA = iB. (289) 
76. Ionisationsgleichgewicht. Eine besonders einfache Gestalt nehmen 

die Gleichgewichtsbeziehungen der Gasgleichgewichte an, wenn es sich anstatt 
einer molekularen Dissozia tion oder Reaktion urn die thermische Zerlegung 
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molekularer Gebilde A in lonen A + und freie Elektronen e handelt, entsprechend 
der "Reaktionsgleichung" 

A++e~A. (290) 

Wenn das Gleichgewicht elektrisch neutral ist, hat man N A+ = N., ferner 
kann die Masse M.d.+ des Ions mit Riicksicht auf die Kleinheit der Elektronen­
masse m gleich jener des Atoms bzw. Molekiils 1V[A gesetzt werden. Weiter folgt 
wegen der elementaren Natur des Elektrons, daB hier eine innere Bewegung 
nicnt in Betracht kommt, so daB fiir e bloB die Verteilungsfunktion seiner Trans­
lationsbewegung einzufiihren ist. Mit den Bezeichnungen t<;f(T, a*), t~+ (T, a*) 
fiir die Verteilungsfunktionen der inneren Bewegung von A und A + bekommt 
man dann aus der allgemeinen Gleichgewichtsformel (266) 

N A = gA h3 .T-Lt!J.)(T,a*) (291) 
~+ gA+ • g. V(2.71mk)t ll+(T, a*) 

oder nach Einfiihrung des Bruchteils x der ionisierten Molekiile A 

N A + x = -=-:;-----,-==----=-:-

NA + N A + 
und des Gleichgewichtsdruckes p 

x 2 • P 5 .) .) , [gA.+ (2.71m)l k~] 
log--2=-logT+logt:i+(T,a*)-logt<:l.(T,a*)+log -'g"---h-a - • (292) 

1 -- x 2 gA 

Den einzigen Spezialfall, £iir we1chen diese Beziehung in allen Einzelheiten 
angegeben werden kann, bildet daB Ionisationsgleichgewicht des einatomigen 
Wasserstoffes. Die Energiestufen (206) (Ziff. 65) von H werden von Theorie 
und Beobachtung (bei VernachHissigung der hier bedeutungslosen Feinstruktur) 
iibereinstimmend zu 

(n = 1, 2, ... (0) (293 a) 

gefunden, wenn der Konfiguration der weit voneinander entfernten und relativ 
zueinander ruhenden Bestandteile des Wasserstoffatoms -- Proton und Elektron-­
die Energie Null zugeschrieben wird; die zugeh6rigen Gewichtsstufen llliissen 
wegen der Doppelentartung der (nicht relativistischen) elliptischen Elektronen­
bewegung nach (205) (Ziff. 65) besonders ermittelt werden und betragen 

(n=1.2,···00) Gn =n(n+1). (293 b) 

Zur Festlegung der in die ·Verteilungsfunktionen realer Atome eingehenden 
Stufenwerte V" der Eigenvolumina ihrer Quantenzustande (Ziff. 66) kann man 
hierfiir den Rauminhalt einer Kugel in Ansatz bringen, deren Radius proportional 
der groBen Achse der Elektronenbahn ist; dies liefert 

(n = 1,2, ... (0) V" = VI' n6 , (293 c) 

wo Vl das Atomvolumen fiir den Normalzustand des Wasserstoffatoms bedeutet. 
Endlich kann £iir H-Atome -- und dies ist wohl bisher der einzige derartige Fall -­
auf Grund der Theorie mit ziemlicher Sicherheit behauptet werden, daB bei 
Bezugnahme auf (293 b) fiir die Gewichtsfaktoren 

gH = gH+ • g. (293 d) 

gilt. Da das Wasserstoffion als strukturlose Elementarladung gleich dem Elektron 
keine innere Bewegung aufweist, wird tlj}+ (T, a*) = 1, wahrend die Verteilungs­
funktion fiir die innere Bewegung der Wasserstoffatome mit Riicksicht auf die 
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Konvergenzfrage nach Ziff.66 in der Form (214) anzusetzen ist. Auf Grund 
aller vorstehend zusammengestellten Daten bekommt man 

x 2 .p 5 ·2n2 me4 • 

log 1 _ x2 = 2 logT - h2. k T + te 

00 2n:.me'(1 1) V I-x P • 
-log,2;n.(n+1)oeh2'kT -;0- '1+x'kT n , 

(294) 

n;1 

worm 
(293 e) 

die Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms und ie die "chemische Konstante" 
des Elektronengases . [( 2 n m) ~ k~] 

2e = log --h-3 - , (295) 

bedeutet. Beziehungen von der Form (292) und (294) bilden die Grundlage 
der von SARA herriihrenden Theorie der Temperaturionisation in den Stern­
atmospharen (ds. Handb. XI, Kap. 5). 

77. Verdampfungsgleichgewicht. Chemische Konstante. Das Warme­
gleichgewicht zwischen Dampf und fest em Bodenki:irper ist einer jener Falle, 
in we1chem neben Teilsystemen molekularen Charakters auch andersartige 
- im vorliegenden Falle Festki:irpereigenschwingungen (Ziff. 57) - auftreten. 
Da die Festki:irper-Teilsysteme keineswegs samtlich untereinander gleichartig 
sind, wiirde eine direkte Anwendung der allgemeinen statistischen Gleichgewichts­
bedingung (266) von Ziff. 73 zu einer weitlaufigen Nebenbetrachtung AnlaB 
geben, weshalb es vorteilhaft erscheint, die fUr den Verdampfungsvorgang gelten­
den Gleichgewichtsbeziehungen aus einer selbstandigen, dem Problem besonders 
angemessenen Behandlung abzuleiten. 

Der Einfachheit halber mi:ige vorausgesetzt werden, daB insgesamt X Mole­
kiile A vorhanden sind, von welchen zueinem beliebigen Zeitpunkte etwa Nf 
Dampfmolekiile bilden, wahrend die iibrigen N{ das feste Kondensat B zu­
sammensetzen mi:igen. Es ist also 

Nf + N{ = X, (296) 
und die "Reaktionsgleichung" des Verdampfungsvorganges hat die Form 

A + B(N{) +>: B(N{ + 1). (297) 
Ebenso wie in Ziff. 73 muB zunachst wiederum die Anzahl der Realisierungs­
mi:iglichkeiten R (Z L) einer beliebigen mit (296) sowie mit einem vorgegebenen 
thermischen Energieinhalt E vertraglichen Zustandsverteilung ZL bestimmt 
werden, urn mittels (72) (Zif£. 33) zur BOLTZMANNschen Verteilung (Ziff.34) 
zu gelangen. Hier wie dort setzt sich R (ZL) aus zwei Faktoren zusammen, von 
we1chen der erste, zu (254) analoge, wegen (67) (Ziff. 31) (Dampf) und (179) 
(Ziff. 57) (Festki:irper) in leicht verstandlicher Bezeichnungsweise in der Gestalt 

LX) ~_d 

d II "GAJ L,I .t 
(g )RL. N0 ! L I • [I.Y ! . iF (") lNL (298) 

A L N" I 1. c 1, B " J 
/; 1 1.,1' 

geschrieben werden kann, wahrend der zweite, dem Ausdruck (255) entsprechende 
wegen (296) offen bar X! 

-_. (299) 
N'i).N~! 

lautet. Man hat demnach 'Y. 'Sci 

R(Z ) = X![F .('-)l'Yi. a X1.rr [G11r L,I (300) 
L 1, B ~ J bA N" I 

1=1 1 1.,/' 
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L' 
Die Gesamtzahl R* = LR (ZL) aller mit (296) und vorgegebener Gesamt-

L=1 
energie E vertraglicher Zustandsverteilungen kann jetzt wiederum durch ein 
!<:omplexes Integral von der Gestalt (260) (Ziff. 73) dargestellt werden. Wenn 
l~.(f;) gemaB (258) (Zif£. 73) die Verteilungsfunktion der Dampfmolekiile be­
deutet, findet man namlich, daB R* mit dem Koeffizienten von !;X,. CE in der 
Potenzreihenentwicklung der mittels der beiden komplexen Veranderlichen ~ 
und , gebildeten Hilfsfunktion 

X! [!;.FI,B(!;)yLe~tA(~) (301) 

identisch ist. Die asymptotische Entwicklung deszugeh6rigen komplexen 
Doppelintegrals kann fUr sehr groBe Werte von X, N{ und E durch ein einziges, 
positiv-reelles Wertepaar I; = x, , = {} 

gekennzeichnet werden. Sie liefert die BOLTzMANNsche Verteilung (Ziff.34) 
fUr die Dampfphase ahnlich wie (263) (Ziff. 73) in der Gestalt 

N d GA {}EA ( ) I = X • gA I I • 302 

so daB man fiir die mittlere Anzahl der Dampfmolekiile bei Warmegleichgewicht 
durch Summation von (302) nach dem .u-Zellenindex l 

Nd = X· fA({}) (303) 

und nach Division von (302) mit (03) die gew6hnliche Form der BOLTZMANNschen 
Verteilung (81) (Ziff.34) erhalt. Die mittlere Anzahl Nt der kondensierten 
Molekille wird demgegeniiber in erster Naherung 

Nt = x . F I , B({}) • (304) 
1 - X.FI,B({}) 

femer der Energieinhalt 
E = x. {} dfA({}) + x {} dFI,B({}). 

d{} 1 - X· F l , B({}) d{}' 
(305) 

aus (305) ist unschwer wiederzuerkennen, daB {} ein TemperaturmaB darstellt 
und mit der absoluten Temperatur T gemaB (272) (Ziff. 74) zusammenhangt. 
Da nach (296) Nd + Nt = X, sind x und {} durch die Beziehungen (303), (304) 
und (305) eindeutig festgelegt. Wenn Nt-:;p Nd, ergibt (304) 

X.FI,B({}) = 1; 

eliminiert man hier x durch (303), so findet man an Stelle der friiheren Gleich­
gewichtsbedingung (266) (Ziff. 73) fUr das Verdampfungsgleichgewicht 

Nd = fA({}) . 
F I , B(fJ) 

(306) 

Zur praktischen Auswertung der Gleichgewichtsformel (306) wird man 
den Dampf als ideales Gas ansehen, was nach der Zustandsgleichung (132) 
(Ziff. 48) 

liefert, wo p den Dampfdruck und V das Dampfvolumen angibt. Fur die Ver­
teilungsfunktion fA (fJ) = fA (T, a*) der Dampfmolekille kann man ahnlich wie 
in Ziff. 75 das Produkt aus ihrer Translations-Verteilungsfunktion 

f(l) (T,v) = gA' ~ (2nMAkT)~ 



280 Kap. 3. A. SMEKAL: Statistische und. molekulare Theorie der Wlirme. Ziff. 77. 

und ihrer Verteilungsfunktion der inneren Bewegung, f(2) (T, a*), einfiihren; die 
FestkorperfunktionFl,B(#) = F1,B(T) endlich hangt nach (178) (Ziff. 57) mit der 
gewohnlichen Verteilungsfunktion FB(T, VB) des Kondensatesvom Volumen VB 
durch f f 

[F1.B(T)]N = [gf]N .FB(T,vB) 

zusammen, wobei der groBeren Deutlichkeit halber der unbestimmte Gewichts­
faktor gf des festen Zustandes explizite angeschrieben ist. Bei der Definition 
der Verteilungsfunktionen fiJ(T, a) und FB(T, VB) ist nach Zif£. 73 darauf 
zu achten, daB die Energien der beteiligten statistischen TeiIsysteme (Dampf­
molekiile, Festkorpereigenschwingungen) vom gleichen Energie-Nullniveau aus 
gezahlt werden miissen; die Differenz Q der "untersten" Energiestufen von 
Gasmolekiil und Festkorper liefert dann offenbar die molekulare Verdampfungs­
warme beim absoluten Nullpunkt. - D,ie Beriicksichtigung aller vorstehend 
genannten Zusammenhange ergibt aus (306) die Dampfdruckformel 

logp = ~log T - k~ + logf'X(T,a*) - ~f 10gFB(T, VB) + i~,o, (307) 

wobei 

(308) 

gesetzt ist. Wie man sieht, wird die GroBe des Dampfdruckes durch den Wert 
des in i:4,o auftretenden Verhaltnisses der Gewichtsfaktoren gA und gf des dampf­
formigen und des kondensierten Zustandes entscheidend beeinfluBt, so daB dieses 
Verhaltnis, welches wiederum (Ziff. 75) die Quantengewichte der "untersten" 
Energiestufen der Teilsysteme in sich schlieBt, bei Benutzung von Dampfdruck­
messungen grundsatzlich auf makroskopisch-empirischem Wege bestimmbar ist. 

Zur genaueren Diskussion der Dampfdruckformel (307) waren ganz dieselben 
Betrachtungen erforderlich, wie sie im AnschluB an (279a) bereits in Zif£' 75 
fiir die Gasgleichgewichte angedeutet worden sind. Neben der "Nullpunkts­
konstante" i~ (308) wiirde sich dabei fiir "mittlere" Temperaturen auch wiederum 
eine "klassische Konstante"i!, von ahnlichem Bau wie (288) ergeben. i~ bzw. i!, 
bezeichnet man nach NERNST als "chemische Konstanten" des Dampfes. Damit 
die "chemischen Konstanten" im Sinne des NERNsTschen Warmetheorems (ds. 
Band, Kapitel 2) mit den bei den Gasgleichgewichten eingefiihrten i-Konstanten 
identisch werden, ware zu folgern, daB der Gewichtsfaktor gf fiir den kondensierten 
Zustand von Substanzen beliebiger chemischer Zusammensetzung stets den­
selben (nach wie vor unbestin'lmt bleibenden) Wert besitzt. Da die Gewichts­
faktoren in Ziff. 73 durch die willkiirliche Vorschrift (250) normiert wurden, 
wonach die untersten Gewichtsstufen der Einheit gleichgesetzt waren, enthalt 
diese Folgerung implizite auch eine Aussage tiber die "Quantengewichte" der 
"untersten" Quantenstufen [im Sinne von (205), Ziff. 65J beliebiger Festkorper. 
Yom Standpunkt der Statistik aus ist die Forderung universeller Gewichts­
faktoren gf fUr den fest en Zustand moglich - ja, sogar sehr naheliegend -, 
aber keineswegs notwendig; sie konnte ohne weiteres auch durch andersartige, 
nichtuniverselle Vorschriften tiber das Verhalten der gf ersetzt werden, doch 
wtirde die statistische Tragweite derartiger Ansatze jener des NERNsTschen 
Warmesatzes prinzipiell gleichgeordnet sein. 



Kapitel 4. 

Axiomatische Begriindung der Thermo­
dynamik durch CARATHEODORY. 

Von 

A. LANDt, Tiibingen. 

a) Der erste Hauptsatz. 
1. Einleitung. Die Formulierung der thermodynamischen Grundsatze und 

die Art, wie ~an sie durch Zuruckfiihren auf bekannt angenommene Erfahrungen 
beweist, schlieBt sich gewohnlich eng an die historische Entwicklung der Thermo­
dynamik an. Geleitet durch die negative Erkenntnis, daB gewisse Prozesse 
(Perpetuum mobile 1. und 2. Art, Erreichen des absoluten Nullpunktes) nicht 
ausfiihrbar sind, gewinnt man positive Aussagen uber die Moglichkeit und 
den Verlauf anderer Prozesse. Diese in der traditionellen Thermodynamik 
iibliche SchluBweise ist gekennzeichnet durch die Verwendung von mehr oder 
weniger komplizierten und idealisierten Gedankenexperimenten. Wenn diese 
nun auch dem anschaulichen Erfassen der thermodynamischen Satze nur forder­
lich sein konnen, so leidet doch die formale Geschlossenheit des Beweisganges 
und die Ubersicht iiber seine notwendigen und hinreichenden Voraussetzungen, 
und die Trennungslinie zwischen mathematisch-logischen und physikalischen 
Beweisstiicken wird verwischt. Wenn z. B. zur Ableitung des Temperatur­
begriffes die Fiktion des idealen Gases und zum Beweis des 2. Hauptsatzes 
ein CARNoTscher KreisprozeB verwendet wird, so ist dabei offenbar iiberflussiges 
Beiwerk im Spiel; auch bleibt ja in den mathematischen Endformeln der zu 
beweisendeh allgemeinen Satze wenig von jenen speziellen Konstruktionen 
iibrig. Die hier notige Arbeit, alle unwesentlichen Elemente auszuschalten 
und der Thermodynamik eine der Mechanik ebenburtige Begriindung more 
geometrico zu geben, ist von C. CARATHEODORyl) geleistet worden, und zwar 
in sehr allgemein umfassender und abstrakter Weise. Wichtige Erganzungen sind 
ferner T. EHRENFEST-AFANASSJEWA 2) zu verdanken. 1m folgenden schlieBen 
wir uns teilweise einer von M. BORN3) gegebenen Darstellung an, die den Be­
diirfnissen des Physikers mehr entgegenkommt. 

1) C. CARATHEODORY, Untersuchungen tiber die Grundlagen der Thermodynamik, 
Math. Ann. Bd. 67, S.355. 1909; Uber die Bestimmung der Energie und der absoluten 
Temperatur mit Hilfe von reversiblen Prozessen. Berl. Ber. 1925, S. 39. 

2) T. EHRENFEST-AFANASSJEWA, Zur Axiomatisierung des zweiten Hauptsatzes der 
Thermodynamik. ZS. f. Phys. Bd.33, S.·933. 1925 u. Bd. 34, S. 638. 1925; A. E. RUARCK, 
The proof of the corollary of Camots theorem. Phil. Mag. Bd.49, S. 584. 1925. 

3) M. BORN, Kritische Betrachtungen zur traditionellen Darstellung der Thermodynamik. 
Phys. ZS. Bd.22, S.218. 1921. 



282 Kap. 4. A. LANDE: Axiomatische Begriindung der Thermodynamik. Ziff. 2. 

Bei der axiomatischen Behandlung, d. h. beim logischen Aufbau einer 
Theorie aus gewissen als Erfahrungstatsachen hingenommenen Satzen, bieten 
sich zwei Wege dar. Die deduktive Methode stellt einen moglichst allgemeinen 
Satz an die Spitze, in der Mechanik etwa das HAMILToNsche Prinzip, und leitet 
aus ihm spezielle Folgerungen ab, die experimentell greifbar sind; die Summe 
solcher Einzelerfahrungen laBt dann riickwarts das abstrakte Axiom mit groBerer 
oder geringerer Wahrscheinlichkeit als wahr erscheinen. Die konstruktive 
Methode verwendet dagegen als Axiome nur Satze, der~n physikalischer Inhalt 
unmittelbar dem Experiment zuganglich ist. Auf diesen griindet sie das theo­
retische Geriist, das dann in gewissen allgemeinen Grundsatzen gipfeln kann. 
Die konstruktive Axiomatik hat den Vorteil, daB sie die Tragweite der grund­
legenden Experimente klar erkennen laBt. Denn manche Satze der Theorie 
-erfordem nur die Geltung eines Teiles der Erfahrungsaxiome, und falls etwa 
von letzteren einige aufgegeben werden mussen, ist die dadurch im Gebaude 
der Theorie geschlagene Lucke leicht abzugrenzen. Bei dem noch zur Diskussion 
stehenden Geltungsbereich der Relativitatstheorie ist daher eine konstruktive 
Axiomatik, wie sie H. REICHENBACH durchgefuhrt hat, von besonderem Wert. 
In der Thermodynamik hingegen, deren Hauptsatze trotz der Anfechtungen 
von seiten der Kinetik im obigen Sinne konstruktiv besonders sicher fundiert 
sind, darf die von CARATHEODORY benutzte deduktive Methode ohne Gefahr 
.eines plotzlichen Umsturzes der Grundaxiome Anwendung finden. 

Kurz zusammengefaBt laSt sich CARATHEODORYS Leistung darin erblicken, 
daB er die Existenz eines integrierenden Nenners fur den Ausdruck dQ = dU - dA 
und dadurch die Existenz der Entropiefunktion auf ein einfacheres Axiom 
als das Prinzip von THOMSON und das Prinzip von CLAUSIUS zuruckgefiihrt hat. 
Durch Heranziehen der Theorie der PFAFFschen Gleichungen, die er noch durch 
dnen wesentlichen Satz erganzte, hat er den Existenzbeweis des integrierenden 
Nenners in besonders einfacher Form gefiihrt und femer gezeigt, aus welchen 
mathematischen Griinden der integrierende Nenner einen abspaltbaren Faktor 
haben muB, der eine Funktion der empirischen Temperatur allein ist, unabhangig 
von besonderen Korpereigenschaften, und der die universelle "absolute Tem­
peratur" darstellt. T. EHRENFEST-AFANASSJEWA hat dann die Rolle der quasi­
statischen gegenuber den nichtstatischen Prozessen im Gebaude der Thermo­
dynamik besonders klar herausgearbeitet. 

2. Definitionen. Zunachst mussen einige in der Thermodynamik ubliche 
Begriffe definiert werden. Dabei sollen die mechanischen Grundbegriffe, wie 
Masse, Volumen, Druck, Arbeit, als bekannt vorausgesetzt werden. 

Wir betrachten einen mechanisch homogenen isotropen Korper im Gleich­
gewichtszustand. Seine physikalischen Eigenschaften sind dann Funktionen 
etwa des Druckes p. Z. B. ist das Volumen V durch p bestimmt, jedenfalls 
solange man eine rein mechanische Betrachtungsweise zugrunde legt. In Wirklich­
keit kann man aber bei fest gegebenem p noch die ubrigen Eigenschaften, z. B. 
V andern, eben durch Prozesse, die man als thermisch bezeichnet (Erwarmung, 
Abkuhlung). In der Thermodynamik ist also neben p noch irgendeine andere 
GroBe als unabhangige Variable einzufiihren, z. B. V. Durch die mechanisch 
meBbaren GroBen p und V sind dann aIle andern Eigenschaften, die den "Zu­
.stand" des homogenen isotropen Korpers ausmachen, bestirnrnt. Jedem Gleich­
gewichtszustand des Korpers entspricht ein Punkt in der p V-Ebene1). 

In der Mechanik braucht man den Begriff der flir Substanz undurchlassigen 
Wand. In der physikalischen Chernie arbeitet man mit Wanden, die flir eine 

1) Bei einem homogenen anisotropen Korper (Kristall) hat man mehr als zwei, jedoch 
stets endlich viele (n) unabhangige Zustandsparameter. 
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Art Substanz durchHi.ssig (permeabel), fiir eine andere Art undurchHi.ssig sind 
In der Warmelehre spielen eine groBe Rolle Wande, die als warmedurchlassig 
(diatherman) oder als warmeundurchlassig (adiabatisch) bezeichnet werden. Da 
wir aber den Begriff Warme noch nicht eingefiihrt haben, miissen die beiden 
Wandarten nur mit Hinzuziehung mechanischer Begriffe definiert werden: 

Adiabatisch heiBt die einen K6rper einschlieBende Wand, wenn der Zu­
stand des K6rpers nur durch mechanische Eingriffe geandert werden kann 
(z. B. durch Bewegung von Teilen der Wand, durch Umriihren innerhalb der 
Wand usw. Zu den "mechanischen Eingriffen" sind hier auch die elektrischen 
zu rechnen, wie das Hindurchschicken eines galvanischen Stroms). 

Diatherman heiBt jede nichtadiabatische Wand. 
Wir brauchen ferner eine Klassifikation der Zustandsanderungen als quasi­

statische oder nichtstatische Prozesse. 
Quasistatisch heiBt eine Zustandsanderung, wenn sie so langsam, im 

Grenzfall unendlich langsam gefiihrt wird, daB die Zwischenzustande eine kon­
tinuierliche Reihe von lauter Gleichgewichtszustanden bilden. 

Nichtstatisch heiBt jede andere Zustandsanderung. 
Wenn z. B. ein Gas durch Zuriickziehen eines Stempels so langsam aus­

gedehnt wird, daB der Druck im Innern des Gases iiberall merklich gleich und 
gleich dem Gegendruck des Stempels und der Wande ist, so hat man eine quasi­
statische Dilatation. LaBt man dagegen ein Gas in ein gr6Beres Volumen aus­
str6men, in we1chem vorher ein Unterdruck herrschte, so ist jeder Zwischen­
zustand dieses turbulenten Vorgangs kein Gleichgewichtszustand, und man hat 
einen nichtstatischen ProzeB vor sich. Auch das Erwarmen durch Umriihren 
ist nichtstatisch. 

Allgemein ist der Zustand eines Systems in jedem Augenblick eines nicht­
statischen Prozesses nicht mehr durch dieselbe Anzahl n von Zustandsvariablen 
bestimmt wie in einem statischen Zustand. Vielmehr treten Inhomogenitaten, 
Temperatur-, Druck- und Konzentrationsgefalle auf, so daB der Zustand jetzt 
durch unendlich viele Parameter bestimmt ist. War ein Gleichgewichtszustand 
durch einen Punkt im n-dimensionalen Zustandsraum bestimmt, so verlaBt das 
System bei nichtstatischen Vorgangen diesen Ra~m. Man sieht, daB es von groBem 
Vorteil sein wird, sich zunachst nur auf q uasista tische Prozesse zu beschranken. 

Nebenbei sei bemerkt, daB die quasistatischen Prozesse zeitlich auch in um­
gekehrter Richtung gefiihrt werden k6nnen, die nichtstatischen dagegen nicht 
umkehrbar sind. Z. B. kann das Ausstr6men eines Gases durch ein ge6ffnetes 
Venti! . nicht riickgangig gemacht werden durch zeitliche Umkehrung aller 
Manipulationen, und die durch Riihren erzeugte Zustandsanderung kann durch 
Zuriickriihren nicht beseitigt werden. Naheres s. Ziff. 10 und 11. 

3. Quasistatische Prozesse.. Ein K6rper sei nun von adiabatischen 
Wanden eingeschlossen und befinde sich in einem Anfangszustand Po, Vo. Wir 
andern jetzt quasistatisch-adiabatisch sein Volumen urn in V, wobei gleich­
zeitig Po in P iibergeht. Aile von (Po, Vol so erreichbaren Zustande (P, V) bilden 
dann die durch (Po, Vol hindurchgehende Ad i a bat e des K6rpers, geometrisch 
eine Kurve in der pV-Ebene. Die Adiabaten - genauer miiBte man sagen die 
quasistatisch-adiabatischen Kurven - bilden eine einparametrige Kurven­
schar in der pV-Ebene, we1che ein Gebiet dieser Ebene iiberall dicht iiberdeckt 
und dargestellt wird durch eine Gleichung der Form 

s(P, V) = s (1) 
(Adiabaten) mit dem Parameter s. Dieselbe Kurvenschar kann natiirlich auch 
durch eine Gleichung 5 [s(P, V)] = S[s] = 5 
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mit dem Parameter S dargestellt werden, wo 5 eine beliebige umkehrbar ein­
deutige Funktion von s bedeutet. Entsprechend' besitze ein zweiter Korper 
die Adiabatenschar 

(1') 

oder auch, falls Seine andere willkiirliche Funktion bedeutet: 

S[s(p, V)] = S[s] = S. 
Unter allen diesen willkiirlichen Darstellungen der Adiabaten seien flir den 

ersten und zweiten Korper je eine ausgewahlt und in der Form (1) bzw. (1') 
geschrie ben. 

Sind die beiden Korper durch eine adiabatische Wandgetrennt, so konnen 
beliebige Werte P, V; p, V koexistieren, ohne daB zeitliche .Anderungen ein­
treten. 1st dagegen die Zwischenwand diatherman, so besteht erfahrungs-
gemaB.Gleichgewicht nur, wenn P, V; Po Veiner gewissen Bedingung geniigen, 
die wir spater als Temperaturgleichheit erkennen werden, und die wir zunachst 
in der Form 

F(P, V; p,V) =0 (2) 

als Bedingung des "thermischen Gleichgewichts" einfiihren konnen 
(die Funktion F braucht dabei nicht symmetrisch in p, V und P, V zu sein). 

Das Experimen t zeigt nun weiter die Geltung des folgenden Gleichgewichts-
satzes: Sind (PI' VI)' (P2' V s), (PI' VI), (P2' V2) je zwei verschiedene Zustande 
des ersten und zweiten Korpers, und ist sowohl (PI' VI) wie (P2' V2) mit (PI' VI) 
im thermischen Gleichgewicht, und ist weiterhin (PI' VI) mit (P2' V2) iin Gleich­
gewicht, so ist auch (P2' V2) mit (P2, V2) im Gleichgewicht. 

In mathematischer Formulierung heiBt das: Gilt gleichzeitig 

F (PI' VI; PI' VI) = 0, F (P2' V 2; PI' VI) = 0, F (PI' VI; P2, V 2) = 0, 

so folgt erfahrungsgemaB daraus stets die Giiltigkeit von 

F(P2' V2; P2' V 2) = o. 
Dies ist aber dann und nur dann moglich, wenn die Relation F(p, V; P, V) = 0 
die Form 

t (P, V) - t (p, V) = 0 (3 ) 
besitzt. 

Dabei sind aber t und t nicht eindeutig bestimmte Funktionsformen; denn 
die Gleichgewichtsbedingung (3) kann auch in der Form 

TCt(P, V)] = T[e(p, V)] (3') 

geschrieben werden, wo T[x] eine willkiirliche Funktion bedeutet (im Gegen­
satz zu den zwei oben erlaubten willkiirlichen Funktionen 5 und S). Unter 
allen moglichen Formen der Gleichgewichtsbedingung sei nun willkiirlich eine 
ausgewahlt und in der Form (3) geschrieben. Die Werte t(P, V) und tef, V) 
nennt man dann die (in willkiirlicher Skala gemessene) empirische Tempe ra tur 
der beiden Korper, und im Gleichgewicht herrscht stets Temperaturgleichheit 
der diatherman sich beriihrenden Korper 

t(P,V),=t, i(p,v)=t, (4) 

t = t im Gleichgewicht I. (5) 
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Die Gleichungen (4) geben in der pV-Ebene bzw. pV-Ebene die Isothermen 
des ersten bzw. zweiten Karpers an. Die Gleichungen (4) werden auch als Zu­
standsgleichungen der Karper bezeichnet. 

1st die Temperaturskala t einmal (willkiirlich) festgelegt, so kann man 
statt p und V auch p und t oder V und t oder zwei beliebige Funktionen von 
ihnen als Zustandsvariable benutzen. Z. B. kann man aus der Gleichung s (P, V) =s 
der Adiabaten und t (P, V) = t der Isothermen die GraBen p und V berechnen 
In der·Form 

p = p (s , t), V = V (s , t) , (6) 

worin jetzt s und t als Zustandsvariable auftreten. 
4. Energie und Warmemenge. Es kommt darauf an, den ersten Hauptsatz 

(Energieerhaitungssatz) zu formulieren, ohne dabei den Begriff der Warme­
menge zu be nut zen ; letztere soIl vielmehr umgekehrt erst nach Einfiihrung 
des Energiebegriffs mit Hilfe des erst en Hauptsatzes definiert werden. Dies ist 
moglich, wenn man den Energiesatz auf Erfahrungen bei adiabatischen 
Prozessen griindet; dabei kommt man aber nicht mit quasistatischen Vorgangen 
aus, sondern muB notwendig auch einen nichtstatisch-adiabatischen ProzeB 
heranziehen (s. auch Ziff. 10 b und c). Wir formulieren das Axiom des erst en 
H auptsatzes in folgender ·Weise: . 

1. Urn einen Korper oder ein System von Korpern auf adiaba­
tische Weise von einem bestimmten Anfangs- zu einem bestimmten 
Endzustand zu bringen, ist stets ein und dieselbe mechanische 
Arbeit natig, unabhangig von den durchlaufenen Gleichgewichts­
oder N ich tgleichgewich ts-Zwischenzustanden. 

Die adiabatisch dem Karper dabei zugefiihrte (positive oder negative) 
Arbeit J dA nennt man seinen Energiezuwachs. 

Die Energie U selbst ist somit als Zustandsfunktion bis auf eine willkiirliche 
additive Konstante U1 bestimmt 

2 

U2 = (dA + U1 (adiabatisch) 
i I 

(7) 

Es ist iibrigens gar nicht immer maglich, von jedem beliebigen Zustand 1 nach 
jedem beliebigen 2 auf adiabatische Weise zu gelangen. In Ziff. 10 werden 
wir aber sehen, daB man dann stets umgekehrt adiabatisch von 2 nach 1 ge­
langen und so den Energieunterschied zwischen 1 und 2 gemaB (7) durch einen 
adiabatischen ProzeB feststellen kann. 

Nachdem durch den Energiesatz I die Energiefunktion und ihr Zuwachs als 
adiabatisch geleistete Arbeit eingefiihrt ist, kann jetzt die Warmezufuhr 

2 

definiert werden. Ebenso wie die aufgewandte Arbeit fdA bei einem nicht 
2 1 

adiabatischen ProzeB hangt die Warmezufuhr fdQ von dem Wege, d. h. von 
1 

den durchlaufenen Zwischenzustanden ab, die vom Anfangszustand 1 zum End­
zustand 2 des Karpers fiihren. 

Die auf einem bestimmten Wege zwischen den Zustanden 1 und 2 zu-
2 

gefiihrte Warmemenge (dQ ist definiert als die Differenz der zugefiihrten 
i 
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Arbeit auf diesem Wege gegen den vom Weg unabhiingigen Energie-
zuwachs 

(8) 

(der Weg braucht weder quasistatisch noch adiabatisch zu sein). 
Geht man speziell quasistatisch vor, so ist die an dem Karper geieistete 

mechanische Arbeit 

also 
dA=-PdV, 

dQ = dU+PdV. 

(9) 

(10) 

1st der ProzeB speziell adiabatisch, so ist entsprechend der Definition des 
Energiezuwachses 

dQ = dU - dA = 0 . (11) 

1st der ProzeB quasistatisch-adiabatisch, so ist 

dQ = 0 = dU + P dV . (12) 

Bei mehreren Karpern, die durch adiabatische oder diathermane Wande 
getrennt sind, addieren sich die Arbeitsleistungen und die Energiezufuhren 
(das sind die auf adiabatischem Wege vorgenommenen gedachten Arbeits­
leistungen); daher gilt entsprechend (10) fUr zwei Karper bei quasistatischen 
Zustandsanderungen 

dQ + dQ = dU + dU + P dV + pdV (quasistatisch). (10') 

Wenn die beiden Karper gemeinsam von einer adiabatischen Wand nach 
auBen abgeschlossen sind, ist 

dQ + dQ = 0 (adiabatisch) 

und schlieBlich entsprechend (12) 

(11 ') 

dQ + iQ = 0 = dU + d U + P dV + P dV (quasistatisch-adiabati~ch) (12') 

An Stelle der in den letzten Gleichungen auftretenden Differentiale dU und dV 
der ZustandsgraBen U und V kann man auch Differentiale von beliebigen andern 
Zustandsvariablen einfiihren, z. B. V und t. Da 

au au 
dU=---dV+--dt 

av at' 

wird die Differentialgleichung der (quasistatischen) Adiabaten eIlles Karpers 
nach (12) 

(au ) aU 
dQ = 0 =av + P dV +Tt dt, (13) 

und fiir zwe1 1m thermischen Gleichgewicht t = t stehende, diatherman sich 
beriihrende Korper wird die Adiabatengleichung (12') 

- (aU) (cf} __ ) - (cU cff) dQ+dQ=o= ~v+P dV+ --+p dV+-;;-+-~ dt. 
u cV .ot d 

(14) 
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b) Der zweite Hauptsatz fur quasistatische Prozesse. 
5. Mathematische Hilfssatze. Die rechten Seiten der Gleichungen (9) bis (14) 

haben die Form der sog. PFAFFschen (d. i. linearen) Differentialausdriicke, auf 
deren mathematische Eigenschaften wir naher eingehen wollen, urn bei der 
Behandlung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik uns auf die hier 
abzuleitendeIi formalen Resultate berufen zu k6nnen. 

Wir betrachten zunachst einen PFAFFschen Differentialausdruck von nur 
zwei Variablen x und y 

dQ = X(x, y)dx + Y(x, y)dy, (15) 

welcher die Form der thermodynamischen Gleichung (10) hat. Das Integral 
von dQ zwischen zwei Punkten 1 und 2 ist im allgemeinen abhangig vom Inte-

2 

grationsweg, f dQ kann also nicht in der Form Q (X2 Y2) - Q (Xl Yl) geschrieben 
1 

werden, dQ ist nicht "integrabel", dQ ist kein "vollstandiges Differential" einer 
Zustandsfunktion Q(x, y). Ware namlich dQ = da, wo a eine Funktion von 
X und y ist mit 

(15') 

so wiirde aus der Gleichsetzung von (15) mit (15') folgen 

oa oa 
X(x,y) = ox' Y(x,y) = oy' 

also oX (x, y) oY (x, y) 
!5y ox 

was· 1m allgemeinen, bei beliebigen Funktionen X und Y, nicht erfiillt sem 
wird. Dagegen kann man eine mit dQ zwar nicht gleiche, aber in naher Be­
ziehung zu dQ stehende Zustandsfunktion a (x, y) in folgender Weise einfiihren: 
Die zu dQ gehOrige PFAFFsche Differentialgleichung dQ = 0 

dQ = X dx + Y dy = 0 

la.Bt sich umformen in die Gleichung 

dy 
dx 

X (x,y) 
Y(x,y) 

(16) 

(17) 

und wird gel6st durch eine einparametrige Kurvenschar in der xy-Ebene a (x, y) = (j 

mit dem Parameter a, deren Kurven in den einzelnen Punkten (x, y) die durch 
(17) geforderten Richtungen besitzen. Langs jeder dieser Kurven ist also sowohl 
dQ = ° wie auch 

oa oa 
da = ox dx + oydy = 0, (16'} 

dy oa/ox 
dx - oa/oy' 

also 
(17'} 

Dorch Vergleich von (17) mit (17') folgt 

(18) 
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WO T (x, y) ein von x und y abhangiger Faktor ist. Es wird demnach 

dQ = T' da, dQ = da . (19) 
1: 

Da hier dQ durch Division mit dem Nenner 1: (x, y) in das vollstandige 
Differential d a einer Zustandsfunktion a (x, y) iibergeht, wird t (x, y) ein "in te­
grierender N enner" von dQ genannt. 

Ein PFAFF scher A usdruck (15) von z wei Variablen besi tzt also stets einen 
integrierenden Nenner, namlich nach (18) in der Form 

( ) = X (x,y) _ Y(x,y) 
T X,Y iJajiJx - iJa/iJy , (20) 

wo a(x, y) = a die integrierende Kurvenschar von dQ = 0 ist. Letztere kann 
nun auch in der Form 5[a(x,y)] = 5 dargestellt werden, wo 5[a] eine beliebige 
umkehrbar eindeutige Funktion ist. Dann wird . 

dS = d5 da = d5 0 dQ 
da da T' 

oder bei' Einfiihrung der Abkiirzung 

wird aus (19) 

da 
T(x,y) = 1: (x,y) 0 dS 

dQ = T(X,y) oda(x,y) = T(x,y) 0 dS(x,y). 

(20') 

(21) 

Man kann demnach als integrierender Nenner von dQ statt T (x, y) auch T (x, y) 
benutzen, wodurch als integrierende Funktion statt a (x, y) dann 5 (x, y) auf­
tritt. Aus einem integrierenden Nenner 1" (x, y) kann man gemaB (20') mit 
Hilfe willkiirlicher Funktionen Sea] beliebig viele andere integrierende Nenner 
von dQ ableiten. 

Betrach ten wir nun den PF A FFschen Differen tialausdruck von d rei Variablen 1) 

dQ = Xdx + Ydy + Zdz, 

der die Form der thermodynamischen Gleichung (14) hat. 1m allgemeinen ist 
wieder dQ kein vollstandiges Differential. Denn ware 

oa oa iJa 
dQ = da(x,y,z) = iJx dx + oydy + ozdz, 

so miiBte gelten 
oa Y= Ga Z= Ga X = -~-, " , oz' ox oy 

demnach 
iY oZ oZ oX ax BY 
GZ iy ox Bz 

, 
By ox 

was im allgemeinen, bei beliebigen Funktionen X, Y und Z, nicht der Fall zu 
sein braucht. 

Man kann aber fragen, ob auch hier wieder dQ stets einen integrierenden 
Nenner T besitzt, derart, daB 

dQ 00 00 00 
-( -) = do = ~ dx + ~ dy + "dz 1"xyz uX uy oz 

1) Die Verallgemeinerung auf mehr als drei Yariablen ergibt sich ohne weiteres. 
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ist; ware dies der Fall, so wiirde jede Losung der Differentialgleichung dQ = 0 
auch eine Lasung von do = 0 sein. Man kann nun etwa durch folgendes Bei­
spiel zeigen, daB dQ bei drei Variablen durchaus nicht immer einen integrieren­
den Nenner zu haben braucht. 

Es sei gegeben die spezielle PFAFFsche Differentialgleichung 

dQ = xdy + kdz = o. 
Ware nun 

dQ eo ao ao 
= do = :;-dx + .,,-dy +.,,- dz, 

T ex oy oz 

so miiBte sein 
00 00 x k 
ox = 0, oy 

N ach der ersten dieser Gleichungen miiBte 0 nur von y und z abhangen, nach 
der letzten miiBte dann auch T nur von y und z abhangen, und die zweite Glei­
chung ware nicht maglich. 

Man sieht also, daB ein PFAFFscher Differentialausdruck von drei (und 
mehr) Variablen im allgemeinen keinen integrierenden Nenner hat und der 
Besitz eines Nenners fUr solche Ausdriicke eine Ausnahme darstellt. Die Diffe­
rentialgleichungen der Thermodynamik sind nun, das ist ihre Besonderheit, 
gerade so beschaffen, daB sie einen integrierenden Nenner und somit unendlich 
viele solche Nenner (20') besitzen. 

Die PFAFFschen Differentialausdriicke mit mehr als 2 Variablen lassen 
sich also mathematisch einteilen in solche mit und solche ohne integrierenden 
N enner. An Stelle dieses etwas abstrakten Einteilungsmerkmals geben wir jetzt 
nach CARATHEODORY ein anderes gleichwertiges Merkmal an, das leichter in 
seinen physikalischen Anwendungen erkennbar ist. 

Wir behaupten namlich folgenden Satz, des sen physikalische Anwendung 
mit dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik iibereinstimmt: 

Satz. Wenn ein PFAFFscher Differentialausdruck 

dQ = X(x Y z)dx + Y(x Y z)dx + Z(x Y z)dz 

einen in tegrierenden N enner hat, so gi bt es in belie biger N ahe 
jedes Punktes Po = (xoYozo) Nachbarpunkte PI = (XIYIZl)' die von Po 
aus nicht erreichbar sind auf einem \Vege, der nur aus Stiicken 
dQ = 0 zusammengesetzt ist. 

Existiert namlich ein integrierender N enner T (x y z), so daB dQ /T = do (x Y z) , 
so liegen die durch Po gehenden Lasungskurven von dQ = 0 alle gleichzeitig 
in einer Flache 0 (x Y z) = 0 0 der einparametrigen Flachenschar 0 (xy z) = 0; 

man kann demnach von Po aus nur die auf dieser Flache 0 0 liegenden Punkte 
vermittels dQ = 0 erreichen, nicht aber Punkte PI einer andern Flache 0 (x Y z) = 0 1 

der Schar. 
Besonders einfach ist der Satz im Zweidimensionalen. Bier hat 

dQ = Xdx + Ydy stets einen integrierenden Nenner T(XY) und eine Schar 
o (x y) = 0 einander sich nicht schneidender Lasungskurven dQ = 0; bei der 
Vorschrift dQ = 0 kann man also niemals von einem Punkt (xoYo), welcher auf 
der Kurve 0 (xy) = 0 0 liegt, einen Punkt der Kurve 0 (xy) = 0 1 erreichen. 

Betrachten wir aber das oben angefUhrte Beispiel dQ = xdy + kdz, wo 
dQ keinen in tegrierenden N enner besitzt. Hier kann man in der Tat 
von einem Punkt Po = (xo Yo zo) aus j eden beliebigen andern Punkt PI = (XIYI ZI) 
langs Stiicken dQ = 0 erreichen. Man gehe namlich von (xo Yo zo) aus zunachst 

Handbuch der Physik. IX. 19 



290 Kap. 4. A. LANDE: Axiomatische Begriindung der Thermodynamik. Ziff. 5. 

langs einer Geraden dy = 0, dz = 0, d. h. parallel der x-Achse bis zu einem 
solchen Punkt (x' Yo zo), daB x'· (YI - Yo) + k· (Zl - zo) = 0 wird; von diesem 
Punkt (x' Yo zo) aus gehe man dann in der Ebene x = x' Hings der Geraden 
x'(y - Yo) + k(z - zo) = 0 bis zum Punkt (X'Y1Zl)' und schlieBlich auf der 
Geraden dy = 0, dz = 0 zum Punkt (XIYIZI); letzterer ist so langs Stiicken 
dQ = 0 erreicht. 

Wir konnen auch die Umkehrung des obigen Satzes beweisen: 
Satz. Wenn ein PFAFFscher Differentialausdruck 

dQ = X(x Y z)dx + Y(x Y z)dy + Z(xy z)dz 
die Eigenschaft hat, daB in beliebiger Nahe jedes Raumpunktes 
Po andere Punkte PI liegen, die von ihm aus auf Stiicken dQ = 0 
nicht erreichbar sind, so besitzt dQ einen integrierenden Nenner: 

Die von Po aus auf Stiicken dQ = 0 erreichbaren Punkte miissen namlich 
kontinuierlich mit Po zusammenhangen (das heiBt ja "erreichbar"), konnten 
also in einem Raumgebiet um Po oder in einer Flache durch Po oder in einer 
Linie durch Po liegen. Ersteres ist ausgesehlossen, weil ja dann von Po aus 
j eder Punkt dieses Raumgebiets erreichbar ware. Letzteres ist ausgeschlossen, 
weil ja dQ = 0 = Xdx + Ydy + Zdz bereits ein ebenes Flaehenelement von 
erreichbaren Punkten um Po angibt. Die von Po aus unmittelbar erreichbaren 
Punkte konnen also nur auf einer durch Po gehenden Flaehe dFo liegen. Denkt 
man sich nun die Randpunkte P' von dFo als Ausgangspunkte neuer Flachen­
elemente dF' genommen, so werden diese teilweise fiber dFo hinausragen, zum 
andem Teil aber mfissen sie mit dFo zusammenfallen, nicht etwa wie Sehuppen 
uhter oder fiber dFo aufliegen; denn sonst wfirden ja von Po aus auf dem Um­
weg fiber die Randpunkte von dF 0' auch Punkte fiber und unter dF 0' im ganzen 
also Punkte eines ganzen Raumgebietes um Po erreichbar sein, entgegen der Vor­
aussetzung. Man gelangt also (strenger Beweis siehe bei CARATHEODORY) von Po 
aus langs dQ = 0 stets nur zu Punkten einer durch Po gehenden Flaehe F o' 
Geht man entsprechend von andem, nieht auf Fo liegenden Punkten PI P2 • •• 

aus, so kann man ein ganzes Gebiet des xyz-Raurhes mit einander nicht 
schneidenden Flachen FoFlF2 ... dieht durchziehen, wobei jeweilig die Punkte 
einer Flache nur von Punkten derselben Flache aus erreiehbar sind. Diese 
Flachen bilden eine einparametrige Schar a (x y z) = a, auf denen da gleichzei tig 
mit dQ verschwindet. Demnach ist 

dQ = .(xyz)da(xyz), (22) 

wobei [vgl. (20)J x Y Z 
.=--=--=--

ea/ex paley ea/oz' 
(23) 

Da die Flachenschar a(xyz) = a auch durch eine Gleichung S[a(xyz)J = S 
dargestellt werden kann, ergibt sich wieder als ein ebenfallsintegrierender Nenner 
wie in (20') da X Y Z 

T=.· dS = as(ex = eSjOy = as/oz' 
so daB 

dQ = T(xyz) . d S(xyz) = • (xyz) . da(xyz), I i = dS I (24) 

wird, wo Seine beliebige umkehrbar eindeutige Funktion von a ist. 
Die mathematische Gleichwertigkeit der Unerreichbarkeit Hings Stiicken 

dQ = 0 mit der Existenz eines integrierendcn Nenners • zu dQ, d. h. der Existenz 
einer Zustandsfunktion a mit do = dQ/. laBt sich aueh fUr n Variable beweisen. 
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6. Entropie und absolute Temperatur. Der zweite Hauptsatz der Thermo­
dynamik tiber die Existenz einer Entropiefunktion (s. unten) ist abgeleitet au!> 
der Erfahrung, daB bestimmte Prozesse unausfiihrbar sind. Z. B. behauptet das 

Prinzip von THOMSON: 
Es ist unm6glich, durch einen KreisprozeB einem Warmereservoir Warme 

zu entziehen und in Arbeit zu verwandeln, ohne daB zugleich eine gewisse 
Warmemenge von einem warmeren zu einem kalteren K6rper iibertragen wird, 
(Umoglichkeit des Perpetuum mobile zweiter Art), und das 

Prinzip von CLAU!lIUS: 
Es ist unm6glich, durch einen KreisprozeB Warme aus einem kalteren in 

einen warmeren K6rper zu transportieren, ohne daB zugleich eine gewisse Menge 
Arbeit in Warme verwandelt wird. 

Wie CARATHEODORY zuerst gezeigt hat, geniigt es aber, von solchen speziellen 
unausfiihrbaren Prozessen abzusehen und ganz allgemein sich darauf zu stiitzen, 
daB es iiberhaupt unausfiihrbare Prozesse gibt, entsprechend folgendem Axiom: 

Prinzip von CARATHEODORY: 
In beliebiger Nahe jedes Zustands eines Systems von K6rpern 

gibt es Nachbarzustande, die vom ersten Zustand aus nicht auf 
adiabatischem Wege erreichbar sind. 

Urn so mehr gibt es dann Nachbarzustande, die quasistatisch-adiabatisch, 
d. h. auf Adiabaten nicht erreicht werden k6nnen. 

Wir werden nun zunachst nur die eingeschrankte Behauptung benutzen, 
daB es q uasista tisch-adiabatisch unerreichbare Nachbarzustande gibt. Erst 
in Ziff. 10 und 11 witd dann CARATHEODORYS weitergehende Behauptung benutzt, 
daB es Nachbarzustande gibt, die nicht einmal nichtstatisch-adiabatisch 
erreichbar sind. 

Aus der eingeschrankten Fassung des CARATHEODORYSchen Prinzips folgt 
nach den mathematischen Hilfssatzen der Ziff. 5 ohne weiteres, daB der PFAFFsche 
Differentialausdruck fiir dQ, der eine quasistatische Zustandsanderung bedeutet, 
einen integrierenden Nenner besitzt 

I dQ = T • da I, (25) 

und hieraus ergeben sich dann die Formeln der Thermodynamik fiir quasi­
statische Zustandsanderungen auf folgende Weise. 

Fiir einen homogenen isotropen K6rper mit zwei Zustandsvariablen ist 
nach Ziff. 5 die Existenz eines integrierenden Nenners Tl' der von dQI zu einer 
Zustandsfunktion a1 fiihrt, eine mathematische Selbstverstandlichkeit. 

Erst fiir ein System von zwei K6rpern, welche im thermischen Kontakt 
i l = ill = t zu einem PFAFFschen Ausdruck dQ mit drei Variablen (t, VI' V\l) 
fiihren, sagt CARATHEODORYS Prinzip etwas physikalisch Neues aus, namlich daB 
dQ = dQI + dQIl stets in der Form 

dQI + dQIl = dQ = T(VI' V Il , i) . da(VI' V\l' t) 

geschrieben werden kann. Da nun fiir jeden einzelnen K6rper fiir sich gilt 

so folgt 
(26) 

19* 
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Dber die mathematischen Ergebnisse von Ziff.5 hinaus konnen wir aber 
im AnschluB an CARATHEODORY noch weitere Aussagen tiber die Funktionen 
'1, '11 ' '12' 0, 01' 02 gewinnen, wenn wir benutzen, daB die unabhangige Variable t 
fUr beide Korper den gleichen Wert besitzt: 

Wahlen wir namlich statt VI V2 t als unabhangige Variable die ZustandsgroBen 
°1,°2' t, so sindT und ° als Funktionen von °1,°2, t aufzufassen, und aus (26) 
folgt 

00 '11(°1 t) 
'1 (0102 t) , 

00 '12( 02 t) 
'1 (01 02 t) , 

00 
iii =0. 

Die dritte dieser Gleichungen zeigt, daB ° gar nicht von t abhangt, 

1 0 =0(01 ,02)1, 

so daB nach den ersten beiden Gleichungen die Quotienten 

~ und 2 
'1 .'1 

von t unabhangig sind, anders geschrieben 

~ (.5:..) = 0 
otT' 

a ('12)_ - --0 
otT ' 

oder schliel3lich in noch anderer Form 

(26') 

Da nun '11 nur von t und 01' '12 nur von t und 02 abhangt, kann das erste Gleich­
heitszeichen in (26') nur gelten, wenn '11 und '12 beide weder von 01 noch von 02' 
sondern beide nur von t abhangen. Es wird also aus (26') 

dl~'1l_dlgT2_dlg'1_ (t) 
dt - dt - dt - g , (27) 

wo g(t), unabhangig von besonderen Eigenschaften des Korpers 1 und 2, eine fUr 
aUe im thermischen Kontakt stehenden Korper gemeinsame ("universelle") 
Funktion der empirischen Temperatur t ist. 

Fur ein beliebiges System bzw. seine Teilsysteme erhalt man durch Inte­
gration von (27) 

worin die Intcgrationskonstanten L: und 2i nicht mehr von t, sondern nur von 
den andern Zustandsvariablen des Systems abhangen. Die letzte Gleichung 
formt sich urn in 

(28) 
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Diese Gleichung laBt sich so aussprechen: 
Bei j"edem aus gleichtemperierten Teilsystemen bestehenden 

System zerfallt der integrierende Nenner 1: von dQ in zwei Fak­
toren, von denen der eine nur von der allen Teilsystemen ge­
meinsamen Temperatur t abhangt, der andere Faktor aber die 
besonderen Zustandsvariablen der verschiedenen K6rper, 
z. B. a1 und a2 enthalt. 

Nennt man den ersteren Faktor 

C· efu(t)dt = T(t) = "absolute Temperatur", (29) 

so ist der willki.i.rliche Faktor C [statt dessen man auch eine willkiirliche 
untere Integrationsgrenze im Exponenten von (29) einfiihren k6nnte] dadurch 
festlegbar, daB man fordert, T solle zwischen zwei vorgegebenen Fixpunkten 
eine bestimmte Differenz besitzen, etwa vom Schmelz- zum Siedepunkt des 
Wassers urn 100 zunehmen. Dagegen ist in (29) keine willkiirliche additive 
Konstante mehr frei, d. h. der Nullpunkt von T ist physikalisch be­
stimmt. 

]etzt erhalt man aus (25) wegen (28), (29) 
~ ~. 

dQ=1:da=T' C da, dQi=1:idai=T'Yda1. (30) 

Liegt ein einziger K6rper vor mit den Zustandsvariablen t und at> so wird ~1 
nur von a1 abhangen, so daB die Funktion 

Sl = ~f ~1 (a1)da1 + const. = "Entropiefunktion" (30') 

ebenfalls nur a1 enthalt und (30) iiberfiihrt in 

I dQ1 = 1:1da1 = TdS1 I· (31) 

Die bis auf eine additive Konstante bestimmte Funktion Sl(a1) wird die En tropie 
des K6rpers genannt, und (31) stellt die Formel des "zweiten Hauptsatzes" 
fiir quasistatische Zustandsanderungen eines einzelnen K6rpers dar, als Folge 
des CARATHEODORYSchen Prinzips: Durch den integrierenden Nenner T(t) = ab­
solute Temperatur wird aus dQ1 das vollstandige Differential dS1 der Entropie­
funktion S(a1)' 

Geht man jetzt zu zwei K6rpern in thermischer Beriihrung iiber (tl = t2=t), 
so gilt fiir j eden einzeln 

dQ1 = 1:1 da1 = TdS1 , dQ2 = 1:2da2 = TdS2 (32) 

und fiir das Gesamtsystem nach (30) 
dQ ~(a1' a2) d 

= 1:da = T· C a (ai' a2)· 

Hier hat nun das Temperaturgleichgewicht eine eigentiimliche Folge fiir die 
Gestalt der Funktion ~(a1' a2); wie namlich am SchluB dieser Ziff.6 bewiesen 
wird, enthalt ,2'(a1' a2) die Variablen a1 und a2 nur in der Kombination a(ar. a2)' 
d. h. es ist ~ = ~(a), so daB sich die letzte Gleichung in der Form schreibt 

dQ = 1: • da = T· dS (33) 

mit der Abkiirzung 

S = ~f 1:(a) da + konst. = "Gesamtentropie". (33') 
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Ein wesentlicher Unterschied von (33) gegeniiber (24) ist, daB in (24) T und 5, 
ebenso wie 7: und a, Funktionen aller Zustandsvariablen sind,' hier jedoch 
7: und T nur von der allen Teilsystemen gemeinsamen empirischen Temperatur t, 
o und 5 nur von den bei adia ba tischen Anderungen unverandert bleibenden 
Zustandsvariablen 0 1 , O2 abhangen, und iiberdies T eine universelle Funktion 
von t ist, 5 eine Funktion nur von 0(01 ,02) ist. 

Wegen dQ = dQl + dQ2 und Tl = T2 = T folgt dann aus (32), (33) 

I d5 = d51 + d52 = d (51 + 5~) I, (34) 

d. h. die En tropieanderungen der sich thermisch beriihrenden Teil­
systeme bei quasistatisch~r Zustandsanderung addieren sich zur 
En tropieanderung des Gesam tsystems. 

Bei geeigneter Normierung der unbestimmten Entropiekonstanten kann 
man noch setzen 5 = 51 + 52' (34') 

d. h. die Entropie des Gesamtsystems ist gleich der Summe der Entropie seiner 
Teile. . 

Auch fUr adiabatisch getrennte Teilsysteme gilt (34), wenn man hier 
(34') als Definition der Gesamtentropie ansieht. 

Die Erweiterung der obigen Ergebnisse auf mehr als zwei Teilsysteme ge­
lingt ohne weiteres. 

Nachzutragen ist jetzt noch der Beweis, daB die Funktion L:(01' a2) die 
Form L:(o) mit dem Argument 0(01) O2) hat. Nach (26) und (28) folgt namlich 

L:do = L:1 do1 + L:2 d02, 
demnach 

Durch Differentiation nach O2 bzw. 0 1 erhalt man daraus 

a L: ~ + L: • ~ = 0 = ~L: ~.-? + L:. ~ , 
iJ O2 iJ 01 iJ 01 iJ O2 001 iJ 02 iJ O2 0 a1 

woraus folgt, daB die Funktionaldeterminante 

iJL: GO iJL: GO iJ(L:, a) 
Gal' iJa2 - iJ02 • iJa1 = iJ(01)a2) 

gleich Null ist, daher L: nur von 0 abhangt. 
7. Empirische Bestimmung von U, S, T. Wir fragen nun, wie sich die 

Energie U, die En tropie 5 und die absolute Temperatur T eines K6rpers 
bestimmen, wenn durch empirische Feststellung der Adiabaten (1) und Isothermen 
(4) p und V als Funktionen von s und t in empirischen Skalen (6) bekannt sind. 
Wir beachten zu diesem Zweck, daB nach (32) fUr einen K6rper 

dQ = T(t)· d~~S) ds = dU + PdV(s, t) 

geschrieben werden kann. Daher wird 

dU = Td5 - pdV ) 

( d5 iJV) cV dU= T(t)-d -p, ds-p-, lit, 
s os eN 
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andererseits ist 
au au 

dU = -·ds + -dt as at' 

woraus folgt 
c' ( dS BV) B2U B ( 6V) 
at T(t) as - p as = csBt = as ,-P-at 

oder anders geschrieben 

dS(s) dT(t) oV cp avap a(v,p) 
--;rs' dt = -Bs at - iii as = a (s, t) , (36) 

d. h. es ist die Funktionaldeterminante a (V, P) : a (s, t) stets ein Produkt aus 
einer Funktion von s allein mit einer Funktion von t allein. Denkt man sich 
nun umgekehrt die empirisch bekannte Funktionaldeterminante in ihre zwel 
Faktoren zerlegt 

3(V,P) 
~--- = ex (s) . (J (t) , 
o (s, t) (36') 

wobei also ex (s) und fJ (t) als empirisch bekannt anzusehen sind, so erhalt man 
5, T, U in folgender Form durch Vergleich von (36') mit (36) 

S(s) = fex Js2 ds + So 

T(t) = C· j(J(t)dt + To, und durch Integration von (35) 
(37) 

U(s, t) = i (s,t) + Uo . 

Die Konstanten C, So und Uo sind willkurlich normierbar; z. B. kann C so 
bestimmt werden, daB T zwischen Eis- und Siedepunkt des Wassers urn 100 
zunimmt. Die in (37) unbestimmte Konstante To ist aber in Wirklichkeit nicht 
verfiigbar, sondern physikalisch eindeutig festgelegt. Denn nach (29) ist die 
richtige absolute Temperatur T nur bis auf einen konstanten Faktor C 
unbestimmt, ihr Nullpunkt T = 0 dagegen physikalisch festliegend. Eine Be­
stimmung der absoluten Temperaturskala mit Hilfe der zu (37) fiihrenden quasi­
statischen Prozesse (empirische Feststellung von s (P, V) und t (P, V) ist also 
nicht moglich, der Nullpunkt der T-Skala bleibt dabei unbestimmt. 
urn auch den physikalisch festliegenden Nullpunkt der Skala bzw. 
die additive Konstante To in (37) richtig bestimmen zu konnen, muB 
man nichtstatische Prozesse heranziehen (s. Beispiel in Ziff. 8). Es 
genugt aber, wegen der universellen Natur der absoluten Temperaturskala 
einmal fur eine einzige Substanz T durch einen nichtstatischen Vorgang zu 
normieren. 

Wiirde man statt der richtig normierten Temperatur T eine neue GroBe 

T' = T + To 

einfiihren, so wurde dU = TdS - pdV iibergehen III 

T'dS - pdV = d(U + ToS) = dU', 

d. h. man wiirde durch Integration der letzten Gleichung zu falschen Energie­
wert en U' statt U gelangen. 
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8. Ideale Gase. Wir wenden diese Dberlegungen an auf "ideale Gase", 
das sind Korper, deren Isothermen der Gleichung 

p. V = t (38) 

und deren Adiabaten der Gleichung 

p. Vl+r = s (38') 

genugen sollen (in einer gewissen empirischen Skala t und s); I' ist eine Konstante. 
Durch logarithmische Differentiation erhalt man 

1 os 
siW 

1+1' 
V 

1 at 1 
T av = V' 

1 as 
s ap 

1 

t' 

Hieraus ergibt sich die Funktionaldeterminante 

a(s;t) st.y 
a(V,p) = PV = y. s, 

dagegen nach (36) 
a(V,p) 1 dT dS 
a(s,t) = rs = dt· ([S' 

Daher wird die absolute Temperatur und die Entropie durch Integration der 
letzten Gleichung 

1 
S(s)=Cylgs. T(t) = Ct + To, 

Fur die Energiezunahme ergibt sich somit 
1 

dU = TdS - PdV = (Ct + To) Cydlgs - pdV 

To t ds dV 
= -dIgs +---t-

Cy Y s V 

T t 
= -C 0 dIgs + -d[lg(sV-r)] 

I' I' 

To 1 = -dIgs + -dt, 
Cy I' 

woraus folgt 
To t To t 

U = -C 19s + - + Uo = -C Ig(tVr) + - + Uo 
I' Y I' I' 

als Funktion von t und V. Wie man durch einen nichtstatischen ProzeB 
feststellt, ist nun U (t, V) bei idealen Gasen unabhangig vom Volumen V. 
(LaBt man namlich ein adiabatisch abgeschlossenes ideales Gas in einen leeren 
Raum hineinstromen, was ohne Arbeitsleistung bewerkstelligt werden kann, 
so daB U konstant bleibt, so zeigt das Experiment von JOULE und THOMSON, daB 
auch T dabei konstant bleibt, trotzdem V zugenommen hat.) Es muB also hier 
To = 0 gesetzt werden, damit U(t, V) nicht V entha1t; also 

t 1 
U=r+Uo, T(t)=C.t, S(s)=Cylgs. (40) 
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9. Invarianz von S, U, T. Eine physikalische Bedeutung kann den GraJ3en 
5, U, T, welche in (37) vermittels willkiirlicher empirischer Skalen s und t be­
stimmt waren, nur zukommen, falls ihre Werte unverandert bleiben, wenn 
man zu andern Skalen s* und t* iibergeht, die mit s und t zusammenhangen 
durch beliebige Funktionen 

s = s(s*), t = t(t*). 

Diese Invarianz von 5, U, T ist aber leicht zu beweisen. Es seien U*(s*, t*), 
5*(s*, t*), T*(s*, t*) mit Hilfe des in Ziff. 7 angegebenen Verfahrens, jedoch 
unter Ersetzung von U 5 T s t durch U* 5* T* s* t*, berechneten GraJ3en, d. h. 
berechnet aus den Gleichungen 

dU* + PdV= T*(t*) . d~*~*) ds*, 1 
~5*(s*) . dT*(t*2 _ O(;,P) 

d s* d t* - a (s*, t*) . 

(41) 

Da nun letztere Funktionaldeterminante sich transformiert gemaJ3 

o(V,P) o(V,P) ds dt 
a (s*, t*) a (s, t) . ([s* . dt*' 

hierin aber nach (36) 
a (V, P) d 5 (s) dT(t) 
a (s, t) = ds . -----crt 

ist, so ergibt sich aus (41) 

dT* dT dt d5* d5 ds 
d t* = dt . d t* ' ds* dsds*' 

woraus folgt, daJ3 abgesehen von Integrationskonstanten To und 50 

T*(t*) ="T(t), 5*(s*) = 5(s) (42) 

ist, d. h. die Invarianz der Werte von 5 und T ist bewiesen. Die erste 
Gleichung (41) formt sich also urn in 

d5 ds 
dU* + pdV = T(t) • is ds*ds* = T(t). dS, 

d. h. U* berechnet sich durch dieselbe Gleichung wie U in (35), gibt also, ab­
gesehen von einer Integra tionskonstan ten U 0 , 

U* (s*, t*) = U (s, t) , (42') 

womit die Invarianz auch des Wertes U gegen Obergange von den SkaIen s, t zu 
einer wiIlkiirlichen andern Skala s*, t* bewiesen ist. 

c) Der zweite Hauptsatz fUr nichtstatische Prozesse. 
10. Vermehrung der Entropie. Bisher waren durch Benutzung der PFAFF­

schen Differentialausdriicke fUr dQ stets quasistatische Zustandsanderungen in 
Betracht gezogen, obwohl sich schon oben ergab (Ziff. 7), daJ3 zur eindeutigen 
Festlegung von T bereits ein nichtstatischer ProzeJ3 zu Hilfe gezogen werden 
muJ3. Wir wollen nun nichtstatische Vorgange allgemein mitbetrachten. 

Bei einem aus zwei Karpern in thermischem Gleichgewicht bestehenden 
System, welches nach auJ3en adiabatisch abgeschlossen ist, hangt jeder Gleich­
gewichtszustand wieder von drei Variablen ab, als we1che wir jetzt VI V 2 und die 
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Gesamtentropie 5 nehmen wollen. Es sei im Anfang der Zustand ~ vg 50, am 
Ende der Zustand VI' V 2 , 5 vorhanden. Wir behaupten dann folgenden Satz: 

Bei allen moglichen (quasistatischen oder auch nichtstatischen) 
Prozessen, die das adiabatisch abgeschlossene Systemerleiden 
kann, wird die Entropie entweder niemals zunehmen oder nie­
mals abnehmen. 

Zum Beweis denken wir uns die obengenannte Zustandsanderung in zwei 
Schritten vorgenommen. 

a) Wir andern die Volumina ~ und vg auf quasistatisch-adiabatische 
Weise in VI und V2 urn. Dabei bleibt wegen dQ = Td5 = ° auch d5 = 0, 
also bleibt 50 erhalten, und wir sind beim Zustand VI V2 50 angelangt. 

b) Wir andern bei konstant erhaltenen VI und V2 jetzt 50 auf adiabatisch­
nichtstatische Weise (z. B. durch Riihren, Reiben, wobei zwar dQ = 0, nicht 
aber dQ = Td5 ist), bis 50 in 5 iibergegangen ist. 

Konnte man nun, je nach dem angewandten Verfahren (b), die Entropie 
vergroBern oder auch verkleinern, so konnte man von ~ vg 50 j eden Nachbar­
zustand VI V2 5 durch zwei Schritte a) und b) erreichen. (Nach Erreichung 
des Zustands VI V2 5 ist durch ein Verfahren a) auch jeder Zustand VfV~ 5 
erreichbar.) Das widerspricht aber dem Axiom von CARATHEODORY in seiner 
weiteren Fassung, daB in jeder beliebigen Nahe eines Zustandes VI V2 5 adia­
batisch unerreichbare Nachbarzustande existieren, wenn auch nur auf nicht­
statischem Wege. Demnach kann durch ein Verfahren b), somit auch durch 
a) und b), die Entropie 50 des adiabatisch nach auBen abgeschlossenen 
Systems entweder nur zunehmen oder nur abnehmen. Es muB also 
die Beziehung 5 >50 oder die Beziehung 5 <: 50 gelten. Da dasselbe fUr 
jeden andern Ausgangspunkt gilt, folgt aus Stetigkeitsgriinden, daB die eben­
genannte Alternative fiir den ganzen Zustandsbereich des Systems gelten muB. 

Ob nun der Wert von 5 bei einem ProzeB zu- oder abnimmt, hangt von 
dem Vorzeichen der Konstante C in (29) (30')· abo C wird so gewahlt, daB die 
absolute Temperatur T positiv ausfallt. Es geniigt dann ein einziges adiabatisch­
nichtstatisches Experiment, urn bei ihm das Vorzeichen der Entropieanderung 
festzustellen: Beim Ausstromen eines idealen Gases G in den leeren Raum 
nimmt nun 5a zu [denn t bleibt dabei konstant, nach (38') nimmt also s zu, 
und nach (39) auch 5a, falls T und somit C positiv sein soIl). Man denke sich 
nun ein System, bestehend aus dem Gas G und einem andern Korper K. Da bei 
einem adiabatischen ProzeB, bei dem nur G sich andern soIl, 5a zunimmt, und 
somit auch 5 = 5a + 5K zunimmt, kann 5 bei jedem adiabatischen ProzeB 
nur zunehmen, Z. B. bei einem ProzeB, bei dem G unverandert bleibt und nur 
K sich andert. Bei letzterem ProzeB riihrt aber die Zunahme von 5 nur von 
5K her, woraus folgt, daB auch 5K stets nur zunehmen kann; das gilt somit 
auch dann noch, wenn K von G ganz getrennt wird. Es folgt also allgemein: 

Bei einer Zustandsanderung eines beliebigen adiabatisch ab­
geschlossenen Systems karin die Entropie nicht- abnehmen. 

5> 50 nichtstatisch-adiabatisch, } 

5 = 50 quasistatisch-adiabatisch. 
(43) 

Wegen der nur einseitigen Anderungsmoglichkeit der Entropie kann eine einmal 
eingetretene Entropiezunahme eines adiabatisch abgeschlossenen Systems nicht 
mehr adiabatisch riickgangig gemacht werden, d. h.: 

Jede Zustandsanderung eines adiabatisch abgeschlossenen Systems, bei der 
die Entropie sich andert (namlich zunimmt) ist adiabatisch irreversi bel. 
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Dies kann man auch so formulieren: 
In einem adiabatisch abgeschlossenen System strebt die En-

tropie einem Maximum zu. . 
11. Irreversible Zustandsanderungen. Welche Stellung nehmen nun die 

Prinzipe von THOMSON und von CLAUSIUS (vgL Ziff.6) innerhalb der CARA­
THEODORYSchen Axiomatik ein? Betrachten wir zunachst wieder CARATHEO­
DORYS Prinzip in der spezielleren Form, daB es stets Nachbarzustande gebe, 
welche quasistatisch-adiabatisch nicht erreichbar sind, so folgt daraus allein 
schon die Existenz der Entropiefunktion (Ziff. 6), und weiterhin folgen, bei 
Anwendung auf quasistatische Kreisprozesse, die Satze von THOMSON und 
CLAUSIUS ohne weiteres l ) in folgender von der iiblichen nichtstatischen Formu­
lierung abweichenden Gestalt: 

In einem quasistatischen KreisprozeB kann 
1. nicht Warme in Arbeit verwandelt werden, ohne daB zugleich eine ent­

sprechende Warmemenge von einem warmeren zu einem kalteren Karper iiber­
tragen wird; 

2. nicht Warme von einem kalteren zu einem warmeren Karper iibertragen 
werden, ohne daB zugleich eine entsprechende Menge Arbeit in Warme ver-
wandelt wird; . 

3. nicht Arbeit in Warme verwandelt werden, ohne daB zugleich eine ent­
sprechende Warmemenge von einem kalteren zu einem warmeren Karper iiber­
tragen wird; 

4. nicht Warme von einem warmeren zu einem kalteren Karper iibertragen 
werden, ohne daB zugleich eine entsprechende Warmemenge in Arbeit ver­
wandelt wird. 

(3) und (4) bilden die Umkehrung zu (1) und (2). (1) und (2) wiirden mit 
der iiblichen Fassung des THOMsoNschen und CLAUsIUsschen Prinzips iiberein­
stimmen, wenn hier nicht die Beschrankung auf quasistatische Prozesse ein­
gefiihrt ware, welche auch die Giiltigkeit der Umkehrung (3) und (4) gewahr­
leistet. Erst wenn man nichtstatische Vorgange zulaBt, werden (3) und (4) 
ungiiltig, (1) und (2) bleiben in Kraft. Die Theorie der quasistatischen Zustands­
anderungen (Existenz der Entropie usw.) ist aber unabhangig von eventuellen 
Aussagen iiber das Verhalten bei nichtstatischen Prozessen; z. B. wiirden aIle 
Satze (1) (2) (3) (4) fiir quasistatische Vorgange unverandert giiltig bleiben, auch 
wenn bei nichtstatischen Vorgangen (3) und (4), statt (1) und (2), in Kraft blieben, 
d. h: also, wenn die irreversiblen Vorgange in umgekehrter Richtung als tatsach­
lich verlaufen wiirden. 

In der Tat ist ja der zweite Hauptsatz fiir quasistatische Prozesse nach 
CARATHEODORY aufgebaut allein auf der Forderung einer quasistatisch­
adiabatischen Unerreichbarkeit von Nachbarzustanden, "Unerreichbarkeit" ist 
aber scharf zu unterscheiden von "Irreversibilitat", wie besonders T. EHREN­
FEST (l. c.) klargemacht hat: "Der Ausdruck Unerreichbarkeit, insofem er 
zur Begriindung der Behauptung, daB dQ einen integrierenden Nenner hat, ge­
braucht wird, bezieht sich auf eine Gleichung (die PFAFFsche Gleichung Xl dXl + X 2 dX2 + ... = 0), welche die Zeit iiberhaupt nich t en thalt. Diese Glei­
chung definiert nur eine Beziehung zwischen den Parameteranderungen, 
welche den jeweiligen adiabatischen Zustanden entsprechen; aus ihr kann man 
ablesen, welche sukzessiven Gleichgewichtszustande auf einem adiabatischen 

1) T. EHRENFEST-AFANASSJEWA (1. c.) hat durch genaue begriffliche Analyse gezeigt, 
daB noch gewisse Zusatzaxiome implizite b.ei diesem SchluB verwandt werden, welche die Ein­
deutigkeit, die thermische Koppelung durch eine einzige Art thermischer GroBe (namlich 
die Temperatur) und die positiv definite Natur letzterer GroBe betreffen. 
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Wege liegen k6nnen, man kann aus ihr aber nieht ablesen, in welcher Richtung 
dieser Weg mit wachsender Zeit durchlaufen werden muB, ob in beiden oder nur 
in einer. Zwei Zustande, welche auf einem adiabatischen Wege auf zwei ver­
schiedenen Seiten eines gegebenen Zustandes liegen, wiirden im Hinblick auf 
diese Gleichung stets "erreichbar" sein - auch dann, wenn dieser Weg im 
Hinblick auf die Zeitfolge "irreversibel" sein sollte. Ob ein gewisser Zu­
stand aus einem gegebenen adiabatisch-quasistatisch erreichbar ist, hangt nur 
von den Koeffizienten dieser PFAFFschen Gleichung ab und von niehts anderem. 
Wir schlieBen also erstens, daB es fiir das Bestehen der Entropie irrelevant ist, 
ob die quasistatischen Prozesse seIber reversibel sind oder nicht." 

Zweitens schlieBt man, daB das Bestehen der Entropie (oder die quasi­
statisch-adiabatische Unerreichbarkeit von Nachbarpunkten) auch unabhangig 
davon ist, .ob die nichtstatischen Prozesse reversibel sind oder nicht. Denn die 
nichtstatischen Prozesse, bei denen stets Inhomogenitaten, Temperatur-, Druck­
oder Konzentrationsgefalle eine Rolle spielen, werden gar nicht in demselben 
n-dimensionalen Raume von n Zustandsvariablen abgebildet, auf den sieh die 
PFAFFsche Gleiehung bezieht, haben also mit Folgerungen aus dieser Gleiehung 
niehts zu tun. Der zweite Hauptsatz flir q uasista tische Zustandsanderungen 
ware also auch dann riieht einmal gefahrdet, wenn es gelange, niehtstatische Vor­
gange zeitlich reversibel zu machen. Freilich wiirde dann das THOMsoNsche 
und CLAUsIUssche Prinzip flir nichtstatische Vorgange in allen vier Formen 
(1) (2) (3) (4) ungiiltig werden. Dieser Fall wiirde eintreten, wenn man die Zeiten 
verkehrten Ablaufs der Prozesse, wie sie nach Aussage der kinetischen Theorien 
nicht auszuschlieBen sind, mit in den Kreis der Betrachtung ziehen wiirde. 



Kapitel 5. 

Quantentheorie der molaren thermo­
dynamischen ZustandsgroBen. 

Von 

A. BVK, Charlottenburg. 

Mit 2 Abbildungen. 

a) Energie- und Entropiekonstanten in der Thermodynamik. 
1. Thermodynamische Unbestimmtheit der charakteristischen Funktionen. 

Die klassische Thermodynamik fUhrt das mechanisch-thermische Verhalten 
der chemischen Individuen und der Gemische auf gewisse Funktionen der Zu­
standsvariablen des betreffenden Systems zuriick. Dabei geniigt eine einzige 
derartige charakteristische thermodynamische Funktion, urn das System voll­
sHindig zu kennzeichnen, und die Mehrzahl von Funktionen kommt nur dadurch 
zustande, daB zu jeder Auswahl eines Satzes von unabhangigen veranderlichen 
ZustandsgraBen eine bestimmte charakteristische Funktion gehart. So ist die 
Entropie 5 die charakteristische Funktion fiir die unabhangigen Variablen Ge­
samtenergie U und Volumen V, die freie Energie 

F = U - T· 5 (1) 

diejenige fUr Volumen V und absolute Temperatur T, die Funktion 

(2) 

fiir Druck p und T. Von den ZustandsgraBen U, p, V, T lassen sich die beiden 
jeweils nicht als unabhangige Veranderliche gewahlten als Funktionen der beiden 
iibrigen mit Hille der zugeharigen charakteristischen Funktion darstellen. 

Dber die Art und Weise, wie die charakteristischen thermodynamischen 
Funktionen von den ihnen zugeordneten Variablen abhangen, sagt die reine 
Thermodynamik nichts aus. Wahrend sie aber den GraBen p, V, T wenigstens 
einen empirisch bestimmbaren, wenn auch durch thermodynamische Betrach­
tungen von vornherein nicht angebbaren Wert zuschreibt, treten in den Funk­
tionen 5, F, tjJ und U gewisse Konstanten auf, die sich zunachst auch der 
empirischen Bestimmung vollstandig entziehen und von denen es daher auf den 
ersten Blick zweifelhaft ist, ob ihnen iiberhaupt eine physikalische Bedeutung 
zukommt. Diese unbestimmten Konstanten sind im FaIle von U und 5 additiv; 
im Falle von Fund tjJ treten sogar zwei unbestimmte Konstanten auf, von denen 
die eine additiv ist, wahrend die zweite den Koeffizienten der ersten positiven 
bzw. negativen Potenz von T darstellt. 
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2. Molekular-statistische Behebung der Unbestimmtheit. Da die molekular­
statistische Theorie der Warme die reine Therrnodynamik mit dem Anspruch 
erganzt, ein wesentIich mehr ins einzelne gehendes Bild von den mechanisch­
thermischen Vorgangen zu liefern, so wird man sie zur Hebung dieser Unbestimmt­
heiten so weit wie moglich heranziehen miissen. Dabei wird die Form der thermo­
dynamischen Funktionen verschieden ausfallen je nach den gewahIten molekular­
statistischen Voraussetzungen, die sich in erster Linie durch die Benutzung 
der Vorstellungen der klassischen Theorie oder der Quantentheorie voneinander 
unterscheiden. Die Aufgabe der Molekularstatistik ist dabei eine zwiefache. 
EinmaI handeIt es sich darum, Beziehungen, die aIs soIche von der Thermo­
dynamik gefordert werden, eine explizite anaIytische Form zu geben, etwa 
Zustandsgleichungen einer bestimmten Substanz zu ermitteln. Diese Aufgabe 
wird an anderer Stelle des vorliegenden Werkes behandelt (s. ds. Handb. X). 
Dann aber liefert die Molekularstatistik auch gewisse der reinen Thermodynamik 
durchaus fremde Beziehungen zwischen Zustandsvariablen und Zustandsfunk­
tionen. Dahin gehoren Aussagen iiber die obengenannten unbestimmten Kon­
stanten der thermodynamischen Funktionen sowie auch Beziehungen der Zu­
standsfunktionen verschiedener chemischer Individuen untereinander, die in dem 
sog. Theorem der iibereinstimmenden Zustande zusammengefaBt werden .. 

3. Thermodynamische Unabhangigkeit der Energie- und der Entropie­
konstanten voneinander. Die wichtigsten unter den Konstanten der thermo­
dynamischen Funktionen sind diejenigen der Gesamtenergie und der Entropie. 
Man kann sich iiberzeugen, daB sie zunachst durchaus unabhangig voneinander 
sind. Fiir T und p aIs unabhangige Variable ist namlich1) 

(0 W) U + p V U' + p V b 
oTp= T2 = T2 +T2' (3) 

(4) 

wenn wir, unter Einfiihrung der willkiirlichen Energiekonstanten b, 

U= U'+ b 

setzen. Nach den Regeln iiber die Integration vollstandiger Differentiale wird 
nach (3) und (4) 

T p 

W = j[aW~i P)tdT + jl°q) ~~' P)]T' dp + a. (6) 
To Po 

Dabei stellen To und Po ein willkiirliches Wertepaar von Druck und Temperatur 
dar, bei weIchem die charakteristische Funktion den ebenfalls willkiirIichen 
Wert a annimmt. Wahrend pals Parameter im ersten Integral unbestimmt 
bleibt, ist im zweiten der Parameter T durch die untere Grenze des erst en Integrals 
festgelegt. Fiihrt man in (6) die Differentialquotienten aus (3) und (4) ein, so 
hat man 

T p 

(p = j(U't-l!E) d T - b (~ _. ;) - jY(~' pl. dp + a, (7) 

~ ~ 

1) Vgl. z. B. 1\'I. PLANCK, Thcrmodynamik, O. Auf!., S. 122. Berlin u. Leipzig 1921. 
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wobei in dem Volumen V die Temperatur als Parameter wieder durch To fest­
gelegt ist. Damit wird die Entropie 

S = c1J + T (: ~t 
T P 

=!(U'tt~dT + U'i P!,: - !V(T;- P) dp + (a + :~. (8) 

T. Po 

Wenn auch die Konstanten b und C = a + bJTo in (5) und (8) nicht wie die 
Konstante a in (6) zu dem willkiirlichen Wertepaar Po. To in der einfachen Be­
ziehung stehen, daB sieunmittelbar den Wert der betreffenden thermodynamischen 
Funktion fiir dieses Wertepaar angeben, so lassen sich doch auch aus (5) und (8) 
b und C durch die Forderung bestimmen, daB fiir vorgeschriebene Werte von Po 
und To die Gesamtenergie und die Entropie einen vorgeschriebenen Wert haben. 
Natiirlich muB man dabei U' und Vals explizite Funktionen von p und T kennen. 
Fiir To wiihlt man mit Vorliebe den absoluten Nullpunkt der Temperatur. Da­
durch geht die Fragestellung nach der Energie- und der Entropiekonstanten in 
diejenige nach der Nullpunktenergie und der Nullpunktentropie iiber. 

Gleichung (8) zeigt, daB die Entropiekonstante C = a + bjTo durchaus 
unabhiingig von der Energiekonstanten b gewiihlt werden kann, da die freie Ver­
fiigung iiber die bei Integration der Gleichungen (3) und (4) eingefiihrten will­
kiirlichen Konstanten a und To bei gegebenem b jeden Wert von C zu erhalten 
gestattet. Ebenso kann man bei vorgeschriebenem enoch zu jedem beliebigen 
Werte von b kommen. Die willkiirlichen Konstanten der Gesamtenergie und der 
Entropie sind also in der Tat vom Standpunkt der Thermodynamik voneinander 
unabhiingig. Dem entspricht auch, daB in den im Ausdruck fiir die freie Energie 
F = U - T· S auftretenden unbestimmten Gliedern b - T· C nur die Kon­
stante C durch das NERNsTsche Wii.rmetheorem festgelegt wird, wahrend die 
Bestimmung der Konstanten b eine davon unabhiingige Zusatzannahme er­
fordertl). 

b) Entropiekonstante und Quantentheorie. 
4. Definition der Entropie durch die Wahrscheinlichkeit. Sobald man 

versucht, molekulare Vorstellungen zur Deutung der durch die Thermodynamik 
unbestimmt gelassenen Energie- und Entropiekonstanten heranzuziehen, zeigt 
sich entsprechend ihrer thermodynamischen Unabhiingigkeit voneinander, daB 
beide GroBen eine durchaus verschiedene inolekulartheoretische Bedeutung be­
sitzen. Wiihrend es niimlich sehr leicht ist, sich molekulare Vorstellungen von 
einer etwa vorhandenen Nullpunktsenergie zu bilden, ist zuniichst vollig dunkel, 
was die Entropie denn iiberhaupt mit dem Aufbau der Korper aus diskreten 
kleinsten Teilchen zu tun hat. In der Tat bedurfte es erst der BOLTZMANN­
schen Entdeckung des Zusammenhanges zwischen Entropie und Wahrschein­
lichkeit, urn auch nur einen Ausgangspunkt fiir molekulartheoretische Betrach­
tungen iiber Entropie zu gewinnen. 

Nach BOLTZMANN ist die Entropie eine Funktion der thermodynamischen 
Wahrscheinlichkeit W eines physikalischen Systems in einem bestimmten Zu­
stand, so daB 

S = t(W). (9) 

1) VgI. K. BENNEWITZ, ZS. f. phys. Chern. Bd. 110, S.748. 1924. 
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Zur Bestimmung der analytischen Form von I geniigt die Bemerkung, daB die 
Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens zweier voneinander unabhiingiger 
Ereignisse durch das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse 
gegeben ist. Sind demnach WI und W2 die Wahrscheinlichkeiten zweier ver­
schiedener Zustiinde eines Systems, also etwa von 1 Gramm-Mol H2 in zwei ver­
schiedenen Lagen- und Geschwindigkeitsverteilungen seiner N = 6,06.1023 

Molekiile, W' im speziellen Falle die Wahrscheinlichkeit W dafiir, daB sich die 
beiden physikalisch voneinander isolierten Gramm-Mole H2 gleichzeitig gerade 
in den angegebenen Zustiinden befinden, so ist 

W'= WI' W2 • (10) 

Andererseits setzen sich die Entropien 51 und 52 der beiden voneinander getrennten 
Systeme rein additiv zu ihrer Gesamtentropie 5' zusammen, so daB 

5'= 51 + 52' (11) 

Gemi:iB (9) bis (11) miissen gleichzeitig die Beziehungen bestehen 

51 = I(Wl ); 52 = I(W2) 

51 + 52 = I(WI . W2) 

und somit auch 
(12) 

Die Funktion I, we1che dieser Funktionalgleichung geniigt, ist bis auf eine 
multiplikative unbestimmte Konstante k eindeutig bestimmtl) zu 

5 = I(w) = klogW. (13) 

Eine additive Konstante tritt hier nicht auf. Die additive Unbestimmtheit der 
Entropie muB sich also beheben lassen, falls die thermodynamische Wahrschein­
lichkeit W molekulartheoretisch eindeutig festgelegt ist. 

5. Mathematische und thermodynamische Wahrscheinlichkeit. Es fragt 
sich indes, wieweit von vornherein von einer derartigen eindeutigen Festlegung 
die Rede sein kann oder wieweit die Bestimmung von W auch vom Standpunkt 
der Molekulartheorie aus willkiirlich ist. Die mathematische Wahrscheinlichkeit 
eines Ereignisses ist durch das Verhaltnis der fiir dieses Ereignis giinstigen Einzel­
falle zu der Anzahl der iiberhaupt moglichen Einzelfalle gegeben. Die Anwendung 
dieser Wahrscheinlichkeitsdefinition wiirde W und damit und auch nach Fixierung 
von k die Entropie 5 eindeutig festlegen. Aber es ist keineswegs notwendig, 
W mit der mathematischen Wahrscheinlichkeit zu identifizieren. Da wir nur 
von der durch (10) gekennzeichneten Eigenschaft der Wahrscheinlichkeit Ge­
brauch gemacht haben, so ist unsere Wahl der Definition von Wauch nur durch 
diese Gleichung beschrankt. 1st n die Anzahl der giinstigen, y die Anzahl der 
moglichen Einzelfalle, so ware bei Anwendung des Begriffs der mathematischen 
Wahrscheinlichkei t 

und (10) wiirde fordern 

1'1 • 1'2 

n' 
---, . 
l' 

W'=~ , , 
y 

Nun ist aber diese Gleichung bereits fUr die Zahler und fUr die Nenner einzeln 
erfUllt. Denn wenn die moglichen EinzeWille des durch den Index 1 bezeichneten 

") Vgl. Enzyklop. d. math. \Yisscnsch. I3d. II, 1, S. 7')8. 
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Systems mit den moglichen EinzeWillen des durch den Index 2 bezeichneten, 
davon unabhangigen Systems zu den moglichen Einzelfallen des kombinierten 
Systems zusammengefaBt werden, so ergibt sich dabei offenbar eine Anzahl mog­
licher Einzelfalle 1", die gleich dem Produkte der moglichen Einzelfalle der beiden 
Teilsysteme, d. h. gleich 1'1 1'2 ist. Das Gleiche gilt von den gunstigen EinzeWillen, 
so daB auch n1 • n2 = n' wird. Wir konnen also (10), indem wir unter W', WI' W 2 

die mathematischen Wahrscheinlichkeiten verstehen, auch in der Form schreiben 

Es gilt dann fUr die GroBen 1'1 WI = n1 , 1'2 W 2 = n2 , v' W' = n' wieder die 
Beziehung, daB sich der auf die Zusammenfassung zweier voneinander un­
abhangiger Systeme bezugliche Zahlenwert multiplikativ aus den auf die Teil­
systeme bezuglichen Zahlenwerten zusammensetzt. Hiermit sind aber die 
GroBen n1, n2, n' zur Definition der thermodynamischen Wahrscheinlichkeiten 
geeignet und werden ublicherweise hierfUr benutztl). Sie stellen die Anzahl der 
fur einen zu realisierenden thermodynamischen Zustand geeigneten FaIle von 
molekularen Anordnungen dar, d. h. die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten 
cines bestimmten thermodynamischen Zustandes. Sie werden der Natur der 
Sache nach durch ganze Zahlen, nicht durch Briiche wie die mathematischen 
Wahrscheinlichkeiten ausgedriickt. Bei dieser Definition der thermodynamischen 
Wahrscheinlichkeit hat man den Vorteil, daD die Entropie eine naturliche untere 
Grenze, namlich 0, erhalt, da die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten eines 
thermodynamischen Zustandes jedenfalls nicht kleiner als 1 sein kann und die 
Entropie in diesem FaIle k log 1 = 0 wird. Der Nullpunkt der Entropie erhalt 
hierbei eine anschauliche Bedeutung; er kommt einem Zustande zu, der sich 
nur auf eine einzige Art verwirklichen laBt. 

Da somit die Moglichkeit besteht, fUr die Wahrscheinlichkeit W je nach 
ihrer Definition in jedem Einzelfalle zum mindesten noch zwei verschiedene, 
von vornherein gleichberechtigte Zahlenwerte zu erhalten, so kann man nicht 
sagen, daD, auch abgesehen von der zunachst bestehenden Unbestimmtheit der 
Integrationskonstante k, die Entropie durch (13) eindeutig festgelegt ist. Denn 
wir haben nebeneinander als mogliche Ausdriicke fiir die Entropie die Werte: 

k log (n) und klog(:) = klogn -klog1'. 

Dabei ist del' zweite Summand des letzten Ausdrucks im Gegensatz zum ersten 
als eine Konstante zu betrachten; denn fUr ein gegebenes Molekiilsystem andert 
sich zwar die Anzahl der fUr einen bestimmten Zustand, etwa del' Temperatur, 
in Betracht kommenden Einzelfalle der molekularen Anordnung mit wechselnder 
Temperatur, nicht abel' die Anzahl der iiberhaupt moglichen, von der Temperatur 
unabhangigen Einzelzustande des molekularen Systems. Eine absolute Bestim­
mung del' Entropie, Befreiung der Entropie von ihrer additiven Konstanten, 
erfordert also zunachst eine bis zu einem gewissen Grade willkurliche Definition 
der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit. 

6. Die multiplikative Konstante der Entropie. Wahrend die reine Thermo­
dynamik nach (8) fiir die Entropie noch eine additive Konstante offen laBt, 
ist dies bezuglich der multiplikativen Konstanten k in Gleichung (13) nicht der 
Fall. Diese Konstante k muB daher einen bestimmten und zwar universellen 

1) Vg!. M. PLANCK, Vorlesungen tiber die Theorie der \Varmestrahlung, 4. Auf!., S. 122. 
Leipzig 1921. 
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Wert haben, der sich aus irgendeinem beliebigen Einzelfall bestimmen lassen muB, 
in welchem die Entropie bis auf ihre additive Konstante empirisch bekannt ist 
und in welchem sich andererseits die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten des 
thermodynamischen Zustandes angeben HiBt. 

Als Einzelfall dieser Art eignet sich besonders der des einfachsten materiellen 
Systems, des idealen Gases. 1st p . V = R . T die Zustandsgleich,ung des idealen 
Gases, bezogen auf 1 Grammol Substanz, R somit die molare Gaskonstante, so 
ergibt sich 

R 
k=­

N' 

wobei N die LOSCHMIDTsche Zahl, d. h. die Anzahl Molekiile in Grammol; kist 
also die molekulare Gaskonstante, d. h. der Quotient der molaren Gaskonstanten 
und der LOSCHMIDTschen Zahl. 

Nach Fixierung von k und Festsetzung der Definition der Wahrscheinlichkeit 
eines thermodynamischen Zustandes ist die Ermittlung der Entropie auf eine 
bloBe Abzahlung der Realisierungsmoglichkeiten des betreffenden Zustandes 
zuriickgeflihrt. Die Abzahlung von Einzelzustanden eines molekularen Systems 
ist aber durchaus nicht leicht, ja in strengem Sinne eigentlich unmoglich, solange 
wir die molekularen Systeme so betrachten, wie wir die makroskopischen Systeme 
zu betrachten gewohnt sind. 

7. Endliche Anzahl moglicher Zustande eines Molekiilsystems. Der Zu­
stand eines Molekiilsystems von t Freiheitsgraden wird bekanntlich durch An­
gabe von 2 t Lage- und Impulskoordinaten beschrieben, die zwischen bestimmten 
Grenzen stetig veranderlich sind. Die Anzahl der moglichen verschiedenen Zu­
stande eines Einzelmolekiils ist dabei keine endliche. Urn so mehr. ist auch die 
Anzahl der Einzelzustande des Molekiilsystems, die sich durch die Verteilung 
der Einzelmolekiile auf ihre moglichen Zustande ergibt, unendlich groB. Gleichung 
(13) erscheint daher unter diesen Umstanden nicht geeignet, wie doch notig, 
einen endlichen Wert der Entropie oder auch nur eine endliche Differenz zwischen 
den Entropien zweier verschiedener Zustande zu liefern. 

Die Anzahl der moglichen Zustande eines Einzelmolekiils laBt sich dadurch 
zu einer endlichen machen, daB man aus den Werten ihrer Lage- und Impuls­
koordinaten eine endliche Anzahl herausgreift und flir ausschlieBlich moglich 
erklart. Dies ist ein Verfahren, das der sog. ersten Form der Quantentheorie 
entspricht und von der Theorie der Warmestrahlung her, wo es von M. PLANCK 
entwickelt wurde, zuerst von A. EINSTEIN im Falle der spezifischen Warmen der 
festen Korperl) auf Molekiilsysteme iibertragen worden ist. 

Wie aber die zweite PLANcKsche Quantentheorie zeigt, gibt es auch noch 
ganz andere Mittel, die thermodynamische Wahrscheinlichkeit zu einer endlichen 
Zahl zu machen. Die Quantentheorie in ihrer allgemeineren Form, wie sie sowohl 
der ersten wie der zweiten Modifikation zugrunde liegt, kommt zu einer Begrenzung 
der Zahl der Realisierungsmoglichkeiten eines bestimmten thermodynamischen 
Zustandes durch Einflihrung der endlichen Elementargebiete des Phasenraumes, 
des 2/-dimensionalen Raumes, dessen Koordination durch die Lage- und Impuls­
koordinaten der Molekiile dargestellt werden. 

Die Rolle der Elementargebiete flir die Abzahlung der Realisierungsmoglich­
keiten besteht dabei in folgendem. Sind in dem 'V-ten Elementargebiet ny Molekiile 
enthalten, so gilt damit der Zustand in diesem Elementargebiet als vollkommen 
bestimmt. Die n" Molekiile verteilen sich nach einem bestimmten Gesetz iiber 
die Volumelemente des endlichen Elementargebietes. \Velches dieses Gesetz 

') A. EI:-;[STEJ:-.r, Ann. d. 1'hys. (4) Bel. 22, S. 180. 1907. 
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ist, ist fiir die Frage der Bestimmtheit des Zustandes gleichgiiltig. Der Standpunkt 
der ersten Quantentheorie, nach welchem samtliche Molekiile eines Elementar­
gebietes die gleiche Energie besitzen, und der Standpunkt der zweiten Fassung 
der Theorie, nach welchem sich die Molekiile gleichmaBig iiber aile Volum­
elemente des Elementargebietes verteilen, sind Beispiele derartiger maglicher 
Gesetze. 

8. Berechnung der endlichen thermodynamischen Wahrscheinlichkeit aus 
der Molekiilverteilung im Phasenraum. 1st der Zustand von n Molekiilen etwa 
durch Angabe ihres Gesamtvolumens V und ihrer Gesamtenergie U bestimmt, 
so stellt sich als thermodynamischer Gleichgewichtszustand derjenige des 
Maximums der Entropie her. Diese Maximumbedingung geniigt im Verein mit 
den vorgeschriebenen Werten von U und V, um aus (13) die Verteilungszahlen 

w" = n" fiir die verschiedenen Elementargebiete herzuhiiten. Einem bestimmten 
n 

thermodynamischen Zustand entspricht somit ein bestimmtes System von Ver­
teilungszahlen w". Die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten des thermo­
dynamischen Zustandes bemiBt sich nach der Anzahl von moglichen Einzel­
verteilungen der n Molekiile auf die einzelnen Elementargebiete, die den vor­
geschriebenen Verteilungszahlen w" entsprechen. Dagegen kommt es nicht darauf 
an, wie sich die n" individuellen einem Elementargebiete zugeteilten Molekiile 
innerhalb dieses Elementargebietes nach dem Gesetz verteilen, das je nach An­
wendung der besonderen Form der Quantentheorie die Verteilung der Molekiile 
innerhalb des Elementargebietes regelt. 

Da n eine endliche, wenn auch sehr groBe Zahl ist, so muB die Anzahl der 
Elementargebiete, auf welche die Verteilung erfolgt, die also mindestens ein 
Molekiil enthalten, notwendig auch eine endliche sein. Die Anzahl der Reali­
sierungsmoglichkeiten des thermodynamischen Zustandes wird dann nach den 
Regeln der Kombinatorik durch eine endliche Zahl ausgedriickt, und zwar ist 
sie, wenn man, wie zulassig, die Anzahl der Molekiile in jedem Elementargebiet 
als groB ansieht 

w = (:ot· (:J'. (~t··· (14) 

Jeder einzelne Faktor des Produkts ist wegen der Endlichkeit von n, aus der 
a fortiori die Endlichkeit der Zahlen no, n i usw. folgt, endlich. Die Anzahl der 
Faktoren des Produkts ist gleich der Anzahl von Elementargebieten, die iiber­
haupt mit Molekiilen besetzt sind und daher endlich. Somit ist W selbst eine 
endliche Zahl. . 

Die Endlichkeit von W wird nach Vorstehendem bereits dadurch erreicht, 
daB die Zuweisung einer bestimmten Anzahl von Molekiilen zu einem Elementar­
gebiet einem als eindeutig anzusehenden Zustand im Elementargebiete ent­
spricht. Aber damit die Entropie einen bestimmten Wert hat, muB W nicht nur 
endlich, sondern auch bestimmt sein. Hierzu ist aber notig, daB die Elementar­
gebiete, auf welche die Verteilung der Molekiile gemiiB den erst zu ermittelnden 
Verteilungszahlen w"erfolgt, ganz bestimmt abgegrenzte Teile des Phasenraumes 
sind. Das ist aber nur moglich, wenn sie eine ganz bestimmte Form und ein end­
liches Volumen besitzen. 

9. Zuruckfiihrung der Entropie auf die Molekiilverteilung im Phasen­
raum. In welcher Weise die bestimmte Abgrenzung und das endliche Volumen 
der Elementargebiete fiir die Bestimmtheit der thermodynamischen Wahr­
scheinlichkeit und damit der Entropie notwendig ist, laBt sich am besten an den 
Formeln der Statistik klarmachen, welche die molekularen ZustandsgroBen mit 

20* 
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den charakteristischen thermodynamischen Funktionen verbinden. Die Entropie 
eines Systems von n Molekiilen mit vorgeschriebenen Werten von U und V wird1) 

-p-; 
S=knlogL'e Y+kfJU. (15) 

Dabei bedeutet By den Mittelwert der Energie eines Molekiils im vten Elementar­
gebiet. DaJ3 ein so1cher Mittelwert existiert, folgt aus der Forderung, daJ3 der 
Zustand eines Elementargebietes durch die Zahl der in ihm enthaltenen Molekiile 
vollstandig bestimmt ist, im Verein mit der Annahme, daJ3 ny eine so groJ3e Zahl 
ist, daJ3 die Anzahl der einem bestimmten Energiewert entsprechenden Molekiile 
innerhalb des Elementargebietes der Gesamtzahl der Molekiile im Elementar­
gebiet proportional betrachtet werden dar£. Die hier auftretende GroJ3e fJ ist 
auf die ey mittels der Beziehung zuriickzufUhren 

wobei U 
E=-. 

n 

(16) 

( 17) 

Von den beiden thermodynamischen Zustandsvariablen, fUr weIche 5 die 
charakteristische Funktion ist, tritt explizite in (15) nur U auf. Damit ist aber 
nicht etwa gesagt, daJ3 5 von V unabhangig ware. Dies wiirde ja auch der Er­
fahrung widersprechen, da z. B. die Entropie eines idealen Gases bei konstanter 
innerer Energie mit dem Volumen zunimmt. In der Tat wird die Abhangigkeit 
der rechten Seite von (15) von V dadureh bewirkt, daJ3 die angedeutete Sum­
mierung sich auf eine urn so groJ3ere Anzahl von Elementargebieten erstreckt, 
je groJ3er das zur Verfiigung stehende Gesamtvolumen V ist. Jedes neu beriiek­
siehtigte Elementargebiet vergroJ3ert die positive Summe ~ in (15) sowie aueh 
den zugehorigen log und, da der erste Summand wesentlieh positiv ist, ebenfalls 
die Entropie S. Die Entropie waehst daher, wie es bei einem idealen Gase sein 
muD, bei konstanter Gesamtenergie mit waehsendem Volumen. 

1m Gegensatz zu den Veranderliehen U und V stell en fUr eine gegebene 
Gesamtzahl n von Molekiilen die ey Konstanten dar, da die mittlere Energie 
eines Molekiils in einem bestimmten Zustandsgebiet von Lage- und lmpuls­
koordinaten offenbar cine Eigensehaft der Molekiilgattung als soIcher ist. fJ wird 
gem aD (16) und (17) teilweise auf die Variable U, teilweise auf die Konstanten s;, 
und n zuriiekgefUhrt. k endlieh ist, wie bereits oben Ziff. 6 erwahnt, eine universelle 
Konstante. 5 nimmt also, wie zu erwarten, die Form einer fUr jedes Molekiil­
system individuell bestimmten Funktion von V und U an. Allerdings werden 
die mittlere Energie e,. des einzelnen Elementargebietes wie die Zahl der Elemen­
targebiete, die man beide zur AusfUhrung der Summation in (15) kennen muD, 
erst bestimmt sein, wenn man auDer dem Gesetz der Verteilung der Molekiile 
innerhalb des einzelnen Elementargebietes die Teilung des Phasenraumes in die 
einzelnen Elementargebiete wirklieh kennt. Die Entropie und damit das gesamte 
thermodynamisehe Verhalten der Substanz ist also nur dann bestimmt, wenn 
eine bestimmte Teilung des Phasenraumes in Elementargebiete und ein be­
stimmtes Verteilungsgesetz der Molekiile innerhalb der Elementargebiete besteht. 
\Vie diese Einteilung und dieses Verteilungsgesetz im einzelnen besehaffen ist, 
ist zwar von Bedeutung fUr die spezielle Form der thermodynamisehen Funk­
tionen, nieht aber fUr ihre Bestimmtheit als soIche. 

Da naeh obi gem (Ziff.3) die thermodynamiseh unbestimmten Konstantcn 
der Gesamtenergie und der Entropie voneinander unabhangig sind, so darf in (13) 

') Y gl. :\1. l'LAXCK, \\"anncstrahlung, + .. -\ufl., :;. 1::(. 
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die Zufiigung einer unbestimmten Konstanten b zu U den Wert von 5 nicht 
verandern. Dies trifft, trotzdem U als Summand in 5 auftritt, in der Tat zu. 
Bei der VergroBerung von U steigt namlich die Energie jedes Einzelmolekiils 
um bin und damit auch die mittlere Energie e,; um bin. Dann wird 

-fJ~ 
5 =knlog~ e- fJ "-; + knloge n + kfJU + kfJb, 

d. h. gleich seinem urspriinglichen Wert nach (15). 
10. Fixierung der Entropiekonstanten durch die Quantentheorie. Wir 

konnen also die Frage, wie weit die Molekularstatistik in ihrer Quantenform 
die charakteristische thermodynamische Funktion der Entropie einschlieI31ich 
der von der reinen Thermodynamik selbst unbestimmt gelassenen additiven 
Konstanten bestimmt, folgendermaBen beantworten. Die Grundannahme, daB 
die Entropie eines thermodynamischen Zustandes eine Funktion seiner Wahr­
scheinlichkeit sei, fiihrt, falls man ein festes MaB fiir die Wahrscheinlichkeit 
des Zustandes besitzt, zu einem Ausdruck fiir die Entropie, der zwar frei von 
einer additiven, aber mit einer multiplikativen Konstante behaftet ist. Diese 
letztere, we1che von universellem Charakter ist, laBt sich aus irgendeinem Einzel­
fall, dessen Entropie bekannt ist, bestimmen. Die Wahl der Anzahl der Reali­
sierungsmoglichkeiten eines thermodynamischen Zustandes als MaB der Wahr­
scheinlichkeit, die erst den molekular-statistischen Ausdruck fiir die Entropie 
von seiner additiven Konstante befreit, ist bis zu einem gewissen Grade willkiir­
lich. DaB diese Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten eine endliche und be­
stimmte wird, ist eine Folge der Einteilung des Phasenraumes in endliche 
Elementargebiete. Doch wiirde an sich auch jede andere Molekularstatistik 
eine bestimmte, von additiven Konstanten freie Entropie liefern, wenn sie nur 
zu einer endlichen und bestimmten Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten eines 
bestimmten thermodynamischen Zustandes fiihrt. 

11. Fixierung der iibrigen charakteristischen thermodynamischen Funk­
tionen durch die Quantentheorie. Die Festlegung der Entropie befreit die beiden 
iibrigen charakteristischen Funktionen Fund if> noch nicht ohne weiteres von 
ihren unbestimmten Konstanten, da in sie [vgl. oben Gleichungen (1) und (2)] 

auBer 5 a~ch U eingeht. Berechnet man z. B. nach (1) F aus (15), wobei fJ = k~ 
zu setzen 1st, so hat man 

Ey 

F = -knTlog~ e-kT. 

Eine VergroBerung von U um b liefert in (18) ein Zusatzglied 
b 

-knTloge - nkT = +b, 

(18) 

d. h., wie es nach Ziff. 3 sein muB, eine additive Konstante gleich derjenigen der 
inneren Energie selbst. 

Auch in (18) tritt wieder die Abhangigkeit von V nicht explizite hervor, 
sondern findet darin ihren Ausdruck, daB fiir ein groBeres Volumen die Summation 
iiber eine groBere Anzahl von Elementargebieten zu erstrecken ist. Wegen des 
negativen Vorzeichens in (18) sinkt hier im Gegensatz zum Verhalten der Entropie 
gemaB (15) die freie Energie bei Beriicksichtigung weiterer Elementargebiete 
bei wachsendem Volumen. Dies entspricht in der Tat wieder dem Verhalten 
eines idealen Gases, dessen freie Energie mit VolumvergroBerung abnimmt. 
Der Ausdruck (18) fiir die freie Energie besitzt vor demjenigen fiir die Entropie 
(15), in we1chem fJ erst durch die Gleichungen (16) und (17) eliminiert werden 
muBte, den Vorteil groBerer Einfachheit und Durchsichtigkeit. Der individuelle 
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. -;, 
EinfluB der Molekiilgattung erscheint lediglich auf den Ausdruck 1: e - kP , 

die sog: Zustandssumme, reduziert, wobei aIlerdingsnicht vergessen werden darf, 
daB deren Auswertung die Kenntnis der Struktur des Phasenraums und diejenige 
der Verteilung der Molekiile innerhalb der einzelnen Elementargebiete erfordert. 
Die Form des Exponenten von e in der Zustandssumme zeigt, daB solche Elemen­
targebiete fiirdie Bildung der freien Energie praktisch nicht in Betracht kommen, 
bei denen 

e,,"5P kT (19) 

ist. Da die lebendige Kraft eines Molekiils eines idealen Gases bei der TemperaturT 
gleich -!kT ist, so scheiden also aIle Elementargebiete aus, deren mittlere Energie 
groB gegen die mittlere lebendige Kraft der Translation· eines Gasmolekiils bei 
der fraglichen Temperatur ist. Es ist eben auBerordentlich unwahrscheinlich, 
daB ein Gasmolekiil, sei es als lebendige Kraft der Translation, sei es in anderer 
Form, etwa als Rotationsenergie, Betrage annimmt, gegen we1che die mittlere 
Energie der molekularen Translation verschwindet. 

c) Nullpunktsentropie (NERNSTSches Warmetheorem). 
12. Absoluter Nullpunkt der Temperatur als Nullpunkt der Entropie. Kann 

man so die Entropie eines durch die Werte seiner unabhangigen thermodyna­
mischen Variablen charakterisierten Zustandes aIlgemein angeben, ohne daB 
gewisse Konstanten unbestimmt bleiben, so wird es auch moglich sein, Zustande 
aufzusuchen, bei denen etwa die Entropie verschwindet. Nach (13) sind dies 
offenbar diejenigen, bei denen W = 1, also log W = 0 ist. Nach der getroffenen 
Definition der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit bedeutet das, daB die 
Entropie 0 einem Zustande zukommt, der sich nur auf eine einzige Art realisieren 
laBt, bei we1chem also aIle Molekiile in dem gleichen Elementargebiete des Phasen­
raumes liegen. Da nun das NERNsTsche Warmetheorem wenigstens in seiner 
weiteren Fassungl) fiir aIle Modifikationen eines chemisch homogenen Korpers 
beim absoluten Nullpunkt die Entropie 0 fordert, so kommt das Verhhltnis des 
Warmetheorems zur Quantentheorie auf die Frage hinaus, ob der Zustand der 
Molekiile mit unbegrenzt abnehmender Temperatur schlieBlich derartig gleich­
formig wird, daB sie samtlich in einem und demselben Elementargebiete des 
Phasenraumes ihren Platz finden. 

Voraussetzung eines molekularen Bildes fiir materielle Korper ist die Kennt­
nis ihres empirischen Verhaltens. Man wird also zunachst die rein thermo­
dynamischen Folgerungen aus dem NERNsTschen Warmetheorem zu ziehen haben, 
die der experimentellen Priifung zuganglich sind. Nur fiir diejenigen Korper, 
an denen sich diese Folgerungen bestatigen, hat es dann Zweck, ein entsprechendes 
molekulartheoretisches Bild aufzusuchen; bei den Korperklassen dagegen, die 
dem Theorem widersprechende Eigenschaften zeigen, kommt es ebenso wie 
seine molekulartheoretische Deutung nur in Betracht, wenn etwa in der Nahe 
des absoluten Nullpunktes eine Anderung des empirischen thermodynamischen 
Verhaltens eintritt, die eine Extrapolation der bei hoherer Temperatur ge­
wonnenen Ergebnisse auf den absoluten Nullpunkt nicht mehr gestattet. Es 

·liegen in der Tat Andeutungen empirischer und theoretischer Art fUr einen so1chen 
Wechsel der thermodynamischen Eigenschaften in unmittelbarer Nahe des 
absoluten Nullpunktes vor, deren wichtigsten Fall die sog. Entartung der Gase 
bildet. 

1) Vgl. 2.\I. PLANCK, Thermodynamik, 6. Aufl., S.272. 
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13. NERNsTsches Warmetheorem bei kristallisierten Korpern. Die wich­
tigste thermodynamische Folgerung des NERNsTschen Warmetheorems bezieht 
sich auf die Molekularwarme bei konstantem Druck Cp der reinen flussigen 
und festen Korper. Diese soll bekanntlich mit abnehmender Temperatur un­
begrenzt abnehmen, eine Folgerung, die sich in uberraschender Weise bestatigt 
hat. Stellt man sich einen festen kristallisierten Korper als Raumgitter vor, so 
werden die Atome, die hier die Rolle der Molekille ubernehmen, urn bestimmte 
Ruhelagen Schwingungen ausfUhren, deren Amplitude sich bei Anniiherung an 
den absoluten Nullpunkt mehr und mehr verkleinert. Aber auch wenn sie bei 
diesem nicht vollstandig zur Ruhe gekommen sein sollten, so konnen wir doch 
aile Zustande, bei denen die Gleichgewichtslagen der Atome .die gleichen sind, 
als identisch ansehen. Hierzu berechtigt uns das der Quantentheorie eigentiimliche 
Verfahren, zwischen den einzelnen Zustanden des gleichen Elementargebietes 
des Phasenraumes nicht zu unterscheiden. Nun bestehen allerdings von vorn­
herein noch au13erordentlich viele Realisierungsmoglichkeiten des Raumgitters 
je nach der Stelle, die die einzelnen unter sich gleichartigen Individuen jeder 
einzelnen Atomart im Gitter einnehmen. Aber wenn wir wieder auf Grund 
des obenerwiihnten, von der Quantentheorie in Anspruch genommenen Rechtes 
auf freie Beweiswiirdigung der Identitat von Systemzustanden die Gesamtheit 
der durch diese Art von Vertauschungen erhaltenen Zustande fUr einen einzigen 
erklaren, so erscheint die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten des Kristails 
auf eine einzige reduziert und damit seine Entropie auf den Wert 0 1). 

Das Urtell uber Identitat oder Verschiedenheit einzelner Systemzustande 
bleibt dabei ailerdings bis zu einem gewissen Grade willkiirlich. So hat anderer­
seits A. EINSTEIN2) bei dem Raumgitterbild des kristallisierten Korpers die Ver­
tauschung der Atome gleicher Art nicht als quantentheoretisch indifferent 
angenommen. Tut man dies nicht und sind n1, n2 , ••• die Anzahl der Atome 
der verschiedenen Arten im Kr.istall, so ist die Anzahl der durch Vertauschung 
zu erhaltenden, den gleichen thermodynamischen Zustand des absoluten Null­
punktes realisierenden Einzelzustande 

Z=n1 !n2 ! .. ·, (19) 

also auch bei Beschrankung auf eine einzige Molekillgattung im Kristail nicht 
etwa gleich 1, sondern vielmehr eine sehr groBe Zahl; d. h. die Entropie ver­
schwindet beim absoluten Nullpunkt hiernach keineswegs. Der Wert von Z 
in (19) ist offenbar von der Art der Gruppierung der Atome des Raumgitters 
unabhangig, wenn nur die Zahlen n1, n2 , ••• gleich sind. Fur zwei verschiedene 
kristallinische Modifikationen der gleichen chemisch-homogenen Substanz ist 
daher beim absoluten Nullpunkt die Entropie die gleiche. Dies ist die engere, 
ursprungliche Fassung des NERNsTschen Warmetheorems3), die nicht das Ver­
schwinden der Molekularwarmen beim absoluten Nullpunkt, sondern nur Gleich­
heit der Molekularwarmen fiir die verschiedenen Modifikationen eines chemischen 
Individuums fordert. Die von der Quantentheorie nicht eindeutig erledigte 
Frage nach der Zahlung der Realisierungsmoglichkeiten eines thermodynamischen 
Zustandes fUhrt also je nach ihrer Beantwortung zu durchaus voneinander 
unterscheidbaren experimentellen Ergebnissen. 

AuBer den beiden extremen Fallen, daB sich der thermodynamische Zustand 
beim absoluten N ullpunkt auf nur eine einzige oder auf sehr viele Arten realisieren 
laBt, ist namentlich auf Grund von experimentellen Daten, die zur Bestimmung 

1) O. STERN, Ann. d. Phys. (4) Bd.49, S.826. 1916. 
2) A. EINSTEIN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S.827. 1914. 
3) W. NERNST, Gottinger Nachr. 1906, S. 1; Berl. Ber. 1906, S.933. 
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der Nullpunktsentropie des Kondensats auBer der Untersuchung der Ver­
dampfungsvorgange auch die Heranziehung chemischer Gleichgewichte erfordern 1) 
die Moglichkeit erwogen worden 2), daB nur einige wenige, etwa zwei, Realisierungs­
moglichkeiten bestehcn, womit sich dann z. B. eine Nullpunktsentropie von 
k log2 je Molekiil ergeben wiirde. 

14. Unvereinbarkeit des Verhaltens von Gasen und Losungen von hoherer 
Temperatur mit dem NERNsTschen Warmetheorem. Wahrend die festen und 
fliissigen Korper durch die unbegrenzte Abnahme der Molekularwarmen das 
NERNsTsche Warmetheorem in augenfalliger Weise bestatigen, liegen die Ver­
haltnisse bei den Gasen wesentlich davon verschieden. Zwar findet wenigstens 
bei den mehrato~igen Gasen eine Abnahme von Cp mit abnehmender Tem­
peratur statt; aber der Grenzwert, dem sich dieses in dem untersten, auch die 
niedrigsten Kelvintemperaturen umfassenden Gebiete nahert, ist nicht 0, sondern 
vielmehr 

5 Cp=-.R, 
2 

die Molekularwarme der idealen einatomigen Gase. 

(20) 

Ebenso hort, sobald man von reinen, fliissigen oder festen Karpern zu 
homogenen Systemen von mehr als einer Molekiilart, also zu fliissigen oder festen 
Losungen iibergeht, zunachst die empirische Giiltigkeit des NERNsTschen Warme­
theorems auf. Man sieht das am einfachsten im Falle einer verdiinnten Lasung, 
fUr we1che die Entropie ist 3) 

1n m 
S = ,1;npsp - R,1;np log Cp , (21) 

o 0 

wobei die np die Molekiilzahlen der m + 1 einzelnen Komponenten der verdiinnten 
Lasung einschlieBlich des in groBem UberschuB vorhandenen Losungsmittels 
bezeichnen, s, die je Molekiil gerechnete Entropie der einzelnen reinen Substanzen 
und wobei die Konzentration 

nv c ---v - In 

,1;nv 
o 

ist. Es tritt also zu der durch das erste Glied in (21) dargestellten Entropie der 
reinen Komponenten noch eine durch die Mischung bedingte, durch das zweite 
Glied ausgedriickte Entropiezunahme hinzu, die offenbar positiv ist, weil die 
c,' echte Briiche sind. Eine Entropievermehrung beim Ubergang zur Losung 
entspricht dem Umstande, daB die Bildung der Lasung ein unumkehrbarer 
ProzeB ist. Da das zweite Glied in (21) im Gegensatz zu dem erst en unabhangig 
von der Temperatur ist, so gilt es noch fUr den absoluten Nullpunkt, fiir we1chen 
die s, als Entropien fliissiger und fester Karper verschwinden. Man wird also 
fUr T = 0 bei der Lasung zu einer von 0 abweichenden positiven Entropie gefiihrt. 

15. Entartung der Gase bei tiefen Temperaturen. Fiir Gase und Lasungen 
wird demnach das NERNsTsche Warmetheorem nur aufrechtzuerhalten sein, 
wenn im ersteren Falle Cp , im zweiten S nicht mehr durch (20) bzw. (21) gegeben 
sind. Urn die Giiltigkeit des Theorems in diesen beiden Fallen zu wahren, wiirde 
man annehmen miissen, daB die genannten Formeln nur Grenzwerte darstellen,. 

') A. EUCKEN, ZS. f. Phys. Ed. 29, S·36. 1924. 
2) W. SCHOTTKY, Phys. ZS. Bd.22, S. 1. 1921; F. SIMON, ZS. f. Phys. Ed. 31, S.226 .. 

1925; A. EUCKEN U. F. FRIED, cbenda Ed. 32, S. 156. 1925. 
3) Ygl. ::\1. PLANCK, Thermodynamik, 6. Aufl., S.234. 
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denen sich die thermodynamischen Funktionen fUr wachsende Temperaturen 
nahern, wahrend bei T = 0 selbst und in unmittelbarer Nahe des absoluten Null­
punkts diese Funktionen eine verallgemeinerte Form besitzen, die die Erfullung 
des Warmetheorems gestattet. Da man die zu verallgemeinernden Formeln so 
wahlen kann, daB sie bereits beliebig nahe bei T = 0 in ihre Grenzwerte uber­
gehen und da man sich andererseits experimentell wahrscheinlich dem Nullpunkt 
zwar immer weiter nahern kann, ohne ihn aber jemals vallig zu erreichen [Prinzip 
der Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes1)J, so lieBe sich die Allgemeinheit 
des Theorems jedem empirisch gefundenen Verlaufe der thermodynamischen 
Funktionen gegenuber verteidigen; aber man hat sich begreiflicherweise mit 
diesem Verlegenheitsausweg nicht begnugt, sondern sowohl experimentelle Hin­
weise auf eine Anderung des thermodynamischen Verhaltens bei sehr tiefen 
Temperaturen2) wie auch Kriterien dafUr gesucht, bei welcher Kelvintemperatur 
diese sich zuerst bemerklich machen sollten. Die Hauptaufmerksamkeit hat 
man in dieser Beziehung dem Verhalten der Gase zugewandt, und die gesuchten 
Erscheinungen sind daher mit einem besonderen N amen als Entartung der Gase 
bezeichnet worden. 

16. Verhalten der Gase gemiiB der Methode der Eigenschwingungen bei 
hoheren Temperaturen. Da die Methode der Eigenschwingungen nach DEBYE3) 

fUr den festen Karper entsprechend dem NERNsTschen Warmetheorem eine bei 
T = 0 verschwindende Entropie liefert4), so hat man versucht, sie derart auf 
Gase anzuwenden, daB dies Ergebnis beibehalten wird, wahrend sich fUr hahere 
Temperaturen die Gleichungen der idealen Gase ergeben. Diesen Weg haben 
zuerst H. TETRODE5) und spater W. H. KEESOM6) sowie A. SOMMERFELD und 
W. LENZ7) eingeschlagen. TETRODE zerlegt die in einem gegebenen Gasvolumen 
maglichen Bewegungen in Sinusschwingungen und schreibt jeder von ihnen, 
soweit sie unterhalb einer gewissen maximalen Schwingungszahl Vm liegen, eine 
kinetische Energie yom Betrage 

lhv 
hv (22) 

ekT -1 

zu (h Wirkungsquantum, v Schwingungszahl). Die Zustandsgleichlmg wird in 
der Form angesetzt 

pv=-}U, (23) 

wobei aber zwischen Energie und Temperatur nicht mehr allgemein die fUr 
ideale Gase gilltige Beziehung U = t . R . T besteht. Der DEBYESche Ansatz8) 

fUr die Anzahl dz der Eigenschwingungen von N einatomigen Molekiilen im Ge­
biete y bis y + dy 

y 2 dy 
dz= 9N·-­Yi:. 

(24) 

1) Vgl. W. NERNST, Die theoretischen und experirnentellen Grundlagen des neuen 
\Varrnesatzes, S. 72. Halle 1918. 

2) O. SACKUR, Chern. Ber. Bd.47, S. 1318. 1914; A. EUCKEN, Berl. Ber. 1914, S.691-
3) P. DEBYE, Ann. d. Phys. (4) Bd. 39, S. 789. 1912. 
4) M. PLANCK, Warrnestrahlung, 4. Aufi., S. 217. 
5) H. TETRODE, Phys. ZS. Bd.14, S.212. 1913. 
6) W. H. KEESOM, Phys. ZS. Bd. 15, S.695. 1914. 
7) A. SOMMERFELD U. W. LENZ, Vortrage fiber die kinetische Theorie der Materie und 

der Elektrizitat, S. 125. B. G. Teubner 1914. 
8) P. DE BYE, Ann. d. Phys. (4) Bd.39, S.796. 1912. 
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liefert im Verein mit (22) fiir die Gesamtenergie des Gases 

U= 9 N f"m hv .v2.dv. 
2v~ ~ 

ekT - 1 
o 

Dabei ist die maximale Schwingungszahl 

Vm = (:~~ )t. r = (::v )t. (~~)t 

(25) 

(r Schallgeschwindigkeit, e Dichte). Der Ausdruck geht fiir adiabatische Vorgange 
iiber in 

v = (~)-i. (~)t. 
m 4~V 9mN 

(26) 

SolI die Entropie entsprechend dem NERNsTschen Warmetheorem beim 
absoluten Nullpunkt verschwinden, so ist sie beider beliebigen Temperatur T 

(27) 

Gleichung (23) fiihrt p auf V und U zuriick; Gleichung (25) stellt unter Be­
riicksichtigung von (26) eine Beziehung zwischen T, U, V dar, die auch T auf U 
und V zuriickfiihrt. Somit ist nach (27) die Entropie als Funktion von Energie 
und Volumen gegeben. Da sie aber fiir diese beiden unabhangigen Variablen 
die charakteristische thermodynamische Funktion ist, so ist damit der thermo­
dynamische Zustand des Gases vollstandig bestimmt. 

Weil indes das NERNsTsche Warmetheorem als ein Satz betreffend den Null­
punkt der absoluten Temperatur ausgesprochen wird, ist es zweckmiiBig, S als 
Funktion von V und T zu schreiben. Wird Vm als temperaturunabhangig voraus­
gesetzt, so liefert (26) die einfache Beziehung zwischen den Differentialen der 
Energie und des Volumens 

die im Verein mit (23) 

3 V dV=--·dU 
2 U ' 

2 U 3 V 
PdV=T V·2"U· dU = dU 

ergibt. Man hat dann nach (27) 

S =f~_dQ = 9,~f~~·I~fvmhh:~l. 
T 1m T dT __ 

o 0 0 ek'l'-1 

Infolge der Unabhangigkeit des l'm von T laBt sich die Differentiation nach T 
unter dem zweiten Integralzeichen ausfiihren und zugleich die Reihenfolge der 
Integrationen vertauschen, so daB 

1'", l' 

S = 9NhJ·Y3dYJ·~d(/-~-'). 
1" T h1' 

.. 0 0 ek'l' - 11 

(28) 
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Umformung des zweiten Integrals durch partielle Integration gibt 

(29) 

Es genugt, 5 fUr die 
niedriger Temperatur 

hv 

am meisten interessierenden Falle sehr hoher und sehr 
zu berechnen. 

1st T3> k m und d . hv. d h ( ) amlt erst recht T 3> kT' so Wlr nac 25 

9Nj~m 3 
U = -- k T . '1'2. d v = - RT 

2v~ 2 
(30) 

o 
und damit nach (26) 

'I'm = (:nNvt(~ . ~t· (31) 

Zugleich reduziert sich (29) auf 

5 ~ 9:t lf dV - jIIOg(Z;) ].". dV\ 

hv 
Der zweite Integrand laBt sich nach EinfUhrung von log kT als Hilfsvariable 

durch partielle Integration auswerten, und man erhalt dann 
sichtigung von (31) 

'i {4n (3)1 (km)*} 5 = Rlog(V. T") + Rlog -. - e4 .---
9 5 haN 

o { 4 n (3 )t k~ . mt} 
= R log (p - 1 T') + R log 9' 5 . e4 • ---y;a- . 

unter Beruck-

(32) 

Es ergibt sich so in der Tat fUr hohe Temperaturen das typische Verhalten der 
einatomigen idealen Gase. Denn (30) und (23) ergeben deren Zustandsgleichung 

pv =~- U = RT (33) 

und hiernach wieder in Verbindung mit (30) die Molekularwarme bei konstantem 
Druck 

(34) 

die bei Extrapolation auf den absoluten NuUpunkt nicht verschwinden wfude. 
(32) zeigt die fur ideale Gase charakteristische Abhangigkeit der Entropie von 
Volumen und Temperatur bzw. Volumen und Druck. 

17. Verhalten der Gase gemaB der Methode der Eigenschwingungen bei 
tiefen Temperaturen. Fur beliebige T wird nach (25) 

(35) 
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Fiir die jetzt zu betrachtenden niedrigen Temperaturen, die durch die Bedingung 

T <:: h ;m gekennzeichnet sind, ist die obere Grcnze des Integrals in (35) gleich 00, 

womit dann das Integral den Wert ;n4J15 annimmtl) und somit 

(36) 

(36) gestattet im Verein mit (26) U und Pm in Funktion von V und T dar­
zustellen: 

{ N3 3 }l 
U = a' . h:n (kT)8. V2 5, (37) 

(38) 

wobei a' und b' reine Zahlenfaktoren sind. (29) laBt sich in der Form schreiben 

9N ( T)31/~:~Y' y3 hrkV;, I 
5 = P~n • k4 • h . 10' eY - 1 . dy -0 {log (eY - 1)}· y2 . dy (39) 

Das erste Integral kann man durch partielle Integration auf das zweite zuriick­
fiihren 

h~ h~ h~ h~ 

kT k1' kT k1' r 3 Yd r. -_.- f 
. ~ye_ : =.Jy3dlog(eY-1) =~3Iog(eY-~_1~ -3 log(eY-1) .y2.dy, 

o 0 0 0 

hVm 

(40) 

Das noch in 5 iibrige Integral laJ3t sich ebenfalls durch partielle Integration 
umformen: 

hVm hl'm h1'm 

/;1' kT k1' 

(log (eY - 1) . y2. ely = (log (1 - e- Y) . y2. ely -{log (e- Y) . y2. ely 
~ ~ 6 

Ill'm hl'm (41) 
kT kT 

1 - 3 , __ ,Iii' y3 _/ 1 (hV'in)4 
= -- v log (1 - G .I) - - -. -- • e .~. d V + - . 

,- _ 3.1-e-Y ~ 4 kT 
tJ II 

') YgL BIEREXS DE HAAN, Tables d'intcgralcs dcfinies, S. 124, Forme! 4. Leyden 1867. 
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(41) in (40) eingesetzt gibt fiir T ~ h;m 

00 

und nach (38) 

(42) 

wenn c' wieder einen Z.ahlenfaktor bedeutet. 
Als Zustandsgleichung erhalt man fiir sehr tiefe Temperaturen nach (23) 

und (37) 

p5 va = (~ aJ ( N~:na) (k T)8 (43) 

und als Molekularwarme bei konstantem Druck!) bei Beriicksichtigung von (43) 
und (37) 

(a U) (0 V\ N . m 2 ,. 

Cp = aT +p oT) =d'k.~.p--ff{kT)3, 
p p 

(44) 

wobei d' ein Zahlenfaktor. 
Fiihrt man nach (43) p statt V in (42) ein, so wird 

( 2 )~ N· m 2 ,. 

S = c' k Ta' . ----y;2' p-a. (kT)a-. (45) 

S und Cp unterscheiden sich hier also nur durch einen bloBen Zahlenfaktor von­
einander und besitzen die gleiche Abhangigkeit von p und T und natiirlich auch 
von V und T. 

Ki:innte man das Gasvolumen bis zum absoluten Nullpunkt endlich halten, 
betrachtet man also iibersattigte Dampfe, so wird man fiir diese zum NERNST­
schen Warmetheorem gefiihrt. Denn nach (42) verschwindet unter diesen Um­
standen S fiir T = 0 und damit nach obiger Bemerkung iiber den Zusammenhang 
von S und Cp auch die letztere GroBe. Darin liegt in der Tat eine Leistung des 
Ansatzes von TETRODE. Denn fiir ide ale Gase wiirde ein solches Verhalten auch 
fiir endliches V keineswegs eintreten. Nach (32) wird namlich in diesem Falle 
S = - 00 und nach (34) Cp = t . R, so daB keine von diesen beiden GroBen 
verschwindet. Die Methode der Eigenschwingungen gestattet also in der Tat, die 
Gase, solange sie gegen Anderungen des Aggregatzustandes geschiitzt sind, dem 
im NERNsTschen Warmetheorem zum Ausdruck kommenden typischen thermo­
dynamischen Verhalten der Fliissigkeiten und festen Korper beim absoluten 
N ullpunkt anzupassen. 

18. Versagen der Thermodynamik bei extrem tiefen Temperaturen. In 
gewissem Sinne muB allerdings bei der Theorie von TETRODE wie bei allen er­
wahnten Theorien der Entropiewert S = 0 als ein bloBer Grenzwert aufgefaBt 
werden. Zwar gestattet die Einfiihrung der Quanten, die Anzahl der Realisierungs­
moglichkeiten eines thermodynamischen Zustandes im Gegensatz zur klassischen 
Statistik zu einer endlichen zu machen. Aber dabei wird doch, urn iiberhaupt 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungenanwenden zu konnen, vorausgesetzt, daB diese 
Anzahl W noch sehr groB ist. Da aber fUr S = 0 bzw. klogW = 0 nur eine 

1) Vgl. M. PLANCK, Thermodynamik, 6. Aufl., S. 57. 
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einzige Realisierungsmoglichkeit iibrigbleiben wiirde, so wiirde im Gebiete ver­
schwindender Entropie eirie wesentliche Voraussetzung der ganzen Betrachtung 
wegfallen. Es ist strenggenommen iiberhaupt nicht erlaubt, in einem derartigen 
Gebiete von thermodynamischen Funktionen wie der Entropie zu sprechen1). 

Die Aussage, daB die Entropie beim absoldten Nullpunkt verschwindet, hat also 
nur den Sinn, daB dies fur eine Funktion wie etwa die durch (29) dargestellte 
gilt, die fiir hohere Temperaturen, bei denen die Anzahl der Realisierungsmoglich­
keiten des durch V und T charakterisierten thermodynamischen Zustandes noch 
eine groBe ist, die Entropie darstellt, die aber bei Verminderung der Zahl der 
Realisierungsmoglichkeiten bis auf eine einzige noch verbleibende diese Be­
deutung verliert. 

Die eigentiimlichen Verhiiltnisse, die sich ffir die thermodynamischen Funk­
tionen ergeben, wenn sich W der GroBenordnung 1 niihert, sind genauer von 
CL. SCHAEFER 2) an der DEBYESchen Theorie der Molekularwiirmen fester Korper 
verfolgt worden. DEBYE ersetzt die Summe der Energien der 3 N Eigenschwin­
gungen des aus N Molekiilen bestehenden Systems, die bei ihm die Gesamtenergie 
des festen Korpers darstellt, J.=3N 

u= ~ h'PJ. 
~ kvJ. (46) 
).=1 

ekT -1 

in der Weise durch ein Integral, daB er denjenigen unter ihnen, die dem Inter­
vall l' bis l' + d'P angehoren, die zu l' gehorende Energie einer Eigenschwingung 
zuschreibt. 1st LI z die Anzahl der Eigenschwingungen in dem genannten Inter­
vall, so wird, wenn }'m wieder die maximale Eigenschwingungszahl bezeichnet, 

zuniichst a= v~~v' h('Pl + a· LIp) 

U=kT ~ --k-T-- .Llz. 
~ k(v,+adv) 

(47) 
a =0 e kT -1 

Damit man die Summe (47) in ein Integral umwandeln kann, ist notig, daB auch 
noch fUr sehr kleine Werte von LI l' sich LI z als Funktion von v in der Form 

LI z = 1(1') • LI v (48) 
darstellen liiBt. Das wird aber nur der Fall sein, wenn LI z auch fUr hinreichend 
kleine LI l' noch eine so groBe Zahl ist, daB wir die Funktion 1 (v) als stetig be­
handeln und ihr den DEBYESchen Wert 

1(1') = 3P'Vv2 (49) 
zuschreiben k6nnen. F' ist dabei eine bestimmte Funktion der elastischen Kon­
stanten und der Dichte des festen K6rpers. 

Andererseits muB bei dem zuliissigen Maximalwert von ,d z in der Darstellung 
vn, 

U = r ifJ(1')dv (50) 
(, 

das Verhiiltnis LI~~) fUr das sich aus LI z ergebende LI v hinreichend klein 

werden. Nun ist nach (47), (48), (49) 
3P" V· h· 1'3 

ifJ(v) = . h~'" (51; 

ek'l' - 1 

1) Yg!. 1I. PLANCK. \Yarmestrahlung. 4. Auf!.. S.218. 
2) CL. SCHAEFER. ZS. f. 1'hys. Bd. 7. S.287. 1921. 
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so daB 

(52) 

Li W(v) 
Nach (52) wird W(v) fur gegebenes Liz urn so groBer, je kleiner V. Bei be-

stimmten Werten von T und v ist also die Integraldarstellung (50) nur oberhalb 
einer bestimmten Grenze des Volumens zulassig. Das zweite Glied in der Klammer 

hv 
von kT unbegrenzt an von (52) steigt fUr kleine T wegen des groBen Wertes 

hv 
und nahert sich fUr T = 0 dem Werte - kT = -00. Sonach wird mit ab-

nehmender Temperatur und abnehmendem Volumen die Integraldarstellung (50) 
nur mehr fUr groBere und groBere Werte von v zulassig bleiben. Fur die kleineren l' 
dagegen muB man die ursprungliche Summendarstellung fur U gemaB (46) 
wahlen, so daB die Gesamtenergie die folgende Form erhalt: 

;-p-l ~m 

U ~- '" ~.v_A _ j3F'VhV3 dv 
...:::... hv). + hv • 

,1=1 lc'l' k'!' - 1 e - 1 Vp e 

(53) 

Dabei bedeutet 'I'p die niedrigste Schwingungszahl, fur we1che nach obigem die 
Integraldarstellung noch zulassig ist. Es ist allgemein 1) die Zahl der Eigen­
schwingungen unterhalb VA 

A - 1 = VF'v3 
i.' 

im einzelnen also 
p - 1 = VF'v~ 

und 
3N - 1 = VF'v~, 

wofUr auch geschrieben werden kann, da N eine sehr groBe Zahl ist, 

(54) 

(55) 

3 N = VF'v~n' (56) 

Bei Einfuhrung der Bezeichnungen 

hv 
kT = ';; (57) 

hVrn 
kT =x; 

hvp _ • 

kT - Xo ' 

hVm = g. 
k ' 

h'l'p _ g 
k - 0 

') Vgl. P. DEBYE, Ann. d. Phys. (4) Ed. 39. S.795. 1912. Gleichung 1. 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 
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und Berucksichtigung von (56) folgt aus (53) 
x 

+ 9Nhvm r ~3d; 
X4 • e~-1' 

(62) 

Xo 

U ist nach (53) bis (56) durch (62) als Funktion von V und T dargestellt, so daB 
aus (62) Cv , die Molekularwarme bei konstantem Volumen, durch Differentiation 
nach T erhalten werden kann 

(hy;.)2 :y~ x 
Cv = kJ.~1 kf e + 36 kNj;3 d; _ ~kNx + 9 kNym • ~_. (63) 

..::.. ( h v ). )2 X 3 e~ - 1 eX - 1 Y x4(eXo _ 1) 
1-1 - P .- ekT - 1 Xo 

Pm ist dabei nach (56) eine Funktion von V und wegen seiner Abhangigkeit 
von F' auch noch eine so1che von T. Yp bestimmt sich aus (52) dadurch, daB 
fUr vorgeschriebenes LIz der Ausdruck auf der rechten wie auf der linken Seite 
sich unterhalb eines vorgeschriebenen kleinen Wertes 0 halten muD, der von der 
gewunschten Genauigkeit der Integraldarstellung in (50) abhangt, und wird so 
ebenfalls eine Funktion von Vund T. Fur gegebenes Gesamtvolumen V liefert (63) 
in verschiedenen Temperaturgebieten verschiedene Typen des Verlaufs der 
Molekularwarme. 

Liegt T so hoch, daD sowohl x< 1 wie xo< 1, so wird in den Zahlern der 
h"A 

Summe ekT = 1, wahrend in den Nennern wegen des Minuendus 1 auch noch 
das zweite Glied der Exponentialreihe zu berucksichtigen ist. Man erhalt so 

den klassischen DULoNG-PETITschen Wert der Molekularwarme. 
Liegt T in einem Gebiet derart, daB x:}> 1, Xo < 1, so wird das Integral 

im zweiten Gliedc von (63) gleich! ~:d; = ;74, das zweite Glied selbst also 
e' - 1 15 

p k]o,' n 4 " 0 7· ----3-' das Verhaltnis des drittcn zum zweiten Gliede, da 1 gegen eX ver-

s~hwinXdet, - ~ . ~4 • X4 so klein, daB wir das dritte Glicd vcrnachlassigcn k6nnen. 
4 n e4 

Die Summe des ersten und letzten Gliedes in (63) wird wieder 4 k (P - 1) und da 
das Verhaltnis dieses Ausdruckcs zum zweiten Gliedc 

5 (P - 1) 5:1 -- -- ·x3 = -·x <1 
;74 3N ;74 tI 

ist, rcduzicrt sich dahcr in diesem FaIle die ~Iolekularwarme auf 

12 kiY 
C . = - - . n 4 • -~- • T3 "5 (-)3 . 

(65) 

enbprechcnd clem DEBYESchen T3-Gesetz. 
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Es sel endlich T so niedrig, daB sowohl x:> 1 wie auch xo:> 1 und daB 

schlieBlich auch fUr die niedrigste Eigenfrequenz, VI> : i :> 1 wird. Das 

Verhaltnis der absoluten Betrage der einzelnen Glieder von (63) ist dann 

l(hVl)2 1 II(hV2)2 1 I l(hl'P - 1 )2 1 I kT . hv,: kT . h,',:···: ---,;:y- hvp_.: 
ekT, ekT e kT 

(66) 

:{36N.t~}:{9N'X}:{9N.il3N . ~}, 
x3 e" eX r p - 1 x4 e"'o 

wobei e ein Wert von; zwischen Xo und x ist. Fiir das GraBenordnungsverhalt­
nis der einzelnen Ausdriicke sind lediglich die Exponentialfunktionen maBgebend. 
In dem Verhaltnis der beiden ersten Ausdriicke tritt 

auf, da V2> VI ist. Ebenso wird das Verhaltnis des ersten Ausdruckes zu den 
iibrigen erst recht 00, da die Exponenten der Exponentialfunktionen im Nenner 

im zweiten und den haheren Gliedern samtlich noch kleiner sind als :~2 
Somit ergibt sich in diesem Falle 

hl'l 

Cv=k(~ire-kT. (67) 

An diesem Ausdruck ist vor allem auffiillig, daB die Zunahme der inneren Energie 
mit der Temperatur nicht wie in den Formeln (64) und (65) der Atomzahl pro­
portional ist, sondern daB diese in viel komplizierterer Form iiber die niedrigste 
Eigenfrequenz VI weg hier eingeht. Dazu kommt, daB diese niedrigste Eigen­
frequenz auch von der Gestalt des Karpers abhangt. Da wir aber in der reinen 
Therniodynamik die Zunahme der inneren Energie mit der Temperatur der 
Atomzahl proportional annehmen miissen, so wird in der Tat der gebrauchliche 
thermodynamische Begriff der Molekularwarme bzw. der spezifischen Warme 
in dem betrachteten Temperaturgebiet hinfallig. 

19. Beziehung zwischen Entropiekonstante und chemischer Konstante. 
In engem Zusammenhang mit den Entropiekonstanten stehen die sog. chemischen 
Konstanten. Es sind dies von der Thermodynamik ebenfalls unbestimmt ge­
lassene additive GraBen, die sich allerdings nicht auf eine .der charakteristischm 
thermodynamischen Funktionen, sondern auf den Druck beziehen. Sie besitzen 
aber trotzdem wegen ihrer Verwendung in der chemischen Gleichgewichtslehre 
eine erhebliche Bedeutung und treten bei praktischen Rechnungen vielfach an 
Stelle der Entropiekonstanten, mit welchen sie durch eine einfache Gleichung 
verbunden sind. Der Druckwert, auf dessen Bestimmung sich die chemische 
Konstante bezieht, ist der Dampfdruck, d. h. derjenige, bei welchem sich Dampf 
und Kondensat miteinander im Gleichgewicht befinden. 

Wie sich die Aussagen der Thermodynamik auf die Entropiedifferenzen 
zwischen zwei verschiedenen Zustanden beschranken, so vermag sie auch nur 
die Differenz zwischen den zwei vorgeschriebenen Temperaturen entsprechen­
den Dampfdrucken einer Substanz anzugeben, und zwar miissen diese beiden 

Handbuch der Physik. IX. 21 
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Temperaturen auch noch sehr nahe beieinander liegen. Es gilt namlich nach 
der Formel von CLAPEYRON-CLAUSIUS 

dp = :~ dT (68) 

bzw. 
(69) 

wobei L die auBere, unter Beriicksichtigung der geleisteten auBeren Arbeit 
berechnete Verdampfungswarme je Grammol ist. 

Da alles, was die reine Thermodynamik iiber den Dampfdruck aussagen 
kann, in dieser Differentialgleichung enthalten ist, so bleibt die bei ihrer Inte­
gration eingefiihrte Konstante vom thermodynamischen Standpunkt aus un­
bestimmt. Allgemein ist die Verdampfungswarme 

T T 

L = Lo + jCpdT ' - jC~dT', (70) 
o 0 

wobei Lo die auBere Verdampfungswarme beim absoluten Nullpunkt, Cp und C~ 
die Molekularwarmen bei konstantem Druck fiir den Dampf bzw. dasKond~nsat 
sind. Vorausgesetzt wird dabei, daB der Ubergang von Dampf sowie 'Kondensat 
beim absoluten Nullpunkt von dem dem Nullpunkt entsprechenden Dampfdrucke 
zu dem der Temperatur T entsprechenden keinen merklichen Energieaufwand 
erfordert. Einfiihrung von (70) in (69) und Integration liefert, wenn man Cp als 
von der Temperatur unabhangig ansieht 

T 

fJ~1 dT' 
Lo Cp 1 TOP d Til C 

logp = - RT + R og - RT"2' +. (71) 

o 

Die Integrationskonstante C, die sog. chemische Konstante, bleibt thermo­
dynamisch unbestimmt, laBt sich aber auf die friiher betrachtete [vgl. oben 
Gleichung (32)J E'ntropiekonstante eines idealen Gases zuriickfiihren 1). Es war 

5 = RlogV + CvlogT + 50' (72) 

wenn wir beriicksichtigen, daB Cv = t R ist und wenn wir den von V und T un­
abhangigen Summanden abkiirzend mit So bezeichnen. Dnter V haben wir hier 
das zur Temperatur T gehorige Molekularvolumen des gesattigten Dampfes zu 
verstehen. Da nach dem NERNsTschen Warmetheorem die Entropie des Kon­
densats beim absoluten Nullpunkt verschwindet, so konnen wir die Entropie 
des als ideales Gas betrachteten Dampfes auch gleich 2: Q IT' setzen, wenn Q 
die Warmemenge ist, die wahrend der reversiblen Uberfiihrung des Kondensats 
der Temperatur 0 in den gesattigten Dampf der Temperatur T jeweils bei der 
Temperatur T' aufgenommen wird. Fiir die genannte Uberfiihrung wird dann 

T 

~ iL = ('C~dJ' L 
.L.,; T' .J T' + T 

o 

') O. STERX, ZS. f. Elektrochem. Bd.25, S. GG. 1919. 

(73) 
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somit durch Kombination von (72) und (73) 
T f C'dT' L 
~ + T = RlogV + CvlogT + So· (74) 

o 

Fur den Dampf als ideales Gas gilt V = RT, Cv = Cp - R. Fuhren wir dies in 
P 

(74) zugleich mit (70) ein, so erhalten wir 
T 

j. C' d T' T 

L p rC'dT' 
Rlogp = - ; + CplogT + 0 T - , ~ + RlogR -Cp + So· (75) 

0-
Nun ist, wie man sich leicht durch Differentiation der beiden Seiten der folgenden 
Gleichung uberzeugt, 

T 
T 'T~ 

JC~dT' ;r, JJC~dT' 
<J...--T-- = J? dT' - 0 T"2 - . dT" , 

o 0 
(76) 

wodurch (75) ubergeht in l' 

iTO 

) l C~dT' 
1 Lo Cp 1 TO. dT" + _R 10.€L~ -Rep + 5~. (/~/_\ og P = - RT + II og - RT"2 ! 

o 

Durch Vergleich mit (71) erhalt man 

C = R log R - Cp + So 
R . (78) 

(78) ist die gesuchte Beziehung zwischen der Entropiekonstanten So eines 
idealen Gases und der chemischen Konstanten C der zugehorigen Substanz. Dabei 
ist es, wie aus der Ableitung hervorgeht, gleichgilltig, ob das Kondensat fest oder 
flussig ist bzw. aus welcher fest en kristallinischen Modifikation des betreffenden 
chemischen Individuums es im ersteren Faile besteht. Wesentlich ist nur, daB, 
wie in (74) vorausgesetzt, die Entropie des Kondensats unabhangig von seinem 
Aggregatzustand oder seiner KristaIlform beim absoluten Nullpunkt gemaB dem 
NERNsTschen Warmetheorem in der PLANcKschen Fassung verschwindet. 

20. Dimension der chemischen Konstanten. Wenn auch die chemische 
Konstante nach ihrer Definition durch Gleichung (71) in einer eine DruckgroBe 
darstellenden Gleichung auf tritt, so besitzt sie doch keineswegs selbst die Dimen­
sion eines Druckes. In der Definitionsgleichung von C sind das erste und dritte 
Glied auf der rechten Seite dimensionslos, so daB diese Eigenschaft auch fUr die 
Kombination 

log P - 1 log T - C = log { ---£---- J 

l TR. eC J 
gelten muB. Es besitzt daher eC die gleiche Dimension wie PCp bzw. C die 

TR 
gleiche Dimension wie log (:7:.)' ein Ausdruck, der fUr ein einatomiges Gas, 

21* 
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fUr welches Cp = 1- R ist, in log(p. T-~) iibergeht. In der Tat ist dies aueh 
die Dimension des bekannten Ausdrueks fiir die ehemisehe Konstante eines 
einatomigen Gases· 

Das Auftreten einer GroJ3e von so eigentiimlieher Dimension beruht darauf, 
daJ3 man bei Integration von (68) gewisse, ihrer physikalisehen Bedeutung naeh 
eigentlieh untrennbare Ausdriieke voneinander getrennt hat. Diese Integration 
fUhrt namlieh zunaehst zu der Gleiehung 

p T 

!'d P = log (pt) = 1·~.dT 
. po. RP , (79) 

Po To 

wobei das Auftreten der unbestimmten Integrationskonstante seinen Ausdruek 
in dem Umstand findet, daJ3 man vom thermodynamisehen Standpunkt aus 
rein willkiirlieh einer beliebigen Temperatur To noeh einen beliebigen Dampf­
druek Po zuordnen kann. Die Gleiehung (79) enthaIt aueh beim Einsetzen von L 
aus (70) auf der linken wie auf der reehten Seite nur Glieder von versehwindender 
Dimension. Erst dadureh, daJ3 man die Zerlegung 

log (:J = logp -logpo 

vornimmt, den Subtr:thenden auf die reehte Seite hiniibernimmt und dort mit 
den To enthaItenden Gliedern vereinigt, tritt die Integrationskonstante 

To 

L C fJC~dT' 
C = + _0 - -Plog T + ~----. dTI/+ 10g(P) 

RTo R 0 RTI/2 0 
(80) 

o 

mit ihrer uniibersiehtIiehen Dimension auf. 

d) Nullpunktsenergie. 
21. Nullpunktsenergie in der klassischen und quantenhaften Molekular­

statistik. \Vie friiher (Ziff. 4) erwahnt, ist eine Bestimmung der von der Thermo­
dynamik unbestimmt gelassenen Energiekonstanten auf dem Boden der 
klassischen lVIolekularstatistik moglich, ohne daJ3 ein Dbergang zur Quanten­
theorie dazu erforderlich ware. Angesichts der Bedeutung des absoluten Null­
punkts fiir aIle thermodynamischen Betraehtungen liegt es nahe, nach dem 
absoluten Wert der Energie bei diesem zu fragen. 1st dieser einmal festgelegt, 
so ergibt sieh die absolute Energie fUr aIle anderen Temperaturen bzw. Drucke 
und Volumina aus der reinen Thermodynamik, die die Energiedifferenzen 
zwischen zwei bestimmten Zustanden einer Substanz zu iibersehen gestattet. 

Die klassische Molekulartheorie der \Varme sieht den absoluten Nullpunkt 
der Temperatur als Zustand volliger Ruhe an, dem sie daher den Energiewert 0 
zuschreibt. So hat das idcale Gas der klassischen Thcorie, das nur translatorisehe 
Encrgie der Schwerpunktsbewcgung der }Iolekiile besitzt, eine molare Energie 
von .~ . RT, die fUr T = 0 versclm"indct. Dagcgen ist es in der Quantentheorie 
dnrchaus nieht selbstverstandlieh, daD die Energic zuglcich mit der Temperatnr 0 
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wird. Vielmehr unterscheiden sich die verschiedenen Fassungen der Quanten­
theorie in dieser Beziehung in charakteristischer Weise. Kennzeichnend fUr die 
Quantenvorstellung ist die Verteilung der Gesamtenergie eines thermisch­
mechanischen Systems auf die einzelnen Elementargebiete der Wahrscheinlich­
keit. Die Gesamtenergie eines Systems von N gleichartigen Molekiilen stellt 
sich in der Form dar1) 

(81) 

wobei Wo = ~, WI = ~, W 2 = ~ die Verteilungszahlen fur das durch den 

jeweiligen Index bezeichnete Elementargebiet, No, N], N2 die :\Iolekiilzahlen in 
den betreffendenElementargebieten sind. Die Elementargebiete sind so gewahlt, 
daB an der Grenze der beiden Gebiete n - 1 und n eine ganz bestimmte Energie 
en besteht. Die Mittelwerte Eo, £1' E2 der Energie in den betreffenden Elementar­
gebieten, die so geordnet sind, daB Eo < El < E2 , sind dann dadurch eingegrenzt, 
daB 

(82) 

Die allgemeine Forderung der Quantentheorie besteht nun lediglich darin, 
daB die Mittelwerte in jedem Elementargebiet unabhangig von den Verteilungs­
zahlen einen bestimmten \Vert haben, der aber je nach den besonderen Quanten­
annahmen irgendwo innerhalb der durch (82) angegebenen Grenzen liegen kann. 
Die beiden M6glichkeiten, die dabei die gr6Bte Bedeutung gewonnenhaben, 
sind die der 1. PLANcKschen Quantentheorie, nach welcher die in einem be­
stimmten Elementargebiet liegenden Molekiile samtlich die gleiche Energie 
besitzen, und die II. PLANcKsche Quantentheorie, wonach die in einem be­
stimmten Elementargebiet des Zustandsraumes liegenden Molekule das Gebiet 
vollkommen gleichmaBig erfiillen. Da die Energie wie im ganzen Zustandsraum, 
so auch an den Grenzen der einzelnen Elementargebiete notwendig positiv 
oder Null sein muB, so kann sie nach (82) nur an der unteren Grenze des Elementar­
gebietes mit dem Index 0 verschwinden. Die Gesamtenergie eines Molekiilsystems 
kann also nur dann null werden, wenn alle seine Molekiile diesem Elementargebiet 
angeh6ren und wenn die Energie aller Einzelmolekiile dieses Elementargebietes 
gleich dem Energiewerte seiner unteren Grenze ist. Hiernach ist es nur in der 
1. PLANCKschen Quantentheorie moglich. daB die Energie beim absoluten Null­
punkt verschwindet, und auch hier nur, wenn der von vornherein unbestimmt 
gelassene einheitliche Energiewert aller Molekule im untersten Elementargebiet 
auf die Energie seiner unteren Grenze abgestellt wird. Dnter diesen Dmstanden 
wird die Energie eines aus N molekularen Oszillatoren der Schwingungszahl v 
bestehenden Systems, das sich mit schwarzer Strahlung der Temperatur T im 
Gleichgewicht befindet 2) , 

Yhv 
hv 

ekT - 1 

ein Ausdruck, der in der Tat fUr T = 0 gleich 0 wird. Beispiele, in denen auch 
nach der 1. PLANCKschen Theorie die Nullpunktsenergie nicht verschwindet, 
bieten die BOHRschen Atommodelle, bei welchen auch beim absoluten Nullpunkt 
die Bewegung der Elektronen um den Kern noch fortdauert und auch im untersten 
Quantenzustand noch einer endlichen Energie entspricht. 

1) Vgl. M. PLANCK. \Varmestrahlung. 4. Aufl., S. 125, Gleichung 177. 
2) M. PLANCK, \\"armestrahlung, 1. Aufl., S. 157, Gleichung 231. Leipzig 1906. 
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In der II. PLANcKschen Theorie kann, wie bereits erwahnt, selbst bei Ver­
weisung samtlicher Molekiile in das unterste Elementargebiet, nur ein ver­
schwindender Bruchteil von diesen an der unteren Grenze dieses Elementar­
gebietes liegen. Der iiberwiegende Teil wird daher eine endliche positive Energie 
erhalten, die auch beim absoluten Nnllpunkt fortbestehen muB. Die resultierende 
Nullpunktsenergie ergibt sich wieder am einfachsten fiir ein System von N 
molekularen Oszillatoren, wenn diese diesmal den Bedingungen der II. PLANCK­
schen Theorie unterworfen sind. Wird die Elongation der Oszillatoren als 
Koordinate gewahlt, so wird der entsprechend dem einzigen Freiheitsgrade der 
Oszillatoren 2-dimensionale Phasenraum (Phasenebene) bekanntlich von ellip­
tischen Phasenbahnen erfiillt, derart, daB die Energie jedes Teilchens auf irgend­
einer Phasenbahn durch das Produkt aus dem Flacheninhalt der Ellipse g und 
der Schwingungszahl v des Oszillators gemessen wird, so daB 

e = gv. (83) 

Man kann die Energie jeder Phasenbahn auch im Inneren der Elementargebiete, 
deren Grenzen durch die besonderen Werte g= nh mit ganzzahligem n gekenn­
zeichnet sind, angeben, wenn man nur den Flacheninhalt der von ihr um­
schlossenen Ellipse kennt. Fiihren wir gals unabhangige Veranderliche ein, so 
ist die Anzahl von Oszillatoren im Intervall dg gleich W (g) dg, und die Funktion 
W (g), die Verteilungsdichte, ist dabei wegen der gleichmaBigen ErfiilIung der 
Phasenebene mit Oszillatoren gemaB der II. PLANcKschen Theorie eine von g 
unabhangige Konstante W n , die nur von der Ordnungszahl des betreffenden 
Elementargebietes abhangt. Die Gesamtenergie aller Oszillatoren des Intervalls 
dg wird gleich e· W (g) dg, diejenige samtlicher Oszillatoren des untersten 
Elementargebietes 

h h h 

E = (EW(g)dg = Wo(Edg = Wov(gdg = Wovih2. 
000 

(84) 

Andererseits ist die Gesamtzahl der Oszillatoren im untersten Elementargebiet 

h 

(W(g) dg = Wok = N, 
o 

(85) 

da sich beim absolutcn Kullpunkt beim Minimum der moglichen Gesamtenergie 
aIle Oszillatoren in diesem Elementargebiet befinden. (85) eingefiihrt in (84) 
liefert als Gesamtcnergie der 1\' Oszillatoren beim absoluten Nullpunkt 

E=Nv. h . 
2 

(86) 

Man erhalt also, wie nach der II. PLANcKschen Theorie zu erwarten, eine endliche 
Null punktsenergie. 

Die vergleichsweisc Entwicklung der I. und II. PLANcKschen Quanten­
theorie fiir materielle Gebilde ist besonders an dem FaIle der spezifischen Warme 
des \;Vasserstoffs durchgefiihrt worden, ohne daB indes eine von beiden Auf­
fassungen ein entscheidcndcs Dbergewicht erlangt hatte l ). 

1) Vgl. F. REICHE, Die Ouantentheorie, S. SS. Berlin 1,)21, sO\\ie auch K. BEXXE\\TrZ 

u. F. SIMON, ZS. f. PI",o. nd~ 16. S 1S+. 1()23. 
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22. Das klassische Theorem der iibereinstimmenden Zustande. Jede 
Mole~ulartheorie, sei sie klassisch oder quantenhaft, beansprucht zwar aus dem 
von ihr gewahlten Modell die thermodynamischen Eigenschaften einerbestimmten 
Substanz, die chemisch einfach oder zusammengesetzt sein kann, abzuleiten. 
Dagegen besteht zwischen den Modellen der einzelnen Substanzen und deshalb 
auch zwischen den aus ihnen abgeleiteten thermodynamischen Funktionen zu­
nachst keinerlei Beziehung. Indes hat man schon fruh bemerkt, daB wenigstens 
fiir die chemischen Individuen weitgehende qualitative Analogien ihrer mechanisch 
thermischen Eigenschaften existieren, die sich besonders in den Beziehungen der 
einzeInen Aggregatzustande auspriigen. pie genauere Erkenntnis der kritischen 
Erscheinungen hat an Stelle der lediglich qualitativen An3.1ogien quantitative 
Beziehungen gesetzt. Der Fundamentalsatz auf diesem Gebiet ist das sog. 
Theorem -der iibereinstimmenden Zustiinde. 

Wird ein aus einer Fliissigkeit und dem zugehorigen Dampf bestehendes 
Zweiphasensystem erwiirmt, so nahern sich die Dichten beider Phasen einander 
mehr und mehr, indem das spezifische Gewicht der Fliissigkeit ab-, das des 
Dampfes dagegen zunimmt. Bei einer bestimmten Temperatur, der kritischen, 
werden die Dichten beider Phasen sowie aIle iibrigen physikalischen Eigenschaften, 
insbesondere auch die optischen, einander gleich. Der Unterschied zwischen 
Fliissigkeit und Dampf hOrt bei dieser Temperatur auf, urn oberhalb ihrer iiber­
haupt nicht wieder aufzutreten. Der Dampfdruck bei der kritischen Tem­
peratur ist der kritische Druck, die gemeinschaftliche Dichte von Fliissigkeit 
und Dampf die kritische Dichte. Die kritischen Daten, Temperatur, Druck und 
Dichte, sind fUr das thermisch-mechanische Verhalten eines chemischen Indi­
viduums so charakteristisch, daB sie natiirliche individuelle MaBeinheiten dieser 
drei Arten von GroBen fUr die betreffende Substanz bilden. Fiihrt man diese 
Einheiten ein, so behauptet das Theorem der iibereinstimmenden Zustiinde, daB 
der Druck als Funktion von Temperatur und Volurnen fiir alle chemischen Indi­
viduen durch eine und dieselbe universelle Beziehung ausgedriickt wird. Dies 
s611 sowohl fUr die Fliissigkeiten wie fUr die Diimpfe gelten. In diesem Sinne 
besitzen siimtliche Fliissigkeiten einerseits und samtliche Diimpfe andererseits 
dieselbe Zustandsgleichung. Ja, auch die Bedingungen der Koexistenz von 
Fliissigkeit und Dampf sind in diesem Sinne universell. Es gibt nur eine einzige 
Dampfdruckkurve fiir aIle Substanzen und nur je eine Kurve, die die Dichten 
von: Fliissigkeit und Dampf als Funktionen der Temperatur darstellt. 

23. Thermodynamische Formulierung des klassischen Theorems der iiber­
einstimmenden Zustande. Die Kontinuitiit des gasformigen und fiiissigen 
Aggregatzustandes, wie sie in den kritischen Erscheinungen ihren Ausdruck 
findet, hat 1. D. VAN DER WAALS SEN. zur Aufstellung einer gemeinschaftlichen 
Zustandsgleichung fUr eine jede Substanz im fliissigen und gasfOrmigen bzw. 
dampfformigen Zustand gefUhrt, welche bekanntlich lautet 

(p + ;2) (V - b) = RT. (87) 

Diese Gleichung liefert fUr gegebene Werte von p und T je nach dem Werte von T 
einen oder mehrere Werte von V. Der Grenzwert von T, bei welchem an Stelle 
der Mehrheit der V-Werte ein einziger tritt, ist offenbar von den individuellen 
Konstanten a und b der Zustandsgleichung (87) abhiingig. Dieser Grenzwert 
ist nichts anderes wie die obenerwahnte kritische Temperatur. 
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Man kann nun in die Gleichung (87) ebensogut wie in die obengenannten 
Beziehungen, die den Druck von Flussigkeit und Dampf einzeln als Funktionen 
von Temperatur und Volumen darstellen, Druck, Volumen und Temperatur 
auf die kritischen GraBen, das Molvolumen im kritischen Zustand CPo' die kritische 
Temperatur {)o und den kritischen Druck IIo als Einheiten beziehen. Man .erhalt 
damit eine universelle, das gesamte Gebiet der Gase und Flussigkeiten umfassende 
Zustandsgleichung von der Form 

( h, + (:J) (3 ~ - 1) ~ 8 ~" 

oder wenn man 
P V T - = II - = cP; -'} = {} setzt, IIo • CPo 1 0 

(II + ;2) . (3 <p - 1) = 8 {} . (88) 

Die auf die kritischen GraBen bezogenen sog. reduzierten ZustandsgraBen ge­
horchen nach (88) also in der Tat einer universellen Beziehung, die nur von der 
einzelnen Substanz unabhangige numerische Konstanten enthalt. 

Wenn auch Gleichung (88) ein deutliches Bild einer dem Theorem der uber­
einstimmenden Zustande entsprechenden Zustandsgleichung fUr das gesamte 
fluide Gebiet darstellt, so hat sie sich doch quantitativ keineswegs bewahrt. Das 
Theorem wird daher besser durch eine Gleichung dargestellt 

€J>(cp,{},II) =0, (89) 

bei welcher die Form der Funktion €J> im einzelnen zunachst dahingestellt bleibt 
und nur behauptet wird, daB sie universellen Charakter besitzt. Immerhin kann 
man gewisse Eigentumlichkeiten der Funktion 1> angeben, die der allgemeinen 
Beschaffenheit der kritischen Erscheinungen entsprechen. Lost man namlich (89) 
bezuglich cP auf, so wird die Anzahl der reellen Werte von cp davon abhangen, 
ob {} < 1. Fur {} < 1, im Sattigungsgebiete unterhalb der kritischen Tem­
peratur, ergeben sich mindestens zwei Werte, deren graBter CPn das reduzieite 
Dampfvolumen und deren kleinster cppz das reduzierte Flussigkeitsvolumen dar­
stellt. Fur {}:> 1, d. h. bei der kritischen Temperatur oder oberhalb ihrer, erhalt 
man einen einzigen Wert von cP, eben das reduzierte Volumen des permanenten 
Gases, das den reduzierten Druck- und Temperaturwerten II und {f entspricht. 

Fur die Koexistenz von Dampf und Flussigkeit gilt allgemein das MAxwELL­
sche Kriterium, nach welchem die auBere Arbeit bei Dberfuhrung eines Grammols 
gesattigter Flussigkeit in gesattigten Dampf die gleiche sein soIl, gleichgultig, 
ob man diese beim konstanten reduzierten Sattigungsdruck IIkoex oder dem nach 
der aIlgemeinen Zustandsgleichung (89) der reduzierten Sattigungstemperatur {} 
entsprechenden, noch von cp abhangigen reduzierten Drucke vornimmt. Das 
MAxwELLsche Kriterium stellt sich fur reduzierte ZustandsgroBen in der Form dar 

rpD 

III dcp = IIkoex. (ern - (PFl) . (90) 

Setzt man die gemaB obiger Vorschrift aus (89) ermittelten Werte von CPn 
und TFl in die rechte Seite und in die Integrationsgrenzen der linken Seite, den 
Wert von II als Funktion von {} und (I" gemaB (89) in den Integranden der linken 
Seite von (90) ein, so erhaIt man bei Ausfuhrung cler Integration eine universelle 
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Beziehung zwischen IIkoex. und {}, d. h. die universelle Dampfdruckkurve des 
Theorems der iibereinstimmenden Zustiinde. 

Da man nach (89) ¢D und 'PFI als Funktionen von IIkoex• und {} darstellen 
kann, die universelle Dampfdruckkurve aber geniigt, urn IIkoex. ZU eliminieren, 
so folgen aus (89) und.(90) auch universelle Darstellungen des reduzierten Fliissig­
keits- und Dampfvolumens im Sattigungsgebiete in Funktion der reduzierten 

. Siedetemperaturen. 
24. Ausnahmen yom klassischen Theorem der iibereinstimmenden Zu­

stande. Von einer Regel von solcher Allgemeinheit wie dem Theorem der iiberein­
stimmenden Zustande, das die gesamten Volum-, Druck- und Temperaturverhrut­
nisse samtlicher chemischer Individuen auf die kritischen Daten zuriickfiihren 
will, kann man begreiflicherweise keine absolut genaue Giiltigkeit erwarten, wenn 
man sich die auBerordentliche Kompliziertheit der Molekiile gemaB unseren 
chemischen Vorstellungen vergegenwartigt. In der Tat bedingt die molekulare 
Individualitat nicht unbetrachtliche Schwankungen der thermodynamischen 
Funktionen des Druckes im Gas- und Fliissigkeitsgebiet, des Sattigungsdruckes 
und der Sattigungsvolumina urn die nach dem Theorem der iibereinstimmenden 
Zustiinde zu erwartenden Normalwerte. Besonders storend erweist sich fUr seine 
Giiltigkeit vor allem die Bildung von Doppelmolekiilen, wie wir sie bei Ver­
bindungen wie Wasser, Sauren, Methylalkohol auf Grund von Molekulargewichts­
bestimmungen kennen. Indessen bestehen starke Abweichungen yom Theorem 
auch bei keineswegs assoziierten Substanzen, namentlich bei H2 und He. Dabei 
fallt auf, daB es sich in solchen Fallen urn Korper von besonders niedriger kritischer 
bzw. Siedetemperatur handelt und daB die Abweichungen gesetzmaBig urn so 
groBer werden, je niedriger die kritische Temperatur ist. So nimmt der Richtungs­
koeffizient in der Regel der geraden Mittellinie von Dampf- und Fliissigkeits­
dichten in ihrer reduzierten Form yom Normalwert 0,93 bis auf 0,255 bei He ab1). 

25. Ableitung des klassischen Theorems der iibereinstimmenden Zustande 
aus dem Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit. Eine so weitgehende Ahnlich­
keit im thermodynamischen Verhalten der verschiedenen Substanzen, wie das Theo­
rem der iibereinstimmenden Zustande sie darstellt, muB natiirlich irgendwie in 
den molekularen Modellen zum Ausdruck kommen. Man wird aber zugleich von 
diesen fordern miissen, daB sie der eigentiimlichen Abweichung yom Theorem 
bei den Substanzen mit niedriger kritischer Temperatur Rechnung tragen. Die 
Frage, die uns an dieser Stelle in dieser Beziehung beschiiftigt, ist die, wieweit 
die erwiihnten empirischen Beziehungen auf dem Boden der klassischen Molekular­
theorie bzw. der Quantentheorie verstandlich zu machen sind. 

Betrachtet man zuniichst das Theorem in seiner N ormalform, ohne sich urn 
die Abweichungen bei niedrigen kritischen Temperaturen zu kiimmern, so bietet 
es dem molekulartheoretischen Verstandnis auf dem Boden der klassischen Theorie 
allein keine allzu groBen Schwierigkeiten, und in der Tat ist denn auch schon 
£riih, langst vor Begriindung der Quantentheorie, von H. KAMERLINGH ONNES2) 
eine molekulartheoretische Deutung des Theorems in dieser Form gegeben worden. 

Die Deutung von KAMERLINGH ONNES beruht auf dem sog. Prinzip der 
mechanischen Ahnlichkeit. Starr gedachte Molekiile zweier chemischer Individuen 
konnen zuniichst im gewohnlichen, d. h. geometrischen Sinne einander ahnlich 
sein. Auch zwei Scharen ruhender Molekiile solcher geometrisch iihnlicher 
Molekiilarten, die durch geometrisch iihnliche Hiillen begrenzt sind, konnen ein­
ander geometrisch ahnlich angeordnet werden. Dazu ist offenbar notig, daB 

1) Vgl. H. KAMERLINGH ONNES u. w. H. KEESOM, Enzyklop. d. math. Wissensch. 
Ed. V, 1, S.922. 

2) H. KAMERLINGH ONNES, Arch. Neerland. Ed. 30, S. 112. 1897. 



330 I{ap. 5. A. BVK: Quantentheorie molarer thermodynamischer Zustandsgr6Ben. Ziff.25. 

entsprechende Entfernungen in beiden Systemen einander proportional sind. 
1st etwa 11/12 das Verhiiltnis von entsprechendenUingen im ersten und im zweiten 
Molekiilsystem, so werden alle einander entsprechenden Abmessungen in beiden 
Systemen durch dieselben Zahlenwerte ausgedriickt werden, wenn man fiir beide 
Systeme nicht eine gemeinschaftliche Langeneinheit, wie etwa das Zentimeter, 
sondern die spezifischen Langeneinheiten 11 und 12 wahlt. 

Da die Molekiile in den wirklichen Molekiilsystemen aber nicht ruhen, sondern 
'infolge ihrer der endlichen Temperatur entsprechenden lebendigen Kraft und 
infolge von Kraften, die sie aufeinander ausiiben, in Bewegung sind, so kann 
man nicht im allgemeinen darauf rechnen, daB eine etwa anfanglich bestehende 
geometrische Ahnlichkeit in beiden Systemen im Laufe der Zeit fortdauern wird. 
Hierzu miissen offenbar noch zusatzliche Bedingungen erfiillt werden. lodes 
erweist sich die Forderung, daB eine etwa anfangs vorhandene geometrische 
Ahnlichkeit dauernd fortbesteht, fiir die Ableitung des Theorems der iiber­
einstimmenden Zustande als zu weitgehend. Es geniigt vielmehr zu fordern, daB 
die Zeiten, innerhalb welcher, ausgehend von zwei geometrisch ahnlichen Zu­
standen der beiden Molekiilsysteme, wieder geometrisch ahnliche Zustande er­
reicht werden, in einem festen Verhiiltnis zueinander stehen. 1st dieses Ver­
haltnis 1:1/1:2' so werden alle einander entsprechenden ZeitgroBen in beiden 
Systemen, etwa diejenigen, innerhalb welcher zwei Molekiile ihre Entfernung 
voneinander auf die Halfte verkiirzt haben, durch die gleichen Zahlenwerte 
ausgedriickt werden, wenn man als Zeiteinheit nicht eine gemeinschaftliche, 
etwa die Sekunde, benutzt, sondern die spezifischen Zeiteinheiten 1:1 und 1:2 0 

Man kann das Verhaltnis der beiden Systeme, deren Abmessungen bei dieser 
spezifischen Langen- und Zeitmessung durch die gleichen Zahlenwerte ausgedriickt 
werden, als kinematische Ahnlichkeit bezeichnen. 

Das Verhiiltnis der Molekularvolumina zweier kinematisch ahnlicher Molekiil­
systeme wird im absoluten MaBsystem offenbar durch den Quotienten 

VI = (21)3 
V 2 12 

(91) 

gegeben, so daB beide in ihren spezifischen MaBsystemen das gleiche Molekular­
volumen besitzen. Aber iiber das Verhaltnis der beiden anderen thermo­
dynamischen ZustandsgroBen, Druck und Temperatur, in beiden Molekiilsystemen 
laBt sich auf Grund der kinematischen Ahnlichkeit noch nichts Bestimmtes aus­
sagen. Wohlliefern die gegebenen Verhaltnisse 11/22 und 1:1/1:2 die Verhaltnisse der 
Geschwindigkeiten, mit denen sich einander entsprechende Tei1chen etwa in 
einem idealen Gase zu einander entsprechenden Zeit en im Inneren des Gases 
sowie an seinen Begrenzungswanden bewegen. Aber in den Ausdriicken fur 
den Druck 

1 No mc 2 p=_o ___ _ 
3 V 

(92) 

und die der absoluten Temperatur proportion ale lebendige Kraft ]e Grammol 

1 -
-N omc 2 

2 
(93) 

wobei c2 das mittlere Geschwindigkeitsquadrat und m die Molekiilmasse, tritt 
neben der kinematischen GeschwindigkeitsgroBe die ausgesprochen mechanische 
Massengro8e auf. Solange wir also nichts iiber die VerhaItnisse der Massen in 
den kinematisch ahnlichen Systemen wissen, la8t sich nichts iiber die Verhaltnisse 
von Drucken und Temperaturen in ihnen aussagen. Wir fiigen demgema8 als 
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eine dritte Ahnlichkeitsbeziehung zwischen den beiden Systemen noch hinzu, 
daB das VerhaItnis von Massen, die zu entsprechenden Zeiten entsprechende 
Raume erfiillen, in beiden Systemen ebenfalls konst~nt und zwar 1-'1/1-'2 ist. Zwei 
Molekiilsysteme, in denen einander entsprechende Langen, Zeiten und Massen 
in eihem festen VerhaItnis zueinander stehen, werden als mechanisch ahnlich 
bezeichnet. Die im absoluten MaBsystem gemessenen Drucke stehen dabei 
nach (92) in mechanisch ahnlichen Systemen zueinander in dem VerhaItnis 

PI m1 V 2 ~ 1-'1 12 (1"2)2 
P2 = m2 • VI· ~ = 1-'2· ~. 1"1 • (94) 

Sie werden in den spezifischen MaBsystemen durch dieselben Zahlenwerte ge­
geben. Fur das Verhaltnis der Temperaturen, in Kelvingraden gemessen, in 
mechanisch ahnlichen Systemen ergibt sich nach (93) 

(95) 

Bei EinfUhrung der spezifischen MaBeinheiten erhalt man wieder gleiche Tem­
peraturwerte. 

Da also in mechanisch ahnlichen Systemen bei EinfUhrung der spezifischen 
Einheiten fUr Lange, Zeit und "Masse Molekularvolumen, Druck und Temperatur 
die gleichen Zahlenwerte annehmen, so werden in solchen auch dieselben Be­
ziehungen zwischen diesen drei GraBen fUr die einzelne Substanz bestehen 
mussen; d. h. mechanisch ahnliche Systeme miissen dieselbe Zustandsgleichung (89) 

besitzen. 
ifJ (fP, {}, II) = 0 

Zur Ableitung des Theorems der ubereinstimmenden Zustande aus dem 
Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit ist also nur noch hinzuzufUgen, daB die 
EinfUhrung der spezifischen Einheiten von Volumen, Druck und Temperatur 
mittels der kritischen Daten fPo, {}o, IIo der EinfUhrung der spezifischen Einheiten 
fur Lange, Zeit und Masse entspricht. Dazu braucht man nur vorauszusetzen, 
daB die kritischen Zustande untereinander mechanisch ahnlich sind. Denn nach 
(91), (94) und (95) werden bei Einfuhrung der spezifischen Einheiten von Lange, 
Zeit und Masse die Molekularvolumina, Drucke und Temperaturen in mechanisch 
ahnlichen Systemen einander gleich. Dieser Gleichheit tragen wir Rechnung, 
indem wir die kritischen Werte von Molekularvolumen, Druck und Temperatur 
bei den verschiedenen Substanzen als untereinander gleich, d. h. als Einheiten 
dieser GraBen ansehen. DaB die kritischen Punkte, wenn man uberhaupt die 
Maglichkeit mechanisch ahnlicher Zustande bei verschiedenartigen Molekiil­
systemen annimmt, derartige Zustande darstellen werden, ist plausibel, da sie 
fUr jede einzelne Substanz einen ganz bestimmten, in hachstem MaBe charakte­
ristischen Zustand von zentraler Bedeutung fUr ihr ganzes thermodynamisches 
Verhalten darstellen. 

26. Das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit und die empirischen Ab­
weichungen yom klassischen Theorem der iibereinstimmenden Zustande. Aus 
der Natur der molekularmechanischen Voraussetzungen, die wir zwecks Ab­
lei tung des Theorems der ubereinstimmenden Zustande haben machen mussen, 
ergibt sich aber auch zugleich, daB es sich hier, wie die Erfahrung lehrt, offenbar 
nur urn ein Naherungsgesetz handeln kann, da diese molekularmechanischen 
Voraussetzungen nach unseren ganzen molekulartheoretischen Vorstellungen 
gar nicht streng erfullt sein "kannen. Vor allem widerspricht die vorausgesetzte 
strenge geometrische Ahnlichkeit der Molekiile der verschiedenen chemischen 
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Substanzen den wohlbegriindeten Bildern der Strukturchemie und der BOHRschen 
Atomtheorie. Ebenso werden die Krafte, die je zwei unter sich gleichartige 
Molekiile aufeinander ausuben, bei verschiedenen Substanzen wegen des ver­
schiedenartigen Molekiilaufbaues in beiden Hillen nicht in so einfachen Be­
ziehungen zueinander stehen, daB die Bedingungen der mechanischen .Almlichkeit 
streng erfUllt sind. Immerhin mussen aber doch wegen der annahernden er­
fahrungsmaBigen Erfiillung des Theorems die individuellen Unterschiede der 
einzelnen chemischen Individuen so weit zurucktreten, daB wir wenigstens fUr 
das von der Zustandsgleichung beherrschte thermodynamische Erscheinungsgebiet 
mit mechanischer Ahnlichkeit im groBen und ganzen rechnen durfen. N atiirlich 
kann keine Rede davon sein, das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit auf andere 
GesetzmaBigkeiten zu ubertragen, bei denen der individuelle Charakter der Mole­
kiile oder gar der Atome wie bei der Emission der Spektrallinien stark hervortritt. 

Die kleineren Abweichungen yom Theorem bei nicht assoziierten und die 
groBeren bei assoziierten Substanzen, bei welch letzteren nicht einmal die 
ldentitat der einzelnen Molekiile je einer Substanz untereinander erfullt ist, 
erscheinen so nach der klassischen molekulartheoretischen Ableitung verst and­
lich. Fur eine Sonderstellung der Substanzen mit niedriger kritischer Temperatur 
aber ergeben die klassischen Vorstellungen zunachst keinerlei Anhalt. Es ist 
nicht einzusehen, warum fur Molekiilsysteme, deren spezifische Einheiten von 
Lange, Zeit und Masse so beschaffen sind, daB sie zu niedrigen kritischen Tem­
peraturen, in Kelvingraden gemessen, fuhren, nicht mehr mechanische Ahnlichkeit 
mit Molekiilsystemen moglich sein sollte, deren spezifische Einheiten hoheren 
kritischen Temperaturen entsprechen. 

27. Unvereinbarkeit des universellen Wirkungsquantums mit dem Prinzip 
der mechanischenAhnlichkeit. Wenn nun auch die klassische Molekularmechanik 
keinerlei Verstandnis fur die Sonderstellung der niedrigen kritischen Temperaturen 
ergibt, so konnte es mit der Molekularmechanik auf quantentheoretischer Grund­
lage doch anders stehen. In der Tat steckt in den Grundlagen der Quantentheorie 
ein Umstand, der der Erfiillung der Forderungen des Prinzips der mechanischen 
Ahnlichkeit Schranken setzt, und zwar derart, daB das genannte Prinzip nur urn 
so ungenauer erfullt werden kann, je niedriger die kritische Temperatur isP). 

Fur jede Anwendung der Quantentheorie ist die Einfuhrung des elementaren 
Wirkungsquantums h charakteristisch, einer Konstanten von der Dimension 
Energie X Zeit, die im C-G-S-System den festen Zahlenwert 6,52· 10- 27 besitzt. 
~Iit diesem festen Zahlenwert tritt sie in jedem der verschiedenen Molekiilsysteme 
auf. Nun fordert aber das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit, daB jede 
physikalische GroBe, die in zwei mechanisch ahnlichen Molekiilsystemen die 
gleiche Rolle spielt, nicht im C-G-S-System, sondern in dem spezifischen MaB­
system der Substanz den gleichen Zahlenwert habe. Die universelle Konstanz 
von h im C-G-S-System, die in dem spezifischen MaBsystem zu verschiedenen 
Zahlenwerten fUr die einzelnen Substanzen fUhren wurde, ist also mit dem Prinzip 
der mechanischen Ahnlichkeit unvertraglich. Somit ist in Molekulsystemen, 
deren Verhalten uberhaupt quantentheoretisch bedingt ist, eine strenge Erfullung 
des Prinzips der mechanischen Ahnlichkeit und damit auch des Theorems der 
iibereinstimmenden Zustande unmoglich. Abweichungen von beiden werden in 
so starkerem Maile zu erwarten sein, je groBer die Rolle der Quanteneffekte ist. 
Es handelt sich darum, verstandlich zu machen, warum Quanteneffekte bei 
Substanzen mit niedriger kritischer Temperatur starker hervortreten als bei 
solchen mit hoherer. 

') Vgl. .\. BVK, Ann. d. Phys. (4) Bd.66, S. 157. 1921. 
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Wir gehen dabei von einem chemisch einatomigen komprimierten Gase bzw. 
einer Fliissigkeit aus, deren starre Molekiile nicht als Massenpunkte angesehen 
werden diirfen. Die Thermodynamik eines Grammols einer so1chen Substanz 
baut sich molekulartheoretisch auf der statistischen Betrachtung einer sehr 
groBen Anzahl (N) Molekiile von je 6 Freiheitsgraden auf. Die Zustande des 
Molekiilsystems sind daher in einem 12-N -dimensionalen Phasenraum darzustellen. 

Nehmen wir zwei derartige Molekiilsysteme zweier verschiedener einatomiger 
Substanzen an, wobei wir zunachst die klassische Molekularmechanik zugrunde 
legen, so werden die Phasenbahnen durch zwei Raumkurven in beiden 12-N­
dimensionalen Phasenraumen dargestellt. 1m Falle mechanischer Ahnlichkeit 
laBt sich die eine dieser Phasenbahnkurven in die andere iiberfiihren, indem man 
jede einzelne Koordinate des Phasenraumes in einem bestimmten Verhaltnis 
vergroBert bzw. verkleinert. Hat irgendeine der Koordinaten und Impulse der 
N Molekiile, we1che die 12· N Koordinaten des Phasenraumes darstellen, die 
Dimension [MJa. [LJb. [TJc, so wird offenbar die Phasenbahn des Molekiil­
systems mit dem Index 2 in diejenige des Molekiilsystems mit dem Index 1 durch 
Multiplikation samtlicher Koordinaten des Phasenraumes mit dem Faktor 

(;:r e:t (::Y 
iibergefiihrt. 

28. Mechanische Ahnlichkeitstransformation verriickt Phasenbahnen aus 
der Grenze zweier Elementargebiete. Man kann sich die Uberfiihrung zweier 
entsprechender Phasenbahnen in verschiedenen Molekiilsystemen ineinander 
durch eine Ahnlichkeitstransformation an dem einfachen Fall eines aus einem 
einzigen, starren, kugelformigen Molekiil der Masse m bestehenden Systems klar­
machen, das nach Art eines Resonators unter Wirkung einer elastischen Kraft 
urn einen festen Punkt oszilliert. Die Bewegung wird dann bekanntlich durch 
eine Koordinate, die Elongation ~ des Kugelmittelpunktes, und den zugehorigen 

Impuls '!jJ = m ~; beschrieben, welche die kartesischen Koordinaten des zwei­

dimensionalen Phasenraumes, der Phasenebene, bilden. Die spezifischen Ein­
heiten von Lange und Masse bei zwei einander mechanisch ahnlichen Oszillatoren 
verhalten sich wie ~1/ ~2 bzw. m1/m2 , wobei ~1 und ~2 die Maximalelongationen 
der beiden Schwingungen, m1 und m2 die Massen beider Molekiile bezeichnen 
mogen. Das Verhaltnis der spezifischen Zeiteinheiten leitet sich aus der GroBe 
der elastischen Kraft in beiden Fallen abo 1st die Differentialgleichung der 
Bewegung 

(96) 

so ist entsprechend der Dimension der Konstanten a2 

und 
1 

Tl a2 mi 
-=---1· 
T2 a1 m~ 

(97) 

Wir wollen der Einfachheit halber annehmen, daB die Schar der Phasenbahnen 
der Resonatoren, die bekanntlich Ellipsen mit konstantem Achsenverhaltnis 
sind, in beiden Fallen bereits bei Anwendung des absoluten MaBsystems zu­
sammenfallen. Dann muB das Achsenverhaltnis in beiden Fallen dasselbe sein, 
also 
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wobei 1'1 und 1'2 die Schwingungszahlen der beiden Resonatoren sind. Ent­
sprechend der Dimension der Schwingungszahl l' als reziproker Zeit bedeutet 
dies, daB zwischen den spezifischen Einheiten von Masse und Zeit die Beziehung 
besteht 

(98) 

bzw. nach (97) zwischen den Massen und den der Einheitselongation von 1 cm 
entsprechenden elastischen Kriiften die Beziehung 

1 
m2 

1 

mt 
2 

(99) 

Fiir zwei mechanisch iihnliche Phasenbahnen der Oszillatoren mit den 
Indizes 1 und 2 ist in diesem FaIle das VerhiHtnis der groBen wie auch der 

Abb. 1a. 

% 
/'------...,,-=-""-~-----­

/ ....... .,.- --
/ / 

/ // ",-

/ / / 
\ \ \, 
",,-," --' ..... _-­

'-- -==4==-~ --
Abb. 1b. 

Abb. 1a und 1b. Phasenbahnen 
des Resonators. 

kleinen Achsen der EIlipsen gleich ~i / ~2 . In 
Abb. 1 a und 1 b stell en die ausgezogenen Ellipsen 
zwei im C-G-S-System mechanisch iihnliche 

Phasenbahnen fiir das Verhiiltnis ~ = ~ dar, 
';2 3 

wobei die Bedingung (99) erfiillt ist. Die aus­
gezogene Ellipse der Abb. 1 b geht hier ent­
sprechend der Dimension der Koordinaten 
durch Multiplikation der ~-Koordinate mit 
dem Faktor 

(ttl)O (Al)1 (1'1)° ~i 
tt2 . A2 • ~ = ~2' 

der 1p-Koordinate mit dem Faktor 

der nach (98) (~~ y = ~~ wird, in die ausge­

zogene Ellipse der Abb. 1a iiber. 
Wiihrend nach der klassischen Theorie jede Phasenbahn eine mogliche 

Bahn des Systems ist, ist dies in der Quantentheorie wenigstens in ihrer erst en 
Form nicht der Fall. 1st also die Phasenbahn eines ersten Molekiilsystems cine 
im Sinne der Quantentheorie mogliche, so kann man nicht ohne weiteres an­
nehmen, daD die mechanisch ahnliche Phasenbahn im zweiten Molekiilsystem 
auch mit den Quantenbedingungen vertraglich sein wird. Nach der erst en 
PLANcKschen Theorie verlauft namlich eine Phasenbahn in ihrer ganzen Aus­
dehnung vollsUindig langs der Grenze zweier Elementargebiete der Wahrschein­
lichkeitl). Damit dies wie fiir das erste Molekiilsystem im allgemeinen auch fiir 
das zweite :\folekiilsystem der Fall sein soIl, ist offenbar notig, daB an Stelle 
der Hyperflachen, we1che den ersten Phasenraum in Elementargebiete der 
\Vahrscheinlichkeit zerlegen, im zweiten Phasenraum so1che Hyperflachen trden, 
die aus den ersteren durch die gleiche Koordinatentransformation des Phasen­
raumes entstehen, die die einander entsprechenden einzelnen Phasenbahnen 
ineinander iiberfiihrt. Da jedes einzelne Elementargebiet des Phasenraums gemaB 
cler Quantentheorie fiir das erste l\Iolekiilsystem das Volumen (h)6X besitzt, 

') :\1. PL~XCK, Ann. d. Phys. (4) Hr!. Su, S. 387. 1'.116. 
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so miiBte wegen der Dimension von h dieses Volumen im Phasenraum des zweiten 
Molekiilsystems betragen 

Das ist aber u,nmoglich, da wegen des universellen Charakters des Wirkungs­
quantums auch im zweiten System das Volumen des Elementargebietes, in C-G-S­
Einheiten gemessen, gleich (h)6N sein muB. 

1st etwa im vorher behandelten Beispiel des Oszillators die ausgezogene 
Ellipse der Abbildung 1a zugleich die obere Grenze des ersten Elementargebietes, 
derart, daB ihr FHicheninhalt gleich hI = h ist, so wird diemechanisch ahnliche, 
voll ausgezogene Phasenbahn in Abb. 1 b keineswegs mehr mit der Grenze des 
ersten Elementargebietes zusammenfallen, die ja unverandert bleibt und durch 
die ~einste gestrichelte Ellipse dargestellt wird. Sie wird iiberhaupt nicht auf 
die Grenze eines Elementargebietes, sondern zwischen die Grenzen des zweiten 
und dritten EJementargebietes, die ebenfalls durch gestrichelte Ellipsen angedeutet 
sind, fallen. Hiernach ist die der Phasenbahn des ersten Systems im zweiten 
System mechanisch ahnliche in dem letzteren nach der 1. PLANcKschen Quanten­
theorie iiberhaupt keine mogliche Phasenbahn. 

29. Das klassische Theorem der iibereinstimmenden Zustande als Grenz­
gesetz fUr hohe kritische Temperaturen bzw. niedrige reduzierte Wirkungs­
quanten. Es bleibt noch klarzustellen, warum die Unvereinbarkeit einer quanten­
maBig eingeschrankten Molekularmechanik mit dem Prinzip der mechanischen 
Ahnlichkeit gerade bei den Molekiilsystemen mit besonders niedriger kritischer 
Temperatur zum Ausdruck kommt und warum der storende EinfluB der quanten­
haften Struktur des Phasenraumes bei zunehmender kritischer Temperatur mehr 
und mehr zuriicktritt. Denken wir uns fUr die beiden Phasenraume nicht das 
C-G-S-System, sondern die beiden spezifischen MaBsysteme zugrunde gelegt, 
so werden zwar die Phasenbahnen, die im Verhaltnis mechanischer Ahnlichkeit 
zueinander stehen, in beiden Raumen identisch. Das gilt aber nicht von den 
die Struktur des Phasenraumes bedingenden Hyperflachen; denn dann wiirde ja 
auch das Volumen der Zellen des Phasenraumes im spezifischen MaBsystem fUr 
beide Molekiilsysteme gleich sein, wiirde also im absoluten MaBsystem, wo es doch 
identisch gleich h6N sein muB, verschieden ausfallen. Entsprechend der Invarianz 
des Zellenvolumens im absoluten MaBsystem werden bei Anwendung des spezi­
fischen MaBsystems die Zellen urn so kleiner sein, je groBer die spezifische Einheit 
einer GroBe von der Dimension von h in dem betreffenden Molekiilsystem ist. 

Zur unmittelbaren Ankniipfung an die Erfahrung erscheint es zweckmaBig, 
dem spezifischen MaBsystem die kritischen Daten zugrunde zu legen, deren 
Verhaltnis zueinander bei zwei verschiedenen Substanzen ja nach obigem (vgl. 
Ziff.25) zugleich dasjenige der spezifischen Einheiten von GroBen der betreffenden 
Dimensionen darstellt. Wir setzen also als spezifische Einheiten des Volumens 
das kritische Molvolumen CPo, als spezifische Einheit der Temperatur die kritische 
Temperatur {)o und als solche der Masse die Masse eines Grammols, d. h. das 
Molekulargewicht M. Die der ersten und dritten dieser molaren GraBen ent-

sprechenden molekularen GroBen sind dann ~ , das durchschnittliche Volumen, 

das einem wahren Molekiil im kritischen Zustande zur Verfiigung steht, und 
M . 

mo = N' die Molekiilmasse. Die Temperatur als solche hat fiir das einzelne Molekiil 

keine Bedeutung; wir wahlen als spezifische Energieeinheit k{)o, eine GroBe, 
die jedenfalls der GroBenordnung nach nicht von der mittleren Energie eines 
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Moleki.ils im kritischen Zustande verschieden ist. Entsprechend der Dimension 
von h wird dann des sen spezifische Einheit 

!,- (cpo)t (k{})1 m6' -. 0 2 

N 
und das Volumen des Elementargebietes der Wahrscheinlichkeit.im spezifischen 
MaBsystem { h } 6 N 

l mJ. (~y . (k{}o)tJ = W
6N

, (100) 

wenn wir zugleich fUr den auf das spezifische MaBsystem bezogenen Wert des 
Wirkungsquantums, das reduzierte Wirkungsquantum, eine besondere Bezeich­
nung w einfUhren. Je kleiner wist, desto dichter wird der Phasenraum von den 
die Elementargebiete voneinander trennenden HyperfHichen erfUllt sein, auf 
denen nach der 1. PLANCKschen Quantentheorie die Phasenbahnen allein ver­
laufen diirfen. Auch bei kleinem w wird allerdings eine Phasenbahn, die im erst en 
Zustandsraum langs einer der charakteristischen Hyperflachen verlauft, im 
zweiten Phasenraum nicht mehr genau in einer Hyperflache verlaufen. Aber 
sie wird bei Verkleinerung von w naher und naher an den benachbarten Hyper­
£Iachen liegen, so daB sie schlieBlich praktisch so betrachtet werden kann, als 
liege sie in einer Hyperflache selbst. Die Beschrankung der moglichen Phasen­
bahnen durch die Quantentheorie verliert bei abnehmendem wimmer mehr an 
Bedeutung. An Stelle des endlichen Elementargebietes der Wahrscheinlichkeit 
tritt schlieBlich ein differentielles Elementargebiet wie in der klassischen Molekular­
statistik. Damit aber gehen die molekularen und dementsprechend auch die 
thermodynamischen Verhaltnisse wieder in die klassischen iiber. Es gibt prak­
tisch wieder mechanisch ahnliche Systeme, mit deren Hilfe wir das Theorem der 
iibereinstimmenden Zustande ableiten konnen. 

Urn die Verhaltnisse am FaIle des Resonators zu erlautern, bemerken wir, 
daB bei Anwendung des spezifischen MaBsystems die Phasenebene urn so dichter 
mit konzentrischen Eilipsen erfiiIlt sein wird, die die Grenze je zweier Elementar­
gebiete bilden, je groBer die spezifische Einheit fiir eine GroBe der Dimension 
Energie X Zeit in dem betreffenden System ist, d. h. je groBer (s. oben Zif£. 28) 
mt2 
-- oder nach (98) je groBer e ist. Je dichter diese ErfiiIlung aber ist, urn so 

T 

genauer werden zwei Ellipsen zweier verschiedener Systeme, von denen gefordert 
wird, daB sie an der Grenze zweier Elementargebiete liegen sollen, miteinander 
iibereinstimmen konnen. 

Gleichung (100) zeigt nun in der Tat, daB das reduzierte Wirkungsquantum 
und damit die Abweichung vom Theorem der iibereinstimmenden Zu~tande urn 
so groBer ist, je kleiner ~'}o, je niedriger also die kritische Temperatur ist. Aber 
aus dem Ansatz (100) folgt zugleich, daB Verminderung des Molekulargewichts 
und des kritischen Volumens ebenso wirken wie niedrige kritische Temperaturen. 
Die Erfahrung bestatigt dies l ), wobei zu bemerken ist, daB der Gang aller drei 
GroBen ungefahr derselbe ist. Nach der hier gegebenen Erklarung durch die 
Quantentheorie kommt es fiir die Abweichungen vom Theorem der iibereinstim­
menden Zustande lediglich auf die in w vorkommende Kombination dieser drei 
GroBen an. Das klassische VAN DER WAALssche Theorem der iibereinstimmenden 
Zusiande erscheint so als ein Grenzgesetz fiir kleine reduzierte Wirkungsquanten 
oder hohe Molekulargewichte, hohe kritische Volumina und hohe kritische 
Temperaturen bzw. Siedepunkte. 

') \Y. ::\"ERXST, Theoretische Chemie, ~,-1U. Auf!., S. 24~. Stuttgart 1,)21. 
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30. Quantentheoretische Verallgemeinerung des Theorems der iiberein­
stimmenden Zustande. Urn das allgemeinere Gesetz, als dessen Grenzfall sich 
das klassische Theorem darstellt, abzuleiten, hat man nur zu bedenken, daB die 
Phasenbahnen in allen reduzierten Zustandsraumen identisch sind und daB 
als einziges individuelles Moment fiir die einzelne Substanz die GroBe der unter 
sich gleichen Zellen des Zustandsraumes, eine Potenz des reduzierten Wirkungs­
quantums w, auftritt. Jede aus einer derartigen molekularen Vorstellung her­
zuleitende Beziehung, z. B. die allgemeine Zustandsgleichung, kann daher nur w 
als individuelle Konstante enthalten. Man wird so als Erweiterung der Gleichung 
des klassischen Theorems (89) auf die Beziehung gefiihrt 

oder 
r[J (cp, {}, fl, w) = ° 
fl = 1jJ (cp, {}, w) . 

(101) 

(102) 

Mit Hilfe der Gleichung (101) lassen sich nun in der Tat die das Theorem 
der iibereinstimmenden Z;ustande betreffenden Erfahrungstatsachen mit Ein­
schluB der Substanzen von niedriger kritischer Temperatur darstellen 1). Dahin 
gehoren an Beziehungen fiir homogene Zustande die Zustandsgleichungen von 
KAMMERLINGH ONNES, KIRSTINE MEYER, AVOGADRO, D. BERTHELOT und 
A. WOHL sowie die Zustandsgleichungen entarteter Gase; dazu kommen noch 
die Verhaltnisse bei den beiden ausgezeichneten Temperaturpunkten, dem Boyle­
punkte und dem Inversionspunkte des Joule-Kelvineffekts. An Relationen aus 
dem Gebiete der Sattigungserscheinungen handelt es sich hier urn die Dampf­
druckgleichungen von VAN DER WAALS und von NERNST, die Regel der geraden 
Mittellinie der Dampf- und Fliissigkeitsdichten von CAILLETET und MATHIAS, 
an so1chen aus dem kritischen Gebiete urn den eigentlichen kritischen Koeffizien­
ten sowie urn den kritischen Dampfspannungskoeffizienten. Auf das Theorem 
der iibereinstimmenden Zustande in der Fassung der Gleichung (101) laBt sich 
mit Hilfe der CLAPEYRON-CLAUsIUsschen Gleichung auch die. TRouToNsche 
Regel der Verdampfungswarmen in ihrer fiir niedrig siedende Substanzen nach 
NERNST2) revidierten Form zuriickfiihren. 

Die w-Werte gehen von w = 2,04 bei He bis zu 0,0131 bei SnC14 herunter. 
Das reduzierte Wirkungsquantum erweist sich als eine Zahl der GroBenordnung 1 
fiir die Substanzen mit niedriger kritischer Temperatur, bei denen Abweichungen 
vom klassischen Theorem der iibereinstimmenden Zustande beobachtet werden, 
wahrend sein Wert fiir die hochsiedenden Substanzen, die dem klassischen Theorem 
der iibereinstimmenden Zustande folgen, wie es sein solI, durch eine sehr kleine Zahl 
gegeben ist. Das auf die Eigenschaften der Molekiile gegriindete spezifische MaB­
system (vgl. oben Ziff. 29), das dem molekularen Charakter der GroBe h Rechnung 
tragt, erscheint somit auch beziiglich der GroBenordnung zweckmaBig gewahlt. 

31. Ausdehnung des Quantentheorems der iibereinstimmenden Zustande . 
vom Druck auf die freie Energie und die Entropie. Der Druck ist nicht die fiir 
Temperatur und Volumen als unabhangige Variable charakteristische thermo­
dynamische Funktion, sondern nur deren der freien Energie F (negativ ge­
nommener) partieller Differentialquotient nach dem Volumen, derart, daB 

(103) 

Wenn man keinen Versuch gemacht hat, das klassische Theorem der iiberein­
stimmenden Zustande auf das gesamte thermodynamische Verhalten der Fliissig-

1) VgI. A. BYK, Ann. d. Phys. (4) Bd. 69, S. 161.: 1922 sowie ZS. f. phys. Chern. Bd. 110, 
S. 291. 1924. 

2) W. NERNST, Theoretische Chemie, 8. -10. Auf I., S. 315. 
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keiten und Gase auszudehnen, so liegt das daran, daB es bei Ausdehnung auf den 
anderen partiellen Differentialquotienten von F, denjenigen nach der Temperatur, 
schon in den einfachsten Fallen v611ig versagt. Dieser ist namlich allgemein 
gleich der negativ genommenen Entropie 

(OF) 
oT v= -S. (104) 

Aber schon die Entropie der einatomigen Gase hatl) eine Form der Abhangigkeit 
von den individuellen Konstanten der Substanz, von denen ausschlieBlich die 
Molekiilmasse mo auf tritt, die eine Reduktion auf die Form einer universellen 
Funktion von rp und f} ausgeschlossen erscheinen laBt. 

Es ist indes kein Grund dafUr einzusehen, warum die gleiche Betrachtung, 
die mittels der reduzierten Phasenraume zu der Gleichung (102) fUr den Druck 
fiihrte, nicht ebensogut auf die charakteristische thermodynamische Funktion 
der freien Energie angewandt werden soUte. Ihr reduzierter, auf je ein Molekiil 
bezogener Wert wird dann F 

N 
1= kf} = 'If(rp, f}, w) . (105) 

o 

Der Inhalt von Gleichung (105) laBt sich dann folgendermaBen ausdriicken: 
Die reduzierte freie Energie einer Gruppe chemisch einheitlicher Substanzen, 
deren thermodynamische Zustande sich beziiglich ihrer Phasenbahnen durch 
mechanisch ahnliche Molekiilsysteme darstellen lassen, ist eine universelle Funk­
tion des reduzierten Volumens, der reduzierten Temperatur und des reduzierten 
Wirkungsquantums. Diese Erweiterung des klassischen Theorems der iiber­
einstimmenden Zustande in doppeltem Sinne, namlich einmal durch Einfiihrung 
des individuellen Parameters w und zweitens durch Erweiterung vom partiellen 
Differentialquotienten der freien Energie nach dem Volumen auf die freie Energie 
selbst wird als Quantentheorem der iibereinstimmenden Zustande bezeichnet. 

Die zweite Art der Erweiterung findet ihre Rechtfertigung vor allem da­
durch, daB das Theorem nunmehr imstande ist, im Gegensatz zu dem klassischen 
auch die Entropie der einatomigen Gase darzustellen. Da die spezifische Einheit 

kf}o 
der Entropie, die aus ihrer Dimension zu 7j~ = k folgt, unabhangig von der 

einzelnen Substanz ist, so wird die auf ein Molekiil bezogene reduzierte Entropie 
eines einatomigen Gases 2) 

S 

N 3 l(2nmo)LMl 5 
S = -T = 10gV + -:2 log T + log --h-a N-J +-:2 (106) 

und nach Einfiihrung von rp, {}, w 

s = log rp + 2log f} - 3 log [;;--1£'-------;.1 ' 
2 e<;(2:r) 2 

(107) 

ein Ausdruck, der s sehr einfach, wie es sein solI, als Funktion von rp, 19, w dar­
steHt. Es erscheint plausibel, daB eine bekanntlich quantentheorctisch abgcleitete 
Formel wie die Gleichung (106) fiir die Entropie zwar aus dem quantentheoretisch 
veraHgemeinerten Theorem der iibereinstimmenden Zustande, nicht aber aus 
dem auf rein klassischer molekulartheoretischer Grundlage beruhenden urspriing­
lichen Theorem abgeleitet werden kann. 

---- --

') Vgl. A. BVK, Ann. d. Phys. (4) Ed. 69, S. 182. 1922. 
") Vgl. O. STERX, ZS. f. Elektrochem. Bd. 25, S.66. 1919. 
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Die Forderung beziiglich ihrer Phasenbahnen mechanisch ahnlicher Molekiil­
systeme beschrankt das quantentheoretisch erweiterte Theorem der iiberein­
stimmenden Zustande strenggenommen wie das klassische auf Substanzen mit 
gleicher Anzahl von Atomen im Molekiil. Allgemein wird es daher nur fUr solche 
Eigenschaften gelten konnen, beziiglich deren sich die mehratomigen Molekiile 
wie einatomige verhalten, fiir die sie also als starre Gebilde nach Art der ein­
atomigen zu betrachten sind. Das Theorem umfaBt daher etwa die spezifischen 
Warmen nicht allgemein, sondern nur fiir einatomige Substanzen l ). Aber es 
hat sich doch beim klassischen Theorem gezeigt, und das gilt, da jetzt auch die 
Substanzen mit tiefen kritischen Temperaturen mit einbezogen werden konnen, in 
noch hoherem MaBe fiir das Quantentheorem, daB man auch komplizierte Molekiile 
sehr weitgehend als praktisch einatomig behandeln darf. trbrigens laBt sich das 
Quantentheorem der iibereinstimmenden Zustande auch auf gewisse Erscheinungen 
auBerhalb des Gebietes der reinen Thermodynamik (innere Reibung der Gase und 
Fliissigkeiten, Kapillaritat und Molekularrefraktion) anwenden, wozu dann natiir­
lich nicht mehr die thermodynamische Fassung der Gleichung (105) geniigt. 

32. Reduzierte freie Energie des einatomigen festen Korpers. Zur Ver­
anschaulichung der Art der Ableitung von Gleichung (105) wollen wir diese im 
einzelnen fiir das Beispiel des Resonators durchfiihren. Ein System von Reso­
natoren stellt bekanntlich das einfachste quantentheoretische Modell eines ein­
atomigen fest en Korpers dar und ist in diesem Sinne von A. EINSTEIN 2) zur Ab­
lei tung der spezifischen Warmen benutzt worden. Ein System aus N Atomen 
mit ruhenden Schwerpunkten wird durch 3 N Schwingungselongationen und die 
zugehorigen Impulse charakterisiert, besitzt also einen Phasenraum von 6 N 
Dimensionen. Die Phasenbahnen des gesamten Systems sowie die die Struktur 
des Phasenraumes bildenden Hyperflachen sind vollstandig durch ihre Pro­
jektionen auf die 3 N zweidimensionalen Ebenen bestimmt, deren Koordinaten 
je eine Elongation und der zugehorige Impuls bilden; diese Projektionen bestehen 
aus den bekannten konzentrischen Ellipsen. Das molekularstatistische Verhalten 
des Systems ist durch den Verlauf der der klassischen Dynamik folgenden Phasen­
bahnen sowie die Quantenstruktur des Phasenraumes im Verein mit der Gesamt­
energie 3N U Erg samtlicher Resonatoren bestimmt. In mechanisch ahnlichen 
Systemen sind die Kurvenscharen der klassischen Phasenbahnen miteinander 
identisch, wenn man die spezifischen Einheiten einfiihrt, und die Gesamtenergie 
der Resonatoren ist, wieder in den spezifischen Einheiten, in beiden ebenfalls 
die gleiche, namlich 3 N u. Verschieden aber ist in beiden Fallen das Volumen 
der Zellen der Phasenebenen in spezifischen Einheiten, namlich WI bzw. w2 • 

Da wir entsprechend (105) im speziellen Falle nicht die Entropie, sondern 
die freie Energie als charakteristische thermodynamische Funktion aufstellen 
wollen, so haben wir statt der Gesamtenergie des Systems noch die Temperatur 
mittels der bekannten Gleichung eingefUhrt zu denken 

1 

T = -(OS) 
au v 

oder bei trbergang zu den spezifischen Einhei ten 

1 
{)= (as) . 

a u 'I' 

1) Vgl. A. BVK, Ann. d. Phys. (4) Bd.69, S. 185. 1922. 
2) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. (4) Bd.22, S. 180. 1907. 

22* 
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Die freie Energie des Molekiilsystems wird in absoluten Einheiten1) 

En 
F = - kT log ~ e - kT • (108) 

Dabei bedeutet En die mittlere Energie des Molekiilsystems im n-tenElementar­
gebiet, und die Summierung ist iiber aile Elementargebiete des in unserem Falle 
6 N-dimensionalen Phasenraumes zu erstrecken. Die mittlere Energie in irgend­
einem Elementargebiet des Phasenraumes des Molekiilsystems ergibt sich durch 
Summation iiber die mittleren Energien einer gewissen Kombination der Elemen­
targebiete der einzelnen 3 N Oszillationen, so daB 

E '+"+----,;;+ ,,= lOp Eq lOr •• , , 

wobei die oberen Indizes die einzelne Oszillation, die unteren das Elementar­
gebiet des Phasenraumes kennzeichnen, in dem sie sich befindet. Die Zustands­
summe in (108) nimmt damit den Wert an 

E~ +E~ +E~" +... E~ e~ e~" 

~e kT =~e-kT.~e-kT.~e-kT .... (109) 

Die Summation ist fUr jede der 3 N Oszillationen iiber ihre sii.mtlichen Elementar­
gebiete von 0 bis 00 zu erstrecken. 

Bei Anwendung der I. PLANcKschen Quantentheorie wird die mittlere Energie 
eines Elementargebietes der Phasenebene der einzelnen Oszillation gleich der 
Energie seiner unteren Grenze, also unabhii.ngig von dem oberen Index 

lOp = pvh, 

wobei v die gemeinschaftliche Schwingungszahl sii.mtlicher Oszillationen ist. 
Hiernach geht die Zustandssumme wegen der Identitii.t der einzelnen Produkte 
auf der rechten Seite von (109) iiber in 

12 (e _:;Yj3N (_1_ hv )3N 
p=O 1 - e kT 

Bei EinfUhrung der spezifischen Einheiten wird die Zustandssumme, da die 

EnergiegroBe k· T den spezifischen Wert :J = -& annimmt, wenn wir noch 
o 

den gemii.B einer Beziehung von F. A. LINDEMANN von der einzelnen Substanz 
unabhii.ngigen 2) spezifischen Wert der Schwingungszahl mit' bezeichnen, 

( _1 _WI;)3N. 
1 - e if 

Dies gibt, eingefUhrt in (108), wenn wir auch hier zu den spezifischen Einheiten 
iibergehen, ( _ W '") 

t = +3N-&10g 1 - e if • (110) 

Die charakteristische thermodynamische Funktion der freien Energie wird hier 
im spezifischen MaBsystem eine universelle Funktion ihrer zugehorigen unabhii.ngi­
gen Variablen -& allein, da q; wegfallt, mit dem Parameter w. Gleichung (110) stellt 
so die spezielle Form der allgemeinen Gleichung (105) des Quantentheorems der 
iibereinstimmenden Zustii.nde fUr ein System von N molekularen Resonatoren dar. 

") Vg!. M. PLANCK, vVarmestrahlung, 4. Auf!., S.207. 
2) Vg!. A. BVK, Ann. d. Phys. (4) Bd.69, S. 187. 1922. 



Kapitel 6. 

Die kinetische Theorie der Gase und 
Flussigkeiten. 

Von 

G. JAGER, Wien. 

Mit 13 Abbildungen. 

I. Druck. 
a) BOYLE-CHARLEssches Gesetz. 

1. Allgemeines und Geschichtliches. 1m folgenden solI eine Darstellung 
der wichtigsten Teile der kinetischen Gas- und Flussigkeitstheorie gegeben 
werden, so wie sie sich im Laufe der Zeit entwickelt hat. Das historische Bild 
durfte auch am leichtesten Einblick in den zu behandelnden Stoff und den be­
quemsten Weg zu dessen Verstandnis darbieten. Es sollen die wesentlichen 
Erscheinungen, die wir an Gasen und Flussigkeiten wahrnehmen, durch eine 
einheitliche Theorie wiedergegeben werden. Nicht in unsere Betrachtung ein­
ziehen, weil an anderer Stelle behandelt, werden wir die Theorie der spezifischen 
\Varme und der Zustandsgleichung, desgl. werden wir die Berechnung der GroBe 
der Molekeln sowie der LoscHMIDTschen Zahl nur streifen. 

Wahrend die Atomtheorie der Materie bis auf LEUKIPP und DEMOKRIT 
zuruckgeht, ist eine haltbare Darstellung der drei Aggregatzustande doch erst, 
abgesehen von einigen Vorlaufern, in der Mitte des 19. Jahrhunderts entstanden 
und dann fortlaufend bis zur Gegenwart weiterentwickelt worden. Am ein­
fachsten lieBen sich die Eigenschaften der Gase durch die Bewegungen der 
Molekeln beschreiben. 1hre Energie ist der Warmeinhalt des Gases. Man 
gab der darauf aufgebauten Theorie den Namen "kinetische Gastheorie". 
Auch "dynamische" oder "mechanische" Theorie pflegt man sie manchmal 
zu nennen. 

Dieselben Anschauungen auf den flussigen und festen Zustand ubertragen, 
fUhren zur kinetischen Theorie der flussigen und fest en Korper. Fur diese beiden 
Zustande erwuchsen der Theorie jedoch sehr groBe zum Teil unuberwindliche 
Schwierigkeiten. Fur den festen Zustand entwickelte sich in neuerer Zeit eine 
Theorie unter ganz anderen Gesichtspunkten, hauptsachlich durch die Ausbildung 
der Quantentheorie. 

Man konnte bei der Darstellung der kinetischen Theorie der Materie auch 
noch einen zweiten, gegenwartig sehr gangbar gewordenen Weg einschlagen, 
indem man als Ausgangspunkt die "statistische Mechanik" nimmt. Sowohl 
die kinetische Theorie fester Korper jedoch als auch die statistische Mechanik 
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finden ihre selbstandige Darstellung an anderer Stelle des Handbuchs und durch 
andere Autoren. 

Als den fruchtbarsten Begriinder der kinetischen Gastheorie haben wir 
R. CLAUSIUS anzusehen, der in seiner Abhandlung "Dber die Art der 
Bewegung", welche wir Warme nennen"") die wichtigsten Eigenschaften 
der Gase und zum Teil auch der Fliissigkeiten erklarte und einige Satze, z. B. 
das BOYLE-CHARLEssche Gesetz, in strenger Weise ableitete. Dieses Gesetz 
hat ein Jahr vor ihm (1856) in einfacher Weise A. KRONIG in seiner Arbeit 
"Grundziige einer Theorie der Gase"2) mathematisch dargestellt. Aber 
beide Forscher, neben denen noch andere genannt werden konnten, hatten 
einen Vorlaufer in DANIEL BERNOULLI, der in seinem bereits 1738 erschienenen 
Werk "Hydrodynamica" das BOYLESche Gesetz richtig entwickelte und auch 
auf andere Eigenschaften der Gase seine Erklarungsweise anwandte 3). Zur 
hOchsten Bliite haben die kinetische Gastheorie J. CL. MAXWELL und L. BOLTZ­
MANN gebracht. 

2. Der gasformige Zustand. N,ach der kinetischen Theorie stellen wir 
uns ein Gas vor, bestehend aus Molekeln, deren jede ihre eigene Bewegung auf 
geradliniger Bahn vollfiihrt, indem wir von der Einwirkung einer auBeren Kraft, 
z. B. der Schwerkraft, vorerst absehen. Die Molekeln sollen aufeinander nur 
fUr den Fall, als sie einander sehr nahe kommen, eine Kraft ausiiben, die sie 
wieder auseinander treibt. Wir nehmen also eine Art AbstoBungskraft an, 
die gleichzeitig als Zen tralkraft aufgefaBt wird. Die Folge wird sein, daB 
im Fall einer so1chen Begegnung, die wir kurz einen ZusammenstoB nennen 
wollen, jede der beiden Molekeln eine Geschwindigkeits- und Bewegungsrichtungs­
anderung erfahren, wobei der Energie- und der Impulssatz gelten sollen. 
Dberhaupt werden aIle mechanischen Erscheinungen auf Grund der klassischen 
Mechanik behandelt. Die Zeit einer so1chen Ablenkung sowie Geschwindig­
keitsanderung solI so kurz sein, daB sie gegeniiber der mittleren Zeit, die eine 
Molekel zwischen zwei Ablenkungen durch andere Molekeln auf geradliniger 
Bahn zubringt, vernachlassigt werden kann. Eine Gasmolekel wird also zwischen 
den anderen Molekeln eine sog. Zickzacklinie beschreiben, wobei sich zwei Mole­
keln bei jedem StoB bis auf einen gewissen mittleren Abstand nahern. Das hat 
zu einer sehr einfachen Auffassung der Molekeln iiberhaupt gefiihrt, indem man 
sie sich wie vollkommen elastische Kugeln vorstellt, deren Durchmesser 
mit der von uns erwahnten mittleren Entfernung beim StoB identisch ist. 

Da wir von seiten der Chemie her gewohnt sind, die Molekeln einer Substanz 
als gleichartige Einzeldinge anzusehen, so schreibt man allen Molekeln eines 
Gases dieselbe GroBe zu, die, wie schon erwahnt, gegeniiber ihrer mittleren 
Entfernung als klein angenommen wird, so daB wir sie bei verschiedenen Rech­
nungen iiberhaupt vernachlassigen konnen. Gleicherweise sollen aIle Molekeln 
eines einfachen Gases dieselbe Masse haben. 

Raben wir somit ein vollkommen ruhendes Gas vor uns, so miissen wir 
trotzdem annehmen, daB in seinem Inneren die lebhafteste Bewegung der Mole­
keln vorhanden ist. Diese Bewegungen miissen demnach so vor sich gehen, 
daB der gemeinschaftliche Schwerpunkt der Molekeln in Ruhe bleibt, was eine 
Reihe von Annahmen verlangt. Erstens solI die Molekeldichte, d. h. die Zahl 
der Molekeln in der Volumeinheit, in allen Punkten des Gases dieselbe sein. Zwei­
tens miissen sich nach jeder Richtung des Raumes gleich viel Molekeln mit gleicher 
Geschwindigkeit bewegen. Drittens diirfen sich durch die Zusammenst6Be diese 

") R. CLAUSIUS, Fogg. Ann. Bd. 100, S.353. 1857. 
2) Zuerst bei A. ,V. HAGEN erschicnen, abgedruckt in Fogg. Ann. Bd. 99, S. 315. 1856. 
3) In tTbersetzung abgedruckt in Fogg. Ann. Bd. 107, S.490. 1859. 
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Verhaltnisse nicht andern, d. h. aIle jene Geschwindigkeitenund Geschwindig­
keitsrichtungen, die durch die StoBe gewisse Molekeln verlieren, mussen in gleicher 
Zahl von anderen erlangt werden. 

Wir sprachen von mittleren Geschwindigkeiten. Darunter verstehen 
wir folgendes. Alle moglichen Geschwindigkeiten verteilen sich gleichmaBig 
tiber die Molekeln. Es muB ein Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten 
vorhanden sein. Dieses sagt aus: Die Molekeln wechseln zwar infolge der Zu­
sammenstoBe bestandig ihre Geschwindigkeit, die Zahl der Molekeln, denen 
eine bestimmte Geschwindigkeit eigen, bleibt immer dieselbe. Die mittlere Ge­
schwindigkeit ist der Mittelwert aller Geschwindigkeiten. Sie bleibt konstant, 
solange sich die Eigenschaften des Gases nicht andern. Dies ist alles nur denkbar, 
wenn wir die Gesamtzahl der Molekeln auBerordentlich groB annehmen~ Die 
naturliche Folge ist, daB auch die ZusammenstoBe auBerordentlich haufig vor­
kommen mussen. 

3. Verhalten der GefaBwande. Es ist noch die Frage zu losen, was ge­
schieht, wenn die Gasmolekeln auf die Molekeln der GefaBwande stoBen. Wir 
konnen natiirlich nicht annehmen, daB die GefaBwande als vollkommen glatte 
Flachen anzusehen sind, von denen die Molekeln nach den Gesetzen des elastischen 
StoBes, wie etwa Billardballe von der Billardwand, zuruckgeworfen werden. Die 
GefaBwande bestehen ja auch aus Molekeln, die auBerdem infolge der W1i.rme­
bewegung an ihrem Ort nicht fix bleiben, sondern etwa eine zitternde Bewegung 
urn einen bestimmten Punkt machen. Trifft also eine Gasmolekel auf eine Molekel 
der GefaBwand, so wird sie zwar zuruckgeworfen werden, die Reflexionsrichtung 
wird aber je nach der Art und Weise des ZusammenstoBes sehr verschieden aus­
fallen. Betrachten wir aber sehr viele Molekeln, so wird zur Aufrechthaltung 
der sichtbaren Ruhe des Gases nur notwendig sein, daB die Bewegungsrichtungen 
der reflektierten Molekeln im Durchschnitt ebenso im Raum verteilt sind wie 
jene der auftreffenden, was wir also fur die Folge voraussetzen wollen. Die Rich­
tungen der reflektierten Molekeln verhalten sich also genau so. als wiirde jede 
einzelne Molekel von einer vollkommen glatten Wand nach den Reflexions­
gesetzen zuruckgeworfen. 

Wirkt auf eine Masse eine Kraft, so messen wir deren GroBe durch die 
BewegungsgroBe oder den Impuls, den die Kraft der Masse in der Sekunde er­
teilt. Wirkt eine Kraft auf eine Flache in der Weise, daB auf jedes Flachenele­
ment in der Richtung der Normalen gegen die Flache eine bestimmte unendlich 
kleine Kraft wirkt, so nennen wir die Summe dieser Krafte, bezogen auf die 
Flacheneinheit, den mittleren Druck, unter dem die Flache steht. Dieser 
Druck wird also gemessen werden konnen durch die BewegungsgroBe, die in 
der Sekunde an die Einheit der Flache abgegeben wird. 

Jetzt ist auch ohne weiteres klar, wie wir uns den Gasdruck nach der kine­
tischen Theorie vorzustellen haben. Sooft eine Molekel gegen die Wand fliegt, 
wird durch die Reflexion jene Komponente der BewegungsgroBe, die in die Nor­
male zur Wand fant, die entgegengesetzte Richtung annehmen. Die Molekel 
hat somit auf die Wand und nach dem Axiom der Gleichheit der Wirkung und 
Gegenwirkung ebenso die Wand auf die Molekel eine BewegungsgroBe uber­
tragen, die gleich ist der doppelten BewegungsgroBe, die sie vor dem StoB 
senkrecht gegen die Wand besaB. Die gesamte BewegungsgroBe, die auf diese 
Weise von den Molekeln in der Sekunde auf jeden Quadratzentimeter der GefaB­
wand ubertragen wird, werden wir somit als den Druck des Gases anzusehen haben. 

4. Beispiel fiir die Kraftwirkung rasch aufeinanderfolgender StoBe. 
Bevor wir zur Berechnung des Gasdrucks nach den gegebenen Vorstellungen 
schreiten, wollen wir an einem Beispiel illustrieren, wie rasch aufeinanderfolgende 
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StoBe als kontinuierlich wirkende Kraft in die Erscheinung treten konnen. Wir 
denken uns zwei vollkommen elastische Kugeln; die eine habe die Masse M, 
die andere m, und es sei M ~ m. Die kleine Kugel treffe mit der Geschwindigkeit 'V 

senkrecht auf eine horizontale starre Ebene, wird also mit derselben Geschwindigkeit 
von ihr reflektiert werden und senkrecht nach oben fliegen. In der maBigen 
Rohe h stoBe sie mit der Kugel M in der Weise zusammen, daB die Zentrilinie 
vertikal ist. Infolge des StoBes soll die kleine Kugel nach abwarts, die groBe 
nach aufwarts fliegen. Die kleine wird neuerdings von der Platte reflektiert 
werden; die groBe wird nach Verlauf einer bestimmten Zeit zur Ruhe kommen 
und dann naeh abwarts fallen, so daB wiederum ein ZusammenstoB beider Kugeln 
erfolgen wird. 

Das Ganze sei nun derartig angeordnet, daB sieh die StOBe in gleichen Zeit­
raumen immer in derselben Weise wiederholen. Das heiBt: wahrend die kleine 
Kugel den Weg h naeh abwarts und aufwarts zUrUeklegt, steigt die groBe Kugel 
naeh jedem StoB urn eine kleine Strecke empor, fallt urn dieselbe Streeke zurfiek 
und trifft mit der kleinen Kugel wieder in derselben Rohe zusammen. Zwischen 
zwei ZusammenstoBen verflieBe die Zeit 27:. Die Gesehwindigkeit v der kleinen 
Kugel nehmen wir so groB an, daB wir den EinfluB der Sehwere auf die Gesehwin­
digkeit wahrend der kleinen Zeit 7: vernaehlassigen konnen. Es kann also 7: = h/v 
gesetzt werden. 

Naeh den Gesetzen des freien Falls ist die Gesehwindigkeit V, mit der die 
groBe Kugel die kleine trifft 

gh 
V=g7:=-, 

v 

wenn wir unter g die Besehleunigung der Sehwere verstehen. Beim Zusammen­
stoB mfissen beide Kugeln dieselbe BewegungsgroBe haben, es muB somit 
MV = mv oder 

v M 
V m 

sem. Die Fallhohe der groBen Kugel ist 

g7:2 gh2 
H=-=---. 

2 2V2 

Als Zahlenbeispiel wollen wir folgendes annehmen. Es sei M = 1000, 
m 

h = 100 em. Es ist somit ; = 1000. Setzen wir rund g = 1000 em, so 

Vv = gh = 105 mithin v2 = 108 V = 104 em und 7: = ~ = ~1~ sec. In dieser , , v 100 

ZeI't fa"llt . K" d' St k H p;2 1 1 R"tt ' em orper urn Ie ree e = ---- = --- em = - mm, a en Wir 
2 20 2 

also zwei vollkommen elastisehe Kugeln voh 1 kg bzw. 1 g Masse, so wiirde 
in der Rohe von 1 m fiber der Platte die groBe Kugel von der kleinen, die mit 
einer Gesehwindigkeit von 100 m/see fliegt, also mit dem Auge nieht verfolgt 
werden konnte, in der Sekunde SOmal getroffen, wobei sie zwischen je zwei 
StOBen 1/2 mm steigt und fiillt. Die groBe Kugel schwebt, und wir werden sagen: 
Es wirkt auf sie eine Kraft senkreeht nach oben, die gleieh dem Gewieht 1VIg 
der Kugel ist, was wir durch die Gleiehung 

mv2 

Mg= 
h 



Ziff·5· Die Druckformel. 345 

ausdriicken konnen. VergroBern wir das Verhaltnis M 1m, so muB v und die StoB­
zahl immer groBer, H immer kleiner werden, so daB wir schlieBlich mit den 
feinsten Mitteln nicht mehr angeben konnten, ob die groBe Kugel in Rube oder 
in zitternder Bewegung ist. 

5. Die Druckformel. .Ahnlich wie bei unserm vorhergehenden Beispiel 
verhalt es sich nun mit dem Gasdruck. Hatten wir eine bewegliche GefaBwand. 
so wtirde jede auftreffende Molekel der Wand eine kleine Bewegung erteilen. 
Die StoBe der einzelnen Molekeln folgen aber so rasch aufeinander, und. die Be­
wegungsgroBe jeder einzelnen ist so klein, daB wir nur deren Summe beobachten 
konnen, und das ist eben der Druck, den das Gas auf die GefaBwand ausiibt. 
Damit die Wand in Ruhe bleibt, muB ein gleich groBer Gegendruck etwa infolge 
der elastischen Krafte der Wand vorhanden sein. 

Wie schon friiher erwahnt, konnen wir das Verhalten des Gases fUr die 
Rechnung so auffassen, als wiirden aIle Molekeln ohne Storung sich geradlinig 
fortbewegen konnen, bis sie auf die GefaBwand auftreffen. Wir wollen die Ge­
schwindigkeit einer gegen die GefaBwand fliegenden Molekel in drei Komponenten 
zerlegen. Die eine u sei senkrecht gegen die Wand gerichtet, die andern beiden 
v und w parallel zur Wand. Trifft die Molekel auf die Wand, so geht die Kom­
ponente u in - u iiber, ebenso die Komponente mu der BewegungsgroBe von 
mu zu - mu, wenn wir unter m die Masse der Molekel verstehen. Auf die Wand 
wird also beim StoB die BewegungsgroBe 2mu iibertragen. Suchen wir jetzt die 
BewegungsgroBe, die ein Quadratzentimeter der Wand in der Sekunde erhalt, 
so lSt das der Druck, den das Gas auf die GefaBwand ausiibt. 

Hatten wir ein Gas zwischen zwei sehr groBen parallelen Wanden, so wiirde 
eine Molekel von der Geschwindigkeitskomponente u in jeder Sekunde u/2amal 
eine jede Wand treffen, wenn a der Abstand der Wande ist. Die Molekel iiber­
tragt dabei auf jede Wand die BewegungsgroBe 

u mu2 
2mu·-= --. 

2a a 

Sind zwischen den zwei Wanden '1'1 Molekeln vorhanden von der Geschwindig­
keitskomponenten u1 , '1'2 mit der Geschwindigkeitskomponenten u2 usw., so wird 
j ede Flache j in der Sekunde die BewegungsgroBe 

aufnehmen. Die BewegungsgroBe, die auf die Flacheneinheit iibertragen wird .• 
also der Gasdruck wird somit sein 

m 
p = ajLYU2. 

LYU2 konnen wir noch anders ausdriicken. Wir bilden den Mittelwert 
samtlicher u 2, den wir mit u 2 bezeichnen wollen. Den Mittelwert gleichartiger 
GroBen erhalt man, wenn man deren Summe durch ihre Zahl dividiert. Die 
Summe aller u 2 ist aber L YU 2 , ihre Zahl ist gleich der Zahl n samtlicher 
Molekeln. Folglich ist 

oder 

- ...... yU2 
u2 =-"::"'-_ 

n 
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Daraus folgt fur den Gasdruck 
nmu2 

P =----at. 
at ist das Volumen, III dem sich das Gas befindet. Folglich ist 

!!...-=N at 
-die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, so daB wir fur den Druck schlieBlich 
·die Formel 

P =Nmu2 

erhalten. 
Wir wollen wieder eine Molekel unseres Gases ins Auge fassen. Ihre Ge­

schwindigkeit sei c und deren Komponenten u, v, w. Es ist also c2 = u 2 + v2 + w2• 

Wir suchen jetzt den Mittelwert von c2 fUr samtliche Molekeln, den wir analog 
-dem fruheren mit c2 bezeichnen wollen. Wir haben also wieder folgendermaBen 
vorzugehen. Es seien 1'1 Molekeln von der Geschwindigkeit CI und den Kom­
ponenten ul , VI' WI' 1'2 von der Geschwindigkeit C2 mit den Komponenten u2 , 

;V2' W 2 usw. vorhanden. Dann ist 

C-2-- 2 + 2 + ...... 2 n = 1'IC1 1'2C2 '" =~1'C • 

Set zen wir jetzt ci = ui + vi + wi usw., so 

nc2 = 1'1(ui + vi + wi) + 1'2(U~ + V~ + w~ + ... = 1'lui + 1'2U~ + 
+ 1'1 vi + 1'2 V~ + ... + 1'1 wi + 1'2 w~ + ... = 2: l' u2 + 2: l' v2 + 2: l' w2 • 

= n u2 + n v2 + n w2 = n (u2 + v2 + w2) • 

Es ist also c2 = u2 + v2 + w2 • Wegen der gleichmaBigen Verteilung der Ge­
schwindigkeiten muB aber u2 = v2 = w2 , folglich C2 = 3 u2 oder 1£2 = c2/3 sein. 
Das ergibt schlieBlich fur die Druckformel 

Nmc 2 

P=---3-' (1 ) 

Es fragt sich noch, ob diese Formel, die wir fUr ein eigens dazu geformtes 
GefaB, bestehend aus zwei graBen parallelen Wanden von geringem Abstand, 
entwickelt haben, fUr aIle andern FaIle ebenfalls gilt. DaB dem so ist, laBt sich 
leicht beweisen. Denken wir uns durch ein Gas eine ideale Ebene gelegt, so 
werden nach der einen Richtung durch die Flacheneinheit der Ebene in der 
Sekunde eine bestimmte Anzahl Molekeln fliegen und ebenso in entgegengesetzter 
Richtung. Fur den Durchschnitt wurde sich also nichts andern, wenn wir uns 
diese ideale Ebene als starre Wand dachten, von der aIle auftreffenden Molekeln 
reflektiert werden. Damit haben wir aber schon unsern fruheren Fall. Wir 
andern an der Sache nichts, wenn wir uns sehr nahe an der GefaBwand und 
parallel zu ihr eine ideale Ebene denken, diese fUr den Fall der Rechnung als 
feste Wand betrachten und nun die Rechnung genau so durchfUhren wie fruher. 

6. Andere Darstellungen des Drucks. Die Gleichung (1) bildet den Aus­
gangspunkt der kinetischen Gastheorie. Schon BERNOULLI, spater KRONIG, 
haben sie abgeleitet, allerdings unter sehr vereinfachenden Annahmen. KRONIGS 
Darstellung ist etwa folgende. In einem wurfelformigen GefaB von der Kanten­
Hinge a befinden sich n :'Iolekeln. Jede habe die Geschwindigkeit c. Die Bewegung 
der Mo1ckeln gehe parallel den drei in einer Ecke zusammenstoBenclen Kanten 
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vor sich, und zwar sollen parallel jeder Kante n/3 Molekeln zwischen den zwei 
dazu senkrechten Wanden hin und her fliegen. Auf eine WiirfelfHiche treffen 
daher in der Sekunde c/2a· n/3 Molekeln. Jede iibertragt an die Wand die Be­
wegungsgroBe 2mc. Die Gesamtkraft auf die Wand von der Flache a 2 ist also 

nmc2
, folglich auf die Flacheneinheit 

3a 
nmc2 

P=Taa' 

a3 ist aber das Volumen v des Wiirfels, daher 

nmc2 

P=--
3v 

oder 
nmc:' pv = --. 

3 
Da!!:.- = N die Zahl der Molekeln in der Volilmeinheit ist, so stimmt diese Glei­

v 
chung tatsachlich mit Gleichung (1) iiberein. 

7. CLAUSIUS' Ableitung. Wegen der in ihr vorkommenden und spater 
wiederholt auftretenden mathematischen Uberlegungen wollen wir noch eine 
Ableitung anfiihren, wie sie ahnlich zuerst CLAUSIUS angewandt hat. In unserem 
Gas seien per Volumeinheit y Molekeln von der Geschwindigkeit c. Wir errichten 
iiber einen Punkt der GefaBwand eine Normale und fragen nach der Zahl der 
Molekeln, deren Bewegungsrichtung mit der Normalen einen Winkel zwischen 
{J und {} + d {} einschlieBt. Wir denken uns samtliche Richtungen als Radien 
von einem Punkt ausgehend, den wir zum Mittelpunkt einer Kugel vom Radius 
Eins machen (Abb. 1). Die Kugeloberflache wird also von 
den Geschwindigkeitsvektoren in Punkten durchstochen, die 
gleichmaBig iiber sie vertcilt sind. Die Gesamtzahl dieser 
Punkte ist ebenfalls y; auf die Flacheneinheit gehen also 
y/4:re Punkte. OA sei die Richtung der Normalen zur Wand. 
Wir denken uns un sere Zeichnung urn diese Gerade rotierend. 
Der unendlich kleine Bogen BB' beschreibe dabei eine Kugel­
zone von der Breite BB' und dem Radius Be. Wir konnen 
BB' -'- dIJ, Be = sin{} setzen. 

Die Zahl der Richtungen denken wir uns so graB, daB 
selbst auf unsere Zone von der Breite dIJ noch eine graBe 

Abb. 1. Geometri­
sche Erlauterung 
zur Berechnung 
des Gasdruckes. 

Anzahl Richtungspunkte zu liegen kommen. Wir miissen iiberhaupt bedenken, 
daB alle unsere Rechnungen ja Wahrscheinlichkeitsrechnungen sind, die nur 
insofern GewiBheit zu geben scheinen, als wir nicht in der Lage sind, die Ab­
weichungen der Erscheinungen von deren Durchschnittsresultaten zu beobachten. 
Unter dieser Voraussetzung sind auch gewohnlich die vorkommenden Differentiale 
zu nehmen, so daB besonders vorsichtige Menschen an Stelle unseres d{} eine 
andere Bezeichnung, etwa ,1 {} wahlen. Wir wollen bei der hergebrachten Be­
zeichnung bleiben. Eine storende Unsicherheit diirfte dabei kaum entstehen. 

Die Flache unserer Zone wird also durch das Produkt aus Umfang 
und Breite, d. i. 2:resinIJd{}, ausgedriickt. Auf ihr befinden sich somit 

~. 2 :resin {JdIJ = .!'.- sin IJdIJ Punkte. So viel Geschwindigkeiten schlieBen also 
4:re 2 
mit der Normalen Winkel zwischen IJ und ,'j + d {} ein. Die Geschwindigkeits­
komponente senkrecht gegen die Wand ist ccos{} und bei jedem StoB wird die 
BewegungsgroBe 2mccos{} iibertragen. Urn die Zahl der Molekeln zu finden, 
die in der Sekunde die Flacheneinheit der Wand treffen, denken wir uns iiber 
diese einen schiefen Zylinder von der Lange c errichtet, dessen Achse mit der 
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Normalen den Winkel f} einschlieBt. So viel Molekeln als dieser Zylinder enthalt 
werden also in der Sekunde die Grundflache des Zylinders, d. i. die Flacheneinheit 
der Wand, treffen. Das Volumen des Zylinders ist ccosf}, da ccosf} auch seine 

Hohe ist. In der Volumeinheit befinden sich ~ sin f}df} Molekeln, daher im 
2 

ganzen Zylinder ~ cosf} sin f}df}. Das ist auch die Zahl der StoBe, welche die 
2 

Wand per Flacheneinheit in der Sekunde erfahrt. Die StoBzahl, multipliziert 
mit 2m c cos{}, gibt uns dann den Druck. Dieser ist also 

dp = v m c2 cos2 {} sin {U{}. 

Den Gesamtdruck erhalten wir, wenn wir iiber alle moglichen Winkel, d. i. 
iiber {} von 0 bis 71:/2, integrieren. Wir erhalten somit 

:n; 

'2 2-f [ COS3{}] 2 vmc2 

p = J'mc2 cos2 {)·sin{}d{} = vmc2 - -3- 0 = -3-' 
o 

Nehmen wir nun wieder an, daB wir in unserem GefaB VI Molekeln von der 
Geschwindigkeit c1, V 2 von der Geschwindigkeit c2 usw. haben, so ist 

~m~ ~m~ Nm~ p=--+--+ ... =--. 
33· 3 

Das ist aber die Formel, die wir bereits [Gleichung (1)J kennengelernt haben. 
8. BOYLE-CHARLEssches Gesetz. Set zen wir an Stelle von N wieder n/v, 

schreiben also Gleichung (1) in der Form 

nmc2 pv= __ , 
3 

(2) 

so stellt sie uns das BOYLE-CHARLEssche Gesetz dar. Es ist ja nm nichts anderes 
als die Gesamtmasse des Gases, das unser GefaB ausfiillt. Die gesamte Energie 
des Gases nannten wir seinen Warmeinhalt. In unserem Fall ist das lediglich 
die kinetische Energie der Molekeln. Diese muB konstant bleiben, falls 
wir dem Gas weder Energie, d. h. Warme zufiihren, noch ihm entziehen. Die 
Energie einer Molekel ist m c2/2, die des gesamten Gases somit 

~ 2 VC2 = n~c2 . 

Bei konstanter Temperatur wird diese Summe ebenfalls, mithin auch c2, konstant 
bleiben. Darnach ki:innen wir also schreiben 

pv = konst. 

und erhalten so das BOYLESche Gesetz. N ach dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz ist 

pv = RT. 

Wollen Wlr das mit Gleichung (2) in Dbereinstimmung bringen, so haben Wlr 

2 
nmc = RT 

3 
zu setzen. Da nm/3 aber eine Konstante ist, so muB c2 proportional der abso­
luten Temperatur T sein, oder wenn wir das mittlcre Geschwindigkeits-
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quadrat bei der Temperatur des schmelzenden Eises C8 nennen, so kann auch 
geschrieben werden 

C2 = ~(1 + ad), 

wobei jetzt t die Temperatur in Celsiusgraden und IX der Ausdehnungskoeffizient 
idealer Gase ist. Wir konnen auch so sagen: Da m c2/2 die mittlere kinetische Energie 
einer Molekel ist, so ist diese auch proportional der absoluten Temperatur. SchlieB­
lich folgt auch, daB der gesamte Warmeinhalt des Gases der absoluten 
Temperatur proportional ist. 

Man bezieht das BOYLE-CHARLEssche Gesetz gewohnlich auf eine Gramm­
molekel des Gases, kurz ein "Mol" genannt; das sind so vielGramm des Gases, 
als sein Molekulargewicht angibt. In diesem Fall wird die sog. Gaskonstante 

R = 8. 315.107 erg. 
grad 

Mit Benutzung dieses Wertes gilt dann 'fUr 1 g des Gases 

RT 
pV=M' 

wenn wir unter M sein Molekulargewicht verstehen. 

b) Das Aquipartitionstheorem der translatorischen Bewegung. 
9. StoB zweier Molekeln. In einem GefaB befinden sich zwei Gase. Raben 

sie sich vollstandig gemischt, so ist keine wahrnehmbare Bewegung mehr vor­
handen. Es sind dann die Molekeln jeder Gasart gleichmaBig fiber das ganze 
GefaB verteilt. Jede Molekel des einen Gases habe die Masse m, jede des anderen 
die Masse M. StoBen zwei Molekeln M und m mit entgegengesetzt gerichteten 
Geschwindigkeiten so zusammen, daB die Zentrilinie beim StoB mit der Ge­
schwindigkeitsrichtung zusammenfallt, und verhalten sich die Geschwindigkeiten 
vor dem StoB wie umgekehrt die zugehorigen Massen, ist also 

MV=mv, 

so kehren sich beim StoB die Geschwindigkeiten einfach urn; aus V wird - V 
uSW. In diesem Fall ist der gemeinschaftliche Schwerpunkt der beiden Molekeln 
vor und nach dem StoB in Ruhe. 

Raben wir es mit einem schiefen StoB zu tun, so 
werden sich die Komponenten in der Zentrilinie beim 
StoB umkehren, die senkrecht dazu bleiben unverandert. 
Die Bahnen der Molekeln liegen also vor und nach 
dem StoB zur Zentrilinie symmetrisch (Abb.2). 

Bewegen sich zwei Molekeln M und m in ver­
schiedener Richtung und betrachten wir die Ge­
schwindigkeitskomponenten, die sie relativ zum ge­
meinschaftlichen Schwerpunkt haben, so trifft dies­
bezfiglich die frfiher gemachte Annahme zu, d. h. beim 
StoB werden sich diese beiden Komponenten einfach 

Abb.2. Sto.6 zweier Kugeln 
bei ruhendem gemein­
schaftlichen Schwerpunkt. 

umkehren. Die Komponenten senkrecht dazu bleiben unverandert, die Schwer­
punktsbewegung wird durch den StoB nicht geandert. Wir konnen demnach 
durch folgende Konstruktion die Bewegung der beiden Molekeln vor und nach 
dem StoB finden. OA und OB (Abb.3) stellen uns die Geschwindigkeiten V 
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und v vor dem StoB dar. AB ist dann die relative Geschwindigkeit der beiden 
Molekeln gegeneinander. In der Geraden AB wahlen wir den Punkt G so, daB 

/I 

- -
M· AG = m· BG wird. Es stellt dann die Strecke OG 
nichts anderes als die Geschwindigkeit des gemeinschaft­
lichen Schwerpunkts dar. GA und GB sind also jene 

":-/-~-~i%:::--::-?!J'/I' Komponenten der Geschwindigkeiten OA und OB, die in 

O~-----~~.B 

Abb. 3. Geschwindig­
keitsanderungen beim 
StoB zweier Molekeln. 

die Richtung gegen den Schwerpunkt fallen. Stellt GZ 
die Lage der Zentrilinie beim StoB dar und errichten 
wir durch G eine Senkrechte dazu, so liegen die neuen 
Komponenten GA' und GB' beziiglich dieser Geraden 
symmetrisch zu den alten GA bzw. GB. Verbinden 
wir 0 mit A' und B', so erhalten wir die neuen Ge-
schwindigkeiten. 

10. Mittelwerte des StoBes. Die mittlere Geschwindigkeit der Molekeln 
des ersten Gases sei c, die des zweiten C. Fassen wir eine Molekel des ersten Gases 
ins Auge, so wird deren Geschwindigkeit mit allen Geschwindigkeiten im zweiten 
Gas Winkel einschlieBen, die gleichmaBig iiber den Raum verteilt sind. Ihr 
Mittelwert wird also ein rechter Winkel sein. Wir k6nnen daher sagen: Wenn 
wir die Geschwindigkeitsrichtungen zweier Molekeln in Betracht ziehen, so 
werden diese im Mittel einen rechten Winkel einschlieBen. 

/I' 
Wir denken uns jetzt je eine Molekel des ersten 

und zweiten Gases und ihre mittleren Geschwindigkeiten 
c = OA, C = OB als Katheten eines rechtwinkligen 
Dreiecks (Abb. 4) aufgetragen. Die Hypotenuse AB 
stellt dann die relative Geschwindigkeit der beiden 
Molekeln gegeneinander dar. Wir wahlen nun wieder 
wie friiher (Ziff. 9) in AB den Punkt G so, daB sich 
AG: BG = M: m verhalt. Was uns aber interessiert, 

~=----!o;---'<---"B sind wieder die Mittelwerte von OA' und OB'. Zu 
jeder Schwerpunktsgeschwindigkeit der beiden Molekeln 
k6nnen wir uns die Zentrilinie nach dem StoB im 

Abb. 4. Mittelwert der D h h . h 11 R· h dR· h 
Geschwindigkeiten beim urc sc mtt nac a en IC tungen es aums gieic -
StoB zweier Kugeln ver- mal3ig verteilt denken. Wir k6nnen also auch hier 

schiedener Masse. annehmen, daB deren Mittelwert zur Schwerpunkts-
geschwindigkeit senkrecht stehen wird. Unter dieser 

Voraussetzung finden wir die Mittelwerte der Geschwindigkeiten nach dem Stol3 
folgendermal3en. Wir ziehen durch G auf OG die Senkrechte A'B' und machen 
A'G = AG, B'G = BG. Es stellt uns dann A'B' die mittlere relative Geschwindig­
keit nach dem Stol3 dar, wahrend OA' = c' und OB' = C' die Geschwindigkeiten 
dcr Molekeln m bzw. ~~1 sind. 

Wir bilden nun 

m 2 c2 + J.l!I2 C2 
-----_.-------

(m + 11;1)2 

\Vir erhalten also fiir die Schwerpunktsgeschwindigkeit 

}lnt2 c2 +- M2 C2 o G = --~-~-- . 
m+M 
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Wir finden jetzt leicht die Ausdrucke fUr c' und C'. Es ist 

'2 = OG2 + A'G2 = OG2 + AG2 = m2c2 + M2C2 + M2(C2 + C2) 
c (m + M)2 (m + M)2 ' 

indem ja 
AG AG M AG 

AB m+M 

ist. Analog finden wir 
, m2c2 + M2C2 + m2(c2 + C2) 

C 2 = (m + 111)2-

woraus sich leicht die Gleichung gewinnen laBt 

(M - m)2 mc'2 - MC'2 = .~~- (mc2 - MC2) . 
M+m 

lV1-m 
Da M + m < 1, so muB auch 

mc'2 - MC'2 < mc2 - lV1C2 
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sein. Nach einer genugend groBen Anzahl von Sti:iBen wird das dahin fUhren, 
daB mc'2 - MC'2 = 0 wird, wobei wir C'2 und C'2 als Mittelwerte anzusehen 
haben. Wir erhalten also schlieBlich die wichtige Beziehung 

mc2 = MC2. 

Dasselbe wird naturlich auch der Fall sein, wenn wir mehr als zwei Gase 
gleichzeitig in unserem GefaB haben. Wir konnen unser Resultat etwa folgender­
maBen in Worte kleiden. Befinden sich in einem GefaB gleichzeitig 
mehrere Gase, so hat jede Gasmolekel im Mittel dieselbe kinetische 
Energie. Wir wissen, daB die kinetische Energie der Molekeln proportional der 
absoluten Temperatur ist. Wir konnen also die mi ttlere kinetische Energie 
der Molekeln eines beliebigen Gases als MaB der Temperatur ansehen. Man 
kann diese gleichmaBige Verteilung der Energie der fortschreitenden Bewegung 
auf die verschiedenen Molekeln als das A qui par ti t ion s the 0 rem oder den 
Gleich verteil ungssa tz der translatorischen Bewegung bezeichnen. -

Wir sind bei der Ableitung dieses Theorems MAXWELLl) gefolgt. Die An­
nahme des Theorems, jedoch ohne Versuch eines Beweises, findet sich schon 
bei CLAUSIUS 2). 

c) Folgerungen aus der Druckformel. 
11. Die Regeln von AVOGADRO und GAy-LusSAC. Wenn wir in einem 

GefiiB ein Gas haben, so hangt seine Temperatur von der Temperatur des GefaBes 
abo Halten wir das GefaB auf einer bestimmten Temperatur, so nehmen wir 
an, daB das darin befindliche Gas dieselbe Temperatur annimmt. Wir haben 
uns die Erwarmung des Gases dabei folgendermaBen vorzustellen. Die Molekeln 
der GefaBwand werden naturlich geradeso wie die Gasmolekeln sich in ther­
mischer Bewegung befinden. Je hoher die Temperatur desto heftiger wird diese 
Bewegung sein. Mit diesen Molekeln stoBen nun die Gasmolekeln bestandig 
zusammen, und es muB auch deren Geschwindigkeit durch die Zusammensti:iBe· 

1) ]. M. MAXWELL, Phil. Mag. (4) Bd. 19, S.20. 1860. 
2) R CLAUSIUS, Pogg. Ann. Bd. 100, S. 353. 1857. 
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wachsen, wenn die Geschwindigkeit der Wandmolekeln zunimmt. Bei kon­
stanter Temperatur wird sich also ein Gleichgewichtszustand zwischen den 
Wand- und den Gasmolekeln einstellen. Wir sagen dann, das Gas habe die 
Temperatur der Wand angenommen. 

Wenn wir uns nun vorstellen, daB die kinetische Energie der Gasmolekeln 
durch die ZusammenstoBe mit den Wandmolekeln bedingt wird, daB ferner 
der kinetischen Energie der Gasmolekeln der Druck des Gases proportional 
ist, so liegt der SchluB nicht fern, daB eine Gasmolekel durch die ZusammenstoBe 

. mit den Wandmolekeln eine bestimmte kinetische Energie annimmt, die im 
Mittel fiir jede Molekel dieselbe sein wird ohne Riicksicht darauf, welche Masse 
eine Gasmolekel besitzt, ohne Riicksicht darauf, welcher Art das Gas im GefaB 
ist, d. h. es wird fiir die Erorterungen gleichgiiltig sein, ob wir A, Re, R 2 , O2 

usw. einzeln oder als Gasgemenge in unserem GefaB haben. 
N ennen wir demnach die Masse der Molekeln der verschiedenen Gasarten 

m, m', mil, ... , so muB fiir den Fall, als das Gas in Ruhe ist und eine ganz be­
stimmte Temperatur hat, die Beziehung gelten 

mc2 m' C'2 mil C" 2 
-=-~=-~~= .. ·=k. 

2 2 2 

Da die Temperatur des Gases nach unserer Darlegung wesentlich durch die 
GefaBwand bestimmt wird, so kann es keinen Unterschied fiir die mittlere kine­
tische Energie einer Molekel machen, ob wir ein Gasgemisch oder nur ein ein­
faches Gas in unserem GefaB haben, d. h. die Gleichung (3) muB auch fiir jedes 
einzelne Gas fiir sich gelten. Raben wir verschiedene Gase unter gleichem Druck 
und gleicher Temperatur, so muB gelten 

Nmc 2 N'm'c'2 
P=-3-=-3-= 

Aus dieser und Gleichung (3) folgt jetzt, daB 

N=N'= ... 

sein muB. Das ist aber nichts anderes als die Regel von AVOGADRO, die besagt, 
daB Gase unter gleichem Druck in gleichen Raumen bei derselben 
Temperatur gleich viel Molekeln besitzen. 

Von GAY-LuSSAC riihrt folgende Regel her: "Wenn sich zwei Gase 
chemisch verbinden, so stehen die in Verbindung eingehenden Gas­
mengen, bezogen auf gleichenDruck und gleicheTemperatur, unter­
einander sowie zur Menge der Verbindung in Volumverhaltnissen, 
die durch einfache ganze Zahlen dargestellt werden." Beriicksichtigen 
wir die Regel von AVOGADRO sowie die Theorie DALToNs, daB die Molekeln 
einer chemischen Verbindung aus ganzen Zahlen von Atomen der sie bildenden 
Elemente bestehen, so ist der angefiihrte Satz von GAy-LuSSAC ohne weiteres klar. 

12. Ausdehnungs- und Spannungskoeffizient. Gleichung (2) konnen wir 
etwa in der Form schreiben 

pv = Povo(1 + ext). 

Ralten wir demnach das Volumen konstant, so ergibt sich fUr den Druck 
P = Po (1 + ex t). Ralten wir hingegen den Druck konstan t, so erhalten wir 
v = vo(1 + ext). 1m ersten Fall nennen wir ex den Spannungskoeffizienten, 
im zweiten denAusdehnungskoeffizienten idealer Gase, wobei wir unter 
idealen Gasen eben solche verstehen, fiir die das BOYLE-CHARLEssche Gesetz 
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strenge gilt. Fur solche Gase hat also der Spannungs- und der Ausdehnungs­
koeffizient denselben Wert, fiir den man <X = 0,003662 angibt; und zwar gilt 
dieser Wert fur jedes ideale Gas, weil eben 

mc2 m'c'2 m~ 
2 = -2- = ... = k = 2 (1 + <xt) = ... = ko(1 + <xt) 

gesetzt werden kann, wobei sich der Index 0 auf die Temperatur des schmelzenden 
Eises bezieht. 

13. DALTONS Gesetz. Nach dem Fruheren ist es fur den Druck ganz gleich­
gultig, wie beschaffen vom chemischen Gesichtspunkt unser Gas ist. Es ist 
auch einerlei, ob wir ein einfaches Gas oder ein Gasgemenge vor uns haben, 
indem der Druck ja nur von der Zahl der Molekeln und deren mittlerer kine­
tischen Energie abhangt. Wir haben ja immer 

Nmc 2 2Nk 
P=-3-=-3-' 

Raben Wlr verschiedene Gase gemischt und sei die Zahl der Molekeln in 
der Vol umseinhei t fUr das erste Gas N I' fur das zwei te N 2 usw., so ist die Ge­
samtzahl 

Fur den Druck k6nnen Wlr nun schreiben 

2Nk 2NIk 2N2k 
P = --3- = -3- + -3- + ... = PI + P2 + "', 

wobei PI = 2NIk nichts anderes als der Druck des ersten Gases ist, wenn es 
3 2N k 

allein im GefaB vorhanden ware. Dasselbe k6nnen wir von P2 = T behaupten 

usw. Wir erhalten also das DALToNsche Gesetz, welches besagt, daB der Gesamt­
druck eines Gasgemenges gleich ist der Summe der Partialdrucke 
der einzelnen Bestandteile. 

14. Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der Molekeln. Beachten wir, 
daB [Gleichung (1)] N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, m die Masse 
einer Molekel bedeutet, so ist N m = e die Masse des Gases in der Volumeinheit, 
d. i. die Dichte des Gases. Folglich laBt sich der Druck auch darstellen durch 

o c2 
P=-~ . 

3 
Schreiben wir diese Gleichung in der Form c2 = 3 P , so haben wir auf der rechten 

e 
Seite der Gleichung Gr6Ben, die der Messung zuganglich sind. Infolgedessen 
k6nnen wir fUr C2 seinen Zahlenwert angeben. Damit ist naturlich nicht gesagt, 
daB wir auch die mittlere Geschwindigkeit c feststellen k6nnen. Das ware nur 
m6glich, wenn wir wiiBten, in welcher Weise die verschiedenen Geschwindig­
keiten uber die Molekeln verteilt sind. Weichen die meisten Geschwindigkeiten 
nur wenig von ihrem Mittelwert ab, so werden wir nicht sehr fehl gehen, wenn 
wir die mittlere Geschwindigkeit in der Weise berechnen, daB wir annehmen, 
samtliche Geschwindigkeiten seien einander gleich. Nennen wir diese Geschwindig-

keit c, so ist c2 = 3P, also c = 1/3P. Nach diesemVorgang hat schon CLAUSIUS 
. eVe 

Handbuch der Physik. IX. 23 
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fUr die verschiedenen Gase die Geschwindigkeiten der Molekeln berechnet. Er 
findet z. B. fur f S . k ff Lu t .... 485 m , tic sto .. , 492 m, 

Sauerstoff 461 " Wasserstoff 1844 " 

fUr die Temperatur 0 0 C. Diese Geschwindigkeiten sind also sehr groB und lassen 
sich der GroBenordnung nach etwa mit der Geschwindigkeit der Gewehr- und 
Kanonenkugeln vergleichen. . 

Wir sehen hier an einem Beispiel, deren wir spater noch mehrere kennen 
lernen werden, wie uns die konsequente Anwendung einer Theorie Einblick 
in Vorgange erlaubt, der uns von vornherein als ganz unwahrscheinlich erschienen 
ware. .. c2' C'2 

Fur zwei Gase unter demselben Druck konnen Wlr schrelben p = L = _(2 ~, 
woraus folgt 3 3 

c2 (2' 

C'2 (2 

Es verhalten sich somit die Dichten der Gase wie umgekehrt die mittleren Ge­
schwindigkeitsquadrate der Molekeln. Dies trifft nun auch zu fur die Ausstro­
mungsgeschwindigkeit der Gase aus feinen Offnungen und es hat ja BUNSEN 
daraufhin eine Methode ausgearbeitet, die Dichte verschiedener Gase zu ver­
gleichen. Es ist damit aber nicht, wie geglaubt wurde, eine Stutze fUr die An­
schauungen der kinetischen Gastheorie gegeben, sondern es folgt die Formel 
fUr die Ausstromungsgeschwindigkeit unmittelbar aus den hydrodynamischen 
Gleichungen. 

d) Das Virial. 
15. CLAUSIUS' Ableitung. Urn den Druck eines Gases zu berechnen, schlug 

CLAUSIUS!) einen ganz neuen Weg ein, den wir, weil er in der Gastheorie mit 
Vorteil angewendet werden kann, nicht ubergehen wollen. 

Wir differenzieren das Produkt xu nach der Zeit, wobei x die Abszisse, 
u die Geschwindigkeitskomponente eines Punktes parallel zur x-Achse bedeuten 
solI. Wir erhalten also 

d(xu) _ du dx _ du 2 
----;[t - X([i + u([i - x([i + u , (4) 

da ja ~: = u ist. Die NEWTONschen Bewegungsgleichungen fUr einen Punkt 

von der Masse m und den Geschwindigkeitskomponenten u, v, w konnen wir, 
wenn X, Y, Z die Komponenten der auf den Punkt wirkenden Kraft bedeuten, 
in der Form schreiben du 

m~=X 
dt 

nebst zwei analogen Gleichungen fUr die Bewegung parallel zur y- bzw. z-Achse. 
Wir geben un serer Gleichung die Form 

d(mu~ = X 
dt . 

Wir multiplizieren die Gleichung (4) mit der Masse m, erhalten also 

d(1Jj,x_1!l = d (mu) x + mu2 = X x + mu2. 
dt dt 

') R. CLAUSIUS, Pogg. Ann. Bd. 141, S. 123. 1870. 
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Wir setzen voraus, daB die Koordinaten und Geschwindigkeiten unseres 
Massenpunktes unter dem EinfluB auBerer Krafte im Lauf der Zeit innerhalb 
bestimmter endlicher Grenzen bleiben, und bilden das Zeitmittel iiber die ein­
zelnen Glieder unserer letzten Gleichung; d. h. wir integrieren die Gleichung 
i1ber eine beliebig groBe Zeit 'l und dividieren den Integralwert durch 'l. Wir 
erhalten so m - -­

-(urXr - uoxo) = mu2 + X X. 
7: 

Es sind also Uo und Xo die Werte von u bzw. x zur Zeit t = 0, Ur und Xr die ana­
logen Werte fiir die Zeit 'l. Ur Xr - uoxo ist nach unserer Voraussetzung eine 
endliche GroBe. Fiir eine geniigend groBe Zeit 'l konnen wir somit die linke 
Seite gleich Null setzen und erhalten die Gleichungen 

- -
mu2 + Xx = 0, 

m"V2+Yy=O, 

mw2 + Zz = O. 
Die Summe dieser Gleichungen ergibt 

m(u2 + v2 + w2) + (Xx + Yy + Zz) = O. 

Wir setzen nun eine beliebig groBe Zahl von Massenpunkten voraus, bilden 
fiir jeden diese Gleichung und addieren samtliche Gleichungen. Beriicksichtigen 
wir dabei, daB u 2 + v 2 -+ w2 = e2 ist, wobei e die Geschwindigkeit eines Massen­
punktes bedeutet, so erhalten wir 

L m& + L (X-O:=-x-+----cY=y-+----=Z=-z) = 0 . 

Die GroBe L (X x + Y y + Z z) nennt CLAUSIUS das Virial der Krafte, die auf 
das System der Massen wirken, so daB wir unsere letzte Gleichung in die Worte 
fassen konnen: Das Virial vermehrt um die doppelte kinetische Energie 
des Systems ist gleich Null. 

16. Berechnung des Drucks. Mit Hilfe des Virials konnen wir jetzt sehr 
leicht die Formel fiir den Gasdruck gewinnen. Fiir ein Gas ist L me2 = nme2 , 

wenn wie friiher m die Masse einer Molekel, n die Zahl der Gasmolekeln im GefaB 
und e die· Geschwindigkeit einer Molekel vorstellt. Als auBere Krafte fiihren 
wir den Druck ein, den die GefaBwande auf das Gas ausiiben. Das GefaB sei 
ein Parallelepiped von den Kanten a, b, e. Eine Ecke des GefaBes sei der Ursprung 
des Koordinatensystems, die von dort ausgehenden Kanten fallen mit den Achsen 
des Koordinatensystems zusammen. Der auBere Druck sei p. Auf die linke 
Seitenflache kommt daher die Kraft bep. Diese Flache be liegt in der yz-Ebene. 
Der Druck, der senkrecht zur Flache, also pa,rallel zur x-Achse wirkt, ist noch 
mit der Abszisse x = 0 zu multiplizieren. Dieses Glied fant also weg. Gegen­
iiber in der Entfemung a wirkt aber die Kraft - bep. Diese Flache liefert somit 
fiir das Virial die GroBe - abep. Analog finden wir fiir die obere und untere 
Flache und ebenso fiir die vordere und hintere fiir das Virial den Anteil - abe p, 
so daB das gesamte Virial den Wert - 3 abep besitzt. Dieses muB vermehrt 
urn die doppelte kinetische Energie samtlicher Molekeln den Wert Null er­
geben. Wir erhalten also 

nme2 - 3pv = 0 

oder nme3 

pV=-3-' 

Das ist aber wieder die uns schon bekannte Gleichung fiir das BOYLE-CHARLEssche 
Gesetz. 

23* 
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II. Das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz. 
a) MAXWELLS Ableitung. 

17. Die Wahrscheinlichkeit bestimmter Geschwindigkeitskomponenten. 
Zu wiederholten Malen haben wir schon darauf hingewiesen, daB die einzelnen 
Molekeln eines Gases in einem gegebenen Zeitpunkt im allgemeinen verschiedene 
Geschwindigkeiten besitzen miissen; denn denken wir uns den Fall, aIle Molekeln 
hatten dieselbe Geschwindigkeit, so wiirde dieser Zustand ja sofort gestort 
werden, wenn die Molekeln nicht eine ganz bestimmte Ordnung hatten. Er 
konnte sich ja nur dann dauernd aufrechterhalten, wenn die Richtung der 
relativen Geschwindigkeit je zweier zum StoB gelangenden Molekeln mit der 
Zentrilinie zusammenfallen wiirde (Ziff.9), oder kurz gesagt, wenn nur zentrale 
StoBe vorkommen wiirden. Eine soIche Verteilung ware eine ganz bestimmte, 
"molekular geordnete", die wir aber nicht voraussetzen konnen. Wir nehmen 
vielmehr an, daB die Zentrilinie beim StoB gegeniiber der relativen Geschwindig­
keit der Molekeln zueinander die verschiedensten Winkel bilde, daB wir einen 
"molekular ungeordneten" Zustand des Gases haben. 

Wie immer sich aber die Geschwindigkeit einer Molekel von StoB zu StoB 
andern mag, so erscheint es doch sehr plausibel, daB die verschiedenen Geschwin­
digkeiten, weIche die Molekel im Verlauf einer geniigend groBen Zeit annimmt, 
gewisse GesetzmaBigkeiten aufweisen werden. Es ist das etwa folgendermaBen 
zu verstehen. Wir nehmen an, die Molekeln konnen alle moglichen Geschwindig­
keiten erlangen, und ordnen diese Geschwindigkeiten nach gleich groBen Inter­
vallen, so wird in jedes Intervall eine gewisse Anzahl von Geschwindigkeiten 
zu liegen kommen. Es seien also Geschwindigkeiten zwischen 0 und y, soIche 
zwischen y und 2 y, zwischen 2 y und 3 y usw. vorhanden. Wir verfolgen nun 
die Molekel durch eine geniigend lange Zeit, so daB sie eine sehr groBe Zahl 
von Geschwindigkeitswechseln durchgemacht hat. Wir nehmen an, daB wir 
infolge dieser Wechsel im ganzen n Geschwindigkeiten in Betracht zu ziehen 
haben. Von diesen n Geschwindigkeiten wird dann eine bestimmte Anzahl 
zwischen 0 und y, eine andere zwischen y und 2y usw. liegen. Die Zahl der Ge­
schwindigkeiten im ersten Intervall dividiert durch die Gesamtzahl n konnen 
wir dann die Wahrscheinlichkeit nennen, daB eine Molekel eine Geschwindigkeit 
zwischen 0 und y hat, und ganz analog werden wir die Wahrscheinlichkeit flir 
die iibrigen Intervalle bilden konnen. 

Wir setzen nun voraus, daB fiir einen bestimmten Zustand des Gases auch 
eine ganz bestimmte Verteilung der Geschwindigkeiten vorhanden ist. Diese 
wird so zum Ausdruck kommen, daB wir die Wahrscheinlichkeit angeben, daB 
die Geschwindigkeit einer Molekel innerhalb eines bestimmten Intervalls liegt. 
In dieser Formulierung konnen wir das Intervall auch beliebig klein machen. 
Wir konnen direkt nach der Wahrscheinlichkeit fragen, daB eine Molekel eine 
Geschwindigkeit besitze, die zwischen e und e + de zu liegen kommt. Natiirlich 
wird sie dem Intervall, in unserem Fall dem Geschwindigkeit>;differential de 
selbst proportional, im iibrigen eine Funktion der Geschwindigkeit e sein. Damit 
ist uns aber auch gegeben, die Zahl der Molekeln in einem Gas zu bestimmen, 
die eine Geschwindigkeit zwischen e und e + de haben, wobei natiirlich, wie 
bei allen derartigen Rechnungen, nicht auBer acht gelassen werden darf, daB 
die Gesamtzahl der Molekeln so groB sein muB, daJ3 auch in einem Geschwindig­
keitsintervall von der GroJ3e de noch sehr viele Molekeln vorhanden sind. 1m 
iibrigen ist immer wieder vor Augen zuhalten, daJ3 die so gewonnenen Zahlen 
keine Absolut-, sondern nur Wahrscheinlichkeitswerte darstellen. 
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Das Gesetz der Verteilung der Geschwindigkeiten hat J. CL. MAXWELL1) 
gefunden, und es fiihrt seinen Namen. MAXWELL macht bei der Ableitung seines 
Gesetzes bestimmte Annahmen, die zwar recht einleuchtend sind, aber doch 
auch eines Beweises bedurfen. Nichtsdestoweniger woilen wir hier den ersten 
Gedankengang MAXWELLS wiedergeben, weil er sehr rasch zum Gesetz selbst 
fiihrt und auBerdem von groBer historischer Bedeutung ist. Das Gesetz bezieht 
sich auf ein Gas im mechanischen und thermischen Gleichgewicht, also auf ein 
Gas, das keine sichtbare Bewegung noch Temperaturunterschiede in seinen ein­
zelnen Teilen erkennen HiBt. 

Wir fassen eine bestimmte Geschwindigkeit e einer Molekel ins Auge, welche 
die Komponenten u, v, w parallel zu den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten­
systems besitzen soil. Es ist also 

(5) 

Wir machen jetzt die Annahme, deren Richtigkeit allerdings zu beweisen ware, 
daB die Wahrscheinlichkeit fUr eine Komponente zwischen u und u + du un­
abhangig von den ubrigen Komponenten ist, so daB wir diese GroBe als Funktion 
von u allein darstellen und sie f(u) du schreiben konnen. Dasselbe konnen wir 
dann auch fur die ubrigen Geschwindigkeitskomponenten folgern. Es muB die 
Wahrscheinlichkeit, daB wir eine Komponente zwischen v und v + dv oder eine 
solche zwischen w und w + dw haben, durch f(v)dv bzw. f(w)dw gegeben sein. 
Wir fragen jetzt nach der Wahrscheinlichkeit, daB eine Molekel alle drei genannten 
Geschwindigkeitskomponenten gleichzeitig besitzt. Nach der Wahrscheinlich­
keitsrechnung ist die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Eintretens mehrerer 
Ereignisse gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeit der einzelnen Ereignisse. 
Die Wahrscheinlichkeit, daB unsere Molekel Geschwindigkeitskomponenten 
zwischen u und u + du, v und v + dv, w und w + dw besitzt, wird daher durch 
den Ausdruck 

f(u) f(v) f(w) dudvdw (I) 
gegeben sein. 

Denken wir nns nun eine ganz bestimmte Geschwindigkeit e, so kann die 
naturlich aile moglichen Richtungen im Raum haben. Wahrend also e konstant 
bleibt, werden die Werte der Komponenten u, v, w je nach der Richtung wechseln. 
Fiir dieses bestimmte e muB naturlich auch der Ausdruck (I) einen konstanten 
Wert behalten, da die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Geschwindigkeit 
zwischen e und e + de von deren Richtung ja nicht abhangig sein kann. Wir 
konnten die Sache ja auch umkehren, indem wir eine ganz bestimmt gerichtete 
Geschwindigkeit ins Auge fassen, das Koordinatensystem aber beliebig legen. 
Die Wahrscheinlichkeit fur die bestimmte Geschwindigkeit muB sich, wie man 
sagt, als "invariant" erweisen. Da wir du dv dw ebenfalls als konstant ansehen 
miissen, so ist auch f (u) f (v) t (w) eine Konstante. Danach muB in Gleichung (5) 
d(e 2) = 0 und ebenso d[f(u) f(v) f(w)] = 0 sein. Die erste Bedingung ergibt uns 

udu + vdv + wdw = 0, (6) 
die zweite 

t'(u) f(v) t(w) du + t(u) t'(v) f(w) dv + f(u) f(v) t'(w) dw = 0, 

welch letztere Gleichung, wenn wir sie durch f (u) t (v) f (w) dividieren, wir um­
fonnen konnen in 

t'(u) t'(v) t'(w) 
f(u) du + t(v) dv + f(w) dw = o. (7) 

1) J. CL. MAXWELL, Phil. Mag. (4) Ed. 19, S.22. 1860. 
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Die Gleichungen (6) und (7) konnen wir in eine vereinigen, wenn wir (6) mit 
einem willkfirlichen Faktor l multiplizieren und sie zu (7) addieren. Wir er-

halten so [t'(U) ] [t'(V) ] [t'(W) . ] 
j(u) +lu du+ j(v)+lv dv+ t(w)+lw dw=O. 

Dabei ist zu bemerken, daB die Differentiale du, dv, dw beliebige unendlich 
kleine, sonst aber konstante GroBen sind, so daB unsere letzte Gleichung nur 
denkbar ist, wenn jeder Ausdruck in eckiger Klammer ffir sich Null wird. Wir 
erhalten somit die Gleichungen 

t'(u) t'(v) 
f(u) + lu = 0, j(v) + lv = 0, 

t'(w) 
j(w) + lw = o. 

Wir wollen die erste dieser Gleichungen naher betrachten. Wir muItiplizieren 
sie mit du und schreiben sie in der Form 

t'(u) 
j(u) du = -ludu. 

Da nun j;~:~ = ddu [lnj(u)] ist, so konnen wir auch bilden 

dlnj(u) = -ludu 

und die Gleichung integrieren. Das ergibt 

u2 
lnj(u) == -l2 + InA, 

wobei InA also eine willkfirliche Konstante bedeutet. Wir wollen die letzte 
Gleichung in der Form schreiben .lu' 

I(u) = Ae -2. 

Analoge Gleichungen erhalten wir ffir j(v) und f(w). Es wird sich spater zeigen, 
daB wir zu einer sehr einfachen Deutung der willkfirlichen Konstante l gelangen, 
wenn wir sie gleich 2/01,2 setzen, so daB wir also die Gleichungen erhalten 

u' v' w' 

f(u) = Ae -"', f(v) = Ae -"', j(w) = A e-"'. 
18. Bestimmung der Konstanten A und a. Wenn wir die Wahrscheinlich­

keit suchen, daB eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u + du 
liegt, so erhalten wir aus der ersten der drei letzten Gleichungen dafUr 

u' 

j(u)du = Ae "'du. 
Wir denken uns nun eine sehr groBe Molekelzahl n, so muB nach dem Frfiheren 
die Zahl jener, die eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u + du 

u' 

haben, nAe -"'du sein. u kann aIle Werte zwischen - ex) und +ex) haben. 
Die Zahl samtlicher Geschwindigkeiten ist fUr einen gegebenen Zeitpunkt natfir­
lich gleich der Zahl n der Molekeln. Integrieren wir daher obigen Ausdruck 
von - ex) his + ex) , so muB das Integral den Wert n haben. Wir erhalten also 

+00 

n = nA Ie ::du 
-00 

oder +00 r u' 
A J e -;" du = 1 . 
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Konnen wir das Integral auswerten, so ist uns die GroBe A gegeben. Zu 
dem Zweck wollen wir folgendermaBen verfahren. Es ist natiirlich auch 

f+OO v' 

A e --;;; dv = 1, 
-00 

folglich auch 

(~f-~dU) (Al~dV) ~ AJf:: dudv~ 1. 

Wir fiihren jetzt neue Variable ein, indem wir !!... = x, 3!..- = y setzen. Das ergibt 
<X <X 

+00+00 

A2 <x2j j e _(x'+y2 ) dx dy = 1. 
-00 -00 

Die weitere Rechnung wollen wir als eine Aufgabe der Geometrie betrachten, 
indem wir x und y als die Koordinaten eines Punktes in einem ebenen recht­
winkeligen Koordinatensystem ansehen. Diese Koordinaten wollen wir in Polar­
koordinaten umwandeln. Wir setzen also 

dxdy = rdrdrp 
und erhalten so 

+00 +001 (Xl 2,,; 

A2<x2j je-(X'+Y')dxdy = A2<x2j je-r'rdr drp, 
-00-00 00 

indem ja die Integration iiber die ganze unendliche Ebene durchzufiihren ist. 
Die Grenzen 0 und <Xl beziehen sich also auf den Radiusvektor r, hingegen 0 
und 2:n: auf den Winkel rp. Die Integration nach rp ergibt einfach 2:n:, und wir 
haben weiter 

00 

2:n:A2<x2j e-r'r dr = ~ [:n: A2 <x2 e-r']O' = :n: A2 <x2 = 1, 
o 

so daB wir schlieBlich fiir A erhalten 
1 

A=-. 
tX-y; 

Die Funktion t (u) konnen wir nun schreiben 

1 _It' 
t(u) = -e "". 

tX-y; 

Ganz analoge Gleichungen erhalten wir fi.ir v und w. 
Wir stellen nun neuerdings die Formel fiir die Wahrscheinlichkeit einer 

Geschwindigkeit auf, welche die Komponenten u, v, w, d. h. eine ganz bestimmte 
Richtung, besitzt. Diese ergibt uns der Ausdruck (I). Sie ist 

1 u'+v'+w' 
t(u) t(v) t(w) du dv dw = - e <x' du dv dw. 

:n:itX3 

Diese Formel wollen wir wiederum geometrisch veranschaulichen, indem wir 
U, v und w als die rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes betrachten und 
dafiir Polarkoordinaten einfiihren. Wir haben somit zu setzen c2 = u 2 + v2 + w2 
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und das Raurnelement du dv dw = e2de sin {}d{}dcp. Wir haben also unter 
{} den Winkel zu verstehen, den emit der z-Achse einschlieBt, unter cp den Winkel, 
den die Projektion von e auf die xy-Ebene mit der x-Achse bildet. Dies ergibt 
fiir die Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeit zwischen e und e + de von 
einer bestimmten Richtung, die zwischen cp und cp + dcp, 1'} und {} + df} zu 
liegen kommt, den Ausdruck 

+. e-~ e2 d esin{}d{} dcp. 
:n2lX 

Sehen wir jetzt von einer bestimmten Richtung des cab, so erhalten wir die 
Wahrscheinlichkeit, daB die fragliche Geschwindigkeit zwischen e und e + de 
liegt, indem wir den Ausdruck nach{} von 0 bis:n, nach cp von 0 bis 2:n integrieren. 
Dadurch erhalten wir; 

n 2n 

1 2-~dff'{}d-Qd 4 2-~d -3- e e «" e sIn 'If cp = ~ e e a' e. 
:n2 lX3 y:n lX3 

00 

Das ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Die Zahl der Molekeln, die eine Ge­
schwindigkeit zwischen e und e + de hat, ist somit 

4n _~ 
-- e2 e a' de. (II) 
Y;lX 3 

In diesem Ausdruck erscheint lX noch als eine unbestimmte Konstante. 
Es HiBt sich deren Bedeutung aber leicht finden. Wir fragen nach jener Ge­
schwindigkeit, die am haufigsten vorkommt. Das ist also die wahrscheinlichste 
Geschwindigkeit. Fiir diese muB der Ausdruck (II) ein Maximum werden. Das 

c· 
ist der Fall, wenn e2 e-;:;; ein Maximum wird. FUr den Fall des Maximums muB 
aber 

e2 
werden. Daraus folgt weiter 1 - -2 = 0 oder 

0(, 

Wir haben also 0(, als die wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Molekeln unseres 
Gases anzusehen. 

19. Diskussion des MAXWELLS chen Gesetzes. Urn eine anschauliche Vor­
stellung vom Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten zu erhalten, wollen wir 
in dem Ausdruck (II) die wahrscheinlichste Geschwindigkeit lX = 1 setzen. 
Der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, daB eine Molekel eine Geschwindig­
keit zwischen e und e + de besitzt, ist dann 

4 -c' 
WI = y;:; c2 e d c . 

Wir konstruieren uns nun eine Kurve (Abb. 5), die der Gleichung 

4 -x, 
y = --=x2 e 

y:n 

entspricht. Wir konnen dann aus der Abb. 5 ohne weiteres die Zahl der Molekeln 
finden, die eine Geschwindigkeit zwischen e und e + de oder auch analog zwischen 
groBeren Geschwindigkeitsintervallen (el , c2) besitzen. wenn wir auf der Abszissen-
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achse die Geschwindigkeiten c und c + dc bzw. c1 und Cz abschneiden und die 
zugehorigen Ordinaten bis zur Kurve errichten. Die so erhaltene Flache multi­
pliziert mit der Gesamtzahl der Molekeln gibt uns dann die Zahl der Molekeln, 
die Geschwindigkeiten zwischen c1 und Cz haben. Dem Anblick der Kurve konnen 
wir ohne weiteres entnehmen, daB jene Geschwindigkeiten, die in der Nahe 
der wahrscheinlichsten liegen, am haufigsten 

1,0 
vorkommen, und daB mit der Entfernung 
nach links oder rechts von der wahrschein- 0,8 

lichsten Geschwindigkeit die Haufigkeit sehr 
0,6 

rasch abnimmt. DaB eine Molekel vollkommen 
ruht oder eine von der Ruhe nur wenig ver- O,if 

schiedene Geschwindigkeit besitzt, kommt so 1.l2 
gut wie nie vor. Dasselbe gilt fiir sehr groBe 

/ 
/ ! 

1 
/ c~ 
o~ 

\ 

" 1'--
2 Geschwindigkeiten. Die tiberwiegend groBe 

Anzahl von Molekeln hat Geschwindigkeiten 
zwischen lund 2. Geschwindigkeiten unter -} 
und tiber 2 sind schon selten, so daB wir ftir 
viele Rechnungen, wo es sich urn Durch­

Abb. 5. Die Wahrscheinlichkeitskurve 
nach demMAxWELLSchen Verteilungs­

gesetz der Geschwindigkeiten. 

schnittswerte tiber samtliche Geschwindigkeiten handelt, wohl nicht sehr fehl 
gehen, wenn wir von vornherein annehmen, samtliche Molekeln hatten dieselbe 
Geschwindigkeit. Wir werden dies spater an verschiedenen Beispielen bestatigt 
sehen. Was die Rechnung anbelangt, so kann sie durch eine so einfache 
Annahme mitunter auBerordentlich erleichtert werden. 

Es seien noch einige Zahlenwerte angefiihrt, die der "kinetischen Theorie 
der Gase" von O. E. MEYER entnommen sind. "Die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daB ein Wert der Geschwindigkeit 0,9 bis 1,1 des wahrscheinlichsten betrage, 
wird durch die Zahl 0,2· 0,8 = 0,16 angegeben; d. h. unter 100 Molekeln sind 
16 oder unter 6 Molekeln 1, deren Geschwindigkeit urn weniger als 0,1 von dem 
wahrscheinlichsten Wert abweicht. Dagegen gibt es, wie man ebenso findet, 
nur etwa 9 unter 100 Teilchen, deren Geschwindigkeit bis auf 0,1 genau den 
halben Wert der wahrscheinlichsten besitzt, und etwa 11, deren Geschwindig­
keit ebenso genau mit dem 1,5fachen Betrag zusammenfa11t; es finden sich 
unter 100 sogar nur 3 mit einer 4mal kleineren, und kaum mehr als diese Anzahl 
besitzen den doppelten Wert der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit." 

20. Mittelwerte. Wenn wir die Abb. 5 betrachten, so erkennen wir sofort, 
daB die wahrscheinlichste Geschwindigkeit verschieden sein wird von der mittleren 
Geschwindigkeit, da ja die Geschwindigkeitskurve keine symmetrische ist. Wir 
sehen ohne weiteres, daB die Flache links von der Ordinate, die zur Abszisse 1 
gehort, kleiner als jene rechts ist, so daB der Mittelwert samtlicher Geschwindig­
keiten, d. i. die mittlere Geschwindigkeit, groBer sein muB als die wahrschein­
lichste Geschwindigkeit. Bei der Berechnung der mittleren Geschwindigkeit 
gehen wir genau so vor wie bei jeder Mittelwertsbildung. Wir addieren samtliche 
Geschwindigkeiten und dividieren sie durch die Zahl derselben. 1st letztere n, 
so ist die Zahl jener Geschwindigkeiten, die zwischen c und c + dc liegen, durch 
den Ausdruck (II) gegeben. Multiplizieren wir diesen mit der Geschwindigkeit c, 
so erhalten wir die Summe dieser Geschwindigkeiten. Die Summe aller Geschwin­
digkeiten werden wir also finden, wenn wir das so erhaltene Produkt noch nach c 
integrieren vom Wert obis zum Wert 00. Die Summe samtlicher Geschwindig­
keiten wird also sein 

4n f' _c-'--_- c3 e ""dc. 
1/n.x3 • 

o 
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Um die mittlere Geschwindigkeit e zu erhalten, brauchen wir ,diesen Aus­
druck nur noch durch n zu dividieren. Es resultiert also 

,~ f,;4~.j", -5d, ~ ~ J x',-" dx ~ ;E[ -•• ~- .. + f"-"d.j ~;E· 
o 0 0 

Wir haben die Rechnung so durchgefiihrt, daB wir die neue Variable x = ~ 
IX 

einfiihrten. Da :~ > 1 ist, so ergibt sich in der Tat die mittlere Geschwindig-

keit c groBer als die wahrscheinlichste IX. 

In der Druckformellernten wir das mittlere Quadrat der Geschwindigkeiten 
kennen, und wir sahen auch, daB wir diesen Wert fiir e2 zahlenmaBig berechnen 
konnen. Wir wollen daher noch mit Zuhillenahme des MAXWELLschen Verteilungs­
gesetzes auch diesen Ausdruck bilden und ihn so in Beziehung zur wahrschein­
lichsten und mittleren Geschwindigkeit bringen. Wir konnen dann 'l.uch deren 
Wert zahlenmaBig angeben. 

Wir haben also jetzt den Ausdruck (II) mit ell zu multiplizieren, zwischen 
den Grenzen 0 und 00 zu integrieren und das Ganze durch n zu dividieren. Wir 
werden dabei folgendermaBen vorgehen. 

~ ~ 00 00 00 

C2 = -4-fc4e --;.ode = 41X~ (x4rz'dx = 61X2 (x2e-z'dx = 31X~ fe-z'dx = 31X2 -vn 1X3 y-;; r y-;; r y-;; r 2 ' 
o 0 0 0 

wobei wir 00 

!rz'dX= if 
o 

beniitzten, was leicht folgendermaBen zu gewinnen ist. Wir haben (Ziff. 15) 
kennengelernt, daB +00 +00 

J Je-<z'+II')dxdy = 7l 

-00 -00 

ist. Nun konnen wir schreiben 

oder 

-00 

Der Wert des unbestimmten Integrals ist flir x derselbe wie fiir -x, so daB wir 
+00 

Je-z'dx = 2 Je-xldx 
-00 0 

setzen konnen. Darnach wird schlieBlich 
00 

fe-X'dx = -V~ 
2 ' 

o 
Wle wir es oben benlitzt haben. 



Zif£. 21. BOLTZMANNS H-Theorem. Die Zahl der ZusammenstoBe. 

Wir konnen jetzt aus dem mittleren Quadrat der Geschwindigkeiten die 
mittlere und die wahrscheinlichste Geschwindigkeit zahlenmaBig berechnen. Es 
besteht die Beziehung 

Es ist also das mittlere Quadrat der Geschwindigkeiten groBer als das Quadrat 
der mittleren Geschwindigkeit und dieses wieder groBer als das Quadrat der 
wahrscheinlichsten Geschwindigkeit. NmC2 _ _ 

Da wir fiir den Druck [Gleichung (1)J P = -- und (Ziff. 8) e2 = ~(1 + IXt) _ 3 
fanden, da ferner me2 nach dem Gleichverteilungssatz der fortschreitenden 
Bewegung (Ziff. 10) fur aIle Gase dieselbe GroBe ist, so ist C2 verkehrt proportional 
dem Molekulargewicht. Was aber fiir c2 gilt, das besteht natiirlich auch fur c2 

und fiir 1X2. Auch diese GroBen mussen direkt proportional der absoluten Tem­
peratur und verkehrt proportional dem Molekulargewicht· des Gases sein. 

I=-

Die Angaben fur ye2 (Ziff. 14) wollen wir jetzt durch die Werte von c und IX 

erganzen. 
Tabelle 1. 

Mitt lere und wa hrscheinlichste Geschwindigkeit der Molekeln. 

y~ c '" 
Luft 485 m 447 m 397 m 
Stickstoff . 492 " 453 " 406 " 
Sauerstoff 461 " 425 " 377 " 
Wasserstoff 1844 " 1698 " 1508 " 

Bei der Luft ist naturlich zu bemerken, daB die angefiihrten Geschwindigkeiten 
nur Mittelwerte aus den einzelnen Bestandteilen der Luft sein konnen. 

b) BOLTZMANNS H-Theorem. 
21. Zahl der Zusammensto.Be. Wie wir schon friiher erw1i.hnten, hat 

MAXWELL sein Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten unter der Voraussetzung 
abgeleitet, daB die Wahrscheinlichkeitskomponente von der GroBe der anderen 
Komponenten unabhangig sei. Andere Forscher fanden, daB diese Annahme selbst 
eines Beweises bedurfe. Es entstand so eine ausgedehnte Literatur uber diesen 
Gegenstand, an der sich in hervorragenster Weise L. BOLTZMANN beteiligte. 
Seine Untersuchungen fiihrten jedoch viel weiter als zum Beweis des MAXWELL­
schen Verteilungsgesetzes. BOLTZMANN stellte sich die Aufgabe, das MAXWELL­
sche Gesetz fiir ein Gemenge von zwei Gasen zu suchen. Indem er von der Ver­
auderung der Geschwindigkeiten ausging, die beim StoB zweier Molekeln statt­
finden, gelangte er nicht nur zum MAXWELLschen Verteilungsgesetz fiir jedes 
einzelne Gas, sondern er fand auch gleichzeitig einen exakten Beweis fur das 
Aquipartitionstheorem und weiters einen neuen uberaus wichtigen Satz, den 
er das H-Theorem nannte und das auf nichts weniger hinauslauft als auf die 
Darstellung der Entropie auf Grund der Anschauungen der kinetischen Gas­
theorie 1). 

Es gestattet nicht der Raum, den BOLTZMANNschen Gedankengang in seiner 
Gauze wiederzugeben. Wir wollen aber in einfacher Weise das Wesentliche 
darzustellen versuchen. Wir denken uns ein einfaches Gas, etwa ein Edelgas. 
Die Molekeln haben also alle dieselbe Masse und GroBe. Wir stellen sie uns der 

1) Siehe L. BOLTZMANN. Vorlesungen liber Gastheorie Bd. I. S. 15. 
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Einfachheit halber wieder als vollkommen elastische Kugeln vor. 1m allgemeinen 
werden wir die Zahl der Molekeln, die Geschwindigkeitskomponenten zwischen 
u und u + du, v und v + dv, W und W + dw haben, als Funktionen von u, v, W 
und der Zeit t darstellen konnen. Wir setzen vorHiufig keinen stationaren Zu­
stand voraus. Unsere Zahl wird also gekennzeichnet sein durch 

I(u,v,w,t)dudvdw = Idw. 

Diese Molekeln seien im folgenden jene erster Art genannt. Fur die Zahl der 
Molekeln zweiter Art, das sind solche, die Geschwindigkeitskomponenten zwischen 
UI und ul + du!> VI und VI + dv!> WI und WI + dWI besitzen, werden wir analog 
schreiben konnen 

Wir haben also folgende Abkurzungen eingefUhrt 

I(u,v,w,t) = 1./(ul , v1' WI' t) = II,dudvdw = dw und du1 dv1 dw1 = dwl' 

Wir suchen jetzt die Zahl der StoBe, die eine Molekel erster Artjvon -jenen 
zweiter Art erfahrt. Diese wird proportional sein der Zahl der Molekelnzweiter 
Art 11 dWl> ferner der relativen Geschwindigkeit g, welche die Molekel erster 
Art gegen jene zweiter besitzt. Die Zahl der Ablenkungen ist somit proportional 
gil dWI' Betrachten wir nun samtliche Molekeln erster Art, so werden sie nach 
dem ZusammenstoB und gleicherweise auch die Molekeln zweiter Art sehr ver­
schiedene Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen haben. Wir 
wollen aber nur jene Molekeln zahlen, die nach dem StoB ganz bestimmte Ge­
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen besitzen, die also Zusammen­
stoBen angehoren werden, die unter ganz bestimmten geometrischen Bedingungen 
erfolgen. Das heiBt: von samtlichen zusammenstoBenden Molekeln werden nur 
relativ unendlich wenige den gegebenen Bedignungen genugen. Es werden daher 
die geometrischen Bedingungen beim StoB ebenfalls durch ein Differential aus­
gedruckt werden konnen, was wir durch den Faktor dG in Rechnung ziehen 
wollen. Die Molekel erster Art wird von jenen zweiter Art somit in der Sekunde 
g/ldwldG StoBe erfahren .. Die Zahl samtlicher StoBe von den gegebenen Be­
dingungen zwischen Molekeln erster und zweiter Art wird somit gttldwdwldG 
sein und in der Zeit dt werden somit 

(8) 

Molekeln erster Art verschwinden. 
Da wir nur ZusammenstoBe unter ganz bestimmten geometrischen Be­

dingungen dG betrachten, so werden nach dem StoB die Molekeln erster Art 
ganz bestimmte Geschwindigkeitskomponenten zwischen u' und u' + du', v' und 
v' + dv', w' und w' + dw', jene zweiter Art die Geschwindigkeitskomponenten 
zwischen u~ und uf + duf, vi und vf + dVl, wl und w~ + dWl erhalten. Wir 
stellen nun die Frage, wie groB ist die Zahl jener Molekeln, die vor dem 
StoB Komponenten der Geschwindigkeit zwischen u' und u' + du' usw. bez. 
u;. und u~ + dUf hatten, nach dem StoB hingegen Komponenten zwischen 
u und u + du usw. und zwischen U I und U 1 + dU I besitzen. Die geometrischen 
Bedingungen davon wollen wir durch dG' einfUhren und erhalten gerade so 
wie oben fUr die gesuchte Zahl 

dv = g'l'tldw' dWl dG' dt, (9) 

wobei die Bedeutung der gestrichelten Buchstaben aus der Analogie zu den 
ungestrichel ten hervorgeh t. 
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22. Die geometrischen Bedingungen und die Geschwindigkeitsraume. 
Betrachten wir die ZusammenstoBe beider Arten, so ist ohne weiteres klar, 
daB g' = g sein muB, da ja die relative Geschwindigkeit der Molekeln vor und 
nach dem StoB, wie wir schon (Ziff. 9) gesehen haben, dieselbe bleibt. Denken 
wir uns die beiden gleich groBen relativen Geschwindigkeiten als die gleich 
langen Schenkel eines Winkels aufgetragen und ziehen die Symmetrale dazu, 
so erhellt aus der vollkommenen Symmetrie ohne weiteres, daB die geometrischen 
Bedingungen des ZusammenstoBes fUr beide Arten des StoBes vollkommen 
identisch seiIi miissen, d. h. es muB dG = dG' sein. 

Die Geschwindigkeiten der Molekeln wollen wir von einem Punkt aus, den 
wir zum Ursprung des Koordinatensystems machen, als Vektoren auftragen. 
Die Endpunkte der Vektoren bestimmen uns dann die Geschwindigkeiten als 
Raumpunkte. Den ganzen Raum konnen wir den Geschwindigkeitsraum nennen. 
Sprechen wir nun von Geschwindigkeiten mit den Komponenten u und u + du 
usw., so liegen die sog. Geschwindigkeitspunkte in einem Parallelepiped von 
den Kanten du, dv, dw, dessen Lage selbst durch die Komponenten u, v, w 
als Koordinaten gegeben ist. Unsere unendlich kleinen Parallelepipede haben 
wir dw, dw' usw. genannt. Wir wollen zeigen, daB dw' = dw und dWl = dWI 
ist. Wir legen (Abb. 6) durch die Zentrilinie 
beim StoB eine Gerade, deren Richtung OK ist. 
Von 0 aus tragen wir die Geschwindigkeiten c 
und C1 durch Strecken auf. Es stellt uns dann 
die Strecke CCI die relative Geschwindigkeit g 
dar. Durch den Halbierungspunkt 5 dieser 
Strecke legen wir KIK2 parallel zu OK. Jene 
Komponente der relativen Geschwindigkeit g, 

c c' 

;Zti 
Abb 6 Diagramm fur 

die senkrecht zu OK oder, was dasselbe ist, ' .. daB dw' = dw :Rewels, 
zu KIK2 steht, erfahrt durch die Ablenkung der dw~ = dWl ist. 
Molekeln keine Veranderung. Die Komponente 

den 
und 

parallel zu KI K2 wird durch die Ablenkung einfach umgekehrt. Wir erhalten 
somit die neue Richtung der relativen Geschwindigkeit, wenn wir in der Ebene, 
welche die Geraden CCI und KIK2 bestimmen, durch 5, das ist den gemein­
schaftlichen Schwerpunkt beider Molekeln, eine Gerade C' Ci so legen, daB sie 
zu KIK2 dieselbe Neigung hat wie CCI , nur in entgegengesetzter Richtung. 
Machen wir noch C' 5 = C~ 5 = C 5 = Cl 5 , 

so stellen uns die Strecken 0 C' und OC1 die Geschwindigkeiten c' und cl der 
Molekeln nach dem StoB dar. 

Verschieben wir nun den Punkt C urn die unendlich kleinen Strecken du, dv, 
dw, so muB sich C' wegen der vollkommenen Symmetrie urn genau dieselben 
Strecken du', dv', dw' verschieben. Es ist somit dw = dw' und ganz analog 
dW I = dWl' Ziehen wir das alles in Betracht, so konnen wir Gleichung (9) 
schreiben d Y = g I'li dw dW I dG dt. (9 a) 

23. Stationarer Zustand. Wenn sich durch die ZusammenstoBe die Ver­
haItnisse im Gase nicht andern, so nennen wir das einen stationaren Zustand. 
Fiir das Auge ist dies ein ruhendes Gas, ein Gas im mechanischen und thermischen 
Gleichgewicht. In diesem Fall muB also 

fdn = fdY 
sein. Setzen wir dafiir die Werte aus den Gleichungen (8) und (9a) ein, so er­

halten wir • fttlgdwdwldGdt= fl'ligdwdwldGdt, 

woraus sofort folgt 111 = I'li. (10) 
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Da fUr diesen Zustand die Geschwindigkeiten und ihre Richtungen gleich­
maBig iiber den Raum verteilt sind, so konnen wir I ohne weiteres wegen 
ell = u ll + vll + wll als Funktion von ell ausdriicken, wenn wir unter e die Ge­
schwindigkeiten erster Art vor dem StoB verstehen. Fiir die Geschwindigkeiten 
nach dem StoB wollen wir dann analog e' setzen, wahrend die Geschwindigkeiten 
der Molekeln zweiter Art vor und nach dem StoB entsprechend e1 und ci genannt 
werden sollen. Wir setzen 

I' = e'P (c") , 

Infolge des Energieprinzips muB 

me2 + mei = me'll + mc{2 

sein, woraus eJ.2 = e2 + ci - e'2 folgt. Aus Gleichung (10) erhalten Wlr jetzt 

cp(e ll) + cp(eD = cp(e'll) + cp(e2 + eI - e'2) . 

Diese Gleichung der Reihe nach partiell nach e, e1 , e~ differenziert, ergibt 

cp'(ell) = cp'(e2 + ei - e'2) , 

Es ist somit 

q;'(eD = cp'(e ll + ei - e'2) , 

o = cp'(e'2) - cp'(e2 + ei - e'2) • 

1 
cp'(e2) = cp'(eD = cp'(e'2) = --2' 

<X 

wenn wir - ~ als eine Konstante ansehen, indem ja bei der Willkiir der Wahl 
<x2 

von ell, e~ und e'2 die letzte Gleichung nur unter dieser Bedingung moglich ist. 
Bilden wir aus der letzten Gleichung 

d(e 2) 
cp'(e2) d(e2) = - -2 ' 

<X 

so ergibt dies durch Integration 
e2 

cp(e2) = - 2" + Ina, 
<X 

wenn wir Ina als willkiirliche Konstante einfUhren. Da 

1= e'P(c') 

gesetzt wurde, so kann 
C' 

t = ae IX' 

geschrieben werden. 
Die Zahl der Molekeln, deren Geschwindigkeitspunkte in den Raum du dv dw 

liegen wird, somit sein 
cl ell: 

a e -(Xi du dv dw = a e-(Xi e2d e sin I} d{} dcp , 

wenn wir wie fruher (Ziff. 18) Polarkoordinaten einfUhren. Die weitere Rechnung 
ist nun genau dieselbe, die wir bei der Ableitung des MAXWELLschen Verteilungs­
gesetzes durchgefUhrt haben. Wir erhalten fUr das Verteilungsgesetz der Ge­
schwindigkeiten wieder genau dieselbe Formel wie fruher, doch scheint der Be­
weis jetzt einwandfrei zu sein. 
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24. Die Funktion H und deren Anderung mit der Zeit. Erinnern wir 
uns, daB die abgekiirzte Form I die Bedeutung I (/t, V, w) hat, so entspricht 
jeder Geschwindigkeit eine solche Funktion. Wir bilden jetzt den Logarithmus (l n) 
von I ftir jede Molekel und addieren alle diese Logarithmen. Diese Summe 
nennen wir mit BOLTZMANN H. Sie wird sein 

H = f ln/· Id w, (11) 

da ja Idw die Zahl der Molekeln bedeutet, denen die Funktion lnl eigen ist. 
Wir wollen nun die Anderung von H mit der Zeit bestimmen, also dHjdt 

bilden. Nach Gleichung (11) ist 

dH I dl 11 dl I dl -;It= lnl([tdw+ j([tldw= lnldtdw, 

was wir leicht erhalten, da das Integral 

(; ~~ I d w = (~~ dill = 0 
oJ ,) 

ist, in dem ja I~~ dw nichts anderes alsdieAnderung der Gesamtzahl:der Mole­

keln mit der Zeit ist. Die Zahl der Molekeln ist aber eine konstante, infolgedessen 
ihre Anderung gleich Null. 

Den Wert von dl/dt finden wir folgendermaBen. In der Zeit dt wird sich 

die Zahl der Molekeln erster Art andern urn ~I dwdt. Das ist aber nach den 
Gleichungen (8) und (9 a) t 

f d v - f d n = f (I' 11 - 111) g d w dOh d G d t , 

daher 

~~ = j(f' fI - 111) g dW I d G. 

f h . d· GI . h f·· dH. hI· ti ren Wlr as m unsere elc ung ur -;It em, so er a ten Wlr 

(12) 

Da die Integration immer tiber alle vorhandenen Werte erstreckt werden muB, 
also z. B. fUr die Geschwindigkeit von 0 bis (Xl, so ist 

somit auch 
H = fln/· I dw = fln/'. /,dw', 

Welche Molekeln wir als jene erster und als jene zweiter Art annehmen, ist 
nattirlich ebenfalls gleichgiiltig. Daher folgt aus den Gleichungen (12) und 
(12a) ohne wei teres 

(12b) 

und 

(12C) 
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Das arithmetische Mittel aus den Gleichungen (12), (123.), (12b), (12c) ergibt 
schlieBlich 

~~ = - ~f[ln(f'/1) -In(t1JHl'tl- t1l)gdwdwl dG. (13) 

Diese Gleichung bildet den Inhalt des sog. BOLTZMANNschen H -Theorems. 
Die Funktionen 1,/1'1', tl sind aile positive Zahlen, desgleichen muB nach 

den friiheren Forderungen auch dG immer positiv sein. Da nun auch der Logarith­
mus mit dem Numerus wachst und abnimmt, so muB das gesamte Integral 
positiv, mithin dH/dt stets negativ sein. Das heiBt, H muB infolge der Molekel­
stoBe bestandig abnehmen oder das Gas muB sich bestandig einem Zustand 

nahern, fiir den 

ist. Ist dieser Zustand erreicht, so bleibt er stationar. Das Gas ist dann im 
thermischen und mechanischen Gleichgewicht. Dieser Zustand wird eindeutig 
erreicht und ist daher der einzig mogliche, so daB also das MAXWELLsche Ver­
teilungsgesetz der Geschwindigkeiten das einzig mogliche ist, wenn das Gas sich 
in Ruhe und im Temperaturgleichgewicht befindet. 

25. Das Aquipartitionstheorem. Wir erwahnten, daB BOLTZMANN ein 
Gemenge von zwei Gasen betrachtet hat. Die Aufgabe wird dadurch prinzipiell 
nicht schwieriger, wohl aber weitschweifiger. An Stelle der Gleichung (10), 
die sich auf das eine Gas bezieht, tritt eine analoge fiir das zweite Gas und weiter 
erhalten wir eine Gleichung fUr die Wechselwirkung beider Gase, die sich also 
auf die ZusammenstoBe der Molekeln des einen Gases mit jenen des zweiten 
bezieht. Wir werden also folgende drei Gleichungen haben 

(14) 

Aus diesen drei Gleichungen finden wir nun folgendes; die erste und die 
zweite lassen sich in derselben Weise losen wie Gleichung (10). Wir werden 
fiir jede Gasart eine wahrscheinlichste Geschwindigkeit finden, die im allgemeinen 
natiirlich nicht denselben Wert haben werden. In welcher Beziehung die beiden 
wahrscheinlichsten Geschwindigkeiten - wir wollen sie fUr das erste Gas /X 

fUr das zweite /Xl nennen - stehen, wird uns die dritte Gleichung sagen. Infolge 
des Energieprinzips gilt 

( 15) 

wobei m die Masse einer Molekel des ersten, ml des zweiten Gases isL Wir konnen 
jetzt ohne wei teres die Dberlegungen, die wir zur Losung von Gleichung (10) 
machten, wiederholen. Wir setzen 

Aus Gleichung (15) gewinnen wir 

und wir ki:innen jetzt nach der dritten der Gleichungen (14) bilden 

rp(c2) + <P(ci) = rp(C'2) + t[J (~C2 + ci - ~ cI2). 
m1 m1 
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Differenzieren wir diese Gleichung der Reihe nach nach c2 bzw. ci und C'2, so 
erhalten wir 

m (m m) o = rp'(C'2) - - rJ>' - c2 + ci - - C'2 . 
m l m l m l 

Es ist also analog der schon fruher gemachten Ubedegung 

m 1 
cp'(c2) = - rJ>'(ci) = cp'(C'2) = --. 

ml iX 2 

Wirerhalten weiter 

desgleichen 

Wiederum bedeuten jetzt iX und iX l die wahrscheinlichsten Geschwindigkeiten, 
m 

und zwar gehort iX dem ersten, iXl dem zweiten Gase an. Es folgt also-iX2 = iXi 
oder ml 

mcx2 = m1 ()..I· 

Fuhren wir die mittleren Geschwindigkeitsquadrate ein, so 

- 3 c2 = _ iX 2 , 
2 

woraus weiter folgt, daB 
mc2 mlc~ 
--=--

2 2 

ist, und das ist ja niehts anderes als das l5esuchte Aquipartitionstheorem. 

c) Entropie eines idealen einatomigen Gases. 
26. Berechnung nach den Satzen der Thermodynamik. Wir gehen vom 

1. Hauptsatz der Thermodynamik aus, indem wir ihn auf die Masseneinheit 
eines idealen Gases anwenden. Wir schreiben ihn 

dQ = dU + pdv. 

Dabei ist also d Q die zugefiihrte Warme, d U die Erhohung der inneren Energie, 
pdv die geleistete auBere Arbeit. Fur die innere Energie, d. i. den Warmeinhalt, 
des Gases konnen wir (Ziff. 1 und 10) 

Handhuch der Physik. IX. 

nmc2 
U= --

2 

24 
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setzen. nm ist aber die gesamte Masse des Gases. Fur die Masseneinheit muB 
CZ 

also nm = 1 , folglich U = 2 gesetzt werden. Aus dem BOYLE-CHARLESSchen 

Gesetz [Gleichung (2) in Ziff. 8] folgt 

CZ RT 
pV=T=M' 

also 
CZ 3 RT U=-=---
22M' 

smnit 

dU = 3R dT 
2M ' 

fUr die Masseneinheit konnen wir v = ~ setzen, wenn wir unter e die Dichte 
e 

des Gases verstehen. Darnach wird das BOYLE-CHARLEssche Gesetz 

also 

p = eRT , 
M 

wahrend dv = d G) ist. Fassen wir das alles zusammen, so ergibt sich fiir den 

ersten Hauptsatz 

dQ = 3R dT + ~eTd(~). 
2M M e 

Die Entropie fdi wird folgeride Form annehmen 

f dQ = 1!ifdT + Rf C) = ~ [In Tt + In (~)] + Konst 
T 2M T M 1 M . (! , 

e _ !In(~) +Konst. 

(16) 

Man erkennt leicht, daB fur irgendeine andere Menge des Gases der erste Summand 
mit der Anzahl der Gramme des Gases zu multiplizieren ist. Die Konstante 
bleibt natiirlich willkiirlich. 

27. Einfuhrung der Funktion H in die Entropiegleichung. Die GroBe H 
wollen wir vorlaufig auf die Volumeinheit des Gases beziehen und sie Hl nennen. 
Wir setzen 

c· 

Dabei ist 1= ae -;:Z', also 

HI = f Ilnldw. 

c2 
lnl = Ina - '2. 

IX 
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Dies in den Ausdruck fiir HI eingesetzt, ergibt 

HI = Ina fldW - :2fC2ldw = NIna - ~22 = N(lna - ~), 
wenn wir unter N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit verstehen und 
beriicksichtigen, daB C2 = t /X 2 ist. 

Es wurde nun friiher (Ziff. 18 und 23) gezeigt, daB 

N 
a=-3-

n y /X3 

ist. Ersetzen WIr /X 2 durch %c 2, so wird 

Nun ist aber nach dem Obigen 

folglich 

2_3 R T 
c --xI ' 

Multiplizieren wir Zahler und Nennen dieses Bruches mit m, der Masse der 
Molekeln, so wird der Zahler N m = (2, d. i. die Dichte des Gases, und 

a= 
" eT -' 

1 /8n3R3 
m V· M3 

Mit diescm Wert von a bilden wir jetzt die GroBe HI> die wir nun schreiben 
konnen 

HI = NIna - 3; = Nln(e T - t ) = N(ln-V8n3;:R3 + ~ ). 

Diesen Ausdruck fiir HI multiplizieren wir noch mit - ;;Rv, wodurch wir 
erhalten 

mHIRv NmvR (T~) R (Tt) 
- ~- = M In e + Const. = M In (! + Konst. (17) 

Dabei haben wir zu beachten, daB N mv = 1 ist, indem ja N m die Masse der 
Volumeinheit und v das Volumen bedeutet. Das Produkt beider gibt uns die 
Gesamtmasse. Dafiir wahlten wir aber von Anfang an die Masseneinheit. Ferner 
ist der Ausdruck 

wegen N mv = 1 tatsachlich konstant, wodurch die obige Gleichung gerecht­
fertigt ist. 

24* 
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Vergleichen wir nun die Gleichungen (16) und (17), so finden wir zwischen 
der Entropie 5 und der Funktion HI die einfache Beziehung 

5 = _ ~!!!!?v= _ HRm = _ liH 
M M N' 

wobei wir jetzt H = HI v den Wert der Funktion H fiir die Masseneinheit des 

Gases und N = M als die Zahl der Molekeln in einem Mol anzusehen haben. 
m 

Wir werden spater erfahren, warum man diese Zahl N die LOSCHMIDTSche Zahl 
nennt. 

28. Relative oder thermodynamische Wahrscheinlichkeit. Der sichtbare 
Zustand eines Gases verlangt, daB eine bestimmte Anzahl von Molekeln Ge­
schwindigkeitskomponenten zwischen u und u + du, v und v + dv, W und 
w + dw haben. WeIche Molekeln das sind, ist ganz gleichgiiltig, indem ja jeder 
"molekulare Zustand", der die gewiinschte Verteilung der Geschwindigkeiten 
besitzt, denselben sichtbaren Zustand darstellt. Wir wollen uns eine Vorstellung 
von der Zahl der molekularen Zustande machen, die ein und denselben sicht­
baren Zustand verwirklichen konnen. Wir wahlen wieder die geometrische Dar­
stellung der Geschwindigkeiten, indem wir den Geschwindigkeitsraum einfiihren. 
\Vir denken ihn uns in eine sehr groBe Zahl gleicher Volumteile, d. h. gleich 
groBer "Zellen", zerlegt. Die Verteilung der Geschwindigkeitspunkte der Molekeln 
auf die einzelnen Zellen bestimmt dann den sichtbaren Zustand. Vertauschen 
wir nach Belieben der Reihe nach immer zwei Molekeln miteinander, so andert 
sich am sichtbaren Zustand nichts, wohl aber am molekularen, da ja die Dber­
tragung eines Geschwindigkeitspunktes in eine andere Zelle eine Anderung des 
molekularen Zustandes bedeutet. Die Zahl der Permutationen, die wir mit 
den n Geschwindigkeitspunkten vornehmen konnen, ist n!. Das scheint also 
auch die Zahl der moglichen molekularen Zustande fur ein und denselben sicht­
baren Zustand zu sein. Das ware aber ein Irrtum. Ihre Zahl wird im allgemeinen 
kleiner sein, da ja die Vertauschung der Geschwindigkeitspunkte in einer Zelle 
am molekularen Zustand nichts andert. Sind in der erst en Zelle etwa n1 Geschwin­
digkeitspunkte, in der zweiten n2 usw., so werden in der ersten n1 ! Permutationen 
moglich sein, die alle denselben molekularen Zustand darstellen. Analog werden 
wir durch Vertauschung der Punkte in der zweiten Zelle n2 ! Permutationen 
erhalten, ohne am molekularen' Zustand etwas zu verandern, usw. Die Gesamt­
zahl der molekularen Zustande wird also gegeben sein durch 

nl Z=-,-, . 
n 1 · n 2 · ••• 

Diese GroDe nennt BOLTZMM\};l) die "rela ti ve Wahrscheinlichkei t" dafUr, 
daD n 1 Geschwindigkeitspunkte in der erst en Zelle usw. liegen. 

Ais Beispiel fur die relative Wahrscheinlichkeit wollen wir den Fall wahlen, 
daD alle Molekeln diesclbe Geschwindigkeit haben. Dann liegen alle Geschwindig­
keitspunkte in einer Zelle. In dieser ist also die Zahl der Geschwindigkeitspunkte n, 
wahrend sie fUr aIle ubrigen Zellen Null ist. Wir erhalten daher die relative 

n' Wahrscheinlichkeit Zl = -; = 1. Wir konnen also Z auch das Verhaltnis der 
n. 

Wahrscheinlichkeit cines gegebenen molekularen Zustandes zu jenem gleicher 
Geschwindigkeiten nenncn. Das erklart die Bezcichnung "relative Wahrschein­
lichkcit" fiir die Zahl Z. PLANCK hat ihr den ~amen "thermodynamische 

') L. BOLTZMANN, Gastheorie Bd. I, S. 40. 
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Wahrscheinlichkei t" gegeben, die also ·fUr einen bestiminten sichtbaren 
Zustand gieich der Zahl der molekularen Zustande ist, denen er entspricht. 

STIRLING hat fUr den Fall, daB n eine groBe Zahl ist, eine Formel fUr n! 
abgeleitet, die wir spater benutzen und daher, indem wir SCHAFERl) foigen, 
beweisen wollen. Es ist 

n! = n(n - i)!. 

Durch Logarithmieren erhalten wir 

Inn! = Inn + In(n - i)!. 

Wir sehen In n! als Funktion von nan, schreiben also 

f(n) = Inn + f(n - 1). (18) 

Die Funktion f(n - 1) entwickeln wir nach der TAYLORSchen Reihe, indem 
wir voraussetzen, daB n gegen 1 eine sehr groBe Zahl, also 1 gegen n wie eine 
sehr kleine Zahl behandelt werden, somit 

f(n - 1) = f(n) - f'(n) 

gesetzt werden kann. Darnach wird Gleichung (18) 

f(n) = Inn + f(n) - f'(n) 
oder f'(n) = Inn. 
Durch Integration ergibt sich 

f(n) = nlnn - n = In(nn) - In en. 

Setzen Wir fiir -f (n) wieder In n! ein, so 

Inn! = In(~r. 
e I 

Mit dieser Gleichung fiir n! reichen wir im folgenden, da wir es nur mit sehr 
groBen Werten von n zu tun haben, vollkommen aus. 

29. Mathematische Bedeutung der GroBe H. Wir bilden den Logarith­
mus der relativen Wahrscheinlichkeit 

InZ = In(n!) - In(nl!) - In(n2!) - •.• 

und fUhren In (nl!)' In (nz!) usw. nach der STIRLINGSchen Formel ein. Das ergibt 

InZ = In(n!) - n1lnnl + n1 - nzlnnz + n2 - ••• 

da in der Tat 

ist. 

= - (nllnnl + nzlnnz + ... ) + Konst., 

In(n!) + (nl + n2 + ... ) = In(n!) + n = Konst. 

Auf ein Gas angewendet sind nun die einzelnen GraBen n1, n2 ••• dargestellt 
durch 

f(u,v,w)dudvdw =fdw. 

Bilden wir daher die Summe n1lnn1 + n2lnnz + ... , so wird sie in unserem Fall 
zum Integral von der Form 

Iflnfdw + lndw I fdw. 

Der zweite Teil dieser Summe ist aber wieder eine Konstante, da ja I fdw = n 
die Gesamtzahl der Molekeln bedeutet. Wir erhalten somit das Resultat 

InZ= - Iflnfdw + Konst. 

1) CL. SCHAFER, Einfiihrung in die theoretische Physik Bd. II (1), S.409. 
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Das f flnfdw ist aber ja die uns bekannte GroBe H. Daher ist 

lnZ = - H + Konst. 

Wir fanden aber zwis6hen H und der Entropie 5 des Gases die Beziehung 

R 
S=-N H . 

Foiglich konnen wir auch schreiben 
. R 

5 = NlnZ. 

In der Regel wird diese Gleichung in der Form geschrieben 

5 = klnW, 
R 

wobei k = N der Name "B OLTZMANNsche Konstante" gegeben wurde, 

wahrend man unter W die relative oder thermodynamische Wahrscheinlichkeit 
versteht. Diese Gleichung ist das beriihmteste Resultat der BOLTZMANNschen 
Untersuchungen tiber die Herleitung der Entropie eines Gases aus den An­
schauungen der kinetischen Gastheorie. Wir konnen es kurz in die Worte zu­
sammenfassen: "Die Entropie ist proportional dem Logarithmus der 
W ahrscheinlichkei t." 

30. Mechanik und zweiter Hauptsatz. Was das groBte Aufsehen in BOLTZ­
MANNS Arbeit machte, war der Umstand, daB der zweite Hauptsatz der mecha­
nischen Warmetheorie durch eine mechanische Analogie sich darstellen lieB. 
Oder in anderen Worten, es wurde die Irreversibilitat der' thermischen 
Prozesse rein mechanistisch erklart. Es stand das in vollem Widerspruch 
mit Folgerungen aus der Mechanik. So hat POINCARE gezeigt, daB ein System 
von Massenpunkten, auf die nur Krafte wirken, die als Funktionen der Lage 
der Punkte dargestellt werden konnen, periodisch wieder in seinen einmal inne­
gehabten Zustand zurfickkehrt. Die Losung, warum BOLTZMANN zu einem 
anderen Resultat kam, liegt eben darin, daB er nieht mit GewiBheiten, sondem 
mit Wahrscheinlichkeiten arbeitete. 

Der Ausgang der Untersuchungen ist nicht ein bestimmter geordneter Zu­
stand der Molekeln, sondem ein "molekular ungeordneter" Zustand. Neben 
diesem setzte BOLTZMANN auch einen "molar ungeordneten" Zustand voraus; 
d. h. auch der sichtbare Zustand wurde als ungeordnet angenommen, Wie also 
die Massenpunkte ursprfinglich verteilt sind, das ist dem Zufall anheimgestellt, 
und wie auf Grund eines zufhlligen molekularen Zustandes das Ganze verlauft, 
das hat BOLTZMANN bearbeitet. Alle Satze, die er gewann, sind daher nicht Satze 
der GewiBheit, sondem Wahrscheinlichkeitssatze, und zwar genau soIche Wahr­
scheinlichkeitssatze wie aIle fibrigen Resultate der kinetischen Gastheorie. DaB 
also ein Gas den zweiten Hauptsatz befolgt, ist nicht unbedingt gewiB, aber es 
ist so ungeheuer wahrscheinlich, daB wir es praktisch fUr gewiB annehmen konnen, 
Es rfihrt das davon her, daB die Zahl der Einzelvorgange, die den sichtbaren 
Zustand bedingen, so fiber aIle Vorstellung hinaus groB ist, daB wir fUr gewohnlich 
keine Abweichungen von den Durchschnittserscheinungen wahmehmen. DaB 
aber soIche Abweichungen, "Schwankungen", vorhanden sind und unter Um­
standen auch nachgewiesen werden konnen, davon werden wir in einem spateren 
Kapitel sprechen. 

Wir wollen dies an einem Beispiel illustrieren. Wir denken uns ein GefaB, 
das durch einen Schieber in zwei Teile getrennt werden kann. Wir wollen sie 
A und B nennen. In A sei eine einzige Molekel. 1st der Schieber offen, so wird 
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sie sich bald in A, bald in B befinden. Lassen wir die Molekel von A ausgehen, 
und schlieBen wir den Schieber, sobald sie sieh wieder in A befindet, so haben 
wir wieder den urspriinglichen Zustand; wir haben einen reversiblen Vorgang. 
Es seien jetzt zwei Molekeln in A vorhanden, so wird es natiirlich unwahrschein­
licher sein, daB beide wieder in A sind, als daB nur eine der beiden Molekeln 
sieh daselbst befindet. Denken wir uns jetzt 3, 4 usw. Molekeln bei geschlossenem 
Schieber in A, wobei B leer sein solI, so werden sieh beim Offnen des Schiebers 
die Molekeln iiber den ganzen Raum verteilen. Es ist nun leicht einzusehen, 
daB die Wahrscheinlichkeit, daB wieder aIle Molekeln einmal im Raum A sind, 
urn so kleiner sein wird, je groBer die Zahl der Molekeln ist. So HiBt sich z. B. 
rechnen, daB schon bei 1000 Molekeln es sieher nur in J ahrtausenden einmal 
vorkommt, daB siimtliche Molekeln, und das natiirlich wieder nur fiir eine auBerst 
kurze Zeit sich im Raum A befinden. Wir werden spater erfahren, daB wir 
die Gasmolekeln in einem Kubikzentimeter nach Trillionen zahlen miissen. 
Fiir so1che Zahlen kommen wir dafiir, daB alle Molekeln wieder einmal im Raum A 
sein werden, auf Zeiten, die praktisch fiir uns als unendlich groB gelten. So haben 
wir den irreversiblen Vorgang aufzufassen. 

Aber auch das von uns betrachtete Beispiel ist nur richtig, wenn wir von einem 
"molar undo molekular ungeordneteil" Zustand ·ausgehen. Wiirden wir 
z. B. zwischen zwei parallelen Wanden eine Anzahl von Molekeln senkrecht 
von einer Wand mit gleichen Geschwindigkeiten abfliegen lassen, so wiirden 
sie alle gleichzeitig wieder zuriickkehren, d. h. zwischen den zwei Wanden hin 
und her fliegen, was in sehr kurzen Zeitintervallen geschehen konnte. Auf einen 
solchen Zustand konnten wir BOLTZMANNS Betrachtung nicht anwenden, weil 
er ein molar und molekular geordneter ist. 

d) Das MAXWELL-BoLTZMANNsche Gesetz. 

31. Anwendung der hydrostatischen Grundgleichungen auf ein Gas. 
BOLTZMANN hat das MAXWELLsche Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten 
erweitert, indem er noch den EinfluB der auf die Gasmolekeln wirkenden auBeren 
Krafte beriicksichtigte. Wegen seiner Wiehtigkeit wollen wir auch dafiir eine 
Ableitung geben, indem wir der Darstellung G. JXGERS l ) folgen. 0 
Das Gas sei molekular ungeordnet, oder, wie wir auch sagen 
konnten, die Molekeln sowohl als auch deren Geschwindigkeiten 
seien in jedem Volumelement des Gases gleichmaBig verteilt. 

Wir denken uns nun ein zylindrisches GefaB (Abb. 7). 
OX sei dessen Achse und gleiehzeitig die X-Achse eines 
Koordinatensystems. Senkrecht zur X-Achse legen wir zwei 
Ebenen AB, deren unendlich kleiner Abstand d sei. 1m 
Zylinder befinde sieh ein einfaches Gas. Auf jede Molekel 
desselben, die zwischen den Ebenen AB liegt, wirke eine 
Kraft ~ parallel zur X-Achse. Sooft demnach eine Molekel 
die Ebenen AB in der Richtung 0 X passiert; erfiihrt sie 
einen Energiezuwachs a, der gleieh der Arbeit ~ d ist, we1che 
die Kraft ~ dabei leistet. Die in entgegengesetzter Richtung 

A 1===1===18 

X 
Abb.7, 

Erlll.uterung zum 
MAXWELL-BoLTZ­
MANNschen Ver-

teilungsgesetz. 

passierenden Molekeln erfahren eine Energieverminderung von gleicher GroBe. 
Fiir den Gleichgewichtszustand parallel zur X-Achse gilt die hydrostatische 

Grundgleichung a p 
eX - ax = 0, 

1) G. JAGER, Fortschr. d. kinet. Gastheorie, 2. Aufi., S.67. 1919. 
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wobei wir unter e die Dichte, unter X die Kraft auf die Masseneinheit des Gases 
und unter P den Druck des Gases zu verstehen haben. Bringen wir die Gleichung 
in die Form dp 

~-- = Xdx, 
e 

so ist X dx die Arbeit, we1che die Kraft X leistet, wenn die Masseneinheit des 
Gases den Weg dx zurucklegt. Wir wollen diese Arbeit mit dA bezeichnen, 
erhalten sonach 

~£=dA 

oder integriert 

(19) 

Po 

A ist dann die gesamte Arbeit der Kraft, wenn die Masseneinheit des Gases 
beim Transport yom Druck Po zum Druck PI ubergeht. 

Das Gas in unserem GefaJ3 sei ein ideales, befolge also das BOYLE-CHAR-

LEssche Gesetz £ = Po. Daraus folgt ~ = Po. ~, und es wird Gleichung (19) 
e eo e eo P 

oder In PI = A eo 
Po Po 

Po 

und weiter Af'<> 
PI = Po e Po. (20) 

Passiert die Masseneinheit des Gases die Ebenen AB in der Richtung der x-Achse, 
so ist die zugehorige Arbeit A = na, wenn wir unter n die Zahl der Molekeln 
der Masseneinheit des Gases verstehen. 

Nach der kinetischen Theorie gilt fUr die Beziehung zwischen Druck und 
Dichte, die Masseneinheit des Gases vorausgesetzt, 

Po nmc 2 

eo 3 

indem fUr diesen Fall in Gleichung (2) v = ~ zu setzen ist. Folglich gilt auch 
eo 

A~=na. ~- =~-
Po nmC2 mC2' 

und fUr die Gleichung (20) resultiert 
3a 

PI = Po e"'c' . (21) 

32. Die Hohenformel nach der kinetischen Theorie. Die Gleichung (21) 
fUr die Beziehung zwischen PI und Po wollen wir jetzt aus den Vorstellungen 
der kinetischen Gastheorie ableiten. 1st ein Gleichgewichtszustand vorhanden, 
so mussen in derselben Zeit ebensoviel .l\Iolekeln die Ebenen AB (Abb. 7) von 
oben nach unten wie umgekehrt von unten nach oben durchsetzen. Wir nehmen 
nun an, daJ3 ein Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten der Gasmolekeln 
existiere, dessen Form uns jedoch unbekannt ist. Die Wahrscheinlichkeit, daJ3 
eine Molckel eine Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Ebene AB besitzt, 
deren Wert zwischen u und u + du liegt, wollen wir f (~£, v, w) du nennen. Wir 
nehmen also vorerst an, daJ3 diese Wahrscheinlichkeit auch von den Komponenten 
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v und w abhangen konnte. Machen wir ferner die Voraussetzung, daB die Zahl 
der Molekeln in der Volumeinheit des oberen Teils des GefaBes No, jene im untern 
NI sei, so haben wir oben in der Volumeinheit Not(u, v, w) du Molekeln mit einer 
Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u + du. Die entsprechende An­
zahl unten ist Nd(u, v, w)du. Von diesen Molekeln wandert nun in der Zeit­
einheit durch die Flacheneinheit der Ebenen AB von oben nach unten (Ziff. 7) 
die Zahl uNot(u, v, w)du. 

Wollen wir die Zahl der Molekeln wissen, die iiberhaupt in der Zeiteinheit 
die Flacheneinheit von oben nach unten durchsetzen, so haben wir den gewonnenen 
Ausdruck iiber aIle Geschwindigkeitskomponenten u zwischen den Grenzen 
o und 00 zu integrieren, also zu bilden 

= , u 
/Nout(u,v,w)du =No--. (III) 

" 2 o 

Bilden wir namlich den Mittelwert aller +u und nennen diesen U, so wiirden 
wir dasselbe Resultat erhalten, wenn wir annehmen, die eine Halfte der vor­
handenen Molekeln £liege mit der Geschwindigkeit it nach oben, die andere 
Halfte nach unten. Diese letztere Halfte wiirde also fiir die Zahl der in der 
Zeiteinheit die FHicheneinheit der Ebenen AB durchsetzenden Molekeln den 

Ausdruck ,!o_ it liefern. 
2 

Bilden wir jetzt die Zahl der Molekeln, die in der Zeiteinheit die Flachen­
einheit der Ebenen AB von unten nach oben durchsetzen, so wird das nur jenen 
Molekeln moglich s~in, die senkrecht zu AB eine Komponente der kinetischen 

2 

Energie besitzen, die groBer ist als a, d. h. fUr die mu > a ist. Also nur jene 
2 -

Molekeln, denen eme Geschwindigkeitskomponente u> V!: zukommt, 

konnen die Ebenen AB nach oben passieren, weshalb die Grenzen unseres Integrals 

fUr diesen Fall nicht 0 und 00, sondern V!: und 00 sein werden. Wir bekommen 

demnach fUr die Zahl der in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit nach oben 
fliegenden Molekeln 

(NI ut(u, v, w)du. (IV) 

V~ 
33. Die Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeitskomponenten. Fiir den 

Fall des Gleichgewichts muS III = IV, 

d. h. Nou 00 

-2- = NIjUt(u, v, w)du (22) 
,{ia 
Vm 

sein. Nach bekannten Formeln [Gleichung (1)J ist aber Zo = ~o. 
der Gleichung (22) konnen wir sonach bilden I I 

Mit Zuziehung 

No Po 2f -N = - = -= ut(u, v, w)du. 
I PI u 

l/~ 
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Da nun nach Gleichung (21) 3a 

Po = e - me; 
Pl 

ist, so erhalten wir die Beziehung 
00 3a 

j ut(u, v, w)du = ~e - me; . 
_ 2 

~/~ 

Wir wollen jetzt V: = x setzen. Es wird demnach 

j'u/(U, v, w)du = ~ e -~~. 
x 

Diese Gleichung besagt, daB f u/(u, v, w)du fUr u = 00 den Wert 0 und fUr 
_ ~x' 

u ----=-
u = x den Wert - - e 2c' annehmen muB. In diesem Ausdruck kommt v und 

2 
w oder besser gesagt, etwas, das sich auf die y- und z-Achse bezieht, gar nicht 
vor, d. h. / (u, v, w) ist von v und w unabhangig, so daB es genugt, an Stelle dieser 
Funktion bloB eine Funktion von u, also lediglich / (u) zu setzen. Damit ist auch 
der Beweis fUr die Richtigkeit der Annahme MAXWELLS (Ziff. 17) geliefert, daB 
die Wahrscheinlichkeit, daB eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente 
zwischen u und u + du hat, unabhangig von den anderen Komponenten v und 
wist. Was also MAXWELL annahm und BOLTZMANN aus den ZusammenstaBen 
der Molekeln bewies, dessen Vorhandensein folgerten wir aus der makroskopischen 
Tatsache der hydrostatischen Grundgleichungen. Wir kannen jetzt weiter 
schlieBen; die Geschwindigkeitskomponenten sind deshalb voneinander unab­
hangig, weil die hydrostatischen Grundgleichungen voneinander unabhangig 
sind. Das ist die Ursache, warum in der Lasung fur t (u, v, w) nicht auch GraBen 
erscheinen, die sich auf die Richtung der y- und z-Achse beziehen. Wegen der 
gleichmaBigen Verteilung der Geschwindigkeiten beim Ruhezustand eines Gases 
mussen nun die Komponenten v und w genau demselben Gesetz folgen, so daB 
wir nach demselben Vorgang wie fruher (Ziff. 18) das MAXWELLsche Verteilungs­
gesetz der Geschwindigkeiten erhalten. Wir k6nnen nach dem Fruheren also 

_ 3x' 

jX/(X)dx = - ; e - 20' 

schreiben. Das Differential davon ist 
_ 3x' 

x/(x)dx= 3u_x e- 2 C'dx. 
2c2 

Daraus erhalten Wlr die Funktion 
3x-

/ (x) = 3 ~ e - 200 . 
2c2 

34. MAXWELLS Gesetz. Ke.nnen wir einmal die Funktion / (x), so kannen 
wir daraus leicht das MAXWELLsche Gesetz erhalten. Wir finden fur die Wahr­
scheinlichkeit, daB eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente zwischen 
u und u + du besitzt 3u' 

3 U ---= 
/(u)du = __ e 2c' du. 

2c 2 
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Die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit im oberen Teil unseres GefaBes nannten 
wir No. Die Zahl jener, die gleichzeitig eine Geschwindigkeitskomponente zwi­
schen u und u + du besitzen, ist somit Not (u) du und die Gesamtzahl der Molekeln 

+= 
in der Volumeinheit jNot(u)du = No. Daraus folgt 

-= 
+00 + (X) _ 3u:l 

0(u)du =J3:: e - ZCl du = 1 • 
.J I 2c2 

-ex:> -00 

3u2 ' 2 
Wir wollen 2 = y2 setzen. Es ist dann du =V~ dy und weiter 

2c 3 

Wir fanden (Ziff.20) 

+= 

u 1/ 3_j'e- II' dy = 1 . 
r 2c2 

+00 

f 11' 1/­• e- dy= yn; 
-= 

b · . 2c2 • f wo el Wlr - = (X2 emge lihrt haben. 
3 

35. Die BOLTZMANNsche Erweiterung des MAXWELLschen Gesetzes. Wir 
denken uns jetzt unser GefaB (Abb. 7) nicht wie ursprunglich von einem einzigen 
Ebenenpaar AB, sondern von einer sehr groBen Zahl paralleler Ebenenpaare 
durchsetzt, die alle dieselbe Eigenschaft haben, wie das Ebenenpaar AB. Wahrend 
wir uns die zwei Ebenen je eines Paares unendlich nahe aneinander dachten, sei 
der Abstand je zweier benachbarter Paare zwar sehr klein, aber doch so groB, daB 
darin noch eine sehr groBe Anzahl von Molekeln vorhanden ist. Es laBt sich 
dann fUr zwei aufeinanderfolgende Gasschichten genau dieselbe Uberlegung 
wiederholen, die wir frliher auf das einzige Ebenenpaar angewandt haben. 

Nennen wir die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit der aufeinander­
folgenden Gasschichten No, N 1, N2 ... , den Zuwachs der kinetischen Energie, 
die eine Molekel beim Passieren der einzelnen Ebenenpaare erfahrt, al> a2, a3 ••• , 

so ist nach Gleichung (21) 
3a, 

N - N em .. 1- 0 . , 

3a, 3 (a, + a,) 

N2 = N 1 em" = Noe me-

3 (a, + a, + ... + Uk) 

me' (22 a) 

wenn wir a1 + a2 + ... + ale = - m X setzen. 
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Da die' Arbeit der Krafte gleich ist der Zunahme der kinetischen Energie, 
somit gleich der Abnahme der potentiellen, so kannen wir X als das Potential 
der auBeren Krafte auffassen. Gleichzeitig kannen wir unsere Uberlegungen, 
die wir fUr eine Richtung des Raumes machten, auf alle drei Richtungen er­
weitern. Es ist dann die Zahl der Molekeln, die eine Geschwindigkeitskomponente 
zwischen u und u + du besitzen, gegeben durch 

3x u' 1 N - --= ----, N --(u'+2x) 
,~ e c· "'. du = ,f- e ",' du, 

IXrJI IXr JI 

da ja, wie bereits erwahnt wurde 1X2 = 2e 2 ist. Die Zahl der Molekeln schlieB-
3 

lich, die eine Geschwindigkeit zwischen c und c + de haben, ist (s. auch Ziff. 37) 

4N -~,(c'+2x) 
N = ----=-__ 0- e2 e "'. de . 

YJIIX 3 

Mit dieser BOLTZMANNschen Erweiterung pflegt man das Gesetz fUr die Ver­
teilung der Geschwindigkeiten das MAXWELL-BoLTZMANNsche Ver­
teilungsgesetz zu nennen. 

36. Das Temperaturgleichgewicht. Wir haben un sere Ableitung des Ge­
schwindigkeitsverteilungsgesetzes in der Weise gemacht, daB wir von den hydro­
statischen Grundgleichungen ausgegangen sind. Bei ihrer Anwendung haben 
wir stillschweigend vorausgesetzt, daB fUr den Gleichgewichtszustand alle Punkte 
des Gases gleiche Temperatur haben. Fur unseren Fall soll das heiBen, daB der 
Teil oberhalb AB (Abb. 7) besUindig dieselbe Temperatur hat wie der untere. 
Bei oberflachlicher Betrachtung kannte man nun folgern - es wurde dies auch 
verschiedentlich getan -, daB im unteren Teile des GefaBes eine hahere Tem­
peratur sei als im oberen, da ja jede Molekel, die nach unten die Ebenen AB 
passiert, einen EnergiezuschuB erhalt, wahrend jeder Molekel, die in entgegen­
gesetzter Richtung fliegt, ein gleich groBer Abzug gemacht wird. 

Es laBt sich aber leicht zeigen, daB unter Voraussetzung des MAXWELLS chen 
Verteilungszustandes dem nicht so ist. Wir haben lediglich den Nachweis zu 
liefern, daB fUr den Fall, als alle Teile des Gases dieselbe Temperatur besitzen, 
die hinauffliegenden Molekeln ebensoviel Energie dem oberen GefaB zufUhren, 
als von den hinabfliegenden ihm entzogen wird. 

Unter der Voraussetzung des MAXWELLschen Verteilungsgesetzes ist die 
Zahl der Molekeln in der Volumeinheit des unteren Teils, die eine Geschwindig­
keitskomponente senkrecht nach oben zwischen u und u + du besitzen 

N -~ 
_" 1. e 01 du 
IXIY~ , 

hingegen 0 ben u' No -, r= e "0 du. 
CXo 1 JI 

Wir haben also vorerst angenommen, daB die Temperatur und damit die wahr­
scheinlichste Geschwindigkeit CX o im oberen Teil von der Temperatur bez. von 
demcx1 im unteren Teil verschieden ist. Die Zahl der Molekcln von der Geschwin­
digkeit u, welche die Querschnittseinheit der Ebenen AB in der Sekunde pas-
sieren, ist u' 

No -
-- He o;dl£ 
cxoi; 
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und die Gesamtzahl somit 
00 

No r -~: aoy;;, ue .du. 
(V) 

o 

Analog gewinnen wir wie oben (Ziff. 32) fur die Zahl der von unten nach oben 
fliegenden Molekeln den Ausdruck 

(VI) 

Die Gleichsetzung von (V) und (VI) liefert uns die erste Gleichgewichtsbedingung, 
Es muG also 

(23) 

sem. 
Multiplizieren wir jede passierende Molekel noch mit der ihr zukommenden 

Energie mu2J2, so erhalten wir fur die dem oberen Teil entzogene Energie 

00 00 

N f'mu 2 _.':'.. N m f _!£. 
cxoV~., z·ue ~~du= 2CX:y;; u3e ~:du, (VII) 

o 0 

Bei der Bewegung von unten nach oben haben wir zu berucksichtigen, 
daG jede Molekel die Energie a einbuGt, wenn sie die Ebenen AB passiert. Sie 

2 

gelangt also nur mit der Energie mu - a in den oberen Teil. Die gesamte 
eintretende Energie wird also sein 2 

also 

00 , 

N f'(mu2 ) -~ a};;} -2- - a ue iXldu, 

l'/~,~ 
1m Fall des thermischen Gleichgewichts muG nun 

VII = VIII 

= = 
No J> -.':'.. N Jf'(mu2 ) - u' 

2cxoY;; u3 e iX5du = a
I
1;;; -2- - a ue a:du 

o /2a 1;-!m 

(VIII) 

(24) 

sein. Die leicht auszufiihrenden Integrationen ergeben aus Gleichung (23) 

aus Gleichung (24) 

2a 

No CX o = NI a l e - ma:, 

2a 

N cxR - N a 3 e-ma ! o 0 -, I 1 



382 Kap. 6. G. JAGER: Die kinetische Theorie der Gase und Flussigkeiten. Ziff. 37· 

Dividieren wir die letzte Gleichung durch die vorhergehende, so ergibt das 
~g= ~~. 

Das heiSt, die wahrscheinlichste Geschwindigkeit ist in beiden GefaBteilen 
dieselbe, folglich muB auch in beiden dieselbe Temperatur herrschen. Durch 
auBere Krafte konnen also im Ruhezustand keine Temperaturanderungen in 
den Gasen hervorgerufen werden. 

Wir haben hier den Beweis G. JAGERSl ) wiedergegeben. 

nI. Dichteschwankungen. 
a) Sehr kleine Schwankungen. 

37. Die Wahrscheinlichkeit fur eine gegebene Geschwindigkeit und einen 
gegebenen Ort einer Molekel. Wir greifen zuriick auf die Gleichung (22a), 
die uns folgendes besagt: Wenn wir eine auBere Kraft haben, die in der Richtung 
OX eines Koordinatensystems auf die Gasmolekeln wirkt, so ist die Zahl der 
Molekeln in der Volumeinheit fiir ein beliebiges x 

3 (a,+a'+""+ak) 3a 

me' -N em .. - 0 , 

wenn a die Arbeit ist, weIche die Kraft leistet, wenn die Molekel den Weg x 
zuriicklegt. Fiihren wir das Potential X ein, so ist diese Arbeit 

Folglich wird x 
-!fal. dZ 

c' Gfl: N=Noe 0 • 

Die Zahl der Molekeln, die eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und 
u + du haben, wird also geschrieben werden konnen 

- 3~2 
Von friiher her (Ziff.20) wissen wir, daB c2 = - ist. Ferner fanden 

wir Gleichung (2) 2 nmc2 
--- = RT 

3 ' 
also mc2 = m~2 = Ii T = kT , 

3 2 n 

wenn wir den Quotienten aus der Gaskonstanten und der LOSCHMIDTschen 
Zahl n (Ziff. 27 und 28), beide auf ein Mol bezogen, mit k bezeichnen. Wir konnen 
somit weiterbilden 

u2 _ ~J:]' dx = m;2 + _m f~z- dx = -~r ( rnU2 + m,r~ X dX)' , 
~2 c2 a x m ~2 m ~2 ex k T 2 a x 

--- --- 0 
o 2 2 0 

1) G. JAGER. ZS, f. Phys. Bd, 17. S.79. 1923, 
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woraus fiir Z folgt 
N _~(mu' +m liJX dX) 

dZ = __ 0 e kT 2 0 iJ· du . 
(xv;:; 

Das ist die Zahl der MolekeIn in der Volumeinheit, die eine Geschwindigkeits­
komponente zwischen u und u + du haben an einem Ort, fUr den die Kraft X 
das Potential X hat. Daraus k6nnen wir die Wahrscheinlichkeit bilden, daB 
eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u + du hat, 
indem wir anstatt No Eins setzen. Diese Wahrscheinlichkeit ist also 

1 _~(mu'+m liJ X dX) 
dWu = __ e kT 2 0 iJx du. 

xV; 
Analog erhalten wir fiir eine Richtung parallel zur y-Achse 

l(mv'fY ax ) 
dW" = _1_ e -kT 2+ 0 iJyd ll dv 

xV; 
und schlieBlich einen analogen Wert fiir eine Richtung parallel zur z-Achse. 
Die Walrrscheinlichkeit, daB eine Molekel alle drei Geschwindigkeitskomponenten 
besitzt, ist dann gleich dem Produkt dieser drei WahrscheinIichkeiten. Dabei 
wollen wir noch in Betracht ziehen, daB 

x 11 z 

f~; dx + f~~dY + f~:dZ ---" f(~;dX + ~~dY + ~;dZ) + konst. = X + konst. 
000 

ist. Foiglich wird unsere Wahrscheinlichkeit 

Hier sind ki und C1 leicht erkennbare Konstanten. 
Nennen wir jetzt die Zahl der MolekeIn per Volumeinheit im Ursprung 

des Koordinatensystems No, das Potential Xo, so ist obige Zahl gegeben durch 

1 (me. ) 
N C -kT 2+!mx. d d d o Ie u v w. 

Suchen wir die Zahl in einem Volumelement dx dy dz mit den Koordinaten 
x, y, z und dem zugeh6rigen Potential x' so ist diese 

1 (me' ) 
dZ = No CI e-pj 2+ mx dudvdwdxdydz. 

Sehen wir von einer bestimmten Geschwindigkeit ab, d. h. integrieren wir iiber 
samtliche Geschwindigkeiten, so k6nnen wir die Zahl der MolekeIn im Volum­
element dx dy dz darstellen durch 

mil: 

dN = NoCe -k1.' dxdydz. 
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Wir konnen jetzt auch so sagen: Die Zahl der Molekeln, die Koordinaten zwischen 
x und x + dx usw. haben, ist gleich dem letzten Ausdruck. Daher ist die Wahr­
scheinlichkeit, daB eine Molekel Koordinaten unter diesen Bedingungen hat 

mx mx 
dW = Ce- 7CT dxdydz = Ce -JeT dT, (25) 

wenn dx dy dz = dT gesetzt wird und X das Potential an der Stelle x, y, z ist. 
88. Die Wahrscheinlichkeit eines gegebenen Orts eines Komplexes von 

Molekeln. Von den hydrostatischen Grundgleichungen ausgehend, erhielten 
wir (Ziff. 34 und 37) jene Erweiterung des MAXWELLschen Verteilungsgesetzes, 
die ihm BOLTZMANN gegeben hilt. Wir betrachteten dort die Arbeit, welche die 
Krafte leisten, wenn eine Molekel eine bestimmte Ebene passiert. Anstatt von 
einer Molekel auszugehen, hatten wir auch einen Komplex mehrerer Molekeln 
in Betracht ziehen konnen, indem wir etwa das Gas in gleich groBe "Zellen" 
eingeteilt hatten. Wiederum ist dann anzunehmen, daB die Zahl dieser Zellen 
sehr groB ist und noch eine groBe Zahl solcher Zellen in das V olumen LI x LI Y LI z 
hineingeht. Jeder Komplex enthalte 'I' Molekeln. Dies fiihrt in Verfolgung 
der Beweisfiihrung (Ziff.37) zur Zahl der Komplexe, deren Schwerpunkt Ge­
schwindigkeitskomponenten zwischen u' und u' + du' usw. besitzt und die eine 
Lage zwischen x' und x'+ Llx usw. haben. Diese ist 

1 (m'c" ) 
dZ=N'oC'e-kP--2+vmx du'dv'dw'LlxLlyLlz. (26) 

Es laBt sich nun leicht zeigen - den Beweis hat bereits BOLTZMANN l ) geliefert -, 
daB 

m'c'2 

2 2 
ist. Nach G. JAGER 2) laBt sich der Beweis folgendermaBen fiihren. Das Gas 
habe n Molekeln, die wir paarweise zusammenfassen wollen. Die Zahl dieser 
Paare ist also n12. Die Geschwindigkeitskomponente in der Richtung der x-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems werde fiir die eine Molekel mit u1 , 

fiir die andere mit u2 bezeichnet. Es ist dann die Zahl der Molekeln, die eine 
n u\ 

Geschwindigkeitskomponente zwischen U 1 und U 1 + dUl oesitzen --;F e - "': dul • 
2IXrn 

Die Wahrscheinlichkeit, daB die paarweise zugehOrigen Molekeln eine Geschwindig­
ul 

keitskomponente zwischen U2 und u 2 + dU2 haben, ist :c e - a~ du2 • Dnter 
1X1 rn 

1X1 verstehen wit also die wahrscheinlichste Geschwindigkeit einer Molekel. 
Wir wahlen nun U 2 so, daB U l + U 2 = 2 ~ wird. ~ ist dann die Geschwindig­

keitskomponente des Schwerpunkts eines Molekelpaares, so daB die eben ge­
nannte Wahtscheinlichkeit auch geschrieben werden kann 

1 - ~~ ~ - u,)' 2 (2 ~ - u,)' 
--_ e al d(2.; - u l ) = ---,_ e --;r- d ~, 
1X1 yn 1X11'n 

da ja U l als konstant angesehen werden muB, folglich d (2 ~ - u l ) = 2 d ~ ist. 
Die Zahl der Molekelpaare, deten Einzelmolekeln die Geschwindigkeiten u l bzw. u2 

besitzen, wahrend die Schwerpunktsgeschwindigkeit ~ ist, wird daher sein 

nd~ _Ul+(2",-U,)~ nd~ 2u1H,,:-4;U, nd~ _2;' -2(~-~')' 
----" e iX, dUl = "e "" dUl = --., e a, e " dul • 
;r lXi n lXi ;r lXi 

') L. BOLTZMANN, Gastheorie Bd. I, S. 133. 
2) G. JAGER, Wiener Ber. (2a) Bd. 128, S.1271. 1919. 
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Suchen wir jetzt ganz allgemein die Zahl der Molekelpaare, welche die 
Schwerpunktsgeschwindigkeit ~ haben, so haben wir nach ul von - 00 bi" + 00 

zu integrieren. Das ergibt 

-00 

Da die Zahlder Molekelpaare n/2 ist, so istdie Wahrscheinlichkeit, daB die Schwer-
12 2<' 

punktsgeschwindigkeit zwischen ~ und ~ + d ~ liegt, ~r= e - al d ~. Wir wollen 
lX vn i:' 

jetzt ~ = lX2 setzen, dann wird unsere Wahrscheinli~hkeit ~r= e -aj d~. Das 
~ lX2V n 

ist nun genau dieselbe Formel, wie fur die Wahrscheinlichkeit der Geschwindig­
keitskomponente einer einzigen Gasmolekel, wenn wir unter lX2 die wahrschein­
lichste Schwerpunktsgeschwindigkeit verstehen. Schreiben wir noch U 2 an Stelle 
von ~,was also mit dem fruheren U 2 nicht identisch ist, so erhalten wir die Formel 

u! 
1 lX' d ---e ' U 2 • 

1\2 -y; 
Wir wollen jetzt unser Gas in Gruppen von je drei Molekeln zerlegen. Eine 

jede Gruppe fassen wir auf als ein Molekelpaar und eine Einzelmolekel. Die 
Gesamtzahl der Einzelmolekeln ist also n/3, die Zahl jener, die eine Geschwindig­

u~ 

keitskomponente zwischen u l und U 1 + dUI haben, somit ~e -a;ldul • Die 
3lXtVn 

Wahrscheinlichkeit, daB ein Molekelpaar eine Schwerpunktsgeschwindigkeits-
1.t~ 

komponente zwischen U 2 und U 2 + dU2 hat, ist· ~r- e -Ii! d1t2. Die Zahl der 
lX2 vn 

Dreiergruppen von der Bedingung, daB eine Molekel die Geschwindigkeitskom­
ponente ul> der Schwerpunkt der beiden andern entsprechend 112 hat, ist daher 

n -~-~ 
----e lXf IXI du l du2 • 

3 lXIlX2 n 

Die Geschwindigkeitskomponente ~ des Schwerpunkts der Dreiergruppe ist aber 

I: = mUI + 2 mU2 = u l + 2 u 2 

<; 3m 3' 

daher 3 ~ - UI = U2 und nach analoger Dberlegung wie fruher dU2 =.ld ~. Ferner 
2 2 

ist lX2 =?z Es HiBt sich leicht finden 

ui + u§ = 3 ~2 + 3 (~ - UI )2 

lXi lX~ lXi 2 lX~ • 

Danach wird die Zahl unserer Dreiergruppen, die cine Schwerpunktsgeschwindig­
keitskomponente zwischen ~ und ~ + d ~ haben 

Handbuch der Physik. IX. 25 
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lX2 
wenn wir 31 = lX~ setzen. Fur die Wahrscheinlichkeit, daB die Geschwindig-

keitskomponente des Schwerpunkts einer Dreiergruppe zwischen Us und Us + dus 
liegt, indern wir jetzt ua fUr ~ schreiben, finden wir 

1 -'1 
---=e OI1dua • 
lXa Yn 

Diese SchluBweise HiBt sich nun fortsetzen auf Vierer-, Funfergruppen usw. 
Wir erhalten schlieBlich fUr die Wahrscheinlichkeit, daB eine Gruppe von n Mole­
keln eine Geschwindigkeitskornponente des Schwerpunkts zwischen Un und 
Un + dUn hat, den Ausdruck 

wobei zu beach ten ist, daB (Xi = 2 ~§ = ... = n lX~ ist. Nun ist das rnittlere 
Quadrat der Schwerpunktsgeschwindigkeit c~ jeder Gruppe in gleicher Weise 
dem Quadrat der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit (X~ proportional. Wir 
konnen daher auch schreiben c~ = 2c~ =.' .. = nc~. Die zugehorigen mittleren 

mC2 2m? 
kinetischen Energien der fortschreitenden Bewegung sind aber _1, __ 2, 

- 2 2 
... , nm~. Wir erhalten sornit den Satz: Die mittlere kinetische Energie 

2 
der fortschreitenden Bewegung einer jeden Gruppe ohne Rucksicht 
auf dieAnzahl der darin vorkornmendenMolekeln ist immer diesel be 
GroBe; sie ist gleich der rni ttleren kinetischen Energie einer Molekel. 

Gleichung (26) konnen wir nun folgendermaBen ausdrucken 

dZ = N~qe -(m2"' +~mx) du' dv' dw' LlxLlyLlz. 

Fur die Wahrscheinlichkeit, daB ein Komplex eine Lage zwischen x' und x' + Llx 
usw. einnimmt, erhalten wir schlieBlich 

vmx vmz 
dW = Ce-""kT LlxLlyLlz = Ce-""kT LIT. 

39. SMOLUCHOWSKlS Ableitung der Dichteschwankungen. In der BOLTZ­
MANN-Festschrift S. 626, 1904 veroffentlichte SMOLUCHOWSKI eine Arbeit "Ober 
UnregelmaBigkeiten in der Verteilung von Gasmolekeln und deren EinfluB auf 
Entropie und Zustandsgleichung", in der er nachwies, daB wir infolge der Mole­
kularbewegung die Dichte eines Gases nicht als homogen ansehen konnen, sondern 
daB besHi.ndig Dichteschwankungen an jedem Punkt des Gases urn einen be­
stirnmten Mittelwert stattfinden. Also ahnlich, wie es ein Verteilungsgesetz 
fUr die Geschwindigkeiten der Molekeln gibt, wird es auch ein Gesetz geben, 
nach welchem die Dichte in einern ruhenden Gas verteilt sein muB. Dieses 
Gesetz fand SMOLUCHOWSKI. Wir wollen die Darstellungsweise wahlen, die er 
in einer spateren Abhandlung "Molekularkinetische Theorie der Opaleszenz von 
Gasen im kritischen Zustande, sowie einiger verwandter Erscheinungen"l) ge­
geben hat. 

Wir denken uns ein Gas, auf das keine auBeren Krafte wirken. Es sei in 
Komplexe von je v Molekeln eingeteilt. Wegen der Bewegung der Molekeln 

1) M. v. SMOLUCHOWSKI, Ann. d. Phys. Ed. 25, S.205. 1908. 
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wird ein solcher Komplex nicht immer dasselbe Volumen oder, was dasselbe 
ist, nicht immer dieselbe Dichte haben, sondern es werden Schwankungen des 
Volumens sowie der Dichte urn einen Mittelwert statthaben. Desgleichen wird 
der Druck, unter dem ein Komplex steht, Schwankungen erfahren. AIle Zu­
standsanderungen sollen isotherm vor sich gehen. Der Durchschnittswert des 
Druckes sei Po' das Durchschnittsvolumen eines Komplexes vo. VergroBem wir 
Vo auf v, so wird sich der Druck im Komplex andem, er sei jetzt p. Urn dauemd 
den Komplex auf dem Volumen v zu erhalten, mliBte an seiner Oberflache der 
Druckunterschied Po - P wirken. Die entgegengesetzte Druckerhohung P - Po 
libt also das umgebcnde Gas auf den Komplex aus. Das konnen wir als eine 
auBere Kraft ansehen und deren Potential X bestimmen, indem wir 

" 
X= - J(P - Po)dv 

setzen. "0 
Wir konnen jetzt die Frage steIlen, welches ist die Wahrscpeinlichkeit, 

daB ein Komplex in einem Raum zwischen v und v + LI v liegt. Das ist nach 
Gleichung (26) D 

"mx vmf -k'f' kT (p-Po)dv 
Ce Llv = Cee. Llv. (27) 

Wir nehmen jetzt einige Umformungen vor. Wir konnen pals Funktion von 
v auffassen, also P = f (v) setzen. Danach wird 

(LI V)2 
P + LIp = f(v + Llv) = f(v) + Llv f'(v) + 02 f"(v) + ... 

= P + Llv iJp + (LlV)2 {;2p + ... 
OV 1 . 2 av2 

oder o P (LI V)2 o2p 
Llp=Llv-+--+ ., ... 

GV 1·2ov2 

Wir setzen LI p = P - Po, desgleichen LI v = v - Vo und erhalten so schlieBlich 

op (v - vo)2 02p 
P - Po = (v - vol ov + l' 2 ov2 + .... 

Danach wird 

" f (p - Po) dv = (v - VO)2 • op + (v - VO)3 ~2P + ... , (28) 
2 ov 1'2') vv 2 , 

"0 

wobei :~, ::~ ... als von v unabhangig angenommen wird, da diese Werte 

ja fUr v = Vo gebildet werden, mithin als konstant zu behandeln sind. 
SMOLUCHOWSKI setzt nun 

und nennt c5 die "Verdichtung". Es wird dann v-vo=voc5 und dv=vodc5, 
daher 

25* 
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Wir setzen die Zahl der Molekeln eines Komplexes als sehr groB voraus. Dann 
wird () eine kleine Zahl werden. Wir werden uns daher in vielen Fallen auf das 
erste Glied unserer Reihe beschranken k6nnen. Wir k6nnen jetzt auch nach 
der Wahrscheinlichkeit fragen, daB das Gas eine Verdichtung zwischen () und 
() + d() hat. Diese wird naturlich dem d() proportional sein. Setzen wir fUr diese 
Wahrscheinlichkeit etwa I(())d(), so k6nnen wir sie nach Gleichung (27) darstellen 

durch I(()) dtJ = betX~' d(), (29) 

wobei wir fur lX zu setzen haben 
v, 

'Pm! 'Pm, v~ op 
lX = - - (p - p ) dv = - -'- . - -

kT 0 kT 2 ov' 
v. 

In b ist alles Konstante zusammengefaBt. 
R .m mn M 

Von fruher her wissen wir, daB k = n ist. Es ~~d also k R R 

(M = Molekulargewicht des Gases). Ferner IaBt sich -~- noch foigendermaBen 

ausdrucken. N ach dem BOYLE - CHARLEsschen Ges;t~ ist p v = ~ oder 

RT 1 f 1 l' h op RT 1 b" f" F 11 P = ]V[ . -;' 0 g IC av = - ]V[ . v2 ' wo el Wlr ur unseren a v = Vo zu 

set zen haben. Es wird also 'PM v5 RT 'P 

lX = RT' '2' Mv~ = '2 ' 
so daB wir schlieBlich fUr die Wahrscheinlichkeit dW, daB unser Gaskomplex 
eine Verdichtung zwischen e) und e) + de) besitzt, die einfache Formel gewinnen 

dW = be 2 d(). 

Die Konstante b erhalten wir aus der Dberlegung, daB die Summe aller Wahr­
scheinlichkeiten fUr e) gleich Eins sein muB. Wir haben somit zu bilden 

-00 

woraus sich nach der Rechenmethode, wie wir sie bereits (Ziff. 18) kennengelernt 

haben, b = 1/ 'P , also y- ~<l' 
V2n dW= ~e-2de) 

, 2n 
ergibt. 

40. Die mittlere Schwankung. 'Der Mittelwert der Dichteschwankungen 
muB naturlich Null sein, da ja ebensoviel positive als negative e) vorkommen. 
Wir k6nnen aber nach dem Mittelwert samtlicher positiven e) oder, was dasselbe 
ist, nach dem Mittelwert des absoluten Betrages von tJ fragen. Fassen wir eine 
sehr groBe Zahl n von Schwankungen ins Auge, so wird die Zahl jener die einen 

V/y --"-b' 
Wert zwischen e) und e) + dtJ haben, nach unserer Formel n - e 2 de) sein. 

- 2n 
Die Summe dieser Schwankungen ist also n V~ e)e -i,j' de) somit die Summe 
aller Schwankungen zwischen 0 und CX) 2n 

--J' ~ , l' -, ,)' - 1 
nll-- e)e 2 de) = n V-r 2n 2n'P 

o 



Ziff. 41. Die mittlere Schwankung. Die Opaleszenz der Gase. 

Die Zahl samtlicher positiven Schwankungen ist n12. Der Quotient aus Summe 
und Zahl ist dann die mittlere Schwankung 

v-v 
Wenn wir uns noch einmal vor Augen halten, daB t5 = ___ 0 ist, so stellt 

Vo 

uns ~ im Mittel jenen Bruchteil des Vo vor, urn welchen sich das Volumen ver­
groBert oder verkleinert. 

Betrachten wir z. B. ein Mol des Gases. Dieses enthalt, wie wir spater 
(Ziff. 72) kennenlernen werden, 62' 1022 Molekeln, wahrend beim Druck 
einer Atmosphare und der Temperatur des schmelzenden Eises sein Volumen 

62' 1022 
22412 cm3 betragt. Foiglich kommen auf 1 cm3 22412 = 28 . 1018 Molekeln. 

Daraus berechnet sich t5 = 15 . 10 -11, also eine GroBe, die weit auBer jeder 
Wahrnehmbarkeit liegt. Gehen wir auf immer kleinere v uber, so wird d 
wachsen. Aber selbst bei einer Gasmenge von Dimensionen, die mikroskopisch 
gerade noch wahrnehmbar sind, erreicht die mittlere Schwankung, Atmospharen­
druck vorausgesetzt, erst einige Promille. Nichtsdestoweniger ist es SMOLU­
CHOWSKI doch gelungen, einen experimentellen Nachweis solcher Schwankungen 
zu liefern. RAYLEIGH hat seinerzeit gezeigt, daB in truben Medien, das sind solche, 
die mikroskopisch kleine Teilchen enthalten, deren Brechungsexponent von 
jenem der sie umgebenden Flussigkeit verschieden ist, eine Ablenkung des Lichts 
yom geradlinigen Weg auftritt, die etwa in der Blickrichtung senkrecht zum 
Lichtstrahl beobachtet werden kann. Die Intensitat dieses gebeugten Lichts 
ist um so groBer, je kleiner die Wellenlange, so daB die yom weiBen Licht ab­
gebeugten Strahlen vorwiegend blaues Licht enthalten. Das ist ja RAYLEIGHS 
Erklarung des Himmelsblaus. SMOLUCHOWSKI konnte nun zeigen, daB dieser 
Effekt auch in Gasen vorhanden ist, die vollkommen rein sind, so daB die Beu­
gungserscheinungen nur infolge der Dichteschwankungen auftreten konnen. 

b) Schwankungen bei der kritischen Temperatur. 
41. Die Opaleszenz der Gase. Der kritische Punkt eines Gases (s. den 

Artikel "Die Zustandsgleichung") hat die Eigenschaft, daB fUr ihn ~P = ~2~ = 0 
wird. Gleichung (28) wird daher fur diesen Fall werden v CI v 

f" (v - V)4 c3p 
(P - Po) dv = o. - + .... 

1 ·2· 3 ·4 iJv3 
17, 

Von dieser Reihe berucksichtigen wir wieder nur das erste Glied und fUhren 
es in Gleichung (27) ein. Das ergibt . 

"m j' liT (p-p,)dv ~. (v-v,)'. 63 p 

Ce·o Llv=CekT 41 iiv'Llv. 

Desgleichen erhalten wir nach Analogie mit Gleichung (29) fiir die Wahrscheinlich­
keit, daB wir eine Verdichtung zwischen t5 und t5 + dt5 haben, 

dW = br lXd' d{), 

wobei vm v~ G3 p vM Vi c3 p 
tx=--·-·-=--~-

kT 4! iJv3 RT 4! ov3 

ist. Natiirlich beziehen sich hier alle GroBen auf den kritischen Punkt. 
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Urn die mittlere Abweichung zu finden, konnen wir genau so wie fruher 
(Ziff. 40) verfahren, nur gelangen wir hier zu einem Integral, dessen Losung 
die Theorie der T-Funktionen benotigt. SMOLUCHOWSKI findet fur die mittlere 
Abweichung _ 0,489 

b= }IX . 

Die GroBe IX konnen wir berechnen, wenn wir eine bestimmte Zustandsgleichung, 
etwa jene von VAN DER WAALS einfuhren. Aus dieser ergibt sich fUr den kritischen 
Punkt 

a 27 RT 

9'1' 
daher IX = 64' Die mittlere Dichteabweichung wird 

;5 = 1:~. 
yv (30) 

Es ergibt sich also auch hier wie schon fruher das interessante Resultat, daB 
die mittlere Schwankung von der N atur des Gases selbst vollig unabhangig ist, 
sondern daB sie nur durch die Zahl v der Molekeln bedingt ist. 

SMOLUCHOWSKI gibt zur Illustration der Formel folgendes Beispiel. "Die 
Anzahl der in einem Wurfel von der Kantenlange 0,61-t (Lange einer Lichtwelle) 
enthaltenen Gasmoleki.ile ist unter normalen Verhaltnissen 9 . 106, und die mittlere 
Abweichung von der normalen Dichte wird b = 2,7' 10- 4 • Dasselbe Volumen 
wurde im kritischen Punkt des Athylathers 5,4' 108 Athermoleki.ile enthalten, 
und gemaB Gleichung (30) haben wir in diesem Fall b = 7,2' 10- 3• Es werden 
also solche Volumteile im Mittel mehr als 1 % Dichtenunterschiede aufweisen." 
"Eine solche ,Kornigkeit' der Struktur muBte sich aber durch das Auftreten der 
fur trube Medien charakteristischen optischen Erscheinungen - der Opaleszenz 
und des sog. TYNDALLSchen Phanomens - bemerkbar machen." "Bekanntlich 
tritt tatsachlich bei Gasen im kritischen Zustand eine deutliche Opaleszenz auf." 

Zur Literatur der Schwankungserscheinungen wollen wir noch erwahnen: 
M. V. SMOLUCHOWSKI, Experimentell nachweisbare, der ublichen Thermodynamik 
widersprechende Molekularphanomene1); F. V. HAUER, Spontane Temperatur­
schwankungen in einem Gase 2); REINHOLD FURTH, Schwankungserscheinungen 
III der Physik3). 

IV. Mittlere WegUinge und Sto.Bzahl 
der Molekeln. 

a) Voraussetzung gleicher Geschwindigkeiten der Molekeln. 
42. Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Wegs. Wenn wir uns die 

Molekeln als vollkommen elastische Kugeln vorstellen, so wird bei ihrer groBen 
Geschwindigkeit eine bestandig auf andere stoBen. Zwischen je zwei StoBen 
wird die Molekel einen groBeren oder kleineren Weg zurucklegen. Wir fragen 
nach der Wahrscheinlichkeit, daB sie ohne anzustoBen den Weg x durcheilt. 
Diese Aufgabe wurde zuerst von CLAUSIUS4) gestellt und gelost. 

1) ::vI. v. SMOLUCHOWSKI, Phys. ZS. Bd. 13, S.1069. 1912. 
2) F. V. HAUER, Ann. d. Phys. (4) Bd.47, S. 365. 1915. 
3) R. FURTH, Phys. ZS Bd. 20, S.303, 332, 350, 375. 1919· Braunschweig: Vieweg 

& Sohll 1920. 
J) R. Cr,AuslUs, Pogg. Ann, Bd. 105, S.239, lS58. 
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Wir denken uns vorerst aIle Molekeln ruhend und nur eine einzige in Be­
wegung. Wir setzen auch ein einfaches Gas voraus, dessen Molekeln Kugeln 
vom Durchmesser a sein sollen. Wenn die bewegliche Kugel auf eine ruhende 
stoBt, so nahem sich ihre Mittelpunkte bis auf die Entfemung a. Wir wurden 
also fUr die Rechnung dasselbe erhalten, wenn die bewegliche Molekel nur ein 
Punkt ware, wahrend die ruhende Kugel den Radius a hatte. An der Rechnung 
wiirde sich aber auch dann nichts andem, wenn die bewegliche Molekel den 
Radius a hatte, die ruhenden Moelkeln aber aIle Punkte waren. 

Wir fUhren im folgenden die Rechnung so durch, als waren die ruhenden 
Molekeln Kugeln vom Radius a, die bewegliche jedoch nur ein Punkt. Die Wahr­
scheinlichkeit nun, mit welcher der Punkt den Weg x zurucklegt, ohne auf eine 
Molekel zu stoBen, wollen wir 

W = t(x)' 

nennen. Wir benutzen also wieder die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nach 
fruheren Erorterungen ist uns also klar, daB aIle unsere Resultate streng­
genom men nur Wahrscheinlichkeiten darstellen. Fragen wir jetzt nach der Wahr­
scheinlichkeit, daB der Punkt den Weg x + dx ohne anzustoBen zurucklegt, 
so mussen wir diese analog darstellen durch 

dW 
W' = t(x + dx) = t(x) + t'(x)dx = W + Txdx. 

Wir wollen den Fall, daB der Punkt den Weg x zurucklegt, als ein Ereignis von 
der Wahrscheinlichkeit W betrachten. Ebenso sehen wir es als ein zweites 
Ereignis von bestimmter Wahrscheinlichkeit an, daB der Punkt den Weg dx 
durchlauft. Urn nun die Wahrscheinlichkeit fUr den Weg x + dx zu finden, 
fassen wir dies als das gleichzeitige Eintreten zweier Ereignisse auf. Die Wahr­
scheinlichkeit aber, daB zwei Ereignisse gleichzeitig eintreten, ist gleich dem 
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse. Auf unsem Fall 
angewendet heiBt dies, daB W(x + dx) gleich ist dem Produkt aus W(x) und 
der Wahrscheinlichkeit, daB der Punkt den Weg dx ohne anzustoBen zurucklegt. 

Letztere Wahrscheinlichkeit konnen wir nun leicht finden. Wir legen senk­
recht zur Bahn unseres Punktes zwei Ebenen, die urn dx voneinander entfemt 
sind. Die Flacheneinheit der einen Ebene machen wir zur Grundflache eines 
Zylinders, der durch die beiden Ebenen begrenzt wird. Sein Volumen ist also 
dx, und wenn sich in der Volumeinheit des Gases N Molekeln befinden, so sind 
in unserm Zylinder deren N dx. Ihr Gesamtquerschnitt ist also N:n 0 2 dx. Wenn 
unser Punkt die beiden Ebenen passieren, d. h. den Weg dx zurucklegen will, 
so wird sich die Zahl der dem Passieren gunstigen Fane zur Zahl samtlicher 
verhalten wie der zum Passieren freie Teil einer Ebene zur Gesamtflache der­
selben. Nicht frei ist pro Flacheneinheit die Flache N:n 02dx, frei ist also die 
Flache 1 - N :na2 dx. Die Division durch die Flache 1 andert an dieser 
GroBe nichts. Folglich ist sie die von uns gesuchte Wahrscheinlichkeit, daB 
der Punkt ohne anzustoBen den Weg dx zurucklegt. Fur die Wahrscheinlich­
keit, daB er den Weg x + dx durchlaufen kann, erhalten wir demnach 

Daraus folgt weiter 

W' = W + ddW dx = W(1 - N:n02 dx). . x 

dW 

W 
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Die Integration dieser Gleichung ergibt 

InW = -Nn02 x + InC 
und schlieBlich W = C· e-Nno'x. 

Wir haben noch die willkiirliche Konstante C zu bestimmen, was wir durch 
folgende Uberlegung tun konnen. Die Wahrscheinlichkeit, daB unser Punkt 
den Weg Null zuriicklegt, ist natiirlich GewiBheit, d. h. fUr diesen Fall ist W = 1, 
woraus ohne weiteres folgt, daB C = 1 gesetzt werden muB. Fiir die Wahr­
scheinlichkeit, daB der Punkt ohne anzustoBen den Weg x zuriicklegt, erhalten 
wir also W= e-Nno'x. 

Diese Wahrscheinlichkeit wird urn so groBer ausfallen, je kleiner Nn0 2 ist. Da 
n0 2 der Querschnitt einer ruhenden Molekel ist, so ist N:n0 2 niehts anderes als 
die Flache, die wir mit den in der Volumeinheit enthaltenen, als Kugeln gedachten 
Molekeln bedecken konnen. 

43. Mittelwert der Wege. Wenn wir die Wahrscheinlichkeit eines be­
stimmten Weges kennen, den die Molekel ohne anzustoBen zuriicklegen kann, 
so ist es natiirlich auch ein leichtes, den Mittelwert aller moglichen Wege oder 
die sog. mittlere Weglange zu bestimmen. Wir konnen da etwa folgendermaBen 
vorgehen. Es sei die Zahl aller in Betracht kommenden Wege n. Es ist dann 
die Zahl jener, die groBer als x sind, gleich der Gesamtzahl n multipliziert mit 
der Wahrscheinlichkeit, mit der die Molekel den Weg x ohne anzustoBen zuriick­
legt. Diese Zahl ist somit ne-Nno'x. Die Zahl jener Wege, die groBer sind als 
x + dx, ist analogerweise 

was wir durch Entwicklung von e-Nno'dx in eine Reihc erhalten. Indem wir die 
beiden Zahlen fUr die Wege x und x + dx voneinander ahziehen, erhalten wir 
die Zahl der Wege, die zwischen x und x + dx liegen. Diese ist also 

wenn wir der Kiirzc halher Nn 0 2 = ex setzen. Integrieren wir unsern Ausdruck 
iiber alle Wege von 0 bis 00, so miissen wir wieder deren Gesamtzahl n erhalten, 
was auch tatsachlich der Fall ist. 

Die Summe aller Wege dividiert durch deren Zahl liefert uns die mittlere 
WegHinge. Urn die SUIhme zu erhalten, haben wir die Zahl der Wege von einer 
Lange zwischen x und x + dx mit der Weglange x selbst zu multipliziercn und 
das Produkt wieder von 0 his 00 zu integrieren. Diese Summe ist somit 

co r I xe-c~xJ= f l n ]'" n ll1X xe-Oi.cdx = nex-- - -+ n c-!'I·1: dx = - - e- OiX = -. 
• -ex (I ex 0 ex 
(I (I 

Dividieren wir diesen Ausdruck durch die Zahl der Wcgc n, so hckommcll wir 
die mittlerc Weglange 

1 1 
l=-=- -

IX Nn02 

Dic Fonnel l = ~ konncn wir vic! allgcmeincr deuten, als wir cs hier getan 
ex 

haben. Wenn wir namlich von ruhenden Molekeln absehen, das Gas also nehmen. 
wie es wirklich ist. so wird die Wahrscheinlichkeit, daB eine Molekel einen Weg 
zwischen x unci x -+- dx zuriicklegt, durch cine ganz analoge Formel gegeben 
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sein. nur wird die GroBe IX nicht allein der Gesamtquerschnitt der Molekeln 
in der Volumeinheit sein. sondern er wird auch noch von der Gesehwindigkeits­
verteilung der Molekeln abhangen. Es wird Nn 0 2 noch mit einem Faktor zu 

multiplizieren sein. Es andert sieh aber niehts daran. daB I = : oder IX = + 
ist. so daB wir fiir die Wahrscheinlichkeit, daB eine Molekel den Weg x ohnc 
anzustoBen zuriieklegt, 

x 
W= e-O<X= e-T 

sehreiben kannen. In der Tat, sctzen wir in unscrc friihcrc Rcchnung an Stelle 
von IX den Wert 1/1 ein, so ergibt sich als Mittelwert der Weglangen die GroBe 1. 
Durch eine Tabelle, die wir der Gastheorie, 2. Auf I., S. 159, von O. E. MEYER 
cntnehmen, mage diese Formel besser illustriert werden. Von 100 Molekeln 
durehlaufen ohne anzustof3en 

99 den Weg von 0.01 I. 61 den Weg von 0.5 I. 
98 " " 0,021. 37 " " 1 1, 
90 " " 0.11, 14 " " 21 J 

82 " " 0,21, 5 " " 31. 
78 " " 0,251. 2 " " 41. 
72 " " 0.333 I , 1" " 4,6l. 

Die Tabclle lehrt, daB die mittlere Weglange nur in auf3erst seltenen Fallen 
crheblich iiberschritten wird. 

44. StoBzahl. Von den WegHingen und der jeweiiigen Geschwindigkeit 
dcr Molekel wird es abhangen, wie oft sie in der Sekunde mit anderen Molekeln 
zusammenstaf3t. Man pflegt diese Zahl kurz die StoBzahl zu nennen. Es lassen 
sich natiirlich weder die einzelnen Wcgc noch die jeweiligen Geschwindigkeiten 
einer Molekel verfolgen. Wohl aber kannen wir deren Mittelwert angeben. Wiirde 
sich die Molekel nur mit der mittleren Geschwindigkeit c bewegen, so ware 
dies auch der Weg, den sie in der Sekunde zuriieklegt. Dieser Weg, dividiert 

. c 
durch die mittlere Weglange, w~rd uns also die StoBzahl Z =T= Nn02 c ergeben. 

Die StoBzahl kannen wir aber auch finden, ohne daB wir die mittlere Weg­
lange kennen. Wir haben ja schon friiher (Ziff. 42) erwahnt, daB es fiir die Reeh­
nung ganz gleiehgiiltig ist, ob wir jeder Molekel denselben Durchmesser a zu­
erkennen, oder ob wir annehmen, alle ruhenden Molekeln waren nur Punkte, 
wahrend die sich bewegenden den doppelten Durchmesser, also den Rad ius 0, 

besaBen. In diesem Fall hinterlaBt die Molekel als Wegspur in der Sekunde 
einen Zylinder vom Querschnitt nos und der Lange c. Sein Volumen ist somit 
n 02C. Soviel Molekeln nun, als in diesen Zylinder zu liegen kommen, soviel 
ZusammenstoBe wird die wandernde Molekel machen. In der Volumeinheit 
haben wir N Molekeln, folglieh im Zylinder Nn02 c, und das ist tatsaehlieh die 
bereits friiher gefundene Zahl. 

45. Einfiihrung der relativen Geschwindigkeit. Wir nehmen jetzt an, 
die urspriinglieh ruhenden Molekeln hatten nun aueh eine bestimmte Gesehwindig­
keit, und zwar vorerst alle dieselbe. Dann konnen wir genau dieselbe Uberlegung 
wie friiher machen, nur haben wir nicht die Gesohwindigkeit der herausgehobenen 
Molekel gegeniiber einem fixen System, sondern die relative Geschwindigkeit 
dieser Molekel gegeniiber den iibrigen in Rechnung zu setzen. Aber auch dieser 
Fall kommt ja in Wirkliehkeit nieht vor, sondern jede Molekel hat ihre eigene 
Geschwindigkeit, wobei die Geschwindigkeiten nach dem MAXWELLschen Gesetz 
verteilt sind. Urn also den wahren Wert der StoBzahl zu finden, werden wir als 
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Geschwindigkeit, mit der sich die Molekel gegeniiber den anderen bewegt, ihre 
mittlere relative Geschwindigkeit einzufiihren haben. 

Urn diese mittlere relative Geschwindigkeit zu finden, konnen wir folgender­
maBen vorgehen. Wir denken uns vorerst zwei Geschwindigkeiten C1 und c2' 

deren Richtungen den Winkel {} einschlieBen (Abb. 8). Die Verbindungsgerade 
der Endpunkte beider Strecken ist dann die .relative Ge­
schwindigkeit gl' die wir nach der Formel 

gl = -vc~ + c~ - 2 c1 Cz cos{} 

berechnen. Von dieser relativen Geschwindigkeit konnen 
wir einen Mittelwert bilden, wenn wir aile moglichen 
Winkel {} in Betracht ziehen. Es ist dies dann die mittlere 
relative Geschwindigkeit g einer Molekel von der Geschwin­
digkeit C1 gegeniiber anderen von der Geschwindigkeit C2 • 

Diese Mittelwertsbildung laBt sich nun folgendermaBen 
durchfUhren. Die Richtung der Geschwindigkeit C1 sei eine 
fixe Gerade. Die Zahl der Geschwindigkeiten c2 ' die mit C1 

einen Winkel zwischen {} und {} + d {} bilden, ist (Ziff. 7) nl2 sin {} d {}, wenn n 
die Zahl alier Geschwindigkeiten c2 ist. Multiplizieren wir sie mit der relativen 
Geschwindigkeit gl und integrieren nach {} von 0 bis n, so erhalten wir die 
Summe aller relativen Geschwindigkeiten. Dividieren wir dann noch durch die 
Zahl n, so ergibt das die mittlere relative Geschwindigkeit g. Diese wird also sein 

Abb. 8. Zur Berech­
nung der relativen 
Geschwindigkeit der 

Molekeln. 

n n 

J sin{}d{} if,! . 
g = gl--2-- ="2 yC~ + c~ - 2C1C2cos{}sm{}d{} 

o 0 

= ~6 1 [(CI + c§ - 2C1C2COS'!9)~]". (31) 
C1 C2 0 

Machen wir die vereinfachende Annahme, aIle Molekeln hatten dieselbe Ge­
schwindigkeit c, so wird unser 

" 1 [ :l]" (4c2)' 4c g = - (2c 2 - 2c 2 cos{})' = -- = -. 
6c 2 0 6c2 3 

Wir sehen also, daB die mittlere relative Geschwindigkeit groBer ist als die 
Geschwindigkeit c. Danach konnen wir jetzt auch die Formel fUr die mittlere 
Weglange und die StoBzahl korrigieren. Letztere wird jetzt natiirlich groBer, 
es wird 

Analog wird aber die mittlere Weglange kleiner; denn es ist ja 

C 3 l=-=---
Z 4Nnaz ' 

Diese Formel hat schon CLAUSIUS 1) entwickelt. Wir k6nnen auch annehmen, 
daB sie nicht sehr vom wahren' Wert abweichen wird, da sich ja die meisten 
Geschwindigkeiten urn ihren Mittelwert gruppieren. Wir werden diese Annahrne 
irn folgenden bestatigt sehen. 

1) R. CLAUSIUS, Pogg. Ann. Bd. 10, S. 239. 1858; Gastheorie, S. 46 (3. Bd. v. CLAUSIUS, 

Mech. Warmetheorie). 



Ziff. 46. Relative Geschwindigkeit zweier Molekeln. 395 

b) Beriicksichtigung des MAXwELLSchen Gesetzes. 
46. Relative Geschwindigkeit einer Molekel gegeniiber den andern. 

Etwas komplizierter gestaltet sich die Rechnung, wenn wir den MAXWELLschen 
Verteilungszustand beriicksfchtigen. Wir kehren zur Gleichung (31) zuriick 
und setzen daselbst die Grenzen dn. Wir bilden also 

g=-61 [(C~+C~-2CIC2COSt?)~]:n;=-6 1_[(C~+C~+2CIC2)*- (q+C~-2CIC2)J]. 
~~ 0 ~~ 

Die beiden Ausdriicke in den runden Klammern sind nun nichts anderes als 
das Quadrat der relativen Geschwindigkeit, wenn C1 und C2 entgegengesetzt 
bzw. gleichgerichtet sind. In jedem Fall ist aber die relative Geschwindigkeit 
als positive GroBe aufzufassen. Es miissen daher die Vorzeichen fiir die Quadrat­
wurzeln aus den Klammerausdriicken so gewahlt werden, daB die Wurzel selbst 
positiv ausfallt. Fiir den Fall, als c1 > c2 ist, erhalten wir 

1 
g = -6 - [(ci + C2)3_(CI - C2)3]. 

ci C2 

1st CI < c2' so haben wir zu schreiben 

g = 6~- [(c1 + C2)3 - (c2 - CI)3] . 
CI c2 

1m ersten Fall wird 

im zweiten 

(32) 

(33) 

Setzen wir ci = c2 = C, so erhalten wir aus beiden Gleichungen die bekannte 
CLAUsIUssche Formel. 

Wir gehen jetzt so vor, daB wir die mittlere relative Geschwindigkeit einer 
Molekel von der Geschwindigkeit CI gegeniiber allen iibrigen bestimmen, die 
natiirlich aIle moglichen Werte von 0 bis 00 aufweisen werden. Die Zahl der 
Molekeln, die eine Geschwindigkeit zwischen c2 und C2 + dC2 besitzen, ist durch 
den Ausdruck c' 4n _2.. 

-- c~e ,.' dC2 y;, ex,3 

(Ziff. 18) gegeben. Das ist natiirlich auch die Zahl der relativen Geschwindig­
keiten g, die eine Molekel von der Geschwindigkeit CI gegeniiber samtlichen 
von der Geschwindigkeit zwischen C2 und C2 + dC2 besitzt. Multiplizieren wir 
daher diesen Ausdruck mit der relativen Geschwindigkeit g, integrieren ihn 
nach C2 zwischen den Grenzen 0 und 00 und dividieren durch die Zahl n, so 
erhalten wir die mittlere relative Geschwindigkeit ein~r Molekel von der Ge­
schwindigkeit ci gegeniiber allen andem Molekeln. Bei der Integration haben 
wir in ~etracht zu ziehen, daB das Integral in zwei zerfallen wird, indem fiir aIle 
Geschwindigkeiten c2 < CI fUr die relative Geschwindigkeit die Gleichung (32), 
fUr aIle andern, fUr die also c2 > CI wird, die Gleichung (33) eingesetzt werden 
muG. Das ergibt dann fiir die relative Geschwindigkeit 

(34) 
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47. Mittlere relative Geschwindigkeit. Urn die mittlere relative Geschwin­
digkeit "if einer Molekel gegeniiber allen anderen kennenzulemen, haben wir noch 
den Mittelwert von "iflzu bilden, wenn Cl aIle moglichen Werte zwischen 0 und 
00 annimmt. Das tun wir in der friiheren Weise. Die Zahl der Molekeln, die 
eine Geschwindigkeit zwischen cl und cl + dC l besitzen,ist 

Das ist natiirlich auch die Zahl der relativen Geschwindigkeiten gl' Diese Zahl 
werden wir also wiederum mit gl zu multiplizieren, zwischen den Grenzen 0 und 00 

nach Cl zu integrieren und schlieI31ich durch die Gesamtzahl der Molekeln n 
zu dividieren haben, urn den Wert der relativen Geschwindigkeit "if zu erhalten. 
Zur Ausfiihrung der dabei auftretenden Integrationen kannen wir in verschiedener 
Weise gelangen. Auffallend ist, daB MAXWELL') den Wert fUr die mittlere Weg­
Hinge einfach angibt, ohne zu sagen, wie er die Rechnung durchgefUhrt hat. 
Ganz so einfach scheint die Sache aber doch nicht zu sein, sonst hatten wohl 
O. E. MEYER2) und BOLTZMANN 3) nicht besondere Integrationsmethoden zur 
Lasung der Aufgabe gegeben. Wir wollen im folgenden BOLTZMANNS Weg ein­
schlagen. 

Man findet leicht 

wobei Jl und J2 folgende Bedeutung haben. Es ist 

f· C: f'" ., 1", 

1 -- .2 - ::0 d } c~ + Cj 2 -~, d 
2 - C, e c1 - c.,eco • 

3 C - " 
• • 2 
o c, 

In dem Ausdruck 11 hat C1 aIle Werte zwischen 0 und cx> anzunehmen, wahrend 
c2 aIle Werte zu durchlaufen hat, die kleiner als C1 sind. Vertauschen wir demnach 
die Integrationsordnung, so hat C2 aIle Werte von 0 bis 00 und fUr jedes C2 jedoch 
c1 aIle Werte anzunehmen, die graBer als C2 sind. Darnach erhalten wir also auch 

In einem bestimmten Integral ist es aber gleichgiiltig, wie wir die Variable be­
zeichnen. Wir kannen sonach in dem letzteren Ausdruck c1 mit c2 ohne weiteres 
vertauschen. Dadurch erhalten wir aber ein Integral, das mit J2 voIlkommen 
iibereinstimmt, was sehr wichtig ist, weil uns auf diese Weise seine Auswertung 
ermaglicht wird. Wir erhalten so . 

- 32 
g = --6 J2' 

niX 

') J. CL. :\IAXWELL, Phil. :\Jag. (4) Bd. 1,), S.28. lSI,I). 
2) O. E. MEYER, Castheorie 1. AnfI., S. 2')5. In anderer \\·eise 2. Ann., i\Iath. Zus. liS. 
3) L. BOLTZMANN, Gastheorie Bel. 1, S.ll7. 
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Bei der Berechnung des J 2 gelangen wir nur zu Integralen, die wir bereits friiher 
(Ziff.20) kennengelernt haben. Das schlieBliche Resultat ist 

ex7 -Y;; 
J2= 812 

und 

Daraus ergibt sich fUr die StoBzahl einer Molekel 

Z = Nna2 . if =iz Nna2c 
und fUr die mittlere Weglange 

1= ~= 1 
Z ynNna2· 

Es ist also der Unterschied fiir den Zahlenwert zwischen der Formel von 
CLAUSIUS und jener von MAXWELL kein groBer. Die eine besitzt den Zahlenfaktor 

1 = 0,75, die andere 1_ = 0,707, so daB man ohne weiteres erkennt, daB 
4 V2 
auch fUr den Fall, daB wir von vornherein gleiche Geschwindigkeiten der Molekeln 
annehmen, fUr die mittlere Weglange ein von der strengen Formel nicht sehr 
abweichender Wert gefunden wird. 

Ihrer Wichtigkeit halber und weil auch anderweitig verwertbar, wollen wir 
noch eine andere Integrationsmethode von Jl + J2 mitteilen. Jl stellt multi-

pliziert mit 16 ~ (n = Zahl sam tlicher Molekeln) die Summe aller rela tiven Geschwin-
nex 

digkeiten dar, fUr die c1 > c2 ist. Dieselbe Summe liefert uns J 2' da es uns alle 
jene relativen Geschwindigkeiten gibt, fiir die c2 > c1 ist. Wir bilden die letztere 
und dividieren sie durch n/2, so erhalten wir die mittlere relative Geschwindigkeit 

Diese Umformung laBt sich leicht durchfUhren, wenn man noch bedenkt, daB 
fUr die Integration nach c2 die Geschwindigkeit c1 als konstant zu betrachten ist. 

Wir fUhren jetzt die Variable c2 = k ein. Darnach wird 
c1 

00 00 

64 f _2c~ 161 _2cl 1/2 
=3nIX4 cfe ""dc1 + nex2 cie ""dC1 =2 V-;ex=12C, 

o 0 

da ja (Ziff.20) IX = y; c ist. 
2 
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c) Sto.Bzahl in einem Gasgemenge. 
48. V oraussetzung derselben Geschwindigkeit fur aIle Molekeln einer 

Gasart. Wir nehmen an, daB unser Gasgemenge zwei verschiedene Gase enthalt. 
Die Molekeln des einen Gases haben die Geschwindigkeit C1 , die des andem C2 • 

Der Durchmesser der Molekeln erster Art sei 01, jener zweiter 02' Beriihren 
zwei Molekeln verschiedener Art einander, so ist die Entfemung ihrer Mittel-

o + 02 punkte 0 = _1__ Nach dem Friiheren (Ziff.45) wird also die Zahl der 2 . 

ZusammenstoBe, die eine Molekel erster Art in der Sekunde mit gleichartigen 
macht, t Nl ~O~Cl' hingegen die Zahl der ZusammenstoBe, die sie mit Molekeln 

zweiter Art in derselben Zeit macht, 3q + c~ N2~02. Wir haben hier voraus-
3Cl 

gesetzt, daB c1 > C2 ist, da nur dann die mittlere relative Geschwindigkeit g 
3C2 + c2 

der Molekeln der einen Art zu den Molekeln der andem durch _1_~ gegeben 
3 C1 

ist. 1m entgegengesetzten Fall miiBten wir c1 mit c2 vertauschen. Die Gesamt­
zahl der StoBe in der Zeiteinheit fiir eine Molekel erster Art ist somit 

Daraus finden wir ohne weiteres fiir die mittlere Weglange 11 dieser Molekeln, 
indem wir 11 = C1/Z1 setzen, 

1 
11 = 2. 

4 N 2 + 3 Cl + C2 N 2 - I~O --2- 2~O 

3 3Cl 

Bedenken wir schlieBlich, daB nach dem Aquipartitionstheorem (Ziff. 10 und 25) 
mlc~ = m2c~ ist, so konnen wir 11 noch umformen in 

1 
11 = . 

iN ~02 + 3m2 +m1 N ~02 
3 1 1 3 m2 2 

Nach demselben Vorgang erhalten wir fiir die mittlere Weglange der Molekeln 
zweiter Art 

1 

49. Beriicksichtigung des MAXWELLschen Verteilungsgesetzes. Bezeichnen 
wir die relative Geschwindigkeit einer Molekel erster Art gegeniiber gleichartigen 
Molekeln mit gv gegeniiber den Molekeln zweiter Art mit g, so ist die StoBzahl 

ZI = Nl~oigl + N2~o2g. 
Analog wiirden wir fiir die StoBzahl einer Molekel zweiter Art finden 

Z2 = N2~~g2 + Nl~o2g, 
wenn wir unter g2 die relative Geschwindigkeit einer Molekel zweiter Art gegen­
iiber gleichartigen verstehen. 
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Nun wissen wir, daB gl = f2Cl ist. In analoger Weise k6nnen wir durch 
Integration der Gleichung (34) das g finden. Es hat das ebenfalls bereits MAX­
WELL1) getan, und er fand 

g = rei + ~. 
Wir erkennen aus dieser Gleichung, daB fiir £:1 = £:2 ohne weiteres der Wert der 
mittleren relativen Geschwindigkeit fiir ein einfaches Gas folgt. Es wiirde zu 
weit fiihren, die Integration fiir g hier wirklich durchzufiihren. Es sei diesbeziiglich 
etwa auf die Darstellung O. E. MEYERS2) hingewiesen. Mit Beriicksichtigung 
des Gesagten k6nnen wir also fiir Zl und Z2 folgende Gleichungen aufstellen. 
Es ist 

so ist weiter 
Z '/-N 0- ylml + m2 N 2 

1 =,2 Inolc + 2 no Cl' m2 

Gleicherweise finden wir 

und 
C2 1 

12 =-= . 
Z2 ,/- Jlm1 + m2 2 r2N2n~ + NIna m1 

50. EinfluB des Volumens der Molekeln. Bei der Ableitung der mitt­
leren WegHinge haben wir die Wahrscheinlichkeit gesucht, daB eine Molekel 
einen Weg dx ohne anzustoBen zuriicklegt. Wir haben zu dem Zweck ein-' 
fach das Verhaltnis der vierfachen Summe der Querschnitte aller Molekeln, 
die in einer Schichte von der Dicke dx liegen, zum Gesamtquerschnitt der Schichte 
gebildet. Das ist aber nur gestattet, wenn wir es mit einem verdiinnten Gas zu 
tun haben, bei dem das Volumen der Molekeln gegeniiber dem Gesamtvolumen 
des GefaBes vemachlassigt werden kann. Wir setzten namlich voraus, daB es 
fiir die Rechnung gleichgiiltig sei, ob wir jede Molekel mit ihrem entsprechenden 
Querschnitt einfiihren, oder ob wir die wandernde Molekel als Punkt, die Molekeln 
in unserer Schicht dafiir als Kugeln yom doppelten Durchmesser auffassen. 
Vemachlassigen wir die Ausdehnung der Molekeln im Vergleich zur Weglange. 
so ist das alles gerechtfertigt. Nehmen wir aber an, das Gas ware so verdichtet, 
daB der Durchmesser einer Molekel der mittleren Weglange vergleichbar wird. 
so wird die Berechnung der mittleren Weglange weitaus komplizierter. Wir 

1) J. CL. MAXWELL, Phil. Mag. (4) Bd.19, S.28. 1860. 
B) O. E. ?dEYER, Gastheorie 2. Aufl., Math. Zus. 67. 
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haben vorerst in Rechnung zu ziehen, daB ja der sich bewegende Punkt schon 
zum StoB mit einer Molekel kommt, bevor er jene Ebene erreicht hat, die wir 
senkrecht zu seiner Bahn durch den Mittelpunkt der Molekel legen konnen, 
d. h. infolge der Ausdehnung der Molekeln wird die mittlere Weglange in erster 
Linie verkiirzt. Ferner werden sich aber die Querschnitte der Molekeln im 
Inneren der Schichte dx, denen wir ja den doppelten Durchmesser gegeben 
haben, iiberschneiden konnen, wodurch das Rindernis, das sie der Bewegung 
des Punktes darbieten, verkleinert, die mittlere Weglange also vergroBert wird. 

Auf den EinfluB der Ausdehnung der Molekeln auf die mittlere Weglange 
hat zuerst VAN DER WAALsl) hingewiesen. Er erhielt jedoch nicht das richtige 
Resultat. Er leitete fUr die mittlere Weglange die Formel 

1 - b c 
l=--·-

Nna2 g 

ab, wobei unter b das vierfache Volumen der in der Volumeinheit enthaltenen 
Molekeln zu verstehen ist. CLAUSIUS 2) und mit ihm G. JAGER3) fanden, daB 
fUr b nur das 2l/2fache Molekularvolumen zu setzen ist. Ubrigens ist auch diese 
Gleichung nur dann anwendbar, wenn die in der Volumeinheit enthaltene Zahl N 
der Molekeln nicht zu graB wird. Das Problem, einen Ausdruck fUr die mittlere 
WegHinge ohne Vernachlassigungen zu finden, ist bis jetzt noch nicht gelost 
worden. In welcher Weise die mittlere Weglange von inneren Kraften beeinfluBt 
wird, werden wir bei der Besprechung der inneren Reibung behandeln. 

v. Dissoziation. 
a) Abhangigkeit vorn Druck. 

51. Mehratomige Molekeln. Grundziige der Theorie. Wir haben bisher 
die Molekeln immer wie vollkommen elastische Kugeln betrachtet. Diese Auf­
fassung liegt besonders nahe bei sog. einatomigen Gasen. Anders steht es mit 
den zwei- und mehratomigen Molekeln, insbesondere bei chemischen Ver­
bindungen von Atomen verschiedener Substanzen. Raben wir solche Verbin­
dungen im gasformigen Zustand, so ist der allgemeine Fall der, daB neben der 
Verbindung auch ihre einzelnen Bestandteile im Gase vorhanden sind, und daB 
das Verhaltnis zwischen den Mengen der einzelnen Bestandteile und jener der 
Verbindung abhangig ist yom Druck und von der Temperatur des Gases. Diese 
Zerlegung eines Gases in seine Bestandteile nennen wir Dissoziation des Gases, 
die Neubildung des Gases aus den Bestandteilen Assoziation. Ein Spezialfall 
der Dissoziation ist der, daB sich eine Molekel in zwei gleiche Teilmolekeln zer­
legt, das ist z. B. bei der Dissoziation des Joddampfes oder der Untersalpeter­
saure der Fall. Wir konnen etwa kurz sagen: Es zerlegt sich eine Doppelmolekel 
in zwei einfache. Diesen Fall wollen wir naher betrachten, da das Verstandnis 
komplizierterer Falle dadurch leicht ermoglicht wird. 

Die ersten, die sich an die Aufgabe wagten, die Dissoziation der Gase durch 
die kinetische Gastheorie darzustellen, waren BOLTZMANN4) und L. NATANSON5). 

Die Theorien beider sind auBerst langwierig und verwickelt. Wir wollen deshalb 
zugunsten uer Einfachheit auf die Strengc der Darstellung verzichten, urn zn 

1873. 
1) J. D. VAN DER \VAALS, Over de continuiteit van den gas- en vloeistofoestancl, Leid(,ll 

2) R. CLAUSIUS, Gastheoric, S. 57. 
3) G, JAGER, Wiener Ber. (2a) Bd. 105, S,97. 189G, 
4) L. BOLTZMANN, \Yied, Ann, Bd, 22, S. 39. 1884, 
oJ L. NATANSON, \\'ied. Ann, Bel, 38, S, 2SS. 1 SS,!, 
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praktisch brauchbaren Fonneln zu gelangen, die, wie sich zeigen wird, die Be­
obachtungen vorzuglich wiedergebenl). 

Die Molekeln unseres Gases seien "Doppelmolekeln", die aus zwei gleichen 
Atomen oder zwei gleichen "Teilmolekeln" bestehen sollen. Wir nehmen an, 
daB durch besonders starke StoBe, die eine Doppelmolekel erfahrt, sie in ihre 
Teilmolekeln zerschlagen werden kann. Ein so1cher StoB wird also derart vor 
sich gehen, daB zwei Molekeln heftig zusammenstoBen und nach dem StoB drei 
Molekeln auseinanderfliegen. Es wurde also auf diese Weise eine Molekel disso­
ziiert. Derartige Dissoziationen miissen nun bestandig vorkommen, was schlieB­
lich die vollkommene Dissoziation des Gases zur Folge hatte, wenn nicht gleich­
zeitig Teilmolekeln sich zu Doppelmolekeln assoziieren wiirden. DaB dies moglich 
ist, sehen wir ohne weiteres ein, wenn wir die Geschwindigkeit der drei nach 
dem StoB auseinanderfliegenden Molekeln umkehren. Nach den Gesetzen der 
Mechanik mussen dann die drei Molekeln derart zusammentreffen, daB nach 
dem StoB nur noch zwei Molekeln vorhanden sind, deren eine jene Doppelmolekel 
ist, die sich aus den zwei Teilmolekeln gebildet hat. Wir sehen also, daB in unserm 
Gas nicht nur bestandig Dissoziationen, sondern ebenfalls fortgesetzt Assoziationen 
stattfinden werden. Ein Gleichgewichtszustand wird also im Gas eintreten, 
wenn in der Zeiteinheit ebensoviel Molekeln zerschlagen werden, als sich in der­
selben Zeit wieder neu bilden. Es ist auch leicht begreiflich, daB dieser Gleich­
gewichtszustand im allgemeinen sowohl yom Druck des Gases als auch von seiner 
Temperatur abhangig sein wird. 

52. Zahl der Assoziationen und Dissoziationen. Stationarer Zustand. 
Wollen wir wissen, wie oft eine Vereinigung zweier Molekeln in der Sekunde 
vorkommt, so handelt es sich darum, die Zahl der FaIle zu suchen, daB gleich­
zeitig drei Molekeln in Wechselwirkung treten. Dicser Fall wird naturlich im 
Vergleich zu dem, daB zwei Molekeln zusammenstoBen, verhaltnismaBig selten 
vorkommen. Raben wir in der Volumeinheit unseres Gases Nl einfache Molekeln, 
so ist die Zahl der ZusammenstoBe, die sie in der Sekunde untereinander machen, 
den GroBen Nt und -Vi + ytproportional (t=Temperatur, y = Ausdehnungskoeffi­
zient der Gase). Mithin ist auch die Zahl der jeweilig in der Volume.inheit vor-
handenen Molekelpaare der GroBe Ntl'i + yt proportional. Wir wollen unter 
einem Molekelpaar immer zwei in Wechselwirkung befindliche Molekeln ver­
stehen, die von selbst wieder auseinandergehen, wahrend zwei dauernd zu­
sammenbleibende Molekeln eine Doppelmolekel vorstellen sollen. 

Unser Molekelpaar wird nun ZusammenstoBe erleiden, deren Zahl abermals 
von der relativen Geschwindigkeit gegenuber den anderen Molekeln und von der 
Menge der in der Volumeinheit enthaltenen Molekeln abhangig ist. Es sei diese 
Zahl Zl' Aus all dem ergibt sich jetzt leicht, daB die Zahl der in der Zeiteinheit 
sich bildenden Doppelmolekeln durch 

kl Nt Zl tl(t) 
gegeben ist, wenn kl die entsprechende Proportionalitatskonstante 
eine Funktion der Temperatur bedeutet. 

Wir fragen nun nach der Zahl der in der Zeiteinheit sich zerlegenden Doppel­
molekeln. Diese wird wiederum der in der Volumeinheit befindlichen Zahl N 2 

der Doppelmolekeln proportional sein. Die Zahl der ZusammenstoBe, die eine 
dieser Molekeln in der Zeiteinheit erfahrt, sei Z2' dann ist die Zahl der in der 
Zeiteinheit dissoziierenden Molekeln 

k2 N 2 Z 2 Mt), (X) 

1) G. JAGER. Wiener Ber. (2a) Bd. 100. S. 1182. 1891; Ed. 104. S. 671. 1895; Ed. 105. 
S. 791. 1896. 

Handbuch der Physik. IX. 26 
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wobei k2 wiederum eine Proportionalitatskonstante, 12 (t) eine Funktion der 
Temperatur bedeutet. Fiir den stationaren Zustand miissen nun die Ausdriicke 
(IX) und (X) einander gleich sein. Wir haben demnach 

k1NiZl/l(t) = k2N2Z2/2(t). 

In der Ausdehnung unterscheidet sich eine Doppelmolekel in keiner Weise 
von einem Molekelpaar, so daB wir nach den bisherigen Annahmen die Zahl Z2 
der Zusammenst6Be, die eine Doppelmolekel erleidet, gleich oder wenigstens 
proportional der Zahl Zl der Zusammenst6Be setzen k6nnen, die ein Molekelpaar 
erfahrt. Unsere Gleichung fUr den stationaren Zustand wird dann 

N2 = kaNi/(t) , 

wenn wir unter ka die verschiedenen Konstanten zusammenfassen und unter 
1 (t) die entsprechende Temperaturfunktion verstehen. 

Besitzt unser Gas das Volumen v und nennen wir die Gesamtzahl der ein-

fachen Molekeln n1 , jene der Doppelmolekeln 
woraus fUr unsere Gleichung folgt 

. N - n 1 N _ n2 
n 2 , so 1st 1 - v' 2 - -;; , 

n2 
n2 = ka -.!: I(t) . 

v 
(35) 

Diese Gleichung ergeben die verschiedenen Theorien der Dissoziation1), und es 
laBt sich aus ihr sehr einfach die Abhangigkeit der Dissoziation vom Druck 
herleiten. Nach dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz muB namlich 

pv = kdnl + n2) (1 + yt) 

sein, wobei k4 eine entsprechende Konstante ist. Aus dieser und Gleichung (35) 

folgt ka t (t) n~ n 2 

p k4 (1 + y t) = ni + n1 . 

Nennen wir d die Dichte des teilweise, c5 jene des vollstandig dissoziierten 
Gases, so ist wiederum nach dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz 

c5 n 1 + n2 

d n 1 + 2n2 

Aus dieser Gleichung folgt dann 
c5 (d - c5) 

P = a (2 c5 _ d)2' 

wenn wl'r k4 (1 + xD -_ a D' GI . h f" d' Abh . k 't d ka t (t) setzen. lese elc ung ur Ie anglg el es 

Druckes von der Dissoziation stimmt mit der Beobachtung gut iiberein. Sie 
wurde zuerst auf thermodynamischem Weg von GIBBS u. a. abgeleitet. 

b) Abhangigkeit von der Temperatur. 
53. Bildung von Doppelmolekeln. Nicht so leicht wie die Abhangigkeit 

der Dissoziation vom Druck laBt sich jene von der Temperatur bestimmen. 
Ihre exakte Darstellung diirfte iiberhaupt auf uniiberwindliche Schwierigkeiten 
stoBen. Immerhin wollen wir es wenigstens versuchen, eine Temperaturfunktion 
plausibel zu machen, die in jeder Beziehung mit der Erfahrung iibereinstimmt. 

1) S. neben den bereits angefUhrten Abhandlungen J. D. VAN DER \VAALS, Vers!. Akad. 
Amsterdam (2) Bd. 15, S.199. 1880; J. J. THOMSON, Phil. Mag. (5) Bd. 18, S.233. 1884; 
F. RrcHARz, Wied. Ann. Bd.48, S.467· 1893. 



Ziff. 54. Bildung von Doppelrnolekeln. Dissoziation der Doppelrnolekeln. 403 

Die Geschwindigkeiten in unserm Gas seien nach MAXWELLS Gesetz ver­
teilt. Wir setzen voraus, daB sich eine Doppelmolekel dann bilden kann, wenn 
beim ZusammenstoB zweier Teilmolekeln eine dritte Molekel dazwischenkommt 
und die Energien der Teilmolekeln als auch der intervenierenden Molekel eine 
gewisse GroBe nicht iibersteigen. Die Wahrscheinlichkeit, daB die mittlere 
relative Geschwindigkeit zweier Molekeln gegeneinander eine gewisse GroBe 
nicht iibersteigt, win:;l dem Ausdruck 

_1_j"';2 e - f. de 
iX3 

o 
und die Wahrscheinlichkeit, daB eine dritte dazukommende Molekel eine gewisse 
Geschwindigkeit nicht iibersteigt, dem Ausdruck 

_1_j"';2 e - f. de 
iX3 

o 
proportional sein. Die Wahrscheinlichkeit schlieBlich, daB beide FaIle gleich­
zeitig eintreten, daB also die Moglichkeit der Bildung einer Doppelmolekel 
gegeben ist, ist proportional dem Produkt 

IXI lX2 
" c2 (" c2 

~6 fC2e-~dclc2e-C;;dC. 
/) 0 

iX l und iX2 sind konstante GroBen, iX ist die wahrscheinlichste Geschwindigkeit 
der Molekeln. Wir wissen ferner von friiher her, daB die Zahl der sich bildenden 
Doppelmolekeln auch der GroBe Ni-Y1 + yt und der Zahl der ZusammenstoBe Zl 
proportional ist. Sie ist demnach durch den Ausdruck 

IXI lX2 

k N2Z fi+Yijc2e-f.dcjc2e-f.dc (XI) s 1 I iX6 

o 0 

gegeben, wenn wir unter ks die entsprechende Konstante verstehen. 
54. Dissoziation der Doppelmolekeln. Fiir die Dissoziation einer Doppel­

molekel muB im Mittel eine gewisse Dissoziationswarme aufgewendet werden. 
SolI daher eine Doppelmolekel durch den ZusammenstoB mit einer andern zer­
legt werden, so wird es wieder eine gewisse mittlere Energie geben, unter welche 
die zusammenstoBenden Molekeln nicht herabgehen diirfen, damit eine Zerlegung 
erfolgen kann. Wir driicken dies dadurch aus, daB die relative Geschwindigkeit 
der einen Molekel gegeniiber der andern unter einen gewissen Betrag nicht herab­
sinken darf. Mithin wird die Zahl der sich zerlegenden Doppelmolekeln der GroBe 

00 

~fC2e -~dc 
iX3 

c, 

proportional gesetzt werden konnen. Diesen Ausdruck haben wir nach dem 
Obigen noch mit N2 und Z2 zu multiplizieren und finden so fiir die Zahl der in 
der Zeiteinheit sich zerlegenden Molekeln 

(XII) 

26* 
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55. Stationarer Zustand. Ftir den stationaren Zustand muB nun 

(XI) = (XII) 

N n1 n2 . 'b sein. Erinnern Wlr uns, daB 1 = -, N2 = - 1St, so ergl t sich 
v v 

IX 1X0 

Yi + rtI:2e-£;dcI~2e-f,dc 
o 0 

00 I c' 

iX 3 c2 e ",' d c 
C, 

(36) 

Zur Berechnung der Integrale wollen wir ~ = x setzen. Dann wird iX1 = ';1 , 
IX iX iX 

..-! = ';2' ~ = Xl' Wir nehmen ferner an, daB iX1 und iX2 sehr klein sei, c1 hingegen, 
IX iX 

also auch xl> sehr groB. Es wird sich das spater rechtfertigen. Wir konnen dann 
e- ~~ = e - ~l = 1 setzen und erhalten 

f'" -~ d, ~ a'JX''-~dX ~ "~<'1, 
(I 0 

Dasselbe gilt fUr das zweite Integral zwischen den Grenzen 0 und IX2 • SchlieBlich 
ergibt die partielle Integration 

Da nun innerhalb der Grenzen Xl und 00 X2 gegentiber Eins sehr groB ist, so 
00 

muB auch f x 2 e- x' dx gegen fe-x'dx sehr groB sein, weshalb wir letzteres gegen-
Xl Xl 

tiber ersterem vernachlassigen wollen, und es folgt dann 

x, 

Gleichung (36) wird dcmnach 
2 " /---';7';~ eX; 

n2 = - 1<7 nil 1 + r t-- . 
9 vx1 

(37) 

Wir setzen iX 2 = exg (1 + Y t) und ki:innen dann 

1/1-+-); t ';3 .;~ eX; k _ fi 
_f _. __ 1~: ____ = gel -- l" t 

Xl (1 + l,t)2 

schrcibcn, wobei kg und (3 passende Konstantcn sind. Gleichung (37) wird da-
durch fl 

1?9n~el+yt 
n = ------- - , 

2 l' (1 + )' t) 2 
(38) 

indem wir jetzt alles KOllstante in k9 vcreinigt haben. 
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56. Abhangigkeit der Gasdichte von der Dissoziation. N ach unseren 
Annahmen erhielten wir fUr das BOYLE-CHARLEssche Gesetz die Gleichung 
pv = k4 (nl + n2)(1 + yt). Setzen wir hier fUr v jenen Wert ein, den uns dafUr 
Gleichung (38) liefert, so erhalten wir 

fi 
p k9 el+rt n~ n 2 
-----3 = --;; + -- . 
k4 (1 + Y t) ni n l 

Diese Gleichung konnen wir schreiben 
fi 

e1+rt 
y2+y=a~--

(1 + yt)3 ' 
(39) 

indem wir !:! = y und Pkk9 = a gesetzt haben. Wir machen also unsere 
n l 4 

weiteren Untersuchungen so, daB fur verschiedene Temperaturen des Gases 
der Druck, etwa 1 at, konstant gehalten wird. Wir wollen der Kurze halber 
y2 + y = z setzen, woraus fur. 

y =!:! = - ~ + 1/ ~ + z (40) 
n l 2 I 4 

folgt. 
Da es sich uns bei der Rechnung nur urn das Verhaltnis der Molekelzahlen ttl 

und tt2 handelt, so konnen wir die Mengen ttl und n2 etwa in Gewichtsprozenten 
angeben. Wir set zen also, da die Doppelmolekel m 2 doppelt so schwer ist wic 
die einfache m1 , n l + 2 n2 = 100 , (41 ) 

folglich ttl + tt2 = 100 - n2 . Fur das BOYLE-CHARLEssche Gesetz crhaltcn wir 

somit pv = k(100 - n2)(1 + yt). 

Set zen wir p = 1 (1 at), ferner die Temperatur t = 0°, so wird die auf 0° 
bezogene Dichte des Gases 

n2 finden wir durch Eliminierung von n1 aus den Gleichungen (40) und (41) 
in der Form 

Daraus folgt 1 
d=-----

50k(1 + _~ 1 ) 
-Vi + 4z 

Die groBtmogliche Dichte des Gases sei do, d. i. jene Dichte, bei der gar 
keine dissoziierten Molekeln im Gase vorhanden sind. Das ist der Fall fUr die 
Temperatur - 273 0. In diesem Fall wird z = 00 und die zugehorige Dichte 

1 
do = -k' so daB d ausgedruckt werden kann durch 

50 
d= do 

1 ___ 1_ 

-Vi + 4z 

Diese GroBe wird nun direkt durch das Experiment gefunden. 
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57. Dissoziation der Untersalpetersaure. Zur Verifikaton der letzten 
Gleichung wollen wir das Verhalten der Untersalpetersaure bei verschiedenen 
Temperaturen untersuchen. Wir benutzen die Angaben, die sich in A. N AUMANNS 
"Thermochemie" S. 117 vorfinden. Die Konstanten a und fJ der Gleichung (39) 
sind aus den Temperaturen 49,6° und 90,0° mit den zugehorigen Graden der 
Zersetzung von 40,04% und 84,83 % gewonnen. Der Druck betragt 1 at, 
do = 3,18. Die Rechnung ergibt 

a = 375 ·10- 11 , fJ = 23,83· 

Inwieweit nun Rechnung und Beobachtung iibereinstimmen, zeigt folgende 
Tabelle. 

Tabelle 2. 
Auf 0 0 C bezogene Dichte der Untersalpetersaure. 

to I d(beob.) I d (berechn.) I to (dbeob.) 
1 

d (berechn.) 

26,7 2,65 
, 

2,70 80,6 1,80 1,79 
35,4 2,53 2,55 90,0 . 1,72 1,72 
39,8 2,46 2,46 100,1 1,68 1,67 
49,6 2,27 2,27 111,3 1,65 1,64 
60,2 2,08 2,07 121,5 , 1,62 

I 

1,62 
70,0 1,92 1,92 135,0 i 1,60 1,60 

I 

Wir haben hier eine Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung, 
die nichts zu wiinschen iibrig laBt. Die einzige gr6Bere Abweichung, die bei der 
niedrigsten Temperatur vorkommt, erklart sich vollstandig aus den gemachten 
Vernachlassigungen. Die beiden Temperaturen zur Bestimmung der Konstanten 
wurden ganz beliebig herausgegriffen. Unsere Theorie gibt somit vollstandig 
die Tatsachen wieder. 

In Gleichung (37) und den vorhergehenden bedeutet 
CI 

Xl = - also 
eX .} ci 

X" -'-­
J - eX2 

c~(1 + "I tl) 
eX~ (1 + "It) 

3 1 + "Itl 
-~~-~-

2 1 + "It 
CI ist dabei jene Geschwindigkeit, die eine Molekel im Mittel besitzen muB, wenn 
sie sich beim StoB zerlegen soll. Das Quadrat der Geschwindigkeit einer Molekel 
k6nnen wir aber proportional ihrer absoluten Temperatur setzen, weshalb wir 
ci = c5 (1 + "Itl) schreiben k6nnen, wenn wir tl in Celsiusgraden angeben. In 
Gleichung (38) und im weiteren ist also fJ = ~-(1 + "Itl)' t ist die Temperatur des 
Gases. F iir unser spezielles Beispiel ist fJ = 23 , 83 = ,~ (1 + I' tl)' Daraus findet sich 

t l > 4000°. 

Nennen wir tl die Dissoziationstemperatur einer Molekel, so erkennen wir, daB 
diese auBerordentlich hoch ist, was aber in der Natur der Sache vollstandig 
begriindet ist. Wiirden wir namlich eine niedrigere Dissoziationstemperatur 
voraussetzen, so geschahe es verhaltnismaBig selten, daB sich zwei getrennte 
Molekeln von solchen Eigenschaften treffen, die zur Vereinigung beider not­
wendig sind, wahrend in derselben Zeit bei der groBen Geschwindigkeit, mit 
der sich der MAXwELLsche Verteilungszustand herstellt, sehr viel undissoziierte 
Molekeln zerlegt wiirden. Ein Gleichgewichtszustand, wie ihn die tatsachlichen 
Verhaltnisse zeigen, ist mithin nur dann denkbar, wenn wir eine sehr hohe Zer­
setzungstemperatur annehmen. 
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VI. lnnere Reibung, Wirmeleitung, Diffusion 
und GroBe der Molekeln. 

a) Innere Reibung. 
58. Definition der inneren Reibung. Bringen wir in einem abgeschlossenen 

Raum ein Gas etwa durch einen Ruhrer in Bewegung und uberlassen es dann 
sich selbst, so zeigt sich, daB die Bewegung des Gases immer schwacher wird 
und schlieBlich ganz erlischt. Daraus mussen wir schlieBen, daB gegen die Be­
wegung Widerstande auftreten, welche die kinetische Energie des Gases in 
eine andere Energieform verwandeln, die hier als Warme auftritt. 

Wir wollen uns an einem moglichst einfachen Beispiel den Vorgang klar­
machen. Wir denken uns drei zueinander parallele horizontale Platten. Die 
unterste und oberste seien fix, die mittlere sei in ihrer eigenen Ebene nach einer 
bestimmten Richtung beweglich und von den beiden anderen urn die Strecke a 
entfernt. Suchen wir diese Platte mit der Geschwindigkeit u zu bewegen, so zeigt 
eine genaue Beobachtung, daB die Platte einen Widerstand erfahrt, der proportio­
nal ihrer Flache fund ihrer Geschwindigkeit u und verkehrt proportional ihrem 
Abstand a von jeder der anderen Platten ist. Nach dem Satz der Gleichheit 
von Aktion und Reaktion wird naturlich auf die beiden auBeren Platten zusammen­
genommen infolge der Bewegung der inneren ein Zug erfolgen, der ebenso groB 
ist wie der Widerstand, den die innere Platte erf1i.hrt. Wegen der Symmetrie 
liegt es auf der Hand, daB fUr die weitere Betrachtung zwei Platten, etwa die 
untere feste und die bewegliche, genugen. Wir konnen sagen: Die untere Platte 
iibt auf die obere eine Verzogerung, die obere auf die untere eine gleich groBe 
Beschleunigung aus. Legen wir die z-Achse unseres Koordinatensystems senk­
recht nach aufwarts, und nennen wir jetzt den Plattenabstand z, so werden wir 
die Verzogerung R, wenn wir sie als eine negative Kraft auffassen, darstellen 
konnen durch 

u 
R=-r;f-. 

z 

Diese Formel hat bereits NEWTON fur Flussigkeiten aufgestellt, wobei r; eine 
Konstante bedeutet, die von der Natur des Gases zwischen den beiden Platten 
abhangt. Die Beobachtung zeigt, daB unmittelbar an den Platten selbst das 
Gas relativ zur Platte nicht in Bewegung kommt und daB bei konstanter Ge­
schwindigkeit der Platte die einzelnen Gasschichten zwischen den Platten. Ge­
schwindigkeiten annehmen, die mit wachsender Hohe linear von der Geschwindig­
keit Null zur Geschwindigkeit u ubergehen. 

Liegen die Platten ohne Zwischenmittel unmittelbar aufeinanQ.er, so kommt 
als Widerstand gegen die Bewegung der oberen Platte die "Reibung" in Betracht. 
Bringen wir aber die Platten in einen gewissen Abstand und befindet sich zwischen 
den beiden Platten ein Gas, so ist immer noch der bereits geschilderte Wider­
stand vorhanden, der ganz wie eine Reibung wirkt, wenn er auch erfahrungsgemaB 
weitaus kleiner als die gewohnliche Reibung ist. Die Ursache dieses Wider­
stands haben wir dem zwischenliegenden Gas zuzuschreiben, und seine Eigen­
schaften sind auch andere als die der gewohnlichen " Reibung" . Man hat daher 
dieser zweiten Art von Reibung den Namen "innere Reibung" gegeben, 
wahrend man die Reibung zweier Korper, die aufeinander gleiten, zum Unter­
schied auch manchmal "auBere Reibung" nennt. 

Die in obiger Formel eingefUhrte GroBe R ist also nichts anderes als die 
innere Reibung, wahrend'YJ den Koeffizienten der inneren Reibung oder 
schlechtweg den Reibungskoeffizienten des Gases darstellt. Sooft die 
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einzelnen Schichten eines Gases verschiedene Geschwindigkeit besitzen, konnen 
wir ohne weiteres den Begriff der inneren Reibung auch ohne begrenzende Wand 
auf die Bewegung des Gases anwenden. Es wird immer die schneller bewegte 
Schicht eine Verzogerung, die langsamere eine Beschleunigung erfahren, bis 
das Gas in allen Punkten dieselbe Geschwindigkeit hat, die in einem ruhenden 
GefaB natiirlich gleich Null sein muB. Wir gelangen so zur Definition der inneren 
Reibung, bezogen auf die Flacheneinheit der Gasschicht 

du 
R= -fJ dz' 

- du ist jetzt natiirlich das GeschwindigkeitsgefaIle senkrecht zur Gasschicht, 
dz 

das sich im allgemeinen zeitlich und ortlich andern wird. 
59. MAXWELLS Erklarung der inrieren Reibung. Sooft eine Kraft auf eine 

bewegliche Masse wirkt, konnen wir als MaB der Kraft immer die Bewegungs­
groBe ansehen, die von der Kraft auf die Masse in der Sekunde iibertragen wird. 
Dieses NEWToNsche Prinzip beniitzten wir z. B. bei der Berechnung des Gas­
drucks (Ziff.4, 5 usw.). Auf unsere beiden Platten angewendet, miissen wir 
also sagen, daB der beweglichen Platte bestandig BewegungsgroB~ entzogen, 
der ruhenden bestandig zugefiihrt wird. Diese Erscheinung, die nur durch das 
vorhandene Gas bewirkt wird, muB sich also durch die Bewegung der Molekeln 
des Gases zwischen den beiden Platten erklaren lassen. 

Diese Erklarung hat MAXWELLl} zuerst gegeben, indem er etwa folgende 
Dberlegung anstellte. In einem ruhenden Gas sind die Geschwindigkeiten der 
Molekeln nach allen Richtungen gleichmaBig verteilt, so daB also die Durch­
schnittsgeschwindigkeit nach irgendeiner Richtung Null ist. Bewegt sich hin­
gegen das Gas etwa parallel zur x-Achse eines Koordinatensystems mit der 
Geschwindigkeit u, so wird die Durchschnittsgeschwindigkeitskomponente in 
der Richtung der Gasbewegung ebenfalls gleich U sein. 1m Gase sei nun die 
sichtbare Bewegung so, daB die einzelnen Schichten nur Geschwindigkeiten 
parallel zur x-Achse haben, daB also die Schichten gleicher Geschwindigkeit 
parallel zur xy-Ebene liegen. Kommen demnach Molekeln aus langsameren 
in schnellere Schichten, so miissen sie im Mittel die Geschwindigkeit der schnelleren 
annehmen, d. h. es muB ihnen Bewegungsgr6Be zugefiihrt werden, die infolge 
der ZusammenstoBe der Schicht selbst aber entzogen wird. Es ist also so, daB 
diese Molekeln auf die schnelleren Schichten eine Verzogerung ausiiben. Um­
gekehrt ist es natiirlich, wenn Molekeln aus schnelleren in langsamere Schichten 
iibergehen. Sie erhohen dann infolge ihrer gr6Beren mittleren Geschwindigkeit 
die Bewegungsgr6Be der langsameren Schicht, wodurch diese eine Beschleunigung 
erfahrt. 

60. Grundformel fiir die innere Reibung. Wir bleiben bei der Voraus­
setzung, daB die sichtbare Bewegung des Gases so erfolgt, daB jede Schicht, 
die parallel zur xy-Ebene liegt, eine konstante Geschwindigkeit u parallel zur 
x-Achse besitzt. Die Geschwindigkeit in der xy-Ebene selbst sei U o und nehme 
mit der z-Ordinate linear zu. dujdz ist also eine konstante positive GroBe, und 
es wird . 

du 
u = Uo + dz z. 

Denken wir uns das Gas etwa wie friiher oben und unten durch je eine Platte 
begrenzt, so gibt die obere Platte bestandig an die untere Bewegungsgr6Be abo 

") J. Cl. ~lAxwELL, Phil. Mag. (4) Bd. 19, S.31. 1860. 
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Diese BewegungsgroBe wandert also von der oberen Platte durchs Gas zur 
unteren. Wegen des stationaren Zustandes geht daher durch die FHicheneinheit 
einer jeden Ebene, die wir parallel zur xy-Ebene legen, in der Sekunde dieselbe 

du 
BewegungsgroBe, die dargestellt werden kann durch - 1J dz . 

Wir fassen nun eine bestimmte Ebene ins Auge. Durch die nach oben 
hindurchfliegenden Molekeln wird BewegungsgroBe nach oben, durch die ent­
gegengesetzt fliegenden nach unten getragen. Von dieser BewegungsgroBe 
interessiert uns nur die Komponente parallel zur x-Achse; denn nur diese wird 
fUr die hinunterfliegenden im Durchschnitt einen groBeren Wert haben als fUr 
die hinauffliegenden Molekeln, da die hinunterfliegenden aus schnelleren, die 
hinauffliegenden aus langsameren Schichten kommen. Die Differenz zwischen 
der hinunter- und der hinaufgetragenen BewegungsgroBe ist dann jene Be­
wegungsgroBe, die tatsachlich von oben nach unten getragen wird und die iden­
tisch ist mit der inneren Reibung. Die Geschwindigkeitskomponenten parallel 
zur y- bzw. z-Achse sind symmetrisch verteilt, kommen also fUr die Ubertragung 
von BewegungsgroBe nicht in Betracht. 

Urn die BewegungsgroBe zu finden, die durch die Flacheneinheit unserer 
Ebenen wandert, konnen wir folgendermaBen vorgehen. Es seien in der Volum­
einheit des Gases 'P Molekeln vorhanden, die eine Geschwindigkeitskomponente ~ 
parallel zur z- und eine Geschwindigkeitskomponente ~' parallel zur x-Achse 
haben. Es wiirden somit durch die Flacheneinheit in der Zeiteinheit von diesen 
Molekeln 'P1; fliegen, und zwar von unten nach oben, wenn 1; positiv, umgekehrt, 
wenn es negativ ist. Jede dieser Molekeln habe eine Komponente der Bewegungs­
groBe m~' parallel zur x-Achse, wobei m die Masse einer Molekel ist. Die Bewegungs­
groBe, die in der Sekunde durch die Flacheneinheit unserer Ebenen getragen 
wird, ist somit 'P m 1; ~'. Summieren wir diesen Ausdruck iiber samtliche Molekeln, 
so ergibt sich die innere Reibung R. Diese wird also durch die Gleichung 

R=~'Pm1;~' 

dargestellt. Dieser Ausdruck entspricht tatsachlich der Differenz der hinauf­
und hinuntergetrageneri. BewegungsgroBe, und gleichzeitig ist er negativ, da die 
1; der hinabfliegenden Molekeln negativ sind und im Durchschnitt groBere ~' 
besitzen, wahrend die 1; der hinauffliegenden positiv sind und, da sie aus tieferen 
Schichten kommen, im Durchschnitt kleinere ;' mitbringen. 

Die Komponente ;' setzt sich zusammen aus der Geschwindigkeit ~, welche 
die Molekel infolge ihrer Warmebewegung hat, und aus der sichtbaren Geschwin­
digkeit u, die das Gas parallel zur x-Achse besitzt. Es ist also ~' = u + ~, folglich 

(42) 

Hier konnen wir das zweite Glied der Summe gleich Null setzen, da ja die ~ den 
Geschwindigkeitskomponenten des ruhenden Gases entsprechen. In diesem haben 
wir aber fiir jedes 1; ebensoviel positive als negative ~, die sich gegenseitig auf­
heben. Wir konnen natiirlich ebensogut sagen, daB fUr jedes ~ die positiven 
und negativen 1; gleich wahrscheinlich sind. Auch so betrachtet muB ~'Pm1; ~ = 0 

werden. Wie wir friiher bereits feststellten, ist U= Uo + ~: z, was in (42) 
eingesetzt ergibt 
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Das erste Glied dieser Summe ist wegen der gleich wahrscheinIichen positiven 
und negativen (; gleich Null. Da dujdz eine konstante GroBe ist, desg!. m, so 
konnen sie vor das Summenzeichen gesetzt werden, und wir erhalten 

_ du ~ 
R-mdz~vl;z. (43) 

Besitzt eine Molekel die Geschwindigkeit e, deren Richtung mit der z-Achse 
den Winkel {} einschlieBt, so ist (; = e cos {}. Wir setzen nun voraus, daB eine 
Molekel, die unsere Ebene passiert, im Mittel eine Geschwindigkeitskomponente 
parallel zur x-Achse besitzt, die gleich ist der sichtbaren Geschwindigkeit jener 
Schicht, in der die Molekel vor dem Passieren der Ebene den letzten Zusammen­
stoB erfahren hat. Legt von dort bis zur Ebene die Molekel den Weg A zuruck, 
so liegt die Schicht, aus der sie kommt, in der Rohe z = z' - A cos {}, wenn 
z' die Rohe unserer Ebene angibt. Fur diese Rohe haben wir also unser u in 
Gleichung (42) bzw. z in Gleichung (43) einzusetzen. Darnach erhalten wir 

du ~, du ~ _Q 

R = m dz ~v'z - m dz ~vncosu. 

Wegen der gleichen Wahrscheinlichkeit positiver und negativer (; wird das 
erste Glied Null. Setzen wir im zweiten noch (; = ecostJ, so wird 

du ~ 1 
R = -m dz ~ vel\, cos2 {). 

Unter v verstehen wir also die Zahl der Molekeln, die eine Geschwindigkeit e 
besitzen und von ihrem letzten ZusammenstoB bis zum Passieren der Ebene 
den Weg A zurucklegen. 

Zur DurchfUhrung der Summierung uber aIle moglichen Winkel konnen 
wir so wie fruher (Ziff. 7) verfahren. Wir denken uns aIle Richtungen yom Mittel­
punkt einer Einheitskugel ausgehend gleichmaBig uber den Raum verteilt. Die 
Zahl jener Richtungen, die mit einer gegebenen einen Winkel zwischen {} und 
{} + d~,} einschlieBen, ist gleich der Gesamtzahl multipliziert mit t sin {}d{}. 
Darnach wird 

R = - m du J: 'I'd cos2 {} sin {}d{}. 
2 dz 

Diesen Ausdruck integrieren wir nach {} zwischen 0 und n. Das ergibt 

m du -: m du [COS3{}]" R = ---J:vdJcos2tJ.sin~,}d~,} = --- Yve}" -~~ 
2 dz 2 dz ."-/ 3 0 

o (44) 
mdu 

= -3 dz J:vd. 

61. Annahme gleicher Geschwindigkeiten der Molekeln. Da in Glei­
chung (44) sowohl A als auch e aIle Werte von 0 bis 00 annehmen kann, so ist 
sowohl uber samtliche Werte des e als auch des}" von 0 bis 00 zu summieren, 
wobei allerdings sich die Summationen in Integrationen verwandeln. Einen 
angenaherten Wert fUr die innere Reibung R werden wir jedenfalls erhalten, wenn 
wir allen Molekeln fUr die Warmebewegung die mittlere Geschwindigkeit c be i­
legen. Dann wird 

m du -,.., 
R = ---e~v},. 

3 dz 
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Fiir it konnen wir jetzt ebenfalIs den Mittelwert it einfiihren, indem wir Nit = 1: v it 
setzen, wobei jetzt N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit bedeutet. Be-
ziiglich des "1 ist nun einiges zu bemerken. Man konnte glauben, daB it die Halfte 
der mittleren Weglange sei; denn wir suchen ja den Mittelwert alIer jener Wege, 
welche die Molekeln hach ihrem letzten ZusammenstoB bis zur Ebene, auf die 
wir die passierende BewegungsgroBe beziehen, zuriicklegen. Nun werden die 
Molekeln aber nicht in der Ebene einen ZusammenstoB erfahren, sondem mehr 
oder weniger von ihr entfemt, d. h. sie werden im allgerneinen langere Wege 
machen als bis zu unserer Ebene. Nennen wir nun 1 den Mittelwert alIer jener 
Wege, die zwischen je zwei aufeinanderfolgenden ZusammenstoBen von einer 
Molekel zuriickgelegt werden, so scheint 1< 1 zu sein. Das ware aber ein Trug­
schluB. Wenn wir die mittlere Weglange suchen, so ist es ganz gleichgiiltig, 
von wo aus wir den Weg einer Molekel zahlen. Es ist durchaus nicht notig, 
daB sie an diesem Punkt einen ZusammenstoB gemacht hat. Immer wird die 
Wahrscheinlichkeit, daB sie den Weg it ohne anzustoBen zuriicklegt (Ziff.43), 

I. 

e -T sein. Kehren wir deshalb die Aufgabe urn, indem wir nach dem Mittelwert 
aller Wege fragen, welche die Molekeln nach dem Passieren unserer Ebene noch 
zuriicklegen, so sehen wir ohne weiteres, daB dieser Mittelwert I = 1, d. h. gleich 
der mittleren Weglange sein wird. Folglich wird 

du m du _ 
R = -17- = ----Ne1. 

dz 3 dz 

Fiir die GroBe des Reibungskoeffizienten erhalten wir also 

Nmcl 
1] =-3-' 

Bedenken wir noch, daB N m = e die Dichte des Gases ist, so nimrnt der Reibungs­
koeffizient die einfache F<1rm 

an. 

ecl 
1]=-

3 

62. Strengere Entwicklung der Reibungsformel. Wir wollen nun zeigen, 
wie man einen besseren Mittelwert von 1: ve it findet. Zuerst handelt es sich 

darum, fiir ein bestirnmtes c den Mittelwert des it zu bilden. Dieser sei I = i ' 
wenn Z die StoBzahl bedeutet, die aber (Ziff. 46) selbst wieder eine Funktion 

2 

von c ist. Danach wird unsere Sumrnenformel .L;v; , wobei jetzt v die Zahl 

der Molekeln in der Volumeinheit bedeutet, die eine Geschwindigkeit c besitzen, 
wahrend wir (Ziff.46) 

zu setzen haben. Fiihren wir in dem Ausdruck, den wir fiir gl gefunden haben. 
die Integration nach C2 durch und setzen wir an Stelle von c1 den Buchstaben c, 
so gelangen wir zur Formel 



412 Kap. 6. G. JAGER: Die kinetische Theorie der Gase und Fliissigkeiten. Zifi. 62. 

e 
Fuhren wir nun die neue Variable x = - ein, so ergibt dies 

IX 
Z Z 

gl = IX--+-= x+- e- Y y = - -e- X + 2+2 e- Y dy = -''I' x . - e- z' 21X( 1)/ 'd IXX[1 • ( 1)/ . ] IXX () 
y;; in 2x y;; x x . y;; 

o 0 

Die StoBzahl einer Molekel von der Geschwindigkeit e ist sodann 

Z = N n (JZ ~ :- Ny;, (JzlX tp (x) . 

Fur die Summenformel erhalten wir nun 

~')Je2 ~ ')JeZ 

~ Z = ~ N in=-aZ-IX-x-tp-(x-) . 

Hier ist die Zahl der Molekeln, die eine Geschwindigkeit zwischen e und e + de 
haben 

4N -~ 
')J = -=-- eZ e ",' de. 

-yn0l,3 

Wir erhalten sonach fUr den Ausdruck unter dem Summenzeichen 
c· 

4e4 e -# de 
naZ(X4xtp (x) 

4lXxBe- z'dx 
n aZtp (x) 

Anstatt zu summieren werden wir jetzt integrieren. Wirerhalten aus Gleichung (45) 
00 

R = - ~ ~:. n:zf :~)e-x·dX. 
o 

Wir konnen (Ziff. 20) IX = -y; c und (Ziff. 47) l = ~i-~- setzen und durch 
Einfiihrung dieser GroBe 2 y 2 N n a2 

du 
R = -kNmcl([i 

schreiben, wobei 

Nach BOLTZMANN, dem wir im wesentlichen bei der Ableitung dieser Formel 
gefolgt sind, wird 

k = 0,350271. 

Schreiben wir den Reibungskoeffizienten 

't} = keel, 

so schen wir, daB der jetzige Wert nicht viel von dem fruher erhaltencn YJ = eel 
abweicht. 3 

Auch die zuletzt gegebene Ableitung gibt jedoch die Formel fUr den Rei­
bungskoeffizienten nicht strenge wieder. Es kann namlich gezeigt werden, daB 
dadurch, daB das Gas in Bewegung ist, der MAXWELLsche Verteilungszustand 
nicht aufrecht erhalten wird und daB diese Anderung Korrekturen an der Rei­
bungsformel veranlaBt, die von der GroBenordnung des Reibungskoeffizienten 
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selbst sind. Es haben sich damit auBer MAXWELLl) besonders BOLTZMANN 2) 
und in neuerer Zeit S. CHAPMAN3) und D. ENSKOG4) beschaftigt. Ferner wurde 
von G. JAGER und JEANS, worauf wir spater zUrUckkommen werden, darauf 
hingewiesen, daB die Annahme jede Molekel nehme im Mittel die Durchschnitts­
geschwindigkeit jener Schicht an, in der sie den ZusammenstoB erfahrt, ent­
sprechend modifiziert werden muB. 

63. Die durch die innere Reibung erzeugte Warme. Urn den Versuch 
mit den zwei Platten (Ziff. 58) durchzufUhren, mussen wir eine bestimmte Arbeit 
leisten, die in der Sekunde 

U 2 
A=-Ru=t)t­

z 

sein wird, da ja t) t!!'" die Kraft ist, die wir i.i.berwinden, und u der Weg ist, den 
z 

wir in der Sekunde zurucklegen mussen. Indem wir jetzt unter z eine beliebige 
Rohe verstehen wollen, bezeichnen wir zum Unterschied die Distanz der oberen 
Platte mit Zl' beziehen ferner die zu leistende Arbeit auf die Flacheneinheit der 
Platten und nennen entsprechend ihre Geschwindigkeit U l . Die in der Sekunde zu 
leistende Arbeit ist also 

1st die untere Platte in Ruhe, so hat eine Gasschicht in der Rohe Z zwischen den 

beiden Platten die Geschwindigkeit 11 = 1£} z. 
Zl 

Genau so, wie wir die BewegungsgroBe berechnet haben, die durch eine 
beliebige Ebene in der Rohe Z in der Sekunde getragen wird, konnen wir dies 
auch mit der Energie tun. ~', t), ~ seien die Geschwindigkeitskomponenten 

einer Molekel, dann ist ihre Energie !?:(~'2 + t)2 + ~2). Die Zahl der Molekeln 
2 

in der Volumeneinheit, denen diese Geschwindigkeitskomponenten zukommen, 
sei '1'. Somit werden Y~ Molekeln in der Sekunde die Flacheneinheit unserer 
Ebene passieren und 

E = ~l'~f W2 + t)2 + ~2) 

ist die hindurchgetragene Energie oder Warmemenge. Wir setzen wieder 
~' = ~ + u, indem u die sichtbare Geschwindigkeit und ~ jene Komponente, 
die der Warmebewegung zukommt, sein soll. Es wird also f2 = ~2 + 2;u + u2 • 

Die Gleichung fUr die passierende Energie wird 

1) ]. Cl. MAXWELL, Phil. Mag. (4) Bd. 35, S. 209. 1868. 
2) L. BOLTZMANN, Wiener Ber. (2a) Bd. 66, S. 325. 1872; Bd. ·81, S. 117. 1880; Bd.84, 

S. 40, 1230. 1882; Bd. 94, S. 891. 1887. 
3) S. CHAPMAN, Phil. Trans. (A) Bd. 211, S.433. 1912; Bd.216, S.279. 1916; Bd.217, 

S. 115· 1917. 
4) D. ENSKOG, Phys. ZS. Bd. 12, S. 56. 1911; Ark. f. Mat. Astr. och Fysik Bd. 16, S. 1. 

1921. 
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da wir ja ~2 + 1]2 + C2 = c2 setzen konnen. Die beiden ersten Summanden 
werden wegen der gleich wahrscheinlichen positiven und negativen C und !; 
gleich Null und es bleibt nur 

m mu2 

E = "2 .1: v C u2 = 2 zi1 .1: v C Z2 , 

wenn wir fUr die Rohe der Schicht, aus der die Molekeln kommen, z setzen. Diese 
Schicht ist jene, in der die Molekeln den letzten ZusammenstoB erfahren haben; 
ihre Rohe ist 

z = z' -lcost} 

(Ziff. 60), wenn 1 jener Weg ist, den die Molekel seit ihrem letzten ZusammenstoB 
zurucklegen muB, urn die Ebene z' zu passieren, wahrend t} der Winkel ist, den 

1 mit der z-Achse einschlieBt. Es ist aber cost} = f, daher z = z' - f lund 
c c 

mu2~ mu2z'2 ~ mu2z'~· VC2 mu2~vC3 E=~--.! VCZ2= 19 vc---~J-~- -~l+~-! ~_;'2 
2zi 2zi z~ c 2zi c2 

Das erste und dritte Glied dieser Summe wird aus den bekannten Grunden 
wieder gleich Null. Es bleibt somit nur 

2 , .'"2 
E = _ u19z ~ vm~_;.. 

Zi"":;'; c 

Wir nehmen der Einfachheit halber an, aIle Molekeln hatten dieselbe ther­
mische Geschwindigkeit c. Ferner setzen wir fUr den Mittelwert von;' die mittlere 
Weglange 1 ein (Ziff.61) und erhalten so 

u2 Z' 1 
E = _...J __ l,'vmC2. 

zic 
Es ist aber (Ziff. 5) .1:1'mC2 = p der Druck des Gases, so daB 

ui z' p 1 E - -~--- zic 

. d F h . . (Z'ff) N m c2 • I' Wlr. ii ren Wlr welter 1. 5 P = ----~- em, so erhalten Wlr schlieB lch 
3 

indem wir noch anstatt z' eine beliebige Rohe z unserer Ebene eingefiihrt haben. 
DaB E negativ wird besagt nichts anderes, als daB die Energie nicht von 

unten noch oben - diese Richtung haben wir positiv gerechnet -, sondern 
von oben nach unten wandert. Die Energie, die von der Platte in der Rohe Zl 

selbst in das Gas abwandert, ist gleich der Arbeit, die wir leisten miissen. 
Letztere ist 

Daraus gewinnen wir ohne weiteres un sere bekannte Formel fiir den Reibungs­
koeffizien ten 

Nmcl 
1]=--. 

3 
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Wir denken uns jetzt zwei Ebenen in der Hohe z' und z", wobei z" - z' = 1 cm 
sein solI. Es wandert also durch die Flacheneinheit der Ebene z" die Energie 

E"= N~cle:rz'" 
durch z' die Menge 

E'= Nmcl(du)2z,. 
3 dz 

Die Differenz der beiden Energien ist jene Menge, die in der Volumeinheit zwischen 
den beiden Ebenen zuruckbleibt. Es wird also jeder Volumeinheit des Gases 
in der Sekunde die Warmemenge 

E"- E' = Nmcl(du)2 
3 dz 

zugefiihrt, die durch die Arbeit zur Uberwindung der inneren Reibung erzeugt 
wird. 

64. Unabhangigkeit vorn Druck. Wir wollen den Reibungskoeffizienten 
durch die Gleichung (Ziff.62) 'YJ = keel ausdrucken und die mittlere Weglange l 

aus der Gleichung (Ziff. 48) l = ~- beniitzen. Da e = N mist, so wird 
-Y2NlZ02 

kNmc kme 
1J = =----. 

-Y2NlZ02 Y2lZ02 
(45) 

In dieser Formel fiir 'YJ sind nach unserer Vo~ussetzung fiir ein bestimmtes Gas 
alle vorkommenden GraBen mit Ausnahme des c konstant. c ist eine Funktion 
der Temperatur, und zwar ist es (Zif£' 8 und 20) der Wurzel aus der absoluten 
Temperatur proportional. Bei konstanter Temperatur ist also 'YJ eine konstante 
GroBe. Das heiBt vor allem, daB die innere Reibung eines Gases unab­
hangig sein muB vom Druck, vom Volumen, von der Dichte. Das ist 
ein auBerst iiberraschendes Resultat, das zuerst von MAXWELL auf theoretischem 
Weg gewonnen wurde. Man ging natiirlich sofort daran, diese Konsequenz 
der Theorie durch das Experiment auf seine Richtigkeit hin zu untersuchen. 

Die ersten, die derartige Messungen machten, waren O. E. MEYER l ) und 
MAXWELL2). MEYER befestigte mehrere horizontale kreisfarmige Platten an 
einem konzentrischen vertikalen Stab, der urn seine Achse durch Torsion des 
Aufhangedrahtes Schwingungen machen konnte. Das Ganze befand sich in 
einem abgeschlossenen Raum, in dem die darin befindliche Luft auf verschiedenen 
Druck gebracht werden konnte. Infolge der inneren Reibung der Luft entsteht 
eine gedampfte Schwingung, deren logarithmisches Dekrement leicht bestimmt 
werden konnte. Es hat sich nun gezeigt, daB dieses einen konstanten Wert 
unabhangig vom Druck der Luft besaB. 

Weitaus vorzuziehen ist die Anordnung von MAXWELL, der eine wesentliche 
Verbesserung der MEYERSchen Methode dadurch erzielte, daB zwischen je zwei 
fixen Platten eine bewegliche angebracht war. Das entspricht gewissermaBen 
dem von uns eingangs (Ziff. 58) gegebenen Fall, welcher der Rechnung leicht 
zuganglich ist. So konnte MAXWELL nicht nur die Unabhangigkeit der inneren 
Reibung vom Druck feststellen, sondem auch die GroBe des Reibungskoeffizienten 
selbst messen. 

1) O. E. MEYER, Pogg. Ann. Bd. 125, S.202. 1865. 
2) J. Cl. MAXWELL, Phil. Trans. Bd. 156, S.249. 1866. 
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Weitaus einfacher und genauer lassen sich jedoch die Reibungskoeffizienten 
bestimmen, indem man die Gase durch Kapillarrohren stromen laBt, an deren 
beiden Enden man das jeweilige Gas auf verschiedenen meBbaren Drucken 
halt. Solche Versuche wurden schon von GRAHAM!) gemacht, dem jedoch der 
Begriff des Koeffizienten der inneren Reibung noch nicht gelaufig war. O. E. 
MEYER2) nahm dann derartige Versuche wieder auf. Er hat auch gezeigt, daB 
unter der Voraussetzung der Unabhangigkeit der Reibung vom Druck auch 
fiir Gase das einfache PorsEUILLEsche Gesetz fiir die Ausstromungsmenge von 
Flussigkeiten gilt. Die Versuche mit den schwingenden Platten waren also 
durchaus nicht uberflussig; denn ohne Kenntnis der Abhangigkeit der inneren 
Reibung vom Druck ware es auch nicht moglich gewesen, eine AusfluBformel 
aufzustellen. 

MEYER verband zwei Kupferballons durch eine Kapillare. Mit Hilfe von 
Luftpumpen konnte in beiden Ballons der Druck belie big variiert und an Mano­
metern abgelesen werden. Derartige Versuche wurden von anderen Forschern 
fortgesetzt, von denen nur V.OBERMAYER 3) und PULUJ4) erwahnt werden sollen. 
Zahlenwerte werden wir spater (Ziff. 71) mitteilen. Das was uns gegenwartig 
interessiert, ist die Unabhangigkeit der Reibung vom Druck. Diese Unabhangig­
keit darf nicht als Gesetz angesehen werden. Sie bewahrt sich innerhalb eines 
Druckintervalls von einer Atmosphare bis herab zu etwa 1 mm Quecksilber­
saule. Fur sehr niedrige, sowie fiir hohe Drucke stellen sich Abweichungen ein, 
die jedoch auch aus der kinetischen Theorie folgen, wenn wir nur beachten, 
daB ja un sere Ableitungen unter gewissen Einschrankungen gemacht worden 
sind und infolgedessen auch nur fiir Drucke gelten konnen, fiir die unsere 
Annahmen zutreffen. 

65. Abhangigkeit von der Temperatur. Aus der Gleichung (45) wiirde 
folgen, daB die innere Reibung proportional der Wurzel aus der absoluten Tem-
peratur ist, indem ja C2 der absoluten Temperatur proportional ist. In der Tat 
zeigen alle Experimentaluntersuchungen ein Steigen des Reibungskoeffizienten 
mit wachsender Temperatur, jedoch die Proportionalitat mit der Quadratwurzel 
aus der absoluten Temperatur hat sich nicht bestatigt. Es hat sich vielmehr 
gezeigt, daB die innere Reibung rascher zunimmt als die ite Potenz der absoluten 
Temperatur. So fand z. B. PULUJ5) aus Schwingungsversuchen in einem Tem­
peraturintervall zwischen 3 0 und 30 0 C, daB sich seine Versuche darstellen 
lassen durch 1) = 1)0 Ta, wobei die Werte des Exponenten a fiir Luft 0,72, fiir 
Kohlensaure 0,92, fiir Wasserstoff 0,69 zu setzen sind. Analoges fanden auch 
andere Experimentatoren. MAXWELL6) stellte eine Gastheorie auf, nach der die 
innere Reibung proportional der ersten Potenz der absoluten Temperatur ist, 
aber wie das Experiment zeigt, stimmt auch das nicht mit den Tatsachen uberein. 
Er nimmt zu dem Zweck an, daB zwischen zwei Molekeln Krafte wirken, die 
verkehrt proportional der fiinften Potenz der Entfernung sind. MAXWELL tat 
dies, urn seine Gleichungen losen zu konnen. 

Denken wir uns die Molekeln etwa als Massenpunkte, die Zentralkrafte 
aufeinander ausuben, so wird die mittlere Annaherung zweier Molekeln beim 
StoB eine Funktion ihrer Geschwindigkeit sein und, da diese von der Temperatur 
abhangt, also in letzter Linie eine Funktion dieser. In diesem Fall haben wir 

1) W. P. GRAHAM, Phil. Trans. 1849. 
2) o. E. MEYER, Pogg. Ann. Bd. 127, S.253. 1866; Bd. 148, S.1 u. 233. 1873. 
3) A. V. OBERMAYER, Carls Rep. Bd. 12, S. 13. 1876. 
4) J. PULUJ. Wiener Ber. (2a) Ed. 66. 1871. 
5) J. PULUJ. Wiener Ber. (2a) Ed. 73. S.589. 1876. 
6) J. Cl. MAXWELL. Phil. Trans. Bd. 156. 1866. 
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in Gleichung (45) 0 als eine Funktion der Temperatur anzusehen, derart, daB 
es mit wachsender Temperatur abnimmt. Wir wollen eine ganz einfache Dber­
legung machen. Wir denken uns zwei Molekeln als Massenpunkte in der Ent­
femung r voneinander. Die Kraft sei eine AbstoBungskraft verkehrt proportional 

der fUnften Potenz von r. Sie hat somit ein Potential V = ~, wobei a eine 

entsprechende Konstante. Wir denken uns die eine Molekel fix, die andere 
mit einer jeweiligen Geschwindigkeit v zentral gegen die erste fliegen. Es gilt 
dann der Satz von der ErhaItung der Energie, es muB 

mv2 a -+- =c 2 r4 

sein, wobei C eine neue Konstante. In sehr groJ3er Entfemung habe die Molekel 
die Geschwindigkeit c, die wir allen Molekeln des Gases zuschreiben wollen. 

mc2 
Dann wird -- = C folglich 

2 ' 
a 

r4 2 2 

Je naher die bewegliche Molekel der fixen kommt, d. h. je kleiner r wird, desto 
kleiner muJ3 auch v werden. Die Entfernung nun, fUr die v = 0 wird, wollen 
Wlr 0 nennen. Es ist dann 

a mc2 

a4 = ~2~' 
2a kl 

a4 = -- und 0 2 = -
mc2 c ' 

wenn kl eine entsprechende Konstante ist. Setzen wir diesen Wert von 0 2 in 
die Gleichung (45) ein, so k6nnen wir sie schreiben 

- k2c _ k 2 - k T 
1] - -;;2'- 3 C - 4 , 

wobei die Bedeutung der Konstanten k2' k3' k4leicht zu erkennen ist. Wir k6nnen 
uns also schon durch diese einfache Uberlegung eine Vorstellung machen, wieso 
die MAXWELLsche Annahme von Kraften verkehrt proportional der 5. Potenz 
ihrer Entfemung zur Folge hat, daJ3 der Reibungskoeffizient proportional der 
absoluten Temperatur sein miiJ3te. Es zeigt sich also, daJ3 die Temperatur­
erh6hung die Wirkung hat, als wiirde der Durchmesser der Molekeln kleiner, 

die mittlere Weglauge also nach der Formel 1 = i2 1 gr6J3er und die 
2 Nn02 

StoJ3zahl Z = T kleiner. 

66. SUTHERLANDS Berechnung der mittleren Wegliinge. W. SUTHERLANDl) 
hat den Versuch gemacht, den EinfluJ3 von Anziehungskraften, welche die 
Molekeln aufeinander ausiiben, in Rechnung zu ziehen und damit die Ab­
hangigkeit des Reibungskoeffizienten von der Temperatur der Beobachtung 
entsprechend darzustellen. Wir wollen im folgenden den Gedankengang SUTHER­
LANDS wiedergeben und werden auch nicht ermangeln, jene Punkte festzustellen, 
in denen wir mit SUTHERLAND nicht iibereinstimmen. 

Bei unserer Betrachtung handeIt es sich nur urn die relative Bewegung 
zweier Molekeln gegeneinander. Es andert also an der Rechnung nichts, wenn 

1) W. SUTHERLAND, Phil. Mag. (5) Bd.36, S. 507. 1893. 

Handbuch der Physik. IX. 27 
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wir uns die eine Molekel fix, die andere beweglich denken, falls die Geschwindig­
keit der beweglichen in GroBe und Richtung mit der relativen Geschwindigkeit 
ubereinstimmt. Da es sich nur urn Zentralkrafte handelt, findet die Bewegung 
in einer Ebene statt, in der sich beide Molekeln befinden. Abb.9 solI die relative 
Bahn der Molekel gegenuber einer Molekel im Ursprung 0 des Koordinaten­
systems darstellen. 

Die Entfernung der beiden Molekeln sei e, die Anziehungskraft sei durch 
F(e) gegeben. Die bewegliche Molekel habe die Masse Eins; ihre Bewegungs­

gleichungen sind daher 
d2 x x 
dt2 = -F(e) e' 

y 

(46) 

Wirmultiplizieren die erste Gleichung mit y, die zweite 
mit x und subtrahieren sie voneinander. Das ergibt 

d2 x d2y d( dx dY) 
--7'1o-----e-t~~----.x Y ([if - x ([if = 0 oder dt Y d t - x d t. = 0 . 

ydx - xdy ist die doppelte Dreiecksflache, die der 
Radiusvektor e in der Zeit dt beschreibt. Diese kann 
auch durch ri d cp dargestellt werden, so' daB auch 

Abb. 9. Relative Bewegung 
einer Molekel gegenuber einer 
zweiten unter Voraussetzung 

d ( 2 dcp) _ 
dt e at - 0 

sein muB. Es folgt weiter 

2~re-h dcp_~ von AnziehungskriHten. 
e dt - dt - Q2' 

h ist eine Konstante, die wir als die doppelte Flachengeschwindigkeit der be­
weglichen Molekel ansprechen konnen. 

Wir multiplizieren jetzt die Gleichungen (46) mit dx / d t bzw. d Y I dt und addieren 
sie. Das ergibt 

dx • d2~ + dy • d2y = -F(Q) (~ ~~ + ~. ~X) 
d t d t2 d t d t2 I] d t Q d t 

~!£ rl(dX)2 +(~Y')2] = _ F(Q) '~~(X2 + y2). 
2 dt dt dt Q 2 dt 

oder 

Nun ist aber (~:r + (~~r = c2 , wobei c die Geschwindigkeit unserer Molekel 

ist. Ferner ist x2 + y2 = Q2, so daB wir erhalten 

d(c2 ) = _ F(Ql d(Q21 = _ 2F(o) ~({ 
dt (! d t ~ dt' 

Wir zerlegen jetzt die Geschwindigkeit c in zwei Komponenten in der Richtung 
des Radiusvektor und senkrecht darauf, so wird 

(dQ)2 ('dcp)2 (d e )2 h2 
c2 = dt + 1]2 ,at = 'it + if' 

Ferner erhalten wir 
d(c2 ) de d2 Q 2h2 d(! dl] 
-dt- = 2 dt dt2 - 'r/"-d't = -2F(Q) dt' 

woraus schlieBlich folgt 
d2 Q h2 
--;;- - - = -F (Q) . 
d t - (!3 
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h ergibt sich aus folgender Dberlegung. In sehr groBer Entfernung von 
o k6nnen wir die Kraft F(e) vernachHi.ssigen. Dann ist die Geschwindigkeit 
konstant gleich der relativen Geschwindigkeit Y, mit der sich die Molekeln auf 
geradliniger Bahn einander nahern. Wir haben somit h = yb, wenn b der senk­
rechte Abstand der Molekel 0 von der geradlinigen Bahn ist. Folglich k6nnen 
wir die letzte Gleichung schreiben 

d2e b2y2 
dfi = ea - F (e) . 

Multiplizieren wir die Gleichung mit de/dt· dt und integrieren, so erhalten wir 

1 (de):! 1 b2 y2 r - - = C - - - - F (e) de. 
2 dt 2 e2 • 

Wir nehmen das Integral zwischen den Grenzen e und 00. Fiir e = 00 wird 
de/dt = y. Multiplizieren wir noch mit 2, so erhalten wir 

(dO)2 b2y2 f"" 
y2 - d~ = 7 - 2 F(g) de· 

(! 

1m Punkt C (Abb. 9) haben wir den kleinsten Abstand Ivon O. Dort steht die 
Bahn auf CO senkrecht, es muB daher d e/dt = 0 sein. Fiir den Punkt C ist also 

b2 y2 (X) 

0= y2 - e6 + '2 f F(g) de 
!.'o 

und es wird 

Wird nun eo < 0, unter 0 den Durchmesser einer Molekel verstanden, 
so wird ein ZusammenstoB stattfinden. Es bestimmt sich demnach bo , das ist 
der Grenzwert des b, bei dem gerade ein ZusammenstoB noch stattfindet, aus 
der Gleichung 

Fiir jedes kleinere b wird also ein ZusammenstoB stattfinden. Es ist so, als 
waren keine Anziehungskrafte vorhanden, dafiir ware aber der Durchmesser 
der Molekeln bo • Wenn wir demnach in die Formel fiir die mittlere Weglange 

l= -=-­Y2 Nn02 

b5 fiir 0 2 einfiihren, so wird diese 

l= 

J';;Nn,,+ + ,:!Fleldej 
1 

27* 
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Da r 2 der absoluten Temperatur proportional ist, so k6nnen wir 
00 2/ C - F(e)de=-r2 Jr 

a 

setzen, unter C eine Konstante verstanden, und es wird 

1 

67. SUTHERLANOS Formel fur den Reibungslt.oeffizienten. Setzen wir in 
die von uns abgeleitete Formel fUr den Reibungskoeffizienten (Ziff. 62) 'YJ = keel 
fUr l den von uns' eben gefundenen Wert, so 

kec 

'YJ = fzNna2 (1 + ~)" 
Fiir die Temperatur 0 0 erhalten wir 

'110 = (C)' 
-v;;,Nna2 1 + Jro 

Folglich ist C C _ 1+-- -1+-
C Jro VJr To 

17 = 170 T . --C- = 170 T --C- . 
o 1+- 0 1+_ 

T T 
Diese Formel fiir die Abhangigkeit der inneren Reibung von der Temperatur 
stimmt in vielen Fallen mit den Beobachtungen gut iiberein, freilich ist in die 
Formel eine Konstante C eingefUhrt worden, iiber die wir frei verfiigen k6nnen. 
Wir wollen zur Beurteilung der Genauigkeit der Formel zwei Tabellen und zwar 
fUr Luft und Kohlensaure angeben, wobei die beobachteten Werte den Versuchen 
von HOLMAN!) entnommen sind. 

Tabelle 3. In nere Rei bu ng. 

'!!... beob. 
I 

'!!... ber. I '!!... beob. '!!... ber. 
'10 '10 '10 '10 

Luft. 
14 0 1,038 1,118 

I 
88,8 0 1,241 1,241 

43 1,118 1,120 99,2 1,270 1,267 
67,8 1,185 1,186 124 1,331 1,329 

Kohlensaure. 
18 0 1,068 1,066 119.4 0 1.415 1,414 
41 1,146 1,148 142 1.484 1,490 
59 1,213 1,211 158 1,537 1.541 
79,5 1,285 1,280 181 1,619 1,614 

100,2 1,351 1,351 224 1,747 1,746 

Durch die SUTHERLANDsche Formel wurde auch von verschiedenen anderen 
Forschern die Abhangigkeit der inneren Reibung von der Temperatur und zwar 

1) S. W. HOLMAN, Proc. Arner. Acad. (New Series) Ed.1}, S. 13. 1885. 
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meist befriedigend dargestellt. Nichtsdestoweniger k6nnen wir nicht zugeben, 
daB sie eine folgerichtige Darstellung der Vorgange gibt. Bei der Voraussetzung 
der Gasmolekeln als vollkommen elastische Kugeln, die auBer beim StoB sonst 
keine Krafte aufeinander ausuben, k6nnen wir wohl annehmen, daB die Molekeln 
im Mittel die Geschwindigkeit jener Schicht erlangen werden, in der sie den 
letzten StoB erfahren haben. Bei jedem StoB findet ja; ein Energieaustausch 
statt und wie wir friiher (Ziff. 10 und 25) erfahren haben, nimmt jede Molekel 
eine Energie an, die gleich ist den Energien der Molekeln ihrer Umgebung. 

Nehmen wir nun Anziehungskrafte an, die zwischen den Molekeln wirken, 
so lenken die Molekeln bei jeder Begegnung einander mehr oder weniger aus 
ihren Bahneri ab und andern dabei auch ihre absolute Geschwindigkeit. Also 
auch ohne eigentliche Zusammenst6Be kann ein Austausch der Energien statt­
finden, wie ja schon MAXWELL gezeigt hat, in dessen Theorie - die Molekeln 
uben Krafte aufeinander aus, die verkehrt proportional der 5. Potenz der Ent­
fernung sind - ja Zusammenst6Be in dem von uns charakterisierten Sinn uber­
haupt nicht vorkommen. Wenn trotz der Vernachlassigungen, die SUTHERLAND 
macht, seine Formel in vielen Fallen brauchbar ist, so durfte dies in dem Umstand 
liegen, daB jener Teil des Energieaustausches, der vernachiassigt worden ist, 
auf die innere Reibung einen EinfluB ausubt, der in ahnlicher Weise wie der 
in Rechnung gezogene Energieaustausch mit der Temperatur wachst und ab­
nimmt, so daB wir sagen k6nnen, daB zwar die aus der Rechnung gewonnene 
Formel nicht in stichhaltiger Weise abgeleitet worden ist, daB sie aber innerhalb 
gewisser Grenzen dem wahren Vorgang proportional gesetzt werden kann. 

Da es sich bei der Bestimmung des Temperaturkoeffizienten der inneren 
Reibung nicht urn die absoluten Werte, sondern nur urn die Relativwerte der 
inneren Reibung handelt, so ist es naturlich nur notwendig, daB die Formel 
fUr den Reibungskoeffizienten Werte ergibt, die dem wirklichen Reibungskoeffi­
zienten proportional sind. 

68. REINGANUMS Theorie. Nach der BOLTZMANNschen Erweiterung des 
Verteilungsgesetzes der Geschwindigkeiten (Ziff. 33 und 35) k6nnen wir die 
Zahl der Molekeln in der Volumeinheit darstellen durch 

mr. 

N=Noe- kT , 

wobei X das Potential der auBeren Krafte ist, die auf die Masseneinheit des Gases 
wirken. Beziehen wir das auf die Kraft, die eine Molekel auf die Molekeln ihrer 
Umgebung ausubt, so wird im Fall von Anziehungskraften die Dichte des Gases 
in der Umgebung einer Molekel gr6Ber sein, als die Durchschnittsdichte des 
Gases, d. h. es werden zwei Molekeln bei ihrer Begegnung sich einander mehr 
nahern, als wenn die Anziehungskrafte nicht vorhanden waren, wie wir es ja 
bei der Darstellung der SUTHERLANDschen Uberlegungen ausfiihrlich nachge­
wiesen haben. Wir werden somit sagen k6nnen, daB infolge der Anziehungs­
krafte die Dichte des Gases urn jede Molekel sich vergr6Bern wird, so daB es fUr 
jede den Anschein hat, als wurde sie sich in einem dichteren Gas befinden, als 
es in Wirklichkeit der Fall ist. Fur dieses scheinbar dichtere Gas haben wir dann 
als Zahl der Molekeln in der Volumeinheit 

Q. 
N = NoeT , 

wenn No die wirkliche Zahl der Molekeln in der Volumeinheit unseres Gases 
ist und C eine positive Konstante bedeutet, indem wir fUr X, da wir Anziehungs­
krafte haben, einen negativen Durchschnittswert einzufUhren haben. Damit 
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haben wir bereits das wesentliche Resultat, zu dem M. REINGANUM1) in langerer 
strenger DurchfUhrung schlieBlich gelangte. 

Die mittlere Weglange 
1 

1=-=--
-Y2N no2 

c 
haben wir nun dahin abzuandern, daB wir fUr N den Ausdruck NeT zu setzen 
haben. Wir erhalten also 

1 
l=-----c· 

Y2N no2 / r 

Fiir den Koeffizienten der inneren Reibung gilt die Gleichung (Ziff. 62) r; = k e ct. 
In diese Gleichung set zen wir den neuen Wert der mittleren Weglange ein 
und erhalten so 

r;= 

Fiir 0 0 wiirden wir also haben 

woraus folgt 

r;o = 

c c 
r; _ c eT. _ V-T eT: 
--=-'-c- -C' 
r;o Co - To -

e'l' eT 

1st C ITo beziiglich CIT eine kleine Zahl, so geht die Gleichung ohne wei teres 
in die SUTHERLANDsche iiber, indem wir die e-Potenzen in Reihen entwickeln 
und mit dem zweiten Glied abbrechen konnen. Es ist deshalb nicht auffallend, 
daB auch diese Gleichung sich den Beobachtungen sehr gut anschlieBt; ja, sie 
ist sogar der SUTHERLANDschen Formel iiberlegen, indem sie z. B. fiir groBe 
Temperaturkoeffizienten wie bei Quecksilberdampf und den Estern sich noch 
verwenden laBt, wahrend die SUTHERLANDsche Formel dafiir versagt. Wir 
konnen also letztere als einen Spezialfall der REINGANUMSchen Formel ansehen. 
Auch gegen diese konnen wir dasselbe wie gegen die SUTHERLANDsche vorbringen. 
Sie zieht nur die Wirkung der ZusammenstoBe, nicht aber der Ablenkungen 
ohne ZusammenstoBe in Betracht. 

69. Korrektur an der Durchschnittsgeschwindigkeit der Molekeln, die 
nach einer Richtung fliegen. Wir haben bisher angenommen, daB die Ge­
schwindigkeitskomponente einer Molekel parallel zur Stromungsrichtung des 
Gases im Mittel der sichtbaren Geschwindigkeit des Gases an der Stelle ent­
spricht, wo der letzte ZusammenstoB der Molekel stattgefunden hat. Das stimmt 
wohl fiir die Durchschnittsgeschwindigkeit samtlicher Molekeln, die von einem 
bestimmten Punkt des Gases ausfliegen, ist aber nicht mehr richtig, wenn wir 
nur jene Molekeln in Betracht ziehen, die von dicsem Punkt aus nach einer 
bestimmten Richtung fliegen. Batte namlich eine Molekel als Durchschnitts­
geschwindigkeit die sichtbare Geschwindigkeit jenes Punktes, von dem sie aus­
fliegt, so wiirdc dies voraussctzcn, daB der lctzte StoB, den sie cmpfangcn hat. 

") M. H.EINGANU~r, Phys. lS. Ed. 2, S 2-+2 1,)1111'01. 
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mit einer Wahrscheinlichkeit erfolgt ist, die fiir aile Richtungen, aus welchen 
die stoBende Molekel gekommen sein kann, die gleiche ist. Dies ist aber tat­
sachlich nicht der Fall. Wollen wir namlich die Wahrscheinlichkeit wissen, 
mit welcher die stoBenden Molekeln aus einer bestimmten Richtung kommen, 
so konnen wir sie auf die Art finden, daB wir das Problem einfach umkehren 
und nach der Wahrscheinlichkeit fragen, mit wekher eine Molekel von gegebener 
Geschwindigkeit auf eine zweite von ebenfalls gegebener Richtung und Ge:­
schwindigkeit stoBt. Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, aile Mole­
keln hatten dieselbe Geschwindigkeit c. Die Zahl der ZusammenstoBe, die eine 
Molekel mit anderen macht. deren Richtung mit der Richtung der ersten Molekel 
den Winkel {} (Ziff. 45) einschlieBt, ist. 

dZ = ina2 rNsin{}d{}, 

wenn a den Durchmesser einer Molekel, r die relative Geschwindigkeit bedeutet, 
welche die Molekeln gegeneinander haben. und N die Zahl der Molekeln in der 
Volumeinheit ist. Wir haben sonach 

r = C-Y2 (1 - cos{}). 

Die Molekeln legen im Durchschnitt von einem StoB zum nachsten die mittlere 
Weglange l zuruck. Die Richtung der stoBenden Molekel wollen wir uns vor­
laufig nach abwarts gehend denken. Eine Ebene senkrecht dazu durch den 
StoBpunkt sei die xy-Ebene eines rechtwinkeligen Koordinatensystems, beziiglich 
deren WIT die negative z-Koordinate einer Molekel ihre Tiefe nennen. Die vor­
hergehenden StoBe der Molekeln erfolgten demnach in einer Tiefe -l cos{} . 
Multiplizieren wir diese GroBe mit der Zahl der ZusammenstoBe, integrieren 
nach dem Winkel {} iiber den ganzen Raum und dividieren das Resultat durch 
die Zahl der ZusammenstoBe, so ergibt dies die mittlere Tiefe, aus der die Molekeln 
kommen. Fiir die Summe samtlicher Tiefen finden wir somit 

:rr 

Nna2Clj . 4 5 = - "Vi - cos{} sm{} cos{}d{} = -5 Nna2 cl. Y2 1 
o 

Fur die Zahl der ZusammenstoBe ergibt sich 
:n; 

Z = --_- fi- cos{}sm{}d{} = _Nna2 c; Nna2 Cj,i . 4 
yn 3 

o 
die Molekeln kommen mithin aus einer mittleren Tiefe 

5 1 
Z =5 l . 

Aus dieser Formel ersehen wir, daB jede Molekel ihre Geschwindigkeit 
durch Molekeln erlangt hat, die von einem Punkt kommen, der im Durchschnitt 
urn tl tiefer liegt als die Stelle des letzten ZusammenstoBes. Deshalb konnen 
wir auch nicht annehmen, daB unsere Molekel eine Geschwindigkeit besitzen 
wird, die mit der sichtbaren Geschwindigkeit des Gases iibereinstimmt, da die 
Richtungen der sie stoBenden Molekeln iiber den Raum nicht gleichmaBig ver­
teilt sind. 

Das eine ist nun klar, daB wegen der allseitig gleichen Verteilung der Ge­
schwindigkeiten eine Molekel, die aus einer gewissen Tiefe kommt, als Durch­
schnittsgeschwindigkeit nicht die sichtbare Geschwindigkeit des letzten Zu­
sammenstoBpunktes besitzt. Wiirden die stoBenden Molekeln jene Durchschnitts-
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geschwindigkeit besi tzen, die das Gas in den Tiefen hat, aus denen sie kommen, 
so hatten somit unsere gestoBenen Molekeln die Geschwindigkeit jenes Punktes, 
die urn t l tiefer liegt als der ZusammenstoBpunkt. Nach der obigen Dberlegung 
konnen wir aber nicht voraussetzen, daB die stoBenden Molekeln dieser Bedingung 
entsprechen, sondern auch sie willden jetzt durch die friiheren StoBe eine Ge­
schwindigkeit erlangen, die wieder einem urn t l entfernteren Punkt entsprache. 
Es werden deshalb mit dieser Beriicksichtigung unsere Molekeln auch nicht die 
Geschwindigkeit jener Stelle haben, die urn t l tiefer liegt als der letzte Zusammen­
stoBpunkt, sondern sie hatten jetzt die Geschwindigkeit jenes Punktes, der urn 
t (l + t l) tiefer liegt. Aber auch dies ist noch nicht vollig richtig; denn wir 
miissen von StoB zu StoB die Entfernung, aus der die Molekeln kommen, urn 
t l vergroBern, urn deren resultierende Wirkung richtig in Rechnung zu ziehen. 
Wenn wir nun annehmen, wir hatten ein Gas, das parallel zur z-Achse ein Ge-

schwindigkeitsgefalle - ~: besitzt, und wir legen durch dasselbe eine Ebene 

und es kommt gegen diese Ebene von un ten eine Molekel geflogen, deren Ge­
schwindigkeitsrichtung mit der z-Achse einen Winkel if einschlieBt, so diirfen 
wir nicht annehmen, daB diese Molekel eine durchschnittliche Geschwindigkeits­
komponente in der Richtung der Stromung besitzt, die das Gas in der Tiefe lcos if 
unter der Ebene hat, sondern daB es als Durchschnittsgeschwindigkeit die 
Geschwindigkeit jener Gasschichte hat, die sich in der Tiefe 

( 1 1 ) 5 cos if l + - l + -[2 + . .. = -l cos {) . 5 52 4 

befindet. Wir haben deshalb in die gewohnliche Formel fUr den Reibungs­
koeffizienten 11 = teel die rechte Seite noch mit t zu multiplizieren, woraus folgt 

5 
11 = 12 eel. 

Diese Ableitung riihrt von G. JAGER!) her. Spater befaBte sich mit der­
selben Frage JEANS2), der auch das MAXWELLsche Verteilungsgesetz der Ge­
schwindigkeiten in Rechnung zog. JAGER, der JEANS Dberlegungen nicht in 
jeder Beziehung zustimmt, behandelte neuerdings diesen Gegenstand3). Er 
gelangte dabei zu iiberaus komplizierten bestimmten Integralen, die sich nur 
mit Hilfe mechanischer Quadraturen losen lassen. 

70. Abhangigkeit der inneren Reibung von der Dichte der Gase. Wir 
haben die Reibungsformel 11 = keel (Ziff.62) unter der Voraussetzung ab­
geleitet, daB wir es nur mit maBig dichten Gasen, oder besser gesagt, mit idealen 
Gasen zu tun haben, also solchen, die das BOYLE-CHARLEssche Gesetz befolgen. 
Dies ist aber nur moglich, wenn wir die GroBe der Molekeln gegeniiber ihrer 
mittleren WegHinge vernachlassigen konnen. Oder wir konnen auch so sagen: 
Unsere Formel wird nur dann Giiltigkeit haben, wenn das Volumen, das die 
Molekeln wirklich mit Materie ausfUllen, gegeniiber dem Volumen des GefaBes, 
d. i. jenem Volumen, das ihnen fUr die Bewegung zur Verfiigung steht, ver­
nachlassigt werden kann. 

Wir haben aber schon (Ziff. 50) erwahnt, daB bei groBer Dichte die mittlere 
Weglange infolge der Ausdehnung der Molekeln kleiner wird. Andererseits 
wachst aber mit zunehmender Dichte der Druck des Gases rascher, als nach 

') C;. JAGER, Wiener Eer. (2a) Ed. 108, S. 452. 1899· 
2) J. H. JEANS, PhiL Mag. (6) Ed. 8, S. 700. 1904. 
") G. JAGER, Wiener Eer. (2a) Bd. 127, S.849. 191R. 
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dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz folgen wiirde. D. h. die Zahl der Molekeln, 
die in der Sekunde die Flacheneinheit einer Ebene passieren, nimmt rascher 
zu, als bei Giiltigkeit des BOYLE-CHARLESschen Gesetzes es der Fall sein wiirde. 
Dies hat alles G. JAGER 1) in Betracht gezogen und eine Formel fiir die innere 
Reibung bei h6herem Druck abgeleitet, die folgende Form hat 

( 1 8b b2 ) 
'f} = 'f}o A + v + 16A v2 • 

A stellt dabei eine Reihe nach wachsenden Potenzen von b/v dar. Leider sind nur 
die ersten Glieder dieser Reihe bis jetzt berechnet worden und zwar ist 

A=1+~~+ .. ' 
2 v 

Das Glied 1/A korrigiert die mittlere Weglange, die andern beiden die Ausdehnung 
der Molekeln und den Druck des Gases. 

Wie man sieht, laBt sich darnach die innere Reibung in ihrer Abhangigkeit 
vom Volumen des Gases darstellen durch eine Reihe in der Form 

'f} = 'f}o (1 + a 1 ~ + a2 b: + ... ). 
v v 

Anstatt b/v k6nnten wir auch (hie schreiben, wenn e die dem Volumen v und el 
die dem Volumen b zukommende Dichte des Gases ist. Dann wird 

'f) = 'fJo (( + a 1 R + a2 e; + ... ) . 
el e1 J 

Mit wachsender Dichte wird also der Reibungskoeffizient immer rascher zu­
nehmen. 'fJo ware also jener Reibungskoeffizient, der unabhangig von der Dichte 
ist. Das ist dann der Fall, wenn e gegen el sehr klein wird, wie es ja bei Gasen 
unter normalem Druck der Fall ist. 

Diese Gleichung enthalt nicht die Temperatur. Das heiBt weiter, daB 'f} 
mit der Temperatur sich gerade so andert wie 'f}o und daB das VerhaItnis 'fJI'f}o 
nur von der Di~hte des Gases abhangt. Dies bestatigen die Versuche von WAR­
BURG und BAB02) fiir die innere Reibung der Kohlensaure, wie aus folgender 
dem WINKELMANNschen Handbuch der Physik entnommenen Tabelle zu er­
sehen ist: 

Tabelle 4. Innere Reibung der Kohlensaure. 

t = 40,30 t = 32,60 

Dichte 

I Druck 'I Druck 'f} 

0,100 45,3 at 0,000180 43,1 at -
0,170 64,3 " 196 60,3 " 0,000188 
0,240 75,9 " 218 69,9 " 213 
0,310 82,7 " 243 74.6 " 

I 
239 

0,380 86.8, 275 76.6 .. 270 
0.450 89.2 " 316 77.2 " 304 
0,520 91.7 " 366 77.6 " 351 
0,590 94.9 " 426 78.2 " 414 
0.660 

I 
101.6 " 499 80.7 " 493 

0.730 114.6 " 580 88.5 " 574 
0.810 - - 107.3 " 677 

1) G. JAGER, Wiener Ber. (2a) Bd.105, S.97. 1896; Bd.108. S.447. 1899; Bd.109. 
S. 74. 1900. . 

2) E. W"'RBURG U. L. v. BABO. Wied. Ann. Bd. 17. S.390. 1882. 
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In welcher Weise die Reibung der Gase durch hohe Verdiinnung beeinfluBt 
wird, werden wir spater gleichzeitig mit anderen Eigenschaften hoch verdiinnter 
Gase behandeln. 

71. Zahlenwert der mittleren WegUinge und StoBzahl.· Wir haben er­
fahren, daB der Koeffizient der inneren Reibung experimentell bestimmt werden 
kann. In der Formel 'f} = k e (;1 sind also aile Gr6Ben mit Ausnahme der mittleren 
Weglange 1 zahlenmaBig festzustellen. Damit k6nnen wir 

'f} 
1 = ke c 

seinem Zahlenwert naeh angeben. Auf die Luft angewendet, erhalten wir natiir­
lieh einen Mittelwert der mittleren Weglangen der einzelnen Bestandteile der 
Luft. Wenn wir naeh O. E. MEYER!) fUr die Temperatur 0 0 'f} = 0,000172, 
c = 447m, e = 0,0012932 setzen, wird 

1 = 96,10- 7 em. 

Fiir die Zahl der Zusammenst6Be einer Luftmolekel in der Sekunde folgt daraus 

Z = T = 4650 Millionen. 

Wir wollen noeh eine kleine Tabelle folgen lassen, die wir der "Gastheorie" von 
o. E. MEYER entnommen haben. Dabei sind die Weglangen in Zentimeter an­
gegeben und gelten bei einer Temperatur von 0 0 und fUr einen Druck von 76 em 
Queeksilbersa ule. 

Tabelle 5. 
Innere Reibung, mittlere Weglange und Sto.6zahl 

d er Molek eln. 

'1 Z 

Wasserstoff 0,000084 0,0000178 9520 Mill. 
Ammoniak. 098 71 8160 " Wasserdampf 097 71 7980 " Kohlenoxyd 167 95 4800 " Stickstoff 167 95 4780 " Sauerstoff 191 102 4180 

" Kohlensaure 145 65 5530 " 
Die mittlere Weglange liegt also im allgemeinen noeh unter der Wellen­

lange des sichtbaren Liehts, wahrend die StoBzahl eine iiber alle Vorstellung 
groBe Zahl ist. 

72. GroBe der Molekeln und LOSCHMIDT sehe Zahl. Die Gleiehung, die 
wir fUr die mittlere Weglange (Ziff.47) fanden 

l=~-, 
Y2Nna2 

wollen wir beiderseits dureh a dividieren, erhalten also 

1 

Daraus gewinnen wir 
a = V2 N n a3 l = 6 ti N!!:... a3 l . 

6 
Nehmen wir an, wie wir es haufig getan haben, a sei der Durehmesser einer 

kugelf6rmig gedaehten Molekel, so ist !!:... a3 niehts anderes als das Volumen 
6 

1) o. E. MEYER, Gastheorie, S. 322. 
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eirier Molekel. N 7l03/6 ist somit das Volumen samtlicher Molekeln in der Volum­
einheit des Gases. Nach J. LOSCHMIDT1), der diese Dbedegung zum erstenmal 
machte, entspricht dieses dem kleinsten Volumen, auf welche das Gas gebracht 
werden kann, und er nimmt an, daB dies im fliissigen Zustand angenahert er­
reicht sei. Nennen wir dieses Volumen b, so ergibt uns die Formel 

0= 6f2bl 
die Moglichkeit, den Durchmesser der Molekeln zu finden, da wir ja aile Gase 
verfliissigen und somit die GroBe b bestimmen konnen. In folgender kleinen 
Tabelle2) seien einige Werte des so gefundenen Molekeldurchmessers angegeben. 

Tabelle 6. 
Minimalvolumen und Molekeldurchmesser. 

Ammoniak. 
Kohlensaure 
Cyan .. . 
Chlor .. . 

b 

0,00173 
293 
424 
301 

a 

104' 10- 9 em 
162' 10- 9 .. 
144' 10-9 .. 
117' 10- 9 .. 

Dbrigens hat man fUr viele Gase und Dampfe nach obiger Formel die GroBe 
der Molekeln berechnet und fUr die einfachen Korper fast aIle von derselben 
GroBenordnung 1/107 cm gefunden. Natiirlich kann es sich hiernur urn die Kennt­
nis der GroBenordnung der Molekeldurchmesser handeln, aber es hat eine Reihe 
von Methoden (s. ds. Randb. Bd. XXII, GroBe und Bau der Molekiile), die spater 
auf Grund der kinetischen Theorie der Gase und Fliissigkeiten, der Kapillaritat 
und anderer Eigenschaften der Korper gefunden wurden, die gleiche GroBen­
ordnung der Molekeln ergeben. Wir wollen auf aIle diese Methoden nicht weiter 
eingehen, da sie in jiingerer Zeit durch andere auf elektrischem Gebiet weit 
iibertroffen wurden, worauf wir hier nur hinweisen konnen. 

Noch wichtiger als die Kenntnis der GroBe der Molekeln ist die Feststellung 
ihrer Zahl. Wir haben ja (Ziff. 11) erfahren, daB unter gleichem Druck und gleicher 
Temperatur nach der Regel von AVOGADRO aIle Gase in der Volumeinheit dieselbe 
Zahl von Molekeln enthalten. Gehen wir von den Gleichungen 

N7lo3 1 
tJ = -- und l = -=---

6 f2N7lo2 

aus, erheben die erste aufs Quadrat, die zweite zur 3. Potenz und multiplizieren 
beide miteinander, so erhalten wir 

Daraus folgt 

1 

nY27lN' 

Da auf der rechten Seite dieser Gleichung die GroBen b und l zahlenmaBig an­
gegeben werden' konnen, so sind wir schlieBlich auch in der Lage, die Zahl der 
Molekeln in einem Kubikzentimeter eines Gases zu berechnen. Auch dies hat 
LOSCHMIDT bereits getan. Auf ein Mol eines Korpers bezogen, muB die Zahl 
der darin enthaltenen Molekeln natiirlich fUr aIle Korper dieselbe sein. Wir 
wollen sie die Loschmidtsche Zahl nennen. Diese Zahl ist es hauptsachlich, 

1) J. LOSCHMIDT, Wiener Ber. (2a) Bd. 52, S.395. 1865. 
2) O. E. MEYER, Gastheorie, S. 322. 
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die in jiingerer Zeit durch elektrische und andere Methoden mit groBer Genauig­
keit bestimmt werden konnte. Sie ist rund 

62.1022 • 

Man bezeichnet haufig mit dem Namen "Loschmidtsche Zahl" die Zahl 
der Molekeln eines Gases in 1 cm3 beim Druck einer Atmosphare und der Tempera­
tur 0°. Die von uns so bezeichnete Zahl wird oft die "AVOGADROSche Zahl" 
genannt, aber mit Unrecht; denn zu AVOGADROS Zeiten hatte man von einer 
Zahl der Molekeln noch nicht die geringste Kenntnis. 

b) Warmeleitung. 
73. Definition der Warmeleitung. Wir haben gesehen, daB in einem Gas, 

dessen einzelne Teile sich in Bewegung gegeneinander befinden, allmahlich 
Ruhe eintritt, wenn das Gas sich selbst iiberlassen bleibt, d. h. keine auBeren 
Krafte das Gas in Bewegung erhalten. Ebenso bleibt irgendeine Temperatur­
verteilung in einem Korper, bei der die verschiedenen Punkte des Korpers ver­
schiedene Temperaturen haben, sobald wir ihn sich selbst iiberlassen, nicht be­
stehen, sondern es tritt ein Ausgleich der Temperaturen ein, bis alle Punkte 
des Korpers dieselbe Temperatur besitzen. Es wird also solange Warme von 
Punkten hoherer zu Punkten tieferer Temperatur stromen, solange Stellen ver­
schiedener Temperatur im Korper vorhanden sind. 

In einem Gas sind derartige Warmestromungen gewohnlich mit Gasstro­
mungen selbst verbunden, aber es lassen sich leicht Anordnungen finden, bei 
denen Gasstromungen ausgeschlossen sind. Raben wir etwa das Gas zwischen 
zwei horizontalen Platten, deren obere eine hohere Temperatur als die untere 
hat, so wird die obere Schichte des Gases spezifisch leichter als die tiefere sein 
und die Schwere kann keine Stromung des Gases hervorrufen, wahl wird aber 
bestandig eine Warmestromung von der oberen zur unteren Platte statthaben. 
Machen wir die untere Platte zur xy-Ebene eines Koordinatensystems, so geht 
der Warmestrom entgegengesetzt der positiven z-Achse. Halten wir die Tem­
peraturen der beiden Platten konstant, so wird sich eine station are Warme­
stromung herstellen. Folglich muB durch die Flacheneinheit einer jeden zu den 
Platten parallelen Ebene in der Sekunde eine ganz bestimmte Warmemenge 
stromen. 

Diese Warmemenge W kann nun erfahrungsgemaB dem Temperaturgefalle 

- ~~ proportional gesetzt werden, so daB wir 

dT 
W= -,,-

dz 

bilden konnen, wobei die GroBe" eine sog. Materialkonstante ist, indem sie ledig­
lich von der Natur des Korpers abhangig ist, durch den die Warme stromt. Je 
groBer also" ist, desto groBer ist unter sonst gleichen Bedingungen die Warme­
menge, die durch die Querschnittseinheit unseres Korpers stromt, urn so besser 
leitet der Korper die Warme. "kann also als MaB der Fahigkeit, die Warme 
zu leiten, gelten, weshalb man es die Warmeleitungsfahigkeit oder das 
Warmeleitungsvermogen des Korpers nennt. 

Von dem Warmeinhalt eines Gases haben wir uns (Zif£. 1) eine ganz be­
stimmte Vorstellung gemacht. Fur ideale Gase besteht der Warmeinhalt ein­
fach in der kinetischen Energie der Molekeln. Wollen wir also die Warmestromung 
in einem Gas darstellen, so lauft das auf den Transport der kinetischen Energie 
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hinaus. Ein Ausgleich der Temperatur ist einfach ein Ausgleich der kinetischen 
Energie der Molekeln und das Temperaturgleichgewicht besteht in der Gleich­
heit der mittleren kinetischen Energie der Molekeln. Ferner ist die Warme­
leitungsfahigkeit jener Betrag von kinetischer Energie, der beim Temperatur-

gefille - ddT = 1 in der Zeiteinheit die Querschnittseinheit des Korpers 
. t z passIer. 
74. Kinetische Theorie der Warmeleitung. Das Wandern der kinetischen 

Energie in einem Gas infolge eines Temperaturgefalles wird durch die Bewegung 
der Molekeln hervorgerufen und zwar in genau derselben Weise wie das Wandern 
der BewegungsgroBe bei der inneren Reibung eines Gases. Gelangen Molekeln 
aus warmeren Schichten in kaitere, so kommen sie aus Schichten hoherer kine­
tischer Energie der Molekeln in so1che niedrigerer. Sie werden also an die kaitere 
Schichte, dadurch daB sie deren mittlere Molekularenergie annehmen miissen, 
Energie abgeben und umgekehrt, kommen Molekeln aus kaiteren Schichten 
in warmere, so werden sie Energie aufnehmen, also der warmen Schicht Energie 
entziehen. . 

Wir denken uns eine Temperaturanderung lediglich in der Richtung der 
z-Achse, indem wir etwa, wie bereits (Ziff. 73) gezeigt worden ist, das Gas zwischen 
zwei horizontalen Platten haben. Der Temperaturanstieg sei ein linearer, so 
daB wir die Temperatur einer Schicht parallel zur xy-Ebene darstellen konnen 
durch dT 

T= To + dz z, 

wobei also To die absolute Temperatur des Gases in der xy-Ebene ist. 
Die mittlere kinetische Energie einer Molekel mc 2/2 (Ziff. 8) ist proportional 

der absoluten Temperatur. Wir konnen also 

mc2 mc~ 
'2=2(1 +(%:t) 

setzen, wenn wir unter (%: den Ausdehnungskoeffizienten der Gase verstehen. 
m~ (%:/2 ist also die Zunahme der mittleren kinetischen Energie einer Molekel, 
wenn die Temperatur des Gases urn einen Grad steigt. Wir konnen diese GroBe 
somit als die Warmekapazitat einer Molekel und 

C2(%: _o_=y 
2 

als die spezifische Warme des Gases bei konstantem Volumen ansehen. Wenn 
also eine Molekel in der Rohe z ihren letzten ZusammenstoB erfahren hat, so 
wird 

im Mittel ihr Warmeinhalt sein und passiert sie eine bestimmte Ebene, die wir 
etwa zur xy-Ebene wahlen konnen, so tragt sie ihren ganzen Warmeinhalt durch 
diese Ebene. 

Die gesamte Warmemenge, die in der Sekunde durch die Flacheneinheit 
der xy-Ebene getragen wird, konnen wir nun genau so berechnen wie bei der 
Theorie der inneren Reibung die gesamte BewegungsgroBe. Dort gingen wir 
von der BewegungsgroBe aus, die eine Molekel transportiert und fanden dafiir 

(Ziff. 60) m( Uo + ~~ z). Wenn wir also den Warmetransport nach Analogie 
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der inneren Reibung finden wollen, so brauchen wir in allen FormeIn fUr die 
innere Reibung an Stelle der Masse m nur das Produkt my und an Stelle der 
sichtbaren Geschwindigkeit u die Temperatur T zu setzen. Fiir den Reibungs-
koeffizienten fanden wir k N - l k - l 

1] = mc = (!C . 

In gleicher Weise ergibt sich fiir die Warmeleitung die Gleichung 

" = kNmc ly = k(!c ly. 

Die erste Ableitung der Warmeleitung hat ebenso wie die der inneren Rei­
bung MAXWELL gegeben. Zu erwahnen waren etwa noch die Arbeiten von BOLTZ­
MANN und aus neuerer Zeit die von S. CHAPMAN und D. ENSKOG. Es sind das, 
wie es in der Natur der Sache liegt, dieselben Arbeiten, die wir bereits bei der 
Theorie der inneren Reibung zitiert haben. 

Aus dem Vergleich von 1] und " folgt die innige Beziehung zwischen innerer 
Reibung und Warmeleitung 

In der Tat zeigt das Experiment, daB "/'fJ eine konstante GroBe ist, die sich weder 
mit dem Druck noch mit der Temperatur wesentlich andert. Es muB also auch 
das Warmeleitungsvermogen der Gasevom Druck unabhangig sein. Es hat 
dies zuerst STEFANI) gezeigt mit einem Apparat, der aus zwei ineinander befind­
lichen Zylindern bestand. Der Zwischenraum wurde mit dem zu untersuchenden 
Gas gefUllt, wahrend der innere Zylinder als Luftthermometer beniitzt wurde. 
Das Ganze wurde mit Eis umgeben und am Luftthermometer die Abkiihlung 
gemessen. Ahnliche Versuche, jedoch kugelformig angeordnet, machten KUNDT 
und WARBURG2), die besonderes Gewicht auf die Eliminierung der Strahlung 
legten. Die Versuche wurden von anderen vielfach wiederholt und verbessert. 
Wahrend bereits STEFAN nachweisen konnte, daB die Warmeleitung der Luft 
in der Tat vom Druck nnabhangig ist, zeigten jedoch spater genauere Versuche, 

" daB die Formel - = y nicht erfiillt wird, sondern es besteht die Beziehung 
r/ 

" -=Ky, 
'fJ 

wobei K von der Atomzahl der Gasmolekeln abhangig ist, und zwar ergibt sich 
fiir einatomige Gase K = 2 . 5, fur zweiatomige K = 1 . 9, fUr drei- und mehr­
atomige liegt K zwischen 1,5 und 1,75. Die Theorie dafUr hat CHAPMAN in der 
bereits zitierten Abhandlung gegeben. Doch erhielt schon MAXWELL fUr ein-

atomige Gase die Beziehung ~ = 2 . 5 y . 
'fJ 

c) Diffusion. 
75. Definition der Diffusion nnd des Diffusionskoeffizienten. Wir 

denken uns ein vertikales zylindrisches oben und unten abgeschlossenes GefaB. 
In der Mitte solI es durch einen luftdichten Schieber in zwei Halften geteilt 
sein. Wir fUllen bei geschlossenem Schieber die beiden Halften mit verschiedenen 
Gasen und zwar so, daB in der oberen Halfte das leichtere, in der unteren das 
schwerere Gas sich befindet. In beiden HaJften herrsche derselbe Druck. Offnen 
wir den Schieber, so breitet sich das obere Gas nach unten, das untere nach 

1) J. STEFAN, Wiener Ber. (2a) Bd. 65, S. 48. 1872. 
2) A. KUNDT u. E. WARBURG, Pogg. Ann. Bd. 156, S. 177. 1875. 
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oben aus, indem sich beide Gase durchdringen, bis im ganzen GefaB uberall 
dieselbe Gasmischung vorhanden ist. Dieses gegenseitige Durchdringen zweier 
Gase ohne dabei auftretende sichtbare Stromungen nennen wir Diffusion 
und zwar im Gegensatz zum Wandem durch porose Wande gewohnlich freie 
Diffusion. 

Die Diffusion kann also solange beobachtet werden, solange ein Gasgemenge 
an verschiedenen Punkten des GefaBes verschiedene Konzentration hat, wenn 
wir etwa unter Konzentration die Menge des Gases in der Volumeinheit ver­
stehen. Es wandert dann das Gas von Punkten hoherer Konzentration zu Punkten 
niedrigerer, also wie etwa die Warme von Stellen hoherer zu solchen niedrigerer 
Temperatur sich bewegt. In der Tat konnen wir die Diffusion des Gases durch 
eine ganz analoge Formel ausdrucken wie den Vorgang der Warmeleitung. Es 
kompliziert sich die Erscheinung nur insofem etwas, als wir es bei der Diffusion 
immer mit zwei Gasen zu tun haben. Nehmen wir also z. B. an, in unserem 
zylindrischen Rohr nehme die Konzentration des schwereren Gases von unten 
nach oben linear mit der Rohe ab, die des leichteren von unten nach oben zu. 
Nennen wir die Konzentration des leichteren Gases etwa Cv die des schwereren C2 , 

so konnen wir erfahrungsgemaB die Menge des leichteren Gases, die in der Zeit-

einheit durch die Einheit des Querschnitts wandert, durch - £51 ~Cl aus-

dr k A I hal . f" d' Md' G zJI dC2 uc en. na og er ten Wlr ur Ie enge es zwelten ases - U2 ---;[Z. 

Drucken wir die Konzentration des Gases durch die Zahl der Molekeln in der 
Volumeinheit aus, so ist die Zahl der Molekeln, die in der Sekunde durch die 
Flacheneinheit des GefaBquerschnitts wandem, 

dNI 
Z 1 = - £51 ----;rz 

Fur das zweite Gas erhalten wir gleicherweise 
. dN2 

Z2 = -~2 dz . 

Da der Dru,ck des Gasgemenges im GefaB uberall derselbe sein muB, so mussen 
durch den Querschnitt ebensoviel Molekeln des einen Gases nach der einen 
Richtung wandem als vom andem Gas nach der entgegengesetzten. Es muB 
somit ZI = Z2 sein. Die Zahl N der Molekeln in der Volumeinheit des Gas­
gemenges muB aber ebenfalls konstant sein. Foiglich muB fur alle Punkte des 
Gases gelten Nl + N2 = N. Differenzieren wir diese Gleichung nach z, so er-

. . dNI dN2 dNI dN2 ." 
halten Wlr dz + dz = 0 oder d"Z = - d"Z' DIe Anderung der Molekel-

zahl oder, was auf dasselbe hinauskommt, des Partialdrucks ist also fUr beide 
Gase dieselbe, ihre Richtungen sind aber entgegengesetzt. Aus all dem folgt 
aber, daB auch £51 = £52 = £5 sein muB, wobei wir jetzt £5 den Diffusionskoeffi­
zienten der beiden gegeneinander diffundierenden Gase nennen. 

76. Kinetische Theorie der Diffusion. Wir wollen nach dem Vorher-
gehenden dN dN 

__ 1 = ___ 2 = IX 

dz dz 

setzen, wobei wir unter IX eine Konstante verstehen, d. h. wir haben ein lineares 
Konzentrationsgefalle. Es wird also 

N 1 =911 +IXZ, N 2 =912 -IXZ. 

911 und 912 sind die Werte von Nl bez. N2 fUr z = o. 
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Wir wollen jetzt untersuchen, wieviel Molekeln von jedem Gase die Flachen­
einheit des Querschnitts in der Sekunde passieren. Wir haben dabei zu beachten, 
daB von beiden Gasarten Molekeln sowohl von unten nach oben als von oben 
nach unten die xy-Ebene durchfliegen und daB fUr den jeweiligen Gastransport 
die algebraische Summe der Richtungen fUr jedes Gas in Betracht kommt. 

Wir legen parallel zur xy-Ebene zwei Ebenen, die urn dz voneinander ab­
stehen. Aus diesen Ebenen schneiden wir die Flacheneinheit derart heraus, 
daB ein Zylinder von der Grundflache 1 und der Rohe dx entsteht, der somit 
N1 dx Molekeln des ersten Gases enthalten wird. Diesen Molekeln soIl die mittlere 
Weglange 11 und die Geschwindigkeit C1 zukommen. Wir machen also die ver­
einfachende Annahme, daB aIle Molekeln dieselbe Geschwindigkeit haben. Eine 
jede solche Molekel wird in der Sekunde c1111 ZusammenstoBe erfahren. In unserem 

unendlich dunnen Zylinder finden demnach in der Sekunde ~lC1dz Zusammen-
1 

stoBe derartiger Molekeln statt. Wir konnen sagen, daB diese Zahl in der Sekunde 
von unserem Zylinder ausfliegt. 

Wir haben nun fruher (Ziff.43) kennengelernt, daB von n Molekeln 

.!!..e 
I 

r 
I 

dr 

em en Weg zwischen r und r + dr bis zum nachsten ZusammenstoB zuruck­
N1 c1 

legen. Auf die -I - dz Molekeln angewendet, werden also 
1 

r 

N 1 c1 e -T; d d 
--IY-- z r 

einen Weg zwischen r und r + dr zurucklegen. AIle Molekeln, deren Bewegungs­
richtungen mit der negativen z-Achse einen Winkel {} einschlieBen derart, daB 
rcos1J> z ist, mussen die xy-Ebene passieren. Die Zahl der Molekeln, die 
Richtungswinkel zwischen {} und {} + d{} haben, ist nun (Ziff.45) 

Daraus finden wir fur die Gesamtzahl der Molekeln, welche die xy-Ebene passieren 
konnen arccos~ _.!: ( z) 

-.!: f N c e I. 1 --N 1c1e I. dzdr. 1 1 r 
12 sm{}d{} = 12 dzdr. 

2 1 2 1 
o 

Wenn wir diesen Ausdruck nach z innerhalb der Grenzen 0 und r integrieren, 
so finden wir die Zahl samtlicher Molekeln, die aus einer Rohe zwischen z = 0 
und z = r kommen und die Flacheneinheit der xy-Ebene durchsetzen. Beachten 
wir noch, daB N1 = ?R1 + IXZ ist, so ergibt dies 
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Die Gesamtzahl der Molekeln des ersten Gases, die in der Sekunde die Flachen­
einheit der xy-Ebene in der Richtung der negativen z-Achse passieren, erhalten 
wir nun durch Integration nach r von 0 bis 00. Dies durchgefUhrt ergibt 

00 

in1 C1j~ - f d (X C1 f 2 - f d in1 C1 + (X C1 11 -- re 1 r+-- reI r=-- ---. 
4li 12li 4 6 

o 0 

In gleicher Weise konnen wir die Zahl der Molekeln berechnen, die in entgegen­
gesetzter Richtung die xy-Ebene durchfliegen. Fur deren Zahl ergibt sich 

in1 c1 (X c1 11 
------

4 6 

Die Differenz beider Zahlen ~c111 ist somit der UberschuB der Molekeln auf der 
3 .. 

negativen Seite der xy-Ebene. In derselben Weise ergibt sich fUr den UberschuB 

d 1 . G f d . . S' tx c2 12 er Mo ekeln des zwelten ases au er posltIven elte --3 - . 

c1 11 und c2 12 werden im allgemeinen voneinander verschieden sein, so daB 
(X 
- (c1 11 - c2 12) Molekeln mehr nach unten als nach oben wandern. Da aber 
3 

N1 + N2 = N sein muB, so muB gleichzeitig eine Verschiebung des ganzen 

Gasgemenges stattfinden, indem ~ (c1 11 - c2 12) Molekeln desselben nach oben 
3 

wandern. Es gehen somit vom ersten Gas in der Sekunde durch die Querschnitts­
einheit von oben nach unten 

(X c1 11 (X in1 (X 
-- - - (c1 11 - c212) N = ~N (c1 11 in2 + c212in1) 

3 3 3 
Molekeln. Vom entgegengesetzt wandernden Gas mussen ebensoviel Molekeln 
passieren. Wir konnen also fur die Zahl der passierenden Molekeln ganz all­
gemein die Gleichung aufstellen 

(X , 

Z = 3 N (c1 1l N2 + c212 N 1) • 

Diese Gleichung wird fUr jeden Querschnitt gelten, auch wenn das Konzen­
trationsgefalle kein konstantes ist, da wir innerhalb der kurzen Strecke von der 
Lange der mittleren Weglange dieses immer als konstant ansehen konnen.' Setzen 

wir fur (X seinen Wert d;l ein und bedenken wir, daBnach dem Friiheren 

(Ziff. 75) Z = -b dd~l ist, :0 erhalten wir 

Z 1 ( i~ d~ = - 3 N cl l l N 2 + c2 12 N l ) dz = -b dz . 

Das negative Vorzeichen fur Z ist zu wahlen, weil das erste Gas von oben nach 
unten stromt. 

Somit ergibt sich fUr den Diffusionskoeffizienten 
1 

b = 3N (c1 11 N 2 + c212N l ) . (47) 

Fur 11 und 12 sind jene Werte der mittleren Weglange einzusetzen, die wir fiir 
Gasgemenge (Ziff. 48) gefunden haben. 

Bei unserer Ableitung .des Diffusionskoeffizienten haben wir uns im wesent­
lichen der Darstellung O. E. MEYERS l ) angeschlossen. 

1) O. E. MEYER, Gastheorie, S.248; math. Zus. 116. 

Handbuch der Physik. IX. 28 
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77. Folgerungen aus der Formel fiir den Diffusionskoeffizienten. Der 
Ausdruck c1 li N" + C"l2 Nl ist vom Druck unabhangig. Wiirden wir namlich 
das Gasgemisch komprimieren,so wiirde sowohl N 1 als N 2 dem Druck proportional 
wachsen, gleichzeitig sind aber die mittleren Weglangen II und l2 dem Druck 
verkehrt proportional, so daB eine Anderung des Drucks auf unsem Ausdruck 
keinen EinfluB haben kann. Es wird somit b einfach verkehrt proportional N 

N -2 

und, da p = ~ ist, verkehrt proportional dem Druck p sein, falls wir die 

Temperatur k2nstant halten. BUden wir aus der Druckgleichung N = 3 ~2 ' 
mc 

so ist 1/N auch der absoluten Temperatur proporti0nal, und da in dem Klammer­
ausdruck fur b C1 und C2 der Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur pro­
portional sind, somuB der Diffusionskoeffizient der tten Potenz der absoluten 
Temperatur proportional sein. 

-Die Abhangigkeit des b vom Druck hat sich tatsachlich bestatigt. Die 
ersten genaueren Versuche dieser Art machte LOSCHMIDT1). Er verschloB ein 
ungefahr 1 m langes Glasrohr oben und unten mit Spiegelplatten, die mit Hahnen 
zur Zuleitung der Gase versehen waren. In der Mitte befand sich ein- Schieber 
aus Stahlblech. N achdem beide Halften mit den verschiedenen Gasen gefiillt 
waren, wurde der Schieber geoffnet und nach einiger Zeit wieder geschlossen, 
worauf die Gasgemische analysiert wurden. LOSCHMIDT fand, wie es die Theorie 
verlangt, den Diffusionskoeffizienten umgekehrt proportional dem Druck, jedoch 
proportional dem Quadrat der absoluten Temperatur. Es zeigt sich also analog 
wie beim Koeffizienten der inneren Reibung (Ziff. 65) und bei der Warmeleitungs­
fahigkeit (Ziff. 74), daB auch der Diffusionskoeffizient mit der Temperatur 
rascher wachst, als aus der einfachen Theorie folgt. Die Ursachen sind auch 
hier dieselben wie dort. Wir brauchen nur anzunehmen, daB die GroBe der 
Molekeln bzw. die mittlere Weglange eine Funktion der Temperatur ist, wodurch 
sich dann leicht Obereinstimmung hersteIlen laBt. So hat SUTHERLAND2) auch 
fiir die Abhangigkeit der Diffusion von der Temperatur eine analoge Erklarung 
gegeben wie fiir den Reibungskoeffizienten. Es ware diesbeziiglich an die Arbeiten 
MAXWELLS und CHAPMANS zu erinnem, die wir bei der inneren Reibung zitiert 
haben. 

N ach ahnlicher wie der LOSCHMIDTschen sowie nach einer Methode von 
STEFAN, die darin besteht, daB man iiber die obere Offnung eines mit einem Gas 
gefiillten Rohrs einen Strom eines anderen Gases fiihrt, hat v. OBERMAYER3) 

eine Reihe von Diffusionsversuchen gemacht mit ahnlichen Resultaten wie die 
LOSCHMIDTschen. 

Fiihren wir in Gleichung (47) nicht nur Mittelwerte der einzelnen Gase, 
sondern fiir beide Gase zusammengenommen ein, schreiben wir also 

ferner 1 = ~N3 2' und drucken wir N aus der Druckgleichung p = Nme2 aus, 
4 no 3 

setzen also N = 3 P2 ' so folgt 
me 

1) J. LOSCHMIDT, Wiener Ber. (2a) Bd.61, S. 367; Bd.62, S.468. 1870. 
2) W. SUTHERLAND, Phil. Mag. (5) Bd.38, S. 1. 1894. 
3) A. V. OBERMAYER, WienerBer. (2a) Bd. 85, S. 147,748. 1882; Bd. 87, S. 188. 1883; 

Bd.96, S. 546. 1887. 



Ziff. 78. MAXWELLS und STEFANS Theorie. 43S 

DieseFormellaBt uns die Abha.ngigkeit von Druck und Temperatur leicht er­
kennen. Wir bilden aber jetzt auch den Reibungskoeffizienten des Gasgemenges 
in der Form 'YJ = i-eel und fiir die Warmeleitung ,,= teely. Wir k6nnen jetzt 
sehr leicht folgende Beziehungen herleiten. 

lJ=!L, 
e 

d. h. der Reibungskoeffizient des Gasgemenges ist ungefahr gleich dem Diffusions­
koeffizienten der beiden Gase multipliziert mit der Dichtedes Gemenges. Wir 
erhalten femer 

lJ =-~. 
er 

')(,/(} r ist aber nichts anderes als die Temperaturleitfahigkeit des Gasgemenges 
bei konstantem Volumen, so daB sich der einfache Satz ergibt: Der Diffusions­
koeffizient zweier Gase ist gleich der Temperaturleitungsfahigkeit 
des Gasgemisches bei konstantem Volumen. 

78. MAXWELLs1)und STEFANS2) Theorie. Die erste kinetische Theorie 
der Diffusion riihrt von MAXWELL her, mit der jene STEFANS in ihrem Gedanken­
gang verschiedene Beriihrungspunkte hat. Beide Theorien sind in Kiirze nicht 
wiederzugeben. Es moge daher lediglich der wesentliche Gang derselben erwahnt 
werden. Wie schon aus dem DALToNschen Gesetz (Ziff. 13) wahrscheinlich er­
scheint, verhalt sich jedes Gas beziiglich des Druckes so, als ware es fUr sich 
allein vorhanden. Es wird also jedes Gas eine Kraft erfahren, die es von Stellen 
hoheren zu Stellen tieferen Drucks Z.l treiben sucht, dabei erfahrt es jedoch 
durch das andere Gas einen Widerstand. Dieser wird nicht nur der Dichte des 
zweiten Gases (}2' sondern auch seiner eigenen Dichte (}1 proportional sein. Der 
Widerstand wird auch porportional der gegenseitigen Stromungsgeschwindigkeit 
sein, d. h. der GroBe U 1 - U 2 , wenn u1 die Geschwindigkeit des ersten, U 2 jene 
des zweiten Gases ist. Auf die Volumeinheit bezogen wird also die Masse (}1 

multipliziert mit der Beschleunigung 11 gleich der Kraft - ~P1 vermindert urn 
ux 

den Widerstand sein. Letzterer laBt sich darstellen durch A12 e1 e2 (u1 - U2), 
so daB wir die Gleichung aufstellen konnen 

iJP1 
e1/1 = - ax - A12 !?d?2 (u1 - u2) . 

Wir setzen also ein Druckgefalle - iJ,P1 in der Richtung der x-Achse voraus. 
ox 

Analog werden wir fUr das zweite Gas erhalten 

.1\ ap2 
u2/2 = - ~ - A 12 (}1(}2(U2 - u1). 

Es liegt auf der Hand, daB die Konstante A12 mit dem Diffusions­
koeffizienten lJ in Zusammenhang steht. STEFAN stellt dafiir die Gleichung auf 

lJ = _1_ • Po . Po . p . .!.. 
Au d1 d2 11 p' 

in der "Po den Normaldruck, unter welchem die beiden Gase bei der absoluten 
Temperatur To die Dichten d1 und d2 haben, ferner P den Druck und T die 

1) J. Cl. MAXWELL. Phil. Mag. (4) Bd. '20. S.21. 1860; Bd.35. S.199. 1868. 
2) J. STEFAN. Wiener Ber. (2a) Bd.65. S.323. 1872. 

28* 
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absolute Temperatur des Gasgemenges wahrend des Versuchs bedeuten". Die 
Beschleunigungen II und 12 konnen praktisch gleich Null gesetzt werden, da 
die Gase ja sofort eine gegenseitige Geschwindigkeit U 1 - u2 annehmen, bei 
der die Kraft gleich dem Widerstand ist. Der Widerstand, den ein Gas gegen 
das andere ausiibt, ist kinetisch durch die BewegungsgroBe gegeben, die das eine 
Gas an das andere iibertragt. Es wird zuerst der Mittelwert der Bewegungs­
groBe zu bilden sein, die eine Molekel des einen Gases bei den ZusammenstoBen 
mit Molekeln des zweiten an dieses abgibt und sodann das Integral iiber samt­
hohe StoBe zu nehmen sein. "Der Wert, welchen der Widerstand W fiir zwei 
mit den Geschwindigkeiten U 1 und U 2 bewegte Gase erhalt, ist 

4a m1 m 2 
W = A 12 e1e2(U1 - u 2) = - + (u1 - u2) 3 m1 m2 

und bedeutet a die Anzahl der ZusammenstoBe, we1che zwischen den Molekeln 
erster und zweiter Art in der Einheit der Zeit und des Raums erfolgen, wenn 
die beiden Gase in Ruhe diesen Raum erfiillen." Fiir a wird die Gleichung auf­
gestellt 

wobei ° = 0 1 + °2 bedeutet, wenn 0 1 der Durchmesser einer Molekel des ersten, 
2 

02 dieselbe GroBe fiir eine Molekel des zweiten Gases ist. Man findet jetzt leicht 
fUr A12 bei Beriicksichtigung, daB N1 m1 = (21 und N2 m2 = !?2 ist, 

4n02 yc~ + c~ A -~-- . 
12 - 3 m1 + m2 

Fiir den Diffusionskoeffizienten ergibt sich schlieBlich 

b 3 m1 + m 2 Po Po P 1 
= 4 n 0 2 yei + c~ . d1 • d2 • n· P . 

Auch nach dieser Theorie erhalten wir einen Diffusionskoeffizienten, der 
verkehrt proportional dem Druck und direkt proportional der 1 ten Potenz 
der absoluten Temperatur ist, da ja -y cr + c~ "'" Tt ist. 1m groBen ganzen 
unterscheidet sich aber der gefundene Wert des Diffusionskoeffizienten von 
jenem o. E. MEYERS, da dieser auch noch vom Mischungsverhaltnis der Gase 
abhangig ist, was bei MAXWELL und STEFAN nicht vorkommt. 

Es wurden viele Versuche unternommen, die zwischen der O. E. MEYERSchen 
und der MAXWELL-STEFANschen Theorie entscheiden sollten. Bei der Schwierig­
keit der Experimente konnte jedoch bisher, wie z. B. A. LONIus1) gezeigt hat, 
nicht mit Sicherheit fiir die eine oder andere Theorie entschieden werden. Von 
alterer Literatur zu diesem Gegenstand mogen noch Arbeiten BOLTZMANNS 2) 

und von neueren die Abhandlung D. ENSKOGS3) "Bemerkungen, zu einer Fun­
damentalgleichung in der kinetischen Gastheorie", angefiihrt werden. 

79. Berechnung des Diffusions- aus den Reibungskoeffizienten. Zu wieder­
holten Malen haben wir schon auf den Zusammenhang zwischen innerer Reibung, 
Warmeleitung und Diffusion der Gase hingewiesen. In allen drei Fallen handelt 
es sich urn den Transport ciner bestimmten GroBe durch die Bewegung der 
Molekeln. Bei der Reibung wird BewegungsgroBe, bei der Warmeleitung Energie 
transportiert, bci der Diffusion handelt es sich urn eincn Massentransport. Bei 

') A. LONIus. Ann. d. Phys. (4) Bd.29, S.664. 1909. 
2) L. BOLTZMANN, Wiener Ber. (2a) Dd.65, S. 323. 1872; Bel. 94, S.891. 1887. 
3) D. ENSKOG, Phys. ZS. Bel. 12, S.533. 1911. 
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allen Vorgangen spielt die mittlere Weglange eine Rolle. Diese ist wieder neben 
der Anzahl der Molekeln in der Volumeinheit wesentlich bedingt durch die 
GroBe, d. h. den Querschnitt der Molekeln. Die mittlere Weglange konnen wir 
durch . den Reibungskoeffizienten und damit wieder einen Ausdruck fUr den 
Durchmesser der Molekeln gewinnen. In der Formel fiir die Diffusion spielen 
nun eine wesentliche Rolle die mittleren Weglangen II und Z2 der Molekeln des 
ersten bzw. zweiten Gases und in den Gleichungen fUr die mittlere Weglange 
die Durchmesser °1 und 02 sowie der kurzeste Abstand der Mittelpunkte zweier 

verschiedener Molekeln 0= ° 1 ~ °2 (Ziff.48 und 76). So konnte es STEFAN 

gelingen, direkt aus den Reibungskoeffizienten zweier Gase deren Diffusions­
koeffizienten zu berechnen. Der Zahlenwert fUr die mittlere Weglange 
der Molekeln des einen Gases ist uns durch den Reibungskoeffizienten 
't/I = tecll = tNmlclZI (Ziff.61) gegeben. Ebenso erhalten wir die Formel 
fur das zweite Gas. In der Gleichung fUr den Diffusionskoeffizienten spielen 

die drei GroBen or, o~ und 0 2 eine Rolle. Nun ist II = N3 --2' 12 = ~ 
3 3 4 7Wi 4N nOg 

oder or = ~N -Z ' o~ = -N I . Daraus folgt schlieBlich 
4 n l 4 n 2 

Driicken wir die mittlere Weglange direkt durch die Reibungskoeffizienten aus, 
so wird 

Diese Ausdriicke konnen wir nun direkt in die Gleichung fur den Diffusions­
koeffizienten einsetzen und erhalten ihn so in der Tat untnittelbar durch die 
Reibungskoeffizienten ausgedriickt. 

Wir wollen eine kleine Tabelle nach O. E. MEYERI ) wiedergeben, in der 
die so berechneten Diffusionskoeffizienten und die direkt aus der Beobachtung 
der Diffusion gewonnenen zusammengestellt sind. 

Tabelle 7. D iffu si onskoe ffiz ien te n. 

Wasserstoff-Sauerstoff . 
Wasserstoff -Kohlensaure 
Sauerstoff-Kohlensaure . 

o ber. 0 beob. 

0.688 
0,575 
0,133 

0,722 
0,556 
0,161 

Es ergibt sich also eine recht befriedigende Ubereinstimmung zwischen Rechnung 
und Beobachtung. 

Wir haben in unserer Tabelle drei Gase in Gruppen zu je zwei vereinigt 
und deren Diffusionskoeffizienten angegeben. Wir konnen so drei Gleichungen 
fUr die drei gemessenen Diffusionskoeffizienten aufstellen, in denen nur die drei 
GroBen 11> Z2 und 13 , das sind die mittleren Weglangen der drei einzelnen Gase, 
als Unbekannte vorkommen. Sie lassen sich also tatsachlich berechnen, und wir 
erkennen auf diese Weise, wie man auch aus Diffusionsversuchen die mittlere 
Weglange zahlenmaBig finden kann. 

1) O. E. MEYER, Gastheorie, S.275. 
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VII. Verhalten verdiinriter Gase. 
a) Gase bei sehr hoher Verdiinnung. 

80. Beziehung zwischen mittlerer WegUi.nge und GefaBdimensionen. 
Wir haben die mittlere Weglange cler Gase als sehr kleine GroBe kennengelerrit. 

1 
Aus der Formell = erkennen wir die Ursache davon in der auBer-

1/2 N .nOll 

ordentlich groBen Zahl N der Molekeln in der Volumeinheit. Obwoh! 0 2 eine 
sehr kleine GroBe ist, iiberwiegt beim Druck einer Atmosphare und auch noch 
bei weit geringeren Drucken die Zahl N derart, daB die mittlere Weglange 1 
gegeniiber den Dimensionen der GefaBe, welche die Gase einschlieBen, in der 
Regel als sehr klein angesehen werden kann. 'Mit den Mitteln, die wir jedoch 
haben, die Gase zu verdiinnen, besonders wenn wir die modernen Hochvakuum­
Immpen in Betracht ziehen, ist es uris moglich, die Zahl N derart herabzusetzen, 
daB die mittlere Weglange nicht nur mit den GefaBdimensionen verglichen werden 
kann, sondern daB umgekehrt die mittlere Weglange sogar weitaus groBer werden 
kann als die Abmessungen der GefaBe. 

In diesem Fall konnen wir dann eigentlich von einer mittleren Weglange 
im bisherigen Sinn nicht mehr sprechen, sondern sie nur definieren. Wir konnen 
ja auch die Dimensionen des GefaBes in der Vorstellung beliebig wachsen lassen, 
so daB wir immer die Wahl so treffen konnen, daB die mittlere Weglange gegen­
iiber der GefaBgroBe klein anzusehen ist. In diesem Fall Hi.Bt sie sich immer 
in der gewohnten Weise definieren. Desgleichen kann ihre GroBe angegeben 
werden. Wir konnen die Sache auch so auffassen, daB in maBig groBen GefaBen 
bei normalem Druck die Zahl der StoBe, die auf die GefaBwand von den Molekeln 
ausgefiihrt werden,: klein ist gegeniiber der Zahl der ZusammenstoBe, welche 
die Molekeln untereinander machen. Das ist ja ohne weiteres klar. Denken 
wir uns etwa ein wiirfelformiges GefaB von der Kantenlange Eins, also auch 
vom Volumen Eins, so ist die Zahl der StoBe, welche die Flacheneinheit der 
GefaBwand in der Sekunde erfahrt, Nc/4, was wir leicht folgendermaBen erhalten. 
Wir nehmen an, wir hatten in der Volumeinheit des Gases 'V Molekeln von der 
Geschwindigkeit c. Die Zahl jenet Geschwindigkeiten, die mit der Normalen 
zur Wandflache einen Winkel zwischen {) und {) + d{) einschlieBen, ist 'V/2 • sin {)dl} 
(liff. 7). Ihre Geschwindigkeitskomponente senkrecht gegen die Wand ist 
ccos{). Die Wand wird somit in der Sekunde von 'Vcj2 • sin {)cos{}d{) Molekeln 
getroffen. Integrieren wir diesen Ausdruck nach {) von 0 bis ;n/2, so erhalten 
wir samtliche StOBe, die in der Sekunde die Wand erhalt. Diese lahl ist 'V cf4 . 
Die Summe iiber samtliche Molekeln ergibt dann die Gesamtzahl der StoBe, 
welche die Wand iiberhaupt erfahrt. Diese ist somit 

~~'Vc=~c , 

hingegen die lahl der StOBe, die eine Molekel in der Sekunde mit anderen Molekeln 
macht, rz N ;no2e. Die lahl der lusammenstoBe, welche die N Molekeln in der 
Sekunde machen, ist daher 

wobei der lweier im Nenner des Bruchs davon herriihrt, daB wir bei der Sum­
mierung ja jede Molekel zweimal in Rechnung gezogen haben, namlich als stoBende 
und als gestoBene. 
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Wahrend also die Zahl der StoBe auf die GefaBwand mit der Zahl der MolekeIn 
in der Volumeinheit N z'u- und abnimmt, ist die Zahl der ZusammenstoBe der 
MolekeIn untereinander dem Quadrat von N proportional. Wir sehen also in 
der Tat, daB ffir normalen Druck die Zahl Z iiberaus groB gegen NC sein wird. 
;Mit wachsender Verdiinnung wird aber Z rascher abnehmen als N, so daB von 
einer gewissen Verdiinnung an Z mit Nc vergleichbar, ja, bei sehr groBer Ver­
diirmung gegeniiber Nc vernachHissigt werden kann. Auf die mittlere Weg­
Hinge angewendet heiBt letzteres, daB wir die GefaBdimensionen gegeniiber der 
mittleren Weglange I vernachlassigen konnen. 

In bezug auf den jeweiligen Verdiinnungsgrad werden wir nun drei FaIle 
unterscheiden konnen: 1. jenen, bei dem die mittlere Weglange gegeniiber 
den GefaBdimensionen vernachlassigt werden kann; 2. den Zustand, bei welchem 
mittlere Weglange und GefaBdimension miteinander der GroBe nach vergleichbar 
werden, und 3. den Fall, bei dem die Dimensionen der GefaBwande gegeniiber 
der mittleren Weglange vernachlassigt werden konnen. 

Ffir die mathematische Behandlung wird der 1. und 3. Fall der einfachere 
sein, da hier ja eine GroBe vernachlassigt werden kann. Der mittlere Fall ist 
der kompliziertere. Den 1. Fall haben wir in allem Vorhergehenden angenommen 
und zur Geniige behandelt. Der 3. Fall flihrt zu Erscheinungen, die der Rechnung 
ebenfalls leichter zuganglich sind. Wenn sie erst in neuerer Zeit behandelt 
wurden, so riihrt das daher, daB die experimentellen Untersuchungen, die ja 
sehr hohe Verdiinnungen verlangen, erst in jiingerer Zeit in dem erwiinschten 
MaBe moglich wurden. 

Der mittlere Fall ist fiir die Berechnung der schwierigste. Er bezieht sich 
lediglich auf das Verhalten der Gase in der Nahe der GefaBwande. 1m Innern 
des Gases haben wir flir diesen Fall namlich dieselben Verhaltnisse wie im ersten, 
an der GefaBwand selbst haben wir aber jetzt eine Schicht, die sich anders ver­
halt als das Innere des Gases. Bei geniigender Gasdichte wird diese Schicht 
so diinn, daB ein EinfluB auf das Verhalten des Gases nicht beobachtet 
werden kann. Je groBer aber die mittlere Weglange wird, desto dicker wird 
auch jene Wandschicht, in der sich das Gas nicht so verhaIt wie im Gasinnern, 
weil dort die MolekeIn im Mittel nicht mehr jene Weglange durchfliegen konnen 
wie hier, indem beim Fliegen gegen die Wand die Molekeln diese erreichen, be­
vor sie die mittlere Weglange zuruckgelegt haben. Dieses Verhalten beein­
fluBt besonders zwei Erscheinungen, namlich jene der inneren Reibung und 
der Warmeleitung. Hier macht sie sich im sog. Temperatursprung, dort durch 
die Gleitung geltend. 

81. Warmeleitung. Wir haben bereits zu Beginn (Ziff.3) bei der Be­
schreibung des Verhaltens der GefaBwande erwahnt, daB sie nicht als vollkommen 
glatt, sondern beziiglich molekularer Dimensionen als rauh anzusehen sind. 
Die auftreffenden Molekeln werden also unter den verschiedensten Winkeln 
zuruckgeworfen werden konnen. Vollkommen rauh wollen wir eine Wand 
nennen, welche die Molekeln derart reflektiert, daB das sog. Kosinusgesetz gilt. 
D. h. die Zahl der von der Wand ausgesandten Molekeln ist proportional dem 
Kosinus des Winkels, den die Bewegungsrichtung der Molekeln mit der N ormalen 
zur Wand einschlieBtl). Es ist das ein Analogon zur Intensitat der Lichtstrahlung 
und folgt bei gleichmaBiger Verteilung der Molekeln und ihrer Geschwindigkeiten 
im Raum ohne weiteres aus der Annahme des Gleichgewichts zwischen auf­
treffenden und ausfliegenden Molekeln. Die absolut rauhen GefaBwande miissen 
wir uns so beschaffen vorstellen, daB auftreffende Gasmolekeln in sie eindringen, 

1) M. KNUDSEN. Ann. d. Phys. (4) Bd.48. 5.1113. 1915; R. W. WOOD. Phil. Mag· 
(6) Bd.30. 5.300.1915. 
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im Innern so oft Zusammenst6Be mit den Wandmolekeln erleiden, daB sie beim 
Verlassen der Wand nicht nur das erwahnte Reflexionsgesetz, sondern auch 
eine Geschwindigkeit angenommen haben, die der Temperatur der Wand ent­
spricht. 

Wir denken uns zwei voilkommen rauhe sehr groBe ebene horizon tale Platten_ 
Die obere habe die Temperatur T1 , die untere T2 • Die mittlere Geschwindig­
keit der Molekeln, die den Temperaturen T1 und T2 entspricht, sei C1 bez. C2. 

Die obere Platte sendet deshalb in der Sekunde (Ziff. 80) NlC1 Molekeln, die 

untere N~C2 aus. Das Gas sei so verdunnt, daB wir annehmen k6nnen, jede 

Molekel, die von der einenPlatte ausgesendet wird, trifft ohne St6rung die 
zweite Platte. Der Zustand soil ein stationarer sein. Dann muB 

N 1 c1 N 2 c2 

4 4 
sein. Wir wollen nun einen Mittelwert von N1 und N2 einfiihren und ihn mit 
N bezeichnen; desgl. sei c ein Mittelwert von c1 und c2 , derart, daB 

N 1c1 = N 2c2 = Nc 
wird. mci 

Jede von oben ausfliegende Molekel hat die Energie Es wird somit 
2 

per FHicheneinheit von dort in der Sekunde die gesamte Energie 

Nlcl mcr Nl mc~ 
-4--2=-8-

ausgehen und ebensoviel wird die Flacheneinheit der unteren Platte in der 
Zeiteinheit aufnehmen. In umgekehrter Weise geht unter denselben Bedingungen 

von unten nach oben die Energie N2 ;c~ . Die Gesamtenergie, die somit von oben 

nach unten wandert, ist also 

m (N 3 B) Nmc ( 2 2 8 1 C1 - N 2 c2 = -8- C1 - c2) • 

Fur ein Gramm des Gases k6nnen wir das BOYLE-CHARLEssche Gesetz 
(Ziff. 8) schreiben RT P c2 

pv=-=-=-
M Q 3' 

Diese Gleichung ergibt 

c = V3~T, 
Danach k6nnen wir die ubertragene Energiemenge schreiben 

E - Nnt~ (c2 - c~) = Q 1 /3 RT (c2 - c2) = Q 1/3 RT 3R (1' - T ) 
- 8 1 2 8 / M I 2 8 / ~~-- - 1VI 1 2 

=3'21./3R'Z.L(T -T)=~Pl,'fk(T -T) 
8 ' M Q T 1 2 8 'MT 1 2 ' 

(48) 

indem wir schlieBlich nach dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz ~- P 
setzt haben. . NI Q T 

ge-
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Wir haben hier vom MAXWELLschen Verteilungsgesetz der Geschwindig­
keiten abgesehen, weil wir dadurch die Rechnung nur sehr kompliziert hatten, 
ohne daB wir sie ohne gewisse Vemachlassigungen hatten durchfiihren konnen. 
Es hat dies KNUDSENl), von dem iiberhaupt die Theorie sehr verdiinnter Gase 
Forderung erfahren hat, versucht und eine ahnIiche Formel wie wir gewonnen. 
Es ist ihm auch gelungen, die Formel qualitativ experimentell zu bestatigen. 
Teilweise im Gegensatz zu ihm stellte sich SMOLUCHOWSKI 2). 

Raben wir ein Gas unter normalen Verhaltnissen, so konnen wir den Warme-

transport durch die Flacheneinheit per Zeiteinheit W = - x ~~ setzen (Ziff. 73) . 

Diese Gleichung gilt fiir aile Aggregatzustande, wobei natiirlich der Wert der 
Warmeleitungsfahigkeit x mit der Substanz, dem Aggregatzustand und der 
Temperatur im allgemeinen sich andert. Sehr verdiinnte Gase konnen wir aber 
nicht mehr unter diese Formel bringen. Die Gleichung (48) enthalt iiberhaupt 
kein Temperaturgefiille, sondem nur die Differenz der Temperaturen der zwei 
das Gas begrenzenden Platten. Ihre Entfemung komIht nicht vor. Die iiber­
gefiihrte Warmemenge ist also ganz unabhangig von der Distanz der Platten. 
Wahrend wir unter normalen Verhaltnissen die Warmeleitungsfahigkeit unab­
hangig vom Druck des Gases fanden, wird sie jetzt proportional dem Druck. 
D. h. sie wird mit abnehmendem Druck immer kleiner, so daB bei sehr hoher 
Verdiinnung die Dberfiihrung der Warme durch Leitung gegeniiber jener durch 
Strahlung vemachHissigt werden kann. Dnter normalen Verhaltnissen fanden 
wir die Warmeleitungsfahigkeit proportional der Wurzel aus der Temperatur, 
jetzt ist sie verkehrt proportional der Quadratwurzel aus der absoluten Tem­
peratur, fiir welche wir einen Mittelwert zwischen den beiden Temperaturen 
der Platten setzen miissen. 

82. Innere Reibung. Gleicherweise wie bei der Warmeleitung konnen 
wir auch bei der Berechnung der inneren Reibung sehr verdiinnter Gase vor­
gehen. Wir denken uns wie dort (Ziff. 81) zwei ebene horizontale Platten von 
sehr groBer Ausdehnung. Die untere, die gleichzeitig die xy-Ebene eines Koordi­
natensystems sein soil, sei in Ruhe, die obere bewege sich in ihrer eigenen Ebene 
mit der Geschwindigkeit u in der Richtung der x-Achse. Beide Platten seien 
wieder vollkommen rauh. Es gehen dann von der unteren Platte per Flachen­
und Zeiteinheit N c/4 Molekeln aus. Ihre mittlere Geschwindigkeitskomponente 
parallel zur x-Achse, d. i. ihre sichtbare Geschwindigkeit ist gleich der Geschwindig­
keit der Platte, von der sie ausgehen, in unserem Fall also gleich Null. Diese 
Molekeln dringen in die obere Platte ein und nehmen nun die sichtbare Ge­
schwindigkeit u an. Es wird also einer jeden Molekel im Mittel die Bewegungs-

B d Ii h I k I d· B ··B Nmc il gro e mu un samt c en N c/4 Mo e e n Ie ewegungsgro e -4- u erte t. 

Diese BewegungsgroBe wird der oberen Platte entzogen, sie erfahrt also einen Wider­
stand von der gegebenen GroBe. Das ist somit .luch die GroBe der Reibung 
per Flacheneinheit der Platte. Analoges erfahrt die untere Platte. Es gehen 
von oben N c/4 Molekeln in der Selmnde per Flacheneinheit aus. Jede Molekel 
hat im Mittel die Komponente der BewegungsgroBe mu. An die untere Platte 

wird also die BewegungsgroBe N;-C u iibertragen, aber in dem Sinne,daB sie 

der unteren Platte eine Beschleunigung in der Richtung der x-Achse erteilt. 

1) M. KNUDSEN, Ann. d. Phys. (4) :Sd.28, S. 75. 1909; Bd.34, S. 593. 1911; Bd.35, 
S. 389. 1911. 

2) M. v. SMOLUCHOWSKI, Ann. d. Phys. (4) Bd.33, S. 1959. 1910; Bd. 35, S. 983. 1911. 
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Raben imallgemeinen die beiden Platten Geschwindigkeiten, die untere etwa 
uo, die obere U 1, so gilt fiir die Berechnung der Reibung die relative Geschwindig­
keit der Platten gegeneinander. Es wird also die Reibung 

Nmc 
Rl = -4- (u1 - uo) • 

N m = e ist die Dichte des Gases. Ferner k6nnen wir aus dem BOYLE-CHARLES­

schen Gesetz wieder c = 1 / 3 ~T gewinnen. Setzen wir das in die Reibungs-
formel ein, so wird V _ 

Pl/3 M 
Rl = 4 V RT (u1 - uo) • 

Wir haben also auch hier sowie bei der Warmeleitung einen groBen Unter­
schied zwischen der inneren Reibung eines Gases bei normalem Druck und bei 
sehr hoher Verdunnung. Von einem Geschwindigkeitsgefille du/dz k6nnen wir 
hier gar nicht reden; der Abstand der Platten spielt keine Rolle. Die innere 
Reibung ist nicht wie bei normalem Gasdruck unabhangig vom Druck, sondern 
sie ist dem Druck proportional, desgleichen verkehrt proportional der Quadrat­
wurzel aus der absoluten Temperatur. Fur Gase unter normalem Druck fanden 
wir (Ziff. 74) eine sehr einfache Beziehung zwischen der Warmeleitungsfahigkeit " 
und der inneren Reibung 'Y} des Gases in der Form" = 17 y. Etwas ganz Ahnliches 
k6nnen wir auch fur hochverdunnte Gase ableiten. Bilden wir den Quotienten 
zwischen der in der Sekunde ubergehenden Warmemenge E und der Reibung Rl , 

so erhalten wir 3 '1/ 3 R 
E gP MY' (Tl - T 2) 3 R Tl - T2 

Rl 1 y'3 M = 2 M . U o - U 1 

4P RT (uo - U 1) 

Urn etwas Analoges zur Warmeleitungsfahigkeit und zum Reibungskoeffi­
zienten in normalen Verhaltnissen zu erhalten, k6nnen wir etwa folgendermaBen 
vorgehen. Der Reibungskoeffizient 'Y} ist die innere Reibung per Flacheneinheit 
beim Geschwindigkeitsgefalle Eins, desgleichen die Warmeleitungsfahigkeit " 
gleich der ubergefUhrten Warmemenge beim Temperaturgefalle Eins. Wir 
wollen deshalb unsere Formeln auf den Temperaturunterschied Eins und den 
Geschwindigkeitsunterschied Eins anwenden und erhalten 

E 3 R 
Rl = 2 M' 

Ziehen wir wieder fUr das BOYLE-CHARLEssche Gesetz die Masseneinheit des 
Gases in Betracht, so wird, wie man leicht findet 

c2 3 R 
-=--T 
2 2M 

c2 /2 ist aber die gesamte Energie der Masseneinheit, diese Energie vermehrt 

sich bei der Zunahme der Temperatur urn einen Grad urn ~ : = y; das ist 

aber nichts anderes als die spezifische Warme des Gases bei konstantem Volumen. 
Fur das Verhaltnis von innerer Reibung und Warmeleitung erhalten wir also 
unter entsprechenden Voraussetzungen die gleiche Beziehung bei sehr hoher 
Verdunnung wie bei normalem Druck. 
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Wir hatten bisher immer angenommen, daB wir vollkommen rauhe Wande 
haben. Das trifft natiirlich im allgemeinen nicht zu, sondern wenn eine Molekel 
auf eine Wand auftrifft, so wird sie wohl von den Wandmolekeln derartig be­
einfluBt werden, daB sich ihre mittlere Energie durch den StoB auf die Wand 
der Energie der Wandmolekeln nahert, daB sie aber diese Energie nicht voll­
standig annimmt. Analoges wird bei einer bewegten Wand mit der Bewegungs­
groBe der Molekeln stattfinden. In diesemFall ist die Wand nicht "absolut 
rauh" und es miissen die Formeln fUr die Warmeleitung und innere Reibung 
dementsprechend abgeandert werden. Es ist die Sache dann so, als hatten 
wir zwar vollkommen rauhe Wande, aber an Stelle von Tl - T2 bez. U o - U 1 

ist nur der entsprechende Bruchteil dieser GroBe einzusetzen. 
83. Stromung durch Rohren. Wir denken uns ein Flachenelement dS 

einer absolut rauhen Wand. Es sendet in der Sekunde ~ c dS (Ziff. 80) Molekeln 

aus. Wir suchen von diesen jene, deren BewegungsrichtungEm mit der Normalen 
einen Winkel zwischen x und x + dx und deren Projektionen auf dS mit einer 
fixen Richtung in dS einen Winkel zwischen cp und cp + dcp einschlieBen. Deren 
Zahl muB gerade so groB sein, wie die Zahl der in der Sekunde unter denselben 
Bedingungen einfallenden Molekeln. Von N Molekeln haben die genannte Rich­
tung i Nsinxda.. dcp. DieZahl jener, die das Flachenelement treffen, finden wir, 
wenn wir die letztere GroBe noch mit dS cos a.. und der Geschwindigkeit c multipli­
zieren. Wir haben also im ganzen iN c sin a.. cosxda..dcpdS. Dieselbe Zahl muB 
zur Erhaltung des stationaren Zustandes von dS in der entgegengesetzten Rich­
tung per Sekunde ausfliegen. Diese Molekeln verbreiten sich also iiber den Raum­
winkel i sina..d a..d cpo Raben wir in der Entfernung y von dS ein Flachenelement 
dS', dessen Normale mit y den Winkel x' einschlieBt, so sieht man es von dS 

d R . kId S' cos a..' D· G ··B k . S 11 aus unter em aumWlll e 411 y2 . lese ro e onnen wlr an te evan 

isina..dxdcp setzen und haben somit fUr die Zahl der von dS ausgehenden und 
auf dS' auftreffenden Molekeln 

Nc cos a.. cosx' dS dS' 
411y2 

Das ist dieselbe Formel (LAMBERTsches Kosinusgesetz), die bei Temperaturgleich­
gewicht fUr die Warmemenge gilt, die von dS nach dS' und umgekehrt strahlt. 

Wir betrachten jetzt ein kreiszylindrisches Rohr, 
dessen Radius R gegen die mittlere Weglange der Gas­
molekeln eine sehr kleine GroBe ist. Wir nehmen ferner 
an, daB an allen Punkten eines Rohrquerschnitts die 
Dichte der durchgehenden Molekeln konstant ist, was 
natiirlich nur angenahert richtig sein kann. Wenn wir 
daher die Zahl der Molekeln wissen wollen, die durch 
einen Rohrquerschnitt in der Sekunde gehen, so geniigt 
es, dies fUr ein Flachenelement dS in der Mitte des 
Rohrs zu kennen. Diese GroBe konnen wir folgendermaBen 
finden. Wir denken uns einen Rohrquerschnitt (Abb.10) 

dS~ 

Abb. 10. Zur Be­
rechnung der Gas­
stramung in einem 

Rohr. 

und in der Entfernung x von ihm zwei im Abstande dx voneinander befindliche 
Querschnitte senkrecht zur Rohrachse. Diese begrenzen eine Flache 211Rdx 
auf der inneren Rohroberflache. Von dort werden durch dS in der Sekunde 

Nc dS211Rdxcosa.. cos a.. , 
411y2 
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Molekeln fliegen. Wir konnen cos/x =!...., cos/X' = R setzen unq erhalten 
r r 

NcdSR2 X dx NcR 2dSxdx 
2r' - 2 (x2 + R2)2 ' 

indem wir r2 = x 2 + R2 einfuhren. 
Wir nehmen nun an, der Druck andere sich langs des Rohrs derart; daB 

P = Po - yx = Po (1 - ;0 x) = Po(i - fJx) 

gesetzt werden kann. Fur x = 0 ist also P = Po, desgleichen sei dort N = No 

und da : = P...., so ist auch N = No (1 - fJx). Unser Rohr reiche von 
o Po . 

- a bis + a, habe also die Lange L = 2a, wobei a gegen R sehr groB sein solI. 
Suchen wir jetzt die Zahl der Molekeln, die durch die Flache dS in der Rohr­
mitte in der Sekunde gehen, so b.aben wir zu bilden 

Das erste dieser beiden Integrale muB Null sein, da sich die Werte des Differential­
ausdrucks ffir gleich groBe positive und negative x gegenseitig aufheben. Das 
zweite Integral ergibt folgendes. Es ist 

+a , 
a 1 x I n 

- a2+ R2 + 2R arc tg R = 2R' 
-a -a -a -a 

a n a 1 
indem wir wegen a ~ R tg R ="2 setzen und a2 + R2 gegen R vernach-
lassigen konnen. 

Unsere Molekelzahl wird also 

NofJcR 2dS n NofJcRdSn 
2 • 2R = - 4 

Setzen wir jetzt anstatt dS den Querschnitt des Rohrs nR2, so wird die Zahl 
der durchfliegenden Molekeln 

n 2 NofJ c R3 
-------

4 

Wie aus Abb. 10 zu entnehmen ist, ist das die Zahl der von rechts nach links 
fliegenden Molekeln. Da diese negativ ist, so erfolgt in Wirklichkeit die Wande­
rung des Gases von links nach rechts, also in der Richtung der positiven x-Achse. 

dN Nmc 2 
Nun ist nach dem Obigen dX = - No fJ ' was wir wegen P = -3-

auch schreiben konnen 
dN 
dx 

3. _ dp = -N fJ. 
mc 2 dx 0 
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Fur dP/dx konnen wir 

setzen, wobei P1 der Druck am linken, P2 am rechten Rohrende ist. Es wird also 

N fJ = _3_ . P1 - P2 
o - mc2 L' 

woraus fUr die Zahl der in der Sekunde durchstromenden Molekeln folgt 

3:n:2CR3 P1 - P2 3 :n:2R3 P1 - P2 
4mc2 ' L = 4mc' L 

Multiplizieren wir die Zahl der Molekeln mit m, so erhalten wir deren Masse. 

Foiglich ist die durchstromende Masse 3:n:2 R3 • P1 ~ P2. Wir wollen aber 
4c 

diese Menge durch das Produkt aus Druck und Volumen ausdrucken. Fur 1 g 
des Gases ist dies 

Rl T c2 P Po pv = - = - = - = - (1 + O'.t), 
M 3 (2 eo 

wenn wir die Gaskonstante Rl und die Dichte des Gases e nennen. Multiplizieren 
wir diesen Wert des pv fUr 1 g mit unserer in der Zeiteinheit ausstromenden 
Gasmasse, so erhalten wir die so gewunschte Menge 

Q = R1 T • 3 :n:2 R3 . Pl - P2 = ;'12 R31 / 3 Po (1 + 0'. t) . P1 - P2 . 
M 4c L 4 V eo L 

Eine ahnliche Formel hat auch KNUDSEN l ) abgeleitet. "Man sieht, daB das 
gefundene Gesetz fUr die molekulare Stromung ein ganz anderes als POISSEUILLES 
Gesetz ist. So ergibt es beim niedrigsten mittleren Druck, bei welchem Messungen 
vorgenommen sind, fUr Kohlensaure einen etwa 50 000 mal groBeren Wert fUr 
die durchstromende Gasmenge, als man durch Verwendung von POISSEUILLES 
Gesetz ohne Gleitungskorrektion finden wurde." 

Nennen wir fUr ein bestimmtes Rohr, gegebenen Druck und Temperatur, 
die in gleichen Zeiten durchstromenden Mengen zweier verschiedener Gase Q1 
bzw. Q2' die zugehorigen Gasdichten !h und e2' so muB 

~: = V:: 
sein. Wir erhalten also die bekannte Effusionsformel (Ziff. 14), die bei hoherer 
Gasdichte allerdings nur fUr sehr feine Offnungen gilt. Diese Folgerung fUr 
beliebig lange Rohren bei sehr verdunnten Gasen hat KNUDSEN experimentell 
bestatigt. Er konnte folgende Tabelle (1. c.) aufstellen. 

Tabelle 8. D u rchfl u B m enge D und Ga sdi c h te e 
t ei sehr engen Rohre n. 

Wasserstoff . 
Sauerstoff . 
Kohlensaure 

D 

0,168 
0,0409 
0,0348 

1 
4 
4,69 

0,168 
0,164 
0,163 

D bedeutet die DurchfluBmenge, die mit -Y-il multipliziert fUr die verschiedenen 
Gase ein konstantes Produkt ergeben muB, was auch innerhalb der Fehlergrenzen 
erfullt ist. 

1) M. KNUDSEN, Ann. d. Phys. Bd.28, S. 114. 1909. 
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84. Thermische Molekularstromung. Ein GefaB habe eine senkrechte 
Scheidewand mit einer kleinen Offnung. Das Gas links von der Scheidewand 
habe die Temperatur To, rechts T1• Wir fragen nach dem Gleichgewicht des 
Gases, d. h. nach dem VerhaItnis der Dichten in den beiden Teilen des GefaBes, 
wenn kein Gas durch die Offnung stromt. 

Wir haben (Ziff.80) gefunden, daB in der Zeiteinheit auf die Flacheneinheit 

der GefaBwand N C Molekeln auftreffen. Rat unsere Offnung die GroBe dS, 

so £Iiegen von lin~ nach rechts NcodS, von rechts nach links Nc1dS Molekeln 
·44 

in der Sekunde durch die Offnung. 1m FaIle des Gleichgewichts mussen beide 
Z~en gleich groB sein. Es muB also Noco = N1c1 oder 

~: = :: = ~~ = y~: 
sein. T 

Wahrend also bei einer groBeren Offnung eo = Tl ist, was unmittelbar 
el o· 

aus dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz folgt, gilt fUr die kleine Offnung obige 
Beziehung. RaIten wir eo. To und Tl konstant, so ist fur eine groBe Offnung 

To .... yTo I T To -ViTo el = eo T' fur erne klerne el = eo T' st 1> To, so T < T' daher 
1 1 1 1 

ist fiir die groBe Offnung Ih kleiner als fUr die kleine. Raben wir also in unserer 
Scheidewand eine kleine und eine groBe Offnung, so wird das Gas nicht im Gleich­
gewicht bleiben konnen, sondern es muB eine Stromung durch die kleine Offnung 
vom kaIteren zum warmeren Teil und umgekehrt durch die groBe Offnung 
erfolgen. 

Was eine enge Offnung bewirkt, erfolgt auch in einem Kapillarrohr, dessen 
eines Ende wir etwa auf der Temperatur To, das andere auf Tl halten. Auch hier 
erfolgt ein Stromen des Gases durch das Rohr vom kaIteren zum warmeren 
Ende. Verbinden wir die beiden Teile des oben beschriebenen GefaBes durch 
ein Kapillarrohr, so steIIt sich genau so wie bei einer kleinen Offnung ein Dichten-

unterschied ein, der durch die Gleichung!'!. = 1 IT To bestimmt ist. Auch das 
eo V 1 

konnten wir in ahnlicher Weise wie das Stromen durch ein enges Rohr (Ziff.83) 
bei einem Druckgefalle behandeln (s. G. JAGER, Fortschr. d. kinet. Gasth. 2. Aufl., 
S.111. Braunschweig 1919). Das laBt sich auf einen FaIl iibertragen, der seit 
langem bekannt ist. Raben wir eine porose Platte, die auf der einen Seite warmer 
ist als auf der anderen, so stromt bestandig Luft von der kaIteren durch die Poren 
zur warmeren Seite. AIle diese Erscheinungen kann man unter dem Namen 
"thermische Molekularstromung" zusammenfassen. 

b) Gase zwischen normaler Dichte und hochster Verdiinnung. 
85. Gleitung der Gase. Wir denken uns wieder zwei ebene parallele hori­

zontale Platten vom Abstand Zl' Die untere machen wir zur xy-Ebene eines Ko­
ordinatensystems. Sie bleibe bestandig in Ruhe. Die obere bewege sich mit 
der Geschwindigkeit u1 parallel zur x-Achse (Abb. 11). Parallel zu den beiden 
Platten denken wir uns zwei Ebenen u' und u" in der Entfernung A. von der 
unteren bzw. der oberen Platte. Zwischen den beiden Platten sei ein Gas von 
der Eigenschaft, daB es zwischen den Ebenen 0 und u' sowie zwischen den 
Ebenen u" und U 1 den Reibungskoeffizienten 1]', zwischen u' und u" jedoch 



Ziff. 85. Gasgleitung. 447 

den Reibungskoeffizienten 1] besitzt. Da die untere Platte bestandig in Ruhe, 
die obere sich mit konstanter Geschwindigkeit U1 bewegt, so muB sich ein sta­
tionarer Zustand herstellen. Wir wollen unter u', u" und U 1 auch die zu den 
sO bezeichneten Ebenen gehorigen Geschwindigkeiten verstehen. Dann werden 

wir die Geschwindigkeit u' schreiben konnen: u' = (~u)' A. , 
die Gesc;:hwindigkeit z 

und schlieBlich 

du 
u" = u' + -(Z1 - 21) 

dz 

, du (du)' du 
U1 = 2u + dz (Z1 - 21) = 21 dz + (Z1 - 21) dz . 

Wir verstehen also unter dujdz den Geschwindigkeitsanstieg 

h U7 

__ A. _______ u" 

-~ --------u· 
A. 0 

Abb. 11. Modell zur 
inneren Reibungeines 

verdiinnten Gases. 

zwischen den Ebenen u' und u", wahrend (~u)' der Geschwindigkeitsanstieg 
zwischen 0 und u' bzw. u" und U1 ist. z 

Die Reibung per Flacheneinheit ist nun 

R = 1] ~: = 1]'(~)'. 
Daraus folgt (dU)' = !1.. . du . 

dz r/ dz 
Folglich wird 

U1 = 21· :' . ~: + (Z1 - 2 A.) ~: = [Z1 + 21(; - 1)] ~: . 
Diese Gleichung besagt uns folgendes: Bewegen wir die obere Platte mit konstanter 

Geschwindigkeit u1 , so hatten wir per Flacheneinheit eine Kraft 1] ~: aufzu­

wenden, wenn der ganze Zwischenraum mit einem Gas vom Reibungs­
koeffizienten 1] erfiillt ware. Da wir aber oben und unten eine Schicht von der 
Dicke A. mit einem andem Reibungskoeffizienten haben, so wird dadurch dujdz, 
das ist der Geschwindigkeitsanstieg der mittleren Schicht, sich andem, und zwar 
so, daB er kleiner wird, wenn der Klammerausdruck unserer letzten Gleichung 
wachst und umgekehrt .. Wird aber dujdz kleiner, so wird auch die Reibung 

R = 1] ~: kleiner. Wiirden wir also unter diesen Verhii,ltnissen die Sache so 

auffassen, als ware der Raum zwischen den beiden Platten von einem einheit­
lichen Gas ausgefiillt, dessen Reibungskoeffizienten wir 1]1 nennen wollen, so 

ware die Reibung R1 = 1]1 U1 , indem wir U1 als den Geschwindigkeitsanstieg 
Z1 Z1 

ansehen wiirden. Es ist aber jetzt 1]1 < 1]. 
Wir wollen nun voraussetzen, die Molekeln zwischen den Ebenen 0 und u' 

bzw. u" und u1 stoBen miteinander nicht zusammen, d. h. die Reibung kann 
fUr diese zwei Schichten wie fUr ein sehr verdiinntes Gas gerechnet werden. Sie 

wird also sein R1=~V~~U' (Ziff. 82). D~ nach dem BOYLE-CHARLESSchen 

Gesetz fUr die Masseneinheit des Gases t. = ~ = RT ist, so finden wir leicht 
(! 3 M 

(! c, 1 u' 1 (dU)' , (dU)' 
R1=4u ="4(!cA.T=4'(!cA dz =1] di' 
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indem wir ~' als den Geschwindigkeitsanstieg (~;)' ansehen konnen. In der 

Mittelschicht ist 
1 du du 

Rl = -ed -d = 17-d • 3 z z 
Wir finden also 

t7 4 l 
-;;;' 3 A 

und 

(49) 

Wir wollen jetzt die Voraussetzung machen, daB wir unsern fingierten 
Fall teilweise der Wirklichkeit anpassen konnen. Innerhalb eines groBen Druck­
intervaIls bleibt der Reibungskoeffizient konstant. Fur dieses IntervaIl haben 

. du W'" 1 4 l l 3 . Wlr U 1 = ZI -d' lr mussen a so - -;- - 1 = 0 oder ., = - setzen. Es 1st auch 
Z 3 Ie A 4 

plausibel, daB die Schichtdicke, innerhalb deren wir von den ZusammenstoBen 
der Molekeln absehen konnen, urn so groBer werden wird, je groBer die mittlere 

Weglange l wird, so daB also tatsachlich ~ fUr ein groBes Druckintervall konstant 
t bleiben wird. 

Da in Wirklichkeit aIle WegHingen vorkommen, nur mit verschiedener 
Wahrscheinlichkeit (Ziff.43)', so werden auch Molekeln von einer Platte zur 
andern fliegen, ohne unterwegs einen ZusammenstoB zu erleiden. Die Zahl 
dieser Molekeln wird bei Gasen normalen Drucks verschwindend klein sein. 
mit zunehmender Verdunnung werden sie aber einen merklichen EinfluB erlangen. 
Fur diesen ist dann A durch die Entfernung der beiden Platten begrenzt. Es 
kann A nicht mehr proportional der mittleren Weglange wachsen. Dann wird 
l f ebenfalls wachsen und dementsprechend auch der Klammerausdruck in Glei-

chung (49). Damit wird aber -~;, das ist der Geschwindigkeitsanstieg der 

mittleren Schicht, und, da Rl = 1] ~:, auch die Reibung kleiner werden. 

Wir sehen auch, von einer gewissen Dichte an wird die Reibung und, wenn 

wir Rl = 1]1 u1 setzen, auch der Reibungskoeffizient 171 kleiner. Die GesetzmaBig-
ZI 

keit. nach der dies erfolgt, wird natiirlich ziemlich verwickelt sein. Erst wenn 
wir zu sehr groBer Verdunnung kommen, erhalten wir die einfache Beziehung, 
die wir fruher (Ziff. 82) gefunden haben. 

Die Versuche, die KUNDT und WARBURG1) mit einer schwingenden Scheibe 
ausfUhrten, zeigten bis herab zu 1/60 at konstanten und dann mit weiterer 
Verdunnung abnehmenden Reibungskoeffizienten. Man versuchte, das durch 
Gleitung des Gases an der Wand zu erklaren, doch kann man yom Standpunkt 
der kine tisch en Theorie nicht gut von einer Gleitung sprechen. Auch der Um­
stand, daB nicht alle Wande "absolut rauh" sind, wird auf die GroBe der inneren 
Reibung, so wie wir sie verstandlich zu machen versuchten, einen EinfluB haben 
mussen. 

") A. KmmT u. E. \YARBURG. Fogg. Ann. Ed. 155. S. 337 u. 525· 1875. 
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86. Der Temperatursprung. Bei der innigen Beziehung, die zwischen 
innerer Reibung und Warmeleitung besteht, steht zu erwarten, daB auch beim 
Dbergang yom normalen Druck eines Gases zu sehr hohen Verdiinnungen sich 
bei der Warmeleitung ahnliche Erscheinungen wie bei der inneren Reibung 
einstellen werden. In der Tat haben schon KUNDT und WARBURG, als sie die 
Gleitung der Gase annahmen, auch darauf hingewiesen, daB flir die Warme­
leitung bei sehr verdiinnten Gasen etwas Ahnliches existieren miisse. Das heiBt: 
wahrend bei Vorhandensein der Gleitung eine Unstetigkeit in der Stromungs­
geschwindigkeit nachweisbar ist an der Grenze zwischen festem Korper und 
Gas, so wiirde dies flir die Warmeleitung die Bedeutung haben, daB an dieser 
Grenzflache eine Unstetigkeit in der Temperatur vorhanden sein muB, 
daB also flir den Fall, daB Warme yom Gas an den festen Korper oder umgekehrt 
abgegeben wird, an der Oberflache des Korpers eine tiefere bzw. hohere Tem­
peratur herrschen miiBte als in der unmittelbar daranstoBenden Grenzschicht 
des Gases. Einen solchen Temperatursprung konnte v. SMOLUCHOWSKI1) 

mit voller Sicherheit nachweisen. Es sind bei seinen 
Versuchen Temperaturspriinge bis zu r aufgetreten. 

Den Nachweis liefert man in der Art, daB man ein 
GefaB in einem zweiten abkiihlen laBt, wobei der Zwischen­
raum das verdiinnte Gas enthalt. Macht man diesen 
verschieden weit, so laBt sich bei Annahme konstanter 
Warmeleitung des Gases die Abkiihlungsgeschwindigkeit 
des inneren GefaBes berechnen. Diese Rechnungen stimmen 
nicht mehr, wenn man die Verdiinnung geniigend weit 
treibt. Bei Annahme eines Temperatursprungs lassen sich 
die experiment ellen Angaben in Dbereinstimmung mit 
der Rechnung bringen und gleichzeitig die GroBe des 
Temperatursprungs bestimmen. 

Wir haben hier einen ganz analogen Fall wie bei 
der inneren Reibung. AB und CD (Abb.12) seien zwei 
parallele Wande. Dazwischen befinde sich ein Gas. Die 

8 
c 

/I o 
Abb. 12. Temperatur­
abfall eines verdiinnten 
Gases zwischen zwei 
\Vanden verschiedener 

Temperatur. 

Ordinaten AE und DF sollen uns die Temperaturen der Wande AB bzw. CD 
darstellen. Bei einem stationaren Zustand und normaler Warmeleitfahigkeit 
sollte nun die Temperatur zwischen den Platten langs der Geraden EF abfallen. 
1st aber ein Temperatursprung vorhanden, so wird der Abfalliangs der Kurve E F 
erfolgen. Das Temperaturgefalle im Innem des Gases, das jetzt durch die 
Gerade GH dargestellt wird, ist kleiner als fmher. Entsprechend kleiner ist 
auch die Warmeiibt;rfiihrung. EG"und HF wiirden also die Temperaturspriinge 
darstellen.Ein tatsachlicher Temperatursprung - natura non facit saltus -
ist nach unserer Darstellung nicht vorhanden. 

Wir konnen zur Erklarung auch hier genau so vorgehen wie bei der inneren 
Reibung. Es ist deshalb vollig iiberfliissig, noch einmal ins einzelne einzugehen. 
Wir konnen uns zwei Grenzschichten denken, die wir wie hochverdiinnte Gase 
behandeln, und eine Mittelschicht, die sich im normalen Zustand befindet. Es 
wird nun mit wachsender Dicke der Grenzschicht die Warmeiiberflihrung an­
fanglich konstant bleiben und von einer gewissen Verdiinnung des Gases an mit 
weiter abnehmendem Druck allmahlich abnehmen und schlieBlich in den be­
kannten Zustand hochverdiinnter Gase iibergehen. Auch die GefaBwand selbst 
wird einen EinfluB haben miissen; denn dadurch, daB die Gasmolekeln beim 
ZusammellstoB mit jenen des festen Korpers, insbesondere falls diese eine erheblich 

1) M. v. SMOLUCHOWSKI, Wiener Ber. (2a) Bd. 107. S. 304. 1898. 

Handbuch der Physik. IX. 29 
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verschiedene Masse haben, im allgemeinen nicht vollstandig dessen Temperatur 
annehmen, wird ebenfalls die Warmeiiberfiihrung herabgesetzt werden. Nach 
dieser Annahme muB ein Temperatursprung entstehen, der urn so groBer ist, 
je groBer das Verhaltnis der Masse der Molekeln der GefaBwand zu jener des 
Gases ist. In der Tat haben v. SMOLUCHOWSKIS Messungen ergeben, daB der 
Temperatursprung, der durch diese Ursache bedingt ist, bei Wasserstoff weit­
aus groBer ist als bei anderen Gasen, was in Dbereinstimmung steht mit der 
weitaus geringeren ~asse der Wasserstoffmolekeln gegeniiber jener anderer 
Gase. Allerdings mag da auch die mittlere Weglange des Wasserstoffs, die bei 
gleichem Druck etwa doppelt so groB ist als die anderer Gase, eine Rolle spielen. 
Von M. KNUDSEN1 ) wurde schlieBlich nachgewiesen, daB der Temperatursprung 
tatsachlich auch von der N atur der GefaBwand abhangig ist. 

VIII. Kinetische Theorie der Flussigkeiten. 
a) Die ideale Fliissigkeit. 

87. tibergang des gasformigen zum £liissigen Zustand j Definition der 
idealen Fliissigkeit. Wir haben bisher immer die Gase nur im normalen und 
im verdiinnten Zustand behandelt, nur ganz ausnahmsweise streiften wir das 
Verhalten bei hoherem Druck oder groBerer Dichte. Es geschah dies deshalb, 
weil dem Verhalten der Gase bei hoherem Druck bis zur Verfliissigung ein eigenes 
Kapitel "Zustand der gasformigen und fliissigen Korper" gewidmet ist. 

Wenn wir ein Gas immer mehr komprimieren, so zeigt sich, daB mit zu­
nehmendem Druck die Beziehung zwischen Druck, Volumen und Temperatur, 
wie wir sie im BOYLE-CHARLEsschen Gesetz kennengelernt haben, immer mehr 
von diesem Gesetz abweicht. Wir beobachten, daB das Volumen, das sich nach 
d~m BOYLE-CHARLEsschen Gesetz mit wachsendem Druck ja schlieBlich auf 
Null reduzieren miiBte, auch nicht annahernd dies befolgt, sondern sich einem 
Grenzwert nahert, unter den wir es selbst mittels hochster Druckkrafte nicht 
herabbringen konnen. Nichtsdestoweniger bemerken wir keine Anderung des 
Aggregatzustandes. Wir konnen auch bei den hochsten Drucken das Gas als 
solches ansprechen. Man pflegte seinerzeit solche Gase permanente Gase zu 
nennen. Andere Gase verhalten slch wieder so, daB sie von einem gewissen 
Druck an sich zu verfliissigen beginnen. Sie teilen sich in zwei Aggregatzustande, 
den fliissigen und den gasformigen. In diesem Zustand haben sie einen ganz 
bestimmten Druck, der nur von der Natur des Gases und der Temperatur ab­
hangt. Wir nennen ihn den Druck des gesattigten Dampfes. Unter diesem 
Druck k6nnen wir das Volumen so lange verkleinern, bis sich das ganze Gas in 
Flussigkeit verwandelt hat. Wollen wir jetzt weiterkomprimieren, so mussen 
wir selbst fur kleine Volumsverringerungen oft schon sehr bedeutende Druck­
erh6hungen anwenden. Das Verhalten ist jetzt ein. ganzlich anderes als im 
gasformigen Zustand. Man hat erkannt, daB jedes Gas, auch die sog. permanenten, 
verflussigt werden k6nnen, falls man nur ihre Temperatur genugend herab­
setzt. Jedem Gas kommt eine Grenztemperatur zu, die sog. kritische Temperatur, 
oberhalb deren es nicht verflussigt werden kann, also ein permanentes Gas ist, 
unterhalb deren es aber sowohl im gasf6rmigen als fliissigen, ja auch im fest en 
Zustand auftreten kann. Dasselbe gilt naturlich auch flir jede Flussigkeit. Sie 
kann nur unterhalb der kritischen Temperatur als solche bestehen, oberhalb 
tritt sie nur als Gas auf. 

') M. KNUDSEN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 34, S. 593. 1911. 
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Es gehorte zu den ersten Bemuhungen der kinetischen Gastheorie, die Ab­
weichungen vom BOYLE-CHARLEsschen Gesetz zu erklaren und dieses Gesetz 
zweckentsprechend abzuandern. Fur maBig dichte Gase war es auch nicht 
schwer, solche Korrekturen, und zwar theoretisch begrundet, anzubringen. Es 
zeigte sich nun, daB sich sog. Zustandsgleichungen aufstellen lieBen, die sowohl 
den gasformigen als den flussigen Zustand leidlich darstellten. Doch mussen 
aIle diese Gleichungen mehr oder weniger als empirische Formeln angesehen 
werden, indem aIle Versuche, aus der Theorie allein eine exakte Zustandsgleichung 
abzuleiten, daran scheiterten, daB bei zunehmender Dichte des Gases sich un­
uberwindliche Schwierigkeiten fUr die mathematische Darstellung bieten. Es 
erscheint daher auf diesem Wege vor der Hand ausgeschlossen, von der Theorie 
der Gase einen Dbergang auf eine exakte Theorie der Flussigkeiten zu finden, und 
es hat dieser Umstand G. JAGERl) bewogen, die Theorie der Flussigkeiten von 
einer ganz anderen Seite in Angriff zu nehmen. 

Wie es von groBem Vorteil fUr den Ausbau der kinetischen Gastheorie war, 
daB man zuerst die Eigenschaften der idealen Gase darzustellen suchte und spater 
erst auf die wirklichen Gase uberging, so scheint der einzig richtige Weg zum 
Ausbau einer kinetischen Theorie der Flussigkeiten darin zu liegen, daB man 
erst versucht, eine ideale Flussigkeit zu konstruieren und deren Eigenschaften 
zu prazisieren, und erst dann zu den wirklichen Flussigkeiten ubergeht. 

Die Molekeln einer idealen Flussigkeit stellen wir uns als Kugeln vor. Man 
tat dies ursprunglich zur Vereinfachung der Rechnung ja auch mit den Gas­
molekeln. Diese Kugeln sollen fUr eine einfache Flussigkeit in GroBe und Masse 
alle einander gleich, vollkommen elastisch und unendlich wenig kompressibel 
sein. Sie uben Anziehungskrafte aufeinander aus, deren Wirkungssphare so 
groB ist, daB innerhalb einer viele Molekeln Platz finden. Ferner sollen sie so 
nahe aneinanderliegen, daB die Krafte, die eine Molekel von den Nachbar­
molekeln erfahrt, nach allen Richtungen dieselben sind, d. h. sich gegenseitig 
in ihrer Wirkung aufheben. lm lnneren der Flussigkeit verhalt sich also jede 
Molekel so, als wurde sie von den Nachbarmolekeln gar keine Kraft erfahren. 
Abgesehen vom GroBenunterschied der mittleren WegIangen werden sich die 
Molekeln genau so bewegen wie die Molekeln eines idealen Gases. Der Kom­
pressions- sowie der thermische Ausdehnungskoeffizient der FlUssigkeit sei so 
klein, daB wir das Volumen bezuglich des auBeren Druckes und der Temperatur 
als konstant annehmen konnen. 

Die Anziehungskrafte, welche die Molekeln aufeinander ausuben, seien nur 
von deren gegenseitiger Entfernung abhangig. Sie kompensieren sich zwar im 
lnnern der Flussigkeit, nicht aber an deren Oberflache. Die Oberflachenmolekeln 
werden dadurch einen Zug gegen das lnnere der Flussigkeit erfahren, was fUr 
dieses den Effekt hat, als wurde der auBere Druck auf die Flussigkeit erhoht. 
Man pflegt deshalb diese Druckerhohung den inneren Druck der FlUssigkeit 
zu nennen. 

Nach unserer Annahme, daB wir den Kompressions- und Ausdehnungs­
koeffizienten der Flussigkeit vernachlassigen konnen, wird der innere Druck 
eine konstante, vom auBeren Druck und der Temperatur unabhangige GroBe 
sein. Auch die Kapillaritatskonstante und die Verdampfungswarme sollen in 
diesem Sinne als konstante GroBen angesehen werden. Der gesattigte Dampf 
unserer Flussigkeit solI sich wie ein ideales Gas verhalten. Seine Dichte sei 
gegenuber der Dichte der FlUssigkeit sehr klein, sein spezifisches Volumen im 
selben Sinne also sehr groB, so daB jenes der Flussigkeit haufig vernachlassigt 

') G. JAGER, Ann. d. Phys. Ed. 11, S.1077. 1903. 

29* 
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werden kann; dasselbe kann mit der Dichte des Dampfes gegeniiber der Fliissig­
keitsdichte geschehen. 

Die so definierte Fliissigkeit, der ja auch wirkliche Fliissigkeiten, wie z. B. 
das Quecksilber, sehr nahekommen, erleichtert die Anwendung der Satze der 
Thermodynamik wie auch der kinetischen Theorie der Materie sehr bedeutend. 
Wir wollen dies alles dadurch erlautem, daB wir sowohl auf thermodynamischem 
als auch auf kinetischem Wege die Abhangigkeit des Druckes des gesattigten 
Dampfes von der Temperatur ableiten. 

88. Die Dampfspannung einer Fliissigkeit. Nach CLAPEYRON und CLAU­
SIUS steht die Verdampfungswarme r einer Fliissigkeit mit der absoluten Tem­
peratur T, dem Dampfdruck p, dem spezifischen Volumen v des Dampfes und 
v' der Fliissigkeit in der Beziehung 

r = T :~ (v - v') • (50) 

v' soli gegen v vemachlassigt werden. N ach dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz 
gilt fiir die Masseneinheit des Dampfes (Zif£' 8) 

, RT 
v - v = Mp. 

Danach wird Gleichung (50) 

oder 
dp rM dT 
P=R'P' 

Fiir die ideale Fliissigkeit sind in dieser Gleichung bloB p und T als veranderlich 
aufzufassen. Die Integration ergibt 

rM 1 
lnp = --.- + InC 

R T ' 

wenn C eine willkiirliche Konstante ist. Indem wir an Stelle der Logarithmen 
deren Zahlen setzen, erhalten wir 

rM 
(51 ) p = Ce RT 

Die Verdampfungswarme r driicken wir hier in EnergiemaB aus. Wir konnen 
sie als Arbeit auffassen, deren Wesen wir nach unserer Vorstellung von der Fliissig­
keit leicht erkennen konnen. Die Oberflachenmolekeln erfahren einen Zug gegen 
das Innere der Fliissigkeit, der sich bis zu einer gewissen Tiefe erstreckt, namlich 
so weit, als die Fliissigkeitsmolekeln noch merkbare Anziehungskrafte aufeinander 
ausiiben. Um daher eine Molekel aus dem Fliissigkeitsinneren an die Oberflache 
zu bringen, muB eine bestimmte Arbeit geleistet werden zur Uberwindung der 
Anziehungskrafte. Diese wirken nun auch noch iiber die Oberflache der Fliissig­
keit hinaus, so daB also auch noch Arbeit zu leisten ist, um die Molekel von der 
Fliissigkeitsoberflache in das Dampfinnere zu bringen, wo die Anziehung der 
Fliissigkeitsmolekeln auf die Dampfmolekeln verschwindend klein wird. Die 
Gesamtarbeit, die geleistet werden mul3, um eine Molekel aus dem Fliissigkeits­
inneren ins Dampfinnere zu bringen, sei a. Diese GroBe konnen wir aber auch 
die Verdampfungswarme einer Molekel nennen. In der Masseneinheit der Fliissig­
keit seien n Molekeln. Um also 1 g der Fliissigkeit zu verdampfen, ist die Arbeit na 
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aufzuwenden. Die Verdampfungswarme der Flussigkeit ist na. Beachten wir, 
daB nach dem BOYLE-CHARLEsschen Gesetz 

nme2 RT 

3 M 
ist, so konnen wir bilden 

rM 3na 3a 
RT nme2 me2 

Fur die Dampfspannung ergibt sich dann nach Gleichung (51) 
3a 

p = Ce m~2. 

Fur eine ideale Flussigkeit konnen wir den Dampfdruck p auch sehr leicht 
aus der kinetischen Theorie herleiten. Es besteht thermisches Gleichgewicht, 
wenn in der Zeiteinheit ebensoviel Molekeln aus dem Dampf in die Fliissigkeit 
ubergehen wie umgekehrt aus der Flussigkeit in den Dampf. 1st u die Geschwindig­
keitskomponente der Dampfmolekeln senkrecht zur Flussigkeitsoberflache, so 
ist N u/2 die Zahl der Molekeln, die in der Sekunde durch die Oberflacheneinheit 
in die Flussigkeit ubertreten, wenn N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit 
des Dampfes ist. NI2 Molekeln fliegen also gegen die Flussigkeitsoberflache, die 
andere Halfte entfernt sich von ihr und u ist der Mittelwert der gegen die Flussig­
keit gerichteten Geschwindigkeitskomponenten u. 

Die Zahl der Molekeln, die in der Sekunde durch die Oberflacheneinheit 
der Flussigkeit in den Dampf ubergehen und eine Geschwindigkeitskomponente 
normal zur Oberflache zwischen u und u + du besitzen, sei cp (u) duo Nicht 
aIle Flussigkeitsmolekeln, welche die Oberflache treffen, konnen in den Dampf 
ubertreten, sondern nur jene, deren kinetische Energie senkrecht zur Oberflache 
groBer ist als die zum Ubertritt notige Arbeitsleistung a. Fur die Moglichkeit 

der Verdampfung muB also mu2 > a oder u >y2a sein. Die Zahl der in der 
2 m 

Sekunde durch einen Quadratzentimeter der Oberflache ubertretenden Molekeln 
ist somit 00 00 

f cp(u) du = f uf(u)du, 
]/2a ]/2a 
Ym Vm 

indem wir cp (u) = u f (u) einfiihren. SolI nun thermisches Gleichgewicht zwischen 
Flussigkeit und Dampf vorhanden sein, so muB 

N- 00 T = f uf(u)du 
.!2a 
V m 

(52) 

sein; denn dann treten in einer bestimmten Zeit ebenso viel Molekeln aus der 
Flussigkeit in den Dampf uber, als umgekehrt ihn verlassen. 

. Nme2 . 3P 
Aus der DruckglelChung p = -- gewmnen wir N = -= konnen somit 

Gleichung (52) verwandeln in 3 me" 

2me"j p = -_- uf(u)du. 
3u 

]/2a 
Vm 
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Friiher fanden wir 

so daB also gilt 

3a 

p = Ce mC', 

2mc2 --..: -f"" 3a 
-_- u/(u)du = Ce me'. 

3u 

~ 
Wir Wlssen ferner von fruher (Ziff. 32) her, daB 

00 

j u/(u) du = ~ e 
_ 2 

V~ 
ist, und konnen Wle dort weiter finden 

3a 

mCZ 

3x' 
9uCx ---; 

- x /(x) dx = - --=- e 2e dx. 
2m(c2)2 

Nach dem Vorhergehenden haben wir weiter xf(x) = rp(x) und erhalten so 
fiir die Zahl der ubertretenden Flussigkeitsmolekeln 

3u' 
9uCu --= 

q;(u) du = e 2e'du. (53) 
2m(c 2)2 

1m Innern der Flussigkeit bewegen sich die Molekeln vollkommen krafte­
frei, so daB fiir sie dasselbe Verteilungsgesetz der Geschwindigkei ten wie fur 

den gasformigen Zustand gelten muB. Wir finden also (Ziff. 34) U = 1/2;;;' und V 3n 
konnen das Verteilungsgesetz der Gasmolekeln schreiben 

u2 _ 3u2 

_~= e -;X; d u = 3 u N e - 2C' d u . 
eX Vn 2c 2 

Die Zahl der Gasmolekeln, die in der Sekunde einen Quadratzentimeter einer 
Ebene passieren, finden wir, wenn wir diesen Ausdruck noch mit u multiplizieren. 
Wir erhalten somit der Form nach fiir das ideale Gas denselben Ausdruck wie 

fiir unsere Flussigkeit, nur hatten wir in letzterem Fall N durch JE- zu er-
setzen. m c2 

In anderen Wort en heiGt das nichts anderes, als daG die Zahl der StoGe, 
welche die Molekeln auf die Flacheneinheit einer idealen durch die Flussigkeit 
gelegten Ebene ausfiihren, viel groGer ist, als wir erhalten, wenn wir diese Zahl 
nach der Formel fiir ideale Gase berechnen wiirden. 

89. Der innere Druck der Flussigkeit. Wir wollen nun noch einen Blick 
auf die Konstante C werfen. Urn deren Bedeutung einzusehen, ist es notwendig, 
den inneren Druck der Fliissigkeit in die Rechnung einzufiihren. Den Dampf­
druck sehen wir gegenuber dem inneren Druck als verschwindend klein an. Be­
fande sich die Fliissigkeit in einem Gefaf3 mit vollkommen starren Wanden, 
das sie vollstandig ausfiillt, wiirden die Fliissigkeitsmolekeln ihren Bewegungs­
zustand unverandert beibehalten, ihre Anziehungskrafte aber plotzlich ver­
schwinden, so wiirde die Fliissigkeit auf die GefaHwande einen Druck ausiiben, 
der gleich ihrem inneren Druck ist. Fiir cin Gas konnten wir den Druck definieren 
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als die GesamtbewegungsgroBe, welche die Molekeln durch die FHi.cheneinheit 
einer idealen Ebene in der Sekunde tragen. Dieselbe Definition konnen wir 
auch fiir den Druck der Fliissigkeit anwenden. 

Multiplizieren wir die Gleichung (53) mit mu, der Komponente der Be­
wegungsgroBe, die eine Molekel von der Masse m senkrecht gegen unsere ideale 
Ebene besitzt, und integrieren wir nach u von - 00 bis + 00, so erhalten wir 
den inneren Druck 

-00 - 00 

2 +00 Vn 
Wir haben also hier 3 ~ = x2 und nach (Ziff. 20)jx2 e -x2 dx = ~ gesetzt. Wir 

2 c2 - 2 

haben ferner wie oben U = <X_ und iX2 = 2 c2 (zi'k 20). Nach Einfiihrung dieser yn 3 
Werte fUr u und Z2 in unsere Gleichung fiir den inneren Druck erhalten wir 

P=C. 

Foiglich ist nach der eingangs gewonnenen Formel 

rM 

p=Ce Wi' 
rM 

der Dampfdruck der Fliissigkeit nichts anderes als der mit e - R'l' multiplizierte 
innere Druck, so daB wir schlieBlich die Gleichung erhaIten 

rM 

p = Pe RT. 

Aus dieser Formel konnen wir jetzt natiirlich bei Kenntnis der iibrigen GroBen, 
die aber aile der Messung leicht zuganglich sind, den inneren Druck berechnen. 

Zum Vergleich mit unserem ResuItat wollen wir den inneren Druck noch 
auf eine andere Weise herleiten. Wir wollen wieder annehmen, daB der auBere 
Druck vernachlassigt werden kann. Erhohen wir die Temperatur der Fliissig­
keit, so muB auch die kinetische Energie der Molekeln der absoluten Temperatur 
proportional wachsen. Damit das Volumen der Fliissigkeit konstant bleibt, 
haben wir den auBeren Druck urn eine bestimmte GroBe p zu erhohen. Der innere 
Druck hingegen bleibt konstant. Es wird sich demnach der innere Druck zum 
Gesamtdruck, den die Molekeln ausiiben, verhaIten wie die urspriingliche absolute 
Temperatur T zur neuen T + .1. Es besteht somit die Gleichung 

P 
p+p 

T 
T+ .1 . (54) 

1st bei vernachlassigtem auBeren Druck fiir die Temperatur T das Volumen 
der Fliissigkeit v, fiir die Temperatur T + .1 entsprechend v', so konnen wir 

v' = v (1 + iX .1) (55) 

set zen und iX den Ausdehnungskoeffizienten der Fliissigkeit nennen. Wollen 
wir die Fliissigkeit vom Volumen v' bei konstanter Temperatur auf das Volumen v 
zuriickbringen, so haben wir einen entsprechend hohen auBeren Druck p auf­
zuwenden und wir konnen schreiben 

v = v' (1 - kP) , (56) 
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wobei wir k den Kompressionskoeffizienten nennen. Aus Gleichung (55) folgt 
nun v' - v = v' ou1, aus Gleichung (56) v' - v = v'kp, folglich ist ~Ll = kp 

oder A = !!P..... Fiihren wir diesen Wert fiir A in Gleichung (54) ein, so finden 
wir leicht ~ 

~ 
P=-T. 

k 
(57) 

Auf das Quecksilber, das ja die von uns geforderten Bedingungen einer 
idealen Fliissigkeit nahezu erfiillt, angewendet, erhalt man aus der Dampfspan­
nungsformel sowohl sowie aus dem Mittelwert der bekannten Kompressions­
koeffizienten nach Gleichung (57) ahnliche Werte fiir P und zwar rund 

P = 20000 Atm. 

90. Innere Reibung der Fliissigkeiten und GroBe der Molekelen. Wollen 
wir fiir die innere Reibung einer idealen Fliissigkeit eine Formel gewinnen, so 
haben wir genau dieselbe Dbedegung zu machen wie fiir ein ideales Gas. Wir 
erhielten dafiir [Zif£' 60, Gleichung (43)] 

du 
R = dz1:vm(z. 

Wir brauchen die hier auftretenden GroBen nur fiir Fliissigkeiten zu interpretieren. 

R, ~:, m behalten ihre alte Bedeutung. Unter v verstanden wir bei Gasen 

die Zahl der Molekeln in cler Volumeinheit, die eine Geschwindigkeitskomponente ( 
haben. v ( ist dann die Zahl der Molekeln, die in der Sekunde die FHicheneinheit 
einer zur xy-Ebene parallelen Ebene passieren. Der Druck ist gegeben durch 
p = 1: v m (2 . Fiir die Fliissigkeit haben wir an Stelle des p den inneren Druck P 
zu setzen. Dieser ist P = 1: in m (2, so daB sich in: v = P: p verhalt. in hat 
aber nicl1t die Bedeutung der Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, sondern, 
wie wir (Ziff. 88 und 89) kennenlernten, haben wir dafiir 

3C 3P 
mc2 mc2 

zu setzen. 
Wahrend wir bei Gasen ohne weiteres unter z die Ordinate des Mittelpunkts 

der Molekel einfiihren konnten, da wir die GroBe der Molekel gegeniiber deren 
mittlerer Weglange als sehr klein ansahen, miissen wir bei Fliissigkeiten die 
mittlere Weglange gegeniiber dem Durchmesser der Molekeln als sehr klein 
betrachten, so daB wir unter z nicht die Ordinate des Mittelpunktes einer Molekel, 
sondern die des jeweiligen StoBpunktes der Oberflache der Molekel einfiihren 
miissen. Es ergibt sich aus dieser Betrachtungsweise ferner, daB zwischen zwei 
ZusammenstoBen die Molekel kaum ihren Platz andert, so daB wir fiir die Ent­
fernung der beiden StoBpunkte im Raum einfach die Lange der Sehne einfiihren 
konnen, welche die beiden StoBpunkte der Molekel miteinander verbindet. Da 
alle Punkte der Oberflache einer Molekel mit derselben Wahrscheinlichkeit 
gestoBen werden, so ist der Mittelwert der Entfernungen zweier aufeinander 
folgender StoBpunkte, wie man sich durch eine einfache Rechnung leicht iiber­
zeugen kann, gleich dem Radius der Molekel oder gleich 0/2. Wahrend wir also 

bei idealen Gasen z = - ACOS{} und fiir cos,{j = I, also auch z = - ;"C set zen 
c c 

konnten, wobei wir nach der Summierung fiir A die mittlere Weglange I erhielten, 
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haben wir jetzt an Stelle dieser mittleren WegHinge die GroBe 0/2 einzufiihren. 

Es wird demnach fiir die Fliissigkeit z = - 1;0. Mit Beniitzung dieses Ausdrucks 
erhalten wir fUr die innere Reibung 2c 

R=_..!...du~mm1;2=_ 1duPo. 
2 dz~ 2dz c 

du 
Da auch R = - 'f} -, so ist 

dz 
Po 

'f}=2"C' 

Vergleichen wir damit den Reibungskoeffizienten fiir Gase 

'f}=~Nmcl=Pl, 
3 c 

(58) 

. d' Nmc 2 k . h . d' A l' . h G m em ]a P = -- , so er ennen Wlr 0 ne weiteres Ie na ogle ZWISC en as-
3 

und Fliissigkeitsreibung. Natiirlich haben wir fUr l jetzt .!!... zu setzen. 
2 

Da wir in der Lage sind, den Reibungskoeffizienten einer Fliissigkeit experi­
men tell zu bestimmen und deren inneren Druck, wie friiher (Ziff. 89) gezeigt. 
wurde, zu berechnen, so gibt die letzte Formel die Moglichkeit, den Durchmesser 
einer Fliissigkeitsmolekel zu ermitteln, indem wir Gleichung (58) 

2c'f} 
o=p 

schreiben konnen. Auf Quecksilber angewendet, erhalten wir 

0= 30.10- 9 cm, 

eme mit den Resultaten anderer Methoden iibereinstimmende GroBe. 

b) Der osmotische Druck1). 

91. Druck eines Gases groBer Dichte. Wir konnen den Gasdruck (Ziff. 5) 
auf eine beliebige Ebene beziehen, die wir durch das Gas gelegt denken, und 
konnen ihn als die gesamte BewegungsgroBe definieren, die senkrecht zur Ebene 
durch die Fliicheneinheit derselben sowohl nach der einen alS nach der anderen 
Richtung von den Molekeln getragen wird. Schreiben wir den Molekeln Kugel­
gestalt von nicht zu vemachliissigender Ausdehnung zu, so hat dies zur Folge, 
daB mehr BewegungsgroBe in der Sekunde durch die Fliicheneinheit der Ebene 
getragen wird; denn denken wir uns z. B. den Fall, mehrere vollkommen elastische 
Kugeln - als so1che wollen wir uns die Molekeln· vorstellen - seien in einer 
geraden Linie aufgestellt. Die erste treffe mit der Geschwindigkeit c auf die 
zweite, so kommt die erste zur Ruhe, die zweite nimmt sofort die Geschwindig­
keit der ersten an; dasselbe Spiel wiederholt sich sofort zwischen der zweiten 
und dritten Kugel usw. Der Verlauf ist also so, alS hiitte sich die erste Kugel 
allein bewegt, jedoch bei jedem ZusammenstoB sofort eine Wegstrecke gleich 
dem Durchmesser 0 einer Molekel iibersprungen. D. h. es wird in diesem Fall 
eine gewisse Strecke rascher durchlaufen, als es ohne ZusammenstoBe geschieht. 

1) Die Abschnitte b) und c) sind der Arbeit G. JAGERS "Dber die osrnotisch-kinetische 
Theorie der verdiinnten Losungen" (ZS. f. phys. Chern. Bd.93, S.275. 1919) entnornrnen, die 
eine weitere Ausfiihrung von Ann. d. Phys. (4) Bd. 41. S.854. 1913; Bd. 54. S.463. 1918 sind. 
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Dasselbe erfolgt, wenn zwei Kugeln zentral gegeneinander fliegen. Sie trennen 
sich mit vertauschten Geschwindigkeiten in entgegengesetzter Richtung. Es 
ist gerade so, als waren die Kugeln durcheinander hindurchgeflogen, nur hat 
dabei wieder jede die Strecke a ubersprungen. 

In einem ruhenden Gas sind nun die Bewegungsrichtungen der Molekeln 
uber den Raum gleichmaBig verteilt und es wird diese Verteilung durch die 
ZusammenstOBe der Molekeln nicht gestort. Die Komponente der gesamten 
BewegungsgroBe der Molekeln nach einer bestimmten Richtung, wobei nur die 
positiven Werte gezahlt werden sollen, ist daher von der Richtung selbst voll­
standig unabhangig und es hatte, wenn wir auf die Ausdehnung der Molekeln 
keine Rucksicht nehmen, die normal durch die Flacheneinheit der Ebene in der 
Zeiteinheit getragene BewegungsgroBe den Wert L: nm~2. Dieser Wert wird 
vergroBert, wenn wir den EinfluB der ZusammenstoBe der Molekeln in Betracht 
ziehen und wir wollen diesen EinfluB mit dem Namen "Forderung der Be­
wegungsgroBe" bezeichnen. 

StoBen zwei Molekeln mit der relativen Geschwindigkeit r gegeneinander 
und bildet r mit der Zentrilinie den (spitzen) Winkel x' so erfahrt dadurch die 
BewegungsgroBe mrcosX eine Forderung amrcosx. Bildet dabei die Zentri­
linie mit der Normalen zur Ebene, fur die wir den Druck berechnen wollen, 
den Winkel lX, so haben wir senkrecht zur Ebene eine Forderung der Bewegungs­
groBe amrcosXcos2lX, indem wir acoslX fUr a und mrcosxcoSlX fur mrcosx 
zu set zen haben. Diese Forderung der BewegungsgroBe verteilt sich auf beide 
Molekeln. 

Die gesamte Forderung ergibt sich jetzt durch Summierung uber die in 
der Zeit- und Volumeinheit stattfindenden ZusammenstoBe. Die Zahl der 
Molekeln in der Volumeinheit, die eine Geschwindigkeit zwischen e und e + de 
haben, sei t (c) dc, analog t (e') dc' die Zahl von Geschwindigkeiten zwischen e' 
und e' + de'. Fur ein verdunntes Gas ist die Zahl der ZusammenstoBe die eine 
Art der Molekeln mit der anderen in der Sekunde macht 

na2 

2 t (c) de t (e') dc' r sin cp dcp . 

Diese Formel erleidet jedoch eine Veranderung, wenn das Volumen des Gases 
kleiner wird (Zift. 50). Wir wollen dem dadurch gerecht werden, daB wir den 

letzten Ausdruck noch mit 1 + F (%) multiplizieren. F (~) soIl mit wachsendem 

Volumen abnehmen und fUr v = 00 Null werden, mit abnehmendem Volumen 
jedoch zunehmen und, bevor es den Wert des Molekularvolumens b erreicht, 
unendlich groB werden. 

Die Zahl der Zusammensti:iBe, bei we1chen die relative Geschwindigkeit 
mit der Zentrilinie beim StoB den Winkel A einschlieBt, erhalten wir, wenn 
wir die obige Zahl noch mit 2sinxcosxdX multiplizieren. Ferner haben wir 
noch mit sinlXda zu multiplizieren, wenn wir von den Zusammensti:iBen die Zahl 
jener kennenlernen wollen, fUr we1che die Zentrilinie mit der Normalen zu unserer 
Ebene den (spitzen) Winkel a einschlieBt. So erhalten wir schlieBlich 

;-r02 [1 + F (:,-)] t (c) de t (c') dc' r sin (('dcp sin,% cos,%d X sin ad a . 

Urn die gesamte Forderung der Bewegungsgri)Be kennenzulernen, haben wir 
cliesen Ausdruck noch mit der Fi:irclerung der BewegungsgrijBe fUr einen StoB 
amrcosxcos2a zu multiplizieren, zu bcdenken, daB r2 = c2 + C'2 - 2cc'coscp 
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ist, und nun nach IX. und X zwischen den Grenzen 0 und 'll12, nach q; zwischen 0 
und 'll , nach c und c' zwischen 0 und 00 zu integrieren. Die Integration iiber die 
verschiedenen Winkel ergibt 

~'llma3 [1 + F(%) ](C 2 + c'2)f(c)f(c')dcdc'. 

Bei der Integration nach c und c' ist zu beachten, daB jeder ZusammenstoB 
zweimal gerechnet wird, so daB das Resultat durch 2 zu dividieren ist. Dies 
ergibt 

00 00 

'll~a3 [1 + F (%)]j j(C2 + c'2)f(c)f(c')dcdc' = 2'llm~2a3"Ci [1 + F (%)] , 
o 0 

da 00 00 

jf(c)dc = jf(c')dc' = N 
o 0 

und 00 00 

J~2f(c)dc = jC'2f (c') dc' = N"Ci 
o 0 

ist. 
Sind n Molekeln im Volumen v, so N = n/v. Der Druck des verdiinnten 

Gases ist N m"Ci = nmC2. Zu diesem haben wir noch den letzten Ausdruck zu 
3 3v 

addieren, urn den Druck des komprimierten Gases zu erhalten, so daB wir haben 

p = n~~{1 + 2~:a3 [1 +F(%)]} = n~:2 {1 + 4vb [1 + F(%)]} , 

indem wir ~- n'lla3 = 4b gesetzt haben. Fiihren wir noch 

ein, so wird schlieBlich nmc2 

p = 3V (1 + 1jI). 

1jI hat also die Eigenschaft, daB es mit wachsendem v sich der Null nahert, 
wahrend es mit abnehmendem v wachst und, bevor v noch den Wert b erreicht, 
unendlich groB wird. Fiir ein Mol des Gases andert sich jetzt das BOYLE-CHAR­
LEssche Gesetz in p v = R T (1 + ljJ), fiir N Mole ist 

pv = NRT(1 + 1jI). 

92. Druck der einzelnen Gase eines komprimierten Gasgemenges. Wir 
denken uns ein Gemenge von zwei Gasen. Von dem einen sei nur eine geringe 
Menge vorhanden, so daB es fUr sich allein als verdiinntes Gas angesehen werden 
kann. Die Menge des andem sei so groB, daB wir das Gemenge selbst als stark 
komprimiert ansehen miissen. Wir suchen nun jenen Anteil des Gesamt­
drucks, den das erste, das vetdiinnte Gas verursacht. Den Druck suchen wir 
in der herkommlichen Weise, indem wir die BewegungsgroBe suchen, die durch 
die Molekeln in der Sekunde durch die Flacheneinheit irgendeiner im Gas fif{ierten 
Ebene, die wir zur yz-Ebene eines Koordinatensystems machen wollen, getragen 
wird. Parallel zu dieser Ebene legen wir zwei Ebenen die urn dDe voneinander 
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entfernt sind. Wir begrenzen die Flacheneinheit der einen Ebene und errichten 
darauf einen Zylinder zur zweiten. Dieser hat also den Inhalt dx, er enth1ilt 
N 1dx Molekeln desersten Gases, wenn N1 die Zahl der Molekeln dieses Gases 
in der Volumeinheit bedeutet. Diese Molekeln sollen die mittlere Weglange 11 

und die Geschwindigkeit C1 besitzen. 11 ist dabei infolge der Anwesenheit des 

zweiten, verdichteten Gases sehr klein. Fur das erste Gas finden NI1C1 dx StoBe 

in der Sekunde in unserm Zylinder statt. Ebensoviel Molekeln fliegen in der 
Sekunde von unserm Zylinder aus. Wir haben an anderer Stelle (Ziff.43) ge­
funden, daB von n Molekeln nexe-lXriir einen Weg zwischen r und r + dr zuriick­
legen, wobei unter 1X der reziproke Wert der mittleren Weglange zu verstehen 
ist. Die Zahl der Molekeln, die aus unserm Zylinder ausfliegen und einen Weg 
zwischen r und r + dr zuriicklegen, ist somit 

r 
N 1 c1 e -1; 

1i dxdr. 

Von diesen passieren jene die yz-Ebene, deren Bewegungsrichtungen mit der 
negativen x-Achse einen Winkel {} einschlieBen, derart, daB r cos{} > x ist. 
Stellen wir noch die Bedingung, daB Bewegungsrichtungen mit der negativen 
x-Achse einen Winkel zwischen {} und {} + d {} einschlieBen, so ge1angen wir 
(Ziff. 7) zur Zahl 

N 1 c1 e I, • r dxdrsm{}d{}. 
2 i 

Multiplizieren wir diesen Ausdruck noch mit der Komponente der Bewegungs­
groBe einer Molekel parallel zur x-Achse m1 C1 cos {}, so ergibt dies die in der Se­
kunde durch die FHicheneinheit der Ebene getragene BewegungsgroBe 

r 

N m c2 e-T, 1 1/ dx dr sin {} cos{} d{}. 
2 i 

Durch Integration nach den einzelnen Veranderlichen erhalten wir dann den 

Druck des verdunnten Gases. Die Integration nach {} von 0 bis arc cos ~ ergibt 
r 

Diesen Ausdruck integrieren wir nach x zwischen den Grenzen 0 und r und er­
halten dann r 

Nl m1 ci _Y'- f( X2) Nl m1 ci -!... 
--'~~e l'dr 1 - -- dx = ---re l'dr 
4~ ~ 6~ , 

o 
was wir schlieBlich noch nach r von 0 bis <Xl zu integrieren haben. Das ergibt 
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Das ist die BewegungsgroBe, die von rechts nach links durch unsere Ebene 
getragen wird. Ebensoviel geht von links nach rechts. Die Summe beider stellt 

den Druck p = Nlmlc~ dar, der sich mit Riicksicht auf ein Verteilungsgesetz 
3 

der Geschwindigkeiten [Ziff. 5, Gleichung (1)] schreiben laBt 

Nm7J. 
p=-. -3-· 

Das Interessante des Resultats besteht nun darin, daB ein verdiinntes 
Gas in einem Gasgemenge, das an sich unter sehr hohem Druck stehen kann, 
genau denselben Druck ausiibt, als ware es allein vorhanden. Dies riihrt daher, 
daB die Forderung der BewegungsgroBe, an der es mit teilnimmt, fast aus­
schlieBlich den Molekeln des zweiten stark komprimierten Gases zukommt, 
wahrend die Forderung, die eine Molekel des erst en Gases einer gleichartigen 
erteilt, wegen ihrer Seltenheit vernachlassigt werden kann. Wir konnen also 
den Druck des verdiinnten Gases so berechnen, als kamen gar keine Zusammen­
stoBe vor. 

93. Wirkung einer halbdurchUi.ssigen Wand. Das GefaB, in dem sich das 
Gasgemenge befindet, sei durch eine halbdurchlassige Wand geteilt, durch welche 
das verdiinnte Gas nicht hindurch kann, wohl aber das komprimierte. Dieses 
wird also das ganze GefaB erfiillen. Das verdiinnte Gas solI sich aber nur in dem 
einen GefaBteil befinden. Das komprimierte Gas wird sich nur dann im Gleich­
gewicht befinden, wenn es auf beiden Seiten der Wand denselben Druck ausiibt; 
denn nur dann werden gleich viel Molekeln nach der einen Richtung wie nach 
der andern die Wand in der Sekunde passieren. DafUr bildet das verdiinnte Gas 
kein Hindernis; denn jede Molekel dieses Gases, die sich unmittelbar an der Wand 
befindet, ist genau so ein Hindernis fUr die austretenden als fUr die eintretenden 
Molekeln des zweiten Gases. 

Die Sache sieht sich also folgendermaBen an. 1m ganzen GefaB befindet 
sich ein komprimiertes Gas, das einen bestimmten Druck ausiibt, der natiirlich 
nicht durch das BoYLE-CHARLEssche Gesetz gegeben ist, sondern durch die 
friiher (Ziff.91.) entwickelte Gleichung. In jenem Teil des GefaBes aber, in 
dem sich auch das verdiinnte Gas befindet, kommt zu dem Druck des kompri­
mierten Gases noch jener des verdiinnten hinzu. In diesem. Teil des GefaBes 
werden wir also einen Dberdruck in Vergleich zum andern Teil haben, der das 
BOYLE-CHARLEssche Gesetz befolgt. 

Den von uns untersuchten Fall konnen wir nun ohne weiteres auf eine 
verdiinnte Losung anwenden. Wir denken uns in das reine Losungsmittel ein 
GefaB eingetaucht, das eine verdiinnte Losung enthalte. Eine halbdurchHi.ssige 
Wand, d. h. durchlassig fiir das Losungsmittel, undurchlassig fiir die geloste 
Substanz, trenne das reine Losungsmittel von der Losung. Die reine Fliissigkeit 
sehen wir an wie ein Gas unter sehr hohem Druck. Dieser ist der innere Druck 
der Fliissigkeit. Die Molekeln der gelosten Substanz stehen, da wir es mit einer 
verdiinnten Losung zu tun haben, relativ weit voneinander ab, werden sich daher 
innerhalb des Losungsmittels so verhalten wie die Molekeln eines verdiinnten 
innerhalb eines sehr stark komprimierten Gases. Den inneren Druck einer Fliissig­
keit konnen wir mit einem Manometer nicht messen. Der Dberdruck, der in der 
Losung gegeniiber dem reinen Losungsmittel vorhanden ist, wird als Druck 
auf die GefaBwande sich auBern, d. h. in dem GefaB, das die Losung enthalt, 
wird im Fall des Gleichgewichts des Losungsmittels ein Dberdruck vorhanden 
sein miissen, der manometrisch meBbar ist und den wir den osmotischen 
Druck nennen. 
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Der osmotische Druck einer verdiinnten Losung muB demnach 
genau dieselben Gesetze befolgen wie der Druck eines verdiinnten 
Gases. 

Fiir konzentrierte Losungen konnen wir mit Anwendung halbdurch­
lassiger Wande natiirlich auch den osmotischen Druck messen. Doch wird er 
sich dann nicht wie der Druck eines verdiinnten Gases verhalten, sondem er 
wird ahnliche Abweichungen yom BOYLE-CHARLEsschen Gesetz zeigen, 
wie man sie bei einem stark komprimierten Gas beobachtet. 

Die formale Analogie des osmotischen Drucks mit dem Gasdruck wollen 
wir zur Losung folgenden Beispiels beniitzen. Zwei Losungsmittel, die sich 
nicht misch~n, sollen einander beriihren. Wir fragen: "Wie verteilt sich eine 
Substanz, die sich in beiden Losungsmitteln lost, in diesen?l)" Wir denken uns 
eine horizontale Trennungsflache. In der unteren Fliissigkeit seien per Volums­
einheit N in der oberen N' Moleke1n des Gelosten vorhanden. Wir setzen die 
Giiltigkeit des MAXWELLschen Verteilungsgesetzes der Geschwindigkeiten voraus. 
Die Arbeit, die zur Vberwindung der Molekularkrafte notwendig ist, wenn 
eine Molekel des Gelosten durch die Trennungsebene von unten nach oben geht, 
sei a. Es herrscht dann Gleichgewicht (Ziff. 31), wenn 

3a 

N' = Ne mOo 
. 3a rM 

ist. Da Wir ----=- = RT setzen konnen, wenn wir unter r die Differenz der 
me2 

Losungswarmen in den beiden verschiedenen Losungsmitteln verstehen bei so 
verdiinnten Losungen, daB bei weiterer Verdiinnung keine Warmetonung mehr 

. N _rM 
stattfindet. Es bleibt also N' = e RT. Bei geniigend verdiinnten Losungen 

ist r von der Konzentration unabhangig. Bei konstanter Temperatur ist daher 
rM 

auch e - RT konstant, und wir erhalten den NERNSTschen Sa tz, daB fiir nich t 
dissoziierende Substanzen das Verhaltnis der Konzentrationen in 
den beiden Losungsmitteln unabhangig von der Menge der gelosten 
Substanz ist. 

c) Weitere GesetzmaBigkeiten verdiinnter L6sungen. 
94. Innerer Druck, Dampfspannung, Verdampfungswarme und Siede-

punkt. Wir denken uns ein U-Rohr (Abb. 13), das an seinem unteren Teil eine 
halbdurchlassige Wand H besitzt. Der Hnke Schenkel enthalte 
reines Losungsmittel R, der rechte die verdiinnte Losung L. Es 
wird Gleichgewicht vorhanden sein, wenn die Saule der Losung 
von der Hohe h im Niveau N des Losungsmittels einen hydro-

h 

H 

statischen Druck ausiibt, der gleich dem osmotischen Druck ist. 
Es steht also die Losung im Niveau N unter einem Druck, der 
urn den osmotischen Druck hoher ist als der Druck auf das reine 

-N Losungsmittel. Yom inneren Druck des Losungsmittels (Ziff. 89 
und 90) wissen wir, daB er in einer verdiinnten Losung denselben 
Wert besitzt wie im reinen Losungsmittel und daB der Anteil des 

05- Drucks der gelosten Substanz gleich dem osmotischen Druck ist. 
~~~i'sc~~r und Daraus erkennen wir ohne weiteres, daB auch der Gesamtdruck, 
innerer Druck. unter dem die Losung steht, urn den osmotischen Druck hoher 

') G. JAGER, Boltzmann-Festschrift S. 313. 1904. 
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ist als der Gesamtdruck des reinen Losungsmittels. Nehmen wir deshalb yom 
Gesamtdruck der Losung den osmotischen Druck weg, indem wir den auBeren 
Druck urn diese GroBe verringern, so muB Losungsmittel und Losung unter 
demselben Gesamtdruck stehen, und da der auBere Druck auf beiden jetzt der­
selbe ist, folgt, daB eine verdunnte Losung denselben inneren Druck 
besitzen muB wie das reine LosungsmitteL 

Dasselbe Resultat konnen wir auch durch folgende Obedegung erhalten. 
Waren keine Kohasionskrafte vorhanden, so muBte der gesamte thermische 
Druck, das ist die Summe aus auBerem und innerem Druck, durch den auBeren 
Druck allein im Gleiehgewicht gehalten werden. Der Druck der Losung, gleich­
viel ob auBerer oder thermischer, ist urn den osmotischen Druck groBer als jener 
des reinen Losungsmittels. Wir fUhren nun wieder Kohasionskrafte ein. Der 
Unterschied der auBeren Drucke solI sieh nicht andern. Die thermischen Drucke 
bleiben unverandert. Die auBeren Drucke mussen sieh demnach urn gleiche 
GroBen verringern, namlich urn den in Losung und Losungsmittel gleich graBen 
inneren Druck. 

Wir stellen uns jetzt ein geschlossenes GefaB vor, das zum Teil mit einer 
Flussigkeit, zum Teil von ihrem gesattigten Dampf erfiillt ist. Wir denken uns 
einen Teil der Flussigkeitsmolekeln, ohne ihre Eigenschaften sonst irgendwie 
zu andern, gekennzeichnet. Hat sieh ein stationarer Zustand hergestellt, so 
wird sowohl im Dampf als auch in der Flussigkeit derselbe Bruchteil gekenn­
zeichneter Molekeln vorhanden sein. Wir geben jetzt den gekennzeichneten 
Molekeln die Eigenschaft, daB sie zwar aus dem Dampf in die Flussigkeit uber­
gehen konnen, nicht aber aus der Flussrgkeit in den Damp£. Fur die nieht ge­
kennzeichneten Molekeln wird sich das Verhaltnis zwischen Flussigkeit und 
Dampf nicht andern. Der Dampf selbst wird jetzt aber urn die gekennzeiehneten 
Molekeln armer werden. Der Dampfdruck wird ein kleinerer sein als 
fruher. 

Einen analogen Fall haben wir in einer verdiinnten Losung vor uns. Hier 
sind die gekennzeiehneten Molekeln, welche die Flussigkeit nieht verlassen 
konnen, durch die Molekeln einer gelosten nichtfluchtigen Substanz ersetzt. 
Die Zabl der Molekeln des Losungsmittels, die jetzt in der Sekunde aus der Losung 
in den Dampf ubergehen, ist in gleicher Weise kleiner wie friiher bei den fingierten 
gekennzeichneten Molekeln. 1m selben MaB wie dort muB also auch fUr die 
Losung der Dampfdruck kleiner sein als fUr das reine LosungsmitteL Nennen 
wir daher die Zahl der Molekeln des Losungsmittels in der Volumeinheit N, 
die Zahl der darin befindlichen Molekeln des Gelosten n, den Dampfdruck des 
reinen Losungsmittels p, jenen der Losung p', so muB die Dampfdruckerniedrigung 
p - P' sieh zum Druck p verhalten wie n zu N + n. Unsere Losung sei so ver­
dunnt, daB wir n gegen N vernachlassigen konnen. Dann wird 

p - p' n 
-P-=N' 

Wir erhalten also das von RAOULT empirisch gefundene Gesetz der relativen 
Dampfdruckerniedrigung verdiinnter Losungen. _ r M 

Fur den Dampfdruck eineridealen Flussigkeit £anden wir (Zif£' 89) P = Pe RT. 
r'M 

Fur die Losung konnen wir schreiben P' = p' e - RT. Dabei haben wir unter 
p' jenen Anteil des inneren Drucks zu verstehen, der dem reinen Losungsmittel 
allein zukommt. Wie wir oben sahen, ist der innere Druck einer· verdunnten 
Losung gleich jenem im reinen Losungsmittel, also gleich P. In der Losung 
tragen zu diesem Druck die Molekeln des Losungsmittels wie die der gelosten 
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Substanz ihrer Zahl entsprechend bei. Raben wir daher n Mole in N Molen 
gelost, so muB die Gleichung bestehen 

P N+n 
P' -W-

Da . nun P P P' . P p' P' = ;, was ohne weiteres so geschrieben werden 

kann, da P - P' gegen pals klein anzunehmen ist, so konnen wir weiter bilden 
p n p n N+n . 

P' - 1 = N oder P' = N + 1 = N ' also nach dem Oblgen 

p P 
P' = p'. 

Daraus folgt, daB auch 

sein muB, d. h. verdiinnte Losung und remes Losungsmittel haben 
dieselbe Verdampfungswarme. 

Es ist nun auch leicht, die Formel fiir die Siedepunktserhohung einer 
verdiinnten Losung zu finden. Der Siedepunkt des reinen Losungsmittels sei T. 
Den zugehorigen Druck einer Atmosphare wollen wir p nennen, der Dampf­
druck der Losung sei p'. SolI er ebenfalls gleich dem Druck einer At~osphare 
werden, so haben wir die Losung auf die Siedetemperatur T' = T + LI T 
zu bringen. Den Dampfdruck einer· idealen Fliissigkeit stellten wir durch 

rM rM 

P = Pe -Ri' dar, den einer Losung durch p' = p' e -RT'. SolIp'=pwerden,somuB 

Pe -~~ = P'e R(;~T) werden. Da aber nach dem Obigen P = P'(1 + ~), so 

n 

Da ; klein gegen Eins ist, so konnen wir 1 + ; = eN setzen und erhaltcll 

n rM rM 
eN - RT = e R(T+JT) 

oder 

woraus man leicht die bekannte Formel fUr die Siedepunktserhohung 

LIT = RT2 .!!... 
rM N 

erhalt. 
95. Die Gefrierpunktserniedrigung. Ein fester Korper wird nach der 

kinetischen Theorie mit seinem Dampf im thermischen Gleichgewicht sein, 
wenn in der Sekunde ebensoviel Molekeln aus dem Dampf gegen den festen 
Korper als umgekehrt von der OberfHi.che des festen Korpers in den Dampf 
iibergehen. Wie fUr die Dampfspannung Po beim Schmelzpunkt To einer Fliissig-

r 11f 

keit die Formel (Ziff.85) Po = C e- RT" so werden wir fUr den festen Korper, 
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der beim Gefrierpunkt des thennischen Gleichgewichts halher ja dieselbe Dampf­
spannung haben muB, finden 

oder es ist 

(r+Z)M 

po=C'e-~ 

rM rM 1M 
C e - BTo = C' e - BTo. e - BTo , 

wenn wir unter l die Schmelzwlinne des Korpers verstehen. Es muB die Ver­
dampfungswiinne des festen Korpers ja gleich seiner Schmelzwiinne vermehrt 
um die Verdampfungswarme der Fliissigkeit sein. Es ist also 

1M 

C = C'e BTo. 

Bringen wir diese Formel mit der Theorie des Dampfdrucks in Analogie, so wird 
C der Zahl v der Fliissigkeitsmolekeln proportional sein, die in der Sekunde 
gegen die FHi.cheneinheit des festen Korpers fliegen, wahrend C' in gleicher 
Weise proportional der Zahl v' der Molekeln des festen Korpers ist, die in der 
Sekunde von seiner Oberflache gegen die Fliissigkeit fliegen. Von den letzteren 
kann aber sich nur ein TeillosreiBen und in die Fliissigkeit iibergehen, namlich 

1M 

der Teil v'e - BTo. Es ist also auch 
1M 

v = v' e BT •. (59) 

Beirn Schrnelzpunkt sind Fliissigkeit und fester Korper irn thermischen 
Gleichgewicht. Wir setzen jetzt der Fliissigkeit eine geringe Menge einer sich 
16senden Substanz zu. Das hat zur Folge, daB jetzt weniger Molekeln gegen 
den festen K6rper fliegen werden; der Korper schmilzt. Wir konnen aber das 
therrnische Gleichgewicht wiederherstellen, wenn wir die Temperatur des Ganzen 
erniedrigen. _ 1M 

Die vorn festen Korper ausgehende Molekelzahl ist v' e BT.. Die Zahl v 
der aus der Losung kommenden Molekeln des LOsungsmittels ist aber jetzt kleiner. 

Es ist nach (Ziff.94) anstatt v jetzt 'I' ( 1 - ;) zu setzen, wenn sich n Mole des 

Gel6sten in N Molen des L6sungsrnittels befinden. Soli also zwischen Losung 
und festern Korper das thennische Gleichgewicht hergestellt werden, so muB 

( n) 1M 
v 1 - N = v' e - B(T.-AT) 

werden, wenn AT die entsprechende Temperaturerniedrigung des Ganzen ist. 
Da wir es nur mit einer verdiinnten Losung zu tun haben, so wird AT gegen T 
derselben GroBenordnung nach klein sein, wie n gegen N. Es laBt sich daher 
bilden 

1 1 ( AT) 1 AT 
To (1 _ A:':) = To 1 + Yo = To + 15' 

1 
To-AT 

Danach konnen wir obige Gleichung verwandeln in 

n _'M _'M AT _'M ( lM ) 
'1'- Nv=v'e BT·· e Bn =v'e BT. 1- R15AT. 

Handbuch der Physik. IX. 30 
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Nach Gleichung (59) erhalten wir jetzt 

oder 

und 

nv ,-~~i. 1M LJT 
N = v e RTij 

n 1M 
N =RTij LJT 

LJT = RTg.~ 
M1 N' 

Das ist die von VAN 'T HOFF zuerst aus thermodynamischen Betrach­
tungen gewonnene Gleichungfiir die Gefrierpunktserniedrigung von 
Losungen. 

d) Kolloidale Losungen. 
96. EinfluB auBerer Krafte. Wenn wir das archimedische Prinzip des Auf­

triebs auf beliebig groBe Korper anwenden, so miiBte es auch moglich sein, es 
fiir die Molekeln einer gelosten Substanz als giiltig anzunehmen. Die Schwierig­
keit wiirde nur darin bestehen, festzustellen, welchen Raum eigentlich eine 
Molekel des Gelosten in der Losung einnimmt, d. h. welche Fliissigkeitsmenge 
von der Molekel tatsachlich verdrangt wird. 

Es gibt nun eine Art von Losungen, bei welchen das Geloste nicht bis auf 
seine Molekeln zerteilt wird, sondern nur ein Zerfall in verhaltnismaBig groBe, 
z. B. noch mikroskopisch wahrnehmbare Korperchen vorkommt. Es sind das 
die Emulsionen oder Suspensionen, je nachdem man es mit der Verteilung 
einer Fhissigkeit in einer anderen oder eines festen Korpers zu tun hat. Mit einem 
gemeinsamen N amen spricht man von k 0 11 0 ide n oder k 0 11 0 ida len 
Losungen. 

Lost man Gummigutt oder Mastix in Wasser, so erhalten wir Emulsionen, 
deren Teilchen man mikroskopisch wahrnehmen und messen kann. Durch 
Zentrifugieren ist es sogar moglich, kolloidale Losungen von Teilchen gleicher 
GroBe zu erhalten. Eine solche Losung konnen wir dann genau so wie eine ge­
wohnliche Losung behandeln. Es liegt z. B. kein Grund vor, daB die Gesetze 
des osmotischen Drucks hier nicht gelten sonten, da wir ja nicht eine Grenze 
der GroBe oder Masse der Teilchen in diesem Verhalten feststellen muBten. Sind 
die gelosten Teilchen spezifisch schwerer als das Losungsmittel, so miissen sie 
zu Boden fallen; aber sie werden dort nicht ein festes Ganzes bilden, sondern 
eine Verteilung annehmen miissen wie die Gasmolekeln unter dem EinfluB der 
Schwere. Sie werden unter den Gesetzen des osmotischen Drucks stehen. 

Wir konnen auf das Verhalten der Emulsionsteilchen bei statischen Pro­
blemen die hy'drostatischen Grundgleichungen anwenden. Es gilt fUr eine auBere 
Kraft parallel zur x-Achse eines Koordinatensystems die Gleichung 

dP oX - - = 0 
~ dx ' 

wcnn wir unter X die Kraft auf die Masseneinheit der Fliissigkeit (des Gases, 
des Gelosten) verstehen. Denken wir uns z. B. die x-Achse senkrecht nach oben 
gerichtet, so wird beziiglich der. Schwer kraft X = - g, \Venn wir unter g die 
Beschleunigu'ng cler Schwere verstehen. Die hydrostatischc Glcichung konnen 
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wir dann schreiben dP = -eg. Mit Zuhilfenahme des BOYLE-CHARLEsschen 

P RT ddx d'ff . dP RT d k" .. dIn' Gesetzes e = M 0 er 1 erenzlert = M 61 onnen Wlr sle verwan e ill 

de = _ Mg dx 
61 RT' 

Integriert gibt diese Gleichung 

lne = - :;x + konst. 

oder Mg 
In e - In eo = - RT x , 

f '1 W' k" f eo No t . . wenn iir x = 0 e = eo gl t. lr onnen erner e = N se zen, wenn Wlr Wle 

immer unter No bez. N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit verstehen. Es 
folgt also 0 N Mg 

In eo - In e = In; = In N° = RT x . 

Gesetzt, wir hatten verschiedene Gase und suchen fiir die einzelnen jene 
N Mgx 

Hohen auf, fiir die -N~ denselben Wert annimmt. Dann muB RT fiir aIle 

dieselbe Konstante sein. Haben wir also zwei Gase von den Molekulargewichten M 
bzw. M', so gilt fiir un sere Aufgabe 

Mgx M'gx' 
RT RT 

odcr M x = M' x'. Wie immer wir also etwa das Verhaltnis ~ wahlen, immer 
wird die Gleichung bestehen M 61 

x' 
(60) 

Diese Folgerung konnen wir gleicherweise auf Emulsionen anwenden, wenn 
wir den Auftrieb des Losungsmittels noch in Rechnung ziehen. Die Masse der 
in der Volumeinheit der Losung vorhandenen ge16sten Substanz wollen wir deren 
Dichte Q = N m nennen. mist also die Masse eines Emulsionsteilchens, die fiir 
alle Teilchen denselben Wert haben solI, d. h. wir set zen die Teilchen der Emulsion 
als gleichartig voraus. Wir schreiben ihnen Kugelgestalt yom Radius r und die 

. . 4nr3' .. • 
Dlchte a zu. Dann 1st m = -_ ... a. MIt dleser Masse tntt aber das Teilchen 

3 
nicht in unser obiges hydrostatisches Problem ein, sondern wir miissen seine 
Schwere urn den Auftrieb vermindern, so daB wir ihm eine scheinbare Masse 

,4nr3 ( ') b" b' 'd' D' ht d L" . 1 . m = -- a - a ge en mussen, wo el a Ie lC e es osungsmltte s 1st. 
3 a-d a-d 

Wir haben also m'= m-- und ebenso e' = e --. Wenden wir sDmit 
a a 

un sere Gleichung (60) so an, daB wir unter M das Molekulargewicht eines Gases, 
unter M' jenes eines ge16sten Kolloids setzen wollen, so ist fiir dieses anstatt 

}11' die GroBe a - a'M' einzufiihren, und es wird 
a 

M x' a 
M' = x' a - a" 

30* 
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Wenn wir M' das Molekulargewicht der emulgierten 5ubstanz nennen, so wird 
dies genau so definiert wie das eines beliebigen Korpers. Wie es hier aIs das 
Produkt aus der LOSCHMIDTschen Zahl Uild der Masse einer Molekel angesehen 
wird, so haben wir M' ebenfalls aIs das Produkt aus der LOSCHMIDTschen Zahl 
und der Masse eines Emulsionsteilchens einzufuhren. Wir konnen M / M' auch 
als das Verhaltnis der Masse einer Gasmolekel zu jener eines Emulsionsteilchens 
ansehen. 

Wenn wir also imstande sind, eine Emulsion, etwa eine GummiguttlOsung 
von gleichartigen Teilchen herzustellen und mit Rilfe des Mikroskops ein Teilchen 
auszumessen, femer jene Hohe zu bestimmen, in der die Dichte der Teilchen 
etwa auf die Halfte abnimmt, so ist in unserer letzten Gleichung alles gegeben, 
um die Masse einer Gasmolekel zu bestimmen. Dies ist nun alles tatsachlich 
moglich. Nehmen wir etwa Wasserstoff, so kann man mit Hilfe der Rohen­
formel ohne weiteres feststellen, in welcher Rohe er nur die halbe Dichte von 
jener an der Erdoberflache besitzen wiirde. Das ware also in unserer Gleichung 
die GroBe x. Vergleichen wir damit eine wasserige Gummiguttlosung. Es ist also 
(J die Dichte des Gummigutts, (J' die des Wassers. Die Rohe x', innerhaIb welcher 
die Konzentration der Gummiguttlosung auf die Ralfte abnimmt, bestimmt 
man derart, daB man das senkrecht gestellte Mikroskop auf eine beliebige Tiefe 
der Losung einste11t. Man wird dann im Gesichtsfeld eine gewisse Anzahl von 
Teilchen sehen, die in der Einstellungsebene liegen mussen. Diese Zahl wechselt 
bestandig. Man wird daher durch langere Zeit beobachten und als Teilchen­
zahl das Zeitmittel nehmen. Nun heben wir das Mikroskop um eine bestimmte 
Rohe, etwa um einige hundertstel Millimeter, und bestimmen die Zahl neuer­
dings. Dann heben wir wieder um dieselbe 5trecke, zahlen wieder und fahren 
so fort. Es wird sich dann zeigen, ob sich diese Zahlen in die Rohenformel 
einordnen lassen. Es laBt sich dann auch leicht die Rohe bestimmen, inner­
halb welcher die Teilchenzahl auf die Ralfte sinkt. Das ist die GroBe x' in 
unserer Gleichung. DaB sich die Masse M' eines Teilchens bestimmen laBt, 
haben wir bereits fmher erwahnt. Wir haben also jetzt aIle GroBen, um M, 
die Masse der Wasserstoffmolekel, zu bestimmen. Rennt man aber M, so ist 
auch die LOSCHMIDTsche Zahl gefunden. 

Eine solche Untersuchung ist mit groBen experiment ellen 5chwierigkeiten 
verbunden. J. PERRINI) hat sie uberwunden. Die Rohe, auf welche z. B. die 
Dichte einer Gummiguttlosung auf die Ralfte abnimmt, ist nur ein kleiner 
Bruchteil eines Millimeters. PERRIN fand fUr die Loschmidtsche Zahl 6,8' 1023 

einen etwa urn 10% zu groBen Wert, was in Anbetracht der Versuchsfehler 
immerhin als ein Beweis dafUr anzusehen ist, daB die Theorie des osmotischen 
Drucks auf kolloidale Losungen angewendet werden kann. 

97. Die BRowNsche Bewegung. Nach dem Aquipartitionstheorem oder, 
wie man zu deutsch sagt, dem Gleichverteilungssatz muB jeder Rorper, der sich 
in einem Gas oder in einer Flussigkeit befindet, eine mittlere kinetische Energie 
der fortschreitenden Bewegung annehmen, die gleich der mittleren Energie 
einer Molekel ist. Diese Bewegung laBt sich fur gew6hnlich nicht beobachten, 
weil.sie infolge der groBen Masse sichtbarer Rorper zu klein ausfallt. Anders 
wird es jedoch, wenn wir auf mikroskopisch kleine Rorperchen herabgehen. 
50 konnte der Botaniker BROWN2) an Gummiguttei1chen in wasseriger Losung 
beobachten, daB sie sich bestandig in lebhafter Bewegung befinden. Es ist das 
die sog. BRowNsche Bewegung. Ihre Ursache wurde zuerst von A. EINSTEIN3) und 

1) J. PERRIN. Die Atome; deutsch von A. LOTTERMOSER. Dresden: Th. Steinkopf 1914. 
2) R. BROWN. Pogg. Ann. Bd. 14. S.294. 1828. 
3) A. EINSTEIN. Ann. d. Phys. (4) Bd. 17. S. 549. 1905; Bd. 19. S. 371. 1906. 
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v. SMOLUCHOWSKI1) in der thermischen Bewegung der Molekeln des Losungs­
mittels richtig erkannt. SMOLUCHOWSKI ging in seiner Behandlung der BROWN­
schen Bewegung auf den Mechanismus des Vorgangs selbst naher ein und er­
hielt dieselbe Formel wie EINSTEIN, nur mit einem andern Zahlenfaktor. Neuer­
dings hat nach SMOLUCHOWSKIS Methode F. ZEILINGER2) eine alles beriicksich­
tigende Darstellung gegeben und dabei EINSTEINS Resultat erzielt. 

Wir bringen im folgenden im wesentlichen die EINSTEINsche Darstellung. 
Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit, mit der ein Teilchen in der Zeit t einen 
Weg zurUcklegt, dessen Projektion auf die x-Achse eines Koordinatensystems 
eine Lange zwischen ~ und ~ + d ~ besitzt. Wir nehmen an, sie lasse sich durch 
eine Funktion t(~)d~ ausdriicken. Summieren wir alle Wahrscheinlichkeiten 
von - 00 bis + 00, so muB das 1 ergeben. Ferner muB die Wahrscheiitlich­
keit fUr negative ~ dieselbe wie fUr gleich groBe positive ~ sein. Wir haben also 

+00 

ft(~)d~ = 1 und t(-~) = t(+~). 
-00 

Wir machen unsere weitere Untersuchung so, daB wir auf die Wanderung 
der Teilchen die gewohnliche Diffusionsgleichung anwenden. Wir nehmen an, 
langs der x-Achse haben wir ein Konzentrationsgefalle, so daB wir die Zahl 
der Tei1chen in der Volumeinheit N = No - ax setzen konnen. Dann ist die 
in der Zeit t durch die Flacheneinheit einer zur yz-Ebene parallelen Ebene wan-

dernde Tei1chenzahl -b ~N t, wenn wirmit b (Zif£. 75) den Diffusionskoeffizienten 
bezeichnen. x 

Dies konnen wir aber auch folgendermaBen formulieren. In einer Schicht 
vom Querschnitt 1 und der Dicke dx befinden sich N dx Teilchen, von denen 
in der Zeit t die Zahl N dxt(~)d~ die Schicht verlassen und die Wegkomponente ~ 
zurUcklegen. Liegt diese Schicht in der Entfernung x von der yz-Ebene, so werden 
alle diese Teilchen sowohl nach rechts und ebensoviel nach links fliegen. Letztere 
werden die yz-Ebene durchsetzen, falls ~ > x ist. Die Gesamtzahl der Teilchen, 
die durch die yz-Ebene gehen, erhalten wir daher durch Integration nach ~ von 
~ = x bis ~ = 00. Dies ist somit 

00 

Ndx ft(~) d~. 
'" 

Integrieren wir diesen Ausdruck noch nach x von 0 bis 00, so erhalten wir alle 
Teilchen, die iiberhaupt in der Zeit t durch die yz-Ebene von rechts nach links 
wandern. Dies wird somit sein 

j N dx fiw d~ = .r(No - ax) dx !t(~)d~. 
o II: 0 II: 

Gleicherweise werden in umgekehrter Richtung 
00 00 

f(No + ax)dx ft(~)d~ 
o II: 

Teilchen wandern, indem im selben Sinne, wie die Konzentration nach rechts 
von der yz-Ebene abnimmt, sie nach links zunehmen solI. Subtrahieren wir 
von dieser Zahl die friihere, so erhalten wir die Zunahme der Teilchen auf der 

1) M. v. SMOLUCHOWSKI, Ann. d. Phys. (4) Bd.21, S. 756. 1906; vgl. auch Ostwalds 
Klassiker Nr.207. 

2) F. ZEILINGER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 75, S.403. 1924. 
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rechten Seite, d. h. die Teilchenzahl, die tatsachIich von links nach rechts wandert. 
Diese wird co 00 

2afxdx ff(~)d~. 
o '" 

Hier ist die Integration uber aIle ~ zu erstrecken, die groBer als x sind, und dann 
ist noch nach x von 0 bis 00 zu integrieren. Vertauschen wir die Integrations­
grenzen, so haben wir uber aIle x, die kleiner sind als ~, zu integrieren und dann 
uber ~ von 0 bis 00. Es ist also 

<Xl 00 00 ~ 00 ~2 00 

2afxdxf f(~)d~ = 2aff(~)d~fxdx = 2aJf(~) d~."2 = a I~2f(~)d~ 
o 'X 0 0 0 0 

+00 

-00 

indem ja +00 f ;2 fW d; = ~2 , 
-00 

wobei wiralso unter ;2 den Mittelwert der Wegkomponente ~ in der Zeiteinheit 
verstehen. N ach dem Fruheren konnen wir somit die Gleichung bilden 

woraus 

a;2 ~2 dN dN 
-=---=-bt-

2 2 dx dx' 

~2 = 2 bt 

folgt. Legen wir durch die Anfangslage eines Teilchens eine Ebene, so ent­
femt es sich von dieser in der Zeit t urn eine Strecke ~, so daB im Mittel das Qua­
drat der Entfemung proportional der Zeit ist, was von EINSTEIN vorausgesagt 
und von anderen experimentell bestatigt wurde. 

Wir haben fruher . (Zif£' 96) gezeigt, daB fUr die Emulsionen der osmotische 
Druck genau so gilt wie fUr Losungen. Wir nehmen an, daB wir parallel zur x-Achse 
eines Koordinatensystems ein Konzentrationsgefalle haben. Wir denken uns 
ein Elementarprisma von den Kanten iX, fl, y parallel zu den drei Achsen. An der 

linken Seitenflache wirke der osmotische Druck p, an der rechten p' = p + ~p a. 
Die Kraft, die das Prism a nach rechts erfahrt, ist x 

, dp mc2 dN 
fly(P - P ) = -- afl" = ---- iXfly --, 

dx / 3 dx 

Nmc 2 
da ja p = ----- ist. 

3 
Diese Kraft wirkt auf iXflyN Teilchen. Nennen wlr die Kraft auf em 

Teilchen K, so ist mCz dN 
iX fl Y N K = - -3 iX fl y dX 

oder !lfK _ mc2 dN _ liT dN 
. - - -3- . dX - - n· dx ' 

. .... nmc 2 
wenn Wlr beruckslchtlgen, daB- - = R T ist, unter n die Zahl der Teilchen 
in einem Mol verstanden. 3 
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Bewegt sich eine Kugel vom Radius r in einer Fliissigkeit vom Reibungs­
koeffizienten 'Yj unter dem EinfluB einer Kraft K, so erlangt sie nach STOKES 

die Geschwindigkeit -6 K . Legen wir senkrecht zur Kraft eine Ebene, so wandern 
7l'fJr NK 

durch deren Einheit in der Sekunde -6-- Teilchen. Diese Zahl k6nnen wir aber 
dN 7l'Yjr 

auch durch - c5 -d ausdriicken und erhalten die Gleichung 
x 

oder 

NK _ c5dN 
671'Yjr- - dx 

RT dN dN 
NK = - - - = -6711]rc5-. 

n dx dx 

Daraus folgt fiir den Diffusionskoeffizienten 

c5=RT._1_ 
n 6 7l'Yj r 

oder, wenn wir beachten, daB ~2 = 2 c5t ist, 

~2 =_1_.RT t . 
3 7l'fJ r n 

Bestimmen wir [2 experimentell, so k6nnen wir entweder durch Messung des 
Teilchenradius die LOSLHMIDTsche Zahl, oder unter Voraussetzung der Kennt­
nis der LOSLHMIDTschen Zahl die Bestimmung von ~2 als eine' Methode zur 
Bestimmung des Teilchenradius verwenden. Beides ist gemacht worden III 

befriedigender Dbereinstimmung mit den Resultaten anderer Methoden. 



Kapitel 7. 

Erzeugung von Warme aus anderen 
Energieformen. 

Von 

W. JAEGER, Charlottenburg. 

Mit 16 Abbildungen. 

I. Umwandlung der Energieformen. 
a) Allgemeines. 

1. Umwandlung von Energieformen ineinander. Die Erkenntnis, daB 
die Warme nicht ein Stoff ist, sondern nur eine Form von Energie darstellt, 
daB sie aus anderen Energieformen entsteht, und im Zusammenhang damit, 
daB die verschiedenen Energieformen ineinander verwandelbar sind, hat sich 
urn die Mitte des vergangenen Jahrhunderts erst allmahlich Bahn gebrochen, 
hauptsachlich infolge der epochemachenden Arbeiten von R. MAYER und 
H. V. HELMHOLTZ. 

Die vor dieser Zeit herrschende Stofftheorie sah die Warme als eine unzer­
storbare Substanz an, deren Vorrat unveranderlich ist. Beim Schmelzen des Eises 
z. B. verschwindet eine bestimmte Warmemenge, die beim Tauen desselben wieder 
zum Vorschein kommt; auch beim Mischen von Substanzen bleibt die Gesamt­
warmemenge unverandert. Der Hauptvertreter dieser Theorie war der im iibrigen 
auf dem Gebiete der Warmeerscheinungen sehr verdienstvolle Englander BLACK, 
der besonders iiber die bis dahin (1760) vielfach durcheinandergeworfenen Be­
griffe der Warmemenge und der Temperatur dadurch Klarheit schaffte, daB er 
die Verschiedenheit der Warmekapazitat der Korper beriicksichtigte. Auf diese 
Erkenntnis und auf die von ihm festgestellten Tatsachen der latenten Warme 
stiitzte er im wesentlichen seine Anschauungen, die fUr lange Zeit in der Warme­
lehre maBgebend waren und ein Hindernis fUr die Verbreitung der spateren 
Fortschritte bildeten, welche aber doch schlieBlich diese Theorie stiirzen muBten. 

Einen zwingenden Beweis dafUr, daB Warme neu entsteht, also nicht einem 
bereits vorhandenen Warmevorrat entnommen wurde, brachte wohl zuerst ein 
Versuch von Graf RUMFORD!) in Miinchen, welcher zeigte, daB beim Ausbohren 
eines Kanonenrohres durch die mechanische Reibung Warme entwickelt wurde, 
die imstande war, Wasser zum Sieden zu bringen. Ein spateres Experiment 
von DAVY, auf das hier nicht naher eingegangen werden solI, war womoglich 
noch beweiskraftiger. Es wurde dann auch z. B. von YOUNG und von AMPERE 
ausdriicklich hervorgehoben, daB Warme und Bewegung identisch seien und 

') Graf RUMFOD. Gilb. Ann. Ed. 12. S. 554. 1809. 
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daB sie ineinander libergefiihrt werden konnten 1). Trotzdem hat es noeh lange 
Zeit gedauert, bis diese Ansieht allgemein anerkannt wurde. SAD! CARNOT, 
gest. 1832, dem die ersten Ansatze zur Aufsteliung des zweiten Hauptsatzes 
der Thermodynamik und der bekannte CARNoTsehe KreisprozeB zu verdanken 
sind, stand noeh ganz auf dem Boden der BLAcKsehen Ansehauung, daB die 
Warmemenge unveranderlich sei, ebenso CLAPEYRON. 

Die Gleiehwertigkeit von Warme und Arbeit wurde spater aueh von ver­
sehiedenen anderen Autoren in mehr oder weniger klarer Form ausgesproehen, 
so 1837 von K. F. MOHR, 1841 von]. V. LIEBIG und ganz besonders in voller 
Klarheit von ROBERT MAYER 1842, der aueh den Arbeitswert der Warme aus 
Versuehen von GAy-LuSSAC liber die spezifisehe Warme des Gases bei konstantem 
Druck und konstantem Volumen berechnete, indem er berlicksichtigte, daB 
wegen der Arbeitsleistung des Gases bei konstantem Druck eine groBere Warme­
menge zugefiihrt werden muB als bei konstantem Volumen (vgl. Ziff. 13). Ebenso 
wurde das mechanische Warmeaquivalent von]. P. JOULE im Jahre 1843 aus 
eigenen Versuchen liber die bei der Reibung entwickelte Warme experimentell direkt 
bestimmt (Ziff. 8). C. A. H. HOLTZMANN berechnete gleichfalls 1845 das Warme­
aquivalent aus den Schallversuchen von DULONG iiber das Verhaltnis der beiden 
spezifischen Warmen der Gase. 

Aber aIle diese Erkenntnisse blieben mehr oder weniger unbeachtet, bis 
1847 die grundlegende Abhandlung von HELMHOLTZ liber die "Erhaltung 
der Kraft" erschien. Auch HELMHOLTZ waren die Veroffentlichungen von 
R. MAYER entgangen, dem er spater indessen volle Gerechtigkeit widerfahren 
lieB. Er bespricht nur die Mitteilungen von HOLTZMANN und JOULE liber das 
mechanische Warmeaquivalent; aber seine Betrachtungen waren viel allgemeiner 
und erschopfender als diejenigen aller Vorganger und behandelten das Prinzip 
der Erhaltung der Energie in den verschiedensten Erscheinungsformen und in 
strenger mathematischer Darsteliung. 

Entgegen der friiheren Anschauung, daB der Warmevorrat konstant ist, 
ergab sich nun als Folgerung, daB immer neue Warme durch Umwandlung 
anderer Energieformen in Warme entstehen kann. Von dieser kann aber naeh 
dem von CLAUSIUS formulierten zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (s. ds. 
Band, Artikel HERZFELD) bekanntlich nur ein Teil wieder in andere Energie­
form zuriickverwandelt werden, und zwar nur dann, wenn Warme von hoherer zu 
tieferer Temperatur libergeht. Daher muB der Warmevorrat eines abgeschlossenen 
Systems immer zunehmen, und wenn aIle Temperaturunterschiede durch Warme­
leitung und -strahlung ausgegliehen sind, ist eine weitere Umwandlung nicht mehr 
moglich und das System verfallt dem sog. "Warmetod". Dieser traurigen Kon­
sequenz, die allerdings in Anbetracht des sonstigen, in der Natur stets beobachteten 
Kreislaufs aller Dinge wenig wahrscheinlich ist, kann man nur durch mehr 
oder weniger gewagte Hypothesen entgehen. An der Umwandlungsmoglichkeit 
der Energien an sich ist aber heute nicht mehr zu zweifeln. 

2. Ubersicht und Einteilung. Zunachst solien im folgenden die verschie­
denen Energieformen betrachtet werden, aus denen Warme entstehen kann; 
sie wird gebildet: 

1) Interessant ist eine AuJ3erung von DAVY hieriiber (nach der Angabe in Gilb. Ann. 
Bd. 12, S. 566. 1803): "Die Warme also oder die Kraft, we1che die unmittelbare Beriihrung 
der kleinsten Teile der Korper verhindert und in uns die Empfindung der Kalte und Warme 
hervorbringt, ist demnach nichts anderes als eine eigene Art der Bewegung, wahrscheinlich 
eine Vibration der kleinsten Teile der Korper, wodurch diese voneinander entfernt werden." 
Ahnlich RUMFORD (1. c. S. 557): "Da sich nun iiberdies die QueUe der durch Friktion er­
regten Warme offenbar als unerschopflich zeigte, so scheint mir die Warme unmoglich ein 
materieller Stoff und nichts anderes als eine Art von Bewegung sein zu konnen." 
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1. aus mechanischer Arbeit durch Reibung, StoB und Kompression; 
2. aus elektrischer Energie durch den in einem OHMschen Widerstand 

flieBenden Strom (JouLEsche Warme); 
3. aus magnetischer Energie beim Ummagnetisieren ferromagnetischer 

Korper (Hysteresiswarme); 
4. beim Atomzerfall (radioaktive Warme); 
5. bei Aggregatsanderung und allotropen Umwandlungserscheinungen 

(latente Warme); 
6. bei Strahlung aller Art; 
7. bei Dissoziation; 
8. aus chemischer Energie (Bildungs-, Losungs-, Hydratatious-, Verbren­

nungs-, Explosionswarme). 
Die Umwandlung ist zum Teil irreversibel, wie bei Reibung, StoB, JOULE­

scher, Hysteresis- und radioaktiver Warme, zum Teil kann die aufgewendete 
Warme wiedergewonnen werden, z. B. die fUr die Ausdehnung eines Gases unter 
konstantem Druck aufgewendete Warme durch Kompression des Gases, die 
zur Verdampfung des Wassers gebrauchte Warme durch Kondensation des 
Dampfes, die zur Trennung chemischer Verbindungen erforderliche Warme 
durch Wiedervereinigung der Bestandteile usw. Die irreversible Umwandlung 
bezeichnet man auch als degradierenden V organg. Einer bestimmten 
mechanischen Arbeit und einer bestimmten elektrischen Energie entspricht 
stets eine ganz bestimmte Warmemenge; die einer gewahlten Warmeeinheit 
entsprechende mechanische Arbeit bzw. elektrische Energie bezeichnet man als 
das mechanische bzw. elektrische Warmeaquivalent, welches eine 
wichtige Naturkonstante der Physik darstellt. Ehe auf diese Konstante und 
ihre Ermittlung naher eingegangen wird, muB zunachst die Warmeeinheit 
selbst naher erlautert werden, auf die alle Messungen bezogen werden. 

b) Warmeeinheit. 
3. Einheit der Warmemenge, Kalorie (cal). Diejenige Warmemenge oder 

Warmeenergie, auf weIche alle Warmemengen bezogen und durch die sie ziffern­
maBig ausgedrtickt werden, wird als "Kalorie" (cal) bezeichnet. Allgemein 
angenommen ist heute als Warmeeinheit diejenige Warmemenge, durch weIche 
1 g Wasser von 14,5 ° auf 15,5°, d. h. also urn 1°, gemessen in der thermo­
dynamischen Temperaturskala (s. ds. Handb. X, Kap. 6), erwarmt wird. Diese 
Warmemenge wird im folgenden als "cal" bezeichnet. 

1m deutschen Gesetz tiber die Temperaturskala und die Warmeeinheit 
vom 7. August 19241) ist diejenige Warmemenge, weIche 1 kg Wasser in der 
gleichen Weise erwarmt, als Warmeeinheit definiert. Diese Einheit wird als 
Kilokalorie (kcal) bezeichnet im Gegensatz zu der oben definierten Gramm­
kalorie, weIche also den 1000. Teil der gesetzlichen Kalorie darstellt und die 
man auch wohl als 15°-Kalorie bezeichnet, da sie auf eine Mitteltemperatur 
von 15 ° bezogen ist. Die Dimension der Kalorie ist diejenige einer Energie, 
also im C.G.S.-System g. cm 2jsec 2• 

Es sei aber erwahnt, daB auch andere Kalorien in der Literatur zugrunde 
gelegt worden sind; in erster Linie die sog. "mittlere Kalorie" (BUNsENsche 
Kalorie), weIche den 100. Teil derjenigen Warmemenge darstellt, durch die 
1 g (bzw. kg) Wasser von 0 auf 100° erwarmt wird. 

') Bekanntmachung liber die gesetzliche Temperaturskala. Reichsministerialbl. 1924-, 
Nr. 40; ZS. f. Phys. Ed. 29, S. 394. 192+; Gesetz liber die Temperaturskala und die \Yarme­
einheit. Reichsgesetzblatt 1924, Teil I, Nr. 52, S. 676 und ZS. f. Phys. Bd. 29. S. 392. 192+. 
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Die Beziehung dieser mittleren Kalorie zu der oben definierten 15 o-Kalorie 
ist aber nicht genau bekannt, so daB die Benutzung derselben Unsicherheiten 
im Gefolge hat. N ach Angabe mancher Autoren sollen zwar beide Kalorien 
praktisch identisch sein, doch ist es fUr die Vergleichbarkeit der Messungen un­
bedingt erforderlich, nur eine einzige Einheit zugrunde zu legen. 

Fiir die praktische Anwendung der "cal" besteht leider darin eine gewisse 
Unbequemlichkeit, daB fUr die Warmeeinheit die Mitteltemperatur von 15 ° 
festgesetzt worden ist. Merkwiirdigerweise ist diese Temperatur auch bei anderen 
Festsetzungen gewahlt worden, z. B. fUr die Bezugstemperatur des CLARKschen 
Normalelements (s. ds. Handb. XVI). 

Da aber bei den Messungen im allgemeinen eine etwas h6here Temperatur 
(18 bis 20°) zu Verwendung kommt und da andererseits die Warmekapazitat 
des Wassers mit der Temperatur stark veranderlich ist (s. unten), so muB man 
meist die Beobachtungsergebnisse noch auf die Temperatur von 15 ° reduzieren. 
Leider gehen aber gerade die Angaben iiber die Veranderung der Warmekapazitat 
des Wassers mit der Temperatur, die sich inder Literatur finden (vgl. z. B. die 
Tabellen von LANDOLDT-BoRNSTEIN), stark auseinander, so daB hierdurch Un­
sicherheiten in der Reduktion der gemessenen Werte entstehen. Man hatte 
deshalb besser, wie es neuerdings vielfach in anderen Fallen geschehen ist, eine 
etwas h6here Temperatur festsetzen sollen; haufig. hat man sich jetzt auf die 
Bezugstemperatur 20° geeinigt (vgl. Westonelement, ds. Handb. XVI). Viel­
leicht trifft man spater auch in diesem Fall eine entsprechende Abanderung 
der jetzt international benutzten Festsetzung fUr die Kalorie. 

Da es aber schwer zu umgehen ist, die bei anderen Temperaturen ausgefiihrten 
Messungen von Warmemengen auf 15 ° zu reduzieren, urn sie in cal angeben zu 
k6nnen, so seien im folgenden die als zuverlassig anzusehenden Messungen 
iiber die Temperaturabhangigkeit der Warmekapazitat des Wassers angegeben, 
die in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt ausgefUhrt worden sind 1). 

Wird die Warmekapazitat des Wassers bei 15 ° gleich 1 gesetzt, so kann 
fUr die Warmekapazitat bei der Temperatur t - giiltig zwischen 5 und 5·0° -
folgende Formel benutzt werden: 

Relative Warmekapazitat = 1 - 0,0002330 (t - 15°) + 6,321 . 10-6 (t -15 0)2, 

Das Minimum der K urve liegt bei 33,5 0. 

Man erhalt dann beispielsweise folgende zusammengeh6rige Werte (Tabelle 1): 
Diese Temperaturkorrektionen miissen notwendigerweise 
noch zu der Definition der Warmeeinheit hinzugenommen 
werden, urn sie im praktischen Gebrauch anwenden zu k6nnen. 

Eine ideale Einheit stellt daher die Kalorie nicht dar; 
besser wiirde eine Einheit sein, bei deren Benutzung der­
artige Reduktionen nicht notwendig waren. Eine so1che Ein­
heit wiirde z. B. die auch mehrfach zu diesem Zweck be­
nutzte Schmelzwarme des Eises, die Verdampfungswarme des 
Wassers oder die Verbrennungswarme einer Normalsubstanz 
(Ziff.27) sein, deren Anwendung als Warmeeinheit jedoch 
erhebliche experimentelle Schwierigkeiten entgegenstehen. 

Tabelle 1. Relative 
Warmekapazitat 

des Wassers. 

Relative 
Warmekapazitiit 

1,0013 
1,0000 
0,9990 
0,9983 
0,9979 

Gliicklicherweise zeigt sich aber ein sehr guter Ausweg aus diesen 
Schwierigkeiten, den man viel mehr~ als es bis jetzt geschehen ist, bei genauen 
Messungen benutzen sollte. Da die Warmemenge eine Form der Energie dar­
stellt, kann als Einheit derselben auch irgendeine andere Energie dienen. Nun 
ist aber die elektrische Einheit der Energie, die internatienale Wattsekunde 

1) W. JAEGER U. H. v. STE1NWEHR, Ann. d. Phys. Bd.64, S. 305. 1921. 
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oder das Joule, auBerordentlich zuverlassig und sehr genau bekannt. Bei den 
praktischen Messungen wird sie zuriickgefiihrt auf die Spannung des Weston­
Normalelements und einen Normalwiderstand.Beide GraBen sind bis auf wenige 
Hunderttausendstel ihres Wertes - sogar international - festgelegt und kannen 
durch eine Eichung in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt auf die 
elektrischen Einheiten Deutschlands bezogen werden. Mit derselben Genauigkeit 
ist dann auch das Joule bekannt, das als e2jr zu berechnen ist, wenn e die Spannung 
in Volt an den Enden eines Widerstandes von r Ohm bezeichnet. Experimentelle 
Schwierigkeiten entstehen durch den Gebrauch dieser Einheit nicht, da sich die 
elektrische Heizung fast stets leicht und bequem bewerkstelligen laBt. Mit Hille 
eines Kompensators in Verbindung mit einer Zeitmessung ist dann die elek­
trische Energie genau und zuverlassig zu ermitteln. 

Tatsachlich ist diese elektrische Warmeeinheit auch schon wiederholt bei 
Arbeiten auf dem Gebiet der Warme benutzt worden, z. B. zur Eichung von 
Kalorimetern1) , zur Bestimmung der Verbrennungswarme von Normal­
substanzen2), zur Ermittlung der Verdampfungswarme des Wassers3) usw. Aber 
auch die Beziehung des internationalen Joule zur 15 ° Kalorie (cal) ist durch 
die in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt ausgefiihrten Messungen jetzt 
mit groBer Sicherheit bekannt (s. Ziff. 12); danach ist zu setzen: 

1 cal = 4,1842 internat. Joule oder 1 internat. Joule = 0,2390 cal, 
so daB man jederzeit, falls es erwiinscht ist, die Resultate auf die "cal" als 
Einheit umrechnen kann. 

Es kann daher nicht dringend genug empfohlen werden, in allen Fallen, 
wo es auf genaue Messungen ankommt, das Joule als Warmeeinheit zu benutzen. 

In dem oben angefiihrten deutschen Gesetz ist dementsprechend neben 
der Kilokalorie die Kilowattstunde (kWh) als zweite Warmeeinheit definiert. 
Die Kilowattstunde ist gleich 3,6' 105 Joule, also auch gleich 860,4 kcal. 1m 
Gesetz ist abgerundet 1 kWh = 860 kcal gesetzt. 

II. Warmeaquivalent; Umwandlung mechani­
scher und elektrischer Energie in Warme. 

a) Allgemeines. 
4. Ubersicht; Kalorimeter. Die direkte Messung des Warmeaquivalents ist 

nach verschiedenen Methoden vorgenommen worden: erstensnachder Erwarmungs­
methode, bei der eine bestimmte Wassermenge durch mechanische Arbeit oder 
elektrische Energie erwarmt wird, zweitens nach der Stramungsmethode (statio­
nare Methode), bei der das str6mende Wasser eine konstante Temperaturverteilung 
annimmt, und drittens nach der Schmelzmethode, bei der im BUNSENschen 
Eiskalorimeter durch die entwickelte Warme Eis zum Schmelzen gebracht wird. 
Bei den beiden erst en Methoden wird das Aquivalent auf die 15°-Kalorie oder 
die mittlere Kalorie (0 bis 100°) bezogen, bei der dritten Methode auf die Schmelz­
warme des Eises als Warmeeinheit (vgl. hierzu Ziff. 3). Betreffs der verschiedenen 
Kalorimeter s. auch ds. Handb. Bd. X. 

Zunachst soIl auf die Erwarmungsmethode, welche die wichtigste Rolle 
spielt, etwas naher eingegangen werden 4). Bei dieser wird eine abgewogene 

1) W. JAEGER U. H. V. STEINWEHR. Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 5. S.50. 1903; Ann. 
d. Phys. Bd.21. S.23. 1906. 

2) E. FISCHER U. F. WREDE. ZS. f. phys. Chem. Bd.69. S.218. 1909. 
3) F. HENNING. Ann. d. Phys. Bd.21. S.853. 1906; Bd.29. S.441. 1909. 
4) Betreffs des Stromungskalorimeters s. Ziff. 11. 
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Wassermenge, die sich in einem Behalter befindet, durch die innerhalb des 
Wassers vernichtete Energie erwliImt. Die dadurch bewirkte Temperatur­
erh6hung muB gemessen werden, ebenso diemechanische oder elektrische Energie, 
welche in Warme urngesetzt worden ist. 

Die Warmemenge Q, welche man der Masse M eines K6rpers zufiihren 
muB, urn ihn von der Temperatur tl auf t2 zu erwarmen, ist gegeben durch 

t, 

Q =M!It· dt , (1) 
t,. 

wenn It die Warmekapazitat des K6rpers bei der 
Temperatur t bezeichnet. Wird also It als Funktion 
von t dargestellt (Abb. 1), so erhiilt man die fUr 
die Masseneinheit des K6rpers ben6tigte Warme­
menge Q/M als den in der Abbildung durch Schraf­
fierung gekennzeichneten Integralwert. Dividiert man 
diesen Wert durch die Temperaturdifferenz (t2 - t1) 

und ordnet ihn der Mitteltemperatur tm = tl ~ t2 

zu, so ergibt sich ein Mittelwert I m' der dargestellt 
wird durch t. 

1 f cal Im= -- It dt d . 
t2 - tl g. Gra (2) 

t, 

Temp. 

Abb. 1. Integral der Warme­
kapazitat. 

Dieser Mittelwert I m stimmt aber nur dann mit dem fUr die Temperatur tm 
geltenden' Wert It der Warmekapazitat iiberein, wenn sich It in dem Bereich 
von tl bis t2 linear andert. 

Dies ist fUr Wasser nur in engen Temperaturgrenzen der Fall (vgl. die Tabelle 1 
und Formel in Ziff. 3). Bei vielen experimentellen Bestimmungen des Warme­
aquivalents sind aber zum Tell sehr erhebliche Temperaturerh6hungen benutzt 
worden (bis zu 40°), so daB in diesem Fall stark gefiilschte Werte der Warme­
kapazitat erhalten wurden. Die Warmekapazitat I15 bei 15 ° ist aber identisch 
mit dem mechanischen Warmeaquivalent, wenn die Warme Q in Kalorien (cal) 
ausgedriickt wird, oder gleich dem elektrischen Warmeaquivalent, wenn als 
Warmeeinheit das internat. Joule benutzt wird. Das Warmeaquivalent hat also 

d · D' . cal b Joule 
Ie ImenslOn G d zw. G d g·ra g·ra 

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich, daB man zur Ermittlung des Warme­
aquivalents nur geringe Temperaturerh6hungen (etwa 1 bis 2°) verwenden darf, 
die auch wegen eines anderen, noch zu er6rternden Grundes erforderlich sind. 
Urn dabei eine ausreichende Genauigkeit der Temperaturmessung zu erhalten, 
ist man zur Messung der Temperaturen auf das Platinthermometer (oder all­
gemein das Widerstandsthermometer) angewiesen. 

In Ziff.3 ist erlautert worden, daB die Einheit der Warmemenge, die cal, 
durch eine Erwarmung von 14,5 auf 15,5 ° definiert ist. Diese Temperaturdifferenz 
ist noch klein genug, urn den Mittelwert I m der Gleichung (2) dem Wert von 
I bei 15 ° selbst gleichsetzen zu k6nnen. Die gesetzliche Definition ist also prak­
tisch identisch mit der "idealen" Definition 

I= ~ (~). (3) 

Darauf, daB bei der Temperaturbestimmung die thermodynamische Tem­
peraturskala zugrunde gelegt werden muB (ds. Band, Kap. 8), solI hier nochmals 
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ausdriicklich hingewiesen werden. Flir die alteren Messungen des Warme­
aquivalents ist diese Forderung natlirlich nicht erflillt, da die Verwirklichung 
dieser Skala . erst neueren Datums ist. Schon aus diesem Grunde haben die 
alteren Beobachtungen meist nur noch historisches Interesse, da heute in der 
Regel nicht mehr festgestellt werden kann, in welchem Verhaltnis die damals 
benutzte Temperaturskala zu der thermodynamischen Skala steht. 

5. Erfordernisse fur die Messung. Noch einige weitere Bedingungen 
mussen erortert werden, welche flir eine genau.e Bestimmung des Warmeaqui­
valents bei der Erwarmungsmethode in Betracht kommen. 

Das zu erwarmendeWasser befindet sich in einem GefaB, z. B. aus Kupfer 
oder Messing. Dieses GefaB nimmt aber gleichfalls an der Erwarmung teil; 
man muB also auch die Warmekapazitat (spezifischeWarme) dieser Korper 
und ihre Abhangigkeit von der Temperatur kennen, und zwar urn so genauer, 
je groBer ihre Masse im Verhaltnis zu derjenigen des Wassers ist. Die spezifische 
Warme der erwahnten Metalle betragt ungefahr den 10. Teil derj enigen des Wassers. 
Fur diese Metallmassen setzt man den 

"Wasserwert" = Masse X Warmekapazitat (4) 

).lnd fligt diesen WasserWert der Masse des Wassers hinzu, so daB man fiir M 
in Gleichung (2) den Betrag dieser Summe einzusetzen hat. 

Urn die Unsicherheit, die durch die Beriicksichtigung der Metallmassen 
bedingt wird, moglichst klein zu machen, empfiehlt es sich, recht groBe Wasser­
mengen in Anwendung zu bringen, da in diesem Fall das Verhaltnis der Metall­
massen zu der Wassermasse kleiner gemacht werden kann: als bei kleinen Wasser­
massen (vgl. die Messung Ziff. 12, wo die Wassermenge 501 betragt). 

Ein weiteres Erfordernis ist, daB die Wassermasse sehr gut durchgeriihrt 
wird, damit sie sich moglichst an allen Stellen auf gleicher Temperatur befindet 
und diese Temperatur dem GefaB mitteilt. Die Riihrwarme muB dabei in Riick­
sicht gezogen werden. 

Da die GefaBwande aber nicht stets die gleiche Temperatur wie die Um­
gebung besitzen (vgl. indessen die sog. "adiabatischen Kalorimeter"), so miissen 
sie Warme von der Umgebung aufnehmen oder an sie abgeben. Die Beriick­
sichtigung dieses Warmeaustausches, durch den die Temperaturerhohung be­
einfluBt wird, erfordert eine Korrektion, auf die hier noeh naher eingegangen 
werden muB. 

Bei kleinen Temperaturdifferenzen zwischen der GefaBwand und der AuBen­
temperatur, die mit to bezeichnet sei, kann das sog. NEWToNsche Abkiihlungs­
gesetz angewendet werden, d. h. die Temperaturanderung der GefaBwand ist 
proportional der Temperaturdifferenz zwischen Wand und Umgebung. Bei 
groBeren Temperaturdifferenzen gilt dieses Gesetz aber nicht mehr, weil dann 
infolge der Temperaturunterschiede Konvektionsstrome der Luft auftreten, 
welche kein regelmaBiges Gesetz befolgen. Hat die GefaBwand die Temperatur t, 
die Umgebung die Temperatur to und bedeutet a eine Konstante (Abkiihlungs­
konstante), T die Zeit, so hat man also zu setzen 

dt 
dT = - a (t - to) , (5) 

woraus folgt 
(6) 

wenn zur Zeit T = 0 der GefaBwand die Temperatur tA zukommt. Die Temperatur­
anderung erfolgt also naeh einer Exponentialfunktion; fiir kleine Zeitraume 
aber andert sieh, da a aueh im allgemeinen eine kleine GroBe ist, die Temperatur 
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der GefaBwand nahe linear mit der Zeit. Wenn also zwischen der GefaBwand 
und der Umgebung eine kleine Temperaturdifferenz besteht, so erhalt man 
in den Zeiten, in denen dem Wasser keine Warme zugefUhrt wird, also vor und 
nach der Erwarmung (in der. sog. Vor- und N ach periode) lineare Temperatur-

gange :; , aus denen die Korrektion berechnet werden kann, die an der be­

obachteten Temperaturerh6hung infolge des Warmeaustausches angebracht 
werden muBI). Diese Korrektion berechnet sich sehr einfach in folgender Weise: 

Man beobachtet die Temperaturkurve bei der Erwarmung des Kalorimeters 
und tragt sie als Funktion der Zeit auf, wie in Abb. 2 dargestellt ist; die Tem­
peraturanderungen der Vor- und Nach-. 
periode sind so gering, daB die Temperatur Tem. 
in diesen beiden Abschnitten als konstant 
angesehen werden kann, so daB die Tem­
peraturen in diesen Perioden bei. dem ge­
wahlten MaBstab parallel zur Abszissen­
achse verlaufen. In der Abbildung ist auBer­
dem die AuBentemperatur to eingetragen, 
die beobachtet oder berechnet werden kann. 
Damit man den Temperaturverlauf, auf den 
es ankommt, d. h. die Temperaturen der 
GefaBwandung, richtig erhalt, ist es er­

tiT 72 Zeit 

forderlich, daB die Stelle des Wassers. an Abb.2. Warmeaustausch mit der Um-
der sich das Thermometer befindet, die gebung. 
gleiche Temperatur wie die GefaBwand be-
sitzt. Aus diesem Grund muB, wie bereits erwahnt, das Wasser sehr gut um­
gertihrt werden. Den beliebig in der Vor- und Nachperiode gewahlten Zeiten TI 
und T2 entsprcchen die bcobachteten Anfangs- und Endtemperaturen tl und t2, 
an deren Differenz wegen des Warmeaustausches noch die erwahnte Korrektion 
anzubringen ist. Die zu irgendeiner Zeit T infolge des Unterschieds gegen die 
AuBentemperatur eintretende kleine Temperaturanderung dt, welche der kleinen 
Zeit d T entspricht (s. Abb. 2), ist nach Gleichung (5) dt = - a (t - to) . d T, 
also die ganze Temperaturanderung t' zwischen den Zeiten TI und T2 

T, 

t' = -aJ(t - to) • dT. (7) 
T. 

Dieses Integral entspricht der schraffierten Flache der Abbildung; der tiber 
to liegende Teil ist dabei positiv, der untere negativ zu nehmen. Die Korrektion 
selbst hat das umgekehrte Zeichen, so daB also fUr die korrigierte Temperatur­
differenz zu setzen ist t2 - tl - t' . (8) 

Die Abktihlungskonstante a und die AuBentemperatur to findet man aus 
den sehr genau zu messenden Temperaturgangen der Vor- und Nachperiode. 

S f d· V . d dtl • N h . d dt2 etzt man tir Ie orpeno e VI = d T und fUr dIe ac peno e v2 = dT ' 
so ist 2) 

VI = -a(tl - to), } (9) 
V 2 = -a(t2 - to), 

1) W.JAEGER U. H. V. STEINWEHR, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.5, S. so. 1903; Ann. 
d. Phys. Bd.21, S.23. 1906; Bd.64, S. 305. 1921-

2) Bei Hi.nger andauernden Temperaturgangen ist noch die Kriimmung der Tempe­
raturkurve gemal.l Gl. (6) zu beriicksichtigen, vgl. hierzu auch VV. P. WHITE, Phys. Rev. 
Bd. 31, S. 545. 1910. 
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woraus sich ergibt 

1 
a = - --- (V2 - VI) , 

t2 - tl 

1 
(10) 

Die berechnete AuBentemperatur to muB bei Berucksichtigung der Riihr- und 
Verdampfungswarme mit der beobachteten iibereinstimmen1). 

Damit die Annahmen, auf Grund deren die Korrektion Gleichung (7) ab­
geleitet worden ist, wirklich erfiillt sind, muB das KalorimetergefaB, besonders 
bei Temperaturen, die von der Zimmertemperatur abweichen, allseitig geschlossen 
sein und von einem Mantel umgeben werden, der durch zirkulierendes Wasser 
od. dgl. auf einer bestimmten Temperatur gehalten wird, da anderenfalls die 
AuBentemperatur nicht scharf definiert ist. 

6. Weitere Folgerungen; Kalorimeter. Die im vorstehenden abgeleitete 
strenge Formel fUr die an dem beobachteten Temperaturanstieg anzubringende 
Korrektion ist im Wesen identisch mit den von REGNAULT und von PFAUNDLER 
angegebenen Korrektionsformeln, die auf eine mechanische Quadratur der Flache 
hinauskommen. 

PFAUNDLER teilt das Zeitintervall Tl bis T'}. in n Teile und stellt folgende 
Formel auf 

(11 ) 

Doch ist diese Formel nicht so iibersichtlich wie Gleichung (7) und HiBt 
sich nicht so leicht den jeweiligen Verhaltnissen anpassen. Fiir die mechanische 
Quadratur miissen' natiirlich bei einer starken Kriimmung der Erwarmungs­
kurve die Abstande der Abszissen entsprechend eng gewahlt werden. Auf eine 
Nichtbeachtung dieser Bedingung ist das von STOHMANN 2) angegebene Zusatz­
glied zu der PFAUNDLERschen Formel zuriickzufUhren, das haufig bei kalori­
metrischen Messungen benutzt wird, das aber nur fUr ganz bestimmte Falle 
Giiltigkeit hat und deshalb nicht allgemein angewendet werden dar£. 

Die fiir eine genaue Messung des Warmeaquivalents notwendigen Bedingungen 
sind im folgenden nochmals kurz zusammengestellt: 

1. GroBe Wassermenge. 
2. Kleine Temperaturerhohung. 
3. Gutes Durchriihren des Wassers. 
4. Allseitig geschlossenes KalorimetergefaB. 
5. Gut definierte AuBentemperatur. 
Nur in seltenen Fallen sind bei den bisher ausgefiihrten Bestimmungen 

alle Bedingungen zusammen erfiillt worden (vgl. die Bestimmung in Zif£' 12). 
AuBer der unter 1. angefiihrten Bedingung mussen die obigen Forderungen 

bei allen kalorimetrischen Messungen eingehalten werden, bei denen das 
Wasserkalorimeter benutzt wird, wenn groBte Genauigkeit angestrebt wird, 

1) Uber die Berhcksichtigung einer veranderlichen Au13enternperatur vgL \V, JAEGER 
u. H. V, STEINWEHR, Ann. d. Phys. Ed. 64, S, 335. 1921. 

2) VgL STOHMANN, KLEBER u, LANGBEIN, Journ, f. prakt, Chern. Bd, 39, S, 503, 1889; 

S f h d "h' 1 GI' d 12 - 11, d IT] h' TOHMANN iigte noc as emplnsc ermltte te Ie _.- - III er .. amrner lllZU. 
9 
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b) Umwandlung mechanischer Arbeit in Warme. 
Mechanisches Warmeaquivalent. 

7. Messung der mechanischen Arbeit. Bei Reibung, StoB (mit Ausnahme 
des vollkommen elastischen StoBes) und bei Kompression wird mechanische 
Arbeit vemichtet und in Warme umgewandelt. Wird diese Arbeit gemessen 
und geschieht die Vemichtung derselben in einem Kalorimeter, so kann aus der 
Erwarmung desselben das mechanische Warmeaquivalent bestimmt werden. 
Bei den meisten Messungen ist die Reibung zu diesem Zweck benutzt worden; 
sie gibt auch die zuverlassigsten Werte. 

Haufig wird dabei die Arbeit in Kilogrammetern gemessen, die dann also 
def Hebung eines Gewichts urn eine bestimmte Strecke entspricht. Da aber 
das Gewicht von der Schwere abhangig ist, so miissen in diesem Fall die Umstande 
naher angegeben werden, welche das Gewicht eindeutig definieren. Es ist daher 
der Vergleichbarkeit wegen zweckmaBiger, als Einheit der Arbeit das Erg 
(g·cm2jsec2) zu wahlen, das von der Schwere unabhangig ist. Hinsichtlich der 
Kalorie (cal) und des Kalorimeters vgl. Ziff. 3 und 5, 6. Bei normaler Schwere­
beschleunigung ist 

1 Erg = 1,0197.10- 8 Kilogrammeter. 

Die mechanische Arbeit laBt sich nicht mit groBer Genauigkeit messen; 
am zuverlassigsten ist noch die Messung der Reibungsarbeit, die meist durch 
fallende Gewichte oder durch Bremsungsmessung ermittelt wird. 

8. Messungen des mechanischen Warmeaquivalentes. Wie bereits (Ziff. 4) 
erwahnt, haben die alteren Messungen dieser Art nur noch historisches Interesse, 
da bei ihnen die Temperatur vielfach auf die Skale beliebiger Quecksilberthermo­
meter bezogen ist, so daB die ermittelten Zahlenwerte heute keine Giiltigkeit 
mehr besitzen. Hierzu rechnen in erster Linie die hervorragenden Untersuchungen 
von JOULEl), der das mechanische Warmeaquivalent auf sehr verschiedene 
Weise bestimmt hat. Diese Arbeiten besitzen so viel grundlegende Bedeutung, 
daB sie hier kurz erwahnt werden sollen. Zum Teil sind sie spater mit besseren 
Mitteln und in vollkommenerer Weise wiederholt worden. 

1m Jahre 1843 bestimmte JOULEl) das Warmeaquivalent aus der Warme, 
welche beim Durchstr6men von Wasser durch enge R6hren entwickelt wurde, 
1850 durch Reibungswarme, die beim Riihren des Wassers bzw. Quecksilbers 
entsteht, und durch die Reibungswarme zweier Eisenplatten aneinander, die 
sich in einem Wasserkalorimeter befanden; die letztere Methode hat er spater 
wiederholt. Die mechanische Arbeit wurde dabei durch fallen de Gewichte er­
mittelt. Bei seinen erst en Untersuchungen benutzte er noch folgendes Verfahren. 
Er lieB einen, in einem Wasserkalorimeter befindlichen Elektromagnet zwischen 
kraftigen Magneten rotieren, maB die hierzu erforderliche Arbeit durch fallende 
Gewichte und die in dem Elektromagnet durch Induktion entwickelte Strom­
warme. Auch die durch Kompression von Luft entstehende Warme wurde 
von ihm zur Bestimmung des Warmeaquivalents benutzt. In einem Zylinder 
wurde die Luft auf 10 bzw. 20 Atm. komprimiert und die dadurch entstandene 
Temperaturerh6hung des in einem Kalorimeter befindlichen Zylinders gemessen. 

Auch von HIRN2) wurden verschiedene Methoden zur Messung des Aqui­
valents angewandt. In ahnlicher Weise wie JOULE maB er die beim Ausstr6men 
von Wasser unter hohem Druck erzeugte Warmemenge; andererseits benutzte 
er auch die durch StoB bewirkte Erwarmung zu diesem Zweck. Er lieB einen 

1) J. P. JOULE, Phil. Mag. (3) Bd.23, 1843; Phil. Trans. London 169, S. 365. 1878. 
2) G. A. HlRN, Recherches sur l'equivalent mecanique de la chaleur. 1858. 
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schweren Eisenzylinder auf einen Sandsteinblock aufschlagen (ballistisches 
Pendel), wodurch ein zwischen beiden befindliches Bleistuck deformiert und er­
warmt wurde. In eine Hohlung des Bleistuckes wurde dann rasch Wasser ein­
gegossen und die Erwarmung desselben gemessen. Diese MeBmethode ist natur­
gemaB recht ungenau. 

Es sei noch erwahnt, daB auch FAVREl), ebenso wie PULUJ2) die Methode 
zweier aneinander reibender Eisenplatten bzw. Kegel benutzten, die sich in Queck­
silber befanden. Zur Messung der Arbeit verwandte FAVRE die von JOULE an­
gegebene Vorrichtung, PULUJ maB die Bremsarbeit, die erforderlich war, urn 
den inneren Kegel gegen den auBeren, von einer Welle angetriebenen Kegel 
festzuhalten. 

Die ersten zuverlassigen Messungen wurden urn 1880 von ROWLAND3) uJiter 
Benutzung der Skale eines Luftthermometers ausgefiihrt, so daB seine Zahlen 
auf die thermodynamische Skale reduziert werden konnen. Bei seinen neueren 
Untersuchungen bestimmte er das Aquivalent aus der in Wasser entwickelten 
Ruhrwarme. Sein Kalorimeter, das einen Wasserwert von etwa 9 kg besaB, 
war von einem doppelwandigen Mantel umgeben, durch den Wasser floB. Die 
Arbeit, welche zum Ruhren erforderlich war, bestimmte er durch Bremsung 
des urn seine Achse frei drehbaren Kalorimeters, welches das durch den Ruhrer 
in Rotation versetzte Wasser mitzunehmen suchte. Seine Versuche erstreckten 
sich von 5 bis 35°, so daB er auch die Veranderung der Warmekapazitat des 
Wassers mit der Temperatur erhielt. Aus seinen Messungen ergibt sich nach 
Umrechnung in Erg: 1 cal = 4,187' 107 Erg (vgl. Anm. 5). Er hat auch die 
Messungen von JOULE kritisch untersucht und daraus einen reduzierten Weit 
von 4,183 . 107 Erg berechnet. 

MICULESCU') hat im Jahre 1890 auch aus Reibungsversuchen das Aqui­
valent bestimmt; er benutzte dabei eine "Stromungsmethode". Der Zylinder, 
in dem die Reibungswarme entwickelt wurde, war von einem zweiten Zylinder 
umgeben, durch den dauernd Wasser floB, welches die im inneren Zylinder auf­
tretende Warme wegfiihrte, so daB die Temperatur des Zylinders konstant blieb. 
Aus dem Temperaturunterschied des in dem auBeren Zylinder ein- und aus­
tretenden Wassers und der Menge des durchgeflossenen Wassers konnte dann 
die abgefiihrte Warmemenge berechnet werden. Die Reibungsarbeit wurde nach 
der von ROWLAND benutzten Methode gemessen; zur Temperaturmessung 
diente ein Stickstoffthermometer. Doch sind die Warmeverluste nicht beruck­
sichtigt, und die Lange des Bremshebels ist nicht genau definiert 6). 

Weitere Messungen des Aquivalents sind noch von REYNOLDS und MOORBy6) 

(1897), sowie von RISPAIL7) (1908) nach einer von CREMIEU angegebenen Methode 
vorgenommen worden. 

In beiden Fallen wurde aber nicht die 15 0-Kalorie zugrunde gelegt, sondern 
die mittlere Kalorie 0 bis 100° bzw. die Schmelzwarme des Eises. Bei den Mes­
sungen von REYNOLDS und MOORBY wurde die Leistung einer groBen Dampf­
maschine (bis 100 P.S.) abgebremst durch ein besonderes hydraulisches Brems­
dynamometer. Das der Bremse zuflieBende Wasser hatte nahe eine Temperatur 

1) P. A. FAVRE, C. R. Bd. 46, 1858. 
2) J. PULUJ, Wiener Ber. Bd.71, S.677 u. Pogg. Ann. Bd. 157, S. 437 u. 649. 1876. 
3) H. A. ROWLAND, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.61, S.479. 1897. 
4) C. MICULESCU, Journ. de phys. (3) Bd. 1, S. 104. 1892; Ann. chim. phys. (6) Bd.27, 

S.202. 1897. 
5) Vgl. K. SCHEEL U. R. LUTHER, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S. 584. 1908. 
6) O. REYNOLDS U. W. H. MOORBY, Phil. Trans. (A) Bd. 190, S. 301. 1897; Proc. H.uy. 

Soc. London (A) Bd. 61, S.293. 1897. 
7) L. RISPAIL, Ann. chim. phys. (8) Bd.20, S.417. 1910. 
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von 0° und verlieB die Bremse mit ca. 100°. Der EinfluB des Warmeverlustes 
wurde durch Messungen bei groBer und geringer Belastung ermittelt. RISPAIL 
andererseits verwandte ein in einem DewargefaB befindliches BUNSENsches 
Eiskalorimeter, in welchem die abgebremste, in Warme umgesetzte Energie 
eines Elektromotors das Eis zum Schmelzen brachte. Die Bremsarbeit wurde 
in der frtiher angegebenen Weise gemessen. 

Von den auf die 15 0-Kalorie beztiglichen Messungen des mechanischen Warme­
aquivalents kommt nach den vorstehenden Darlegungen nur die Bestimmung 
von ROWLAND in Betracht, welche auf die Temperaturskala des Luftthermo­
meters bezogen ist und den Wert 4,187' 107 Erg ergab. Dabei ist aber zu beachten, 
daB, wie bereits erwahnt, die Messung der mechanischen Arbeit ungenau ist, 
so daB die Genauigkeit des angegebenen Wertes wohl kaum ein Promille betragen 
wird. (Vgl. hierzu den Wert des elektrischen Warmeaquivalents Ziff.12.) 

c) Umwandlung der elektrischen Energie in Arbeit; 
elektrisches Warmeaquivalent 

9. Ubersicht. Elektrische Energie wird stets dann vollstandig in Warme 
verwandelt (irreversibler Vorgang), wenn ein elektrischer Strom durch einen 
OHMschen Widerstand flieEt; dabei wird die elektrische Energie, welche diesem 
Teil der Gesamtenergie entspricht, vernichtet. Bedeutet i den Augenblicks­
wert des elektrischen Stroms zur Zeit t, r den OHMschen Widerstand und e die 
Augenblicksspannung (e = ir) an den Enden des Widerstandes zur Zeit t, so 
ist die betreffende Energie fUr den Zeitraum tl bis t2 

( 12) 

Wird die Stromstarke in Ampere, die Spannung in Volt und der Widerstand 
in Ohm ausgedruckt, so erhalt man die Energie in Joule (Wattsekunden). 

Die Gleichungen gelten ganz allgemein, ob es sich urn Gleichstrom oder 
Wechselstrom handelt oder ob der Strom von einer Kondensatorentladung her-
rtihrt oder aber durch Induktion erzeugt wird usw. e2 

Bei Gleichstrom ist U = ri2 (t2 - tI) bzw. = ei (t2 - tI) = - (t2 - til, wenn 
r 

e und i die konstante Stromstarke bzw. Spannung bedeuten. Ftir konstanten 
Wechselstrom gelten dieselben Gleichungen, wenn man unter i und e die effek­
ti ve Stromstarke und Spannung versteht und keine Phasenverschiebung zwischen 
Strom und Spannung vorhanden ist, also der Stromkreis frei von Induktivitat 
und Kapazitat ist. Anderenfalls gilt nur die erste der Gleichungen unverandert. 
bei den beiden anderen ist die Phasenverschiebung zu berticksichtigen. Bei 
sinusformigem Wechselstrom z. B. muB dann die Leistung (Arbeit in der Zeit­
einheit) berechnet werden als ei cos<p, wenn <p die Phasenverschiebung bedeutet. 
Naheres hiertiber und iiber andere Falle siehe in den tiber Elektrizitat handelnden 
Banden. Erwahnt sei nur noch der Fall einer Kondensatorentladung tiber 
einen Widerstand mit oder ohne Induktivitat. Wenn der Kondensator die 
Kapazitat C und die Spannung e, also die Ladung q = eC besitzt, so ist die 
Gesamtenergie bei der Entladung im SchlieBungskreis unabhangig von der GroBe 
des Widerstandes und der Induktivitat stets 

U = ~C = eq. 
2 2 ' 

(13 ) 

31* 
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dabei konnen die Entladungen oszillatorisch oder aperiodisch sein; die Zeit­
dauer fur das Integral ist theoretisch unendlich lang. Voraussetzung ist aber, 
daB keine Funkenbildung auftritt oder daB die Warmemenge dieser Energie 
mit hinzugerechnet wird. 

Fur die Bestimmung des elektrischen Warmeaquivalents ist aber stets nur 
Gleichstrom verwendet worden. 1m Gegensatz zur mechanischen Arbeit kann 
die elektrische Energie leicht mit groBer Genauigkeit gemessen werden; bei 
geeigneten MeBmethoden laBt sich eine Genauigkeit von zehntausendstel des 
Wertes erzielen (vgl. Ziff. 12). 

10. Messung derelektrischen Energie. Urn bei Anwendung von Gleich­
strom die in der Heizspule in Warme umgesetzte elektrische Energie zu ermitteln, 
hat man die elektrische Leistung (in Watt) wahrend der Dauer des Stromschlusses 
und die Zeitdauer selbst zu messen. 

Die elektrische Leistung bestimmt man am besten in der Weise, daB 
abwechselnd der durch die Heizspule flieBende Strom und die an den Enden 
der Heizspule herrschende Spannung bestimmt werden, wie es bereits von 
SCHUSTER und GANNON (1895) ausgefUhrt worden ist (s. Ziff.11). Man wird dann 
frei von etwaigen Anderungen des Widerstandes der Heizspule (s. "Thermoid­
effekt" nach BOUSFIELD in Ziff. 11), die ubrigens meist sehr gering sind. Diese 
Messungen werden mit dem Kompensationsapparat in bekannter Weise aus­
gefuhrt (vgl. ds. Handb. Bd. XVI); doch ist es wegen der meist geringen Dauer des 
Stromschlusses (wenige Minuten) ratsam, die Anordnung so zu treffen, daB man 
die Ablesung der Stromstarke und der Spannung rasch hintereinander abwechselnd 
vornehmen kann. Von der genauen Kenntnis der Widerstande im Kompensations­
apparat kann man sich unabhangig machen, wenn man die Verhaltnisse so wahlt, 
daB die Einstellungen am Kompensator fur Strom und Spannung nahe die 
gleichen werden; auf diese Weise lassen sich auch die abwechselnden Messungen 
rascher ausfUhren. Sehr zweckmaBig ist es, wenn auch das Normalelement, 
auf welches die Messungen mittels des Kompensators zuruckgefuhrt werden, 
nahe dieselbe Einstellung gibt. In diesem Fall fallen die Widerstande des Kom­

f( 
pensators fast v6llig beim Resultat hera us, und es 
gehen nur die kleinen Unterschiede derselben in die 
Rechnung ein 1). 

Bei der Wichtigkeit dieser Messungen auch zu 
anderen Zwecken sei hier die Schaltung angegeben, 
durch welche man die oben angegebenen Bedingungen 
erreicht. 

In Abb. 3 bedeutet R die Heizspule, die von dem 
Heizstrom J durchflossen wird. Parallel zu R ist 
zum Zweck der Spannungsmessung der im Verhaltnis 
zu R groDe NebenschluD f = f1 + f2 gelegt. Durch 
den zur Strommessung dienenden kleinen Wider­
stand f3 flieBt ein etwas gr6Berer Strom als durch 
die Heizspule. Die Spannungen an den Enden der 
Widerstande f2 und f3 k6nnen mittels des Um­
schalters U abwechselnd an die zum Kompensator 

A b b. 3. Schaltung zur Messung 
der clektrischen Leistung. fuhrende Leitung K gelegt werden. Man erhaJt dann 

an dem Kompensator die Einstellungen Ki und Ke 
fur Strom und Spannung. Bezeichnet man noch mit Kv die Einstellung am 
Kompensator fUr das Normalelement und mit V die Spannung desselben, so 

') \Y. JAEGER u. H. v. STEINWEHR, Ann. d. Phys. Ed. 64, S. 305. 1921. 
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ergibt sich unter Beriicksichtigung der Stromverzweigung fUr den Strom] und 
die Spannung E an den Enden der Heizspule 

] = V ~~i • Ya (Y ~ R)' I 
(14) 

E = V.Ke.~ 
Kv Y 2 

und him", fUr die Lci'tun}<~ ; ~ 7;~ I (" R )1' (15) 

Y 2 Y3 1 +­
Y 

Hierin muD Y3 absolut bekannt sein, yjY2 nur relativ; das Glied RjY stellt 
nur eine kleine Korrektion dar. Wenn K e, Ki und Kt' nahe gleich sind, ist der 
vor der Klammer stehende Ausdruck nahe 1, und die Leistung wird im wesent­
lichen durch das Quadrat der Spannung V und den Widerstand Y3 sowie das 
WiderstandsverhiHtnis yjY2 bestimmt (vgl. auch Zif£' 12). 

Damit Ki und Ke nahe gleich sind, muE angenahert gelten 
R + Y1 Y1 

Y 2 = Y 3 -R-- ~ Y 3 R ; (16) 
- Y3 

damit auch ferner Kv denselben Wert wie Ki und Kc hat, muE die Spannung 
an Y 2 bzw. Y 3 annahernd 1,02 Volt sein. 

Fiir den Heizwiderstand R = E jJ findet man aus den Kompensatoreinstel-

lungen Ke Y3 Y ( R) 
R = - ~ 1 + - (17) 

Ki Y2 Y' 

worin wieder Ya absolut, yjY2 relativ bekannt sein muE. 
Man kann nun noch einen Schritt we iter gehen und den Kompensator ganz 

fortlassen und kommt dann zu der einfachen Anordnung nach Abb.4, die 
auEer festen Widerstanden bzw. Widerstands­
sat zen nur ein N ormalelement V und einen 
Drehspulgalvanometer G (Zeigerinstrument mit 
aufgehangter Spule) erforderP); die iibrigen 
Bezeichnungen sind dieselben wie in Abb. 3. 
Zwischen den Widerstanden R, Yv Y2, Y3 muE 
die Gleichung (16) bestehen; die Spannung an Ya 
muE gleich derjenigen des Normalelements V 
sein, was mittels des Regulierwiderstandes Y' er­
reicht wird. Kleine Unterschiede zwischen der 
Spannung an Y2 und Y3 werden durch Ausschlag 
des Galvanometers bestimmt und in Rechnung 
gezogen. 

Die Messung der Zeitdauer muE mittels 
eines regelmaDig laufenden Chronographen vor­

/J 

7'=71+72 

R 
genommen werden. Urn bei der im allgemeinen Abb. 4. Vereinfachte Schaltung zur 
kleinen Zeitdauer von wenigen Minuten eine Messung der elektrischen Leistuug. 
geniigend groEe Genauigkeit zu erreichen (Ab-
lesung auf einige hundertstel Sekunden), ist es erforderlich, scharfe Zeit­
marken herzustellen, die man am besten durch Kondensatorentladung erhalt. 

1) H. v. STEINWEHR, in STAHLERS Handbuch der Arbeitsmethoden in der anorganischen 
Chemie, Ed. 3, S. 610. Leipzig 1912 VEIT u. Compo 
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Ftir die Zeit des SchlieBens und Offnens des Stromes benutzt man dazu den 
Stromschltissel selbst, wie Abb. 5 zeigt. Hierin bedeutet R die Heizspule, 

V die den Heizstrom liefernde Spannung, C eine groBe 
Kapazitat (z. B. 10 Mikrofarad aus Papier-Blockkonden­
satoren), Eden Schreibmagnet des Chronographen, 5 den 
Stromschltissel. Beim SchlieBen des Schltissels wird der 
Kondensator tiber den Elektromagnet entladen, und es 

Abb. 5. Zeichengebung 
fUr Stmmanfang und 
-ende mittels Konden-

R entsteht eine Marke mit scharfer Spitze (Abb. 6). Eine 
ganz gleiche Marke entsteht beim raschen Offnen des 
Schltissels durch den Ladestrom, der tiber den Konden­
sator flieBt. Um auch bei den von einer Kontaktuhr ge­
lieferten Sekundenmarken, die von dem zweiten Elektro­
magnet des Chronographen geschrieben werden, die Kon­
densatorentladung anzuwenden und ebenfalls die spitzen 
Marken zu erhalten, benutzt man die Schaltung nach 
Abb.7, in welcher V, wie in Abb. 5, eine hohe Gleichspan­
nung, r einen groBen Widerstand, C eine hohe Kapazitat 

satorentladung. 

----',,'----
Abb. 6. Zeitmarke. (z. B. V = 120 Volt, r = 30000 Ohm, C = 10 Mikrofarad), 

Eden Schreibmagnet des Chronographen bedeutet. 
Wenn der Uhrenkontakt 5 geschlossen wird, entladt sich der Kondensator 

durch einen StromstoB tiber den Elektromagnet E und erzeugt eine scharfe 
Marke; nach dem Offnen des Uhrkontaktes bis zur nachsten 

T 

T E 

Abb. 7. Schaltung mit 
Kondensatorentladung 
fUr die Zeitmarken. 

Sekunde ladt sich der Kondensator tiber den groBen Wider­
stand r langsam auf. Dieser schwache Strom ist aber nicht 
imstande, den Anker des Elektromagnets E anzuziehen. Die 
Vorrichtung funktioniert sehr sicher und zuverlassig, was 
bei der gewohnlichen Art der Zeichengebung durch ein­
faches SchlieBen und Offnen eines Stromes nicht immer 
der Fall ist. 

Sowohl die Messung der Leistung, wie diejenige der 
Zeitdauer und damit auch der elektrischen Energie kann 
auf dem angegebenen Weg mit einer Genauigkeit von ein 
zehntausendstel des Wertes ausgeflihrt werden. 

11. Elektrisches Warmeaquivalent; altere Messungen. Fur die alteren 
Messungen gelten hinsichtlich der Temperaturskala die in Zif£. 8 bezuglich der 
Bestimmung des mechanischen Warmeaquivalents gemachten Ausflihrungen. Bei 
dem elektrischen Aquivalent kommt aber noch ein anderer Umstand hinzu, 
der die Verwendbarkeit fast aller fruher erhaltenen Zahlenwerte ausschlieBt. 
Urn namlich die von verschiedenen Beobachtern gemessenen Aquivalente ver­
gleichbar zu machen und anw2nden zu konnen, ist es notwcndig, daB die 
elektrische Energie auf feststehende, jederzcit zu Gebote stehende elek­
trische Einhciten zuruckgefuhrt wird. Derartige Einheiten sind aber in inter­
nationaler Ubereinstimmung erst seit dem 1. Januar 1911 in ausreichendem 
:MaBe sichergestellt. Von diesem Zeitpunkt an setzte man in den verschiedenen 
in Betracht kommenden Landern die EMK des WEsTONschen Normalelements 
(mit UberschuB von festen Kadmiumsulfatkristallcn) bei 20° zu 101830 internat. 
Volt und hat auch eine Temperaturformel flir das Element vereinbart. Zwar 
sind bereits im Oktober 1908 auf einem graBen internationalen KongreB in London 
die elcktrischen Grundeinhciten international festgesetzt worden - das Ohm 
durch die Quecksilbcrnormale, das Ampere durch das Silbervoltameter - und 
zwar im \vcsentlichen in Ubereinstimmungen mit den durch das deutsche Gesetz 
uber elektrische Einheiten yom 1. Juni 1898 getroffenen Bestimmungcn. Da 
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aber fiir den praktischen Gebrauch das Silbervoltameter im allgemeinen nicht 
anwendbar ist, werden die elektrischen Messungen auf Normalwiderstande und 
die Spannung des Normalelements zUriickgefiihrt,.so daB es fUr die Ubereinstim­
mung der Me~sungen erforderlich war, auch fUr das Normalelement einen auf 
das Silbervoltameter gegriindeten Wert festzulegen. Dies geschah auf Grund 
gemeinsamer Messungen, die im Friihjahr 1910 in Washington von Deligierten 
aus Amerika, England, Deutschland und Frankreich ausgefiihrt wurden. Fiir 
Deutschland ist der Konnex mit der vor dem 1. Januar 1911 liegenden Zeit 
dadurch hergestellt, daB dort vor diesem Zeitpunkt fiir das Normalelement 
ein Wert von 1,0186 Volt bei 20° angenoIl)men wurde. Naheres iiber diese Ein­
heitenfrage siehe ds. Handb. Bd. II u. XVI. Bei Vergleichung elektrischer 
Messungen, die vor und nach dem 1. Januar 1911 liegen, muB man also die hier 
erorterten Verhaltnisse stets beriicksichtigen und bei Anwendung der auf Grund 
der neuen Einheiten erhaltenen Werte auch wieder diese Einheiten zugrunde legen. 
Durch die staatlichen Institute der verschiedenen Lander (in Deutschland die 
Physikalisch-Technische Reichsanstalt, in England das National Physical Labora­
tory zu Teddington-London, in Amerika das Bureau of Standards zu Washington) 
kann der AnschluB an diese internationalen Einheiten stets bewerkstelligt werden. 

N ach dem oben angegebenen Zeitpunkt liegen nur die Bestimmungen des elektri­
schen Warmeaquivalents von BOWSFIELD (1911) und von der Physikalisch-Techni­
schen Reichsanstalt (1915 veroffen tlich t). BOWSFIELD hat seine elektrischen Einhei­
ten im National Physical Laboratory zu Teddington auf die Einheiten dieses Staats­
instituts zuriickzufiihren, und die Thermometer in der P.-T. Reichsanstalt eichen 
lassen, die Reichsanstalt andererseits ist selbst im Besitz dererforderlichen Einheiten. 

Die altesten Bestimmungen des elektrischen Warmeaquivalents, welche in 
den neueren Zusammenstellungen, z. B. den Tabellen von LANDOLT-BORNSTEIN, 
nicht mehr enthalten sind, seien nur kurz erwahnt; es sind dies die Messungen von 
JOULE1), FR. WEBER2), QUINTUS ICILIUS 3), JAHN 4) und DIETERICI 5) (altere Mes­
sung). Die beiden letzteren A utoren haben das BUNsENsche Eiskalorimeter verwandt 
und den Strom mit der Tangentenbussole bzw. dem Silbervoltameter gemessen. 

Bei den spateren Bestimmungen von GRIFFITHS 6), SCHUSTER und GANNON?), 
BARNES8) und DIETERICI (neuere Messung) 9), die auch jetzt noch haufig Beriick­
sichtigung finden, sind die Einheiten sicherer, als bei den oben erwahnten Mes­
sungen und auch die MeBgenauigkeit entspricht mehr den heutigen Anforderungen. 
Allerdings ist spater viel an den von diesen Forschern erhaltenen Zahlen herum­
gerechnet worden, urn die Werte den neueren Einheiten anzupassen und man 
findet deshalb die verschiedensten Zahlenangaben in den Zusammenstellungen 10). 

1) J.P. JOULE, Rep. of the Brit. Assoc. 1867. S.152. 
2) FR. WEBER, Elektromagn. und kalorimetr. Untersuchungen, Ziirich 1878; Beib1. 

Bd. 2, S. 499. 
3) G. v. QUINTUS ICILIUS, Pogg. Ann. Bd. 101, S.69. 1857. 
4) H. JAHN, Wied. Ann. Bd.25, S.49. 1885; Bd.37, S.413. 1889. 
6) C. DIETERICI, Wied. Ann. Bd.33, S.417. 1888. 
6) E. H. GRIFFITHS, Phil. Trans. (A) Bd.184, S.361. 1893; Bd. 186, S.316. 1895. 
7) A. SCHUSTER U. W. GANNON, Phil. Trans. (A) Bd.186, S.415. 1895; Proc. Roy. 

Soc. London Bd. 51, S.25. 1895. 
8) H. T. BARNES, Phil. Trans. (A) Bd. 199. S. 149. 1902; Proc. Roy. Soc. London 

Bd. 82, S. 390. 1909. 
9) C. DIETERICI, Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 593. 1905. 

10) Vgl. z. B. die Zusammenstellungen bei BARNES, 1. c.; E. WARBURG, Referat iiber die 
Warmeeinheit, Leipzig: J. A. Barth 1900; K. SCHEEL U. R. LUTHER, Verh. d. D. Phys. Ges. 
Bd. 10, S. 584. 1908; T. H. LABY, Proc. Phys. Soc., London Bd. 38, S. 169. 1926. Tabellen 
von LANDOLT-BORNSTEIN; C. SUTTON, Phil. Mag. (6) Bd. 35. S. 27. 1918. Hier ist aber der 
von der Phys.-Techn. Reichsanstalt erhaltene Wert unrichtig angegeben, vgl. W. JAEGER U. 

H. V. STEINWEHR, Verh. d. D.Phys. Ges. Bd. 21, S. 25,1919 u. Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 487.1919. 
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Hierin schon spricht sich die Unsicherheit aus, welche diesen friiheren Werten 
anhaftet; diese sind durch nachtragliche Reduktionen nicht fortzuschaffen. 
Denn die Grundlagen, auf welchen diese meist sehr sorgfaltigen Messungen be­
ruhen, sind fast in allen Fallen nicht mehr unverandert erhalten. 

Die Messungen von GRIFFITHS und von SCHUSTER und GA'NNON wurden 
mit einem Erwarmungskalorimeter angestellt; die elektrische Leistung wurde 
von GRIFFITHS auf die Spannung von Clarkelementen, die in Cavendish und 
in Berlin gemessen waren und auf den Widerstand eines Platindrahtes zuriick­
gefUhrt, wobei die Widerstandseinheit diejenige des englischen Board of Trade 
war. SCHUSTER und GANNON bestimmten die elektrische Leistung durch Messung 
der Spannung an den Enden des Heizarahtes durch Vergleichung mit der Span­
nung von Clarkelementen, wahrend die Stromstarke durch ein Silbervoltameter 
ermittelt wurde. Inwieweit der von diesen Forschem fUr ihre Clarkelemente 
angenommene Wert mit der heute geltenden Normalspannung in Dbereinstim­
mung war, laBt sich nicht mehr feststellen. Die Temperaturdifferenzen wurden 
von GRIFFITHS auf das Stickstoffthermometer bezogen, von SCHUSTER und 
GANNON auBerdem auch auf das Wasserstoffthermometer. 

BARNES stellte seine Messungen des elektrischen Aquivalents mit dem von 
CALLENDAR angegebenen Stromungskalorimeter an. Das Prinzip dieses Kalori­

w 

Abb. 8. Stromungskalorimeter. 

meters zeigt schematisch Abb. 8. 
Stromungskalorimeter. Durch 

die Glasrohre A B, in der sich ein elek­
trisch geheizter Platindraht befindet, 
stromt in gleichmaBigem FluB Wasser 
von einer bestimmten Temperatur; es 
bildet sich dann allmahlich ein statio­
narer Zustand aus, bei dem in dem 
Rohre A Beine bestimmte Temperatur­
verteilung herrscht. Das Wasser stromt 
durch den Ansatz C ein und durch die 

Rohre AB nach dem Ansatz P; bei seinem Austritt aus P wird es aufgefangen 
und nach Beendigung des Versuchs gewogen. In den Ansatzen C und P befinden 
sich Platinthermometer Tl und T 2, welche die Eintritts- und Austrittstemperatur 
des Wassers angeben. Die Stromungsrohre ist von einem Vakuummantel V um­
geben und dieser wieder von einem Wassermantel W, durch den Wasser £lieGt. 
Dieses Wasser wird auf der gleichen Temperatur gehalten, wie das in die Rohre AB 
eintretende Wasser. Von B nach A nimmt infolge der Erwarmung durch den 
Heizdraht die Temperatur des Wassers stark zu (bei BARNES urn 7 bis 8°). Die 
Hiillen der Thermometer sind von dicken Rohren aus Kupfer umgeben, urn die 
Temperatur auszugleichen und die Bildung von Warme in der unmittelbaren 
Nahe der Thermometer zu verhindern; denn die Thermometer sollen genau die 
Temperaturerhohung angeben, welche durch den Heizdraht bewirkt worden ist. 
Diese Temperaturerhohung muG mit sehr groGer Genauigkeit bekannt sein; 
aus der Temperaturerhohung und der Masse des durchge£lossenen Wassers er­
gibt sich die der Heizenergie entsprechende Anzahl Kalorien. 

Die Angaben der Platinthermometer wurden bei BAlmEs auf die Skala des 
Stickstoffthermometers zuriickgcfiihrt. Die elektrische Leistung wurde clurch den 
Widerstand des Heizclrahtes und die Spannung an seinen Enden gemessen (als e2 jr). 
Die Einheit derSpannung war das CLARKelement, dessen Wert BAR)lES bei 15 0 zu 
1,4325 Volt annahm, die Einheit des Widerstancles das "wahre Ohm" = 1 ,013 58Brit. 
Ass.-Units. Spater hat BARNES sclbst den von ihm erhaltenen Wert umgerechnet 1) , 

') H. T. BARNES, Proc. Hoy. Soc. London (A) Bd.82, S.390. 1909. 
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indem er den Wert des CLARKelements zu 1,4330 internat. Volt annahm. Er 
erhielt dann fur das elektrische Warmeaquivalent die Zahl4, 1842 (15°). Den Wider­
standsmessungen lagen 1-0hm-Normale zugrunde, die im Jahre 1893 von dem 
Electrical Standards Committee der British Association geeicht worden waren. 
Wie diese Widerstandseinheit zu dem jetzt gultigen internationalen Ohm sich 
verhalt, ist nicht genau bekannt, so daB auch aus diesem Grunde die von 
BARNES erhaltene Zahl mit anderen Werten nicht ohne weiteres vergleichbar ist. 

Die von DIETERICI ausgefiihrte Bestimmung des Warmeaquivalentes ist 
wie seine altere Messung aus dem Jahre 1888 mit Hilfe des BUNsENschen Eis­
kalorimeters vorgenommen worden. Man erhalt also den fur die 15°-Kalorie 
geltenden Wert nicht direkt und mit einer erheblichen Unsicherheit behaftet. 
Die elektrische Leistung wurde in der Weise bestimmt, daB der Heizwiderstand 
von 10 Ohm mit einem ebenfalls 10 Ohm betragenden, in einem Petroleumbad 
befindlichen Normalwiderstand hintereinander geschaltet wurde und daB mittels 
eines durch ein WEsToNelement eingestellten Kompensationsapparates die 
Spannungen an den Enden beider Widerstande gemessen wurden. Die Leistung 
wurde also bestimmt als e2/r und wurde zuruckgefiihrt auf die Spannung des 
WESTON elements, den Normalwiderstand von 10 Ohm und die Widerstands­
verhaltnisse der Einstellungen am Kompensator. Fur den Wert des WESTON­
elements gelten die Ausfuhrungen in Ziff. 11. Der von DIETERICI gefundene 
Wert des Aquivalents muB dementsprechend umgerechnet werden, voraus­
gesetzt allerdings, daB das von ihm verwendete N ormalelement den richtigen 
Wert hatte, was nicht ohne weiteres sicher ist. 

Bei der im Jahre 1911 von BOUSFIELD vorgenommenen Bestimmung des 
elektrischen Warmeaquivalents fallen, wie erwahnt, die bei den fruheren Mes­
sungen vorhandenen Bedenken wegen der zugrunde liegenden Einheiten fort. 
BOUSFIELD benutzte die CALLENDARsche Stromungsmethode und maB die elek­
trische Leistung als ri 2• Ais Heizwiderstand verwandte er ein schlangenformiges, 
mit Quecksilber gefiilltes Glasrohr, das so ausgebildet war, daB die Vorrichtung 
gleichzeitig als Thermometer diente. Er wollte auf diese Weise den von ihm sog. 
"Thermoideffekt" vermeiden, der darin besteht, daB der Heizwiderstand eine 
hohere Temperatur besitzt als das umgebende Wasser. Mittels seiner Vorrichtung 
konnte er die wirkliche Temperatur des Heizwiderstandes berucksichtigen. Doch 
ist dies Vorgehen keineswegs vorbildlich, denn das Quecksilber besitzt einen 
groBen Temperaturkoeffizienten (ca. 1% 0 pro Grad) und es ist besser, statt 
dessen Manganin oder Konstantan zu verwenden, welche meist kaum den 
100 ten Teil der Widerstandsanderung besitzen. AuBerdem kann man, wie schon 
fruher ausgefiihrt wurde, die Leistung durch Spannung und Stromstarke messen 
(als ei) und vermeidet dann die ganze Schwierigkeit. 

Da BOUSFIELD fUr seine Messungen Quecksilberthermometer verwendcte, 
bei denen er nur eine Genauigkeit von etwa 1/100 ° erreichte, war er gezwungen, 
ein sehr groBes Temperaturintervall anzuwenden; das ein- und austretende 
Wasser hatte eine Temperaturdifferenz von 40°. Darauf ist es wohl auch zuruck­
zufuhren, daB er trotz zuverlassiger Einheiten einen viel zu niedrigen Wert fUr 
das .i\quivalent erhielt. Er selbst schiebt allerdings die Abweichung seines Wertes 
von denen fruherer Beobachter auf den bei diesen nicht berucksichtigten Thermoid­
effekt. Von diesem Effekt ist aber z. B. SCHUSTER und GANNON frei. Aus seinen 
Hauptmessungen erhielt BOUSFIELD nur einen Integralwert des Aquivalents 
zwischen 13 und 53 ° (vgl. Zif£. 4). Urn auch die Zwischenwerte zu erhaltcn, 
bestimmte er noch mittels des Erwarmungskalorimeters die relative spezifische 
Warme des Wassers zwischen 0 und 80° von 5 zu 5°. Daraus leitete er fur 15 ° 
den Wert 4,1791 des Warmeaquivalents ab, ein Wert, der urn etwa 10/ 00 zu klein ist. 
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Es bleibt dann nur noch die in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt 
ausgefuhrte Bestimmung des elektrischen Warmeaquivalents ubrig, weIche in 
der folgenden Ziffer 12 eingehender behandelt werden solI, da die angewendeten 
Mel3methoden auch in vielen anderen Fallen Anwendung finden konnen. 

12. Bestimmung des elektrischen Warmeaquivalents in der Physikalisch­
Technischen Reichsanstaltl). Bei diesen Messungen sind die fruher aufgestellten 
Bedingungen (Ziff. 6) nach Moglichkeit erfullt worden. Es wurde eine sehr grol3e 
Wassermasse, 50 Liter, verwendet. Die miterwarmten Metallmassen, die im wesent­
lichen aus Kupfer bestanden, wogen 7,16 kg, und entsprachen einem Wasser­
wert von 0,65 kg, da die spez. Warme des Kupfers 0,091 betragt. Der Wasser­
wert der Metallmassen betrug also nur etwas uber 1 % der Wassermasse und 
brauchte daher nur auf 1 % bekannt zu sein. Das Wasser befand sich in einem 
allseitig geschlossenen Gefal3 und wurde durch Schaufelrader gut durchgeruhrt; 

das Kalorimeter war von einem doppel­
wandigen Mantel allseitig umgeben, 
durch den temperiertes Wasser mit 
Gegenstromung hindurchflol3. Zur Er­
warmung des Kalorimeters urn einen 
Grad waren 210 Kilojoule erforderlich; 
die Erwarmung, die durch einen 6 Min. 
dauernden Strom von 10 Amp. bewirkt 
wurde, betrug in der Regel 1,4 o. Die 
Leistung war demnach etwa 800 Watt 
und wurde in einer Heizspule von 8 Ohm 
Widerstand in Warme umgesetzt. Die 
Tern pera turmessungwurde mittels eines 
Platinthermometers nach der Differen­
tialmethode 2) unter Benutzung eines 
Kugelpanzergalvanometers und eines 
Mel3stromes von ca. 0,005 Amp. vor­
genommen ; die Angaben des Thermo­
meters sind auf die thermodynamische 

Abb. 9. Durchschnitt des Kalorimeters zur Be- Temperaturskala der P.-T. Reichs­
stimmungdeselektrischenWarmeaquivalents . anstalt bezogen. Einige Einzelheiten 

seien im folgenden noch angefuhrt. 
Abb. 9 zeigt das Kalorimeter mit dem dasselbe einschlieBenden doppel­

wandigen Mantel im perspektivischen Vertikalschnitt durch die Mittellinie. Das 
eigentliche Kalorimeter besteht aus einem Kupferzylinder mit horizon taler 
Achse. Urn diese Achse drehen sich die links und rechts befindlichen SchaufeI­
rader aus je drei urn 120 0 gegeneinander versetzten Schaufeln, die fast bis zur 
Wandung des Kalorimeters reichen. Durch ein Differentialgetriebe werden die 
Ruhrer rechts und links in entgegengesetztem Sinne mit einer Winkelgeschwindig­
keit von einer halben Umdrehung in der Sekunde gedreht (Ruhrwarme etwa 
15 cal/min). Die Lange des Zylinders betragt 40 cm, ebensogroB ist der Durch­
messer der kreisformigen Seitenflache; das Kupferblech hat eine Dicke von 
0,7 mm. In der Mitte der Mantelflache ist auf der Oberseite eine kreisrunde 
Offnung angebracht zur Einfiihrung der Heizspule, die mit einer Spitze auf 

1) W. JAEGER U. H. v. STEINWEHR, Ann. d. Phys. Bd.64, S.305. 1921 ;vgl. auch 
Berl. Ber. 1915, S. 424, femer Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 17, S. 362.1915 u . Ann. d . Phys. 
Rd. 58, S.487. 1919· 

2) W . JAEGER, ZS. f. Instrkde. Bd. 24, S.290. 1904; W . JAEGER U. H. v. STEINWEHR, 
Ann. d. Phys. Bd. 21, S.43, 50. 1906. 
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dem Boden des Kalorimeters aufstehend im Durchschnitt gezeichnet ist. Die 
Offnung ist verschlossen durch einen mittels 'Oberfangschraube befestigten 
Metalldeckel, der Locher besitzt, durch welche die Ruhrachse und die Zuleitungen 
zur Heizspule in der Weise hindurchgehen, daB sie noch von eng anschlieBenden, 
auf die Locher aufgesetzten Messingrohrchen von etwa 2 cm Lange umgeben 
werden. Dadurch war die Verdampfung des Wassers aus dem Kalorimeter nach 
Moglichkeit verringert; sie betrug bei Zimmertemperatur ca. 10 g in einem 
viertel J ahr. 

Der das Kalorimeter allseitig umgebende, rechteckige Mantel besteht innen 
aus Kupfer, auBen aus Zink, das mit Holz versteift ist; er tritt bis auf 2 cm 
an das Kalorimeter heran (innere Bodenflache 44x44 cm2). Auf derBodenflachc 
liegt das Kalorimeter mit 4 Porzellanisolatoren auf, urn einen direkten Warme­
ubergang zu verhindern. Der Zwischenraum zwischen den Wandungen des 
auBeren Mantels, der 3 cm betragt, ist mit Wasser gefilllt, durch das ein Schlangen­
rohr hindurchgefuhrt ist. Nach oben wird der Mantel durch einen abnehm­
baren, ebenfalls mit Wasser gefiillten Deckel abgeschlossen. Das Schlangenrohr 
setzt sich in den Deckel fort, so daB es ein einziges zusammenhangendes Rohr 
bildet. Durch dieses Rohr wird mittels einer Pumpe Wasser gepreBt, das, nachdem 
es durch das Rohr gestromt ist, in den Mantelzwischenraum abflieBt und am 
unteren Ende des Mantels wieder abgesaugt wird. Das Wasser beschreibt so einen 
Kreislauf, bei dem es entweder einen Heizapparat oder eine Kuhlvorrichtung 
passiert, so daB es auf der gewunschten Temperatur gehalten werden kann. Zur 
automatischen Regulierung der Temperatur dient ein im Mantel angebrachter 
Toluolregulator. Die Temperaturdifferenz des ein- und austretenden Wassers 
betrug bei einer Manteltemperatur von 80° etwa 1/2 bis 1°, bei tieferen Tem­
peraturen war sie erheblich kleiner. 

Das mit Wasser gefilllte Kalorimeter wurde im Mantel selbst gewogen 
mittels einer groBen Wage (Spannweite zwischen den Schneiden 94 cm), die bei 
50 kg Belastung noch 1/10 g zu messen gestattete. Die Wagung wurde mit Ver­
tauschung ausgefuhrt; die Luftkorrektion betrug rund 50 g und konnte als 
konstant angesehen werden. 

Der Heizwiderstand bestand aus einem 14 m langen, doppelt mit Seide 
umsponnenen Konstantendraht von 1 mm Durchmesser (Widerstand rund 
8 Ohm), der auf einem Messingzylinder von 10 cm Lange und 8 cm Durchmesser 
aufgewickelt und von diesem noch durch eine Glimmerunterlage isoliert war. 
Nach auBen hin wurde der Kupferzylinder durch ein aufgelotetes Schablonen­
blech abgeschlossen. Noch innerhalb der Spule waren zur Vermeidung von 
Thermokraften starke Kupferdrahte an den Konstantandraht hart ange16tet, 
welche zur Stromzufiihrung dienten. Diese Drahte verzweigten sich unterhalb 
der Wasseroberflache in einen dickeren Strom- und einen dunneren Potential­
draht, so daB der hierdurch definierte Widerstand ganz innerhalb des Wassers 
lag. Urn diese Zuleitungsdrahte isoliert aus dem Wasser herausfiihren zu konnen, 
wurden sie in zwei Messingrohrchen verlegt, die an den Kupferzylinder hart 
ange16tet waren. Die oberhalb der Verzweigungsstelle liegenden Zufiihrungs­
drahte bedingen insofern kleine Fehler, als die in dem Stromdraht entwickelte 
Warme durch Leitung zum Teil in das Kalorimeterwasser gelangt. 

Weitere Einzelheiten konnen am besten an der Hand der Schaltungsskizze 
Abb.lO erlautert werden, in der Z die Zeitmessung, L die Leistungsmessung 
und T die Temperaturmessung bedeutet. Vor dem Versuch wird der Schlussel S 
des doppelpoligen Umschalters U1 auf einen Ersatzwiderstand R" geschaltet, 
bis die Spannung der 140-Volt-Batterie konstant geworden ist. Dabei wird der 
Kondensator C (Papierkondensatoren von etwa 8 Mikrofarad) aufgeladen und 
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entladt sich beim Umlegen des Schliissels 5 zu Beginn des Versuchs auf den 
im Kalorimeter befindlichen Heizwiderstand R' iiber den Elektromagnet E des 
Chronographen (vgl. Ziff. 10), wobei eine scharfe Marke entsteht, ebenso wie 
beim Offnen des Schliissels am Ende des Versuchs. Der andere Elektromagnet, 
der Sekundenmarken schreibt, wird von der Uhr betatigt; besser wird aber auch 
hier die in Ziff. 10 beschriebene Anordnung mit Kondensatorentladung ange­
wendet. 

Der Strom von 10 Amp. durchflieBt den Widerstand Ya von 0,1 Ohm (Man­
ganinbiichse in Petroleum); die Spannung an den Enden des Widerstandes (ca. 
1 Volt) kann durch den UmschaIter U2 auf den Kompensator geschaltet werden, 
ebenso wie die Spannung an den Enden von Y2 (127 Ohm), durch welche die 
an dem Heizwiderstand R' liegende Spannung von ca. 80 Volt gemessen wird. 

Abb. 10. Schaltungsskizze zur Messung des elektrischen \~armeaquivalentes. Z = Zeit­
messung, L = Leistungsmessung, T = Temperaturmessung. 

Der Spannungsteiler wird durch die Biichse Yl von 10000 Ohm und den Wider­
stand Y2 dargesteIIt. Der SchaIter U2 ermoglicht die rasche abwechselnde Messung 
beider Spannungen, denen die Einstellungen Ki und Ke am Kompensator ent­
sprechen. Das zum Vergleich dienende WESToNsche Normalelement ist mit 
V bezeichnet (vgl. die Berechnung der Leistung in Ziff. 10). 

Der Widerstand des im Kalorimeter befindlichen Platinthermometers T 
wird mittels des Differentialgalvanometers (Spulen gl und g2) mit dem aus Manga­
ninbiichsen zusammengesetzten Widerstand R verglichen, der durch einen Neben­
schluI3 N (Kurbelkasten) dem Thermometerwiderstand gleichgemacht wird. 
Die Tragheit des Thermometers spieIt bei den Messungen keine RoIle l ). Wegen 
der Einzelheiten der Messungen sei auf die angegebene Literaturstelle verwiesen. 
Das Platinthermometer hatte einen Widerstand von etwa 7 Ohm und wurde mit 
5 Tausendstel Amp. belastet, so daB die hierdurch entstehende Stromwarme zu 
vernachlassigen war. 

1) Vgl. W. P. WHITE, Phys. Hev. Bd. 31, S.562. 1910. 
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Einem Grad Temperaturerhohung entsprach ein rechnischer Ausschlag von etwa 
4000 Skalenteilen, so daB noch 1 Zehntausendstel Grad bestimmt werden konnte. 
Bei der kleinen Temperaturerhohung des Kalorimeters von 1,4 ° ist diese Genauig­
keit erforderlich. Ebenso sind die Temperaturgange der Vor- und Nachperiode, 
aus denen die Korrektion wegen des Warmeaustausches des Kalorimeters mit 
der Umgebung berechnet wird (vgl. Ziff. 5) sehr klein; sie betrugen im Maximum 
etwa 1 Tausendstel Grad in der Minute, so daB auch aus diesem Grunde eine 
sehr genaue Temperaturmessung erforderlich ist. Die Abkuhlungskonstante 
des Kalorimeters betrug etwa 6.10- 4, d. h. bei einem Temperaturunterschied 
von 1 ° zwischen Kalorimeter und Mantel anderte sich die Kalorimetertemperatur 
in der Minute urn 0,6 Tausendstel Grad. Betreffs Berucksichtigung einer ver­
anderlichen Manteltemperatur und einer \Viderstandsanderung des Vergleichs­
widerstandes R fUr das Platinthermometer, sowie betreffs weiterer Einzelheiten 
muB auf die Originalarbeit verwiesen werden. 

Die Messungen wurden zwischen 5 und 50 ° ausgefUhrt; die ermittelte Ab­
hangigkeit der Warmekapazitat des Wassers von der Temperatur ist in Ziff. 3 
mitgeteilt. Auch hierfUr geben die fruheren Messungen zum Teil sehr abweichende 
Resultate. Fur die 15 o-Kalorie ergab sich mit einer Genauigkeit von etwa 2 Zehn­
tausendstel 

1 cal = 4,1842 internat. Joule, 

bezogen auf die thermodynamische Temperaturskala1) und die internationalen 
elektrischen Einheiten des Widerstandes und des Weston-Normalelements 
(1,0183 Volt bei 20°). 

Urn die angegebene Zahl auf absolute Joule bzw. auf Erg (1 Joule = 107 Erg) 
umzurechnen, muB man beachten, daB nach den ubereinstimmenden Messungen 
der Staatsinstitute in Deutschland und England (GRUNEISEN und GIEBE bzw. 
SMITH) 1 internat. Ohm = 1,0005 abs. Ohm zu setzen ist; der Wert fUr das 
Ampere ist noch nicht mit aller Sicherheit feststehend, man kann aber vorlaufig 
nach der Messung im amerikanischen Staatsinstitut (ROSA, DORSEY, MILLER) 
das internationale Ampere dem absoluten gleich setzen (vgl. ds. Handb. Bd. II). 
Unter dieser Voraussetzung erhalt man 

1 cal = 4,186 abs. Joule = 4,186· 107 Erg; 

dieser Wert wurde also das mechanische Warmeaquivalent darstellen; doch 
ist er mit einer gewissen Reserve zu benutzen. Er stimmt ubrigens nahe mit 
dem von ROWLAND gefundenen Wert 4,187 uberein (Ziff.8). 

d) Indirekte Berechnung des mechanischen 
Warmeaquivalentes. 

13. Indirekte Berechnung des Aquivalentes. In Ziff. 1 ist bereits er­
wahnt, daB ROB. MAYER (1843) und HOLTZMANN (1845) das mechanische Warme­
aquivalent aus den spezifischen Warmen der Gase (Luft) berechnet haben; die 
Berechnung ist aber nicht sehr genau. 

Wenn ein Gas bei konstantem Volumen erwarmt wird, so findet keine 
Arbeitsleistung statt, wohl aber bei einer Erwarmung unter konstantem Druck, 

1) Der Sicherheit halber wurden die Messungen auch noch auf eine andere, repro­
duzierbare Temperaturskala zuriickgefiihrt, indem die Platinthermometer mit Quecksilber­
widerstandsthermometern verglichen wurden, bei denen sich das Quecksilber in einem Quarz­
rohr befindet. Urn die Ternperatur dieser Thermometer abzuleiten, geniigt eine Wider­
standsrnessung bei dieser Ternperatur und die Feststellung des Widerstandes bei 0°. Vgl. 
W. JAEGER und H. v. STEINWEHR, Ann. d. Phys. Bd. 43, S. 1165. 1914. 
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wei! sich dabei das Gas der Erwiirmung entsprechend ausdehnen muB. Einer 
VergroBerung des Volumens v urn dv bei dem Drucke p entspricht die Arbeit 
p. dv Erg, wenn der Druck in Dyn/cm2 und das Volumen in Kubikzentimeter 
gemessen wird. Dabei seien p und v auf das Mol bezogen (Masse in g, die dem 
Molekulargewicht entspricht); die VolumvergroBerung sei durch eine Temperatur­
erhohung um d T Grad hervorgebracht. Bezeichnen nun cp und C. die auf das 
Mol bezogenen spezifischen Warmen des Gases bei konstantem Druck bzw. bei 
konstantem Volum (Warmekapazitat in Kalorien/Grad), so ist die Differenz der 
bei konstantem Druck und bei konstantem Volumen dem Gase zugefiihrten 
Warmemengen gleich (cp - cv)dT. Diese Differenz muB gleich der mecha­
nischen Arbeit, dividiert durch das Warmeaquivalent J sein. Man erhalt also 
die Beziehung 

p.dv 
(cp - c,,)dT =]' (18) 

woraus sich das mechanische Warmeaquivalent berechnen laBt, wenn noch die 
Beziehung zwischen p und v bekannt ist. 

Bei einem idealen Gase gilt nun die Beziehung 

pv = Povo = R 
T To ' 

(19) 

worin R die auf das Mol bezogene Gaskonstante (in Erg/Grad) bedeutet und der 
Index 0 sich auf eine beliebige (absolute) Bezugstemperatur To bezieht. 

Bei konstantem Druck ist also in diesem Fall Pdv = RdT, so daB aus 
Gleichung (18) fiir ein ideales Gas folgt 

J __ ~Erg. 
- cp - Co cal' (20) 

fiir R ist hierin der Wert 8,313 . 107 Erg/Grad zu setzen. Statt cp und Co kann 
c 

man auch das Verhaltnis der beiden spezifischen Warmen k = .J!..., das sich 
Cv 

durch adiabatische Ausdehnung des Gases und durch Messung der Schallgeschwin­
digkeit ermitteln laBt, zusammen mit cp oder Cv zur Berechnung benutzen. Fiihrt 
man die Berechnung z. B. fiir Luft durch, so ist zu setzen k = 1,40 und auf das 
Mol bezogen cp = 0,241 ·28,98 = 6,984 bei 18°. Dann folgt cp - Cv = 1,995 
und fUr das Warmeaquivalent 

J = 8,313 .107 = 4,17. 107 Erg. 
1,993 cal. 

(21) 

Diese Zahl ist naturgemaB sehr ungenau, besonders wegen des unsicheren Wertes 
von k. 

Auch aus anderen thermodynamischen Beziehungen laBt sich das mechanische 
Warmeaquivalent berechnen. So hat es CLAUSIUS!) aus den Daten des gesattigten 
Wasserdampfes abgeleitet. Er benutzt dazu die bekannte CLAPEYRONSche 
Gleichung 2) 

T dP J = -;- . dt (s - a) , (22) 

1) Vg!. R. CLAUSIUS, Die mechanische Warmetheorie Bd. I, 2. Auf!., S. 160, Braun­
schweig: Vieweg & Sohn 1876. 

2) Vg!. ds. Bd. Kap. 1. 
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in der T die absolute Temperatur, r die Verdampfungswarme, s und a die spe­
zifischen Volurriina des gesattigten Dampfes und des Wassers, dpjdt die Druck­
zunahme des gesattigten Dampfes mit der Temperatur bedeuten, ailes bei T Grad. 

CLAUSIUS hat die von REGNAULT beobachteten Zahlen seiner Berechnung 
zugrunde gelegt; hier sollen die jetzt fUr am zuverlassigsten geltenden Zahlen 
fUr gesattigten Wasserdampf von 100° benutzt werden. Fur diesen ist nach 
den Messungen von KNOBLAUCH, LINDE und KLEBE!) S = 1674 cm3jg, nach 

!:.t = 27 14111rn Q~e~ksilber oder 27,14·1,0133 _106 

HOLBORN und HENNING2) dt 'Grad 760 

= 3,619.104 cm~.Y;r~d' ferner nach SUTTON3) r = 538,9 m~~~~m~al. ; 

T ist = 100 + 273 = 373. 
Man erhalt dann 

J = 373 ·3,619 -1,674.107 = 4,193 .107. _._Erg_. . (23) 
538,9 MIttl. Kalone 

Auch diese Zahl, die aber nicht auf die 15 o-Kalorie, sondern auf die mittlere 
Kalorie (0 bis 100°) bezogen ist, hat entsprechend den zugrunde liegenden Zahlen 
eine Ungenauigkeit von schatzungsweise 2 Promille. 

Es hat deshalb keinen praktischen Wert, we iter auf diese indirekten Be­
rechnungen einzugehen, die nur in theoretischer Beziehung ein gewisses Interesse 
bieten (vgl. hierzu ds. Handb. Bd. XI). 

Nur darauf sei noch hingewiesen, daB sich das elektrische Warmeaquivalent 
auch aus den zitierten Mitteilungen von SUTTON und von HENNING indirekt 
berechnen laBt, von denen der erstere die Verdampfungswarme des Wassers 
in mittl. Kalorien gemessen hat, wahrend HENNING die Verdampfung durch 
elektris~he Energie bewirkte. Mittl. Kal. into Joule 

Bel 100° fand SUTTON r = 538,9 , HENNING 2255 _____ 4). 
Daraus ergibt sich g g 

_ into Joule 5 

J - 4,1845 Mittl. Kal. ). (24) 

Dieser aus zuverlassigen Zahlen abgeleitete Wert stimmt fast identisch 
mit der in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt direkt gefundenen, auf 
die 15°-Kalorie bezogenen Zahl uberein (vgl. Ziff. 12), was dafUr zu sprechen 
scheint, daB die mittlere Kalorie nur wenig von der 15 0-Kalorie verschieden ist. 

1) O. KNOBLAUCH, R. LINDE U. H. KLEBE, Mitt. liber Forschungsarbeiten, V. d. lng. 
Bd.21, S.33. 1905. 

2) L. HOLBORN u. F. HENNING, Ann. d. Phys. Bd.26, S.833. 1908. 
3) C. SUTTON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 93, S. 155. 1917; der von F. HENNING, 

Ann. d. Phys. Bd.29, S.441. 1909 angegebene und Ann. d. Phys. Bd.58, S.759. 1919 
berichtigte Wert, der an sich wahl am zuverlassigsten ist, darf hier nicht benutzt werden, 
da bei diesem als Warmeeinheit das internat. Joule zugrunde gelegt ist und die in cal. an­
gegebenen Zahlen durch Umrechnung mittels des elektrischen Warmeaquivalents abgeleitet 
sind. Sie enthalten also bereits implizite das zu berechnende Warmeaquivalent. 

4) Die von HENNING direkt gefundene Zahl 2256 ist noch urn etwa 1/2 PromiIle zu ver­
kleinern (also auf 2255), da seiner Berechnung der elektrischen Energie der vor dem Januar 
1911 geltende Wert des Westonelements = 1,0186 internat. Volt zugrunde gelegt war, 
wahrend man jetzt die Zah11,0183 bei 20 0 benutzen muE (vgl. hierzu Ziff. 11); die Differenz 
beider Zahlen geht in die Energie doppelt ein. Diese Korrektion ist auch an dem in Anm. 3 
erwahnten berichtigten \Vert der Verdampfungswarme noch anzubringen . 

• ) Vgl. C. SUTTON, Phil. Mag. Bd. 58, S.759. 1919 und wegen des dart angehlhrten 
Warmeaquivalents der Phys.-Techn. Reichsanstalt Ziff. 12. 
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III. Umsetzung anderer Energien in Warme. 
a) Warmeerzeugung durch Magnetisieren. 

14. Hysteresiswarme. Durch das Magnetisieren ferromagnetischer Stoffe 
und durch Anderung des Magnetismus derselben wird gleichfalls Warme erzeugt. 
Die ferromagnetischen Stoffe zeigen die Erscheinung der Hysteresis, die darin 
besteht, daB die magnetische Induktion nicht eindeutig von der magnetischen 
Feldstarke abhangt, sondern je nach der Vorgeschichte des Magnetisierungs­
vorgangs verschieden groB ist (vgl. ds. Handb. Bd. XV). 

Tragt man die magnetische Feldstarke ~ als Abszisse, die Induktion 
58 = ~ + 4nJI) als Ordinate auf, so erhalt man eine Schleife von der in Abb 11 
dargestellten Form, die sog. Hysteresisschleife. Wenn man von dem nega­
tiven Wert - H der Feldstarke durch Null zu dem gleich groBen positiven 
Wert + H ubergeht, durchlauft die Induktion 58 den unteren Teil der Kurve. 
Geht man dann wieder zuruck zu dem negativen Wert der Feldstarke, so wird 
der obere Teil der Kurve durchlaufen. Dem Nullwert der Feldstarke entspricht 
eine gewisse Induktion + r und - r, die positiv oder negativ ist, je nachdem 

man von der positiven oder der negativen Seite 
der Feldstarke sich dem Nullwert der letzteren 
nahert. Dieser Betrag der Induktion heiBt die 
Remanenz. Urn die Induktion auf den Wert Null 
zUrUckzubringen, bedarf man einer gewissen Feld­

-r--;-;--'h+-+-----::;-;--''---~<P starke +c bzw. -c, die manals Koerzitivkraft 
+H ,r 

bezeichnet; je groBer diese ist, urn so breiter ist 
die Schleife und urn so groBer der Flacheninhalt 
der Hysteresisschleife. 

A b b. 11. H ysteresisschleife. 
Zur Ummagnetisierung der ferromagnetischen 

Stoffe' ist eine gewisse Arbeit erforderlich, die man 
fUr einen geschlossenen Kreislauf als Hysteresis­

verlust bezeichnet, da die aufgewendete Arbeit in Warme umgesetzt wird und 
verloren geht. Fur Dynamomaschinen und Transformatoren verwendet man da­
her soIche ferromagnetische Stoffe, die einen moglichst geringen Hysteresis­
verlust aufweisen, also eine kleine Koerzitivkraft besitzen. 

Wie WARBURG 2) gezeigt hat, ist bei einem vollstandigen Kreislauf der 
Magnetisierung gemaB Abb. 11 die in Warme umgesetzte Arbeit pro Volumen-

einhei t proportional der Flache der H ysteresiskurve, namlich gleich - _1_ 158 d ~ , 
4n 

wobei ~ die Werte von - H bis +H und wieder zuruck zu -H durchlauft. 
Hysteresisschleifen entstehen bei j eder zyklischen Magnetisierung, nicht 

nur wenn man von - H zu + H und wieder zuruckgeht (symmetrische Zyklen), 
sondern auch bei Anderung der Feldstarke von einem beliebigen Wert HI zu 
einem anderen Wert H2 und wieder zuruck (assymmetrische Zyklen). Immer ist 
der Arbeitsverlust durch Warme gleich dem oben angegebenen geschlossenen 
Integral. 

Man kann den Hysteresisverlust fUr einen vollstandigen Zyklus auf folgende 
Weise ableiten. Man nahert einen kleinen Elementarmagneten einem isolierten 
Magnetpol (den es allerdings nur in der Vorstellung gibt), urn ein kleines Stuck 
und entfernt ihn dann wieder urn denselben Betrag. Da am Ende des Vorgangs 

1) Jist die magnetische Intensitat (pro Volumeinheit), ~ = ftffd und ft = 1 + 4""", 
wobei ft die Permeabilitat und " die Suszeptibilitat bedeutet. 

2) E. WARBURG, Wied. Ann. Ed. 13, S.141. 1881. 



Ziff. 14. Hysteresiswarme. 497 

sich alles wieder in dem gleichen Zustande befindet, wie im Anfang, so muB die 
bei diesem Vorgang aufgewendete Arbeit in Warme umgesetzt worden sein. 
Allerdings entsteht auch bei den einzelnen Teilen des beschriebenen Weges Warme; 
diese laBt sich aber nicht berechnen, sondern nur die fiir den ganzen Zyklus 
in Warme umgesetzte Arbeit, die sich aus den einzelnen Warmen zusammen­
setzU). Besitzt der Magnetpol die magnetische Masse M, so ist die Feldstarke 

in der Entfernung r von demselben ~ = ~ und in der Entfernung r + dl von 
d~ 2M r 

dem Pol ~' = ~ + -d dl = ~ - -3- dl. Der Elementarmagnet habe die 
r r 

Lange dl und falle mit seiner Achse in die Richtung von r; seine Pole seien mit 
den Magnetismen + m und - m belegt, so daB sein magnetisches Moment gleich 
m·dl ist. 

Befindet sich der Pol + m des Elementarmagnets in der Entfernung r von 
dem festen Pol, der Pol - m in der Entfernung r + dl und ist der feste Pol 
mit negativem Magnetismus belegt, so wird der kleine Magnet mit der Kraft 

d~ . 
K = m (~ - ~') = - m dr dl angezogen. Nahert man ihn nun dem festen Pol 

urn die kleine Strecke dr, so ist die dabeigeleistete Arbeit gleich Kdr = - mdl·d~. 
Fiihrt man fiir den Elementarmagnet die magnetische Intensitat pro Volum­
einheit S ein und hat der Magnet das Volumen d., so ist zu setzen m· dl = 3d. 
und die Arbeit wird gleich -3 d.·d~. Fiir den ganzen KreisprozeB erhalt 
man dann fUr die Arbeit der Volumeinheit den Ausdruck - fSd~, wobei das 
Integral iiber den ganzen beschriebenen Weg zu nehmen ist. Wegen der Be­
ziehung ~ = ~ + 4nS und da f~d~ fiir den ganzen Kreislauf gleich Null 
ist, kann man fUr den obigen Ausdruck auch den schon weiter oben angegebenen 

Ausdruck - -1-f~ d~ setzen. 
4n 

Diese Arbeit, welche also den Hysteresisverlust darstellt, erhalt man in 
Erg, wenn ~ und ~ im CGS-System ausgedriickt werden. Die Arbeit wird 
durch die inneren Vorgange bei der Magnetisierung in Warme verwandelt; die 
der Arbeit entsprechende Warmemenge findet man durch Division mittels des 
mechanischen Warmeaquivalents ] (4,186, Zif£. 12), so daB also die bei dem zykli­
schen Vorgang entstehende Warme W zu berechnen ist als 

(25) 

Eine besondere Rolle spielen die Hysteresisverluste bei den Wechselstrom­
vorgangen (Transformatoren usw.), wobei es sich stets urn symmetrische Zyklen 
handelt. Fiir diesen Fall sind auch empirische Formeln ffir den Hysteresis­
verlust aufgestellt worden, bei denen nur der Maximalwert, den ~ bzw. S erreicht, 
eine Rolle spielt. So hat STEINMETZ2) die Gleichung 

(26) 

angegeben, in der 1] einen Proportionalitatsfaktor darstellt. Doch ist diese 
Formel wenig zuverlassig. Mitunter stimmt eine andere zwischen 1 und 2liegende 
Potenz besser als 1,6. 

1) Vgl. hierzu W. JAEGER u. W. MEISSNER, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 161, 1926. 
2) P. CR. STEINMETZ, Elektrot. ZS. Bd. 12, S. 62. 1891; Bd. 13. S. 519. 1892; Electrician 

Bd.28, S.384, 408, 425. 1892. 

Handbuch der Physik. IX. 32 



498 Kap.7. W. JAEGER: Erzeugung von Warme aus anderen Energieformen. Ziff.15. 

Von RICHTERl) ist andererseits die Beziehung 

W = a ~max + b 58 2max (27) 
gepriift worden, die besser als die STEINMETzsche zu stimmen scheint; a und b 
sind empirisch zu bestimmende Konstanten. 

Bei der praktischen Messung des H ysteresisverlustes ferromagnetischer 
Stoffe im Wechselstromkreis bereitet die Trennung dieses Verlustes von dem 
gleichze~tig auftretenden Wirbelstromverlust gewisse Schwierigkeiten. Naheres 
hieriiber und iiber die Erscheinung der Hysteresis selbst siehe ds. Handb. 
Bd. XV und XVI. Wahrend die Wirbelstromverluste durch passende Unter­
teilung des Eisens und durch Anwendung von Siliziumeisen, das einen groBeren 
Widerstand besitzt, erheblich herabgedriickt werden konnen, ist dies bei den 
Hysteresisverlusten in keiner anderen Weise moglich, als durch Wahl eines 
Eisens, welches eine moglichst schmale Hysteresisschleife besitzt. 

b) Warmeerzeugung durch Atomzerfall. 
15. Allgemeines. Die radioaktiven Korper sind in einem stetigen spontanen 

Zerfall begriffen, wobei sie sich unter Aussendung verschiedener Strahlungs­
arten, die als <X-, {3- und y-Strahlen bezeichnet werden, in chemisch andere Korper 
umwandeln. Bei diesem Zerfall werden erhebliche Warmemengen entwickelt, 
so daB die Temperatur der radioaktiven Korper im allgemeinen etwas iiber der 
Temperatur der Umgebung liegt. Naheres iiber die radioaktiven Korper s. ds. Handb. 
Bd. XXII; an dieser Stelle sollen nur ganz kurz die Erscheinungen zusammen­
gefaBt werden, welche mit der Warmeentwicklung in Zusammenhang stehen. 

Der Grund des radioaktiven Zerfalls ist unbekannt; es ist auch nicht moglich, 
den Zerfall durch physikalische oder chemische Mittel in irgendeiner Weise zu 
beeinflussen; er geht stetig und unabanderlich mit stets gleichbleibender Ge­
schwindigkeit vor sich. Dabei zerfallt aber nicht etwa der betreffende Korper 
in allen seinen Teilen gleichmaBig, sondern die einzelnen Atome zerfallen in ganz 
regelloser Weise zeitlich nacheinander, was z. B. durch die Erscheinung der 
Szintillation nachgewiesen werden kann. Aber der statistische Mittelwert der 
in der Zeiteinheit zerfallenden Anzahl von Atomen ist ein ganz feststehender; 
in jeder Zeiteinheit zerfallt namlich ein bestimmter Bruchteil des Korpers, so 
daB sich der ZerfallprozeB nach RUTHERFORD 2) durch eine Exponentialfunktion 
darstellen laBt. 

Bezeichnet man diesen Bruchteil eines zerfallenden einheitlichen Korpers 
flir die Sekunde mit 1 (sog. "Zerfallskonstante"), die zur Zeit t = ° vor­
handenen Atome des Korpers mit No und die Atome zur Zeit t mit Nt, so ist 
also Nt = No e- u . (28) 

N ach dem gleichen Gesetz nimmt die Aktivitat der Substanzen abo 
Die Zerfallskonstante 1 hat nun flir verschiedene radioaktive Korper ganz 

auBerordentlich verschiedene Werte. Meist wird aber nicht die Zerfallskonstante 
angegeben, sondern der besseren Anschaulichkeit wegen die Zeit T, in welcher 
die Zahl der Atome, also auch die Aktivitat des Korpers auf die Halfte gesunken 
ist; diese Zeit wird die Halbwertszeit genannt. Sie steht mit J. in der aus der 
Gleichung (28) sich ergebenden Beziehung 

T - logn 2 _ 0,693 (29) 
--l---Je-' 

') R. RICHTER, Elektrot. ZS. Bd.21, S. 1241. 1910. 
2) Vgl. z. B. E. RUTHERFORD, Radioactive Substances and their Radiations, Cambridge 

1913; Deutsch von E. MARX, Leipzig 1913. 
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Es sei noch bemerkt, daB der reziproke Wert von A die mittlere Lebens­
dauer eines Atoms der betreffenden radioaktiven Substanz angibt, wahrend 

log; 2 , also die Halbwertszeit, die wahrscheinlichste Lebensdauer darstellt. 

Die ungeheuere Verschiedenheit der Halbwertszeiten und der GroBe A 
geht aus folgenden Beispielen fiir einige wichtige Substanzen hervor: 

Tabelle 2. 
Halbwertszeiten T und Zerfallskonstante). einiger radioaktiver Elementt'. 

Thor ... 
Uran I .. 
Radium 
Mesothor I 
Polonium. 
Ra-Emanation. 
Aktinium A 

T 

1,3' 1010 Jahre 
5 • 109 

2.103 

5,5 
136 Tage 
3,85 " 
2' 10- 3 Sek. 

A pro sek 

1,7.10- 18 

4,4 • 10- 18 

1,1.10- 11 

4,0.10- 9 

5,9.10- 8 

2,1.10- 6 

350 

Es existieren also auBerordentlich langlebige und sehr kurzlebige Substanzen, 
sogar noch bedeutend kurzlebigere, als in der Zusammenstellung. 

Bei dem Zerfall der Atome kommt den iX-Strahlen die groBte Bedeutung 
zu, indem sie den bei weitem iiberwiegenden Teil der ausgestrahlten Energie 
enthalten. Die iX-Strahlen sind Heliumatome, die zwei negative Elektronen 
verloren haben, also aus positiv geladenen, materiellen Teilchen gebildet werden; 
sie entsprechen den Kanalstrahlen, haben aber eine erheblich groBere Geschwindig­
keit als diese (etwa 1,5 . 109 em/sec); ihre Geschwindigkeit kommt nahe an die­
jenige des Lichtes heran. Die ,8-Strahlen bestehen aus negativen Elektronen 
ohne ponderable Masse und sind den Kathodenstrahlen analog; sie erreichen 
eine Geschwindigkeit bis zu 99% der Lichtgeschwindigkeit. Die y-Strahlen 
endlich, die den Rontgenstrahlen entsprechen, werden als StoBwellen im Ather 
angesehen und sind durch elektrische und magnetische Krafte nicht ablenkbar, 
wahrend dies bei den beiden anderen Strahlenarten der Fall ist. Die y-Strahlen 
treten in Begleitung der,8-Strahlen auf und erzeugen sekundare ,8-Strahlen, 
wenn sie auf Materie auftreffen. Ebenso werden durch Auftreffen der iX-Strahlen 
auf Materie ,8-Strahlen von geringer Geschwindigkeit ausgelost, die als c5-Strahlen 
bezeichnet werden. 

AuBerdem besteht noch die sog. "RiickstoBstrahlung", indem das Rest­
atom durch den explosionsartigen Zerfall des Atoms, der mit der Ausschleuderung 
der Strahlung verbunden ist, einen RiickstoB erfahrt, wobei der gemeinsame 
Schwerpunkt erhalten bleibt. Die Geschwindigkeit der als korpuskulare Strahlung 
anzusehenden RiickstoBstrahlen hangt daher von den Massenverhaltnissen der 
Restatome und der fortgeschleuderten Strahlen ab und laBt sich bei Kenntnis 
dieser beiden GroBen berechnen. Da die Masse des Restatoms ungefahr das 
50fache derjenigen der iX-Teilchen betragt, ist somit die Geschwindigkeit der 
RuckstoBstrahlung etwa der 50. Teil derjenigen der iX-Strahlen. 

Die Strahlenarten haben ein sehr verschiedenes Durchdringungsvermogen, 
entsprechend ihren verschiedenen Geschwindigkeiten. So wird von den iX-Strahlen 
dutch Aluminium von 0,0034 mm Dicke die Halfte absorbiert, von den ,8-Strahlen 
des Drans derselbe Betrag durch 0,5 mm Aluminium, wahrend die Intensitat 
der y-Strahlen erst durch 55 mm Aluminium oder 12 mm Blei auf die Halfte 
herabgesetzt wird. 

Bei der Absorption der Strahlen entsteht durch die Abbremsung ihrer Ge­
schwindigkeit Warme, die gemessen werden kann (s. unten). Sie liefert ein 
MaB fUr die Aktivitat der Substanzen. 

32* 
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Einheitliche Substanzen sind entweder cx,- oder p-Strahler. Man nimmt an, 
daB die Strahlung aus dem Atomkem herruhrt. Bei der cx,-Strahlung wird das 
Atomgewicht des Restatoms gegen das urspriingliche Atomgewicht um 4 Ein­
heiten verringert, da das Atomgewicht des Heliums gleich 4 ist und angenommen 
wird, daB bei der Zertriimmerung des Atoms ein Heliumatom fortgeschleudert 
wird. 

Man kennt im wesentlichen drei verschiedene Zerfailsreihen, die nach ihren 
Ausgangsprodukten benannt sind: Die Uran-, die Aktinium- und die Thoriumreihe. 
Das Uran zerfaIlt z. B. uber verschiedene Zwischenprodukte in Radium, dieses 
wieder m Radiumemanation usw., bis zuletzt ein unaktives Endprodukt als 
letztes Glied der Reihe erreicht ist, das als Blei angesehen wird. Die Mineralien der 
Erde, welche ein sehr hohes Alter besitzen, enthalten aile diese Umwandlungs­
produkte gleichzeitig in bestimmtem MengenverhaItnis, das der Zerfallskonstante 
umgekehrt, der Halbwertszeit direkt proportional ist; denn infolge des hohen 
Alters befinden sich die verschiedenen Umwandlungsprodukte im radioaktiven 
Gleichgewicht, bei welchem von jeder Substanz in der Zeiteinheit soviel Atome 
entstehen, wie zerfallen. Diese Atomzahl muB dann fiir aile Produkte gleich 
groB sein. 

Fur die Aktivitat dieser Gemische verschiedener radioaktiver Substanzen 
ergeben sich aus dem Zerfailsgesetz einheitlicher Substanzen [Gleichung (28)] 
komplizierten Beziehungen, worauf hier nur hingewiesen sei. 

In diesen Mineralien ist dann sowohl das inaktive Endprodukt (Blei), wie 
das in Form von cx,-Strahlen ausgeschleuderte Helium, wenigstens der groBte 
Teil desselben, noch enthalten und es ist interessant, daB man aus der Menge 
dieser beiden Abbauprodukte das Alter des Minerals annahernd berechnen kann. 
Dasselbe ergibt sich zu etwa 109 J ahren. 

16. Radioaktive Warme. Die Warmeentwicklung radioaktiver Substanzen 
ist zuerst von CURIE und LABORDEl) beobachtet worden. Die erhohte Temperatur 
eines Radiumpraparats kann schon bei einigen Milligrammen Radium mittels 
eines Quecksilberthermometers festgestellt werden. 

Wenn man annimmt, daB die emittierten Strahlen in der Substanz selbst 
oder der Umhullung derselben absorbiert werden und daB dort ihre kinetische 
Energie in Warme umgesetzt wird, so laBt sich diese Warme aus der Energie 
und der Zahl der Strahlen berechnen; diese Berechnung ist zuerst von RUTHER­
FORD und MCCLUNG2) ausgefUhrt worden. 

1st N die Zahl der in der Sekunde emittierten Strahlen (z. B. cx,-Teilchen), 
m und v Masse und Geschwindigkeit der Teilchen, so ist die kinetische Energie 
gleich 

N ~~mv2 = Ne ~mv2. 
~2 2 ~ e 

(30) 

1m zweiten, durch e erweiterten, Ausdruck, der fur die numerische Berechnung 
geeignet ist, bedeutet e die elektrische Ladung der Teilchen. Fur Radium, 
das mit seinen kurzlebigen Abbauprodukten (Emanation, Radium A, B, C) im 

mv2 
Gleichgewicht sich befindet, ist fUr die cx,-Strahlung sowohl Ne, wie -- durch 

e 
Messungen von RUTHERFORD und GEIGER3) (Messung der von den cx,-Strahlen 
mitgefuhrten Ladung) und von RUTHERFORD4) (Messung der Strahlenablenkung 

1) P. CURIE u. A. LABORDE, C. R. Bd. 136, S.673. 1903. 
2) E. RUTHERFORD u. R. K. MCCLUNG, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.67, S.245. 

1901; Phil. Trans. (A) Bd. 196, S.25. 1901. 
3) E. RUTHERFORD u. H. GEIGER, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.81, S.162. 1908. 
4) E. RUTHERFORD, Phil. Mag. Bd. 12, S. 348. 1906. 



Zif£. 16. Radioaktive Warme. 501 

im elektrostatischen Feld) bekannt. Man findet auf diese Weise fUr die um­
gesetzte Warme pro Gramm Radium 1,43' 106 Erg/sec oder 123 cal/st. 

Zu dieser durch die tX-Strahlen erzeugten Warme kommt nun noch diejenige 
der fJ- und y-Strahlen, sowie die durch die RuckstoBatome entstehende Warme­
menge. Der Anteil der fJ- und y-Strahlen an der Gesamtwarme laBt sich aus 
ihren ionisierenden Wirkung berechnen. Nach den Messungen von MOSELE.Y 
und ROBINSONl) betragt die Warmewirkung der beiden Strahlenarten etwa 
9% derjenigen der tX-Strahlen. Man erhalt fUr die fJ-Strahlen etwa 5, fUr die 
y-Strahlen 6 und fUr die RuckstoBatome 2 cal/st. Die Gesamtwarme 
fUr 1 g Radium, das sich im Gleichgewicht mit seinen Zerfallsprodukten befindet, 
berechnet sich demnach auf 136 cal/st. 

Experimentelle Bestimmungen der Warmeentwicklung von Radium 
sind zuerst von CURIE und LABORDE2) mittels eines Differentialkalorimeters 
bzw. eines Eiskalorimeters ausgefUhrt worden; aber diese Versuche sind wie 
diejenigen einer Reihe anderer Beobachter mit nicht genugend definierten 
Praparaten angestellt worden. Dagegen benutzten MEYER und HESS3) spater 
ein von HONIGSCHMIDT fur Atomgewichtsbestimmungen besonders gereinigtes 
Radiumpraparat und fUhrten die Messungen mit Standardpraparaten von 680,50, 
236,91 und 71,60 mg Radiumchlorid durch, die sich mit den kurzlebigen Zer­
fallsprodukten in radioaktivem Gleichgewicht befanden, aber fast frei waren 
von Radium E und F. Sie wandten dabei die schon fruher von v. SCHWEIDLER 
und HESS4) benutzte Versuchsanordnung an, die darin bestand, daB in einem 
Differentialkalorimeter die durch das Radium bewirkte Erwarmung des einen 
Kalorimeterteils durch eine elektrisch erzeugte Warme im anderen Teil kom­
pensieTt wurde (vgl. auch Ziff. 23). Das Kalorimeter bestand aus zwei dick­
wandigen Kupferhohlzylindern, die sich in einem Raum von konstanter Tem­
peratur befanden. In den einen Zylinder wurde das Radiumpraparat gebracht, 
in den anderen eine elektrisch geheizte Manganinspule, wobei der Strom so 
reguliert wurde, daB beide Kalorimeter die gleiche Temperatur zeigten. Die 
Temperaturgleichheit wurde auf thermoelektrischem Wege festgestellt; als 
Thermoelement diente ein die beiden Kalorimeter verbindender Nickeldraht 
(Thermoelement Nickel-Kupfer). Die elektrische Leistung wurde in der fruher 
angegebenen Weise ermittelt (Ziff. 10) und liefert, da die auBeren Bedingungen 
fUr Warmeabgabe usw. fUr beide Kalorimeter gleich sind, direkt die vom Radium 
abgegebene Warmemenge in Joule/sec. In Kalorien umgerechnet ergab sich 
in guter Dbereinstimmung fUr die verschiedenen Praparate eine Warmeent­
wicklung von 132,26 cal/st, bezogen auf das Gramm Radium. Dabei wurden 
die tX- und fJ-Strahlen vollstandig, die y-Strahlen zu 18% absorbiert. Die ex­
perimentell gefundene Zahl ist in guter Dbereinstimmung mit der theoretisch 
berechneten Warme (s.oben). 

AuBer dieser Gesamtwarme des mit seinen Abbauprodukten im Gleichgewicht 
sich befindenden Radiums wurde auch die den einzelnen Komponenten des­
selben und die den verschiedenen Strahlenarten zukommende Warme von RUTHER­
FORD und BARNES 5) sowie von RUTHERFORD und ROBINSON (l. c.) gemessen. 

Aus einem Praparat von 30 mg Radiumbromid wurde die Emanation 
durch Erhitzen ausgetrieben und in einem R6hrchen durch flussige Luft ver­
flussigt. Die beiden Praparate, die Emanation einerseits und das von Emanation 

1) Vgl. E. RUTHERFORD u. H. ROBINSON, Wiener Ber. Bd. 121, S.1491. 1912. 
2) P. CURIE u. A. LABORDE, C. R. Bd. 136, S.673. 1903. 
3) ST. MEYER u. V. F. HESS, Wiener Ber. Bd. 121, S.603. 1912. 
4) E. V. SCHWEIDLER U. V. F. HESS, Wiener Ber. Bd. 117, S.879. 1908. 
5) E. RUTHERFORD U. H. T.BARNES, Phil. Mag. Bd. 7, S. 202.1904; Bd. 25, S. 312. 1913. 
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befreite Radiumbromid andererseits wurden dann wahrend mehrerer Tage auf 
ihre Warmeabgabe untersucht. In Ubereinstimmung mit der Theorie, nach 
welcher die Warmeentwicklung durch die Absorption der cX-Strahlen bewirkt 
wird, zeigten beide Praparate ein entgegengesetztes Verhalten, indem die Warme­
abgabe des Radiums in der ersten Zeit abnahm und nach 3 Stunden nur noch 
ein Viertel des Anfangswertes betrug, urn dann allmahlich wieder anzuwachsen, 
bis nach etwa einem Monat der ursprlingliche Wert wieder erreicht war. Bei der 
Emanation dagegen stieg die Warmeabgabe wahrend der ersten Stunden bis 
zu einem Maximalwert an und fiel dann wieder nach einer Exponentialfunktion 
ab. Bei dem Radium erklart sich die anfangliche rasche Abnahme der Warme­
entwicklung aus dem Abklingen des aktiven Niederschlags, die spHere allmahliche 
Zunahme aus der Neubildurtg von Emanation und deren Zerfallsprodukten. 

Die relative Warmewirkung der Emanation, des Radiums A und C ist 
von RUTHERFORD und ROBINSON (1. c.) in der Weise gemessen worden, daB die 
radioaktiven Praparate in eine Spule aus Platindraht gebracht wurden, die sich 
durch die Absorption der Strahlung erwarmte. Die dadurch bewirkte Wider­
standsanderung der Spule wurde in der WHEATSTSTONEschen Brlicke durch 
Galvanometerausschlag gemessen. 10 Minuten, nachdem das die Emanation 
enthaltende R6hrchen in die Spule eingebracht worden war, erreichte das Gal­
vanometer einen konstanten Ausschlag. Dann wurde die Emanation rasch ab­
gepumpt und inder Pumpe kondensiert. Der Ausschlag des Galvanometers, 
der darauf wahrend 2 Stunden beobachtet wurde, anderte sich zunachst wahrend 
der ersten 20 Minuten sehr rasch nach dem Nullwert hin, ging dann aber lang­
sam zurlick. Durch eine Analyse der dem Galvanometerausschlag entsprechenden 
Warmeentwicklung fan den die Beobachter in guter Ubereinstimmung mit den 
theoretisch zu erwartenden Zahlen, daB ungefahr 29% der anfanglichen Warme­
entwicklung auf Rechnung der Emanation selbst kommen, 31 % dem Radium A 
und 40% dem Radium B + C zuzuteilen sind. Auch quantitative Messungen 
der von der Radiumemanation ausgehenden Warme wurden mit Hilfe derselben 
Anordnung ausgefiihrt, wobei auch die von den verschiedenen Strahlensorten 
herrlihrenden Anteile durch Einschaltung von Aluminium und von Quecksilber­
schichten verschiedener Dicke bestimmt wurden. Wegen weiterer Einzelheiten 
siehe die zitierte Mitteilung von RUTHERFORD und ROBINSON!), der auch die 
folgende Tabelle entnommen ist; in dieser ist die Verteilung der Warmeentwick­
lung auf die einzelnen Komponenten und Strahlenarten des Praparats angegeben, 
und zwar bezogen auf 1 g Radium. 

Tabelle 3. 
Warmeentwicklung von Radium im Gleich gewicht mit seinen 

Zerfallsprod u kten. cal/st. 

Substanz IX-Strahlen {I-Strablen I y-Strablen Summe 

Radium 25,1 -

I 

_.- 25,1 
Emanation 28,6 . - -- 28,6 
Radium A 30,5 - -. 30,5 
Radium B} 39,4 4.7 6,4 50,5 Radium C I 

Summe I 123,6 6,4 I 134.7 

Flir das von seinen Zerfallsprodukten befreite Radium hat dann noch 
HESS2) die Warme nach der oben angegebenen Methode mittels des Differential-

1) Vgl. auch den Artikel von H. GEIGER, "Die Radioaktivitat" in GRAETZ, Handb. d. 
Elektrizitat u. des Magnetismus Bd. III. Leipzig 1923. 

2) V. F. HESS, Wiener Ber. Bd. 121, S. 1419. 1912. 
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kalorimeters gemessen und fiir das Gramm den Wert 25,2 cal/sf gefunden, 
welcher mit der in der Tabelle angegebenen Zahl iibereinstimmt. 

Aus der Tabelle geht hervor, daB den lX-Strahlen der Hauptanteil an der 
Warmeentwicklung zukommt und daB die einzelnen Komponenten des Pra­
parats nahe die gleiche Warmeentwicklung fiir die IX-Strahlen zeigen; die vor­
handenen Unterschiede riihren von der verschiedenen Anfangsgesehwindigkeit 
der Strahlenher. 

Der Betrag der in Warme umgesetzten Energie ist ganz enorm groB; fiir 
den vollstandigen Zerfall von 1 g Radium (in etwa 2000 J ahren zerfallt die Halfte 
desselben) betragt die Warmeentwicklung 3 Milliarden cal, d. h. etwa soviel, 
als bei der Verbrennung von 400 kg Steinkohle entsteht. Bei der Emanation 
wird die gleiehe Warmemenge in etwa 4 Tagen entwiekelt. 1 ems Emanation, 
das sieh in Gleichgewicht mit 1700 g Radium befindet, wiirde in der.Stunde 
ctwa 50000 cal entwickeln, bei dem vollstandigen Zerfall etwa 7 Millionen cal, 
wahrend 1 ems Knallgas beim Verbrennen eine Warmemenge von nur ungefahr 
2 calliefert. Auf das Mol berechnet (Radium 226,5 g, Emanation 222,5 g) be­
tragt die ganze Zerfallswarme fiir Radium (ohne Zerfallsprodukte) 133 . 109 cal, 
fiir die Emanation 142· 109 cal. 

Ein chemisches Atom enthaIt somit eine ganz ungeheure Energiemenge, 
die mehr als millionenmal groBer ist als die starkste Warmetonung der bis 
jetzt bekannten chemischen Reaktionen. Diese Energie wird beim Zerfall der 
Atome in Freiheit gesetzt, hauptsaehlich als kinetisehe Energie der aus positiv 
geladenem Helium bestehenden IX-Strahlen. 

Auch fiir Thorium ist eine ahnliehe Gesamtwarme wie fiir Radium gefunden 
worden. Da aber die Zerfallszeit des Thoriums sehr viel groBer als diejenige 
des Radiums ist (s. Tabelle 2, Zif£' 15), so ist die in der Stunde entwiekelte Warme 
bedeutend geringer. Sie betragt naeh den Messungen von PEGRAM und WEBB1) 
(einschlieBlieh der Warme der Zerfallsprodukte) fiir das Gramm nur 2,5 . 10- 5 

cal/st; die Messungen sind mit 4 kg Thoroxid ausgefiihrt worden. 
Zur Messung sehr geringer Warmemengen, wie sie bei schwach radioaktiven 

Substanzen vielfach vorkommen, sind von DUANE2) und von CALLENDAR3) noeh 
besonders empfindliche Methoden ausgearbeitet worden, auf die hier kurz 
eingegangen werden soIl, da sie auch fiir 
andere Zweeke ahnlieher Art Verwendung R2 R2 
finden ki:innen. 

DUANE benutzt ein Differentialkalori­
meter, bei dem die beiden luftdicht abge­
sehlossenen GefaBe mit einer Fliissigkeit von 
aueh bei Zimmertemperatur stark verander- k 
liehem Dampfdruek (z. B. Sehwefelather) ge- r;==::::;~==:;") 
fiiIlt sind. Als Indikatordienteine mit Fernrohr 
od. dgl. abgeleseneLuftblase. Abb.12 zeigt eine F 
sehemati~ehel I?ahrsteIlunl g desGlKalofrimB eteArs. Abb.12. Empfindliches Differential-

Zwel g ele gesta tete asge a e 1 kalorimeter. 
und A 2 , die durch ein etwa 5 em langes 
Kapillarrohr k in Verbindung stehen, sind zur HaIfte mit Ather gefiillt, sodann 
von Luft befreit und zugesehmolzen. In der Kapillare befindet sich die kleine 

1) B. G. PEGRAM U. H. W. WEBB, Phys. Rev. Bd.27, S.18. 1908. Die von diesen 
Beobachtem benutzte Anordnung und MeBmethode ist dieselbe, we1che spater auch POOLE 
verwendete, s. S. 504. 

2) W. DUANE, C. R. Bd. 148, S.1448. 1909. 
3) H. L. CALLEN DAR, Froc. Roy. Soc. London Bd.23, S.1. 1910. 
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Luftblase I, deren Stellung von dem in den GefaBen herrschenden Dampfdruck, 
d. h. von der Temperatur derselben abhangt. Die GefaBe befinden sich mit ihrem 
unteren Ende in Paraffin und sind im iibrigen zum Schutz gegen die AuBen­
temperatur in einen groBen Bleiblock von 25 kg eingepackt. Die Neigung der 
GefaBe und damit die Einstellung der Luftblase kann dadurch geandert werden, 
daB der Bleiblock urn eine horizontale Achse F drehbar gelagert ist. Der Block 
befindet sich, von einer Wattepackung umgeben, in einem allseitig geschlossenen 
Messingbehalter und dieser wieder in einem Zinkbehalter, der von einem elektrisch 
geheizten Thermostaten umgeben ist. In die GefaBe ragen von oben eingeschmol­
zene, nach auBen fiihrende Rohren Rv R2 hinein, in welche die zu untersuchenden 
Substanzen gebracht werden. 

Meist wendet DUANE bei der Messung der kleinen Warmemengen eine 
Nullmethode an, indem er die erzeugte Warme durch den Peltiereffekt eines 
Thermoelementes Eisen-Nickel kompensiert, das zusammen mit der Substanz 
in dasselbe Rohrchen eingefiihrt wird. Das Rohrchen des anderen GefaBes 
bleibt in diesem Falle leer. Es wird dann der durch das Thermoelement flieBende 
Strom gemessen, bei dem die Luftblase an ihrer Stelle bleibt. Die Eichung muB 
durch eine bekannte Warmemenge erfolgen (Stromwarme). 

Mit diesem Apparat hat DUANE1) verschiedene Messungen angestellt; so 
hat er die Warmeentwicklung von Mesothor und von Polonium gemessen, 
bei dem die Strahlung mit der fiir Polonium charakteristischen Periode von 
136 Tagen (s. Tabelle 2, Ziff. 15) abnahm. Ferner wies er nach, daB der Zusatz von 
phosphoreszierender Substanz die Strahlung des Radiums nicht verandert, so 
daB also nur ein sehr geringer Bruchteil der Energie des Radiums in sichtbare 
Strahlen umgesetzt wird. 

Bei der von CALLENDAR (1. c.) angegebenen MeBmethode fallt die zu messende 
Strahlung durch ein Diaphragma von 2 mm Durchmesser auf eine Kupferscheibe 
von 3 mm Durchmesser und 0,5 mm Dicke, mit der zwei Lotstellen eines Peltier­
kreuzes verbunden sind. Die durch die Strahlung erwarmte Lotstelle liegt in 
einem Galvanometerkreis, dessen Ausschlag durch die abkiihlende Peltierwirkung 
der zweiten Lotstelle auf Null zuriickgefiihrt wird. Zu diesem Zweck ist die 
zweite Lotstelle mit einer Stromquelle verbunden, und der Strom wird so ein­
reguliert, daB das Galvanometer keinen Ausschlag gibt. Zur Vermeidung von 
Nullpunktsstorungen sind zwei gleiche Kupferscheiben nebeneinander angeordnet 
und von einem Kupferblock umgeben. Von den beiden Scheiben wird die eine 
bestrahlt, die andere nicht; die unbestrahlten Scheiben werden vorher ins Gleich­
gewicht gebracht. Neuerdings ist auch von KAPITZA2) das von DUDDELL an­
gegebene Radiomikrometer zur Messung der Energie von .x-Strahlen benutzt 
worden. Sein Instrument bestand aus einem Thermoelement von sehr diinnem 
Draht, der eine Schleife bildete und an einem feinen Quarzfaden in einem magne­
tischen Felde aufgehangt war. Wenn die eine Lotstelle des Thermoelements be­
strahlt wird, entsteht in der Schleife ein Strom, durch den sie eine mit Fernrohr 
und Skala gemessene Ablenkung erfahrt. 

POOLE 3) hat die Warmeentwicklung von Pechblende in folgender Weise 
mit einer schon von PEGRAM und WEBB angegebenen Apparatur unter kleinen 
Abanderungen des dort angewandten Verfahrens gemessen. Etwa 1/2 kg des 
Materials wurden in einem kugelformigen DewargefaB von etwa 160 ccm Inhalt 
untergebracht; das DewargefaB stand in einem zylindrischen, mit geschabtem 
Eis gefiillten ZinkgefaB, das seinerseits von Eis umgeben war, da die ganze 

1) W. DUANE, 1. C. u. C. R. Bd. 151, S.379. 1910. 
2) P. L. KAPITZA, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 102, S.48. 1922. 
3) H. H. POOLE. Phil. Mag. (6) Bd. 19. S.314. 1910; Bd.21. S.58. 1911. 
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Vorrichtung mehrere Monate auf der Temperatur von 0 0 gehalten werden muBte. 
Der Temperaturunterschied zwischen der an der GeHiBwand anliegenden Ober­
flache der Pechblende und der Temperatur des Eises wurde durch fUnf hinter­
einander geschaltete Thermoelemente Eisen-Nickel bestimmt. Die Temperatur 
der Pechblende nahm in den ersten 10 Stunden nach dem Einbringen derselben 
in das Eis rasch ab und naherte sich dann einem konstanten Wert. Wenn die 
Temperaturdifferenz der beiden Lotstellen des Thermoelements konstant ge­
worden ist, muB die in der Pechblende entwickelte Warmemenge gerade der 
Warmemenge gleich sein, die durch die Oberflache des Materials hindurchgeht. 
Die letztere Warmemenge bestimmte POOLE in der Weise, daB er das Dewar­
gefaB mit Wasser von etwas erhohter Temperatur fUUte und die Abkiihlung 
an der Wandung des GefaBes ermittelte; er fand, daB die sekundliche Tem­
peraturabnahme dem NEWToNschen Abkiihlungsgesetz gehorchte (vgl. Ziff. 5), 
d. h. dem Temperaturunterschied der Wandung und der AuBentemperatur 
proportional war. Die bei einem gegebenen Temperaturunterschied durch die 
Oberflache des GefaBes gehende Warmemenge konnte also berechnet werden. 
Er fand so aus mehreren Versuchen im Mittel fUr 1 g der Substanz eine Warme­
entwicklung von etwa 6 bis 7.10-5 cal/st. Diese Warmemenge ist etwas 
groBer, als theoretisch zu erwarten war (4,4.10- 5 cal/st). POOLE vermutet 
daher, daB in der Pechblende noch chemische Veranderungen stattfinden. 

Die radioaktive Warmeentwicklung spielt fUr den Warmehaushalt der 
Erde und Gestirne eine bedeutende Rolle (vgl. ds. Handb. Bd. X). 

c) Warmeumsatz bei Aggregatsanderungen und allotropen 
Umwandlungen. 

17. Ubersicht. Die Aggregatsanderungen und die allotropen Umwand­
lungen sind mit Volumanderungen verbunden; gleichzeitig wird dabei entweder 
Warme frei oder verbraucht, je nach dem Sinn, in we1chem diese Anderungen 
des physikalischen Zustandes verlaufen. Die positiven und negativen Warme­
mengen sind gleich groB, z, B. muB zum Schmelzen einer bestimmten Menge 
Eis dieselbe Warmemenge zugefiihrt werden, die bei dem Gefrieren des Wassers 
frei wird. Insofern ist der Vorgang als reversibel zu bezeichnen; aber die frei 
gewordene Menge Warme kann nicht von neuem zum Schmelzen des Eises ver­
wandt werden, da nach dem zweiten Warmesatz nur ein Teil dieser Warme wieder 
in andere Energieform umgesetzt werden kann; in dieser Richtung des Vorgangs 
ist also keine Reversibilitat vorhanden. Infolge der mit den betrachteten Vor­
gangen verbundenen Volumanderungen sind die aufzuwendenden oder frei 
werden den Warmemengen nach den thermodynamischen Gesetzen von Druck 
und Temperatur abhangig. 

Man unterscheidet drei Aggregatsanderungen, den Ubergang vom festen 
zum fliissigen Zustand (Schmelzen bzw. Erstarren), vom fliissigen zum gas­
formigen Zustand (Verdampfen bzw. Kondensieren) und vom festen in den 
gasformigen Zustand (Sublimieren). Wenn die Anderung des Zustandes in dem 
angegebenen Sinn erfolgt, muB Warme zugefUhrt werden, im umgekehrten 
Sinn wird Warme frei. Die Warme wird auch als "la ten te" Warme bezeichnet, 
da sie sich durch eine Temperaturanderung nicht bemerkbar macht; fUhrt man 
z. B. einer Masse Eis von 0 0 soviel Warme zu, bis es vol1ig geschmolzen ist, so 
erhalt man dieselbe Masse Wasser von ebenfalls 0 0 • Die zugefUhrte Warme­
menge ist in dem Wasser von 0 0 "latent". 

Hierauf beruht die Benutzung des schmelzenden Eises als Fixpunkt fUr 
die Temperatur von 0 0 • 
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Ebenso liegen die Verhaltnisse bei den allotropen Umwandlungen. Bei 
diesen handelt es sieh urn die Umwandlung einer Modifikation in eine andere, 
z. B. urn den Obergang aus dem amorphen in den kristallinisehen Zustand 
(z. B. beirrt Phosphor), oder von einer Kristallform in eine andere (z. B. von 
rhombisehem in monoklinen Sehwefel). 

Beim Sehwefel liegt z. B. der Umwandlungspunkt fUr Atmospharendruek 
bei 95,6°; bei dieser Temperatur sind beide Phasen, die monokline und die rhom­
bisehe im Gleiehgewieht. Bei konstant gehaltenem Druck geht oberhalb der 
Umwandlungstemperatur der rhombisehe in den monoklinen Sehwefel iiber, 
unterhalb 95,6° verlauft der ProzeB umgekehrt, und zwar vollstandig, bis die 
eine Phase, die bei der betreffenden Temperatur unbestandig ist, versehwunden 
ist. Dabei ist die Umwandlungsgesehwindigkeit mitunter auBerordentlieh klein, 
so daB sich aueh die unstabile Phase jahrelang halten kann. Dureh Impfen der 
Substanz mit einer ganz minimalen Menge der stabilen Substanz kann der Um­
wandlungsprozeB eingeleitet werden. Ahnliehe Verhaltnisse liegen bekanntlieh 
bei dem unterkiihlten Wasser vor, das, wenn es luftdieht abgesehlossen ist, sehr 
lange ohne Eisbildung fliissig bleiben kann; aber naeh dem Einbringen des kleinsten 
Eiskristalls gefriert das Wasser sofort in der ganzen Menge. Bei der allotropen 
Umwandlung ist das Beharrungsvermogen der instabilen Phase oft noeh viel 
groBer, wie z. B. beim Zinn, dessen gewohnliehe, weiBe Modifikation eigentlieh 
nur iiber 20° stabil ist, wahrend es unterhalb dieser Temperatur in ein graues 
Pulver zerfalltl). Aber dies geschieht nur unter Umstanden in besonders kalten 
Wintern und kann dann als "Zinnpest" unter den Orgelpfeifen groBes Unheil 
anriehten. Aueh hier kann die "Pest" durch Impfung kiinstlieh erzeugt werden. 

Die Abhangigkeit der Umwandlungstemperatur vom Druck usw. ist fUr 
die Aggregatsanderungen und die allotropen Umwandlungen dureh die bekannte 
CLAPEYRONSche Gleiehung gegeben (ds. Band Kap. 1). Die mit den Aggregats­
anderungen verbundenen Warmetonungen und die Messung derselben wird an 
anderer Stelle behandelt (ds. Handb. Bd. X), so daB darauf hier nur hin­
gewiesen sei; dagegen solI iiber die allotropen U mwandlungen im folgenden 
noeh einiges mitgeteilt werden. 

18. Allotrope Umwandlungen. Unter gewissen Voraussetzungen ist es 
moglich, die Umwandlungstemperatur allotroper Systeme und die Umwandlungs­
warme unter Benutzung des NERNsTschen Warmesatzes (ds. Band Kap. 2) 
zu berechnen. Diese Berechnung hat z. B. NERNST2) fUr die Umwandlung des 
monoklinen in den rhombischen Sehwefel auf Grund der Messungen von BROEN­
STEDT3) durchgefUhrt, worauf hier kurz eingegangen sei. BROENSTEDT hat sowohl 
die Gesamtenergie U wie die Arbeit (freie Energie) A fUr den Schwefel bei ver­
schiedenen Temperaturen ermittelt. Zwischen U und A besteht bekanntlieh 
die aus der Kombination des ersten und zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik 
abgeleitete Beziehung dA 

A - U = T dT' (31) 

Ferner gilt fUr U nach dem ersten Hauptsatz die Gleichung 

dU 
dT = c1 - c2 , (32) 

worin C1 und C2 die spezifischen Warm en beider Modifikationen des Schwefels 
bedeuten. 

1) VgI. E. COHEN, ZS. f. phys. Chern. Bd. 30, S. 601. 1899; Bd. 33, S. 57. 1900; Bd. 35, 
S. 588. 1900. 

2) 'N. NERNST, Theoretische Chernie, 8.-10. Auf I., S.786. Stuttgart: F. Enke 1921. 
3) J. N. BROENSTEDT, ZS. f. phys. Chern. Bd. 55, S.371. 1906. 
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Man kann nun U nach ganzen Potenzen der absoluten Temperatur T ent­
wickeln und in dem vorliegenden Falle mit dem zweiten Gliede abbrechen . 
. Man erhalt dann U = Uo + IX T + (JP. (33) 

Setzt man diesen Ausdruck in obige Gleichung (31) ein, so ergibt sich durch 

Integration A = Uo + aT - IXTlognT - (JP, (34) 

worin a eine Integrationskonstante bedeutet. 
Die Differentiation von U und A liefert dann 

dU dA 
dT = IX + 2(JT; dT = a - IX 10gnT - IX - 2(JT. (35) 

Nach dem NERNsTschen Warmesatz mu13 nun flir den absoluten Nullpunkt 
gesetzt werden dA dU 

r r (f oO T ) ( 6) 1m df = 1m dT ur = 0 . 3 

Diese Bedingung ist nur erfullbar, wenn a = 0 und IX = 0 werden. Man erhalt 
daher schlieBlich 

U = U 0 + (J P und A = U 0 - (J P (37) 

und ~~ = C1 - C2 = 2 (J T, also proportional der absoluten Temperatur. Wie 

NERNST gezeigt hat, ist diese Proportionalltat von C1 - C2 mit der absoluten 
Temperatur zwischen T = 83 0 und 329 0 nach den Ergebnissen verschiedener 
Beobachter tatsachlich nahe vorhanden. Fur Uo ergeben die bei T = 273 0 

und T = 368 0 ausgeflihrten Messungen 1,57 cal, flir (J den Wert 1,15 '10- 5, so 
daB man also flir den Schwefel erhalt (vgl. Abb. 13) 

U = 1,57 + 1,15.10- 5 P;) 
A = 1,57 - 1,15.10- 5 P; (38) 

dU _ • -5 T dT - 2,30 10 . 

Beim Umwandlungspunkt muB A = 0 sein; daraus 
berechnet sich die Umwandlungstemperatur To zu 

To = 369,5; beobachtet 368,4. 

FUr U (Umwandlungswarme) findet man dann 
bei dem Umwandlungspunkt U = 3,14 cal. 

3 

2 u 

1 

Abb. 13, Kurve fUr die 
Gesamtenergie U und die 

Arbeit A. 

Die GroBe A ist von BROENSTEDT zwischen T = 273 0 und 298 0 gemessen 
worden und stimmt mit den berechneten Werten gut uberein. Aber nicht immer 
stimmt die Rechnung so gut mit der Beobachtung; so z. B. beim Wasser, bei 
dem die spezifische Warme groBe Anomalien aufweist, weshalb bei der Ent­
wicklung flir U noch hohere Potenzen berucksichtigt werden mussen. Doch sind 
auch noch andere FaIle der Berechnung zuganglich gemacht worden; Naheres 
daruber siehe bei NERNST, 1. c. 

d) Warmewirkung der Strahl en aller Art. 
19. Strahlungswarme. Wenn Strahlen aller Art, mogen sie nun als Warme-, 

Licht-, elektrische Strahlen, als Rontgen- oder radioaktive Strahlen bezeichnet 
werden, auf einen materiellen Korper auftreffen, so wird ihre kinetische Energie 
in dem MaBe, als sie absorbiert werden, in Warme umgesetzt. Fur die radio­
aktiven Strahlen ist die· Messung der in Warme umgesetzten Energie bereits 
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unter b) besprochen worden. Die bedeutende kinetische Enel'gie der die Rontgen­
strahlen erzeugenden Elektronen zeigt sich in der starken Erhitzung der sog. Anti­
kathode, die deshalb durch besondere MaBnahmen abgekiihlt werden muB (ds. 
Handb. Bd. XVII). Die Energie der Wiirme- und Lichtstrahlen wird meist mit 
einem Bolometer (Widerstand) oder mit Thermoelementen bzw. mit dem Radio­
mikrometer gemessen, wobei die Oberflache, auf welche die Strahlen auffallen, 
zum Zwecke der Absorption der Strahlen geschwarzt sein muB. Diese Messungen 
und die verschiedenen Arten der Bolometer und Thermosaulen werden an anderer 
Stelle eingehend besprochen (ds. Handb. Bd. XIX), so daB hier nur darauf 
Bezug genommen wird. Bekanntlich ist es auf diese Weise auch moglich, die 
von den Gestirnen ausgesandte Energie zu messen. 

Es handelt sich also bei allen Strahlen, ob sie materieller oder immaterieller 
Natur sind, urn die Verwandlung mechanischer Energie in die ungeordnete 
Bewegung der Warme, d. h. urn einen degradierenden Vorgang. 

e) Warmewirkung der Dissoziation. 
20. Allgemeines. Bei gelOsten Stoffen und bei Gasen treten Dissoziations­

erscheinungen auf, die auch von Warmetonung begleitet sind. Die Dissoziation 
besteht in einer Spaltung der Molekiile in Bestandteile derselben, die als lonen be­
zeichnet werden und bei elektrolytischen Losungen elektrisch geladen sind. Z. B. 
spalten sich die Molekiile des Gases Stickstoffdioxyd N P 4 in 2 N O2 , des Ozons O2 

in 2 0, oder des in Wasser gelosten Salzes Kaliumchlorid KCl in K und Cl (Kation 
und Anion); die Dissoziation fiihrt also zu einer VergroBerung der Molekiilzahl. 
Das Verhaltnis der gespaltenen Molekiile zu den urspriinglich vorhandenen 
nennt man den Dissozia tionsgrad. Die Dissoziation bewirkt, daB bei Gasen 
und Dampfen die beobachtete Dampfdichte kleiner ist als die aus dem Molekular­
gewicht berechnete Dichte, und daB bei Losungen die beobachtete Gefrierpunkts­
erniedrigung groBer ausfallt als die berechnete. Auch die elektrolytische Leit­
fahigkeit steht mit der Dissoziation in engem Zusammenhang, indem das Losungs­
mittel bei elektrolytischen Leitern eine ionisierende Kraft ausiibt, die je nach 
dem Losungsmittel sehr verschieden groB ist. 

Die theoretische Dampfdichte idealer Gase, bezogen auf Luft bei gleichem 
Druck und gleicher Temperatur, laBt sich aus dem Molekulargewicht des Gases 
berechnen. Fiir Sauerstoff (Molekulargewicht = 32), auf den bekanntlich die 
Atomgewichte bezogen werden, ist die auf Luft bezogene Dampfdichte gleich 
1,1043, fiir ein Gas yom Molekulargewicht m erhalt man daher als relative Dampf­
dichte 

d =~43 .m=~ 
o 32 28,98, , (39) 

da nach dem A VOGADROSchen Gesetz gleiche Volumina von Gasen auch die 
gleiche Anzahl von Molekiilen enthalten miissen. Spaltet sich nun bei der 
Dissoziation ein Molekiil in n Bestandteile und ist die beD bach tete Dampf­
dichte gleich d, so ist der Dissoziationsgrad ex zu berechnen als 

ex = (~~ - 1) ~1_ . (40) 
d n-1 

Denn bei dem Dissoziationsgrad ex ist ein Bruchteil ex der Molekiile zerfallen 
und hat n ex neue Molekiile geliefert, wahrend der Bruchteil 1 - ex der Molekiile 
nicht zerfallen ist. Die Molekiilzahl hat sich daher im Verhaltnis 1: (n ex + 1 - ex) 
oder 1: {1 + (n -1)ex} vermehrt, wodurch die Dampfdichte im umgekehrten 
Verhaltnis verringert wird. Es folgt also do/d = 1 + (n - 1)ex, woraus sich 
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Gleichung (40) ergibt. Bei vollkommener Dissoziation, d. h. wenn aIle Molekiile 
gespalten sind, wird ex = 1 und d = do/no 

Die theoretische Gefrierpunktserniedrigung To eines Losungsmittels durch 
Auflosung eines Stoffes in demselben ist bei geringen Konzentrationen vielfach 
der molekularen Konzentration der Losung proportional. Bedeutet ,u die An­
zahl der in 1000 g des Losungsmittels gelosten Mol des Korpers, so ist demnach 

TO = ft· g, (41) 

worin die Konstante g fiir jedes Losungsmittel verschieden, aber von der Art 
des ge16sten Stoffes unabhangig ist. Auf Grund der osmotischen Theorie hat 
VAN 'T HOFF fiir g die Beziehung abgeleitet 

T2 
g = 0,00198 - ; (42) 

e 
T bedeutet hierin die absolute Schmelztemperatur und e die Schmelzwarme. 
Fiir Wasser ist z. B. g = 1,85. Bei einer Dissoziation des gelosten Korpers 
tritt durch die Vermehrung der Molekiile eine starkere Erniedrigung des Schmelz­
punktes ein. Zerfallt bei der Dissoziation ein Molekiil in n Bestandteile und wird 
hierfiir die Gefrierpunktserniedrigung T beobachtet, so ergibt sich aus ahnlichen 
Dberlegungen wie oben fiir den Dissoziationsgrad ex die Beziehung 

ex = c: -1) n~1·· (43) 

Je groBer die Verdiinnung der Losung ist, desto groBer ist auch der Disso­
ziationsgrad; fUr unendliche Verdiinnung nimmt man voIlkommene Dissoziation 
an, so daB also dann ex = 1 und T = n To wird. 

Analoge Betrachtungen gelten auch fUr den Siedepunkt. 
Bei elektrolytischen Losungen wachst mit dem Dissoziationsgrad auch das 

Aquivalentleitvermogen A der Losung. Diese GroBe ist gleich dem (auf das 
cm 3 bezogenen) Leitvermogen K, dividiert durch die Aquivalentkonzentration 1J 
der Losung, also A = K/1J; 1J ist gleich der in einem cm 3 gelosten Anzahl von 
Grammaquivalenten des Korpers. 

Da mit jedem Aquivalent eines Ions die gleiche Elektrizitatsmenge (elek­
trisches Elementarquantum = 1,59' 10- 19 Coulomb) wandert, so ist das Aqui­
valentleitvermogen A gleich der Summe der "Beweglichkeiten" lK und lA des 
Kations und des Anions (A = IK + lA)' Mit der HITTORFSchen Dberfiihrungs­
zahl n' hangen die Beweglichkeiten durch die Beziehung n' = lA/elK + lA) zu­
sammen, so daB zu setzen ist 

IK = (1 - n')A und IA = n'A. (44) 

Die in em/sec ausgedriickten GeschwindigkeitenU und V beider lonen erhalt 
man fiir ein Spannungsgefalle von 1 Volt auf 1 cm aus IK und I A durch Multi­
plikation dieser Werte mit 1,036· 10- 5 1). lnsofern man nun annehmen darf, 
daB der elektrische Bewegungswiderstand eines Ions in der Losung derselbe ist 
wie im reinen Losungsmittel, so ergibt sich der Dissoziationsgrad ex = A/Ao, 
wenn Ii das Aquivalentleitvermogen bei dem betreffenden Dissoziationsgrad 
und Ao dasjenige fUr vollkommene Dissoziation (ex = 1) bedeutet. In konzen­
trierten Losungen ist der elektrolytische Widerstand der lonen aber nicht be­
kannt, so daB der aus den Leitfahigkeiten nach der angegebenen Gleichung 
berechnete Dissoziationsgrad nicht mit dem aus der Veranderung des Schmelz­
und Siedepunktes berechneten iibereinstimmt. Das Leitvermogen elektrolytischer 

1) Vgl. F. KOHLRAUSCH, Lehrb. d. prakt. Physik, 96, II. 
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Losungen andert sich stark mit der Temperatur (bei Zimmertemperatur urn 
durchschnittlich + 2% flir 1 0 Temperatursteigerung). Doch ist die Anderung 
des Dissoziationsgrades dieser Zunahme nicht etwa proportional, da sich mit 
wachsender Temperatur nicht nur die Dissoziation andert, sondem auch die 
Ionenbeweglichkeit zunimmt. Bei Gasen wachst der Dissoziationsgrad stark 
mit zunehmender Temperatur, so ist z. B. Stickstoffdioxyd, das bei 20 0 zu etwa 
20% in die einfacheren Molekiile N02 gespalten ist, bei 130 0 vollstandig disso­
ziiert (IX = 1). Naher auf diese Verhaltnisse des chemischen Gieichgewichts 
einzugehen, ist hier nicht der Ort; vgl. hieriiber z. B. W. NERNST "Theoretische 
Chemie", und J. WALKER "Einfiihrung in die physikalische Chemie", iibersetzt 
und bearbeitet von H. v. STEINWEHR. 

21. Dissoziationswarme. Das Dissoziationsgleichgewicht ist ein spezieller 
Fall des chemischen Gieichgewichts, dessen Gesetze aus den thermodynamischen 
Theorien unter gewissen Voraussetzungen abgeleitet werden konnen. Naheres 
hieriiber siehe ds. Handb. Bd. X. Die bei der Dissoziation entstehende bzw. ver­
schwindende Warme kann aus dem Massenwirkungsgesetz und der Gieichung 
der Reaktionsisochore berechnet werden. 

In der allgemeinen Reaktionsgieichung der Dissoziation 

A = n1 A 1 + n2A 2 + ... (45) 

bedeutet A die zerfallende Molekiilgattung, die ais Gas besteht oder in verdiinnter 
Losung enthalten ist, Av A2 ... die durch die Dissoziation gebiideten Zerfalls­
produkte und nv n2 ••• die Anzahl der Molekiile derselben. Sind dann c, Cv C2 ••• 

die Konzentrationen von A, A 1 , A2 "', so gilt nach dem Massenwirkungsgesetz 

cK = c1' • c~· , ... , (46) 

worin die "Gleichgewichtskonstante" K nur von der Temperatur abhangt. Be­
deutet nun femer IX den Dissoziationsgrad, d. h. den Bruchteil der im Gieich­
gewichtszustand zedallenen Molekiile, so ist 1 - IX der Bruchteil der unverandert 
gebliebenen Molekiile. Wird in g-Aquivalenten gerechnet und ediillt 1 g-Mol 
das Volumen v, so gelten die Beziehungen 

1 - IX n11X 
c = -v- , c1 = -v- (47) 

so daB man erhalt 
(48) 

Die Gleichung der (flir konstantes Volumen geltenden) Reaktionsisochore 
lautetl) dInK 

dT R~2 oder integriert InK2 - InK1 = ~ (;1 - ;~) . (49) 

Hierin sind U die Gesamtenergie (Reaktionswarme), R die Gaskonstante, K1 und 
K2 die Gleichgewichtskonstanten flir die absoluten Temperaturen Tl und T 2, 

denen die Werte 1X1 und 1X2 des Dissoziationskoeffizienten und die Volumina V1 

und V 2 entsprechen. 
Bei Gasen ist der Dissoziationsgrad nach Gleichung (40) aus der theoretischen 

Dampfdichte do und derjenigen des dissoziierten Gases (d) zu berechnen. Das 
Volumen des dissoziierten Gases ist urn den Faktor dold vergroBert gegen das 

. RT (R) do R do 
theoretIsche V olumen v = P' so daB also V 1 = P T 1 d

1 
' v2 = P T 2 d

2 
zu 

1) Vgl. W. NERNST, Theoretische Chemie Buch IV, 3. 
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setzen ist. (Da fUr das Mol R = 8,313 . 107 Erg/Grad und fiir 1 Atm. p = 
1,0132' 106 Dyn/cm2 ist, so wird fur 1 Atm. R/P = 82,1 cm3/Grad.) 

Fur die Dissoziation des Stickstoffdioxyds 

N20 4 = 2N02 (50) 

ist z. B. n1 = 2, n2 usw. = o. Fur diesen Fall hat NERNST (1. c.) die auf ein Mol 
(= 92 g) bezogene Dissoziationswarme aus den Dissoziationsgraden bei ver-

schiedenen Temperaturen berechnet. Fur N20 4 ist do = 892 8 = 3,174; ferner 
d R d R 2 ,9 

1 + tX = ; und v = p T ; = pT(1 + tX). Setzt man den letzten Ausdruck in 

die allgemeine Gleichung (49) ein, so ergibt sich 

tX§ tXI U ( 1 1 ) 
In T 20 - tX~) -In T1(1 - tXI) = "If T1 - T; . 

Aus den beobachteten Werten 

t1 = 26, °7, 

t2 = 111, °3, 

d1 = 2,65 , 

d2 = 1,65, 

(<Xl = 0,1996) 

(<X2 = 0,9267) 

(51 ) 

folgt dann die Dissoziationswarme U = 12800 cal, wenn bei der Dissoziation 
keine auBere Arbeit geleistet wird. Eine ahnliche Zahl (12500 cal) wurde von 
VAN'T HOFF aus der zwischen 27° und 150° gemessenen mittleren spezifischen 
Warme des Gases berechnet, indem er von der ganzen zu dieser Temperatur­
erhi:ihung erforderlichen Warmemenge diejenige Warme abzog, die zur bloBen 
Erwarmung des Gases und zur Leistung der auBeren Arbeit erforderlich ist. 

Fur die Dissoziation geli:ister Stoffe gelten dieselben allgemeinen 
Gleichungen; V1 und V 2 sind dann die Volumina der Li:isungen bei den Tempera­
turen T1 und T 2, die ein Mol enthalten. 

Fur bin are Elektrolyte (z. B. KCl), bei denen n1 = n2 = 1 zu setzen 
ist, erhalt man dann 

In K2 = In tX!(1 - tX1)V1 = ~(~ _~), (52) 
K1 tX1(1 - tX2)V2 R T1 T2 

wobei man wegen der geringen Warmeausdehnung der Li:isung v1 = V2 setzen dad. 
Fur elektrolytische Li:isungen kann man aus dem Temperaturkoeffi­

zienten des elektrischen Leitvermi:igens, das mit dem Dissoziationsgrad in engem 
Zusammenhang steht, die Dissoziationswarme berechnen. So berechnete z. B. 
ARRHENIUS fUr 21 °,5 folgende Dissoziationswarme: Essigsaure - 28, Butter­
saure 427. Phosphorsaure 2103, FluBsaure 3200 cal. 

Wenn ein Elektrolyt bei der Spaltung in Ionen Warme entwickelt, so 
muB seine Dissoziation mit zunehmender Temperatur abnehmen. 

Fur schwache Sauren kann man die Dissoziationswarme annahernd aus der 
Neutralisationswarme ermitteln, die bei der Verbindung der Sauren mit Natron 
oder Kali entwickelt wird. Fur die Neutralisationswarme s tar k e r Sauren und 
Basen, die in verdunnten Li:isungen fast vollstandig dissoziiert sind, erhalt man 
annahernd stets die gleiche auf das g-Aquivalent bezogene Neutralisations­
warme, welche der Bildungswarme des Wassers aus den Wasserstoff- und 
Hydroxylionen entspricht, namlich etwa 13700 cal. Dabei bleiben die Ionen 
der Saure und der Base selbst in Freiheit, wenn das aus ihnen bestehende Salz 
weitgehend ionisiert ist. Die v e r dun n ten Sauren sind nun nicht vollstandig 
dissoziiert, und man erhalt deshalb eine von dem angegebenen Wert abweichende 
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Neutralisationswarme. Der Unterschied stellt annahernd die Dissoziationswarme 
der Saure dar. So erhalt man z. B. ffir FluBsaure die Neutralisationswarme 
16270 cal; der Unterschied von 2570 cal gegen 13700 cal stimmt angenahert 
mit der oben angegebenen berechneten Dissoziationswarme der FluBsaure 
(3200 cal) fiberein. 

f) Warmetonungen bei chemise hen Vorgangen. 
22. tibersicht. - Alle chemischen Vorgange - Bildung und Zersetzung 

von Verbindungen, Hydratierung, Losung, Verdfinnung von Losungen, Neu­
tralisation usw. - sind mit Warmetonungen verbunden, die in der eincn 
Richtung des Vorgangs positive, in deranderenRichtungnegativeWertehaben; 
diese positiven und negativen Warmen sind gleich groB. 1m weiteren Sinne 
kann man diese Warmetonungen als Bildungswarmen bezeichnen, doch werden im 
allgemeinen die verschiedenen Vorgange durch die besonderen, oben angegebenen 
Namen unterschieden. Ais Spezialfall der Bildungswarme wird noch die bei 
der Verbrennung von Korpern aufttetende Warme als "Verbrennurigswarme" 
bezeichnet. Die Verbrennung braucht nicht notwendig eine Verbindung mit 
Sauerstoff (Oxydation) zu sein. Unter "Bildungswarme" im besonderen ver­
steht man in der Regel die bei der Bildung einer chemischen Verbindung (z. B. 
Kupfersulfat aus Kupfer und Schwefelsaure) auftretende Warme. Bei der An­
gabe der Bildungswarme miissen die Ausgangs- und Endprodukte genau bezeich­
net sein, auch beziiglich ihresAggregatzustandes, derTemperatur und des Druckes. 
In der Regel wird dabei ein isothermischer Verlauf der Reaktion zugrunde gelegt. 

Die Verbrennungswarme spielt wirtschaftlich eine erhebliche Rolle, da der 
Heizwert von Kohle, Holz, Olen, Gasen usw. durch die Verbrennungswarme 
bedingt wird. Da sich auch der Preis der Brennmaterialien nach dem Heiz­
wert richtet, so ist es erforderlich, daB die an verschiedenen Orten vorgenommenen 
Messungen der Verbrennungswarmen gut iibereinstimmen. Die betreffenden 
Apparate werden daher elektrisch geeicht, oder ihr Wasserwert wird durch eine 
Normalsubstanz ermittelt (vgl. Ziff.26, 27). Dber die Bedeutung der Bildungs­
und Losungswarmen fUr die Theorie der elektrischen Elemente s. ds. Handb. 
Bd. XI, Kap. 1. 

Die fUr die theoretischen Betrachtungen verschiedenster Art erforderlichen 
Bildungs- und Losungswarmen lassen sich in vielen Fallen nicht direkt ermitteln, 
sondern miissen auf Umwegen bestimmt werden. Dies ist z. B. auch meist der 
Fall fUr die "theoretische Losungswarme" (ds. Handb. Bd. XI Kap. 1). 

Die Bildungswarmen organischer Verbindungen werden meist aus den Ver­
brennungswarmen derselben berechnet. Bei der Verbrennung bildet sich Kohlen­
saure und Wasser, deren Bildungswarmen bekannt sind, ebenso wie diejenige 
von schwefliger Saure usw., die sich bei einem Gehalt an Schwefel usw. bilden. 
Insofern spielt auch hier die Ermittlung von Verbrennungswarmen eine wichtige 
Rolle. In ahnlicher Weise ist die Neutralisationswarme und die Losungswarmc 
von allgemeinerer Bedeutung. 

In welcher Weise diese indirekte Bestimmung irgendeiner Bildungswarme 
zu erfolgen hat, ergibt sich aus einem allgemeingiiltigen Satz1), der aus dem 
erst en Hauptsatze folgt: 

1. "Wenn eine Gruppe von Korpern verschiedene chemische Prozesse durch­
Hiuft und schlieBlich auf den urspriinglichen Zustand wieder zuriickkommt und 
wenn dabei keine auBere Energie zugefUgt oder fortgenommen wird, dann ist 
die Summe der Warmetonungen samtlicher Prozesse gleich Null." 

1) Vgl. J. THOMSON, Thermochem. Untersuchungen Bd.1. Leipzig: Barth. 



Ziff.22. Warmeton~ng bei chemischen Vorgll.ngen. 513 

Daraus folgt weiter, daB die Warmetanung bei der Bildung einer chemischen 
Verbindung gleich ist der Differenz der Energie der Bestandteile und derjenigen 
der Verbindung. Ferner: "Die Warmetanung bei der Bildung einer Verbindung 
ist gleich groB, wenn diese aus denselben Bestandteilen direkt oder stufenweise 
zusammengesetzt wird." Durch eine Formel lassen sich diese Satze in folgender 
Weise ausdriicken. Hat man z. B. vier Karper A, B, C, D, die sich zu einer Ver­
bindung ABCD vereinigen, so kann man schreiben: 

(A, B, C, D) - (AB, CD) - (A, B) - (C, D) = o. (53) 

Hierin sind diejenigen Stoffe, welche sich vereinigen sollen, durch ein Komma 
getrennt. Zunachst wird also der Karper ABCD aus den einzelnen Bestandteilen 
gebildet (erstes Glied), dann wird er zerlegt in die Bestandteile AB und CD 
(zweites Glied). Diese Bestandteile werden wieder zerlegt in A und B bzw. C 
und D. Damit ist man wieder auf dem urspriinglichen Zustand angekommen, 
und die Summe aller Warmetanungen ist Null oder, in anderen Worten, die 
Warmetanung des ersten Gliedes ist gleich der Summe der mit negativem Vor­
zeichen versehenen Warmetanungen. Analoge Formeln gelten natiirlich fUr 
beliebig viele Karper. 

Ferner kann man folgenden, ohne weiteres einleuchtenden Satz aufstellen1): 

2. "Die Warmetanung einer chemischen Reaktion ist gleich der Summe 
der Bildungswarmen fiir die entstandenen Molekille, vermindert urn die Summe 
der Bildungswarmen fUr die verschwundenen Molekille." 

So laBt sich z. B. die Bildungswarme der Ameisensaure CHO(OH) (wie 
der meisten organischen Verbindungen) aus ihren Bestandteilen (Kohlenstoff, 
Wasserstoff und Sauerstoff) nicht direkt bestimmen; sie kann aber aus den 
Verbrennungswarmen der Kohle in Kohlensaure, des Wasserstoffs in Wasser 
und der Ameisensaure in Kohlensaure und in Wasser berechnet werden. Die 
Verbrennung der Ameisensaure geht vor sich nach der Gleichung 

CH20 2 + ° = CO2 + HP, (54) 
ist also mit einer Zersetzung verbunden. Die Bildungswarme der Ameisensaure 
ist gleich der Summe der Verbrennungswarmen von Kohlenstoff und Wasser­
stoff, vermindert urn die Verbrennungswarme der Ameisensaure, d. h.: 

(55) 

denn nach $atz 2 ist die Warmetanung der Reaktion CH20 2 + 0, d. h. die Ver­
brennungswarme (CH20 2, 0) der Ameisensaure, gleich der Summe der Bildungs­
warmen (C,02) und (H2' 0) auf der rechten Seite obiger Gleichung, vermindert 
urn die Bildungswarme auf der linken Seite, d. h. die Bildungswarme (C, H2, 02) 
der Ameisensaure. 

Man muB aber bei dieser Berechnung darauf achten, daB alle in Betracht 
kommenden Warmetanungen unter den gleichen Verhaltnissen gemessen sind, 
und muB sie anderenfalls erst entsprechend umrechnen. Werden z. B. die Ver­
brennungen bei 20° vorgenommen, .so ist die Ameisensaure und das Wasser 
fliissig, wahrend Wasserstoff, Sauerstoff und Kohlensaure gasfarmig sind. Auch 
ist zu beachten, ob die Verbrennungswarmen auf konstantes Volumen oder 
konstantenDruck bezogen sind; im ersteren Fall wird keine auBere Arbeit 
geleistet. Die Verbrennungswarme des Wasserstoffs zu fliissigem Wasser oder 
Wasserdampf unterscheidet sich durch die Verdampfungswarme des Wassers. 
Denkt man sich z. B. die Ameisensaure in der Weise entstanden, daB fester 
Kohlenstoff mit einem entsprechenden Volumen von Wasserstoff und Sauer-

1) Vgl. W. NERNST, Theoretische Chemie. 
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stoff unter Atmospharendruek zusammengebraeht und dann bei konstantem 
Volumen vereinigt wird (dieser Vorgang ist allerdings in Wirkliehkeit nieht aus­
fiihrbar), so muB man dureh einen vollstandigen KreisprozeB wieder zu den 
Ausgangsprodukten zuriiekkommen und erhalt dann die Bildungswarme der 
Ameisensaure unter den angegebenen Voraussetzungen. Man wird also die 
Ameisensaure mit Sauerstoff zusammenbringen und bei konstantem Volumen 
verbrennen. Die gebildete Kohlensaure wird bei konstantem Volumen in Kohlen­
stoff und Sauerstoff zerlegt (negative Verbrennungswarme), ebenso das Wasser 
in Wasserstoff und Sauerstoff. SchlieBlich werden die Gase wieder auf Atmo­
spharendruck gebraeht, womit der Anfangszustand wieder erreieht ist. Aus diesem 
KreisprozeB ergibt sieh, fUr welche Anfangs- und Endprodukte die zur Bereehnung 
erforderlichen Verbrennungswarmen gelten miissen. Es ist daher haufig eine 
Umreehnung der in der Literatur angegebenen Zahlen notwendig, wenn man 
sie zur Berechnung von Bildungswarmen unter bestimmten Voraussetzungen 
benutzen will. 

Als ein anderes Beispiel sei die Bildungswarme von fest em Chlornatrium 
aus metallischem Natrium und gasformigem Chlor betrachtet, die ebenfalls nicht 
direkt gemessen werden kann. Doch kann sie aus der Neutralisationswarme 
von Natronlauge dureh in Wasser geloste Salzsaure bereehnet werden, wobei 
aueh die verschiedenen Losungswarmen und die Bildungswarmen von Natron 
(Natriumhydroxyd) und Salzsaure beriicksichtigt werden miissen. 

Die Bildung von Chiornatrium aus Natron und SaIzsaure erfoIgt nach der 
Gieichung: 

Na(OH) + HCI = NaCl + H20. (56) 

Die Warmetonung der Reaktion ist demnach (nach Satz 2): 

(Na(OH), HCI) = (Na, Cl) + (H2' 0) - (H, Cl) - (Na, 0, H), (57) 

d. h. die Bildungswarme des Chlornatriums ist gleich der Neutralisationswarme 
von Natron durch Salzsaure, vermehrt urn die Bildungswarmen von Salzsaure 
und von Natron und vermindert urn die Verbrennungswarme des Wasserstoffs. 

Die Neutralisationswarme wird sehr haufig mit Substanzen bestimmt, die 
sich in wasseriger Losung befinden. Fur unendliche Verdiinnung nahert sich 
die Losungswarme einem konstanten Wert; es sei fiir den vorliegenden Fall 
diese Warme bekannt. Man wird dann den KreisprozeB z. B. in folgender Weise 
verlaufen lassen: 

Man lost das feste Chlornatrium in einer praktisch unendlich groBen Wasser­
menge (Losungswarme des Chlornatriums), trennt in dem Wasser das Salz in 
Natronlauge und SaIzsaure (negative Neutralisationswarme), trennt dann das 
Natron und die Salzsaure von dem Wasser (negative Losungswarmen) und zer­
legt beide in ihre Bestandteile Na, 0 und H bzw. H und Cl (negative Bildungs­
warmen); schlieBlieh vereinigt man H2 und 0 zu Wasser und das gasformige 
Chlor mit dem metallischen Natrium zu Chlornatrium (gesuchte Bildungswarme). 
Die Summe aller Warmetonungen muB fUr diesen KreisprozeB Null sein; die 
einzelnen Vorgange sind indessen zum Tei! nur Gedankenoperationen. 

Bezeichnet man in Ubereinstimmung mit der bisher benutzten Schreibweise 
die Losungswarme eines Korpers X in Wasser (aq) mit (X, aq) und die Neutrali­
sationswarme der in Wasser gelosten Korper X und Y mit (X aq, Y aq), so ist 
die Bildungswarme von Salzsaure in Wasser (Cl, H, aq) = (Cl, H) + (RCl, aq) 
usw. Man erhalt dann fUr die Bildungswarme von NaCl: 

(Na,Cl) = (NaOHaq, HClaq) - (H2' 0) - (NaCl,aq) + (Na,O,aq) + (H,Cl,aq). (58) 
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Die auf der rechten Seite stehenden Warmetanungen sind aber alle bekannt, 
z. B. aus THOMSENS Thermochemischen Untersuchungen (1. c). 

Die beiden angefUhrten typischen Beispiele werden ausreichen, urn fUr jeden 
vorkommenden Fall den richtigen Weg zu zeigen, den man fUr die Berechnung 
der Bildungswarmen einschlagen mul3, wenn sie nicht direkt gemessen werden 
kannen. 

Man ersieht auch aus den vorstehenden Ausftihrungen die wichtige Rolle, 
welche die Verbrennungs-, Neutralisations- und Lasungs- bzw. Verdiinnungs­
warmen fUr die verschiedenen Berechnungen spie1en. 

1m folgenden sollen nun einige Messungen von Warmetanungen bei che­
mischen Vorgangen und einige hierzu benutzte Methoden und Apparate kurz 
betrachtet werden; ein naheres Eingehen darauf wiirde zu weit in das physi­
kalisch-chemische Gebiet fUhren. Naheres iiber diesen Gegenstand findet man 
z. B. in dem schon erwahnten Werk von]. THOMSEN, "Thermochemische Unter­
suchungen" sowie in den Arbeiten von BERTHELLOT und seinen Schiilern. Eine 
zusammenfassende Zusammenstellung der bis jetzt beobachteten Warmetanungen 
sowie dazugeharige Literatur ist in den bekannten Tabellen 
von LANDOLT-BoRNSTEIN enthalten, worauf hier verwiesen sei. 

23. Neutralisations- und Verdiinnungswiirmen. Die Neu­
tralisationswarmen von Karpern, die sich in Lasung befinden, 
und die Verdiinnungswarmen kannen mit derselben Apparatur 
gemessen werden. ]. THOMSEN (1. c.) benutzte z. B. zu diesem 
Zweck eine Vorrichtung, die in Abb.14 ganz schematisch an­
gedeutet ist. Sie besteht aus zwei iibereinander angebrachten 
Gefal3en A und B, von denen das erstere mit einem herauszieh­
baren Stapsel 5 versehen ist. Die in beiden Gefal3en befindlichen 
Fliissigkeiten, z. B. verdiinnte Schwefelsaure und Natronlauge, 
werden zunachst auf gleiche Temperatur gebracht. Sodann wird 
der Stapsel herausgezogen, so dal3 die in A befindliche Fliissig­
keit nach B abfliel3t; die- durch die Vermischung beider Fliissig­
keiten entstehende Neutralisationswarme wird dann durch die 

Abb.14. Sche­
ma fiir das 

Mischungs­
kalorimeter. 

Erhohung der Temperatur im Gefal3 B gemessen, wozu man die Warmekapazitat 
der entstehenden Lasung von Natriumsulfat kennen mul3. Die Gefal3e sind 
durch Umhiillungen maglichst gegen den Warmeaustausch mit der Umgebung 
geschiitzt; dieser Warmeaustausch mul3 in der friiher angegebenen Weise durch 
Beobachtung der Temperaturgange bestimmt und in Rechnung gezogen werden 
(vgl. Ziff. 5). Eine automatische Riihrvorrichtung sorgt fUr maglichst gleich· 
mal3ige Temperatur der Fliissigkeiten sowohl vor wie nach der Vermischung 
derselben. In derselben Weise kann auch die bei der Verdiinnung von Lasungen 
auftretende Warmetanung gemessen werden. In dem einen Gefal3 befindet sich 
dann die zu verdiinnende Fliissigkeit, in dem anderen reines Wasser. 

Fiir kleine Warmetanungen dieser Art hat H. v. STEINWEHRl) ein Diffe­
rentialkalorimeter angegeben, mit dem man noch sehr kleine Temperatur­
erhahungen messen und evtl. durch elektrische Energie kompensieren kann. 
Dieser Apparat besteht, wie Abb.15 zeigt, aus zwei gleich dimensionierten 
Ge£al3en A und B, die sich Wand an Wand befinden und die beide mit einer 
automatischen Riihrvorrichtung versehen sind. Der Temperaturunterschied der 
in beiden Gefal3en befindlichen Fliissigkeiten wird mit Thermoelementen ge­
messen, die hintereinander geschaltet sind und von denen sich die einen gleich-

1) H. v. STEINWEHR, Studien iiber die Thermochemie sehr verdiinnter Losungen. 
Dissert. Gottingell 1900; vgl. allch ZS. f. phys. Chern. Bd. 38, S. 185. 1901 u. Bd. 88, S. 229. 
1914; ferner W. NERNST U. VV.ORTHMANN, Bed. Ber. 1926, S. 51. 

33* 
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sinnigen Lotstellen in dem GefaJ3 A befinden, die anderen in dem GefaB B. Die 
dunnen Drahte der Elemente T (Konstantan-Eisen oder Konstantan-Kupfer). 
sind uber den Rand der GefaBe gefUhrt; die Endlotstellen sind mit Kupfer­
drahten K verbunden, die zu dem Galvanometer fUhren. Die EMK der Elemente 

f( 

T 

A 

f( 

8 

wird durch Kompensation oder durch Galvanometerausschlag 
gemessen; oder aber es wird der Galvanometerausschlag durch 
eine elektrische Heizung auf Null zuruckgefUhrt. Mit 20 Thermo­
elementen Konstantan-Eisen konnte bei Benutzung eines Dreh­
spulgalvanometers von kleinem Grenzwiderstand noch ein 
Temperaturunterschied von etwa 5.10- 5 Grad, d. h. 1/20 eines 
tausendstel Grades wahrgenommen werden; NERNST und 
ORTHMANN haben in der zitierten Arbeit noch erheblich 
kleinere Temperaturdifferenzen gemessen. Da man die Zahl 

Abb.15. Differen- der Thermoelemente noch wesentlich erhohen kann, laBt sich 
tialkalorimeter. die Empfindlichkeit der Messung entsprechend steigern. Die 

Drahte der Thermoelemente konnen auch durch die Wand ge­
fiihrt werden; bei leitenden Flussigkeiten mussen sie, z. B. durch Umhullung 
mit dunn en Glasrohrchen, isoliert werden, aber derart, daB die Warmeabgabe 
von der Flussigkeit an die Lotstellen nicht erschwert wird. Dies kann dadurch 
erreicht werden, daB die Glasrohrchen zum Teil mit Quecksilber gefiillt werden, 
in welches die Lotstellen eintauchen. 

Da die beiden GefaBe gleich dimensioniert sind und stets nahe dieselbe Tem­
peratur haben, so ist auch der Warmeaustausch mit der Umgebung fUr beide 
GefaBe nahe gleich graB, so daB die Korrektionen wegen des Warmeaustausches 
fast vollig in Wegfall kommen. Selbstverstandlich sind die GefaBe durch Um­
hullungen moglichst gegen den EinfluB der Aufientemperatur geschutzt, oder 
sie werden in ein DewargefaB gebracht; im letzteren Fall kann man den Ge­
faBen einen halbkreisformigen Querschnitt geben und sie mit den ebenen Wanden 
zusammenstoBen lassen. 

Je nach den Umstanden konnen verschiedene MeBverfahren verwendet 
werden. SoU die Wannetonung durch elektrische Heizung kompensiert werden, 
so befindet sich bei negativer Warmetonung die Heizspule in demselben GefaB, 
in welchem sich die chemische Reaktion volIzieht, bei positiver Warmetonung 
in dem anderen GefaB. Urn alle Verschiedenheiten der GefaI3e usw. zu eleminieren, 
kann man zwei Messungen anstellen, bei den en die GefaBe vertauscht werden; 
man benutzt dann den Mittelwert beider Messungen als Versuchsergebnis. 

Als Beispiel sei die Messung der (theoretischen) Verdunnungswarme der 
Schwefelsaure angefUhrt. Zu diesem Zweck wird in Schwefelsaure einer bestimm­
ten Konzentration eine kleine Menge Wasser mittels einer Pipette eingeblasen. 
Die Pipette muB vorher so weit in die Schwefelsaure eintauchen, als sie gefUllt 
ist, damit Wasser und Schwefelsaure sich auf gleicher Temperatur befinden; 
die AusfluBrohre der Pipette muB daher nach oben umgebogen sein, so daB sich 
die Offnung derselben uber dem Niveau der Schwefelsaure befindet. Urn die 
Verhaltnisse in beiden GefaBen ganz gleich zu gestalten, sind beide mit einer 
gleichen Menge Schwefelsaure von derselben Konzentration gefUllt, und in beiden 
befinden sich Pipetten und Heizspulen, so daB auch die Warmekapazitaten 
moglichst gleich sind und die beiden zusammengehorigen Messungen sofort 
hintereinander angestellt werden konnen. Bei sehr kleinen Temperaturerhohungen 
kann statt durch Kompensation mit Ausschlag des Galvanometers gemessen 
werden. Auch Dissoziationswarmen konnen in bestimmten Fallen mit dem 
Apparat bestimmt werden. Naheres hieruber siehe in den zitierten Veroffent­
lichungen. 
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24. Losungs- und Hydratations-Warme. Die Hydratationswarme, d. h. die 
Warmetonung, die bei der Vereinigung eines wasserfreien Salzes mit seinem 
Hydratwasser entsteht (z. B. CuS04 + 5 H 20), wird meist indirekt in der Weise 
ermittelt, daB einerseits das wasserfreie Salz, andererseits das Hydrat desselben 
in einer groBen Wassermenge gelost wird. Die Differenz der dabei auftretenden 
Warmetonungen, auf das Mol berechnet, ist die Hydratationswarme (vgl. auch 
ds. Handb. Bd. IX). Die bei der Auflosung des Salzes gefundene Warmetonung, 
die positiv oder negativ sein kann, ist die sog. Integrallosungswarme. Bei leicht los­
lichen Sa1zen findet man diese Losungswarme, indem man das Salz unter starkem 
Ruhren in Wasser auflost und die Temperaturerhohung bestiinmt; zur Berechnung 
der Warmetonung muB die spezifische Warme der Losung bekannt sein, wobei 
auch die Warmekapazitaten der Metallteile berucksichtigt werden mussen. Das 
Nahere hieruber ist bei den Kalorimetern auseinandergesetzt (vgl. Ziff. 5). Die 
Warmekapazitat der Losung einschlieBlich der in Betracht kommenden Metall­
tei1e kann am einfachsten durch elektrische Heizung ermittelt werden. Bei 
schwer loslichen Substanzen muB man einen indirekten Weg einschlagen (z. B. 
Ausfallung des Salzes aus Losungen), worauf hier nicht naher eingegangen werden 
solI. Wenn auBer der Integrallosungswarme fUr groBe Wassermengen auch noch 
die Verdunnungswarmen gemessen werden (vgl. Ziff. 23), sind aIle Daten bekannt, 
urn den ganzen Verlauf der Losungskurve, d. h. die Losungswarme fUr ver­
schicden groBe Wassermengen und die theoretischen Losungswarmen zu be­
rechnen, woruber bereits an anderer Stelle (1. c.) das Notige angegeben ist. Statt 
des Wassers konnen natiirlich auch andere Losungsmittel in Betracht kommen. 

Die Losungswarme (Absorptionswarme) von Gasen wird direkt in der 
Weise gemessen, daB sie durch die betreffende Flussigkeit hindurchgeleitet 
werden. Die dabei gemessene Warmetonung enthalt noch die auBere Arbeit 
des Gases unter dem konstanten Druck, dem es ausgesetzt ist, in der Regel 
Atmospharendruck. Urn die Auflosungswarme selbst zu erhalten, muB von der 
ermittelten Warmetonung noch der Betrag RT abgezogen werden, d. h. bei 
20° etwa 1,99' 293 oder rund 583 cal. 

25. Bildungswarmen. Wie bereits fruher erwahnt wurde (vgl. Ziff. 22), 
laBt sich in vielen Fallen die Bildungswarme chemischer Verbindungen nur 
indirekt ermitteln; besonders gilt dies fUr die organischen Verbindungen, fUr 
welche die Bildungswarme aus der Verbrennungswarme der Stoffe berechnet 
werden muB. Bei vielen anorganischen Verbindungen aber, bei denen die Reaktion 
leicht und schnell verlauft, kann die Bildungswarme direkt ermittelt werden. 
So laBt sich Z. B. die Warmetonung, welche bei der Zersetzung des Wassers 
durch die Leichtmetalle Kalium, Natrium und Lithium entsteht, direkt kalori­
metrisch bestimmen. Es bilden sich dabei die Hydroxyde der betreffenden Me­
talle (NaOH usw.) in wasseriger Losung. Um die Bi1dungswarme der fest en 
Hydroxyde zu erhalten, muB von der gemessenen Warmetonung noch die Losungs­
warme der festen Korper in Wasser ermittelt und abgezogen werden. Bei der 
Zersetzung des Wassers durch die Leichtmetalle sind verschiedene Kunstgriffe 
und VorsichtsmaBregeln erforderlich, auf die aber hier nicht eingegangen werden 
kann. 

Ebenso laBt sich die direkte Bildungswarme von Salzsaure (bei konstantem 
Druck) messen, indem ein Strom von Chlorgas in einer Wasserstoffatmosphare 
innerhalb cines Kalorimeters verbrannt wird. Die gebildete Salzsaure wird dann 
durch Wasser absorbiert und ihre Menge durch Titrieren bestimmt. Auch hier 
muB die Absorptionswarmc der Salzsaure in Wasser von der gemessenen Warme­
tonung in Abzug gebracht werden, wenn man die Bildungswatme der gasformigen 
Salzsaure aus Ch10r- und Wasserstoffgas erhalten will. In ahnlicher Weise wird 
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z. B. auch die Bildungswarme von Wasser, schweflicher Saure, Kohlensaure 
(bei konstantem Druck) durch Verbrennell von Wasserstoff, Schwefel, Kohle 
in einer Sauerstoffatmosphare gemessen. Diese Messungen bieten mancherlei 
Schwierigkeiten, auf die hier nur hingewiesen sei (vgl. auch Verbrennungswarmen, 
Zif£' 26) . 

In vielen Fallen kann auch statt der Bildungswarme die Zersetzungswarme 
direkt gemessen werden, z. B. diejenige von Ammoniumnitrit (N02NH4), das 
bei der Erhitzung in Stickstoff und Wasser zerfallt oder von Chlorsaure durch 
Zersetzung von chlorsaurem Kali in der Warme. Nicht ganz direkt erhalt man 
die Zersetzungswarme z. B. von HBr und HJ durch Zersetzung der Gase mittels 

Chlorgas. Ebenso liefert z. B. die Auf­
lasung von Eisen in Salzsaure die 
Bildungswarme von Eisenchlorid auf 
einem indirekten Weg. 

Die angeflihrten Beispiele magen 
geniigen; wegen weiterer Einzelheiten 
muB auf die angefiihrten Spezialwerke 
von J. THOMSEN, BERTHELLOT usw. 
hingewiesen werden. 

26. Verbrennungswarmen. Die 
Verbrennungswarmen spielen, wie bc­
reits hervorgehoben wurde, eine bc­
deutende Rolle sowohl in wissenschaft­
licher wie in wirtschaftlicher Hinsicht. 
THOMSEN hat die Verbrennungswarmen 

w bei konstantem Druck (Verbrennung der 
Substanz in einem Strom von Sauerstoff) 
bestimmt, heute werden sie fast aus-

G schlieJ31ich bei konstantem Volumen ge­
messen. Hierzu wird die von BERTHEL­
LOT angegebene "Verbrennungsbombe" 
benutzt, in welcher die Substanz in 
einer Sauerstoffatmosphare von hohem 
Druck verbrannt wird. Die Bombe steht 

f , , , ,~o '" f , , , , f, , , , ~o in einem Kalorimeter, dessen Tem­
peraturerh6hung gemessen wird. 

Abb.16. Verbrennungskalorimeter. Den ganzenApparat in neuerer Aus-
fiihrungsform1) zeigt Abb.16. Er besteht 

aus dem Wasserkalorimeter K und der Bombe B, in der die Verbrennung vor­
genommen wird. Die Verbrennungsbombe ist ein starkes GefaB von ca, 300 cern 
Inhalt, das aus Nickeleisen besteht und innen mit Platin ausgekleidet ist. Der 
aus Deltametall bestehende Deckel ist unter Zwischenschaltung eines Bleirings 
luftdicht aufgeschraubt und besitzt zwei durch Ventile verschlieBbare Zu­
fiihrungen, urn den Sauerstoff zuzuflihren und die Verbrennungsgase zum Zweck 
der Analyse nach der Verbrennung abzuflihren. Der VerschluB der Bombe 
und die Ventile miissen einem Druck von etwa 50 atm standhalten, da der aus 
einer Sauerstoffbombe eingeflillteSauerstoff auf einen Druck von 20 bis 50 atm 
gebracht werden solI. Die zu verbrennende Substanz befindet sich in mitten 
der Bombe in einem kleinen Platintiegel oder, falls es sich urn eine Fliissigkeit 
handelt, in einer klein en Flasche aus Platin, Die Verbrennung wird eingeleitet 

1) ]. PETERS, Meehan. Werkstatte, Berlin. 
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durch einen isoliert und luftdieht eingefiihrten Eisendraht mittels eines kurz 
andauernden elektrischen Stromes, durch den sieh der Eisendraht entziindet. 

Die Bombe steht in dem mit einer abgewogenen Wassermenge gefilllten 
Kalorimeter K, welches auBer der Bombe noch etwa 3 kg Wasser faBt; die FiiBe 
der Bombe sind unten spitz, urn eine direkte Warmeleitung zum GefaB K nach 
Moglichkeit zu verhindern. Das auf einem Ebonitgestell G stehende Kalorimeter 
ist umgeben von einem doppelwandigen, mit Wasser gefiillten Mantel W, der 
durch einen Deckel D verschlossen ist. In dem Zwischenraum zwischen der 
Bombe und dem KalorimetergeiaB ist ein ringfOrmiger, mit Lochern versehener 
Riihrer R angebracht, der durch einen Motor in maBigem Tempo (25 bis 40 Touren 
in der Minute) auf und ab bewegt wird. Der Riihrer laBt Platz fiir ein Platin­
thermometer P und die Zuleitungsdrahte fiir die Heizspule H, welche auf die 
Bombe aufgeschoben wird, wenn das Kalorimeter elektrisch geeieht werden solI. 

Die Eichung des Kalorimeters kann auBer auf elektrischem Wege auch 
durch eine Normalsubstanz erfolgen, fiir welche jetzt in der Regel Benzoesaure 
benutzt wird (vgl. Ziff. 27). Die Berechnung des Wasserwertes aus den Metall­
teilen und dem Wasserinhalt ist zu ungenau, da der Wasserwert der Metallteile 
etwa 10% des ganzen Wasserwertes ausmacht. 

Die elektrische Eiehung1) wird ganz in derselben Weise ausgefiihrt wie 
bei der Bestimmung des elektrischen Warmeaquivalents (Ziff. 12); auch die 
Korrektionen wegen des Warmeaustausches mit der Umgebung werden in der 
dort angegebenen Weise angebracht, so daB hier nicht weiter darauf eingegangen 
zu werden braucht. 

Fiir die durch die Verbrennung bewirkte Temperaturerhohung wird ein 
Betrag von 1 bis 2 0 gewahlt; aus den friiher (Ziff. 5 u. 6) angefiihrten Griinden 
ist es nieht ratsam, groBere Temperaturerhohungen zu benutzen. Zur Messung 
dieser kleinen Temperaturdifferenzen mit der ausreichenden Genauigkeit ist 
daher ein Widerstandsthermometer erforderlich. 

27. Normalsubstanzen. Zur Eiehung des in Ziff.26 beschriebenen Ver­
brennungskalorimeters k6nnen, wie erwahnt, auch Normalsubstanzen benutzt 
werden, d. h. Substanzen, die einen zuverlassigen Verbrennungswert ergeben 
und fiir die dieser Wert genau bekannt ist. THOMSON hat zu diesem Zweck 
die Verbrennungswarme des Wasserstoffs bei konstantem Druck verwendet. 
Als Normalsubstanzen sind aber hauptsachlich Benzoesaure, Naphthalin und 
Rohrzucker benutzt worden. Von diesen scheint Benzoesaure (C6HoCOOH) die 
zuverlassigste zu sein, so daB die "Commission pour l'Etablissement d'un Halon 
thermochimique" 1922 in Briissel beschloB2), nur diese Substanz als Normal­
substanz zu empfehlen. 

Die Normalsubstanz soIl (nach dem BeschluB der Kommission) yom Bureau 
of Standards in Washington hergestellt und in Europa yom "Bureau de l'Institut 
International d'etalons physico-chimiques" in Briissel vertrieben werden. Man 
darf aber auch die KAHLBAuMsche Benzoesaure verwenden, wenn sie von Prof. 
VERKADO in Rotterdam gepriift und zugelassen worden ist. 

Als vorlaufigen Wert fiir die Verbrennungswarme von 1 g Benzoesaure 
(im Vakuum gewogen) hat die Kommission festgesetzt: 

Verbrennungswarme der Benzoesaure = 6319 caljg. 

1) Vgl. W. JAEGER U. H. v. STEINWEHR, Ann. d. Phys. Bd. 21, S.23. 1906. Die elek­
trische Eichung von Verbrennungskalorimetern wird auf Antrag in der Phys.-Techn. Reichs­
anstalt ausgefiihrt. 

2) Unterkommission der "Union internationale de la chimie pure et appliquee", die 
1922 in Lyon tagte. Dieser KongreB war aber nicht im eigentlichen Sinne "international". 
da Deutschland von der Teilnahme ausgeschlossen war. 
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Diese Festsetzung griindet sich auf eine sehr sorgfaltige Messung von DICKIN­
SON1), der aber in 20 o-Kalorien gemessen hat und die Zahl 6329 cal200 angibt, 
wenn die Substanz mit Messinggewichten in Luft gewogen wird. 

1m Interesse der deutschen Wissenschaft muB aber hervorgehoben werden, 
daB EMIL FISCHER und F. WREDE2) bereits friiher ebenfalls sehr sorgfaltige 
Messungen der Verbrennungswarme der Benzoesaure ausgefiihrt haben, fiir 
welche das Kalorimeter vorher in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt 
auf elektrischem Wege unter Benutzung eines Platinthermometers geeicht worden 
war3). FISCHER und WREDE geben dementsprechend ihre Werte nicht in Kalorien, 
sondern in internationalen Joule an und finden fiir die Verbrennungswarme 
von 1 g Benzoesaure (im Vakuum gewogen) 26475 bzw. 26466, im Mittel 26470 
Joule. Bei der Urhrechnung dieser Zahl auf die 20 o-Kalorie sind auch die An­
gaben zu beach ten, die in Zif£' 11 beziiglich des Normalelements gemacht worden 
sind. Wird zur Umrechnung das in der Reichsanstalt bestimmte elektrische 
Warmeaquivalent (Ziff. 11) zugrunde gelegt, so erhalt man eine urn etwa 1 %0 
h6here Zahl als die von DICKINSON angegebene. Diese Ubereinstimmung ist 
v611ig zufriedenstellend. 

In der Literatur aber, besonders bei den Teilnehmern der obenerwahnten 
Kommission, SWIENTOSLAWSKI (Polen) und VERKADE (Holland), finden sich 
heftige Angriffe4) auf die Messungen von EMIL FISCHER und die Eichung der 
Reichsanstalt, die als unzuverlassig und fehlerhaft hingestellt werden, ohne 
daB triftige Griinde dafiir angefiihrt werden k6nnen. 

1) H. C. DICKINSON, Bull. Bureau of Stand., Washington Bd. 11, S.190. 1915. 
2) E. FISCHER U. F. WREDE, ZS. f. phys. Chern. Bd. 69, S. 218.1909; Bd. 75, S. 81. 1911. 
3) W. JAEGER U. H. v. STEINWEHR, Ann. d. Phys. Bd.21. S.23. 1906. 
4) Vgl. W. JAEGER U. H. V. STEINWEHR, ZS. f. phys. Chern. Bd. 114, S. 59. 1924, wo 

auf S. 62, Anrn. 3 einige der Literaturstellen abgedruckt sind; ferner P. E. VERKADE U. 

J. CooPs, ZS. f. phys. Chern. Bd. 118, S.123. 1925; W. SWIENTOSLAWSKI, Journ. chirn. 
phys. Bd. 22, S. 583. 1925; W. JAEGER U. H. V. STEINWEHR, ZS. f. phys. Chern. Bd. 129, 
S. 214. 1926. 



Kapitel 8. 

Temperaturmessung. 
Von 

F. HENNING, Berlin. 

Mit 16 Abbildungen. 

1. Umgrenzung der Aufgabe. In diesem Kapitel werden neben den 
theoretischen Grundlagen jeder Temperatunp,essung in erster Linie die Prinzipien 
und die hauptsachlichsten Instrumente besprochen, deren man sich zu bedienen 
hat, wenn man eine Temperatur messen will. MeBtechnische Einzelheiten sind 
im allgemeinen nicht erwahnt. In allen Fallen, wo eine spezielle Anordnung 
zur Temperaturmessung gefordert wird, urn eine andere physikalische GraBe 
(z. B. die spezifische War~e) zu bestimmen, muB auf diejenigen Stellen des 
Handbuches verwiesen werden, wo ausfUhrlich iiber diese GraBen gesprochen 
wird. 1m iibrigen findet man vielfache Auskiinfte in den Darstellungen von 
KNoBLAucHund HENCKyl) oder KEINATH2) sowie in dem Buch des Verfassers 3). 

a) Theoretische Grundlagen der Temperaturmessung. 
2. Allgemeines iiber die Definition der Temperatur. Die Temperatur ist 

neben dem spezifischen Volumen und dem Druck eines der Hauptbestimmungs­
stiicke fUr den Zustand eines Karpers.. Bei eint!m homogenen, sowohl chemisch 
als auch physikalisch einheitlichen Korper laBt sich die Mannigfaltigkeit der 
Zustande durch eine raumliche Flache darstellen, wenn man das spezifische 
Volumen v, den Druck p und die Temperatur T als Koordinaten wahlt. Der 
mathematische Ausdruck fUr die Gleichung dieser Flache f(v, p, T) = 0 laJ3t 
erkennen, daB bei derartigen Karpern die Temperatur Taus dem spezifischen 
Volumen und dem Druck berechnet werden kann, wenn der Zusammenhang 
zwischen den ZustandsgraBen bekannt ist. Eine Vereinfachung erzielt man, 
wenn man die Schnittlinie zwischen der Zustandsflache und der Ebene v ' konst. 
oder p , konst. betrachtet. Dann hangt die Temperatur nur vom Druck p 
oder dem spezifischen Volumen v abo Da aber diese Abhangigkeit nicht ohne 
weiteres gegeben und auch nicht ohne Definition der Temperatur empirisch 
bestimmbar ist, so ist man urspriinglich so verfahren, daB man einen maglichst 
einfachen Zusammenhang zwischen den ZustandsgraBen ann a h m, der sodann 
die Temperatur zu bestimmen ermaglichte. 

1) O. KNOBLAUCH U. K. HENCKY, Anleitung zur genauen technischen Temperatur­
messung mit Fliissigkeits- und elektrischen Thermometern. Miinchen u. Berlin 1909. 

2) G. KEINATH, Elektrische TemperaturmeBgerate. Miinchen u. Berlin 1923. 
3) F. HENNING, Die Grundlagen, Methoden und Ergebnisse der Temperaturmessung. 

Braunschweig 1915. 
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Dieses Vorgehen schlieBt viel Willkiirlichkeit ein. Man muB fragen, welcher 
Korper und welche seiner Zustandsanderungen ausgewahlt werden solI, ferner, 
wie die Beziehung zwischen den ZustandsgroBen beschaffen sein solI. Es lag am 
nachsten, die thermische Au s d e h nun g der Korper fUr die Temperaturmessung 
dienstbar zu machen, wobei der Anfangspunkt der Zahlung und die GroBe der 
Temperaturstufe (gradus) festgesetzt werden muBten. 

3. Entwicklung der thermometrischen Prinzipien1). Die Anfange der 
Thermometrie reichen bis zur Wende des 16. zum 17. Jahrhundert zuriick. 
Urn jene Zeit konstruierte GALILEI, fuBend auf der seit HERO von Alexandrien 
wohlbekannten thermischen Ausdehnung der Luft, das erste Thermoskop. Auch 
nach der Verbesserung des Instrumentes durch den Arzt SANTO RIO aus Padua, 
der bereits die ersten Versuche zur beliebigen Wiederherstellung der einmal 
angenommenen Skala mit Hilfe zweier zunachst recht unbestimmter Funda­
mentalpunkte anstellte, blieben die Angaben des Instrumentes abhangig vom 
Luftdruck. Der Schritt vom Thermoskop zum Thermometer wird dem GroB­
herzog FERDINAND II. von Toskana zugeschrieben. Er lieB urn 1660 durch einen 
geschickten Glasblaser die ersten mit Weingeist gefUllten Fliissigkeitsthermometer 
mit GefaB und Kapillare herstellen, die zunachst nach den Angaben des SAN­
TORIOschen Thermoskops geeicht wurden. Spater wurden diese Fliissigkeits­
thermometer untereinander verglichen, und man stellte eine groBe Anzahl iiber­
einstimmender Instrumente her, die in erster Linie fiir umfangreiche, von der 
Academica del Cimento (Akademie fUr experimentelle Untersuchungen) an­
gestellte meteorologische Beobachtungen dienten. Der Hauptmangel dieser 
"Florentiner" Thermometer ist der Umstand, daB ihre Skala nicht reproduzier­
bar ist, weil man noch keine geeigneten Fixpunkte kannte. Offen bar in dem 
Gedanken befangen, daB die Fixpunkte an den Enden der fiir den Gebrauch 
bestimmten Skala, d. h. bei der groBten Sommerhitze und der groBten Winter­
kalte, liegen miiBten, wurde der Schmelzpunkt des Eises als Fixpunkt abgelehnt, 
obwohl man wuBte, daB er stets bei etwa 13,5 0 der Florentiner Skala lag. 

Eine wichtige theoretische Erkenntnis iiber das Wesen der Temperatur 
wurde zuerst von dem Pariser Akademiker AMONTONS im Jahre 1703 aus­
gesprochen. Er hatte sich bereits die Vorstellung gebildet, daB die Warme eine 
Art Bewegung ist, und er vertrat die Ansicht, daB der natiirliche Nullpunkt 
der Temperatur dann erreicht ist, wenn jene Bewegung vollig zur Ruhe gekommen 
ist. Von AMONTONS stammt das erste Gasthermometer konstanten Volumens, 
des sen Wirksamkeit auf dem Satz beruht, daB die Druckzunahme eines Gases 
von konstanter Dichte proportional der Temperaturzunahme wachst. Ausgehend 
von der Annahme, daB bei Aufhoren der Warmebewegung der Druck des Gases 
Null ist, hat AMONTONS auch zum erstenmaI berechnet, wieviel Grad unter 
dem Schmelzpunkt des Eises der absolute Nullpunkt liegt. 

Fiir den taglichen Gebrauch konnte das Thermometer von AMONTONS nicht 
in Frage kommen, weil es viel umstandlicher zu handhaben war als das Fliissig­
keitsthermometer, das von FAHRENHEIT, einem Danziger Glasblaser, der lange 
in Amsterdam lebte, noch erheblich verbessert wurde (1714). Anfangs stelltc 
FAHRENHEIT Weingeistthermometer her, deren Skala er dadurch reproduzierbar 
machte, daB er die Temperatur einer Gefriermischung von Salmiak und Eis 
mit 0 0 und die normale Korpertemperatur des Menschen mit 100 0 bezeichnete. 
Spater ersetzte er den Weingeist durch Quecksilber, das man wegen seiner er­
heblich geringeren thermischen Ausdehnung bisher als cine dem Weingeist 
untcrlegenc thermometrische Substanz angesehen hatte. Der groDe Vorzug des 

1) Vgl. E. GERLAND, Geschichtc der Physik. Leipzig 1892. 
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Quecksilbers vor dem Weingeist besteht aber darin, daB es das Glas der Kapillaren 
nicht benetzt, und daB es ohne weiteres bis zu dem von NEWTON empfohlenen aus­
gezeichnet reproduzierbaren Wassersiedepunkt als oberen Fixpunkt erwarmt 
werden kann. FAHRENHEIT fiihrte dann auch neben dem Schmelzpunkt des Eises, 
der in seiner friiheren Skala'bei +32° lag, den Siedepunkt des Wassers als oberen 
Fixpunkt ein und gab ihm den Zahlenwert 212°, urn mit der Skala seiner Weingeist­
thermometer in Einklang zu bleiben. Der Pariser Zoologe REAUMUR bezeichnete 
den Eispunkt mit 0° und den Siedepunkt des Wassers mit 80°, indem er die 
Temperaturerh6hung, welche das von ihm als Thermometerfliissigkeit bevorzugte 
Alkohol-Wassergemisch urn 0,001 seines Volumens ausdehnte, als 1 ° annahm. 
Der Streit urn die Fixpunkte wurde auf das lebhafteste gefUhrt. Der schwedische 
Mathematiker und Geodat CELSIUS, der sich wiederum den besonders zu­
verlassigen Quecksilberthermometern zuwandte, nannte 1742 den Schmelzpunkt 
des Eises 100°, den normalen Siedepunkt des Wassers 0°. Die heute iibliche 
gerade entgegengesetzte Bezeichnung der Fixpunkte stammt von dem Schweden 
STROMER, der zugleich mit CELSIUS Mitglied der Akademie in Upsala war. 

Sehr beachtenswert ist, daB der Mathematiker und Oberbaurat Friedrichs 
des GroBen, JOHANN HEINRICH LAMBERT, auf die Unentbehrlichkeit des Gas­
thermometers als des grundlegenden Instrumentes fUr die Temperaturmessung 
hinwies. 1m AnschluB an die Uberlegungen von AMONTONS schlug er als einzig 
logische Temperaturskala diejenige vor, bei der der absolute Nullpunkt mit 0° 
bezeichnet wird. Er fand, daB in dieser Skala ein Gasthermometer konstanten 
Volumens die Temperatur des siedenden Wassers zu 1370° liefert, wenn man 
den Schmelzpunkt des Eises mit 1000° bezeichnet. Es ist sehr bedauerlich, 
daB eine Skala dieser Art, die fUr wissenschaftliche Zwecke unentbehrlich ist, 
nicht allgemein eingefUhrt wurde. In unseren Tagen diirfte es kaum noch m6glich 
sein, die sog. Celsiusskala (mit dem Anfangspunkt der Zahlung beim Schmelz­
punkt des Eises) im biirgerlichen Leben durch die absolute Skala zu ersetzen, 
obwohl kein innerer Grund dafUr vorhanden ist, daB beide Skalen nebeneinander 
bestehen. 

Wenn auch durch EinfUhrung des Wassersiedepunktes als Fixpunkt die 
Vergleichbarkeit verschiedener Temperaturmessungen erheblich verbessert wurde, 
so blieb doch in der Abhangigkeit des Siedepunktes vom Barometerstand noch 
eine geringe Unsicherheit bestehen, bis man sich urn das Jahr 1830 einigte, 
den Barometerstand von 760 mm Quecksilber als normalen Druck anzunehmen, 
auf den die Siedetemperatur zu reduzieren ist. Hierbei ist zu beachten, daB die 
Lange der Quecksilbersaule des Barometers auf den Fall umzurechnen ist, daB 
das Quecksilber eine gewisse normale Dichte besitzt und sich an einem Ort be­
stimmter Schwerebeschleunigung befindet. Ais normale Dichte gilt 13,5955 und 
als normale Schwerebeschleunigung 980,665 cm/sec2• 

Die Beobachtungen von REGNAULT und CHAPPUIS haben gelehrt, daB die 
verschiedenen Gase, obwohl ihre Eigenschaften auBerordentlich ahnliche sind, 
doch nicht zu v611ig iibereinstimmenden Temperaturangaben fUhren, wenn man 
sie als thermometrische Substanz im Gasthermometer verwendet. Auch zeigte 
sich, daB die Dichte des Gases von EinfluB auf die Temperaturmessung ist. 
Urn eine Temperaturskala zu definieren, die allen Anspriichen an Genauigkeit 
geniigen sollte, wurde vorgeschlagen, die Temperaturmessung auf ein bestimmtes 
Gas zu griinden, das ganz bestimmten Bedingungen unterworfen werden soUte. 
Aber auch auf diese Weise war keine v611ig befriedigende L6sung des Problems 
zu gewinnen, da alle Gase in tiefer Temperatur fliissig werden und in sehr hoher 
Temperatur kein Material vorhanden ist, das als GefaB fUr das Gas dienen 
k6nnte. 
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4. Die thermodynamische Temperaturskala. Einen Ausweg aus dieser 
Schwierigkeit bietet die Thermodynamik, da sie, wie zuerst Lord KELVIN zeigte, 
die Moglichkeit liefert, die Temperatur ganz unabhangig von irgendeiner Sub­
stanz zu definieren und aus verschiedenen Eigenschaften eines Korpers in uber­
einstimmender Weise abzuleiten. Insbesondere lehrt die Thermodynamik, wie 
aus gewissen Versuchen die Abweichungen berechnet werden konnen, welche 
die Angaben irgendeines Gasthermometers von der thermodynamischen Skala 
besitzen und wie im Gluhzustande der Korper die Gasthermometrie durch MeB­
methoden abgelOst werden kann, die auf der Kenntnis der Strahlungsgesetze 
beruhen. 

Die Temperatur T wird durch den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik 
eingeflihrt, der sich flir die Masseneinheit beliebiger homogener K6rper dahin 
aussprechen laBt, daB der Entropieunterschied (vgl. diesen Bd. Kap. 1) zwischen 
dem Endzustand 2 und dem Anfangszustand 1 eines Prozesses 

2 

S2 - S1 =, f ~lt_ +T~~~ (1 ) 

1 

(hierbei bezeichnet u die innere Energie der Masseneinheit) durch die Differenz 
zweier Funktionen 1(2) - 1(1) darstellbar ist, die nur von den Zustanden 1 
und 2 abhangen. Fur ein abgeschlossenes System ist die Entropieanderung ent­
weder Null oder gr6Ber als Null, je nachdem die Zustandsanderung vollstandig 
umkehrbar oder nicht vollstandig umkehrbar ist. 1m FaIle umkehrbarer Volu­
menanderung ist dadurch eine weitere Vereinfachung m6glich, daB unter dem Inte-

gral flir du + pdv die der Masseneinheit des 
Systems bei der Temperatur T zugeflihrte Warme-

a menge dQ gesetzt werden darf, so daB dann 

(2) 

ist. 
c--- T2 Zur Erlauterung sei a,ngenommen, daB die 

~------~----------v Zustandsanderung in einem CARNoTschen Kreis-
Abb. 1. CARNOTscher Kreis- prozeB besteht. Bei diesem idealen und in allen 

prozeB. Teilen vollstandig umkehrbaren ProzeB wird 
ein beliebiger K6rper von einem Zustands­

punkt a (Abb. 1) bis zum Punkt b ausgedehnt, wahrend er mit einem Warme­
behalter WI von der Temperatur T1 in Beriihrung bleibt, aus dem er die Warme­
menge Q1 aufnimmt. Bei diesem isothermen Teil der Zustandsanderung erfahrt 
der, K6rper die Entropiezunahme Q1/T1' wahrend zugleich die Entropie des 
Warmebehalters urn denselben Betrag abnimmt und also die Entropieanderung 
des ganzen Systems Null ist. Die Zustandsanderung von b bis c erfolgt adiabatisch, 
d. h. ohne Warmeaustausch, so daB also hier weder der K6rper noch ein Warme­
behalter eine Entropieanderung erfahrt. Von c bis d wird der K6rper bei der 
Temperatur T2 isotherm komprimiert. Er gibt hierbei die Warme Q2 an den 
Behalter W II ab und verliert die Entropie Q2/T2' die der Behalter gewinnt. Der 
letzte Teil des Prozesses von d bis a verlauft wieder adiabatisch ohne Entropie­
anderung. Wahrend der ganzen kreisf6rmig geschlossenen Zustandsanderung 

nirnmt die Entropie des Kiirpers urn ;'! - t~ Zll un(l die Entropie des iibrigen 
1 2 

Systems urn den gleichen Betrag abo Nun ist aber zum SchluJ3 der Zustand ell'S 
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ganzen Systems der gleiche wie zu Beginn des Prozesses, also ist nach dem oben 
ausgesprachenen Satz fUr den betrachteten Korper 1(2) - 1(1) = S2 - SI = 0 
und folglich 

T2 
oder 

und T I - T2 =T2(~: -1) (4) 

Aus der erst en der beiden Gleichungen (4) folgt, daB man aus dem Verhaltnis QI/Q2 
zweier Warmemengen eine beliebige Temperatur TI ermitteln kann, wenn eine 
Bezugstemperatur T2 = To gegeben ist. Z. B. konnte als Bezugstemperatur 
die Schmelztemperatur des Eises dienen, der man den Zahlenwert 1000 beilegt. 
Der historischen Entwicklung der Thermometrie entspricht dieses sehr einfache 
Verfahren indessen nicht. Wir bestimmen die Bezugstemperatur T2 = To viel­
mehr umstandlicher in Anlehnung an die zweite Gleichung (4) dadurch, daB 
wir die Temperaturdifferenz zwischen zwei Fixpunkten, namlich dem normalen 
Siedepunkt Ts des Wassers und dem Schmelzpunkt To des Eises nach CELSIUS 
gleich 100° setzen. Werden bei diesen beiden Fixpunkten im CARNoTschen Pra­
zeB die Warmemengen Qs und Qo ausgetauscht, so ist 

T - Ts - To _ . 100 (5) 
0- Qs_~-Q8_1' 

Qo Qo 

Es ist also die Bezugstemperatur To aus dem Verhaltnis zweier Warmemengen 
und einer willkiirlich festgesetzten Temperaturdifferenz abzuleiten; dann ist 
weiter gemaB der erst en Gleichung (4) jede andere Temperatur bestimmbar. Die 
Temperatur T heiBt die "absolute Temperatur", ihre Gradzahlen werden durch 
OK (Grad KELVIN) bezeichnet. Die Differenz T - To = t ist die gebrauchliche 
Temperatur, ihre Gradzahlen werden durch °C (Grad CELSIUS) oder einfacher 
durch ° bezeichnet. 

5. Thermodynamische Skala und CLAUSIUS - CLAPEYRONSche Gleichung. Der 
CARNoTsche PrazeB, dessen Gleichungen fUr einen festen oder fliissigen Korper 
mit der gleichen Strenge gelten wie fUr ein Gas, laBt das Prinzipielle bei der 
Bestimmung der thermodynamisch begriindeten Temperatur erkennen. Da er 
aber nicht mit der geniigenden Genauigkeit experiment ell zu verwirklichen ist, 
muB man zur Ableitung der Temperatur geeignetere Folgerungen des zweiten 
Hauptsatzes der Thermodynamik heranziehen. Eine so1che Folgerung ist z. B. 
die Gleichung von CLAUSIUS-CLAPEYRON. 

Sie lautet L _ T( _ ) dp 
- VI V2 dT' (6) 

wenn L die Verdampfungs- oder Sublimationswarme der Masseneinheit, VI und v2 

die spezifischen Volumina der dampfformigen und der kondensierten Phase und p 
den Sattigungsdruck bei der absoluten Temperatur T bezeichnen. Die Integration 
dieser Gleichung liefert 

In(~) = JVI ~ V2dp . (7) 

P. 

Hierin bezeichnen p und Po die den Temperaturen T und To zugehorigen Sattigungs­
drucke. Das Integral ist ausfiihrbar, wenn L, VI und V2 als Funktionen des Druckes 
bekannt sind. Es erscheint durchaus moglich, mit Hilfe dieser Gleichung wert­
volle Temperaturmessungen besonders in sehr tiefen Temperaturen auszufUhren, 
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wo die sonst iiblichen Verfahren groBen Fehlern ausgesetzt sind, die schwer voll­
standig in Rechnung gesetzt werden konnen (Ziff. 18 u. 63). Dabei ware es 
zweckmaBig, To nicht gleich der C).bsoluten Temperatur des Eispunktes zu setzen, 
sondern statt dessen eine tiefe, mit dem Gasthermometer noch genau gemessene 
Temperatur einzufiihren. 

6. Thermodynamische Skala und J oule-Thomsoneffekt. In den leichter zu­
ganglichen Temperaturgebieten kann die Zuriickfiihrung auf die Thermodynamik 
durch den Joule-Thomsoneffekt bewirkt werden. Dieser besteht darin, daB ein Gas 
eine Temperaturanderung AT erfahrt, wenn es beim Stromen durch eine Drossel­
stelle eine Druckanderung A p erleidet. Vorausgesetzt ist dabei ein vo1liger 
Warmeschutz gegen die Umgebung, so daB kein Energieaustausch durch die Wan de 

der Rohre des Apparates erfolgen kann. Der Quotient ~ T hangt ziemlich stark LJp . 
von der Temperatur und wenig vom Druck abo Er ist fiir die meisten Gase unter 

AT 
normalen Bedingungen negativ, so daB es iiblich ist, zur Abkiirzung ft = - Lip-
zu setzen. Die Gleichungen der Thermodynamik liefern die Beziehung 

(8) 

aus der nach Integration 

(9) 

folgt. Fiihrt man nun statt der unbequem meBbaren GroBe v die einem Gas­
thermometer konstanten Druckes (bei der Integration ist p konstant zu halten) 

T' 
entsprechende GroBe v = Vo ~T.' ein, bei der die gasthermometrisch ge-

. 0 

messenen Temperaturen To und T' durch den Index von den entsprechenden 
thermodynamischen Temperaturen unterschieden werden, so erhalt man, wenn 
man ills gasthermometrische Substanz den Stoff wahlt, auf den sich der Joule­
Thomson -Koeffizien t ft bezieh t, 

:t" 

(10) 

Die in der T-Skala zu messenden GroBen ft und cp sind hier durch die 
auf die T'-Skala bezogenen ft' und c; ersetzt. Dieser Austausch ist erlaubt, 
da die spezifische Warme cp als Quotient aus einer Warmemenge und einer 
Temperaturdifferenz darstellbar ist und also ft· cp nicht vom TemperaturmaB 

abhangt. 1m allgemeinen ist T' viel groDer als ft' . c~ Ij, so daB fiir den Inte-
Vo 

dT' T' dT' 
granden mit geniigender Naherung -T' + ft'C;~' T'2 gesetzt werden dar£. 

Dann erhalt man Vo 
'P' 

T 1" (. T' dT 
In T = In T' + I 1/ c~ ~ . 1" 2 • 

o O.J Vo 
(11 ) 

:P~ 

Das Integral, das zur Abklirzung mit ](T(J' 1") bezeichnet \Verde, enthalt alle 
GroBen als Funktion der gasthermometrisch meJ3harcn Temperatnr T. In 



Ziff. 7. Verwirklichung der thermodynamischen Skala. Skala idealer Gase. 527 

Berucksichtigung des Umstandes, daB T' und T sowie T~ und To nur wenig 
voneinander verschiedene GraBen sind, erhalt man nach einigen einfachen Um­
formungen und Kiirzungen aus Gleichung (11) 

T' - T~ = (T - To) ~~ - T' . J(T5, T'). (12) 
o 

Bezeichnet man mit To bzw. T~ die Temperatur des schmelzenden Eises in den 
beiden Temperaturskalen, ferner mit T = TI bzw. T' = Tf die Temperatur 
des normalen Wassersiedepunktes, so ist gemaB der Celsiusskala TI = To + 100 
sowie Tf = T~ + 100, und man erhalt die Temperatur des Eispunktes in der 
thermodynamischen Skala zu 

(13 ) 

D h d · h' h GI' h VI T~ + 100 a nac er berelts genannten gast ermometnsc en elC ung - = T' 
100. V Vo 0 

oder Tf, = ____ 0 ist, und da J(Tb, T~) mit Hilfe des Joule-Thomson-Effektes 
VI - Va 

an demselben Gas ermittelt werden kann, so sind aIle Daten zur Berechnung 
von To gegeben. Man fiihrt nun zweckmaBig in Gleichung (12) die gebrauchliche 
Temperatur in den beiden Skalen ein, indem man T' - T~ = t' und T - To = t 
setzt. Dann findet man die zu einer beliebigen gasthermometrischen Tempe­
ratur t' gehorige thermodynamische Temperatur taus der Beziehung 

t = t' To + T'.J(T' T') To 0,· (14) 

Wohl zu bcachten ist, daB es sich bei diesen Betrachtungen stets urn das Gas­
thermometer konstanten Druckes handelt. Fiir das praktisch viel wichtigere 
Gasthermometer konstanten Volumens lassen sich zwar ahnliche Uberlegungen 
anstellen, doch wird die Kenntnis eines Effektes (Jouleeffekt) gefordert, zu dessen 
Beobachtung die bisherigen MeBmethoden nicht ausreichen. Aber auch der Joule­
Thomsoneffekt ist bisher fUr die thermometrisch wichtigsten Gase keineswegs 
mit so groBer Sicherheit bekannt, daB aus ihm wirklich zuverlassige Werte fUr 
den Unterschied der Gasskala gegen die thermodynamische Skala hergeleitet 
werden kannten. 

7. Thermodynamische Skala und Gase unendlich geringer Dichte. Man 
ist zu dem sichersten Zahlenwerte fUr diesen wichtigen Unterschied vielmehr 
auf einem Umwege gelangt, der von der Thermodynamik tiber die molekulare 
Theorie fUhrt. Gleichung (13) und (14) lehren, daB t stets gleich t' ist, wenn das 
Integral J oder wenn der Joule-Thomsoneffekt ft fUr aIle Temperaturen zwischen 
To und Ti sowie zwischen To und T' verschwindet. Da der Effekt auf der Ar­
beitsleistung bei Uberwindung der molekularen Attraktionskrafte und auf dem von 
Null verschiedenen Verhaltnis zwischen den Molekiilvolumen und dem ganzen 
verfiigbaren Volumen beruht, so ist If- urn so naher Null, je geringer die Dichte 
des betrachteten Gases ist. Was in dieser Beziehung fUr den Joule-Thomson­
effekt gilt, trifft auch fiir den J ouleeffekt zu, so daB sowohl ein Gasthermo­
meter konstanten Druckes als auch ein solches konstanten Volumens in ihren 
Angaben urn so naher mit der thermodynamischen Skala tibereinstimmen, je 
geringer die Gasdichten sind. 

Man gelangt zu einer iibersichtlichen Darstellung fUr die Unterschiede der 
Skalen, wenn man bei gegebener Temperatur T die Produkte aus Druck p und 
spezifischem Volumen V eines Gases in Abhangigkeit yom Druck darstellt. Diese 



528 Rap. 8. F. HENNING: Temperaturmessung. Ziff. 7. 

Isothermen sind in dem Druckbereich, der fiir die Gasthermometrie in Frage 
kommt, nach unseren bisherigen Kenntnissen geniigend genau durch gerade Linien 
wiederzugeben. In Abb. 2 sind drei solcher Isothermen, die sich auf die Tempe­
raturen To (Eispunkt), TI (normaler Siedepunkt des Wassers) und T beziehen, 
dargestellt. Die Gerade A' C' verbindet Punkte desselben Druckes P; also ver­
halten sich die Strecken A' 0' : A' B': A' C' wie die Volumina vo: VI: V oder wie 
die mit einem Gasthermometer konstanten Druckes gemessenen Temperaturen 
T~o: T~,: T~. Riickt man mit der Geraden A' C' zu kleineren Werten von p, 

so nahern sich die Temperaturen T' immer 
mehr den thermodynamischen Temperaturen T 

pv und gehen flir P = 0 in diese iiber, so daB 
AO : AB : AC = To: T 1 : T ist. Man erkennt, 

daB die N eigung der drei Isotheimen "t = (i/) T 

das Bindeglied zwischen den Temperaturen T 
und T~ bildet. Dasselbe gilt auch fiir die 
Temperaturen T~ , die das Gasthermometer 
konstanten Volumens liefert. Eine Linie kon­
stanten Volumens ist die Gerade A C", denn 
flir jeden ihrer Punkte ist der Quotient V 

A' P zwischen Ordinate pv und Abszisse P derselbe, 
namlich gleich dem Tangens des Winkels (x. Wenn 

Abb.2. p. v - p-Isothermen eines aber fiir alle Punkte von A C" das Volumen den­
Gases. 

selben Wert besitzt, so miissen sich die Ordinaten 
wie die Drucke verhalten, und man findet A 0': A B" : A C" = Po: PI: P = T~o: T~, : T~. 

Die Ausrechnung liefert ohne Riicksicht auf kleine GraBen haherer Ordnung, 
wenn man in erster Naherung To = 273 setzt, wenn man den Druck des Gases 
bei 0° mit Po (in Atmospharen) bezeichnet und wenn man als Volumeneinheit 
das Volumen des Gases bei 0° unter dem Druck einer Atmosphare einflihrt 

t = t1) - 2,73 Po[(t)) - 100) . "0 - tp "100 + 100· "t] , (15) 

t = I" - Pn[2,73(t" - 100)"0 - 3,73t,,· "100 + (273 + t,,)"t]. (15 a) 

Hiprnach ist der U nterschied t - tp oder t - t" dem sog. Anfangsdruck Po proportional. 
Die durch Extrapolation der geradlinig angenommenen Isothermen auf den 

Druck 0 gewonnene Skala nennt KAMERLINGH ONNES!) die AVOGADROSche Skala. 
Mittels der Isothermen kann man auch die gasthermometrisch wichtigen 

Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten ex und f3, die durch die Gleichungen 

(16) 

und (~t) = 1 + f3 . t" 
Po v 

(16a) 

nach Einflihrung der Temperatur t = tp = tv = 100° definiert werden, mit dem 
entsprechenden Koeffizienten y flir das ideale Gas, flir den die beiden Gleichungen 

(17) 

und (~~) =1+y·t Po v~oo 
(17a) 

') P. (~. CATH U. H. KAMERT.INGH ONNES, Comm. L('iden Nr. 15(ia. 1922. 
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gelten, in Beziehung setzen. Man erhalt bei Annahme geradliniger Isothermen, 
wenn wiederum kleine GroBen hoherer Ordnung unberiicksichtigt bleiben, 

')' = IX - Po ["100 - 1,367' "0]·10- 2 , (18) 
')' = f3 - Po ["100 - "0] . 1,367,10- 2, (18a) 
')' = f3 + 3,73 (IX - f3) + 1,367 Po' "0 • 10-2 . (18 b) 

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, daB die Koeffizienten lX und f3 flir ein 
beliebiges Gas urn so naher mit dem Koeffizienten ')' fiir das ideale Gas iiberein­
stimmen, je kleiner der Anfangsdruck Po ist. Die hohe Bedeutung von ?' liegt 
darin, daB sein reziproker Wert gleich der absoluten Temperatur To des Eis­
punktes ist. In der Tat folgt aus (17) und (17a), daB in der gebrauchlichen 
Skala die Temperatur des absoluten Nullpunktes (T = Ta = 0), bei der fiir 

ein ide ales Gas (Vt ) = 0 und (Pt) = 0 ist, durch ia = - ~ gegeben ist. 
Vo p=o Po v== ?' 

Dnter Beriicksichtigung des in Ziff. 4 genannten Zusammenhanges zwischen der 
absoluten und der gebrauchlichen Skala erhalt man 

1 
Ta = fa + To oder To = -ia = +-. (19) 

?' 
8. Thermodynamische Skala und Strahlungsgesetze. Gasthermometrische 

Messungen konnen mit befriedigender Genauigkeit nur bis etwa 1100 0 ausgeflihrt 
werden. Dariiber hinaus muB man die Temperaturmessung auf die Strahlungs­
gesetze griinden, in die die Temperatur durch die Gleichungen des zweiten Haupt­
sa tzes eingefiihrt wird. 

Dnter der Annahme, daB die Strahlung ahnlich wie ein ideales Gas einen 
Druck auf die einschlieBenden Wande ausiibt, gelangt man mit BOLTZMANN 
zu dem zuvor von STEFAN empirisch gefundenen STEFAN-BoLTZMANNschen 
Gesetz. Es sagt aus, daB die Energie G, welche ein schwarzer Korper von der Tem­
peratur T gegen seine auf der Temperatur T u befindliche schwarze Umgebung 
ausstrahlt, proportional T' - T~ ist. Bezeichnet man den Proportionalitats­
faktor, den man gewohnlich auf eine ausstrahlende Oberflache von 1 cm2, den 
raumlichen Winkel 2 n und auf 1 sec bezieht, mit a, so ist 

G = a(T'- T~). (20) 

Die Energie G setzt sich aus Strahlen aller Wellenlangen zusammen und wird 
kurz als Gesamtstrahlung bezeichnet. Ein schwarzer Korper ist durch einen 
gleichmaBig temperierten Hohlraum mit kleiner Offnung zu verwirklichen. Die 
austretende Strahlung heiBt die "schwarze Strahlung". Die Temperatur des 
schwarzen Korpers wird auch Temperatur der Strahlung genannt. 

Schreibt man der schwarzen Strahlung neben gewissen Eigenschaften des 
idealen Gases auch die Fahigkeit der Wellenlangenanderung nach dem DOPPLER­
schen Prinzip zu, so gelangt man zu einer Beziehung zwischen der Temperatur T 
der Strahlung und ihrer Intensitat E(A,T) bei der Wellenlange l. Man findet 

E(l,T) = A- 5 ·t(l·T) = ys.g(l·T), (21) 

wobei allerdings von den Funktionen t und g zunachst nur bekannt ist, daB 
sie allein von dem Produkt A' T abhangen. Aus Gleichung (21) folgen aber 
die WIENschen Verschiebungsgesetze flir die Intensitat Em des Energiemaximums 
und die zugehorige Wellenlange Am' Es ist namlich fiir die Strahlung eines 
schwarzen Korpers von der Temperatur T 

lmT = konst. (22) 
und 

Em' T-6 = konst. (22a) 

Handbllch der Physik. IX. 34 
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Unter EinfUhrung der Quantentheorie konnte PLANCK die Funktion I (l • T) 
bzw. g(l. T) berechnen. Hiernach gilt 

C1 ·l-5 
E(l, T) = --"c"----, -

eIT - 1 

(23) 

Die Konstante C1 ist maBgebend fUr den absoluten Betrag der Intensitat, 
wahrend die Konstante C2 den Verlauf der Energiekurve wesentlich bestimmt. 
Die Konstante C2 ist mit der Lichtgeschwindigkeit c, der BOLTZMANNschen 
Konstanten k und dem PLANCKschen elementaren Wirkungsquantum h durch 
die Beziehung 

(24) 

verbunden. Auf dem Umwege liber die Konstante C1 ist auch die Proportionalitats­
groBe a des STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetzes durch c, k und h ausdrlickbar: 

k4 
a = 40,8026 c2 h3 ' (25) 

Derselbe Entwicklungsgang, der von Gleichung (21) zu (22) fUhrt, liefert aus 
(23) die Folgerung 

l T=_c_2 _. 

m 4,9651 
(26) 

Gleichung (23) umfaBt die Gesamtheit aller Strahlungsgesetze des schwarzen 
Korpers, denn aus ihr laBt sich neben den Verschiebungsgesetzen auch das 
Gesetz der Gesamtstrahlung ableiten. In vielen Fallen laBt sich Gleichung (23) 
erheblich vereinfachen, namlich dann, wenn im Nenner das Glied mit e so groB 
ist, daB 1 dagegen vernachlassigt werden kann. 

Dann erhalt man die WIENsche Strahlungsgleichung: 

C2 

E(l, T) = C1 J.-5 e-'(T. (27) 

Sie wurde eine Zeitlang als der riehtige Ausdruck fUr die Strahlungsintensitat 
des schwarzen Korpers angesehen, obwohl sie zu der sehr befremdlichen Folgerung 
fiihrt, daB fUr unendlich hohe Temperatur die Strahlungsintensitat einen end­
lichen Wert besitzt. Gleichung (27) ist als praktisch richtig nur anzusehen, 
solange l T < 3000 ist. Aus ihr folgt, wenn man bei derselben Wellenlange l 
die Intensitaten El und E2 zweier schwarzer K6rper von den Tt>mperaturen Tl 
und T2 vergleicht, als die Gleichung der sog. Isochromaten 

(28) 

Die Strahlungsgesetze nicht schwarzer Korper werden durch das KIRCHHOFFsche 
Gesetz auf die Gesetze der schwarzen K6rper zuriickgefUhrt. Es besagt, daB 
die Intensitat E' eines beliebigen Strahlers bei der Temperatur T und der Wellen­
lange A gleich dem Produkt aus der entsprechenden Intensitat E flir den schwarzen 
K6rper und clem Ahsorptionsvermogen A (J.:, T) des betreffcnclen nicht schwarzcn 
Kiirprrs ist 

E'(J.,1') --co A(A, T) .E(J" 1'). (29) 
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Da das Absorptionsvermogen A im allgemeinen nicht vollstandig in seiner 
Abhangigkeit von der Wellenlange und der Temperatur bekannt ist, so laBt 
sich an beliebigen Strahlem meist keine zuverlassige Temperaturmessung aus­
fiihren. 

9. Abhangigkeit der Strahlungsskala von der gasthermometrischen Skala. 
Von den zahlreichen Gleichungen aus dem Gebiet der Warmestrahlung haben 
zur Temperaturmessung bisher wesentlich die Gleichungen (20) und (28) gedient. 
Es ist beachtenswert, daB keine von beiden, im Gegensatz zu den vorher be­
trachteten Folgerungen der Thermodynamik (Ziff. 5 bis 7), zu Zahlenwerten 
fiir die Temperatur fiihrt, wenn man die Bedingung aufstellt, daB die Tem­
peraturdifferenz zwischen zwei Fundamentalpunkten eine bestimmte Anzahl 
Grade betragt. Es muB vielmehr auBer diesem Fundamentalabstand einer der 
Fundamentalpunkte noch seinem absoluten Betrage nach bekannt sein. An 
den Gleichungen (20) und (28) ist diese Behauptung leicht beweisbar. Sie trifft 
aber auch zu, wenn man die Messung auf Gleichung (22) oder (22a) griinden will, 
denn die Intensitat eines Strahlers laBt sich ebensowenig unmittelbar messen wie 
seine Strahlungsenergie. Nur Differenzen solcher GroBen sind beobachtbar, da 
das MeBinstrument selbst eine Strahlungsintensitat besitzt und Energie aus­
sendet. Es ware somit strenggenommen notwendig, die Gleichungen (21) bis (29) 
umzuandem, urn sie den Beobachtungsmoglichkeiten ebenso anzupassen wie 
Gleichung (20). Dann wiirde z. B. in Gleichung (23) noch eine Temperatur Tu 
auftreten, die sich auf die Umgebung des Strahlers oder das MeBinstrument 
bezieht. Auch Gleichung (28) wiirde eine weniger einfache Form annehmen. 

Ohne Vereinfachungen einzufiihren, miiBte man also zwei fundamentale 
Bestimmungsstiicke annehmen, urn aus reinen Strahlungsbeobachtungen Zahlen­
werte fiir die Temperatur zu gewinnen. Diese Vereinfachungen sind indessen 
leicht moglich, da die Energie, welche das MeBinstrument bei der Wellenlange A. 
ausstrahIt, fiir gewohnlich so klein ist, daB sie gar nicht in Betracht kommt 
gegen die Energie des Strahlers. Darum konnen auch die Gleichungen (22) und (28) 
in der angegebenen Schreibweise unmittelbar zur Temperaturmessung dienen, 
wenn der Strahler einige hundert Grad heiBer ist als das MeBinstrument. Der 
prinzipielle Unterschied z. B. gegen die Grundlagen der Gasthermometrie bleibt 
aber bestehen. Er ist wesentlich darin begriindet, daB die Gleichungen der Strah­
lungstheorie eine Konstante (c2 oder a) enthaIten, welche einer gesonderten 
Bestimmung bedarf. Die Obereinstimmung wird erst dann wieder hergestellt, 
wenn man diese Konstanten nicht aus Strahlungsmessungen ableitet, sondem 
nach Gleichung (24) und (25) aus c, k und h berechnet, d. h. aus drei GroBen, 
die auch ohne absolute Temperaturbestimmung ermittelt werden konnen. 

Auch wenn man in der angedeuteten Weise dietheoretischen Schwierigkeiten 
iiberwinden kann, so ist es wegen der geringen Strahlungsintensitat, die alle Korper 
am Eis- und Siedepunkt des Wassers besitzen, aus praktischen Griinden nicht 
moglich, die Gradzahlen der Strahlungsskala vollig selbstandig allein aus der 
Temperaturdifferenz der Fundamentalpunkte abzuleiten. Man ist darum ge­
notigt, die Strahlungsskala an die gasthermometrische Skala anzuschlieBen. 
Hierfiir geniigt ein Punkt, der zweckmaBig moglich?t hohe Temperatur besitzen 
solI. Auf Grund der bisherigen Beobachtungen eignet sich hierfiir am besten 
der Schmelzpunkt des Goldes, da dieser Fixpunkt auf etwa 1 0 sicher bekannt 
ist und sich die Strahlung des schwarzen Korpers bei seiner Temperatur (1063 0 C) 
zuverlassig reproduzieren laBt. Eine sehr erwiinschte Sicherung der Strahlungs­
skala wiirde es bedeuten, wenn noch ein zweiter Fixpunkt in hoher Temperatur, 
etwa der Schmelzpunkt des Palladiums, gasthermometrisch mit geniigender 
Genauigkeit ermitteIt werden konnte. 

34* 
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b) Gasthermometrie. 
10. Grundgleichungen der Gasthermometrie. Es sind. wie bereits in Ziff. 7 

gesagt, zwei verschiedene gasthermometrische Anordnungen zu unterscheiden: 
1. das Gasthermometer konstanten Druckes und 2. das Gasthermometer kon­
stanten Volumens oder konstanter Dichte. Die Grundgleichungen dieser Thermo· 
meter lauten im AnschluB an die Gleichung (16) mid (16a) unter EinfUhrung 
der GroBen Tp und Tv 

(30) 

und 

(30a) 

Der Druck Po und das spezifische Volumen Vo beziehen sich auf die Temperatur 
des Eispunktes tp = tv= 0°. Die Koeffizienten IX und fJ sind dadurch zu be­
stimmen, daB Volumen und Druck auBer beim Eispunkt auch beim normalen 
Siedepunkt des Wassers tv = tp = 100° gemessen werden. Wenn man die Koeffi­
zienten IX und fJ eliminiert und die auf den Siedepunkt bezliglichen Werte von 
v und P mit VlOO und PlOO bezeichnet, so erhalt man statt der Gleichungen (30) 
und (30a) 

Vt - Vo t~ 
(31 ) 

VlOO - Vo 100 
und 

Pt - Po tp 
(31 a) 

PIOO - Po 100 

tv und tp sind die "gasthermometrischen" Temperaturen. 
Die genannten Beziehungen gelten aber nur fUr den idealen Fall, daB die 

ganze Masse des Gases sich auf derselben Temperatur befindet und daB der Druck 
bzw. das Volumen stets vallig unverandert ist. Keine dieser Bedingungen ist 
bei den Messungen streng erfUllt. Dementsprechend sind die Gleichungen fUr 
den praktischen Gebrauch abzuandern (s. Ziff. 11 u. 12). 

11. Gasthermometer konstanten Volumens. Zunachst mage das am 
haufigsten verwendete Gasthermometer konstanten Volumens besprochen werden. 
Es ist in schematischer Weise in Abb. 3 dargestellt und besteht in der Haupt­
sache aus dem GasthermometergefaB G und dem Quecksilbermanometer M, die 
durch ein Kapillarrohr K miteinander verbunden sind. Die mit a, k, N bezeichneten 
Teile stellen eine Hilfsapparatur dar. Zur ZufUhrung des MeBgases in das GefaB G 
dient der Hahn HI und das mit dem Hahn H2 und den Ampullen a versehene 
Kapillarrohr k. 1st die Flillung beendet, so wird das Volumen zwischen HI 
undder Teilung in der Kapillare unterhalb des kapillaren T-Stlickes mit Queck­
silber gefUllt, das in der Niveaukugel N enthalten war. Zur Druckmessung 
wird das Quecksilber in dem kurzen Schenkel des Manometers bis zu einer 
Marke B gehoben, die sich unmittelbar neben der Ansatzstelle der Kapillare K 
befindet. Die rohe Einstellung des Manometers erfolgt durch ZufluB des Queck­
silbers aus dem VorratsgefaB C nach Offnen von Hahn H3 oder durch AbfluJ3 
aus dem Hahn H4 • Feinere Regulierung erzielt man durch Verbiegen der 
Stahllamelle L mit der Schraube S, wodurch der dem Quecksilber im FuB 
des Manometers zur VerfUgung stehende Raum vergraBert oder verkleinert 
werden kann. 
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Das in der Kapillare K und im Raum iiber dem Quec ksilber des kurzen 

Schenkels enthaltene Gas befindet sich stets auf Zimmertemperatur. Die 
Summe dieser Raume heiBt der schadliche Raum. Sein V orhandensein gibt 
zu erheblichen Korrektionen AnlaB. 

Befindet sich das HauptgefaB G, dessen Volumen mit V bezeichnet werde, 
auf der absoluten Temperatur Tv, wahrend der schadliche Raum von der GroBe V, 

die absolute Temperatur T. habe, so ist bei konstanter Gasmasse und bei An­
nahme der Gasgesetze nach Glei-
chung (30) und (30 a) 

p' [~ + ~~] = k , 
Tv T . 

wenn p' den Gasdruck und k eine 
Konstante bedeutet. Nimmt man zu-
gleich Riicksicht darauf, daB das Vo-
lumen V wegen der Ausdehnung des 
GefaBmaterials ein wenig mit der 
Temperatur veranderlich ist, indem 
man V = Vo (1 + at) einfiihrt, so er­
halt man nach Erweiterung mit Tv/Vo 

, [ v. Tv] kTv ( P 1 + at + V T = -y- . 32) 
o. 0 

Obereinstimmung mit der einfachen 
Gleichung (30a) gewinnt man, wenn 
man p nicht gleich dem wirklich ge­
messenen Gasdruck p' setzt, sondern 
wenn man die Beziehung 

, [ v. Tv] p=p 1+at+-· -
. Vo Ts 

(33) 

cinfUhrt. Hiernach mull allerdings 
zur Ermittlung von p bereits die ge­
suchte GroBe Tv bzw. tv bekannt sein, 
doch tritt sie nur in Korrektions­
gliedern auf, fUr die eine genaherte 
Kenntnis der Temperatur hinreicht. 

N 

Aus Gleichung (33) ist ersicht- Abb. 3· Gasthermometer. 
lich, daB der EinfluB des schadlichen 

K 

Raumes auf die Druckmessung urn so geringer ist, je groBer Vo im Verhaltnis zu v. 
ist und je tiefer die zu messende Temperatur Tv liegt. Die GroBe des Volumens v. 
selbst kann man kaum kleiner als 0,6 ccm herstellen, wenn man so weite Mano­
meterrohre (12 bis 14 mm) wahlt, daB die Druckmessung mit geniigender Genauig­
keit ausgefiihrt werden kann; denn der Hauptteil des schadlichen Raumes 
liegt im allgemeinen iiber der Quecksilberkuppe des kurzen Manometerschenkels. 
Deshalb ist es nicht giinstig, V unter 100 cern zu bemessen. Man hat Thermo­
metergefaBe bis zu 1000 ccm Inhalt benutztl). Indessen ist es nicht leicht, so 
umfangreiche Volumina vollig gleichmaBig zu temperieren. Sie sind darum 
nur fUr Messungen zwischen 0 und 100° benutzt worden. 

1) P. CHAPPUIS, Trav. et Mem. du Bur. Int. Bd . 6. 1888 u. Bd. 13. 1907. 
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12. Gasthermometer konstanten Druckes. Das Gasthermometer konstanten 
Druckes erfordert ein Hilfsvolumen, in welches das Gas eintreten kann, wenn 
die Temperatur des GefaBes G steigt, und aus dem es entnommen werden kann, 
wenn diese Temperatur sinkt. Als solche Hilfsvolumina konnen die Ampullen a 
der Abb. 3 dienen. Da es darauf ankommt, das dem Gas zur Verfugung stehende 
Volumen so zu bemessen, daB der am Manometer abgelesene Druck stets der 
gleiche bleibt und das Hilfsvolumen zweckmaBigerweise stets auf derselben 
Temperatur, namlich 0°, gehalten wird. so konnte man mit der in Abb. 3 dar­
gestellten Einrichtung nur eine ganz begrenzte, der Zahl der' Ampullen ent­
sprechende Anzahl von Temperaturen messen. Man kann indessen die Anordnung 
leicht fUr die Beobachtung beliebiger Temperaturen abandern, wenn man die 
GroBe der zusatzlichen Gasvolumina nicht aus der GroBe der Ampullen, sondern 
aus dem Gewicht der Quecksilbermengen bestimmt, die in die Ampullen eintreten 
oder aus ihnen austreten mussen, damit der Gasdruck stets der gleiche bleibtl). 

Bezeichnet man die GroBe des Hilfsvolumens mit rJJt und seine Temperatur 
mit To, so ist in Anlehnung an die Betrachtungen in Ziff. 11, wenn noch der 
konstante Druck Po genannt wird, die gesamte Masse M des Gases proportional mit 

V 

; + ~t + ~ unddieimHauptgefaBGenthalteneGasmengeist M V ~p • 

p 0 8 _+~+~ 
Tp To T, 

Hieraus folgt das spezifische Volumen des Gases im HauptgefaB zu 

Vo [ rJJt Tp V, Tp] v = _. 1 + at + -. - + -. - . 
M Vo To Vo T. 

(34) 

Aus dieser Gleichung ist der EinfluB des schadlichen Raumes und der thermischen 
Ausdehnung auf das Gasthermometer konstanten Druckes zu entnehmen . 

. 13. Empfindlichkeit der Gasthermometer. Die Empfindlichkeit der gas­
thermometrischen Methoden zur Temperaturmessung ist fUr das Thermometer 
konstanten Volumens aus Gleichung (30a) abzuleiten, aus der 

dPt = PoP = A (35) 
dTv Tv,o 

folgi. Bei einem Anfangsdruck von Po = 1000 mm Hg betragt die Druckanderung 

. G d 1 bh'" d' '1' T 1000 D Je ra a so una anglg von er Jewellgen emperatur -- = 3,7 mm. a 
273 

einige hundertstel mm Hg mit Sicherheit ablesbar sind, so ist bei dem genannten 
Anfangsdruck eine MeBgenauigkeit von 0,01 ° moglich. Sie kann indessen nicht in 
demselben MaBe wie der Anfangsdruck gesteigert werden, da die Hohe langer Queck­
silbersaulen wegen der Schwierigkeit, ihre Temperatur genugend scharf zu messen, 
prozentisch kaum genauer ais die Hohe kurzerer Saulen bestimmt werden kann. 

Fur das Gasthermometer konstanten Druckes foIgt aus (34), wenn man von 
. . dv rJJt 1 1 Tp drJJt den Korrekhonstermen absleht -- = - -- + - . - . -- oder da nach (30) 

'dTp M To M To dTp , 

d v = (X • Vo = ~ = ~ (1 + "Po) J_ 
dTp . To M Vo To' 

drJJt Vo + rJJo - rJJt To Vo (36) 
dTp Tp = --T; 

1) N. EUMORFOPOULOS, Proc. Roy. Soc. Ed. 81, S. 339. 1908 u. Ed. 90, S. 189, 1914. 
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Die Empfindlichkeit des Gasthermometers konstanten Druckes ist also nicht 
unabhangig von der Temperatur, sondern nimmt proportional mit dem Quadrat 
ihres absoluten Betrages abo Flir hohe Temperaturen kann das Gasthermometer 
konstanten Druckes deshalb nicht ernstlich in Frage kommen. Der Vorteil 
hoher Empfindlichkeit in tiefer Temperatur wird leider dadurch aufgehoben, 
daB hier die Korrektionen des Thermometers auf die thermodynamische Skala 
betrachtliche Werte annehmen. Zuverlassige Temperaturmessungen wurden mit 
dem Gasthermometer konstanten Druckes bisher nur am Schwefelsiedepunkt 
(t = 444,6°) ausgeflihrt. 

14. GefaBmaterial und Fiillgase bei der Gasthermometrie. Als GefaB~ 
material dient flir alle gasthermometrischen Messungen von den tiefstenlTem­
peraturen bis zu etwa 450° am besten Jenaer Glas 59111. Das wegen seiner 
geringen thermischen Ausdehnung und seiner Warmebestandigkeit bis 1000° 
besonders ausgezeichnete Quarzglas kommt flir die Gasthermometrie kaum in 
Betracht, da es sowohl flir Helium als auch Wasserstoff durchlassig ist. In 
hoher Temperatur muB man sich eines MetallgefaBes, am besten aus Platin­
rhodium bestehend, bedienen.Reines Platin ist zu weich und Platiniridium 
gibt oberhalb 1000° Metalldampfe abo Es ist bemerkenswert, daB die Platin­
metalle bis 1600 ° auch flir Helium vollig undurchlassig sind. 

Man kann Helium also von den tiefsten bis zu den hochsten Temperaturen 
als Fiillgas flir das Thermometer verwenden. Wasserstoff erlaubt zwar noch 
Messungen bis etwa - 250°, doch versagt es in hoher Temperatur wegen seiner 
starken chemischen Affinitat zu Kieselsaure enthaltenden Stoffen und wegen 
seines Diffusionsvermogens durch Metalle. Gegen Stickstoff bestehen in hoher 
Temperatur keine Bedenken, doch muB dies Gas wegen seines verhaltnismaBig 
hohen Siedepunktes flir Messungen unterhalb -180° ausscheiden. 

15. Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten der Fiillgase. Aus den 
Gleichungen (30) und (30a) ist ersichtlich, daB fiir die Ermittelung der Tempe­
ratur die Kenntnis des Ausdehnungskoeffizienten (X bzw. des Spannungskoeffi­
zienten fJ notwendig ist. Diese Koeffizienten sollten bei gegebenem Anfangs­
druck spezifische Konstanten der Gase sein. Doch sind unter scheinbar gleichen 
Bedingungen von verschiedenenAutoren und bei veranderterVersuchsanordnung 
auch von denselben Autoren etwas wechselnde Werte gefunden worden, deren 
Unterschiede die erwartete Fehlergrenze urn das zwei- bis dreifache liber­
schreiten1). Die Ursache hierfiir ist noch nicht aufgeklart, sie konnte in 
einer Wirkung der GefaBwande zu suchen sein. Durch diese Unsicherheit wird 
die Zuverlassigkeit der Gasthermometrie ein wenig beeinfluBt, was besonders in 
den tiefen Temperaturen zur Geltung kommt. Jedenfalls erscheint es notwendig, 
bei jedem Gasthermometer den Koeffizienten (X bzw. fJ zu ermitteln. Die Annahme 
eines Koeffizienten, der mit anderer Anordnung gewonnen wurde, kann nicht 
ohne weiteres als zulassig erachtet werden. 

In der folgenden Tabel1e sind die Spannungs- und Ausdehnungskoeffizienten 
derjenigen Beobachtungsreihen zusammengestellt, bei denen Gasthermometer­
gefaBe von 200 ccm und mehr Verwendung fanden. Bei diesen Werten ist der 
EinfluB der GefaBwande zweifellos gering, da sie auf Messungen beruhen, 
bei denen das Verhaltnis zwischen Volumen und Oberflache des GefaBes ver­
haltnismaBig groBe Werte hat und al1e Einzelheiten der Messung unter groBten 
VorsichtsmaBregeln durchgeflihrt wurden. 

1) Vgl. z. B. VAN AGT U. KAMERLINGH ONNES, Proc. Amsterdam Bd. 28, 5.693. 1925, 
die berichten, daB im Leidener Laboratorium bei Verwendung von gasthermometrischen Ge'­
fliSen aus Quarzglas und aus gewohnlichem Glas unter sonst gleichen Umstlinden verschiedene 
Temperaturen gemessen wurden, wenn man denselben Koeffizienten des Gases verwendete. 
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Urn die einzelnen Ergebnisse leicht miteinander vergleichen zu konnen, 
ist hinter jeder Zahl fur den Ausdehnungskoeffizienten l¥ und den Spannungs­
koeffizienten P die Abweichung von folgenden Formeln angegeben, in denen 
der Anfangsdruck Po in m Hg auszudriicken ist. 

H Ii { 107. ~ = 36604 - 19· Po 
e urn 107.p = 36604 - 4'Po 

{ 107 • ~ = 36604 - 12· Po 
Wasserstoff 107. P = 36604 + 17· Po 

. {107. l¥ = 36604 + 127· Po 
Sbckstoff 107. P = 36604 + 134· Po 

(37) 

Tabelle 1-
Ausdehnungskoeffizient IX und Spannungskoeffizient (J von Gasen in 

Abhangigkeit vom Anfangsdruck Po. 

p. to' 

beob. Nr., , P. 
I 

at. t07 

Jahr Gas 
mHg 

i 
baob. 

A. Beobachtungen von P. CHAPPUIS1). 

1 1887 Pt-lr 1000 H2 0,999 36625 
2 1907 .. 1000 1,000 36600 + 8 36630 
3 1907 verre dur 96-3 .. 1,001 36622 
4 1887 Pt-Ir 1000 N2 0,996 36747 
5 1907 1000 1.002 36732 + 1 36744 
61 1907 .. 1000 1,387 36778 - 2 

36699 
36694 
36696 gl 

1914 Quarzglas 248 0,564 
1914 248 0,553 
1914 248 0,562 

B. Beobachtungen von F. HENNING und W. HEUSE2). 
10 1 1921 Jenaer 297 He 0,50 36589 5 36595 
11 1921 Glas 59 III 297 0,52 36603 + 9 36599 
12 1921 297 0,76 36591 + 2 36598 
13 1921 "297 1,10 36582 - 1 36601 
14 1921 297 .. 1,12 36581 1 36600 
15 1921 297 H2 0,51 36602 + 4 36612 

I APolO' 
beob-ber. 

+ 4 
+ 9 
+ 1 
+10 
+- 6 

+20 
+16 
+ 17 

7 
3 
3 

+ 2 
+ 

16 1921 297 .. 1,10 36590 1 36623 u 
17 1921 297 N2 0,22 36630 2 36626 + 3 
18 1921 297 0,51 36679 + 12 36675 + 3 
19 1921 297 1,11 36742 - 2 36752 0 

16. Die absolute Temperatur des Eispunktes. Die empirisch gewoimenen 
Formeln (37) sind den Beobachtungen im zweiten Teil der Tabelle 1 angepaBt. 
Sie fUhren zu dem Spannungs- bzw. Ausdehnungskoeffizienten y. 107 = 36604 
fUr das ideale Gas und entsprechend zu der absoluten Temperatur des Eispunktes 

To =..!.. = 273,20°. Die Genauigkeit dieser Zahl wird auf + 0,05 ° geschiitzt. 
y 

Die von CHAPPIUS gefundenen Koeffizienten x und P liegen im Mittel urn 
8 Einheiten der letzten Stelle hoher, dem wiirde eine Erniedrigung der absoluten 
Temperatur To urn 0,06° entsprechen. D. BERTHELOT3) folgert in etwas anderer, 
zum Teil auf die Gleichung (18) und (18a) gestiitzten Berechnungsweise aus 
den CHAPPUIsschen Messungen To = 273 ,09 0. Damals lagen noch keine Messungen 
am Helium vor, die fUr die Berechnung von To wesentlich entscheidend sind. Eine 

1) P. CHAPPUIS, Trav. et Mem. du Bureau internat. Bd.6, 1888. Bd. 13, 1907 und 
Bd. 16, 1914. 

2) F. HENNING U. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd. 5, S. 285-314. 1921. 
3) D. BER'rHELOT, Trav. et Mem. du Bureau internat. Bd. 13. 1907. 
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von KEESOM und KAMERLINGHONNES 1) durchgefiihrte kritische Betrachtung aller 
Beobachtungsdaten, fiihrte zu dem Wert To = 273,11, wenn die Messungen 
von HENNING und REUSE iiber den Spannungskoeffizienten des Heliums (der 
einen etwa 0,1 ° haheren Wert fUr To lieferte) unberiicksichtigt blieben. Da aber 
die Beobachter gerade diesen Koeffizienten durch besonders zahlreiche Versuche 
sichergestellt haben, so bleibt in der Darstellung der hollandischen Kritiker eine 
Liicke. Ihre Berechnungen griinden sich auf die Gleichungen (1~) und (18a). 
Das Verfahren ist wegen der noch bestehenden Unsicherheit in den GraBen 
der lsothermenneigung nur verhaltnismaBig geringer Genauigkeit fahig. 

Ubrigens liegen auch die Werte, die man fUr die absolute Temperatur des 
Eispunktes aus den Messungen des Joule-Tomsoneffektes der Luft und dem 
Ausdehnungskoeffizienten der Luft nach CHAPPUIS abgeleitet hat, deutlich iiber 
273,09°. So folgt mit den sehr zuverlassigen Joule-Thomson-Beobachtungen 
von ROEBUCK2) To= 273,15. 

Bis es gelingt, die Beobachtungsmethoden zu verbessern, kann die absolute 
Temperatur des Eispunktes kaum genauer als auf 0,1 ° angegeben werden. Bei 
der Entscheidung zwischen 273,1 ° und 273 ,2 ° diirfte der hOheren Zahl zur Zeit 
die graBere Wahrscheinlichkeit beizumessen sein: Dementsprechend wird vor­
geschlagen 

(38) 
anzunehmen. 

17. Korrektion der gasthermometrischen Temperaturen auf die thermo­
dynamische Skala. Die Reduktion der Angaben des Heliumthermometers 
konstanten Volumens auf die thermodynamische Skala ist auf Grund von lso­
thermenbeobachtungen nach der Gleichung (15 a), sowohl von KAMERLINGH 
ONNES und KEESOM1, 3), als auch von HOLBORN und OTTO"') durchgefUhrt worden. 
Die hollandischen Autoren haben sich auch einer etwas abweichenden Be­
rechnungsweise bedient, indem sie die Neigung der lsothermen "100 bei 100° mit 
den Gleichungen (18) und (18a) aus den Gleichungen (15) und (15 a) eliminierten. 
Man erhalt dann die Beziehungen 

IX-r 
t - tp = tp-- - Po[273 "t - T· "0] r 

t - tv= tv fJ - r - PoT["t - "0]. 
r 

(39) 

(39a) 

HOLBORN und OTTO haben aus ihren Beobachtungen der Isothermen noch die 
Korrektionen fiir eine Reihe anderer Gase und auch fUr das Gasthermometer 
konstanten Druckes abgeleitet. 1m Leidener Kaltelaboratorium dagegen sind 
die Reduktionen fiir andere Gase als Helium durch Vergleich von Gasthermo­
metern verschiedener Fiillung in demselben Bade gewonnen worden. Bei diesen 
Messungen, die von CATH und KAMERLINGH ONNES5) QurchgefUhrt wurden, 
waren die beiden Gasthermometer so miteinander verbunden, daB sie den langen 
Schenkel des Quecksilbermanometers gemeinsam hatten. Diese Eiririchtung 
wird als Differentialthermometer bezeichnet, da sie aus der einstellbaren Hahen­
differenz der Kuppen in den kurzen Manometerschenkeln unmittelbar die Druck­
differenz in beiden Gasthermometern abzulesen gestattet. Der Vorteil vor der 

1) W. H. KEESOM u. H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden, Suppl. Nr. 51 a. 1924. 
2) J. R. ROEBUCK. Proc. Amer. Acad. Bd.60. S.537. 1925. 
3) H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden Nr. 102b. 1907. 
4) L. HOLBORN u. J. OTTO. ZS. f. Phys. Bd. 23. S. 77. 1924; Bd. 30. S. 320. 1924; Bd. 33. 

s. 1. 1925. 
5) P. G. CATH u. H. KAMERLINGH ONNES. Comm. Leiden Nr. 156a. 1922. 
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Beobachtung an zwei getrennten Gasthermometern besteht darin, daB die Ein­
stellung auf eine Quecksilberkuppe erspart wird und daB die Lange der ganzen 
Quecksilbersaule nur maBig genau bekannt zu sein braucht. DafUr wird aber 
ein verhaltnismaBig groBes Bad gleichformiger Temperatur gefordert. 

Die bisherigen Beobachtungen an Isothermen, bei denen die Drucke kaum 
unter 15 Atm. betrugen, hatten zum Ziel, die Eigenschaften der Gase bei hohen 
Drucken zu ermitteln, wahrend die gasthermometrischen Korrektionen sich als 
Nebenresultat ergaben. Wiirde man die beobachteten Punkte in Abb. 2 ein­
tragen, so wiirden aile weit entfernt von den zu P = 0 und P = 1 m Hg gehorenden 
Geraden AC und A'C' liegen; nur der Bezugspunkt, als welcher gewohnlich der 
Eispunkt und der Druck 1 Atm. gewahlt wird, wiirden sich in der Nachbarschaft 

dieser Geraden befinden. Urn fUr dieses Gebiet die Neigung x = (dtpV)p der 

Isothermen zu finden, ist also eine weitgehende Extrapolation erforderlich, die 
nur bei nahe geradlinigen Isothermen moglich erscheint oder es spielt auBer bei 
der Isotherme des Eispunktes die Kenntnis der absoluten Temperatur To des 
Eispunktes eine wichtige Rolle, da nur mit Hilfe dieser Zahl die Schnittpunkte 
der fUr verschiedene Temperaturen ermittelten Isothermen mit der Ordinaten­
achse A C gewonnen werden konnen. 

In Tabelle 2 und Tabelle 3 sind die auf Grund der genannten Messungen 
ermittelten gasthermometrischen Korrektionen zusammengestellt, die gemaB 
den Gleichungen (15) und (15 a) dem Eispunktsdruck Po proportional sind. 

Tabelle 2. 
Korrektionen t - tv von Gasthermometern konstanten Volumens (Temp.fv) mit 
einem Anfangsdruck Po= 1 m Hg auf die thermodynamische Skala (Temp. t). 

a) nach CATR und KAMERLINGR ONNES, b) nach HOLBORN und OTTO. 

Helium Wasserstoff Stickstoff 
t 

I I a b a b a b 

450 0 - + 0,061 0 - - - + 0,19° 
400 - + 0,046 _.- - - + 0,15 
35O - + 0,034 - - + 0,11 
300 -- + 0,023 -- -- - + 0,08 
250 .. - + 0,015 - + 0,032° - + 0,050 
200 - + 0,008 - + 0,017 - + 0,027 
150 --

i 
+ 0,003 - + 0,007 -- + 0,011 

100 - ='= 0,000 - ± 0,000 -
! ± 0,000 

50 - I - 0,001 -- - 0,002 -
I 

- 0,004 
± U,UUOo 

I ± 0,000 ± 0,000° ± 0,000 ± 0,000° ± 0,000 0 

I 
- 50 + 0,001 + 0,003 + 0,007 0,006 + 0,013 + 0,015 
-100 + 0,003 I + 0,008 + 0,017 0,015 + 0,051 + 0,052 
-150 + 0,008 I + 0,014 + 0,035 0,027 + 0,17 -
-183 + 0,015 I + 0,019 + 0,056 0,039 - -
-200 + 0,020 I - + 0,069 - - -I 
-250 + 0,037 - + 0,135 - - [ -

Neuerdings sind die Korrektionen fUr das Wasserstoffthermometcr kon­
stanten Volumens von KEESOM und KAMERLINGH ONNESl) auch auf Grund der 
Lcidener Isothermenbeobachtungen an Wasserstoff bercchnct worden. Sie er­
geben sich hierbei unbedcutend niedriger als in Tabelle 2 angegcben und betragen 
bei -150° + 0,030°, bei -200° + 0,05r, bei -250° + 0,109°. 

Die von den hollandischen und den deutschen Autorcn angegebenen Korrek­
tionen fUr das Gasthermometer konstanten Volumcns weichen in dem Gebiet, 

1) \V. H. KEESOYI U. H. KAMFRLINGR ONNES, Comm. Leiden, Suppl. Nr. 51a. 1924. 
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in dem ein unmittelbarer Vergleich moglich ist, so wenig voneinander ab, daB 
die bisherige Grenze der MeBfehler nicht iiberschritten wird. 

Tabelle 3. 
Korrektion t - tp von Gasthermometern konstan ten Druckes von 1 m Hg 
(Temp. tp) auf die thermodynamische Skala (Temp. t) nach HOLBORN und OTTO. 

t Helium Stickstoff t Helium Stickstoff 

450° +0,012° + 0,67° 100° 0,000° 0,000° 
400 +0,010 +0,55 50 0,000 -0,025 
350 +0,008 +0,43 ° 0,000 0,000 
300 +0,006 +0,32 - 50 +0,002 +0,112 
250 +0,004 +0,225 -100 +0,005 +0,399 
200 +0,002 + 0,132 -150 +0,015 -
150 +0,001 +0,056 -183 +0,029 -

1m allgemeinen sind die Korrektionen fiir das Gasthermometer konstanten 
Druckes groBer als fUr das Gasthermometer konstanten Volumens vom gleichen 
Anfangsdruck. Eine Ausnahme hiervon bildet das Heliumthermometer. 

Handelt es sich darum, gasthermometrische Messungen oberhalb 450 0 auf 
die thermodynamische Skala zurUckzufiihren, so ist man zunachst auf die Extra­
polation der von HOLBORN und OTTO ermittelten Korrektionen angewiesen. Lehnt 
man diese Extrapolation an die friiher 1) fiir diese Zwecke benutzte Zustands­
gleichung von D. BERTHELOT an, so ergeben sich fiir das Helium- und Stickstoff­
thermometer konstanten Volumens folgende Daten: 

Tabelle 4. 
Extrapolierte Werte fur die Korrektion t- t. eines Gasthermometers vom 

Eispunktsdruck Po = 1 m Hg auf die thermodynamische Skala. 

I I-t. 
t 

t -I. 
Helium Sticksloff Helium Stickstoff 

500 0 +0,08 0 +0,24° 900 0 +0,22° +0,70° 
600 +0,11 +0,34 1000 +0,26 +0,83 
700 +0,14 +0,46 1063 +0,29 

I 
+0,86 I 800 I +0,19 +0,59 1100 +0,31 I +0,98 

Diese Korrektionen spielen praktisch nur eine geringe Rolle, da sie fast 
in der Grenze der gasthermometrischen MeBgenauigkeit liegen. Darum stehen 
auch der Extrapolation keine Bedenken entgegen. 

18. Gasthermometer und Knudseneffekt. 1m Bereich sehr tiefer Tem­
peraturen, wie sie zuerst von KAMERLINGH aNNES durch die Verfliissigung des 
Heliums erreicht sind, tritt zu den in Ziff. 17 genannten Korrektionen des Gas­
thermometers noch eine weitere hinzu, die auf dem Knudseneffekt2) beruht. 
Dieser Effekt besteht darin, daB sich in einem Rohr, dessen Durchmesser im 
Vergleich mit der mittleren freien Weglange der Gasmolekiile sehr klein ist, 
Druckunterschiede einstellen, falls langs des Rohres Temperaturunterschiede 
vorhanden sind. 1m Grenzfall eines unendlich engen Rohres ist langs seiner 
Achse der Quotient aus dem Gasdruck p und der Wurzel aus der absoluten 
Temperatur T konstant: p/1/T = konst; wahrend bei geniigend weiten Rohren 
p = konst zu setzen ist. 

1) Vgl. z. B. F. HENNING, Temperaturmessung. Braunschweig 1915. S.269. 
2) M. KNUDSEN. Ann. d. Phys. Bd. 31. S.205. 633; Bd.33. S.1435. 1910. 
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Bei der gasthermometrischen Messung von Temperaturen, die unterhalb 
der normalen Siedetemperatur des Heliums liegen, ist man gezwungen, das Gas­
thermometer mit Helium von so geringer Dichte zu fUllen, daB der Gasdruck P 
stets erheblich unter dem Sattigungdruck bleibt. In gewissen extremen Fallen 
muB deshalb die Druckmessung anstatt mit dem gew6hnlichen Quecksilber­
manometer mit dem KNUDsENschen Hitzdrahtmanometer ausgefiihrt werden. 
Bei so geringen Drucken und geniigend tiefen Temperaturen ist die freie Weg­
lange der Mol~kiile durchaus mit dem Durchmesser der Kapillarrohre des Gas­
thermometers vergleichbar. KAMERLINGH ONNES und WEBERl) haben Tem­
peraturen bis herab von 1,4 0 K mit einem Heliumthermometer gemessen, das 
am Schmelzpunkt des Eises nur einen Gasdruck von etwa 12 mm Hg aufwies. 
In diesem Falle nahm infolge des Knudseneffektes der Druckunterschied zwischen 
dem auf tiefer Temperatur befindlichen ThermometergefaB und dem auf Zimmer­
temperatur befindlichen Manometer einen so hohen Betrag an, daB er eine 
Temperaturkorrektion von 1,1 0 erforderte. 

Die genannten hollandischen Forscher haben die Theorie des Knudsen­
effektes auf beliebige Verhaltnisse des Rohrdurchmessers 2 R zur mittleren 
freien Weglange 2 erweitert. Nach ihren Ausfiihrungen ist die fiir das Gasthermo­
meter wichtige Druckdifferenz (auf graphischem Wege) aus dem Integral 

11. fdP 3 r k1dy 
p = - S}Y[(1 + y) (1 + caY) (1 + n) - ikl] 

(40) 

III 

. 1 . d 2 R d k 4 1 + c1 • c2 • Y . F·· H 1· zu ermltte n, In em y = ~ un 1 = -. zu setzen 1St. ur e mm 
II. 3 1 + Cl • Y 

ist C1 = 0,550; C2 = 2,5; ca = 0,119. Ferner hat fiir dieses Gas n den Wert 
0,147. Er ist aus dem Quotienten der inneren Reibung 'YJ bei den absoluten 
Temperaturen T und To (To = abs. Temperatur des Eispunktes) gemaB der 
Beziehung 

zu bestimmen. 

~= (~)n+O'5 
'1'/0 To 

(40 a) 

Die Grenzen des Integrals sind also nicht nur von der Temperatur, sondern 
auch von dem Druck an den betreffenden Stellen des Rohres abhangig, und 
die Integration kann nur durch Naherungsverfahren vorgenommen werden. 

c) Strahlungsthermometrie. 
19. Schwarze und nicht schwarze Strahler. Die Temperaturmessung aus 

der Warme- oder Lichtstrahlung eines K6rpers beruht auf den oben mitgeteilten 
Gleichungen (20) bis (28). Sie treffen indessen nur zu, wenn der Karper ein 
schwarzer Strahler ist, d. h. das Emissions- und Absorptionsvermagen 1 besitzt. 
Diese Bedingung ist dann erfiillt, wenn die Strahlung aus einem gleichmaBig 
geheizten Hohlraum mit enger Offnung austritt. Man fiihrt darum ein einseitig 
gesehlossenes Rohr oder anders gestaltete kleine Hohlraumstrahler2) in den 
Karper ein, dessen Temperatur gemessen werden solI, und beobaehtet die Strah­
lung aus dem Innern dieses Rohres. 1st der Karper fliissig, so ist anzunehmen, 
daB Rohr und Karper geniigend nahe die gleiehe Temperatur besitzen; weniger 
sieher ist diese Annahme bei der Temperaturmessung von Of eng as en , wenn das 
Rohr gegen kaltere Teile des Of ens ausstrahlen kann. 

') H. KAMERLINGH ONNES u. S. WEBER, Comm. Leiden Nr. 147b. 1915. 
2) F. HOFFMANN u. W. MEISSNER, Ann. d. Phys. Bd. 60, S. 201. 1919 fiihrten Hohl. 

raumstrahler aus Magnesia in fliissiges Gold, Kupfer und Palladium. 
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Haufig sind die Bedingungen der Schwarze des Strahlers nicht erflillbar. 
Wendet man trotzdem die gleichen MeBmethoden an, wie sie fiir die schwarze 
Strahlung gelten, so erhalt man nicht die Temperatur des Strahlers, sondern 
eine andere GroBe, die man als Pseudotemperatur bezeichnen kann. Ihre Be­
ziehung zur wahren Temperatur ist durch das Emissionsvermogen des Strahlers 
eindeutig bestimmt unter der Voraussetzung, daB der Korper frei strahlt und 
kein reflektiertes Licht in das MeBinstrument sendet. Die Pseudotemperaturen 
haben hohe Bedeutung nicht nur in der Beleuchtungstechnik, sondern iiberall 
da, wo es sich darum handelt, einen bestimmten Temperaturzustand eines Korpers 
wieder herzustellen. Die wichtigsten Pseudotemperaturen sind die "schwarze 
Temperatur" und die "Farbtemperatur". Ihr Zusammenhang mit der wahren 
Temperatur kann erst in wenigen besonderen Fallen angegeben werden. 

20. Die schwarze Temperatur. Die schwarze Temperatur eines Strahlers 
ist diejenige Temperatur, weIche ein schwarzer Korper hat, wenn er in einem 
Spektralbereich, d. h. bei einer bestimmten Wellenlange A, die gleiche Strahlungs­
intensitat besitzt wie jener Strahler. Die schwarze Temperatur, weIche besser 
"Intensitatstemperatur" heiBen sollte, ist fiir gewohnlich von Wellenlange zu 
Wellenlange verschieden. Sie werde mit S (in der absoluten Skala) oder mit 
s (in der gebrauchlichen Skala) bezeichnet. Den Zusammenhang zwischen der 
schwarzen und der wahren Temperatur vermitteln die Gleichungen (27) und (29). 
Man erhalt aus ihnen die Beziehungen 

und 

E'(J., T) = A(A, T) • E (A, T) = E (A, S) 

1 1 A 
T = S + C

2 
• InA (A, T). 

(41) 

(42) 

Fiir Eichzwecke von Strahlungspyrometern (Ziff. 33 u. 35) ist es ntitzlich, be­
liebige schwarze Temperaturen einer Wellenlange des sichtbaren Gebietes belie big 
einstellen zu konnen. Hierftir haben sich die "Temperaturlampen" bewahrt, bei 
denen ein Wolframband in neutraler Atmosphare elektrisch zum Gltihen ge­
bracht wird, dessen Helligkeit an einer besonders gekennzeichneten Stelle bis 
zu schwarzen Temperaturen von 2500 0 gentigend genau als zeitlich unver­
anderliche Funktion der Heizstromstarke dargestellt werden kannl). 

Es hat sich gezeigt, daB ftir eine Reihe von Metallen wie Silber, Gold, 
Platin, Iridium das Emissionsvermogen A (A, T), das dem Absorptionsvermogen 
numerisch gleich ist. im sichtbaren Spektral­
gebiet sehr nahe unabhangig 2) von der Tem­
peratur ist, so daB man A (A, T) = 1 - R(A, T) 
aus dem bei Zimmertemperatur gemessenen 
Reflexionsvermogen R (A, T) ableiten kann. 
Bei andern Metallen, wie Tantal und Wolfram, 
scheint sich das Emissionsvermogen im sicht­
baren Gebiet mit der Temperatur etwas zu 
andern. 

Ftir das Emissionsvermogen von Wolfram 
bei A = 0,647 ft und A = 0,665 ft sowie flir 
das Gesamtstrahlungsvermogen A (g) (vgl. 
Zif£. 22) geben FORSYTHE und WORTHING3) 
folgende Zahlen (Tabelle 5). 

Tabelle 5. 
Emissionsverm6gen A (l,T) und 
G esam tstrahl u ngsver m6gen 
A (g) von Wolfram nach FORSYTHE 

und WORTHING. 

T I A('\,T) 
}.~O,467f' I "~O,665f' 

3000K\ 0,505 0,470 
500 0,498 0,466 

1000 0,486 0,456 
1500 0,476 0,445 
2000 0,469 0,435 
2500 0,462 0,425 
3000 0,455 0,415 
3500 0,449 0,405 

A (g) 

0,032 
0,053 
0,114 
0,192 
0,260 
0,303 
0,334 
0,351 

1) F. HENNING, ZS. f. Instrumentenkunde Bd. 46, S. 162. 1926. 
2) L. HOLBORN U. F. HENNING, Ber!. Ber. 1905, S. 311-
3) W. E. FORSYTHE U. A. G. WORTHING, Astrophys. Journ. Bd.61, S. 146. 1925. 
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In naher Obereinstimmung mit diesen Zahlen stehen die kiirzlich von ZWIKKER1) 
angegebenen. . 

Nur fUr groBe Werte von 1 (1) 8 p,) ist die Abhangigkeit des Emissions­
vermogens von der Temperatur aus der elektromagnetischen Lichttheorie zu 
folgem 2), und zwar ist hiemach 

l/r r A(l,T) = 0,365 V T - O,067T + .. " (43) 

wenn r den spezifischen Widerstand (Widerstand eines cm3 - Wtirfels in Ohm) 
des Metalles und 1 die Wellenlange in Zentimeter bedeutet. Weitere Angaben 
tiber die GroBe des Absorptionsvermogens und tiber die Methoden zu seiner 
Bestimmung finden sich in den der Optik gewidmeten Banden dieses Handbuches. 

21. Die Farbtemperatur. Die Farbtemperatur F (in absoluter Zahlung) 
eines Strahlers ist diejenige Temperatur, die ein schwarzer Korper besitzt, wenn 
er dem normalen Auge in der gleichen Farbe erscheint wie der betreffende Strahler. 
Der subjektive Befund kann im idealen FaIle darauf begriindet sein, daB die spek­
trale Intensitat E' (1, T) des Strahlers sich von der spektralen Intensitat des 
schwarzen Korpers von der Temperatur F nur urn einen Proportionalitatsfaktor p 
unterscheidet, der wohl von der Temperatur, aber innerhalb des sichtbaren Ge­
bietes nicht von der Wellenlange abhangt. Dann ist im AnschluB an Gleichung (41) 

E'(l,T) =A(l,T).E(l,T) =E(l,5) =p.E()"F). (44) 

Mit Gleichung (27) folgt hieraus 

C2 ( 1 1) T \F - T = lnp -In A(l, T), (45) 

C2 (1 1 ) T F -5 =lnp. (46) 

Hiernach ist eme Farbtemperatur F nur fUr so1che Strahler vorhanden, bei 
denen 

1 1 
5= F +),,", (47) 

+ c"u (it 1;) 
A (1, T) = P • e T = /' T - . (48) 

ist. In diesen Gleichungen ist zur Abktirzung 

1 
'" = ~ -lnp 

C2 
(49) 

und 1 1 
p,=---T F 

(50) 

gesetzt. Aus (45) und (46) folgt nach Elimination von p 

1 1 

1 1 In A(),l,T) -lnA()'2' T) 4~ - ),2 5 2 

F T 
c2(i -~) 1 1 

---
A1 12 A1 ),2 

(51 ) 

1) C. ZWIKKER, Physic a Bd. 5, S.249. 1925. 
2) P. DRUDE, Verh. d. D. Phys. Ges. Btl. 5, S . .142. 1903. 
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Fur graue Strahler, d. h. fUr so1che, bei denen sich das Emissionsvermogen 
mit der WellenHinge nicht andert, muB nach Gleichung (48) ft = 0 oder nach 
Gleichung (50) F = T sein. Fur sie ist also die Farbtemperatur gleich der wahren 
Temperatur. Bei Metallen nimmt im allgemeinen A (,1" T) mit zunehmender 
Wellenlange abo Dann ist nach Gleichung (51) F> T. Da fUr alle Strahler 
5 :::; T, so ist es also bei denjenigen Metallen, fUr die eine Farbtemperatur an­
gegeben werden kann, moglich, die wahre Temperatur T durch rein optische 
Messungen in zwei Grenzen einzuschlieBen. Die Erfahrung zeigt, daB T meist 
betrachtlich naher an F als an 5 liegt. . 1 1 

Die GroBe Z;, die sich gemaB Gleichung (47) aus der Differenz ~ - 5 
~1 2 

der reziproken schwarzen Temperaturen fUr zwei Wellenlangen 21 und 22 ab­
lei ten laBt, andert sich sehr wenig mit der Temperatur. Sie kann als Mall fUr 
die Selektivitat eines Strahlers gelten. Fur Platin ist sehr nahe Z; = 1000' 10- 7 

und fUr Wolfram Z; = 650' 10- 7• 

22. Gesamtstrahlungsvermogen von Metallen. Urn das Gesetz fUr die 
Gesamtstrahlung eines Korpers abzuleiten, muB sein Emissionsvermogen als 
Funktion der Wellenlange und der Temperatur bekannt sein. Das Verhaltnis 
zwischen der Gesamtstrahlung eines Korpers und der Gesamtstrahlung des 
schwarzen Korpers gleicher Temperatur heillt das Gesamtstrahlungsver­
mogen A(g). 

Unter der Annahme allgemeiner Gultigkeit der Gleichung (43) wurde man 
erhalten 1) 

A(g) = 0,574(y· T)O,5 - O,177(yT) + ... (52) 

Diese Beziehung kann mit genugender Naherung nur zutreffen, wenn es sich 
urn die Strahlung eines Metalls von nicht sehr hoher Temperatur handelt, da 
sonst ein erheblicher Beitrag der Gesamtstrahlung auf das Gebiet der kurzen 
Wellen entfallt, fUr die Gleichung (43) nicht gilt. Handelt es sich urn die Strah­
lungsenergie, die das Metall nach allen Richtungen in den Halbraum aussendet, 
so bedarf die Gleichung wegen der nicht strengen Erfi.i11ung des LAMBERTschen 
Gesetzes noch einer Korrektion, die nach der Berechnung von D~VISSON und 
WEEKS2) fUr Platin eine Erhohung des Koeffizienten A (g) urn etwa 20% aus­
macht. 

Vielfach wird das Gesamtstrahlungsvermogen durch einen rein empirischen 
Ausdruck der Form 

A(g) = a. Tb (53) 

dargestellt. LUMMER und PRINGSHEIM3) fanden fur Platin b praktisch gleich 1. 
Nach LUMMER4) erhalt man fUr die Gesamtstrahlung des Platins zwischen 100 
und 1500 0 G' = 1,40 . 10 -16 T5 cal. cm - 2 • sec -1 grad - 5, also folgt hiernach, da 
fUr den schwarzen Korper entsprechend G = 1,37· 1O- 12T4 zu setzen ist, ffir 
das Gesamtemissionsvermogen des Platins A(g) = 1,0· 1O- 4 T. GEISS5) gibt 
an, daB fUr Platin im Temperaturgebiet von 200 bis 1300 0 die Konstanten 
a = 6,22.10- 4 und b = 0,767 zu setzen sind. Das Gesamtstrahlungsvermogen fUr 
Wolfram ist in Tabelle 5 dargestellt. 

1) E. ASCHKINASS, Ann. d. Phys. Bd. 17, S. 960. 1905 u. P. D. FOOHE, Journ. 
Washington Acad. Bd 5, S. 1. 1915. 

2) C. DAVISSON u. J. R. WEEKS, Phys. Rev. Bd. 17, S.261. 1921. 
3) O. LUMMER U. E. PRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 1, S. 215. 1899. 
4) O. LUMMER, Grundlagen, Ziele und Grenzen der Leuchttechnik, S. 106. Miinchen 

u. Berlin: Oldenburg, 1918. 
0) W. GEISS, Physica Bd. 5, S. 203. 1925. 
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23. Energiemaximum beliebiger Strahlen. Aus Gleichung (27) und (29) 
folgt, daB zwischen der Temperatur eines beliebigen Strahlers und der Wellen­
Hinge ~m seiner maximalen Energie die Beziehung 

1. [SA. A. 2 1 dA(A., T)] (54) 
T = C; - C; A(A., T)· dA. hAm 

Fh . 'd B'h 1 SA",. gilt. ti rt man nun eme GroBe .T nach er eZle ung -T' = ~~-- eln, so 
c2 

erkennt man, daB T' nur dann mit T in Ubereinstimmung steht, wenn das 
Emissionsvermogen A (A., T) unabhangig von der Wellenlange ist, wenn es sich 
also urn einen schwarzen odet grauen Strahler handelt. In allen andern Fallen ist 

1 1 A.2 1 d A (J., T) 
1" = T + C; X(J.,T)· d). 

1 
T 

d In A (J. , T) 

C2 .dC) . (55) 

Der Vergleich dieser Gleichung mit Gleichung (51) lehrt, daB T' gleich der Farb­
temperatur Fist, so daB also 

1 1 52", 
T' F C2 

(56) 

Diese Gleichung steht in naher Beziehung zu Gleichung (26). Der etwa 1 % 
betragende Unterschied in dem Zahlenfaktor rtihrt daher, daB Gleichung (26) 
aus der PLANcKschen Strahlungsgleichung (23), dagegen Gleichung (56) aus der 
WIENschen Strahlungsgleichung (27) abgeleitet ist. 

24. Umformung der PLANcKschen Strahlungsgleichung fur sehr hohe 
Temperaturen. 1st, wie bei vielen Fixsternen, die Temperatur so hoch, daB 
die WIENsche Strahlungsgleichung (27) nicht mehr verwendet werden darf, 
und muB man sich der PLANcKschen Strahlungsgleichung (23) bedienen, so ist 
die Berechnung der Temperatur aus dem monochromatischen Helligkeitsver­
haltnis recht unbequem. Indessen sind durch gute Naherungsrechnungen er­
hebliche Vereinfachungen maglich. 

Flir Temperaturen T> 3000 ° setzt man 

E(J., T) = 
Cl}~ - 5 

c, (57) 
e!.'l' - 1 1 -- e J.T 

indem man zwei GraBen y und y' einftihrt, die zwar von der Temperatur, aber 
praktisch nicht von der Wellenlange abhangen. Sie mtissen die Bedingung 

( - -"'-) 1 In 1 - e I.T =)' + 'Ii" (58) 

erftillen. Setzt man mit WILSING 1) 

)" = 0,0173 (T - 3000) .10- 3 , (59) 

so erhalt man folgende Werte von y, die nahezu unabhangig von der \Vellen­
Hinge zwischen J. = 0,5 und }, = 0,675 /1 gelten: 

T = 5000 
)' = - 0,067 

10000 
-0,295 

15000 
-0,568 

20000 
-0,842 

30000 OK 
-1,38. 

1) J. \VILSING, Pllb!. d. Astrophys. Ohserv. Potsd~m Nr. 7(,. 192(). 



Ziff. 25. Strahlungsgleichung fur sehr hohe Temperaturen. Cesamtstrahipyrometer. 545 

Nach Gleichung (57) findet man fur das b~i derselben Wellenlange 1 gemessene 
Intensitatsverhaltnis zweier schwarzer Strahler von den sehr hohen Temperaturen 
Tl und T2 

E(l, T l ) C2 ( 1 1) 173.10-7 

In E(l, T 2) =;: T2 - Tl + --},~(T2 - T 1) + (Y2 - Yl)' (60) 

Liegt die Temperatur T2 des Vergleichsstrahlers unter 3000 0 K, so ist Y2 = 0, 
und auf der rechten Seite der Gleichung (60) ist im zweiten Gliede - Tl statt 
T2 - Tl zu setzen. Zur Auffindung des y-Wertes muB die gesuchte Temperatur 
zunachst naherungsweise bekannt sein. 

Handelt es sich nicht urn einen schwarzen Strahler, so sind gemaB 
Gleichung (41) statt der wahren Temperaturen T die schwarzen Temperaturen 5 
zu setzen. Zu bemerken ist noch, daB auBerhalb des Bereiches des WIENschen 
Strahlungsgesetzes auch die Gleichungen (45) bis (51) ihre Gultigkeit verlieren. 

25. Instrumente zur Temperaturmessung aus der Gesamtstrahlung und 
dem Energiemaximum. Von den Pyrometern, bei denen die Temperaturmessung 
auf die Gesamtstrahlung eines Korpers gegrundet wird, sei zunachst kurz an 
das Instrument von FERY erinnert, welches darauf beruht, daB die Strahlung 
von einem Hohlspiegel aufgefangen und auf die in seinem Brennpunkt befindliche 
Lotstelle eines Thermoelements aus Eisen-Konstanten geworfen wird. Ein Zeiger­
galvanometer dient dazu, nach empirischer Eichung aus der elektromotorischen 
Kraft des Elements auf die Temperatur des Strahlers zu schlieBen. Die Eichung 
erfolgt vor einem schwarzen Korper. Die Verwendung des Instruments vor 
andern Strahlern fUhrt zu sehr groBen Fehlern, da das Emissionsvermogen 
fUr die Gesamtstrahlung bei vielen Korpern (Ziff. 22) sehr erheblich von 1 ver­
schieden ist. Aber auch bei schwarzen Strahlern gehorcht die Eichung des 
Instruments nicht dem STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz von der 4. Potenz der 
Temperatur (Ziff. 8), da jedes Spiegeimetall Gebiete selektiver Reflektion auf­
weist, die den einfachen Verlauf der Eichkurve storen, sobald das Energie­
maximum der Strahlung in die Nahe des selektiven Gebiets ruckt. 

Das Ardometer von KEINATHl) ist nach demselben Prinzip gebaut wie das 
FERYSche Instrument mit der Abanderung, daB der Spiegel, dessen Reflexions­
vermogen leicht zeitliche Anderungen erfahrt, durch eine Glaslinse ersetzt 
wurde. Es ist in seinen wesentlichen Teilen in Abb. 4 dargestellt. Die Strahlung 
£alIt durch die Objektivlinse Ll und die Blende B 
auf die Lotstelle Th des Thermoelements. Die Okular­
linse L2 gestattet, das Instrument so auf den Strahler 
zu richten, daB man feststellen kann, ob die Blende B 
vollstandig mit Licht ausgefUllt ist und somit die 
notwendige Vorbedingung fUr richtige Messung ge­
geben ist. Das Thermoelement befindet sich in einer 
evakuierten Glasbirne und besteht aus zwei 0,03 mm 
dicken Drahten aus Nickelchrom und Konstanten, Abb.4. Ardometer. 
die an ihrer Kreuzungsstelle durch ein kleines ge-
schwarztes Platinblattchen verbunden sind. Man erhalt bei einem schwarzen 
Strahler von 1400 0 eine Thermokraft von 0,015 Volt, so daB eine sehr be­
friedigende relative MeBgenauigkeit moglich ist. Doch gelten wegen der Ab­
sorption der Strahlung durch das Glas der Linse und der Birne des Thermo­
elements' die bei dem FERYSchen Instrument genannten Einschrankungen fUr 
das Ardometer in erhohtem MaBe. 

1) Vgl. G. KEINATH, Elektrische Temperaturme13gerate. Munchen u. Berlin 1923. 

Handbuch der Physik. IX. 35 
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Die Gesamtstrahlpyrometer, von denen noch eine Reihe weiterer Aus­
fiihrungsformen im Handel ist, kommen weniger flir wissenschaftliche als flir 
technische Zwecke in Frage. Sie fordern zur Ausftillung der wirksamen Blende 
mit Licht einen ziemlich groBen gleichmaBig leuchtenden Strahler. Gertihmt 
wird, daB ihre Angaben automatisch registrierbar aufgezeichnet werden k6nnen, 
ein Vorzug, den die optischen Pyrometer nicht besitzen. 

Bei genauen Temperaturmessungen kann man sich nur auf das Gesetz 
der Gesamtstrahlung sttitzen, wenn man sich sorgfaltig geschwarzter Flachen­
bolometer bedient, deren Wirksamkeit darauf beruht, daB Platinbander durch 
die auftreffende Strahlung erwannt werden, und aus der ErhOhung ihres elektri­
schen Widerstandes die zugeftihrte strahlende Energie zu berechnen erlauben. 
Nach Gleichung (20) erhaIt man aus dem Verhaltnis G1/G2 der Gesamtstrahlungen 
bei zwei TEmperaturen Tl und T 2 , von denen Tl als unbekannt angenommen 
sei, die Beziehung 

(61) 

Hierbei bedeutet Tu die Temperatur des Bolometers. Eine eingehende Diskussion 
tiber die bei diesen Messungen zu beachtenden VorsichtsmaBregeln (tiber die 
naher in dem Kapitel tiber die Warmestrahlung ds. Handb. Bd. XX zu sprechen 
ist) wurde u. a. von VALENTINER1) und GERLACH 2) angestellt. 

Auch Temperaturmessungen auf Grund des WIENschen Verschiebungs­
gesetzes [Gleichungen (22) und (22a)] k6nnen nur mit Hilfe von Thermosaulen 
und Bolometern ausgeflihrt werden, die in diesem Falle in Form sehr schmaler 
Streifen auszubilden sind, da es darauf ankommt, innerhalb des Spektrums 
die Energie schmaler Wellenlangenbereiche zu ermitteln. WARBURG3) hat in 
Gemeinschaft mit LEITHAUSER und JOHANSEN eine sehr empfindliche Form 
cines solchen Bolometers (Vakuumbolometer) konstruiert und seine Hand­
habung beschrieben. Ftir denselben Zweck dtirfte auch das Vakmimthermo­
element von MOLL und BURGER') sehr geeignet sein, dessen Schenkel eine Dicke 
von nur etwa 1 It besitzen Urn das Energiemaximum zu ermitteln, mull ein 
Teil des Energiespektrums durchgemessen werden. Hierbei sind eine Anzahl 
wichtiger Korrektionen zu beachten. Die bei den einzelnen Wellenlangen ge­
fundenen Intensitaten mtissen nach der RUNGESchen5) Formel auf unendlich 
schmalen Spalt und unendlich schmale Bolometerbreite ·reduziert werden, ferner 
sind sie von dem Einflull selektiver Lichtschwachung durch die Spiegel oder 
Linsen des Spektrometers zu befreien, und endlich mtissen sie mit Hilfe der 
Dispersion des Prismas auf das Normalspektrum reduziert werden. 

Die Temperaturmessung aus der Intensitat oder Wellenlange des Energie­
maximums wird die Methode der Isothermen genannt, da sie Intensitatsmessungen 
bei konstant gehaltener Temperatur des Strahlers erfordert. 

26. Die optische Pyrometrie. Die wichtigsten Instrumente zur Tem­
peraturmessung aus der Strahlung eines K6rpers sind die optischen Pyrometer. 
1m Prinzip handelt es sich bei den verschiedenen Ausfiihrungsformen dieser 
Instrumente darum, bei einer bestimmten Wellenlange ;. des sichtbaren Liehts 

1) s. VALENTlNER. Ann. d. Phys. Bd. 31. S.275. 1910; Bd.39. S.489. 1912; Bd.41. 
S. 1056 u. S.1059. 1913. 

2) W. GERLACH. Ann. d. Phys. Bd.38. S.1. 1912; Bd.40. S. 701; Bd. 41. S.99; 
TId. 42. S. 1163 u. 1167. 1913. 

3) E. WARBURG. G. LEITHAUSER u. Ed. JOHANSEN. Ann. d. Phys. TId. 24. S. 25.1907; 
TId. 40. S. 609. 1913. 

4) W. J. H. MOLL U. H. C. BURGER. ZS. f. Phys. TId. 32. S.575. 1925. 
Ii) C. RUNGE. ZS. f. Math. u. Phys. Bd.42, S.205. 1897. 
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die Strahlungsenergien E1 und E2 eines schwarzen Strahlers bei zwei verschiedenen 
Temperaturen T1 und T 2 , von denen die eine (T2) als bekannt vorausgesetzt 
wird, wahrend die andere (T1) gesucht wird, miteinander zu vergleichen. Da 
es allein auf das Verhaltnis tJ) = E1 : E2 ankommt, so kann statt der Energie E 
die spektrale Flachenhelligkeit h eingefUhrt werden. Dann geht Gleichung (28) 
tiber in 

(62) 

Diese Beziehung heiBt auch die Gleichung der Isochromate. 1st das Produkt 1· T 
so groB, daB statt der WIENschen Strahlungsgleichung [Gleichung (27)] diejenige 
von PLANCK [Gleichung (23)] herangezogen werden muB, so ist die Gleichung 
der Isochromate weniger einfach, da sie nicht nach den Temperaturen aufge16st 
werden kann. 1m Prinzip entstehen dadurch keine Schwierigkeiten. 

Unter der Annahme, daB T2 konstant bleibt, andert sich das Verhaltnis 
h (1, T 1) : h (1, T 2) urn so starker mit der Temperatur T l' je ktirzer die Wellen­
lange 1 ist. Bei der optischen Pyrometrie wird meist im roten Licht beobachtet, 
weil man bei dieser Farbe den MeBbereich des Pyrometers am weitesten nach 
tie fen Temperaturen ausdehnen kann. Nimmt man die Flachenhelligkeit eines 
schwarzen K6rpHs am Goldschmelzpunkt (T2 = 1336° K oder t2 = 1063°) 
als Einheit an, so besitzt die Flachenhelligkeit des schwarzen K6rpers bei 
der Temperatur T1 = t1 + 273 ° und der Wellenlange 1 = 0,656 J-t folgende 
Werte (Tabelle 6). 

Da man mit den opti­
schen Pyrometern Hellig­
keitsunterschiede von 1 bis 
2 % feststellen kann, so ist 
eine betrachtliche Genauig­
keit der Temperaturbestim­
mung m6glich, namlich etwa 
0,7° bei 1000°, 2° bei 
1500°, 10° bei 3000°. 

Ftir nicht schwarze 

Tabelle 6. 
Abhangigkeit der monochromatischen Hellig­
keit (2 = 0,656 f') eines schwarz en Korpers von 

der Temperatur. 

500° 
750 

1000 
1063 
1500 

h(J.,T) 

0,6894.10- 5 

0,6792.10- 2 

0,4464 
1,0000 
0,5460. 102 

2000° 
2500 
3000 
3500 

h().,T) 

0,8349' 103 

0,4702.104 

0,1563.105 

0,3780,105 

Strahler mit den verschiedenen Strahlungsintensitaten E'(l, T 1) und E"(l, T 2) 

erhalt man mit Hilfe von Gleichung (41) an Stelle von Gleichung (62) die Beziehung 

(63) 

Bei der praktischen AusfUhrung der Messungen handelt es sich nicht urn spektrale 
Flachenhelligkeiten h' und h" bei einer bestimmten Wellenlange 1, sondern 

)'2 )., 

urn die Helligkeiten H' = J h' d 1 und H" = Jh" d 1 in einem Spektralbereich 
)" )" 

)'2 - AI' der unter Umstanden betrachtliche Breite besitzen kann. Aber auch in 
diesem Fall werden die Gleichungen (62) und (63) als giiltig angesehen, wenn 
statt der Wellenlange 1 die sog. effektive Wellenlange 1. eingeftihrt wird. In 
Rticksicht auf die fUr die Farbtemperatur F bestehenden Beziehungen (Ziff. 21) 
gilt fUr das Helligkeitsverhaltnis zweier Strahler mit verschiedener Selek­
tivitat ~1 und ~2 [vgl. Gleichung (47)]. 

In :;,~?, ~~) = In tJ) = ~: (;2 - ;J = ~: (;; - ;-J + C2 (~2 - el) . (64) 

35* 
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Vergleicht man die Helligkeit eines schwarzen Korpers bei verschiedenen 
Temperaturen Tl = Fl (,"1 = 0) mit einer auf konstanter Temperatur Ta ge­
haltenen Lichtquelle der Selektivitat ,"2 bei zwei verschiedenen Wellenlangen, 
so laBt sich die Temperatur Tl = 11 angeben, bei der das Helligkeitsverhaltnis 
fUr beide Wellenlangen den gleichen Wert besitzt. (Schnittpunkt der Iso­
chromaten.) Gleichung (64) lehrt, daB n = F 2, d. h. gleich der Farbtemperatur 
des konstant temperierten Vergleichsstrahlers ist. .. 

Ober den Betrag der Strahlungskonstanten C2 und die Ermittelung der effek:: 
tiven Wellenlange A.. handeln die Ziff.31 und 32. 

27. Das Pyrometer von LE CHATHLIER. Bei dem von Le CHATELIER1) an­
gegebenen und spater von FERy2) verbesserten Pyrometer bleibt die Ver­
gleichslichtquelle stets auf derselben Temperatur T 2, und das Helligkeitsver­
haltnis cJ> wird durch ein absorbierendes Medium kontinuierlich veranderlicher 

Dicke, gewohnlich durch eine aus zwei Grauglaskeilen 
~ zusammengesetzte Platte (vgl. Abb. 5), bestimmt. 

Sieht man von dem Lichtverlust durch Reflektion 
Abb. 5. Keile zur Licht- an den Grenzflachen ab, so schwacht eine so1che Platte 

schwachung. der Dicke P das Licht urn den Faktor 1: cJ> = rap, 

wenn a den Extinktionskoeffizienten des absor­
bierenden Mediums bedeutet. Man erhalt dann In cJ> = a· P und nach Gl. (64) indem 
man S2 und ),. mit in die Konstanten C1 und C2 einbegreift und 51 durch 5 ersetzt 

1 
5 = Cl - C2 • P. (65) 

Durch empirische Eichung bei zwei Temperaturen sind die beiden Konstanten 

Cl = S1 und C2 = A. •• a bestimmbar, und man erhalt die beliebige Temperatur 5 
2 C2 

dann aus der Dicke P der absorbierenden Schicht. Die Wellenlange ),. wird 
durch ein farbiges Filter festgelegt. 1m Gesichtsfeld des LE CHATELIERschen 
Pyrometers erscheinen nebeneinander zwei beleuchtete Flachen, von denen die 
eine ihr Licht von dem Strahler, die andere von der Vergleichslichtquelle erhalt. 
Das strahlende Objekt ist also nicht in seinen Einzelheiten sichtbar. 

28. Das Pyrometer von WANNER. Dasselbe gilt von dem Pyrometer 
von WANNER 3), das auch auf dem gleichen Prinzip beruht wie das LE CHATELIER­
FERYSche Instrument. Nur wird die Lichtschwachung nicht durch eine absor­
bierende Glasschicht veranderlicher Dicke, sondern wie im KONIGSchen Photo­
meter durch eine Polarisationseinrichtung bewirkt. Der Strahler und die Ver­
gleichslichtquelle beleuchten je einen Teil des Objektivspaltes und je eine von 
zwei Flachen, die im Gesichtsfeld nebeneinander erscheinen. Durch ein WOLA­
SToNsches Prisma wird bewirkt, daB das Licht der einen Flache senkrecht zu 
demjenigen der andern Flache polarisiert ist, indem man nach Aufspaltung 
der unpolarisierten Strahlen in die beiden polarisierten Anteile die eine FHi.che 
nur durch den ordentlichen Strahl, die andere nur durch den auBerordentlichen 
Strahl beleuchtet. Durch Drehung eines Nikols, der als Analysator dient, 
kann man beide Flachen auf gleiche Helligkeit einstellen. 

Werden die zu den beiden Flachen gehorigen Amplituden der Lichtschwingung 
vor dem Analysator der GroBe und Richtung nach durch die Strecken OB und OA 
(Abb.6) dargestellt, und ist die Polarisationsrichtung OC des Analysators gegen 

1) H. LE CRATELIER, Journ. de phys. Ed. 1, S. 185. 1892. 
2) CR. FERY, Journ. de phys. Ed. 3, S. 32. 1904. 
3) H. WANNER, Phys. ZS. Ed. 1, S. 226. 1900. 
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die Riehtung OA urn den Winkel g; gedreht, so sind die Amplituden des Lichtes, 
welches den Analysator durchsetzt hat, durch die Komponenten der GraBen OA 
und OB in Riehtung OC gegeben, d. h. durch die Betrage OA'= OA . cosg; 
und 0 B' = 0 B sin g; . Das Intensitatsverhaltnis (welches dem Quadrat der 
Amplitude proportional ist) der beiden Lichtquellen hat vor dem Analysator 
den Wert OA2: OB2 und hinter dem Analysator den Wert OA2 cos2g;: OB2 sin2 g). 
Urn das Intensitatsverhaltnis (jj = OA2: OB2 zu bestimmen, ist derjenige Wert 
von g; aufzusuchen, fUr den beide Felder 
im Gesichtsfeld des Instruments gleiehe 8 
Helligkeit besitzen, d. h. fUr den 
OA2 cos2 g; = OB2 sin2 g; ist. Hieraus folgt 
dann OA2: OB2 = tg2g; = (jj und mit 

c 

Gleiehung (64) 2lntg<p =c; [; _;], 
• 2 1 

wenn der Winkel g; von der Polarisations- 0 

riehtung OA, die dem Strahler der zu- Abb. 6. LichtschwachungdurchPolarisation. 
nachst unbekannten Temperatur 51 zu-
zuschreiben ist, gezahlt wird. Fiihrt man die Bedingung ein, daB die Tem­
peratur 52 der Vergleichslichtquelle stets ungeandert bleibt, so ist die letztc 
Gleichung in der Form 

1 1 - = - = Cl - C2ln tgg; 
5 51 

(66) 

zu schreiben, in der, ebenso wie bei dem Instrument von LE CHATELIER, C1 = ~ 
und C2 = 2 A.. zwei Konstante bedeuten, die empirisch bestimmt werden kannen~ 

c2 

wenn die Helligkeiten eines Strahlers bei zwei bekannten Temperaturen gegeben 
sind Die Wellenlange 1. wird bei dem Wannerpyrometer meist durch ein 
Farbglas festgelegt, doch kann sie auch durch spektrale Zerlegung des Liehts 
gewonnen werden. In diesem Falle bedient man sieh eines Spektroskops mit 
gerader Durchsieh t. 

HOFFMANN1) hat zum Teil in Gemeinschaft mit MEISSNER2) zahlreiehe Tem­
peraturmessungen mit einem etwas abgeanderten KONIG-MARTENsschen Spektro­
photometer durchgefUhrt, das nur unwesentlich von dem Wannerpyrometer 
verschieden ist. Bei jenem Instrument liegt die brechende Kante des Prism as 
horizontal, und das den Okularspalt tragende Fernrohr ist schrag nach oben 
gerichtet. Ais Vergleiehsstrahler diente eine beleuchtete Mattglasscheibe, deren 
Licht mittels eines total reflektierenden Prismas auf die eine Halfte des Kolli­
matorspaltes geworfen wurde, wahrend man auf der andern Halfte dieses Spaltes 
mittels einer Linse den Strahler, dessen Temperatur gemessen werden sollte, ab­
bildete. Auf diese Weise ist es moglich, falls die VergroBerung der Projektions­
linse ausreieht, die Temperatur von Strahlern geringer Ausdehnung oder be­
stimmter Teile der Strahler zu messen. 

SolI die Temperatur gliihender Metalle oder anderer Korper, die polarisiertes 
Licht aussenden, bestimmt werden, so ist bei allen Instrumenten, bei denen 
eine Polarisationseinrichtung zur Liehtschwachung dient, Vorsieht geboten. 

29. Das Gliihfadenpyrometer. Das gebrauchlichste Instrument zur op­
tischen Messung von Temperaturen ist das von HOLBORN und KURLBAUM 3) 

zuerst angegebene Gliihfadenpyrometer. Es besitzt vor dem Wannerpyrometer 

1) F. HOFFMANN, ZS. f. Phys. Bd.27. S.285. 1924. 
2) F. HOFFMANN U. W. MEISSNER. Ann. d. Phys. Bd.60. S.201. 1919. 
3) L. HOLBQRN U. F. KT)'RLBAUM, Berl. Ber.1901, S. 712; Ann. d.Phys. Bd.10, S. 225.1903. 
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und dem Pyrometer von LE CHATELIER-FERY den groJ3en Vorzug, daJ3 das 
Objekt auch bei spektraler Zerlegung1) in allen seinen Einzelheiten gesehen werden 
kann, so daJ3 bei Anwendung einer vergroJ3ernden Optik 2) auch sehr kleine 
Gegenstande oder einzelne Teile ungleichmaJ3ig leuchtender Strahler auf ihre 
Temperatur untersucht werden konnen. 

Das Prinzip des Gliihfadenpyrometers solI an den Abb. 7 und 8 erlautert 
werden, die das mit spektraler Zerlegung und vergroJ3ernder Optik ausgeriistete 
Instrument und den Strahlengang im Farbglaspyrometer darstellen. Das eigent­
liche Pyrometer ist der Teil zwischen der Linse L7 und der Blende B. Die zwischen 
den Blenden B und D befindliche Anordnung stellt die Vorrichtung zur spektralen 
Zerlegung dar. Sie kann durch ein bei B eingeschaltetes Farbglas ersetzt werden. 
Von dem strahlenden Objekt A, dessen Temperatur gemessen werden soIl, wird 
durch das Linsensystem Ls L7 ein reelles Bild A I am Ort des Gliihfadens der Pyro­
meterlampe G entworfen. Durch die Okularlinse L3 sieht man im virtuellen Bild zu­
gleich das Objekt und den Gliihfaden scharf. Die Stromstarke i der Pyrometerlampe 

Abb· 7. 
L-1;::::ru:!!!~tP:=1N Spcktralpyromctcr . 

o 
wird nun so eingestellt, daJ3 der Gliihfaden die gleiche Helligkeit wie das Objekt 
bcsitzt. Nachdem die Pyrometerlampe - etwa vor einem schwarzen Korper 
verschiedener Temperatur - geeicht ist, kann man umgekehrt aus ihrer Strom­
starke auf die Temperatur des Strahlers gleicher Helligkeit schlieJ3en. Bei dem 
Gliihfadenpyrometer bleibt die Vergleichslichtquelle also nicht auf konstanter 
Temperatur, sondern sie wird in meJ3barer Weise geandert. Kontinuierlich 
veranderliche Lichtschwachungen werden somit nicht gebraucht. Die in der 
Abbildung 7 dargestellten Linsen L4 und Ls dienen zur VergroJ3erung des Gesichts­
feldes, wahrend die Linsen Ls und L7 fUr die geometrische VergroJ3erung des 
Objekts in seinem bei G bzw A' entstehenden Bilde entscheidend sind. Es ist ohne 
Schwierigkeit moglich, diese VergroJ3erung im Verhaltnis 4: 1 zu bemessen und 
durch das Okular die VergroJ3erung 5: 1 zu bewirken, so daB das Objekt etwa 
20fach, der Gliihfaden dagegen nur S fach vergroJ3ert erscheint. 

Bei dem Spektralpyrometer fallt die Strahlung des Objekts und des Gliih­
fadens, nachdem beide die Revolverblende B durchschritten haben, auf den 
Objektivspalt E der Spektraleinrichtung. Das Kollimatorrohr K und das Fern­
rohr F sind im rechten Winkel fest zueinander montiert, und das ABBEsche 
Flintglasprisma P ist mittels des Hebelarmes H und der Mikrometer-

1) F. HENNING, ZS. f. Instrkde. Bd. 30, S.61. 1910. 
2) F. HENNING U. W. HE USE. ZS. f. Phys. Bd. 16, S.63. 1923; Bd.29, S. 157. 1924. 
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schraube MN drehbar, so daB Licht beliebig einstellbarer Wellenlange auf den 
Spalt D geworfen wird. . Die Linsen LI und L2 (Abb. 7) sind so eingerichtet, 
daB der Spalt E in der Ebene des Spaltes D scharf abgebildet und das Prisma P 
von parallelen Lichtbiindeln durchsetzt wird. Zugleich dient Ll fiir den durch 
D blickenden Beobachter als Lupe, urn das bei L2 entstehende reelle Bild des 
Objekts und des Gliihfadens zu betrachten. 

Die Nuten bei R dienen zur Aufnahme von Rauchglasern fUr die Licht­
schwachung, falls Strahler groBer Helligkeit betrachtet werden. 

In der schematischen Darstellung Abb. 8 ist die Linse L3 als Lupe gezeichnet, 
wie es bei dem Farbglaspyrometer der Fall ist. Fiir die Flachenhelligkeit, mit 
der die Abb. A' des Gegenstandes A und der Biigel der Pyrometerlampe erscheint, 
ist der raumliche Winkel iX l maBgebend, der kleiner sein muB als der vom Gegen­
stand herriihrende Lichtkegel mit dem Offnungswinkel iX 2, da andernfalls ver­
schieden groBe Lichtkegel von den beiden zu vergleichenden Lichtquellen ins 
Auge fallen wiirden und eine Photometrie unmoglich ware. Durch den raumlichen 
Winkel iX l ist fUr das beobachtende Auge auch die Flachenhelligkeit des Gegen­
standes A eindeutig gegeben, wie 
folgende Oberlegung zeigt: 

Wird die absolute Flachen­
helligkeit des Gegenstandes A 
mit J bezeichnet, so ist der ganze 
von der Flache 1 cm 2 auf die 
Linse Ls' L7 fallende Lichtstrom 
proportional iX3J. Unter der An­
nahme, daB in den Linsen kein 
Lichtverlust eintritt, fallt derselbe 
Lichtstrom auf die Flache V cm2 

des Bildes A', wenn V die Ver­

---

An 

Abb. 8. Strahlengang beim optischen Pyrometer 
mit VergroBerung des Objekts. 

groBerung bezeichnet. Da auBerdem durch die Linsen Ls' L7 der Strahlen­
kegel von iX3 auf iX2 = iX~ verandert wird, so ist bei der Flachenhelligkeit J' 

des Bildes A I der in den Winkelraum iX~ austretende Lichtstrom darstellbar 
als V J' iX~ = J iX 3, und man erhalt die scheinbare Flachenhelligkeit des Bildes 

auf der Augenseite der Linse L3 proportional mit J'iX l = J iX l ' iX3 Vi = J iX I ' 
iX2 

d. h. also, abgesehen von dem Lichtverlust, in den Linsen ebenso groB wie bei 
unmittelbarer Betrachtung des Strahlers und unabhangig von der VergroBerung 
V = iX3/iX 2 ' 

Bei dem Pyrometer mit vergroBernder Optik stort die Ablenkung der Licht­
biindel durch das Glas der gewohnlichen Pyrometerlampen nicht unerheblich, 
weil bei genauer mechanischer Justierung im allgemeinen die wirksame Blende B 
des Instrumentes nicht mit Licht ausgefUllt ist. Man mull sich deshalb einer 
optischen oder mechanischen Kompensationseinrichtung bedienen, die die Ab­
lenkung der Lichtbiindel wieder riickgangig macht oder die mechanische Achse 
in die Richtung der optischen Achse einzustellen erlaubt. Am besten ist es jedoch, 
nicht die gewohnlichen birn- oder kugelformigen Pyrometerlampen zu ver­
wenden, sondern Lampen mit planparallelen Fenstern zu benutzen, bei denen 
die besprochene Ablenkung nicht auftritt. 

Wegen der veranderlichen Helligkeit der Vergleichslampe ist es zweck­
maBig, die Grundgleichung (64) der optischen Pyrometrie fUr das Gliihfaden-
pyrometer in der Form ( ) H' H' c2 1 1 p - - - = In - + In -- (67) 

.I.e TAli S H' HA.lI 
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zu schreiben, indem die Helligkeit, mit der der Gliihfaden der Vergleichs­
lampe erscheint, mit H~ bezeichnet wird. Die Helligkeit HAn, auf die nach 
den AusfUhrungsbestimmungen zum deutschen Temperaturgesetz (Ziff.62) in 
Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Brauch alle optisch pyrometrischen 
Messungen zu beziehen sind, ist die Helligkeit des schwarzen Korpers bei 
der Temperatur TAU des Goldschmelzpunktes. 1st es moglich, die Helligkeit 
H~ der Vergleichslampe mit der Helligkeit H'des Strahlers unmittelbar in Ein-

klang zu br~gen, so daB H~ = H' und also In ;: = ° ist, so nimmt die Gleichung 
p 

wieder die einfache Gestalt an. Wenn andererseits H~ nicht gleich H' gemacht 
werden kann, weil die letztere Helligkeit zu groB ist, so muB man sich einer 
Lichtschwachung von der Durchlassigkeit D bedienen und H~ dann so ab­
gleichen, daB H~: H' = D ist. In jedem FaIle muB durch die Eichung der 
Pyrometerlampe das Helligkeitsverhaltnis H~: H Au als Funktion der Strom­
starke i der Pyrometerlampe darzustellen sein. 

30. Genauigkeit, mit dec C2 und 1 bekannt sein sollten. Urn die Frage 
beantworten zu konnen, welche Genauigkeit fUr die Konstante C2 und die Wellen­
lange A gefordert werden muB, urn nach Gleichung (62) oder (64) die Temperatur 
zu bestimmen, ist zunachst die Genauigkeit anzugeben, mit der die Temperatur 
selbst gemessen werden solI. Fiir diese Grenze ist bei der optischen Pyrometrie 
wiederum die Genauigkeitsgrenze der Helligkeitsmessung ausschlaggebend. Wenn 
auch in der Photometrie Helligkeiten unter giinstigen Umstanden noch bis 
auf 1/4% gemessen werden konnen, so ist es in der Pyrometrie bisher kaum 
moglich, die Helligkeitsvergleichung auf weniger als 1 % auszufiihren. Es er­
scheint also zweckmaBig, eine solche Genauigkelt fiir c2 und A oder fUr das in 
der Strahlungsgleichung allein auftretende Verhaltnis C2/A zu fordern, daB in 
der Temperaturmessung kein Fehler entsteht, der groBer ist, als er durch eine 
urn 1 % falsche Helligkeitsmessung bewirkt wird. Unter der Annahme, daB 
die Helligkeit des schwarzen Korpers am Goldschmelzpunkt als Bezugswert 
dient, erhalt man die in der folgenden Tabelle 7 zusammengestellten Werte fUr 

Tabelle 7. 
Genauigkeit LIt der Temperaturmessung fiir 
die angegebenen prozentischen Fehler von 

c2/J. bei zwei Wellenlangen. 

).=0,5 p. ).=0,7p. 

t LIt I LI (~.!). ~ LIt I LI(i):i I ,\ . ). 
I 

800 0 C 0,4 0 C -0,19% 0,6 0 c -0,27% 
1000 0,6 -0,95 0,8 -1,33 
1500 1,1 +0,19 1,5 +0,27 
2000 1,7 +0,11 2,4 +0,16 
2500 2,7 +0,09 3,8 +0,13 
3000 3,8 +0,08 5,3 +0,11 
3500 5,0 +0,07 7,0 +0,10 

die Temperaturerhohung L1 T, 
die einer ErhOhung der Hellig­
keit urn 1 % entspricht, und 
ferner fiir den prozentischen 
Fehler von C2/A, der den 
Fehler L1 t bedingt, wenn die 
Helligkeitsmessung fehlerlos 
angenommen wird. Die Rech­
nung ist fUr die beiden Wellen­
langen A = 0,5 ft und A = 0,7 ft 
durchgefiihrt. Hieraus ersieht 
man, daB es erwiinscht ist, 
den Quotienten C2/A und somit 
auch jede der GroBen C2 und.a 

auf 0,1 bis 0,2% zu kennen. Beziiglich der Konstanten C2 ist dies bisher 
noch nicht der Fall, wie in Ziff. 31 dargelegt wird. Bis es gelingt, ge­
nauere Werte von C2 zu gewinnen, bleibt nur der Ausweg, einen bestimmten 
Wert von C2 festzusetzen, damit die Einheitlichkeit der Temperaturmessung 
sichergestellt wird. Leider besteht beziiglich dieses c2 -Wertes bisher noch keine 
Einheitlichkeit. In Deutschland wird amtlich und von fast allen Autoren 
c2 = 1,430 cm' grad angenommen, wahrend amerikanische Forscher bisher den 
Wert c2 = 1,435 oder 1,433 cm . grad bevorzugen. 
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31. Die Strahlungskonstante C2' Man kann die Strahlungskonstante mit 
Hilfe der Gleichung (62) bestimmen, wenn die beiden Temperaturen T1 und T2 
des schwarzen Karpers bekannt sind, auf die sich das Helligkeitsverhaltnis cP 
bezieht. 

Die genauesten Beobachtungen dieser Art sind von WARBURG1) und seinen 
Mitarbeitern ausgefiihrt worden. Sie bedienten sich bei ihren letzten Versuchen 
eines Quarzprismas und ermittelten das Helligkeitsverhaltnis cP eines schwarzen 
Karpers bei den Temperaturen T1 = 1676 und T2 = 1336° K und vier ver­
schiedenen Wellenlangen 2, die zwischen 0,59 und 2,17/.dagen. Die Temperatur T2 
ist diejenige des Goldschmelzpunktes und beruht auf gasthermometrischen Be­
obachtungen. Die Autoren fiihrten eine Goldprobe in den schwarzen Karper 
und konnten mittels der Strahlungsintensitat, die sich beim Schmelzen des 
Metalls ergab, den Karper stets wieder auf die gleiche Temperatur einstellen. 
Zur Ermittelung der haheren Temperatur T 2 bedienten sie sich der Strahlungs­
gesetze selbst, und zwar sowohl des Gesetzes iiber die Gesamtstrahlung [Glei­
chung (20)] als auch des WIENschen Verschiebungsgesetzes in der Form (22a) 
(vgl. Ziff. 8). Die Dispersion des Prism as, die auch fiir die Temperaturmessung 
nach dem WIENschen Verschiebungsgesetz bekannt sein muS, war zur Zeit 
der Versuche an dem verwendeten Quarzprisma noch nicht ermittelt. Es wurde 
der Berechnung darum sowohl die von PASCHEN als auch die von CARV ALLO 
beobachtete Dispersionskurve des Quarzes zugrunde gelegt. Ais das Mittel 
aus 7 Hauptversuchen haben die Autoren folgende 4 Werte gewonnen, die sich 
auf die beiden Methoden zur Bestimmung von T 1 und die beiden Annahmen 
iiber die Dispersion beziehen: 

Tabelle 8. 
Werte der Strahlungskonstanten c2 in em· grad nach WARBURG und MULLER.· 

Dispersion naeh PASCHEN 
CARVALLO 

Bestimmung der Temperatur Tl aus 

Gesamtstrahlung I Energiemaximum 

1,4268 
1,4241 

1,4399 
1,4295 

Die Verf. leiten aus dies en Zahlen keinen Wert von C2 ab, der als das endgiiltige 
Ergebnis ihrer Messungen anzusehen ware, sondern sie schreiben nur: "Mit 
Riicksicht auf diese Ergebnisse ist in der 12. Auflage des Lehrbuches der prak­
tischen Physik von F. KOHLRAUSCH, S. 376, C2 = 14300 Mikron-Grad C gesetzt 
worden." Die Dispersion des Quarzprismas wurde spater eingehend von SCHON­
ROCK 2) untersucht. Er fand im wesentIichen Ubereinstimmung mit der Dis­
persionskurve von PASCHEN, doch ist der oben mitgeteiIte Wert 1,4399 auf 
1,4406 zu erhohen. Die Differenz von etwa 1 % zwischen den c2- Werten, falls 
T1 aus der Gesamtstrahlung oder aus dem Energiemaximum bestimmt wird, 
bleibt bestehen. Der Mittelwert wiirde sich also zu 1,433 ± 0,007 berechnen. 
Auch die 3 bis 40 / 00 betragenden Unterschiede zwischen den fiir C2 bei verschiedenen 
Wellenlangen 2 ermittelten Werte lassen sich durch die Benutzung der genauen 
Dispersionskurven nicht zum Verschwinden bringen. Aus den Messungen von 
WARBURG und seinen Mitarbeitern kann somit die Konstante c2 nur mit einer 
Genauigkeit von etwa 1/2% abgeleitet werden. 

1) E. WARBURG, G. LEITHAUSER, E. HUPKA U. C. MULLER, Ann. d. Phys. Bd.40, 
S.609. 1913; E. WARBURG U. C. MULLER, ebenda Bd.48, S.410. 1915. 

2) O. SCHONROCK, ZS. f. Instrkde. Bd.43, S. 70. 1923. 
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Umfangreiche Messungen iiber die Konstante C2 hat COBLENTZ1) im Bureau 
of Standards angestellt. Er bediente sich der Methode der Isothermen, indem 
er die Strahlung eines schwarzen Korpers durch ein FluBspatprisma zerlegte 
und aus der Wellen lange Am maximaler Energie und der auf Grund gasthermo­
metrischer Messungen gewonnenen Temperatur T gemaB Gleichung (26) 
c2 = 4,9651 . Am T setzte. Fiir die Dispersion des FluBspats nahm er die von 
PASCHEN beobachteten Werte an. Die urspriinglich fUr die Konstante C2 mit­
geteilte Zahl muBte spater2) wegen der inzwischen etwas verbesserten Kurven 
fUr die Dispersion und aus anderen Griinden urn etwa 3/4% erniedrigt werden. 
Ais endgiiltiger Wert wird c2 = 1,4353 angegeben. Die Temperatur der Iso­
thermen lag meist zwischen 700 und 1250°; einige erstreckten sich bis 1520°. 
Die Temperaturskala ist oberhalb 1100 0 durch den Palladiumschmelzpunkt ge­
kennzeichnet, der zu 1549°, also 8° tieier angenommen wurde,alsderdeutschenTem­
peraturskala entspricht (Ziff. 62). Durch diesen Unterschied konnten die c2-Werte 
nur bei den Isothermen hochster Temperatur, und zwar bis zu 0,4% beeinfluBt 
werden. Der vielfach deutlich ausgesprochene Gang der c2-Werte mit der Tem­
peratur liegt allerdings nicht in dem Sinne, daB die Temperaturskala, deren sich 
COBLENTZ bediente, im Bereich hoher Temperaturen zu niedrige Werte lieferte. 

Eine weitere experimentelle Ableitung der Strahlungskonstanten c2 ist von 
G. MICHEL3 ) ausgefUhrt. Ihr liegt der groBte Teil der umfangreichen Messungen 
von RUBENS und MICHEL iiber die Giiltigkeit der PLANCKschen Strahlungsformel 
zugrunde. Es handelt sich urn die Beobachtungen, welche bei sechs verschiedenen 
Wellenlangen (zwischen 4 fh und 16 fh) und im Temperaturgebiet von 100 bis 
1100° nach der auch von WARBURG und seinen Mitarbeitern verwendeten 
Methode der Isochromaten ausgefiihrt wurden. Nachdem an der Giiltigkeit 
des PLANcKschen Strahlungsgesetzes auch fUr jene langen Wellen Zweifel nicht 
mehr bestehen, ist es erlaubt, umgekehrt aus den genannten Beobachtungen 
die Strahlungskonstante zu ermitteln. Die Temperaturmessung ist hierbei durch 
Platinwiderstandsthermometer und Thermoelemente ausgefiihrt, die von der 
Physikalisch-Technischen Reichsanstalt auf Grund gasthermometrischer Mes­
sungen geeicht waren. Alle Messungen iiber 1100° sind dabei auszuscheiden, 
da die Temperaturskala der Reichsanstalt oberhalb dieser Grenze auf der An­
nahme des \Vertes C2 = 1,43 em . Grad beruht. Nach den Berechnungen von 
MICHEL erhalt man die Konstante C2 = 1,427 em' Grad mit einer Genauigkeit 
von etwa 0,5%. 

Neben den rein experiment ellen Ergebnissen kommt noch die Berechnung 
der Konstante C2 mit Hilfe der Quantentheorie [vgl. Gleichung (24)J in Frage. 
Die in Gleichung (24) eingehende GroBe k steht mit andern experimentell er­
mittelten GroBen [Gaskonstante4) R = 831,3 '105 erg/grad, elektrisches Elc­
mentarquantum 5) e = 4,774'10- 10 elektrostatische e.G.S. und Valenzladung 6) 

F = 9649,4 abs. Stromeinh./sec· Mol] inder Beziehung k = FR ~ , und man crhaIt, 
, • C 

wenn man die Lichtgeschwindigkeit7) zu C = 2,9985 '1010 em/sec und das 
PLANcKsche Wirkungsquantum 7 ) zu h = 6,55 . 10- 27 erg' sec annimmt, 
C2 = 1,4319. 

') \V. \Y. COBLENTZ, Bull. Bur. Stand. Dd. 10. S. 1. 1914. 
2) W. W. COBLENTZ, Dull. Bur. Stand. Bel. 13, S.459. 1,)16 u. Bu. 15, S. 52'). 1')2(). 
") C. MICHEL, ZS. f. Phys. Bel. 9, S. 285. 1 ')22. 
,I) F. HENNING, ZS. f. Phys. Bel. 6, S. 6'1. 1921. 
0) R. A. MILLIKAN, Phil. Mag. (6) Bu. 3"1, S. 1. 1917. 
6) Berechnct aus elem Atomgcwicht eles Silbers 107,88 UllU dcr jc SCkUllUC ulld Amp. 

ausgeschiedencn Silbcrmenge 0,001118 g. 
7) Vgl. ds. Handb. Bd. II, Artikel HENNING-JAGER. 
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1m ganzen liegen folgende hier in Betraeht kommenden Angaben uber die 
Konstante CD vor: 

Ta belle 9. 

Wabrscheinlichste Werte der Strablungskonstanten c,. 

Naeh WARBURG und MOLLER (19'5) 
COBLENTZ (1916) . 
MICHEL (1922) ...... . 
der Quantentheorie . . . . . 

1,433 em' grad 
1,435 
1,427 
1,432 

Keine dieser Zahlen kann eine hahere Genauigkeit als 0,5% beanspruehen. Ihr 
Mittelwert 1.432 em' grad durfte auf 0,3%, d. h. auf 4 Einheiten, der letzten 
Stelle zuverHissig sein. Dem derzeitigen Stand unserer Kenntnisse entsprieht es, 

c2 = 1.43 em' grad (68) 

zu setzen und fur aIle Temperaturbestimmungen aus Strahlungsbeobaehtungen 
zu verwenden. 

32. Bereehnung der effektiven WellenHinge bei dem optischen Pyro­
meter. Findet die Beobaehtung mit einem Spektralpyrometer bei genugend 
engen Spalten statt, so ist die WellenHinge I. [Gleiehung (64)] naeh Eichung 
des Prismas einfaeh bestimmbar. Bei weiten Spalten indessen ist ebenso 
wie bei Verwendung von gefarbten Lichtfiltem ein gewisser Mittelwert der 
Wellenlangen des hindurehgelassenen Spektralbereiehs zu bilden, also die wirk­
same oder effektive Wellenlange zu bestimmen. Es entsteht die Frage, naeh 
welcher Regel dies zu gesehehen hat. Ohne Zweifel ist hierbei die spektrale 
Helligkeit h' (A T), die der beliebig gedaehte Strahler bei der Wellenlange I be­
sitzt, von aussehlaggebender Bedeutung. Es liegt nahe, die effektive Wellen-
lange A. aus der Gleiehung j In h' (I T) dl 

~= ~) 
• jh'(l T) dA 

zu bestimmen, bei der einstweilen der Exponent n unbekannt bleibt. Die spek­
trale Helligkeit h' (I, T) gewinnt man, wenn man die spektrale Intensitat der 
Energiestrahlung E' (I, T) mit der spektralen Durehlassigkeit e (l) des Filters 
und der spektralen Empfindliehkeit des Auges cp (I) multipliziert, so daB 

h'(I,T) = cp(l) • e(l) . E'(A,T) (70) 

zu setzen ist. Damit folgt in Rueksicht auf Gleiehung (44) 

h'(l, T) = p. q;(l) . e(l) . E (I,F) , (71) 

so daB also die effektive Wellenlange A. eine Funktion der Farbtemperatur F 
des Strahlers ist und gesetzt werden darf 

1.=A(F). (72) 

Bei der optisehen Pyrometrie handelt es sieh stets darum, die Helligkeit zweier 
Strahler, deren Farbtemperaturen Fl und Fa im allgemeinen versehieden sind, 
zu vergleichen. Hierbei mussen also zwei versehiedene effektive Wellenlangen 
A(F1) und I(F2) des verwendeten Farbglases in Frage kommen, die beide als 
gleiehbereehtigt anzusehen sind. Andererseits tritt aber in der Hauptgleichung 
flir die optisehe Pyrometrie [Gleiehung (64)J nur eine Wellenlange Ie auf. 

Man gelangt zu einem in jeder Hinsieht befriedigenden Ausdruek flir die 
effektive Wellenlange, wenn man 

1 1 1 [1 1] 1 (1 1) 
Ie = I(F1 ,F2) = 2' I(Fl) + A (F2) = .Ii -')' Fl + F2 (73) 
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setztl, 2). Die Bedeutung der Konstanten A und r erkennt man nach Einsetzen 
von Glcichung (73) in (64). Man erhalt dann, falls es sich urn das Helligkeits­
verhaltnis H'()." T1): H'()." Ta) eines und desselben Strahlers (Ca = C1) bei' zwei 
Farbtemperaturen F1 und Fa handelt, 

H'(l,T1) Ca (1 1) (1 1) 
In H'()." Ta) = A" Fa - F1 - r . Cz F~ - Ff ' (74) 

woraus sich bei EinfUhrung einer neuen Konstanten k 

, ca 1 1 
In H (l, T) = k - A Ii + rCa Fa (75) 

ergibt. Diese Gleichung fUr die photometrische Helligkeit H' irgendeines Strahlers, 
der im Sinne von Gleichung (47) eine Farbtemperatur besitzt, gilt nur innerhalb 
der Grenzen des WIENschen Gesetzes, aber sie scheint nicht auf das begrenzte 
Spektralgebiet eines Farbglases, sondem auch auf die Gesamthelligkeit 

[e ().,) = konst. = 1J anwendbar zu sein. Der Faktor von - i, na mlich 1. = ~ - ~_, 
stellt den reziproken Wert der sog. Crova-WellenHinge dar. 

Urn die Konstanten A und y der Gleichung (73) zu ermitteln, muB die effek­
tive Wellenlange fUr zwei Wertepaare F1 und Fa bekannt sein. Am einfachsten 
liegen die Verhaltnisse, wenn Fa = F1 = Fist, d. h. wenn zwei Strahler gleicher 

Farbtemperatur verglichen werden. Aus Gleichung (73) folgt dann l~ = ~ - i, 
und die gesuchten Konstanten A und y lassen sich also gewinnen, wenn man 
nach Kenntnis des Exponenten n aus den Gleichungen (69) und (71 a) die effektive 
Wellenlange fUr zwei Temperaturen F berechnet. Den Exponenten n findet 
man durch folgende Betrachtungen 3) : 

Die in der Photometrie allgemein eingefiihrte Annahme, daB sich im Auge 
die Lichteindriicke h'()." T)d)", welche zu verschiedenen differentialen Spektral­
bereichen geh6ren, zu einem Gesamtlichteindruck der Helligkeit H' addieren 
lassen, fiihrt zu der Beziehung 

H' =; f h'(l T) dJ.. (76) 

Mit ihr erhalt man aus den Gleichungen (64) und (71) fUr F1 = Fund 
Fa = F + dF, falls die Selektivitat ungeandert bleibt ('2 = '1) 

~.dFf1·q;(l).e(l).E(l'F).d)" = eE'~~ 
Fa !q;(l)'e().,).E(l,F).d)., 

oder nach Entwicklung der rechten Seite 

1 

Ae 

I~ . h'(lT)dA 

-}h'(l7Sdl-

(77) 

(78) 

Der Vergleich mit Gleichung (69) lehrt, daB der Exponent n den Wert - 1 besitzt. 

1) W. DE GROOT, Physica Bd. 4, S. 157. 1924. 
2) F. HENNING, ZS. f. Phys. Bd.30, S.285. 1924. 
3) P. D. FOOTE, Bull. Bur. Stand. Bd. 12, S.483. 1916. 
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Da die spektrale DurchHissigkeit (! (2) des Lichtfilters leicht experimentell 
bestimmbar und die Intensitat E(2,F) des schwarzen Korpers als Funktion 
der Wellen lange 2 und der Farbtemperatur F bekannt ist [Gleichung (27)], so 
wird zur Berechnung von A (F) nach Gleichung (69) und (71) nur noch die Kennt­
nis der Farbenempfindlichkeihp (2) des Auges gefordert. Nun wird diese Farben­
empfindlichkeit besonders an den Grenzen des sichtbaren Gebietes nicht von 
allen Beobachtern ubereinstimmend angegeben; also ist nicht zu erwarten, daB 
die effektive Wellenlange eines Farbglases unter sonst gleichen Bedingungen 
fur aIle Beobachter denselben Wert besitzt. Die Unterschiede betragen, wenn 
man die verschiedenen Angaben uber die Farbenempfindlichkeit des normalen 
Auges zugrunde legt, 0,001 bis 0,002 fl, und sie erreichen zweifellos erheblich 
hohere Betrage, wenn es sich um Beobachter mit nicht normalen Augen handelt. 
Es empfiehlt sich, die effektive Wellenlange zunachst auf Normalsichtigkeit 
zu beziehen und fur die Berechnung nach Gleichung (71) bestimmte Werte von 
cp (2) allgemein anzunehmen. Hierfur kommen in erster Linie die in der folgenden 
Tabelle wiedergegebenen Ergebnisse der zahlreichen Versuche von GIBSON und 
TYNDALL 1) in Betracht. 

Tabelle 10. Augenempfindlichkeit nach GIBSON und TYNDALL. 

'P (A) '(,V·) '1,(A) ,,,p.) 

O,4°fl 0,0004 

I 

0,50 fl 0,323 
I 

0,60 fl 0,631 0,70 fl 0,0041 
I 

0,41 0,0012 0,51 0,503 0,61 0,503 0,71 0,0021 
0,42 0,0040 0,52 0,710 0,62 0,381 0,72 0,00105 
0,43 0,0116 0,53 0,862 0,63 0,265 0,73 0,00052 
0,44 0,023 0,54 0,954 0,64 0,175 0,74 0,00025 
0,45 0,038 0,55 0,995 0,65 0,107 0,75 0,00012 
0,46 0,060 0,56 0,995 0,66 0,061 0,76 0,00006 
0,47 

I 

0,091 0,57 

I 

0,952 0,67 

I 

0,032 

I I 
0,48 0,139 0,58 0,870 0,68 0,017 
0,49 0,208 0,59 0,757 0,69 0,0082 

Nachdem in der angegebenen Weise gemaB Gleichung (78) aus zwei zu ver­
schiedenen Farbtemperaturen gehorigen effektiven Wellenlange 2e die Konstanten 
A und y der Gleichung (73) ermittelt sind, kann die in Gleichung (64) eingehende 
Wellenlange berechnet werden, wenn die FarbtemperaturenF1 undF2 der beiden 
Strahler 1 und 2 (deren Helligkeiten miteinander in Beziehung gesetzt werden 
sollen) gegeben sind. Bei der optischen Pyrometrie werden die Helligkeiten 
dieser beiden Strahler nicht unmittelbar verglichen, sondern jede fUr sich mit 
der Helligkeit der Pyrometerlampe, deren Farbtemperatur F1' sei. DemgemaB 
sind drei effektive Wellenlangen zu unterscheiden, namlich 2 (F1,Fp), 2(F2,Fp) 
und 2 (F l' F 2)' Der Strahler 2, auf den aIle Helligkeitsmessungen bezogen werden, 
ist der schwarze Korper. Die Pyrometerlampe, we1che vor dem schwarzen 
Korper geeicht ist, ersetzt diesen bei der Temperaturmessung. Das fUr die 
Helligkeiten geltende Substitutionsprinzip trifft auch fUr die effektiven Wellen­
langen zu, wie man aus Gleichung (74) erkennen kann, wenn man diese 
Beziehung fUr die 3 effektiven Wellenlangen aufstellt. Begrundet ist die M6g-

lichkeit der Substitution darin, daB 2 (F 1 F) stets mit dem Faktor -F~ - F1 
behaftet ist und daB a, b b " 

1) K. S. GIBSON U. E. P. T. TYNDALL, Scient. Pap. Bureau of Stand. Bd. 19, S.131, 
1923; vgl. Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 10. S. 232. 1925. 
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ist. In Gleichung (64) ist darum, soweit es sich urn Anwendungen auf die optische 
Pyrometrie handelt, S2 = F2 = T2 zu setzen. Letzten Endes werden aIle Mes­
sungen auf die Helligkeit H Au des schwarzen Korpers am Goldschmelzpunkt 
T = TAu zuriickgefiihrt, so daB S2 = F2 = TAu = 1336° ist. Gleichung (73) 
geht dann iiber in die Beziehung 

1 1 (1 1 ) 
). (F , TAu) = A - Y F + TAu ' 

(80) 

wofiir in fast stets ausreichender Naherung 

l(F, TAu) = A + y' (~ + T:J (81) 

gesetzt werden dar£. 
33. Experimentelle Ermittelung der effektiven WellenUinge. Gleichung (64) 

geht in Anlehnung an Gleichung (74) bei Vergleich aller Helligkeiten mit der­
jenigen des schwarzen Korpers am Goldschmelzpunkt unter Fortlassung des Index 
iiber in die Beziehung 

H' (l, T) C2 ( 1 1 ) ( 1 1 ) 
In H(l,TAu) = A T A: - F - YC2 n-: - F2 - c2 Z;· (82) 

Die beiden Konstanten c2/A und yc2 , die nach Ziff. 32 nur auf ziemlich um­
standliche Weise zu berechnen sind, konnten bei gegebener Selektivitat Z; des 
Strahlers gemaB Gleichung (82) abgeleitet werden, wenn zwei optische Fixpunkte 
bekannter Farbtemperatur F gegeben waren. Nach Einfiihrung desZahlenwertes 
C2 = 14300 ,a 'Grad [Gleichung (68)J konnte dann auch die effektive Wellen­
lange vollstandig berechnet werden. Leider sind bisher derartige optische Fix­
punkte, die mit geniigender Sicherheit reproduzierbar sind, nicht bekannt. 

Fiir eine Reihe von Fallen mit geringeren Anspriichen an Genauigkeit 
wird die Annahme geniigen, daB die Anderung der effektiven Wellenlange mit 
der Farbtemperatur von untergeordneter Bedeutung ist. Dann ist die Konstante 
y = 0 zu setzen und Gleichung (82) geht mit Riicksicht auf Gleichung (47) 
iiber in , In H (l, T) _ c2 (_1 __ ~) _ c Z; _ c2 (_1_ - ~) (83) 

H(l, TAu) - l TAu F 2 - l TAu S· 

Urn die Konstante c2/l bzw. ). zu gewinnen, ist jetzt die Kenntnis nur eines 
optischen Fixpunktes erforderlich. Man hat sich bisweilen der Gleichung (83) 
zur Bestimmung von). bedient, indem man einen schwarz en Korper (Z; = 0) 
auBer auf die Temperatur TAu des Goldschmelzpunktes noch auf eine zweite 
Temperatur T = F = S heizte, deren Betrag durch ein Thermoelement er­
mittelt wurde. Wahlt man als zweite Temperatur den Palladiumschmelzpunkt 

T pd = 1830°, so ist C2 (T:u - T:J = 2,888 zu setzen1). 

Ohne Kenntnis einer Temperatur fiihrt eine von DE GROOT2) angegebene 
Methode zum Ziel. 

Die Methode kann in etwas allgemeinerer Form als der Autor selbst sie 
darstellt, folgendermaBen skizziert werden: Zwei Strahler moglichst verschiedener 
Farbtemperaturen Fl und F2 gleicht man so gegeneinander ab, daB sie bei Be­
trachtung durch das zu untersuchende Lichtfilter gleich hell erscheinen. Es 
gilt dann, wenn diese beiden Helligkeiten im AnschluB an Gleichung (44) mit 

1) G. HOLST U. E.OOSTERHUIS, Vers!' Amsterdam Akad. Ed. 24, S. 1740. 1915. 
2) W. DE GROOT, Physica Bd.4, S. 157. 1924. 
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H;(I,T1) = Pl·H(I,F1) und H~(I,T2) = P2·H(I,F2) bezeichnet werden, 
P2:Pl=H(I,F1):H(I,F2) und mit Riicksicht auf Gleichung (64), da sich die 
Helligkeiten H auf den schwarzen Karper beziehen [vgl. Gleichung (44)J 

In P2 = In H(I,F1) = ~(~ - ~) . (84) 
PI H(I,F2) Ie F2 Fl 

Die spektralen Helligkeiten h~ und ~ der beiden Strahler sind im allgemeinen 
ungleich, und wenn man die spektralen Helligkeiten als Funktion der WellenHinge 
auftragt, so erhalt man zwei Kurven, die sich in einem Punkt schneiden. Fiir 
die diesem Schnittpunkt zugeharige Wellenlange I' 
sind die spektralen Helligkeiten beider Strahler 
h{ (I', T 1) = PI . h (I', F 1) und h~ (I', T 2) = P2' h (I', F 2) 
einander gleich. Somit gilt fiir diese ausgezeichnete 
Wellenlange P2: PI = h(I', F1): h(I', F2), und man 
erMlt mit Gleichung (62) 

In P2 = In h(I:,F1) = ~?(~ -~). (85) 
PI h(I,F2) Ie F2 Fl 

Der Vergleich von Gleichung (84) und Glei­
chung (85) lehrt, daB die gesuchte effektive Wellen­
lange Ie = I' ist. 

Urn die Wellenlange I' auf experimentcllem 
Wege zu gewinnen, wird in das Okular cines 
Farbglaspyrometers ein aus zwei Prism en zu-
sammengesetzter Wiirfel W (Abb. 9) eingebaut, 
deren gemeinsame Grenzflache zur Halfte ver-
silbert ist, so daB die Halfte a b des Strahlen­
biindels abe entsprechend dem gewahnlichen 
Strahlengang nach dem Passieren des Farbglases G 
ins Auge bei A gelangt, wahrend die andere 
Halfte be auf den Spalt P eines Spektrographen 
fallt. Hier entsteht ein reelles Bild des Strahlers 
und des Gliihfadens der Pyrometerlampe. Man 
stellt nun in der iiblichen Weise mit dem Pyro­
meter unter Benutzung des Farbglases auf optisches 
Gleichgewicht ein und photographiert dann die 
Spektren des Strahlers und des Gliihfadens. Wiirden 
beide Lichtquellen gleiche Farbtemperatur und 
somit bei optischem Gleichgewicht in allen Farben 
gleiche Intensitat besitzen, so wiirden sich auch die 
sichtbaren Teile ihrer Spektren in keiner Weise 
unterscheiden. Haben be ide aber verschiedene 

pl~_~_~---tt---:of" 

I 
b 

=\:=I==G 

TV 

A 

Abb. 9. Zur Bestimmung der 
effektiven Wellen lange nach 

DE GROOT. 

Farbtemperaturen, so daB das Intensitatsverhaltnis beider Lichtquellen von 
Wellenlange zu Welleniange wechselt, so muB in einem Teil des Spektrums 
das strahlende Objekt, im iibrigen Spektrum der Gliihfaden heller erscheinen. 
Die Welleniange, welche beide Gebiete scheidet, ist die gesuchte. Sie ist urn so 
scharfer bestimmbar, je verschiedener die Farbtemperaturen beider Strahler 
sind. - Eine Lichtquelle, deren Farbtemperatur von derjenigen des Gliihfadens 
l)ei gleicher Helligkeit sehr verschieden ist, stellt z. B. das auf einem weiBen 
Schirm mittels einer Linse entworfene Bild eines stark gliihenden Wolfram­
bandes dar. Statt dessen kann man auch eine gewahnliche Lichtquelle wahlen, 
deren Licht durch ein schwaches Blau- oder Rotfilter gefarbt wird. 
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Zu bemerken ist noch, daB die Methode von DE GROOT nicht die eigentlich 
gesuchte We~lenlange Ae = A (F, TAu) (vgl. Ziff. 32) liefert, d. h. diejenige, auf 
weIche es ankommt, wenn die Helligkeit eines Strahlers der Farbtemperatur F 
mit der Helligkeit des schwarzen Korpers am Goldschmelzpunkt verglichen 
werden soil, sondern vielmehr die effektive Wellenlange A(F, Fp) flir den Ver­
gleich der Helligkeit des Strahlers mit der Helligkeit der Pyrometerlampe. Beide 
Wellenlangen diirften indessen meist nicht merklich verschieden sein. 

Die beschriebene Methode laBt sich vereinfachen, wenn man das in Ziff. 29 
beschriebene Spektralpyrometer so abandert, daB das Instrument bei derselben 
Stellung der Pyrometerlampe beliebig als Spektralpyrometer und als Farbglas­
pyrometer verwendet werden kann. Dies ist leicht dadurch moglich, daB man 
in den Strahlengang zwischen den Linsen La und L! ein total reflektierendes 
Prisma einflihrt, das nach Belieben wieder entfernt werden kann und das, wenn 
es sich in seiner wirksamen Lage befindet, das gesamte Licht in ein mit Farb­
glasokular versehenes Ansatzrohr wirft. Man stellt nun zunachst in der Anordnung 
des Farbglaspyrometers den Heizstrom des Gliihfadens auf optisches Gleich­
gewicht mit einem Strahler moglichst abweichender Farbtemperatur ein und 
sucht dann in der Anordnung des Spektralpyrometers diejenige Wellenlange, 
bei der flir ungeanderte Heizstromstarke des Gliihfadens wieder optisches Gleich­
gewicht eintritt. Diese Wellenlange ist dann die oben mit A' bezeichnete. 

Uber die Ermittelung der Unterschiede von effektiven Wellenlangen ver­
schiedener Lichtfilter und iiber die Veranderung der effektiven Wellenlange 
fiir den Fall, daB ein Rauchglas verwendet wird, finden sich Angaben in den 
Zift. 36 [so Gleichung (103)J und 39. 

34. Zahlenbeispiel fiir die Veranderlichkeit der effektiven WellenHinge. 
Die folgende Tabelle gestattet einen Uberblick iiber die Anderung der effektiven 

Tabelle 11. 
E ffekti ve WellenHingen zweier 

spezieller Lichtfilter. 

F - 273 0 

800 0 

900 
1000 
1100 
1200 
1300 
1400 
1500 
2000 
2500 
3000 
3500 

Rotfilter Nr. 4512 GelatinegriinfiIter 
}.(F, TAu)-O,6560,U },(F, TAu)-O,5450,1l 

+ 0,0024 ,t 
+ 0,0019 
+ 0,0015 
+ 0,0011 
+ 0,0009 
+0,0006 
+ 0,0004 
+0,0002 
--0,0006 
-0,0011 
-0,0015 
-0,0017 

+ 0,0005 It 
+ 0,0001 
-0,0002 
--0,0005 
-0,0008 
-0,0010 
-0,0012 
-0,0013 
-0,0020 
-0,0023 
-0,0026 
-0,0029 

Wellenlange mit der Farbtemperatur F,. 
und zwar flir ein SCHoTTSches Rotglas 
N r. 4512 von 4 mm Dicke und ein griines 
Gelatinefilter, wenn die Helligkeits­
vergleichung zwischen einem Strahler 
der Farbtemperatur Fund einem 
schwarzen Korper der Temperatur 
To = 1336° ausgeflihrt wird. Die 
Zahlen folgen aus den Formeln: 

Rotfilter: 

A(F, TAu) = 0,6480 + 6,2 (~. + T3.!36) , 
Griinfilter: 

},(F, TAU) = 0,5371 + 5,0(~ + 1313(5)' 

In dem Temperaturintervall von 800 bis 3500° andert sich hiernach die effektive 
Wellenlange der beiden Lichtfilter urn je 0,63%. Dieser Betrag iibersteigt urn 
das Mehrfache die Grenze, mit der die effektive Wellenlange insbesondere im 
Gebiet der haheren Temperaturen bekannt sein muB, urn die Temperatur mit 
derselben Genauigkeit ableiten zu kannen, wie sie der sonstigen Me13genauigkeit 
bei der optischen Pyrometrie entspricht (s. Ziff. 30). 

Es ist zu bemerken, daB die effektive Wellenlange cines Filters nicht nur 
von der Temperatur des Strahlers, sondern auch ein wenig von der Temperatur 
des Filters selbst abhangt. Aus zahlreichen Versuchen ist bekannt, daB die Ab­
sorptionsbanden durchsichtiger Kurper sich mit zunehmender Temperatur nach 
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langen Wellen verschieben und daB besonders im Gebiet der groBten Absorption 
die spektrale Durchlassigkeit des Filters sehr stark mit der Eigentemperatur 
des Filters veranderlich istl). Da diese Wellenlangen aber fUr die Gesamtdurch­
lassigkeit nur einen geringen Beitrag liefern, so halt sich der Temperaturkoeffizient 
der effektiven Wellenlange in maBigen Grenzen. Bei dem SCHoTTschen Rot­
glas der genannten Art wachst die effektive Wellenlange urn 0,0015 fl, wenn 
die Temperatur des Filters von 20 auf 30° erhoht wird. Auch die Dicke des Farb­
glases ist von EinfluB auf die Wellenlange, die bei dem SCHoTTschen Rotfilter 
urn etwa 0,0035 fl wachst, wenn man statt eines Glases von 4 mm Dicke 
zwei derartige Glaser verwendet. 

35. Eichung der Pyrometerlampe. Aus Gleichung (67) folgt mit Glei­
chung (47), wenn man zugleich die bereits am SchluB vonZiff. 29 angenommene 
Bezeichnung H~ : H' = D einhihrt, 

~ = Ae In D + _1 __ 3~ In H~_ = Ae In D + .L (86) 
5 c2 TAu c2 H Au c2 Sp 

1 (lnD ) . F = }'e ---c;- - ~ + f(z) , (87) 

wobei zur Abkurzung 
1 _ I.e In!!~ = ..!, = f(i) 

TAu c2 HAu Sp 
(88) 

gesetzt wird. Diese letzte Gleichung besagt zugleich, daB die GroBe S~, die 
auBer von dem Bezugspunkt (Helligkeit des schwarzen Korpers bei TAu) 

nur von der Helligkeit H~, (mit der sich die Pyrometerlampe im optischen Gleich­
gewicht befindet) abhangt, als Funktion der Stromstarke i dieser Lampe dargestellt 
werden solI. Der Vergleich von (88) mit (67) oder (64) lehrt, daB Sp die zu der 
Helligkeit H~ gehOrige schwarze Temperatur bedeutet. Bezieht sich Hp auf 
einen schwarzen Korper, so ist Sp durch Tp zu ersetzen. 

Haufig ist der Zusammenhang zwischen der Stromstarke ides Gluhfadens 
und der Temperatur Sp bzw. T~ durch eine Gleichung der Form i = a + bSp + c5~2 
oder logi = a + b log 5~ dargestellt worden, deren Konstanten durch Eichung mittels 
eines schwarzen Korpers oder einer geeichten Temperaturlampe (Ziff. 20) bei 
drei oder zwei Temperaturen ermittelt werden konnen. Fur eine fundamentale 
Eichung der Pyrometerlampe ist es indessen zweckmaBiger, eine Gleichung der 

Form -5~ = a + ~ oder,fallsessichumeinengroBenMeBbereichhandelt,derForm 
p z 

1 f( .) (.) b c d 
5' = 1 =a+gl =a+""'2+~+~ 

p 1 1 1 
(89) 

zu wahlen. Man kann dann, wie sogleich darzulegen ist, die Funktion g (i) ohne 
AnschluB der Lampe an einen schwarzen Korper gewinnen und braucht sich 
dieses Normalstrahlers oder eines bekannten optischen Fixpunktes nur bei einer 
einzigen Temperatur zu bedienen, namlich urn die Konstante a zu ermitteln. 

Aus Gleichung (88) und (89) erhalt man hir zwei verschiedene Helligkeiten H~, 
die kurz als Hi und H~ bezeichnet werden mogen und denen die Stromstarken i 1 

und i2 entsprechen sollen, die Beziehung 

. . }'e Hi ( 1 1 ) ( 1 1 ) ( 1 1 ) f(11) - f(12) = - -In H' = b "2 - .2 + c --;;] - --;;] + d -;y - -;y . (90) 
c2 2 11 12 11 12 11 12 

1) Z. B.: F. HENNING u. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd.20, S. 132. 1923; E. P. HYDE, 

F. E. CADY U. W. E. FORSYTHE, Phys. Rev. Bd. 6, S. 74. 1915 u. Astrophys. Journ. Bd. 42, 
S.302. 1915. F. HENNING, ZS. f. Instrkele. Bel. 46, S. 163. 1926. 
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Hieraus ist ersichtlich, daB die drei Konstanten b, C, d und somit die Funktion g (i) 
bestimmbar sind, wenn drei Helligkeitsverhaltnisse H~/H~ bei der Wellenlange .I.e 
bekannt sind. Die Art der Lichtquelle ist dabei ohne Bedeutung. Die Hellig­
keitsverhaltnisse stellt man durch rotierende Sektoren her, deren Durchlassig­
keit leicht durch Ausmessung des Offnungswinkels bestimmt werden kann. 
Bei der Messung selbst wird so verfahren, daB man das Pyrometer zunachst 
auf einen beliebigen Strahler der unbekannten Helligkeit Hi richtet und nach 
Ablesung der entsprechenden Stromstarke i 1 die Helligkeit mittels des rotieren­
den Sektors auf den Betrag H~ schwacht; die zugehorige Stromstarke sei i2• 

So mit sind die dem Helligkeitsverhaltnis Hi/H~ zuzuordnenden Stromstarken 
i1 und i2 gewonnen. 

Wird bei diesen Beobachtungen ein Farbglas verwendet, so scheint dadurch 
eine Schwierigkeit aufzutreten, daB die Wellenlange .I.e nicht konstant bleibt. 

Es empfiehlt sich, ohne Rucksicht hierauf bei Berechnung der GroBe .I.e In HH~ 
C2 2 

zunachst die Wellenlange .I.e durch die konstante Wellenlange .1.0 zu ersetzen, 
die so gewahlt ist, daB die Unterschiede .I.e - .1.0 moglichst gering sind. Die 
auf diese Weise gewonnene Eichung der Lampe wurde zur Reduktion auf die 
tatsachlichen Verhaltnisse einer Korrektur bedurfen. Doch hat sich gezeigF), 
daB sie im Falle des SCHoTTschen Rotglases F 4512 auBerordentlich klein ist 
und vernachlassigt werden darf. 

Die Ermittelung der Konstanten a, b und C sowie der Funktion g (i) wird 
als die relative Eichung der Pyrometerlampe bezeichnet. Um zur absoluten 
Eichung uberzugehen, ist noch die Konstante a zu bestimmen. Man gewinnt 
sie am einfachsten, wenn man gemaB Gleichung (88) die Helligkeit H~ des 
Gluhfadens gleich der Helligkeit des schwarzen Korpers bei der Temperatur TAu 

des Goldschmelzpunktes macht, d. h. wenn man das Pyrometer auf einen schwarzen 
Korper dieser Temperatur richtet und die zugehorige Stromstarke i = io er-
mittelt. Dann ist namlich.. 1 

1(10) = g(10) + a = ---, (91) 
TAu 

und da g (io) berechenbar ist, folgt ohne weiteres der gesuchte Wert von a. 1st 
ein anderer optischer Fixpunkt gegeben, dessen Helligkeitstemperatur (oder 
schwarze Temperatur) bei der Wellenlange .I.e mit Sf bezeichnet werde, so erhalt 
man, wenn man noch die seiner Helligkeit entsprechende Stromstarke if nennt, 
gemaB Gleichung (89) ganz allgemein 

a =;; - g(if ). (92) 

Damit ist die gesuchte Funktion 1 / S~ = f (i) fUr die Wellcnlange Ae vollstandig 
gewonnen. 

Als optischer Fixpunkt dieser Art kann der Schmelzpunkt cines frei in der 
Luft ausgespannten Platindrahtes2) angesehen werden, fUr den F = 2083 und 
C = 1000'10- 7 gesetzt werden darf. Man heizt ein 2 bis 3 cm langes Stuck 
des Drahtes von etwa 0,2 mm Durchmesser moglichst unter Ausschlu13 von 
Luftstromungen - am besten in einem ziemlich cngen Glasrohr mit einem Loch 
ais Beobachtungsfenster - auf elektrischem Wcge bis wenige Grade unter seinen 
Schmelzpunkt und uberHi.13t ihn dann sich selbst, bis cr, infolge seiner ZersUiubung 
nach und nach dunner werdend, nach voraufgcgangener clentlichcr Deformation 

') F. HENNING 11. \V. HEUSE, ZS. f. I'hY'. B,l. 32, S. 7'Y). 1')25. 
2) F. HENNING U. W. HRUSE ZS. f. l'h);s. Bd.2<), S. 157. 1<)24. 
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in der Mitte schmilzt. Die selbsttatige Temperatursteigerung betragt dann 
etwa 1 0 in zwei Minuten und laBt sich mittels eines Pyrometers mit vergr6Bemder 
Optik (Ziff. 29) leicht verfolgen. Aus Fund 1; findet man die schwarze Tem­
peratur Sf bei der WellenHinge 1 nach Gleichung (47) zu 

~f = 10- 7 (4801 + 10001) . (93) 

36. Eichung der Pyrometerlampe fur verschiedene WellenUingen und 
Pyrometer. Handelt es sich darum, die Funktion t(i) fiir mehrere Farben zu 
kennen, wie es z. B. fiir das Spektralpyrometer (Ziff. 29) gefordert werden muB, so 
laBt sich unter gewissen Bedingungen, die im allgemeinen mit groBer Naherung 
erfiillt sein werden, ein abgekiirztes Verfahren anwenden. Diese Abkiirzung 
gilt besonders fiir den Fall, daB das Material des Gliihfadens eine bestimmte 
Farbtemperatur im Sinne der Gleichung (47) besitzt. Diese Annahme scheint 
nicht nur fiir Kohlefaden sondem auch fUr Faden aus Wolfram sehr nahe zu­
zutreffen. Dann gilt, da die Farbtemperatur F" des Gliihfadens als Funktion 
seiner wahren Temperatur T" und also auch als Funktion q; (i) der den Gliih­
faden durchflieBenden Stromstarke i dargestellt werden kann, fUr die schwarze 
Temperatur 5;: des Fadenmaterials bei der Wellenlange 1 nach (47) die Beziehung 

51" = q; (i) + }. . 1;" , (94) 
). 

wenn das Fadenmaterial die Selektivitat t' besitzt. Andererseits gilt im Fall 
des optischen Gleichgewichts zwischen dem Gliihfaden und einem Strahler der 
schwarzen Temperatur 5). bei der Wellenlange A-, wenn sich zwischen beiden 
Lichtquellen innerhalb des Pyrometers lichtschwachende Medien (Linsen und 
andere Glasflachen) von der Durchlassigkeit Dp befinden, nach Gleichung (86) 

1 1 A-
S" = 5' - -lnDp. (95) 

A A C2 

Aus beiden Gleichungen folgt nach Eliminierung von SJ: 

~l = q; (i) + A- [t' + lnc~p] . (96) 

Hieraus ist ersichtlich, wie infolge der Selektivitat des Pyrometerfadens und 
der Lichtschwachung durch das optische System die Temperatur 5;' eines mit 
dem Gliihfaden im optischen Gleichgewicht befindlichen schwarzen K6rpers 
wechseln muB, wenn man bei konstant gehaltener Stromstarke i die Wellen­
lange A- andert. Hat nun die Eichung der Pyrometerlampe bei der Wellenlange A-o 
in einemPyrometer mit der optischen Durchlassigkeit Dp stattgefunden, so 
hat man in Riicksicht auf Gleichung (89) 

t (iho = 51, = q; (i) + Ao [t' + In D~] (97) 
'0 C2 

zu setzen, und man erhalt nach Eliminierung von q; (i) 

-!. = t(iho + (A-- Ao) [t' + lnD~] + ~ln p~. 
SA c2 c2 Dp 

(98) 

Diese Gleichung lehrt also, wie die schwarze Temperatur bei beliebiger Wellen­
lange A- und bei Beobachtung mit einem beliebigen Pyrometer ermittelt werden 
kann, wenn die Eichung der Pyrometerlampe bei der Wellenlange 10 in einem 
be s tim m ten Pyrometer vorgenommen ist. 

36* 
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Die GroBe Dp bzw. D~ hangt nicht merklich von der Weilenlange und wesent­
lich nur von der Zahl n der reflektierenden Glasflachen zwischen dem Gliihfaden 
und dem Strahler abo ErfahrungsgemaB kann man annahemd Dp = (1 - 0,045)" 
setzen, indem man den Reflektionsverlust an jeder Flache zu 4,5% annimmt. 

Nach Einfiihrung der Abkiirzung ~ = C" + InD~ ist £tir Dp = D~ 
c2 

;;. = j(i)l. + (l-lo)~· (99) 

Setzt man wieder, da S~ die schwarze Temperatur eines Strahlers ist, mit dessen 
Helligkeit sich die Helligkeit des Gliihfadens im optischen Gleichgewicht befindet 
[5. Gleichung (88)], Si = S~ , so folgt aus Gleichung (86) und (99) 

-} = j(i)l, + (A. -Ao)~ + ;' lnD (100) 
2 

oder mit Gleichung (47) 

~ =j(i);.,+l,C:~ +~-C)-Ao'~' (101) 

Diese Gleichung liefert die Farbtemperatur F eines Strahlers von der SelektiviHit C, 
wenn die zur Messung verwendete Lichtschwachung die Durchlassigkeit D be­
sitzt und das Pyrometer bei der Wellenlange Ao geeicht ist, wahrend das op­
tische Gleichgewicht bei der Wellenlange A, beobachtet wird. Die Konstante ~ 
laBt sich dadurch ermitteln, daB man dasselbe Pyrometer (Dp = D~) bei zwei 
verschiedenen Wellenlangen Al und A2 auf einen Strahler bekannter Selektivitat, 
am einfachsten auf einen schwarzen Korper (C = 0) einstellt. In diesem letzteren 
Faile muB S;' unabhangig von der Wellenlange sein, und man erhalt nach 
Gleichung (99), wenn bei den beiden Wellenlangen die Stromstarken il und i2 
gemessen werden, 

(102) 

Da C bei einer Reihe von Metallen, insbesondere bei Wolfram positiv und 
InDp stets negativ ist, so kann durch passende Wahl von Dp die Konstante ~ 
zu Null gemacht werden, so daB auch bei selektiv strahlendem Gliihfadenmaterial 
die Eichung unabhangig von der Wellenlange sein kann. Fiir Wolfram ist 
C = 660'10- 7 , so daB £tir Gliihfaden (C = C") aus diesem Material Dp = 0,40 
sein muB, damit ~ = 0 ist. 

In ahnlicher Weise bietet Gleichung (101) die Moglichkeit, den Unterschied 
Al - A2 der effektiven Wellenlangen Al und A2 zweier verschiedener Lichtfilter 
zu ermitteln. Man stellt zu dem Zweck unter Verwendung der beiden Licht­
filter und einer von der Wellenlange unabhangigen Lichtschwachung der 
Durchlassigkeit D (stets kleiner als 1) das Pyrometer auf einen beliebigen 
Strahler der Selektivitat C ein, des sen Farbtemperatur F konstant gehalten 
wird. Werden die beiden Stromstarken der Pyrometerlampe im Fane des 
optischen Gleichgewichts mit il und i2 bezeichnet, so erhalt man die Bcziehung 

}'1 -' A~ = 1(~2) - J (i},L . (1O)) 
In_l) + ~ _ C 

C2 

Die Genauigkeit dieses Verfahrens ist urn so groBer, je gro13er -lnD oder je 
kleiner die DurchHissigkeit der Lichtschwachung gewiihlt wird. 
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Fiir gewisse FaIle ist es zweckmaBig, in Gleichung (101) darauf Riicksicht 
zu nehmen, daB die Durchlassigkeit D der Rauchglaser von der Farbtemperatur 
usw. (Ziff.38) abMngt. Dies geschieht unter Einfiihrung des Korrektionsaus­
drucks e dadurch, daB man D = Do(1 + e) setzt. Fiihrt man zugleich statt 
der veranderlichen WellenHi.nge A. die feste Wellenlange Ao und die kleine 
GraBel. - Ao [vgl. Gleichung (124)] ein, so erMlt man mit einer geringen Ver­
nachlassigung 

1 1 1 . Ao [InDo] Ao -F--+Jl.O~=-S =/(t); .• +-lnDo+(Ae-Ao) -+~-~ +-oe. 
;.. c2 c2 c2 

(104) 

37. Die Lichtschwachung. Die Eichung der Pyrometerlampen wird viel­
fach bis zu schwarzen Temperaturen von 1500° durchgefiihrt, doch ist dann 
die Helligkeit bereits so groB, daB sie fUr das Auge unangenehm ist und die 
maximale Einstellungsgenauigkeit nicht mehr ermaglicht, wenn man vor das 
Okular ein Farbglas der normalen Durchlassigkeit setzt. Es ist iiblich, sich fUr 
die Beobachtung schwarzer Temperaturen oberhalb etwa 1200° zweier Farb­
glaser der normalen Durchlassigkeit zu bedienen, die hintereinandergeschaltet 
werden. Dadurch wird die Helligkeit in erwiinschter Weise verringert, aber 
zugleich wachst die effektive Wellenlange sprungweise (beim SCHOTTschen Rot­
glas unter den normalen Verhaltnissen urn etwa 0,004 #, Ziff.34). Bei Messungen 
hoher Genauigkeit ist es zweckmaBig, nur mit einem Farbglas zu arbeiten 
und ohne Lichtschwachung nur Temperaturen bis 1200° zu beobachten, wo­
durch die Lebensdauer und die Zuverlassigkeit der Pyrometerlampe erheblich 
vergraBert wird. 

Handelt 'es sich urn die Bestimmung haherer Temperaturen, so hat das 

Glied ..& In D der Gleichung (86) eine wesentliche Rolle zu spielen. Aus der folgen-
C2 

den Tabelle ist ersichtlich, welche schwarze Temperaturen 5 man bei der Wellen­
lange A = 0,5, 0,6 oder 0,7 # messen kann, wenn die Pyrometerlampe auf 
die schwarze Temperatur des Goldschmelz­
punktes (5'= 1336°) bei denselben Wellen­
langen eingestellt ist und die Durchlassig­
keit D der Lichtschwachung die ange­
gebenen Werte besitzt. Die Tabelle lehrt, 
daB eine gegebene schwarze Temperatur 
eine urn so hahere Lichtschwachung 1/D 
erfordert, je weiter die Wellenlange, bei 
der beobachtet wird, in das kurzwellige 
Gebiet des Spektrums riickt. 

Als Lichtschwachung, deren Betrag 
nicht von der Wellenlange des hindurch­
tretenden Lichtes abhangt, ist in erster 
Linie der rotierende Sektor zu nennen. 

Tabelle 12. 
Schwarze Temperatur 5, die durch 
ein Filter der Durchlassigkeit D 
auf die schwarze Temperatur 

5' = 1336 geschwacht wird. 

D 

to- 1 

10- 2 

10- 3 

10- 4 

10- 5 

10- 6 

0,5 f-' 

1453 
1702 
1972 
2345 
2890 
3766 

s 
0,6 f-' 

1534 
1801 
2180 
2762 
3768 

0,7 f-' 

1573 
1912 
2437 
3360 

Seine Wirkung beruht darauf, daB geniigend schnell aufeinanderfolgende einzelne 
Lichteindriicke als ein fortlaufender Lichteindruck empfunden werden, dessen 
Intensitat proportional der Starke der einzelnen Lichteindriicke und der GroBe 
der Sektoraffnung ist. Dieser Satz ist bis zu 2001) Lichteindriicken pro Sekunde 
erprobt und bestatigt. Als Mindestgeschwindigkeit gilt diejenige, bei der der 
Lichteindruck nicht mehr als flackernd empfunden wird. 

1) o. LUMMER U. E. BRODHUN, ZS. f. Instrkde. Bd. 16, S.302. 1896. 



566 Kap. 8. F. HENNING: Temperaturmessung. Ziff. 37. 

Hat der in den Strahlengang eingeschaltete Sektor den Offnungswinkel q;O, 
so gelangt von dem ganze~ Lichtstrom nur der durch den Faktor q;/360 bestimmte 

Tell ins Auge, und es ist darumD = - q;6 zu setzen. Bei kleinen Sektoroffnungen . 3 0 
ist darauf zu achten, daB die Rander des Sektorwinkels das vom Strahler aus­
gehende Lichtbiindel nicht weiter einengen, als dem Winkel £Xl der Abb.8, 
Ziff.29, entspricht. Deshalb ist es giinstig, den Sektor zwischen der Objektiv­
linse und der Pyrometerlampe, und zwar moglichst nahe der Pyrometerlampe, 
anzuordnen. 1m iibrig-en· kann man den Winkel tp kaum kleiner als etwa 4 0 

wahlen, da sonst seine GroBe nicht leicht mit der notwendigen Genauigkeit von 
1 % ausgemessen werden kann. Durch einen rotierenden Sektor Hi13t sich also 
im Allgemeinen keine Lichtschwachung unterhalb 1: if) = 100 herstellen. 

Erheblich groBere Lichtschwachungen, die ebenfalls praktisch unabhangig 
von der Wellenlange sind, gewinnt man durch Abbildung des Strahlers auf einem 
Magnesiaschirm l ). Man entwirft von dem Strahler S (Abb. 10) mittels der 

~a,-----> __ --- b --~,.! 
Linse L ein Bild auf dem Schirm C, der durch 
den Rauch von brennendem Magnesium mit 
einer geniigend dicken weiBen Schicht be­

__ ---~__+If__---___r::G.----:;-t--- deckt ist, und stellt mit dem Pyrometer P 
die scheinbare Temperatur dieses Bildes fest. 
Die Offnung des Strahlenbiindels, welches 

s 

Abb. 10. Lichtschwachung durch 
Magnesiaschirm. 

evan der Lichtquelle S ausgeht, wird durch 
den Durchmesser d der Blende B bestimmt. 
BezeichnetJ die Flachenhelligkeit der Licht­
quelle in der Richtung der Achse des optischen 
Systems, a den Abstand der Lichtquelle von 
der Blende, V die lineare VergroBerung des auf 

dem Schirm C entstehenden Bildcs, DL die Durchlassigkeit der Linse, dann erhalt 

man fUr die Beleuchtungsstarke des Schirmes Q = ] . : ~: . :2 . DL • Die Flachen­

helligkeit J~ des Bildes findet man bei senkrechter Inzidenz des Lichtes unter 

Annahme des LAMBERTschen Gesetzes und des Reflektionsvermogens e zu]' = Q e . 
n 

Damit folgt die Lichtschwachung der ganzen Anordnung zu 

(105) 

Eine Untersuchung 2) iiber das Reflektionsvermogen lieB erkennen, daB bci 
Magnesiumoxyd das LAMBERTsche Gesetz nicht streng giiltig ist, und daB e 
von dem Winkel1'} zwischen der Beobachtungsrichtung und der Richtung des 
normal zum Schirm auftreffenden Lichtstrahls abhangt. Es ergab sich, wenn 
das zum Winkel {} gehorige Reflexionsvermogen mit e,~ bezeichnet wird 3), 

• 4 {} 
e,~ = 1 - 1,3 sm '2' 

1) F. KURLBAUM, Berl. Ber. 1911, S. 544. 
2) F. HENNING U. \V. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd. 10, S. 111. 1922. 

(106) 

3) G.]. POKROWSKI (ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 390. 1926) giht auf Grund theoretischer 
Betrachtungen eine andere Beziehung, die aber nach empirischcr Bestimmung ihrcr Kon­
stanten innerhalb der Versuchsgrenzen mit Gleichung (106) iibereinstimmende Ergebnisse 
liefert. 
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so daB fUr {} = a das Reflexionsvermogen wie fUr einen ideal weiBen Korper 
zu e = 1 folgt. Die Beobachtungen wurden hauptsachlich fUr rotes Licht durch­
gefiihrt. Einige Messungen bei griinem Licht lieBen keine Unterschiede in den 
Farben erkennen. 

1m allgemeinen wird es notwendig sein, die Durchlassigkeit DL der Linse L 
gesondert zu bestimmen. Dies geschieht dadurch, daB man das Bild einer Licht­
queUe zunachst mit einer beliebigen Linse L' entwirft und dann die Linse L' 
durch die hintereinander angeordneten Linsen L' und L ersetzt. Das Verhaltnis 
der FHichenhelligkeiten der Bilder bei diesen beiden Anordnungen liefert direkt 
die gesuchte Durchlassigkeit DL . Die verschiedene VergroBerung beider Bilder 
spielt keine Rolle (vgl. Ziff. 29). 

Ferner ist es in vielen Fallen nicht ohne weiteres moglich, den Abstand a 
des Strahlers von der Blende geniigend genau zu ermitteln. Man berechnet 
dann den Abstand a nach den Linsengesetzen aus dem leicht meBbaren Ab­
stand b, als dessen Funktion auch die Vergr6B~rung V einfach bestimmbar ist. 
Zwischen dies en GraBen, der Brennweite I, dem Abstand c der Hauptebenen 
voneinander und dem Abstand k der Blende von der zur Objektseite geharigen 
Hauptebene gelten die Gleichungen 

b c + k 
V=·--1--~-

I I 
(107) 

und (b - c) (f - k) + k2 
a = ---------

(b - c) - (f + k) 
(108) 

und man erhal t 
(109) 

Sehr betrachtliche Lichtschwachungen kann man auch dadurch erzielen, 
daB man das Licht an zwei oder mehr Glasflachen reflektieren laBt, die zweck­
maBig so zueinander angeordnet werden, daB die Richtung, in der der Licht­
strahl in die Schwachungsvorrichtung eintritt, parallel zu seiner Austrittsrichtung 
verlauft. . 

Das gebrauchlichste Mittel zur Lichtschwachung sind die Rauchglaser, die 
neben dem groBen Vorzug einer sehr bequemen Handhabung den Nachteil auf­
weisen, daB ihre Durchlassigkeit betrachtlich mit der Farbe veranderlich ist. 
Man wird solche Rauchglaser bevorzugen, deren Selektivitat moglichst gering 
ist. HOFFMANN!) hat als besonders giinstig das SCHOTTsche Rauchglas 7839 emp­
fohlen, dessen Durchlassigkeit sich (bei der untersuchten Dicke) aber noch von 
0,05 bei A. = 0,50 p, bis 0,14 bei A. = 0,75 ft andert. 

Die Durchlassigkeit Dr eines Rauchglases bestimmt man gewohnlich durch' 
Vergleich mit der Durchlassigkeit D, eines rotierenden Sektors. Ais MeBinstru­
ment dient hierbei zweckmaBig das optische Pyrometer, das auf einen Strahler 
der Farbtemperatur F gerichtet wird, indem dessen Licht abwechselnd'durch 
das Rauchglas und den rotierenden Sektor geschwacht wird. Werden die unter 
diesen Bedingungen eingesteUten Stromstarken der Pyrometerlampe mit ir 
und is bezeichnet,. so gilt nach Gleichung (87) ohne Riicksicht auf die nur 
geringen EinfluB2) besitzende Verschiebung der Wellenlange 

In ~: = i- [/(i,) - I (ir) ] . (110) 

1) F. HOFFMANN. ZS, f. Phys. Bd. 17. S. 1. 1923. 
2) F. HENNING U. W. HEUSE. ZS. f. Phys, Bd.32. S.799. 1925. 
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Diese Methode ist auf solche Rauchglaser anwendbar, deren DurchHissigkeit 
von der gleichen GroBenordung ist wie die Durchlassigkeit der rotierenden 
Sektoren. Urn Lichtschwachungen geringerer Durchlassigkeit herzusteilen, kann 
man mehrere Rauchglaser gut meBbarer Durchlassigkeit hintereinander anordnen, 
doch sind, wie sogleich naher zu erortern ist, dabei gewisse VorsichtsmaBregeln 
zu beachten (Ziff. 38). 

Die Lichtschwachung von Rauchglasern geringerer Durchlassigkeit lieBe sich 
ohne Umwege mittels eines passend gelegenen optischen Fixpunktes ermitteln. 
In der Tat findet man aus der Farbtemperatur Fund der Selektivitat t eines 
Strahlers mit Gleichung (87) die Durchlassigkeit D, wenn nach Eichung der Pyro­
meterlampe die Stromstarke i im Faile des optischen Gleichgewichts gemessen ist. 

38. Das Rauchglas als Lichtschwachung. Die Durchlassigkeit eines Rauch­
glases ist von der Farbtemperatur der Lichtquelle und von der Anzahl der mit­
einander kombinierten RauchgHi.ser abhangig, wenn der Spektralbereich durch 
ein Farbglas oder bei prismatischer Zerlegung unter Verwendung eines wei ten 
Spaltes bestimmt wird. Urn Zahlenwerte fiir diese Abhangigkeit berechnen zu 
konnen, ist es in erster Linie notwendig, im Bereich der sichtbaren Strahlung 
die ·monochromatische Durchlassigkeit tt(2) des Rauchglases als Funktion der 
Wellenlange it zu kennen. Fiir ein SCHoTTsches Rauchglas der Schmelze 12554, 
das dem obengenannten (Ziff. 37) F 7839 sehr ahnlich ist, ergab sich zwischen 
etwa 0,5 und 0,7 p, 

) •. loglOtt(2) = 0,50590 - 3.79482 + 3,07691 }.2. (111) 

Fiir einen endlichen Spektralbereich ist die tatsachliche Durchlassigkeit D mit der 
monochromatischen durch eine Beziehung verbunden, die ahnlich wie G leichung (69) 
zu begriinden ist und 00 J {j(2). cp(2) . e(2) . E(2, T) • d2 

D = 0 (112) co J cp(2) • e(2) . E(2, T) . d 2 
o 

lautet. Hierin bedeutet, wie friiher (Ziff. 32), cp(2) die Farbenempfindlichkeit des 
Auges undE(2 T) die Intensitat des als Strahlungsquelle angenommenen schwarzen 
Korpers, ferner e(2) die spektrale Durchlassigkeit des verwendeten Instrumentes. 
Bei einem Spektralpyrometer ist e(2) nur in dem durch die Spaltbreiten be­
stimmten Wellenlangengebiet von Null verschieden, wahrend im Farbglas­
pyrometer e(2) im wesentlichen 1 durch die Durchlassigkeitskurven des Farb­
glases bestimmt wird. Wenn man zwei oder n gleichartige Rauchglaser mit­
einander kombiniert, so ist es, wie aus diesen Betrachtungen weiter folgt, nicht 
statthaft, die gesamte Durchlassigkeit als D2 oder Dn anzunehmen, sondcrn es 
ist vielmehr eine erneute Integration auszufiihren untcr der Abanderung, daB 
[tt(2)J2 oder [tt(2)Jn an Stelle von tt(}.) gesetzt wird. 

Dariiber hinaus ist auf die Reflexion zwischen den einzclnen Glasern Riick­
sicht zu nehmen. Bezeichnet man das Reflexionsvermogen an einer Flache 
mit R, ferner den prozentischen Lichtverlust, den ein nicht wieder zuriick­
geworfener Strahl im Innern des Absorptionsglases von dcr Dicke d erleidet, 
mit iX = e- a .d , so lchrt eine element are Rechnung, daB die gesamte Durchlassig­
keit D und das gesamte Reflexionsvermogen (} cincs Absorptionsglases durch 

D = (1 - R) 2 • iX ( 113) 
1 - R2 . iX 2 

und R[1 + (1 - 2R) iX 2] 
() = ------------------
~ 1-R2 x 2 

( 114) 
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gegeben sind. Flir zwei hintereinandergeschaltete Absorptionsglaser, bei denen 
die GraBen D und (1, soweit sie sich auf die einzelnen Absorptionsglaser beziehen, 
mit Dl> D2 bzw. (11' (12 bezeichnet werden, gilt im ganzen 

D' = D1 • D2 (115) 
1 - (11(12 

und , + (12· Di 
(1 =!h 

1 - (11 (12 
(116) 

Hiernach lassen sich ohne Schwierigkeit die entsprechenden Ausdrlicke flir drei 
und mehr Absorptionsglaser bilden. 

Aber Gleichung (112) lehrt auch, daB die Durchlassigkeit Deines Licht­
filters von der Temperatur des Strahlers, und zwar im allgemeinen von seiner 
Farbtemperatur, abhangig ist. Man kann die Durchlassigkeit D(n) von n hinter­
einandergeschalteten gleichartigen Rauchglasern demnach darstellen durch 

D(n) = DIT. (1 + E)n, . (117) 

wenn unter sonst gleichbleibenden Verhaltnissen Do die Durchlassigkeit eines 
einzelnen Rauchglases flir eine bestimmte Farbtemperatur bedeutet und E eine 
KorrektionsgraBe darstellt, die von der Anzahl der Rauchglaser und der Farb­
temperatur des Strahlers abhangt. 

Die Durchlassigkeit der Rauchglaser ist auch ein wenig abhangig von ihrer 
eigenen Temperatur. Flir SCHoTTsche Glaser aus der Schmelze 12554, deren 
Durchlassigkeit im roten Licht etwa 0,1 betragt, wurde gefunden, daB die Durch­
lassigkeit zwischen Zimmertemperatur und 100° urn etwa 0,07% je Grad mit 
zunehmender Temperatur wachst. Dieser verhaltnismaBig kleine Koeffizient 
wird im allgemeinen unbcrlicksichtigt bleiben kannen. Indessen ist sein Betrag 
doch zu groB, als daB es erlaubt ware, die Rauchglaser vor dem Objektiv anzu­
ordnen, wo sie, insbesondere bei Anwendung einer vergraBernden Optik, dem 
Strahler, dessen Temperatur ermittelt werden solI, sehr nahe kommen kannen. 
Am besten finden die Rauchglaser ihren Platz zwischen der Pyrometerlampe 
und der Objektivlinse (vgl. Ziff. 29, Abb. 7). 

Es ist zweckmaBig, neben dem Begriff der Lichtschwachung 1: D noch 
den der "Temperaturschwachung" 

}. 
t=-lnD (118) 

C2 

einzuflihren, was besonders vorteilhaft bei den Rauchglasern in die Erscheinung 
tritt, die bei gegebener Wellenlange, also ctwa flir das Farbglaspyrometer, cinen 
konstanten Wert von t besitzen. Die nicht ganz folgerichtige Bezeichnung 
"Temperaturschwachung" ist dadurch entstanden, daB nach Gleichung (86) 

1 1 
5 - 5' = t (119) 

zu setzen ist, und t also den Betrag darstellt, urn den der reziproke Wert der 
schwarzen Temperatur 5 der betrachteten Lichtquelle vermindert werden muB, 
urn auf den reziproken Wert der schwarzen Temperatur 5' zu gelangen, die 
noch unmittelbar (d. h. ohne Schwachungsglas) mit dem optischen Pyrometer 
gemessen werden kann. Bedient man sich mehrcrer Rauchglaser mit den Tem­
peraturschwachungen tl' t2 usw., die hintereinander geschaltet werden, so ist, 
wenn man von der durch Gleichung (112) und (117) ausgesprochenen Korrektion 
absieht, der Wert t in Gleichung (118) durch t1 + t2 + ... zu ersetzen. Dbrigens 
ist es nicht statthaft, die Addition der Temperaturschwachungen in der eben 
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angedeuteten Form bis zu beliebig hohen Temperaturen 5 fortzufiihren, da 
zu bedenken ist, daB Gleichung (119) eine Folge des WIENschen Strahlungs­
gesetzes ist und ebenso wie dieses seine Grenze erreicht, wenn sich A5 dem Wert 
3000 nahert. Fiir den Fall, daB die hahere der beiden Temperaturen 5 auBerhalb 
dieses Bereiches liegt, erhalt man in Anlehnung an Gleichung (57) 

1 1 A [ _2..] S - 5' = T - C2 In 1 - e ,is . (120) 

Meist kann man den mit dem Logarithmus behafteten Korrektionsterm durch 
cine Naherungsrechnung ermitteln. Man erkennt aus Gleichung (120), daB 
fUr sehr groBe Werte von 5 auch T sehr groB sein muB, wahrend man nach Glei-

chung (119) fUr 5 = CX) den Wert T = - ~, erhalt. Auf Grund dieser Dber­

legungen kann man durch Betrachtung eines Fixsterns sehr hoher Temperatur 
leicht den experimentellen Beweis fUhren, daB das WIENsche Strahlungsgesetz 
nicht allgemein giiltig sein kann. 

39. Verschiebung der effektiven WellenUinge eines Farbglases durch 
Rauchgliiser. Durch Rauchglaser und alle andern Mittel zur Lichtschwachung, 
welche nicht fiir alle Wellenlangen gleichmaBig durchlassig sind, wird die schein­
bare Farbtemperatur des Strahlers und somit auch die effektive Wellenlange Ae 
[vgl. Gleichung (73)] verandert. Da im Gliihfadenpyrometer der Strahler auf 
optischem Wege an den Ort des Gliihfadens versetzt wird und die Intensitat 
beider Strahlungen hier verglichen wird, so sind auch die fUr die effektive 
Wellenlange maBgebenden Farbtemperaturen Fl und F2 auf die spektrale Be­
schaffenheit der beiden Strahlungen an diesem Ort zu beziehen. Bezeichnet 
also F 2 die Farbtemperatur des Gliihfadens, die infolge der Eichung gemaB 
den Darlegungen am Ende der Ziff.32 gleich der schwarzen Temperatur 5~ 
eines schwarzen Karpers zu setzen ist, so bedeutet Fl die Farbtemperatur des 
Strahlers am Ort des Gliihfadens. Es ist zweckmaBig, die A.nderung der Farb­
temperatur infolge einer selektiven Lichtschwachung durch die Beziehung 

1 1 
-=-+1) 
Fl F 

(121) 

darzustellen, wobei F die Farbtemperatur vor der Lichtschwachung bedeutet. 
Dann erhalt man 

~=~-r[~+~+17] (122) Ae A 5p F 

odcr mit Gleichung (64) und Gleichung (47) 

(123) 

Diese Gleichung ist quadratisch in bezug auf die effektive Wellenlange .I.e. Es 
geniigt indessen, zu ihrer Lasung in der Klammer der rechten Seite Naherungs­
werte fUr .I.e einzufUhrcn. In den meisten Fallen ist cs zweckmaBig, die Gleichung 
in der Form 

). ' l2 20 ] 'e - Ao = ex + (J 5' + C
2 

InD - AoC + tj (124) 

zu schreiben, indem man ex = A - }'o und (J = )' }'e • A setzt. Man kann IX 

und fJ als Konstante ansehen, wenn man fUr 1'0 einen mittleren Wert der am 
haufigsten vorkommenden Werte von I'e einfUhrt. 
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Ausdriicklich zu bemerken ist, daB im allgemeinen Gleichung (122) mit 
konstant angenommenem '} nur dann gilt, wenn ein enger Spektralbereich, 
wie er schon aus andern Griinden bei der optischen Pyrometrie notwendig ist, 
in Frage kommt. In der Tat wird, wie Gleichung (111) lehrt, durch ein Rauch­
glas die spektrale Zusammensetzung einer Strahlung so verandert, daB die 
Bedingung fiir das Bestehen einer Farbtemperatur, auch wenn diese fUr die 
Strahlung vor dem Rauchglas erfiillt ist, hinter dem Rauchglas nicht mehr fiir 
den gesamten sichtbaren Bereich besteht. Urn dies Ziel zu erreichen, miiBte 
die in Gleichung (111) dargestellte GroBe 2 log'!? (2) eine lineare Funktion der 
Wellenlange sein. Nur, wenn 2 als nahezu unveranderlich angenommen werden 
kann, ist die Bedingung mit gewisser Naherung erfiillt. Und zwar ist, wenn 
man 2 In {} (2) = a + b 2 setzen darf, unter Berucksichtigung dc:r Gleichungel1 
(44) und (27) 1 1 a 

Fl - -P- = - C2 = 11· (125) 

1m Faile die Lichtschwachung durch nichtselektive Mittel erfolgt, nimmt 1] 

den Wert Null an. 
40. Bestimmung der Farbtemperatur. In der Astrophysik spielt die Farb­

temperatur eine erhebliche Rolle. Aber auch in der Beleuchtungstechnik und' 
in der Photometrie hat die Farbtemperatur in den letzten J ahren zunehmende 
Bedeutung gewonnen. 

Gleichung (47) gestattet, falls die in Gleichung (44) ausgesprochene Be­
dil1gung erfiillt ist, eine sehr einfache Bestimmung der Farbtemperatur aus der 
schwarzen Temperatur 5 bei der Wellenlange A, nachdem aus zwei zusammen­
gehorigen, aber bei verschiedenen Farben gemessenen schwarzen Temperaturen 
die Konstante , ermittelt ist. Mit betrachtlicher Genauigkeit kann auch ohne 
Giiltigkeit von Gleichung (44) die Farbtemperatur ferner dadurch gewonnen 
werden, daB man die Farbe eines Strahlers unmittelbar oder mittelbar durch 
einen Vergleichsstrahler mit der Farbe eines schwarzen Korpers bekannter 
Temperatur vergleicht. Das Auge ist gegen Farbenunterschiede sehr empfindlich, 
so daB bei geringer Temperatursteigerung eines Strahlers mindestens ebenso 
leicht eine Farbenanderung als eine Intensitatsanderung festgestellt werden kann. 
Ais Vergleichsstrahler kann eine Gliihlampe dienen, deren Farbtemperatur als 
Funktion der Stromstarke nach Eichung vor einem schwarzen Korper bekannt ist. 

Urn Farbtemperaturen zu bestimmen, die oberhalb der Eichgrenze liegen, 
hat sich PRIESTl) des ARoNsschen2) Chromoskops bedient. 

Die im folgenden beschriebene Anordnung laBt zugleich das Prinzip erkennen, 
nach dem man bei der Ermittelung von Farbtemperaturen zu verfahren hat. 
Die beiden zu vergleichenden Strahler werden so angeordnet, daB ihre 
Lichtstrahlen auf die beiden Felder eines LUMMER-BRODHuNschen Wiirfels W 
(Abb.11) treffen, die man durch das Fernrohr F betrachtet. Da man die Farben­
gleichheit nur sicher beurteilen kann, wenn die beiden Felder gleich hell sind, 
so muG neben der Farbe der einen Lichtquelle zugleich, zwecks Abgleichung 
der Helligkeiten, ihr Abstand von dem Wiirfel veranderbar sein. Durch den 
Glaswiirfel wird die Farbe keiner der beiden Lichtquellen beeinfluBt, dasselbe 
gilt auch, wenn die Strahlen an einen weiBen Korper wie Magnesiumoxyd reflek­
tiert werden. Urn die Wiirfelfelder gleichmaBig beleuchten zu konnen, ist es 
darum vorzuziehen, nicht die Farben und Helligkeiten der Lichtquellen unmittel­
bar miteinander zu vergleichen, sondern vielmehr zwei von ihnen erleuchtete 

1) 1. G. PRIEST, Scient. Pap. Bureau of Stand. Bd. 18, S,221. 1922; Journ. Opt. Amer. 
Bd. 5, S.178. 1921; Bd. 7, S.1175. 1923. 

2) L. ARONS. Ann. d. Phys. Bd.39. S. 545. 1912. 
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Magnesiaschirme. In der Abbildung sind die Lichtquellen mit I und II bezeichnet, 
die Magnesiaschirme mit Ml und M 2, von denen der letztere kastenformig aus­
gebildet ist. - Es steht nichtsim Wege, auch ein LUMMER-BRODHuNsches Kontrast­
photometer zu verwenden, das den Wiirfel W und zwei weiBe diffus reflektierende 
FHichen vereinigt, die man unmittelbar durch die beiden Lichtquellen beleuchtet. 

Stellt I eine Lampe dar, deren Farbtemperatur durch Vergleich mit einem 
schwarzen K6rper bekannt ist, so kann man also in der besprochenen Anordnung 
die Farbtemperatur des von den Lichtquellen II erhellten Schirmes M 2 ermitteln 
und etwa als Funktion der die Lampen II durchflieBenden Stromstarke dar­
stellen. Urn nun die Farbtemperatur irgendeiner andern Lichtquelle zu be­
stimmen, setzt man diese zweckmaBig an den Ort I, wodurch in Befolgung des 
Substitutionsprinzips aIle Fehler, welche durch Farbenanderung im optischen 
System entstehen konnen, vermieden werden. 1st die Farbtemperatur der un~ 
bekannten Lichtquelle hOher als die des Vergleichsschirmes M 2, so wird das 

X 
I 

von M2 ausgehende 
F Licht durch eine Filter-c=> anordnung, die den 

langwelligen Teil des 
sichtbaren Spektrums 
mehr schwacht als den 
kurzwelligen, derart 
verandert, daB die Ab­
gleichung moglich ist. 
Die Filteranordnung 
stellt man aus zwei NI-

Abb. 11. Chromoskop zur Messung dcr Farbtemperatur. KOLschen Prismen N 1 

und N2 her, zwischen 
denen sich eine 0,5 mm dicke Quarzplattebefindet. Die optische Achse des 
Quarzes muB parallel zu den auftreffenden Lichtstrahlen angeordnet werden. 
Dann wird die Ebene des polarisierten Lichtes, welches den Nikol Nl verlaBt, 
in dem Quarz urn den von der Wellenlange abhangigen Winkel /Xl gedreht 
und wenn die Polarisationsebene des Nikols N2 urn den Winkel 90° - T gegen 
die Ebene des Nikols Nl geneigt ist, so ist die Durchlassigkeit des betrachteten 
Systems durch Dl = cos2 (rp - IXl) (126) 

gemessen. Es hat sich gezeigt, daB die Energiekurve des Lichtes, welches den 
Nikol N2 verlassen hat, geniigend genau mit der Energiekurve eines schwarzen 
Korpers zur Deckung gebracht werden kann, und also wieder eine bestimmte 
Farbtemperatur besitzt, wenn das gleiche von der Strahlung der Lampen II 
gilt. Man kann auf diese Weise, ausgehend von einem Strahler der Farbtemperatur 
F = 2800° K jenach der GroBe des Winkels T Farbtemperaturen bis zu etwa 
4200° K herstellen. Urn noch hohere Farbtemperaturen zu erreichen, muB 
zwischen den Nikol N2 und den Wiirfel W noch eine Quarzplatte der gleichen 
Art wie Q und ein dritter Nikol Na gebracht werden. Man gibt dem Winkel 
90° - Tl zwischen den Polarisationsebenen von Nl und N2 dann einen fest en 
Wert (etwa Tl = 170°) und andert durch drehen des Nikols Na den entsprechenden 
Winkel T2 zwischen den beiden Nikols N2 und N a. Dic Durchlassigkeit des 
Systems fUr Licht der Wellenlange 2 betragt dann 

D;. = cos2 (Tl - lXi.) • cos2 (T2 - IX;.); (127) 

die Winkel T sind hierbei in derselben Richtung zu zahlen wie der DrehwinkellX;. 
des Quarzes. Bei entferntem Quarz ist T = 0 fUr maximale Dunkelheit. PRIEST 
hat auf diese Weise noch die Farbtempcratur des blaucn Himmels messen konnen, 
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Er gibt sie zu 12000 bis 25000° an. Zwar ist die Energieverteilung in diesem 
Falle nicht genau die gleiche wie bei einem schwarzen Korper, doch ruft der 
blaue Himmel nach PRIEST denselben Farbeneindruck hervor wie ein schwarzer 
Korper entsprechender Temperatur. 

d) Fliissigkeitsthermometer. 
41. Kalibrierung von Quecksilberthermometern. Das einfachste Instru­

ment zur Temperaturmessung ist das FHissigkeitsthermometer, im besonderen 
das Quecksilberthermometer. Es zeichnet sich vor allen anderen Temperatur­
meBgeraten dadurch aus, daB es keinerlei Hilfsapparate benotigt, urn Zahlen­
werte flir die Temperatur zu gewinnen. Zugleich besitzt es einen betrachtlichen 
Grad von Genauigkeit und gehort iiberhaupt zu den am weitesten durchgebildeten 
MeBinstrumenten der gesamten Physik. Wenn es trotzdem flir Beobachtungen 
hoher Genauigkeit wenig verwendet wird, so liegt dies daran, daB in diesem 
Falle eine ganze Reihe nicht leicht bestimmbarer Korrektionen zu beachten ist. 

Das Volumen V einer Quecksilbermasse HiBt sich in Abhangigkeit von der 
Temperatur zwischen 0 und 100 ° durch die Beziehung 

Vt = Vo [1 + 1,8182 .1O- 4 t + 0,78 .1O- 8 t2] (128) 

und zwischen 100 und 300° durch die Beziehung 

Vt = vo[1 + 1,8181·1O- 4 t + 0,347 .1O- 8 t2 + 0,393 ·10- 10 t3 - 0,20 .1O- 14 t4] (129) 
darstellenl ). Falls auch die Ausdehnung des verwendeten Glases geniigend be­
kannt ist, kann man ein Quecksilberthermometer vollstandig eichen, ohne daB 
es an das Gasthermometer angeschlossen werden muB. Doch verursacht dies 
Verfahren so erhebliche Miihe, daB man vorzieht, das Quecksilberthermometer 
in derselben Lage wie es gebraucht wird, mit einem geeichten Platinthermometer 
(vgl. Ziff. 49) zu vergleichen und seine Angaben entsprechend zu korrigieren. 

Wiirde man das Intervall zwischen dem Stand der Quecksilberkuppe beim 
Schmelzpunkt des Eises und beim normalen Siedepunkt des Wassers in 100 
gleiche Teile teilen, die man in gleicher GroBe auch auBerhalb des Fundamental­
intervalls abtragt, so erhielte man ein Thermometer, das recht falsche Tem­
peraturen liefem kann. Die folgende Tabellel ) der sog. "Mutterteilungen" zeigt 
flir den Fall, daB die Kapillare des Thermometers vollkommen zylindrisch ist, 
bei we1chem Skalenteil die Quecksilberkuppe je nach dem Glas bei der Tem­
peratur t einstehen wiirde: 

Tabelle 13. Mutterteilungen fur Quecksilberthermometer. 

Jenaer Glaser Ilmenauer Glas 
t t61l1 I t 565I1l Gege-Eff 59II1 Verbrennungsrobren 

-30° -30,28° I -30,13° - - -

° 0,00 0,00 0,00° 0,00° 0,00° 
+50 +50,12 +50,03 + 50,05 - +50,11 

100 100,00 100,00 100,00 + 100,00 100,00 
150 149,99 150,23 150,04 - 149,9 
200 200,29 200,84 200,90 201,13 200,3 
250 251,1 252,2 252,1 252,6 250,9 
300 302,7 304,4 303,9 305,1 302,4 
350 - 358,0 356,6 358,6 354,9 
400 - 412,6 410,5 413,5 408,2 
450 - 468,8 465,9 470,0 463,7 
500 - 526,9 523,1 528,4 -
600 - - 644 - -
700 - - 775 - -

1) L. HOLBORN, K. SCHEEL, F. HENNING, Warmetabellen, Braunschweig 1919. S. 22 u. 33. 
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Diese Tabelle, der also die Skaleneinteilung eines richtig zeigenden Thermo­
meters angepaBt sein muB, gilt im besonderen fUr Stabthermometer. EinschluB­
thermometer konnen sich infolge der thermischen Eigenschaften der Skala und 
ihrer Befestigungsart ein wenig anders verhalten. 

Die Bedingung einer vollig kalibrischen Kapillare ist praktisch niemals 
erfiillt, vielmehr ist die Kapillare infolge ihrer Herstellung durch Ausziehen 
des Glases meist konisch gestaltet. Rohre mit wechselndem Querschnitt sind fUr 
thermometrische Zwecke ungeeignet. Die Kaliberfehler kann man bei Thermo­
metem mit evakuierter Kapillare dadurch bestimmen, daB man einen Queck­
silberfaden von einer etwa 50 umfassenden Lange von dem iibrigen Quecksilber 
abtrennt und seine genaue Lange feststellt, wenn er sich an verschiedenen Stellen 
der Kapillare befindet. Zuverlassige Kalibrierungen miissen mit mehreren 
Quecksilberfaden von verschiedener Lange durchgefUhrt werden. Eingehende 
Vorschriften fiir derartige Messungen und ihre rechnerische Auswertung sind 
von PERNET, JAEGER und GUMLICHl) gegeben. Fiir Thermometer mit einem 
MeBbereich iiber 150 0 ist dies Verfahren der Kalibrierung nicht anwendbar, 
weil bei solchen Instrumenten der Raum iiber dem Quecksilber zwecks Ver­
minderung der Verdampfung mit neutralem Gas gefiillt wird und also ein Ab­
trennen des Fadens unmoglich gemacht wird. 

42. Thermische Nachwirkung. Wegen der elastischen Eigenschaften des 
Glases wird die Einstellung des Quecksilbermeniskus ein wenig von dem Druck 
beeinfluBt, der auf dem Thermometer von auBen lastet. Aber auch der innere 
Druck des Thermometers, der von der Lange der Quecksilbersaule und von ihrer 
Lage zur Lotrichtung abhangt, ist auf die Einstellung der Kuppe von EinfluB. 
Bei den iiblichen Thermometem betragen die Standanderungen des Queck­
silbers erfahrungsgemaB2) etwa 0,0001 0 fUr 1 mm Druckanderung. Zur Ver­
gleichung verschiedener Messungen muB man aile Ablesungen auf den inneren 
Druck ° (horizontale Lage des Thermometers) und auf den auBeren Druck 
760 mm Hg reduzieren. 

Bei alteren Thermometem spielte der Umstand eine st6rende Rolle, daB 
sich unmittelbar nach jeder Heizung der Eispunkt des Instruments tiefer ergab 
als unmittelbar vorher. Der Grund fiir diese Depression des Eispunktes war 
in der thermischen Nachwirkung des Glases zu suchen, indem das durch die 
Erwarmung vergroBerte Volumen des QuecksilbergefaBes bei der darauffolgenden 
Abkiihlung nicht unmittelbar, sondem nur sehr langsam der Temperaturanderung 
folgte. Diese Thermometer zeigten auBerdem, auch wenn sie sonst unbenutzt 
blieben, ein langsames Ansteigen des Eispunktes, das als sakulare Anderung 
bezeichnet wird und daher riihrt, daB sich seit der Herstellung des Thermometers 
das GefaBvolumen standig weiter zusammenzieht. Diese thermischen Nach­
wirkungen sind besonders groB bei dem gewohnlichen Thiiringer Glas. WIEBE 
und SCHOTT stellten fest, daB Glaser, welche nur Natrium- oder Kaliumsilikat ent­

Tabelle 14. Nullpunktsdepressionen. 
Jenaer Normalglas 16II1 0,04° 
J enaer Borosilikatglas 59III • 0,03 
J enaer Supremaxglas 1565II1 . 0,01 
Verbrennungsrohrenglas . 0,03 
Ilmenauer Gege-Eff-Glas 0,04 
Verre dur . . . . . . . . . 0,10 

halten, praktisch nachwirkungsfrei 
sind, daB aber Glaser, in denen beide 
Silikate in etwa gleichen Mengen ge­
mischt sind, sich besonders ungiinstig 
verhalten. Die Nullpunktsdepres­
sionen3 ) bei Heizung auf 100 0 sind fUr 
einige Glaser in T a belle 14 angege ben. 

1) J. PERNET, V.r. JAEGER u. E. GUMLICH, \Viss. Abh. d. Phys.-Techn. Heichsanst. 
Bd. 1. 1894. 

2) K. SCHEEL, Physikalisches Handworterbuch, Berlin: Julius Springer 1 ')24. 
3) L. HOLBORN, K. SCHEEL, F. HENNING, Warmetabellen, Braunschweig 1919. 
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Ein wichtiges Hilfsmittel zur Abschwachung der sakularenNachwirkungs­
erscheinungen ist die Alterung des Glases. Dieser ProzeB besteht darin, daB 
das Glas vor dem Fullen und der Eichung des Thermometers bis nahe an die 
Erweichungsgrenze (s. Ziff. 45) erwarmt und dann wahrend mehrerer Tage ab­
gekuhlt wird. 

Ein Verfahren, die Nachwirkung vollkommen dadurch zu kompensieren, 
daB in dem GefaB geringer Nachwirkung ein Stuck Glas von hoher Nachwirkung 
eingeschmolzen wird, ist wenig zur Anwendung gelangt (Kompensationsthermo­
meter). 

43. Der herausragende Faden. Eine oft recht bedeutende Korrektion 
des Flussigkeitsthermometers wird dadurch bedingt, daB sich nicht die ganze 
Masse der Flussigkeit auf der zu messenden Temperatur befindet, sondern ein 
in der Kapillare befindlicher Teil, der herausragende Faden, eine andere Tem­
peratur besitzt. Bezeichnet man die Temperatur des Bades mit t, diejenige des 
herausragenden Fadens mit to, so wird die Korrektion (in Grad) durch den Aus­
druck d . a (t - to) bestimmt, wenn a die Gradlange des herausragenden Fadens 
und d (vgl. Tabelle 15) die Differenz zwischen der kubischen Ausdehnung der 
Thermometerflussigkeit und derjenigen des Glases bedeutet. 

Tabelle 15. Korrektionsfaktor d fi.lr den herausragenden Faden. 

Glas 161II . 0,000158 
Glas 59III . 0,000164 
Glas 1565III 0,000172 
Quarzglas . 0,000180 

Ziemlich unsicher ist fUr gewohnlich die Fadentemperatur to' Man bestimmt sie 
zweckmaBig mit einem von MAHLKE 1) empfohlenen Fadenthermometer, das 
ein langes rohrenformiges GefaB mit angesetzter enger Kapillare besitzt. Neben 
das Hauptthermometer fUhrt man dies Hilfsthermometer in die Badflussigkeit 
und taucht es soweit ein, daB das obere Ende seines GefaBes sich in unmittelbarer 
Nahe der Kuppe des Hauptthermometers befindet. In diesem Falle ist die 
Gradzahl a nach der Lange des GefaBes yom Fadenthermometer zu bemessen. 

44. Empfindlichkeit der Flussigkeitsthermometer. Die Empfindlichkeit 
der Flussigkeitsthermometer laBt sich fast beliebig steigern, sie ist proportional 
der Flussigkeitsmenge und umgekehrt proportional der Weite der Kapillare. 
Urn bei sehr empfindlichen Thermometern die Kapillare nicht zu unbequemer 
Lange anwachsen zu lassen, wird diese Cl;n passenden Stellen mit Erweiterungen 
(Ampullen) versehen, die einen Teil der aus dem GefaB herausgetriebenen Flussig­
keitsmenge aufnehmen. 

Bei dem BECKMANNschen Thermometer, das sich besonders zur Beobachtung 
von Temperaturdifferenzen eignet, befindet sich die Ampulle am Ende der 
Kapillare. Man bringt in sie soviel Quecksilber aus dem HauptgefaB, daB das 
Ende des Quecksilberfadens bei der zu messenden Temperatur auf der Skala 
bleibt. Daraus folgt, daB die Empfindlichkeit des Thermometers von Fall zu 
Fall veranderlich ist 2). 

45. Fliissigkeitsthermometer fUr hohe und tiefe Temperaturen. Queck­
silberthermometer gewohnlicher Art sind zwischen - 35 und + 150 0 brauchbar. 
Bei - 38,87 0 erstarrt Quecksilber und bei + 356 0 liegt sein normaler Siede­
punkt. Bei Thermometern, deren Kapillare evakuiert ist, macht sich uber 150 0 

bereits die Verdampfung des Quecksilbers bemerkbar. Man kann aber selbst 

1) ·A. MAHLKE, ZS. f. Instrkde. Bd. 13, S. 58. 1893. 
2) Siehe z. B. O. KNOBLAUCH U. K. HENCKY, Technische Temperaturmessungen, S. 39. 

Miinchen u. Berlin 1919. 
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noch oberhalb 356° Quecksilberthermometer verwenden, wenn man die Kapillare 
mit einem neutralen Gas unter hohem Druck (30 bis 50 Atm.) fliilt. Das Zu­
schmelzen der Kapillare derartiger Quecksilberthermometer kann auf elektrischem 
Wege in einem unter Druck befindlichen Rohr erfolgen. Es ist zweckmaBig, 
das obere Ende der Kapillare mit einer Ampulle zu versehen, damit der Innen­
druck des Thermometers nicht zu stark von der Lange des Quecksilberfadens 
abhangt. Quecksilberthermometer mit Quarzglas, die vielfach schlechtes Kaliber 
haben, sind fur Temperaturen bis 750° hergesteilt worden. Ein Quarzglas­
thermometer mit Gallium als thermometrischer Substanz ist von BOYERl) an­
gegeben worden. Da Gallium, das bei 29,r schmilzt, erst bei etwa 1700° unter 
Atmospharendruck siedet, so konnen Thermometer dieser Art bis 1000° ge­
braucht werden, ohne daB eine Gasfuilung von hohem Druck notig ist. - Fur 
die Glasthermometer wird die Grenze durch die Erweichungstemperatur des 
Glases gebildet. Diese liegt fiir Glas 16IlI bei 505°, fiir Glas 59III bei 510°, 
fur Glas 1565IlI bei 660°, flir Verbrennungsrohrenglas bei 560° und fur das 
Gege-Eff-Glas bei 505°. 

Vor allen andern thermometrischen Flussigkeiten hat Quecksilber den groBen 
Vorzug, daB es Glas nicht benetzt. Alkoholthermometer konnen darum nicht 
die Genauigkeit der Quecksilberthermometer erreichen. Indessen sind sie 
flir Temperaturen unter 0° bis etwa -100° von Bedeutung. Bis herab zur 
Temperatur der flussigen Luft kann Petrolather oder technisches Pent an als 
Fuilsubstanz dienen. Die Eichung solcher Thermometer, die nicht auf +100° 
geheizt werden konnen, kann nur durch den Vergleich mit einem andern Thermo­
meter (Platinwiderstandsthermometer) erfolgen. 

46. Flussigkeitsthermometer fUr besondere Zwecke. Fur zahlreiche Zwecke 
sind besondere Arten von Flussigkeitsthermometern hergestellt worden, von 
denen einige hier erwahnt werden mogen. Das wichtigste unter ihnen ist das 
Fieberthermometer, welches als Maximumthermometer ausgebildet ist. Nach 
Erzielung der maximalen Temperatur behalt die Kuppe des Quecksilberfadens 
ihre Stellung bei und die Verbindung zu dem Quecksilber im GefaB des Thermo­
meters wird unterbrochen entweder durch eine an bestimmter Stelle der Kapillare 
festgehaltene Luftblase oder dadurch, daB die Kohasionskraft der Quecksilber­
teilchen an einer stark verengten Stelle der Kapillare aufgehoben wird. Ein 
besonderes Verfahren zur Herstellung dieser Verengung ist von HICKS angegeben. 
Naheres hieruber z. B. in dem von SCHEEL verfaBten Artikel uber Maximum­
thermometer im Physikalischen Handworterbuch 2). 

Die in der Meteorologie eingefiihrten Maximumthermometer beruhen darauf, 
daB das Quecksilber einen Eisenstift vor sich herschiebt, der an der Stelle maxi­
maIer Temperatur zuruckbleibt und durch einen Magneten wieder auf tiefere 
Gradzahlen gebracht werden kann. Das bekannte Minimumthermometer ist 
mit Alkohol als thermometrischer Flussigkeit gefiillt. Der Flussigkeitsfaden 
nimmt beim Zuruckweichen infolge der Kapillarkrafte ein mitleichter Reibung 
bewegliches Glasstabchen mit, an dem bei steigender Temperatur die Flussigkeit 
voruberflieBt, ohne es fortzubewegen. Das Glasstabchen ist mit einem kleinen 
Eisenkern versehen, so daB es durch einen Magneten wieder auf die Kuppe 
des Fadens gefuhrt werden kann. 

In der Tiefseeforschung bedient man sich der sog. Umkippthermometer, 
die darauf beruhen, daB der Quecksilberfaden beim Umkippen des Instrumentes 
an einer bestimmten Stelle abreiBt, und in ein zweites Gefaf3 flicf3t, das sich am 

1) SILVESTER BOYER, Journ. Frankl. Inst. Bd. 201, 5.69. 1926; Ind. and Eng. Clwlll. 

BeL 17, 5.1252. 1925. 
2) I'hysikalischcs Tfanc1wiirLerbuch. BC'rlin: Julius Springer 1 l)2+. 
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andern Ende der Kapillare befindet. Zu dem zweiten GefaB gehott eine. Skala, 
an der man die Menge des ausgeflossenen Quecksilbers und die Temperatur 
des Thermometers im Augenblick des Umkippens ablesen kann. Das Umkippen 
kann durch eine sinnreiche Vorrichtung bewirkt werden, wenn sich das Instru­
ment in beliebiger Tiefe unter der Meeresoberflache befindet. 

Das Aspirationsthermometer zur Bestimmung der Lufttemperatur ist ein 
gewohnliches Quecksilberthermometer, das zum Schutz gegen Sonnenstrahiung 
mit einem hochglanzpolierten Metallmantel umgeben ist. Zwischen dem Mantel 
und dem eigentlichen Thermometer wird die Luft, deren Temperatur gemessen 
werden solI, durch einen kleinen Ventilator hindurchgetrieben. 

Zur Ermittlung genauer Siedetemperaturen verwendet man Quecksilber­
thermometer, deren Skala nur von 90 bis 102 0 reicht und in 0,1 oder 0,01 Grade 
geteilt ist. Sie heiBen Hypsometer und dienen hauptsachlich zur Ableitung des 
Barometerstandes aus der Siedetemperatur, die sich bei einer Druckerhohung 
von nur 1 mm Quecksilber urn fast 0,04 0 andert. 

Die Fernthermometer1), die z. B. fiir die automatische Feuermeldung eine 
bedeutende Rolle spielen, bestehen vielfach aus Fliissigkeitsthermometern. Es 
kann etwa ein elektrisches Lautewerk betatigt werden, wenn das Quecksilber 
in der Kapillare mit einer eingeschmolzenen Elektrode in Beriihrung kommt. 
Oder es kann zwischen dem QuecksilbergefaB und der Skala ein sehr enges, 
langes Rohr angeordnet werden, dessen Temperatur urn so weniger EinfluB 
auf die Angaben des Instruments hat, je weniger Quecksilber es enthalt. Auch 
sind Fernthermometer konstruiert, bei denen nicht die Volumenanderung des 
Quecksilbers zur Temperaturmessung dient, sondern die Druckanderung, die 
das Quecksilber auf ein Manometer ausiibt. Das sog. Thalpotasimeter beruht 
darauf, daB der Druck einer leicht verdampfenden Fliissigkeit durch ein mit 
Quecksilber gcfiilltes Rohr bis in den MeBraum geleitet wird. 

Zahlreiche Versuchsanordnungen zur genauen technischen Temperatur­
messung mit Fliissigkeits- und andern Thermometern sind von KNOBLAUCH 
und HENCKy2) angegeben. 

e) Widerstandsthermometer. 
47. Allgemeines tiber Platinthermometer. Wenn auch das Queck­

silberthermometer an Einfachheit von keinem andern TemperaturmeBgerat iiber­
troffen wird, so steht es doch an Zuverlassigkeit hinter dem Platinwiderstands­
ther.mometer zuriick, das in dem Bereich von - 200 0 bis + 650 0 das wichtigste 
Gebrauchsthermometer fiir wissenschaftliche Zwecke darstellt. Der erste Vor­
schlag, den elektrischen Widerstand eines Platindrahtes fiir thermometrische 
Zwecke zu verwenden, stammt von WERNER v. SIEMENS (1871). Seine Messungen 
fiihrten indessen nicht zu befriedigenden Ergebnissen, da die leichte Beein­
flussung des Platinwiderstandes durch Heizgase und andere Verunreinigungen 
storend wirkte, wenn nicht der Platindraht durch eine besondere Schutzhiilse 
aus Platin umgeben war. Nach Einfiihrung der elektrischen Heizung nahm CAL­
LENDAR3) 1886 dasselbe Problem mit gutem Erfolge wieder auf. Von ihm stammt 
auch die Entdeckung, daB der Widerstand des Platins oberhalb 0° mit iiber­
raschender Genauigkeit in weiten Temperaturgrenzen als eine quadratische 
Funktion der Temperatur dargestellt werden kann. Dadurch wird die Eichung 

1) Vgl. K. SCHEEL U. H. EBERT, Fernthermometer, Halle a. S. 1925. 
2) O. KNOBLAUCH U. K. HENCKY, Temperaturmessung, Miinchen u. Berlin 1919. 
3) H. L. CALLENDAR, Proc. Roy. Soc. London Bd. 41, S. 231. 1886; Phil. Trans. 

Bd. 178, S. 161. 1887. 

Handbuch der Physik. IX. 37 
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des Platinthermometers sehr erleichtert. Leider versagt die quadratische Be­
ziehung von etwa -40° ab l ). Zwischen dieser Grenze und -190° kann sie 
noch durch eine andere, etwas weniger einfache Beziehung ersetzt werden 
(Ziff, 49); aber unterhalb -190° ist der Verlauf der Funktion noch fast un­
bekannt. 

Der GraBenordnung nach andert sich der Widerstand des Platins und vieler 
anderer Metalle etwa ebenso stark mit der Temperatur wie der Druck eines Gases 
von konstantem Volumen, d. h. urn etwa 0,4% je Grad in der Nahe der Zimmer­
temperatur. Fordert man 0,01 ° Genauigkeit, so muB der Widerstand also auf 
einige Hunderttausendstel seines Betrages (bei 0°) gemessen werden, wofiir bereits 
nicht unerhebliche elektrische Hilfsmittel erforderlich sind. Am besten eignet 
sich die Widerstandsmessung nach der Potentialmethode, die auf sehr einfache 
Weise die Zufiihrungen zu dem Platindraht von der Widerstandsmessung 
auszuschalten erlaubt (Ziff. 48). 

48. aerstellung der Platinthermometer. In der iiblichen Anordnung fiir 
Normalthermometer wird etwa 1 m Platindraht von etwa 0,1 mm Dicke (bei 
0° etwa 14 Ohm) auf ein an den Kanten mit eingeschnittenen Zahnen versehenes 

Glimmer- oder Porzellankreuz von 5 cm Lange und 0,5 cm Durch­
messer (vgl. Abb. 12) derart aufgewickelt, daB der Draht selbst 
nur an einer Anzahl Punkte die Unterlage beriihrt, wahrend er 

Abb. 12. Wick­
lung des Platin­

wider stands-

im iibrigen frei allen durch die Temperaturanderung bedingten 
Langenanderungen zu folgen vermag, ohne Zerrungen ausgesetzt 
zu sein. Die beiden Enden des Drahtes verlegt man zweckmaBig 
an dasselbe Ende des Kreuzes. Man versieht sie mit U-farmig 
gestalteten Fortsatzen aus Platin, an die nun je zwei Silber­
drahte angelatet werden, die zu dem mit 4 Klemmen versehenen 
Kopf des Thermometers fiihren. Das bewickelte Kreuz wird 
nebst den Zufiihrungsdrahten von einem Schutzrohr aus Glas oder 
Porzellan umgeben. Durch zwei der Silberdrahte wird der MeB­
strom zugefiihrt, wahrend die beiden andern Silberdrahte dazu 
dienen, das elektrische Potential an den Enden des Platindrahtes 
abzunehmen. Die Silberzuleitungen haben vor solchen aus Kupfer 
den Vorzug, daB sie in haherer Temperatur nicht oxydieren. Es 
empfiehlt sich, die Klemmen am Kopf des Thermometers aus 
Kupfer (nicht aus Messing) zu fertigen, damit sich gegen die 
AnschluBdrahte zur MeBeinrichtung keine starenden thermo­
elektrischen Krafte ausbilden konnen. Zwischen den kupfer.nen 
Klemmen und den silbernen Drahten innerhalb des Thermo­
meters ist die Thermokraft verschwindend klein. SoH der Wider­
stand des Platindrahtes nicht nach der Potentialmethode durch 

thermometers. Vergleich mit einem bekannten Widerstand, sondern in der 
WHEATSToNEschen Briicke gem essen werden, so sind nur 3 Zu­

lei tung en zu den Enden des Platindrahtes erforderlich, da es auf diese Weise 
maglich ist, den Widerstand der Zuleitungen gesondert zu ermitteln. 

Zur Vermeidung starender N achwirkungserscheinungen ist es notwendig, 
den Platindraht und das Thermometer einem AlterungsprozeB zu unterziehen. 
Man gliiht den Draht zunachst vor dem Wickeln auf elektrischem Wege aus, 
wobei er so weich wird, daB er sich seiner Unterlage sehr leicht anschmiegt. 
Dann heizt man das fertige Thermometer so oft auf eine Temperatur, die ober­
halb der hochsten Gebrauchstemperatur, fiir die es bestimmt ist, liegt, bis sich 

') F. HENNING, Ann. d. Phys. B(l. 40, S.635. 1()13. 
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der Eispunktswiderstand nicht mehr andert. Eingehende Untersuchungen iiber 
die giinstigste Alterungstemperatur wurden von HOLBORN I ) angestellt. Hierbei 
zeigte sich eine ausgepragte Parallelitat zwischen dem Eispunktswiderstand R~ 
des Thermometers und dem mittleren Temperaturkoeffizienten seines Wider­
standes zwischen ° und 100 ° 

RIOO - Ro 
IX= ------. 

100Ro 
(130) 

Ein Anstieg von Ro ist stets mit einer Abnahme von IX gepaart. Der niedrigste 
Wert von Ro und zugleich der hochste Wert von IX ergab sich nach halbstiindigem 
Gliihen bei 800 bis 1000°. Fiihrt man die Alterung bei hoherer Tt.:mperatur 
aus, so erreichen Round IX wieder die Werte vor der Alterung oder gehen 
gar noch erheblich iiber jene Betrage hinaus. Bei Temperaturen iiber 1000 0 

kann das Platinthermometer nicht mehr als geniigend zuverlassig angesehen 
werden. 

Unterhalb dieser Grenze erzielt man die giinstigsten Ergebnisse, wenn das 
Schutzrohr des Thermometers ebenso wie das Kreuz fiir die Wickelung aus Hart­
porzellan (MARQuARDTsche Masse der Berliner Porzellanmanufaktur) bestehen. 
Schutzrohren aus Hartglas iiben im Gluhzustand einen ungunstigen Einflu13 
aus vielleicht infolge Aufnahme von aus -dem Glas stammendem Alkali durch 
das Platin. Fertigt man das Kreuz aus Glimmer, so mu13, wenn das Thermo­
meter fUr Gliihtemperaturen bestimmt ist, der Glimmer zuvor auf hohere 
Temperaturen geheizt werden, urn aIle in ihm enthaltenen Gase und vergasbaren 
Stoffe zu entfernen. 

Widerstandsthermometer fur tiefe Temperaturen altert man dadurch, da13 
man sie vor dem Gebrauch einigemal in fliissiger Luft oder fliissigem Wasser­
stoff abkuhlt. Um den Widerstandsdraht vor Feuchtigkeit zu schiitzen, die 
leicht zur· Storung der elektrischen Messungen AnlaB gibt, muB der Draht gas­
dicht, fUr sehr tiefe Temperaturen in einer Heliumatmosphare eingeschlossen 
werden, oder er muB, falls die Temperatur elektrisch isolierender Fliissigkeiten 
gemessen werden soIl, unmittelbar mit diesen in Beriihrung gebracht werden. 

Fur viele Fane ist es notwendig, Platinthermometer anderer Form zu wahlen, 
insbesondere, wenn die zu messende Temperatur nur in einem eng begrenzten 
Raum mit geniigender Homogenitat aufrecht zu halten ist. Man wird dann aller­
dings leicht auf unbequem kleine Widerstande gefUhrt, oder man muB die Dicke 
des Drahtes verringern, was die Gefahr mit sich bringt, daB der Draht leichter 
von Verunreinigungen beeinfluBt wird und daB besonders in hoherer Temperatur 
sich fruhzeitig ein EinfluB der Zerstaubung des Platins bemerkbar macht. Bei 
einer bekannten AusfUhrungsform des Platinthermometers mit verhaltnismaBig 
kleinen Abmessungen ist der Platindraht auf ein etwa 4 mm dickes Stabchen 
aus Quarzglas gewickelt und durch Verschmelzen. mit einem dariibergeschobenen 
diinnwandiges Quarzglasrohr unverschiebbar in seiner Lage gehalten. Diese 
Thermometer, deren. geringe Tragheit geruhmt wird und die ohne Schaden 
schroffen Temperaturanderungen ausgesetzt werden diirfen, sind bei nicht sehr 
hohen Anspriichen an Genauigkeit bis 900° brauchbar. In tiefen Temperaturen 
haben sie sich nicht bewahrt, da sie infolge der Spannungen, denen der Draht 
ausgesetzt ist, nach jeder Abkiihlung auf - 190 0 Eispunktsanderungen in der 
GroBenordnung von 1 ° aufweisen. 

Die Starke des e1ektrischen Stromes (0,01 bis 0,001 Amp.), den man zur 
Widerstandsmessung durch den Thermometerdraht schickt, ist so zu bemessen, 

I)L. HOLBORN, Ann. d. Phys. Bd.59, S. 145. 1919. 
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daB er moglichst keine merkliche Erwarmung des Drahtes bewirkt. Man kann 
annehmen, daB die Widerstandserhohung unter sonst gleichen Umstanden pro­
portional dem Quadrat der Stromstarke ist und daB er bei hoherer Temperatur 
geringer ist als bei tieferer, da mit steigender Temperatur der Warmeaustausch 
mit der Umgebung ztmimmt. Durch Anderung der Stromstarke ist es dann moglich, 
die Temperaturerhohung LI t bei gegebenem Wattverbrauch festzustellen. 1st 
sie bei 0 0 durch LI to gegeben, so betragt sie nach CALLENDAR bei der absoluten 
Temperatur T, falls der Wattverbrauch der gleiche ist, LI t = LI to' 273/T. 

Urn die Temperaturerhohung durch den MeBstrom T vollstandig in Rechnung 
zu setzen, fUhrt man zweckmaBig die Messung bei zwei Stromstarken i l und 
iz = 2il d.ufch. Bezeichnet R den Widerstand beim MeBstrom 0 und Rl = R + x 
den Widerstand beim MeBstrom i l , so erhalt man beim MeBstrom i z den 
Widerstand Rz = R + 4 x, und der gesuchte Widerstand R ergibt sich als 
R = Rl - .§(R2 - Rl)' 

Zur Temperaturmessung hocherhitzter Gase und Dampfe ist das Schutzrohr 
des Widerstandsthermometers mit einer passend durchlocherten Hulse aus 
Asbest oder Eisen zu versehen, die als Strahlungsschutz dient. Diese Hulse 
muB moglichst die zu messende Temperatur annehmen, urn zu verhindern, daB 
der Widerstandsdraht mit Stellen in Strahlungsaustausch tritt, die eine ab­
weichende Temperatur besitzen. Die Frage des zweckmaBigsten Strahlungs­
schutzes ist mehrfach eingehend behandelt worden, z. B. von MEISSNERl) 
sowie v.on MUELLER und BURGESS Z). 

Will man mit Widerstandsthermometern eine Temperaturdifferenz unmittel­
bar messen, so ist jedes Ende des MeBdrahtes mit 3 Zuleitungen zu versehen. 
Die Zuleitungspaare dienen zur Stromzufuhrung, zur Potentialabnahme und 
zur Parallelschaltung eines Widerstandes. Die beiden Thermometer, die sich 
an den Stellen befinden, deren Temperaturdifferenz gemessen werden solI, mogen 
die Widerstande Rl und Rz besitzen, und die ihnen parallel geschalteten Wider­
stande R{ und R~ seien(etwa in der Schaltung des Differentialgalvanometers) 
so abgeglichen, daB der urn den zugehorigen Nebenschlul3 vergrol3erte Leitwert 
jedes der beiden Thermometer gleich groB ist. Dann erhalt man die Beziehung 

oder 
R'- R' 

R2 - Rl = Rl R2 • k'R' 2 
1 2 

Man gewinnt hiernach die Widerstandsdifferenz R2 -- Rl beider Thermometer, 
ohne daB die Widerstande Rl und R2 sehr genau bekannt zu sein brauchen. 

49. Abhangigkeit des Platinwiderstandes von der Temperatur. Die Ab­
hangigkeit des Platinwiderstandes R von der Temperatur t folgt oberhalb 0 0 

der Gleichung R t =Ro(1 + at + bt 2), (131) 

wenn a und b individuelle Konstante des betreffenden Platindrahtes bedeuten. 
In der CALLENDARschen Schrelbweise wird an Stelle der beiden Konstanten a 
und b aul3er der bereits definierten Konstanten iX, Gleichung (130), die Konstante J 
durch die Beziehung R t - Ro t ( t ) 

t = + J. - - -- 1 (132) 
iX • Ro 100 100 

eingefUhrt. Der Quotient (R t - Ro)jiX . Ro wird auch als "Platintemperatur tp" 
bezeichnet. Die Zahlenwerte von iX und b hangen von der Reinheit und dem 
Kristallisationszustand des Plat ins abo Drahte, fUr we1che iX < 0,0039 und 
b > 1,50 ist, werden als ungeeignet fur Temperaturmessungen hoher Genauigkeit 

') \\-. :\IEISSNER, Ann. d. Phys. Ed. 39, S. 1230. 1912. 
2) E. F. MUELLER U. H. A. BURGESS, Journ. Amer. Chem. Soc. Ed.41, S.745. 1919. 
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angesehen. Diesen Grenzen entspricht, daB RtfRn fiir t = 100 0 groBer als 1,390 
und fUr t = 444,6° (Siedepunkt des Schwefels) groBer als 2,645 sein muB. Fiihrt 
man die Konstante IX und c5 in die quadratische Formel ein, so erhalt man 

Rt =Ro [1+IX(1+-c5-)t- IXc52 · t2 ]. 
100 100 

(133) 

Man gewinnt die Konstanten Ro' IX und c5 bzw. Ro, a und b auf experimentelle 
Weise dadurch, daB man den Widerstand des Platindrahtes auBer am Schmelz­
punkt des Eises bei den Siedepunkten von Wasser und Schwefel (444,6 0 bei 
1 Atm. Druck) beobachtet. 

Von 0 bis -193 0 gilt zwischen dem Widerstand und der Temperatur die 
Beziehung1) 

(134) 

deren Konstanten durch Eichung des Thermometers am Schmelzpunkt des 
Quecksilbers (- 38,87 0 ), dem Sublimationspunkt der Kohlensaure (- 78,51 0 

bei 1 Atm. Druck) und dem Siedepunkt des Sauerstoffs (-183,00 0 bei 1 Atm. 
Druck) gefunden werden konnen. Es hat sich indessen herausgestellt, daB fiir 
Platindrahte allgemein C1 = - 5,10- 12 gesetzt werden darf, so daB die Messung 
an einem der genannten Eichungspunkte - am besten dem Quecksilberpunkt -
erspart werden kann. Eine etwas abweichende ebenfalls zwischen 0 und -193 0 

geltende Interpolationsformel, die sich an die CALLENDARsche Beziehung mit 
den Konstanten IX und c5 anlehnt, wurde von VAN DUSEN2) vorgeschlagen 

t- c5- --1 - --1 Rt - Ro t ( t ) t3 (t ) 
- IX' Ro + 100 100 + {J 1003 100 . (135) 

Die Konstanten IX und c5 dieser Gleichung haben die bereits oben genannte Be­
deutung und sind durch Beobachtung des Platinwiderstandes bei den Siedepunkten 
des Wassers und Schwefels zu ermitteln, wahrend die Konstante {J durch eine 
entsprechende Messung am Siedepunkt des Sauerstoffs gewonnen wird. Fiir 
{J = 0 hat Gleichung (135) also oberhalb 0° Giiltigkeit. 

Beide Gleichungen (134~ und (135) fUhren fiir Drahte aus reinem Platin zu 
praktisch den gleichen Temperaturen. 

In Tabelle 16 ist fUr ein Thermometer aus sehr reinem Platindraht das Wider­
standsverhaltnis Rtf Ro zwischen 0 0 und - 200 ° von Grad zu Grad dargestellt. 

50. Widerstandsthermometer fiir sehr tiefe Temperaturen. Unterhalb 
- 193 0 liegen noch zu wenige Angaben iiber die Abhangigkeit des Platinwider­
standes von der Temperatur vor, als daB eine fiir das Gebiet giiltige empirische 
Funktion von geniigender Zuverlassigkeit hatte gefunden werden konnen. Nach 
GRUNEISEN3) besteht in tiefer Temperatur Proportionalitat zwischen dem Wider­
stand einerseits und dem Produkt von absoluter Temperatur und spezifischer 
Warme des Metalls andererseits. Da man iiber den Verlauf der Kurve £iir die 
spezifische Warme ziemlich gut unterrichtet ist, so lassen sich somit gewisse 
Schliisse iiber den Gang des Widerstandes ziehen. Die GRUNEIsENsche Formel 
£iir einatomige Metalle lautet vollstandig: 

R = A . T· F (~). cp • [1 + aT + bPJ. er Cv 
(136) 

1) F. HENNING U. W. HEUSE. ZS. f. Phys. Bd.23. S.95. 1924. 
2) G. VAN DUSEN. Journ. Amer. Chern. Soc. Bd.47. S.326. 1925. 
3) E. GRUNEISEN. Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 20. S. 36.1918; Phys. ZS. Bd.19. S. 382.1918. 



582 Kap. 8. F. HENNING: Temperaturmessung. Ziff. 49. 

Tabelle 16. 
Platinwiderstandsthermometer Nr. 29 der Physik.-Techn. Reichsanstalt. 

t Rt/Ro t Rt/Ro t I Rt/Ro t Rt/Ro 

0° 1,00000 - 50° 0,79985 -100° 0,59600 -150° 0,38734 
- 1 0,99603 - 51 0,79581 -101 0,59188 -151 0,38310 
- 2 0,99206 - 52 0,79177 -102 0,58776 -152 0,37886 
- 3 0,98809 - 53 0,78773 -103 0,58363 -153 0,37462 
- 4 0,98412 - 54 0,78369 -104 0,57950 -154 0,37038 

- 5 0,98014 - 55 0,77965 -105 0,57537 -155 0,36614 
- 6 0,97616 - 56 0,77560 -106 0,57124 -156 0,36189 
-- 7 0,97218 - 57 0,77155 -107 0,56711 -157 0,35764 
- 8 0,96820 - 58 0,76750 -108 0,56298 -158 0,35339 
- 9 0,96422 - 59 0,76345 -109 0,55884 -159 0,34913 

-10 0,96024 - 60 0,75940 -110 0,55470 -160 0,34487 
-11 0,95626 - 61 0,75535 -111 0,55056 -161 0,34061 
-12 0,95228 - 62 0,75129 -112 0,54642 -162 0,33634 
--13 0,94829 - 63 0,74723 -113 0,54227 --163 0,33207 
-14 0,94430 - 64 0,74317 -114 0,53812 -164 0,32780 

-15 0,94031 - 65 0,73911 --115 0,53397 -165 0,32353 
-16 0,93632 - 66 0,73505 -116 0,52982 -166 0,31926 
-17 0,93233 - 67 0,73099 -117 0,52567 -167 0,31498 
-18 0,92834 - 68 0,72693 -118 0,52152 -168 0,31070 
-19 0,92434 - 69 0,72287 -119 0,51736 -169 0,30642 

-20 0,92034 - 70 0,71880 -120 0,51320 -170 0,30213 
--21 0,91634 - 71 0,71473 -121 0,50904 -171 0,29784 
-22 0,91234 - 72 0,71066 -122 0,50488 --172 0,29355 
-23 0,90834 - 73 0,70659 -123 0,50071 -173 0,28925 
--24 0,90434 - 74 0,70252 -124 0,49654 -174 0,28495 

-25 0,90034 - 75 0,69844 -125 0,49237 --175 0,28065 
--26 0,89634 - 76 0,69436 -126 0,48820 -176 0,27634 
--27 0,89234 - 77 0,69028 -127 0,48402 -- 177 0,27203 
--28 0,88833 - 78 0,68620 -128 0,47984 --178 0,26772 
-29 0,88432 - 79 0,68212 -129 0,4 7 566 -179 0,26340 

-30 0,88031 - 80 0,67804 -130 0,47148 -180 0,25908 
-31 0,87630 -- 81 0,67395 -131 0,46730 --181 0,25476 
-32 0,87229 -- 82 0,66986 -132 0,46311 -182 0,25043 
-33 0,86828 - 83 0,66577 --133 U,4 5892 -183 0,24610 
-34 0,86427 -- 84 0,66168 -134 0,45473 -184 0,24176 

-35 0,86025 - 85 0,65759 -135 0,45054 -185 u,23742 
-36 0,86223 -- 86 0,65350 -136 0,44634 -186 0,23308 
-37 0,85221 - 87 0,64941 -137 0,44214 -187 0,22873 
-38 0,84819 - 88 0,64531 -138 0,4 3 794 --188 0,22439 

39 0,84417 -- 89 0,64121 -139 0,43374 -18<) 0,22006 

-40 0,84015 - 90 0,63711 --140 0,42953 --190 0,21573 
41 0,83613 -- 91 0,63301 -141 0,42532 -191 0,21141 

-42 0,83210 - 92 0,62890 -142 0,42111 -192 0,20709 
- 43 0,82807 -- 93 (),62479 - -143 0,41690 -193 0,20278 
- 44 0,82404 -- 94 0,62068 -144 0,41269 -194 0,19848 

-45 0,S2001 - 95 0,61657 -- 145 0,40847 --195 0,19419 
-46 0,81598 96 0,61246 146 (J,40425 -196 0,18991 

47 0,S1195 ()7 O'()0835 147 (),400u3 --197 0,18563 
- 48 (),S0792 q8 0,60424 - 148 (I,395Su - 198 0,18136 
- 49 0,80389 ')9 0,60012 14» (1,39157 --199 0,17710 

iO 0,79985 100 0,59600 - -150 ! lI,38734 200 0,17284 
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Hierin bedeutet A einen Proportionalitatsfaktor, der vom Atomvolumen des 

Metalles abhangt, F (~J die DEBYEsche Funktion der spezifischen Warme 

(ds. Handb. Bd. X), cp/cv das Verhaltnis der spezifischen Warmen fur das be­
treffende Metall und 1 + aT + b T2 einen empirischen Korrektionsfaktor, der 

fUr hahere Temperaturen (in denen neben cp/cv auch F (~J nahezu den Wert 1 

annimmt) der Abweichung von der Naherungsregel Rechnung tragt, daB der 
Widerstand der absoluten Temperatur proportional verlauft. Die fUr jedes 
Metall charakteristische GroBe er hat fiir Platin den Wert er = 230, fUr Blei 
er = 92 und fUr Gold er = 190. Je kleiiler der Betrag von e. ist, urn so 
tiefer darf das Metall abgekuhlt werden, bevor es in den Bereich stark ab­
nehmender Temperaturkoeffizienten des Widerstandes eintritt. 

Fur sehr tiefe Temperaturen, die im Bereich des fliissigen Heliums liegen, 
verliert die GRUNEISENsche Regel ihre allgemeine Gultigkeit, denn zu der Er­
scheinung der Supraleitfahigkeit, die bei einer Reihe von Metallen auftritt, 
gibt es bei der spezifischen Warme keinen entsprechenden Vorgang. Immerhin 
laBt sich so viel schlieBen, daB im Bereich des flussigen Wasserstoffs die Anderung 
des Widerstandes mit der Temperatur bei gegebenem Eispunktswiderstand fur 
Blei graBer ist als fUr Platin. In Tabelle 171) sind einige Angaben uber den 
Widerstand R und dessen Tem­
peraturkoeffizienten dRldT 
von reinem Platin und reinem 
Blei zwischen 20 und 100 0 K 

Tabelle 17. 
Widerstand R und dessen Temperatur­
koeffizient dRjdT fur Platin und Blei. 

Plalin Blei 

zusammengestellt. Es ist an- ----- -----,----- ---- --1----

genommen, daB beide Wider- T R dR .10' R dR .10' 
dT dT 

stande bei der Temperatur des 
schmelzenden Eises To = 273,2 0 

den Wert 1 besitzen. 
Ein Bleiwiderstandsther­

mometer laBt sich nach dem 
gleichen Prinzip herstellen wie 
ein Platinwiderstandsthermo­
meter (Ziff. 48). Fur Blei ist 
indessen bisher keine einfache 

20° 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 

0,006 
0,018 
0,042 
0,077 
0,117 
0,.159 
0,203 
0,246 
0,289 

0,6 
1,3 
1,9 
3,2 
4,1 
4,3 
4,4 
4,3 
4,3 

0,029 
0,068 
0,108 
0,148 
0,186 
0,223 
0,259 
0,296 
0,333 

3,5 
3,9 
4,0 
3,9 
3,8 
3,7 
3,7 
3,7 
3,7 

Beziehung zwischen dem Widerstand und der Temperatur aufgefunden worden, 
die mit genugender Genauigkeit gilt. Die Zuverlassigkeit der Bleiwiderstands­
thermometer ist dadurch beschrankt, daB der Draht infolge seiner Weichheit 
sehr leicht Gestaltsanderungen ausgesetzt ist, die stets von bleibenden Wider­
standsanderungen begleitet werden. 

Blei wird nach KAMERLINGH ONNES bei etwa 6 0 K supraleitend, d. h. sein 
Widerstand nimmt bei dieser Temperatur sprungweise den Wert 0 an. Platin 
weist diese Erscheinung nicht auf, doch ist sein Widerstand von etwa 50 K 
an als praktisch unabhangig von der Temperatur anzusehen. Bei unreinem 
Draht ruckt diese Temperatur haher. Qualitativ das gleiche wie fiir Platin 
gilt auch fUr Gold 2). 

Konstantan und Manganin, deren Widerstand bis herab zu etwa -140 0 

praktisch unabhangig von der Temperatur ist, besitzen im Gebiet des flussigen 

1) F. HENNING, Temperaturmessung, S. 109. Braunschweig 1915. 
2) S. z. B. P. G. CATH, H. KAMERLINGH ONNES U. J. M. BURGERS, Comm. Leiden 

152 c. 1917. 
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Wasserstoffs so groBe Temperaturkoeffizienten, daB beide Legierungen in diesem 
Bereich zur Herstellung von Widerstandsthermometern wohlgeeignet sind. Man­
ganin scheint sogar noch im Bereich des flussigen Heliums brauchbar zu sein1). 

f) Thermoelektrische Thermometer. 
51. Allgemeines tiber das Thermoelement. Fur die technische Messung 

hoher Temperatuten hat das Thermoelement groBe Bedeutung erreicht. Sein 
Hauptanwendungsgebiet liegt, auch bei wissenschaftlichen Untersuchungten, im 
Bereich zwischen 650 und 1100°. Als sekundares Thermometer ist es in diesem 
Gebiet, wo die Beobachtungsbedingungen weder fUr das Platinwiderstands­
thermometer noch fUr die Strahlungspyrometer gunstig sind, unentbehrlich. 
Indessen werden auch bei Zimmertemperatur und sogar im Temperaturgebiet 
der flussigen Gase Temperaturmessungen mit dem Thermoelement ausgefUhrt. 
Es besitzt vor allen andern Thermometern den Vorzug, daB es ohne weiteres 
Temperatur d i ff ere n zen zu messen gestattet. Darum wird es vielfach in der 
Kalorimetrie benutzt. Ferner kann das Thermoelement wegen der geringen 
GroBe seiner temperaturempfindlichen Teile mit einiger Vorsicht zur Temperatur­

3 

Abb. 13. Thermoelement. 

messung von Raumen geringerer Ausdehnung 
dienen, als es mit andern Instrumenten 
moglich ist. 

Ein Thermoelement besteht aus zwei ver­
schiedenen Metallen, gewohnlich in Drah tform 
(inAbb.13 mitlund2 bezeichnet), die an einem 
Ende A zu einer Lotstelle zusammengesetzt 
sind, wahrend sie an ihren andern Enden B 

und B' mit Kupferdrahten 3 verbunden sind, die zu dem MeBinstrument G fUhren. 
Die beiden Lotstellen B und B' (Nebenlotstellen) mussen sich stets auf gleicher 
Temperatur, am besten 0°, befinden, wahrend die Hauptlotstelle A der zu mess en­
den Temperatur ausgesetzt wird. Die Lotstellen A, B und B' sind der Sitz elektro­
motorischer Krafte. Bei chemisch und mechanisch homogenen Metallen ist 
die gesamte im Instrument G gemessene elektromotorische Kraft die gleiche 
wie in einem Thermoelement, das nur aus den Metallen 1 und 2 besteht und dessen 
beide Enden bei A bzw. bei B B' miteinander verbunden sind. Sie hangt lediglich 
von der Temperaturdifferenz zwischen A einerseits und B, B' andererseits abo 

Die Herstellung eines Thermoelements ist auBerst einfach. Die Drahte sind 
durch Erhitzen oder Ausgluhen zunachst mechanisch moglichst homogen zu 
machen und vor dem Gebrauch elektrisch gut zu isolieren, was meist ausreichend 
durch Glas- oder Porzellanrohrchen und in sehr hoher Temperatur durch Rohrchen 
aus MARQUARDTscher Masse geschehen kann. Es ist darauf zu achten, daB aIle 
Stellen des MeBkreises, an denen verschiedene Metalle zusammenstoBen, vor 
Temperaturschwankungen geschutzt werden, da andernfalls zusatzliche Thermo­
krafte auftreten, die die MeBgenauigkeit beeintrachtigen. 

52. Verschiedene Arten von Thermoelementen. Von allen gebrauchlichen 
Thermoelementen ist dasjenige, dessen Schenkel aus reinem Platin und einer 
Legierung von Plat in mit 90% Rhodium bestehen, das wichtigste. Es ist zuerst 
von LE CHATELIER eingefUhrt (1887). Bis dahin war man, obwohl die Thcrmo­
kraft bereits 1821 von SEEBECK entdeckt wurde, hauptsachlich veranlaBt durch 
einige erfolglose Versuche REGNAULTS, der Ansicht, daB die Thermokraft nicht 
fUr die Temperaturmessung in Frage kame. Das LE CHATELIERsche Element 

1) H. KAMERLINGH ONNES U. HOLST, Comm. Leiden 1+2a. 1914; s. auch Jubelband 
fur KAMERLINGH ONNES, S. 399· 11. Nov. 1922. 
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ist bis nahe zum Platinschmelzpunkt brauchbar,doch erfordert seine Hand­
habung, die fUr Temperaturen unter 1000° keine Schwierigkeiten bietet, sehr 
umfassende VorsichtsmaBregeln, wenn es sich urn die Beobachtung erheblich 
hoherer Temperaturen handelt. Die Schwierigkeiten bestehen darin, daB in diesem 
Bereich alle sonst elektrisch gut isolierenden Korper lei tend werden, und daB 
der hochgliihende Platindraht durch Legierung z. B. mit Metalldampfen thermo­
elektrisch stark beeinfluBt werden kann. 

Die empirischen Formeln zur Darstellung der thermoelektrischen Kraft e 
des Platinrhodiumelementes in Abhangigkeit von der Temperatur t entbehren 
jeder theoretischen Unterlage. Es ist vielfach iiblich, die Thermokraft e als 
Potenzreihe der Temperatur t darzustellen. Fiir ein von HOLBORN und DAY!) 
an das Gasthermometer angeschlossenes LE-CHATELIER-Element gilt zwischen 
250 und .1100°, falls sich die zweite Lotstelle (Nebenlotstelle) auf 0° befindet, 
die Beziehung 

e = -310 + 8,048 t + 0,00172 t2 Mikrovolt. (137) 

Uber 1100° versagt diese Formel, aber sie ist auch nicht erheblich unter 250° 
brauchbar, da die Extrapolation auf t = 0° nicht den zu fordernden Wert 
e = 0 liefert. 

Die von der Firma HERAEUS bezogenen Thermoelemente Pt/PtRh unter­
scheiden sich in ihrer Thermokraft nur bis etwa 1 %. Fiir ein bestimmtes Element 
dieser Art ist in dem ganzen Temperaturbereich von 300 bis 1600 ° folgende 
Formel gefunden 2) 

e = 2290 + 89,042 . 10 - 2 (t - 300) } (138) 

+ 2,6875 -1O- 4 (t - 300)2 - 0,08073 - 1O- 6 (t - 300)3 Mikrovolt. 

Hieraus sieht man, daB sich in hoherer Temperatur die Thermokraft urn etwa 
12 Mikrovolt je Grad andert. 

In dem Bestreben, empfindlichere und zugleich billigere Thermoelemente 
zu verwenden, wird in technischen Betrieben bis 1200° ein Nickel-Kohleelement 
benutzt, bei dem sich der isolierte Nickeldraht im Innern eines Kohlerohres 
befindet. Durch diese Anordnung wird die Oxydation des Nickeldrahtes ver­
mieden. Die Empfindlichkeit dieser Kombination betragt in der Nahe von 
1000° etwa 40 Mikrovolt je Grad. Auch sind fur Temperaturen bis 1100° Ele­
mente aus Nickel und Eisen oder aus Nickel und Chrom-Nickel in Gebrauch, 
deren Empfindlichkeit etwa die gleiche ist wie bei dem Element Nickel-Kohle. 

Eine Tabelle ii ber die Thermokrafte der wichtigsten Elemente findet sich 
in den Warmetabellen der Reichsanstalt2). 

Zur Bestimmung der Helligkeit des schwarzen Korpers am Platinschmelz­
punkt bediente sich HOFFMANN 3 ) eines Thermoelements aus Iridium und Iridium­
Ruthen, welches das Platinelement erheblich an Temperaturbestandigkeit iiber­
trifft, aber nur eine Empfindlichkeit von etwa 2 Mikrovolt je Grad besitzt. Bis 
3000° brauchbar ist ein Thermoelement aus Wolfram gegen eine Legierung 
von Wolfram mit 25% Molybdan 4). Seine Empfindlichkeit betragt bei 3000° 
etwa 6 Mikrovolt je Grad. Es ist nur in reduzierender Atmosphare anwendbar. 

1) L. HOLBORN u. A. DAY. Ann. d. Phys. Bd.2. S. 505-545. 1900. 
2) L. HOLBORN. K. SCHEEL u. F. HENNING. Warmetabellen der Physik. S. 15. 

Techn. Reichsanstalt Braunschweig 1919. S. 15 u. 42. 
3) F. HOFFMANN. ZS. f. Phys. Bd. 27. S.287. 1924; s. auch E. BRODHUN u. F. HOFF­

MANN. ZS. f. Phys. Bd. 37. S. 142. 1926. 
4\ M. PIRANI u. G. FRH. v. WANGENHEIM. ZS. f. techno Phys. Bd.6. S.358. 1925. 
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SolI noch unter 400 ° eine Temperatur mit dem Thermoelement gemessen 
werden, so empfiehlt sich in erster Linie die Kombination Kupfer-Konstantan, 
deren Thermokraft sich urn 40 bis 50 Mikrovolt je Grad andert. Das Element 
Eisen-Konstantan ist noch etwas empfindlicher, doch ist es wegen der leichten 
Oxydierbarkeit des Eisens weniger zuverlassig. In Temperaturen, bei denen 
keine Schwierigkeiten wegen der elektrischen Isolation auftreten, kann man 
die Empfindlichkeit der thermoelektrischen Anordnung leicht dadurch erhOhen, 
daB man mehrere gleichartige Elemente hintereinander schaltet· und ihre L6t­
stellen abwechselnd auf die zu messende Temperatur und auf 0° bringt. 

WHITE, DICKINSON und MUELLERI) erzielten bei der Vergleichung von 
vier hintereinander geschalteten Kupfer-Konstantan-Elementen mit Platinwider­
standsthermometern eine MeBgenauigkeit von 0,005°. Zugleich fanden sie, daB 
man bei diesen Anspruchen an Genauigkeit die Thermokraft des. Elements 
selbst zwischen 0 und 100 ° nicht mehr durch eine quadratische Funktion der 
Temperatur darstellen kann, sondern sich bereits einer solchen dritten Grades 
bedienen muB. 

Fur Temperaturen unter 0° benutzten KEYES, TOWNSHEND und YOUNG 2) 

ebenfalls das Kupfer-Konstantan-Element. Durch Vergleich mit einem Stickstoff­
thermometer fanden sie die Thermokraft von sechs hintereinander geschalteten 
Paaren zwischen 0 und - 183 ° durch die Beziehung 

e = 0,1486· t2,137 - 222,20· t (139) 
darstellbar. 

Nach NERNST 3 ) gilt zwischen den absoluten Temperaturen T = 15,5 und 
100° fur die elektromotorische Kraft des Kupfer-Konstantan-Elements 

e = 31,32 T log( 1 + ~) + 1,0.10- 7 • P Mikrovolt. (140) 

1m Gebiet der Temperaturen des flussigen Wasserstoffs ist indessen das 
Element Gold-Silber, das bei Zimmertemperatur und se1bst noch bei -185 ° 
eine kaum meBbare Thermokraft liefert, nach ONNES und CLAY 4) erheblich 
empfindlicher als das Kupfer-Konstantan-Element. DEWAR5) fand in demselben 
Bereich auch die Elemente Gold-Neusilber und Platin-Neusilber gut brauchbar. 
Fur Beobachtungen in technischen Betrieben sind die Instrumente zur Messung 
der Thermokraft haufig mit einer Skala versehen, die fUr ein bestimmtes Thermo­
element unmittelbar die Temperatur abzulesen erlaubt. In dem Fall, daB sich 
die Nebeniotstelle nicht auf 0°, sondern etwa auf Zimmertemperatur t befindet, 
ist zu beachten, daB wegen des nicht linearen Zusammenhangs von Thermo­
kraft und Temperaturdifferenz der Lotstellen man zu einem falschen Temperatur­
wert gefUhrt wurde, wenn man von der Skalenablesung to in Abzug brachte. 
Urn den TemperatureinfluB der Nebenlotstelle genau auf einfache Weise zu be­
rucksichtigen, sind zahlreiche Anordnungen empfohlen worden 6). 

53. Die Inhomogenitat der Drahte und ihr EinfluB auf die Thermokraft. 
Wenn ein Thermoelement bei wechse1nder Eintauchtiefe in den Raum, dessen 
Temperatur zu messen ist, gebraucht werden solI, so sind zuverlassige Ergebnisse 

1) \V. P. \VHITE, H. C. DICKINSON ll. E. F. MUELLER, Phys. Rev. Del. 31, S. 159.1910. 
2) F. G. I\:EYES, B. TOWNSHEND n. L. H. YOUNG, Journ. of Math. and Phys. :\Iassa-

chus. lnst. of Technology Bd. 1, S. 243. 1922. 
~) W. NERNST, Grunellagen des neuen \Vilrmesatzes, S. 37. 1. Auf!. Hal.le 1~)18. 

4) H. KAMERLINGH ONNES U. J. CLAY, Comm. Leiden 107b. 1908. 
5) J. DEWAR, Proc. Roy. Soc. Lonelon (A) Bel.7G, S. 31G. 1905. 
6) C. KEIKATH, Elcktrische TemperatnrmcJ3geratc, S. 13. 1HincJlcn u. Derlin: Olelcn­

bourg 1923. S. 13 ff. 
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nur zu erwarten, wenn die Schenkel des Thermoelements mechanisch und chemisch 
vollig homogen sind. 1st dies nicht der Fall, so ist die Wirkung die gleiche, wie 
wenn die Drahte aus einer groBen Zahl kleiner Metallstiicke verschiedener che­
mischer Beschaffenheit bestanden, d. h. es ist eine Reihe von Quellen elektro­
motorischer Krafte vorhanden. Ihr EinfluB auf das MeBergebnis ist urn so 
groBer, je starker das Temperaturgefalle ist, in dem sich derartige Drahte be­
finden; er verschwindet nur, wenn alle Inhomogenitatsstellen gleiche Temperatur 
haben. Daraus folgt, daB die Inhomogenitatsstellen nur geringe Storung hervor­
rufen, wenn sie in unmittelbarer Nahe' der Hauptlotstelle gelegen sind und es 
sich etwa urn die Temperaturmessung in einem Of en handelt, von dem ein ge­
niigend groBer Raum gleichmaBig beheizt ist. 

Man priift einen Draht auf Inhomogenitat, indem man die elektromotorische 
Kraft des Elements beobachtet, wahrend man mit einer moglichst spitzen, nicht 
ruBenden Flamme die einzelnen Teile des Drahtes erwarmt und zugleich die 
Lotstellen A, B und B' (Abb. 13) auf derselben Temperatur (0°) halt. Hierbei 
gelangt jede Stelle des Drahtes in ein Temperaturgefalle, das nach beiden Seiten 
einen absteigenden Gradienten besitzt. Will man aber die storenden thermo­
elektrischen Krafte ihrer absoluten GroBe nach bestimmen, so darf man die 
einzelnen Punkte der Drahte nur einem einseitigen Temperaturgefalle aussetzen. 
Dies kann geschehen, indem man die Eintauchtiefe des Drahtes in ein Bad 
konstanter Temperatur bei gleichzeitiger Beobachtung der Thermokraft nach 
und nach verandert. 

Die meisten Drahte besitzen bereits von ihrer Fabrikation her Stellen ver­
schiedener Harte, die thermcielektrisch ebenso storend wirken konnen wie Stellen 
chemischer Inhomogenitat. Durch Erwarmen des Drahtes auf eine geeignete 
Temperatur konnen sie oft weitgehend beseitigt werden. Fiir den Fall, daB 
dies nicht gelingt und hochste Genauigkeit gefordert wird, hat WHITEl) vor­
geschlagen, die Storung durch Parallelschalten zweier gleichartiger Drahte mit 
parasitaren Thermokraften von entgegengesetztem Vorzeichen zu kompensieren. 

Sehr haufig werden die Thermoelemente wahrend des Gebrauchs in hoher 
Temperatur infolge von teilweisen Strukturanderungen und Legierungen mit 
Fremdstoffen verdorben. Dies trifft in hohem MaBe zu, wenn sich das Thermo­
element in reduzierender Atmosphare neb en Silizium- oder Eisenverbindungen 
befindet. Besonders empfindlich ist in dieser Beziehung der Platinschenkel 
des LE CHATELIERschen Elements. Das Element wird, wenn es Kohledampfen 
ausgesetzt ist, schnell unbrauchbar. Es muB auch sehr sorgfaltig gegen Iridium­
dampfe geschiitzt werden. Bis 1600 ° bieten Rohrchen aus Quarzglas einen 
wirksamen Schutz. Sie entglasen allerdings, wenn man sie iiber 1100° heizt, 
bei der Abkiihlung und werden dann briichig und unbrauchbar. Auch Rohren 
aus MARQUARDTscher Porzellanmasse, die auBen glasiert sind, konnen das Thermo­
element weitgehend schiitzen. Selbst wenn die Glasur erweicht, bildet sie ein 
gutes Mittel zur Abdichtung des porosen Materials. In der Nahe von Kohle 
schmilzt allerdings die MARQUARDTsche Masse schon in verhaltnismaBig tiefer 
Temperatur. 

g) Dampfdruckthermometer. 
54. Allgemeines tiber Dampfdruckthermometer. Von STOCK und NIELSEN 2) 

wurde zum erstenmal nachdriicklich darauf hingewiesen, daB unterhalb Zimmer­
temperatur die Sattigungsdrucke von Dampfen reiner Fliissigkeiten ausgezeichnet 
zur Temperaturmessung brauchbar sind. Bei geeigneter Anordnung kann man 

') w. P. WHITE, Phys. ZS. Bd.8, S.325. 1907. 
2) A. STOCK U. C. NIELSEN, Chern. Ber. Bd. 39, S.2066. 1906. 
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auf diese Weise Thermometer gewinnen, die neben sicherer Reproduzierbarkeit 
ihrer Angaben groBere Empfindlichkeit als das Gasthermometer besitzen. So 
andert sieh z. B. der Sattigungsdruck des Sauerstoffs in der Nahe seines 
normalen Siedepunktes urn etwa 80 mm Hg je Grad, wahrend ein Gas­
thermometer der iiblichen Art mit einem Anfangsdruck (Druck bei 0°) von 
1 m Hg nur eine Empfindlichkeit von noeh nicht 4 mm je Grad besitzt. 
Bei den Dampfdruckthermometern kann darum die Druckmessung in ein­
faehster Weise, vielfach unter Verwendung eines HolzmaBstabes und eines 
Visiers, ausgefiihrt werden. 

Eine erprobte Form des Dampfdruekthermometers ist in Abb. 14 dargestellt. 
Es bedeutet a eine kleine Glasampulle von etwa 0,5 ccm Inhalt, die durch ein 
enges Glasrohr b und die Glasfeder emit einem Quecksilbermanometer verbunden 

ist. Die Manometerrohre sind etwa 1 cm weit 
und 90 cm lang zu wahlen. Der eine Schenkel 
tragt eine Ampulle d von 40 bis 50 ccm Inhalt. 

e 

c 

b 

Die QuecksilberhOhe in dem Manometer laBt 
sich durch eine Niveaukugel einstellen, die durch 
einen Schlauch verbunden ist und vom Mano­
meter durch einen Hahn abgetrennt werden 
kann. Es ist zweckmaBig, das obere Ende des 
offenen Manometerschenkels so einzurichten, 
daB es durch einen Dreiwegehahn e beliebig 
mit der freien Atmosphare oder mit einem gut 
evakuierten Rauni verbunden werden kann. 
Als Fiillsubstanz kommen nur Stoffe in Frage, 
die sich bei Zimmertemperatur im gasfarmigen 
Zustand befinden, und die sich, falls das 
Kalbchen a der zu messenden Temperatur aus­
gesetzt wird, hier kondensieren. Bei Temperatur­
konstanz stellt sich schnell ein statisches Gleich­
gewicht zwischen der Fliissigkeit und ihrem ge­
sattigten Dampf ein, dessen Druck durch die gas­
farmige Phase der Substanz auf das Manometer 
iibertragen wird. Da jede Fliissigkeit stets zu 

Abb.14. Dampfdruckthermometer. den Stellen geringsten Dampfdruckes destilliert, 
so zeigt das Dampfdruckthermometer immer die 

Temperatur seiner kaltesten Stelle an. Aus diesem Grunde sind die Dampfdruck­
thermometer oberhalb Zimmertemperatur nicht verwendbar, wenigstens so lange 
nicht, als das Manometer nicht mit einer Heizvorrichtung1) ausgeriistet ist. 
Die Ampulle d dient dazu, die Gasfiillung des Thermometers auf die Anwesenheit 
schwerer kondensierbarer Beimischungen zu priifen. Nur wenn so1che nicht 
vorhanden sind, bleibt der am Manometer abgelesene Druck unverandert, gleich­
giiltig, ob die Ampulle d mit Quecksilber oder Gas gefiillt ist. 1m iibrigen machen 
sich bereits kleine Verunreinigungen des Fiillgases durch langsamen Druckaus­
gleich kenntlich. 

55. Beziehung zwischen Sattigungsdruck und Temperatur. Die Beziehung 
zwischen dem Sattigungsdruck p und der absoluten Temperatur T laBt sich 
theoretisch zwar nicht vollig streng, aber doch mit sehr groBer Naherung an die 
tatsachlichen Verhaltnisse aus der CLAUSIUS-CLAPEYRONSchen Gleichung ab­
leiten, we1che die Verdampfungswarme Leiner Substanz mit den GraBen p 

') Z. D.: F. HENNING u. \\1. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd. 5, S.296. 1921. 
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und T, sowie dem spezifischen Volumen VI des gesattigten Dampfes und dem 
spezifischen Volumen v2 der Fltissigkeit verbindet: 

ap 
L = T aT 0 (VI - v2)· (141) 

Unter der Annahme, daB es sich urn Sattigungszustande bei geringem Druck 
handelt, derart, daB V 2 gegen VI vernachlassigt werden darf, und daB es auBerdem 

erlaubt ist, entsprechend den Gesetzen des idealen Gases, VI = RT zu setzen, 
p 

gewinnt man durch Integration der CLAUSIUS-CLAPEYRONSchen Gleichung die 
gesuchte Beziehung, wenn fUr L eine bestimmte Abhangigkeit von der Tem­
peratur, etwa nach fortschreitenden Potenzen von T, angenommen wird. Diese 
Beschrankungen, die den Versuchsbedingungen nicht immer gerecht werden, 
hat NERNST dadurch weitgehend beseitigt, daB er unter EinfUhrung des kritischen 
Druckes Pc 

L = R 0 (a + b T - C TZ) (1 -~) (142) 

und 
(143) 

setzte. Mit Hilfe dieser Annahmen, die der thermodynamisch geforderten Be­
dingung gehorchen, daB sowohl die Verdampfungswarme L als auch die Differenz 
der spezifischen Volumina VI - V 2 im kritischen Punkt verschwindet, gewinnt 
man aus Gleichung (141) 

a 
Inp= -y+bolnT-coT+k, (144) 

wenn k die Integrationskonstante bezeichnet. Die NERNsTsche l ) Dampfdruck­
gleichung erhalt man, wenn man noch fUr b den Zahlenwert 1,75 einfUhrt. Die 
drei Konstanten a, c und k sind empirisch zu bestimmen. 

In der folgenden Tabelle 18 sind die Konstanten a, c und k der Gleichung (144) 
fUr eine Anzahl von Stoffen zusammengestellt, die sich zur Ftillung von Dampf­
druckthermometern eignen 2). HinzugefUgt ist der normale Siedepunkt tn und 
der Temperaturbereich, in welchem die einzelnen Substanzen erprobt sind. Die 
absolute Temperatur des Eispunktes ist tiberall zu 273,20° angenommen. 

a 
Tabelle 18. Konstanten der Dampfdruckformellogp = -y + 1,75logT- cT + k. 

(Die Druckeinheit ist 1 m Quecksilber.) 

Substanz 
In 

I 
Bereich a 

I 
c.103 k 

°0 

Schwefelkohlenstoff CS2 - 1+ 12 bi5 - 25° 1682,38 5,2980 5,44706 
Schweflige Saure S02 - 9,99 - 11 " 

- 62 1561,36 6,1757 6,20282 
Ammoniak. NH3 - 33,36 - 35 " 

- 80 1393,60 5,7034 5,89437 
Kohlendioxyd CO2 - 78,52 - 80 " -110 1279,11 2,0757 5,84887 
Chlorwasserstoff HCl - 85,03 - 87 " --118 905,53 5,0077 4,65491 
Phosphorwasserstoff P·H3 - 87,43 - 90 " -132 845,57 6,1931 4,61257 
Athylen C2H. -103,72 -110 " -141 834,13 8,3753 5,32089 
Methan CH. -161,37 -162 " -170 472,47 9,6351 4,59825 
Sauerstoff °2 -183,00 -183 " -205 379,95 9,6219 4,53939 
Stickstoff N2 -195,81 -195 " -205 301,91 9,0272 i 4,17643 

1) w. NERNST, Neuer Warmesatz, Halle S. 109, 1918. 
2) F. HENNING u. A. STOCK, ZS. f. Phys. Ed. 4, S. 226. 1921; A. STOCK, ZS. f. Elektro­

chemie Ed. 29, S.354. 1923; F. HENNING U. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Ed. 23, S. 105. 1924. 
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Tabelle 19 gibt fUr die wichtigsten Dampfdruckthermometer die Drucke als 
Funktion der Temperaturen in der thermodynamischen Skala wieder. Mit Hilfe 

Tabelle 19. Sattigungsdrucke dampfthermometrischer Substanzen. 

0, 

:C 1 m.!Hg 
tiP tiP 

cs, 
t iCI pit 
°C IrnmHg °C 

so, NH, 

I ! P 
CO2 

P 
mmHg °c immHg °C !mmHg °c ~mHg °c ---r---+--,----r--
I ii +25359,8 - - - - - - - i - - I, - -1501718 -1801023 

24346,6 - - - - -76931.5 - - - - -1511611 -181i927 
23 333,8 - - - - - 77 859,6 - - - - -1521508 -182! 839 
22 321,3 - 8 829,5 -33 773,7 - 78 792,5 - 'I - -103 79t.5 -1531410 -1831 757,2 
21 309,2 - 9 794,1 -34 736,0 - 79 730,1 - 84 805,1 -104 747,0 -1541316 1-1841681,4 

20 297.5 -10 759,8 -35 699,6 - 8°1672,2 - 851760,9 -105 704,7 -155 1227 -185 611,6 
19 286,1 -11 726,6 -36664,6 - 81 618,3 - 86 718,7 -1061664,1 -1561143 -186 547,4 
18 275,0 -12 694,6 -37 631,0 - 821568,1 - 871678,4 -1071625,2 -157 1062 -187 488,5 
17 264,3 -13 663,7 -38 598,9 - 83 521,4 - 88 640,0 -108 588,0 -158 986 -188 434,6 
16254,0 -14 633,9 -39 568,2 - 84:478,3 - 89603,3 -109'552,4 -159 914 -189 385,5 

15 243,8 -15 605,3 -40 538,7 - 851438,4 - 901568,2 -1101' 518,4 -160; 846,0 -1901340,7 
14234,0 -16577,7 -41 510,5 - 86401.3- 91 534,9-111485,9-1611781,5 -1911300,2 
13 224,5 -17 551,0 -42 483,5 - 87 367,1 - 921503,1 -112 455,0 -162 721,1 -192 263,6 
12 215,4 -18 525,3 -43 457,7 - 88 335,6 - 93 472,7 -1131425,7 -1631662,4 -193 230,6 
11 206,6 -19 500,6 -44433,2 - 89 306,3 - 94 443,9 -1141397,9 -164, 608,3 -194' 200,9 

10 198,1 -20 476,7 -45 409,7 - 90 279,2 - 951416,5 -1151371,6 -1651558,2 -195 174,4 
9 189,8 -21 453,9 -46,387,2 - 91 254,3 96 390,5 -116346,7 -166 511,1 -196! 150,9 
8 181,8 -22 432,1 -471365,7 92,231,5 - 971365,8 -1171323,2 -167, 467,2 -197 129,9 

.7 174,1 -23411,2 --48 345,2 93'210,5 98 342,3 -118301,0 -1681426,2 -1981111,3 
6 166,7 -24 390,9 -49 325,7 - 94',1 91,2 - 99,320,1 -119 280,1 --169 387,9 -199 95,0 

5 159,5 -25 371,3 -50 307,1 - 95! 173,6 -1001299,1 -1201'260,3 -1701 352,3 --200, 80,7 
4 152,6 -26,352,6 -51 289,4 - 961157,3 -101279,3 -121241,7 -171' 319,6 -2011 68,2 
3 145,9 -2711334,7 -52272,5 - 971'142,4 -102 260,6 -122'1224,21-172 289,2 -202, 57,3 
2 139,5 -28 317,7 --53 256,5 - 98 128,7 -103 242,8 -123 207,7 -173' 261,3 -2031 48,0 
1 133,3 -29 301,4 -54241.3 - 99 116,2 -104 226,0 -124 1 192,2 -1741235,5 -2041 39,9 

o 127,3 -30285,8 -55 226,8 -100 104,8 -105 210,2 --125: 177,6 -1751211,5 -2051' 33,0 
-1 121,6 -31 270,8 -56213,0 -101 94,4 -106 195,5 -1261163,9 -176 189,4 -206 27,1 
-2 116,0 -32 256,5 -57 199,9 -102 84,9 -107 181,6 -127,151,0 -1771' 169,1 -2071 22,1 
-3 110,7 -33 242,8 -58 1187,5 -103 76,2 -108 168,4 -128 138,9 -178 150,6 -208: 17,9 
-4 105,6 -34 229,7 -59 175,8 -104 68,3 -109 156,1 -129 127,6 -179 134,0 -209! 14,4 

-5 100,7 -35 217,1 -60 164,7 - - -1101144,6 -130 117,0 -180 118,5 -2101 11,5 
-6 95.9 -36 205,1 -61 154,2 - . - -111 133,8 -131 107,2 --181 104,7 - -
-7 91,4 -37 193,6 -62 144,2 -- -- - - -132, 98,0 -182 92,3- 1-
-8 87,0 -38 182,6 -631134,8 - - -- -1331 89,5 -1831 81,1 -, --
-9 82,8 -39 172,2 -64 125,9 - - - -134, 81,6-184 71,0 -- 1 --

--- --40 162,3 -65 117,5 -- -135 1 74,3 -- - -
-- -·-41 152,9-66 109,5- - 1 -136! 67,6 1 --
-- - --42 143,9 -67 102,0 - -137 61,4 - -
- - -43 135,4 -681 95,0 - ----1381 55,6 - -- 1 -
- - -44 127,3 -69

1 

88,4 -- ,-- - -1391 50,3 1 - --- 1 -

- - -45 119,6 -70 82,2 - 1 - -- 1 - 140 1 45,5 - 1 - - --
- - -46 112,3 -71 76,3- ----! -- -141, 41,1 .- - I' -

- - --47 105,4 -72 70,8 - - - - ·-1+2 37,0 - , - -
- -- - - -73 65,6 - 1 - - - -1+3 33,2 --- - -

I - -74 60,7 -- -- - - -14429,8 - .- -- 1 -

-75 56,2 -1+5 
-76 52,0 -146, 
-77 48,0 -1+7 

-1+8 
-149 1 

-150 

- I -

- 1 -

26,7 
23,<) 
21,3 
19,0 
16,9 

14,9 -

i --

- 1 _ 
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dieser Tabelle ist es moglich, alle Temperaturen zwischen + 20 und - 210° 
durch Dampfdruckthermometer zu bestimmen1). 

Sauerstoff ist noch erheblich unter -210°, namlich bis -218,4°, flussig; 
doch ist sein Dampfdruck in diesem Gebiet bereits so klein, daB ein Dampf­
druckthermometer keine Vorteile mehr bietet. Von andern Substanzen kommt 
bei den tiefsten Temperaturen nur noch Neon, Wasserstoff und Helium in Be­
tracht. Indessen wurde ein Dampfdruckthermometer mit Neon nur etwa 3 ° 
umfassen, da nach KAMERLINGH ONNES und CROMMELIN 2) sein normaler Siede­
punkt bei -245,9° und sein Erstarrungspunkt bei -248,7° liegt. Giinstiger 
sind die Verhaltnisse fUr Wasserstoff und Helium. Wasserstoff erstarrt bei 
- 259,1 ° und einem Druck von 54 mm Hg, wahrend er unter normalem Atmo­
spharendruck bei - 252,8 ° siedet. Fur Helium konnte der Tripelpunkt 
noch nicht aufgefunden werden. Der normale Siedepunkt des Heliums liegt 
bei - 268,9°. . 

Dampfdruckthermometer sind auch ohne weiteres verwendbar, wenn die 
Fullsubstanz bei der zu messenden Temperatur sich bereits im fest en Aggregats­
zustand befindet. Auf diesen Fall beziehen sich z. B. die in Tabelle 18 und 19 
angegebenen Daten uber Kohlensaure. 1m allgemeinen sind jedoch die Dampf­
drucke der festen Phase zu gering, urn eine Temperaturmessung darauf zu 
grunden. 

N ach den im Leidener Kaltelaboratorium durchgefuhrten Messungen gilt 
fUr den Dampfdruck des Wasserstoffs3) unterhalb seines normalen Siedepunktes 
(ca. 20 a K), und zwar von 15 bis 20 a K 

58,40 61 
log P = 2,7255 - -----y- + -p ( 145) 

und fUr den Dampfdruck des Heliums 4) (normaler Siedepunkt 4,2 0 K) 
1,4 und 5,2 0 K 

zwischen 

1 P = 848 _ 7,9780 _ 0,13628 + 4,3634 
og 1, 2 T T2 p' (146) 

Hierbei ist der Druck p in Atmosphliren gerechnet, s. auch Zif£' 63. 

h) Thermometrische Festpunkte. 
56. Schmelzpunkte und Siedepunkte. In dies em Abschnitt sollen die 

Schmelz- und Siedepunkte solcher chemisch einheitlichen Korper besprochen 
werden, die als Normalsubstanzen fUr thermometrische Festpunkte dienen k6nnen. 
Neben den Schmelz- und Siedeerscheinungen kommen Umwandlungs- und 
Sublimationsvorgange in Betracht. 

Bei den Schmelz- bzw. Erstarrungs- oder den Umwandlungsvorgangen 
stehen zwei kondensierte (feste und flussige) Phasen im Gleichgewicht miteinander. 
1st eine Dampfphase vorhanden, so besteht wirkliches Gleichgewicht nur am 
Tripelpunkt, da sich andernfalls, selbst bei vollig konstant gehaltener Temperatur 
die beiden kondensierten Phasen wegen ihres verschiedenen Dampfdruckes auf dem 
Umwege uber die Dampfphase ineinander umwandeln. Wirkliches Gleichgewicht 
ist ebenfalls nicht vorhanden bei den nach der dynamischen Methode beobachteten 
Siede- und Sublimationserscheinungen, wo unter standiger Warmezufuhr fort­
laufend die flussige oder feste Phase in die dampfformige ubergeht. Nur in der 

1) A. STOCK, ZS. f. Elektrochemie Ed. 29, S. 354. 1923. 
2) H. KAMERLINGH ONNES U. C. A. CROMMELIN, Comm. Leiden Nr. 147d. 1915. 
3) H. KAMERLINGH ONNES u. W .H. KEESOM, Comm. Leiden Nr. 137d. 1913. 
4) H.KAMERLINGH ONNES u. S. WEBER, Comm. Leiden Nr. 147b. 1915. 
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statischen Beobachtungsmethode der Siede- und Sublimationspunkte handelt es 
sich urn einen volligen Gleichgewichtszustand, da einer gegebenen Substanzmenge 
ein eng begrenztes Volumen zur Verfiigung steht, in dem das Massenverhaltnis 
beider Phasen bei konstantem Volumen nur verschoben wird, wenn sich die 
Temperatur andert. 

Es ist bekannt, daB bei Substanzen, die Fremdkorper in Losung enthalten, 
der Schmelzpunkt niedriger und der Siedepunkt hoher beobachtet wird als bei 
reinen Substanzen. Die gelosten Bestandteile reichem sich beim Erstarren in 
der Fliissigkeit an, deren Erstarrungspunkt somit standig sinkt. Umgekehrt 
werden beim Schmelzvorgang die an Fremdkorpem reichen Bestandteile zunachst 
schmelzen, und die Schmelztemperatur muB standig steigen. Nur bei einer vollig 
reinen Substanz kann man erwarten, daB die Schmelztemperatur wahrend des 
ganzen Schmelzvorganges denselben Wert beibehalt. 

Bei Bestimmung des Siedepunktes sind in Losung befindliche Verunreini­
gungen weniger storend, wenn man nicht die Temperatur der Fliissigkeit, sondem 
die Temperatur des Dampfes beobachtet, wie es bei allen Siedepunktsmessungen, 
die Anspriiche an Genauigkeit stellen, der Fall sein muB. Der Dampf entweicht 
aus der Losung zwar in iiberhitztem Zustand, geht aber bei zweckmaBiger An­
ordnung des SiedegefaBes sogleich in den gesattigten Zustand iiber. Betrachtliche 
Fehler konnen indessen entstehen, wenn der Dampf mit fremden Gasen unter­
mischt ist, da nur der Gesamtdruck im Dampfraum gemessen wird, dagegen 
die Siedetemperatur allein vom Partialdruck des Dampfes abhangt. Den­
selben sWrenden EinfluB haben fremde Gase bei der statischen Methode der 
Siedepunktsbestimmung, fiir die die Versuchsanordnung die gleiche ist wie bei 
den bereits besprochenen Tensionsthermometem (Ziff. 54). 

57. Thermometrische Festpunkte unterhalb 0°. Die thermometrischen 
Festpunkte sind fast niemals unmittelbar mit dem Gasthermometer (Ziff. 11) er­
mittelt worden, da das groBe GefaB dieses Instrumentes fUr derartige Be­
obachtungen leicht Schwierigkeiten mit sich bringt. Man hat sich vielmehr 
sekundarer Thermometer, meist des Platinwiderstandsthermometers (Ziffer 47) 
oder eines Thermoelementes (Ziff. 51) bedient, das zuvor mit dem Gasthermo­
meter verglichen war. 

. Die umfangreichen Messungen, welche im Leidener Kaltelaboratorium von 
KAMERLINGH ONNES und seinen Mitarbeitem zur Bestimmung von Fixpunkten 
ausgefUhrt wurden, gehen samtlich auf gasthermometrische Messungen zuriick, 
bei denen gewisse Werte fiir den Spannungskoeffizienten der Gase angenommen 
wurden, ohne daB diese bei jeder Anordnung direkt bestimmt waren. Die einzige 
Ausnahme bilden die Beobachtungen von KAMERLINGH ONNES und BOUDINl), 
bei denen der Spannungskoeffizient eines Wasserstoffthermometers von etwa 
1000 mm Anfangsdruck zu fJ = 0,0036627 gefunden wurde. Diese Zahl wurde 
bei allen spateren Messungen benutzt. Fiir den Spannungskoeffizienten des 
Heliums wurde fJ = 0,0036614 gesetzt. Diese Zahl ist aus Differenzmessungen2 ) 

gegen Wasserstoff mit dem sogenannten Differentialgasthermometer (Ziff. 17) 
gewonnen und hat sich auch unter der Annahme des Koeffizienten y = 0,0036618 
fUr das ideale Gas aus Messungen an den Gasisothermen bei 0° und 100° ergeben. 
Nun steht auBer Zweifel, daB man fUr ein bestimmtes Gas unter sonst gleichen 
Bedingungen nicht stets denselben Spannungskoeffizienten beobachtet. Man ersieht 
aus Tabelle 1, Ziff. 15, daB z. B. CHAPPUIS an Stickstoff im QuarzgefaB einen urn 
etwa 0,03 % groBeren Spannungskoeffizienten ermittelte, als wenn sich das Gas im 
PlatiniridiumgefaB befand. Infolge dieser Tatsache, fiir die noch keine volle 

1) H. KAMERLINGH ONNES u. M. BOUDIN, Comm. Leiden 60. 1900. 
2) P. G. CATH u. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden 156a. 1922. 
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Erklarung gefunden ist, besteht noch eine gro13t;re Unsicherheit fUr alle gasthermo­
metrischen Messungen, als man im iibrigen anzunehmen geneigt ist. Fiir die 
Leidener Messungen mu13 dieser Grad der Unsicherheit in erhohtem Ma13e gelten, 
da sie keinerlei Aussage iiber den fiir die spezielle Me13anordnung giiltigen 
Koeffizienten ermoglichen. 

Die in diesem Institut gewonnenen Zahlen fiir die Tripelpunkte (Schmelz­
punkte), die normalen Siedepunkte und die kritischen Punkte der thermometrisch 
wichtigsten Stoffe sind in der folgenden Tabelle enthalten. Die Zahlen sind 
einer Zusammenstellung entnommen, die von MATHIAS und CROMMELIN1) ge­
geben wurde. Den Temperaturen der Tripelpunkte bzw. der kritischen Punkte 
sind der V ollstandigkei t halber noch die zugehorigen Drucke bzw. das kri tische 
Volumen hinzugefiigt. 

Tabelle 20. Temperaturmessungen des Leidener Kaltelaboratoriums. 

Gas 
Tripelpunkt Normaler I Kritiseher Punkt 

°c I em Hg °c Atrn I eern I 
Siedepunkt ° C • 

Sauerstoff - 218,4 
I 

ca. 0,2 -182,95 -118,82 49,71 

I 
0,4299 

Argon. -189,19 51,22 -185,66 -122,44 48,00 0,5308 
Stickstoff -209,86 9,64 -195,78 -147,13 33,49 0,3110 
Neon -248,67 32,35 -245,92 -228,71 26,86 

I 

0,4835 
\Vasscrstoff -259,14 5,41 -252,74 -239,91 12,80 0,0310 
Helium <-272,2 < 0,002 -268,88 -267,90 2,26 0,0693 

In Tabelle 21, welche die unterhalb 0 0 liegenden wichtigsten Schmelzpunkte 
und normalen Siedepunkte zusammenfa13t, sind zugleich einige der im Leidener 
Laboratorium ermittelten Fixpunkte mit denen anderer Autoren verglichen. 

Tabelle 21. Die wichtigsten thermometrischen Festpunkte unterhalb 0°. 

I 
KAMERLINGH 

I 

HENNING. KEYES Stoff Umwandlung ONNES und WILHELM 
I Mitarbeiter HEUSE und Mitarbeiter 

Quecksilber Schmelzen I - I - 38.874 ) - 38,907) -38,878) 

Kohlensaure . Sublimieren --
I 

- 78,51 5) - 78,537) -
Sauerstoff Sieden I -182.952) 

I 
-183,006) --182,947) -

Stickstoff . " 
I 

-195,782) -195,81 6) - -

W' asserstoff 
" -252,743) -252,786) - -

Wegen der Veranderlichkeit der Siedetemperaturen mit dem Druck kann auf 
die Formeln und Tabellen verwiesen werden, die bei Besprechung der Dampf­
druckthermometer mitgeteilt wurden (Ziff. 55). 

Die in Tabelle 21 aufgefUhrten Beobachtungen von HENNING und HEUSE 
sind mit Platinwiderstandsthermometern ausgefUhrt, die zuvor mit Helium­
oder Wasserstoffthermometern verglichen waren. Die Angaben dieser Gasth,ermo­
meter, deren Spannungskoeffizienten durch besondere Messungen bestimmt wurden, 
sind in derselben Weise wie diejenigen der Leidener Autoren auf die thermo­
dynamische Skala reduziert worden (Ziff. 17). KEYES und seine Mitarbeiter be-

1) E. MATHIAS U. C. A. CROMMELIN. Comm. Leiden, Supp!. Nr. 52. 1924. 
2) P. G. CATH, Comm. Leiden Nr. 152d. 1918. 
3) J. PALAZIOS MARTINEZ u. H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden Nr. 156b. 1922; 

vg!. auch E. MATHIAS U. C. A. CROMMELIN, ebenda Supp!. Nr. 52. 1924. 
4) F. HENNING U. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd.23, S.95. 1924. 
5) F. HENNING, Ann. d. Phys. Bd.43, S.282. 1914. 
6) F. HENNING U. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd.23, s. 105. 1924. 
7) 1. G. KEYES. B. TOWNSHEND U. L. H. YOUNG, Journ. Math. Phys. Bd. 1, S. 243.1922. 
8) R. M. WILHELM, Bull. Bureau of Stand. Bd. 13, S.655. 1916. 

Handbueh der Physik. IX. 38 
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dienten sich eines Platinwiderstand~thermometers oder eines Kupfer-Konstantan­
thermoelements, die an ein Wasserstoffthermometer mit QuarzglasgefaB an­
geschlossen waren. Da Wassertsoff durch Quarzglas diffundiert, sind gegen diese 
gasthermometrischen Messungen Bedenken zu erheben, die den Wert der Be­
obachtungen herabmindern. Ferner haben diese Autoren den Spannungskoeffi­
zienten ebenso wie KAMERLINGH ONNES und CATH nicht bestimmt; sie bringen 
keine Reduktionen auf die thermodynamische Skala an, da sie die zweifellos 
irrige Ansicht vertreten, daB jedes Gasthermometer konstanten Volumens un­
mittelbar die Temperaturen der thermodynamischen Skala liefert. Die Be­
obachtung von WILHELM liber den Sehmelzpunktdes Quecksilbers ist durch Be­
obachtung mit einem Platinwiderstandsthermometer gewonnen. Es wurde hierbei 
angenommen, daB sein Widerstand bis zu der gesuchten Temperatur aus einer 
quadratischen Beziehung extrapoliert werden kann, deren Konstanten bei h6herer 
Temperatur bestimmt sind (5. Ziff. 49). 

Aus Tabelle 21 ist ersichtlich, daB 'zwischen den Messungen verschiedener 
Autoren teilweise noch betrachtliche Unterschiede bestehen. Rechnet man die 
Beobachtungen von KAMERLINGH ONNES und seinen Mitarbeitern einerseits und 
von HENNING und HEUSE andererseits auf den gleichen Wert fUr den Spannungs­
koeffizienten des Heliums urn, so riicken die Werte fUr den Siedepunkt des 
Sauerstoffs bis zur Fehlergrenze zusammen. Flir Stickstoff und Wasserstoff 
bleibt allerdings ein Unterschied von je etwa 0,05°, d. h. vom doppelten Betrage 
der vermuteten Fehlergrenze bestehen. Ob eine solche Umrechnung statthaft 
ist, bleibt indessen zweifelhaft. 

Eine weitere Gruppe thermometriseher Beobachtungsergebnisse, die zum Teil 
ebenfalls von den soeben genannten Autoren und auf den gleichen Grundlagen 
gewonnen wurden, ist in der folgenden Tabelle 22 liber die Erstarrungspunkte 
einiger organischer Substanzen dargestellt. Die Beobachtungen dieser Art sind 
dadurch ersehwert, daB die organischen Fltissigkeiten sehleehte Warmeleitung 
be sit zen und vor dem Erstarren erheblichen Unterkiihlungen ausgesetzt sind. 
Eine gut wirkende Rlihrvorrichtung ist darum bei den Versuchen unerlaBlieh. 
Die noeh nieht befriedigende Dbereinstimmung der Ergebnisse versehiedener 
Beobachter kann zum Teil dureh verschiedene Reinheit der Substanzen bedingt 
sein. 

Tabellc 22. Erstarrungspnnkte organischer Stoffe. 

Sid! HE""ING') 
TnIMERMA~R KEYES 

! lind Mitarb!) und IVIitarh.:I) 

Tetrachlorkohlenstoff CCI, -- 22,<)° 22,9° 
Chlorbenzol CGH 5Cl -- 4- .0 

), ) 45,2 .+ S,(, 
Chloroform CHCla 63,7 -- (,3,5 64,2 
Toluol C7H S - - 95,0 - 95,1 - 95,7 
Schwefelkohlenstoff CSo -112,0 -111,6 -113,0 
Athylather, stabile :'\1odifikation I (C2H ol2O --116,3 -115,9 

instabile I (C2H 5)20 -123,6 -123,3 --123,4 
" 

Isopentan. C5H'2 -- 159,6 

Den von TnDIER:lL\),'S und seinen :'IIitarbcitern ausgdiihrtcn Bcobachtungen 
liegt die Leidener Temperaturskala zugrunde; cliese weicht so wenig von dcr 
Skala ab, auf die sich die Beobachtungen des VE'rfassers beziehen, dan der aus 

1) F. HEX};ING, Anll. d. Phys. Bd. 43, S. 2S2. 1<)1+; ZS. f. Instrkde. Bel. 45, S. 198. 1925. 
2) J. TnDIERI.!ANS, H. V.'X DER HORST U. H. KAMERLINGH ONXES, Comm. Lcidcn 

)l'r. 157. 1922; J. TDI:\lEIDE:-IS, cbenela SuppJ. ""r. ~1 b. 1924. 
:\) G. KEYES, 13. TOWNSIIE:-ID n. L. H. YO(JNC~, JOllrIl. 1\latlL auc1 Phys. Massachus. 

Inst. of Technology. B(l. 1, S. 303. 1<)22. 
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der Tabelle ersichtliche Unterschied in den beiderseitigen Beobachtungen hier­
durch nicht erklarbar ist. Nur bei Toluol, fUr das in beiden Fallen die gleiche 
Substanz verwendet werden konnte, liegt der Unterschied innerhalb der Grenze 
der Beobachtungsfehler. 

58. Temperaturmessung zwischen 0 und 100 o. Innerhalb des Fundamental­
intervalls zwischen dem Eis- und dem Siedepunkt des Wassers ist als bemerkens­
werter Fixpunkt nur der Umwandlungspunkt des Natriumsulfats zu nennen. 
Bei etwa 320 geht das feste, mit 10 MolekUlen Kristallwasser beladene Sulfat 
unter Abscheidung von Wasser in eine fliissige Losung iiber. Der Vorgang 
verlauft unter denselben Erscheinungen wie ein gewohnlicher SchmelzprozeB. 
Sehr genaue Beobachtungen iiber diesen Umwandlungspunkt sind von RICHARDS 
und WELLSl) ausgefUhrt. Die Temperaturmessung wurde mit vier Quecksilber­
thermometern vorgenommen, die an die Wasserstoffskala des Bureau international 
angeschlossen waren. 1m Mittel ergab sich die Umwandlungstemperatur zu 
t = 32,383 o. - DICKINSON und 1\luLLER2) fanden diesen Punkt mit den reinsten 
von ihnen verwendeten Praparaten zu 32,384 0 , indem sie die Temperatur durch 
zwei Platinthermometer maBen, die iiber acht Quecksilberthermometer eben falls 
an die Wasserstoffskala des Bureau international angeschlossen waren. - Urn 
die Umwandlungstemperatur auf einige tausendstel Grad verbiirgen zu konnen, 
muB das Natriumsulfat von auBersterReinheit sein. Eine Beimischung von 
nur 0,01 % N atriumchlorid setzt den Schmelzpunkt bereits urn etwa 0,01 0 herab. 

Bei dieser Gelegenheit entsteht die Frage, mit welcher Genauigkeit es iiber­
haupt moglich ist, Temperaturen innerhalb des Fundamentalabstandes zu be­
stimmen. Die Grenze ist durch die Genauigkeit bedingt, mit der die Funda­
mentalpunkte reproduzierbar sind. Unter den iiblichen VorsichtsmaBregeln ist 
es nicht moglich, den Eispunkt mit einer hoheren Sicherheit als auf 0,003 bis 
0,004 0 zu verbiirgen. Hierbei muB schon die Forderung gestellt werden, daB 
das Eis sehr weitgehend frei von Kochsalz ist, von dem 0,03 Gew.-Proz. bereits 
eine Temperaturerniedrigung von 0,01 0 bewirken. Die Temperatur des gesattigten 
Wasserdampfes ist bei wechselnden Versuchsbedingungen erfahrungsgemaB kaum 
genauer als auf 0,005 0 sicher angebbar. Giinstigere Verhaltnisse lassen sich auch 
nicht erzielen, wenn die iibliche dynamische Methode zur Bestimmung des Siede­
punktes durch die statische ersetzt wird3). 

Die Abhangigkeit des Eisschmelzpunktes vom Atmospharendruck kommt 
kaum irgendwann in Betracht, denn bei einer Druckerniedrigung urn 1 Atm. 
steigt der Schmelzpunkt urn nur 0,0074 0 • Erst an Beobachtungspunkten, die 
1000 m iiber dem Meer liegen, wiirde der Eispunkt urn 0,001 0 hoher riicken, 
als er normalerweise angenommen wird. Dbrigens ware es leicht, die geringe 
Unscharfe in der Definition des Eispunktes dadurch zu beseitigen, daB man 
als Fixpunkt den Tripelpunkt des Wassers wahlt und ihn mit + 0,0074 0 bezeichnet. 
Zu bemerken ist, daB diese Temperatur fUr den Tripelpunkt sich auf gasfreies 
Wasser bezieht. Fiir Wasser, das mit Luft gesattigt ist, liegt er bei +0,0098 04). 

Die Anderung der Siedetemperatur des Wassers mit dem Druck ist sehr genau 
bekannt. Sie ist zwischen -70 und +374 0 z. B. aus den Warmetabellen der 
Phys.·Techn. Reichsanstalt zu entnehmen. 

In dem Druckintervall von p = 680 mm bis p = 780 mm laBt sich 

schreiben. t = 100,000 + 0,0367(P - 760) - 0,000023 (P - 760)2 (147) 

1) TH. W. RICHARDS u. R. C. WELLS, ZS. f. phys. Chern. Bd. 43, S. 465. 1903; Bd. 56, 
S. 348. 1906. 

2) H. C. DICKINSON U. E. F. MULLER, Bull. Bur. of Stand. Bd. 3, S. 641. 1907. 
3) F. HENNING u. \Y. HEUSE, ZS. f. Instrkde. Bd.40, S. 146. 1920. 
4) H. W. FOOTE U. G. LEOPOLD, Sill. Journ. (5) Bd. 11, S.42. 1926. 

38* 
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59. Festpunkte zwischen 100 und 1063°. Oberhalb 100° sind noch drei 
Siedepunkte von besonderem thermometrischen Interesse, namlich diejenigen 
von Naphthalin, Benzophenon und Schwefel. Aile drei Substanzen sind ohne 
Schwierigkeit in geniigender Reinheit herstellbar. 

Fiir die Bestimmung ihrer Siedetemperatur kommt nur die dynamische 
Methode in Betracht, und zwar ist ebenso wie im Falle des Wassers das Thermo­
meter nicht in die Fliissigkeit, sondern nur in den Dampf zu fiihren. Besondere 
VorsichtsmaBregeln sind zu treffen, urn die Temperaturmessung vor Fehlern infolge 
von Ausstrahlung des Thermometers zu bewahren. Das in den Dampf tauchende 
Thermometer ist darum an seinem temperaturempfindlichen Teil mit einer Schutz­
hiille aus Asbest, Eisen oder Aluminium auszuriisten, die derart mit Offnungen 
versehen ist, daB der Dampf ungehindert am Thermometer entlang streichen 
kann. Schutzhiillen aus Aluminium sind wegen des betrachtlichen Reflexions­
vermogens dieses Metalles auf der Innenseite zu schwarzen 1). - Neben den Strah­
lungsverlusten konnen leicht Uberhitzungen des Dampfes zu Fehlern AnlaB geben. 

In Tabelle 23 sind die wichtigsten Beobachtungsdaten iiber den Schwefel­
siedepunkt zusammengestellt, der wegen seiner hohen Bedeutung fiir das Platin­
widerstandsthermometer hier an erster Stelle genannt wird. Die von den ver­
schiedenen Autoren verwendeten Gasthermometer sind nach dem Fiillgas, der 
Art des Thermometers (d. h. ob bei konstantem Volumen v = konst. oder bei 
konstantem Druck P = konst beobachtet wurde) und dem Gasdruck Po (in mm 
Hg) bei 0 0 gekennzeichnet. Neben dem direkt beobachteten Wert t' ist die nach 
Ziff. 17 berechnete Korrektion auf die thermodynamische Skala und der korri­
gierte Temperaturwert t angegeben. Weitere Einzelheiten iiber die verschiedenen 
Messungen des Schwefelsiedepunktes sind an anderer Stelle mitgetei1t 2). 

Tabelle 23. 
Fundamentalbestimmungen des Schwefelsiedepunktes (Gasthermometer). 

Autor Jabr 
I 

Gas konst. Po t' korr. t 

HOLBORN U. HENNING3) • 1911 He. H2 v 620 444.51 0 +0.04 444.55 0 

JJ J' JJ 1911 N2 v 620 444.43 0.11 444.54 
DAY u. SOSMAN4) 1912 N2 v 502 444.45 0.09 444.54 
CHAPPUIS5) 1914 N2 v 560 444.49 0.10 444.59 

UMORFOPOULOS8) 11914 N2 I· P 792 
1 

444.13 0.52 
1 

444.65 .. 1914 N2 P 415 444.36 0.27 444.63 
E 

MIttel I 444.58 

Durch lineare Extrapolation seiner Beobachtungen auf den Gasdruck P = 0 
leitet EUMORFOPOULOS den Wert 444,61 0 fiir die normale Siedetemperatur des 
Schwefels in der thermodynamischen Skala abo 

Die Abhangigkeit des Schwefelsiedepunktes vom Druck P laBt sich, wenn 
dieser in mm Hg ausgedriickt wird, nach den sehr nahe iibereinstimmenden 
Messungen von HOLBORN und HENNING 7) einerseits sowie von HARKER und 
SEXTON 8) andererseits im Druckbereich von etwa 650 bis 780 mm durch die 

Beziehung t = t760 + 0,0909(P - 760) - 0,000048(P - 760)2 (148) 
darstellen. 

1) Vgl. W. MEISSNER. Ann. d. Phys. Bd. 39. S. 1230. 1912. 
2) F. HENNING. Temperaturmessung. Braunschweig: Vieweg & Sohn 1914. S. 253. 
3) L. HOLBORN u. F. HENNING. Ann. d. Phys. Bd. 35. S.761. 1911. 
4) A. DAY u. R. SOSMAN. Ann. d. Phys. Bd. 38. S.849. 1912. 
5) P. CHAPPUIS. Trav. Mem. du Bur. into Bd. 16. 1914. 
6) N. EUMORFOPOULOS. Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.90. S. 189. 1914. 
7) L. HOLBORN u. F. HENNING. Ann. d. Phys. Bd.26. S.833. 1908. 
8) J. A. HARKER U. F. P. SEXTON. Nature Bd. 79. S.25. 1908. 
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Tabelle 24 enthalt die wichtigsten Beobachtungen tiber die Siedepunkte 
von Naphthalin und Benzophenon. Die von DAY und SOSMANl) angegebene 
Zahl ist tiber verschiedene Thermoelemente an ein Stick stoff thermometer kon­
stanten Volumens von 500 mm Anfangsdruck angeschlossen. CRAFTS 2) be­
obachtete unmittelbar mit einem Stickstoffthermometer konstanten Volumens 
mit 757 mm Anfangsdruck. Alle tibrigen Autoren bedienten sich des Platin­
widerstandsthermometers und legten bei dessen Eichung die in der Tabelle 
angegebenen Werte fUr den Schwefelsiedepunkt zugrunde. Die Korrektionen 
auf die thermodynamische Skala sind ftir die gasthermometrische Messung 
wiederum aus Tabelle 2 entnommen und im tibrigen unter Annahme des Schwefel­
siedepunktes zu 444,60 0 durchgefiihrt. Die Bezeichnungen sind die gleichen 
wie in Tabelle 23. 

Tabelle 24. Die Siedepunkte von Naphthalin und Benzophenon. 

Autor 
I II Schwefel) Naphthalin I Benzophenon 

Jahr I Thermo- I punkt t' Itt' , 
meter 0C I 0C kerr. 0C I 0C I k~rr. j 0C 

TRAVERS u. GWYER 3). 1905 [pt-Therrn.1444,53 218,04 + 0,011218,051305,801+ 0,031305,83 
WAIDNER U. BURGESS 4) 1910 " 444,70 217,98 -0,02 217,96! 306,02 -0,04 305,98 
HOLBORNU.HENNING 5) 19111 " 1444,51217,961+0,01 217,971305,89!+0,041305,93 
DAY u'2 SOSMAN 1). . • 19121ThEI; Gas - - - I - 1305,871+ 0,04 305,91 
CRAFTS) ..... _ .11913 Gas - 218,061+0,02218,08 - - -

Mittel 1218,02 Mittel 1305,91 

Die Abhangigkeit der Siedetemperaturen dieser beiden Stoffe laBt sich nach 
nahe iibereinstimmenden Beobachtungsergebnissen von CRAFTS 2), sowie FINCK 
und WILHELM 6) in der Nahe des normalen Siedepunktes durch die Beziehungen 

t = t760 + 0,058 (P - 760) fUr Naphthalin, 

t = t760 + 0,063 (P - 760) fiir Benzophenon 
darstellen. 

(149) 

( 150) 

Von den Metallen, deren Schmelzpunkte hier besprochen werden sollen, 
sind zunachst diejenigen zusammenzufassen, deren Temperaturen unter 1100 0 

liegen und somit auf gasthermometrischer Grundlage beruhen. Es sind dies die 
sechs Metalle Zinn, Kadmium, Zink, Antimon, Silber und Gold. Die vier zuerst 
genannten schmilzt man zweckmaBig in verschlossenen Graphittiegeln, sie oxy­
dieren dann nur an der Oberflache, wahrend die iibrige Metallmasse rein bleibt. 
Silber und Gold schmilzt man gewohnlich in Porzellantiegeln, doch ist Silber 
von der Beriihrung mit Sauerstoff zu schiitzen, da dies Gas von dem Metall 
beim Schmelzen in betrachtlicher Menge unter Temperaturerniedrigung auf­
genommen wird. Man kann das Silber durch eine Schicht Kochsalz in geniigendem 
MaBe von der umgebenden Luft abschlieBen. Es steht iibrigens nichts im Wege, 
auch Silber im Graphittiegel zu schmelzen oder es mit einer Schicht pulverisierter 
Kohle zu bedecken. In Tabelle 25 sind vier Beobachtungsreihen aufgefUhrt, 
we1che (falls derselbe Autor mehrere Werte fUr den Schmelzpunkt desselben 
Metalles veroffentlicht hat) nur die jeweils neuesten Werte der verschiedenen 

1) A. DAY U. R. SOSMAN, Ann. d. Phys. Bd.38, S. 849. 1912. 
2) J. M. CRAFTS, Bull. Soc. Chirn. de Paris Bd. 39, S. 196 u. 277. 1883. Journ. Chirn. 

phys. Ed. 11, S.429. 1913. 
3) M. W. TRAVERS U. A. G. C. GWYER, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 74, S. 528. 1905. 
4) C. W. WAIDNER U. G. K. BURGESS, Bull. Bureau of Stand. Bd. 7, S.3. 1910. 
5) L. HOLBORN U. F. HENNING, Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 761. 1911. 
6) J. L. FINCK U. R. M. WILHELM, Journ. Arner. Chern. Soc. Bd.47, S.1577. 1925. 
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Autoren enthalten. HOLBORN und DAY!) fUhrten die Messungen mit Hilfe 
von Thermoelementen aus, die zuvor an ein Stickstoffthermometer konstanten 
Volumens vom Eispunktsdruck Po = 280 mm Hg angeschlossen waren. Das­
selbe Verfahren schlugen DAY und SOSMAN2) ein, deren Stickstoffthermometer, 
soweit es sich urn die Schmelzpunkte von KadIl:!ium, Zink und Antimon handelt, 
einen Eispunktsdruck von 500 mm besaB, wahrend er fUr die Schmelzpunkts­
messungen von Silber und Gold etwa 300 mm betrug. WAlDNER und BURGESS 3 ) 

bzw. HOLBORN und HENNING 4) bedienten sich zur Temperaturmessung eines 
Platinwiderstandsthermometers, das sie unter Annahme des Schwefelpunktes 
zu 444,70° bzw. 444,51 ° eichten. Zur Reduktion der einzelnen Beobachtungen 
auf die thermodynamische Skala ist wie vorher der Schwefelsiedepunkt zu 
444,60° angenommen; hierbei wird vorausgesetzt, daB die quadratische Formel 
fUr das Plat in thermometer mit genugender Genauigkeit bis etwa 630 ° gultig 
ist. Wegen der Korrektion der ubrigen Zahlen wird auf Ziff. 17 verwiesen. 

Tabelle 25. Metallschmelzpunkte von Zinn bis Gold. 

HOLBORN U.DAY DAY u. SOSMANN W AIDNER u. BURGESS HOI, BORN u. HENNING 

Mel all 1900 1910 u. 1912 1910 1911 
t' 

I 
t t' 

I 
t t' 

i 

t t' 
i 

t 
beob. korr. beob. korr. beob. korr. beob. k~rr. 

Zinn - I _. - I - 231,92°1 231,90° 231,83 °1 231,85 ° 
Kadmium. - I - 320,8° . 320,8° 321,01 320,97 320,92 I 320,96 I 
Zink· . - -- 419,3 419,4 419,37 419,28 419,40 419,48 
Antimon - -- 629,8 630,0 630,71 630,48 630,35) 630,5 
Silber. 961,5°1 961,7 ° I 960,0 960,2 I - - I - --

Gold 1063,5 1063,7 1062,4 1062,7 - - -- I -

60. Thermometrische Festpunkte oberhalb 1063°. Die hi:ichste Schmelz­
punktstemperatur, die noch gasthermometrisch zu messen versucht wurde, ist 
diejenige des Palladiumschmelzpunktes, der bei 1557° liegt. In diesem Tem­
peraturgebiet ist die gasthermometrische Beobachtung groBen Fehlern ausgesetzt, 
denn es ist sehr schwierig, das Volumen des GefaBes in seiner ganzen Ausdehnung 
genugend gleichmaBig zu temperieren und die Gasabgabe der GefaBwande zu 
verhindern. Da es sich bei solchen Beobachtungen zunachst immer urn den 
AnschluB von Thermoelementen an das Gasthermometer handelt, so kommt 
als erschwerender Umstand weiter die mangelhafte eI'ektrische Isolierfahigkeit 
aller Materialien in der hohen Temperatur hinzu. Es liegen zwei gasthermo­
metrische Bestimmungen des Palladiumschmelzpunktes vor, die sich indessen urn 
26 ° unterscheiden. HOLBORN und V ALENTINER 6) fanden den Schmelzpunkt zu 
1575°, DAY und SOSMAN7) zu 1549°. Bei beiden Bestimmungen bedienten sich 
die Autoren nach AnschluB der Thermoelemente an das Gasthermometer der 
sog. Drahtmethode, die darin besteht, daB man die beiden Schenkel des Thermo­
clements an der heiBen Li:itstelle nicht unmittelbar, sondern unter Zwischen­
schaltung eines kurzen Stiickes des Schmelzdrahtes vcrbindet und die gesuchte 

1) L. HOLBORN U. A. DAY, Ann. d. Phys. Bd.2, S.505. 1900; Bd.4, S·99· 1901. 
2) A. DAY u. R. SOSMAN, Sill. jOUrt1. Bel. 29, S.93. 1910; Dd. 31, S.341. 1911. Ann. 

d. 1'hys. Bel. 38. S. 849. 1912. 
3) C. 'SAIDNER U. G. BURGESS, null. Durcan of Stanel. Bel. 6, S. H'). 1<)10 n. 13,1. 7, 

S. 3. 1910. 
") L. HOLBORN n. F. HE:-;:-;rXG, Ann. d. Phys. Bel. 35, S. 761. 1911. 
5) Dicsc Zahl \yurde Yon HOLBORN heobachtet (ZS. f. Instrkck. 11(1. 37, S. 121. 

1917) . 
6) L. HOLBORN n. S. VALENTINER, Ann. ,I. 1'11\'8. 13(1. 22, S. 1, 1907. 
7) A. DAY \1. R. B. SOS:lIAN, Sill. jonrn. Bel. 29, S. 93. 1910. 
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Temperatur aus der Thermokraft bestimmt, die im Augenblick des Durch­
schmelzens beobachtet wird. 

Einen genaueren Wert fiir den Palladiumschmelzpunkt liefern die Strah­
lungsbeobachtungen, bei denen es darauf ankommt, in einer bes"timmten Wellen­
Hi.nge das Helligkeitsvet:haltnis eines schwarzen Korpers von der Temperatur 
des Goldschmelzpunktes (t = 1063°) und der gesuchten Temperatur mitein­
ander zu vergleichen [Ziff. 26, Gleichung (64)]. Hier liegen zwei unabhangige 
MeBreihen vor, die in sehr guter "Obereinstimmung stehen. 1m Jahre 1919 fanden 
HOFFMANN und MEISSNER!) unter Einsetzung des Wertes c2 = 1,430 cm·grad 
den Palladiumschmelzpunkt zu 1557°, wahrend im folgenden Jahre HYDE und 
FORSYTHE 2) mit dem Wert C2 = 1,435 cm·grad den Schmelzpunkt zu 1555° 
fanden. Rechnet man diese Zahl auf den Wert c2 = 1,430 cm· grad urn, so 
erhalt man e benfalls 1557 0. 

Zur Ermittlung des Platinschmelzpunktes ist erst eine MeBreihe vorhanden, 
die den derzeitigen Anspriichen an Genauigkeit geniigt. Es sind dies die Be­
obachtungen von HOFFMANN3), die nach der fiir den Palladiumschmelzpunkt 
eingeschlagenen Methode den Platinschmelzpunkt mit c2 = 1,430 cm· grad zu 
1771 ° lieferten. 

Von noch hoher liegenden Temperaturen, die mittels der Strahlungspyrometrie 
ermittelt wurden, seien hier ohne nahere Einzelheiten noch einige genannt, 
die bisweilen als Richtwerte im Bereich hoher Temperaturen niitzliche Dienste 
leisten konnen. . 

In erster Linie ist hier die schwarze Temperatur des positiven Kraters 
der Reinkohle zu nennen, die sich mit der Wellenlange auBerst wenig und mit 
der Strom starke des Lichtbogens gar nicht andert, falls die spezifische Belastung 
der Kohle zwischen 0,3 und 2,1 Amp./mm 2 gewahlt wird 4). Der Zahlenwert 
der schwarzen Temperatur wird zu 3430°5) angegeben. 

Den Schmelzpunkt des Kohlenstoffs, den ALTERTHUM, FEHSE und PIRANI6) 
an einem Graphitstab von 37 mm Durchmesser bei einer Strombelastung von 
8000 Amp. in einwandfreier Weise beobachtet haben, liegt nach Angabe dieser 
Autoren bei 3490°. 

In der gleichen Weise haben PIRANI und ALTERTHUM7) den Schmelzpunkt 
des Wolframs zu 3390° gemessen, wahrend in guter "Obereinstimmung hiermit 
nach einer andern Methode und mit erheblich geringeren Mitteln HENNING und 
HEUSES) 3370° fanden. 

Die neuesten Beobachtungen iiber den Schmelzpunkt des Molybdans sind 
nach verschiedenen Methoden von WORTHING9) ausgefiihit. Sie lieferten die 
Schmelztemperatur 2620°. 

"Ober die Schmelzpunkte der Oxyde liegen noch wenig zuverlassige Daten 
vor. Als gut reproduzierbaren Fixpunkt empfiehlt RUFFIO) den Schmelzpunkt 
des Aluminiumoxyds, der bei 2050° liegt. Fiir den Schmelzpunkt des Zirkon­
oxyds beobachtete der Verfasserll) 2690°. 

1) F. HOFFMANN u. W. MEISSNER, Ann. d. Phys. Bd.60, S.201. 1919. 
2) E. P. HYDE u. W. E. FORSYTHE, Astrophys. Journ. Bd. 51, S.244. 1920. 
3) F. HOFFMANN, ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 285. 1924. 
4) H. KOHN u. M. GUCKEL, ZS. f. Phys. Bd.27, S.305. 1924. 
5) F. HENNING U. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd.32, S.819. 1925. 
6) H. ALTERTHUM U. W. FEHSE u. M. PIRANI, ZS. f. Elektrochem. Bd. 31, S. 313. 1925. 
7) M. PIRANI U. H. ALTERTHUM, ZS. f. Elektrochem. Bd.29, S. 5. 1923. 
8) F. HENNING U. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd. 16, S.63. 1923. 
9) A. G. WORTHING, Phys. Rev. Bd.25, S.846. 1925. 

10) O. RUFF, ZS. f. Elektrochem. Bd.30, S.356. 1924. 
11) F. HENNING, Naturwissensch. Bd. 13, S.661. 1925. 
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61. Zusammenstellung thermometrischer Festpunkte. Folgende Tabelle 
enthalt als Zusammenfassung der in den Ziffern 56 bis 60 enthaltenen Dar­
legungen die wahrscheinlichsten Werte der wichtigsten thermometrischen Fest­
punkte. 

Tabelle 26. Thermometrische Festpunkte. 

E.: Erstarrungspunkt; Sm.: Schmelzpunkt; Sd.: Siedepunkt bei 1 Atm.; Sb.: Sublimations-
punkt bei 1 Atm.; U.: Umwandlungspunkt. 

Wasserstoff ....... ' Sd. -252,78° Benzophenon. 
Stickstoff ........ Sd. -195.81 Kadmium 
Sauerstoff . . . . . . . . Sd. -183.00 Zink.. 
Athylather. instabile Form E. -123'5 Schwefel . 
Schwefelkohlenstoff E. -112'0 Antimon . 
Toluol. . . . E. 95'0 Silber . . 
Kohlendioxyd Sb. 78.51 Gold .. 
Chloroform E. 63'5 Palladium 
Chlorbenzol . E. 45'5 Platin . . 
Quecksilber . E. 38.87 Molybdan 
Natriumsulfat U. + 32.38. Wolfram. 
NaphthaJin Sd. + 217.96 Kohlensioff 
Zinn . . . . E. + 231.85 

Sd. + 305.9° 
E. + 320.95 
E. +419.45 
Sd. +444.60 
E. +630.5 
E. +960.5 
E. +1063 
E. + 1557 
Sm. + 1770 
Sm. +2620 
Sm. + 3380 
Sm. + 3490 

62. Das deutsche Gesetz tiber die Temperaturskala. Seit dem 7. August 
1924 besteht in Deutschland ein Gesetz tiber die Temperaturskala l ), deren erster 
Paragraph folgenden Wortlaut hat: 

"Die gesetzliche Temperaturskala ist die thermodynamische Skala mit der 
MaBgabe, daB die normale Schmelztemperatur des Eises mit 0 0 und die normale 
Siedetemperatur des Wassers mit 100 0 bezeichnet wird. - Die Physikalisch­
Technische Reichsanstalt hat diese Temperaturskala festzulegen und bekannt­
zumachen. " 

Diese Bekanntmachungl ) ist im AnschlllB an die friihere Skala der Reichs­
anstalt2) und unter Beriicksichtigung der neusten Messungen am 20. September 
1924 erfolgt. Sie ist durch einige Zusatze und Erlauterungen erganzt. Hiernach 
ist die gesetzliche Temperaturskala in det folgenden Weise festgelegt: 

"Die Temperatur t wird gemessen: 
1. Zwischen -193 0 und dem Schmelzpunkt des Eises durch den Wider­

stand Reines reinen Platindrahtes nach der Beziehung 

Rt = Ro (1 + a l t + bl t2 + c1 t4) , 

deren Konstanten Rn, at> bl und c1 durch Eichung des Platindrahtes bei dem 
Siedepunkt des Sauerstoffs 

t = -183,00 0 + 0,0126(P - 760) - 0,0000065 (P - 760)2 

(wobei P hier wie in den folgenden Formeln den Sattigungsdruck zwischen 680 
und 780 mm Quecksilbersaule bedeutet), dem Sublimationspunkt der Kohlensaure 

t = -78,50 0 + 0,01595 (P - 760) - 0,000011 (P - 760)2, 

dem Schmelzpunkt des Quecksilbers 

t = -38,8;0 

und dem Schmelzpunkt des Eises 

t = 0,000 0 

bestimmt sind; 

1) Vgl. ZS. f. Phys. Bd. 29. S. 392 u. 394. 1924. 
2) Mitteil. d. Phys.-Techn. Reichsanst .• Ann. d. Phys. Bd. 48. S. 1034. 1915. 



Ziff. 62. Gesetzliche Temperaturskala. 601 

2. zwischen dem Schmelzpunkt des Eises und dem Erstarrungspunkt des 
Antimons durch den Widerstand Reines reinen Platindrahtes nach der Be-
ziehung 

deren Konstanten Ro, a2 und b2 durch Eichung des Platindrahtes bei dem Schmelz­
punkt des Eises, dem Siedepunkt des Wassers 

t = 100,000° + 0,0367(P - 760) - 0,000023 (P - 760)2 

und dem Siedepunkt des Schwefels 

t = 444,60 ° + 0,0909 (P - 760) - 0,000048 (P - 760)2 

bestimmt sind; 
3. zwischen dem Erstarrungspunkt des Antimons und dem Schmelzpunkt 

des Goldes durch die elektromotorische Kraft e eines Thermoelements aus reinem 
Plat in gegen eine Legierung von Plat in mit 10% Rhodium unter der Bedingung, 
daB sich die eine L6tstelle auf der Temperatur to, die andere auf der Temperatur 
des schmelzenden Eises befindet, nach der Beziehung 

e = aa + bat + ca t2 + data; 

die Konstanten aa, ba , C3 und da werden durch Eichung des Thermoelements 
bei dem Erstarrungspunkt des Zinks und dem Erstarrungspunkt des Antimons, 
deren Temperatur nach der Vorschrift unter 2. zu ermittein ist, ferner bei dem 
Erstarrungspunkt des Silbers 

t = 960,5° 

und dem SchmeIzpunkt des Goides 

t = 1063 ° 
bestimmt; 

4. oberhalb des SchmeIzpunktes des Goldes durch das bei cler WellenHinge .4 
des sichtbaren Lichtes beobachtete Helligkeitsverhaltnis Ht/HAu des schwarzen 
K6rpers nach der Beziehung 

H t C [1 1] 
In HAu = T tAu + 273 - t + 273 ' 

deren Konstanten tAu = 1063 ° und C = 1,43 em· grad gesetzt werden. 
5. Zusatze. a) Neben den vorstehenden Fixpunkten, durch welche die 

gesetzliche Temperaturskala festgeIegt wird, k6nnen fur die Messungen noch 
foigende Fixpunkte zweiter Ordnung dienen: 

Umwandlungspunkt von Natriumsulfat .... . 
Siedepunkt von Naphthalin ......... . 

fur Drucke zwischen p = 750 bis 760 mm 
Erstarrungspunkt von Zinn . . . . . . . . . . 
Siedepunkt von Benzophenon . . . . . . . . . 

fur Drucke zwischen p = 750 bis 760 mm 
Erstarrungspunkt von Kadmium 
Erstarrungspunkt von Zink '. . 
Erstarrungspunkt von Antimon 
Erstarrungspunkt von Kupfer 
Schmelzpunkt von Palladium 
Schmelzpunkt von Platin ... 
Schmelzpunkt von Wolfram . . 

32,38 ° 
217,96 ° + 0,058 (P-760) 

231,85 ° 
305,9° + 0,063 (P- 760) 

320,9° 
419.45 ° 
630,5 ° 

1083 ° 
1557° 
1770° 
3400° 

b) Die Eichung des Platindrahtes zwischen -193 ° und dem Schmelzpunkt 
des Eises kann dadurch vereinfacht werden, daB fUr die Konstante c1 der Wert 



602 Kap. 8 .. F. HENNING: Temperaturmessung. Ziff. 63. 

- 5 ·10 -12 gesetzt wird. Die Eichung am SUblimationspunkt der Kohlensaure 
fant alsdann weg. 

6. Erlauterungen. a) Der normale Schmelzpunkt des Eises und der normale 
Siedepunkt des Wassers beziehen sich, ebenso wie aIle andern Schmelz- und 
Erstarrungspunkte, auf den Druck der normalen Atmosphare von 760 mm 
Quecksilbersaule, gemessen bei der Dichte 13,595 und der Schwerebeschleunigung t 
980,665 cmjsec 2• 

b) Das zu Widerstandsthermometern verwendete Platin muB einen solchen 
Grad von Reinheit besitzen, daB der Quotient R t : Ro am normalen Siedepunkt 
des Sauerstoffs kleiner als 0,250, am normalen Siedepunkt des Wassers graBer 
als 1,390 und am normalen Siedepimkt des Schwefels graBer als 2,645 ist. 

c) Das Thermoelement muB so beschaffen sein, daB seine elektromotorische 
Kraft am Goldschmelzpunkt zwischen den Werten 10200 und 10400 Mikro­
volt gelegen ist. 

d) Der Wert A,·(t + 273) unter 4. muB kleiner als 0,3 cm·grad sein." 
Nach dieser Bekanntmachung ist die Temperaturskala nur zwischen -193 0 

und etwa + 4300° festgelegt. Unterhalb dieses Gebietes fehlt es zur Zeitnoch 
an einer geeigneten Methode, tim zwischen den verftigbaren Fixpunkten inter­
polieren zu kannen. Oberhalb des Gebietes ist die Definition dadurch maglich, 
daB man die WIENsche Strahlungsgleichung durch die entsprechende PLANcKsche 
Gleichung ersetzt. Doch muB hervorgehoben werden, daB im Bereich derStrah­
lungsmessungen die Temperaturskala einstweilen mehr theoretisch als praktisch 
definiert ist, da bisher keine Einzelheiten tiber die Art des MeBinstruments 
und seine Eichung gegeben wurden. 

i) Einige spezieUe Probleme der Temperaturmessung. 
63. Temperaturmessung in der Nahe des absoluten Nullpunktes. Die 

tiefsten bisher erzeugten Temperaturen, bei denen das Gasthermometer (vgl. 
Zif£' 18) bereits versagt, wurden von KAMER-

II~ t 6 '1 8 LINGH ONNES aus dem Sattigungsdruck des 
1 2 3 Heliums bestimmt, indem er die fiir hahere 
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Abb. 15. Abhangigkeit des Satti­
gungsdruckes von der Tcmperatul' 

in reduzierten GraI3en. 

Temperaturen bekannte Dampfdruckkurve in 
Anlehnung an das Gesetz der korrespondieren­
den Zustande zunachst graphisch extrapolierte. 
Die Anwendung dieses Gesetzes ist insofern 
mit Gefahren verkntipft, als es um so weniger 
genau zu gelten scheint, je tiefer die Temperatur 
rtickt. In Abb.15 sind die reduzierten Dampf­
druckkurven fUr Ather, Quecksilber, Wasser­
stoff und Helium (mit TcfT als Abszisse, 
10glOPIPc als Ordinate; Tc kritische Tempe­
ratur, Pc kritischer Druck) eingetragen. Die 
entsprechenden Kurven fUr Argon und Neon 
liegen zwischen denen von Ather und Queck­
silber. Die Sattigungskurven der verschiedenen 
Dampfe fallen also keineswegs zusammen, wie 
das Korrespondenzgesetz es erwarten laBt. 
Alle sind indessen nahezu gerade Linien, die 
fast nur in der Nahe des kritischen Punktes 

(Tj;c = 1, P = 1) ein wenig gekriimmt sind. 
, Pc 
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Die Sattigungskurve hir Helium ist am starksten gekriimmt. Sie wurde vom 
kritischen Punkt bis zu dem in der Abbildung mit A bezeichneten Punkt gas­
thermometrisch bestimmt. Dariiber hinaus ist sie in der Richtung der Tangente 
in A extrapoliert und gestrichelt gezeichnet. 

Spater bediente sich KAMERLINGH ONNES in diesem Bereich der nach der 
NERNsTschen Dampfdruckgleichung gebildeten Beziehung 

P T Tc 
log-p- = +2,51og y - 0,53 T + 0,59. 

c c 
(151 ) 

Hierbei ist der kritische Druck des Heliums Pc = 2,26 Atm. und die kritische 
Temperatur des Heliums zu 5,25 0 K anzusetzen. Aus ihr folgt hir den Druck 
0,1 mm die Temperatur 0,94 0 K und hir den Druck 0,01 mm die Temperatur 
0,75 0 K. Bei der bisher erreichten untersten Temperatur­
grenze fand KAMERLINGH ONNES!) den Sattigungsdruck des 
Heliums zu 0,013 mm. Dem entspricht nach der angegebenen 
Formel die Temperatur, 0,76 0 K. Die graphische Extrapolation 
hihrte zu einer etwas hoheren Temperatur, und KAMERLINGH 
ONNES schatzt die von ihm erreichte tiefste Temperatur vor­
sichtig zu "einige hundertstel Grad tiefer als 0,9 0 K". In der lJ 

Tat sind die Unsicherheiten hir die Temperaturbestimmung 
in der Nahe des absoluten Nullpunktes sehr betrachtlich. Es 
konnen nicht nur Zweifel bestehen, ob die Extrapolation der b 
Dampfdruckgleichung statthaft ist, sondern es muB auch 
dam it gerechnet werden, daB die Druckmessung mit Fehlern 
behaftet sein kann. 

Die Schwierigkeiten, mit denen hier zu rechnen ist, sollen 
an dem von KAMERLINGH ONNES angewandten Verfahren etwas f 
genauer beschrieben werden: Das dem geringen Druck unter­
worfene Helium befindet sich (Abb.16) in den Vakuumglasern e 
und a, die innerhalb eines etwa 500 ccm fassenden Helium- t 
bades B von etwa normaler Siedetemperatur stehen, von dem 
sie durch die Glasapparatur g getrennt sind . . Urn das Helium 

A 

z 
!/ 

auf der gewiinschten sehr tiefen Temperatur halten zu konnen, 
muB jede Warmezufuhr von auBen nach Moglichkeit vermieden 
werden. Diesem Zweck dient ein Metallschirm t mit zwei gegen­
iiberstehenden Schlitzen, der sich im fliissigen Helium befindet 

Abb . 16. Thermo­
stat mit fliissigem 

Helium. 

und dessen Schlitze durch eine besondere Vorrichtung geschlossen werden konnen. 
Die Einstrahlung von oben wird durch die am Stiel z befestigten Blenden y 
und r sowie durch eine versilberte doppelwandige Glaskappe x, die von dem 
fliissigen Helium des Bades B durchflossen ist, aufs auBerste eingeschrankt. 

Durch das moglichst weit gewahlte Rohr A wurde das von der Fliissigkeits­
oberflache aufsteigende Gas abgepumpt, urn den gewiinschten niedrigen Dampf­
druck aufrechterhalten zu konnen. An dem oberen Ende desselben Rohres 
befand sich ein McLEoD-Manometer; doch ist klar, daB der an diesem Instrument 
gemessene Druck infolge des Druckgefalles innerhalb des Rohres A erheblich 
niedriger ist als der gesuchte Dampfdruck an der Fliissigkeitsoberflache. Urn 
diesen zu ermitteln, bediente sich KAMERLINGH ONNES eines Hitzdrahtmano­
meters f nach KNUDSEN, dessen Glashiille in das Heliumbad B taucht, wahrend 
es mit dem Raum A durch ein Rohr b in Verbindung steht.Die Wirkung des 
Hitzdrahtmanometers, das wesentlich aus einem stromdurchflossenen Platin-

') H. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden Nr. 159" 1922. 
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draht von etwa 0,005 mm Dicke besteht, beruht darauf, daB der Warmeverlust des 
Drahtes von dem Druck des umgebenden Gases abhangt, insbesondere wenn die freie 
Weglange der Gasmolekiile mit den Abmessungen des Raumes, den sie erfiillen, 
gleiche GroBenordnung besitzt. Gewohnlich wird die Stromstarke des Hitzdraht­
manometers so eingestellt, daB die Temperatur, und also der Widerstand, des 
Platindrahtes konstant bleibt. Der Energieverbrauch des Platindrahtes ist 
dann urn so groBer, je hOher der Druck des umgebenden Gases ist. Eine Schwierig­
keit scheint zunachst darin zu liegen, daB sich der Widerstand des Platins im 
Bereich der Heliumtemperaturen nicht mit der Temperatur andert; doch besitzt 
er einen von Null verschiedenen Wert, so daB es bei geniigender Erhohung der 
Stromstarke gelingt, ihn durch JOuLEsche Warme bis in den Bereich einer deut­
lichen Abhangigkeit des Widerstandes von der Temperatur zu heizen. Das Hitz­
drahtmanometer ist zwischen 1 und 0,001 mm Quecksilber brauchbar. Es bedarf 
einer empirischen Eichung, so daB jeder Stromstarke ein bestimmter Gasdruck 
zugeordnet werden kann. Diese Eichung geschieht dadurch, daB bei Fiillurtg 
des Raumes B mit fliissigem Helium der Raum A und das GefaB emit Helium­
gas beschickt werden, dessen Druck, da es sich urn ein in Ruhe befindliches 
Medium handelt, mit dem McLEoD-Manometer richtig gemessen werden kann. 
Eine kleine (im vorliegenden Falle etwa 0,003 mm betragende) Korrektion 
wird allerdings noch durch den KNUDsENschen Molekulardruck (Ziff.18) be­
dingt, der von der Weite der Verbindungsrohre sowie den Temperaturdifferenzen 
an deren Enden (also zwischen den Raumen A und t sowie dem Raum A und 
dem auf Zimmertemperatur befindlichen McLeod) abhangt. 

64. Temperaturmessung an gliihenden Oxyden. 1m Prinzip laBt sich die 
Temperatur aller an sich nicht schwarzen Strahler dann mit den gewohnlichen 
Hilfsmitteln der Strahlungspyrometrie ermitteln, wenn man in dem betreffenden 
Korper einen Hohlraum anbringt, aus dem die schwarze Strahlung austritt. 
Bei Stoffen, welche die Warme nicht gut leiten, konnen Bedenken bestehen, 
ob der Hohlraum, insbesondere wenn er verhaltnismaBig groB ist, geniigend nahe 
die gesuchte Temperatur besitzt. Doch diirfte es moglich sein, ihn stets so 
klein zu wahlen, daB diese Bedenken gegenstandslos sind, wenn man ein optisches 
Pyrometer mit stark vergroBemder Optik (vgl. Ziff. 29) verwendet. Es geniigt 
dann eine strahlende Offnung von 1/4 bis 1/3 mm Durchmesser. Unter diesen 
Bedingungen ist sowohl der Schmelzpunkt von Wolfram1) als auch von 
Zirkonoxyd und Hafniumoxyd2) ermittelt worden. 

PIRANI wahlte zur Temperaturmessung an Oxyden eine prinzipiell andere 
Methode, indem er zunachst das Emissionsvermogen A oder das Reflexions­
vermogen R = 1 - A dieser Stoffe ermittelte, urn sich dann der Gleichung (42) 
(Zif£' 20) zu bedienen. Das Emissionsvermogen bestimmte PIRANI3) dadurch, daB 
er kleine Scherben des betreffenden Korpers von etwa 0,5 bis 1 mm Dicke 
und 1 bis 3 mm Oberflache in ein Kohlerohr so einsetzte, daB der Probekorper 
genau mit der Oberflache des Kohlerohrs abschnitt.Sodann wurde das Kohle­
rohr mit einer Bohrung versehen, aus der bei Heizung des Rohrs schwarze 
Strahlung austrat, so daB unter der Annahme volligen Temperaturausgleichs das 
gesuchte Emissionsvermogen gleich dem Helligkeitsverhaltnis zwischen Probe­
korper und Bohrung gesetzt werden konnte. War der Probekorper im Gliihzustand 
nicht mit Kohle vertraglich, so wurde iiber das Kohlerohr, das jetzt nur als Heiz­
korper diente, ein Rohr aus Aluminiumoxyd geschoben und in dieses der Probe­
korper eingesetzt. Fiir Aluminiumoxyd war dann der schon ermittelte Wert des 

1) F. HENNING u. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd. 16, S. 63. 1923. 
2) F. HENNING, Naturwissensch. Bd. 13, S.661. 1925. 
3) M. PIRANI, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 13, S.19. 1911. 
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Emissionsvermogens anzunehmen. - Spater bestimmte PIRANI 1) den Koeffizienten 
der diffusen Reflexion fiir verschiedene Oxyde relativ zu dem als bekannt ange­
nommenen Koeffizienten von Magnesiumoxyd (vgL Ziff. 37), indem er die Ver­
gleichskorper nacheinander durch dieselbe Lichtquelle beleuchtete und die beiden 
dadurch erzielten Helligkeiten miteinander verglich. Wenn das zu untersuchende 
Oxyd sich im Gliihzustand befindet, muB seine Eigenstrahlung in Rechnung gesetzt 
werden. Fiir Chromoxyd ergab sich fast unabhangig von der Temperatur (18 bis 
1300°) und der Wellenlange (rot und griin) R = 0,15, fiir Aluminiumoxyd etwa 
in denselben Grenzen R = 0,85. Doch ist zu bemerken, daB diese Werte von 
der Kornigkeit des Materials abhangen und R mit abnehmender KorngroBe 
wachst. 

65. Temperaturmessung an durchsichtigen Strahlern.Die in Ziff. 64 genann· 
ten Methoden sind nur fiir undurchsichtige Stoffe brauchbar. Bei durchsichtigen 
Strahlern, wie etwa einem zurGlut erhitzten Rubin2), ist das EmissionsvermogenA 
nicht aus dem Reflexionsvermogen R berechenbar; es muB zu dem Zweck auch 
noch seine Durchlassigkeit D bekannt sein. Der von einer durchsichtigen Platte 
mit ebenen und parallelen Wanden hindurchgelassene Bruchteil des auftreffenden 
Lichtes ist in der Bezeichnungsweise der Ziff. 38 [vgl. Gleichung (113)] dar­
stellbar als 

(152) 

Dnter Verwendung der dort genannten Beziehungen fiir den gesamten reflek­
tierten Betrag e und unter Beriicksichtigung des Dmstandes, daB die Summe 
des hindurchgelassenen, des reflektierten und des absorbierten Bruchteils 1 
ergeben muB, erhalt man fiir den absorbierten Bruchteil 

A = (1 - R) (1 - R IX 2) _ D . 
1 - R21X2 

(153) 

Zur Abkiirzung ist hierbei IX = e- a • d gesetzt, wobei d die Dicke der Platte 
und a den Koeffizienten der Absorption im Innern der Platte bezeichnet.Die 
leicht meBbare Durchlassigkeit D fiihrt, wenn man Korper desselben Stoffes 
von verschiedener Dicke d zur Verfiigung hat, zur Kenntnis von a und R, so daB 
dann auch A fiir jede Dicke angebbar ist und nach Gleichung (42) Ziff. 19 die 
Temperatur des Strahlers bestimmt werden kann. Es bestehen keine Schwierig­
keiten, die Durchlassigkeit D auch bei gliihenden Korpern zu messen, wenn nur 
dte Intensitat des zur Durchstrahlung benutzten Lichtes groB genug gewahlt 
wird. 

Fiir den speziellen Fall verhaltnismaBig undurchsichtiger Korper, bei 
denen IX klein ist, gilt in erster Naherung A = 1 - R - D. 

Gewohnlich ermittelt man die Durchsichtigkeit Deines Korpers aus dem 
Helligkeitsverhaltnis, welches man erhalt, wenn man einen Strahler sowohl 
unmittelbar als auch durch den zu untersuchenden Korper hindurch betrachtet. 
Eine andere Methode, die zuerst von KURLBAUM3) angegeben wurde, ist besonders 
fiir leuchtende Flammen zu bevorzugen. Sie besteht darin, daB man neben 
dem durchsichtigen Strahler von der Intensitat E' (l, T) noch einen undurch­
sichtigen Strahler von der schwarzen Temperatur So betrachtet und seine Inten­
sitat E (1, So) [vgL Gleichung (41)] so einstellt, daB sie gleich groB erscheint, 

1) M. PIRANI, ZS. f. techno Phys. Bd. 5, S.266. 1924. 
2) F. HENNING U. W. HEUSE, ZS. f. Phys. Bd.20, S. 132. 1923. 
3) F. KURLBAUM, Phys. ZS. Bd.3, S. 187 u. 332. 1902. 
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gleichgliltig, ob man den undurchsichtigen Strahler direkt betrachtet oder durch den 
durchsichtigen gllihenden Strahler hindurch. 1st diese Bedingung erflillt, so gilt 

E().,50) = D.E(A,50) +E'(A, T), (154) 
und man erhalt 1 - D = E' (A, T): E (A, So), d. h. gleich dem Helligkeitsverhaltnis 
der beiden Strahler. Flir R = 0, also flir 1 - D = A = A (A, T), folgt weiter 
A (A, T) . E (A, So) = E'(A, T) und also nach Gleichung (29) T = 50' 

An einem Strahler, der nur einzelne Spektrallinien emittiert, bestimmten 
KURLBAUM und GUNTHER SCHULZE l ) die Temperatur in Anlehnung an die so­
eben genannte Methode aus der Umkehr der Spektrallinien vor einem passend 
temperierten undurchsichtigen Strahler. 

Dber die an Flammen gemessenen Temperaturwerte s. d. Handb. Bd. XI 
(Artikel C. MULLER). 

66. Temperaturmessung an Fixsternen. Mit Ausnahme der. Sonne hat 
man die Temperatur an der OberfHiche der Fixsterne fast nur aus der Energie­
verteilung in ihrem Spektrum abgeleitet, und zwar unter der Annahme, daB die 
Fixsterne dasselbe Emissionsvermogen wie ein schwarzer Korper besitzen. Da 
man aus der PLANcKschen Strahlungsgleichung die Strahlungsintensitat des 
schwarzen Korpers flir jede Wellenlange und Temperatur berechnen kann, so 
ist also nur nach derjenigen Temperatur zu fragen, bei der der schwarze Korper 
die gleiche Energieverteilung besitzt wie der Fixstern. Die Sonne bildet insofern 
eine Ausnahme, weil bei ihr infolge ihrer verhaltnismaBig groBen Nahe auch 
eine Temperaturbestimmung aus der Gesamtstrahlung moglich ist. . 

Die spektrale Energieverteilung der Fixsterne ist zum Teil nach photo­
metrischen Methoden (im sichtbaren Gebiet), zum Teil nach photographischen 
Methoden und Photometriening der Plattenschwarzung oder nach lichtelektri­
schen Methoden unter Ausblendung gewisser Spektralbezirke ermittelt worden 2). 

Da das Auge und die photographische Platte flir verschiedene Spektralbereiche 
maximal empfindlich sind, so laBt sich bereits aus der Verschiedenartigkeit der 
visuellen und der photographischen Helligkeitsbestimmung an dem spektral nicht 
zerlegten Sternlicht ein SchluB auf dessen Temperatur ziehen. Bei Annahme der 
schwarzen Strahlung des Fixsterns stimmt seine wahre Temperatur mit seiner 
Farbtemperatur (Ziff. 21) liberein. Eine Methode, diese letztere auf einfache 
Weise zu ermitteln, ist von WILSING3) angegeben und durchgeflihrt worden, sie 
besitzt vor anderen Methoden den Vorzug, noch auf verhaltnismaBig lichtschwache 
Sterne, namlich solche bis zur GroBenklasse 6,5 anwendbar zu sein. Sie solI im 
Prinzip hier kurz dargelegt werden. 

1m Gesichtsfeld des MeBinstruments befindet sich neben dem zu unter­
suchenden Stern ein klinstlicher Stern, der durch Ausblendung eines kleinen 
Stlickes yom Faden einer Gllihlampe gewonnen ist. Der klinstliche Stern ist 
stets heller und roter als der natlirliche Stern. Es wird nun vor den natlirlichen 
Stern ein Keil aus rotem Glas (Schottsches Rotglas Nr. 4512) gebracht und so 
eingestellt, daB das Sternlicht eine Dicke d des Rotglases zu durchsetzen hat, 
die ihm die gleiche Farbe erteilt, wie sie der klinstliche Stern besitzt. Eine sichere 
Einstellung ist indessen nur moglich, wenn beide Objekte gleiche Helligkeit 
besitzen. Dies wird dadurch erreicht, daB man das Licht des klinstlichen Sterns 
durch eine Polarisationseinrichtung mit Polarisator und Analysator schwacht. 

1) F. KURLBAUM U. GUNTHER SCHULZE, Verh. d. D. Phys. Gos. Bd. 8. S. 239. 19l16. 
Vgl. auch LUDWIG: Der Azetylen-Sauerstoff-Schwei13brenner S. 28; Berichte des Versuchsfeldes 
fiir \Verkzeugmaschinen an der Techn. Hochschule Berlin, Heft 2. Verlag Julius Springer 1912. 

") Vgl. J. HOP;'IANN, ZS. f. techno Phys. Bd. 7. S. 12. 1926. 
3) J. \VILSING, Publ. Astrophys. Obs. Potsdam )<r. 76. 1920 u .. 'stron. Xachr. Hel. 21-L 

S. 186. 1921. 
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Es bezeichne D (1, d) die Durchfliissigkeit des Rotglases in Abhangigkeit 
von der WeIlenHinge 1 und der Dicke d, femer Fo die als bekannt angenommene 
Farbtemperatur des kiinstlichen Sterns und F die gesuchte Farbtemperatur, 
dann sind die beobachteten Energiestrahlungen beider Objekte den GroBen 
E (1, F 0) und D (1, d) . E (1, F) proportional. Die effektiven WeIlenHingen lo und 1.; 
in der beide Strahler erscheinen, sind nach Ziff. 32, Gleichung (78) darstellbar als 

1 f ~ !p(1) . E(l, Fo) dl 1 f! !p(l) . D(l, d) . E(l, F) d1 
und (155) 

10 f !p(1) E(l, Fo) d1 1. f !p(l) . D(l, d) . E(l, F) d1 

1m Falle der Farbengleichheit ist 1. = 10 zu setzen, und die Auswertung der 
Integrale, die graphisch oder nach dem Summationsverfahren erfolgen kann, 
liefert eine Beziehung zwischen F, Fo und d, so daB also bei Kenntnis von Fo 
und d die Farbtemperatur F des Sterns angebbar ist. WILSING fiihrt die auBer­
ordentlich vereinfachende aber nur naherungsweise zutreffende Annahme ein, 
daB D (1, d) . E (1, F) = E (1, F') gesetzt werden darf; dann fiihrt die Bedingung 
1. = lo unmittelbar zu der fiir alle Welleniangen giiltigen Gleichung 

E(l, Fo) = k· D(l, d) ·E(}., F), (156) 

deren Konstante k unabhangig von der Welleniange, aber im iibrigen beliebig 
zu bestimmen ist. Fiihrt man sinngemaB fiir E(l, Fo) die WIENsche Strahlungs­
funktion und fiir E (1, F) die PLANcKsche Strahlungsfunktion in der vereinfachten 
Form Zif£' 24, Gleichung (57) ein, so erhalt man bei Ausfiihrung der moglichen 
Kiirzungen 1 c, 1 (C, ,) 

e -YF,; = k· D(l, d) . e -y p+r e-r. (157) 

Die Durchlassigkeit D hangt von dem Reflexionsvermogen R der beiden Flachen 
des Rotglases und von dem Absorptionskoeffizienten a im Innern des Glases 
ab, und zwar derart, daB nahcrungsweise [vgl. Ziff. 38, Gleichung (113)] 

D(l, d) = (1 - R)2.e- ad (158) 

gesetzt werden darf, wobei R und a Funktionen von 1 und der Eigentemperatur 
des Glases sein konnenl ). WILSING setzt statt dessen in Dbereinstimmung mit der 
bereits genannten Vereinfachung naherungsweise 

lnD(l, d) = (flo + ~l) . d. (159) 

Damit geht die Gleichung zur Bestimmung der Farbtemperatur iiber m 

1 (i + r' - fll" d - iJ = Ink + flo" d - r· (160) 

Diese Gleichung kann nur dann fiir aIle Welleniangen gelten, wenn 

(161) 

ist. Ais Korrektionsfaktor, der hier unbeachtet geblieben ist, muB die Durch­
lassigkeit der Erdatmosphare beriicksichtigt werden. WILSING stellt sie als 
e-Funktion von der Lange 1 der vom Licht durchsetzten Schicht dar, wodurch 
der fiir c2/F gefundene Ausdruck noch urn ein additives Glied geandert Wird. 

Durch die Naherungsrechnungen ist das beschriebene Verfahren zweifellos 
mit merklichen Fehlem behaftet. Sie kommen dadurch weniger zur Geltung, daB 

1) F. HENNING, ZS. f. Instrkde. Bd.46, S.163. 1926. 
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man in der Praxis nur Sterntemperaturen vergleicht und also gewissermaBen die 
Farbtemperatur F 0 des kiinstlichen Stems durch Vergleich mit einem Stem bereits 
bekannter Farbtemperatur ermittelt. Als letztes Bezugsobjekt dient die Sonne. 

Die fiir die Temperatur der Sterne nach den verschiedenen Methoden ge­
fundenen Werte gehen noch betrachtlich auseinander. Eine kritische Sichtung 
des Materials ist von BRILLl) vorgenommen. 

In neuester Zeit hat man aus dem Typus des Absorptionsspektrums in 
der Sternatmosphare einen RiickschluB auf die Sterntemperatur gezogen. Die 
Grundlage hierfiir bietet eine zuerst von EGGERT2) gegebene Theorie, nach der 
die Abspaltung eines Elektrons aus dem Atomverband thermodynamisch als 
Dissoziationsvorgang aufgefaBt werden kann. Die hicht ionisierten Atome be­
finden sich mit den ionisierten Atomen und den abgespaltenen Elektronen in 
einem Gleichgewichtszustand, bei dem die Konzentration der ionisierten Atome 
vom Druck und der Temperatur des Gemisches abhangt. Da aus dem Typus 
des Spektrums auf den Ionisationszustand geschlossen werden kann und An­
nahmen iiber den vorhandenen Gasdruck moglich sind, so kann also die Te)ll­
peratur berechnet werden. Fiir diese Methode ist es sehr bedeutungsvoll, daB 
in den Sternatmospharen Elemente vorkommen, die bei gegebenen Bedingungen 
sehr verschiedene Ionisationsgrade besitzen. Naheres iiber diese Art der Tem­
peraturbestimmung und ihr Ausbau durch SAHA, FOWLER und MILNE findet 
sich in ds. Handb. XI (ArtikeI FREUNDLICH). 

67. Temperaturmessung an Planeten. Es ist gelungen, die Temperatur 
der Planeten und des Mondes durch Beobachtung der von ihnen ausgehenden 
Gesamtstrahlung mit Hilfe empfindlicher Vakuumthermoelemente zu messen. 
Die Beobachtungen miissen so angeordnet werden, daB man den Anteil der 
reflektierten Sonnenstrahlung aussondern kann. Unter Beriicksichtigung der 
Phase und des Abstandes der Planet en wird aus dem Verhaltnis ihrer Eigen­
strahlung zu der von ihnen reflektierten Sonnenstrahlung dann die Temperatur 
mit Hilfe des STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetzes gewonnen, indem man das 
Emissionsvermogen zu 1 ansetzt. Die Aussonderung der Sonnenstrahlung ge­
schieht mit einer Wasserzelle, die Licht aller Wellenlangen groBer als 1,4 fL prak­
tisch absorbiert. Auf diese Weise ist in der Tat die Trennung der Strahlungen in 
der gewiinschten Weise moglich, da die Sonnenstrahlung (mit dem Energie­
maximum bei etwa 0,5 fL) im Spektralbezirk oberhalb 1,4 fL einen so geringen 
Energieanteil vom Gesamtbetrage besitzt, daB dieser unbedenklich auBer acht 
gelassen werden kann. Andererseits liegt das Maximum der Eigenstrahlung der 
Planeten oberhalb 10 fL, und fUr sie ist also der Energieanteil im Bereich unter­
halb 1,4 fL zu vernachlassigen. 

Sieht man von der Absorption ab, welche die Strahlung in der Atmosphare 
der Erde erleidet, bezeichnet man ferner die vom Planeten herriihrende Eigen­
strahlung mit Ep und die von ihm reflektierte Sonnenstrahlung mit E 8 , so wiirde 
das Thermoelement ohne Wasserzelle von der Energie Ep + E. getroffen, da­
gegen bei Verwendung der Wasserzelle, deren Durchlassigkeit fUr die Sonnen­
strahlung mit Dw bezeichnet sei, von der Energie Dw' E8 • Gemessen wird das 
Verhaltnis 

aus dem 

folgt. 
1) A. BRILL Ergebnisse d. Naturwiss. Bd. 3, S. 1. 1924. 
2j J. EGGERT, Phys. ZS. Bd.20, S.570. 1919. 

(162) 

(163) 



Ziff. 67. Temperaturmessung an Planeten. 609 

Um von dem Energieverhaltnis EpJE. zu der gesuchten Temperatur zu 
gelangen, ist folgende Dberlegung erforderlich. Eine Flache der GroBe F sendet 
bei der spezifischen Strahlungsintensitat I unter Giiltigkeit des LAMBERTschen 
Kosinusgesetzes in den raumlichen Winkel dQ, dessen Achse mit der Normalen 
zur Flache F den Winkel f} bildet, den Energiestrom dE = F . I . cos f} • dQ 
und in den Halbraum den Energiestrom 

Eg=F.I:n=F·a·(P- T~), (164) 

Hierbei bezeichnet a die STEFAN-BoLTZMANNsche Konstante (vgl. Ziff. 8), ferner 
T und To die Temperaturen der als schwarze Korper angenommenen Strahler 
und Empfanger, so daB also der in den Winkel dQ senkrecht zur Flache F ent-
sandte Energiestrom zu F 

dE=F.ldQ=~(P-T~)dQ (165) 
:n 

folgt. 
Hiernach findet man den von der Sonne auf 1 cm 2 der Erdoberflache treffen­

den Energiestrom, wenn man dQ = 1/R! setzt und mit Re den (in Zentimetern 
gemessenen) Abstand der Erde von der Sonne bezeichnet. Zugleich darf man 
n (To Temperatur der Erde) gegen P (T = T. Temperatur der Sonne) ver­
nachlassigen. Bei Einfiihrung des Sonnenradius r erhalt man als die sog. Solar­
konstante k, deren Zahlenwert aus Beobachtungen bekannt ist 

F· I· ~2 = (; r· aT! = k = 1,932 cal· cm - 2. min -1. (166) 
e • 

Nun ist a = 5,7S.1O- 5 Ergcm -2 .sec-1grad -4 = 8,25.1O- 11 cal. cm -2 • min -1grad -4, 

so daB sich beilaufig fiir die Sonnentemperatur hiernach der Wert T = 57,.50° 
ergibt. Fiir einen Planeten im Abstand Rp von der Sonne hat die Solarkonstante 

den Wert (R )2 . 
kp = 1,932· Re cal· cm- 2. mm-I (167) 

p 

Wird diese Strahlung von der Flacheneinheit vollstandig diffus zuriickgeworfen, 
so ist, falls keine Eigenstrahlung hinzukommt, die Gesamtstrahlung der Flachen­
einheit unter Beriicksichtigung der Gleichungen (164) und (166) 

kp=I':n=F.I ~2 =a(T'4- T~). (168) 
p 

Hiernach wird durch Reflektion am Planeten die Intensitat des Sonnenlichtes 

im Verhaltnis cp = ~ = ~. ~ = (_~)2 (169) 
I :n R; Rp 

geschwacht. Fiir T' erhalt man, da bei Ausstrahlung in den Weltenraum To = 0 

gesetzt werden darf ( r )~ (.k).' (R ).\ (R )_\ 
T' = T •. - - = ~ 4. _e - = 392 _e -. (170) 

Rp (j Rp Rp 

T' ist die Temperatur, die ein schwarzer Korper besitzen muB, damit die von 
ihm ausgesandte Gesamtstrahlung gleich der vom Planeten unter Annahme 
der Albedo A = 1 zuriickgeworfenen Sonnenstrahlung ist. 

Nun beziehen sich Ep und Es auf denselben raumlichen Winkel dQ und 
auf dieselbe Flache F, so daB man unter Beriicksichtigung der Gleichungen 
(164) und (170) E T4 _ T4 

E: = P(R.)~! (171) 
A . 3924 • Rp - To 
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erhalt. Hierbei ist .die gesuchte Planetentemperatur mit Tp bezeichnet und 
die Albedo A des Planeten fUr das reflektierte Sonnenlicht von 1 verschieden 
angenommen. 

Zweifellos erscheint es zunachst iiberraschend, daB die effektive Tem­
peratur T' der Gesamtstrahlung, soweit diese vom reflektierten Sonnenlicht 
herriihrt, fUr die Erde und den Mond nicht iiber 3920 K hinausgehen kann, 
wahrend im sichtbaren Licht alle Planeten hell leuchten und ihre effektiven 
Temperaturen fiir die monochromatische Strahlung des sichtbaren Gebietes den 
Betrag von 1000 0 K erheblich iiberschreiten. Das vom Mond zuriickgeworfene 
Sonnenlicht wiirde im Falle einer Albedo A = 1 urn den Helligkeitsfaktor 
(rIRe)2 geschwacht, so daB der Mond und die von der Sonne beleuchtete Erde 
bei der Wellenlange 1 = 0,5 ft wie ein schwarzer Korper von etwa 1550 0 C strahlen 
miiBten. Die Rechnung lehrt, daB diese schwarze Temperatur mit zunehmender 
Wellenlange sehr rasch kleiner wird. 

Die Theorie der Methode ist unter Beriicksichtigung der Strahlungsverluste 
in der Erdatmosphare vonMENzELl) entwickelt worden. Die bisher vorliegenden 
Messungen stammen im wesentlichen von COBLENTZ2). Einen Uberblick iiber 
den neuesten Stand der Theorie hat SCHOENBERG3 ) gegeben. 

Von den B erechn ungsmoglichkei ten der Planetentemperatur sei hier 
nur eine angedeutet, die einen oberen Grenzwert liefert fUr den Fall, daB die Ober­
flache des Planeten riicht aus dessen Innern, sondern nur von der Sonne mit 
Warme versorgt wird. Fiir die Albedo A wird von der Flacheneinheit der Planeten 
die Sonnenstrahlung mit dem Energiestrom A· oT'4 in den sonst leer gedachten 
Weltenraum zuriickgeworfen, und der Energiestrom (1 - A) a T'4 wird vom 
Planet en absorbiert. 1m Strahlungsgleichgewicht muE derselbe Betrag infolge 
der Eigenwarme der Planeten, dessen Temperatur T" sei, ausgesandt werden. 
Bezeichnet man das Emissionsvermogen fUr diese Strahlung groBer Wellenlange 
mit to, so besteht die Gleichung 

T" 4 = 1 - A . T' 4 

e 
oder T" (Re)t (1 - A) \ = 392· - . ~- . 

Rp e 

Die Temperatur T" ist deswegen ein oberer Grenzwert, weil sie auf der Voraus­
setzung beruht, daB die Sonnenstrahlung stan dig senkrecht auf die Planeten­
oberflache trifft. 

Die folgende Tabelle enthalt neben den von COBLENTZ und LAMPLAND 4) 

ermittelten Planetentemperaturen Tp fUr die Aquatorgegend der Planet en und 
den Albedowerten A fUr sichtbare Strahlung auch die Werte 1" und T". Letztere 
sind unter der Bedingung e = 1 berechnet 5). 

Tabelle 27. Planeten tempera turen. 

Planet A Tp 1" T" 

Venus 0,59 330 0 K I 460 0 K I 369 0 K 
Mars 0,154 273 I 323 310 
Jupiter. 0,56 130 I 

171 i 140 
I 

Saturn 0,63 130 

I 
129 100 

Mond. 0,073 40O 392 386 
Erdc 0,45 392 338 

') D. H. MENZEL, Astrophys. Journ. Bd. 58, S.65. 1923. 
2) \v. \\'. COBLE:-iTZ, PubL of the Carnegie Inst. Nr. 97. 1908. 
3) E. SCHOENBERG, Phys. ZS. Bel. 26, S.870. 1925. 
4) \Y. \Y. COBLENTZ U. C. O. LAMPLAND, Journ. Franklin Inst. Bd. 199. 1925. 
5) D. H. MENZEL, \Y. \V. COBLENTZ U. C. O. LAMPLAND, Astrophys. Journ. Bel. 63, 

S. 177· 192(,. 
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Berlin, Dr. W. Merte, Jena. kroskope. Von Dr. H. Boegehold, Jena. 

Spiegel alIer Arlen und daraus entstehende Instrumente, Besondere optische Instrumente, soweit nicht anderwarts 
Prismen, Prismensatze usw. Von Dr. F. Lowe, Jena. behandelt. Von Professor Dr. H. K 0 n en, Bonn. 

Fernrohre aller Art. Von Dr. O. E p pen s t e in, Jena. Optische Konstanten. Von Dr. H. K e B I e r, Jena, und 
Das photographische Objektiv, Das Auge und das Sehen, Professor Dr. H. K 0 n en, Bonn. 

Band XIX: Herstellung und Messung des Lichtes 
Natiirliche und kiinstliche Lichtquellen. ladungslampe. 7. Die Bewertung der elektrischen Licht· 

I. Sonnenstrahlung. Von Professor Dr. H. R 0 5 e n - quellen. Von Fr!. Dr. E. L a x, Berlin, und Professor 
be r g, Kiel. 2. Himmelsstrahlung. 3. Blitz, Nord- Dr. M. Pi ran i, Berlin-\Vilmersdorf. 8. Reflektoren. 
licht, atmospharische Erscheinungen. Von Professor Dr. Von Dipl.-Ing. L. S c h n e ide r, Berlin. 
C. J ens en, Hamburg. 4. Dbersicht uber die kos- Methoden der Untersuchung. 
mischen Lichtquellen. Von Professor Dr. J. Hop- 1. Photometrie. Von Professor Dr. E. Brodhun, 
man n, Bonn. s. Gltihende Korper, insbesondere Berlin-Grunewald. 2. Photographie. Von Professor 
schwarze. Von FrI. Dr. E. L a x, Berlin, und Professor Dr. J. Egg e r t, Berlin-Friedenau, und Dr. W. 
Dr. M. Pi ran i, Berlin-Wilmersdorf. 6. Bogen- R a h t s, Berlin. 3. Spectralphotometrie, Absorptions· 
licht, Funke. Von Professor Dr. H. K 0 n en, Bonn, photometrie. Von Professor Dr. H. Ley, Munster i. W. 
und Dr. R. Frerichs, Bonn. 7. Gasentladungen. 4. Colorimetrie. Von Dr. F. Lowe, Jena. 5. Ener-
Von Proiessor Dr. H. K 0 n e n 1 Bonn, und Dr. R. gieverteilung, Gesamtenergie, MeBmethoden, Linien-
F r e rich s, Bonn. 8. Rontgenstrahlen (Technisches, intensitaten. Von Dr. T h. D re i s c h und Dr. R. 
Art, Verteilung und Zusammensetzung). Von Dr. H. F r e ric h s 1 Bonn. 6. Polarimetrie. Von Professor 
Be h n ken, Charlottenburg. 9. Luminescenzquellen. Dr. O. S c h 0 n roc k, Berlin. 7. WellenHingenmes-
Von Professor Dr. P. Pringsheim, Berlin. sungen. Von Professor Dr. H. Konen, Bonn. 
10. Plammen, chemische Prozesse. Von Professor Dr. 8. Besondere Methoden: a) Ultrarot. Von Frl. Dr. 
H. K one n, Bonn, und Dr. R. F r e ric b s, Bonn. G. Las k i , Berlin. b) photographisch erreichbarer Teil. 

Lichttechnik. Von Professor Dr. H. K 0 n en, Bonn. c) R6ntgen~ 
1. Allgemeines, wirtschaftliche Grundsatze, physiolo- gebiet. Von Dr. H. Be h n ken, Charlottenburg. 
gische Gesichtspunkte, Stellung der Aufgabe. 2. Metho- 9. Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes. Von 
den zur Strahlungserzeugung, schwarze, nicht schwarze Professor Dr. H. R 0 sen b erg, Kiel. to. Be-
Korper, Luminescenz. 3. Historische 'Obersicht liber sondere MeBmethoden, elliptisches Licht, teilweise 
die Entwicklung der Lichttechnik. 4. Gaslicht. 5. Elek- polarisiertes Licht. Von Professor Dr. G. S z i v e s s y, 
trische LichtqueUen. 6. Luminescenzlampe, Gasent- Munster. 

Band XX: Natur des Lichtes 
Experimentelle Grundlagen und elementare Theorie. 

I. Klassische und neuere Interferenzversuche und In­
terferenzapparate. a) Elementare Theorie derselben. 
z. Beugungsversuche. a) Einfachste Beugungsversuche 
mit elementarer Theorie. b) Auf Beugung beruhende 
Instrumente uod Anordnungen; genauere Theorie der 
einfachsten Versuche. Von Professor Dr. L. G reb e , 
Bonn. c) Die Beugung in den optischen Instrumenten 
in Beziehung zur Grenze des Auflosungsvermogens. 
Von Professor Dr. F. Jentzsch, Berlin. d) Andere 
FAlle von Beugung (Regenbogen, Halos); fein 
verteilte Substanzen. Von Dr. R. Mecke, Bonn. 
3. Polarisation. a) Grundversuche uber Etzeugung 
und Eigenschaften des polar. Lichtes, mit Aus­
schiuJl der Krystalloptik. b) Interferenz und Beugung 
des polar. Lichtes. Von Professor Dr. G. S z i v e s s y, 
Munster. 4. Beziehung zu anderen Erscheinungen, 
Zeemaneffekt, Kerreffekt, Doppelbrechung, magn. 
Drehung, IIletallreflektion, Beziehungen zu licht­
elektrischen Erscheinungen usw. elementar nur in 
Obersicht. Von Professor Dr. H. K 0 n e ~, Bonn. 

5. Der Energietransport durch das Licht auf Grund 
der Versuche. a) WeiBes Licht, seine Eigenschaften; 
schwarze Strahlung. Von Professor Dr. L. Gre be, Bonn. 
b) Gesetze der schwarzen Strahiung, Strahiung nicht­
schwarzer KC)l-per. Von Professor Dr. L. Grebe, Bonn. 

Lichttheorien. 
I. Historische Obersicht. z. EJektromagnetische Theorie. 
a) Grundsatzliches, Maxwell, Elektronentheorie, all· 
gemeine Satze. b) Grenzbedingungen. c) Anisotrope 
Medien. d) Strenge Theorie der Interferenz und 
Beugung mit Dbersicht uber die behandeIteu Fillle. 
e) Grundsatzliches uber Reflektion, Brechung, Dis­
persion und Absorption. f) IIletallreflektion. Von Pro­
fessor Dr. Walter K 6 n ig, GieBen. 3. Beziehungenzur 
Thermodynamik. Allgemeine Satze, BeziehUngen zur 
Relativitatstheorie, Quanten und Korrespondenz­
ptinzip. VergJeich mit Erfahrung. 4. Zusammen­
fassende Dbersicht tiber den zeitigen Stand der Wellen­
thp-orie des Lichtes. Von Professor Dr. A. Lan d e, 
Tubingen. 
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Krystalloptik. 
I. Optisches Verhalten der Krystalle, Wellenflllchen, 
elementare Theorie. 2. Interferenz des polarisierten 
Lichtes. a) Ebene Wellen. bl Convergentes Licht. 
c) Rotationspolarisation. 3. Beziehungen zur Tempe­
ratur, Elastizitat usw. 4. Feinere Theorie der Polari-

sationsapparate, Polariskope usw. Von Professor Dr. 
G.Szivessy, Munster. 5. Polarisationundchemische 
Konstitution. Von Professor Dr. H. Ley, Miinster LW. 
6. Inhomogene KOrper, technische Anwendungen. 
Kiinstliche Doppelbrechung. Von Professor Dr. Walter 
K 0 n i g, Giellen. 

Band XXI: Licht und Materie 
Absorption und Dispersion. 

I. Absorption der festen Korper, abhllngig vom Spek­
tralbereich, Temperatur usw., Schwingungsrichtung, 
Magnetfeld, KOrperfarben, Definitionen. Von Professor 
Dr. L. G reb e, Bonn. 2. Absorption der LOsungen 
und Flussigkeiten. EinfluB von Aggregatzustand usw. 
3. Absorption und Konstitution. Von Professor Dr. 
H. Ley, Munster i. W. 4. Absorption und Streuung 
der Gase. Obersicht. Von Dr. R. Me c k e, Bonn. 
5. Absorption und Streuung im Bereiche kurzer 
Wellen. Von Professor Dr. L. G reb e, Bonn. 
6. Experimentelles tiber normale und anormale Dis­
persion. 7. Dispersionsformeln nnd Eigenwellenlangen. 
8. Dispersionstheorie. Schltisse aus Konstanten. Von 
Professor Dr. K. F. Her z f e 1 d, Munchen, nnd Dr. 
L. W 0 If, Potsdam. 

Emission. 
I. Allgemeines, Beziehung von Emission und Absorp· 
tion. Von Professor Dr. H. K 0 n en, Bonn. 2. Emission 
fester KOrper. Von Frl. Dr. E. L a x, Berlin, und 
Professor Dr. M. Pi ran i, Berlin -Wilmersdorf. 
3. Linienspektra mit EinschluJl der Rontgenspektra. 
a) Allgemeines. b) Charakter der Linien, Intensitats­
verteilung, Verbreiterung, Umkehr, Feinstruktur. c) 
Konstanz und Veranderlichkeit der Wellenllingen. 

d) Bau der Spektra, historisch. Von Professor 
Dr. H. K 0 n en, Bonn. e) Typen, Multiplets, Serien .. 
f) Systematische Obersicbt uber die bekannten 
Linienspektren. Von Dr. R. F r e ric h s, Bonn. 
g) ROntgenspektra. Von Professor Dr. L. G reb e, 
Bonn. h) Zeemaneffekt, Starkeffekt. Von Professor 
Dr. A. Lan de, Tubingen. Druckeffekt. Von 
Professor Dr. H. K one n, Bonn. i) Energiestufen, 
Anregong. Von Dr. P. Jar dan, Gottingen. 
k) Intensitatsregeln. Von Dr. R. Frerichs, Bonn. 
4. Molekiilspektra. a) Allgemeines; b) Ultrarote 
Serien. c) Feinstruktur, Systematik, Kombinationen. 
d) Einflull des Magnetfeldes usw. ej Bandenspektra 
und chemische Konstitution. Von Dr. R. Me c ke . 
Bonn. 5. Fluoreszenz nnd Phosphoreszenz. Dbersicht, 
6. Andere Luminiszenzen. Von Professor Dr.P. Pr in g s­
he i m, Berlin. 7. Fluoreszenz und chemische Kon­
stitution. Von Professor Dr. H. Ley, Miinster i. W. 
8. Kontinuierliche Gasspektra. Von Professor Dr. 
L. G reb e, Bonn. 9. Spektralanalyse. a) Optisches 
Gebiet. Von Dr. F. L (; we, Jena. b) ROntgengebiet. 
Von Professor Dr. L. G reb e, Bonn. ro. Anwendung 
auf kosmische Fragen. Von Professor Dr. J. Hop­
mann, Bonn. 

Band XXII: Elektronen - Atome - Molekiile 
Mit 148 Abbildungen. - 576 Seiten. - RM 42.-; gebunden RM 44.70 

Elektronen. Von Professor Dr. W. G e r I a c h ,Tubingen. 
Atomkerne: Kemladung, Keromasse. Von Dr. K. Phi­

Ii P P , Berlin-Dahlem. Das iX-Teilchen als Heliumkem. 
Von Professor Dr. O. Hahn, Berlin-Dahlem. Kem­
struktur. Von Professor Dr. Lise Me i t n e r, Berlin­
Dahlem. AtoIDzertriimmerungen. Von Dr. H. Petters­
son, G6teborg, nnd Dr. G. K irs c h, "Vien. 

Radioaktivitat: Der radioaktive Zerfall. Von Dr. W. 
Bot he, Charlottenburg. Die radioaktiven Stoffe. 
Von Professor Dr. St. Me y e r , Wien. Die Bedeutung 
der Radioaktivitat fiir chemische Untersuchungs-

methoden. Die Bedeutung der RadioaktivWi t fiir die 
Geschichte der Erde. Von Professor Dr. O. H a h n , 
Berlin-Dahlem. 

Die lonen in Gasen. Von Professor Dr. K. P r z i­
bram, Wieo. 

GroBe und Bau deI Molekiile. Von Professor Dr. K. 
F. Her z f e I d, Miinchen, und Professor Dr. H. 
G. Grimm, Wiirzburg. 

Das natiirliche System der chemischen Elemente. Von 
Professor Dr. F. Pan e t h , Berlin. 

Band XXIII: Quanten 
Quantentheorie. Von Dr. W. P a u Ii, Hamburg. 
Methoden zur h-Bestimmung und ihre Ergebnisse. Von 

Professor Dr. R. Lad e 0 bur g, Berlin. 
Absorption und Zerstreuung der Rontgenstrahlen. Von 

Dr. W. Bot he, Charlottenburg. 
Das kontinuierliche Rontgenspektrum. Von Dr. H. K u -

lenkampff, Munchen. 

Anregung von Emission durch Einstrahlung. Von 
Professor Dr. P. P r in g she i m, Berlin. 

Photochemie. Von Dr. W. Nod d a c k, Charlotten­
burg. 

Anregung von Quantenspriingen durch StoBe. Von 
Professor Dr. J. Franck und Dr. P. Jordan, 
Gottingen. 

Band XXIV: Negative und positive Strahlen - Zusammenhangende Materie 
Durchgang von Elektronen durch Materie. Von Dr. I Bau der zusammenhangenden Materie, rheoretische Grund-

W. Bothe, Chariottenburg. lagen. Von Professor Dr. M. Born und Dr. 
Durchgang von Kanalstrahlen durch Materie. Von Pro· O. F. B 0 II now, Gbttingen. 

fessor Dr. E. R ii c h a r d t, ~Hinchen, und Professor I Aufbau der festen Materie undseine ErforschungdurchRont-
Dr. H. B a e r w a I d, Darmstadt. genstrahlen. Von Professor Dr. P. P. E w a I d, Stuttgart. 

Durchgang von c¥.Strahlen durch Materie. Von Professor Atomaufbau und Chemie. Von Prof. Dr. H. G. Grimm, 
Dr. H. G e i g e r, Kiel. Wiirzburg. 

Die einzelnen Bande erscheinen uicht der Reihe nach; vielmehr werden diejenigen 
Bande zuerst gedruckt, von deuen alle Beitrage eiugelaufen sind. 

Bisher erschienen: 
Band X: ;Wit 207 Abbilduugen. 
Band XI: Mit I98 Abbildungen. 
Band XXII: :\Iit 148 Abbildungen. 

(494 Seiten) 
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