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Allgemeine physikalische Konstanten
(Juli 1926)%).
a) Mechanische Konstanten.

. 6,65+10"8dyn-cm2-g-2
. 980,665 cm - sec~2

Gravitationskonstante .
Normale Schwerebeschleumgung

Schwerebeschleunigung bei 45° Brelte . . 980,616 cm - sec ™2
1 Meterkilogramm (mkg) e . 0,980665 + 108 erg
Normale Atmosphiare (atm) . .. . . . . . . 1,01325-10%dyn - cm~2

Technische Atmosphire . . 0,980665 - 10® dyn - cm~ 2
Maximale Dichte des 'Wassers bel 1 atm . . 0,999973 g - cm~3
Normales spezifisches Gewicht des Quecksﬂbers « 13,5955

b) Thermische Konstanten.

Absolute Temperatur des Eispunktes . . . 273,24°
Normales spezifisches Gewicht des Sauerstoffes . 1,4290 - 108
Normales Molvolumen idealer Gase . 22,41, 10° cm?
0,82045 + 102 cm3-atm - grad -1
. 108 . -
Gaskonstante fiir ein Mol . 0,8313, - 10° erg - grad

0,8309, + 10! int joule - grad -1
1,985¢ cal - grad 1!
4,184, int joule

. 10-6 i . -
Energiedquivalent der 15°-Kalorie (cal) . 1,1623 - 10~° int k-watt-st

4,186, -
4,268 -

107 erg
10~1 mkg

c) Elektrische Konstanten.

1 internationales Ampere (int amp)

1 internationales Ohm (int ohm) .
Elektrochemisches Aqulvalent des S11bers .
Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1
Ionisier.-Energie/Ionisier.-Spannung

. 1,0000, abs amp
. 1,0005, abs ohm
. 1,11800- 10~2% g - int coul -1
. 0.96494 *
. 0,9649, -

10% int coul
10° int joule - int volt 1

d) Atom- und Elektronenkonstanten.

Atomgewicht des Sauerstoffs . 16,000

Atomgewicht des Silbers . 107,88

Loscamiptsche Zahl . 6,06, - 102 mol~1
BortzmanNsche Konstante & . . 1,375+ 10" % erg - grad -1
/¢ der Masse des Sauerstoffatoms . . 1,65,- 10~ g

Elektrisches Elementarquantum e

{

10~19 int coul
10-10 dyn'z - cm

1,592
4,774 "

Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m . 1,76, - 108 int coul - g1
Masse des ruhenden Elektrons me. . . . . 9.0,-10"%8 g
Geschwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . 5,95+ 107 cm - sec™?!
Atomgewicht des Elektrons 546 .10¢

e) Optische und Strahlungskonstanten.

Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . . 2,998, 10¥ cm - sec 1
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 15 C) . 6438,470,+ 10" 8cm
RybpBERGsche Konstante fiir unendl. Kernmasse . 109737,1 cm—1
SoMMERFELDsche Konstante der Feinstruktur . 0,729 -10~2

STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante ¢ . {

Konstante des WieNschen Verschiebungsgesetzes
WieN-PrLaNcksche Strahlungskonstante ¢, .

5,75 - 10712 int watt - cm~2. grad -4
1,37,- 102 cal-cm~2-sec~1

. 0,288 cm - grad
. 1,43 cm - grad

f) Quantenkonstanten.

Prancksches Wirkungsquantum £ .. . 6,55-10~% erg - sec
Quantenkonstante fir Frequenzen § = hJk 4.78 - 10~ 1! sec - grad
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlinge . 1,233 .10 " %cm
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . . 0,529 - 10 8cm.

1} Erlauterungen und Begriindungen s. ds. Handb. Bd. 1I. Artikel HENNING- JAEGER.

- grad -4



Kapitel 1.

Klassische Thermodynamik.

Von
K. F. HERZFELD, Miinchen.

Mit 14 Abbildungen.

I. Einleitung.

1. Leistungsfahigkeit der Thermodynamik. Die Thermodynamik spielt
in all denjenigen Gebieten der Physik eine Rolle, in denen irgendwelche Ver-
dnderungen mit Wirmeerscheinungen verkniipft sind.

Sie geht von zwei sehr allgemeinen Erfahrungssitzen, den beiden Haupt-
sdtzen, aus, welche die Unmoglichkeit zweier analoger Vorginge, ndmlich der
Betitigung eines Perpetuum mobile erster oder zweiter Art, behaupten.

Ausgehend von diesen Erfahrungssitzen, allerdings unter Zuhilfenahme
weiterer Erfahrungen, die im téglichen Leben so geldufig sind, daB sie gewéhn-
lich nicht eigens ausgesprochen werden, gibt die Thermodynamik einen Rahmen
von Vorschriften {iber die Wirmeerscheinungen derart, daB irgendeine Ver-
letzung einer solchen Vorschrift in der Natur sofort die Konstruktion eines
Perpetuum mobile (erster oder zweiter Art) ermdéglichen wiirde.

Die Methode, die bei der Ableitung dieser Vorschriften verfolgt wird, ist
streng logisch, mathematisch verhdltnismaBig einfach und praktisch hypothesen-
frei, so daB in den Resultaten tatsichlich nur die Grundaxiome vorausgesetzt sind.

Allerdings sind, was hiufig nicht geniigend beachtet wird, diese Vorschriften
allein ziemlich inhaltsarm, eben nur ein Rahnem, der fast nichts iiber die Eigen-
schaften der Materie aussagt, sondern nur Eigenschaften miteinander verkniipft.
Nutzbar werden die Folgerungen erst, wenn man sie auf die wirklichen Eigen-
schaften der Stoffe anwendet, wie sie sich in der Zustandsgleichung im allgemein-
sten Sinn ausdriicken. Diese Zustandsgleichung muf die Thermodynamik von
auBen her, sozusagen als Material, bekommen, sei es aus dem Experiment, sei
es aus einer Molekulartheorie, die Annahmen iilber den Bau des untersuchten
Stoffes macht.

Die klassische Thermodynamik selbst kann iiber die Zustandsgleichung nichts
sagen, jede Zustandsgleichung ist mit ihr vertriglich (vgl. Ziff. 8).

Infolge der geschilderten Verhiltnisse hat die reine Thermodynamik einen
besonders klaren, formal axiomatischen und logisch befriedigenden, aber auch
etwas langweiligen Charakter, weil von der wirklichen Substanz in ihr wenig
zu spiiren ist.

Das hier besprochene Verhiltnis zwischen einer Gruppe von Gesetzen, in
welchem formale Gesichtspunkte vorwalten, und einem Gebiet, wo die wirk-
lichen Eigenschaften der Materie eine Rolle spielen, kommt auch in der iibrigen

0
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2 Kap.1. K. F. HErzFeLD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 2.

Physik vor. So entspricht in der Elektrizit4tslehre dieser reinen Thermodynamik
die Theorie der MaXwWELLschen Gleichungen im Vakuum, wihrend die Eigen-
schaften der Materie, wie sie in der Zustandsgleichung sich duBlern, sich dort in
der Beziehung zwischen ® und € (dielektrische Eigenschaften), 8 und § (magne-
tische Eigenschaften), § und € (Leitung) ausdriicken. In beiden Gebieten werden
ganz verschiedene Arbeitsmethoden benutzt. Auch die Entwicklung der Theorie
der MAXWELLschen Gleichungen im Vakuum geschieht praktisch hypothesenfrei
wie bei der reinen Thermodynamik, wenn auch in der Grundlage, den MAXWELL-
schen Gleichungen, scheinbar speziellere Aussagen gemacht werden als in den
beiden Hauptsitzen.

Die Eigenschaften der Materie hingegen, die in der Elektrizititslehre eine
Rolle spielen, miissen ebenso wie die Zustandsgleichung der Thermodynamik ent-
weder den Messungen oder einer Molekulartheorie mit ihren vielen speziellen
Voraussetzungen entnommen werden.

Zu den beiden Hauptsidtzen kommt nun das NERNsTsche Wirmetheorem,
das auch dritter Hauptsatz der Thermodynamik genannt wird. Dieses ist zwar
in seiner Formulierung ebenso axiomatisch, einfach und grundlegend wie die
beiden ersten, unterscheidet sich von ihnen aber darin, daB es eine allgemeine
Aussage iber die Zustandsgleichung macht.

- 2. Mathematische Methoden. Die mathematischen Methoden der Thermo-
dynamik unterscheiden sich in sehr charakteristischer Weise von denen der
iibrigen theoretischen Physik. Die Unterschiede #uBern sich bei mehreren
Grundgedanken: Der erste driickt die Vorstellung aus, daB irgendein zu be-
schreibendes Objekt (Masse, Impuls, Energie) in einem Volumelement nur durch
»Stromung’® verdndert wird (Erhaltungssitze, Kontinuitdtsgleichung). Er fithrt
zu Vektorgleichungen fiir die Strémung. Dieser Gedankengang spielt in der
Thermodynamik keine wesentliche Rolle, da die hier mafBgebenden GréBen wie
innere Energie, Entropie usw. in einem Volumelement auch ohne direkten Zu-
transport von aullen vermehrt werden koénnen. Nur in der Wirmeleitung
hat diese Uberlegung ihr Analogon. Ein wesentlicher Unterschied tritt aber
auch hier dadurch auf, daB in der iibrigen Physik das Interesse zwar auch
auf Skalare (z. B. die Dichte), wesentlich mehr aber auf gerichtete GréfSen,
Vektoren, wie Impulse, Feldstirken gelenkt ist. Sogar ein Teil der schein-
bar skalaren GréBen, die Energie z. B., wird in der Relativititstheorie als
Komponente eines allgemeineren Gebildes, des Impuls-Energietensors, an-
gesehen.

Dagegen treten in der Thermodynamik fast nur skalare GréBen auf, wie
Dichte, Temperatur, Potentiale. Auch bei der Energie interessiert ihre oben-
erwiahnte Eigenschaft als Tensorkomponente nicht. Vektor- bzw. Tensor-
gleichungen kommen nur auf dem Gebiet der thermoelastischen Eigenschaften
vor — wo sie durch den Zusammenhang mit der Elastizitatslehre auftreten —
und bei der Wiarmeleitung. Aber das Hauptinteresse liegt nicht bei dicsen
Transporterscheinungen.

Der Grund hierfiir liegt teilweise darin, da die Thermodynamik im wesent-
lichen Gleichgewichtsfragen behandelt.

Der zweite groBe Unterschied im Grundgedanken besteht in der Zeit-
abhingigkeit. In allen ibrigen Gebieten der Physik treten Differentialgleichungen
auf, dic in der Zeit von der zweiten Ordnung sind. Das hat seinen physikalischen
Grund in der bestimmenden Mitwirkung der Trigheit, duBert sich im Auftreten
von Schwingungen (komplexe Wurzel der Sikulargleichung) und hat die Folge,
daB man ¢ mit —¢ vertauschen kann (Umkehrbarkeit der Zeitfolge). Im
Gegensatz hierzu ist in denjenigen thermodynamischen Erscheinungen, in denen



Ziff. 3. Zustandsgrofen. 3

die Zeit iiberhaupt eine Rolle spielt, nicht die Trigheit, sondern die Reibung
od. dgl. mafigebend, d.h. es tritt nur der erste Differentialquotient nach der Zeit
auf, die Zeitfolge ist nicht umkehrbar.

Dieser Unterschied liegt aber nicht nur in der Abhingigkeit von der Zeit
vor, sondern (abgesehen von der Wirmeleitung) auch bei den anderen unab-
hiangigen Variablen. In der Elastizititstheorie oder in der Theorie der Elek-
trizitdt etwa treten als unabhingige Variable die Koordinaten auf, welche
Vektorcharakter haben. In der Thermodynamik dagegen haben wir nicht
nur abhéngige, sondern auch unabhingige Skalare. Bei diesen — und
dieser Punkt ist jetzt von Bedeutung — geht die Reihe der moglichen Werte
hiufig von einem Nullpunkt nach einer einzigen Seite (es gibt keine negativen
Volumina oder Temperaturen), wihrend die Koordinaten nach beiden Seiten
unbegrenzt sind. Das ist wohl der Grund, warum in den ersterwihnten Ge-
bieten die Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind, wihrend in der Thermo-
dynamik die grundlegenden Gleichungen meist der ersten Ordnung angehoren.

Infolgedessen- spielt der ganze Apparat von Eigenfunktionen und Eigen-
werten und den Entwicklungen nach ihnen (Fourierreihen, Kugel- und Zylinder-
funktionen u. dgl.), der die iibrige mathematische Physik, die Feldphysik, so
weitgehend beherrscht, in der Thermodynamik (abgesehen von der Wirmeleitung)
keine Rolle, man kommt mit partiellen Differentiationen und Quadraturen aus.

Endlich kommt der in Ziff. 9 zu erwihnende Umstand hinzu, daB Weg-
integrale einer bestimmten Gattung hier eine wesentliche Rolle spielen. Auch in
der sonstigen Physik tritt diese Frage auf. Dort unterscheidet man die Fille,
wo das Wegintegral vom Weg unabhingig ist und wo es das nicht ist. Die ersteren
fithren zu Potentialfunktionen, die letzteren zu ,,Wirbelfunktionen“. Auch in
der Thermodynamik spielt die entsprechende Rechnung eine wesentliche Rolle,
nur sind hier die unabhingigen Variablen nicht gleichberechtigt, es tritt nicht
die mit dem Vektorcharakter der Raumkoordinaten zusammenhingende Dreh-
gruppe und die sich aus ihr ergebende Vereinfachung auf. Man kann ein
Koordinatensystem in der x—y-Ebene drehen; dem entspricht die Einfithrung
des Vektors 7of. Dagegen kann man in einer p — 7-Ebene das Koordinatensystem
nicht drehen.

3. ZustandsgroBen. Es sei ein beliebiges System gegeben, das in eine
feste Hiille eingeschlossen sei. Von dieser Hiille wollen wir voraussetzen, dafl
sie fur Materie undurchlissig sei. Wir wollen aber weiter voraussetzen, da sie
auch wiarmeundurchlissig sei; damit soll gesagt sein, dafl sich der Zustand des
Systems in der Hiille nicht merklich dndert, was wir auch fiir andere Systeme
von auBen an die Hiille heranbringen, solange wir die geometrische Gestalt der
Hiille nicht dndern. ErfahrungsgemiB 148t sich das nahe realisieren (Erfah-
rungssatz I). Warum wir diese Hillle ,,wirmeundurchldssig* nennen, wird erst
spiter klar werden (Ziff. 7). Es zeigt sich dann, daB das System nach geniigend
langer Zeit, wenn wir es sich selbst iiberlassen, in einen Zustand kommt, der
sich nicht mehr dndert und den wir den Gleichgewichtszustand nennen wollen.

Um den Zustand des Systems zu charakterisieren, miissen wir natiirlich
zuerst die Masse und den inneren Zustand des Stoffes kennen. Hierzu ist die
Kenntnis der Bruttozusammensetzung nétig, die sich stets exakt bestimmen 1483t.
Sie reicht aber hiufig nicht aus, nidmlich dann, wenn nicht in jeder Beziehung
inneres Gleichgewicht herrscht (s. Ziff. 51).

Wenn wir z. B. ein Gas von der Bruttozusammensetzung 12g C + 24 g O,
haben, so reicht diese Angabe nicht zur Kenntnis des inneren Zustandes. Die
Wege, auf denen die Chemiker diese Kenntnis erwerben, setzen das Folgende
zum Teil schon voraus.

1*



4 Kap. 1. K. F. HErzrFeLD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 4.

Wenn wir aus einer ', Gasanalyse auf 14 g CO und 22g CO, schlieB3en,
miissen wir aus anderen Messungen schon wissen, daB das nicht etwa im ge-
mischten Zustand 28 g CO und 8 g O, waren, die sich beim Trennen umgesetzt
haben. Wir charakterisieren im allgemeinen ein solches Gemisch durch seine
optischen Eigenschaften, z. B. durch die Molekularrefraktion oder das Absorp-
tionsspektrum, die sich prinzipiell ohne Verdnderung des Systems bestimmen
lassen. Im obigen Beispiel bietet zwar das chemische Verhalten Sicherheit gegen
Umsetzungen, aber diese Behauptung setzt eben Anwendung vieler erst im
folgenden beschriebenen Gesetze voraus.

Wir unterscheiden dann, ob das System homogen oder inhomogen ist, d. h.
ob das Verhalten aller Teile gleich ist oder nicht, wobei nur die Teile nicht zu
klein gewihlt werden diirfen. Wie klein man sie wihlen darf, 148t sich nicht
genau festlegen. Man mull die linearen Dimensionen der Teilchen bei festen
Stoffen im allgemeinen etwa >10-% cm wihlen, wobei fest sich hier auf
mangelnde Fluiditdt bezieht, bei fluiden Stoffen kann man sie noch kleiner
wihlen, wenn man beachtet, dall bei immer feinerer Beobachtung der Zustand
immer weniger konstant wird; dann wollen wir als fiir den Zustand charak-
teristisch den Zeitmittelwert der entsprechenden GréBe verstehen. Je kleiner
das Teilgebiet, desto linger ist die zur Mittelwertbildung nétige Zeit.

Ist der Stoff inhomogen, so kann man ihn im allgemeinen aus einer end-
lichen Zahl in sich homogener Teile zusammensetzen (Ausnahme s. Ziff. 49).
Der ,,innere’* Zustand des Systems ist dann charakterisiert durch den , inneren‘’
Zustand der einzelnen in sich homogenen Teile und der Angabe, wie sich die
Gesamtmenge des Systems auf die einzelnen Teile verteilt.

Es zeigt sich nun, dal} es hiufig vorkommt, daf3 sich der ,,innere’* Zustand
eines Systems, den wir z. B. durch seine optischen Eigenschaften charakteri-
sieren, nicht oder sehr wenig dndert, wenn wir Voluminderungen oder die in
der nichsten Ziffer besprochenen Temperaturénderungen vornehmen (Erfah-
rungssatz II). In diesem Fall, den wir als einfachsten ansehen, sagt man, daB
keine ,,chemischen‘* Anderungen vor sich gehen. Aber diese Aussage 148t sich
nicht scharf definieren (so verliert z. B. festes Brom bei Abkiihlung bis 80° abs.
seine Farbe), sondern enthilt noch eine Menge von Einzelerfahrungen.

Abgesehen davon, konnen wir in mechanischer Beziehung bei gegebenem
inneren Zustand das System durch sein Volumen und durch den Druck charakteri-
sieren, den es auf die Wande ausiibt. Wenn wir von Druck schlechtweg reden,
setzen wir voraus, dall wir entweder nur fluide Kérper haben, in denen das Gesetz
des nach allen Seiten gleichférmigen Druckes gilt, oder feste Korper so von
fluiden umgeben, dall von der duBeren Hiille der Druck auf die festen Anteile
gleichmdBig durch die fluiden {ibertragen wird, oder endlich amorphe Ké&rper
oder Kristallpulver, auf welche von auflen ein allseitig gleichmiBiger Druck
ausgeiibt wird.

Wenn nun bei dem eben beschriebenen System das Volumen durch mecha-
nische Anderung der Hiille verindert wird, so zeigt sich, daB sich der Druck,
bzw. bei inhomogenen Systemen die Massenverteilung, dndert.

4. Volum- und Oberflicheneigenschaften. Wenn wir ein System haben,
das in sich im Gleichgewicht ist, so zeigt die Untersuchung, da3 das System im
Gleichgewicht bleibt, wenn wir eine (unendlich diinne) Trennungswand ein-
schieben (Erfahrungssah ITI). Da diese Trennungswand keine Wirkung durch-
1aBt, so ist es auch moglich, den einen abgetrennten Teil vollstindig zu ent-
fernen, ohne daf sich im zuriickbleibenden irgend etwas dndert.

Daraus folgt, dall der ,Zustand” an irgendeiner Stelle nur durch den Zu-
stand in der unmittclbaren Umgebung, nicht aber durch weit entfernte Teile
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wesentlich beeinfluBt wird. Das hat seinen molekulartheoretischen Grund in
der geringen Reichweite der Molekularkrifte; bei elektrischen Erscheinungen
ist das anders; die Verteilung der Ladungen iiber eine Kugeloberfliche dndert
sich, wenn man die Kugel auseinanderschneidet.
Andererseits ist der Erfahrungssatz nicht streng richtig (ndmlich nur bis
Reichweite der Krifte

GefiBdimensionen
giiltig, so wire der Zustand des Stoffes, d. h. sein innerer Zustand, ferner der
ausgeiibte Druck sowie einige erst spiter (Ziff. 12, 35) zu definierende Grélen,
wie Energie und Entropie, bei gegebener Menge (und Temperatur, Ziff. 5) nur
vom Volumen abhiingig, nicht aber von der Form des Kérpers bzw. des Gefdles.
In Wirklichkeit besteht aber eine solche Abhingigkeit.

Man kann nimlich allgemein Reihenentwicklungen ansetzen, die bei gegebener
Gesamtmenge (und Temperatur) folgendermaBen entstehen:

X =X,V + X,0 + XK + -+

Hier ist X irgendeine GréBe wie Energie oder Entropie, V das,Volumen, O die
Oberfliche, K die Kantenlinge oder ein Maf fir die Kriimmung u.dgl. Im
allgemeinen ist

X,0 XyK  Reichweite der Molekularkrifte 10~ 7 cm
X,V  X,0 GefiBdimension " GefiBdimension

X, kann als die GroBe X fiir die Volumeinheit, X, als die Grofe X fiir die Ober-~
flacheneinheit usw. angesprochen werden.

Im allgemeinen, wenn es sich um Gefidfle von Zentimeterabmessungen oder
mehr handelt, begniigt man sich mit der Betrachtung des ersten Gliedes der
Reihenentwicklung, der auf das Volum beziiglichen Groe, wenn diese nicht
absichtlich konstant gehalten und die Aufmerksamkeit auf die OberflichengroBe
gelenkt wird. Das Hineinschieben der Trennungswand, von dem wir vorher
sprachen, erfordert in Wirklichkeit Arbeit, die proportional der hineingescho-
benen Fliche ist und der freien Energie der neuen Oberfliche entspricht.

Wir haben im vorhergehenden gesehen, dafBl durch die Trennung in zwei
Teile der Zustand nicht veridndert wird, wenn wir jetzt von den Oberflichen-
wirkungen wieder absehen. Es ist also z. B. der Druck in den getrennten Teilen
der gleiche wie frither im ganzen System. Daraus folgt, dal} es nicht das Gesamt-
volumen ist, das den Druck bestimmt. Wenn wir ein homogenes System vom
Volumen ¥V und der Masse G haben, so ist die Dichte, d. h. die in der Volum-
einheit enthaltene Stoffmenge, iiberall die gleiche, wobei iiber die untere Grenze
dieser Einheit das frither Gesagte (Ziff. 3) gilt. Das, was bei der Trennung
erhalten geblieben ist, ist offenbar diese Dichte oder ihr Reziprokes, das spezifische
Volumen v/G?Y). Der Druck hingt demnach nicht vom Volumen ab, sondern

auf Glieder, deren Anteil ~ ist). Wire er ganz genau

1) In diesem Artikel gelten folgende Bezeichnungen:

! Kraft; 8 Weg; ¢ Druck; R allgemeine Gaskonstante = R'M;

V Volumen der Masseneinheit; »n Zahl der Mole;

v Volumen einer vorgegebenen Menge; c="2 Konzentration (Zahl der Mole
V Volumen von 1 Mol (Molvolumen); v in 1 cmd);

G Masse einer vorgegebenen Menge; n, X

M Molmasse (Molekulargewicht); Fe = S, Molenbruch;

R’ Gaskonstante (bezogen auf 1 g); 7

y, beliebige verallgemeinerte Koordinate (z. B. durchgegangene ‘Elektrizititsmenge),
Y, zugehérige verallgemeinerte Kraft;

A oder 84 vom betrachteten System geleistete duBere Arbeit;

dQ oderQ vombetrachteten System aufgenommene Wiarmemenge bei beliebigen Vorgangen;
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vom spezifischen Volumen; ebenso hingen die GroBe X,, z. B. die Oberflichen-
energie pro Quadratzentimeter, zwar vom spezifischen Volumen, nicht aber vom
Gesamtvolumen bzw. der Gesamtmenge ab, wenigstens in erster Ndherung.

Die GroBen, mit denen wir zu tun haben, zerfallen nun in zwei Arten:

Die eine Art sind solche Groflen, die sich bei der Trennung eines Systems
in mehrere Teile (oder bei der Vereinigung solcher miteinander in jeder Be-
ziehung im Gleichgewicht befindlicher Teile, d. h. solcher, die auch durch Tren-
nung eines Gesamtsystems hergestellt werden konnten) tiberhaupt nicht 4ndern,
wie Druck, Temperatur, Dichte. Man nennt sie intensive GréBen.

Die andere Art sind solche Gré8en, die in den Teilen verschieden sein kénnen,
die sich aber fiir das Gesamtsystem durch Addition aus den Teilgrofen zusammen-
setzen (wenigstens in erster Ordnung), wie das Volumen, die Energie, die Entropie.
Man nennt sie extensive Gréfen. Aus ihnen lassen sich bei homogenen Systemen
durch Division mit der Menge (gemessen in Gramm oder Mol) ,,spezifische*
GroBen herstellen, die intensive GroBen sind. Die Existenz von ,,spezifischen®
GroBen ist an die geringe Reichweite der Krifte gekniipft.

5. Temperatur. Im folgenden werden wir bis auf weiteres homogene und
inhomogene Systeme gemeinsam behandeln. Die Erfahrung zeigt nun, dal beim
Vergleich mehrerer Systeme von genau gleicher geometrischer Gestalt, gleichem
Masseninhalt und gleicher chemischer Bruttozusammensetzung sowie anscheinend
gleichem inneren Zustand, doch die Drucke nicht stets dieselbe Funktion des
Volumens sind (Erfahrungssatz IV). Zur Festlegung des Zustandes ist also offenbar
noch eine Variable nétig, die wir vorderhand Temperatur nennen wollen. Wenn wir
zwei duBerlich gleiche Systeme haben, die verschiedenen Druck zeigen, wollen wir
sagen, sie haben verschiedene Temperatur; haben sie gleichen Druck, so nennen
wir sie temperaturgleich. Bisher, wo wir nur ,,wirmeundurchlissige’ Hiillen an-
genommen haben, wire die Einfithrung dieser neuen unabhingigen Variablen
iberfliissig, wir konnen ebensogut neben dem Volumen noch den Druck als
unabhingige Variable stehenlassen.

8Q oder Q vom betrachteten System aufgenommene Warmemenge bei reversiblen
Vorgangen;

E, oder E oder E, innere Energie des Systems pro Mol (in anderen Artikeln ds.
Handb. wird die innere Energie mit U, u bezeichnet);

e, oder e oder ¢, innere Energie des Systems fiir vorgegebene Mengen;

E, = E,+ pV Warmeinhalt oder Enthalpie oder Warmefunktion bei konstantem
Druck pro Mol;
e, = €, + pv Wirmeinhalt oder Enthalpie oder Wiarmefunktion bei konstantem
Druck fiir vorgegebene Mengen;

S Entropie pro Mol;

s Entropie fiir vorgegebene Mengen, doch wird s auch als Index fiir feste Phasen und
als laufende Nummer verwandt;

C,, C, Molwarme bei konstantem Druck (konstantem Volumen);

¢y, €, Warmekapazititen beliebiger Systeme;

%y freie Energie bei konstantem Volum pro Mol;

f, freie Energie bei konstantem Volum {fiir beliebige Mengen (in anderen Artikeln ds.
Handb. wird diese GréBe kurz freie Energie genannt und mit F bezeichnet);

Fp = Fo + 2V freie Energie bei konstantem Druck pro Mol (II. thermodynamisches
Potential von GiBBS);
fp = f» + pv freie Energie bei konstantem Druck fir beliebige Mengen (in anderen

Artikeln ds. Handb. wird diese Grole thermodynamisches Potential genannt und mit G
bezeichnet);

"= (EI"_) ,,chemisches Potential‘‘ auf Mol bezogen;
on/t, T
Ui 5o, = E, — E; Wiarmeténung, die ohne Arbeitsleistung (d. h. meist irreversibel)
beim Ubergang aus dem Zustand 1 in den Zustand 2 verbraucht wird;
Uy 4, ,=1I,,— E,, dasselbe unter konstantem Druck (technische Arbeit 0).
Indizes: s fest, ! flussig, g oder D gasférmig, R rein, L Lésung,
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Diese neue Variable wird aber notwendig, wenn wir jetzt zu Hiillen iiber-
gehen, die fiir Materie (und elektrische und magnetische Krifte) undurchlissig
sind, aber doch eine Beeinflussung des Zustandes des eingeschlossenen Kérpers,
wie er sich im Druck AduBert, bei unverindertem inneren Zustand und unver-
dandertem Volumen dadurch zulassen, da8 man einen anderen Koérper mit der
Hiille in Berithrung bringt. Wir wollen also jetzt in die Hiille ein solches ,,wirme-
leitendes’* Stiick einbauen, das aber nach Belieben abgeschlossen werden kann.

Wir betrachten dann zwei Systeme, die in bezug auf inneren Zustand,
Masse und Volumen gleich, in bezug auf Druck (bzw. bei inhomogenen Systemen
auch in bezug auf Massenverteilung; das wird im folgenden nicht eigens wieder-
holt) ungleich sind, und bringen ihre wirmeleitenden Stellen in Beriihrung,
lassen aber die Volumina ungeindert. Es tritt dann eine Verdnderung der
Drucke in der Weise ein, daB der niedrigere steigt, der héhere sinkt. Diese Ver-
idnderung dauert mit. abnehmender Geschwindigkeit so lange, bis die Drucke
gleich geworden sind (Erfahrungssatz V). Nach der obigen Definition haben
sich dann die Temperaturen ausgeglichén.

Aber noch immer brauchen wir den Temperaturbegriff nicht, sondern
koénnten mit Druck und Volumen auskommen. Das idndert sich, wenn wir zwei
Systeme in leitende Verbindung bringen, die zwar gleiche Masse und innere
Zusammensetzung, aber verschiedene Volumina haben. Es zeigt sich auch
jetzt, daB sich infolge der Berithrung die Drucke beider Systeme dndern und mit
abnehmender Geschwindigkeit Grenzwerten ndhern (Erfahrungssatz Va), die
aber nicht gleich sind; es konnen sogar die Anfangsdrucke gleich gewesen
sein, die Enddrucke aber verschieden. Zur Beschreibung dieser Verhiltnisse
brauchen wir eine neue Variable.

Wir setzen jetzt konventionell fest, daB wir die neue unabhingige Variable,
Temperatur genannt, so wihlen wollen, daB zwel Systeme, in Berithrung ge-
bracht, sich dann nicht 4dndern, wenn sie gleiche Temperatur haben (Fest-
setzung a). Diese Festsetzung ist deshalb widerspruchsfrei, weil man findet,
daB sie unabhingig von der Art der wirmeleitenden Berithrung der Hiille ist
(Erfahrungssatz VI), die nur die Geschwindigkeit der Anderung beeinfluf3t.

Es ist also jetzt fiir ein bestimmtes System

p=1wT)
die ,,Zustandsglelchung wobei vorderhand die Funktlon f noch von der Art
des Systems, seiner Masse usw. abhidngen kann.

Nun haben wir aber in Ziff. 4 gesehen, daf das Einschieben einer Trennungs-
wand den Zustand eines Systems nicht indert. Wenn wir daher ein GefiB in
zwei gleiche Teile teilen, haben diese gleichen Druck, gleiche Masse und gleiches
Volumen, folglich gleiche Temperatur, so daf3 sich auch nichts dndert, wenn.wir
die undurchldssige Trennungswand durch eine wirmeleitende ersetzen. War
nun das urspriingliche GefiaB mit einem anderen gleich groBen im Wirmegleich-
gewicht, so dndert sich daran nichts durch das Einschieben der Trennungswand
(Erfahrungssatz IIT). Wir werden daher auch jetzt von gleicher Temperatur
sprechen und haben erkannt, daB wir jetzt unabhingig von der Masse fiir den

gegebenen Stoff
p=1(%. 1) )

schreiben kénnen. Damit ist die Gleichheit der Temperatur fiir gleiche Stoffe
definiert. (Aus Erfahrungssatz VI folgt weiter, da wenn zwei Systeme mit
einem dritten gleiche Temperatur haben, sie auch untereinander gleiche Tem-
peratur haben.)
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Im allgemeinen ist die Beziehung (1) eindeutig (Erfahrungssatz VII). Es
kommt zwar auch Mehrdeutigkeit vor (z. B. bei Wasser gleicher Dichte bei zwei
verschiedenen Temperaturen iiber und unter 4°), das macht aber keine prin-
zipiellen Schwierigkeiten (da keine unendliche Vieldeutigkeit auftritt). Wenn
wir jetzt noch eine Temperaturskala fiir den gegebenen Stoff festsetzen wollen,
so miissen und koénnen wir das vollkommen willkiirlich machen, z. B. indem
wir (1) nach v/G aufldsen,

v
E - (p(P! D ’

einen bestimmten Druck p, herausgreifen und nun festsetzen, es soll
v

eine (vollkommen frei wihlbare) Funktion von T sein, z. B. AT. Dann bringen
wir eine beliebige Menge unseres Stoffes unter den Druck p, und untersuchen,
welches spezifische Volumen »/G er haben muB, wenn er, mit dem zu unter-
suchenden System (gleicher Stoff, aber evtl. anderer Druck und andere Menge)
in Bertihrung gebracht, unverindert bleiben soll. Damit ist das Temperaturmal3
und die Temperaturmessung fiir diesen Stoff festgelegt (Festsetzung b).

Statt den Druck festzulegen und das spezifische Volumen als MaB zu benutzen,
kann man ebensogut das spezifische Volumen festlegen und den Druck als MaB
benutzen, erhilt dann aber natiirlich eine andere Temperaturskala.

Um nun noch die Skalen verschiedener Stoffe gegeneinander abzugleichen,
hat man die Erfahrung hinzuzunehmen, da8 sich auch dann, wenn ungleichartige
Stoffe in wirmeleitende Verbindung gebracht werden, hiufig die Drucke trotz
konstant gehaltenen Volumens dndern und mit abnehmender Geschwindigkeit
einem (fiir die beiden Systeme evtl. verschiedenen) Endwert zustreben (Erfah-
rungssatz Vb), der unabhingig von der Art der Berithrung ist, so daB auch
hier das Gleichgewicht zweier Systeme mit einem dritten das Gleichgewicht der
beiden untereinander bedingt. Wir wollen nun die verschiedenen willkiirlichen
Funktionen in (3) so wihlen, daB wir auch bei verschiedenen Stoffen sagen
kénnen, sie seien im Gleichgewicht, wenn ihre Temperatur gleich ist (Fest-
setzung ¢). Das heiBt, wir miissen jetzt noch einen Stoff als thermometrische
Substanz wihlen (Festsetzung d), bei dem wir z. B. den thermometrischen Druck
und die willkiirliche Funktion in Festsetzung b gewihlt haben. Dann kénnen
wir fiir alle anderen Stoffe die Gleichung (1), die Zustandsgleichung, experimentell
bestimmen.

6. Ideale Gase, Molekulargewicht. In der vorigen Ziffer ist dargelegt
worden, dal wir einen beliebigen Stoff als thermometrische Substanz wihlen
kénnen. Nun zeigt die Erfahrung, daB es eine ganze Gruppe von Stoffen gibt,
die sich in sofort zu besprechender Weise gleich verhalten, nimlich die Gase.
Untersucht man diese, besonders die Edelgase, Wasserstoff, Stickstoff, Sauer-
stoff, so zeigt sich, daB fiir eine bestimmte Menge die Gleichung

pV = konst. fir T = konst., d.h. pV = f(7) (1)

desto genauer gilt, je grofler V ist (BovLE-MARIOTTESChes Gesetz). Man kann
eines von ihnen als thermometrische Substanz ausgewdhlt denken, z. B. Helium,
und dementsprechend also die Temperatur durch die Gleichung

N =RT (2)
definieren. Die GroBe R’ ist dabei so gewihlt, daB die Temperaturdifferenz

zwischen zwei willkiirlich festgesetzten Fixpunkten gleich 100° wird; die
Einheit der Temperatur nennt man Grad und schreibt sie °. Als oberen
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Fixpunkt nimmt man die Temperatur, bei welcher der Dampfdruck von

reinem Wasser gleich 1 Atmosphidre (= 1,0132 - 10%° g cm~! sec~2) ist, als

unteren denjenigen, bei welchem reines Wasser mit reinem Eis (und zwar der

unter diesen Bedingungen stabilen Form) bei 1 Atmosphire Druck im Gleich-

(PV) Siedep. — (ﬁV) Gefrierp.
RI

dieser Wert hingt von den speziellen

gewicht ist. Man hat dann =100. Fir Helium gibt

' ) Erg
= d o
die Messung Rue = 2,079 - 10 Grad ’

Eigenschaften des Wassers und des Heliums ab. (Im folgenden wird sich zeigen,
daB das letztere nur in eingeschrinktem MaBe gilt.)

Es sei hier ausdriicklich nochmals betont, daB im Gegensatz zu anderen
GréBen die Festlegung der Einheit (100° = Abstand zwischen Gefrier- und Siede-
punkt) hier noch keine Vorschrift iiber die Skala gibt. Wenn z. B. bei Lingen-
messungen die Einheit 1 cm festgesetzt ist, erfordert es keine weitere Festlegung,
was unter 2 cm zu verstehen ist. Hier aber ist zur Festlegung der Temperatur 200°
noch die Konvention nétig, daBl wir die Temperatur proportional (pV)u. setzen.

Mit dieser Festlegung finden wir weiter den Gefrierpunkt des Wassers, wie
er oben definiert wurde, zu 273,2° (s. ds. Band Kap. 8).

Untersuchen wir die einzelnen in (1) auftretenden Funktionen f bei anderen
Gasen, so zeigt sich folgendes. Sei 1 g eines Gases X gegeben, das in wirme-
leitende Verbindung mit 1 g Helium gebracht werden kann, und sei in einem

bestimmten Zustand V), = @ (V) ize - 3)

Bringen wir jetzt beide Gase auf eine andere gemeinsame Temperatur, so zeigt
sich experimentell, daBB (3) mit derselben Konstanten a erhalten bleibt (GAy-
Lussacsches Gesetz), d. h. wir konnen fiir alle Gase setzen ‘

PN=R,T. (4y
wo R’ fiir jedes Gas eine individuelle Konstante ist.

Statt die Menge jedes Gases in derselben Einheit, 1 g, anzugeben, wodurch
wir fiir jedes Gas ein anderes R’ erhalten, konnen wir nun festsetzen, dal wir
die Massen aller Gase nicht in Gramm, sondern fiir jedes Gas eine individuelle
Masseneinheit angeben wollen, die wir ,,ein Mol des Gases nennen. 1 Mol
soll M Gramm sein. M wird folgendermaBen definiert. Nach Ziff. 4 ist fiir
gegebenen Druck und gegebene Temperatur das Volumen proportional der
Masse, die z. B. y sei. Es gilt also

pvy,=RyyT.
Man wihlt nun M = y so, daB R,y vom Gas unabhingig ist. Hierzu setzt man
willkiirlich fiéir Sauerstoff O, M,, = 32, also

Erg cal .
. A = . g = T~ 4 — =
32-Ri, = R =8317-10" > = 1,98 < = 0,08201 Liter-Atm.
und nennt diese Grofle die allgemeine Gaskonstante. Fiir andere Gase wihlt man
R
M, = 7 (5)

so daB jetzt die allgemeine Gasgleichung gilt

pV = RT fir limV = oo, (6}

wenn ¥V das Volumen von 1 Mol, das Molekularvolumen oder besser Molvolumen
ist. Fiir Helium ist M = 4,000. Man nennt M das Molekulargewicht; die Be-
zeichnung ,,Molmasse* wire besser.
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Die Erfahrung zeigt nun, daB bei chemischen Reaktionen zwischen Gasen,
die (praktisch) vollstindig ablaufen, die Massenverhiltnisse der reagierenden
Gase mit dem Verhiltnis der Gewichte eines Mols der betreffenden Gase, dem
Molekulargewicht, in einfachem rationalen Verhiltnis stehen; d.h. wenn bei
einer chemischen Reaktion @ Mol eines Gases 1 verschwunden oder entstanden

sind, wobei a beliebig ist, so sind von den anderen Gasen 172,(1 Mol verschwunden
2
oder entstanden, wo #,, #n; kleine ganze Zahlen sind. Die Chemie deutet das

bekanntlich durch die Annahme von Atomen, die sich zu Molekiilen vereinigen.
Man kann den Stoff chemisch dadurch beschreiben, daBl man ihn (das chemische
Molekiil) ganzzahlig aus Individuen (den Atomen) zusammensetzt. Die chemische
Reaktion besteht dann darin, daB diese Atome sich zu anderen Gruppen zu-
sammenlagern, z. B. 4, + B, —> 2AB (Gesetz der multiplen Proportionen). In
dem eben hingeschriebenen Fall wiirde dem Verschwinden von a Mol des Gases 4,
ein Verschwinden von a Mol B, und Entstehen von 2 a Mol AB entsprechen.

Man kann die Tatsachen am einfachsten formulieren, wenn man die chemi-
schen Molekiile so wihlt, daB ihre Masse derjenigen der oben mit Hilfe der Zu-
standsgleichung definierten Mole proportional ist. Die kinetische Theorie fafit
die chemischen Molekiile als unabhédngig bewegliche Individuen auf und driickt
die Tatsachen durch den Satz aus:

Gleich viel Molekiile eines Gases geben unabhingig von seiner Natur bei
gegebenem Volumen und gegebener Temperatur denselben Druck (Satz von
AvoGADRO). Diese einfache Formulierung ist erst durch die Unterscheidung
von Atom und Molekiil méglich geworden. Die Zahl der Molekiile, die auf ein
Mol kommen, nennt man die Loscumiprsche Zahl.

Wir wollen im folgenden, wenn das Gegenteil nicht ausdriicklich erwihnt
ist, alle GréBen auf ein Mol beziehen. Bei einheitlichen, nicht chemisch ver-
dnderlichen Gasen ist klar, was damit gemeint ist, bei Fliissigkeiten oder festen
Stoffen soll ein Mol diejenige Substanzmenge bedeuten, welche durch die che-
mische Formel angegeben wird. Diese Festlegung hat den Vorteil, da man
bei chemischen Umsetzungen nicht die irrationalen Zahlen, welche die Gewichts-
verhiltnisse der miteinander reagierenden Stoffe darstellen, sondern nur kleine
ganze Zahlen in den thermodynamischen Gleichungen zu schreiben hat, daf
man bei Rechnungen mit Gasen die notwendigen Zahlen leicht auswendig behilt,
wiahrend man in der Technik, die mit kg rechnet, fiir jeden Stoff eine eigene
Zahl braucht, daB endlich im allgemeinen bei spezifischen Wiarmen, Dichten
u. dgl. das GesetzmiBige viel stirker hervortritt.

7. Warmemenge. Wir haben in Ziff. 5 die Temperatur definiert und in
Ziff. 6 festgelegt, wie wir sie zahlenmiBig messen wollen. In der Definition war
die Festlegung wesentlich, daB zwei Systeme verschiedener Temperatur, in
wiarmeleitende Verbindung gebracht, dic Anfangstemperaturen 7', und 7, ver-
andern, bis eine gemeinsame Temperatur 71, erreicht ist. Das Problem, das
jetzt vorliegt, ist die Bestimmung dieser Endtemperatur aus den Anfangs-
temperaturen und der Natur der Stoffe.

Die Erfahrung ergibt hier ein sehr einfaches Resultat. Wiahlt man als
Versuchsstoffe Edelgase, 1468t den Ausgleich bei konstantem Volumen vor sich
gehen und beschrdnkt sich auf nicht allzu extreme Temperaturgebiete, so gilt
eine ,,Mischungsregel’ fiir die Temperaturen

1y CroTy + 13 C, Ty = (1, Cry + 15Cy,) Ty (1)

Hier bedeuten #,, n, die angewandten Molmengen, C,, C,, Materialkonstante,
dic man ,,spezifische Wirme pro Mol bei konstantem Volumen‘ oder ,,Mol-
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wirme bei konstantem Volumen® nennt. Wir wollen auch hier im folgenden
den Zusatz ,,pro Mol stets weglassen und die GréBe nur dann nicht auf ein
Mol beziehen, wenn wir es ausdriicklich erwihnen (s. Ziff. 6).

Diese einfache Mischungsregel gilt mit sofort erkennbarer Form auch fiir
beliebig viele Stoffe. Sie gilt in Anndherung auch fiir fast alle anderen Sub-
stanzen bei normaler Temperatur.

Die Existenz der Mischungsregel (1) im Zusammenhang mit einem gewissen
formalen Bediirfnis des menschlichen Geistes legt es nahe, die Tatsachen des
Wirmeaustausches dadurch zu deuten, dafl man eine GréBe ,,Wirmemenge**
definiert derart, daB diese GroBe beim Vorgang der Wirmeleitung unverdndert
bleibt. Was der eine Kérper an Warmemenge abgibt, #;Cy, (T; — T,,), nimmt
der andere auf, ndmlich #,C,, (T}, — T,). Diesem Bild pafBit sich die Darstel-
lung der Wirmemenge durch ein Produkt besonders gut an, indem C,, als
spezifische Wirmekapazitit einer bestimmten Einheitsmenge, eines Mols, des
Kérpers, #,Cy, also als Warmekapazitit des vorliegenden Korpers, die Temperatur
als eine Art Hohe der Fiillung erscheint, und sich das Wirmegleichgewicht (1)
nach denselben formalen Gesetzen darstellt, wie etwa die Fliissigkeitshthe Ay,
in zwei kommunizierenden GefiBen vom Querschnitt #,C,, und #,C,, und dem
urspriinglichen Wasserstand %,, 4,. Tatsdchlich war der Begriff Wirmemenge
auch historisch mit der Vorstellung eines Wirmestoffes verbunden.

Im allgemeinen zeigt sich aber Gleichung (1) nicht streng erfiillt. Sie gilt
aber desto genauer, je kleiner die Temperaturdifferenzen sind (die unmittel-
barste Umgebung des absoluten Nullpunktes ausgenommen), d. h. es gilt

AI;IPO’VH Cro(To+ ATy + ny Coo(Ty + AT,) = (1 Cro + 13 Co) (Tg + AT19) (2)

Fiir verschiedene Temperaturen T, ergeben sich dann fiir dieselben Stoffe ver-
schiedene Konstanten C, d.h. die spezifischen Wirmen hingen aufler von der
Natur des Stoffes (und seinem sonstigen Zustand, z. B. auch V) von der Tem-
peratur ab. Fiir endliche Temperaturdifferenzen kann man dann schreiben

Tl Tz Tu
”11[ ClvdT+"2_[ CopdT = / (1, Cyyp + 1y Cy) AT, (3)
o T, T
wo T, irgendeine Zahl ist, von der das Resultat nicht abhingt. (3) 1iBt sich
auch in die Form T T,
M’l/ClvdT = nzfczvdT (3"
Tl le

bringen. In der Giiltigkeit von (3) liegt eine iiber (2) hinausgehende Erfahrung,
die die Vorstellung der konstanten Wirmemenge erst sinnvoll erscheinen 148t;
es ist der Satz, daf hier eine Integration erlaubt ist, daf es also eine aus Teilen
zusammensetzbare GroBe ,,Wirmemenge gibt.

Es sei dabei noch ausdriicklich auf die Bedeutung der Tatsache, daB im
Gebiet des normalen Experimentierens mit groben Mitteln (1) gilt, fiir die Bil-
dung des Begriffes der Wairmemenge hingewiesen. Hitten die ersten Experimen-
tatoren in einem Gebiet arbeiten miissen, in dem C sehr stark und sehr individuell
von der Temperatur abhéngt, wie es bei tiefen Temperaturen tatsichlich der
Fall ist, so wire die Erkenntnis der Gesetze und die zweckmaBige Begriffsbildung
sehr erschwert gewesen.

Nun ist noch eine Einheit fiir die Warmemenge festzulegen. Als solche wihlt
man die Wiarmemenge, die 1 g Wasser. unter 1 at Druck bei der Abkiihlung von
15,5°auf 14,5 ° C abgeben kann (konstanter Druck statt konstantes Volumen!) und
nennt sie eine Grammbkalorie, das Tausendfache eine groBe oder Kilogrammkalorie.
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Wir kénnen dann mittels Wasser oder irgendeinem Stoff, dessen spezifische
Wirme wirmit Wassergeeichthaben (einem,,Kalorimeter‘‘), Warmemengen messen.

Z. B. 146t sich die Warmemenge (3'), die ein Koérper bei der Abkiihlung
von T, auf T, abgeben kann, so bestimmen, dafl man ihn in wirmeleitende
Verbindung mit einer ,,geeichten Substanz’ bringt und den Ausgleich abwartet.
Gedanklich ist es am einfachsten, wenn sehr viel kalorimetrische Substanz vor-
handen ist (#, Mol) und diese anfangs die Temperatur 7, hat. Dann ist nach
dem Ausgleich die Temperatur Ty + AT

T,
1yCo(To + AT) — 1y Co Ty = nlfcldT: (4)
[y To+ AT
n T, To4 4T n T,
=11 — dT) = - — C(TpdT). !
AT WOCO<Tf0c1dT T[cl ) %CO(T[CIM (T T) (4"

Wenn #,/n, klein genug ist, wird auch A7 klein, man kann den zweiten
Summanden in der Klammer streichen und kann sich, wie wir es gleich hin-
geschrieben haben, mit der Kenntnis der spezifischen Wiarme Cy(7,) der Eich-
substanz bei der einzigen Temperatur 7'y begniigen. Sonst tritt auch auf der
unken Seite von (4) ein Integral auf. Experimentell ist es dagegen giinstig,
wenn A7 nicht zu klein ist, sonst bildet die genaue Bestimmung Schwierig-
keiten. Demgegeniiber nimmt man die rechnerischen und Eichschwierigkeiten in
Kauf; die letzteren werden mit Hilfe des ersten Hauptsatzes — Eichung durch
elektrische Heizung — umgangen.

Da nach (3) die zu- oder abgefithrte Wirmemenge eine GroBe ist, die sich
aus Teilen zusammensetzen 148t, so kann man die Messung bzw. allgemein die
Zu- oder Ableitung auch durch mehrere Systeme mit verschiedener Temperatur
in beliebiger Reihenfolge vornehmen, ohne das Resultat zu dndern.

AuBer den bisher besprochenen Vorgidngen, bei denen das Volumen konstant
bleibt, kann man aber das betrachtete System beliebigen Prozessen unterziehen,
wihrend es mit einem Wirmevorrat (Warmebad; wenn es zum Messen dient,
Kalorimeter genannt; wenn es sehr grof3 oder auf andere Weise auf nahe kon-
stante Temperatur gehalten wird und stets Angleichung der Temperatur ab-
gewartet wird, Thermostat genannt) in wirmeleitender Verbindung steht. Dann
wird das Warmevorratsgefd3 im allgemeinen seine Temperatur dndern. Auch

jetzt sagen wir, das Warmevorratsgefdf3 habe eine Warmemenge abgegeben, die
To+ AT

durch #, f CodT gegeben ist, und das betrachtete System habe die gleiche
T”

Wirmemenge aufgenommen.

8. Die Zustandsgleichung im allgemeinenl). Wir haben in Ziff. 6 die
Zustandsgleichung eines idealen Gases behandelt. So wie fir dieses 148t sich
fiir jedes homogene System eine Zustandsgleichung aufstellen, d. h. eine Glei-
chung, welche die ZustandsgroBen miteinander verkniipft. Man kann diese
Gleichung nach einer der ZustandsgroBen auflosen; am héufigsten geschieht
das nach dem Druck. Im einfachsten Fall ist dieser durch das Molvolumen

(oder dessen Reziprokes, die Molkonzentration % = :} = c) und die Temperatur

allein bestimmt

p=iv, D)=/, 7). )

1) Fur die Frage nach der Existenz einer Zustandsgleichung s. A. Byk, Ann. d. Phys.
Bd. 19, S. 441. 1906.
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Wenn Gleichung (1) gilt, kann man von einem chemisch einheitlichen Kérper
sprechen, derselbe ist ndmlich durch eine einzige chemische Formel charakteri-
siert. Dabei kann er immer noch aus verschiedenen chemischen Molekiilen
bestehen, wenn sich nur das Gleichgewicht geniigend rasch einstellt und es
durch Volumen und Temperatur allein bestimmt ist. (Beispiel NH,Cl-Dampf, der
teilweise in NH; und HCl zerfallen ist, mit Katalysator; oder fliissiges Wasser,
das ein Gemenge von Molekillen verschiedener Komplexitit darstellt.) Andern-
falls kommen noch andere Bestimmungsstiicke vor, etwa die Anteile verschie-
dener chemischer Stoffe, die man entweder alle als Molkonzentrationen ¢,, ¢, . ..,
geben kann oder als Molenbriiche

"y g
XH=—————", Xy = - ,
Ny + Ny + - - -, Ny + Ny - - 0,
%, = i =1—x —X ¥,
= =1—=X% — X — "% 4
#ny + By + Ny

neben dem spezifischen Volum V

p=fr, o0, D)=FV, %0, % ..., %_1,1). (2
Das einzige, was die reine Thermodynamik iiber die Gestalt von (2) aussagen
kann, ist P
=0 ®)
oV T

Sonst wire der Zustand nicht stabil.

Alles andere iiber die Zustandsgleichung muf} der Erfahrung [fur (1) Aus-
messung eines zweidimensionalen V — T-Zustandsgebietes!] oder einer Molekular-
theorie entnommen werden. Erst der NERNsTsche Wirmesatz (vgl. Kap. 2 ds.
Bds.) macht eine Aussage iiber das Verhalten der Zustandsgleichung bei tiefen
Temperaturen und unterscheidet sich damit grundsdtzlich von der ibrigen
Thermodynamik. Er macht damit, ebenso wie es Molekulartheorien tun, eine
wenn auch sehr allgemeine Aussage iiber die Eigenschaften der Materie.

Daraus, dafBl iberhaupt eine Zustandsgleichung (1) existiert, 148t sich
folgende Beziehung ableiten: Es ist

op op
wo die Indizes in bekannter Weise die bei der partiellen Integration konstant
zu haltenden Gréflen angeben. Hiangt der Druck noch von anderen Variablen
ab [z. B. Gleichung (2), zweite Form], so sind auch diese konstant zu halten.

Man kann in der V, T-Ebene beliebige Kurven, d. h. Beziehungen zwischen V
und T, vorgeben und das Verhalten des Druckes auf ihnen untersuchen. Die
wichtigsten sind

a) Die Isotherme, dT = 0.
Der Druck dndert sich nach (;ﬁ_) . Den negativen reziproken Wert, divi-
T

~

v
diert durch das Volum V| eines bestimmten Bezugszustandes, nennt man die
,, Kompressibilitat L 1 <6V>
i Vo\ép/r

Sie ist unabhéngig von der gewéhlten Menge (g, Mol) und hat die Dimension p~*.
Sie gibt die relative Voluménderung bei einer Anderung des Druckes um eine
(sehr kleine) Einheit.
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Der Druck dndert sich nach

oT

Die GroBe % <%,>V heit der Spannungskoeffizient, gibt die relative
0

Druckéinderung bei Temperaturerhéhung an und ist nur von den Temperatur-
einheiten abhingig.
¢) Die Isopieste oder Isobare ist durch konstanten Druck oder dp =0
definiert. Man erhilt fiir sie aus (1) 5
_P_)
(6 T/v

(i

b) Die Isochore, dV =10. (6 )
.

ov/r

x = I—;_ (3;) heiit der ,,Ausdehnungskoeffizient, der die relative Volum-
0 »

dnderung bei Temperaturerhthung unter konstantem Druck angibt und von
dén Dimensionen 7 -1 ist. Es gilt also

N 21); % :é<%§)v' ©)

Die links stehenden GroBen sind im allgemeinen leichter zu messen und kénnen
daher zur Bestimmung des Spannungskoeffizienten dienen.

Fiir nicht zu groBe Temperaturdifferenzen kann man (mit Ausnahme der Um-
gebung des absoluten Nullpunktes, s. Kap. 2 ds. Bds.) Reihenentwicklungen an-
setzen ov oy

| : |
vve=(or)  r-mai(5) @
0sP “~ . 0, P

p=to=(55), @-To+(Fh), @t

wo der Index 0 einen belicbig gewihlten Normalzustand andeutet. Da diese
Reihen fiir nicht zu groBe (" — T,) im allgemeinen (mit Ausnahme gewisser
singuldrer Punkte) gut konvergieren, kann man jede beliebige Substanz mit
dem gleichen Erfolg wie ein Edelgas als thermometrische Substanz benutzen,
insoweit und so genau die Reihe durch ihr erstes Glied zu crsetzen ist, das eine
lineare Zunahme des Volumens (Druck) mit der Temperatur ergibt.

In einer homogenen, chemisch einheitlichen Substanz ist bei Abwesenheit
auBerer Krifte der Druck durch Volumen und Temperatur bestimmt. Wir kénnen

Volum- T t
_voum anderung Druck und - SMPEratil y on-
Temperatur- Volumen

stant bleiben. Bei homogenen, chemisch uneinheitlichen Kérpern hangt der Druck
auch noch von der Zusammensetzung ab; solange wir diese aber nicht dndern, also
nicht Stoff zufligen oder wegnehmen, verhilt sich das System wie ein cinheitliches.

Anders bei nichthomogenen Systemen; hier geht in die Gleichung fiir den
Druck auller dem Gesamtvolumen und der Temperatur noch das Mengenver-

. . . n . )
hiltnis der verschiedenen Phasen ein (/ B. ,J,)_ Also z. B. bei zwel Phasen

\ My

bzw.

keine Kurve finden, auf der bei

[ n ;
=i " v 7
p=il, vt 7
(V Gesamtvolumen dividiert durch die gesamte Molzahl; = ist dic Zahl der
Mole in einer Phase dividiert durch die Gesamtzahl der Mole).
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Jetzt ist es moglich, p und T festzuhalten und doch ¥V zu 4ndern, wobei sich T—njn

andert. (Niheres s. ds. Handb. X.) Wenn # = 0 oder 1 wird, treten Diskon-
tinuitaten auf.

Neben die ,,thermische Zustandsgleichung (1) tritt nun noch eine ,kalo-
rische Zustandsgleichung* [in der Bezeichnung von vaN pDER WaALs und KAMER-
LINGH ONNES?)], die angibt, wieviel Wiarme @y ein Korper durch Abkiihlung
bei konstantem Volumen abgeben kann. Diese Wirmemenge hingt noch von
der GroBe des Molvolumens ab.

T .
ov(V, T) =T/ Cy(V, TYT. (8)

9. GroBen, die nicht allein vom Zustand abhidngen. Arbeit. Zur graphi-
schen Beschreibung der Zustinde eines homogenen, chemisch einheitlichen
Korpers konnen wir eine V,7-Ebene oder eine p,T-Ebene oder eine $,V-Ebene
wihlen, bei weiteren unabhingigen Verdnderlichen muB3 man zu Gebilden von
mehr Dimensionen greifen.

Bei der Darstellung in der V, T-Ebene gehort dann zu jedem Punkt der
Ebene ein bestimmter Wert von 4, von Cy usw. Das sind alles GréBen, die wir
in Ziff. 3 ZustandsgréBen genannt haben, die gegeben sind, wenn der Zustand
gegeben ist, ohne Riicksicht auf die Vorgeschichte.

In der Warmelehre spielen aber auch noch andere GréBen eine charakte-
ristische Rolle, die als Wegintegrale definiert sind. Solche Wegintegrale hingen
sowohl vom Anfangs- und Endzustand als auch im allgemeinen vom Wege ab.

Eine der wichtigsten von diesen Gréfen ist die mechanische oder duflere
Arbeit. In einem System, auf das keine ,,Fernkrafte’ oder ,,Volumkrifte wie
elektrische oder Gravitationskrifte wirken, kann Arbeit nur vom Druck geleistet
werden, und zwar wollen wir uns nach Ziff. 3 auf fluide Stoffe mit allseitig
gleichem Druck beschrinken. Dann ist die Kraft auf den Stempel mit der
Oberfliche O

&, = 90,
die von der Substanz geleistete Arbeit bei einer Verschiebung des Stempels

um-d43 nach auflen
dA =Qds =p0|ds| = pdv,
daher allgemein
23
Al—-2 zfﬁd'l) (1)

(21

Bei der Darstellung im p — v-Diagramm ist das Integral in bekannter
Weise durch die Fliche zwischen der Abszissenachse, den Ordinaten v = v,
und v = v, und der Kurve p = p(v) gegeben.

Wenn man nun etwa versuchen wiirde, im p—V-Diagramm, so wie jedem
Punkt ein bestimmtes T zugehort, auch ein bestimmtes 4 zuzuordnen, so kénnte
man natiirlich den Anfangspunkt des Integrals allgemein festlegen, etwa durch
p =0, V=0. Aber das Integral wire nur dann festgelegt, wenn es blo8 einen
einzigen Weg gibe, auf dem man von diesem Anfangspunkt p =0, V=10 zu
dem gewiinschten Punkt gelangen konnte. In Wirklichkeit gibt es aber unend-
lich viele Wege und daher unendlich viele Werte des Integrals (1) (auBer es
hinge p nur von ¥V ab). Es ist demnach nicht moglich, einem bestimmten Zu-
stand einen bestimmten Wert der duBeren Arbeit zuzuordnen, auller man schreibt

!) Siehe Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, 1. Teil, S. 636. Leipzig 1912.
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einen bestimmten Weg in jedem einzelnen Fall willkiirlich vor, z. B. eine Gerade,
dann wird das Integral pv/2, oder eine Isotherme od. dgl. (Hdngt $ nur von v
ab, wie oben erwihnt, so gibt es eben nur einen bestimmten Weg.)

Ahnlich steht es mit der Wirmemenge (), wenn wir nicht, wie wir das bisher
getan haben, die Warmeleitung bei konstantem Volumen vor sich gehen lassen,
sondern gleichzeitig auch dieses verdndern. Das Integral

T,
Q=/[car 2)
T,

hingt ebenfalls vom Weg ab, aber in noch komplizierterer Weise, weil C'sogar
noch von der Neigung des Weges in der graphischen Darstellung abhiingt
(s. Ziff. 16). ‘

10. Direkt umkehrbare und nicht direkt umkehrbare Vorginge. In den
vorangehenden Ziffern hatten wir vom Druck, der Temperatur, der spezifischen
Wirme eines Korpers gesprochen; dabei war stillschweigend an einen Kérper
in zeitlich unverdnderlichem Zustand gedacht, dessen Eigenschaften durch die
vorhandenen &dufleren Koordinaten (das duBere Volumen) bedingt sind. In
Ziff. 9 waren wir aber zur Betrachtung der Arbeit iibergegangen, die eine Ver-
dnderung voraussetzt. Welchen Sinn hat nun das Integral [pdV? Kénnen
wir auf dem Weg auch hier jedem Punkt den Druck zuschreiben, der ihm beim
gleichen Wert des Volumens und der Temperatur zukime, wenn diese zeitlich
unverdnderlich wire? Im allgemeinen nicht. Alle abhingigen ZustandsgréBen
(z. B. der Druck) werden im allgemeinen nicht nur von den augenblicklichen
Werten der unabhingigen Variablen, sondern auch von deren simtlichen zeit-
lichen Differentialquotienten abhidngen. Es wird z. B. der Druck auf einen
Stempel, der eine bestimmte Gasmenge (zur Vereinfachung sei konstante Tem-
peratur vorausgesetzt) abschliel3t, nicht nur von der augenblicklichen Lage des
Stempels (dem Volumen), sondern auch von seiner Geschwindigkeit, Beschleuni-
gung usw., d. h. von der ganzen Art der Bewegung abhingen. Evtl. wird es
sogar eine eigene Untersuchung erfordern, was hier als Druck zu definieren ist.

Wir wollen die Temperatur wie im vorhergehenden konstant lassen oder
annehmen, daBl ihre Differentialquotienten nach der Zeit nicht explizit vor-
kommen, doch ist das eine leicht fortzuschaffende Vereinfachung. Dann heifjt
nun die verallgemeinerte Zustandsgleichung

2
p:F(T, V,%,%, ) (1)
Im Ruhezustand wird daraus die ,,gewthnliche Zustandsgleichung
p=F(T,V,0,0,---)=fV,1). Ziff. 8§ (1) (2)
Es ist klar, daf} jetzt GroBen wie die mechanische Arbeit nicht nur vom Weg

abhingen.

Unter den Voraussetzungen von Ziff. 9 ist die Arbeit, die gewonnen wird,
wenn man vom Zustand 1 zum Zustand 2 ibergeht und dann den Prozef
auf demselben Weg riickldufig macht, gleich Null, denn sie ist

2 !
A= [p(V.Dav + [ p(V. HaV =o. G)
1 2
Jetzt aber ist 9 1
] = /‘P (V, T, ff;{ ) iV ‘}‘_’/‘]5 (V, T, ‘Z .. > av.

i 2
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Wir kénnen es nun so einrichten, daB auf dem Riickweg die Geschwindigkeiten
gleich grof und entgegengesetzt gerichtet sind wie auf dem entsprechenden
Punkt (d. h. bei gleichem V und T) des Hinweges. Dann dauern beide gleich
lang, etwa £, sec, alle Variablen hingen nur von der Zeit ab, die seit dem Beginn
des (Hin- oder Riick-)Weges vergangen ist. Dann ist, wenn ¢ die Zeit nach Be-
ginn des Riickweges bedeutet, V(') = V (¢, — ¢). Also wird

t ty
! av av av av ,
A =0f;b<V, T, W---)m—dt-{—o/;b(V, T, — a7 ) (—?l?>-dt

[l ) ol )

Man sieht ohne weiteres, daB (3) deshalb im allgemeinen nicht verschwindet,

. . av
weil im Argument der Funktion im zweiten Integral — steht.

Wie spiiter gezeigt werden wird, ist das Integral (4) stets negativ, es wird
Arbeit verbraucht. Zugleich sehen wir aber, wie wir es anfangen miissen, um das

. - 2
Integral zum Verschwinden zu bringen. Wenn wir V= a setzenund V = %:/
nicht zu grof3 wihlen, konnen wir (1) stets entwickeln £
op - 0 .
p=F(V, 7,00 )+ LV jv, 1) +(8) 7.
iV oV V=0

Der erste Summand allein, der den frither erwidhnten Voraussetzungen von
Ziff. 9 und der Formel (3) dieser Ziffer entspricht, hebt sich heraus, und es
bleiben nur die folgenden Glieder stehen

t

ap . ép . .
A= V,T) + : V+...1— Vv, — (== V...Uvaz
/HP( ) (6V>ff=o " } {p( g <3V)f7=0 H

° to (©)
=/‘<a¢> I'/Wt:/(%) vav.
0V )i-o 0V /)i-o
0 0
ap

DaB, wie vorher erwihnt, diese GroBe stets negativ ist, bedeutet, daB cW <0

ist, d. h. der Druck ist bei der Expansion stets kleiner wie bei der Kompression,
was mechanisch leicht erklirbar ist und bewirkt, daB die Expansion weniger
Arbeit leistet, als die Kompression verbraucht.

Unsere Formeln zeigen nun, wie man vorzugehen hat, wenn man wiinscht,
daB der Riickweg ein moglichst genaues Abbild des Hinweges sei. Die beiden

Drucke sind op .
= V, —.V .
pr=p(V, 1)+ pr
und

op -
- V _— P
p-=2l, 1) aVV

und werden mit abnehmender Geschwindigkeit asymptotisch einander gleich
und gleich dem Druck, der bei demselben Volumen und derselben Temperatur in
zeitlich unverinderlichem Zustand herrscht. Ebenso verschwindet die beim

Handbuch der Physik. IX. 2
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vollen Hin- und Hergang geleistete Arbeit proportional V (6). Die auf dem
Einzelweg geleistete Arbeit hingegen

op
Ai—i/pv Tyav + W( V)av

ndhert sich asymptotisch dem Grenzwert (1) Ziff. 9. Zwar verschwindet natiir-

lich die in einer bestimmten Zeit A¢ geleistete Arbeit mit abnehmendem V,
aber die gesamte, zur Zuriicklegung eines bestimmten Stiickes A4V gebrauchte

Zeit t, nimmt umgekehrt proportional V zu, so daB das Produkt

sVt AV
Vit

konstant bleibt.

In dem oben besprochenen Sinn eines Grenziiberganges kann man nun
sagen, da man einen Vorgang unendlich langsam verlaufen 148t und daB ein
solcher durch lauter Gleichgewichtszustinde hindurchfithrt. Denn alle seine
Zustandsvariablen ndhern sich den Werten, die sie im zeitlich unveridnderlichen
Fall des Gleichgewichts hitten.

Gleichzeitig ist jeder solche Vorgang und im allgemeinen nur ein solcher

Vorgang direkt umkehrbar. Denn das bedeutet, daB3 man V durch —V ersetzen
kann, ohne daBl sich die ZustandsgréBen merklich dndern, und gerade das er-

reichen wir dadurch, dal wir V klein genug wihlen, um ihm seinen Einflu8
auf die Zustandsgleichung iiberhaupt zu nehmen.

Experimentell heit dies: Es sei der Stempel, der das Gas abschlieSt, bei
einer bestimmten Belastung im Gleichgewicht. Eine im Grenzfall unendlich
kleine Zu- oder Abnahme der Belastung bewirkt dann eine unendlich langsame
Kompression oder Expansion; dndert sich hierdurch der Gasdruck, so wird die
Belastung immer entsprechend verdndert.

Genau in derselben Weise kann bei anderen Veridnderungen vorgegangen
werden. So kann umkehrbar Wirme mittels eines Behilters zugefithrt werden,
dessen Temperatur stets unmerklich hoher als die des aufnehmenden Koérpers
gehalten wird.

II. Der erste Hauptsatz.

11. Energieformen. Wenn man die Gleichungen der Mechanik systematisch
integriert, so zerfallen die ,ersten Integrale” in zwei Gruppen: Die eine Gruppe
hat Vektorcharakter, die zweite (sie enthdlt nur ein einziges Integral) ist ein
Skalar. Alle ,ersten Integrale’ driicken aus, dal man bestimmte GréBen de-
finieren kann, die sich wihrend der Bewegung nicht dndern. Die vektoriellen
GroBen, die sich nicht dndern, nennt man die drei geradlinigen Impulse und die
drei Drehimpulse; die skalare GroBe, die wiahrend der Bewegung konstant bleibt,
nennt man die mechanische Energie. Wenn man auf das betrachtete System (1)
ein fremdes (2) mit der , Kraft” & einwirken 148t, so ergibt die Integration der
gestorten Bewegungsgleichungen, daf sich jetzt der Zahlenwert des Ausdrucks,
den wir im ungestérten Fall Energie nannten und der damals konstant war,

nach dem Gesetz dndert )
AE, = [Rds, (1)

wo 3 der Weg des Angriffspunktes der Kraft ist.
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Das Integral nennt man die vom duBeren System geleistete Arbeit (s. Ziff. 9).
Wenn man die gedankliche Unterscheidung von System (1) und (2) aufhebt und
diese beiden als ein neues System (12) zusammenfaBt, so ist jetzt in dem ganzen
System wihrend der Bewegung, die wir soeben als durch (2) gestorte Bewegung
des Systems (1) beschrieben hatten, eine andere GréBe konstant, die wir konse-
quent als die mechanische Energie des Systems (12) definieren werden

En,=E, +E,, (2
E,=E}— [ Rds, 3)

wo Ej eine beliebige Konstante ist. Jetzt ist ndmlich AE,, = AE, +AE,=0
nach (3) mit (1) identisch.

In einem abgeschlossenen System von elektrischen Feldern finden sich ganz
entsprechende Integrale. Auch hier ist wieder eines von ihnen skalar, und zwar
quadratisch in den FeldgroBen. Wir nennen es die ,,elektromagnetische Energie®.

Haben wir ein abgeschlossenes System, in welchem aufier den mechanischen
Bewegungsgleichungen noch elektrische Gleichungen mitberiicksichtigt werden
miissen, so findet man, daB nicht derselbe Ausdruck als erstes Integral Ver-
wendung finden kann, der bei alleiniger Anwesenheit mechanischer Gleichungen
konstant war und den wir mechanische Energie nannten, ebensowenig ist die
elektromagnetische Energie allein konstant, sondern die Summe der beiden
Ausdriicke, die wir die Gesamtenergie des Systems nennen. Wir kénnen also
in einem solchen gemischten System eine GroBe als Energie einfiihren, die bei
inneren Verdnderungen konstant bleibt und sich additiv aus mechanischer und
elektromagnetischer Energie zusammensetzt; daB diese letzteren nicht fiir sich
allein konstant sind, kann man als teilweise Verwandlung der einen ,,Energie-
form in die andere wahrend des Prozesses beschreiben.

Man kann demnach in einem solchen System duBere Arbeit nur auf Kosten
schon vorhandener mechanischer oder elektromagnetischer Energie erzeugen.

Will man fiir diese einen Zahlwert angeben, so mufl man meist untersuchen,
welche Energie man mit Null zu bezeichnen hat. Das ist die Energie desjenigen
Zustandes, bei der man Kkeine weitere Arbeit entnehmen kann, also das Minimum
der Energie. Bei der kinetischen Energie, die durch einen in den Geschwindig-
keiten quadratischen Ausdruck dargestellt wird, und bei der elektromagnetischen,
die in den Feldern quadratisch ist, ist es die Energie des Zustands, dessen Ge-
schwindigkeit bzw. dessen Feld verschwindet.

Bei der potentiellen Energie hingegen ist die Lage des Nullpunktes nicht
stets von der Natur vorgeschrieben ; man kann willkiirlich den Nullpunkt irgendwo
festsetzen und nimmt damit in Kauf, gegebenenfalls mit negativen Energien zu
rechnen. Da es nur auf Energiedifferenzen ankommt, ist das ohne physikalische
Bedeutung. Man kann eben zu einem Integral eine Konstante addieren, ohne die
Bedeutung der Ableitung des Integrals (ndmlich der Kraft) zu dndern.

12. Erhaltung der Energie im abgeschlossenen System, innere Energie.
Wir versuchen nun die Ergebnisse der vorigen Ziffer auf den Fall zu erweitern,
daB auch Warmeerscheinungen mit den betrachteten Vorgingen verkniipft
sind. Formal ist dabei das Vorgehen etwas anders, weil wir nicht wie bei der
iiblichen Behandlung von Mechanik und Elektrizitit axiomatisch Differential-
gleichungen an die Spitze stellen.

Es sei wieder ein abgeschlossenes — d. h. von duBleren Einwirkungen freies,
wirmeisoliertes — System gegeben, das durch die Koordination und Geschwindig-
keiten seiner Bestandteile (zu denen wir auch Stempel u. dgl. rechnen), deren
Temperaturen, die chemische Zusammensetzung im Sinn von Ziff. 3 usf.
charakterisiert sei.

2%
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Verfolgt man die Bewegung des Systems, so zeigt sich, daB jetzt im all-
gemeinen die (makroskopisch gemessene) Summe von mechanischer und elektro-
magnetischer Energie nicht konstant ist; gleichzeitig mit dieser Summe dndern
sich wihrend der Bewegung natiirlich die Koordinaten, Temperaturen usw.

Um nun formal ein Erhaltungsgesetz aufstellen zu kénnen, definieren wir
eine GroBe E,, die wir ,,innere Energie’ des Systems nennen wollen, so, daB gilt:

Eumech + Ea + E, = Konst. (1)

Die Summe nennen wir wieder die Gesamtenergie des Systems, in Anlehnung
an die entsprechende GroBe von Ziff. 11. Hierbei ergibt sich, wie in Ziff. 4
schon besprochen, dall sowohl E, als auch die Gesamtenergie bei geniigend groBen
Stoffmengen im wesentlichen proportional dieser Stoffmenge sind.

Die innere Energie ist vorderhand nur bis auf eine Konstante bestimmt,
die von der Natur des Vorganges und seinen Anfangsbedingungen abhingt.
Sie ist eine Funktion der Koordinaten (Volumen), des evtl. ebenfalls wihrend
der Bewegung verdnderlichen chemischen Zustands, der Temperatur und der
Geschwindigkeiten. Die Erfahrung zeigt aber, daB bei nicht allzu heftigen
Bewegungen die Geschwindigkeiten in E, nicht explizit auftreten, sondern daf3
ihr expliziter EinfluBl auf die linke Seite von (1) vollstindig in der mechanischen
(kinetischen) Energie enthalten ist, die sich aus den makroskopischen Ge-
schwindigkeiten berechnet (Erfahrungssatz VIII).

Es 14Bt sich demnach eine Zustandsfunktion E, (V, T, chemische Zusammen-
setzung) so definieren, das die Summe (1) wihrend des Vorgangs konstant
bleibt.

Die Moglichkeit, diesen Ansatz zu machen, setzt die folgenden Tatsachen
voraus:

1. Wenn das betrachtete System wieder dieselben Koordinaten, dieselbe Tem-
peratur usw. annimmt, ist auch die mechanische und elektrische Energie dieselbe.
(Die Umkehrung dieses Satzes braucht nicht zu gelten, weil zum selben Wert
der inneren Energie E, verschiedene zusammengehorige Variablenwerte gehoren
kénnen.) (Erfahrungssatz 1X.)

2. Einem endlichen Unterschied der inneren Energie E, entspricht auch
ein endlicher Unterschied der Variablen, andernfalls wire die Formel inhaltslos.
Man koénnte, auch wenn kein Erhaltungssatz gelten wiirde und z. B. die mecha-
nische Energie unbeschrinkt ohne Anderung der ,,thermischen Variabeln des
betrachteten Systems wachsen wiirde, doch (1) formal hinschreiben, nur wiirde
einer endlichen Abnahme von E, kein endlicher Variabelnunterschied entsprechen
(Erfahrungssatz X).

Es gibt nun rein mechanische Systeme ohne innere Energie (z. B. Gewichte
mit undehnbaren Fiden, ideale Federn). Es zeigt sich, daB die Hinzufiigung
eines solchen Systems (gestrichenes System) zu dem zuerst betrachteten System
{(ungestrichenes System, z. B. einem Gasgefd3 mit Stempel, Schiebewinden u. dgl.)
die innere Energie des letzteren nicht dndert, sondern daf jetzt bei Bewegung
die Summe aus allen ,,Teilenergien‘* konstant bleibt, wie wir es dhnlich in Ziff. 11

funden hab
gefunden haben Emect - Ea - E, 4 Elyouy, — konst. (2)

Das bedeutet, dal man die innere Energie als nur durch das betrachtete System
und seinen Zustand bedingt ansehen kann (Erfahrungssatz XI).

Wir koénnen es nun durch Zufiigung weiterer mechanischer Systeme erreichen,
dall unser betrachtetes System mit beliebiger Anniherung alle vorkommenden
Zustidnde innerhalb eines bestimmten Variablenbereiches durchliuft und wir so
E, als Funktion der Zustandsvariabeln bestimmen kénnen, bis auf eine Konstante,
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die nur mehr vom System selbst abhingt und iiber die wir willkiirlich verfiigen
koénnen, die aber auch keine physikalische Bedeutung hat. Sie legt nur das
Niveau fest, von dem aus die Energie gezdhlt werden soll.

Die Relativititstheorie gibt der Konstanten eine absolute Bedeutung durch
die Bezichung zwischen Gesamtenergie E, Masse M und Lichtgeschwindigkeit c*.

E=DMc*, (3)

Das bedeutet, daB diese Theorie wenigstens gedanklich einen Mechanismus in
das System einbezieht, welcher eine Verwandlung der Materie in strahlende
Energie ermoglicht. Diese so entstandene strahlende Energie hat die gleiche
trige Masse M wie die verschwundene Materie und die Energie (3), die sich bei
Strahlung absolut (ohne Konstante) messen 1iBt, weil nach Ziff. 11 einem
strahlungslosen Raum die Energie Null zugeschrieben werden kann. .

In einem abgeschlossenen System ist so die Gesamtenergie als ein Integral
der Bewegungsgleichungen (und zwar vom skalaren Typus) erhalten worden.
Man kann daher das Gesetz von der Erhaltung der Energie aussprechen:

Es 14aBt sich eine nichtvektorielle Funktion definieren, die man Energie
nennt und die sich additiv aus Energieformen, der mechanischen, der elektrischen
usw., zusammensetzen 1468t, welche fiir abgeschlossene Systeme konstant bleibt.

Die Allgemeinheit, mit der sich dieses Gesetz bewihrt, hat dazu gefiihrt,
daB man die Energie sozusagen substanzialisiert und ihre Konstanz auch dort
erwartet, wo gar keine Differentialgleichungen der Bewegung, die ein Integral
haben konnten, vorliegen, wie in der Quantentheorie?).

13. Formulierung des ersten Hauptsatzes.. Wirmemenge und Energie.
Ein weiteres wichtiges Erfahrungsresultat besagt: Hat man fiir zwei Systeme 1
und 2 getrennt die Funktionen E, bestimmt und vereinigt dieselben nun durch
wirmeleitende Verbindung, so gilt fiir das vereinigte System als innere Energie
die Summe der beiden getrennten Teile

Et12=Ell +Et2

bis auf kleine GroBen, die man als Oberflichenenergie deuten kann (Erfahrungs-
satz XII).

Wir betrachten nun ein spezielles System, das aus zwei Teilen besteht;
es soll zwischen beiden Teilen keine 4uBere Arbeit geleistet werden, sondern
nur Wirmeiibergang zwischen diesen beiden Teilen moglich sein. Nach dem er-
wihnten Erfahrungssatz ist auch hier wie im allgemeineren Fall beliebiger Arbeits-
leistungen zwischen den Teilen die Summe der inneren Energien konstant

E,, + E,, = E, = konst.

oder 0E, 4 0E,,=0. (1)
Andererseits ergibt die Definition der Wirmemenge Ziff. 7
001+ 0Q,=0. (2)

Wenn das ganze System nicht wirmeisoliert ist, zeigt es sich, daB8 durch das
Heranbringen fremder Korper von anderer Temperatur beide Gleichungen (1)
und (2) verletzt werden (Erfahrungssatz XIII). Das gleichzeitige Bestehen
dieser Gleichungen bedeutet daher

8E,, + OE,, + 400, + 60) =0,

1) S. dagegen N. BoHR, H. C. KRAMERS u. J. SLATER, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924;
N. Bonr, ebenda Bd. 34, S. 142. 1925. Dagegen W. BoTrHE u. H. GEIGER, ebenda Bd. 32,
S. 639. 1925.
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wo 4 eine noch unbekannte Konstante ist. Nimmt man an, daB die Zufithrung
von Wirme zum System 1 nur die Energie von 1 4ndert, unabhingig von der
Art des Systems 2, was sich bewahrt (Erfahrungssatz XIV), so gilt

O0E,,+ 460, =0 (3)
bei verschwindender duBerer Arbeit. Hierbei ist 2 fiir beide Teilsysteme identisch.
Da man beliebige Teilsysteme (auch bei beliebig verschiedener Temperatur)
zusammensetzen kann, mull 4 universell und zwar nach XIII =+ 0 sein.

Man kann nun das MaBsystem von @ so wihlen, dal die Konstante 1, das
mechanische Warmedquivalent, eins wird. Dann mifit man die Warme im gleichen
Energiemal wie E. Umgekehrt kann man natiirlich auch E in Kalorien messen.

Wenn keine Wirmeleitung vorliegt, so gilt nach der Definition der inneren
Energie Ziff. 12 fir ein nicht abgeschlossenes System, wenn man von Strahlung
und materiellem Transport absieht,

(SE, = —04 — (SEmech - (SEel;

wo 04 die geleistete duBere Arbeit bedeutet.
Liegt auch noch Wirmeleitung vor, so folgt aus der Definition der Warme-
menge in diesem Fall (Ziff. 7, Ende) auf die gleiche Art, auf der wir zu (3) ge-

langt sind O0E,=0Q — 04 — 0Emech — 0E,. (4)

Der Inhalt des Energiesatzes fiir nicht abgeschlossene Systeme, den man als
I. Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet, ist daher:

Die innere Energie eines Korpers kann nur dadurch um einen bestimmten
Betrag gesteigert werden, daB man entweder Wirme zufiithrt, oder duBlere Arbeit
leistet, oder mechanische bzw. elektrische Energie sich in innere umwandeln
1iBt (oder endlich Strahlung auffallen 148t). Die hierzu nétigen Mengen der
betreffenden GroBen hdngen nur von der verlangten Energieinderung ab und
sind ihr bei geeigneter Wahl des MaBsystems gleich.

Mit Pranck kann man auch eine kiirzere Fassung wihlen, welche die
praktische Bedeutung besser hervortreten 140t.

Wir bezeichnen mit periodischer Maschine irgendein System, das immer
wieder (ob in gleichen Zeitrdumen und auf demselben Weg, spielt keine Rolle)
zu bestimmten Werten aller Zustandsvariablen (Kolbenstellung, Temperatur,
chemische Zusammensetzung) zuriickkehrt und damit wieder dieselbe innere
Energie annimmt. Wenn dann auBler der periodischen Maschine nur noch ein
System vorhanden ist, das Wéarme oder Arbeit aufnehmen kann, so lautet der
erste Hauptsatz:

Es ist unméglich, mittels einer periodischen Maschine dauernd Arbeit zu
leisten (Unmdoglichkeit des Perpetuum mobile ,,erster Art*) oder zu verbrauchen.
Es ist unmoglich, mittels einer periodischen Maschine dauernd Wirme zu ent-
wickeln oder aufzunehmen. Der Ausdruck ,,Perpetuum mobile erster Art‘
stammt von OSsTWALD, der grole Verdienste um die Xlarstellung der Begriffe hat.

14. Abhédngigkeit der Wiarmemenge und der Arbeit vom Weg. Wenn
keine mechanische und elektrische Energie vorkommt bzw. die Teile, in welchen
sie vorkommt, nicht zum System gerechnet werden, reduziert sich (4), Ziff. 13, auf

OE, = 00 — 8. (1)

Das heil3t, daBl man die innere Energie entweder durch Zufithrung von Wiarme 60
oder durch Zufithrung von Arbeit — d4 dndern kann. Bedingt der Prozel eine
endliche Anderung de¢s Zustandes, so wird (1)

[0E = /26() — /'ZfH . (19

i i 1



Ziff. 14. Wegintegrale von Warme und Arbeit. 23

Die linke Seite 148t sich nun unabhingig vom Weg ausfiihren, auf dem man vom
Zustand (1) zum Zustand (2) iibergeht, und ergibt E,(V,, Ty---) — E(V,, Ty --+),
da die Energie im Zustand (2) eine GroBe ist, die nur von den Variabeln abhingt,
die diesen Zustand charakterisieren, aber nicht von dem Weg, auf dem man
zu diesem Zustand gelangt. Infolgedessen kann man von E, auch ein ,,voll-
stdndiges® Differential bilden. Wir werden statt J E, also schreiben

= () v+ ()

d. h. wir kénnen jede Verinderung der Energie so darstellen, daB wir zuerst
nur das Volumen idndern und die Temperatur konstant lassen und dann die
Temperatur auf den gewiinschten Wert bringen, wobei wir den erreichten Volum-
wert beibehalten. Die Reihenfolge 148t sich aber ohne Anderung des Resultates
auch umkehren. Es gilt entsprechend

) 5

Anders bei [6Q und [04. Thre Summe hingt natiirlich nur vom Anfangs- und
Endpunkt des Weges ab; wie sich diese Summe auf die beiden Summanden ver-
teilt, ist dagegen durchaus von der Form des Weges abhidngig. Wenn wir z. B.
ein ideales Gas von der Temperatur T, auf die Temperatur T, bei konstantem
Volumen bringen wollen, so kénnen wir es erstens direkt bei konstantem Volumen
erhitzen. Dann ist

84=0, E(Ty) — E(T,) =[6Q= deT Co(Ty— Ty,  (4a)

wenn C, von T unabhingig ist. Wir kénnen es aber auch adiabatisch, d. h. ohne

T
Wirmezufuhr, durch Kompression auf den neuen Druck p, = $, Tz bringen
und haben dabei die Arbeit (s. Ziff. 18) (7)

R
&) Cot B
T,

zu leisten. Hierbei wird auch gleichzeitig die Temperatur T, erreicht. Nun hat
man noch zur Erwirmung bei konstantem Druck die Wirme

—[84 = C(T3 — Ty, T;:T](

T,
T[ag =Cp(Ty—T3) = Co(To— T) + R(T, — T))  (Ziff. 18)

zuzufilthren und gewinnt die Arbeit R(7, — 7). Es ist demnach jetzt sowohl
die Gesamtarbeit als auch die gesamte zugefithrte Wirme

—[64 = C(T}y — T;) — R(Ty — T) }

[8Q = C(T, — T3) + R(T, — TY
verschieden von den entsprechenden GréBen 4a, wihrend die Summe nach dem
I. Hauptsatz in beiden Fillen dieselbe ist. Wir werden daher die GroBen 8Q

und 04 nicht als Differentiale von bestimmten Funktionen der Zustands-
variablen ansehen diirfen. Die GréBen

(%)T’ (%)V' %

die z. B. das Verhiltnis der entwickelten Wirmemenge bei einem bestimmten
ProzeB3 mit konstanter Temperatur zur entstandenen Voluminderung bedeuten,

(4b)
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haben eine gewisse Analogie zu partiellen Differentialquotienten, da analog (2)
bei beliebigen Prozessen gilt

8Q = ( Q) dV—{-( Q) dT, (5)

dagegen ist im Gegensatz zu (3)

arlov)et v (32

15. Die zugefiihrte Wirme bei verschiedenen Zustandsdnderungen. Wir
konnen Gleichung (1), Ziff. 14, fir den Fall, daB nur Volumarbeit zu leisten ist,
in der Form schreiben

8Q = dE + pdv, (1)

8Q = aEdT-{-((aE) +p)dV (1)

Diese letztere Gleichung bedeutet, dafl man sich die Warmezufuhr erst so vor-
genommen denkt, daB die zugefithrte Warme nur zur Erhéhung der Temperatur
ohne Voluménderung dient. Dann muB noch Warme zugefiithrt werden, die teil-
weise die Energiednderung deckt, die zur gewiinschten Voluméinderung gehort,
0E

8V> aV, teilweise zur Leistung

wenn sich die Temperatur nicht dndern soll(

der duBeren Arbeit pdV dient. Es ist also

6Q> . ((7E>
(57)e= (37}t 2 @
6Q> - <6E> ,
(32 =(G2), )
Man kann auch andere Variable einfithren, z. B. T und p. Zu diesem Zwecke addiert
man zu (1) - 0=d(pV) — pdV — Vidp,

14 O(E 14
00 = a(E + 91— vap = (“E7ED) ar 4 (FELED _v) ap.

E 4 pV = E, nennt man nach Gisss und Pranck die Wirmefunktion bei
konstantem Druck oder Enthalpie; in der Technik nennt man diese GréBe den
,» Warmeinhalt und bezeichnet ihn mit J. E, spielt bei den praktisch sehr wich-
tigen Prozessen, die unter konstantem Druck ablaufen, eine bedeutende Rolle.

pVy— pV, ist namlich die Arbeit, die von dem konstanten Druck der
duBeren Atmosphére geleistet wird. Man zdhlt pV als eine Art potentielle Energie
des Stempels, auf dem der konstante Druck lastet, zur inneren Energie E, des
Systems und hat diesen Anteil dann nicht unter der dueren Arbeit mitzurechnen
[das ist nur bei konstantem Druck moéglich, denn nur dann verhilt sich diese Arbeit
wie eine von potentieller Energie geleistete, pdV = d (pV)]. Den Rest der Arbeit

2

= f-ﬁdV — @V)y— (V) =/Vd;b nennt man allgemein ,,technische Arbeit‘?).
1

Bei den jetzt genannten Variabeln besteht der erste Teil des Prozesses in einer
Wirmezufuhr zwecks Temperaturerhohung bei konstantem Druck. Das ist
ein anderer Prozefl und fithrt zu einem anderen Zwischenzustand als vorher die
Temperaturerhshung bei konstantem Volumen, denn zum gleichen Druck gehort

1) G. Zerkowirz, Thermodynamik der Turbomaschinen. 1912.
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bei der erhohten Temperatur ein anderes Volumen. Jetzt mufl weiter Wirme
zugefithrt werden, um den Druck bei ungednderter Temperatur auf den ge-
wiinschten Wert zu bringen, und zwar teilweise zur Deckung von E 4 pV,

nimlich (%@)po, teilweise zur Deckung des noch nicht in d(pV) inbe-
griffenen Arbeitsbetrages — Vdp. Nun gilt also
(29, (ee1)
op/r Jp T’
(39) — (2427 @
0T/» oT p
Endlich kann man auch p, V als unabhingige Variabeln wahlen und erhilt
OFE 0E ]
00 = (3 ), 40 +|(G7), +#lav- 5)
0 "
Hier bedeutet z. B. (OTIE;) , daB man bei einer Anderung von V gleichzeitig T°
4

so zu dndern hat, daB der Druck konstant bleibt.

16. Die verschiedenen spezifischen Wirmen. Im allgemeinen hédngt nach
Gleichung (1'), Ziff. 15, die zuzufithrende Warme von dem Verhdltnis 47 :dV ab.
Benutzen wir zur Darstellung eine V, T-Ebene, in der der Verlauf des Prozesses
als Kurve erscheint, so hingt 4Q an jedem Punkt von der Neigung dieser Kurve ab.

Wir kénnen allgemein das Verhiltnis der zugefithrten Wirme zur bewirkten
Temperaturerhohung als die spezifische Wirme (fiir ein Mol als die Molwéirme)
in der betreffenden Richtung bezeichnen

. 6Q) _<(9E) <6’E ) 'dV)
ce= (57),= (5z)+ (& +2): az)s M
Hierbei bedeutet der zweite Summand, daB je nach dem gewidhlten Vorgang

zu einer bestimmten Temperaturerhbhung eine durch <~d—f)xbest1mmte Volum-

anderung gehort, die wieder eine Wirmemenge zur Deckung der verbrauchten

. . av . .
inneren Energie <8—V)T_d7T und der duBeren Arbeit fordert.
Die wichtigsten Spezialfille sind: i
a) Spezifische Wiarme bei konstantem Volum IT= 0.
6E> R
C, —(}ﬁ‘ - [s. (2", Ziff.15]. (2)

Statt direkt die Temperaturianderung zu betrachten, kann man als Zwischen-
variable den Druck einfithren. Man weiB, daB bei konstantemVolumen eine Druck-

. . 0 .
anderung um dp eine Energiednderung um <‘9—§) dp bedingt. Andererseits be-
v

deutet eine Temperaturidnderung d7 bei konstantem Volum eine Druckénderung

(%b_) dT. Daher wird auch
T/v c __(6E> _((")E\ (6;5) o
»=\az), = 55). o7). #)

was auch formal aus (5), Ziff. 15, folgt (dV =0, dp= (3;’,) dT) .
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d .
b) Spezifische Wirme bei konstantem Druck p = konst., % = 0. Hierbei

ist fur Z_IY/: die im Ausdehnungskoeffizient bei konstantem Druck auftretende
0
Grofie (bl;) (Zitf. 8) zu benutzen. Es wird also
»

() 0

Die Bedeutung des zweiten Summanden wurde schon besprochen. Die

relative GroBe der beiden Glieder in der Klammer ist fiir verschiedene Stoffe
0 . .

sehr verschieden. Fiir ideale Gase ist <£>T= 0 (Ziff. 8), hier unterscheidet

sich die spezifische Wirme bei konstantem Druck von der bei konstantem Volumen

nur um den Betrag, der zur Leistung der Arbeit gegen den duBeren Druck notig

ist. Bei festen Korpern hingegen ist Fa viel groBer als p (wenn nicht der Druck

viele hundert Atmosphiren betrigt). Infolge des kleinen Ausdehnungskoeffizien-
ten ist im allgemeinen die Druckarbeit (mit der eben erwdhnten Einschrinkung)
vernachldssigbar klein, und nur infolge der starken Abhéngigkeit der inneren

Energie vom Volumen ist ein merklicher Unterschied zwischen C, und C, vor-

0
handen. <W€>T ist ndmlich zum groBen Teil (bei T = 0 allein) fir die elastische

Energie verantwortlich.
Statt von (1'), Ziff. 15, kann man auch von (3) ausgehen und erhilt [(4'), Ziff.15]

B (B,

(3) und (4) sind identisch, da

(-5
o1),= ezt av)er),
Fir den Sinn dieser Gleichung beachte man die entsprechenden Bemerkungen zu (1).
Im allgemeinen ist

OE .
sy H >0 (5)

Endlich kann man noch die Form (5), Ziff. 15, benutzen und

()0 0

schreiben. Vergleich von (4) und (6) liefert

25, - (25,65 o

Hier wird die Aufmerksamkeit auf die Zwischenvariable V gelenkt. Der zweite
Faktor gibt an, welchen Wert man ihr bei Temperaturerhéhung erteilen muB,
um den Druck konstant zu halten, die erste, welche Energieinderung einer
Voluminderung bei konstantem Druck entspricht. Aus (4) und Ziff. 15 folgt

ferner "
cbp> ,
CII - <fal 7)' (4)
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c) Spezifische Wirme auf beliebigen Zustandskurven. Die allgemeine
Formel (1) zeigt, daf die spezifische Warme je nach dem willkiirlich vorgeschriebe-
nen Zusammenhang zwischen V und T alle denkbaren Werte annehmen kann.
Um uns ein einfaches Bild vom Zustandekommen dieser Zustandskurve zu
machen, denken wir uns den untersuchten Stoff in ein mit Stempel versehenes
Gefil eingeschlossen und dieses in ein Wirmebad gebracht. Die Vorrichtung,
welche die Heizung und damit die Temperatur des Wirmebades reguliert, soll
nun durch einen beliebig einstellbaren Mechanismus mit dem Stempel verbunden
sein, so daBl man willkiirlich vorschreiben kann, welche Stempelstellung sich zu
einer gegebenen Temperatur automatisch einstellt. So kann man die Kurve V(T)
in der V, T-Ebene willkiirlich regulieren. Wenn man von einem bestimmten
Zustand, d. h. einem bestimmten Wert von V, T ausgeht, so hdngt es von der
Wegrichtung, von Z—;/— ab, welche Wirmemenge man
zufithren mul, also welches Cy man nach (1) erhilt.

P
E
C steigt mit - av wenn ) + p > 0. Besonders

(0
dar’ ov
wichtige Richtungen sind:
a) Diejenige, in der C = 0 ist, d. h. in der eine
Veranderung des Volumens und der Temperatur er-
folgt, ohne daB Wirme zugefithrt werden muB, weil
die geleistete Arbeit gerade die Energleanderung
deckt. Man nennt eine solche Anderung adiabatisch,
die Kurve Adiabate. Ihre Richtung ist gegeben durch

o= (G + () +#)(E), U

oder av C, Abb. 1. Die verschiedenen
oT a = 7 OE\ () spezifischen Warmen in Ab-
a (_) + p. hangigkeit vom Wege.

p) Diejenige, in der C =ocist. Hier tritt trotz Wirmezufuhr (3Q + 0)
keine Temperaturinderung ein (d7 = 0), weil die ganze Warmezufuhr teilweise
von der duBeren Arbeit verbraucht wird und der Rest zur Deckung derjenigen
Energiednderung dienen muB, die durch Voluménderung bei konstanter Tempe-
ratur bedingt ist (Isotherme). Die Gleichung dieser Kurve ist 7 = konst.,

50 = ((aE) + ?)W

y) Zwischen der vertikalen Isotherme und der Adiabate mit ihrer negativen
[wenn (5) gilt] Neigung liegt die Horizontale ¥ = konst., die Isochore. Fiir sie
ist C = C,, ferner die Isobare C = C,.

d) Fiir Kurven, deren Neigung stirker negativ ist, als es der Adiabate (7)
entspricht, ist C negativ. Das bedeutet folgendes: Hier ist die mit einer Tempe-
raturerhéhung verkniipfte Volumverkleinerung so groB, daB die hierzu nétige
Arbeit nicht nur imstande ist, die Energieinderung zu decken, sondern auch
noch Wirme abgefiihrt werden muB, um die Temperatur nicht itber das gewiinschte
MaB steigen zu lassen. Hierbei ist beziiglich der Energiednderung noch zu be-
achten, dal zwar die Temperaturerhhung eine Energieerh6hung verlangt, die
gleichzeitig vorgeschriebene Raumverkleinerung aber hiufig Energie liefert

[(2?) dT+(°E) dV, dV negativ!].
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In der allgemeinen Formel kann man noch folgende bequemere Schreibart
anwenden. Nach (3) ist

8E> C,—C, <6T>
(65), +p= <8V> = (€~ €57, ®
0T )/p
. oT
Hier bedeutet ) dV die Temperaturinderung, die man anbringen muB,
um bei einer VolumvergroBerung um 4V den Druck konstant zu halten. Damit
kann man schreiben 6T\ (dV
éx =t~ 6 (7). (37 )
und fiir die Adiabate <0“ V) c, (5 V) ,
T T C,— ¢, \oT)y 7)

Statt der Darstellung in der V, T-Ebene kann man auch eine Darstellung
in der p, V-Ebene wihlen (Abb.1). Sehr hdufig werden Zustandskurven in dieser
Form angegeben. Um (1) auf diese Form umzurechnen, schreibt man

oT aT )
i () + (D
oder nach Division durch 4V, Benutzung von (5), Ziff. 8, und Umrechnung
dV 1 1
e G
oV/p op/rdVv
Das ergibt, in (1) eingesetzt
— Cﬁ — G
ap)r\av)x

9 d
(5;)7’ ist stets negativ (Ziff. 8). Daher nimmt Cy mit steigendem Elé stets ab,

wenn, wie spiter (Ziff. 40) bewiesen wird, C, — C, > 0. Die Adiabate heifit
jetzt

)= &b
(W aa C,\OV 11
Sie verlduft stets mit negativer Neigung. Fir % benutzt man haufig die Ab-
kitirzung ». Also v
0?) _ @jﬁ) ,
(67 ‘(WT' ut’)

Da » wegen C, — C, > 0 (Ziff. 40) stets groBer ist als 1, verlauft die Adiabate
stets steiler als die Isotherme. In der p, V-Ebene haben diejenigen Zustands-

. d e .
danderungen negatives C, deren ZiT;I; positiver ist, als es der Adiabate entspricht,
bis zur Isotherme <(ET€>T wo der Bruch von — oo zu + oo umspringt.

17. Die innere Energie als Funktion der Zustandsvariablen. Wir wollen
nun iiberlegen, wie man prinzipiell £(V, T) am zweckmiBigsten bestimmt. Wir

wihlen willkiirlich irgendeinen Zustand V, T, als Ausgangspunkt und nennen
seine Energie E(V,, 1) = E,.
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Die Energie bei anderen Temperaturen, aber dem gleichen Volum, bestimmt
man nun am einfachsten kalorimetrisch (Ziff. 13)

E(WVy, T) = E(V,, To) + fTCvdT- (1)
Ty

Nun kann man natiirlich, von jedem anderen Volumen und derselben Temperatur
ausgehend, wieder kalorimetrisch die mit einer Temperaturdnderung verkniipften
Energieinderungen bestimmen

E(WV, T)—E(V, Ty = /TCU(Vl)dT’ (2)
T,

aber es fehlt noch die Bestimmung der Funktion E(V, T), d. h. die Volum-
abhingigkeit der Energie bei fester Temperatur. Man kann sich durch eine
.andere Messungsart diese Kenntnis gleichzeitig mit der in (2) ausgedriickten
erwerben, und zwar sind hierfiir prinzipiell zwei Methoden mdoglich:

Erstens kann man die (reversiblen) Adiabaten untersuchen; dann erhilt man

TZiff. 6, (7)] }
(o)t 2=~ (50) ), 6)

0
‘Wenn man fir alle V, T-Werte $ und <%)ad als Funktionen von V und T

kennt, ist das eine partielle Differentialgleichung von E (V, T), in deren Losung
die noch willkiirliche Funktion durch (1) festgelegt wird.

Zweitens kann man die Verinderungen untersuchen, die ohne Ab- oder
Zufithrung von Warme und ohne &duBere Arbeit ablaufen. Solche Vorginge
‘verlaufen im allgemeinen von selbst und sind nicht direkt umkehrbar; sie
kommen meistens dadurch zustande, daB man dem betreffenden System einen
.groBeren luftleeren Raum zur Verfiigung stellt, wobei die VolumvergréBerung
.arbeitslos, d. h. unter dem Druck 0 erfolgt. Man bewerkstelligt dies durch Weg-
ziehen einer Schiebewand oder Offnen eines Hahnes.

Bei solchen Vorgingen ist E(V, T) konstant (0Q =dA4 =0). Meist ist
.allerdings wihrend des Vorgangs die innere Energie nicht konstant, sondern
.anfangs verwandelt sich ein Teil der inneren Energie in mechanisch-kine-
tische (Stromung von Gasen, Schwingungen bei festen Kérpern). Nach einiger.
.Zeit geht aber diese wieder in innere Energie iiber, so daB nach Einstellung des
‘Gleichgewichtes wieder nur mehr innere Energie vorhanden ist, die somit den
_gleichen Zahlwert hat wie vor Beginn des Prozesses. Man erhilt so die Kurven

E (V, T) = konst.,

-d. h. zur selben Energie gehérige Wertsysteme 7T, V. Die Konstante selbst erhilt
man so natiirlich nicht (d. h. Beziehungen zwischen den verschiedenen Kurven
.E = konst.), diese findet man aber aus der einen kalorimetrischen MeBreihe (1).

18. Der Versuch von Gav-Lussac. Das ideale Gas und sein adiabatisches
‘Verhalten. Die zuletzt beschriebene Methode hat zuerst Gay-Lussac fiir Gase
1809 angewandt. Das Gas befand sich in einem Gefil A vom Volum V,, das
von einem anderen, evakuierten Gefi B durch einen Hahn abgesperrt war.
Beim Offnen des Hahnes sank zuerst die Temperatur vom Wert T, ab, weil
-ein Teil der inneren Energie in kinetische Strémungsenergie umgewandelt wurde.
Diese letztere wurde aber im zweiten Gefill nach einiger Zeit infolge der Reibung
"wieder in Warme verwandelt, so daBl das Gas, als Ganzes ruhend, das ganze
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Volumen V, gleichmiBig ausfiillte. Da weder Wirmeleitung nach auBlen noch
irgendeine mechanische Arbeitsleistung stattfand, mu3 sein

E(Vy, T) =EV,, Ty.
Das Experiment zeigte nun T, = T, oder
EWV,,T) =E(Vy, T)). (1)

In Wirklichkeit hat Gay-Lussac die Einstellung des Gleichgewichtes nicht
abgewartet, sondern das Resultat aus den gemessenen Temperaturdnderungen
berechnet.

Genauere Messungen zeigen aber bei wirklichen Gasen Abweichungen von (1),
die mit abnehmendem Druck kleiner werden. Daraus folgt, dafl beim idealen
Gas firr konstante Temperatur und grofBes Volumen die innere Energie nicht
vom Volumen abhingt OF

( )T: 0. (19

v,
Differenziert man (1’) nach 7, so sieht man, dal dadurch auch C, vom Volumen
unabhingig wird.
Fiir die Anwendung der im vorigen abgeleiteten Formeln auf das ideale Gas
ibt sich Ziff.
ergibt sich {(3) Ziff. 16] C,=C,+R. 2)

Bei konstantem Druck ist auBer der zur reinen Temperaturerh6hung nétigen
Wirme C,d T also nur noch die zur Leistung der duBleren Arbeit pdV=4d (pV)
= d(RT) = R4T notige zuzufithren, wihrend die Ausdehnung an sich keine
Energieinderung bedingt. Diese Uberlegung hat R. MAVER 1842 zur ersten
Berechnung des mechanischen Warmeiquivalents benutzt, da C, — C, in ka-
lorischem, R in mechanischem Mal bekannt war.

Die Gleichung der Adiabate lautet nach Ziff. 16, (11") fur ein ideales Gas, da

0p RT P

(6._V>T:_7{ S (3)
ap _ p
F17Z 7 @

Hier ist im allgemeinen aber x» nicht unabhingig von V, denn auf der Adiabate
dndert sich mit V' auch die Temperatur. Wir stellen die allgemeine Formel zu-
riick und nehmen zuerst an, dal C, und damit

Co,+R R
Am»r———cv—rr—1—}—a>1 (5)
von T unabhingig ist. Dann folgt
pV* = poVi (©)
R
oder TVt = T,Vi1; x—1=, (")
1-#» 11—
e —— 1—x R "
[ b . e e 6
Tp * =Topo * ; > , ")
Die zu einer adiabatischen Kompression nétige Arbeit wird
Vi %=1

1

4= /dpdV: C,T, {(;:)1 - 1}: C, T (f’ﬁ) - 1~ —C(Ty—T). ()
v, ’
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Um ebensoviel nimmt die innere Energie ab (6Q = 0!). V,/V, nennt man
den Kompressionsgrad, #,/p, das Druckverhiltnis.

v

Im allgemeinen Fall T

aus, die nun lautet

+ 0 geht man zweckmabBiger von (7'), Ziff. 16,

av c, vV
T~ RT ®

{Diese Gleichung hdtte man direkt aus dem Ansatz ableiten kénnen, daB die
zur Temperaturerhéhung nétige Energie C,d7 von der &duBleren Arbeit

— pdV = — %T— dV geliefert wird)

Daraus folgt fiir die Adiabate

T
14 1 /C
AL i 9)
In ;- = f ~aT. ()
T,
was fiir C, = konst. mit (6") tibereinstimmt; fiir C, = C) + « T ergibt sich z. B.
@

V#-1Te ° = konst .

19. Isotherme und Polytrope beim idealen Gas. AuBer der eben bespro-
chenen Adiabate sind noch andere Zustandsfolgen fiir das ideale Gas von Be-
deutung. Wir setzen dabei im folgenden voraus, da der Vorgang direkt
umkehrbar, der Druck also stets der Gleichgewichtsdruck ist. Auf der Isothermen
wird bei der Ausdehnung eine Arbeit vom Betrag

V, v ;b
A=/pdV=RT1ni=RTln»—1 (1)
V. Vl p2

geleistet. Hierbei gilt die Gleichung pV = $,V,.
Da die Temperatur konstant bleibt, dndert sich die innere Energie nicht

( oE ) —0
ovVi)r
Demnach muB ebensoviel Wirme zugefithrt werden, als Arbeit geleistet wird,
0=0Q0— 4, Q:RTlnﬁ.
v,

Beim Vergleich von (1), Ziff. 19, und (7), Ziff. 18, ergibt sich, daB die isotherme
Kompression vom Volum V), auf das Volum V, bei der Temperatur T, weniger
Arbeit erfordert als die adiabatische, weil infolge der Nichtableitung der Warme
in letzterem Fall der Druck schneller ansteigt [grofere Steilheit der Adiabate (11),
Ziff. 17]. Dagegen wiirde eine isothermische Kompression bei der Temperatur T,
der adiabatischen Endtemperatur, mehr Arbeit erfordern als die adiabatische.
In der Technik betrachtet man hiufig Zustandsinderungen, die zwischen dem
isothermen und adiabatischen Fall liegen, sog. Polytropen

PV = poVi 2
mit beliebigem #. Fiir sie folgt

TV»-1 = T, Vp-1
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und da nach (1), Ziff. 15, und (1), Ziff. 18, firr das ideale Gas gilt
RT

so ist

_ C, 1 C,,) av
59*’*(?“7_7 RV )

Fir # = » wird daraus die Adiabate 0Q =0, fiir #» =1 die Isotherme;
fir 1 <<m <2 ist 6Q bei Temperaturerhshung negativ, es liegt der in (16d)
besprochene Fall vor, daB man bei Kompression infolge zu starker Druck- und
Temperatursteigerung Wirme abfiihrt; bei # > x ist 8Q positiv, man muB
Wirme zufiihren und dadurch die Temperatur itber das MaB, das durch adiaba-
tische  Kompression erreicht wurde, hinaus erhhen, um einen der Gleichung (2)
entsprechenden, geniigend starken Druckanstieg zu erreichen. Aus (3) folgt,
daB die spezifische Wirme auf der Polytrope

5Q (cv 1 )
o ~RR =)

konstant ist, wenn C, nicht vom 7T abhiingt. Es gilt auch die Umkehrung hiervon.
20. Einige Differentialbeziehungen. Aufler den Formeln (2), Ziff. 16, und
(6), Ziff. 16, von denen sich die letzte in kleiner Erweiterung

o-lE, -G, o

schreiben 148t, kann man leicht noch folgende Formeln ableiten

)= )5 )

)dT:RT(1—(n—1)

N
S

(%)T = (Cer)(g;;)p, [(2) Ziff. 15, (3), Ziff. 16]
(52), = c—cal ),

(271(2)], =G (j%)zj [(1), Ziff. 20]
(%%)v =G (’ig)L [(2)), Ziff.16]

Alle dicse Formeln sind dadurch bedingt, daB E als eine Funktion von je
zwel Zustandsvariabeln v und T oder » und p oder p und T geschrieben werden
kann, und diese drei durch die Zustandsgleichung p = f(V, T) verbunden sind.
Sie sind also Formeln fiir Anderungen der unabhingigen Variabeln.

Das gilt jedoch nicht fiir eine Beziehung, die folgendermaBen erhalten wird:

E
Man 16st (1) nach <\(O97V> auf und differenziert nach 4, ferner 16st man (2), Ziff. 16,
A P 2

nach < ;—) auf, differenziert nach v und setzt dic beiden Ausdriicke fiir ———
op /v cVep

gleich. Es wird

oerT C, oT ¢C, 6’[_1

G = ey T v T &
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In dieser Gleichung kommen nur beobachtbare GroBen vor. Wiirde sie sich
irgend einmal verletzt zeigen, so wiirde das bedeuten, daB es keine ein-
deutige Funktion des Zustandes E gibt, welche der Bedingung geniigt, daB
[O0E = [6Q + [pdV ist. Dann wiirde man also entweder schlieBen, daB das
Energieprinzip verletzt ist, man demnach eine periodische Maschine bauen kann,
die eine der zwei in Ziff. 13 verbotenen Leistungen vollbringt, oder aber, daB bei
dem ProzeB3 auBer den beriicksichtigten noch eine weitere Energieart (Arbeits-
leistung) ins Spiel kommt.

21. Der Carvorsche KreisprozeB mit einem idealen Gas. Eine wichtige
Gruppe von technischen Maschinen arbeitet dadurch, daB sie Wérme in mecha-
nische Arbeit verwandelt. Da man dabei endliche Abmessungen einhalten mubB,
baut man die eigentliche Kraft-
maschine so, daB sie periodisch P
arbeitet, d. h. daB3 der Kolben
immer wieder in dieselbe Lage
zuriickkommt. Eine Maschine,
in deren Arbeitsvorgang unend-
lich groBe Volumina auftreten
milften, bei der also ein Stempel
in unendlich groBle Entfernung
gedriickt wiirde, ist unbrauch-
bar. Um einen moglichst voll- :
kommen durchrechenbaren Pro-  Abb.2a. CarNotscher Kreisproze8 im p, v-Diagramm.
zeB zu haben, hat S. CARNOT im
Jahre1824dennachihmbenann-  ,
ten KreisprozeB untersucht, in

welchem als Arbeitsvorrichtung 5 L v

ein Gef4B, mit einem Arbeitsstoff 2 Z

gefiillt und mit einem Stempel 14

versehen, dient. Wir wollen als 7, =7 =,

Arbeitsstoff hier ein ideales Gas
mit temperaturunabhingigem
C, benutzen. Die Bezeichnung
KreisprozeB rithrt daher, daB
nach Ablauf eines bestimmten Abb.2b. Carnorscher KreisprozeB im 7', v-Diagramm.,
Arbeitsvorganges das Gasgefil3

stets wieder in denselben Zustand (Volumen, Temperatur) zuriickkehrt. AuBerdem
gehoren zu der Maschine zwei groBe Wirmereservoire 1 und 2 von den Tempera-
turen T und T, (T, > T,); sie sollen so groB sein, daB Wirmeentnahme ihre
Temperatur nicht merklich dndert, bzw. sie sollen immer wieder auf die Tem-
peraturen T, und T, aufgeheizt werden. Die beiden Behilter kehren nach
Beendigung des ,,Kreis‘‘prozesses nicht wieder in ihren fritheren Zustand zuriick,
sondern erleiden dauernde Anderungen.

Der Carnotsche Kreisproze besteht nun aus vier aufeinanderfolgenden
Einzelvorgingen, die in Abb. 2a und 2b sowohl im $, v- als im T, v-Diagramm
dargestellt sind.

Der erste Teil (I) des Prozesses besteht darin, dafl das Arbeitsgas, das sich
in Wirmeausgleich mit dem Behilter 2 befindet und daher selbst die Tem-
peratur T, hat, isotherm (und unendlich langsam, Ziff.10) vom Volumen v auf
das Volumen v’ ausgedehnt wird. Hierbei bleibt es in Berithrung mit dem Be-
hilter 2 und nimmt daher umkehrbar (im Gleichgewicht, Ziff. 10) aus ihm die
Wirmemenge + Q; auf, die nétig ist, um die geleistete Ausdehnungsarbeit 4

Handbuch der Physik. IX. 3
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zu liefern, da sich die innere Energie E nicht édndert (Ziff. 18). Die ge-
leistete Arbeit ist

17

AF:an%n (1)

und ebenso groB die zugefithrte Wirme:

’

@=+an%. (1')

Am Ende des Teilprozesses I wird die wirmeleitende Verbindung mit dem
Behilter gelost und das System vor Wiarmezu- oder -abfuhr geschiitzt. ProzeB IT
besteht nun in einer weiteren, jetzt adiabatisch vorgenommenen umkehrbaren
Expansion bis zur Temperatur T,. Das Volumen, bis zu dem expandiert werden
mulB, berechnet sich nach (6'), Ziff. 18, zu

" &) #-1
o <T1 . @
Die gewonnene Arheit ist [(7), Ziff. 18]
Au=C,(Ty—Ty), 3),
die Wirmezufuhr
Qu=0. 3

Nun bei der Temperatur T, angelangt, wird die wirmeleitende Verbindung mit
dem Behilter 1 hergestellt; es besteht Gleichgewicht.

Als TeilprozeB II1 beginnt man nun isotherm umkehrbar zu komprimieren,
wobei die Kompressionswiarme Qi vom Behélter 1 umkehrbar aufgenommen
wird., Die Kompression wird bis zu einem Volum »""' vorgenommen, das man

nach folgender Formel wihlt: 1

" Tz)”'l
"= (Tl . 4
Es ist also nach (2) und (4) e 0
v v
= ®

Die bei der Kompression vom Gas geleistete Arbeit ist negativ, nidmlich

4

+ A= RT,In"Y,, = RT,In-"-.
v v

Die ibr dquivalente Wiarmemenge — Qyy; wird an den Behilter 2 abgegeben
v'
—QIH=—A1H=+RT11117- (5

s

Das Kompressionsverhéltnis »”//v""" ist gleich dem Expansionsverhiltnis v’'/v
beim Teilvorgang I [nach (5)]. Trotzdem ist die Arbeit, die jetzt geleistet werden
. . . A T . .
mulB, kleiner als die bei I gewonnene, — Z;I:VT?’ weil die Temperatur in
111 1
diesem Verhiltnis hoher ist. Dadurch ist bei entsprechenden Volumwerten der
Druck beim Teilprozel3 I im Verhiltnis T, /7T, groBer, und daher stehen auch die
Arbeiten in diesem Verhdltnis. Endlich wird nach Erreichung des Volumens v’
die Verbindung mit dem Behilter 1 gelést und das Gas jetzt weiter adiabatisch
bis zum Volumen v komprimiert. Dabei ist das Volumen v gerade so gewahlt
worden, daf3 die Kompressionsendtemperatur nach (5) wieder den Wert T,
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erreicht, demnach der Kreisproze geschlossen ist. Die zur Kompression nétige
Arbeit — Ay ist also [(7), Ziff. 18]

—Aw =Co(T,—T,) = +4u, Qwv=0. (6)

Die Arbeiten bei den beiden adiabatischen Prozessen heben sich gerade
gegenseitig auf, Ap+ Aw=0. Ferner ist Qu--Qiv=0, da diese beiden
einzeln verschwinden. Es bleiben noch die Prozesse I und III. Fiir sie erhilt
man durch Summation

1 ’

Ay A= + R (T, — Tl)ln%, Or 4 Oy = R(T, — Tl)lnv?. 7)

Der erste Hauptsatz ist natiirlich erfillt. Es ist im ganzen also dem Behilter der
Temperatur T, die Wiarmemenge Q; entnommen und dem Kilteren Behilter die
Wirmemenge —Qqir zugefithrt worden, wihrend der Rest Qr 4 Qur in Arbeit
des Kreisprozesses

4

Ao = A; + Au + Ay + Awv = R(Tz - Tl)ln 7;

(@)

verwandelt worden ist. Der Vergleich von (1°) und (8) lehrt dann: Es ist der

Bruchteil L, —1, der bei T, aufgenommenen Wirmemenge in Arbeit verwandelt,
2
T,—-T
Ay =01 szl , (9)

T
wihrend der Bruchteil Qi :“QITI an den Kkilteren Behilter wieder ab-
2

T, —T . .
Z2__ "1 nennt man den ,Wirkungsgrad* des Kreisprozesses.

gegeben wird,

2
22. Modifizierter KreisprozeB von Crapeyron. Man kann noch einen anderen

C,

KrelsprozeB ausfithren, bei dem die Voraussetzung = 0 nicht nétig ist
oT

(ADbb. 3).

Hierzu beginnt man mit dem gleichen Vorgang I

wie unter Ziff. 21. Dann setzt man aber nicht mit _ 7;|_

einer adiabatischen Expansion als zweiten Vorgang T r27 ZF]?I

fort (41> 0, Qu = 0), sondern kiihlt bei konstantem

Volumen ab <A11 =0, —0n —/C dT) Um das zu

1%

ermoglichen, braucht man einen Warmebehalter 3 mit
variabler Temperatur, also am zweckmiBigsten ein  app. 3. Crapevronscher
gasgefiilltes Gefifl mit umkehrbar verdnderlichem Kreisproze8.
Volumen. Diesem erteilt man die Temperatur 7', und

bringt es mit dem Arbeitsgefill in wirmeleitende Verbindung. Dann ver-
groBert man langsam das Volumen von 3, wobei sich 3 und das Arbeitsgefd bis
zur Temperatur T, abkithlen. Die Differentialgleichung fiir 3 ist

_cvdecv,dTJrngg. (1)
3

Um stets Gleichgewicht zu haben, kann man etwa die Belastung des Stempels
von 3 nicht direkt durch ein Gewicht, sondern durch ein an einer Schnur hangendes
Gewicht vornehmen, das nicht frei hingt, sondern auf einer Fliche von solcher

3*
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Form gleitet, daBl die Kraft stets proportional dem sich aus der Losung
von (1) berechnenden Druck p = A ist.

3

Mit dieser Anordnung wird also dem Arbeitsgas die Wirme Qy; entzogen
und in potentielle Schwereenergie verwandelt. Nach Erreichung von T wird die
wirmeleitende Verbindung zwischen dem Arbeitsgas und Behilter (3) gelost,
zwischen dem Arbeitsgas und Behilter 1 hergestellt, wihrend 3 nun unbeeinfluB3t
bleibt. Als Proze8 III folgt nun die isotherme Kompression des Arbeitsgases
bei der Temperatur T; vom Volum ¥V’ auf das Volum V in Beriihrung mit dem
Behilter 1. Hierbei wird die Arbeit Ay [(57), Ziff. 21)] verbraucht und die 4qui-
valente Wiarme —Qp;1 an den Behilter 1 abgegeben.

Nach FErreichung des Volumens V' wird die wirmeleitende Verbindung mit
dem Behilter 1 geldst und mit dem variablen Behilter 3, der unveridndert auf
der Temperatur T, geblieben war, wieder hergestellt. Nun folgt als Vorgang IV
eine umkehrbare Kompression des Behilters 3, die dem mit ihm dauernd auf
gleicher Temperatur befindlichen Arbeitsgas Wirme zufithrt, wobei die Tem-
peratur des Behilters 3 und des Arbeitsgases steigen. Da die spezifische Warme des
Arbeitsgases vom Volumen unabhingig, also beim Volumen V (Prozel3 1V) gleich
ist der beim-Volumen V' (Proze8 II), so ist die zur Erwdrmung des Arbeitsgases
von T, auf T, notige Wiarmemenge Qrv (entgegengesetzt) gleich der bei der Ab-
kithlung abgegebenen Qr.

T,
Quv = [ C,dT = —Qu, Aw =0.
T,

Demnach ist am Ende des Prozesses IV, der den KreisprozeB3 schlieft, auch der
variable Behidlter 3 in seinen urspriinglichen Zustand, sowohl was die Tem-
peratur als auch was das Volumen, d. h. die potentielle Energie des den Druck
regulierenden Gewichtes betrifft, zurtickgekehrt und darf daher bei Aufstellung
der Bilanz auBer Betracht bleiben. Fiir die Arbeit des ganzen Kreisprozesses
erhilt man daher auch hier, da wieder Qi1 + Qv = 0, 411 + A = 0 ist, die-
selben Formeln Ziff. 21, (8) und (9).

Es sei nochmals kurz hervorgehoben, was fiir Voraussetzungen in Formel (9),
Ziff. 21 enthalten sind: 1. die Gesetze des Temperaturausgleichs Ziff. 5 und der
Moglichkeit direkt umkehrbarer Prozesse Ziff. 10; 2. der erste Hauptsatz Ziff. 12,
13, in der Form, daB bei isothermen Prozessen mit idealen Gasen Q + 4 =0
ist; 3. die Behauptung, daB bei idealen Gasen, bei denen pV = RT ist, C,
von V nicht abhingt.

Natiirlich kann man beide Kreisprozesse auch umgekehrt durchlaufen, wobei
aus dem kilteren Behilter die Warme |Qui| entnommen wird, Arbeit |4, ver-
braucht wird und dafiir die Wirmemenge |Qui|-+ |4,|=|Q1| an den wirmeren
Behilter abgegeben wird.

23. Kreisprozesse mit unendlich kleiner Temperaturdifferenz. LiBt man
die Temperaturen T, und T, einander sehr nahe riicken, so 1iBt sich Formel (9),
Ziff. 21 wesentlich einfacher schreiben.

A
Die rechte Seite wird Q;TT.

Auf der linken Seite steht A7+ A,

Nun setzen wir statt A die GroBe — Ay . Hier wire Ay die Arbeit, die
man gewinnen koénnte, wenn man den ProzeB III statt von rechts nach links,
von links nach rechts verlaufen liefle, in derselben Richtung, wie I verlauft.
Dieser neue Prozel3 II1" ist aber (besonders einfach beim Kreisprozel3 von Ziff, 22)
nichts anderes als der ProzeB I, nur bei der Temperatur T, = Ty - AT statt
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bei der Temperatur T, vorgenommen. Entsprechend ist die Arbeit A" einfach
die Arbeit A; bei tieferer Temperatur, also

’r__ dAI )
Am’ = 41 — (_—dT T2AT + -
— o a4, ) .
Ay = A1 — Aty = A1 _<AI ~ T AT +
oder im Grenzwert lim A, — dA; AT,
AT =0 ar
Nun kann man den Index I weglassen und erhilt fiir den unendlich kleinen
Kreisproze8 dA 0
a =t &

Es sei nochmals ausdriicklich auf die Bedeutung der Buchstaben in (1) im Gegen-
satz zu (9) Ziff. 21 hingewiesen: ,

In (1) ist Q die bei einem einseitigen, d. h. von einem Zustand zu einem
davon verschiedenen verlaufenden, isothermen reversiblen Vorgang aufgenom-
mene Wirmemenge. 4 ist die bei demselben einseitigen Vorgang geleistete Arbeit.
LaBt man denselben Vorgang, statt bei 7', bei der Temperatur T" + dT gehen,

so ist die Arbeit um %; dT groBer. Dasist die Bedeutung von % , nicht aber

etwa die Arbeit, die bei einer Erwdrmung geleistet wird. Die ganze Gleichung
bezieht sich auf einen einzigen isothermen Vorgang; der KreisprozeB ist nur
bei der Ableitung benutzt worden.

Im Gegensatz dazu bezieht sich (9) Ziff. 21 auf einen KreisprozeB; zwar Q;
ist die bel einem isothermen Vorgang (und zwar dem bei der héheren Temperatur)
aufgenommene Wirmemenge wie im vorigen Fall, dagegen ist 4, die Arbeit des
ganzen Kreisprozesses selbst. Im Fall unendlich kleiner Temperaturunterschiede

4 T T
7:,7( 2 1) .

24. Der Crarevronsche Kreisproze8 mit dem Idealstoff. Carnorsche
Temperaturskala. Wir hatten bisher die Kreisprozesse in Ziff. 21, 22 und 23
mit idealen Gasen ausgefithrt. Dabei muBten wir aber das Erfahrungsresultat

von Ziff. 18 mit benutzen, daf gleichzeitig $V = RT und (j—g)T =0 gilt.

Betrachten wir das als reines Messungsergebnis, so kénnen wir nie sicher sein,
dafB diese beiden Beziehungen gleichzeitig genau gelten, bzw. es konnte ein Wider-
spruch sein, daB sie gleichzeitig genau gelten. Nun werden wir allerdings spiter
als Folge aus dem zweiten Hauptsatz ableiten, da8 die beiden Beziehungen
aneinandergekniipft sind und daher gleichzeitig gelten miissen, wenn eine der
Beziehungen gilt. Es ist aber logisch unbefriedigend, eine Tatsache, die Folge
des zweiten Hauptsatzes ist, als Erfahrungsresultat vorwegzunehmen und beim
Beweis des zweiten Hauptsatzes mit zu benutzen. Darum wollen wir nun auf die
Verwendung eines idealen Gases als Arbeitsstoff im Kreisproze8 verzichten und
uns einen ,,Xdealstoff” vorstellen, von dem wir lediglich voraussetzen, daB

<Z—I€)T: 0. (1)

ist 4y =

(2,0
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fur ihn gilt, ohne daB wir gleichzeitig eine bestimmte Zustandsgleichung an-
nehmen. In dieser Voraussetzung kann wohl kein innerer Widerspruch stecken.

Nun fithren wir mit diesem Idealstoff zwischen zwei fest vorgegebenen (Mol-)
Volumwerten ¥’ und V"’ einen CLAPEYRONschen Kreisprozef aus, in dessen erstem
Teilvorgang dem Wirmebehilter 2 die Wiarmemenge Qp entzogen und dabei die
Arbeit Ay geleistet wird. Dann wird als zweiter Vorgang bei konstantem Volumen
V' der Arbeitsstoff mittels der Hilfsapparatur, bei der ein ideales Gas benutzt
werden kann, iiber die Wir aber nichts voraussetzen miissen, umkehrbar die

Wirmemenge — Qp = + f CodT entzogen. In IIT wird jetzt unter Aufwendung

der Arbeit — Ay der Idealstoff auf V' komprimiert, wobei die Warme Qyy an
den Behilter 1 abgegeben wird, zum SchluB wird mit der Hilfsapparatur wieder

die Wirme Qry = f C 4T = —Qp bei konstantem Volumen V'’ zugefiihrt, wobei

T,

die Temperatur T, wieder erreicht wird und auch die Hilfsapparatur in den
Ausgangszustand zuriickkehrt.

Es gilt
Q1+ QO = + (A1 + Am) -

Der Wirkungsgrad ist
Ar+4 O+ QHI
Q1 Or

-Die GréBen 4 und Q hingen von der Natur des Idealstoffes [es kénnte ja von
vornherein mehrere Idealstoffe mit verschiedener Zustandsgleichung geben, die
(1) gentigen], von dem Molvolumen im Ausgangs- und Endzustand ¥’ und V"
und den Temperaturen I', und T in unbekannter Weise ab und sind den Mengen
des arbeitenden Idealstoffes proportional. #ist also von dieser Menge unabhingig.

Wir wollen nun willkiirlich einen bestimmten Idealstoff wihlen und ebenso
willkiirlich ¥’ und V"' > V' festsetzen. Dann ist # nur von T, und T, abhingig,
wihrend wir bei gegebenen Temperaturen den Einzelwert von (; bzw. von
Ay = A1 + A durch Wahl der Menge des Arbeitsstoffes willkiirlich bestimmen
koénnen.

Wie # von T, und 7, abhingt, wissen wir nicht.

Wir gehen nun von der auf die idealen Gase aufgebauten Temperaturskala,
die wir seit Ziff. 6 festgehalten hatten, ab und wihlen eine neue Temperatur-
skala, die wir ,,CArRNOTsche Temperaturskala‘ nennen wollen. Wenn wir zwei
Wirmebehilter haben, zwischen denen der gewihlte Idealstoff auf einem Crapey-
RONschen Kreisproze zwischen V' und V' den Wirkungsgrad # gibt, so wollen
wir die Temperaturskala so wihlen, daB diesen Behiltern die Temperaturen T,
und 7, zukommen, die durch

(3)

=+

=1—— =7 )

definiert sind. Diese Temperaturskala kann allerdings vorderhand noch von
der ein fiir allemal willkiirlich getroffenen Wahl des Idealstoffes und von V’
und V" abhingen. Die vollstindige Bestimmung der Skala erfordert ferner die
Festlegung der Einheit, die wieder durch Bestimmung des Abstandes zwischen
normalem Schmelz- und Siedepunkt des Wassers gleich 100° erfolgt.

Nun ist noch zu zeigen, daB die Festlegung (4) nicht zu Widerspriichen
fithrt. DaB sie in sich widerspruchsfrei ist, erkennt man, wenn man denselben
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Arbeitsstoff einmal direkt zwischen den Temperaturen T3 und 7, arbeiten 148t
und aus dem gemessenen 7,53 T3 bestimmt, dann zwischen T; und T, hierbei T,
aus 5y, nach (4) entnimmt und schlieBlich 7', aus #,; berechnet. Man iiberzeugt
sich leicht, daB man zu demselben Wert kommt.

DaB ferner die nach (4) bestimmte Temperaturskala mit den allgemeinen
Eigenschaften des Temperaturbegriffs nicht im Widerspruch steht, erforderte
erstens, daf3 Korper gleicher ,,gewdhnlicher” Temperatur auch gleiche CARNOTsche
Temperatur haben. Das ist erfiillt, da, wie oben erwihnt, 5 eindeutig von den
gewohnlichen Temperaturen abhingt. Es erfordert zweitens, daB der hoheren
,,gewohnlichen Temperatur auch die hohere CarnoTsche entspricht, d. h.
daB bei gegebenem T, 5 mit steigender gewohnlicher Temperatur steigt. Das
bedeutet aber wieder, da nach (3)

dn__ Qu dd;
iTw Q2 dT

ist, daBl Ay oder der Druck des Idealstoffes mit steigender Temperatur monoton
steigt, wie wir in (2) vorausgesetzt haben. Der zweite Hauptsatz wird auch das
beweisen.

Da iibrigens fiir ideale Gase (1) wenigstens anndhernd erfiillt ist und demnach
nach Ziff. 21 (4) anndhernd auch fiir die gastheoretische Skala gilt, werden wir
erwarten, daB die CArRNOTsche Skala und die auf den idealen Gasen beruhende
nicht sehr verschieden sind.

25. Kalorimetrische Messung von Energieunterschieden. Nach dem ersten
Hauptsatz ist bei jedem beliebigen Prozef3

Q- A=E,—E,. (1)

Wie sich aber dieser Energieunterschied auf die beiden Summanden, die zu-
gefilhrte Warme @ und die hineingesteckte Arbeit — 4 verteilt, hingt von der
Art ab, wie der ProzeB geleitet wird.

In vielen Fillen, wo man es nicht ausdriicklich auf die Gewinnung der
Arbeit anlegt, z. B. bei chemischen Umsetzungen, bei denen es auf die Gewinnung
des Endproduktes, nicht auf die der frei werdenden Energie ankommt, verlduft
der Vorgang so, daBl keine oder fast keine Arbeit geleistet wird. Ebenso ist es
zur Bestimmung von Energiedifferenzen zwischen zwei Zustinden oder chemischen
Systemen, die ineinander umgewandelt werden konnen, bequem, diesen Weg
zu wihlen, weil Warmemengen viel leichter gemessen werden kénnen als mecha-
nische Arbeiten, und weil es meist unméglich ist, einen Vorgang so zu fiihren,
daf die ganze Energie in Arbeit verwandelt wird, so daB man im allgemeinen
neben der Arbeitsmessung auBerdem noch eine Warmemessung machen miiBte.

Wenn man einen Proze ohne Arbeitsleistung oder -verbrauch zu fithren
wiinscht, so geniigt meistens, daB man ihn bei konstantem Volumen verlaufen
1aBt, so daB f pdV = 0 ist. Experimentell hat man diesen Fall bei allen Re-
aktionen im abgeschlossenen Gefi (kalorimetrische Bombe), ferner praktisch
auch bei Reaktionen, bei welchen keine Gase beteiligt sind, in offenen.GefidBen
(s. spiter). :

In besonderen Fillen, wo noch andere, z. B. elektrische Arbeit, durch die
Anordnung frei wird, z. B. in galvanischen Elementen, sorgt man dafiir, daB
auch diese in Wiarme verwandelt wird, z. B. durch KurzschlieBen des Stroms
iiber einen metallischen Widerstand (JouLEsche Wirme, die man mitmift).
Man nennt die Wirmemenge, die hierbei entwickelt wird und die gleich dem
UberschuB der Energie des Anfangszustandes iiber die des Endzustandes ist, die
,»Warmetonung” des Vorganges bei konstantem Volumen. Bezogen auf so viel
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Mole, wie sie in der stdchiometrischen Formel stehen, nennen wir diese GréBe
U, und rechnen sie positiv, wenn Wirme entwickelt wird, d. h. wenn der Aus-
gangszustand energiereicher ist,

UvZZEl'—ZEz' (2)

In dieser Formel bezieht sich der Index 1 auf den Anfangs-, der Index 2 auf
den Endzustand, die Summation ist tiber alle im System vorhandenen Stoffe zu
erstrecken.

Reaktionen mit positiver Wirmetonung nennt man exotherm, solche
mit negativer endotherm. Die gleichen Namen wendet man auch auf die-
entstandenen Produkte an.

In speziellen Fillen sind fitr die Warmetonung eigene Bezeichnungen ge-
briuchlich; z. B. nennt man die Wirme, die verbraucht wird, wenn ein Mol
Kristall schmilzt, die Schmelzwirme (hier bei konstantem Volumen). Es ist
iiblich, hierbei das Vorzeichen gegen die obenerwidhnte allgemeine Regel umzu-
kehren und die verbrauchte Wirme positiv zu rechnen; das gleiche gilt fir
Verdampfungs- und Sublimationswirme. Noch hdufiger aber als bei konstantem
Volumen arbeitet man unter konstantem Druck. Dann ist die gewonnene Arbeit

nicht 0, sondern y =P(ZV1_ZV2)' 3)

Wenn man jedoch keine andere als die eben genannte Arbeit leisten 148t, so nennt
man die entwickelte Warme die ,,Wirmeténung bei konstantem Druck‘‘. Man sagt
dann auch, daB keine ,,Nutzarbeit' geleistet wird (Ziff. 15). Denn die Arbeit,
die zum Wegschieben der duBeren Atmosphire dient, kann nicht benutzt werden,
bzw. die Arbeit, die bei Volumverkleinerung von der herabsinkenden Atmosphéire
geleistet wird, braucht nicht erst kiinstlich, sozusagen auf menschliche Kosten,
geliefert zu werden.

Ohne Nutzarbeit gehen alle gewdhnlichen Prozesse in offenen GefdBen, offene
Verbrennungen, offene Verdampfungen usw. vor sich. Bei galvanischen Elementen
ist wieder eine evtl. geleistete elektrische , Nutzarbeit in Jourksche Wirme
zu verwandeln. Fiir die ,,Warmettnung bei konstantem Druck’ U,, bezogen
auf die Mengen der stochiometrischen Gleichung, erhilt man dann aus (1) und (3)

Up =ZE _ZE2+P(ZV1—ZV2) (@)

Z 1+ 2Vy) Z(E2+pv2):2E1p_ZE2p’
d. h. ebenso wie man U, aus den Energien E erhilt, erhidlt man U, aus den
,, Wirmeinhalten oder , Warmefunktionen bei konstantem Druck® E,. Man
kann, wie schon erwidhnt, pV als eine zu E hinzukommende potentielle Energie

des druckerzeugenden Stempels auffassen (Ziff. 15).
Es gilt nach (1) und (4)

Uy =Ust p(SV2— SV, )
Die Wirmetonung bei konstantem Druck ist groBer als die bei konstantem
Volumen, wenn das gesamte Anfangsvolumen groBer ist als das gesamte End-
volumen (fiir » > 0). Es wird eben dann auch die Schwereenergie, die beim
Herabsinken der Atmosphire frei wird, in Wirme verwandelt.
Wenn keine Gase an dem Vorgang beteiligt sind, ist im allgemeinen
(2 V1 — 2'V,) klein gegen U, (fiir nicht zu hohe $), so daB dann U,~ U,.
Ist D'V, = >'V,, beteiligen sich z. B. nur Gase an der Reaktion und sind vor
und nach der Reaktion Temperatur und Molzahl gleich, so ist genau U, = U,.
Fir spezielle U, gilt das gleiche, was fiir spezielle U, gesagt wurde (Schmelz-
wirme bei konstantem Druck oder Schmelzwirme schlechthin usw.).
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Es ist z. B. die Schmelzwirme [beachte das gegen (5) verkehrte Vorzeichen]

U&-)l,p = Us_>l,v + ?(Vl - Vs) 3 (6)
die Verdampfungswirme

Uisgp =Uisgo+p(Vy— Vi), (7)
die Sublimationswirme ‘

Usgp=Usspo+ 2V, — Vo, (8)

also U, gp> Ui, g05 Us_yyp>Us .y v, da bei der Kondensation, wobei diese
Wirme entwickelt wird, Absinken der Atmosphire erfolgt. Ist der Dampf
so verdiinnt oder so hei3, daf er als ideales Gas behandelt werden kann, so gilt

dabel Ul_>g,p — Ul_>g,v __I_ RT _ 75]7l; (71)
US—w,p: Us syo+RT —pV,, (8"
wobel meist RT > pV;, pV,.

26. Temperaturabhingkeit der Reaktionswidrme (KircHHOFF). Diffe-
rentilert man (2) Ziff. 25 nach T, so erhdlt man mit Ziff. 16

ou,
( ) Z Cvl Z C1)2 - (1)
Ebenso, wenn man (5) Ziff. 25 unter Riicksicht auf (4’) Ziff. 16 bei konstantem
Druck differentiiert. oU,

( ) =2 Cp1— 2 Cpy- @)

Das heiBit: man bekommt die Zunahme der Warmeténung mit der Temperatur,
indem man die spezifischen Wirmen der Stoffe im Ausgangszustand (natiirlich
mit der Zahl der vorhandenen Mole multipliziert) addiert und davon die Summe
der spezifischen Wirmen im Endzustand subtrahiert. Je nachdem man die
spezifischen Warmen bei konstantem Volumen oder bei konstanter Temperatur
wahlt, gilt das fiir die entsprechende Wiarmeténung.

Setzt man in (2) Ziff. 25 die Gleichung (2) Ziff. 16 bzw. in (5) Ziff. 25 die
Gleichung (4') Ziff. 16 ein, oder integriert man (1) und (2), so wird

T
U,(T) = U,(To) + [(ZCo1 — X Co2)dT, (3)
UP(T) == Up(To) +Tj(ch1“— Zcpg)dT. (4)

Diese Gleichung kann man auch mittels der Uberlegung ableiten, daB dieselbe

Wirmemenge U(T) entwickelt wird, wenn man entweder die Reaktion bei der

Temperatur T° vor sich gehen 1iBt oder zuerst die Ausgangsstoffe auf die
T

Temperatur T, abkiihlt, wobei die Wirmemenge / 2'C,dT frei wird, dann die
T,

Reaktion mit der Warmeténung U (1) vornimmt und jetzt die erhaltenen Stoffe

zur Temperatur 7" aufheizen muB, was die Zufithrung der Wiarmemenge f 2'C,dT

erfordert. Ebenso kann man sich die Gleichungen (1) und (2) klarmachen die
aussagen, daBl mehr Wirme bei hoherer Temperatur frei wird, wenn die Aus-
gangsstoffe hohere spezifische Wirme als die Endstoffe haben. Dann ist namlich
in den Ausgangsstoffen ein mit steigender Temperatur immer groBerer Uber-
schuB an Energie der Wirmebewegung f CdT enthalten.
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27. Thermochemische Gleichungen. Um kurzsolche Warmeténungen nebst
der Reaktion, zu der sie gehéren, anschreiben zu kénnen, benutzt man die thermo-
chemischen Gleichungen. In diesen wird wie bei stéchiometrischen Formeln ein
Mol eines Stoffes durch das betreffende chemische Symbol ausgedriickt. Nur
muf man jetzt die Aggregatzustinde unterscheiden; das geschieht dadurch, daf3
feste (kristallisierte) Stoffe in eckige, fliissige in runde Klammern gesetzt werden,
wihrend dampfférmige ohne eigenes Zeichen bleiben. Es bedeutet daher [H,0],
(H,0), H;0 der Reihe nach 18,016 g Eis, fliissiges Wasser, Wasserdampf. Bei
genaueren Angaben miiBte man noch die Kristallform hinzusetzen, ferner mufl
man noch die Temperatur angeben, um den energetischen Zustand festzulegen.
Wenn nichts weiter gesagt wird, meint man Atmosphérendruck, doch ist im
allgemeinen der Druck gleichgiiltig. Die Angaben beziehen sich auf Reaktionen
bei konstantem Druck.

Bei Gemischen kann man ebenfalls stéchiometrische Formeln schreiben,
z. B. bei einer Losung von 1 Mol NaCl in 100 Mol Wasser (NaCl) -+ 100 (H,0).
Wenn man es aber mit sehr verdiinnten wésserigen Ldsungen zu tun hat und
Reaktionen betrachtet, an denen das Wasser nicht stéchiometrisch beteiligt ist,
schreibt man z. B. NaCl aqu., weil in diesem Fall die Menge des Wassers keinen
EinfluB auf die Wirmeténung hat (Ziff. 63).

Man schreibt nun die stéchiometrische Gleichung mit den Bezeichnungen
des Aggregatzustandes hin und schreibt rechts die Warmeténung dazu, die zu
der Reaktion gehort, bei der die links vom Gleichheitszeichen stehenden Stoffe
in die rechts vom Gleichheitszeichen stehenden verwandelt werden; dabei wird
das positive Vorzeichen angewandt, wenn Wirme entwickelt wird, das negative,
wenn Wirme verbraucht wird. Einige Beispiele folgen:

2H, + 0, = 2 (H,0) + 136,76 kcal

bedeutet, daBl bei der Verbrennung von Wasserstoff und Sauerstoff und nach-
triglicher Abkiithlung der entstandenen 36 g fliissigen Wassers auf die Tem-
peratur der Ausgangsstoffe 136,76 kcal entwickelt wird.

[H,0] = (H,0) — 1,43 kcal

bedeutet, daB beim Schmelzen von 18 g Eis 1,43 kcal verbraucht werden.

Diese Gleichungen gelten fiir bestimmte Temperaturen. Die Temperatur-
abhangigkeit ist nach Ziff. 26 zu berechnen.

28. Berechnung von Wirmeténungen auf Umwegen (mittels isothermer
Kreisprozesse). Viele Wirmeténungen sind nicht direkt bestimmbar. Man kann
sie aber indirekt bestimmen, wenn man beachtet, dall die Warmettnung, wie sie
hier definiert wurde, nur durch die Differenz der Energien E bzw. der ,,Wédrme-
inhalte” E, = E + pV von Anfangs- und Endzustand bestimmt ist und daher
auch additiv aus Teilstiicken zusammengesetzt werden kann. Wenn z. B. gilt

Ui sop=Ep—Espp; Ui ssp=Ey; —Es,; Usspp=Es;p —Eayp,

80 ist .
U1—+2,p =U;ig,+ Us» 2,p "

Es ist z. B. nicht leicht, die Sublimationswirme [s. (8) Ziff. 28] direkt zu be-
stimmen. Statt den untersuchten Kérper direkt zu sublimieren, kann man ihn
nun leicht schmelzen und dabei die Schmelzwirme bestimmen (U, _,,,) und
dann die Fliissigkeit verdampfen. Hierbei wird die Verdampfungswiarme U; , , ,
verbraucht, evtl. bei einer anderen Temperatur als die Schmelzwirme, doch kann
man hierauf leicht nach Ziff. 26 umrechnen. Da Anfangs- und Endzustand
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fiir beide Wege gleich sind, muB auch die auf dem direkten Weg erhaltene Warme-
ténung gleich der Summe der anderen Wirmeténungen sein, also

Sublimationswirme + Verdampfungswirme == Schmelzwirme .

Man kann das auch graphisch in Form eines geschlossenen Prozesses dar-
stellen (s. Abb. 4):
Der eigentliche KreisprozeB wire [H,0] - (H,0) - H,0 — [H,0], doch ist der
letzte Pfeil umgekehrt, um anzudeuten, worauf es U
ankommt. [H,0] — 2% 5 H,0

Aus dem bisher Besprochenen folgt, daBl man /y
die in Ziff. 27 auseinandergesetzten thermochemischen ©,_,,
Gleichungen wie gewdhnliche Gleichungen addieren ! T’
und subtrahieren kann, z. B. (HJVO)
2
[H,0] = (H,0) — 1400 cal Abb. 4. KreisprozeB des
(HyO) = H,O — 8600 cal Wassers durch verschiedene
Aggregatzustande.

(H,O] = H,0 — 10000 cal.

Im folgenden seien einige wichtige Beispiele besprochen:

a) Berechnung von Bildungswirmen auf Umwegen. Man kann die Bildungs-
wirme von LiH aus den Elementen nicht direkt bestimmen. Statt dessen be-
stimmt man die Wiarmetonung, die bei der Zersetzung dieses Stoffes mit sehr
viel Wasser in Wasserstoff und gelostes Lithiumhydroxyd- auftritt und bestimmt
die bei der direkten Wasserzersetzung durch Lithiummetall auftretende Wirme-
ténung

2 [LiH] + 2 (H,0) = 2 (LiOH),qu + 2 H, + 63,2 keal
2 [Li] 4+ 2 (H,0) = 2 (LiOH)aqu -+ H, - 106,4 kcal
2[Lil+ H, =2[LiH] + 43,2 keal.

b) Bestimmung von Bildungswidrmen organischer Verbindungen. Die
Bildungswirmen der meisten organischen Verbindungen aus den Elementen
lassen sich nicht direkt bestimmen. Man kann sie aber dadurch berechnen,
daB man die Verbrennungswirmen der Verbindung und der unverbundenen
Elemente miit und diese Gréflen voneinander abzieht

Cl+ 0, = CO, + 96,96 kcal
2H,+ 0, = 2 (H,0) + 136,76 kcal
CH, + 2 0y = CO, + 2 (H,0) + 214,7 kcal

[C]+2H, = CH, + 19  kcal.

Daher hat die Bestimmung der Verbrennungswirmen in der organischen Chemie
eine groBe Bedeutung. Es hat sich bei der systematischen Untersuchung heraus-
gestellt, daBl man jeder Bindung, die durch einen ,,Valenzstrich* dargestellt ist,
in erster Niherung einen bestimmten kalorischen Wert zuschreiben kann, der
nur von dem Charakter dieser Bindung, nicht aber davon abhingt, was fiir
Gruppen sich weiter anschlieBen.

Es ist z. B. die Verbrennungswirme

von Athan H,;C — CH, 370,4 158.8
,» Propan H;C — CH, — CH, 529,2 i 158,0
,, Butan H,C — CH, — CH, — CH, 687,2 152’
" Pentan H,C — CH, — CH. — CH.—CH, 8305 J 1323
" Athylalkohol CH, — CH,0H 340,51 1407

Prophylalkohol CH3 — CH, — CH,OH 481,2
,» Butylalkohol CH; — CH, — CH, — CH,0H 639,4 } 158,2
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Es ergibt sich demnach fiir jede hinzukommende CH,-Gruppe ein Ansteigen
der Verbrennungswirme um o150 kcal. (Diese Konstanz der Differenzen ist
natiirlich keine Folge des ersten Hauptsatzes.)

Fajans!) hat diese Uberlegungen zur Berechnung der Energien benutzt,
die zur Trennung bestimmter Bindungen erforderlich sind. Er findet an-
gendhert

C—C 71kcal; C=C 115kcal; C=C 160kcal; C—H 83 kcal.

Die Auflosung der zweiten Bindung in der Doppelbindung C=C-—-C—~C
erfordert daher weniger Energie (115 — 71) als die Auflésung der einfachen Bin-
dung. Die oben angefithrte Bindungsfestigkeit C—C in aliphatischen Kohlen-
stoffverbindungen ist sehr nahe gleich der Bindungsfestigkeit des C-Atoms im
Diamant. Fiir aromatische Kohlenwasserstoffe ist der Energiebedarf zur Losung
einer C—C-Bindung 96 kcal, was nach STEIGER? mit der Bindungsenergie
im Graphit zusammenhingt.

Fajans®) hat auch den oben vernachlédssigten EinfluB der weiter entfernten
chemischen Gruppen auf die Festigkeit der C—C-Bindung aus den Verbrennungs-
wirmen ermittelt.

29. Der Born-Haper-Fajanssche KreisprozeB. Nach den Resultaten der
Kristallgitteruntersuchung sind eine grole Anzahl von Kristallen aus Ionen auf-
gebaut. Nach der zuerst von KosseL4) aufgestellten und fiir feste Kérper von
Born ausgearbeiteten Theorie (s. ds. Handb. XXII) sind diese Ionen im Kiristall
im wesentlichen unverdndert eingebaut, der Kristall wird hauptsichlich durch die
von der Gesamtladung der Ionen herrithrenden CouLomBschen Krifte zusammen-
gehalten. Eine fiir diese Theorie sehr wichtige GroBe ist die sog. Gitterenergie.
Darunter versteht man nach Borwn diejenige Energie, die frei wird, wenn aus
freier, anfangs unendlich weit voneinander entfernten, ruhenden (d. h. bei 7 =0
befindlichen) Ionen 1 Mol des betreffenden Stoffes bei T = 0 gebildet wird. Aber
ganz unabhingig von jeder Ansicht {iber den Aufbau des betreffenden Stoffes,
unabhingig von der Realisierbarkeit dieses Vorgangs 146t sich diese GroBe rein
thermochemisch berechnen’). (Natiirlich kann man die letztere Rechnung auch fiir
hohere Temperaturen ausfithren.) Wir besprechen als Beispiel die Berechnung der
Gitterenergie von Steinsalz. Der direkte Weg ist der oben geschilderte Prozef3
Na* + Cl- = [NaCl] mit der Warmetonung (Gitternergie) Uy. Indirekt ent-
reien wir zuerst den Chlorionen ein Elektron unter Verbrauch der Elektronen-
affinitat U, = 88 kcal. Dann vereinigen wir dieses Elektron mit den gasférmigen
Natriumionen zu gasférmigen Natriumatomen, wobei die Ionisationswirme
U; = 118 kcal frei wird. Nun kondensieren wir die Natriumatome zu festem
metallischen Natrium und gewinnen die Sublimationswarme U,_, ; = 26 kcal.
Ferner vereinigen wir die Chloratome zu einem halben Mol gasférmigen, gewthn-
lichen Chlors unter Ableitung der (auf ein halbes Mol bezogenen) Dissoziations-
wirme 3 U,_, 5 = 27 kcal. Endlich erfolgt die Bildung von festem NaCl
aus festem Natriummetall und gasférmigem Chlor mit der Wirmeténung

1) K. Fajans, Chem. Ber. Bd. 53, S. 643. 1920; Bd. 55, S.2826. 1922; A.v. WEIN-
BERG, ebenda Bd. 53, S.1347, 1353, 1519. 1920; W. HUCKEL, ebenda Bd. 55, S. 2839.
1922.

2) A.v. STEIGER, Chem. Ber. Bd. 53, S. 666, 1766. 1920.

3) K. Fajaxs, 2S. f. phys. Chem. Bd. 99, S. 395. 1921.

4) W. Kosser, Ann. d. Phys. Bd. 49, S. 229. 1916; Valenzkraftc und Rontgenstrahlen,
2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1924.

- 3) M. BorN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 21, S. 13, 679. 1919; K. Fajans, cbenda S. 539,
714; F. HaBER, cbenda S. 750.
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Ug—s=99. Aus.der Summe folgt die Gitterenergie Ug zu 182 kcal. Das
heiBt in Gleichungen und graphisch dargestellt (Abb. 5):

ClI- = Cl + El — 88 kcal
Nat + EI = Na 4 118 kcal
Na = [Na] + 26 kcal
Cl = 3Cl, - 4+ 27 keal

[Na] + 3Cl, = [NaCl] + 99 kcal
Nat + ClI- = [NaCl] + 182 kcal

Ug=—U,+ U, + Ug_>s + %UA—>M + Ugss- (1)

Diesen ProzeB hat Fajans durch das Heranziehen vollkommen dissoziierter
Losungen erweitert (Abb. 6). Beim Auskristallisieren eines vollkommen dissoziierten
Salzes aus der Losung findet ndmlich eine Bildung dieses Salzes aus freien Ionen
statt, nur sind diese nicht

gasformig, sondern geldst. [Na], § Cl, Up—s [NaCl]
Hierbei wird - die Losungs- I
wirme (Ujz) frei, die man B}

L’v—)a

allerdings nur bei hoherer
Temperatur kennt und im  xj, yci,, -
allgemeinen nicht auf T'= 0 ¢

umrechnen kann, so dafl man U,

hier die Rechnung bei hohe-

rer Temperatur durchfithren LU, —U, ;
muB. Die Losungswirme ,+ + Eﬁj}ﬁf‘ﬁ'ﬁ_ T NatCl-
kann leicht direkt gemessen ) El

werden. a

Wir koénnen uns aber Abb.5 BorN-HaBErscher KreisprozeB fiir Chlornatrium.

auch die Ionen zuerst aus

der Losung entfernt und in unendlicher Entfernung voneinander zur Ruhe ge-
bracht denken. Die dazu nétige Energie nennt Fajans?) die ,,Hydratationswiarme*
bzw.bei anderen Losungsmitteln allgemein die ,,Solvatationswirme*. Bei geniigend
verdiinnten Losungen setzt sie sich additiv aus einer Hydratationswirme des
Kations U, und einer Hydratationswérme des Anions U_ zusammen (bzw. aus
mehreren solchen Teilen, wenn mehr als zwei Ionen auftreten). Die unendlich
weit entfernten gasférmigen Ionen kann man nun wieder unter Entwicklung der
Wirmeténung Ug (Gitterenergie) das feste Salz bilden lassen. Es gilt also

Up,=+4+U,+U_ — Us. (2)
Aus (1) und (2) kann man aus lauter [NaCl] U, Na*, Cl-, aqu
meBbaren GroBen die Summe der Hydrata- p—

tionswiarmen von Kation und Anion bilden.
So findet man fiir das obengenannte Beispiel

U U, +U
aqu + [NaCl] = Nat,Cl-aqu — 1,2 kecal ‘ U
Nat + CI- = [NaCl]  + 181 kcal
Nat 4+ Cl- 4+ aq = Na*,Cl~,aqu + 180 kcal Nat Cl-

Mankann also den friiheren KreisprozeBnoch ~ APP- 6. Erweiterung des Borw-
Haserschen Kreisprozesses nach

durch ein Dreieck erweitern. Beider Kombination FAJANs.

1) S. auch noch K. Fajans, Naturwissensch. Bd. 9, S. 729. 1921.



46 Kap. 1. K. F. HerzreLD: Klassische Thermodynamik. Ziff, 30.

von Gleichungen der Art (2) fiir verschiedene Salze erhilt man stets entweder die
Summen >'U, 4 >'U_ fiir im ganzen gleich viel positive und negative Ladung,
oder Differenzen > 'U, —>"'U bzw. X U_ —>'U_ fiir gleich viel positive bzw.
negative Ladung (z. B. bei Reaktionen zwischen positiven Tonen allein), weil bei
allem Austauschen von Ionen die Lsung im ganzen elektrisch neutral bleiben mu8.

III. Der zweite Hauptsatz.

30. Formulierung des zweiten Hauptsatzes. Der erste Hauptsatz sagt aus,
daB es unméglich sei, mechanische Arbeit dauernd zu leisten, ohne daf3 dabei
andere Anderungen vor sich gehen. Bei Abwesenheit von mechanischer oder
elektrischer Energie kann nach ihm Arbeit nur auf Kosten der inneren Energie
oder zugefithrter Wirme erzeugt werden. Wenn dieser letztere ProzeB der Auf-
zehrung innerer Energie aber unbeschrinkt moglich wire, so wire das technisch
ebenso niitzlich, da praktisch unbeschrinkte Mengen von innerer Energie (Warme)
zur Verfiigung stehen; auBerdem erzeugt man gleichzeitig Kalte. Nun konnte
man von einer dauernden Abkithlung schiddliche Folgen befiirchten. Doch diese
dauernde Abkiihlung wiirde nicht eintreten, da nach einiger Zeit die erzeugte
mechanische Arbeit (durch Reibung u. dgl.) doch wieder in Warme verwandelt
wird. Eine Vorrichtung, die dauernd innere Energie in mechanische Arbeit
verwandelt, nennt man nach OsSTwWALD Perpetuum mobile zweiter Art. Der
zweite Hauptsatz faBt nun die Erfahrungen zusammen, die aussagen, dafl auch
diese Moglichkeit nicht vorhanden ist.

Man kann ihn mit Pranck folgendermaBen aussprechen: Es gibt keine
periodisch funktionierende Maschine von der Art, daB infolge ihrer Téatigkeit
dauernd mechanische Arbeit erzeugt und dafiir ein Warmebehélter abgekiihlt
wird, sich sonst aber nichts #ndert.

Gibe es eine solche Maschine, so wire sie ein Pepetuum mobile zweiter Art.
Wenn wir irgendwo auf eine Tatsache stieBen, die irgendeiner Folgerung aus
dem zweiten Hauptsatz widerspricht, so lieBe sich diese Tatsache zur Konstruk-
tion eines Pepetuum mobile zweiter Art benutzen. Die Formulierung dieses
Satzes ist genau zu beachten. Er verbietet z. B. nicht: 1. Die Existenz einer
entsprechenden nicht periodischen Maschine. Ein Gas, das sich unter Arbeits-
leistung umkehrbar adiabatisch ausdehnt, liefert Arbeit, wobei es sich dauernd
abkiihlt und sonst nichts geschieht. Aber damit dieser Proze3 dauernd (unend-
lich viel} Arbeit leistet, muBl man zu unendlich groBem Volumen bzw. unendlich
kleinem Druck iibergehen, und die Herstellung dieser Moglichkeit erfordert selbst
wieder unendlich groBe Arbeit. Anderenfalls bekommt man nur einen bestimmten
Arbeitsbetrag, am Ende des Prozesses befindet sich die ,,Maschine, d. h. das Gas,
in anderem Zustand wie am Anfang, wodurch sich eine Fortsetzung verbietet.
2.Verbietet er nicht einen KreisprozeB wie den CarRNOTschen, in welchem eine
periodisch funktionierende Maschine einen Wirmebehilter abkiihlt und dauernd
Arbeit erzeugt, denn das ist nicht das einzige, was geschieht ; die Maschine nimmt
hier (Ziff. 21 u. 22) mehr Warme aus dem abzukiihlenden Behilter auf, als sie in
Arbeit umwandeln kann, und gibt den Rest an einen kilteren Behilter wieder ab.
AulBer der Arbeitserzeugung auf Kosten der Abkiihlung des heifleren Behdlters
findet demnach ein mit diesem Proze3 unabtrennbar verkniipfter statt, ndmlich ein
Ubergang von Wirme aus dem heiBeren in den kilteren Behélter. In beiden Fillen
bleiben also dauernde Anderungen zuriick. In Ziff. 33 werden wir aus dem zweiten
Hauptsatz Folgerungen ableiten. Jede derselben kann als selbstindige gleich-
berechtigte Formulierung des II. Hauptsatzes gelten, die, an dic Spitze gesetzt,
die Ableitung der anderen und auch der hier gewihlten Formulierung gestattet.



Ziff. 31. Kreisprozesse mit beliebigen Stoffen. 47

31. Kreisprozesse mit beliebigen Stoffen. Als erste Folgerung aus dem
I1. Hauptsatz ziehen wir einen SchluB iiber den Nutzeffekt eines CARNOTschen
(oder CLaPEYRONschen) Kreisprozesses eines beliebigen Systems, das beliebig
chemisch zusammengesetzt sein und beliebig viele Phasen haben kann. Dieser
ProzeB bestehe darin, daB zuerst das System isotherm bei der Temperatur T,
eine Arbeit A} leiste und dabei die Wirme Qf aus dem Behilter 1 aufnehme,
dann adiabatisch bis zur Abkiihlung auf die Temperatur 7, ausgedehnt
(Arbeit A%, Qft = 0), dann isotherm bei T'; komprimiert werde (III), und zwar
so weit, daB esim vierten Prozef der adiabatischen Kompression bis zum Ausgangs-
punkt zurtickkommt. Die entsprechenden Arbeiten sind Afr, Afy, die an (1)
abgegebene Wirme —Qf, wihrend .Qfy =0 ist. Die Arbeit des Kreis-
prozesses ist

Ag = A7 + Al + At + 4iv,

ferner ist nach dem ersten Hauptsatz
0t + Qfu = 43.
Wir behaupten nun, daB es kein System geben darf, das

T,—T
45> 0p =2 (1)
2

liefert.

Angenommen, es gebe einen Stoff, der Gleichung (1) erfillt. Dann nimmt
man eine CLAPEYRONsche Apparatur mit einem Idealstoff nach Ziff. 24 und wihlt
die Menge des Idealstoffes so, daB fiir die Idealapparatur Qpr = Qfir wird. Nun
1iBt man folgende periodische Mascliine arbeiten.

Zuerst macht das ,,Sternsystem’’ einen KreisprozeB durch. Hierbei ist die
Arbeit A§ = Qfn geleistet worden, wo der Wirkungsgrad 77>22T—T1

2
aus dem wirmeren Behalter ist die Wiarmemenge Qf aufgenommen und in den
kélteren Behilter —Qfr = Qf — 45 = Qf (1 — n) abgegeben worden. Nun 148t
man die Apparatur mit dem Idealstoff den Kreisproze umgekehrt vollzichen.
Hierbei nimmt sie zuerst aus dem kéilteren Behélter —Qpr = — Qfr wieder auf,
verbraucht wihrend des ganzen Kreisprozesses nach Ziff. 24 die Arbeit

ist;

T,—T
Ay = —Quy 21
0 II1 T1

und gibt an den oberen Behilter @y = —Qmp + 4= — Qm% ab. Am

1
Ende dieser Periode ist folgendes Resultat erreicht: Sternsystem und Ideal-
apparatur sind in ihren Anfangszustdnden. Der kiltere Behilter ist ebenfalls
unverindert, da ihm der RiickprozeB wieder entzogen hat, was ihm anfangs
durch das ,,Sternsystem’* zugefithrt wurde. Es ist im ganzen die Arbeit

T,— T, . T,—T
’ 4* A ¥, 2 1 * < 1 2 1)
Ao =45 —A4o=0Qin— 01 _—T2 = Q1 11—y - T, .

geleistet worden und dafiir ist dem heieren Behilter die dquivalente Wirme-

menge
7 T, — T1>

7 % * 1
Q ZQI‘QIZ—QIII s T,

1—9

T
+ QIIITz = “an<1
1
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entzogen worden. Das wire aber gerade das, was der I1. Hauptsatz nach Ziff. 30
verbietet. Nur wenn die Klammern in obigem Ausdruck verschwinden, also

_T,—-T,
- Tz B (2)
ist Ay und Q' gleich Null.
AuBerdem konnte aber der Klammerausdruck auch negativ sein, d. h.

T2_ Tl

Denn dann wird Arbeit verbraucht und.dafiir Warme erzeugt; das ist auch z. B.
durch Reibung ohne weiteres moglich. Aber auch hier tritt eine Einschrankung
ein. Wir behaupten ndmlich weiter, daB in einem System, dessen Arbeitsgang
T,— T,
T,
Angenommen, das Sternsystem sei ein solches. Dann nehmen wir folgenden
KreisprozeB vor. Die im vorhergehenden benutzte Idealapparatur durchlaufe
zuerst einen CLAPEYRONschen KreisprozeB. Dann durchliuft das ,,Sternsystem®
den umgekehrten KreisprozeB. Hierbei entnimmt es dem kéalteren Behilter die
Wirmemenge —Qf; = -—~Qur. d. h. die Wiarmemenge, die eben das Idealsystem
an diesen Behidlter abgegeben hat und verbraucht im ganzen die Arbeit

A§ = Qfn = — Qfx n , wihrend es Qf = ;Qli an den Behidlter 2
abgibt, Im ganzen ist daher die Arbeit

direkt umkehrbar ist, der Wirkungsgrad nicht kleiner als sein kann,

1—17 1—17

‘T, — T
A’ =A _A* — ( 2 1 . 77 )
0 0 0 Qru T, 11—
geleistet und die &dquivalente Wirmemenge aus dem Behilter 2 verbraucht
worden, was mit dem II. Hauptsatz in Widerspruch steht. Es folgt also: Jede
periodische, zwischen zwei Warmebehiltern mit den Temperaturen 7T, und T3
arbeitende Maschine hat einen Wirkungsgrad

wobel das Gleichheitszeichen fiir umkehrbar arbeitende, also insbesondere alle
mit Gleichgewichtsdruck arbeitenden Maschinen gilt.

n=1 #;l ist desto groBer, je groBer das Verhiltnis % ist. Es wird gleich
2 1

eins fiir T, = 0, wenn sich also der kédltere Behilter am absoluten Nullpunkt

befindet.

Was hier von Maschinen gesagt wurde, die mit Druck und Volumen arbeiten,
gilt natiirlich ebenso fiir elektrische u. dgl.

32. Reversible und irreversible Vorgdnge. Wir hatten in Ziff. 10 die Vorgéinge
in solche unterschieden, deren Richtung man direkt umkehren, und solche, die
man nicht direkt umkehren kann.

Wir wollen jetzt eine andere Unterscheidung einfithren, in welcher die Ein-
schrankung ,,direkt” fehlt, und unter einem umkehrbaren oder reversiblen Vor-
gang einen solchen verstehen, bei dem man durch irgendein Mittel, es sei so
kompliziert wie nur irgend erwiinscht, nach Ablauf des betrachteten Vorganges
alle Korper, die an dem Vorgang oder dieser Riickfithrung beteiligt sind, in ihren
Ausgangszustand zuriickbringen kann.
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Ein nicht umkehrbarer oder irreversibler Vorgang ist dann ein solcher,
bei dem in ,den Teilen des Systems, die notwendig waren, um das Gesamt-
system in seinen Ausgangszustand zuriickzufiihren, Anderungen zuriickbleiben.

Als Beispiel eines umkehrbaren Vorgangs diene der nur durch Gleichgewichte
(Ziff. 10) gehende, also direkt umkehrbare CaArRNOTsche KreisprozeB, nach dessen
Ablauf der heiBere Warmebehilter die Wiarmemenge Qr verloren hat, wihrend
durch die Arbeit A, etwa ein Gewicht gehoben wurde. LiBt man den Kreis-
prozeB nun direkt umgekehrt vor sich gehen, so ist zum SchluB das Gewicht in
seine Anfangslage zuriickgekommen, und auch der Behilter 2 hat die Wirme-
menge Qp (bei derselben Temperatur) zuriickerhalten.

Es ist demnach jeder direkt umkehrbare Vorgang, insbesondere jeder,
der nur durch Gleichgewichtszustinde im Sinne der Ziff. 10 fiihrt, auch in
‘dem jhier gemeinten Sinn reversibel. Dagegen ist nicht gesagt, daB jeder nicht
direkt umkehrbare Vorgang auch irreversibel, d. h. durch keine anderen Hilfs-
mittel wieder vollstindig riickgingig zu machen ist. Natiirlich muB ein irre-
versibler Vorgang auch ,nicht direkt umkehrbar® sein, das liegt in der De-
finition.

Nach den Untersuchungen der vorigen Ziffer kénnen wir sofort sagen,
wann ein CarnotkreisprozeB reversibel ist. Dabei verstehen wir unter einem
Carnotschen ProzeB einen Vorgang, bei dem eine Arbeitsmaschine aus einem
Behilter der Temperatur T, Warme Qr aufnimmt, an einen Behilter der Tem-
peratur T; Wirme abgibt und Arbeit 4, leistet. Hierbei soll zum SchluB
die Arbeitsmaschine selbst wieder in den Ausgangszustand zuriickkehren.
Ein Carnotscher Kreisprozel ist dann reversibel, wenn der Wirkungsgrad

A4y T,—T,. . T, —T,.

1) = —~ = ———— Irreversibel dann, wenn 7 << —=——* ist.
O T, T,
Natiirlich ist bei einer wirklichen Maschine strenge Reversibilitit nie vor-

handen (d. h. % stets kleiner als I ; Tl), aber je nidher die Gleichung erfiillt
2 .

ist, desto kleiner ist die Zusatzarbeit, die man, um den ProzeB riickgingig zu
machen noch hineinstecken und als Wirme in den Behilter (Qf — Q;, Ziff. 31)
iibergehen lassen mubB.

88. Beispiele irreversibler Prozesse. a) Die Ausdehnung eines Gases ohne-
Arbeitsleistung (Versuch von GAY-LUSSAC) (V,, To— V,, T,) ist ein irreversibler
ProzeB. Gibe es namlich einVerfahren, diesen riickgingig zu machen, so wiirde dieses
das folgende leisten: Es wiirde ein Gas von bestimmtem Volumen und bestimmter
Temperatur (V,, T) auf ein kleineres Volumen bei derselben Temperatur (V,, T)
bringen, ohne daB sonst irgendwo Anderungen (Verschwinden von mechanischer
Energie und Erzeugung von Wirme) 'am Ende dieser Riickfithrung vorhanden
sind. Dann koénnte man aber sofort ein Pepetuum mobile zweiter Art bauen,
indem man ein Gas isotherm umkehrbar sich bei T,y vom Volumen V, auf das

Volumen V, ausdehnen 14Bt, wobei es die Arbeit 4 = RT,In l;—z leistet und aus

1

einem Behilter die Wirmemenge Q = 4 aufnimmt. Da aber der erreichte End-
zustand sich in keiner Weise von dem bei der Ausdehnung ohne Arbeits-
leistung unterscheidet, konnte man das oben hypothetisch vorausgesetzte
Riickfiihrungsverfahren auch jetzt -anwenden und hitte so eine periodische
Maschine, die bei jedem Arbeitsgang die Arbeit 4 leistet und dabei aus einem
Behilter der Temperatur T, die dquivalente Wirmemenge entnimmt, ohne
daB sonst Anderungen zuriickbleiben. Das widerspricht aber dem zweiten
Hauptsatz.

Handbuch der Physik. IX. 4
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Im Gegensatz hierzu kann die Ausdehnung einer idealen Feder ohne Arbeits-
leistung vollstindig wieder riickgéngig gemacht werden. Bei unendlich lang-

samer Ausdehnung ist erhaltene Arbeit 4 = E, — E;, Q =0, wihrend beim

Gas E, — E; =0, Q = A war. Auch bei plotzlicher Ausdehnung ist hier alles
reversibel. Bei der idealen Feder wird niamlich dann die potentielle Energie
ganz in Kinetische verwandelt. Diese wird aber nicht durch Reibung in Wirme
iibergefiithrt (s. Ziff. 18), sondern verwandelt sich wihrend der Schwingung
periodisch wieder in potentielle. Durch Einschieben eines Sperriegels im Augen-
blick des einen der beiden Minimalausschlige ist der Vorgang vollstindig riick-
gingig gemacht.

Ein weiteres Beispiel irreversibler Vorginge ist der Ubergang von Wirme
durch Leitung zwischen zwei Orten verschiedener Temperatur. Kénnte man
nidmlich diesen Vorgang ohne sonstige Anderungen riickgingig machen, so miifite
es mit den gleichen Hilfsmitteln méglich sein, die Wiarmemenge Qm; aus dem
kélteren Behidlter des CarnoTschen KreisprozeBes in den wirmeren zuriick-
zuschaffen, ohne daB sonst irgendwo Anderungen zuriickbleiben. Dann wiirde
aber die CarNoTsche Apparatur in Verbindung mit diesem Hilfsmittel einen
Kreisprozel mit = 1 liefern.

Ebenso ist die Erzeugung von Wirme aus mechanischer Arbeit durch
Reibung irreversibel, da eine Umkehrung dieses Vorganges eine Methode erfordern
wiirde, die es ermoglicht, Arbeit zu erzeugen unter Abkiihlung eines Wirme-
behilters (ndmlich des Korpers, in welchem die Reibungswirme erzeugt wurde),
wobei am Ende dieses Prozesses die Vorrichtung, die das vollzieht, wieder in
der Ausgangsstellung sein muB, also eine periodische Maschine darstellt, im Wider-
spruch mit dem II. Hauptsatz.

34. Umkehrbare Kreisprozesse beliebiger Form. Wir wollen nun versuchen,
eine Grofe anzugeben, an deren Verhalten man erkennen kann, ob ein Vorgang
umkehrbar ist oder nicht. Fiir CARNoOTsche Kreisprozesse wiirde der Wirkungs-
grad # hinreichen, fiir aligemeine Vorginge ist er aber nicht geeignet.

Fir den CarnoTschen Kreisprozef3 gilt, wenn er umkehrbar geleitet wird;

% Om
T, -+ T, = 0. (1)
. - . . Tz - Tl . . .
Die Gleichung ist mit dem Ansatz 5 = 7 gleichwertig, wie der Ersatz von
2
Qmr durch 4 — Q; zeigt. (1) lautet mit einer etwas anderen Bezeichnungsweise
Q, 0 -
T, + T, 0.

Hierbei ist, wie bisher stets, die aufgenommene Wirmemenge positiv gerechnet.

Nun sei ein beliebiger, umkehrbar durchlaufener KreisprozeB gegeben.
Wir zeichnen die Kurve, die die Aufeinanderfolge der Zustinde versinnbildlicht,
in der p,V-Ebene auf; da es sich um einen KreisprozeB handelt, ist die Kurve
natiirlich geschlossen. Jedem Punkt der p, V-Ebene entspricht eine bestimmte
Temperatur; ferner wird bei der Zuriicklegung eines Kurvenstiickes irgend-
eine bestimmte Wirmemenge d4(Q zugefithrt werden miissen; diese Warme-
menge mub, damit die Zufuhr umkehrbar erfolgt, aus einem Behilter von
der Temperatur kommen, die der betreffenden Stelle entspricht. Es sind
also im allgemeinen Wirmezufuhren bei unendlich vielen verschiedenen Tem-
peraturen notig.
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Wir werden die Warmezufuhr mittels einer ,,Zwischenapparatur’ vornehmen,
die Carnotprozesse beschreiben kann. Wir teilen die Kurve, die den Verlauf
des Kreisprozesses darstellt, in Stiicke 48, BC ... Durch jeden Punkt 4, B, C
legen wir die Isotherme Aa, Bb usw. und die Adiabate 45, Bc usw. und ersetzen
den urspriinglichen KreisprozeB durch einen anderen umkehrbaren Kreisproze3
AbBc C ..., der aus lauter kleinen Stiicken von Adiabaten und Isothermen
zusammengesetzt ist. Es sei die Wirmemenge, die aufgenommen wird, wenn man
auf dem Stiick der Isotherme von b nach B geht, Q_, 5.

Wir fiihren nun den KreisprozeB folgendermafBen |7
durch: Wir beginnen z. B. in 4 und gehen auf der .
Adiabate nach b. Wir wollen nun auf der Isotherme
von b nach B und miissen dabei die Wiarmemenge Q,_, »
bei der Temperatur Ty zufithren. Das tun wir, indem
wir die Zwischenapparatur einen CARNOTschen Kreis-
prozeB ausfithren lassen, bei welchem sie die Wirme-

menge Qf; einem groflen festen Warmebehilter der
Temperatur 79 entnimmt und dann mit T als der lj)“;b'bz. Annéhe.rung eines

eliebigen Te€iSProzesses
unteren Temperatur des 1()I:at.rno’cprs)flesses Qb B AN ke A
das untersuchte System abgibt, wihrend dieses die  paten und Isothermen.
Zustandsinderung b— B durchmacht. Wir miissen

demnach die Linge des Carnotprozesses des Zwischensystems so wihlen, daf

%):.
D

0

v

Q]{;:Qb_, BIQ ist. Ist das untersuchte System in B angelangt, so folgt
B

die Adiabate nach ¢ und darauf wieder Isotherme bis C, wobei die Warmemenge
Q. ¢ durch einen neuerlichen Carnotprozel3 des Zwischensystems zwischen
den Temperaturen T3 und T erfolgt, wobei dem Behilter Q die Wirmemenge

T3 .
Qf =0, ;¢ TZ entzogen wird.

Nach Beendigung des Kreisprozesses ist sowohl das betrachtete System als
auch das Zwischensystem in seiner Ausgangslage, beide haben daher wieder ihre
urspriingliche Energie.

Dem Behilter O hingegen ist die Wéarmemenge

Y . Qb—>B QC—->C QZ—>Z Qa—»A)

ZQx—T;( SRR Sk SR S 2
entzogen worden. Die dquivalente Arbeit muf3 entstanden sein. Nun zeigt man
aber leicht, daB bei immer feiner werdender Zerlegung Q. _, » bis auf GréBen
zweiter Ordnung gleich der Warmemenge 6Q,_, p ist, die auf der Kurve des
Kreisprozesses von 4 nach B aufgenommen wird. Man betrachte ndmlich den
kleinen umkehrbaren Kreisproze, der durch das Dreieck AbB dargestellt ist.
Die zugefithrten Wiarmemengen sind: —dQ4p und Q,_, p, die dritte Seite Ab
ist ja eine Adiabate. Da nach dem Kreisprozell die Energie die gleiche ist, ist
die zugefithrte Wirme gleich der geleisteten Arbeit

"'5QAB + Qb_>B = Qﬁ ?dv- (3)

Das rechte Integral ist aber gleich der Fliche des Dreiecks AbB (Ziff. 9) und wird

daher mit abnehmendem Abstand AB quadratisch klein, wihrend 6Q und Q5 _, »

nur von der ersten Ordnung klein werden und daher einander gleich sein miissen.
Demnach wird der Grenzwert aus der Summe (2)

o=13[%. @

4*
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Wenn dieser Grenzwert positiv wire, so wire durch den KreisprozeB die
Wirmemenge Qr in Arbeit verwandelt, ohne dafl irgendwo sonst Verdnderungen
entstanden wiren, was dem II. Hauptsatz widerspricht.

Folglich muB
[2€ <0 )

sein. Ist der KreisprozeB8 umkehrbar, so hat man fiir die Umkehrung
/6? =0, da 6Q = —40Q.

Das >-Zeichen widerspricht nach dem oben Gesagten dem zweiten Hauptsatz,
folglich muf} fiir umkehrbare Kreisprozesse

3Q
f T 0 (©)

gelten, wihrend fiir nicht umkehrbare
0Q ,
/ T <0 (69

gelten kann. Wir haben noch zu zeigen, daB fiir nicht umkehrbare (6") gelten
muB, d. h., daB man umgekehrt aus der Giiltigkeit von (6) auf die Umkehrbarkeit
des betreffenden Prozesses schliefen kann.

Das liegt aber schon in der Definition des Wortes ,,umkehrbar® (Ziff. 32).
Denn am Ende eines Kreisprozesses, in welchem (6) gilt, sind alle beteiligten
Systeme, das eigentlich untersuchte, die Hilfsapparatur und der Warmebehilter
im Ausgangszustand, der letztere deshalb, weil aus (6) nach (4) Qr = 0 folgt.
Dal} dagegen der Prozel direkt umkehrbar ist, ist nicht notig.

35. Die Entropie. Wir wollen nun irgendeinen Zustand (v, T,) willkiirlich
als Bezugszustand wihlen. Dann ist in der vorigen Ziffer folgendes bewiesen
worden: Wenn wir auf irgendeinem umkehrbaren Weg vom Bezugszustand in
einen anderen Zustand (v, T) iibergehen, so ist das Integral

T u—
90
T
T
unabhingig vom Weg, denn wenn wir diesen Weg und einen anderen direkt
umkehrbaren (der sich z. B. stets aus Stiicken von Adiabaten und Isothermen

konstruieren 14Bt) zu einem Kreisproze3 vereinigen, so heben sich die beiden
T T,
Integrale [ und f gerade auf. Wir kénnen daher eine Funktion definieren

T,
und die Entropie s nennen, die nur vom Zustand (v, T) abhingt und gegeben ist
durch _

90
== - ", 1
ds T (1)
T/,'v _
s [0,
Tu,»u"to

wo 0( die auf irgendeinem reversiblen Weg zugefithrte Warme ist. Natiirlich ist die
Entropie, ebenso wie die Energie, nur bis auf eine additive Konstante definiert. Wir
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haben der Kiirze halber unsere Definition fiir den Fall ausgesprochen, daB das
System durch V und 7 bestimmt ist, sie gilt aber allgemein ebenso. Wie s wirklich
- zu berechnen ist, wird spéater besprochen (Ziff. 61 u. 65).

Geht man auf irreversiblem Weg von vy, Tonach v, T, so hat s — sy natiirlich
den gleichenWert, die Entropieinderung hdngt ja nur von Anfangs-und Endzustand
ab (laut Definition derselben mit Beriicksichtigung des II. Hauptsatzes), dagegen
ist die jeweils bei der Temperatur 7" aufgenommene Wirme 6Q geringer als die
bei derselben Temperatur beim reversiblen Vorgang aufgenommene 6Q. Man
kann nédmlich den irreversiblen Weg mit einem direkt umkehrbaren reversiblen
zu einem irreversiblen Kreisprozef zusammenschlieBen, fiir den (6°) Ziff. 34
Geltung hat. Es ist also fiir irreversible Vorginge

3_302/%9- (1)

Fiir adiabatische irreversible Prozesse (0Q = 0) nimmt demnach die Entropie

stets zu.
Fiir solche Systeme, in denen nur V und 7 als Verdnderliche auftreten,

kann man

8Q = dE -+ pdV
schreiben (wobei alles auf ein Mol bezogen ist). Dann ist
v, T
S— S, = / dE+pav. @
T
Vo, To
dE + pav

as = T (2)
Fir ein System, bei dem statt der Volumarbeit elektrische Arbeit auftritt

(Spannung [E], Ladung [e]), wirde statt (2') zu schreiben sein

_ de+[E]d][e] g
= =T . 2

Manchmal wird (2) fiir allgemeiner gehalten als (1), weil (2) allgemein gelte,
wihrend (1) auf reversible Uberfithrung beschrinkt sei bzw. zu 6Q die Ein-
schrinkung zu setzen ist, daB es dem System auf reversiblem Weg zuzuleiten
ist. Hingegen sei in (2), (2’) keine solche erginzende Bemerkung nétig.
Aber diese Unterscheidung ist ein Irrtum. Es gilt ndmlich fiir ein System,
das z. B. nur Volumarbeit leisten kann, allgemein fiir reversible und irreversible

Vorginge 80 = dE + pdV,

wo p der bei dem betreffenden Vorgang eben am Stempel herrschende Druck ist.
Die vorhin erwidhnte Meinung setzt nun stillschweigend fiir 4 den aus der gewdhn-
lichen Zustandsgleichung bekannten Druck, d. h. den Gleichgewichtsdruck, ein
und macht hiermit stillschweigend dieselbe Einschriankung (sogar auf die ,,direkte
Umkehrbarkeit”). In Gleichung (2) miiten wir also eigentlich p schreiben.
Trotzdem werden wir das nicht tun, verabreden aber hiermit ausdriicklich, daB
in den Gleichungen (2),(2'), (2") stets der Gleichgewichtsdruck, das Gleichgewichts-
potential usw. gemeint ist.

ds
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Die Richtigkeit vorstehender Uberlegungen erkennt man besonders deutlich
bei Betrachtung galvanischer Ketten, fiir die (2”) gilt und in denen bei An-
wesenheit irreversibler Prozesse das gemessene [E] tatsdchlich unter dem Gleich-
gewichtswert [E] liegt (Polarisation).

36. Entropie zusammengesetzter und abgeschlossener Systeme. Wir haben
in Ziff. 35 nur von der Entropie des einen arbeitenden Systems gesprochen,
das in sich natiirlich in jedem Augenblick eine einheitliche Temperatur hat.
Wir konnen jetzt aber eine Reihe von Teilsystemen A4, B, C . . ., die gleiche oder
verschiedene Temperaturen haben mégen und die untereinander in wirme-
leitender Verbindung stehen oder auch voneinander isoliert sein kénnen, als ein
System auffassen.

Sind sie voneinander isoliert, so hat
504

S4— Spa =
J Ty

Sg — 3032/%93
. B

denselben Wert, den es ohne die Zusammenfassung zu einem Gesamtsystem
hat; man kann hier ohne weiteres einen neuen Zustand des vereinigten Gesamt-
systems so herstellen, daBl man die Teilsysteme (auch in Gedanken) getrennt
in den neuen Zustand bringt. Man wird dann die Anderung der Gesamtentropie
definieren als

ds=dsy+dsg+ ---

_dey + paduy 4 deg + ppduvp
N Ty Tp

+oe W

Sind die Systeme wirmeleitend verbunden und im Gleichgewicht, wozu nach
Ziff. 3 die Gleichheit der Temperatur gehort, so kann man zum Ubergang in den
neuen Zustand die Teilsysteme zuerst trennen, dann einzeln den Ubergang ausfiihren
lassen und dann wieder vereinigen. Mit der Trennung und Wiedervereinigung
ist nur eine Energieinderung, die der Oberfliche proportional ist und im all-
gemeinen vernachldssigt werden kann (Ziff. 4), verbunden, nach der Vereinigung
findet infolge der Gleichheit der Temperatur kein Wirmeaustausch statt. Man
kann also hier setzen

deg +deg + padvg + PBd’Uq

dS:dSA—l—'dsB: T ()

004+ 005
T

Endlich ist noch die Entropie eines Systems zu definieren, dessen Teile zwar wirme-
leitend verbunden, aber nicht von gleicher Temperatur, also nicht im Gleich-
gewicht sind. Hier kann man sich denken, dal man von irgendeinem Gleich-
gewichtszustand (iiberall gleiche Temperatur 7'j) ausgeht, die Teilsysteme von-
einander thermisch isoliert, einzeln in den gewiinschten Zustand bringt und
dann die wirmeleitende Verbindung herstellt. Der Zustand vor dieser Verbindung
ist reversibel erreichbar, daher seine Entropie nach (1) definierbar

Ty Tp

el ~
de d . | de dv
SMSOZSAESMJFSB_SOBJF...:/_A#,A T)Aﬁ—/%?_ffili_ 3)
! 4 B

7:0 7.;0
Man definiert nun, daf unmittelbar nach Herstellung der wéirmeleitenden Ver-
bindung, solange die ZustandsgréBen (v,, T4 . ..) keine merkliche Verinderung
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erfahren haben, auch die Entropie dieses Systems noch den Wert (3) hat, evtl.
wieder bis auf OberflichengréBen (Ziff. 4), die von der Verbindung abhdngen
kénnten.

Noch etwas schwieriger liegen die Verhiltnisse im Innern von Gemischen,
deren Bestandteile miteinander reagieren konnen. Es ist die Frage, ob man
hier vor Erreichen des chemischen Gleichgewichts (aber bei konstanter Temperatur
innerhalb der ganzen Phase) eine Entropie definieren kann. Hierzu ist ein Ver-
fahren erforderlich, das die umkehrbare Herstellung der Mischung in so-kurzer
Zeit gestattet, daB noch keine merkliche Reaktion eingetreten ist (s. auch Ziff. 66).
Wenn man dann formal die Entropie dieser Mischung durch dieselbe Funktion
von Temperatur, Druck und augenblicklicher Zusammensetzung definiert, die
gelten wiirde, wenn iiberhaupt keine Reaktion moglich wire, so hat diese Funktion
alle Eigenschaften, die der Entropie zuzuschreiben sind, wie HOENEN?) gezeigt

hat. Es ist nimlich bei allen Anderungen im Gleichgewicht ds = ﬂ, bei allen

Anderungen auBerhalb des Gleichgewichts ds > % .
Nach diesen Definitionen gilt fiir solche Verinderungen, die durch inneren

Wirmeaustausch innerhalb eines Gesamtsystems hervorgerufen werden, die
Gleichung
2 00,
ds = —T'l‘, (4)

sobald nur die Anderungen, die mit den Warmeabgaben oder -aufnahmen eines Teil-
systems verkniipft sind, in diesem Teilsystem reversibel sind. Der Warmeaustausch
der Teilsysteme unter sich braucht aber nicht reversibel zu sein. Man kénnte
namlich die Teilsysteme voneinander isolieren und jede Warmeaufnahme oder
-abgabe von auBen her durch einen eigenen Wirmebehélter der richtigen Tem-
peratur reversibel erfolgen lassen, wobei sich (4) definitionsgemaB ergeben wiirde.

Ist im speziellen auch der Wirmeiibergang zwischen den Teilsystemen
reversibel, T, = T; und das System nach auBen abgeschlossen, also > 6Q, =0,
so wird ds =0.

In einem nach auBen abgeschlossenen System bleibt also bei allen umkehr-
baren Vorgiangen die Entropie konstant.

Ist der Wirmeleitvorgang nicht reversibel, so ist im einfachsten Fall zweier
Teilsysteme fir Q4 =—38Qp >0 T, << T, also

ds = 904 + 90p _ 904 (1—&)>1.
Ty Ty T, T
Im abgeschlossenen System nimmt bei irreversiblen Wirmeleitvorgingen die
Entropie zu.

DaB sie im abgeschlossenen System auch bei Abwesenheit von irreversiblen
Wiarmeleitvorgdngen, aber Vorhandensein anderer irreversibler Vorginge zu-
nimmt, wurde zu (1") Ziff. 35 bemerkt.

Im abgeschlossenen System nimmt demnach bei allen irreversiblen Vorgingen
die Entropie zu.

Fande man in einem abgeschlossenen System entweder irgendeinen Vorgang,
bei dem die Entropie abnimmt, oder einen irreversiblen Vorgang, bei dem sie
konstant bleibt, so lieBe sich hiermit sofort ein Perpetuum mobile zweiter Art
bauen. Glaubt man einen solchen Vorgang gefunden zu haben, so wird man

1) P. H. ]. HoENEN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 82, S. 695. 1913.
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daher, um nicht den II. Hauptsatz aufgeben zu miissen, die Erkldrung darin
suchen, daB das betrachtete System nicht gentigend abgeschlossen war und daher
aufler der vorgefundenen Entropieinderung noch in einem in Wirklichkeit zum
System gehorigen Teil eine Entropiezunahme stattgefunden hat.

37. Freie Energie. Die Entropie ist in der vorherigen Ziffer einwandfrei
definiert worden. Namen und Definition haben aber den Nachteil der Unanschau-
lichkeit, soweit man nicht statistische Vorstellungen zu Hilfe nimmt. In diesem
Punkt sind zwei andere Funktionen iiberlegen. Man kann nimlich aus gegebenen
Zustandsfunktionen durch endliche (z. B. algebraische) Formeln beliebige neue
Zustandsfunktionen machen. Hierbei sind folgende besonders niitzlich:

fo=e—Ts, (1)
genannt die ,,freie Energie bei konstantem Volumen‘;
fop=e—Ts+ pv, (2)

genannt die ,,freie Energie bei konstantem Druck (EUCKEN) oder das ,,zweite
thermodynamische Potential“ (GIBBS).

In den Anwendungen leistet dasselbe wie f, die PrancKsche Funktion

D= £
=1, 3)
die Formeln schreiben sich mit dieser sogar einfacher, doch fehlt ihr der einprig-
same Name und die mit ihm verbundene Gedankenassoziation, so dal} wie lieber /,
benutzen werden.

38. Arbeitsleistung bei verschiedenen Vorgingen. a) Bei adiabatischen
Vorgingen ist Q = 0. Daherist de = —3 A. Wie groB aber d e ist, mit anderen
Worten, welcher Zustand bei dem adiabatischen Vorgang erreicht wird (z. B.
bei einem Gas: welche Endtemperatur einer bestimmten Ausdehnung entspricht),
hdngt von der groBeren oder kleineren Irreversibilitit ab. Ist der Vorgang
irreversibel und leistet die Arbeit A, so kann man an ihn einen reversiblen

adiabatischen Prozefl anschlieBen, der Arbeit — A’ = +A verbraucht und zum
Ausgangsvolumen, aber einer anderen Temperatur, zuriickfithrt. Dann schlieBt
man den KreisprozeB durch Warmezufuhr bei konstantem Volumen Q =4 — 4;
nach dem zweiten Hauptsatz muBl Q negativ sein, folglich ist 4 << 4; man kann
die Reihenfolge des adiabatischen und isochoren Prozesses auch vertauschen.
D. h. die irreversible adiabatische Ausdehnung leistet weniger Arbeit und fithrt
zu geringerer Abkiihlung als die reversible zwischen denselben Volumwerten.
b) Bei isothermen Vorgingen ist

Opd =—de+6Q. (1)
Findet ein isothermer reversibler Vorgang statt, so ist 00 = Tds, also
Opd = —dpe+ Tds )

oder nach (1) Ziff. 37 —
8pd = —0pf, . (3)

D. h.: bei einem isothermen reversiblen Vorgang ist die vom System geleistete
Arbeit gleich der Abnahme der freien Energie. Dieser Tatsache verdankt letztere
GroBe ihren Namen und ihre anschauliche Bedeutung. Man kann namlich
die Energie eines Systems aus zwei Teilen zusammensetzen: der freien Energie f
und der ,,gebundenen Energie’ (¢ —f). Bei einer isothermen reversiblen Zu-
standsdnderung liefert eine Abnahme der freien Energie Arbeit, eine Abnahme
der gebundenen Energie Wirme.
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Es sei hierzu noch folgende Bemerkung eingeschaltet: Die eben erwihnte
anschauliche Beziehung driickt den wirklichen Tatbestand noch viel genauer
aus, als wir es hier zeigen kénnen. Sie setzt nimlich voraus, daB die freie Energie
ein Teil der Gesamtenergie ist, also kleiner als diese, oder s immer positiv. Das
ergibt sich nun tatsichlich aus dem III. Hauptsatz (s. ds. Band Kap. 2) fiir alle
festen und fliissigen Stoffe, und wenn die Entartungstheorie der Gase recht hat,
auch fiir diese. Allerdings gilt dies nur fiir die freie Energie und Gesamtenergie
selbst. Die Anderungen, die diese GréBen bei irgendeinem Vorgang erleiden
konnen, koénnen verschiedenes Vorzeichen haben, es kann d¢ =0 und df sehr
groB} sein usw.

Betrachtet man einen isothermen Vorgang bei konstantem Druck, so ist die
jetzt maBgebende ,,technische Arbeit, z. B. die elektrische Arbeit einer gal-
vanischen Kette, unter konstamtem Druck

dp A, = OpA — pdv = —06p}, — pdv = —iyrf,. )
Sie steht in denselben Beziehungen zur ,freien Energie bei konstantem Druck‘
wie die gewdhnliche Arbeit zur freien Energie bei konstantem Volumen.
Fir isotherme reversible Kreisprozesse ist Ay, =0, Ay, == 0.

Gehen die Prozesse irreversibel, so ist die geleistete Arbeit kleiner als bei
den entsprechenden reversibeln Vorgingen

Op A < —6f,, Op A< —0f,. (5)

Denn sonst kénnte man sofort einen irreversiblen CarNOTschen Kreisproze3
zusammenstellen, der denselben Wirkungsgrad hitte wie ein reversibler. Im
Gegensatz zu adiabatischen irreversiblen Kreisprozessen ist der Endzustand
und daher auch die Energie hier im allgemeinen dieselbe wie beim reversiblen
ProzeB, dafiir ist 6Q kleiner.

Fiir nichtisotherme umkehrbare Prozesse gilt keine so einfache Beziehung
zwischen geleisteter Arbeit und Anderung der freien Energie (erstere ist kein
vollstindiges Differential!).

Es ist — _
0A=—de+ 0Q = —de + Tds
Y [s. (4) Ziff.39] (6)
= —df,—sdT = —df, — (ﬁ) aT
bzw. 84, = —df, — (ng”)p aT. [s. (4') Ziff. 39] (7)

39. Differentialbeziehungen, Beziehungen zwischen den thermodyna-
mischen Funktionen. Es seiein beliebiges System gegeben, das auBer durch die
Temperatur und das Volumen noch durch eine Reihe von anderen Variabeln v, . ..
charakterisiert sei (z. B. ein galvanisches Element durch die Strommenge [¢], die
man ihm entnimmt). Hierbei seien die y so gewihlt, daB eine Anderung von T bei
konstanten v, ¥, ...%....k% keine Arbeitsleistung hervorruft (die ¥ haben also den
Charakter von v und nicht von $). Es sind demnach ¢, s, f . . . Funktionen all
dieser GroBen. Nun definiert man weitere GréBen Y, dadurch, daB bei einer
Anderung der Koordinaten die geleistete Arbeit durch

04 = pdv + Y, dy, + Yydy, + -+ (1)

gegeben sei. Die Y, sind also ,,verallgemeinerte Krifte. Fiir einenidealen elasti-
schen Korper sind sie z. B. durch
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gegeben. Wir wollen weiter voraussetzen, daB alle Veridnderungen reversibel
(,,im Gleichgewicht“) vorgenommen werden, so daB neben (1) Ziff. 38 auch
(1) Ziff. 35 gilt. Dann ist

de=Tds — pdv— DY, dy,. (2)

Daraus folgt 1 _ 4o — Ty = —sd T — pav — V. dy,

oder

of : (af) (6;‘) _ ‘
(ﬁ>v,y,dT+ 001,020 2y ), W=~ 59T = pdv = 2V.dy. 3)

ay,
oder?)

(%)M,: s @ (%)T,yf —p, () (;}i)l’,v,yj:—yt' (©6)

Man kann unser System auch statt durch v und die y, durch p und Y,
(z. B. die elektromotorische Kraft) beschreiben, also T, p, Y, als unabhingige
Variable wihlen. Dann bildet man zweckmiBig eine Funktion

fpy=fv+:bv-i—ZYt%:fp—i—ZYL%- (7)
In ibr sind die v, y,, T durch p, Y,, T ausgedriickt gedacht. Volistindige Diffe-
rentiation und Einsetzen von (3) liefert

dfyy = —sdT — pdv — 3 Y.dy, + pdv + vdp + 3 V.dy, + X9.dY,
oder

Man beachte, daB die Differentiation z. B. in (4') einen ganz anderen Sinn hat als
in (4). In (4') sind der Druck und die Krifte konstant zu halten, zu diesem Zweck
miissen bei Temperaturinderung das Volumen und die Koordinaten geindert
werden. Hingegen bleiben in (4) diese letzteren GréBen konstant, darum bewirkt
die Anderung von T eine solche des Druckes und im allgemeinen auch der anderen
Krifte.

Der Ubergang von den unabhingigen Variablen v,y, zu p, Y, wie er sich
im Unterschied der gestrichenen und der ungestrichenen Gleichungen ausdriickt,
ist eine allgemeine mathematische Methode, die ,,LEGENDREsche Transfor-
mation®. Sie tritt in genau analoger Weise in der hoheren Mechanik auf, wobei man
statt der Geschwindigkeiten die Impulse als unabhingige Verdnderliche wihlt und
dann die (7) entsprechende Anderung in der ,, Wirkungsfunktion* vornehmen muf.

Man kann den Ubergang auch teilweise vornehmen, z. B. statt v, v, die
Variabeln $, ¥, wihlen. Dann benutzt man f,, und es gilt

o G -
<ﬁ e p )y " dy, T,zz,yj~—§“

In Wirklichkeit war schon der Ubergang von (4), (5), (6) zu (4, (5'), (6)
nur ein teilweiser, denn wir haben dabei T als unabhingige Variable beibehalten.
Nach (3) ist die GréBe, die den verallgemeinerten Kriften Y, fiir die Variable T
entspricht, gerade s. Wiinscht man daher als unabhingige Variable statt T, v, v,
das System s, v, y, zu haben, so hat man den (7) entsprechenden Ubergang zu
machen, dessen Resultat man in (2) schon vorfindet. Hieraus folgt

06 ’ ag " 6€ — 7 ot
<s)= o (e‘u)s,yﬁ”?” ") (7)“—’[ (©")

1) Der Index  bedeutet Konstanz samtlicher y,, 7 dagegen mit Ausnahme des einen
¥., das in der betreffenden Gleichung vorkommt.
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Hierbei ist ¢ als Funktion von T, v, y, gedacht. Ferner gehért zu dem System
s, p, Y, die Funktion

y=e¢+pr+ 2V v =¢+ Y.y

mit

ang) . 1y (ae?Y) 1"y (aePY) 17
(8s p,Y_T’ (4 ) f‘){) 5Y =v (5 ) oY, /sp,¥; =Y (6 )

Endlich kann man e , v, ¥, als unabhingige Variable einfithren. Dann ist nach (2)

_ a2 AL
dS——ng_*_Tdv_*_Z Tdyn (8)

also

is_ _i Hrre ﬁ __£ rrrey (6S> — ;YL e
(08)1;,1/,— T’ S <5v>e,y,_ T’ (5"") 0y, e,v,yj‘ T (6"

Entsprechende Formeln fiir die Variabeln ¢, p, Y, sind leicht hin zu schreiben.

40. Weitere Differentialbeziehungen, insbesondere fiir die spezifischen
Wairmen. Die Gleichung (8) Ziff. 39 kann man jetzt umschreiben, indem man
T, v, y, als unabhingige Variable einfiilhrt. Es ist

Js ( ( ) ! (68)
(ﬁ)vyth_*_ 01))Tytd +Z 0y, /T,v, dyt_T T, v,yth

+ %Kf)‘z)ﬂy,—*‘ P} Y +Z[<6y,)1' vy, Yt} 4.

oder mit (1) Ziff. 16

o
<

(g%)v,y, -1 (1)
( )T,lu ; K ) ,y, } ()
(a%)’-’ v,y : {(0%)“% ‘}' (3)

Der Sinn dieser Gleichungenist klar ; esist die Entropiednderung, die einer Tem-

0
peraturidnderung ohne duBere Arbeitsleistung entspricht, ( ) dT= 90 _ el .

a:r> o, T T
Entsprechend ist die Wiarmemenge, die man zufithren muB, um bei konstanter Tem-
d
peratur z. B. das Volumen zu vergréBern, nach (2) Ziff. 15 dv%: [(é—;):" + ﬁ}d v;
WY
sie wird zur Vermehrung der inneren Energie und zur Leistung duBerer Arbeit
benutzt. Es berechnet sich dann?)

(2) _ 190
ooty T 80

1) Den Index ¢ lassen wir von jetzt ab weg, wenn alle « darunter verstanden sein
sollen.
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o2
os _1 ag] als auch aus (2) %781—,

Bildet man sowohl aus (1) [m der Form T TaT

0%s . o%s .
bzw. aus (1) und (3) 3T oy’ endlich aus (3) 5y.99 so findet man
de 6;&)
(%,)T,y =T <5T vy P 4)
de ) _ <8YL)
(6_3/7 T,v,yj— T 0T /vy Yo, (5)
0 p) B (6YL)
(a—y, T,v,y,— dv/ry’ ©)
ayt) _ <6Yl>_ :
(ay, T,v,y,,yj_ (")yl T,v,yl,uj ) ) (7)
Aus (2) und (4) bzw. (3) und (5) folgt
ds\ <6p)
(0—'0)1',1/ T \0T /vy’ ®
Js aYL)
(W) = (57) ©)
Endlich ergibt (1) nach v, (8) nach T differentiiert [bzw. (1) nach v,, (9) nach T
differentiiert] A2
(6””:y> T (ﬁ) : (10)
dv /1y 012 /o,y
60,,",/) _ (62YL>
<ﬁ(ﬁ T,v,yj_ r T2 /vy’ (11)

Ganz entsprechende Gleichungen lassen sich auch unter Benutzung der Variablen
T, p, Y ableiten; sie lauten

(-
oT Y oT p,Y— T’

(e =) ol 2
1

(3

de v — ayl> ]
<W:>T,p,Yj+ p(a—K)T,p,Yj-}_Z Yl(éYL T,p,yl,yj_y‘ ’
ov _ Gepy) _ (&e <5v) - (8%) ,
Téj"-%vw—(iai:ﬂy—— 7T,y_:bﬁr,y—2‘yl-€)?1',y’ ()
0y — aeﬂ) _ .
(c“/T)T,p,Ya ( Y. /nny, Yoo (9

d
<0%8>)T,Y - (‘i; Y’ ()

1) 7 bedeutet hier alle Indices auBer : und 7, ¢ nur das y, der Gleichung.

~
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(061:) Y, _@;)"L)p, ’ )
-
(F) = -7 (G), a

Natiirlich kann man auch ,,gemischte’ Ausdriicke bilden, z. B.
G =-rlar), (1)

Die vorstehenden Gleichungen beruhen alle auf der Tatsache, daB s eine
Zustandsfunktion ist. Wurde z. B bei einem ganz einfachen System, das durch

02
T und V beschrleben wird, '+ T d gefunden werden, so hieBe das, daB3

T2dE—kpdV

V

man nicht zum selben Wert von

kommt, wenn man einer-

seits zuerst ¥V vergrofert und dann 7, und andererselts zuerst T und dann V.
¢ 9§ 0 dS
oV 9T ~ 0T ov’
driickt gerade die Unabhingigkeit vom Weg aus. Ist diese aber nicht vorhanden,
so kann man sofort einen kleinen KreisprozeB nach CLAPEYRON (Ziff. 22) kon-
struieren, der mit einem gleichen KreisprozeB, ausgefiihrt mit idealem Gas, kom-
biniert werden kann und ein Perpetuum mobile zweiter Art ergibe.

Aus Gleichung (4) Ziff. 40 und (3) Ziff. 16 erhdlt man eine Formel, die
zur bequemeren Berechnung der Differenz der spezifischen Wirmen bei kon-
stantem Druck und konstantem Volumen dient. Es ist

Denn (10) ist nur eine andere Form von —— , und diese Gleichung

2ol 7= =T (G (1)
Cov = Coy _T<0T vy \ 0T p,y—_TWT,y 0T /v (13)
[unter Berticksichtigung von (5) Ziff. 8].

Da aus Stabilitdtsgriinden (Ziff. 8) 5p < 0 ist, ist stets C, = C,. Hierbei

gilt das Gleichheitszeichen nur bei -— = 0, d. h. an Temperaturpunkten, bei

oT
denen das Volumen ein Maximum oder Minimum ist.

Von der Tatsache C, — C, > 0 ist schon in der Diskussion (Ziff. 16) Ge-

0FE
brauch gemacht worden. Dort wurde benutzt, da8 ( GIZ; ) + #p stets dasselbe
(und zwar im allgemeinen das positive) Vorzeichen hat wie (W) , weil die
4
erstere GroBe nach (4) gleich T(g;) ist.

AuBer der Gleichung (13), die C, und C,, beide bei konstantem y genommem,
verkniipft, kann man noch C, bei konstanten Kriften Y und C, bei konstanten y
vergleichen (bei Systemen ohne weitere Zustandsvariabeln y gibt das natiirlich
nichts Neues). Es folgt mit (5)

o)t T35 ) (6
Cpv=Coy+ T(OT ('ﬁ Y TZ 0T /ox
B a¢) (6V> (aV <ay> 'ay)
=Coy— T(’a_I? 20\ 6T oy W)p,ﬁ T 357 ) (6 )
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Im folgenden seien ohne weitere Erklirung einige Formeln angefiihrt,
welche spezifische Warme, Ausdehnungs- und Spannungskoeffizient fiir einheit-
liche Stoffe aus F, und F, berechnen. Sie sind aus den Formeln der Zif. 39 und
dieser Ziffer durch geeignete Differentiation erhalten. Die ersten der hier an-
gefiihrten Formeln unterscheiden sich von (4), (4') Ziff. 39 und (1), (1") Ziff. 40
dadurch, daB dort C, durch F,, C, durch F, ausgedriickt, hier aber umgekehrt
Cy, aus F,, C, aus F, berechnet wird:

_ _[[e*Fy . &F, 0V _ _[[&Fy | &F, 0p)
G = _[Ka Tz),, + arav(ﬁu' Co= “TKafz),, + aTap(ﬁ o

02F, 02 F, (’asz )2 6*F, 6*F, (&21«}, )2
oT? ov:  \oVeT 0T* 0p2  \0paT
Cp=—T S , C,=—T- (asz> ,
ov: 0 p2
lover) Gl
oVoT 9poT
CP—CU:TT}T’ Cp—cv:TTI?p,
vz 0p?
02F, 0*F,
i(a_V) __ovér 1(6;5) __ gper
V\eT/)»~  _ *F,’ p\OT/)s 02 F,’
oV P
0*F, ¢*F,
1(_0_;5) __ovVeT 1 <aV‘) _dpeT
p\éT/)» ~0F, °’ VvV \oT/» — OF,
ov 0p

41. Die MaxweiLschen Relationen. Wir leiten nun eine Reihe von
Gleichungen ab, die zur Berechnung der Wirmeténung dienen, welche bei ver-
schiedenen Vorgingen entwickelt wird. Man nennt diese Gleichungen die Max-
wELLschen Relationen. Bei der Ableitung wird stets benutzt, daf

ds — iTQ- (1)

ist. Die Gruppe der Relationen erhilt man durch Einsetzen von (1) in die Glei-
chungen (8), (9), (10), (8), (9') der Ziff. 40. Man findet

00\ _ . [ép 80 _ (e,
(W)T,ff(ﬁl,y' @ (@)ﬂv’w”(aT)v,y’ ®)

(3@ - v 5Q_ o v,
(5P>T,Y = - T(c“*'[),,,y’ (4) (6Y,,)T’ ny; =—1 <€T>,,,y' (5)

Der Sinn der auftretenden Symbole ist klar. Z. B. ist in (3) 0( die Wirme-
menge, die (reversibel) aufgenommen wird, wenn man v, dndert (z. B. in cinem
galvanischen Element die Strommenge [¢] durchschickt), wobei die Temperatur,
das Volumen usw. konstant bleiben sollen. Auf der rechten Seite gibt ¢V, /¢ T
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den Temperaturkoeffizienten der entsprechenden ,,verallgemeinerten Kraft*
(z. B. der elektromotorischen Kraft des galvanischen Elements) bei konstantem
Volumen und konstanten v (d. h. z. B. bei offenem Stromkreis und ungednderten
Konzentrationen). Hierbei kann man (2), (3), (4), (5) auch mit ,,gemischten*’
aber natiirlich auf beiden Seiten gleichen, Indizes schreiben, z. B.

30\ _ ‘if’,) / 5(_?) _ dy. ,
<0U>T,Y—T<6T/0,Y (2) oder (aYLT,v,Yj_— (0T>v,Y. 5

Ubrigens erhilt man die obigen Gleichungen auch, wenn man (4) Ziff. 401n (2), (4)
Ziff. 15 einsetzt usw.

Die zweite Gruppe von Relationen bekommt man dadurch, dafl man in 4"
Ziff. 39 nach v, in (5”) ebenda nach s differentiiert und nun (1) beriicksichtigt.
Entsprechend geht man mit (4”) und (6") vor. Ferner differentiiert man 4"
nach p bzw. Y,, (5'”) und (6'”) nach s. So findet man

I o Ml W
I R

Auch hier kann man ohne weiteres die Indizes auf beiden Seiten dndern [natiirlich
nur diejenigen, die sich auf zusammengehdrige, nichtbeteiligte Koordinaten be-
ziehen, d.h. z. B. in (6) nicht die Indizes s, v]. Also gilt z. B. auch

(550, =7 (5

Um diese Gleichungen zu verstehen, sei zuerst die Bedeutung des auch in
Ziff. 39 (5", (6"), (5""), (6’"") vorkommenden Index s erortert. Die Gleichung
s = konst., ds = 0 stellt bei zwei Variabeln (v, T oder p, T oder p, v) eine Kurve,
sonst eine Flache dar, die man die ,,Isentrope’ nennt. Aus (1) folgt auf ihr 6Q =0.
FEine isentropische Zustandsinderung bedeutet daher dasselbe wie eine adiabatisch
reversible, wihrend es natiirlich daneben noch unendlich viele verschiedene
adiabatisch-irreversible Vorginge gibt, bei denen die Entropie zunimmt. Der
Index s bedeutet also eine adiabatisch umkehrbare Anderung.

oT . C oy . .
In (6)ist demnach (%;) dv die Temperaturdnderung, die bei einer adiabatisch
8y
reversiblen Volumvermehrung dv eintritt, wihrend man die y, konstant 1aBt.

(Zé) 00 bedeutet die Druckinderung, die erfolgt, wenn man bei ungedndertem

Volumen und ungednderten y-Werten die Warmemenge 80 reversibel zufiihrt.
Man kann danach leicht (11) Ziff. 16 ableiten. Analog kann man schreiben

<6Yc) _ (aY‘) &L:*‘Q
dy Joan \dy /nas Cyun’

Hier bedeutet A entweder die Y,, j + ¢ oder die y; (evtl. auch gemischt), B

entweder p oder v. Diese Formel gi]bt z. B. das Verhiltnis der adiabatischen

Polarisierbarkeit Y = [E], y == [e] eines galvanischen Elements zur isothermen an.
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42. Die GisBs-HeLmuoLtzsche Gleichung. Definitionsgemid ist nach (1)

Ziff. 37 f —e—Ts.
Hierzu (4) Ziff. 39 gibt of
fv=e+T(57’i) : (1)
0y

Wenn e(V, T) bekannt ist, ergibt das eine partielle Differentialgleichung fir /,,
aus der man die Temperaturabhingigkeit dieser Grofe ermitteln kann. Es wird
nidmlich nach leichter Umformung

T, V
LV, Ty (V. Ty e(V, T)
Tzz— Tll__f s dT. 2)
T,V

Statt dieser prizisen Form kann man auch als unbestimmtes Integral mit einer
unbestimmten Funktion ¢(V) schreiben

W7, 1) =1 D ar 1), @)

Ebenso erhidlt man mit (2) Ziff. 37 und (4') Ziff. 39
0
b=t T(20) 0

und daraus v T, p

In, Ts)  fpTy) _ ey (p, T)

7, "pTll_—fpw T “
bzw A . fop ‘

M@ﬂ=—{ﬁ%%lﬂ+Tw@» )

Man nennt (1) die GiBes-HeErMHOLTZsche Gleichung, in ihr ist erster und zweiter
Hauptsatz zusammengefaBt. (3) hat R. LorENz abgeleitet?).
In (1) steckt direkt die Formel fiir den unendlich kleinen KreisprozeB, die

nach (1) Ziff. 23 dA Q
ar =T ©)

lautet. A4 ist nimlich die Arbeit bei einer isothermen reversiblen Anderung, also
—A=F,(V,,F)—F,(V,T). Fernerist Q = E(V,,T) —E(V,T) —F(V,,T) — F(V,,T).
Setzt man das in (5) ein, so erhilt man dasselbe Resultat, wie wenn man (1)
zuerst fir V,, dann fiir ¥, hinschreibt und diese beiden Gleichungen voneinander
abzieht.

43. Die Gleichgewichtsbedingungen. Ein System ist dann im Gleichgewicht,
wenn ohne Leistung duBerer Arbeit bzw. Zufuhr von Wirme keine Anderungen
auftreten koénnen.

Wir hatten in Ziff. 10 besprochen, daf alle abhingigen Zustandsgrofen
(z. B. ¢, s, /, dann der Druck p und die Y bei Wahl der y und V sowie T als un-
abhingige Verinderliche) bei Verinderungen nicht nur von den unabhingigen
Verinderlichen selbst, sondern auch von ihren zeitlichen Differentialquotienten
abhingen. Vorausgesetzt, daB diese Abhingigkeit stetig ist, ndhert sich aber
der Wert der untersuchten GroBe bei abnehmender Geschwindigkeit des Vor-
ganges dem Wert im Gleichgewicht, unabhingig von der Richtung des Vorganges.

1) R.LoreNz u. M. Karavama, ZS. . phys. Chem. Bd. 62, S. 119. 1908.
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Daraus hatten wir geschlossen, daB jede unendlich kleine Abweichung der
duBeren Krifte und anderen Bedingungen vom Gleichgewicht einen unendlich lang:
samen Vorgang hervorruft, wobei eine Richtungsumkehrung der erwihnten Abwei-
chung auch den Vorgang umkehrt. Es sei z. B. ein GefdB mit Gas gegeben, das
durch einen Stempel abgeschlossen ist, der mit Gewicht belastet ist. Bei unendlich
kleiner Vermehrung des Gewichtes erfolgt unendlich langsame Kompression,
bei Verminderung Ausdehnung. Die Gleichgewichtsbedingung muB also aus-
driicken, daB jede unendlich kleine Anderung des Zustandes einen umkehrbaren
ProzeB hervorruft. Die Umkehrung dieses Satzes beweisen wir am Ende dieser
Ziffer und besprechen zuerst die je nach den duBeren Bedingungen verschiedene
Form der Bedingung, die die Umkehrbarkeit jedes méoglichen Prozesses ausdriickt.

Es muB nidmlich allgemein

s — ETQ (d. h. 60 = 80)

sein oder
oe + 84
ds = — (1)
Im besonderen ist
a) bei nach aulen adiabatisch abgeschlossenen Systemen (0Q = 0) die

Bedingung, daB bei allen moglichen Anderungen gilt

ds = 0; (2
b) bei kiinstlich isotherm gehaltenen Systemen ist
—8f=04. 3)

Wenn man den (rein mechanischen oder rein elektrischen) Apparat, der die
Arbeit aufnimmt, mit zum System rechnet und die an ihm geleistete Arbeit 64
gleich der Zunahme seiner Energie de* (bzw. seiner freien Energie f*, da nicht-
thermische Systeme, wie Gewichte, elektrische Kondensatoren oder Elektro-
motoren, keine Entropie haben) setzt, so gilt fir das Gesamtsystem

S+ =o0. (3"

c) Ist nur ein isothermer Vorgang méglich und wird auBlerdem der Druck
konstant gehalten, so ist es zweckmiBig, die Arbeit in den gegen den konstanten
Druck geleisteten Teil +p dv und die technische Arbeit dAp zu teilen bzw. den
Stempel mit Gewicht, der den Druck konstant hélt, mit seiner potentiellen Energie,
die gleich pv ist, mit zum System zu rechnen

—8/, — pdv = —0f, = dAp. (4)

Rechnen wir auch den Rest der Arbeit aufnehmenden Apparatur zum
System, so gilt wie frither

ofy + 0fp) = 0. (4)

Nur zihlt jetzt eben der Stempel nicht zum Sternsystem. Ist nur Volum-
arbeit (keine elektrische Arbeit u. dgl.) zu leisten, so ist

df,=0. €y

Wenn die Bedingungen (2) bzw. (3') oder (4) erfiillt sind, so folgt, daf} die
betrachtete Funktion s bzw. foder f, (den Summanden +f* begreifen wir mit
ein) gegeniiber allen vorkommenden Anderungen ein Maximum, Minimum oder
einen Wendepunkt hat.

Handbuch der Physik. IX. 5
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Hat s bzw. —f, oder —f, ein Minimum ¢%s bzw. —d%f oder —d%f,> 0, so
heiBt das, daB eine kleine Abweichung zwar umkehrbar ist, jede gréBere Ab-
weichung aber zu Vorgéingen fithrt, bei denen die Entropie zu- bzw. die freie
Energie abnimmt, die also nicht umkehrbar sind. Solche Zustinde sind also
labil. Derartiges haben wir z. B. in Ziff. 8 ausgeschlossen. Es ist ndmlich

nach (5) Ziff. 39 z. B.
h ) 743 (62F> _ op
ovilr— T oV’

Ist die Funktion s bzw. — f oder — f, ein Maximum, §2s bzw. — 0%f oder —-42f,<<0,
so bewirkt zwar eine unendlich klein gedachte (virtuelle) Zustandsédnderung
nur eine Anderung zweiter Ordnung in s (bzw. f oder f,), jede endliche Anderung
des Zustandes wiirde aber eine Abnahme nach sich ziehen. Eine solche kann aber
nicht eintreten, ohne da Warme zugefithrt (bzw. von auBen her Arbeit gegen
das betrachtete System geleistet) wurde, ist also bei den vorausgesetzten Be-
dingungen (der adiabatischen Abgeschlossenheit z. B.) iiberhaupt unmdoglich.
Daher gibt diese Bedingung ein stabiles Gleichgewicht. Hiermit ist zugleich
der zu Anfang dieser Ziffer noch aufgeschobene Beweis nachgeholt, da die
Gleichungen (2) bzw. (3"), (4") nicht nur notwendige, sondern auch hinreichende
Gleichgewichtsbedingungen sind (wenn auBlerdem ein Maximum vorliegt). End-
lich konnte der betrachtete Zustand noch einem Wendepunkt entsprechen, in
welchem Fall der Zustand wieder labil wire.

44, Spezielle Form der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung. Es sei ein
System gegeben, das aus einer Anzahl von chemischen Stoffen besteht, die wir
durch untere Indizes unterscheiden wollen. Hierbei liegt es vollkommen in unserer
Willkiir, wie wir die chemischen Stoffe gegeneinander abgrenzen wollen. Wir
konnen jede Molekiilart als chemischen Stoff bezeichnen und dabei z. B. S, und S,,
die beide im Schwefeldampf vorkommen, als verschiedene Stoffe auffassen. Wir
konnen sogar zwei Molekiile S,, die in verschiedenen inneren ,,Quantenzustdnden**
sind, als verschiedene chemische Stoffe ansehenl). Wir kénnen andererseits als
einheitlichen Stoff auch jede Substanz der gleichen Bruttozusammensetzung
betrachten, z. B. jede, die nur aus Schwefelatomen besteht.

Die Art der Definition hat nur Einflul auf die Form der Funktion f, mit
der wir gleich zu tun haben werden, und die natiirlich anders aussieht, wenn wir
die Zusammensetzung durch die Gesamtzahl # der Grammatome Schwefel
charakterisieren, als wenn wir dies durch die Molzahl #, von S,, #, von S,
usw. tun.

Die Zusammensetzung soll, wie schon erwihnt, in Molen angegeben werden,
wobel wir in Féllen, wo das Molekulargewicht nicht eindeutig festzulegen ist,
als solches das Atom- bzw. Formelgewicht wihlen, z. B. bei flissigem Schwefel
S = 32. Wir treffen diese Wahl statt der gedanklich einfacheren des Gramm als
Einheit, um unsere Formeln nur mit ganzen Zahlen statt mit Irrationalzahlen
(den Atomgewichten) zu schreiben (Ziff. 6). Das System moge aus verschiedenen
Phasen bestehen, die wir durch obere Striche unterscheiden.

Wir setzen die Groen des Gesamtsystems additiv aus denen der einzclnen
Phasen auf Grund der Uberlegungen von Ziff. 4 zusammen, d. h. wir ver-
nachldssigen die OberflachengréBen. Es ist also

v=uv"+0v" 4+ ...,
e:@’+g,/—+— s
f =7 47+ (Index v odcer $).

1 A, KinsteIN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 820. 1914.
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Zur Angabe der Eigenschaften einer Phase gehort V' (oder $), T, dann #].

n,, d. h.ihre chemische Zusammensetzung. Diese Grofen bestlmmen ihre Energie
¢', ihre freie Energie /' usw. In welcher Weise die wirkliche Berechnung vor-
genommen wird, wird im Abschn. IV Ziff. 55 ff. erértert werden, vorderhand geniigt
es, zu wissen, da3 die Eigenschaften einer Phase nur durch ihre eigenen Zustands-
groBen V', T, n{, ... n; bestimmt sind, nicht durch die Anwesenheit anderer
Phasen. Diese letzteren wirken nur insoweit ein, als sie die freie Wahlbarkeit
der Zahlenwerte der Zustandsvariabeln v’, T, #{. .. einschrinken. Das Gleich-
gewicht ist nun nach Ziff. 43 dadurch charakterlslert daB gegeniiber allen mog-
lichen unendlich kleinen materiellen Anderungen, die bei konstanter Temperatur
und ohne dubere Volumarbeit bzw. bei konstantem Druck erfolgen

Spfy=0 baw. dpf, =0

ist. Alle moglichen materiellen Anderungen kénnen wir folgendermaBen erhalten
(wobel wir bei den Differentiationen den Index 7 weglassen und nach Belieben
den Index v oder p anfiigen kénnen). '

Wir entnehmen einer Phase (x) die Substanzmenqe on, des rten Stoffes
und bringen sie in die Phase (). Der Stoffumsatz betragt hierbei d () = —d»(9. Die
gesamte Anderung der freien Energie setzt sich aus zwei Teilen zZusammen:
erstens der Abnahme der freien Energie, die die Phase » durch die Entfernung

. . . 91t . .
der Substanzmenge erleidet und die gleich — (%(M)énff‘) ist; zweitens der Zu-

nahme der freien Energie, welche die Phase ¢ durch die Zufiigung von d#{) = — §n
oo . .
erfahrt und welche gleich d#( - on f() ist. Wenn die Gesamtidnderung der freien
Energie bei diesem virtuellen Umsatz verschwinden soll, so muf3 gelten
ofo a,«x)
C n( ) T (") (1)
Das gilt allgemein fiir alle ¢, #, 7.
Die Gro6fle R
= ) (2)
on® !

bezeichnet man nach GIBBs als das ,,chemische Potential des 7ten Stoffes in der
zten Phase”. Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Phasen untereinander lautet
also. Das chemische Potential jedes einzelnen Stoffes hat in allen Phasen, in
denen er vorkommt, den gleichen Zahlenwert (nicht etwa die gleiche Funktions-
form) oder u = po 2)
Eine solche Gleichung ist, wie eben erwihnt, eine Bestimmungsgleichung fiir die
in u auftretenden Variabeln #{ ... n/ als Funktion von V® oder p, T und
n® . ..xn. Solcher Gleichungen gibt es m (Anzahl der Phasen) — 1 un-
abhingige fiir jeden Stoff.

Daneben sind noch materielle Umsetzungen innerhalb einer Phase mdglich.
Es sei z. B. eine chemische Reaktionsgleichung in der «-ten Phase

a? AP + @ AP <5 af) AL - af? 4P, )
wobei die a@ ganze Zahlen und die 4 chemische Symbole sind. LiBt man einen

kleinen Umsatz geméB dieser Gleichung erfolgen und driickt wieder aus, daf3
dadurch keine Anderung der gesamten freien Energie erfolgen soll, so lautet die

Bedingung a® pd 4 af u = af) 2 + af) o )
S*
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Kann derselbe stochiometrische Umsatz auch in der xten Phase erfolgen (z. B.
25,5, im Gaszustand und in der Schmelze), so bringt die hierfiir geltende
Gleichung ) )+ af) pl — o ped + a) pg
nichts Neues, wie der Vergleich von (2') und (4) zeigt, weil a{® = a{) ... ist,
da es sich um dieselbe Reaktion handelt. D. h. z. B., wenn das Gleichgewicht
zwischen S, und S, im Gaszustand hergestellt ist, ferner das Gleichgewicht von S,
zwischen Schmelze und Gaszustand und das Gleichgewicht von S, zwischen
Schmelze und Gaszustand, so ist auch das Gleichgewicht zwischen S, und S,
in der Schmelze vorhanden. Das letzte Resultat bedeutet nur die eindeutige
Definition des Gleichgewichtes unabhingig von der Art etwa noch hinzugefiigter
anderer Systeme, die mit dem urspriinglichen auch im Gleichgewicht stehen
(z. B. Gasphase), dhnlich wie bei dem Temperaturgleichgewicht (Ziff. 5).

Wir kénnen demnach unsere Gleichgewichtsbedingung unter Zusammen-
fassung von (2') und (4') so ausdriicken.

Es gehe irgendein materieller Umsatz (natiirlich nach stéchiometrischen
Gleichungen) vor sich. Die Menge des rten Stoffes, die aus der xten Phase ver-
schwindet, sei a9 dn, wo a{*) ganzzahlig ist und positiv bei Verschwinden, negativ
bei Entstehen gerechnet wird. Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung

= —6%22 (")
2> 20w = o. (5)

Fiir jede im System irgend moégliche Umsetzung gilt eine solche Gleichung.
Hierin sind die p als bekannte Funktionen von 7,  und der Zusammensetzung
aufzufassen. Gleichung (5) ist dann eine Gleichupg zur Berechnung der Zu-
sammensetzung (bzw. des Druckes).

Um eine etwas konkretere Vorstellung von der Bedeutung der chemischen
Potentiale ¢ zu bekommen, nehmen wir voraus, daB bei gegebener Temperatur
es besonders in einem reinen idealen Gas maglich ist, alle moglichen Werte von p
unterhalb einer gewissen Grenze durch Veridnderung der Dichte herzustellen
(s. Ziff. 61). Wenn wir jetzt in Gedanken u{, das chemische Potential des rten
Stoffes in der xten Phase, messen wollen, gehen wir so vor (s. auch Ziff. 66):
wir denken uns einen Raum, gefilllt mit dem rten Stoff in Gasform. Dieser
Raum ist auf der einen Seite mit einem regulierbaren Stempel versehen, auf
der anderen Seite mit einer Wand, die folgende Eigenschaft haben soll: Sie 143t
die Molekiile #» widerstandslos durch, d. h. so, daB es keine Arbeit erfordert, ein
Molekiil # von der einen Seite der Wand auf die andere zu bringen. Andere
Molekiile 143t sie aber nicht durch. Genauer gesagt, soll die Geschwindigkeit,
mit der sich das Gleichgewicht auf der inneren Seite der Wand herstellt, viel
schneller sein, wenn man das beschriebene Gefil in einen mit dem Dampf »
gefiillten groBen Raum bringt, als wenn es sich um einen anderen Stoff handelt.
Eine solche Wand nennt man semipermeabel oder halbdurchlissig. ‘Man kennt
eine Reihe von Fillen, in denen die Semipermeabilitidt gut realisiert ist, und es
ist kein Grund vorhanden, einen Widerspruch der erhaltenen Resultate mit der
Erfahrung zu fiirchten, wenn man sich die Existenz semipermeabler Winde
auch fiir andere Stoffe vorstellt und mit ihnen Gedankenexperimente macht.
Als Beispiele seien angefithrt: Erhitztes Palladium ist fast nur fiir Wasserstoff
durchldssig. Eine Schicht von Kupferferrozyaniir ist fiir geldste Salzionen,
aber nicht fiir Zuckermolekiile durchlissig.

oder
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Den oben beschriebenen Probekasten (Sternsystem) lassen wir mit unserer
»ten Phase ins Gleichgewicht treten. In dem neuen System: Phase #x, halb-
durchlissige Wand, Kasteninneres stellt sich Gleichgewicht in bezug auf # ein.
pu = u:. Das Potential im Innern des Kastens ist aber eindeutig durch die
Dichte der Gase gegeben.

Den Inhalt von Formel (2') kann man dann so ausdriicken, daB Phasen,
die in bezug auf den Stoff » miteinander im Gleichgewicht sind, denselben Dampf-
druck im Probekasten erzeugen. Die Angabe dieses Gleichgewichtsdampfdruckes
an Stelle des chemischen Potentials, mit dem er bei gegebener Temperatur in
eindeutiger Beziehung steht, ist wegen seiner Anschaulichkeit in der physikalischen
Chemie sehr beliebt.

Wir hatten in Gleichung (2) keinen Index v oder $ angebracht. Wir tragen den

Beweis nach, dal} " )
() (2 o
XA P ant ), )

Es ist namlich

(%)pw: <Zf’:)p,T+ P (dh)pT (g]:)um’{" (g{;))nl' (%)p,l’ TP <Z—Z>p,T'

Daraus folgt (6) mit (5) Ziff. 39. Entsprechendes gilt natiirlich bei Vorhandensein
weiterer Koordinaten.

45. Die Abhidngigkeit des Gleichgewichts von Druck und Temperatur.
In der vorigen Ziffer hatten wir unter (5) die allgemeine Gleichgewichtsbedingung
hingeschrieben. In dieser kann man eine Beziehung sehen, die bei gegebenem
Volumen oder Druck und bei gegebener Temperatur die Beziehungen zwischen
den verschiedenen Konzentrationen oder Molenbriichen herstellt und so diese
bestimmt. Wir untersuchen jetzt, wie bei Anderung der duBeren Bedingungen,
d. h. Druck (bzw. Volumen) nnd Temperatur, sich die Zusammensetzung dndert.
Die Zusammensetzung kann sich dadurch dndern, dal gemiB (3) Ziff. 44 ein
Umsatz erfolgt. Und zwar wollen wir sagen, es sei der Umsatz d# erfolgt, wenn
von der Substanz 1 afdn = dn} Mol verschwinden usw., von der Substanz 3
a; dn = dn} Mol entstehen usw. Da die Form von Gleichung (5) auch unter
den geidnderten Bedingungen erhalten bleibt, so muf3 das vollstindige Differential
der linken Seite verschwinden, d h.

% 3 () (x) 3 €3
dT*Z () ()—}—d;b 2 + dnp a)za()ﬂg)
oy D S =0

(Alle #¢) hingen von allen n; abl)

(1)

Diese Gleichung 148t sich noch etwas umschreiben, es ist ndmlich nach (4), (4')

a ja)
Ziff. 39 (—f”) = —s bzw. (gjj’f) = —s und infolgedessen der Ausdruck
/o

\oT)
'6(’;2“5”) ul = Z <»=)a s

ersetzt man nun ds durch 69—, s durch 1 —Q,
in (1) T onr T 6#

1 = U U
() v
E 6%(") —F AQ = — d bzw. — -TE . (2

so wird die erste Summe
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Diese GroBe U ist die Wiarmemenge, die man zufithren muB, wenn der Umsatz
von soviel Mol, als es die stéchiometrische Gleichung ausdriickt, erfolgt, d. h.
von én = 1. Z. B. ist bei der Verdampfung, wo die stéchiometrische Gleichung
das Verschwinden von einem Mol der fliissigen Phase und das Auftreten von
einem Mol Dampf anzeigt, (2) gleich der Verdampfungswirme von einem Mol,
und zwar je nach der Wahl von f in den weiteren Summanden bei konstantem
Volumen oder konstantem Druck. Wenn wir die zweite Summe zuerst fiir den
Fall konstanten Druckes umformen wollen, so beachten wir (5°) Ziff. 39 und
finden nach einer dhnlichen Diskussion, wie oben, daB}

wobel AV die Volumvermehrung ist, die eintritt, wenn bei konstantem Druck
und bei konstanter Temperatur der der stéchiometrischen Gleichung, und zwar
bei Ablauf der Reaktion von links nach rechts, entsprechende Umsatz erfolgt
(dn = 1). Wir finden so folgenden Ausdruck fiir die Abhéngigkeit der Zusammen-
setzung von dulleren Umstidnden

_WdTerpAv +ZZM'>Z W( a)> =0. 3)

[N
Entsprechend gilt bei konstantem Volumen folgende Gleichung

on”

U \ l ¢
— 7]: " aT — dv Ap —J(—ZZ dﬂy) de (aH(T)> =0, (4)
@) 7 7 /Y

wobei A4p = Z (ﬂf’——> die Druckidnderung bedeutet, die eintreten wiirde,

v,

wenn man den besprochenen Umsatz bei konstantem Volumen und konstanter
Temperatur vor sich gehen liefle, also z. B. bei Betrachtung eines Lésungsgleich-
gewichtes die Druckdnderung, die erfolgen wiirde, wenn man ein Mol des festen
Stoffes aufldést, ohne eine Anderung des Gesamtvolumens zuzulassen.

Wir kénnen die erwihnten Formeln in leicht verstidndlicher Weise verall-
gemeinern, wenn wir aufler dem Volumen noch andere unabhingige Variabeln
zulassen. Dann ist nach Ziff. 39 (6) und (6') die Gleichung (3) durch

+XaY. Ay, (5)

die Gleichung (4) durch
- Zd% | Y? (6)
zu ergidnzen. Hierin bedeutet ganz entsprechend Av, :Z{’zt“’(7 3(};) die An-

derung der Koordinate y,, die eintritt, wenn man den betrachteten Umsatz
bei konstant gehaltener Temperatur, konstantem Druck und konstanten
Kriften Y vor sich gehen 1dBt, z. B. bei einem galvanischen Element die
Anzahl Coulomb, die hindurchgehen miiten, wenn dic gewiinschte chemische
Reaktion erfolgen soll, wobei der Vorgang isotherm bei unverindertem Druck
und unverdnderter elektromotorischer Kraft Y vor sich geht. Entsprechend

cY " ..
bedeutet 4Y, == Z“f-x) (Ch :) , die Anderung der Krifte, die eintreten wiirde,

Cn

r, % r/y,T
wenn trotz des Umsatzes sich die Koordinaten y nicht dndern diirften. Z. B.
wire AY dn die Anderung der Spannung, die cintreten wiirde, wenn sich d#
Molionen abscheiden, ohne daf3 Strom fliet, d. h. bei offencm Stromkreis.
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Wenn die Erginzung (5) zu (3) hinzugefiigt wird, so ist natiirlich zu be-
achten, daB die u jetzt eine andere Bedeutung haben (s. Ziff. 39), namlich

0 .
T”ij (fp + 2 Yy) .
Wenn nur eine einzige Reaktion moglich ist und die Anderungen in der Zu-
sammensetzung nur durch diesen Umsatz erfolgen, so muBl gelten
An® = adn 7)

wobei d#n durch (7) definiert ist und das Ausmall der Reaktion bestimmt.
Dann wird (3)

Up () (%) 62fp
_,,T,,dTJrAvderdn;’l’Zj’a, a an@a@:o' (8)
Nun ist aber
02 f 0zf
), v %D
; %‘ “ onPon  on?’ )
also wird
U, ' <62]‘p)_ -
_—I<dT+ A'Ldp*l—dn _8;5 p,T_O (10)
bzw.
U, 5%) _
— dT—A;bdv+dn<an2 v’T—O. (11)

Im allgemeinen Fall, in dem mehrere Reaktionen unabhingig voneinander ab-
laufen koénnen, an denen derselbe Stoff beteiligt ist, kann man die einfache
Bedingung (7) und daher auch die Formen (10) und (11) nicht benutzen. Wenn
wir z. B. den Fall betrachten, in dem Sauerstoff, Wasserstoff, Wasserdampf
gasférmig iiber flissigem Wasser mit geldstem Sauer- und Wasserstoff im Gleich-
gewicht sind, so bewirkt eine Temperaturerhohung nicht nur explizite eine Ver-
schiebung des Gleichgewichtes zwischen gasférmigem und gelostem Sauerstoff
und dadurch eine Vermehrung des gasférmigen, sondern auch das Gleichgewicht
zwischen gasférmigem O,, H, und Wasserdampf wird zugunsten einer Vermehrung
von O, verschoben, was wieder Sauerstoff in vermehrtem MaB in Lésung
bringt. In einem solchen Fall muBl man also fiir jede Reaktion die allge-
meine Form (3), (4) benutzen.

46. Das Braun-Le Cuateriersche Prinzip. Wir wollen Formel (10), (11)
Ziff. 45 zuerst auf den Fall spezialisieren, da3 nur die Temperatur gedndert wird
und das Volumen bzw. der Druck konstant bleibt (d$ = 0 bzw. dv = 0). Dann
lautet die Gleichung (10), (11)

+ P = 1), W
( n2>
bzw. N Uu, 1 _(ﬂ) 1
T [eefy \aT e
(En‘2>

2
v

dn?
ein Minimum gegeniiber allen méglichen Reaktionen ist (Ziff. 43). Daraus folgt,

Nun ist allgemein > 0, weil im stabilen Gleichgewicht die freie Energie
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daBdn/dT das Vorzeichen von U hat. D. h. aber: EsseidT positiv, es finde also eine
Temperaturerhdhung statt. Ist U positiv, so wird Wiarme verbraucht, wenn der
Umsatz von links nach rechts geht (Ziff. 45 6» = 1). Die Temperaturerhdhung
bewirkt dann, daB d#» positiv ist, d. h., dal das Gleichgewicht sich weiter von
links nach rechts, oder in dem Sinn verschlebt daB Wirme verbraucht wird.

Setzen wir andererseits d1 = 0, halten also die Temperatur konstant,
so gilt

dnt/pT
bzw.
i = (&n),. )

<61’L2)v,1’

Wir nehmen also jetzt z. B. eine Druckerhéhung vor, dp > 0; dann ist d# positiv,
der Umsatz geht von links nach rechts, wenn AV negativ ist. Dall 4V negativ
ist, bedeutet aber das Eintreten einer Volumverminderung, wenn der Umsatz
von links nach rechts geht.

Demnach tritt bei Druckerh6hung ein chemischer Umsatz in einem solchen
Sinn ein, daB durch diesen Umsatz das Volumen vermindert wird. Entsprechend
folgt aus (3), daB bei Volumvermehrung der Umsatz eintritt, welcher eine Druck-
steigerung bewirkt. .

Wenn auch noch andere Koordinaten [(5) und (6) von Ziff. 45] vorhanden
sind, gelten entsprechend die Gleichungen

Ay, - ( an )
- zc‘/Z;‘p’Y) T \dY,/pny’ @
on? Jpy,r
AY, dn \
( ﬁzfu) (;i ) Ty (5)
on? /o, 1,y

47. Formales iiber die Abhdngigkeit der charakteristischen Funktionen
von Zusammensetzung und Menge der Substanz. Um die Zusammensetzung
einer homogenen Phase anzugeben, kann man verschiedene Variablen wihlen.
Man kann erstens fiir alle Stoffe die Volumkonzentrationen wihlen, d. h. die
GroBen

",

c, =" (1)

Das gibt bei »Stoffen 7 Groflen, welche iiber die Zusammensetzung und das
spezifische Volumen Aufschlull geben. Gibt man aulerdem noch das Gesamt-
volumen der Phase an, so ist damit auch die absolute Menge festgelegt. Zweitens
kann man auch den sog. Molenbruch angeben. Darunter versteht man das Ver-
hiltnis der Molzahl eines Stoffes zur Summe aller vorhandenen Molzahlen (wobei
man sich bei Stoffen, deren Molekularzustand nicht ohne weiteres festgelegt
werden kann, auf das Formelgewicht beziehen mag). Der Molenbruch ist alsc

Xy = - M = e (2

Ny 4 Hy + - A 2, ' ”1+ﬂz ’F”r

=
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Daraus folgt X+ xp b x = Dx, =1, A (3)

so da von den 7 GréBen x, nur » — 1 unabhingig sind. AuBer der Angabe der
Molenbriiche braucht man dann zur vollstindigen Festlegung noch entweder
die gesamte Molmenge Zn, und die Dichte oder das Gesamtvolumen und die
Dichte. Endlich kann man statt des Molenbruches auch das Molverhiltnis
nehmen

Ny n,

n’ omy’
indem man einen bestimmten Stoff auszeichnet (z. B. als Losungsmittel). Frither
war auch die Angabe von Gewichtsverhiltnissen iblich. Die Umrechnung in
Molverhiltnis erfolgt dann einfach nach der Formel

#a M, g

"y M 2 81
Gibt man statt des Gewichtsverhiltnisses die Gewichtsprozente 100 g—j, die

dem Molenbruch entsprechen, an, so lautet die Umrechnung in die hier gewédhlten
Einheiten 1
18

M}' Zgi B (4)

Xj = —‘f o\
2 <Z’g;)

Nach dem, was wir in Ziff. 4 gesagt haben, ist fir geniigend groBe Mengen
v, ¢, s, [ proportional der Menge bei gegebener Zusammensetzung, d. h. bei fest-
gehaltenen Molenbriichen. Das bedeutet, daf diese GréBen homogene Funktionen
ersten Grades der Molzahlen #; sind. Dann gilt nach dem EuLERschen Satz

f=2%§%=2%m. (5)

Die GroBen p, dagegen sind jetzt nicht mehr von den absoluten Mengen, sondern
nur von den Verhiltnissen und dem spezifischen Volumen, d. h. von den Mol-
briichen und der Dichte bzw. den Volumkonzentrationen abhidngig. Sie sind
demnach ,,spezifische’ Grofien. Bei reinen Stoffen ist nun

: fp = nk,
oder F,=p. ©6)
D. h. bei reinen Stoffen ist das chemische Potential gleich der freien Energie
pro Mol.
Dasselbe gilt fiir Gemische idealer Gase, wenn man alles durch die Kon-
zentrationen ausdriickt
meo=1r,,. (7)
Aus der Definition der chemischen Potentiale folgt ferner
Op _ Oy
Gn, = am @)

sei es bei konstantem p oder V. Statt dessen kann man auch schreiben

(%L=@@v ®)
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(im allgemeinen wird eine Vertauschung mit dem Index $ nicht viel dndern).
Fiir mehr als zwei Stoffe heiBt (8) in den x

e 0w Oy N1 :
axj - 0xxx éx, gx),,x” 1<

bzw. o1 a .
‘l:,ti — c,ur 7
N )

In dem speziellen Fall, daB nur zwei Stoffe vorhanden sind, man also die

Zusammensetzung durch den einen Molenbruch #x, = ¥ = , Xy =1—x
charakterisieren kann, wird daraus ny -+ g
2 Omz _ '
“ox (1= ox 0, )

d. h. also, wenn man die Abhéngigkeit des chemischen Potentials u, der einen
Komponente in dem Gemisch von der Zusammensetzung kennt, kann man ohne
weiteres auch die Abhédngigkeit der anderen u, berechnen. Das liegt daran,
daBl man die relative Menge des Stoffes (1) im Gemisch dadurch vermehren kann,

daB man entweder Stoff 1 dazugibt oder im Verhiltnis 1z vom Stoff 2
wegnimmt. ¥

48. Die verschiedenen Methoden zur Berechnung der Gleichgewichte. Es
sind derzeit im wesentlichen 3 Methoden zur Berechnung von Gleichgewichten
iiblich, die aber, wie gezeigt werden soll, nur formal verschieden sind. Die erste
Methode, welche wir hier verfolgen wollen, nennt man auch nach Giss die
Methode des thermodynamischen Potentials oder, wie wir lieber sagen wollen,
der freien Energie. Sie besteht darin, dafl man ein fiir allemal fiir die verschiedenen
reinen Stoffe und fiir die Gemische die GroBen f bzw. u als Funktionen der
Temperatur, des Volumens oder Druckes und der Zusammensetzung zu berechnen
sucht. Kennt man diese GroBen, dann Kann man irgendein beliebiges Gleich-
gewicht einfach durch formales Einsetzen dieser Funktionen in die Gleich-
gewichtsbedingung (5) Ziff. 44 berechnen.

Nur duflerlich unterscheidet sich hiervon die zweite Methode durch Benutzung
der Entropie statt der freien Energie. Auch sie berechnet diese GroBe fiir alle
vorkommenden Systeme ein fiir allemal. Wihrend aber die erste Methode etwa
das Sublimationsgleichgewicht zwischen Dampf und fester Phase in der Form
hinschreibt, daBl sie die spezifischen freien Energien dieser beiden einander
gleichsetzt, driickt die zweite Methode das so aus, daB sie die bei der Verdampfung
von 1 Mol eintretende Entropiezunahme, also die Differenz der Entropie von
1 Mol Dampf beim Gleichgewichtsdruck und von 1 Mol festen Stoffes glcich der
durch die zugefithrte Wirme, ndmlich die Verdampfungswirme, hervorgerufenen
Entropiednderung setzt, also

U
Sp— S, = %ﬂ ) (1)
Tatsdchlich ist diese Form von der in der ersten Methode gebrduchlichen nur
auBerlich verschicden. Es ist ndmlich die Verdampfungswéirme z. B. bei kon-
stantem Druck gleich der Differenz der Wérmeinhalte der beiden Phasen oder

EpD: E]?S

Sp— S, =
D $ T
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Dies kann man aber leicht in die Form
E,p—TSp=E,,— TS, oder Fop=1TF, (2)

umschreiben, die mit dem erstbesprochenen Ansatz {ibereinstimmt.

Etwas groBer ist der Unterschied gegen die dritte Methode, die Methode
der- Kreisprozesse. Man kann diese dadurch charakterisieren, daB die Grund-
iberlegungen, die zur Bildung des Begriffes der freien Energie und zur Gleichung (5)
Ziff. 44 gefithrt haben, hier fiir jeden Gleichgewichtszustand von neuem durch-
gefithrt werden. Die Methode verwendet hierzu zwei Prozesse: Erstens isotherme
Kreisprozesse, bei denen die in Summe geleistete Arbeit Null ist. Zweitens kleine
Carxotsche oder CLAPEYRONsche Kreisprozesse, bei denen Formel (2) Ziff. 31
angewandt wird. Um z. B. die Dampfdruckerniedrigung eines L&sungsmittels
durch ein geldstes Salz zu berechnen, geht man so vor, dafl man das Losungs-
mittel aus der Losung beim Gleichgewichtsdruck ' verdampft, es nun isotherm
unter Zufithrung der Arbeit

RT In z‘} (3)

auf den Gleichgewichtsdruck p, des reinen Losungsmittels komprimiert, dann
ohne Leistung von technischer Arbeit zu reinem Lésungsmittel kondensiert und
nun dieses auf umkehrbarem Wege mit Hilfe einer halbdurchlissigen (d. h.
nur fiir das Losungsmittel, nicht fiir das Salz durchlidssigen) Wand wieder in die
Losung schafft, wobei die Arbeit p; V (V' Volumvermehrung der Lésung bei
Zugabe von 1 Mol Losungsmittel) vom osmotischen Druck p; der Losung
geleistet wird. Setzt man die Gesamtarbeit Null (isothermer KreisprozeB!), so
ergibt sich demnach

i Po _ 22V (4)
p  RT’
Die Methode der freien Energie hingegen hitte ein fiir allemal die Potential-
differenz des Losungsmittels in der Losung und des reinen Losungsmittels zu

p— g =—pV (5)

bestimmt und wiirde diese gleiche Formel dann auch zur Berechnung der Gefrier-
punktserniedrigung und anderer Gleichgewichte anwenden. Sie hitte anderer-
seits die Abhingigkeit des Potentials des Dampfes vom Druck ein fiir allemal
(Ziff. 61) zu : '

#o($) = o (p9) = RT1n 2. G
bestimmt und wiirde diese Formel fiir alle Gleichgewichte benutzen, bei denen
der Dampf irgendeine Rolle spielt. Das Gleichsetzen der beiden Ausdriicke (5)
und (6) liefert natiirlich ebenfalls (4).

Als Beispiel fiir die Anwendung CraPEYRONscher Kreisprozesse diene die
Ableitung der sog. CrLAusiUs-CLAPEYRONschen Dampfdruckformel (s. Ziff. 78).
Die Methode des Kreisprozesses wiirde dabei folgendermaBen verfahren. Man
verdampft isotherm ein Mol des Stoffes bei der Temperatur T und gewinnt dabei
die Arbeit p (Vp — V7). p bedeutet hierbei den Dampfdruck bei der Temperatur 7.
Hierbei ist die Verdampfungswirme bei konstantem Druck U;_, p, aus dem
wirmeren Behilter zuzufithren. Nun kithlt man ohne Voluméinderung, also ohne
Arbeitsleistung, um 4T ab, wobei sich erstens ein wenig Dampf kondensiert und

zweitens der Dampfdruck auf den Wert p — ap

deT sinkt. Dann komprimiert
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man bei der tieferen Temperatur T — 4T auf das Anfangsvolumen, wobei sich
im allgemeinen der gréBte Teil des Dampfes wieder kondensiert. Hierbei ist die

Arbeit ( —{—?—;dT) (Vp — V) zu leisten. Es sei bemerkt, daB auch hier V,

bzw. V; die Molekularvolumina von Dampf und Fliissigkeit bei der Temperatur T
und dem zugehérigen Druck p bedeuten, wihrend die Differenz des Molekular-
volumens von Dampf und Fliissigkeit bei der Temperatur 7" — d7 und bei dem
zugehorigen Dampfdruck gréBer ist, so daB sich am Ende der Kompression im
allgemeinen noch nicht aller Dampf wieder kondensiert hat. Nur bei der oben
gewihlten Festlegung bekommt man einen CLAPEYRONschen ProzeB3, bei welchem
die nun folgende Erwiarmung um d7 ohne Arbeitsleistung, d. h. bei konstantem
Volumen, in den Ausgangszustand zuriickfiihrt.
Die Arbeit, die der ganze KreisprozeB liefert, ist demnach

d
4y = Har Wy —7y. o

Wendet man nun die Formel (2) Ziff. 31 fiir den Wirkungsgrad bei umkehrbaren
Kreisprozessen an, so ergibt sich die gesuchte Formel zu

iiﬂ — 4;Ul —>Dp_ (8)
aT  TWp—V) -

Die Methode der freien Energie wiirde statt dessen so verfahren, da8 sie allgemein
die Potentiale von Dampf und Fliissigkeit bzw. hier, wo es sich um reine Stoffe
handelt, die auf das Mol bezogenen freien Energien (bei konstantem Druck)
einander gleichsetzt und mittels der allgemeinen Formeln (4) und (5') der
Ziff. 39 den Zusammenhang zwischen Temperatur und Druckidnderung angibt.
Man gelangt direkt hierzu durch Spezialisierung der in dieser Weise abgeleiteten
allgemeinen Formel (10) Ziff. 45, in der man (infolge der konstanten Zusammen-
setzung) dn = 0 zu setzen hat. Beriicksichtigt man, da3 hier A4V =V, — TV,
ist, so findet man direkt (8).

Der Vergleich zwischen der Methode des Kreisprozesses und der Methode
der freien Energie zeigt somit, daBl im Grunde beide Methoden auf das gleiche
hinauslaufen. Die Methode des Kreisprozesses beginnt jedesmal ab ovo und hat
damit den Vorteil, daB3 sie jedesmal die Voraussetzungen, von denen man aus-
geht, ausdriicklich wieder ins BewuBtsein zuriickbringt. Man erkennt jedesmal
ohne weiteres, wie ein Widerspruch zwischen dem richtig abgeleiteten Resultat
und der Erfahrung die Konstruktion eines Perpetuum mobile zweiter Art er-
moglichen wiirde. Die Operationen, von denen sie Gebrauch macht, sind alle
sehr anschaulich. Sie hat andererseits den Nachteil, daBl ihre Ableitungen ziem-
lich lang sind, und daBl man leichter irgendeinen Teilprozel3 iibersieht.

Thr gegeniiber hat die Methode der freien Energie den Vorteil groBer Kiirze.
Wenn man einmal die Berechnung der Potentiale als Funktionen von Druck,
Temperatur und Zusammensetzung ausgefithrt hat, so erfordert alles weitere
nurmehr einfachste Rechenoperationen, bei denen ein Irrtum kaum mdéglich
ist. Der Nachteil besteht in der Unanschaulichkeit dieser Operationen und darin,
daB man nicht jedesmal dazu gezwungen ist, zu kontrollieren, ob die Annahmen
iiber das System, die man bei der Bestimmung der freien Energien gemacht hat,
auch in diesem speziellen Fall erfiillt sind bzw. ob tatsichlich die angesetzten
Gleichgewichte vorliegen.

49. Gleichgewichte bei Anwesenheit duBerer Kridfte. Wir haben bisher bei
Besprechung der Gleichgewichtsbedingungen seit Ziff. 43 stillschweigend duBere
Kriafte ausgeschlossen. Wir nehmen nun an, dall solche vorhanden sind, die
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eine potentielle Energie E* haben. Damit soll folgendes gemeint sein: Nehmen wir
an, daf} wir das System in seinem gegenwirtigen Zustande, d. h. in seiner Tem-
peraturverteilung, Dichteverteilung und chemischen Zusammensetzung fixieren
konnten. Wenn wir nun d#, Mol der ¢ten Substanz von der betrachteten Stelle
entfernen und ins Unendliche bringen, wo keine duBeren Krifte herrschen, und
sie dort einem System von sonst gleicher Beschaffenheit wie das Ursprungs-
system wieder zufithren, so wiirde dabei eine bestimmte Arbeit geliefert werden.
OE* - ..

Diese Arbeit ist nun gleich + - dn,. Das benutzen wir als Definition der
potentiellen Energie. Um Beispiele zu geben: Bei einem Gas im Schwerefeld ist
die GroBe OE*

on,

(M Molekulargewicht, g Schwerebeschleunigung, z Hohe),

= Mgz (1)

weil eine Verschiebung von einem Mol Gas im Schwerefeld in eine gleich be-
schaffene Umgebung, die in anderer Hohe z, liegt, die Arbeit +Mg(z — 2,)
liefert. Im elektrischen Feld ist aus entsprechenden Griinden die potentielle
Energie [¢][V], weil eine Verschiebung in diesem Feld eine Arbeit [e] (V] — [V,])
liefert, wenn [V] — [V,] die elektrische Potentialdifferenz ist und die verschobene
Substanz wieder in eine gleich beschaffene Umgebung kommt, so dafl keine
Arbeit infolge der Verdnderung der Umgebung zu leisten ist, wie es z. B. bei
einem Ubergang aus Fliissigkeit in Dampf der Fall wire.

Dann nehmen wir das Feld, welches die duBleren Krifte erzeugt, als ,,Stern-
system’ zu dem untersuchten System hinzu. Wir wollen nun voraussetzen,
daf} die potentielle Energie E* nicht explizit von der Temperatur abhingig ist,
sondern nur moglicherweise implizit, insofern als die Dichte und chemische
Zusammensetzung sich mit der Temperatur dndert. Dann ist bei festgehaltener
Dichte und Zusammensetzung des Systems bei Temperaturerhohung keine Wirme
dem Sternsystem zuzufithren, ebenso wird keine Arbeit geleistet, und wir kénnen
demnach die freie Energie desselben als explizit von der Temperatur unabhingig
ansehen. Bei isothermen Anderungen hingegen ist ihre Abnahme durch die
geleistete Arbeit gegeben. Wir konnen demnach ansetzen

F* = E*, (2)
wie wir dies in einfacheren Fillen schon in Ziff. 43 getan haben. Das Gleichgewicht

gegeniiber isothermen Anderungen ist dann durch das Minimum der gesamten
freien Energie f 4 F* gegeben. Die Gleichgewichtsbedingung (5) Ziff. 44 nimmt

somit die Form an OE*
Slapi{uer+ 250 <. 0

on

Hieraus kénnen wir sofort einige Schliisse ziehen. Die Gleichgewichtsbedingung
einer chemischen Umsetzung wird durch die Schwerkraft nicht explizit verschoben,
denn bei einer chemischen Umsetzung an einer bestimmten Stelle dndert sich die
Gesamtmasse nicht, d. h. es ist >a®M, = 0. Dagegen kann eine indirekte
Beeinflussung dadurch stattfinden, daB die Konzentration des einen Stoffes
an der betreffenden Stelle vermindert wird, weil dieser Stoff anderswohin ge-
schafft wird. Ebenso dndert sich die Form der Gleichgewichtsbedingung eines
chemischen Umsatzes durch die Anwesenheit elektrischer Krifte nicht direkt,
weil auch hier die algebraische Summe von entstehenden und verschwindenden
Ladungen >'al[e,] Null ist. Aber auch hier kann eine indirekte Beeinflussung
der Gleichgewichtskonzentrationen durch Verschiebung der geladenen Teil-
nehmer stattfinden.
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50. Beispiele. a) Das Gas im Schwerefeld. Wie wir in Ziff. 61 zeigen
werden, ist bei gegebener Temperatur das Potential eines Gases durch die Formel
bestimmt ’

wp) = plpo) + RTln?;. (1)

0

Die Gleichgewichtsbedingung im Schwerefeld heiBt demnach

p(p) + Mgz = konst. = u(py), (2)

wenn sich der Index Null auf den Boden (2 = 0) bezieht. Daraus folgt sofort

die sog. Barometerformel
P Mgz

P )

Po
Man kann diese natiirlich auch direkt ableiten, indem man ansetzt, daB3 das Ge-
wicht einer Schicht von der Dicke dz den Betrag Mg/V hat und von der Druck-
differenz dp zwischen Ober- und Unterseite der Schicht
getragen werden. Man kann das schreiben

—~Mgdz=Vdp. (4)

———

ping R

Diese Gleichung ist aber mit unserem aus den freien
Energien abgeleiteten Ansatz identisch. Wir erkennen
das, wenn wir (2) nach z differenzieren und beachten, dal3

0 : . .
: 8% dz die technische Arbeit Vdp bedeutet, die bei der

umkehrbaren isothermen Verschiebung geleistet wird.
Unseren Ansatz fiir die freie Energie hatten wir gerade
daraus abgeleitet, daBl bei isothermen umkehrbaren
,—_J—:E Anderungen die Anderung der freien Energie gleich der
Arbeit (die bei einem idealen Gas und konstanter Tem-
Abb. 8. Gas im Schwere-  peratur mit der technischen Arbeit zusammenfillt) ist

feld.
(o Fy)p=dFy)yr=pdpV=d(pV)p—Vdp=d(RT)p—Vdp.

Es ist noch lehrreich, dieses Gleichgewicht mit Hilfe eines Kreisprozesses abzu-
leiten. Hierzu denken wir uns (Abb. 8) eine seitlich begrenzte Gassiule im
Schwerefeld. Wir kénnen aullen an diese Gassidule ein Gefdll anschlieBen, dessen
Volumen regulierbar ist und das ein Mol Gas enthilt. AuBerhalb der Gassiule
sel vollkommenes Vakuum, so dall unser Gefil3 keinen Auftrieb erleidet. Zuerst
1st das Gefil am Boden angeschlossen und mit Gas vom Druck p,, wie er am
Boden herrscht, gefiillt. Dann wird die Verbindung getrennt und das Gefdl3
bei konstantem Volumen in die Héhe 2z gehoben, wobei die Arbeit Mgz geleistet
werden muB. Wiirde man jetzt die Verbindung mit der Gassdule wiederherstellen,
so finde ein nicht umkehrbares Ausstromen des Gases aus dem Gefd3 in die
Sdule infolge des an dieser Stelle in der Siule herrschenden niedrigeren Druckes p
statt. Man mul daher das Gas umkehrbar isotherm auf den Druck $ sich aus-
dehnen lassen, der in der betreffenden Héhe in der Siule herrscht. Hierbei ge-

b

winnt man die-Arbeit R7 In b Bei diesem isothermen Kreisprozel3 darf keine

-—Q

Arbeit gewonnen werden, demnach mulB gelten:

RTIn ];)0 — Mgz=0.
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b) Verschiebung von Gleichgewichten durch elektrische Krifte.
Es sei ein Gleichgewicht zwischen Molekiilen M, positiven und negativen Ionen
gegeben nach der stéchiometrischen Gleichung

a,(+) +a (=) =au(M).
Wir wollen voraussetzen, daB eine verdiinnte Ldsung in dem Sinne vorhanden
ist, daB das chemische Potential der unzersetzten Molekiile an einem bestimmten
Ort nur von der Konzentration dieser Molekiile c¢;; selbst, nicht aber von der
daneben vorhandenen Konzentration der Ionen abhingt (s. Ziff. 65). Ohne
elektrisches Feld hei3t dann die Gleichgewichtsbedingung

@ pry +a_po = ay puy(cn) - : (5)
Nun wollen wir ein elektrisches Feld anlegen. Wir haben nun zuerst die Gleich-
gewichtsbedingung der einzelnen Komponenten fiir sich im Feld anzusetzen.
Da die Molekiile elektrisch neutral sind, wird ihr Potential von der Anwesenheit
des elektrischen Feldes tiberhaupt nicht beeinfluB3t, d. h. die Gleichgewichts-
bedingung der unzersetzten Molekiile an verschiedenen Stellen untereinander
lautet uy = konst., oder die Konzentration der unzersetzten Molekiile ist iiberall
gleich. Andererseits erfordert das Gleichgewicht der positiven Ionen unter-
einander bzw. der negativen Ionen untereinander

w4 (e V] = p 4 [ 1[V.],
D 4 [e 1[V,] = u®? 4 [e 1[V,],

d. h. die Konzentration sowohl der positiven als der negativen Ionen dndert sich
von Stelle zu Stelle, und zwar in entgegengesetztem Sinn (entgegengesetztes
Vorzeichen der ¢). Trotzdem, und zwar gerade deshalb, weil diese Anderung
im entgegengesetzten Sinn erfolgt, ist die Bedingung des chemischen Gleich-
gewichts nicht im Widerspruch mit der Konstanz der Konzentration der un-
zersetzten Molekille, wie die Gleichung

a 1P +a pu® =a, y® +a y® = ayuy

zeigt. Wir kénnen ein solches System als aus unendlich vielen Phasen bestehend
auffassen (s. Ziff. 76).

51. Teilweises Gleichgewicht. Es kommen sehr hiufig Fille vor, in denen
eine der oben angefiihrten Gleichungen gegeniiber manchen Anderungen erfiillt
sind, gegen andere nicht. Wir wollen z. B. von der Gleichung (4') Ziff. 43 sprechen,
doch gilt das hieriiber zu Sagende auch fir (2) und (3').

Als Beispiel diene etwa ein GefidB, gefiillt mit fliilssigen Wasser, Wasser-
dampf, gasférmigem Sauerstoff und Wasserstoff. Die Temperatur sei gegeben,
ebenso der Druck. Dann sind noch folgende weitere Verinderliche vorhanden.
Das Gesamtvolumen v, die Konzentrationen von H,0, O,, H, in der Dampf-
phase (cy, ¢,, ¢3), die Konzentrationen des gelosten Sauerstoffs und Wasserstoffs
(¢cy, c3"). Es ist die freie Energie Funktion der 8 Variabeln

fp (ﬁ: T} v, cl) 02’ 03, 02” 03,) .

Die Gleichgewichtsbedingung (4') verlangt

ferner gilt eine Gleichung, die die Wasserdampfkonzentration iiber dem fliissigen

W bestimmt,
asser bestimm = py 2)



80 Kap. 1. K. F. HErzFELD: Klassische Thermodynamik. Ziff. 51.

eine, die das Gleichgewicht von Sauerstoff im Gasraum und in geldstem Zustand
angibt,

Mz = phy 3)
eine ebensolche fiir Wasserstoff

M3 = g (4)

und endlich eine fiir das chemische Gleichgewicht von Wasserstoff, Sauerstoff
und Wasserdampf in der Gasphase (s. auch Ziff. 44)

Myt 2pg = 24, . (5)

Nun kommt es hidufig vor, dafl bei der kiinstlichen Herstellung des Systems
diese Gleichungen verletzt sind. Dann treten im allgemeinen irreversible Vor-
ginge auf, durch die f, abnimmt und die zur Herstellung des Gleichgewichtes
fithren. Es kann aber sein, daB3 die Geschwindigkeit, mit der sich das Gleichgewicht
gegeniiber verschiedenen gedachten Anderungen herstellt, sehr verschieden ist.
Z. B. stelit sich die Giiltigkeit von (1) bis (4) sehr viel schneller ein als die von (5).
Das soll z. B. heilen, daB sich nach (2) ¢, richtig einstellt und weiter nicht mehr
dndert. (5) ist nicht erfillt, d. h. ¢; und ¢, dndern sich sehr langsam in dem
Sinne, daB u, + 2, immer ndher gleich 2 u; wird. Dagegen gilt (3) und (4)
mit den augenblicklich herrschenden Werten von ¢, und ¢;, nach denen sich c,’
und ¢;’ einstellt. Trotzdem also in einer Beziehung kein Maximum der freien
Energie vorhanden ist, stelleri sich die schneller verlaufenden Verdnderungen
auf einen Zustand ein, als ob der andere Vorgang, der noch nicht zum Gleich-
gewicht gefithrt hat, iiberhaupt nicht vorhanden wire.

Der Grund hierfiir liegt offenbar in folgendem, eigentlich nicht in das Er-
scheinungsgebiet der Thermodynamik gehérigen Umstand:

Die Geschwindigkeit, mit der sich irgendein bestimmter Vorgang einstellt,
z. B. das Gleichgewicht Wasserdampf —fliissiges Wasser, hingt im allgemeinen
von allen ZustandsgréBen ab (7', V, ¢, ¢,, €3, €5, ¢5), ferner aber auch von deren
Anderungsgeschwindigkeiten, z. B, (%c:c%c; .
Anderungsgeschwindigkeiten der anderen Vorgdnge nach diesen entwickeln.
und wenn irgendeiner derselben besonders langsam vor sich geht (z. B. die Ein-
stellung des Gleichgewichts Wasserstoff-Sauerstoff-Wasserdampf), so verlaufen
die anderen Vorginge (z. B. die Einstellung Wasserdampf-Wasser) so, als ob
der langsame Vorgang die Anderungsgeschwindigkeit Null hitte, d. h. iiberhaupt
nicht vorhanden wire.

Demnach ist auch das teilweise Gleichgewicht, zu dem die schnell ver-
laufenden Vorginge fiithren, so, als ob die langsamen Prozesse iiberhaupt nicht
vorhanden wiren. Es gilt demnach z. B. die Gleichung fiir das Gleichgewicht
gasformiger-geloster Sauerstoff (3) in derselben IForm, aber natiirlich mit anderen
Zahlwerten, wie wenn es iberhaupt keine Verbindungsmoglichkeit zwischen
Wasserstoff und Sauerstoff gibe. Die langsame Reaktion zwischen diesen beiden
bewirkt, daB sich die Zahlenwerte von ¢, in (3), ¢; in (4) langsam dndern, und
damit auch die dadurch bestimmten Werte ¢,’ und ¢;’. Die Form der Gleichungen
(2), (3), (4) bleibt aber, wie erwihnt, bestehen bis auf Glieder von der Gréfen-

langsame . T
LETT R hw keit.
ordnung cchnelie Reaktionsgeschwindigkeit

Der Beweis fiir die obige Behauptung kann natiirlich nur der Lehre von der
Reaktionsgeschwindigkeit (kinetische Theorie) oder der Erfahrung entnommen
werden.

Man kann aber bei kleinen
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Es sei aber noch darauf hingewiesen, daB die Richtigkeit dieser Sitze Vor-
bedingung dafiir ist, daB wir @iberhaupt von einer Thermodynamik reden kénnen,
denn wir haben es genau genommen immer mit solchen teilweisen Gleichgewichten
zu tun.

Wenn wir z. B. ein Gas in ein Gefid einschlieBen und fiir dieses Gas die
Zustandsgleichung, etwa die Abhéingigkeit des Druckes vom Volumen, durch
Hineinschieben eines Stempels bestimmen wollen, so ist dieses Gas im Innern
des Gefifles mit der duBeren Umgebung des GefiBes nicht im Gleichgewicht;
das letztere ist nur bei gleicher Dichte des untersuchten Gases innen und auflen
vorhanden. Da nun prinzipiell Gase auch durch feste Hiillen diffundieren kénnen,
tritt, wenn auch mit unmeBbarer Langsamkeit, das abgeschlossene Gas durch
die Hiille nach auBen aus. Trotzdem gelingt eine ,statische’ Druckmessung,
ohne Riicksicht auf diesen Umstand und die Unvollstindigkeit des Gleich-
gewichts, weil die Geschwindigkeit der Druckeinstellung sehr schnell gegen die
der Diffusion ist. Je portser das Gefill ist, desto mehr weicht der gemessene
Druck von dem statischen, d. h. sehr langsam verdnderlichen Druck ab.

So wie hier geschildert, liegen die Verhiltnisse aber allgemein, denn voll-
stidndiges Gleichgewicht wiirde die Gleichheit der Temperatur und die Unméglich-
keit jedes von selbst verlaufenden chemischen Vorgangs im Universum bedeuten.

52. Metastabile Zustdnde. AufBler den in Ziff. 51 angefithrten Fillen, in
welchen eine Gleichgewichtsbedingung infolge zu langsamer Einstellung nicht
erfiillt ist, man aber die iibrigen Gleichungsbedingungen unverindert anwenden
kann, sind noch andere dhnliche Fille wichtig. Hierher gehéren unterkiihlte
Flissigkeiten oder Ddmpfe, iiberhitzte Fliissigkeiten und feste Phasen, welche
iiber einen Umwandlungspunkt hinaus erhitzt oder unterkiihlt sind (N&dheres
iiber diese Begriffe sehe man unter Ziff. 77). Diese Beispiele unterscheiden sich
von den in Ziff. 51 besprochenen dadurch, daB dort ein dauernder, wenn auch
bei konstant gehaltener Temperatur sehr langsamer Vorgang statthat, welcher
die Zusammensetzung in solchem Sinne dndert, daB der bisher nicht erfiillten
Gleichgewichtsbedingung allmahlich immer genauer geniigt wird. Im Gegensatz
dazu findet bei den jetzt angefiihrten Abweichungen von einer Gleichgewichts-
bedingung kein allmdhlicher, sondern nur ein, sei es durch duBere, sei es durch
innere Anldsse (die letzteren miissen in den von der Molekulartheorie geforderten
Schwankungen ihren Grund haben), hervorgerufener plotzlicher Ubergang in
den von der letzten Bedingung verlangten Gleichgewichtszustand statt. Hierbei
ist nicht etwa wie bei Explosionen die durch den Vorgang selbst hervorgerufene
Temperatursteigerung wesentlich beteiligt, dieselbe wiirde im Gegenteil nach
dem BRAUN-LE-CHATELIERschen Prinzip, Ziff. 46, hiufig den Vorgang hemmen.

Wenn wir nun eine solche metastabile Phase vor uns haben, so sind alle
anderen Gleichgewichtsbedingungen vollkommen erfiillt. Auch ihre Eigenschaften
schlieBen ganz kontinuierlich an die Eigenschaften im stabilen Zustand an. Wenn
wir z. B. Wasser, ausgehend von einer Temperatur iiber dem Schmelzpunkt,
unterkiihlen, so dndern sich sdmtliche Eigenschaften, Volumen, Brechungsindex
und damit Farbe, spezifische Wirme und damit Energieinhalt, Entropie, Aus-
dehnungskoeffizient, Kompressibilitit usw. vollkommen kontinuierlich. Trigt
man irgendeine dieser Eigenschaften als Funktion der Temperatur auf, so hebt
sich in dieser Kurve der Schmelzpunkt, d. h. der Punkt, von dem ab der meta-
stabile Zustand, die Nichterfiilllung der einen Gleichgewichtsbedingung, beginnt,
in keiner Weise ab. Wir benutzen also auch fiir solche metastabile Zustinde
ohne weiteres alle die Gleichgewichtsbedingungen in unverdnderter Form mit
Ausnahme derjenigen, deren Verletzung eben den metastabilen Zustand be-
dingt. Z. B. kénnen wir bei unterkithltem Wasser die Gleichgewichtsbedingung
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zwischen diesem unterkiihlten flisssigen Wasser und Wasserdampf ganz ebenso
ansetzen wie zwischen Wasser iiber dem Schmelzpunkt und Wasserdampf.
Verletzt ist nur die Gleichgewichtsbedingung zwischen Wasser und Eis.

Warum wir die Kurven der Eigenschaften (Kompressibilitit, Brechungs-
index usw.) fiir das fliissige Wasser ohne weiteres in das unterkiihlte Gebiet fort-
setzen konnen, dafiir kann die reine Thermodynamik prinzipiell keine vollkom-
men zwingenden Griinde geben. Sie kann nur sagen, daB der Gleichgewichts-
zustand eben nur durch die Gleichheit der chemischen Potentiale beider Phasen
gegeben ist (s. Ziff. 76). Der Schmelzpunkt ist nur dadurch charakterisiert, da8
an ihm die chemischen Potentiale von Wasser und Eis den gleichen Zahlenwert
haben. Fir die fliissige Phase Wasser allein aber ist dieser bestimmte Zahlen-
wert in keiner Weise ausgezeichnet, sondern er ist nur durch beide Phasen
charakterisiert, und wenn die eine, das Eis, fehlt, merkt das Wasser sozusagen
gar nicht, daBl es den Schmelzpunkt wihrend der Abkithlung unterschreitet.

Gibt man das eben Gesagte zu, dann folgt allerdings aus ganz #hnlichen
Uberlegungen, wie in Ziff. 44, die Giiltigkeit der gewshnlichen Gleichgewichts-
bedingungen fiir alle anderen mdoglichen Umsetzungen, denn man kann mit dem
unterkiihlten Wasser, solange man nur seine Umwandlung in Eis verhiitet, genau
so wie mit einem vollkommen im Gleichgewichte befindlichen Stoff reversible
Kreisprozesse durchfiithren. Fiir das isotherme Gleichgewicht erhilt man demnach
wieder das Maximum der freien Energie gegeniiber allen isothermen Anderungen
mit Ausnahme der einen verbotenen.

53. Die falschen Gleichgewichte. Im Gegensatz zu der hier geschilderten
Auffassung steht die besonders von DUHEM!) vertretene Annahme der Existenz
wirklicher , falscher Gleichgewichte’ (Faux equilibres).

Im vorhergehenden war die Auffassung vertreten worden, da8 bei homogenen
Reaktionen mit fallender Temperatur eine vollkommen kontinuierliche, wenn
auch teilweise sehr schnelle Abnahme der Reaktionsgeschwindigkeit mit der
Temperatur eintritt. Was wir eben iiber die Reaktionsgeschwindigkeit von
homogenen Gleichgewichten gesagt haben, gilt in entsprechender Weise auch
fiir nichthomogene, wenn die miteinander reagierenden Phasen beide vorhanden
sind. Bei Uberhitzungs- bzw. Unterkiihlungserscheinungen, bei welchen nur
eine Phase (z. B. unterkiihltes Wasser ohne Eis) da ist, sollte die plétzliche
zufillige Einstellung des Gleichgewichtes nach einer Zeit eintreten, die im Mittel
von den Bedingungen abhingt und bei geniigender Unterkiihlung enorm grof3
werden kann, aber diese Zeit sollte durchaus kontinuierlich mit der Temperatur
sich dndern.

Die Meinung DUHEMS hingegen ist in groben Umrissen, daB die Einstellung
des Gleichgewichts, wie es von der Thermodynamik gefordert wird, nur oberhalb
einer bestimmten unteren Temperaturgrenze, wenn auch bei fallender Temperatur
mit abnehmender Geschwindigkeit, erfolgt. Unterhalb dieser Grenze, des
»Reaktionspunktes®, gibt es ein Gebiet der ,falschen Gleichgewichte®, in
welchem die von der gewdhnlichen Thermodynamik erforderte Gleichgewichts-
einstellung nicht erfolgt. Er driickt dies mit MoUTIER?) so aus, daB er sagt:
es findet nie eine Verdnderung statt, die die Thermodynamik verbietet, aber es
finden manchmal Verdnderungen nicht statt, welche die Thermodynamik erlaubt.

Um nun zu Einzelheiten iiberzugehen, liegen nach DungeM die Verhiltnisse
bei den obenerwdhnten einphasigen Verzégerungserscheinungen folgendermafen.

1) P. Dunewm, ZS. f. phys. Chem. Bd. 29, S.711. 1899; Arch. Néerland. (II) Bd. 6,
S. 93. 1901, ausfithrlich mit Beispielen in dem Buch ,,Thermodynamique et chimie*’, 2, Aufl.,
S. 431ff. Paris 1910; s. auch G. TamMaxx, Kristallisieren und Schmelzen, 2. Aufl., Leipzig.
%) J. MoutiER, Bull. Soc. Philomat. (7) Bd. 4, S. 86. 1880.
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Wenn wir etwa das p-T-Diagramm, in welchem jeder Punkt einen Zustand
des Systems darstellt, benutzen, so zerfillt etwa fiir das System Kalzit-Aragonit
die Zustandsebene nach der gewohnlichen Thermodynamik in zwei Teile, in
deren einem der Kalzit, in deren anderem der Aragonit stabil ist. Diese beiden
Teile werden durch die Gleichgewichtskurve 4B getrennt. Bei den zusammen-
gehorigen pT-Werten, die auf ihr liegen, sind Kalzit und Aragonit nebeneinander
im Gleichgewicht (Ndheres dariiber s. Ziff. 77 u. ff.). Nach
DuHEM hingegen ist diese Beschreibung nur fiir das Stiick
BC richtig; statt der Fortsetzung nach 4 gabelt sich die
Kurve in die beiden Stiicke CD und CE, die in der an-
gegebenen Weise auseinandergehen. Nur im Gebiet ober-
halb der Kurve D C B ist blo8 Aragonit bestidndig, so dafl
sich Kalzit, in diesen Zustand gebracht, in Aragonit ver-
wandeln wiirde. Ebenso ist rechts von B C E nur Kalzit be-
stindig, so daB sich Aragonit in diesem Zustand sogleich ~ Abb. 9. Wahres und
in Kalzit vefwandeln wiirde. Das Gebiet zwischen DCE ifl?scil}f:n Gllg“{hi%ewlcf;
und A hingegen ist das der falschen Gleichgewichte, in : Arago?li%c. "
welchen die beiden Zustdnde nebeneinander stabil sind.

Entsprechendes wiirde nach ihm auch fiir die homogenen Gleichgewichte
gelten: Bei geniigend hoher Temperatur Einstellung des Gleichgewichtes, z. B.
fir ein Wasserstoff-Sauerstoff-Gemisch oberhalb 180°, bei tieferer Temperatur
ein immer breiteres Konzentrationsgebiet, innerhalb dessen keine Reaktion ein-
tritt.

Fir diese Auffassung spricht, daB tatsichlich bei manchen heterogenen
Reaktionen ein Anhalten der Reaktion lange vor ihrem Ende gefunden wurde?),
obgleich vorher die Reaktion mit merklicher Geschwindigkeit vor sich ging und
nach der iiblichen Lehre von den Reaktionsgeschwindigkeiten die Abnahme der
Geschwindigkeit, die infolge der *Annidherung an das Gleichgewicht eintreten
mul, noch nicht sehr groB hitte sein dirfen (die Temperatur wird konstant
gehalten). Wenn man vom fiiblichen Standpunkt diese Erscheinung erklidren
will, kann man die Bildung einer reaktionshemmenden, stérenden Schicht an
der Grenzfliche der beiden Phasen annehmen, die mit der Reaktion selbst nichts
zu tun hat. Hierfiir spricht, daB BopENSTEIN?) bei geniigend groBer Oberfliche
der festen Phase die Erscheinung nicht gefunden hat. Allerdings hat Baur3)
auch in homogener fliissiger Phase einen nur einseitig erreichbaren Endzustand
konstatiert. Gegen die allgemeine DunEMsche Auffassung ist einzuwenden,
daB, wie schon erwihnt, die Untersuchung der Reaktionsgeschwindigkeiten in
zahlreichen Fillen von homogenen Reaktionen, ferner bei einer Reihe von Ver-
zogerungserscheinungen?) eine vollkommen kontinuierliche Abnahme der Reak-
tionsgeschwindigkeit mit der Temperatur ergeben hat von der Art, daB die
Extrapolation zu den hier interessierenden Temperaturen die Nichtbeobacht-
barkeit einer Reaktion vollkommen erklart. OSTWALD?) hatte anfangs eine dhnliche

A £

1) H. PtLaBoN, Mém. de la Soc. d. Sc. phys. et nat. Bordeaux (5) Bd. 3, S. 141, 232,
257. 1878; R. MarRc u. W. WENK, ZS. f. phys. chem. Bd. 68, S. 104. 1910.

?) M. BoDENSTEIN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 29, S. 315, 429. 1899.

3) E. Baugr, ZS. f. phys. Chem. Bd. 112, S. 199. 1924.

%) L. PFAUNDLER, Wiener Ber. Bd. 72, S. 61. 1875; Bd. 73, S. 707. 1876; L. C. pE
CoprPET, Ann. de chim. et phys. (5) Bd. 6, S. 275. 1875; (8) Bd. 10, S. 457. 1907; N. STUCKER,
Wiener Ber. (2a) Bd. 114, S. 1389. 1905; P. OTumER, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 91, S.209.
1915; G. KorNFELD, Wiener Monatsh. Bd. 37, S. 609. 1916. Theor. Ansatze: M. v. SMOLU-
cHOWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 25, S.205. 1908; W. J. JoNes u. J. R. ParTiNGTON, ZS. f.
phys. Chem. Bd. 88, S.291. 1913.

5) W. OstwaLD, Lehrb. d. phys. Chemie, 2. Aufl., Bd. II, 2, S. 349, 432, Leipzig 1902.

6%
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Begriffsbildung wie DUHEM versucht und fiir solche vom Gleichgewicht ab-
weichende, scheinbar stationire Zustinde den Namen ,,metastabile Zustinde‘
im Gegensatz zu ,labilen‘ vorgeschlagen.

54. Verhiltnis von erstem und zweitem Hauptsatz bei Festlegung der Vor-
génge. In dieser Ziffer soll klargestellt werden, daB sich erstens der zweite Haupt-
satz nicht aus dem ersten ableiten 1iBt, zweitens wie das Verhalten der Wirme-
erscheinungen zu den mechanischen in bezug auf die Bestimmung des Gleich-
gewichtes ist.

Hierzu sei zuerst darauf hingewiesen, daB auch in der Mechanik der erste
Hauptsatz, d. h. der Energiesatz, blo§ dann zur vollkommenen Bestimmung
der Bewegung, d. h. zur Zuriickfithrung der Bewegungsgleichungen auf eine
Quadratur ausreicht, wenn nur eine einzige Variable vorliegt.

Diese Voraussetzung trifft aber bei Wirmeerscheinungen, wo stets neben
der Temperatur noch eine Koordinate vorhanden ist, nie zu. In allen anderen
Fillen aber geniigt in der Mechanik zwar die Kenntnis der Form der Energie-
funktion (HamiLtonschen Funktion) zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen,
aber dieselben miissen noch integriert werden, und bei dieser Integration treten
bei mehr als einer Unbekannten stets noch andere Konstante auBer der Energie-
konstanten auf. Gehen wir nun zu Einzelheiten iiber, so betrachten wir erstens
den Fall der Ruhe. Hier ist in der Mechanik das Gleichgewicht gegeben durch
das Minimum der potentiellen Energie. Diese Bedingung 148t sich als hinreichend
aus dem Energiesatz ableiten.

Im Fall der Wirmeerscheinungen ist entsprechend das Gleichgewicht (bei
gegebener Temperatur) durch das Minimum der freien Energie gegeben. Daf3
hier nicht die Energie auftritt, liegt daran, daB das Gleichgewicht nur makro-
skopisch der ,,Ruhelage® des mechanischen Falles entspricht, wihrend mikro-
skopisch noch kinetische Energie vorhanden ist. Deren EinfluBl verdndert die
Gleichgewichtsbedingung. Verschwindet diese kinetische Energie am absoluten
Nullpunkt, so wird die freie Energie mit der potentiellen Energie identisch
(Ziff. 37), es stimmen auch die thermodynamische und die mechanische Gleich-
gewichtsbedingung iiberein.

Ein neues Prinzip, das bei héherer Temperatur zur Festlegung des thermodyna-
mischen Gleichgewichtszustandes erforderlich ist und das eben im zweiten Haupt-
satz enthalten ist, liegt darin, daf3 erst angegeben werden muf}, welche mikro-
skopischen Verhiltnisse makroskopisch als Gleichgewicht erscheinen.

Fiir nichtstationire Bewegungen ist die Ahnlichkeit weniger groB. Die Prin-
zipien, die die Bewegung festlegen, sind nicht durch das Energieprinzip allein ge-
geben, sondern durch Differentialgleichungen oder durch mit ihnen gleichwertige
Minimalbedingungen, aber nicht von Funktionen, sondern von Bahnintegralen.
Diese legen im Verein mit Integrationskonstanten die Bewegung auch in ihrem
zeitlichen Ablauf fest.

Anders in der Thermodynamik. Hier wird blo8 die Richtung festgelegt,
in welcher sich ein System, ausgehend von einem Nichtgleichgewichtszustand,
verdandert, iiber den zeitlichen Ablauf kann gar nichts gesagt werden. Man
hat zwar Versuche gemacht, auch die Geschwindigkeit von Verdnderungen durch
solche Grofen allein zu bestimmen, die thermodynamische Bedeutung haben,
doch hat dieser Versuch noch keine allgemeinen Resultate ergeben?).

1) J. D. vaNn DER WaaLs, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 3, S.205. 1895; PH. KoHN-
sTaMM, ebenda Bd. 19, S. 864. 1911; Pu. KounstaMM u. F. E. C. SCHEFFER, ebenda Bd. 19,
S.878. 1911; vAN DER WaaLs-Konnstamym, Lehrb. d. Thermodynamik, Leipzig, Bd. I, S. 15s.
1908; Bd. IT 1912, S.103; R. MarcerriN, C. R. Bd. 151, S. 1052. 1910; Bd. 158, S. 116.
1914; Journ. chim. phys. Bd. 9, S. 399. 1911; A. Marcu, Phys. ZS. Bd. 18, S. 53. 1917.
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IV. Homogenes System.

Eine einzige Phase.

a) Einheitliches System.

55. Die kanonische Zustandsgleichung. Wir wollen in diesem Abschnitt
voraussetzen, daB das betrachtete System chemisch einheitlich sei, d.h. daB
wir es durch seine Temperatur und sein Volumen oder seinen Druck vollstindig
festlegen kénnen. Hierbei ist durchaus moglich, dafB sich bei Anderungen dieser
GroBen im Inneren des Systems chemische Umsetzungen vollziehen, z. B. kann
sich in Schwefeldampf das Gleichgewicht zwischen Molekiillen S, und S, ver-
schieben. Vorausgesetzt wird nur, daB wir die chemische Zusammensetzung
nicht willkiirlich indern kénnen und sich die Einstellung des Gleichgewichtes
geniigend schnell vollzieht, so dafl zu gegebenen Werten von V und T eindeutige
Werte der Energie, der Entropie usw. gehoren. Diese Gréfen mogen als Funk-
tionen von ¥V und T bzw. p und T bekannt sein.

Wir gehen nun daran, den Sinn einiger Differentialbeziehungen, die wir
in den Ziff. 39 und 40 rein formal und ohne weitere Diskussion abgeleitet haben,
uns klarzumachen. Wir beginnen mit 5 bzw. 5’ von Ziff. 39

L

In diesen Gleichungen ist F, als Funktion von V und T bekannt, ebenso natiirlich
auch F, als Funktion von p und 7. Die Gleichung (1) gibt daher an, wie sich
der Druck p aus Volumen und Temperatur berechnet, d. h. sie ist die Zustands-
gleichung, und zwar die sogenannte ,,thermische“ Zustandsgleichung. Ebenso
ist (2) dieselbe thermische Zustandsgleichung, nur nach V statt nach p aufgelost.

Vergleicht man ferner (4) Ziff. 39 und (1) Ziff. 40 bzw. (4) Ziff. 39 und (1)
Ziff. 40, so erhdlt man

02F,\ G, (62F,,> G

(a:rZ)v_ 0 i)y F @
Die Kenntnis von F, als Funktion von ¥ und T bzw. von F, als Funktion
von p und T liefert demnach nicht nur die thermische Zustandsgleichung, d. h.
den Zusammenhang zwischen Druck, Volumen und Temperatur, sondern auch die
sogenannte ,,kalorische Zustandsgleichung, d.h. die spezifische Wérme als Funk-
tion von Temperatur und Volumen bzw. Druck. Ebenso kann man auch die
Energie selbst aus

oF, OF
p-r-1(F), o E-n-t(F, o

bestimmen.

Die Angabe der fiir die gewiinschten unabhingigen Variabeln geeignetsten
Funktion reicht demnach allein aus, um das Verhalten des Stoffes in jeder
Bezichung festzulegen. Nach MASSIEU (1869) nennt man daher die betréffenden
Funktionen ,,charakteristische Funktionen‘. Diese Funktion ist fiir die Wahl
von V und T': F,. Darausfolgt die thermische Zutsandsgleichung (1), die kalorische
Zustandsgleichung (3) bzw. (5). Fiir  und T als unabhéngige Variable: F,; daraus
thermische Zustandsgleichung (2), kalorische (4) bzw. (6). Fiir die unabhdngigen
Variabeln ¥V und Energie E statt der Temperatur T: die Entropie S. Man er-
hilt dann die thermische Zustandsgleichung durch Elimination von E aus (4”")
und (5”"") der Ziff. 39, wihrend die kalorische Zustandsgleichung, d. h. der Zu-
sammenhang zwischen der Energie, dem Volumen und der Temperatur in (4"")
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selbst vorliegt. Wihlt man als unabhingige Variable statt des Volumens den
Druck und wieder statt der Temperatur die Energie, so benutzt man als charak-
teristische Funktion abermals die Entropie, jetzt ausgedriickt in den Variabeln ¢
und E. Die Zustandsgleichungen haben dann die am Schlu von Ziff. 39 an-
gedeutete Gestalt. Endlich kann man noch als unabhingige Variable das Volu-
men ¥V und statt der Temperatur die Entropie S nehmen. Dann ist die geeignete
charakteristische Funktion die Energie ausgedriickt durch S und V. Die Zu-
standsgleichungen sind dann folgendermallen zu finden: Die thermischen, in-
dem man zwischen (4”) und (5"") von Ziff. 39 die Entropie eliminiert und so
eine Beziehung zwischen $, V und T findet; die kalorische, indem man die
Entropieaus (4'') und dem Ausdruck E = E (S, V) eliminiert und so 7" durch EundV
dargestellt erhdlt. Wihlt man zum SchluB} statt ¥ und S die Variabeln $ und S
als Bestimmungsgrofen, so tritt als charakteristische Funktion der ,,Wirme-
inhalt*“ E, auf. Die Zustandsgleichungen erhilt man dann aus (4'") und (5'"')
Ziff. 39 in ganz analoger Weise, wie es eben fiir den Fall V, S beschrieben wurde.
Den Ersatz der beiden getrennten Zustandsgleichungen, der kalorischen und der
thermischen, durch den einen Ausdruck der charakteristischen Funktion in Ab-
hingigkeit von den zugehorigen unabhingigen Grofen verdankt man PLANCK,
der hierfir den Namen ,kanonische Zustandsgleichung eingefithrt hat. Je
nach der Wahl der unabhingigen Variablen gibt es demnach verschiedene, unter-
einander natiirlich vollkommen gleichwertige kanonische Zustandsgleichungen.
Wir haben im vorhergehenden deren 6 aufgezdhlt. Praktisch am wichtigsten
sind
F,=F,(V.T), F,=F,( T).

56. Der zweite Hauptsatz als Verkniipfung von kalorischen und ther-
mischen Zustandsgréfen. Aus den Uberlegungen der vorigen Ziffer kénnen
wir einen neuen Einblick in die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes und sein
Verhiltnis zum ersten Hauptsatz bekommen. Wir haben in Ziff. 1, 8 sehr stark
betont, daB die Form der thermischen Zustandsgleichung, welche wir dort
einfach als die Zustandsgleichung bezeichneten, durch die Thermodynamik in
keiner Weise vorgeschrieben ist (bis auf die sehr geringe Einschridnkung der
Stabilititsbedingung). Es ist demnach die Abhingigkeit des Druckes von Volu-
men und Temperatur weitgehend freigestellt und von spezifischen Eigenschaften
der Korper abhangig. Wir haben andererseits die kalorische Zustandsgleichung,
d. h. im wesentlichen die Angabe der spezifischen Wiarme C, als Funktion von
Temperatur und Volumen mit der einzigen Einschrinkung, daf} sie positiv
sein muB3. Nehmen wir nun nur den ersten Hauptsatz dazu, so bleibt die Moglich-
keit bestehen, sich Stoffe zu denken, fiir die man willkiirlich sowohl die thermische
Zustandsgleichung als auch C, (V, T) vorschreiben kann. Der erste Haupt-
satz ermoglicht nur, mit diesen Angaben dann eine Funktion von V und 71 zu
bestimmen, die wir innere Energie genannt haben. Er ermoglicht weiter, mit
dieser Funktion die spezifische Wirme bei anderen Zustandsdnderungen, als
es Temperaturerhthungen bei konstantem Volumen sind, zu berechnen, z. B.
auch C,.

Higr greift nun der zweite Hauptsatz einschrankend ein. Indem er gestattet,
aus derselben charakteristischen Funktion die kalorische und die thermische
Zustandsgleichung abzuleiten, stellt er eine Verkniipfung zwischen der Abhingig-
keit des Druckes von Volumen und Temperatur und der Abhéngigkeit der spe-
zifischen Wirme von Volumen und Temperatur her. Dieselbe driickt sich z. B.
in der Gleichung (10) oder (10") Ziff. 40 aus. Zwar ist es nicht so, daf} etwa
aus der thermischen Zustandsgleichung p = p(V, T) sich die Abhingigkeit der
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spezifischen Warme von Volumen und Temperatur restlos berechnen lieBe. Man
erkennt aus der eben angefithrten Gleichung (10) Ziff. 40, daB

jﬁ@pdV+UU% (1)

wobel C’ noch eine willkiirliche Funktion von T sein kann, aber diese mu3 von
V unabhingig sein.

Aus (4) Ziff. 40 folgt, daB bei einer Zustandsgleichung, in welcher p bei
konstantem V' proportional 7 ist, d. h. die von der Form ist

pp(V) =T, )
die Energie (und damit die spezifische Warme C,) nicht vom Volumen abhingt.
_5}1!73 = 0 folgt. DaB der Gay-
Lussacsche Versuch Ziff. 18 keine Temperaturinderung ergeben kann, ist dem-
nach eine strenge Folge der Gasgleichung und des zweiten Hauptsatzes. Anderer-
seits kann man aus dem Gav-Lussacschen Versuch auf eine Zustandsgleichung
der Form (2) schlieBen. Wenn bei realen Gasen der Gay-Lussacsche Versuch
eine Temperaturinderung ergibt, so kénnen daraus Schliisse auf die Zustands-
gleichung gezogen werden (Ziff. 58).
Ist ht(aE) =0,'sond (ac")— d.h.E(V,T)=E(V,0 TCdT
stnicht | 57} =0, sondernnur 777 )p— 0> d-b- (V,T) =E( ,)—}—0/,, ,
so gilt nach (4) -Ziff. 40

Ebenso gilt die Umkehrung, insofern als (2) aus

pe(V) =T + @(V). (27

Aus dem eben Gesagten folgt, daB die bis Ziff. 24 festgehaltene Temperatur-
skala der idealen Gase mit der von dort an beniitzten thermodyhamischen iber-
einstimmt.

Wire die durch die erwdhnte Gleichung verlangte Abhéngigkeit zwischen C
und der Zustandsgleichung verletzt, so wire es ohne weiteres moglich, ein Per-
petuum mobile zweiter Art zu konstruieren. Es sei etwa ein Stoff gegeben der
der Zustandsgleichung der idealen Gase pV = RT geniigt, wihrend seine spe-
zifische Wirme mit wachsendem Volumen abnimmt, wobei wir sie der Einfach-
heit halber als von T unabhingig annehmen. Dann kann man sich sofort einen
umkehrbaren CLAPEYRONschen KreisprozeB (Ziff. 22) konstruiert denken, dessen

T, . . .
‘Wirkungsgrad # = —-T—l ist. Es findet zuerst bei der Temperatur T,
2
eine Volumenausdehnung vom Volumen V' bis zum Volumen V'’ statt. Hierbei
VII VII

wird die Arbeit Ay = RT, In— 7 geleistet und die Warme ¢p= RT, In— 7

+ (Cpr — Cy) T, aus dem Wirmebehilter 2 aufgenommen. Nun findet mit
Hilfe des in Ziff. 22 besprochenen Hilfsbehilters die Abkiihlung auf T, bei kon-
stantem Volumen statt. Hierauf die Kompression auf V', wobei die Arbeit

VII 7
Ay = —RT; In 7z geleistet und die Warme —Qyy = RT, lng, + (Copr — Cp) T,

an den kilteren Behilter abgegeben wird. Endlich wird mittels des Hilfs-
behilters wieder bei konstantem Volumen V' zur Temperatur 7T, erhitzt.
Bei diesem Teilvorgang IV hat der Hilfsbehilter eine andere Wirme zuzu-
fithren, als beim Vorgang II abgefithrt wurde, nimlich C,(T, — T,) gegen
Copr(Ty— T,). Wihrend des Vorganges II hat die Hilfsapparatur dauernd kleine
umkehrbare Kreisprozesse vollfiihrt. Sie hat, um dem untersuchten System bei der
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Abkiihlung von T auf T — 47 die Wiarmemenge C,~d7 zu entziehen, einen um-
kehrbaren, arbeitverbrauchenden Carnotprozel ausgefiihrt, bei dem an den Be-

hilter 2 die Warmemenge %CvudT abgegeben und die Arbeit —TiT_—I CpdT

verbraucht wurde. Bei der entsprechenden Erwirmung wihrend des Teil-
vorgangs IV nimmt das Hilfssystem aus dem Behilter 2 die Wirmemenge

IT% CydT auf und leistet die Arbeit &%I C,dT. Im ganzen wird wihrend

der Vorgdnge II und IV dem Behilter 2 die Warmemenge 71,(C, — C,)In ;—2

. 1

entzogen und die Arbeit T,(C, — C,) lng—2 — (Cyr — Cp) (Ty — T,) geleistet.
1

Es ist daher v T
0= RTyln ) 4 Ty (G — ) (1 22— 1),
1

1 T ley "
Afﬂan—rmnlﬁ4n_zgmr_@xmi—4)+n«;—ggmi
Vv T, T,
oder
T,
AO_R—E+TmW£W%§
+01 T, + 01 ’

was sofort die Konstruktion eines Perpetuum mobile II. Art ermoglichen wiirde.

57. Der Grouneisensche Satz. GRUNEISEN!) hat molekulartheoretisch ge-
zeigt, daB fir Kristalle folgende Beziehung nahezu gilt: Es ist der thermische
Ausdehnungskoeffizient als Funktion der Temperatur proportional C,. Auch bei
einatomigen idealen Gasen gilt das gleiche (hier sind beide GréBen temperatur-

unabhingig).
Allgemein untersucht MACHE?), fiir welche Zustandsgleichungen man in dhn-
licher Weise op
(52) = oo o)
setzen kann. Nach GRUNEISEN hdtte man die analoge, aber nicht identische
Gleichung ov
(57), = Crott o)

zu schreiben, die wir anschlieBend behandeln.
Differentiert man (1) nach Division durch ¢ nach ¥ und beniitzt (10) Ziff. 40,
so erhdlt man folgende Differentialgleichung fiir p

02 p o02p
aTov ) ~ a1 G)

Die allgemeine Integration dieser Gleichung gibt
p=—EV) + @(V)-T- ®[Telr?"]. 39

Hierin ist @ eine willkiirliche Funktion des in Klammern geschriebenen Argu-
ments. Fir C, bzw. E, erhilt man:

TP), (4) E,=E(V)+To. ()

. L AE(V)
Ei (V) in (3) ist e

1) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 26, S. 393. 1908; Bd. 39, S.257. 1912.
2) H. MacHE, ZS. {f. Phys. Bd. 5, S. 363. 1921.

i

C
Co= o |
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Die Isentrope eines solchen Kérpers ist durch Tel#4V = konst. oder C, = konst.
gegeben. In ganz analoger Weise fithrt (2) zu

V= d_E;i,;_(;i + (DY T D[ Te- w477, ©6)
0
C="p IO, E,(p.T) = Eoy(§) + T®. )

Zur Ableitung von (5) und (8) sind die Gleichungen (1) und (4') von Ziff. 16
beniitzt.

58. Der Gav-Lussacsche Versuch und die Zustandsgleichung. Wir hatten
in Ziff. 18 den Versuch von Gav-Lussac beschrieben, der zeigen sollte, daB bei
idealen Gasen die innere Energie E nur von der Temperatur, nicht aber dem
Volumen abhingig sei. Wir hatten im Vorhergehenden gesehen, daB dieses
Resultat eine Folgerung des zweiten Hauptsatzes ist. Man kann daher umgekehrt
aus den Abweichungen des Versuches von den Verhiltnissen bei idealen Gasen,
d. h. aus der bei der irreversiblen Ausdehnung erfolgenden Temperaturabnahme,
auf die Abweichungen der Zustandsgleichung von der Gasgleichung pV = RT

schlieBen.
Die Gleichung, die wihrend des Versuches erfiillt sein mu8, lautet

AE =0, (1)

da weder Wirme zugefiihrt noch Arbeit geleistet wird. Mit (2') Ziff. 35 erhilt
man daher (4V klein vorausgesetzt)

TAS — pAV = 0, (2)

wo nach den Bemerkungen von Ziff. 35 der Druck p den Wert haben mu8,
den er hat, wenn man vom Anfangs- in den Endzustand auf umkehrbarem
Weg iibergeht. Hierfiir kann man schreiben

) [r5), o —o.
Das ergibt mit (1) und (8) Ziff. 40
(57~
AT = . AV. 4
Es vist demnach die Temperaturerniedrigung AT bei einer gegebenen Volum-
vermehrung 4 V proportional der Gréfle T (;—;)v — p, welche als MaBl der Ab-

weichung des Stoffes vom idealen Gaszustand angesehen werden kann und mit
dieser verschwindet. Zwar ist auch der Nenner C, fiir einen nicht idealen Stoff
nicht mehr vom Volumen unabhingig, aber wenn wir C,= C,, + (C, — C,¢)
schreiben, wo C,, die Molwiarme des idealen Gases ist, so ist nur die Differenz
C, — C,o der Abweichung vom idealen Gaszustand proportional und, wenn
diese klein ist, selbst klein gegen C,q.

Die genauere Auswertung dieser Formel wollen wir aber nicht vornehmen,
sondern verweisen auf den im folgenden behandelten analogen Fall, bei dem sich
die Messung genauer durchfithren 140t. '
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59. Der JouLe-Tuomsonsche Versuchl). Zu dhnlichen Ergebnissen wie der
Gav-Lussacsche Versuch fithrt eine Anordnung von JouLE und THOMSON.
Sie ist aber genauer, weil sie statt mit einer beschrinkten Gasmasse, die nur
einmal expandiert wird, mit einem kontinuierlichen Gasstrom arbeitet. Sche-
matisch besteht die Anordnung aus einem Rohr, das in der Mitte einen pordsen
Propfen enthilt. PreSt man nun von der einen Seite langsam einen Gasstrom
hindurch, so erfordert die Uberwindung der Reibung dieses Pfropfens einen ge-
wissen Druckabfall, so da der Druck des auf der anderen Seite langsam aus-
strémenden Gases geringer ist. Es sei das Rohr mit dem Pfropfen ohne wirme-
leitende Verbindungen nach auBen, so daB nach Erreichung des stationiren
Zustandes dem Gas keine Wirme zugefiihrt wird. Dagegen wird auf das strémende
Gas Arbeit ausgeiibt. Es leistet ndmlich die Maschine, welche den Druck auf
der Einstrémseite erzeugt, pro Mol des Gases die Arbeit 9,7, auf der Ausstrém-
seite muB das Gas, sei es gegen die Atmosphire, sei es bei geschlossenem Kreis-
Tauf gegen die Maschine die Arbeit p,V, leisten. Dagegen ist jetzt die technische
Arbeit (d. h. die Arbeit abziiglich der eben genannten Betrige) gleich Null. Die
GroBe, die jetzt wihrend des Prozesses konstant ist; ist nicht die Energie, sondern
der Wirmeinhalt oder die Warmefunktion bei konstantem Druck E, = E 4- pV

Ey+ Vi =Ey+ poVa, dE,=0. (1)

Wenden wir jetzt die Formeln (1), (8') Ziff. 40 an, so erhilt man die Temperatur-
ianderung des stromenden Gases bei einer gegebenen Druckdifferenz 4p. Bei
einer Rechnung analog zu der in Ziff. 58 ist demnach

)
AT = __.p_—Ap. (2
Cp

Auch hier gilt wieder, was wir in Ziff. 58 gesagt haben, dal der Zihler im wesent-
lichen als MaB fiir die Abweichung vom Gesetz der idealen Gase angesehen werden
kann. Um diese Formel zur Berechnung der Zustandsgleichung zu beniitzen,
fuhren wir als Abkiirzung die GroGe

oV
T\s=) —V
AT oT
J(T.p) :M=—<—C)’”. 0
4

ein, die demnach aus den Versuchen als Funktion von Druck und Temperatur
gegeben sein muBl. Multiplizieren wir in (3) C, auf die andere Seite, differenzieren

1) Neuere theoretische Arbeiten: M. Jacos, Mitt. iib. Forschungsarb. d. Ver. D. Ing.
Nr. 202, Berlin 1914; Ann. d. Phys. Bd. 55, S. 531. 1918; Phys. ZS. Bd. 22, S. 65. 1921;
J. Scuames, Ann. d. Phys. Bd. 57, S. 321. 1918; R. PLanck, Phys. ZS. Bd. 21, S. 150. 1920;
— Zusammenfassende Darstellung von Theorie, experimenteller Methode und Versuchs-
ergebnissen bei F. POLLITZER, in MULLER-POUILLET, Lehrb. d. Phys., 11. Aufl, Bd. III,
1. Braunschweig 1926. — Neuere experimentelle Arbeiten: E. VogeL, Mitt. iib. Forschungs-
arb. d. Ver. D. Ing. Nr. 108/109, Berlin 1910; F. NoeLL, ebenda Nr. 184. 1916; H. HAUSEN,
ebenda Nr. 274. 1925; J. P. DaLton, Comm. Leiden Nr. 109. 1909; W. A. D. RupGE, Phil.
Mag. (6) Bd. 18, S. 159. 1909; W. P. BRADLEY u. F. C. HALE, Phys. Rev. (1) Bd. 29, S. 258.
1909; L. G. Hoxron, ebenda (2) Bd. 13, S.438. 1919 (ausfithrliche Literaturangaben);
H. M. TRUuEBLOOD, Proc. Amer. Acad. Bd. 52, S. 733. 1917; W. MEISSNER, ZS. f. Phys.
Bd. 18, S.12. 1923; E. S. BurNETT, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 43, S. 590. 1923;
W. H. RopepusH, J. W. ANDREWs u. J. B. TAYLOR, ebenda Bd. 47, S. 313. 1925;
O. Kvosravcn u. H. Havsex, Phvs. ZS. Bd. 24, S. 473. 1923.
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nach 7 und beniitzen (10°) Ziff. 40, so erhalten wir folgende Differentialgleichung
fir die spezifische Wirme bei konstantem Druck.

(52), + ren(52), +a() =o. )

Eine ganz entsprechende Differentialgleichung fiir C, wiirden wir in Ziff, 58
zur Auswertung der Messungen beim Gay-Lussacschen Versuch erhalten konnen.
Hat man Gleichung (5) integriert, so folgt dann die Zustandsgleichung, da nach (3)

"

5 (F) = 1, ©

ist, zu

; = / ](T ?) CpdT + D(p) [D(p) willkiirliche Funktion von p allein].  (7)

Man kann (5) allgemein integrieren fir den Fall, daB sich J als Produkt zweier

Funktionen darstellen 148t, deren eine nur vom Druck, deren andere nur von
hingt.

der Temperatur abhingt T = J.) T (D) ®)

Die Messungsergebnisse von THoMsON und JoULE lassen sich durch einen Spezial

fall dieses Ansatzes darstellen, namlich durch [ = konst. % Man erhilt als
allgemeine Losung von (5), falls (8) gilt

1
C,=———ol, — 1), 9)
4 ]2(T) (p( 1 2) (
wo ¢ eine beliebige Funktion des Argumentes I, — I, und
1
I, =/]1d;b, I, :/—-—---dT (10)
Je
bedeuten. Hieraus folgt als Zustandsgleichung
= 10 ot — 1) 55 + 20, (1)

wo D(p) eine weitere w111kurhche Funktion des Druckes allein ist.
Im speziellen Fall, der vaN DER WaALsschen Zustandsgleichung ergibt sich fiir
- £f
den Joule-Thomsoneffekt 2a(V — b): — RTHV2 VA i

AT:RTV3—2a(V B2 C,

welche Formel fiir groBe Volumina und hohe Temperaturen, d.h. bei kleinen
Abweichungen vom idealen Gaszustand, in

()2

P

iibergeht. Der Sinn dieser letzteren Formel ist besonders einfach. Um die Ab-
kithlung hintanzuhalten, hitte man dem Gas die Wirmemenge C,- AT zu-
fithren miissen. Diese dient zu zwei Zwecken. Erstens zur Deckung der Zu-
nahme der inneren Energie, welche bei der Volumvermehrung eintritt und an-

gendhert %AVN —%Ap ausmacht. Zweitens muB sie die duBere Arbeit
paVs — p1V, decken, welche im Fall eines idealen Gases bei konstanter Tem-

peratur verschwindet (RT — RT), hier aber (R%" — b) Ap betragt.
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Fiir das Auftreten eines Joule-Thomsoneffekts, welcher bei Druckverminderung
Temperaturerhohung gibt, ist wesentlich: Das gegeniiber dem idealen Gas end-
liche wahre Volumen der Molekiile, das in b steckt, bedingt Erhshung des Druckes.
Infolge dieser stirkeren Zunahme des Druckes mit dem Volumen ist die von der
Maschine gelieferte Arbeit $,V; — $,V, so groB, daB sie nicht nur die innere
Arbeit gegen die Anziehungskrifte deckt, sondern auch noch zur Temperatur-
erhohung reicht. Im umgekehrten Fall sind gerade die Anziehungskrifte maB-
gebend, und zwar in zweierlei Weise [Faktor 2 in Formel (12)]. Erstens muB
direkt gegen sie im Innern des Gases Arbeit geleistet werden (Vermehrung
der inneren Energie), zweitens vermindern sie aber auch die AuBere Arbeit,
welche bei gegebener Druckdifferenz die Maschine in das Gas hineinsteckt.
60. Der Inversionspunkt. Der Joule-Thomsoneffekt hat dasselbe Vor-

zeichen wie die GroBe T<g—?) — V. Verschwindet sie, so verschwindet auch
¥4

der Joule Thomsoneffekt. Wenn wir die Zustandsgleichung in der Form
V =V (p,T) schreiben, so verschwindet der Joule Thomsoneffekt fiir solche
zusammengehoérige Werte von p und T, welche der Gleichung geniigen

-0

Im allgemeinen gibt es fiir jeden Druck einen solchen Wert. Man nennt die
betreffende Temperatur die Inversionstemperatur bei dem betreffenden Druck,

weil der Ausdruck 5 )
T<ﬂ> —V
0T /p

und damit auch der Joule Thomsoneffekt beim Durchgang durch Null im
allgemeinen auch sein Zeichen wechselt. Fiir den speziellen Fall der vaN DER
WaaLsschen Zustandsgleichung liegt bei geringen Abweichungen vom Gesetz
der idealen Gase der Inversionspunkt fiir alle nicht zu hohen Drucke bei einem
bestimmten Gas an derselben Stelle, namlich nach (12) Ziff. 59 bei

2a
Tan - Rb ]
Hier ist, wie Formel (12) Ziff. 59 zeigt, bei Temperaturen iiber dem Inversions-
punkt Ti,, der Klammerausdruck negativ, d. h. einer Ausdehnung (Druckab-
nahme) entspricht, eine Erwarmung. Dieser Fall liegt bei Wasserstoff, der seinen
Inversionspunkt bei — 56°C hat, vor. Unterhalb des Inversionspunktes da-
gegen ist der Klammerausdruck positiv, so daBl einer Entspannung Abkithlung
entspricht. Diese Tatsache ist in der Konstruktion der Linpeschen Luftver-
fliissigungsmaschine verwendet. In ihr kann man die meisten Gase mit Ausnahme
von Wasserstoff ohne weiteres arbeiten lassen, da ihr Inversionspunkt tiber der
Zimmertemperatur liegt, Wasserstoff muB erst von auen her abgekiithlt werden.
61. Berechnung der freien Energien fiir reine Stoffe. a) Ideale Gase. Fir
ideale Gase ist die Energie T
E=E(Ty) + [C,dT (1)
T,
nach Ziff. 18 und 56 vom Volumen unabhingig. Die Entropiedifferenz zwischen
zwel Zustidnden gleichen Volumens bei verschiedener Temperatur ist demnach
ebenfalls vom Volumen unabhingig, gleich
T T
. 00, (C,dT
SWo 1) = S0, Ty = [ = [24F. o)
T, 7,
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Wenn wir einen beliebigen Zustand V,, T, als Bezugszustand festsetzen, so ist
demnach die freie Energie aller Zustande des gleichen Volumens V, gegeben
durch

F,(Vo,T) =E(Vy,T) — TS(Vy, T)

T T

=F,(Vo, To) — (T — T)S(Vo, To) —{—/C,,dT — Tf%d:r
(3)
T,

0

F,(Vo, To) f /CdT (T — T)S(VO,T)

Die Abhingigkeit der freien Energie bei gegebener Temperatur vom Volumen
kann man nun berechnen, wenn man beriicksichtigt, daB3 bei isothermen umkehr-
baren Anderungen die Abnahme der freien Energie gleich der geleisteten Arbeit
ist (Ziff. 37). Das ergibt

vV

Fv(V: T)_Fv(Vo;T): —RTlnv'* (4)
0
und demnach als SchluBformel
T T
F,(V,T)=F,(Vy,To) —(T—TgS(V,, Ty) +/CvdT— Tj%dT—RTanZ. (5)
0

T.n T,

Ist im speziellen C, auch von der Temperatur unabhingig, so wird daraus

FV,T) =Fy(Vo,T)— (T =TSV, Tg +Co(T— T —CUTlnTZ —RﬂnT/Ii
T = e 0 0
—=C,T—C,TInT — RInV + T (C,InTy+ RInVy) + F,(V,, Ty

—GTy,— (T —T)S(WVo, To) -

(57

Hierin mufl der Ausdruck
T(ColnTy+ RInVy) + F,(Vy, To) — CoTo— (T —To)S(V,, Ty)

von der speziellen Wahl von V,, T, unabhingig und von der Form AT + B
sein, wo 4 und B nur mehr von der Natur des Gases abhingen. Geht man mit

Hilfe der Gleich
ilfe der Gleichung F,=F,+ pV =F,+ RT, ©

ferner der Gasgleichung pV = RT und der Gleichung (2) Ziff. 18 zu konstantem

Druck iiber, so findet man
T T

Fp(p,T) = Fyp(po, To) — (T—T)S(po, To) +prdT— T/C” dT +RTIn % 7)

bzw. T, T

F,(p,T) = C,T—C,TInT + RTInp + T (CpInTy— RInpg) + F,(po,To)
- (T - To)'S@o» To) - Cp To .
Diese Gleichung hitte man natiirlich auch direkt ableiten konnen, so wie wir

im Obigen die Gleichung fiir F, abgeleitet haben. Es sei hierbei hervorgehoben,
wie sich der Ubergang von C, zu C, = C, + R automatisch dadurch vollzieht,

(7)
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daB in dem Ausdruck — RT InV die Einsetzung der Gasgleichung zu RT Inp
—RT'InR-—RTInT fithrt. Wihrend RTInR und RTInV, sich bei der
T

Differenzbildung herausheben, ergibt R TlnTz zusammen mit T / % a7 denin (7)
T 0
T,
auftretenden Ausdruck T / 23 aT, ebenso ist der Summand RT in (6) mit
7 7,
/ C,dT in (5) zu [ C,dT in (7) zusammenzufassen. Es tritt in (7) auBer GroBen

WleC noch derAusdruckF 2P0 To) — (T —To)S(po, To) = Ep(po, To) — TS (g, To),
d. h. auBer der Energie der mit 7" multiplizierte Absolutwert der Entropie
im Bezugszustande auf.

b) Kondensierte reine Stoffe. Unter kondensierten Stoffen sollen
feste und fliissige zusammengefat werden. ,,Rein‘ soll bedeuten, daB durch
Druck und Temperatur bzw. spezifisches Volumen und Temperatur der Zustand
vollkommen festgelegt ist, soll aber keine Aussage dariiber sein, ob nur eine
Molekiilgattung vorhanden ist. Dann gilt entsprechend wie unter a)

Fo(VoT) = E,(Vo,To) — TS(Vy, Tg) — Tj dl/C,,(Vo)dT. (8)

Die Abhingigkeit der freien Energie vom Volumen ist dann durch die Formel

egeben
geg v,

F,(V,T) = F,(V,, T) —fpdV. 9)
Vo, T

Infolge der geringen Kompressibilitit ist das Integral bei nicht zu hohen Drucken
im allgemeinen klein.
Entsprechend heifien die fiir konstanten Druck giiltigen Formeln

Fy(p, T) = Ep(po, To) — TS(py, T —f f ?odT—I—f()?- (10)

Infolge des kleinen Molvolumens pflegt auch das letztere Integral klein
zu sein, allerdings grofer als das Integral in (9), denn es ist

P v 4
av
[vae =7 — v [pav =47 - wo [s(20),as.
Do Vo Do
Bei Hg und einer Druckerhéhung um 100 at ist dabei mit V ~ 15 cm?
PV — poVo~1,5-10°Erg 36 gcal, [Vdp~3.10°Erg e 0,007 cal.
Natiirlich kann man in (10) ebensogut schreiben

pfo

Fy(p, T) = Ey(po, To) — TS(po, T 2 p)ar + V(Tgdp, (10)
[

T
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indem man die Reihenfolge der Operationen p,, Ty — po, T — #, T in die Reihen-
folge po, To— p, Tg— p, T abidndert. DaB dasselbe herauskommt, ist eine Folge
des zweiten Hauptsatzes, der verlangt, daf3

0 (6F,\ ¢ (6}7,,)
o\ ap) =552
ist, was die Beziehungen (10') Ziff. 40 bedingt, welche die Identitit von (10)

und (10°) ergeben.
Ebenso bedingen die Gleichungen (13) Ziff. 40, daB (8) und (10) mit

F p = F v + j’V
vereinbar ist.
Die Erfahrung zeigt, daBl bei allen kondensierten Koérpern die spezifischen
Wirmen, und zwar sowohl C, als C, fiir T = 0 verschwinden (s. Kap. 7); dann
konvergiert (10) bzw. (8) fuir T = 0, und man kann schreiben

T T V,T

F(V,T)=E,Vy,, T=0) — ISV, T=0) — T/ C,(Vod —/;de (89
0 VT
bzw.
5T
Fy(p, T) = E,(py, T=0) — TS(py, T=0) — T[ / (Po) &T +|Vdp. (10
pD

Insbesondere kann man bei vielen festen Korpern C, oft in der Form darstellen

a pv
C1)=Cvood_1~£—v—: (12)
eT —1

wo v die Eigenschwingungszahl der Teilchen und p eine Konstante
(4,77 - 10711 secGrad) ist. Dann wird (8")
v, T

B
F,(V,T)=E,(Vy, T=0)— TS(Vy, T=0) + c,,Tln(1 — e'T) -—/ﬁdV (8"

ﬂv
fiir hohe Temperaturen kann man C,)ln<1 — )MC lnév setzen. Fir tiefe
Temperaturen stimmt
C,=a'T? (129
besser. Dann ist T 7
ar a’ C
CdT = —-T3=2.
/ T2 12 12

Um (12) und (12') in (10”) beniitzen zu kénnen, mul man noch C, — C,
kennen, das allerdings bei festen Kérpern und nicht zu hoher Temperatur klein
gegen C, selbst ist. Verwendet man Formel (13) Ziff. 40, sowie den GRUNEISEN-
schen empirischen Satz Ziff. 57, vernachlissigt man ferner in diesem Korrektur-
glied die Temperaturabhingigkeit der Kompressibilitit, so wird mit einer vom
Druck und dem betrachteten Kérper abhingigen GroBSe a'

C,—Cy=a" TC2eca" TCS
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Dann wird im Giiltigkeitsbereich von (12')
T T

aT [ a’a'?
/.ﬁu/(Cp—Cv)de 56 T,
0 0

1”

fir hohe Temperaturen, wo C, konstant wird, wird das Integral %C“Z T. Beide

Formeln fiir die freie Energie (5') bzw. (7'), sowohl wie (8’) bzw. (10”), enthalten
eine mit 7 multiplizierte Konstante S,. Diese spielt im Verhalten des betreffenden
Stoffes allein, d. h. in seiner Zustandsgleichung, keine Rolle, sondern nur bei
einer Umwandlung, sei es in eine andere Phase, sei es bei einer chemischen Um-
wandlung. Sie kann auch nur aus der experimentellen Untersuchung einer
solchen oder auch aus einer molekular-theoretischen Vorstellung gewonnen
werden.

b) Gemische.

62. Definition der GroBen, die zur Beschreibung der Eigenschaften eines
Stoffes in einer Mischung geeignet sind. Wir betrachten nun Gemische; deren
Zustand ist durch Druck, Temperatur und Zusammensetzung gegeben, wobei
wir die Zusammensetzung, wie in Ziff. 47 besprochen, in verschiedener Weise
angeben kénnen. Wir werden von einem Mol des Gemisches sprechen, wenn
die Summe der Molzahlen aller Komponenten gleich 1 ist. Dementsprechend
konnen wir das Molvolumen des Gemisches definieren, die Molarwirme, Energie-
inhalt pro Mol usw. Héiufig ist es von Interesse zu wissen, wieviel eine der Kom-
ponenten zu der betreffenden GréBe des Gemisches beitrigt, z. B. welchen
Anteil des Molvolumens einer Losung wir dem Lésungsmittel, welchen Anteil
wir der gelosten Substanz zuschreiben wollen. Die geeigneten Begriffe definieren
wir nach LEwis?) folgendermaBen: Wenn v das totale Volumen einer Mischung
ist, in welcher #, Mol des Stoffes 1. .., #, Mol des Stoffes ¢ enthalten sind, so
nennen wir ,,partielles Molarvolum’ des Stoffes ¢ (partial-molal-volume) V,
folgende Grofe

D>

v,= 2. (1)

7,

S

Das ist also die Abnahme des Volumens der Mischung bei Entfernung von 1 Mol

des Stoffes ¢. Ebenso definieren wir als partielle Molarwidrme C, den Ausdruck
dc

C, =5 67% s (2)

also die Abnahme der spezifischen Warme der Mischung bei Entfernung von 1 Mol «.

Entsprechende Definitionen lassen sich fiir die anderen partiellen MolargréBen

(Energie, Warmeinhalt, Entropie usw.) aufstellen. Wir bemerken, daf} die partielle

molare freie Energie gleich dem chemischen Potential ist (s. Ziff. 44) p, = —(,—:L .

Es ist klar, daB man die auftretenden Differentiationen nach #, in der Reihen-
folge mit anderen Differentiationen vertauschen kann, es ist z. B.

0 <6v> ¢ <év) _av,
on \8T) — T \én) — 0T

1) G.N.Lewis u. M. Raxparr, Thermodynamics and The Iree Energy of chemical
Substances, London u. New York 1923.
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d. h. es ist der partielle Koeffizient der Volumausdehnung gleich dem Temperatur-
koeffizienten des partiellen Molvolumens. Verschieden vom partiellen Molvolumen

ist das manchmal gebrauchte scheinbare Molvolumen V. Hat man etwa eine
Losung von #n, Mol geldster Substanz und #,; Mol Losungsmittel und ist das Mol-
volumen des reinen Losungsmittels V9, so ist das scheinbare Molvolumen des

v —n, VY

geldsten Stoffes bei der gegebenen Konzentration V,—= ! wihrend das

v—nV, 2

partielle Molarvolumen V, = ist. Wie wir es schon bei den chemischen

2
Potentialen in Ziff. 47 gesagt haben, sind auch die anderen partiellen Molar-
groBen nicht von der Gesamtmenge des Systems, sondern nur von der Zusammen-
setzung abhingig, wihrend das Volumen, die spezifische Wirme, die Energie
usw. homogene Funktionen erster Ordnung der Molmengen #, sind. Daher
gilt, wenn g irgendeine der genannten GroBen bedeutet

g=2nG.. ()

Es folgt dann dhnlich wie in Ziff. 47 fiir die Abhingigkeit der partiellen Molar-
groBen von der Zusammensetzung, also bei konstantem Druck und konstanter

Temperatur C8G. 0G
¢ r
= )

- A
on, On,

und im speziellen Fall von nur zwei Teilnehmern wie in (9) Ziff. 47

0G, 0G, ny

63. Methoden zur Bestimmung der partiellen MolargroBen. Wir wollen
im folgenden stets vom Molvolumen reden, doch bezieht sich alles in dieser
Nummer Gesagte in gleicher Weise auch auf die anderen GroBen.

Am einfachsten ist die Berechnung der partiellen Molargré8en, wenn das
Gesamtvolumen explizit durch eine Formel als Funktion der Molzahlen gegeben
ist. Dann hat man nur partiell zu differentieren. (Bei festgehaltener Menge
der andern Komponenten, nicht bei festgehaltener Zusammensetzung.) Liegt
keine Formel vor, so trigt man das Volumen der Losung bei festgehaltener
Menge der andern Komponenten als Funktion von #, auf und bestimmt gra-
phisch die Neigung. Sind im ganzen m Komponenten vorhanden, so reicht es,
dieses Verfahren fiir m — 1 Komponenten vorzunehmen, da nach Ziff. 62 das
mte partielle Molvolumen hiermit festgelegt ist.

Ist bei einer Mischung von nur zwei Komponenten das scheinbare Mol-

volumen V, der einen (2) gegeben, so trigt man dieses gegen Inn, auf. Man er-
hilt nach leichter Rechnung _
- vV,

Vam Va= dlnn,

(1)

Es sei endlich das gesamte Molvolumen =xV;+ (1 —2x)V, als

v

My + 7y
Funktion des Molbruches aufgetragen. Dann zieht man an der Stelle ', fiir die
man die beiden partiellen Molvolumina erhalten will, die Tangente an die Kurve
und verlidngert sie bis zum Schnittpunkt mit den beiden Vertikalen x = 0(n, =1,
fia = 0) und x = 1(n; = 0, ny = 1). Diese Schnittpunkte geben V, und V,. Es
ist ndmlich die Gleichung der Tangente

y—EVi+ (1 —x)Vi] = dix [V, 4+ (1 —2)V,][x—x]. 2)

Handbuch der Physik. IX. 7
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Beachtet man (3) und (5) Ziff. 62, so wird hieraus
y—#Vi— (1 —=2)WVi= (Vi —V3)(x — %). 3)
Daraus folgt sofort das gewiinschte Resultat.

64. Die verschiedenen Arten von Lésungs- und Verdiinnungswirmenl).
Eine besonders wichtige Anwendung der im vorigen besprochenen Definitionen er-
gibt sich bei der Messung der Warmetonungen, die beim Mischen auftreten. Dieses
Mischen erfolgt stets nichtumkehrbar und ohne Leistung duBerer Arbeit- (bei
konstantem Volumen) oder ohne Leistung von technischer Arbeit (bei konstantem
Druck). Die Warmeténung ist demnach nach Ziff. 25 gleich der Differenz der
Gesamtenergien bzw. der Wirmeinhalte. Hierbei hat man nun verschiedene
GréB8en zu unterscheiden, weil im allgemeinen die Wéarmet6énungen von der
Konzentration der Mischung abhingen. Die elementare GréBe ist die ,,differen-
tiale intermedidre Lésungswirme‘’, welche beim Auflésen von ein Mol der Sub-
stanz in sehr viel Losung einer bestimmten Konzentration entwickelt wird.
Sie ist gleich der Energie E,x (bzw. dem Wéirmeinhalt) von 1 Mol des reinen
Stoffes ¢, der gelost wird, weniger der Zunahme der Energie der Lésung beim
Zufiigen von 1 Mol des Stoffes ¢. Sie ist also gleich

F) .
UJ: ELR _ °L (CL) = ELR - EL ’ (1)

¢ on,
)
wenn e¢j, die Energie bzw. den Wiarmeinhalt der Loésung, demnach E, = _(9%

die partielle molare Energie des Stoffes ¢ in der Losung, Er die Energie von
1 Mol des reinen Stoffes ¢ bedeutet. Die intermedidre Losungswirme hingt im
allgemeinen von der Konzentration ab. Sie kann positiv oder negativ sein und
kann auch bei Anderung der Konzentration von positiven zu negativen Werten
iibergehen. Extremwerte der intermedidren Lésungswirme sind:

1. Die erste Losungswirme UZ, die entwickelt wird, wenn die Konzentration
sehr klein, im Grenzfall Null ist. Sie tritt auf bei der Auflésung von 1 Mol ge-
losten Stoffes in sehr viel reinem Lésungsmittel. Ist geniigend Lésungsmittel
vorhanden, so ist diese erste Losungswidrme von der Menge des Losungsmittels
unabhingig. Hierbei ist vorausgesetzt, daB die intermediire Losungswirme U
eine stetige Funktion der Konzentration ist, so daB fiir sehr kleine Konzen-
trationen UY gleich dem Grenzwert UZ fiir ¢, = 0 gesetzt werden kann.

2. Den anderen Grenzfall bildet die sog. letzte Lésungswirme UZ, auch ,,theo-
retische’ oder ,fiktive” LOsungswirme genannt. Sie wird frei, wenn man ein
Mol des gelosten Stoffes in sehr viel fast gesittigter Losung auflost bzw. wird
verbraucht, wenn man aus sehr viel ganz wenig ibersittigter Losung 1 Mol
Gelostes z. B. auskristallisieren 1a83t. Die experimentelle Bestimmung dieser GroBe
ist nicht ganz einfach, weil die vollstindige Herstellung des Gleichgewichtes
bei einer fast gesidttigten Losung sehr langsam vor sich geht. Genau genommen
kénnte man die Kurve der intermediiren Losungswidrme in Abhidngigkeit von
der Konzentration noch tiber die gesittigte Losung, d. h. iiber die letzte Lésungs-
widrme hinaus fortsetzen; natiirlich nicht durch weitere Auflésung, wohl aber
dadurch, daBl man eine tiberséttigte Losung mit der Konzentration ¢ groBer als
die Sattigungskonzentration herstellt und dann durch Erschiitterung oder Impfen
mit einem sehr kleinen Kristall die Kristallisation auslost. Allerdings kristallisiert
dann aller {iber die Sittigung hinaus noch geldste Stoff aus, so dal man nicht

1) H. W. B. RoozesooMm, Dic heterogenen Gleichgewichte, 11/1, S. 288, Braunschweig
1904; H. W. B. Roozesoom, Rec. trav. chim. Bd. 5, S.335. 1886, Bd. 8, S.121. 1889;
CH. M. vaN DEVENTER u. H. ]. vaN DE Stapt, ZS. f. phys. Chem. Bd. 9, S.43. 1892.
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die oben angefiihrte differentiale intermediire Lésungswirme miBt, sondern die
gleich zu besprechende GréBe. Doch 148t sich die gesuchte Zahl nach Gleichung (2)
durch Differentiation daraus bestimmen. Solche Messungen scheinen aber noch
nicht vorzuliegen.

3. Praktisch nimmt man die Messungen natiirlich nicht mit unendlich viel
Loésung vor, so daB3 jedes Auflésen von weiterer Substanz eine Konzentrations-
dnderung bedingt. Sind in #; Mol Losungsmittel #; Mol Geldstes enthalten
und fiigt man # Mol des geldsten Stoffes zu, so nennt man die dabei auftretende
Wiérmeténung ,,intermedidre Losungswirme’* schlechthin. Wir kénnen sie mit
wu™" bezeichnen. Sie berechnet sich aus der differentialen intermediiren

Losungswarme durch

ny' + ny’"

wu = [Ul—2—|dn,. (2
7y + ng
ny'
Als , mittlere intermedidre Losungswirme** in dem Molenbruchintervall
’ /7 ?”
A . #y + . P— 1., . )
——=— bis 2 T "2 _ kann man "U™ = —;"u"™" bezeichnen. (3)
ny + 75 7y + ny + #5 ng

Ist die Anfangskonzentration, von der man ausgeht, Null, also #} gleich
Null, d. h. 16st man in #, Mol reinem Wasser #y Mol gelésten Stoff, so nennt
man die dabei pro Mol Geldstes entwickelte Wiarmemenge die integrale Losungs-

wirme .
Hy
o 1 7 1 "
Orm,” __ 2 d — . 0,n .
o nzf U( ny n2> " g “
4]
Falls die entstehende Lésung gerade gesittigt ist, so da3 %—fﬁ den Molen-
1 2

bruch der gesittigten Losung darstellt, so heiBit die freiwerdende Wirmemenge,
auf 1 Mol Salz, gerechnet, die ,,ganze Losungswirme‘.

Man kann die Konzentration der Losung aber auch dadurch dndern, daB
man zu ihr Losungsmittel hinzufiigt. Die betreffende Warmeténung nennt man
dann die Verdiinnungswimre. Der differentialen intermediiren Lésungswirme
entspricht die differentiale Verdiinnungswiarme U’, die frei wird, wenn man

Ro
%y + ng
1 Mol Losungsmittel hinzufiigt, so daB praktisch keine Konzentrationsinderung
eintritt. Sie ist gleich

zu einer sehr groBen Menge der Losung mit dem Molenbruch

aeL

ony

wo E, der partielle molare Wirmeinhalt des Lésungsmittels ist. Nach (3) Ziff. 62
besteht in einer Losung, die nur einen einzigen gelosten Stoff enthilt, die Be-
ziehung

U'= ElR - = E1R - El»’ (5)

e =mkE; +mkE,.
Beriicksichtigt man, daB #,Eg + #,Eyp — ¢ = ,u™ ist, so folgt mit (1) und (5)
nyUp + m U = Ju. (6)

Entsprechend der intermedidren Losungswirme schlechthin spricht man von
der Verdiinnungswirme 7%, . schlechthin, die frei wird, wenn man zu einer

7*
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Losung, die #] Mol Lbsungsmittel und %, Mol geldsten Stoff enthilt, »} Mol
Losungsmittel hinzusetzt. Es gilt

n'+ ny’

) = U'( e} )dnl. (7)

Nach dem ersten Hauptsatz bestehen folgende einfachen Beziehungen?)

e (3)
d. h. man erhilt die integrale Losungswirme einer Lsung von der Zusammen-
setzung #,, »; 4 7y, indem man zuerst die Lésung #,, #5 herstellt und dann weiter
noch #n§ Mol Gelostes hinzufiigt. Entsprechend gilt

G, n n. ’ . 0, n,
ol - ni“m = i W 9)

Was die Berechnung der einzelnen Gré8en aus den experimentellen Bestimmungen
betrifft, gilt folgendes?): Man kann erstens eine Reihe integraler Losungswirmen
bestimmen, indem man in einer gegebenen Menge reinen Lésungsmittels der
Reihe nach verschiedene Mengen Salz auflést. Trigt man diese integralen Lo-
sungswiarmen als Funktion der Molmenge des gelosten Stoffes auf, so erhélt
man durch Differentiation die differentiale intermediire Losungswirme. Aus
ihr kann man mit Hilfe von (6) die differentiale Verdiinnungswirme finden.
Zweitens kann man in ein und dieselbe Menge Losungsmittel allmidhlich immer
mehr geloste Substanz bringen, dann erhélt man die intermediare Loésungswirme,
die man auf Mol des mittleren Molbruches in dem betreffenden Konzentrations-
intervall umrechnet und daraus durch ein Naherungsverfahren die differentialen
Losungswirmen bestimmt. Drittens kann man die erste Methode umkehren,
indem man eine integrale Losungswirme miBt und von ibr ausgehend inter-
medidre Verdiinnungswirmen. Aus letzteren gewinnt man durch Differentiation
die differentialen Verdiinnungswidrmen und aus den letzteren und der einen
integralen Losungswidrme nach (5) die differentialen Lésungswirmen.

65. Berechnung des Potentials von Mischungen, insbesondere von ver-
diinnten Losungen. Die freie Energie von Mischungen kann man entweder,
ganz dhnlich wie das fir alle Stoffe geschieht, aus Messungen entnehmen oder
mit Hilfe einer statistischen Uberlegung berechnen. Man kann aber auch einen
formalen Ansatz machen, der zwar nicht fiir sich allein ausreicht, aber einen
gewissen Fingerzeig gibt. Hierzu gehen wir mit PLANCK und vaN DER WAALS?)
folgendermaflen vor. Wir denken uns die Mischung der gewiinschten Zu-
sammensetzung und der gewiinschten Temperatur zuerst auf ein so groBes
Volumen gebracht, daf alle Teilnehmer, vollstindig verdampft, als ideales Gas
vorliegen. Das ist immer moglich. Zwar werden, wenn sich chemische Um-
setzungen ‘zwischen den Teilnehmern abspielen konnen, diese vom Volumen
abhingen, so daf} es tatsichlich nicht moglich ist, die Mischung in der Zusammen-
setzung, in der man sie spiter untersuchen will, unverdndert in den Gaszustand
zu bringen. Wir machen aber hier von den Uberlegungen der Ziff. 66 Gebrauch
und denken uns, daf es durch irgendeinen Kunstgriff moglich wire, die chemische

1) J. N. BronsTED, ZS. f. phys. Chem. Bd. 56, S. 660. 1906.
2) 8. z. B. J. Wust u. E. LaNGE, ZS. {. phys. Chem. Bd. 116, S. 161. 1924; L. LANGE,

Dissert. Dresden 1924.
3) M. PraNck, Wied. Ann. Bd. 32, S.462. 1887; ZS. {. phys. Chem. 13d. 1, S. 577. 1887;
Bd. 2, S. 405. 1888; vanN peErR Waars-KounstamMm, Lehrb. d. Thermodynamik, Bd. 2.

Leipzig 1912.
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Verinderung wihrend der Volumvergréflerung zu unterbinden. Wir setzen dabei
voraus, daB dieser gedachte Kunstgriff auf die sonstigen thermodynamischen
Eigenschaften der Mischung keinen Einfluf} hat.

Nun ist es moglich, die freie Energie einer Mischung von idealen Gasen
additiv aus den freien Energien der einzelnen Bestandteile der Mischung zu
setzen, d.h. es ist nach (7) Ziff. 61 und Ziff. 68

= dunF,, = 2mF,.(p.=1T)+ RT Inp]
= >n,[F,.(1, T)+ RT Inpg + RT Inx,],

(1)

wo b = c.RT = %,pq 2)

der Partialdrucke des (ten Gases im Gemisch ist.

Verkleinert man nun isotherm umkehrbar das Volumen, d. h. erh6ht man
den Druck, so gelangt man zu der zu untersuchenden homogenen Mischung.
Die dabei aufgewendete technische Arbeit ist gleich der Differenz der freien
Energien der zu untersuchenden Mischung (L) und des idealen Gasgemenges.
Denn es ist

fo —fa=rcr— ¢y — T(sp— sg) + (pv)r — (PV)g

Nun liege eine verdiinnte Losung vor, d. h. ein Gemenge, in welchem eine Sub-
stanz, das Losungsmittel, weitaus iiberwiegt. Bezeichnen wir diese mit dem
Index Null, so ist also #, sehr groB3 gegen die Molzahlen #, . . . der geldsten Stoffe.
Es habe nun die Losung das Volumen v. Wir bilden die GréBe v/n,. Wir nehmen

an, daB wir diese GréBe nach den kleinen GréBen #,/n,, . . . entwickeln kénnen. Es
wird dann
1 n, N,
“VJF;:(an)non Z}aﬁmm @

Hierin ist ¥V, das Molekularvolumen des reinen Losungsmittels, wie man er-

N\

. . 0 .
kennt, wenn man die #, ... gleich Null setzt. Die Grée (%) , hingt mit

dem in Ziff. 62 eingefiithrten partiellen Molarvolumen V, = g—v folgendermal3en
zusammen %,

_ (")'u) 1 0%y ) n, (621)) n,
V‘"(ﬂno Z(anan 07, 8nfo%+""

d. h. (:—v> . ist das partielle Molekularvolumen des :tten Stoffes bei so kleinen

#,, daB man die hoheren Glieder in (4) vernachlissigen kann, also in sehr ver-
diinnter Losung. Wir wollen nun annehmen, die Losung sei so verdiinnt, daB
wir uns in (4) mit den linearen Gliedern begniigen konnen. Wie groB die Ver-
diinnung dazu getrieben werden muf}, kann entweder nur die Erfahrung oder
eine kinetische Theorie lehren.

Wir setzen demnach

v="Vong+ Ving +-- -, (5)
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Hierbei hdngen alle V von p und T ab, auBerdem V, nur von der Natur
des Losungsmittels, ¥, (¢ =1) von der Natur des Ldsungsmittels und des tten
Stoffes allein. Setzt man das in dem Ausdruck fiir die technische Arbeit ein,
so wird diese I

PrL ?L
[vdp=mn, [ Vydp+ >n [ V.dp, (6)
G g L>0 pg

d. h. auch sie setzt sich additiv aus GréBen zusammen, die sich nur auf die ein-
zelnen Stoffe beziehen. Man erhilt demnach als freie Energie der Mischung

Pr
fo=te+2n [V.idp=2n[F,1,T) + RTnps+ [ V.dp + RTInx] (7)
¢ Pa
und als chemisches Potential des (ten Stoffes in der Mischung
Pr
wo=u(1,T) 4+ RTInx,, wo=F,(1,T) +RTInpe + [ V.dp (8)
Pg
wobei man bei den gelésten Komponenten oft schreiben kann:
x =cVeocV,. (V:_ U 7%)
7, -+ ny + .-
66. Methode zur reversiblen Durchfiilhrung von Mischungen oder che-
mischen Reaktionen im homogen System. Um Stoffe, die chemisch mitein-
ander reagieren kénnen, auf umkehrbarem Weg voneinander zu trennen, dient
der sog. Gleichgewichtskasten (van 'T HoFF-HABER-PLANCK), der im allgemeinen
allerdings technisch nicht realisierbar ist. Er beruht darauf, daB man sich sog.
halbdurchlissige oder semipermeable Winde denken und fiir manche Fille auch
nahezu realisieren kann, d. h. Winde, die fiir alle Stoffe eines Gemisches bis auf

einen undurchlissig sind, wihrend sie dem Durchtritt dieses einen Stoffes kein

Hindernis bieten. Wir besprechen diesen Kasten im einfachsten Fall der Reaktion
A+B=D+¢G.

Es herrsche zwischen den vier Stoffen ein homogenes Gleichgewicht, bei welchem

die Konzentrationen ¢y, ¢z, ¢p, ¢g betragen. Wir haben getrennt ein Mol A

und ein Mol B und méchten diese beiden in reversibler Weise zu je einem Mol D
und G umsetzen. Wir wollen zuerst

Ps voraussetzen, daf3 alle vier Stoffe ideale
i Gase sind. Wir bringen zuerst 4 und B
] durch reversible Ausdehnung oder Kom-
& pression auf die Konzentrationen cy

und ¢g. Nun denken wir uns folgenden
Apparat: Es sei ein kleiner Kasten ge-

i ] 2 . o geben, der Reaktionskasten; von dessen
Winden seien vier A BDG halbdurch-

¢ lissige Wiande, und zwar so, dal3 die

— Wand A bloB fiir den Stoff 4, die Wand B

T nur fiir den Stoff B usw. durchldssig sei.

Ps An diese Winde schlieBen dann zylindri-

Abb.10. Gleichgewichtskasten zur reversiblen - sche, mit Stempel versehene Gefdle an,
isothermen Durchfithrung ciner Reaktion. die mit den entsprechenden Gasen 4, BB

usw. in den Gleichgewichtskonzentra-
tionen ¢4, ¢;... und den entsprechenden Drucken p,, pp ... gefillt seien.
Dann treten die Gase in den mittleren Reaktionsraum iiber. Da sie in den Gleich-
gewichtskonzentrationen sind, herrscht auch in diesem Raume Gleichgewicht.
Der Austritt aus den Ansatzstiicken A, B ... in den Reaktionsraum erfolgt
allerdings durch irreversible Diffusion. Wenn man aber den Reaktionsraum
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gentigend klein wihlt, kann man die eingetretene Gasmenge und damit auch
die eintretende Abnahme der freien Energie beliebig klein machen!). Ist durch
diesen Ubertritt kleiner Gasmengen im Reaktionsraum das Gleichgewicht her-
gestellt, so kann man weiter beliebig groBe Mengen von 4 + B auf reversiblem
Weg in D 4 G iberfithren. Zu diesem Zweck schiebt man unendlich langsam
die abschliefenden Stempel der GefiBe A und B hinein und zieht die abschlieBen-
den Stempel der GefiBe D und G heraus. Man muBl dabei das Verhiltnis der
Geschwindigkeit so wihlen, daB in gleichen Zeiten gleiche Molmengen aller
dieser Gase ein- bzw. austreten; da die Gleichgewichtskonzentrationen ver-
schieden sind, haben diese Gase natiirlich verschiedene Volumina. Dieser ProzeB
ist vollkommen umkehrbar, denn das Gas A im Ansatz A steht durch die halb-
durchlissige Wand 4 hindurch dauernd im Gleichgewicht mit den im Reaktions-
kasten befindlichen Gas gleicher Konzentration, dieses aber hat eine solche
Konzentration, daB es stets mit den anderen Reaktionsteilnehmern im Reaktions-
kasten im- Gleichgewicht ist. Bei diesem Prozel wird die technische Arbeit
Null geleistet, da alles, was an duBerer Arbeit geleistet wird, gleich Z{), V, ist.
Dem Verschwinden der technischen Arbeit entspricht die Gleichgewichtsbedin-
gung, nach welcher bei dem ProzeB die Summe der freien Energien bei konstantem
Druck XaF,, = ZaL . gleich Null sein mul. Auf mehr als vier Teilnehmer
1aBt sich dieser Vorgang in leicht verstindlicher Weise erweitern. Auf den Fall
einer Dissoziation, 4 + B = AB, ist diese Apparatur nicht ohne weiteres
anwendbar, weil zwar die Gase 4 und B sich nur im Reaktionskasten vereinigen
konnen, das Gas A B aber in dem Ansatz, der nur dieses Gas enthalten sollte,
zerfallen kann. Man muf} daher den Fall so wihlen, daB AB nur unter Mithilfe
eines Katalysators zerfdllt. Dann bringt man diesen Katalysator nur in den
Reaktionsraum; in dem fiir AB bestimmten Ansatz des GefiBles findet kein Zer-
fall statt. Dasselbe gilt im Fall einer isomeren Umlagerung 4 = B.

Wenn wir kein gasférmiges System haben, so konnen wir die Apparatur
trotzdem ohne weiteres tibertragen. Um z. B. reversibel eine Lésung von Kohlen-
sdure in Wasser herzustellen, nehmen wir einen Reaktionskasten, der folgende
halbdurchlissige Winde enthilt: Eine Wand 4, die nur gasformige Kohlensiure
durchldBt, eine Wand B, die nur reines Wasser durchlifit, endlich eine Wand C,
die nur die Losung durchlaBt; diese letzte Einschrinkung hat keine Bedeutung,
im allgemeinen wird sich das auch nicht realisieren lassen; als Wand C kann
eine einfache Tonplatte dienen. Nun preBt man durch die Wand 4 Kohlen-
sdure unter einem Druck ein, der dem Dampfdruck der Kohlensiure iiber der
Losung entspricht. Durch die Wand B preSt man reines Wasser unter dem
entsprechenden Gleichgewichtsdruck ein, aus der Tonplatte C strémt dann die
Losung der gewiinschten Zusammensetzung ab. Der genannte Fall unterscheidet
sich von dem Fall der idealen Gase nur dadurch, da8 die Gleichgewichtskonzen-
tration der einzelnen Stoffe in den Ansitzen im allgemeinen nicht gleich der
Gleichgewichtskonzentration der betreffenden Stoffe im Reaktionskasten ist.

67. Chemische Umsetzungen in Gemischen. Es liege ein homogenes Ge-
misch vor, innerhalb dessen sich ein chemischer Umsatz nach der Formel
a4, + --- =ajA7 4+ --- vollziechen kann. Dann heifit die Gleichgewichts-

bedingung nach (5) Ziff. 44

Zatlu‘t == de,uf . (1)
Diese Gleichung gibt bei vorgegebenem Druck und vorgegebener Temperatur
die Beziehung zwischen den Molenbriichen der einzelnen Reaktionsteilnehmer.

) Der irreversible Ubertritt geschieht also nur, um die Reaktion einzuleiten, und
spielt weiterhin keine Rolle.
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Um ihre Anwendung in einem bestimmten Fall zu zeigen, wollen wir sie auf
die in der Ziff. 65 behandelten verdiinnten Losungen anwenden, in welchen

po=p,(1,T) + RT Inc, (2)
gilt. Aus Gleichung (1) wird dann
2au(1,T) + XaRTInc, = Da,u,(1,T) + a4 RT Inc, (1)
oder
Ao - . = K, wobei —RTInK =>a,u,(1,T) — DX a,u. (1, (3)

cial' ¢ ay’

Das ist das sog. Massenwirkungsgesetz von GULDBERG und WAAGE (1867). In
ihm stehen links im Zihler die Produkte der Konzentrationen derjenigen Stoffe,
die verschwinden, jede zu einer Potenz erhoben, die gleich der Zahl der in der
stéchiometrischen Gleichung des Umsatzes auftretenden Molekiile des betreffenden
Stoffes ist. Im Nenner stehen die entsprechenden GroBen fiir die entstehenden
Sa,u, (1, T) - Sale, 1, T)

Molekiile. Den rechtsstehenden Ausdruck K = ¢ RT , der
zwar noch von Temperatur, Druck und der Natur der teilnehmenden Stoffe,
nicht aber von den Konzentrationen abhingt, nennt man Gleichgewichtskonstante.
Man sieht aus der Formel, daB eine Hinzufiigung der Endprodukte, d. h. eine
VergroBerung des Nenners, eine VergroBerung des Zihlers zur Folge hat, d. h.
eine Erhohung der Konzentration der Ausgangsstoffe bedingt; mit anderen
Worten: durch Zusatz der Endprodukte wird die Reaktion zuriickgedringt.
Wenn z. B. in einer Losung das Gleichgewicht NH, + H,0 = NH} 4 OH~ be-
steht (d. h. also ein Gleichgewicht zwischen in Wasser geléstem Ammoniak einer-
seits und den Dissoziationsprodukten Ammoniumion und Hydroxylion anderer-
seits), und wenn man dann Hydroxylion hinzusetzt, etwa durch Hinzufiigung von
Natronlauge NaOH, so wird die Dissoziation des Ammoniumhydroxyds zuriick-
gedrdngt und die Menge des freien Ammoniaks vermehrt, was man am Steigen
des Dampfdruckes des Ammoniaks iiber der Losung erkennen kann. Auf weitere
Einzelheiten, insbesondere auf die Bedeutung des Massenwirkungsgesetzes fiir
die Chemie, kann hier nicht eingegangen werden.

Die Abhingigkeit der Gleichgewichtskonstante von der Temperatur er-
hélt man ohne weiteres durch Differentiation’ von (3) und Beriicksichtigung
von (2) Ziff. 45 oder direkt aus (4) Ziff. 45 und (2)

olnK U
T T RTE “

Hier ist U die Warmetdnung, die bel einem der stdchiometrischen Gleichung
entsprechenden Umsatz von rechts nach links frei wird. Erhohung der Temperatur
begiinstigt daher die Konzentrationen derjenigen Stoffe, deren Bildung Wirme
verbraucht (endotherme Stoffe). Darum steigen auch alle Dissoziationen bei
steigender Temperatur. Als Dissoziationen bezeichnet man bekanntlich Vor-
géinge, bei denen ein Molekiil in mehrere selbstindige Teile zerfillt. Nun sind nur
solche komplizierter gebauten Molekiile bei mittlerer Temperatur bestdndig,
welche einen geringeren Energieinhalt haben als ihre Bestandteile, was aller-
dings erst aus den Formeln des NERNSTschen Wirmetheorems folgtl). Infolge-
dessen ist eine meBbare Dissoziation stets ein Vorgang, der Wirme verbraucht.

1) S. z. B. K. F. HerzrELD, Phys. ZS. Bd. 23, S. 95. 1922.
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Auch Druckverdnderung beeinfluBt die Gleichgewichtskonstante. Es ist

namlich nach Ziff. 45 oK AV

& — T RT (5)
wo AV die bei dem oben gekennzeichneten Umsatz eintretende Voluménderung
gibt. Der Umsatz, der bei einer Druckerhthung eintritt, erfolgt daher in einer
solchen Richtung, daB durch diesen Umsatz, wenn er bei konstantem Druck
erfolgen wiirde, das Volumen abnihme (Sitze von MoUTIER und RoBIN, s. Ziff. 46).
Im allgemeinen #ndert sich bei chemischen Umsetzungen in verdiinnten Lo-
sungen das Volumen sehr wenig, d. h. AV ist sehr klein und demnach das
Gleichgewicht sehr unempfindlich gegen Druckianderung.

Bei hoheren Konzentrationen gilt die Formel (2) im allgemeinen nicht mehr.
Infolge ihrer bequemen Form hat es sich aber insbesondere nach dem Vorgang
von LEwIs!) eingebiirgert, eine GroBe ,,Aktivitit“ a folgendermafBen zu de-
finieren: Es soll fiur alle Konzentrationen

p=p(,T)+ RTIna (6)

sein, wo u(1,7) von der Konzentration nicht abhingt und dadurch definiert
ist, daB fiir sehr verdiinnte Losungen Gleichung (2) gilt. Die Aktivitdt a, ist
dann eine Funktion der Konzentration, der Temperatur und im allgemeinen
auch der Konzentrationen der anderen Stoffe, geht aber fiir verdiinnte Losungen
in ¢, iiber. Dann kann man das chemische Gleichgewicht wieder in der Form (3’)

afrage. ..

s N7y
ai* a™ ...

=K (3"

schreiben. Wenn wir im vorhergehenden von verdiinnten Ldsungen gesprochen
haben, so haben wir dabei die stillschweigende Voraussetzung gemacht, daB
sich das Losungsmittel nicht an der Reaktion beteiligt, denn wenn wir das Losungs-
mittel mit einbeziehen, so kénnen wir nicht mehr von einer verdinnten Lésung
in bezug auf alle Reaktionsteilnehmer sprechen. Beteiligt sich aber das Losungs-
mittel an der Reaktion, dann kann man mit der Genauigkeit, auf die wir uns
hier beschrinken, sein chemisches Potential als von der Anwesenheit der anderen
Reaktionsteilnehmer unbeeinfluBt (und daher nur von Temperatur, Druck und
seiner eigenen Natur abhingig) ansehen und es somit auf die rechte Seite von
Gleichung (3) ziehen. Die Beteiligung des Losungsmittels macht sich dann nicht
in der Form des Massenwirkungsgesetzes, d. h. in der Abhingigkeit des Gleich-
gewichts von den Konzentrationen, sondern nur im Zahlenwert der Konstanten
bemerkbar und wire infolgedessen nur dann daraus zu erkennen, wenn eine
theoretische Vorausberechnung der Konstanten moglich wire. Wieweit man
aus den bei hoheren Konzentrationen auftretenden Abweichungen von Formel (3)
auf eine solche Mitbeteiligung des Losungsmittels schlieBen kann?), ist dadurch
bedingt, wieweit man die Abhingigkeit der Aktivitit von der Konzentration
abgesehen von dieser Beteiligung vorausberechnen kann®4).

Bringt man Stoffe, die miteinander reagieren kénnen, in Konzentrationen,
die von den Gleichgewichtskonzentrationen abweichen, zusammen, so geht im
allgemeinen die Reaktion irreversibel unter Abnahme der freien Energie bis
zum Erreichen des Gleichgewichts vor sich. Unter bestimmten Bedingungen

) G. N.Lewis, ZS. f. phys. Chem. Bd. 61, S. 129. 1908.
?) S. z. B. N. BjerruwM, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 109, S. 275. 1920.

3) S. z. B. E. HuckeL, Fortschr. d. exakt. Naturwiss. ITI, S. 199, Berlin 1924; Phys.
ZS. Bd. 26, S.93. 1925.

%) 8. z. B. W. HEITLER, Diss. Miinchen 1926.
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kann man aber auch den Ablauf umkehrbar erfolgen lassen, z, B. dadurch,
daBl man ein geeignetes galvanisches Element zusammenstellt, oder auch mit
Hilfe des PLaNCkschen Gleichgewichtskastens (s. Ziff. 66). Als Beispiel fiir ein
solches galvanisches Element diene die Kombination

Silberelektrode | AgNO; Konz. ¢, | KCl Konz. ¢, mit festem AgCl als Boden-
korper | Silberelektrode.

Wenn hier ein FARADAYsches Aquivalent = 96490 Coulomb durchstréomt, so
wird dabei ein Mol festes Silberchlorid aus Silberionen der Konzentration ¢,
und Chlorionen der Konzentration ¢, gebildet. Wir kénnen daher in diesem Ele-
ment denselben Vorgang umkehrbar leiten, der beim direkten Zusammenschiitten
von 1 Mol AgNO; und 1 Mol KCl solcher Konzentration, daB im ersten Augen-
blick nach dem Mischen die Konzentrationen ¢, und ¢, bestiinden, in irreversibler
Weise eintreten wiirde. Die Arbeit, die wir dabei bekommen und die gleich ist dem
Produkt der elektromotorischen Kraft des Elements mal 96490 Coulomb, betrigt

A = py(ey) + aley) — py(€) — pa(c) = RTIn 2 wd = RTInc,c, — RTInK.

Der Index 0 bezieht sich auf das Gleichgewicht. Die entsprechende Formel

gilt allgemein: o g
A= RTIn — 2"~ — RTIhhK. (7)
cl 1 02 2 . e

68. Gasgleichgewichte. Ganz Ahnliches wie bei verdiinnten Losungen gilt
auch bei Gasgemischen (Bd. X). Hier ist nach dem GiBBsschen Paradoxon die
freie Energie des Gemisches gleich der Summe der freien Energien, welche die
einzelnen Komponenten des Gemisches hiitten, wenn sie in der betreffenden

Konzentration allein da widren. Man kann daher schreiben
ule) = p(1,T) + RT1Inc ()
und als Gleichgewichtsformel
ciics. ..

. = K,,) —*RT].I'IK,,) = Za“uL(L T Za /’LL (2)

201" A Oy’
A AL

Fihrt man an Stelle der Konzentrationen die Partialdrucke ein

. pt = CLRT, (3)

so wird daraus
P et T K, = KRD . )
Wenn bei der Reaktion keine Anderung der Molekiilzahl eintritt Xa, = Xa,

ist demnach K, = K,. Fiithrt man den Molenbruch ein, so heifit die Glelch-
ewichtsformel
gewic me  wfa. pza,-za, - K (6)
LA AL P
Wird demnach die Molzahl durch den Umsatz nicht geindert, so ist die Zusammen-
sctzung des Gemisches vom Druck unabhingig, sonst findet bei Drucksteigerung
cine Verschiebung des Gleichgewichts nach derjenigen Seite statt, welcher weniger
Molekiile entsprechen (z. B. eine Verminderung der Dissoziation).
Diese Formeln sind natiirlich nur eine Spezialausfithrung zu Formel (5)

Ziff. 67, indem bei Gasgemischen —AV = E(Zu[—Zm) ist. Ebenso gilt
entsprechend (4) Ziff. 67. P
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V. Heterogene Systeme.
a) Die Phasenregel.

69. Allgemeine Formulierung der Phasenregel bei Abwesenheit chemi-
scher Umsetzungen. Die Phasenregel ist eine formale Regel, welche den Grad
der Bestimmtheit eines Systems aus der Zahl der Gleichgewichtsbedingungen
und der unabhingigen Variablen ableitet. Sie ist zuerst von GIBBS aufgestellt,
hat aber erst durch die Untersuchungen von Baxuuis RoozeEsoowm ihre Frucht-
barkeit gezeigt. Unser System bestehe aus # Phasen und 7 Stoffen. Wihrend
wir den Begriff Phase erst spéter (Ziff. 71) scharf definieren, wollen wir von den
Stoffen voraussetzen, daBl vorderhand keine chemischen Umsetzungen im System
stattfinden konnen, sondern nur Ubergang der Stoffe aus einer Phase in die
andere. Zur Beschreibung des ‘inneren Zustandes des Systems sind dann
folgende GréBen notig: die Temperatur 7 und der Druck p, die dem ganzen
System gemeinsam sind. Ferner in jeder Phase 7 — 1 Molenbriiche der » Kom-
ponenten, welche die Zusammensetzung angeben. (Da die Summe der Molen-
briiche in jeder Phase 1 ergibt, reichen » — 1 Molenbriiche.) Das sind im ganzen
2 + m(r — 1) unabhingige Verdnderliche. Die Gleichgewichtsbedingungen
driicken aus, daf fiir jeden Stoff in allen Phasen das chemische Potential gleich ist.

i @ )

My =M= e = M,
n @ m

Mo” = My = s = Uy, (1)
m_ @ ()

ILLI‘ = ILL" g [Ll’l‘ .

Jede dieser r Zeilen, die sich auf einen Stoff bezieht, reprisentiert m — 1 Glei-
chungen, so daBl zwischen den 2 4 m7 — m Unbekannten »m — » Gleichungen
bestehen, d. h. da man von den Unbekannten noch 2 + rm — m — (my — 7)
= 2 + r — m willkiirlich wihlen kann. Die iibrigen sind dann fest bestimmt.
Man nennt die Anzahl der Unbekannten, die man willkiirlich wihlen kann,
die Zahl der Freiheitsgrade des Systems. Dieser Begriff hat hier demnach einen
anderen Sinn als in der kinetischen Theorie (s. ds. Bd. Kap. 6). Die Phasen-
regel sagt also aus: Die Zahl der Freiheitsgrade eines Systems ist um 2 groéBer
als der UberschuB der Komponenten iiber die Phasen.

Welche Bestimmungsstiicke man willkiirlich wihlt, ist dabei im allgemeinen
freigestellt. Wahlt man zur Beschreibung der Zusammensetzung des Systems
statt der Molenbriiche die Volumkonzentrationen, so hat man pro Phase (aufler
Druck und Temperatur) nicht # — 1, sondern » Bestimmungsstiicke, ndmlich
die Konzentrationen, welche auBer der Zusammensetzung noch die Dichte an-
geben, aber neben diesem neuen Bestimmungsstiick kommt fiir jede Phase
auch eine neue Bestimmungsgleichung, nidmlich die Zustandsgleichung dieser
Phase, hinzu, welche den Zusammenhang zwischen der Dichte bzw. dem Mole-
kularvolumen dieser Phase und Druck, Temperatur und Zusammensetzung an-
gibt, so daBl die Vermehrung der Variablen durch eine gleich groe Vermehrung
der Gleichungen gerade kompensiert wird und die Zahl der frei verfiigbaren
Grofen unverdndert bleibt.

70. Einige Beispiele zur Phasenregel. Am einfachsten liegen die Verhiltnisse
beim Vorhandensein nur eines Stoffes, » = 1. Hier sind folgende Fille méglich:

«) Eine Phase, m = 1, daher 2 Freiheitsgrade. Bei einer Phase sind so-
wohl Druck als Temperatur willkiirlich innerhalb weiter Grenzen wihlbar.

p) Zwei Phasen, m = 2, daher 1 Freiheitsgrad. Bei 2 Phasen, z. B. Gleich-
gewicht zwischen Eis und fliissigem Wasser oder fliissigem Wasser und Wasser-
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dampf, kann man innerhalb gewisser Grenzen die Temperatur willkiirlich wéhlen,
dann ist der Gleichgewichtsdruck bestimmt (der Schmelzdruck bzw. Dampf-
druck), oder man wihlt den Druck; dann ist dadurch die Temperatur festgelegt,
z. B. fir eine Atmosphire der Siedepunkt.

y) Drei Phasen, m = 3, daher die Zahl der Freiheitsgrade 2 + 1 — 3 = 0.
Das bedeutet, daB 3 Phasen nur an einem bestimmten Punkt, d. h. bei einer
einzigen Temperatur und einem einzigen Druck im Gleichgewicht sein kénnen.
Man nennt diesen Punkt den Tripelpunkt. Es gibt also nur eine Temperatur,
bei welcher Eis, fliissiges Wasser und Dampf gleichzeitig bestehen kénnen oder,
anders gesagt, bei welchem der Dampfdruck von Wasser und Eis gleich werden.
Mehr als 3 Phasen kénnen im allgemeinen bei einem einzigen Stoff iiberhaupt
nicht im Gleichgewicht sein, da es im allgemeinen unmdglich ist, mit blo 2 Un-
bekannten, p, T° die 3 Gleichungen

e N S Y (1)
zu erfilllen. Allerdings wire es moglich, daf es zufillig infolge des speziellen
Charakters der 4 Funktionen u,(p, 1), uo(p, 1), us(p,T), pa(p,T) bestimmte
Werte T und ¢ gibt, bei denen eine solche Relation (1) erfiillt ist. Das liegt aber
dann an dieser speziellen Form bzw. an einer Verkniipfung der in den chemischen
Potentialen steckenden Zustandsgleichungen der 3 Phasenl %).

Als nidchst einfachen Fall wollen wir den zweier Stoffe behandeln, » = 2.
Hier sind bei einer einzigen Phase 3 Freiheitsgrade vorhanden. Man kann z. B.
Druck, Temperatur und Zusammensetzung frei wihlen. Als Beispiel diene
etwa ein gasformiges Gemenge von Stickstoff und Wasserdampf.

o) Bei 2 Phasen, m = 2, hat man jetzt 2 Freiheitsgrade. Wenn wir etwa
eine fliissige und eine dampfférmige Phase des Systems Stickstoff —Wasser be-
trachten, so konnen wir étwa die Temperatur und die Zusammensetzung der
Gasphase frei wahlen, dann ist die Zusammensetzung der flissigen Phase und
der Druck festgelegt. Wir kénnen auch die Zusammensetzung beider Phasen
vorschreiben; diese Vorschrift ist nur bei einer einzigen Temperatur und einem
einzigen Druck erfiillbar. Das ebengenannte Beispiel ist deshalb wichtig, weil
es einen Einwand widerlegt, der bei oberflichlicher Betrachtung gegen die
Phasenregel erhoben werden kénnte. Man kénnte ndmlich auf den Augenschein
hinweisen, der beweist, dal Wasser bei beliebiger Temperatur und fest vor-
gegebenem Druck (dem Atmosphirendruck) im Gleichgewicht mit einer Gas-
phase bestehen kann. Hier handelt es sich aber eben um ein System von 2 Be-
standteilen, ndmlich dem Wasser und dem fremden Gas, welches zur Einstellung
des Gesamtdruckes (z. B. des Atmosphdrendruckes) dient. Bei diesem System
aber kann man tatsichlich Temperatur und Druck frei vorgeben, es ist dann
die Zusammensetzung in beiden Phasen bestimmt. Hierbei kann es sein, daB
der eine Stoff, z. B. das neutrale Gas, in der einen, z. B. der fliissigen, Phase
so wenig l6slich ist, daBl man ihn iiberhaupt nicht chemisch nachweisen kann.
Trotzdem konnen wir auch dann noch unsere Uberlegung anwenden, denn wie
in Ziff. 67 gezeigt wurde, hat sein Potential in dieser Phase dann die Form

mw=pd(1,T) + RTInx,,
wobei sich die Schwerlsslichikeit in einem sehr groBen Wert von u ausdriickt

(Ziff. 87). Um sein chemisches Potential auf den verhiltnisméiBig niedrigen Wert
zu driicken, den es in der anderen Phase hat, muf », sehr niedrig gewdhlt werden.

1) J. W. Giegs, Thermodynamische Studicn, herausgeg. von W. OstwaLD, Leipzig 1892.

2) R. WEGSCHEIDER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 43, S.93. 1903; Bd. 45, S.697. 1903;
Bd. 47, S. 740. 1904; Bd. 50, S. 357. 1905; Bd. 52, S. 171. 1905; A. Byk, ebenda RBd. 43,
S. 465. 1903; Bd. 47, S.223. 1904; Bd. 49, S. 233. 1904.
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Wenn es aber sehr niedrig ist, dann kann man durch eine absolut genommen
sehr kleine Anderung von x; dem Potential beliebige Werte erteilen und damit
das Gleichgewicht des Stoffes 1 in beiden Phasen herstellen. Dieser Fall, in
welchem scheinbar einer (oder mehrere) Stoffe in einer (oder mehreren) Phasen
nicht enthalten ist, bedeutet also fiir die Phasenregel keinerlei Schwierigkeit.

Statt einer fliissigen und einer gasférmigen Phase konnen natiirlich auch’
eine feste und eine fliissige Phase, zwei feste oder eine feste und eine gasférmige
im Gleichgewicht sein. Esist sogar méglich, daB zwei fltissige Phasen verschiedener
Zusammensetzung im Gleichgewicht stehen, z. B. bei Gemengen von Wasser
und Ather eine wasserreiche und eine #dtherreiche Phase.

p) Bei 3 Phasen hat man jetzt noch einen Freiheitsgrad, man kann etwa die
Zusammensetzung der Gasphase eines Wasserdampf- und Stickstoffgemisches
festlegen, dann sind fir das Gleichgewicht mit flissiger und fester Phase gleich-
zeitig Temperatur, Druck und der Stickstoffgehalt im Wasser und Eis festgelegt.
Man kann aber auch den Gesamtdruck vorgeben, dann bestimmt sich aus diesem
die Zusammensetzung der Gasphase und alles andere.

y) Erst bei 4 Phasen, z. B. festem Stickstoff, fliissigem Stickstoff, festem
Eis und einem Gasgemisch aus Wasserdampf und Stickstoff sind keine Freiheits-
grade vorhanden, d.h. Druck, Temperatur und alle Zusammensetzungen be-
stimmt (Quadrupelpunkt).

71. Genaue Definition der Phase. Wir holen nun die scharfe Definition
der Phase nach. Hierbei wollen wir zuerst die Abwesenheit dulerer Krafte an-
nehmen (s. Ziff. 76). Aus dem Vorhergehenden ist klar, in welchem Sinn das
Wort Phase in der Phasenregel gebraucht wird. Mit jeder neuen Phase tritt
fiir jeden Stoff eine neue Bedingungsgleichung auf. Daraus folgt: 2 Teile des
Systems gehoren dann zur selben Phase, wenn bestimmten Zahlenwerten der
chemischen Potentiale in dem einen Systemteil von selbst, d. h. nicht etwa nach
Vereinigung zu einem Gesamtsystem, die gleichen Zahlenwerte der chemischen
Potentiale in dem andern Systemteil entsprechen, sobald der Druck und die
Temperatur dieselben sind!). In diesem Fall bedeutet das Hinzufiigen des zweiten
Teiles des Systems zum ersten unter dem gleichen Druck und der gleichen Tem-
peratur keine neue Bedingung, welcher die unabhingigen Variabeln geniigen
miissen, denn die Gleichheit der chemischen Potentiale ist von selbst erfiillt.
Andernfalls, wenn also bei Gleichheit des duBeren Druckes und der Temperatur
nicht bei allen Zustinden die chemischen Potentiale gleich sind, sondern z. B.
nur bei bestimmten p-7-Kombinationen, bedingt das Hinzukommen des zweiten
Teiles des Systems zum ersten eirie neue Gleichung, die nur bei bestimmten Werten
der unabhingigen Variabeln erfiillt ist.

Demnach sind alle zusammenhingenden Teile eines homogenen Gebildes
als eine Phase aufzufassen, da sie alle ihrer inneren Beschaffenheit nach gleich
sind (homogenes Gebilde!) und demnach bei einheitlichem Druck und einheit-
licher Temperatur von selbst die gleiche freie Energie besitzen (sowohl der Funk-
tionsform als dem Zahlwert nach). Ebenso sind als eine Phase verschiedene
raumlich getrennte, aber ihrer inneren Natur nach (chemische Zusammensetzung,
Aggregatzustand bzw. Kristallgitter und Modifikation) gleiche Stiicke anzusehen,
da auch hier diese Stiicke identische freie Energien, bezogen auf gleiche Menge,
haben. Das ist genau richtig, wenn die Stiicke geometrisch gleich sind; sind sie
verschieden groB, oder haben sie verschiedene Oberflichengestalt, so ist es nur
richtig, wenn man von den verschiedenen freien Energien der Oberfldche absieht.
Tatsichlich sind auch genau genommen zwei verschieden grofle Stiicke desselben

1) Das heiBt also, daB beide Systemteile identisch die gleiche Zustandsgleichung (ther-
misch und kalorisch) haben.
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Kristalls in einer Losung bei gegebener Temperatur und gegebenem Druck
nicht miteinander im Gleichgewicht, man hat also tatsichlich nicht zwei Frei-
heitsgrade, wie es zwei Stoffen (Losungsmittel und Salz) bei nur zwei Phasen
entsprechen wiirde. Man muB3 demgemiB hier mit drei Phasen rechnen. Im
allgemeinen aber kann man diese von der Oberfliche herriihrenden Unterschiede
vernachlissigen, also die beiden ungleich groBen Salzstiicke als im Gleichgewicht
ansehen und demnach alle Teile gleicher innerer Beschaffenheit als eine Phase
auffassen. Als verschiedene Phasen sind dagegen zu betrachten: Teile verschie-
dener chemischer Zusammensetzung, allgemeiner verschiedener chemischer Natur
(s. Ziff. 3); ferner Teile, die sich in verschiedenem Aggregatzustand befinden.
Wir wissen nidmlich, da3 z. B. fiir Dampf und Fliissigkeit gleicher Temperatur
und gleichen Druckes die freien Energien im allgemeinen verschieden sind und
nur bei bestimmt gewihlten Werten der Variabeln identisch werden.

Verschiedene Kristallgitter desselben Stoffes werden im allgemeinen eine
verschiedene Abhingigkeit ihrer freien Energien vom Druck und Temperatur
zeigen bzw. verschiedene Absolutwerte derselben haben und daher als verschiedene
Phasen zu betrachten sein. Der einzige Fall, in welchem trotz verschiedener
Kristallgitter die freie Energie bei gleichem Druck und bei gleicher Temperatur
dieselbe ist, ist derjenige zweier spiegelbildlich isomerer Formen (optische Anti-
poden), bei welchen die Isomerie eben auf der spiegelbildlichen Anordnung des
Gitters beruht. Das ist z. B. bei Natriumchlorat der Fall. Hier haben die beiden
Formen natiirlich identische freie Energie und sind daher als eine Phase anzu-
sehen. In diesem Fall gibt es auch keine Mischkristallbildung zwischen den beiden
Formen; die Lésung des Salzes ist optisch inaktiv. Anders wire das bei solchen
Stoffen, bei welchen die optische Aktivitat auch im Dampf bzw. in der isotropen
Fliissigkeit erhalten bleibt und daher nicht der Kristallgitteranordnung, sondern
dem Molekiil zuzuschreiben ist. Hier haben wir es nicht mit einem, sondern
mit zwei Stoffen zu tun und dementsprechend auch mit zwei verschiedenen
festen Phasen; obgleich auch hier in diesen beiden festen Phasen die freie Energie
identisch ist, wenn Druck und Temperatur gleich sind, so bezieht sie sich auf
zwel verschiedene Stoffe.

Endlich ist noch das Auftreten sog. kritischer Phasen zu behandeln. In
kritischen Phasen kommen als Bedingung des kritischen Zustandes aufBler der
Gleichung, welche die Gleichheit des Potentials dieser Phase mit den andern
Phasen ausdriickt, noch zwei Gleichungen als Bedingung des kritischen Zustandes
hinzu. Demnach ist eine kritische Phase so zu zidhlen, wie drei andere Phasen.
Man kann dies mit vaN DER WaAALS!) auch so ausdriicken, daB man sagt: Im
kritischen Zustand werden zwei aneinandergrenzende stabile und die zwischen
ihnen liegende im allgemeinen nicht realisierbare labile Phase identisch.

72. Phasenregel in Systemen mit chemischen Umsetzungen. Wir wollen
nun die Einschriankung fallen lassen, daBl zwischen den Stoffen des Systems
keine chemische Umsetzung moglich sein soll. Dann kénnen wir aus den vor-
handenen Molekiillarten # herausgreifen, die wir als unabhingige Bestandteile
oder Komponenten bezeichnen wollen. Diese sollen dadurch definiert sein, dal3
durch die Angabe ihrer Menge in jeder Phase die chemische Bruttozusammen-
setzung angegeben ist. Wenn wir z. B. ein Gemenge von 4 g Wasserstoff, 18 g
Wasser und 16 g Sauerstoff haben, brauchen wir zwei unabhingige Bestandteile,
um die Gesamtzusammensetzung zu beschreiben. Was wir als unabhingige
Bestandteile wihlen, ist willkiirlich. Wir kénnen z. B. folgendermaBen be-
schreiben: das System enthalt 3 Mol H, und 1 Mol O,, oder das System enthilt

1} vaN DER Waars-Kounstamy, Lehrb. d. Thermodynamik Bd. 11, S. 37, Leipzig 1912.
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1 Mol H, und 2 Mol H,0, oder das System enthilt 3 Mol H,O und — 1/, Mol O,.
Jede dieser Angaben reicht zur Kenntnis der Zusammensetzung; sie sind unter-
einander dquivalent.

r moge also die Zahl derjenigen unabhingigen Bestandteile sein, die zur
Beschreibung der Zusammensetzung des Systems nétig sind. Fiir sie gilt dann
als Bedingung des Gleichgewichts zwischen den verschiedenen Phasen das System
der Gleichungen (1) Ziff. 69. Hierbei sind als chemische Potentiale die wirklichen
chemischen Potentiale dieser Stoffe in jeder Phase einzusetzerr. Wenn wir etwa
im obigen Beispiel als unabhingige Bestandteile H, und O, wihlen, so sind als
chemische Potentiale diejenigen des elementaren H, bzw. O, in der Mischung
zu wihlen. Nun ist aber die Zusammensetzung nicht vollstindig beschrieben,
wenn nur ‘die Molenbriiche der unabhingigen Bestandteile als solche angegeben
werden. Es miissen auch noch die Molenbriiche der aus ihnen (durch Addition
oder Subtraktion) zu bildenden abhingigen Bestandteile (wir wollen kurz sagen
der Verbindungen) angegeben werden. Wir zeigen aber jetzt, daB zu jeder
dadurch neu auftretenden Unbekannten gerade eine Gleichung dazu kommt,
so daB die Differenz zwischen der Zahl der Unbekannten und der Zahl der Glei-
chungen, d.h. die Zahl der Freiheitsgrade, richtig herauskommt, wenn man
nur auf die unabhingigen Bestandteile Riicksicht nimmt. Hierzu beriicksichtigen
wir das chemische Gleichgewicht zwischen den unabhingigen Bestandteilen und
der Verbindung in jeder Phase. Das gibt fiir die in jeder Phase neu auftretende
Unbekannte, ndmlich den Molenbruch der Verbindung in dieser Phase, eine
Gleichung (5) Ziff. 44. Wenn aber die unabhingigen Bestandteile in allen Phasen
im Gleichgewicht sind, und die Verbindung in jeder Phase mit den unabhingigen
Bestandteilen derselben Phase im Gleichgewicht ist, so ist nach Ziff. 44 auch das
Gleichgewicht dieser Verbindung in den verschiedenen Phasen untereinander
von selbst vorhanden. Es kommen also keine neuen Gleichungen hinzu, die
ausdriicken miiten, daB die verschiedenen Phasen untereinander in bezug auf
die Verbindungen im Gleichgewicht sind.

Die Phasenregel in der Formulierung von Ziff. 69 gilt also auch bei Vor-
handensein von chemischen Umsetzungen, wenn man als Zahl der Stoffe die
Zahl der unabhingigen Bestandteile einsetzt.

Allerdings ist die vorhin gegebene Definition der unabhingigen Bestand-
teile nur dann richtig, wenn fiir alle ,,Verbindungen* Gleichgewicht mit diesen
unabhingigen Bestandteilen herrscht, d. h. wenn der Molenbruch der Verbindung
mittels einer Gleichung (5) Ziff: 44 durch die Molenbriiche der unabhingigen
Bestandteile festgelegt ist. Wenn sich aber dieses Gleichgewicht so langsam
einstellt, daB wir bei Experimenten von beschrinkter Zeitdauer auf diese Gleich-
gewichtsbedingung nicht Riicksicht zu nehmen brauchen, so ist der Molenbruch
einer Verbindung nicht durch die Molenbriiche der unabhingigen Bestandteile
festgelegt (Temperatur und Druck sind selbstverstindlich als gegeben voraus-
gesetzt). Man kann daher auch den Molenbruch dieser Verbindung in der Phase
als frei wihlbare Variable auffassen (abgesehen von der Gleichgewichtsbedingung
mit anderen Phasen) und bekommt daher eine neue unabhingige Variable, der
keine neue Bestimmungsgleichung entspricht. In diesem Fall ist auch diese
Verbindung als unabhingiger Bestandteil zu zdhlen. Wann das der Fall ist,
hingt von den Bedingungen ab, die die Reaktionsgeschwindigkeit bestimmen.
So wird in dem vorhin genannten Beispiel eines Gemenges von H,, O, und H,0
bei normaler Temperatur und ohne besondere Hilfsmittel die Zahl der unab-
hidngigen Bestanteile 3 sein, weil die Verbindung von H, und O, zu Wasser
unmeBbar langsam vor sich geht und man daher bei gegebener Wasserstoff- und
Sauerstoffkonzentration noch immer willkiirlich die Konzentration des Wasser-
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dampfes in einer abgeschlossenen Gasphase dndern kann. Dagegen werden beim
Zufiigen eines Katalysators oder bei hoherer Temperatur nur mehr zwei unab-
hingige Bestandteile zu zihlen sein, weil sich hier infolge der grofien Reaktions-
geschwindigkeit zu einer gegebenen Wasserstoff- und Sauerstoffkonzentration
stets bei gegebenem Druck und gegebener Temperatur nur eine bestimmte
Wasserdampfkonzentration als Gleichgewichtskonzentration herstellen 148t. Ist
die Reaktionsgeschwindigkeit aber weder sehr groB noch sehr klein, so ist die
Phasenregel nicht anwendbar, weil man das System dann nicht als im Gleich-
gewicht betrachten darf.

78. Abhidngigkeit des Gleichgewichtes von Voluménderungen und Wirme-
zufuhr. Wir haben bisher als unabhingige Verdnderliche Druck und Temperatur
angenommen. Béi gegebenem Druck, bei gegebener Temperatur und gegebener
Zusammensetzung ist natiirlich das spezifische bzw. Molekularvolumen jeder
einzelnen Phase festgelegt. Dagegen ist das Gesamtvolumen des Systems nicht
festgelegt, denn dieses hingt noch davon ab, wie sich die gesamte Masse des
Systems auf die verschiedenen Phasen verteilt. Bezeichnen wir die gesamte
Molmenge einer Phase mit #™, wobei sie als die Summe der Molmengen aller
in ihr enthaltenen Stoffe zu berechnen ist, und ihr Molvolumen mit V@™, so
erhdlt man fiir das Gesamtvolumen des Systems

v=n®. VO L 4@VE 4 ... 1)

Die Gleichgewichtsbedingungen (1) Ziff. 69 legen nur die innere Beschaffenheit
der Phasen fest, sagen aber nichts iiber die absoluten Mengen der Phasen aus.
Im allgemeinen sind die Mengen der Phasen auch nicht durch deren innere Zu-
sammensetzung, die im ganzen vorhandenen Mengen der einzelnen Stoffe und
das Gesamtvolumen bestimmt. Ist die im ganzen vorhandene Menge des
rten Stoffes #,, so gelten folgende Bestimmungsgleichungen

a0 4 @R L PP L = gy

22D 4 @%@ 4 % + .. = 7, (2)

Es gibt 7 solcher Gleichungen, fiir jeden Stoff eine, ferner die Gleichung (1), dem-
nach im ganzen 7 - 1 Gleichungen. Dagegen sind » Unbekannte #( vorhanden.
Man sieht, daB die Gesamtmenge jeder Phase nur bei solchen Systemen durch
die Gesamtmenge der Stoffe und das Gesamtvolumen festgelegt ist, bei welchen
m =7+ 1 ist, also bei Systemen mit einem Freiheitsgrad. Bei Systemen
ohne Freiheitsgrad reicht die Volumangabe nicht aus (wir kommen auf diesen
Fall gleich noch naher zu sprechen), bei Systemen mit mehr Freiheitsgraden
148t sich bei willkiirlicher Wahl der unabhingigen Variablen fiir diese Freiheits-
grade, z. B. bei Festlegung von Druck, Temperatur und der willkiirlich wihl-
baren Konzentrationen bei gegebenen Gesamtmengen der Bestandteile nicht
jedes Volumen herstellen. Wenn wir den oben erwihnten Fall eines Systems
von zwei Stoffen und zwei Phasen, also von zwei Freiheitsgraden betrachten,
in welchen Stickstoff und Wasser in fliissiger und Gasphase auftreten, so kénnen
wir als Freiheitsgrade die Temperatur und die Zusammensetzung der Gasphase
wihlen. Dann ist dadurch auch die Zusammensetzung der Fliissigkeitsphase
gegeben, d. h. die im Wasser geloste Stickstoffkonzentration. Bei gegebenen
Gesamtmengen von H,0O und N, ist dann aber auch das Gesamtvolumen fest
vorgegeben. Wir erkennen daher, daf im allgemeinen bei Systemen mit mehr
als einem Freiheitsgrad jeder Voluminderung bei konstanter Temperatur auch
eine Druckdnderung entsprechen wird. Als einfachstes Beispiel hierfiir dient
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eine einzige Phase beliebiger aber fester Zusammensetzung. Bei mehr als zwei
Freiheitsgraden und freier Wahl der unabhingigen Variabeln lassen sich im all-
gemeinen nicht mehr alle # frei wihlen.

Dagegen zeichnen sich Systeme von einem Freiheitsgrad dadurch aus, daB
man bei festgehaltener Temperatur, welche als der willkiirlich zu bestimmende
Freiheitsgrad gewihlt sei, das Volumen dndern kann, ohne daB sich die Zusammen-
setzung der Phasen oder der Druck dndert. Es verschiebt sich nur gemil den
Gleichungen (1) und (2) das Gesamtmengenverhiltnis der einzelnen Phasen.
Diese Tatsache, welche RoozEBooM experimentell gefunden hatte, war es be-
sonders, welche die Aufmerksamkeit auf die Phasenregel lenkte. Die Druck-
konstanz bleibt solange bestehen, als sich die Zahl der Freiheitsgrade, d. h.
die Zahl der vorhandenen Phasen nicht dndert. Es seien einige einfache Bei-
spiele besprochen.

Beim Verdampfungsgleichgewicht eines Stoffes haben wir zwei Phasen, die
Dampfphase und die Fliissigkeitsphase. Wenn wir das Volumen isotherm ver-
mindern, kondensiert sich der Dampf, ohne daB'sich der Dampfdruck &ndert,
solange, bis der Dampf vollkommen kondensiert ist und eine weitere Volum-
verminderung eine Kompression der Flissigkeit ergeben wiirde, die Ansteigen
des Druckes erfordert. Ein weiteres Beispiel liefert das Kalkbrennen nach
der Gleichung CaCO,; = CaO 4 CO,. Hier haben wir zwei unabhingigé Bestand-
teile, z. B. CaO und CO,, und drei Phasen CaCO,, CaO, beide fest, und CO,,
zasférmig. Solange alle drei Phasen vorhanden sind, ist bei gegebener Temperatur
der Kohlensduredruck konstant, Volumverminderung bedingt einfach Verschwin-
den der Kohlensdure und Bildung von CaCO;. Sobald aber eine der Phasen ver-
schwindet, andert sich das. Ist z. B. Kohlensiure im UberschuB vorhanden
and hat man das Volumen soweit vermindert, daB alles CaO in CaCO, verwandelt
st, so steigert eine weitere Volumverkleinerung den Druck, da der Vorgang
letzt im wesentlichen auf ein Zusammendriicken des noch vorhandenen gas-
isrmigen CO, hinauslduft. Hat man umgekehrt das Volumen soweit vergréfert,
daB alles CaCO; in CaO und CO, zerfallen ist, so sinkt bei weiterer Volumver-
sroBerung der Druck, da es nun im wesentlichen auf eine Ausdehnung der gas-
‘ormigen Kohlensiure ankommt. Es ist klar, daB bei einer Volumverkleinerung
liejenigen Phasen entstehen, welche das kleinere spezifische Volumen haben.
[m Falle so weniger Phasen wie in den besprochenen Beispielen ist die Ent-
scheidung einfach, in komplizierteren Fillen aber kann die Rechnung schwieriger
sein, denn es handelt sich darum, daB aus mehreren Phasen mehrere andere
wfgebaut werden. Auch hier gilt natiirlich wieder die allgemeine Formel (3)
Ziff. 46.

Das gleiche, was hier itber Voluminderung gesagt wurde, kann man. auch
iber arbeitslose Warmezufuhr sagen, indem man die Gleichung (1) durch die ent-

sprechende Gleichung ¢ = nWED 1 n®FO 1 ... 3)

rrsetzt. Auch hier ist nur bei Systemen mit einem Freiheitsgrade eine Wirme-
zufuhr bei konstanter Temperatur moglich, welche den Druck unverdndert 148t
das Volumen 4ndert sich hierbei natiirlich). Als Beispiel kann wieder die Ver-
lampfung dienen. Bei Wéarmezufuhr entsteht die Phase mit dem héheren mole-
cularen Energieinhalt E bzw. Wirmeinhalt E,.

Gehen wir endlich zu Systemen ohne Freiheitsgrad iiber, z. B. zu dem Gleich-
zewicht von Eis, fliissigem Wasser und Wasserdampf beim Tripelpunkt, so sahen
wvir, daB hier die Mengen der einzelnen Phasen erst bei der Vorgabe einer weiteren
aroBe des Gesamtsystems festgelegt sind, etwa bei Vorgabe der Gesamtenergie (3).
Man sieht das leicht ein. Seien etwa unter den gegebenen Bedingungen die

Handbuch der Physik. IX. 8
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spezifischen Volumina von Eis, fliissigem Wasser und Wasserdampf V), V®,
V®, so ist die Reihenfolge dieser GroBen hier bekanntlich V®), VO, V.
Eine Verwandlung von # Mol Eis in Wasserdampf bedingt daher eine Volum-
vermehrung # - (V@ — VW), eine Verwandlung von »’ Mol Eis in Wasser be-
dingt eine Volumverminderung »' (V) — V®). Wenn man daher gleichzeitig
n Mol Eis in Wasserdampf und #’ Mol Eis in fliissiges Wasser verwandelt, und
diese Mengen so wihlt, daB

: n (VO — V) = w/(VO — V) (4)

ist, so bleibt das Gesamtvolumen unverdndert. Aber es wird dabei eine Warme-
menge verbraucht von der GroBe n(E® — E®) 4 #'(E$ — EJ’). Daraus folgt,
daB eine Voluminderung nicht eindeutig die Anderung der Mengen jeder Phase
bestimmt. Erst wenn man auch die Warmezufuhr vorschreibt, ist die Anderung
vollstindig bestimmt. Wir kommen in Ziff. 83 noch einmal auf diesen Punkt zuriick.

74. Anderer Beweis des Satzes iiber Systeme mit einem Freiheitsgrad.
Es ist bemerkenswert, daBl mman nach vaNn DEr WaaLs die Tatsache, dall bei
bestimmten Systemen eine Voluminderung keine Druckdnderung bedingt, ohne
Beniitzung der Gleichgewichtsbedingungen der Thermodynamik beweisen kann.
Man muB nur voraussetzen, daB es ein System gibt, in welchem das Gleichgewicht
der Phasen untereinander nur von deren innerer Zusammensetzung, nicht von
ihren Absolutmengen abhingt. Die Zusammensetzung der einzelnen Phasen
wird als bekannt vorausgesetzt. Dann entnimmt man m — 1 willkiirlich ge-
wihlten Phasen des Systems solche Molmengen A#®, ... An®-Y, daB man
aus ihnen gerade ein Gemenge von der Zusammensetzung der smten Phase und
der Molzahl A%#®™ herstellen kann. Das Gemenge hat die Molzahl

AnV + A4 n®@ -+ Anm=-1) —= Au@ (,1)
Man muB die den einzelnen Phasen zu entnchmenden Mengen in solchem Ver-
hiltnis wihlen, daBl gilt

A ﬁ(l)x(ll) + A ;L(Z)xfl‘_’) __{_ A | h(m -1) xl(m -1y A%(m)xl(m)

..................................................... (2)

AR 4 AGOLD o gm0 7500

Die letzte dieser Gleichungen 1iBt sich aber aus den » — 1 anderen ableiten.
Man kann demnach » — 1 Unbekannte hieraus ausrechnen, die Voluminderung
ist dann gegeben durch

AV = sz‘)A;L(m) . {I'7'~1)A17L(~1) 4 .- V()n—l) | ;L(nz—l)}. (3)

Schreibt man auch die Voluminderung noch vor, so sind 7 von den m — 1 GréBen
A# bestimmt. Bei ecinem System von m =7 -+ 1 Phasen ist demnach alles
bestimmt, fiir # == 7 4 2 Phasen bleibt eine GroBe unbestimmt, fiir weniger
als # Phasen dagegen ist es nicht mchr moglich, einc Phase aus den anderen auf-
zubauen und dabei das Volunien in bestimmter Weise zu dndern, ohne dal die
inncre Beschaffenheit der Phasen gedndert wird.

75. Besprechung scheinbarer Einschridnkungen der Phasenregell). Wir
hatten im vorigen gezeigt, daB nur Systeme mit einem oder gar keinem Freiheits-
grad cine Voluminderung zulassen, ohne daf} sich dabei der Druck oder irgend-
cine andere die innere Natur der cinzelnen Phasc bestimmende Grole dndert.
Scheinbar gibt es hicrgegen aber Widerspriiche. Betrachten wir ctwa ein System,
bestehend aus ciner festen Phase von Salmiak NH,Cl und dariiber ciner Gasphasc

1) R. WEGSCHEIDER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 43, S. 89, 376. 1903; Bd. 45, S. 496. 1903;
Bd. 49, S. 229. 1904; W. NprxsT, cbenda Bd. 43, S. 113, 1903; Bd. 49, 5. 232. 1904; J. J.
vaAN Laar, ebenda Bd. 43, S. 741, 1903; Bd. 47, 5. 228, 1904,
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bestehend aus einem Gemisch von Ammoniak NH,; und Salzsiure HCl, wobei
in diesem Gemisch auch NH,Cl-Dampfmolekiile vorhanden sein werden, so hat
dieses System zwei Phasen und zwei unabhingige Bestandteile, z. B. NH; und
HCl, demnach zwei Freiheitsgrade. Es kann die Temperatur und z. B. das Ver-
haltnis von NH, zu HCl in der Gasphase willkiirlich gewahlt werden. Verkleinert
man das Volumen bei konstanter Temperatur, so kondensiert sich NH,Cl; dadurch
wird das Verhiltnis von NH; und HCl in der Gasphase gedndert und der Druck
dndert sich, weil den vorhandenen verschiedenen Mengen NH; und HCI gleiche
Mengen fiir Bildung von NH,Cl entnommen werden. Das System verhilt sich
also so, wie wir erwartet haben. Ist dagegen von vornherein gleichviel NH,
und HCl vorhanden, so bleibt bei Volumverkleinerung der Druck konstant,
denn auch nach der Kondensation sind die noch vorhandenen Mengen der beiden
unabhingigen Bestandteile gleich. Das System verhilt sich so, als ob ein einheit-
licher Dampf von der Formel !/, NH,Cl kondensiert wirde, also wie ein System
von bloB einem Freiheitsgrad. Tatsichlich hat das System auch nur einen Frei-
heitsgrad, nimlich etwa die Temperatur; denn iber den anderen Freiheitsgrad,
die Zusammensetzung der Gasphase, ist in ganz spezieller Weise verfiigt worden,
indem man dquivalente Mengen von Ammoniak und Salzsiure voraussetzte.
Formal kann man ein solches System mit Wegscheider in die frithere Termi-
nologie von Ziff. 73 einordnen, indem man es als System mit einem einzigen
unabhingigen Bestandteil NH,Cl auffalt. Diese Angabe reicht ja bei Vor-
handensein dquivalenter Mengen von Ammoniak und Salzsdure zur Beschreibung
der chemischen Bruttozusammensetzung.

Es gibt aber andere Fille, in denen man mit dieser Definition der unabhin-
gigen Bestandteile nicht auskommt. Man kann ndmlich die Zah!l der Freiheits-
grade eines Systems in viel allgemeinerer Weise um 7’ herabsetzen, indem man
dem System 7’ weitere Bedingungen auferlegt, denn dadurch sind dem System
eben 7’ weitere Gleichungen vorgeschrieben, die 7" weitere Unbekannte bestimmen.
Wenn sich diese 7' Vorschriften auf die Zusammensetzung des Systems beziehen,
so reicht das aber nicht hin, um den Kunstgriff anzuwenden, den wir mit Weg-
scheider in dem oben genannten Beispiel beniitzt haben. Dieser Kunstgriff
bestand darin, da8 wir einen Koérper der vorgegebenen Zusammensetzung als
neuen chemischen Stoff auffassen, welcher allein als unabhingiger Bestandteil
dient. Nur wenn das méglich wire, kénnten wir unyerindert die Terminologie
von Ziff. 73 beibehalten. Wir geben ein Beispiel, an dem man erkennt, daBl es
nicht allgemein moglich ist. Es sei ein Gemenge von gleichen Gesamtmengen
Wasser und Alkohol in fliissiger und gasférmiger Phase gegeben. Hier kdnnen
wir nicht das Gebilde H,0 — C,H,OH als unabhingigen Bestandteil auffassen,
weil der Molenbruch in beiden Phasen verschieden und zwar in der einen gréBer
als 1, in der andern Kkleiner als 1 ist. Wir erkennen demnach ohne weiteres, wann
eine solche Vorschrift dquivalenter oder allgemeiner in ganzzahligen Verhiltnissen
stehender Zusammensetzung eine Beschreibung durch einen einzigen unabhingigen
Bestanteil gestattet: ndmlich dann, wenn die Zusammensetzung aller Phasen
bis auf eine von Natur aus unverdnderlich durch dieses Verhiltnis gegeben ist.
Wenn wir also in unserem Beispiel statt der fliissigen Phase etwa eine feste
Komplexverbindung von der Formel H,O - C,H,OH hitten, dann wiirde auch die
Zusammensetzung der einen Phase, welche ihrer Natur nach beliebige Zusammen-
setzung haben kann, z. B. der Gasphase, dauernd den vorgeschriebenen Wert
haben. In dem erstangefithrten Beispiel hat die feste Phase praktisch die unver-
anderliche Zusammensetzung NH,Cl, und wenn die Gesamtzusammensetzung
ebenfalls NH,Cl ist, muB auch die Zusammensetzung der Gasphase NH,CI sein,
wie auch das Mengenverhdltnis zwischen Gasphase und fester Phase sein mag.

8*
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Falls die eben besprochene Moglichkeit der Formulierung nicht vorliegt,
muB man daher sagen: Nach der Phasenregel ist die Zahl der Freiheitsgrade
um 2 groBer als die Zahl der unabhingigen Bestandteile weniger der Zahl der
Phasen weniger der Zahl der sonstigen Einschrankungen.

Als solche Einschrinkungen kann z.B. die Vorschrift gleicher Dichten
der beiden Phasen dienen. Es werde etwa ein System betrachtet, das als un-
abhingige Bestandteile zwei Metalle und als Phasen einen festen Mischkristall
der beiden und eine geschmolzene Legierung enthilt. Bei gleicher Zusammen-
setzung wird im allgemeinen die feste Phase dichter sein, bei gleicher Dichte der
beiden Phasen muf3 daher die Schmelze mehr von dem schwereren Metall enthalten.

76. Phasenregel bei Vorhandensein duBerer Krifte. Aus der Besprechung
der Phasenregel koénnen wir folgendes erkennen: Wenn unser System nur aus
einer endlichen Anzahl unabhingiger Bestandteile zusammengesetzt ist, so
kann es im Gleichgewicht nur aus einer endlichen Anzahl in sich homogener
Teile bestehen, wobei wir von den Oberflichenschichten stindig abstrahiert
haben. Das wird anders, sobald wir duBlere Krifte zulassen. Ein einheitliches
Gas bildet ohne dullere Krifte eine einzige Phase, in der im Mittel alle Stellen
gleiche Beschaffenheit haben. Im Fall duerer Krifte dagegen, z. B. im Schwere-
feld, variieren die Eigenschaften des Gases kontinuierlich von Stelle zu Stelle.
Wir kénnten uns die Gassdule in eine unendliche Anzahl sehr diinner in sich
homogener Schichten zerlegt denken und deren jede als einzelne Phase auffassen.
Von solchen Phasen wiirde daher im Gegensatz zu dem frither Gesagten eine
unendliche Anzahl auftreten. Das ist aber kein Widerspruch gegen die Grund-
lage, aus der die Phasenregel abgeleitet ist, denn dabei war bei der Abzihlung
der Unbekannten nur von einem einheitlichen Druck die Rede, wihrend wir
jetzt ebensoviel verschiedene Drucke zu unterscheiden haben als Phasen, nimlich
in jeder Hohe einen. Die Zahl der Freiheitsgrade ist daher die gleiche, wie wenn
man das Gas als eine Phase zdhlen wiirde, d. h. wie wenn die duBleren Krifte
nicht vorhanden wiren.

Wir hatten eben davon gesprochen, dafl in diesem Beispiel der Druck variiert
und dafl daher mehr Unbekannte vorhanden sind. Von diesem Fall ist ein anderer
zu unterscheiden. Es ist moglich, daB zwei Phasen des Systems unter zwei ver-
schiedenen Drucken stehen. Wenn wir z. B. eine fliissige und eine Gasphase
eines einheitlichen Stoffes haben, dann kann man dieselben durch eine Ton-
platte trennen, die nur den Dampf, nicht die Flussigkeit durchlifit. Belastet
man diese Tonplatte mit dem Zusatzdruck p,, so ist der Druck auf die Fliissig-
keit ein anderer als auf den Dampf. Dann dndert sich zwar die Form der Gleich-
gewichtsbedingungen (Ziff. 84), aber als Unbekannte tritt nur ein Druck auf,
etwa der Druck des Dampfes p; der Druck der Fliissigkeit p -+ p, ist durch
diesen vollkommen festgelegt. Dagegen ist in dem oben genannten Fall der
Gassdule im Schwerfeld der Druck an einer Stelle durch den Druck an einer
anderen Stelle erst dann bestimmt, wenn man weil3, wie die innere Natur der
Phasen beschaffen ist, d. h. wieviel Gas zwischen den beiden Stellen liegt.

b) Inhomogenes System aus einer einzigen Komponente.
(Einstoffsystem.)

71. Allgemeines fiber die Gleichgewichtsverhiltnisse von Einstoffsystemen.
Wir wollen hier wie schon frither unter einem reinen System oder einem
Einstoffsystem ein solches verstehen, dessen chemische Zusammensetzung (als
Brutto-Zusammensetzung, nicht aber als Angabe der Molekiilarten gedacht)
fest vorgegeben und in allen Teilen gleich ist.
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Dieses System kann in verschiedenen Agregatzustinden bzw. Phasen be-
stehen. Wenn wir eine dieser Phasen fiir sich betrachten und ihre Zustands-
gleichung und ihre spezifische Wirme (die ja teilweise nach Ziff. 56 verkniipft
sind) kennen, kann man fiir jeden Zustand der Phase die freie Energie berechnen.
Den Zustand kénnen wir entweder durch die Angabe von ¥V und T oder von
p und T oder von ¥ und p charakterisieren, da ja zwei dieser GréBen mit der
dritten durch die Zustandsgleichung eindeutig verkniipft sind. Wir wollen im
folgenden die Darstellung in der pT" Ebene wihlen, wobei T im Prinzip alle
Werte von 0 bis co (abgesechen von bei héheren Temperaturen eintretenden
Zersetzungen) durchlaufen kann. 4 kann jedenfalls Werte zwischen 0 und oo
annehmen, bei flitssigen und festen Phasen auch noch negative Werte bis zu
einer Grofe, bei welcher der Korper zerreiBt. Wir werden im folgenden von einem
Zustand mit gegebenem p und T als einem Punkt in der Zustandsebene sprechen,
von einer Reihe von Zustinden, welche durch unabhingige kontiniuerliche
Anderung von p und 7 ineinander iibergehen, als von einem Gebiet in der Zu-
standsebene. Wenn wir, wie erwdhnt, fiir jeden Punkt der Zustandsebene bei
einer bestimmten Phase die freie Energie angeben wollen, so zeigt es sich, dal
dies fiir jede Phase nur in einem beschrinkten Gebiet, nicht in der ganzen Ebene
moglich ist. In dem Gebiet, in dem es moglich ist, ist aber die freie Energie
eine stetige Funktion von p und T, weil sowohl Zustandsgleichung als auch
spezifische Wirme stetige Funktionen sind. Diese letztere Behauptung ist
allerdings nur Erfahrungstatsache (Ziff. 52). Man kann die Sachlage auch so
auffassen, daB man jede Unstetigkeit als Auftreten einer neuen Phase definiert,
die nicht ins metastabile Gebiet fortgesetzt werden kann. Fithrt man die
erwidhnte Untersuchung firr alle méglichen Phasen durch, so zeigt sich, daB
in bestimmten Gebieten die Zustandsebene von den Existenzbereichen mehrerer
Phasen iiberdeckt wird. Dieselben haben dann in dem gleichen Punkt p, T
im allgemeinen verschiedene freie Energien. Es ist nicht moéglich, daB in
endlichen zweidimensionalen Gebieten der Phasenebene die freien Energien ver-
schiedener Phasen den gleichen Wert haben, da dieselben im allgemeinen ver-
schiedene Funktionen von Druck und Temperatur sind. Wohl aber ist es méglich,
daB an bestimmten Punkten der Zahlenwert fiir die freie Energie zweier ver-
schiedener Phasen gleich wird. Ist das an einem bestimmten Punkt p,T, der
Fall, dann geht im allgemeinen, von ganz singuliren Fillen abgeschen, durch
diesen Punkt auch eine ganze Kurve, auf welcher die Zahlenwerte der beiden
freien Energien gleich sind, aber eben nur eine eindimensionale Kurve. Das
ist leicht zu beweisen; denn wenn gilt

FpA(f’o: To) = FpB(Po: To) ’ (1)

so kann man stets die Kurvenrichtung d/dT so bestimmen, daB auch an dem
Punkt py+dp, Ty + dT die freien Energien gleich sind. Es muB nimlich dann

sem 9(Fy — Fy)
OF, azi1 0Fy aFB ap oT
_ R S 2
P —=dp + Z=dT = 3 ap 4+ == dT oder T 3(F,—Fy) (2

op

Abgeschen von diesen Kurven gleicher freier Energien aber wird im allgemeinen
unter den in endlicher Zahl vorausgesetzten Phasen, die in einem bestimmten
Zustandsbereich existenzfihig sind, eine sein, die die kleinste freie Energie hat.
Es wird daher die freie Energie abnehmen, wenn sich die anderen in diese Phase
bei konstanter Temperatur verwandeln. Diese Umwandlung ist infolgedessen
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(Ziff. 43) ein freiwillig verlaufender Vorgang. Nur die Phase kleinster freier
Energie ist in einem bestimmten Zustand stabil, alle anderen sind ,,metastabil**
oder ,labil” (Ziff. 52).

DaB demnach eine Phase in einem bestimmten Zustand metastabil oder
labil ist, merkt man nicht an den Eigenschaften der Phase selbst, an ihrer freien
Energie, der Zustandsgleichung oder ihrer spezifischen Wirme, sondern nur
beim Vergleich ihrer freien Energie mit den entsprechenden Groéfen der andern
Phasen. Sie ist sozusagen nicht in sich labil, sondern nur im Vergleich mit einer
bestimmten anderen Phase. Es kann z. B. sein, daBB an und fiir sich in einem
bestimmten Zustand sowohl fiibersittigter Dampf als unterkiihlte Fliissigkeit,
als auch Kristalle existenzfihig wiren. Dann wiirde im Vergleich mit dem
Dampf die unterkiihlte Flissigkeit als stabil erscheinen und nur im Vergleich
mit dem Kristall, der eine noch kleinere freie Energie hat, ist sie labil. Die Unter-
scheidung zwischen Labilitit und Metastabilitit, die von OsTwALD herrithrt
(s. Ziff. 53), sollte andeuten, daB der Ubergang aus labilen Zustinden in die
stabileren von selbst erfolgt, der Ubergang aus dem metastabilen nicht; doch
scheint in Wirklichkeit der Unterschied nur ein gradueller Geschwindigkeits-
unterschied zu sein.

Es moge nun ein Zustandsbereich betrachtet werden, in welchem zwei ver-
schiedene Phasen 4 und B existenzfihig sind. 4 mdge an der betrachteten
Stelle die kleinere freie Energie haben, also stabil sein. Gehen wir nun zu anderen
Werten von p und T iiber, so kann es sein, daB die freie Energie von B im ganzen
Zustandsgebiet iiber derjenigen von A bleibt. In diesem Fall ist die Phase B
nirgends stabil. Sie kann nur aus von 4 verschiedenen Zustinden gewonnen
werden. Solche Fille sind nur bei kristallisierten Modifikationen bekannt. Man
nennt sie nach O. LEEMANN ,,monotrope Zustdnde®, weil nur in einer Richtung,
ndmlich von B nach 4, eine Umwandlung méglich ist. Als Beispiel hierfiir diene
Benzophenon.

Es kann aber auch sein, daBl man an eine Stelle $, und 7'y kommt, an welcher
die freien Energien von A und B gleich werden. Durch diese Stelle geht dann
im allgemeinen eine Kurve, auf deren ganzer Linge dies der Fall ist. Man nennt
sie die Gleichgewichtskurve, weil auf ihr die Gleichgewichtsbedingung

w4 = Mg, “hier speziell F, = Iy (3

(Ziff. 44) erfiillt ist. Bei den zusammengehdrigen Werten von $ und I sind
demnach die beiden Phasen im Gleichgewicht, da eine Umwandlung der einen
in die andere keine Anderung der gesamten freien Energie des Systems bewirkt.
In diesem Fall nennt man B enantiotrop, da sowohl der Ubergang A > B als
der B — A mdoglich ist. Dieses Gleichgewicht ist, solange man die Oberflichen-
spannung (Ziff. 4) vernachlissigen kann, unabhingig von den Mengen der
beiden Phasen. Uberschreitet man die Gleichgewichtskurve, so kehrt sich im
allgemeinen das Vorzeichen der Differenz Fy — I'y um. Vor der Gleichgewichts-
kurve war diese GroBe positiv, auf der Gleichgewichtskurve geht sie durch Null
und hat daher im allgemeinen auf der andern Seite der Gleichgewichtskurve
ein negatives Vorzeichen. Wann hiervon Ausnahmen cintreten konnen, ist in
ds. Handb. Bd. X Artikel Kou~Nstamm ndher diskutiert. Jenscits der Gleichge-
wichtskurve ist demnach die Phase B dic stabilere. Geht man nun in demjenigen
Bereich, in welchem die Phase B stabil ist, weiter, so kann dreierlei passicren. Ent-
weder man gelangt ohne weiteres Uberschreiten einer Gleichgewichtskurve ins Un-
endliche, das ist z. B. der FFall, wenn man bei nicht zu hohen Drucken im Bereich
des Dampfes zu immer hoéheren Temperaturen ibergeht. In diesem ganzen
Bereich ist demnach die freie Encrgic der Phase B die kleinste unter allen mog-
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lichen. Zweitens ist es moglich, daB man auf die Gleichgewichtskurve mit einer
dritten Phase C stoBt, d. h. auf eine Kurve, auf welcher die freie Energie von
B gleich ist der freien Energie von C, wihrend die freie Energle von 4 groBer
ist. Beim Uberschreiten dieser Kurve kommt man dann in den Stabilitits-
bereich von C. (Beispiel: Bei Atmosphirendruck allméhliche Erhéhung der
Temperatur; Phase A Eis, Phase B fliissiges Wasser, Phase C Wasserdampf.)
Drittens ist es méglich, dal man beim Fortschreiten im Stabilitdtsbereich der
Phase B wieder auf die Gleichgewichtskurve A4 st68t, d. h. an einen Punkt kommt,
in welchem nochmals die freie Energie von A gleich der von B wird. Beim weiteren
Fortschreiten kommt man dann wieder in den Stabilitidtsbereich von 4 zuriick?).

Es ist demnach moglich, daBl der Stabilitdtsbereich von B wie eine Insel
vollkommen vom Stabilititsbereich von A umschlossen ist.

TammanN?) vertritt die Meinung, da3 der Zustandsbereich der fliissigen iso-
tropen Phase stets ein geschlossener ist.

Man kann hiufig dennoch fiir eine bestimmte Phase in den Bereich iiber
die Gleichgewichtskurve hinaus gelangen, aber diese Phase ist dann nicht mehr
stabil, wenn man, wie schon erwihnt, diese Tatsache auch an ihren Eigenschaften
nicht merkt. Manchmal ist es moglich, den metastabilen Geltungsbereich einer
Phase A sehr weit hinaus zu verfolgen. Hierbei kann man eine neue Gleich-
gewichtskurve bekommen. Um beim vorigen Beispiel zu bleiben, ist es z. B.
moglich, in demjenigen Gebiet, in welchem das Wasser unterkiihlt ist, also
seine freie Energie grofier als die des festen Eises ist, seinen Dampfdruck zu
messen, d.h. das Gleichgewicht mit Wasserdampf. Dieser Wasserdampf hat
natiirlich dann ebenfalls eine hoherc freie Energie als das hier allein stabile
Eis. Man verfolgt also die freie Energie von B und C in ein Gebiet, wo nur
A stabil ist, berechnet das gegenseitige Verhalten von B und C, ohne sich
darum zu kiimmern, dafl eine Phase A moglich ist, die kleinere freie Energie
hat. (Gestrichelte Kurve im Gebiet s der Abb. 12))

78. Umwandlungen allotroper Modifikationen. Es seien zwei kristallisierte
Phasen A und B moglich. Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung

FAp = FBp- (1)

Fiir gegebenen Druck ist das eine Bestimmungsgleichung fiir die Umwandlungs-
temperatur 7. Um diese Gleichung zu diskutieren, wollen wir mit B die Phase
mit dem kleineren Energieinhalt bezeichnen. Nach dem BERTHELOTschen Prinzip
wire sie bei allen Temperaturen allein bestdndig. Da aber in Wirklichkeit nicht
die Gesamtenergie, sondern die freie Energie maBigebend ist, kommt es darauf
an, daB T'Sp kleiner ist als T'S4, so dal3 das gréBere TS 4 das gréBere E , kompen-
sierend die freie Energie von A auf denselben Wert herunterbringt, den die Diffe-
renz der beiden kleineren Glieder E; und TSy hat.

Da sowohl Sp als S, mit steigender Temperatur zunehmen, ferner natiirliche
TSp und TS, fiir T = 0 gleich sind, ist demnach eine notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daB es eine Gleichgewichtstemperatur bei gegebenem
Druck gibt, die, da TSz — TS, < 0, und daB die Differenz mit steigender
Temperatur geniigend hohe Werte annimmt.

In diesem Fall gilt bei tiefer Temperatur das BerTHELOTsche Prinzip, es
ist die Phase mit dem kleinsten Energieinhalt bestindig, mit steigender Tempera-
tur weicht die freie Energie immer mehr von der Gesamtenergie ab und iiber
dem Umwandlungspunkt hat die Phase groSeren Energieinhalts die kleinere
freie Energie und ist daher die stabile.

1) Naheres s. bei G. TAMMANN, Aggregatzustinde. Leipzig u. Hamburg 1923.
2) G. Tammann, Kristallisieren und Schmelzen. Leipzig u. Hamburg 1903.
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Setzt man fiir F im speziellen die Ausdriicke (10") Ziff. 61 ein und versteht
unter Uy, = E 4 ,(po, To) — Epp(pe, To) die Warmemenge, die frei wird, wenn
ein Mol der Phase 4 in die Phase B beim Druck p, und der Temperatur T, iiber-
geht, so erhilt man bei der Gleichgewichtstemperatur T’

T T D
T
Ug, = Tf%/ (Cposa — C,,OB)dT—I—/(VB —V)dp —T[Ss(po.To) — Salpo. To)l- (2)
Ty T, Z;o

Kann man Ty=0 setzen (s. Ziff. 61), und arbeitet man beim Druck p,, so wird
hieraus ’

T T
aT

Up=T ﬁf(cpm — Cp,p) @T — T [Sp(po,0) — Salpo,0)]- 3)
6 0

Wir wollen zwei spezielle Temperaturgebiete behandeln. Erstens das Gebiet
tiefer Temperaturen, in welchem nach DEBYE annihernd gilt C, = a73. Dann
lautet die Gleichgewichtsformel

4

Uy = (@ — ar) 15 — TISs(po O) — Salpo, O],

d.h. wenn, wie das NERNsTsche Wirmetheorem (ds. Band Kapitel 2) verlangt,
Sg(pg, 0) = Salpe, 0) ist, gibt es bei tiefen Temperaturen kein Gleichgewicht
zwischen allotropen Modifikationen mit merklich verschiedener Energie, es gilt das
BertHOLOTSche Prinzip. Fir hohe Temperaturen kann man erfahrungsgeméif
C, als von der Temperatur unabhingig und fiir beide Modifikationen C, als gleich

ansehen, dann wird nach Ziff. 61

T T
v T " 2 " 2

[ / (Cpa— Con) T =yl 22 4 (a1 Cou — a5 Ci),

0 0

und die Gleichgewichtsformel lautet nun

T 2 " 2
U, = T{Cv 1n—:-§ — Su(po )+ Sa(po 0) + 5 (@i Cpu — a5 ).

Bei Giiltigkeit des NErNsTschen Theorems ist nur dann zwischen zwei Modi-
fikationen ein Gleichgewicht erreichbar, wenn die Modifikation mit dem gréferen
Energieinhalt auch (bei tiefen Temperaturen) die hohere spezifische Wirme
hat, da 1/» ebenfalls mit steigender spezifischer Wiarme zunimmt und der letzte
Ausdruck klein bleibt. Praktisch ist der Bereich, in welchem die Umwandlungs-
wirme U variiert, nicht sehr groB. Nach dem NERrRwsTschen Theorem ist dies
leicht erkldrlich, da dann, wenn man fiir die spezifischen Warmen die theoretisch

begriindeten Formeln einsetzt, die rechte Seite die Gestalt TC, In s hat. Hierin
Vv

4
bedeuten die » die Schwingungszahlen der Teilchen in der Substanz. Die Differenz
zwischen dem Wert von C, Inv fiir verschiedene Modifikationen desselben Stoffes
pilegt nicht groBer als wenige kleine Kalorien pro Grad zu sein. Da namlich
die Teilchen der beiden Modifikationen die gleiche Masse haben, ist das Verhiltnis
der Schwingungszahlen gleich dem Verhdltnis der Wurzel aus den Direktions-

kriften. Selbst wenn diese im Verhiltnis 1: 4 variieren, hat R In 22 erst den
Y4
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Wert 1,4 cal/Grad. Innerhalb des leicht zuginglichen Temperaturintervalls z. B.
unter 1000° abs. kann es daher Gleichgewichte nur zwischen solchen Modifi-
kationen geben, deren Umwandlungswirme nicht groBer ist als etwa 1,5 kcal.
Modifikationen, deren Energie um mehr als diesen Betrag hoher liegt als die der
stabilsten Modifikation, kénnen unter normalem Druck nicht auf umkehr-
barem Weg erreicht werden, sondern hdchstens als Zwischenstadien z. B. aus
Dampf entstehen.

Wir haben bisher den EinfluB des Druckes nicht beriicksichtigt. Um diesen
zu diskutieren, machen wir als erste Vereinfachung die Annahme, daf3 der Korper
inkompressibel ist, d. h. daB weder E noch C, vom Druck abhéngen, und daB
sein Ausdehnungskoeffizient verschwindet, d.h. daB auch C, vom Druck un-
abhingig ist. Dann besteht der EinfluB des Druckes einfach darin, daf} er die
Werte von E, = E + pV verdndert. Besitzt die Modifikation mit dem kleineren
Energieinhalt das grofere Volumen, so wird, wenn man bei gegebener Tempe-
ratur den Druck steigert, ihr pV gegeniiber dem pV der anderen stdrker an-
steigen und dieses Ansteigen wird die Differenz der E, kompensieren und iiber-
kompensieren konnen. Fiir einen Druck, bei welchem

E’UA—I—pVA:EvB_{—ﬁVB oder Up=0

ist, herrscht demnach auch fiir T = 0 Gleichgewicht zwischen den beiden Modi-
fikationen. Hier ist es der dullere Druck, welcher die zur Umwandlung noétige
Arbeit leistet. Bei steigender Temperatur wird, falls Sz — S, negtiv ist und
mit steigender Temperatur gentigend stark ansteigt, so dal auch fiir verschwinden-
den Druck bei geniigend hoher Temperatur Gleichgewicht erreicht wiirde, bei
hoherem Druck dieses Gleichgewicht schon frither erreicht werden. Es kann
aber durch die Drucksteigerung das Gleichgewicht auch dann erzwungen werden,
wenn es bei verschwindendem Druck kein Gleichgewicht gibt. Dann ist es
die Arbeit des duBeren Druckes, welcher die Differenz der freien Energien
F,, — F, 3 liefert.

Hat dagegen die Modifikation mit dem kleineren Energieinhalt auch noch
das kleinere Volumen, so wird sie bei gesteigertem Druck noch mehr begiinstigt,
und es kann bei geniigend hohem Druck die Modifikation mit dem grioBeren
Energieinhalt im ganzen Temperaturbereich unstabil wérden.

Lassen wir die Voraussetzung der Unzusammendriickbarkeit und des ver-
schwindenden Ausdehnungskoeffizienten fallen, so bleiben im Prinzip die Ver-
hiltnisse dhnlich, nur beeinfluft der Druck jetzt noch explizit E, und C,.

Im allgemeinen ist die Kurve, die die Abhingigkeit des Gleichgewichts-
druckes von der Gleichgewichtstemperatur darstellt, ziemlich steil, es ist eine
sehr hohe Drucksteigerung nétig, um eine merkliche Temperaturinderung zu
erlangen. Wenn Vg — V, == 10 cm? ist, was schon recht viel ist, so ist mit
p =100 at $(Vp— V4) etwa 30cal. Die genaue Form der Abhingigkeit wird
durch die Crausius-CraPEYRONsche Gleichung geliefert, die wir in Ziff. 48
abgeleitet hatten und die lautet (U positiv bei Verbrauch im Gegensatz zu 2
und 3):

ap Us>n

AT~ (Vg —V)T" (4)

Hierin bezieht sich U4 _, p auf die Beobachtungstemperatur. Aus ihr kann
man alles Gesagte ohne weiteres ablesen. Man erkennt, da ein Temperatur-
maximum oder -minimum der Umwandlungspunkte dann vorliegt, wenn V4 = Vp
wird. Ein Druckmaximum bzw. -minimum, oberhalb bzw. unterhalb dessen eine
Umwandlung nicht mehr vor sich gehen kann, tritt dann auf, wenn U = 0 wird.
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Die Gleichungen fiir den Schmelzvorgang sind im allgemeinen vollkommen
analog, sie unterscheiden sich von den hier beschriebenen nur dadurch, dafl man
fir die spezifische Wiarme der Schmelze im allgemeinen keine so einfache Formel
angeben kann. AuBerdem weicht auch die spezifische Warme der festen Phase
unmittelbar unterhalb des Schmelzpunktes nach oben von dem nach der
Formel (12) Ziff. 61 zu erwartenden Werte ab.

79. Verdampfungsvorgang. Im Prinzip liegen die Gleichgewichtsverhilt-
nisse zwischen der Gasphase und der fliissigen Phase genau so, wie wir es im
vorigen beschrieben haben. Es 148t sich hier nur Genaueres aussagen, denn
bei einem einheitlichen Stoff ist stets unterhalb des kritischen Punktes die Ver-
dampfungswirme positiv und gleichzeitig die Dichte des Gases kleiner als die
der flitssigen Phase. In der Crausius-CLaPEYRoONschen Gleichung (4), Ziff. 78,
die auch hier gilt und jetzt die Abhingigkeit-des Dampifdruckes von der Tem-
peratur darstellt, sind daher sowohl Zihler als Nenner positiv, d. h. der Dampi-
druck nimmt stets mit steigender Temperatur zu. Ferner verschwindet beim abso-
luten Nullpunkt der Temperatur der Dampfdruck immer. Die Begriindung hierfiir
folgt in Ziff. 81. Die Dampfdruckkurve, welche das Gleichgewicht zwischen Dampf
und {fliissiger Phase darstellt, beginnt daher stets im Nullpunkt des p, 7-Dia-
gramms, vorausgesetzt, dal3 man die Fliissigkeit so weit unterkiihlen kann, was
aber nur eine praktische Frage ist. Dann steigt die Dampf-
druckkurve dauernd nach rechts oben hin, sie endet im
kritischen Punkt. Das eben Gesagte gilt auch fir die
Sublimation, das Gleichgewicht zwischen Kristallphase und
Dampf, nur endet diese Kurve wahrscheinlich nicht in einem
kritischen Punkt, sondern in einem Tripelpunkt (vgl. Ziff. 83),
Abb. 11. Sublima- da sich ein Kristall nicht tberhitzen laBt.
tionskurve. S Gebict Das Gebiet der Dampfphase liegt dann rechts von der
der festen Phase, D Gleichgewichtskurve (bei gegebenem Druck hhere Tempera-
Gebiet des Dampfes.  turen als die betreffende Siedetemperatur), das Gebiet der

kondensierten Phase links davon (das Gebiet kleinerer Tem-
peraturen als die Siedetemperatur bei gegebenem Druck). Wenn der Dampf als
ideales Gas angesehen werden kann, kann man in der CLAUSIUS-CLAPEYRONSchen

0

. RT
Gleichung Vp = — - sttzen. Vernachldssigt man auBerdem das Molekular-

volumen der kondensierten Phase neben dem Molekularvolumen des Dampfes
beim betreffenden Druck und der gegebenen Temperatur, so kann man die
Gleichung in die Form bringen

dnp U
T T RTE 2

Um zu sehen, wieweit dies erlaubt ist, bedenke man, daB bei ciner Atmosph'éire
und Zimmertemperatur das Molckularvolumen cines idealen Gases etwa 24000 cm3
betrdgt, wihrend das von fliissigem Wasser 18 cm® ausmacht. Wenn bei einer
gegebenen Temperatur und dem cntsprechenden Dampfdruck ein Dampf ein
ideales Gas ist,.so gilt das erst recht bei allen tiefercn Temperaturen, nicht etwa,
wie man zuerst vermutcen sollte, bei allen hoheren. Allerdings wird ein Gas
bei gegebener Dichte desto mehr einem idealen Gas dhnlich, je héher die Tem-
peratur ist. Bei einem Dampf aber, der mit seincm Kondensat im Gleichgewicht
steht, nimmt mit fallender Temperatur der Dampfdruck und damit die Dichte
so stark ab, dal} diese Abnahme der Dichte den expliziten Einflul der abnehmenden
Temperatur weitaus tiberkompensiert, so daB die Abweichungen vom idealen
Gaszustand abnehmen.
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80. Spezifische Warme des gesattigten Dampfes. Temperaturabhingigkeit
der Verdampfungswarme. Wir hatten in Ziff. 16 besprochen, daB die spezifische
Wirme, d.h. die zugefithrte Wirmemenge dividiert durch die Temperatur-
erhshung, ganz davon abhingt, wie sich die andern Variabeln dabei #ndern.
Wir wollen nun nach der sog. ,,spezifischen Wiarme des gesittigten Dampfes*

0 . . " .
fragen, d.h. nach der Grole Cgesp =( ¢ , wenn wir gleichzeitig mit der

, 51
Temperatur den Druck so dndern, daBl der Dampf gesittigt bleibt, d. h. so,

daB <g§,> durch die CrAusius-CLAPEYRONsche Gleichung bestimmt ist.
ges

Es ist allgemein

_ B _ 6E,,> <6Ep )
8Q = dE 4 pdV — dE, — Vdp = (TT AT+ (G = V)ap W
Also nach Ziff. 40 (4) und 4 Ziff. 78.
Cmme (D) (4) e, (1Y) P
Com=Cp— 1 <E7T>p (55 o ok, Sy, @)

Diese Formel gilt sowoh! fiir den Dampf wie fiir das Kondensat, nur ist bei
|

d
d
scheidet. Dagegen ist fiir den Dampf der Unterschied sehr merklich; es kann
sogar Cges negativ werden; dann ist die Kompressionswirme, die beim Zusammen-
pressen auf den nétigen hoheren Dampidruck frei wird, so groB3, daB sie nicht
nur die ganze zum Erhitzen notige Wiarme liefert, sondern auch noch ein Teil
abgefiihrt werden muBl. Es ist hier tibrigens charakteristisch in bezug auf unsere
Behauptung, die Sittigung sei nur in bezug auf eine bestimmte andere Phase
zu definieren, daB in dem Ausdruck fiir Cges des Dampfes auch Bestimmungs-
stiicke der andern Phase auftreten.

Fiir ein ideales Gas und bei Vernachlissigung des Volums der kondensierten
Phase V; gegen das Molvolum des Gases V, wird Gleichung (2)

letzterem ( T) im allgemeinen so klein, daBl sich Cgs kaum von C, unter-
P

U1—~> 2 ’
R (2')

Cges2 = sz -

Die GroBe Cges bestimmt auch, was geschieht, wenn man eine Phase, z. B.
Dampf, die in bezug auf eine andere, z. B. Fliissigkeit, gerade gesittigt ist, von
dieser andern Phase trennt und adiabatisch zusammendriickt. Wir wollen der
Einfachheit halber von Dampf reden, doch gilt das fiir alle andern Phasen ebenso.
Die adiabatische Kompression bewirkt zweierlei: Erstens steigert sie den Druck,
hierdurch wiirde der Dampf . iibersittigt werden, wenn die Drucksteigerung der
einzige Effekt wire. Zweitens steigert sie die Temperatur, hierdurch wiirde
der Dampf {iiberhitzt werden, wenn sonst nichts eintrite. Die Wirkung von
Druck- und Temperatursteigerung hingt vom Verhiltnis (%—)ad ab. Graphisch
sieht man das folgendermaBen: Man geht von einem Punkt der Gleichge-
wichtskurve bei gleichzeitiger Temperatur- und Drucksteigerung nach rechts
oben. Will man in das Gebiet der Gasphase (ungesittigter Dampf) kommen,
so mufl man weniger steil aufsteigen, als es der Dampfdruckkurve entspricht.
Will man nach links in das Gebiet kommen, wo die Fliissigkeit stabil ist, so
muB die Adiabate steiler sein als die Dampfdruckkurve.
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Die Adiabate, die nach Ziff. 16 durch C.q = 0 gekennzeichnet ist, gehorcht
nun der analog zu (2) abgeleiteten Gleichung

o=t 8.

Man hat demnach < 3V) < @) o
ﬁ p\dT ad P’

oV dyb) 3
T(ﬁ)p(a‘f gos — v Cees

oder (w@> B Cp <ﬁ> .
AT )~ Cp— Cgu\dT Jaes” @

Es findet daher bei adiabatisch reversibler Kompression dann Ubersittigung
statt, wenn Cge positiv ist. Ist Cgs = 0, so bleibt man bei adiabatischer
Kompression auf der Gleichgewichtskurve. Fiir Wasserdampf von 100° C
ist Cges = —18,72 cal/Grad.

Will man die Temperaturabhidngigkeit der Verdampfungswirme U,_,,
untersuchen, so kénnte man in Analogie zu den in Ziff. 26 behandelten Fillen
meinen, es sei U, ,

oT

Das ist aber nicht richtig, da die Verdampfung bei den Temperaturen 7 und
T -- dT weder beim selben Druck noch mit ungeéndertem Volumen vor sich geht.
Es ist vielmehr

Uise= Ep2 —Ep1.

Hier steht E,, weil der Verdampfungsvorgang bei bestimmter Temperatur unter
konstantem Druck erfolgt. Daher ist, wie man nach (1) erkennt

¢U, ,, 6E,,—E d
ppt = ) s Cont 2= (F),,
oder mit (2)
ou, ,, { (6V2—V1)Kd7§)
7777777 W/Wsz_Cpl—{_ Vz_Vl—TiaT P diT ges
dn(V, — V1)> wgﬁ
, :

= Cgesz - Cge51-

(5)

:C“_C?”JFP—T( oT T

Fiir ein ideales Gas und unter Vernachlissigung von V, gegen V, wird daraus

v, ,
Lt = Cps- (5)

oT »D

81. Die Form der Dampfdruckkurve. Wenn wir voraussetzen, daB sich
der Dampf als ideales Gas verhilt, so geht die allgemeine Gleichgewichtsbedingung

Fs = FD (1)
in die spezielle Form iiber [(7) und (10") Ziff. 61)]
T
Inp = — 1%% + 9—"]%”3 In7 -} /‘jé /9”” - C;é’” Ot . (2)

0 0
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Hier ist U, die Sublimationswirme fiir 7 = 0, von der spezifischen Wéirme
des Dampfes ist der Anteil C,op fiilr T = 0 abgetrennt, um das Integral iiber
den Rest Cpp — Cpop auch fiir T = 0 konvergent zu machen, endlich ist § folgende
Konstante:

. C .
j = — 2582 —lim 5 [CpupIn T — Sp (po, )] +1npo — 75 Ss (o, T = 0)..
Man nennt sie die wahre chemische Konstante des Dampfes in bezug auf den
Bodenkorper. Wir haben das hier fiir die Sublimation hingeschrieben, weil die
spezifische Warme der festen Phase besser bekannt ist, doch gilt diese Formel
ebensogut fiir die Verdampfung. Bevor wir die Gleichung eingehender disku-
tieren, wollen wir eine allgemeine Bemerkung iiber die aus dem zweiten Haupt-
satz folgenden Gleichgewichtsbedingungen einschalten, die hier besonders deut-
lich wird. Wir betrachten das Sublimationsgleichgewicht eines Stoffes mit
hoher Verdampfungswirme, z.B. das Dampfdruckgleichgewicht von festem
Silber und Silberdampf bei nicht zu hoher Temperatur. Der Energieinhalt des
Silberdampfes ist stets sehr viel groBer als der des festen Silbers, solange man
nicht in die Nihe eines etwa vorhandenen kritischen Punktes kommt. Wenn,
wie es das BERTHELOTsche Prinzip (Ziff. 78) will, die Energien malBgebend wiren,
so konnte nie Silberdampf mit festem Silber im Gleichgewicht sein. Stets wire
das feste Silber die stabilere Phase. Ein Gleichgewicht ist nur dadurch moglich,
daB hierfiir die Gleichheit der freien Energien maBgebend ist. Der Silberdampf hat
nun die Méglichkeit, trotz seiner hohen Energie seine freie Energie Fp =Ep — TSp
auf den niedrigen Wert der freien Energie des festen Silbers dadurch zu bringen, daf§
er bei konstanter Temperatur seine Entropie vergroflert. Dies ist dadurch moglich,
daB er sein Molvolumen sehr grof8 macht. Wenn wir die Gleichgewichtsbedingung in
der Form schreiben E E

D 8

T T
so sehen wir, daB mit fallender Temperatur der EinfluB der groBen Energie-
differenz U = Ep, — E, immer gréBer wird, wihrend die explizite Temperatur-
abhéngigkeit der beiden Entropien verhéltnismiBig wenig ausmacht. Um diesen
mit fallender Temperatur immer mehr die kondensierte Phase begiinstigenden
EinfluB der Energiedifferenz auszugleichen, muf3 mit fallender Temperatur die
Entropie des Dampfes sehr stark zunehmen, d. h. das Molvolumen des Dampfes
im gesittigten Zustand muB mit fallender Temperatur sehr stark ansteigen,
und zwar deshalb so stark, weil die Entropie nur logarithmisch vom Molvolumen
bzw. dem Druck des Dampfes abhingt. Bei dieser Uberlegung ist davon Ge-
brauch gemacht, daf bei niederen Drucken der Zustand der festen Phase (sowohl
E als S) sehr wenig vom Druck beeinfluBt wird. Die kinetische Theorie lehrt,
daB die hier besprochenen Verhiltnisse tatsachlich genau erfiillt sind, insofern auch
die Anderung der Entropie mit der Temperatur sich durch eine Voluminderung
und zwar im ,,Phasenraum darstellen 148t, so daB man allgemein sagen kann:
hitten die kondensierte und die dampfférmige Phase gleiches mittleres Volumen
im ,,Phasenraum®, so wére nur die kondensierte Phase infolge ihres kleineren
Energieinhalts stabil. Die gasférmige Phase kompensiert den EinfluB ihres
hoheren Energieinhalts durch ihre geringere Dichte im Phasenraum so, daB
sich das Verhiltnis der mittleren Dichten im Phasenraum durch die Formel dar-

U,

stellt ¢ BT, wo U, die Verdampfungswirme beim absoluten Nullpunkt istl). Je
tiefer die Temperatur, desto verschiedener miissen die Dichten im Phasenraum sein.

SD: —Ss:

1) S. z. B. K. F. HErzFELD, Kinetische Theorie der Warme. Braunschweig 1925.
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Der starke quantitative Unterschied zwischen einem Dampfdruckgleich-
gewicht und einem Schmelzgleichgewicht oder einer allotropen Umwandlung
besteht nun darin, daB der Dampi durch sehr starke Voluminderungen ohne
Anderung seiner Energie seine Entropie in weitgehendem MaBe #ndern kann, und
zwar kann er sie beliebig dadurch vergroBern, dafl der Druck entsprechend
klein wird. Dagegen kann eine kondensierte Phase ihre Entropie bei gegebener
Temperatur durch Verkleinern des duBeren Druckes vom Wert einer Atmosphire
auf kleinere Werte nur wenig dndern. Es hat daher die Phase mit dem groBeren
Energieinhalt nicht die Moglichkeit, durch VolumvergréBerung den Energie-
unterschied zu kompensieren. Wenn man Gleichgewicht bei beliebig gegebener
Temperatur erreichen will, dann mufl man im allgemeinen kiinstlich hohe duBere
Drucke anwenden; diese Druckidnderung wirkt im allgemeinen nicht so sehr
auf die Entropiedifferenz, als auf die Umwandlungswirme bei konstantem
Druck, d. h. auf die Differenz der Warmeinhalte ein.

Die Auswertung der Formel (2) ergibt bei Temperaturen, bei welchen sowohl

das Gas als auch der feste Korper im Gebiet konstanter spezifischer Wirme €5
sind, nach Ziff. 61

Uy , Cop—C .. dCh |,
1n75:*"R;}+“pDR ﬂlnf—zl—é%—y. 3)
wo 7" eine Konstante ist, die den Wert hat
d " (=0)
v . aT (C,p — Cpy C,n—C, . e
7 =7 +;1:n:o /T{/ ,ﬂ’l,,,F,,,P,,Q aT — > D—R—Jﬂfg In T+ COmpr. (4)
0 0

Fir so tiefe Temperaturen, daB sich der feste Korper im 7T3-Gebiet befindet
und C,, — C,,p verschwindet, lautet die Dampfdruckformel
Uy

Cpon @ ar
lnp:“ff+ ?}3 lnT~ET3——56—~T7_|_7_ (5)

Es sei bei dieser Gelegenheit nochmals betont, daB sich ein gesdttigter
Dampf vor einem Dampf in anderen Zustdnden nicht durch irgendwelche inneren
Eigenschaften auszeichnet. Wenn man ihn in Abwesenheit der kondensierten
Phase unterkiihlt, 140t sich an Messungen, die an dem Dampf vorgenommen
werden, nirgends der Sittigungspunkt feststellen. Der Zustand der Sittigung
ist nur durch das Gleichgewicht mit der Phase festgelegt, in bezug auf welche der
Dampf gesittigt ist.

82. Einheitliche Zustandsgleichung. Eine besondere Beziehung tritt noch
auf, wenn zwei Phasen eine fiir beide geltende gemeinsame Zustandsgleichung
besitzen. So umfafit die verallgemeinerte Zustandsgleichung von VAN DER WAALS
die gasférmige und die fliissige Phase. Sic beherrscht daher auch das Gleich-
gewicht zwischen ihnen. Zwischen den beiden Phasen licgt nach vAN DER WaAALS
eine labile Phase, die sich nicht realisicren 148t, weil bei ihr ;{; > 0 ist, deren
Isotherme aber einen kontinuierlichen Ubergang zwischen den Isothermen der
gasformigen und fliissigen Phase bildet. In der ¥V —T-Ebene trennt das Gebicet
der labilen Phase die beiden Gebiete von Dampf und Fliissigkeit unterhalb des
kritischen Punktes (s. ds. Handb. Bd. X). Die Frage ist nun, wclche Werte
des Molekularvolumens zur Koexistenz der beiden Phasen bei ciner gegebenen Tem-
peratur gehoren.
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Zwar liefert die Zustandsgleichung zu gegebenen Druck- und Temperatur-
werten in diesem Bereich 3 Molvolumenwerte, die zum Gas, der Fliissigkeit
und der labilen Phase gehoren, aber man weill nicht, welcher Druckwert im
Gleichgewicht zu einer gegebenen Temperatur gehort. Man kann nun so vor-
gehen. Man denke sich ein Mol der Fliissigkeit vom Molvolumen ¥V, einmal
durch isotherme reversible Verdampfung unter dem Gleichgewichtsdruck pges
in Dampf vom Molvolumen V, iibergefithrt, wobei die Arbeit pges(Vy, — V,) zu
leisten ist, die sich nach der Zustandsgleichung als Funktion von pgs und T
berechnen 148t. Dann denke man sich dasselbe so ausgefithrt, dafl man nicht
iiber das Zweiphasengleichgewicht, sondern lings der kontinuierlichen, wenn
auch nicht realisierbaren Zustandskurve, d. h. iiber die labile Form geht; hierbei

Ve
bleibt der Druck nicht konstant, die Arbeit ist [ paV. Infolge der reversibel-
isothermen Durchfithrung mufl gelten Vi

Ve
Dees(Va — V) :V/Pdv (1)
(MaxwEeLLsche Regel), wobei beide Seiten bekannte Funktionen von 7' und
pges sind; daher kann (1) zur Berechnung von pgs dienen.

83. Der Tripelpunkt. Nach Ziff. 70y ist ein Tripelpunkt ein Punkt, an welchem
drei Phasen im Gleichgewicht sind, an welchem also zwischen Temperatur und
Druck die Gleichungen

i, 1) =pap: 1) e, 1) = (0, 1) 7
gelten.
In dem ¢, T-Diagramm stellt sich das so dar, 7 2
daB sich zwei Gleichgewichtskurven dort schneiden
(Abb. 12). Wenn sich bei dem Zahlenwert p,T, die S -
beiden Gleichgewichtskurven )
st T) = gy, 1) 1) y
und e, T) = pis(p, ) @ 7

treffen, so mufl dort auch gelten Abb. 12. Dreiphasengleichge-

(s To) = ps(po, To) ;Vizht' o Gobiet Dd “a e
d.h.es muB durch denselben Punkteine dritte Gleich- “ fo‘ﬁxsllltfgzrzll Phaxseer o
gewichtskurve wa(p, T) = pq(p, T) (3)

gehen. Wenn die Phasen 1, 2, 3 der Reihe nach eine feste, eine fliissige und
eine gasformige Phase bedeuten, demnach die Kurve (1) die Schmelzpunktskurve,
die Kurve (2) die Verdampfungskurve ist, so geht durch denselben Punkt auch
die Sublimationskurve (3). Es ist dann das mit s bezeichnete Gebiet dasjenige,
in welchem die feste Phase stabil ist. Das mit / bezeichnete ist das Gebiet der
fliissigen, das mit D bezeichnete das der gasférmigen Phase. Wie schon in Ziff. 77
erwahnt, kann man aber wenigstens einen Teil der Grenzkurven fortsetzen,
also z. B. die Siedepunktskurve in das Gebiet s, in dem man die Fliissigkeit
unterkiihlt, wobei ihr Zustand in ein Gebiet riickt, in welchem [ instabiler ist,
als die feste Phase. Ebenso ist auf dieser metastabilen Verlingerung von (2)
der Dampf in bezug auf die feste Phase {ibersittigt.

Was die gegenseitige Lage der drei Kurven betrifft, so ist ihre Steilheit
durch die Crausius-CLAPEYRONsche Gleichung gegeben. Sowohl die Sublimation
als das Verdampfen geht stets unter Wiarmeverbrauch und VolumvergréBerung vor
sich, daher ist sowohl fiir die Sublimation wie fiir die Verdampfungskurve dp/dT
stets positiv. Darum liegt das Gebiet D stets rechts unten, wie wir es gezeichnet
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haben. Ferner ist im allgemeinen die Voluménderung bei der Verdampfung sehr

. . . [ Uy |
viel gréBer als die beim Schmelzen, so dall meistens l b =
8 VoV, | SVi—T,

ist, wenn nicht die Verdampfungswirme abnorm grof gegen die Schmelzwirme
ist. Dann verliuft also die Schmelzkurve steiler als die Verdampfungskurve.
Ob sie nach rechts oder nach links hin ansteigt, hingt dagegen von dem Vor-
zeichen der Voluminderung und auch von der Schmelzwidrme ab. Diese selbst
ist bei normalen Drucken stets positiv, wird aber nach TAMMANN fiir hohe Drucke
und tiefe Temperaturen Null und negativ. Wenn der Tripelpunkt bei nicht zu hohen
Drucken liegt, so ist demnach an ihm die beim Schmelzen verbrauchte Wirme
positiv. Darum schmilzt der Kérper bei Temperaturerhshung; das Fliissigkeits-
gebiet liegt, wie wir gezeichnet haben, rechts vom Gebiet der festen Phase. Ebenso
ist nach Ziff. 28 die Verdampfungswirme kleiner als die Sublimationswirme und
da sich bei nicht zu hohen Drucken und nicht zu tiefen Temperaturen die Volum-
dnderungen beim Sublimieren und beim Verdampfen relativ wenig unterscheiden,
so verlduft die Verdampfungskurve weniger steil als die Sublimationskurve.

Bei gegebener Temperatur steigt die freie Energie der Gasphase mit dem
Gasdruck, darum hat die instabile Form stets den hoheren Dampidruck, also
z. B. die unterkiihlte Fliissigkeit einen hoheren als der Kristall. Da sich die
Kurven im Tripelpunkt schneiden und in ihm die Dampfdruckkurve des in-
stabilen Zustandes bei Temperaturerhéhung ins stabile Gebiet iibergeht, muB
sie das kleinere dp/d1 haben.

Gibt es mehrere feste Modifikationen, so besitzen nicht mehr alle Phasen
gegenseitig direkte stabile Grenzkurven. Wohl aber kann man infolge der lang-
samen Umwandlungsgeschwindigkeit oft die Phasen in metastabiles Gebiet
bringen und so zu metastabilen Schmelzkurven und Tripelpunkten gelangen.
So kann man metastabiles Schmelzen von rhombischem Schwefel erzielen. Im
zugehorigen metastabilen Tripelpunkt sind rhombischer, flissiger und dampf-
formiger Schwefel gegenseitig stabil, dagegen in
bezug auf monoklinen instabil.

Bei monotropen Stoffen liegt die Dampf-
druckkurve der metastabilen Form dauernd
iiber der der stabilen festen und fliissigen und
weiter links. Daraus folgt, daBl der Tripelpunkt
instabile Form, fliissige und gasférmige Phase
(Punkt O’ Abb. 13) tiefer liegen mufl als der
Tripelpunkt O bei der stabilen Form. Er ist
infolge geringer Umwandlungsgeschwindigkeit
Abb. 13. Gleichgewichtskurven bei Oft erreichbar. OsTwALD und ScHAUM nehmen
monotropen Stoffen. AOME Subli- an, daB die Dampfdruckkurve der instabilen
gaot}j’;gk;%; rgiiosnt:git (113;&§§, Form den metastabilen Teil der Dampfdruck-
stabilen Phase, CO'OF Dam;f- kurve der stablllen Form oberhalb Yder Kurve der
druckkurve der flissigen Phase, ->Chmelze schneidet, so daBl der Umwandlungs-
Ostabiler, (/instabiler Tripelpunkt. punkt infolge vorher eintretenden Schmelzens

unerreichbar ist.

Wir fragen nun, wie sich ein System im Tripelpunkt bei Wirmezufuhr
bei konstantem Volumen oder bei Volumidnderung ohne Wirmezufuhr verhilt.
Prinzipiell ist die Antwort hierauf durch die Formeln von Ziff. 73 gegeben. Wir
koénnen jede Anderung dadurch darstellen, daB wir 7, Mol aus der Phase 2 in
die Phase 1 und #y; Mol aus der Phase 2 in die Phase 3 iibergehen lassen, wobei
diese Zahlen auch negativ sein konnen. Die Voluméinderung ist dann

AV = gy (Vy — V) + ng3(Vy — V).
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Die zugefithrte Warme wird
Qp = nu(E,, — Ep,) + as(Ep, — Ep,). (2
Hieraus ergibt sich mit U, 3 =FE,3 — E,;, Uy .1 = E,,—E,,

UpysdV —Qp (Vs — 1))
(Vl - Vz)U2—>3 - (Vs - Vz) U24>1 ’
Up 1 AV — Qp(Vi — V) .
—(Vl — Vz)U2—>3 + (V-‘l - V2)U24>1

Ny =

MNog =

Aus der Abb. 12 kann man das folgendermafBen ablesen:

a) Bei Wirmezufuhr und konstantem Volumen: eine der drei Phasen hat
maximum ntzug
minimum ° ufuhr
beiden anderen entstehen, bezw. beim entgegengesetzten ProzeB sich in sie ver-
wandeln.

b) Bei Voluminderung: Hier liegen die Verhiltnisse analog, nur gibt es
bei Vorhandensein der Gasphase keine Phase mit Druckmaximum (wenn der
obenerwihnte Fall ausgeschlossen wird, daB die Verdampfungswérme sehr grof3
ist). Die Phase mit Druckminimum wandelt sich bei VolumenvergréBerung
in die beiden anderen um.

Diese beiden Prozesse lassen sich bis zur vollstindigen Aufzehrung der einen
Phase durchfithren. Sind nur mehr zwei Phasen da, so geht man bei adiabatischem
Arbeiten auf der entsprechenden Grenzkurve weiter, bis eine Phase verbraucht
ist, wihrend man beim isothermen ProzeB bei den Werten des Tripelpunktes
bleibt, bis nur mehr eine Phase iibrigbleibt.

84. Gleichgewicht zwischen zwei Phasen unter verschiedenem Druck.
Wir hatten schon in Ziff. 76 die Moglichkeit erwihnt, daB3 zwei Phasen, die mit-
einander im Gleichgewicht sind, unter verschiedenem Druck stehen kénnen. Man
kann z. B. bei Vorhandensein einer festen und einer fliissigen Phase die feste mit
Hilfe eines Stempels pressen, welcher die fliissige Phase widerstandslos durchlift.
Allerdings wird es dabei im allgemeinen nicht ohne weiteres gelingen, den Druck
von allen Seiten gleichmiBig zu gestalten. Leichter ist es, bei einem Gleichgewicht
zwischen fliissiger und gasférmiger Phase die kondensierte Phase durch Einschlu
in ein GefdB unter Druck zu setzen, dessen Winde fiir den Dampf durchlissig
sind. Der Druck kann auch negativ sein (Zug). Einen positiven Druck kann man
auch dadurch ausiiben, daB man in die Gasphase ein fremdes Gas bringt, welches
sich in der kondensierten Phase nicht merklich 16st und dessen Partialdruck
steigert. Solange das zugesetzte Gas noch als ideal behandelt werden kann,
hat seine Anwesenheit auf das chemische Potential des untersuchten Dampfes
bei gegebener Temperatur und gegebenem Partialdruck desselben keinen Ein-
fluf. Allerdings ist dann das System ein Zweistoffsystem (vgl. Ziff. 70), doch
andert das nichts fiir die folgenden Rechnungen.

Es seien also die beiden Phasen 1 und 2 bei dem gemeinsamen Druck p
und der Temperatur T im Gleichgewicht

F@.T) = FP @, D). (1)

Nun erhéhen wir den Druck iiber der Phase 1 um 4p,. Hierdurch wird die freie
Energie der Phase 1.gedndert. Zur Berechnung dieser Anderung wollen wir
eine Entwicklung nach 4p, vornehmen, wollen aber voraussetzen, daB A,

im Tripelpunkt ein Temperatur Sie wird bei Wiirme(; aus den

Handbuch der Physik. IX. 9
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klein genug ist, um mit dem linearen Glied abbrechen zu koénnen. Es nimmt
demnach infolge der Druckerhéhung die freie Energie der Phase 1 um den Wert
6F(1)
bl

AF;(:”:Aijl op = dpV, (2)

zu. Damit wieder Gleichgewicht herrscht, muBl man auch die freie Energie
der zweiten Phase um ebensoviel dndern wie die freie Energie der ersten, d. h.
man muB} auch den Druck iiber der zweiten Phase dndern. Eine Druckinderung
der zweiten Phase um A4p, erzeugt eine Anderung ihrer freien Energie um

R SF® /
AF2 = Ap, ai‘—)‘f = Ap,V,. (2"
Es herrscht daher wieder Gleichgewicht, wenn gilt
Ap, _ Vs
Ap, ~ V, B)

Die Druckidnderungen sind fiir beide Phasen verschieden. Wiirde man niamlich
den Druck fiir beide Phasen um denselben Betrag erhéhen, wiahrend man die
Temperatur festhdlt, so wirde man die Gleichgewichtskurve verlassen. Nur
in dem Fall, daB} die Molvolumina der beiden Phasen gleich sind, V; = V,,
sind die beiden Druckerhéhungen gleich; dann ist ndmlich die Voluméinderung
des ganzen Systems bei der Umwandlung von 1 Mol aus der einen Phase in die
andere V, — V, = 0 und daher nach Ziff. 46 das Gleichgewicht druckunab-
hingig. RT

Ist die eine Phase ein ideales Gas, so gilt fiir sie V; = - --, und man erhilt

1
die Dampfdruckzunahme bei einer Erhshung des Druckes iiber der kondensierten
Phase zu Ap
RT?i:szlpz. 4)

1
Geht man in der Entwicklung bis zu quadratischen Gliedern, so wird aus Formel (2)

ApVy + Y Vi(dp)E,

aus (3) Apy _ Vot +3p4pe Ve A+ 450dps (3)
Apy Vi1l + ipmdpy  V, L Ve ’ ’
2 A+ Ly =2 A,
1 2 /.1 Vl i)_

wo die GroBen y die Kompressibilitdt: bedeuten.

Will man den Druck der zweiten Phase konstant lassen, so muB3 man, um
wieder Gleichgewicht zu bekommen, die Temperatur dndern. Das hat deshalb
Erfolg, weil die Temperaturabhingigkeit der freien Energie in beiden Phasen
verschieden grof3 ist. Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun

CFW OFM CF®
Ry e g = the
cp Py + ol ol T
oder Vi ’]f) =—U, >2,p ATI",

wo Uy _, o, die Wirmemenge ist, die man zufithren muf3, um reversibel, isotherm
und bei konstantem Druck ein Mol aus der Phase 1 in die Phase 2 zu bringen.
Dicse Formel gibt also z. B. dic Siedepunktsdnderung bei Erhéhung des Druckes
itber der fliissigen Phase allein oder die Verschiebung des Umwandlungspunktes
bei Erhohung des Druckes tiber nur ciner der beiden festen Phasen.
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85. Abhingigkeit des Dampfdrucks von der Oberflichenspannung. Wir
wollen nun den Fall untersuchen, daB man die freie Energie der Oberfliche
nicht mehr gegen die gesamte freie Energie vernachlissigen darf. Es seien wieder
zwei Phasen gegeben, welche die auf ein Mol bezogenen freien Energien FY, F§
haben. Die freie Energie fiir 1 cm? der gemeinsamen Oberfliche sei f, dann
mufB im Gleichgewicht die Anderung der gesamten freien Energie beim Uber-
gang von dn Mol aus der einen (1) in die andere (2) verschwinden. Hierbei
moge sich die Oberfliche um 40 dndern. Es ist also

(F (p, T) —FP (p, T))dn + [dO = 0 1)

oder -d0
FY (4, 1)~ F(p, 1) = — T - 2
o ) ) . . .. d 2M
Wenn die eine Phase in Form kleiner Kugeln (Radius#) vorliegt, soist an_ 7o
e

(o Dichte). Das Gleichgewicht liegt jetzt bei einem anderen Druck p als im
Falle kleiner Gesamtoberfliche, in welchem gilt

EP(poT) — Fp (P T) = 0. (3)
Fiirr die Druckdifferenz 4p = p — p, erhilt man demnach
) ) . _ -do0
A;bg; (D) = e Dl=—15 " 4)
bzw. mit Ziff. 39 (5') —d0
ApWo— V) =—T5 (5

Diese Formel gibt die Dampfdruckerhshung bei kleinen Teilchen. Diese tritt
auch dann schon ein, wenn die innere Beschaffenheit des kleinen Teilchens sich
nicht merklich von der massiver Stiicke unterscheidet.

Wenn bei ganz kleinen Teilchen, die nur mehr wenige Molekiile enthalten,
auch Abweichungen in der inneren Natur der Teilchen merklich werden, z. B.
der Molekiilabstand ein anderer ist als in groBen Stiicken, so kann man auch
den EinfluB dieser Anderung formal als Oberflichenspannung ansetzen.

c) Mehrstoffsysteme.

86. Mehrere Phasen unverinderlicher Zusammensetzung. Am einfachsten
liegen die Verhiltnisse, wenn nur Phasen konstanter Zusammensetzung auf-
treten. Dann ist die freie Energie einer solchen Phase pro Mol gleichzeitig ihr
chemisches Potential. Ist auBerdem die Zahl der Phasen um 1 groBer als. die
der unabhingigen Bestandteile, so hat das System einen einzigen Freiheitsgrad,
als welchen man die Temperatur wihlen kann, welche den Druck bestimmt;
die Zusammensetzungen sind ja ohnedies als unveridnderlich angenommen. Als
Beispiel hierfiir-diene das schon in Ziff. 70 besprochene Kalkbrennen, CaCOj,
= Ca0 4 CO,, mit den beiden unabhingigen Bestandteilen CaO und CO, und
den drei Phasen festes CaCOj;, festes CaO und gasférmiges CO,. Dal es sich
hierbei um zwei feste Phasen handelt, ist ein Ausdruck dafiir, daBl in dem System
eine wohldefinierte Grenzfliche zwischen dem ungebrannten CaCO; und dem
CaO existiert und daB der ProzeB nur an dieser Grenzfliche vor sich geht. Beim
Fortschreiten des Prozesses verschiebt sich diese Grenzfliche. Wiirde die Kohlen-
sdureentwicklung auch im Inneren der Kalziumkarbonatmasse auftreten, und
wiirden dadurch im Inneren molekular verstreut CaO-Teilchen entstehen, so

9*
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miiBte man von einer festen Phase reden, und zwar von einer festen.Losung
(Mischkristall) von CaO in CaCO;. Unser System hitte dann zwei Freiheitsgrade,
nimlich auBer 7T den Gehalt der festen Losung an CaO. Der Kohlensiure-
druck wire bei gegebener Temperatur nicht mehr fest vorgegeben, sondern
wiirde sich mit steigendem CaQ-Gehalt dndern (und zwar abnehmen). Die Gleich-
gewichtsbedingung lautet:

Fcaco, = Fcao + Feo, .-

Diese GroBen sind nach den Formeln von Ziff. 61 ohne weiteres einzusetzen
und ergeben gegeniiber dem Sublimationsgleichgewicht von Ziff. 81 nichts
prinzipiell Neues. In ds. Handb. Bd. X werden sie ausfiihrlich besprochen.
Fiir die Temperaturabhingigkeit des Gleichgewichts gilt wieder die CLAUSIUS-

d . .
CrapvyERONsche Gleichung d—él‘ = AVU T Inihr bedeutet AV die Volumzunahme,

die beim Umsatz von 1 Mol eintritt und U die Warmemenge, die bei diesem
Umsatz zuzufithren ist.

87. Gleichgewicht zwischen festem Salz und Lésung. Hier haben wir
zwei Phasen, das feste Salz und die Losung, und zwei unabhingige Bestandteile,
niamlich das Salz (1) und das Losungsmittel (2). Wir haben demnach ein System
von zwel Freiheitsgraden, als welche wir die Temperatur und den Druck wihlen
kénnen. Dann ist alles andere festgelegt. Andern wir den Druck nicht, so ver-
hilt sich unser System wie ein solches mit blof einem Freiheitsgrad (eine ein-
schrinkende Bedingung nach Ziff. 75). Wenn das Losungsmittel im festen
Salz nicht in merkbarer Weise aufgenommen wird, so kénnen wir in bezug auf
das Potential des festen Salzes dieses als von konstanter Zusammensetzung
annehmen (vgl. Ziff. 70). Die Gleichgewichtsbedingung enthilt dann nur die
Aussage gleichen chemischen Potentials des Salzes im festen Bodenkorper und

in der Losung
9 = . )

Um die Abhingigkeit der Loslichkeit von der Temperatur zu untersuchen,
schreibt man die Bedingung (1) fiir eine um 47 erhéhte Temperatur hin, was
nur bei gleichzeitiger Verdnderung des Molenbruchs x in der Loésung moglich

ist, und erhilt
® B OulD

alul 1 M

Mit Beriicksichtigung von (2) Ziff. 45 wird daraus

ox _ U
o o @
Ox

wobei U die Wirmemenge ist, die zugefithrt werden muBl, wepn man bei den
gegebenen Druck- und Temperaturbedingungen 1 Mol des Salzes in der fast
gesittigten Losung auflost, also die letzte Losungswirme (Ziff. 64). Bei einer
verdiinnten Ldsung, bei welcher man nach Ziff. 65 angendhert schreiben kann

p? = u} + RTInx, (3)
wird daraus dlnx (\ dlnc) B U \
T dT ] — RT?’ )
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Die Loslichkeit nimmt demnach mit steigender Temperatur zu, wenn die Lésungs-
wirme —U negativ ist. Ahnlich bekommt man fiir die Druckabhingigkeit
der Loslichkeit

9x __ AV
op 0,u(L)’ (5)
ox

worin AV die beim Losen von 1 Mol Salz auftretende Zunahme des gesamten
Volumens ist. Diese beiden Formeln sind nur Spezialfille der allgemeinen Formeln
von Ziff. 45.

Ist bei einer gegebenen Temperatur T und gegebenem Druck ¢ die Lsung
mit dem festen Salz im Gleichgewicht und will man nun Druck und Temperatur
gleichzeitig so 4ndern, daB dabei die Konzentration der gesittigten Losung
ungeédndert bleibt, so erhdlt man einfach wieder die CrAusius-CLAPYERONsche

Gleichung ép U
(ﬁ)z T AV T’

wie man beim Vergleich der Formeln (2) und (5) oder auch direkt aus Formel (10)
Ziff. 45 ersehen kann, wenn man dort d» == 0 setzt.

88. Gefrierpunktserniedrigung des Lésungsmittels. Ist als feste Phase nicht
das Salz, sondern das Lésungsmittel gegeben, so ist das kein prinzipieller Unter-
schied. Es gelten jetzt nur die Gleichgewichtsbedingungen, die sich frither auf
das Salz bezogen haben, firr das Losungsmittel

u = uP 1) (1

Wenn bei dem gegebenen Druck der Gefrierpunkt des reinen Lésungsmittels
(Index R) Tj ist, so gilt demnach die Gleichung

HNTr) = po(x = 0, Th) - (2

Das Gleichgewicht zwischen dem festen Losungsmittel (Eis) und dem Ldsungs-
mittel in der Losung kann nicht mehr bei derselben Temperatur und demselben
Druck stattfinden, weil das chemische Potential des Lésungsmittels in der Lésung
kleiner ist. Um trotzdem Gleichgewicht zu haben, mufl man die Temperatur
herabsetzen, weil sich hierbei das chemische Potential des. Lésungsmittels in
der Losung starker dndert als das des festen Losungsmittels, wenigstens solange
beim Ubergang von Lésungsmittel aus dem festen Zustand in die Losung Wirme
verbraucht wird. Es ergibt sich demnach fiir die Gefrierpunktserniedrigung

u(T) — pf(Tr) = P (v, T) — p{P (0, Tp)
= pi (%, T) — p§(x, Tg) + P (xTp) — u? (0, Tp)

oder U,
AT = p®(x, Tr) — pP(0, Ta) » ()

wobei U, die Wirmemenge ist, die verbraucht wird, wenn ein Mol Losungs-
mittel aus dem festen Zustand in die Losung gebracht wird. Man kann sich
diesen Vorgang nun in zwei Stufen durchgefiihrt denken: Erstens Schmelzen
des reinen Lésungsmittels, zweitens Verbringen des geschmolzenen reinen Lésungs-
mittels in die Lésung. Daraus folgt, daB U die Differenz der Schmelzwirme
des reinen Losungsmittels und der differentialen Verdiinnungswirme der Losung
(Ziff. 64) ist.
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Die Formel fiir den Fall, daB die Lésung unter anderem Druck steht als
der Bodenkérper, sind nach den Entwicklungen von Ziff. 84 leicht hinzuschreiben.
Fiir verdiinnte Losungen geht Formel (3) iiber in

U, 7y
_|_AT,T = RTIn{1 — %)~ —RTE. 4
Im allgemeinen kann man als streng giiltige Differentialgleichung schreiben
a T "
dx ~ U, 0x

analog (2) Ziff. 87.

89. Anwesenheit der festen Phase des Losungsmittels und des geldsten
Stoffes. Ist das- Salz und die feste Phase des Losungsmittels neben der Losung
vorhanden, so haben wir drei Phasen mit zwei festen Stoffen, demnach einen
Freiheitsgrad, und wenn wir den Druck nicht dndern wollen, keinen Freiheits-
grad, d. h. einen Tripelpunkt, den man in diesem Fall den eutektischen Punkt
nennt. Hier liegen die Verhiltnisse ganz entsprechend wie bei einem Tripel-
punkt in Einstoffsystemen; bei Wirmeentzug friert die Losung, ohne daB sich
die Zusammensetzung der fliissigen Losung oder die Temperatur dndert, indem
sich die beiden festen Phasen in demselben Mengenverhiltnis bilden, in dem die
beiden Stoffe in der Losung vorhanden sind, wihrend in Abwesenheit der festen
Phase des Losungsmittels sich bei Abkithlung nur der geloste Stoff abscheidet,
wobei Temperatur und Zusammensetzung der Losung sich gemaf (7) Ziff. 87
dauernd indert. Ebenso scheidet sich in Abwesenheit des festen Salzes nur
Losungsmittel aus (Ziff. 88). Man hat wegen der konstanten Zusammensetzung am
eutektischen Punkt anfangs gemeint, es handle sich hier um Verbindungen.
Tatsichlich scheiden sich aber die beiden Phasen getrennt aus, wenn auch in
feiner schichtenweisen Anordnung. Auch hingt die Zusammensetzung vom
duBeren Druck ab. Die Lage des eutektischen Punktes
ist durch die Gleichungen gegeben

L[)'Sung lu’gS) = lugL) R ] .
Iugs) — lu"()L) . J ( )
Man kann sagen, dall er dort liegt, wo sich die
Stoff Stof Gefr.ierpunktskurve des Lésungsmitte_ls (A) mit der
A Sittigungskurve des Salzes (B) schneidet (Abb. 14).
Ist das Salz schwer loslich und betrigt seine Loslich-
Eutektitum keit beim Gefrierpunkt 7T, des reinen Losungs-

mittels x,, so daB gilt [(4) Ziff. 87]

Uy
Ax = xg—5 AT
1x = x, T3 ,

Zusammensetzung B

Abb. 14.  Gleichgewicht  so findet man nach Formel (4) von Ziff. 88 fiir das
zwischen Losung, festem  Eutektikum die Temperatur

Salz und festem Losungs- RT?2
mittel. To+ AT =T, — - %o
U,
und die Zusammensetzung / U
7,
g (1 — x0> R
U,
wobel U, dic Schmelzwirme des Losungsmittels, — U, dic Losungswarme des

Salzes ist.
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90. Der osmotische Druck. Wir untersuchen nun das Gleichgewicht
zwischen einer Losung und dem reinen Lésungsmittel. Das chemische Potential
des Losungsmittels in der Losung ist kleiner als das des reinen Lésungsmittels
bei der gleichen Temperatur mit dem gleichen Druck, wie wir schon in Ziff. 88
erwihnt hatten. Wir miissen daher, da die Temperatur gleichbleiben muB, den
Druck iiber der Losung soweit erhthen, dafl das chemische Potential des Lésungs-
mittels in der Losung gleich dem des reinen Lésungsmittels wird. Es sei also
die Losung in einem Gefdll eingeschlossen, das wenigstens teilweise durch eine
halbdurchlissige Wand begrenzt ist, die fiir den gelésten Stoff undurchlissig,
fir das Losungsmittel widerstandslos durchldssig ist. ,,Widerstandslos‘ soll
dabei bedeuten: Wenn wir auf einer Seite reines Losungsmittel unter einem
bestimmten Druck haben, stellt sich in reinem Losungsmittel auf der andern
Seite in nicht zu langer Zeit der gleiche Druck ein. Dann lautet die Gleichgewichts-
bedingung

p2(p + Posm, %) = ps(p, ¥ = 0)
oder 1 ou
L2

Posm = V2 ox X (1)
Hierin bedeutet V, die Volumvermehrung von sehr viel Lésung der gegebenen
Konzentration beim Druck p 4 posm, wenn ihr ein Mol reines Losungsmittel
zugefugt wird, also das Partialmolvolumen des Losungsmittels in der Lésung
(Ziff. 62)

O, Jd of

0p  Ony 0p

Far hohe Konzentrationen ist (1) als Differentialgleichung aufzufassen

Obosa 1 Ouy
ox TV, 0x (2

Fir verdiinnte Loésungen hat uy(x) — u,(0) den Wert R7In(1 — x) und die
Formel fiir den osmotischen Druck lautet dann

RT RT
ﬁosm=x72<x”1“v—, (3)

da man hier angendhert (n; + #,)V, =v, dem Gesamtvolumen der Losung,
setzen kann.

0
Da sowohl V, als auch —8%2— vom Gesamtdruck abhingen (das letztere

nach der Formel 5% % = 56; %%2 = %17/;2) , so ist auch der osmotische Druck
vom Gesamtdruck abhidngig. Man kann natiirlich auch den Druck iiber der
Ljsung unverdndert lassen, mufl aber dann auf das reine Losungsmittel einen
Zug (negativen posm) ausiiben.

91. Dampfdruckerniedrigung und Siedepunktserh6hung. Wenn die zweite
Phase, welche nur das Losungsmittel enthilt, die Dampfphase ist, so sind die
Rechnungen besonders einfach, wenn wir den Dampf als ideales Gas ansehen.
Es gelten dann bei gegebener Temperatur folgende Gleichungen: Fiir das reine
Losungsmittel

1 (o % = 0) = w' (po) - (1)
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Fiir das. Losungsmittel in der Losung

WP (b, ) = p2 () = 1P (pg) + RTIn ;’

0

1)

Das ergibt fiir die Dampfdruckinderung des Lésungsmittels in der Lésung die
Gleichung

0 RT
V2d¢>+~a’%dx=7d;b
ax\p V)"

Vernachlissigt man das Volumen des Losungsmittels V, gegen das Dampfvolumen
RT . ,
5 oder setzt man in (1) (1)

#éL) (p) x) = /u"(ZL) (?')0 ] x) »
so wird daraus

RTIn L = (9 = s 0). ®)
0

Ist die Losung verdiinnt, so hat wieder u,(x) — uy(0) den Wert RTIn(1 — x)
und die Gleichung (3) wird

P Po— P "y
Lo =2 d ro—r__ "M
Po ? ny + My ocer Po Hy + Ny

(RaouLrtsches Gesetz). Hierbei ist %, so zu berechnen, daBl das Molekulargewicht
des Losungsmittels im Dampfzustand eingesetzt wird, wie aus der Beniitzung
der Gleichung (1’) folgt, die sich auf 1 Mol dampfférmiges Losungsmittel bezieht.
Man kann daher aus der Dampfdruckdnderung nicht auf das Molekulargewicht
des Losungsmittels im fliissigen Zustand schlieBen. Die GréBe n, gibt die Zahl
der Mole der gelésten Substanz an, das Molekulargewicht derselben aber nur
indirekt als den Quotienten der eingewogenen Menge durch die Zahl der Mole.
Die Rechnung kann daher nichts dariiber aussagen, ob sich etwa Losungsmittel
an den gelosten Stoff angelagert hat, solange die L&sung verdiinnt ist.

Will man die Temperatur soweit erhthen, da der Dampfdruck iiber der
Losung wieder denselben Wert annimmt, den er iiber dem reinen Lésungsmittel
bei der tieferen Temperatur hatte, will man also die Siedepunktserhéhung be-
stimmen, so hat man die Gleichungen zu beniitzen

uP(To,x = 0) = uP (T,
pP (T, %) = pP(T)

oder
} T 6up

C)

Fir grolere x ist dies als Differentialgleichung aufzufassen

T dx ox ' ©)

in ihr bedeutet U, die Verdampfungswirme des Losungsmittels aus der Losung,
die gleich der Verdampfungswirme des reinen Losungsmittels + der differentialen
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Verdiinnungswirme bei der gegebenen Konzentration ist. Fiir kleine Konzen-
trationen, wenn wieder der Ansatz p,(x) — py(0) = RTIn(1 — ) gilt, folgt
daraus

T —Ty=—Fx, (7)

die vollkommen der Gefrierpunktserniedrigung (4) Ziff. 88 entspricht, nur daB
jetzt U die Verdampfungswirme, nicht die Schmelzwirme ist. Hier ist eine
Temperaturerh6hung statt einer Erniedrigung vorhanden, weil jetzt die Phase
mit dem kleineren Energieinhalt den gelosten Stoff enthilt, bei der Gefrier-
punktserniedrigung dagegen die Phase mit dem héheren Energieinhalt. Wiirde
man U nicht so festlegen, daB es die bei der Umwandlung aus der energieirmeren
in die energiereichere Phase verbrauchte Wirme angibt, sondern so, daB es die
bei der Umwandlung von 1 Mol Losungsmittel aus der Losung in die reine Phase
verbrauchte Warme betrifft, so hitte U in den beiden Fillen das entgegengesetzte
Vorzeichen. Man kann auch (6) aus (2) mit Hilfe der CLausius-CLAPEYRONschen
Gleichung ableiten.

92. Zusammenhang zwischen osmotischem Druck, Gefrierpunktserniedri-
gung und Dampfdruckerniedrigung. Diejenige GroBe, welche alle drei in
der Uberschrift genannten Erscheinungen beherrscht, ist die Anderung des
chemischen Potentials des Losungsmittels durch die Auflésung des gelosten
Stoffes.

Man hat fir den osmotischen Druck

dlbosm . Qu2

Vv £
2 dx O0x

fiir die Gefrierpunktserniedrigung

Uzgi A4 Tget — O pg
T dx 0x

und fiir die Dampfdruckerniedrigung

Q(RT_V)_aMZ
dx \ p 37 ox

Aus diesen Gleichungen kann man 0 u,/0x eliminieren und somit jede der drei
GrofBen osmotischen Druck, Gefrierpunktserniedrigung oder Dampidruckernie-
drigung aus einer anderen eindeutig thermodynamisch berechnen. Ebenso kann
man, wenn eine dieser GréBen experimentell als Funktion des Molenbruches x be-
stimmt wird, daraus 0y, /0x als Funktion des Molenbruches berechnen. Da nach
Ziff. 62 gilt

o Ops _
Yoy TUHG, =0

so findet man auch die Abhingigkeit des Potentials des gelosten Stoffes von der
Konzentration hieraus gemiB der Formel

— 1—x op
My = / o CA)xdx.
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Allerdings fehlt hierin noch eine Integrationskonstante, welche z. B. die Léslich-
keit bestimmt. u,(x = 1) ist das Potential des reinen Stoffes 1. Fiir u, ist diese
Integrationskonstante bekannt, da u,(x = 0) das Potential des reinen Lésungs-
mittels ist.

93. Zwei Phasen variabler Zusammensetzung. Der Fall, da beide Phasen
variable Zusammensetzung haben, liegt z. B. vor: beim Gleichgewicht einer
Losung mit ihrem Dampf, wenn beide Stoffe merklichen Dampfdruck haben;
ferner beim Gleichgewicht zweier fliissiger Phasen, beim Gleichgewicht einer
flissigen Losung und einer festen Phase, die eine feste Losung (Mischkristall)
der beiden Komponenten darstellt. Wir haben nun fiir jeden der beiden Stoffe
die Gleichgewichtsbedingung anzusetzen

M(ln(x(l)) — #(2)(96(2)) ,
M£1)(x(1)) — Mé?)(x(m)_

Wendet man hierauf die allgemeinen Gleichungen der Ziff. 45 an, so erhilt
man

(1)

L )
- 7‘1 al + [V — (1) Blu(l?) dx® = (2
T V(Z) V‘” al“? 1) (:)) 2
— **"d + [ ]d]b %D dx c7 r)) dx 0. (3)

Hierin bedeutet U, die Wiarmemenge, die zugefiihrt werden muB, wenn 1 Mol
des ersten Stoffes aus der ersten in die zweite Phase tibergefithrt wird, U, ist
dieselbe GroBe fiir den zweiten Stoff. VP — VP bedeutet die Volumzunahme
des Systems, wenn 1 Mol des ersten Stoffes aus der ersten in die zweite Phase
ibergefithrt wird. Sie ist gleich der Differenz der Partialmolvolumina des ersten
Stoffes in der zweiten und ersten Phase. Hierbei besteht zwischen den GréBen p,
und u, folgende Beziehung
oud ou ouy

aud . , o U8
x® ax(ln + (1 — %) G0 =0 % BT + (1 — a%) EICRE (4)

so dall wir auch schreiben kénnen

U2 ‘ x(l) (j”(l) x(:) 6 l/(z'
2) (1 e { ] 2 !
—op AT VP = VEldp + @ e e =00 ()

Wir crhalten demnach folgende beiden Gleichungen

—dxh — 1= [‘['U (1— X(E;) T U xm]ilr
) () ai“(ll 1h * ' T
P A g (5)
— LVE = V) — ) + (VE — Vi)aldp),
1 — & L ) N dT
—dx = ] Cu {LL (1= 2"+ Upa] T
T2 )
[x% — J( L2 (6)
— LV = VY = ) - (VE = Vidp)
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Halten wir den Druck konstant, d$ = 0, so geben die beiden entstehenden
Gleichungen

. 1—x" 1 _dT
. () — o (1 — (2) U, x%7 = -
ax 22 xD 8M;" [Ud“ ) + Uy xf T )
91
1—x® 1 aT
—dx? = _ . L an 7
x 20 D (7#(1? [Ua(1— 2%) + Uya'] T ®)
& 29

die Anderung der Zusammensetzung der beiden Phasen mit der Gleichgewichts-
temperatur an. Sie geben also z. B. die Anderung der Siedetemperatur bei
konstantem Druck als Funktion der Zusammensetzung der einen Phase und
damit weiter auch die Anderung der Zusammensetzung der anderen Phase.
Division der beiden Gleichungen fiihrt dann zu

6 u®
oy

dxh 1 — x0 o x® Uz“ _ x‘f’) + lem

'dga} 1 :;z} alu(ln U2(1 _ x‘”) + lem ’

8 x(l)

ergibt somit

d x(l)

PR

U, o . . 30 x™
auller wenn ?anegatlv ist und sein Absolutwert zwischen 1 g und 1 =
—~ % — x¢
1

liegt.
Daraus folgt, daB sich die Konzentration x@ und x® beim Dampfdruckgleich-
gewicht in beiden Phasen im selben Sinn dndert, weil die rechte Seite stets positiv
ist (falls U, und U, dasselbe Zeichen haben).

Aus (5) folgen die frither abgeleiteten Formeln und zwar die Gefrierpunkts-
erniedrigung, indem man als Phase 2 die Lsung, als Phase 1 das Eis setzt (1) = 0)
und von (4) Gebrauch macht.

Man erbilt
” 1 aT
dx® = Dllg')) U“T » (9)
0x®

die mit (5) Ziff. 88 genau iibereinstimmt.
Wenn der Stoff 1 auch in die andere Phase geht, wird die nach (9) berechnete
Gefrierpunktserniedrigung mit dem Faktor

2@ 40 U2
@ U, 42U, —U,)

multipliziert, der meist <C 1 ist. Wenn daher die feste Phase ein Mischkristall
ist, ist im allgemeinen die Gefrierpunktserniedrigung kleiner als bei reinem Eis.
Ahnlich kann man auch die andern Erscheinungen (Ziff. 88 bis 91) durchdisku-
tieren. Wenn der geldste Stoff fliichtig ist, wird die gemessene Siedepunkts-
erhdhung kleiner und kann sogar in eine Erniedrigung umschlagen. Endlich
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findet man den Satz von KoNnowaLow: Wenn beide Phasen gleiche Zusammen-
setzung haben
4D — 4

so ist
dT =0.

Bei gegebenem Druck hat dann die Temperatur einen Extremwert ; auBerdem ver-
dampfit die Substanz mit konstanter Zusammensetzung. Dal man es hier nicht
mit einer Verbindung zu tun hat, erkennt man nur an der Abhingigkeit dieser
Zusammensetzung vom Druck.

Ebenso gilt: Wenn man den Druck als Funktion der Zusammensetzung
(z. B. @) studiert, und man findet ein Maximum des Druckes, so haben dort
beide Phasen gleiche Zusammensetzung, x) = x@® .



Kapitel 2.

Der NErNnsTsche Warmesatz.

Von
K. BENNEwWITZ, Berlin.

I. Einleitung.

a) Begriff und Definition der Affinitit.

1. Erweiterung der klassischen Thermodynamik. Mit der Aufstellung der
eiden Hauptsitze (s. ds. Band Kap. 1) scheinen die Beziehungen zwischen den
hermodynamischen GroBen, soweit sie nicht Fragen der Zustandsgleichung
etreffen, im wesentlichen festgelegt zu sein. Die Gesamtenergie U, die Entropie S
nd die freie Energie F sind zwar noch mit einer additiven Konstanten behaftet,
ber die die Hauptsitze nichts auszusagen vermaogen ; aber da es sich bei Messungen
nmer um Differenzen handelt, fallen sie fiir alle praktischen Zwecke heraus
nd sind iiberhaupt unkontrollierbar.

Indessen tritt bei der freien Energie ' = U — TS noch ein zweites will-
iirliches Glied auf, nimlich die mit der Temperatur multiplizierte Entropie-
onstante. Dieses Glied hebt sich nun bei gewissen Messungen nicht ohne weiteres
eraus, so dafl die Entropiekonstante von Bedeutung und experimentell priifbar
ird. Da die klassische Thermodynamik iiber ihre GréBe nichts aussagen kann,
> bedarf es einer neuen Erkenntnis, die iiber die beiden Hauptsitze hinausgeht.
Jas leistet der von NERNST!) (1906) aufgestellte neue Wirmesatz, dessen Dar-
tellung dieser Abschnitt gewidmet ist.

Seine Darstellung wiirde sich am kiirzesten gestalten, wenn man, sich auf
ie Ergebnisse der Quantentheorie stiitzend, sofort zu der von PLANCK gegebenen
‘orm des Satzes iiberginge. Indessen trite damit weder die allgemeine Giiltig-
eit im Sinne der Thermodynamik in Evidenz, noch zeigte sich seine vielseitige
ledeutung. Gerade die geschichtliche Entwicklung der Erkenntnis wirkt hier
lirend und ihr wollen wir uns anschlieBen.

Den Ausgangspunkt bildete die Frage nach einer quantitativen Formulierung
er- chemischen Verwandtschaft oder der , Affinitit* einer Reaktion, also des
iestrebens gewisser Stoffe, Verbindungen einzugehen. Eine derartige Frage-
:ellung ist von vornherein nicht eindeutig; ja nicht einmal die ,,Dimension‘‘
es Begriffes ist damit irgendwie gekennzeichnet. Es wire durchaus nicht so
idersinnig, etwa die Reaktionsgeschwindigkeit als MaB zu benutzen, woran
ie Erfahrungstatsache, daf diese GréBe durch die Gegenwart von Katalysatoren
ngeheuer beeinfluBbar ist, nichts im geringsten dndern wiirde. Man verstinde
ann eben unter der Affinitit eine Gré8e, die nicht nur vom reagierenden System,

1) W. NerNsT, Goéttinger Nachr. 1906, Heft 1.
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sondern auch noch von anderen Bedingungen abhingig wire. Eine solche Auf-
fassung scheint sogar heute berechtigter als je, seitdem wir wissen, dall das
Reaktionsergebnis in manchen Fillen direkt von der Wahl des Katalysators
abhingig ist. Trotzdem ist das so gestellte Problem auch jetzt noch viel zu
undurchsichtig, als dall es eine geeignete Grundlage abgeben konnte.

In zweiter Linie konnte man versuchen, durch Aufzwingung duBerer Be-
dingungen, etwa geeigneter Krifte, die Reaktion zum Stillstand zu bringen.
Hier ist die Katalysatorenwirkung ausgeschaltet; und es kénnten diese Zusatz-
krifte als MaB der Affinitdt dienen. Die Durchfithrung dieses Gedankens
wire durchaus sinnvoll, ist aber praktisch nur in seltenen Fillen zu verwirk-
lichen.

So lag es denn néher, zuerst einmal experimentell leicht und eindeutig fest-
stellbare Begleiterscheinungen der Reaktion auf ihre Verwendbarkeit als Affinitits-
maB zu pritfen. J. THOMSEN (1854) und M. BERTHELOT (1868) glaubten die Losung
darin gefunden zu haben, daB sie die Warmeténung des ohne Volumenverianderung
verlaufenden Prozesses als Mal} der Affinitat ansprachen. Der Umstand, daB die
groBe Mehrzahl der Reaktionen mit positiver Wiarmetdnung, also exotherm vor
sich gehen, schien diese Auffassung zu stiitzen; aber die nachweisliche Existenz
auch endothermer Prozesse war hiermit nicht in Einklang zu bringen. So
konnte diese Losung nicht befriedigen. Formal betrachtet lag der MiBerfolg
daran, daB als Maf} eine Grofle, eben die Warmeténung, benutzt wurde, die nicht
den Charakter eines thermodynamischen Potentials besitzt, wie es der energetisch
aufgefalte Begriff der Affinitdt anscheinend verlangt.

Der Schritt van T HOFFs (1883), als er an Stelle der Wiarmeténung die Ab-
nahme der freien Energie als eines thermodynamischen Potentials oder die damit
dquivalente, bei einem reversibel und isotherm geleiteten Prozesse gewinnbare
maximale Arbeit vorschlug, war somit nur folgerichtig. Nur bedurfte es noch
gewisser Festsetzungen hinsichtlich der spontan geleisteten Arbeit, um ein in
jeder Hinsicht befriedigendes MaB der Affinitit zu erhalten. War die Warme-
ténung auch schon deshalb ungeeignet, weil sie im Falle des Gleichgewichts
keineswegs zu verschwinden brauchte, wie es von einer Affinitatsgroe zu fordern
war, so war andererseits die Abnahme der freien Energie ohne weiteres auch nur
fiir Prozesse konstanten Volumens verwendbar. Die Ausdehnung auf Vorginge
konstanten Druckes erforderte also eine Erweiterung.

Von diesen Fragen soll zuerst die Rede sein.

2. Die freie Energie. Die beiden Hauptsitze der Thermodynamik fithren
zu einem allgemeinen Ausdruck fiir die von irgendeinem thermodynamischen
Prozell nach aullen geleistete differentielle Arbeit dA4. Es seien dU und 45 die
hierbei auftretenden Zuwiichse der Energie bzw. der Entropie des Systems.

Dann ist
dA = TdS — dU. (1)

Dabei gilt das Gleichheitszeichen dann, wenn der ProzeB in allen seinen Teilen
reversibel verlduft. Von besonderer Bedeutung sind nun Vorginge, die ohne
Anderung der Temperatur, also isotherm, verlaufen. Dann 148t sich (1) schreiben

dA = d(TS — U), )

und dic Gleichung wird integrierbar. Geht das System dabei von dem Zustand 1
in den endlich verschiedenen 2 iiber, so erhidlt man fiir die endliche, vom System
geleistete Arbeit

A= (TS, — Uy — (TS, — U) = (U, = TS) — (Uy = TS).  (3)



Ziff. 2. Freie Energie und thermodynamisches Potential. 143

Wir fithren nun folgende Bezeichnungen ein
U—-TS=F;

U, — U, = AU; S, — S; = 45; Fz—Fl-—:AF.} *
Es bedeuten also die 4 Zunahmen der betreffenden Zustandsgré8en, die an
sich positiv oder negativ sein kénnen; U; — U, = —AU usw. wire also als
Abnahme zu bezeichnen, gleichgiiltig, ob sie zahlenmidBig positiv oder negativ
ist; die Festlegung dieser Ausdriicke ist zur Vermeidung von Mifverstindnissen
nétig. Damit folgt aus (3)

A = Fl — F2 = —-,/JF, (5)

also: die vom Prozel3 geleistete Arbeit ist kleiner, im reversiblen Falle gleich der
Abnahme der Funktion F. Damit ist die Arbeit eines isothermen Vorganges
dargestellt durch Funktionen, die sich ausschlieBlich auf den Anfangs- bzw.
Endzustand des Systems beziehen. Die GroBe F hat somit den Charakter eines
Potentials hinsichtlich der duBeren Arbeit, analog zu der Gesamtenergie U, die
ein Potential hinsichtlich der Summe von duBerer Arbeit und duBerer Wirme
darstellt. Aus diesem Grunde bezeichnet man nach Hrrmuovrrz die GréBe F
als freie Energie.
Fir die freie Energle I’ gilt also nach (4)

F=U-TS. (6)
Um die GroBe S zu climinieren, verfahren wir folgendermaBen. Aus (6)
folgt:dFF=dU — TdS — SdT ; wegen der allgemeinen Beziehung: dS = @ —%i)‘d}
wird also
dF = —pdv — SdT .
Da aber allgemein gilt:
BF) CF)
ar = ((,T’U ,Iyd’u + <6T ﬂdT,
so ergibt der Vergleich der beiden letzten Gleichungen
OF
s=—(z7), (72)
und /A
cF
p=—F) . @
Aus (6) und (7a) folgt nun
oF
F=U4T ( 7). (®)

Bei einem Ubergange vom Zustand 1 in den Zustand 2 betrigt somit die Zunahme
der freien Energie

oder mit (4)
15—y (70D -
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Hieraus ergibt sich, daB8 F ebenso wie AF, mit Vorteil als eine Funktion der
ZustandsgroBen v und 7 dargestellt wird und insbesondere dann direkt verwend-
bar ist, wenn die Reaktion unter konstantem Volumen verlduft. Will man aber
auch Reaktionen unter konstantem Druck betrachten, so erweist sich eine andere
Funktion als geeigneter.

Wir fithren als neue Zustandsgréfen ein

G=F+ pv, ©)
(G ,,thermodynamisches Potential”) und
W=U+pv (10)
(W ,,Wirmefunktion*); dann wird aus (6)
G=W-—TS. (11)

Nun verfahren wir wie oben. Aus (11) und (10) folgt
dG = dU -+ pdv 4+ vdp — TdS — SdT,

oder dG = +vdp — SdT.
Allgemein gilt
oG oG

s 28) - 5) o7

Durch Vergleich der beiden letzten Gleichungen folgt

oG
S=— <ﬁ>p (12a)
und
oG
v = <%>1 (12b)
Damit wird (11)
G=W T(O—G> 1
- + aT » M ( 3)
Wieder auf zwei Zustinde angewandt, ergibt sich mit (4) fur die Zunahme von G
- e G))
AG_AW+T< ), (132)

G wie 4G ist also vorteilhaft als G(p, T) darstellbar und fiir Prozesse bei
konstantem Druck geeigneter als I'. Fiihren wir nun Gleichung (9) in der Diffe-
renzenform AG = AF 4 p Av in Gleichung (5) ein, so erhalten wir

A — pAdv=— AG. (14)

3. Affinitdt und freie Energie. Die beiden Funktionen F und G sollen nun
darauf untersucht werden, ob sie die an den Begriff der ,,Affinitdt‘‘ zu stellenden
Forderungen erfiillen. Erstens soll die Affinitit vorzeichenmiBig die Richtung
des Vorganges festlegen und zweitens soll sie verschwinden, wenn das System
im Gleichgewicht ist.

Da nun nach (1) fiir jede tatsdchlich eintretende Anderung des Systems gilt

dA < TdS — dU, (15)

so muf} Gleichgewicht immer dann bestehen, wenn fiir jede mit den dulleren Be-
dingungen vertrigliche, virtuelle Zustandsinderung gilt

04 - T3S — 8U. (16)
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Da aber im Falle chemischer und physikalisch-chemischer Reaktionen im
allgemeinen eine Riickliufigkeit der Zustandsinderung moglich ist, d. h. bei
vorgeschriebenen Bedingungen je zwei einander entgegengesetzte virtuelle
Anderungen mit ihnen vertréglich sind, so kénnte man in (16) statt der é auch — ¢
einfithren. Dann wiirde aber nach (15) fiir das Ungleichheitszeichen eine tat-
sichliche Anderung eintreten miissen, und das Gleichgewicht wire nicht erreicht.
Daraus folgt, daB nur die Bedingung

04 = T6S — oU (17)
ein Gleichgewicht verbiirgt.

Bisweilen scheint (17) nicht einmal notwendig zu sein, ndmlich dann, wenn
ein labiles Gleichgewicht besteht. Solche durch eine Art passiven Reaktions-
widerstandes hervorgerufenen Pseudogleichgewichte, wie sie z. B. Knallgas,
explosible Substanzen, ibersittigte Dimpfe darstellen, sollen, da sie durch kata-
lytische Mittel aufgehoben werden kénnen, von der Betrachtung ausgeschlossen
bleiben.

Fir einen isothermen Vorgang lautet also die Gleichgewichtsbedingung

04 =o6(TS —U),
oder mit (4):
—0F = 04.

Ist die duBere Arbeitsleistung Null, 143t man also den Vorgang bei konstantem
Volumen erfolgen, so wird daraus

OF = 0. (18)

Der Gleichgewichtszustand bei einem isotherm-isochoren Vorgang ist also dann
erreicht, wenn die freie Energie ein Minimum ist.

Erfolgt der ProzeB unter Konstanthaltung des Druckes an Stelle des
Volumens, so ist die virtuelle Arbeit gleich d (pv) und es folgt

8(F + p1) = 6G = 0. (19)

Der Gleichgewichtszustand bei einem isothermen-isobaren Vorgang ist also
dann erreicht, wenn die Funktion G ein Minimum ist.

Aus (18) und (19) folgt nun sofort, daB jeder tatséichlich eintretende Vorgang
mit einer Verminderung der GréBe F bzw. G verkniipft ist, und weiter, daB 4F
bzw. AG im Gleichgewicht verschwinden. Das sind aber die Forderungen, die
an den Begriff der Affinitit gestellt wurden. Im Falle eines isotherm-isochoren
oder isotherm-isobaren Vorganges ist also die Affinitit durch — AF bzw. —A4G
eindeutig gekennzeichnet. Die Minuszeichen sind deshalb gewihlt, weil AF
wie 4G bei jedem tatsichlichen Vorgange wesentlich negative GroBen sind,
wihrend die Affinitit begriffsmiBig als positiv zu setzen ist.

Der Umstand, daB wir scheinbar zu zwei Lésungen gelangt sind, darf nicht
iiberraschen; tatsichlich sagen beide dasselbe aus, nur sind sie formal auf zwei
verschieden geartete Fille zugeschnitten. Bei einem reversiblen Prozesse sind
ndmlich nach (5) und (14) die fraglichen GréBen

—AF = A, fur isochore, (20a)

—AG = Ay — pdv = A, fir isobare Vorgénge (20b)

durch die maximalen Arbeiten 4, unter Abzug der im ganzen aufgetretenen
Volumarbeit, die im ersten Falle gleich Null ist, dargestellt. Die oft diskutierte
Frage, welche Funktion denn nun allgemein die Affinitit darstellt, ist somit

eindeutig beantwortet; es ist die GréBe 4,, bei konstantem Volumen, die bei
Vorgidngen unter konstantem Volumen mit — AF, bei solchen unter konstantem

Handbuch der Physik. IX. 10
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Druck mit —A4G identisch ist. Der allgemeine Fall, daB sich Volumen und Druck
zugleich 4dndern, wire dargestellt durch

V2
Ay — /ﬁdv = Apnw.
(21

Das Resultat unserer Betrachtungen kann nun in der von van T’ HOFF?)
gegebenen Form ausgesprochen werden:

,,Die bei einer Reaktion maximal zu gewinnende Arbeit (4,), abziiglich
der bei etwaiger Voluminderung nach auBlen geleisteten Arbeit (pAv) soll als
MaB fir die Affinitit genommen werden.*

Vielleicht ist folgende Fassung noch anschaulicher:

,,Die Affinitit ist die auf dem Wege iiber Gleichgewichte gewinnbare
maximale Arbeit, vermindert um die bei dem tatsdchlichen Vorgang auftretende
Volumarbeit.*

Wir wollen auch formelmiBig die Vereinigung der beiden Losungen sowie
der Gleichungen (8a) und (13a) vollziehen, indem wir statt — AF, bzw. — 4G
schlechthin die Affinitit A4, statt der Energieabnahme — AU die ,,Wirme-
ténung‘‘ bei konstantem Volumen, 4+ U’, statt — AW diejenige bei konstantem
Druck, 4+ W', einfilhren. Wir erhalten dann

, (04
A—-U" = T(ﬁ)«; (21a)

und , 04
A—-W = T(ﬁ>p' (21b)

Da Gleichung (20b) Gleichung (20a) mit umfaBt, insofern, als fiir 4v =0
und beliebiges p beide identisch werden, soll weiterhin meistens mit der Gleichung
(21b) gerechnet werden, was fiir die Mehrzahl der Félle angemessener ist.

b) Direkte Bestimmung der Affinitat.

In gewissen Fillen ist die GréBe A einer direkten Messung zugédnglich, und
diese sollen zuerst betrachtet werden. Immer kommt es darauf an, fir die
Reaktion einen reversiblen Weg aufzusuchen, der in allen seinen Teilen bestimm-
bar ist.

4. Umwandlung zweier festen Modifikationen iiber die Gas- oder Lésungs-
phase. Ein Stoff existiere unterhalb der Temperatur 7" stabil in der Modifikation I,
oberhalb von 77 in derjenigen II. Gefragt wird nach der Affinitit der Umwand-
lung II -1 bei T << T', oder I —~II bei T > T'. Dabel ist vorausgesetzt,
daB II unterhalb 7" tiberhaupt existenzfihig, aber labil ist und vice versa. Wir
verdampfen etwa ein Mol IT vom Volumen v;; bei der Temperatur T unter seinem
Dampfdruck s;;, bringen durch isotherme Voluminderung si;; auf z; und Vp
auf V; und kondensieren unter zr;, dem Dampfdruck von I, zum Volumen v;.
Damit haben wir ein Mol /] auf reversiblem und isothermem Wege in ein Mol
verwandelt. Die dabei erhaltene (also maximale) Arbeit betrigt

T
Ap=ayVy—vy) + RT I~ — m(Vy —v)).

42
Unter der Annahme, daB die Dampfe sich wie ideale Gase verhalten, ist
M54 VII = RT = Ty VI . Es fOIgt

e T
A, — (v — agvg) = R1 111'7 .
Ty

1) J. H. vanx 't Horr, Etudes de Dynamique chimique, S. 177ff. 1383.
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Auf der linken Seite steht aber nichts anderes als die oben festgelegte Affinitat.

Es ist also ﬂ

Ap 1= RTIn=E, (22)
T

Der hier betrachtete ProzeB II — I verlauft freiwillig nur dann, wenn 7 < T

ist. Da nun A4 positiv sein muB, gilt

[543 > Ty (fur T < T’) ,

oder in Worten: Die wegen T <C 1" instabile Modifikation hat einen gréBeren
Dampfdruck als die stabile. Allgemein ist die stabile Form immer durch den
kleinsten Dampfdruck gekennzeichnet.

Fiir den umgekehrten ProzeB I — II, der freiwillig nur bei einer Temperatur
grofer als T’ verlduft, gilt

A;spy=RTIn L. (22a)

I
Wegen des positiven 4 ist 7y hier groBer als ;. Im Falle 7; = 77; wird 4 = 0,
d. h. das System befindet sich im Gleichgewicht und die Affinitit ist verschwunden.

Das Glied (myv;r — 77;vp;) ist bei Umwandlungen fester oder fliissiger Stoffe
im allgemeinen so klein, dafl es neben A,, keine Rolle spielt. In solchen Fillen
sind die GréBen AF und 4G nahezu gleich. Es ist aber zu bemerken, da3 Glei-
chung (22) streng gilt; es ist ein Irrtum, der hiufig begangen wird, wenn man das
A, der vorhergehenden Gleichung als Affinitat anspricht, das Glied (7r; v;— 7177 v1)
als Kklein streicht und nun (22) als nur angenédhert giiltig betrachtet. Man
sieht, daBl auch in solchen Fillen die Rechnung iiber die Funktion G sach-
gemaBer ist. :

Wenn die Dampfdrucke ihrer geringen Differenz wegen nicht geniigend exakt
bestimmt werden konnen, bietet sich ein anderer Weg der isotherm-reversiblen
Umwandlung in der Verwendung der Loslichkeiten der beiden Modifikationen
in irgendeinem Losungsmittel dar. Diese seien ausgedriickt durch die Sittigungs-
konzentrationen ¢; und ¢;;. Indem wir also ein Mol von II gesittigt in Losung
gehen lassen, die erhaltene Konzentration ¢;; auf ¢; bringen und nun in Form
von I wieder auskristallisieren, kénnen wir die Rechnung genau wie oben fiithren,
wobei die den Gasgesetzen analogen Gesetze des osmotischen Druckes auftreten.
Wir erhalten c
As;=RTIn % usw. (23)

1
Da nun die Affinitit der Reaktion nicht von dem verwandten L&sungsmittel
abhéngen kann, so folgt, daB3 das Verhiltnis ¢;;/c; fiir verschiedene Mittel konstant
scin mubB, eine Folgerung, die sich in der Tat als richtig erwiesen hatl) (wenigstens
solange die osmotischen Drucke das ideale Gasgesetz befolgen).

5. Elektromotorische Krafte. LaBt sich der chemische Vorgang zur Her-
stellung eines reversibel arbeitenden galvanischen Elements verwenden, so gibt
die — leicht bestimmbare — elektromotorische Kraft E desselben sofort seine
Affinitit.

Die Umkehrbarkeit des Prozesses ist dann gewihrleistet, wenn die von dem
Element geleistete Stromarbeit gerade geniigt, um die wihrend des Strom-
lieferungsprozesses eingetretene Reaktion wieder riickgingig zu machen. LiBt
man ein Mol eines #-wertigen Stoffes sich umsetzen, so ist die erhaltene elektrische

Energie
A — nF « E (Volt-Coulomb) — 20540,
4187

1) J. N. BrRONSTED, ZS. f. phys. Chem. Bd. 55, S. 371. 1906.

nE(cal). (24)

10*
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Hier bedeutet F die Coulombzahl des Grammiquivalents. Im Falle des Gleich-
gewichts verschwindet E.

Diese Methode der direkten Affinitdtsbestimmung ist wohl die genaueste.
Treten bei der Reaktion gasférmige Komponenten auf, so dndert das nichts
an der Betrachtung. Man ersieht aber an diesem Beispiel besonders klar, daf3 die
zugleich geleistete Volumenarbeit der entstandenen Gase gar nicht in die Gré8e
der Affinitdt eingeht, die auch hier ausschlieBlich durch die elektromotorische
Kraft gegeben ist. Es liegt eben ein Fall vor, bei dem nur die Funktion G ver-
wendet werden kann.

6. Gasreaktionen. Die Behandlung von Gasreaktionen unterscheidet sich
von derjenigen kondensierter Stoffe im wesentlichen dadurch, daBl es zur
Charakterisierung der Ausgangs- und Endprodukte nicht geniigt, neben der fest-
gelegten Temperatur die am Umsatz beteiligten Massen anzugeben, sondern daf3
auch noch ihre Dichten (Konzentrationen oder Partialdrucke) von Bedeutung
sind. Das wirkt sich fiir den chemischen Umsatz dahin aus, daB hier nicht ein
einfacher Umwandlungspunkt vorhanden ist, sondern ein durch die Verinder-
lichkeit der Partialdrucke bedingter Gleichgewichtsbereich, dessen Verhalten
durch das Massenwirkungsgesetz geregelt ist. Wir wollen die Dinge hier nur
insoweit betrachten, wie sie fiir die Frage der Affinitit von Bedeutung sind.

Wir nehmen an, zwei Gase 4 und B reagieren miteinander und erzeugen
dabei wieder zwei Gase C und D; und zwar moge der Proze3 nach der Reaktions-
gleichung verlaufen

ad + bB =¢C + dD (a, b... Molzahlen, bei Gasen allgemein » bezeichnet).

‘Wir bringen nun beliebige, aber groBe Mengen von 4, B, C und D in einen gemein-
samen Raum und warten bei der konstant gehaltenen Temperatur T das Ende
der Reaktion ab. Die nun vorhandenen Partialdrucke der vier Stoffe, deren
keiner vollkommen verschwunden ist, betragen pl, $%5, pr und $5. Ein solches
System nennen wir einen Gleichgewichtsraum, mit dessen Hilfe wir nun einen
durch die Reaktionsgleichung molméiBig festgelegten Prozef3 reversibel und iso-
therm durchfithren wollen. Um die Ausgangsprodukte (¢ Mole der Art 4 und
b Mole der Art B), die getrennt in Behiltern enthalten seien, reversibel in unseren
Gleichgewichtsraum hineinbringen zu kénnen, miissen wir etwa mittels eines
Kolbens ihre willkiirlichen Anfangsdrucke p, und py zuerst auf die Drucke p/
und pp bringen. Hierbei gewinnen wir die Arbeiten

aRTIn 75;‘ und  bRTIn ﬁ? .
pa y

Nun kénnen wir die Gase vermittels Kolbens durch semipermeable Winde
in den Gleichgewichtsraum iiberfithren. Die beim Entstehen eines Mols Gas vom
System geleistete Arbeit bei konstantem Druck betrdgt R7'; hier verschwinden
nun a + b Mole; die insgesamt vom System geleistete Arbeit ist also gleich
—(a 4+ HRT.

Der Gleichgewichtsraum ist als so groB anzunehmen, daB die Hinzufiigung
der Mengen a4 und bB die Drucke im Innern nicht merklich dndert. Trotzdem
ist das Gleichgewicht als differentiell gestért zu betrachten, so dafi nunmehr die
Reaktion nach dem obigen Schema vor sich geht. Da sie ohne Volumenidnderung
verlduft, leistet sie keine Arbeit. Gleichzeitig lassen wir durch entsprechende
semipermeable Winde die Gasmengen ¢C und 4D unter ihren Drucken p¢
und ¢ in zwel mit Kolben versehene Zylinder treten. Die gewonnene Arbeit
betrdgt hier +(c + d)R7. Nach Trennung der Zylinder vom Gleichgewichts-
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raum bringen wir die Drucke ¢ und p% auf zwei andere, in unser Belieben ge-
stellte Drucke po und p,. Wir gewinnen die Arbeiten

¢RTIn P  wnd  dRTW P2,
pe Pp

Die bei dem gesamten ProzeB a4 + bB = ¢C + dD gewonnene Arbeit ist nun
Pats | PitE
potn”  PEDD
Die GroBe (—a — b+ c+d) = ~Zv stellt den UberschuB3 der Molzahlen
nach Beendigung des Prozesses gegeniiber den anfinglichen dar; der ganze
letzte Ausdruck ist also nichts anderes als die Arbeit, die der ProzeB3 leisten wiirde,
wenn man ihn direkt, d. h. ohne Umweg in einem GefiB sich abspielen lieBe,
wobei man lediglich das Volumen so regulierte, da die Anfangs- und End-
partialdrucke den oben benutzten gleich werden. Nach unseren allgemeinen

Betrachtungen haben wir diese GréBe von der reversibel gewonnenen Arbeit
abzuziehen, um die Affinitit 4 zu erhalten. Also bleibt in vereinfachter Schreib-

weise iibrig A = RT(SvInp, — Sving,). (25)

Die urspriinglichen Mengen im Gleichgewichtsraum waren nun ganz will-
kiirlich, und es hindert nichts, den Versuch mit einer anderen Fiillung, der die
Gleichgewichtspartialdrucke %, p%, p¢ und pp entsprechen, zu wiederholen.
Wir erhielten dann wieder die obige Gleichung, in der die $; durch $; ersetzt
wiren. Da aber die Affinitit 4 des Vorganges ganz unabhingig von dem
Zwischengefill sein muB, solange der Vorgang nur reversibel erfolgt, ist das nur

moglich, wenn Sying, = Syinp! — kK,
konstant ist, wo K, also die Bedeutung hat
B%::(?ZP%

¢ 44 >
\ p(}' ?’)D im Gleichgewichtsraum

Am:RT(ln )+(—a—b—{—c+d)RT.

(20)

und als Massenwirkungskonstante bezeichnet wird. Wir schreiben daher (25)
A = RT(DvInp, — InK,). (27)

Nun wollen wir uns durch eine Konvention noch von den willkiirlichen
GroBen p4pp usw. befreien. Genau so, wie wir als Masseneinheit immer das Mol
verwenden, wollen wir als Anfangs- und Endpartialdruck die Druckeinheit
(etwa 1 at) einfiihren. Die GréBen $,p5 . . . werden dann 1, und das erste Glied
der Klammer in (27) verschwindet. Unter der , Normalaffinitit einer Gas-
reaktion (Apom) verstehen wir zur Unterscheidung von der Affinitdt schlechthin
[nach (27)] immer den so reduzierten Ausdruck

Aporm = —RTInK,. (28)

Diese ist somit durch die Gleichgewichtskonstante vollstindig bestimmt.

Die ganzen Betrachtungen lassen sich ohne weiteres auf Reaktionen in ver-
diinnten Losungen ibertragen. An Stelle von Partialdrucken spricht man dann
lieber von Konzentrationen c,cg . .. und fithrt statt K, die Konstante K ein.
Auch hier macht man konventionell die Anfangs- und Endkonzentrationen zu



150 Kap. 2. K. BENNEwITz: Der NERNsTsche Wiarmesatz. Ziff. 7, 8.

1 (etwa 1 Mol pro Liter) und erhilt dann eine (28) analoge Gleichung. Zwischen
K, und K besteht die Beziehung?)

K, = Ky(RT)Z".

Es sei hier betont, daB die Formeln fiir Gase und Losungen die Annahme der
Gultigkeit der Gasgesetze und der Gesetze des osmotischen Drucks enthalten.

7. Heterogene Reaktionen. Einige von den soeben betrachteten Gasen,
etwa die Stoffe 4 und C, seien gesittigte Didmpfe, die mit ihrem Kondensat im
Gleichgewicht stehen. Es gelingt nun nicht, die betreffenden Dampfdrucke
(w4 und mg), solange noch ,,Bodenkérper' vorhanden ist, auf die zufillig im Gleich-
gewichtsraum herrschenden Gasdrucke 3 und p¢ durch Volumeninderung zu
bringen. Man kann aber unter den zahllosen Gleichgewichtseinstellungen im
Gleichgewichtsraum durch Massendnderung der Komponenten eine solche heraus-
suchen, bei der )y = 74 und pg = ;¢ ist; man macht das so, daB man auch in
den Gleichgewichtsraum Bodenkoérper derjenigen Stoffe bringt, die in den Aus-
gangs- oder Endkomponenten solche enthalten. Dadurch gelingt die reversible
Uberfithrung auch gesittigter Dampfe in den Reaktionsraum. Nunmehr ist in
der Gleichung (25) ¢4 = p4 und pi; = p¢ geworden, und die GroBen heben sich
heraus. Die Affinitdt wird nun

h
4 = RT(ln % — anp>. (29)
Allgemein fallen bei derartigen Reaktionen die Drucke der Stoffe heraus, die
zugleich in kondensierter Phase vorhanden sind. Die Gleichung (27) gilt also
auch hier, wenn man unter > '»In p, die nur gasférmigen Komponenten zusammen-
faBt. Das gilt indessen nur so lange, als das benétigte Gemisch im Gleichgewichts-
raum nach der Phasenregel noch moglich ist. Wiren z. B. Bodenkérper aller
Komponenten vorhanden, so miite nach der Vorschrift die Affinitdt in (29)
verschwinden; das ist auch der Fall, jedoch nur fiir eine ganz bestimmte Tem-
peratur, denn nur in einem singuldren Punkte ist phasentheoretisch eine derartige
Gleichgewichtsmischung moglich.

8. Beziehung zwischen der Normalaffinitit einer Gasreaktion und der
Affinitit im gleichen kondensierten System. Eine fiir das Spitere wichtige Be-
ziehung erhilt man, wenn man ein System einmal iiber die Kondensate, ein ander-
mal iiber die Gasphase reagieren l4Bt. Die Affinitit in ersterem Falle seil Acond-
Fiir den zweiten Fall verdampfen wir die Ausgangsprodukte unter ihren Dampf-
drucken 74 7p . . ., lassen nun die Reaktion in dem nur Gase geringeren Druckes
enthaltenden Gleichgewichtsraum reagieren und kondensieren die Endprodukte
unter ihren Dampfdrucken npzp ... wieder. Bei den Verdampfungs- bzw.
Kondensationsprozessen haben wir es offenbar mit Reaktionen unter konstantem
Druck zu tun, bei denen die Affinitat durch — AG auszudriicken ist. Da sich nun
die Funktion G hierbei nicht dndert, 4G also gleich Null ist, tragen diese Prozesse
nichts zur Affinitit bei.

Fir die Reaktion der gesdttigten Dampfe gilt aber nach (27)

Agas = RT(Xvlnzm, —InK,). (30)
Wegen des zweiten Hauptsatzes mull nun Aena = Ags sein, also
—RTIn K, = Anorm = Acona — RTZvlnn,,. (31)

1) Beziiglich der Umrechnung von Konzentrationen usw. siehe z. B.: F. POLLITZER,
Die Berechnung chemischer Affinititen nach dem NERNsTschen Wirmetheorem, S. 157.
Stuttgart 1912.



Ziff. 9. Abhiangigkeit der Affinitat von der Temperatur. 151

Die Normalaffinitit der Gasreaktion oder auch die Gleichgewichtskonstante ist
damit auf die Affinitdt im kondensierten System und die Dampfdrucke der
Reaktionsteilnehmer zuriickgefiihrt.

9. Abhingigkeit der Affinitit von der Temperatur. Die bisher betrachteten
Methoden der direkten Affinititsbestimmung aus Dampfdrucken, Lésungs-
tensionen, elektromotorischen Kriften und Gasgleichgewichten liefern jedesmal
nur den A-Wert fiir die Temperatur, bei der die Bestimmungsstiicke erhalten
sind. Um die ganze Skala der 4-Werte iiber ein gréferes Temperaturintervall
zu gewinnen, hitte man also diese Messungen in dem ganzen Bereich aus-
zufithren. Anstatt diesen, namentlich firr Gasgleichgewichte, mithsamen Weg
zu gehen, lehrt die Thermodynamik der ersten beiden Hauptsitze ein anderes
Verfahren.

Hierzu gehen wir auf die Gleichung (21b) [oder auch (21a)]

0A

A—«W:Tﬁ,

(211)

zuriick. Wir kénnen (21b) zwischen den Temperaturen 7, und T integrieren,
wobei T die Temperatur sei, bei der nach einer der obigen Methoden A, bestimmt

wurde. Wir erhalten
rif-a ¢ (4)

T _\r) W
I A
und nach Integration
T
T W
=Ay5 —T |5 2
d=dig T/ s 4T (32)
T,

Die GroBe W', die Warmeténung der Reaktion bei konstantem Druck, ist mit
den Molekularwdrmen der Ausgangsstoffe (C,) und denen der Endstoffe (C,)
durch den KircHHOFFschen Satz folgendermalBen verkniipft

T T
W =Wy + [(ZvCp— 2vCp)dT =Wy + [ SvC,dT, (33)
: 0 0

worin » die Molzahlen der betreffenden C, darstellen, nach denen sie sich gemaB
der Reaktionsgleichung umsetzen. Bei Benutzung von (21a) erhielte man iiberall
U’ an Stelle von W’ und die C, an Stelle der C,.

Die vorerst unbekannte Grofie Wy ist als gegeben zu betrachten, wenn man
ein einziges W’ bei der Temperatur T und den gesamten Verlauf aller beteiligten
spezifischen Wirmen von O bis T kennt. Damit ist dann nach (33) W' und
weiter nach Gleichung (32) 4 fiir das ganze Temperaturgebiet von 0 bis T
berechenbar.

Wihrend nun die experimentelle Bestimmung von W’- und C,- bzw. U’-
und C,-GroBen als immer moglich betrachtet zu werden pflegt, ist die Fest-
legung des A, in (32) mit den oben besprochenen direkten Methoden hiufig
unausfithrbar, und es entsteht die Frage, ob nicht die Elimination von 4, in (32)
durchfiihrbar ist. Hierzu bediirfen wir jedoch einer neuen Erkenntnis, die von
den beiden Hauptsitzen der Thermodynamik nicht geliefert wird, und die den
Inhalt des NERrNSTschen Theorems ausmacht.
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II. Aufstellung des Nernstschen Theorems.

a) Kondensierte Systeme.

10. Integration der Heimuortzschen Gleichung. Die zu lsende Aufgabe
ist die Darstellung der Affinitit lediglich durch solche Gréfen, die durch rein
thermische Messungen ermittelt werden konnen. Den Ausgangspunkt bilden
wieder die Gleichungen (21a) und (21b)

Y
und
- 2(%4)
A— W= T(-(ﬁ, - (21b)

Wegen des vollig symmetrischen Baues beider kénnen wir uns der Einfachheit
halber auf die Betrachtung einer derselben, etwa der ersteren beschrinken. Die
Ergebnisse kénnen dann ohne weiteres auf die andere Form iibertragen werden.
Fiir die praktische Anwendung ist der Unterschied beider Formen wohl zu be-
achten.

Man pflegt diese Gleichungen unbestimmt zu integrieren, wobei dann eine
unbestimmte Konstante auftritt; durch nachtrigliche Festlegung der Grenzen
erhilt diese dann einen ganz bestimmten Wert. Wir wollen den anschaulicheren
Weg gehen und sogleich zwischen den Grenzen 0 und T integrieren, wobei wir U’
zerlegen in Uj -+ (U’ — Uy), um Konvergenz des Integrals zu erreichen. Es
folgt dann

;’l' T
Alr (U /U’—~U{,
Ho—— P A et
[} 0
oder
7
A (A)_U() <U> U —Uu;
T \T)= T~ 70‘_/ T
[}
oder
T
o ‘U — U (A—U’) _
A_UO—T/ T+ (520 T (34a)
[}
bzw.
T
, W — W (A~W’ -
A:WO—T/ 75 dT—}—\—Tf—r)OI. (34b)

0

Die Integrationskonstanten, die wir J, und J, nennen wollen, haben also die

Bedeutung 4 U oA
]? = ( “kTi)o N <57T>D(T=o) 32}

Jo= (14_#)0 - (i%)mw ' B3b)

und
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Fiir das Spitere konnen die Indizes v und $ wieder unterdriickt werden. Die
Bestimmung des Wertes dieser Konstanten ist auf Grund der zwei Hauptsitze
nicht méglich.

NERNST erkannte, dal man, um hier weiterzukommen, sich vorerst auf
gewisse Spezialfille beschrinken miisse. Der bei Ausdehnung idealer Gase und
4 o4
A T 0T’
hat zur Folge, da8 (ﬁ)o unendlich wird, wenn man der Erfahrung gemi8 A,

Vermischung verdiinnter Losungen auftretende Fall U’ = 0, also

einen endlichen Wert beilegt. Dies Resultat ist véllig unbefriedigend, weil es
far endliche Temperaturen gemif (34a) zu einem unendlichen Werte von A4
fiahrt. Der zweite Fall 4 = U’ gibt fiir T > 0 sofort eine eindeutige Losung
<%>T>0= 0. Dieser Fall ist nun immer realisiert, wenn es sich um Systeme mit
temperaturunabhédngigen Kriftefunktionen handelt, mit einer gewissen An-
niherung aber auch bei solchen chemischen und elektrochemischen Vorgingen,
bei denen nur reine feste oder fliissige Komponenten mitwirken. Als besonders.
auffillig erschien es, dafBl diese Gleichheit von 4 und U’ sich um so besser erfiillt
zeigte, bei je tieferen Temperaturen diese GréBen bestimmt wurden. Als Beispiel
hierfiir sei das DanieLLsche Element erwidhnt, bei dem A4 und U’ schon bei
Zimmertemperatur so nahe einander gleich werden, da8 sie fiir die Berechnung
der elektromotorischen Kraft ohne weiteres durcheinander ersetzt werden
konnten. ]

Wenn auch der fiir alle Temperaturen als streng aufgefaite Ansatz 4 = U’,
den THOMSEN und BERTHELOT vertreten hatten, sicher unrichtig ist, so hatte er
allem Anschein nach um so mehr Berechtigung, je mehr man sich dem Nullpunkt
der Temperatur niherte, so daBl der SchluB: 4, = Ujfiir kondensierte Systeme —
und nur von solchen soll zunéchst die Rede sein — strenge Geltung haben konnte.

0
Diese Gleichsetzung besagt indessen fiir die GroBe J = ((7?‘)0 nur, daf} sie endlich

(einschlieBlich Null) oder unendlich von kleinerer Ordnung als 1/7 sein mul.
Aber es laBt sich ein anderer Schlufl daraus ziehen. Wenn nimlich ge-
setzt wird

4= Uj, (36)
a ’
dann wird ,A> = A- U) = -O—, und dieser unbestimmte Wert ergibt nach
0 0 T /o O
¢U’
T oT
bekannten Methoden: T oder
oT 0
-6
¢T)o \éT)o oT /o 3

NERNST macht nun entsprechend dem Befunde, daB die anndhernde Gleich-
heit von A und U’ auch noch bei hoheren Temperaturen besteht, die weiter-
gehende Annahme, daB sich die betreffenden Kurven im Nullpunkt nicht nur
schneiden, sondern sogar tangieren. Die Forderung lautet also

(%%)0: (%)0' (8)
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Mit (37) folgt dann sofort
(6/1) _ o
F) 0 - (39)

J=

Also: Die Integrationskonstante [ verschwindet fiir kondensierte Reaktionen,
eine Behauptung, deren Folgerungen sich priifen lassen.

11. Zur Axiomatik des Nernsrschen Theorems. Die eigenartige Ver-
kniipfung der GréBen 4 und U’ rechtfertigt eine kurze axiomatische Untersuchung
der Sachlage, die wir hier geben wollen.

Die urspriingliche (heuristische) Fassung des Theorems durch NErnsT!) um-
falte die zwei notwendigen und hinreichenden Aussagen (36) und (38). Erst
danach wurde sie durch die einfache Aussage (39) ersetzt, die tatsichlich den ge-
samten Inhalt des Theorems wiedergibt.

Man koénnte geneigt sein, aus der Gleichung (37) zu schlieBen

(%)o: 0. (40)

( 81;) endlich oder Null ist, andernfalls kénnte

a 4
<§?) =00 — 00, also in Anbetracht desGrenziiberganges vor (37) unbestimmt sein.
0

Weiter kann man (36) ersetzen durch: A4, ist endlich (einschlieBlich Nuli)
oder durch: Uy ist endlich (einschlieBlich Null), was hier nicht bewiesen werden
soll. Schliellich kann man das Theorem noch in einer anderen Form aussprechen,
die wir hier ableiten wollen. Wir wollen nimlich setzen

lim <( A) lim <6U/> (41

T=0 oT o b T=0 (T )

worin b eine unbestimmte positive Konstante ist. Hier bedeutet der Ausdruck

limes, daB die Gleichung noch in unmittelbarer Nachbarschaft des absoluten

Nullpunktes gelten soll. [In Gleichung (38) braucht das nicht der Fall zu sein!]
Durch Differentiation von (21a) erhalten wir
au’ 024

o T e

und mit (35)

indessen ist das nur erlaubt, wenn

(42)

In der Umgebung von T = 0 diirfen wir (42) in (41) einfithren

{OA T 624
6T b 0T

lim
T=0

und integriert

0A
lim [c - = Konst. - T”}
=0 LC T

<5A) —0
éT/)e

1) W. Nernst, Uber dic Berechnung chemischer Gleichgewichte aus thermischen
Messungen. Gottinger Nachr. 1906, S. 1; Berl. Ber. 1906, S. 933

oder
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Damit ist bewiesen, daB (41) mit (39) identisch ist. Wiirde man in (41) das Minus-
zeichen durch ein Pluszeichen ersetzen, so folgte auf gleichem Wege

28~ ()
0T/ T Joo

Gleichung (41) spricht aus, daB die A- und U’-Kurven den Nullpunkt auf ver-
schiedenen Seiten der Horizontalen verlassen; der entgegengesetzte Fall wiirde
gerade zu der falschen Losung van ’T Horrs fithren. Die {ibliche Schreibweise

04

des Theorems: lim (ﬁ) = lim (%Ljff) ist also nicht korrekt; faBit man den limes

in dem oben erwihnten Sinne auf, so ist sie sogar falsch; soll sie indessen nur den
Inhalt der Gleichung (38) geben, so ist sie zwar richtig, aber unvollstindig, inso-
fern als daneben noch Gleichung (36) bestehen mu8, um den Inhalt des Theorems
zu erschopfen.

Der NERrNsTsche Satz a8t sich also in mehrfacher Form aussprechen. Um
die Ubersicht zu erleichtern, geben wir ein Schema. In jede horizontale Reihe
von (43) sind Ausdriicke aufgenommen, die vollig gleiche Aussagen enthalten
und beliebig durcheinander ersetzbar sind. Die Aussagen der ersten Reihe sind
inhaltlich die engsten; die der zweiten Reihe sind inhaltlich weitergehend und
haben die der ersten zur Folge. Die Gleichung der dritten Reihe ergibt in Kom-
bination mit einer solchen der ersten oder a fortiori mit einer der zweiten Reihe
den vollstindigen Inhalt des Theorems. Die vierte Reihe endlich enthilt Aus-
sagen, deren jede fiir sich das Theorem ausspricht.

I. Ay = Uj; A, ist endlich; Uj ist endlich,

0U’) ) (6/1) . . .

11 < T )= 0; 5T ist endlich (einschl. 0) ,
04 oU’

i <‘6—T>o: <6T>o’ (43)
04\ <A — U’) o . <6A> 1 .. <6U’>

A I e rmer) = T3 \er

(wo b eine nicht bestimmte positive
Konstante ist.)

Das Nernstsche Theorem (39) oder (44) wird in der Thermodynamik ebenso
dogmatisch eingefithrt, wie es mit den beiden ersten Hauptsitzen geschieht.
Seine Rechtfertigung erhilt es erst durch die Bestitigung seiner Folgerungen,
und diese lauten in allen bisher untersuchten Fillen positiv. Es hat deshalb
mit vollem Recht die Bezeichnung eines dritten Hauptsatzes erhalten, auch
wenn es sich in seiner urspriinglichen Form nur auf reine kondensierte Stoffe
bezieht.

12. Die Affinitat kondensierter Systeme. Indem wir das Theorem auf
Gleichung (34) anwenden, erhalten wir

T

, UI_ !
A=Up— T/ g T (44)

0

(fiir reine kondensierte Stoffe giiltig), wobei U’ und Ug wieder durch W’ und W
ersetzt werden konnen, was bei kondensierten Systemen praktisch dasselbe ist.
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Damit ist die Affinitdt 4 auf rein thermische (kalorische) GroBen zuriickgefiihrt.
Man kann hierin noch ersetzen:

T T
U —Uy= [Xnc,dT und W' —Wy= [ nc,dT,
0 0

indem die Molzahlen kondensierter Stoffe durch » ausgedriickt werden. Gleichung
(44) kann noch in andere Formen gebracht werden, die hiufig benutzt werden
und bisweilen von Vorteil sind. Durch partielle Integration erhdlt man

T T
, 1 (oU’ , /ﬁch,,n
A=U" — T/—f(ﬁldfr =U" — T.,. TdT
0 b
oder auch 7 r (45)
, 1 (oW’ o D NCpy .
A=W — T/T( aT)pciT— U — T./TdT,
b ]

eine Form, die direkt die spezifischen Wéarmen enthilt. Weiter ergibt sich aus
dem Umstande, daB das Integral in (44) an der unteren Grenze verschwindet,
die Moglichkeit, einfach seine untere Grenze zu streichen. Die Integration fithrt

dann sofort zu
T T

7 W/
4= — /Tsz:—f/TZdT, (46)

worin also formal nur die obere Grenze einzusetzen ist und nicht etwa Null als
untere. Uberblickt man den hier gegebenen Ubergang von (44) zu (46), so scheint
mir die Frage!) nach dem wahren Wert der unteren Grenze in (46) keinen phy-
sikalischen Sinn zu haben. :

Die Ermittlung der Affinitit reiner kondensierter Reaktionen ist somit
zuriickgefithrt auf die Bestimmung der Molekularwirme aller reagierenden Sub-
stanzen von T bis zum absoluten Nullpunkt herab sowie einer Wirmeténung
der Reaktion zwischen Null und 7. Die erstere Forderung scheint unerfiillbar
zu sein; indessen ermdéglicht die Entwicklung der Quantentheorie kondensierter
Stoffe, insbesondere das DEBYEsche 73-Gesetz, die Bestimmung der spezifischen
Wirmen bereits in gut erreichbaren Gebieten abzubrechen und-durch Extra-
polation zu vervollstdndigen. Diese Dinge, ebenso wie die zahlreichen Be-
stidtigungen des Satzes, werden an anderer Stelle?) behandelt.

b) Die Affinitdt der Systeme mit Gasphasen.

18. Die Reaktionsisochore der Gasreaktionen. Der Versuch, die Affinitit
einer Gasreaktion, Apum, In gleicher Weise wie bei kondensierten Systemen
auf ausschlieBlich thermische Daten zuriickzufiihren, gestaltet sich wesentlich
schwieriger und fithrt zu Uberlegungen ganz anderer Art. Zwar kann man
Gleichung (21b) auch hier ohne weiteres verwenden und fiir 4 die Affinitit
einer Gasreaktion entweder in der allgemeinen Form (27) oder der speziellen (28)

einfithren. [Man hat bei Benutzung von (27) fiir Bildung des Ausdruckes (“;)
CiL/p

zu beachten, daB die GroBen p4pp . . . bei dem Ubergang von der Temperatur T’
1) A. Byk, Phys. ZS. Bd. 20, S. 505. 1919.
%} S. Artikel Sivox ds. Handb. Bd. X.
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zu T + dT als Konstante zu behandeln sind.] In beiden Féllen erhilt man iiber-
einstimmend die wichtige Beziehung

dIn K,
Wigas = RT? — 7, (47)

die nach NERNST als Reaktionsisochore bezeichnet wird. Ersetzt man g,
durch Wogas + (W'gas — Wigas) , so ergibt die Integration zwischen den Grenzen
Null und T ’

/7 SRy el ’
0Ogas 1 / Wgas - WOgas

InK,=— + = | ———-—""4dT -} Konst., (474a)

RT "R, e
0

und die Erweiterung mit — RT fithrt unter Beriicksichtigung von (28) zu
P
’ W,a - W/ as
Aporm = — RTINK, = Wgas — T/JLT—z,OLdT +Jes T, (48)
b

eine Gleichung, die bis auf das letzte Glied vollstindig analog der fiir kondensierte
Reaktionen giiltigen (44b) ist. Aber gerade dieses letztere Glied bildet eine
wesentliche Schwierigkeit. Zwar ist gemil der allgemein giiltigen Beziehung (35)

9 Ry
auch hier Jg,s = ( A) ; aber iiber die wahre GroBe von ((C?T konnen wir bei
. 'T/o

éT/o

Gasen auch heute noch nichts Sicheres aussagen; insbesondere wissen wir nicht,
. 6A

ob das NERNSTsche Theorem auf Gase anwendbar ist, ob also etwa <\> =0

0

oT

auch hier gilt. Das hieriiber entscheidende Experiment steht zur Zeit noch aus.

Die Frage, warum sich die Ausfithrungen der letzten Ziffern nicht ohne
weiteres auch auf solche Reaktionen ausdehnen lassen, bei denen Gase im Spiele
sind, 148t sich erst beantworten, wenn wir den Ubergang zu den Gasen wirklich
vollzogen haben. So viel aber kénnen wir aus dem Bisherigen entnehmen, daB
es mit dem Umstand zusammenhingt, daB der Begriff der Affinitdt bei Gasen
vieldeutig ist, insofern die Anfangs- und Enddrucke noch willkiirlich festgesetzt
werden kénnen. Dieser Umstand fiihrte uns auf den Begriff der ,,Normalaffinitat*,
Wiirde man an Stelle dieser den Begriff einer ,,Sittigungs‘‘affinitit der Gas-
reaktion einfithren, bei der also die Anfangs- und Enddrucke gleich den Sittigungs-
drucken der betreffenden Bodenkérper sind, so wire diese gleich der Affinitat der
kondensierten Reaktion, und die Frage wire gel6st. Aber damit ist praktisch
wenig erreicht, da wir ohne Kenntnis der Dampidrucke noch nichts, z. B. iber
die Lage des Gleichgewichts, aussagen kénnen. Erst die Einbeziehung der Dampf-
drucke in die Affinitdt 16st die praktisch vorliegende Aufgabe, und gerade die
innige Verschmelzung dieser Dinge fithrt zu {iberraschenden Erkenntnissen.

14. Die Craustus-CrapEvronsche Gleichung. Wir greifen auf das in Ziff. 4
angestellte Gedankenexperiment zuriick, bei dem wir ein kondensiertes System
einmal direkt reagieren lieBen, ein andermal zuerst verdampften und die Reaktion
in den Gasraum verlegten. Fiir die Affinititsbilanz fallen die Verdampfungs-
bzw. Kondensationsprozesse fort, weil die AG derselben Null sind, und zwar
einzeln, nicht etwa nur in Summa. Hierin liegt etwas Befremdendes, da doch
ein so durchgreifender ProzeB wie eine Aggregatinderung sich in irgendeiner
Weise in der Rechnung bemerkbar machen miiBte. Tatsichlich ist dies auch
der Fall, wie nun gezeigt werden soll.



158 Kap. 2. K. BENNEWITZ: Der NERNSTsChe Warmesatz. Ziff. 14.

Betrachten wir die Verdampfung als Reaktion und wenden wir die Grund-
A
formeln (13a) AG = AW +'T (%L;,—G) auf den VerdampfungsprozeB einer
»
Komponente an, so ist also 4G = 0 zu setzen. Es bleibt, wenn wir hier AW
als die Verdampfungswirme 1 bezeichnen:

tMG)
Allgemein gilt fiir diesen Vorgang wegen AG = 0 unabhingig von T
4G (MG)
a(4G) = (W)pdT + <~—a—p— po =0
oder ey __(od6) (%) "
T e = "\ ap Jo \oT) e (50)
0 .

Die GroBe (%)JG bedeutet nun als Anderung des Druckes auf der Sittigungs-

kurve nichts anderes als dn/dT, die totale Anderung des Dampfdrucks mit der
Temperatur. Also wird (50) unter Beriicksichtigung von (12b)

(&AG) _ ) d
8T Jo 2T W yT
und mit (49): :
d
=T (0, — ). (51)

Wir haben damit die CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung erhalten, und das ist
tiir das Verstdndnis der oben aufgeworfenen Frage bedeutungsvoll. Die Behand-
lung des Verdampfungsvorganges nach Art einer Reaktion fithrt zwar nicht zu
einem Beitrag der Affinitdt, wohl aber zu einer Aussage iiber die Dampfdrucke,
d. h. zur Kenntnis gerade derjenigen GroéBen, die gemaB (30) und (31) die Briicke
zwischen der Affinitdt Ay,nq In der kondensierten Phase und der Normal-
affinitit 4., bilden. Ganz Entsprechendes gilt fiir die Kondensationsvorginge.
Um die Dampfdrucke 7 zu erhalten, hat man (51) zu integrieren. Da man
jedoch die GréBe (v, — v,) als Temperaturfunktion in Strenge nicht kennen wird,
ist hier eine Vernachlidssigung schwer vermeidbar. Wir wollen die Dampfdrucke
als so klein betrachten, daB wir erstens das Volumen »; des Kondensats neben
dem v, des Gases vernachlidssigen und zweitens auf v, das Gesetz der idealen
Gase anwenden diirfen. Ubrigens ist eine Beriicksichtigung weitergehender
Zustandsgleichungen durchaus moglich?). Es folgt aus (51):

dl}lip_ A

aT — RT 52)
Die wie oben ausgefithrte Integration ergibt
r
Do A [h—dy )
hlﬂ:_ﬁ:‘?‘f/ 'T'Z*Odl'rzy (35)

1) S.z.B. W.NERn~sT, Grundlagen des neuen Wiarmesatzes, S. 108, Halle 1924 ; T. Sivox,
ZS. f. Phys. Bd. 15, S.310. 1923; A. EuckeN, E. Karwar u. F. Fr1ED, ebenda Bd. 29,
S. 4. 1924.
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wobei alle konstanten Glieder in die Integrationskonstante ¢ einbezogen sind.
An Stelle 2 — 1, kann man auch setzen

T
A—1lp= f(cpz — ¢p)dT . (53a)
0

15. Die Normalaffinitit der Gasreaktionen. Nunmehr kénnen wir die Bilanz
ziehen. Die Reaktion iiber die Gasphase liefert nach (30)
Agas = RTZvlnn,, — RTInkK,.
Das erste Glied ist durch (53), das zweite durch (48) gegeben. Setzen wir
ﬂlA"}— bl‘{B—ClC—dll):Z'sz } (54)

und @iy big — cip — dip = Svi,,

so folgt "

’ o ar . ’ O
Agas = WOgas ’—Z 'Vlov - Tj _T'é [_(Wgas —Z ’Vl,,) WOgas Z"

¢
4 T(Jgas + R viy) .
Da weiter nach dem ersten Hauptsatz gilt

W/gas_Z'Vlv = Wond, (543)
so wird

A gas — WE) cond —

[Mk‘lddT—{— T(Jgus + RX73,) .

Dagegen liefert der Reaktlonsweg iber die kondensierte Phase nach (44)

T
/ Wf( nd — W6 kond
Acona = Wf)cond - T/ M"—O?*

0

aT;

da wegen des zweiten Hauptsatzes Az = Axona Sein muB, folgt
]gas: —_RZV’[V7 (56)

d. h. die Integrationskonstante der Normalaffinitit oder auch die GroBe (%)
]

einer Gasreaktion unter Normalbedingungen ist gleich dem aus den Dampfdruck-
konstanten gebildeten Ausdruck — R>vi,.
Damit wird (48) unter gleichzeitiger Einfithrung der Molwéirmen
T

Anorm: W(l)gas’_ T dT [Z C dT RT S"‘WV: (57)
0 0

und die Normalaffinitit bei Gasen ist auf thermische GroBen der Gasphase und
Dampifdruckkonstanten zuriickgefiihrt.

Der Reaktionsweg iiber die kondensierte Phase ist nun unabhingig davon,
ob man ihn iiber feste oder fliissige Komponenten leitet. Von dem Gaswege muf3
dasselbe gelten ; ob also die GréBen 4, herrithren von einem Ubergange fest = Gas
oder fliissig = Gas, mu8 fiir sie belanglos sein. D. h. aber, daB Sublimation und Ver-
dampfung einer Komponente durch die gleiche Konstante 4, gekennzeichnet sind.
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Weiter erkennt man, daB auch die Modifikation des Stoffes keine Rolle
spielt. Eliminiert man aus der Gleichung (22) fiir die Umwandlungsaffinitat
zweier Modifikationen die Dampfdrucke = mit Hilfe von (53) und seien ¢ und ¢’
die diesen Modifikationen entsprechenden Dampfdruckkonstanten, so ergibt
eine kurze, der obigen Rechnung #hnliche Uberlegung, da8 als Konstante nun-
mehr ¢ — ¢' auftritt. Da die Reaktion aber auch im kondensierten System ver-
laufend gedacht werden kann, wobei sie nach dem Theorem eine Konstante 0
erhilt, so folgt sofort: ¢ =1'.

Da somitdie ¢ den Komponentenlediglich in chemischer, nicht in physikalischer
Beziehung zugeordnet sind, werden sie nach NERNST ,,Chemische Konstanten
genannt.

Es sei anldBlich neuerdings aufgetauchter Bedenken?) noch folgendes hinzu-
gefiigt. Sollte das NErNsTsche Theorem fiir kondensierte Stoffe nicht vollig zu
Recht bestehen, so hdtte man (55) mit (34b) zu vergleichen und erhielte statt (56)

]gas = Jkond — RZV";M (56&)
eine Beziehung die nur die beiden ersten Hauptsitze voraussetzt. Auf diese
Dinge wird an anderem Ort?) eingegangen. Wir wollen bis zur Kldrung der Frage

n (56) festhalten.
16. Die Affinitdt heterogener Reaktionen. Gleichung (57) bezieht sich auf
reine Gasreaktionen, bei denen Bodenkorper nicht vorhanden sind. Verliuft
jedoch die Reaktion heterogen so fithrt eine einfache Uberlegung zu der Form

Aheterogen = Wf)heterogen - [ /27’ C + Z n Cpn dT RTZ"’ by, (5 7a)

worin sich die Summatlonen ZV auf die nur als Gase vorhandenen Teil-
nehmer, >'n auf die zugleich als Kondensate auftretenden bezieht, wihrend
Wineterogen die Warmefunktion im heterogenen System bedeutet.

Sind alle Teilnehmer als Bodenkérper zugegen, so verschwinden die >'v, und
es resultiert die fiir kondensierte Systeme giiltige Gleichung (44b). Insbesondere
sei bemerkt, daB eine chemische Konstante immer nur bei reinen Gaskomponenten
auftritt.

c) Die chemische Konstante,

17. Die experimentelle Ermittlung der chemischen Konstanten. Es
handelt sich nun darum, die GréBen ¢ wirklich zu ermitteln. Hierzu wollen wir
(53) in der ausfiihrlicheren Form schreiben

T
;\10 dT ) -
Ins C,—c)dl + 1.
nmg = RT_’_R/T!/( ») (58)
0 0
Die Gleichung ist aus (52) durch bestimmte Integration entstanden; die GréBe ¢
Ao . .
ist somit nichts anderes als (ln7 -+ ﬁf) ein Ausdruck, der nach der klassischen
Auffassung gleich —oo + o0, also unbestimmt wird.

Aber auch bei endlichen Temperaturen ist die GroéBe ¢ nicht angebbar,
und zwar aus folgenden Griitnden. Wihrend die Molekularwdrme des Konden-
sates, ¢,, bei T = 0 erfahrungsgemiB und in Ubereinstimmung mit der Quanten-

1) A. Evuckex u. F. Friep, ZS. f. Phys. Bd. 29, S. 36. 1924.
2) S. hierzu Artikel Simox ds. Handb. Bd. X.
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theorie fester Kérper in solchem Grade gegen Null konvergiert, daB ihr Beitrag
im Integral der Gleichung (58) verschwindet, ist eine solche Konvergenz fiir die
Molekularwirme eines Gases, C,, bisher weder experimentell feststellbar, noch
auch quantentheoretisch unbedingt erforderlich, héchstens moglich.

Man kann nun zwei Wege zur Losung dieser Schwierigkeit gehen; entweder
man stiitzt sich lediglich auf die vorliegenden Erfahrungen und erhilt so ein-
deutig verwertbare Resultate, deren theoretische Interpretation indessen nur in
gewissem MaBe moglich ist; oder man ist zu einer neuen Hypothese, der sog.
Gasentartung, gezwungen, die zwar ein viel homogeneres Bild liefert, jedoch
sich bisher der experimentellen Bestdtigung hartnickig entzogen hat.

Wir betrachten zunéchst die erste Losung. Der Versuch lehrt, daB3 die Mol-
wiarme der einatomigen Gase sich mit sinkendem 7 hinlinglich genau dem
Werte 3 R ndhert. Nimmt man diesen Wert als den wahren Endwert an, so
kann man setzen

Cp,=Cp, + Cp =4 R+ C} (zunichst fiir einatomige Gase), (59)
worin also C+ den von der Temperatur abhingigen Bestandteil bedeutet. Von
letzterem soll weiter angenommen werden, da3 er — wie bei Kondensaten — hin-
langlich schnell gegen 0 konvergiert, so daB sein Beitrag fiir die untere Grenze
des Integrals in (58) verschwindet. Fiir Temperaturen, bei denen weder Cj
noch ¢, merklich sind, 148t sich dann (58) schreiben

b 5 .
—«RT—l—?lnT—{—t (60)

(fiir einatomige Gase bei tiefen Temperaturen)

Inm =

Die Konstante ¢’ unterscheidet sich (schon wegen des Gliedes 4 In7) von der
GroBe 2, aber sie ist jetzt zweifellos endlich und bestimmbar, wie der Einsatz
einer endlichen Temperatur erkennen 1i8t. Auch die GréBe A5 hat durch (59)
nach dem ersten Hauptsatz eine ganz bestimmte GréBe erhalten, ndmlich

iy
l{,:l——g—RT—f(C’T—cp)dT. 61)
0
Fir hohere Temperaturen gilt dann
T
kg 5 1 [dT , ., 62
lnn———ﬁ—{——zlnTﬁ-E/ﬁ (CT——CI,)CZT—{—%. ( )
o6 0

Bei zweiatomigen Gasen mit starren Molekeln ist der klassische Grenzwert
der Molwirme C,, gleich 3 R. Also gilt fiir diese, entsprechend (59), (61) und (62)

Cr=%tR+Cp, (63)
4 =4—3RT — [(C}—c,)dT, (64)
0
und ; TdT T
N 1 __/ o 65
Inz=— %+ T+ R/T{ (Ch—c,)dT +1d". (65)
0 0

Nun wissen wir aber, daBl bei tiefen Temperaturen dieser erste klassische
Grenzwert von ¢ R durch Verlust der Rotationsenergie, also zweier Freiheits-
grade, unterschritten wird und ein neuer Grenzwert von 4 R auftritt; mit anderen
Worten: jedes zweiatomige Gas verhilt sich bei hinreichend tiefen Temperaturen
wie ein einatomiges. Nennt man die dieser Rotationsenergie entsprechende

Handbuch der Physik. IX. 11
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spezifische Rotationswirme pro Mol Cp, so ist in diesem Temperaturgebiet statt
(63) zu setzen C,=4R+ (Cat CP. (63a)
Das ist aber vollstindig analog der Gleichung (59), wenn wir C% durch (Cg -+ C%)

ersetzen. Fithren wir diese Substitution auch in (61) und (62) durch, so ergibt
sich

T
lg:l—%RT—f(CR+C§<—cp)dT (64a)
und
Inm = — % C + Cf —¢c,))dT + 4" (65a)
RT T 2 ?

Nimmt man nun eine so hohe Temperatur 1? an, daB der klassische Grenzwert
% R vorhanden ist, so miissen (64) und (64a) bzw. (65) und (65a) gleich werden.
Aus dieser Gleichsetzung folgt'

=X +[CRdT RO (66)
@

v *1—1—Inﬁ+RﬁfCRdT+ /&dT (67)

und

Es zeigt sich also, daf je nach der Wahl des unteren Grenzwertes Cp,, die in
gewissem Sinne in unser Belieben gestellt ist, verschiedene Werte nicht nur fiir ¢,
sondern auch fiir 4, erscheinen. Die fir (57) benétigte GroBe ¢ ist also nicht
eindeutig definiert, solange nicht eine Angabe {iber die zugrunde gelegte Form
der Molwirme gemacht wird. Man unterscheidet so chemische Konstanten,
bezogen auf den einatomigen (¢) und den zweiatomigen (i'") Zustand. Auch auf
mehratomige Molekiile 148t sich dies Verfahren verallgemeinern.

Die Mehrdeutigkeit verschwindet aber fir Gleichung (57) sofort, wenn

1. die Grofien ¢, .

2. die Groflen C,, T

3. Wigs, ermittelt aus Wigas »—/ZvvadT,

i)

simtlich nach demselben Ansatz, etwa (59), (63) oder (63a) bestimmt werden.
Die Wahl ist indessen nur insoweit freigestellt, als der gewahlte Ansatz C, an
der Stelle der Bestimmungstemperatur noch richtig wiedergibt, was fiir (59)
oder (63a) in allen bekannten Fillen zutrifft, fiir (63) jedoch unter Umstdnden
nicht. Das hier verfolgte Verfahren beruht also im wesentlichen darauf, dall man
die Umgebung des Nullpunktes fiir die Berechnung gewissermalen ausschaltet.
Man kann nunmehr (57) allgemein die Form geben:

T T
ar
Anorm = W{)gas } VC Th’lT T/ /ZVCTdT RTZVi, , (68)
0 q
wobei zur Bestimmung der ¢+’ zu benutzen ist:
T T
A4 i Cy, ar .
Ing = — BT Ié’l TTR/]ZQ/(CT—cp)dI 47, (69)
0 0
zur Bestimmung von W, : T

Wieas = Wia — SnC,, — /' > Ch dT. (70)

0
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Die Bestimmung von 7’ aus (69) erfordert neben der Kenntnis des gesamten
Verlaufs von Cp und ¢, die Messung mindestens zweier Dampfdrucke (zur
Elimination von ;). AuBerdem ist Wi, bei einer beliebigen Temperatur
zu bestimmen. Damit ist Ayem oder auch K, vollstindig festgelegt. Trotz
der Benutzung fiktiver Werte fiir C,, ist (68) absolut streng (bis auf die Benutzung
der Gasgesetze).

18. Die theoretische Bedeutung der chemischen Konstanten. Die Abhingig-
keit der GréBe ¢ von der Wahl des C,-Ansatzes 148t erkennen, dal sie nicht
durch rein thermodynamische Betrachtungen gewonnen werden kann, daB also
trotz der Beziehung (56) ein Analogon zum NERNSTschen Theorem [yona = 0
bei Gasen nicht ohne weiteres existiert.

Um so bedeutungsvoller erscheint es, daB eine Klirung der Frage auf ganz
anderem Wege, nimlich unter Hinzuziehung kinetisch-statistischer Betrachtungen
gelungen ist. Als einer der ersten kam O. STERNY) zu einer brauchbaren Lésung,
indem er an Hand eines molekularmechanischen Modells fiir ein Verdampfungs-
gleichgewicht eine auf der klassisch-kinetischen Theorie beruhende Dampfdruck-
formel aufstellt und nachtriglich das Kondensat nach den Vorschriften der
Quantentheorie behandelt. Er erhilt auf diesem Wege fiir die Konstante, die
gewdhnlich als ,,theoretische chemische Konstante® ¢ bezeichnet wird, bei ein-
atomigen Gasen: - -
'=1In @am) R _ In (Z’Z>Zki
‘T o AN/ e
(m Masse des Molekiils, M Molekulargewicht, 2 BorrtzmManNsche Konstante,
h Prancksches Wirkungsquantum).

Die Erfahrung lehrt, daBl dieses ¢ mit dem aus (69) ermittelten ¢’ (fiir
Cp, = % R) tatsichlich in einer Zahl von Fallen praktisch identisch ist; ein Be-
weis, daB wenigstens in diesen Fillen das zugrunde gelegte Modell wesentlich
zutrifft.

Die Eigenart der STERNschen Ableitung liegt darin, da3 das Gas selber nicht
nach quantentheoretischen Ansitzen behandelt wird, sondern erst bei so hoher
Temperatur eingefithrt wird, daB eine klassische Behandlung als berechtigt er-
scheint. Im Gegensatz dazu haben schon frither und auch spiterhin mehrere
Autoren?) den Versuch gemacht, das Gas selber zu ,,quanteln”. Beziiglich der
Einzelheiten dieser Untersuchungen wird auf die Artikel SCHRODINGER und
SMEKAL dieses Handbuchs Bd. X und IX verwiesen.

Fast alle diese Autoren erhalten fiir ¢* (einatomig) den Wert (71), trotzdem
die eingeschlagenen Wege recht verschieden sind; durch ein konstantes Glied

%m M (71)

unterscheidet sich das Ergebnis von NERNST (ln i) , was jedoch heute als be-
e

langlos anzusehen ist. Somit ist der Wert (71) als gut gesichert zu betrachten.
Des weiteren haben STERN sowie EHRENFEST und TRKAL entsprechende Werte
fiir mehratomige Molekiile auf statistischer Basis abgeleitet und erhalten

V' =1 4+ In(x fiilr zweiatomige Gase,
(]) g } 72)

" =1 + $In(«]J) fur dreiatomige Gase,

1) O. SterN, Phys. ZS. Bd. 14, S. 629. 1913.

?) H. TETRODE, Ann. d. Phys. Bd. 38, S. 434; Bd. 39, S. 255. 1912; O. SACKUR, Nernst-
Festschrift 1912, S. 405; Ann. d. Phys. Bd. 40, S. 67. 1913; P. SCHERRER, Géttinger Ber.
1916, S. 154; W. NERNsT, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 18, S. 83. 1916; M. PLANCK, Berl. Ber.
1916, S. 653; E. Bropy, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 79. 1921; P. EHRENFEST u. V. TRKAL, Ann.
d. Phys. Bd. 65, S.609. 1921; K.F. HERzFELD, Phys. ZS. Bd. 22, S. 186. 1921; A. EINSTEIN,
Berl. Ber. 1924, S. 261; 1925, S. 3, 18; M. PLANCK, ebenda 1925, S. 49.

11%*
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2
——Zz k (oder
wenigstens angendhert nach STERN-EUCKEN), « = %:;—: (nach EHRENFEST
und TRKAL; ¢ Symmetriezahl). Wegen der nicht ganz eindeutigen Festlegung
dieser Werte?) ist eine experimentelle Prifung zur Zeit erschwert; immerhin
scheinen sie von der Wahrheit nicht allzu weit entfernt zu liegen.

Betreffs der einatomigen Gase sei noch folgendes bemerkt. Die Anwendung
der Quantenregeln auf diese kann heute noch nicht mit Bestimmtheit formuliert
werden; infolgedessen glaubte man, die STERNsche Betrachtungsweise als denen
der anderen Autoren iiberlegen hinstellen zu sollen. Wenn man aber beachtet,
daB die Entropiekonstante des STERNschen Gases die GréBe % enthilt, so sicht
man, daB es sich auch hier um das Residuum eines ,,Quantengases’ handelt.
Die bei Quantelung der Gase durch die anderen Autoren unvermeidliche und
nicht nachpriifbare Willkiir ist bei STERN einfach in das Verdampfungsmodell
verschoben worden.

Nun haben neuerliche Berechnungen von F. Simon?2), K. WoHL?) und
anderen gezeigt, daB der Wert ¢ sich in einigen Fillen mit den aus (69) ermittelten
¢’ einwandfrei nicht deckt. Da nun (69) wenigstens bei kleinen Drucken als streng
glltig zu betrachten ist, kann (71) nur den Charakter einer — bisweilen recht
genauen — Niherung haben. Beziiglich der Einzelheiten dieser Fragen sei auf
den Artikel SimoN ds. Handb. X verwiesen.

Die Betrachtungen der Ziff. 17 haben ergeben, daf die GréBen 7 und Z,
von dem Ansatze fiir C, abhingig sind. Ob die zugrunde gelegten Grenzwerte
reell sind oder nur fiktiv, spielt dann keine Rolle, wenn es sich lediglich um die
Aufstellung einer exakten Dampfdruckformel handelt. Fiir eine rationelle
Losung hitte man indessen statt eines willkiirlichen Ansatzes fiir C,, den wahren
Verlauf der Molwarme des Gases bis zum Nullpunkt herab einzusetzen. Da aber
iber diesen experimentell nichts bekannt ist, so ist man auf Erwidgungen all-
gemeiner Art angewiesen.

worin J das mittlere Trigheitsmoment der Molekel ist und « =

III. Erweiterung des Theorems und Folgerungen.

a) Die Gasentartung.

19. Erweiterung des Theorems auf Gase. Das NErNsTsche Theorem ist
bisher nur fiir kondensierte Stoffe als giiltig postuliert worden; ob es sich auch
auf Gasreaktionen direkt anwenden 148t, dariiber sagt das Vorangegangene gar
nichts aus. Tiir die Integrationskonstante der HELMHOLTZSChen Gleichung gilt
zwar nach (56) die Beziehung: [gs= — R >'»4,; da aber die i, nur fiktive
GroBen sind und vom Ansatz fiir C, abhingen, ist damit {iber den wahren Wert
von Jgs noch nichts gesagt.

Wenn das NrrRNsTsche Theorem aber den Anspruch auf ein Naturprinzip
im Sinne der Hauptsitze erhebt, so sollte es auch bei Gasen nicht versagen.
Schon der Umstand, daB eine Fliissigkeit mit Umgehung des kritischen Punktes
kontinuierlich in ein Gas iiberfithrbar ist, 148t die Frage auftauchen, wo denn bei
diesem Ubergange die Grenze fiir die Giiltigkeit des Theorems anzusetzen ist.
Zwingender indessen sind Uberlegungen aus der Quantentheorie heraus, nach
denen die fiir sie charakteristischen Impulsinderungen der Molekiile auch bei

1) S. z. B. A Evckex, Ergebn. d. exakt. Naturwiss. Bd. I, S. 155, 1922.

%) F.Smvox, ZS. f. phys. Chem. Bd. 110, S. 572. 1924.

3) K. Wonr, ZS. f. phys. Chem. Bd. 110, S. 166. 1924.
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zwischen Winden eingeschlossenen Gasen auftreten und jedenfalls keinen wesent-
lichen Unterschied zwischen kondensierten und Gassystemen aufzustellen er-
lauben. So wird man denn unmittelbar zur Folgerung gefiihrt, den Giiltigkeits-
bereich des Theorems nunmehr auch auf Gase auszudehnen. Es handelt sich dann
darum, die aus dieser Verallgemeinerung herzuleitenden Folgerungen zu ziehen.
Wir postulieren also mit NERNST: Auch fiir Gasreaktionen soll gelten

(%)Mas —o. (73)

%)0 = Jgas i5t, so ergibt (56) sofort
Zvi,, =0.

Da aber die 1, vollig unabhdngig veneinander sind (einzelne 7, kénnen z. B. durch
Kondensation zum Verschwinden gebracht werden), folgt, daBl sie einzeln Null
werden miissen. Also i =0. (74)

Da nun nach (35) (

Weiter gilt nach (49) fir jede Komponente

oAG dA
b= (Tr)Z Ter
Daraus folgt bei T =0
A —<T0A> =0 (75)
0T\ ¢T/e

Schlielich folgt wegen Wge — Wicna = 2v 4,
W(l) gas — Wb kond - (76)

Damit geht die Gleichung der Gasreaktion (48) vollstindig in die der konden-
sierten (44) iber, nur daB in ersterer die Molwirmen der Gase zu benutzen sind.
Formal ist dadurch vollige Homogenitét erreicht, und die chemischen Konstanten
sind verschwunden (74). Da indessen nun die wahren C, zu benutzen sind,
uber diese aber nichts bekannt ist, so ist ein praktischer Gewinn damit nicht
erzielt.

Gleichwohl bedeutet dieser von NERNST getane Schritt eine erhebliche
Vertiefung unserer Naturauffassung. Da nidmlich mit der Annahme (73) nicht
jeder beliebige Verlauf von C, vereinbar ist, so enthilt sie einige Aussagen iiber
die Eigenschaften der Gase, die man nach NERNST unter der Bezeichnung ,,Gas~
entartung’ zusammenfaBt. o4

Der Umstand, daB bei der bisherigen Betrachtungsweise <ﬁ>0 fir Gas-

reaktionen nicht verschwindet, sondern sogar wegen des Gliedes >»C,TInT
in Gleichung (68) unendlich wird, ist darauf zuriickzufiihren, daB das Gesetz
der idealen Gase als bis zum Nullpunkt herab giiltig apgenommen wurde. Be-
trachtet man etwa die isotherme Ausdehnung eines einzelnen Gases, so erhilt
man unter Benutzung des Gasgesetzes fiir die maximale Arbeit

Vg
A= —}-/pdszTln& oder i—Alenk,
Uy oT A
V1

eine GroBe, die fiir T = 0 keineswegs verschwindet. Die Forderung, daB3 das
NERNSTsche Theorem unmittelbar auf Gase anwendbar sei, bedingt also die Not-
wendigkeit einer Revision der Gesetze idealer Gase.
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Hierzu bieten sich zwei Wege dar. Einmal kann man versuchen, die Er-
fahrungskomplexe, die am kondensierten System mit Hilfe der Quantenvor-
stellungen gewonnen wurden und insbesondere das Verschwinden der spe-
zifischen Wirmen betreffen, auf die Gase zu {ibertragen, d. h. sie zu quanteln.
Auf diesem Wege ist ein groBer Teil der obengenannten Forscher!) vorgegangen.
Da jedoch diese Gedankenginge der Thermodynamik an sich fern liegen, sei hier
von einer Wiedergabe der einzelnen Theorien abgesehen und auf den Artikel
SMeRAL ds. Handb. verwiesen. Insbesondere aber ist eine experimentelle Ent-
scheidung zwischen den so erhaltenen, voneinander abweichenden Resultaten
heute noch nicht méglich und tiberhaupt unwahrscheinlich.

20. Thermodynamik der Gasentartung. An Stelle dessen wihlen wir einen
anderen Weg?), der zwar nicht zu expliziten Ausdriicken fithrt, dagegen alle die
charakteristischen Merkmale vereinigt, zu denen die speziellen Behandlungs-
weisen fithren. Die so erhaltenen Ergebnisse gehen nur so weit, als sie experimentell
priifbar sind.

Die Fragestellung lautet: Welche Gestalt muBl die Zustandsgleichung idealer
Gase annehmen, damit sie mit den drei Hauptsidtzen der Thermodynamik nicht
in Konflikt gerdt? Wir denken speziell an einatomige Gase; da aber nach unseren
Erfahrungen bei hinreichend tiefen Temperaturen alle Gase sich thermisch ein-
atomig verhalten, liegt darin keine Beschrdnkung.

Als einziger der Thermodynamik fremder Ansatz wird eine Beziehung be-
notigt, die zwischen rein mechanischen Zustandsgréflen des Gases besteht,
unabhingig vom Gleichgewichtszustand und insbesondere vom MAXWELLschen
Verteilungsgesetz ist und die die Temperatur explizite nicht enthilt. Hier erweist
sich als geeignet die aus dem Virialtheorem folgende Gleichung

pv=3U. (77)
{v Molvolumen des Gases, U kinetische Energie—=Gesamtenergie.) Diese Beziehung
soll also auch im Entartungszustand immer streng erfillt sein. Es sei hier ein-
gefiigt, daB in allen speziellen, auch den neuesten quantentheoretischen Behand-
lungen der Gase sich diese Beziehung als tatséchlich erfiillt erwiesen hat, wie z. B.
EinsTEIN®) hervorhebt.

Wir zerlegen (77) in die zwei Gleichungen (@ Funktion)

U=3Rep(T,v) und pv= Re(T,v). (772)

Betrachtet wird eine isotherme Ausdehnung von v; auf v,. Es ist

y N
A z/pdv: R/?—(—T’v) dv,
W

v

also

/6A\ . /“ 697) éy T TT . 3 r 1
\WcafT)kav (6‘T A und U ' =U; — Uz_ERL(p]Q.
Es muB3 nun gelten (wegen des ersten und zweiten Hauptsatzes)
. CA)
A-U = I<5T,v
oder s v
Y gy - 2R = 8@) dv
R!/ dv 4+ 2 Riql = RTA/ (a' =

1) S. T'ulinote Ziff. 18.
2y K. Bexnewirz, ZS. f. phys. Chem. Bd. 110, S. 725, 1924,
3) A, FINsTEIN, Berl. Ber. 1924, S.264.
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Differentiation nach der oberen Grenze liefert

3,59 _ o
P30 = Tor

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung ist

@ = Tw(%) (78)

U3
worin C eine Konstante, ¥ eine willkiirliche Funktion bedeutet. Fiir y liefert
der dritte Hauptsatz die Bedingung

cAy , 6w>dv
(ﬁ)ro* R/(”’*Ta'f "

.

vy 7=0
oder
( T a”’) 0
’ R ==
G 0T/r=0 ) (79)
Durch Einsetzen von (78) in (77a) wird erhalten:
I
U= > RTy Tot und pv= RTy Tl (80)

als Energie- und Zustandsgleichung eines idealen Gases, das den drei Haupt-
sitzen geniigt, wobei die Bedingung (79) erfiillt sein muB.

Die Funktion v sowie die Konstante C kann explizite nur durch spezielle
quantentheoretische Ansitze gewonnen werden. In diesem Punkte weichen die
einzelnen obenerwihnten Theorien voneinander ab; in der Form (80) und (79)
stimmen sie samtlich iiberein. Damit ist nun das ganze Verhalten des Gases
hinreichend festgelegt, um einen allgemeinen Schluf zu gestatten. Man erhilt
zunichst fiir die chemische Konstante ' [entsprechend (62)]

0
- S e 5t [0, 95 _c
"= |In Ry(0) — > InC ?jl— Ry)(O)_/lnx P dx|, wo K= (81)

Sie stellt sich im wesentlichen dar als ein Integral der spezifischen Wirme, das
indessen schon bei tiefsten Temperaturen praktisch konstant wird, so daB ein
Beitrag zu seinem Inhalt nur in diesem Temperaturgebiet merklich ist.

Weiter ersieht man aus (80), daB die Funktion v in Bereichen, in denen die
Gase sich klassisch verhalten, also bei groBem T oder v, den Wert 1 erhilt oder
anders ausgedriickt: mit verschwindendem Argument nihert sich v der 1. Ein
iberhaupt nicht entartendes Gas wire also durch das Argument 0 firr alle T
oder v, also durch C = 0, gekennzeichnet. Tragen wir dies in (81) ein, so wiirde
fir ein solches Gas, da das erste und dritte Glied endlich ist, das vierte wegen
C, = Konst. verschwindet, folgen: ¢ = co. Damit wiirde aber der Dampfdruck
bei beliebigen endlichen Temperaturen unendlich werden. Diesem unmdoglichen
Resultat entgeht man nur, wenn man der Konstanten C einen endlichen Wert
beilegt, also eine durch (79) und (80) gekennzeichnete Entartung fordert.

Die Endlichkeit des Dampfdruckes bedingt notwendig die Entartung der
Gase; unter diesen Umstinden ist das NerNsTsche Theorem aber auch unmittel-
bar auf Gase anwendbar, es gilt somit ganz allgemein.
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21. Folgerung aus der Gasentartung. Uber den Mechanismus der Ent-
artung ist damit jedoch noch wenig gewonnen; nur das eine steht fest, daB sie
ihre Wurzel in der Quantentheorie hat. Man kann nun zwei Gesichtspunkte
vertreten. Einmal betrachtet man ein kriftefreies, also wirklich ideales Gas,
dessen Molekiile bei den StéBen untereinander oder an Winde sprungweise
Impulsinderungen erleiden. Alle diese Ansitze fithren zur Gleichung (71), die
als Parameter nur das Molekulargewicht enthilt, wie leicht verstindlich ist.
Beriicksichtigt man andererseits aber auch die zwischen den Teilchen wirksamen
VAN DER WaALsschen Krifte, so muB Gleichung (71) eine Erweiterung erfahren,
insofern jetzt mehr Parameter auftreten, als welche z. B. Verdampfungswirmen
oder andere mit diesen Kriften verkniipfte GréBen in Betracht kommen kénnen.
Das steht aber ganz in Ubereinstimmung mit dem empirischen Befunde 1), der be-
sagt, daB zwischen den Abweichungen der chemischen Konstanten von ihrem
theoretischen Wert, also der GréBe ¢ — «' und den Verdampfungswirmen, ein
gewisser Parallelismus vorhanden zu sein scheint.

Gleichung (81) zeigt, daB eine Anderung.der Temperaturfunktion von C,
auf den Wert von 7' von Bedeutung ist. Eine wirkliche Berechnung wiirde in-
dessen erst dann moglich sein, wenn die oben fiir ideale Gase angestellten Be-
trachtungen auf reale ausgedehnt wiirden, was zur Zeit noch aussteht.

b) NEernsT-PLANCK sches Theorem.

22. Erweiterung des Theorems durch Pranck. Das NErNsTsche Theorem,
als gewonnen aus Affinitdtsbetrachtungen an Reaktionen, handelt urspriing-
lich nur von Differenzen gewisser ZustandsgréBen in zwei Zustinden. M. PLANCK?)
ging nun einen Schritt weiter, indem er die Gleichung (39)

R e T B o

0T)o oT orT
in je zwei Gleichungen
oF, 6’G1>
(7“1;) 0... und (ﬁ 0%0
JF . cG\ . .
zerlegt. Beachtet man, dal — (ﬁ) ebenso wie _(6' T> die Entropie darstellt,
? P

so lautet die neue Forderung:

S =0. (82)

Der NerNsT-PLANCKsche Wirmesatz lautet also: Beim Nullpunkt besitzt

die Entropie eines jeden chemisch reinen, homogenen festen oder fliissigen Kérpers
den Wert 0. aS

(&2,

T
r x

S = // —c]—f—dT und analog S = /%’;dT. (83)
0 0

Wenn aber die Entropie fiir endliche Temperaturen endliche Werte behalten
soll, dann miissen die spezifischen Wirmen am Nullpunkt in hinreichend hoher
Ordnung mit T verschwinden. Wihrend die NERNsTsche Fassung verlangte,
daf die gesamte Wirmekapazitdt des Systems bei ciner Reaktion am Nullpunkt

1) . Smiow, ZS. f. phys. Chem. Bd. 110, S. 572. 1924.
2) M. Praxck, Thermodynamik, S.269. Leipzig 1911.

Damit folgt sofort aus
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sich nicht dndert, daB also die Koppsche Regel von der Additivitit der Atom-
warmen fiir T = 0 streng erfilllt sei, wird hier gewissermaflen eine Begriindung
dieses Verhaltens geben. In thermodynamischer Denkweise kénnte man vielleicht
das Zutreffen der NerNsTschen Forderung, dal ndmlich die Wirmekapazititen
der verschwindenden und entstehenden Stoffe gleich werden, ungezwungen nur
so deuten, daB sie gleich 0 werden. Die historische Entwicklung zeigt aber, daB
eine solche SchluBweise anfinglich durchaus nicht nahe lag. Heute sind diese
Fragen entschieden, nachdem die theoretische und experimentelle Ausbeute
der Quantentheorie eindeutig die engere PLaNCKsche Fassung und somit a fortiori
die weitere NERNsTsche als zu Recht bestehend erwiesen hat.

Die Form (41) des NErNsTschen Theorems 148t sich ebenfalls auf die PLANCK-
sche Erweiterung iibertragen. Da A =F, — F, =G, — G,und U’ = U, — U,
= W, — W, ist, folgt aus (41)

1 <6F> 11_ (6‘U> PR <6G> 1 lim <0W)
AT bra\ar/). "¢ NGTh T T pe\eT
oder 1 1
;iiré S, = —b_zlvmé Co und %iilg Sp= 03 ;iil(l) Cp- (84a)

Auch diese Form ist ein eindeutiger Ausdruck des NERNST-PLANCKschen Theorems
und gleichbedeutend mit (82). Die positive Konstante b bleibt thermodynamisch
unbestimmt. Die DEBvEsche Theorie der festen Korper lehrt, daf fiir diese
b =3 wird.

Es entsteht nun die Frage, ob die an sich einleuchtende PLANCKsche Fassung
auch experimentell bestétigt ist. Was die spezifischen Warmen betrifft, so ist es
unzweifelhaft der Fall. Affinitdtsbestimmungen sind offenbar nicht dazu geeignet,
zwischen beiden Fassungen zu entscheiden; wohl aber hat man geglaubt, aus
gewissen Eigenschaften des Einzelkdrpers Entscheidungen hieriiber treffen zu
koérmen'). Indessen zeigt eine nihere Betrachtung, daB hier die Nerwnstsche
Aussage vollig geniigt. Wir wollen dies in folgendem zeigen.

c) Folgerungen aus den beiden Fassungen des Theorems.

23. Spannungskoeffizient und Ausdehnungskoeffizient. Wir betrachten
zuerst den Spannungskoeffizienten; die beiden ersten Hauptsitze geben fiir ihn:

(5).= (-

Hierauf wenden wir zuerst die Prancksche Aussage (83) an und erhalten:

T \ T ) )
(8- [ o - et - (- €.,
0

oder ( -

ép
ﬁ)v(T:O) =0. (85)

Also: der Spannungskoeffizient verschwindet beim Nullpunkt.

1) Z. B.: CrL. SCHAEFER, Theoret. Physik Bd. II, S. 317. Berlin 1921.
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In ganz analoger Weise folgern wir fiir den Ausdehnungskoeffizienten aus
(61}) B (8 S) .
ﬁ‘ P - % T )

T T
dv . 4 (8%) _ (821)) _(61}) (61})
(aT),,—‘“/T WTdT—JF/aTz'vdT— aT) ~ \6T =0

0 0

oder Jv
(E_T)m'r:o) =0 (86)

Also: der kubische Ausdehnungskoeffizient verschwindet beim Nullpunkt.

Die Ergebnisse (85) und (86) sind nun durch die Erfahrung in weitem MaBe
bestdtigt worden, insbesondere wurde das Verschwinden des Ausdehnungs-
koeffizienten von GRUNEISEN bereits vor Aufstellung der Beziehung (82) ex-
perimentell gefunden. Sie sind eine Folge davon, daB die Integrationskonstante
in (83), Sy, verschwindet. Tatsichlich ist diese Forderung aber gar nicht nétig,
es geniigt, daBB S, eine absolute Konstante ist, um zu (85) und (86) zu gelangen;
aber gerade das ist der Inhalt der NErNsTschen Form, im Gegensatz zu dem
Resultat der beiden ersten Hauptsitze, nach denen S, noch Funktionen von »
oder 4 sein kénnen.

Um das zu zeigen, werde eine isotherme Ausdehnung eines homogenen

Korpers betrachtet. Die maximale Arbeit ist gegeben durch A :_/ pdv. Die

Anderung von 4, die eintritt, wenn derselbe ProzeB zwischen den gleichen
Grenzen bei einer um 47 hoheren Temperatur verlduft, ist
Vs

edy [ 5;5)

<5T)v = / (ﬁ A
Fir den absoluten Nullpunkt soll das nach NErxsT Null werden. Das kénnte

)

nun so sein, daB <£,>v

annimmt. Da aber die Grenzen v, und v, ganz beliebige sind, so ist sein Ver-
schwinden nur méglich, wenn

als Funktion von v neben positiven auch negative Werte

op _
(6T>D(T:o>7 0 (852)
ist.

Etwas umstandlicher ist der Nachweis, daB8 auch der Ausdehnungskoeffizient
in der NERNsTschen Fassung verschwindet. Die Ausgangsgleichung ist die gleiche

y &
in partiell integrierter Form: 4 = [pv]} — /vd;b. Fiir den Ubergang zur benach-

Y2
barten Temperatur werden jetzt die Anfangs- und Enddrucke als Konstanten

behandelt. Zur Bildung von <ZI;
A =F, —F,, sondern von A = (F| + pyvy) — (Fy - pyvs) = G, — G, aus-
zugehen, und erhilt dann:

) hat man also gemaB Gleichung (20) nicht von
)

yZn

N L

o N

by
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Durch den gleichen SchluB wie oben folgt nunmehr:

&v)
(37 ) 0. (86a)

Man kann iibrigens auch anders verfahren, indem man die Gleichungen
(%)T: T(S?)v_ $ und (%I/;)T: v — T(%‘),, iber v bzw. p integriert und
(21a) bzw. (21b) einfilhrt; man gelangt dann ohne weiteres auf den oben be-
schrittenen Weg.

Somit sind die Beziehungen (85) und (86) als Folgen bereits der NERNSTschen
Fassung nachgewiesen und kénnen nicht als Stiitze der PLANCKschen Form dienen.

24. Verallgemeinerte Folgerungen aus dem Theorem. Man kann die
letzten Betrachtungen verallgemeinern, indem man sie auf solche Vorgédnge
ausdehnt, bei denen Arbeiten nicht nur durch Volumeninderung geleistet werden.
Ist ein Vorgang auBer vom Volumen noch von anderen Parametern abhingig,
so kann man ansetzen

A=K,dw, + Kydw, + --- + pdv,
U’ — kydw, - kydiwyt - (p Ta§_> } (87)
Fiir die Faktoren gilt dann nach (21a)
0K, .
Koy —kp=T ;55 (87a)
das NErxsTsche Theorem verlangt, dal
(), (i4) - 8o |
0T Jr=0 0T \¢w,Jo 0w, \0T/o
(83)

und <6k) 0 <6U) é (6U> _,
0T Jr=0 0T \dw,)o ¢éw, \0T/)o

wird. Statt v in (87) kénnte man auch $ als Parameter wihlen.

Wird die Oberfliche eines Kérpers um dw, = d0 vergroBert, so ist der zu-
gehorige Faktor K, gleich der Oberflichenspannung x. Aus (88) folgt sofort,

do
daB ( 3 T) = 0 wird. Der Faktor &, ist die beim Verschwinden der Oberflichen-
einheit ohne Arbeitsleistung auftretende Wiarmeenergie; diese wird nach (87a)
und (88) beim Nullpunkt gleich der Oberfliichenspannung.

FlieBt durch die Kontaktstelle zweier Metalle mit der thermoelektrischen
Potentialdifferenz ¢ die Elektrizititsmenge de, so ist Kdw = ede die geleistete
Arbeit, T ( 7 T) d e die dabei auftretende Peltierwiarme. Wegen (88) gilt ( T) =0.

Erzeugt ein magnetisches Feld der Stirke H =1 in einem Korper ein
magnetisches Moment M, so ist die durch Wachsen des Feldes um 4 H geleistete

0 . s .
Arbeit Kdw = M dH ; wieder gilt ( A];{) = 0 oder auch: die Suszeptibilitit wird
0
bei tiefer Temperatur von dieser unabhingig.

Alle diese Sitze vom Verschwinden der Temperaturkoeffizienten gewisser
IntensititsgroBen beim Nullpunkt als direkte Folgen des Theorems sind durch
d1e Erfahrung ) gut bestatigt. Sie lassen sich beliebig vermehren, und zwar immer

1) G. WieTzeL, Ann. d. Phys. Bd. 43, S. 605. 1913; W. H. KeesowMm, Phys. ZS. Bd. 14,
S. 674. 1913; E. OosTERHUIS, ebenda Bd. 14, S. 862. 1913.
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dann, wenn es sich um grundsitzlich reversible Vorgdnge mit thermischen Be-
gleiterscheinungen handelt.

Nun gibt es in der Natur noch Arbeitsvorginge, die anscheinend frei von
solchen thermischen Wirkungen sind, etwa die AuBerungen der Gravitations-
krafte, der Couromsschen Krifte usw. Man kann diese mit NErRNST?) in der
Weise dem obigen Schema einordnen, dal man ihre ,,charakteristische Tem-
peratur®, ndmlich diejenige, bei der U’ und 4 merklich verschieden werden, als
so hoch ansieht, daB bei allen experimentell erreichbaren Temperaturen immer

noch (g—;l,) = 0 erfilllt ist. Der damit gegebene neue Gesichtspunkt ist von

hohem theoretischen Interesse, soll aber hier mangels experimenteller Beweise
"nicht ndher besprochen werden.

d) Prinzip vonder Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes.

25. Aufstellung des Prinzips und seine Aquivalenz mit dem NernsT-PLanck-
schen Theorem. Die Einreihung des Theorems in die thermodynamischen Haupt-
sdtze 148t es wiinschenswert erscheinen, seine Form derjenigen der anderen Haupt-
sdtze anzupassen. In diesem Bestreben wurde NERNST?) zur Formulierung des
Prinzips von der Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes gefithrt. Es lautet:

,,Es darf keinen in endlichen Dimensionen verlaufenden ProzeB geben, mit
Hilfe dessen ein Korper bis zum absoluten Nullpunkte abgekiihlt werden kann.*

Hieran kniipft sich ein ganzer Komplex von Fragen, der eine lingere Dis-
kussion verschiedener Autoren3) zur Folge gehabt hat. Um diese etwas verwickel-
ten Dinge zu {ibersehen, wollen wir folgende drei Fragestellungen scharf von-
einander trennen:

a) Ist das Prinzip der Unerreichbarkeit des Nullpunktes (UP.) ohne weiteres
zuriickfithrbar auf den zweiten Hauptsatz (II. HS.), oder bedarf es dazu noch
weiterer Annahmen?

b) Ist das NErRNsTsche Theorem (Th.) ohne weiteres zuriickfithrbar auf das
UP. oder bedarf es hierzu noch weiterer Annahmen?

¢) Ist das Th. zurickfithrbar auf den II. HS. unter Zuhilfenahme der Er-
fahrungstatsache des Verschwindens der spezifischen Wirmen (C-Forderung)?

Zu a) Der NEerNsSTsche Beweis benutzt einen CarNoTschen KreisprozeS,
dessen obere Isotherme bei der kleinen, aber endlichen Temperatur ¢ und dessen
untere Isotherme bei T" = 0 verlduft. Da nun ein Wirmeiibergang weder auf
den Adiabaten noch auf der Isotherme T = 0 stattfinden kann (letzteres wegen
der zwar einschriankenden, aber kaum bestrittenen Aussage: 4, — U, = Q = 0),
so wiirde bei diesem Prozesse die ganze aus dem Reservoir 7 entnommene Wirme
in Arbeit verwandelt, was dem II. HS. widersprechen soll. Daraus wird ge-
schlossen, daf ein solcher KreisprozeB unméglich ist, daB vielmehr der Nullpunkt
durch eine Adiabate nicht erreicht werden kann, also iiberhaupt unerreichbar ist.

Dieser Schluf3 erscheint mir nicht zwingend. Der I1. HS. behauptet, daB die
bei einem CARNOTschen Kreisproze3 maximal gewinnbare Arbeit 4 = (), Tl—TT—E ,

1
wobei ¢y die von dem wirmeren Reservoir 7' abgegebene Wirmemenge bedeutet.
Setzt man T, = 0, so wird 4 == Qy; d. h. aber, daB die ganze Wirme aus dem
Reservoir T in Arbeit verwandelt wird. Dieses Resultat kann nicht im Wider-

1) W. NErNsST, Grundlagen d. n. Warmesatzes, S. 181. Halle 1918.
) W. NErNsT, Berl. Ber. 1912, S. 134.

3) H. A. LorExTz, Chem. Weckblad 1913, S. 621; P.Czuxkogr, Verh. d. D. Phys. Ges.
Bd. 16, S. 486. 1914; M. Poraxvi, ebenda Bd. 16, S. 333. 1914; Bd. 17, S. 350. 1915; A. EIN-
STEIN, Solvay-Kongre3 1911.

[
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spruch zum II. HS. stehen, da es ausschlieBlich aus ihm gewonnen wurde. Damit
fillt aber auch die Folgerung der Unmoglichkeit eines solchen Prozesses fort.

Um nun zu untersuchen, in welcher Aussage das Unerreichbarkeitsprinzip
iiber den Inhalt des II. Hauptsatzes hinausgeht, wollen wir es zuerst fiir den
Fall der adiabatischen Ausdehnung eines festen K&rpers streng formulieren.
%) dv+ ”d T folgt bei einem adiaba-
tischen ProzeB (4s = 0) fiir die einer VolumenvergroBerung Av entsprechende
Temperaturerniedrigung —A7T':

—AT == (%)Av (89)

Aus der allgemeinen Beziehung ds = (

Die Unerreichbarkeit des Nullpunktes ist dann gewdhrleistet, wenn — AT (p_gy=0

5
fiir jedes beliebige positive oder negative Av ist, d. h. also, wenn [%— <Z§ ) JT o
v vld=

verschwindet. Wir entwickeln die Energie U an der Stelle T = 0 nach T':
oU c2U cU
7 2 — 2 3
s (D)4 58 e s (Y e
Dann folgt durch Integration von (8) nach Art von (34a):
U oF

F— U-(f)T(lnT 1nT)+<ﬁ

c
e _p7e _ s
c¢T/o >0T bT 7T"'

<

und weiter

FARAR
éf v__oﬁ‘ (3'[/)

= (nT — 1nT)—%<J

N QD
Slg

sl Grh= Gl + 27+ ()

Endlich ist

U 8U> ,
Cp = 6T_<T 4+ 20T +3cT2.
Also wird T <6?>

¢, \0T/»

ENE o [(oU\ (OF 3 <ac>

(OU) + 26T T2
ﬁo +SC

Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen dies fiir T = 0 verschwindet.
Zuerst konnen wir das Glied mit (In7 — InT,) als identisch verschwindend

0
streichen. Ist nunmehr < 6?) endlich, so verschwindet der ganze Ausdruck (91).

Dieser Fall entspricht der klassischen Anschauung, nach der ¢, am Nullpunkt
endlich bleibt; hierfiir ist also das Unerreichbarkeitsprinzip erfiillt. Lassen wir
indessen ein Verschwinden der spez. Wirme zu, so wird der Ausdruck fiir T = 0:

<l e)

20
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Da nun & nicht unendlich ist, U und F aber sehr wohl von » abhingen werden,
kann das nur verschwinden, wenn

ist (%) 0o (g;) 0 (92)

Diese Gleichung stellt also die allgemeine Bedingung fiir die Giltigkeit
des Unerreichbarkeitsprinzips dar. Sie ist notwendig, aber auch hinreichend;
sollten niamlich {iberdies auch die b, ¢ ... Null sein, so iiberzeugt man sich leicht,
daBl das Verschwinden des Ausdrucks dadurch nicht in Frage gestellt wird.

Ganz entsprechend verlduft die Rechnung, wenn wir an Stelle einer adiaba-
tischen Ausdehnung einen andern geeigneten Vorgang, etwa eine Sublimation
oder eine chemische Reaktion, betrachtet hdtten. Das Unerreichbarkeitsprinzip
1aBt sich also aus dem II. Hauptsatz herleiten nur unter der dariiber hinaus-
gehenden Bedingung (0—[]) = ((3—6) . Diese stellt aber bereits einen Teil des

0T/o \0T)o
NEerNsTschen Theorems dar (Tangierungsforderung).

Zu b). Nunmehr lassen sich die Fragen unter b) und c) ohne weiteres be-
antworten. Das NErRNsTsche Theorem geht insofern tiber die Aussage des Un-
erreichbarkeitsprinzips hinaus, als es iiberdies verlangt

(%) =o. @)

Wir erhalten also das Schema:

II. Hauptsatz + Tangierungsforderung (92)

Unerreichbarkeitsprinzip + C-Forderung (93)

NEeRrnNstsches Theorem.

Zu c). Daraus folgt sofort, dal — entgegen der Ansicht mancher Autoren —
das NErNsTsche Theorem sich nicht aus dem II. Hauptsatz unter Hinzunahme
des Verschwindens der spez. Wiarmen herleiten 148t. Im {ibrigen verweisen wir
auf Ziff. 11 [Gleichung (43)], deren Resultate mit dem hier gewonnenen Stand-
6T)o —om
zwei Teile findet eine natiirliche Deutung durch die Zwischenschaltung des
Unerreichbarkeitsprinzips, das somit eine eigenartige Mittelstellung zwischen
dem II. und III. Hauptsatz einnimmt. (

. N . )
punkt in Ubereinstimmung stehen. Die Zerlegung der Aussage < 4

%)T:o = 0 sein soll, vermag die
Tangierungsforderung nicht zu ersetzen, wie man sofort aus Gleichung (91)
erkennt. Ebenso sind Erdrterungen tiber die Nichteinstellung des Gleichgewichts
zwar von gewisser Bedeutung, haben aber nichts mit den hier behandelten
Fragen zu tun. Die Tangierungsforderung 1483t sich indessen auf quantentheo-
retischem Wege begriinden, worauf hier nicht eingegangen werden soll.

Wenn man trotzdem das Unerreichbarkeitsprinzip als ein Aquivalent des
II1. Hauptsatzes betrachten will, so laBt sich das nur damit rechtfertigen, daf3
man das Verschwinden der spez. Wirmen als eine durch Experiment und Theorie
bewiesene Tatsache voraussetzt. In diesem Sinne 146t sich dann der ITI. Haupt-
satz aussprechen:

,,Es ist unmoglich, einc Vorrichtung zu ersinnen, durch die ein Korper vollig
der Wiarme beraubt, d. h. bis zum absoluten Nullpunkt abgekiihlt werden kann.*

Auch die verschirfte Forderung?), daf

1) M. Porawnvi, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 333. 1914; Bd. 17, S. 350. 1915.



Kapitel 3.

Statistische und molekulare Theorie
der Wéarme.

Von
ApoLF SMEKAL, Wien.

I. Einleitung.

1. Aufgaben einer molekularen Theorie der Warme. Die mangelnde Ko-
nasion des Gaszustandes, die zahlreichen von der Thermodynamik unbenutzt
zelassenen makroskopischen Zustandsdaten etwa der festen Korper und nicht
zuletzt die Vorgidnge bei der ,,wirmeleitenden Berithrung‘ verschieden tem-
perierter Systeme hitten auch dann die Idee eines den Wéirmeerscheinungen
zugrundeliegenden ,,verborgenen Mechanismus entstehen lassen miissen, wenn
lie Hypothese einer molekularen Konstitution der Materie nicht schon von
ilters her ganz bestimmte Bilder zur Deutung jener Erscheinungen bereit-
sehalten hitte. Die beispiellosen Erfolge der theoretischen und experimentellen
Atomistik dieses Jahrhunderts haben die Berechtigung und Niitzlichkeit jener
Bilder {iber jeden Zweifel erhoben und damit auch direkte empirische Unter-
agen fiir eine molekulare Theorie der Wirme geliefert. Die Aufgabe einer solchen
Theorie muBl es daher sein, die makroskopischen GesetzmiBigkeiten mit den
disher erkannten molekularen zu verkniipfen und diese Wechselseitigkeit durch
Auswertung immer neuer Erfahrungstatsachen des makroskopischen und des
nolekularen Gebietes zu vertiefen.

Als Ausgangspunkt fiir eine Bearbeitung dieses Programms konnen ent-
veder makroskopisch-thermische oder molekulare Erkenntnisse gewahlt werden.
Der erstere Weg entspricht sowohl der historischen Entwicklung als auch den
>esonderen Zwecken der vorliegenden Darstellung mehr als der letztere. Er
cann die Frage nach der Natur des Mechanismus der Wirmeerscheinungen
wundchst ganz unvoreingenommen verfolgen, indem er die verschiedensten
Modellvorstellungen fiir warme Koérper hinsichtlich ihrer Eignung priift und
inter ihnen eine engere Wahl zu treffen sucht. Um die Tragweite der allgemeinen
‘hermodynamischen Sitze klarzustellen, wird es dabei notwendig sein, in einem
rsten Stadium der Theorie von der Beriicksichtigung aller qualitativen und
Juantitativen Materialeigenschaften der wirklichen Korper abzusehen und deren
Verwertung einer tiefergehenden Analyse vorzubehalten, welche den Sitz eben
lieser Materialeigenschaften zu ermitteln haben wird. Wie sich zeigt, gelangt
nan auf diesem Wege ganz zwangliufig zur Molekulartheorie, so daBl es keine
>chwierigkeiten bieten wird, auch deren unabhingig von der Thermodynamik
sefundenen Erkenntnisse mit der molekularen Theorie der Warme zu verbinden.
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2. Die makroskopischen Zustandsgréfien. Die makroskopische oder klas-
sische Thermodynamik benutzt nahezu ausschlieflich phinomenologische Be-
griffe und SchluBweisen. Sie betrachtet die warmen Koérper im allgemeinen
als einheitliche Systeme, deren nihere Konstitution fiir sie bis auf die Unter-
scheidung von Aggregatzustinden ohne Interesse ist. Das Verhalten der warmen
Korper wird von ihr meist nur fiir den Zustand vélliger makroskopischer
Unverdnderlichkeit gekennzeichnet. Die Beschreibung dieses thermodyna-
mischen Gleichgewichtszustandes erfolgt daher mittels zeitunabhéingiger
phinomenologischer ZustandsgréBen, unter gewdhnlichen Bedingungen drei an
der Zahl, welche durch die individuelle ,,Zustandsgleichung’ des warmen
Koérpers miteinander verkniipft sind. Wie sich zeigen wird, ist es fiir die Aus-
fithrungen des vorliegenden Abschnittes vorteilhaft, neben dem Volumen V
und der absoluten Temperatur T an Stelle des gewéhnlich bevorzugten duBleren
Druckes p den Energieinhalt E des warmen Korpers als ZustandsgréBe zu be-
nutzen. Befindet sich der Kérper in irgendwelchen unverdnderlichen duBeren
Kraftfeldern, so werden zu den genannten noch weitere zeitunabhingige Zu-
standsgréBen hinzutreten, fiir welche etwa die makroskopischen (elektrischen,
magnetischen, . ..) Feldstirken gewidhlt werden kénnen. Der EinfluBl derartiger
duBerer Kraftfelder auf den Korper ist von ganz dhnlicher Beschaffenheit wie
der jener aduBleren Wirkungen, durch welche man sich eine spontane Volumen-
dnderung des Korpers verhindert zu denken hat ; es empfiehlt sich darum, Volumen
und duBere Feldstirken unter der gemeinsamen Bezeichnung: makroskopische
duflere Parameter a* zusammenzufassen und damit alle AuBeren makroskopischen
Wirkungen einer einheitlichen Behandlung zuginglich zu machen. — Die Be-
einflussung warmer Korper durch zeitlich verinderliche makroskopische Para-
meter beliebiger Beschaffenheit fallt auBerhalb des Rahmens der gew6hnlichen
Wirmelehre; eine Sonderstellung von allerdings grundlegender Bedeutung kommt
nur ,,umkehrbar’ und ,,unendlich langsam‘ verinderlich erfolgenden &uBeren
Beeinflussungen zu, wihrend welcher der Kérper zu jedem Zeitpunkte als prak-
tisch im Wirmegleichgewicht befindlich angesehen werden kann.

8. Die Aussagen der beiden Hauptsitze. Die Thermodynamik sieht es
als zumindest prinzipiell méglich an, jeden warmen Korper von seiner makrosko-
pischen Umgebung energetisch beliebig weitgehend zu isolieren. Die Annahme
dieser Vereinfachung berechtigt vor allem zu einer vorldufigen Vernachlissigung
der Strahlungswirkungen, auf die erst in Abschnitt 6, Ziff. 69ff. niher eingegangen
werden wird; weiterhin ermdglicht sie es, die in einem makroskopischen, ab-
geschlossenen, materiefreien Volumen befindliche Strahlung in thermodynamischer
Hinsicht einem warmen Korper gleichzustellen und wie einen solchen zu behandeln
{Abschnitt 6, Ziff. 67ff.). Der erste Hauptsatz der Wirmetheorie besagt dann,
dal der Energieinhalt E eines isolierten warmen Kérpers dauernd unverinderlich
ist und gleiches auch von der Energiesumme mehrerer warmer Kérper gilt,
unabhingig davon, ob irgendwelche Energieaustausch erméglichende Berithrungen
beliebiger Art zwischen ihnen hergestellt bzw. unterbrochen werden, oder che-
mische Umsetzungen unter ihnen stattfinden. Die Unverinderlichkeit dieser
Energieinhalte ermdglicht es, die bereits in Ziff. 2 bevorzugte Aufnahme von E
unter die makroskopischen Zustandsverinderlichen zu rechtfertigen.

Die Aussagen des zweiten Hauptsatzes betreffen Verinderungen an dem
Zustand der warmen Kérper und sind besonders mit der Unterscheidung von
reversiblen und irreversiblen Prozessen verkniipft. Die Integrabilitit des Diffe-
rentialausdruckes der reversibel zugefithrten Wirme mittels der absoluten
Temperatur 1 als integrierendem Nenner liefert in der Entropie S eine makrosko-
pische Zustandsfunktion, welche sich ,,adiabatisch‘’-reversiblen, ,, unendlich lang-
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samen‘‘ Verschiebungen der duBeren makroskopischen Parameter a* gegeniiber
invariant verhilt. Die Irreversibilitit aller mit endlichen Geschwindig-
keiten vor sich gehender thermischer Prozesse, insbesondere des Wirmeaus-
gleiches zwischen urspriinglich verschieden temperierten Korpern ist demgegen-
iiber durch einseitige Zunahme der mittels reversibler Prozesse definierten
makroskopischen Entropiefunktion gekennzeichnet. Die prinzipielle Umkehr-
barkeit aller iibrigen Vorgidnge der klassischen Physik laBt diese Folgerung
bereits an sich als besonders fundamental erscheinen; sie wird es erst recht
fiir eine molekulare Theorie der Widrme, welche an ihre Aufgabe ja gar nicht
anders herantreten kann, als unter Berufung auf klassisch-umkehrbare Modell-
vorstellungen?).

II. Mechanisch-deterministische Modelle
warmer Koérper.

4. Bewegungsgleichungen mechanischer Modelle. Erster Hauptsatz. Mit
Riicksicht auf die dauernde Energiekonstanz isolierter warmer Korper (Ziff. 3)
kommen fiir diese nur solche Modelle in Betracht, deren Bewegungsgleichungen
eine eindeutige und von der Zeit explizit unabhingige Invariante von der Di-
mension eines Energiebetrages besitzen. Der Bequemlichkeit halber moégen
solche Modelle als ,,mechanisch* oder ,,quasimechanisch® bezeichnet werden,
weil die gewohnlichen mechanischen Systeme der genannten Forderung in zwar
spezieller, aber anschaulicher Weise zu entsprechen vermégen und praktisch
ohnehin allein fiir sie in Frage kommen. Im folgenden sollen zunichst die
mechanischen Modelle behandelt werden, wihrend den quasimechanischen
(mechanisch-statistischen) Modellen die spiteren Abschnitte gewidmet sind.

Die Anzahl der Freiheitsgrade des mechanischen Modells sei s; ein beliebiges
System von zueinander kanonisch konjugierten Koordinaten und Impulsen des
Modells (s. ds. Handb. V) mége mit g, und 2, (R =1,2,...s), die Zeit mit ¢
bezeichnet werden. Dann lauten seine Bewegungsgleichungen in der HAMILTON-
schen kanonischen Form

dgy OF dp oFE
(k=1,2...5) it ~ pp it = g (1)
Da das Modell im Sinne der Thermodynamik durch Verschiebung duflerer makro-
skopischer Parameter a* umkehrbar und unendlich langsam beeinfluBbar sein
soll (Ziff. 2), muB die in (1) auftretende Funktion E auBer von den ,,Phasen‘ ¢,
und #, auch noch von den a* abhingig sein; damit E iiberdies mit der Energie
des Modells identisch werden kann, darf die Zeit ¢ darin explizit nicht vorkommen.
Aus den Gleichungen (1) folgt dann in der Tat fiir jede beliebige Wahl der
Koordinaten ¢; des Modells bei konstant gehaltenen Parametern a*

dE _
dt =~

1) Als zusammenfassende Darstellungen der statistischen und molekularen Theorie der
Wirme, auf welche beziiglich der meisten Literaturangaben und vieler Einzelheiten hier
ein fiir allemal verwiesen sei, kommen in Betracht: P. u. T. EHRENFEST, Begriffliche Grund-
lagen der statistischen Auffassung in der Mechanik. Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. IV, Heft 32,
Leipzig: Teubner 1912; P. HErTz, Statistische Mechanik, in WEBER-GANs, Repert. d. Phys.
Bd. I, Teil 2, Leipzig: Teubner 1916; K. F. HErzFELD, Kinetische Theorie der Warme, aus
MULLER-PouiLLET, Lehrb. d. Phys., 11. Aufl,, Bd. III, 2. Hilfte, Braunschweig: Vieweg 1925;
A. SMEKAL, Allgemeine Grundlagen der Quantenstatistik und Quantentheorie. Sonderabdr.
a. d. Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V, Nr. 28, Leipzig: Teubner 1926.
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so daB die Energiefunktion E gemif

E(gy, pr, a*) =E (2)
dem konstanten Energieinhalt E des isolierten warmen Kérpers gleichgesetzt
werden kann. Fiir die Giiltigkeit von (2) ist es natiirlich ganzlich belanglos,
‘'ob die Gleichungen (1) die Bewegung etwa eines Systems von Massenpunkten
oder die eines beliebigen andersbeschaffenen Gebildes zur Darstellung bringen
und ob die inneren Krifte des Modelles im speziellen Sinne des Wortes ,,mecha-
nische”* sind. Von gewissen Spezialfillen abgesehen, setzt die Beschreibbarkeit
eines Bewegungsvorganges mittels der Gleichungen (1) iiberhaupt nur voraus,
daB die Bewegungsgleichungen aus einem Variationsprinzip abgeleitet werden
kénnen. Bei gewdhnlichen mechanischen Systemen ist die Energiefunktion stets
eindeutig und gestattet im Falle konservativer Krifte eine Zerlegung in die
kinetische Energie E, und die potentielle Energie E, von der Form-

E (g, pr a*) = E, (g, Pr) + Eq (@2, a¥), 3)
wobei E,, bei AusschluB relativitatstheoretischer Betrachtungen eine quadratische
Funktion der #; darstelit. '

Wenn sich ein vorgelegtes mechanisches System als Modell eines warmen
Kérpers brauchbar erweisen sollte, so wiirde (2) offenbar nichts anderes dar-
stellen als das Analogon zu der Aussage des ersten Hauptsatzes; die Wiedergabe
der Materialeigenschaften des Korpers wiirde durch die individuelle Abhingigkeit
der Energiefunktion (2) bzw. (3) von den g;, p; und den a* gekennzeichnet sein.

5. Das Integrationsergebnis der Bewegungsgleichungen. Die vollstindige
Integration der Bewegungsgleichungen (1) erfolgt am einfachsten mittels der
HaMILTON-JAcoBIschen partiellen Differentialgleichung. Man erhilt diese Diffe-
rentialgleichung, indem man in (2) an Stelle der Impulsgrélen p; durch die
s Gleichungen

ow

(f=1,2,...9) ?kZT% 4

die Differentialquotienten einer Funktion W einfithrt
ow oW

Bl L ) e :

% % 3q, P (5)

Wenn nun W(gy, -« Gsy G -+ O @*) + Konst. (6)

eine vollstindige Losung von (5) ist, worin &; = E, sowie «,, ..., &, willkiirliche

Konstanten bedeuten, so stellen die Gleichungen

ow ow .

é;lzt‘}‘ﬂl’ R_ﬂL (1_2’3""3) (7)

zusammen mit den Gleichungen (4) die allgemeine Losung der Bewegungsglei-
chungen (1) dar; fy, --+, s sind ebenfalls willkiirliche Konstanten, ¢ bedeutet
wiederum die Zeit. Die Gleichungen (4) und (7) gestatten einerseits die ,,Phasen®
gi, Px als Funktionen der «;, f;, a* und der Zeit auszudriicken

= Xy, ovny Ogy £ By Poy oo Psy aF

k=1,2 ...5), G = G (%1 P Ba ﬂ‘ *) (8)
Pr= e, -0, B L4 P P oo s aF)

oder umgekehrt die voneinander unabhingige , Integrale” A;, B;(t =1, 2, ..., )

als Funktionen der g, 9, a* darzustellen
E=E(g pr a®)=4,(qr pr, a*) = a1;  Bi(ge b @) =1+ fr, |

(=273 ...,9) A (g b a*) = a5 Bilgr pr a*) = B | )
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Wie man sieht, tritt die Zeit ¢ nur in einem einzigen dieser Integrale auf, die
iibrigen 2s — 1 Integrale sind zeitfrei. AuBler der Energie (2) des Systems
gibt es daher noch 2s — 2 voneinander unabhingige Funktionen der gemal
(1) und (8) mit der Zeit dauernd veridnderlichen Phasen ¢; und #;, welche
bei Konstantbleiben der duBeren Parameter a* ihre Werte ungedndert bei-
behalten. Wihlt man an Stelle der ¢;, 7 neue kanonische Variable ¢, ¥,
fiir welche die Bewegungsgleichungen wieder von der allgemeinen Form (1)
sind, so bleibt die Eigenschaft der entsprechend transformierten 2s-Funk-
tionen A4;, B; in (9), Integrale der Bewegungsgleichungen darzustellen, er-
halten; die willkiirlichen Konstantwerte «;, f§; dieser Integrale besitzen dem-
nach eine von der an sich willkiirlichen Koordinatenwahl vollig unabhingige
Bedeutung.

6. Darstellung der Bewegung des Modells im Phasenraume. Wenn man
die 2s-,,Phasen q, » des Modells als Cartesische Koordinaten in einem
ebenen 2s-dimensionalen ,,Phasenraum‘‘ auffaBft, kann den Integrationsergeb-
nissen (8) und (9) eine anschauliche geometrische Deutung gegeben werden,
auf welche im folgenden 6fter bezug genommen wird. Fiir jede bestimmte Wahl
der 2s — 1 willkiirlichen Integrationskonstanten oy, ..., &4, fs,..., fs stellen
die Beziehungen (8) im Phasenraum offensichtlich eine 2s-dimensionale Raum-
kurve dar, deren einzelne Punkte durch bestimmte Werte von ¢ + j; gekenn-
zeichnet sind; wird der Beginn der Zeitzahlung durch Verfiigung iiber f, fest-
gelegt, so durchliuft jeder beliebige ,,Phasenpunkt fiir — oo < ¢ <C + oo die
gesamte ,,Bahnkurve’ oder ,,Phasenkurve’ des Systems. Jedes der 2s-Integrale
(9) bedeutet dann eine eindimensionale Schar von (2s — 1)-dimensionalen
Hyperflichen; durch Festlegung von &, ..., &, ¢+ Sy, fs,. .., Bs erhdlt man
aus (9) 2s individuelle derartige Hyperflichen, deren gemeinsame ,,Schnitt-
linie” eine Phasenkurve ergibt. Die der Energiegleichung (2) zugeordneten
(2s — 1)-dimensionalen Hyperflichen werden insbesondere die ,,Energieflichen
des mechanischen Modells genannt.

Wie man erkennt, ist die geometrische Abbildung der Modellbewegung im
Phasenraum abhingig von der besonderen Wahl der ihr zugrunde liegenden
kanonischen Verinderlichen gy, $;. Aus der oben hervorgehobenen Unabhingig-
keit der GroBen oy ... & - fy, fy ... Bs von dieser Wahl folgt jedoch, daf3
die Mannigfaltigkeit der Bahnkurven des Modells hiervon unbeeinfluit bleibt;
da es physikalisch allein auf die letzteren ankommt, ist dieser Umstand demnach
fiir alle weiteren Schliisse belanglos.

Waihrend hier der Phasenraum des Modelles fiir den einheitlichen warmen
Korper in Betracht gezogen worden ist, wird es sich vom folgenden Abschnitt
an als notwendig erweisen, auch die Bewegung der Bausteine eines Atoms oder
Molekiils in einem Phasenraume darzustellen. Von der bevorzugten Behandlung
gasférmiger Systeme her ist es iiblich, den hier benutzten Phasenraum dem
spiter einzufithrenden u-Raum (Molekillphasenraum, Ziff. 25) als J-Raum
(Gasphasenraum) gegeniiberzustellen.

7. Stabilitit der Modellbewegung. Wiederkehrsatz und Periodizitits-
eigenschaften. Die Endlichkeit des dreidimensionalen Volumens der warmen
Korper bringt es mit sich, dafl die Koordinaten ¢; ihrer Modelle fiir alle Zeiten
nur zwischen endlichen festen, wenn auch parameterabhdngigen Gren-
zen veranderlich sein diirfen. Wenn die kinetische Energie E, der Modelle als
(definite) quadratische Form der Impulse p, angesehen werden darf (Ziff. 4),
folgt aus (2) mit Riicksicht auf den endlichen Energieinhalt E auch eine dhnliche
Beschrankung fiir die ImpulsgroBen. Es kommen also von vornherein nur
,stabile” mechanische Modelle oder ,,stabile’ Losungen (8) der Bewegungs-

12%*
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gleichungen (1) in Betracht, welche auch fiir unbeschrinkt abnehmende oder
wachsende Werte von ¢ + f, durch

GO < g%y, -, 8o b By Bos ooy By a*) < @@
PO <pr(%y, - s &gy b By Pas ooy By, a%) <O
gekennzeichnet sind. :

Im Phasenraum betrachtet, besagen die Bedingungen (10), daB der gesamte
unendliche Verlauf der ,,stabilen’“ Bahnkurven auf ein endliches, 2s-dimensio-
nales parallelepipedisches Gebiet beschrinkt bleiben mufl. Der POINCARE-
CARATHEODORYsche Wiederkehrsatz!) verschirft diese triviale Feststellung zu
der aus (10) und den Bewegungsgleichungen (1) ableitbaren Folgerung, da8
jede im obigen Sinne ,,stabile” Bahnkurve im Phasenraum einen bestimmten
endlichen ,,Wiederkehrbereich‘ iiberall dicht erfiillt, d. h. jedem seiner Punkte
(bis auf eine ,,Nullmenge von Punkten) immer wieder beliebig nahekommt.
Die Bedingungen (10) haben also eine gewisse ,,Quasiperiodizitit’* der Modell-
bewegung zur Folge, indem jede Koordinaten- und Impulskonfiguration des
Systems nach wechselnden, aber stets endlichen Zeitdauern ,,praktisch®* immer
von neuem wiederkehrt. — Da jede Bahnkurve auf einer (2s — 1)-dimen-
sionalen Energiefliche des Systems verlaufen muf}, kann die Dimensionszahl
des Wiederkehrbereiches hochstens 2s — 1 betragen; ihre genauere Festlegung
hingt von der individuellen Beschaffenheit des Modelles ab und steht in engem
Zusammenhang mit seinen analytischen (strengen) Periodizititseigenschaften.

Wenn die HAMILTON-]JAcoBIsche partielle Differentialgleichung (5) des
Systems fiir irgendwelche kanonische Verinderliche g¢;, #; durch ,,Separation
der Variablen vollstindig integrierbar ist?), d.h. wenn die Funktion W (6)
in der besonderen Form

Wigr, o, a*) = Wy(q:, &y, a*) 4 -+ + W,(g,, &, a*) (11)

erhalten werden kann und iiberdies die Bedingungen (10) erfilllt sind, so kénnen
die ¢; und §; stets dargestellt werden als mehrfach periodische Funktionen
der Zeit3). Derartige Systeme heiflen ,bedingt periodisch* (Ziff. 14), weil man
sie durch Gleichsetzung oder Kommensurabelmachen ihrer Perioden zu ge-
wohnlichen, einfach periodischen Systemen (Ziff. 13, 14) ,,entarten lassen
kann; ihre ,,stabilen’ Lésungen ergeben sich aus (8), wenn man die willkiirlichen
Integrationskonstanten &, ..., &, in (11) auf bestimmte, individuelle Werte-
bereiche beschrinkt, welche in jedem Einzelfalle rechnerisch ermittelt werden
kénnen. Die Wiederkehreigenschaft der Bahnkurven solcher Systeme kann
wmmittelbar aus ihren Periodizititseigenschaften erschlossen werden; die Di-
mensionszahl ihres Wiederkehrbereiches ist gleich der Anzahl der untereinander
inkommensurablen Perioden oder dem , Periodizititsgrad“ des Systems, welcher
héchstens s betragen kann.

Bei nichtseparierbaren mechanischen Systemen sind die besonderen Ver-
hiltnisse, welche die Bedingungen (10) mit sich bringen, wesentlich davon ab-
hangig, ob der Wiederkehrbereich in seinem Inneren oder unter den Punkten
seiner Begrenzung Singularitdten der Bewegungsgleichungen (1) enthalt, welchen
die Bahnkurven immer wieder beliebig nahekommen. Wenn dies nicht zutrifft,

(k=1,2,...s) (10)

1) C. CAraTHEODORY, Berl. Ber. 1919, S. 580.
2) Die Bedingungen hierfiir hat T. LEvi-Civita, Math. Ann. Bd. 59, S. 363. 1904, auf-
gestellt und fir s = 2 vollstandig diskutiert; fiir s = 3 vgl. man F. A. DaLv’Acgua, Math.
Ann. Bd. 66, S. 398. 1909.

3} P. STAcKEL, Habilitationsschr. Halle 1891, S. 16; C. R. Bd. 116, S. 485. 1893; Bd. 121,
S.489. 1895; C.I.. CHaRLIER, Die Mechanik des Himmels, Bd. I, Leipzig 1902.
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so verhilt sich das System wie ein bedingt periodisches?), dessen Periodizitits-
grad wiederum die Dimensionszahl des Wiederkehrbereiches angibt, hier aber
notwendig stets kleiner als s sein mufB3%). Das Auftreten von Singularititen
der erwihnten Beschaffenheit bewirkt jedoch eine voéllige Abidnderung dieser
einfachen Verhiltnisse; wie sich gezeigt hat, kann der Wiederkehrbereich in
diesem Falle sogar (2s — 1)-dimensional werden, wobei die Bahnkurven wesent-
lich unperiodisch sind3). Bei mehrdeutigen oder von der Zeit abhingigen Energie-
integralen gibt es wiederum beliebig vielfach periodische Bahnkurven, welche
dann aber jedem Punkte eines 2s-dimensionalen Phasenraumgebietes beliebig
nahekommen kénnen4).

8. ,,Mechanische Zustandsgré8en‘‘. Um die Anzahl jener ,,Zustandsgréfen‘
angeben zu koénnen, welche das Verhalten des gewihlten Modelles unabhingig
vom zeitlichen Ablauf seiner Bewegung eindeutig festlegen, ist es notwendig,
zu untersuchen, welche von den Integralen (9), abgesechen vom Zeitintegral
B, (qx, P& » %), bei Hinzunahme der Nebenbedingungen (10) eindeutige Funk-
tionen der g, $ und a* sind, vorausgesetzt, dafl das Energieintegral (2) bereits
von vornherein als eindeutige Funktion der ¢;, #, a* gewihlt worden war.
Das Ergebnis einer solchen Untersuchung ist abhidngig von der individuellen
Beschaffenheit der Energiefunktion (2), so daB bereits an dieser Stelle eine
nihere Auswahl unter den vorliegenden Moéglichkeiten getroffen werden mubB,
falls die Anzahl ¢ der voneinander unabhingigen eindeutigen Integrale (9) in
bestimmter Weise vorgeschrieben wird.

Bei separierbaren Systemen (Ziff. 7) stimmt diese Anzahl mit dem Perio-
dizitdtsgrad iberein, so daf hier ¢ = s wird. Bei nichtseparierbaren Systemen
mit singularititenfreiem Wiederkehrbereich (Ziff. 7) ist die Anzahl der unter
den Bedingungen (10) eindeutigen, voneinander unabhingigen Integrale jedoch
gleich der Differenz zwischen doppelter ‘Anzahl der Freiheitsgrade und Perio-
dizititsgrad®), so daB o=s+ 1. Vom Energieintegral sowie den Flichen-
und Schwerpunktssitzen abgesehen, haben diese Integrale aber die fiir das
Folgende (Ziff. 10) wichtige, von jenen der separierbaren Systeme verschiedene
Eigenschaft, daB sie keine Entwicklung nach zunehmenden Potenzen belie-
biger kleiner konstanter Parameterverschiebungen da* zulassen®). Bei nicht-
separierbaren Systemen mit Singularititen enthaltendem oder von Singularititen
begrenztem Wiederkehrbereich (Ziff. 7) endlich kann das Energieintegral sogar
das einzige eindeutige Integral darstellen. Bis auf diesen Fall ist die Anzahl
der voneinander unabhingigen eindeutigen Integrale demnach wesentlich von
jener der Freiheitsgrade des gewihlten Modelles abhingig.

9. Makroskopische GroBlen und Zeitmittelwerte. Da es von vornherein
keineswegs sichersteht, ob die soeben betrachteten ,,mechanischen Zustands-
gréBen’ in der speziellen durch die Integration der Bewegungsgleichungen
(Ziff. 5) gelieferten Form makroskopisch beobachtbaren Zustandsgrofen
entsprechen, miissen auch alle beliebigen (eindeutigen) Funktionen von ein-
deutigen Integralen und makroskopischen Parametern * auf ihre Eignung
hin gepriift werden, derartige Zustandsgréfien darzustellen. Zu diesen Funktionen
kommt man ganz allgemein, wenn man die Modellbewegung im makroskopischen

1) T.M. CHERRY, Trans. Cambr. Phil: Soc. Bd. 23, S. 43. 1924.

2) Nach einem Satz von G. HErGLoTz kénnen fiir jedes derartige System mit dem
Periodizitatsgrad s Separationsvariable gefunden werden.

3) E. ArTIN, Abh. Math. Sem. Hamburg Bd. 3, S. 170. 1924.

4) G. WataGHIN, Ann. d. Phys. Bd. 76, S. 41. 1925. .
5 T.M. CaErry, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 23, S. 43. 1924.

6) H. PoiNcarE, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, Paris 1892, Bd. I,
Kap. V; T. M. CHERRY, Proc. Cambr. Phil. Soc. Bd. 22, S. 287. 1924.
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Sinne als ,,verborgen erklirt und bloB iiber die Beobachtungsdauern gebildete
Mittelwerte gewisser ,,Phasen‘funktionen als makroskopisch wahrnehmbar
ansieht.

Die innerhalb der MeBfehlergrenzen gefundene Unabhingigkeit der makro-
skopischen Beobachtungsergebnisse von den MeBdauern erfordert, daB die durch-
schnittlichen Wiederkehrzeiten der Modelle (Ziff. 7) klein sind gegeniiber den
kiirzesten makroskopischen Beobachtungsdauern. Unter dieser Voraussetzung
folgt aus dem Wiederkehrsatz, dal3 jeder tiber eine solche endliche Beobachtungs-
dauer ¢, — #; erstreckte Mittelwert einer zeitlich verinderlichen Phasenfunktion

¢ (9, Pr, a*) bis auf vernachlissigbare Betrige mit dem von { = —oo bis
t = 4 oo erstreckten Zeitmittelwert @ von ¢ iibereinstimmt
1 f 1~
[# @, pra*) - dt ~ lim Jolgtra®) dt=5. (1)
tz_tlt} ﬁ‘:;“’tz_tlt,

Um diese Integrale auszuwerten, hat man die Ausdriicke (8) an Stelle von g,
und p; einzusetzen, so daBl das Integral linker Hand eine Funktion von £, + 8,
ty+ By sowie &y, ..., &, By, ..., B, a* ergeben wiirde. Da die Integration
von { = — oo bis { = 4 oo einer Mittelbildung iiber die gesamte unendliche
Linge einer Bahnkurve entspricht (Ziff. 6), welche ihrerseits ihren endlichen
mehrdimensionalen Wiederkehrbereich iberall dicht iiberdeckt (Ziff. 7), so hat
man vermutet, daB} das Limes-Integral in (12) in allen Fillen konvergiert und
die zeitliche Mittelung durch Integration iiber den endlichen mehrdimensionalen
Inhalt des Wiederkehrbereiches ersetzt werden kann, was einer Mittelbildung
iber simtliche mehrdeutigen unter den Integralen (9) gleichkommen wiirde.
Fiir alle Systeme von bedingt periodischem Typus (Ziff. 7, 14) ist diese Vermutung
erweisbarl), so dal man allgemein

(7):(?)(]1»"': ]6» a*) (13)

erhilt, wo J,, ..., J, die eindeutigen unter den Integralen (9) bedeuten. Bei
Systemen mit wesentlich unperiodischen stabilen Bahnkurven ist die allgemeine
Konvergenz des Limes-Integrals in (12) jedoch zweifelhaft und mit Riicksicht
auf die Rolle ihrer Singularitidten (Ziff. 7) sogar unwahrscheinlich; sie ist indessen
hypothetisch eingefithrt worden fiir Systeme, deren Energieintegral ihr einziges
eindeutiges Integral darstellt (Quasiergodenhypothese), und wiirde ergeben

= ¢(E, a¥). (14)
Derartige Systeme heillen ,,quasiergodisch®, von ihren Bahnkurven wird vor-
ausgesetzt, dal} sie jedem Punkte ihrer iiberdies als endlich und geschlossen
angenommenen Energiefliche immer wieder beliebig nahekommen.

10. Mechanische Wirkungen unendlich langsamer, umkehrbarer Para-
meter-Verschiebungen. Parameterinvarianten. Die in Ziff. 3 formulierte Aus-
sage des zweiten Hauptsatzes mit den unendlich langsam und umkehrbar
ausgefilhrten makroskopischen Parameterverschiebungen eine ausgezeichnete
Rolle bei, welche die Untersuchung der Wirkungen solcher Prozesse auch an
den mechanischen Modellen erforderlich macht. Eine unendlich langsame
Parameterverschiebung da* erweist sich vor allem stets dann als umkehrbar,
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