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Vorwort.

In der Technik beginnt man mehr und mehr, den statistischen
Methoden seine Aufmerksamkeit zu widmen. Bereits haben
leitende Personlichkeiten in einzelnen Zweigen der Technik zu
erkennen begonnen, daf ihr Fabrikationsgegenstand sich im
mathematischen Sinne als ,, Kollektivgegenstand“ behandeln 148t
und daB man folglich bei Schwankungen der Eigenschaften dieser
Gegenstinde die KollektivmaBlehre anwenden kann. Den ersten
Versuch in groBerem MafBstabe hat Daeves auf dem Gebiet der
Eisenindustrie gemacht, einen weiteren Czochralski auf dem
Gebiet der Metallforschung, einen anderen Westman in Amerika
in der keramischen Fabrikation. An den Universititen, wo die
Statistik schon lange in eigenen Instituten insbesondere in der
Anwendung auf Bevolkerungslehre und Nationalckonomie ge-
pflegt wird, verfolgt man diese Entwicklung mit Interesse und
sucht nach Ankniipfungen mit den sich neu erschlieBenden An-
wendungsgebieten.

Die Durchdringung mit wissenschaftlicher Statistik ist fiir die
Technik von der groBten Bedeutung. Sie stellt einen weiteren
Schritt auf dem Wege zur villig bewuBten Beherrschung aller
Bedingungen des Produktionsprozesses dar. Sie bedeutet ins-
besondere eine Schirfung des kritischen Urteils aller am Fabri-
kationsproze Beteiligten, vor allem derjenigen, die mit dem
Einzelgegenstand nicht mehr in Beriilhrung kommen, also der
leitenden Personlichkeiten. :

Das vorliegende Buch soll nun ein Musterbeispiel fiir die Durch-
dringung einer typischen Massenfabrikation — gewihlt ist die
Glihlampenherstellung — mit den Methoden der KollektivmasB-
lehre sein. Die Verfasser hielten es fiir wichtig, ein solches véllig
durchgearbeitetes Beispiel der Offentlichkeit zu iibergeben, da
sie bemerkt haben, daB es nicht nur praktische Schwierigkeiten
sind, die bisher hiufig dem weiteren Eindringen der Statistik in
die Technik Hindernisse bereitet haben, sondern vor allem der
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Mangel an Vertrauen in die Zuverldssigkeit der statistischen Me-
thoden. Diese Bedenken konnen schwerlich durch theoretische
Erwigungen, sondern sicher am besten durch den Hinweis auf
den praktischen Erfolg zerstreut werden. Es wird daher in der
vorliegenden Arbeit durchweg vom Beispiel ausgegangen, und
die allgemeinen Gesetze werden erst zum Schlufl zusammengestellt.
Der Nichtmathematiker wird ja ohnehin seine Studien am besten
mit dem Beispiel beginnen, und erst dann, wenn er dieses ver-
standen hat, die Verallgemeinerung vornehmen.

Die Verfasser hoffen also, mit ihrem Buch eine Grundlage
geschaffen zu haben, die den Ingenieur instandsetzt, die Methoden
der Kollektivmaglehre auf sein spezielles Fabrikationsgebiet, moge
es auch ganz anderer Art sein, als das, welches in diesem Buch
als Beispiel gewihlt ist, anzuwenden.

Berlin, Oktober 1927.
Die Verfasser.



Inhaltsverzeichnis.

A. Einleitung . . . . . . . . .. .. e e e e e e e e e e e
B. Praktischer Teil . . . . . . . .. ... .. ... .....
I. Beurteilung einer Menge auf Grund einer Probe .

1. Mittelwert und Streuung . . . . . . . . . . oL
2. Feststellung der Einheitlichkeit einer Menge . , . . . . .
8. Verteilungskurven . . . . . . . . . .. o000 0L

a) Herstellung von Verteilungskurven . . . . . . . . ..

b) Die GauBsche Verteilung . . . . . . . . . . . ...
c) Vergleich wirklicher Vertellungskurven mit der GauBschen
d) GauBsche Verteilung bei Serienmitteln . . . . . .

4. Praktische Durchfithrung . . . . . . . . . ... ... .

II. Vergleich zweier Mengen auf Grund zweier Proben

1. Allgemeine Behandlung . . . . . . . . .. ... ...,
2. ZahlenmiBige Anwendung der Formel . . . . . . . . ..
3. Begriff der Sicherheit . . . . . . . . . ... ... ...,
4. Praktische Durchfithrung . . . . . . . . ... ... ..

III. Zusammenhangzweier Eigenschaften oder Korrelation

IV. Abnahmebedingungen und Risiko . . . .. .. ...

. Bedingungen fiir Serienmittel . . . . . . .. . . . . ..
Bedingungen fiir Einzelexemplare . . . . . . . .. ...
Bedingungen iiber zwei Eigenschaften . . . . . . . . . .
. Zusammengesetzte Abnahmebedingungen . . . . . . . ..
Abnahmebedingung mit Wiederholung . . . . . . . . . .
. Zusammenstellung der Formeln und Durchfilhrung von Bei-
spielen . . . ... L L. L. e e e

C. Mathematischer Teil . . . . . .. ... ... .. . ..
L Allgemeine Eigenschaften von Kollektlvgegensban-
den. Das quadratische StreuungsmaB . . . . ., ..

1. Mittelwert und Streuung . . . . . .. ... . .....

2. Streuung von Serienmitteln (Jn-Gesetz) . . . . . . . . . .

8. Streuung innerhalb einer Serie. . . . . . .. . .. ...

4. Seriencinteilung mit systematischen Unterschieden . . . . .

O U 00D



VI Inhaltsverzeichnis.

Seite
II. Eigenschaften von Kollektivgegenstinden mit GauB3-
scher Verteilung . . . . . . . . . . ... ....... 84
1. Ableitung der GauBschen Verteilung . . . . . . . . . . . 84
2. Streuung der Streuung . . . . . . .. . ... . ... 89
8. ,Sicherheitsbreite bei Mittelwertbestimmung . . . . . . . 96
III. Vergleich zweier Kollektivgegenstdnde . . . . . . . . 101
1. Wahrscheinlichkeit eines gegebenen Unterschiedes einzelner
Werte . . . . . . . . o . L ..o e e e e e 101
2. Wahrscheinlichkeit eines gegebenen Unterschiedes der Mittel-
WEIEE .« . v v 4 e e e e e e e e e e e e e e e e e 104
3. Wahrsoheinlichkeit positiver Unterschiede . . . . . . . . . 107
IV. Verteilung der Serienmittel bei beliebig verteilten
Kollektivgegenstdnden . . . . . . . . . . . . . .. 109
1. Erstes Beispiel . . . . . . . . ... .0 000 .. 109
2. Behandlung mittels Poincarés charakteristischer Funktion. . 113
3. Zweites Beispiel . . . . . . .. ..o oL .115
Anhang: Tabelle fiir ¢<L) ........ e e e e e e 118
V2s

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . .« . ¢« o« 119



A. Einleitung.

Es liegt im Wesen des Fabrikbetriebes, daBl seine Erzeug-
nisse in grofer Menge und moglichst gleichartig hergestellt
werden. Auch das bei jeder Fabrikation notwendige Kon-
trollieren des Produktes gestaltet sich damit zu einer vielfach
wiederholten Massenaufgabe, moge es nun im Messen oder Wégen,
in chemischer Analyse oder Beobachtung der Leistung bestehen.
Die Ergebnisse aller dieser Priifungen bilden, sofern sie ge-
sammelt werden, mit der Zeit ein fast unermefliches Material,
dessen weitere Ausnutzung oft schon allein seines Umfangs
wegen gar nicht so einfach ist, jedenfalls Ubersicht und geeig-
nete Methoden erfordert. In vielen Fillen liegt es auch nahe,
die Kontrolle der Beschaffenheit der gesamten Produktion auf
die Untersuchung von Stichproben zu beschrinken, da man
hoffen kann, dal diese, wenn sie richtig geleitet wird, fiir die
zutreffende Beurteilung des Ganzen ausreichen diirfte, und da
die Priifung der gesamten Fabrikation zeitraubend und ent-
sprechend kostspielig sein wiirde. Bei manchen Industrien ist
man ohnehin zu einer Beschrinkung auf Stichproben gendtigt,
wenn némlich die Priifung mit der Unbrauchbarmachung des
betreffenden gepriiften Gegenstandes verkniipft ist, man denke
z. B. an die Feststellung der Lichtempfindlichkeit einer photo-
graphischen Platte oder der Lebensdauer einer Gliihlampe.
Unter solchen Umstinden bleibt gar nichts anderes iibrig, als
aus dem Verhalten der untersuchten Proben auf die Beschaffen-
heit des iibrigen ungepriiften Fabrikates zu schlieBen.

Nun liegt es auf der Hand, daB die Berechtigung dieses
letzteren Verfahrens in hohem MaB8e von den besonderen Be-
dingungen des Falles abhéingt. Wenn ein Betriebschemiker aus
dem groflen Bottich einer Farblosung seine Proben zur Analyse
entnimmt, so wird wohl niemand daran zweifeln, daB er bei
richtiger Durchmischung danach den Gehalt des Ganzen zu-
treffend beurteilen kann. Schon anders liegt die Sache, wenn

Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation, . 1



2 Einleitung.

z. B. aus einer Lieferung von 100 Verstirkerrohren laut Ab-
machung 6 herausgegrifiene Exemplare gepriift werden sollen.
Hier wird man durchaus im Zweifel sein konnen, ob die Prii-
fung einen hinreichend sicheren SchluB auf das nicht Gepriifte
erlaubt, obwohl der Prozentsatz des gepriiften Materials hier
vielleicht erheblich hoher ist als im Falle der Farblosung. Eine
nahere Uberlegung 18t das Wesen dieses Unterschiedes leicht
erkennen. Bei der Farblosung wire es auflerordentlich unwahr-
scheinlich, daB8 sich die Farbstofimolekiile in der herausge-
schopften Probe zufillig zu einer merklich anderen Konzen-
tration zusammengedringt haben sollten als in der iibrigen
Fliissigkeit, wogegen es schlieflich ganz leicht eintreffen konnte,
daB sich vielleicht von 3 im ganzen vorkommenden fehlerhaften
Exemplaren durch Zufall 2 unter den 6 herausgegriffenen be-
finden. Der Unterschied liegt in dem sehr groBen Zahlenwert
fir die Anzahl der Molekiile, die in dem ersten Beispiel die
‘Wahrscheinlichkeit bestimmen; sie sind etwa von der GroBen-
ordnung 10%, Zahlen, gegen die die des zweiten Beispiels,
namlich 6 und 100, beide noch verschwindend klein sind.

Soviel steht jedenfalls fest, daBl es Wahrscheinlichkeitsfragen
sind, auf Grund deren zu entscheiden ist, ob ein gegebenes
Verfahren in einem speziellen Fall eine ausreichende Beurtei-
lung erlaubt. Die Gesetze der Wahrscheinlichkeit sind iiberall
da anwendbar, wo es sich um groBe Mengen gleichartiger
Gegenstinde oder um sehr vielfache Wiederholungen gleichartiger
Ereignisse handelt: In solchen Fillen erlauben sie Aussagen
iiber die im Durchschnitt zu erwartenden Ergebnisse zu machen,
obwohl die Ursachen, die den Ausfall der einzelnen Beobachtung
bestimmen, vollkommen unbekannt bleiben. Gerade solche
Aussagen sind es aber, die man bei der Produktionskontrolle
wiinscht, denn hier kommt es nicht auf das einzelne Exemplar
und seine Beschaffenheit an, die ja gegeniiber dem Ganzen eine
verschwindende Rolle spielt, sondern auf die Beurteilung und
Kennzeichnung einer Gesamtheit von vielen Exemplaren oder
in der Sprache der Statistik eines Kollektivgegenstandes.

Es ist daher fiir jeden Techniker, der sich mit Aufgaben
der Fabrikationskontrolle beschiftigt, von Bedeutung, die Gesetze
der Statistik zu kennen und sie zweckentprechend auf seine
Probleme anwenden zu koénnen. Man braucht nicht zu fiirchten,
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daB Aussagen, die sich nur auf Wahrscheinlichkeit griinden, zu
unsicher wiren, um wichtige Entscheidungen daran zu kniipfen.
Laplace, einer der Begriinder der Wahrscheinlichkeitstheorie,
macht die Bemerkung, dafl fast unser gesamtes Wissen sich im
letzten Grunde auf Wahrscheinlichkeit aufbaut. Es fragt sich
nur, wie groB in einem gegebenen Falle die Wahrscheinlichkeit
ist, und ob demnach die zu ziehenden Schliisse eine geniigende
Sicherheit enthalten. Gerade darauf gibt aber die Wahrschein-
lichkeitslehre Antwort. Denn freilich wird man sich ebensosehr
vor dem Fehler hiiten miissen, zu glauben, dafl die Tatsache,
daB ein Ergebnis auf Grund mathematisch abgeleiteter Regeln
gewonnen ist, diesem Ergebnis schon die Sicherheit mathema-
tischer Wahrheiten verleihen kionnte. Das wire ebenso falsch,
wie wenn man aus der Vorziiglichkeit einer Werkzeugmaschine
auf die Giite des mit ihrer Hilfe bearbeiteten Werkstoffes
schlieBen wollte. Aber die statistische Behandlung bearbeitet
nicht nur das Material, sondern sie vermag auch zu entscheiden,
ob das Material fiir eine lohnende Bearbeitung tauglich ist.
Sollen z. B. zwei auf verschiedene Art hergestellte Posten von
Glithlampen verglichen werden, und hat man festgestellt, dafl
die mittlere Lebensdauer des ersten Postens die des zweiten
Postens iibertriffit, so kann der SchluB, daB der erste besser
ist als der zweite, trotzdem unberechtigt sein, weil es moglich
ist, - daB der festgestellte Unterschied noch innerhalb der Grenzen
der fiir einen solchen Posten zufillig zu erwartenden Schwan-
kungen liegt. Ob das der Fall ist, dariiber gibt eine weiter-
gehende mathematische Betrachtung Aufschlufl; sie lehrt zu-
gleich, um wieviel das untersuchte Material vermehrt werden
muB, um die Frage wirklich zu entscheiden, eine Feststellung,
die fast ebenso wichtig ist wie die Entscheidung der Frage
selbst. Eine solche erweiterte Betrachtung ist ganz unentbehr-
lich, wenn die Ergebnisse irgendwie verwertet werden sollen.
Erst mit ihrer Hilfe gewinnen die Berechnungen Bedeutung,
dann aber sind sie auch geeignet, eine ganze Reihe praktisch
wichtiger Fragen zu beantworten.

In der vorliegenden Arbeit soll die Anwendung der statisti-
schen Gesetze auf eine Anzahl solcher praktischer Fragen ge-
zeigt werden. Die hier bearbeiteten Fragestellungen und Lo-
sungsmethoden sind speziell in der Glihlampenfabrikation ent-

. 1*



4 Einleitung.

standen und weiter entwickelt worden. Aus Griinden der An-
schaulichkeit wird daher meist am Beispiel der Glithlampe
festgehalten. Das Buch wendet sich aber iiber den Kreis der
Glithlampenerzeuger hinaus an jeden Techniker, der fiir die
mathematisch-statistische Auswertung der Fabrikationskontrolle
Interesse hat. In dem vorangestellten praktischen Teil lernt
er die Art der Fragen kennen, auf die die Statistik eine Ant-
wort geben kann, und die graphischen und rechnerischen Ver-
fahren, mit denen die Losung durchzufiibren ist. Die zugrunde-
liegenden statistischen Gesetze werden dabei meist ohne Beweis
mitgeteilt, so dal mathematische Schwierigkeiten in diesem Ab-
schnitt nicht auftreten. DaB dabei als Beispiel im wesentlichen
von Glilhlampen die Rede ist, wird den Fachmann aus einem
anderen Gebiet nicht storen. Die spezielle Form der Frage-
stellung sowie die technische Anordnung der Rechnung kann
ja doch nur im engen AnschluB an die Betriebspraxis aufge-
stellt werden, sie muB8 daher den einzelnen Fachleuten selbst
iiberlassen bleiben. Die von den Verfassern herangezogenen
Beispiele aus anderen Gebieten sind somit nur als Anregungen
und Vorschlige aufzufassen, wihrend die Beispiele aus der
Gliihlampenindustrie ein ausgefiihrtes Bild von der Leistungs-
fihigkeit der statistischen Methoden geben, wie sie sich in der
Praxis bewihrt haben®.

Dem praktischen Teil folgt ein theoretischer, in dem die
mathematische Ableitung der im ersten Teil benutzten Gesetze
im Zusammenhang gegeben wird. Dieser Teil ist naturgemas
ganz allgemein gehalten und kann also ohne weiteres als Grund-
lage fiir andere Spezialisierungen dienen.

Die im ersten Teil behandelten Probleme sind dreierlei Art.
Zunichst handelt es sich darum, die laufende Fabrikation zu
kontrollieren. Hier ergibt sich die Frage, wie das Verhalten
einer groferen Menge durch Untersuchung einer Probe beurteilt
werden kann. Zweitens miissen bei jeder Fabrikation fortlaufend
Verbesserungen ausprobiert und deren Vorteile und Nachteile
gegen die des bisherigen Verfahrens abgewogen werden. Hier

1 DaB dieselben Methoden auch in ganz anderen Gebieten der Technik
Anwendung finden, ersieht man z. B. aus E. A. Westman, Statistical Me-
thods in Keramic Research, Journal of the American Keramic Society 10,
Nr. 3, 133. 1927.



Einleitung. 5

treten als statistische Probleme auf der Vergleich zweier Mengen
auf Grund zweier Proben und die Feststellung von Zusammen-
hiingen zwischen zwei Eigenschaften. Endlich wird noch die
Frage der Garantiebedingungen behandelt, also gezeigt, wie aus
den statistischen Eigenschaften des Fabrikates das mit be-
stimmten Garantiebedingungen verkniipfte Risiko berechnet
werden kann, um so die Tragweite der Bedingungen beurteilen
zu konnen.

Auf alle diese Fragen lassen sich auf Grund der Wahrschein-
lichkeitsgesetze mehr oder weniger bestimmte Antworten geben,
aus denen Anweisungen fiir die in einzelnen Fillen einzu-
schlagenden Verfahren hervorgehen. Natiirlich erhebt aber die
obige Einteilung nicht den Anspruch auf Vollstindigkeit. Es
lassen sich gewil noch viele weitere Fragen denken, deren Lo-
sung in dhnlicher Weise moglich wire, doch glauben die Ver-
fasger, dal die dargestellten Probleme geniigen, um dem Leser
auch zur Beantwortung anderer Fragen Anregungen zu geben
und Wege zu weisen.



B. Praktischer Teil.

I. Beurteilung einer Menge auf Grund einer
Probe.

1. Mittelwert und Streuung.

Wenn eine groBere Anzahl gleichartiger Fabrikate in bezug
auf irgendeine Eigenschaft, z. B. GroBe, Festigkeit, Gehalt an
irgendeinem Bestandteil oder &hnliches gepriift worden ist, so
erhebt sich die Frage, wie diese groBe Menge von einzelnen
Zahlangaben in einfacher Weise zu kennzeichnen ist. Dies ge-
schieht, wie bekannt, am besten durch ihren Mittelwert. Seien
L, ... L, die betreffenden Zahlangaben, deren Zahl n betrégt,
so erhilt man das Mittel, indem man die Summe der » Zahlen
bildet und durch n dividiert.

M= L1+Lg+"'+Ln (1)
n

Zur Abkiirzung werden wir das Ergebnis dieser Rechenoperation
wie iiblich durch einen horizontalen Strich iiber der betreffen-
den GroBe andeuten, also

M=1L,

Sobald nun die Grofe von n gewisse Grenzen iiberschreitet, z. B-
mehrere 100, so ist diese Berechnung miihselig und wird sich
in sehr vielen Féllen nicht lohnen. Man kann sich dann in
verschiedener Weise helfen, worauf weiter unten noch einge-
gangen wird. Ein Ausweg ist nun der der Stichprobe, der, wie
schon oben erwdhnt, ohnehin iiberall da geboten ist, wo die
Priifung des Fabrikats dessen Vernichtung bedeutet, so dafl sie
gar nicht an allen Exemplaren ausgefiihrt werden kann.

Um z. B. den Mittelwert der Lebensdauer von Gliihlampen
zu bestimmen, ist man genttigt, sich auf die Priifung einer
herausgegriffenen kleineren Menge zu beschrinken, und von
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dieser den Mittelwert zu berechnen, was mit leichter Miihe
méglich ist. Freilich braucht nun der Mittelwert der Gesamt-
menge nicht genau mit dem der Probe iibereinzustimmen. Aber
die Probe gibt uns selbst einen Anhalt an die Hand, woran
wir den Grad dieser Ubereinstimmung beurteilen kénnen, nim-
lich die Streuung. Das sagt schon ohne jede Rechnung die
unmittelbare Anschauung, daB, je enger die simtlichen Lebens-
dauern zusammenliegen, desto geringer auch der Unterschied
zwischen dem Gesamtmittelwert und dem der herausgegriffenen
Menge sein muB. Daher entsteht zunédchst die Aufgabe, aus
den gepriiften Lampen die Streuung zu bestimmen. Wie ieh
nun die Streuung zahlenmiBig zu kennzeichnen? Man konnte
gich dadurch helfen, was auch gelegentlich geschieht, daB man
z. B. die Durchbrennzeiten der einzelnen Lampen auf einer
Zeitachse durch Punkte markiert, und die Aussage iiber die
Streuung ersetzt durch das Vorzeigen einer solchen anschau-
lichen Darstellung. Aber der praktische Wert dieses Verfahrens
ist beschrinkt, weil der Eindruck eines solchen Bildes sehr
subjektiv ist und ein Vergleich mehrerer derartiger Darstellungen
nur bei ganz drastischen Unterschieden ein einwandfreies Urteil
erlaubt.

Es gibt verschiedene Versuche, die Streuung . zahlenméBig
auszudriicken, denen freilich allen eine gewisse Willkiir anhaftet:
So wird zuweilen das Intervall zwischen dem kleinsten und
groBten Wert angegeben (Streubereich) oder die GroBe des
Intervalls zu beiden Seiten des Mittelwertes, innerhalb dessen
die Hilfte aller Werte liegt. Wichtiger ist das sogenannte
lineare StreuungsmaB: Es wird fiir jeden Wert die Abweichung
vom Mittelwert gebildet, obne Riicksicht auf das Vorzeichen,
und von diesen Zahlen das Mittel genommen. FormelméBig
lautet also die Definition
_ L —M|+|L—M[+---+|L— M| —[L,—M| (2

n %
wo die senkrechten Striche bedeuten, daB von der dazwischen
stehenden GroBe der absolute Betrag zu nehmen ist. Vielfach
wird auch die auf diese Weise gewonnene GroBe in Prozent
des Mittelwertes ausgedriickt. Fiir dieses StreuungsmaB gibt
es eine einfache graphische Ermittlungsart, die hier kurz be-
schrieben sei.

8



8 Beurteilung einer Menge auf Grund einer Probe.

Man stellt die Lebensdauern der einzelnen Lampen nach
der GroBe geordnet durch aufeinanderliegende gleich breite hori-
zontale Flichenstreifen dar, deren Enden links alle genau iiber-
einanderliegen, wihrend die Enden rechts eine absteigende
Treppenkurve bilden (siche Abb. 1). An der Stelle, die der
mittleren Lebensdauer entspricht, wird eine senkrechte Linie
errichtet. Im oberen Teil der Abbildung bleibt die Treppen-
kurve links von dieser Geraden, im unteren Teil liegt sie rechts
von ihr. Die Grofle der beiden schraffierten Flichenstiicke
zwischen Treppenkurve und Mittellinie dividiert durch die ganze
Fliche links von der Mittellinie gibt die lineare Streuung in
50 Pmchteli}eg deI;1 mitt-

QZZW eren Lebensdauer.
2 Konstruiert man die
beschriebene Trep-
penkurve auf loga-
a rithmischem Papier,
v also so, daB die Lénge
%l der Streifen nicht die
0 . Lebensdauer selbst,
500 w00 M 1500 Stunden  sondern deren Loga-
rithmus darstellt, und
bestimmt das ent-
sprechende Flachenverhiltnis, so erhilt man den Logarithmus
des fiir die Glithlampenpraxis von W. Geifl vorgeschlagenen
logarithmischen Streuungsmafles U (,,Uniformity factor“), dessen
Definition lautet

_ gL —lgM|+|lgLy—lgM|+---+|lgLa—1g M|
" (3)
= —|lgL,—lgM|.

20
15

S

Abb. 1. Graphische Ermittlung der linearen Streuung.

IgU=

Die Grofle U wird fir vollkommene Gleichférmigkeit
(Ly=Ly=-.-=L,) gleich 1, in allen anderen Fillen kleiner
als 1. Kurze Lebensdauern heben sich von selbst besonders
hervor. Rechnerisch durchgefiihrtes Beispiel siehe Tab. 1, S. 10.

Endlich ist noch das quadratische Streuungsmafl zu nennen,
das mit s bezeichnet sei; es entsteht, wenn man die Abweichungen
der einzelnen Lebensdauern vom Mittelwert quadriert, aus diesen
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Quadraten das Mittel bildet und daraus die Wurzel zieht, also
PR VRl ISR T

n

Wenn es sich nur darum handelt, die mehr oder weniger
zusammengedringte Lage der Durchbrennzeiten auf der Zeit-
achse irgendwie zahlenméBig zu charakterisieren, so kénnte man
all diesen StreuungsmafBlen ungefihr die gleiche Berechtigung
zuerkennen. Soll aber mit Hilfe des Streuung auf die Uberein-
stimmung des Mittels der Probe mit dem wahren Mittel oder
auf sonstige weiterhin zu besprechende Zusammenhinge ge-
schlossen werden, so verdient das quadratische StreuungsmaB
unbedingt den Vorzug, obwohl es weniger bequem zu berech-
nen ist als z. B. das lineare. Der Grund dafiir ist der Um-
stand, daB das quadratische StreuungsmaB mit den tieferliegen-
den Gesetzen der Zufallsverteilung in einfachem Zusammenhang
steht, wihrend das bei den anderen StreuungsmaBen nur inso-
weit der Fall ist, als sie zu s in einer bestimmten Beziehung
stehen.

Aus diesem Grunde empfiehlt es sich auch, sich mit dem
quadratischen Streuungsma8 etwas niaher zu beschiftigen. Fiihrt
man die Quadrate in der Formel (4) aus, so erhélt man

P L Ly L= 2 M (Lt Lyt + L)+ 1)
— (L L4+ L2 — 2 Mon M n JL?) (5)

=%(L1”—|—---+L””—nM“) LM =TI}

Statt also die Quadrate der Abweichungen der einzelnen Lebens-
dauern vom Mittel zu bilden, kann man die Quadrate der ein-
zelnen Lebensdauern selbst bilden und von dem Mittelwert
dieser Quadrate das Quadrat der mittleren Lebensdauer ab-
ziehen. Fiir die Zwecke des praktischen Rechnens empfiehlt sich
dieser Weg freilich nicht immer, weil hier die groBen Zahlen
L; ins Quadrat erhoben werden an Stelle der kleineren GréBen
L; — M. Hierfiir ist vielmehr hiufig ein dritter Weg am be-
quemsten: Man bildet die Abweichungen der Lebensdauern von
einer passend gewihlten Zahl P, erhebt sie ins Quadrat und
berechnet das Mittel, hiervon subtrahiert man das Quadrat der
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Differenz M — P, denn es zeigt sich in ganz analoger Weise wie
oben, daf
(Ly—PP— (M — P? =L} — M*>=3s. (6)

Die beiden Formeln (4) und (5) sind Spezialfille hiervon fiir
P=M und P=0. Unm fiir die Rechnung moglichst bequeme
Verhéltnisse zu haben, wihlt man P als runde Zahl in der
Nihe von M, damit die Differenzen L, — P leicht hinzuschreiben
sind und nicht zu groBe Betrige haben.

Die praktische Durchfiibrung der Berechnung von s® ge-
staltet sich demnach wie folgt (vgl. Tab.1):

Tabelle 1. Beispiel zur Berechnung von s und U.

L |L—P|| (L—Pp gL |lgL—1g M|
1157 943 889249 3.0633 0.2703
1952 | 148 21904 2905 0431
2093 7 49 3208 0128
2159 59 3481 3342 0006
2184 84 7056 3393 0057
2210 110 12100 3446 0110
2968 |. 168 28294 3556 0220
2855 | 255 65025 3720 0384
2481 381 145161 3946 0610
2703 | 608 363609 - 4317 0981
Summe 21 562 1535858 0.5630 : 10
e 2156 10— 153586 |2 M=33336 =00563=—IgU
P=2100 —(M—P@= 3136 g U=09437 — 1
M—P= 56 £ = 150450 U=08718
8= 388

Die L; werden in eine Kolonne untereinander geschrieben,
addiert und die Summe durch n dividiert. Gewonnen M. Man
wahlt P als runde Zahl in der Nihe von M, schreibt es auf
einen Papierstreifen, den man der Reihe nach iiber die einzel-
nen L,-Werte hilt, indem man die Abweichungen bildet und
in eine Kolonne rechts daneben schreibt, auch M — P wird
mit hingeschrieben. Dabei ist es gleichgiiltig, ob P oder der
L;-Wert grofer ist, da die Vorzeichen durch das Quadrieren
doch wegfallen. Nun sucht man die Quadrate in einer Tabelle
auf und schreibt sie in eine dritte Kolonne, addiert und teilt
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durch n. SchlieBlich subtrahiert man von dem Ergebnis (M — P)%.
Die beiden letzten Kolonnen der Tab.1 zeigen daneben die
Berechnung des GeiBschen Gleichférmigkeitsfaktors U.

Wird das quadratische Streuungsmafl zur Kennzeichnung
der Streuung verwendet, so liBt sich sogleich eine Antwort auf
die Frage geben, in welchem MaBle die Sicherheit der Mittel-
wertsbestimmung mit der Zahl der gepriiften Lampen zunimmt.
Wenn man nidmlich nur bei einer einzigen Lampe die Lebens-
dauer festgestellt hitte, und auf Grund des Ergebnisses eine
Aussage iiber die mittlere Lebensdauer des ganzen Haufens
machen wollte, so wiirde die Unsicherheit dieser Aussage offen-
bar um so groBer sein, je groBer die Streuung des ganzen
Haufens ist. Nimmt man die Priifung dagegen an einer Serie
von n Lampen vor, so ist die Unsicherheit jetzt bedingt durch
die Streuung der Mittelwerte aller méglichen Serien von n Lampen,
die sich aus dem ganzen Haufen herausgreifen lassen. Fiir den
Fall, daB die Zahl » klein ist gegen die Gesamtzahl des Hau-
fens ergibt nun die mathematische Berechnung das folgende
Gesetz:

Die Streuung der Serienmittel von Serien zu n Glie-
dern ist im Verhiltnis 1:yn kleiner als die Streuung
der einzelnen Glieder des ganzen Haufens.

Will man also die Streuung bei einem Versuch auf die
Hilfte reduzieren, so hat man Serien mit der vierfachen
Lampenzahl zu bilden. Zur Reduktion der Streuung auf 1/,
1/,5 Y/ usw. sind Serien mit der 9-, 16-, 25fachen Zahl er-
forderlich.

Eine Folgerung aus diesem Gesetz ergibt die Beziehung
zwischen der Streuung s,, die aus einer einzelnen: Serie von
n Lampen berechnet wird, und der Streuung s, der Gesamt-
menge, aus der die Probe genommen ist. Sie lautet

§i=_"_32 (7)

2. Feststellung der Einheitlichkeit einer Menge.

Da in einem Lampenhaufen erfahrungsgemdf Lampen von
sehr verschiedenen Lebensdauern vorkommen, so koénnte man
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der Meinung sein, daB sich dabei von Einheitlichkeit iiberhaupt
nicht reden lieBe. Jedoch besteht offenbar ein Unterschied
zwischen einem Lampenhaufen, in dem nur diese als zuféllig zu
betrachtenden Lebensdauerschwankungen vorhanden sind, und
einem solchen, der aus mehreren Sorten von Lampen verschie-
dener Giite gemischt ist. Freilich liegt der Unterschied nur
darin, dafl, wenn wir uns beide Male eine Gruppe z. B. be-
sonders langlebiger Lampen, herausgegriffen denken, diese im
letzteren Falle noch ein anderes gemeinsames Merkmal besitzen,
némlich die Zugehodrigkeit zu einer besonderen Sorte, wihrend
im ersteren Falle ein solches Kennzeichen fehlt, moglicherweise
nur deshalb, weil es uns noch nicht gelungen ist, es aufzu-
finden. Es kann also sein, daB wir einen Lampenhaufen als
einheitlich bezeichnen, blo8 weil wir die Ursachen seiner Ver-
schiedenheiten vorliufig nicht anzugeben vermdgen und sie daher
als ,zufillig¢ betrachten miissen. Natiirlich erscheint es vom
Standpunkte der Verbesserung der Produktion sehr wiinschens-
wert, unsere Kenntnis in dieser Richtung zu erweitern. Um so
wichtiger ist es, ein Mittel zu haben, das zu entscheiden er-
laubt, ob eine bestimmte Einteilung der Lampen in Gruppen
(z. B. nach der Herstellungszeit, nach den Materialien oder nach
den Herstellungsverfahren) mit wirklichen Unterschieden in der
Lebensdauer verkniipft oder nur von zufilligen Schwankungen
begleitet ist. Dies wird auf Grund einer Erweiterung des oben
angefiihrten Gesetzes moglich. Das Gesetz ist ndmlich seiner
Ableitung nach beschrinkt auf Zufallsserien, d. h. solche Serien,
die nach Zufallsgesetzen, also in blinder Auswahl aus der Ge-
samtmenge herausgegriffen sind. Wenn demnach eine Anzahl
aus einem Lampenhaufen ausgewshlter Serien wirkliche Zufalls-
serien gind, also keinerlei systematische Unterschiede in sich
tragen, so muB die Streuung der Serienmittel, die mit s, be-
zeichnet sei, in der durch das Gesetz geforderten Beziehung
zu der Streuung s, der gesamten herausgegriffenen Einzellampen
um ihr gemeinsames Mittel stehen. Eine Erweiterung des im
vorigen Abschnitt ausgesprochenen Gesetzes ist insofern notig,
als es sich dort um eine Gesamtzahl von Lampen handelte,
die gro war gegen die Gliederzahl n einer Serie. Da wir hier
aber als Gesamtzahl nicht den ganzen Lampenhaufen selbst
nehmen, aus dem die Probe genommen wird, sondern die Zahl
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aller herausgegriffenen Lampen, die hier nur etwas groBer ge-
wihlt wurde, so dafl sie in eine Reihe von Serien zu n Lampen
unterteilt werden kann, so darf hier das Verhiltnis von n zur
Gesamtzahl nicht vernachlissigt werden, und das Gesetz nimmt
-die etwas kompliziertere Form an
8,2 n—1 k—1

8'2=':T(1_nk—1)=892nk-—1’ (8)
wenn k die Zahl der ausgewdhlten Serien ist. Man sieht, dafl
diese Gleichung fiir sehr groBle k in die alte Form iibergeht, da
nnk_—ll verschwindend klein wird. Zeigt sich nun, da8 die
gewihlten Serien eine Serienstreuung aufweisen, die der nach
dieser Formel zu berechnenden entspricht, so wird man die
Serien als Zufallsserien ansprechen diirfen. Ist aber die be-
obachtete Streuung merklich grofler, so muB3 auf Unterschiede
zwischen den Serien geschlossen werden.

Um die etwas miihsame Berechnung von s, zu vermeiden,
kann man der Formel (8) auch eine andere Gestalt geben. Denken
wir uns die herausgegriffenen k% Lampen nach dem Schema
Tabelle 2 geordnet.

dann

Tabelle 2.
1. Serie 2. Serie ... k. Serie
L, Ly, ... Ly,
L, Ly, s Lys
} Ly, Lyn . L
Serienmittel M, M, Ce M,

Ly, bedeutet z. B. die 7. Lampe in der 5. Serie. Allgemein
ist L,; die i-te Lampe in der k-ten Serie. M sei ferner das
Gesamtmittel aller nk Lampen, M, dagegen das Mittel der
k-ten Serie, also

Mk=%(Lk1+Ln+ "'+L1m)'

Wir konnen nun dreierlei quadratische Streuungen ins Auge
fassen.
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1. Die Gesamtstreuung s aller »k Lampen gegen das
Gesamtmittel M, wie sie oben aus%iihrh'ch betrachtet wurde. Also

sg2=ZE,-—M2. (5)

2. Die Serienstreuung s,, d. h. die Streuung der Serien-
mittel M, gegen den gemeinsamen Mittelwert M

82=M?— M?. (ba)

3. Die Einzelstreuung s,. Wenn man nur eine einzige
Serie, z. B. die erste, ins Auge faBt, so kann man auch inner-
halb dieser Serie eine Streuung bilden, indem man die Streuung
der Lampen L, ; gegen das ihnen gemeinsame Mittel M, ermittelt.
Man erhilt dann die Einzelstreuung innerhalb der ersten Serie.

Wenn man diese Einzelstreuung fiir jede einzelne der k-Serien
bestimmt und aus diesen das quadratische Mittel bildet, so er-
hilt man die gesuchte Einzelstreuung:

st =g [2 (Bt o+ L —nB?)
b (Th o A+ Ly —a M) | =IE 3 (9)

Man sieht, daB die drei verschiedenen Streuungen sich ausdriicken

als Differenzen von je zweien der drei Grofen M2, Ek—‘“ und Lg;.
Es ist nimlich:

Gesamtstreuung s,* = Z‘.’“_QL — M2,
Serienstrevung  8.* = M,* — M?,
Einzelstreuung s> = Lg; — M,*.
Triagt man also die drei Zahlen M?, ]I_ZE und L7; vom gleichen

Nullpunkt aus auf einer Geraden auf (sieche Abb. 2), so Liegen
die Endpunkte M? und

st ’ 52 Lj; unabhéngig von der

5 e d o ¢ +r gewihlten Serieneintei-
x % lungfest. Der Punkt M,?

Abb. 2. Geometrische illi;;iihgng zwischen s 2, 82 dagegen kann je mach
‘ : der Einteilung der Serien

verschiedene Lagen zwischen ihnen einnehmen. Im Falle der
Zufallsserien ist sein Ort vermbge (8) und (5a) bestimmt.
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Die drei StreuungsmaBe sind nach dem letzten Ergebnis
einfach als Abstinde zwischen je zwei dieser drei Punkte auf-
zufassen. Man erkennt auch unmittelbar die Beziehung

82 =282+t (10)
welche als mathematische Identitdt zwischen den drei Streuungs-
groBen gilt. GemaB dieser Beziehung konnen wir in Formel (8)
8,* durch s, 4 s ersetzen und erhalten somit

k-1
2 __ o2
8 =8 tw=1) (11)

Die GroBe s,® wird berechnet, indem man fiir jede der k-Serien
die Rechnung der auf S. 10 gegebenen Tabelle 1 durchfithrt
und aus den % Ergebnissen das Mittel nimmt.

Die GroBe s findet man, indem man dasselbe Rechen-
schema auf die im Gange der bisherigen Rechnung bereits ge-
fundenen GroBen M, anwendet. Bei 8 Serien zu je 10 Lampen
wire also 9mal eine Rechnung vom Umfange der Tabelle 1
durchzufiihren.

Hat man auf diese Weise die GroBen s,® und s, ermittelt

und stellt sich nun heraus, da8 s von se"’k—l(c;b__—ll) verschieden

ist, so muB, wie schon erwiahnt, auf Unterschiede zwischen den
Serien geschlossen werden. Eine weitere mathematische Uber-
legung zeigt, daB der Betrag, um den s,* groBer ist, also die Grofie

k—1
‘D=832— Sezm (12)

ein MaB fiir diese Unterschiede bildet. Es sei z. B. angenommen,
daB simtliche Lampen der 1. Serie eine um F, lingere Lebens-
dauer haben, als sie haben wiirden. wenn die Unterschiede
zwischen den Serien nicht bestinden, und ebenso F, fiir die
2. Serie usw., F, fiir die k. Serie. Dann ist die GroBe D das
quadratische Mittel aller dieser Abweichungen

D=TF2.

Allerdings ist zu beachten, dal auch bei reinen Zufallsserien
die GroBe s,? gewissen Schwankungen unterworfen ist, und daher D
auch in solchen Fillen nicht immer genau = 0 sein wird. Man
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schiedenen Versuchsbedingungen brennen lieBe. Solche Ver-
schiedenheiten der Versuchsbedingungen konnen z. B. davon
herrithren, dal die Angabe des. Photometers und damit auch
die daraus abgeleitete Belastung fiir die eine Serie systematisch
abweicht von der fiir eine andere Serie oder auch davon, daB
an den verschiedenen Brennrahmen nicht genau die am Photo-
meter ermittelten Voltzahlen eingehalten werden, so daB8 etwa
eine Serie ein Volt zu tief, eine andere ein Volt zu hoch be-
lastet wird. Auch diese Unterschiede wiirden die Ergebnisse
so beeinflussen, daBl die Streuung der Serienmittel nicht dem
fiir Zufallsserien giiltigen Gesetze folgt, sondern sich ein von
Null verschiedener Wert D ergibt.

Beide Arten von Unterschieden, solche der Qualitit und
solche der Versuchsbedingungen, konnen natiirlich auch zu-
sammentreffen. In diesem Falle wird die GréB8e D, wie eine
mathematische Uberlegung lehrt, einfach die Summe der GroBen
D, und D,, die man erhalten wiirde, wenn entweder nur die
‘Qualitédtsunterschiede oder nur die der Versuchsbedingungen
wirksam wéren. Um den Anteil jeder der beiden Ursachen an
dem Gesamtwert zu ermitteln, ist ein Parallelversuch anzustellen,
bei dem eine von beiden Ursachen ausgeschaltet ist. Dies hat
man durch geeignete Durchmischung in weitem Umfange in der
Hand. Sollen z. B. die Unterschiede in den Herstellungs-
bedingungen ausgeschaltet werden, so sammelt man erst die
Lampen der ganzen Herstellungsperiode und sorgt dann dafiir,
da in jede Brennserie Lampen aus den verschiedensten Ab-
schnitten der Herstellungszeit aufgenommen werden. Sollen
umgekehrt die Unterschiede der Priifung ausgeschaltet werden,
so bildet man die Serien nach der Herstellunigszeit und sorgt
dafiir, da8 die einzelnen Lampen jeder Serie womdglich an ver-
schiedenen Photometern oder zu verschiedenen Zeiten gemessen
und an verschiedenen Rahmen gebrannt werden. In beiden
Fillen berechnet man nun in der auf S. 15 erliuterten Weise

Falls sich dann herausstellt,

dall die im ersteren Falle berechnete GroBe D im oben gekenn-
zeichneten Sinne als grof anzusehen ist (d. h. wenn sie groBer

2
als s2.

—_— 2
8 8, und D=g? —

% il ist), so wiire zu schlieBen, daB systematische Unter-

Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation. ' 2
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schiede von der GroSle F,>=D in den Versuchsbedingungen
vorgelegen haben, die Priifstation also nicht einwandfrei arbeitet.
Wird dagegen im zweiten Falle D groB, so bedeutet dies, dafl
die Fabrikation selbst in der fraglichen Periode Schwankungen
erlitten hat, die iiber das MaB des zufillig zu erwartenden

hinausgehen und vom Betrage F,>= D sind.

Das Verfahren, das hier am Beispiel der Glithlampen er-
lautert wurde, kann natiirlich genau so gut auf irgendeinem
anderen Gebiet dazu dienen, um die Ursachen beobachteter
Schwankungen eines Fabrikats zu untersuchen, z. B. um fest-
zustellen, ob sie auf Schwankungen des Rohmaterials, oder auf
Unterschiede der verschiedenen Bearbeitungsmaschinen, Ofen usw.
oder auf zeitliche Schwankungen in der Arbeitsweise einer
Werkstatt zuriickzufiihren sind. Man hat dazu nur Priifwerte
der untersuchten Proben in ein rechteckiges Schema einzuordnen,
dessen Unterteilung nach der vermuteten Schwankungsursache
vorzunehmen ist. Dann bildet man, wie S. 15f. angegeben, Einzel-
streuung und Serienstreuung und daraus die GroBe D. Ist dann,

——

wie 8. 16 gezeigt, D groBer als 8,’-]/ kil’ go ist zu schlieBen,

daB die betreffende Ursache tatsichlich die Schwankungen be-
einfluBt; ist D kleiner, so spielt die Ursache keine Rolle, es
" muB nach anderen Ursachen gesucht werden.

3. Verteilungskurven.

In den vorangehenden Abschnitten haben wir uns damit
begniigt, eine Menge allein durch zwei Zahlenwerte, ihren Mittel-
wert und ihre Streuung zu charakterisieren. Schon damit a8t
sich, wie wir gesehen haben, manches Interessante und Typische
aus einer gegebenen Materialzusammenstellung herausholen. Aber
wie schon eingangs erwihnt, gibt es Fille, wo die Zahl n der
Werte, deren Mittel gebildet werden soll, so grof ist, daB die
Berechnung, namentlich auch der Streuung, zu umsténdlich und
daher nicht mehr lohnend ist, zumal da das Ergebnis ja nur
eine sehr summarische Kennzeichnung der Gesamtmenge dar-
stellt. Denn es ist klar, daB8 zwei Mengen bei gleichem Mittel-
wert und Streuung hinsichtlich der Beschaffenheit der einzelnen
ihnen angehorigen Individuen doch noch sehr verschieden sein
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konnen. Ein anderer Weg zur Kennzeichnung einer Gesamtheit
von Werten besteht daher darin, die Beobachtungsresultate im
ganzen durch eine Kurve anschaulich darzustellen und die
typischen Eigenschaften solcher Verteilungskurven zu erforschen.
Auf diesem Wege konnen wir erwarten, im Falle sehr groBer
Zahlen einen Ersatz fiir die umstindliche Mittelbildung und
dariiber hinaus auch bei kleineren Mengen einen tieferen Ein-
blick in das Verhalten der Gesamtheit zu gewinnen.

a) Herstellung von Verteilungskurven. Die Herstellung
der Verteilungskurven ist ausfiihrlich erldutert bei K. Daeves,
GroBzahlforschung®. Wir konnen uns daher im folgenden kurz
fassen. Aus dem ungeordneten Material der Kontrollbiicher oder
-listen wird zuerst eine Verteilungstafel hergestellt. Tab. 3 gibt
eine solche fiir Dehnungen von Schraubeneisen. Die erste Kolonne
gewinnt man, indem man den Bereich, in den simtliche ge-
messenen Dehnungswerte fallen, in gleich groBe Intervalle ein-
teilt und die Mitten dieser Intervalle hinschreibt. Die Intervalle
laufen hier also von 23 bis 25%, 25 bis 27% usw. Alsdann wird

Tabelle 3.
1 2 3
Dehnung w . Produkt

% Hiufigkeit 152
24 0 0
26 1 26
28 6 168
30 27 810
32 40 1280
34 54 1836
36 45 1620
38 23 874
40 7 280
. 42 2 84
44 0 0
205 | 6978

6978 o

.M = ?03' = 34,04 A)

1 Sonderheft der Fachausschiisse des Vereins Deutscher Eisenhiitten-
leute, WerkstoffausschuBB, Bericht 43.
2*
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gezahlt, wie viele der gemessenen Dehnungswerte in jedes In-
tervall fallen, und diese Anzahlen oder Haufigkeiten in die zweite
Kolonne eingetragen.

Die Verteilungskurven erhilt man nun, indem man die Zahlen
der Kolonne 2 als Ordinaten iiber denen der Kolonne 1 als
Abszissen auftrigt. Die Endpunkte der Ordinaten verbindet
man entweder durch gerade Linien oder durch eine glatte Kurve.
Zuweilen wird auch eine Treppenkurve gegeben, indem man
durch jeden Ordinatenendpunkt eine Horizontale von der Linge
der Intervallgrofie legt, und diese Stufen durch senkrechte Linien

an den Intervallgrenzen verbin-

60 det. Abb. 3 gibt als Beispiel die
A zu Tab. 3 gehorige Verteilungs-

0 \ kurve.

w \ An die Verteilungstafel kann
N \ man zugleich eine vereinfachte
S Mittelbildung anschliefen, die in
] / Kolonne 3 angedeutet ist. Man

20 bildet die Produkte der Ordina-

/ ten mit dem der Intervallmitte

7 / entsprechenden Wert, addiert

o \: . diese und dividiert durch die

24 26 28 30 32 34 36 38 W0 42 %%  (Jesamtzahl; der Quotient ergibt,
Abb. 8. Verteilungskurve zu Tab. 3. wenn die Intervalle nicht zu gro3

sind, den Mittelwert der Gesamt-
heit mit guter Anniherung. Auch die Streuung liBt sich dhn-
lich berechnen. Vgl. das ausgefiihrte Beispiel S. 41f.

Solche Verteilungskurven eignen sich besonders zur Dar-
stellung sehr groBer Gesamtheiten; ist die Menge zu Kklein, so
fallen die Kurven unregelmifig aus, weil einzelne Intervalle
unter Umsténden” ganz leer sein konnen. Will man daher eine
kleinere Menge, z. B. eine aus einer groBen Gesamtheit heraus-
gegriffene Probe, anschaulich darstellen, so empfiehlt sich eine
andere Methode, die schon S.18 bei Gelegenheit des linearen
Streuungsmafles erwdhnt wurde. Es wurden dort die einzelnen
darzustellenden Werte, im Beispiel die Lebensdauern von Lampen,
nach der GroBe geordnet, als aufeinanderliegende Flichenstreifen
dargestellt. Dieselbe Treppenkurve, die wir uns dort als Be-
grenzung der Flichenstreifen entstanden dachten, kann man in
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etwas anderer Auffassung auch so deuten, daB iiber der Zeit
als Abszisse die Zahl der jeweils noch brennenden Lampen als
Ordinate aufgetragen ist. In diesem Sinne kann die Kurve als
Brenndauerkurve bezeichnet werden. Zu demselben Beispiel
158t sich in diesem Fall aber auch eine Verteilungskurve zeichnen,
indem man iiber jedem Zeitintervall die wihrend seiner Dauer
durchgebrannten Lampen auftrigt. In Abb. 4 ist die zu Abb.1
gehorige Verteilungskurve angegeben.

N N W W g N ™ @
T

Zwischen beiden Kurven besteht eine enge Beziehung. Bei
der Brenndauerkurve geben ja, wie schon erwdhnt, die horizon-
talen Linien, die von den '
Punkten 1, 2, 3 usw. der Or-

dinatenachse bis zu den dule- VA

ren Eckpunkten der Stufen-

kurve gezogen werden, die

Brenndauern der einzelnen / \
individuellen Lampen an; um

die Verteilungskurve zu finden, | /__/ \/\

braucht man nur die Abszissen-

achse in gleich grofe Inter- |

valle zu zerlegen und nach- . Ly VAN
zuzéhlen, wieviel Enden sol- sw 000 7500 Stunden
cher horizontaler Linien iiber Abb. 4. Verteilungskurve zu Abb. 1.
jedem Intervall liegen, denn

jedes solche Ende entspricht ja einer durchbrennenden Lampe,
deren Lebensdauer also innerhalb dieses Intervalls liegt. Man
erkennt sofort, daB an den Stellen, wo die Brenndauerkurve
steil abfillt, die Verteilungskurve ihre hochsten Werte erreicht,
wahrend die flachen Stellen der Brenndauerkurve niedrige Werte
der Verteilungskurve bedingen. Wenn die Zahl der Lampen,
deren Brenndauern dargestellt sind, sehr grol wire, so dall die
Brenndauerkurve einen angenihert glatten Verlauf zeigen wiirde,
so konnte man die Intervalle sehr klein wihlen, und die Ver-
teilungskurve wiirde dann angendhert den Differentialquotienten
der Brenndauerkurve darstellen, der ja die Steilheit der Kurve
an jeder Stelle angibt.

Héufig wird die Brenndauerkurve auch so gezeichnet, daB
man statt der genauen Zahl der jeweils noch brennenden Lam-
pen den Prozentsatz von der Gesamtzahl auftrigt; dies wird
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besonders dann zweckmiBig sein, wenn die Gesamtzahl sehr
groB ist. Man wird dann auf die genaue Wiedergabe jeder ein-
zelnen Lebensdauer verzichten, statt dessen in gleich groBen Zeit-
intervallen, etwa von 100 zu 100 Stunden, vorgehen und jedes-
mal den Prozentsatz der Lampen, die noch brennen, als Ordi-
nate iiber dem betrachteten Zeitpunkt auftragen. Die Endpunkte
der Ordinaten verbindet man durch Gerade, oder man legt eine
glatte Kurve hindurch.
Die Steilheit dieser Ge-
raden, der Sehnen der
A glatten Brenndauerkur-
ve, entspricht nun ge-

, : .
T /M N nau den Ordinaten der
Stundlen

Verteilungskurve, denn
Abb. 5. Verteilungskurve mit zu kleinen Intervallen.
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sie ist der Zahl der im
Intervall defekt gewor-
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denen Lampen propor-
tional. Wenn also die
Intervalle klein genug
genommen werden kon-
nen, bildet auch fiir
diese etwas modifizierte
Brenndauerkurve die
Verteilungskurve ange-
nihert die Differen-
zierende.

Um in einem prak-
tischen Fall eine Ver-

teilungskurve ‘wirklich
zu zeichnen, kommt es
vor allem auf die Wahl der Intervallgroffie an. Nimmt man
diese sehr klein, so kommt es, wie erwdhnt, hiufig vor, daf3
einzelne Intervalle durch Zufall fast leer sind und dal die
Schwankung der in benachbarten Intervallen liegenden An-
zahlen sebr groB ist. So erhilt man z. B. aus der Bremn-
dauerkurve Abb. 1, wenn man die Intervalle halb so grof3
wahlt, als sie fiir Abb. 4 genommen wurden, die Kurve
Abb. 5 als Verteilungskurve, die einen sehr unregelmifigen
Verlauf zeigt.

Abb, 6. Verteilungskurve mit zu groBen Intervallen.
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Je grofler man die Intervalle macht, desto sicherer wird
man diese zufilligen UnregelmiBigkeiten vermeiden. Nimmt
man sie aber zu groB, so verwischt man dadurch schlieBlich
alle Besonderheiten des An- und Abstiegs, da ja zuletzt alle
Lampen in ein und dasselbe grofe Intervall fallen wiirden.
Abb. 6 zeigt die Verteilungskurve mit dem dreifachen Intervall
wie in Abb. 4; hier fillt offenbar schon fast alles Charakteristische
fort, so daB man diese Intervalle als zu grol empfinden wird.
Welche Unregelmifligkeiten einer Kurve als ,zufillig und
welche als ,charakteristisch anzusehen sind, 1a8t sich aber nur
durch Betrachtung vermehrten Materials entscheiden und bleibt
mehr oder weniger willkiirlich.

b) Die GauBsche Verteilung. Die Bedeutung dieser Ver-
teilungskurven liegt darin, daB man nach den Gesetzen der
Wahrscheinlichkeitslehre unter Voraussetzung gewisser einfacher
Bedingungen eine normale Verteilungskurve berechnen kannm,
bei deren Giiltigkeit sich eine Reihe von praktisch wichtigen
Fragen exakt beantworten lassen. Mit derselben Genauigkeit
nun, mit der sich die wirklichen Verteilungskurven dieser theo-
retischen Kurve anpassen, konnen daher die fiir diese giiltigen
Gesetze auch auf jene iibertragen werden. So z. B. beruht die
Berechnung der ,Streuung der Streuung®, die S. 16 zur Ent-
scheidung der Frage: Zufallsschwankungen oder Qualitidtsunter-
schiede? benutzt wurde, auf der Giiltigkeit dieser theoretischen
Kurve. Die Berechtigung einer solchen Annahme wird im fol-
genden gezeigt werden.

Die Ableitung dieser zuerst von Gaufl aufgestellten Ver-
teilungskurve, die vielfach auch ,normale Haufigkeitskurve,
»Fehlerkurve“ oder ,GauBsche Kurve“ genannt wird, beruht
auf der Voraussetzung, daB die betrachtete Grole — z. B. die
Lebensdauer einer Lampe — durch das Zusammenwirken einer
sehr groBen Zahl von sehr kleinen Einfliissen zustande kommt,
deren jeder die Grofle entweder vermehrt oder vermindert, und
zwar beides mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Unter diesen Um-
stinden zeigt die Wahrscheinlichkeitslehre, daB die Fille mit un-
gefihr gleich viel vergrofernden und verkleinernden Einfliissen,
bei denen also die Gesamtwirkung einen mittleren Wert ergibt,
sehr viel hiufiger vorkommen miissen als die, bei denen fast nur
vergroBernde oder fast nur verkleinernde Einfliisse vorhanden sind.
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Denkt man sich die verschiedenen méoglichen Werte der be-
trachteten GroBe — wir wollen sie L nennen — auf einer
L-Achse abgetragen, so kann man die Haufigkeit berechnen,
mit der die innerhalb eines kleinen Intervalls von der Breite d L
gelegenen Werte unter einer sehr groflen Zahl von Fillen vor-
kommen, wenn das Intervall an einer beliebigen Stelle L der
Achse beginnt. Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit dieses
Vorkommens mit W(L)dL, so ist

1
W(L)dL Yon

24

_@—me
e 28 dL, (18)

wobei M und s zwei Konstante bedeuten, die von der Zahl und
GroBe der wirksamen Einfliisse abhéingen und von denen noch
die Rede sein wird?!.
Tragt man W(L) als Kurve iiber der L-Achse auf, so er-
gibt sich eine Abbildung von der in der Abb. 7 dargestellten
Gestalt. Fiir L = M hat
wiL) diese Kurve ein Maxi-
Q004 mum, d. h. die Werte
in der Nihe von M kom-
men hiufiger vor, als
6002 / \ die Werte eines gleich
o001 breiten Intervalls an je-
/ \ der anderen Stelle. Je

0,003

0 S0 7000L  weiter ein Wert von M
Abb. 7. Die GauBsche Kurve. entfernt ist, desto sel-

tener kommt er vor, und
von einer gewissen Entfernung an schmiegt sich die Kurve so
dicht der L-Achse an, daB die Wahrscheinlichkeit des Vor-
kommens der dort liegenden Werte praktisch gleich Null ist.
Bei der in Abb. 7 dargestellten Kurve ist der Wert der Kon-

stanten M — 500 und s — 100 — 5 M gewdhlt. Hatte man statt
dessen fiir 8 einen groferen Wert genommen, z. B. 200, so wiirde
die ganze Abbildung im Verhéltnis 2 :1 verbreitert sein und
zugleich alle Ordinaten im Verhéltnis 1:2 verkiirzt. Bei klei-

neren s-Werten dagegen zieht sich die Kurve in dem ent-
sprechenden Verhéltnis enger um ihre Mittellinie zusammen,

* Ableitung dieser Formel siehe Teil C, 8. 84ff.
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und jede Ordinate wird im gleichen Verhéltnis vergréBert. Fiir
kleine 8 wird also das Maximum hoch und schlank, fiir groBe s
breit und niedrig.

Dies Verhalten hingt damit zusammen, daB der Flachen-
inhalt zwischen der Kurve und der L-Achse fiir alle die ver-
schiedenen Kurven derselbe, nimlich von der GroBe 1 sein muB.
Wie oben erwahnt, stellt W(L)-dL die Wahrscheinlichkeit dar,
daB der Wert L innerhalb des kleinen Intervalls dZL liegt.
W(L)-dL ist aber gleich dem Flicheninhalt eines Rechtecks
von der Liange der Ordinate W(L) und von der Breite dL.
Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, da L innerhalb eines
groBeren Intervalles L, bis L, liegt, gleich dem Flicheninhalt,
der von dem Achsenstiick L, bis L,, den beiden in seinen End-
punkten errichteten Ordinaten und dem dazwischenliegenden
Kurvenstiick begrenzt wird. Das Flichenstiick, das zwischen
der ganzen L-Achse und der Kurve in ihrer ganzen Ausdehnung
von — oo bis + oo liegt, ist demnach die Wahrscheinlichkeit,
daB L irgendwo zwischen — co und + oo liegt. Da ja nun L
notwendig zwischen diesen Grenzen liegen muBl, weil es gar
keine anderen Werte gibt, so ist diese Wahrscheinlichkeit die
GewiBheit, hat also den Wert 1. Es ist wichtig, zu beachten,
daB in dieser Darstellung der Flécheninhalt die Dimension einer
Wahrscheinlichkeit hat, nicht etwa die Ordinate, wie man viel-
leicht glauben kénnte, weil das Ganze oft als , Wahrscheinlich-
keitskurve“ bezeichnet wird. Es wire nicht richtig zu sagen,
die Ordinate W (L) stelle die Wahrscheinlichkeit des Wertes L
dar. Denn, dafl der Wert L absolut genau angenommen wird,
das hat offenbar die Wahrscheinlichkeit O. Aber danach zu
fragen, hat auch gar keinen Sinn, da wir ja jede GriBe doch
nur mit einer gewissen Genauigkeit messen konnen. Fragen wir
aber nach der Wahrscheinlichkeit, daB der Wert L mit einer
gewissen Genauigkeit angenommen wird, so haben wir damit
schon ein gewisses kleines Intervall in der Nihe von L ange-
geben, innerhalb dessen der fragliche Wert noch liegen darf.
Die Wahrscheinlichkeit ist dann der Breite dieses Intervalls
proportional und wir gelangen wieder zu der Rechtecksformel
W(L)dL.

Mit Hilfe der angegebenen Formel fiir die Hiufigkeit des
Vorkommens der verschiedenen L-Werte 148t sich nun bei einer
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nach der GauBschen Kurve verteilten Gesamtheit fiir jede Grofe,
die von L abhiingt, ihr durchschnittlicher Wert berechnen.

Zuniichst der Mittelwert von L selbst. Dieser ergibt sich
rechnerisch zu M, was wir schon aus der Kurve entnehmen
konnten, die ja symmetrisch zu M verlduft. Ferner ergibt sich
das quadratische StreuungsmaB (siehe S. 9f) gleich der Kon-
stanten s, weswegen wir absichtlich fiir diese beiden Grofen
schon dieselben Buchstaben gewahlt haben, die in Abschnitt 1
zur Bezeichnung des Mittelwertes und des quadratischen Streuungs-
maBes dienten. Dafl die GroBe s die flachere oder - schirfere
Gestalt des Maximums bedingt, demnach ein Ma8 fiir die Streu-
ung bilden muf}, sahen wir ja schon oben. Berechnet man
schlieBlich die lineare Streuung s,, so erhélt man

8

Vo 0,798s. :

Man sieht also, dafl fiir eine Gesamtheit, die nach einer Gauf-
schen Kurve verteilt ist, das lineare und das quadratische
StreuungsmaB sich um einen fiir alle Kurven konstanten Faktor
unterscheiden. Dies ist von Vorteil, wenn man von einer Ge-
samtheit weiBl, dal sie so verteilt ist. Man kann sich dann die
miihsame Berechnung des quadratischen Streuungsmaflles sparen
und statt dessen das bequemer zugingliche lineare durch den
Faktor 0,798 dividieren.

Ferner liBt sich im Fall der Giiltigkeit der GauBschen Ver-
teilung allgemein angeben, welcher Bruchteil der betrachteten
Gesamtheit sich um nicht mehr als eine gegebene GroBle vom
Mittelwert unterscheidet. Denken wir uns, wie in der Abb. 7
durch Schraffierung kenntlich, beiderseits der Mittellinie M je einen
Streifen von der Breite b abgegrenzt, so wird die Zahl der
Exemplare, die sich um nicht mehr als b von M unterscheiden,
durch den Flicheninhalt dieses Streifens ausgedriickt. Dieser
Flicheninhalt ist durch das sogenannte GauBsche Fehlerintegral

D(y) = V%fe“” iz (14)

bestimmt, und zwar ist er gléich D —;— . Eine Tabelle dieser
8

Funktion findet sich im Anhang S. 118. Fiir Kurven mit ver-

8
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schiedenem s ergeben sich, wie man leicht sieht, dieselben Werte,
wenn die Streifenbreite b zu s in demselben Verhiltnis steht.
In der folgenden Ubersichts-Tabelle 4 bezeichnet @ (Spalte 1)
den Bruchteil der Gesamtheit, der sich innerhalb eines zur

Mittellinie symmetrischen Streifens von der Gesamtbreite 2%

(Spalte 2) befindet. Die 3. Spalte gibt noch an, wieviel Prozent
des Ganzen auBerhalb des betreffenden Streifens liegt; dieser
Prozentsatz besteht je zur Hilfte aus Exemplaren, deren L
kleiner als M — b, und aus solchen, deren L groBer als M- b ist.

Tabelle 4.
@ (_3_) b (1— @)-100
V2s s %
0,1 0,126
02 0,253
0,3 0,383
0,4 0,526
0,5 0,675 50
0,6 0,841 40
0,682 1,00 31,8
0,7 1,04 30
0,8 1,28 20
0.9 1,65 10
0,93 1,82 7
0,95 1,96 5
0,96 2,06 4
0,97 2,17 3
0,98 2,33 2
0,99 2,56 1
0,995 2,82 0,50
0,998 3,09 0,20
0,9990 3,39 0,10
0,9995 3,48 0,05
9,9998 3,68 0,02
9,9999 3,82 0,01

Zur weiteren Illustration dieser Tabelle diene etwa folgendes
Beispiel:
Es sei bei einer Lampenmenge gefunden:
Mittlere Lebensdauer M = 1500 Stunden
quadratische Streuung s= 300 »
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Wenn die Lampen nach der GauBschen Kurve streuen, so
ist fiir diese also ebenfalls s = 300 Stunden. In diesem Falle
miiten also von der Gesamtmenge liegen:

50% in den Grenzen M -+ 0,675 -3, d. h. zwischen 1295 u. 1705 Std-

90% » » »n M+ 1,65 -8, » ” 1005 » 1995 »
99% » » n MA256 -5, » ” 730 » 2270 »
99,9%» » n M-4339 -3 » ” 480 » 2520 »

Ferner wiirde die lineare Streuung in diesem Falle betragen:
8, = 0,798-8 = 239,4 Stunden.

Aus den Tabellen 1Bt sich fiir s und 81 auch folgende an-
schauliche Aussage machen:

Die quadratische Streuung mifit diejenige Streubreite b, in
welche 68,2% aller Werte hineinfallen; die lineare Streuung da-
gegen diejenige, in welche 57,5% entfallen. Oder auch, wenn
wir mit b die zum Bruchteil & gehorige Breite bezeichnen
wiirden:

8 =Dbogss .
8 = bogrs.

0) Vergleich wirklicher Verteilungskurven mit der GauB-
schen.  Alle im vorigen Abschnitt abgeleiteten Beziehungen
gelten, wie nochmals ausdriicklich betont sei, nur bei GauBscher
Verteilung; jede einzelne der zahlreichen numerischen Kon-
sequenzen kann daher auch dazu dienen, um bei einer ge-
gebenen Menge zu untersuchen, inwieweit man ihr Verhalten
praktisch durch einfache Angabe der beiden Zahlen M und s
(Mittelwert und Streuungsmaf) und Annahme einer GauBschen,
Verteilung ausreichend beschreiben kann. Wir kehren damit
zu den wirklich beobachteten Verteilungskurven zuriick. Es
muB zunéchst darauf hingewiesen werden, daf die zur Ableitung
der normalen Hiufigkeitskurve benutzten Voraussetzungen bei
einer statistischen Priifung von Eigenschaften, wie z. B. der
Brenndauer einer Lampe oder der Kerbzdhigkeit eines Bleches
oder anderer, natiirlich nur in sehr bedingtem Sinne zutreffen.
Eigentlich nur insoweit, als die Ursachen, die einen Ausfall des
Ergebnisses bewirken, hier wie dort mannigfach und uns im
einzelnen unbekannt sind. Von lauter gleich groBen entweder
positiven oder negativen Wirkungen kann natiirlich keine Rede
sein. Immerhin werden doch sowohl in den Materialien, aus
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denen die Lampe oder das Blech usw. besteht wie bei den
Bedingungen, unter denen die Priifung vor sich geht, eine Mehr-
heit von einzeln vielleicht unbedeutenden kleinen Verschieden-
heiten vorkommen, deren Wirkung sich zum Teil gegenseitig
ausgleicht, die aber, wenn sie im gleichen Sinne wirken, das
Ergebnis merklich beeinflussen konnen. Diese werden daher in
ihrem Zusammenwirken wenigstens einen einigermafen #hnlichen
Typus in der Verteilungskurve hervorbringen, da auch hier die
Fille, wo sich die in Betracht kommenden Einfliisse gegenseitig
nahezu kompensieren, zahlenmifBig gegeniiber denen, wo sie
alle oder fast alle in einer

Richtung wirken, iiberwiegen @ N
werden. Dafl allerdings die \
Verteilungskurve, wie die #

GauBsche, nach beiden Sei- / \

ten symmetrisch verlaufensoll, »
ist an sich nicht zu erwarten, . \
bei Glithlampen schon aus dem
Grunde nicht, weil die Brenn-
dauer einer Lampe ihrer Natur
nach eine positive Grofe ist,
wihrend eine Verteilung nach
der genauen GauBschen Kur-
ve fordern wiirde, dafl sich mit einer gewissen, wenn auch ge-
ringen Wahrscheinlichkeit auch Lampen negativer Brenndauer
vorfinden miifiten, was natiirlich keinen Sinn hat.

In der Abb. 8 ist in der ausgezogenen gebrochenen Linie
die Verteilungskurve der Lebensdauern einer Gruppe von 90 Lam-
pen dargestellt, und zwar ist auf der Abszissenachse die Zeit
in Stunden abgetragen, und die Ordinate gibt die Zahl der
jeweils in Intervallen von 100 Stunden durchgebrannten Lampen.

Es zeigt sich, daBl die Kurve fast symmetrisch verlduft;
ihr h6chster Punkt liegt zwar etwas vor der Ordinate bei 1000,
aber ein erheblicher Teil der An- und Abstieglinie ist sehr
nahe symmetrisch zu dieser Ordinate. Es wurde daher versucht,
den mittleren Teil der Kurve durch eine GauBsche Fehler-
kurve zu approximieren. Zu diesem Zweck wurde die Breite
der Kurve in der halben Maximalhthe gemessen, und der Para-
meter s der GauBschen Kurve so berechnet, daBl die Kurve

==
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Abb. 8. Verteilungskurve von Lebensdauern.
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die Ordinate bei 1000 in Ho6he des Maximums schneidet und
zugleich in der halben H6he des Maximums die gleiche Breite
hat wie die gefundene Verteilungskurve. Die so berechnete
Kurve ist gestrichelt in die Figur eingetragen. Man sieht, daB
sie sich dem mittleren Teil der Verteilungskurve der 90 Lampen
gut anpalt, dagegen zeigt diese vor und hinter dem Haupt-
maximum, und zwar in anndhernd gleicher Entfernung, je
einen kleinen oberhalb der theoretischen Kurve liegenden Buckel.
Schétzungsweise nehmen die Flichen dieser beiden Abweichungen

etwa 5,5% des ganzen

00 ein, entsprechen also zu-
90 = sammen ungefihr b5
80 /7* )(\\ Lampen.
7 / \ Ein solcher Verlauf
60 [/ " der  Verteilungskurve
) scheint typisch zu sein.
/ I\ . Ahnliche Kurven werden
sob— 4 FE - \ aus verschiedenen, auch
‘ - groferen Lampengrup-
ol N pen erhalten. Die rela-
T L 1 L DO~k | tive GréBe der Nebener-
& - 00 0 2000 2500 3000 Stunden hebungen schwankt da-
Abb. 9. Verteilungskurve von Lebensdauern bei, es kommt auch vor,
verschiedener Lampensorten. daB die vor dere o der dje

hintere ausgeprigter, zuweilen auch allein vorhanden ist. Auch
die Breite der mittleren Kurve, die durch den Parameter der
GauBschen Kurve gemessen wird, kann verschiedene Werte
annehmen. Der Typus der Kurve ist aber immer wieder derselbe.

Wenn nun die Lampen, deren Verteilungskurve aufgenommen
wird, vielleicht aus zwei verschiedenen Sorten von merklich ver-
schiedener mittlerer Lebensdauer bestinden, so wiirde sich das
in der Kurve durch ein doppeltes Hauptmaximum ausprigen,
falls die beiden Sorten in ungefihr gleicher Zahl vertreten
wiren. Ist eine Sorte nur in geringer Zahl vorhanden, so kann
sich das eine Maximum in einer ,Nebenerhebung® verstecken,
80 daf sich nicht mit Sicherheit aus der Kurve auf das Be-
stehen verschiedener Sorten schliefen liBt.

Sind noch mehr als zwei Sorten vorhanden, so werden sich
die verschiedenen Maxima gegenseitig verwischen, und man
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erhalt schlieBlich wieder eine Kurve von &hnlichem Typus wie
die einer einfachen Sorte, nur wird die Streuung, also die Breite
des Maximums erheblich grofer sein. Ein Beispiel fiir eine
solche Kurve gibt Abb. 9, die nach Brenndauerversuchen mit
etwa 400 Lampen von 6 verschiedenen Typen und teilweise
verschiedener Herstellungszeit und verschiedenen Materialien
gezeichnet wurde. Da hier offensichtlich sehr viel weniger
Symmetrie vorhanden ist, wurde
die zum Vergleich hineingezeich-
nete normale Haufigkeitskurve  ,
statt um die mittlere Lebens-

dauer, die bei 1190 Stunden %

N,

<o
.
Pp—

< 1T ‘\
. . - . .o <
liegt, um eine beliebig gewdhlte § || n /l/i \
. « . . <
Mittellinie gezeichnet, bei der < ||/ _,\f/ TTW A
A i bgli AT A
nach Schitzung eine moglichst S A
y N\1f
gute Anpassung erwartet werden (/ ™ \ \\‘
konnte. Man sieht, daf die Kurve Wa W W Wkyhnm?
. . : wis treckgrenze
hier . immer noch ?lne .ge . se Abb.10. Verteilungskurven von Streck-
Annsherung an die wirkliche  grenzen, nach Stahl u. Eisen S. 497, 1926.
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Abb. 11, Verteilungskurven von Heiz- Abb. 12, Verteilungskurven von Analysen-
werten, nach Daeves a. a. O. werten, nach Schimz, a. a. O,

Verteilung darstellt, obwohl stiirkere Abweichungen, und zwar hier
auch im Mittelteil, zu bemerken sind.

Auf zahlreichen anderen Gebieten scheinen Verteilungskurven
von ganz dhnlichem Typus vorzukommen. Zur Veranschaulichung
geben wir in Abb. 10-—12 drei beliebig gewiihlte Beispiele.
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Abb. 10 zeigt die Streckgrenzen siliziumhaltiger Stihle!; Abb. 11
gibt die Heizwerte von Generatorgas, unterteilt nach 3 Arbeits-
schichten®, Abb. 12 Kohlenstoff und Phosphorgehalt von
Schraubeneisen 8.

Die Ordinaten der 3 Figuren sind die Hiufigkeiten des Vor-
kommens der zugehorigen Abszissenintervalle, bei Abb.10 un-
mittelbar als Anzahlen, bei Abb. 11 und 12 als Prozent der Ge-
samtzahl angegeben; auf der Abszissenachse sind die Werte der
betreffenden Eigenschaft aufgetragen, und zwar sind in Abb. 10
die Intervallmitten, in Abb. 11 und 12 die Intervallgrenzen an-
geschrieben.

Bei allen diesen Kurven wiirde eine GauBsche Kurve die
Verhiltnisse mit einer gewissen Anniherung wiedergeben (am
schlechtesten wohl fiir die Heizwertkurven); die Streuung s
dieser Kurve wiirde sich dann wohl zur kurzen Kennzeichnung
der Verteilung eignen (etwa im Vergleich der entsprechenden
Kurven aus anderen Fabrikationsjahren oder bei anderen Werken).
Denn die Eigenschaft der Streuung s, daB sie die halbe Breite
desjenigen Intervalls angibt, innerhalb dessen 68% aller Werte
liegen, wiirde angendhert auch fiir die beobachtete Kurve zu-
treffen. Zeichnet man die Verteilungskurven immer so, da die
Ordinaten in % der Maximumsordinate dargestellt werden, so
kann man die geeignete GauBsche Kurve und deren Streuung
leicht ermitteln, indem man ein durchsichtiges Deckblatt be-
nutzt, auf dem die GauBschen Kurven verschiedener Streuung
und gleicher Maximalordinate ein fiir allemal vorgezeichnet sind.
Man braucht nur das Deckblatt so iiber die Kurve zu schieben,
daB die Maxima sich decken, sodann die Kurve bester Uber-
einstimmung auszusuchen und deren darangeschriebene Streuung
abzulesen 4.

! Nach ,Die Eigenschaften hochsilizinmhaltigen Baustahls¥, Stahl und
Eisen Nr. 15, S. 497, 1926.

? Nach Daeves ,GroBzahlforschung®, Sonderheft der Fachausschiisse
des Vereins Deutscher Eisenhiittenleute. Werkstoffausschu8, Bericht 43, S. 16.

3 Nach Schimz, ,Die Versuchsanstalt in der verarbeitenden In-
dustrie“, Sonderheft des ,Maschinenbau“, Bd. 6, H. 4, 8. 193. 1927.

4 Falls die Maximumsordinate vielleicht gerade einen etwas abnormen
Zufallswert darstellt, gelingt es bei einiger Ubung leicht, eine in passender
Weise korrigierte Mittelordinate zu wihlen, auf die dann alle iibrigen zu
beziehen sind.
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Fiir die Frage, ob man bei einer Gesamtheit von Werten wirk-
lich mit der GauBschen Verteilung rechnen darf oder nicht, kommt
es nun nicht so sehr auf den subjektiven Eindruck der Kurvenform
an, als vielmehr darauf, ob die zahlenmiBigen Aussagen iiber das
Verhalten der Menge, welche sich auf eine GauBsche Verteilung
stiitzen, mit der Wirklichkeit iibereinstimmen oder nicht.

Eine dahingehende Untersuchung kann z.B. in folgender
Weise durchgefiihrt werden:

Man bestimmt zunichst aus den erhaltenen Werten L den
Mittelwert M. Sodann berechnet man

die quadratische Streuung s = (L — M)?,

die lineare Streuung s,=|L — M|.
Ferner kann man die GroBen bos, Doy und boge (vgl. S. 28)
feststellen, die folgendermaflen definiert sind:

bos ist diejenige Zahl, die man zu M hinzuzihlen und von
M abziehen mnB, damit gerade 50% aller Werte in dem so
hergestellten Bereich von M — bos bis M- bys liegen. Ent-
sprechend bedeuten bgg und bygy die von M aus gerechneten
Breiten derjenigen Zonen, die gerade 90% bzw. 99% aller
Werte enthalten.

Die Ermittlung dieser Grofen ist natiirlich von jeder An-
nahme iiber eine Verteilungskurve unabhingig. Eine solche
Berechnung wurde nun an 3 verschiedenen Gliiblampensorten
A, B und C durchgefiihrt, von denen die beiden ersten je
90 Lampen, die letzte 270 Lampen enthielt. Das Ergebnis ist
in den ersten drei Spalten der Tabelle 5 in der Form mit-
geteilt, daB in der Zeile fiir s die jeweils gefundenen Werte
(in Stunden) angegeben wurden. Bei s;, bos, o9, Doge ist jedes-
mal das Verhdltnis dieser GroBen zu s hingeschrieben:

Tabelle 5.

Posten A Posten B Posten C beivsri';;l?]i(gmr

(90 Stek.) (90 Stek.) (270 Stek.) zu erwarten
8 199,4 159 210,7 8
8 0,73.s 0,795-s 0,76-s 0,798.s
[ 0,55.8 0,63 s 0,60-s 0,675.s
bo.o 1,53-s 1,81 .s 1,508 1,65 -s
bo.99 2,14-s 2,58 -8 2,89-¢ 2,56 -s
Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation. 3
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Wenn man jetzt annehmen konnte, daf die Lampen sich
nach einer GauBschen Kurve verteilen, so wire nach Ab-
schnitt 3b s identisch mit dem Parameter s der GauBschen
Formel. Ferner liefern die Tabellen und Angaben S.27f. fiir
diesen Fall ganz bestimmte Werte fiir die in unseren Beispielen
experimentell ermittelten Zahlen s;, bos usw. ... Diese bei GauB-
scher Verteilung theoretisch zu erwartenden Werte sind nun
in der letzten Spalte unserer Tabelle 5 hingeschrieben. Wie
man sieht, liegen die wirklich gefundenen Werte tatsiichlich
nahe bei den theoretisch aus der GauBschen Formel errech-
neten. Z.B. wurde beim Posten A fiir die lineare Streuung
gefunden 0,73-199,4 — 146 Stunden, wihrend man bei Gaul3-
scher Verteilung erwarten wiirde 0,798-199,4 = 159 Stunden.
Oder: Beim Posten B lagen die Grenzen derjenigen Zone,
welche 90% aller Lampen enthélt, um 1,81-159 = 288 Stunden
vom Mittel entfernt, wihrend theoretisch 1,65-159 = 262 Stun-
den gefunden wurde. Diese Ubereinstimmung ist derart, daB
man zundchst zweifelhaft sein kann, ob bei einem derartigen
beschréinkten Versuchsmaterial iiberhaupt eine noch bessere
Ubereinstimmung erwartet werden kann. Ganz sicher ist das
Material von 90 Lampen zu gering zur sicheren Bestimmung
der Grenzen bog und bog9, da hier ja die b-Grenzen so gelegt
werden miissen, dafl 10 oder sogar nur eine Lampe auflerhalb
dieser Grenzen liegt. — Bei den empirisch besser begriindeten
Werten s, und bos machen sich aber immerhin deutliche Ab-
weichungen von der Theorie bemerkbar, in dem Sinne, da die
GauBsche Verteilung regelmiflig zu groBe Werte hierfiir liefert.
Dieses Verhaltn lieB sich aber gerade erwarten auf Grund des
in Abb. 8 zum Ausdruck gebrachten Verlaufes einer typischen
Verteilungskurve.

Wie dazu im Text ausgefiirrt wurde, nimmt die in die
Abbildung eingezeichnete gestrichelte G au Bsche Kurve keine Riick-
sicht auf etwa 5% der Lampen, welche an beiden Seiten am
FuB der Verteilungskurve liegen. Wollte man auch diese 5%
mit beriicksichtigen (wie es ja bei der zahlenmifBigen Berech-
nung von (L — M)? automatisch geschieht), so hitte man das
jener eingezeichneten Kurve zugrundegelegte Streuungsmall von
170 Stunden auf etwa 196 Stunden zu erhéhen. Man erhielte
dann eine Kurve, die den beiden Ausliufern der wirklichen
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Verteilung besser gerecht wird, dagegen im mittleren Verlauf
merklich breiter sein wiirde als die praktisch gefundene Ver-
teilungskurve. Das heilt aber nichts anderes, als daf die mit

dem StreuungsmaB s? = (L — M)? konstruierte GauBsche Kurve
fiir die Halbwertsbreite bys und auch fiir die lineare Streuung
zu groBe Werte liefern muB. Das ist es aber gerade, was ein-
deutig aus unserer letzten Tabelle hervorgeht.

Man konnte daran denken, diesen Beobachtungen dadurch
Rechnung zu tragen, daB man nicht die quadratische Streuung
s der Berechnung zugrunde legt, sondern die lineare Streuung
s, welche ja ohnehin den Vorzug einfacherer Berechnung hat,

und dann von s, aus ein StreuungsmaB s’ = O—%g berechnet

und nun dieses den weiteren Betrachtungen zugrunde legt.
Man wiirde dann zwar bessere Werte fiir by; erhalten; es ist
aber zu vermuten, daB die Grenzen byg und bogg besser durch
die zuerst benutzte Methode getroffen werden, da diese Grenzen
ja gerade durch die Ausliufer wesentlich in ihrer Lage be-
einflufit sind.

Auf jeden Fall erscheint uns aber die in der Tabelle er-
zielte Ubereinstimmung eine ausreichende Grundlage fiir die
Behauptung, daf man bei Glilhlampen groBere Mengen einer
Sorte statistisch niherungsweise so behandeln darf, als ob sie
nach einer GauBschen Kurve verteilt wiren?, und da die auf
dieser Grundlage in den beiden nichsten Abschnitten abzu-
leitenden Aussagen iiber die Sicherheit der Feststellung von
Qualititsunterschieden und das Risiko von Abnahmebedingungen
zuverlissige Anhaltspunkte fiir die Praxis darstellen.

d) GauBsche Verteilung bei Serienmitteln. Die zuletzt
ausgesprochene Zuversicht wird praktisch zur GewiBheit bei sol-
chen Anwendungen, welche die Gaullsche Verteilung nur fiir
die Serienmittel voraussetzen. Wir haben bisher nur die Ver-
teilungskurve der einzelnen Lampen betrachtet und gesehen,
daB in einigen aus der Praxis entnommenen Fillen die Ver-
teilungskurve zwar in grober Néherung durch eine GauBsche

1 Handelt es sich allerdings um Aussagen iiber die abnorm kurz-
lebigen oder die abnorm langlebigen Lampen, so wird man sich nicht auf
die GauBsche Kurve stiitzen diirfen, da gerade hier die Abweichungen
groB sind.

3*
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wiedergegeben werden kann, dal aber doch deutliche Abwei-
chungen davon bemerkbar sind. In den untersuchten Fillen
machte diese sich speziell dadurch bemerkbar, daB bei Dar-
stellung des mittleren Teiles der Brenndauerkurve durch eine
GauBlsche an den FuBpunkten dieser GauBschen Kurve noch
eine iiber diese hinausgehende Anhéufung von Lampen zu be-
merken war, die etwa 5% der Gesamtmenge betrug. (GauBsche
Kurve mit geschwollenen Fiifen).

Wir wollen nun anstatt der Brenndauern der einzelnen Lam-
pen die Verteilungskurve der Serienmittel von je = Lampen
(kiirzer die ,Kurve M,“) ins Auge fassen. Dazu haben wir also
auf alle mogliche Weise aus der vorgelegten (sehr groBen) Lam-
penmenge Serien zu je n Lampen zu bilden und jedesmal das
Serienmittel zu bestimmen. Auf die Weise kann man zum min-
desten gedanklich zu einer vorgegebenen Verteilungskurve W (L)
eine Verteilungskurve V,(M,) der Serienmittel konstruieren, so
daB V,(M,)d M, die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB das
Mittel einer zufillig herausgegriffienen Serie von n Lampen zwi-
schen M, und M, - dM, liegt. Von dieser Verteilung V, (M,)
konnen wir nach den fritheren Betrachtungen die quadratische
Streuung genau angeben. Ist ndmlich s die Streuung der ur-
spriinglichen Verteilung, so ist die Streuung s, von ¥, gegeben durch

1
S ::8.

38 -yn
Die Funktion V, hat nun weiterhin eine ganz allgemeine und
fiir die Anwendbarkeit unserer Methoden fundamentale Eigen-
schaft, die wir etwa folgendermaflen formulieren konnen:

Ganz unabhéngig von der Gestalt der urspriinglichen
Verteilungskurve W(L) (mit dem Mittelwert M und der
Streuung s) nahert sich die Verteilung V, mit wachsen-
dem n immer mehr der GauBschen Form '

1 _ (Mx—M)*

Fall) = —e” e (15)

. 1 .
wobei s, = —s ist’.
¥n

1 Vgl Teil C, S. 1091
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Wie gro8 man » wihlen mufl, um eine praktisch aus-
reichende Anndherung an die GauBsche Kurve zu er-
halten, hdngt davon ab, wie weit sich die urspriingliche
Verteilung W(L) von einer GauBschen entfernt.

Da, wie oben gezeigt wurde, bei Gliihlampen bereits die
Einzellampen eine der GauBschen &hnliche Verteilungskurve
zeigen, 80 wird bereits bei relativ kleinen Serien (n etwa = 5)
ein Ausgleich der bei W(L) noch vorhandenen UnregelmaBig-
keiten erfolgen. Mit n» = 10 dagegen schlieBt sich ¥V, bereits
mit einer alle praktischen Bediirfnisse weit libersteigenden Ge-
nauigkeit an die entsprechende GauBsche Kurve an.

Wenn also von einer Lampenmenge nichts bekannt
ist als mittlere Lebensdauer M und quadratische Streu-
ung 8, so kénnen wir allein auf Grund dieser beiden
Zahlenwerte die Verteilungskurve fiir Zehnerserien in
allen Einzelheiten mit einer praktisch absoluten Ge-
nauigkeit angeben.

Ein entsprechendes Gesetz wird iiberall da gelten, wo es
gich um Durchschnittswerte von mehreren Exemplaren einer
Gesamtheit handelt, die selbst mit einiger Anniherung nach
einer GauBschen Kurve verteilt ist; je besser diese Annihe-
rung ist; desto geringer kann die Zahl der einzelnen Werte sein,
aus denen die Durchschnitte genommen werden.

Wenn wir also in den folgenden Anwendungen mit GauB-
scher Verteilung rechnen so bedeutet das nur dort eine Ein-
schrinkung, wo Aussagen iiber Einzelwerte oder sehr kleine
Serien gemacht werden. Fiir Glithlampen insbesondere konnen
von n =25 an die abzuleitenden Formeln als praktisch giiltig
angesehen werden.

4. Praktische Durchfiihrung.

Wir wollen nun noch einmal kurz zusammenfassen, welche
Anweisungen sich aus dem Vorstehenden fiir die Priifung einer
Menge ergeben.

1. Bestimmung von Mittelwert und Streuung einer
Menge an einer Probe von n Exemplaren. :

a) Probenahme: Die richtige Auswahl der zu priifenden
n Exemplare ist eine wesentliche und hiufig nicht geniigend
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beachtete Vorbedingung fiir ein zuverldssiges Resultat. Die Vor-
schrift ,,in blinder Wahl #» Exemplare herauszugreifen® ist keines-
wegs ausreichend, sobald man die Auswahl nicht personlich
iiberwachen kann. Es besteht dann immer die Gefahr, daf der
beauftragte Arbeiter eine gerade bequem zugingliche Gruppe
herausgreift, wodurch die unbedingt zu fordernde gleichmaBige
Verteilung der Proben iiber die zu priifende Gesamtmenge kei-
neswegs gewihrleistet ist. Man muB vielmehr ganz genau vor-
schreiben, in welcher Weise die Proben zu entnehmen sind.
Sollen z. B. aus hundert Kisten 10 Probelampen entnommen
werden, so fordere man etwa: eine Lampe aus der 1. Reihe
des Kastens 1, eine aus der zweiten Reihe des Kastens 11 usw.
Handelt es sich um Proben aus einer laufenden Fabrikation und
soll dabei z. B. die Produktion des Monats Mérz durch 10 Lam-
pen kontrolliert werden, so verlange man etwa aus dem Betrieb:
eine Lampe am 3. Marz um 8 Uhr, eine am 6. Mdrz um 9 Uhr
usw., wobei noch sorgféltig zu iiberlegen ist, ob die vorgeschrie-
benen Abstinde nicht gerade mit irgendwelchen Perioden des
Betriebes (Schichtwechsel, Meisterwechsel oder dgl) zusammen-
fallen. Nur eine in diesem Sinne gut durchdachte Probenahme
kann ein richtiges Bild der ganzen Menge liefern.

b) Berechnung von Mittelwert und Streuung. Die
gemessenen 7 Zahlenwerte der n Proben seien L., L,...L
Aus diesen berechnet man den

ne

Mittelwert M = L—‘fj”—;————L—" (16)
und die
Streuung s = V(L‘ — M)+ (L, _nﬂ‘i);+ ot e — M) (exakt).(17a)

Will man die unbequeme Berechnung der Quadrate vermeiden,
so kann man statt dessen naherungsweise setzen

s=125. Lz MdLam Mt A B =M (o ppshemd). (17h)
Die Niherungsformel (17b) kann zu falschen Werten fiihren,
wenn. die Verteilung der Menge sich sehr weit von der GauB-
schen entfernt. Bei der Lebensdauer normaler Gliihlampen kann
sie nach den Angaben von §.37 als praktisch ausreichende
Néherung angesehen werden.
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¢) Genauigkeit der so ermittelten Zahlen M und s.
Die mittleren Fehler der u.nter b) bestimmten Zahlen M und s

betragen: r fir M und fiir s.

72(70 1)

Die Angabe dieser mittleren Fehler ist notwendig, sobald
man zwei verschiedene Mengen vergleichen will. Die vollstin-
dige Angabe des Resultats mufl also lauten

Mittelwert = M + —

B (18)
e
wo fiir M und s die nach (16) und (17) ermittelten Zahlen ein-

zusetzen sind. Mit den Zahlen des Beispiels S.10 erhélt man
insbesondere

Streuung = s

M= 2156 + 388

Y10
= 2156 + 122,3

s— 3884 28
]/9

— 388 + 91,4.

Die in Gleichung (18) durch + gekennzeichneten Grenzen
geben qualitativ eine Vorstellung von der Zuverldssigkeit der
Werte M und s. Ihre quantitative Bedeutung 146t sich dahin an-
geben, da der wirkliche Mittelwert der ganzen Menge und ebenso
ihre wirkliche Streuung mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa
68 % innerhalb dieser Grenzen liegt. (Bei GauBscher Verteilung
wiren es genauer 68,2 %.)

d) Die Anzahl der zur Priifung erforderlichen Exem-
plare. Aus Formel (18) und den Zahlen des angefiihrten Bei-
spiels geht hervoxj, daB aufler in Fillen mit sehr groBer Streu-
ung durch einen derartigen Versuch der Mittelwert M mit einem
viel geringeren prozentischen Fehler behaftet ist als die Streuungs.
Die Anzahl n der zu einem Versuch zu verwendenden Exem-
plare wird sich daher wesentlich danach richten, ob man nur
eine Kenntnis des Mittelwertes M anstrebt, oder ob zugleich
eine wirkliche Messung von s beabsichtigt ist. Bei n = 10 ist
z. B. die Unsicherheit in der Bestimmung von s noch so groB,
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daB man bei Priifung einer normalen Fabrikation unter Um-
stéinden in der Fehlergrenze fiir M statt des berechneten s-
Wertes einen aus friilheren Messungen bekannten Durchschnitts-
wert einsetzen kann. Bei Vakuumgliihlampen liegt s z. B. nach
unseren Erfahrungen fast immer zwischen 25 und 30% von M;
da nun 10 Lampen zur genaueren Festlegung von s doch nicht
ausreichen, wiirde man z. B. bei einem Versuch mit nur 10 Lam-
pen mit gutem Grund auf die Berechnung von s iiberhaupt ver-
zichten kénnen, und wenn sich etwa ein Mittelwert von 983 Stunden
ergeben hat, einfach als Resultat angeben

M— 983 (1 + %) — 983 + 78 Stunden
oder auch (etwas vorsichtiger):

M= 983 (1 + 3-3-0-) — 983 -+ 93 Stunden.

y1o
Hilt man sich an den oberen Erfahrungswert s = 30% von
M fiir die Streuung, so kann man (18) in der Form schreiben

Mittelwert —= M (1 + ;/)—i?i—)
n

1
: ‘ =8 (14 ——).
und Stréuung = s ( + m)
Um beide Werte mit einem mittleren Fehler von 10 % nach oben
und unten festzulegen, muBl also gelten

fir a1 23— 1
' 123 10
d. h. man braucht % = 100 - 0,09 = 10 Lampen,
fiir s: . __ 1.

V2—1) 10°
d. h. man braucht » = 1(2)—0 + 1~/ 50 Lampen.

Allgemein kann man also die Regel aussprechen, daB zur
Messung der Streuung etwa 5mal soviel Lampen erforderlich
sind wie zur Messung des Mittelwertes, wenn fiir beide Zahlen
die gleiche relative Genauigkeit verlangt wird.

e) Beispiel fiir Berechnung von Mittelwert und
Streuung bei sehr groBen Mengen.
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Es wird zuerst eine Verteilungstafel hergestellt, d. h. der Ge-
samtbereich, in dem die Werte liegen, wird in gleich groSie In-
tervalle geteilt, zweckmaBig etwa 10 bis 12. Es wird dann
ausgezihlt, wieviel Werte der gegebenen Menge in die einzelnen
Intervalle fallen.

Es sei z. B. fiir die Festigkeit von Stihlen eine Verteilungs-
tafel gefunden, die in Kolonnen 1 und 2 der Tabelle 6 wieder-
gegeben ist. Zur Berechnung des angeniherten Mittelwertes
bildet man die Produkte von Kolonne 1 und 2 (Kolonne 3).
Man addiert diese und dividiert durch ». Es ergibt sich
37,20 kg/mm?®.

Tabelle 6.
1 2 3 4 5 6
Intervall- i
mil;:::: Anzahl Produkt Differenz (Kol. 4)2 Produkt
kg/mm? KolL1><Kol2| P—Kol1 Kol.2><Kol.5
33 0 0 4 16 0
34 8 272 3 9 72
35 41 1485 2 4 164
86 78 2808 1 1 78
87 112 4144 0 0 0
88 89 3382 -1 1 89
39 50 1950 -2 4 200
40 15 600 -3 9 225
41 6 248 —4 16 96
42 1 42 -5 25 25
400 14881 949 :400 =
g 2,37
14881 —(M—P)?=—-0,04
M=—""=3720 kg/mm? ’
400 8/ T o= 233
P =37 '
§=72,33
= 1,53

Fiir die Berechnung der Streuung sucht man die dem Mittel-
wert zunichstliegende Intervallmitte P = 37; subtrahiert davon
die Zahlen der Kolonne 1 (Kolonne 4), bildet die Quadrate
dieser Differenzen (Kolonne 5) und die Produkte dieser Quadrate
‘mit den Anzahlen Kolonne 2 (Kolonne 6). Diese werden addiert
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und durch die Gesamtzahl n = 400 dividiert. Hiervon wird
(M — P)? = 0,2? subtrahiert, nach der Formel (6)

8% = (L,— P)* —(M— P)?
(vgl. 8. 10). So erhilt man s® und durch Wurzelziehen s. Die
Verteilungstafel ergibt also
M =312 kg/mm?
s = 1,53kg/mm?

2. Priifung einer Menge auf Einheitlichkeit (Zufalls-
charakter eines Seriensystems.)

a) Fragestellung. Die Einheitlichkeit einer Menge kann
immer nur in bezug auf ein bestimmtes Einteilungsprinzip un-
tersucht werden; die Fragestellung mu3 also etwa lauten:

Ist die Fabrikation wihrend einer Reihe von Wochen (oder
Monaten, Jahren) gleich geblieben?

oder: Ist die Fabrikation in einer Reihe verschiedener Werk-
stitten (an verschiedenen Maschinen, oder mittels verschiedener
Verfahren) die gleiche? _

oder: Ist das Priifverfabren immer gleichmiBig? .

" Die moglichen Fragen lassen sich noch auf zahlreiche Arten
erginzen. Je nachdem, welcher EinfluB auf die Ergebnisse un-
tersucht werden soll, ist die Gruppierung der betreffenden Proben
vorzunehmen, und die Priifung so anzuordnen, dafl die Proben
hinsichtlich aller anderen Einfliisse vollkommen durchmischt
sind, da man sonst die Summen der betreffenden Wirkungen
erhalten wiirde.

b) Beispiel. Als Beispiel fiihren wir zwei Versuche an, bei
denen das Vorbandensein von zeitlichen Schwankungen der
Fabrikation untersucht werden soll. Bei Versuch A sei die Mog-
lichkeit gleichzeitiger Schwankungen in den Versuchsbedingungen
nicht beachtet worden. Es werden aus 8 aufeinanderfolgenden
Wochen je 10 Lampen photometriert und sogleich in Brenn-
dauer gegeben. Bei Versuch B wird von jeder Woche ein Posten
von 10 Lampen zuriickbehalten, bis alle 80 Lampen zusammen
sind; dann werden sie griindlich durchmischt, ebenfalls in 8 Se-
rien zu jo 10 aufgeteilt und ebenso wie in Versuch A zu ver-
schiedenen Zeiten photometriert und in Brenndauer - gesetzt.
Erst dieser letztere Versuch erlaubt, den EinfluB der Priifungs-
bedingungen von dem der Fabrikationséinderungen zu scheiden.
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Nach Feststellung der Priifungsresultate werden die gefun-
denen Lebensdauern fiir beide Versuchsreihen in das S.13 an-
gefiihrte rechteckige Schema eingeordnet, wobei die Lebensdauern
fir Versuch B mit L’ bezeichnet seien. (Siehe Tab. 7.)

Tabelle 7.
Versuch A.
1. Serie 2. Serie 3. Serie 8. Serie
Lll L%l le ce LBI
L,y 22 38 82
Lxs Li& L33 A 83
LllO L210 L810 b LS 10_
Serienmittel: M, M, M, . M,
Versuch B.
1. Serie 2. Serie 3. Serie 8. Serie
Ll’l L%’l L3’1 e LB’I
L, L, L .. L,
L L, Ly, .. L
L; 10 LE’IO LS’ 10 c . LS’IO
Serienmittel: M/ M M} M

Fir Versuch A fallen die Serien nach Herstellungszeit mit
den Brennserien zusammen; fiir Versuch B ist das nicht der
Fall; die Ordnung sei nach Brennserien vorgenommen.

Jetzt werden fiir jeden Versuch die folgenden GroBen be-
rechnet
1. Die Streuung innerhalb jeder einzelnen. Serie

2 M, — Ly, )* + (MI_L12)2+ e 'l‘(Mx_Luo)s

4 10
8.2 — (Mz _Lm)g + (Mz _ Lm)g"' <o+ (Mg - Lg w)g
2 10

. e . . o . .

8.2 — (M-éz“‘I‘uyz + (Ms - Lsz)g +oo+ (Ma - Lsm\)g
8 10
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(zu berechnen nach dem Schema S.10) und das Mittel aus

diesen 8 GroBen .
82 — 87+ 8+ 450
e 8 *

2. Die Streuung s, der Serienmittel um ihr gemeinsames
Mittel M.
Es ist

M:'M1+Mg+"‘+Ms
8

und die Streuung
82— (M-Ml)“+(M—M§)"+---+(M—M)’
(wieder nach Schema 8. 10).

3. Die Differenz

—g? 3, k-1
D—s' f-sc k(n—l) )

wobei n die Zahl der Lampen einer Serie (hier 10), und k die
Zahl der Serien (hier 8) bedeutet.

Es mogen sich z. B. die Zahlen der Tabelle 8 ergeben haben :

Tabelle 8.
fir Versuch: | A | B
Py 13300 24100
&2 24300 | 13500
_ k-1 0,097 0,097
k(n—1)
folglich D 23010 11162

Der kritische Wert von D, oberhalb dessen auf wirkliche
Unterschiede zu schlieBen ist, betrigt 82 l/kﬁ—l =¢,%-0,53, also
fiir Versuch A 13000, fiir Versuch B 7200. In beiden Fillen
ist D groBer, es sind also wirkliche Unterschiede vorhanden.
In Versuch B entstammen diese den Versuchsbedingungen der
Priifung allein; in Versuch A wirken aber Unterschiede der

letzteren mit solchen der Herstellung zusammen. Erst die
Differenz der beiden D-Werte liefert daher die Unterschiede
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der Herstellung allein zu 11848. In Brennstunden ausgedriickt
betrigt also die mittlere Abweichung

der Versuchsbedingungen 11162 = 105 Stunden,
der Herstellungszeit ]/11848 = 108 Stunden.

Diese letztere Grofe héitte man auch aus Versuch B allein er-
mitteln kdnnen, wenn man die Lebensdauern, nachdem die Lam-
pen vollkommen durchmischt gebrannt haben, nachtréglich wieder
nach der Herstellungszeit geordnet und fiir das so geordnete
Schema die GroBe D berechnet hitte. Der Versuch A wire
also entbehrlich gewesen, da er zweierlei Einfliisse miteinander
vermischt.

Wenn man die Lebensdauern aus Versuch B nochmals durch-
einandermischt und in ein rechteckiges Schema ordnet, bei dem
die Serien weder mit den Brenngruppen noch mit den Her-
stellungsgruppen zusammenfallen, so miissen sich Zufallsserien

ergeben und ein D-Wert, der kleiner ist als 882-V£—1. Als

dies an den Zahlen des obigen Versuchs durchgefiihrt wurde,
ergab sich

52— 33620
8= 3980
D =110

wahrend der kritische Wert 3980.0,53 = 2130 betragt. D ist
also in der Tat erheblich kleiner. In Brennstunden betragen

die. zufilligen Schwankungen }710 = 27 Stunden.

II. Vergleich zweier Mengen auf Grund
zweier Proben.

1. Allgemeine Behandlung.

Neben der laufenden Fabrikationskontrolle besteht eine
wichtige Aufgabe der statistischen Untersuchung in der Erledi-
gung von Fragen folgender Art: Es seien z. B. zwei Lampensorten A
und B der gleichen Type vorgelegt. Es soll durch Bestimmung
der absoluten Brenndauer entschieden werden, welche von belden
Sorten besser ist.
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Zur Erledigung dieser Aufgabe wird man von jeder Lampen-
sorte eine bestimmte Anzahl n herausgreifen und in Brenndauer
geben. Die mittlere Lebensdauer dieser » Lampen wird man
als MaB der Qualitdt ansehen. Die Entscheidung, ob diejenige
Sorte, welche bei diesem einen Versuch die groBere Lebensdauer
zeigte, wirklich als besser zu bezeichnen ist, wird in hohem
MaBe durch die starken Schwankungen der Versuchsergebnisse
erschwert. Im folgenden soll untersucht werden, mit welcher
Sicherheit aus einem derartigen Versuch auf einen wirklichen
Qualitédtsunterschied der beiden Sorten geschlossen werden kann.

Die Schwankungen, welche die Entscheidung erschweren, sind
zweierlei Art:

1. Die natiirlichen Schwankungen, hervorgerufen durch die
ungleichmiBige Qualitit jeder Fabrikationsserie sowie durch eine
gewisse Ungenauigkeit der Versuchsbedingungen. Derartige
Schwankungen s sind durch den heutigen Stand der Fabrikation
und der Versuchsmethodik wesentlich bedingt. Man muBl dem-
nach stets mit ihrem Vorhandensein rechnen.

2. Systematische Fehler, welche insbesondere entstehen durch
falsche Probenahme (schlechte Durchmischung der Sorten) oder
durch systematische Fehler bei der Photometrierung (falsche
Einstellung der Photometerlampe oder der MeBinstrumente).
Derartige Fehler lassen sich durch verschirfte Kontrolle ver-
meiden. Im folgenden soll angenommen werden, da nur die
natiirlichen Schwankungen bei den Versuchen in Frage kommen.

Die in diesem Abschnitt zu behandelnde Fragestellung wollen
wir nun folgendermaflen prizisieren:

Gegeben seien zwei Lampenhaufen 4 und B. Es seien M,
und M, die mittleren Lebensdauern der Sorten 4 und B, s,
und s, die quadratischen Streuungen der aus 4 bzw. B zu ent-
nehmenden Proben. Wir wollen es zunidchst offen lassen, ob
der Vergleich durch Entnahme je einer Lampe oder von Serien
zu je n Lampen durchgefiihrt wird, und verstehen daher weiterhin
unter dem Wort ,, Exemplare“ je nach Art des Versuchs eine
einzelne Lampe oder eine Serie von n Lampen. Demnach be-
deuten also die GroSen s, und s,, im Falle einzelne Lampen
gewihlt werden, die friiher mit s, oder auch nur s bezeichnete
Streuung einzelner Lampen; wenn aber das ,Exemplar“ eine
Serie von n Lampen ist, so ist unter s, und s, die Streuung s,
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der Serienmittel aller solchen Serien gemeint, die, wie in Ab-
schnitt I, 1 erwdhnt, im Verhiltnis 1 :Vn kleiner ist als das s fiir
Einzellampen. Ferner sei D = M, — M, die Stundenzahl, um
die B im Durchschnitt linger lebt als 4. D ist also der wirk-
liche Qualititsunterschied. Er ist positiv oder negativ, je nach-
dem ob B im Mittel linger oder kiirzer lebt als A.

Nun nehmen wir eine Probe von jeder der beiden Sorten
A und B. Fiir diese Probe mogen sich speziell die Lebens-
dauern L, und L, ergeben. Wir bezeichnen mit 6 = L, — L,
den bei einer einzelnen derartigen Priifung erhaltenen Unter-
schied zwischen den beiden herausgegriffenen Exemplaren.

Zur Veranschaulichung seien in Abb. 13 die Verteilungskurven
A und B schematisch darge-

stellt. D ist der Abstand der

Schwerpunkte M, und M, bei- D

der Kurven voneinander, o 4 5

dagegen der Abstand von ir- % J \
gend zwei Punkten L_ und L,, le M, Ly L, M 4

welche bei einem speziellen
Versuch gerade herausgegriffen
wurden. D und & sollen, wie ausdriicklich betont sei, nicht nur
der GroBe, sondern auch dem Vorzeichen nach durch M, — M,
bzw. L, — L, gegeben sein.

Offenbar ist nun bei positivem D die Wahrscheinlichkeit fiir
ein positives J bei der Probenahme grofer als diejenige fiir ein
negatives. (Letzteres wiirde man erhalten, wenn man etwa die
in der Abbildung angegebenen Werte L, und L, miteinander
kombiniert.)

Wir haben nun zwei grundverschiedene statistische Frage-
stellungen zu unterscheiden, je nachdem, ob D oder ¢ als vor-
gegeben zu betrachten ist.

1. D vorgegeben. Der wirkliche Qualititsunterschied der
Lampen sei also bekannt. Gefragt ist nach der Wahrschein-
lichkeit V(D, 6)dé dafiir, daB bei einer Probenahme sich ein
zwischen 0 und 6 | dJ liegender Unterschied ergibt. Eine
wichtige Spezialisierung dieser Fragestellung erhilt man, wenn
man sich nur fiir das Vorzeichen von ¢§ interessiert, wenn man
also nur nach der Wahrscheinlichkeit U(D) dafiir fragt, daB
bei positivem D auch die Probenahme ein positives J ergibt.

Abb. 13. Verteilungskurven zweier Sorten.
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Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus V(D, 8) durch Inte-
gration nach 4 von O bis oo, also

U(D)= fV(D, 8)ds.

Wenn ich also wei, da8 B um den Betrag D besser ist als 4,
so gibt mir U(D) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei einer
einzelnen Priifung die aus B entnommene Probe sich als besser
erweist als die aus 4 entnommene Probe.

2. 0 vorgegeben. Das bedeutet also, daB ich bei einem
Vergleichsversuch den Unterschied 8 zwischen zwei Proben fest-
gestellt habe, wihrend iiber den wirklichen Unterschied D der
beiden Sorten zundchst gar nichts bekannt ist. Die wahren
Mittelwerte M, und M, der beiden Sorten sollen also vollig
unbekannt sein. Dagegen miissen wir annehmen, da8 die Funk-
tionen, welche die Verteilung der Sorten um ihre unbekannten
Mittelwerte angeben, auch jetzt bekannt sind. Diese Annahme
bedeutet fiir die spdtere praktische Anwendung nur dann eine
Einsckrinkung, wenn man Grund hat, bei einer der Sorten eine
ginzlich abnorme Streukurve zu erwarten. Wenn ich nun auf
Grund des gefundenen J-Wertes behaupte, da der wirkliche
Unterschied der beiden Sorten zwischen den Werten D und
D+ dD liegt, so besteht offenbar eine gewisse Wahrschein-
lichkeit V’(D, 8)d D dafiir, dal diese Behauptung richtig ist.
Es 1aBt sich nun beweisen (siehe Teil C, 8. 101ff.), daB alsdann
die beiden Funktionen ¥ und ¥V’ identisch sind, d. h. es existiert
eine Funktion V (D, 6) mit den folgenden zwei Eigenschaften:

1. Sind zwei Lampensorten von der wirklichen Qualitéts-
differenz D vorgelegt, so miBt V (D, §)-dd die Wahrscheinlich-
keit, daB bei einer Probenahme aus beiden Sorten ein zwischen
6 und 6 + d4 liegender Unterschied gefunden wird.

2. Hat sich bei einer einmaligen Priifung von zwei vollig unbe-
kannten Lampensorten ein Unterschied § herausgestellt, so besteht
die Wahrscheinlichkeit V(D, 6)d D dafiir, dal der wirkliche Quali-
tétsunterschied beider Lampensorten zwischen D und D - d D liegt.

Als Spezialisierung dieser Sitze folgt unmittelbar:

la. Haben zwei Lampensorten den wirklichen Qualititsunter-
schied D, wo nun D eine positive GroBe sein soll, so besteht
die Wahrscheinlichkeit
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- fV(D, 0)dé (19a)

dafiir, daB bei einer Probenahme die der besseren Lampensorte
entnommene Probe sich auch wirklich als die bessere erweist.

1b. Hat sich bei einer Probenahme aus zwei Sorten der
positive Unterschied J ergeben, so besteht die Wahrscheinlichkeit

U (8) = f V(D, 8)dD (19b)

dafiir, daB diejenige Sorte, aus welcher die bessere Probe ent-
stammte, auch wirklich die bessere ist.

Zur Berechnung der Funktion ¥V (D, ) ist nun eine bestimmte
Annahme iber die Verteilungskurve notwendig. Legt man die
GauBsche Verteilung zugrunde, so ergibt sich als mathematischer
Ansdruck fiir diese Funktion

_(D-op
V (D, 8) = y‘_ e (20)

e)2x

wo §? =g .? | s.?% also die Summe der quadratischen Streuungen
der beiden Sorten ist. (Ableitung siehe S.101ff.) Entsprechend
erhilt man fiir die Funktionen

U D)= [1 + o ( mﬂ (21a)

und
U0 =+ [1 + & (Vg?)] , (21b)

wenn man unter @ das schon S. 26 erwihnte GauBsche Fehler-
Y

‘integral !p(.’/):i/z:fe—”"dx versteht. Damit ist die zu An-
T

0
fang dieses Abschnittes aufgeworfene Frage insoweit vollkommen
und zahlenm#Big beantwortet, als man annehmen darf, da8
beide Sorten der GauBschen Verteilung folgen, und daB durch s?
die Summe der Streuungsquadrate der in den Haufen 4 und B
enthaltenen Exemplare gegeben ist. Fiir sehr kleine Werte &
bzw. sehr groBe Streuungen s wird @ nahezu 0 und U’(d) dem-
nach nur unwesentlich gréfler als 3. D.h. in diesem Fall ist

2
Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation. 4
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die Wahrscheinlichkeit, da meine auf Grund des Vorzeichens
von J getroffene Beurteilung der Qualitét richtig ist, nur ganz
wenig grofer als 50%. Das bedeutet aber, daB ich mir den
Versuch hitte sparen kﬁnnen, denn eine Wahrscheinlichkeit von
50% fiir die Richtigkeit meines Urteiles hitte ich auch bereits
durch einfaches Raten (oder Abzihlen an den Knopfen) erreichen
kénnen.

2. ZahlenmiBige Anwendung der Formel.
Um die abgeleitete Formel im einzelnen Falle anzuwenden,
kann die Tabelle S. 118 fiir die Funktion & (]@) benutzt werden.

Wenn die Streuung der Einzelwerte beider Mengen durch s,
gegeben ist, so ist die Streuung fiir eine aus n Lampen be-

stehende Probe nach dem }n-Gesetz 8, =38, =2 demnach
n
die in den Formeln fiir U und U’ auftretende GroBe

R

Ist. bei jé einer solchen Probe aus beiden Haufen ein Unter-
schied der mittleren Lebensdauern 6 gefunden, so sucht man

i m der genannten Tabelle auf, findet @ (-———) und berechnet

V2s
hleraus U =31+ D).

Fiir den Fall, daB die Streuung s, zu 0,3 M angenommen
wird, kann noch bequemer die in Abb. 14 gegebene graphische
Tafel benutzt werden, aus der die Ablesung von & ohne jede
Rechnung moglich ist. Man sucht auf der Abszssenachse den
Wert von 6 in % von M ausgedriickt, auf der Ordinatenachse
die Zahl n der gepriiften Lampen auf. Man bestimmt den
durch diese beiden Koordinaten festgelegten Punkt der Ebene
und liest auf der hindurchlaufenden schrigen Geraden den Wert
von @ ab. Falls keine Gerade den Punkt trifft, so interpoliert
man zwischen den beiden nichst benachbarten.

1. Beispiel: Zum Vergleich von zwei Lampensorten, deren
mittlere Streuung 30 % betrigt, wurden aus jeder der beiden
Sorten 10 Lampen entnommen und die mittlere Brenndauer
dieser beiden Serien bestimmt. Dabei hat sich fiir die eine
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Serie eine Lebensdauer von 1200 Stunden und fiir die andere
eine Lebensdauer von 1000 Stunden ergeben, also ein Unter-
schied von 20%. Aus dem Kurvenblatt liest man fir n = 10
und /M = 20% fiir @ einen Wert von 86 % ab. Daraus er-

Unterschied & in % des Mittelwerfes M
8y 0 170 20 30 %9 50 60 70 80 90 700 770

IFINNSS
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£ \\\\\\§§\\
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£ E 3 \\\\ \ \\\ \\\\\\\\\E%% ~N
-i_w: Ael ,\%e’ 0\\ \\
“E LR °\§’\\:\\\§§\\\\
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5 \ N N INON
01 t\\ \\ \\\\\ \\

Abb. 14, Tafel fir & (—‘$~> und @ (a ”‘) .
2s \2-0,3

gibt sich nach unserer Formel eine Wahrscheinlichkeit von
100 U = % (100 + 86) = 93%
dafiir, daB diejenige Lampensorte, aus welcher die Probe mit
1200 Brennstunden stammte, wirklich die bessere ist. Das be-
deutet anschaulich: Wenn ich etwa eine Priifstation zu leiten
habe und téglich eine groBe Anzahl von Lampensorten mitein-
ander vergleichen muf}, in der Weise, dal ich immer von jeder
4*
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Sorte eine Zehnerserie zur Priifung entnehme, so kann ich mir
aus meinem Protokollbuch alle diejenigen Fille herausschreiben,
in welchen ich auf Grund eines gefundenen Unterschiedes von
20% die eine Sorte fiir besser erklirt habe als die mit ibhr zu
vergleichende. Unser Ergebnis besagt nun, daB bei einer mitt-
leren Streuung der Lampen von 30% von den so gefillten
Urteilen 93% richtig und 7% falsch waren, daB also unter
diesen Urteilen im ganzen 7% Fehldiagnosen zu erwarten sind.

2. Beispiel: Bei einem anderen Vergleich seien nur fiinf
Lampen von jeder Sorte ausgewédhlt. Die Mittelwerte der beiden
Serien liegen bei 500 und 540 Stunden. Der gefundene Unter-
schied betrigt also 8%. Fiir diesen Wert erhilt man aus der
Abbildung fiir @ etwa 35%, also fiir die Wahrscheinlichkeit
U=3(100 4 35) = 67,56%. In diesem Fall ist also die Wahr-
scheinlichkeit einer Fehldiagnose 32,5%, so da8 von einer sicheren
Qualitétsunterscheidung der beiden Sorten nicht mehr die Rede
sein kann.

3. Beispiel: 2 Maschinen 4 und B sollen beziiglich des
Prozentsatzes an AusschuB, den sie liefern, verglichen werden.
4 hat an 20 Tagen im Durchschnitt 3,6 % Ausschul geliefert,

. B 4,2%. Die Streuung der AusschuBprozente einzelner Tage
“betrug: 1,6 %.  Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann man
sohlieBen, daB8 die Maschine A4 besser ist? Wir haben ¢ = 0,6 %,
8=15 iv% = 0,48 %, also §= 1,26. Nach der Tabelle S. 118
entspricht dem ein Wert von @ = 0,79. Es besteht also eine
Wahrscheinlichkeit von 1 (14 0,79) = 0,895 oder 89,5 % dafiir,
daBl die Maschine A besser ist.

3. Begriff der Sicherheit.

Fiir die Praxis besteht das Bediirfnis, den Begriff der Sicher-
heit bei Feststellung von Qualititsunterschieden moglichst exakt
zu definieren. In dem vorhergehenden Abschnitt wurde ab-
sichtlich nur von Wahrscheinlichkeit gesprochen. Wenn ich z. B.
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 % behaupten kann,
daB eine Sorte B besser-ist als 4, so wird man die Sicherheit
eines solchen Urteiles gleich Null setzen; denn eine Richtigkeit
von 50 % Wahrscheinlichkeit ist ja gleichbedeutend mit abso-
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luter Unsicherheit. Von einer gewissen, wenn vielleicht auch
nur sehr geringen Sicherheit des Urteils kann man also iiber-
haupt erst dann reden, wenn die Wahrscheinlichkeit 50 % iiber-
steigt, d. h. aber daB erst der UberschuB, welchen die Wahr-
scheinlichkeit iiber 50 % zeigt, ein dem natiirlichen Gefiihl ent-
sprechendes Maf fiir die Sicherheit des Urteiles bilden kann.
Wenn man sich dieser Auffassung anschlieBt, so kann die De-
finition des Begriffes ,Sicherheit“ eigentlich nur so lauten:

Sicherheit = 2 -(Wahrscheinlichkeit — 50)

oder mit Abkiirzung
8 = 2.(U — 50), (22)

wobei natiirlich die Werte von 8§ und U in Prozenten ausge-
driickt zu denken sind. Bei dieser Festsetzung entspricht also
der Wahrscheinlichkeit U = 50 % die Sicherheit 8§ = 0 und der
‘Wahrscheinlichkeit U = 100 % die absolute Sicherheit 8§ = 100 %.
Fiir ein Urteil, dessen Wahrscheinlichkeit kleiner als 50% ist,
wiirde § eine negative Grole werden. Eine negative ,Sicher-
heit“ bedeutet also eine Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das
Urteil falsch, also sein Gegenteil richtig ist. Aus der Sicher-
heit 8 berechnet sich die Wahrscheinlichkeit nach der Formel
U=1(100+8). Es zeigt sich also, daB § identisch ist mit
der in den Formeln auftretenden GréBe @. Die Definition von
§ 148t sich auch folgendermafBien ausdriicken:

Betrigt die Sicherheit eines Urteils 8%, so besteht die
Wahrscheinlichkeit 50 +% dafiir, daB das Urteil richtig ist,

und 50 —‘% dafiir, daB das Urteil falsch ist.

Die fiir die Praxis fundamentale Frage, mit welcher Sicher-
heit man sich bei einer Priifung zufrieden geben soll, welche
in unserem Falle darauf hinausliuft, wieviel Lampen man zur
Feststellung eines Qualitidtsunterschiedes zu verwenden hat, 148t
sich natiirlich in keiner Weise allgemein beantworten. Es kommt
da jedesmal auf die Absicht an, in welcher der Vergleich aus-
gefiihrt wird, und auf die praktischen Konsequenzen, welche ein
Fehlurteil mit sich bringt. Erst nach sorgfiltiger Abwigung
dieser speziellen Gesichtspunkte kann man sich im Einzelfalle
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dariiber schliissig werden, ob man fiir den Versuch eine Sicher-
heit von 80 %, 90 % oder 99 % verlangen will

Fir eine erste Orientierung kann man sich vielleicht an die
von der Fehlertheorie nahegelegte Auffassung halten, daf man
zwei Resultate dann als wirklich verschieden ansieht, wenn sie
sich mit ihren mittleren Fehlern nicht uberschnelden Diese
Auffassung wiirde eine Sicherheit von etwa 85% verlangen.
Wir schlagen daher vor, diese Grenze von 85% als Mindest-
sicherheit fiir begriindete Aussagen zu betrachten. Sobald
hingegen von der Beurteilung chhtlgere Entscheidungen ab-
héngen, muBl man sich dariiber klar sem, daB bei dieser Grenze
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlurteils immer noch 7%/, % ist,
d. h. also etwa ebenso grofl wie die, aus einer Urne mit 13
weiBen und einer schwarzen Kugel die schwarze zu greifen.

Eine bedeutende Verschirfung der Anforderungen erhilt
man, wenn man verlangt, daBl sich bei zwei a.ufemanderfolgen-
den Versuchen ]edesma.l dieselbe Sorte als die bessere erweisen
soll, und zwar mit einem solchen Unterschiede, daB sich die
mlttleren Fehler nicht iiberschneiden. Die beiden Versuche ent-
sprechen zusammen einem Versuch mit der doppelten Proben-
zahl. Da nun die Sicherheit der in den Formeln (21) auftreten-
den GroBe @ gleich ist, so ist das Argument dieser Funktion

ﬁ-mal groBer zu machen als fiir den einzelnen Versuch.
Fordern wir nun, daB sich beide Male die mittleren Fehler

nicht iiberschneiden, so ergibt sich fiir jeden Versuch einzeln

2 > 2, also nach der Tabelle §. 118 § > @(1) = 0,85. Dann

folgt aus beiden Versuchen zusammen, daB3 mit einer Sicherheit
von mehr als § =@ ()2) = 0,954 auf das wirkliche Bestehen
eines Unterschiedes im' beobachteten Sinne geschlossen werden
darf, eine Sicherheit, die der GewiBheit praktisch schon sehr
nahe kommt.

4. Praktische Durchfiihrung.

Man bestimmt nach den Vorschriften von L 4. S.38ff. zu-
niichst Mittelwest und Streuung von jeder Menge einzeln an je
einer Probe von n Exemplaren. Diese Priifung ist nach Még-
lichkeit gleichzeitig an der gleichen Stelle und nach Durch-
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mischung der vorher gekennzeichneten Proben vorzunehmen,
damit das Resultat durch etwa vorhandene systematische Fehler
in der Priifmethodik nicht beeinfluft wird. Dabei habe sich
ergeben:
) Mittelwert  Streuung
Erste Menge M, +m, s, +o,,
Zweite Menge M, +m, s,+o,.

Von einer wirklichen Verschiedenheit der beiden Mengen hin-
sichtlich M und s wird man dann sprechen konnen, wenn die
so ermittelten Fehlergrenzen sich nicht iiberschneiden. Liegt
z. B. M, iiber M;, so kann man daraus nur dann auf einen
wirklichen Qualitdtsunterschied schlieen, wenn

My, — M, = m, + my,
d. h. wenn der gefundene Unterschied M, — M, groBer ist als
die Summen der mittleren Fehler. Genau das gleiche gilt fiir
die Streuung: nur wenn
81— 8 2'01 + 04

ist, kann man mit einiger Sicherheit behaupten, daf die Menge 2
wirklich stirker streut als die Menge 1.

Fiir die Richtigkeit dieses Urteils besteht nach den Uber-
legungen der vorangehenden Abschnitte eine Wahrscheinlichkeit
von 92 %, oder eine Sicherheit von 85%. D. h. das Risiko
einer Fehldiagnose betrigt bei den hier angegebenen Grenzen
etwa 8%.-

Hinsichtlich der erforderlichen Anzahl von Exemplaren gilt
bei Glithlampen nach den Uberlegungen von 8. 39f.: Um einen
Unterschied von 10% der mittleren Brenndauer noch mit der
8o definierten Sicherheit zu erkennen, braucht man 40 Lampen
von jeder Sorte; um dagegen einen Unterschied von 10% in
der Streuung zu konstatieren, sind 200 Lampen erforderlich.

Wird eine groBere Sicherheit verlangt, so ist der beschrie-
bene Versuch zu wiederholen. Féllt auch das zweitemal

M, — M, > m, 4 m,

~aus, so ist die Sicherheit des Urteils, dafl die Menge 1

die bessere ist, nunmehr gréBer als 95,4%, die Wahrschein-
lichkeit also grofler als 97,7%. Ist dagegen das zweitemal
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M, — M, < m, -+ m,, so liegt die Sicherheit zwischen 85 % und
98,7%. Bei strengen Anforderungen an die Sicherheit, d. h. wenn
viel von der Entscheidung abhingt, wird man in diesem Fall kein
Urteil fillen diirfen, der fragliche Unterschied ist nicht ,mit
Sicherheit“ nachgewiesen. Erst recht ist dies der Fall, wenn
sich etwa beim zweiten Versuch die andere Sorte als die
bessere erwiesen hat. Es ist Sache der Betriebs- oder Versuchs-
vorschriften, je nach der Bedeutung des Gegenstandes die An-
forderungen an die Sicherheit festzusetzen. Geniigt eine Sicher-
heit von 85%, so war der zweite Versuch nicht erforderlich;
geniigt sie nicht, so miissen Mengen, deren Unterschied sich
nicht mit groBerer Sicherheit erweisen laBt, als gleich ange-
sehen werden.

III. Zusammenhang zweier Eigenschaften
oder Korrelation.

Es kann ferner vorkommen, daB der EinfluB irgendeiner
beobachteten Eigenschaft eines Fabrikats auf eine andere Eigen-
schaft untersucht werden soll, z. B. der EinfluB der Dichte auf
die Brinellhirte, der Zusammenhang von Festigkeit und Magne-
tisierbarkeit oder anderes mehr. Wenn eine der betreffenden
Eigenschaften willkiirlich hervorgerufen werden kann, so wiirde
man zu diesem Zweck am besten einen Vergleich von zwei
Sorten von Exemplaren anstellen, bei denen diese Eigenschaft
moglichst verschieden stark auftritt. Es ist aber fiir die Fest-
stellung des Zusammenhanges nicht notwendig, daB sich die
Eigenschaft willkiirlich hervorrufen 148t; man kann vielmehr
auch an bereits fertig vorliegendem Material, bei dem die be-
treffenden Eigenschaften in lauter verschiedenen Graden vor-
kommen, das Vorhandensein eines Zusammenhanges oder einer
,Korrelation“ zwischen diesen Eigenschaften feststellen.

Einen Uberblick liefert schon das folgende einfache graphi-
sche Verfahren. Es sei z B. der Zusammenhang von Dichte und
Hirte an Zementen zu untersuchen. Man trigt auf einer der
Achsen eines Koordinatensystems, z. B. der Abzissenachse, die
Dichte, auf der anderen Achse die Hirte auf. Jeder unter-
suchte Zement entspricht dann nach seiner Dichte und Hérte
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einem ganz bestimmten Punkte des Feldes. Wenn das Material
nicht zu umfangreich ist, so kann man die sdmtlichen Zemente
durch entsprechende Punkte eintragen. Ist die Zahl der Proben
zu groB, oder kommen insbesondere vielfach dieselben Zahl-
werte fiir Dichte und Hirte vor, so da8 mehrere Punkte auf-
einander fallen wiirden, so teilt man zweckmaBiger die Ko-
ordinatenebene in kleine rechteckige Felder ein und schreibt
in jedes Feld die Zahl der in sein Inneres entfallenden Punkte,
wobei die Grenzen der Felder immer in derselben Weise, z. B.
dem rechts oder dariiber liegenden Felde zugerechnet werden.
Wenn nun eine Korrelation zwischen den beiden auf den Achsen
dargestellten Eigenschaften besteht, so miissen sich die Punkte
in einer Diagonalrichtung des Feldes hiufen, und zwar bedeutet
die eine Diagonalenrichtung, daf ein Zunehmen der Dichte auch
grofere Hirte bedingt (positive Korrelation), die andere wiirde
bedeuten, daB die Hirte mit zunehmender Dichte abnimmt
(negative Korrelation). Wenn sich die Schar der Punkte un-
regelmiBig iber das ganze Feld verteilt, so ist zu schlieBen,
daB kein Zusammenhang vorliegt; ebenso auch wenn die Punkte
einen Fleck von etwa kreisformiger Symmetrie ausfiillen. Bilden
die Punkte ein langgestrecktes Oval, dessen Langsachse einer
der beiden Achsen parallel ist, so ist ebenfalls keine merkliche
Korrelation vorhanden; eine solche Verteilung der Punkte
wiirde ja in eine kreisférmige iibergehen, wenn man nur den
MaBstab der einen Achsenteilung in geeigneter Weise veranderte.
Sobald jedoch ein lingliches Gebilde mit schriger Léngsachse
vorliegt, so besteht eine Korrelation im oben angegebenen
Sinne, und zwar ist sie um so ausgesprochener, je schmaler die
Punktschar sich lings der schrigen Achse zusammendringt oder
— bei der Darstellung durch Zahlenfelder — je schneller die
Zahlen quer zur Lingsachse abnehmen.

Dieser anschauliche Uberblick, bei dem die Stirke des Zu-
sammenhanges der beiden Eigenschaften sich naturgemif nur
gefiihlsmiBig abschétzen 14B8t, kann nun durch eine etwas exak-
tere zahlenméfBige Behandlung ergénzt werden.

Wir wollen die beiden Eigenschaften jetzt als Eigenschaften
A und B bezeichnen, um die rechnerische Behandlung iiber-
sichtlicher zu gestalten. Die breitere oder schmélere Zusammen-
dringung der Punkte ist durch die Streuung der 4 und B wesent-
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lich mit beeinflut; um davon unabhéngig zu sein, empfiehlt
es sich daher, fiir jede der beiden Eigenschaften 4 und B ihre
eigene Streuung s, bzw. s, als MaB einzufilhren. Macht man
in der Zeichnung die Einheit der A-Achse gleich s,, die der
B-Achse gleich s,, so erreicht man, dafl die Punktschar in
beiden Koordinatenrichtungen durchschnittlich die gleiche Aus-
dehnung annimmt, die Diagonale, die im Falle einer Korre-
lation die Lingsachse bilden miilte, also unter 45° verlduft.
Wir bilden nun das Mittel M, aller A-Werte und ebenso das
Mittel M, der B-Werte, und suchen den diesen beiden Koordi-
naten entsprechenden Punkt M auf, der in der Mitte der
ganzen Punktschar liegt. Durch diesen Punkt sei ein neues
Koordinatensystem gelegt, in bezug auf das jeder Punkt durch
die Abweichungen seines 4- und B-Wertes von dem entsprechen-
den Mittelwert gekennzeichnet ist, also durch

Aty sy B=dh_D
Sa Sa Sp Sp
Als MaB der Korrelatlon kann man dann zweckméBig den
Mittelwert des Produktes — = benutzen man bezeichnet diese
GroBe als Korrelatlonskoefﬁment
_labe+asbs+"'+azvbzv_g-—_z_ (24)
- N 8a Sp - Sqa S ’

wo N die Zahl der Punkte ist.

Die GrofBe —; ist ndmlich fiir Punkte in den Quadranten

14
rechts oben und links unten von M positiv, in den beiden
anderen negativ, und zwar nimmt sie die grofiten positiven
bzw. negativen Werte bei gleicher Entfernung von M jeweils
auf den beiden Diagonalen an. Wenn daher die Punkte ganz
unregelméBig verteilt liegen, so heben sich die a-b im Mittel
gegenseitig auf und wir haben
r=0.

Wenn aber eine vollkommene Korrelation vorhanden ist, d. h.
wenn alle Punkte z. B. auf der positiven Diagonale liegen, so

wiire fiir jeden Punks sl=;”- und daher
a >
a’+a’+---+ag

r = =1,

F Sa®
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da s, = a®. Entsprechend ergibt sich fiir die negative Diago-
nale r = — 1. In allen Fillen unvollstindiger Korrelation liegt r
zwischen 0 und 1 und kann als MaB fiir die Enge der Be-
ziehung zwischen den Eigenschaften 4 und B benutzt werden.

Als Beispiel untersuchen wir die Korrelation zwischen der
Lebensdauer hoch belasteter und niedrig belasteter Lampen
derselben Fabrikationsserien. Als Individuen gelten hier also
nicht einzelne Lampen, da man dieselbe Lampe nicht bei zwei
Belastungen ausbrennen lassen kann, sondern aus gleichem
Drahtmaterial hergestellte Serien, die zur Halfte hoch, zur Hilfte
niedrig belastet gebrannt wurden; als Zahlwerte der Eigen-
schaften 4 und B gelten also die Mittelwerte der Lebensdauern
der hoch und der niedrig belasteten Serienhalften.

Zugrunde gelegt wurden 21 Serien. Tabelle 9 gibt in Spalte 1
die Mittelwerte der niedrig belasteten Serienhilften, in Spalte 2

Tabelle 9.

L, L, a . b ab
3181 1907 + 657 + 771 +507.103
4784 1465 + 2260 + 829 + 743
2924 1638 4+ 400 4 502 +201
2004 878 — 520 — 258 4134
2293 1604 — 230 4468 — 108
3799 866 + 1275 — 270 — 344
2808 1501 + 284 4365 + 104
1781 833 — 743 — 303 + 225
2590 1307 + 66 + 171 + 11
2755 ‘1274 + 281 + 138 + 32
2300 912 — 224 — 224 + 50
1963 722 — 561 —414 + 232
1401 483 — 1123 — 653 + 733
2864 892 4+ 340 — 244 — 83
1712 824 — 812 — 312 + 254
2415 1143 . — 109 + 7 - 1
2046 929 — 478 — 207 + 99
2831 1431 + 307 + 295 + 91
1996 11538 — 528 + 17 — 9
2327 1150 — 197 + 22 — 4
2237 935 — 287 — 201 + 58

Summe: 53011 23855 2925.10%
: N 2524 1136 . 139300
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die der hoch belasteten, in Spalte 3 und 4 die entsi)rechenden
Abweichungen vom Gesamtmittelwert und in Spalte 5 die Pro-

dukte. Die Streuung der beiden Reihen betrigt 757 bzw. 349,

folglich ergibt sich ein Korrelationskoeffizient von s s = + 0,53,

Abb. 15 zeigt das graphische Bild derselben Zahlen in der
oben geschilderten Darstellungsart. Die Korrelation ist auch
hier deutlich erkennbar.

Lé .
200 -
+
+
.
+//7 *
A’+//"/
e +t b
1000)
+ + Lr// % + +

+

I 1

700 2000 3000 #9000 La
Abb. 15. Korrelationstafel zur Tab.9.

Der Korrelationskoeffizient erlaubt ferner bei zwei Eigen-
schaften zu entscheiden, welche von ihnen am engsten mit
einer dritten verkniipft ist. Dies kann z B. benutzt werden,
um festzustellen, welche von zwei Priifmethoden mit bester
Anniéherung dieselben Ergebnisse liefert wie die Praxis. Vor-
aussetzung dafiir ist allerdings, dafl man von einer groBen Anzahl
verschiedener Sorten jede auf alle drei Arten priifen kann.
Nahere Angaben iiber mathematische Behandlung und An-
wendungsmoglichkeiten des Korrelationskoeffizienten siehe bei
Czuber, ,Die statistischen Forschungsmethoden“?.

IV. Abnahmebedingungen und Risiko.

Wenn es sich um die Lieferung von Gegenstinden handelt,
deren entscheidende Eigenschaft eine gewisse Streuung zeigt,
so werden die Abnahmebedingungen dem Rechnung tragen, in-

1 Wien 1921 bei Seidel und Sohn.
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dem sie ebenfalls einen gewissen zuldssigen Bereich festsetzen,
da ja ohnehin die Einhaltung eines Wertes mit absoluter Ge-
nauigkeit schon aus meftechnischen Griinden unméglich ist. Wie
solche Abnahmebedingungen zu beurteilen sind, ist fiir den
Fabrikanten eine Frage der Zweckmifigkeit. Sind die Anforde-
rungen sehr hoch, so léuft er Gefahr, dal die untersuchte Probe
ihnen nicht geniigt und die Lieferung zuriickgewiesen wird. Werden
dagegen die Bedingungen niedrig angesetzt, so hat er zwar die
groBere Sicherheit, stellt aber sozusagen seinem eigenen Fabrikat
ein schlechtes Zeugnis aus, das vielleicht nur fiir einen ver-
schwindenden Teil der Lieferung zutrifft. Wo hier der Weg
zwischen Seylla und Charybdis hindurchfiihrt, kann nur durch
wirtschaftliche und psychologische Erwégungen entschieden werden.
Die Statistik liefert dazu die Vorarbeit, indem sie feststellt, wie
groB bei einer bestimmten durchschnittlichen
Beschaffenheit des Fabrikats und bestimmten
Abnahmebedingungen das Risiko einer Zu-
riickweisung ist.

VerhiltnisméiBig einfach ist diese Auf-
gabe, wenn es sich um Eigenschaften handelt, G MF
die an jedem Exemplar gepriift werden Abb.16; Vertellungskurve
konnen, wie z. B. Abmessungen von Rund-
und Stabeisen, Gewicht, Hiarte usw. Die herstellende Fabrik kann
dann nach ihren Kontrollmessungen die Verteilungskurve ihres
Fabrikats entwerfen, von der wir annehmen wollen, da8 sie an-
gendhert einer GauBschen Kurve mit dem Mittelwert M und der
Streuung s entspricht. Ist nun in der Abnahmebedingung eine To-
leranz von G bis F festgesetzt (vgl. Abb. 16), so wird von der ganzen
Fabrikation ein Bruchteil beanstandet werden, der dem Verhaltnis
des schraffierten Flécheninhalts zum Ganzen entspricht. Im Fall
einer GauBschen Kurve ldf8t sich dieser Bruchteil leicht formel-
méBig angeben. Es ergibt sich fiir den beanstandeten Bruchteil oder
das Risiko ) M- F— 1)

R=1 2[qs 5, o m}, (25)
wo unter @ das schon mehrfach benutzte Fehlerintegral zu ver-
stehen ist, dessen Zahlwerte in der Tabelle (8. 118) angegeben sind.

Ist die Verteilung keine GauBsche, so kann das Risiko auch
durch Planimetrieren der Verteilungskurve und der beiden Fléichen-
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teile auBerhalb von G und F bestimmt werden. Ausgefiihrtes
Beispiel zum Schlu des Kapitels S. 72 f. '

Schwieriger liegt der Fall, wenn die Eigenschaft, auf die es
ankommt, nur durch Stichproben festgestellt werden kann, wie
z. B. die Lebensdauer von Glilhlampen. Hier ist es nicht mog-
lich, einen bestimmten Wert dieser Eigenschaft in dem Sinn
zu garantieren, dal etwa jedes einzelne Exemplar der Lieferung
den garantierten Betrag erreichen mufBl. Es kommt vielmehr
nur darauf an, daB die groBe Mehrzahl dieser Bedingung geniigt.
Aufgabe der Abnahmebedingungen ist es, diesen zuniichst rein
gefiihlsméfigen Begriff ,groBe Mehrzahl“ so festzulegen, dal
man durch einen moglichst einfachen Versuch an nicht zu
vielen Exemplaren iiber die Brauchbarkeit der Lieferung ent-
scheiden kann.

Wiirde z. B. bei einem Posten Gliihlampen die zu garan-
tierende Lebensdauer G gleich der mittleren Lebensdauer der
Lampen iiberhaupt angesetzt, so wire jedenfalls, ganz gleich,
wie die Bedingungen im einzelnen formuliert sind, die Gefahr
der Zuriickweisung sehr groB. Denn bei einer beliebig gewihlten
Probe ist ja die Wahrscheinlichkeit, da8 die Lebensdauer unter-
halb der mittleren Lebensdauer fillt, ebenso groB, wie dafl sie
oberhalb fillt. Hier wiirde also gewil nicht die groBe Mehrzahl
der Bedingung geniigen. Soll das Risiko der Zuriickweisung
herabgesetzt werden, so muBl die garantierte Lebensdauer G er-
heblich unterhalb der wahren mittleren Lebensdauer M liegen,
und zwar um so mehr, je groBer die Streuung der Lampen ist.
Wie groB bei gegebener Streuung dieser Sicherheitsabstand
zwischen G und M gewdhlt werden muB, um das Risiko auf
ein bestimmtes MaB, etwa 10%o oder 1% oder 0,1%, zu bringen,
kann natiirlich nur auf Grund spezieller Formulierungen der
Abnahmebedingung berechnet werden.

1. Bedingungen fiir Serienmittel.

Eine sehr einfache derartige Formulierung wire z. B. die
folgende:

Aus der vorgelegten Lieferung werden n Lampen heraus-
gegriffen und auf Brenndauer gepriift. Die Lieferung wird ver-
worfen, wenn die mittlere Brenndauer dieser » Lampen unter G
(etwa 1000 Stunden) liegt.
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Das Risiko R einer Zuriickweisung ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB eine beliebig herausgegriffene Serie von n Lampen
eine mittlere Lebensdauer von weniger als G aufweist. Es sei
die mittlere Lebensdauer der gesamten Fabrikation M, die
Streuung s. Dann betrigt die Streuung der Serienmittel

8 = —% . Nach den Betrachtungen . 35ff. kann, wenn n nicht
n
zu klein, d. h. von etwa m» = 5 an, mit Sicherheit angenommen

werden, da die Serienmittel nach einer GauBschen Kurve mit
dem Streaungsmafl —2 um M verteilt liegen. Demnach ist die

n
gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich dem Flichenteil unterhalb
der GauBschen Kurve, der links von der Ordinate in @ liegt.
Abb. 17 stellt diese Verteilungskurve schematisch dar, der dem
Risiko entsprechende Flichenteil ist

schraffiert.
Um seine Grofe zahlenmifBig
zu ermitteln, bedienen wir uns der ’
auf S. 27 gegebenen Tabelle fiir W A
die Funktion, die fir die GauB- . ) 5o ung es Risikos.

sche Kurve den Flidcheninhalt der
von der Mitte aus nach beiden Seiten abgetragenen Streifen von
der Breite b angibtl. Es war dort die Fliche des Mittelstreifens mit
@, seine Breite mit 2b bezeichnet. Demnach ist b = M — G zu
setzen. In der letztén Spalte der Tabelle 4 ist bereits die GréBe
(1 — @) 100 angegeben, das ist also der Prozentsatz des Flichen-
inhalts; der zu beiden Seiten auBerhalb des Streifens von der
Breite b liegt. Der schraffierte Flichenteil der Abbildung ist
genau die Hilfte der ganzen auflerhalb des Streifens liegenden
Fliche. Demnach erhalten wir die GroBe R in %o, wenn wir
die Zahlen der letzten Spalte Tab. 4 halbieren. Die zugehorigen
Werte von M — G erhdlt man aus der 2. Spalte, indem man b
durch M — G ersetzt. Es ergeben sich so die in Tabelle 10
gegebenen Werte.

Hier enthalten die ersten drei Spalten allgemeingiiltige An-
gaben. Zur Veranschaulichung ist in der vierten Spalte die fiir
das betreffende Risiko erforderliche mittlere Lebensdauer M der

1 Eine vollstindigere Tabelle dieser Funktion siehe auch S. 118.
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Tabelle 10.
R o M—G M—@ u
°lo V2s, 8 fiir @ = 1000Stunden
0.1 ) 3,09 1294
1 0,980 2,33 1221 8 = W =95 Std.
5 0,900 1,65 1157
10 0,800 1,28 1121

Lieferung ausgerechnet fir den Fall, daB die Garantiezahl
1000 Stunden betrigt, daB die zur Priifung entnommene Serie
n =10 Lampen enthdlt und daB die mittlere quadratische
Streuung s = 300 Stunden betrigt. Soll also das Risiko der
Abnahme héchstens 5°o betragen, so mufl die mittlere Lebens-
dauer der Lampen um 157 iiber der garantierten Stunden-
zahl 1000 liegen. Wird dagegen M groBer als 1350 Stunden,
so ist das Risiko bereits kleiner als /10%00, d. h. in diesem Falle
wiirde man erst bei je 10000 Abnahmen eine Zuriickweisung
zu befiirchten haben.

Der formelméBige Zusammenhang, welcher dieses erste Bei-
spiel von Abnahmebedingungen vollkommen erledigt, lautet also:

.Y P Ml&)]
R 2[1 qs( 20| (26)
Hier ist @ das mehrfach benutzte Fehlerintegral,
. R das Risiko, d. h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
die Lieferung verworfen wird,
G die garantierte Lebensdauer,
M die mittlere Lebensdauer
8 die quadratische Streuung
n die Lampenzahl der zur Abnahmepriifung benutzten
Serien.

Wir kénnen denselben Zusammenhang auch noch auf andere
Weise aussprechen. Wenn wir von vornherein festsetzen, welches
Risiko wir zulassen wollen, so kommt es bei Voraussetzung einer
bestimmten mittleren Streuung s auf die Zahl der gepriiften
Lampen an, wie eng wir die Grenze @ an den wahren Mittel-
wert heranverlegen diirfen; denn werden nur wenige Lampen
gepriift, so ist die Gefahr, daBl ihr Mittel auBerbalb gewisser
Grenzen liegt, grofer, als wenn viele Lampen gepriift werden,

} der Lieferung,
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da deren Mittel immer niher an dem Gesamtmittelwert liegen
wird. Fiir ein Risiko von 10%s z. B. ergibt sich, wenn n Lampen
gepriift werden, fir jedes n ein bestimmter in °/ von M aus-
gedriickter Wert von M — G; die Tabelle 11 gibt diese Zahlen
an, wenn die mittlere Streuung s = 0,4 M genommen wird. Wird
die Garantiezahl @ dieser Tabelle

entsprechend gewéhlt, so betrigt Tabelle 11.
also das Risiko bei Lampen von Lampenzahl 7 M—-G
der Streuung 0,4 immer 10°%. °lo
Fiir ein anderes Risiko sowie 5 29
fiir andere mittlere Streuungen 6 27
lassen sich entsprechende Tabellen 7 25
aus der obigen allgemeinen For- 8 23
mel (26) berechnen. 9 22
.10 21
2. Bedingungen fiir g %g
Einzelexemplare.
13—14 18
Bei dem eben bebandelten 15—16 17
Beispiel einer Abnahmebedingung 17—18 16
wurde kein Wert auf die Gleich- na 1
méaBigkeit der Lieferung gelegt,
sondern die Abnahme nur von 52;?):3,2 ig
dem Mittelwert der Lebensdauer 3540 11
abhiingig gemacht. Da es aber 4554 10
dem Kunden zweifellos nicht er- 55—69 9
wiinscht ist, wenn die ihm garan- 70—89 6
tierte mittlere Lebensdauer durch 90—119 8
einige sehr kurz- und dafiir andere {gg—urlxjigmehr g

sehr langlebige Lampen zustande
kommt, so hat sich in der Praxis ein anderer Typ von Be-
dingungen herausgebildet, wovon die folgende ein Beispiel darstellt.
Es werden der Lieferung n Lampen entnommen und auf
Lebensdauer gepriift. Die Lieferung wird verworfen, wenn da-
von mehr als m Stiick vor G durchbrennen (m kleiner als %) .
Hier spielt also @ nicht die Rolle der normalen mittleren
Lebensdauer, sondern eiper unteren Grenze, die nur von wenigen
Lampen unterschritten werden darf. In diesem Fall ist das
Risiko weniger einfach zu berechnen; es moge hierfiir ein spezielles
Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation. 5
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Zahlenbeispiel durchgefiihrt werden. Wir wihlen n =10, m = 2,
80 daf} also 2 Lampen vor der G-ten Stunde durchbrennen diirfen.
Wenn man nun voraussetzen kann, dafl die Verteilungskurve
der simtlichen Lampen eine GaufBsche ist, so ist die Wahr-
scheinlichkeit w dafiir, daB eine Lampe vor der G-ten Stunde durch-
brennt, genau wie im vorigen Beispiel gegeben durch w = 1 (1 — @),
wobei unter @ der Flicheninhalt eines Streifens von der Breite
2(M — @) verstanden ist, aber fiir eine Kurve, deren s gleich
der Streuung der einzelnen Lampen genommen wird. Das Risiko R
ist nun gleich der Wahrscheinlichkeit, da mehr als 2 Lampen
kiirzer als G leben. Infolgedessen ist 1 — R die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB entweder keine, oder nur eine, oder 2 Lampen
vor der G-ten Stunde ausbrennen. Diese Wahrscheinlichkeit
188t sich aus ibren einzelnen Summanden berechnen. Die Wahr-
scheinlichkeit, da keine Lampe vor @ Stunden, also alle
10 nach G Stunden durchbrennen, ist (1 — w)'°. Die, daB 1 vor
und 9 nach G Stunden durchbrennen, ist 10w (1 — w)?; der
Faktor 10 rithrt davon her, daB es gleichgiiltig ist, welche von
den 10 individuellen Lampen gerade die frither ausbrennende
sein soll. Die Wahrscheinlichkeit, daB genau 2 Lampen vor G
durchbrennen, ist w?(1— w)® wieder multipliziert mit einem
Faktor, der die Zahl der moglichen Kombinationen von 2 aus 10
angibt. Im ganzen erhilt man

1—R=(1—w)+10w(1 — w)* + (120>w,(1 —w)?, (27)
wo (12()) = 2~1'—0é—, =45 ist.

Die Formel enthilt, wie man sieht, die ersten 3 Glieder der
Binomialreihe fiir ((1 — w) + w)%; fiir m > 2 kommen dement-
sprechend weitere Glieder hinzu. Auf diese Weise kann man
also R berechnen, und zwar ergibt sich fiir den Fall m = 2 die
in Tabelle 12 gegebene Ubersicht.

Man sieht hieraus sofort, wie viel hohere Anspriiche diese
Abnahmebedingung an die Lampen stellt, als die erste, da z. B.
bei einer mittleren Lebensdauer von 1385 Stunden noch immer
ein Risiko von 7% vorhanden ist, wogegen die erste Bedingung
bei der gleichen Lebensdauer und Stregung nur zu einem Risiko
von weniger als 0,1%o fithrt. Das Risiko wiirde verringert
werden, wenn die Grenze G herabgesetzt wird, ferner wenn der
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Tabelle 12.
R M—-Q fiir @=1000Std.
e v A s ¥ =300 »

1 0 0 o0 o0

0,96 0,02 0,09 2,06 1620
0,92 0,04 0,61 1,75 1525
0,88 0,06 1,78 1,55 1455
0,84 0,08 3,9 141 1420
0,80 0,1 7 1,28 1385
0,60 0,2 33 0,84 1252
0,40 0,3 61,5 0,52 1156

Bruchteil der Lampen, die vor G durchbrennen diirfen, ver-
groBert wird, endlich auch, wenn unter Beibehaltung desselben
Bruchteils die Zahl der zu priifenden Lampen. iiberhaupt ver-
mehrt wird. Der letztere EinfluB ist jedoch gering.

Abgesehen von dem groBeren Risiko und der umstdndlicheren
Berechnung haftet dieser Art der Abnahmebedingung gegeniiber
der ersten noch ein erheblicher prinzipieller Nachteil an. Es
muflte ndmlich im 2.Beispiel die GauBsche Verteilung der einzelnen
Lampen angenommen werden, wihrend beim 1. Beispiel die
GaufBsche Verteilung nur fiir Serienmittel vorausgesetzt wurde.
Nach den S. 35ff. gemachten Bemerkungen ist diese letztere
Annahme unbedenklich. Selbst wenn die Verteilung der einzelnen
Lampen weit von einer derartigen Verteilung abweichen sollte,
kann man doch mit erheblicher Sicherheit darauf rechnen, daB
die Serienmittel von 10er-Serien sich mit groBer Genauigkeit
der GauBschen Verteilung fiigen. Die Risikoberechnung im
ersten Falle ist daher unbedingt zuverlissig, wihrend das
Risiko im zweiten Falle noch um einen unbekannten und schwer
zu schitzenden Faktor zu vergroBern wire.

3. Bedingungen iiber zwei Eigenschaften.

Die Abnahmebedingungen der Praxis werden nun durch
einen weiteren Umstand kompliziert, dadurch nimlich, daB die
Beurteilung der Lampen sich nicht auf die Lebensdauer allein,
sondern noch auf eine zweite Eigenschaft, die Lichtabnahme,
stiitzt, die von der ersten im wesentlichen unabhingig ist. Ge-
wohnlich geschieht dies in der Weise, daB statt der Lebens-
dauer die sog. Nutzbrenndauer angegeben wird, d. h. die Zeit,

5*
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wihrend der die Lichtabnahme noch unter 20°o oder einem
anderen vereinbarten Prozentsatz liegt. Man kann auch sagen,
daf eine Lampe, sobald sie eine 20°oige Lichtabnahme zeigt,
als durchgebrannt gelten soll. Um dies zu beriicksichtigen,
konnte man in der Weise vorgehen, da man schon bei den
Aufstellungen der Fabrikationsbrenndauerpriifungen immer die
Nutzbrenndauer zugrunde legt. Es wiirde sich dann bei einem
Fabrikationsprodukt von bestimmter Beschaffenheit eine mittlere
Nutzbrenndauver M’ < M und ein Streuungsma8 s’ der Nutz-
brenndauern ergeben, das vermutlich grofler als s sein wiirde.
Die einzelnen Nutzbrenndauern wiirden sich ebenfalls in einer
von der GauBschen Kurve mehr oder weniger abweichenden
Verteilung um ihren Mittelwert gruppieren, und es wiirde auch
hier gelten, dafl die mittleren Nutzbrenndauern nicht zu kleiner
Serien mit sehr viel besserer Annéiherung nach einer GauBschen
Kurve verteilt sein wiirden.

Wir wollen hier einen anderen Weg einschlagen, da in allen
bisherigen Beispielen immer von den absoluten Lebensdauern
die Rede gewesen ist, und es daher unzweckmiflig wire, alle
dort behandelten Unterlagen ungeniitzt zu lassen. Zugleich soll
dabei gezeigt werden, wie sich das Risiko berechnen li8t, wenn
zwei unabhingige Bedingungen entscheidend fiir die Abnahme
sind, was ja auch bei Anwendung der Betrachtungen auf andere
Gegensténde als Glithlampen vorkommen kann.

Die Lichtabnahme werde bei der Fabrikationsbrenndauer
wie iiblich zu bestimmten Zeiten gemessen. Wir denken sie uns
fir jede Lampe fiir mehrere Zeitpunkte bestimmt, darunter
einem, der zweckmifiig etwa mit dem zu garantierenden Lebens-
dauerwert (z. B. 1000 Stunden) iibereinstimmt, oder ihm doch
nahe liegt. Dies ist fiir die linger lebenden Exemplare ohne
weiteres moglich; fiir die frither ausgebrannten wird der Wert
aus der vorher beobachteten Lichtabnahme extrapoliert. Die
fiir diesen Zeitpunkt erhaltenen Zahler fiir die Lichtabnahme
haben einen Mittelwert, der mit p bezeichnet sei, und gruppieren
sich um diesen nach einer Verteilungskurve, die sich der GauB-
schen mehr oder weniger gut anschlieft und deren Streuungsmaf
mit ¢ bezeichnet sei. Wir nehmen zunéchst zur Vereinfachung an,
daB die Kurve eine GauBsche ist. Wenn nun garantiert werden soll,
daB die Lichtabnahme fiir den betrachteten Zeitpunkt hdchstens
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g% betragen soll (¢ muB hier natiirlich groBer sein als p), so ist
die Wahrscheinlichkeit, da8 ein Exemplar dieser Bedingung nicht
entspricht, gleich dem Teil des Flicheninhaltes unter der Kurve,
der rechts von g liegt. Die GroBe dieses Teils kann aus der-
selben Tabelle, S. 27, entnommen werden (Halbierung der letzten
Spalte), wie die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir die Unter-
schreitung einer gegebenen Lebensdauer G (siehe S. 63); sie ist

212

wenn man fiir b die Differenz g — p und fir s das Streuungs-
maBl o einsetzt.

Welches ist nun das Risiko, das aus der gemeinschaftlichen
Giiltigkeit der Lebensdauer- und der Lichtabnahmebedingung
entsteht, also die Wahrscheinlichkeit, daB3 eine Lampe einer von
beiden Bedingungen nicht geniigt? Es seien w, und w, die
Wahrscheinlichkeiten fiir die Nichterfiillung der beiden Bedin-
gungen, wenn sie einzeln gelten. Zu der Wahrscheinlichkeit w,,
daB eine Lampe vor G' Stunden durchbrennt, kommt also noch
die Wahrscheinlichkeit (1 — w,)w, dafiir, daB eine von den noch
nicht durchgebrannten Lampen eine Lichtabnahme iiber g zeigt.
Somit wird

w=w, + (1 — w,)w, =w, + w, —w, w,

oder wenn man die w durch die Funktion & ausdriickt,

=3 [o- 035~ o (- s (2 0] o

Wenn w, und w, klein sind, so wird w, w, klein von 2. Ord-
nung, in diesem Fall entsteht also das Doppelrisiko einfach aus
der Summe der beiden einzelnen.

Statt auf eine Lampe konnen die obigen Uberlegungen auch
auf eine Serie von 7n Lampen bezogen werden, es tritt dann

nur an Stelle der Streuungen s und ¢ die Serienstreuung
s o

8 = — und =
8 V" ] Qe 7

o= [1- o (es25)]

8o daB3 also z. B.
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In diesem Falle wird die oben gemachte Voraussetzung der
GauBschen Verteilung unbedenklich.

Soll aber die Abnahmebedingung so wie in unserem 2. Bei-
spiel formuliert werden, ist also z. B. festgesetzt, dal es zwei
Lampen sein diirfen, die einer von den beiden Bedingungen
nicht geniigen, so ist der obige Ausdruck fiir w in die Formel (27)
auf S. 66 einzusetzen und damit R zu berechnen. Dem Resultat
haftet dieselbe Unsicherheit an, wie auf S. 67 fiir das 2. Bei-
spiel geschildert.

4. Zusammengesetzte Abnahmebedingungen.

Da eine zuverldssige Berechnung des Risikos nur auf Grund
von Bestimmungen iiber den Mittelwert der gepriiften Serie
moglich ist, sind die Abnahmebedingungen dieses Typs vor
denen, die das Einzelverhalten der Lampen beriicksichtigen,
vorzuziehen. Falls es aber doch wiinschenswert ist, auch eine
gewisse GleichmiBigkeit des Ganzen zu garantieren, so empfiehlt
es sich eine Zusatzbedingung hinzuzufiigen, die extreme Unter-
schreitungen der Norm ausschlieft oder auf einen kleinen Bruch-
teil einschriankt. Hier konnen die Zahlwerte so bemessen sein,
daB das Risiko an sich klein ist, dann wird die Unsicherheit,
die bei dieser Berechnungsart nicht zu vermeiden ist, jedenfalls
nicht schwer ins Gewicht fallen. Fordert man z. B., da hoch-
stens bei einer von 10 Lampen eine Unterschreitung der halben
Brenndauer G' vorkommt, so findet man bei den oben geltenden
Werten von M, s und G das Risiko schon kleiner als das Risiko
fiir die Unterschreitung der Brenndauer G durch das Mittel der
10 Lampen.

Genau genommen ist nun das Auftreten einzelner Extrem-
werte nicht unabhingig von der Lage des Serienmittels, da bei
niedrigem Serienmittel das Vorhandensein niedriger Einzelwerte
offenbar etwas wahrscheinlicher ist als bei hohem. Das Risiko,
das aus der Giiltigkeit beider Bedingungen folgt, ist daher
kleiner als die Summe der einzeln berechneten Risikowerte,
jedoch kann der Unterschied nicht groB sein, und kommt jeden-
falls gegeniiber der Unsicherheit des zweiten Summanden nicht
in Betracht.
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5. Abnahmebedingung mit Wiederholung.

Hiufig wird bei Abnahmebedingungen die Festsetzung ge-
macht, daB die Priifung, falls sie ein ungiinstiges Ergebnis ge-
habt hat, wiederholt wird, und die Abnahme nur dann ver-
weigert wird, wenn auch diese zweite Priifung ungiinstig aus-
fallt. Hierdurch wird das Risiko in leicht zu berechnender
Weise gemildert. Deuten wir durch ein —--Zeichen einen giin-
stigen, durch ein — -Zeichen einen ungiinstigen Ausfall der
Priifung an, so sind bei zwei aufeinanderfolgenden Priifungen
die folgenden 4 Fille moglich

L. ++
2. +—
3. — +
4 — —

Wenn in dem oben ausgefiihrten Sinne eine Wiederholung ge-
stattet ist, so wiirde nur der 4. Fall zum Verwerfen der Lie-
ferung fiihren. Bezeichnet R, das absolute Risiko der einzelnen
Priifung, also die Wahrscheinlichkeit des ungiinstigen Aus-
falles, so ist die Wahrscheinlichkeit des Falles — — gleich R ?*;
es erniedrigt sich also durch die Erlaubnis der einmaligen Wieder-
holung ein Risiko von 50% auf 25%, von 5% auf 0,25%, von
1% auf 0,01%. Durch Wiederholung wird also das Risiko um
so stéirker erniedrigt, je kleiner es an sich schon ist.

R—=R}. (29)

6. Zusammenstellung der Formeln und Durchfiithrung
von Beispielen.

1. Bedingung, bei welcher verworfen wird: Einzelexemplar
unter G' oder iiber F

1 M—@Q F—M
R = 1 - ¢ —_— @ —_ .
20 )+ 25 )
2. Bedingung: Mittelwert von n Exemplaren kleiner als ¢
B 1[1— o (U=0I)
2 [ ﬁs
R = Risiko

M = Mittelwert ; der Gesamtfabrikation.
s = Streuung
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3. Bedingung: m von n Exemplaren unterhalb G
R=1— [(1 —w)" 4+ <;‘> A—w) "+l 4. (:;)(1__ w)n-—mwm} ,

wobei
1 M—G
=+(1— D (—]].
o=3[1-2(5.)]
4. Bedingung: Bei n Exemplaren Mittelwert der Lebensdauer
unter G oder Mittelwert der Lichtabnahme iiber g

R=w, +w, —w, w,,

wo
1 U
W=y [1 - ¢(W)] ’
1 @—n¥n
w, -E[l_ ¢(_V—E@_)]'
p = Mittelwert } der Lichtabnahme.
o = Streuung

5. Bei m von n Exemplaren: Lebensdauer unter G oder
Lichtabnahme iiber g

R=1— [(1 —w)" + (;L) 1—w) w4+ (Z) (l—w)"“"‘wm} ,
wobei
1 M—@ g—p M-G 9—p
=18 —P— | —DP(—)|— P D (—==)].
o=zl2-2() - o(m) 2 () 2 ()]
6. Bedingung mit dem Risiko R,, wenn Wiederholung der
Priifung gestattet.

R=R,.

1. Beispiel.

Wie groB ist der beanstandete Bruchteil fiir Rundeisen,
deren Durchmesser um einen Mittelwert von 12,45 mm ange-
nihert nach einer GauBschen Verteilungskurve mit dem Para-
meter 8 = 0,12 mm streuen, wenn die Toleranz von 12,20 bis
12,60 mm reicht?

Es ergibt sich

M— G =025 mm
F—M=0,15 mm.
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Demnach gem&B Formel (25)

1 / 025 0,15
R=1—- - 2 .
2 [45 (ﬁ 0,12) * @<ﬁ- 0,12)]
Aus der Tabelle S. 118 ergibt sich fiir

b_ 025 o .

T =018 = 2,08; @ =0,9627
und fiir

b_ 015 ) _

T 1,25 ; @D = 0,7888

Summe = 1,751:2 = 0,875,
folglich
B=1-—0875=0,126 oder 12,5%.
2. Beispiel.
Risikoberechnung fiir Glithlampen.
Bedingungen:

1. Die mittlere Lebensdauer von 10 Lampen soll groBer als
1000 Stunden sein.

2. Die mittlere Lichtabnahme von 10 Lampen soll kleiner
als 20% nach 1000 Stunden sein.

3. Hochstens 2 von 10 Lampen diirfen vor 500 Stunden
durchbrennen.

4. Einmalige Wiederholung der Priifung ist gestattet.

Aus den Priifungen der Fabrikation sei hervorgegangen,
daB die Lampen im ganzen eine mittlere Lebensdauer M von
1200 Stunden mit einer Streuung von 300 Stunden, eine mitt-
lere Lichtabnahme von 13,1% (nach 1000 Stunden) mit einer
Streuung von 6,7% zeigen.

1. Das Risiko fiir die erste Bedingung ist nach Formel (26)

5 - i o (209 - 2[s- o33

Mit Benutzung der Tabelle fiir qs(_) S. 118 ergibt das

Ve,
R, = 0,0174.
2. DagRisiko fiir die zweite Bedingung ist nach derselben Formel

B,—7 [1 - @(‘%Z‘?)J —gl1-o (3;;)] — 0,0006.
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3. Fiir die dritte Bedingung wird zuerst die Wahrscheinlich-
keit w dafiir, daB eine einzelne Lampe der Bedingung nicht
geniigt, aufgesucht. Sie ist

o= 3[1= o (0] = 11— 2(2)| —ooms.

Dieser Wert wird in Formel (27) eingesetzt, indem m = 2 ge-

nommen wird.

R, — 1 —[0,9901*° 4 10-0,9901°-0,0099 -+ 45-0,9901°-0,0099?]
=1— 0,9901°[0,9901? 4- 0,099 -0,9901 + 45 -0,00992]
=1-—0,9959 — 0,0041,

wobei sich noch im Verlauf der Rechnung zeigt, daB das 3. Glied

der Reihe gegeniiber den beiden ersten schon verschwindend

klein ist. Dies bedeutet, dal man, ohne das Risiko zu erhéhen,
die Bedingung dahin verschérfen kann, daff nur 1 von 10 Lam-
pen vor 500 Stunden durchbrennen darf, oder dafl bei 2 Lampen
die Grenze von 500 Stunden zu erhdhen ist (wie eine weitere
Rechnung ergibt auf etwa 700 Stunden).
Im ganzen ergeben die 3 ersten Bedingungen
0,0174
-+ 0,0006
-+ 0,0041
~ R,=0,0221 d. h. ein Risiko von 2,2%.
Durch die Bedingung 4 (Zulassung der Wiederholung) erhalten
wir somit nach Formel (29)
R = 0,0222% = 0,0005,
also 0,05% oder 1 auf 2000.




C. Mathematischer Teil.

I. Allgemeine Eigenschaften von Kollektiv-
gegenstiinden. Das quadratische
StreuungsmaB.

1. Mittelwert und Streuung.

Wenn die einzelnen Glieder eines Kollektivgegenstandes durch
irgendeine meBbare Grofle L gekennzeichnet sind, so bestimmt
sich das Mittel M dieser GroBe, indem man die Summe aller
L-Werte bildet, und durch die Anzahl N der Glieder oder den
Umfang des Kollektivs dividiert

1 N
M=y 2t

in abgekiirzter Schreibweise M = L

Die Art, wie die einzelnen Gheder um den Mittelwert ver-
streut hegen, oder wie sie um ihn schwanken, it sich auf
verschiedene Weisen kennzeichnen. Das lineare Streuungsmaf
erhilt man, indem man das Mittel der absoluten einzelnen Ab-
weichungen vom Mittelwert M bildet also

(L= M|+ | L= M|+ +|Ly—M| |
5 = - NZIL——M' (30)

Es ist fiir die zahlenmifiige Berechnung bequem, fiir mathe-
matische Folgerungen aber wegen des Auftretens der absoluten
Betrige sehr schlecht zu handhaben. Das quadratische Streu-
ungsmafBl entsteht, wenn man das Mittel der Quadrate der Ab-
weichungen vom Mittelwert bildet, und aus dem Ergebnis die
Wurzel zieht.

(L, — M)“+(L —MpPE4- -+ (Ly—M)?

. 1 N
8 N NZ - (31)
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An diese GroBe kniipfen alle weiteren Gesetze iiber die Eigen-
schaften von Kollektivgegenstinden an. Wir bezeichnen sie mit
dem Buchstaben s ohne Index und werden im folgenden unter
dem Ausdruck Streuung schlechthin immer dies quadratische
Streuungsmaf verstehen. Zur Veranschaulichung sei noch eine
mechanische Analogie erwihnt. Denkt man sich jedes Glied
des Kollektivs auf einer L-Achse an der Stelle, die seinem

L-Wert entspricht, durch einen Massenpunkt von der Masse Ni

dargestellt, so ergibt M die Lage des Schwerpunktes dieses
Massensystems, und s das Trigheitsmoment um eine zu L
senkrechte Achse durch den Schwerpunkt. Die schon auf S.9
angegebene einfache Umformung

N N
—y YUy JI - ()
i=1 =1

erhilt so die Bedeutung des aus der Mechanik bekannten Satzes,
daB das Trigheitsmoment um eine beliebige nicht durch den
Schwerpunkt gehende Achse a gleich ist dem Triigheitsmoment
um die Schwerpunktsachse, vermehrt um das Triigheitsmoment
der im Schwerpunkt vereinigten Masse um die Achse a. Als
Achse a ist eine zur L-Achse senkrechte Achse durch den An-
fangspunkt der L-Werte zu nehmen. Legt man die Achse durch
einen anderen Punkt P, so erhilt man die ebenfalls S. 10 er-
wahnte Beziehung

ZN’ — &+ (P — M), (33)

==

2. Streuung von Serienmitteln (}n-Gesetz).

Werden aus einem Kollektiv mit der Streuung s sehr oft
n Elemente herausgegriffen, und jedesmal das Mittel der =
Grofen L bestimmt, so werden die so erhaltenen GrifSen M,,
M,, ... M, auch in gewisser Weise um den Mittelwert M
schwa.nken Es sei die Aufgabe, die Streuung s, dieser M, zu
berechnen.

Zu diesem Zweck driicken wir die Werte L; durch das
Mittel M aus, indem wir setzen

L,=M+¢.
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Es wird dann
1 1
M1:7,[(L1+”'+Ln):M+}[(81+"'+en)
und daher
a a | 2M 1 a
=Mt == (&g + - &)+ o5 -+ )

Der gesuchte Wert ist nach (32)
k

0= Z(M My =2 NTM2— M. (34)

1

Bildet man nun den Mittelwert der M,? fiir alle moglichen
Serien von = Gliedern, so hebt sich das lineare Glied

g;f—l(el + & +---+¢,) im Mittel fort, da die Summe aller ¢
gleich O ist. Folglich wird

—MF M= e Fe ). (35)

Es ist nun

(6 + 2+ +g,)
=& 46+t 266+ 266+ +2¢,_,¢,.
Bildet man die Summe iiber alle moglichen Kombinationen von
n Gliedern, so sind die quadratischen Glieder alle positiv und
ergeben im Mittel n¢?, wihrend die doppelten Produkte bald
positiv und bald negativ sind, und sich daher im Mittel weg-
heben. Folglich erhilt man
A ;ine_f=%e—?=~. (36)
Denn das Mittel der quadratischen Abweichungen ist ja gleich s2.

Daher ist also
1
8, = st, (364a)
in Worten: Die Streuung der Mittelwerte von Serien zu
n Elementen verhélt sich zu der Streuung der einzelnen
Elemente wie 1: n. Diese einfache Form des Vn-Gesetzes
gilt aber nur, wenn n<€ N ist. Man erkennt das unmittelbar,
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wenn man das zu berechnende Quadrat in der Form entwickelt

ey et te)S=&"++edeegt+ - te )
toy(ey oot + o

Der wahrscheinlichste Wert des Ausdruckes &,(eq 4+ +¢,)
liegt nun offenbar nicht genau bei Null. Er ist vielmehr negativ.
Die Summe aller ¢ ist ndmlich gleich 0, eine Summe ohne ¢,
von der Form e, + &, 4 --- 4 ¢, hat daher eine Tendenz zu
einem Vorzeichen, welches demjenigen von e, entgegengesetzt
ist. Demnach ist das oben abgeleitete Gesetz nur angenihert
giiltig.

Die exakt richtige Formel erhilt man, wenn man den Mittel-
wert von (¢, + &, + - -- + ¢,)? genau berechnet, wobei die Mittel-
bildung so zu verstehen ist, dal die » Indices 1 bis » auf alle
mogliche Weisen durch irgendwelche n andere Indizes aus der
Reihe von 1 bis N ersetzt werden.

Nach einem bekannten Satz der Kombinatorik kann man

auf ( > a (;rv : 1 verschiedene Weisen aus N gegebenen
Dingen » Dinge herausgreifen. Ich denke mir nun alle diese
}U verschiedenen Werte fiir (¢, + &, + - - + ¢,)? wirklich hin-
geschrieben und alle addiert. Ihre Summe ist dann offenbar
N . .

das (n>-fache des gesuchten Mittelwertes, also gleich <7ID z. Ich
entwickle nun

(et et tef=e"+&" + -+ + 268+ 265+
und frage: In wie vielen der (itr) Summanden tritt der Wert

&% und in wie vielen der Wert 2 ¢, ¢, auf? Die Kombinationen,
welche &? enthalten, kann ich nun alle so gewinnen, daB ich
von den N gegebenen Werten den Wert & beiseite nehme und
aus den verbleibenden N — 1 Zahlen ¢, ...¢y noch irgendwelche

n — 1 Zahlen hinzunehme. Das ist aber auf (Z:II > verschie-
dene Weisen moglich. Somit wird ¢, in der Summe im ganzen
(N: 11 ) mal auftreten-und ebensooft natiirlich auch die anderen

Quadrate &,?...ey. Alle Kombinationen mit' dem Glied 2¢, ¢,
kann ich ferner immer dadurch erzeugen, daB ich & und g,



Streuung von Serienmitteln. 79

beiseite nehme und aus den verbleibenden N — 2 Zahlen irgend-
welche » — 2 hinzunehme, was auf (i’:; ) verschiedene Weisen
moglich ist. Es erscheint also in der Endsumme jedes Produkt

2¢¢, genau (5_22) mal, so daB im ganzen wird

Ma= (V=D e+ 4 (V=2) 2,00+ 26,60 +-1(37)

n

Den Faktor von (ZZ_ 22) kann ich nun auch schreiben in der

Form

bulen oo ey) o ealey g e ea) o
+€N(€1+€2+"'+5N—1)'

Da die Summe aller ¢ nach Voraussetzung gleich Null ist, so
wird also

£2+ —|—£N-——81
81+ +€N 1—_3N7

so dall der ganze ins Auge gefafite Faktor zu ersetzen ist durch

— (e +&* + - e¥).

Setzt man dies in (37) ein und auBerdem noch fiir (1:: 22>
geinen Wert 13—:% (ZZ:D, so wird
(We=Crer + )=,

oder auch

&t tely n—1
(e, +e+-+ea)=mn i <1— )

Damit ist die gestellte Aufgabe erledigt.

Um die Streuung s der Serienmittel gegeneinander zu
erhalten, ist nach (35) der soeben errechnete Ausdruck noch
durch n® zu teilen. AuBerdem ist die Einzelstreuung s? der
Gesamtmenge definitionsgemi
EAL SERE -

—5

£ =¢=
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Es ergibt sich demnach
1, n—1
=t [t— 5= @8)
Man sieht, daB8 fiir groBe N der Ausdruch in (36) iibergeht, da
n—1
N-1

dann verschwindend klein wird.

3. Streuung innerhalb einer Serie.

Wird aus einem Kollektiv mit der Streuung s eine Serie
von n Elementen herausgegrifien, und die Streuung s, dieser
n Elemente um ihr Mittel M, berechnet, so wird dieser Wert
im einzelnen Fall verschiedene GroBe haben. Welches ist nun
der erwartungsméaBige Wert dieser Streuung, d.h. der Wert,
der im Mittel bei Betrachtung aller moglichen Serien ange-
nommen wird?

Diese Frage laft sich auf Grund des Vorhergehenden er-
ledigen, sobald der Zusammenhang zwischen der Gesamtstreuung s,
der Streuung der Serienmittel s, und der eben erliuterten mitt-
leren Einzelstreuung einer Serie klargestellt ist. Fiir die beiden
ersteren Grofen geben (32) und (34) die Beziehungen

s‘-’:ﬂ”_—.M‘“
8= M2 — M.
Nun ist
11
o bR Iy

1
@ L)~ M (59)
= Ly — M
wenn k die Zahl der Serien von % Elementen bedeutet. Es

ist demnach
8 =5+ s} (40)

Trigt man L}, M,? und M von einem Punkte aus auf einer
Strecke ab und bezeichnet die Endpunkte der Reihe nach mit
A, B, C, so

g i 4

|

| 1 T I

0 ) D IIERY - REREE o 8. . oo e ->
e e e e e e 8. h e e e ->

Abb. 18, Beziehung von 3,2 g2 und s.2.
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erhilt man das Bild Abb.18, wo AC =3¢, BA=3s" und
BC =sp ist. Fiir sehr grofe N ist nun nach (36)

folglich

oder
$=_—"_s2, (41)
Will man daher aus einer herausgegriffenen Reihe von n Ele-

menten, deren gegenseitige Streuung man bestimmt hat, auf
die Streuung des ganzen Kollektivs schlieBen, so hat man die

berechnete Streuung s, noch im Verhéltnis Vn—f—l zu vergrofern,
oder man setzt sogleich
8 =V(L1”‘M1)x+"'+(Ln_-M1)' J® (42)

n—1

Ist N nicht so groB, daB = dagegen verschwindet, so gilt
nach (38)

s?— i"(l — ﬁ:_1>

LI N-1)?

folglich mit Riicksicht auf (40)
n—1 N

88‘Z = 8"‘ —_ 832 = 82 T ﬁ—_—l‘- (43)
Dies ist also der Wert, den die Streuung einer herausgegriffenen
Serie in sich im Mittel aller mdglichen Serien annehmen wird.

4. Serieneinteilung mit s-ystema,tischen Unterschieden.

Wird das ganze Kollektiv auf beliebige Weise in Serien
aufgeteilt, und berechnet man s? und s, fiir diese Serien, so
werden die Resultate im allgemeinen in den angegebenen Be-
ziehungen stehen. Die Formel fiir s,* war aber genau genommen

als Mittelwert der simtlichen (ID Serien berechnet, die in allen

1* Dies ist die Formel, die in Kohlrauschs Lehrbuch der prakti-
schen Physik im Einleitungskapitel S.2 ohne niheren Beweis zur Be-
rechnung des ,mittleren Fehlers der einzelnen Messung“ angegeben wird.

Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation. 6
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moglichen Einteilungsarten auftreten. Eine einzelne Aufteilung
des Ganzen in Serien liefert nur %’ Serien. Je nachdem in

welcher Weise diese Aufteilung vorgenommen ist, wird man
einen anderen Wert fiir s, erhalten. Werden z. B. in jeder Serie
moglichst gleichartige Elemente zusammengefat, so ist klar,
daB die mittlere Streuung innerhalb der Serien kleiner, die
Streuung der Serienmittel aber groBer sein wird, als der Formel
entspricht. Umgekehrt konnte man sich die Serien so zusammen-
gestellt denken, daB jede ein moglichst treues Abbild der Zu-
sammensetzung des Ganzen darstellt. Dann wird die Streuung
der Serienmittel gegeneinander kleiner, die innerhalb der Serien
groBer sein als der berechnete Wert. Wenn dagegen bei der
Einteilung kein derartiges auswihlendes Prinzip mitgewirkt hat,
die Wahl der Serien also rein zufillig ist, so wird der abge-

leitete mittlere Wert von s, auch fiir die %’Serien zutreffen.

Wir haben auf diese Weise ein Mittel, etwa bestehende syste-
matische Unterschiede zwischen den Serien der Gréfie nach zu
schiitzen;, da der UberschuB des beobachteten s, iiber das be-
rechnete ein MaB fiir diese Unterschiede sein mufBl. Der be-

rechnete Wert nach (38) ist s, — s — ! (1 — 1’;: }) oder mit Be-
nutzung von (43) 82 =s,? e N—i) w folglich ist die Differenz
N—n
— e 2 2
D=s2—s, NeoD (44)

das erwihnte MaB. Die Bedeutung dieser GroBle 1aBt sich noch
genauer angeben. Denken wir uns den L-Wert jedes Elements
zusammengesetzt aus einem rein zufilligen Anteil Z,; und
einem Anteil F,, der . fiir jede Serie gemeinsam ist und so
normiert ist, dafl die Summe aller F} verschwindet. Ordnen wir
das Kollektiv in ein rechteckiges Schema, wobei jede Spalte
die Glieder einer Serie enthilt, so ergibt sich

Z11+F1 Zeu +F~z .. 'vZk1+Fk

Zyo+F, Zy+F,. . .Z,+F,

Zln+F1 Z‘zn+Fﬂ c e an+Fk'
Die GroBen F, stellen danach die Abweichungen der Serien-
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mittel vom Gesamtmittel M dar, soweit sie allein durch syste-
matische Unterschiede bewirkt sind. Wir bilden nach (32), (34)
und (39) nun die drei Streuungsgrofen s, s, und s,, wobei wir
die nur auf die Z,; bezogenen Werte durch einen beigesetzten
Stern kennzeichnen wollen. Es ist

& =& +5)—- W= Z}E; — M FE=s* 1 F?

8} = (UF+ FF — I = MX — M+ Byl = s* + FF

82 =(Z,; + £ — (M* + F) = Z— M2 =82,
denn die Mittelwerte der Produkte M, *F, und Z,,F, haben
den erwartungsméfiigen Wert o, weil die £, im Mittel O sind
und vollig zufillig zu den einzelnen M* bzw. Z,;, Werten

hinzutreten, ohne an sich mit der GroBe etwas zu tun zu haben.

Bildet man nun nach (44)

N-—n =3 N—n
— a2 2_— " g * 2 __g¥2_— T 7
D=s, 5 N(n-—1) 8 Fy 8 N(mn-—1)

und beriicksichtigt, daf die Werte s*? und s*? sich auf Zu-
fallsserien beziehen und daher die Relation (38) erfiillen, so ist

N—n
*2 __ o %2
S =% Nm_D
und daher .
D=F2. (45)

Es bedeutet also D ganz unmittelbar das mittlere Quadrat der
systematischen Unterschiede der Serien.

Werden die Unterschiede der Serien durch mehrere von-
einander unabhiingige Ursachen bedingt, also bei irgendwelchen
Gegenstidnden, z. B. einerseits durch Verschiedenheiten der Gegen-
stdnde selbst, andererseits durch Verschiedenheiten der Methode
bei der Messung der Grofle L, so konnen wir die durch die
beiden Einfliisse bewirkten Abweichungen vom Gesamtmittel
durch G, bzw. H, bezeichnen. Bei der Berechnung der Streuungs-
groBen werden sich dann nicht nur die Produkte der G, und
H, mit M* und Z, im Mittel wegheben, sondern auch die
Produkte @,-H,, da die G und H nach Voraussetzung von-
einander unabhiingig sind. Infolgedessen erhdlt man ent-
sprechend (45)

D=G2+ H?2.
6*
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Allerdings gilt, wie schon oben bemerkt, die Bedingung D = 0
auch bei Zufallsserien streng genommen nur im Mittel fiir alle
moglichen Einteilungsarten. Fiir eine bestimmte beliebig ge-
wihlte Einteilung wird man also auch von O verschiedene
Werte antreffen konnen, da die einzelnen D-Werte ihrerseits
eine gewisse natiirliche Streuung um ihren Mittelwert haben
werden. Um daher entscheiden zu kénnen, ob ein gefundener,
von O verschiedener D-Wert mit einiger Wahrscheinlichkeit
auf systematische Unterschiede deutet, braucht man noch eine
Vorstellung von der GroBe der Streuung von D. Diese lait
sich aber erst auf Grund weiterer Betrachtungen iiber die Ver-
teilung zufallsbestimmter Kollektive gewinnen.

II. Eigenschaften von Kollektivgegenstiinden
mit Gauflscher Verteilung.

Die mathematische Behandlung von Kollektivreihen wird
besonders einfach, wenn sich die Elemente darin nach der
GaulBschen ,normalen Hiufigkeitskurve“ verteilen, was in
vielen Fillen wenigstens mit gewisser Anndherung zutrifft. Die
Ableitung dieser Kurve ist in jedem Lehrbuch der Wahrschein-
lichkeits- oder Fehlertheorie zu finden. Um erkennen zu lassen,
unter was fiir Voraussetzungen man das Vorhandensein einer
solchen Kurve erwarten kann, sei im folgenden eine solche
Ableitung in Kiirze angefiihrt.

1. Ableitung der GauBschen Verteilung.

Es werde angemommen, dall die einzelnen Abweichungen
der GroBe L von ihrem mittleren Werte M durch das Zu-
sammenwirken von N gleich groBen Einfliissen ¢ zustande
kommen, deren jeder mit gleicher Wahrscheinlichkeit positiv
oder negativ einwirken kann. Eine bestimmte Abweichung

L — M kommt zustande, wenn L=¥_ 2% mehr positive als
negative Einflisse wirken, d. h. wenn es % -+ k& positive und

%T—— k negative sind. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist
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Ty
N N 2/
(2+4: 3-4):
Die Wahrscheinlichkeit einer um 2¢ groferen Abweichung ist

W, —

_ N! 1\
) )

das Verhiiltnis beider

N N )
Wit: _ <_2_+k>!(§—‘k ! (
W ~ (N N - N
F+e+1)(F-e-1) 3
und die relative Zunahme von W,
Wiyy— Wi — 2k+1
W §+k+l :
Denkt man sich jetzt die GroBe & so klein, da k noch grc?

gogen die Einheit wird, so ist W, ., — W, = %Ek'f; dann wird,

wenn zugleich %7 wiederum gro gegen k ist,

dWi __ 2kdk
W = N °
2

Dies ergibt integriert
InW, = — 2k 4 0,

oder _
2., &My _(L—My
W,=ce ¥ —=ce 2N —ce ?2¢
Die GroBe s* = N&? kann je nach der Art des Grenziibergangs
N—o00, ¢—0 jede Konstante bedeuten; wenn die Zahl der
Einfliisse sich schneller vermehrt, als die GréBe > abnimmt, so
ist s? groB, es erhalten dann groBe Abweichungen von M noch
immer betrichtliche Wahrscheinlichkeiten; die Kurve verlduft
flach; hilt aber die Vermehrung nicht mit der Abnahme Schritt,
so ist s? klein, groBe Abweichungen werden selten, die L-Werte
dringen sich dicht um M zusammen und die Kurve ist steil.
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Die Konstante ¢ wird durch die Bedingungen bestimmt,
daB die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung innerhalb eines
kleinen Intervalls diesem Intervall proportional ist und da
die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Abweichungen die
Gewilheit also =1 sein muB. Setzt man daher W, = WdL

=ce —(I’;f)zdL, so ergibt sich
+o (L-M)* M)‘
1=¢ fe T2t
+o _
somit, da f e¥dr = Yn
¢ = !
sf2a
Und folglich die Wahrscheinlichkeit
(L-M
W(L)dL =——e~3; dL. : 46
(DL — ——e (46)

Der Verlauf der Kurve W(L) ist in der Abb. 7 S. 24 dargestellt
und dort ausfiihrlich diskutiert.

W (L) d L gibt fiir jedes L die Wahrscheinlichkeit oder Haufig-
keit des Vorkommens an, man kann also fiir jede vorgegebene
Funktion F(L) deren Mittelwert berechnen, indem man jeden
Funktionswert mit der Hiufigkeit des zugehorigen L-Wertes
multipliziert und diese Produkte von L = — oo bis 4 0o sum-
miert, also

F(L)= f F(L)W(L)dL.

Die Rechnung wird etwas iibersichtlicher, wenn man die Sub-
stitution L — M s 2.2 einfiihrt. Man hat dann

F(L)= ﬁ_iF(M—}« sy2x)e*dxr.

Mit Benutzung der Formeln
® +® —

2 1 _z'l —_—2 T
(.!‘xe“xda::.—_§; _;{;6 de = Vax; fz’efdz:y?;

+®
fxe-zzdx =0
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findet man z.B. fir den Mittelwert von L selbst

+®
— Lot fineraa—y, (@)

was ja schon aus der Ableitung von W hervorgeht; ferner fiir
die mittlere lineare Streuung (vgl. (30))

|L—M|=2Vl_fxs}/§e—z’dx= 22 —0,798s (48)
o

Vﬁ 1,253
2

und fiir das quadratische Streuungsmaf
PR 1 t=
(L"M)e*:ﬁ f2sx"e‘x‘dx=s. (49)

Der in der Formel der GauBschen Kurve auftretende
Parameter s ist also identisch mit dem friiher unter
der Bezeichnung s eingefiihrten StreuungsmaB eines
nach dieser Kurve verteilten Kollektivs.

Weiter a8t sich mittels der Funktion W(L) die Wahrschein-
lichkeit dafiir berechnen, daf ein beliebig herausgegriffener
Wert L innerhalb eines gegebenen Intervalles liegt. So ist die
Wahrscheinlichkeit, daB L innerhalb eines beiderseits von M
gelegenen Streifens von der Breite b fillt,

+2 b
+b V2's V2 s
P, = fW(L) dL = = fe‘z'da: -2 fe‘x2 dx. (50)
V= V=
-b 3 0
Vs

Y
E_—fe“f’dw, die das GauBsche Fehler-

Tt
o

integral genannt wird, ist in Tabellenform in den meisten Dar-
stellungen der Wahrscheinlichkeitslehre angegeben. Eine Uber-
sicht ihrer Werte ist auch im Anbang dieser Schrift S. 118
gegeben, jedoch nicht als Funktion von y, sondern von ﬁy,
weil der Flédcheninhalt eines Streifens von der Breite 2b

@, = D

Die Funktion @, (y)=

Y?s>
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ist, so daB der Wert 2y das Verhaltnis % bedeutet und man

somit zu dieser Grofle unmittelbar den Flicheninhalt des Strei-
fens 2b ablesen kann.
Hieraus lassen sich die folgenden Wahrscheinlichkeiten ab-
leiten:
L innerhalb eines Streifens von der Breite b, von M nach einer
Seite:
39,
L auBerhalb eines Streifens von der Breite 2b, beiderseits
von M:
1— &,
L unterhalb einer GroBe L, = M — b:
% (1 - Qb) ’
L oberhalb einer Grofe L, = M 4-b:
%(1 - ¢b)’
L zwischen 2 beliebigen GroBen L, und L,:

3 (Pr~u — Dr,-u).

Werden aus einer Kollektivreihe fiir die die vorstehenden
Betrachtungen giiltig sind, auf sehr viele Weisen n Elemente
herausgegriffen und jedesmal deren Mittel gebildet, so ist leicht
einzusehen, dafl diese Serienmittel ebenfalls nach einer GauB -

schen Kurve streuen werden, und zwar nach (36) mit einer }n
mal kleineren Streuung s. Denn wenn sich schon die Einzel-
werte L des Kollektivs so verhalten, als ob sie aus dem Zu-
sammenwirken vieler kleiner gleich groBer Einfliisse ¢ entstiinden,
so ist genau dasselbe auch fiir die Mittelwerte von 7 solchen
Werten der Fall, da die einzelnen L-Werte ja ganz unabhingig
voneinander zusammentreffen. In der Ableitung #ndert sich
daher weiter nichts, als daB die GréBen N und % beide um
das mfache vergroBert werden, wihrend e sich gleichbleibt.
Infolgedessen wird die Endformel
2x2n @-M®
W,=ce "N =ce 2sin
d. h. es ergibt sich eine GauBsche Kurve mit der Streuung

6 — 2
8 ]/7'
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Die Wahrscheinlichkeit, daB der Mittelwert innerhalb eines
Streifens von der Breite b liegt, ist daher auch entsprechend

= 15(1;?), und in der gleichen Weise lassen sich die librigen
S8
Wahrscheinlichkeiten iibertragen.

2. Streuung der Streuung.

Will man aus einer herausgegriffenen Serie von n Gliedern
die Streuung des ganzen Kollektivs bestimmen, so hat man
nach den in Abschnitt 1 entwickelten Gesetzen zunichst das
Mittel

1
an—n—(xl—{-—xz +---+z,)
zu berechnen und dann die Streuung gleich der GréBe
(X —Xn)2 4 - 4 (X —X,)® (51)

n—1 .

0% =

oder

. r l:x12+“. +xng_(x1+"'+xn)g]
T a-—1 n n?
zu setzen. Man identifiziert also die so gefundene Grofe ¢ mit
der Streuung s, die in der Verteilungsfunktion des Kollektivs
1 2

W(zx)dz = TEst gy 1% 52
(x)d= Sﬁ;e 7 (52)

auftritt. In Wirklichkeit ist aber erst der Wert 6%, den man
bei hdufig wiederholter Bestimmung erhalten wiirde, mit s?
gleichbedeutend, wihrend beim einzelnen Versuch natiirlich o?
von s? wesentlich verschieden ausfallen kann. Wir fragen dem-
nach: ,Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit f(o)do da-
fiir, daB eine einzelne Bestimmung nach (51) einen zwi-
schen o und o} do liegenden Wert liefert?“

Zur Berechnung von f(6)do veranschaulichen wir uns ein
zuféllig herausgegriffenes Wertesystem der «,, ,, ..., z, durch
einen Punkt in einem = dimensionalen Raum mit den Koor-
dinatenachsen x, bis «,. Die Gesamtheit aller Punkte dieses

1* Der einfacheren Schreibweise wegen ist hier ein Kollektiv vom
Mittelwert M =0 vorausgesetzt. Die Betrachtungen lassen sich ohne
Schwierigkeit auf die allgemeine Lage iibertragen.
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Raumes ist ein eindeutiges Abbild der Gesamtheit aller mog-
lichen zufdllig zu erhaltenden Wertsysteme z,, 2 as -3 T, Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, da ein Punkt gerade in ein bestlmm-
tes Volumenelement dz,, du,, ..., dz, des Raumes entfillt, ist
nach (52) gegeben durch
W(z) W,) ... W(z,) da, da, ... dz,

Damit wird aber unsere gesuchte Funktion f(a)da gleich einem
Integral iiber denjenigen Teil des #, ... z - Raumes, fiir wel-
chen die nach (51) berechnete GroBe zwischen o und o+do
liegt. Also

f(o)do=[ s [W) Wy ... W(z,)dz, dz, ... dz,, (53)
wo der Integrationsbereich B dadurch begrenzt ist, daB ihm

nur diejenigen Punkte z, ...z, a,ngehiiren, fir welche
<t (wi e — S e g 54)
< (o +da)t”
ist.

Der Integrand in (53) ist nach (52) gleichbedeutend mit
i R
W)... W, )=(

I_,)ne_ 25"

Zur bequemen Beriicksichtigung der Grenzen (54) fiihren
wir nun im n-Raum neue Koordinaten &, &,, ..., &, ein, die
durch einfache Drehung um den Nullpunkt aus den Zyyenny X,
entstehen sollen. Und zwar soll speziell £, in Rlchtung der po-
sitiven Raumdiagonale des z-Koordinatensystems zeigen. Als-
dann wird

51‘ 1+ o+ +—x

Yn ¥n
wo der Faktor T__ dadurch bedmgt ist, daBl die Summe der
i

Koeffizientenquadrate gleich eins sein muB. Die Formeln fiir
&gs &5, ... brauchen wir nicht explizite hinzuschreiben, da ja
jedenfalls

Pt Ei=a2 . a2
dé, d§,...d¢, =dux, dz, ...dx,

und
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ist. Denn es wird jetzt
z? .- ._|_9;”2 _%(xl.{_..._;_x")e
g A (R ) =g g

Es wird also nach der Transformation

" _ Bt b
f(O)do-——(sy;_n) f---fe 2s? dé, ---d§,,
B

wo der Bereich B’ jetzt gegeben ist durch

(fn—10* L&+ -+ &2 < (fn —1(s +d0))* (55)

&, tritt in der Grenze nicht mehr auf, ist also von — oo bis
+ 0o zu integrieren. AuBlerdem kann man im Integranden
&2 +---+¢&,? nach (55) durch (n — 1)¢® ersetzen und erhilt

(n—1) 02

f(o)do=( ! )""e' 7os f..'-stg...deﬂ. (56)

sy2=

Das noch verbleibende Integral ist nach (55) das Volumen einer
Kugelschale im (n — 1)-dimensionalen Raum vom Radius

R=17Jn—10

dR = }/n—lda.

Da das Volumen einer Vollkugel im n—1-Raum mit R»-1
proportional ist, so wird das Volumen der Schale proportional
zu R*~*d R

f-~-fdf.z-~-d§"=const(]/n~—lo)”“”]/n—1d0, (57)
B’

und der Dicke

wo der mit const bezeichnete Faktor nur noch von n, aber
nicht mehr von ¢ und s abhingt. Durch Einsetzen von (57)
in (56) resultiert die Losung der gestellten Aufgabe in der
Form

f(o)do=C,e” "2 % S do, (58)
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wo die GroBe C, nur noch von n abhingt und z. B. durch die
Bedingung

[fe)do =1
0
festgelegt werden kann. Also

@®

nla' o2 sn—2 n—1 _r-1
C———f =1 do = (T) 2 fe_x, x”—zdx. (59)

0

Dies Integral lifit sich auswerten und ergibt

n—1

2(%;1)_2_

fiir ungerades n C =—=7 (60a)
n <n - 3> !
2
fir gerades n
nst
2% ("
) " (60b)

C =—
" Yx n—8) (n—5).-.8.1

z. B. wird danach

2.99 25 (4,5
1 V= 7.5.8

Die durch (58) gegebene Verteilungskurve aller moglichen
Streuungen, welche man durch Messung an einer gegebenen
GauBschen Kurve einmal an Serien zu 5, ein anderes Mal an
Serien zu 10 Gliedern gewinnen kann, ist in Abb. 19 zeichne-

risch dargestellt. Als Abszisse diente dabei das Verhiltnis %

der gefundenen Streuung zur wahren Streuung. Man erkennt
an der Darstellung den unsymetrischen Charakter der Vertei-
lung, sowie vor allem die Abnahme der Streuung beim Uber-
gang von n =05 zu n = 10. Ferner féllt an der Zeichnung die
Tatsache ins Auge, daB das Maximum der Verteilung nicht bei
1 liegt, sondern bei Werten, die um so weiter von 1 nach
kleineren Werten hin abweichen, je kleiner die Zahl n ist. Wir

= 150.

C, = =8; Cyo =



Streuung der Streuung. 93

wollen diese Verhiltnisse auch noch rechnerisch priifen, indem
wir den wahrscheinlichsten Wert, d. h. das Maximum der Ver-
teilungskurve, den Mittelwert und die Streuung sowohl fiir o
wie fiir ¢? wirklich ausrechnen.

18

@) /T

7N

74

. R
. N

8

R
7
J ! \
90 45 g 75 _s@ 2,0
" Abb. 19. Verteilungskurven der gefundenen Streuungen.

XY

Da es bei allen diesen GroBen nur auf den relativen Wert
im Verhiltnis zu s ankommt, fiihren wir zunichst in die Ver-

teilungsfunktion f (o) die GroBe v =% ein, und finden

n—1

f(v)dv= C’”e_TMv"‘”dv. (61)
Wahrscheinlichster Wert v, = <%> .
Man differenziert (61), setzt gleich O und erhilt

v, = Vi:_f (62)

Mittelwert U= (F—>

8
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Mit Benutzung von (58) ist

@

3 _n-1 .
6=fvf‘(v)dv= C'”fe 2 9" ldy
0 0 '

oder nach (60a) und (b)

i S 8-5---(n—2)

fiir ungerades n: v, = 1 2.4...(n—3)
(63)

fiir gerades n: 7, o

g * Y T 1 8:5..-(n—38)

Hieraus kann 7 tabellarisch berechnet werden (siche Tabelle 13,
S. 95).

Streuung von v.

Nach (31) ist die Streuung J9% — 5. Nun muB v? also der
Mittelwert von gi, gleich 1 sein, wie unmittelbar einleuchtet
und weiterhin auch noch rechnerisch nachgepriift werden wird
[vgl. (68)]. Demnach ist die relative Streuung

1—(v)° (64)

kann also, sobald 7 berechnet ist, ebenfalls gefunden werden
(vgl. Tabelle 13, S. 95).

Um die entsprechenden Grofen fiir »? zu finden, fithren
wir des weiteren v® in die Verteilungsfunktion ein durch die
Substitution »? = z. Man erhilt

n—1 n—38

g(z)dz:%Cne_—z—zszz. (65)
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Fiir Verteilungen der Form e~%%z? ergibt sich nun allgemein

b
xw = E l
_ b1
T=—; , (66a, D, c)
S G+20+D
aﬂ
das Streuungsquadrat
5 = b+1
2? —F = —3 (66d)
und das relative Streuungsquadrat
z3—x? 1
B T (66¢)
Tabelle 13.

Mittelwerte (5) und wahrsoheinlichste Werte <l>
8 S/ w

fiir versochiedene =.

" ~=_0© <6> Mittlerer Fehler in 9/,
v=— Vp=|— . .
8 S/w fiir o fiir o2
2 0,798 0 60 141
3 0,886 0,706 46,4 100
4 0,922 0,816 38,7 82
b} 0,939 0,866 34,3 71
6 0,951 0,895 31,0 63,4
7 0,958 0,913 28,6 57,7
8 0,966 0,926 25,9 53,5
9 0,970 0,936 24,8 50,0
10 0,973 0,942 23,1 47,2
20 0,987 0,974 16,1 32,5
100 (7,5] 15
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Folglich ist nach (65) und (66) der wahrscheinlichste
Wert

(), =2=2, (67)
der Mittelwert , :
F=lTlo (68)

die relative Streuung

— 1 — 2 ’ 3
Sor =01~ |n=1- (69)
2

In Tabelle 13 sind fiir eine Reihe von n-Werten der wahr-
scheinlichste Wert v,, der Mittelwert ¥ und die relative Streu-
ung oder der mittlere Fehler fir » und v* nach Formel (62),
(63), (64) und (69) zusammengestellt.

Fiir groBere n ist der mittlere Fehler fiir ¢ nahezu dop-
pelt so groB wie derjenige fiir 6, wie von vornherein zu er-
warten war. Fiir n groBer als 4 darf man daher m1t ausreichen-

der Naherung den mittleren Fehler fiir ¢ gleich & '/ ni , also
100

V2(n—1)

den prozentischen Fehler gleich setzen, was sich sehr

viel bequemer berechnen laSt.

8. ,Sicherheitsbreite“ bei Mittelwertbestimmung.

Wenn aus einer Kollektivreihe vom Mittelwert M und der
Streuung s sehr oft Serien zu je n Elementen entnommen wer-
den, so streuen nach (46) und (36) die Mittelwerte X, dieser
Serien nach dem Gesetz

W(x,)dX, — V0o 7w M gy 70
( ﬂ) n sme n ( )
Wir kénnen nun durch eine Zahl D, die etwa gleich 1 oder 2
oder 3 sein kann, einen gewissen Bereich der X, in folgender

Weise abgrenzen:

M- Ds]fsx <M +Ds)f2 (79)

und nach der Wahrscheinlichkeit @ (D) dafiir fragen, daB X im
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Innern dieses Bereiches liegt. Diese Aufgabe war schon S. 87
ausfiihrlich behandelt und ergab, da

Ds]/i:b
n

zu setzen ist,

M+D8V‘127 D
— n 2
¢(D)= VLJ‘G_W(M—X’J ixX :_g:fe__yzdy,
sY2= _ L. P
M—Ds-l/%-

wie man nach der Substitution

In —

Vgs (M Xn) )

leicht verifiziert. @ (D) ist nichts anderes als das GauBsche
Fehlerintegral, fiir welches im Anhang, S. 118, eine Tabelle ge-
geben ist (vgl. auch S. 87).

Beim praktischen Versuch kennen wir nun von vornherein
weder den Mittelwert M noch die Streuung s. Wenn wir eine
Serie von n Werten «,, %,, ..., z, herausgegriffen haben, kénnen
wir daraus nur einen Mittelwert ‘

und eine Streuung

o =

n z12_|._ DR 3;”2 2
n—1 [ n o X’” :I

bilden und danach eine Vermutung iiber den Wert von M und
s aussprechen. Speziell kénnen wir unter Benutzung der gefun-
denen Zahl ¢ und der oben bereits eingefiihrten GréBe D hin-
sichtlich der Lage von M vermuten, dal

] £ .
x,—Ds)/2 <M< x, +Ds)/2 (72)

ist. Wir fragen nun:

Wie gro ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die in (72)
vermutete Lage von M der Wirklichkeit entspricht?

Diese Wahrscheinlichkeit wollen wir mit y (D) bezeichnen.

Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation. 7
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Zur Berechnung nehmen wir zundchst an, M und s seien
bekannt. Die moglichen Werte von X und ¢ veranschaulichen
wir uns in einer X, ,c- Ebene (Abb. 20). Wir markieren die Stelle
auf der X, -Achse und ziehen durch M die beiden Geraden

2
anMJrDa]/7
und :
X, = M— DO’L/%,

welche den in der Abbildung schraffierten Sektor miteinander

einschlieBen. Man sieht jetzt folgen-
G des: Wenn der zufillig erhaltene
Punkt o, X, der Ebene innerhalb
dieses Sektors liegt, so ist Bedingung
(72) erfiillt, andernfalls dagegen (o,
- >y, X, auBerhalb des Sektors) ist (72)
nicht erfiillt. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit y (D) ist also gleich-
bedeutend mit der Wahrscheinlichkeit dafiir, da der Punkt o,
X, in den schraffierten Sektor fillt oder daB

Abb. 20. Giiltigkeitsbereich von (72).

M—Dol/gangM—i—DoV%

wird, wie auch aus (72) unmittelbar hervorgeht. Da wir die
Wahrscheinlichkeiten fiir X, und ¢ kennen, erhalten wir somit

- M+Do Vg
r )= [ 1)) [ W(x)ax, (13)

M —Do}/%
Wir entnehmen f(o) aus (58) und W(X,) aus (70):

M+Do

2
n
_n—-1 1 az 2 gn- 2 _2_,,,2—<M_X")2
y (D)= |/2n S —sdo|e dX,
2
M—-Da"/;
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also mit der schon benutzten Substitution

1 n 4
-é—l/2—ﬂ(X"—M):y und =0

+Dv

L[l
y (D)= G’nﬁj‘e 2 " gt dvfe‘ll’z dy .
0 —Dv

Substituiere ich weiterhin
1

v?=gz?, also vzac(n;1> 2

2
Dlfes =X

® +Kx

},(_D) :&(n-——l)—?;—lf [e—(ﬂﬂlz)xn—? dxdy.
Ym\ 2 .

=0 y=-—Kz

Der Integrationsbereich ist der Sektor der
z y-Ebene, dessen Kanten mit der z-Achse
den Winkel + « bilden, wobei
2
ctge=K=D|-—

ist (Abb. 21). Mit Polarkoordinaten

X =1 CO08 @

y=rsin¢@

dx dy =rdr d(p Abb. 21. Integrationsbereich
fiir y (D).

n—1
2
und bezeichne

8o wird

wird
e~ @+ gn-2dgpdy =e " rn"1(cos @) 2do dr
und damit

® a

n-1
y(D)= % (ng 1> 2 fe—"'r”*ldr 2J‘(cos P 2de.
T
0 0
Die Berechnung des von D bzw. « unabhéngigen Faktors kénnen
wir uns ersparen durch die Bemerkung, dafl fir D = co oder
*
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«= 2 y gleich 1 werden mu8, so daB die vollstindige Losung

2
fcos"‘z(pdqo 5
v, (D) = 7/2—_; tga:D'/Fl—. (14)

lautet:
feos”_2 pde
0

Eine andere Schreibweise fiir (74) folgt aus der Substitution

L do
1+k% cos?e = dk

tgp==Fk; cos?ep=
f(l—}-k“) T d

7 (D) —; K=D
f(1+k2) 2 dk

Da y (D) praktisch nahe gleich 1 sein wird, empfiehlt sich viel-
leicht fiir Zahlenrechnungen die Substitution

T
T = —2— — U,
womit sich (74) schreiben la8t:

'
fsin” 2pde
0

ya(D)=1— 72 -
J-cos"‘ 2pde

Die Rechnung wurde durchgefiihrt fir n =5 und »=10.
Nach der G (74) erhdlt man fiir diese beiden Fille die fol-
genden Werte von y

75(D)=%[9sinoe—}—sin3oc]
yw(D)_l——l_Y’— s1n2¥’{1—|——sm2¥’
4.2 6-4-2
s sin* W+ ——— 53 sm“TH

Diese Funktionen y, und y,, von D sind in der Abb. 22 zeich-
nerisch dargestellt, zusammen mit der fiir @ (D) gezeichneten
Kurve des gewdhnlichen Fehlerintegrals, Wahrend diese 3 Kur-
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ven fiir kleine Werte von D sehr nahe zusammenlaufen, ent-
fernen sie sich fiir groBere Werte sehr betrichtlich voneinander.
Vergleicht man die Kurven z. B. fiir D = 2, so entnimmt man
aus der Abbildung, daB alsdann nur 0,5 % der Mittelwerte
auBerhalb der durch Gl (71) gegebenen Grenze liegen, wihrend

100 ———

9+ -~ | -—"
8- N ////_/'/
7~ 749 .
o Yy
95 —
T I/
/ /
2t //
i L/
9~ / /I
8- [}
- /]
6

Nu&&
T T T
—
r\-\:_

TN I 1 I T T T O T O
G2 0% 0F 03 10 12 14 16 18 20 22 2,9 26 28 30 32 4436 38 4000

Abb. 22. Wahrscheinlichkeit einer gegebenen Abweichung D
vom wahren Mittelwert fiir =5, 10 und o.

umgekehrt die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 der wahre Mittel-
wert M auBerhalb der durch Gl (72) gegebenen Grenzen liegt,
im Fallen =5 4,8% und im Falle n =10 2,0% betrigt. Man
erkennt zugleich, daBl diese Unterschiede sehr ins Gewicht fallen,
sobald man auf eine exakte Angabe des Fehlerrisikos Wert legt.

Y

III. Vergleich zweier Kollektivgegenstinde.

1. Wahrscheinlichkeit eines gegebenen Unterschiedes
einzelner Werte.

Gegeben seien zwei Kollektivgegenstinde A und B, mit den

Mittelwerten M, und M, und den Streuungen s, bzw. s,. Die

Differenz M, — M, sei mit D bezeichnet, und zwar positiv,
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wenn M, groBer, negativ, wenn M  groBer ist. Wenn jetzt o
den Unterschied zweier beliebig aus 4 und B herausgegriffener
Elemente bezeichnet, so kann J offenbar jeden Wert zwischen
— oo und -+ oo mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit V (D, 9),
die von den Verteilungsfunktionen der 4 und B abhingt, an-
nehmen. D. h. es ist V(D,8)dd die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB der gefundene Unterschied zwischen ¢ und & 4 dd liegt.
Wir wollen diese Funktion V (D, d) berechnen. Die Verteilungs-
funktionen, die den Kollektiven 4 und B entsprechen, seien
P (L — M,) und @, (L — M,), so daB also ¢, (L — M,)dL die
Wahrscheinlichkeit ist, daB ein A-Element zwischen L und
L 4 dL liegt. Die Zahl der in ‘4 bzw. B enthaltenen Elemente
sei N, bzw. N,. Dann ist die Zahl aller moglichen Paare von
Elementen, die zur Bestimmung von § benutzt werden kionnen,
N,-N,. Es ist nun zu berechnen, wieviele von diesen N, N,
Paaren gerade eine zwischen ¢ und J 4 dd liegende Differenz
ergeben. Dazu fassen wir einen sehr schmalen Lebensdauer-
bereich dL ins Auge. In diesem liegen N, ¢, (L — M,)d L
Elemente von A. Die B-Elemente nun, welche mit diesen zu-
sammen eine zwischen ¢ und 0 4 dJ liegende Differenz ergeben,
sind diejenigen, welche in dem Abschnitt L -+ & bis L + 6 + dé
enthalten sind. Deren Anzahl ist aber N, @, (L + 6 — M,)dé,
so daB die bei L liegenden A-Elemente genau

N, N, ¢, (L — M) gy (L + 8 — M)dL dd

Kombinationen der gesuchten Art ergeben. Daraus erhalten wir
die Zahl der gesuchten Kombinationen iiberhaupt durch Inte-
gration nach L, und die Wahrscheinlichkeit V(D,d)dd durch
Division mit N, N,, der Zahl der iiberbaupt moglichen Kombi-
nationen. Somit erg1bt sich

V(D,8)ds = [, (L — M)p,(L — M, -+ 8)dLds. (15)

Nun hatten wir aber einen ganz bestimmten Wert von D fiir
die Differenz M, — M, vorausgesetzt. Ersetzt man demnach M,
in (75) durch M + D und fihrt an Stelle von L die GriBe
L—M, =z als Integratlonsvanable ein, so wird

V(D,6)= f%(z @ (@ — (D —9)) da. (76)
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V hiingt also selbst bei dem vollkommen allgemeinen Ansatz
beliebiger Verteilungsfunktionen nur von der Differenz D —
ab. Im allgemeinen wird es fiir D=4 sein Maximum haben
und fiir wachsende Betrige von |D — | gegen Null gehen.

Fiir den Fall, daB die Kollektivreihen 4 und B nach GauB-
schen Kurven verteilt sind, 1a8t sich ¥V (D,d) vollsténdig be-
rechnen. Wir setzen also

1 _Mﬂf 1 _2
L—M)= ¢ 2857 — s’} 284
qj“l( a) s, )2z s f2m
| M , _e-Dr
L - M Ea— 25p* = ——— 28 .
%( b) 5 |27 5 |27
Dann ist nach (39)
+ o
2 (z—(D-9)*
1 - (5 5+ 2
V(D,d)= sasbznfe (38a 28 ) dx. (77)

Den Exponenten formen wir in folgender Weise um
@ (@—D—8)P _  1[a(1 1 D—8  (D—0)
— (ot )= —3l= (;;ﬂrg)“ 2o T ]
Setzt man dafiir zur Abkiirzung
—i@a— 228+ 7],
so kann man auch schreiben

—tlemaed e (- (O - 5l

; o o o o
Mit den Werten fiir ¢, § und y wird

ya—p* _ (D—-9)°
2¢ 20t 8"

Ferner ist

Setzt man dies alles in (77) ein, so ergibt sich
1 __(-dr

V D 6 _ € 2 (84> +385") 78

(D, 9) Vo2 + 2 V2 ’ (78)
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oder wenn man s,°+ s, = s* einfiihrt,
_(p-dr
e 2, (78a)

V(D,d) =—
( ) s)2x
Die Verteilungsfunktion der J ist also eine GauBsche Kurve mit
dem Mittelwert D, und einem Streuungsquadrat gleich der
Summe der Streuungsquadrate der 4 und B.

2. Wahrscheinlichkeit eines gegebenen Unterschiedes
der Mittelwerte.

Es ist damit die Aufgabe gelost, bei zwei Kollektiven mit
gegebener Differenz D der Mittelwerte die Wahrscheinlichkeit
einer beliebigen Differenz zweier einzelner Elemente anzugeben.
Wir konnen nun aber auch die umgekehrte Aufgabe ins Auge
fassen. Bei den Kollektiven 4 und B sei zwar die allgemeine
Form der Verteilungskurve bekannt, die Mittelwerte selbst aber
nicht. Gegeben sei die Differenz J zweier herausgegriffener
Elemente aus beiden Kollektiven. Gefragt wird: Mit welcher
Wahrscheinlichkeit kann daraus auf das Bestehen eines Unter-
schiedes D der beiden Mittelwerte geschlossen werden, oder
genauer: Welches ist die Wahrscheinlichkeit V'(D,d)dD, daB
der Unterschied M, — M_ zwischen D und D 4 dD liegt?

Die GroBe V’'(D) ist ein Spezialfall der von der iiblichen
Theorie als , Wahrscheinlichkeit der Ursachen“ bezeichneten
GroBen, indem die Werte M, und M, als ,Ursachen“ und die
gemessenen Werte L, und L,, aus denen die Differenz ¢ ent-
standen ist, als deren Wirkungen angesehen werden.

Die Verteilungsfunktionen der XKollektive 4 und B seien
wieder ¢, (L — M,) und @, (L — M,;). Wir betrachten zunichst
das einfachere Problem, da nur ein Wert L gemessen sei, und
daB nach der Wahrscheinlichkeit w (L, M)dM dafiir gefragt ist,
daB der Mittelwert des Kollektivs, zu dem L gehort, zwischen M
und M -+ dM liegt.

Zur noch weiteren Reduktion des Problems stellen wir uns
vorerst folgende Frage. Vorgelegt sind 10 Haufen von der Ver-
teilungsfunktion @ (L — M,) mit" den 10 verschiedenen Mittel-
werten M,, M,,..., M,,. Ich ziehe eine Probe und finde den

s 0
Wert L, ohne zu wissen, aus welchem der 10 Haufen die Probe
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stammt. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, daBl die Probe
gerade aus dem ersten Haufen stammt?

Ich berechne dazu

1. die Wahrscheinlichkeit w, dafiir, eine zum ersten Haufen
gehorige und zwischen L und L -+ dL liegende Probe zu be-
kommen;

2. die Wahrscheinlichkeit w, dafiir, iiberhaupt eine zwischen L
und L -+ dL liegende Probe zu finden.

Die Wahrscheinlichkeit, bei der Probenahme gerade den ersten
der zehn Haufen zu bekommen, ist 7%;; soll auBerdem L zwischen L
und L -+ dL liegen, so ist offenbar

w, =359 (L— M,)dL.
w, folgt daraus einfach durch Summation von w, iiber alle
10 Haufen, so daB also im ganzen die Wahrscheinlichkeit
Wy __ o (L—M)
wy @L—M)+eL—M)+--- +¢L— M
dafiir besteht, da L aus dem Haufen M, stammt. Dabei ist
angenommen, daBl es von vornherein gleich wahrscheinlich sei,
bei der Probenahme in den ersten oder zweiten oder dritten usw.
Haufen zu greifen. Nehmen wir nun an, der Haufen M, existiere
in w,, der Haufen M, in w, Exemplaren, so dal im ganzen
statt der 10 Haufen jetzt deren w, - w, -+ -+ 4 w,, gleich-
wahrscheinliche Haufen vorhanden sind, so ist die ,a priori-
Wahrscheinlichkeit fiir einen Haufen M, nicht mehr 5}, sondern
@y

L e R )

Wy __ o, ¢ (L— M) (79)

W oy @ (L—M)+ w9 (L— M)+ -+ o9 (L—My)"
Jetzt ist die Verallgemeinerung auf sehr viele vorgelegte Haufen
unmittelbar gegeben. Sind die M-Werte dieser Haufen derart
verteilt, daB

, 80 dal nunmehr wird

w(M)dM
den Bruchteil der zwischen M und M -+ d M liegenden Haufen
bedeutet, so ist eben w (M)dM die a priori-Wahrscheinlichkeit,
bei der Probenahme in einen derartigen Haufen zu greifen. Es be-
steht also die Wahrscheinlichkeit w, = ¢ (L — M) (M)dMdL
dafiir, daBl ich bei der Probenahme in einen Haufen des Be-
reiches M, dM greife und dabei einen Wert L bis L 4 dL
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erhalte, wihrend die Wahrscheinlichkeit iiberhaupt einen
Wert L,dL zu erhalten gegeben ist durch

w, — dLj'mqa (M — L)oo (M)d M.

Der Quotient ist nun offenbar identisch mit der gesuchten
Grofle

w(L,M)dM:%: oMo L—M)dM (80)

+ o
Jo@hy@—Mdu
Das ist also die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der M-Wert des
Haufens, aus dem die Probe L gezogen wurde, zwischen M
und M+ dM liegt. w (M) bedeutet darin die a priori-Wahr-
scheinlichkeit des Wertes M in dem oben erlduterten Sinne.
Wir sind nunmehr in der Lage, auch die eingangs gestellte
Frage zu erledigen. Wir entnehmen zwei Proben L, und L,
aus den nach (79) verteilten sebr vielen Haufen. Nach (80) bilden
wir die Wahrscheinlichkeit w(L,, M,)dM, bzw. w(L,, M,)dM,
dafiir, daBl die Proben L, bzw. L, aus den Bereichen M,, dM,
bzw. M,, d M, stammen.
Uns interessieren nun diejenigen Fille, wo M, — M, zwischen
D und D 4 dD liegt. Dazu ist offenbar nétig, daBl M, gerade
zwischen M, + D und M, + D + dD liegt. Wir erhalten also

+ o
V'(D)dD =dD [w(L,, M) w(L,, M, + D)dM,,
also nach (43)

+®
[ o) ¢ (La— M) o (Ma+D) ¢ (L — (M, +D) d M,

V' (D)dD = =

z aD.
+® +®

JoOL) g (La— )M, [o (M) ¢ (L — M) d M, (81)
Solange nun iiber die a priori- Wahrscheinlichkeit (M) nichts
bekannt ist, ist eine weitere Reduktion dieses Ausdruckes kaum
moglich. Nehmen wir jedoch an, daB von vornherein jeder
M-Wert gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt, so heilt
das w = const. Wie ein Blick auf Gleichung (81) lehrt, braucht
sich die Annahme iiber den Wert von w nur auf solche M-Werte
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zu erstrecken, fiir welohe die Wahrscheinlichkeiten o (L — M)
merklich von Null verschieden sind. Nur innerhalb dieses Be-
reiches braucht also speziell die gleiche a priori-Wahrscheinlich-

keit zu gelten.
In diesem Falle wird einfach

V/(D) :_.L(p(La_—Ma)(p(Lb —(Ma+D))dMa'

Wenn wir an Stelle von M, jetzt L, — M, == als Integrations-
variable einfiihren und den gefundenen Unterschied mit  be-
zeichnen:
L,— L,=9,
also
Lb—(Ma—{—D):Lb——La—{—La——Ma—sz——(D—é),
so wird

7(D,0) = [ o @)oo — (D — )ds. (52)

Die erhaltene Funktion ist identisch mit der in Formel (76) ge-
gebenen Funktion V (D, d); diese Funktion V(D,8)=V'(D, )
hat demnach die doppelte Eigenschaft:

1. V(D, 8)dd ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei vor-
gegebenem Unterschied D der Mittelwerte an zwei heraus-
gegriffenen Elementen ein Unterschied zwischen ¢ und 8 4 dd
angetroffen wird.

2. V(D,08)dD ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei vor-
gegebenem Unterschied ¢ zweier herausgegriffener Elemente ein
Unterschied der Mittelwerte zwischen D und D + dD besteht.

Im Falle die Kollektive 4 und B nach einer GauBschen
Kurve verteilt sind, hat infolgedessen auch fiir die zweite Frage-
stellung die Wahrscheinlichkeitsfunktion die in Formel (78) oder
(78a) angegebene Form.

3. Wahrscheinlichkeit positiver Unterschiede.
Eine wichtige Spezialisierung dieser Formeln tritt auf, wenn es
nur auf das Vorzeichen von D bzw.d ankommt, d. h. wenn die
Fragen lauten:
1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit U (D), daB bei vor-
gegebenem positiven D die Differenz zweier herausgegriffener
Elemente ebenfalls positiv ausfallt?



108 Vergleich zweier Kollektivgegenstédnde.

2. Wie groBl ist die Wahrscheinlichkeit U’(d), daB bei posi-
tivem Unterschied 6 zweier herausgegriffener Elemente ein eben-
falls positiver Unterschied der Mittelwerte besteht?

Beide Wahrscheinlichkeiten erhélt man durch Integration
iiber V(D, d), im 1. Fall nach ¢ von 0 bis co, im letzten nach D
zwischen denselben Grenzen

U(D):fV(D, 8)dé

U'(0)= [ v (D, 8)ab.

Sind die Kollektive 4 und B nach einer GauBschen Kurve
verteilt, so ist V (D, d), wie aus (78) hervorgeht, symmetrisch
in D und 4. Daher ergibt die Integration beidemal dieselbe
Funktion, nur durch das Argument unterschieden, und zwar ist
diese Funktion, da V (D, ) selbst die Form einer GauBschen
Kurve hat, mit dem bereits mehrfach benutzten GauBschen
Fehlerintegral auf einfache Weise verbunden. Wir haben

[
1 (D—9)2

s}2m, © dé“_f o= [1+2()]
st (83)

ro-3 1))

Zur Ermittlung der Werte in einzelnen Féllen kann die Ta-
belle S. 118 benutzt werden, die zu den Werten % das ent-

UD)=

und entsprechend

sprechende @(}7%—) liefert. Zu beachten ist, daB s hier die
8,

GroBe Vs,®+ s, bedeutet. Handelt es sich um 2 Kollektive
der gleichen Streuung s,, so ist also zur Ermittlung von U die
Streuung s — /2 s, zu nehmen. Ferner kann auch die graphische
Darstellung Abb. 14, S. 51 benutzt werden, die allerdings nur
runde Werte von & abzulesen erlaubt. Auf der Horizontalen
wird der Unterschied 6 bzw. D in irgendeiner Einheit, auf der

senkrechten Hilfsskala die Streuung s = }s,? 4 :s? in derselben



Verteilung der Serienmittel. 109

Einheit aufgesucht. Der Schnittpunkt der zugehdrigen Achsen-
parallelen laBt auf der hindurchgehenden schréigen Linie den
Wert @ in ° ablesen; liegt der Schnittpunkt zwischen zwei
schriigen Linien, so wird interpoliert.

IV. Verteilung der Serienmittel bei beliebig
verteilten Kollektivgegenstinden.

Der Anwendungsbereich der in den beiden vorigen Kapiteln
entwickelten Formeln erweitert sich bedeutend, wenn man be-
achtet, daB man aus jedem Kollektivgegenstand beliebiger Ver-
teilung solche ableiten kann, die sich mit wachsender Genauig-
keit der GauBischen Kurve anpassen. Dies ist moglich, wenn
man statt der einzelnen Elemente selbst Mittelwerte aus Serien
von mehreren Elementen betrachtet, und zwar kann die Genauig-
keit unbegrenzt gesteigert werden durch VergroBerung der Zahl
der zu einem Mittel vereinigten Elemente. Dies Gesetz wird
in den Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitstheorie ausfiihrlich
bewiesen; es wurde bereits von Gaufl selbst zur Begriindung
der nach ihm benannten Verteilung angefiihrt. Wir wollen es
hier daher als richtig annehmen, und uns nur eine Vorstellung
davon verschaffen, wie rasch etwa die Anniherung an die
GaufBlsche Verteilung vor sich geht.

1. Erstes Beispiel:

Wir wahlen dazu als Beispiel eine Verteilung, die sich von
der GauBschen auf denkbar stirkste Weise unterscheidet. Die
N Elemente des Kollektivs sollen aus N, Werten der gleichen
GroBe L, und N, Werten der davon verschiedenen GroBe L,
bestehen, wobei natiirlich N, + N, = N ist. Mit den Abkiirzungen

X N, f, o+ B =1 haben wir fiir die Mittelwerte

Al A
M=L=e«L,+pL, ud L*=aL?2-+BL> (84)
und daraus die Streuung
Sf=L—M=L2a(l —a)
+ L1 —B)—2¢f L, L, =ef(L,— LS. (85)
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Wires B. Je=a=3; 2 g2 1 _ 1000; L, — 2000, so
hétte man

M = 3-1000 + 2-2000 = 1667;
und

§*=3-2.1000® oder s=—471.
Die Behauptung des Satzes geht nun dahin, daB das Mittel X,
von 7 aus dem Kollektiv ausgewihlten Elementen nach einer
Kurve streut, die mit wachsendem n immer besser durch die
GauBsche Gleichung
—_ (X,—M)*n
W(X,)= " " 2 (86)
s)2n
dargestellt wird, wo M und s durch (84) und (85) gegeben sind.
Uberzeugen wir uns nun von der Richtigkeit des Satzes an
dieser speziellen Verteilung. Der diskontinuierliche Charakter
derselben hat zur Folge, daB eine Serie von n Elementen nur
n -+ 1 diskrete verschiedene Mittelwerte X, ergeben kann, nim-
lich die Werte

4
X7=La—{——n—(Lb—La\,; y=20,1,2...1n (87)
je nachdem, ob unter den n Elementen keine oder eines oder

zwei ...usw. aus dem Haufen b stammen. Da « :% und
B= —‘ZZ\% die Wahrscheinlichkeiten sind, beim Herausgreifen eines
Elements eins von der Sorte ¢ bzw. b zu fassen, so ist die Wahr-
scheinlichkeit W, (») dafiir, daB man beim Herausgreifen von n
Elementen gerade n — » aus der Sorte @ und » aus der Sorte b
greift, gegeben durch

W’n ('V) = 1T(7:”——v)!“n_vﬂv. (88)

fp =2 erhilt man

Mit den Werten unseres Beispiels « =1 2

hieraus die Tabelle 14 fiir 1000- W, (»).

W, (») hat sein Maximum fiir %Naﬁﬂ =§, d. h. fir die-
jenigen »-Werte, die in der Nithe von 2n liegen. Die Zahlen
der Tabelle geben die in pro mille ausgedriickten Wahrscheinlich-
keiten fiir einen durch (87) gegebenen Wert X, an. Um die
fir n =5 und n =10 erhaltene Zahlenreihe bequem mit der
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Tabelle 14.

n= 1 2 3 4 5 e 10
0 333 111 37 12,3 4,1 0,017
1 667 444 222 98,7 41,2 0,34
2 444 445 296 164 3,05
3 296 395 329 16,3
4 198 329 57
5 132 136
6 228
7 260
8 195
9 86,6

10 17,3

GauBschen Formel (86) vergleichen zu konnen, schreiben wir
letztere in der Form

pE)= e (89)
Va
Nach (86) und (87) bedeutet aber
. 1 Jn
§= X, =)= V2@-+w
Der fiir den Vergleich von (88) und (89) wichtige Zusammen-
hang zwischen 3 und » lautet also auch
:wL;,—-L,,_ n M—L,
81‘ S}'ﬁ 2 8
oder mit den Werten (84) und (85) fiir M und s:
1 Bn
=7 VW “Voe
In unserem Beispiel wird daraus
1 50

Ly — L, ]
. :

(90)

v.1,5—mn

—

Man erhalt so fur die Féille » = 5 und n = 10 unseres Bei-
spiels die in Tabelle 15 angegebene Zuordnung der 3, und X,
zu den moglichen »-Werten. Um nun die zugehorigen Werte
von W, () mit der Kurve ¢ (3,) vergleichen zu konnen, hat man
noch zu beachten, daB nach (90) zusammengehérige Anderungen
von » und 3 verbunden sind durch

Av=4d3)2afn.

oder
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2. Behandlung mittels Poincarés charakteristischer
Funktion.

Wihrend wir in dem Fall der diskreten Verteilung die An-
gleichung der Serienmittel an die GauBsche Verteilung ganz
unmittelbar zeigen konnten, erweist sich in allgemeineren Fillen
fir diesen Zweck die Einfilhrung der ,charakteristischen
Funktion“ nach Poincaré als zweckmiBig, besonders dann,
wenn die urspriingliche Verteilung sich als eine Uberlagerung
von mehreren GauBschen Funktionen darstellen 1a8t.

Unter der zu einer beliebigen Verteilung v (¥)dx gehorigen
charakteristischen Funktion f(y) verstehen wir den Mittelwert
von e??, d. h. also

)= J errp @ az. (1)

Ist speziell y (x) eine GauBsche Funktion mit dem Mittelwert M
und der Streuung s, also

1 (M2
v == (92)
so wird
+o |
1 J‘ yx_(ﬂz~a:)5
= — 2 dx,
f(}’) sY2= ¢ v

—®

Unter Einfiithrung von x — (M -+ s®y) als Integrationsvariable
ergibt die Auswertung des Integrals
My+ i y2
flr)=e *° . (93)
Die Zuordnung von f(y) in Gl. (93) zu v () in GL (92) ist um-
kehrbar, so dafl wir als ersten Satz haben:

I Wenn die charakteristische Funktion f(y) einer
Verteilung lautet: f(y)=e4r+B7*, go ist die Verteilung
selbst eine GauBsche mit dem Mittelwert M= 4 und
der Streuung s* =2 B.

Die Bedeutung der eingefiihrten Funktion fiir unser Problem
beruht nun darauf, daB wir die charakteristische Funktion F, (y)
fiir die Verteilung der Serienmittel zu je n Exemplaren sofort
hinschreiben konnen, wenn die urspriingliche Verteilung v ()

Becker-Plaut-Runge, Massenfabrikation. 8
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und damit ihre charakteristische Funktion f(y) bekannt ist.
Es gilt ndmlich der folgende Satz:

IL. Ist f(y) die zu einer beliebigen Verteilung v (z)
gehorige charakteristische Funktion, so ist die charak-
teristische Funktion F, (y) fiir die Verteilung ¥ (X,) aller
Serienmittel X, =_(z; +-%, 4 ---+,), die man aus

y () bilden kann, gegeben durch
£ =r@Z)]" (94

Zum Beweise haben wir zunichst die Verteilung ¥ (X,) anzu-
geben. Offenbar ist

T(Xn) an = f’B‘fl)U(xl) L4 (“’2) s W(xn) dxl dx? st dxn’

wo der Bereich B des n-dimensionalen Integrationsraumes der
x,, %, ..., %, gegeben ist durch die Bedingung, daB

Xn§W&§Xn+an-

Mithin lautet die gesuchte Funktion

F,(r)= &VXM(XM)an: Xf erXa f o Jv)...v(,)dz,...dz,.

Das ist aber gleichbedeutend mit dem iiber den ganzen x, ..., -
Raum erstreckten Integral:
+ ®

F)=/... er¥ryp(@)...p(z,)dz,...d=,.

Setzt man hier fiir X, seinen Wert ein, so zerfillt dieses In-
tegral in ein Produkt von n gleichen Teilintegralen

+® +
b4 b4

fﬁ * v (2,) dz, -J‘e;%w(xg)dxg =[]

Denn jedes einzelne Teilintegral ist laut Definition gleich f (—:’;) ,

wenn f(y) die zu y (x) gehorige charakteristische Funktion be-
deutet. Der Satz (94) ist damit bewiesen.
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3. Zweites Beispiel.

Zur TMustration der Brauchbarkeit dieses Satzes behandeln
wir als Beispiel den Fall, daB die urspriingliche Verteilung sich
als Superposition von zwei GauBschen Verteilungen beschreiben
liBt. Die Menge moge also zum Bruchteil ¢ aus Elementen
mit dem Mittelwert M, und der Streuung s, bestehen und zum
Bruchteil § aus Elementen mit dem Mittelwert M, und der
Streuung s,. Es sei also

1 -Hed 1
— 84
v () e +ﬂ«wﬂ
Dabei ist natiirlich « 4 8 =1. Fiir den Mittelwert M und die
Streuung s der Menge (95) findet man:

M=aM, +BM,; s=uas?+Bs*+af(M,— M,)?.
Die oben S. 109ff. behandelte Verteilung ist als Spezialfall

s, =8, =10 in (95) enthalten.
Nach (93) lautet die zugehorige charakteristische Funktion

_(Mp—2)
e 28", (95)

8q® 8p?
May+=5 Mpy+g- 2

72
fly) =we +pe
Nach (94) lautet dann die charakteristische Funktion fiir Serien-
mittel zu je n Lampen:

M, s My w

Fn(7)=[f(l>r=(ue77 2y gon ) (96)

n
Bei der binomischen Entwicklung erhalten wir also fiir F,(y)
eine Summe von n -+ 1 Gliedern, von denen jedes die Form hat

(%) an—r g~ e e et ) (97)

v

Wir erbalten alle #» 1 Summanden von F,(y), wenn wir »
der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2, ..., n durchlaufen lassen.

Mit Hilfe des Satzes I konnen wir danach die Verteilung
¥ (X,) vollig exakt angeben: ¥ (X)) ist eine Uberlagerung von
n + 1 GauBschen Kurven, deren (prozentische) Beteiligung an
der Gesamtmenge der Reihe nach gegeben ist durch

a"...(?)a”“lﬂ...(t)a”"’ﬁ"...ﬂ". (98a)

8*
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Die zugehorigen Mittelwerte sind
1
M, M+ (My—M).. M, +>(M,—DM,)... M, (98b)
und die zugehdrigen Streuungen
1 2
n
1 1 1 1
- [s(f + (8 — sag)} e [Sf + % (82 — saﬂ)} e gt (980)
Wie wir bereits im vorigen Beispiel gesehen haben, hat die
Reihe (98a) fiir nicht zu kleine n ein sehr ausgeprigtes Maxi-

B

mum in der Umgebung von %: i f. Alsdann werden

sich von den n 41 GauBschen Komponenten von ¥ (X ) nur
diejenigen bemerkbar machen, fiir welche ebenfalls %R;ﬂ ; d. b
aber nach (98b) und (98c¢), daB fiir diese Komponenten

die Mittelwerte in der Nihe von o« M 4 8 M,
1
und »n Streuungen » » » » [oc 8 a2 -+ ﬂ Sba]

liegen. Mit unendlich wachsen-
dem 7 strebt nun, wie wir wis-
sen, ¥ (X,) einer rein GauB-
schen Verteilung mit dem Mittel
oM, 4 B M, und der Streuung

1

st pa?) -+ (0, — )
zu. Fiir kleinere n (= 3 oder 5
oder 10) liBt sich ¥(X,) nach
(98) ohne weiteres zahlenméfig
und zeichnerisch darstellen und

so die erreichte Anniherung an
die rein GauBsche Idealkurve

%% in jedem Einzelfall praktisch kon-
Abb. 24. Verteilungskurve der Serienmittel, tyollieren.
ites Beispiel.

Telien Do ] Es ist in der Tat bemerkens-
wert, mit wie geringer Mithe man hier auf dem Umweg iiber
die charakteristische Funktion zu der detaillierten Beschrei-
bung (98) der zu (95) gehodrigen Serienverteilung gelangt.
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Abb. 24 stellt ein auf diesem Wege berechnetes Beispiel dar,
bei dem als urspriingliche Verteilung v (r) eine Anniherung an
die S. 29ff. beschriebenen Verteilungskurven von Glihlampen
gewihlt wurde (die Unsymmetrie noch stark iibertrieben); bereits
die Mittel von je drei Elementen ergeben eine fast symmetrische
Kurve ¥ (X,); zum Vergleich ist die GauBsche Kurve W(z

mit dem Mittelwert M und der Streuung % gestrichelt hinzu-
gezeichnet, wo M und s Mittelwert und Streuung der urspriing-
lichen nicht-GauBschen Verteilung bedeuten. Vereinigt man je-

weils noch mehr als 3, etwa 5 oder 10 Elemente zu einem Mittel,
go wird die Anpassung an die entsprechende GauBsche Kurve

der Streuung > bzw. —— i
g s 110 noch enger sein.



Anhang.

b

Ves

Tabelle fiir @(Tb_—) 2 fe’”’dx.

2 :]77;

0
Die Eingangsspalte links enthilt die ersten beiden Ziffern von %, der Kopf

der Tabelle die dritte Ziffer (zweite Stelle nach dem Komma). Die Tabelle gibt
die ersten 4 Stellen nach dem Komma fiir #. Vor dem Komma steht 0.

b 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

S

0,0 10,0000 0,0080 |{0,0160 |0,0240 [0,0320 |0,0398 |0,0478 |0,0558 [0,0638 | 0,0718
0,1 0786 | 0876 | 0956 | 1034 | 1114| 1192 | 1278 | 1350 1428 | 1506
0,2 1586 | 1664 | 1742 | 1818 | 1896 | 1974 | 2052 | 2328 | 2206 | 2282
0,3 2358 | 2434 | 2510 | 2586 | 2662 2736 | 2812 2836| 2960| 3034
0,4 3108 | 3182 | 3256 | 3328 | 3400| 3472| 3544 3616| 3688| 3758
0,5 3830 | 3900 | 3970 | 4038 | 4108 | 4176 | 4246 | 4314 | 4380 | 4448
0,6 4514 4582 | 4648 | 4714 | 4778 | 4844 | 4908 | 4472| 5034 | 5098
0,7 5160 5222 | 5284 | 5346 | 5408 | 5468 | 5528 | 5588 | 5646 5704
0,8 5762 5820 | 5878 | 5934 | 5910 6046| 6102 6156 | 6212| 6266
0,9 6318 | 6372 | 6424 | 6476 | 6528 | 6578 | 6630| 6680| 6730 | 6778
1,0 6826 | 6876 | 6922 | 6970 | 7016| 7062| 7108 | 7154| 7198 | 7242
1,1 7286 | 7330 | 7372 | 7416 | 7458 | 7498| 7540 | 7580 | 7620 | 7660
1,2 7698 | 7738 | 7776 | 7814 | 7850 | 78881 7924 | 7960 | 7994 | 8030
1,3 8064 | 8098 | 8132 | 8164 | 8198 | 8330 | 8262| 8294 | 8324 | 8364
1,4 8384 | 8414 | 8444 | 8472 | 8502 | 8530 | 8558 | 8584 | 8612| 8638
1,5 8664 | 8690 | 8714 | 8740 | 8764 | 8788 | 8812 | 8836 | 8856 | 8882
1,6 8904 | 8926 | 8948 | 8968 | 8990 | 9010| 9030 | 9050 | 9070 | 9090
1,7 9108 | 9128 | 9146 | 9164 | 9182 9198 | 9216 | 9232| 9250 | 9266
1.8 9282 | 9298 | 9312 | 9328 | 9342 9356 | 9372 | 9386 | 9398 | 9412
1,9 9426 | 9438 | 9452 | 9464 | 9476 | 9438 | 9500 | 9512 | 9522 | 9534
2,0 9544 | 9556 | 9566 | 9576 | 9586 | 9596 | 9606 | 9616| 9624 9634
2,1 9642 | 9652 | 9660 | 9668 | 9676 | 9684 | 9692| 9700, 9708 | 9714
2,2 9722 | 9728 | 9736 | 9742 | 9750 | 9756 | 9762 | 9768 | 9774| 9780
2,3 9786 | 9792 | 9796 | 9802 | 9808 | 9812 | 9818 | 9822 | 9826 | 9832
2,4 9836 | 9840 | 9844 | 9850 | 9854 | 9858 | 9862 | 9864 | 9868 | 9872
2,5 9876 | 9880 | 9882 | 9886 | 9890 | 9892 | 9896 | 9898 | 9902 | 9904
2,6 9906 | 9910 | 9912 | 9914 | 9913 9920; 9922 | 9924 9926 | 9928
2,7 9930 | 9932 | 9934 | 9936 | 9938 | 9940 | 9942 9941 | 9946 | 9948
2,8 9949 | 9950 | 9952 | 9954 | 9955| 9956 | 9957 | 9958 | 9960 9962
2,9 9963 | 9964 | 9965 | 9966 | 9967 | 9968 | 9969 | 9970 | 9971 | 9972
3,0 9973| 9974 | 9975 | 9976 | 9977| 9978 | 9978 | 9979 | 9980 | 9980
3,1 9981 | 9982 | 9982 | 9983 | 9983 | 9984 | 9984 | 9984 | 9985| 9985
3,2 9986 | 9986 | 9987 | 9987 | 9988 | 9988 9989 | 9989 | 9990 | 9990
3,3 9990 | 9991 | 9991 | 9991 | 9992 | 9992 | 9992 9993 | 9993 | 9993
3,4 9993 | 3994 | 9994 | 9994 | 9994 9994 99951 9995| 9995| 9995
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schaftlichkeit bei der Vorkalkulation im Maschinenbau. Dr. K. H.
Sehmidt, Organisation und Grenzen der Arbeitszerlegung im
fliefenden Zusammenbau. Mit 58 Abbildungen im Text. VI,
180 Seiten. 1924. RM 7.50; gebunden RM 9.—

Zweiter Band: Dr.-Ing. H. Brasch, Die Bearbeitungsvorrichtungen
fiir die spanabhebende Metallfertigung (eine Systematik des
Yorrichtungswesens). Dr.-Ing. G. Oehler, Beitriige zur Wirt-
schaftlichkeit im Vorrichtungsbau unter besonderer Beriick-
sichtigung der Herstellungsmenge und Art der Vorrichtung
selbst. Prof. Dr.-Ing. E. Sachsenberg, Versuche iiber die Wirk-
samkeit nnd Konstruktion von Riumnadeln. Mit 248 Abbildungen
im Text. VI, 184 Seiten. 1926. RM 14.40; gebunden RM 15.60

Dritter Band: Prof. Dr.-Ing. E. Sachsenberg, Neuere Versuche auf
arbeitstechnischem Gebiet (zweiter Teil). Dr.-Ing E. Mohler,
Beurteilung der Tagesbeleuchtung in Werkstiitten vom Stand-
punkt des Betriebsingenieurs aus. Dr.-Ing. M. Meyer, Unter-
suchungen iiber die den Zerspanungsvorgang mittels Holzkreis-
siigen beeinflussenden Faktoren. Mit 76 Abbildungen im Text und
auf 2 Tafeln. VI, 118 Seiten. 1926. RM 9.60; gebunden RM 10.80





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile ()
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /ENU <FEFF004a006f0062006f007000740069006f006e007300200066006f00720020004100630072006f006200610074002000440069007300740069006c006c0065007200200039002000280039002e0034002e00350032003600330029002e000d00500072006f006400750063006500730020005000440046002000660069006c0065007300200077006800690063006800200061007200650020007500730065006400200066006f00720020006f006e006c0069006e0065002e000d0028006300290020003200300031003100200053007000720069006e006700650072002d005600650072006c0061006700200047006d006200480020>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




